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PREFACE.

L’Ouvrage que nous offrons ici au public a pour butde
combler une lacune singuliere.

Il n’existe, en effet, aucun Traité moderne, francais, de la
Théorie des nombres.

Et cependant, tout le monde sait 'extréme importance de
cette Théorie, base de toutes les Mathématiques, et dont il
faut absolument connaitre les principaux résultats pour en-
treprendre une recherche d’ordre tant soit peu élevé.

Qu’il nous suffise de dire qu’en Allemagne il existe plu-
sieurs Traités de la Théorie des nombres : 'Ouvrage de
Lejeune-Dirichlet, revu par Dedekind; celu1 de Tchéby-
scheff, traduit par Schapira; I'Ouvrage plus récent de
M. Bachmann, ete.

La premicre difficulté qu’éprouve 'auteur d’une Théorie
des nombres, c’est de délimiter son sujet. Qu’est-ce, en effet,
que la Théorie des nombres?

Il semble d’abord que ce soit tout simplement la Théorie
des nombres entiers. Mais cette définition est trop vaste. En
effet, la notion de nombre entier suffit pour donner la dé-
finition des nombres fractionnaires et incommensurables.
D’autre part, le nombre servant de base a toute I’Analyse,
et méme a la Géométrie et a la Mécanique rationnelle, qui
ne sont, & un certain point de vue, que des représentations
conformes de I'espace et du temps sur le nombre, il résulte-
rait de la définition précédente, que la Théorie des nombres
comprendrait toutes les Mathématiques. Il faut donc se res-
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VI PREFACE.

treindre et dire que la Théorie des nombres est la Théorie
des nombres entiers, en tant seulement qu’ils sont entiers.

Mais il est évident alors que la Théorie des nombres frac-
tionnaires ou incommensurables, en tant qu’ils sont fraction-
naires ou incommensurables, est étroitement li¢e a la preé-
cédente. En fait, il est pratiquement impossible d’étudier
I'une de ces Théories indépendamment des deux autres. Par
exemple, les problemes d’Analyse indéterminée du premier
degré, problemes dans lesquels les données et les inconnues
sont des nombres entiers, se traitent par le développement
en fraction continue d’'un nombre fractionnaire. Les pro-
blémes d’Analyse indéterminée du second degré, dans
lesquels les données et les inconnues sont aussi des nombres
entiers, se traitent par le développement en fraction continue
d’un nombre incommensurable.

En résumé, la Théorie des nombres étudie les propriétés
des nombres, en tant que ces nombres sont entiers, frac-
tionnaires ou incommensurables; elle cherche a distinguer
ces nombres, a les classer, a étudier leurs propriétés parti-
culieres; mais les propriétés qui appartiennent a tous les
nombres, par exemple celles qui constituent le calcul alge-
brique et toutes ses conséquences, échappent a la Théorie
des nombres.

Notre Ouvrage contient d’abord les matiéres suivantes :
Premiéres propriétés des nombres entiers; Nombres frac-
tionnaires; Fractions continues; Congruences; Restes
quadratiques; Nombres incommensurables; Classification
des nombres incommensurables; Formes quadratiques
binaires; Analyse indéterminée du premier et du second
degré.

Il contient, de plus, sous forme de Notes, l'exposé de
quelques questions particulierement importantes ou inté-
ressantes, et qui ne rentrent point dans le cadre précédent.

Parmi les principales, citons : Compléments a la Théorie
des nombres premiers ; Décomposition des grands nombres
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PREFACE. Vil
en facteurs premiers; Calcul des racines primitives;
Fonctions numériques: Nombres imaginaires de Gauss;
Nombres imaginaires quadratiques en général.

Telles sont les matiéres qui nous ont paru devoir entrer
dans les Eléments de la Théorie des nombres. Nous réser-
vons pour le Traité plus complet, que nous aurons peut-étre
le plaisir de publier un jour, les Théories de la composition
et du nombre de classes des formes quadratiques; les Re-
cherches de Riemann sur la fonction ((s), et les travaux
qui en ont été la conséquence; la Théorie des idéaux de
Kummer et Dedekind, etc.; toutes matiéres plus difficiles
que les précédentes et qui d’ailleurs, étant encore 'objet des
travaux de nombreux géomeétres, ne présentent pas ce ca-
ractere définitif que doit avoir un Traité didactique.

D’ailleurs, autant que possible, nous avons mis le lecteur
sur la voie de ces questions : la Théorie des nombres entiers
imaginaires étant, par exemple, une préparation a celle des
1déaux.

I’Ouvrage se termine par des Tables numériques : Tables
de nombres premiers, de racines primitives, d'indices, de di-
viseurs linéaires de formes quadratiques.

Ne voulant pas allonger inutilement, nous avons passé
rapidement sur les théories élémentaires ou sur celles déve-
loppées dans d’autres Ouvrages; par exemple, sur les pre-
miéres propriétés des nombres entiers et sur la définition
des nombres incommensurables. Nous ne pouvions les passer
complétement sous silence, sans laisser une lacune dans I’'Ou-
vrage. Nous avons d’ailleurs, en cela, suivi 'exemple des
plus illustres géomeétres, Legendre, Lejeune-Dirichlet, ete.,
qui, dans leurs Théories des nombres, n’ont pas jugé indigne
d’eux de commencer au début méme, a la définition du
nombre entier.

Nous avons, dans toutes les questions, donné des exemples
numériques. Ceci nous semble d'une grande importance. Il
ne suffit pas de démontrer qu'un nombre existe, il faut savoir
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le calculer. Par exemple, la possibilité ou I'impossibilité
d’une congruence du second degré se détermine facilement
par I'emploi des symboles de Legendre et Jacobi; mais le
probléme de trouver les racines de cette congruence entraine
des calculs souvent pénibles.

C’est en nous placant au méme point de vue, que nous
avons donné les méthodes par lesquelles on détermine les
diviseurs d'un nombre.

Tous ces calculs exigent I'emploi des Tables que nous
avons placées a la fin du Volume.

En publiant ce Traité, nous avons pensé étre utile a tous
ies étudiants en Mathématiques, 4 tous ceux qui, ayant be-
soin de la Théorie des nombres, sont obligés actuellement
d’aller la chercher dans des Ouvrages étrangers qu'ils ne
lisent souvent que difficilement.

Peut-étre aussi intéresserons-nous ce que nous appellerons
les mathématiciens amateurs. Nous voulons dire ceux, offi-
ciers, ingénieurs, elc., qui, ayant une instruction solide et
le gott de la Science mathématique, prennent plaisir a s’en
occuper, dans les loisirs que leur laisse leur profession. A
ceux-la, la Théorie des nombres, plus difficile peut-étre, mais
exigeant moins d’études préalables que la plupart des autres
Théories modernes, réservera de grandes jouissances.

On sait, en effet, I'attrait particulier qu’exerce cette
Science. L’Auteur serait heureux, s’il parvenait a procurer
a ceux qui liront cet Ouvrage, un plaisir égal a celui qu’il
a éprouve a le composer.
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THEORIE DES NOMBRES.

CHAPITRE 1.

RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

§ I. — Egalité des nombres entiers. Opérations. Numération.

1. L’Analyse tout entiere repose sur les notions indéfinissables
d'unité ev de nombre entier. La notion d’égalité de deux
nombres (') est comprise dans les précédentes. Ajoutons-y la
notion de somme de dewr nombres. Enfin admettons que la
somme de deux nombres ne dépend pas de U'ordre dans lequel
on les ajoute.

2. Mais on peut définir la somme de plus de deux nombres
en disant que c’est le résultat obtenu en ajoutant d’abord les
deux premiers nombres, puis la somme obtenue acec le nombre
sutvant, et ainst de suile.

En particulier, on peut former tous les nombres, en ajoutant
Punité a elle-méme, puis encore une fois P'unité au résultat, el
ainsi de suite. Les premiers nombres ainsi formés s’appellent wn,
deux, trois, quatre, cing, siz, sept, /uul neuf, dix et se repré-
sentent par les signes suivants :

(') Comme dans tout ce qui va suivre, il ne s’agit que de nombres entiers,
nous supprimerons I'épithéte entier sans qu'il en résulte de confusion.

G, l
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2 CHAP. I. — RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

Les nombres étant formés de cette facon, tout nombre est dit
plus grand que ceux qui ont é1é formés avant lui, et plus petit
que ceux qui ont été formés apres.

Nous devons admettre encore un résultat sans démonstration,
A savoir que : la somme de trois nombres ne change pas quand
on change Uordre des deux derniers.

Nous en avons fini avec les notions indémontrables qui forment
la base des Mathématiques. Tout le reste s’en déduit par les

régles ordinaires du raisonnement.

3. Démontrons d’abord le théoréme suivant : La somme d’un
nombre quelconque de nombres est indépendante de lordre
dans lequel on les ajoute.

En effet, de ce que nous avons admis, relativement a une somme
de trois termes, il résulte immédiatement que, dans une somme
d’un nombre quelconque de termes, on peut intervertir Uordre
de dewx termes consécutifs.

Cecl posé, considérons les termes rangés dans un ordre quel-
conque. On peut amener le terme que l'on veat a la premiére
place, en I'échangeant avec le précédent, puis avec le précédent, el
ainsi de suite. Ensuite on peut amener le terme que I'on veut a la
seconde place, et ainsi de suite, jusqu’a ce que tous les termes
soient rangés dans 'ordre que I’on aura voulu.

4. Pour trouver la somme de plusieurs nombres, on peut
les répartir en groupes, chercher séparément les sommes des
nombres contenus dans chaque groupe, et enfin faire la somme
de ces sommes partielles.

Iin effet, d’aprés la définition méme de la somme de plusieurs
nombres, on peat remplacer les premiers de ces nombres par
leur somme effectuée. Comme d’ailleurs des termes quelconques
peuvent étre placés les premiers, la proposition est démontrée.

5. Notations. — Quand on raisonne sur des nombres, indépen-
damment de leurs valeurs particuliéres, on représente souvent ces

nombres par des lettres.
La somme de plusieurs nombres «, b,.... ! se désigne par

@ 0 S il
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I’égalité de deux nombres a, b se note de la facon suivante :

a:ll,

I’inégalité se note de la facon suivante : @ > b ou a < b sui-
vant que @ est plus grand ou plus petit que b.

6. Différence de deux nombres. — De la notion de somme,
on déduit celle de différence de la facon suivante : On appelle
différence entre un nombre @ et un nombre b, et I'on représente
par @ — b, le nombre qu'il faut ajouter a b pour reproduire a.
Cette différence n’existe que si @ est plus grand que b.

7. Du nombre zéro. — Soit o un signe que nous appellerons
zéro, et que nous placerons au rang des nombres.
Par définition, a étant un nombre quelconque, on a

a+ 0=a

0o+a=a.

On en déduit

a +o+be=a+bao,

Le nombre zéro jouit donc des propriétés que I'on a jusqu’a
maintenant reconnues aux nombres. On peut donc raisonner sur
lui comme sur les autres.

L’introduction dans les calculs de ce nombre zéro est indis-
pensable dans la suite. Dés maintenant, elle nous permet, dans la
définition de la différence, de supposer les deux termes de la dif-
férence égaux entre eux.

On a, en effet,

Remarquons aussi que

a—o0=a.

8. Polynomes. — On appelle polynome une expression com-
posée d’une suite de termes séparés par les signes + et —, par
exemple,

a+b—c+d—e—f+ g,

et représentant le nombre qu'on obtiendrait en additionnant @
et b, puis du résultat retranchant ¢, et ainsi de suite.

www.rcin.org.pl



!} CHAP. I. — RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

9. Calcul algeébrique. — On appelle calcul algébrique I'art
de transformer les expressions contenant des nombres indétermi-
nés, d’apres des régles indépendantes des valeurs particuliéres de
ces nombres.

Dans cet Ouvrage, nous ne traiterons pas du calcul algébrique ;
nous en regarderons les principaux résultats comme connus du
lecteur, nous bornant a les rappeler, au besoin; parmi ces résul-
tats, un des premiers est le suivant, relatif aux polynomes :

Pour additionner deux polynomes, il suffit de les ecrire les
uns a la suite des autres en les séparant par le signe .

Pour retrancher un polynome d’un autre, il suffit de l’é-
erire a sa suite, en mettant le signe — devant son premier
terme, et changeant les signes de tous les autres.

10. Multiplication. — Considérons une addition, dans laquelle
tous les nombres & ajouter sont égaux.

Soit a ajouter & nombres égaux a «; la somme obtlenue dépend
de a et de b. On l'appelle produit de a par b. On représente
ce produit par @ < b, ou a.b, ou plus simplement par ab.

a et b s’appellent les facteurs du produit.

La multiplication se présente ainsi comme une nouvelle facon
de combiner les nombres, et par suite comme une source de nou-

veaux calculs.

11. Cas des facteurs zéro et un. — Mais les nombres o el 1
échappent aux définitions précédentes. 1l est cependant nécessaire
que ces définitions n’aient pas d’exceptions, sans quoi les calculs
seraient & chaque instant génés par des restrictions insuppor-
tables. On donne donc les définitions formulées par les égalités

suivantes :

b X == d,
. ~ L3 =y
(1) <

' @ X .0 =0,

\

0 X a=o.

12. Produit de plus de deux facteurs. — On définit ensuile
le produit de plus de deux facteurs. Cest le résultat obtenu en
multipliant d’abord les deux premiers facteurs, puis le pro-
duit obtenu par le facteur suivant, et ainsi de suite.

www.rcin.org.pl



OPERATIONS. b

Relativement a ces produits, on démontre le théoréme suivant,
analogue a celui qu’on adonné plus haut pour les sommes :

13. Le produit de plusieurs facteurs ne change pas quand
on change d’une facon quelconque l’ordre de ces facteurs.

En effet, reportons-nous a la démonstration donnée pour les
sommes, et nous voyons que pour démontrer le théoréme en ques-
tion il suffit d’en démontrer les cas particuliers suivants :

. Le produit de deuzx facteurs ne change pas quand on
change Uordre de ces deux facteurs.

Il. Le produit de trois facteurs ne change pas quand on
change l'ordre des deux derniers.

Tout d’abord, si certains des facteurs sont zéro ou un, ces
théorémes sont évidents d’apres les égalités (1).

Supposons donc qu'il n’en soit pas ainsi. Soit d’abord a démon-
trer que le produit de 4 par 6 est égal au produit de 6 par 4.

Considérons le Tableau suivant :

1 1 1 1
I 1 I 1
1 I 1 1
I I I I

I 1 I 1

Chaque ligne contient 4 unités, et il y a 6 lignes; donc le
T'ableau contient un nombre d’unités égal au produit de 4 par 6.

Mais, d’autre part, chaque colonne contient 6 unités et il y a
4 colonnes; donc le Tableau contient un nombre d’unités égal au
produit de 6 par 4.

Donc 4 < 6 = 6.>< 4.

Soit maintenant & démontrer que le produit de 4 multiplié par 6,
multiplié par 3, est égal au produit de 4 multiplié par 3, muluplié
par 6.

Considérons le Tableau suivant :

TITI it LB rra LIER FEKT
Erl el RN ey FLEL i
Irri et e 111 1rrt rrr
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6 CHAP. 1. — RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

Chaque ligne contient un nombre d’'unités égal au produit
de 4 par 6 etil y a 3 lignes; donc le Tableau contient un nombre
d’unités égal au produit de 4 multiplié par 6 multiplié par 3.

Mais, d’autre part, chaque colonne contient un nombre d’unités
égal au produit de 4 par 3, et il y a 6 colonnes; donc le Tableau
contient un nombre d’unités égal au produit de 4 multiplié par 3
multiplié par 6.

Donc

’ DY

o el = 45 3 <76,

14. Conséquence du théoréme précédent. — Du théoréme
précédent, on déduit, comme on I'a fait pour les sommes, la
conséquence suivante :

Dans un produit de plusieurs facteurs, on peut grouper les
Jacteurs d’une fagon quelconque, et remplacer un certain
nombre d’entre eux par leur produit effectué.

15. Un théoréme non moins important est le suivant :

Pour multiplier un nombre par une somme, il suffit de le
multiplier séparément par les différentes parties de la somme
et d’ajouter les résultats.

En effet, pour répéter un nombre 3 plus 4 plus 7 fois, par
exemple, il suffit de le répéter 3 fois, puis 4 fois, puis 7 fois, et
d’ajouter les résultats. C'est une conséquence du groupemeni
arbitraire des termes d'une somme.

La théorie de la mise en facteur commun et celle de la multi-
plication des polynomes, qui appartiennent au calcul algé-
brique, découlent de la.

16. Puissances d’un nombre. — Un cas particulier de la
multiplication est celui ot tous les facteurs sont égaux.

Soit a faire le produit de m facteurs égaux a a. Ce produit
dépend de @ et de m; on Pappelle puissance miéme de a et on le
désigne par a™. Le nombre m est dit 'exposant de la puissance.

La deuxiéme et la troisiéme puissance d’un nombre se dési-
gnent par les noms particuliers de carré et de cube.
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Relativement aux puissances, on a le théoréme suivant, qui ré-
sulte immédiatement de ce qu’on a dit sur les produits de facteurs.

17. Le produit de plusieurs puissances d’un méme nombre
est égal a une puissance du méme nombre ayant pour expo-
sant la somme des exposants des facteurs.

Comme cas particulier :

La puissance p'me de la puissance m™e d’un nombre a est
égale a la puissance (mp )™ de ce nombre a.

18. Dans les théorémes précédents, on peul supposer certains
des exposants égaux a zéro ou a un, au moyen des définitions

suivantes :
a¥ == §,

ak—.a,

lesquelles ne contredisent aucun des théorémes précédents.

19. Division des nombres entiers. — La division est 'opéra-
tion inverse de la multiplication, comme la soustraction esl
I'opération inverse de I'addition.

La soustraction pouvait en effet se définir : Etant donnés la
somme de deux nombres et 'un de ces nombres, trouver
lautre.

De méme, on peut poser le probleme suivant : £'tant donnés
le produit a de deux facteurs et U'un de ces facteurs égal a b,
trouver Uautre.

Mais I'opération ainsi définie n’est pas, en général, possible.

En effet, considérons les produits de & parles nombres entiers
successifs, ou, comme on dit, les multiples de b.

Il peut arriver qu’il y en ait un égal a @, soit
(2) a=ig;

Alors le probléme posé est possible, le nombre ¢ répond a la
question.

Mais, en général, @ est compris entre deux multiples consé-
cutifs de b, soient qb et (¢ +1)0b, et le probleme proposé est
impossible.
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8 CHAP. I. — RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

On a alors
(3) a=qb-—+r,

- ¢tant plus petit que .

[ égalité (2) est un cas particulier de I'égalité (3), r élant égal
a zéro.

Généralisons donc la définition de la division et disons que,
dans chaque cas, 'opération qui consiste & trouver ¢ et r s'ap-
pelle division de a par b. Dans le cas ot = o, on dit que la
division se fait exactement, ¢ est appelé le quotient exact de a
a
Z
Dans le cas ol 7 n’est pas nul, » s’appelle le reste de la divi-

par b et se désigne par
|

sion, ¢ le quotient a une unité prés de a par b et se désigne

\

< a
par £ <>l; ) .

920. Extraction des racines. — Enfin 'extraction des racines
est opération inverse de I'élévation aux puissances.

L'tant donné un nombre a, cherchons un nombre qui, élevé
a la mieme puissance, reproduise a.

L’opération ainsi définie est, en général, impossible.
En effet, considérons les puissances m'™* des nombres succes-
sifs : il peut arriver qu'il y en ait une égale a a. Soit

(4) o= '8,

Alors le probléme posé est possible, le nombre ¢ répond a la
question.

Mais, en général, @ est compris entre les puissances m*"* de
deux nombres consécutifs, soit ¢” et (¢ -+1)”, et le probleme
proposé est imp;)ssible.

On a alors

{5y a-=en4-r

7 élant plus petit que (¢ -+ 1)” — ¢™.
L’égalité (4) est un cas particulier de I'égalité (5), r étant égal
a zéro.
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NUMERATION. 0
Dans chaque cas, I'opération qui consiste a trouver ¢ et 7 s’ap-
y Lop | I
pelle extraction de la racine mime de c. Dans le cas ot r — o,
on dit que la racine s’extrait exactement; ¢ est dit la racine m'*"*
r m;—
exacte de a et se désigne par \/a.
Dans le cas ot 7 n’est pas nul, r s’appelle le reste, ¢ la racine

sAmve ‘ o 5 iy m;=
mi“™ de @ a une unité pres, et se désigne par E( VC>-

21. Numération. — La numération est art de nommer et
d’écrire. les nombres. Les deux numérations (écrite et parlée)
reposent sur le théoréme suivant :

FEtant donné un nombre b (appelé base), soit N un nombre
quelconque, il existe une facon et une seule de mettre N sous
la forme

(6) X N=a¢yb"+ a,b"1+...+ ap—10 + a,,

Ay Ayy <.y a, étant des nombres plus petits que b et dont cer-
tains peuvent étre nuls.

En effet, I'égalité (6) peut s’écrive
N=(aybr—'4+a b"24...+ an—)b + a,.

a, étant plus petit que b, cette égalité montre que «, devra
étre le reste de la division de N par b.
Réciproquement, divisons N par 5. Soit

N = bN'+4-ay.
Si l'on parvient & mettre N’ sous la forme
N'= agbt-14 a, b"-2 +...+a,_i,

N sera mis sous la forme (6).

On a donc ramené la question relative @ N a la méme question
relative au nombre plus petit N'.

a,_, sera de méme le reste de la division de N’ par &; et ainsi
de suite.

De proche en proche on détermine tous les nombres «,, a, |,
@,,_, etc. '

L’opération se termine d’ailleurs, car les nombres N, N', N7 ...
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10 CHAP. I. — RAPPEL DES THEORIES LES PLUS ELEMENTAIRES.

allant en diminuant, on finit par tomber sur un nombre plus
petit que b.

22. Ainsi a un nombre N correspond une suite déterminée de
coefficients a,, a,, . .., a, et réciproquement.

Ces coefficients sont certains des b nombres o, 1, ..., b—1.
Représentons ces & nombres par & signes différents, et le
nombre N sera représenté par la suite des signes qui représentent
les coefficients a,, a,, ..., a,.

La numération ordinairement employée est la numération &
base 10 ou décimale. Les signes employés ont été donnés au n° 2.

23. Quantalanumération parlée, elle repose sur le méme prin-
cipe. Il suffit de donner des noms aux nombres o, 1, ..., b —1,
pour pouvoir, en combinant ces noms, nommer tous les nombres
mais, ce principe une fois admis, la numération parlée est pluté
une affaire de grammaire que de Mathématiques.

A partir de maintenant, donner un nombre voudra dire : donner
le moyen d’écrire ce nombre dans un certain systéme de numé-
ration ; décimale, par exemple.

2%. Opérations arithmétiques. — Les opérations arithmé-
tiques, addition, soustraction, multiplication, division, élévation
aux puissances, extraction de racines, peuvent alors étre définies
de la facon suivante, 'addition par exemple : Des nombres étant
écrits dans le systeme décimal, écrire leur somme dans le
systéme décimal, et de méme pour les autres opérations.

Quant aux régles pratiques de ces opérations, elles appar-
tiennent a ’enseignement le plus élémentaive et nous ne les déve-
lopperons pas.

§ II. — Divisibilité. Diviseurs communs.

25. Multiples et diviseurs. — Comme nous Pavons déja dit,
on appelle multiple d’un nombre le produit de ce nombre par
un autre. Ainsi ma est un multiple de @. Inversement @ est dit
diviseur de ma.

Tout diviseur de plusicurs nombres est un diviseur de leur
somme.
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Car si
d=\TRb,
g =mb,
a = m'b,

il en résulte que

a+a+ad=(m-+m'-+m")b.

Comme cas particulier, tout diviseur d’un nombre est divi-
seur de ses multiples.

On voit de méme que tout diviseur de deux nombres est un
diviseur de leur différence.

26. Théorie du plus grand commun diviseur. — Plusieurs
nombres ont des diviseurs communs, car ils en ont au moins un
qui est Punité. Ils peuvent en avoir d’autres; en tout cas, ils en
ont un plus grand que tous les autres, et qu’on appelle leur plus
grand commun diviseur.

On raméne d’ailleurs la recherche de tous les diviseurs com-
muns a plusieurs nombres a celle des diviseurs de leur plus grand
commun diviseur.

27. Occupons-nous d’abord de deux nombres. La recherche de
leur plus grand commun diviseur repose sur la possibilité, étant
donnés deux nombres @ et b, de trouver un nombre ¢ et un
nombre 7 plus petit que b, satisfaisant a Pégalité (3).

Il est bien évident en effet, que, si @ est divisible par b, les divi-
seurs communs a @ et a b ne sont autres que les diviseurs de 0
et que le plus grand commun diviseur est 6 lui-méme.

Si, au contraire, @ n’est pas divisible par b, les diviseurs com-
muns a ces deux nombres, divisant @ et bg, divisent leur diffé-
rence 7. Réciproquement, les divisears communs a b et 7, divisant
bq et r, divisent leur somme a.

On en conclut que les diviseurs communs a @ et b sont les
mémes que les diviseurs communs a b et 7.

On déduit de la un procédé pour déterminer par des divisions
successives le plus grand commun diviseur de deux nombres.

Soient @ et b ces deux nombres. Divisons a par b, puis divi-
sons b par le reste de cette division et ainsi de suite. On a les
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4":,"&“[(2‘5
a=bg—+r,
b=riqy+ rs,
Iy=Taqa+ Ty,

'n—2= I'n—1qn—1 =+ I'n,

"'n—-1=7"nqn-

Les restes ry, 7y, ... allant en diminuant, le dernier est nul.
Or les diviseurs communs a @ et b sont les mémes que les divi-
seurs communs a b el 7, qui sont les mémes que ceux communs
a7y el ry, et ainsi de suite.

En définitive, les diviseurs communs & @ et 6 ne sont autres
que les diviseurs de r,, qui est lui-méme le plus grand commun
diviseur de a et de 0.

28. Le raisonnement précédent montre que :

Les diviseurs communs a deuxr nombres sont les diviseurs
de leur plus grand commun diviseur.

29. Nombres premiers entre eux. — On dit que deux nombres
sont premiers entre eux, lorsqu'ils n'ont pas d’autre diviseur
commun que 'unité.

On obtient facilement des nombres premiers entre eux de la
facon suivante. Remarquons d’abord que :

Lorsqu’on multiplie deux nombres par un troisi¢cme, le reste
de leur division est multiplié par ce troisiéme.

Car soit

a = bg +r,
on en déduit
{79 am = (bm)q + rm.
Or
r < b,
donce
rm < bm.

Donec I'égalité (7) montre que rm est le reste de la division
de am par bm.
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Il vésulte immédiatement de ld que, inversement :

Lorsqu’on divise deux nombres par un diviseur commun, le
reste de leur division est divisé par ce diviseur commun.

Ceci posé, considérons la suite des divisions qui donnent le
plus grand commun diviseur de deax nombres @ et 6. Si 'on mul-
tiplie ou divise ces deux nombres par un troisi¢me, les restes de
toutes les divisions successives sont multipliés ou divisés par ce
méme nombre. Ov le plus grand commun diviseur est I'un de ces
restes. On peut donc dire que :

Lorsqu'on multiplic ou divise deux nombres par un troi-
sieme, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou
divisé par ce troisieme.

En particulier :

Lorsqu’on divise deux nombres par leur plus grand commun
diviseur, les quotients obtenus sont premiers entre euzx.

Telle est la facon, que nous avons annoncée plus haut, d’obtenir
des nombres premiers entre eux.

30. Comme application de ce qui précéde, démontrons le théo-
réme suivant qui est d’'une extréme importance :

Quand un nombre divise un produit de deuwx facteurs, et
qu'il est premier avec Uun d’euz, il divise U'autre.

Soit ne qui divise @b et qui est premier avec .

Le plus grand commun diviseur de 7 et @ est égal a 1.

Donc le plus grand commun diviseur de mb et ab est égal a 0.

Mais m divise évidemment mb, il divise aussi ab; donc il
divise b.

3. Recherche des communs diviseurs a plus de deux
nombres.

La recherche des communs diviseurs a plus de deux nombres
repose sur le théoréme suivant :

Dans la recherche des communs diviseurs a plusicurs
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nombres, on peut remplacer deux de ces nombres par leur
plus grand commun diviseur.

Soit, en effet, & chercher les communs diviseurs aux nombres
Uy [), c, d.

Soit D le plus grand commun diviseur de « et b.

On a vu plus haut que les communs diviseurs & @ et b sont divi-
seurs de D.

Réciproquement, les diviseurs de D sont communs diviseurs
a a et b. 1l en résulte que les communs diviseurs a a, b, ¢, d sont
les mémes que les communs diviseurs a D, ¢, d. C’est ce que nous
voulions démontrer.

On raméne ainsi la recherche des communs diviseurs a n
nombres, & la recherche des communs diviseurs & n — 1 nombres.
De proche en proche, on est ramené a deux nombres. Leuars com-
muns diviseurs ne sont autres que les diviseurs de lear plus
grand commun diviseur. Ce dernier nombre est donc le plus
grand commun diviseur des nombres proposés, et I'on voit que
le théoréme du n® 28 s’étend a plus de deux nombres.

Il en est de méme des théoremes du n° 29, comme on le voit
facilement. En particulier :

32. Lorsqu’on divise plusieurs nombres par leur plus grand
commun diviseur, les quotients obtenus n’ont plus d’autre divi-
seur commun que 'unité. On dit qu’ils sont premiers dans leur
ensemble. 11 faut distinguer cette expression de celle de nombres
premiers entre eux deux a deux.

§ III. — Nombres premiers. Décomposition des nombres
en facteurs premiers.

33. On appelle nombre premier absolu ou, plas simplement,
nombre premier, un nombre différent de 1, et qui n’a d’autre
diviseur que lui-méme ou I'unité ('). Exemple - deux, trois, cinq,
sept, elc.

(') Nous nc comptons pas 1 au rang des nombres premiers; certains auteurs le
comptent. La question n’a d’ailleurs qu'un intérét secondaire. Toutefois notre fa-
con de voir a 'avantage qu’clle permet d’énoncer sans restriction le théoréme sui-
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Tout nombre qui n’est pas premier est dit composé.
L’ importance des nombres premiers résulte du théoréme sui-
vant :

34. Tout nombre qui n’est pas premier est décomposable en
un produit de facteurs premiers, et cela d’une seule facon.

Soit en effet un nombre N. Si N n’est pas premier il admet un

diviseur n, et
N=unq:

Sin el ¢ sont premiers, N est décomposé en facteurs premiers;
sinon, et si n par exemple n’est pas premier, il se décompose lui-
méme en un produit n,q,, et

N=nqq,

et ainsi de suite. 1l est évident que cette décomposition ne peut se
prolonger indéfiniment. Donc, a un certain moment, N sera décom-
posé en facteurs premiers. Ces facteurs ne sont pas d’ailleurs for-
cément différents entre eux. Supposons qu'il y en ait « égaux a «,
(b égaux a b, y égaux a ¢, ...,k égaux a /. On aura

N=a*bfecr... I

Reste a montrer que cette décomposition n’est possible que
d’une seule facon.
Soit en effet, d’une part,

Ne==sabon S owr

(les facteurs premiers a, b, c, ..., ¢, r étant différents ou non) et,
d’autre part,

pett

Ni=a ote angir;

vant : Un nombre n’est décomposable que d’une seule facon en facteurs pre-
miers.

A notre point de vue, nous distinguons Lrois espéces de nombres : les nombres
composés, les nombres premiers et les nombres wnites, la derniére espece ne
contenant qu'un échantillon, le nombre 1:

Dans la théorie des nombres entiers négatifs, la derniére espéce contient deux
¢chantillons.

Dans celle des nombres entiers algébriques, la derniére espéce peut contenir
plus de deux, et méme une infinité d’échantillons.
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de sorte que

(8) abes . gri=iablies iy

Le nombre premier «, divisant le premier membre de cette égalité,
divise le second. Or, si @ n’est pas égal a ', il est évidemment
premier avec lui (puisque @ et @' sont premiers absolus). a étant
premier avec «, et divisant le produit de «' par b'c...q' 7,
divise blc'. .1 g'r,

De méme, si @ n’est pas égal a &', il doit diviser le produit
¢'...q'r". En poursuivant ce raisonnement, on voit que, si @ n’esl
égal a aucun des facteurs @/, 0/, ¢, ..., ¢/, il doit diviser 7/, ce qui
n’est possible que si @ = /. Ainsi tout facteur de I'un des membres
de l’égalité (8) se trouve dans l'autre. Les deux membres sont donc
composés identiquement des mémes facteurs.

35. Vu l'importance des nombres premiers, il serait utile d’en
avoir une table. On doit donc d’abord se demander s’il existe un
nombre limité ou non de nombres premiers. La réponse est que :

La suite des nombres premiers est illimitée. Autrement dit :
Etant donné un nombre premier p, il en existe un plus grand.
En effet, faisons le produit de tous les nombres premiers de 1 a p
et ajoutons-lui 1. Nous obtenons un nombre A.

VT e TR TS R R o

Si A est premier, comme il est évidemment plus grand que p,
le théoréme est vérifié.

Si A n’est pas premier, il a des diviseurs premiers. Or ces divi-
seurs premiers sont plus grands que p. En effet, un nombre pre-
mier plus petit que p, divisant le produit 2.3.5.7 ... p, ne peul
diviser ce produit augmenté de 1.

Le théoréme est done démontré.

36. Crible d’Eratosthéne. — 11 vésulte de la qu’on peul seu-
lement construire une table des nombres premiers depuis 1 jus-
qu’a une certaine limite. On y arrive par le procédé dit crible
d’Eratosthene.

On écrit tous les nombres, depuis 1 jusqu’a la limite en ques-
tion, puis on barre successivement tous les nombres qui ne sont
pas premiers.
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7

1 n’est pas un nombre premier, on l'efface. 2 est premier, mais
les nombres 4, 6,8, ..., de deux en deux a partir de 2, ne sont pas
premiers; on les efface. 3 est premier, mais les nombres 6, 9, ...,
de trois en trois a partir de 3, ne sont pas premiers; on les efface.
Et ainsi de suite. On remarque que :

1" Quand on a effacé les multiples d’un nombre premier p,
le premier nombre non effacé aprés p est premier. — En effet,
il ne peut avoir de diviseur premier, puisque les multiples de
tous les nombres premiers, plus petits que lui, ont été effacés.

2° Quand on efface les multiples d’un nombre premier q, on
peut commencer a ¢q*. — En effet, les multiples précédents de ¢
ont été eflacés, comme multiples de nombres premiers plus petits
que q.

3° Excepté 2, tous les nombres premiers sont impairs. Dail-
leurs, dans la suite des nombres impairs, les multiples d’un nombre
impair p se succédent de p en p ('), comme dans la suite natu-
relle des nombres. On peut donc se borner a écrire les nombres
impairs depuis 1 jusqu’a la limite voulue, et a leur appliquer le
procédé qui vient d’étre décrit. On rétablira ensuite dans la table
le nombre 2.

37. Quant au probléme suivant : Reconnaitre st un nombre
est premier, on pourra toujours le vrésoudre, méme sil’on ne pos-
séde pas de table des nombres premiers, en essayant les divisions
du nombre donné par les nombres plus petits que lui. Si aucune
ne réussit, ce nombre est premier (*).

38. Remarque. — Tous les nombres premiers sont des mul-
tiples de 4 augmentés ou diminués de 1; ce sont aussi des mul-
tiples de 6 augmentés ou diminués de 1. Les réciproques de ces
théorémes ne sont pas vraies.

39. Application de la décomposition des nombres en fac-
teurs premiers. — La décomposition des nombres en facteurs

(1) Ceci n’est pas évident, mais résulte simplement de ce qu’un multiple de p,
kp, est impair lorsque % est impair et dans ce cas seulement. Les multiples im-
pairs de p sont donc p, 3p, 5p,.... La différence entre deux consécutifs est
égale 4 2p; donc ils se suivent de p en p dans la suite des nombres impairs.

(*) Voir la note C.

C. %
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premiers mel en évidence certaines propriétés de ces nombres.
Par exemple si 'on considére, d’une part, que pour faire le pro-
duit de deux nombres il suffit de former un produit unique avec
tous les facteurs premiers contenus dans ces deux nombres ; d’autre
part, que le produit ainsi obtenu se trouve décomposé en facteurs
premiers et ne peut 'étre d’une autre facon, on en conclut que :

Pour qu’un nombre soit divisible par un autre, il faut et il
suffit qu’il en contienne tous les facteurs premiers avec un

exposant au moins égal.

40. D’une facon analogue, on voit qu'un nombre est une puis-
sance mime parfaite lorsque les exposants de ses facteurs pre-
miers sont tous divisibles par m.

1. Quand deux nombres ne sont pas premiers entre eux ils
ont forcément des facteurs premiers communs. De cette remarque
on déduit facilement les théorémes suivants :

Quand un nombre est premier avec plusieurs autres, il est
premier avec leur produit.

42. Quand deux nombres sont premiers entre euz, deuz puis-
sances quelconques de ces nombres sont premiéres entre elles.

43. Recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs
nombres. — Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs
premiers, pour qu’un nombre les divise tous, il faut et il suffit
que ce nombre ne contienne que des facteurs premiers communs
a ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant an plus
égal a celui qu’il a dans le nombre ot il a le plus petit.

Donc, pour former le plus grand commun diviseur des nombres
proposés, il faut faire un produit avec tous les facteurs premiers
communs aux nombres, chacun d’eux étant pris avec un exposant
égal a celui qu'il a dans le nombre ou il a le plus petit.

Ezemple : Le plus grand commun diviseur de

720 = 2%, 33.5,
T80 = 238t 1T
8800 = 25,5211

est
e /;0.
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44. Recherche du plus petit commun multiple de plusieurs
nombres. — Plusieurs nombres ont des multiples communs, en
particulier leur produit et les multiples de ce produit; mais ils
peuvent en avoir d’autres ; en tout cas, ils en ont un plus petit
que tous les autres et qu’on appelle leur plus petit petit commun
multiple.

Plusieurs nombres étant décomposés en facteurs premiers, pour
qu’un nombre soit un multiple commun de ceux-la, il faut et il
suffit que ce nombre contienne tous les facteurs premiers con-
tenus dans ces nombres, chacun de ces facteurs avec un exposant
au moins égal a celui qu’il a dans le nombre ou il a le plus grand.
Donc pour former le plus petit commun multiple des nombres
proposés, il faut faire un produit avec zous les facteurs premiers
contenus dans ces nombres, chacun d’eux étant pris avec un
exposant égal a celui qu’il a dans le nombre ou il ale plus grand.

Ezemple : Le plus petit commun multiple des nombres

)

b

D80 e 325
1300 =198 3 SR T,

8800 = 25.52.11
est
25,32, 52,11 = 79200,

Du procédé précédent on déduit facilement les conséquences
suivantes :

A5, Les multiples communs a plusieurs nombres sont les
multiples de lewr plus petit commun multiple.

Lorsqu’on multiplie plusieurs nombres par un méme
nombre, leur plus petit commun multiple est multiplié par ce
méme nombre.

Inversement, si l’on divise plusieurs nombres par un diviseur
commun, leur plus petit commun multiple est dicisé par ce
diviseur.

Lorsque plusieurs nombres sont premiers entre eux deuz a
deuz, leur plus petit commun multiple est égal a leur pro-
duit.

Le plus petit commun multiple de deux nombres, multiplié
par leur plus grand commun diviseur, donne un produit égal
au produit de ces deux nombres.
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Cette derniére propriété permet de calculer le plus petit com-
mun multiple de deux nombres, sans les décomposer en facteurs
premiers. Cette remarque est importante dans le cas ou les
nombres proposés sont de grands nombres, puisqu’il se peut
alors que la recherche de leurs facteurs premiers soit imprati-
cable.

Quant a la premiére propriété, elle permet de calculer le plus
petit commun multiple de m nombres, de proche en proche, comme
on I'a expliqué au n°® 31, pour le plus grand commun diviseur.

§ IV. — Nombres fractionnaires. Opérations sur ces nombres.

46. L’idée de fraction s’est introduite dans la science par la
mesure des grandeurs. Mais voulant rester dans ’analyse pure, et
en particulier dans Ja théorie des nombres, nous définirons la
fraction de la facon suivante :

On appelle fraction U'ensemble de deuxr nombres entiers,
Uun appelé numérateur, et I’autre dénominateur.

Le numérateur et le dénominateur d’une fraction s’appellent ses
termes.

Une fraction s’écrit en placant le numérateur au-dessus du
dénominateur et les séparant par un trait.

a c
- et —

z el sont dites égales lorsque

47. Deux [ractions
ad = be.

Si ad > be, la premiére fraction est dite plus grande que la
seconde.

Si ad < be, la premiére fraction est dite plus petite que la
seconde.

De cette définition on déduit immédiatement que :

En multipliant ou divisant les deuz termes d’une fraction
par un méme nombre, on obtient une fraction égale.

En particulier, si 'on divise les deux termes d’une fraction par
leur plus grand commun diviseur, on obtient une fraction égale
et dont les deux termes sont premiers entre eux. Une telle frac-
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tion est d’ailleurs irréductible; c’est-a-dire que toute fraction
égale a ses deux termes respectivement supérieurs. En ellet,

< cette fraction et <
b d

(9) ad = be,

soit une fraction égale, de sorte’ que

«, divisant bc et étant premier avec b, divise ¢. Donc

g aiat

¢t étant un nombre entier; et en portant cette valeur de ¢ dans
I’égalité (g)
d ='bt:

Donc ¢ et d sont respectivement plus grands que a et b.

48. Nombres entiers considérés comme cas particulier des
Jfractions. — Par définition, une fraction dont le dénominateur
est égal a 1 est égale & son numérateur

a
-—= @,
1
On vérifie facilement que cette définition n’est contradictoire avec
rien de ce qui précede.
Il en résulte que, lorsque le numérateur d’une fraction est
divisible par son dénominateur, la fraction est égale au quo-
) &
tient.
Ay, ) g § a 21l 2z
Ceci justifie 'emploi de la notation 7 pour désigner en méme
. a . P
temps la fraction — etle quotient de @ par b, quand la division se
b P » q

fait exactement.

49. Réduction au méme dénominateur. — FEtant données
des fractions, on demande de trouver des fractions respective-
ment égales et ayant méme dénominateur. 11 suffit de choisir un
multiple commun des dénominateurs, puis de multiplier les deux
termes de chaque fraction par le quotient de ce multiple commun
par son dénominateur.

Si 'on veut réduire des fractions au plus petit dénominateur
commun, il faut d’abord les réduire a leur plus simple expres-
sion; puis prendre comme dénominateur commun le plus petit
commun multiple des dénominateurs.
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50. Opérations sur les fractions. Addition. — Etant données
des fractions, on peut toujours supposer qu’elles ont été préala-
blement réduaites au méme dénominateur; leur somme est, par
définition, une fraction ayant méme dénominateur qu’elles, et
un numérateur égal a la somme de leurs numérateurs.

Il est facile de voir :

1° Que cette définition comprend celle de la somme des
nombres entiers comme cas particulier;

2° Que la somme de plusieurs fractions ne dépend pas de
I'ordre dans lequel on les ajoute; d’ou l'on déduit les mémes con-
séquences que pour les nombres entiers.

51. Soustraction. — La différence de deux fractions est la
Sraction qui, ajoutée a la seconde, reproduit la premiére.

Les deux fractions étant préalablement réduites au méme déno-
minateur, leur différence est évidemment une troisi¢tme fraction
ayant méme dénominateur, et un numérateur égal a la différence
des numérateurs des deux premiéres.

Cette différence n’existe que si la premiére fraction n’est pas
inférieure a la seconde.

Quand deux fractions sont égales, leur différence est nulle.

52. Multiplication. — Le produit de % par l% est, par défi-

i ¥ . ab $ 4 a c e
nition, égal a =5 Le produit de plus de deux fractions, 3 a0
est, par définition, égal & %

Il est indépendant de l'ordre des facteurs. On en déduit les
mémes conséquences que pour les nombres entiers. Le théoréme
du n° 15 s’applique aussi aux nombres fractionnaires.

Les régles de calcul relatives aux polynémes s’appliquent donc
aussi aux nombres fractionnaires.

53. Division. — On appelle quotient de deux fractions une
Jraction qui, multiplié¢e par la seconde, donne un produit égal
a la premiére.

Le quotient de % par f—i est égal a %—c- En effet, si 'on multiplie
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cette derniére fraction par & on retrouve a0 ou, en simpli-
be<d °" P
a

fiant, A

54. Remarque. — Cette régle s'applique aux nombres entiers,
qui sont des cas particuliers des fractions. Le quotient de a par b,
c’est-a-dire de ‘—: par [f, est donc égal a %-

Done, par I'introduction des nombres fractionnaires dans le
calcul, la division exacte d’un nombre entier a par un nombre
entier b est une opération toujours possible, le quotient étant

igal a5
ega b.

85. Elévation aux puissances. — L’élévation aux puissances
n’est qu'un cas particulier de la multiplication,

a m ba"l
(-5

56. Exztraction des racines. — La racine m'*™® d’'une fraction
est une autre fraction qui, élevée a la puissance m'*", reproduit
la premiére.

La fraction donnée peut étre supposée réduite a sa plus simple
expression.

Si, alors, elle a ses deux termes m'“™ puissances parfaites, on
obtient évidemment sa racine m'*™ en extrayant les racines mi*™*
de ses deux termes.

Si, au contraire, la fraction réduite a sa plus simple expression
n’a pas ses deux termes puissances m“™ parfaites, elle n’a pas de

racine mit™e,
a

En effet, quand une fraction irréductible 7 @ une racine mYR
on peut supposer cette dernié¢re réduite a sa plus simple expres-
. R 5
sion, soit —; et I'on a
a cm
b~ an

Mais ¢ et d étant premiers entre eux, ¢ et d™ le sont aussi (n° 42).
m 1

Donc —m ©st une fraction irréduclible. Les deux fractions irré-
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v a cm s . .
ductibles 7 €L ¢tant égales sont identiques. Donc
a =—.cm,
b =dm,

Donc @ et b sont des puissances m'“™® parfaites.

57. En particulier, un nombre entier @, est une fraction irré-
ductible dont le dénominateur 1 est une puissance m ™ parfaite.

Donc un nombre entier qui n’est pas la puissance m*” d’un
nombre entier n’est pas non plus la puissance m¥m¢ d’une
Jraction.

58. I'ractions décimales. — On appelle fraction décimale une
fraction dont le dénominateur est une puissance de 10.

L’importance pratique de ces fractions résulte de ce qu'on
peut les former et les écrire d’une facon analogue a celle dont
sont formés et écrits les nombres entiers. On peut en effet décom-
poser une fraction décimale en un nombre entier, et en la
somme de fractions décimales ayant pour dénominateurs les
puissances successives de 10 et pour numérateurs des nombres
plus petits que 10.

Exemple :

32587 32000 500 80 ) ; 5 8 ”
—t = — 4+ —— =324+ — 4+ — + ——-=
1000 1000 1000 1000 1000 10 100 1000

D’ou il s’ensuit une écriture analogue a celle des nombres
entiers, la fraction précédente, par exemple, s’écrivant

32,587.

Il en résulte pour les opérations sur les fractions décimales, des
régles analogues a celles des opérations sur les nombres entiers, et
sur lesquelles nous n’insisterons pas.

59. On remarquera a ce propos que la somme, la différence,
le produit de fractions décimales sont des fractions décimales,
mais qu'il n’en est pas de méme, en général, du quotient de
deux telles fractions.
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3 34
27 ap gt O 9194

n effet, le quotient des deux fractions ) pa
0000 100000

exemple, est
397 > 100000 A 3270
R L 7
9134 < 10000 9134

Il se présente sous forme de fraction ordinaire. Or une fraction
ordinaire n’est pas, en général, réductible a une fraction décimale,
car :

60. La condition nécessaire et suffisante pour qu’une frac-
tion ordinaire soit réductible en décimales est que, cette frac-
tion étant réduite a sa plus simple expression, son dénomina-
teur ne contienne que les facteurs premiers 2 ou 5.

m a ,

. o € e . 2
Cap sl = - étant irréductible, 10” est un multiple de b.
b 100’ b 2

Donc b ne contient que les facteurs premiers 2 ou 5.

Réciproquement, soit une fraction —— 515

Si o = @, cette fraction est décunale.
Si o et § sont différents, supposons « << 3 pour fixer les idées :

a a.9b-2 q.of-a

2958 = "2B5B 10B

61. Evaluation d’un nombre fractionnaire & une certaine
approximation. — Ainsi une fraction n’est pas en général réduc-
tible en décimales.

Mais il existe en tout cas des nombres décimaux qui sont dans
une relation simple avec cette fraction. Nous voulons parler de ses
valeurs approchées décimales.

On appelle valeur approchée d’un nombre fractionnaire a une
unité, un dixiéme, un centiéme, etc., pres, le plus grand nombre
d’unités, de dixiémes, de centiémes, etc., contenus dans ce
nombre.

62. RicLe. — Pour obtenir la valeur approchée d’un nombre
Jractionnaire, & une unité, un dixiéme, un centieme, etc., pres,
on multiplie son numérateur par 1, 10, 100, etc., on cherche
le quotient & une unité prés du produit obtenu par le dénomi-
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nateur de la fraction, enfin on divise ce quotient par 1, 10,
100, elc.

X R L Y. OR BTN
En effet, soit la fraction — évaluer a — prés. On a

2200 = 7 X 314 + 2,
b Ay
d’ou
29, £ 18TA4% 2

7 100 7100
Or 2 est plus petit que 7.

D 2 i B et 1 1
onc 3 esL plus petit que 1, et par suite 23 100 est plus petit

I
ue
q 100
314 ; 99 8L 5
Donc — est la valeur approchée de — a — preés.
100 7., 100

Définition. — On dit qu'un nombre variable a tend vers une
limite fize A, lorsque la différence entre @ et A peut devenir et
rester plus petite que n'importe quel nombre donné fixe.

Remarque. — Si P'on considére les valeurs approchées d’un
nombre a une unité, un dixiéme, un centi¢éme, elc., prés, ces
valeurs différent de moins en moins de ce nombre. On voit qu’elles
tendent vers ce nombre. Leurs numérateurs successifs obéissent
d’ailleurs a une loi simple, dont nous parlerons plus tard.

Valeur approchée par excés. — Les valeurs approchées que
nous venons de définir sont des valeurs par défaut. On appelle
valeur approchée a une unité, un dixiéme, un centi¢me, etc., prés
par exces, la valeur précédente augmentée de une unité ou un
dixiéme, ou un centiéme, etc. Ces valeurs par excés sont plus
grandes que le nombre fractionnaire ; elles tendent également vers
ce nombre.

63. Valeur approchée dg pres. — Voici une généralisation
immédiate des notions précédentes : On appelle valeur ap-
prochée par défaut a g pres d’un nombre le plus grand mul-
tiple de 5 contenu dans ce nombre.

Il est facile de voir que pour obtenir la valeur par défaut

d’un nombre a gprés, il suffit de multiplier ce nombre par -1%,
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d’évaluer le nombre obtenu a une unité prés, et de multiplier
le résultat obtenu par g
La valeur par exces a g prés est égale, par définition, a la pré-

cédente augmentée de g

64. Racine miéme d’un nombre fractionnaire a une certaine

approximation. — On appelle racine mime approchée a épres,

par défaut d’un nombre, le plus grand multiple de —5— dont la

puissance miéme soit contenue dans ce nombre.

»

En particulier, la racine mi*™® & une unité prés par défaut d’un
nombre @ est le plus grand nombre entier dont la puissance m**™
soit contenue dans le nombre a.

Dans le cas ou le nombre « est entier, sa racine m“™ i une
unité prés a été définie déja au n° 20. Nous avons rappelé au
n® 24 qu'il existe un procédé simple pour obtenir cette racine.

Si le nombre donné est fractionnaire, sa racine m'*"® a une
unité prés s’obtient en extrayant la racine m™ a une unité prés
de sa partie entiére. Par exemple 4, qui est laracine cubique a une
unité prés du nombre 71, est aussi la racine cubique a une unité
prés du nombre 71+ 1; car le cube de (4 -+ 1) étant entier et dé-
passant 71 dépasse aussi 71 7.

Enfin la recherche de la racine mi®™e a g prés se raméne a celle

% .

% 1 g ” -
de la racine mi‘®® i une unité prés. En effet, soit A le nombre

Vi

donné, soit o s racine mitme i £

£ prés.
q p

z est défini par les inégalités

(B s <fiog]

q
ou
a m
axms A Z—m < (z+1)m.
4 i . A 3 agm™
Donc z est la racine m'®¢ i une unité prés du nombreb—’%-
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On voit que : pour obtenir la racine mime ¢ Iq_D pres d’un

i A . 5 m .
nombre ° il faut multiplier ce nombre par —, extraire la
b pm
racine mme q une unité prés du résultat et multiplier le

nombre trouvé par g

La racine m*m¢ a {; pres par exces est, par définition, le

nombre qu’on vient de trouver, augmenté de g

Dans la pratique, on a surtout & considérer les racines mi®™es 3
| I I

S i et e pl‘éS.
10" 100 1000

4 : : I R
Si 'on calcule la suite des racines m'*™¢ d’un nombre g
1

—— ——, «+. prés, plus généralement la suite des racines mi®™mes
100 1000

d’un nombre a £, 2., £, ... prés, la suite des nombres B Bl
g g q:.'q9

"

{l)—,,, -+ - tendant vers zéro; on obtient une suite de nombres dont

a

les puissances m'®* tendent vers b
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CHAPITRE 1I.

COMPLEMENTS AUX THEORIES ELEMENTAIRES.

§ I. — Diviseurs d’un nombre. Fonctions symétriques
de ces diviseurs.

65. ProsrLime. — Former tous les diviseurs d’un nombre.
Soit le nombre n décomposé en facteurs prerhiers
n=a*bBey...I\

Considérons le tableau suivant :

o Ay i e
IR ) R )

(1) FnD st N = e
¢ S 0

Multiplions chacun des nombres de la premiére ligne par cha-
cun des nombres de la seconde ligne; multiplions chacun des
résultats obtenus par chacun des nombres de la troisieme ligne,
et ainsi de suite. Finalement, nous obtenons un certain nombre
de produits. Ces produits sont les diviseurs demandés.

En effet :

1° Tous ces produits sont diviseurs de n; car, d’aprés la
facon dont ils ont été formés, ils ne contiennent que les facteurs
premiers a, b, ..., [, et avec des exposants au plus égaux a ceux
qu’ils ont dans le nombre n;

20 Tous les diviseurs de n sont obtenus ainsi. En effet, soit

le diviseur
aial N S BB NS N,

On l'a formé, car on a pris tous les nombres de la premiére
ligne du tableau (1), en particulier a*. Ce nombre a* a été
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multiplié par tous les nombres de la seconde ligne, en particulier
par 1, ce qui a donné comme produit a*. Ce produit a* a été
multiplié par tous les nombres de la troisi¢me ligne, en particu-
lier par ¢, ce qui a donné comme produit a* ¢Y', et ainsi de suite.
En définitive, le divisear a% ¢Y'.../" a été formé;

3° Deux des diviseurs obtenus sont différents, carils different
au moins par le facteur choisi dans une ligne du tablean (1). Or
deux produits de facteurs premiers ne peuvent étre égaux que s’ils
sont identiques.

En résumé, on a bien formé tous les diviseurs du nombre 7,
chacun d’eux une fois seulement.

86. Nombre des diviseurs d’un nombre. — Dans la premiére
ligne du tableau (1) il y a («-+1) nombres. Chacun de ces
nombres, multiplié par les (8 + 1) nombres de la seconde ligne,
donne ({3 1) produits; en tout (o + 1) (3 + 1) produits. Chacun
d’eux, maltiplié par les (y—+1) nombres de la troisiéme ligne, donne
(y-+1) produits; en tout (o —+1)(f3~+ 1)(y -+ 1) produits, etc.
En tout il y a donc

(a+1)(B+1)... (A1)

diviseurs du nombre 7.

67. Somme des diviseurs d’un nombre. — Additionnons les
nombres contenus dans chacune des lignes du tableau (1). Nous
obtenons les sommes

1+a—+a?+. ..+ a%, 16—+ b+, ..+ b8,
l—é—l+...—7—l)‘.

Ensuite, faisons le produit de ces sommes. Pour cela, il faut
multiplier chaque terme de la premiére par chaque terme de la
seconde, puis chacun des résultats obtenus par chacun des termes
de la troisitme ligne, et ainsi de suite. On voit donc que les termes
du produit obtenu sont justement les diviseurs de n. La somme
cherchée est donc égale a ce produit, c¢’est-a-dire a

(G+a+at+...+a®)(Q+b+82+4...+bB) ... 1+ 14... 4+,
c’est-a-dire a
ad+l 1 pB+1__ ¢ D+ ¢
a—1 bRk ik sy

www.rcin.org.pl




FONCTIONS SYMETRIQUES DES DIVISEURS D'UN NOMBRE. 31

68. Somme des puissances pi™e des diviseurs d’un nombre ;
Jonctions symétriques des diviseurs d’un nombre. — La
somme des puissances pi** des diviseurs du nombre n est évi-
demment égale a

(1P4+aP+aP —+...+a*P) (1P + bP + b2P +. ..+ bBP). . .(1+ 1P +.. .+ 1\P),

c’est-a-dire &
alo+p ¢ pB+Vp__ ¢ IO+1)p g

aP — | b—1 i Il —1

Sachant calculer les sommes des puissances semblables des di-
viseurs d’un nombre, on sait calculer les fonctions symétriques
rationnelles quelconques de ces diviseurs.

69. Produit des diviseurs d’un nombre. — Soient

(2) R T Ry

tous les diviseurs d’'un nombre.
Considérons les diviseurs complémentaires :

n n n n

e Akl W L |

Les diviseurs de la suite (3) sont en méme nombre que ceux de
la suite (2); d’ailleurs deux quelconques d’entre eux sont diffé-
rents. Par conséquent la suite (3) contient, comme la suite (2),
tous les diviseurs de n. On a donc, en appelant P le produit
cherché

P =id gl e

ek

nn n n
Pl el il
I ded n
Faisons le produit de ces deux égalités et remarquons qu’il
y a, dans chacun des seconds membres, (o + 1) (B +1)...(h 1)
facteurs; 1l vient
P2 = pa+1)@+0..04+1)
d’ont
P = {/na+0B+0..0+0),
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§ II. — Théorie de l'indicateur. Indicateurs des différents ordres.

70. On appelle indicateur d’'un nombre n et I'on désigne par
9(n) le nombre des nombres non supérieurs a n et premiers
avec lui ().

Il résulte de la définition que (1) == 1.

71. Cherchons I'expression générale de o (n).
Soit n = a*bb. .. [*. Supposons écrits les nombres

(4) TR Ol ol G

dans celte suilte barrons successivement les nombres divisibles
par @, puis ceux divisibles par b, etc.; barrons enfin tous les
nombres divisibles par /; nous aurons ainsi barré tous les nombres
de la suite non premiers avec n et il ne restera plus qu’a voir
combien il reste de nombres dans la suite.

Or les nombres de la suite divisibles par @ sont :
n

Fidg
VT

@y 2a e
n y Y
leur nombre est o et quand ils sont barrés il reste
n I
n——=n (1— 7> nombres.
a a
Les nombres de la suite divisibles par b sont de méme

(5) b, ab; b.

S

Mais certains ont déja été bareés comme multiples de @ : il faut
donc commencer par barrer les multiples de @ de la suite (5).

Or soit kb un nombre de la suite (5): pour qu'il soit divisible
par a, il faut et il suffit (@ et b étant premiers entre eux) que A
soit divisible par a. z

Donc pour compter combien il restera de nombres de la suite (5),

(') Si I'on définissait ¢ (n) comme le nombre des nombres plus petits que n
et premiers avec lui, on aurait ¢(1) = o, tandis qu’avec la définition du texte
onag(i1)=r.
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quand on aura barré les multiples de &, il suffit de résoudre le
méme probléme pour la suite

1.2...

S

Or, d’aprés ce qu’on vient de dire, si dans cetle suite on barre
les multiples de «, il reste

n 1
3 <1 — c_1> nombres.

Ce sont ces nombres qu’il faut barrer dans les n(l =t cl—z> qui

restent de la suite (4). Il en restera donc

ou

et ainsi de suite. Finalement, quand on aura barré de la suite (4)

les multiples de @, de b, ..., de /, il restera
(6) ?(n):n(l—i;) (l—-;;)---(l—%) nombres.
72. Remarque I. — Si n est premier o(n)=n—r1. Clest

évident a priori, et c’est d’accord avec la formule (6).

73. Remarque ll. — ©(n) est pair a moins que n— 2. En
q { q

effet, & tout nombre & premier avec n, correspond le nombre n — &

qui est aussi premier avec 2. D’ailleurs on ne peut avoir k=n—k

. n « n . .
que si k= s Mais i~ n’est premier avec n que si n = 2. Donc, ce

cas écarté, on voit que les nombres premiers a n vont par couples.
Donc leur nombre est pair. Cela d’ailleurs résualte aussi trés faci-
lement de la formule (6).

T4. TutoriEMe. — n et n' étant premiers entre eux, on a
?

e(n)e(n') = ¢(nn').
En effet, soient
n=a%bp... A

n'=a%d'B ... I\,
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les deux nombres n et »’ n’ayant pas de facteurs premiers com-
muns, on a
nn'=a%bB... Da@b'P ... IV,

comme décomposition de nrn' en facteurs premiers.
On a donc

swr=n{i=3) (=) (=)
o =(o=2) (=) (1)
o= (1=2) (=) (=) (=) )

Donc
o(nn')=o¢(n)e(n').

75. Tutorime. — La somme des indicateurs des diviseurs
d’un nombre est égale a ce nombre.

En effet, considérons le produit
[e()+@(a)+¢(a?)+...+9@)][¢(1)+9 (B)+...+ 9 (BB)]. .. [0 (1) + ¢ (I)+...-+2(I)].

Si on multiplie un terme de la premiére somme par un terme
de la seconde, par exemple ¢ (a@™) par ¢ (bP), a™ et bP étant pre-
miers entre eux, on obtient ¢(a™bP). Multipliant ce produit par
un terme de la troisitme ligne ¢ (c?), on obtient ¢(a™bPc?) et
ainsi de suite. On voit donc que le produit indiqué est égal a la
somme des indicateurs des diviseurs du nombre n. Or

(1) + p(a) +¢(a?)+...+ ¢(a%)

I 1 . |
=1+all—=)+a(1——=)4+...+a%*(1— -
\ a a a

\

|+<1—l)(a+a2+...+a“)=l+ﬂ_—a>< 2wk
a & ==X a
De méme
(1) +9(b)+...+~¢(bB)=0B..., .

ete.
Donc le produit indiqué est égal a

a%bB ...
c’est-a-dire a n.
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76. Vu Pimportance de ce théoréme, nous allons en donner une
seconde démonstration.

Soit d un diviseur de n. Cherchons combien il y a de nombres
plus petits que n et ayant avec n, comme plus grand com-
mun diviseur, le nombre d.

Soit @ un nombre plus petit que n et tel que le plus grand

. . . . a
commun diviseur de @ et de n soit d. Par suite, a'= - est plus
. n . .
petit que ¥ el est premier avec lui.

£ 0% f [ h n 5
Réciproquement, soit @’ un nombre plus petit que - et premier

avec luij @/d sera plus petit que n, et aura avec lui d comme plus
grand commun diviseur. -

Donc le nombre cherché est égal au nombre des nombres plus

. n . . s . § n
petils que - et premiers avec lui, c’est-a-dire a ¢ <—>

d
Ceci posé, soient 1, d, d', ..., nles diviseurs de n.
Parmi les nombres 1, 2,3, ..., » non supérieurs a n,il y en a
n o P!
® (—]-> qui ont avec n le nombre 1 pour plus grand commun diviseur.
n
- » (l »
*(3)
n ) ;
Ll ey » (‘l »
. <d1/
n
_ » n »
CP n
D’ailleurs tous les nombres 1, 2, ...,n se trouvent dans 1’énu~

mération précédente. On a donc

() ol o (3) e ()

. n n n n
ou, puisque les nombres T» v op2 +cco - e sont autres que les
nombres 1, d, d’, ..., n (n° 69),
. o(1) +o(d)+9(d') +...+9(r)=n.

Remarque. — Généralisation de la remarque du n° 38 de la
premiére Partie.— Soit h un nombre, «,, o, ..., a4 les nombres
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plus petits que % et premiers avec lui. Tout nombre premier est de
'une des formes hn —+ o, hn + s, ..., hn 4 oyn), n étant un
nombre entier.

T7. Indicateurs des différents ordres. — La théorie de I'in-
dicateur se généralise de la facon suivante :

On appelle indicateur du p*™ ordre le nombre de groupes de
p nombres, tous non supérieurs a n, et tels que ces p nombres
et nsotent premiers dans leur ensemble. On peut encore définir
ces groupes, en disant que ce sont les groupes de p nombres, tous
non supérieurs a n et tels que leur plus grand commun divi-
seur soit premier avec n. Désignons ce nombre par ¢, (7).

On a

op(1)=1.
L]

Cherchons I'expression générale de ¢, (7).

Soit n= a*bb... . Supposons écrits tous les groupes de
p nombres non supérieurs a n. Ces groupes sont au nombre de n?.
Barrons successivement les groupes dans lesquels tous les nombres
sont divisibles par @, puis ceux dans lesquels tous les nombres
sont divisibles par b, etc.

Or, les nombres non supérieurs a n, et divisibles par a, sont

n

Qs o B L Za«

n n\pP
Ils sont au nombre de — et peuvent former <g> groupes

de p nombres.
Donc, si I'on barre ces groupes, il reste

n\”p
np— - i)
a

nr (1 - L) groupes.

ar

ou

Le raisonnement se continue comme on I’a fait plus haut
pour ¢(n), etl’on trouve

?p(n)znp([_$>(l—i)!;>“'(l—f‘l—'>'
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78. Nous nous contenterons d’énoncer les théorémes suivants :

I. 8¢ n est premier,
op(n)=nP—r.

S

H. op(n) est pair, a moins que n = 2.
IIl. n et n' étant premiers entre eux

op(n)op(n') = op(nn').

IV. La somme des indicateurs du pi™¢ ordre des diviseurs
de n est égale a ne.

Tous ces théorémes se démontrent comme les théorémes ana-
logues sur 'indicateur du premier ordre (*).

i L4
§ III. — Décomposition en facteurs premiers du produit
des n premiers nombres. Applications.

79. ProsLime. — Le produit des n premiers nombres étant
supposé décomposé en facteurs premiers, quel est I’exposant
du facteur premier p dans ce produit?

Parmi les nombres de 1 & n, ceux qui contiennent le facteur
premier p sont les nombres

2SRt Y Ay A R E<%>-p,

leur nombre est E <;_;>

Mais certains de ces nombres contiennent le facteur premier p
élevé au carré, ce sont les nombres

VDR, 3 PR L3RR E<i>-p?,

leur nombre est E <IL’l" > .

(*) L’indicateur du premier ordre a de nombreuses applications : & la théorie
des équations bindmes, a celle de la division du cercle, etc.

L’indicateur du second ordre s’est rencontré dans la théorie des fonctions mo-
dulaires elliptiques (voir, par exemple : Vorlesungen iiber die Theorie der ellip-
tischen Modulfunctionen de Klein, publié par Fricke). Nous le rencontrerons
plus loin dans la théorie des substitutions linéaires.
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2

De méme le nombre des nombres de 1 & = qui contiennent le
n . . .
facteur p3 est E <——5) et ainsi de suite.
P
On voit que le facteur premier p est contenu dans le produit
proposé un nombre de fois égal a

E<%>—~E<£\)—~—J—E<Fn{),

p* étant la plus haute puissance de p, non supérieure a n, c’est-
a-dire, o étant tel que
Px; n <P1+l'

On peut d’ailleurs remplacer la somme précédente par
\
E <f ) E <5)> +. .. (indéfiniment),

puisque tous les termes qui suivent E(I—g) sont nuls.
/

80. Appliquons ce résultat a la démonstration du théoréme
suivant :

Le produit de n nombres consécutifs est divisible par le pro-
duit des n premiers nombres.

Ainsi (m +1)(m + 2)...(m -+ n) est divisible par n! (n! re-
présentant comme & ordinaire le produit des » premiers nombres).
En effet, nous allons montrer que tout facteur premier p est
contenu dans le premier de ces produits avec un exposant au
moins égal a celui avec lequel il est contenu dans le second.
L’exposant de p dans le second produit est

(3)-5(2) -

N \

Pour trouver I’exposant de p dans le premier produit, remar-
quons que ce produit peut s’écrire

(m~+n)!
m!

Donc I'exposant cherché est

(2552 (555 () () -
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Ll G 691 g LISl ),
On a donc a montrer que
(%) ~ o))~ [l B v
§E<ﬁ>+E<%>+““
P P

Pour cela, il suffit de montrer que chacun des termes du premier
membre est plus grand que chacun des termes du second, et pour
cela, enfin, il suffitde montrer que, K étant un nombre quelconque,

H(52) -x(§) 20 (8)

ou

Or on a
m o (my
K iE<K>
) (T o\
k2E(k):
Donc

m—+n_ m\ n
T“':E(K)+E<K>'

Donc, puisque le second membre est entier,

m—+n\,./m ,'I_L_
B(%H) 28 (k) +E(x):

o A el
co qui revient a 'inégalité (7).

81. Autre démonstration de ce théoréme. — Une autre
démonstration du théoréme précédent repose sur I'identité facile
a vérifier

(m+1)(m—+2)...(m+n)y=m(m-+1)...(m—+n—r)

+n(m—+1)(m-+2)...(m—+n—ri).

Pour démontrer que le premier membre est divisible par n!, il
suffit de prouver que m(m —+1)...(m+ n—1) est divisible
par n! et que (m +1)(m+2)...(m + n —1) est divisible par
(n —1)!; c’est-a-dire qu’on est ramené au méme théoréme que
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celui que l'on a en vue, mais m étant remplacé par m —1 ou n
par n—1. On voit que, de proche en proche, on est ramené a des
propositions évidentes ().

§ IV. — Des nombres entiers ou fractionnaires négatifs.

82. Nous supposons que le lecteur connait la définition et les
régles du calcul des nombres négatifs.

En particulier, si I'on considére des nombres entiers négatifs,
quelles sont les propriétés démontrées jusqu’a maintenant pour les
entiers positifs, qui peuvent s’appliquer a ces nouveaux nombres?
Les définitions de multiple, diviseur, sabsistent sans change-

ment.

83. Des restes négatifs. — Soient a et b deux nombres,
an’étant pas divisible par . Ily a deux multiples consécutifs de b
qui comprennent a, soient gb et (¢ +1)b, et I'on peut écrire

a=qb-+r,

ou
a=(q+1)b—1r,

r el r étant positifs et plus petits que . La quantité ' peut s’ap-
peler un reste négatif.
Reste minimum. — Entre les nombres » et 7/ on a la relation

r+r'==a.

Il'y a donc en général un des deux nombres 7, 7’ qui est plus

2 b
peut que !

(') On sait que ce théoréme résulte d’ailleurs de ce que lexpression
(m—+41)(m+2)...(m—+n)
n!

objets n a n.

Le lecteur pourra démontrer les théoré¢mes du méme genre suivants :

L'expression (mn)! est divisible par Uexpression (m!)"(n!), théoréme que
Ion rencontre dans la théorie des groupes de substitutions.

L'expression (2m)! (2n)! est divisible par Uexpression m!n!(m-+ n)!
proposition déduite par Catalan de certaines formules elliptiques.

représente le nombre de combinaisons de (m + n)
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5 . X F . b .
Dans le cas particulier ot b est pair et ol r = s r’ est aussi
égala 2.
8 2
En définitive, on voit qu’on peut toujours écrire
a=bq +p,
; y B ; i :
p étant positif ou négatif, mais au plus égal i ~ en valeur absolue.

o s’appelle le reste minimum de la division de a par b. 1l est

déterminé, excepté quand, b étant pair, a est équidifférent de

deux multiples consécutifs de b. Dans ce cas, le reste minimum
p )

SR b b
est indifféremment - =

84. Les diviseurs de a et de — a sont identiques. Dans la re-
cherche des communs diviseurs a deux nombres, on peut donc
toujours opérer sur des nombres positifs.

Le nombre — 1 doit étre considéré comme une nouvelle unité.

Les nombres négatifs sont décomposables, et d’une seule facon,
en un produit de facteurs premiers positifs, multipliés par — 1.

Pour que cette décomposition ne puisse se faire que d’une
seule facon, il faut convenir que 'unité — 1 n’est jamais élevée a

aucune puissance.

85. Nombres fractionnaires négatifs. — La seule remarque
que nous ayons a faire sur ces nombres porte sur I'expression sui-
vante : partie entiére d’un nombre négatif. D’une facon géné-
rale, la partie entiére M d’un nombre quelconque m est définie

par les conditions
MESm<M—+1.

On voit que les nombres m et — m n’ont pas des parties entiéres
égales et de signes contraires, 4 moins que m ne soit entier. Ainsi
la partie entiére de (7 + 2) est 7; celle de — (7 +3) est — 8.

A et B étant des nombres entiers positifs ou négalifs, la partie

N A 3 4 ¥ o Y A
entiére de B s'appelle aussi le quotient & une unité pres de B

Si de A on retranche le produit par B de ce quotient, on trouve
un nombre positif que nous appellerons reste (a moins qu’on
n’indique spécialement qu’on veut parler d’un reste négatif ).
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42 CHAP. II. — COMPLEMENTS AUX THEORIES ELEMENTAIRES.

§ V. — Fractions continues.

86. On appelle fraction continue une expression de la forme

1

Y =a+

ay + P
Qaz— aut I
e o )
An

@3, ..., a étant des nombres entiers positifs. Quant a a,, c’est
un entier positif, négatif ou nul.

Nous représenterons aussi cette expression par la notation plus
simple [ ay, a,, ..., az].

87. Toute fraction continue est égale & un nombre commensu-
rable, car si 'on considére les nombres

1 [
Y1=Qp, Y= aQp—1+ —> Ys=ap—2+ —> ey
Ka e
) §
Yn= a+ P
Yn—

le dernier de ces nombres n’est autre que y. Or, le premier de ces
nombres étant commensurable, le second y, I'est aussi, puis y3,
et ainsi de suite.

Réciproquement, tout nombre commensurable est égal a une
Jraction continue et a une seule.

: A it
En effet, soit un nombre commensurable B’ cherchons a déter-

miner des entiers @,, as, ..., a, positifs a partir du second, de
facon que

(8)

an
On voit que A doit étre égal 4 @, plus un nombre positif plus
B o A P I
petit que 1. Donc a, est le quotient a une unité prés de A par B.
@, étant ainsi déterminé, on tire de I’égalité (8)
B 1

P ) ki e i B
A—Bay 2+a3+‘ 1

Cog —
an
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Or, a, élant le quotient de la division de A par B, le nombre
A —Ba, en estle reste; appelons-le ;. On a donc

B I

R A

1 az—+, 5

¥ e ¢
an

de sorte qu'on est ramené & réduire en fraction continue le

B
nombre o
1

a, est le quotient de la division de B par r, i une unité prés, et
si 'on appelle 7, le reste de cette division on a

~
-

3 -t —e—
a,+, I
5 Y

a,

~
)

et ainsi de suite.

En définitive, les nombres @,, @, ... sont déterminés par une
suite d’opérations qui est la méme que celle qui sert a trouver le
plus grand commun diviseur de A et de B. Cette suite d’opéra-
tions améne a deux nombres dont la division se fait exactement.

Soient 7, _» et 7,_, ces deux nombres. On a

= ap
Ipn—1
et
A A 1
2% il
B 9+ ety
¢ Apn
[ Q-
Exemple : Soit le nombre "ISG’- On a a effectuer les opéra-
tions suivantes :
3ofug 1idul a
4871 16 Ji7 [h2
E
o7 2] t]o]
d’ou
4
87 et L e
16
2 R
3
2
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44 CHAP. 1I. — COMPLEMENTS AUX THEORIES ELEMENTAIRES.
88. Réduites. — Soit a calculer la fraction continue
[ah A2y oovy an]

connaissant @, @, « .., a,.
La méthode qui se présente la premiére al'espritest de calculer
les nombres

I
1= a 9= Qp—1+ —> s alls ‘n =Q)~+
¥ ny 5 n b s K Pt

)

dont chacun se calcule en fonction du précédent et dont le dernier
est la fraction continue cherchée.
Mais on peut au contraire calculer la suite des nombres

1 1 1
a, a+ — a+ ) ey a+ —— .
as | ag —+ I
g+ — Rl
o+
g an

Le dernier de ces nombres est la fraction continue elle-méme.
Mettons en évidence leur forme fractionnaire. Le premier d’entre

’ a
eux étant a,, ou —Il, posons

Pi=ay, Qi=1.

, I ay e+ 1
De méme le second étant «, -+ —-ou =L (: > posons
2 2
Py=aa,+1, Q2= a,

et ainsi de suite; de sorte que la p**™° fraction ainsi calculée est

s P
désignée par -
P

Ces fractions s'appellent réduites ().

(') Mais P, et QP ne sont évidemment pas définis par la seule condition

P
que &est égale a la pi*= réduite. P, et Q, sont déterminés par le fait

}J
iy ] 5 .
qu’ils sont calculés comme on vient de le dire, ou encore, comme on va le

B
voir, P, et Q, sont déterminés par le fait que Q" est la forme réduite a sa plus

P
: ” I 5 ; &
simple expression du nombre a,-+ —————— - Clest pour celte raison que —
a,+. : Q,

o

a

S o P
s’appelle réduite.
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89. Je dis qu’on a pour calculer les nombres P et Q de proche
en proche les formules
Pp =5 Pp_,a,,—i— Pp_g,
Qp=Qp-1ap—+ Qp-a2.
En effet, cette loi de récurrence se vérifie facilement pour les

premiéres réduites. Supposons-la vraie pour les réduites jusqu’a

la (p — 1)*m. On a donc

P,,_1 sat pp—‘z“p—l”i‘p/’—ﬂ
Q[)—l Qp—"za/)——l"'_ Q/)—J

1% LS Pol 1
Or 52 se déduit de 5" en changeant @, , en ap_+ —;
P

Qp Qp—l
d’autre part, Pp_5, Qp_2, Pp_s, Qp_s, sont indépendants de a,_,.

La formule précédente donne donc

i
p Pp—z <ap-1+ a—p> e P,,_,-;

Bioi o _ (Ppsap_1+Pp_3)ap+ P,;—z‘
Q[) Qp—2 (a,a-1 i a—l> G o Qp—:s (Qp—z o s QP_S)aP_‘_ Qp_ '
l)
Mais par hypothése
Pp—‘zap—l + Pp3= Pp—h
Qp—2@p—1+ Qp—3= Qp-1.
Donec
F_,,_ 2o Pp_la,,—f—- Pp_g.
Q[J Qp—l tlp—i— Qp—z
~Donc
(9) ‘ pp: pp—lap+ Pp—‘_'y
{ Qp=Qp-1ap+ Qp_s.
Remarque. — Ces formules montrent que, si @, est positif, les

quantités P, et Q, sont positives et croissent avec 'indice. Si @,
est négatif, P, est négatif et Q, est positif, mais leur valeur
absolue croit avec I'indice.

Ezemple. — Soit la fraction continue

[1,4:7, 372,511

Les deux premiéres réduites sont

1
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46 CHAP. TI. — COMPLEMENTS AUX THEORIES ELEMENTAIRES.

et

et en calculant les autres de proche en proche, on trouve la suite

I 5 ﬁ lﬁ 262 1423 1685
i 4. 7ol et | gl e TaE e g6
90. Les réduites?cté- — La loi de formation des réduites

que nous venons d’indiquer ne commence a s’appliquer qu’a la
troisitme réduite. Ainsi, dans I’exemple précédent, les deux pre-

. ¢ yun 1 5 A . .
mieéres réduites et 7 ont été calculées directement.

Soit la fraction

- PR
on a

By ia; P, aias+1

Ql i T’ @ as
I est facile de voir qu’en posant

L B = o,
Po=i1) PlLi=0,

QU:07 Q—-lzlv

on peut calculer EL g Q par les formules générales (9).

Q4
On a, en effet,

szd(ag +|:I)100+P0,

Q=1xXa+0=Q1a;+ Qo
€t
Pi=1X>a;+0= Pya;+ P_,,

Q1:0><01+I:Q0a1+Q_1.

Cette remarque permetira quelquefois d’étendre, sans démon-

stration particuliére, aux réduites Q— et Q—, des résultats dépen-
1 2
dant des formules (g).

91. Tatorime. — Entre les termes de deuz réduites consé-

Py P,
Q et =L existe la relation

Qp
P[’QP—I—P[)—I Qp: ("— ])P.
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En effet, remplacons P, et Q, parles expressions (9), il vient
prp—l ki P[)—l Qp = (Pp—l ap“" Pp—2 )Qp—l el Pp—i (Qp—i al)"" Q/l-—'l)

ou
P[) Qp—l_ p/)—l Qp: —‘(P/)—i Qp-?"‘ Pp—2 Q/l—l)'

- GV o .
Autrement dit, la quantité P,Q, ,— P, ,Q, conserve la
méme valeur absolue, mais change de signe quand p augmente
d’une unité. Or pour p = o

Py Q-1 — P4 Qo= (r > 1)-—(0) (0} =1:
Donc, en général,

PpQp1—Pp1Qp=(—1)P.

92. Cororuatre. — Les réduites sont des fractions irré-
ductibles. — En effet, d’aprés 1'égalité précédente, le plus grand
commun diviseur de P, et Q, doit diviserr.

93. Tutorive. — Si lon considére deux réduites consécu-

f B P
tices =L ep ~ B

QP (21"“'l
grande que la premiere; si p est pair, la seconde réduite est
plus petite que la premiere. D'ailleurs la valeur absolue de la
différence entre ces deux réduites diminue lorsque Uindice
augmente.

» st p est impair, la seconde réduite est plus

En effet
P/)+1 P,, ek P,H—lQp— P/JQp+l g (_])’H_l.

Q[H—l Qp Y Q/:Q/H—l a QpQ[H—l

Donc la différence en question est positive si p est impair, et
négative si p est pair; de plus, elle diminue quand p augmente,

puisque Q, et Q,,, augmentent.

94. Cororramr. — Les réduites forment donc une suite de
nombres tels que chacun d’euz soit alternativement plus grand
et plus petit que le précédent, et tels que la différence entre
deux consécutifs de ces nombres aille en diminuant en valeur
absolue.

Or, quand on a une telle suite de nombres, on peut dire que
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tout nombre de la suite est compris entre deux consécutifs
précédents.
En effet, soient

(10) Uy, U, ceey Up,

ces nombres. Je suppose

Uz > Uy, Uz < U, ) Usp > Usp—1, Uz pi-1 < Usp,

et
Us— Uy > Us— Uz > Up— U3z > v ns

On a, en supposant ¢ > p,

Ugg = Ugp—1—+ [( Ugp— uzp—z) — (Ugp— Uspty)]

+ [(tapro— tapy1) — (Uspro—Uspis)] +. ..

=+ [(tag—2— U2g—3) — (Uag—2— Usg—1)] + (Uag— Usg—1)-

Usq étant égal & u,, , augmenté d’'une somme de termes positifs
est plus grand que u,,_4.
On a d’autre part

Usg = Usp— [(Usp— Uspt1) — (Uspta— Uspt1)]

g [(u211+2"— u2p+3) s (u2p+4— u2p+3)] m—gts ¥

— [(#ag—2— uag—1) — (Usg — Uag—1)]-

Usq étant égal a uy, diminué d’une somme de termes positifs est
plus petit que w,,.

Donc
Usp—1 < Ugqg < Usp-

Ainsi uy, est compris entre deux termes consécutifs précédents,
Usp_y €L Uyp. '

On ferait une démonstration analogue pour le terme wuy,,.

Le théoréme précédent se voit plus clairement par une repré-
sentation géométrique. Représentons les nombres successifs par

Fig. 1.

+ +

" 4
+ t

0 A, As AsA, A,

des abcisses OA, OA,, OA;, ... portées sur une droite a partir
d’une origine O. D’aprés les hypothéses, A, est a droite de Ay, A,
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est a gauche de A,, mais A,A; étant plus petit que A A;, A est
entre A, et A,. De méme A, est entre A, et Aj et par suite entre
A, et A,, et ainsi de suite.

Il résulte aussi de ce qui précéde que, dans la suite w,, us, ..., up,
les termes d’indices impairs vont en croissant avec I'indice, tandis
que les termes d'indices pairs vont en décroissant. Un terme quel-
conque d’indice impair est d’ailleurs plus petit qu’un terme quel-
conque d’indice pair. :

Si I'on applique ce qui précéde aux réduites d’une fraction con-
tinue, on voit que toute réduite est comprise entre deux ré-
duites consécutives précédentes. En particulier, la derniére ré-
duite, c’est-a-dire la fraction continue elle-méme, est comprise
entre deux réduites consécutives quelconques.

D’ailleurs les réduites d’indice impair vont en croissant, les
réduites d’indice pair vont en décroissant, et une réduite
d’indice impair quelconque est plus petite qu'une réduite
d’indice pair quelconque. '

95. Considérons encore la suite (10). S¢ la différence entre
deux termes consécutifs de cette suite est plus petite en va-
leur absolue que la moitié de la différence entre les deux
précédents, il arrive que, de deux termes consécutifs, le
second différe moins que le premier de tous les suivants.

Considérons les deux termes conséculifs u,,_,, u,p et un terme
suivant, s, par exemple. On a vu que

Usp—1 < u2q< Uzp.

Je dis que
(11) Upp— Usg < Usg— Usp—1.

On a, en effet,

Urp—1 -+ Usp Uy pt-1— Ua p—q Urpyo— U
Usg= =L P (=2 iz e R o
3 2 / 3 /
Usg—y — Usg—3 Usy— Usg—a Usg— Ugg—
Heiiiaan e hgE e L AR
2 2 2

D’aprés ce qu’on a va au n° 94, tous les termes de celte somme, a

2p+1— Uzp—

AT A g 1 MBapy = O
partir de ' sont positifs; uy, est donc égal a =212

3
C. 4
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augmenté d'une suite de termes positifs. Done

u2q> y?""—_‘_u“’,
2
inégalité qui revient a I'inégalité (11).
Ce résultat d’ailleurs se voit  encore trés facilement par la
représentation géométrique de plus haut. Si A A, est plus petit

Aits le point A, est plus prés de A, que de A, ; il en est de

que
méme a fortiori de A;, A;, ... puisque ces points sont a droite
de A,.

La circonstance précédente se présente justement pour les
réduiles d’une fraction continue. La différence entre deux ré-
duites consécutives est plus petite en valeur absolue que la moitié
de la différence précédente. En effet, deux différences consécu-
tives sont, en valeur absolue (n° 93),

1

I
Qp-—l Q[I mﬁ s

Q[H—I = Qpap+1 -+ Qp—l-

et

Or

Qp est plus gx"and que Qp_,, et le nombre entier positif a,,, est
au moins égal a 1; donc

Qp—H e 2Qp—l-

Donc
1 I

QpQp+1 0 2Qp-1Qp Y

On peut donc dire que de deux réduites consécutives, la se-
conde différe moins que la premiére de toutes les réduites svi-
vantes, et en particulier de la derniére, c’est-a-dire de la fraction

continue elle-méme.
En résumé, les réduites successives d’une fraction continue

sont alternativement plus petites et plus grandes que cette
Jfraction, et chacune d’elles différe moins de cette fraction que

les précédentes.

96. Enfin une derniére propriété des fractions continues, d’une
grande importance dans les applications, est la suivante :

Tatorime. — Dans la réduction en fraction continue d’un
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nombre positif, chaque réduite differe moins d’une réduite
sutvante quelconque (et en particulier de la fraction continue

elle-méme) que toute fraction irréductible ayant des termes
plus simples.

B
En effet, soient une redulte 2, une réduite suivante — et une

Qp Q
fL'ALth" rient a di :'Atl ;
raction ;- Le théoréme revient a dire que, si  est plus appro-
H 1% P g
chée de o que —’;, A et B sont respectivement plus grands que P,
et

En effet, supposons, pour fixer les idées, p impair, de sorte que

Qp ~Q T Qp
étant plus approché de : que e l est a fortiori plus que =/ Lo
B Q Qp-l
On a donec
f’ )
Q, < < Qp—l

On en déduit
P[l—l P]) Pp—l A
— £ —=>o0
Ql)—l Ql) Qp—t B 29

d’ott 'on déduit (a cause de la relation P,y Q, — Q,_, Pp=1)

L BPyp—1 —AQ)-
d’ou
B>Q,(BP,_1—AQp,_1) >o.
B est donc plus grand qu’un multiple positif de Q,, donc a for-

tiort plus grand que Q. D’ailleurs, de % =il % on tire A > %
P 2]
et a fortiori A™>Pp. :

97. Remarque sur la réduction en fraction continue des

nombres négatifs. — Réduire en fraction continue un nombre
Lo il S !
négatif — =, c’est écrire
8 2k
A el T
BaE ) I
Ag-t. T
(£ 7 i 2 I
o et
aj
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de sorte que le premier quotient incomplet — @, soit le plus grand
. E e e T . A

entier négatif immédiatement inférieur a — B et que les quo-

tients incomplets suivants soient tous positifs.
Il est facile de trouver la réduction en f(raction continue d’un

A . A .
nombre — §7? connaissant celle du nombre - Soit, en effer,

A—a' I
B g i
G 1
_I_Z’
d’ou /
—%:—a—;l =—(a+1)+1— 3
B b ot B 4 et
c+ . e ;
—u—z '+i
ou encore
A I
—ﬁz—(a—i—l)—i- :
I == y
b —1+
€= i
—4—1"

Si b#1, l'expression précédente est la fraction continue

cherchée.
Si b =1, I'expression précédente est égale a
I

—(a+1)+

I
[EiOnls e
t{ﬂ—.

. 1
B ey
l

qui est la fraction continue cherchée.

———

www.rcin.org.pl



PREMIERES NOTIONS SUR LES CONGRUENCES. 53

GCHAPITRE IIL

DES CONGRUENCES.

§ I. — Premiéres notions sur les congruences.

98. La notion de congruence, ou plutét la notation par con-
gruences et leur analogie avec les équations, est due a Gauss.
Voici en quoi elle consiste :

On dit que deux nombres a et b sont congrus par rapport a un
module n quand la différence @ — b est divisible par n. Celte
congruence s'indique de la fagon suivante :

a=1b (mod n).
Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité a craindre, on peul supprimer
le module et écrire

a=h.

Il y a, entre les congruences et les égalités, des analogies dont
nous allons parler et qui sont mises en lumicre par la notation
précédente.

99. On peut ajouter, soustraire, multiplier membres a
membres des congruences prises par rapport & un méme module.
Soient, par exemple, les congruences

a=:b (mod n),

a=1"0 (mod n).
Elles sont équivalentes aux égalités

(1) a=>b +nh,
(2) a' = b+ nh',

h et i/ étant des nombres entiers.
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54 CHAP. 1II. — DES CONGRUENCES.
Ajoutons ces égalités, nous obtenons

a+a=b+b+n(h+1).
Donc
a+a=b+10 (mod n).

La démonstration s’étendrait au cas d'un nombre quelconque
de congruences.
On voit d'une facon analogue que I'on peut soustraire membres
a membres deux congruences.
On peut aussi multiplier deux congruences membres a membres.
En effet, des égalités (1) et (2) on tire
aa' = bb'+ n(hd'+ h'b + nhh').

Donc aussi
aa' = bb' (mod n).

Ce théoréme s’étend sans peine, de proche en proche, a un
nombre quelconque de congruences. En particulier, on peut
élever les deux membres d’une congruence & une méme puissance.

100. Si T'on combine entre eux les résultats précédents, on
arrive sans peine a I'énoncé général suivant :

Si lon a
a=a (mod n),
b=1> (mod n),
c=c¢c (mod n),
on a ausst
I laybio s oy e B 00

J étant une fonction rationnelle entiére a coefficients entiers.

101. On ne peut pas, en général, diviser les deux membres
d’une congruence par un méme nombre. D’abord, cette opération
n’a de sens que si les deux membres sont divisibles par le diviseur
en question; ensuite, cette condition étant réalisée, 'opération
n'est permise que si le diviseur est premier avec le module.

En effet, soit
a=5b (mod n),
d’ou

(3) o a—b=o0 (modn).
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Soit d un diviseur commun & @ et b, et par suite diviseur
de @ — b, el soit '

a—b=4dd.

Diviser les deux membres de la congruence (3) par d revient
a écrire la congruence d'= o (mod nr). Or, de ce que n divise dd',
on n’a le droit d’en conclure qu'il divise d' que s’il est premier
avec d.

Si, aprés avoir divisé les deux membres d’une congruence de
module n par un méme nombre &, on veat encore obtenir une
congruence sirement exacle, il faut diviser le module n par le
plus grand commun diviseur de n et de d.

Exemple. — Soit la congruence

270 = 6o (mod 14).

On peut diviser les deux membres par 15, parce que 15 est
premier avec le module 14, et I'on obtient la congruence exacte

18 =4 (meod 14).

Mais, si I’on divise les deux membres par 6 qui n’est pas premier
avec 14, on obtient une congruence inexacte

45=10 (mod 14).

Pour obtenir une congruence exacte, il faut diviser le module 14
par le plus grand commun diviseur de 6 et de 14, quiest 2, et 'on

oblient ainsi
45 =10 (mod 7).

102. Congruences a module premier. — Ici se dessine, pour
la premicre fois, le caractére plus simple des congruences & mo-
dules premiers. Supposons, en effet, que le module n soit un
nombre premier absolu. Alors, pour qu’'on puisse diviser les
deux membres d’une congruence par un de leurs diviseurs com-
muns d, il suffit que d ne soit pas divisible par n, autrement dit
que d ne soit pas congru a zéro (modn). L’analogie des con-
gruences avec les égalilés est ainsi plus grande.

Quoi qu’il en soit, dans ce cas, comme dans celui du module non
premier, il subsiste encore cette différence avec les équations que d
doit étre un diviseur commun des deux membres de la con-
gruence. Nous allons supprimer cette restriction.
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56 CHAP. III. — DES CONGRUENCES.

103. Tatorime. — Soit a un nombre premier avec n. Si l’on
divise par n les nombres

@y 2 s s (=) @

les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres

- Sedl N I it

En effet, aucune division ne se fait exactement, car n étant
premier avec @ ne peut diviser ka que s'il divise %, ce qui est
impossible si 4 est plus petit que n.

Aucun des restes n’étant nul, ces restes sont certains des
nombres 1, 2, ..., 7 —1.

Deux de ces restes ne peuvent étre égaux, car si ha et i/a don-
naient le méme reste, (A — /') a serait divisible par n, ce que nous
venons de voir étre impossible.

Les restes étant des nombres de la suite 1, 2, ..., n —1,
étant en méme nombre qu’eux et étant différents entre eux, sont
ces nombres mémes.

Remarque. — Considérons en outre le nombre na; ce nombre
divisé par @ donne comme reste zéro. On peut donc dire que s¢
U’on divise par n les nombres

(AR Y, AEDR R & e BT T

les restes obtenus sont, dans un certain ordre, les nombres

e SRR T e i

Autre énoncé. — Les nombres a, 2a, .... (n—1)a, na sont
congrus (mod n) aux nombres o, 1,2, ..., (n—1).

104. Systéme complet de restes incongrus par rapport a un
module.— On appelle systéme complet de restes incongrus par
rapport a un module n, un systéeme de n nombres tels qu'i/ y
en ait un et un seul congru (modn) a rn’importe quel nombre
donné.

Il est évident que les nombres o, 1, 2, ..., (n —1) forment un
systéme complet de restes incongrus (mod 7).

Il en est de méme de tout systeme de nombres respectivement
congrus aux précédents; par exemple, les nombres «a, 24,
3a, ..., na du théoréme précédent.

www.rcin.org.pl




PREMIERES NOTIONS SUR LES CONGRUENCES. 57

On généralisera facilement en démontrant la méme propriété
pour les nombres @+ b, 2a+ b, ..., na+ b. En d’autres
termes, n termes consécutifs d’une progression arithmétique,
dont la raison est premiére avec n, forment un systeme com-
plet de restes incongrus (mod n).

105. Quotient de deux nombres (mod n). — Soient deux
nombres A et B et un module n premier avec B. D’aprés ce qui
précede, il existe un nombre ¢ el un seul (a un multiple prés
de n) tel que

Bg=A (mod n).

¢ peut s’appeler quotient de A par B (mod n).

Si A=o0 (mod n), il en est de méme de ¢.

Dans le cas particulier ot A =1, les nombres B et ¢ peuvent
étre dits inverses 'un de I’autre (mod n).

106. Généralisation des résultats du n° 101. — Nous pou-
vons mainlenant, comme nous l'avons annoncé, généraliser les
résultats du n° 101 relatifs a la division des deux membres d’une
congruence par un méme nombre premier au module.

Il n’est pas, en effet, nécessaire que ce nombre soit diviseur
commun des deux membres de la congruence pour que I'on puisse
faire cette division; il suffit que ce nombre soit premier au
module. D’aprés ce qui précéde, si deux nombres sont congrus
(mod n), leurs quotients (modn) par un nombre B premier a n
sont aussi congrus (mod 7).

En particulier, s¢ le module est un nombre premier absolu,
on peut diviser les deux membres de la congruence par un
méme nombre quelconque, non congru a zéro.

107. Remarque. — Pour qu’un produit de facteurs soit
congru a zéro, il faut et il suffit, quand le module est premier,
que Uun des facteurs soit congru a zéro.

En effet, ceci revient a dire que, pour qu'un nombre premier
divise un produit de facteurs, il faut et il suffit qu’il divise I'un des
facteurs.

Les théorémes précédents mettent bien en évidence I'analogie
qui existe entre les égalités et les congruences, surtout les con-
gruences a module premier. Cette analogie va se poursuivre.
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§ II. — Congruence du premier degré i une inconnue.
Analyse indéterminée du premier degré.

108. De méme que parmi les égalités on distingue celles ap-
pelées équations dans lesquelles certaines quantités sont incon-
nues, de méme on peutdistinguer les congruences dans lesquelles
certaines quantités sont inconnues et doivent étre déterminées de
maniére a ce que la congruence soit vérifiée.

La congruence du premier degré & une inconnue a la forme

(4) ar=>5b (mod n),

a el b étant connus, 2 étant inconnu.

D’apres ce que nous venons de voir (n° 105), si a est premier
avec n, il existe un nombre et un seul (& un multiple preés de n)
qui satisfait a la congruence.

Si an'est pas premier avec n, soit d le plus grand commun
diviseur de @ et de n. Si b n’est pas divisible par d, la congruence
est évidemment impossible. Si b est divisible par d, soient

a=ad, b w= bty R = ey
la congruence proposée est équivalente & la suivante :
(5) adx=10b (mod n').

o

et n' étant premiers entre eux, il existe un seul nombre
(mod n') satisfaisant a cette congruence, soit z,. Toutes les solu-

tions de la congruence (5) sont données par la formule
(6) x = g+ n't,

¢ étant un enlier quelconqne.

Cherchons combien cela donne de solutions incongrues (mod n)
pour la congruence proposée (4).

Pour que les deux valeurs de z données par la formule (6),
pour deux valeurs ¢/, ¢’ de ¢ soient congrues (modn), il faut etil
suffit que leur différence

n'(t'—1t),

soil divisible par n, ¢’est-d-dire que ¢"— ¢ soit divisible par d.
On aura donc toutes les solutions incongrues (mod n) de la
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congruence (4) en donnant a ¢ les valeurs

PN P RO RV, L o

ce qui donne d solutions.

109. Dans le cas particulier ot n est un nombre premier
absolu p, on a le résultat suivant, complétement analogue a celui
relatif & I'équation du premier degré :

La congruence ax = b(mod p) a une solution si a == o (mod p).
[On ne compte pas comme différentes deux solutions con-
grues (mod p)].

Sia=o(mod p) et que b= o (mod p) la congruence est im-
possible.

Sia=b=o0(mod p), lacongruence est indéterminée.

110. ArrricaTion. — Résolution en nombres entiers de
Uéquation azx + by = ¢. — Comme nous 'avons dit dans I'Intro-
duction de cet Ouvrage, un des objets principaux de la théorie des
nombres est la résolution en nombres entiers des équations a coef-
ficients enliers.

Pour I'équation la plus simple, équation du premier degré a
une inconnue az = b, la réponse est immédiate.

Cette équation a une solution si b est divisible par a; elle n’en
a pas dans le cas contraire.

111. Passons maintenant a l’équation du premier degré a deux

inconnues
ar+by=c.

La solution de cette équation revient immédiatement a cele de

la congruence
ar=c (mod b).

En effet, soit 2, une solution de cette congruence, ax, — c sera
divisible par b; soit — y, le quotient, on aura

ary+byy=c.

Ainsi & toute solution de la congruence correspond un systéme de
solutions de I’équation.
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On voit que si a et b sont premiers entre euz, le probleme est
possible; soit z,, y, un systéme de solutions; d’aprés ce qu'on a
dit plus haut, toutes les valeurs de z sont données par la formule

(7) @ =2y + bt,

¢t étant un entier quelconque. La valeur de y correspondante,
donnée par I'équation ax + by = ¢, est

(8) Y =yi— at,

et le probléme est résolu.

Si a et b ne sont pas premiers entre eux, soit d leur plus
grand commun diviseur. Si d ne divise pas c le probléme est im-
possible. Si d divise ¢, on peut d’abord diviser tous les termes de
I'équation par d et I'on est ramené au cas ou les coefficients de =
et de y sont premiers entre eux.

112. Résolution par les fractions continues. — Nous avons
démontré I'existence des solutions, mais nous n’avons pas donné
de méthode pour les calculer, sinon par titonnements, en essayant
pour z successivement tout un systéme de restes incongrus par
rapport au module b.

L’algorithme des fractions continues permet de résoudre le pro-
bléme plus rapidement.

En effet, comme nous venons de le dire, on peut supposer a
et b premiers enlre eux. Réduisons en fraction continue la

fl‘aClIOIl g Smenl Q—— et '/ 'avant-derniére et la derniére réduite.
On a
(9) PrQp—1— Qi Pi—y = (— 1)

4 an eI j e
Mais les fractions ~% et &, étant égales et toutes deux irréduc-

Qb
tibles, sontidentiques. Donc
Pr=1a,

Q/.': (4
Donc I'égalité (g) s’écrit

; aQp_y— bPy_y = (— 1)k,
On en déduit

a[(— 1)k Qe_ye]+ b[(— 1)k+1Ps_yc] = c.
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Done (—1)¥Q_ ¢ et (— 1) P;_ ¢ forment un systeme de
solutions. On en déduit tous les autres par les formules (7) et (8).
Ezxzemple. — Soit I'équation

34bx — 44y =101,
on a

RIS
2

Ve ; v 14
I’avant-derniére réduite est ligg~ Donc

345.19— 44.149 =—1,
d’ol
315 (—1919)— 44(—15049) = 101.
La solution générale est
Z = — 19104 447,
y =—15049 + 345¢,

113. On peut envisager la question précédente d’une autre
facon.

On dit qu’un nombre n est représentable par une expres-
sion f(z,»,3,...), lorsqu’il existe des valeurs entiéres des
variables z, y, 3, ... qui rendent f(z,y, 3, ...) égal & n.

Les résultats précédents peuvent dés lors s’énoncer comme il
suit :

La forme linéaire ax + by peut représenter tout nombre
divisible par le plus grand commun diviseur de a et de b, et
elle ne peut représenter les autres.

En particulier, si a et b sont premiers entre eux, la forme
linéaire ax + by peut représenter tous les nombres.

D’ailleurs, quand la représentation d’un nombre est possible,
elle ’est d’une infinité de facons.

114. Résolution de U’équation

ar +by +cs+...+ks+lt=m.

a, b,c, .. {;’m sont donnés; x,y, 3, . .., t sont inconnus.
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Si a,b,c,...,l ne sont pas premiers entre eux, soit d leur
plus grand commun diviseur. Si  ne divise pas m, le probléme
est impossible.

Si d divise m, on peut diviser toute I’équation par d. En un
mot, on peut supposer les coefficients des inconnues premiers
entre eux dans leur ensemble.

Nous allons montrer que dans ce cas I’équation est possible et
que sa résolution se raméne a celle d’une équation contenant une
inconnue de moins. Pour cela, nous allons montrer que si c’est
vrai pour une équation & p — 1 inconnues, c¢’est vrai pour une
équation a p inconnues.

L’équation proposée s’écrit
(10) ax +by +cz—+...+ks=m—lt.

St a, b, c, k sont premiers entre eux, donnons a ¢ une valeur
quelconque, et il reste une équation en z, y, ..., s, qui par hypo-
thése est possible.

Si @, b,c, ...,k ontun plus grand commun diviseur 8 41, on
doit d’abord déterminer ¢ de facon que

m—It=o0 (mod 3).

Cette congruence est possible, car /et & sont premiers entre eux,
sinon @, b, ¢, ..., k,l ne seraient pas premiers entre eux. On
obtient donc pour ¢ une expression de la forme

to+ S u,

« étant une nouvelle inconnue.
Substituons cette valeurde ¢ dans I’équation (10), tous les termes
deviennent divisibles par ¢ et I'on est ramené au cas précédent.
Remarque. — Ce résultat peut s’énoncer comme au n° 113. La
Jorme linéaireax + by +. . .+lt peut représenter tout nombre
divisible par le plus grand commun diviseur de a, b, ..., !, et
ne peut représenter les autres.

115. Probléme. — Trouver un nombre z tel que

r=a (mod a),

x=10b (mod @),

rz=1 (mod X).
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Supposons d’abord qu’il y ait seulement deux modules, et que
I'on veuille trouver un nombre 2 satisfaisant aux conditions

r=a (mod a),

z=5 (mod B).

Les nombres satisfaisant & la premiére de ces conditions sont

de la forme
xr=al-+a,

et il ne reste qu’a déterminer ¢ par la seconde condition

at+~a=0b (mod 8)
ou
at=b—a (mod ).

Soit d le plus grand commun diviseur de « et 3. Si d ne divise
pas b — a le probléme est impossible. Si d divise b — a la con-
gruence est ramenée a

e, b—a B
> phuies & (mOd Z')'

Soit ¢, une solution, toutes les autres sont de la forme

o 122
i (i’

ce quidonne pour z des solutions de la forme

3
r'=aty+a+ —u,

d
ou

23
=Xyt U,
)

« étant un entier quelconque.

B

Remarquons que - est le plus petit commun multiple de «

et B.
De proche en proche il est facile de résoudre le probleme géné-
ral.

Supposons qu’il” soit possible de trouver des valeurs de =
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satisfaisant aux congruences

r=a (mod a),
N (mod 8),

=1 (mod 1),

et que la solution soit de la forme

@z =y "ML,

M étant le plus petit multiple commun de a, 0, ..., /.

Je dis que I'on pourra trouver, si elles existent, les valeurs
de z satisfaisant a une congruence de plus, et que la solution est
d’une forme analogue.

En effet, déterminons ¢ de facon que x satisfasse 4 une con-

gruence de plus
z=m (mod ).

Cela exige que
x2y+Mt=m (mod 1)
ou
Mt=m—uax, (mod ).
Soit d le plus grand commun diviseur de M et de 1. Si d ne
divise pas m — z,, le probléme est impossible. Si d divise m — z,
la congruence précédente est ramenée a

Soit ¢, une solution, toutes les autres sont de la forme
-
ty+ c’l u,

ce qui donne pour z des solutions de la forme

|
2o+ M)+ “—-If u.

d

Mais MT;L est le plus petit commun multiple de M et de p, c’est-

a-dire le plus petit commun multiple de «, 2, .... A La solution
est donc bien de la forme supposée.

116. Cas particulier. — Examinons le cas particulier ou les
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modules 2, 3, ..., %, 1 sont premiers entre eux deux a deux.
Dans ce cas le plus petit commun multiple des p premiers mo-
dules est prerﬁier avec le (p -+ 1)"*. Donc le probléme est pos-
sible. De plus les solutions sont de la forme

zo+ 23, A8,

car le plus petit comman multiple des nombres o, 3, ..., %, u est
égal a leur produit.

D’ailleurs, dans ce cas on a facilement la solution particuliére 2,
de la fagon suivante : cherchons d’abord un nombre z, tel que

;=1 (mod «),
Ti=0 (mod ),
Z2}=0 (mod 2),
ri=o (mod ).

On a évidemment un tel nombre par la formule By« kb
¢y étant déterminé par la condition

?)\...7\;1.11;,,\1 (mod a).

Soient de méme x4, &y, ..., 2, des nombres satisfaisant aux
conditions

xy=o0 (moda), x3=o0 (mod a), s
o el Ak l

Zy=1 (modf), Zz3=o0 (modf),

z3=o0 (mody), r3="1 (mod ),

Zy=o0 (mod ), z3=o0 (modpp),

Xy, Xaye..,Zy élant ainst déterminés, le nombre
o= axy+ bxs+. ..+ lxp_ 1+ mx,

répond & la question.
Il est & remarquer que x, 23, ..., z, sontindépendants de

sy Y

§ III. — Théorémes de Fermat et d’Euler.

117. Bien que le théoréme de Fermat ne soil qu'un cas parti-
culier de celui d’Euler nous le démontrerons d’abord & cause de sa
grande importance. ~

C. 5

www.rcin.org.pl



66 CHAP. I1II. — DES CONGRUENCES.

Théoréme de Fermat. — p étant un nombre premier et a un
nombre non divisible par p, on a

ar—-1—i=o (mod p).

En effet, considérons les nombres
(11) TR 7, N S Y AN R (7

ils sont congrus aux nombres
(12) 156 A A B iGe e pT

pris dans un certain ordre (n° 103).
Donc le produit des nombres (11) est congru au produit des
nombres (12), ¢’est-a-dire que

1.2..(p—1jaP-t=1.2...(p—1) (mod p),

ou en divisant les deux nombres par 1.2...p—1 qui est pre-

mier avec p,

aP—1=| (mod p). G: Q. B..D.
118. Remarque. — On peut dire que I'on a
al—a=o (mod @),

quel que soit a.
En effet, @?— a est le produit'des deux facteurs @ et a?='—1.
Si @ est divisible par p le premier facteur est congru a zéro;
st a n’est pas divisible par p, c¢’est le second facteur qui est congru
a zéro, d’aprés le théoréme de Fermat. Dans tous les cas, le pro-
duit est congru a zéro.

119. Autre démonstration du théoréme de Fermat. — Vu
importance du théoré¢me de Fermat, nous allons en donner une
autre démonstration. Elle s’appuie sur ce fait que dansla formule
qui donne la puissance pi™* d’un polynéme

(Y434 .u-+e)P

& 3 1:2.4.p Tl 3
(13) T Z \1.2...a.|.2...@...1.2...)371]{3”‘{"'V

o, By

\

si 'on suppose p premier absolu, tous les coefficients du second
membre, sauf ceux de z?, y?, ..., uP, ¢P, sont divisibles par p.
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. ¢ Li:. P .
En effet, dans le coefficient AR o el

ce coefficient est entier, tous les facteurs premiers du dénomina-
teur se trouvent au numérateur el disparaissent; mais aucun de
ces facteurs n’est égal a p, puisque =, 3,...,% sont plus petits
que p.

Donc ces facteurs se trouvent dans le produit 1.2...p —1.
1.2...(p—1)

LGRS T
donc le coefficient en question est égal a pg, et il est divisible par p.

Ceci posé, la formule (13) donne done, en supposant que z,

Donc

——— est égal a un nombre entier ¢;
PSS oho ik Y

Yy -,z soient des nombres entiers quelconques,

(+y+s+...+u4+0)P— (2P yP+, . . - ul4-9oP)=o0 (mod p),

et en supposant que &x,) . 3,..., U, soient Lous égaux a un,
et solent au nombre de «,

ar—a= (mod p),
ce qui est le théoréme de Fermat.
120. Théoréme de Ilermat généralisé par Kuler. — n étant

un nombre quelconque et a un nombre premier avec n, la
quantité a¥"™ — i est congruea séro (mod n).

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :
Lemme. — Soient

(14) Ay \Gayi ety ey

les nombres plus petits que n et premiers avec lui.
Considérons les l;l‘b(]llils

¢ES) UA, U@, ..., %pm A

Je dis que ces produits divisés par n donnent comme resles,
dans un certain ordre, les nombres (14).

En effet, aucune division ne se fait exactement, car, n étanl
premier avec @ ne pourrait diviser o, que s’il divisait z,, ce qui
est impossible, puisque 2, est plus petit que n.

Les restes sont d’ailleurs plus petits que n.
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De plus, ces restes sont premiers avec 7, car soil
aga =nQq+ ry;

si n el ry avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait a,, a.
Alors n et a,a ne seraient pas premiers entre eux, ce qui esl
impossible, puisque «, et a étant premiers avec n, il en est de
méme de leur produit.

Je dis enfin que deux des restes sont inégaux. En effet, si o, a
et oy donnaient le méme reste, (2, — a,)a serait divisible par »;
mais, n étant premier avec a devrait diviser o, —a,, ce qui est
impossible puisque 2, et o, sont plus petits que lui.

Les restes étant des nombres de la suite (14), étant en méme
nombre qu’eux et étant différents entre eux, sont ces nombres
eux-mémes. :

Ce lemme peut encore s’énoncer en disant que les nombres de
la suite (15) sont congrus (mod 7) aux nombres de la suite (14).

121. Démonstration du théoréme d’FEuler. — Ceci posé, la
démonstration du théoré¢me d’Euler est la suivante, analogue a celle
du théoréme de Fermat :

Les nombres
" TR AN T M. B )

¢tant congrus (mod 72) aux nombres

Ay, . Aoy esuy 1;(“},

le produit des nombres de la premiére suite est congru (mod n)
au produit des nombres de la seconde

T T P a® =g a,... %y(n) (mod n),

ou, en divisant les deux nombres par o, 2,. . .24, qui est premier
avec n, il vient
; a®n) =1 (mod n).

122. Applications a la solution en nombres entiers de
l'équation azx + by = c. — On peut supposer a el b premiers
entre eux (n° 111). On a donc

a®b)—q

o = un nombre entier u
)
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ou
a.a® -1+ b(—u)=r1,
d’ou
a(ca? 1)+ b(— cu)=c.
Donc ca?®~' ¢t — cu forment un systéme de solutions de I'équa-
tion proposée, et on en déduit tous les autres comme on a vu

au n° 111.

§ IV. — Premiers principes sur les congruences
de degré quelconque a module premier.

123. On appelle conguence de degré r une congruence de

la forme
Sf(z)=o - (modnr),

J(z) étant un polynéme entier en z, a coefficients entiers et de
degré r.

Remarquons d’abord que si une telle congruence admet une
racine x,, elle admet aussi comme racines tous les nombres
congrus a z, (mod n) (d’aprés le théoréme du n° 100); mais nous
ne considérerons pas ces racines comme distinctes, et quand nous
parlerons d’une racine x,, nous voudrons parler de z, ou de tout
nombre congru a z, (mod n).

Etudions d’abord les congruences a module premier.

12%. On dit qu'une congruence (a module premier p) est
identique, ou que son premier membre est identiquement
congru a zéro, lorsque tous ses coefficients sont congrus a zéro,
c’est-a-dire divisibles par p.

On dit que deux polyndémes en z sont identiquement con-
grus (mod p) lorsque leur différence est identiquement congrue
a zéro.

Il faut remarquer ici une différence essentielle entre les con-
gruences et les équations ordinaires de I’Algébre. En Algébre, on
dit qu’un polynéme est identiquement nul, lorsque tous ses coef-
ficients sont nuls; mais il revient au méme de dire qu’un poly-
noéme est identiquement nul lorsqu’il prend une valeur nulle
pour n’importe quelle valeur de 2. Au contraire, on ne peut pas
dire qu'un polynome est identiquement congru a zéro (mod p)
lorsqu’il prend une valeur congrue a zéro, quel que soit .
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Considérons en effet le polyndme

xrP—2z.

D’aprés le théoréme de Fermat, ce polyndme prend une valeur
congrue a zéro (mod p) pour toute valeur de z; et cependant ce
polynéme n’a pas tous ses coefficients congrus a zéro.

Nous indiquerons une congruence identique par le signe =.

Remarquons que si deux polynémes sont identiques algébri-

quement, ils sont identiquement congrus (mod p).

125. Division (mod p). — Diviser un polynéme f(x) par un
polynéme o(z) (suivant le module p ou plus simplement mod p),
c'est trouver un polynime Q(z) et un polynéme R(x), R(x)
étant de degré inférieur a ¢ (x), tels que :

S(z)=¢(x)Q(x)+R(z) (modp).

(Il ne s’agit, bien entendu, que de polynémes a coefficients
entiers.)

Pour démontrer I'existence de Q(z) et de R(z) et, en méme
temps, pour les calculer, il suffit de faire sur f(z) et ©(z) les
mémes raisonnements el calculs que I'on fait en Algébre pour la
division algébrique ordinaire. On peut, dans le courant du calcul,
remplacer tout coefficient par un autre qui lui soit congru (mod p),
ce qui peut servir, par exemple, a abaisser la valeur absolue des
coefficients au-dessous de p.

Le quotient d’un terme Az par un terme A'z"" est Bam—m',
B étant le quotient de A par A’ entendu au sens du n° 105. Le
module p élant premier, ce quotient existe toujours pourvu que
\'= o (mod p).

En particulier, on dit que le polynéme f(z)est divisible (mod p)
par le polyndme ¢(z) lorsque R(z) est identiquement congru a
zéro (mod p). On a alors

f(@)=9(2)Q(z)  (mod p).

Ezemple. — Soita diviser % — 32"+ 22% — dat+ 2z 41
par 3z3 4 2*— 5z — 2 (mod 7).
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On peut disposer 'opération de la fagon suivante :

545 — oxb+ ox¥— 5x24+22 41 | 3P+ 22— ST —2
T —4x*+ 2023+ 822 i

fri—ao2x +1

— 067+ 23+ I3+ 27
+ 223 — 1022 — 4T

3z —ox + 1

— 22+ 5T+ 2

— x2+3r—+3

Pour diviser un coefficient A par un coelficient A’, il suffit de
multiplier A par l'inverse de A’ (mod p) (voir n° 103). Voici,
pour faciliter le calcul, le Tableau des'nombres inverses deux a
deux (mod 7) :

P =1 (mod 7).

Remarquons qu’'un polyndéme est toujours divisible (mod p) par
un facteur numérique = o.

126. Plus grand commun diviseur (mod p) de deux poly-
némes. — On peut maintenant établir une théorie du plus grand
commun diviseur (mod p) absolument analogue a celle de
I’Algebre. Le plus grand commun diviseur (mod p) de deux poly-
ndémes s'obtient en divisant le premier par le second, puis le
second par le reste et ainsi de suite. Nous laissons au lecteur le
soin de voir que tous les raisonnements qu’on a faits en Algébre a
ce sujel peuvent se répéter ici.

De cette théorie du plus grand commun diviseur (mod p), on
déduit d’aillears les mémes conséquences que de celle du plus
grand commun diviseur ordinaire. Nous nous contlenlerons
d’énoncer celles dont nous allons avoir besoin.

127. 1o Tout diviseur commun (mod p) de deux polynémes

est un diviseur (mod p) de leur plus grand commun divi-
seur (mod p);
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. |
15

2° Quand on multiplie deuz polyndmes par un troisiéme,
leur plus grand commun diviseur (mod p)est multiplié par ce
troiwsteme;

3° Quand on divise deux polynémes par un diviseur com-
mun (mod p), leur plus grand commun diviseur (mod p) est
divis¢ (mod p) par ce troisieme;

4° Quand on divise (mod p) deux polynémes par leur plus
grand commun diviseur (mod p), les quotients obtenus ont
pour plus grand commun diviseur un nombre. On dit qu’ils
sontpremiers entre euz (mod p);

5° Quand un polynéme divise (mod p) le produit de deux
autres, et qu’il est premier (mod p) avec l'un d’eux, il divise
l'autre (mod p);

6° Quand un polynéme est premier (mod p) avec plusieurs
autres, il est premier avec leur produit;

7° Quand deux polyndmes sont premiers entre eux (mod p),
deux puissances quelconques de ces polynimes sont premiéres
entre elles; .

8" Quand un polynime est divisible (mod p) par plusieurs
autres polyndmes premiers entre eux deuxr a deuzx (mod p), il
est divisible par leur produit.

La démonstration de ces théorémes est identique a celle qu’on
donne dans la théorie de la divisibilité ordinaire des polyndmes,

ou dans celle des nombres entiers (').

128. Tutorime. — Si a est racine de la congruence
Sf(z)=o0 (mod p),

S (&) est divisible (mod p) par x — a et réciproquement.

(') Les trois derniers théorémes sont analogues aux théorémes sur les nombres
entiers énoncés aux n°* 42, 43, 45. Ceux-ci ont été démontrés en s’appuyant.sur la
théorie de la décomposition des nombres en facteurs premiers.

On pourrait ici faire une théorie analogue, en considérant des polyndmes qui
ne sont divisibles (mod p) que par un facteur numérique ou par un polynéme
de méme degré qu’eux [polyndmes irréductibles (mod p)]; mais on peul aussi
remarquer que les théorémes des n°® 42, 43, 45 se démontrent facilement, sans s’ap-
puyer sur la théorie de la décomposition en facteurs premiers : ¢’est ce que nous
laissons au lecteur le soin de voir.
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En effet, divisons (mod p)f(x) par x —a. Le reste A est

indépendant de z.
f(z)=(r—a)Q(z)+ A (mod p).

Remplacons dans cette identité z par «, il vient

o=A (mod p);
done
floy= (o —ia)Qlx) (mod p),

ce qui prouve que f(z) est divisible (mod p) par z — a.
Quant a la réciproque, elle est évidente.

129. Racines multiples. — On dit que a est racine multiple
d’ordre o de la congruence f(z)=o0 (modp), lorsque le
polynome f(x) est divisible (mod p) par (z — a)* et ne l'est pas
par (z — a)**+!.

1305 Tagonime.~— 0iSinian byievawn LT sontisdesyracines
incongrues deux & deux, d’ordres a, 3,v, ...,k de multipli-
cité d’une congruence [f(z)=o (modp), f(x) est divisible
(mod p) par le produit (x — a)*(x — b)B...(x — )\

En effet f(z) est divisible (mod p) séparément par (x — a)*,
(z—0)8, ..., (x—1)*; or remarquons d’abord que les poly-
némes x —a, x — b, ...,x — [ sont premiers entre cux deux a
deux (mod p). En effet, un diviscur commun (mod p) de z —«
et z — b, par exemple, doit diviser leur différence @ — b, qui est
un nombre non congru a zéro (mod p). Ce diviseur commun ne
peut donc étre qu'un diviseur numérique.

Les polynomes x — a,z — b, ...,z — [ étant premiers entre
eux (mod p) deux a deux, il en est de méme de leurs puissances
quelconques.

- f(z) éant divisible (mod p) par les polynomes (z — a)%,
(x—b)B, ..., (z — )* qui sont premiers entre eux deux a deux,
’est aussi par leur produit. ;

131. Cororraire. — Une congruence de degré r ne peut
avoir plus de r racines, une racine d’ordre 2 étant comptée
pour o racines.

Car, sinon, le premier membre de la congruence serait divi-
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sible (mod p) par un polynéme de degré plus élevé que lui, ce
qui est impossible.

132. Comme exemple de congruence ayant aulant de racines
incongrues que d’uniltés dans son degré, on peut ciler la con-
gruence

P11 —1=0 (mod p)
qui, d’aprés le théoréme de Fermat, a pour solutions les nombres

TG00 o araly PR,
CororrAire. — On a

Pl —1=(x—1)(xr—2)...(z—p—+1) (mod p).

133. Tatorime pE Wirson. — Si dans I'identité précédente,
on fait z = o, il vienl, en remarquant que p est impair,

1.2...(p—1)+1=o0 (mod p),

égalité qui constitue le théoréme de Wilson.
RécreroQue pu ratorive pE Winson. — Si l'on a
1.2...(p—1)+1=0 (mod p),

le nombre p est premier.

En effet, sinon le nombre p aurait un diviseur plus petit que
lui, qui étant contenu comme facteur dans le produit 1.2...(p—1)
le diviserait; mais ce diviseur devrait aussi diviser1.2...(p—1)=1
qui est multiple de p. Cest impossible.

13%. Nous venons de dire qu'une congruence de module pre-
mier a, au plus, autant de racines qu’ily a d’unités dans son degré.

Mais il y a des congruences qui ont moins de racines que d’u-
nités dans leur degré. Par exemple, on vérifie facilement que
la congruence

z2—3=o0 (mod 7)

n’a pas de racines.

A ce propos, on a le théoréme suivant :

135. Tutorkme. — Soit 9 (x) un diviseur (mod p) de [(z). Si
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la congruence
S(z)=o0 (mod p)

a autant de racines que d’unités dans son degré, il en est de
méme de la congruence

¢

o(z)=o0 (mod p).
En effet, soit Q(z)le quotient de f(x) par¢(x). La congruence

f(z)=o0 (mod p)
peut s’écrire
o(x)Q(z)=o0 (mod p).

Le degré de f(x) est la somme des degrés de ¢(x) et de Q(x
Comme d’ailleurs une racine de f(z) est nécessairemenl racine
soit de ¢ (), soit de Q(x); si la congruence

e(z)=o0 (mod p)

avait moins de racines qu'il n’y a d’unités dans son degré, il fau-

drait que la congruence
Q(z)=o0 (mod p)

cen ait plus, ce qui est impossible.

136. Cas particurier. — Soit d un diviseur de p — 1, la con-

gruence
zd— 1= (mod p)

a d racines. Car on sait que le polyndme z¢—1 est diviseur
algébrique du polynéme 27t — 1.

137. Racines communes a deux congruences.

Les racines communes a deux congruences sont les racines du
plus grand commun diviscur de leurs premiers membres.

138. Conovrrame. — Soit ¢ (z) le plus grand commun divi-
seur (mod p) d’un polynéme f(zx) et du polynéme xP — x.

1° La congruence ¢(z)=o (mod p) a autant de racines
qu'il y a d’unités dans son degré; 2° ces racines sont toutes
les racines de f(x) = o (mod p).
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n effet,

1° o(x) étant un diviseur de 27—z, et la congruence 2P —z =o
(mod p) ayant autant de racines qu’il y a d'unités dans son
degré, il en est de méme de la congruence o(z)=o0 (mod p)
(n° 135);

2° Tout nombre étant racine de 27 — z = o (mod p), toutes les
racines de f(z) = o (mod p) sont racines communes a celle con-
gruence et a la précédente, donc elles sont racines de o (z)= o.

Ce théoréme permet donc de voir combien une congruence a de
racines.

139. Remarque. — Si la congruence f(2) = o (mod p) est de
degré supérieur a p —r, la premicére opération a faire dans la
recherche du plus grand commun diviseur (mod p) de f(z) et
de P — x consiste dans la division de f(z) par zP — z. Pour
trouver simplement le reste de cette division, il suffit de rempla-
cer dans f(x) xP par z, de facon a rabaisser tous les exposants
au-dessous de p. '

Ezxemple. — Soit la congruence
!l — 3210 — 294 gad — 627 — o3
+ 4t — 223 — 1022+ 15— 6 =0 (mod 7).

Je commence par réduire les exposants supérieurs a 6; pour
cela je remplace I'exposant 11 par I'exposant 5, 'exposant 10 par
I’exposant 4, etc., et j’obtiens la nouvelle congruence

1y ’

zt—323 —x?4+9gxr —6=0 (mod 7).

Celte congruence n’ayant évidemment pas zéro pour racine, au lieu
de chercher le plus grand commun diviseur (mod p) du premier
membre avec 27— z, il revient au méme de le chercher avec 20— 1,
ce qui donne les opérations suivantes :

2243z 43 Sx —+1 fxr +— 2
Pad —1 “ a4 —323— 22422 —6 | IP+32?—22+3 | 62— 42 —
3154 Lo+ 622 j — ¢ 4322— 222—06x /
f8i- 32— Rt dr — 42224+ 2—6 m
3T+ +4xr—1 ha?—5x+ 4§ xr—3

T3 2 __ &
: 22°+ 3% 6.1'-4"4‘ 62 —fxr—2 0

2

33+ 3xt—ox2+3
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Le plus grand commun diviseur est 62* — fx — 2.
On vérifie facilement que la congruence

62— fjr—a2=0 (mod 7)

a deux racines z =1 et £ = 2.

§ V. — Congruences binémes. Restes des puissances successives.
Racines primitives. Indices.

140. On appelle congruence binéme une congruence de la
forme
rh=a (mod p).

Le cas particulier ou « = o se traite immédiatement. Dans ce cas,
la congruence a une solution et une seule : z = o.

141. Examinons maintenant le cas de @ =1. La congruence
devient alors

(16) =1 (mod p).

On sait que toutes les racines de la congruence (16) sont racines
de la congruence obtenue en égalant a zéro le plus grand commun
diviseur (mod p) de 2" — 1 et de P ' — 1, cette derniére ayant
d’ailleurs autant de racines distinctes qu’il y a d’unités dans son
degré (n° 138).

Or si 'on cherche le plus grand commun diviseur par la méthode
des divisions successives, on yoit facilement qu’il est égal & 2% —1,
5 élant le plus grand commun diviseur de n et p —1. (D’une fagon
plus générale, le plus grand commun diviseur (mod p) de z"—1
et 25—1 est 24—, d élant le plus grand commun divisedr de »
et s; il est identique au plus grand commun diviseur algébrique,
el est indépendant de p.)

Donc la congruence 2”7 — 1 =0 (mod p) a & racines distinctes
qui sont les racines de 28— 1 = o (mod p).

142. Nous sommes ainsi ramenés & n’étudier, parmi les con-
gruences de la forme (16), que celles dont 'exposant est un divi-
seur 8 de p — 1, et qui ont ¢ racines distinctes.

Parmi ces ¢ racines, il y en a qui sont en méme temps racines
de congruences de méme forme, mais de degré inférieur.
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Considérons en effet la congruence

a2 —1=0 (mod p),

o/ étant un diviseur de . Toute racine « de cetle congruence est
aussi racine de la congruence

(17) b —1=o0;

car on a, par hypothese,

ad = (mod p),

~
0

d’our, en élevant les deux membres a la puissance £ ?
2

a0 — (mod p).

Réciproquement, toute racine de la congruence (17), qui est
en méme temps racine d’une congruence de méme forme, mais
de degré inférieur

ZTe=1=0
est ausst racine d’une congruence de méme forme mais dont
Uexposant est un diviseur de 6, plus petit que 3.

En effet, une telle racine est en méme Lemps racine de la con-
gruence oblenue en égalant a zéro le plus grand commun diviseur
des polyndmes % — 1 et 27— 1. Or nous avons vu que ce poly-
noéme est 2% —1, &' étant le plus grand commun diviseur de 7 et 3,
et par suite &’ étant un diviseur de & plus petit que o.

143. Racines primitives. — On peut donc diviser les racines
de la congruence 28— 1 = o en deux catégories : 1° celles qui ne
sont racines d’aucune congruence de méme forme, mais de degré
inférieur, el qu’on appelle racines primitives; 2° celles qui sont
racines de congruences de méme forme et de degré inférieur, et
qu’on appelle racines non primitives.

144%. Nombre des racines primitives de la congruence
#®—1=o0 (mod p). — Soit & =a*bb...l* la décomposition
de & en facteurs premiers. Je ferai d’abord la remarque suivante :

\ ] ¢ ¢ )
a savoir que le plus grand commun diviseur des deux nombres ('—l,
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0
» par exemple, est — . En effet, si I'on d1v1=e— et 7 par — on
trouve comme quollenls beta qm sonl premlers enlre eux.
Ce résultat se généralisc. Le plus grand commun diviseur des
3 ¢ 9o
quatre nombres =, -, =, parexemple est —— En effet, le plus
a b e

oy ) 0 3 :
grand commun diviseur de Zely est -, comme on vient de le

3

; : e D) ) )
voir; ensuite, le plus grand commun diviseur de —5 €t o est ——,
A

4 4
. e 0 o 0

parce que’si 'on divise — el — par ——, on trouve comme quo-
ab c abe

tients ¢ et @b qui sont premiers entre eux; et ainsi de suite.

On déduit de ce qui précéde que les racines communes aux

(2] 0o

10,

eongruences £ — 1= o, A 0,x°— 1= 0, x%—1=o0:son}
O
les racines de la congruence z"4_ | =o.
Ceci posé, la congruence 28— 1= o0(mod p) aen tout dracines.

Celles de ces racines qui ne sont pas primilives sonl racines
de I'une des congruences

o

) 3
b

—Ii=o0, e ffF —1=0.

~.
|
I
°
&

Supposons écrites les & racines de*la congruence 28— 1= o

dans une suite S, et de cetle suite barrons successivement les
g gy

racines de la congruence z“—1=o0, puis celles de la con-

8
gruence 2’ —1=o0, ...; il ne restera plus qu’a voir combien il
reste de racines dans la suite.

3

Or les racines de la congruence z”— 1= o0 sont au nombre

e 4 ; :
de =3 sl on les barre dans la suite S, il reste dans celte suile

o o 5 I §
0 — —-=206(1— —) racines.
« a

=
0

" Les racines de la congruence z’—1=o0 sont de méme au

5
nombre de % Mais certaines d’entre elles ont déja été barrées

2O

comme racines de la congruence #” —i1=o0; il faut donc commen-
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1o

T —1=0

>~

8o
cer par barrer dans la suite desracines de la congruence z

8
celles qui sont racines de x“— 1 =o.
Or ces racines communes aux deux congruences sont racines
N
pres les avoir

]
leur nombre est donc —g el a
C
)

lo:

3

-:0;

de 22— 1=
barrées dans la suite des racines de la congruence 2" — 1 = o, il
-
1 . .
<| — —) racines dans celte suite.

e restera plus qu 8 ° ou
n ra | S A =
I wade S el
" § -4 / 1\ < »
Ce sont celles qu’il faut barrer parmi les ¢ (I = —;) racines qui
a

restent dans la suite S. Le nombre des racines restant dans

celte suile esl alors
! Lt £ o / )
o(1—— ) —=(1— —
(\ a) b ( A
ou
S I 79
ol 1— — — )
( (1) ( 11,)
de la congruence

barrer les racines
barrées comme racines de

faut maintenant

i
0 qui n’ont pas encore éLé
2 o

P
Z'— 1=
/]
I"une des congruences z“— 1= o0, 2" — 1 = o.
* . . .
En définitive, le raisonnement et le calcul se poursuivent abso-
. .
lument comme on ’a fait au n° 71, et 'on trouve
/ " ; L3
5
o(1— - [— - -~-(|-—
gl izah
= o (mod p).

ou ©(8) racines primitives de la congruence x% — 1

‘
145. Autre démonstration de ce résultat. — Voici de ce
résultat une autre démonstration, dont le principe est di a

Gauss. Nous la diviserons en plusieurs points :
I. Soit 2 une racine de la congruence
(mod p ).

x0—1=0

(18)
Il en résulte que a® est congru a1 (mod p). De plus, si « est racine
primitive de la congruence, & sera le plus pelit exposant tel

que 2° soil congru a 1, et réciproquement.
o

Il. Tout nombre o non congru a zéro (mod p) est racine
o étant un diviseur

d’une congruence de la forme (18),
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CONGRUENCES BINOMES. 81

de p—1. — En effet, d’aprés le théoréme de Fermat, « est
racine de la congruence 7' — 1= 0; donc ou bien a estracine
primitive de cette congruence-la, ou bien il est racine de con-
gruences de méme forme, mais de degrés inférieurs. Comme
d’ailleurs, nécessairement, il y a un minimum a ce degré, « est
certainement racine prilﬁitive d’une de ces congruences.

Ill. S¢ des nombres 2,3,y sont racines de la congruence
28— 1= o, leur produit 23y est racine de la méme congruence.

Car sil’on a
ab=1, B0=1

Bras ¥y (SRS

on en déduit, en maltipliant ces congruences membres a membres,

B+)8 =
(aBy)e=1.

Donc a3y est aussi racine de la congruence.
Cas pArTiCULIER. — S¢ un nombre o est racine de la con-
gruence x%—1= o, toute puissance de cette racine l'est aussi.

IV. Si¢laracineadela congruence 2% — 1 =0 est une racine
primitive, les puissances d’exposants 1,2, . .., 3 de cette racine
reproduisent toutes les racines de la congruence.

“n effet, lesnombres

(19) O O - SRR

sont tous racines de la congruence. Comme ils sont au nombre
de ¢, sil’on démontre que deux d’entre eux sont incongrus (mod p)
le théoréme sera démontré. Or, si l'on avait

al=ar (mod p),

on en déduirait
ar—r'=1 (mod p).

Alors & ne serait pas le plus petit exposant tel que 2? soit
congru & 1 (mod p).

V. S¢ Uon considére la suite indéfinie dans les deux sens
des puissances de v, o. élant une racine primitive de la con-
gruence z®—1=o, cette suite forme une suite périodique, le
nombre des termes de la période étant o, et deux termes de

C. 6
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32 CHAP. III. — DES CONGRUENCES.
méme rang dans deux périodes différentes étant congrus
(mod p).

En particulier, les puissances qui sont congrues a 1 sont
celles dont U'exposant est divisible par G.

Ceci résulte évidemment de ce qui précede.

VI. Sila congruence 2® — 1 = o a une racine primitive, elle
en a ¢(8). — En effet, les nombres (19) représentant toutes les
racines de la congruence, cherchons la condition pour qu’un de
ces nombres o7 soil racine primitive.

Il faut pour cela et il suffit que, dans la suite des puis-
sances de a”, la premiére qui soit congrue 4 1 (mod p) soit d’ex-
posant 6.

Il faut donc et il suffit que la plus petite valeur positive de §
qui satisfasse a la condition

(20) arf=1 (mod p)

soit £ = o.

Mais puisque a est racine primitive de la congruence 2% —1=o,
la condition (20) peut étre remplacée par la suivante : a savoir
que 7§ soit divisible par .

Or, pour que la plus petite valeur de & qui satisfasse & cette
condition soit & = ¢ il faut et il suffit que 7 soit premier avec o.

En résumé, il y a dans la suite (19) autant de racines primi-
tives qu'il y a dans la suite des exposants 1,2,...,5 de
nombres premiers ¢.

Orily en az(8).

VII. La congruence z*— = o a (8) racines primitives. —
Nous avons seulement démontré que celte congruence a zéro
ou o (4) racines. Il reste a démontrer quelle en a effective-
ment 2(3).

Or, soient

I TR S S e

les diviseurs de p — 1.

Parmi les p —1 nombres non congrus a zéro, et incongrus
deux & deux (mod p), parmi les nombres 1,2, ..., p—1 par
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exemple, supposons qu’il y en ait

ny  qui soient racines primitives de la congruence z —1=o,

D’aprés ce qu’on a dit plus haut, les p — 1 nombres considérés
sont tous compris dans cette énum*ration. Donc

n+ng+ny—+...+np_ =p—I.

D’autre part

Do =6 ou ny = (1),
#E . =0 ou ng = 9(8),
ng 0 ou ng =o(d),
............... ST T s
Rt =0 ou npy=9(p—1)

Or
(P(l)_'_?(a)-i—...v—{—(?(p_l)zp_l‘

et, comme on I'a dit plus haut,
N+ NG+ Ny ...+ Np_1=p —1.

Donc, si un scul des nombres n,, ng, ..., n,_, était nul, leur
somme ne pourrait étre égale a p — 1.
Donc

ny=9(1), ng=o(9), ny = o(8'), S np_y=¢(p—ri).

Cest ce qu’il fallait démontrer.
146. Racines primitives du nombre premier p. — En parti-
culier, il existe ¢( p — 1) racines primitives de la congruence
rP-1—1=0 (mod p).
Ces racines primitives sonl dites racines primitives du nombre

premier p.

147. Tutorime. — S¢ ¢ est une racine de la congruence
o]
28— 1=o0 et o' une racine de la congruence z¥ —1=o, s/
i est racine de la congruence x% — 1 =o.

i
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84 CHAP. IIl. — DES CONGRUENCES.

En effet, des congruences

ab=1, a'd' =1,

on déduit facilement
(22')88 =1.

148. Tutorime. — Si o est racine primitive de la con-
gruence ¥—1=o0 et o racine primitive de la con-
gruence z¥—1=o0 et que ¢ et & soient premiers entre
eux, aa! est racine primitive de la congruence x% — 1= o.

En effer, supposons que 22’ soit racine de la congruence

zh—1=0 (mod p).
On a donce
(aa' Y =1,

ou en ¢levant les deux membres a la puissance o

bl y'8h — y .

Mais «% est congru a 1. Donc la condition précédente peut
s’écrire ¥

a'th=1,

Or puisque o’ est racine primitive de la congruence 2% — 1 = o,
ceci exige que o/ soit un multiple de &, et, puisque ¢ et &' sont
premiers entre eux, ceci exige enfin que /4 soit un multiple de o.

On verrait de méme que /A est un multiple de ¢'.

h ¢tant un multiple commun de 3 et 3’ qui sont premiers entre
eux, . est multiple de 83'. Donc la plus petite valeur possible
de A est égale a 53’

Donc ad/ est racine primitive de la congruence

an,

200 — = 0.

149. Restes des puissances successives d’un nombre par rap-
porta un module premier. — Les résultats précédents peuvent
s’énoncer autrement.

Soit « un nombre quelconque non divisible par un module
premier p. Considérons la suite indéfinie des puissances de a,
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et divisons-les par p, elles donnent des restes dont aucun n’est
nul et qui sont par conséquent certains des nombres 1,2,...,
p — 1. Soient

T el e e T B s
ces restes.

Nous avons vu qu’il existe toujours une congruence z? — 1= o0
dont « est racine pl‘lmlllVC

Les nombres a, «2,..., 2% sont alors incongrus deux a deux le
dernier de ces nombres étant congru a 1. De plus on a vu que ces
puissances forment une suite périodique de & termes, deux termes
dont les rangs différent d’un multiple de ¢ étant congrus (mod p).

Donc, les restes ry, ra, ..., rs sont inégauz, le dernier étant
égal a 1. La suite indéfinie des restes est une suite périodique
de & termes, deux termes dont les rangs différent d’un mul-
tiple de ¢ étant égaux.

Ce nombre &, qui est un diviseur de p — 1, est dit 'ezpasant
auquel appartient o. par rapport au module premier p.

1l existe ¢(6) nombres incongrus deuxr a deux (mod p) et
appartenant a l’exposant 6.

En particulier, les racines primitives du nombre p sont les
nombres qui appartiennent a 'exposant p — 1. ll yena o (p —1)
incongrues deux a deux. On peut les choisir parmi les nombres
D PRI /S

Le théoréme du n° 148 peut s’énoncer ainsi : Si deux nombres
2, o/ appartiennent a deux exposants ¢, %', premiers entre eux,
le nombre as' appartient a Uexposant 3'.

150. Indices. — De la théorie précédente de la congruence
2" — 1 = 0, nous allons déduire une nouvelle notion, celle d’'in-
dices, qui nous servira ensuite dans la considération de I’équation
binome la plus générale 2" — a = o.

Soit g une racine primitive de p. Les nombres
(21) VY08 S R
sont congrus (mod p), a 'ordre prés, aux nombres

Tsivs i) - u T p ==

Par suite, soit @ un nombre quelconque, non divisible par p.
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86 CHAP. IIl. — DES CONGRUENCES.

Il existe un des nombres de la suite (21), et un seul, qui est congru
a a (mod p). Soit g* ce nombre, « est dit I'indice de a dans le
systéme d’indices de base g et de module p.

On remarquera 'analogie de cette définition, avec celle des
logarithmes.

On désignera l'indice de @ dans le systéme de base g par la
notation ind, a.

151. Tutorime. — Soit o U'indice d’un nombre a; soit & le
plus grand commun diviseur de o et de p —1; je dis que a
appartient a I’exposant L-* .

0
En effet, on a
a=g* (mod p).
Donc
ar=gre (mod p),
quel que soit 7.

Donc pour que a” soit congru a 1, il faut et il suffit que ra soit

divisible par p — 1, c’est-a-dire que I'on ait

ra=o [mod(p —1)]
ou
% —1
rx=o <modp = )
0 (]
a , . s e
Or, 5 étant premier avec et la premiére valeur de r pour
)
.« . . i . ’
laquelle cette condition a lieu est ":PAB*’ ce qui démontre le

théoréme.

En particulier, les racines primitives sont les nombres dont
I'indice est premier avec p — 1. Ainsi : Connaissant une racine
primitive, on les a toutes en élevant la premiére a des puis-
sances dont les exposants sont premiers avec p — 1. (Cest le
théoréme VI du n° 145.)

152. Voici maintenant des propriétés des indices qui montrent
leurs analogies avec les logarithmes :

Tutorive. — L'indice d’'un produit de facteurs est congru
[mod (p —1)], a la somme des indices des facteurs.

www.rcin.org.pl



INDICES. 87

Iin effet, soient a, ', d' des facteurs; o, o', 4 leurs indices.
Soit & Iindice du produit. On a 3

a = g* (mod p),
a = g¥ (mod p),
a'= g (mod p).
Donc
aa'a’= g*+o -+ (mod p).
Mais, d’autre part,
aa'a’ =g  (modp).
Donc
GUFA+A = gk (mod p),
ce qui enlraine
a-+a'+ 2" =) [mod (p-—1)],

ce qui démontre le théoréme.

153. Cororraines. — L’indice de la puissance mé™e d’'un
nombre est congru |mod (p—1)] a m fois Uindice de ce
nombre.

154. Lindice du quotient (mod p) de deux nombres est
congru [mod(p-—1)|a Uindice du dividende diminué de l’in-
dice du diviseur.

155. Changement de base. — Soient =z I'indice d’'un nombre «
dans le systéeme de base g, o' I'indice du méme nombre dans le
systéeme de base g’. On a donc

(22) gr= gl (mod P)-
Soit y l'indice de g’ dans le systéeme de base g. On a
g=gY (mod p)..
Done I'égalité (22) peut s’écrire
%= oY% (mod p),
d’ou
yo'=a [mod(p —1)].

Telle est la relation par laquelle on calculera I'indice o/, connais-
sant 'indice o.

En particulier, si @ = g on a =1, et d’autre part 2’ est I'indice
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88 CHAP. II. — DES CONGRUENCES.

de g dans le systéme de base g’. On a donc la relation

ind g, < ind g,=1 [mod (p—1)].

156. Application a la congruence binéme générale.— Nous
allons maintenant étudier la congruence bindme générale

(23) = a (mod p).

Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que cette
congruence ait des solutions, et combien elle en a.

Si @ = o, comme nous 'avons déja dit, la congruence a une
solution et une seule, z = o.

Soit maintenant a = o.

Dans ce cas, la considération des indices va nous permettre de
" ramener I'étude de la congruence bindme a celle d’une congruence
du premier degré. Prenons en effet les indices (dans une base
quelconque) des deux membres de la congruence (23); il vient

(24) nind z = ind a [mod (p —1)].

Soit ¢ le plus grand commun diviseur de 2 et de p — 1. Si 8 di-
vise ind @, la congruence (24), dans laquelle on considére ind
comme l'inconnue, a ¢ solutions, et il en est de méme de la con-
gruence proposée. Si ¢ ne divise pas ind @, la congruence (24) est
impossible et il en est de méme de la proposée.

La condition qu’on vient de trouver, a savoir que ¢ divise inda,
peut s’énoncer autrement. En effet, divisons ind @ par ¢, soient &
le quotient et 7 le reste,

inda =k¢ +r oSr<id.
Donc
a=ght+r,  (modp),

en appelant g la base du systéme d'indices.

On en tire

1 (p—1 (p—1)
P k(p—l)+HP ) rip—1

& DItV (1D (mod p). .

(AR
Si ¢ est un diviseur de ind @, 7 est égal a zéro. Par suite 1'éga-
lité précédente donne
p—1

a % =i (mod p).
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Siau contraire ¢ ne divise pasinda, 7 n’est pas nul, et comme r

est plus pelit que 3, on a
I’_(/)};l) Dol A
Donc
p~1 Fip—=5}
ac =g 6 I (mod p).

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la con-

gruence
ri=aqa (mod p)

soit possible, est que ’on ait

p—t

(25) b B = (mod p),

en désignant par o le plus grand commun diviseur de n et

dep—1.

Quand la congruence est possible elle a d’ailleurs o solu-
tions.

157. Définition. — Un nombre @ tel que la congruence

= qa (mod p)

soit possible s’appelle un reste de puissance nié™e par rapport au
module p. Ces nombres sont les solutions de la congruence

p—1
@i 00 == (mod p)

(non compté le reste o. D’ailleurs, ce reste joue un rdle particu-
lier et il sera souvent sous-entendu qu’on ne s’occupe pas de lui).

Il y en a donc P;'

On a vu plus haut que, lorsque la congruence x"= a(mod p)
est possible, I'indice de @ est un multiple de ¢. On peut donc
encore dire :

Soit g une racine primitive de p, les restes des puissances

Pt

s o =0 .
niémes sont les nombres g% g%, ..., 2 3 " (non compté le
reste o).
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158. Cas particulier. — Si n =2 les nombres tels que la
congruence
r2=a (mod p)

soit possible sappellent restes quadratiques relativement au
module p.

. s S ’ g . —1
Sip 2, p—1 est pair, donc § est égal a 2. Donc il y a P—?
restes quadratiques; ce sont les nombres a tels que

Pt

2

a? =i (mod p)
et a étant I'un de ces restes, la congruence

ri=a (mod p)
a deux racines incongrues.

Ces restes quadratiques peuvent d'ailleurs étre représentés par
| I I

p—1

e ) SUERRIRR A

159. Calcul des racines primitives et des indices. — La con-
sidération des indices qui nous a servi a trouver la condition
pour qu’une congruence bindme soil possible sert aussi a résoudre
effectivement cette congruence.

[l faut, pour cela, posséder une Table des indices des nombres
1, 2, ..., p—1 par rapport au nombre premier p et a une
cerlaine racine primitive de ce module.

La premiére chose a faire est donc de calculer une racine pri-
mitive du nombre p. D’ailleurs quand on en aune on les a toutes,
d’apres la conséquence du théoréme du n® 151.

160. Recherche d’une racine primitive du nombre p. — lLa
méthode consiste a chercher des nombres successifs, appartenant
a des exposants de plus en plus grands, jusqu’a ce qu’on arrive a
un nombre d’exposant p — 1.

On essaye un nombre o plus grand que 1 et plus petit que p.
Pour cela on forme la suite des puissances de o, en réduisant cha-
cune, pour plus de simplicité, au reste de sa division par p ou a
son reste minimum; et I'on voit quel est le premier reste égal a 1.
Soit 5 le rang de ce reste, 3 est 'exposant auquel appartient .
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Si 6= p — 1, « est racine primitive et le probléme est résolu.

Si & n’est pas égal & p — 1, « n’est pas racine primitive. Aucun
des restes obtenus ne 'est non plus, car ces restes élant congrus
aux puissances de « constituent avec « toutes les racines de la con-
gruence 2% — 1 = o. Ils sont donc d’un exposant au plus égal a o.

Choisissons donc un nombre 5 qui ne soit égal a aucun des
restes précédents, et essayons-le de la méme maniére que . Si
est racine primitive, le probléme est résolu. Sinon, supposons
qu’il appartienne a I'exposant /. Le nombre &' n’est certainement
pas un diviseur de g, car alors 3 serait racine de la congruence
28— 1= o, et par suite serait I'un des restes fournis par les puis-
sances de a, ce qui n’esl pas.

Mais ¢’ peut étre un multiple de 8. S’il en est ainsi, nous avons
trouvé un nombre appartenant a un exposant supérieur au précé-
dent.

Supposons enfin que &' ne soit pas un multiple de 8. Soit m le
plus petit commun multiple de &’ et &; ce nombre m n’est pas
égal a 8, puisque &' n’est pas un diviseur de ¢ : il est donc plus
grand que 8. Nous allons trouver un nombre d’exposant égal a m.
A cet effet, décomposons m en deux facteurs qui soienl respecti-
vement des diviseurs de ¢ et &' el qui soient premiers entre eux.
Soit

m =

X
®_| O

® | Oz

o Ny
Y] )

et - étant prcmiers entre eux.

™ |
®

Pour réaliser une telle décomposition de m, on décompo-
sera 4 et &' en facteurs premiers, puis on supprimera dans 8 les
facteurs premiers communs 4 & et &’ qui se trouvent dans ¢ avec
un plus petit exposant que dans ¢'; et dans &’ les facteurs premiers
communs a ¢ et &' qui se trouvent dans &’ avec un plus pelit expo-
sant que dans 4. Si un facteur premier se trouve dans ¢ et ¢’ avec
le méme exposant, on le supprime dans celui de ces deux nombres
que 'on veut.

Ceci posé, considérons les nombres o et 3¢ (oulesrestes de leurs

%

divisions par p). Ilsappartiennent respectivement aux exposants

o |

e

el -; premiers entre eux.
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Donc leur produit o2 (ou le reste de sa division par p) appar-
tient & un exposant égal a leur produit, c’est-a-dire égal & m.
Le probléme peut donc étre considéré comme résolu.

161. Exemple. — Trouver une racine primitive du nombre 157.
Nous essayons 2, nous trouvons la période suivante : '

2 4 8 16 32 B4 128 99 A1 82 B § 4 28

/

1 SIS @ 0 SRR LA ¥ GRNE  6 R ¢ T (oI (T T e S Y

Le calcul est ici simplifié par le fait que le vingt-sixiéme reste
est 156 qui est congru & —1 (mod 157). Le reste suivant sera
donc congru a —2, le suivant & —4, elc.; on retrouvera les restes
précédents changés de signe, jusqu’au 52° qui sera congru a 1.

Ainsi 2 appartient a I'exposant 52.

Le nombre 3 n’est pas contenu dans les restes précédents.
Iissayons-le. Nous trouvons la période

3 9.t ‘a7l 8y 86 108 146 124 ¢ 58 175 5L ah3 0 8b
121 49! T4LiTang L1670 B4 182 1 Bar B, arol, 6 A8 aEK
13 40 120 46 138 100 143 115 31 035189 ha ' 156

Le calcul se simplifie pour la méme raison que le précédent;
3 appartient a I'exposant 78.
Orona
G BT L o8 (3
B8 axsa. 5 1 el

Le plus petit multiple commun de 52 et 78 est156 =122 < 3 <13,
qu’on peut décomposer de la facon suivante en deux facteurs pre-
miers entre eux et respectivement diviseurs de 52 et 78 :

G i R T B T Nl
b -~ —

b 13 el e

Les nombres 2'3 et 32 appartiennent donc respectivement aux
s 8 . ; . 5
exposanls % el 7?, et leur produit 2'3>< 3% appartient a 'expo-

sant 156, c’est-a-dire que c¢’est une racine primitive.
) q
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D’ailleurs les calculs précédents ont montré que o'
mod 157).

INDICES.

On obtient donc la racine primitive

28 X 9 =212 =55

(mod 157).

93
28

Maintenant que nous avons la racine primitive 55, si nous

I’élevons successivement aux puissances 1,2,...,156 et que
nous remplacions les restes obtenus par leurs restes (mod 157)
nous obtenons les résultats suivants :

Exposants
ou
indices.

12

55
42!
Tk
37
151
141
62
113
92
36
96
99
107
76
98
52
34
143
15
40
92
110
84

3y

£\
&S

145

Exposants
ou
indices.

27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

BB B
N =0

C XN v W

=}

Ot 1 Ot &N & &8 = = &
-

1

125

124

W N Ovd W] N D
L NNl = N N O

e

104
68
129
30
80!

4

a
J

Tl
134
148
133

93

g1
138

54

144

Exposants
ou
indices.
§3

ot

4
5
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

v O

A A NN Ay
S O

[e=N ]

Exposants
ou
indices.

790 79
82 8o
114 81
147 82
78 83
5t 84
136 85
o1/ .86
60‘ 87
31 88

8| 89
126, 90
29 ot
111 92
139 93
109 94
29 95
25 96
g 97
108 98
1311 99
140/ 100
7| 101
71| 102
37| 103
156l 104

102
115
45
120
6
16
95
44
65
121
61
58
50
81
59
105
123
14
142

|l7l
lI)J'
47|
73|
90|
83

12,

Exposants
ou
indices

105
106
107
108
109
1o
188}
1192
113
114
) ij 45
116
6 1
118
119
120
121
122
193
124
125
126
127
128
129
130

32
33
88
130
85
122
116
100

118
53
89

28;

127‘

e
&

153I
9%
146
23|

9\
2!;‘
64;
66
19
103
13‘

Exposants
ou
indices.
131
132
133
134
150
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156

106

56
97
154
149
31
135
46
18
48
128
1373
38

26
17
150
86
20
I

Les nombres de gauche sont les indices des nombres de droite.

162. D’autres simplifications que celles qu’on vient de voir se

présentent quelquefois dans le calcul.
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En voici par exemple une, reposant sur le théoréme suivant :

Tutoreme. — 8¢ le nombre premier p est de la forme 4h —u,
et que le nombre a appartienne, relativement a p, a l’expo-
1

D i . . oile
sant l—_)—: le nombre (— a) est racine primitive.

En effet, soit s 'exposant auquel appartient le nombre — a.
Oll a
(—a)y=1 (mod p),
d’ott
as=(—1)5,
el par suite

ax$=1i.

. —_
ra artient a I'exposant 2—".
Or a app exj| t

Pl

Donc 25 est un multiple de

. ) — 1 . . . .
Mais £ — = 2h — 1 est impair. Donc s est aussi un multiple

de Fiady,
2

Pl

2

Donc 'exposant s est égal a ouap—u.

o= f ot 3
, car si I'on avait

Mais s n’est pas égal a 2
I 8

R
(B A=t (mod p),
on en déduirait
Bt p—=1
@ e (et Sy

de sorte que @ n’appartiendrait pas a 'exposant L
Doncs = p — 1, ce qu’il fallait démontrer,

llxemple. — Soit i chercher une racine primitive du
nombre 1g1. Essayons 2, nous obtenons la suite des restes :

) 4 81 b3 rirBas 128 .t 65,130 700 138 7 85 190
1491107 128 & 46 ga alg Ca7s 963 1350 a9l 158 125 5
118 45 9o 180 169 147 103 15 30 6o 120 49 98

5. el g " go. TaBolife 129 0 1340 (s WS o cTaTE i

86 172 1b3 135 .39 o8 256 121 | Bi. ltops 33 b ibe

€07 MR £ MRS 1 IRCN O | IS (i B D R R T 5 A
108 25 100 9 B 360 iza T a4d. g7 3 6 “rac Vo
48 96 1
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INDICES. 05

y s . . \ g e 191 —1
2 appartient a U'exposant 95, c’est-a-dire a I'exposant e

Or 1g1 est de la forme 4/t — 1. Donc (— 2) ou 189 est racine
primitive (').

163. Résolution effective d’une congruence binéme. — lLa
considération des indices, qui nous a servi a trouver la condition
pour qu’une congruence bindme

rt=a (mod p)
soit possible, sert aussi a résoudre effectivement cetle congruence.
Il faut pour, cela, posséder une Table des indices des nombres

1,2, ..., —1 par rapport au module p et a une certaine racine
: b l
primitive de ce module.

On trouvera a la fin du Volume une telle Table pour tous les
modules inféricurs a 200.

Exevrere. — Soit a résoudre la congruence

xi2= 4o (mod 181).
Cette congruence donne

12 Ind z = 36 (mod 180),
congruence du premier degré qui peut s’écrire
Indz =3 (mod 15).
On en déduit pour Ind z les valeurs suivantes (au mod 180 prés):
3 18 1 38 i A8 1 1630 (198 g3 T T1oBs TLiXedn i a8 153 1068
qui donnent pour z les valeurs

A

(ol b T 2 1o R TR TR SR (R SR 1) SRR 171 SR i

16%. Plus généralement on résout immédiatement par la con-
sidération des indices la congruence

arh=Db. (mod p).

Drailleurs cette congruence devient immédiatement une con-
gruence binéme en divisant (mod p) les deux membres par a.

(') Voir la Note D.

www.rcin.org.pl



96 CHAP. III. — DES CONGRUENCES.

D’une facon générale, on peut toujours, dans une congruence
quelconque, supposer que le premier coefficient est réduit a 1.

Il suffit de diviser (mod p) toute la congruence par ce coeffi-
cient.

Pour n =1, la congruence précédente devient la congruence
du premier degré.

Exemple. — Soit la congruence

297 = 37 (mod 199).

Elle donne, successivement :

Ind2g + Indz = Ind 37 (mod 198),
Indz = Ind37 — Ind2g (mod 198),
Indz =121—158 =161 (mod 198),

T (mod 199).

§ VI. — Des congruences a modules non premiers.

165. Les résultats précédents ne s’appliquent qu’en partie aux
modules non premiers.

En particulier, nous avons déja vu (n® 108) qu'une congruence
du premier degré a module non premier peut avoir plus d’une
solution, ou étre impossible, sans que le coefficient de z soit
congru & zéro. Autrement dit, on ne peut définir d’une facon
générale le quotient (mod n) d’un nombre A par un nombre B.
On ne peut pas faire une théorie de la division algébrique (mod n)
comparable a celle de la division algébrique ordinaire, et par suite,
'analogie ‘avec les équations et avec les congruences a module

premier se trouve rompue dés le début.

166. La résolution d’une congruence a module non pre-
mier se ramene a la résolution de congruenees a modules pre-
miers.

En effet, soit la congruence
(26) f(z)=o0 (mod n). w

Supposons 7 décomposé en un produit de nombres premiers

entre eux deux a deux
n=nintn";
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Toute solution de la congruence (26) est en méme temps solu-
tion des congruences

(27) Sf(z)=o0 (mod n'),
(28) f(z)=o0 (mod n")
(29) flzy=o0 (mod n"),

el réciproquement, un nombre solution commune aux trois con-
gruences (27), (28), (29) est évidemment solution de la con-
gruence (26).

Soient
o une solution de la congruence (27),
g » (28),
~{ » (29).
De
2,0n déduit une infinité de solutions de la congruence(27)qui sont congrues a «(mod n').
8 " » (28) » £(mod n"),
Y % {29) » ~;(m0d Ilw).

Done, de 2, 3, v, on déduit une solution de la congruence (26)
en cherchant un nombre qui soit congru a a(mod n'), congru
a (modn"), congru a Y(mod n"). Les modules n, n/, n” étant
premiers entre enx deux a deux, on est ramené au probléme du
n° 116. Ce probleme est toujours possible, et la solution est de la

forme
an"'n g+ Br"nE - yn' n"§"+ n'n"n"t
30) n . o
: Lalpig B Ree o n
n ‘n n

v P s p o . . .
£ 8, 8" étant des nombres déterminés satisfaisant aux condi-
Lions

n' nwEr L (mOd n' ,\'v

n'n't =1 (mod n"),

n'n"E" =1 (mod n").

et ¢ ¢tant un nombre entier quelconque.
On voit donc qu’il n’y a qu'une de ces solutions (mod 7).
Ainsi de tout systéme de solutions des trois congruences (27),

(28), (29) on déduit une solution de la congruence (26).
D'ailleurs de deux systemes différents de solutions des trois

congruences (27), (28) (29) on déduit deux solutions différentes

de la congruence (26).

b

R |
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98 CHAP. IIl. — DES CONGRUENCES.

‘n effet, soient a,, 3;,y, un autre systéme de solutions des

congruences (27), (28), (29).
On en déduira la solution

31) un' n" 4+ n't +yin'n"t"+n'n"n"u,
) < 1 < 1t <

et pour que les solutions (30) et (31) fussent congrues (mod n) il

faudrait que I'on et

(a—a)n"n"E +(B—B)n" R +(y—)n'n"t" =0

d’on

(fl —a Yn' n"t' A(‘B i ?‘l )nm ""E”+\Y e Yl)n” n'mE_m s

ou
(a—ay)n"n"t'=o0 (mod n').
Mais on a
n"n"f =i (mod n')
Donc on aurait
o= a, (mod n'),

(mod n),

(mod n'),

de sorte que 2 et o, ne seraient qu'une méme solution de la con-
gruence (27). De méme, 3 et 3, ne seraient qu'une méme solu-
tion de la congruence (28): v et v, ne seraient qu'une méme so-

lution de la congruence (29).

Concluston. — Sil’on a trouvé
p solutions incongrues de la congruence (27),
q » (28),
T » (29,

on en déduit pgr solutions incongrues de la congruence pro-

posée (26).

167. En particulier, on peat décomposer n en facteurs pre-

miers
n=a*bB...0,

a*, bB, ..., [*étant premiers entre eux deux a deux; on voil que
la solution de toute congruence se raméne a celle de congruences

de la forme

(32) Sf(z)=o0 (mod p7™)

(p étantun nombre premier).
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168. Maintenant nous allons montrer comment la solution de
la congruence (32) se raméne a celle de la congruence

(33) flz)y=o0  (mod p==1),

ce qui, de proche en proche, raméne la congruence proposée a
une congruence de module premier.
En effet toute solution de la congruence (32) est solution de la
congruence (33). Soit 2, une solution de la congruence (33).
On en déduit une infinité de solutions de cette congruence (33),
de la forme
To+ pTly.,

Posons donc, dans la congruence (32)

B =5 HlpTriye,

9% étant une I)Oll\'CIlC inconnue.

Il vient
S(@o+p™1ly)=0 (mod pT)
ou

(34) S(zo)+ pm=1y f'(zy)+ p2r-2y2 f—irﬁ +...=0 (mod p™).

Tous les termes de celte congruence sont divisibles par p™1;
soit a, le quotient de f(x,) par p™ ', on peut écrire la con-
gruence (34)

-f”(frn\

ay+y [f'(%o) + p™—1 y2? sy

+...=0 (mod p),
ou plus simplement
(35) ay+y f'(zy)=o0 (mod p).

Si f/(zy)Z o(mod p) il y a une valeur de y et une seule
(mod p) satisfaisant a cette congruence. On en déduit pour z, par
la formule # = 2+ p™ 'y, une seule valeur (mod p7).

Si f'(xy)=o0 et que @,z o, il n’y a pas de solution.

Si f(x,) = o et que ay== o, la congruence (35) est indélermi-
née, elle a p solutions (mod p), d’ott I'on déduit p solutions
pour z (mod p7T).

169. Application. — Appliquons les résultats précédents i la
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congruence

(36) 22— a =0 (mod n),
a étant supposé premier avec le module n.

l. D'abord, si n est un nombre premier impair, on sait
(n° 158) que la congruence est possible et a deux solutions si «
reste quadratique de n; elle est impossible dans le cas contraire.

LSt —— étant impair, soit x, une solution a con-
II. Sin=p= pétant impair, soit z, une solution de la co
gruence
(37) x2—a=o0 (mod p7—1),

Posons dans la congruence (36)

xr =zy+ prly,

¥ est déterminé par la congruence

r2
rt—a

(38) 7,7:-1

+ 22y Y =0 (mod p).

Or, z, satisfaisant a la congruence (37), et @ étant premier
avec p,ce nombre z, n’est pas congru a zéro (mod p). Donc il en
est de méme de 22,. Donc la congruence (38) a une racine et une
seule. Donc la congruence (37) a autant de racines que la con-
gruence (38); donc de proche en proche on voit qu’elle en a autant

que la congruence
o R (mod p),

¢’est-a-dire deux.

1. Soit n=— 2. — Alors la congruence a une solution z =1

(par hypothése @ est impair).

IV. Soit n—= 4. — Alors a est impair. La congruence ne peut
avoir pour solution qu’un nombre impair. Mais le carré d’un

nombre impair
(2h+1)2=jh(h+1)+1

est congru a 1 (mod 4).

. . N h
La congruence n’est donc possible que si @ est congru a1
(mod 1) etelle a deux solutions 1 et —1.
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V. Soit n=8. — Le carré du nombre impair 2/ -~ 1, a savoir
40 (h + 1)+ 1, estnon seulement, comme nous venons de le dire,
congru i 1(mod 4), mais méme congru a 1(mod 8).

Done, pour que la congruence soit possible, il faut que @ soit
congru & 1(mod 8), et elle a pour solution n’importe quel nombre
impair. Elle a donc guatre solutions incongrues (mod 8), a savoir
il B = i

Remarquons que si I'on substitue ces solutions dans 2? — «, on
obtient deux résultats :

Ity 9—a.

nET 3 5 ST E=—a@
divisibles par 8. Les quotients par 8 sont égaux a i ks i

ils différent de 1. Done I'un est pair, 'autre impair.
.

VI. Soit n— o7 — Je dis que, d’une fagon générale, pour
=23, la congruence

r2—a=:0 (mod 27)
a quatre solutions == z,, ==z, a condition que

a=i (mod 8).
De plus, de ces deux nombres :

x

o
Al
)

l'un, et un seulement, est pair.

En effet, le théoréeme étant démontré pour = = 3, il nous suffit
de montrer que, s’il est vrai pour une certaine valeur de =, il est
vrai pour la valeur = + 1. Or, soient ==z, =z, les quatre solu-
tions de

(39) r2—a=o (mod 27),

et SUPPOSODS
r2—a . i
TLak T Hopir,

Suivons la méthode générale et pour résoudre la congruence
(40) 2 —a=o (mod 27+1),
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posons successivement

z=tzy+2Ty
el

xr =>4+ 2Ty.

La premiére substitution donne pour y la congruence

z;—a
o e = mod 2)
% 2Z9y =0 ( )

s x s 3 ri —a . .
§ - o 4 puk i .
mais cette congruence est impossible, puisque s e est impair.

Au contraire, la seconde substitution donne

(moda),

z} —a

congruence indéterminée, puisque est pair. On peuat donc

o%

prendre y — o ou y =1, ce qui donne, pour la congruence (40),

quatre solutions :
A=y, 2y 4+ 9%,

ou, ce qui revient au méme, au module 27! prés,

b, (@ A-0®).
A . 5 . z2—a
Maintenant, substituons ces valeurs dans I'expression Vet ity
il vient
e e ek R e
“_):7‘:7 ’ —Tﬁ’: afeilig <= R )

valeurs entiéres dont la différence est impaire (puisque = > 2 et
que z, est impair); donc, si 'une est paire, 'autre est impaire.
Donc tout ce qu’on a supposé pour la congruence (39) est aussi
vrai pour la congruence (40), et le théoréme est démontré.

VII. Enfin, supposons que n soit quelconque, il suffit de dé-
composer n en facteurs premiers

n=2%bfecr...

et d’appliquer la méthode du n° 166.

En particulier, lorsque n est impair et premier avec @ la con-
gruence, si elle est possible, a 2% solutions, . étant le nombre
des facteurs premiers différents de n.
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170. Cas particulier. — Quel est le nombre de solutions de

la congruence
z*—r1:=0 (modn).

Remarquons que le nombre 1 est reste quadratique de tout
nombre premier impair, et qu’il est congru a 1 (mod 2), (mod 4)
et (mod 8). On a donc les résultats suivants :

Si nest impair, soit . le nombre de ses facteurs premiers dis-
tincts, la congruence a 2% solutions;

Si n est pair, soit encore . le nombre de ses facteurs premiers
impairs (. pouvant étre =o0) :

Sinest simplement pair, la congruence a 2% solutions;

Si n est divisible par 4 et non par 8, la congruence a >¥+!
solutions;

Si nest divisible par 8 ou une puissance supérieure de >, la
congruence a 2% solutions.

171. Comme application des résultats précédents, donnons une
généralisation du théoréme de Wilson :

GinerALisaTiON pu. tHEorEME DE Wison. — Le produit
%y %y - .- Ugny des nombres positifs, plus petits que n et premiers
avec lut, est congru a -1 ou a —i(modn). Ce produit est
congru a —1i, st n est une puissance d’un nombre premier im-
pair, ou le double d’une telle puissance, ou si n est égal a 4.
Ce produit est congru & +1 dans tous les autres cas.

En effet, soit oz I'un des nombres positifs, plus petits que 7 et

b
premiers avec lui. Le nombre o étant premier avec 7, posséde un
inverse (mod n) (n° 103), ¢’est-a-dire qu’il existe un nombre oz,

tel que
Ao =1 (modn)

el ce nombre oy est évidemment lui-méme premier avec n, et peut
d’ailleurs étre supposé positif et plus petit que n.

Si ax et ox sont différents, nous dirons que ; et 2z sont associés
du premier genre.

Mais il peut arriver que a; et ox soient égaux. Pour cela, il faut
et il suffit que

2

a2, =1 (modn),
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c’est-a-dire que 24 soit racine de la congruence

(41 r2=1 (modn).

Maintenant, remarquons que si un nombre o4 est racine de cette
congruence, le nombre n —— a; (lequel est premier avec n, positif
et plus petit que n) I'est aussi.

Les deux nombres o et 7 —a; ne sont d’ailleurs pas égaux, car
pour que cela arrive il faudrait que

ce qui n'est pas, puisque 2; est premier avec 7.
Enfin ces deux nombres o4 et 7 — oz ont un prodait congru

—1; car
ar(n—oap)=—a}==—1 (mod n).

Appelons ces deuzx nombres associés du second genre.

Ainsi les nombres 2 se répartissent en couples : les couples d’as-
sociés du premier genre dont le produitest congru a1, et les couples
d’associés du second genre dont le produit est congru a —1.

Le produit de tous les nombres a est donc congra a (—1)¥, n
désignant le nombre de couples d’associés du second genre, c’est-
a-dive la moitié du nombre des racines de la congruence (4u).

Pour terminer la question, il ne reste donc qu’a déterminer ce
nombre de racines ou, plus simplement, a voir si la moitié p. de ce
nombre est paire ou impaire.

Or, si 'on se reporte aux résultats du n® 170, on voit que ce
nombre n’est impair que si n est une puissance d’un nombre
premier impair, ou le double d’une telle puissance, ou si n — 4.
Donc, dans ces cas seulement, le produit en question est congru
a -—1(mod n). Dans les autres cas, il est congru a 1.

Remarquons que, si 7 est un nombre premier, ceci donne une
démonstration du théoréme de Wilson, différente de celle donnée

au n° 133.

172. Restes, par rapport a un module non premier n, des
puissances successives d'un nombre o, premier avec le mo-
dule.
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Soit o un nombre, premier avec un moduale 7. On divise par n
les puissances successives

(42) RS £ AT R L TR T e

ct I'on obtient des restes

(43) e TR s N VIR N
Nous nous proposons de démontrer que :

1° Les puissances successives de o. forment une suite pério-
dique; deux puissances de méme rang dans deux périodes
étant congrues (modnr); par suite,les restes forment aussi une
suite périodique; deux restes de méme rang dans deux périodes
étant égaux;

2" Soit k le nombre de termes de la période, on a

ar=1 (modn) et Fhe=1;
3° k est un diviseur de o(n).

On voit que ces théorémes sont des généralisations de ceux dé-
montrés au n° 149 pour les modules premiers.

Ces théorémes du n° 149 ont été déduits de I'étude de la con-
gruence bindme, qui a été déduite elle-méme de la théorie géné-
rale des congruences a module premier. Comme il n’existe pas de
théorie analogue pour les modules non premiers, nous allons
traiter la question des restes, directement. Dailleurs la méthode
que nous allons suivre s’appliquerait, sans aucun changement,
aux modules premiers.

I. Les restes ry, 7y, ... sont positifs et plus petits que n. De
plus, ils sont premiers avec n, puisqu’ils sont congrus (mod 7n)
aux puissances successives de « qui sont premiéres avec 7.

Il résulte de la que le nombre de ces restes est limilé et atteint,
au plus, o(n); par suite, il y a nécessairement des restes qui se re-
produisent.

I1. 1l y a dans la suite (43) des restes égauz a 1. — En effet,
nous avons vu qu'il y a des restes qui se reproduisent.
Soit
Lo =" ! (m> m'),
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d’ou
qm = qgm' (mod n).
On en déduit
am—m' =y (mO(l n),
d’ot
- Pm—m' = 1.

IL. Soit ryle premier reste de la suite (43) qui soit égal a 1.
De ry a ry les restes sont différents. — Car si 'on avait

Ton— Tint Cm et m! <=k );
on en déduirait, comme plus haut,
Pm—m' =1,

de sorte que r; ne serait pas le premier reste de la suite (43) qui
serait congru a 1.

IV. Deuz restes dont les rangs, dans la suite (43), différent
de k sont égaux. — En effet,

am+k — gm s< gk,

Mais, puisque r4==1, on a

ak =1 (mod n).
Donc

am-+k — gm (mod n).
Donc

m+k = Ik

En particulier, les restes qui sont égaux a 1 sont les restes 7,
b o] ?

Paky I'sky o o+ o

II'reste & démontrer que 4 est un diviseur de (n). Or, nous
venons de voir que les restes qui sont égaux a 1 sont ceux dont
Iindice est un multiple de 4; d’autre part, d’aprés le théoréme
d’Euler, I'yn) €st égal a 1.

Donc o(n) est un multiple de 4 ().

(') De cette facon, pour démontrer que A& est un diviseur de ¢(n), nous sup-
posons établi le théoréme d’Euler. On peut, au contraire, démontrer que 4 est un
diviseur de n sans s'appuyer sur le théoréme d’Euler, et en déduire ce dernier
théoréme.

En effet, les restes 7, r,, ..., r, sont tous différents. Si ces restes constituent
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Le nombre 4 s’appelle I'exzposant auquel appartient o par
rapport an(').

tous les nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, on a k=9 (n)
et le théoréme est démonitré.

Sinon, soit s un nombre positif, plus petit que n et premier avec lui, et qui ne
soit égal a aucun des nombres r,, r,, ..., r,. Considérons les nombres

(44) CO AN [ ol YRR i 7. 3
Deux de ces nombres sont incongrus entre eux, car si I'on avait

Sam = ga™' (mod n),
il en résulterait
s(am—"™—1)=o0 (mod n),
ce qui est impossible, puisque s est premier avec n et que ™™ n’est pas congru
a1 (modn).
De plus, un nombre quelconque de la suite (44) est incongru a un nombre
quelconque de la suite (42), car si 'on avait

sam=aP (mod n),
on en déduirait

s=ar—m (si p>m)
ou

§ = ak+p—m (si p<m),
d’on

$ =g v ou $ = Ppyp—ms

ce qui n’est pas, puisque s n’est égal 4 aucun des nombres r, r,, ..., 7.

Si donc I'on divise les nombres (44) par n, on trouve comme restes A nombres
Sy, $ay - .., S positifs, plus petits que n et premiers avec lui; différents entre eux
et différents des nombres 7.

Si les nombres 7y, 7y, ..., 7y €L Sy, S,y ..., s, forment tous les nombres positifs,
plus petits que n et premiers avec lui, on a

2k=o¢(n).

Sinon, on considérera un nombre ¢, positif, plus petit que n et premier avec
lui, mais qui ne soit égal a aucun des nombres r,, 7y, ..., r;, ni a aucun des
nombres s, §,, ..., §, et I'on raisonnera de la méme facon.

St Tes ombTas’ B . il corie 81580, vy rel 0y fod: Ul b forment: tousiles
nombres positifs, plus petits que n et premiers avec lui, on a

3k=9¢(n),
el ainsi de suite.

Donc o (n) est un multiple de 4.

On sait, d’ailleurs, que les termes de la suite (42) dont l'indice est multiple
de k sont congrus a 1 (mod »). Donc

af(m =1 (mod n).

(') Existe-t-il, pour un module composé n, des racines primitives, c’est-a-dire
des nombres appartenant a I'exposant ¢ (7)? Nous laissons au lecteur le soin de
démontrer que de telles racines primitives existent lorsque n est une puissance
d’un nombre premier impair, ou le double d’'une telle puissance. Dans les
autres cas, il n'y a pas de racine primitive.
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173. Comme application, traitons la question des fractions
décimales périodiques.

Soit une fraction ordinaire % Supposons qu’on en ait extrait
la partie entiére, de sorte qu’elle soit plus petite que 1. Nous sup-

posons, de plus, qu’elle est irréductible, c’est-a-divre que a et b
sont premiel‘s enlre eux.

Pour I'évaluer a o', v+ 555 - -- pres, il faut diviser par b les
nombres
1oa, 100a@, 1000a, ... (n° 62).
Supposons d’abord b premier avec 10. — Soit k I'exposant

auquel appartient 10 par rapport a b. On a

r=t10k=710%= ... (mod b),
d’ou
a=10kag=10ka=... (mod b).

Comme a est plus petit que b, ceci prouve que les divisions
des nombres 10fa, 10*a, ... par b, donnent le méme reste a.
Donc les restes successifs et par suite les chiffres du quotient
présentent une période de 4 chiffres, commencant immédiate-
ment aprés la virgule.

Il n’existe pas d’ailleurs de période de moins de & chiffres, car
pour que 'on ait

: a=10%"a (mod b),
il faudrait que 'on edit

1=10/ (mod b),

ce qui est impossible si &' < /.
On peut remarquer que le nombre de chiffres de la période est
indépendant de a.

Ezxemples :
i R T
- = 0,190476190476...,
21
5 AT T
ey 0,238095238095.. ..

Ces fractions décimales périodiques, dont la période commence
immédiatement aprés la virgule, s’appellent fractions pério-
diques simples.
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Supposons maintenant que b ne soit pas premier avec1o. Soit
b = 22580,
b étant premier avec 10.
Supposons, pour fixer les idées, « > 3. Si I'on multiplic la
fraction proposée & par 10%, elle devient
PLOROsRe =1 )
a5
b
a.5% B est premier avec &' qui est premier avec 10. La frac-
3 a. 5P : : 3 34 Y p
tion ——— est donc égale a une partie entiere, plus une fraction
dont le dénominateur est 4/, et dont le numérateur est premier
avec U/, Cette derniére est une fraction périodique simple. Pour
retrouver une fraction égale a la fraction proposée, il faut reculer
la virgule de 2 rangs vers la gauche; on obtient alors une fraction
périodique dans laquelle la période ne commence pas immédiate-
ment apres la virgule : c’est ce qu’on appelle une fraction pério-
digue mizte.

Exemple :
5 A~
— = 0,3571428571428. .
14
Réciproques. — Les réciproques des théorémes précédents

sont vraies.

Une fraction % étant reduite a sa plus simple expression,
st best premier avec 10, cette fraction estégale a une fraction
périodique simple ; sinon elle est égale a une [raction perio-
dique mixte, la période n'étant d’ailleurs composée que de
séros st b ne contient que les facteurs premiers o et 5, auquel
cas la fraction est limitée.

§ VII. — Fonctions symétriques des nombres plus petits
qu’un nombre premier.

174. Soitun nombre premier p. Considérons les fonctions symé-
triques rationnelles et entiéres, a coefficients entiers, des nombres
1,2,3, ..., p—1. Je dis qu'une telle fonction est divisible
par p quand son degré n’est pas divisible par p — 1.

Considérons d’abord les sommes S, S,,5,, ..., S, , des puis-
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sances semblables des nombres 1, 2, ..., p—1, depuis I'expo-
sant 1, jusqu’a I'exposant p — 2.

e Lol

Si=1+2+4...(p—1)= :

est évidemment divisible par p.

Supposons le théoréme vrai pour S,, S,, ..., S;_,, démon-
trons-le pour S;(k<Zp—1). On a la relation, démontrée en
Algebre,

(k+1)Sp=pk+tt—p

k-~ k k+1)k(k — k+1)k...
—(—”—5/.'—1——( 1 ,{I_fi’s,___?___ (k-+0k...1 8,

A9 : I3 ian ik

Orle second membre est divisible par p, donc le premier I'est aussi.
Mais par hypothése & —+ 1 << p. Donc S; est divisible par p.

Pour k= p — 1, tous les termes du second membre sont divi-
sibles par p* excepté le terme — p. Donc si 'on divise les deux
membres de I'égalité par p, il vient .

Spo1=—1 (mod p).
Soit maintenant un nombre A’ plus grand que p— 1. Si I'on a

K=k (mod p —1),

on a
ak’' = ak (mod p),

quel que soit @, d’aprés le théoréme de Fermat donc aussi

Spr=Ss (mod p).
Donc

Sir=0 (mod p) quand A" n’est pas divisible par p —1,

Spr=—1(mod p) quand 4’ est divisible par p —1.

3

Le théoréme s'étend sans peine aux fonctions symétriques
d’ordres quelconques ().

En effet soit une telle fonction d’ordre n et de degré
# o (mod p—1), (et que je peux supposer simple, c¢’est-a-dire
que tous ses termes se déduisent de I'un d’eux par permutation

(') Une fonction symétrique d’ordre n est une fonction dont tous les termes
contiennent n lettres.
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des lettres, et ont comme coefficient 1),

Sa*bBer. ..,

A (3—;—7+...+7\étant7:éo(modpwl).
Supposons d’abord «, 3, v, ...,k tous différents. On a alors
Pt y 129 Y :

SatbBeY...IN=S45g...5,— P,

P désignant une fonction symétrique de méme degré que la pro-
posée, mais d’ordre inférieur d’une unité.

Or o, B, ..., % ne peuvent étre tous = o(mod p —1). Donc
P'un au moins des nombres S, Sg, ..., Sy est divisible par p;
par suite on est ramené a démontrer le théoréme pour la fonc-
tion P dont 'ordre est inférieur d’une unité a celui de la fonction
proposée.

Supposons maintenant que les exposants o, 8,v, ..., A ne soient
pas tous différents, qu’il y en ait A égaux a o, B a 2, CGa v, etc.
On a

8,888y 81— P

Sa*bBey...lh = : — .
e 1035 et s B S T O 5 s e 2t a0k

Les nombres A, B, C sont pluas petits que p, puisque les quan-
tités @, b, ¢, . . ne sont qu’'au nombre de p — 1. Donc on voit,
comme plus haut, qu'on est ramené a démontrer le théoréme
pour la fonction P dont P'ordre est inférieur d’une unité a celui
de la fonction proposée.

De proche en proche on est ramené a démontrer le théoréme
pour les fonctions d’ordre 1, qui ne sont autres que les sommes
de puissances semblables (').

175. Application a la démonstration des théorémes de
Fermat et de Wilson. — Considérons I’expression

(z—1)(z—2)...[z—(p—1)]

Si on la développe par rapport aux puissances décroissantes

(') On pourrait aussi démontrer ces résultats, en partant de la congruence
identique
zr!'—i1=(z—1)(z —2)...(x— p+1) (mod p),
démontrée au n° 132, et écrivant que les coefficients des mémes puissances de z
dans les deux membres sont congrus (mod p).
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de z, le coefficient de xP~' est 1, le coefficient indépendant
est1.2...(p—1). Quant aux autres, ce sont des fonctions symé-
triques des nombres 1,2, ..., p — 1, d’ordre plus petit que p —1.
lls sont donc congrus a zéro (mod p).

On a donc

(45) (z—1)(z—2)..(z—p+1)=xP1+1.2...(p—1) (mod p)

quel que soit z.
Faisons z =1, il vient

O=1+1.2..-.(p—1) (mod p),

ce qui est le théoréme de Wilson.

Ensuite, remplacons dans la congruence (45) 1.2...(p—1) par
—1 et faisons z = a, a étant 'un des nombres 1,2, ..., (p—1);
il vient

o=abP1— (mod p),

ce qui est le théoréme de Fermat.
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CHAPITRE 1IV.

RESTES QUADRATIQUES. CONGRUENCES DU SECOND DEGRE.

§ I. — Restes quadratiques. Symbole de Legendre.

176. Nous avons déja défini (n° 158) ce qu’on appelle reste qua-
dratique par rapport a un module premier p. C’est un nombre @

tel que la congruence
r?=a (mod p)
soit possible.

Cette définition se généralise immédiatement pour un module
non premier n.

On dit qu'un nombre a est reste quadratique par rapport a
un module non premier n, lorsque la congruence

2=a (mod n)
est possible.

Dans cette définition on ne suppose pas que @ soil premier
avec n. j

Mais nous avons vu (n°169) que lorsque @ est premier au mo-
dule n, le cas du module composé se raméne a celui du module
premier.

Nous avons vu, en effet, que pour que « soit reste quadratique
de n 1l faut et 1l suffit :

1° Que a soit reste quadratique de Lous les facteurs premiers
impairs qui entrent dans 7;

2° Si n est divisible par 4, et non par 8, il faut de plus
que @ =1 (mod 4) (se rappeler que @ est supposé premier avec
le module et par conséquent ici impair);

3° Sin est divisible par 8 ou une puissance supérieure de 2, il
faut de plus que @ =1 (mod 8).

A partir de maintenant nous ne considérerons plus donc que

le cas ou le module est un nombre premier p non diviseur de «.
C. 8
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Remarque. — Au lien du mot reste quadratique nous em-
ploierons, quand il n’y aura pas d’ambiguité possible, le mot reste.
Tout nombre quin’est pas reste quadratique par rapport a un cer-
tain module sera dit un non-reste. '

177. Deux problémes se posent :

1° Etant donné le module premier p, quels sont les
nombres a qui en sont restes quadratiques?

2° Etant donné le nombre a, quels sont les modules pre-
miers dont a est reste quadratique?

Le premier de ces problémes a été résolu au n° 158. Nous
n’avons plus que quelques observations a présenter.

Si p==2, tout nombre impair @ est reste quadratique; et la con-
gruence x2== @ (mod 2) a une solution z =1.

Si p est un nombre premier impair, rappelons que la condition
nécessaire et suffisante pour qu’un nombre @ non divisible par p
soit reste quadratique de p est

a? =1 (mod p),
et cette condition étant remplie, la congruence
wi=g (mod p)
a deux solutions, égales et de signes contraires (mod p).
178. Caractére quadratique. — Soit p un nombre premier

impair, @ un nombre non divisible par p. D’aprés le théoréme de

Fermat on a
ab-l-—1=0 /(modp),

=1 3 ( p=1
a ? —1) \@* ? —+—1)a:-o.

= Pt

ou

Donc I'un des deux nombres @ * —1 ou a * -1 est congru
a zéro.
Ils ne le sont pas d’ailleurs tous les deux, puisque leur diffé-

rence, qui est 2, ne 'est pas.
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Or on sait que, si @ est reste quadratique de p, on a

p—1
a? —1=o,
et réciproquement.

Donc, si @ est non-reste, on a

p——l
a ?2 +1=0.
])—1

Dans le premier cas le reste minimum de @ * par rapport a p
est 1, dans le second cas c’est — 1.

Désignons ce reste minimum par la notation (3> (symbole de
P

)=

si a est reste quadratique de p;

Legendre). On aura

s1 a est non-reste.
S e 3 g
La quantité (— ) s’appelle encore caractére quadratique du
1)

nombre a, relativement au module premier impair p.

179. Tutorime. — Le caractére quadratique d’un produit
de facteurs est égal au produit des caractéres quadratiques
de ces facteurs.

Cest-a-dire que

"

A
|
‘:‘
l:
Il

b s !

i

A

s

LIRS

Nt

S

B

N

P >
En effet

(3)=2"
%l Rard
(5)-+"
P
" Pl (mod p).
(5)-+"

S8

et
p—1

n) Y

'

o
Q
Sl
:\
NS~
m
—~
I~}
Q
5}

www.rcin.org.pl



116 CHAP. IV. — RESTES QUADRATIQUES. CONGRUENCES DU SECOND DEGRE.

(=)-() D) oo

Comme d’ailleurs chacun des membres de cette congruence ne
peut étre égal qu’a -1 ou & — 1, cette congruence se change en

Donc

égalité, ce qui démontre le théoréme.

180. Ce théoréme prouve que :

Le produit de deux restes est un reste ;
Le produit de deuz non-restes est un reste;
Le produit d’un reste par un non-reste est un non-reste.

En général, le produit de plusieurs facteurs est un reste ou
un non-reste, suivant que le nombre des facteurs du produit
qui sont des non-restes est pair ouw impair.

§ II. — Modules dont un nombre est reste quadratique.
Loi de réciprocité.

181. Passons maintenant au second probléme énoncé au
A7

E'tant donné le nombre a, quels sont les modules premiers
dont a est reste r/uadrati(/ue?

On peut méme se borner a chercher les modules premiers i/mi-
pairs dont a est reste quadratique, car on voit tout de suite que,
pourvu que « soit impair, il est reste quadratique de 2.

Ce probléme est plus difficile et plus long a traiter que le pré-
cédent; en voici d'abord un cas particulier évident : c’est celui

dC a =%,
182. a =1 est reste quadratique de tout module premier. —

En effet la congruence
z=1 (mod p)

admet évidemment pour solutions
T =zET,

quel que soit p.
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Ce cas particalier traité, je dis que :

183. Le cas de a quelconque se raméne a celui de a premier,
etaceluidea—=—1.

En effet il suffit de se rveporter au théoréme du n° 179 : Le
caractére quadratique d’un produit de facteurs est égal au
produit des caractéres quadratiques des facteurs. Or tout
nombre positif est décomposable en un produit de facteurs pre-
miers; et tout nombre négatif en un produit de facteurs premiers,
multiplié par — 1.

184. Cas de a=— — 1. — Ce cas esL encore trés facile a exa-
miner.

Le nombre (— 1) est reste quadratique de tout module pre-
mier impair de la forme 4h + 1. Il est non-reste des modules
premiers de la forme fh — 1.

Cela résulte immédiatement de ce que

p=1

=2

estégala 1 si p estdelaforme 4/ + 1;
eta —u sipestde laforme jA—1.

Reste a examiner le cas ot @ est un nombre premier quelconque,
p étant toujours un nombre premier impair.
Nous démontrerons d’abord les lemmes suivants :

185. Lemwe 1. — a étant un nombre quelconque et p un
nombre premier impair, non-diviseur de a, st l’on divise par p
les nombres

—1
(1) {7 P 3 2 s 5 A T i — a,

et que Uon prenne les restes minima (n° 83) de ces divisions,
les valeurs absolues de ces restes sont, dans un certain ordre,

Rl

les nombres 1, 2 :

g v ey

En effet, aucune division ne se fait exactement, car p étant pre-
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mier ne peut diviser ia que s’il divise & ou a; oril ne divise pas @
par hypothése, et il ne divise pas & si & est plus petit que lui.
Deux restes sont différents, car si 'on avait par exemple

rh== Pk
on en déduirait
ha=h'a (mod p),
ou
(h—h')a = (mod p),

ce qui est impossible puisque 2 — /A’ est plus petit que p.

Non seulement deux de ces restes ne sont pas égaux, mais ils
ne sont pas non plus égaux et de signes contraires; car si 'on
avait

rp=—rp,
on en déduirait
ha=—Nha (mod p),
ou
(h+hYa=o0 (mod p),

ce qui est encore impossible, puisque % et 2/ étant des nombres de
¢ p—1 : 3
d Rk (ol e o i b, B
la suite 1, 2, ,— leur somme est au plus égale a p — o
Ceci posé, considérons les valeurs absolues des restes minima.

ety S

Ces valeurs absolues sontaunombre de £ ', elles sont positives,
2

Pl

» deux d’entre elles sont diffé-

elles sont au plus égales a

rentes; donc ce sont, dans un certain ordre, les nombres

Iy -2, ee.y ——m-

186. Lemme Il. — Le nombre des restes précédents qui sont
négatifs est pair ou impair, suivant que a est reste quadra-
tique de p ou non.

Autrement dit, soit . le nombre de ces restes qui sont négatifs;

on a
(5)=coe

www.rcin.org.pl




MODULES DONT UN NOMBRE EST RESTE QUADRATIQUE. (R Y]

En effet on a
ia=r (mod p),

2a4=r, (mod p),
——a=ry (mod p).

Multiplions ces égalités membres a membres, les restes
PyyPay ..., Ip_y €tanl en valeur absolue égaux aux nombres

S : Al
BT .,L‘zﬁ, et le nombre de ces restes qui sont négatifs

étant p., il vient

p—1
—1 — —1
ol SR Y ;a—l)(il.z...—}l—— (mod p),
2 2
e p—1
ou en divisant les deux membres par 1, 2, .. by e
p—1
a ? =(—1¥,

ce qui démontre le théoréme.
187. Ces deux lemmes vont nous permettre, sans plas, d’étu-

dier le cas de a — o.

Mais auparavant, comme exercice, retrouvons, en suivant cette
voie, les résultats relatifs & @ — 1 et @ = — 1.
Pour @ =1, les termes de la suite (1) deviennent

By: T2 p Ay SRR

qui sont eux a eux-mémes leurs restes minima, et qui sont
d’ailleurs tous positifs. Donc .= o. Donc

(%}) =(—1)0=T1.

188. Pour @ — — 1, les termes de la suite (1) deviennent

—1, —2, ..., —if—.

Ils sont encore a eux-mémes leurs restes minima, mais ils sont
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, . -_1
tous négatifs. Donc p — 17_7‘)_. Donc
(”'> = 1)&;
\ P i
189. Etudions maintenant le cas de a — a.

Tukorime. — Le nombre 2 est reste quadratique des
nombres premiers de la forme 8h ==1; il est non-reste des
nombres premiers de la forme 8h == 3.

lin effet, la suite (1) devient dans ce cas

(2) 91 Ll By e D =T

Comptons les restes minima négatifs des divisions de ces
nombres par p.

Or il est bien évident que les termes de la série (2) sont de
deux sortes.

D’abord les termes
23 47 6,

jusqu’au terme immédiatement inférieur a —ZR Ces termes donnent

des restes minima positifs (égaux & eux-mémes).
Ensuite (en les écrivant dans ordre inverse), les termes

Pl—a, p==3, p— 5y ..
jusqu’au terme immédiatement supérieur a ? Ces termes
donnent les restes minima négatifs :
—1, —3,

En définitive, tout revient a compter combien il y a dans la
suite
P—Ys p—3, p=—55 ..5,

de termes plus grands que gv ou ce qui revient au méme combien

il y a dans la suite

(3) 1, 3, 5,

de term i 2,
e es plus petits que ;
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Ony 9k Pi= St

} |
£ ik,
2 2

. de lasii 3) - e
les termes de la suite (3) plas petits que , sont

e s e e O ) (R

leur nombre 1 est égal a2 /.

Sip=—=8h=*3,
_/_]:/h_—{—‘§,
2
les termes de la suite (3) plus petits que gsont
A L R R IR e
ou
o L e 7 VRS |

leur nombre w. est ézal a 2/ = 1.
Donc si p =8h %1,

<i> = l_])‘lh =
P

2

— ) =(—1)h=t = g,
(5 )it

e théoréme est démontré.

Sip::S/Lf:.,

190. Remarque. — On peut énoncer ce résultat en disant

it s

191. Maintenant, passons au dernier cas, celui ou a est un
nombre premier impair. Le nombre p étant lui-méme supposé
un nombre premier impair, pour plus de symétrie dans les nota-
tions, remplacons la lettre @ par la lettre ¢. La solution du pro-
bléme repose sur le théoréme suivant, dit loi de réciprocité (') :

que

(') Ce théoréme célébre était connu d’Euler, mais Legendre, le premier, I'a

www.rcin.org.pl



122 CHAP. IV. — RESTES QUADRATIQUES. CONGRUENCES DU SECOND DEGRE.

Lot ve riciprociré. — p et g étant des nombres premiers
impadirs différents, on a

Pratig—1
<£> (i) :(—X)T *2",
q P '

ou encore : Les symboles <§> et <%> sont ¢gaux, st U'un au

moins des deuxr nombres p et q est de la forme 4h—+1. Ces
symboles sont de signes contraires, si les deux nombres p et q
sont, tous les deux, de la forme 4h —1.

En effet, p et ¢ étant différents, supposons, pour fixer les
idées, ¢ > p.

Pour trouver la valeur de <q> il faut diviser par ¢ les nombres

—1
(4) I T e q——p

Soient

%y, Ay s o0y %) _'ph —ﬁ?’ Fily, 4% _py.

les restes minima de ces divisions; a,, ¢, . .., o, étant les restes

positifs, — ,, — B, ..., — B, les restes négatifs. On a
(£> =(—1)k
\iq
De méme, pour trouver (%) il faut diviser par p les nombres
\
- s i
(5) Y R A e p—z—q.
Soient
Y1y Y2 ceey Yy _817 —'32; TR —ap

¢énoncé explicitement, et en a tenté une démonstration. La démonstration de
Legendre est incompléte. La loi de réciprocité a été démontrée pour la premiére
fois par Gauss, qui en a donné six démonstrations. Depuis de nouvelles ont été
données par Lejeune-Dirichlet, Kronecker, etc. Celles que nous donnons ici
sont dues, la premiére au pasteur Zeller, la seconde a Kronecker. Ce sont les
plus simples que nous connaissions.
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les restes minima de ces divisions; vy, Y2 . ... Yy €tant positifs,
— 8y, — 02, « .., — G, étant négatifs. On a

(§)-cor
On a donc

(5)()-1-ome

Ceci posé, considérons les nombres 3. Ils sont plus grands

A —1 G e §
que o et ne dépassent pas 1 ~—+ Divisons-les en deux catégories :

> . , ==l
1> Ceux qui ne dépassent pas P il

i : p—I
i X S gran e
2° Ceux qui sont plus grands que 2

. ¢ ! Bl 4 y
Je dis que ceux qui ne dépassent pas ~—,— sont identiques

aux nombres v, et que par suite leur nombre est v. En effet,
soit ;p un nombre de la suite (4) donnant le reste — {3, tel que

ne dépasse pas £—=. On a

2
hP:kq_B)
d’ou
(7) kq = hp -+ B.
Or on a
o< hS : S
by 9 2
et
o il
GBS :

On déduit facilement de ces deux égalités, et de I'égalité (7),

29 249

ou
1 | I

0</\‘§L—'A—+—-.—_.
2 o | o

Le nombre £ étant entier, ces inégalités reviennent a

=P =1
o</‘<—')—-
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Donc kg est un nombre de la suite (5), et puisque 3 ne dépasse

pas ’;_2_—‘, I’égalité (7) montre que ce nombre ~g donne comme

reste. minimum (3. Ce nombre {3 est donc égal & un nombre 7.

Réciproquement, soit A un nombre de la suite (5) donnant
un reste minimum positif y, on démontre de la méme facon qu’il
y a un nombre /Ap de la suite (4) qui donne un reste minimum
négatif égal & — .

r

$ ’ —T . N
Les nombres 3 qui ne dépassent pas o étant 1dentiques

aux nombres v, leur nombre est égal a v. Si donc nous appelons =
b |

le nombre des 3 qui dépassent B—’; -on aura

=V -0

Par suite I'égalité (6) devient

(5) ()=

Mais
M g A
v+p= %
Donc
k p—1
) q (\[’ oA

Reste a évaluer &, c'est-a-dire le nombre de termes de la
suite (4) qui, divisés par q, donnent un reste minimum négatif,
supérieur envaleur absolue a p_;—_g_ - Plus simplement, il suffit
d’évaluer la parité de s.

Soit m.p un terme jouissant de la propriété qu’on vient de
dire; je dis que le terme

<7—;—I — m)p

jouit de la méme propriété.
En effet, soit

mp =rqg—@8 <{3>£;——l>;

on en déduit

0 (e (B ()
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Pour démontrer ce que nous avons en vue, en ce moment, il

suffit de faire voir que

g —

s i) |
est supérieur a *—-—, et ne dépasse pas +——-
) 2

Or, par hypothese,

Donc ona

2 AT 2 5 2 2
ou
Po) o P g LR
o % e

ce qui peut s’écrire (en remarquant que tous les termes de ces
inégalités sont des nombres entiers) -
el Y S e P el
2 2 2

(est ce que nous voulions démontrer.

Puisqu’a tout terme de la série (4) jouissant de la propriété en
question en correspond un autre jouissant de la méme propriété,
le nombre & de ces termes est impair ou pair, suivant qu’il y a un
terme ¢gal & son correspondant, ou non. Il ne reste donc plus
qu’a voir s'il y a un terme égal a son correspondant.

Or écrivons que le terme mp est égal a son correspondant.

Il vient
nlp == <q~;—l —_ n7.> p

ou

m= ——-.

Nous distinguerons deux cas, suivant que ¢ est de la forme 4 /i—1

ou de la forme 4/ 1.
1° Si q est de la forme 4 — 1, la valeur de m n’est pas entiére.
Donc il n’y a pas de terme de la série qui se corresponde a lai-
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méme. Donc & est pair. Donc 'égalité (8) se réduit a

(B(E)-

Donc, si de plus p est de la forme 4h —+ 1,

<£> et (5_) sont égaux;
9 X

si, au contraire, p est de la forme 4h —1,

<£) et <i> sont de signes contraires.
q iR

. . —TF
2° Si, maintenant, ¢ est de la forme 4 h 1, la valeur m — 9-
: 4
est enti¢re. Mais il reste & voir si le terme mp répondant a cetle

valeur de m, a savoir le terme

g —1
W—/——-—‘p
4
donne réellement un reste minimum négatif, plus grand que e :
Or on a
et R | < I P >

10 L= +(--—-%)q.
(10) i o Pk i 4q)?

Si p est de la forme 4h 1, les nombres p4—[ et (; - —4%) q
sont entiers.

D’ailleurs (% L 47/;) q est positil et plus petit que g Donc

I'égalité (10) montre que la division du terme 14— Lp, par g,
donne comme reste minimum le nombre positif s S
4  49q

Donc il n’y a pas de terme de la série (4) jouissant de la propriété
en question. Donc & est pair.

Par suite
p—1

() (3) 7

Donc <£) et (q) sont égaux.
q9 P
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Mais si p estde la forme 4h — 1, écrivons I'égalité (10) sous la
forme

P

2

est négatif, et de valeur absolue plus grande que et au plus

q—1
4

minimum un nombre négatif supériear en valeur absolue a

Donc la division du terme p, par ¢, donne comme reste

p—1

2

et ce terme est égal & celul que nous avons appelé plus haut son
correspondant. Donc & est impair; done

1

A e

Donc <£> et <1> sont égaux.
q9 P
En résumé, il n’y a qu'un cas dans lequel (£) et (L) soient de
) yaq 4 q P
signes contraires : c'est lorsque p et ¢ sont lous les deux de la
forme 4h— 1.
Laloi de réciprocité est donc démontrée.

192. Seconde démonstration de la loi de réciprocité. — La
démonstration précédente est due au pasteur Zeller (*). En voici
une autre, non pas plus Simple, mais plus concise, due a
Kronecker (2). D’autre part, cette démonstration de Kronecker,

% .

est, tout au moins a premiére vue, beaucoup plus artificielle que

(7

la précédente.
On a

£

) ==,

(') Monatsberichte der Berliner Akademie, 1872.
(*) Sitzungsberichte, 7 février 1884; t. II, 12 juin 188].
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e étant le nombre de restes minima négatifs, fournis par les divi-
sions par p des termes de la suite

B B A e 7

Soit hg un terme de cette suite. Le reste minimum correspondant
est négaltif, s’il existe un nombre entier £, tel que

117([7 s hq

e
P /4

(, T
L1 =
) 4
et réciproquement. D’ailleurs, si le nombre £ existe, il est unique.
Les deux inégalités (11) peuvent étre remplacées par la seule

inégalité
('ﬂ_/c)<@+l—/;)<o
\ P P 2
ou
h k\ [ h I k
(12 <——'- <——i——-—— <o
) P 9) P 2q ‘/)

Comme nous I'avons déja dit, il y a au plus un nombre entier £
satisfaisant a cette inégalité. Ce nombre est d’ailleurs au plus égal

. g1 g k proe |
a q_?_, car si 'on remplace £ par un nombre entier supérieur

: 2 . ool s P—1
A cette quantité, comme d’ailleurs / est au plus égal a ”’ , > ilest

e / - / k V&
visible que les deux facteurs o & oo R it négatils,
biglopoAg 4
et (que, par suite, leur produit est positif.

Si donc dans l'expression (12) on fait successivement
7

iy, 2, HEEE ,
2

et que l'on fasse le produit des résultats obtenus, on obtient un
résultat
r=

o h k h 1 k
(13) Wit

k=1

qui est positif ou négatif, suivant que le reste minimum fourni par
la division de /g par p est lui-méme positif ou négatif.
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Transformons cette expression. Pour cela remarquons que le

h [ k s
second facteur — —+ — — = peut s’écrire
P 29 q

Quand 4 prend les valeurs 1,2, .. 7=, le nembre

? .

P kb P
2

prend les mémes valeurs en sens inverse. On a donc

P G AN e
H (Iz M /.')_ n </z+/c’ l)
o Lo oo el = - e ool B
P 29 9 , P.q '3
=1 K=
ou, plus simplement,
=1 g—1

= o s

¥ i Rk 1

St | et |l et T — e e Tt T

11 VY 7> g<p i
De sorte que 'expression (13) peut s’écrire

7 =1
k="
( h k) </L k I >
— — — —_ -t - - - .
I1 P g/\p g 2
&=zl
Telle est la nouvelle forme de I'expression, qui est positive ou
négative, suivant que le reste minimum de la division de /g par p
est lui-méme positif ou négatif.
Si maintenant dans cette expression on fait successivement
y Sigrgm

2

Ro=, 1 & 5

et qu’on multiplie les résultats obtenus, on obtient un produit
qui est du signe de <§> - Ce produit est

p—1 g1

h=—r k="
2 2

w T TG-HE--)

h=1 &=

o
©
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On verrait de méme que (%) est du signe de

Mais, dans ce dernier produit, on peut intervertir 'ordre des
signes I I , et, de plus, on peut faire un changement de notations

en remplacant % par £ et k par /.
Ce produil s’écrit alors

: : k h k h 1
e 11 I G
(3= § pe=1

Sous cette forme, on voit que les facteurs des produits (14) et
im0 Bl T
2

2

(15) sont identiques au signe prés. Comme il y a

ces facteurs, 'un des produits est égal a I'autre multiplié par
p—1 qg—1 .

(—1)? "7* . Ona donc bien

g0y s b
S — 2 R 2 2
<q>_<p>( Y

ou, ce qui revient au méme,

ce qu'il fallait démontrer.

193. Application au second probléme du n° 177. — Le
second probléme énoncé au n° 177, a savoir :

Etant donné le nombre a, quels sont les modules premiers
dont a est reste quadratique?

peut étre maintenant considéré comme résolu.
Nous allons le montrer sur des exemples.

www.rcin.org.pl




]
&3
d
-8
i
3

LOI DE RECIPROCITE. 131

Ezemple I. — Soit @ = — 2.

A e

La valeur de <7) dépend du reste de la division de p par 4.

La valeur de <§) dépend du reste de la division de p par 8.

Donc la valeur de (%2) ne dépend que du reste de la division

de p par le plus petit commun multiple de 4 et de 8 (n° 115),
c¢’est-a-dire par 8.

Sip:8h+ly
G- ()
donc
59
Sip=8h--1,

G)--n G v ()

Sip=28h+3, ,
G (e G-
Si p=8h—3,

G- @) G-

(— 2) est donc reste quadratique des nombres premiers impairs de
la forme 8% +1 ou 84 + 3; il est non-reste des nombres de la
forme 8/ — 1 et 84 — 3.

Exemple Il : a = 3. — Le nombre 3 est de la forme 4/ — 1.
Donc on a, s1 p = 4h +1,

stp=+4h—1,
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Quant a la valeur de (g) elle dépend du reste de la division

de p par 3.

Si ce reste est 1,

Si ce reste est 2,

Donc, en définitive, la valeur du symbole (;) ne dépend que du

reste de la division de p pari2, et ’on forme facilement le Tableau
suivant :

pmien (= (B (B - () -
pemm (=B (B ()=
e Q)= (0 (6= ()
emims G- () ()= ()

3 est donc reste quadratique des nombres delaforme 12/ #= 1,
il est non-reste des nombres de la forme 12/ == 5.

Exemple Il : a = 360. — Décomposons 360 en facteurs pre-
miers

360 ="23%.32.5,

On peut d’abord supprimer, dans 360, les facteurs carrés 22.32.

En effet
360 EGRISRN £7 9.550)
5l o

Mais 22.32 étant un carré, on a évidemment
<22.32> '
=1I.
p
<360‘ e <2.5\ L <12‘ <,’\
r >— »/ 1)) ,,)

La valeur de <[§) dépend du reste de la division de p par 8.

Donec
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5 étant de la forme 4/ 1, on a
P E).
<p>_<5

La valeur de <p> dépend du reste de la division de p par 5.

5
D 1 1Yo (20 ; Iy
onc la valeur de (I') < 3 ) ne dépend que du reste de la

division de p par 4o.

s ()= (B 0 (2)()-
ponen () (B () -
e () (B (B) -
s (=0 (= (B -
P =Kok v, <;>:—1, (?): s <320> =—1,
ez () (B (B) -
prsa @)= (= (B) -
P = 40h=E1g, (;i)r—l, <5E>; I, (3—20> =—1

360 ou, ce qui revient au méme, 10 est reste quadratique des
nombres premiers de la forme 4ok =1, 4oh==3, 4ol =g,
4oh #=13; il est non-reste des nombres de la forme 4ok == 7,
joh =11, Joh =17, joh t=19.

On voit que la méthode est générale et elle conduit au théoréme
sulvant :

194. Tutorime. — Le nombre a étant supposé débarrassé de
ses facteurs premiers d’exposant pair, autrementditle nombrea
étant supposé non divisible par un carré différent de 1, les nom-
bres premiers impairs dont a est reste quadratique appar-
tiennent a des progressions arithmétiques de raison a ou 4a.

En effet : 1° supposons que a soit positif et de la forme
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4h 41, ce qui entraine que les facteurs premiers de « sont tous
impairs et qu’il y en a un nombre pair de la forme 4/ —1.

Soit, par exemple,
a=mqr,

m étant supposé de la forme 4/0 + 1, ¢ et 7 de la forme 4/ — 1.
Soit » un nombre premier impair quelconque, on a

G)=(5) () G)

Or m étant de la forme 4/ <1

(7)=(%)

q et r étant de la forme 4/ — 1

‘ si p est de la forme 44 + 1,

: si p est de la forme 4 — 1,

Donc

(BN
dans les deux cas.

Or <£>, <£>s <£> dépendent respectivement des restes des
m q r

divisions de p par m, ¢, r.

Donc <§) ne dépend que du reste de la division de p par le plus
petit commun multiple de m, ¢, » (n° 115), lequel est ici leur
produit ou a.

Donc les nombres premiers impairs dont @ est reste quadra-
tique appartiennent a des progressions arithmétiques de raison a.

2° Supposons maintenant a positif et de la forme 4jh —1, ce
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qui entraine que les facteurs premiers de @ sont impairs et qu'il y
en a un nombre impair de la forme 4/ — 1.

Soit, par exemple,
a = mqr,

m étant supposé de la forme 4/ — 1, ¢ et r de la forme 4/ + 1.
On voit facilement que

(3)=(R) () (%)

si p est de la forme 4/ + 1, et

()= SMEN)

si p est de la forme 4/ — 1.
Donc <%) ne dépend que dureste de la division de p par le plus

petit commun multiple des nombres m, ¢, r, 4, lequel est leur
produit 4a.

Donc les nombres premiers impairs, dont @ est reste quadra-
tique, appartiennent a4 des progressions arithmétiques de raison
4a.

3° Soit a positif pair et de la forme 2(4h +1).

Soit, par exemple,

a=omqr,
m de la forme 4/ +«, ¢ et r de la forme fA — 1.
On a \ ;
()= GG B G
d’ou I'on tire facilement, comme plus haut,
(S (A
épend du reste de la division de p par 8.

d
>, <IB> dépendent des restes des divisions de p par m,
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Donc les nombres premiers impairs dont « est reste quadra- ‘
tique appartiennent a des progressions arithmétiques de raison
qa.

On examine de méme tous les autres cas [« positif pair de la
forme 2(4/ —1), ou a négatif].

195. Calcul de Uexpression {%) quand p est un grand
/
nombre. — La loi de réciprocité sert aussi a simplifier le calcul

de I'expression (%) quand p est un grand nombre.

Exemple. — Calculer <365>-

997
On a

()= () E)
997/ (997 997

Or

(2)-(2)- ()= ()= ()= (=)=

Donc

§ III. — Généralisation du symbole de Legendre.
Symbole de Jacobi.

196. On peut simplifier quelques-uns des résultats précédents \
par une généralisation du symbole de Legendre due a Jacobi.

Le symbole de Legendre <%> n’a de sens que si p est un nombre
premier impair.

Supposons maintenant que p soit un nombre impair quelconque

et que @ soil un nombre premier avec p. Le lemme du n°® 185
subsiste, celui du n° 186 ne subsiste pas. Mais I'égalité démontrée

dans ce lemme
(L‘) = (—I)H
.

i ¢tant le nombre des restes minima négatifs fournis par les divi-
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sions des nombres @, 2a, . ., B{—I a par p, peut alors servir de
définition au symbole (%)

De cette définition, on déduit, comme dans le cas de p premier :
1° Les théorémes exprimés par les égalités
pr—1

G- Gl Qe

2° La lot de réciprocité

(5)(5) =07

3% Le théoréme exprimé par U'égalité
(- )
) 7)==

Pour le démontrer, faisons d’abord les deux remarques évidentes
sulvantes :

subsiste aussi.

n » . 5
1° Le symbole <-> est du méme signe que le produit des
P
restes minima négatifs fournis par les divisions des nombres
p—1
n, 2n, ——n par p.
2° Deux nombres égauz et de signes contraires donnent des
restes minima égaux et de signes contraires.

Ceci posé, soient
Lyy Ay ey @)y _ﬁly _p2y v om0y T
les restes minima fournis par les nombres

P

a; A

a,

%y ay. - -, % élantles restes minima positifs, — By, — Ba,. .., — By
les négatifs, de sorte que

(§)-cor
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Pour calculer (g;—)l—)a il faut d’abord chercher les restes minima

fournis par

—1
adl aae, Saal i, P aa'.
2

Mais pour cela on peut, dans ces produits, remplacer les fac-
P

- | wis . .
teurs @, 2a, ...,~——a par leurs restes minima. On trouve ainsi
2
la suite (a I'ordre prés)

(16) @ mal ., wal —Bial ol —fBhals

Sil'on compare cette suite a la suite

(17) P i ek a

. Sl a
qui servirait a calculer <F> , les nombres

A1y, Gy eeey &), Bls ﬁ?y ooy py.

s ¢ g g . 0t
étant identiques, a I'ordre prés; aux nombres 1, 2, ..., £ )
2

le produit des termes de la suite (16) est égal an produit des
termes de la suite (17) multiplié par (—1)*. Donc

(TGl
(5)=G) 5)

197. Enfin, voici une derniére propriété exprimée par l’éga-
lité suivante

e

Pour démontrer cette propriété dans sa généralité, il suffit
évidemment de la démontrer pour deux nombres p et p'

(7)=G) ()

ou
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Or, on a, d’aprés la loi de réciprocité,

¥ (&) (8) =55

(5)(£) =7

a ppl\ ;117'2—1_11»2-1
R G ialsen :

D’autre part,
@ el 143

L’égalité a vérifier devient donc, si 'on y remplace (%» (;-:)
et (%) par leurs valeurs tirées des égalités (18), (19), (20), puis

(PP ) par sa valeur tirée de I’égalité (21),

s
p—l.ﬂ—l+]1’—1'n—l pp a1
(—-l) 2 2 2 2 :(__[) 2 2

ou
a—1 (p—1)(p'—1)
(—1) 2 2 ~~ 4 1

Or les nombres «, p, p/ étant tous les trois impairs, cetle égalité
est évidente.

198. En particulier, supposons qu’un nombre P soit décomposé
en facteurs premiers sous la forme

2 I

(5)-() ()

(;;l), <-§—,>, -+ - sont alors des symboles de Legendre. De sorte

que cette égalité peut servir de définition au symbole de Ja-

cobi (g) ().

Oon aura

(') C’est d’ailleurs cette définition que Jacobi a donnée. La définition du n° 196
est due a Schering et Kronecker.
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On déduit aussi de cette égalité la conséquence suivante : Pour
qu’un nombre a soit reste quadratique d’un nombre impair P,

premier avec lui, il faut que <%> soit égal a +i1. En effet,
pour que @ soit reste quadratique de P, il faut et il suffit qu’il soit
reste quadratique de p, p', p”, .. ..

Il faut donc que I'on ait

W @ (B (@)

d’ou

Mais la condition <%> =1 n’est pas suffisante, car elle n’en-

traine pas les conditions (22).

199. Application. — Comme premiére application du symbole
de Jacobi, on peut simplifier le calcul du n° 195. On écrira

() = (38) = ()= (&) = (35) = () (&)-
997/ '7<375>" 365 _<267>'7 <267 ~ \267/ \267
2 =
()=

parce que 267 est de la forme 87 + 3;

Or

parce que 49 est un carré.
Donc

<365>__ ]
Ty AR

200. Le théoréme du n® 194 et sa démonstration s’étendent
immédiatement. Le nombre a étant supposé non divisible par
un carré différent de 1, les nombres impairs p, tels que

()=
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appartiennent & des progressions arithmétiques de raison a
ou 4a.

Il y a d’autres applications da symbole de Jacobi, que nous
n'aborderons pas ici.

§ IV. — Résolution de la congruence du deuxiéme degré
a une inconnue.

201. Résolution de la congruence x*=a (modp). — Dans
la pratique, si I'on a a résoudre une congruence numérique de la

forme
r=a (mod p) (p premier),

il sera inutile de calculer d’abord le symbole <%>, il suffira d’ap-
pliquer le procédé du n° 163.
Exemples. — 1. Résoudre la congruence

z2=53 (mod g7).

Cette congruence donne
a2Indz = 14 (mod g6),
Indz = 7 (mod 48).

Done, deux valeurs pour Indz,
7 | L 00,
auxquelles correspondent les nombres

=60 el o
ou plus simplement

SO Ryl O

Il. Résoudre la congruence

r2=12 (mod 113).
Cette congruence donne .
2Indz = 71 (mod 112).

congruence impossible, puisque 2 et 112 sont pairs, landis que 71
est impair. Donc la congruence proposée est elle-méme impos-
sible.
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202. Résolution de la congruence générale du second
degré. — Je suppose le module premier, puisque le cas général
se raméne a celui-la.

Si le module égale 2, la solution est immédiate, puisqu’on n’a
a essayer que les valeurs o et 1 pour z.

Supposons donc le module impair. On peut alors supposer le
coefficient de 2 pair, car sinon on multiplierait la congruence

par 2. Soit donc
ax?+2bxr+c=o (mod p)

celle congruence.
Oun doit supposer @z o0 (modp), car sinon la congruence
serait du premier degré. Multiplions alors la congruence par «,

elle devient
a2xr+ 2abx + ac=o (mod p)

ou
(ax +b)=b2—ac (modp).

Pour que la congruence soit possible, il faut donc que 6*— ac
soit reste quadratique de p. Cette condition remplie, on trouve
pour az -+ b deux valeurs [une seule, si b>— ac = o (mod p)].

Soit o une de ces valeurs, il reste a résoudre la congruence du

premier degré
ar+ b= (mod p),

qui a une solution, puisque @ n’est pas congru a zéro (mod p).

Lzemple. — Soit la congruence
522—7x+6=o0 (mod 89).
Cette congruence s’écrit
10r?2—14x +12=o0,

ou
10022— 1402 + 120 = 0

ou
(102 —7)2=—71.

On trouve pour 102 — 7 les deux valeurs 14 et 75.
Reste a résoudre les deux congruences

107 — 7 = 14,

10x — 7 =75,
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qui donnent

ittt 07

(Z‘" = 26

Ce sont les deux racines de la congruence proposée.

203. Exemple de résolution d’une congruence du second
degré a module composé. — Soit a résoudre la congruence

722 —11Z + 40=0 (mod 60).

Nous avons & résoudre les congruences

72— 112 + 40 =0 (mod 4),
7X2—11Z + 40=0 (mod 3),
722 — 112 + 4o =0 (mod 5)

ou, plus simplement,
3xt—3z=o0 (mod 4),
r2—2x +1=0 (mod 3),
202 — X =0 (mod 5).
La premiére admet deux solutions : o et 1,

La seconde » une solution : ¥
La troisieme » deux solutions : o et 3.

Il y a donc quatre solutions de la congruence proposée, a savoir

Une solution congrue a o (mod 4), a 1 (mod3), a o (mod5), soit = fo

'

» 0 » 1 » 3 » =2

(mod 60).
» I » I » o0 » x=125
» I » 1 » 3 » z=13

GABINET p

A
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CHAPITRE V.

LES NOMBRES INCOMMENSURABLES.

§ I. — Définition des nombres incommensurables.
Opérations sur ces nombres.

20%4. On a vu, dans les Chapitres précédents, comment |'usage
des nombres fractionnaires facilite I'étude des nombres entiers.

Le nombre fractionnaire n’est d’ailleurs qu’un symbole repré-
sentatif du systéme de deuzr nombres entiers.

Dans ces conditions, il vient naturellement & I'esprit d’intro-
duire dans les calculs des nombres représentatifs d’un systéme de
trois nombres entiers, ou d'un systéme de quatre nombres entiers
et ainsi de suite. Nous trouverons pluas loin de tels nombres, sous
le nom de nombres algébriques du second, du troisiéme, etc.
degré. Mais ces nombres ne jouissent pas, par rapport aux opéra-
tions fondamentales, de propriétés aussi simples que les nombres
entiers ou fractionnaires. Ils ne se reproduisent pas par ces opé-
rations, c’est-a-dire que la somme ou le produit de deux nombres
algébriques du second degré, par exemple, n’est pas, en général,
un nombre algébrique du second degré, mais bien un nombre
algébrique du quatrieme degré.

Nous nous trouvons donc amenés a introduire a la fois les
nombres algébriques de tous les degrés.

Mais ces nombres ne sont eux-mémes qu’un cas particulier de
nombres dépendant d’une suite infinie de nombres entiers et
qu'on appelle nombres incommensurables, par opposition aux
nombres entiers et fractionnaires, dont I'ensemble forme ce que
I'on appelle les nombres commensurables. Il n’est d’ailleurs pas
plus compliqué d’expliquer le calcul de ces nombres incommen-
surables en général que celui des nombres algébriques. Ce sont
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donc les nombres incommensurables dont nous allons nous occu-
per maintenant.

205. Montrons d’abord comment un nombre commensurable
peut, lui aussi, étre considéré comme dépendant d’une suite infi-
nie de nombres entiers.

Il suffit de considérer les valeurs approchées de ce nombre suc-
cessivement a une unité, un dixiéme, un centiéme, etc. prés par
défaut. Les numérateurs et les dénominateurs de ces valeurs
approchées sont parfaitement déterminés quand on connait le
nombre qui leur a donné naissance, et réciproquement. On a donc
bien la une suite indéfinie de nombres entiers, dont la connais-
sance est équivalente a celle du nombre commensurable proposé.

Au lieu des valeurs approchées par défaut, on pourrait considé-
ver les valeurs approchées par exces.

Au lieu des valeurs approchées a un dixiéme, un centiéme, etc.

) : i LI e
rés, on pourrait en considérer d’autres : les valeurs a —» —, -- -
1 p 12 122

:
prés, par exemple; ou, plus généralement, les valeurs a £,
g5 9

1" "

;
i prés, par défaut ou par exces, 5, P, P, ... étant une

suile déterminée de nombres tendant vers zéro.

Comme tout nombre commensurable peut étre considéré comme
une valeur approchée a une certaine approximation de tout
autre ('), ce qui précéde revient & ce fait évident que, lorsqu’un
nombre commensurable est déterminé, tous les nombres com-
mensurables plus petits que lui, et tous les nombres commen-
surables plus grands le sont ausst, et réciproquement.

(est cette idée qui va servir dans la définition des nombres
incommensurables.

206. Définition. — Supposons qu’une cerlaine régle permette
de partager la totalité des nombres commensurables, positifs
et négatifs, en deux classes, de telle facon que n’importe quel
nombre de la premiére classe soit plus petit que n’importe
quel nombre de la seconde.

(1) A condition que le premier nombre soit plus grand que la moitié¢ du second.

C. 10
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Deux cas se présentent :

1° Si, parmi les nombres commensurables de la premiére classe.
il en existe un plus grand que tous les autres, ou si, parmi les
nombres commensurables de la seconde classe, il en existe un plus
petit que tous les autres, on peut dire que la classification en
question définit ce nombre commensurable. 1l est d’ailleurs
évident que ces deux circonstances ne peuvent se présenter a la

fois.
2° Siaucune des deux circonstances précédentes ne se présente,
on peut dire que la classification définit un nombre incommensu-

rable.
Les deux cas peuvent effectivement se présenter. Pour réaliser

le premier, il suffit de choisir a I'avance un nombre commensu-

m . i
rable —=, de ranger tous les nombres commensurables inférieurs
LT I
§ = dans la premiére classe, tous les nombres commensurables

23r m
supérieurs dans la seconde classe, et enfin de placer ke dans la
classe que I'on veut.

S s
Pour réaliser le second cas, soit — un nombre commensurable

positif, non carré parfait; rangeons dans la premiére classe tous
les nombres commensurables positifs dont le carré est inférieur

R} . o
s dans la seconde classe, tous ceux dont le carré est supérieur

. m ) oy Ny
= Il n’y a pas, dans la premiére classe, de nombre supéricur

a tous les autres. En effet, soit @ un nombre quelconque de la
premiére classe: on a

- m
ar<l —-.
n

Mais il existe (n° 64) des nombres commensurables dont le

. P ’ m .
carré différe par défaut de; d’aussi peu que 'on veut; on peut

i m
donc trouver un nombre commensurable positif @' tel que @'? < =

(et par conséquent @ appartiendra a la premiére classe), mais tel

que
m m
— —a? — —a’
n n
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Or cette inégalité entraine
a<.al.

Donc il existe dans la premiére classe des nombres plus grands
que a.

On verrait de méme qu'il n’y a pas dans la seconde classe de
nombre plus petit que tous les autres.

Donc la classification en question définit un nombre incommen-
surable.

207. Egalité. Inégalité. — Deux nombres (commensurables
ou incommensurables) sont égaux lorsque les classes qui les
définissent sont identiques. Ceci est évidemment vrai pour les
nombres commensurables; et ¢’est une définition pour les nombres
incommensurables.

Un nombre @ est plus petit qu'un nombre b, lorsqu’il y a des
nombres commensurables appartenant a la fois a la classe supé-
rieure a @ et a la classe inférieure a b; ceci est encore une défini-
tion pour les nombres incommensurables, tandis que c’est une
propriété, d’ailleurs & peu prés évidente, pour les nombres com-
mensurables.

Les nombres plus petits que o sont dits négatifs.

On voit facilement que les égalités a =0, b= c entrainent
I’égalité a = c.

Les inégalités @ > b et b > ¢ entrainent l'inégalité a > c.

En particulier les nombres commensurables faisant partie de la
classe inférieare a un nombre incommensurable sont plus petits
que lui; ceux qui font partie de la classe supérieure sont plus
grands que lui.

208. Montrons, maintenant, comment on peut faire dépendre
les nombres incommensurables d’une suile infinie de nombres
entiers, ainsi qu’on I’a dit plus haut (n°205). On y arrive, comme
pour les nombres commensurables par la considération des valeurs
approchées.

209. Valeur approchée d’un nombre incommensurable. —
On appelle valeur approchée d’un nombre incommensurable a,
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a g pres (g étant un nombre commensurable>, le plus

grand multiple de -g quli soit contenu dans ce nombre.

Autrement dit, trouver cette valeur, c’est trouver un nombre

entier m tel que
(m—+1)p

m
._p_ <a &
q q

Autrement dit encore, c’est trouver un nombre entier m, tel

) )
m . . P . m -1

que ?B soit dans la classe inférieure a a, et (——q—)p dans la classe
supérieure.

Plus 5 est petit, plus 'approximation est dite grande.

11 est bien évident que lorsqu’un nombre est déterminé, par la
division des nombres commensurables en deux classes, ses
valeurs approchées a n’importe quelle approximation sont
connues. Réciproquement :

Un nombre a est déterminé lorsqu’on connait sa valeur
4 . N " > . r " )
approchée a une approximation aussi grande que l’on veut.

En effet, soit %13, la valeur approchée de @ a moins de g preés.

On a
mp P
—_— << a<(m—+41)=-
q ( )q

Soit @, un nombre commensurable. Si I'on a aussi
1

mp

(1) —q—<a,<(nl+l)§,

quelque petit que soit g, cela veut dire que a = a,.
Donc a est alors déterminé.

Si les inégalités (1) n’ont pas lieu pour toutes les valeurs de 1?:’

c’est qu’il y aura des valeurs de g suffisamment petites pour que a,

soit en dehors de l'intervalle de ’—Z—’—) a (—fn—:—l)'g On peut donc

décider si @, est plus grand ou plus petit que a. On a donc une
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classification des nombres commensurables en deux classes qui
définit a.

D . b} 1 1 1 pY . 2

210. FPaleurs a 1,5, v55) vo55 - -+ pres. — On définit en

général un nombre, en donnant ses valeurs a une unité, un

dixiéme, un centi¢me, etc. prés; c'est ce qu’on appelle, son
) ) ! k) b |

développement en décimales.

211. Définition des opérations eflectuées sur les nombres
incommensurables. Addition. — Soient deux nombres incom-
mensurables ou non, @ et b.

Rangeons dans une premiére classe C les nombres commensu-
rables qui sont la somme d’un nombre commensurable plus petit
que a et d’'un nombre commensurable plus petit que 6; dans une
seconde classe C''les nombres commensurables qui sont la somme
d’un nombre commensurable plus grand que @ et d’'un nombre
commensurable plus grand que &. Il est bien évident que tout
nombre de la classe C est inférieur a tout nombre de la classe C.

Il est, de plus, évident qu’il n’y a pas dans la premiére classe G
de nombre plus grand que tous les antres, ni dans la seconde (!
de nombre plus petit que tous les autres.

Si donc, de plus, aucun nombre commensurable n’échappe a
cette classification, cette classification définit un nombre incom-
mensurable ¢, qui, par définition, est la somme de a et de b.

Mais il peut se faire qu’un nombre commensurable échappe a
cetle classification. Je dis, en tout cas, qu’il n’y en a qu'un. En
effet, supposons qu’il y en ait deux, 2 et 3 (2 << ). On voit facile-
ment que, o n’étant pas dans la classe C, il en est de méme de tout
nombre commensurable supérieur; de méme, (3 n’étant pas dans
la classe (U, il en est de méme de tout nombre commensurable
inférieur. Donc tous les nombres commensurables compris entre
o et 3 échapperaient a la classification, et par saite un nombre
quelconque de la classe C différerait d’'un nombre quelconque de
la classe C/ d’au moins 3 — «. Mais cela n’est pas.

En effet, on peut prendre un nombre commensurable inférieur
a a et un nombre commensurable supérieur a @, qui difféerent entre

f—a

eux de moins de

- Ensuite on peut prendre un nombre com-
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mensurable inférieur & & et un nombre commensurable supérieur

qui différent également de moins de {3;1. On en déduit un

nombre de la classe C et un nombre de la classe C' qui différent
de moinsde 8 — .

Dans le cas ou 1l existe effectivement un nombre commensu-
rable ¢, n’appartenant ni a la classe C, nia la classe C/, c’est ce
nombre ¢ qui est dit la somme de a et b.

C’est ce dernier cas qui se présente en particulier lorsque a et
sont eux-mémes commensurables, et il est évident que la somme
ainsi définie est le méme nombre que celui qu’on entendait
jusqu’a maintenant sous ce nom.

La somme de plus de deux nombres «, b, ¢, d se définit comme
pour les nombres commensurables. Les deux classes qui définis-
sent cette somme peuvent s'obtenir en additionnant d’une parl
les nombres commensurables inférieurs a a, 0, ¢, d, d’autre part
les nombres commensuarables supérieurs. 1l en résulte évidemment
que cette somme est indépendante de I'ordre des nombres que I'on
ajoute.

212. Soustraction.— On appelle différence de deux nombres
@, b le nombre qui, ajouté a b, reproduit a.

Pour trouver ce nombre il suffit de placer dans une classe C, les
nombres commensurables obtenus en retranchant un nombre com-

mensurable supérieur a b, d’'un nombre commensurable inférieur
aa; et dans une classe C' les nombres commensurables obtenus en
retranchant un nombre commensurable inférieur a 6, d’'un nombre
commensurable supérieur i a. Le lecteur démontrera facilement,
comme dans le numéro précédent, que cette classification satisfait
aux conditions fondamentales; et qu’il y a au plus un nombre
commensurable ¢ qui puisse y échapper. Si cette derniére circon-
stance ne se présente pas, la classification définit un nombre incom-
mensurable, sinon on peut dire qu’elle définit ¢. En tout cas, le
nombre qu’elle définit est tel que tous les nombres commensurables
inférieurs a lui, ajoutés aux nombres commensurables inférieurs
a b, reproduisent les nombres incommensurables inférieurs a a, et
que les nombres commensurables supérieurs a lui, ajoutés aux
nombres commensurables supérieurs a b, reproduisent les nombres
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commensurables supérieurs & @. Donc la somme de ce nombre et
de b est égale a a. Donc ce nombre est la différence entre a et b.

Le lecteur verra sans peine que les théorémes fondamentaux sur
['addition et la soustraction, qui se résument dans les régles d’ad-
dition et de soustraction des polyndémes, s’appliquent aux nombres
incommensurables.

213. Multiplication. — Pour définir le produit de deox fac-
teurs @, b (supposés positifs), nous rangeons dans une premiére
classe C les nombres commensurables qui sont le produit d’un
nombre commensurable plus petit que @ par un nombre commen-
surable plus pelit que &; et dans une seconde classe (! les nombres
commensurables qui sont le produit d’'un nombre commensurable
plus grand que @ par un nombre commensurable plus grand que 4.
Le lecteur achévera sans peine le raisonnement qui est analogue &
celui que I'on a fait pour I'addition.

Dans le courant de ce rais.onnement,'pour démontrer qu’il ne
peut y avoir deux nombres commensurables, « et 3, échappant &
la classification, on est amené a démontrer que : on peut trouver
deux nombres commensurables a,,b,, respectivement inférieurs
a a et b, et deux nombres commensurables &, &' respectivement
supérieurs, tels que

a\ b —a b,

soit plus petit qu'un nombre $ — .
Pour cela, il suffit de remarquer qu’on peut écrire

a\ by —a b= (a)—ay)b,+ (b, —by)a + (a]— a,)(b1— by).

Pour que le premier membre soit plus petit qu’un nombre $ —a,
il suffit que chacun des termes du second membre soit plus petit
B—a
3

que

- Il suffit pour cela, d’abord, que @, — a, et b, — b, soient

2t e I ensuile que ces
3b, 3a; & q

deux nombres a|, — a, et b, — b, soient tous les deux plus pelits

plus petits respectivement que g

e ek

qu’un nombre dont le carré soit inférieur a g , loutes condilions
qui peuvent étre réalisées.
Nous avons supposé les facteurs positifs, sinon on ferait le pro-

duit de leurs valeurs absolues et 'on suivrait la régle des signes.
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Si I'un des facteurs est nul, le produit est nul par définition.

Le produit de plusieurs facteurs @, b, c est le nombre obtenu en
multipliant @ par b, puis le résultat par ¢, et ainsi de suite. Le lecteur
démontrera facilement que ce produit est indépendant de 'ordre
des facteurs. Il verra aussi que, pour multiplier un nombre par
la somme de deux autres, il suffit de le multiplier successivement
par chacun des termes de la somme et d’additionner les résultats.
Ces deux théorémes permettent d’étendre aux nombres incom-
mensurables, les régles relatives aux produits de facteurs, a la mise
en facteur commun et aux produits de polynémes.

214. Division. — Pour définir le quotient d’'un nombre a par
un nombre & (a et b étant supposés positifs), on range dans une
premiére classe C les nombres commensurables qui sont le quo-
tient d’un nombre commensurable plus petit que @, par un nombre
commensurable plus grand que &; et dans une seconde classe C/,
les nombres commensurables qui sont le quotient d’un nombre
commensurable plus grand que @, par un nombre incommensurable
plus petit que &. Le raisonnement se fait comme dans les cas pré-
cédents.

Dans le courant de ce raisonnement on est amené a démontrer
que l'on peut trouver deux nombres commensurables a,, b, res-
pectivement inférieurs a @ et b, et deux nombres commensurables

’

U . gise S
a,, b, respectivement supérieurs tels que la quantité

,
a, a,

by by
soit plus petite qu'un nombre $ — .
Or cette quantité peut s’écrire
ay by —ay b,
5,5,

Soit B un nombre plus petit que &; on peut choisir b, de facon
qu’il soit plus grand que B.

Quant a b}, il est nécessairement plus grand que B. Donc la
quantité précédente est plus petite que

a\by—ay b,
B2
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Pour que cette quantité soit plus petite qu'un nombre 3 — a il
suffit que le numérateur a, b, — a, b, soit plus petit que (3 — ) B?;
or nous avons vu plus haut que cela pouvait étre réalisé.

D’ailleurs le quotient ainsi défini, multiplié par &, donne un
produit égal a a.

215. Eaxtraction des racines. — Pour définir la racine ni*™e
d’un nombre @ nous partageons les nombres commensurables en
deux classes, ceux dont la puissance n'*™® est plus petite que a,
ceux dont la puissance ni*™ est plus grande.

On démontre qu'aucun nombre commensurable n’échappe a
cetle classification, excepté un seul, si @ est un nombre commensu-
rable puissance n'*"® parfaite. Donc cette classification définit un
nombre «. Reste 4 démontrer que la puissance n'*™ de « est égale
a a. En effet, st un nombre commensurable est plus petit que 2, sa
puissance ni*™ est plus petite que a. Donc, si I'on forme la divi-
sion des nombres commensurables en les deux classes qu'il faut
former pour définir la puissance n'‘™¢ de =, on retrouve les deux
classes qui définissent a.

En particulier, on définit ainsi, dans tous les cas, la racine n'™*
d’un nombre commensurable «, ce qui n’avail pu se faire au moyen
des nombres commensurables seuls (n° 56).

216. Nous avonsdonc défini les opérations fondamentales sur les
nombres incommensurables ('), mais il reste a montrer comment
on les réalisera effectivement. Il faut pour cela remarquer que dans
la pratique on définit un nombre incommensurable par une suite
indéfinie de valeurs approchées avec une approximation de plus en
plus grande (n°® 209). 1l faut donc montrer comment, de pareilles

suites relatives a certains nombres étant connues, on peut en

(') Nous admettons implicitement, qu’un certain nombre de théoremes, évi-
dents ou démontrés pour les nombres commensurables, sont vrais aussi pour les
nombres incommensurables.

Pour n’en citer qu'un exemple, nous admettons, dans la démonstration
du n° 217, le théoréme suivant :

Si des nombres sont respectivement plus petits que d’autres, la somme des
premiers est plus petite que la somme des seconds.

Toutes ces démonstrations sont trés simples, nous n’avons pas cru nécessaire
de les donner (voir I'Introduction).
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trouver d’autres relatives a la somme, a la différence, au pro-
duit, etc., de ces nombres.
Pour cela nous ferons usage des considérations suivantes :

217. Définition générale de la limite. — Maintenant que
nous savons ce que c’est que la différence de deux nombres
incommensurables, nous pouvons généraliser la définition de
limite, donnée au n° 62 pour les nombres commensurables. Cette
définition s’applique, mot pour mot, aux nombres incommensu-
rables.

En particulier, si I'on calcule les valeurs d’un nombre a /5, -5,

!

1 4 \ . ] g0 ¢ a0 1y 2 P 4
Togos ete. pres par défaut, plus généralement a & g e pai
défaut, Z, ?ds f]i,,, .-+ tendant vers zéro, on oblient une suite de

o

7"

nombres commensurables qui tendent vers a.

218. 11 faut maintenant remarquer qu’on peul généraliser le
théoréme du n° 209 et dire qu'un nombre est déterminé quand
on connait une suite de nombres qui tendent vers lui. Cela est
évident, car de la définition méme de la limite il résulte qu’une
suite de nombres ne peut tendre que vers une seule limite.

Or on a les théorémes suivants :

St des nombres tendent vers des limites, la somme de ces
nombres tend vers la somme des limites de ces nombres.

Soient des nombres variables a, 4, ¢ tendant vers des limites
A, B, C. Je dis que @ + b + ctend vers A+ B + C. En effet, on a

A+B+C)—(a+b+c)=(A—a)+(B—0b)+ (C—c).
Donc, pour que la valeur absolue de la différence
(A+B+C)—(a+b+c)

soit plus petite qu'un nombre donné ¢, il suffit que la valeur abso-
lue de chacune des différences A —a, B— b, C— ¢ soit plus
petite que % Or c’est ce qui arrive et subsiste & partir d’un certain
.moment.

On a un théoréme et une démonstration analogues pour la dif-
férence de deux nombres.
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St des nombres tendent vers des limites, le produit de ces
nombres tend vers le produit des limites.

I1 suffit évidemment de démontrer ce théoréme pour un produit
de deux nombres. Or, pour cela, il suffit de remarquer que

AB—ab=(A—a)b+ (B—b)a+ (A—a)(B—10).

Pour que la valeur absolue du premier membre soit plus petit
que ¢, il suffit que la valeur absolue de chacun des termes du

second membre soit plus petite que %; et pour cela, enfin, il suffit

que les inégalités suivantes soient satisfaites :

IA—(I}<:—’

Or ces inégalités peuvent avoir lieu et subsister.

Nous n’énoncerons ni ne démontrerons les théorémes ana-
logues, relatifs au quotient, aux puissances, aux racines, aux
exposants incommensurables. En définitive, le lecteur voit qu’on
estramené a la théorie connue sous le nom de théorie des limites,
qui est traitée dans tous les cours d’Analyse. Cette théorie ne fait
plus partie de la théorie des nombres, c’est pourquoi nous n’y
insistons pas.

219. Ceute théorie, appliquée au calcul des nombres incom-
mensurables, nous donne le résultat suivant’: Pour effectuer un
certain calcul, composé d’additions, soustractions, multipli-
cations, divisions, élévations aux puissances, extractions de
racines sur des nombres incommensurables, on effectue le
méme calcul sur les valeurs approchées de ces nombres,
pour des valeurs de plus en plus grandes de U’approximation,
et Uon obtient une suite de résultats définissant un nombre qui
est leur limite, et qui est le nombre cherché.
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Nous terminerons par les théorémes suivants, qui sont d'une
application constante :

220. Tutorime. — Si une suite indéfinie de nombres

ay, Qs ..., Qp,

est telle que chacun d’euzx soit supérieur ou égal au précé-
dent; si, de plus, un quelconque de ces nombres est plus petit
qu'un nombre déterminé A, ces nombres tendent vers une
limite inférieure ou égale a A.

En effet, classons les nombres commensurables de la facon sui-
vante : Dans la classe inférieure C, nous plagons les nombres «,
tels que, dans la suite

Ayy Qay, ...y Qpy ey

il y ait des termes plus grands que «. Dans la classe supérieure C/,
nous placons les nombres B, tels que dans la suite

@y, Q3 ..., Qp,

il n’y ait pas de terme plus grand que 8.

Il est évident qu’aucun nombre commensurable n’échappe a
cette classification, et que d’ailleurs cette classification satisfait &
toutes les autres conditions nécessaires pour qu’elle définisse un
nombre. Soit @ ce nombre. Je dis que les termes de la suite

TP -t S
tendent vers a.
En effet, soit & un nombre appartenant a la classe C, &' un
nombre appartenant a la classe C'. On a

a—b<b—b.

Mais quel que soit le nombre positifs, on peut trouver les nombres

b el b’ tels que
O—b<e,

et d’ailleurs on peut trouver un terme a,, tel que

g A
On a alors .
a—a,<a—b<b—b<e.
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Donc les termes de la suite

ay, Qz; ..., Qp,
tendent vers a.
Il est d’ailleurs impossible que cette limite @ soit supérieure a A,
car si cela élait, comme il y aurait des termes de la suite

Ay, Q3y, ...y .QAp,

qui différeraient de @ de moins de @« — A, ces nombres seraient
supérieurs a A, ce qui est contre 'hypothése.
On démontrerait de méme que :

Si une suite indéfinie de nombres est telle que chacun d’eux
sott inférieur, ou égal au précédent; si, de plus, un quelconque
de ces nombres est plus grand qu’un nombre déterminé A, ces
nombres tendent vers une limite supérieure ou égale a A.

221. Dans ces théorémes les nombres

ay, Az, ..., Qp,

sont commensurables ou non. Dans la théorie des nombres, ce
seront les suites de nombres commensurables qui joueront le plus
grand role; par exemple, la suite des valeurs approchées par excés,
ou celle des valeurs approchées par défaut, d’un nombre, i une
approximation décimale de plus en plus grande (').

Dans le Chapitre suivant, nous allons étudier d’autres suites du
méme genre : celles qu'on obtient par le développement d’un
nombre incommensurable en fraction continue.

(') La définition des nombres incommensurables qui fait 'objet de ce Chapitre ;
ou des définitions analogues ont été données par MM. Calalan, Bertrand, Méray,
Lipschitz,du Bois-Reymond, Cantor, Dedekind, Heine, Weierstrass, Tannery. Elle a
étéexposée par M. Tannery dans I'Zntroduction a la théorie des fonctions d’une
variable (Paris, Hermann) et dans ses Lecons d’Arithmetique (Paris, Armand
Colin). Dans ce dernier Ouvrage, le lecteur pourra trouver plus de détails sur
quelques points trés simples, sur lesquels nous n’avons pas cru devoir insister
ici.
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158 CHAP. V. — LES NOMBRES INCOMMENSURABLES.

§ II. — Développement des nombres incommensurables
en fractions continues.

222. Revenons d'abord sur ce que nous avons dit (Chapitre 11,
§ V) du développement en fraction continue d’un nombre com-
mensurable, et faisons les remarques suivantes :

Lorsqu’un nombre commensurable z est développé en fraction

continue

I
T= 0y A

§ T
g e
as+ ]
Sl (R
Ap

a, est le plus grand entier contenu dans x;

. I
ay le plus grand entier contenu dans —— -
5 r— ay

i 4 SRS L ST A
D’une facon générale, soit o la ki¢™¢ réduite
k
ERa 1 t
i e
SR
ay
Posons
1
Xp= QAp+1—+
Ap42 T+, I
S -
ap
z et xy sont liés par la relation
L Prag - Pry
= s ’
W Qi@+ Q-1
d’ou
Qi1 — Pp—y
Xp=— — — — ,
QI.'-Z' —~ D

kg est le plus grand entier contenu dans xy.
Les nombres a,, ..., a, sont positifs, excepté le premier qui
peut étre nul, ou méme négatif si le nombre z est négatif.

223. Soit maintenant un nombre incommensurable z.

On peut déterminer des nombres entiers @, @,, ... par les
mémes conditions, a savoir :
a, est le plus grand entier contenu dans x;

. 1
a, est le plus grand entier contenu dans e
i 1
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D’une fagon générale, ayant calculé a,, a,, ..., a, soit

P
— =+ ——— = =a;+ —
Q-1 22 R i i Qe as—+, I

on calculera z; par la relation

HitBpages By

T Qrai+ Qi

d’on
Qi—17 — Pr—y

XTp=— e

Qiz—Pr '

et 'on prendra pour @,y le plus grand entier contenu dans z;.

Mais cette suite de nombres a,,a,, . . . est illimitée, car, sinon,
on obtiendrait une fraction continue limitée, égale au nombre
incommensurable z, ce qui est absurde.

Les nombres entiers @,, @, ... étant ainsi parfaitement déter-
minés, je dis qu’ils sont positifs, excepté a, qui peut étre nul,
ou méme négalif si x est négatif.

Pour le démontrer je remarque que des égalités

e Qi e P
b Q/.».l‘— PA :

Vi@ — P
PR . Jmatls G

on tire en éliminant 2

£ QI.ﬁL(J "+‘xﬁ+'+P/~)_l/-—l(QI.+|‘Z‘+Q1.)

Qi (Prr1Zpr1+ Pr) — Pr(Qrsrz + Qi)

Or les quantités Py, Qy, a; satisfont évidemment aux mémes
relations de récurrence que dans les fractions continues limitées,
c’est-a-dire aux relations

Pr+1= Pragyi+ Pry,

Qrr1= Qr@ss1+ Qi—y
et a la relation
PrQp—1— Pi—1 Qr= (— )%.
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Donc on peut écrire

ol (Pr+1Qp—1— Pr—y Q/.-+1)Z‘A-+1 +(—1)
(— 1)tz

2 1
= (— l)k( | Q/.-—-x — Py Q/.~+l ) & ST e el
T k41

Zp =

ou enfin, en remplacant Py, et Qzy, par leurs valeurs,

= Q1+
&' fe+1

Or, ax,, étant le plus grand entier contenu dans zy, ceci montre

I .
que e est compris entre o et 1. Donc x4, est plus grand que 1.

Donc aj,, est positif.

224. Conclusion. — A un nombre incommensurable x donné,
correspond donc une suite de nombres entiers parfaitement
déterminés a,, a,, ... donnant lieu a une suite de réduites

Py Py Py
(o PR v P

Le théoréme suivant montre que ces réduites tendent vers 2.

995. Tutorime. — KEtant donnée une suite indéfinie quel-
conque de nombres entiers posz'tzfs ay, Qg ..., st Uon forme
les réduttes

P, P, i
'Q’l':ah (‘—)Zza,—n—&:v SRR

1° Ces réduites tendent vers une limite x;

2° Si Uon applique a ce nombre x le procédé précédent, on
retrouve les nombres a,, a,, ...;

3° x est incommensurable.

En effet : 1° nous avons va (n°® 94) que, quelque loin qu’on
pousse le calcul, les ¢éduites de rang impair vont en croissant
et restent toujours plus petites que a,+ aL- Donc elles ont une

2

limite. De méme les réduites de rang pair vont en décroissant et
restent toujours plus grandes que a,. Donc elles ont aussi une
limite. D’ailleurs ces deux limites sont les mémes. En effet, la
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‘P2 Ay P A .
différence entre une réduite de rang pair " et la réduite sui-

QZII,
P , : T ’

vante 2"+ est égale a =—————- Or Q., et Q,,y, sont des entiers

. ".’lH—l Q?n Q2n+1 ! " 3
qui croissent avec n. Donc cette différence tend vers zéro.

Ainsi les réduites de rang pair et celles de rang impair ont une
limite commune.

2° Soit z cette limite. On a

1
@y <L T By s
(473

Donc, a fortiori,
ag<r<a+1.

Donc @, estle plus grand entier contenu dans .

Ensuite
I
@ <P L By
1 as
s ey
as
Donc
I )
A< —— < ag+ —-
r — a, asg
Donc, a fortiori,
I
Ay < — < QAg+ 1.
r—ay

Donc a, est le plus grand entier contenu dans ———.
x — Qg

D’une facon générale,
Py Py : cieih
Sl st (en supposant A pair pour fixer les idées),
Q-+ Qrva

ce qui peut s’écrire, en introduisant le nombre z; défini par la
Przp—+ Pr—y

relationip —a o o,
Qi@i+ Qr—y
i
. P (a/.-+1 o ) + Py
Prajry + Pry _ Prap—+ Pry Ajin
£ b
Qrap+1+ Q-1 ~ Qrap—+ Qr—y I
Q Qs ( @hsr + - + Q-1
h+2

d’ou1 'on tire facilement

i) < T < A1 +
Ajfey-2

Donc, a fortiori,
A < < Q1+ 1.
Donc @y, est le plus grand entier contenu dans zy.
3° Enfin z est incommensurable, puisque si  était commensu-

rable la suite d’opérations qu’on vient de dire serait limitée.
C. 1
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Définition. — Les nombres entiers a,,as, ..., a;, ... s’ap-
pellent quotients incomplets; les quantités x, z,, oy « . .\ Zpy -« .
s'appellent quotients complets.

226. Limite de U'approxzimation obtenue en s'arrétant a une

R X ; . P Py
réduite =*- — Le nombre 2 étant compris entre =* et =%, ler-
Q Qr " Qi+

] B! i
reur commise €n prenanl ] comme valeur approchee est plllS

Qi
yetite que la valeur absolue de o i R &, c’est-a-dire que —~————
I 1 Qlis1 Qi q Q1 Qs

. . 1
et a fortiori que —-
Qi

227. Ezxemple de développement d’un nombre en fraction
continue illimitée. — Développeren fraction continue le loga-
rithme vulgaire de 17, c’est-a-dire calculer le nombre z satisfai-
sant & I’équation

10¥=17.
Ce nombre étant compris entre 1 et 2, le premier quotient incom-

plet est 1.

1
Posons donc z =14 =
1

L’équation devient

ou
(1,7)5=10.
Or on voil facilement que z, est compris entre 4 et 5 : le second
quotient incomplet est donc 4. Posons maintenant
1
ry= 4+ —-
g
L’équation devient
b+
SO ST
d’ou
(0,83521)%: = 0,58823.
x, est compris entre 2 et 3. En continuant ce procédé on trouve
le développement ’

b

Lot == [ e o 8 1 TR M (e

l
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Il est bien évident que ce procédé réussit pour le dévelop-
pement en fraction continue d’une racine d’une équation quel-
conque. Les quotients incomplets successifs sont les parties
entiéres de racines d’équations successives.

228. Tutorime. — Si l'on a deux valeurs approchées, U'une
par défaut z,, Uautre par excés z,, d'un nombre incommen-
surable x, les premiers quotients incomplets, communs aux
développements en fractions continues de z, et de z,, appr-
tiennent au développement en fraction continue de x. *

Soient a,, as,. . ., a, ces quotients incomplets communs.
a, élant la partie entiére de z, et celle de z, est aussi la partie
entliére de z qui est comprise entre z, et z,.

: 2 A 1 1
a, étant la partie entiére de ——— et celle de ——— est
r—a Tyg— A

. . o 1 5 . "
aussi la partie entiere dex——a—qm est compris entre R
B SRl

Clx—,l—a,’ ete.
Ezemple :
2,71828 182845904 < e < 2,71828 182845905.
Les quotients incomplets communs sont
TR I e e B Rl TR (TS VR e W O

qui donnent les réduites communes

2 3 8 11 19 8 106 193 1264 1457 2731
e Tt SRR Ry S o T G TR
23225 25946 49171
8544~ 9545 18089

Ces réduites appartiennent au développement de e en fraction
conlinue.

229. Réduction en fraction continue d’un nombre négatif.—
Ce que nous avons dit au n° 97 de la réduction en fraction conti-
nue d’'un nombre commensurable négatif s’applique a un nombre
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incommensurable. Par exemple ayant

e=12—+ :
P [
2+
I
ot
s
b3 )
on a
1
—e=—3+ d
3+ }
Ha R
=
230. Fractions continues irréguliéres. — Nous appellerons

ainsi des fractions continues de la forme

a+ — Ol i ibistiaele cltio B o)

dans laquelle les éléments o, 3, ... sont, a partir d’un certain rang,
tous positifs, les précédents a, b, ¢, ..., [ n’étant pas tous posi-
tifs, et pouvant étre négatifs ou nuls. En particulier, nous appe-
lons /le dernier élément qui n’est pas positif.

11 est bien évident que les formules qui permettent de calculer
les réduites de proche en proche s’appliquent a ces fractions.
Elles s’appliqueraient d’ailleurs a des fractions continues dans
lesquelles les éléments seraient des nombres quelconques, non
enliers.

231. Nous allons montrer qu'on peut transformer une frac-
tion continue irréguliére en une fraction continue ordinaire
régulicre, de facon que, dans les deux fractions continues,
tous les éléments, a partir d’un certain rang, soient les mémes.

Pour cela, nous allons montrer que I'irrégularité qui va jusqu’a
Jusg
I'élément  peut étre remontée d’'un ou plusieurs éléments, de
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facon & obtenir une nouvelle fraction irréguliére dans laquelle le
nombre des éléments irréguliers est plus petit que dans la fraction
proposée. En recommencant cette opération sur la nouvelle frac-
tion, puis sur la suivante, et ainsi de suite, on arrive de proche
en proche a une fraction réguliére.

Dans la démonstration, nous distinguerons plusieurs cas.

I. Soitl=—0.0na

k + =k + A;

O+K

d’ou
F TR MU gy (B R T
1 p
04—
@+
Donc
1 RSN o S B U (S i Y e Ry S

L’irrégularité a donc remonté au moins d’un rang.

IL. Soit I négatif et différent de —1,

l=—n
On a
1 1 I
e L i i SIPE .
—nt- I s o
A PRRCLA R bl s
T : PG
A=n:
d’oul
1 I
i s T et :
-l R A n—2-+4
B+. l
: 14 1
A R ey TSR L
B+..

d’ou, en supposant a >1 et n>2,
[a,6,...,k, —n,a,B8,...]=[a, b, ..., k—1, 1, n—2,1,2a—1,8,...],

de sorte que, dans ce cas, l'irrégularité est remontée au moins
d’un rang.
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Siig— 1etn = 2, on écrit 'expression précédente
[a, b, ..., k—1,1,n —2, 1+ B,v,...]
Sia>1 et n= 2, on écrit 'expression
[ 5bgis 0 k==t 1 SN TG B
Siz =1 et n =2, on écrit 'expression

[a, b, ..., k—1,B+2,7,...]

Dans tous les cas, l'irrégularité est remontée au moins d’un

rang.

II. Soit enfin l=—1.
On part alors de 'identité
SR T L)
1 L

—I+K l+T:l-

1

— o ————— I+

d’ou, en supposant o > 2,

[, 55t ok == e, 8 e O =t [ Wb e K mea e — 2yl s o

Sia = 2, on écrit I'expression
[a, b, ..., k—2, 1+ B, .

Si 2 =1, revenons & I'expression

k +

Celte expression est égale a

k—B—o—+ .
I+ 3

“’-—l—i—‘-\——
O A

www.rcin.org.pl




DEVELOPP. DES NOMBRES INCOMMENSURABLES EN FRACTIONS CONTINUES. 167

Si I’on suppose y >1, on a donc
@By oy ke B, 8y T e b e B e O
Si v =1, on écrit I’expression
v )
[a,b, ..., k—B—2,1+3,...]
Dans tous les cas, I'irrégularité a remonté d’au moins un rang.
) 8

Remarque. — Lorsque tous les éléments, a partir du second,
auront été rendus positifs, si le premier élément est positif, la
fraction continue est positive; si le premier élément est négatif,
la fraction conlinue est négative.

232. Remarque. — Le nombre des quotients incomplets mo-
difiés dans le calcul précédent est de méme parité que le
nombre de ceux qui les remplacent.

Il suffit de vérifier cette proposition dans tous les cas.

Dans le cas de /=0, on a remplacé les trois éléments £, o, «
par un seul, &k + a.

Dans le cas de [ =—n=#—1et o >1, n> 2, on aremplacé
les ¢rois éléments

k, —n, a,
par cing
k—1, 1, m=2, v ax—1I,
Dans le cas de

l=—n#—i, a=1, nT,
on a remplacé les quatre éléments

par quatre

k—r1, 1, n—2, 1+8,
ete.

233. Comme application traitons la question suivante :

Condition pour que les fractions continues qui représentent
deux nombres soient identiques a partir d’un certain quo-
tient incomplet.
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(Il s’agit, bien entendu, de fonctions continues réguliéres ordi-
naires.)

Cela revient a dire que ces deux nombres w, v’ ont un méme
quotient complet z. On a les égalités

Px + R
Qz+S’
P'z +~ R’
Q%5

(4) w=

(5) 0] =

P e : ftik g
en appelant — la réduite qui precede le quotient complel z,

Q

dans le développement de v, et < la réduite precedant

Q’
méme@ désigne la réduite qui précéde le quotient complet z,

dans le développement de o’ yet g la réduite precedant - Soit k

Q"

le nombre des éléments qui precedent z, dans le développement
de w; &' le nombre de ceux qui précédent z dans le développe-
ment de w'.
P, Q, R, S, P, Q, R, S sont des entiers satisfaisant aux con-
ditions
PS — QR = (—1)¥,
P'S'— Q'R'= (—1)¥.

Si, entre les égalités (4) et (5), on élimine z on trouve

, _(P'S—QR)w +PR'—P'R
T (QS=QY)w+PS—QR’

ou, en posant

P'S — QR = «,
PR'—P'R=§,
QS — Q8 =y,
PS'—Q'R=3,
e
T oyw+38

D’ailleurs on a

a3 — By =(P'S—QR')(PS'— Q'R)—(PR'—P'R)(Q'S—Q8)
=(PS—QR)(P'S'—Q'R") = (—1)i+¥'.

Donc les deux nombres v et ' sont liés par une relation
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de la forme

el
o m_ym—f—‘&’

%, B, v, 6 élant quatre nombres entiers satisfaisant a la condi-
tion
ad — By ==*1.

(a8 — By =+ 1 0u — 1, suivant que les éléments qui précédent
le quotient complet commun, dans les développements de
et de ', sont en nombre de méme parité ou non.)

Démontrons maintenant que cette condition est suffisante. En
effet, supposons qu’elle soit remplie.

Supposons d’abordy = o.

On a alors

R
o2
Il
I+

d’ou

l

[l
H #

o7 R

Donc o' se réduit a == w == {.

Si w' = w =+ {3, le théoréme est évident.
)

Siw'=—w=*=p,ona

—w'=wzxf.

Ce cas se raméne donc au précédent, car si l'on se reporte aux
n° 97 et 229, on remarque que les fractions continues qui repré-
sentent deux nombres égaux et de signe contraire, sont iden-
liques & partir du quatriéme quotient incomplet au plus.

Supposons maintenant = o.

Réduisons la fraction g en fraction continue. Soit

a
(7) =g B, s oo
f
Remarquons que I’égalité

aS—QY =1

. o .
pI‘OﬂVC que ‘Y et a sont premiers entre eux. Donc ¥ est une fraction
l}
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T SRl ! P, TR
irréductible. Si donc on appelle Q—" la derniére réduite de la frac-
%
tion continue (7), on a
a= Pk7
1= Q&

On a d’ailleurs
ad — ?"(:i I,
ou
Pid— QiB==t1.

Maintenant, on peut toujours supposer que & soit d’'une parité
telle que la quantité a3 — @By ou P;6 — Q3 soit égale a (— 1)k

En effet, si 23 — By était égal a (—1)**1, on écrirait la fraction (7)
sous la forme

1
AL
b

l—|+£’

de sorte que le nombre £ serait augmenté d’une unité.
Les deux quantités P, Q;_y — QxPx_, et P48 — Q43 étant alors,
toutes les deux, égales a (— 1)%, on a

PrQp-1— QirPr_y= Ps8 — Qi f.
P et Q4 étant premiers entre eux, cette ¢galité donne (n° 111)

p =P+ Pat,
6 = Qr—1+ Qxt,

¢ étant un nombre entier positif ou négatif.
Par suite, si 'on remplace «, 8, v, & par leurs valeurs dans
I'égalité (6) il vient
Prw 4+ Pg_y+ Pt

W = Qk(u—}— Qk_1+ ()/.‘[7

ou
Pr(w—+t)+ Py
Qp(w4+1)+ Qp—y

'
=

Ce qui montre que la valeur de ' s’obtient en remplacant, dans
I
w4t

la fraction continue (7), { par / +

Si donc le développement de w, en fraction continue réguliére,
est

(8) =l msir ekl

www.rcin.org.pl




DEVELOPP. DES NOMBRES INCOMMENSURABLES EN FRACTIONS CONTINUES. 171

on en déduit
(9) tof=="F b5 s et e i (Y

Si m —+ ¢ est positif, cette derniére fraction continue est régu-
liere, c’est la fraction qui représente o'. Il est visible que les deux
fractions (8) et (9) sont identiques a partir du quotient incom-
plet n et le théoréme est démontré.

Si m —+ ¢ est négatif ou nul, on commencera par rendre régu-
liere la fraction continue (g). Comme dans cette transformation
les quotients incomplets resteront invariables, & partir d’un cer-
tain d’entre eux, les fractions (8) et () sont 1dent|ques a partir
de ce quotient mcomplet la.

234. Nous avons dit plus haut que a0 — By =+410u—1, sui-
vant que les éléments qui précédent le quotient incomplet com-
mun, dans les développements de o et de w/, sont en nombres de
méme parité ou non.

La réciproque est vraie.

En effet :

aB— p‘{:(—l)k.

D’ailleurs & est le nombre des éléments a, b, ..., L.

Or comparons les fractions continues (8) et (9). Dans ces
fractions, les éléments qui précédent le quotient incomplet com-
mun 7 sont au nombre de 1 pour la fraction continue (8) et k-1
pour la fraction (g). Ces deux nombres sont donc de méme parité
ou non, suivant que A est pair ou impair. Si la fraction (9) est
réguliére, le théoréme est démontré.

Sinon, on sait que, en rendant cette fraction réguliére, le nombre
des éléments modifiés dans le calcul est de méme parité que ceux
qui les remplacent.

Donc le théoréme est encore vrai dans ce cas.

Mais il faut remarquer qu’il n’est pas impossible que deux
nombres w, v’ soient liés a la fois par deux relations

aw —+

W' = ;3 (a8 — By =+1),
Yw —+ 0

o B IE R R e L
~{,w+8,
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Si cela a lieu, il faut nécessairement qu’il y ait, dans v, deux
quotients complets de rangs différents, qui soient identiques a
un méme quotient complet de w’, et par conséquent identiques
entre eux. De plus, ces deux quotients doivent étre séparés par
un nombre impair de quotients incomplets.

On en déduit facilement que les quotients incomplets de ©
forment une suite périodique. Nous reviendrons plus loin sur ces
fractions continues périodiques.

§ III. — Distinction entre les nombres commensurables et les
incommensurables. Recherche des racines commensurables des
équations algébriques. Nombres algébriques. Théoréme de Liou-
ville. Classification des nombres incommensurables.

235. La question suivante se pose maintenant : Un nombre
étant défini par une suite infinie de nombres entiers, recon-
nattre st ce nombre est commensurable ou incommensurable.

Cette question est loin d’étrerésolue. Elle est d’ailleurs trés vaste,
a cause de la multitude de fagons dont on peut composer la suite
infinie qui définit un nombre. Mais nous possédons déja les résul-
lats suivants :

Un nombre étant défini par son développement en déci-
males, pour que ce nombre soit commensurable, il faut et il
suffit que la suite des chiffres soit, a partir d’un certain rang,
périodique.

Le développement en fraction continue donne un autre crite-

l'il]ln.

Pour qu'un nombre soit commensurable, il faut et il suffit
que son développement en fraction continue soit limité.

236. Racines commensurables des équations algébriques. —
Soit une équation algébrique

ayr"+ a2 1+...+ a1 x +ap=o,

dans laquelle les coefficients a,, a,,.... @, sont des nombres
entiers.
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Voyons d’abord si cette équation a des racines commensurables.
11 suffit pour cela d’appliquer le théoréme suivant :

237. Tatorime. — Si Uéquation
A"+ a "' +. . .+ a1 r+a,=o

(g, @yyenvy @n_y, a, étant des nombres entiers) a une racine

m L, ; 3 £ Su ot
commensurable s (; étant supposé une fraction réduite a sa

plus simple expression>, le polyndéme premier membre de

I’équation est algeébriquement divisible par le binome px — m,
et tous les coefficients du quotient sont des nombres entiers.

Que le polyndéme premier membre de I’équation soit divisible
algébriquement par px—m, cela résulte immédiatement de ce
. Sa L m
qu'il est divisible par x — =

Quant au fait que les coelficients du polynome sont entiers,
ce n’est qu’un cas particulier du théoréme suivant dit a Gauss :

238. Si un polynéme a coefficients entiers
A+ ay " 4. . .+ a,

est divisible, algébriquement, par un autre polynéme a coeffi-

cients entiers
byxP+ byxP—t+.. .+ by

dont les coefficients sont premiers dans leur ensemble, les
coefficients du quotient sont des nombres entiers.

En effet, on peut en tout cas supposer les coefficients du quo-

tient réduits au méme dénominateur.
cozZ?+ ¢y xd—1+..
M

- o= Cogy & = Cg4 -
Soit alors 7  le quotient, de sorte

que

A"+ a4, .+ ap T+ a,
(10)

Coxl+c 2T ...+ cuy 2 +- Cy

= (byxP+ by + ..+ by 12+ bp) M >
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ou, pour abréger,

e

S=9x

11 faut démontrer que M divise tous les coefficients de ¢; pour
cela il faut démontrer que tout facteur premier p. de M divise ces
coefficients. Or p. divise tous les coefficients du produit ¢ >< ¢,
d’ailleurs il ne peut pas diviser tous les coefficients de © (puisque
par hypothése ces coefficients sont premiers dans leur ensemble).
On est donc ramené a démontrer le théoréme suivant :

S¢ un nombre premier p. divise tous les coefficients du pro-
duit de deux polynémes o < ¥, et qu’il ne divise pas tous les
coeflicients de o, il divise tous les coefficients de .

D’abord, si p divise certains coefficients de ¢, on peut dans le
produit o retrancher le produit de la somme de ces termes par ¢ ;
il reste le produit ¢4, 9, étant un polyndme dans lequel aucun
coefficient n’est divisible par p, mais tous les coefficients de ce
produit étant divisibles par . Pour ne pas multiplier les nota-
tlions, supposons que ce polynéme ¢, soit le polynome o.

Les coefficients du produit ¢4 développé sont

by co,
boci+ by cy,
byca+ byey+ by,

w divise tous ces coefficients.

Le facteur premier p. divisant by ¢, et ne divisant pas b, divise ¢,.

p divisant bye, + b, ¢, et divisant ¢, divise b,c,, ne divisant
pas b, il divise ¢,.

- divisanl bgcy+ by ¢+ bac,, et divisant ¢y et ¢, divise bycs;
ne divisant pas b, il divise c,, etc.

On voit que . divise tous les coefficients ¢oc,, . . ., ¢,

Le théoréme est donc démontré.

239. Revenons au cas particulier de ce théoréme énoncé au
n® 237 dont nous avons a nous occuper maintenant.
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Pour que I'équation
(11) Ay + a1+ ..+ ap g +a,=o

{ m ¥ ¢ ¢ , . \
admette la racine commensurable o <1—) ¢tant réduite a sa plus

simple expression) il faut, avons-nous dit, que le polynéme
A+ a1 4. .+ apx+a,

soit divisible par le bindme px — m et que tous les coefficients
du quotient soient entiers.

En particualier il en résulte que m doit éire diviseur de a, et p
diviseur de @,. Donc pour trouver toutes les racines commensu-
rables de I’équation (11) il faut procéder de la fagon suivante
Prendre, de toutes les maniéres possibles, un diviseur de a,
comme numérateur, un diviseur de @, comme dénominateur;
parmi les fractions ainsi obtenues, ne garder que les irréductibles,

p e 3 < Ky
et les faire précéder des signes + et —. Soit s des nombres

. . . . m . P
ainsi obtenus : pour voir si ce nombre o esl racine, on divise f(z)

par pa — m; si dans le courant de la division on obtient au quo-

tient un coefficient fractionnaire, ou si le reste de la division n’est
T .

pas nul, i est pas racine.

D’ailleurs des circonstances particuli¢res peuvent simplifier le
calcul.

En particulier, I'Algébre enseigne a trouver une limite supé-
rieure et une limite inférieure des racines. 1l sera inutile d’essayer
des nombres non compris dans ces limites.

On voit aussi que f(x) élant divisible par px —m, et le quo-
tient ayant ses coefficients entiers, si I'on donne & z une valeur
enti¢re, la valeur correspondante de f(z) sera un nombre entier
divisible par la valeur correspondante de pz — m. Par exemple
S (1) est divisible par p — m, f(—1) est divisible par —p — m.
Ces conditions restreignent les essais a faire sur p et m.

240. Nombres algébriques. — Considérons maintenant une
équation débarrassée de ses racines commensurables. Je suppose,
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de plus, son premier membre débarrassé de ses facteurs multiples,
d’aprés les régles données en Algebre.

Soit f(x)=o. Nous allons montrer comment cette équation
peut encore admettre comme racines des nombres incommensu-
rables. Pour cela, donnons & # une suite de valeurs commensu-
rables

(12) a2 ey i 4o <A,
et considérons les signes des expressions
(13) f(z)v f(?»), f(‘{)i ERY) f()*)

On démontre, en Algeébre, qu’il y a un nombre maximum de
variations de signe que la suite (13) puisse présenter, quels que
soient les termes extrémes a, A, et quelque rapprochés que soient
les termes intermédiaires de la suite (12). On obtient ce nombre
maximum de variations en donnant a o une valeur plus petite qu’un
certain nombre A (limite inférieure des racines), a A une valeur
plus grande qu’un certain nombre L (limite supérieure des racines),
et en choisissant les termes intermédiaires successifs 3, v, ...
différant entre eux de moins d’un certain nombre / (limite supé-
rieure du module de la différence des racines deux a deux). On
apprend d’ailleurs, en Algeébre, a déterminer A, L, /.

Ceci posé, soient v, 6, par exemple, deux termes consécutifs de
la suite (12), tels que f(7) et £(8) soient de signes contraires, tels
de plus que si 'on insérait entre y et 6 un nombre quelconque de
termes commensurables et que I'on substituit dans f(z), la suite
des résultats obtenus ne présentit jamais qu’une seule variation,
quel que fat le nombre de termes introduits. Dans ces con-
ditions on peut partager les nombres commensurables en deux
classes :

1° Les nombres commensurables non supérieurs a vy, ou ceux
qui, élant compris entre y et 8, donnent a f(z) le signe de f(y);

2° Les nombres commensurables non inférieurs a 8, ou ceux
qui, étant compris entre y et 3, donnent a f(z) le signe de f(3).

Aucun nombre commensurable n’échappe a cette classification,
puisque, par hypothése, aucun nombre commensurable n’annule
J(x). Donc cette classification définit un nombre incommen-
surable &.
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Ce nombre incommensurable § est racine de I'équation
S(z)=o,

S(&)=o.

En effet, on démontre en Algébre que, si z tend vers &, la va-
leur du polynéme f(z) tend vers f(E). Or, d’aprés la définition
de &, suivant que z tend vers £ par valeurs supérieures ou par va-
leurs inférieures a &, f(z)tend vers f(&) par valeurs d’un certain
signe ou par valeurs d’un autre. Cela n’est possible que si

c’est-a-dire qu’on a

f(&)=o.

241. Les régles données en Algébre pour la division des poly-
nomes en z s’appliquant quelles que soient les valeurs données
ausymbole z, on en conclut que, si I'équation f(2)= o0 admet la
racine incommensurable &, f(z) est divisible par z — £. On dé-
duit de la qu’une équation algébrique de degré m a au plus m ra-
cines ; le nombre maximum de variations de signe de la suite (13)
dont on a parlé plus haut est donc au plus égal & m.

Ce nombre maximum peut d’ailleurs étre nul, c’est-a-dire qu'’il
peut arriver que I'équation f(x)= o n’ait pas de racines.

Les nombres incommensurables ainsi définis comme racines
d’une équation algébrique s’appellent nombres algébriques.

242. Degré d’un nombre algébrique. — 1l vient naturelle-
ment a I'idée de classer les nombres algébriques d’apres le degré
de 'équation a coefficients entiers qui les définit; mais un nombre
algébrique pouvant étre racine de plusieurs équations algébriques
a coefficients entiers, nous dirons : on appelle degré d'un nombre
algébrique, le degré de l’équation ou des équations algébriques
a coefficients entiers de plus petit degré possible dont ce nombre
est racine.

243. Equations et polynémes irréductibles. — On dit qu’un
pol_)nome a coefficients entiers f(z) est irréductible lorsqu il
n’est divisible par aucun polynéme a coefficients entiers de degré
inférieur a lui, pas méme par un polynéme de degré zéro. Un
polynéme de degré zéro est un nombre. Les coefficients d’un

C. 12
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polynéme irréductible ne sont donc pas tous divisibles par un
méme nombre, autrement ditils sont premiers dans leur ensemble.

Le polynéme f(z) étant irréductible, I'équation f(x)=o esl
dite aussi irréductible.

Mais comme une équation n’est jamais définie qu’a un facteur
numérique prés, nous dirons encore qu’une équation f(x)=o0
est irréductible, lorsque son premier nombre devient irréductible
aprés suppression d’un facteur numérique commun a tous ses

coefficients.

244. Tutorkve. — L'équation a coefficients entiers de degré
le plus petit possible a laquelle satisfait un nombre algébrique,
est irréductible.

En effet, soit f(z) = o celte équation. Si elle n’était pas irré-
ductible, le polynéme f(z) serait divisible par un polynome a coef-
ficients entiers ©(z) de degré inférieur et I'on aurait

J(z)=¢(z) Y(z).

On peut supposer que 9(x) a ses coefficients premiers dans
leur ensemble; alors, () a ses coefficients entiers (n° 238).

Le nombre algébrique en question serait alors racine de I'une
des équations ¢(z) =0 ou $(z)=o. Donc I'équation f(z)=o0
ne serait pas I'équation de degré le plus petit possible a coeffi-
cients entiers a laquelle pourrait satisfaire ce nombre, ce qui est

contre 'hypothése.

245. Réciproquement : St un nombre algébrique § satisfait
a une équation irréductible f(z)=o, le nombre § ne peut
satisfaire a une équation a coefficients entiers de degré infé-
rieur a celui de f(z). En effet, si le nombre § satisfaisait a une
équation ¢(z) = o de degré inférieur de f(z), le nombre £ satis-
ferait aussi a I'équation D(z)=o0, D(2z) étant le plus grand
commun diviseur entre f(z) et 9(x).

Ce plus grand commun diviseur, obtenu par des divisions suc-
cessives, esta coefficients commensurables. Il est de degré au plus
égal a celui de ¢(z), donc de degré inférieur a celui de f(x);
d’ailleurs il divise f(z). Donc I'équation f(x) = o ne serait pas
irréductible.
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246. Tutorime. — Quand une équation a coefficients entiers
F(z)=o0 admet une racine &, d’une équation irréductible
J(z)=o, elle les admet toutes.

En effet, le nombre £ est aussi racine de ’équation obtenue en
¢galant a zéro le plus grand commun diviseur D (z) entre F(z)
et f(z). Mais, comme I'équation f(ax)=o est irréductible, f(z)
ne peut avoir d’autre diviseur que lui-méme. Donc Iéquation
D(z)= o est identique a I’équalion f(z)=o.

Or Péquation F(z)= o admet toutes les racines de I'équation
D(z)=o, puisque D(z) est un diviseur de F(z) : le théoréme
est donc démontré.

247. En particulier, si deux équations irréductibles ont une
racine commune, elles sont identiques. En d’autres termes, un
nombre algébrique déterminé ne satisfait qu’a une seule équation
irréductible.

De ce dernier résultat combiné avec les théorémes des n° 244
et 245, il résulte que la définition du n° 242 peut étre modifiée
de la facon suivante :

On appelle degré d’un nombre algébrique le degré de
U’équation irréductible a laquelle il satisfait.

m Ay &
Remarquons qu’un nombre commensurable & satisfaisant a

une équation du premier degré px — m = o, les nombres com-
mensurables peuvent se définir comme étant les nombres algé-
briques du premier degré.

248. Le fait qu'un nombre algébrique du degré m déterminé
correspond a une équation irréductible de degré m déterminée
peut étre considéré du point de vue annoncé au n° 204.

La connaissance d’un nombre algébrique détermine comple-
tement les m —+1 coefficients de I'équation irréductible corres-
pondante (supposés premiers dans leur ensemble). La réciproque
n’est pas toujours vraie, car si ces m —+1 coefficients sont connus,
I'équation est délerminée, mais elle peut avoir plusieuars racines.
Dans ce cas, on définira le nombre algébrique par une condition
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supplémentaire, comme, par exemple, d’étre compris entre deux
nombres donnés.

Quoi qu'il en soit, on voit qu'il est inutile, pour définir les
nombres algébriques, d’avoir recours, comme pour les nombres
incommensurables en général, a une suite infinie de nombres en-
tiers. C’est & ce point de vue que s’est placé Kronecker; mais bien
que la définition du nombre algébrique soit ainsi plus simple,
'application est plus pénible.

249. On remarquera I'analogie qui existe entre les polyndmes
irréductibles et les nombres premiers.

On peut d’ailleurs faire une théorie des polynémes en 2 a coef-
ficients entiers complétement analogue a celle des nombres en-
tiers. L’addition, la soustraction, la multiplication de tels poly-
némes, donnent toujours naissance a des polynémes de méme
nature. Pour la division, il suffit qu'un polynéme dividende soit
divisible algébriquement par un polynéme diviseur, pour que, en
supposant les coefficients du diviseur premiers dans leur ensemble,
il existe un quotient & coefficients entiers (n° 238).

La théorie du plus grand commun diviseur subsiste sans modi-
fication. Les polynémes irréductibles sont analogues aux nombres
premiers absolus. Tout polynéme & coefficients entiers est décom-
posable, d’une seule fagon, en un produit de polynémes irréduc-

tibles; etc.

250. Maintenant, il faut résoudre le probléme suivant :

Un nombre algébrique étant défini par une équation algé-
brique a coefficients entiers f(x)=o et par une condition sup-

g /i
plémentaire | par exemple, par la condition d’étre compris
entre deux nombres a et b, ne comprenant qu’une racine de
l’équation f(x)= o], trouver le degré de ce nombre.

Ce probléeme revient immédiatement au suivant :

Décomposer un polynéme f(x) a coefficients entiers en fac-
teurs irréductibles.

On sait que cette décomposition n’est possible que d’une seule
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maniére (n° 249). On peut d’ailleurs supposer que les coefficients
du polynéme f(x) soient premiers dans leur ensemble.

On peut aussi supposer que le polynéme f(z) n’ait pas de
facteurs multiples, car I’Algébre apprend a trouver ces facteurs.

Pour effectuer la décomposition demandée, cherchons d’abord
si f(x) a des diviseurs du premier degré, ces diviseurs étant cer-
tainement irréductibles. Cette recherche revient immédiatement a
celle des racines commensurables, dont on a parlé au n° 239.

Cette recherche effectuée, on divise f(z) par le produit de ses
facteurs irréductibles du premier degré, et I'on obtient un quo-
tient f,(z) qui n’a plus que des facteurs irréductibles du second
degré au moins [puisque f(x) n’a pas de facteurs du premier
degré, multiples].

Soit

(14) ar?+bxr -+ c

un tel facteur.

a est diviseur du premier coefficient de f, (), c est diviseur du
dernier; on aura donc un nombre limité de systémes de valeurs
possibles pour a et c.

D’ailleurs, f,(z) étant divisible par az* + bz + ¢, et le quo-
tient ayant ses coefficients entiers, si I'on donne a  une valeur
entiére, la valeur correspondante de f,(z) sera un nombre entier
divisible par la valeur correspondante de ax®—+ bz + c. Par
exemple, f, (1) est divisible par @ + b 4 ¢. 1l en résulte qu’a
chaque systéeme de valeurs possibles pour a, b, ¢, correspond un
certain nombre de valeurs possibles pour &. Il reste a essayer les
polyndmes obtenus et a voir s’ils sont réellement diviseurs de
JSi(z). [Si, parmi les polynémes du second degre obtenus, il y en
a certains que I’on apercoit ne pas étre irréductibles, il est inutile
de les essayer : ils ne peuvent étre diviseurs de f, (z), car f, (z)
n’a pas de facteur irréductible du premier degré. |

Les polyndmes irréductibles du second degré, facteurs de f,(z)
étant trouvés, on divise f,(z) par le produit de ces facteurs; on
obtient un quotient f5(z).

On cherche les facteurs irréductibles du troisitme degré de
Jf2(x) par une méthode analogue, en considérant les valeurs +1
et —1 de z par exemple, et ainsi de suite.

www.rcin.org.pl



182 CHAP. V. — LES NOMBRES INCOMMENSURABLES.
Ezxemple. — Soit le polynome
f(2) = 627 — 2928+ 5825 — joxt— 5723+ 13922 — 1112 + 36.

On trouve comme facteurs du premier degré oz — 3 et 3z —4,
et sil'on divise le polyn6me proposé par le produit

(22 —3)(3z — 4),
on trouve comme quotient
Si@)=x5— 224+ 223+ 322 — 52+ 3.

Soit @az®+ bz -+ ¢ un diviseur du second degré de ce poly-
nome.
a est diviseur de 1, donc
=l
c est diviseur de 3, donc

gl cEionEE 3¢
Enfin @ + b + ¢ est diviseur de f,(1), c’est-a-dire de 2, donc

@+ b -0 =1ouzt 3,

On trouve les polynémes suivants comme facteurs possibles du
second degré :

+@2— 2 +1), E(@2—3x+1), @2+ 1), (22— 4o+ 1),
22+ 2 —1), E@2— z —1), E@*—27x—1), X(2?+ 27 —2),
*+(@2—32z+3), E@2—5sx+3), E@2—22+3), E£(@*—6xr+3),
+(@2+32z—3), *=(»+ 2 —3), @2+ 4z —3), X(z?—3).

I suffitévidemment d’essayerles polynomes précédés dusigne —+-.
On restreint le nombre des essais en remarquant que f,(— 1) ou 6
doit étre divisible par @ — b +- ¢, de sorte que @ — b + ¢ ne peut
étre égal qu’a =1, = 2, £ 3, ou = 6.

D’ailleurs tous les polyndmes satisfaisant a ces conditions sont
irréductibles, il faut donc les essayer Lous.

On voit que la méthode entraine des calculs pénibles. Dans le
cas présent, on trouvera que z?*— 22 + 3 est seul un facteur de
Ji(z) et que le quotient est

fo(z)=a3— 2 +1.

Le polyndme f,(x) étant du troisiéme degré, et ne pouvant avoir
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de diviseur du premier ni du deuxi¢me degré, est irréductible.
En définitive, la décomposition de f(z) en facteurs irréducti-
bles est

f(z)=(22—3)3z—4) (22— 22+ 3) (23— +1).

Les méthodes connues en Algébre permettent de voir que
I'équation 22 — 22 + 3 = o n’a pas de racine, et que I'équation
23— x 4 1 = 0 a une racine.

Donc I'équation f(z) =0 a deux racines commensurables, et
une racine qui est un nombre algébrique du troisiéme degré.

251. Définitions. — Les différents nombres algébriques, racines
d’une méme équation irréductible, s’appellent conjugués.

Nombres transcendants. — lLes nombres incommensurables
qui ne sont pas algébriques sont dits transcendants.

L’existence de tels nombres n’est pas évidente a priori, elle
sera démontrée plus loin.

252. La question suivante se pose maintenant :

Un nombre incommensurable étant défini, reconnaitre si ce
nombre est algébrique ou transcendant. Dans le cas ot il est
algébrique, trouver son degré.

Cette question, généralisation de celle posée au n" 235, est,
comme elle, loin d’étre résolue. Elle est d’ailleurs aussi trés vaste.

Nous avons rappelé plus haut (n° 235) comment le développe-
ment en décimales, ou celui en fractions continues, permet
de distinguer les nombres commensurables, ou algébriques du
premier degré, de tous les autres nombres.

253. Le développement en fraction continue porte plusloin :il
permet de distinguer les nombres algébriques du second degré, au
moyen dua théoréme suivant di a Lagrange :

Tout nombre algébrique du second degré est développable
en fraction continue périodique, et, réciproquement, toute
Jraction continue périodique est égaleaunnombrealgébrique
du second degré.

Une fraction continue périodique est une fraction continue dont
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les quotients incomplets se reproduisent périodiquement a partir
d’un certain rang.

254. Avant de démontrer le théoréme de Lagrange, nous ferons
les remarques générales suivantes sur le développement en frac-
tions continues des nombres algébriques de degrés quelconques.

Soit une équation algébrique de degré n n’ayant pas de racine
multiple

(15) flw)=0:

Soit £ une racine de cette équation, définie par le fait qu’elle est
séparée, c’est-a-dire qu’elle est comprise entre deux nombres a. et {3,
et qu’elle est la seule comprise entre « et 3.

Pour la développer en fraction continue nous suivrons la
méthode du n° 227.

Soit donc @, la partie entiére de &, nous poserons dans I'équa-
tion (15)

1

r=ay+ —-
4

L’équation qu’on obtient pour z,,
(16) Ji(z1) =0
est également algébrique et de degré n.

A la racine £ de I'équation (15) correspond une racine £, de
I'équation (16) plus grande que 1. De méme, toutes les racines de
I’équation (16) correspondant a des racines de I'équation (15)
ayanl @, pour partie entiére sont plus grandes que 1. Certaines
d’entre elles peuvent avoir méme partie entiére que &,.

Mais les racines de I'équation (16) qui correspondent a des
racines de I'équation (15) n’ayant pas @, comme partie entiére,
sont plus petites que 1, et, par suite, n'ont pas méme parlie
enli¢re que ;. :

Maintenant soit @, cette partie entiére de &,, nous poserons dans
I’équation (16)

)= Ay +

T2
L’équation qu’on obtient pour z,,
(17) VACHES

est encore algébrique et de degré m.
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A la racine & de I'équation (16) et a toutes celles qui ont a,
pour partie entiére, correspondent des racines de I'équation (17)
plus grandes que 1; mais aux autres racines de I’équation (16)
correspondent des racines de I'équation (17) plus petites que 1.

En continuant ce procédé, comme il est impossible que deux
racines de I'équation f(z) = o aient indéfiniment Jes mémes quo-
tients incomplets (puisque, si cela avait lieu, elles seraient égales,
et qu'on a supposé 'équation (15) débarrassée de ses racines
égales) on sera conduit a une équation

Ji(xr) =0

ayant une seule racine & plus grande que 1. Soit azy, la partie
entiére de .

Si maintenant on pose
1
ZThp= Qp4+1+ —
Z+1
I’équation en z;,, aura une racine positive correspondant a Er et
toutes les autres seront négatives; et il en sera de méme dans
toutes les équations suivantes.

255. Nousallons maintenant établir une relation de grandeur qui
existe entre les coefficients des équations successives fi(xx) = o.
Pr—y
Qr—1
ment de &.

Pour avoir le (&~ 1)i™ quotient incomplet, il suffit, dans
I'équation f(z) = o qui définit z, de poser

Soient

) % la (A —1)ime et la k'™ réduite du développe-

Prayr + Pr—y
X = ——————————y
Qrzr+ Qr—1

et de calculer la partie enti¢re de x;. L'équation en x4 est donc

f<Pk.2‘k+- Pk_1> SN

Qi+ Qr—1
ou, en rendant homogéne la fonction f,

S(Przr—+ Pr_y, Quar+ Qr—1) = o,
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ou en développant

(18) (@) f(Pr, Qi)
e (:p,..)'l—i(P/_-_,fl’,‘-k— Qk_lfbk)+. cot=f(Pr—y, Qr—q)=o.

Considérons les coefficients de cette équation, le premier est

Ay=T{Ps, Q)i (Qk)"f((z—:)'

Posons
Pk eyt £
@ =g+ &
1l en résulte
= (Qx)" f(§ +2x)

ou

22 "
=(Qk)"[€x~f'5+;_“? - M ‘)A féff)]

[ puisque f(E)=o].

Maintenant, d’aprés ce qu’on a vu au n°® 226,

i
|°A|<QAQA+1 Q_?:

Donc

m

[l e

|Ao|<(Qk)u—i'[[fél+ l+...—|——n 3 M—zlf“”I]

1008

et comme Q;>1 et que | /%], | [/, etc., sont plus petits que des
nombres fixes (indépendants de &), on voit que

| Ao | < 20 (Qx)"2,

o étant un nombre positif fixe.

Le second coefficient de I’équation (18) est (en appelant ¢ et ¢
les dérivées de f(x) par rapport & x et & une variable d’homo-
généité y),

Py P
Ar=Pi1 fp,+ Qi—1.fg,= Qf 1 Qi l[QA = <Q_/I:> -t ¢<Qf)]
= Q%! Qu—1[(& + x—1) (8 + ex) + $(& + ex)].
Si 'on développe la quantité entre crochets, le terme indépen-

dant des ¢ se réduit a f(§), c’est-a-dire a zéro.
Les termes du premier degré, par rapport aux ¢, sont

ei—1 (E) +[E¢'(B) + ¢ (8)]exs

www.rcin.org.pl




THEOREME DE LIOUVILLE. 187

ils sont plus petits en valeur absolue que QT(IQI-—l multiplié par un
nombre fixe.

Quant aux termes de degré supérieur par rapport aux &, par
exemple les termes de degré p, en les calculant, on voit qu'ils

sont plus petits en valeur absolue que des quantités de la forme

1 gl Ty
Qi multipliées par des nombres fixes; a fortiori, sont

elles plus petites que QA—(:)-/— multiplié par un nombre fixe.
Y1 PR
Il en résulte que
I VRafl: 0101

2, étant un nombre fixe.
Il en est de méme pour tous les coefficients de I’équation (18).
Tous ces coefficients sont, en valeur absolue, plus petits

9

que Q% * multipliés par des nombres fixes, indépendants de 4.

256. De cette relation de grandeur a laquelle doivent satisfaire
les coefficients des équations successives f;(z;) = 0, nous allons
en déduire une autre relative aux quotients incomplets eux-mémes.

On sait, en effet, que la seule racine positive de I'équation
fr(zr) = o est plus petite que

1+ —
A,

el a fortiori que

1+ N,
N désignant la valeur absolue du plus grand coefficient négatif
dans Uéquation. Il en est de méme, @ fortiori, du quotient in-
complet @z, d’ou, d’aprés ce que I'on a dit plus haut,

(19) are < %Q% 2,

o. étant un nombre fixe.
Ce théoréme est dd a Liouville, qui I'a démontré d’une autre
facon ().

(') Sur des classes trés étendues de quantités dont la valeur n'est ni alge-
brique, ni méme réductible a des irrationnelles algebriques (Journal de Liou-
ville, t. XVI). La démonstration de Liouville est plus simple que la notre, mais
elle ne donne pas le théoréme de Lagrange ‘comme cas particulier.
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257. Comme le remarque Liouville, ce théoréme prouve I'exis-
tence de nombres incommensurables transcendants, existence qui
n’est pas évidente a priort.

Il est, en effet, bien évident que I'on peut choisir une suite de
nombres entiers a,, a,, ..., a, ... tels que, quels que soient les
nombres fixes o et n, 'inégalité (19) ne soit pas vérifiée pour
toute valeur de /4 ; il suffit, par exemple, de prendre

@pyy> e

la valeur de la fraction continue dont les quotients incomplets
sont @, @y, ..., ay, ...est nécessairement un nombre incommensu-
rable transcendant.

§ IV. — Nombres algébriques du second degré.

2

258. Dans le cas ot n =2, Q} * se réduit a 1, donc les iné-
galités précédentes montrent que les coefficients Ay, A,, A, sont
inférieurs, en valeur absolue, & des nombres fixes.

Done, aprés un certain nombre d'opérations on retombe sur
une équation déja trouvée; ces équations et, par suite, les quo-
tients incomplets, se reproduisent périodiquement a partir d’un
certain d’entre eux. On a donc le théoréme de Lagrange, que nous
avons déja énoncé au n° 253 :

Les nombres algébriques du second degré se développent en
Jraction continue périodigque.

259. Vu l'importance de ce théoréme, nous allons en donner
une démonstration directe. Cette démonstration repose sur le
lemme suivant :

Lemme. — Soit une équation du second degré a coefficients
entiers
(20) axr?+bxr+c=o.
Si l'on pose
I
(21) z=m-+ —»
Js

m étant un nombre entier, y satisfait a une équation du second

www.rcin.org.pl




NOMBRES ALGEBRIQUES DU SECOND DEGRE. 189
degré a coefficients entiers

ay*+by+c=o,
telle que
b2 —fa'c'=b2— fac.

En effet, en remplacant z par sa valeur (21) dans I’équation (20),

on trouve
1\2 I
alm+—) +~b(m+—)+c=o0
A &

ou
(am?+bm +c)y2+ (2am + b))y +~a = o,

équation a coefficients entiers. Or, si 'on pose

am?+ bm +c¢ = a,

aam —+ b = b,

a =tal
on a

02— ja'c'=(sam + b2 —4(am>+ bm +c)a = b2— fac.

260. Ce lemme démontré, supposons que nous ayons a déve-
lopper en fraction continue, une racine positive d'une équation
du second degré. On sait qu’en suivant la méthode indiquée
au n° 254, on est amené, aprés avoir trouvé un certain nombre
de quotients incomplets, & une équation qui n’a qu’une racine
positive. Nous raisonnerons donc sur une telle équation, c’est-
a-dire sur une équation

(22) ax?+bx +c=o,

dans laquelle @ et ¢ sont de signes contraires.
Soit m, la partie enti¢re de la racine positive, nous devons
poser
x = my+ 1—{—‘ ’
et nous obtenons pour z, une équation du second degré

('1.3) al.T;"+b11'1+01=O,

ayant une seule racine positive, et, par conséquent, dans laquelle
a, et ¢, sont de signes contraires.
Soit m, la partie entiére de la racine positive de cette nouvelle
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équation, nous posons

1
Xy = M+ —>
&>

et nous obtenons pour x, une équation

()4) (l-z-T%—i—l)gl‘g—l—Cz:O’

ayant une seule racine positive, et, par conséquent, dans laquelle
a, et ¢y sont de 51gnes contraires.

Et ainsi de suite; les quotients complets successifs sont déter-
minés par les équations (22), (23), (24) et les suivantes

azx3+ byrz+ c3= o,

a,z}+ b,x,+c,= o,
et ’on a
(25) b2— jac=b% —jajci= b} — fazca=. ..
et, de plus,

ac < o, a;c; <o, ascy << 0,

Maislenombre des équationsdusecond degré Az*+ Bz + C=o
satisfaisant & ces conditions est limité. En effet, si 'on appelle A
la valeur commune des quantités (25), on a

Bt—4AC =A
avec
AC < o.
On en déduit
BZ< A’
d’on
IB| < V3.

On voit que si I'on appelle A le plus grand entier contenu dans

VA, le nombre B ne peut avoir que les valeurs

0, T (gl L Ra S e

Dailleurs, a une valeur déterminée de B, correspond pour A
et C un systéeme de valeurs devant satisfaire a la condition

B2—A

A=
4

Le nombre de ces systémes de valeurs est également limité.
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Puisque le nombre des équations satisfaisant aux conditions
indiquées est limité, les quotients incomplets qui sont les racines
positives de ces équations, sont aussi en nombre limité. Donc, si
I'on effectue la réduction de = en fraction continue, il arrive un
moment ol I'on tombe sur un quotient incomplet déterminé par
une équation identique a celle qui définissait un quotient incom-
plet précédent. 1l est clair qu’a partir de ce moment, les équations
et, par suite, les quotients incomplets se reproduisent périodi-
quement.

Ezemple. — Soit I'équation
1322 — 69z -+ 49 = 0.
. Cette équation a une racine comprise entre 4 et 5; c’est celle
que nous voulons développer. On a les équations suivantes :

-Z‘?—‘j-i— )

1
Zy
2 .
19z} —35x;,—13 =o,
I
Xy= 2 + E‘—,
2

Tx}— 4123— 19 = 0,

7
1
Z‘g=6+—’
Z'3
1323 —4323— 7=o0,
I
Xy= 34 —»

Z

19.1'2—— 351‘3*" 13 = o.

a

L’équation en z, est identique & I'équation en z,. On a donc
=t 4025105 B B3 wik)s
b Nl Bonganetl 1 o0

la période étant

1
2+ —

6 +

[P

261. La réciproque du théoréme précédent est vraie :

Toute fraction continue périodique est égale @ un nombre
algébrique du second degré.
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En effet, soient a; le premier quotient incomplet de la premiére
période, . le nombre de termes de la période, de sorte que

A= Q) +h,
et aussi
Zp—1 = Zk+h—1-

Soit z la valeur de la fraction continue illimitée.

On a
Pi1Zp—1+ Pry Pripn—1@r—1~+ Praip—s
xr = = )
Qr—1Zi—1+ Qr—s = Qrin—1Zr—1+ Qrrn—2
ou
(Qt—1z —Pr_)zst—y —+ Qre2x —Pr =o,

(Qts+r—12 — Pron—1)xr—1+ Qrvn—22 — Prrp—e=o.

Eliminant z;_, entre ces deux équations, on trouve une équa-
tion du second degré z,

(Qi—1 Qr+-n—2— Qi—2Qpt-n—1)2?
(26) — (Qr—1Pron—2— Qr—2Pryn—14+ Pr—1 Qi n—2— Pr—2 Qtrn—1)x
+ PryPripn——o—Pr—oPrin—1=o.

On voit facilement que cette équation a une racine comprise
Py

Qi—2

| e . : . s
QA L a z, dans le premier membre, sont égaux respectivement &
k=1

Pr-s et Py—y

Qr—2  Qr—y

- En effet, les résultats de substitution de

enlre

et

(—1*Qpyn—s < Prs Prins )
Qr—s Qr—2  Qitnr—2

eta

(— V) Qpnn <PA-—1 _ Prip ) ]
Qi1 Qi—1  Qren

D’apreés les théorémes connus sur le degré et le sens de 'ap-
proximation des réduiles successives, il est visible que, dans tous
les cas, ces deux quantités sont de signe contraire.

C’est cette racine qui est égale a z.

262. Fractions continues périodiques simples, fractions
continues périodiques miztes.

On appelle fraction continue périodique simple une frac-
tion dont la période commence au premier quotient incomplet,
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¢’est-a-dire une fraction de la forme

[ab . 0% .
\_/ \_/

Au contraire, on appelle fraction continue périodique mixte,
une fraction dont la période ne commence pas au premier quo-
tient incomplet.

263. Posons-nous la question suivante : Ktant donné un
nombre du second degré, reconnaitre si ce nombre se réduit en
Sfraction continue périodique simpleouen fraction périodique
mixte.

D’abord un nombre du second degré négatif donne naissance a
une fraction continue dont le premier quotient incomplet est
négatif, donc nécessairement a une fraction périodique mizte.

Ne considérons donc plus que les nombres du second degré
positifs.

Nous allons d’abord étudier la question réciproque de la ques-
tion proposée, a savoir : suivant que la fraction continue est
simple ou mixte, quelles sont les propriétés des racines de I’équa-
tion a laquelle satisfait cette fraction.

264. Tutorime. — L’équation du second degré a laquelle
satisfait lavaleur d’une fraction continue périodique simple
a ses deux racines z, x, de signes contraires. De plus, ces
racines satisfont aux inégalités

¢27) — 3L <00 7.
En effet, soit la fraction

I'équation a laquelle satisfait 1a valeur de cette fraction s’obtient
en faisant A = 1 dans I’équation (26) ce qui donne [ en se rappe-

Jant (0° 90).que Py==1, Q¢=0, P, =2q, Qui=1]

Qe+ (Qp—y— Pp)z — Pjy=o.
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11 est évident que cette équation a ses deux racines de signes con-

traires.
D’autre part, la racine positive de cette équation, étant égale a la
fraction continue (28), est plus grande que a et, par suaite, que 1.
Enfin, si nous remplacons z par —1 dans le premier membre

de l’é uation nous lrouvons
:
QIL—QIL—I‘ P/l "p/l—ly

quantité évidemment positive; donc —1 est extérieur aux racines ;
d’ailleurs, ne pouvant étre plus grand que la plus grande, qui est
positive, il est plus petit que la plus petite.

Les inégalités (27) sont donc établies.

265. Tutorime. — L'équation du second degré, a laquelle
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixzte, dont la
partie irréguliere ne contient qu’un quotient incomplet, peut
avoir ses deux racines x,, x, positives, ou ses deux racines de
signes contraires; mais, dans ce dernier cas, la racine néga-
tive est plus petite que —1.

Soit

la fraction considérée.
La valeur de cette fraction est racine d’'une équation qui s’ob-
tient en faisant & = 2 dans I’équation (26). On trouve ainsi, en

remarquant d’ailleurs que Py=m et Q, =1,
Qurz2— (Pp+mQp— Qpig)x +~mP,—Pjyy=o.
Le produit des racines est

m I’/, L 1)1,4,1

Qh
ou, en remplacant P, par (P, + P;_,

(m—0OP,—Pj_y ;

Q h

Si m > [, comme d’ailleurs P, > I’;_,, ce produit est positif.

www.rcin.org.pl



NOMBRES ALGEBRIQUES DU SECOND DEGRE. 195

D’ailleurs I'une des racines est égale a la valeur de la fraction con-
tinue que I'on a supposée positive.

Donc si m >/ les deux racines sont positives.

m ne peut pas étre égal a [, parce qu’alors la période commen-
cerait au premier quotient incomplet, et la fraction serait pério-
dique simple.

Si m <, le produit des racines est négatif; les racines sont
donc de signes contraires.

Remplacons alors # par — 1 dansle premier membre de I’équa-
tion; nous trouvouns

(Qu—+Pa) (1+ m) — (Ppiy + Qi)

ou, en remplacant P,y et Quyy par [P+ Py et {Qsr+ Quiy,
Qr+Pr)(0+m)—(LQr+ Q1+ IPp+ Pp_y)
ou
(Qr+Pp)(1+m—1)— (Qp—1+ Pp—y).

Or 1+ m — [ étant négatif ou nul, ce résultat de substitution
est négatif. Donc la racine négalive est plus petite que —1.

266. Tutorkme. — L'équation du second degré, a laquelle
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixte, dont la
partie irréguliére contient deux quotients incomplets, a ses
deux racines positives, excepté si le premier quotient incomplet
est nulet le second plus petit que le dernier quotient incomplet
de la période. Dans ce cas, les racines sont de signes con-
traires, mais la racine positive est plus petite que 1.

En effet, soit
[m,n,a, (-SRI s R e ],
\_/ G~ LA
la fraction proposée. On obtient I’équation a laquelle elle satisfait

en faisant, dans I'équation (26), A=3; on trouve ensuite, par un
calcul analogue au précédent, pour produit des racines

1 Ph
n—1I0{+ — —
m P/l+l P/1+1
m. Q Q »
Prie P, h h+1
Qh+1
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n — I n’est pas nul, car sinon la période commencerait un rang
plus tot qu’on n’a supposé. Donc, si m n’est pas nul, les quan-
lités I—) P > -—gh—

m l)h—o—l h+1
termes de la fraction sont du signe de n—/; donc cette fraction
est positive, et les deax racines sont de méme signe. D’ailleurs
'une d’elles (la valeur de la fraction continue) est positive. Donc
elles le sont toutes les deux.

Si m = o, la fraction se réduit a

étant plus petites que 1, on voit que les deux

[o,n,a, b sl ol T s ]
k- i \'/

Elle est égale a I'inverse de la fraction

[ b ERTEn 5 e ]
10,y e e L

Donc I'équation dont dépend la premiére fraction a comme ra-
cines les inverses de celle dont dépend la seconde fraction. Or on
sait que, ou bien la seconde équation a ses deux racines positives
(si n>1), 1l en est alors de méme de la premiére; ou bien la
seconde équation a une racine positive plus grande que 1, et une
racine négative (si n<C/); alors la premiére a une racine positive
plus petite que 1 et une racine négative.

267. Tutorime. — L'équation du second degré, a laguelle
satisfait la valeur d’une fraction périodique mixte, dont la
partie irréguliére contient plus de deux quotients incomplets,
a ses deux racines positives.

En effet, soit

[nz,n,...,p,a, Lo sl s b,...,l,...]
SRR R

cette fraction, la partie irréguliére contient & — 1 termes.
I’équation a laquelle satisfait cette fraction est I'équation (26).
Le produit des racines est

Pi—1Prip—s— Pr_oPripy

Qi1 Qa2 — Qi—z Qr—1
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qu’on transforme facilement en

(pPr—s+Pi3)Pripo—Pro(IPrip—a2+ Prin—s)
(PQi—2+ Qi—3)Qtt+n—2— Qr+2({ Qr+-n—2+ Qitn—3)

ou
A 2
P_l+ J/-3__’/x+ll3
Prs  Prin—s Pr P/.-+/1-2,
B b A o Wy
P_l+ (fA 3h QI.+h 3 QA 2Q/.+h 2

Qi—2  Qit+n—2

? Pt Pryigs . Wk
p — { est un entier non nul; =%, JAHA=3, Qia | Qrn=s o1 des
Pr—s” Prin—s’ Qi—a Qr+n—2z
fractions plus petites que 1; donc ce produit est positif. Donc les
s P q )
deux racines sont de méme signe et, par suite, positives.

268. Conclusion. — Des théorémes précédents on conclut que
les racines de 1’équation du second degré a laquelle satisfait une
fraction périodique simple satisfont aux inégalités (27), mais
que les racines de I'équation du second degré a laquelle satisfait
une fraction non périodique simple n’y satisfont jamais. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un nombre
algébrique du second degré soit convertible en une frac-
tion continue périodique simple est que ce nombre soit plus
grand que 1 et que son conjugué soit compris entre o et — 1.

Soit

ar’+2bx +c=o
I’équation donl ce nombre est racine.
Les conditions précédentes donnent

(a—2b+c)c<o,
(a+2b+c)a<o.

269. Condition pour que deuzx nombres algébriques du se-
cond degré w, w' donnent naissance a deux fractions conti-
nues dont les périodes soient formées des mémes termes, se
succédant dans le méme ordre, les périodes ne différant que
par le terme initial.

Autrement dit, les deux périodes se déduisent I'une de l'autre
par permutation circulaire des éléments.
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198 CHAP. V. — LES NOMBRES INCOMMENSURABLES.

Si les deux périodes étaient écrites sur une circonférence, de
facon que le dernier terme revint se placer a coté du premier,
elles seraient identiques.

Il est bien évident que celarevient a dire que les deux fractions
continues sont identiques a partir d’un certain quotient incom-
plet et réciproquement.

Donc la condition cherchée est (n° 233) qu’il existe entre les
deux nombres v, o' une relation de la forme

AW +
W= ——-—‘—‘3;,
Yw -0

, B, v, 6 étant quatre nombres entiers satisfaisant a I'une des
conditions
ad —By==r1.

Nous terminerons ces considérations sur les fractions continues
périodiques par le théoréme suivant qui nous sera utile plus tard :

270. Tuéorime. — Soit
[asbpes snibarais b il ool
une fraction périodique simple dont la période contient

h éléments. St h est impair, il existe quatre nombres entiers
Ay 1, v, 0 satisfaisant a U'égalité

(29) Ap—pv=—1

et tels que

(30) s )\z‘—i—p..
‘J.Z‘—G—p

Réciproquement, st la valeur x d’une fraction périodique
simple satisfait a une égalité de la forme (30), k, p., v, p étant
des nombres entiers satisfaisant a U'égalité (29), le nombre
des termes de la période de x est impair. "

: o A .
En effet, si 'on désigne par S et % la derniére et 'avant-der-

niére réduites de la fraction continue limitée

La, &, .ol
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NOMBRES ALGEBRIQUES DU SECOND DEGRE. 199

on a, d’une part,
Az +p
T vz +p

et, d’autre part,
Ap—w=(—1t=—r.

Réciproquement, si I'on a

N
T v+
€t
4 Ao — v =—1,
h est impair.
P o A . . ,
En effet, I’égalité z = 22 B est un cas particulier de I'éga-
YT +p
lité (6) du n® 233, o' et w étant égaux & z.
Soit donc
A
= =[x,8,...,0],

ce développement étant écrit de facon qu'il ait un nombre impair

s . 2L : 1
ap + 1 d’éléments <9 étant remplacé au besoin par § — 1+ T)’
on en déduit, comme au n° 233,

(31} 2 oy By 0 ae = [a,B,...,O,t-«}- aibye vl o SR ]
i

Si cette fraction est irréguliére, transformons-la en fraction
continue réguliére. On pourra dans la fraction (31) trouver une
période (a, b, ..., l) assez éloignée, la (kA + 1)i*"¢ par exemple,
telle que cette période et les suivantes ne soient pas changées.

Quant aux 2p —+ 1 + kh éléments précédents, ils sont remplacés
par des éléments dont le nombre est de méme parité que

2p + 1+ kh.
Le nombre de ces éléments peut donc étre représenté par

2q + 1+ kh.
On obtient ainsi

z:(u'p'...c' N /,...);

e R
TR AL P ol
le nombre des éléments o’ 3. .. T étant

2q + 1+ kh.
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200 CHAP. V. — LES NOMBRES INCOMMENSURABLES.

Mais ce développement de z, étant régulier, doit étre identique
au développement

2 I WSSy T, o Il S

Donc les 2¢ + 1 + kA premiers éléments constituent un cer-
tain nombre de périodes.

Donc 2 + 1+ kh est un multiple de 4. Donc il en est de
méme de 2¢ + 1. Mais 2¢ +1 est impair. Donc /4, qui est un di-
viseur de 2¢ —+ 1, est lui-méme impair ().

(') La recherche des caractéres qui distingueut les nombres commensurables
des incommensurables, les nombres algébriques des différents degrés entre eux,
et enfin les nombres algébriques des nombres transcendants, est trés peu avan-
cée.

Il n’y a guére & citer comme résultat positif, 4 part ceux énoncés dans ce Cha-
pitre, que le théoréme suivant : les nombres e et = sont transcendants.

Les premiéres recherches relatives a ce sujet sont dues a4 Lambert ( Mémoires
de I’ Académie de Berlin, 1761, p. 265).

La transcendance de e a été démontrée pour la premiére fois par M. Hermite
(Sur la fonction exponentielle, Paris; 1874).

Celle de = a été démontrée pour la premiére fois par M. Lindemann (Mathe-
matische An{talen, Bd. 20, p. 213).

En ces derniers temps, M. Klein a donné de ces deux transcendances la dé-
monstration la plus simple qui existe (voir Legons sur certaines questions de
Géometrie élémentaire. Rédaction francaise par J. Griess; Paris, Nony).

Jacobi a essayé de généraliser le théoréme de Lagrange, pour les nombres
algébriques du troisieme degré, par un algorithme, généralisation des fractions
continues. La question a été reprise par MM. Hermite et Charve, mais n’a pas
¢été résolue complétement. (Voir Vorlesungen iiber die Natur der Irrational-
sahlen, par Bachmann, p. 125 et suiv. Leipzig, Teubner.)

— O ———

‘www.rcin.org.pl

g



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES. 201

CHAPITRE VI

LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

§ I. — Formes quadratiques binaires. Formes contenues
I'une dans lautre.

271. On appelle forme un polynéme entier homogéne. Les
formes se classent, d’aprés le nombre de leurs variables, en formes
a une variable, denx variables ou binaires, trois variables ou
ternaires, elc.; et, d’aprés leur degré par rapport A ces variables,
en formes linéaires, quadratiques, cubiques, etc.

Les formes dont nous nous occuperons ici sont a coefficients
entiers, et les variables y sont supposées recevoir des valeurs en-
tieres. Aux n° 113 et 114 nous avons parlé des formes linéaires.
Actuellement nous nous occuperons des formes quadratiques
binaires.

272. Dans une telle forme, il y a trois termes, un terme en z?2,
un terme en zy el un terme en )2 (z, y étant les variables). On
peut supposer que le coefficient du terme en zy soit pair; car s’il
n’en était pas ainsi, on multiplierait la forme par 2, et 'on étu-
dierait la forme obtenue.

Soit donc
azr?+a2bxy +cy?

une forme quadratique binaire.

Nous désignerons souvent cette forme par la notation plus
simple (a, b, ¢).

Si b*—ac est un carré parfait, la forme quadratique se

décompose en un produit de deux formes linéaires a coefficients
entiers, divisé par «,

azr?+2bzy +cy?= -;—(a.z‘—l—b‘}f+/b?—acy)(ax+by—\/bz—acy)»
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202 CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

Nous supposerons donc a I'avenir que b*— ac n’est pas un
carré parfait.

Cette expression changée de signe, soit ac — b2, se nomme le
discriminant de la forme et nous le désignerons par D.

273. Le probléme qui nous occupera principalement est de
savoir quels sont les nombres qui sont représentables par une
Jorme quadratique binaire.

D’aprés les définitions données au n° 113 nous dirons qu’un
nombre n est représentable par la forme ax®*-+ 2bxy 4 cy?
lorsqu’il existe des valeurs de z et y telles que

ar?+2bzy +cy:=n.

274. Représentation propre et impropre. — Mais nous ferons
immeédiatement une distinction. Nous dirons que la représentation
du nombre n par la forme est une représentation propre, lorsque
x el y sont premiers entre eux.

La représentation est impropre dans le cas contraire.

Suppdsons qu’un nombre n soit improprement représenté par
une forme az*+ 2baxy + cy?, soit ¢ le plus grand commun divi-
seur de z et y; soit ik

wic=a’;
Xo= 6.7’)
z' et y’ sont premiers entre eux, et I'on a

n
ar?+20x'y' +cy'?= %>
32

ce qui montre : 1° que n est divisible par 82; 2° que é% est pro-
prement représenté par la forme (a, b, c).

Il suit de la que pour trouver les formes qui peuvent représenter
improprement un nombre donné, il suffit de diviser ce nombre
par les diviseurs carrés qu’il peut avoir, et de chercher les repré-
sentations propres des quotients.

Inversement, pour trouver les nombres qu'une forme donnée
peut représenter improprement, il suffit de trouver ceux qu’elle
peut représenter proprement, et de les multiplier par des carrés
quelconques.
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A partir de maintenant nous ne nous occuperons donc plus que
de la représentation propre, et il nous arrivera de sous-entendre
le mot propre sans qu'il en résulte d’ambiguité.

275. Formes primitives ou non. — On dit que la forme

ar:+asbzry + cy?

est primitive lorsque les trois coefficients @, b, ¢ n’ont pas de
diviseur commun.

Si la forme n’est pas primilive, soit 3 le plus grand commun
diviseur de a, b, ¢, la forme peut s’écrire

S(a'zr+ 20" xy + c'y?),

a'x*+2b' zy + 'y* étant une forme primilive. On voit donec
que I'étude des formes non primitives, et de la représentation des
nombres par ces formes, se raméne a celle des formes primitives;
mais nous ne supposerons pas d’ailleurs dans ce qui va suivre
(a moins que nous ne le disions expressément) que les formes
soienl primitives.

276. Substitutions linéaires. — Effectuer dans la forme

ar?+20xy + cy?=(a,b,c)
e STl a B ;
une substitution linéaire . ), c’est remplacer dans cette forme
v 3

z par az'+ By,
¥ par yz'+ oy’

; s J
(nous supposons, bien entendu, les nombres a, 3,v, & entiers.)
On obtient évidemment ainsi une nouvelle forme quadratique

alxlz+ 2b7x1y1+ C’.}/’2: (al’ bl, CI)’
en posant
a'= aa?+ 2bay + cy?,

b'= aaf + b(ad + By) + cy8,
c'=afr+ 20083 + cé2.

On dit que la forme (&, &', ¢') est la transformée de la forme
q , 0

B

A a s
(a, b, c) par la substitution (_, 8>' , 3, v, 0 s’appellent respec-
i
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tivement le premier, le second, etc. coefficient de la substitution.
Comme nous ne nous occuperons que de substitutions linéaires,
il nous arrivera de supprimer le mot linéaire, sans qu’il en résulte
d’ambiguité.

277. Déterminant d’une substitution. Relation entre ce dé-
terminant et les discriminants des deuzx formes. — On appelle
déterminant de la substitution le déterminant

a B

s | = a8 —By.
1 8

Posons-le égal a A. Nous supposerons toujours A £ o.

278. Soit D le discriminant de la forme az*+ 2bzy +c)?;
D’ celui de la forme @'z’ + 26/ 2y’ + ¢'y'2:On a la relation fon-

damentale
D'= DA,

Pour la démontrer il n’y a qu’a remplacer D, D', A par leurs
valeurs, et vérifier I'identité obtenue.

Cette relation montre immédiatement que si la premiére forme
(@, b, c) se décompose en un produit de formes linéaires, c’est-
a-dire si — D est carré parfait, — D’ est également carré parfait,
et, par suite, la seconde forme se décompose aussi.

™

; ; 3 e o
Cette relation montre aussi pourquoi dans la substitution < 3>
4

nous supposons toujours A 4 o. C’est parce que, si I'on supposait
A = 0, on aurait aussi D'= o : la seconde forme serait donc carré
parfait.

279. Formes contenues ’une dans ’autre. — Nous avons
dit plus haut que le point le plus important de la théorie des
formes est de savoir quels sont les nombres qu’une forme peut
représenter.

Or considérons une forme (a, b, c) et sa transformée (o', V', c")

par la substitution
a B
<Y 8) ;
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Les variables x, y, 2/, y' étant liées par les relations

z =oaz'+ By,
y=xz'+ 3y
il est bien évident qu’a tout systéme de valeurs entitres de 'y’
correspond un systéme de valeurs entiéres de x, y.
Donc, tout nombre représentable par la seconde forme 'est

aussi par la premiére. On dit que la seconde forme est contenue
dans la premiére.

§ II. — Notions sur les substitutions linéaires a coefficients
entiers. Substitutions modulaires. Groupes de substitutions. Con-
gruences de substitutions.

280. Supposons que sur une forme

(a,b,c¢)

2B T T x !
on effectue la substitution linéaire < ?), on obtient une nou-
v

velle forme
(s b yc')e

Supposons que sur cette forme (a', &/, ¢'), on effectue la nouvelle

7 ’

i a .
substitution < , E,>, on obtient une nouvelle forme
Y ]
(a5l 6%)s

Or on peut passer de la forme (a, b, ¢) a la forme
(a”’ bll’ C”

par une seule substitution linéaire. En effet, les relations

[y

z=qax'+ 0y, a'=d2"+fy,

r=ya+ly, yeyot+ 8y
donnent

@ = (aa'+ By) 2" + (af'+ B3') ",

g

¥y =+ & )z" + (yB'+ &%) y'.
. . . a
Autrement dit, effectuer sur une forme la substitution ( B>’

¥
g ) s a B J .

puis, sur la transformée, la substitution ( ; E) revient a effec-

Y 3
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tuer sur la premiére forme la substitution <m,+?‘{ “31—‘- ;30)

yo'+ oy yp'+ 06
On dit que cette derniére substitution est le produit des deux
premiéres.

On concoit facilement qu’au lien de deux substitutions succes-
sives, on puisse en faire un nombre quelconque, et I'on voit que
cette suite de substitutions peut toujours se remplacer par une
seule, que I'on appelle produit des précédentes.

281. Tatorime. — Quand une substitution linéaire est égale
au produit de plusieurs autres, le déterminant de cette substi-
tution est égal au produit des déterminants des autres.

11l suffit évidemment de vérifier ce théoréme pour deux substi-

; ’ AT @ a @
tations. Or le produit des deux ‘substitutions ( E>, < J E,)
Y ]
étant égal a
<a1'+ BY af'+ 35’
' S ;e ) aa 2

¥
Yo+ 3y

le théoréme en question n’est autre chose que 'énoncé de I'iden-
tité bien connue

g B A s ax' + By’
< n | < rs oo e el Oy U R 38
A v+ 8 yf'+¢
282. Remarque. — L'expression employée, produit de sub-

stitutions, ne doit pas abuser sur I'analogie qui existe entre ces
produits et les produits de nombres. Par exemple, le produit de
substitutions dépend, en général, de Uordre de ces substi-
tutions. En effet, le produit de la substitution

o @) <1’ ﬁ') <u1’+ By af'+ Be’
o~ l)ur ’ N CS[ ! ) ] ! N ’
<*{ ) Yy @ ya'+ 8y B+ 83 >

tandis que le produit de

' ' 8 ’ IR ' N
<1, E,) par (1 ‘«> est <M,+ {E‘, i !:r?,)
Sy Y o ay' +vo8' By + o

ces deux produits ne sont pas identiques en général.
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283. Puissance d’une substitution. — En particulier, on
appelle puissance m*me d’une substitution, le produit de m sub-
stitutions identiques a celle-la.

Par exemple
a B\?2 a2+ By ﬁ(1+8)>
y 8/ " \1(a+38) fy+@&
Le déterminant de la puissance mi™¢ d’une substitution est
égal a la puissance m¥me du déterminant de cette substitution.

284. Substitutions inverses. — Sil'on passe des variables z, y
aux variables 2/, y' par les relations
z=oaz'+ By,
y =1z +3y,

inversement, on passe des variables z', )’ aux variables z, y par
les relations

o By
xr = X 2
PO s
il A
IS
e R,y Tl el
La substitution s'appelle substitution inverse de
i s
A A
i ‘o
la substitution < E)
o o
285. Tutorime. — Le produit des déterminants de deux

substitutions inverses est égal a 1.

(est-a-dire que

o2

= R
BlR Pl

>l |02

(Zest une identité extrémement facile a vérifier, étant donné que
A=uad — fBy.
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286. Substitutions de déterminant égal a == 1. Substitutions
modulaires. — Tout ce que nous venons de dire jusqu’a main-
tenant s'applique quels que soient les nombres «, {3, y, 6; mais
il est bien clair que, dans la théorie des nombres, on ne considére
que des ‘substitutions a coefficients entiers.

8 g
LR FE T A R
On n’auradonc a considérer la substitution inverse
L &
NP A

B

de la substitution < \> qu’a condition que
]

g

a B y @ 4
< il N B R T
3’ 57y 80 ntdes

nombres entiers. Il résulte de 1a que a3 et By doivent étre divi-
sibles par A2, Donc a8 — {3y, c’est-a-dire A, doit lui-méme étre
divisible par A2, ce qui exige que A===1 (le cas de A = o étant
écarté).

Ainsi nous n’aurons a considérer que des substitutions de déter-
minant égal a &= 1.

Parmi ces substitutions nous aurons principalement a consi-
dérer les substitutions de déterminant égal a + 1. Nous les appel-
lerons substitutions modulaires.

287. Puissances négatives d’une substitution. — Par défi-
nition, la puissance — 1 d’une substitution, c’est la substitution
inverse.

3 & itme ) T . ? 1

Quant & la puissance (— m*“*¢) d’une substitution, c’est la puis-
sance m'“™¢ de la substitution inverse.

Le théoréme dun® 283 s’applique aux puissances négatives.

288. Notations abrégées pour les substitutions. — Il nous
arrivera souvent de désigner une substitution par une seule lettre
et de dire, par exemple la substitution A, la substitution B, etc.

Le produit de plusieurs substitutions A, B, C se désigne
par ABC, la substitution a gauche étant celle que l’on eflectue
la premiére, et ainsi de suite dans 'ordre. Le produit de plu-
sieurs substitutions dépendant de I'ordre de ces substitutions, on
n’a pas en général

ABC = CAB.

La puissance mi*™ d’une substitution A se désigne par A™.
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Cette notation s’applique encore lorsque 7 est négatif.

En particulier, la substitution inverse de la substitution A se
désighe par A—'.

Le produit de deux substitutions dépendant en général de leur
ordre, quand on multiplie une substitution A par une substitution B,
il faut indiquer si on la multiplie @ droite ou @ gauche. Le pro-

duit de A par B droite est AB; le produit de A par B a gauche
est BA.

289. Egalités entre substitutions. — Deux substitutions

gL N
A:(\-( B,)’ B;(O L)

\

sont dites égales lorsqu’elles sont identiques, c’est-a-dire lorsque
I'on a

g =g} ¥ =0
@ § g )
et 'on indique cette égalité par la notation
A=B.

On peut multiplier les deux membres d’une égalité, tous les deux
a droite, ou tous les deux a gauche, par une méme substitution.
Ainsi, de I'égalité

Ap,
on déduit

AGC = BC
ou

CA = CB.

200. Substitutions échangeables. — On dit que deux substi-
tutions A, B sont échangeables, lorsque

2 AB = BA.
Soient
A = i B\a
K'{ 8/
’/al ﬁ/
B =
(Y' 3’/)’
o e
ya' + 8y Y[i ~+ 68
Wil (aa'—;— yg' Ba’+8f ;
- ay' +v8' By -+ 8¢
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Pour que les substitutions soient échangeables il faut donc et il

suffit que I'on ait
aa’ -+ By = aa’ -+ P,
afi’ + B = Ba’'+ o',
yo' + 8y' = ay'+ y¢',
vB'+ 88’ = By’ + o8'.
Il serait facile de trouver la forme générale des coefficients a,
8,7, 8, o, B, 7, & satisfaisant & ces conditions, mais cela nous

serail inutile.

291. En particulier, deux puissances d’une méme substitution
sont échangeables entre elles.

Car évidemment
AmAP— APAm — Am+p,

On voit de plus que pour multiplier deux puissances d’une
méme substitution, il suffit d’ajouter les exposants.

292. Cette regle s’applique aux puissances négatives, pourvu
que I'on définisse convenablement la puissance zéro.

Il est bien évident que A~ est la substitution inverse de A”.
Donc le produit de ces deux substitutions n’est autre que la sub-

"2 g : (LS00 Gt : . h
stitution identique | ) (la substitution qui consiste & rem-
D 4y

placer z par x et y par y, c’est-a-dire, en fait, a ne rien substi-

tuer).

Cette substitution identique pouvant, évidemment, étre sup-
primée dans un produit quelconque, désignons-la par 1. Convenons
ensuite que A® =1, et nous voyons qu’on a

AmA—m— A0,
La régle du produit de deux puissances s’applique donc a deux

exposants égaux et de signe contraire; et on I'étend facilement &
deux exposants quelconques.

293. Remarque sur la substitution inverse d’un produit. —
Pour écrire la substitution inverse d'un produit de substitutions, il
suffit de renverser 'ordre des facteurs et de changer de signe les
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exposants. Ainsi
(A2B-1(C3)-1 = C—3BA—.

294. Groupes de substitutions. — On dit que des substitutions,
en nombre fini ou infini, forment un groupe lorsque : 1° le pro-
duit de deux quelconques de ces substitutions appartient au
groupe; 2° U’inverse d’une substitution du groupe appartient
augroupe.

Un groupe quelconque contient la substitution identique. En
effet, soit A une substitution du groupe, la substitution A=" appar-
tient au méme groupe, et il en est de méme du produit A. A",
Or ce dernier produit n’est autre que la substitution identique.

295. Exemples de groupes. — 1. La substitution identique
forme a elle seule un groupe.
II. Les deux substitutions

(nous désignerons cette derniére substitution par I).

III. Les six substitutions

('[ o\), (’ 0 I), (l »—l)) (~l o >, (o —1)’ (——l 1)’
o \—1 I, L o —I I —1) \—1 o)
comme on le vérifie facilement.

IV. D’aprés les théorémes des numéros 281 et 285, les puis-
sances, tant positives que négatives, d’une substitution modulaire
ou d’une substitution de déterminant égal & — 1 forment un groupe.

V. Toutes les substitutions modulaires forment aussi un groupe.
Ce groupe est appelé le groupe modulaire.

VI. De méme ’ensemble de toutes les substitutions modulaires
ct de toutes celles de déterminant — 1 forment un groupe.

296. Congruence des substitutions par rapport a un mo-

\

dule. — On dit que deux substitutions a coefficients entiers

a B a f
( 8), < B> sont congrues par rapport a un module 7,

A O y ~(' o
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lorsqu’on a

R !
a=al,
18
i (modn).

gty

! it

e

0=20.

Relativement a un module 7, il n’y a que n* substitutions
incongrues deux a deux, 4 savoir, les n* substitutions qu’on obtient
en donnant & «, 3, v, o respectivement comme valeurs tout un
systéme de restes incongrus (modn).

297. Cas des substitutions modulaires. — Mais occupons-
nous spécialement des substitutions modulaires. Cherchons le
nombre de ces substitutions incongrues deuzx a deux (modn ).
Pour cela, démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemye. — Soient ¢ et & deux nombres tels que v, o, n, soient
premiers dans leur ensemble, je dis qu’on peut déterminer
deux nombres congrus respectivement a vy et 5 (modn) et qui
sotent premiers entre eux.

Soit ¢ le plus grand commun diviseur de 7y et &; par hypothese
< et n sont premiers entre eux. De plus
Y =¢Y,
6 =¢d.
v/ et ¢/ étant premiers entre eux; on peut donc déterminer deux
nombres z et ¢ tels que

r

iy'—z8' =1.
Posons alors
Z=zn-+y,

T = 'tn 9,

[Les nombres Z et T sont congrus respectivement.a y et ¢ (mod n).
Si nous démontrons qu’ils sont premiers entre eux le théoréme
sera démontré. Or, on a

Ty'—Z8'= n,
— Tz +2t =-.

Si T et Z avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait 7
et ¢, ce qui est impossible puisque 7 et ¢ sont premiers entre eux.
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. a . .
298. Ce lemme démontré, soit < E) une substitution. Cher-
v 3

chons si, parmi les substitutions congrues a celle-ci, il en existe
une modulaire; c’est-d-dire, cherchons s’il existe des nombres
Z, ¥y 3, t, tels que

(a+zn)(8+tn)—(B+yn)(y+3zn)=1,
ou

(1) (zwt— yz)n*+ (28 — yy+ta —zB)n +ad — By —1=o.

On voit que ce n’est possible que si
(2) ad — By =1 (modn).

Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis qu’on
peut déterminer des nombres entiers z, y, z, t satisfaisant a
I"équation (1).

En effet, posons
ad — By =1+ kn.

L’équation (1) devient, aprés qu’on I'a divisée par 7,

(xt—yz)n+ (28 — yy— 3B +ta)+ k=o,
ou

(3) z(tn+08)—y(an-+vy)+ta—3zB+k=o.

Or la congruence (2) montre que le plus grand commun divi-
seur de y et 6 est premier avec n. On peut donc d’abord déter-
miner z et ¢ de facon que les nombres sn +vy=%Zet tn +¢=—="T
soient premiers entre eux. Alors I’équation (3) devient

Tz —Zy+ M=o,
T et 7 étant premiers entre eux, on sait (n° 111) qu’on peut

trouver deux nombres z, y satisfaisant a cette équation.

Conséquence. — Le nombre des substitutions modulaires
incongrues deuxr « deux (modn) est égal au nombre des
systémes incongrus de quatre nombres satisfaisant a la con-
dition (2).

299. Déterminons donc ce nombre.
Comme nous I'avons déja dit, la condition (2) exige que le plus
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grand commun diviseur de vy et ¢ soit premier avec n, autrement
dit que les trois nombres v, 4, n solent premiers dans leur en-
semble. Formons donc d’abord tous les couples de nombres v, ¢
incongrus deux a deux (mod ), qui satisfont a cette condition.
Le nombre de ces couples est o,(n) (n°77).

Je dis qu’a chacun de ces couples correspondent n systémes de
valeurs (valeurs déterminées au mod n prés) pour ; 3. En effet,
donnons a 3 une certaine valeur, la valeur de « est alors déter-

minée par la congruence

(1) S8x=yB+1 (modn).

Soit d le plus grand commun diviseur de setn (d peut étre

”

égal a 1, cela ne change pas le raisonnement). Pour que la con-

gruence (/) soit possible, il faut donner & 3 une valeur telle que

(5) YB+1=0 (modd).

Or, y et d sont premiers entre eux, car sinon v, & et n ne se-
raient pas premiers dans leur ensemble.

Donc la congruence (5) a une solution et une seule (mod ).
n
d :
A chacune de ces valeurs de 3 correspond une valeur de y[3 -+

divisible par d, soit

Ayant pour 3 une valeur (mod d), on en déduit -, valeurs (mod 7.

B +1=rd.
La congruence (4) devient alors
oa=rd (modn)
ou

n'
Elu =7 (mod ;1)

b n
Les nombres - et —
5 d d

sont premiers entre eux : donc cette con-
0
gruence donne pour « une valeur <mod ZI)'

/
Ayant pour o une valeur (mod %) on en déduit d valeurs
(mod n).

. . n \
Puisqu’il y a 7 valeurs pour 3, et qu’a chacune de ces valeurs
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répondent d valeurs pour «, cela fait bien n systémes de valeurs
pour {3 et 2.

Conclusion. — Il'y a ¢, (n) systémes de valeurs pour vy, g, et &
chacun de ces systémes correspondent n systémes de valeurs
pour o, 3. Donc le nombre des systémes de quatre nombres , {3,
Y, 0 est égal a ng,(n). Cest le nombre cherché.

Cas particulier. — Si n est premier, le nombre cherché est
n(n?—i).
300. Tutorime. — Si deux substitutions A et B sont con-

grues (mod n), les produits a droite ou a gauche de ces sub-
stitutions par une méme substitution C sont aussi congrus

(mod n).

Soit
Fallal Py
A:(z N)7 Bi|1' ?’>7 Cz( P’)
On a
i ( ak -+ By ap.—&—@p)y e /a'l)\_l—gziv 1'P.+§:p\>.
Y'A+8'v yp+9dp

YA + 8 yu-+0p

Par hypothese,

¢’est-a-dire

(6)

Il en résulte évidemment
ak +Bv=a' A+ f'v )

ap+fp=a'p+fp thaak iy
YA+ =y h+2d ‘ 1

T+ =yp-+¥p )

(

|
~—

c’est-a-dire
AC =BC (modn).

On voit de méme que
CA =CB (modn ).
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Réciproquement, st
AC =BC (modn),

et st la substitution C a un déterminant premier avec n, il en

réesulte
A=B (modn).

(’est ce qui arrive, en particulier, lorsque la substitution C
est modulaire.
En effet, par hypothése, les conditions (7) sont remplies.
Multiplions la premiére par p, la seconde par —v, et ajoutons,
il vient :
a(Ap—pv) =a'(Ap — pv) (modn),

ou, puisque Ap -~ v est premier avec 7,
a=a (modn).

On voit, d'une fagon analogue, que les autres conditions (0)
sont remplies.

On voit de méme que, si
CA =GB (modn),
et que le déterminant de C soit premier avec n, il en résulte

A =B (mod.nn

301. Périodicité par rapport a un module n des puissances
d’une substitution modulaire. — Soit A une substitution modu-
laire. Considérons ses puissances successives : soient d’abord ses
puissances posilives

(8) Ao, A1, A2

Toutes ces puissances sont cllessmémes des substitutions mo-
dulaires (n° 295).

Or le nombre des substitutions modulaires incongrues (mod 7)
¢tant limité, il y a forcément, dans la suite (8), des termes qui se
reproduisent.

Soit

Am = Am+p (modn).
Ceci peut s’écrire
Am < A0= Am < Ap (modn).
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On en déduit (n° 300)

Ad= A»r (modn)

On conclut de la que la premiére substitution qui se reproduit
(mod n) est A°. Et si I'on appelle A? la premiére substitution qui
lui est congrue, les termes de la suite (8) forment une suite pé-
riodique, le nombre des termes de la période étant p.

Ce résultat s’étend sans peine a la série indéfinie dans les deux
sens formée par les puissances négatives et positives de la substi-
tution A.

302. Nous n’aurons pas besoin de déterminer plus précisément
le nombre p ('); bornons-nous & démontrer que p est un diviseur
de noy(n).

En effet, considérons la suite des p puissances de A,

(9) RO AT LA REEE

Si ces p substitutions forment toutes les substitutions modu-
laires incongrues deux & deux (modn), on a

P =ne(n),

et le théoréme est démontré.
Sinon, soit B une substitution non contenue dans la suite (¢ :
considérons la suite

(1o) BAS: - Bty v nBAPSY,

Deux de ces substitutions sont incongrues (mod ), puisque
ce sont les produits & gauche par une méme substitution B de
deux substitutions incongrues.

De plus, une quelconque des substitutions (10) est incongrue
a une quelconque des substitutions (), car si I'on avait

BAk= A¥,
on aurait
B = A¥—#,

ce qui n’est pas, par hypothése.

(') Pour la détermination de ce nombre p, voir, par exemple pour le cas de
n premier, ’Algebre superieure de SERRET, t. II, p. 342 et suiv.
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Si les substitutions () et (10) forment toutes les substitutions
modulaires incongrues deux a deux (mod ), on a

P =2n%:(n),

et le théoréme est démontré.
Sinon, prenons une substitution C qui ne soit contenue ni dans
la suite (), ni dans la suite (10); considérons la suite

(11) CA°, CA!, ..., CAr-,

On verra que ces nouvelles substitutions sont incongrues entre
elles et aux précédentes. Siles substitutions (9), (10), (11) forment
toutes les substitutions incongrues deux a deux (mod ), on a

p=3n%:(n),

et ainsi de suite.

§ III. — Formes équivalentes. Classes de formes.

303. Formes équivalentes. — Soit une forme
azr?+ 2bzy + cy?.
Faisons la substitution
z=ax'+ By,
y =v'+38y,
nous obtenons une nouvelle forme
a'x?+20' 7'y + 'y

Nous avons va (n° 279) que la premiére forme contient la
seconde, parce que, a tout systéme de valeurs enticres de z
et y' correspond un systéme de valeurs entiéres de x et y.
Mais remarquons maintenant qu’on a inversement

b

\ *OT—B’V
(12)
' ay—v.r

\

Si donc A = =1, il s’ensuivra que, a tout systeme de valeurs
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enticres de x et y correspondra aussi un systeme de valeurs
enticres de x' et y'.

Donc la seconde forme contient aussi la premiére. On dit alors
que les deux formes sont équivalentes. Ainsi deux formes équi-
valentes sont deux formes telles que l'on passe de lune a
LCautre, par une substitution linéaire de déterminant égal
a == 1. Chacune de ces formes contient l'autre. Tout nombre
représentable par I'une des deux formes l'est aussi par l'autre.
Les deux formes représentent donc les mémes nombres.

Ezemple. — Soit la forme
) i e N

Faisons la substitution
=3z By,
g= Szl oy

dont le déterminant est égal a 1, et nous obtenons la forme trans-

formée
—z?2—22'y + ¥y,

équivalente a la premiére.

30%. Etant donnée une forme, on obtient toutes les formes
équivalentes, en lui appliquant toutes les substitutions de déter-
minant égal a == 1.

Toutes ces formes équivalentes ont méme discriminant, a cause
de la relation du n°278 que donne ici D == D’. Mais la réciproque

) . by . . ¢
n’est pas vraie; deux formes de méme discriminant ne sont pas
toujours équivalentes.

Exemple. — Les formes
x2+ 12)2,. 3x+-4y?

ont méme discriminant 12; cependant elles ne sont pas équiva-
lentes.

En effet, la premiére ne peut représenter qu’'un nombre =
ou =1 (mod 4), tandis que la seconde peul représenter un
nombre = 3 (mod /).
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305. Classes de formes. -— Mais nous pouvons nous borner
a la considération des formes qui se déduisent d’une forme donnée
par toutes les substitutions de déterminant égal a -1 ou substi-
tutions modulaires.

En effet, soit A une substitution de déterminant égal & — 1.

Considérons la substitution

Le déterminant de cette substitution N est aussi égal & — 1.
Si donc nous posons
AN-1 = A,

A’ est une substitution modulaire.
Or
A== AN

Donc toute substitution de déterminant égal a — 1 est
égale a une substitution modulaire multipliée par N.

Nous nous attacherons donc spécialement a I'équivalence des
formes qui se déduisent I'une de I"autre par une substitution mo-
dulaire.

On dit que ces formes appartiennent a la méme classe que la
premiére.

Ainsi, on appelle classe de formes toutes les formes qui se
déduisent de Uune d'elles par les substitutions du groupe
modulaire.

Les formes équivalentes a une forme donnée se composent :

1° Des formes appartenant a la méme classe.

2° De celles qui se déduisent des précédentes par la substitu-
tion N, c’est-a-dire en changeant le signe du terme en zy.

Actuellement les problémes qui se posent sont les suivants :

1. Etant données deuzx formes de méme discriminant, voir
st elles appartiennent a la méme classe ou non.

Il. Lorsque deux formes appartiennent a la méme classe,
trouver la ou les substitutions modulaires qui permettent de
passer de la premiére a la seconde.

WI. Etant donné un discrimirant, trouver les différentes
classes de formes ayant ce discriminant.
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Formes réduites. —- Pour résoudre ces problémes, qui revien-
nent au fond a la comparaison de deux formes, la méthode con-
siste a remplacer ces formes par des formes de méme classe, mais
d’une espéce particuliére, et qu'on appelle formes réduites.
Tout revient ensuite & comparer entre elles les formes réduites.

Mais ces formes réduites sont lotalement différentes suivant
qu’il s’agit de formes a discriminant positif, ou de formes a dis-
criminant négatif.

Occupons-nous d’abord des formes a discriminant positif.

§ IV. — Résolution des trois problémes du n° 305 pour les formes
a discriminant positif. Equation de Pell pour un discriminant
positif.

306. Remarques sur les formes « discriminant positif.

Soit une forme
(@, by )
Nous supposons
D =ac— 5> o.

Il en résulte que @ et ¢ sont de méme signe; supposons-les po-
sitifs.

Remarquons que a et ¢ étant supposés positifs dans la forme
donnée, il ensera de méme dans toutes les formes de méme classe,
car si 'on effectue sur la forme une substitution linéaire quel-

a B L
conque ~ )» les nouveaux coelficients
L g
a'= aa?+2bay + cy?
et
¢'=afr+ 206830 + ca?

sont aussi positifs.

D’ailleurs tous les nombres représentés par les formes de cette
classe sont positifs.

307. Formes réduites a discriminant positif.

Nous dirons qu'une forme a discriminant positif (A, B, C) est
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réduite, quand les conditions suivantes sont remplies :
(13) Gz2AZ22|B;
(11) 2B #—A,

de plus, si A — C, il faut que

(15} aB2o.
308. Les substitutions S et T. — Ce sont les substitutions
RS SR / 0 N
S = \,‘ T = .
( o 1 ( —1 O )

Ces deux substitutions sont modulaires.
Comme nous aurons a appliquer la substitution S plusieurs
fois de suite, remarquons tout de suite que

LR

Sm — ('\ /).,

o0 I

m pouvant étre positif ou négatif.
Nous pouvons aussi remarquer les égalités suivantes :

(ST =Tt=1.
Il n’y a qu’a les vérifier.

309. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Tatorive. — On peut passer d’une forme a discriminant
positif quelconque (a,b,c) a une forme réduite de méme
classe, en lui appliquant un certain nombre de fois les substi-
tutions S et 'T.

Ces deux substitutions étant modulaires, leur application
réitérée donne toujours naissance a des formes de méme classe
que la forme primitive.

Il faut montrer que I'on peut transformer la forme (a, b, ¢) en
une forme satisfaisant a toutes les conditions (13), (14), (15).

Montrons d’abord qu’on peut transformer la forme (a, b, ¢) en
une forme satisfaisant seulement aux conditions (13).

Dans l'ordre de grandeur des coefficients de la forme, six cas
sont possibles :

czaz2|b], a 6296 c22|b|>a,

w22l bltxe, alblli==lcZz a, 9l & | >a >e.
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Dans le premier cas, c>a=2|b!, la forme satisfait aux con-
ditions (13).

Dans le second cas, a™-c~2|b], appliquons a la forme la
substitution T. La forme devient

(¢, — b, a).

Cette nouvelle forme satisfait alors aux conditions (13).

Dans le troisiéeme cas, ¢~ 2| b| > a, appliquons ala forme don-
née m fois la transformation S, la forme (a, b, ¢) devient

(@, am -+ b, am?-+ 2bm —+ ¢).

Or on peut choisir m de facon que
o2lam+b|Za
(1l suffit de diviser b par @, de facon a obtenir le reste minimum,
et de prendre pour m le quotient changé de signe); m étant ainsi

choisi, posons
am + b ='by,

am?—+2bm + ¢ = c;.

La forme (a, b, ¢) devient

(a, by, cy),
et 'on a

aZ2jb,[.
Si I'on a de plus

01§2|b1|,

la forme (@, b, ¢,) se trouve dans le premier ou le second cas et
le probléme est résolu.
Mais, sil'on a
2| by > c,
faisons sur la forme (a, b,,¢,) la transformation T, cette forme

devient
(e1,— by, @)
Puis, faisons m’ fois la transformation S, m' étant choisi de facon

que
2|egm'— by | S ¢

La forme devient alors
(ch [’27 ay ),

en posant
Cy m' — bl = bs_),

cym?—2bpm'+a= ay
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et 'on a
C 2 2{ I)z !
Si 'on a de plus
a122] by,
la forme (¢y, ba, @) se trouve dans le premier ou le second cas, et
le probleme est résolu.
Mais si 'on a
2| ba | > ay,
faisons de nouveau sur la forme (cy, b,, @,) la transformation T,
cette forme devient
(@i, — by, c1);
puis faisons la transformation S, m” fois, m" étant choisi de facon
qlle

2laym’— by | Zay.

Nous obtiendrons une forme

(ay, b3, ca);
et ainsi de suite.
Je dis qu’en continuant ce procédé on arrivera forcément a une
forme se trouvant dans le premier ou le second cas.
En effet, si cela n’a pas lieu pour la forme (a, b,, ¢, ), comme la
condition

az2|b|

est remplie, c’est que la condition
Cq :2 Ib‘ !
ne l’est pas. On a donc
a /:Zbll\/cl'
De méme si la forme (¢, by, @,) n’est pas dans le premier ou le
second cas, c’est que I'on a

12|20y | > ay.
De méme, si la forme (@, b3, c.) n’est pas dans le premier ou le
second cas, c’est que l'on a

a1Z22| bs| > |eal;
et ainsi de suite.

On a donc
B LE> By o 0y il
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Les nombres a, ¢,, a,,... sont tous positifs. Donc cette suite
d’inégalités ne peut se prolonger indéfiniment. Donc on arrive
forcément a une forme appartenant au premier ou au second cas.

Dans le quatriéme cas, a= 2| b| > c, faisons la transforma-
tion T et nous sommes ramenés au troisitme cas.

Dans le cinquiéme et dans le siziéme cas, oul'on a
| 2b l > &,
faisons m fois la transformation S, m étant choisi de facon que
2lam +b|<a,
et nous sommes ramenés au premier, second ou quatriéme cas.
Le probléme de trouver une forme de méme classe que la forme

proposée et satisfaisant aux conditions (13) est donc résolu dans
tous les cas.

310. Reste a montrer qu’on peut satisfaire aussi aux conditions
(14) et (15). Supposons d’abord que la forme ne satisfasse pasa la
condition (14) tout en satisfaisant aux conditions (13). Soit la

forme :
—aBa2+a2Bazy +Cy2 (C2|B|).

Appliquons-lui la transformation S, cette forme devient
—2Bz?2— 2Bay + Cy2.

Cette nouvelle forme satisfait alors a la condition (14), tout en
continuant a satisfaire aux conditions (13).

Supposons maintenant que la forme ne satisfasse pas a la con-
dition (15) tout en satisfaisant aux conditions (13) et (14). Soit la

forme
Ax2—aoBaxy + Ay? (BixayAl >aB).

Appliquons-lui la transformation T, elle devient
Az2+2Bay + Ay,

Cette nouvelle forme satisfait a la condition (13), tout en conti-
nuant a satisfaire aux conditions (13) et (14).

Exemple. — Soit a réduire la forme

20422+ 284y +101)2.
C. 15

www.rcin.org.pl



226 CHAP. VI. —— LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

Nous sommes dans le sixieme cas. Appliquons la substitution S—*,
nous obtenons

204 72— 1242y +— 21y2.
Nous sommes dans le quatriéme cas. Donc nous appliquons la sub-
stitution T qui donne

21 22+ 1242y + 204 y2.

Nous sommes maintenant dans le troisiéme cas. La substitution
S—3 donne
2122 — 22y + 21 2.

Cette forme satisfait aux conditions (13), mais non a la condi-
tion (15). Appliquons-lui encore une fois la transformation T. La

forme devient
2022+ 22y + 212
Elle est réduite.

311. Application au premier probléme du n° 305.

Etant données deux formes de méme discriminant positif,
voir si ces formes appartiennent a la méme classe ou non.

Il suffit de remplacer les deux formes données par les formes
réduites, respectivement de méme classe qu’elles, et de voir si ces
deux formes réduites sont de méme classe. Or on a le théoréme

suivant :

Tutoreme. -~ Deux formes réduites de discriminant positif,
ne peuvent étre de méme classe que si elles sont identiques.

312. Pour démontrer ce théoréme démontrons d’abord deux
inégalités auxquelles satisfont les coefficients d’une forme réduite.

Soit (a, b, ¢) une forme réduite

De I'inégalité

2|b|La,
on tire
(16) 4525 ar,
De I'inégalité
ase;

on tire, @ étant positif (n° 306),

(17) a2lac.
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Comparant les inégalités (16) et (17), on obtient

d’ott
d’ou
(18)
Ensuite on a

d’ou, a fortior:

et par conséquent

(19)

4= ac,

352D,

3ac=3D + 3625 4D,

3a2<4D,

/D

“;\/ 3

313. Soient maintenant (a, b, ¢), (', b', ¢') deux formes de

méme classe, et(

x B
-,N

> la substitution par laquelle on passe de la
L}

premiére a la seconde. Nous voulons démontrer que, ou bien ces
deux formes de méme classe ne sont pas toutes les deux
réduites, ou bien elles sont identiques. On peut évidemment

supposer @' =a.
On a

(20)

(21)

(22)

it - R
(= ac — fy,
a' = aa? +2bay—+ cy?,

b'=aaB + b(ad + By) + cyd.

L’équation (21) donne

(23)

or

Donc

aa'= (az—+ by)2+ Dy?;

ou, d’aprés I'égalité (23)

ou

(aa+ by)2+ Dy2s ‘/E'D’

(aa+ by)=D <§ —*(2>'
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Il résulte de la que

Donc v qui est un nombre entier ne peut étre égal qua o, ou
s

I. Soit d’abord y=o0. — Les équations (20), (21), (22)
deviennent alors
1= ad,
a'=aa?,

b= aafl + bad.

On en conclut immédiatement

5
9 =0=001I,
a=Ia,
V'—b==+aB,

b'— b doit éwre divisible par a. Mais

Donc |4/ —b|Za <l’égalité n’étant atteinte que si des deux

; 1 1
nombres b, ' I'un égale ;aet I'autre — é(l>.

Si |0 — bl << a, b — b devant étre divisible par @, ¢’est que

On a déja

et
ac—b2=a'c — b".
On en déduit

’

c=2°c.

Donc les deux formes sont identiques.
. ; iy
Si [b'— b| = a, les deux nombres b el &' sont égaux, I'un a 5 @

| 1 " L2
Pautre a — 5@ Donc, 'une des deux formes n’est pas réduite

(condition 14). -
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Il. v ===1. — Les équations (20), (21), (22) deviennent

(24) 1= ad B,
(25) a=aa® t2ba + c,
(26) b'=aal + b(ad *=B)=* cd.

L’équation (25) s'écrit

(27) a—c=aat+sba.
Or

(28) a'saZle.
Donc

(29) aa®*2baZo.

D’autre part,

az!20]|
el
g2 s
Donc
aa?2|2bal.
Donec
(30) ax?t=2bao.

Comparant les inégalités (29) et (30) on en déduit
aat*=2ba = o,
et, par suite, ’égalité (27) donne
(31) al=03
et les inégalités (28) montrent alors que
g = — G

Ensuite I'égalité (26) peut s’écrire en tenant compte de I'éga-

lité (24)
b+0b=aaf +2bad = c3,

ou en remplagant ¢ par @ et 2ba par o= a o?

b+b=aafaardt+ad=a(af 3220 *=79)

c’est-a-dire que b + &' est divisible par a.
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On voit, comme plus haut, qu’il faut pour cela ou bien que

b'="1b

ou bien que
; 1

l) = l) =4 =
2
Dans le cas on

P,

comme déja

a=a

el que

on en déduit

Les deux formes sont donc (a, b, @), (a, — b, a); une seule
peut étre réduaite d’apres la condition (15).
Dans le cas on

on trouve encore

Les deux formes sont donc identiques.

314. Le premier probléme dun® 305 est maintenant résolu pour
les formes & discriminant positif. On voit que pour que deux
Jormes de méme discriminant positif appartiennent a la méme
classe, il faut et il suffit que leurs formes réduites soient iden-
tiques.

Exemple. Les deux formes du n® 304. — Nous avons vu par
un procédé détourné qu’elles ne sont pas équivalentes. Nous
voyons maintenant que cela résulte aussi de ce qu’elles sont
réduites, et ne sont pas identiques.

315. Autre exemple. — Soient les deux formes de méme dis-

criminant égal 2 6 :
3ogz?— 888zy + 638 2,

35z22 + 184y + 242 y2,
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Appliquant le procédé connu, on trouve que la premiére forme
se réduit par I'application successive des substitutions

ST 8 W gl
et devient
222 + 3y2.
Pour la seconde forme, elle se réduit par 'application succes-
sive des substitutions

PRI O O R, R
et devient aussi
222+ 32,

Donc les deux formes proposées appartiennent a la méme classe.

316. Résolution du second probléme du n° 305 pour les
Jormes a discriminant positif.

Deux formes a discriminant positif, ayant été reconnues
appartenir a la méme classe, trouver les substitutions modu-
laires qui permettent de passer de la premicre a la seconde.

La méthode qu’on vient d’employer pour reconnaitre que deux
formes appartiennent a la méme classe permet en méme temps de
trouver une substitution modulaire qui transforme I'une dans
I’autre.

En effet, soient (a, b, ¢), (', V', ¢') ces deux formes et (A, B, C)
la forme réduite qui est de méme classe que chacune d’elles. -«

On passe de (a, b, ¢) a (A, B, C) par une suite de substitutions
S et T, qu’on peut remplacer par une seule substitution G égale a
leur produit. De méme U'on passe de (a, b, ¢) a (A, B, C) par une
substitution H. Dans ces conditions, il est bien évident que 'on
passe de la forme (a, b, ¢) ala forme (a/, ¥/, ¢') par la substitution
GH~', égale au produit de la substitution G par I'inverse de la
substitution H. On obtient ainsi wne substitution K répondant a
la question et qui est évidemment modulaire. 1l faut maintenant
avoir toutes les substitutions modulaires répondant a la question.

Soit L une substitution modulaire transformant (a, b, c) en
elle-méme. 1l est bien évident que la substitution M = LK trans-
forme (a, b, c) en (a', ¥, ¢).

Réciproquement, soit M une substitution qui transforme
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(a,b,c) en (a',b,c). Puisque la substitution K transforme
(a,b,c) en (a,l,c'), la substitution inverse K~' transforme
(a'yb,c') en (a,b,c). Donc la substitution MK~ transforme
(a, b, ¢) en elle-méme. Soit L. cette substitution. On a

MK-1 =L,

d’ot, en multipliant les deux membres a droite par K,
M = LK,

et, de plus, L est modulaire.

En résumé, on voit que pour trouver toutes les substitutions
modulaires qui transforment (a, b, ¢) en (da', b, c'), il faut
multiplier la substitution K, a gauche, par toutes les substi-
tutions modulaires qui laissent invariable la substitution
(@, b, c). De sorte que le probléme proposé est ramené au suivant :

Trouver toutes les substitutions modulaires qui laissent in-
variable une forme (a, b, c).

)
minés par les conditions

o
317. Soit (a B> une telle substitution, o, 3, v, ¢ sont déter-
i

(32) ab — By =1,
(33) ax?+2bay+ cy?= a,
(3%) aaf + b(ad + By) +cyd = b.

(La derniére équation @ @32+ 25036 + ¢82== ¢ est rendue inutile
par la condition a8 — By =1, car cette condition suffit pour
établir que la forme (a, b, ¢) et sa transformée ont méme discri-
minant. Si, de plus, le coefficient de x? et celui de zy sont les
mémes dans les deux formes, il en sera de méme du coefficient
de y2.)

Si dans I'équation (34) on remplace a3 par 1 =~ {3y, elle s’écrit

(35) aafl +2bBy—+cyd =o.
Multiplions I’équation (35) par «, I’équation (33) par — 3 et
ajoutons, il vient
cy(x8 —By) +af =o,
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ou, en tenant compte de I'équation (32),
(36) cy—+af =o.

Snsuite, multiplions 'équation (33) par ¢, 1’équation (35) par —v
et ajoutons, il vient de méme, en tenant compte de I'équation (32),

(37) a(x—3)+2by=o.

Les équations (36) et (37) peuvent s'écrire

Soit s le diviseur dela forme, c’est-a-dire le plus grand commun
diviseur de @, 20, ¢, les équations précédentes peuvent encore

s'écrire

i
I
Qo

d’ou, en posant ces rapports égaux a u,

(5
38 PR
(38) 3%
a
3 v = ot
(39) i =1
(40) 1—8::—2—1311.
ag

Pour que 3, y, = — & soient entiers, il faut que « soit entier.
e ah
En effet, les nombres B n’ayant pas de facteur commun,
le dénominateur de «, supposé réduit a sa plus simple expression,

e as ue s’il est égal a 1
’ c) = q g ‘-

ne peut diviser a la fois

Remplacons {3 et v par leurs valeurs dans I'équation (32), il
vient

ac
al + — u?=1
=)

ou

o+ 0)— (a— )2 ac
CE SICE LR

4
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ou, d’apres I'équation (40),

a+8\2 bu?  ac
— ) — + —u=1
2 gt o2

ou

N
o+ 0\2
<c 2 ):——Du2—+—62.

o -0
2

est un nombre entier. Posons

Il suit de la que =

&0
(41) o_a2 —
on a
(42) t2+ Du?= q?,

et les nombres a, (3, v, & sont donnés par les équations (38), (39),

(40), (41)

; Lt—bu
(43) 8% vty
(§4) B=—"5,
(45) Y_—.%,

3 & iS4 bu
(46) D =i

Réciproguement, si l’on détermine deux nombres entiers
satisfaisant a Uéquation (42), puis qu’on prenne pour a., 3,v, 6
les valeurs données par les formules (43), (44), (45), (46) :
1° ces valeurs sont entiéres; 2° la substitution <: 2) laisse

/

invariable la forme (a, b, c).

En effet :

1° o divisant @ et ¢, [ et y donnés par les formules (44) et (45)
sont des nombres entiers. De plus, o2 divisant ac et 4b* divise 4D,
I’équation (42) montre, par suite, que o2 divise 4. Donc o
divise 2 ¢. Il divise d’ailleurs 24. Ceci montre que 2 et 25 donnés
par les formules (43) et (46) sont des nombres entiers. D’ailleurs
4t
g

méme parité.

leur somme -~ étant un nombre pair, ces deux nombres sont de
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Enfin leur produit

A 2_bH2y2 4 . 2
4(t bu):_q(c acu)_/ Fae. . 0
- ! =4
o2 o2 G
élant pair, ces deux nombres sont pairs.
Les nombres 24 et 25 étant pairs, les nombres « et & sont en-
Liers.

B

N

A B % :
2° Pour vérifier que la substitution ( ) laisse la forme

(a, b, ¢) invariable, 1l suffit d’effectuer cette substitution, en
remplacant «, 3, v, 3 par leurs valeurs, et de tenir compte de
I'équation (42).

318. Equation de Pell. — Tout revient i trouver les valeurs
enliéres de ¢ et de u satisfaisant a I'équation (42); cette équation
se nomme équation de Pell. Or, dans le cas qui nous occupe,
D > o0, la résolution de I’équation de Pell est trés simple. 1l suffit
de donner a u« les valeurs o, #=1, #=2, ... croissantes en valeur
absolue, jusqu’a ce que la valeur correspondante de ¢

t2=0¢2-— Du?

devienne négative et, par suite, inadmissible. A chaque valeur
de u, correspondra o ou 2 valeurs de ¢, suivant que o2 — D u?
) ) q

sera ou non carré parfait.

Examinons les choses d'un peu plus prés :

1° D’abord on peut toujours prendre pour « la valeur o, il faut
prendre alors pour ¢ 'une des valeurs “=5. Ces valeurs de u et ¢,
transportées dans les formules (43), (44), (45), (46), donnent,
pour «, 83, v, 4, les valeurs (<=1, 0, 0, ==1), c’est-a-dire qu’on ob-
3 ey P . 3 P sk [ —1 0\
tient ainsi la substitution identique et la substitution ( )

@ —F

évidentes a priori. La seconde substitution est celle que nous
avons désignée par I (n° 295). .

2° Essayons maintenant pour u les valeurs == 1, il en résulte

(47) t2=oc'—D.

Faisons les remarques suivantes :
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La quantité
4D = f4ac—(2b)

est positive et divisible par o2,

¢ 2b\2
s _(,,&_

est évidemment congru a o ou a— 1(mod4). Donc ce quotient est
égal au moins & 3. On a donc

Le quotient de 4D par ¢*

aQlR

4

(48) 4D =302

On conclut de la que la valeur (47) de 22 ne peut étre positive
ou nulle que si

4D =3aq2
ou
4D = jo2.
Dans le cas ou 4D = 352, 5 est pair, et I'on obtient pour ¢ 'une
des deux valeurs == i
On a alors quatre systémes de solutions

Uu=-+1, uUu—=—I, R Y w=-—1,

3
t= -~
2

[+
) == t—=— —, t=— -,
2 2

qui donnent quatre substitutions :

|
1a
15
>
o, "oy
P R
[
I
NvIlq
I
>

alQ
o]
} I
B
| -
e
il
]
o]

|

>

Appelons A la premiére de ces substitutions, on voit facilement
que les trois autres sont A=', AI, A='I. Avec la substitution iden-
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tique et la substitution I, cela fait en tout six substitutions modu-
laires qui transforment la forme en elle-méme.

Dans le cas ot 4D = 452, on obtient pour ¢ la valeur ¢ =o el
I'on a deux systémes de solutions :

Wie=t10, Ui==— "
t =20, t=o,

qui donnent deux substitutions :

—b —c b c

c ¢ ¢ G
b

a b —a —b

G G c G

L’une étant A, Pautre est Al. Avec la substitution identique
et la substitution I, cela fait en tout quatre substitutions qui trans-
forment la forme en elle-méme.

3° Enfin on ne peut donner a « de valeurs supérieures & 1; car
on aurait alors

u2 4.
Donc
t2=ac2—Du2se2—4D.

Or 52— 4D est négatif, a cause de l'inégalité (48). La valeur
de ¢2, étant négative, ne peut convenir.

En résumé, on a trouvé dans tous les cas les substitutions
modulaires qui laissent une forme invariable.

En général il n’y en a que deux.

Lorsque 4D — 352, il y en a six.

Lorsque 4D = 432, il y en a quatre.

319. Remarqgue. — Dans tous les cas, il est évident, a priori

) ) P /i
que les substitutions modulaires qui laissent une forme invariable
forment un groupe. C’est ce que 'on vérifie facilement.

320. Exemple I. — Reprenons les deux formes équivalentes

du n° 315 :
3ogx2— 888y + 638 2,

3522+ 1842y + 242 2.
On passe de la premiére a la forme réduite par la substitution

S8t TSENS1.
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On passe de la seconde & la forme réduite par la substitution
S—-3TS-3TS-1,
On passe donc de la premiére a la seconde par la substitution
(STS—2TS3TS—1) x (S—3TS—3TS~1)-1
ou

STS-2TSeTS3.

En faisant le calcul, on trouve que cette substitution est la sui-

19 54)
13 37
Cherchons maintenant toutes les substitutions modulaires qui
transforment la forme

vante :

3ogx? — 888 zy + 638 y?

en elle-méme. On a ici
=5 S.=1.

L’équation en ¢ et « est donc
n»-rbout=1,
qui n’a que les deux solutions :

ui=0, I =10y

=T, t=—1,

c’est-a-dire qu’il n’y a que la substitution identique ou la substi-
tution I qui répondent i la question. Il n’y a donc que les deux

(19 54 : —19 —54
13 37) p —13 —3y

qui transforment la forme

substitutions :

3og2* — 888zy + 638 y2
en la forme
3522+ 184 wy + 242 y2.

321. Exemple I1.— Quelles sont les substitutions qui trans-
Jorment la forme 2x*~+ 10xy + 14 y* en elle-méme?
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On a ici
¢ =2,

Dy ==3s
L’équation en ¢ et u est

2+ Ju = 4.
Elle a comme solutions :

%0, W=—"0 Ul w ==y u=—1, B
t ti=

I
‘

By =— 2, =, t=—1, =1, t=—1.

Le premier systtme de solutions donne la substitution iden-
tique. ’
Le second donne la substitution I.
e gl ER (—a3 —
Le troisiétme donne la substitution A — < Z)
1
Les trois autres donnent A=', Al et A—'I.

322. Résolution du troisieme probléme du n° 303 pour les
Sormes a discriminant positif.

E'tant donné un discriminant positif, trouver les différentes
classes de formes ayant ce discriminant.

Soit D le discriminant donné. 1l suffit de trouver les formes
réduites ayant ce discriminant. Or, dans une forme réduite, on a

4/3.

On prendra donc pour b toutes les valeurs entiéres, positives,
négatives ou nulles, satisfaisant a cette condition. Ces valeurs sont
en nombre limité. '

Une valeur de b étant choisie, on a

| b

ac = b2+ D.

On décomposera donc, de toutes les facons possibles, 42+ D
en un produit de deux factears positifs ('), et, parmi toutes les
valeurs possibles pour @ et ¢, on choisira celles qui donnent une
forme réduite (a, b, c).

(") On suppose toujours @ et ¢ positifs.
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Il importe de remarquer que ’on obtient ainsi un nombre fin:

de formes.
323. Ezemple I :

Dans ce cas

/1
lblé\/ g4

Donc
b= 0.
Alors
ac =¥
Donc
a==«c¢=1.

Il 'y a donc qu’une forme réduite de discriminant 1, a savoir
2+ y2.

Exemple 11 :
D) i==ng

Dans ce cas
)
o<t e
18151/3
Donc
b= o,

Alors

ac = 2.

Drailleurs @ doit étre plus petit que ¢. Donc
a=1, Cc =2,

Il n’y a donc qu’une forme réduite de discriminant 2, a savoir

@092,

Ezemple 111 :
D=3

Dans ce cas

b (\/3

9
Donc
b=o0 ou b =+1.
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Sib:O,
ac=:3
Donc
a =iy, [ ek o)
Sib— ke,
ac = 4

@ et ¢ étant égaux, b doit étre positif. Donc b = 1. En résumé, il y
a deux formes réduites de discriminant 3, a savoir

2+ 3y et 22+ 2zy +2)2

Exemple IV :
B 7.
Dans ce cas
7
Sl L,
1515/7
Donc
=0 ou ===,
Sl b:o,
ac:;‘.
Donc
a =1, C:‘;.
oI bl i
ac =58,

D’ailleurs « doit étre au moins égal a 2; donc
@ =% a4

a condition 26 £ — a montre que b n ut étre égal & — 1;
L dit b t e b ne peut 3
donc b ==1. En résumé, il y a deux formes de discriminant 7, a
savoir

247y et 22+ 22y + 42

Ezxemple V :
D =11,
Dauns ce cas
b< \/L‘;
]
donc
b='o ou b.=ci%y
C. 16
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Sib=—lo

Qo=

donc

B ey
ac = 12.

D’ailleurs @ doit étre au moins égal a 2; donc

Q =2, T

ou
=3, c =4

Mais si @ = 2, b ne peut étre égal & — 1. En résumé il y a quatre
formes réduites de discriminant 11.

224+11y2, 2z +oxy + 6y, 324 2xy + 4y, 3xi—azy 4 4y2.

Exemple VI :

1=t
Dans ce cas
b;\/%
donce
=D b ==y b=t
Sih =0
ac =0
done
g C=17
Bl Tl 1
ac ey,

D’ailleurs @ doit étre au moins égal a 2.
On peut donc prendre

a =2, =9,
Slb:iz

Mais @ devant étre égal au moins a 4, le plus petit diviseur
de 21 supérieur a 4 est 7; mais si 'on prenait @ = 7 il faudrait
prendre ¢ = 3, ce qui ne doit pas éire; donc on n’obtient pas ainsi
de nouvelle forme réduite.
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En résumé, il y a cinq formes réduites de déterminant 17.

2241792, 2x?tozy+9y? 37t aozy + 6y2.

§ V. — Résolution des problémes du n° 305 pour les formes
a discriminant négatif. Equation de Pell pour un discriminant
négatif.

324. Soit (a, b, ¢) une forme & discriminant négatif.
Nous supposons donc D = ac — b2 << o.
Il en résulte que 'équation

aw+4+ 20w +c=o0
deux racines réelles

Lobhe /Ty
__——a ’
ou
e m T
a
en posant
— D=\,

A est alors positif.

Cesracines sont d’ailleurs incommensurables, puisque nous sup-
posons toujours que — D n’est pas carré parfait.

Ce sont des nombres algébriques du second degré. Nous les
appellerons racines de la forme.

Nous distinguerons la racine qui correspond au signe -+ du
radical, que nous appellerons premiére racine et désignerons
par w,, de l'autre que nous appellerons seconde racine et désigne-
rons par w,.

NacL .l e b e )5

a a

Wy

Si @ > o la premiére racine est la plus grande. Si @ <<o c’est le
contraire.

325. Remarquons que la connaissance d’une forme entraine
celle de son discriminant et de sa premiére racine.

Réciproquement, si l'on connait le discriminant et la pre-
miére racine d’une forme, cette forme est détermincée.

En effet, si 'on connait la premiére racine, on connait la seconde,
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qui est le nombre conjugué. On a donc

b2 — ac = A,
T
e me L )

a
= bk
—_— = Wi
a
On en tire
2
a = ——ﬂ ]
Wy — Wy
e —(w,—t-u)g);/&)
W) — Wy
el 2(!)10.)2‘/&
ne W) — Wy

Donc la forme est déterminée.

326. Remarque.— Les deux formes (a,b,c¢), (—a, —b, —c¢)
ont mémes racines, mais la premiére racine de I’une est la seconde

racine de l'autre.

Réciproquement. — Si deux formes de méme discriminant
ont les mémes racines, mais de facon que la premiére racine de

I'une soit la seconde racine de I'autre, ces deux formes ont leurs

coefficients égaux et de signes contraires.

En effet, soient (a, b, c), (@', b/, ¢") ces deux formes. On a, par

hypothése,
(49) b2—ac=02—a'c'=A,
(50) - tﬁTL\ L il ___‘/A

a a
L’égalité (50) donne
(a+a')yA =ba' — ab'.

y/A étant incommensurable, ceci ne peut avoir lieu que si

a+ a =o,
bd'— ab' = o,
d'ou
a=—a,
b ==l
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et alors de I'égalité (49) on tire

C=-—C.

327. Substitutions linéaires sur une seule variable. —

q S e e a !
Effectuer sur une variable w une substitution linéaire < §>, c’est
T

aw + 3
Yw—f—S'

remplacer  par
. . . x
Quand on effectue sur deux variablesz, y,la subshtutmn( E) )
y ¢

L, a B p . z
la substitution . ) se trouve aussi effectuée surleur rapport =
QL 2

Mais toutes les substitutions qu’on peut déduire de celle-la, en
multipliant ou divisant les quatre coefficients par un méme
nombre, sont distinctes comme substitutions sur deux variables,
et ne le sont pas comme substitutions sur une seule.

En particulier, si 'on ne s’occupe que des substitutions a coef-
ficients entiers, de déterminant égal a #=1; ou, plus particuliérement
encore, si I'on ne s’occupe que des substitutions modulaires, les

[£
LY a i AR :
deux substitutions < Ff), \> distinctes comme substi-
"{ O —“{ Rk
tutions sur deux variables, ne le sont pas comme substitutions sur
une seule.
On peut donc distinguer le groupe des substitutions modu-
laires sur deux variables et le groupe des substitutions modu-

laires sur une variable.

328. Relation entre les racines de deux formes équivalentes.
— Soit une forme (a, b, ¢) dont les racines sont w, et w,. Sup-

. . a &
posons que par la substitution < g) (28 — By="11) cette forme
R

se transforme en une équivalente (&', &', ¢’). Il est bien évident
S ! 1 .

que, si I'on appelle v/, ), les racines de la seconde forme, celles

de la premiére sont égales a

awi + B awh+f
s a’ r N4
W+ Yoy —+ 6

de sorte que : les substitutions qui transforment une forme en
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une autre, transforment les racines de la seconde en celles de
la premiére.

Mais, je dis de plus que, si a8 — By =1, autrement dit, si les
deux formes sont de méme classe, les racines de méme nom se
correspondent. C'est le contraire si a8 — By =—1.

En eflet, soit

_awy+ B
W= 7 2
Y=+ 3
on en lire ]
Swy— B
wy=—-"-.
==Yy«

Supposons que w, soit la premiére racine, remplacons-la par
sa valeur
—b+/b2—ac
W= "
a

Il vient d

8(— b+ y/b?—ac) — Ba
—Y(— b+ \/l)_z‘— ac) “+ aa

u)" —

En faisant disparaitre le radical du dénominateur, on trouve
aprés simplifications

,  —[aaB + b(ad + By) + cy3] + (23 — By) Vb*— ac
gl 28 aa?—+ 2bay + cy? :
c¢'est-a-dire

’
Wy

b+ (a8 — By) Vb2—a'c

a

Donc :si a8 — By =1

w est la premiére racine,

sl 06 — ﬁ'{ = —1
w) est la seconde racine.

Réciproquement, si entre les racines de méme nom, v, o', de
deux formes, il existe une relation de la forme

e
W= ——= (20 — =41
N e % By )s

ou si entre des racines de nom contraire, il existe une relation de
méme forme mais pour laquelle a8 — By =—1, si de plus les
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deux formes ont méme déterminant, on passe de la premiére
\ . . -3
forme 4 la seconde par la substitution < ?)
REAR
I

En effet, supposons, pour fixer les idées, que la relation existe
entre les racines de méme nom, et que 8 — 3y =1. En faisant
vy a :
sur la forme (a, b, ¢) la substitution < E>, on obtient une forme
v 3
ayant méme discriminant et méme premiére racine que la
forme (a’, ', ¢'); elle lui est donc identique (n° 325).

329. Revenons maintenant aux trois problémes du n° 305. Le
premier de ces problémes s’énonce ainsi :

Etant données deux formes, de méme discriminant (néga-
tif'), voir si elles appartiennent a la méme classe ou non?

Soient (a, b, ¢) (', V', ¢') ces deux formes. Pour qu’elles appar-
tiennent a la méme classe, il faut et il suffit que leurs premicres
racines w, et o', soient liées par une relation de la forme

,_aw1+§

ywi+ 6 b 0y = 0,

Or, nous avons vu (n° 269) que pour cela, il faut que les
périodes obtenues par la réduction de w, et v/ en fractions con-
tinues, soient composées des mémes éléments, dans le méme
ordre, de facon que I'une des périodes se déduise de I'autre par
une permutation circulaire des éléments.

Cette condition est-elle suffisante?

Soit A, B, ...,Lla période de v,

m,:[m,n, ...,r,A,B,...,L,A,B,...].
\/ e S (Lo

La racine v ayant une période composée des mémes éléments
dans le méme ordre, écrivons

w’l=[m’,n', suy ply Ae Byt (Wi I BY ],
(Sl Wi AT Rl

la période de o', pouvant d’ailleurs commencer en réalité
avant A.
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Soient
h le nombre des éléments A, B, ..., L de la période;
k le nombre des éléments m, n, . .., r;
k' celui des éléments m', n/, ..., p.

Soit d’ailleurs
[&BP”thB“”]:L
\/

On a les égalités

ey gz—'—g’ PS— QR = (—1),
P'z+ R’

' o Fogintie bt bl ! l__ ’ ARy ity k’

S ¢ P FURIENE By o ey D g

PLR . .y y i § 4
qQ’s étant respeclivement la derniére et I'avant-derniére réduite

de la fraction continue [m,n,...,r]; %, %étant celles de la

fraction continue [m/, 7/, . .., p'], d’outi en éliminant 2, on obtient
une relation de la forme
s el B

T oqwi+ 38 1
avec
a=P'S— QR
8 — PR'— P'R.
Y=Q8—Qs,
3=PS'— QR
o A

ad — By = (PS — QR) (P'S'— Q'R') = (— 1)k+k",

Si donc & et k' sont de méme parité, k- k' est pair
et a6 — [y =1 : donc les deux formes sont de la méme classe.

Si ket k' ne sont pas de méme parité mais que h est impair,
rien n’empéche de supposer que la période de w, commence /
termes plus loin. On peut donc, dans le raisonnement précédent,
remplacer & par k + h; mais k + & + k' est pair; donc dans ce
cas encore les deuzx formes sont de la méme classe.

Reste le cas ot k et k' ne sont pas de méme parité et ou h est
pair. Je dis que dans ce cas les deux formes ne sont pas de la
méme classe.
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En effet, on a

Pz + R o A
AR I PS — QR =(—1)k,
o Plo R T
MR T P'8'— Q'R = (=¥,

Supposons que les deux formes soient de la méme classe, c’est-
a-dire que I'on ait
owq +
= ——'—?
Ywi—+ 0

(a3 —By=1).

Par I’élimination de v, et w} entre ces trois équations, on obtien-
drait une équation de la forme

Az -+
U
avec
A =P(aS'—yR")+ Q(BS'— SR),
p=R(aS'—yR’) + S(BS'—3R"),
v=P(YP'— 2Q)+Q(3P'—BQ),
p=R(YP'—aQ')+ S(3P'— BQ"),
d’ou

dp— v = (PS— QR)(P'S'— Q'R')(a8 — By) = (— 1)k +F.

Donc, dans le cas qui nous occupe, A et A" étant de parités

différentes, on aurait
Ao —py =—1.

Or cette égalité est incompatible avec ’hypothése /2 pair d’apres
le théoréme du n° 270.

Dans ce cas, les deux formes sont équivalentes, mais non de
méme classe.

En résumé, pour que deuz formes de méme discriminant
négatif soient de la méme classe, il faut et il suffit : 1° que
leurs premieres racines développées en fractions continues
donnent naissance & des périodes composées des mémes élé-
ments dans le méme ordre, de facon que l’une des périodes se
déduise de Uautre par permutation circulaire des éléments;
2° que le nombre des éléments de la période soit impair, ou
bien, si ce nombre est pair, que les nombres d’éléments qui,
dans chaque fraction, précédent un méme élément de la pé-
riode, soient de méme parité.
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330. Exemple 1. — Soient les deux formes

2+ axy — 4y
et
— 1452 — 2102y — 762

de discriminant — 5.
On a
w,::——[—f-\/S:[l,.i,zf,j. |
et
105 + \/5
wi= T@‘ =[-1,3,1,54,4,4, ...]
Les deux périodes sont identiques. De plus 2 =1 est impair.
Donc les deux formes sont de méme classe.

Exemple 11. — Soient les deux formes

7722 — foxy + 5y?,
5x2— 10y -+ 22
de discriminant —15.

On a
20 + 15 .
¢1=—W—U:[o,3,4,2,3,2,3,...]
eL
;5415
w,-_——;/l—:[l,l,?,\,/z,?),z,...].

Les deux périodes se déduisent I'une de I’autre par permutation
circulaire; 4 = 2 est pair. Mais en faisant commencer la période
de w, au quotient incomplet 2, de facon que les périodes soient
identiques, on a A = A'=3. Donc k et A’ sont de méme parité.
Donc les deux formes sont de méme classe.

Ezemple I1I. — Soient enfin les deux formes

dor 3.721
— 22+ 6y — 62,
de discriminant — 3.

On a
w,:;/?::[l,_l\,j,tzz,...]
et
eI L ,
o= TR ),
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Les deux périodes sont identiques; /= 2 est pair, k=1,
k"= 2 sont de parités différentes. Donc les deux formes sont équi-
valentes, mais non de méme classe.

331. Autre fagon d’exposer les résultats précédents. Formes
réduites. — On peut exposer la solution précédente, de maniére
a rappeler celle qu’on a donnée pour les formes a discriminant
positif. En effet, nous montrerons encore que toute forme est de
méme classe qu’une forme particuliére, dite forme réduite, etnous
serons ramenés a voir si deux formes réduites sont équivalentes.

Nous appellerons forme réduite, dans le cas des formes a dis-
criminant négatif, une forme dans laquelle la premiére racine
est supérieure a 1, et la seconde comprise entre —1 et o.

Pour qu’une forme (@, b, c) soit réduite, il faut d’abord qne la
premiére racine soit supérieure a la seconde, ce qui exige

a, >0,

Ensuite, il faut-que le nombre 1 soit intérieur et le nombre — :
extérieur a U'intervalle des racines, ce qui donne les deux autres

conditions
a—+2b+c<o,

a—2a2b+c>o.

Enfin, il faut que les deux racines soient de signes contraires.

Donc il faut
€% 10y

Ces quatre conditions sont d’ailleurs suffisantes.
La propriété fondamentale et caractéristique de ces formes ré-
duites est la suivante :

Lorsqu’une forme est réduite, sa premiére racine se déve-
loppe en fraction continue périodique simple et récipro-

quement.

Ce théoréme résulte immédiatement de ce qu’on aditau n°268.

332. Toute forme est de méme classe qu’une forme réduite
au meins. — En effet, soit une forme (a, b, ¢). Développons sa
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premiére racine en fraction continue. Soit

m,—_—[m,n,...,r,A,B,...,L,A,B,...]_

Soit /i le nombre des termes de la période A, B, . ... L; soit &
le nombre des termes irréguliers m, m, ..., r.
Posons, si £ est pair,

m:[A,B,...,L,A,B,...],
R ey g

Posons, si £ est impair,

:rfv[B..,..L,A,B,...].

N Ve
i< S— e

Dans les deux cas on a une relation de la forme

Pz + R

M S

(PS — QR = +1).

Drailleurs, il est évident qu’un nombre algébrique du second
degré, est toujours la premiére racine d’une certaine forme.

Donc, z estla premiére racine d'une certaine forme. Cette forme
est réduite, et elle est de méme classe que la forme (a, b, ¢), puis-

g S : ; : PR
qu'elle s’en déduit par la substitution modulaire <Q S>' Le

7/

théoréme est donc démontré.

Remarquons d’ailleurs que I’on pouvait faire commencer la
période de z, deux éléments ou quatre, etc., plus loin. Donc,

excepté pour /=1 ou s =2, il y a plusieurs formes réduites
équivalentes a la proposée.

333. Maintenant, le premier probléme du n° 305 est ramené au
suivant : Reconnaitre si deux formes réduites sont de la méme
classe. Cest ici que 'aspect de la solution est différent de ce qu’il
était pour les formes & discriminant positif. Pour les formes a dis-
criminant positif, nous avons, en effet, vu (n° 311) que deux
formes réduites ne peuvent étre de méme classe sans étre iden-
tiques. 1l n’en est pas de méme pour les formes a discriminant
négatif. .

En effet, si 'on applique aux formes réduites la condition
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trouvée au n°® 329, on voit que : pour que deux formes réduites
sotent de méme classe, il faut et il suffit : 1° que leurs premieres
racines, développées en fractions continues, donnent naissance
a des périodes composées des mémes éléments dans le méme
ordre, de facon que l'une des périodes se déduise de l’autre
par permutation circulaire des éléments; 2° que le nombre
des éléments de la période soit impair, ou bien st ce nombre
est pair, que le nombre d’éléments qui, dans la seconde frac-
tion, précede U'élément qui est a la premicre place dans la
premiére fraction, soit pair.

334. Etant donnée une forme réduite, il est facile de former
toutes les formes réduites qui sont de méme classe qu’elle. Soit,
en effet,

(51) .’L‘:‘A,B,...,L,A,B,...]
le développement en fraction continue de la premiére racine de
la forme. Cette forme est équivalente a celles qui ont pour pre-
micres racines les nombres

[C, D LA B UGB ],

L \——/

[By ol c, D,E,...],
- \-/ .

c’est-a-dire les nombres qu’on obtient en faisant commencer la
fraction continue (51) successivement au 3¢, au 5¢; etc., élément.
Soit & le nombre d’éléments de la période de z. Si /4 est pair,

L sduites équival Al se; si h est impai
il y a > formesréduites équivalentes ala proposée; si / est impair,
il yenal/.

335. Résolution du second probléme du n° 305. — Nous

allons maintenant résoudre, pour les formes a discriminant né-
gatif, le second probleme du n° 305.

Deuz formes a discriminant négatif ayant été reconnues
appartenir a la méme classe, trouver les substitutions modu-
laires qui permettent de passer de la premiére a la seconde.
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La méthode qu’on vient d’employer pour reconnaitre que deux
formes (a, b, ¢), (a’,b', ") appartiennent a la méme classe, donne
en méme temps une substitution modulaire qui transforme I'une
dans l'autre. En effet, on a trouvé, au n° 329, une substitution

G ! R>
g
qui transforme z en w,, et une substitution
RL R
T 0
O
qui transforme z en .

Dans ces conditions, il est évident que la substitution G trans-
forme la forme (a, b, c¢) enlaforme (d, e, f); [ en appelant (d, ¢, f)
la forme qui admet z pour premiére racine |; et que H~' trans-

q P P ; q
forme (d, e, f) en (d/,¥',c"). Donc la substitution GH~' trans-
forme (a, b,c) en (d, ¥/, ). Elle répond donc a la question.

1l faut maintenant trouver toutes les substitutions modulaires
qui transforment (a, b, ¢) en (a, V', ).

11 suffit pour cela de trouver toutes les substitutions modulaires
qui transforment o, en v, et de prendre Loutes ces substitutions-la
et toutes celles qu’on en déduit en changeant les quatre coeffi-
cients de signe (n° 327).

Soit L. une substitution modulaire et qui transforme z en lui-

méme. Il est évident que la substitution
GLH-t
transforme (a, b, c) en (@', ¥/, c') et par suile w| en w,.
Réciproquement, soit K une substitution modulaire transfor-
mant ), en w,; il est évident que la substitution

G-1KH
transforme la forme (d, e, f) en elle-méme, et par suite z en lui-

meme.
Posons cette substitation égale a .. On a
G-1KH=L;
d’ot
K= GLH-;

En résumé, on voit que pour trouver toultes les substitutions
modulaires transformant v en w,, il faut trouver toutes les
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substitutions modulaires transformant x en lui-méme; puis
multiplier ces substitutions, a gauche par G, a droite par H=*.

336. Nous allons donc chercher les substitutions modulaires
qui transforment z en lui-méme.

Considérons la fraction continue formée par les éléments d'une
période de z, sile nombre / de ces éléments est pair, ou par les
éléments de deux périodes de z, dans le cas contraire.

Soit [A, B, ..., L] cette fraction continue.

P o . R ik R
—! la derniére réduite et -+ 'avant-derniére réduite

Q Sy

de cette fonction. On a

Appelons

_Piz+ Ry
T Quz + S,
et
P8y — Qi Ry =+,

huisque le nombre d’éléments de la fraction continue est pair.
puisq P
(e )
Qi S,

Considérons maintenant les fractions continues qu’on obtient
en prenant les éléments de 2,3, 4,5, ... périodes lorsque 7 est
pair; 4,6, 8, 10, ... périodes lorsque % est impair.

On obtient de la méme facon de nouvelles substitutions.

(Pz R; <P3 Ra>
AT
répondant a la question.

Enfin, les substitutions inverses des précédentes répondent
eégalement a la question.

Donc la substitution

répond a la question.

337. Je dis que ce sont la toutes les substitutions répondant a
la question.
En effet, soit

(52) (“ f) (F—Py=1)

~r

une telle substitution.
Nous allons d’abord trouver des inégalités auxquelles satisfont
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les coefficients «, 3, v, 3. On a par hypothése

(53) x:"‘_’_tif.
Yz + 8

On en tire
yzi+ (8 —a)z —B =o.

Or cette équation ayant pour racine le nombre z qui se déve-
loppe en fraction continue périodique simple, a nécessairement
ses deux racines de signes contraires, la positive étant plus
grande que 1, et la négative plus grande que —1 (n° 268).

Comme on peut évidemment supposer

1> 0,

car sinon on changerait le signe des quatre coefficients «, 3, v, ¢,
les conditions précédentes s’expriment par les inégalités

,8> o,
(54) y+8—a—fB <o,
(55) Yy—8+a—B>o.
Les nombres % ety étant positifs, il en est de méme de y.
[’égalité
(56) al — By =1

montre alors que le produit 43 est aussi positif, c’est-a-dire que
2 et 6 sont de méme signe. Mais remarquons maintenant que, si
dans une substitution de la forme (52), les deux coefficients « et
& ont un certain signe, lorsque les deux autres sont positifs; dans
la substitution inverse

’I‘:»—;;TJ‘g

g cd

VT —a

les coefficients qui occupent les places o et 6, dans la substitution
précédente ont le signe contraire lorsque les deux autres coeffi-
cients sont encore positifs. Donc on peut se borner a chercher
les substitutions de la forme (52) pour lesquels on a

05> 0% B0, ¥, >0, ¢ > o.

et I'on aura ensuite a adjoindre aux substitutions trouvées leurs

inverses.
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Je dis que I'on a

B<u
En effet, si I'on avait
(57) B> o
I'inégalité (55) donnerait
(58) v 3.

Des inégalités (57) et (58) on déduirait
By > a9,
ce qui est incompatible avec I'égalité (56 ).

On a donc
B <a.

338. Ceci posé, réduisons % en fraction continue.
Soit

a9

W PR A

”

% étant irréductible, a cause de I'égalité (56), est identique a la
derniére réduite de cette fraction continue.
D’autre part, soit%l’avant-derniére réduite de cette fraction

conlinue.

On a
Blcion o AlZ0y
et

ad' — By ==1,

suivant que le nombre des quantités @, b, ...,/ est pair ou im-

pair. Mais on peut toujours supposer que ce nombre est pair et

que a8’ — By = 1. 1l suffit, en effet, dans le cas contraire, de
1
remplacer / par ({ — 1)+ 't
Soit donc
(59) ad'— Ry =1,

le nombre des quantités «, b, ..., [ élant pair.
Des égalités (56) et (59) on déduit

(60) a(8—8)=y(B—B)
C.
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a divise donc y( 3 — {3'). Mais il est premier avec vy : donc il divise
B—@. Or Betf sontplus petits que .

Donc
p =g,
et ’égalité (60) donne alors
(61) I3
Légalité (53) s’écrit alors
o +
W= ~r?
‘(1' —+ O
d’oti
2 =l Ly @)
d'on

1-:[a,b,...,1,a, 7, P
\_/\./ §

Comme il n’y a qu’'un développement possible de & en fraction
continue, et que d’ailleurs la suite @, b, ..., { contient un nombre
pair d’éléments, cette suite se compose d’une ou plusieurs fois la
suite (A, B, ..., L) définie au n° 336. Donc la sabstitation

e C)

est une des substitutions que nous avons désignées plus haut par
<P‘ R1> <l’)2 R2>
) ~
Qi S Q: S,
B

. . a
Il est donc démontré que les substitutions < ,>, changeant x

Fih
.

en lui-méme, pour lesquelles «, 3, v, ¢ sont positifs, ne sont autres

que les substitutions

Py Rl> (Pz R._)>
’ S b
(Qx Sy Q2 Sy
Quant aux substitutions dans lesquelles o, 3, v, 6 ne sont pas
tous positifs, nous avons dit que ce sont les inverses des précé-
dentes.

Donc, en définitive, le procédé indiqué au n° 336 donne bien
toutes les substitutions modulaires transformant x en lui-méme.
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339. Remarque. — Toutes ces substitutions constituent la
suite des puissances, positives ou négatives, de la substitution

(or 51)
Ql Sl
11 suffit, pour le démontrer, de démontrer que la substitution

<Pll+l Rﬂ+1

Qll+l n+1

Pll

>est le produit de la substitution (Q 2") par la

AR (Pl R1>
substitution .
Qi

Sy
En effet
P,y :
— :\,B, ...,l\ L N
-, a
R, :
s =[AB, .., K],
% :[A,B,....L,A,...,L, N Il
n
. Tt g - (n périodes A, B, ..., D).
& :[A,B,...,L,A,‘..,L, \}\l
i v \/ o
P > P : g .
—QL“ s’obtient en remplacant dans =" le dernier quotient incom-
n+1 n
plet L par
1 I .
L+ g5
Q
HIH P, : KTy
Ratt ¢obtient en remplacant dans =* le dernier quotient incom-
Sn+| Q"r
plet L par
1
L+ —fT.
1
St
Donc
o P,+R
Priq e Q, WA o P Pp+ QiR,
= = SR
Qu—H _gl Qu"“ Sn, : lQn+ klbn
1
el
R, -
Bow i R e
Spi R, bl Ri1Qn+5;5,
g; n n
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D’ailleurs on voit facilement que les nombres P, P, Q,R,
et P,Q,+ Q,S, sont premiers entre eux; de méme les nombres
R,P,+ S R, et R, Q.+ S,S,. Les égalités précédentes donnent

donc
Pii1=PiPr+ Q1 R,,

Qn+l =Py Qn+ Ql an
RlH—l e Ran+ Sl Ry,
Sp+1=Ry Qn+ S¢Sn.

Donc la substitution
<Pn+1 Rpt1
Qll-f‘i Sll+l)

est identique a
<l,lpll'—;_Q1 R, RP,—+ S;R,
PiQn,+QiS, Ri1Qn+ 5,5,/

Or il est facile de reconnaitre dans cette derniére le produit des

(Pu Rn) <P, R,>
QIL Sn Q1 Sl

Le théoréme est donc démonltré.

deux substitutions

340. Ezemple. — Soient les deux formes

('1';_4): ('_1457—1051—' 7(’)

du n° 330.
On a
wlt[17474347"-]1
‘";:[—1731[75;4741 l
Donc en posant
x:[4)4a]
on a
(D]Z[l,/;,l'],
(Ull:[_lysvl’57'T
ou
52 —+1
W) = y; '
x—+1
- —17z—3
gt 232 + 4
On en déduit
Jwi+ 2
(62) W = -/l—».
Jwi+5
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S N y
Donc la substitution < r) transforme | en ;.
T

Maintenant, cherchons toutes les substitutions modulaires qui
jouissent de cetle propriété.

Pour cela cherchons toutes les substitutions modulaires qui
transforment z en lui-méme.

Or
172 + 4,

x=[4,4,z]= Gz’

donc les substitutions cherchées sont les puissances positives ou
négatives de la substitution

(171 54

( § ;)'

Les substitutions modulaires, transformant o', en w,, sont les
substitutions de la forme

e bR e Y8 o N R
< 23 4> '<4 l> <4 .>
4 3 e
(—23 ~-r:>'<4 x)'<4 .>'

Enfin les substitutions modulaires transformant la premiére des
formes données dans la seconde sont les substitutions précé-
dentes, ou ces substitutions multipliées par la substitution I

(n° 295).

ou

341, Résolutionde I’équation de Pell, dans le cas du discri-
minant négatif. — Mais on pourrait chercher a résoudre autre-
ment le probléme de trouver toutes les substitutions modulaires
qui transforment une forme, réduite ou non, en elle-méme.

En effet, la solution donnée au n® 317 pour les formes a discri-
minant positif s’applique sans y rien changer aux formes a discri-
minant négatif. Nous avons vu que :

Toutes les substitutions modulaires qui laissent invariable
une forme (a,b,c) sont de la forme

(o)
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, (3, v, & étant données par les formules

T —bu cu
‘ = AL
¢ G
63
L) ? au £ t+ bu
Y = — 0= —-7 ’

s étant le diviseur de la forme et t, u étant deux nombres
entiers satisfaisant a U’équation de Pell

12— Au?= q2.

Mais le coefficient de =2 étant ici négatif, la méthode de résolu-
tion de cette équation donnée au n® 318 ne s’applique plus.
Nous allons done, au contraire, déduire la solution de 'équation
. . . o ’ > ’
de Pell, de la connaissance des substitutions < ‘f) déterminées par
% o

la méthode précédente.

342. Nous rappellerons d’abord que, ainsi qu’on I’a remarqué
au n° 318, la quantité 4D est divisible par 52, et que le quotient
est congru a zéroou & — 1 (mod4). Donc la quantité

KA

est aussi divisible par 52, et le quotient % esL congru a zéro ou

a un (mod 4) ou ce qui revient au méme; on a l'une des deux con-

gruences
A==0 (moda?),

ou
4A = a2 (mod 452).

Je dis que, réciproquement, deux nombres A et 5 qui satisfont &
I'une de ces conditions sont 1'un le discriminant changé de signe
et 'autre le diviseur d’une forme réduite.

En effet, sic’est la premiére condition A = o (mods?) qui est
satisfaite, considérons la forme

A 2
- —ga?, —aos, —d),
G

" . 5 oLy 4 ‘ A
@ étant la racine 4 une unité prés par défaut de g

Si c’est la seconde condition 4A = 52 (mod 432) qui est salis-
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faite, considérons la forme

4 A — a2 : g
(-—43 —dg(az—a), _Tl(?'“_U’ —a>,

: . X . I Sy 3 A .1
a étant la racine a moins de 5 unité prés de = c’est-a-dire celle

des deux racines, par défaut ou par excés, qui est la plus
approchée.

Ces deux formes ont comme discriminant — A, comme divi-
seur o, et elles sont réduites.

En effet, en calculant le discriminant de ces formes, on trouve
dentiquement — A.

D’autre part, dans ces deux formes les coefficients de 22, de zy
et de »* sont divisibles par s, et comme d’ailleurs, le dernier
est — 3, ce nombre s est leur plus grand commun diviseur.

Enfin ces formes sont réduites, car les conditions du n° 331
deviennent ici : pour la premiére forme

A 2

— —a?>o,

o2 i

A

;—(a—i—l)?<0,

A 2

62——(0—1)->0,
(- 9~ 30

et pour la seconde
A 1\?
S a—; )

2l &

|
/\/—Q\/\

Jr

Q)

G, 50

conditions remplies, d’aprés la définition de a.

Connaissant une forme réduite ayant comme discriminant — A
et comme diviseur &, pour résoudre l'équation 72— Au?—= 2,
on calculera, comme on Ia fait plus haut, une substitution
modulaire < \> qui laisse cette forme invariable, et les nombres

v

t, u correspondants sont, d’aprés les formules (63), donnés par les
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relations
g
W= = ‘B’
C

t = ca + bu,

b el ¢ étant le deuxiéme et le troisieme coefficient de la forme.
De sorte que, dans le cas de A= o (mod s?), on a

lL:p,

t=g(a—apf)
et, dans le cas de 4A = 52 (mod 452), ona

7 =0

= g(ma— 2af+ B).

~

Dans ces formules, on donnera a « et 3 toutes les valeurs pos-
sibles, a savoir les premiers et seconds coefficients des substitu-
tions modulaires qui laissent la forme invariable, et I’équation de
Pell sera complétement résolue. Cette résolution n’est d’ailleurs
qu’un cas particulier de 'analyse indéterminée du second degré
qui sera exposée plus loin.

343. Cherchons, en particulier, le systéme de solutions dont les
valeurs absolues sont les plus petites possibles (la solution ¢ = s,
# = o non comprise ). Remarquons, en effet, que d’aprés la forme
de I’équation

12— Au?= o2,
les valeurs absolues de ¢ et de u satisfaisant 4 I’équation croissent
ou décroissent ensemble.

Pour cela, d’aprés la formule

U=

il faut prendre pour 2 la plus petite valeur possible.
Or les valeurs de 2 sont les nombres

Rh RZ-:‘

du n°® 336 pour les substitutions dans lesquelles 3 est positif, et

les valeurs
FF Rly . R27
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pour les substitutions inverses (sans compter la valeur 3 = o cor-
respondant a la substitution identique, qui donnerait la solation
écartée par hypothése u — o, t = 7).

D’autre part,

Rl < R2<. .oy
il faut donc prendre
=Ry
et, par suite,
&=

Donc, dans le cas de
A=o (mod 52),

on a

& =Ry,

= c(P,——aRl)
et, dans le cas de

4A = o2 (mod 432),

on a

TR

g Z(zP,——o.aR.—i— R;).
Tel est le systéme des deux plus petites solutions positives.

344. Exemple. — Soit I'équation

22— 4but=q,.
Ici
=3
& =='45}

de sorte que
A=o (mod s2).

% . . - agh \ A
On doit prendre pour @« la racine a une unité prés de %

c’est-a-dire ici

La forme a considérer est

(3: —'67 —'3)7

wy=2+5=4§+ .
: V8= I

La période de @, a un terme : il faut donc prendre deux
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hads P
périodes, pour former =",

Q1
B NIy
Rty i 1
et
Ry 4
5_12 e
Donc

On aura donc ici

<
Il
F=N

|
[*5)

’
(17 — 2 < 4) =27.

Tel est le systéme des deux plus petites solutions positives.

345. Du systéeme des deux plus petites solutions positives de
Uéquation de Pell déduire toutes les autres.

Comme on sait trouver toutes les substitutions qui laissent une
forme invariable, on sait aussi trouver toutes les solutions de
I’équation de Pell. Il suffit, dans les formules du n° 343, de rem-
placer P, et R, successivement par P, et Ry, P; et Ry, .. .. Mais
on peut aussi déduire directement toutes les solutions de I'équa-
tion des deux plus petites solutions positives.

Faisons d’abord la remarque suivante : soient ¢/, ¢/, ¢", 1" deux
systémes de solutions de I’équation de Pell.

Posons

o's U+ u'y/A BT t+uyA

(64) X = s
T g g

c’est-a-dire

= U+ Au'u
(65) t= ———,

g

tu +t"u
E)

(66) L

Je dis que les nombres ¢ et « forment un nouveau systéme de
solutions. En effet, de I'égalité (64) on déduit aussi

(67

1T A it s VT i I-—u\/z_
3 g g T

>
2
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d’ott, en multipliant les équations (64) et (67),

12— Au'? " — Au"? 2 Au?
a2 5 @ a2 i

Or les deux facteurs qui figurent dans le premier membre sont,
par hypothése, égaux & 1. Donc

12— Au?
—3—‘2__l

ou
2— Au?= q?;

¢ et u satisfont donc a I’équation. Mais il reste a montrer qu’ils
sont entiers. Supposons d’abord

A=o (mod s2);
on a
11— Au'? = o?,

e Auuz_ a2,

Donc &2, qui divise A, divise aussi ¢/? et ¢2. Donc = divise ¢’ et
¢". Donc les formules (60) et (66) donnent pour ¢ et « des valeurs
enliéres.

Supposons maintenant

4A=aq2 (mod 452%);

on en déduit d’abord que s est pair.

Soit
o = ')P
On a
(68) A=p (mod 4p2).
(69) 12— Au'? = 4p?,
(70) — Au" = 4p3,
b U+ Au'u
= o
tu+t"u
U—=— —————— =
2p

L’équation (68) montre que A est divisible par p*. Les équa-
tions (69) et(70) montrent alors que ¢ et £ sont divisibles par p*
et, par suite, que ¢’ et ¢/ sont divisibles par 5
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Soit

A =3p2, ti="0p, =080

Les formules précédentes deviennent :

(710 S=1 (mod4),
(72) 02— du2 = ‘/h
(739 02— du"2 = 4.
hird (060" + au'u")p’
2

0w+ 6" u'
2

L’équation (72) montre que §2 est de méme parité que S u'?, el
I"équation (73) que 6”2 est de méme parité que o u”2.

Donc (66")2 est de méme parité que (' «”)? et, par suite, 6"
est de méme parité que ou'u”.

Donc ¢ est un nombre entier.

D’autre part, d’aprés I’équation (71), ¢ est impair.

Donc §2, étant de méme parité que Su'?, est aussi de méme
parité que u'2.

Donc ' et «/ sont de méme parité.

Il en est de méme de 0" et /".

Donc ' u" et 4"« sont de méme parité.

Il en résulte que u est entier.

346. Nous ferons encore la remarque suivante : soit ¢, u un
systeme de solutions positives. Les deux quantités ¢ et (— w) con-

stituent aussi évidemment un systéme de solutions de I’équation
de Pell. On a d’ailleurs

l—i—uﬁx /—u\/K ey e
) c KR ARET 51

(74)

wy/A

. R L
Ceci prouve d’abord que la quantité ———— esl positive.
g

t—i—u\/x t—uﬂ
g y g

De plus les deux quantités positives ayant

4 t+ uy/A
comme produit 1, la plus grande, ——TL

l—uﬂ
g

» est plus grande que 1;

I’autre, » est plus petite que 1.
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Réciproquement, si un systeme de solutions ¢, « est tel que

T N %
———— soit g 1, L et u son itifs.
—— soit plus grand que 1, ¢ et u sont pos

‘ 14 - I——uﬁ g .
Car I'égalité (74) montre que ——— est positif et plus petit
que 1. On a donc

0O <

5 I—u‘/.& 2 [-J—zL\/S_
~ 5 T 2

d’ott 'on déduit sans peine que ¢ et « sont positifs.
Si, au contraire, un systéme de solutions ¢, « était tel que la

b+ uyA 4, . ) S S
quantilé —_‘_—;L—-fllt plus petite que 1, c’est que ¢ serait positif
et u négatif.

347. Ces remarques étant faites, appelons ¢, « le systéeme des
deux plus petites solutions positives et posons

(l,—i— u,\/3>”_ bt WA

g g

c’est-a-dire

n(n—i)(n—2)( n—3)
A?
1.2.3.4 p

T n n(n—1)(n—2)
c'/l'-l 1 ST T R e

A i Aud tt-34-. . 0],
: 1243 L

‘n donnant a n les valeurs entiéres successives croissantes
| e g T o
on obtient une suite indéfinie de systémes de solutions positives
U/ S SO T R S i

Je dis qu'on les a tous. Supposons, en effet, qu'il existe un
systéme de solutions positives, T, U, non contenu dans la suite
précédente. T ne pouvant étre plus petit que ¢,, puisque ¢, u
représente le systeme des deux plus petites solutions positives,
T serait compris entre deux nombres consécutifs de la suite ¢,
et Z,,; par suite, U serail compris entre «, et w,,,, et I'on aurait

ly+ Uy, ‘/K = T+ U \/S £ tp+1+ Upyy ‘/S
& ’

G g G
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th+ uny/A I T—i—:)ﬁ - AR A % t,—&—u,\/K’

g 3 7
ou

T+ UyA G VO
(75) 1< g > - < 4= v '

g Last itV A g

Mais

g b o'(l,,—u,,‘/S) s g u,,‘/s‘

tn—+ UnV/A 12 —Au? T

Donc les inégalités (75) peavent s’écrire

i /A
- 3

o
=

. T—)—:)\/: < [n_;lll\/:\—

Or on verra, comme précédemment, qu’en posant

T+ U A 3 e VR TS /A

g g

T’ et U’ seraient entiers et satisferaient a 1'équation de Pell.

s L J'y/ i
D’ailleurs Lt LA plus grand que 1, les quantités T', U’
g

formeraient un systéme de solutions positives, et ces solutions
seraient plus petites que #,, u,; ce qui est impossible.

348. Remarque. — Considérons les formes réduites du n° 342.
Soit, par exemple, A= o (mods?) et, par suite, la forme réduite

A
- —vca?, —as,—3),
= ;

{ny Uy étant un systéme de solutions de I'équation de Pell; on a,
par les formules (63),

lp+asuy,
A, = -——*—;—*—7

s R A . N lt—=acu,
n=s c'l_a Up, 0/1*7

comme coefficients d’une substitution laissant la forme invariable.

pu = Unp,
(76)

D’autre part, toutes ces substitutions sont, comme nous 'avons

- oA PR
va au n° 339, les puissances de la substitution <Q‘ S‘)-
| 1
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Cherchons comment les indices des solutions de I’équation de

Pell correspondent aux exposants des puissances.
. 5 A0 ARy N
Je dis que i,, Uy, correspondent “(Q S .
1 1

En effet, il est évident que les valeurs positives de 2, el v,
données par les formules (76) correspondent aux valeurs posi-
tives de n et croissent avec n.

D’autre part, il en est de méme des coefficients de la puis-

o Py By
sance ni™e de ( >
Ql Sl

A S e
Donc ¢,, u, correspondent a K i
Q1 5

Le théoréme s’étend facilement au cas de n << o.
Il se démontre de la méme fagon dans le cas ot 44 =32(mod 45*).

349. Résolution du troisiéme probléeme du n° 305 pour les
formes a discriminant négatif : Etant donné un discriminant

négatif, trouver les différentes classes de formes ayant ce
discriminant.

Soit A le discriminant changé de signe. Cherchons d’abord les
formes réduites ayant ce discriminant. Soit (a, b, ¢) une telle

forme; on a(n°331)

(77) a> o,
(78) c <o,
(79) a—+2b-+c <o,
(80) @ —{a bl e 20,

parce que la forme est réduite, et, d’autre part,
(81) b2 — ac = A.

Les inégalités (79) et (80) donunent, en les retranchant membre
i membre,

(82) & <oy
et, en les multipliant membre & membre.
(83) (a+c)—4b2<o.

Réciproquement les deux inégalités (82) et (83) peuvent rem-
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placer les deux inégalités (79) et (80), car I'inégalité (83) montre
que les deux quantités @ 4+ 2b + ¢ et @ — 2b +- ¢ sont de signes
contraires; et d’ailleurs puisque b < o, c’est évidemment la pre-
miére de ces quantités qui est négative, et la seconde positive.

Ainsi ’on peut remplacer les cinq conditions précédentes par
les cinq suivantes :

(84) a0

(85) b <o,

(86) Lot

(87) (a+c)2—4b2<o,
(88) ; 2 lac'=A.

Ajoutons a l'égalité (87) I'égalité (88) multipliée par 4; il

vient
(89) (o=t 2 A,

d’out, puisque

@S L0/MeL e 0,
(90) a—c<\/4_A,
et a fortiori

a<<m.

On donnera donc a @ successivement toutes les valeurs entic¢res
positives, depuis 1 jusqu’au plus grand nombre entier inféricur

aV4A.
Une valeur de @ étant choisie, 'inégalité (go) montre que I'on
pourra prendre pour ¢ toutes les valeurs négatives, depuis — 1

Jusqu’a U'entier négatif immédiatement supérieur & @ — \/4A.
@ et ¢ étant choisis, on prendra pour & la valeur négative

b=—yA+ac,

a condition que cette valeur soit rationnelle.

Les valeurs de «, b, ¢ trouvées, satisfaisant a I'inégalité (go) et
a l'égalité (88), satisfont a Pinégalité (87). D’ailleurs la valeur
de @ est positive, celles de b et de ¢ sont négatives. Ces valeurs
satisfont donc a toutes les conditions.
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On trouvera ainsi plusieurs formes réduites de discriminant —A
(on entrouvera certainement, caril existe certainement des formes
de discriminant — A, par exemple la forme z* — Ay?).

Il restera a reconnaitre celles de ces formes qui sont de méme
classe. D’aprés ce qu’on a ditau n® 334, ces formes se distribuent
en groupes de formes de méme classe. Le nombre de ces groupes
est le nombre des classes des formes de discriminant — A.

[l importe de remarquer que ce nombre est fini.

350. Exemple 1. — A = 2,

a < /g
On doit essayer
a=I, a = 2.
Bont ai=—1,
€ >l — \/é
Donc on peut essayer
&= 1s
Poun a— 2,
¢c>a2—\8,

ce qui ne donne aucune valeur de c.
Il faut donc prendre
a =1, c=—1I,

alors

b=—ya—1=—1;
il y a donc une seule forme réduite
(t,—r1,—1).

Par suite, il y a une seule classe de formes de discriminant

égal & — 2.

Kzxzemple 1. — A = 3. Alors
it ‘/[—>
On doit essayer
oo =", =3
Pour a =1,
Curnly \/E

Donc on peut essayer

C. 18
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Pour ¢c =—1,

b:—\/3—l,

valeur qui n’est pas rationnelle.

Poure¢ = — 2,
b=—y3—a2=—1.
Pourai—=:12,
c>2—\/B.
Donc on peut essayer
Cz=—=,
Alors
b=—y3—2=—1
Pour'a'=23,
c>3—\/;'_).,

il n’y a aucune valeur possible de c.
On trouve ainsi deux formes
(r,—1,—2) et (2,—1,—1).
On vérifie qu’elles ne sont pas de méme classe.
Il y a donc deux classes de formes de discriminant égal a — 3

Exemple 11I. — A =5,

a < ‘/;),
Il faut essayer
a1, a. =29, =3 a =4
Pour a =1,
c>1— \/E,
il faut essayer
c=—1I, c=—2, c=~- 3.
Pourio=" 5
c> 90— ‘/).—o
il faut essayer
c=—1, C=—2
Ponr a.— 3,
c >3 — \//2-—0,
il faut essayer
c=—1

Pour @ = 4, il n’y a aucune valeur possible de c.

Ne gardant de ces valeurs que celles qui donnent des valeurs
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rationnelles de &, on trouve les formes réduites
(1,—2,—1) et (2,—1,—2),

qui ne sont pas de méme classe.
Il'y a donc deux classes de formes de discriminant égal a — 5.

Ezxemple1V. — A =7,
a </;§.

Il faut essayer

Ponr o =—T,

c>1—;/§,

il faut essayer
¢ ==}, c=—2, c=—3, c=—4.

Pour a = 2,

) (VT
il faut essayer

c=-—1, c=—2, c=—13

Pour a —3,

: c> 3——;/5;,
il faut essayer

cC=—1I, C =13

Poura = 4,

3 c>4 —‘/Z—Sy
il faut essayer

(e By |

i ar—= 5
c>5— \/R,

il n’y a aucune valeur possible de c.

Si I'on essaye ces différents systémes de valeurs de « et ¢, on
ne trouve que quatre de ces systémes donnant une valeur ration-
nelle de b, et 'on arrive aux quatre formes réduites

(B2, — 3 (25—, =05 Bri—a, —1), (3, =1,~—2)

Mais si l'on développe les premiéres racines de ces formes en
fraction continue, on trouve respectivement

[!h]»h': "lvl’l)]y J7 [17[7471) l$lr‘17]-. “'Ja

[lulvla/h I, 1,1,4, -~']1 [l,4,l,l, 18151, '-'-I'
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D’ott 'on déduit que la premiére et la seconde forme sont de
méme classe, ainsi que la troisiéme et la quatriéme (n° 333).
Il y a deux classes de formes de discriminant égala — 5.

§ VI. — Recherche des nombres représentables par une forme.

351. Nous revenons enfin au probléme fondamental de la
théorie des formes, énoncé au n° 273 :

Voir st un nombre m est représentable par une forme (a,b,c)
et trouver les valeurs de x et de y, pour lesquelles la repré-

sentation a lieu.

En d’autres termes, résoudre, si c’est possible, I’équation in-

déterminée
ax:+2bxy + cy2=m.

Tout d’abord, nous pouvons nous borner a chercher les repré-
sentations propres du nombre m par la forme (a, b, ¢). En effet,
comme nous l'avons vu au n® 274, si un nombre m est impropre-
ment représenté par une forme (a, b, ¢), pour les valeurs 52/,
6y’ des variables : 1° le nombre m est divisible par 32; 2° le

m . ’ \
nombre 57 est proprement représenté par la forme (a, b, ¢) pour

les valeurs 2/, y' des variables.

Donc cherchons les diviseurs de m qui sont carrés parfaits. S'il
n’en existe pas, le nombre m ne peut étre improprement repré-
senté. S’il en existe, soit 62 I'un d’eux; on cherchera les repré-

. m
sentations propres du nombre ;-
32

Le probléme étant ainsi limité aux représentations propres, dé-
montrons le théoréme suivant :

352. Tutorime. — Pour qu’un nombre m soit proprement
représentable par une forme (a, b, c), il faut que le discri-
minant de la forme, changé de signe, soit reste quadratique
de m.

En effet, soient «, v le systéme de valeurs de et y pour les-
quelles la forme (a, b, c) représente proprement le nombre m,

de sorte que
ay?+ 2bay + cyr= m,
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2 el y élant premiers entre eux, il existe deux nombres §, 3, tels
(llle
a3 — By =1.

Ceci posé, effectuons sur la forme (a, b, ¢), la substitution mo-
(7 %)
v 3

[aa2+2bay +-cy?, 2(aaf +bad+ bRy +cy3), af2+ 26080+ ca?]

dulaire

Cette forme devient

Le premier coefficient de cette forme est justement égal a m ;
posons les deux autres égaux a n et p, et cette forme s’écrit

Lotre,, 78 J)
Mais elle est de méme classe que la proposée, puisqu’elle s’en
. L ; a f b
déduit par la substitution modulaire < E) Donc elle a méme
v 3

discriminant. Donc
mp —n2=D;
d’ou
nt=-—-D (mod m),

ce qui démontre le théoréme.

353. Cette condition que —D soit reste quadratique de m est
donc nécessaire, mais n’est évidemment pas suffisante, pour que
le nombre m soit représentable par la forme (a, b, ¢), puisque
deux formes de méme discriminant ne sont pas toujours équiva-
lentes.

Mais on voit, par la démonstration précédente, que non seule-
ment — D est reste quadratique de m et que, par conséquent,
on peut déterminer des entiers n, p satisfaisant a la condition

(91) mp —n2=D,
mais que, de plus, la forme
(m,n,p)

est de méme classe que la forme (a, b, c).
Réciproquement, si l'on peut déterminer des entiers n, p
satisfaisant a la condition (91) (ce qui exige que —1) soit
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278 CHAP. VI. — LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

reste quadratique de m), et que ces nombres n, p soient tels
que les formes (m, n, p) et (a, b, ¢) soient de méme classe, le
nombre m est représentable par la forme (a, b, c).

En effet, le nombre m est évidemment représentable par la
forme (m, n, p) (pour 2 =1, y =o0): il 'est donc aussi par la
forme (a, b, ¢) qui est de méme classe.

D’ailleurs on sait trouver les substitutions qui permettent de
passer de la forme (m, n, p)a la forme (a, b, ¢), on saura donc
trouver des valeurs de x et ¥ pour lesquelles la forme (a, b, c) re-
présente le nombre m, correspondantes a la racine n de la con-

gruence
n2=—D (mod m).

Soit <1 2>, la substitution qui fait passer de la forme («, 0, ¢)

.
a la forme (m, n, p); = ety sont un systeme de valears de z et y
pour lesquels la forme («, b, c) représente le nombre 7.

354. Mais dans la congruence

n2=—D (mod m),

si I'on trouve une racine 7, il en résulte une infinité d’autres qui
sont congrues & celle-ci (mod m). Je dis que toutes ces valeurs
de » donnent un méme systéme de valeurs pour z et y. En effet,
aun tel systéme de valeurs o,y correspondent une infinité de sys-
temes de valeurs pour (3, ¢, déterminés par I'équation

aa——p"{:l.

Soient 3y, ¢y 'un d’eux, tous les autres sont donnés par les
formules

B

N

o

po—*- 1[,
8o+ Y1,

étant un entier arbitraire.
Si I'on remplace {3 et 6 par ces valeurs, dans I'expression de »,

n=aaf + bad + bPy+ cys,
on trouve

n=aa B+ bady+ bBoy + ¢S+ (aa?+ 2bay + cy2)¢
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ou, puisque aa+ 2bay + cv*=m,

n = no-+ mt.

On voit donc bien que les valeurs de 7 congrues & une méme
valeur 7, (mod m) correspondent au méme systéme de valeurs
%, Y pour z et y.

355. En résumé :

Pour savoir si un nombre m est proprement représentable
par une forme (a,b,c), on voit d’abord si le discriminant
changé de signe de la forme est reste quadratique de m. St
cette condition n’est pas satisfaite, le nombre n’est pas repré-
sentable par la forme. Si, au contraire, cette condition est
satisfaite, on résout la congruence

(92) n2=—D (mod m).

Soit n une solution (au module m prés). On détermine le

nombre p, tel que
mp —n:= D,

etlonwvoitsila forme(m, n, p)estde méme classe que la forme

B

(a,b,c). S’il en est ainsi, soit < \> une substitution modu-
v 3

laire transformant (a, b, c¢) en (m, n, p); alors le nombre n
est représenté par la forme (a, b, ¢) pour le systeme de valeurs
x=ua, y=y. Il y a autant de systémes de représentations
correspondantes @ la racine n de la congruence (92) qu’ily a
de telles substitutions.

Soit n' une autre racine de la congruence (92), incongrue a
la précédente (mod m). On opére avec la racine n' comme avec
la racine n.

Si aucune des racines de la congruence (92) ne donne de
représentations pour le nombre m, le nombre m n’est pas pro-
prement représentable.

Cette méthode s’applique aux formes & discriminant positif et a
celles a discriminant négatif.
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280 CHAP. VI.
356. Exemple. — Résoudre en nombres entiers I'équation
222+ bzy — 72 =197.
On a

D =-23.
Cherchons si 23 est reste quadratique de 197.
197 étant premier, il suffit pour cela de calculer le symbole de
Legendre.

() = (%) = (&) = (1) = (8) - (3) (3)

197 :

()= =)= B ()

Donc 23 est reste quadratique de 197.
Nous avons a résoudre la congruence

n?=23 (mod 197),
ou
2ind n = 68 (mod196),
indn'=— 34.
n=zEioy,

A

Le nombre p est égal a
=
— 23 + 107

197

=158,

Donc la forme (m, n, p) estici, en posant n — 107,
(197, 107, 58).

Pour voir si les formes (2, 3, — 7) et (197, 107, 58) sont de

méme classe, ces formes étant a discriminant négatif, il faut

réduire en fractions continues leurs premiéres racines.
Pour la forme (2, 3, — 7) on trouve

wl:[o, I 8508 1,8,!,3....],

la période étant 1, 8, 1, 3.
Pour la forme (197, 107, 58) on trouve

u)'l:[—[,'z,lz, T L M I ]
v -
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Si l'on fait commencer la période de ' au troisieme élément
de la vraie période, v, et w se trouvent avoir la méme période.
D’ailleursle nombre d’éléments précédant la période est un pour v,
et cinq pour . Donc les deux formes sont de méme classe

(n° 329).
Posant
xr<|,9. e S 9 >,
i SO IRET e S g
on a
ot 1
g 72t
(5] i
; —bhx —14

w = —u
: 1062 +— 27

/

Eliminant z entre ces deux équations, on obtient

— 106w — 55
W= —":
27w, + 14

Donclaforme (2,3, — 7) se transforme en la forme (197, 107, 58)

—106 — 55
29 14 v

x = — 106,

Y=/

par la substitution

Donec

sont un systeme de valeurs satisfaisant a I'équation proposée.
Maintenant il faut les trouver tous. Pour cela il faut chercher
toutes les substitutions qui transforment la forme (2, 3, — 7) en
la forme (197, 107, 58), ou, ce qui revient au méme, toutes celles
qui transforment o, en w,. Ces substitutions sont de la forme

(n° 335)
o1 I 257 14
<l o> ‘<—|06 —53>’

L. étant une substitution qui transforme x en lui-méme.
D’autre part, d’aprés la méthode du n°® 339, on voit que les
substitutions L sont de la forme

<39 1o\ *
35 9) §

/ étant un entier positif, négatif ou nul.
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s 2l
Yk Sk ) 3b- 110
On a

0 ar Br 27 14 27k — 10684 14yx — 5504
1 o Y& Ok S0 68 LG 27a,— 10685 14ar—550B%
de sorte que la forme générale des systémes de solutions de
I’équation proposée est
x = 27yr—1068y,

¥ =274, — 1068,

ou ces valeurs changées de signe.
Pour & = 1, par exemple, on trouve

r=27.35—106.9 =—9,

= 27,39—106.10 =—17.

On obtient ainsi les systémes de nombres quireprésentent pro-
prement le nombre 197. D’ailleurs 197 étant premier ne peut étre
représenlé improprement.

357. La méthode précédente donne toutes les solutions.

Pour les formes a4 discriminant négatif, ces solutions, quand
elles existent, sont en nombre illimité, parce que, comme on I'a
vu aux n® 336 et suivants, il y a une infinité de substitutions modu-
laires transformant une telle forme en elle-méme.

Pour les formes & discriminant positif, au contraire, le nombre
des solutions est limité.

Ce dernier résultat peut d’ailleurs se démontrer de la fagon
sulvante :

Soit a résoudre en nombres entiers 'équation

ax?+ 2bzy + cy2=m,

ac — b*=D étant supposé positif.
Cette équation peut s’écrire
(ax +by)2+Dy2=am;

donc
Dy2<am.
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Donc le nombre de valeurs possibles pour y est limité.
D’ailleurs connaissant y, la valeur de x s’en déduit. Donc il y
a un nombre limité de solutions.

358. Ce procédé peut méme servir a résoudre I'équation. Soit,
par exemple,
1322 4 20zy 12y =717,
On peut écrire
(132 + 10 ¥)2+ 56 y2 = g321.

Il faut prendre y de facon que 9321 — 56 »* soit un carré.
D’ailleurs z, y étant une solution, — z, — y en est aussi une.
Donc on peut se borner a y positif.

Pour

J==10 9321 — 56 ¥2 = 9321 qui n’est pas un carré.
el== i 9321 — 56 ¥% = 9265 id.

b e 9321 — 56 2 = gog7 id.

96 =13 9321 — 56 y2 = 8817 id.

35 =lh 9321 — 56 ¥ = 8425 id.

il b 9321 — 56 y2 = 7921 qui est le carré de 8.
y=6 9321 — 56 2= 7305 qui n’est pas un carré.
Wiz o 9321 — 56 y2= 6577 id.

ry=238 9321 — 56 ¥ = 5737 id.

¥ =9 9321 — 56 2 = 4785 id.

94 == 10 9321 — 56 y2= 3721 qui est le carré de 61.
=11 9321 — 56 ¥3 = 2545 qui n’est pas un carré.
=1 9321 — 56 2 = 1257 id.

=13 9321 — 56 y? est négatif.

On peut donc prendre

=15 avec 13z +10y === 89,
ou
=10 avec 132z +10y ==t 61.

Pour y = 5avec 132 + 10y = 89, il vient

132 =50, P=3!
Pour y =5 avec 132 + 10y = — 89, il vient
137 =—139, impossible.
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Pour ) =10 avec 132 +10) = 61, il vient
132 =— 39, x =—3.
Pour y» =10 avec 132 + 10y = — 61, il vient
132 =—161, impossible.

En résumé, quatre systemes de solutions

ari==i, & =-—+3; A i B
=75 g = =—5 A= T J=-—10,
359. Cas particulier ot m —=o. — Dans ce cas particulier,

I’équation indéterminée a résoudre est

ax?+sbry +cyr=o,

x
ou, en posant ; ==},

aw+2bw -+ c=o.

Pour qu’elle soit possible en nombres entiers, il faut done que
I’équation
aw?+2bw +-c=o0

ait ses racines commensurables, ce qui exige que D soit un carré
parfait. Cette condition étant remplie, soient

% et 1
d 3
ces deux racines réduites a leur plus simple expression. On a
x o x 4
IR = ou — = ?{
y B ¥ ool

Les solutions générales de I’équation proposée sont alors données
par les deux systémes
5 x =uat, x=yt,
{ =8¢ fe. =00

¢ étant un entier arbitraire.

360. Nous avons toujours supposé jusqu’ici que le discriminant
changé de signe de laforme n’était pas un carré parfait ; parce que,
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s'il en était ainsi, la forme se décomposerait en un produit de
deux formes linéaires divisé par @ (n° 272).

Supposons maintenant que b*— ac soit un carré parfait d2.
Comment résoudrait-on alors I'équation indéterminée

art+ 2bxy + cyt= m?
Cette équation peut s’écrire
[az + (b +d)y]lax + (b —d)y]| = am.

Pour la résoudre, il faut décomposer de toutes les facons pos-
sibles le nombre @m en un produit de deux facteurs =z, 2’ et poser

ar + (b+d)y = a,

ar +(b—d)y =2,
d’on
(d—b)ya+(d+ b)a
T —

—

sad

Mais parmi les différents systémes de valeurs en nombre fini
ainsi trouvés pour z, y, on ne devra accepter que celles qui sont

entiéres.

§ VII. — Analyse indéterminée du second degré.:

361. La question traitée dans. le Chapitre précédent appartient
a I'analyse indéterminée du second degré, dont nous allons main-
tenant nous occuper en général.

Soit d’abord une équation du second degré i une inconnue

ar?+ bx +c = o.

Les coefficients «, b, ¢ étant des nombres entiers, on demande
pour z des valeurs entiéres.
Or on a

— b+ yb2— jac

20

X ==

Done, pour que l'équation proposée admette une solution
entiere, il faut d’abord que b*— fac soit un carré parfait m?.
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Ensuite, il faut que 'un des deux nombres — & == m ou tous les
deux soient divisibles par 2a.

On voit d'ailleurs immédiatement qu’'une solution entiére de
I’équation est un diviseur de ¢. D’ailleurs la question n’est qu’un
cas particulier de la recherche des racines commensurables,
exposée au n° 239.

362. Equation du second degré a deux inconnues. — La
forme générale d’une telle équation est

(93) az?+2bzy +cy?+2dx +2ey + f=o.

Les coefficients @, b, ¢ élant des nombres entiers, on demande
les systémes de valeurs enti¢res de x et ), qui satisfont a celte
équation,

- (On peut toujours supposer que les coefficients des termes en 2y,
x, y soient pairs, car, s’il n’en était pas ainsi, on multiplierait tous
les termes de ’équation par 2.)

Dans le cas particulier ot les coefficients d et e sont nuls, I'équa-

tion proposée se réduit a
ar?+2bzy +cyr=—f;

et la résolution de I'équation n’est autre chose que la question
traitée dans le Chapitre précédent.

363. Passons maintenant au cas général ot d et e sont quel-
conques. Nous diviserons ce cas général en deux, suivant que
ac — b* est différent de zéro ou non, ou, pour parler un langage
géométrique, suivant que I'équation (92) représente une courbe
centre unique ou une courbe du genre parabole.

Premier cas. — ac —b*340. Cas d’une courbe a centre
unique. — Multiplions I'équation proposée par (ac — b*)* qui
n’est pas nul. L’équation obtenue peut s’écrire

al(ac—b2)x — (be — cd))?
+a2b[(ac—b2)x — (be — cd)] [(ac —b2) y — (bd — ae))|
“+cl(ac—b2)y — (bd—ae))?
+(ac—b?)(acf -+ 2bde — ae? — cd>*— fb?),
Posons
(ac — b))z — (be —ed) = X,
(ac — b?)y — (bd — ae) = Y.
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Posons aussi

ac—b2=D,
acf + 2bde — ae?— cd*— fb2= A,
il vient
(94) aX?+2bXY +cY2=—DA.

(Remarquons que la transformation précédente estla méme que
celle qu’on fait en Géométrie analytique pour rapporter la courbe
a des axes passant par son centre. )

A des valeurs entiéres de z et y correspondent des valeurs
entié¢res pour X et Y. Il faut donc commencer par résoudre I'équa-
tion (94), ce que l'on sait faire.

Si elle était impossible, I'équation proposée le serait elle-méme.

Si elle est possible, soit X, Y, un systéme de solutions. On aura

I = IR i 4

X9+ be —ed
i &

(05) ac — b2
9 ( Yo+ bd—ae
Clbpli e

solutions qui ne seront acceptables que si elles sont entiéres.

Si D > o, la question peut étre considérée comme résolue,
parce que le nombre des valeurs de X,, Y, étant limité (n° 357),
il est facile de voir quelles sont celles qui satisfont a cette condi-
tion que les expressions (95) soient entiéres.

Mais si D <o, le nombre des systémes de valeurs trouvées
pour X,, Y, étant infini, il n’en est plus ainsi.

Dans ce cas, ces systémes de valeurs sont les premiers el
troisitmes coefficients des substitutions qui transforment la
forme (a, b, ¢) en une certaine forme (— DA, n, p) (n° 353).

Ces substitutions sont de la forme GLH', H et G étant cer-
taines substitutions déterminées; L. étant une puissance quel-

conque, posilive ou négative, d’une substitution déterminée
x
- & 3
v
& 5)"‘ <“l¢ 3/.-)
N = N ;
(Y o N

X et Y sont des fonctions linéaires de az, Bk, s, G4-

Soit
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Or on a vu (n° 301) que les restes de oz, B4, Y4, 64 par rapport &
un module quelconque, se reproduisent périodiquement. Il en est
donc de méme pour X, et Y, et, par suite, pour les numérateurs
des expressions (95), relativement au module @c — 6*. Donc il
suffira de trouver la période, puis d’essayer dans une période,
les valeurs de X et Y qui rendent les expressions (93) entieres.

Dans les autres périodes, ce seront les valeurs de méme rang

qui satisferont a la question.

364. Exemple I. — Soit a résoudre en nombres entiers I'équa-
lion
x4 oxy —2y 4+ 2x—4y—6=o0.
On a
L MR
&= N9
L’équation (g4) est ici
(96) X2+ 2XY —2Y2= 36

Cherchons d’abord des représentations propres du nombre 36 par
la forme X24-2XY —2Y2.

Nous devons pour cela commencer par déterminer un nombre 7
satisfaisant a la congruence

n=3 (mod 36).
n doit étre divisible par 3, posons n = 37'; il vient
3Int=\ (mod 12),
congruence évidemment impossible.

Cherchons donc des représentations impropres du nombre 36.
On a

Les carrés par lesquels 36 est divisible sont 9, 4, 36 et les quo-
tients sont 4, 9, 1. Il faut donc chercher des représentations
propres soit de 4, soit de g, soit de 1.

1° Représentation propre de 4.

Xt a WP s i

il faut d’abord déterminer n tel que

nt=3 (mod 4),
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celle congruence est impossible, parce que 3 n’est pas reste quadra-
tique de 4.

2° Représentation propre de g.

X2+ 2X'Y —2Y2=g.

[l faut déterminer n tel que

TR

n*=3 (mod g),

n doit étre divisible par 3. Posons n = 3n/;

3n'2=1 (mod 3),
congruence impossible.
3° Représentation propre de 1.

(97) X2+ 2X'Y —2Y2=1.

1l faut déterminer n tel que
n?=: (mod v).

La valeur de n, n'ayant besoin d’étre déterminée qu’au mo-
dule 1 prés, on peut prendre pour 2 n'importe quelle valeur, par
exemple n = o. On doit ensuite déterminer p par la condition

i 31
d’olt
V. Tt 3,
et 'on a a considérer la forme
(1, 0, — 3).

Cherchous si les formes (1, 1, —2) et (1,0, —3) sont de
méme classe.
Les premiéres racines de ces formes sont

U’l:_'+\/§1 w’l:\/ia

\ &
w,:[o,l,z, 1,'1,...], iy 1,1,2,!,2....].
ST LR L it

On reconnait que les deux formes sont de méme classe.
Posons

x:[l,-)_, Mo ],
N N—"

C. 19
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on a

Quant aux substitutions modulaires qui transforment z en lui-

A . R <
méme, ce sont les puissances de la substitution .
2 1

Les substitutions qui transforment ) en v, sont de la forme
(o l) (’a/.- {3,.) <0 1 > (6/, Y/-""ak)
~ - ’
\ 1| 0 \ T4 O 1 i1 B/.. 0(/;——‘3/,
('; 1 )" oL 31.)
21y Yk Ok

Les valeurs de X, Y qui satisfont & I'équation (97) sont done

les premiers et troisi¢mes coefficients de ces substitutions, ou ces
coefficients changés de signe, c’est-a-dire

en posant

R 4 B,
Y il p/,

(les signes -+ ou — étant pris ensemble).
Les valeurs de X et Y qui satisfont & I'équation (g6) sont donc

Les formules (95) donnent alors

=t (_’j; — Yl )
oo
G -Giﬁ%ﬂzlp.lg,‘w,
Pour £k = o,
oS, y=—I
Pour k=1
i R TR
G y=-—3
Pour &/ =—1,
it i y=-3,
x —= — 6, =
etc.
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365. Exemple [I. — Soit I'équation
2+ 2y — 62+ 22— 2y 4+ 3 =o.

Ici
D=— 75

A=—18.
On a donc & résoudre I'équation
X2 4+2XY —6Y2=—126.
Cherchons d’abord les représentations propres de — 126 par la
forme (1, 1, — 6), il faut pour cela résoudre d’abord la congruence

n2=y (mod —126).
On trouve
Tt 49

1° Prenons d’abord n = — 49.
Nous déterminons alors p par I’équation

n?—+126p = 7,
d'ou
pP=—19.
Nous avons a chercher si les deux formes

(1, 1, —6) et (—126, — 49, —19)

sont de méme classe.

On trouve pour les développements des premiéres racines de
ces formes en fractions continues

Wy =—1+ \/7 =[x, 55 s ],
P i

R Tk N

L TR S 196 [—lylyrvzas’wﬁy---r

Les deux formes sont de méme classe, et posant

g1 1 B e O i o (R %
e gt :

on trouve
xr +1
GY {259 Eemmat
—7x —2
e SR,
172 + 5
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Les substitutions qui transforment z en lui-méme sont les puis-
T4 3>
9 2
2y Al
=5 e )
9 2 Yk Ok

on trouve que les substitutions qui transforment la forme (1, 1, —6)
en la forme (— 126, — 49, — 19) sont de la forme

(l 10N o ox B 5 92

R0 A,

_(Szk—l7ﬁk+ 5vk— 170 20— 7B+ 2‘(/.~—751.->
3 Sap—178k 2 — 7Bk -

sances de la substitution

Posant

Les valeurs de X et Y sont donc

X =(5ap—17Bs~+5ve—178),
Y = (5ar—17Bx),

L Gu—1780) + 2
S —_n

}/:

ou
X=—a—178r+5yr—178;),
Y =— (5ar—178%),
d’ott
" il * (Sap—17Br+5vr—178;) + 5,
(98) , 55
(

" (les signes + se correspondant ainsi que les signes —).

3

Reste a déterminer k de facon que les numérateurs de ces
expressions soient divisibles par 7. Or, si I'on forme les puissances

! A, 14 3 : ; h
successives de la substitution » depuisla puissance zéro, on
9 2

trouve qu’elles sont respectivement congrues (mod 7) a

g B ") 3> <G 6 5 2) 4 321 2 4
(o 1 929 K ig 6 4 i 3.6 5 o)
pour les sept premiéres puissances; a partir de quoi les mémes

résultats se reproduisent, la période étant ainsi composée de sept
termes.

o O
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Ceci posé, il est facile de voir que les numérateurs des expres-
sions (98), prises avec le signe -, sont divisibles par 7 pour toutes
les valeurs de 4, tandis que les numérateurs de ces mémes expres-
sions, prises avec le signe —, ne le sont pour aucune valeur de 4.
On a donc les expressions

Sop—178p+5yr—178:+ 5
= ’

Y
50%— l734-—!— %
NV

comme solutions de I'équation.
Pour k£ = o,

Hour A =—1,

elc.
2° Prenons maintenant n — —+ 4q.
Les deux formes a comparer sont

(o1, =60 G —rabi fol — 100

uu—.—"—l—l—\/; :[l~lv|1‘v47"']‘
b S o

. _ —h9+V7 3
iy g o,z,l,‘z,l,l,“,l,...].
\/ i

Il

w

En posant ici
e I'[, ¥y /;,/I, e .'],
fp ooy
et faisant commencer la période de w, an second élément de la
période véritable, on voit que les deux formes sont de méme
classe. On a d’ailleurs

22 41

Wy = )
LY

3z +1
8z +3

’

w, =

et les substitutions qui laissent # invariable sont

<ll 9>4‘:<1k p/f>_
6 -5 Y& 3r /)’
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on trouve
X == (6ar—16Br+3yr+ 83k),
Y===(3ar— 8Bs +3yx+ 83x),
d’on
po E(6ar—16B;+ 36— 83k +5
i =,
(99) o EGu— 8Bt Iu—83) +
.

On trouve comme période
I o 42 (o 4 83546
) 5 ) i ) ( )
0 ol 6 5 Sito 4 6
(6 1 2 3> 5,
: :
A i 2 0 T, hd
Les expressions (9Q) prises avec le signe + ne sont entiéres
pour aucune valeur de k. Prises avec le signe —, elles sont en-
tiéres pour toute valeur de A.
On trouve ainsi pour kA =o,
pour kA =1,

etc.

Nous avons trouvé les représentations propres de — 126 par la
forme (1, 1, — 6). Mais 126 étant divisible par g, il y a peut-étre
des représentations impropres de —126 par la forme (1, 1, —0).
Pour les trouver, il faut chercher les représentations de

:E‘l :_“i‘
9

c¢’est-a-dire résoudre I'équation
X2+ 2X'Y —6Y2=—14.
Il faut d’abord résoudre la congruence

70 ot =40
on trouve

1° Prenons d’abord n = 7. Nous déterminons alors p par
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U'équation
n14p =7,
d’onr
p=—3.

On a donc a comparer les formes

¢r, 1, —6) (—14, 7, —3).

Les premiéres racines sont
—7+v7

TR £ D 4
_l_i

w,:—1+/7, w'|

g = S R 1,|.l,4,...],
\/ ¥

w’l:[o,?),j,l,l,t,d,...].
\—/

Les deux formes sont de méme classe
= [[1 I, lyi) L1,1,4, "'—Ia

e |
x

wy =

Fr fx +1
1= Bz+3

Les substitutions qui Jaissent z invariable sont de la forme
14 3\* [ B
<9 2) g <Y/-- 3k>'
On trouve
X'==(3ap—13Br+ 3yr— 1384),
Y' == (3ar—13Bs),

d’oti
X === (9ar— 39 Bx—+ 9Yx— 398x),
Y == (9ax—39fx)
el
_ E(92x—39Bk+ 94— 39%%) + 5 :

r =
LA

+=(gar— 39Bi) + 2
}/: —7 .

On n’obtient pour z, y aucune valeur entiére, en prenant le
signe -+ dans ces expressions. En prenant le signe —, toutes les

valeurs trouvées sont entiéres.
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Bour & = o,
z==—19, y =)
Potrr—1s
e % =i
ete.
2° Reste a prendre la valeur n = — 7, mais nous laissons au

lecteur le soin d’achever ces calculs.

366. Remarque. — La méthode précédente s’applique quel
que soit le signe de D. Dans le cas ou cetle quantité est positive,
le nombre des solutions est limité. Il peut alors étre préférable
de procéder par la décomposition en carrés, comme le montre
I’exemple suivant.

Soit 'équation
(100) 4y +y:—S52x+6y — f=o0.

Nous pouvons écrire aprés avoir décomposé le premier membre
en carrés par la méthode connue, et rendu I’équation entiére,

3(2z+y—5)2+ (3 y+17)2= 412.

On voit que la quantité (3y -+ 17) doit, en valeur absolue, étre
au plus égale a laracine a une unité prés de 412, c’est-a-dire qu’on
doitavoir

— 2053y + 17 < 20,
d’on
—125yst.

On essaye pour y toutes les valeurs entiéres satisfaisant a ces
conditions, et 'on voit si I'équation (100) donne pour z des va-
leurs entiéres. On trouve ainsi les systémes de solutions :

z=1, (=3, (x=1, [‘@i=ss, sx:m. o =3,
Y =1 l,}’zlv (.}’:_87 ?.y:_ga (}’:—IO, = —10.

367. DeuxiimE cAs : ac — b2=o0. — Cas d’une courbe du
genre parabole. — Remarquons d’abord que @ et ¢ ne sont pas

tous les deux nuls, car, s'il en était ainsi, b le serait aussi d’apreés

I'équation
) ac— b2=o,

et 'équation proposée ne serait plus du second degré.
Supposons donc @, par exemple, différent de zéro, et multi-
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plions I'équation proposée par a, elle devient (en vertu de I'hypo-
thése ac — b2 = o)

(ror) (az + by )+ 2adx + 2aey + af = o.
Posons
(102) ) ar + by =X,
| 2adx +2aey +~af =—Y.

L’équation (101) devient
(103) X=X

A des valeurs enti¢res de z et 3 correspondent des valeurs en-
ticres de X et Y.

Il faut donc d’abord résoudre 'équation (103) en nombres en-
tiers, mais cette solution est évidente; il suffit de prendre une
valeur quelconque enti¢re pour X, puis pour Y le carré de cette
valeur. Les formules (102) donnent alors

__ X2t odX +af
‘_}’— 2(bd — ae)
‘(z_—bxz—wex—abf_

S 2a(bd — ae)

J

(104)

Il faut prendre pour X des valeurs telles que ces expressions
soienl entiéres, c¢’est-a-dire telles que

X2+ 2dX + af =o [mod 2(bd — ae)),
—bX2—2aeX —abf=o [mod 2a(bd— ae)],

congruences du second degré que I'on sait résoudre.
368. Exemple I. — Soit a résoudre I'équation
22— 8xy +8y2—6x + fy —i1=o.

Les formules (104) donnent

_X2—6X—2
Vi 4X2—8X —38 :X1—2X~~z'
32 i3 8

Il faut choisir X de facon que

X2—6X —2=0 (mod 16)
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et
X2—2X —o= (mod 8).

Mais ces congruences sont impossibles, donc 1'équation pro-
posée est impossible.

Exzemple 11. — Soit arésoudre I'équation
22+ 6xy+9y:—ijxr+ S5y —1i1=o.
11 faut d’abord multiplier par 2 pour rendre le coefficient de &
pair,
212+ 122y +18y2—8x + 10y — 222 = 0.

Les formules (104) donnent

—6X2— 20X + 2664 —3X2—10X +1332
X = = = = b
— 136 — 68
(105) < s p
( X2—8X — 444
¥ o’

I faut choisir X de fagcon que
3X2+10X —1332=0
el (mod 68).
X:— 8X — 444=o0
LLes solutions de la premiére sont congrues a

20, —1I2, 22, —14 (mod 68).

Celles de la seconde sont les mémes.
Il faut donc dans les formules (105) poser

X = 20-+68¢,
ou

X =—12- 68¢,
ou

X= 22+ 68¢,
ou

X=—14-+68¢,

ce qui donne successivement

(2= 20482+130t+ 1, (z= 204t2—62¢t—15,
| y=— 68£2— 32¢+3, |y=— 68£2+3a2t+ 3,
r= 204t2+142t+5, fow = 20412 — 74t —13,

=-— 6812— 36¢—+ 2, [ y=— 6812436t + 2,

¢ étant un nombre entier quelconque.
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369. ProsLime. — Pour quelles valeurs de x le trinéme
ax?+ bx —+ c,est-il un carré parfait?

Cette question revient a résoudre I'équation indéterminée
ar?+ bx + c = y?,

ce qui se fera par la méthode précédente.

Suivant les valeurs de a, b, ¢, le probléme peut étre possible
ou impossible. Lorsque le coeflicient @ est positif ou nul, le pro-
bléme peut avoir un nombre indéfini de solutions. Lorsque le
coefficient @ est négatif, le probléme ne peut avoir qu’un nombre
limité de solutions.

§ VIII. — Réduction des formes quadratiques a des formes
linéaires.

370. La question de la représentation des nombres par les
formes quadratiques peut étre regardée d’un autre point de vue
que celui du § VI de ce Chapitre. Dans ce paragraphe, nous nous
étions proposé, étant donnée une certaine forme, et étant donné
un nombre, voir si ie nombre est représentable par la forme, et
trouver la représentation. Mais on peut se proposer le probléme
suivant : Etant donnée une Jorme, quelle est I’expression géné-
rale des nombres qui sont représentables par cette forme?

Nous bornant a des exemples particuliers, nous allons voir que
les nombres représentables par une forme quadratique sont, a de
certaines conditions, représentables aussi par certaines formes
linéaires. Ce résultat justifie le titre de ce paragraphe.

371. Décomposition des nombres en somme de deux carrés.
— Décomposer un nombre m en une somme de deux carrés, c’est
trouver deux nombres z, y tels que

22+ yi=m,

C’est donc voir si le nombre m est représentable par la forme

(0L 5.
Examinons d’abord le cas particulier ot m est impair, et ol
I'on demande pour z et y des nombres premiers entre euz;
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autrement dit, 'on cherche les représentations propres du
nombre m par la forme (1, o, 1).

Pour que le nombre impair m soit représentable par la forme
x*+ y*, il faut que le discriminant changé de signe de forme de la
forme, c’est-a-dire —1, soit reste quadratique de m. L.e nombre —1
doit donc aussi étre reste quadratique de tous les facteurs premiers
de m.

Il faut donc que tous les facteurs premiers de m soient de la
Jorme 4h 1.

Réciproquement, supposons cette condition remplie. La con-
gruence

(106) nl=—1 (mod m )

est alors possible, et a 2% solutions incongrues, p. étant le nombre
des facteurs premiers différents de m (n° 169, VII).
Soit n une solution, et soit p le nombre tel que

n*—mp =—1.

Pour qu’a cette solution corresponde une représentation propre
du nombre m par la forme (1, o, 1), il suffit que cette forme et la
forme (m, n, p) soient de méme classe. Mais ces deux formes ont
le méme discriminant 1, et nous avons vu (n® 323) qu’il n’y a
qu’une classe de formes de discriminant 1. Donc ces deux formes
sont de méme classe. Donc a chaque solution de lacongruence (106)
correspond autant de décompositions du nombre m en une somme
de deux carrés, qu’il y a de substitutions modulaires transformant
la forme (m, n, p)en la forme (1, o, 1) (n° 355). Or ce nombre
est égal au nombre de substitutions modulaires transformant la
forme (1, 0, 1) en elle-méme (n° 316). Enfin ce dernier nombre
est égal a 4 (n° 318). Il y a donc 4. 2% représentations du nombre.

Remarquons d’ailleurs que chaque décomposition

m = 23+ y*?
en donne immédiatement sept autres

e G R N e e C o e e gt D e
A Gt el s B o B el 8 S 7
D’ailleurs deux de ces décompositions ne sont pas identiques,
excepté si m = 1. En effet, pour que deux de ces décompositions

www.rcin.org.pl




REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES A DES FORMES LINEAIRES. 3o1

soient identiques, il faut que I'un des nombres # ou y soit nul,
ou bien que ces deux nombres soient égaux. Sil'un des nombres
z, y est nul, comme ces nombres sont d’aillears premiers entre
eux, il faut que celui qui n’est pas nul soit égal a 1. Alors m =1.
Siz et y sont égaux, pour qu'ils soient premiers entre eux, il
faudrait que x el y fussent égaux a 1; alors m serait égal a 2, cas
supposé écarté, puisque m est impair.

Donc, le cas de m =1 écarté, si I'on ne considére pas les huit
représentations trouvées plus haut comme distinctes, le nombre
4.2 de représentations doit étre divisé par 8, ce qui donne 2v~1,
et I'on arrive finalement au résultat suivant :

Tout nombre impair m différent de 1, et dont tous les fac-
teurs premiers sont de la forme 4h + 1, est décomposable en
une somme de deux carrés, de 2¥=" facons en désignant par p.
le nombre des facteurs premiers différents contenus dans m.

Quant au nombre 1 il est décomposable d’une seule facon
en 02412,
Exemples :

b

325 =5213 =12-+£182=62 117 .

Sl pr—)

(325 est encore décomposable en 10 15, mais les nombres 10
et 15 ne sont pas premiers entre eux; cette sorte de décomposition

va étre examinée tout a I'heure.)
i

Comme cas particulier, on a ce théoréme, dit & Fermat et dé-
montré par Euler :

Tout nombre premier de la forme 4h 1 est décomposable
d’une seule facon en une somme de deux carrés.

372. Passons maintenant a la représentation des nombres pairs,
el mous examinerons encore, en premier lieu, la représentation
impropre.

Soient 2m le nombre proposé et

am = 22+ y?

une décomposition de 2m en une somme de deux carrés.
x et y ne peuvent étre pairs tous les deax, puisque, par hypo-
thése, ils sont premiers entre eux.
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Il ne se peut pas non plus que I'un de ces nombres soit pair et
I’autre impair, puisque alors lasomme de leurs carrés ne pourrait
étre paire.

Donc z et y sont impairs tous les deux.

Soient
z=2a +1,
y=2y +1.
On a alors
am = (22 +1)2+ (2" +1)?,
d’out

m=22%+2y2+22 + 2y +1.

Une premiére conséquence est que m est impair. Ainsi, un
nombre pair ne peut étre décomposé en une somme de deux
carrés premiers entre eur, que si ce nombre est simplement
pair.

Ensuite on peuat écrire

m=(x'+y +1)2+ (2 —y)

D’ailleurs, 2’ + y’' -+ 1 et 2’ — )’ sont premiers entre eux, car
s’ils avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait leur
somme 22’ +1 el leur différence 2y’ + 15 ce qui est impossible,
puisque 22"+ 1 et 2 %'+ 1 sont premiers entre eux. Donc a toute
décomposition propre de 2m, correspond une décomposition
propre de m.

Réciproquement, soit

m = X2+ Y2

une décomposition propre de m, on a
om=2(X2+Y2)=(X+ Y2+ (X —Y)2

X et Y étant premiers entre eux, X + Y et X — Y le sont aussi.
Donc aussi, a toute décomposition propre de m, en correspond
une de 2 m. _
Il résulte de la que le nombre de décompositions propres de
am est égal au nombre de décompositions propres de m.

Exemple :
10 = 12+ 32,
—2 —2 —2 —2

650 =19 +17 =923 +11 .
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373. Occupons-nous enfin des décompositions impropres.
Soient 7, un nombre et

m = (s8z' )2+ (8y')?

une décomposition de 7 en une somme de carrés de deux nombres
sz', 8y', ayant & comme plus grand commun diviseur. On voit
que m est divisible par 82, et que I'on a

I3

=21+ y'2,

2

O

x" et y' étant premiers entre eux il en résulte qu'a la décom-
position supposée de m, correspond une décomposition propre

de v Réci At dé iti de %
(7 5 ecnproquement, a Ltoute ecomposn 10n propre e ;:

correspond une décomposition de m en une somme de carrés de
deux nombres ayant ¢ comme plus grand commun diviseur.

On peut supposer, dans ce qui précéde, 6 =1, ce qui corres-
pond aux décompositions propres.

En résumé, pour trouver toutes les décompositions propres
ou impropres de m, il faut diviser m par tous les carrés par
lesquels il est divisible, 1 compris; chercher les décompositions
propres du quotient et remultiplier les deux termes de chaque
décomposition par le carré qui a servi de diviseur.

Ezemple I. — Soit le nombre

9= 5213,
considéré au n° 371. Outre 1, ce nombre admet encore 52 comme
diviseur carré.

Le quotient de 325 par 52 est 13 qui se décompose proprement
de la facon suivante

On en déduit

ou

)

comme seule décomposition impropre de 325.
Exemple 1I. — Soit le nombre

~==%

7605 = 32, 5,13
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Ce nombre est divisible par les carrés

e

3, (3.13),

0
w

10
-

Les quotients sont

el LR
ge.5 aU R e Rk
Le premier et le troisitme de ces quotients ne sont pas repré-
sentables proprement, parce qu’ils contiennent un facteur pre-
mier 3 qui n’est pas congru & 1 (mod4). Mais le second et le
troisiéme quotient sont représentables proprement. On a

—2 —2 —2 —2

5.13 =2?4+929 =19 —+22 ,

b

12 4 22,

On en déduit les trois représentations suivantes du nombre 7605,
toutes trois impropres :

—2 —2 —2 —2 —2 —2

7605 = 32.5.13 =63+87 =57 66 =39 -+ 78

374. On peut remarquer que les considérations précédentes,
non seulement montrent de combien de facons un nombre est
décomposable en une somme de deux carrés, mais permettent
d’opérer la décomposition.

D’ailleurs, il pourra étre plus simple d’opérer par titonne-
ments.

Comme conséquence de ce qui précéde, on a le théoréme sui-
vantl :

Si un nombre m est décomposable en une somme de deux
carrés premiers entre eux, il en est de méme de tout diviseur
de m.

En effet, d’aprés 'hypothése, ce nombre m ne peut étre qu'un
produit de facteurs premiers de la forme 4/ 41, ou le double
d’un tel produit. Il en est évidemment de méme de tout diviseur
de ce nombre.

375. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré
et du double d’un carré. — Occupons-nous maintenant de la
décomposition d’'un nombre en la somme d’un carré et du double

www.rcin.org.pl



e

REDUCTION DES FORMES QUADRATIQUES A DES FORMES LINEAIRES. 305

d’un carré; c’est-a-dire, proposons-nous, étant donné m, de trou-
ver les nombres z, y tels que

T -2t ="m,

Examinons d’abord le cas particulier o 7, est impair et ot 'on
demande pour x et  des nombres premiers entre eux. Il faut
d’abord que le discriminant changé de signe de la forme, c’est-
a-dire — 2, soit reste quadratique de m, et, pour cela, il faut que
tous les facteurs premiers de m soient de I'une des formes 8/ —+ 1
ou 84 + 3.

Réciproquement, supposons cette condition remplie. La con-
gruence

(107) n2=—o (mod m)

est alors possible et a 2t solutions incongrues, . étant le nombre
des facteurs premiers différents de m (n° 169, VII).
Soit 7 une solution et soit

n:—mp=—2,

Pour qu’a cette solution corresponde une représentation propre
du nombre m par la forme (1, o, 2), il suffit que cette forme et la
forme (m, n, p) soient de méme classe. Mais nous avons vu (n°323)
qu'il n’y a qu'une classe de formes de discriminant 2. Donc les
deux formes (1, 0, 2), (m, n, p) sont de méme classe.

De plus, a chaque solution de la congruence (107), corres-
pondent autant de substitutions modulaires transformant la forme
(m,n, p) enla forme (1, 0, 2) qu’il y en a transformant la forme
(1,0,2) en elle-méme, c’est-a-dire deux (n° 318) et, par suite,
deux représentations propres du nombre par la forme. Il y a donc
2.2 de ces représentations.

Remarquons d’ailleurs que chaque décomposition

m=x?+2y?
en donne immédiatement trois aulres
gieteia (E=n6 A (S R Sissaly R iR (ot S i 1B

D’ailleurs, on voit immédiatement que deux de ces décompo-

sitions ne sont pas identiques, exceplé si m = 1.
: C. 20
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Donc, ce cas écarté, si 'on ne considére pas les quatre repré-
sentations, donl on vient de parler, comme distinctes, le nombre
2. 2% des représentations doit étre divisé par 4, ce qui donne 2¥~ 1,
et ’on a le résultat suivant :

Tout nombre impair m, différent de 1, et dont tous les fac-
teurs premiers sont de U'une des formes 8h -1 ou 8h + 3, est
décomposable en la somme d’un carré et du double d’un carré
de deux nombres premiers entre eux, de 2¥~" facons, en dési-
gnant par . le nombre des facteurs premiers différents con-
tenus dans m.

Quant au nombre 1, il est décomposable d’une seule facon :

Exemples :

(363 est encore décomposable en 11 --2.11 , mais cest une
décomposition impropre.)

Comme cas particulier, on a ce théoréme di a Lagrange :

Tout nombre premier de l'une des formes 8h +1 ou 8h + 3
est décomposable d’une seule facon en une somme d’un carré
et du double d’un carré.

376. Passons maintenant a la représentation impropre des
nombres pairs.
Soient 2/m le nombre proposé, et

2m = x4 2y2.

Il s’ensuit que z est pair; par suite y est impair, puisque z et »
sont premiers entre eux. Soit

D=ap
y =2y +1.
On a alors
am = (22" )2+ 2(2y' +1)?,
d’ott

m =222+ (29 + 1)
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D’abord m est impair. Ainsi, un nombre pair ne peut étre
décomposé en la somme du carré et du double du carré de deux

nombres pemiers entre euz, que s'il est simplement pair.
De plus

m=(2) +12+2.272,

z' et 2"+ 1 sont premiers entre eux, puisque z et y le sont.
Donc a toute décomposition propre de 2 m correspond une décom-
position propre de m.

Réciproquement, soit m = X*-+ 2 Y? une décomposition propre
de m; X est impair, et 'on a

am =2X2+ 4Y2=(2Y )2+ 2X2,

2Y et X sont premiers entre eux, car X et Y le sont et X est
impair.

Donc aussi a toute décomposition propre de m en correspond
une de 2m.

Il résulte de la que le nombre de décompositions propres de
am est égal au nombre de décompositions propres de m.

Exemples :

377. Occupons-nous enfin des décompositions impropres.
On arrive comme au n° 373 a la conclusion suivante :

Pour trouver toutes les décompositions propres ou impropres
de m, il faut diviser m par tous les carrés par lesquels il est
divisible, 1 compris; chercher les décompositions propres du
quotient et remultiplier les deux termes de chaque décompo-
sition par le carré qui a servi de diviseur.

—3
FExemplel. — Soitle nombre 363 =3.11 , considéré aun°375,
g
Outre 1, ce nombre admet encore 11 comme diviseur carré. Le

: 363 .
quotient —= = 3 se décompose proprement en
3 =12-12.12.

On en déduit

e

363 ::2-&— e
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Exzemple I1. — Soit le nombre

FaiahiscthY ey e

)% et les quotients

Nl

Ce nombre est divisible par 12, 52, 157, (5.1
sont

e —9

LG RN R b T T SRR ¢ oAU § 8

Le premier et le troisiéme quotient ne sont pas représentables.
Quant aux deux autres ils donnent

—2

—2 —2 —2
1. 17 =0T 2. 8g ecial - an3h

—2

=3+ 2,12,
d’ou I'on déduit

2 2 2 2 —2

2 z
79.475 =105 + 2.185 =135 + 2.195 = 255 + 2.85 ,

pour représentations du nombre proposé.

378. On a le théoréme suivant, analogue a celui du n° 374 :

S¢ un nombre m est décomposable en la somme d’un carré
et du double d’un carré de deux nombres premiers entre eux,
il en est de méme de tout diviseur de m.

379. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré et
du triple d’un carré. — Occupons-nous maintenant de la décom-
position d’un nombre 7, en la somme d’un carré et du triple d’un

carré
224 332 =m.

Nous supposons d’abord m impair et non divisible par 3, et
nous cherchons les valeurs de z et y premiéres entre elles.

1l faut d’abord que le discriminant changé de signe de la forme,
c'est-a-dire — 3, soil reste quadratique de m, et pour cela il faut
que tous les facteurs premiers de m soient de la forme 6/ —+ 1.

Réciproquement, supposons cette condition remplie, la con-

gruence
n?=—3 (mod m)

est alors possible et a 2P solutions incongrues, p. étant le nombre
des facteurs premiers différents de m.
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Soit n une solution et
n:— mp =— 3.

Pour qu’a cette solution corresponde une représentation propre
du nombre m par la forme (1, 0,3), il suffit que cette forme et la
forme (m, n, p) soient de méme classe. Mais nous avons vu (n° 323

) b
qu’il y a deux classes de formes de discriminant 3. Ces deux
classes ont comme représentantes les deux formes réduites

(110,391 et L2y TS

Si donc la forme (m, n, p) n’était pas de méme classe que la
forme (1,0, 3), elle serait de méme classe que la forme (2, 1,2);
et le nombre m serait représentable par cette seconde forme. Mais
cela est impossible, parce que m est supposé impair, tandis que
la forme (2, 1,2) ou 222+ 22y + 2)? ne peut évidemment re-
présenter que des nombres pairs. Donc la forme (m, n, p) et la
forme (1, 0, 3) sont de méme classe.

En poursuivant le raisonnement comme aux n® 371 et 375 on
trouve que :

Tout nombre impair m, différent de 1, dont tous les facteurs
premiers sont de la forme 6h 41, est décomposable en la
somme d’un carré et du triple d’un carré de deux nombres
premiers entreeux, de 2%~ facons endésignant par p.le nombre
des facteurs premiers différents contenus dans m.

FEzemples :
7 =224 3.13,

e i s
1183 =713 =10 +3.19 =34 + 3.32,

(1183 est encore décomposable en 26 + 3.13 , mais c’est une

décomposition impropre.)
Comme cas particulier, on a ce théoréme di a Euler :

Tout nombre premier de la forme 6h + 1 est décomposable
d’une seule facon en une somme d’un carré et du triple d’un
carré.

380. Passons maintenant a la représentation impropre des
nombres pairs. Soit 2m le nombre proposé et

2m=x?+3y.
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Il s’ensuit que z et y sont de méme parité, comme d’ailleurs ils
sont premiers entre eux, ils sont tous les deux impairs,

pi=2a=t1;

Pi= 9 9ci-1T.
On a alors
am = (22'+1)2+ 3(2y' +1)2,
d’ou
m=222+22'+6y2+6y' + 2.

Donc m est aussi pair. Soit m = 2m/,
m=x?+2'+3(y?2+y)+1.

2'*+ ' et y’*+ y' sont pairs. Donc m' est impair. Ainsi, un
nombre pair ne peut étre décomposé en la somme d’un carré
et du triple d’un carré de deux nombres premiers entre eux,
que s’il est doublement et non triplement pair.

De plus, on a les deux équations

U v 2 !_ § 2
55 mr:<LiEi’j>+3<in>.

e Big, 2 / L, £
(109) mvz(x_ 3_7_;) +3<.V_+f_;,{> !

Si 2’ et y' sont de méme parité, I'équation (108) donne une
décomposition de m' en un carré el le triple d'un carré de deux
nombres

SN e P
2 2

Ces deux nombres sont d’ailleurs premiers entre eux, car, s'ils

avaient un diviseur commun, ce diviseur diviserait les nombres

x'+3y +2 ,,(,y’—x’
e gal? |

=0 1=
2 2
et
! !

x’+3y'—t—2+y—x
2 2

=oy'+i1=y,

ce qui est impossible.
Cette décomposition de m' est donc une décomposition propre.
Si z' et ' ne sont pas de méme parité, c’est 'équation (109)
qui donne une décomposition propre de m'.
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En tout cas, & une décomposition propre de 2m correspond
une décomposition propre de m'.
Réciproquement, soit
m'= X2+ 3Y2,

une décomposition propre de m/. X et Y seront de parités diffé-
rentes, puisque m' est impair. On aura

om=4m'= X2+ 12Y2= (X +3Y)2+3(X —Y)2.

X +3Y et X — Y sont premiers entre eux. En effet, un facteur
premier commun a ces deux nombres diviserait
p QL A s I
et
X+3Y+3(X—Y)=4X:
X et Y étant premiers entre eux, ce facteur premier commun ne
pourrait étre que 2.

Mais X et Y étant de parités différentes, les nombres X 4 3Y
et X —Y ne sont pas divisibles par 2. lls sont donc bien premiers
enlre eux.

Donc aussi a toute décomposition propre de m’', correspond une
décomposition propre de 2 m.

Il résulte de la que le nombre de décompositions propres de
am est égal au nombre de décompositions propres de m'.

381. Passons maintenant a la représentation propre des
nombres divisibles par 3. Soient 3m le nombre proposé et

Im = x4 3 y2.

Il s’ensuit que z est divisible par 3 et, par suite, » ne I'est pas.
Soient
o SR I U S O
On a alors :
m = 3224 (3 1),

D’abord m n’est pas divisible par 3. Donc un nombre divisible
par 3 ne peut étre décomposé en la somme du carré et du triple
du carré de deux nombres premiers entre eux, que s’il est sim-
plement divisible par 3.
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De plus,

m=(3y't1)t+ 32,

z' et 2 /=1 sont premiers entre eux, puisque z et y le sont.
Donc a toute décomposition propre de 3m correspond une dé-
composition propre de m.
Réciproquement, soit
m = X243Y2

une décomposition propre de m.
X n’est pas divisible par 3, et 'on a

I3m=3X2+9Y2=(3Y)2+ 3X2.

3Y et X sont premiers entre eux, car X et Y le sont, et X n’est
pas divisible par 3. Donc, aussi a toute décomposition propre
de m, en correspond une de 3m.

Il résulte de la que le nombre de décompositions propres de
3m est égal au nombre de décompositions propres de m,

Nous laissons au lecteur le soin de terminer cette question en
examinant le cas de la décomposition impropre et en traitant
quelques exemples numériques.

On remarquera aussi que : lorsqu’un nombre est décompo-
sable en la somme d’un carré et du tripled’un carré de deux
nombres premiers entre eux, il en est de méme de tout divi-
seur de ce nombre.

382. Nous avons été amenés, dans le courant de la question
précédente, a parler de la forme 22*-+ 22y + 2 y*. Occupons-
nous de la représentation des nombres par cette forme. Celle
question pourrait se traiter directement; mais on peut aussi la
ramener a la précédente en remarquant les identités :

2(22+ay + y2) =2 [<z‘+ ;K>2 —3—;/—’] s

si y esl pair et  impair;
‘@ 2 2
oA g = 0

si y est impair et z pair;

2wz +zy +)?) =2 [(x_?lyf 3 <:z%}:>2]’
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si z et y sont de méme parité; et l'identité

2 (X2 3Y?2) = 2[(X—=Y)2+ (X —Y)(2Y) + (2Y)2].

Ces identités montrent que tout nombre représentable par la
forme
2(22+ 2y +y2)
est égal au double d’un nombre représentable par la forme

(22 + 3 y2),

et qu'il y a autant de représentations du premier nombre par la
premiére forme que du second nombre par la seconde forme.

383. Décomposition d’un nombre en la somme d’un carré
et du quintuple d’un carré. — Traitons encore de la décompo-
sition d’'un nombre en un carré et en un quintuple de carré.

La forme z2+ 5 y2, ayant comme discriminant 5, remarquons
tout de suite qu'il existe une aulre classe de formes de discrimi-
nant 5, représenté par la forme réduite '

222+ 27y + 3 y2.

Cherchons d’abord les nombres m impairs et non divisibles
par 5, représentables proprement par I'une ou l'autre de ces
formes. Ces nombres ne doivent contenir que des facteurs premiers
dont — 5 soil reste quadratique ; c’est-d-dire de I'une des formes

20h +1, 20h—+3, 20h+7, 20h—+q.

Cette condition remplie, soit p le nombre de ces facteurs pre-
miers différents, on voit qu’il y a 2#*! représentations propres du
nombre m par I'une ou 'autre des deux formes citées plus haut.

Mais il reste a déterminer par laquelle de ces deux formes se font
ces représentations. Or il est évident que la premiére forme
22—+ 5 y* ne peut représenter que des nombres congrus a 1 ou a
— 1 (mod 5), tandis que la seconde forme
(225

222+ Jdwy + 3yt =
2

ne peut représenter que des nombres congrusa 2 ou — 2 (mod?5).
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Donc les 2¢+! représentations propres du nombre m sont des
représentations par la premiére forme si m est de 'une des deux
formes 54 == 1, par la seconde si m est de I'une des deux formes
D=0

Remarquons d’ailleurs que les 2¥*! représentations par la pre-
miére forme ne donnent que 2*~' décompositions distinctes du
nombre en un carré et en un quintuple de carré.

384. Des considérations analogues s’appliquent aux formes a
discriminant négatif, mais le nombre de représentations est infini.

Cherchons, par exemple, les nombres décomposables en la diffé-
rence entre un carré et le double d’un carré,

(110) r2—2y2=m.

Examinons d’abord les nombres m impairs, el ne cherchons
que les valeurs de z et de y, premiéres entre elles. Pour que
I'équation (110) soit possible, il faut que 2 soit reste quadratique
de tous les facteurs premiers de m. Il faut donc que ces facteurs
premiers soient tous de I'une des formes 8% —+ 1 ou8/4 — 1.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on voit, comme
dans les questions précédentes, que le nombre m est représentable
proprement par une forme de discriminant — 2 ‘et par toutes les
formes de méme classe. Mais nous avons vu (n°3350) qu’il n’y a
qu’une classe de ces formes. Donc le nombre m est représentable
par la forme 22— 2 2. Mais, d’'aprés ce qu’on a vu, il y a une
infinité de valeurs de z et y répondant a la question.

Exemple :

—2
7=32—2,12=5'—2.32=13 —2.98=.,..,

385. Pour ce qui est de la représentation propre des nombres
pairs, soit :

am=z*—2y2,
« doit étre pair, et, par suile, y impair. Soitz=122', y=2) '+

m=2x%— 2y +1)2= (22— 2y —1)2—a(z'— 2y — 1)

On voit que m doit étre impair. De plus, on voit qu’a chaque
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représentation propre de 2m correspond une représentation
propre de m et réciproquement.

Enfin les représentations impropres d’un nombre m s’obtien-
nent, comme toujours, en divisant m par ses diviseurs carrés, et
cherchant les représentations propres du quotient.
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NOTES.

NOTE A.

SUR LES DIFFERENTS SYSTEMES DE NUMERATION.

386. La base & d’un systéme de numération (n°® 21) est un nombre dif-
férent de 1, d’ailleurs absolument quelconque. Pour écrire les nombres,
dans le systéme de base &, il faut employer, outre le zéro, &6 —1 chiffres,
représentant les & —1 premiers nombres.

Les régles des opérations sont les mémes, dans tous les systémes de
numeération.

387. Une numération curieuse est la numération de base 2 ou binaire.
Dans cette numération il n’est fait usage que de deux chiffres, o et 1.
Voici les premiers nombres écrits dans ce systéme :
un deux trois quatre cinq six sept

I 10 I 100 101 110 L

huit neuf dix onze douze treize quatorze

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110

Dans ce systéme les opérations seraient plus simples que dans le sys-
téme décimal; mais les nombres seraient beaucoup plus longs a écrire.

388. La possibilité d’écrire tout nombre dans le systéme binaire peut
encore s’énoncer en disant que tout nombre est décomposable en une
somme de puissances de 2 (la puissance d’exposant zéro comprise),
chaque puissance étant prise au plus une fois.

Ezemple. — Le nombre quatorze qui s’écrit 1110 se décompose en
e

389. On peut donner a ce théoréme une forme matérielle : une boite
de poids contenant les poids de 18, 28" 4, 88" ..., (27—1)& peut ser-
vir a peser tous les corps (a 1¢ prés) jusqu'a 1+ 2 +...—+ 27~1 grammes
ou (27—1)3", les poids se plagant tous dans le méme plateau.
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390. Voici une autre réalisation matérielle : Inscrivons sur un carton,
par ordre de grandeur, tous les nombres, depuis 1 jusqu'a 27—1, qui,
étant écrits dans le systéme binaire, auraient pour dernier chiffre a droite
un 1 (c’est-a-dire les nombres de la forme 2/ +1) le premier de ces
nombre est 1; sur un second carton, tous les nombres (depuis 1 jusqu’a
27 —1) qui, étant écrits dans le systéme binaire, auraient pour avant-dernier
chiffre un 1 (c’est-a-dire les nombres de 'une des formes 42+ 2, {/ + 3),
le premier de ces nombres est 2; sur un troisiéme carton, tous les nombres
(depuis 1 jusqu’a 27 —r1) qui, étant écrits dans le systéme binaire, auraient
pour avant-dernier chiffre a droite un 1 (c’est-a-dire les nombres de
I'une des formes 42 +4,4h+5,4h +6.4h—7),le premier de ces nombres

est 22, ...; enfin, sur un »'*"® carton, tous les nombres (depuis 1 jusqu’a
2n—1) qui auraient pour n'™® chiffre en partant de la droite un 1 (cest-
a-dire les nombres 27-1, an—14 [, on—1_p o ... on-lyon—1_q) Je

premier de ces nombres est 271,

Dans ces conditions, il est clair que tout nombre est égal a la somme
des premiers nombres des cartons sur lesquels il est inscrit. Par exemple,
le nombre 53, qui s’écrit t1oro1, est inscrit sur le premier carton qui
commence par I, sur le troisiéme qui commence par 4, sur le cinquiéme
qui commence par 16, sur le sixiéme qui commence par 32. Or

T+ 4+ 16 + 32 = 53.

391. La numération ternaire donne des résultats analogues. Quand un
nombre est écrit dans le systéme ternaire, les chiffres ne sont que des 1

ou des 2. Exemple :
10211201.

Mais quand un chiflre est un 2, retranchons-lui 3, le chiffre devient égal
a (—1) (nous I'écrirons T). Ajoutons d’ailleurs 1 au chiffre qui préceéde a
gauche, le nombre n’aura pas changé. De proche en proche, on arrivera
a ce que tous les chiffres soient des 1 en valeur absolue. Ainsi le nombre
précédent s’écrit successivement

10211201 = 10212101 = 10221101 = [10T11101.

Donc : tout nombre est décomposable en une somme de puissances
de 3, diminuée d’une somme d’autres puissances de 3, chaque puis—
sance n’étant prise qu’'une fois.

Une boite de poids, contenant les poids de 18", 3¢", g¢*, ..., (37—1)",
peut servir a peser tous les corps a 18" prés, jusqu’a 1+ 3 + 32...37-1

3n—1 :

ou —— grammes, les poids se placant les uns dans un plateau, les autres
dans l'autre.

Il existe encore d’autres applications intéressantes. Voir Lucas, Récréa-
tions mathématiques (Paris, Gauthier-Villars).
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NOTE B.

SUR LES NOMBRES PREMIERS.

392. Nous avons démontré (n° 33) que la suite des nombres premiers
est illimitée.

Ce théoréme se trouve déja dans Euclide.

Une généralisation trés belle de ce théoréme a été énoncée par Legendre
et démontrée par Lejeune-Dirichlet, a savoir : Toute progression arith-
métique dans laquelle le premier terme et la raison sont premiers
entre eux contient une infinité de nombres premiers (1).

Voici des cas particuliers de ce théoréme :

393. Il existe une infinité de nombres premiers de la forme jh —1.
Autrement dit, soit p un tel nombre, il en existe un plus grand. En
effet, faisons le produit de tous les nombres premiers de 1 a p; multiplions
ce produit par 2 etretranchons 1 au résultat. Nous obtenons un nombre A

A= 2124305070/ p) == T

Si A est premier, comme il est de la forme j2—1 et qu'il est évidemment
plus grand que p, le théoréme est démontré.

Si A n’est pas premier, il admet des diviseurs premiers, et 'on démontre,
comme au n° 33, que tous ces diviseurs sont plus grands que p. Mais,
d’autre part, ces diviseurs ne sont pas tous de la forme 42—+ 1, puisque
leur produit n’est pas de cette forme. Donc il y a au moins un diviseur
premier de A, de la forme 4/ — 1, et plus grand que p. Le théoréme est
donc démontré.

394. On démontre de la méme facon qu’il existe une infinité de nombres
premiers de la forme 6h — 1.

395. Il exwiste une infinité de nombres premiers de la forme 4h + 1.
En effet, soit p un tel nombre. Formons la quantité

. W (O T s L B S

Si A estpremier, commeil est de la forme 4/ <1 et plus grand que p, le
théoréme est démontré. Sinon A admet des diviseurs premiers, tous plus
grands que p. Tout revient a démontrer que les diviseurs premiers de A
sont de la forme 4/ + 1. En effet, A est un nombre impair égal a la somme

(") M. de La Vallée Poussin a donné dans ces derniers temps une démonstration
de ce théoréme, plus simple que celle de Dirichlet. Voyez : Recherches analy-
tiques sur la Theorie des nombres premiers, 2° partie, Chap. IV. Bruxelles; Hayez.
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de deux carrés premiers entre eux. Donc, d’aprés ce qu'on a vu au n°® 374,
tous ses diviseurs premiers sont de la forme 4/ -+ 1.

396. Pour démontrer qu'il existe une infinité de nombres premiers de
la forme 6h -1 on considérera I’'expression

3(1.2.3.5...)0+1, !

et I'on s’appuiera sur le résultat du n° 381.

397. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 8h -+ 5.
Ici I'on considérera la quantité
A = (3000 Lop Rt Liall

C’est un nombre impair égal a la somme de deux carrés premiers entre
eux, donc les facteurs premiers de cette expression sont tous de la forme
4h—+1, par conséquent de 'une des formes 8%+ 1 ou8h—+5. De plus, A
étant de la forme 8k —+5, ces facteurs premiers ne sont pas tous de la
forme 82 + 1. La démonstration s’achéve facilement.

398. Quant a la démonstration générale du théoréme de Dirichlet,
nous ne la donnerons pas ici. Elle repose sur la considération de séries de

£
a e . . '
la forme E —';, a4, étant un coefficient indépendant de s, et sur la trans-
n
n=1
formation de ces séries en produits contenant les nombres premiers.
Nous allons seulement ici considérer une de ces séries, la série

1
(1) — +

& s oo e ey B e W e
1S 28 3s

ns

Nous allons montrer, d’aprés Euler, comment on la transforme en
produit contenant tous les nombres premiers. Nous en déduirons le théo-
réme du n° 33, la suite des nombres premiers est illimitée.

399. Nous démontrerons d’abord les théorémes suivants :

1° La série (1) est convergente pour s >1; 2° elle est divergente
pour s=1; 3° lorsque s tend vers 1 par valeurs plus grandes que 1,
la somme de cette série croit indéfiniment.

En effet :
1° On peut grouper les termes de la série (1) de la facon suivante :

1 1 118 T 1 1 T
—l_s+ -2—s+‘3-})+ Z;+—5—s+§+; “ee

1 I I
+[(2")5+('7+]—)8+"'+ m] L R
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Si, dans chacun des groupes, I'on remplace chaque terme par le premier
d’entre eux, qui est le plus grand, on obtient une progression géométrique

. 1
de raison o

I 1 1 ey I
4_5;7—'1' 7 8}:_'__'_ (_9_11).\'—1’

15—1 G 95—1

: T

(u1 est convergente pour s -1 et a pour somme ————
1

e

gnons,

La série (1) est donc, a fortiori, convergente pour s > 1. Dési
d’aprés Riemann, sa somme par {(s), on a

1
O T —

T sl

2" Si, maintenant, 'on groupe les termes de la facon suivante :

i s I T : 1 | 1 1 » I £l
1 I { 1 g
S (‘2"»—‘—?)} i (——2"_—.-2? +"'—r(_211+1)s oy 5 0

et que, dans chaque groupe, 'on remplace chaque terme par le dernier
d’entre eux qui est le plus petit, on obtient I’expression suivante :

I 1 I i |
I_TA;V[I—*—;S_—I-TK.T;_I_‘_-ET“',—PW -.—...],

la quantité entre crochets étant une progression géométrique de raison
A b divergente pour s < 1. La série (1) est donc, a fortior:, diver-
gente pour s<1.

3o Si s >> 1, la seconde transformation montre que

C(s)>'+:;‘s_.—’

' [ — ——

2s5—1
ou
1 1
g

E(#) Tt

Si s tend vers 1, le second membre de cette inégalité, et a fortiori le
premier, croit indéfiniment.

400. Nous allons maintenant montrer comment on transforme {(s) en
produit contenant tous les nombres premiers.
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On a, pour s > 1,

g(s)_—+ "‘35 + F—.—
On en déduit
K(s\__l I 1
oS -:;‘ Z;—i—g—i—,

d’ou, en soustrayant membres a membres,

(2) 5(3)<1—L>=%+_3%+é+...,

les termes du second membre de cette égalité ne contenant plus au déno-
minateur que les nombres impairs.
Maintenant, de I'égalité (2), on déduit

1 1 [ [ 1
(3) g(s)(l——>j\—3_s+—9:¢+r’,—s+""

et en retranchant membres a membres les égalités (2) et (3),

2 1 O T T T T
(S) 25 l—.? _FT3_3+;_'—$+’

les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que les
nombres non divisibles par 2 ni par 3.
En continuant ce procédé jusqu’au nombre premier p, on obtient

o7 7 1 I 1
(4) »,(S)(l—;&)(l—g)-"(‘—;);)=ﬁ+...,

les termes du second membre ne contenant plus, au dénominateur, que
les nombres non divisibles par 2 ni par 3,... ni par p (1).

401. Ceci suffit pour démontrer que la suite des nombres premiers est
illimitée. Supposons, en effet, pour un moment, qu’il n’y ait qu’un nombre
limité de nombres premiers 1,2, ..., p. L’égalité (4) deviendrait alors

s

(') Rien dailleurs, dans le raisonnement précédent, n’oblige & supposer que
les nombres premiers introduits dans le calcul aient été Zowus les nombres pre-
miers croissants successifs. Soient p, ¢, ..., r des nombres premiers quelconques,
différents deux a deux, on a

1= 3)(- b))

les termes du second membre ne contenant plus au dénominateur que des
nombres non divisibles par p, ¢,...,r.

C.

~

www.rcin.org.pl



322 NOTE B.

e

Mais cette égalité est impossible, car s tendant vers 1, le premier
membre croitrait indéfiniment, tandis que le second tendrait vers

ou

|- -

T

() )

Donc la suite des nombres premiers est illimitée.

402. Reprenons I'égalité (4); supposons que p avance indéfiniment dans
la série des nombres premiers. Dans le second membre de I'égalité le terme

s s 8 . v % ¥ . .
qui suit — est un terme qui, dans la série —:» @ unrang au moins egal
i ns

a p -+ 2. Donc le second membre tend vers 1, quand p croit indéfiniment.
On obtient donc a la limite

1 (COR
Ens H< c)’

le signe E s’étendant a tous les nombres entiers, et le signe I I a tous

ou

les nombres premiers.
C’est I'identité d’Euler (1).

(') Voici une généralisation facile et qui mettra le lecteur sur la voie de la
démonstration générale de Dirichlet :
Considérons la série

Z — r)" 1 1 I T
= — — = =— — —
(2n—+1)° T 3* ot 7'—"
On démontre qu’elle est convergente pour s> o. Pour ces valeurs de s, elle
représente une fonction de s que nous désignerons par y (s). En particulier

72(1) = Z‘“

On démontre ensuite que

v =[——==Il—=<II—
e e

r"
g

le nombre premier 2 n’entrant pas dans le produit, p' désignant les nombres pre-
miers de la forme 42 +1, p" ceux de la forme 4/ —1.
En comparant cette identité avec celle d’Euler, on arrive a démontrer qu’il y a
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403. L’identité d’Euler, et les fonctions {(s) et analogues, ont donné
naissance a de nombreux travaux (!). Parmi les problémes qui y sont
traités, se trouvent ceux relatifs a la facon dont les nombres premiers sont
distribués dans la suite naturelle des nombres. Parmi les résultats obtenus
se trouve celui-ci :

Quelque petit que soit le nombre positif k, le nombre des nombres
premiers compris entre x et (1+ k)z augmente indéfiniment avec x,
démontré a peu prés en méme temps par MM. Hadamard et de la Vallée-
Poussin (2).

.

404%. Signalons en passant un travail d’'une autre nature di a Tchebyscheff

et permettant de calculer une limite inférieure et une limite supérieure du

une infinité de nombres premiers de chacune des deux formes. (Pendant que nous
sommes sur ce point, disons que le théoréme de Dirichlet sur la progression
arithmetique a été étendu par lui-méme aux nombres représentés par une forme
quadratique.)

(') Contentons-nous d’indiquer les principaux :

LEJEUNE-DIRICHLET, Abhandlungen der Berliner Akademie (1837) ou Vorle-
sungen tber Zahlentheorie, pnblié par Dedekind (3¢ édition, Brunswick, 1881).

ScuL®MILCH, Zeitschrift fiur Mathematik und Physik (1849).

Ibid. (1858).

RiEMANN, Ueber die Anzahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grosse
(Monatsberichte der Berliner Akademie; novembre 1859, ou OFuvres com-
plétes).

S . Sl : ( DX%g
. Hurwirz, Einige Eingeschaften der Dirichlet’schen Functionen Z (;)n—’
( Zeitschrift fir Mathematik und Physik, t. XXVII, 1882).

A. Pirz, Ueber die Hiufigkeit der Primszahlen in arithmetischen Progres-
sionen und iber verwandte Gesetze. (Dissertation). Iéna, A. Neuenhahn ; 1884.

Lipscuirz, Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen
Reihen (Journal de Crelle, t. CV, 188g).

HapaMARD, Etude sur les propriétés des fonctions entiéres, et en particulier
d’une fonction considérée par Riemann (Journal de Liouville, 1893).

CAHEN, Sur la fonction {(s) de Riemann, et sur des fonctions analogues
(Annales de I’Ecole Normale superieure, 1894).

DE 1A VALLEE-PoussiN, Recherches analytiques sur’la theorie des nombres
premiers (Annales de la Societeé scientifique de Bruwelles, t. XX, 2° partie,
1896 ).

HapaMarp, Sur la distribution des zéros de la fonction {(s), etc. (Bulletin
de la Sociéte Mathématique de France, t. XXIV; 1896 ).

VoN MancoLpr, Journal fir die reine und angewandte Mathematik,
t. CXIV. »

(?) Yai donné (Annales de U’Ecole Normale supérieure, 1894 ) une démon-
stration non rigoureuse mais trés simple. Cette démonstration deviendrait rigou-
reuse si l'on parvenait a démontrer ce théoréme énoncé par Riemann : Les racines

imaginaires de la fonction §(s) sont de la forme 5 Fi, ¢ etant reel.
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nombre des nombres premiers compris entre deux nombres donnés a et b.
Ce Travail se trouve reproduit dans le second Volume du Cours d’Algebre
supérieure de Serret.

NOTE C.

SUR LA DECOMPOSITION DES NOMBRES EN FACTEURS PREMIERS.

405. Nous avons vu, au n° 37, comment on reconnait si un nombre est
premier. On le divise successivement par les nombres plus petits que lui,
et I'on voit si certaines de ces divisions réussissent.

Il est évidemment avantageux d’essayer les diviseurs par ordre de gran-
deur croissante. On peut d’ailleurs se borner aux diviseurs premiers. On est
donc aidé par une table des nombres premiers, méme n’allant pas jusqu’au
nombre proposé. En tout cas il est inutile d’essayer les diviseurs que 'on
reconnait immédiatement n’étre pas premiers, par exemple les nombres
pairs, les nombres divisibles par 3, par 5.

Enfin, les divisions étant faites dans 'ordre qu’on a dit plus haut, tandis
que les diviseurs augmentent, les quotients vont en diminuant ou tout au
moins n'augmentent pas. On arrive donc a une division dans laquelle le
quotient est inférieur ou égal au diviseur.

Si, a ce moment, aucune division n’a réussi, on peut arréter les essais,
le nombre proposé est premier. En effet, si une division suivante réussis-
sait, le nombre proposé serait divisible par le quotient de cette division,
c’est-a-dire par un nombre inférieur ou au plus égal au diviseur de la
division a laquelle on s’est arrété, ce qui est impossible.

Ceci revient a dire qu’on n’a besoin d’essayer que des diviseurs inférieurs
a la racine carrée du nombre proposé.

406. Enfin nous allons montrer comment on peut restreindre le choix
des diviseurs a essayer. La théorie des formes quadratiques va nous per-
mettre, en eflet, de fixer certaines formes linéaires dans lesquelles doivent
se trouver les facteurs premiers d’un nombre.

Soit m le nombre dont il s’agit de savoir s’il est premier ou non. Je
peux supposer /m impair. Supposons qu’on ait mis 7 sous la forme

(1) m=ax*+2bzxy + cy?.

Si z et y n’étaient pas premiers entre eux, m, ne serait pas premier.
Supposons donc que @ et y soient premiers entre eux. On sait alors
(n° 352) que la congruence

(2) n=—D (mod m),

est possible, en posant
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Soit p un facteur premier quelconque de m. Le nombre p est néces-
sairement impair, puisque m lest.
La congruence (2) entraine la suivante

n2=—D (mod p),

cette derniére entraine la condition

(=)

Soit D2 le plus grand carré par lequel soit divisible D Posons
= DAY

La condition (3) peut s’écrire plus simplement

=)

Or D" n’étant plus divisible par aucun carré différent de 1, et p étant
impair, cette condition entraine (n° 194) que p appartienne a certaines
progressions arithmétiques de raison D" ou 4D". Pour voir si m est premier,
il suffira donc d’essayer les diviseurs de m par des diviseurs appartenant
a ces progressions,

407. Remarque. — Supposons qu’on ait mis m sous différentes formes
m=ax?+2bzxy+cyrt=a'z?+20'2'y'+c yt=a"2"?+20"2" y"+c"y"?,
z, y étant premiers entre eux, ainsi que z',y" et 2”,3". On en déduit plu-
sieurs systémes de progressions arithmétiques auxquelles appartiennent
nécessairement tous les facteurs premiers impairs de m. Il ne peut y avoir
que les nombres communs a ces différents systémes qui soient facteurs
premiers impairs de m.

Remarque. — Le procédé précédent permet ainsi non seulement de
reconnaitre si un nombre est premier, mais de le décomposer en facteurs
premiers.

408. Pour appliquer cette théorie, il faut, étant donné un nombre m, le

mettre sous la forme
ar:+a2bzy + cy?.

On peut y arriver par tdtonnements, Si, par exemple, on se borne a la
forme particuliére 22+ Dy?2, il suffira de prendre un nombre z quel-
conque, de I’élever au carré, de retrancher le résultat du nombre m, puis
de mettre la différence sous la forme Dy2, ce qui est toujours possible,
puisqu’on peut, en tout cas, prendre y = 1. En prenant z assez voisin
de y/m, on aura, pour D2, un nombre relativement petit.

On trouvera d’ailleurs a la fin du Volume une Table donnant les expres-
sions linéaires des diviseurs des formes quadratiques 2+ D y2, pour toutes
les valeurs de D de --101 & +101.
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409. Exemple. — Dans la démonstration du n° 33, nous avons consi-
déré I'expression A obtenue en faisant le produit des nombres premiers
depuis 1 jusqu’au nombre premier p, et nous avons raisonné successive-
ment dans 'hypothése ol cette expression est premiére, et dans I'hypo-
thése ot elle ne 'est pas. En fait, est-elle premiére ou non?

Pour p =2, 3, 5, 7, 11, on a respectivement

A="310.081 0 2 11, 2 81T,

Toutes ces valeurs de A sont premiéres, elles sont contenues dans la Table
donnée a la fin de cet Ouvrage.
Soit maintenant p = 13, on trouve

A = 300371,

Ce nombre sort des limites de la Table. Sa racine, a une unité prés,
est 173.

On sait d’ailleurs, d’aprés le raisonnement fait au n° 33, que ses facteurs
premiers sont supérieurs a 13. On voit donc dés maintenant qu’on n’a
besoin de’ssayer que les divisions de A par les nombres premiers de 17
d 173, tous contenus dans la Table I.

Maintenant mettons 30301 sous la forme 22+ Dy2. Sil'on essaye = 173,
on trouve

—2
30031 =173 —+102,

valeur peu favorable, car la forme 22+ 10232 sort des limites de la Table I1I.
Essayons # = 174, on trouve

—2
Jood1=174 —5.72%

D’ailleurs 174 et 7 sont premiers entre eux. Donc 30031 est représenté
proprement par la forme
4 L4

Donc, ses diviseurs premiers sont de I'une des formes
(4) 20h +1, 9, 11, 19.

En essayant # = 172, on ne trouve rien de favorable.
En essayant # =175, on trouve

30031 _—_"17—52 — 66.32.

175 et 3 sont premiers entre eux. Donc 30031 est représenté proprement
par la forme
x?— 662,

onc ses diviseurs premiers sont de I'une des formes
D d tdel des f

24y, 5, 13, 175/ 1g, 25,31, ‘411143, 49, 53; 59, 6Ey 165,
85;.05;%97, 103, 109, 125, 139,153, 161, 169, 1603 85:

www.rcin.org.pl



SUR LA DECOMPOSITION DES NOMBRES EN FACTEURS PREMIERS. 327

(Nous ne terminons pas I’énumération, car nous n’en avons pas besoin,
n’ayant a rechercher que les facteurs premiers entre 17 et 173.)

Les nombres premiers de I'une des formes (4), compris entre 13 et 173,
sont

(0D 19y 20,3, 4T, 50,68, 7120, 86,101,/ 100 138, 130y 149, o1

Les nombres premiers de I'une des formes (5), compris dans les mémes
limites, sont

£7.) 17, 19, 31, 41, 43, 53, 59, 61, 97, 103, 109, 139, 167.

Donc, un facteur premier de 30031 doit appartenir a la fois aux deux
suites (6) et (7) et, par conséquent, ne peut étre que I'un des nombres

(8) 14, 31, 41, 89:16%, 109, 139:

Enfin on peut encore faire cette remarque, a savoir que 30031 étant de
la forme 4/ —1, a au moins un facteur premier de cette forme.
Parmi les nombres (8), il ne reste donc a essayer que

194 31, 59, 139,

Les divisions par 19 et 31 ne réussissent pas. Mais la division par 59 réus-
sit, et 'on trouve
30031 = 59 < 509.

Ainsi, pour p =13, I’expression A n’est plus un nombre premier (!).
D’ailleurs le nombre 509 est dans la Table I. Il est premier.

210. Sur la décomposition en facteurs premiers des nombres de la
forme am™==1. — Nous nous 'proposons, ici encore, de déterminer cer-
taines formes dans lesquelles sont compris les facteurs premiers des
nombres de la forme am 1.

Examinons d’abord les nombres de la forme a” —1.

Soit m' un diviseur de m. On sait que a™'—1 est un diviseur de a”—r.
Donc tout facteur premier de @™'—1 est aussi un facteur premier de a”—1.

Nous pouvons donc diviser les facteurs premiers de a”—1 en .deux
classes : 1°ceux qui ne sont facteurs d’aucun nombre de la forme a™'—1,
m' étant un diviseur de m; 2° ceux qui sont facteurs de quelque nombre
de cette forme.

Bornons-nous a chercher les premiers. Or on a le théoréme suivant :

(') En conlinuant ce calcul, on trouve :
Pourip =17,

A =19 X 97 < 277;
pour p =19,
: A=3047.5< 379533
pour p = 23,

A = 317 X 703 763.
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- 411. TuEOREME. — Tout facteur premier impair de a™— 1 qui n’est
Jacteur d’aucun nombre de la forme a™ —1, m' étant un diviseur
de m, est de la forme hm —+-1.

En effet, soit p un tel facteur. Dire que @™ -—1 est divisible par p, mais
qu’'aucun nombre de la forme a™ —1 n’est divisible par p, c'est dire
que a appartient a 'exposant m par rapport a p (n° 149). Donc m est un
diviseur de p —),

p—1
Al
h
d’ou
p=mh--1.
412. CAS PARTICULIER. — m étant un nombre premier impair, tout

Sfacteur premier impair de am—1, qui ne l’est pas de a —1, est de la
Jorme hm + 1. D'ailleurs, devant étre impair, ce facteur est de la
Jorme o hm—+1.

Comme cas encore plus particulier on a le théoréme suivant : m étant
un nombre premier impair, tout facteur premier de 2™ —1 est de la
Jforme 2hm —+1.

On peut d’ailleurs, dans la recherche des facteurs de am — 1, s’aider des

résultats tirés de la théorie des formes quadratiques. En particulier, si m
m—1

2
est impair, am»—1=a\a * ) —1. Le nombre am—1 est donc repré-

senté proprement par la forme a 22— y2.

3. ExeMpLE. — Décomposer en facteurs premiers 109—1= 999999999
10°—1 est divisible par 103—1 =33 37, et I'on trouve

10— 1= 33 < 37 X< 1.001001.

Le nombre 1001001 est encore une fois divisible par 3, mais il ne l'est
pas par 37, et I'on a
10— 1 = 3*< 37 > 333667.

Reste a décomposer 333667 en facteurs premiers.

Or les facteurs premiers de 333667 étant facteurs du nombre 10°—r,
mais ne I’étant pas du nombre 10—1, ni du nombre 10*—1, sont de la
forme 9/ —+1.

D’autre part, la racine de 333667, a une unité preés, est 577.

Cherchons done, dans la Table, les nombres premiers de la forme g2+,
compris entre 1 et 577. Nous trouvons

19, 37, 73,-709;:127; 163, 1371, '100;

(9) .
291, 3074 '399.1395, 1433 487, “had, ;HAL,
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D’autre part, remarquons qu’on peut écrire
109 — 1 =10 (10%)2— (2,
Donc le nombre — (109— 1) est représentable proprement par la forme -
r?2—10y2.

Done, d’aprés la Table IV, ses facteurs premiers sont de l'une des
formes

4oh —1,3, 9,13, 27, 31, 37, 39.

Or, parmi les nombres (g), les seuls qui soient de I'une de ces formes
sont

(10) 37, 109,163, 199, 251, .30%7;" 397, 487, 628.

On peut encore restreindre le nombre d'essais. En effet, sappuyant sur
ce que la racine de 333667, a une unité prés, est 577, on trouve

333667 = 577 -+ 82.32.

Le nombre 333667 étant représenté proprement par la forme 22+ 822,
la Table ITI montre que ses diviseurs sont de 'une des formes

328k +1,7,.5. (voir la Table).

Parmi les nombres (10), les seuls qui appartiennent a I'une de ces
formes sont
109, 163, 199, 307, 397, 523.

Enfin, remarquons que le nombre 333667 étant de la forme 44 — 1, a
au moins un facteur premier de cette forme.
On peut se borner a essayer les facteurs

164, 199, 307, 523.

Sil’on essaye les divisions de 333 567 par ces nombres, aucune ne réussit.
Donc 333667 est premier. En définitive,

10— 1 =3%x 37 > 333667.

4l4. Nombres de la forme am+1. — Tout facteur premier de a” +1
est aussi facteur de a?”— 1.

La question est donc ramenée a la précédente.

Remarquons d’ailleurs qu’un facteur premier impair de a” -1 n’est
certainement pas facteur de @ —1, puisqu’il ne divise pas la différence 2
de ces nombres. -
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415. En particulier, tout facteur premier impair d’'un nombre de la forme
ar—+ 1

est facteur du nombre @**'—1, mais il ne I'est d’aucun nombre de la

~forme @' — 1, m' étant un diviseur de 27+, car un tel diviseur est de la
forme 2%(2=n), de sorte que le facteur en question serait aussi diviseur
de a®"—1, ce qui est impossible.

Donc tout facteur premier impair de a*" -1 est de la forme

N+l 41,
416. Ezemple. — Fermat avait pensé, sans en avoir de démonstration,
p ,

que les nombres de la forme 22" + 1 sont premiers.
Pourn =1,

22 +-3=35 qui est premier.
Pourn =2,

ST B id.
Pour '7t. =3

2841 =257 id.

Pourn =4,
2181 3.= 65537,

Cherchons si 65557 est premier.

D’aprés ce qui précede, les facteurs premiers impairs de 65537 ne
peuvent étre que de la forme 32/ +1. D’autre part, la racine, a une
unité pres, de 65537 est évidemment 28 ou 256. On n’a donc a essayer que
les facteurs premiers de la forme 322 —+-1, compris entre 1 et 256, c’est-
a-dire g7 et 193. On constate que ni 97, ni 193 ne divisent 65537. Donc
65537 est premier, et la remarque de Fermat se vérifie encore pour ce
nombre.

Mais, pour n =5, on a

232 4 ] —= 4294{)67 297,

dont les facteurs premiers impairs doivent étre de la forme 64/ —+1.
Or les nombres premiers de cette forme, compris entre 1 et la racine, a
une unité prés, de 4294967297, soit 216 ou 65536, sont

'937 2;7» 4497 3777 GL/II-

Si I'on essaye les divisions de 4293967297 par ces nombres, la division
par 641 réussit et 'on trouve

2¥ +1 = 4294967297 = 641 X< 6700417.

Ainsi la remarque de Fermat est inexacte (1). Ce dernier résultat est da
a Euler.

(") Voici quelques résultats curieux relatifs & ce genre de questions :
23 —1=12147483647 est un nombre premier (Euler).
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a

Reste a voir si le facteur 6700417 est premier. Sa racine carrée a une
unité pres est 2588. Il suffit donc d’essayer les divisions de ce nombre,
par tous les facteurs premiers de la forme 64 /% + 1, depuis 641 jusqu’a 2588,
c’est-a-dire par

641, 769, 1153, 1217, 1409, 1601, 2113, 2561.

Or aucune de ces divisions ne réussit. Donc 6700417 est premier.

NOTE D.

SUITES DE BROCOT ET DE FAREY.

s p @ SO oo
417. Considérons deux fractions T 5 La fraction ey s’appellera

la fraction médiante de ces deux-la.

Les nombres de la forme 2'"+*—-1 ne sont pas premiers. En effet,

2ih+2 ;= (22h+1 - ohtl 1) (g2h+l — gh+l ) (Aurifeuille).

22"+ 1 n’est pas premier, il est divisible par 114689 (Lucas).
22" 1 est divisible par 2748779069441 (Seelhofl).
Pour obtenir ce dernier résultat, on remarque d’abord que les facteurs de 22*°~+1
sont de la forme
23"+ 1=137438953 472 h + 1.

Mais, pour essayer un de ces facteurs, soit f, on ne peut effectuer la division,
car le nombre 22*°+1 a plus de vingt milliards de chiffres. On se contente de
calculer le reste de la division de 22°°+ 1 par f. Pour cela, on forme la suite des
nombres 2, 2%, 22? 22¢, . dont chacun est le carré de l'autre. Aussitot qu’un
résultat dépasse f, on le remplace par le reste de sa division par f.

On constate que, pour /& = 20, on obtient un facteur de 22+ 1. Ce facteur
¢tant le plus petit diviseur de 22°° 41 est premier.

Le plus grand nombre premier calculé est, croyons-nous,

2918000731816531 (Le Lasseur).

On trouve, dans les Tables, des nombres premiers, assez considérables, se sui-
vant & deux unités d’intervalle. Exemple : 3029867 et 3029869.

D’autre part, il est facile de former n nombres ¢onsécutifs qui ne soient pas
premiers, a savoir les nombres :

1.2...n(n+1)+2, 1.2...n(n+1)-+3,

a8 ety e vavtias ceeey R I I ceensy

1.2...n(n+1)+n, 1.2...n(n-+1)4+(n+1),

qui sont divisibles respectivement par 2,3, ..., n,n 1.
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W) ! ! a il
Considérons une suite de deux fractions 3t 3’ telles que

(i) ab—ba=1.

Ces deux fractions sont irréductibles, car un diviseur commun de @ et b,
divisant @'b et b'a, divise leur différence et ne peut étre autre que 1.

Entre ces deux fractions, intercalons une médiante. Nous obtenons une
suite de trois fractions formant deux intervalles.

Dans I'un de ces intervalles ou dans les deux, intercalons encore une
fraction médiante et nous obtenons une troisiéme suite.

Continuons ainsi; en général, ayant la n'*™ suite dans certains des in-
tervalles laissés par les fractions de cette suite, intercalons des médiantes,
nous obtenons une (n -+ 1)"® suite.

418. On voit que la définition de ces suites est susceptible d’un assez
grand arbitraire. Voici cependant quatre propriétés générales de ces suites :

1° Les fractions d’une suite sont rangées par ordre de grandeur
croissante. — C’est vrai pour les deux fractions de la premiére suite, a
cause de la relation (1); et alors c’est évident pour les autres suites.

2* Toute fraction d’une suite est médiante des deur qui la com-
prennent. — Supposons que ce soit vrai pour la (n — 1) suite, et soient

T o T e

gt 7t Bl i 7 @

/ot P 74 P,

quatre fractions consécutives de cette suite. Supposons que nous inter-

’ m"

. oina 7
calions une médiante entre — et —-, nous obtenons
P

m m' m4+m" m' m
Ea) Hera i St ey TSy o (S
P P pP+p P P
: m' yal m m' +~m’ m’
Il faut démontrer que — est médiante de — et ———-» et que —,
‘ ! "
& P P P

. m' + m' A i
est médiante de ———,- et —;-; c'est-a-dire que
e 4
f

m m-+-m'4 m"

e

ey
m’ m' +— m"+ m"

G

P op+p+p”

Or ces deux égalités sont vraies, car elles se réduisent a

m' m -+ m'

7 e
m' _m'+m”
-t

égalités vraies par hypothése.
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" EE TN e :
M8. Entre deux fractions consécutives Fha existe la relation

m'p—mp =1.

En effet, c’est vrai par hypothése pour les deux fractions de la premiére

f

: ; : - - m
suite; démontrons que si c’est vrai pour les fractions — et —- ce sera
14 Vi

i . : mem e T
encore vrai pour les deux fractions — et ———-, ainsi que pour les
4 el
< m-+~m' m'
fractions — — et — -
it £
Or
(m—+mp—(p+p)m=mp—pm =1
et

m'(p+p)—p(m-+m)=m'p—pm'=1.

Le théoréme est donc démontré.

4° Toute fraction d’une des suites est irréductible.

En effet, I'égalité m'p — mp' =1 montre que m et p sont premiers entre
eux.

419. Suites de Brocot. — Les suites de Brocot s'obtiennent en partant des
i o 1 : fh 4
deux fractions - et — et intercalant des médiantes dans tous les intervalles
I 1

qui se présentent. On obtient ainsi les suites suivantes :

o
1

0 1

i 2

0 I I 2

1 4 2 3

o 1 1 2 1 3 2 3

il 4 5 5 2 5 3 4

K0y o 1 2 1 3 2 Fo g 3 5 9 g 304
e AL 7 3 8 3 R e 5 8 3 g A L5
Quparondte30e S3ULE. (AL 3be ol 5 SRR E: St iy o BR B B ol sl 8 YL AR S

¥ 60Bhar i 7 Ta 3 118 13 5 1 grel 9 g e 138l T SE toi T {19586

...... D A I TR TSR I SIPA I SR S N S P S S AP ST A S

420. Suites de Farey.— Les suites de Farey s’obtiennent en partant des
] e ol ] : g Jon .
deux mémes fractions T et ;s maisenn intercalant de médiantes gu’entre

les fractions dont la somme des dénominateurs est égale au rang de
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la suite que l’on forme. On obtient ainsi

o 1
1 1
o I 1
1 2 7
) 1 1 2 1
1 3 2 3 1
o 1 1 1 90 1
1 5 3 2 - I
ARG 00 & U M R
1 L Sl R R DR 1
A bt WA T L TR DR A
TR B e T TR SO T D i T |

G e L

(=]
-
—
-
—
N
5] -
»
=8
E=

Par exemple, pour passer de la sixiéme suite a la septiéme, on n’a
intercalé des médiantes que dans les intervalles

-1Q
- -

ol w
)
w| N
B w
-
Sl o

I
2

| =
g
BN -
™
ol
N |-

421. D’aprés la facon dont les suites de Farey ont été formées, il n'y a
dans la n'“™ suite que des fractions irréductibles plus petites que 1 et dont
le dénominateur ne dépasse pas n; je dis de plus qu'elles y sont toutes.

En effet, supposons que ce soit vrai pour la (72— 1) suite.

Soit alors — une fraction irréductible plus petite que 1, je dis qu'elle
n
est dans la 2™ suite. En effet, = n’étant pas dans la (n— 1)*“™® suite est

: i
comprise entre deux termes de cette suite 3 Bt sy

v

e NS
P e b
PR o AR
) / : . m+m Rt m
On n’a pas p + p'<< n, car sinon la fraction o médiante de =

’ ’

m i ro i E m m :
et e appartiendrait a la (n — 1)"“™ suite, de sorte que % et ¥ ne seraient

pas deux fractions consécutives de cette suite.
Posons

(2)

cp —mn = a,
m'n—p'c=8;

2 et {3 sont des entiers positifs.
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Multiplions les égalités (2) respectivement par p' et p et ajoutons. Il
vient

n(m'p—mp')=oap' + Bp,
ou

n=ap'+ Bp.

Or comme p -+ p' = n, il résulte évidemment de la que

a1
p=1
el
p+p=n.

. . . c v
Reste a montrer que ¢ = m -+ m', alors il sera prouvé que — est la mé-
2 n

5 3 m m' b :
diante des fractions ; et F, donc elle sera dans la n'“™® suite. Pour cela

nous retranchons les égalités (2) membre a membre, il vient

c(p+p)—n(m+m)=a—p=o.

Or
P +P’ = I,
donc
c=m—+m'.
COROLLAIRE. — Si¢l’on range par ordre de grandeur toutes les frac-

tions irréductibles comprises entre o et 1, chacune de ces fractions est
la médiante des deux qui la comprennent ().

NOTE E.

SUR LE CALCUL DES RACINES PRIMITIVES DES NOMBRES PREMIERS.

422. Nous avons vu (n°® 159 et suivants) que la recherche d’une racine
primitive d’'un nombre premier est en général pénible. Voici quelques
théorémes qui permettent, dans certains cas, de prévoir une racine pri-
mitive.

TukorEME. — Tout nombre premier de la forme 22— 1 admet
comme racine primitive le nombre 3 ().

En effet, toute racine primitive d’un nombre premier impair est un non-
reste quadratique de ce nombre.

(') FAREY, Bulletin de la Societé philomathique; 1816.

HALPHEN, Sur des suites de fractions analogues a la suite de Farey
(Bulletin de la Societé mathematique, t. V, p. 170; 1877).

(?) Quant aux nombres de la forme 2?"+! 41, ils ne sont pas premiers, étant
divisibles par 3.
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La réciproque n’est pas vraie en général, mais elle I'est lorsque le
nombre premier est de la forme p'= 227+ 1. En eflet, 'exposant auquel
un nombre @ appartient par rapport a p, estun diviseur de p —1 = 222, Si
donc @ n’est pas racine primitive, c’est-a-dire si son exposant n’est pas

st \ i S AL —1
égal a 227 il est un diviseur de 2271, c’est-a-dire de P

2

On a donc

Donc @ est un reste quadratique.

Ainsi, tout nombre qui n’est pas racine primitive est un reste. Il en
résulte que, inversement, tout non-reste est une racine primitive.

Ceci posé, pour démontrer le théoréme, il faut donc démontrer que

3 —
Ty Sl

Mais 22741 étant de la forme 4/ +1, on a

( 3 R
\2"’"T.; i 3 ’

20 - 1= 2(m0d3).

(50 =(3) =

ce qui démontre le théoréme.

D’ailleurs

Done

Exemple. — Depuis 1 jusqu’a 200 on rencontre comme nombres premiers
de la forme précédente les nombres 22+ 1=>5 et 2* 41 =17. Ils admettent 3
comme racine primitive.

423. THEOREME. — Soit p un nombre premier impair, tel que 2p + 1
soit aussi un nombre premier. Si p est de la forme jh +1, le nombre
2p + 1 admet 2 comme racine primitive. Si p est de la forme jh —1,
le nombre 2p +1 admet (—2) ou, ce qui revient aw méme, 20—\
comime racine primitive.

En effet, par rapport au nombre premier 2p —+ 1, tout nombre ne peut
appartenir qu’a un exposant diviseur de 2p; c’est-a-dire (puisque p est
premier) a I'un des quatre exposants

Lt 2o 0 s

Le seul nombre appartenant a 'exposant 1 est 1.

Le seul nombre appartenant a 'exposant 2 est — 1.

Donc, pour démontrer qu'un nombre différent de 1 et de — 1 est racine
primitive de 2p + 1, il suffit de démontrer qu’il n’appartient pas a 'expo-
sant p; autrement dit, qu’il est non-reste du nombre 2p —+1.
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Ceci posé, soit d’abord
pP=4h+1.
Alors

2p+1=8h+3.

Or on sait que le nombre 2 n’est pas reste quadratique des nombres de
la forme 8% + 3. Donc 2 est racine primitive.
Soit, au contraire,
p=h4h—1.
Alors
2p+1=8h—1.

Or on sait que le nombre —2 n’est pas reste quadratique des nombres de
la forme 8% — 1. Done ce nombre (—2) ou le nombre 2p — 1 [qui lui est
congru mod(2p —+1)] est racine primitive.

Ezemple. — Depuis 1 jusqu’a 200 on rencontre, comme nombres
premiers de la forme 2p + 1, tels que p soit premier de la forme 44 +1,
les nombres

0 QR T ME B o T

Ils admettent 2 comme racine primitive. Comme nombres premiers de
la forme 2p + 1, tels que p soit premier de la forme 47 —1, on rencontre
les nombres

7, 23, 47, 167,

qui admettent — 2 comme racine primitive.

424. THEOREME. — Soit p un nombre premier impair, tel que 4p 1
sott ausst un nombre premier. Le nombre 4p —+ 1 admet comme racine
primitive le nombre .

En effet, par rapport au nombre premier 4 p + 1, tout nombre appartient
a un exposant diviseur de 4 p, c’est-a-dire a 'un des six exposants

I, 2, 4 p, 2p, 4p:

Or le nombre 2 n’appartient ni a I'exposant 1, ni a exposant 2.
Il n’appartient pas non plus a 'exposant 4. En effet

2b = 16.

Donc 2 ne peut appartenir a l'exposant 4, si 4p + 1> 15. D'ailleurs le
seul nombre premier de la forme en question, pour lequel cette condition
ne soit pas réalisée est 13, et pour ce nombre le théoréme se vérifie direc-
tement.

Restent les exposants

P, 2P, 4p.
C. 22
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On voit donc que si 2 n’était pas racine primitive, il appartiendrait a
I'exposant p ou a ’exposant 2 p. Dans les deux cas on aurait

22 =1 (mod 4 p +1),

c’est-a-dire que 2 serait reste quadratique de 4p +1.
Mais c’est impossible. En effet, p étant un nombre premier impair est
de la forme 2/ +1. Done
fp+1=8h—+5.

Or on sait que 2 n’est pas reste quadratique des nombres de cette
forme.

Exemple. — De 1 a 200, on rencontre, comme nombres premiers de la
forme 4p + 1, tels que p soit premier impair, les nombres

13511307 W140,  153;

Ces nombres admettent 2 comme racine primitive.

425. THEOREME. — Soit p un nombre premier, tel que
om+2 p | (mzr)
soit aussi un nombre premier. Si, de plus, la condition

g

2Ill+3

est satisfaite, le nombre 2™+2p + 1 ddmet 3 comme racine primitive.
En effet, par rapport au nombre premier 22+2 p + 1, tout nombre appar-
tient & un exposant diviseur de 22+2p, c’est-a-dire a 'un des exposants

Ml 2‘2, okl 2m+1’ Q_m+2’ IREC T i .22P, 3l -2m+lp’ 2m+2P_

Le nombre 3 ne pourrait appartenir a 'un des exposants

Sl 22, g qlll+|’ 2m+2’
que si 'on avait
(l) 3‘1m+!)_[20 [mod(2m+‘lp+l)]
ou
(2) (3@mF) — )3 1) =0 [mod (27m+2p +1)].

Or 'on n’a certainement pas
3 _1=o0 [mod (27+2 p + 1)),
car cette congruence entrainerait
36 __1=0  [mod(27m+2p +1)],

ce qui voudrait dire que 3 serait reste quadratique du nombre 27+2p 1.
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Or ceci est impossible. car le nombre 27+2p + 1 n’est certainement pas

de 'une des formes 12/ %=1. [ll ne pourrait y avoir exception que pour

2m+l)
p =3, mais la condition p > ——

IIl+J

(m21) entraine a fortiori p > 3]

La congruence (2) entrainerait donc

3" 1=o0 [mod(2m+2p +1)],
ou

(3) 3am+) 4 g = /l('2’"+2p +1),

& étant un certain nombre entier.
Dans cette égalité 2 ne peut étre nul; il ne peut non plus étre égal a 1
puisque alors on aurait
3(am+1) — 2’”+2P,

ce qui est manifestement impossible, 'un des nombres étant pair et autre
impair.
Donc 22 9. Donc I'égalité (3) donnerait
3| Ly 2(2m+2P ale l),

d’ou
3(2m+|)_[

HA

p 2"1+3 i

Or ceci est contraire a I'hypothése.
Il en résulte que la congruence (1) est impossible; et, par suite, que le
nombre 3 ne peut appartenir qu’a 'un des exposants

Pyl 2p; 221)’ oyl 2”“"P, 2m+2P_

Il en résulte que si 3 n’était pas racine primitive, il appartiendraita I'un
des exposants
8L Y Rl L - R L 4 8

Dans tous les cas, on aurait
3(2"‘""[))5 1 [mod (2'n+2p =+ l)]

c’est-a-dire que 3 serait reste quadratique de (272 p —+1).
Mais nous avons déja vu plus haut que c’est impossible. Le théoréme est
done démontré (1).

(') L’énoncé de ce théoréme se trouve dans la Théorie des congruences ( Elé-
ments de la théorie des nombres) de Tchebyschefl, avec cette différence, qu’au

/ 41 S e : .

lieu de la condition p > R il y a la condition, évidlemment moins
(ym—+1)

avantageuse, p> —oo+
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Exemple. — Faisons m =1. De 1 4 200 on rencontre comme nombres
premiers de la forme 8 p + 1, tels que p soit premier impair et satisfasse
3¢ —1

2

—— ou p>5, les nombres 89 et 137. Ces nombres

a la condition p >

admettent 3 comme racine primitive.

NOTE F.

SUR LA FRACTION APPROCHANT LE PLUS D'UN NOMBRE &
ET DONT LE DENOMINATEUR EST PLUS PETIT QU'UN ENTIER /.

426. A la théorie des fractions continues se rattache la question inté-
ressante suivante :

Parmi toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit
qu’un entier donné m, trouver celle qui approche le plus par défaut
d’un nombre donné a. De méme trouver celle qui approche le plus

par exces.

Iy . . : B0 T
Considérons les valeurs approchées par défaut du nombreaa —» -, 300
12

prés; elles forment une suite

B, g

1 2 3
Dans cette suite, barrons tout terme qui n’est pas plus grand que tous
les précédents. Nous obtenons une nouvelle suite que nous appellerons
suite (A).

Il est bien évident que pour trouver, parmi toutes les fractions dont le
dénominateur est plus petit que m celle qui approche le plus par défaut
de a, il suffit de prendre, dans la suite (A), la fraction qui a pour déno-
minateur le nombre le plus voisin de m et inférieur a ce nombre.

Si, au lieu des valeurs par défaut, on prenait les valeurs par excés de a,
et que l’on barrdt tout terme qui n’est pas plus petit que tous les
précédents, on formerait de méme une suite (B). Pour trouver, parmi
toutes les fractions dont le dénominateur est plus petit que m, celle qui
approche le plus, par excés, de a, il suffit de prendre, dans la suite (B),
la fraction qui a pour dénominateur le nombre le plus voisin de m et infé-

) “ oo e

rieur a4 ce nombre.
Il est bien évident qu’il n’y a qu’une suite jouissant de cette propriété
de la suite (A) et qu’une suite jouissant de cette propriété de la suite (B).

Exemple. — Pour le nombre ¢ on trouvera facilement les suites
2 5 8 19 106 299 492 685 878 1071 1264
G T =g T Bl e ST 252" 323’ 394, 465’
3t 3o 49 68 87 193 1457 4178 6899 9620
T g a8t @b . 82 gr 536 15874, %538 | 3630
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427. Remarquons que, sinous réduisons a en fraction continue, les ré-
duites de rang impair sont nécessairement contenues dans la suite (A), et
les réduites de rang pair dans la suite (B), d’aprés les propriétés de ces
réduites démontrées au n°® 96.

Nous allons montrer comment de ces réduites on peut déduire tous les
termes de la suite (A) et tous ceux de la suite (B).

Soient deux réduites consécutives de rang impair, par exemple,

| 27 Py
k—1 et k+1

Qi—1 Qi1

Pty 23 Py + aj1 Pi X
Q1 Q-1+ @r+1Qx

Considérons 'expression

Pi—y+ mPy

Qp—1+ mQy
Pr—1
Qi1

Pour m =o, cette expression donne la réduite

i P
Pour m = a4, elle donne la réduite Q—l‘
k

Pour les valeurs t, 2, ..., @z+;— 1 de m, on obtient donc @j;— 1 frac-

P P
bot o Pt

Q/.-—n Qk+1

tions intermédiaires entre

428. Je dis que la suite (A') formée par les réduites de rangs impairs
et les fractions intermédiaires n’est autre que la suite (A).

En effet, d’aprés la facon dont elle a été formée, la suite (A") se com-
pose de fractions croissantes, @ dénominateurs croissants et tendant vers a.

’
Considérons deux fractions consécutives de la suite (A'), soient § et [ql'.

Je dis qu’on a
Pa—qp=r
En effet, g est de la forme
Pr—1+ mPy
s Qk—l -+ m Q/:’
et g, de la forme
Pi—1~+ (m+1)P;
Qk—-l+ ’nQ/u
Donc
P'4—9Pp=[Pr-1+(m+1)Pr][ Q1+ mQs]
—[Piy+mP[ Qi +(m+1)Qi]=PrQt—1— Qi Pr—y=1.
Ceci posé, je dis que la suite (A’) jouit de la propriété caractéristique
de la suite (A), ce qui prouvera qu’elle lui est identique.
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Pour cela, il suffit évidemment de démontrer que si une fraclion%

£
est comprise entre deux fractions consécutives ;p, ;—’, de la suite (A'),

y est plus grand que q'.
En effet, on a, par hypothése,

L2l
i 4.
d’ou, en se rappelant que p'q — ¢'p =1,
Ol e DY %;
d’olr
y>q'(qr—py);
g x — py étant positif, est au moins égal a 1. Donc y est plus grand que ¢'.
Le théoréme est donc démontré,

Si 'on opérait de méme avec les réduites de rangs pairs, on trouverait la
suite (B).

429. Lorsque le nombre proposé est commensurable, les suites (A) et
(B) sont évidemment limitées, le nombre proposé faisant partie des deux

suites. Exemple, le nombre %f—; donne naissance aux deux suites :
s s o A M M, SRR M LI T
) S ST TS R T T 17’ 201 BT GG

35 oo 403 Gy7 661 7i5 B o1
89 O T T e o7 i 227" 250

SR SR
i 108 a8 habn

430. Voici encore une autre maniére de former ces suites. Soit @ un
nombre.
Posons
a=a+
as +

az—+.
*y

ay, as, as étant des nombres entiers positifs ou négatifs, en nombre li-
mité ou illimité.
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Si 'on prend :
Pour ay, la valeur de @ a une unité prés par défaut,

Tk A ;
» @i, la valeur de e a une unité prés par défaut,

T g b ;
» ag, la valeur de ——— 4 une unité prés par défaut,

a— ay
ete., on retrouve le développement en fraction continue ordinaire.
Mais si 'on prend :

Pour a, la valeur de @ & une unité prés par défaut,

I N s \ 5
» @, la valeur de 7 — o & une unité prés par ezcés,
—a
1 A e \ ,
»  as, la valeur de ———— 4 une unité prés par défaut,
ple - e G
«&— a;
et ainsi de suite en alternant, on obtient un autre développement.
Si I’on calcule les réduites de ce développement, ce sont justement des
fractions de la suite (A).
Si 'on prend :

Pour a,, la valeur de @ a une unité prés par ezces,

1 A g :
» @, la valeur de ———— a une unité prés par exces,
a

—ay

1 3 Ao 4
» as, la valeur de —————— a une unité prés par exceés,
I

—_— —ay
a— a,
et ainsi de suite, on obtient un troisiéme développement. Si 'on calculait
les réduites de ce développement, en obtiendrait la suite ( B).
Nous laissons au lecteur le soin de démontrer ces théorémes.

NOTE G.

SUR LE GROUPE MODULAIRE. |

431. Les résultats démontrés au §IV du Chapitre VI sur la réduction
des formes a discriminant positif donnent, en passant, un résultat impor-
tant relatif au groupe modulaire.

Soit (A, B, C) une forme réduite, soit (@, b,c) une forme de méme
classe. Il y a autant de substitutions modulaires transformant (a, b, ¢) en
(A, B, C) qu'il y en a transformant (A, B, C) en elle-méme (n°®316), c’est-
a-dire qu’il peut y en avoir deux, quatre ou six (n° 318).
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Nous allons supposer que la forme réduite (A, B, C) soit une forme pri-
mitive, c’est-a-dire que les trois coefficients A, B, C n’ont pas de diviseurs
communs (n° 275).

Nous allons d’abord montrer qu’il n’y a que deux substitutions qui trans-
forment (A, B, C) en elle-méme, excepté :

1° Si A =2, B=1, C =2, auquel cas il y a six de ces substitutions;

2° Si A=1, B=0, C=1, auquel cas il y en a quatre.

En effet :

1° On sait (n° 318) que, pour qu’il y ait six des substitutions en ques-
tion, il faut que

(1) 4D = 3¢2.

Puisque A, B, C n’ont pas de diviseur commun, le plus grand commun
diviseur ¢ de A, 2B et C ne peut étre que 1 ou 2. Dans le cas qui nous
occupe, il doit étre pair d’aprés I'égalité (1); il est donc égal a 2, et 'on a

4D =12

ou
D=8,

Or, il n’y a (n° 323) que deux formes réduites de discriminant égal a 3,
a savoir les formes (1,0,3) et (2,1, 2). Mais, pour la premiére, s =1.
Donc la seconde seule répond a la question.

2° Pour qu'il y ait quatre des substitutions en question, il faut que

4D = 4o2.

Sic=1,0na
B

Or il n’y a qu'une forme réduite de discriminant égal a 1, asavoir (1,0, 1).
Elle répond a la question.

Sieg=2,D =4.Or il n'y a que deux formes réduites de discriminant
égal a 4, a savoir (2,0,2)et (1,0, §). Mais la premiére n’est pas primitive,
et pour la seconde o =1.

432. A partir de maintenant, nous supposerons que (A, B, C) est une
forme réduite, primitive, différente de (1,0, 1) ou de (2, 1,2).

Dans ces conditions, soit (@, &, ¢) une forme de méme classe que
(A,B,C), il n’y a que deuz substitutions modulaires qui transforment
(a,b,c)en (A, B, C).

Soit R I'une de ces substitutions, I'autre est RI (n°® 318).

Soit alors R une substitution modulaire quelconque. Si I'on applique
a (A, B, C) la substitution R—1, on trouve une forme (a, b, ¢). Inverse-
ment, la substitution R transforme (a, b, c) en (A, B,C). Il en est de
méme de la substitution RI; mais il n’y a pas d’autre substitution modulaire
que ces deux-la qui transforment (@, b, ¢) en (A, B, C).
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D’autre part, on peut passer de (@, b,¢) a (A, B, C) par une suite de
substitutions S et T (n° 309 et 310).

On en déduit donc que toute substitution du groupe modulaire a
deux variables est identique a un produit de substitutions S et T ou
a ce produit multiplié par 1.

433. Si l'on considére le groupe modulaire a une variable (n° 327),
comme, dans ce groupe, les deux substitutions R et RI sont identiques, on
peut dire que toute substitution du groupe modulaire @ une variable
est identique a un produit de substitutions S et T (1).

NOTE H.

SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES.

434. Nous appelerons fonction numérique, une fonction qui n’est défi-
nie que pour les valeurs entiéres de la variable, et qui n’a elle-méme que
des valeurs entiéres.

Autrement dit, un nombre entier N est une fonction du nombre entier 7,
lorsqu’a chaque valeur de n correspond une valeur de N.

Exemple. — La somme des diviseurs du nombre n, l'indicateur du
nombre n, etc., sont des fonctions numériques.

435. Intégrale et dérivée suivant tous les nombres. — Soit une fonc-
tion numérique f(n). La fonction
(1) F(n)=/f(1)+f(2)+...+ f(n)

sera dite intégrale numérique de f(n) suivant tous les nombres.
Inversement f(n) sera dite la dérivée numérique de F(n) suivant
tous les nombres.

Exzemples. — Si la fonction f(n) est égale a n, la fonction F(n) est
¥ . n(n—+1)
égale a ——=.

Si la fonction f(n) est égale a npP, la fonction F(n) est égale a un cer-
tain polyndme en n de degré p -1, et qu'on appelle pi“™e polynome de
Bernoulli.

(') Pour I’étude du groupe modulaire, voir Vorlesungen ueber Theorie der
elliptischen Modulfunctionen (Klein). En particulier, le Chapitre III de la se-
conde Partie de cet Ouvrage est consacré a la relation entre le groupe modu-
laire et la réduction des formes quadratiques et a la représentation géométrique
de cette réduction.
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436. 11 est évident que l'intégrale, suivant tous les nombres, d’une fonc-
tion déterminée, est déterminée par la formule (1).

Inversement la dérivée, suivant tous les nombres, d’une fonction déter-
minée, est déterminée par la formule

Sf(n)=F(n)—F(n—1).

Nous désignerons l'intégrale suivant tous les nombres de la fonction
f(n) par la notation

F(n):Ef(n).

Inversement, nous poserons

f(n):D F(n).

437. Intégrale et dérivée suivant les diviseurs. — Nous appellerons,
d’aprés Tchebyschefl, intégrale suivant les diviseurs d’une fonction f(n),
la fonction ®(n) définie par I'équation

(2) ®(n) = f(1) +f(d)+f(d") +...+f(n),

1,d,d', ..., nétant tous les diviseurs de n.
Inversement, f(n) sera dite la dérivée de ®(n) suivant les diviseurs.

Exemples. — Si f(n) est l'indicateur de n, ®(n)est égale a n.
Si f(n) est 'indicateur du p“™ ordre de n, ®(n) est égale a n».

438. L'intégrale, suivant les diviseurs, d’une fonction déterminée f(n)
est déterminée par la formule (2).

Inversement, la dérivée suivant les diviseurs d’une fonction déterminée
®(n) est déterminée. En effet, écrivons les n premiéres équations (2).

(1) =/ (1),
®(2) =£(1)+f(2),
o ®(3) = /(1) +/(3),

®(4) =S(1) +f(2) +f(4)

<l>(n)l:f(|)—i—f(d)—i—f(d’)—f—...—e—f(n).

Nous en tirons

£y =),
J(2)=8(2) — (1),
i F(3)=(3)—A),

f(R)=®(n)—....
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Nous désignerons l'intégrale suivant les diviseurs de la fonction f(n)
par la notation

®(n) =2f(n).
d
lnversement, nous poserons

fm=[)ewm.
d

439. La fonction p(n). — Soit f(n) une fonction égale a un
pour n =1, et a zéro pour toute autre valeur de n. Nous désignerons
par p(n) la dérivée, suivant les diviseurs de cette fonction f(n).

Autrement dit, on a les égalités :

(5) w(n) =1,
(6) Foulny=o, ‘Az
d

Les formules (4) donnent alors

p(n) = 1,
p‘(?‘) =i
p3)=—r1,
H(A) = 0,
p(5)=—r1,
®(6)=-+1.
4%0. Je dis que, en général :
w(n)= o quand n contient des facteurs premiers multiples.

pw(n) =+ 1 quand n ne contient que des facteurs premiers simples et
en nombre pair.

p(n)=-—1 quand n ne contient que des facteurs premiers simples et
en nombre impair.

Pour le démontrer, je remarque que la fonction p(n) étant complé-
tement définie par les équations (5) et (6), il suffit de montrer que les va-
leurs qu’on vient de dire pour (n) satisfont a ces équations.

La chose est évidente pour n =1, et, par conséquent, pour I'équation (5).

Soit maintenant n # 1. Soit

n=a*bB... 0

la décomposition de n en facteurs premiers. Soit 7 le nombre de ces fac-
teurs @, b,..., . Les diviseurs de n qui contiennent des facteurs premiers
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multiples, donnant par hypothése des valeurs nulles pour la fonction p,
n’interviendront pas dans la vérification de la formule (6).

Les diviseurs de n qui ne contiennent que des facteurs premiers simples
sont

iaebie ok s absiae, gkl abesabd,) s B G abe s kL

Iy ena 1 égal a I'unité,

r x
» - contenant 1 facteur premier,
1
r(r—r) :
» — 5 contenant 2 facteurs premiers,
r(r—u)(r—a :
» (—12(3——) contenant 3 facteurs premiers,

r(r—ia)(r—=2)...1
B Yol

Il'yena contenant » facteurs premiers.

La somme des u de ces diviseurs est donc égale, d’aprés les hypothéses
faites sur la valeur de la fonction ., a

|—C+£(r;')_ ..+(___I)]‘I‘(,‘_l)"'[.

1 1.2 : L

Or on sait que cette somme est nulle. La formule (6) est donc vérifiée.

441. Application aux formules (4).— Je dis que ces formules s’écrivent

s =u(t)®w),

Pour le démontrer, je suppose que dans les formules (3) on considére
celles de rangs 1, d, d’, ..., n, qu'on les multiplie respectivement par

n n n : : 4 : ;
“(T)’ p(;l), ) p(—’;) et qu'on les ajoute, il est facile de voir que
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le coefficient de 'f(d) dans le second membre est

0(2) +e(d) - +u( ) =3 u(d5):

o 4y n
o désignant les diviseurs de =5

Or, cette somme peut s'écrire
n
e\
B\ 3

3

Elle est donc nulle pour d # n et égale a 1 pour d = n.
Donc on obtient bien ainsi la formule

(7) ' f(n)—zp< ) # ().

442. Autre forme de cette formule. — Cette formule peut s’écrire sous
une autre forme due a Liouville.

Soit n = a%bB... I

Dans la formule (7) il n’y a besoin d’écrire dans le second membre que

o A n :
les termes relatifs a des diviseurs de n, tels que Z e contienne pas de fac-

teurs multiples. Ces diviseurs sont

n n n n. n n
ey LN TR R s BT DT e S i T ¢ e ST e T

et la formule (7) devient, en remplagant les coefficients p<n> par leurs

valeurs,

fy =g —[o(2) +o(G) o (4]
() +(2) ()] )

c’est-a-dire encore

(8) J(ny= P a(d)— P ®(d),

d d’
en posant

Telle est la formule de Liouville.
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4%43. Comme application, si la fonction f(n) est 'indicateur ¢(n), on
sait que l'intégrale ®(n) est égale a n. La formule (8) donne donc alors

g(m)= 3 d— N d,
sm=n(e=3) (=) + (=3);

On retrouve ainsi la formule du n° 71.

c’est-a-dire

444. Relations avec la théorie des fonctions analytiques. — Consi-
dérons une fonction analytique développée en série de Taylor. Dans ce
développement le coefficient de 2" est une fonction numérique de n.

Inversement, soit f(n)une fonction numérique de n. Le développement

n=w

(9) G(z)= X f(n)ar

n=1

définit une certaine fonction analytique de  (pour les valeurs de  pour
lesquelles cetle série est convergente). '

La connaissance de la fonction analytique G(z) entraine celle de la
fonction numérique f(n) et réciproquement. Les connaissances des deux
fonctions sont donc équivalentes.

Ceci peut étre considéré comme une généralisation des idées de Kro-
necker relatives aux polyndmes (voir n° 248).

Il faut remarquer que la fonction /(n) peut étre telle que la série (9)
ne soit convergente pour aucune valeur de z. On congoit cependant qu’on
puisse continuer a regarder la série comme un symbole représentant la
fonction numérique. C’est une facon d’envisager Tintroduction dans le
calcul de séries divergentes.

Le développement de Taylor peut d’ailleurs étre remplacé par un autre,

S

(n)
" i tel que ceux

par exemple par un développement de la formez :

qu’on a considérés aux n° 398 et suivants.

445. A ce point de vue, les procédés d’intégration et de dérivation
suivant tous les nombres ou suivant tous les diviseurs sont caractérisés
par les formules suivantes. Soit f(n) une fonction numérique, F(n) son
intégrale suivant tous les nombres, ®(n) son intégrale suivant tous les
diviseurs. On a les formules

n=aw n=uwo
Zf(n)x"xz.r”:ZF(n)x", .
n=1 n=1 n=1
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et
SPACOIEUR I S 100
ns ns ns
n=1 n=9 n=1
ou
TSN ARITES
(10) E:T—ZEF(H)Z",
=1
et
on C(S)Z ns —Z TR
n=14 n=1

{(s) étant la fonction de Riemann, dont on a parlé au n° 399.
Ces formules se démontrent en effectuant le produit indiqué au premier

membre, et constatant que tous les termes de ce produit se retrouvent au
second membre.

Exemple. — La formule (11), en supposant f(n) égale a I'indicateur
¢(n) donne

n=w® ®

L(s) ?ﬂ:Z%:C(s—l),

ns
n= =1

nim(?(n)_gs—l).
AR 7 1))
ns=1

Plus généralement, en supposant f(n) égale a 'indicateur du p'™ ordre
¢p(n), on trouve :

d’ot

N Pp(n) _ 4s—p),
w T L)

n=A1

On obtient de la méme facon la formule

d’on

446. Nous terminerons cette Note par la démonstration de la formule
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curieuse due a Smith

[l )RR TR G

(2,.1) (951200 ) = o(1) 9(2). ..9(n),

(n,1) (n,2) ... (n,n)

(p, g) désignant le plus grand commun diviseur de p et ¢, et ¢(n) l'indi-
cateur de n.
Cette formule n’est qu’un cas particulier de la suivante :

AT, ) | RG] )
@[(2’[)] @[(2,2)] d)[(z,n)]

@[(n,1)] @[(n,2)] ... 2[(n,n)]

@ (n) étant I'intégrale suivant les diviseurs de f(n).

Pour démontrer cette formule, soient 1, d, ..., n les diviseurs de n.
Remplacons les éléments de la derniére colonne du déterminant par la
somme obtenue en multipliant les éléments de la premiére colonne par

= ("l})? ceux de la di‘me par “(g)’ ..., ceux de la ni‘me par (J.<Ir—:>, -

ajoutant, tous les produits relatifs aux éléments d’'une méme ligne.
Cette transformation ne change pas la valeur du déterminant, puisque le

(12) =f(0)f(2)...f(n),

coefficient p(;) des éléments de la derniére colonne du déterminant est
égal a 1.
Mais alors I'élément de la p'*™ ligne de la derniére colonne devient

W) w(}) el 01+ e (5) 2lp )+ (G 2o )

Remplacons dans cette somme ®[(p, d)] paer(&); le signez s'éten-
8

dant a tous les diviseurs ¢ de (p, d). Remarquons que ces nombres & sont
diviseurs de (p, n). Nous obtenons ainsi une nouvelle somme.

Dans cette somme, réunissons les termes en f(8), 8 étant un certain
diviseur de (p, n). Or pour que 3 soit un diviseur de (p, d) comme & est
par hypothése diviseur de p, il suffit qu’il le soitde d. Les nombres d tels
que ¢ soit diviseur de ( p, d) sont donc les diviseurs de » qui sont mul-
tiples de 8. Ce sont donc les nombres de la forme

d—iohx 3',
et e n
¢’ étant un diviseur de 3

Alors, si dans 'expression (13) on réunit les termes en f(8), le coeffi-
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cient est
n
: <§>
Zp'<8><8’> =§H Dy
& 7

. ’s ; . v
le signe 2 s'étendant a tous les diviseurs &' de 3

Or cette somme est nulle, & moins que

ou

o2

=n.

Il ne peut donc restér qu’un terme dans la somme, le terme f(n).

Mais ce terme n’existe que si I'un des nombres (p, n) est égal a n,
c’est-a-dire que si p = n.

En résumé, la somme (13) est nulle pour p < n, et elle est égale a f(n)
pour p = n.

Il résulte de la que le déterminant (12) devient par la transformation
indiquée, égal a

®[(r,1) @[(1,2)] ... P[(r,n—1)] o
‘I’[(‘Z‘l) q"[(272)] e q’[(z,n_l)] o

®[(n, 1) ®[(n,2)] ... ®|(r,n—1)] f(n)
Si donc on appelle D, le déterminant en question, on a
D'sz(n) Dy,
d’ou, de proche en proche,

D, =f(1) f(2)...f(n).

447. 11 existe un grand nombre d’autres formules, plus ou moins
curieuses, sur les fonctions numériques. En voici par exemple une dont
le lecteur trouvera facilement la démonstration :

Soit f(n) une fonction numérique, g(n) sa dérivée suivant tous les
nombres, et h(n) la dérivée de g(n) par rapport aux diviseurs. On a

E('Tl) h(1) + E(S) h(2) +. +E<;‘l) k() = f(n).

Exemple. — Si h(n) est I'indicateur, on a

E(’T‘) z,o(.)-.-E(g) 9(2)+...+E(g> p(n)= K2+,

2
C. 23
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NOTE I.

SUR LES NOMBRES ENTIERS IMAGINAIRES.

448. On sait le role que jouent en Algébre les nombres imaginaires,
c’est-a-dire les nombres de la forme @ + &i (¢ étant I'une des racines ima-
ginaires de l'équation 22+1=0). On congoit donc comment on a été
amené (1) a considérer dans la théorie des nombres les entiers imagi-
naires, c'est-a-dire les nombres de la forme @ -+ b7, a et b étant entiers,
positifs ou négatifs.

449. On a
(a+bi)y+(a'+bi)=a+a+(b+0b)i,
a+bi —(@+bi)=a—a'+(b—b)i
(@ + bi)(a'+ b'i) = aa'— bb' + (ab' + ba') .

Ainsi la somme, la différence, le produit de deux entiers imaginaires
sont eux-mémes des entiers imaginaires; et le méme théorémre s'étend
sans peine a la somme ou au produit de plus de deux nombres.

430. Mais il n’en est plus de méme, en général, du quotient de deux
entiers imaginaires.

On a, en effet,
a+ bt aa'+ bb' ba'— ab' .

. = i L.
a' + b'i a'r+ b a2+ b

Le quotient de @+ bi par @'+ b'i n’est donc un entier que si les
nombres entiers réels aa'+ bb' et ba' et ba'— ab' sont divisibles tous les
deux par a2+ b'2; sinon le quotient de deux entiers imaginaires est une

fraction.

451. La quantité a?—+ b2 s’appelle la norme du nombre a + bi (c’est
le carré de la quantité connue en Algébre sous le nom de module). On
voit sans peine quc la norme d’un produit est égale au produit des
normes des facteurs.

Il en résulte que pour qu’'un nombre soit divisible par un autre, il faut
que la norme du premier soit divisible par la norme du second. Mais cette
condition n’est pas suffisante. Les conditions nécessaires et suffisantes ont

été données plus haut.

(') Gauss, Theoria residuorum biquadraticorum.

www.rcin.org.pl



IMAGINAIRES. 355
. Soit

SUR LES NOMBRES ENTIERS

432. La définition de la norme s’étend aux nombres fractionnaires
le nombre fractionnaire

a+ bi

a + bt

égal a

aa' + bb' ba'— ab' .

’ 19 + ! ' l'

a2+ b a't+ b

La norme de ce nombre est, par définition, la quantité
aa'+ bb'\? ba'— ab'\?
a3 ) T\anrer)
: 3 / . a2+ b2
Elle est identiquement égale a s yrny
D’une facon générale, la norme du quotient de deuxr nombres, entiers
ou fractionnaires, est égale au produit des normes de ces nombres
453. Représentation géométrique des nombres imaginaires. — Le
nombre @ + bi se représente par le point dont les coordonnées rectangu—
laires sont @ et &. En particulier, les nombres entiers sont représentés par
les sommets des carrés adjacents représentés dans la fig. 2. Ces carrés

Fig. a.
Y
Cc D

8

A, o
AS

’

Y

forment ce que nous appellerons un réseau carré, ayant Ol comme base.
Si A est le point qui représente un certain nombre, ce nombre s’appelle

pr—t—y
I'affize de A. La norme est égale a OA .
434. Pour additionner deux nombres qui sont les affixes de deux points
A et B, il suffit de construire un contour polygonal OAC dont le premier
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coté soit OA, et dont le second AC soit égal, paralléle a OB et de méme
sens. Le point C est I'affixe de la somme cherchée. :

Il résulte de 1a que si A et Csont les affixes de deux nombres, AC repré-
sente la norme de la différence entre ces deux nombres.

La régle qu’on vient de donner pour trouver la somme de deux nombres
s’étend sans peine a un nombre quelconque de nombres.

433. Nombres conjugués. — Les nombres a + bi et @ — bi sont dits con-
Jugués. Les points A, A’ ( fig.2), qui représentent deux nombres conjugués,
sont symétriques par rapport a I'axe Oz. Les normes de deux nombres
conjugués sont égales entre elles, et égales au produit de ces nombres.

La somme de deux nombres conjugués est réelle.

486. Quotient et reste de la division de deuzxr nombres entiers. —
Soient @ + bi, ¢ + di deux nombres entiers. Le quotient exact de @ + b¢
par ¢ + di n’est pas en général un nombre entier. Mais on peut, par ana-
logie avec ce que I'on connait sur les nombres réels, chercher un nombre
q + ri appelé quotient, et un nombre s + ¢ appelé reste, tels que

(1) a+bi=(c+di)(q+ri)+(s+ ti),

et tels de plus que la norme de s+ ti soit plus petite que la norme
de ¢ + di.
Or I'équation (1) peut s’écrire

D’aprés les conditions du probléme, la norme du nombre fractionnaire

St ! : ! ; -
doit étre plus petite que 1. La question revient donc a la suivante :

c—+di
. 1 - . a-+bi
Etant donné un nombre fractionnaire g 244 trouver un nombre
; : £ he a+ bi A
entier q + ri, tel que la différence puFiE — (g + ri) ait une norme
iy
plus petite que 1.
Or
a+ bi by __ac+ bd bo—ad ' N\
eadi M )= axa axar )"
Il faut donc déterminer ¢ et r, de fagon que
ac + bd 2 be — ad 2
2 S T
Lay (cl—)'—dz q> +(c2+d2 r> =%
Il suffit pour cela de prendre pour ¢ la valeur, @ moins d’une demi-unité
: ac + bd S5l 2 N
prés, du nombre ——— -, et pour r, la valeur, a moins d’'une demi-unité
ct+d?
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- be —ad
prés, du nombre ———
et

. Dans ces conditions l'expression (2) a une
a2

T . 0 AN TR
valeur inférieure ou au plus égale a (- ) + (=) » cest-a-dire a —, et,
2 2 2

par conséquent inférieure a 1.
On voit d’ailleurs qu’il peut y avoir jusqu’a trois autres systémes de
valeurs de ¢ et de r répondant a la question.

W7. Géométriguement : Soit M le point qui représente %32 (fig 3);

il faut prendre pour ¢ + ri une valeur entiére dont le point représentatif,
A, soit a une distance de M plus petite que 1. Les seuls points pouvant

Fig. 3.

&

A” A

A7 A7

répondre a la question sont les sommets du carré dans lequel se trouve le
peint M. Suivant la position du point M, il peut y avoir deux, trois ou

quatre de ces sommets qui conviennent.
A moins d’avertissement contraire, on prendra pour quotient g -+ 77,
celui dont il a été parlé plus haut, et qui est déterminé en général, excepté
ac—+ bd bec—ad

o~ ug el dda tous les deux, sont de

quand I'un des deux nombres

1 , o ;
la forme <h + ;) » & étant un entier. Ce quotient est I'affixe du sommet

du carré qui est le plus voisin de M.

438. Des unités. — On dit qu'un nombre est une unité lorsqu’il divise
tous les nombres entiers.

Dans la théorie des nombres entiers réels positifs il y a une seule unité,
le nombre 1.

Dans la théorie des nombres entiers, positifs ou négatifs, il y a deux
unités, les nombres +1 et —1.

Dans la théorie des nombres entiers imaginaires, pour qu'un nombre
p -+ qi soit une unité, il faut, d’aprés ce qu’on a dit au n°® 451, que sa
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norme p?-+ g2 divise tous les entiers réels positifs : il faut donc qu’elle
soit égale a 1.

Il faut, pour cela, que I'un des deux nombres p, ¢ soit nul, et I'autre
égal a == 1. I ne peut donc y avoir que quatre unités, a savoir

+1, —1, —+1i —L
D’ailleurs les identités

a—+bi=(a—+ bi),
a+bi=(—a—bi)(—1),
a—+bi=(b— ai)i,
a+bi=(—b+ai)(—1)

montrent qu’effectivement tout nombre @ + &¢ est divisible par les nom-
bres 1, —1, + ¢, — i. Ces derniers sont donc des unités.

489. Il résulte aussi de ce qui précéde que, au point de vue de la divi-
sibilité, les quatre nombres a@ + bi, — a — bi, b — ai, — b + ai ne sont
pas distincts. ;

Tout diviseur de I'un de ces quatre nombres est aussi diviseur des trois
autres. De méme, tout multiple de I'un de ces quatre nombres est aussi
multiple des trois autres. Nous appellerons ces quatre nombres, associés.

Ces quatre nombres sont représentés par quatre points A, Ay, Ay, Ag,
sommets d’un carré de centre O ( fig. 2).

460. En particulier, il éxiste toujours un de ces nombres situés dans le
domaine limité par les bissectrices OD, OD’ des angles O y et 20 y',
OD’ comprise, OD non comprise ( fig. 2).

Autrement dit, il existe un de ces nombres dont la partie réelle est plus
grande en valeur absolue que la partie imaginaire, ou au plus égale lorsque
la partie imaginaire est négative.

Les nombres de ce domaine DOD' sont deux a deux imaginaires conju-
gués, excepté ceux dont les affixes sont situés sur la droite OD’, c’est-
a-dire ceux de la forme a — ai.

461. Remarque. — Si un nombre a + b¢ est divisible par un nombre
¢ + di, le nombre @ — b¢ est divisible par ¢ — di.

En particulier, si un nombre réel @ est divisible par un nombre imagi-
naire ¢ -+ di, il est aussi divisible par ¢ — di.

462. Représentation géométrique des multiples d’un nombre. —
Soit un nombre @ + b¢ dont 'affixe est A ( fig. 4).

Il est d’abord facile de trouver les affixes des nombres de la forme
m(a~+ bi), m étant un entier réel. Ce sont les points situés sur la
droite OA a des distances les uns des autres égales a OA, I'un de ces
points étant O.
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Considérons maintenant le nombre i(a + b¢); il a pour affixe le point D

! i
(OD = OA et AOD =1 dr.). Les nombres de la forme pi(a -+ bi), p étant

un- entier réel, ont donc pour affixes les points situés sur OD, a des
distances les uns des autres égales a OD, 'un de ces points étant O.

Fig. 4.
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Soit alors (m -+ pi)(a —+ bi) un multiple quelconque de @ —+ bi.
On a
(m +pi) (a+ bi) = m(a-+ bi)+ pi(a—+bi).

On a donc l'affixe M du nombre (m -+ pi)(a - bi) en prenant l'af-
fixe B’ du nombre m(a + bi), l'affixe G du nombre pi(a—+ b7), et ache-
vant le rectangle GOB'M.

Il en résulte que les multiples de @ + b7 ont pour affixes les sommets
d’un réseau carré construit sur OA comme base (réseau dessiné en trait

plein dans la fig. 4).

463. Plus grand commun diviseur. — La possibilité, étant donnés
deux nombres a + bi, ¢ +di, d’en trouver deux autres g -+ ri, s+t
satisfaisant aux conditions

a—+bi = (c+di)(q—+ri)—+ s+ i,
2 2 2 d2,
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permet de constituer un algorithme du plus grand commun diviseur iden-
tique a celui des nombres entiers réels.
Ezemple. — Soient les deux nombres 67 — 697 et 64 — 60i.

I f+3 —2+1
67—69:" 64 —60i | 3—19¢ ‘ —5+7i

3—19i‘—5+7i| o |

Leur plus grand commun diviseur est — 5 + 72,
Tous les théorémes démontrés dans les no* 28 a 32 subsistent pour les
nombres entiers imaginaires.

464. Nombres premiers. — Un nombre premier est un nombre qui n’est
divisible que par les quatre unités, ou par lui-méme, ou par ses associés
(n°® 459).

Comme quatre nombres associés ne sont pas considérés comme distincts
au point de vue de la divisibilité, nous pourrons ne considérer que des
nombres premiers du domaine DOD’ (n°® 460). On voit facilement que :

Tout nombre est décomposable en un produit de facteurs premiers
multiplié¢ par une unité.

De plus, la décomposition n’est possible que d’une seule maniére, a con-
dition de n’employer que des nombres premiers du domaine DOD'.

En effet, dans cette hypothése, comme il n’y a pas de nombres pre-
miers associés, un nombre premier ne peut en diviser un autre sans lui
étre identique. Le raisonnement fait au n° 34, pour la décomposition en
facteurs premiers des nombres réels, subsiste done absolument.

Ces nombres premiers du domaine DOD’ sont deux a deux imaginaires
conjugués, excepté le nombre 1—¢, dont I'affixe est situé sur OD’ (n°® 460).

463. Il n’est pas difficile de déduire les nombres premiers imaginaires
des nombres premiers réels. Voyons d’abord si les nombres premiers,
parmi les nombres réels, sont encore premiers parmi les nombres imagi-
naires.

Je dis que la condition suffisante et nécessaire pour qu’'un nombre p,
premier parmi les nombres réels, ne soit plus premier parmi les

nombres imaginaires, est que ce nombre soit décomposable en une
somme de deux carrés.

La condition est suffisante, car si I'on a
p = a+ b2,
on en déduit

Donc p n’est pas premier parmi les nombres imaginaires.
La condition est nécessaire : en effet, si p n’est pas premier, il est dé-
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composable en facteurs premiers nécessairement imaginaires; d’ailleurs,
d’aprés ce qu'on a dit au n° 461, s’il y a dans la décomposition de p un
nombre imaginaire a + b¢, différent de 1— ¢, il y a nécessairement le
conjugué @ — bi. Le nombre p ne peut d’ailleurs contenir d’autre facteur
premier que @ + bi et @ — bi, car s’il en contenait un autre ¢ + di, p se-
rait divisible par les nombres a + b, ¢ + di, (a + bi) (¢ + di). Donc la
norme de p, c’est-a-dire p?, serait divisible par les normes de ces trois
nombres, c’est-a-dire par a2+ b2, 2+ 42, (a2+ b2)(c2+ d?), ce qui ne
peut étre, car p, étant premier parmi les nombres réels, le nombre p?
n’admet que deux facteurs réels différents de 1, a savoir p et p2.
On a donc
p=(a+bi)(a—bi)= a2+ b

Si p admet le facteur premier 1 — ¢, le théoréme est encore vrai, car p
étant divisible par 1— ¢ est aussi divisible par 1~ ¢ qui égale (1—¢)¢, et
I'on voit, comme a I'instant, que

p=(+i)(1—i)=i(t—i)2=2=12+12.

466. Conclusion. — On sait (n° 371) que les nombres premiers décom-
posables en une somme de deux carrés sont les nombres premiers de la
forme 42 + 1 et le nombre 2. On a donc le résultat suivant :

Les nombres premiers réels de la forme § h—1 sont premiers parmit
les nombres imaginaires. Les nombres premiers réels de la forme
4h 1 et le nombre 2 ne sont pas premiers parmi les nombres imagi-
naires, ils se décomposent en un produit de deux facteurs premiers,
imaginaires conjugueés.

Exemple :
13 =122+ 32=(3 +2{)(3 —21).

467. En traitant la question posée au n° 463, nous avons trouvé des
nombres premiers imaginaires; nous venons, en effet, de voir que, p étant
un nombre premier réel décomposable en une somme de deux carrés
a®—+ b2, admet les deux facteurs a + bi, @ — bi, mais ne peut en admettre
d’autres : les nombres @ + b7 et @— b sont donc premiers.

Je dis qu’il n’y a pas d’autre nombre premier imaginaire.

En effet, soit @ + bi un nombre premier imaginaire; @ — bi l'est aussi;
etil faut démontrer que a2+ 52 est un nombre premier parmi les nombres
réels. En effet, si a2+ 62 n’était pas premier parmi les nombres réels, il
aurait un facteur premier réel ¢, et 'on aurait

a2+ b2=cd
ou

(3) (@ -+ bi)(a— bi) =cd.

Mais cette égalité est impossible, car, si ¢ et d étaient premiers parmi
les nombres imaginaires, les deux membres de I'égalité (3) se décompo-
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seraient différemment en facteurs premiers, et si ¢ et  n’étaient pas pre-
miers parmi les nombres imaginaires, le second membre de I'égalité (3)
se décomposerait en un produit de plus de deux facteurs premiers, et le
premier en deux seulement.

En résumé, les nombres premiers imaginaires sont :

1° Les nombres premiers réels de la forme fh —1;

2° Les nombres de la forme a + bi, a*+ b? étant un nombre premier
réel.

468. Rema *que. — Dans le raisonnement précédent, nous nous sommes
(au n° 466) appuyés sur la théorie de la décomposition des nombres pre-
miers en somme de deux carrés, c’est-a-dire sur la théorie des formes
quadratiques. Il est intéressant de remarquer que I'on peut se passer de
cette théorie, démontrer sans y faire appel les résultats du n° 466, et en
déduire le théoréme de Fermat du n°® 371.

En effet, nous avons démontré au n° 463 que la condition nécessaire
et suflisante pour qu'un nombre p, premier parmi les nombres réels,
ne le soit pas parmi les nombres imaginaires, est que ce nombre soit
décomposable en une somme de deux carrés. :

Or, comme une somme de deux carrés ne peut étre que de I'une des
formes 4h, 4h +1, 4h + 2, il en résulte immédiatement le premier résul-
tat du n° 466, a savoir : les nombres premiers réels de la forme 4h —1
sont premiers parmi les nombres imaginaires.

Pour le nombre 2, il est égal a 12+ 12

Enfin, pour les nombres premiers réels de la forme 44 + 1, si nous dé-
montrons autrement que nous ne I'avons fait qu’ils ne sont pas premiers
parmi les nombres imaginaires, il en résultera qu’ils sont décomposables
en une somme de deux carrés, c’est-a-dire le théoréme du n°® 371.

Soit p un nombre premier de la forme 4 & + 1; considérons la congruence

(4) zP-1 —1=o0 (mod p).

Cette congruence admet les p—1 solutions 1,2,..., p —1; mais elle
admet aussi la solution # = ¢. Or, on démontre, comme dans la théorie
des nombres entiers réels, qu'une congruence a module premier ne peut
avoir plus de solutions qu’elle n’a d’unités dans son degré. La con-
gruence (4) étant de degré p —1 et ayant plus de p —1 solutions, cest
que le module p n’est pas premier.

469. Systéme complet de restes incongrus par rapport a un module
@+ bi. — La définition est la méme que pour les modules réels. On ap-
pelle systeme complet de restes incongrus par rapport a un module
a —+ bi, un systéme de nombres tels qu’il y en ait un et un seul congru
(mod @ + bi) @ un nombre quelconque.

Cherchons a constituer un tel systéme et a compter le nombre de nombres
qui y sont contenus.

Nous avons vu (n° 462) que les multiples d’'un nombre @ —+ b sont les
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affixes des sommets d’un réseau carré Q construit sur OA comme base, A
étant laffixe de @ + bi. Construisons un autre réseau carré Q' formé de
carrés et dont les cotés soient égaux et paralléles a ceux des précédents.
(Le réseau Q' est représenté en pointillé sur la fig. 4.) Soient P et P’
deux points situés de la méme facon dans deux des carrés (C) et (C'), du
réseau Q' c’est-a-dire deux points qui viendraient a coincider, si 'on trans-
portait le carré (C) parallélement a lui-méme sur le carré (C'). Il est bien
évident que le segment de droite PP’ est égal et paralléle au segment
joignant DPorigine & un certain sommet E du premier réseau. Donc la
différence des affixes des points P et P’ est un multiple de @ + bi. Ces deux
affixes sont donc congrues (mod a —+ bi).

D’autre part, sil’on prend deux points dans un méme carré du réseau Q’,
la droite qui les joint ne peut étre égale et paralléle a un segment de
droite joignant lorigine a un point du réseau Q. Les affixes de ces
points ne peuvent donc étre congrus (mod @ —+ bi).

Il y a exception pour deux points qui seraient situés sur le périmétre
d’un carré du réseau Q' aux deux extrémités d’une paralléle a un coté, ou
pour deux sommets de ce carré.

Il résulte de 1a que si 'on construit un carré (C) sur une base piralléle
et égale a OA et que I'on considére le domaine formé par l’intérieur de
ce carré, deuz cotés consécutifs de carré, et le sommet intermédiaire
il existe dans ce domaine un point dont l'affixe est congru [mod (a—+ b7)]
a un nombre quelconque et il n’en existe qu’'un. Les affixes des points
situés dans ce .domaine forment donc le systéme complet cherché.

470. Quant au nombre de ces points il s’évalue de la facon suivante :

Considérons le carré (C), et le réseau formé par les points qui repré-
sentent tous les nombres entiers. Supposons, pour simplifier, qu’aucun de
ces points ne se trouve sur le périmétre du carré (C); ce qui est toujours
possible, puisque le carré (C) peut étre déplacé parallélement a lui-méme.
Il faut alors compter combien il y a de ces points a lintérieur du carré (C).
Or on peut dire que le carré (C) est décomposé en carrés de coté 1, en
convenant que lorsqu’'un carré de coté égal a 1 est incomplet, on compléte
la portion de ce carré limitée par un coté du carré (C), avec la portion d’un
autre carré limitée par le coté opposé.

Dans ces conditions, chacun des points dont on veut compter le nombre
est un sommet appartenant a quatre carrés de cOté égal a 1, et d’autre
part chaque carré de coté égal a 1 a quatre sommets; donc il y a autant
de ces points que le carré (C) contient de carrés de coté égal a 1. Or

= . .
la surface du carré (C)est égalea OA ou a a2+ b2. Donc il contient a2+ b2
carrés de coté égal a 1. C’est le nombre cherché. Il est égal a la norme
de a + bi.

411. Indicateur. — Parmi ces nombres, combien il y en a-t-il qui soient
premiers a @ + bi?
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Soient p + qi, p'+ q'i, ... les facteurs premiers de a + bi (certains de
ces facteurs pouvant étre réels).

Le nombre cherché est le nombre des points qui resteront dans le
carré (C) aprés qu'on aura effacé, les points qui ont comme affixes des
multiples de p —+ g7, puis ceux qui ont comme affixes des multiples
de p'+ ¢'7, et ainsi de suite.

Or les points qui ont comme affixes des multiples de p + g sont les
sommets de carrés de surface égale a p2—+ ¢2. On voit donc, par un rai-
sonnement analogue a celui qu’on a fait plus haut, que dans le carré (C)

. a?+ b2 . A :
il ya ——— de ces points. Quand on les a effacés, il reste dans le carré (C),
1)2+(’l
a?+- b?
a?+b2— ———
P2+ ql

ou
(a2+ b2) <l - ﬁ) points.

Le raisonnement se poursuit comme au n° 71, et 'on trouve

29_'><~'>...
(a2+b )<| A g 1 Pir gt

pour le nombre cherché.
Nous poserons ce nombre égal a 4 (a + b7).

Dans le cas ot le nombre @ + b¢ est premier, le nombre précédent se
réduit a

a?+ b2—1.

472. TukorEMEs DE FerMAT ET D’EULER. — La généralisation des
théorémes de Fermat et d’Euler aux nombres imaginaires est immédiate.
Soit a+ bi un nombre quelconque et c + di un nombre premier avec
lut, l’expression

(¢ + diyYla+bi —
est divisible par a + bi.

Lorsque @ + bi est premier, ce théoréme devient le suivant :

Soit a+ bi un nombre premier, et ¢ + di un nombre non divisible
par a + bi, ’expression
(C S di)",+/"_1— I
est divisible par a + bi.

473. TuEorEME DE WILSON. — a + bi e¢tant un nombre premier, le
produit des a?+ b*—1 nombres non divisibles par a -+ bi contenus
dans le carré (C), augmenté de 1, est divisible par a + bi.

Ces théorémes se démontrent comme les théorémes analogues sur les
nombres entiers réels.

Nous arréterons ici la théorie des entiers imaginaires de la forme a + b1.
Le lecteur pourra chercher a étendre a ces nombres certains résultats de
la théorie des congruences et des restes quadratiques.
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4T4. Application a la résolution des congruences. — Comme nous
I’'avons vu au n° 131, si 'on se borne aux entiers réels, une congruence de
degré r peut avoir moins de r racines. Ce résultat est complétement ana—
logue a celui de ’Algébre, car une équation a coefficients réels de degré r
peut avoir moins de 7 racines réelles.

Mais l'introduction, en Algébre, des nombres imaginaires de la forme
a -+ bi permet d’énoncer le théoréme suivant : Une équation de degré r
a r racines.

Il n’en est pas de méme pour les congruences. L'introduction des
nombres entiers imaginaires de la forme a + b¢ permet, il est vrai, d’attri-
buer des racines a des congruences qui n’en ont pas dans le domaine des
entiers réels, mais ne suffit pas pour qu'une congruence de degré r ait
toujours 7 racines.

Exemple. — Soit la congruence
(D) r2=a (mod p),

a étant un non-reste de p.

Cette congruence n’a pas de racine réelle.

Je suppose d’abord que p soit delaforme 44—+ 3, le nombre —1 est un
non-reste de p. Il en résulte que le nombre — @ est un reste.

Soient alors a et — a les solutions de la congruence 22=— a (mod p); la
congruence (5) admet les racines imaginaires + a7 et — ai.

Mais supposons maintenant que p soit un nombre premier de la forme
4h -+ 1; @ étant encore un non-reste de p.

Dans ces conditions, le nombre — @ est également un non-reste, et la
congruence n’a aucune racine. Supposons, en effet, qu’elle en ait une
m —+ ¢i. On aurait

(m+qi)= (mod p)
ou
m:—q*+omgi=a (mod p).
Ceci exige que
m*—qgl=a
2mqg =o

(mod p).

La seconde condition donne m =0 ou ¢ =o. Mais si m =o, la pre-
miére condition donne

(6) g*=—a (modp),
si ¢ = o, la premiére condition donne
(7) m=a (mod p).

Or les congruences (6) ou (7) sont impossibles, puisque ni a, ni — a
ne sont restes du nombre p.

475. On est alors conduit a introduire d’autres entiers que ceux de la
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forme @ + bi. D’une fagon générale, soit
S(@)=o

une équation irréductible de degré m. Elle définit m nombres algébriques
réels ou imaginaires, les nombres réels n’étant autres que ceux définis
au n° 240. .

Si le premier coefficient de f () est égal a 1, ces nombres algébriques
sont dits entiers.

Il est facile de voir que a étant un nombre algébrique entier, il en est
de méme de @ + ba, a et b étant des entiers réels.

Mais la théorie de ces entiers ne peut pas, en général, se faire aussi
simplement que celle des entiers imaginaires de la forme @ + bi. En par-
ticulier, I'algorithme du plus grand commun diviseur et ses conséquences,
par exemple le théoréme qu’'un nombre n’est décomposable que d’une
seule facon en facteurs premiers, ne s’appliquent pas immédiatement.

Exemple. — Soit un nombre « = ¢y/5 défini par la condition

x2+ 5 =o.

On a .
e

et cependant il est facile de constater que les' nombres 3, 7, 1+ 2iy/5
et 1—24y/5 sont premiers, c’est-a-dire n'admettent aucun facteur de la
forme a + bi\/5, différent d’eux-mémes ou d’eux-mémes changés de signe
ou de Z=1. On a donc ainsi deux produits de facteurs premiers qui sont
égaux sans étre identiques.

476. Si I'on se borne aux nombres entiers quadratiques imaginaires,
c’est-a-dire a ceux définis par une équation du second degré

2%+ px +q = o,

ol 4q — p? est positif, on démontre les résultats suivants :

Pour que ces nombres donnent naissance a un algorithme analogue a celui
de la division et, par suite. a I'algorithme du plus grand commun diviseur,
il faut et il suffit que la quantité 4¢ — p? soit plus petite que 12.

On peut d’ailleurs, par une transformation simple, supposer p égal a o
ou 1, de sorte que les nombres qui satisfont a la condition précédente sont
donnés par I'une des équations

2?+1=0, Z*+2=0, X’4+x+1=0, X2+x+2=0, 22+x+3=0.

Soient a et  les deux racines d’une de ces équations 22+ pz + g = o.

L’ensemble des nombres @ + ba, ou a et b parcourent toutes les valeurs
entiéres réelles possibles, est identique a celui des nombres a + 6.

Les deux nombres @+ ba et a + 6§ sont dits conjugués.
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La norme du nombre @ + ba est le nombre a?— p ab + gb2.
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