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Vorwort.

In dem vorliegenden Buch werden unter Beschrinkung auf das reelle
(Gebiet die Gegenstinde behandelt, die zu der Schulalgebra in mehr oder
'weniger enger Beziehung stehen: Zahlbegriff, Dezimalbruch, Kettenbruch,
"Wurzel, Potenz, Logarithmus, Grenze, Reihe, binomische Entwicklung, un-
cendliches Produkt. Das Buch wendet sich an Studierende und Lehrer, doch
hoffe ich auch dem Kenner verschiedenes zu bieten.

Um ein Bild von dem verarbeiteten Material zu geben, fithre ich an:
Als Ausgangspunkt fiir den Zahlbegriff wird die vollstindige Zahlenreihe der
(ganzen positiven und negativen Zahlen einschlieBlich der Null gewihlt. Fiir
ihre Elemente, denen nur ordinaler Charakter, d. h. die Eigenschaft, auf-
einanderzufolgen, zugeschrieben ist, werden Addition und Multiplikation defi-
niert; aus diesen Definitionen werden die Gesetze der Addition und Multi-
plikation (Seite 12ff, Seite 388) durch Beweise hergeleitet. Alsdann werden
ausgehend von der vollstindigen Zahlenreihe die rationalen (Seite 44) und
die irrationalen (Seite 61) Zahlen und das Rechnen mit ihnen genetisch
durch Definitionen eingefiihrt. Auf verschiedene Weise kann man bekanntlich
zum Begriff der Irrationalzahl gelangen. Als Grunddefinition der Irrational-
zahl habe ich die durch zwei zusammengehérige Definitionsfolgen rationaler
Zahlen, von denen die eine auf-, die andere absteigt, gewihlt (Seite 62); dabei
lege ich im Gegensatz zu anderen Autoren Wert darauf, mit den derart ein-
gefiilhrten Gebilden auch wirklich zu arbeiten. In der angegebenen Form
treten die Irrationalzahlen unmittelbar auf, wenn sie als Dezimal- oder Ketten-
briiche (Seite 84 bzw. 110) gegeben werden. Befreit man nach Einfihrung
der Irrationalzahlen die Definitionsfolgen von der Forderung, nur rationale
Zahlen zu enthalten (Seite 150), so begegnet man Zahlen, die sich durch zwei
zusammengehorige Definitionsfolgen einfiithren lassen, bei den verschiedensten
Prozessen (vgl. z. B. Seite 241). Exponentialfunktion und natiirlicher Loga-
rithmus (Seite 229ff. sowie 294 und 295) sind auf solche Weise darstellbar,
wobei man ‘sich fiir didaktische Zwecke der Zinseszinsrechnung (Seite 391)
als Einkleidung bedienen kann. Auch bei Beweisen wie z. B. fiir die Wert-
bestimmung der Exponentialreihe (Seite 386), der binomischen Reihe (Seite 342)
und der logarithmischen Reihe (Seite 356) leisten zwei zusammengehorige
Definitionsfolgen, von denen die eine auf-, die andere absteigt, gute Dienste.
Jedoch beschréinke ich mich nicht auf die angegebene Definition der Irrational-
zahl, sondern es werden im Verlauf der Darstellung dem Leser noch vier
weitere Systeme von Dingen (Seite 252, 258, 283, 285) vorgefiihrt, die gleicher-
mafen als Irrationalzahlen verwendbar sind.

Schon die vollstindige Zahlenreihe der ganzen positiven und negativen
Zahlen einschlieBlich der Null bietet bei additiver Verkniipfung das Beispiel
einer Gruppe, so daB sich dieser Begriff an die elementarsten Kenntnisse
ankniipfen 1iBt. Die Gruppe (Seite 25) wird in abstrakter Weise als ein
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v Vorwort.

System von Elementen behandelt, das in einer Weise verkniipfbar ist. Aus
der Gruppe erwiichst der Begriff des Korpers (Seite 33) als eines Systems,
dessen Elemente durch zwei Kompositionsarten nach gewissen Postulaten
verbunden werden sollen. Das Studium eines besonderen Korpers, dessen
Elemente als durch eine Relation < ordnungsfiihig angenommen werden und
hierbei sechs Ungleichheitspostulaten geniigen, fiihrt zu einer postula -
torischen Festlegung der reellen Zahlen, insofern erstens irgend ein
System von Elementen, das als System der reellen Zahlen erklirt wird, diese
Postulate zu befriedigen hat, und zweitens die Elemente jedes Systems, das den
Postulaten geniigt, auf eine und nur eine Weise als gleichwertige Vertreter
der als reelle Zahlen erklirten Dinge brauchbar sind (Seite 184, 187). Als
System der fraglichen Art lassen sich im besonderen die Punkte einer Ge-
raden nach Wahl eines Null- und Einheitspunktes auffassen (Seite 188).

Fir die Grenzbetrachtungen habe ich die bei jeder unendlichen Menge
reeller Zahlen vorhandenen Begriffe: Obere und untere Grenze (Seite 247),
Hiufungsstelle (Seite 260), Limes superior und Limes inferior (Seite 263) zum
Ausgangspunkt genommen; hieraus wird der Grenzwert fiir konvergente Folgen
(Seite 268) abgeleitet, um ihn vorziiglich auf unendliche Reihen (Seite 296ff.)
und auf unendliche Produkte (Seite 368) anzuwenden. Sowohl bei der bino-
mischen (Seite 348) als auch bei der logarithmischen Reihe (Seite 358) bin ich
auf ihre Verwertung fiir numerische Rechnungen eingegangen; aber auch die
iilteren, elementaren und umstiindlicheren Berechnungsmethoden fiir Loga-
rithmen (Seite 219) werden vorgefiihrt, da vielleicht der Lehrer an ihrer Hand
dem mit der logarithmischen Reihe nicht vertrauten Schiiler die Maglichkeit
der Logarithmenberechnung zeigt.

Eine Vollstéindigkeit in allen Quellenangaben ist nicht beabsichtigt;
auBer klassischen Schriften wurden hauptsiichlich solche zitiert, denen ich
Forderung verdankte, oder die der Leser mit Nutzen studieren wird. Auf
leichte Lesbarkeit habe ich Wert gelegt. Vorkenntnisse sind zur Lektiire nicht
erforderlich, wovon ich mich iiberzeugen konnte, wenn ich die Druckbogen in
Anfiingeriibungen lesen lieB. Da ich auch nichtabgeschlossene Fragen be-
handle, bitte ich um Nachsicht. Mein Wunsch geht dahin, da8 der Leser in
dem Buche Anregung zu weiterer Beschiiftigung mit den Grundfragen der
Arithmetik finden moge.

Herzlichsten Dank sage ich Herrn Professor Kart Bormm in Kénigsberg
und Herrn Dr. Apour FraeNkeL in Miinchen fiir aufopfernde Unterstiitzung beim
Lesen der Korrektur und fiir eine groBe Anzahl sehr wertvoller Ratschlige,
zu denen beide durch eigene Untersuchungen! in Grundfragen der Arithmetik
besonders befiihigt waren. Weiter gilt mein Dank der Verlagshandlung
Veit & Comp. fiir die Nachsicht, mit der sie die Verzégerung der 1911 be-
gonnenen Drucklegung aufnahm.

Freiburg i. B., Juni 1914.

Avrrep LoEwy.

! BorHM, Axiome der Arithmetik, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie
der Wissenschaften 1911, — FRAENKEL, Axiomatische Begriindung von HENSELS
p-adischen Zahlen, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 141, 43 (1912).
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Erster Teil.
Grundlagen der Arithmetik.

Erstes Kapitel.
Die rationalen Zahlen.

§ 1.
Die ganzen positiven Zahlen und ihre Addition.

Die Grundlage der Arithmetik ist die natiirliche Zahlenreihe:
159 B 4, e

Thre Elemente fiithren den Namen ,ganze positive Zahlen®. Aus-
einanderzusetzen, wie man zu der Skala der ganzen positiven Zahlen gelangt,
iiberlassen wir der Philosophie.t

Nimmt man die natiirliche Zahlenreihe als etwas Gegebenes an, so erkennt
man gewisse ihr zukommende Eigenschaften. Thre Beobachtung fiihrt zu
folgender abstrakter Gedankenbildung, die man dem italienischen Mathematiker
Peawo ? verdankt:

Wir denken uns ein System 9 von Dingen oder Elementen, das gewisse
Eigenschaften haben soll. Diese formulieren wir in folgenden fiinf Postulaten,
d. h. in fiinf von uns fir das System 9 vorausgesetzten Tatsachen:

P;). Das System M enthilt ein besonderes Element, das wir mit 1 be-
zeichnen.

P,). Jedes dem System 9 angehorige Element # bestimmt in-eindeutiger
Weise ein weiteres, ebenfalls 9t angehoriges Element, das wir das  unmittelbar
folgende oder den Nachfolger.von # nennen und mit ™+ bezeichnen.

% Von philosophischen Publikationen nennen wir nur: P. NATORP, Die logischen
Grundlagen der exakten Wissenschaften (Wissenschaft und Hypothese, Bd. 12), Leipzig
1910, mit reichen Literaturangaben. B. RUSSELL, The principles of mathematics, Cam-
bridge 1903, I. L. COUTURAT, Les principes des mathématiques, Paris 1905.

2 GENOCCHI-PEANO, Differentialrechnung und Grundziige der Integralrechnung
(deutsch von BOHLMANN u. SCHEPP), Leipzig 1899, S.353. PraNo, Formulario
mathematico, editio V, Torino 1905, S.27. E. V. HUNTINGTON im Bulletin of the
American math. soc. 9, 41 (1902). O. Storz und J. A. GMEINER, Theoretische
Arithmetik, I. Abt., 3, umgearbeitete Auflage, TEUBNERs Sammlung math. Lehr-
biicher, Leipzig 1911 (wihrend der Drucklegung erschienen).

Lomwy, Algebra. !
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2 Grundlagen der Arithmetik,

P;). Zwei Elemente aus N, deren Nachfolger iibereinstimmen, stimmen
stets selbst iiberein. Sind also z und y Elemente aus N, so folgt aus der
Ubereinstimmung von z+ mit y*, daB « mit y iibereinstimmt.

P,). Das Element 1 ist nicht Nachfolger irgend eines Elementes aus 9.
Es gibt also in N kein Element x, so daB «* mit 1 iibereinstimmt.

P,). Jedes Element von N ist in dem System 1, 1+, 1++ 1+++ |
enthalten.

Statt des Postulats P;) kann man auch folgende Forderung zur Definition des
Systems N verwenden: Das System M soll nur die etwa durch die zwei ersten
Postulate P,) und P,) geforderten Elemente und sonst keine weiteren enthalten.

Wir wollen zuniichst zeigen, daB die fiinf Postulate P;) bis P,) von-
einander unabhingig oder irreduzibel sind, d. h. daB keines von ihnen
sich aus den iibrigen als beweisbarer Lehrsatz ableiten 1iBt. Zu diesem Zweck
betrachten wir fiinf Systeme von Elementen:

1. Wir bilden ein System N; von Elementen, das wir als aus den in
folgender, gewissermaflen zweifach unendlicher Reihenform angeordneten Zahlen:
U IR YRR e o i B ol
bestehend definieren. Der Nachfolger von 1 ist hier 8, also 1t =3, 3t =1++ =15
5t=11t++=7 .. .. Das System N; erfiillt demnach nicht das fiinfte Postulat P;);
denn in dem System 1, 1t=3, 1**=5, . ... treten nicht die Zahlen 2, 4,
6, . . .. auf, die in dem System N, enthalten sind. Hingegen erfiillt N, alle
anderen Postulate, z. B. ist P,) erfiillt, da jedes Element aus N, in der um 2

groBeren Zahl einen Nachfolger hat.

2. Wir bilden ein System 9, von Elementen, das wir in folgender Weise
als periodische Aufeinanderfolge definieren wollen:

1,23 1,23 1,23, 1,23,

Bei dem System 9, ist 3% = 1; es ist daher das Postulat P,) durchbrochen.
Alle anderen vier Postulate werden von M, erfiillt, z. B. geniigt N, dem
Postulat P;), da das System 1, 1*= 2, 1*+= 3 alle Elemente aus 9N, enthiilt.

3. Wir bilden ein System 9; von Elementen, das wir als eine periodische
Aufeinanderfolge mit voraufgehender aperiodischer in folgender Weise defi-
nieren:

1,-2.7585 4 By Bl bR SR S

Bei dem System M ist 2t =38, 5% = 3; mithin geniigt das System 9N,
nicht dem Postulat P;). Hingegen erfiillt N;, wie man unmittelbar durch Durch-
gehen der Postulate sieht, alle iibrigen.

4. Wir bilden ein System 9, von Elementen, das aus der endlichen Auf-
einanderfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 bestehen mdge. Bei N, hat die Zahl 9
keinen Nachfolger. Mithin erfiillt ), nicht Postulat P,), hingegen geniigt das
System N, allen iibrigen Postulaten.

5. Wir bilden ein System %, von Elementen, das aus der Reihe der
natiirlichen Zahlen mit Ausschluf der 1 bestehen moge, also

A o e S R
laute. Definieren wir noch 17 = 2, so erfiillt das System 0, alle Postulate mit
Ausnabme von P;). Auch von jedem leeren Systeme, d. h. jedem Systeme
ohne irgend ein Element, kinnte man sagen, daB es alle Postulate mit Aus-
nahme von P,) erfiillt; denn bei einem derartigen leeren System kommen die
anderen Postulate iiberhaupt nicht mehr in Frage.
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Die ganzen positiven Zahlen und ihre Addition. 3

Die fiinf Systeme 9, bis N; lehren, daB immer vier der fiinf Postulate P))
is P;) und die Negation der vom fiinften verlangten Tatsache miteinander ver-
eiinbar sind. Mithin kann keines der fiinf iiber das System N auf-
giestellten Postulate aus den iibrigen vier als beweisbarer Lehrsatz
abgeleitet werden. Wir haben hier ein allgemeines Prinzip kennen gelernt:
Um die Unabhiingigkeit einer Anzahl von Postulaten zu beweisen,
diie irgend ein System erfiillen soll, d. h. um nachzuweisen, da sich
kieimes der Postulate als beweisbarer Lehrsatz, also als logische
Folge aus den iibrigen ergibt, ist so zu verfahren: man muf der
Rleihe nach jedes Postulat durch seine Negationersetzen, wihrend
man jeweils alle anderen unveriindert 1i8t, und fiir jedes so ent-
sitehende Postulatensystem eine Interpretation suchen, so daB bei
jeder Interpretation immer die Negation eines Postulats neben
dlem Bestehen aller iibrigen stattfindet.

Postulate diirfen sich auch nicht widersprechen. Fordere ich in der
ewklidischen Geometrie ein Dreieck, das erstens gleichseitig, zweitens recht-
wrinklig sein soll, so existiert ein solches nicht. Es fragt sich, ob die Postu-
laate P,) bis P,) miteinander in Widerspruch sind, d. h. ob man aus den Postu-
laatem P,) bis P;) durch logische Schliisse fiir das System N Eigenschaften her-
leeiten kann, die sich widersprechen, also Bejahung und Verneinung derselben
Tratsache aussagen. In diesem Fall kann ein System 9, das die durch P,)
is P;) geforderten Eigenschaften besitzt, nicht existieren, Die Vertriglich-
keeit einer Anzahl von Postulaten, d. h. die Unmdglichkeit, aus
ilhnen durch logische Schliisse sich widersprechende Tatsachen
atbzuleiten, ist offenbar nachgewiesen, wenn man ein System von
Dingen finden kann, das allen Postulaten gleichzeitig geniigt
wnd uns als widerspruchslos gilt.

Die Reihe der natiirlichen Zahlen weist alle Eigenschaften auf, die
wrir fiir das System N durch die Postulate P,) bis P,) gefordert haben.
Nehmen wir die natiirliche Zahlenreihe als logisch mdglich an, so liegt hierin
dler Beweis fiir die Widerspruchslosigkeit der fiir das System 9 auf-
gestellten Postulate Py) bis P,).! Jeder fiir das System N erzielte Widei-
sipruch wiirde sich auf das System 1, 2, 8, 4, . . . . der natiirlichen Zahlen
iiibertragen und das System der ganzen Zahlen als etwas logisch Unvertriig-
liiches dartun.?

! Eine allgemeine Methode aufzufinden, um die absolute Widerspruchslosigkeit
erines Postulatensystems zu beweisen, diirfte den Bemiithungen der Logiker und Mathe-
matiker nicht gelingen.

? Weitergehende Analysen des Begriffs der ganzen Zahl bei D. HILBERT in Ver-
landlungen des dritten internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg (1904),
ILeipzig 1905, S. 174, wieder abgedruckt in HILBERT, Grundlagen der Geometrie,
3. Aufl,, Leipzig 1909, VII. Anhang. J. MOLLERUP in Oversigt over det kongelige
IDanske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger (1907), 8. 127. G. FREGE, Grund-
gesetze der Arithmetik, Jena 1893 und 1903. H. WEBER in WEBER u. WELL-
SSTEIN, Enzyklopiadie der Elementar-Mathematik, Bd. I, 3. Aufl., Leipzig 1909, 8. 1.
M. PascH, Grundlagen der Analysis, Leipzig 1909. R. DEDEKIND, Was sind und
wvas sollen die Zahlen? 2. Aufl.,, Braunschweig 1893. E. ZErMELO, Uber die Grund-
liagen der Arithmetik, Atti del IV. congresso intern. dei matematici, Vol. II, S. 8,
Rom 1909. G. HESSENBERG, - Grundbegriffe der Mengenlehre, Abh. d. FRIESschen
Schule, neue Folge, Bd. I, Heft 4, Gottingen 1906,

l*
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4 Grundlagen der Arithmetik.

Setzen wir die Existenz eines Systems M, das den Postulaten P,) bis Py)
geniigt, als logisch moglich voraus, so kénnen wir von N aus zu dem System
der ganzen positiven Zahlen gelangen. 9 enthilt nach Postulat P;) das
Element 1, nach P,) enthiilt % das Element 1*. Das Element 1% bezeichnen
wir mit 2, wir setzen also 1t = 2 so daB 2 nur einen abkiirzenden Namen fiir
1+ vorstellt und 1+ und 2 sich iiberall gegenseitig vertreten diirfen. Da N
das Element 2 enthiilt, so befindet sich in 9 auch ein Element 2%, das wir
mit 3 bezeichnen, usw. Auf Grund der Postulate P;) und”P,) hat man fiir
die erzeugten Elemente von 9 immer neue Namen zu verwenden, die wir der
iiblichen Zahlbezeichnung entnehmen. 9 enthiilt also die Elemente:

1, 1t=2 9oFt_1t+_3g g+_1+i+_ ¢

Nach Postulat P,) ist aber jedes Element von 9 in dem System 1, 1+, 1+
1+t++ . ... enthalten. Mithin enthiilt N keine anderen als die angegebenen
Elemente und ist also bei geeigneter Bezeichnungsweise nichts anderes als die
natiirliche Zahlenreihe 1, 2, 8, 4, . . .. Bedient man sich anstatt des Postu-
lats P,) der oben ausgesprochenen Forderung, nach der das System R nur die
durch die zwei Postulate P;) und P,) geforderten Elemente und keine weiteren
enthalten soll, so ergibt sich ebenfalls, daB das System 9 bei geeigneter Be-
zelchnungswexse die natiirliche Zahlenrelhe ist.

Fiir das System N gilt der Satz der vollstiindigen Induktlon
Ist irgend ein Theorem fiir das Element 1 aus % wahr und ist es,
wenn es fiir irgend ein beliebiges Element x aus M gilt, auch
immernoch fiir das Elementa® aus Nrichtig, so trifft das Theorem
fiir alle Elemente von N zu.

Das Theorem gilt nach Voraussetzung fiir das Element 1. Da nach P))
das Element 1 zu 9 gehort, ist das Theorem auch fiir 17 richtig. Da 1% ein
Element aus 9 ist, so ist das Theorem auch fiir 17+ wahr. Da das Theorem
jetzt fiir das Element 17+ aus N gilt, so muB es auch fiir 1+++ zutreffen, usw.
N enthiilt nach P;) keine anderen Elemente als 1, 1%, 1++ 1+++
Mithin muf das Theorem fiir alle Elemente aus N gelten.

Die Bedeutung des Satzes der vollstiindigen Induktion wird klarer, wenn
man sich iiberlegt, dabB er fiir das Seite 2 unter 1 betrachtete System Ny nicht zu-
trifft. Ist ein Theorem fiir das Element 1 aus 9%, wahr und ist es, wenn es fiir
irgend ein Element  aus 0; gilt, auch immer noch fiir seinen Nachfolger x*
aus N; richtig, so ist das Theorem nur fiir die Zahlen 1, 8, 5, . . . ., nicht
aber fiir die Zahlen 2, 4, 6, . . . . aus N, bewiesen.

Da die ganzen positiven Zahlen, in natiirlicher Weise 1, 2, 3, 4, . ...
geordnet, ein System N bilden, gilt fiir sie der Satz der vollstindigen
Induktion (auch als SchluB von » auf n + 1 bezeichnet): Ist ein
Theorem fiir die Zahl 1 wahr und ist es, wenn es fiir irgend eine
beliebige natiirliche Zahl # gilt, auch immer noch fiir die ihr in
der natiirlichen Zahlenreihe unmittelbar folgende richtig, so gilt
das Theorem fiir jede ganze Zahl.

Ankniipfend an den Begriff des Nachfolgers liBt sich fiir die ganzen
positiven Zahlen eine Verkniipfungsregel, Addition genannt, definieren, die
aus irgend zwei gleichen oder ungleichen ganzen positiven Zahlen ¢ und b
cindeutig eine dritte, ihre Summe ¢ = a + b, nach bestimmter Vorschrift er-
zeugt, so dal e ebenfalls der natiirlichen Zahlenreihe angehort.
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Die vollstindige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen, 5

Zuerst wird die Addition fiir den speziellen Fall b = 1 durch die Fest-
ssetzung: ]

(1) ¢ a+1=at

eeingefiibrt, d. h. unter a + 1 soll der in der natiirlichen Zahlenreihe eindeutig
bbestimmte Nachfolger ¢+ der ganzen positiven Zahl ¢ verstanden werden.
/Aus (1) ergibt sich: Es bedeutet

1T4+1=1%"""2f1=2F ~sf1'=3%. ...

Auf Grund der oben eingefiihrten Bezeichnung ersetzen wir 17 durch
sseinen Namen 2, 2% durch 8, 3% durch 4, usw. Wir erhalten demnach:

%) T %1/ U4 gy il igisaig guiidaight s

Die Addition irgend zweier ganzer positiver Zahlen wird durch die
{folgende definierende Gleichung:

((2) a+0+1)=(@+0b+1

cauf die Gleichung (1) zuriickgefithrt. Gleichung (2) besagt: Unter der Summe
vvon @ und dem Nachfolger von & in der natiirlichen Zahlenreihe hat man den
INachfolger der Summe von a + b zu verstehen.

Aus (1) ergibt sich: @ + 2 = @ + (1 + 1) oder nach Formel (2) gleich
((@ + 1) + 1, d.h. wir haben auf Grund von Gleichung (1) unter ¢ + 2 den
INachfolger von @ + 1 zu verstehen. Ebenso erhiilt man nach (1) die Gleichung
ca+ 3 =a+ (2+1) oder nach Formel (2) gleich (¢ + 2) + 1, d.h. wir haben
cauf Grund von Gleichung (1) unter @ + 3 den Nachfolger von @ + 2 zu ver-
sstehen. Die Definitionsgleichungen (1) und (2) liefern sukzessiv, #hnlich wie
1man die Stufen einer Treppe hinaufsteigt, das Resultat:

a, a+1, a + 2, @+ 33505

isind aufeinanderfolgende Zahlen. Man sieht: Die durch die Glei-
cchungen (1) und (2) gegebenen Definitionen sind véllig ausreichend, um zwei
I beliebige ganze positive Zahlen zu addieren.

§ 2.
Die vollstiindige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen,

Da nach Postulat P;) des § 1 jede ganze positive Zahl in der Reihe:
1 1+, 1++’ 1+++, 1++++’
auftritt, die sich auch als ‘
Vs i o LR
schreiben 1ift, so ergibt sich: Jede vorgelegte, von 1 verschiedene ganze
positive Zahl @ 1iBt sich aus einer anderen ganzen positiven Zahl b gewinnen,
so daB a der Nachfolger b+ der Zahl b wird, b* = a. Nach Postulat P;)
gibt es nur eine solche ganze positive Zahl b, deren Nachfolger b+ = a ist.
Eine Ausnahmestellung in der Reihe der ganzen positiven Zahlen nimmt die

Zahl 1 ein; nach dem Postulat P,) des vorigen Paragraphen ist sie niemals
Nachfolger einer ganzen positiven Zahl.
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6 Grundlagen der Arithmetik.

Um die Ausnahmestellung zu beseitigen, welche die Zahl 1 in der natiir-
lichen Zahlenreihe einnimmt, fiihren wir statt des Systemes R von Dingen,
mit dem wir uns in § 1 beschiiftigt haben, ein neues System N’ von Dingen
oder Elementen ein, dessen Eigenschaften wir in folgenden fiinf Postalaten
formulieren:?

P)’). Das System N’ enthiilt wenigstens ein Element.

P,). Jedes dem System N’ angehérige Element 2 bestimmt in eindeuatiger
Weise ein weiteres, ebenfalls N’ angehoriges Element, das wir das z un-
mittelbar folgende oder den Nachfolger von # nennen und mit 2% bezeichnen.

Py). Jedes dem System N’ angehorige Element ist Nachfolger eines und
auch nur eines Elementes aus N'.

P/). Ist & ein beliebiges Element aus N’, so stimmt  mit keinem unter
seinen sukzessiven Nachfolgern

at, ott, gt

iiberein, }

Ehe wir das letzte unserer fiinf Postulate aussprechen, fithren wir durch
Definition den Begriff des Vorgiingers eines Elementes von %’ ein. Durch
jedes Element  aus N’ wird nach Postulat P,’) eindeutig ein Element y aus
N’ bestimmt, so daB x = y* der Nachfolger von y ist. Ist # = y*, so kann y
nicht in der Reihe der Nachfolger von @ auftreten; denn wiire etwa y = o+ ++,
so wiirde aus @ = y* im Widerspruch mit P,’) folgen, daB z mit einem seiner
Nachfolger, niimlich *++* % {ibereinstimmen miifte. Soll daher das durch
x = y* festgelegte Verhiiltnis, das @ als Nachfolger von y bezeichnet, bei Um-
kehrung der Glieder beschrieben werden, so wird ein neuer Name und ein neues
Zeichen erforderlich, um darzulegen, wie sich @ zu y verhilt. Wir nennen
das durch z = y* nach P;) eindeutig bestimmte Element y aus %’ den Vor-
ginger von « und bezeichnen es mit . Wir definieren also: Vorgiinger
eines Elementes 2 aus dem System N’, bezeichnet mit o, heiBt
dasjenige Element y aus N’, dessen Nachfolger = ist. y =2~ ist
nur eine andere Schreibweise fiir @ = y*.

P;). Ist  ein beliebiges Element aus N’, so ist jedes Element ais N’
in dem System

St T e St
enthalten.?

Fiir die Definition des Systems M’ lift sich der Begriff des Vorgiagers
vermeiden, wenn man statt des angegebenen Postulates P;) das folgende
Postulat. Py’) verwendet:

P;”). Das System R’ soll nur die etwa durch die drei ersten Postulate

P,’) bis Py’) geforderten Elemente und sonst keine weiteren enthalten.

! Die Arithmetik 1ift sich nach § 2 auf Grund des Systemes 9’ auflauen,
ohne die Kenntnis des Systems 9%, das im § 1 behandelt wurde, vorauszusetzen, Eine
andere axiomatische Theorie der vollstindigen Zahlenreihe bei A. PApoA in Cmpte
rendu du deuxi®me congrds international des mathématiques, Paris 1902, S. 24),

? Es wiirde auch geniigen, statt des obigen Postulats P,’) das folgende weniger
fordernde zu verwenden: In dem System N’ lift sich wenigstens ein Element «
finden, so daB jedes Element aus 0’ in dem System

++

— e -
Qo iy BTy (OB o T T T

enthalten ist. Aus diesem Postulat beweist man die Fassung P;’) des Textes nittels
der Postulate P,’) und Py’).
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Die vollstiindige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 7

Wir wollen zuniichst zeigen, daf die fiinf Postulate P,) bis Py’) von-
eeinander unabhiingig oder irreduzibel sind. Zu diesem Zweck be-
ttrachten wir fiinf Systeme von Elementen:

1. Wir denken uns als System %,” ein leeres System. Von jedem leeren
$System kann man sagen, daB es alle Postulate mit Ausnahme von P,’) erfiillt;
ffiir ein leeres System kommen niimlich die anderen Postulate iiberhaupt nicht
rmehr in Frage.

2. Wir bilden ein System N,” von Elementen, das aus einer rechter Hand
sabbrechenden Aufeinanderfolge (,,Regression®) bestehen mige, etwa

<« <« <
PR TR SRR VRS I R ek T NG TR B

Bei dem System 0, hat die Zahl 9 keinen Nachfolger; mithin geniigt N,
1nicht dem Postulat P,’), hingegen erfiillt N, alle anderen Postulate, z. B. ist
jjedes Element von N,” Nachfolger eines anderen. Fiir %, konnte man auch
cdie Gesamtheit der ganzen negativen Zahlen wiihlen.

3. Wir bilden ein System 3, von Elementen, das aus einer linker Hand
¢abbrechenden Aufeinanderfolge (,,Progression) bestehen moge, etwa:

P < € < € 4 < < <
TR G T W W e R

-~

Bei dem System N, ist die Zahl 9 nicht Nachfolger eines anderen Ele-
1mentes; hingegen erfiillt N, alle anderen Postulate. Fiir N, konnte man auch
(die Gesamtheit der ganzen positiven Zahlen nehmen.

4. Wir bilden ein System %,” von Elementen, das aus irgend einer peri-
(odischen Aufeinanderfolge von Elementen, etwa
L2081, 2, 38, 1, 2 3,

bestehen moge. Bei dem System N, ist 1t =2, 2t =3 8+ =1, also 1T++= 1.
Daher wird von %, das Postulat P,") durchbrochen, wiihrend alle anderen
Postulate erfiillt sind.

5. Wir bilden ein System %,” von Elementen, das aus den in folgender
Reihenform angeordneten Elementen

<~ <« <

<
5 95 8 1, 1, 8, 5 o S MRS, e o B

bestehen moge. Der Nachfolger von 1 ist hier 3, also 1* =3, 3* = 1T+ =5,
R Tt e SN

ey

-
Das Element 1 ist der Nachfolger von 1, also

<+ < <~ <+ <~ < — <~ <+ <~ <« —
Ta=1 oderl=1",1=3 oder83=1 =17",8=b oderb5=8. =1"""",
Das System N, erfiillt demnach nicht das fiinfte Postulat P,); denn in dem
System ...., 17—, 17—, 1, 1, 1+, 1¥+ [ [ treten nicht die Zahlen

A T, (2—, 0, 2, 4, 6, .... auf, die in dem System N, enthalten sind. Hin-
gegen erfiillt 9N;" alle anderen Postulate.

Setzen wir die Existenz eines Systems %’ von Elementen, das den vorauf-
gehenden fiinf Postulaten P,’) bis P;) geniigt, als logisch moglich voraus!, so
fiihrt das System N’ zu der vollstindigen Zahlenreihe. Das System R’
muf nach dem Postulat P,’) wenigstens ein Element enthalten, das wir mit 1
bezeichnen wollen. Nach dem Postulat P,’) enthiilt %’ das Element 17 ; dieses

! Auch hier gilt die in der ersten Anmerkung auf Seite 3 gemachte Bemerkung.
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8 Grundlagen der Arithmetik.

Element bezeichnen wir mit 2, so daB 2 nur einen abkiirzenden Namen fiir
17 bezeichnet und 2 und 1% sich iiberall vertreten diirfen. Da N’ das Ele-
ment 2 enthiilt, so befindet sich in %’ auch ein Element 2%+, das wir mit 3
bezeichnen, usw. Auf Grund des Postulats P,’) hat man fiir die eingefiihrten
Elemente von 9’ immer neue Namen zu verwenden; denn jedes weitere Ele-
ment befindet sich unter den sukzessiven Nachfolgern der voraufgehenden.
Auf diese Weise ist zuniichst gezeigt, das N’ die Elemente
1, 1t=2 gtm bt g ghu gt gbtba g

enthiilt, fiir die wir die Namen der iiblichen Zahlbezeichnung entnommen haben.
Das Element 1 bestimmt ferner nach Postulat Py) eindeutig cin Element, fiir
das wir die iibliche Bezeichnung 0 verwenden, so daB 0" = 1 oder 0 = 1~ ist.
Auf Grund der Relation 0% = 1 lassen sich die in M’ bereits nachgewiesenen
Elemente auch mit 0, 1 = 0%, 2 =0%*, 8=0%++ . bezeichnen. Da
sich die Elemente 1, 2, 3, .... demnach unter den sukzessiven Nachfolgern
von 0 befinden, so muBte, um dem Postulat P,") Rechnung zu tragen, fiir das
Element 0, dessen Nachfolger 1 ist, wie geschehen, eine von den schon ver-
wendeten Bezeichnungen 1, 2, 3, . ... verschiedene eingefiihrt werden. Da N’
das Element 0 enthiilt, so befindet sich nach dem Postulat P;’) ineM’ auch ein

. . <_‘ . é'+ .
Element, das wir mit 1 bezeichnen, so daf} 1 = 0 oder, was gleichbedeutend

< <
ist, 1 = 0. Die bereits eingefithrten Elemente 1, 0, 1, 2, .... von N’ lassen

i i <+ L < <+ < ++ <44+
sich infolge der Relation 0 =1 auchmit1l, 0=1 ,1=1 ,2=1 £ i nB
bezeichnen; da sich die Elemente 0, 1, 2, . ... demnach unter den sukzessiven

Nachfolgern von ?beﬁnden, so muBte, wie geschehen, fiir das Element <1—_eine
neue Bezeichnung eingefiihrt werden, weil sonst das Postulat P,") durch-
brochen wiire.

Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir immer neue Zahlzeichen und
gewinnen hierdurch die vollstindige Zahlenreihe zuniichst in folgender

Bezeichnung:
“— < < < <
Rl R0 20T SR TR W R Al R S

Diese Aufeinanderfolge heift die Reihe der ganzen Zahlen. Die Zahlen
<~ < <

1, 2, 3, ...., die wir spiiter anders bezeichnen werden, heifen im Gegensatz
zu den Zahlen 1, 2, 3, .... die ganzen negativen Zahlen; 0 bezeichnet
man mit Null. Da die eingefiihrte vollstiindige Zahlenreihe sich auch

RN, rwcreier Lol Byt I oI v ol S

schreiben liBt, so kann das System R’ nach Postulat P;’) auch keine anderen
als die angegebenen Elemente enthalten und ist also bei geeigneter Be-
zeichnungsweise nichts anderes als die vollstiindige Zahlenreihe. Bedient mamn
sich anstatt des Postulats P,) der Forderung P,”), nach der das System %’
nur die durch die drei ersten Postulate P,") bis P,') geforderten Elemente and
keine weiteren enthalten soll, so ergibt sich ebenfalls, dab das System N’ bei
geeigneter Bezeichnungsweise die vollstiindige Zahlenreihe ist.

Ist o irgend eine Zahl der vollstindigen Zahlenreihe, so bestimmt @ maclh
P,’) einen Nachfolger @ = #*. Nach der eingefiihrten Definition ist dsher
@ = a~. Setzt man den Wert von & = 2% in 2 = ¢~ ein, s0 hat man das fiir
jedes Element » der vollstiindigen Zahlenreihe giiltige Resultat # = 27 —. Im
Worten:
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Die vollstindige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 9

L Der Vorgiinger des Nachfolgers einer Zahl der vollstindigen
Zahllenreihe ist die urspriingliche Zahl

Ist  irgend eine Zahl der vollstindigen Zahlenreihe, so gibt es nach
P,) eine Zahl y, so daB y*=x oder y = 2. Bildet man aus =y die
Relattion 2~ = y+ und ersetzt y* durch seinen Wert #, so hat man o~ += .
In Worten driickt sich diese Gleichung aus als:

II. Der Nachfolger des Vorgingers einer Zahl der voll-
stimdigen Zahlenreihe ist die urspriingliche Zahl.

Wir erweitern nunmehr den Begriff der Addition, der in §1 nur
fiir @amze positive Zahlen erklirt war, fiir beliebige Zahlen der voll-
stimdigen Zahlenreihe. Wir verlangen: Sind ¢ und & irgend zwei gleiche
oder: ungleiche Zahlen der vollstindigen Zahlenreihe, so soll sich aus ihnen
eindeeutig eine dritte, ihre Summe ¢ = @ + b, nach bestimmter Vorschrift er-
zeugren lassen, so daB ¢ ebenfalls eine Zahl der vollstiindigen Zahlenreihe ist.
Diesse Zahl ¢ kann man finden, wenn man sich der folgenden zwei Definitions-
gleicchungen bedient:

(1) e+ 1=at,
(2) a+0b+1)=(a+0b)+1;

hierlbei bedeuten ¢ und b beliebige ganze Zahlen der vollstindigen Zahlenreihe.
In «diesem Paragraphen bedeute allgemein ein Buchstabe ohne Pfeil eine

belieebige ganze Zahl, <¢; eine ganze negative Zahl und 7; eine ganze posi-
tive Zahl.

Die in den voraufgehenden Gleichungen (1) und (2) niedergelegten Defi-
niticonen iibertragen die Gleichungen (1) und (2) des § 1 auf S.5 von natiir-
licheen Zahlen auf beliebige ganze Zahlen, wobei der fiir die Erweiterung jeder
Geseelllschaft geltende Grundsatz befolgt wird: Die neuen Elemente sollen sich
mggilichst den alten Regeln fiigen.

BloB auf Grund der Formeln (1) und (2) und des Postulats, daB, wenn «
undl b ganze Zahlen sind, auch a + b eine solche sein soll, wird es uns mog-
lich: sein, die Summe irgend zweier ganzer Zahlen zu bilden.!

Zuniichst folgern wir aus (1) wortlich wie auf 8. 5, daf

14+1=2, 2%1=8""8+1=4 " ;.
Fermer ergibt sich aus (1):

<+

< < <+
@ o+1=0% 1T4i1=1"7"24+1=2

< <+
el =g

3y e

! Dieses Postulat ist iibrigens nur fiir die Fille, daB b gleich 0 oder gleich
einexr ganzen negativen Zahl ist, erforderlich und wird im Text auch nur derart ver-
wemdet werden. Alsdann ist das angegebene Postulat aber auch unentbehrlich, wenn
mam zu unserer gewohnlichen Addition fiir die ganzen Zahlen der vollstindigen

L=

Zahilemreihe gelangen will. Ist nimlich « irgend eine ganze Zahl, b irgend eine ganze
s

posiitiwe Zahl, b irgend eine ganze negative Zahl und definiert man +7>>in iiblicher

Weiise:, hingegen a + 0 und a +<l;_ als keine ganzen Zahlen, so weichen diese Fest-
setzzumgen von der gewdhnlichen Definition der Addition ab. Trotzdem ist die Glei-
chumg (1) @ + 1 = a™ stets erfiillt und auch die Gleichung (2) a + (b + 1) = (a + b) + 1
triffft in allen Fallen zu, in denen sie als Gleichung zwischen ganzen Zahlen iiber-

hauipt; einen Sinn hat, d. h. wofern sowohl a 4 (b + 1) als auch (¢ + b ~beil
unséeren Festsetzungen ,ganze Zahlen darstellen. \ e (“ Aflf rJ: f i

}\V%“fo‘" M

www.rcin.orgyphs &

y A
¢ ‘?Aglu“““m‘
1]

i a0
Z,,nlsl‘l



10 Grundlagen der Arithmetik.

Auf Grund der oben gegebenen Definition kann 0% durch 1 ersetzt werden.
< <+
Die Zahl 1 war durch die Relation 1 = 0 aus 0 gewonnen. Ferner war die
< : J <« + < : : < .
Zahl 2 durch die Gleichung 2 = 1 definiert. Weiter war 3 eingefiihrt durch
<+ <
3 =2, usw.
Mithin erhalten wir aus (1’) das Gleichungssytem

< < <~ < <
a” 0+1=1, 1+4+1=0, 2+1=1, 3+1=2

Genau wie aus den Gleichungen (1) und (2) des § 1 auf S. 5, ergibt sich
aus den obigen Gleichungen (1) und (2), da a, ¢ +1,a+2,a +3,....
aufeinanderfolgende Zahlen sind. Wir kionnen also zuniichst durch fort-

__>
laufende Schritte die Summe @ + b einer beliebigen ganzen Zahl @ und jeder

ganzen positiven Zahl 5 bestimmen.
Wir wiihlen in der Gleichung (2) fir die Zahl & den Wert b = 0;
dann wird:
a+0+1)=(@+0)+1
oder nach (1)
a+1=(@@+0)+ 1.

Wir forderten, @ + b soll fiir jedes der vollstindigen Zahlenreihe an-
gehorige Zahlenpaar a, b sich in ihr befinden; also muB dies auch fiir @ + 0
der Fall sein. Es sei ¢ + 0 die uns zuniichst unbekannte ganze Zahl z. Mit-
hin wird ¢ + 1 =z + 1 oder nach (1): a* =z*. Hieraus folgt a* —= z+—
oder auf Grund des Satzes I: @ = z, d. h. die uns urspriinglich unbekannte
Zahl z ist die Zahl a. Wir gewinnen also die Gleichung
(3) a+0=a. :

Mithin haben wir bewiesen: Jede ganze Zahl bleibt, wenn man 0 zu ihr zu-
addiert, unveriindert.
-
Wir wiihlen in der Gleichung (2) & = 1 und erhalten:
< <
a+(1+1)=(a+1)+1
oder nach (1)

S
a+0=(a+1)+1
oder nach (3)

AL
a = (a =0 ) - o
Da die Summe zweier ganzer Zahlen, wie wir verlangten, stets eine ganze

Zahl sein soll, so muf « +<1— auch eine ganze Zahl sein. Die Zahl a &1
sei die uns zunichst unbekannte Zahl ¢ der vollstiindigen Zahlenreihe. Mithin
wird @ = ¢ + 1 oder nach (1) @ = ¢*. Hieraus folgt «~ = ¢+~ oder auf Grund
des Satzes I: ¢~ = ¢ Die uns urspriinglich unbekannte Zahl ¢ ist also der
Vorgiinger von @. Mithin gewinnen wir die Gleichung:

=VIE
4) a+1l=a".

Die Gleichung (4) besagt: Die Summe einer beliebigen ganzen Zahl «

-’
und 1 ergibt den Vorgiinger von @ in der vollstiindigen Zahlenreihe.

Ehe wir aus der Gleichung (4) weitere Folgerungen ziehen, leiten wir
noch die fiir alle ganzen Zahlen @ und b giltige Gleichung:
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Die vollstindige Zahlenreihe, Die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 11

< <
(5) a+(b+T1) =@+ +1
ab.

Um ihre Richtigkeit zu beweisen, bilden wir

[a+G+1)]+1.

>
Da & + 1 nach (4) die Zahl 5™ ist, konnen wir die fir alle ganzen Zahlen «
und & giiltige Definitionsgleichung (2) anwenden und erhalten aus ihr:

3 G+ T+ 1 wa el 5 £4].

‘Wiihlt man in der Gleichung (2) fir ¢ die Zahl b und fiir b die Zahl(l_,
so ergibt sich, daB:

(b+<1—)+1=b+((1—+1).

a+b+(T+1)]

@ + [b + 0] infolge von (1”)

Mithin wird:
le+G+1)]+1

I

=a+b infolge von (3).

e
Da a + (b + 1) als Summe zweier Zahlen eine Zahl der vollstindigen
Zahlenreihe ist, kann man die linke Seite der zuletzt abgeleiteten Gleichung

<\1+
nach (1) auch [a + (b +1 )] schreiben, und hat die Gleichung

[o+ G+ =a+0.

<~\1+ — -
l[a+G+1)]" "= (a+0)
oder auf Grund des Satzes I:
L 524
a+(b+1)=(a+b) 8
Beachtet man noch die Gleichung (4), so folgt, daB fiir die Zahl a + &
die Gleichung (e + b) +(1_= (@ + b)~ gilt. Mithin wird:

Aus ihr folgert man:

®) ar(+1)=(+5+T,

wie bewiesen werden sollte.

Die Gleichungen (4) und (5) zeigen, daB die Summe einer beliebigen
ganzen Zahl @ und des Vorgiingers einer beliebigen ganzen Zahl b der Vor-
ginger von a + b ist.

"
Aus der Gleichung (4) a + 1 = a™ folgt:

<- < < — < € = < < <
041=0", 1+1=1 , 8+1=2 , 8+4+1=8 ,
L < e € <— <
Da nach Definition 0~ mit 1, 1 mit 2, 2 mit 3, 83 mit 4 usw. be-
zeichnet war, so wird:
< e e < € < < < <
(6) 0+1=1, 14+1=2 2+1=8 3+1=4,.

www.rcin.org.pl



192 Grundlagen der Arithmetik,

Aus (8) ergibt sich:
< <
a + ( 141 )

(a +<1—) +<i— nach Gleichung (5),

-
a+ 2

I

= (a +T)_ nach Gleichung (4).
Ebenso erhiilt man aus (6):
< <
a + (2 + 1)

(a +<2_) +<1— nach Gleichung (5),

e
a+3

s
= (a + 2) nach Gleichung (4).

< <«
In a + 3 haben wir also den Vorgiinger von a + 2. So fortfahrend, ge-

winnt man das Resultat: @, a +(1_, a +<2—, a +(‘a’—, .... sind einander voran-
gehende Zahlen. Die Gleichungen (4) und (5) setzen uns in den Stand, die
Summe einer beliebigen Zahl und jeder ganzen negativen Zahl durch fort-
gesetztes Riickwiirtsschreiten in der vollstiindigen Zahlenreihe zu bilden.

Wir konnen also als SchluBergebnis aussprechen: Die durch die zwei
Gleichungen (1) und (2) gegebenen Definitionen sind, wenn man ihnen das
Postulat beifiigt, die Addition der ganzen Zahlen soll nicht aus dem Gebiet
der ganzen Zahlen herausfiihren, villig ausreichend, um die Summe zweier
beliebiger ganzer Zahlen der vollstiindigen Zahlenreihe zu bestimmen.

§ 8.
Rechnungsregeln fiir die Addition beliebiger ganzer Zahlen.

Aus den Definitionsgleichungen (1) und (2) des § 2, die wir fiir die Addition
aufstellten, lassen sich die besonderen Rechnungsregeln, die fiir die Addition
gelten, herleiten.

I. Als erste behandeln wir das assoziative Gesetz der Addition,
Dieses besagt: Sind a, b, ¢ irgend drei ganze Zahlen, so ist:

(1) a+[b+e]=[a+b+e.

Dieser Satz erfordert durchaus einen Beweis; es ist nicht von s:lbst
einleuchtend, da man nach Belieben zu a das Resultat von & + ¢ oder zu
dem Resultat von @ + b die Zahl ¢ zuaddieren darf, um beide Male dasselbe
zu erhalten.!

Den Beweis zerlegen wir in vier Schritte:

«) Wir erinnern uns, daf nach der Definitionsgleichung (2) des § 2 auf
Seite 9
2) a+b+1]=[a+b]+1

ist, falls @ und b irgendwelche ganze Zahlen bedeuten.

! Ist dieser Satz bewiesen, so kann man auch a + b 4+ ¢ ohne Klamnern
schreiben; denn nach dem obigen Resultat ist es ganz gleich, ob man a + b 4 c den
Sinn a + [b + ¢] oder [a + b] + ¢ beilegt und iiberall, wo keine Undeutlichkditen
entstehen, konnen Klammern fortgelassen werden.
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Rechnungsregeln fiir die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 18

#) Wir haben im § 2 bewiesen, daB, falls @ und b beliebige ganze Zahlen
bedewutien, die dort mit (5) numerierte Gleichung

a+[b +<l_]=[a+b] +<1—
gilt.

9) Wir nehmen jetzt an, daB die Gleichung (1): @ +[b +¢]=[a +b] + ¢
fiir irgrend eine bestimmte Zahl ¢ = & richtig ist, falls @ und b beliebige Zahlen
der vollstindigen Zahlenreihe bedeuten. Wir wollen zeigen, daB die Gleichung
auchh moch fiir ¢ = & + 1 gilt. Es sei also @ + (b + k) = (@ + b) + k; hieraus
folgti [[@a + (b + k)] +1=[(@a+b)+ k] +1 oder gleich (a + &) + (k + 1), da
nach @) fiir beliebige @ und & die Gleichung (2): [@ + ] + 1 = a + [b + 1] gilt.
Aus [@ + (b + k)] + 1 =(a+ b) + (k + 1) folgt, wenn man auch links die Glei-
chumg; (2) anwendet: a + [(b + k) + 1] = (¢ + b) + (k + 1); benutzt man links
nochmals die Gleichung (2), so erhilt man schlieBlich:

a+b+k+D)]=@+0)+Ek+1,

wie grezeigt werden sollte. :

Das zu beweisende Theorem a + (b + k) = (@ + b) + k ist ersichtlich fiir
k = 0 richtig; denn Gleichung (3) des § 2 lehrt, daB a + [b + 0] = [@ + b] + 0
ist. IDa das Theorem fiir / = 0 richtig ist, so ist es, wie der eben gefiihrte
Beweiis zeigt, auch fiir 0 + 1 = 1 richtig. Da das Theorem jetzt fiir k = 1 gilt,
so nnwb es nach unserem Beweise auch fiir 1 + 1 = 2 zutreffen. Aus der eben
gezeigten Giiltigkeit des Theorems fiir £ = 2 folgt nach unserem Beweise die
Riclhtiigkeit fiir 2 + 1 = 3. Auf diese Weise fortfahrend, sieht man sukzessiv,
daB umser Theorem @ + [b + ¢] = [@ + b] + ¢ bei beliebigem @ und b fiir jedes
ganzzzahlige positive ¢ einschlieBlich ¢ = 0 giiltig ist.

0) Wir nehmen wiederum an, daB der zu beweisende Satz

a+b+cl=[a+bd+e
fiir iwgend eine bestimmte Zahl e = & richtig ist, falls ¢ und b beliebige
Zahlen der vollstiindigen Zahlenreihe bedeuten. Wir wollen zeigen, daB dann
S
der Ssatz auch stets noch fiir die voraufgehende Zahl & + 1 richtig ist. Es sei
< <

also @ + (b + k) = (@ + b) + k; hieraus folgt: [a + G +k)]+1=[(a+b)+ k] +1
: <
oder gleich (@ + b) + (k +1 ); denn es ist, wie wir nach der in ) erwiihnten
Gleicthung (5) des § 2 wissen, fiir beliebige ganzzahlige @ und b stets

< < <~ <
[+ b +1=a+[b+1]. Asfa+@+b]+1=@+b)+ k+1) folgt
wemm man auch links die néimliche Gleichung (5) anwendet:
< <
s+l +B)+T1)=@+0)+E+T);
bemiiitzt man links nochmals die Gleichung (5), so erhiilt man schlieBlich:

< <
a+lb+ G+ =a+8)+ G+7),
wie (gezeigt werden sollte.
Das in Gleichung (1) ausgesprochene Theorem ist, wie schon unter g)

betiomt wurde, ersichtlich fiir & = 0 richtig. Da das Theorem fiir & = 0 zu-
trifffts, so ist es auch, wie sich aus unserem eben gefiihrten Beweis ergibt, fiir

e . e
0 # 1 =1 richtig. Da das Theorem jetzt auch fiir k = 1 gilt, so trifft es nach

. . e T3 é_ 4_‘ 3 e . -
unserrem Beweise auch fiir 1 + 1 = 2 zu. Aus der eben gezeigten Giiltigkeit
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14 Grundlagen der Arithmetik,

= 8
des Theorems fiir £ = 2 folgt nach unserem Beweise die Richtigkeit fiir

<é_+(1_=<3_. Da man, so fortfahrend (vgl. das Gleichungssystem (6) des § 2),
zu jeder ganzen negativen Zahl gelangt, so sieht man, daB die Gleichung
a+[b+cl=[a+d+ec
bei beliebigem @ und b fiir jedes ganzzahlige negative ¢ gilt. Da unser Satz
fiir ¢ = 0 und ganzzahlige positive ¢ bereits unter y) bewiesen war, so ist jetzt
allgemein gezeigt, daB, wenn a, b, ¢ beliebige Zahlen aus der vollstindigen
Zahlenreihe sind, stets
a+[b+el=[a+b+e

ist. .
Das fiir die Giiltigkeit des assoziativen Gesetzes angewendete Beweis-
verfahren beruht im wesentlichen auf dem Satz!: Hat man sich von der
Richtigkeit eines Gesetzes fiir eine einzige ganze Zahl iiberzeugt
und folgt aus seiner Giiltigkeit fiir irgend eine ganze Zahl  stets
seine Giiltigkeit auch fiir die nichstfolgende ¥ + 1 und die un-
mittelbar voraufgehende k+<1—, so gilt das Gesetz ausnahmslos
fiir alle ganzen Zahlen der vollstindigen Zahlenreihe. (Satz der
erweiterten vollstindigen Induktion.)

II. Mit Hilfe der niimlichen SchluBweise von 4 auf & + 1 und % +<1_
beweisen wir zuniichst folgenden Hilfssatz:

Fir jede Zahl a der vollstindigen Zahlenreihe ist stets
a+1=1+a.

Unser Hilfssatz ist fiir @ = 0 richtig, da aus der Definition 0 = 1~ oder
0% =1 und den Gleichungen (1) und (3) des § 2 die Relation 0 +1 =1 +0
folgt. Wir setzen seine Richtigkeit fiir @ = & voraus und wollen zeigen, daB

er dann stets auch noch sowohl fir @ =k + 1 als auch fiir ¢« = % +<1_gilt.
Sei also k¥ +1=1+k. Hieraus folgt (k 4+ 1)+ 1= (1 + k) + 1 oder

nach dem assoziativen Gesetz gleich 1 + (kb + 1). Wenn der Hilfssatz fiir

irgend eine Zahl a = k gilt, so trifft er also auch noch fir @ =k + 1 zu.
Aus der nach Voraussetzung giiltigen Gleichung & + 1 = 1 + & schlieBen

< -

wir ferner: (6 + 1) + 1 = (1 + k) +<1_oder nach dem assoziativen Gesetz gleich
<
1+ (k + 1 ) Nach Satz I des § 2 ist der Vorgiinger des Nachfolgers von k
e
gleich £ oder bei Verwendung der Gleichungen (4) und (1) des § 2: (k+ 1) + 1=k;
ferner ist nach Satz II des § 2 und den niimlichen Gleichungen (1) und @)
k= (k + 1) + 1. Daher wird (/c +- l) +1= (lc + 1) + 1 und mithin ergibt
< <

sich: (k+1)+1=1+(k+1).

Die Gleichung a + 1 =1 + a traf fiir @ = 0 zu; ferner haben wir g-
zeigt, daB sie,” wenn sie fiir irgend eine Zahl a =/ gilt, stets auch fir
a=k+1 und a=4k +<1— zutrifft. Mithin ist die Gleichung a +1 =1 +a
fiir jede Zahl @ der vollstiindigen Zahlenreihe richtig.

III. Wir benutzen den Hilfssatz zum Beweise des folgenden Satzes:

Zu jeder Zahl a der vollstindigen Zahlenreihe gibt es in
dieser eine Zahl a’, so daB @ + a’= 0 wird.

! Er ist eine Folge des Postulats P,’) auf S. 6 und trifft daher fiir das System %’
auf 8. 7 nicht zu.
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Rechnungsregeln fiir die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 15

Fiir die Zahl 0 besteht nach Gleichung (3) des § 2 die Gleichung 0 + 0 = 0.
Wir nehmen an, daf fiir eine Zahl % der vollstindigen Zahlenreihe in dieser
eine Zahl £ existiert, die mit £ durch die Gleichung & + %'= 0 verbunden ist.
Aus der Gleichung & + k’= 0 folgt nach Satz IT des § 2 und den Gleichungen (1)

und (4) des § 2 die Relation [(k 4 k’) +<1_] + 1 =0 oder bei zweimaliger Ver-
wendung des assoziativen Gesetzes:
[k + (/c+<l_)] +1=0 oder L+ [(/c’—i-(l_) + 1] = 0.

Nach dem zuletzt bewiesenen Hilfssatz ergibt sich hieraus

p+li+@eD)l=0

oder schlieflich auf Grund des assoziativen Gesetzes:

(k+1) +@+1) =0.

Ist also unser Satz fiir eine Zahl a=1Fk richtig, so gilt er auch noch fiir
a=k+ 1.
Wir setzen wiederum voraus, daB % + &'= 0 ist. Ferner gilt auf Grund
des assoziativen Gesetzes:
<« <
+D) + W) =+ [T+ w+1)].

Da mach dem Hilfssatz: &'+ 1 = 1 + &k’ ist, so wird
C+D)+er)=2+[T+@+w)]

<

oder nach dem assoziativen Gesetz gleich &+ [( 1+ 1) + k'J. Im § 2 ist auf
o B

Seite 10 unter (1”) die Gleichung 1 + 1 = 0 abgeleitet worden. Mithin wird

(/z +<1—) + (Ic’+ 1) =k + [0 + Ic'] oder nach dem assoziativen Gesetz gleich
[ + 0] + &=k + &' nach Gleichung (3) des §2. Da nach Voraussetzung
k+ k=0, so wird:

e
(k+71) + '+ 1) = 0.
Wir haben also gezeigt: Die Zahl 0 wird durch die Zah. 0 so ergiinzt,

dab 0 + 0 = 0 ist, und jedesmal wenn die ganze Zahl & durch die Zahl %’
sich derartig ergiinzen 1iBt, dab % + &'= 0 ist, so wird die Zahl k¥ + 1 durch

k +T und die Zahl % +(1_durch k' + 1 derartig ergiinzt, dall man die Glei-
< < ;
chungen (lc + 1) - (k'+ 1) =0 und (k - 1) + (k'+ 1) = 0 hat. . Hieraus

ST
folgtt auf Grund der SchluBweise von & auf £ + 1 und % + 1, daB zu jeder
Zahl @ der vollstindigen Zahlenreihe eine Zahl o’ gefunden werden kann, die
mit @ durch die Gleichung a + a’= 0 verkniipft ist.

<~ <
Da0+0=0und 0+1=1, 0+ 1=1 ist, so folgt aus dem gegebenen
< <« <« <« <
Beweise noch: 1 +1 =0 und 1+1=0. Dal1+1=2,1+1=2, so folgt
< <
ams unserem Beweise ferner: 2 4+ 2 =0 und 2 + 2 = 0. Beachtet man, daB
<~ <« <« <«
2 +1=38, 2+1=3, so ergibt sich aus 2 + 2 = 0 auf Grund unseres Be-

<« <
weeises die Richtigkeit von 38 + 83 = 0 und aus 2 + 2 = 0 die Richtigkeit von
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16 Grundlagen der Arithmetik.

-
3 + 3 = 0, usw., wobei sukzessiv die Gleichungssysteme (1’) auf Seite 5 und
(6) auf Seite 11 zu verwenden sind.

IV. Wir beweisen noch fiir ganze Zahlen das kommutative Gesetz der
Addition; dieses besagt: Sind ¢ und b irgend welche Zahlen der
vollstindigen Zahlenreihe, so ist stets ¢ + b = b + a.

Fiir b = 1 haben wir die Richtigkeit der Aussage bereits unter II in dem

<« <
Hilfssatz @ + 1 =1 + @ bewiesen. Wir zeigen zuniichst weiter, daBa + 1 =1 +a
ist. Die letzte Relation ist nach dem erwiihnten Hilfssatz fiir @ = 1 richtig.

sl
Wir setzen jetzt die Richtigkeit der Gleichung a + 1 =T+ a fiir @ = k voraus.
<~ <« < < y
Aus k£ + 1 =1 + £k folgt: (k+ 1) + 1= (1 +k) + 1 oder nach dem assozia-
<
tiven Gesetz gleich 1 + (& + 1). Nach dem niimlichen Gesetz ist ferner der
. < <
links stehende Ausdruck (k + 1) + 1=K+ (1 + 1) oder mach dem be-
wiesenen Hilfssatz gleich & + (1 +<1—) oder auf Grund des assoziativen Ge-
: < <~ <
setzes gleich (& + 1) + 1. Folglich ist (k + 1) + 1 =1 + (k + 1). Wenn also
<~ <
die Gleichung @ + 1 = 1 + @ fiir eine Zahl a = k richtig ist, so gilt sie auch
noch fiir @ =k + 1.
o . . e

Aus der nach Voraussetzung giiltigen Gleichung &k + 1 = 1 +  folgt ferner

<) < < < :
(lc + 1) +1= (1 + lr) + 1 oder mnach dem assoziativen Gesetz gleich
< < <~ <
1+ (k + 1 ), d. h. die Gleichung @ + 1 = 1 + « ist, wenn sie fiir a = k zu-
trifft, auch noch fiir @ = & +T giiltig.

<~ <

Wir haben also gezeigt: Die Gleichung @ +1 =1 + a gilt fir a =1
und behilt, wenn sie fiir irgend eine Zahl @ = k& zutrifft, auch noch fiir
a=k+1 und ¢ =k + (1— ihre Richtigkeit. Aus dem SchluBverfahren von

‘s

k auf &+ 1 und % + 1 folgt demnach fiir jede Zahl @ der vollstindigen
Zahlenreihe: @ +<1_=<1_+ a.

Die Gleichung @ + b = b + a ist somit, wenn a eine beliebige Zahl der

vollstindigen Zahlenreihe ist, fiir & = 1 und b = Tals richtig erwiesen. Wir
nehmen nunmehr ihre Richtigkeit fiir b =k an; es sei also a +k =k + a.
Hieraus folgt (¢ + k) + 1 =(k +a)+ 1 =k + (@ + 1) nach dem assoziativen
Gesetz. Da auf Grund des bewiesenen Hilfssatzes a + 1 = 1 + @ ist, so wird
k+(a+1) =k+ (1 + a) oder nach dem assoziativen Gesetz gleich (k + 1) + a.
Mithin hat man (¢ + k) + 1 = (k + 1) + @ oder bei Anwendung des assoziativen
Gesetzes auf die linke Seite der Gleichung: a + (k + 1) = (k + 1) + a. Eberso
folgt aus der gemachten Voraussetzung a + &k =k 4 a unter Verwendung des

; < <
Hilfssatzes ¢ + 1 = 1 + @ und des assoziativen Gesetzes, daB

< <
a+(k+l)=(k+1)+a ist.

Die Gleichung @ + b = b + a ist also, wenn @ eine beliebige Zahl der
vollstindigen Zahlenreihe ist, fiir die Zahl b = 1 richtig, und wenn sie fir
eine Zahl b = k gilt, so trifft sie, wie wir bewiesen haben, stets auch fir

P
b=Fk+1 und b=k + 1 zu. Mithin ist die Gleichung ¢ + b = b + a fir
irgend zwei Zahlen @ und & der vollstiindigen Zahlenreihe als giiltig erwiesen.
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Die Multiplikation ganzer positiver Zahlen usw. 17

§ 4.

Die Multiplikation ganzer positiver Zahlen und die hierfiir giiltigen
Rechnungsregeln.

Die ganzen positiven Zahlen lassen sich auBler durch die in § 1 gelehrte
Addition noch auf eine zweite Weise, Multiplikation genannt, miteinander
verkniipfen. Sind @ und b ganze positive Zahlen, so kann man aus ihnen
eindeutig eine dritte als ihr Produkt ¢ = @ +b definieren, so daB ¢ ebenfalls
der matiirlichen Zahlenreihe angehort.! Die Multiplikation ganzer positiver
Zahlen wird durch die Festsetzungen

1) a1l =a
und
(2) a-b+1)=a-b+a

eingefiihrt und hierdurch auf das Additionsverfahren zuriickgefiihrt.
Beachtet man niimlich, daB 2 =1+ 1, so wird a+2 = a+(1 + 1) oder
nach Gleichung (2) gleich a+1 + a; nach (1) ergibt sich schlieflich, daB

(3) a2=a+ a.

Ebenso findet man unter Beachtung von 8 =2 + 1, daf ¢+:83 = a+(2 + 1)
oder mach (2) gleich a+2 + @ wird. Auf Grund von (3) gewinnt man daher
die Gleichung

(4) a+3=(a+ a) + a.

Wiihlt man in der Gleichung (2) fiir b die Zahl 3, so erhilt man
a+(3 +1)=a+3 +a und kann demnach a-4 auf Grund der Gleichung (4)
bestimmen. Dieses Verfahren 1ifit sich fortsetzen und liefert unter sukzessiver
Beachtung der Gleichungen (1°) auf Seite 5 das Produkt von ¢ mit irgend
einer ganzen positiven Zahl.

I. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen geniigt den distribu-
tiven Gesetzen. Sind @, b, ¢ ganze positive Zahlen, so hat man
‘von den zwei Formen des distributiven Gesetzes die erste Form
in der Gleichung

(5) a+b+e)=a-b+a-c,
die zweite Form in der Gleichung
(6) : (@+bec=a-c+b-ec.

Die Gleichung (5) ist, falls @ und b beliebige ganze positive Zahlen be-
deuten, fiir ¢ = 1 richtig, wie aus den Gleichungen (2) und (1) folgt. Sie gelte
fermer fiir ¢ =k, d. h. es sei a(b + k) = ab + ak; dann ist:

! Bei der Multiplikation 148t man auch den Malpunkt fort und schreibt a b
stath @.b Dies ist jedoch nicht gestattet, wenn a und b beide dekadisch geschriebene
ganze Zahlen sind. o '7'?\1 \

Loewy, Algebra.
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18 > Grundlagen der Arithmetik.

alb+ (% +1)]=al(d+k + 1] nach dem assoziativen Gesetz der
Addition,
=a((b +k +a mnach (2),
=(ab + ak) + a nach Voraussetzung,

=ab + (ak + a) nach dem assoziativen Gesetz der
Addition,
=ab + a(k + 1) nach (2).
Gilt also Gleichung (5) fiir ¢ = k, so gilt sie auch noch fiir ¢ = % + 1.
Da das Theorem fiir ¢ = 1 richtig ist, so gilt es mithin, wie man sukzessiv
einsieht, fiir ¢ = 2, 8, 4, ...., also fiir jede ganze positive Zahl ¢. Hiermit
ist das distributive Gesetz in seiner ersten Form bewiesen.
Die Richtigkeit der Gleichung (6) folgt, falls @ und & beliebige ganze
positive Zahlen bedeuten und ¢ = 1 ist, aus Gleichung (1). Die Formel (6)
gelte fiir ¢ = %, d. h. es sei (@ + b)k = ak + bk; dann ist:

(@+ bk +1)=(a+bk+ (a+ b nach (2),
(@k 4+ bk) + (a + b) nach Voraussetzung,

ak + [bk + (a + b)] nach dem assoziativen Gesetz der
Addition,

=(ak + a) + (bk + b) nach dem kommutativen und dem
wiederholt angewandten assozia-
tiven Gesetz der Addition,

a(k + 1)+ bk + 1) nach (2).

Gilt die Gleichung (6) also fiir ¢ = %, so trifft sie auch fiir ¢ = k + 1 zu.
Aus der Richtigkeit fiir ¢ = 1 ergibt sich demnach sukzessiv ihre Giiltigkeit
fiir alle ganzen positiven Zahlen e. Hiermit ist das distributive Gesetz in
seiner zweiten Form bewiesen.

IT. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen erfiillt das assoziative
Gesetz der Multiplikation, d. h. sind @, b, ¢ irgendwelche ganze
positive Zahlen, so ist a+(b-c) =(a-b):e. Man kann also a mit dem
Resultat von b-¢ oder das Resultat von @-J mit ¢ multiplizieren, um beide
Male das gleiche zu erhalten.!

Die Gleichung a(be¢) = (ab) ¢ ist nach (1), falls « und & beliebige ganze
positive Zahlen sind, richtig fiir ¢ = 1. Sie gelte nach Voraussetzung fiir ¢ = £, _
d. h. es sei a(bk) = (ab)k; dann ist:

alb(k + 1)) =albk +b] nach (2),
a(k) +ab mnach dem bewiesenen ersten distributiven
Gesetz,

I

Il

(@b)k + ab nach Voraussetzung,
=(ab)(k + 1) nach (2).
Gilt also unser Satz fiir ¢ = £, so trifft er auch noch fiir ¢ = & + 1 zu.
Da er fir ¢ = 1 richtig ist, so trifft er demmach fiir alle ganzen positiven
Zahlen ¢ zu.

! Infolge des assoziativen Gesetzes der Multiplikation kann man auch a+b.c
ohne Klammern schreiben; denn nach dem bewiesenen Resultat ist es gleich, ob man
hierunter a« (b« c) oder (a.b)-c versieht,
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IIT. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen erfiillt das kommu-
- tative Gesetz der Multiplikation, d. h. sind @ und b ganze positive
- Zahlen, so ist a-b =b-a.

| Wir beweisen zuerst den besonderen Fall ¢+1 = 1.a. Diese Gleichung
ist fiir @ = 1 evident. Wir setzen ihre Richtigkeit fir ¢ = k£ voraus, d. h. es
sei k+1 = 1+k; dann ist:

k+1De1=k+1

Il

k+1 + 1 mnach Gleichung (1),
1.k +1 nach Voraussetzung,
1-(k + 1) nach Gleichung (2).

Il

Die Gleichung a+1 = 1+a gilt also fiir @ = 1 und, wenn sie fiir eine
Zahl @ = k zutriftt, auch noch fiir ¢ = & + 1; mithin ist, wie sukzessiv folgt
fiir jede ganze positive Zahl a stets a+1 = 1-+a.

Die Gleichung ab = b a ist soeben fiir jede ganze positive Zahl a und
b =1 als richtig erwiesen worden. Wir setzen nunmehr ihre Richtigkeit fiir
b =k voraus, d. h. ak = ka; dann ist

ak+1)=ak +a nach (2),
=ka+a nach Voraussetzung,
=ka+a+1 mnach (1), g
=ka+ 1-a, da, wie soeben bewiesen, a+1 = 1-a,
=k +1a nach dem zweiten distributiven Gesetz [ Formel (6)].

Trifft also die Gleichung ab = ba fir eine Zahlb = k zu, so gilt sie
auch stets fiir b = k& 4+ 1. Da die Gleichung ab = ba fir b = 1 richtig ist,
80 schlieBt man sukzessiv, dal sie fiir b = 2, 8, 4, ... ., also fiir alle ganzen
positiven Zahlen b zutrifft.

Wir bemerken noch:

Man konnte die erste Form des distributiven Gesetzes [Gleichung (5)]
auch unmittelbar auf Grund des kommutativen Gesetzes der Multiplikation
aus der zweiten [Gleichung (6)] herleiten, indem man erst die zweite Form
des distributiven Gesetzes und dann das kommutative Gesetz beweist.

S 5.
Relation, Aquivalenz und Ordnungsfihigkeit der Elemente eines
Systems.

Wir denken uns ein System von Elementen oder Dingen. Viele Urteile
beziehen sich auf Dinge eines Systems, indem sie Relationen oder Verhiiltnisse
zwischen ihnen aussagen, z. B. die Gleichheit, die Teilbarkeit oder das GroBersein
fiir das System der Zahlen oder die Begriffe ,,verwandt® oder ,,Schuldner® bei
Menschen. Es sei eine Erklirung oder Vorschrift 7 gegeben, die aussagt, ob
irgend zwei Elemente 4 und B des Systems in einer gewissen Relation stehen
oder sich nicht in dieser Relation befinden. Bejaht die Vorschrift die Relation,
so wollen wir AR B schreiben; das soll heiflen: A steht mit B in der frag-
lichen Relation. Verneint die Vorschrift ¥, da 4 mit B in der fraglichen
Relation steht, so schreiben wir 4 R B; das soll heiBen: A steht mit B nicht
in der fraglichen Relation.

o*

&
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20 Grundlagen der Arithmetik.

Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heiBt fiir das System
determiniert, wenn fiir irgend zwei Elemente 4 und B des Systems (den
Fall, daB B mit A identisch ist, nicht ausgeschlossen) stets entweder ARB
oder AR B zutrifft, d.h. wenn uns die Relation weder fiir irgend welche zwei
Elemente des Systems im Stich 148t noch jemals gleichzeitic AR B und 4 R 5
fiir zwei Elemente des Systems zutrifft. Nicht jede Vorschrift legt fiir die
Elemente eines Systems determinierte Relationen fest. Betrachten wir z. B. ein
System, dessen Elemente weiBle, rote und rotgelbe Kugeln sind; zwei Kugeln
gleicher Farbe sollen ebenso wie jede Kugel mit sich selbst als in Relation
stehend gelten, zwei verschiedene bunte Kugeln ungleicher Farbe sollen als
nicht in Relation stehend betrachtet werden. Nach dieser Vorschrift ist z. B.
eine rote Kugel mit einer rotgelben wegen der gleichen bunten Farbe in
Relation und wegen der verschiedenen bunten Farbe nicht in Relation. Unser
System hat also Elemente, fiir die nach unserer Vorschrift AR B und 4 R B
nebeneinander bestehen. Ferner lit die Vorschrift beziiglich des Verhiiltnisses
einer weiBen zu einer bunten Kugel unentschieden, ob AR B oder 4 R B gilt. -

Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heift reflexiv, wenn
fiir jedes Element 4 des Systems stets AR A ist, d. h. wenn A4 stets mit sich
selbst in Relation steht.

Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heift symmetrisch,
wenn sie so beschaffen ist, daB, falls 4 und B irgend zwei Elemente des
Systems sind, fiir die 4 R B ist, hieraus stets BR A folgt. Das Wesen einer
symmetrischen Relation ist also ihre Umkehrbarkeit.

Die durch die Vorschrift 7 festgelegte Relation heift transitiv, wenn,
falls 4, B, C irgend welche Elemente des Systems sind und 4R B und BR C
stattfinden, hieraus stets AR C folgt.

Ist das betrachtete System das aller lebenden Menschen und die Relation
durch ,verwandt® erklirt, so hat man, wenn jeder auch als mit sich selbst
verwandt gilt, eine determinierte!, reflexive und symmetrische, jedoch nicht
transitive Relation. Der Verwandte meines Verwandten braucht nicht mit mir
verwandt zu sein.

Ist das System wiederum das aller lebenden Menschen und ist die Relation
durch ,,Ahn“ ausgedriickt, so ist, wenn jeder auch als eigener Ahn zu gelten
hat, die Relation determiniert, reflexiv und transitiv, jedoch nicht symmetrisch.

Besteht das System aus allen Menschen, die entweder fiir sich allein ein
Greschiift betreiben oder bei einem, aber nicht mehr als einem Geschiift beteiligt
sind, und besteht die Relation in ,,Teilhaber sein“, wobei jeder, der mit anderen
_ein Geschiift betreibt, nicht aber der, welcher fiir sich allein ein Geschiift be-
treibt, Teilhaber von sich selbst heiflen soll, so hat man eine determinierte,
symmetrische, transitive, jedoch nicht reflexive Relation. Betreibt A mit B ein
Geschiift, so ist AR B, A Teilhaber von B, ebenso BR A, B Teilhaber von 4.
In diesem Fall ist nach unserer Erklirung A auch Teilhaber von sich selbst,
im Einklang mit der Transitivitit der Relation; bei einer solchen mub aus
ARB und BRA stets auch ARA folgen. Hingegen heiBen Elemente 4, die
fiir sich allein ein Geschiift betreiben, nicht Teilhaber von sich selbst, so daB
fiir sie 4 K 4 ist, also hier keine reflexive Relation stattfindet.

! Damit die Relation determiniert sein soll, muB natiirlich eindeutig fixiert sein,
welche Familienverhiltnisse zwischen zwei Personen Verwandtschaft oder keine solche
begriinden.
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Eine Relation heibt fiir ein System von Elementen eine Aquivalenz,
zu deren Bezeichnung wir statt R das Symbol oo verwenden, wenn sie
eine determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Rela-
tion ist. Eine Vorschrift V" definiert demnach fiir die Elemente eines Systems
ecine Aquivalenz, fiir die wir das Zeichen o verwenden, wenn ihr folgende
vier Eigenschaften zukommen:

G,). Irgend zwei Elemente 4 und B des Systems stehen ver-
moge der Vorschrift V entweder in der fraglichen Relation der
Aquivalenz Aos B oder in der mit ihr unvereinbaren 4096 B, die
besagt: 4 und B sind nicht fiquivalent.

Gy). Die Vorschrift 7 ergibt fiir jedes Element 4 des Systems,
daf Ao5 4.

' Gg). Ergibt sich nach der Vorschrift V fiir irgend zwei Ele-
mente A und B des Systems Aoo B, so muB die Vorschrift auch
stets Boo 4 ergeben.

G,). Ergibt die Vorschrift ¥ fiir irgend drei Elemente 4, B, C
des Systems, daf Aoo B und Beo €, so muB nach der Vorschrift
auch stets 40 C sein. P

Wir betrachten alle ganzen positiven Zahlen einschlieflich 0. Diejenigen
unter ihnen, die durch 3 dividiert gleichen Rest ergeben, mogen als in Relation
stehend gelten; diejenigen unter ihnen, die durch 8 dividiert verschiedene
Reste lassen, gelten als nicht in Relation stehend. Die Vorschrift definiert,
wie man sieht, eine Relation, die den vier Postulaten G,) bis G,) genﬁgt,
und ist daher als Aquivalenz zu bezeichnen. Das Beispiel beweist, daf die
vier Postulate gleichzeitig realisierbar sind, daB es also Aquivalenzen gibt.

Eine Aquivalenz wird z B. fiir die Geraden der Ebene durch: den Begriff
yparallel festgelegt. Fiir jedes System von Elementen wird inl besonderen
eine Aquivalenz dadurch definiert, daB jedes Element des Systems nur als
mit sich selbst in Relation stehend gelten soll.

Die fiir eine Aquivalenz aufgestellten Postulate G,) bis G,
sind voneinander unabhiingig; keines ist eine logische Folge der
anderen.! Die zu Beginn dieses Paragraphen aufgestellten Beispiele lehren
niimlich, dal man Relationen konstruieren kann, bei denen je irgend drei der
Postulate G,) bis G,) zugleich mit der Negation des vierten zutreffen.

Wir beweisen noch den Satz: Sind 4, B, 4’, B’ irgend vier Ele-
mente eines Systems, fiir das eine Aqulvaleuz definiert ist, und
ist 4096 B, Aec A’, Beo B, so folgt A'gb B, Angenommen, es wiire
Ao B, so wiirde aus Aog A’ und A'ss B’ nach G,) folgen, daB A oo B
Da Bow B, so wiire nach G;): B'oag B. Aus Aoo B’ und B'ev B ergiibe sich
nach G,): Aoo B. Dies ist aber unmdglich; denn nach Voraussetzung ist
A o6 B und infolgedessen kann nach G,) nicht 4 oo B sein. Mithin ist die
Annahme 4’oa5 B’ falsch. Infolge von G,) mufl demnach 4’96 B’ sein.

L Betreffs des Postulats G,) ist vielleicht die Bemerkung nicht iiberfliissig, daB
es nur fiir solche Elemente 4 des Systems, die mit keinem weiteren Elemente des
Systems ZHquivalent sind, von G;) und G,) unabhiingig ist. Fiir jedes Element 4 des
Systems, zu dem innerhalb des Systems noch mindestens ein zweites Element B
existiert, so daB 4 oo B ist, folgt aus dieser Relation nach Gg): Boo 4 und aus
Aog B und Boo A nach G,): 400 4. (Vgl. auch das Beispiel des Textes fiir eine
nicht reflexive Relation.)
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Ein System heiBt ordnungsfihig oder geordnet, wenn erstens fiir
seine Elemente eine Aquivalenzvorschrift gegeben ist und zweitens sich die
nicht fquivalenten Elemente in eine Relation mit folgenden drei Eigenschaften
bringen lassen, zu deren Bezeichnung wir statt des allgemeinen Relations-
zeichens R das Symbol <! verwenden wollen:?

U,). Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Systems und ist
Ao B, so trifft wenigstens eine der Relationen 4 < B oder
B< A zu.

U,). Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Systems und ist
A < B, so ist Ag6B.

Uy). Sind 4, B, C irgend drei Elemente des Systems und ist
A'< B, B<C, so ist.stets 4 < C,

Wir betrachten alle ganzen positiven Zahlen einschlieflich Null und defi-
nieren wieder wie oben Zahlen, die bei der Division durch 3 gleiche Reste
ergeben, als dquivalent, Zahlen mit ungleichen Resten als nicht fquivalent.
Wir bezeichnen eine Zahl als in der Beziehung < zu einer anderen stehend, -
wenn die erste Zahl bei der Division durch 8 einen kleineren Rest als die
zweite 1iBt, also 0 < 1, 1 < 2, 3 < 2; denn 3 1iBt den kleineren Rest 0. Ebenso
ist z. B. 7< 5, 6 <5, Bei dieser Definition hilden die ganzen positiven Zahlen
offenbar ein System, das den Postulaten G,) bis G,), U,) bis U,) geniigt.
Mithin sind die 7 Postulate realisierbar und kénnen als widerspruchslos gelten.

Die ganzen positiven Zahlen konnen auch in anderer Weise als ordnungs-
fithiges System aufgefafit werden, indem niimlich oo als gleich interpretiert
wird, wobei jede Zahl nur mit sich selbst als gleich gilt, und < als kleiner
im iiblichen Sinne definiert wird, also 4 < B, wenn B sich in der Reihe der
Nachfolger von A4 befindet. Auch hier sind die Postulate G,) bis G,) und U,)
bis U,) erfiillt. Der Begriff der Ordnungsfiihigkeit ist also ein relativer, der
bei dem niimlichen System von der Definition der Aquivalenz und von der
Deutung von < abhiingt.

Wir wollen noch zeigen, daB keine der Forderungen U,) bis U,) eine
logische Folge der vier Postulate G,) bis G,) und zweier der Postulate U,) bis U,)
ist. Besteht das System aus allen Menschen, die je gelebt haben,wird ferner
oo als mit sich selbst gleich, o6 als ungleich interpretiert und ist ,, 4 < B¢
als ,,A ist Ahn von B zu deuten,® so sind offenbar alle Postulate G,) bis G,)
sowie U,) und U,) erfiillt, hingegen trifft U,) nicht zu. A kann niimlich sehr
wohl von B verschieden sein, ohne daB deswegen 4 Ahn von B oder B Ahn
von A sein mub.

Ist das System das aller gleichzeitig lebenden Menschen und interpretieren
wir oo als mit sich selbst gleich, g6 als ungleich, < als gleichzeitig lebend,
so sind die Postulate G,) bis G,), U,) und U,) erfiillt, hingegen nicht U,).
Man hat niimlich gleichzeitiz 4 < 4 und 4 o0 A (4 mit 4 gleichzeitig lebend,
und A gleich 4) im Widerspruch mit U,) nebeneinander.

Wir betrachten noch ein aus drei Elementen 4, B, C bestehendes System;
o5 bedeute Gleichheit mit sich selbst, g6 bedeute Ungleichheit. Das Symbol <

! Man kann 4 < B als 4 frither als B, 4 links von B gelegen, A4 kleiner
als B, A Teil von B aussprechen.

* Vgl. die Darstellung bei E. V. HUNTINGTON, Annals of math. 6, 151 (1905),

8 Als Ahn gilt fiir dieses Beispiel nur Vater, Mutter, GroBvater, GroBmutter usw.,
hingegen gilt hier niemand wie in einem friiheren Beispiel auch als sein eigener Ahn.

www.rcin.org.pl



TRelation, Aquivalenz und Ordnungsfihigkeit der Elemente eines Systems. 23

interpretieren wir durch folgende Festsetzungen: es soll 4 < B, B < O, aber
C < A sein. Wird auf diese Weise definiert, so sind die Postulate G,) bis G)
ebensto wie U;) und U,) erfiillt, jedoch nicht U,). Nach der eingefiihrten
Definiition ist niimlich ¢ < A und nicht 4 < C, wie sich bei Geltung des Postu-
lates U,) aus A < B und B < C ergeben miifte.

Fiir ein System, das den Postulaten G,) bis G,) und U,) bis Uj,) geniigt,
geltem folgende Sitze:

Satz I. Die Relation < ist nicht reflexiv, d.h. fir kein Ele-
mentt 4 des Systems gilt 4 < 4.

Angenommen, es sei 4 < 4, so ist nach Uy) 406 4; daher kann nach
G,) micht 4 a5 4 sein. Da aber nach G;) 405 A sein muB, so ist die An-
nahme falsch und unser Satz 1 bewiesen.

Satz II. Sind 4 und B zwei Elemente des Systems, so sind
die zwei Aussagen 4 < B und B< 4 miteinander unvereinbar.
Die Relation < ist durchaus unsymmetrisch. Man bezeichnet die
Relation 4 < B daher als asymmetrisch.

Angenommen, 4 < B und B < A wiiren gleichzeitig moglich, so folgte
nachy Uy) 4 < 4. Da dies nach Satz I unméglich ist, so ist unsere Annahme
falscth, womit Satz II bewiesen ist.

Ist A < B, so ist nach U,) 406 B, also kann nach G,) nicht Aooc B
sein.. Auf entsprechende Weise auch die Fille B< 4 und 4 o5 B durch-
geheand, verschiirft man Postulat U,) und Satz II zu

Satz III. Irgend zwei Elemente eines Systems, das den Be-
dinggungen G,) bis G,) und U,) bis U;) geniigt, stehen in der Be-
ziethung, daB in sich gegenseitig ausschlieBender Weise entweder
A< Boder B< A oder Ao B gilt.

Satz IV. Sind 4, B, A’ und B’ irgend vier Elemente eines
Sysstems, das den 7 Postulaten G,) bis G, und U) bis U,) geniigt,
undl ist A< B, Aev A’, Bos B/, so mub 4’< B’ sein.

Wir beweisen von Satz IV zuniichst:

) Ist A < Bund Aog A’, so ist A’< B. Fiir die Elemente 4" und
B siind nach Satz ITI nur die drei sich gegenseitig ausschlieBenden Moglich-
keitten: erstens A’ eg B, zweitens B < A’ und drittens A’< B vorhanden. Wiire
A’ g B, so ergiibe sich, da nach Voraussetzung 4 oo 4’ ist, auf Grund von
Gy, daB Aog B wiire. Da nach Voraussetzung 4 < B ist, so kann nach
Satiz III nicht 4 oo B sein. Mithin ist die erste Annahme falsch. Wiire
B < A’, so folgte aus A < B und B < A’, daB 4 < A’ wiire. Da nach
Vorraussetzung A oo A’ ist, so kann nach Satz IIT nicht 4 < A’ sein. Mithin
ist auch die zweite Annahme falsch; es bleibt also nur, da A’< B ist.

f) Sei jetzt noch Boo B’; fiir die zwei Elemente 4’ und B’ existieren
nacch Satz IIT nur folgende drei sich” ausschliefende Moglichkeiten: erstens
A'teg B’, zweitens B’< A’, drittens 4'< B’.

Wire A’og B’, so ergiibe sich hieraus und aus der nach Voraussetzung
besstehenden Relation Bos B’ auf Grund von G,) und G,), da A’ec B, womit
nacch Gy) 4’96 B ausgeschlossen wiire. .Nun wurde aber .unter a) 4’< B be-
wicesen, woraus nach U,) 4’96 B folgt. Der erzielte Widerspruch zeigt, daB
diez erste Annahme 4’ao B’ unmdoglich ist.

Angenommen, es sei B’< A’, so ergibt sich hieraus und aus Boo B/,
ansalog dem in o) angewandten Verfahren, daf B < A’ ist. Hieraus schlieBen
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24 Grundlagen der ‘Arithmetik,

wir nach Satz II, da 4’'< B unmiglich ist. Unter «) ist aber A’< B be-
wiesen worden. Mithin ist auch unsere zweite Annahme falsch, dal B'< A’
ist. Es bleibt also nur, dal 4’< B’ ist, wie wir zeigen wollten.

Ist A < B, so ist die Relation B < 4 nach Satz II unméglich. Soll
daher, wenn A < B ist, die néimliche Relation hei Umstellung der Glieder be-
schrieben werden, so wird die Einfiihrung eines neuen Zeichens erforderlich.
Ist A< B, so schreibt man in véllig gleichwertiger Weise B > A.!

§ 6.
Verkniipfbares System. Gruppe.

Wir denken uns irgend ein System von Elementen oder Dingen. Kann
man fiir ein solches durch bestimmte Vorschrift eine Verkniipfungsregel,
auch Operation genannt, definieren, so daB aus zwei beliebigen Elementen 4
und B des Systems, die insbesondere auch identisch sein kinnen, auf Grund der
angegebenen Vorschrift stets eindeutig ein drittes C gewonnen wird, so heiBt
das System ein verkniipfbares System. Hierbei kann C ein Element des
Systems sein, braucht es aber nicht sein. Die Verkniipfung wird als Kom-
position bezeichnet. Man bedient sich des Symbols 0 und schreibt ¢ = 4 o B.
Das verwendete Gleichheitszeichen bedeutet: man soll 40 B iiberall durch C und
C iiberall durch 40 B ersetzen diirfen. C soll also nur einen abkiirzenden
Namen vorstellen, der den néimlichen Sinn und die niimliche Bedeutung wie
A0B haben soll. Uber den Charakter der Verkniipfungsregel, nach der
Ao B aus 4 und B gewonnen wird, setzen wir nichts voraus.

Betrachten wir z. B. als System das aller ganzen positiven Zahlen, so
konnen als Beispiele einer Verkniipfungsregel oder Operation etwa dienen:
o) die gewdhnliche Addition, §) die gewdhnliche Multiplikation, y) die Be-
stimmung des Restes, der sich bei der Division der gewdhnlichen Summe
zweier ganzer positiver Zahlen durch 3 ergibt. Man hat also im Falle y) zu
setzen: 204 = 0; denn die Summe von 2 und 4 gibt durch 3 dividiert 0
als Rest. 307 =1,802=2. Wir wollen im folgenden das System ebenso
wie den Charakter der Verkniipfungsregel ganz unbestimmt lassen.

Wenn fiir die Elemente eines verkniipfbaren Systems eine Aquivalenz
definiert ist, die den Bedingungen G,) bis G,) auf Seite 21 geniigt, so wird
eine solche Aquivalenz eine Gleichheit in bezug auf die Operation 0 genannt,
falls bei der definierten Verkniipfung 0 zwei #quivalente Elemente 4 und A4’
des Systems stets durch einander ersetzt werden konnen. Hat man als System
die ganzen positiven Zahlen einschlieBlich 0 und definiert fiir dieses System,
wie es auch im vorigen Paragraphen [geschah, zwei Zahlen, die bei der
Division durch 3 gleiche Reste lassen, als fiquivalent, so ist diese Aquivalenz
fiir die soeben im Beispiel 4) betrachtete Operation 0 eine Gleichheit, z. B. ist
hier 304=1, 3056, 4007, 607=1;102=0, 1a57, 2008, 708 = 0. Ist
die Operation 0 die gewdhnliche Addition oder Multiplikation, so ist die
angegebene Aquivalenz keine Gleichheit; denn die untereinander iiquivalenten
Elemente 0, 3, 6, ... oder 1, 4, 7, ... oder 2,5, 8, ... konnen sich bei der
gewohnlichen Addition und Multiplikation nicht gleichwertig vertreten.

! Man kann lesen: B spiter als 4, B rechts von A gelegen, B grofer als 4,
B umfallt 4 als Teil. i
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Vion den Elementen eines verkniipfbaren Systems kann, abgesehen davon,
daB einn Element verschiedene gleichwertige Namen triigt, entweder jedes nur
mit sicth selbst als gleich und zu allen anderen als ungleich gelten, wie es
bei derr Gesamtheit der ganzen positiven Zahlen fiir die gewdhnliche Addition
oder Mtultiplikation zutrifft, oder es kann durch eine besondere Vorschrift fest-
gelegt werden, welche Elemente des Systems als gleich oder ungleich an-
zusehern sind. Eine Vorschrift, welche die Elemente eines verkniipf-
baren: Systems in gleiche und ungleiche einteilt, muB so be-
schafffen sein, daB sie eine determinierte, reflexive, symmetrische
und trransitive Relation definiert und daB zwei auf Grund der Vor-
schrifft als gleich geltende Elemente des Systems bei der fiir das
Systerm aufgestellten Verkniipfungsregel stets durch einander er-
setzbaar sind.

Hiat man ein verkniipfbares System, so definiert eine Vorschrift also
dann uand nur dann Gleichheit, bezeichnet mit =, zwischen den Elementen
des Syrstems, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

G5y). Irgend zwei Elemente 4 und 4’ des Systems miissen auf Grund
der Voorschrift stets in sich gegenseitig ausschlieBender Weise entweder gleich
oder uungleich sein, also 4 = A’ oder 4 # A’. (Determinierte Relation.)

G3,). Jedes Element A des Systems muB auf Grund der Vorschrift sich
selbst ¢ gleich sein, 4 = A. (Reflexive Relation.)

G3y). Der Begriff der Gleichheit muf ein gegenseitiger sein, d. h. wenn
fiir zwvei Elemente des Systems 4 = A’ ist, so muf auch 4’= A4 sein. (Sym-
metriscche Relation.)

G5,). Sind zwei Elemente des Systems einem dritten gleich, so miissen
sie aucch untereinander gleich sein, d.h. ist A =4", A’= A”, so muB auch
A= A"" gein. (Transitive Relation.)

G3;). Gleiche Elemente mit gleichen Elementen komponiert, miissen gleiche
Elemernte ergeben; d. h. sind 4, B, 4’, B’ Elemente des Systems und ist
A = A1 und B = B’, so muB auch stets 40 B = 4’0 B’ sein, also im besonderen
nach (G,): A0B=A0B = A'0B.

Wir denken uns ein verkniipfbares System, dessen Elemente entweder
simtlicch als ungleich gelten oder auf Grund einer besonderen Vorschrift mit
den Eiigenschaften G,) bis G;) in gleiche und ungleiche zerfallen. Ein ver-
kniipfTbares System wird als Gruppe bezeichnet, wenn seine Elemente derart
unterevinander eindeutig komponiert werden konnen, daB sie bei der Komposi-
tion dilie folgenden vier Postulate erfiillen:?!

(Gr,). Sind 4 und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele-
mentce des Systems, so soll auch 40B stets dem System angehoren.

(Gry). Die Komposition soll assoziativ sein, d.h. sind 4, B, C
irgenad drei Elemente des Systems, so soll 40(BoC)=(40B)oC sein.

(Gry). In dem System soll es wenigstens ein Element ¥ geben,
so daaf fiir jedes Element 4 aus dem System die Gleichung Ao E=4
gilt. E heibt rechtshiindiges neutrales Element.

' L. E. DICESON, Transactions American math, soc. 6, 198 (1905). Vgl. auch
E. V. HUNTINGTON, ebenda 6, 181 (1905). Uber die Bedeutung des Gruppen-
begriffdes vgl. meinen Artikel in E. PASCALs Repertorium der hoheren Math. I, 8. 168,
2. Aufifl., Leipzig 1910.
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26 Grundlagen der Arithmetik.

Gr,). Existieren in dem System neutrale Elemente E, so soll
fiir ein besonderes Element ¥ und fiir jedes Element 4 des Systems
die Gleichung 40X = E mindestens durch ein Element 4’ des
Systems erfiillt werden kénnen, so daB 40 4= F wird.

Die vier Postulate Gr,) bis Gr,) bezeichnen wir als die vier Gruppen-
postulate. Als Beispiel einer Gruppe, die uns im fritheren bekannt wurde,
fithren wir die Gesamtheit aller ganzen Zahlen bei additiver Verkniipfung an.
Aus zwei ganzen Zahlen folgt stets wieder eine ganze Zahl, die Operation ist
assoziativ, 0 ist neutrales Element und zu jeder ganzen Zahl gibt es eine ent-
gegengesetzte, die, zu ihr addiert, 0 ergibt. Auch alle geraden Zahlen ein-
schlieBlich 0 bilden eine Gruppe, wenn die Addition zur Komposition ver-
wendet wird.

Wir haben hier Gruppen mit unendlich vielen untereinander ungleichen
Elementen kennen gelernt; solche heiffen unendliche Gruppen. Die ganzen
positiven Zahlen einschlieBlich Null bilden, wenn alle Zahlen, die durch 3
dividiert den gleichen Rest lassen, als gleich gelten und die Komposition
zweier Zahlen wie in dem Beispiel unter y) zu Beginn dieses Paragraphen
in der Bestimmung des Restes besteht, den ihre Summe bei Division durch 3
ergibt, eine Gruppe, die nur die drei untereinander ungleichen Elemente 0, 1, 2
enthilt. Eine Gruppe, die nur eine endliche Anzahl untereinander ungleicher
Elemente besitzt, heillt eine endliche Gruppe. :

Die angegebenen Beispiele beweisen, daf unsere Postulate Gr,) bis Gr,)
realisierbar sind, also als widerspruchslos gelten kénnen. 2

Um die Unabhiingigkeit der Postulate Gr,) bis Gr,) voneinander zu be-
weisen, behandeln wir folgende Beispiele:

1. Die ungeraden ganzen positiven und negativen Zahlen einschlieBlich 0
bilden in bezug auf die gewohnliche Addition ein verkniipfbares System, das
keine Gruppe ist. Es werden die Postulate Gr,) bis Gr,), aber nicht Gr))
erfiillt. »

2. Betrachtet man alle ganzen Zahlen und definiert fiir sie eine Kom-
position genau nach den Regeln der gewdhnlichen Addition, nur daf nach
Definition 1 01 nicht gleich 2, sondern gleich 0 sein soll, so werden die Postu-
late Gr,), Gry), Gr,) erfiillt, jedoch nicht Gr,); denn es ist z. B. 10(l05)
=106="1, wihrend (101)05 =005 = 5 wird.

3. Legt man als System wieder alle ganzen Zahlen zugrunde und
definiert fiir sie die Komposition derart, dab irgend zwei gleiche oder ver-
schiedene ganze Zahlen ¢ und b komponiert stets 0 ergeben sollen, also
@0b =0, so bilden die ganzen Zahlen ein verkniipfbares System, das die
Gruppenpostulate Gr,), Gr,), Gr,) erfiillt, aber kein neutrales Element besitzt.

4. Die ganzen positiven Zahlen einschlieBlich 0 bilden, wenn sie durch
die gewdhnliche Addition komponiert werden, ein verkniipfbares System. Man
hat aber keine Gruppe; denn es werden nur die Postulate Gr,) bis Gr,),
jedoch nicht Gr,) erfiillt.

Unsere Beispiele zeigen, daB nicht jedes verkniipfbare System eine Gruppe
ist; vor allem aber lehren sie, daf die vier Gruppenpostulate von-
einander unabhingig sind, d. h. es folgt aus drei von ihnen nie das vierte
als beweisbarer Lehrsatz.

Die durch o definierte Komposition braucht, wenn 4 und B irgend zwei
Elemente des Systems sind, durchaus nicht so beschaffen zu sein, daf
AoB=DBoA ist. Ist das Resultat der Komposition zweier Elemente 4 und B
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des Systems unabhiingig von der Reihenfolge, wie sie komponiert werden, ist
also A0 B= BoA4, so heien die Elemente 4 und B kommutativ oder
vertauschbar. Ein System heift kommutativ verkniipfbar, wenn
die Operation 0 so beschaffen ist, dab fiir alle Elemente des Systems stets
AoB = DBoA ist. Ein kommutativ verkniipfbares System besteht nur aus
kommutativen Elementen.

Eine Gruppe heilt eine kommutative Gruppe, wenn ihre Elemente
aufler den vier Gruppenpostulaten Gr,) bis Gr,) noch dem kommutativen
Postulat C,) geniigen:

Cy). Sind 4 und B irgend zwei Elemente der Gruppe, so soll
stets A0 B= DBoA sein.

Unsere bisherigen Beispiele lieferten uns nur kommutativ verkniipfbare
Systeme und kommutative Gruppen. Wir betrachten nunmehr ein verkniipf-
bares System mit 8 untercinander ungleichen Elementen, die wir mit 1, 7,
1y, 13, — 1, — 2, —4,, —7; bezeichnen wollen und deren Komposition wir
durch folgendes quadratisches Schema festlegen:

“ 1 1 1y g ‘ -1 ‘ -7 — — 13

14 1 % 1y 15 -1 -1 — 7y — 13

1y 44 -1 (> — 7 — 1 1 — 1 %
iy g — 7 -1 % — 1 iy 1 -1
2y 15 7o — 1 -1 — — 7 1
-1 -1 -7, — 1, — 1 % % %
— 7, -7 1 — 1 R % -1 % — %
— 7y — 7y s 1 -7 iy — 1 -1 1,
— 1 — 1 — 7y £ 1 Ty N -4 -1

Bei diesem Schema, Kompositionstabelle genannt, ist in dem Felde, wo
die Zeile und Kolonne sich schneiden, das Resultat, das die Komposition
liefern soll, eingetragen, und zwar soll der Zeilenzeiger als erste, der Kolonnen-
zeiger als zweite Komponente gelten. Es ist also z B.

408y =15, 100 =—1, 1530% =1, 10%=—~1,.
Anstatt die 8 Elemente unseres Systems mit 1, 4, %, %, —1, —2;, —7,, — 74
zu bezeichnen, wie wir es taten, konnte man sie auch mit £, 4,, 4,, 4,, A,,
Ay, Ag, A; oder andersartig bezeichnen. Wir haben die obige Bezeichnung
gewihlt, weil das System dieser 8 Elemente mit obiger Bezeichnung und
Kompositionsvorschrift in der Theorie der HamimroNschen Quaternionen
auftritt. Man sieht, daB das angegebene verkniipfbare System kein kommutativ
verkniipfbares System ist; denn bei der durch das obige Schema definierten
Art der Komposition sind z B. 7, und 4, nicht vertauschbar, da 7, 07, = 73,
7,07 = — 1, ist. Unser System erfiillt aber, wie man sich leicht iiberzeugt,
die vier fiir eine Gruppe aufgestellten Postulate Gr,) bis Gr,); neutrales
Element ist das Element 1. Mithin definiert das obige System von 8 Ele-
menten eine Gruppe; diese spezielle Gruppe mit 8 verschiedenen Elementen
und der durch das obige quadratische Schema definierten Art der Komposition
heiBt die Quaternionengruppe. Ihre in sich widerspruchslose Existenz
beweist das Vorhandensein nicht kommutativer Gruppen und zeigt daher, dafB
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928 Grundlagen der Arithmetik.

das Postulat C)) von den Postulaten Gr,) bis Gr,) unabhiingig, also.
kein aus ihnen herleitbarer Lehrsatz ist.! Die kommutativen Gruppen, mit
denen wir im voraufgehenden bekannt wurden, lehren, daB die fiinf Postu-
late Gr,) bis Gr,) und C;) einander nicht widersprechen, sondern gleichzeitig
realisierbar sind.?

Wir wollen im folgenden fiir irgend eine Gruppe &, d. h. ein verkniipf-
bares System, dessen Elemente den Postulaten Gr,) bis Gr,) geniigen, einige
Lehrsiitze beweisen. Wir bemerken noch besonders, dall man, da Postulat C,)
nicht vorausgesetzt wird, die Reihenfolge der Komponenten nicht ver-
tauschen darf; wenn also 4 und B zwei Gruppenelemente sind, so ist im all-
gemeinen das Gruppenelement 4025 nicht gleich dem Gruppenelement Bo A.

Ist ® eine Gruppe, so gibt es nach den Gruppenpostulaten Gr,) und Gr,)
zu jedem Gruppenelement 4 von & in & wenigstens ein Element 4’, so daB

(1) Aol =1

wird, wobei E so beschaffen ist, daB fiir jedes Element B aus ® stets
(2) BoE=B :

ist.

Es seien 4 und 4" zwei Elemente der Gruppe ®, die durch die Be-
ziehung (1) zusammenhiingen. Wir bilden:

(4’04)o(A’04) = A'0[A0(4'0 4)] nach dem Gruppenpostulat Gr,)
itber den assoziativen Charakter
der Komposition,

= A’0[(404')0 4] aus dem gleichen Grunde,

=A'0(£04) nach Gleichung (1),
=(4A0Eo0A4A nach dem Postulat Gr,),
= A"0.A nach Gleichung (2) oder Gr,).
Setzen wir A’0 A = Z, so haben wir
(3) (A'o04)oZ = Z.

Da 4 und 4’ Elemente der Gruppe ® sind, so mul auch Z = 4’04
nach dem Gruppenpostulat Gr,) der Gruppe & angehéren. Da Z ein Element
aus & ist, mub ® nach dem vierten Gruppenpostulat Gr,) wenigstens ein
Element Z’ enthalten, so daf Zo Z’= E wird. Aus E = Zo0 Z’ schliefen wir
mit Hilfe von Gleichung (3):

E=[404)0Z)oZ
= (4’0 A)0o(Z 0 Z') nach dem Gruppenpostulat Gr,) iiber den
assoziativen Charakter der Komposition,
=(4'04)0F, da ZoZ'= E,
= A’0 A nach Gry).

! Die Quaternionengruppe ist ein Beispiel einer endlichen nicht kommutativen
Gruppe. Die Existenz uvendlicher nicht kommutativer Gruppen lehrt das in § 10
unter Nr. 9 gegebene System R,, wenn man die fiir dieses System definierte Multipli-
kation als Komposition ansieht und das Element 0 ausschliefit.

? DaB die finf Postulate Gr,) bis Gr,) und C,) voneinander unabhingig sind,
d. h. daB aus vier von ihnen nie das fiinfte als beweisbarer Lehrsatz ableitbar ist,
geht aus den unter Nr, 5—9 im § 10 angegebenen Systemen R, bis R, hervor, wenn
man die dort definierte Produktbildung als Komposition ansieht und das Element 0
ausschlieft. Diese Systeme zeigen namlich die in sich widerspruchslose Koexistenz
von je vier der Postulate neben der gleichzeitigen Negation des fiinften.
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Die Gleichung (1) Ao A’= F zieht also stets die Gleichung
(1) Aod=E
nach sich.

Sei A irgend ein Element aus ®; wir bilden

EoAd=(404)04 nach Gleichung (1),
= A0(4'04) nach Gr,),
=A0E nach Gleichung (1),
=4 nach dem Postulat Gr,).

Wir haben daher:

Satz I. Das nach dem dritten Gruppenpostulat Gr,) in jeder
Gruppe ® vorhandene neutrale Element F 1ift sowohl als rechts-
hindige wie als linkshindige Komponente jedes Element der
Gruppe ungeidndert; fiir jedes Element 4 aus ® ist Ao E=Fo A=A4A.

Wir beweisen ferner:

Satz II. Eine Gruppe ® enthilt kein zu E ungleiches neu-
trales Element.

Besitzt ® etwa auber £ noch ein weiteres neutrales Element F,, so ist
nach der Definition eines solchen fiir jedes Element 4 aus ® stets 40 , = 4,
also auch, da E ein Element aus & ist, £o B, = E. Da E, ein Element aus
® ist und E nach Satz I sowohl als rechtshiindige wie auch als linkshiindige
Komponente ein Element aus & nicht indert, so ist Fo E, = E,. Da die
Gleichheit eine symmetrische, transitive Relation ist, so folgt aus £ o B, = K
und Ko £, = E,, daB E = E, ist. Die Gruppe ® enthiilt also kein zu E un-
gleiches neutrales Element.

Wir zeigen noch, dafl, wenn 4 ein Element aus der Gruppe ® ist und
A’ ein nach Postulat Gr,) in ® existierendes Element bedeutet, so da 40 4'= E
und demnach, wie wir bewiesen haben, 4’0 4 = F [Gleichung (1')] wird, es
kein zu A’ ungleiches Element A" gibt, fiir das 40 A”= E wird. Es ergibt
sich niimlich A'= A'0 E = 4A'0(404")=(4'04)0A4"=EoAd"= A". Wir
haben daher das wichtige Resultat, das wir zusammenfassen in

Satz III. Ist A irgend ein Element einer Gruppe ®, so gibt
es nach Postulat Gr,) stets ein ® angehdriges Element A/, fiir das
die Relation 40 4'= E besteht. Es ist dann immer gleichzeitig
auch 4’04 =E, und es gibt kein zu A’ ungleiches Gruppen-
element 4”7 in @, fiir das 404”"= E oder 4”04 = E wire.

Ist A4 ein Element einer Gruppe & und A’ ein weiteres Element aus &,
das mit 4 durch die Relation A0 4’= E verkniipft ist, so heit 4’ ein in-
verses, im besonderen auch entgegengesetztes oder reziprokes
Element von A4.

Satz IIT besagt, dafl alle zu einem Element 4 einer Gruppe ® inversen
Elemente untereinander gleich sind. Wir zeigen noch, dab gleiche Elemente 4
und B einer Gruppe stets untereinander gleiche inverse Elemente haben; denn
seien 4’ bzw. B’ inverse Elemente von 4 und B, also A0 A’= Eund BoB'= E,
so folgt aus 40 A’= F und 4 = B nach dem fiinften Gleichheitspostulat G)
auf Seite 25 Bo A’= K, d.h. 4’ ist ein inverses Element von B. Da nach
Satz III alle inversen Elemente eines Gruppenelements B untereinander gleich
sind, so ist A’= B’. — Ist A’ ein inverses Element von 4, so ist A ein in-
verses Element von A’; denn aus 4 0 A’= F folgt nach Satz III, daB 4’0 4 = &
ist. Wir formulieren diecse Tatsachen in
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Satz III,. Jede Gruppe enthilt zu jedem Element wenigstens
ein inverses Element. Alle zu einem Element A einer Gruppe ©
inversen Elemente sind untereinander gleich und auch gleich den
inversen Elementen jedes zu 4 gleichen Elementes aus 6. Ist 4’
ein inverses Element von 4, so ist 4 ein inverses Element
von A’}

Satz IV. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer Gruppe ¢
und A’ und B’ zu ihnen inverse Elemente, also A0A4A'=FE und
BoB = E, so ist C'= B'0 A’ ein inverses Element von C = 40 B.

Es ist nimlich

CoC'=(AoB)o(B'04),
= Ao[Bo(B'04")] nach dem Gruppenpostulat Gr,),
= Ao[(BoB’)o A’] nach dem gleichen Postulat Gr,),
=Ao0(Fod), weil BoB'=E,
Ao 4y, weil Eo A'= A’ nach Satz I,
="K, weil Ao A’'=E.

Satz V. Sind 4, B und B, irgend drei Elemente einer Gruppe ®
und ist entweder Ao B=40 B, oder Bo A = B, 04, so ist stets B=B,.

Sei A’ ein inverses Element von A; dann ergibt sich aus A0 B= 40 B,,
daB A'0(40B)= A'0(40B,) oder nach dem Postulat Gr,) iiber den asso-
ziativen Charakter der Komposition (4’0 4)0 B = (4’0 4)0 B,. Da nach
Satz III A’0 A = E und nach SatzI FoB = B, Fo B, = B,, so folgt B=B,.
Ebenso ergibt sich aus BoAd = B od, da (Bo4)o 4= (B,0o4)0 A" oder
Bo(Ado4d')=DBo0(4d04’) oder BoE=DB,0FE, d. h. B= B, ist.

Satz VI. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer Gruppe ®,
und sind 4" bzw. B” inverse Elemente von A bzw. B, so befriedigt
das Element X = A’0 B aus & die Gleichung 40 X = B und das Ele-
ment Y= BoAd aus @ die Gleichung Yo4 =B. & enthilt keine
zu den zwei angegebenen Elementen X und Y ungleichen Ele-
mente, die den Relationen 40X = B und Yo 4 = B geniigen.

Dal 40(4’0 B) = B wird, folgt aus dem assoziativen Postulat und den
Relationen 404’=E und EoB=B. Da A nach Gr) und B nach
Voraussetzung der Gruppe ® angehiren, so ist 4’0 B nach dem Postulat Gr))
ein Element der Gruppe. Angenommen, ® enthalte auBler X = A’0 B noch ein
weiteres zu X ungleiches Element X, so daB auch A0 X, = B wird, so folgt
A0X = 40X, und hieraus nach Satz V: X = X,.

In analoger Weise zeigt man, daf (Bo 4')0 A = B wird, daB Bo A’ der
Gruppe ® angehort und dal in ® kein zu Y = Bo A’ ungleiches Element
existiert, das die Relation Y0 4 = B befriedigt.

Aus Satz VI schlieBen wir noch zur Verschiirfung von Satz II den

Satz VII. Ist 4 irgend ein besonderes Element einer Gruppe @,
so werden die Relationen 40X =4 bzw. Y04 = A durch kein zu
dem neutralen Element E ungleiches Gruppenelement befriedigt.

Il

! Wir werden spiter in § 9 sehen, daf die rationalen Zahlen inbezng auf die
e : : 3 . — 161 =9 -3
Addition eine Gruppe bilden; bei ilir sind z. B. — 3, - Tf » g1 allgemein _—
z m
awvobei m jede von Null verschiedene ganze Zahl bedeutet, inverse Elemente von 3.
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Nach Voraussetzung ist niimlich 40 X = A4; ferner ist, da E neutrales
Element. der Gruppe ist, A0 K = A; hieraus folgt nach den Gleichheits-
postulaten A0 X = 40 £ und nach SatzV, da X = E. Ebenso folgt aus
Y04 = A und der nach Satz I giiltigen Relation £ 0 A = 4, dal Yo4d = Fo 4
und demnach nach Satz V Y = F ist.

Wir beweisen noch folgenden
Satz VIII iiber den assoziativen Charakter der Komposition
beliebig vieler Gruppenelemente:! Hat man » + 1 Elemente 4,, 4,,
.., 4,4, einer Gruppe ®, die in der soeben hingeschriebenen Anordnung
gegeben seien, so ist die allgemeinste Art ihrer Komposition ohne Umstellung
der Glieder die folgende: Man greife aus § irgend zwei Nachbarelemente A;
und A4;4, beliebig heraus und komponiere sie in der Reihenfolge A4;0 4;4,,
wie sie in der Anordnung & stehen. Das Resultat der Komposition dieser
zwei Elemente schreibe man bei § zwischen das dem zuerst gewihlten Ele-
ment voraufgehende und das dem zweiten Element nachfolgende, also zwischen
A;_y und 4;4,, ein, so dab an die Stelle von § eine neue Folge ¥, von nur
» Gruppenelementen tritt. Aus ¥, nehme man wieder zwei beliebige un-
mittelbar aufeinanderfolgende Elemente, komponiere sie und schreibe dann das
Resultat der Komposition in der Anordnung &, an diejenige Stelle ein, wo
die zwei herausgenommenen Elemente standen; auf diese Weise ergibt sich
aus &; eine Folge &, mit nur » — 1 Gruppenelementen. Fiahrt man so fort,
80 gelangt man schlieflich zu einer Folge &, _, mit zwei Gruppenelementen,
deren Komposition ein einziges Gruppenelement liefert. Wie auch immer
der geschilderte ProzeB allgemeinster Art der Komposition ohne
Umstellung der Glieder ausgefithrt wird, so ergeben sich als
SchluBresultat niemals zwei zueinander ungleiche Gruppen-
elemente.

Fiir » = 1 ist nur die ecinzige Verkniipfung 4, 0 4, der Elemente 4,, 4,
moglich; unser Satz gilt also fiir » = 1. Er ist ferner fiir » = 2 richtig. Hat
man n#mlich die drei Gruppenelemente 4,, 4,, 44, so kann man bei Bei-
behaltung der vorgegebenen Reihenfolge entweder 4, 0(4,0 4;) oder (4,04,) 0 4,4
bilden; beidemal erhiilt man infolge des assoziativen Gruppenpostulats Gr,)
das Gleiche. Mithin kann man auch die einfachere Bezeichnung A4, 0 4,0 4,
wiihlen, ohne anzugeben, wo die Klammern gesetzt werden sollen.

Wir nehmen nunmehr an, daB der zu beweisende Satz fiir die Kom-
position von 2, 8, ..., » Gruppenelementen richtig ist; alsdann liift sich zeigen,
daf er auch noch fiir die Komposition von » + 1 Gruppenelementen gilt. Da
der Satz fiir » Gruppenelemente richtig sein soll, so kann man einfach
A,04;50...0 4, schreiben, ohne ausdriicklich hervorzuheben, wo die Klammern
gesetzt werden sollen. Hat man » + 1 Gruppenelemente 4,, 4,, ..., 4,4,
in der angegebenen Reihenfolge zu komponieren, so kommen nur noch die
folgenden » Bildungen in Frage:

Dis=e( A 0vd0 - 50:.4,) 00l 5
Dy =(AlOASO...OA.,_I)O(A,,OA,,.*.J,
Dﬂ = (AlOAZO'"O'Av—‘z)o(Av—lOAVOAV+1),

D, = A o(d04;.. 204,

! Vgl. E. SCHROEDER, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Leipzig 1873, S. 67,
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d.h. 4, ist bei dem auszufiithrenden ProzeB entweder bis zuletzt allein stehen
geblieben oder bei der Komposition der Elemente 4,, 4,., oder bei der Kom-
position der Elemente A, ,, A4,, 4,., oder bei der Komposition der Elemente
A, 5,4, ;, A, 4,4, usw. verwendet worden.

Wir setzen zur Abkiirzung

Be=1.410:24510 o 02450 Sl S 4l )y

3 Cit1=4;4304;430...04,;;, (1=¢<);
dann ist
D, ;41 = B;0(4;1,0Cyyy).
Infolge des Gruppenpostulates Gr,) sind B; und C;;, ebenso wie 4;;, Ele-
mente aus ®. Mithin ist nach dem assoziativen Gruppenpostulat Gr,):

D, ity = B;0(4;4,0 Cyyy) = (B; 0 4;344) 0
oder bei Einsetzung der Werte gleich
(Al 0 Ag 0...04;0 Ai+l) 0 (Ai+2 0 Ai+3 ss+0 Ay+1) = ‘Dv—i'

Folglich ist D,_;4, = D,_;. Wihlt man der Reihe nach 2 =1, 2, ... » -1,
so ergibt sich, daB jedes der erhaltenenen Elemente D,, D,_,, ..., Dy, D; dem
ihm unmittelbar folgenden gleich ist; mithin sind sie alle untereinander gleich.
Ist also unser Satz fiir die Komposition von » Gruppenelementen richtig, so gilt
er auch fiir eine solche von » + 1. Da das zu beweisende Theorem fiir » = 2
Gruppenelemente richtig war, so trifft es nach dem Satz der vollstindigen In-
duktion fiir eine beliebige Anzahl von Gruppenelementen zu; man kann also
fiir jede beliebige Anzahl von » + 1 Gruppenelementen 4,04,0...04, ,
ohne Klammern schreiben, da es ganz gleichgiiltig ist, wie man bei Bei-
behaltung der Reihenfolge die Komposition ausfiihrt.

Fiir eine kommutative Gruppe kann der Satz VIII dahin erweitert werden,
daB die Gruppenelemente auch in beliebiger Reihenfolge angeordnet
werden diirfen. Fiir eine kommutative Gruppe gilt demnach der
Satz VIIL’ iiber den assoziativen und kommutativen Charakter der
Komposition beliebig vieler Gruppenclemente: Hat man » +1
Elemente 4,, 4,, .... 4,4, einer kommutativen Gruppe @&, die in
der hingeschriebenen Anordnung § gegeben sind, und greift aus
ihnen zwei beliebige heraus, komponiert sie in beliebiger Reihen-
folge und schreibt statt ihrer das Resultat ihrer Komposition an
beliebiger Stelle von § ein, so hat man eine Folge §, aus nur
v Gruppenelementén. Wendet man auf &, das gleiche Verfahren
an und fihrt so fort, bis der ProzeB schlieBlich sein Ende er-
reicht, so liefert das SchluBresultat niemals zwei zueinander un-
gleiche Gruppenelemente.

Wir beweisen zuerst, daB es gleich ist, ob man bei einer kommutativen
Gruppe das Element

P=A4,04,0...04;04;;,0...04,,,
oder
Q=4,04;0...04;;,04;0...04,4,

bildet. Setzt man zur Abkiirzung:
Lo = 4,0450.5.04; ) (L <aasy,
.]'Il+1 =Ai+20Ai+30...0Av+l (1§l< V)?
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so wird P=L, ,0(4;04,,)0M,,,

Q=L;_,0(4;4,04)0 My,

Da die Gruppe ® nach Voraussetzung kommutativ ist, d. h. je zwei ihrer
Elemente stets kommutativ sind, so ist 4;0 4;;, = 4;4+, 0 4;; mithin ergibt
sich P = Q. Man darf also, wenn die Gruppe kommutativ ist, bei der Kom-
position von 4, 0 4,0 ... 0 4, immer zwei benachbarte Elemente vertauschen.
Da die Vertauschung zweier beliebiger Elemente sich immer durch eine wieder-
holte Vertauschung benachbarter Elemente ersetzen lifit und sich hierfiir
gleiche Resultate ergeben, so ist der Satz VIII’ allgemein bewiesen.

gl
Definition eines Korpers und einige fiir ihn giiltige Sitze.?

Wir denken uns ein System § von Elementen, das sich auf zwei Arten
verkniipfen 1lift. Die eine Verkniipfung wollen wir mit dem Zeichen +, die
andere mit dem Zeichen . bezeichnen. Aus irgend zwei Elementen 4 und B
des Systems & liBt sich also stets ein Element 4 + B und ein zweites zu
ihm im allgemeinen ungleiches Element 4 « B herleiten. Wir haben die
Zeichen + und » zwar der Arithmetik entlehnt und werden auch im folgenden
einige aus der Arithmetik bekannte Bezeichnungsweisen einfiithren; der Leser
denke aber trotzdem nicht an die gewdhnlichen Operationen der Addition und
Multiplikation, wir lassen vielmehr die zwei Verkniipfungen ganz unbestimmt,
nur sollen sie den im folgenden noch einzufithrenden Postulaten geniigen.

Die Elemente unseres Systems & sollen entweder alle untereinander un-
gleich sein oder kraft einer besonderen Vorschrift in gleiche und ungleiche
zerfallen. Diese Vorschrift mul hierbei die Gleichheit derart definieren, daB
sie, wie es die fiinf Gleichheitspostulate auf Seite 25 bedingen, eine deter-
minierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation ist und gleiche Ele-
mente bei Verkniipfungen des Systems stets durch einander ersetzbar sind.
Da unser System auf zwei Arten verkniipfbar ist, so miissen die
als gleich definierten Elemente entsprechend Postulat G;) so be-
schaffen sein, daf aus 4 = 4, und B = B, stets 4 + B= A, + B, und
A B = A;+.B folgt.

I. Uber die Art der Operation + ist bisher noch nichts gesagt. Wir ver-
langen: Die Elemente unseres Systems & sollen bei der Ver-
kniipfung durch die Operation + eine Gruppe bilden. Fiir die
Operation + haben also die folgenden vier Postulate zu gelten, die bloB eine
andere Schreibweise der vier Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) unter Verwendung
des Zeichens + anstatt des im vorigen Paragraphen verwendeten allgemeinen
Verkniipfungszeichens darstellen. Wir bezeichnen diese vier Postulate mit
A,) bis A):

! Fir =1 ist P=(4,04,)0M, und @ = (4,0 4,) 0 M, und fiir ¢ = » ist
P=0L, ,0(4,04,;,) und Q=1L, ,0(4,4,04,) zu wihlen.

? Vgl. H. WEBER, Math. Ann. 43, 526 (1893); D. HILBERT, Jahresbericht d.
Deutschen Math.-Vereinigung 8, 180 (1900), wieder abgedruckt in HILBERT, Grund-
lagen der Geometrie, 3. Aufl. (1909), VI. Anhang; besonders L. E. DICKSON, Trans-
actions American math. soc. 6, 198 (1905) u. E. V. HUNTINGTON, ebenda 6, 17, 181
u. 209 sowie Annals of math. 8, 1 (1906).

LoEwy, Algebra. 3
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A,)). Sind 4 und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele-
mente des Systems &, so soll aus ihnen stets eindeutig ein drittes
ebenfalls & angehoriges Element S= A4 4+ B herleitbar sein; wir
sagen: S ist durch Addition gefunden.

A,). Die Addition soll assoziativ sein, d. h. sind 4, B, C irgend
drei Elemente aus &, so soll 4 + (B +C) = (4 + B) + C sein.

Ay). In & soll es wenigstens ein Element geben, das wir mit 0
bezeichnen wollen, so daB fiir jedes Element 4 aus ® die Gleichung
A+ 0 = 4 gilt. Wir haben das neutrale Element statt wie im vorigen Para-
graphen mit F fiir die additive Komposition mit 0 bezeichnet und nennen
es Nullsymbol, ohne daB dabei zuniichst an die im § 2 eingefiihrte Zahl 0
zu denken ist.

A). Ist 0. das in ® durch das Postulat A;) geforderte Element,
so soll fir jedes Element 4 aus & stets in & ein Element X exi-
stieren, so dafb 4 + X = 0 wird.

Da das Element 0 an die Stelle des im vorigen Paragraphen mit E be-
zeichneten Elementes tritt, so iibertragen sich Satz I, II und VII des vorigen
Paragraphen in folgenden

Satz I. Ist A irgend ein beliebiges Element aus &, so ist
stets A +0=0+ 4= 4; in & gibt es kein zu 0 ungleiches, auch
nur fiir irgend ein einzelnes Gruppenelement in bezug auf die
Operation + ebenso beschaffenes Element, d. h. sowohl die Glei-
chung 4 + X =4 als auch die Gleichung Y+ 4 = 4 ziehen X =0
bzw. Y = 0 nach sich.

Wir schlieBen ferner, indem wir im Satz III auf Seite 29 bei der Ope-
ration + das Nullsymbol statt £ verwenden: Ist A irgend ein Element aus
®, so gibt es in & stets ein Element 4’, das die Gleichung 4 + X = 0 be-
friedigt; dieses Element A’ befriedigt auch die Gleichung X + 4 = 0. Es gibt
in ® kein zu 4’ ungleiches Element, das 4 + X =0 oder X + A = 0 befriedigt.
Ein solches zu A inverses Element 4’ aus & soll mit (— 4) oder — A4 be-
zeichnet werden und das entgegengesetzte Element von A4 heifen; es
ist also 4 +(—4) =0 und(—4)+ A4 =0. Da(—A)+ A=0, so ist 4 gleich
dem entgegengesetzten Element von — A4; mithin hat man — (—4)= 4.
Da nach Postulat Ay): 0 +0 =0 ist, so ist das entgegengesetzte Element von 0,
also —0, gleich 0. Zusammenfassend haben wir

Satz II. Das System § enthilt neben jedem Element A ein

weiteres, das entgegengesetzte Element von 4, das wir mit — 4
bezeichnen, so daB A + (—A4)=(—4) + A =0 ist. Sowohl A+ X =0
als auch X+ 4 =0 werden nur durch das Element X = — 4 aus &

oder mit ihm gleiche Elemente befriedigt. Es ist —0=0. Das
entgegengesetzte Element von — 4, nimlich — (- 4), ist gleich A.

Der auf Seite 30 aufgestellte Satz IV 1iBt sich fiir das System & folgender-
maBen aussprechen:

Satz III. Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus ®, so ist
das entgegengesetzte Element des in dem System & enthaltenen
Elements 4 + B gleich (= B)+ (— 4), also — (4 + B)=(—B) + (— 4).

Zum Satz ITI bemerken wir: Solange nicht vorausgesetzt wird, dal unsere
Addition kommutativ ist, darf man nicht (—B)+ (—4) als gleich mit
(— A) + (— B) ansehen.
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Definition eines Korpers und einige fiir ihn giiltige Satze. 35

Auf Grund von Satz V des vorigen Paragraphen sprechen wir aus

Satz IV. Sind 4, B und B, irgend drei Elemente aus &, so
folgt sowohl aus A+ B=A+ B als aus B+ A=DB + 4, daB
B = B.15%

Auf Grund von Satz VI auf Seite 30 formulieren wir

Satz V. Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus &, so gibt
es in § stets ein Element X=(— 4)+ B, das die Gleichung 4+ X=B
und ein Element Y = B + (—4), das die Gleichung Y +4 =B be-
friedigt. Die zwei Gleichungen haben keine zu den zwei an-
gegebenen Lésungen ungleichen Elemente von & zu Lésungen.

Wir bemerken noch zu Satz V: Da wir das kommutative Gesetz fiir die
Addition nicht postuliert haben, so darf man zuniichst nicht (— 4) + B und
B + (— 4) als gleich ansehen.

In unserem System ® kann man aus der Addition noch eine weitere
Verkniipfung der Elemente des Systems ableiten, die wir Subtraktion nennen.
Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Systems &, so ist nach Satz II auch
das zu 4 entgegengesetzte Element — 4 ein Element aus ® Mithin ist nach
Postulat 4,) auch B + (= 4) ein Element aus ® Wir haben daher das
Resultat: Aus irgend zwei Elementen 4 und B aus § geht stets ein
neues, ebenfalls § angehdriges Element B+ (— 4) hervor. Man be-
zeichnet B + (= 4) mit B— 4 und nennt B — A die Differenz von B
und 4; B heifit Minuend, 4 Subtrahend. B — 4 bilden, heifit sub-
trahieren. Einen Teil von Satz V kann man jetzt auch in folgender Form
aussprechen als

Satz V. Sind 4 und B Elemente aus &, so ist (B— 4)+ A =B
und es gibt in & kein zu B - A4 ungleiches Element, das die
Gleichung Y 4+ 4 = B befriedigt.

Aus (B—A4) + (4 —=B) = (B = A4) + [4 + (= B)] (Definition von 4 — B)
= [(B—A4) + 4] + (— B) (Postulat A,) = B+ (— B) (Satz V') = 0 (Satz II) folgt,
daf — (B—4)=4 - B.

Wir sprechen diese Tatsache in dem folgenden Satz aus, der Satz III
erginzt: .

Satz IIT". Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus &, so ist
das entgegengesetzte Element von B— A4 gleich 4 — B und um-
gekehrt.

Die Subtraktion 148t sich stets, wie dies bei dem eben ge-
lieferten Beweise geschah, ihrer Natur nach auf die Addition
zuriickfiithren und braucht demnach nicht besonders behandelt
zu werden.

II. Die Elemente von & sollten auBer durch die Operation + noch auf
eine zweite hiervon verschiedene Art, die wir mit - bezeichnen wollten,
verkniipfbar sein. Uber diese Verkniipfung war noch nichts gesagt. Fiir
diese zweite Verkniipfung fordern wir, dal die Elemente von &
moglichst eine Gruppe bilden. Die Bedeutung des Wortes ,,moglichst*
wird im folgenden noch klar werden. AuBler den vier Postulaten A,) bis A))
sollen die Elemente von & zunichst noch den folgenden vier weiteren, die wir
mit M,) bis M,) bezeichnen, geniigen:

M,). Sind 4 und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele-
mente des Systems &, so soll aus ihnen stets eindeutig auf eine

3*
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36 Grundlagen der Arithmetik.

im allgemeinen andere Weise als bei der Addition ein drittes
Element P = A4.B entstehen, das ebenfalls & angehért. Wir sagen:
P ist durch Multiplikation gewonnen.

M,). Die Multiplikation soll assoziativ sein, d. h. sind 4, B, €
irgend drei Elemente aus &, so soll 4.(B«C)=(4+B)+«( sein

M;). In & soll es wenigstens ein Element geben, das wir mit 1
bezeichnen wollen, so daB fiir jedes Element 4 aus ® die Gleichung
A-1 =4 stattfindet. Wir haben also das fiir die Multiplikation pestulierte
neutrale Element von & mit 1 bezeichnet und nennen es das Einheits-
symbol von & ohne daB dabei zuniichst an die Zahl 1 der natiirlichen Zahlen-
reihe (§ 1) zu denkgn ist. p

M,). Ist 1 das in & durch Postulat M;) geforderte Element, so
soll zu jedem Element 4 von &, das ungleich dem in § nach
Postulat A;) existierenden, fiir die Addition neutralen Element 0
ist, stets in & wenigstens ein Element X existieren, so daB
A X = 1 wirpd, A

Schlieflich verlangen wir noch von den Elementen von &, daB sie auBer
den angegebenen 8 Postulaten A;) bis A,) und M,) bis M,) noch erstens sich
in bezug auf die Multiplikation kommutativ verhalten und zweitens einem dem
auf Seite 17 angefiihrten distributiven Gesetz entsprechenden Postulat geniigen,
das wir auch als distributives Postulat bezeichnen. Die Elemente von §
sollen also noch die folgenden Postulate erfiillen:

C). Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus &, so soll
A+B = B+ A sein.

D). Sind 4, B, C irgend drei Elemente aus ®, so soll stets
A (B+C)=(4-B)+ (4.0) sein.

Irgend ein zweifach verkniipfbares System & von Elementen,
das die 10 Postulate A;) bis A, M) bis M,), C) und D) erfiillt, heiBt
ein Korper.

Fiir einen Korper gelten die in diesem Paragraphen hergeleiteten Sitze I
bis V’. Wir wollen noch die Richtigkeit einiger weiterer Theoreme beweisen:

Satz VI. Ist 4 irgend ein Element aus § und 0 das in £ nach
Ay existierende Element, so ist stets 4+:0=0. 4 = 0.

Der Beweis ergibt sich auf folgende Weise: Nach dem Postulat D) ist
A0+ 0)=(4:0)+ (4-0). Auf Grund von Postulat A,) ist 0 + 0 = 0 und
daher 4 .0=(4-0)+ (4-0). Nach Postulat M,) ist 4.0 ein Element C
aus ®; daher ist ¢ = C + C. Hieraus folgt nach Satz I: C=0; da C = 4.0,
so besagt dies, wie wir zeigen wollten, 4 - 0 = 0. Da nach dem Postalat C)
irgend zwei Elemente von &, also auch die Elemente 4 und 0, inbezug auf
die Multiplikation miteinander vertauschbar sind, so ist 4-0=0-4 und
wegen A+ 0 = 0 wird auch 0.4 =0. Hiermit ist Satz VI véllig bewiesen.

Corollar zum Satz VI. Ist der Kérper ® nicht-mit . dem Ele-
ment 0. und den ihm gleichen erschiopft, was wir ausschlieBen
wollen, so ist das Einheitselement 1 ungleich dem Nullelement 0.

Wire nimlich 0 =1, so wiirde aus 4.0 = 0 nach dem Postulat G)
folgen, daB 4.1 =0 wiirde. Diese Gleichung widerspricht aber, wenn A
irgend ein zu 0 ungleiches Element ist, dem Postulat Mj).

Satz VII. Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus § and — 4
und — B die zu 4 und B entgegengesetzten Elemente, die nach A))
ebenfalls & angehdren, so bestehen folgende Gleichungen:
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Definition eines Korpers und einige fiir ihn giiltige Sitze. 37

a) A-(—B)=—(4-B).

# (=4)-B=—(4.B.

R e

«) Um 4.(—B) =—(4-B) zu beweisen, beachten wir, daf nach der
Bedeutung von — B die Relation B+ (—B) =0 besteht und daher
A-[B+(—B)] = 4.0 oder nach Satz VI gleich 0 ist. Nach dem Postulat D)
iitber den distributiven Charakter ist 4.[B+ (—B)]=4-B+ A-(—B). Da
A+[B+ (—B)] =0, so folgt A-B+ A-(—B)= 0. Seiner Bedeutung nach ist
— (4 - B) definiert durch A-B +[ — (4-B)] = 0. Wegen des symmetrischen
und transitiven Charakters der Gleichheit folgt demnach 4.B + A.(— B)
=A.B+[— (4 B)]und nach Satz IV, wie wir zeigen wollen, 4 - (— B)= —(4 - B).

#) Der Beweis der Aussage () ergibt sich auf folgende Weise: Nach
Postulat C) ist (—=A4)-B = B.(—A4), da B und —A Elemente aus & sind.
Nach dem bereits bewiesenen Resultat o) ist B.(—A) = — (B+ A); .mithin ist
(—=4)»B=—(B-A4). Da auf Grund des kommutativen Postulats C) ferner
A+B= B+ A ist, so haben A-B und B: 4 gleiche entgegengesetzte Elemente,
also — (B-4) =— (4. B). Folglich (—4)-B=— (4. B).

7) Wir betrachten noch, um die Aussage y) zu beweisen, das Produkt
(—=4):(—B). Nach der Bedeutung von —B ist B + (—B) = 0; hieraus folgt
—A4)+[B+(—B)]=(—A4)+ 0 oder nach Satz VI gleich 0. Aus(—A4):[B+(—B)]=0
folgt nach dem Postulat D), daB (—4):B + (—4)+(—B) = 0 oder nach dem
unter () bewiesenen Resultat — (4:B) + (—4)-(—B) = 0 wird. Seiner Be-
deutung nach ist — (4« B) durch — (4+B) + (4 B) = 0 definiert; mithin folgt
aus den zwei erhaltenen Gleichungen — (4 B)+(—A4):(—=B)=—(4-B)+A+B
Da A-B und (- 4):(— B) nach M;) und — (4 - B) als entgegengesetztes Element
von A-B dem Korper ® angehoren, so folgt nach Satz IV aus der Gleichung
—A:B)+(-A4)+(-B)=—(4:B)+ A-B das zu beweisende Resultat
— A):(—B)=A-B. Wir bemerken noch, dal bei den Beweisen fiir die
Sitze VI und VII die drei Postulate M,) bis M,) nicht verwendet wurden,

Wir beweisen nunmehr folgenden Satz:

Satz VIII. Ist & ein Kérper, so ist das Produkt 4.B irgend
zweier Elemente aus ® dann und nur dann gleich 0, wobei 0 das
nach Ay in & existierende, in bezug auf die Addition neutrale
Element ist, wenn entweder 4 = 0 oder B = 0 ist.

Die Richtigkeit der Gleichungen 4 0 = 0und 0. B =0 besagt Satz VI.

Wir haben also nur die Umkehrung zu zeigen, daf aus 4.B = 0 ent-
weder 4 = 0 oder B =0 folgt. Ist B=0, so ist der Satz bewiesen. Sei
also B # 0, dann gibt es nach Postulat M, in & ein Element B, so daB
B-B=1ist. AusA-B=0folgt(A-B)-B =0-B oder nach Satz VI [ gleich 0.
Ferner ist nach dem assoziativen Postulat M,): (4-B)-B = 4. «(B- By=A4-1
oder mnach M) gleich 4; daher hat man 4 = 0. Ist also B # 0, so muB
A =0 sein. Hiermit ist der Satz VIII bewiesen.

Ist A irgend ein Element aus &, so ist 4 - 0 nach Satz VI stets gleich 0.
Die Gleichung 0+ X = 1 kann daher in ® keine Lisung besitzen. Damit die
Elemente des Kérpers & in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe bilden
konnten, miifte, da 1 fiir die Operation - neutrales Element ist, die Gleichung
0+X =1 loshar sein, weil sonst das vierte Gruppenpostulat Gr,) auf Seite 26
durchbrochen wiire. Die Elemente des Kérpers ® bilden daher in bezug
auf die Multiplikation keine Gruppe. Wohl aber gilt
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38 X Grundlagen der Arithmetik,

Satz IX. Schlieft man aus dem Kérper & das Element 0 und
alle ihm gleichen Elemente des Korpers aus, so bilden die iibrig-
bleibenden Elemente von & bei multiplikativer Verkniipfung eine
Gruppe.

Das Produkt zweier zu 0 ungleicher Elemente aus & ist nach Satz VIII
und Postulat M,) stets wieder ein zu 0 ungleiches Element aus & Nach
Postulat M,) ist die Multiplikation assoziativ; nach M,) enthilt & ein fiir die
Multiplikation neutrales Element, niimlich 1. Ferner besitzt  nach M,) fiir
jedes zu 0 ungleiche Element 4 ein in bezug auf die Multiplikation in-
verses Element X, so daf A4.X = 1 ist. Mithin erfiillen die Elemente von &,
wenn man 0 und alle zu 0 gleichen Elemente des Kérpers von ihnen aus-
sondert, bei multiplikativer Verkniipfung die vier Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,).

Satz IX erliutert die Bedeutung der frither gemachten Aussage: die
Elemente von & sollen in bezug auf die Multiplikation méglichst eine Gruppe
bilden. Wir bemerken noch, daf bei Ausscheidung des Elementes 0 und der
ihm gleichen Korperelemente die Elemente von & bei additiver Verkniipfung
natiirlich aufhoren, eine Gruppe zu bilden, weil dann z B. das Postulat Aj)
(Existenz eines fiir die Addition neutralen Elementes in &) nicht erfiillt ist.

Da nach Satz IX die Elemente von & bei Ausschluf des Elementes 0
und der ihm gleichen Elemente in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe
bilden, so iibertragen sich die Siitze I, II und VII des vorigen Paragraphen,
indem bei der multiplikativen Verkniipfung das Element 1 an die Stelle von
tritt, in:

Satz X. Ist 4 irgend ein Element aus &, so ist 4.1 =1.4=A4;!
ist A irgend ein zu 0 ungleiches Element aus &, so zieht sowohl
die Gleichung A-X = A4 als auch Y+ 4 = 4 nach sich, daf X bzw. ¥
gleich dem Element 1 aus & sind.

Indem wir in dem Satz III auf Seite 29 bei der multiplikativen Ver-
kniipfung das Einheitssymbol 1 statt £ verwenden, schliefen wir: Ist A ein
zu dem Element 0 ungleiches Element des Korpers §, so gibt es in & stets
ein Element 4, das die Gleichung 4+ X = 1 befriedigt. Dieses Element ge-
niigt auch der Relation Y. 4 = 1. Es gibt in § kein zu 4 ungleiches Ele-
ment, das die Gleichung A-X=1 oder Y+ A =1 befriedigt. Ein solches zu
A inverses Element 4 aus § soll mit i oder A7 bezeichnet werden und das
reziproke Element von 4 heifen. Es ist also

1 1
Da Z—-A =1, so ist A gleich dem reziproken Element von B mithin hat

man % = A. Da nach Postulat M;) 1.1 =1 ist, so ist 1 gleich dem rezi-

A

1 .
proken Element T von 1. Zusammenfassend haben wir

Satz XI. Das System & enthilt neben jedem zu 0 ungleichen
Element A ein weiteres, das reziproke Element von 4, das wir mit

! Im ersten Teil des Satzes X braucht infolge der nach Satz VI stattfindenden
Gleichung 0-1 = 1.0 =0 auch 4 = 0 nicht ausgeschlossen zu werden.
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1 " 1 1 2 i .
F bezeichnen, so daB A-I = Z—-A =1 ist. Sowohl die Relation

A+X =1 als auch Y-4 =1 wird, wenn 4 ein zu 0 ungleiches Ele-

ment aus & ist, nur durch das Element ;i— oder mit ihm gleiche
Elemente aus ® befriedigt. Es ist % =1. Das reziproke Element

von%, nimlich %, ist gleich 4.
=

Sind A4 und B zwei zu 0 ungleiche Elemente aus ®, so gehért nach M,)

auch das Produkt 4. B dem System ® an, und zwar ist es nach Satz VIII un-

gleich 0; mithin existiert zu 4 . B nach Satz XI ein dem Korper § angehiorendes

reziprokes Element ﬁ Dieses wird nach Satz IV des § 6 auf Seite 30 gleich
§ oy | 1

13- ; ’ 1
B I’ da y & und B die reziproken Elemente von 4 und B sind. Da qz

und dem System ® angehioren und die Multiplikation nach Postulat C)

B
. T e
fir die Elemente von & kommutativ ist, so ergibt sich E P By 1 4

Mithin ist das reziproke Element von 4. B gleich ;11— . B—}— Wir haben daher

Satz XII. Sind 4 und B zwei zu 0 ungleiche Elemente des
Kérpers &, so hat das in & enthaltene Element 4.B ein 1'ezip10kes,
1
A - B’ A (LPe

Auf Grund des Satzes V des vorigen Paragraphen und des Satzes IX
in diesem Paragraphen sprechen wir aus

Satz XIII. Sind 4, B und B, irgend drei Elemente des
Korpers & und ist 4 ungleich 0, so folgt sowohl aus 4-B= 4.B,
als aus B A= B 4, daB B =B, ist.

Auf Grund des Satzes VI des vorigen Paragraphen und des vorauf-
gehenden Satzes IX formulieren wir

Satz XIV. Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus &, und ist
111 - B, das

ebenfalls ® angehoriges Element dieses ist gleich

A ungleich 0,! so gibt es in & stets ein Element X =

die Gleichung 4. X =B und ein Element Y= B« A , das die Glei-

chung Y.A =B befriedigt. Die zwei Gleichungen haben keine
zu den zweiangegebenen Losungen ungleichen Elemente von ® zu
Losungen. Da nach Postulat C) die Multiplikation fiir die Elemente von ®

kommutativ ist, so wird —}-B =B Al und beide Gleichungen haben nur

gleiche Losungen.

! B = 0 braucht nicht ausgeschlossen zu werden, da die Gleichung 4.Y = 0
1
7] «0=0

nach Satz VI und VIII dieses Paragraphen, falls 4 5 0 ist, keine zu X =

ungleiche Losung besitzt.
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In unserem Korper & kann man aus der Multiplikation noch eine weitere
Verkniipfung der Elemente des Systems herleiten, die wir Division nennen.
Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Korpers & und ist 4 ungleich dem
Element 0, so existiert zu A ein reziprokes Element %, das ebenfalls dem
Kérper & angehort, wie Satz XI besagt. Mithin ist nach Postulat M,) auch
j +B ein Element aus ®; dieses ist mach Postulat C) gleich B-%- Wir

haben daher das Resultat: Aus irgeénd zwei Elementen 4 und B aus
& geht, wenn A ungleich 0 ist, stets ein neues, ebenfalls § an-
1

o 1 Lol
gehoriges Element B 7 by +B hervor. Das Element B- v e B

bezeichnet man mit % und nennt AE den Quotienten von B und 4;

Bheift der Dividendus, 4 der Divisor. Aﬁbilden, heiBt dividieren.

Die Division 1iBt sich demnach stets auf die Multiplikation
gzuriickfithren.

Den Satz X1V kann man jetzt in folgender Form aussprechen:

Satz XIV’". Sind 4 und B Elemente aus § und ist 4 ungleich 0,

S0 istA-A£=Z€-A=B, und es gibt in & kein zu = ungleiches

A
Element, das die Gleichung A:X = B oder die Gleichung Y- 4 =B
befriedigt.

Fiir die Division wollen wir nur noch folgenden Satz beweisen:

Satz XV. Sind 4, B, C, D Elemente aus § und B, ¢, D un-

gleich 0, so ist der Quotient der zwei Elemente % und Q aus &,

D
=
G B : A-D
nimlich ___C_’ gleich dem Element Boo 2us .
D
Nach der Definition der Division ist
..
¥ P WS
L k- Reoalv Rig
D D D
Das reziproke Element von %: C- % ist nach Satz IV des vorigen Para-
graphen und Satz XI dieses Paragraphen gleich D-%- Daher wird
&
B 1 1
? L it s =
D

oder nach dem fiir die Multiplikation giiltigen kommutativen Postulat C)

gleich 4. D - o oder nach Satz XII gleich 4.D-.

B O
fiir den Quotienten gegebenen Definition gleich L K

B-C

oder nach der

3
B-C
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Wiihrend wir bei der Multiplikation der Elemente von § das kommu-
tative Gesetz als Postulat C) vorausgesetzt haben, geschah dies fiir die
additive Verkniipfung der Elemente von & nicht. Wir beweisen nunmehr
folgenden .

Fundamentalsatz: Erfiillen die Elemente von § die 10 Postu-
late A)) bis A), M,) bis M,), C) und D), so ist die Addition kommu-
tativ, d. h. fiir irgend zwei Elemente 4 und B aus & ist stets
A+ B=B+ A.

Aus dem distributiven Postulat D) folgt:

(A+B)-@ + 1)y=(4.+ B)+1 + (4 + B)-1

oder nach Postulat M) gleich (4 + B) + (4 + B) oder nach Postulat A,) gleich
A+ [B + (4 + B)). ;

Ferner wird (4 + B)-(1 + 1) nach dem kommutativen Postulat C) fiir die
Multiplikation und dem Postulat D) iiber ihren distributiven Charakter gleich
A-(1+1)+ B+ (1 + 1) oder nach Postulat D) gleich (4-1+4-1) + (B-1 + B-1)
oder auf Grund von M,) gleich (4 + A) + (B + B) oder nach A,) gleich
A+ [A + (B+ B)l. Aus den erhaltenen Gleichungen

(A+B)-(1+1)=A+[B+(A+B)) und (4+B)-(1+1) = A + [4 +(B+B)]

folgt A +[B+(4 + B)] = 4 +[4 + (B + B)]. Hieraus ergibt sich nach Satz IV:
B+ (d +B)= A+ (B + B) oder nach dem Postulat A,) iiber den assozia-
tiven Charakter der Addition: (B + 4) + B = (4 + B) + B oder nach Satz IV:
B+ A=A+ B, wie wir beweisen wollten.

Das kommutative Gesetz der Addition ist also eine logische
Folge der iibrigen Postulate. Die Elemente eines jeden Kérpers
bilden in bezug auf die Addition eine kommutative Gruppe, wie
es in bezug auf die Multiplikation bei Ausscheidung des Ele-
mentes 0 stattfindet.

Da die Elemente jedes Korpers in bezug auf die Addition, wie soeben
bewiesen, eine kommutative Gruppe bilden, so liBt sich der Satz VIIT’ des
vorigen Paragraphen auf Seite 32 auf die additive Verkniipfung der Korper-
elemente iibertragen und ergibt alsdann: Sind 4,, 4,, ..., 4,4, beliebige
v+ 1 Elemente aus &, so kann man 4, + 4, + ...+ 4,4, bilden und
braucht keine Klammern zu schreiben, da das Resultat der Sum-
mation nicht davon abhingt, wie je zwei Elemente in dem gy
bildenden Ausdruck durch Addition verkniipft werden; man kann
die Elemente 4,, 4,, ..., 4,4, auch in beliebiger Reihenfolge an-
ordnen. :

Weil die Elemente von § bei Ausschlub des Elementes 0 und der ihm
gleichen Elemente in bezug auf die Multiplikation eine kommutative Gruppe
bilden, so kann man Satz VIII’ auch auf die multiplikative Verkniipfung der
Korperelemente iibertragen und hat: Sind 4,, 4,, ..., 4,4, beliebige

v+ 1 Elemente! aus &, so kann man das Produkt 4,-4, .., .4 A
v

! Fir die Formulierung des obigen Satzes braucht man das Element o und
ihm gleiche nicht auszuschlieBen; denn ein Produkt, welches das Element ¢ oder
ihm gleiche als Faktor enthilt, ergibt, in welcher Reihenfolge auch immer gje Ak

wertung vorgenommen wird, nach Satz VI stets das Resultat 0. b 19
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42 Grundlagen der Arithmetik.

bilden und braucht keine Klammern zu schreiben, da das Re-
sultat der Produktbildung nicht davon abhingt, wie je zwe: Ele-
mente in dem zu bildenden Ausdruck durch Multiplikatior ver-
kniipft werden; man kann die Elemente 4,, 4,, ..., 4,4, auch in
beliebiger Reihenfolge anordnen.

§ 8.
Die Multiplikation der ganzen negativen Zahlen.

Die Gesamtheit der ganzen Zahlen bildete bei Verkniipfung durch die
gewohnliche Addition eine Gruppe, die den Postulaten A,) bis A,) geniigte.
Das neutrale Element 0 der Gruppe war hierbei die Zahl 0. War o xgend
eine ganze Zahl, so existierte (vgl. S. 14) eine zugehorige ganze Zahl o/, so
daB @ + @/= 0 war. Diese zu a zugehirige entgegengesetzte Zahl o’ werden
wir analog Satz II des § 7 auf Seite 34 in Zukunft mit — @ bezeichner. Es
ista+(—a)=0 und —(—a)=a. In §3 haben wir im besonderea auf

-
Seite 15 bewiesen, daB, wenn % eine ganze positive Zahl ist, die ganze Zahl £

mit ihr durch die Gleichung % +Z'—= 0 verbunden ist. Die frither mith
bezeichnete Zahl ist nunmehr mit — % zu bezeichnen, und dies soll
im folgenden geschehen. Sind @ und b irgend zwei ganze Zahlen, so werden
wir analog der auf Seite 35 fiir die Subtraktion eingefiihrten Bezeichnung unter
a — b die Zahl a + (— b) verstehen.

Die gewéhnliche Multiplikation mit ganzen negativen Zahlen und mit 0
war bisher noch nicht definiert. Auf die Art, wie wir die Multiplikation bei
ganzen negativen Zahlen und 0 definieren sollen, werden wir durch das sogenannte
Prinzip der Permanenz gefiithrt; es besteht darin, die alten Regeln auch
moglichst unter allgemeineren Bedingungen beizubehalten. Diejenige Operation,
die wir bei den ganzen positiven Zahlen als Multiplikaticn bezeichneten,
fithrte nicht aus dem Gebiet der ganzen Zahlen heraus; ferner galt fiir sie,
wie im § 4 bewiesen wurde, das distributive Gesetz und das kommutative
Gesetz. Um das dargelegte Prinzip der Permanenz zur Geltung zu bringen,
suchen wir das System aller ganzen Zahlen zu einem zweifach verkniipfbaren
System zu machen, das auBer den Postulaten A,) bis A,) des vorigen Para-
graphen, die es schon befriedigt, noch den Postulaten M,), D) und C) des
vorigen Paragraphen geniigt. Soll dies der Fall sein, so mufl das System
aller ganzen Zahlen auch die aus den 7 Postulaten folgenden Lehrsiitze er-
fiillen; es miissen also im besonderen auch die Sitze VI und VII auf Seite 36,
zu deren Beweis nur diese 7 Postulate verwendet wurden, zutreffen. Um dies
zu erreichen, definieren wir:

Das Produkt irgend einer ganzen positiven oder negativen
Zahl @ in 0 soll die Bedeutung ¢-0 = 0-a =0 haben, das Produkt
einer ganzen positiven Zahl ¢ in eine ganze negative Zahl — b
soll die Bedeutung a-(— &) =(—b)-a = — (ab) haben, das Produkt
zweier ganzer negativer Zahlen — a und — b soll die Bedeutung
(—a)+(—b)=ab haben.

Wiirde man fiir die Produktbildung irgend eine von der obigen Defi-
nition verschiedene wiihlen, so wiirden die ganzen Zahlen kein verkniipfbares
System bilden, fiir das siimtliche Postulate A,) bis A,), M,), D) und C) erfiillt
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sein kénnen. Die Gleichungen, durch welche wir die Multiplikation der
ganzen negativen Zahlen definierten, sind ,arbitriire Konventionen zugunsten
der Erhaltung des Formalismus im Kalkiil“ (H. Hasker, ‘Theorie der kom-
plexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, S. 41).

Wir haben noch zu zeigen, daB, wenn die Multiplikation mit ganzen
negativen Zahlen und 0 auf die obige Weise definiert wird, die Postulate M,),
D) und C) wirklich erfiillt werden. Sind 2 und b zwei ganze positive Zahlen,
80 ist @b eine ganze positive und — (@ -b) ¢ine ganze negative Zahl; ferner
ist a+0 = 0+.a = 0. Die Produktbildung fithrt also bei ganzen Zahlen, wenn
sie auf die obige Weise definiert wird, nicht aus dem Gebiet der ganzen
Zahlen heraus. Es ist also Postulat M,) erfiillt.

Sind @ und b ganze positive Zahlen, so bestehen die Gleichungen:
ab=ba, wie im § 4 bewiesen wurde, @+0 = 0-a nach Definition, a(— b)
= (— b)a ebenfalls nach Definition. Ferner ist nach Definition (— a)(— b)
=ab und (— b)(— a) = ba; da fir positive Zahlen, wie bewiesen, ab =ba
ist, so folgt (—a)(—b) = (— b)(— a). Mithin ist auch das kommutative Ge-
setz C) erfiillt.

Einen besonderen Beweis erfordert das distributive Gesetz D). Wir
wollen zeigen, daB, wenn @, b, ¢ irgend welche ganze Zahlen bedeuten, auf
Grund der gegebenen Definitionen stets a (b + ¢) = ab + ac ist.

Im § 4 ist dieses Resultat bereits bewiesen, wenn a, b, ¢ siimtlich
positiv sind. '

Wir betrachten nun den Fall, daB & und b ganze positive Zahlen
gind, ¢ eine ganze negative Zahl — y ist, wobei y also eine ganze positive
Zahl ist. Es sind zwei Unterfiille zu unterscheiden, je nachdem b +(—¢) = b —y
eine ganze positive oder negative Zahl ist. (Der Fall b — y =0 erledigt sich
leicht und mag dem Leser iiberlassen bleiben.)

Ist b —'y eine ganze positive Zahl, so erhalten wir, da a, b — y und ¢
ganze positive Zahlen sind, nach dem fiir ganze positive Zahlen bereits als
giiltig erwiesenen distributiven Gesetz:

alb—p)+ay=alb-—1yp +7]
=ab, weil (b —y) + y =0b (vgl. Satz V' auf Seite 35,
bei dem nur die Postulate A,) bis A,) verwendet
wurden, die fiir ganze Zahlen nach § 3 zutreffen),
= (ab — ay) + ay ebenfalls nach Satz V’.

Aus der Gleichung a(b — y) + ay = (ab — ay) + ay folgt nach Satz 1V
auf Seite 85, zu dessen Beweis nur die auch von den ganzen Zahlen erfiillten
Postulate A,) bis A,) verwendet wurden, daB a(b—y)=ab —ay= ab+(—ay).
Nach Definition der Multiplikation ist — ay =a (—y). Mithin wird a(b—y)
=ab + a(— y) oder unter Beachtung der Definition der Subtraktion a[b + (— 7)]
=ab+a(— g). Hiermit ist dieser Fall véllig erledigt.

Ist b — y eine ganze negative Zahl, so ist die entgegengesetzte Zahl
— (b —y)=9—0>b (vgl. Satz 1II’ des § 7 auf Seite 35); diese ist positiv.
Dann wird a( — y) = a[— (y — b)] =— [a(y — b)] nach der Definition, wie
eine positive Zahl @ mit einer negativen — (y — b) zu multiplizieren ist. Wie
bereits oben bewiesen, ist a(y — b), da y — b positiv ist, gleich ay — ab;
daher wird a (b — y) =— (ay — ab) oder unter Beachtung der Definition der
Subtraktion a (b + (— 9)] =— (ay — ab).

Die entgegengesetzte Zahl zu ay — a b ist gleich ab —ay =ab + (— ay)

www.rcin.org.pl
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oder gleich @b 4 a(— ¢), da mach Definition a(— y) = — ay. Mithin wird
alb+ (—p)]=ab+ a(— y), womit der zweite Fall erledigt ist.

In dhnlicher Weise erledigen sich auch die anderen fiir @, b, ¢ moglichen
Vorzeichenkombinationen oder lassen sich auf die schon untersuchten Fiille
zuriickfiithren. Sollten @, b oder ¢ Null sein, so hat man die Relationen
a+0=0+a=a, a+0=0+a =0 zu verwenden. Auf diese Weise Lifit
sich das distributive Gesetz fiir irgend welche ganze Zahlen beweisen.

Die 'ganzen Zahlen bilden also ein durch zwei Operationen, Addition
und Multiplikation, verkniipfbares System, das die Postulate A;) bis A,). M,),
D) und C) erfiillt. * Sind @, b, ¢ irgend drei ganze Zahlen, so ist fiir sie auch
a+(bec)=(a+b)-c, d. h. sie geniigen auch dem assoziativen Gesetz M, der
Multiplikation. - Fiir positive Zahlen haben wir das Gesetz bereits auf S. 18
bewiesen; fiir negative Zahlen liift es sich aus den Definitionsgleichungen fiir
die Multiplikation, indem man die einzelnen Vorzeichenmoglichkeiten betrachtet,
ableiten.

Fiir eine ganze positive Zahl ¢ war nach Definition a-1 = a, fiir eine
ganze negative Zahl — @ ist nach Definition (— @)+ 1 = — (2 - 1) = — a; schlieb-
lich ist 0-1 nach Definition gleich 0. Mithin ist fiir jede ganze Zahl a stets
a1 = a, d. h. die Zahl 1 ist neatrales Element der Multiplikation.

Die ganzen Zahlen erfiillen demnach bei Verkniipfung durch gew&hnliche
Addition und Multiplikation die 9 Postulate A,) bis A,), M,) bis M,), C)
und D); sie bilden aber keinen Kérper, da sie das Postulat M,) nicht be-
friedigen.

Obgleich die ganzen Zahlen keinen Kéorper bilden, so gelten auch fiir
sie die Sitze VIII und XIII des vorigen Paragraphen, die wir im folgenden
bendtigen. '

Das Produkt zweier ganzer positiver Zahlen ergibt nach § 4 wieder eine
ganze positive Zahl; die oben fiir das Rechnen mit ganzen negativen Zahlen
gegebenen Definitionen a (= 5) = (— b)a = — (ab) und (— a)(—b) =ab be-
sagen demnach: das Produkt einer ganzen positiven Zahl und einer ganzen
negativen Zahl ist eine ganze negative Zahl, und das Produkt zweier ganzer
negativer Zahlen ist eine ganze positive Zahl. Hieraus folgt: Das Produkt
a-b zweier ganzer Zahlen ist dann und nur dann gleich 0, wenn
entweder a = 0 oder b = 0 ist. )

Satz XIII des § 7 iibertriigt sich auf folgende Weise fiir ganze Zahlen:
Sind @, b und 4, irgend drei ganze Zahlen und ist a % 0, so folgt
sowohl aus ab =ab, als aus ba = b, a, daB b = b, ist.

Aus ab = ab, folgt nimlich durch Addition von — ab, =— ab, und
Anwendung des distributiven Gesetzes @ (b — ,) = 0 und mithin, da @ # 0
ist, nach dem voraufgehenden Satze b — b, = 0, d.h. b=5b,. DaB ba=ba
das nimliche Resultat b = b, ergibt, folgt alsdann aus dem kommutativen
Postulat C).

8 9%
Der Kirper der rationalen Zahlen.

Wir haben im § 7 zwar einen Kérper definiert, bisher aber noch keinen
solchen kennen gelernt. Die ganzen Zahlen bilden keinen solchen; wir wollen
aus ihnen einen solchen herstellen, iihnlich wie man einen zu kleinen Ge-
sellschaftskreis durch Aufnahme neuer Mitglieder vergrifert, die die alten
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nicht verdriingen diirfen und sich den bei den alten Mitgliedern giiltigen Ge-
setzen fiigen miissen.

Es seien ¢, und a, irgend zwei ganze positive oder negative Zahlen;
a, kann auch 0 sein, wohingegen fiir a, der Wert 0 ausgeschlossen
bleibt. Wir betrachten dann alle Paare von Zahlen (a,, a,); damit der Leser
mit den Symbolen nicht bekannte Vorstellungen verbindet, haben wir zuniichst
diese Bezeichnung gewiihlt. Wir nennen ¢, die erste Komponente, a, die
zweite Komponente des Zahlenpaares (a,, a,). Die Gesamtheit aller
solchen Zahlenpaare (a,, @, bezeichnen wir als das System R (Anfangs-
buchstabe von rational), wihrend wir die Gesamtheit aller ganzen positiven und
negativen Zahlen einschlieBlich 0 mit J (Anfangsbuchstabe von integer) be-
zeichnen.

Die Symbole (a,, a,) aus R haben bisher noch keine Eigenschaften; wir
wollen ein solches Symbol mit einem einzigen Buchstaben 4 = (a,, a,) be-
zeichnen und wie einen durch seine erste und zweite Komponente definierten
Einzelbegriff betrachten.

Wir setzen fest: 4 = (a,, a) soll als eine Zahl aus J, d. h. als
eine ganze Zahl, angesehen werden, wenn eine ganze Zahl «
existiert, so daB die Gleichung ¢a, = @, zwischen ganzen Zahlen
stattfindet. In diesem Fall bezeichnen wir 4 mit « und verstehen
unter 4 die eben definierte ganze Zahl « aus J. Da das Zahlen-
paar (a,, 1) nach der gegebenen Definition gleich der ganzen Zahl @, ist, so
kann jede Zahl aus J als ein R angehiriges Zahlenpaar geschrieben werden.
Da nicht jedes Symbol aus R, z. B. (7, 4), eine Zahl aus J ist, so sind die
Zahlenpaare von R eine Verallgemeinerung der ganzen Zahlen.

Wir betrachten zuniichst zwei besondere Zahlenpaare (a,, a,) und (b, b,),
die Zahlen aus dem System J sein sollen, d. h. fiir die zwei ganze Zahlen e«
und § existieren sollen, die den Gleichungen:

(1) V€ ay = g
und :

(2) fby = b,
geniigen. Dann ergibt sich:

(1) aayby = a,b,,
") Baiby=:ayb; .

Aus (1) und (2') folgt: Ist « = §, so ist @, by = a5 b, .

Ist umgekehrt a, by = a,b,, so ergibt sich aus (1') und (2') @ @y by = Fa, b,.
Da fiir @, und &, der Wert Null ausgeschlossen ist, so ist das Produkt
a,+ by # 0, mithin folgt, wie am Schluf von § 8 gezeigt ist, aus o« (a,+b,)
= - (ay+b,) die Gleichheit « = g.

Wir haben daher

Satz I. Sind « = (e, @) und g = (b, b, zwei spezielle Zahlen-
paare, die gleich den ganzen Zahlen « und § aus J sind, so sind «
und # dann und nur dann gleich, wenn die Gleichung @, b, = a,b,
zwischen ganzen Zahlen stattfindet.

Aus (1') und (2') folgt (¢ + f)+ay b, = a, b, + a, b,; mithin ist das Zahlen-
paar (a, by + a,b,, a,b,) gleich der Zahl « + 8 aus J. Wir haben daher

Satz II. Sind e = (a;, ay) und § = (b, b,) zwei spezielle Zahlen-
paare, die gleich den ganzen Zahlen « und f aus J sind, so ist
ihre Summe a + § gleich dem Zahlenpaar (a, b, + @, b,, ayb,).
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Die Multiplikation der Gleichungen (1) und (2) ergibt: a f+a,b, = a, b;;
mithin ist das Zahlenpaar (a, b, ayb,) gleich der Zahl o«f aus J. Wir
haben daher

Satz III. Sind « = (a,, a@,) und § = (b, b,) zwei spezielle Zahlen-
paare, die gleich den ganzen Zahlen « und # aus J sind, so ist ihr
Produkt a.f gleich dem Zahlenpaar (a, b, a,b,).

Fiir die Zahlenpaare (a,, a,) aus R, die nicht Zahlen aus J sind, bedarf
es, da wir neue Symbole haben, noch besonderer Festsetzungen, was bei ihnen
unter den Begriffen ,,Gleichheit”, , Addition* und , Multiplikation“ verstanden
werden soll.

Die Siitze I, II und III veranlassen uns zu folgenden Definitionen, die
ihren Grund im Prinzip der Permanenz haben und deshalb die unter speziellen
Umstiinden giiltigen Regeln auch miglichst unter allgemeineren Bedingungen
beizubehalten suchen.

Definition I. Sind ¢, a,, b,, b, beliebige ganze positive oder
negative Zahlen (¢, und b, kénnen auch 0 sein), so soll das Zahlen-
paar (a;, a,) gleich dem Zahlenpaar (b, b,) heillen, geschrieben
(ay, as) = (by, by), wenn die Gleichheit zwischen ganzen Zahlen
a, by=a,b, stattfindet; ist hingegen @, by# a,b,, so soll das Zahlen-
paar (a,, a,) als dem Zahlenpaar (b, b,) ungleich gelten, bezeichnet
(ay, as) # (by, by)

Definition II. Sind (¢, a,) und (4, b,) zwei beliebige Zahlen-
paare, so soll unter ihrer Summe (a,, a,) + (b, b,) das Zahlenpaar
(a, by + a,b,, a,b,) verstanden werden.

Definition III. Sind (¢, @,) und (b, b,) zwei beliebige Zahlen-
paare, so soll unter ihrem Produkt (o, @,)-(b,, b,) das Zahlenpaar
(a, by, a,b,) verstanden werden.

Die Definitionen I bis IIT fiihren die Vergleichung und das Addieren
und Multiplizieren von Zahlenpaaren auf das bereits bekannte Rechnen mit
ganzen Zahlen zuriick.

Zuniichst ist zu zeigen, daf die in Definition I aufgestellte Vorschrift
fir die Gleichheit von Zahlenpaaren den an jede Gleichheitsdefinition zu
stellenden Postulaten auf Seite 25 bzw. auf Seite 33 geniigt und daher eine
wirklich legitime Definition fiir die Gleichheit ist.

Hat man zwei Zahlenpaare (@, , @,) und (b, b,), so ist entweder @, b, = a, b,
oder a, b, # a, b;; demnach sind die zwei Zahlenpaare in sich gegenseitig aus-
schlieBender Weise entweder gleich oder ungleich; die Definition I der Gleich-
heit fiir Zahlenpaare ist also eine determinierte.

Unsere Definition I ist auch so beschaffen, dal jedes Zahlenpaar sich
selbst gleich ist; denn die fiir die Gleichheit (a,, @) = (@, @) nach Defi-
nition I erforderliche Gleichheit a, @, = a,a, ist infolge des fiir die Mul-
tiplikation ganzer Zahlen giiltigen kommutativen Gesetzes erfillt.

Wenn (@, @) = (b, by), so ist auch (b, by = (a;, a,). Die fir die
Gleichheit (a,, @,) = (b, by) nach Definition stattfindende Gleichung a, b, = a, b,
kann nimlich infolge der fiir ganze Zahlen bereits als giiltig bekannten Siitze
auch in der Form b, @, = b, a, geschrieben werden, und diese Relation besagt
nach Definition I, daB die Zahlenpaare (b,, b,) und (a,, a,) gleich sind

Um die Transitivitit der fiir die Zahlenpaare definierten Gleickheit zu
beweisen, betrachten wir drei Zahlenpaare (a,, a,), (b, b)) und (¢, 2); fir
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diese sei (a;, ay) = (by, by), (by, bs) = (¢;, ¢5), d. h. es bestehen nach Definition I
die Gleichungen a, by, = a,b,, b, ¢, = bye,. Die Multiplikation von a, b, = a,b,
mit ¢, ergibt a, bye,=a,b, ¢, oder a, e, b, = aye, by,. Diese Gleichung kann,
da fiir b, der Wert 0 ausgeschlossen ist, wie am SchluB von § 8 gezeigt ist,
nur bestehen, wenn @, ¢, = a,¢,; die letzte Relation hesagt aber nach Defi-
nition: I; (2., as) = (i . Co)-

Nachdem wir gezeigt haben, dal die Definition I die Gleichheit tat-
siichlich als determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation
definiert, ist noch zu zeigen, daB gleiche Zahlenpaare sich sowohl bei der
durch die Definition 11 festgelegten Addition als auch bei der durch die
Definition III eingefiithrten Multiplikation ersetzen kinnen. Sei (a,, @) = (@), @)
und (b, b,) = (b,", by); dann wollen wir zuniichst zeigen, daB (a,, ay) + (b, by
= (a/, ay) + (b, b)) ist. Nach der Definition IT fiir die Addition ist

(3) : (@, @) + (b, by) = (@ b, + ay by, ayby),

(4) (@, ay) + B/, by) = (& by’ + ay' b/, as' by).
Nun ist

(ay by + ay b))+ ay’ by'= ay @y~ by by + @y a3+ by by'= @y ay'+ by by + @y @'+ by b5

denn wegen (a,, a,) = (a,, @) und (b, b,) = (b, b,) ist nach Definition I
a, a, = aya,” und b, by’ = by b,’. Da a,a,"b, by’ + a,a, b, b= a,b,(a,"by’ + a5'b,’)
ist, so hat man schlieBlich (a; b, + @y b)) @y’ by’ = a, by (" by + ay b,’); diese Rela-
tion besagt aber nach Definition I, daB die zwei Zahlenpaare (a, b, + @, by, @ b,)
und (a," by + ay' b,’, a,' b)) gleich sind. Da die Gleichheit bereits als sym-
metrische und transitive Relation erwiesen ist, so folgt die Gleichheit der
linken Seiten der Gleichungen (3) und (4), womit das gewiinschte Resultat er-
zielt ist.

Auf idhnliche Art beweist man, daB aus (¢, @,) = (¢, @) und (b,, b,)
= (b, by) folgt: (a,, as)+ (b, b)) = (&, ay)+ (b, b))

Die durch Definition I eingefithrte Vorschrift fiir die Gleich-
heit erfiillt also alle an die Gleichheit zu stellenden Postulate
und ist daher eine legitime Definition fiir Gleichheit.

Wir beweisen nunmehr, daB die durch Definition II eingefiihrte
Addition den Postulaten A)) bis A)) auf Seite 34 geniigt.

Die Summe zweier Zahlenpaare ist nach Definition wieder ein Zahlen-
paar; die Addition fithrt also nicht aus dem System R heraus; mithin ist
A)) erfiillt. 5

Die Addition der Zahlenpaare erfiillt das assoziative Gesetz A,). Sind
(ay, @), (b, by) und (¢, ¢,) drei Zahlenpaare, so ist nach der gegebenen
Definition II:

(@, @s) + (byy o)) + (61, ) = (@) by + a3 byy @y by) + (cy, )
= (@ by + asby)-co + asbyecyy asbyes) = (a3 bsey + @by ey + asbyey, aybycy).
Der gleiche Wert ergibt sich fiir:

(@, a;) + [y, bs) + (cy, €))];
daher wird:

(ay, a3) + [(by, by + (c4, c‘z)]r = [(@y, @) + by, by)] + (e, ¢9),
und mithin ist A,) erfiillt.
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Das Zahlenpaar (0, 1) und jedes ihm gleiche ist fiir die Addition der
Elemente des Systems R neutrales Element; denn es ist nach Definition II

(ay, a,) + (o, 1) = (a1 + ay3+0, ay+1) = (a,, ay.

Mithin ist auch A,) erfiillt.

Ist (a,, a,) irgend ein Zahlenpaar aus R, so ist auch (— a,, a,) ein R
angehiriges Element. Nach Definition II ist

(ayy @) + (= ay, ay) = (a, ay — ay a,, a; ay) = (0, as )

oder nach Definition I gleich (0, 1). Die erhaltene Gleichung (a,, as) + (— a,, a,)
= (0, 1) zeigt, daB auch Postulat A,)) erfillt ist. Das entgegengesetzte
Element von (a,, @) soll in Ubereinstimmung mit Satz II auf Seite 34
durch — (a,, a,) bezeichnet werden; die zuletzt erhaltene Gleichung

(ayy @) + (— a,, a,) = 0 lehrt, daB — (a,, @) = (- a,, ay).

Wir beweisen nunmehr, daf die durch Definition III fiir die
Zahlenpaare eingefithrte Multiplikation den Postulaten M,) bis M,),
C) und D) auf Seite 835 und 86 geniigt.

Nach dieser Definition fiihrt die Multiplikation nicht aus dem System R
heraus; daher ist M,) erfiillt.

Nach der niimlichen Definition III fiir die Multiplikation ist:

(@, @)+ [(by, bo):(eyy €3)] = (ay, @)+ (by €1, by c3) = (ay by ¢y, a3 by 05).

Fiir [(a,, a,)+(b,, by]+(¢;, ¢,) findet man den gleichen Wert. Mithin ist das
Postulat M,) iiber den assoziativen Charakter erfiillt.

Da (a,, ay)+(1, 1) = (a,+ 1, ay+1) = (a,, ay), so besitzt das System R in
(1, 1) ein fiir die Multiplikation neutrales Element; also trifft auch Postulat M,)
fiir das System R zu.

Ist (@, a,) irgend ein zu (0, 1) ungleiches Zahlenpaar, so mub «, in-
folge der fiir die Gleichheit gegebenen Definition I von 0 verschieden sein.
Alsdann hat (a,, @,) eine von 0 verschiedene zweite Komponente und ist mithin
ein Zahlenpaar aus R. Nach Definition III ist (a,, a))-(as, @) = (@, @y, s a,)
oder nach Definition 1 gleich (1, 1). Mithin ist auch M,) erfilllt. Das rezi-
proke Element von (g, a;) soll in Ubereinstimmung mit Satz XI auf

S. 38 durch

o 1['17)* bezeichnet werden; die zuletzt gefundene Gleichung
| B et

(@, @)+ (az, @) = (1, 1) lehrt, daf ?‘T}ag

Sind (ay, a,) und (b, b,) irgend zwei Zahlenpaare, so ist (a,, a,)+(d,, by
= (ay by, ayb,) und (b,, by)-(a,, ay) = (b, @, byay). Da aber die Multiplikation
ganzer Zahlen dem kommutativen Gesetz gehorcht, so ist a, b, = b, @,
ayby = bya, und folglich (a,, ay)«(b,, by) = (by, by)+(a,, ay), d. h. auch die
Multiplikation der Zahlenpaare ist kommutativ, und Postulat C) ist erfiillt.

Wir beweisen schlieBlich noch, dal die Zahlenpaare aus R dem distri-
butiven Postulat geniigen, d. h. dal die Gleichung:

)‘ = (@, @).

(@5 ag)+[(By, b)) + (e, €] = (a5, as)+ by, by) + (ay, ag)+(e,, c5)
stattfindet.
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Nach Definition IT ist:
(@r; ag)«[(by, by) + (1, €3)] = (@, @g) (b, €5 + byey, bycy)
oder mach Definition IIT gleich

(@y (by ey + byey)y asbycy) = (a, by ey + ay bye,y azbye,).

Bildet man
(@, @)« (b, by) + (ay, as)- (e, ¢,

80 erhiilt man nach Definition III:

(@3 by @y by) + (a; ¢, ayc,)
und nach Definition II:

(ay by ases + ay by ay ¢y, ay’ b, co);

dieses Zahlenpaar ist aber nach Definition I oder dem sofort zu beweisenden
Satz IV gleich (a, b, ¢, + @, by ¢, @ybye,). Mithin ist

(@, as)+[(by, bs) + ("17 )] = (ay, ay)+(by, bs) + (ay, as)+(c,, ¢),

und das distributive Postulat D) ist fiir die Zahlenpaare aus R erfiillt.

In R haben wir ein zweifach verkniipfbares System kennen gelernt, dessen
Elemente sich in gleiche und ungleiche einteilen lassen und das die séimtlichen
10 fiir einen Kérper aufgestellten Postulate erfiillt.

Von den Zahlenpaaren des Systems R beweisen wir folgende Siitze:

Satz IV. Ein Zahlenpaar findert seinen Wert nicht, wenn
man seine beiden Komponenten mit der nidmlichen von 0 ver-
schiedenen ganzen Zahl multipliziert oder einen den beiden Kom-
ponenten gemeinsamen ganzzahligen, von 0 verschiedenen Faktor
fortlaBt.

Ist nimlich ¢ eine beliebige von Null verschiedene ganze Zahl, so ist
(ay, @) = (a, q, a,q); denn es ist die nach Definition I erforderliche Gleichung
@+ ayq = ay+a, q exfillt. Z.B. (3, 4) = (6, 8) =(— 38, — 4) = (— 12, — 16).

Aus Satz IV folgt: Man kann jedes Zahlenpaar (g, a,) durch ein
ihm gleiches ersetzen, bei dem die zweite Komponente positiv ist;
hierzu ist hochstens eine Multiplikation der Komponenten mit — 1 erforderlich.

Ein Zahlenpaar (r,, 7,), bei dem », eine ganze positive Zahl bedeutet
und 7, und 7, auller 1 keinen gemeinsamen ganzzahligen positiven Faktor
haben, heift ein reduziertes oder irreduzibles Zahlenpaar. Jedes
Zahlenpaar (a,, a,) kann in ein reduziertes verwandelt werden, indem man die
gemeinsamen Faktoren von @, und @, beseitigt und, wenn erforderlich, um
die zweite Komponente positiv zu machen, beide Komponenten mit — 1 mul-
tipliziert.

Wir beweisen

Satz V: Jedes Zahlenpaar hat nur einen einzigen ihm gleichen
reduzierten Reprisentanten.

Angenommen, es sei (a,, a,) = (r,, 7, und (a,, a,) = (4, t,), wobei (r, 7,)
und (4, 7,) zwei reduzierte Zahlenpaare vorstellen, so ist (r,, 7,) = (4, %)
oder nach Definition I: », ¢, = »,¢. Hieraus folgt, daB » ¢, durch r, teilbar
ist. Fiir die Teilbarkeit ganzer Zahlen gilt folgender Satz, der sich mit unseren
Hilfsmitteln beweisen liBt und auf dessen Beweis wir auch noch im Kapitel IT,
§ 9 eingehen: Sind 7, und 7, teilerfremde ganze Zahlen, ¢, eine ganze Zahl

LoEwy, Algebra. 4
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und das Produkt 7, £, durch 7, teilbar, so muB ¢, durch 7, teilbar sein. Mithin
existiert eine ganze Zahl m, so daB ¢, = r,m; da 7, und ¢, als zweite Kom-
ponenten reduzierter Zahlenpaare positiv sind, so muf auch m positiv sein.
Setzt man £, =r,m in 7 ¢ =7r,¢, so folgt 7, rym =r,t, oder, da r, # 0
ist, wie im § 8 am SchluB gezeigt ist, », m = ¢,. Die Gleichungen #, = », m
und t, = r,m besagen, daB # wund ¢, den gemeinsamen Faktor m besitzen.
Da (¢, t,) ein reduziertes Zahlenpaar ist, muB 7 = 1 sein. Hiermit ist Satz V
bewiesen. Ahnlich zeigt man: Ist das Zahlenpaar (a,, a,) gleich dem
reduzierten Zahlenpaar (r,, ), so ist e, =¢qr,, a,=gq7r,, wobei g
eine von 0 verschiedene ganze Zahl bedeutet.

Da das System R alle in § 7 fiir einen Korper aufgestellten Postulate
erfiillt und demnach ein Kérper ist, so kann man alle fiir einen Korper be-
wiesenen Siitze auf das System R iibertragen.

Bilden wir nach der Definition III der Multiplikation (a, 1)-(b, @), so
wird dieses Produkt gleich (ab, a) = (b, 1) nach Satz IV. Die Gleichung
(@, 1)+ = (b, 1) hat demnach die Lésung (b,a). Da R ein Kérper ist, so hat
nach Satz XIV’ auf Seite 40 die Gleichung (a, 1)+ = (b, 1) eine Losung, die
mit %—% zu bezeichnen ist und der eine jede andere gleich sein muf.

|
(b, 1) ist auf Grund der zu Beginn des Paragraphen gemachten Festsetzung
gleich der ganzen Zahl b, (a, 1) gleich der ganzen Zahl a. Die Gleichung
(a, 1)+ @ = (b,1) liBt sich demnach als a-x =5 und ihre Losung {g% als
’
—Z~ schreiben. Die Gleichung @+ = b wird nach dem Obigen durch (b, )

befriedigt; da alle ihre Losungen gleich sein miissen, so ist (b, @) gleich —I;T

zu setzen. In dem Gebiet R hat die Gleichung a+z =05, wobei a
und b ganze Zahlen (a # 0) bedeuten, stets eine Lésung z = (b, a)
und keine zu dieser Losung ungleiche. Wir bezeichnen von nun

an das Zahlenpaar (b, @) mit %- Es ist

- + = 4 ca =b.
a
Im besonderen ist, wenn ¢ eine ganze Zahl (a # 0) bedeutet:
a- l = _1_ o = ];
@ a

da nun @+1 = 1.0 = a, so ergibt sich: 1 wird aus der ,Untereinheit®
1 g
pre ebenso gewonnen wie @ aus 1.

Da jedes Zahlenpaar (a,, a,) eine Gleichung @,z = @, mit ganzzahligen
Koeffizienten a@,, a, befriedigt, kénnen wir, wie eben ausgefiihrt, das Zahlen-

Mg : = : ¥
paar (a,, a,) mit ,aL bezeichnen. Wir sehen jetzt auch, warum fiir a, der
Wert 0 ausgeschloss-en wurde. Die a, = 0 entsprechende Gleichung 0.2 = «,
wiirde néimlich fir o, stets den Wert 0 bestimmen und kénnte auch nur in
dem Falle @, = 0, dann aber durch jede Zahl x, befriedigt werden. Wir

nennen

a 5 5 A =
L = (a,, a,) einen Bruch und zwar einen uneigentlichen oder

2
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eigentlichen, je nachdem er einer ganzen Zahl gleich oder ungleich ist.
Die Gesamtheit der Symbole aus R bezeichnet man als das System der
rationalen Zahlen. Das erweiterte System R hat gegen das System J der
ganzen Zahlen den Vorzug, einen Korper zu bilden. In ihm liBt sich, was
bei den ganzen Zahlen nicht zutrifft, auch die Multiplikation unbeschriinkt
a

umkehren, d. h. man kann dividieren. In dem Ausdruck heiBt @, der

Zihler, a, der Nenner des Bruches; fiir letzteren ist die Zahl 0 aus-
a

zuschlieBen. Wir nennen in Zukunft auch eine Zahl. Hat man zwei

2

o a b , s
Briiche —“ und —', so nehmen in der nunmehr verwendeten iiblichen Be-

ay by
zeichnung die Rechnungsregeln folgende Form an:
& DU Py By = B, kit B
4 2
a, b a by + asb; s
5 o e AT e (Definition II),
L4 b, a + by

0 e e (e B (Definition III).

b
a, b, a, by ok Pl
AT SRR R Y (DO P & nach der Definition fiir die Sub-

43 b fa by traktion auf Seite 35,
R s ¥ Tt IR AR ATy
alt. + i weil 3% gleich der zu ¥ ent

gegengesétzten Zahl ist, vgl. S.48,

= -l Bl Vel nach Definition II,

ay by
a by +(—ayb
= ”qugl)a da ay(— &) = — ay b,
a, by — ay b, 1 1
= e nach der Definition fiir die Sub-
it traktion.
ﬂ
b ad ¢ g s
et nach Satz XV auf Seite 40, wobei fiir b, ¢ und d
%  der Wert 0 auszuschlieBen ist.
s 200 e dewvin -2 entgegengesetzte Bruch (vgl. S. 48).
@, @, a,
1 a, 3 a, .
— = —2  ist der zu reziproke Bruch (vgl. S. 48).
o e a
@y
Es ist % = Z'g » wenn ¢ irgend eine ganze von Null verschiedene
2 2

Zahl bedeutet. (Satz IV auf Seite 49.)

% heiBt ein reduzierter oder irreduzibler Bruch, falls ¢, und a,
2
teilerfremde ganze Zahlen bedeuten und a, positiv ist.

4*
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§ 10.
Unabhiingigkeit der zehn Korperpostulate.!

Nimmt man das System der rationalen Zahlen, das wir im vorigen Para-
graphen gewonnen haben, als logisch moglich an, so liegt hierin der Nach-
weis, daB die zehn im § 7 fiir einen Kérper aufgestellten Postulate
realisierbar sind, sich also nicht widersprechen.

Man kann sich noch die Frage vorlegen, ob die 10 fiir einen Kérper
aufgestellten Postulate voneinander unabhiingig sind oder ob sich
welche von ihnen als logische Folgerungen der ubrigen ableiten lassen. Tat-
siichlich sind die 10 Postulate logisch unabhiingig, wie sich daraus ergibt,
daB man 10 zweifach verkniipfbare Systeme konstruieren kann, bei denen
immer 9 Postulate und die Negation des zehnten gleichzeitig erfullt sind.

Ehe wir den Nachweis der Unabhiingigkeit erbringen, schicken wir
noch eine Bemerkung voraus: Wir werden im folgenden zwei Systeme R,
und R, konstruieren, bei denen die Postulate A,) bzw. M,) nicht mehr giiltig
sind, so daB die Erzeugung eines neuen Elements durch additive bzw. mul-
tiplikative Verkniipfung zweier Elemente des Systems nicht stets innerhalb des
zu betrachtenden Elementensystems moglich ist; trifft dieses zu, so soll die
Giiltigkeit der Postulate A,), M,), C) und D) nur fiir den Fall gefordert
werden, daf alle in ihnen auftretenden Verkniipfungen dem System an-
gehoren. Z. B. braucht das distributive Gesetz A-(B+C)= 4+-B+ A-C nur
fiir solche Elemente erfiillt zu sein, fiir die auer 4, B, ¢ noch B + C, 4. B,
A4.C, A-(B+0C), A-B + A-C siimtlich dem System angehiren. In diesem
Sinn sind die genannten vier Postulate demnach natiirlich auch schon in § 7
aufzufassen.

Wir betrachten folgende Systeme:

1. R,. Das System I?; bestehe aus der Gesamtheit derjenigen Briiche,
bei denen, wenn sie in reduzierter Form geschrieben werden, Zihler und
Nenner beide ungerade Zahlen sind, und der Zahl 0; Addition und Multi-
plikation seien in iiblicher Weise definiert. Bei den gemachten Festsetzungen

gehort T + —Z— nur dann dem System 2, an, wenn =" und sich dem-
2 2

bq ay

nach die Summe 0 ergibt. Da die Addition aus dem System R, herausfiihrt,
ist das Postulat A,) nicht erfiillt, hingegen bestehen alle iibrigen 9 Postulate.

2. R, Das System R, bestehe aus allen rationalen Zahlen. Die Multipli-
kation sei in iiblicher Weise definiert, fiir die Summe @ + b zweier Zahlen
aus R, setzen wir fest, daB sie in iiblicher Weise gefunden werden soll, wenn
@ # b, nur soll die Summe zweier gleicher rationaler Zahlen stets 0 sein. Das
System R, erfiillt alle 9 Postulate mit Ausnahme von A,).

3. R, Das System R, bestehe aus allen rationalen positiven Zahlen,
0 ausgeschlossen, und es soll in gew¢hnlicher Weise addiert und multipliziert
werden. Das System R, erfiillt alle Postulate, ausgenommen A,). Fiir dieses
System kommt das Postulat A,) nicht in Frage, da das System das Element 0
nicht enthiilt; mithin ist auch A,) insofern als erfiillt zu betrachten, als die
fir dieses Postulat gemachten Voraussetzungen bei dem System R, iiberhaupt
nicht stattfinden.

! Vgl. L, E. DicksoN, Transactions American math. soc. 6, 198 (1905).
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4. R, Das System R, bestehe aus allen rationalen positiven Zahlen
einschlieBlich 0, und es werde in gewéhnlicher Weise addiert und multipliziert.
R, erfiillt alle Postulate, ausgenommen A)).

5. R;. Das System R, bestehe aus allen rationalen Zahlen, die in ge-
wiohnlicher Weise addiert werden sollen; das Produkt zweier rationaler Zahlen
a+b habe den iiblichen Wert, wenn @ =1 oder b =1 oder wenn sich das
Resultat 1 ergibt, sonst aber sei a5 gleich einer nicht rationalen Zahl. Das
System R; erfiillt alle Postulate, ausgenommen M,).

6. R;. Das System R, bestehe aus der Gesamtheit aller GréBen e+ 87, + 7 7,,
wobei «, f, y beliebige rationale Zahlen (einschlieBlich 0) bedeuten. Der
Ausdruck:

(0 +09) + By + )iy + (71 + 79 0

soll die Summe der zwei GroBen o, + f, 4, + 7,7, und a, + 837, + ¢, 7, heillen,
unter dem Produkt

(0 + B % + 71 %9) (@ + Baty 4 g975)
soll die GrifBe

oy agt By a1y 0 lat oy Baty +0, B 241 fotaty + oy Yo tat B 72t tat 11 72 00

verstanden werden, wobei die Ausdriicke 7,% 4,7, 7, %, %> nach folgender
Kompositionstabelle, die ebenso wie auf Seite 27 zu verstehen ist, zu er-
setzen sind:

| | |

} 1 l % “ 7
| 1 ’ 171 ":g
i, 1 DA s | 1
& | () 3 1 -2

Abgesehen von den gemachten Festsetzungen soll mit den Elementen des
Systems Ry in iiblicher Weise gerechnet werden. Ist in « + 4, + g7, eine
der rationalen Zahlen «, £, y Null, so soll der betreffende Term einfach fort-
gelassen werden. '

Fiir unser System ist
(@ oty)ete = (= 1)ty == ¢ (%) =%-1=71.

Mithin erfiillt das System R; nicht das assoziative Gesetz M,). Hingegen ge-
niigt das System R; den iibrigen 9 Postulaten, z. B. ist M,) erfiillt, da

(a+ﬂil+7i‘)(%—§z}— %z‘,_,) =1
ist, wenn 4 = «® + 9* + (8 — 7)%

7. R,. Das System R; sei das aller rationalen Zahlen, die in gew&hn-
licher Weise addiert werden sollen; das Produkt @ b zweier Zahlen werde stets
als 0 definiert. Das System R, erfiillt alle Postulate bis auf M,). Fiir dieses
System kommt das Postulat M,) nicht in Frage, da das System kein fiir die
Multiplikation neutrales Element 1 enthiilt; mithin ist auch M,) insofern als
erfiillt zu betrachten, als die fiir Postulat M,) gemachten Voraussetzungen bei
dem System R, iiberhaupt nicht stattfinden.
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54 Grundlagen der Arithmetik.

8. R, Das System Ry sei das aller ganzen Zahlen, die in gewihnlicher
Weise addiert und multipliziert werden sollen. Das System Ry erfiillt alle
Postulate bis auf M,).

9. R,. Das System R, bestehe aus der Gesamtheit aller Grifen
o+ 4 +yiy+ 01,

wobei «, £, 7, 0 beliebigé rationale Zahlen (einschlieBlich 0) bedeuten. Unter
der Summe zweier Grifen

0, + B4+t + 0,4 und ey + Body + ety + 057

soll die GroBe
(o + @) + (f”x + ﬂ,)il s (7’: + 7’2)".2 7 (51 i ‘52”'3

verstanden werden, das Produkt
(o + Bi 9y + 717 + 0, %) (s + fa?y + oy + 0y )

soll analog wie bei System R; die durch formales Ausmultiplizieren er-
haltene Gribe:

o 0+ frest + y 00 + 0y %5 + 0y Bty + B oty + 7 Baty s + 0 oty
+ g oot By Yoty Got 7y Yo ta+ 0y 7o ¥s Vot 0y Oy U+ By 054y G5+ 7y 0o 8gdg+ 0y 0, 22

sein; dabei sind die Produkte 7, 7y, 4,7, 7,*... nach der Kompositionstabelle
der Quaternionen auf Seite 27 zu ersetzen. Ist in « + f7; + ¢4, + 07, eine
der rationalen Zahlen a, #, 7, 0 Null, so soll der entsprechende Term einfach
fortgelassen werden. Das System R, erfiillt, wenn, abgesehen von den ge-
machten Festsetzungen, mit seinen Elementen in der iiblichen Weise gerechnet
wird, alle Postulate mit Ausnahme des kommutativen Postulats C).

10. R,,. Das System R,, bestehe aus allen ganzen Zahlen, die in ge-
wohnlicher Weise addiert werden sollen. Was die Multiplikation von zwei
beliebigen ganzen Zahlen @ und b betrifft, so sei das Produkt a-b als
@ + b + 1 definiert. Das System R,, erfiillt dann alle Postulate mit Aus-
nahme des distributiven Postulats D). Fiir die so definierte Multiplikation ist
— 1 neutrales Element.

§ 11.
Die Ordnungsfihigkeit der rationalen Zahlen.

Von den ganzen Zahlen waren die Zahlen 1, 2, 3, ... bereits als positiv,
die Zahlen — 1, — 2, — 3, ... als negativ erklirt. In Erweiterung dieser
Begriffshestimmung heifle eine rationale Zahl positiv, wenn sowohl ihr
Zihler als ihr Nenner positiv oder beide negativ sind. Eine rationale
Zahl heife negativ, wenn entweder der Zihler positiv und der Nenner
negativ oder der Zihler negativ und der Nenner positiv ist. Zuniichst sieht
man, daB keine rationale negative Zahl gleich einer positiven ist. Denn sind die

zwei rationalen Zahlen - und 5y gleich, so ist nach Definition I auf Seite 46

a, b,
@, by = a,b,. Haben die zwei ganzen Zahlen @, und a, gleiche Vorzeichen,
so miissen es auch b, und b, haben; besitzen hingegen @, und @, entgegen-

gesetzte Vorzeichen, so miissen auch b, und b, solche haben.
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Die rationalen Zahlen zerfallen demnach in drei Klassen,
nimlich die Zahl 0, die rationalen positiven Zahlen und die ratio-
nalen negativen Zahlen. Jede rationale Zahl gehirt einer und
auch nur einer der drei Klassen an.

Hat man eine rationale Zahl 4 = Z‘ , 8o ist die zu ihr entgegengesetzte

Zahl — A = ;aa—‘ (vgl. 8. 51). Hieraus folgt: Ist die rationale Zahl A = 0, so
2

ist die entgegengesetate Zahl — A auch gleich 0; ist A positiv, so ist — A negativ,
ist A negativ, so ist — A positiv. Da die rationalen Zahlen einen Kérper bilden,
so gilt folgender Satz (vgl. Seite 85): Sind 4 und B irgend zwei rationale Zahlen,
so gibt es eine rationale Zahl X = 4 — B und keine zu ihr ungleiche, die der
Gleichung 4 = X + B geniigt, und eine Zahl ¥ = B — 4 und keine zu ihr
ungleiche, die die Gleichung B = Y + A befriedigt. Die zu X = 4 — B ent-
gegengesetzte Zahl — (4 — B) ist gleich B— 4 =Y. Ist A= B, so sind X
und Y beide gleich 0; ist 4 # B, so ist die eine der zwei Zahlen X und Y
positiv, die andere negativ.
Wir definieren

Definition I. Sind 4 und B irgend zwei zueinander ungleiche
rationale Zahlen (4 # B), so heile B< A4, wenn die Gleichung
A =B+ X eine positive Lésung besitzt.

Wir weisen zuniichst nach, daB diese Definition die drei an das Zeichen <
gestellten Bedingungen U,) bis U,) auf Seite 22 erfiillt.

Sind 4 und B irgend zwei zueinander ungleiche rationale Zahlen, so
hat, wie wir schon bemerkten, eine und auch nur eine der Gleichungen
A=B+ Xund B= A4 + Y eine positive Lésung; mithin ist, falls 4 # B,
in sich gegenseitiz ausschlieBender Weise entweder B < 4 oder 4 < B, und
das weniger fordernde Postulat U,) ist gewill erfiillt.

Ist A < B, so heit dies nach Definition, dal die Gleichung B= 4 + Y
eine positive Losung Y hat. Dann ist 4 # B, also ist Postulat U,) erfiillt.
Wiire nimlich 4 = B, so hiitte B = A + Y keine positive Losung, sondern
die Losung Y = 0.

Sei A < B und B < (C, d. h. es gibt nach Definition I zwei positive
Zahlen /> und ), da B= A + P, C= B+ (; daher ergibt sich C= A4 + P+ Q.
Ist P= Z' und Q= —Z—‘, so ist P+ Q = %{]—‘&; haben einerseits p,
und p,, andererseits ¢, und ¢, gleiche Vorzeichen, so trifft dies auch fiir
P1qs + g ps und py g, zu. Mithin ist, wenn P und ) rationale positive Zahlen
sind, P + Q ebenfalls eine rationale positive Zahl. Aus C = 4 + P + Q folgt
nach Definition I: 4 < ¢. Mithin ist auch Postulat U,) erfiillt.

Infolgedessen gelten auch die aus U,) bis U,) auf Seite 23 abgeleiteten
und dort mit III und 1V numerierten Siitze:

Zwei rationale Zahlen 4 und B stehen stets in einer der sich
gegenseitig ausschlieBenden Beziehungen 4 = B oder 4 < B oder
B<A.

Bestehen fiir rationale Zahlen die Beziehungen 4 < B, 4 = 4’,
B = B’, so ist A< B’.

Fir 4 < B schreiben wir nach dem Schluf des §5 in genau gleich-
wertiger Weise auch B > 4.
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‘Wir beweisen nunmehr:

Satz I. Sind 4, B und C rationale Zahlen und 4 < B, so ist
4+C<B+0C 1 |
Da A < B, so existiert nach Definition 1 eine positive Zahl P, fiir die
B=A+ Pistt Aus B=A + P und C = O folgt B+ C= A + C + P oder

nach Definition I: 4 + C< B + C.

Satz II. Jede rationale positive Zahl P geniigt der Un-
gleichung 0 < P; geniigt umgekehrt eine rationale Zahl P der Un-
gleichung 0 < P, so ist sie positiv. Mithin wird jede negative
Zahl N durch N < 0 charakterisiert.

Der Beweis des Satzes II beruht in folgendem: Wenn P eine rationale
positive Zahl ist, so ist die Losung der Gleichung P = 0 + X positiv und
demnach nach Definition 0 < P. Ist umgekehrt nach Voraussetzung 0 < P,
so besagt dies nach Definition, daB die Losung X = P der Gleichung
P =0 + X eine positive Zahl ist.

Satz 1II. Sind 4, B zwei rationale Zahlen und ist 0 < 4 und
0 < B, so ist 0 < A B.

Sei 4 = —aLundB=b—‘, so0 ist AB=a’b1
ay by @y by
positiv sind, so haben @, b, und a, b, gleiche Vorzeichen, d. h. 4 B ist positiv.

Auf Grund der fiir die Relation < aufgestellten Definition folgt un-
mittelbar: Von zwei ganzen Zahlen ist diejenige kleiner, die bei
der gewohnlichen Anordnung:

R Qv S Ml L R

, und da sowohl A4 als auch B

der anderen voraufgeht. Befindet sich niimlich die ganze Zahl 4 unter
den Vorgiingern der ganzen Zahl B, so ist in der Bezeichnung des §2:
B=At+---+ und diese Relation zieht fiir die Gleichung B = 4 + X eine
positive Lésung X nach sich, d. h. 4 < B.

Wir beweisen ferner:

Von zwei rationalen Zahlen A4 = —Z'— und B= %—, bei denen
2 2

@, und b, beide positiv angenommen sind (dies ist nach Seite 49
stets zu erreichen), ist dann und nur dann 4 < B, wenn die Un-
gleichung a, b, < a,b, zwischen ganzen Zahlen stattfindet.
Ist 4 < B, so existiert mach Definition I eine positive Zahl P, so daB
B=P+ 4, d.h. P= B — 4; nun ist
B..A:l)‘__ﬂ= blac_,‘—a,bg.

b, a, ay b,

Da a, b, positiv ist, so ist P dann und nur dann positiv, wenn &, a._; — a; by
positiv ist, d. h. nach Satz II: 0 < b, a, — a, b, oder nach Satz I:

a, by +0< (byas —a, by) + a; by, d. h. a b, <b a,.
Geht man diese Schliisse riickwirts durch, so folgt, dab auch umgekehrt
die Ungleichung a, b, < @, b, die Ungleichung 4 < B nach sich zieht.
Wir konnen daher noch folgendes aussagen:

Die rationalen Zahlen bilden einen Kirper, dessen Elemente
sich so ordnen lassen, daB sie auBer den 10 Korperpostulaten
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A)) bis A), M)) bis M), C) und D) noch den folgenden 5 Postulaten
geniigen, nimlich

U,) bis U,) auf Seite 22 und

U,). Sind 4, B und C irgend welche Elemente des Kérpers
wpdi < B, so ist 4 4+C < B +C.

U,). Sind 4, Birgend zwei Elemente des Korpers, 0< 4, 0< B,
so ist 0 < A B.

Man konnte die rationalen Zahlen auch noch in anderer Weise als ein
ordnungsfiihiges System ansehen, bei dem die Postulate U,) bis Uy) erfiillt sind.
7. B. konnte man statt der Definition I die folgende zugrunde legen: Sind A
und B irgend zwei zueinander ungleiche rationale Zahlen, also 4 # B, so heifle
B < 4 oder gleichbedeutend A4 > B, wenn die Gleichung A = B + X eine
negative Losung hat, und demnach A < B oder gleichbedeutend B> A4, wenn
die Gleichung B= A + Y eine negative Losung hat (also umgekehrt wie bei
Definition I). Bei dieser Definition der Relation < werden auch die drei
Postulate U,) bis Uy) erfiillt; es gilt der Satz I dieses Paragraphen, aber nicht
mehr Satz III. Z. B. wiire nach dieser Definition: 0 < — 4, 0 < — 6, 24 < 0,
withrend, wenn Satz III gelten sollte, 0 < 24 sein miiBte.

Man konnte die rationalen Zahlen auch auf folgende Weise ordnen: man
sehe alle zu 0 ungleichen rationalen Zahlen als > 0 an, von zwei zueinander
ungleichen rationalen Zahlen gelte diejenige mit griBerem absolutem Betrage
(unter dem absoluten Betrag ist die Zahl, abgesehen vom Vorzeichen, zu ver-
stehen) als die groBere, von zwei rationalen Zahlen mit entgegengesetzten Vor-
zeichen und gleichen absoluten Betriigen sei die]positive die grifere. Bei
dieser Art der Definition sind alle drei an die Relation < zu stellenden Be-
dingungen U,) bis U,) erfiillt, es gilt Satz III, aber nicht Satz I; denn bei
der angegebenen Definition ist z. B. 2 < — 9, — 9 + 6 < 2 + 6.

Aus diesen zwei Beispielen geht hervor, daB weder das Postulat U),)
noch das Postulat U;) aus den iibrigen ohne Zugrundelegung einer Definition
itber den Charakter der Relation < herleitbar sind. Die zwei Beispiele lehren
néimlich: Man kann die rationalen Zahlen mittels einer anderen als der iib-
lichen Erklirung von < so anordnen, daf sie von den angegebenen 15 Postu-
laten 14 erfiillen, wiithrend eines, niimlich U,) bzw. U;), durchbrochen ist.

Wir beweisen noch folgende allgemeine Theoreme, die uns auch noch
in den folgenden Kapiteln niitzlich sein werden:

Satz IV. Sind 4, B, C, D irgend welche Elemente eines
Kérpers, der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U;) geniigt, und
ist A< B, C<D,soist A+C< B+ D.

Nach U,) folgt aus 4 < B, dab 4 + C < B + C; ebenso ergibt sich aus
C<D,daB C+ B< D+ B. Da in jedem Kérper die Addition kommutativ
ist (vgl. Seite 41), s0ist C+ B=B+C, D+ B= B+ D. Aus A+ C< B+ C
und B + C < B + D folgt nach Uy), daB 4 + C < B + D.

Satz V. Sind 4 und B irgend welche Elemente eines Korpers,
der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U;) geniigt, und ist 4 < B,
soist — B< — 4.

Die ausgesprochene Behauptung ergibt sich nach U,) aus 4 < B durch
Addition von (— A4) + (— B) = (— B) + (— 4).

Satz VI. Sind 4, B, C irgend welche Elemente eines Korpers,
der auch noch den 5 Postulaten U;) bis U;) geniigt, und ist A < B
und 0 < C, so ist AC < BC.

www.rcin.org.pl



-
58 Grundlagen der Arithmetik.

Aus 4 < B folgt nach U,) durch Addition von — 4 =— 4, daB 0 < B— A.
Hieraus und aus 0 < C folgt mach U,) die Ungleichung 0 < (B — 4)C oder
0< BC — AC. Nach U,) ergibt sich durch Addition von AC = A(C, dab
AC < BC.

Satz VII. Sind 4, B, C, D irgend welche Elemente eines
Kérpers, der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U;) geniigt, und
18t1 4 B 0:<.D, 50 <ud, 0 < O, solist A i< B.D.

Aus 4 < Bund 0 < C folgtmach Satz VI, daB 4 C < BC. Aus 0 < 4 und
A < B ergibt sich auf Grund von Uy), daB 0 < B ist. Hieraus und aus C < D
folgt nach Satz VI, daB CB < D B. Nach dem kommutativen Postulat C) der
Multiplikation ist C B = BC und D B = BD; daher folgt aus A0 < BC und
BC < BD, daB AC < BD ist.

§ 12,
Weitere Eigenschaften der rationalen Zahlen.

Hat man drei’Elemente 4, B, C' eines mittels einer Relation < geordneten
Systems und ist 4 < B und B < C, so sagt man B liegt zwischen 4 und C.
Hat man ein durch eine Relation < geordnetes System, das so beschaffen ist,
daB zwischen zwei ungleichen Elementen des Systems stets wenigstens ein
drittes ebenfalls dem System angehériges Element liegt, so heilit dieses ein
iitberall dichtes System.

Hat man irgend zwei rationale Zahlen 4 und B, die zueinander ungleich
sind, so wird die eine grifer als die andere sein, sei etwa A4 < B. Wir

Yilgen ‘die Zahl bt B

2

, die wir das arithmetische Mittel der Zahlen A
und B nennen. Dann ergibt sich aus 4 < B durch Addition von 4 = 4 bzw.

B = B und Multiplikation mit % nach den Siitzen I und VI des § 11 die

Ungleichung :
A+ B

2

4 <

< B,

die besagt, daB das arithmetische Mittel von 4 und B zwischen beiden liegt.
Hieraus folgt: Zwischen zwei ungleichen rationalen Zahlen liegt
stets wenigstens eine weitere rationale Zahl. Die rationalen Zahlen
bilden daher ein iiberall dichtes System.

Da man auf die rationalen Zahlen 4 und e _: B bzw. 4 _*; 1 und B

das gleiche SchluBverfahren wie auf 4 und B anwenden und dieses beliebig
fortsetzen kann, so ergibt sich: Dieser ProzeB erreicht nie sein Ende; er
liefert immer neue rationale Zahlen, die zwischen 4 und B liegen. Zur
Formulierung dieser Tatsache definieren wir den Begriff ,unendlich
viel“. Gibt es eine unbeschrinkte Anzahl von Dingen mit gemein-
samer Eigenschaft ¥, d. h. man kann, wenn man ein 1., 2, 8. ...n'"
Ding mit der Eigenschaft E kennt, wie grof auch die ganze posi-
tive Zahln ist, immer noch ein weiteres mit der niimlichen Eigen-
schaft B finden, so sagt man: es gibt unendlich viele Dinge der
Eigenschaft . Mithin konnen wir das Resultat aussprechen: Zwischen
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zwei ungleichen rationalen Zahlen liegen stets unendlich viele
ebenfalls rationale Zahlen. .

Das System der rationalen Zahlen stellt man geometrisch durch die
Punkte einer nach beiden Seiten hin unbegrenzten Geraden dar, wie dies in
der analytischen Geometrie geschieht. Man denke z. B. auch an die Thermo-
metereinteilung.  Wir wollen hier nur kurz auf diese geometrische
Reprisentation hinweisen, ohne auf die ihr zugrunde liegenden Voraus-
setzungen oder Axiome einzugehen.

Man wiihle auf einer Geraden willkiirlich einen festen Punkt O; man ordne
ihm die Null zu und bezeichne ihn daher als Nullpunkt. Von den zwei Halb-
strahlen, in die die Gerade durch den Punkt]O zerfiillt, werde einer der positive,
der andere der negative genannt. Auf dem als positiv gewiihlten Teil nimmt man
einen beliebigen Punkt E an und setzt ihm die Zahl 1 bei. FE heiBt der Einheits-

punkt. Jeder rationalen positiven Zahl % lift man dann einen Punkt P,

den Bildpunkt von % , auf dem positiven Teil der Geraden entsprechen,

so daB die Strecke O P p-mal so groB als der ¢ Teil von O E ist. O P ist
dann, wenn m irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, stets auch p.m-mal

so groB als der g.m' Teil von O E; mithin ist P auch Bildpunkt von Iq)—:%

und daher aller zu % gleichen Zahlen. Der Bildpunkt von — % wird ge-

funden, indem man den Punkt P genau ebenso auf dem negativen Teil der
Geraden’ bestimmt,

Da zwischen irgend zwei rationalen Zahlen unendlich viele andere liegen,
so fithrt dies zu dem geometrischen Ergebnis: Zwischen zwei Bildpunkten
rationaler Zahlen liegen immer unendlich viele Bildpunkte ebenfalls rationaler
Zahlen. Im besonderen ergibt sich: Triigt man vom Punkte O aus nach rechts

und links beliebig oft hintereinander die Liinge —;i (M beliebige ganze posi-
Al

tive Zahl) ab, so liegen in jedem dieser Intervalle der Geraden von noch so

kleiner Linge 7‘}[— stets Punkte, die Bildpunkte rationaler Zahlen sind. Man

sieht, daB die Bezeichnung ,jiiberall dicht* darin ihre Erklirung findet, daB
die Punkte der Geraden, die rationalen Zahlen entsprechen, die Gerade iiberall
dicht erfiillen. Die ganzen positiven und negativen Zahlen einschlieBlich der
Null besitzen fiir sich allein die besprochene Eigenschaft nicht; sie bilden
eine diskrete, nirgends dichte Menge.

Wir wollen uns noch mit einer weiteren Eigenschaft des Systems der
rationalen Zahlen beschiiftigen. Das System der rationalen Zahlen ist
abzihlbar. Ein GriBensystem heift abziihlbar, wenn sich seine Individuen,
in soweit sie untereinander ungleich sind, in eindeutigz umkehrbarer Weise
den ganzen positiven Zahlen zuordnen lassen, d. h. wenn jedem Elemente des
Systems eine und auch nur eine ganze positive Zahl entspricht und umgekehrt
hierdurch jeder ganzen positiven Zahl ein und auch nur ein einziges Element
des Systems entspricht, wobei zueinander gleiche Elemente des Systems als
nicht verschieden gelten.

Um diese Tatsache zu beweisen, schreiben wir alle rationalen positiven
Zahlen in einer derartigen Anordnung, daf bei ihnen der Wert der aus Zihler
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und Nenner gebildeten Summe wiichst. Ist diese Summe fiir zwei rationale
Zahlen die gleiche, so schreibe man immer den Bruch mit kleinerem Nenner
zuerst hin; ferner mége jeder positiven Zahl die ihr entgegengesetzte gleiche
negative unmittelbar folgen. Auf diese Weise erhiilt man folgende Anordnung
der rationalen Zahlen:

0 1 -1 2 -2 1 -1 8 -3 1 2
o T e By T S e el e
S S R S g Bl ieh A
- "1_; S0 s g e R v Rl _4—; T A ?y
—1 6 —6 5 -5

Ta ’1—7 172 ?’ o

Bei dieser Anordnung sind Zahlen, die voraufgegangenen gleich sind, fort-
2 - 4 & ; 2

gelassen (es blieb also z. B. %, 5 —;g-, 7 fort)‘ Numeriert man hierauf

0 mit 1, 1 mit 2, — 1 mit 3, 2 mit 4, — 2 mit 5, é- mit 6, ;:- mit 7 usw.,

so ist die Geesamtheit der rationalen Zahlen, insoweit sie untereinander ungleich
sind, eindeutig umkehrbar den natiirlichen Zahlen zugeordnet. Die rationalen
Zahlen bilden daher eine abziihlbare Menge.

¢ Zweites Kapitel.
Die Gesamtheit der reellen Zahlen.

8.
Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen zum System aller
reellen Zahlen.

Schon Pythagoras soll erkannt haben: Die Diagonale eines Qua-
drates ist durch die Quadratseite nicht meBbar oder, arithmetisch
ausgedriickt, es gibt keine rationale positive Zahl, deren Quadrat
gleich 2 ist.?

Der von Evcuin? in seinen Elementen hierfiir gegebene Beweis 1Bt sich
in arithmetischer Form folgendermafen wiedergeben: Angenommen, es existiere

2
eine rationale positive Zahl %, deren Quadrat gleich 2 ist, also (—:—) = 2,

! Dieser Satz ist ein spezieller Fall des Satzes: Der Gleichung
S EPT gt P =0

mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt, wenn sie nicht durch ganze Zahlen befriedigt
wird, keine rationale Zahl.

* Euclidis elementa, liber X, Ende, ed. J. L. HEIBERG, vol. 3, S. 409,
Leipzig 1886.
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Alsdann kann man den Bruch ~:A als reduzierten Bruch (vgl. 8. 51) voraus-

setzen, d.h. die ganzen positiven Zahlen » und s ohne gemeinsamen ganz-
zahligen Faktor annehmen; denn durch einen solchen konnte man bei dem

9

Bruche —Z— fortdividieren. Aus —rf_,— = 2 folgt 72 = 24% . Die Zahl »* ist also
e

eine gerade Zahl. Hieraus ergibt sich, daB » selbst eine gerade Zahl ist;
denn wiire 7 eine ungerade Zahl 2/ + 1, wobei /. eine ganze positive Zahl
bedeutet, so wire »* = 4.4+ 44 + 1 = 2(2h* + 2/) + 1 ebenfalls ungerade.
Da r eine gerade Zahl ist und » und s teilerfremd sind, so muB s ungerade
sein. Wenn aber » eine gerade Zahl 2/ ist, so ist »*=4(%. Da 7%= 2s?
war, so folgt, daB s* = 2/* ist. Wenn aber s* gerade ist, so muB es auch s
sein. Die Zahl s kann aber nicht gleichzeitig gerade und ungerade sein';

folglich existiert keine rationale positive Zahl )T:, deren Quadrat gleich 2 ist.

Die Gleichung 2® = 2 ist also durch keine positive rationale Zahl lésbar.

Nimmt man geometrische Vorstellungen zu Hilfe, so kann man sagen:
Konstruiert man iiber der Lingeneinheit, die im Kap. I, §12 zur MaB-
bestimmung auf einer unbegrenzten Geraden beniitzt wurde, ein Quadrat und
triigt seine Diagonale von demjenigen Punkt der Geraden aus, welcher der
Zahl 0 entspricht und mit O bezeichnet sei, auf der Geraden ab, so erhiilt
man auf dieser einen Punkt 4, dem keine rationale Zahl entspricht. Das
System der rationalen Zahlen versagt also schon fiir die sogenannte Quadrat-
wurzelausziehung und erfiillt bei seiner geometrischen Darstellung die Gerade
nicht liickenlos mit Punkten.

Die Unlésharkeit der gestellten Aufgabe im Gebiete R der
rationalen Zahlen fithrt dazu, eine Vervollstindigung des Zahlen-
systems vorzunehmen. Einen Hinweis auf die Art, wie dies geschehen
kann, liefert die Geometrie.

Hat man auof einer Geraden zwei unendliche Reihen von Strecken:
QA 350 4550 4500 O lsias s QAL OA s DAL OAL 55 i von. ‘denen™ die
ersten wachsen, die zweiten abnehmen, dabei aber immer grifer als die ersten
bleiben, und werden die Strecken 4, 4,", 4, 4./, 4, 4/, A, A/, ... schlieBlich

ol

£ 0P S5 7 i TG 7D S O G L
A
Fig. 1.

kleiner als jede gegebene Strecke, so nimmt man an, die Gerade lasse sich
durch einen bestimmten Trennungspunkt A derartig in zwei Teile zerlegen,
so daB der eine Teil alle Punkte A,, der andere alle Punkte A4, enthiilt.

! Hierauf anspielend, sagt Aristoteles (Analytica prot. I, 23, deutsche Ausgabe
von KIRCHMANN in Philosophische Bibliothek, Bd. 72, S. 54, Aristoteles’ erste Ana-
lytiken, Leipzig 1877): ,,So wird bewiesen, dal die Diagonale nicht von den Seiten
des Quadrats gemessen werden konne, weil, wenn man annimmf, sie konne davon
gemessen werden, folgt, daf das Ungerade dem Geraden gleich sei.*
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Die Arithmetik muf aber aus sich selbst heraus, unabhanglg von der Be-
rufung auf die Anschauung und auf geometrische Axiome, begriindet werden.

Der geometrische Gedankengang veranlaBt uns zu Folgendem:

Wir fiithren zwei unendliche, auf Grund irgend einer Vorschrift herleit-
bare Folgen rationaler Zahlen

{a,, s e e P Wy }
7SS PG AN T (R PO GEE P RER
ein. Diese sollen den folgenden vier Bedingungen B,) bis B,) geniigen:

B,). Fiir jedes ganzzahlige n soll a, , = a,! sein.

B,). Fiir jedes ganzzahlige n soll a,', , = a,’ sein.

B;). Fiir jedes ganzzahlige n soll @, = a, sein.

B). Ist & irgend eine beliebig gewiihlte positive rationale
Zahl, so soll zu jedem & eine derartige ganze positive Zahl & ge-
funden werden kénnen (4 hiingt von e ab), daB die unendlich vielen
Ungleichungen a;,  —a,, <& bestehen, wobei ¢ jeden der Werte
0,1, 2 8, ... annimmt. Die vierte Bedingung liiBt sich auch so ausdriicken:
mit einem gewissen £ beginnend, soll die Differenz a)/— a; unter
jeden noch so kleinen vorgegebenen Betrag sinken oder, wie man
sagt, mit unendlich wachsendem % unendlich klein werden.

Hat man zwei unendliche miteinander zusammenhiingende Folgen ratio-

naler Zahlen:
23 e S PR AL o U S S o
Ok e s 10 3. 7 gt Loyl axdisid

welche die vier Eigenschaften B,) bis B,) besitzen, so nennen wir sie zwei
zusammengehérige Definitionsfolgen. Wir sagen: die Zahlen a,
bilden die erste oder aufsteigende Definitionsfolge (schiirfer, da ja
auch a,4,= a, sein kann, die niemals abnehmende Definitionsfolge). Die
Zahlen a,’ bilden die zweite oder absteigende Definitionsfolge (schiirfer,
da ja auch a@,’, = @, sein kann, die niemals zunehmende Definitionsfolge).
Von der Existenz zusammengehoriger Definitionsfolgen, welche die Be-
dingungen B,) bis B,) erfiillen, wird sich der Leser durch folgende Beispiele:

3 1 2 3 4
To¥ i LA = {0,3, 0,33, 0,383, 0,38338, }
’ lo4, 0,34, 0,334, 0,3834, ]
e SRR TR © ST - R © o
1 1 1 1 1 1
l—é" CT L DT e TR T L T |
I 1 1 1 1 i 1 l’
g Dt 25 ad ise R
1 1 1 1 1 1
I_Tz" T T, g R TR TR USRS R 1
I 1 1 1 1 1 1
2’ LA SR 16’ 32’ 64’

iiberzeugen.

! @ = b bedeutet hier wie im folgenden, duf} a entweder gleich b oder groBer
als & ist; das nimliche bedeutet b =< a.
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Zwei zusammengehorige Definitionsfolgen fassen wir durch

ein Zeichen zusammen, indem wir setzen

(nl, DR AP (VS ) (a,,)

it s ’ / ' 5 ]9

et SR e O ) U TS a,
« betrachten wir als ein durch die zwei zusammengehirigen Definitionsfolgen
definiertes oder bestimmtes Gebilde. Ein solches Ding «, das wir nur aus-
schlieBlich auf Grund einer Definition einfithrten, ist ein von uns aus rationalen
Zahlen geschaffenes Objekt, das wir auch eine Zahl « nennen. Fiir die so
durch zwei zusammengehirige Definitionsfolgen eingefithrten Zahlen wollen
wir vorliufig kleine griechische Buchstaben verwenden. Die Gesamtheit dieser
Zahlen « bezeichnen wir als System P.!

Die Zahlen aus P haben bisher noch keine Eigenschaften. Da wir neue
Symbole vor uns haben, so bedarf es besonderer Festsetzungen, in welchem
Verhiiltnis sie zu den uns bisher nur bekannten rationalen Zahlen stehen
sollen und ferner in welcher Weise mit ihnen zu operieren ist.

Wir zeigen zuniichst,  daB sich aus jeder beliebig gewiihlten rationalen
Zahl 7 stets eine Zahl aus P konstruieren liBt. Wiihlt man niimlich in dem

Zahlengebilde (a"/) alle a, durchgehends gleich der niimlichen Zahl » und
ay

alle a,” ebenfalls gleich », so sind bei dieser speziellen Wahl alle vier fiir zwei
zusammengehirige Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen B,) bis B))
erfiillt; daher ist

ein Zahlengebilde aus F.
Wir setzen durch Definition fest: Das spezielle Zahlengebilde

Jrs ok SRR O
7 7r 4
i PR (S RRERA

! Rein arithmetische Einfiihrungen der Irrationalzahlen auf Grund klarer Defini-
tionen sind auf der einen Seite von R. DEDEKIND (Stetigkeit und irrationale Zahlen,
Braunschweig 1872, 3. Aufl. 1905), durch seine ,Schnitttheorie’* und auf der anderen
Seite in mehr oder weniger miteinander zusammenhingender Weise, jedoch von-
einander nnabhiingig von CH. MERAY (Nouveau précis d’analyse infinitésimale, Paris
1872, p. 2, Lecons nouv. sur l'analyse infin., Paris 1894, I, p. 23), G. CANTOR
[Math. Ann. 5, 123 (1872), vgl. auch E. HEINE, Journ. f. d. r. u. ang. Math., 74,
172 (1872)] und K. WEIERSTRASS in seinen Vorlesungen [vgl. Kossak, Die Ele-
mente der Arithmetik, Programm d. Friedr. Werderschen Gymnasiums, Berlin 1872,
und 8. PINCHERLE, Giornale di matematiche 18, 178 (1880)] durch ,,Zahlenfolgen‘¢
gegeben worden. Die Darstellung des Textes operiert mit Zahlenfolgen wie die
zweite Klasse, infolge Beniitzung zweier Zahlenfolgen statt nur einer laufen die
Rechenregeln parallel der Schnitttheorie [vgl. G. Riccr, Giornale di matematiche 35,
22 (1897)]. Fiir die Auffassung des Textes vgl. P. BACHMANN, Vorl. iiber d. Natur
der Irrationalzahlen, Leipzig 1892, S. 6, ferner A. CAPELLI, Giornale di matematiche,
35, 209 (1897). Vergleichende Betrachtungen iiber die verschiedenen Einfithrungen
der Irrationalzahlen von G. CANTOR, Math. Ann. 21, 564 (1883), H. BURKHARDT,
Vierteljahrsschrift der naturforsch. Gesellsch. Ziirich 46, 179 (1901), O. PERRON,
Jahresbericht d. Deutschen Math.-Vereinigung 16, 142 (1907). Eingehende Literatur-
angaben bei A. PRINGSHEIM, Enzyklopipie d. math. Wiss, I, S. 47 besonders die
franzosische Bearbeitung von J. MOLK in der Encyclopédie des sciences math. I, 132.
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bei dem sowohl die aufsteigende als auch die absteigende Defi-
nitionsfolge durchgehends aus der nimlichen rationalen Zahl »
bestehen, soll als die rationale Zahl » angesehen und mit » be-
zeichnet werden. Infolge dieser Festsetzung kann jede rationale Zahl r
aus dem System R der rationalen Zahlen, das wir im Kapitel I betrachteten,
als eine Zahl aus P geschrieben werden.

‘Das System P, das alle rationalen Zahlen umfaBt, bezeichnet man als
System der Gesamtheit der reellen Zahlen. Die Zahlen aus P nennt
man die reellen Zahlen. Wir werden spiiter sehen, daB das System £
durch die rationalen Zahlen nicht erschipft wird, sondern daf es auch noch
zu ihnen ungleiche enthiilt.

§ 2.
Vier Hilfssiitze zur Bildung reeller Zahlen.

In diesem Paragraphen leiten wir vier wichtige Hilfssiitze her, die uns
aus Zahlen von P neue Zahlen aus £ bilden lehren.

n b’l .
Hilfssatz I. Sind « = (a ,) und §= (b ,) irgend zwei Zahlen
aﬂ n
Sn = Qp.+ b,
o= al+b)
rationalen Zahlen s,=a, + b, und s,/=a, + b, erfiillen die vier
fiir zwei zusammengeh¢rige Definitionsfolgen erforderlichen Be-
dingungen B)) bis B)). .

aus P, so definiert auch y = ( ) eine Zahl aus P, d. h. die

n b" . .
Da nach Voraussetzung « = (a ,) und £ = (b ,) zwei Zahlen aus P sind,
aﬂ n

so gilt auf Grund der Bedingungen B,;) bis B,) auf 8. 62 fir jedes ganz-
zahlige n das System von Ungleichungen:

(1) ay +1 g n, (2) ar.l’+ 1 é an’y (3) a,.’ g any

@) bugy = b,y @) by =0y, (3") ba' = ba,

und ferner werden fiir geniigend grofes /& die Differenzen a;'— a; und b, — b,
beliebig klein.

Durch Addition der Ungleichungen (1) und (1) folgt nach Satz I und 1V
des ersten Kapitels § 11 (S. 56 und 57):

Gy On gy =00 F by, Ao Sap 2= 85
ebenso ergibt sich durch Addition der Ungleichungen (2) und (2'):
(AR IR 08 SR I W ML P T
Durch Addition von (3) und (8’) erhiilt man
Ayt by = Fibay o Goh =g

Um zu zeigen, daf die Folgen der Griben s, und s, auch die vierte fiir zwei
zusammengehorige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung erfiillen, wiihlen

wir irgend eine positive Zahl — . Zu dieser muB es wie zu jeder positiven
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Vier Hilfssitze zur Bildung reeller Zahlen. 65

Zahl auf Grund von B,) ein ganze positive Zahl k, geben, fiir welche die
Ungleichungen:

y &

Heto = Fto <y

bestehen, wobei ¢ jeden der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Ebenso muB eine

ganze Zahl %, existieren, so daf

r’
bkg+0

&

~ bk:+u<_2—

fir ¢ =0, 1, 2 ... Sei k die groBere der zwei Zahlen % und %, so ist gewiB
&

QK +.0— Ot o< 2

7 &
und by 40— bk 4 o< Y

wobei ¢ jeden der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Mithin ergibt sich durch
Addition:

a;,’_,,,,—— ak+a+ bk/+o_bk+g<s’ d. h. Sk’+g— S]‘+o< €.
Die Zahlen s, und s, erfiilllen also auch die vierte fiir zwei zusammen-
gehorige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung.

Hilfssatz II. Ist « = (a,,l) eine Zahl aus P, so definiert auch

Qn

([n = — a’n’ d
(;, ) eine Zahl aus P, d. h. die rationalen Zahlen f, = — @,/ und
n= — Qy

[+ = — a, erfiilllen die vier fiir zwei zusammengehorige Definitions-

folgen erforderlichen Bedingungen B,) bis B,).
n : : .

Da e= ( ,) eine Zahl aus P ist, so ist auf Grund der Bedingungen

a'l

B,) bis B,) fiir jedes ganzzahlige n:
(l) U 41 = Qn (2) an,+1 = an’y (3) anl = gy

und ferner wird fiir geniigend groBes % die Differenz @' — a; beliebig klein.
Aus (2) folgt nach Satz V des ersten Kapitels § 11 (Seite 57) —a,/ 4, =— @),
d. h. fo4,=f,; aus (1) ergibt sich ebenso: —a,,,=—a,, d h fi'1, =f;
aus (3) folgt: — a,’ =— a,, d. h. £, = f,. Mithin erfiilllen die Zahlen f, und
f' die drei ersten an zwei zusammengehirige Definitionsfolgen zu stellenden
Forderungen. Die Bedingung B,) bezieht sich auf die Differenz £,/ — f,; diese
ist gleich a,’— a,. Da also B,) von den Zahlen a, und a, erfilllt wird, so

e a‘n’ .
trifft B,) auch fiir die Zahlen £, und £,/ zu. Folglich ist (;, ), wie
wnin B

wir beweisen wollten, eine Zahl aus P.

. & bn .
Hilfssatz III.  Sind « = (a /) und g= (b ,) zwei Zahlen aus P,
an n
bei denen alle rationalen Zahlen a,, a,, b, und b, ausnahmslos
n = Qn 'bn 3
positive Grifen (> 0) sind, so definiert auch n = (p . ‘b ,) eine
Pn = Qy * On
Zahl aus P, d.h. die Zahlen p, = a,+b, und p,/’= a,’+ b, erfilllen die
vier fiir zwei zusammengehirige Definitionsfolgen erforderlichen
Bedingungen B)) bis B)).

LoEwY, Algebra. 5
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66 . Grundlagen der Arithmetik.

n bn
Da nach Voraussetzung a = (a ,) und = (b ,) zwei Zahlen aus P sind,
. an u

so erfilllen sie zuniichst die Bedingungen B,) bis B;) und die hieraus fiir
jedes ganzzahlige n flicBenden Ungleichungen:

(1) an+1 g (I,., (2) (7“ +1 * (1,, ’ (3) (l,.’ g any

(19 b=y, (27 1 bl st bl (B9 b= s

Nach Voraussetzung sind die GréBen a,, b,, @, und b,” siimtlich positiv,
mithin kann man diese Ungleichungen nach Satz VI und VII des ersten
Kapitels § 11 auf S. 57 miteinander multiplizieren und erhiilt alsdann:

Ay 4q° bu+1_0n bn, an+1 bu-*—l——an'bn,y an,'bulgnn'bnq
d. h.
’ ’ ’
Prnt1 =DPn) Pn¥1=Du, Pn = Pn-

Die GrioBen p, und p,” erfiillen also die drei ersten fiir zwei zusammen-
gehirige Definitionsfolgen aufgestellten Bedingungen.

Sei 0 irgend eine positive Grife, so kann man stets eine ganze positive
Zahl k derartig finden, daB nach der fiir zwei zusammengehorige Definitions-
folgen erforderlichen Bedingung B,) @y o— tr40 <0 und by yo— bryo< 0
wird, wobei o alle Werte 0, 1, 2, . . . annimmt. Wie beim Beweise des Hilfs-
satzes I gezeigt ist, kann man tatsachheh dasselbe % fiir beide Ungleichungen
nehmen. Nun ist

pk'+a—‘17h+o = ak’+obk/+v1— ak+ablz+a
=b'to@ +o— Oto) + Qyobi 40— brto).

Da b, 4 , nach Voraussetzung positiv ist, schlieBt man aus @’ 5 — @z 4o <9
nach Satz VI des ersten Kapitels § 11 auf Seite 57, daB

(4) bl (@ 40— Akt 0) < b 460

wird. Da by o— bx 4o und a; 4, positive GroBen sind, so ergibt sich aus der

infolge von B,) erfiilllten Ungleichung a; 4 .= =@ yo und der Ungleichung

bi' 40— by + o < 0 nach Satz VI und VII auf Seite 57, daB

(4) @ t+o(Bito— brio) < ¥ 460

wird. Durch Addition von (4) und (4') folgt nach Satz 1V auf Seite 57, dal
b +0(@ o= Wryo) d Gpo® yo—brgo) <U'yod+aiysd

wird. Da die Zahlen a,” und b," absteigende Definitionsfolgen bilden, so ist unter
allen @,” keines grofer als ¢,” und unter allen b,” keines groBer als b,". Aus
@'y o=a,’ und b,y , = b, folgt, da § positiv ist, nach den schon beniitzten
Siitzen VI und 1V auf Seite 57, daB by 4, 0 + @i’ 1 50 S b, 0 + a,’ 0 ist. Mithin wird
Peto—Phto < 6(al'+ b,'). Ist e eine beliebig vorgegebene positive Gréfe und
wiithlt man 0 = i b 73 80 wird pi' 40— pryo < & Die Zahlen p, und p,’
@ 1
erfiillen also auch die vierte fiir zwei zusammengehérige Definitionsfolgen er-

forderliche Bedingung; mithin ist (p,.l> eine Zahl aus P, wie bewiesen

werden sollte.
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Hilfssatz IV. Ist o= (a,./) eine Zahl aus P, bei der alle ratio-

a,
nalen Zahlen a, und «, ausnahmslos positive Gréfen (> 0) sind, so
definiert auch

1
Qn 1, a"/
, 1
In = a,

eine Zahl aus P, d. h. die GrioBen

1 1
= d F 52 vinem
In (l,.’ un qﬂ an,

erfiilllen die vier fiir zwei zusammengehérige Definitionsfolgen
erforderlichen Bedingungen B,) bis B,).
Ay
Da « = (
Qan
zahlige n die drei Ungleichungen:

,> eine Zahl aus P ist, so gelten zuniichst fiir jedes ganz-

1) Ay 41 = A, (2) a‘n,+| = an’: (3) an’ = Uy,
Da die GriBen @, und a, nach Voraussetzung lauter positive Zahlen sind, so

folgt nach Satz VI auf 8. 57 aus (2) durch Multiplikation mit 2 e ,l die Un-
1 1 1

n An 41
; = ——, aus (1) durch Multiplikation mit
a 'n 41 an Un 41
gleichung i - ! und schlieBlich aus:(3) durch Multiplikation mit
n n 41
1
L die Ungleichung —— =

Iy Ay

gleichung die Un-

v

an

- Diese Ungleichungen besagen aber, daf

1) w=qns1, @) @' =0 41> ®) ¢'=¢n

ist. Mithin erfiillen die GréBen ¢, und ¢, die drei ersten fiir zwei zusammen-
gehorige Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen.

Sei § irgend eine positive GriBe, so kann man stets eine ganze positive
Zahl [ finden, fiir die infolge der vierten fiir zwei zusammengehorige Defi-
nitionsfolgen erforderlichen Bedingung a4 ,— @+, < 0 wird, wobei o jeden
der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Bilden wir

1 1 v ak’+o_‘ ak+a )

9 fo—lk ba= = T = .
Ay 4 o ax + o Ar 46 Ak 40

1 1 e 2 : ’
Da ——— und ——— positive GréBen sind, so folgt aus @y 4 o— @ 4 o< 0 nach
Uk + o A + o

Satz VI auf Seite 57, daB

»ak’+a“‘ak+n < 6
ryo® 4o Q46O 4o
wird. Daher ist
4 6 ’ 7
Gy 3y ias <o oder G'yo— Gto<0Q to*Qrto-

5*
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68 Grundlagen der Arithmetik.

Nun ist 8¢ 4o positiv und nach (8) x40 =@ +o; folglich ist der in
der Ungleichung ¢y o— qr4+0 <0+ ,qr4+, rechts stehende Ausdruck
O yodrto=0 q,"ﬁ_ o und daher ¢/ ys— Qr40< O qk’i - Nach (2') bilden
die GroBen g, eine absteigende Folge; daher ist keine von ihnen griBer als ¢,’,
also gy 4o =q'. Hieraus ergibt sich schlieBlich ¢’y s — iy < 9q'". Ist &

&
—, 80 hat

-
man ¢'4+o— Qk+o < & wobei o jeden der Werte 0, 1, 2, ... annimmt.

n
n
Definitionsfolgen erforderliche Bedingung erfiillt ist. (

Zahl aus P.

eine willkiirlich vorgegebene positive Gréfe und wiihlt man o =

Hiermit ist gezeigt, daB bei ( ,) auch die vierte fiir zwei zusammengehirige

In\ . ¥
,| ist demmach eine

qn

§ 3.
Gleichheit, Addition und Multiplikation im Gebiet der reellen Zahlen.

Was bei den Zahlen aus P Gleichheit, Addition und Multiplikation
heiBen soll, war noch nicht definiert. Wir verwenden folgende Definitionen:

. n b’l
Definition I. Zwei Zahlen o = (a ,) und = (b ,) aus P sollen
a"l n

dann und nur dann gleich heien, « =@, wenn die zweifach un-
endlich vielen Ungleichungen zwischen den sie definierenden
rationalen Zahlen: a,=0b, und b,=a,’, wobei n jeden der Werte
1,2, 8, ... zu darchlaufen hat, stattfinden. Ist also atch nur
cine einzige Ungleichung dieses zweifach unendlichen Systems
durchbrochen, so heiBit « # £.

a, b,
Definition II. Sind a = ( ,) und £ = (b ,) irgend zwei beliebige
\y n
Zahlen aus P, so soll unter ihrer Summe

=)+ )

ks (S,, = a, +bn>
B 311,: an,+ bn,

die Zahl

aus P verstanden werden. (Nach dem Hilfssatze I auf S. 64 ist y tat-
siichlich eine Zahl aus P.)

Die Multiplikation definieren wir zuniichst bloB fiir solche Zahlen aus P,
bei denen die Definitionsfolgen ausschlieflich nur positive rationale Zahlen (> 0)
enthalten. Zu dem Zweck geben wir folgende

n b'l
Definition III. Sind e = (a ,) und § = (b ,) zwei Zahlen aus £,
aﬂ n

bei denen siimtliche zur Bildung verwendeten rationalen Zahlen
My @y b, und b, fiir jeden Wert von » ausnahmslos positiv (> 0) sind,
s0 soll unter ihrem Produkt

e n il
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Gleichheit, Addition und Multiplikation im Gebiet der reellen Zahlen. 69

die Zahl

(pn = Qg * bn)
=
p"'z 0,." bn’

verstanden werden. (Auf Grund des Hilfssatzes III auf S. 65 ist = tat-
sichlich eine Zahl aus P.)

Wir beweisen zuniichst, da die durch Definition I erkliirte
Gleichheit den an jede Gleichheit zu stellenden Forderungen G,)
bis G;) auf S. 25 u. 33 geniigt.

In der Definition I ist der Begriff ,gleich“ so erklirt, daB sich gleich
und ungleich gegenseitig ausschlieBen. Mithin ist die Definition der Gleichheit
eine determinierte, und Postulat G,) wird erfillt.

bn
Ersetzt man in der unter I gegebenen Definition die Zahl § = (b /)

durch o = (a,.,>’ so ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung
a

der Gleichheit von a mit sich selbst an Stelle der in I angegebenen zweifach
unendlich vielen Ungleichungen nur ein System von einfach unendlich vielen
Ungleichungen, niimlich a, = a,’, wobei » jeden der Werte 1, 2, 8, ... an-
ay

zunehmen hat. Da a = ( ) eine Zahl aus P ist, so sind die a, und @, zwei

aﬂ
zusammengehirige Definitionsfolgen und erfiillen daher auf Grund der Be-
dingung B;) die Ungleichungen a, = a,’. Die Definition I ist mithin derart
gefaBt, daB das Gleichheitspostulat G,) erfiillt wird, also jede Zahl a aus P
sich selbst gleich ist, « = a.

DaB die Definition I das Postulat G,) erfiillt, also, wenn « = @ ist, auch
f = « wird, sieht man unmittelbar; denn bei der in I gegebenen Definition
der Gleichheit werden durch die Vertauschung von « und § oder der sie
definierenden Zahlen a,, a, und b,, b,’, die zwei Systeme der unendlich vielen
Ungleichungen nur untereinander vertauscht.

Es seien o = (a",), f= (I;,.’) und y = (Z",) drei Zahlen aus P. Wir

aﬁ n n

wollen beweisen, daB das Postulat G,) zutrifft, d. h. dab aus e = § und g =y
die Gleichheit @ = ¢ folgt. Der Beweis ergibt sich auf folgende Art: Ist
o« = und f =y, so bestehen auf Grund von Definition I die Ungleichungen
@ =05, und b, = a, bzw. b,=c,/ und ¢, =0b,, wobei n jeden der Werte
1, 2, 8, ... anzunehmen hat. Durch Addition der ersten und dritten bzw.
zweiten und vierten Ungleichung folgt @, + b, = by’ + ¢,/ und bo+ ¢n = @'+ b,.
Hieraus ergibt sich

(1) n = ¢, + (b, — b,) und ¢, = a,' + (b, — ba).

Wir wollen nun zeigen, daB die Annahme, fiir einen Wert N des Index n
wiirde einmal ay > ¢}, unméglich ist. Ist ay > ey, so sei die positive Zahl
ay— ¢y mit p bezeichnet, also ay = cy + p. Da die Zahlen a, einer auf-
steigenden, die Zahlen ¢, einer absteigenden Definitionsfolge angehdren, so
ist ay, ,=ay, ¢y, ,=cy, wobei o jeden der Werte 1, 2, 8, ... annehmen
kann. Folglich ergibt sich aus ay = cy + p die Beziehung

(2) aN+ugcl’V+a+p'
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70 Grundlagen der Arithmetik.

Da die Zahlen b, und b, zwei zusammengehérigen Definitionsfolgen an-
gehdren, so kann man nach B,) eine ganze positive Zahl % finden, so daB die
Ungleichungen b4 o— br 4o < p fiir jeden Wert o =0, 1, 2, ... erfiillt sind.
Setzt man in die oben unter (1) hergeleitete, fiir jedes ganzzahlige positive n
giiltige Beziehung: a, = ¢,"+ (b,'— b,)  an die Stelle von n den Wert & + o,
wobei ¢ =1, 2, 3, ... und % die soeben bestimmte Zahl bedeutet, so erhiilt
man a4 = ck’.,_ o+ (bl"+ o— bk+q) und hieraus, da bk’+ o b),+a <p iSt,
schlieBlich

o< €' yot P.

Sei L die groBere der zwei Zahlen N + 1 und % 4+ 1, so sind in den zwei
Systemen (2) und (3) auch die zwei Ungleichungen:

ap=cp+p und a;,<cp +p

enthalten, die sich widersprechen. Mithin ist unsere Annahme, daB einmal
ay> ¢y wird, falsch. Folglich besteht fiir jeden Wert n =1, 2, 8, ... die

Ungleiéhung an = ¢,’. Ebenso beweist man auf Grund der in (1) enthaltenen
gleichberechtigten Relation ¢, = a,/+ (b,’— b,), daB ¢, =a,’ wird. Die er-
haltenen Ungleichungen a, = ¢, und ¢, = a,/ besagen aber nach Definition I,
wie wir beweisen wollen, daB die Gleichheit « = y stattfindet.

Nachdem wir gezeigt haben, daB die Definition I die Gleichheit tatsiich-
lich als determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation bestimmt,
haben wir noch zu zeigen, daB sich siimtliche nach Definition I als gleich
erklirte Zahlen aus P auch bei der durch Definition II festgelegten Addition
und bei der durch Definition IIT eingefiihrten Multiplikation gegenseitig ver-
treten konnen.

a Uy g
Seien o = ( ",) und @ = ((_l ,) zwei gleiche Zahlen aus P und ebenso
a, U

b I hS =
f= (b ,) und §= (Z ,) zwei gleiche Zahlen aus P, also ¢ =& und 8 =§.
Nach Definition I bestehen, da o = @ ist, die zweifach unendlich vielen Un-

gleichungen:

(4) a=u)
und
(3) U = @3

ebenso hat man, da § = § ist, die zweifach unendlich vielen Ungleichungen:

(4) ' by = by
und
(") ' b, = b,
Durch Addition von (4) und (4) bzw. (5) und (5°) erhiilt man:
(6) Wt by =@y + by
und .
(1) Tl by == a3 B

Nach Definition II ist

an + ba il i
= d o == - p
a + ﬂ (a'n, + bn’) un a + ﬂ (aﬂ, + bﬂ’) !
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die Ungleichungen (6) und (7) besagen nach Definition I, daB o + f =@ + §.
Unsere Definition der Gleichheit geniigt also auch der Bedingung, da8 Gleiches
zu Gleichem addiert, Gleiches ergibt.

Die Multiplikation war nur fiir besondere Zahlen aus P durch Definition
erklirt. Wir miissen zeigen, daB sich bei ihr irgend welche durch I als gleich
definierte Zahlen der besonderen Art, wie sie Definition IIT verwendet, durch-
einander ersetzen lassen, Sei wieder

() == 2-G -G

und o =@, § = f. Entsplechend Definition III setzen wir voraus, daB die
rationalen Zahlen a,, @y, @y, @', ba, ba, bn, b, fiir jeden Wert von n siimt-
lich positiv sind. Da « = @ § = §, so hat man die Ungleichungen:

4) e.=a.), (6) =04, @) b=1b, (5) b= by

Die in diesen Ungleichungen auftretenden Zahlen sind nach Voraussetzung
siimtlich positiv; mithin ergibt sich nach Satz VI und VII auf S.57 durch
Multiplikation von (4) und (4): @, b, = @,'+ b," und ebenso durch Multiplikation
von (5) und (5'): D b = s vbs5s

Nach Definition III ist

o = ( b") und &-B:(’ ;

a, !

Die gewonnenen Ungleichungen a,-b, =a;l: b und Bps b, =a, + by besagen
nach Definition I, daB « + § = @+ #. Mithin kénnen sich auch bei der durch Defini-
tion IIT erkliirten Multiplikation gleiche Zahlen aus P gegenseitig vertreten.

Die fiir die Gleichheit von Zahlen aus P gegebene Definition geniigt
also den fiinf Postulaten G,) bis G;).

Die Zahlen aus P enthalten das System R der rationalen Zahlen als
Spezialfall. Fiir die Zahlen aus R wurden die Begriffe ,gleich®, | addieren‘
und ,,multiplizieren bereits frither definiert. Ehe wir unsere Defini-
tionen I bis IIT als rechtmiiBig ansehen kénnen, ist noch zu zeigen,
daB jedesmal, wenn eine Zahl aus P gleich einer Zahl aus R ist,
die Definitionen I bis III fiir die Gleichheit, Addition und Mul-
tiplikation von Zahlen aus P in die frither fiir die Zahlen aus R
gegebenen Definitionen iibergehen, daB also nicht etwa fiir die
speziellen Zahlen aus £, die gleich Zahlen aus R sind, einer der
Begriffe ,,Gleichheit®, ,,Addition* und ,,Multiplikation* auf zwei
einander widersprechende Weisen festgelegt ist.

n I)ﬂ
Seien a = (a ,) und = (b ,) zwei Zahlen aus P, die gleich den ratio-

an n
nalen Zahlen » und s aus B sind, d. h. « 1iBt sich als Zahl aus P auch in der
Form (r, i i {4 ) und @ als Zahl aus P in der Form (s, el il )

T i R ] e TR
schreiben. Es gelten also die Gleichungen

®) (a,,l) b (r, T SO o )
(18 Ll Ay e st

und
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ba e A
® I S DR
b, R TR
zu deren Existenz nach Definition I das Bestehen der Ungleichungen a, < 7,

r=a) baw. b,=s, s=b, fir jeden ganzzahligen Wert n =1, 2, 3, ...
notwendig und ausreichend ist.

n bll
Sind die Zahlen « = (a ,> und g = (b ) aus P gleich, so ergibt sich aus

a, o
(8) und (9), da die Gleichheit von Zahlen aus P schon als symmetrische und
transitive Relation nachgewiesen war, daB die rechten Seiten von (8) und (9)
gleich sein miissen, da es die linken Seiten nach Voraussetzung sind. Man

hat also
(r, ol SRR ...)_(s, 1 e )
A SRR T L A T
Sollen die zwei Zahlen
(r, i 3 r,...) dia (s, Biiis i s )
7 o graln e o8 A TS B R
aus P gleich sein, so erfordert dies nach Definition I das Bestehen der zwei
Ungleichungen » =s und s =7; auf diese reduziert sich nimlich im vor-
liegenden Fall das bei Definition I angegebene zweifach unendliche System
von Ungleichungen.. Damit die zwei angefiihrten Ungleichungen » = s und
s = r nebeneinander bestehen kénnen, muB » = s sein, da sich sowohl » < s
und s < 7 als auch » = s und 7 < s oder s < » nach Seite 55 gegenseitig aus-
schlieBen; wenn also Zahlen aus P, die dem System R angehoren, nach der fiir
die Gleichheit von Zahlen aus P gegebenen Definition I gleich sind, so sind sie
es auch als Zahlen des Systems R.
Sind umgekehrt die Zahlen » und s aus R gleich, also » = s, so stimmen
die Gleichungen (8) und (9) in ihren rechten Seiten iiberein; hieraus ergibt

sich, da jede Gleichheit fiir Zahlen aus P bereits als symmetrische und tran-
sitive Relation erwiesen war, daB die linken Seiten von (8) und (9) gleich

n bﬂ
sind. Mithin sind (a ,) und (b ,) auch nach Definition I als Zahlen aus
a'l n
P gleich.
186 o = (a",) eine Zahl aus P, die gleich der rationalen Zahl » ist, und
a,

b
ist ebenso § = (b

ist, also

",) eine Zahl aus P, die gleich der rationalen Zahl s

"
[T ATy ST SRR R
i ( ? ’ : ’ ) und ﬂ -~ ( ’ ’ ’ ) ,
PEGETRE % S S By £ fgkin f
so ist nach Definition II:
s r+ 8 Vieraly . B G T
ARy ( ) ) ) );
T g RN e, oK it i R o
diese Zahl aus P ist aber die rationale Zahl » + s aus R. Mithin ist die
durch Definition II fiir Zahlen aus P eingefiihrte Addition nur eine Erweiterung
der Summenbildung fiir rationale Zahlen aus R.
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Sind 7 und s zwei rationale positive Zahlen, so ist, wenn

TS T R
u=( md - fi= £

I i o B g Rt Wt e At n o)

nach Definition III das Produkt
a.ﬂz(r-s, Pe 8T, LRSI .);

TS, 185 iivg £+3s

diese Zahl aus P liBt sich aber als 7.s in R schreiben. Mithin ist fiir den
Fall, daB « und # die rationalen positiven Zahlen » und s sind, das durch
Definition III definierte Produkt auch ihr gewdhnliches Produkt » . s.

Wir haben demnach das Resultat: Jedesmal, wenn zwei Zahlen ¢ und §
aus P gleich rationalen Zahlen sind, werden die fiir sie durch die Defini-
tionen T bis IIT eingefithrten Begriffe der Gleichheit, der Addition und der
Multiplikation identisch mit den nidmlichen Begriffen bei den ihmen gleichen
rationalen Zahlen.

S 4.
Einteilung der reellen Zahlen in positive und negative.

Auf Grund der zu Beginn des § 3 fiir die Gleichheit von Zahlen aus P
gegebenen Definition lassen sich diese, wie nunmehr gezeigt werden soll, in
drei sich gegenseitig ausschliefende Klassen einteilen, die durch die Zahl 0,
die positiven und die negativen Zahlen gebildet werden.

Wir beweisen zuniichst folgenden

Satz I. Jede Zahl « = ("“ vt Ao -

R N A B

1 2 n . . .
Far f , die aus @« hervorgeht, indem man in
ak‘, ak_!, ey akn, LIRS

al""l""? Apy o o - . . . . .

( o . beliebig viele @, und die ihnen entsprechen-
R e Pk e

den @,’ mit den niimlichen Indizes streicht, vorausgesetzt, daB in
der Folge Qs Apyy oo e noch unendlich viele Zahlen wbrig bleiben.

ky < ky <k ... bedeuten hierbei Zahlen aus der Reihe 1, 2,3, ...!

) ist gleich der Zahl

’ ’ ’
(s O i 3 s Qe S1h &

Qs Wy - - -
4 &

@y Oy - s
stellenden Bedingungen B,) bis B,), da dies von den zwei die Zahl a be-

Offenbar erfiillen { } alle vier an zwei Definitionsfolgen zu

gy Ggy -
¥

stimmenden Definitionsfolgen { } geschieht, aus denen sie hergeleitet

;
e Sy
@y Thr oy Y

’

wurden. Mithin ist ? i
Wy iy v o Aoy

. ) eine Zahl aus P, die wir mit «’

! Man kann also entweder eine endliche Anzahl der a, streichen oder auch
unendlich viele, wobei aber darauf zu achten ist, daB noch unendlich viele iibrig
bleiben miissen; z. B. kann man alle @, streichen, deren Index durch 5 teilbar ist,
aber nicht etwa alle @,, deren Index groler als die Zahl 100 oder eine andere vor-
gegebene Zahl ist.
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bezeichnen wollen. Nach B,) bestehen fiir zwei zusammengehirige Definitions-
folgen die Ungleichungen @, =aj . Da nach Definition k, =» und die a,
einer aufsteigenden, die @, einer absteigenden Definitionsfolge angehéren,
also a, =@, und ¢ =a,’ ist, so schlieBt man, daB einerseits a, =a;, ,
andererseits ¢, = a,” wird, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3, ... annimmt.

Die zwei zuletzt gefundenen Systeme von Ungleichungen besagen aber nach
Definition I auf S. 68, daB, wie wir beweisen wollen, die zwei Zahlen « und «
gleich sind.

Wir beweisen ferner

Satz II. Hat man eine Zahl a = (a,,.’) aus P, bei der die auf-
a/ﬂ

steigende Definitionsfolge ausnahmslos mnegative Zahlen oder

Nullen, die absteigende Definitionsfolge ausnahmslos positive

Zahlen oder Nullen enthiilt!, so ist die Zahl « gleich 0.

ay

Nach Voraussetzung sollen bei der Zahl ( ,) siimtliche @, negativ oder

aﬂ
0, und séimtliche a,” positiv oder 0 sein, d.h. man hat a, =0 und a,’ = 0;
diese zwei Systeme von Ungleichungen besagen mach Definition I (S. 68),

4 0,0, 5, 035153 ;
daB die Zahl (a ,) gleich der Zahl (0’ 0’ 0’ ) aus P oder gleich der
a, 0L )

rationalen Zahl 0 ist.
Hat man eine Zahl « = (a,,') und enthilt die aufsteigende Definitions-
y
folge einmal eine Zahl a,, so daB @, > 0, also @, positiv ist, so sind alle auf
a, folgenden Zahlen a, ., @, s, @, g, ... ebenfalls positiv, da die a, eine
aufsteigende Definitionsfolge bilden. Nach der fiir zwei zusammengehirige
Definitionsfolgen giiltigen Bedingung B,) ist stets @, = a,. Wenn demnach
die Voraussetzung a, > 0 zutrifft, so wird, da die GroBen @, eine absteigende
Definitionsfolge bilden, jede der Zahlen a,’, wobei n die Werte 1, 2, 3, ...
annimmt, positiv.

Hiernach definieren wir:

Definition I. Eine Zahl a = (a,.,) aus P heiBit positiv, wenn
ap

sich in der aufsteigenden Definitionsfolge der a, einmal eine
positive Zahl a,(a, > 0) vorfindet.

Da fiir eine soeben als positiv definierte Zahl aus P bei der absteigenden
Definitionsfolge der a,’ siimtliche Zahlen und bei der aufsteigenden Definitions-
folge alle von einer gewissen a, an, wie schon ausgefithrt wurde, positiv sind,
so ergibt sich nach Satz I, daB

a_(al,az, SO ...)M(ag, Botinty 1By b2 )

’ ’ ’ ’ ’ ’
Ay Bgy vy Qpy.-. Agy Qg +15 Qg +29;

ist. Wir haben daher

! Bei den gemachten Voraussetzungen bedingt das Auftreten einer 0 in einer
Definitionsfolge, daB alle folgenden Zahlen der betreffenden Definitionsfolge auch gleich
0 sind.
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Die reellen Zahlen bilden einen Korper. 75

Satz III. Fir jede positive Zahl lassen sich stets zwei zu-
sammengehdrige Definitionsfolgen angeben, die ausnahmslos
positive Zahlen (> 0) enthalten.

(2%
Hat man eine Zahl a = ( ,> und enthilt die aufsteigende Definitions-
(%

folge der a, keine einzige positive Zahl, so betrachten wir die absteigende
Definitionsfolge der @,’. Entweder enthiilt diese keine negativen Zahlen, dann
ist nach Satz II die Zahl a =0, oder die abstelgende Folge der a,’ enthalt
wenigstens einmal eine negative Zahl a, (@)’ < 0).

Ay
Hat man eine Zahl « =( ,) und enthiilt die absteigende Definitions-
a,

folge einmal eine Zahl @)/, die negativ ist, so sind alle auf @, folgenden
Zahlen ) +,, @y +,, ... ebenfalls negativ, da~die @, eine absteigende Defi-
nitionsfolge bilden. Nach der fiir zwei zusammengehorige Definitionsfolgen
giiltigen Bedingung B,) ist stets @, = @,. Demnach wird, wenn die Voraus-
setzung @, < 0 zutrifft, jede der Zahlen a,, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3, ...
annimmt, negativ. Auf Grund von Satz I ergibt sich, daf jede Zahl

a
« = ( ",), bei der einmal eine negative Zahl @, auftritt, sich auch in der
(L%

Apy Ap 41y Ap 429 - - -

Form o = ( ) schreiben 1iBt, wobei beide Definitionsfolgen

ah,v Ll,.'+1, ah’+27 AL
ausschlieBlich negative Zahlen enthalten.
Wir definieren:

Definition IL. ‘Eine Zahl o = (“"

,) heiBt negativ, wenn sich
an
in der absteigenden Definitionsfolge der a,” einmal eine negative

Zahl @)/ (@)’ < 0) vorfindet.
Auf Grund der zuletzt angefiithrten Tatsachen haben wir

Satz 1IV. Fiir jede negative Zahl lassen sich stets zwei zu-
sammengehdrige Definitionsfolgen angeben, die ausnahmslos
negative Zahlen (< 0) enthalten.

Durch die voraufgehenden Betrachtungen sind die Zahlen aus P in die
drei Klassen: 0, positive Zahlen und negative Zahlen eingeteilt, so daB jede
Zahl einer und auch nur einer der drei Klassen angehort. Wie man un-
mittelbar sieht, sind die gegebenen Definitionen auch vollig im Einklang mit
denjenigen bei rationalen Zahlen; denn jede positive rationale Zahl 1LiBt sich
nach Satz III als positive Zahl in P und jede negative rationale Zahl nach
Satz TV als negative Zahl in P schreiben.

§ 5.

Die reellen Zahlen bilden einen Korper. Multiplikation negativer
Zahlen. (Erginzung des § 3.)

Wir beweisen nunmehr, daB auch die Gesamtheit der reellen

Zahlen einen Korper bildet, d.h. dab fiir die reellen Zahlen bei

ihrer Addition und Multiplikation die 10 Postulate A;) bis A),
M,;) bis My, C) und D) auf 8. 34—36 gelten.
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76 Grundlagen der Arithmetik.

Die Addition der Zahlen aus P ist bereits durch Definition I des § 3
auf 8. 68 vollkommen festgelegt; hingegen bestimmt die Definition III auf
Seite 68 die Multiplikation nur fiir besondere Zahlen aus P; wir werden diese
daher noch zu ergiinzen haben, was spiiter geschehen soll. Zuniichst behandeln
wir die Addition der Zahlen aus P.

Die Summe zweier Zahlen aus P ist nach Definition II auf S. 68
wiederum eine Zahl aus P; daher ist die Addition stets innerhalb des Zahlen-
kreises P ausfithrbar, ohne aus ihm herauszufithren, und mithin ist A,) erfiillt.

Die Addition der Zahlen aus P befolgt auch das assoziative Gesetz A,

d. h. sind
' 48 b, Ca
I At o A )

irgend drei Zahlen aus P, so ist [a + ] + ¥ = @ + [f + y]. Der Beweis folgt
sofort aus der Tatsache, daB fiir die Addition der rationalen Zahlen das
assoziative Gesetz gilt, daB also

[@nt bs] + o= an+ [bu+ )] und [a) + b,] + ¢’ = @)/ + [by + €]
ist.
Die Zahl 0 = (g: g: ’ (()): ) ist fiir die Zahlen aus P bei ihrer
Addition neutrales Element; denn es ist nach Definition II:
(a,.) g (0, 08, il ) i (a,. + 0) =i (a,.>‘
ay (4t gl At s ML a, + 0 a,

Mithin ist auch A,) erfiillt.

Ist @ = (a",) irgend eine Zahl aus P, so ist nach Hilfssatz II auf S. 65
Ay
auch (_ a,.) eine Zahl aus P. Wir bilden nach Definition II die Summe
=g

ay — a, — a,
( ’) + ( ) S ( 4 )‘
Ay — @y ) — Qg
U :
Da( ,) eine Zahl aus P ist, so ist auf Grund von B,) @, =a,, also
a, :

A, — a,’
’

ay — @, =0 und a,— a,’ = 0. Mithin ist die Zahl ( ) nach Satz 11 auf

Ay — Ay

S. 74 gleich 0. Die erhaltene Gleichung (a,.,) + (~ a.,,) = 0 zeigt, daB die
a

n — @y

Zahlen aus P auch das Postulat A,) erfiillen. Mithin ist (Satz IT des Kap. I,
§.7 auf S. 84) die zu (a,,,,) entgegengesetzte Zahl — ¢ = — (a"l) gleich
aﬂ

an

_a”I .
( ) Unter der Differenz §— « ist genau wie frither (vgl. 8. 85)

—a,
die Summe § + (— o) zu verstehen, so daB § — « durch B—a)+ a = 8
charakterisiert ist. Also ist § —a = (fﬂ'_ e )

by =

Ehe wir die Giiltigkeit der fiir die Multiplikation in Frage kommenden
Postulate behandeln, schicken wir folgendes voraus: Eine positive Zahl aus
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P liBt sich nach Satz III auf S. 75 immer derart schreiben, daB alle in ihren
zwei Definitionsfolgen verwendeten rationalen Zahlen ausnahmslos positiv sind.
Das Verfahren der Multiplikation zweier positiver Zahlen o« und §
aus P definieren wir auf folgende Weise: Man stellt « und £ so
dar, daB in ihren Definitionsfolgen ausnahmslos positive ratio-
nale Zahlen verwendet werden, und verfihrt nach der fir die
Multiplikation solcher Zahlen aus P gegebenen Definition TII auf
S. 68. Das Resultat « -5 ist, wie auf S. 71 gezeigt wurde, vollig unabhiingig
von der Art und Weise, wie man fiir « und § solche Repriisentanten mit
nur positiven rationalen Zahlen in ihren Definitionsfolgen auswiihlt.

Wir weisen zuniichst nach, daB die Postulate M,) bis M), C) und D)
bei der Multiplikation der positiven Zahlen aus P gelten.

Nach Definition III fithrt die Multiplikation positiver Zahlen aus P
wieder zu solchen, sie ist also gewi in P ausfithrbar; mithin ist Postulat M,)
erfiillt.

Die Multiplikation der positiven Zahlen aus P erfiillt das assoziative
Gresetz M,) der Multiplikation, d.h. sind «, #, y drei positive Zahlen aus P,
s0 ist @« (B+y) = (e-F)+y. Seien

() e=() =)

drei positive Zahlen, in deren Definitionsfolgen ausnahmslos positive rationale
Zahlen verwendet seien, so folgt das Resultat aus der Tatsache, daB fiir die
Multiplikation der rationalen Zahlen das assoziative Gesetz gilt, dab also
sowohl @, «[b,«e,] = [@n+b,]+ ca als auch @« [0, ¢,] = [@, < ba'] - € ist.

n
’
n

@y g ias .
Ist o eine positive Zahl aus P, a = ( ), wobei die rationalen Zahlen a,
a

und a,” alle positiv sind, so ist

(a,.) (1,1,..., l,...)_(a,.-l) (a,,)

(0 KIBLS g (St ey | A et TS L) SRR

Mithin ist fiir die Multiplikation der positiven Zahlen aus P die rationale
Zahl 1 neutrales Element, und es ist auch Postulat M,) erfiillt.

all “pe .
Ist o = ( ,) eine positive Zahl aus P, zu deren Darstellung ausschlieB-
@y

lich positive rationale Zahlen @, und a,” verwendet sein mdgen, so ist auch
1
a,
1
a,

1

7
ln

nach Hilfssatz IV auf S. 67 eine Zahl aus P, bei der alle Grifen und

ik
— positiv ausfallen. Dann wird das Produkt

ln

1 Ay \

G\ | 77
(a,.’) I R LG
aYI an
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78 Grundlagen der Arithmetik.

Da (a",) eine Zahl aus P ist, so ist nach der Bedingung B,) stets a, = a,'.
An
Aus dieser Ungleichung folgt nach Satz VI auf 8.57 durch Multiplikation

mit der positiven Zahl —(%, daB Z", =1, und ferner durch Multiplikation
mit der positiven Zahl - iodaB 1= —‘;L- Die Ungleichungen Z", =1 und
§ =0 besagen nach Definition I auf S. 68, daB die zwei Zahlen

p

) R (1, Syt )

n Ll oo 1,

an

gleich sind. Da die letztere Zahl gleich der rationalen Zahl 1 ist, so hat man

(a")' -4 8
o 1

a’l
Mithin enthilt das System P neben jeder positiven Zahl « = ( ,),

n

die durch lauter positive rationale Zahlen a, und «, repriisentiert
1

e
sei, die Zahl il die wir infolge der Gleichung

a'l
o 5

| T

\
\ Ty

in Ubereinstimmung mit Satz XI auf 8. 38 gleich —- setzen und

als die zu « reziproke Zahl bezeichnen. Es ist also auch Postulat M,)

erfiillt.

Die Multiplikation der positiven Zahlen aus P befolgt auch das kommu-
tative Gesetz C), d. h. sind « und # zwei positive Zahlen, so ist «-§ = §- 0.
bn

Sind niimlich « = (a,.) und = (
a,’ b

nahmslos positive rationale Zahlen dargestellt, so ist

n'bn bu' n
n-ﬂ=(a ) und ﬂoa:( a[)-

(Mt b, - a,

wie wir es verlangen, durch aus-
] ? ’

n

Da das kommutative Gesetz fiir rationale Zahlen bereits bewiesen ist, so ist
b, =b,-a, und a,’-b,’= b, -a,’. Mithin wird «-7 = F-«, und es ist ge-
zeigt, daB die Zahlen aus P das kommutative Gesetz der Multiplikation er-
fiillen.

www.rcin.org.pl



Die reellen Zahlen bilden einen Korper. 79

Die Richtigkeit des distributiven Gesetzes D) fiir drei positive Zahlen,
d. h. die Giiltigkeit der Gleichung a+(@+9)=ea-f+a-y erglbt sich auf
folgende Weise: Seien

() =) ()
& an’ ? bnl 7 C',,’

positive Zahlen, bei deren Definition ausnahmslos positive rationale Zahlen
verwendet seien. Nach Definition ist alsdann

ay * (bu . ¥ cn)

a’n'bn+an’cn
iz a.ﬂ+a'7:(a’.b'+a’.c’).

Da das distributive Gesetz fiir rationale Zahlen bereits bewiesen ist, so ist
Ap- (ot €)= @n bt @necn und ay- 0+ e) = @/« b+ ad'- o

Mithin ist gezeigt, daB fiir positive «, §, y wirklich «-(f+y)=a+f+ -y ist.
Wir haben die Multiplikation bisher nur fir positive Zahlen aus P
definiert. Um sie auf negative Zahlen aus P zu erweitern, schicken wir

a ATET3
zuniichst folgendes voraus: Ist « :( ",> eine Zahl aus P, so ist die zu «
Ay

entgegengesetzte Zahl — « = (_ a") (vgl. 8. 76). Nach den Siitzen III und IV
A

auf 8. 75 folgt hieraus, daB, wenn man nicht die Zahl 0 vor sich hat, die
eine von zwei entgegengesetzten Zahlen aus P stets positiv, die andere negativ
sein muB. Eine negative Zahl aus P liBt sich daher stets in die Form — «
bringen, wobei « eine positive Zahl aus P ist.

Die Ausdehnung der Multiplikation von positiven auf nega-
tive Zahlen aus P und auf Null geschieht durch folgende Definition:
Das Produkt irgend einer positiven oder negativen Zahl « aus P
in die Zahl 0 und in jede zu ihr gleiche soll die Bedeutung
@:0=0-0¢=0 haben; das Produkt einer positiven Zahl « aus P
in eine mnegative Zahl —@# aus P soll die Bedeutung a-(—f)
=(—f)-a=—(a-f) haben, das Produkt zweier negativer Zahlen —«
und — f# aus P soll die Bedeutung (—a):(—f) = a-f§ haben.

Soll die Gesamtheit der reellen Zahlen aus P einen Kiorper
bilden, so ist die fiir die Multiplikation soeben aufgestellte Defi-
nition durchaus notwendig; denn bei irgend einer anderen Definition
wiirden die Sitze VI und VII auf S. 36, die fiir die Multiplikation von
Zahlen eines Korpers gelten miissen, nicht erfiillt sein. Die Ausdehnung der
Multiplikation von positiven Zahlen aus P auf negative Zahlen und auf 0 ist
hier in der niimlichen Weise wie in Kapitel I, §8 auf S.42 bei dem Uber-
gang von den ganzen positiven Zahlen zu den ganzen negativen Zahlen und
zu 0 geschehen. Definiert man die Multiplikation fiir negative Zahlen aus P
und fir 0 in der angegebenen Weise, so gelten die Postulate M) bis M,),
C) und D) fiir alle Zahlen aus P. Sie werden niimlich, wie bereits oben be-
wiesen, von den positiven Zahlen aus P erfiillt. Aus dieser Tatsache im
Verein mit der fiir die Multiplikation mit 0 und negativen Zahlen gegebenen
Definition folgt, daB die 8 Postulate M;) bis M,), C) und D) fiir alle Zahlen
aus P gelten. Der Beweis lit sich wie im Kapitel I, § 8 fithren, wenn man
nur fiir ganze positive Zahl positive Zahl aus P setzt.
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80 Grundlagen der Arithmetik,

Unser SchluBresultat ist der Satz: Die Gesamtheit der reellen
Zahlen aus P bildet einen Kérper.

Man kann demnach auf die Zahlen von P alle fiir einen Korper giiltigen
Siitze anwenden. Im besonderen gilt also auch der Satz VIII auf 8. 37, den
wir seiner vielfachen Anwendung wegen besonders hervorheben:

Ein Produkt reeller Zahlen aus P ist dann und nur dann
gleich 0, wenn einer seiner Faktoren gleich 0 ist.

Wir bemerken noch, daB auch bei Zahlen aus P unter dem Quo-

: 1
tienten v das Produkt ﬂ-—; zu verstehen ist, wobei « ungleich 0 zu

sein hat und —:‘— die reziproke Zahl zu « ist. Man hat also

aatvy trli

o x

§ 6.
Die Ordnungsfihigkeit der reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen aus P wurden bereits frither in die drei Klassen (S. 73):

aﬂ
die Zahl 0, die positiven und die negativen Zahlen eingeteilt. Ist « = ( ,),

An
—au’

80 ist — @ = ( ) (vgl. 8. 76); mithin ergibt sich aus den Siitzen IIT und IV

i
auf 8. 75, daB von zwei entgegengesetzten Zahlen aus P, wenn sie nicht beide
gleich 0 sind, die eine positiv, die andere negativ sein muB. Da die Zahlen
aus P einen Korper bilden, so gilt folgender Satz (vgl. S. 35): Sind « und g
irgend zwei Zahlen aus P, so gibt es eine Zahl & = ¢ — # aus P und keine
zu ihr ungleiche, die der Gleichung « = & 4 f geniigt, und eine Zahl y = 8 — @
aus P und keine zu ihr ungleiche, welche die Gleichung # = n + « befriedigt.
Die zu & = @ — 8 entgegengesetazte Zahl — (¢ — () ist gleich n = § — a; von
diesen zwei Zahlen ist, wenn sie nicht gleichzeitig beide 0 sind, die eine
positiv, die andere mnegativ. Wir kinnen daher fiir Zahlen aus P in Er-
weiterung der auf S. 55 fiir Zahlen aus R gegebenen Definition die Begriffe
wgrobert und ,kleiner* folgendermaBen definieren:

Sind e« und § irgend zwei zueinander ungleiche Zahlen aus
P (@ #§), so heifle § <o oder gleichbedeutend « >3, wenn die
Gleichung « = # + & eine positive Lésung & in P besitzt.

Die gegebene Definition ist legitim; denn sie erfiillt zuniichst, wie man
unmittelbar sieht (vgl. S. 55 bei den rationalen Zahlen), die an das Zeichen <
gestellen Bedingungen U;) und U,) auf S.22. Aus dem Satz III auf S. 75
iiber die Darstellbarkeit positiver Zahlen aus P durch Definitionsfolgen, die
ausnahmslos positive Zahlen enthalten, folgt in Verbindung mit der Definition
ihrer Addition, daf die Summe zweier positiver Zahlen aus P stets wieder
eine positive Zahl aus P ist. Man kann demnach den auf S. 55 gegebenen
Beweis einfach auf die Zahlen aus P iibertragen, um zu sehen, dafl bei
nnserer Definition auch das Postulat U,) fiir das Zeichen < erfiillt ist. Fiir
die Zahlen aus P gelten also im besonderen auch die aus den Postulaten U))
bis U,) auf Seite 23 abgeleiteten und dort mit IIT und IV nummerierten Siitze :
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Zwei Zahlen ¢ und ¢ aus P stehen zueinander in der Be-
ziehung, daB in sich gegenseitig ausschlieBender Weise entweder
« < foder § <« oder @ = g ist.

Bestehen fiir Zahlen aus P die Beziehungen a¢< g, o =a,
B.= 0 80 ist o/ < B’

Ferner erweitern sich die Siitze I bis III des Kapitels I, § 11 auf die
Zahlen aus P (Beweise analog wie auf Seite 56):

Satz I. Sind e, §, y drei reelle Zahlen und ist « < g, so ist
et+y< B4y

Satz II. Jede positive Zahl g ist durch 0 < g, jede negative
Zahl » durch » < 0 charakterisiert.

Satz III. Sind « und @ irgend zwei reelle Zahlen, 0 < « und
0<f,s0ist 0 < af.

Nachdem die Giiltigkeit der Sitze I und III gezeigt ist, haben wir den
Nachweis gefiihrt:

Die reellen Zahlen bilden einen Kérper, dessen Elemente
sich so ordnen lassen, daB sie auBer den 10 Kérperpostulaten A,)
bis A,), M) bis M,), C) und D) noch den fiinf Postulaten U,) bis Uy)
geniigen. (Vgl 8. 57.)

Da die reellen Zahlen den angefithrten 15 Postulaten geniigen, so gelten
fiir sie auch die folgenden Sitze (vgl. S. 57):

Satz IV. Sind «, 8, 7, 0 irgend welche reelle Zahlen und ist
«a<f,y<d,s0ista+y<f+0.

Satz V. Sind o und § irgend welche reelle Zahlen und ist
a<f,s0ist — < —a.

Satz VI. Sind e, # und y irgend drei reelle Zahlen, « < 8 und
0<yp,so0istay <By.

Satz VII. Sind «, 3, ¢, 0 irgend welche reelle Zahlen und ist
e<f,y<d,0<ea,0<y,so0istay<fd.

Wir beweisen ferner: b

Satz VIII. Von zwei Zahlen « = (a,,/) und = (b"') ist « dann
und nur dann gréBer als f#, « > g, wenn die aufsteigende Defi-
nitionsfolge der a,, die « definiert, eine rationale Zahl g, enthilt,
fiir die a, > b, ist.

Nach Definition ist ¢ dann und nur dann gréBer als §, wenn « — 8 eine

i
a, bn) ist nach der auf 8. 74 gegebenen Definition

n

’
n

positive Zahlist. « — = (

dann und nur dann positiv, wenn die aufsteigende Definitionsfolge @, — b,’
einmal eine positive rationale Zahl a,— b,” enthiilt, d. h. wenn es eine rationale
Zahl a, > b, gibt.

8 1.

Vergleichung einer reellen Zahl mit den rationalen Zahlen ihrer
Definitionsfolgen. Herleitung einiger fundamentaler Gleichungen
und Ungleichungen.

Wir wollen zuniichst eine reelle Zahl ¢ mit den in ihrer aufsteigenden
und ihrer absteigenden Definitionsfolge enthaltenen rationalen Zahlen ver-
gleichen. Wir beweisen

Loewy, Algebra. 6
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82 Grundlagen der Arithmetik.

Satz I. Hat man eine Zahl ¢ = (:",) aus P, so besteht fiir
jedes m=1,2,3,... das System von Ungleichungen a,=a=a,.
Das Gleichheitszeichen kann bei ¢, =« bzw. a =¢a, dann und nur
dann eintreten, wenn in der aufsteigenden Definitionsfolge von
einer gewissen Stelle k¥ an fiiro=1, 2,3,... alle Zahlen a,, ,=g,
bzw. in der absteigenden Definitionsfolge von einer gewissen
Stelle k an fiir ¢ =1, 2, 8, ... alle Zahlen a4 ,= a,’ werden.

Zum Beweise bilden wir die Differenz « — a,, wobei g, irgend eine Zahl
der aufsteigenden Definitionsfolge ist. Dann wird

Quy Qg5 svsy Gy ...)+(—a,,, st o5y 5 )

“-ak=( vl ’
s it el e g

=y sy iy ek
_(ax—am A — @y -evy Q= Oy QG 41— Oy G 49— O, )

’ 4 ’ ’ ’
A =gy Qg — Ay e vvy U = Wiy G 41— Uy U 49— @,

Sind nicht alle auf @, folgenden Zahlen a, i, @, +,, ... gleich a,, so muB
einmal eine grofer als a, sein; denn die Zahlen a,, as, ..., a,, ... bilden
die aufsteigende Definitionsfolge fiir «. Wenn also nicht der besprochene
Ausnahmefall vorliegt, so ist eine der Zahlen a, 4, — a,, a, +,— a,, ... positiv.
Dies reicht aber nmach der auf Seite 74 gegebenen Definition dazu aus, daB
@ — a, eine positive Zahl ist. Wenn aber « — a,> 0 ist, so heift dies ¢ > a,,
wobei % jeden der Werte 1, 2, 8, ... annehmen kann.

Ergibt sich hingegen fiir jeden Wert o =1, 2, 3, ... @, 4 ,= a,, so0 ent-
hiilt die aufsteigende Definitionsfolge von @ — @, hinter a, _, — a, lauter Nullen;
dann ist nach Satz II auf Seite 74 « — @, = 0. Daher hat man « = a,.

Zur Vollendung des Beweises unseres Satzes bilden wir « — @/, wobei
@, irgend eine beliebige Zahl der absteigenden Definitionsfolge ist. Dann wird

4 ’ r ’ ’
« a!_("’l“au Ay — @y cvvy UG — Qy G 41 - Oy G 42— O, )
e o ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ A
UG — WGy Oy — Wy ooy G— O,y G 41— Oy O 37 O,y
Sind nicht alle auf @’ folgenden Zahlen @)y, @/ 4+,, ... gleich @/, so muB
einmal eine kleiner als @)’ werden; denn die Zahlen a,’, a,/, . .., a,/, ... bilden

die absteigende Definitionsfolge fiir «. Tritt also der eben besprochene Aus-
nahmefall nicht ein, so ist eine der Zahlen @', — @,/ @)/ 4y — @)/, @, + s —a,/, . ..
negativ. Dies reicht aber nach der auf Seite 75 gegebenen Definition dazu
aus, dab « — @,/ eine negative Zahl ist. Ist ¢« — ¢, < 0, so ist « < @/, wobei
k jeden der Werte 1, 2, 3, ... annimmt.

Ergibt sich hingegen fiir jeden Wert ¢ = 1, 2, 8, ... @/, = @/, so ent-
hiilt die absteigende Definitionsfolge von « — a,” hinter «,’_,— @, lauter
Nullen; dann ist nach Satz IT auf Seite 74 « — @,= 0. Daher hat man « = a,’.

b
Satz II. Sind « = (a",) und g = (b"’) zwei Zahlen aus P und

n n

bestehen fiir alle ganzzahligen n =1, 2, 8, ... die Ungleichungen
4 . - =5 Qs a .
a,=f=a,, so ist ¢ =0  Anders ausgedriickt: Sind ("I> zwei zu-
aﬂ
sammengehorige Definitionsfolgen, so existiert auBer der von

a,
’

ihnen definierten Zahl « = ( )keine weitere, zu e ungleiche Zahl

(l/ll
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Vergleichung einer reellen Zahl mit den rationalen Zahlen usw. 83

(1)

n=p=0 st.

mit der Eigenschaft, daB fiir jedes n=1, 2, 8, ... stets

\/

b
Hat man eine Zahl g = (b"’> , 50 muB nach Satz I fiir jedes =1, 2, 8, .
das System von Ungleichungenn b,=pf=0>, bestehen. Aus b, =§ und der

nach Voraussetzung stattfindenden Ungleichung £ = a,’ folgt b, = a,’, ebenso
ergibt sich aus ¢, =8 und =10/, dab a, =0, ist. Die zwei Systeme von
Ungleichungen a, = b,’ und b, = a,/ besagen aber nach der fiir die Gleich-
heit gegebenen Definition I auf Seite 68, dab « = g ist.

In dem Satz II ist die aus der Gleichheitsdefinition unmittelbar folgende,

uns bereits bekannte Tatsache (vgl. 8. 72) enthalten: Die zwei zusammen-

gehorigen Definitionsfolgen (a",) definieren dann und nur dann

eine rationale Zahl », wenn die unendlich vielen Ungleichungen
a,=r=a, stattfinden.

Wir kniipfen an das Voraufgehende noch die Herleitung einiger
fundamentaler Gleichungen und Ungleichungen.

Jede von Null verschiedene reelle Zahl « kann in die Form + «, ge-
bracht werden, wobei «, positiv ist. «, heift der absolute Betrag von a
und wird durch |e| bezeichnet. Es ist also z B.:

2 | 2| 2
+|=|5|=51 14-sl=1=11=+1.

Man schreibt auch |0| und versteht hierunter die Zahl 0. Es gelten
folgende sehr wichtige Beziehungen:

) le|=]|—a].

@ _ ol =

®) lexB|=|a| +|B].

@ letBl=|a|-]|8].

®) || 1.

® |"| =¥ v fTalls iz 0 it

181

Die Gleichung (1) folgt unmittelbar aus der Definition, ebenso leuchten
(5) und (6) sofort ein. Die Gleichung (2) ergibt sich aus der Definition des
Produktes zweier Zahlen. Die Relation (8) wird als richtig erwiesen sein,
wenn man gezeigt hat, daB die aus ihr durch Quadrieren abgeleitete Beziehung

M e+ BDP=(al+]|8]?

richtig ist; denn sind 4 und u irgend welche reelle positive Zahlen, so folgt
aus A* = u? stets 1 = u und ebenso aus A* < u® stets 1 < u, wie ein indirekter
Beweis unter Anwendung des Satzes VII des vorigen Paragraphen zeigt; denn
u < . wiirde u? < A* nach sich ziehen. Die zu beweisende Ungleichung (7)
ergibt sich auf folgende Weise:
Es ist:
207 =2]al.|B].
6*

www.rcin.org.pl



84 ’ Grundlagen der Arithmetik,

Haben ¢ und § gleiche Vorzeichen, so gilt offenbar das Gleichheitszeichen.
Sind @ und f von entgegengesetzten Zeichen, so ist «-@# negativ, also kleiner
als die positive GroBe |e|-|f|. Nun ist nach (2) e + 8 = |e|? + | B2
Folglich erhilt man durch Addition (¢ + £)* =< (| «| + |#])>. Mithin ist unter
Beriicksichtigung von (2) die Richtigkeit der Relation (7)

(le+B8P=(a| +|8]?

und daher auch die von |¢ + f| =|e«| + |B| erwiesen, und zwar gilt das
Gleichheitszeichen, wenn eine der GriBen « oder 8 verschwindet oder beide
gleiche Vorzeichen haben; sind a« und f von entgegengesetztem Vorzeichen,
so gilt das Ungleichheitszeichen.

Da|e—f| =|a+(—f)| und nach dem eben Bewiesenen < |a | + |(— )|,
ferner nach (1) | — B = | + B ist, so wird |« — 8| =|«| + | #|; hiermit ist
auch die Richtigkeit des zweiten Teiles der Relation (3) gezeigt.

Aus [a| = |(@ £ §) F #| folgt nach 3) || =|a + | + |B| oder durch
Addition von — |f| =~ || die zu beweisende Ungleichung (4):

le|—|8l=|e£p].
Wir bemerken noch, daB sich die Multiplikationsregel auf Seite 79
mit Hilfe des absoluten Betrages so fassen lift: Sind « und # zu Null un-

gleiche Zahlen, so ist ihr Produkt «-f= + (Ja|-|f]|), wobei +
oder — zu wihlen ist, je nachdem « und # gleiche oder entgegen-

@ |
[6]

oder — zu wihlen ist, je nachdem « und # glelche oder entgegen-
gesetzte Vorzeichen haben.

gesetzte Vorzeichen haben. Ebenso ist o § —;[-_( ), wobei +

§ 8.
Dezimalbriiche,

Hat man einen positiven endlichen (d. h. nach einer endlichen Anzahl
von Stellen abbrechenden) Dezimalbruch:

 §
r+y Ty s L e

10? 10* 10“
bei dem y der ganzzahlige positive Bestandteil oder Null ist und ¢, 7,, . . ., Tu
die hinter dem Komma stehenden Ziffern bedeuten, also 7,, 7,, .. ., Yu Zahlen
aus der Reihe 0,1, 2, ..., 9 sind, so ist dieser gleich

1047 +10“ 'y +10“ " 2yt . 4y,
10#

’

also als Quotient zweier ganzer positiver Zahlen eine rationale positive Zahl
Da fiir den negativen endlichen Dezimalbruch:

/4
{7+ o 7’+ 1(;‘/‘}
! Der Dezimalbruch wird gewdhnlich: ¢, 9, 7, . .. 7y (mit einem Komma hinter

dem ganzzahligen Bestandteil y) geschrieben.
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Dezimalbriiche. 85

nur noch das negative Vorzeichen hinzukommt, so ist ein solcher eine rationale
negative Zahl.

In den Elementen fiihrt man auch bereits den unendlichen Dezimal-
bruch ein, ohne sich die Frage nach der Zulissigkeit und der Bedeutung eines
solchen Gebildes vorzulegen. Nachdem wir bereits den Begriff der reellen
Zahl aus P erklirt haben, miissen wir uns die prinzipielle Frage stellen:
Was soll unter einem unendlichen Dezimalbruch verstanden
werden und kann man ihn iiberhaupt als reelle Zahl in unserem
Sinne auffassen? Nur nach Bejahung dieser Frage diirfen wir ihn als
Zahl ansehen.

Wir betrachten irgend einen positiven unendlichen Dezimalbruch:

pee Do I T
wobei y der ganzzahlige positive Bestandteil oder Null ist und y,, 24, 755 - - .
die hinter dem Komma stehenden Ziffern bedeuten, also y,, 7,, 73, . . . Zahlen
aus der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 sind. Wir sehen den unendlichen Dezimalbruch
zunichst nur ganz formal als einen Ausdruck an, aus dem wir uns gewisse
rationale Zahlen bilden kiénnen, niimlich

= | vé s 7 V43 ok /6 73 7
Rk O b A T b e i Sk s okt T T R

1
aa,=7+’ﬁ‘+ re +W7

g =t 7 1
&= Laymy e g

10 30

o _71_ 7’2 7’3 1

a/ = 9/+ 10 +——102 + 107 +——103, vsere

Auf diese Weise erhalten wir zwei zusammengehirige Definitionsfolgen; denn

die drei ersten fiir zwei zusammengehorige Definitionsfolgen erforderlichen Be-

dingungen B,) bis B,) auf Seite 62 sind, wie man unmittelbar sieht, erfiillt,

% und sinkt also mit wachsendem » unter jeden noch

80 kleinen Betrag. Mithin definieren die zwei Folgen als zwei zusammen-

gehorige Definitionsfolgen eine einzige wohlbestimmte Zahl; diese bezeichnet
man abgekiirzt durch den Dezimalbruch

2 ’
ferner ist a,'— a, =

o (5 R £
y -k 10 + 10 e 10° S e e

Der Dezimalbruch ist also nur als eine kiirzere Bezeichnung fiir die Zahl
eingefithrt, welche durch die aus ihm abgeleiteten zwei zusammengehorigen
Definitionsfolgen bestimmt ist.

Z. B. soll der unendliche Dezimalbruch

7,1231122331112223331111222233331 . . .,

bei dem die Ziffern 1, 2, 8 hinter dem Komma erst einfach, dann zweifach,
dann dreifach usw. wiederholt auftreten, eine abgekiirzte Bezeichnung fiir die
Zahl sein, welche durch die zwei zusammengehsrigen Definitionsfolgen:

(7; 7,13 7,12; 7,128; T,1231; 7,12311; 7,123112; )
8; 7,2; T,18; T7,124; 7,1282; 7,12312; 7,123113;
bestimmt wird.
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86 Grundlagen der Arithmetik,

Hat man einen negativen unendlichen Dezimalbruch:
2 v Vs
(7'+ +w,+103+...),
so ist er entgegengesetzt zu dem positiven Dezimalbruch:

+7'1+7’2 7s IR Y

r 102 © 10° 7
fiir ihn ist nach Satz II auf Seite 65
—a==(@+1), -a + I +—1—)
s ¥ T/’

S g Gl 72 1
i (7'+ TR T 10?)’

die aufsteigende und
S s

die absteigende Definitionsfolge. Der vorgelegte negative unendliche Dezimal-
bruch ist also die Zahl, welche durch die zwei zusammengehérigen Definitions-

folgen
4 ! 4 4
("an e L e ) )
TGy, ey iy e

bestimmt wird. Z. B. ist

- 1,1231122331 ...
die Zahl, welche durch die zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen:
(—s; -1,2; - 7,18; —1T,124; - 17,1282; )
o s b Ty ARy = 1,198 — T,1981;
gegeben ist.
Wir haben demnach gezeigt: Jeder Dezimalbruch 1dBt sich als
eine Zahl aus P im Sinne der Definition des § 1 auffassen.
Wir beschiiftigen uns zuniichst mit der Vergleichung der Dezimalbriiche.
Wir beweisen:
A) Zwei unendliche Dezimalbriiche, die in einer Ziffer von-
einander abweichen, kénnen nie gleich sein.
Der Beweis braucht nur fiir positive Dezimalbriiche gefithrt zu werden;
denn bei negativen Dezimalbriichen kommt ja blo8 das Vorzeichen hinzu.
% 72 sl 0, 0y [
¥ 10 + 108 -3 108 +... und 0+ —- 10 +———102 +——103 e o
seien die gegebenen unendlichen positiven Dezimalbriiche, die wir abgekiirzt
mit « und § bezeichnen wollen. Mit Hilfe zweier zusammengehoriger Defi-
nitionsfolgen schreiben wir:

r 7, 7 O N ¢
v 7+ 15 7+107 1087 i 1'*'102* 1087
a:
71 71 72 b I o
e e 10’ Y*t10H 100 10*’ T+t 00T 100 108
und
5, 5 s, Fhie
i ok it 1 o0 ot iov
o Ok G AT Bk 7 R T
S+ 1 B de SO ey M Ok Oen
ta 6+10+10’ 6+10+10*+10” 6+10+103+103+103’
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Dezimalbriiche, 87

Die ersten Ziffern, bei denen keine Ubereinstimmung der gegebenen
Dezimalbriiche herrscht, seien etwa y, und d,; es sei 0,< y,. Nach Satz I
auf S. 82 ist:

s/ 513
7+10+

7’2., +...+£<a und
10* 10#

0 1

s

0 )
=0+ -1 2 S —
ﬂ_+10+102+ +10!4+10!4’
in der ersten der beiden Relationen steht kein Gleichheitszeichen, sondern
nur das Ungleichheitszeichen, weil der Dezimalbruch unendlich ist, also Tu
nicht seine letzte Ziffer sein kann. Da nach Voraussetzung 0, = ¢, 0, =7p,, .
0,—1=7u—1, hingegen 9, < 7, ist, so wird:

oy

o, d, 0, " 7 Y
R AE e Bkt S Wy b Y e
Tu
ier Igt v Ak TP L
Hieraus folgt, da y + ol e + S < «, daB
b d 9 1
F BT VI s I ER o D -l
MR TR TR Sl
d schlieflich, da f=0 i+ % + + i + —— war, die ge-
und schlieflich, = 0§ 2 ' bt e e bt g

wiinschte Ungleichung § < «.

Es ist unmittelbar klar, daB

B) zwei endliche Dezimalbriiche, die in einer Ziffer von-
einander abweichen, ungleich sind.

Wir vergleichen schlieBlich noch einen endlichen Dezimalbruch
mit einem unendlichen. Es geniigt wieder, sich auf positive Dezimal-
briiche zu beschriinken. Angenommen, der unendliche positive Dezimalbruch

rely By Lo

10' © 10°
sei gleich dem endlichen positiven Dezimalbruch
3, J, d,
6+1_0+10’+.”+10M’

der mit 6# abbricht. Wir bezeichnen den unendlichen Dezimalbruch

7+%+ - W

10?
abgekiirzt mit ¢ und setzen:
o W AT 15
ot AT r+10 * 107

3
o b
190 a9t T 1

alsdann befriedigt « nach Satz I auf Seite 82 das System von Ungleichungen

1
gt oy e
Th Y t%e ™ 96

1
10’

o1 7o 7s In ot 72 Tn
1/+v10+ 10° e 10° +...+—10,, §a§7+10+ 10 + ...+ 10,,+
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88 Grundlagen der Arithmetik.

wobei # jeden der Werte 1, 2, 8, ... annimmt. Da der Dezimalbruch ins
Unendliche fortliuft, so kann in der obigen Ungleichung linker Hand nie das
Gleichheitszeichen auftreten. Mithin hat man:

71 7’2 7'11 7'1 72 n 1 %
A e 10 ..+10"<a<7'+ +102 +10,,+-——10,‘

Da nach Voraussetzung der unendliche Dezimalbruch

a=y+ 7,‘ + 173', e o

a 8, 8, .
gleich dem endlichen Dezimalbruch 0 + —— + —5 Tov + ...+ —16/’7 ist, so er-
gibt sich hiernach das fiir jedes ganzzahhge n=1,2, 38, ... giltige System
von Ungleichungen:
0
N n Ya 9 6 “
Py Fogh v b iR Sl Srg P
(Y] )
A 7s Tn =N
MET @R et T
Setzt man in (U) fiir » die Zahl u ein, so wird:
7’1 7a Tu 6_ 15 ’5,,
s <t +10.,+.-..+10 <6+10+10,+...+10'u
PR e A S
ST e L Tt o

Aus dieser ﬁngleiehung folgt durch Multiplikation mit 10#, da sich die
rechts und links stehenden ganzen Zahlen nur um 1 unterscheiden:

0=p9, &=n, &h=p, .. O _1=9u_1, O,=7p,+1.

Setzt man die eben gefundenen Werte in die Ungleichung (U) ein, so
erhilt man:

L 4} In e Yu-1 Yut 1
¥ A P b re t o 10
()
7'1 7? rn 1
=
[ ST T T

und hieraus bei der erlaubten Annahme » > u durch Subtraktion von

7’1 e Vu
7+ +10,+...+——10#
schlieBlich:
xS RIS SO SO CTTWIE /. SR Y
Lo SR s RN 10" T T (A RS T
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Wiihlt man in (U”) » = u + 1, so erhiilt man

7,u+l e 1 — '7/.1-{-1 3 1

[ TR et s ) 104+1

und durch Multiplikation mit 10#*! und Subtraktion von y, ..

i< 10\ =1;

7’:‘""1

mithin muB 10—y, ., =1, also y,,, =9 werden. Wihlt man in (U")
n=p + 2, so kann man schliefen, daB 0 < 100 — 10y, . ;— 7, 4. =1 oder,
da 7, ., =9ist, daB0 <10 -y, ., =1 wird. Hieraus folgt: 10 -y, , =1,
also 7, ., = 9. So fortfahrend, findet man y, 53 =9, 7,4,=9, ..., und
man hat das Resultat:

C) Jeder endliche positive Dezimalbruch
b ) Oy

5+10+102+ +10#

ist gleich dem unendlichen Dezimalbruch

J, J, Ll ! 9 9
trm i aw oA s TET ST

und nach dem in A) gefundenen Satz auch nur gleich diesem.
Wir beweisen nunmehr:

D) Jede reelle Zahl o« = (Zf’) ist als Dezimalbruch darstellbar.

n
Es geniigt den Satz D) fiir positive Zahlen zu beweisen; denn jede nega-
tive Zahl ist gleich dem mit negativen Vorzeichen versehenen Dezimalbruch,
welcher der entgegengesetzten positiven Zahl entspricht. Der Beweis beruht
auf der Tatsache, daB die reellen Zahlen ein ordnungsfihiges System bilden,
also jede reelle Zahl einen durch ihre GriBe bestimmten Platz in der Zahlen-

a,
reihe einnimmt. Ist o = (a',‘) eine positive Zahl und vergleicht man « mit
n

den ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., so enthiilt diese Reihe stets zwei ganze
Zahlen y und y + 1, so da y=e <y + 1 wird; man bezeichnet, wenn
diese Ungleichnung gilt, y als die groBte in « enthaltene ganze Zahl. Ist
o =y, so ist « ganzzahlig, und der ProzeB ist beendet. Tst y <o <y + 1,
80 setze man

1) ' c=y+1,

wobei die positive GroBe 2, < 1 wird. Alsdann suche man die groBte in 10 A,
enthaltene ganze Zahl y, und setze

@)’ 104=10, £05

Da die positive Zahl 101, < 10 ist, so wird g, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9;
‘da g, ferner die groBte in 101, enthaltene ganze Zahl bedeutet, so wird i,< 1.
Setzt man den Wert von 2, aus (2) in (1), so erhiilt man:

;i
9’ 2 B g . i1
(2 e B il

1\
ot g
Wit (QRve

! '\ Aase
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90 Grundlagen der Arithmetik,

Sollte 4, = 0 sein, so ist « durch die Formel (2") als Dezimalbruch dargestellt,
und der ProzeB hat sein Ende erreicht. Ist 4, # 0, so suche man die griBte
in 10 4, enthaltene ganze Zahl y, und setze

(3) 1012=7'2+)~3-
Da die positive Zahl 104, < 10 ist, so wird y, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9;

Ay ist wieder < 1. Setzt man den Wert von 2, aus (8) in (2'), so erhiilt man:

’ 7’1 72 Ay 2
(3) "—7’+ + 102 it 102

Sollte 4; = 0 sein, so hat der ProzeB sein Ende, und « ist durch Formel (3')
in einen Dezimalbruch entwickelt. Auf diese Weise fortfahrend, erhilt man
das Resultat: Jede reelle positive Zahl « ist entweder gleich einem endlichen
Dezimalbruch oder die Gleichungen:

(m) 102, = 9, + A, 4

setzen sich ins Unendliche fort und liefern fiir jedes ganzzahlige n:

A
o o =45 R o ok o R
hierbei bedeuten y eine ganze positive Zahl oder Null, y,, 7,, . .. Zahlen aus
der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 und A, 4,, ... positive GroBen, von denen jede
kleiner als 1 ist und keine verschwindet, auBer wenn die Zahl e ein endlicher
Dezimalbruch ist. Ersetzt man in (#') die nicht negative GriéBe 4, ., durch 0,
80 erhilt man:

/4 72 Vn
=
a=7'+10+ 102 5 AR, 107

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn « gleich einem endlichen
Dezimalbruch ist. Ersetzt man in (») die GroBe 1,4, durch die zu groBe
Zahl 1, so ergibt sich

1
R R T

Geht die Entwicklung der Gleichungen () ins Unendliche, so bilden wir
die zwei Zahlenfolgen:

/i b/ i
a1=y,a,=7+%, —7+71+78,, 7+7'+102,+ 087
® ’ 1 ’ 1 2. 1
a=a +1, a,=a,+ﬁ, a3=a3+—16,—, a4=a4+W,

und haben hierdurch zwei zusammengehérige Definitionsfolgen. Da mach dem
Obigen a, = a < a,’ ist, also a bestiindig zwischen zwei entsprechenden ratio-
nalen Zahlen der zwei zusammengehirigen Definitionsfolgen liegt, so ist nach
Satz IT auf S. 82 die vorgelegte Zahl a gleich der durch die zwei Definitions-

folgen definierten Zahl
(a“ AR T e S )
r r ’
Bie K Bags SR St L 5
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Infolge der fir a,, a5, ... und @/, @)/, ... hier in Frage kommenden Werte

1
Lpp L 7’1 Gt et <y Z’Jn‘_'l— und @, = a,+ T definiert die Zahl

10?
(al, AP )
S R R
den unendlichen Dezimalbruch y + 11(‘)- 4+ 178", + ... Mithin ist
9’ T2
& =y A Lo 10° o a o

und es ist gezeigt, daB jede Zahl als Dezimalbruch geschrieben werden kann.!

Wir haben daher das fundamentale Resultat: Die Gesamtheit der
reellen Zahlen 1iBt sich gleichberechtigt durch die Gesamtheit
aller endlichen und unendlichen Dezimalbriiche ersetzen. Dieser
Darstellungsweise kommen nach A) bis D) Eigenschaften zu, die wir zusammen-
fassen in

Satz I. Jede positive Zahl « 1iBt sich auf eine und auch nur
auf eine einzige Weise als unendlicher Dezimalbruch

7+7‘ + 170', P

schreiben. Lift sich eine positive Zahl ¢ auch als endlicher
Dezimalbruch

O .
schreiben, so ist dies ebenfalls nur auf eine einzige Weise mog-

lich. In diesem Fall lautet der unendliche Dezimalbruch, mit
dem a gleich ist,

-1
7" 7s e & Yu 9 9
7+ + 10° gy + o + T + RS

Die Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen hiitte sich
nach dem eben Ausgefithrten auch mit Hilfe der unendlichen Dezimal-
briiche, also anders als im § 1 dieses Kapitels, vornehmen lassen, etwa auf
folgende Art: Man definiert: Jeder Dezimalbruch

poa <DL 7‘ # 17;)*, + 1’3’3 PE s

! Bestimmt man

r<esyry+1, nH<<i0h=sn+1, rn<ilh=n+1, wsw,
statt, wie es im Texte geschah,

rse<gy+1, n=104<n+1, =104 <y, +1, usw,

so geht die Entwicklung stets ins Unendliche und « erscheint stets als unendlicher
Dezimalbruch. Bei dieser Bestimmung ist im Gegensatz zum Texte das Verschwinden
irgend eines A; ausgeschlossen, hingegen der Wert 1 zulissig. Der Leser iiberlege dies
an dem Beispiel ¢« = 1 = 0,9999 . ..
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92 Grundlagen der Arithmetik.

und auch nur derartige Gebilde sollen Zahlen heifen. Alsdann wiiren Gleich-
heit, Addition und Multiplikation an der Hand des Dezimalbruches zu defi-
nieren gewesen; dieser Weg hat aber fiir die Erklirung der Addition und
Multiplikation eine gewisse Umstiindlichkeit im Gefolge.! Wir wollen dies

nur fir die Summe v+ {(‘T und & + f;(') zeigen. Man hiitte zu definieren:

e ds] + ]

ist y+ 0+ 7‘ 6 zu verstehen, wenn y, + 0, <10, hingegen y+0+1 + - i

Unter der Summe

+a

wenmn g, + 61 = 10.

Bei unseren Definitionen ergeben sich die Rechnungsvorschriften
fiir Dezimalbriiche aus denen fiir reelle Zahlen, indem man auf die zwei
zusammengehorigen Definitionsfolgen zuriickgeht, die den Dezimalbruch be-
stimmen. Hat man z. B. zwei positive Dezimalbriiche:

7’1+72+7’s

a=7+

10 10* 10%
9, d, 0y
ﬂ—6+—+w, 103+...
zu multiplizieren, so setze man:
¥ 7o ¥n—1 ot 1
a, _7'+ 1(1) + 102 "'+10u—'l’ a,,—a,,+F,
0, ds - 1
= X “ b, = e
10 T 7Y o= bt FOes?

also « = (:",), b= (Z",); alsdann ist «.f§ = (Z",' Z",). Will man « - 8 in einen

n

Dezimalbruch entwickeln, so wiihle man irgend eine ganze positive Zahl %
und schreibe die zwei rationalen Zahlen @,-5, und @,/-3, in Form von
Dezimalbriichen und zwar bis zu der Stelle, die zum ersten Mal ungleiche
Ziffern aufweist. Ergibt sich fiir a,-b6, und o,’-3, als iibereinstimmender
Teil der Entwicklung

i 1y Ag-

A —— 20 +7)T+"'+10,'_1

so beginnt auch die Entwicklung der zwischen ay-b; und a;'- b,‘ liegenden
Zahl « - 8, wie man sich leicht iiberzeugt, mit

& dg Ae_y
l+_+ 103 .. F-

Je groBer man & wiihlt, desto mehr Ziffern f erhiilt man fiir die Entwicklung
von «-f.

! Uber Literatur, die der Durchfilhrung dieses Gedankens gewidmet ist, vgl.
StoLz und GMEINER, Theoretische Arithmetik, Teubners Sammlung math. Lehrbiicher,
2. umgearbeitete Aufl.,, Leipzig 1900/1902, 8. 139.
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Wir wollen das in den Gleichungen

(1) =y +h,
(2) 1011':7’1"‘11’
(3) 102y = g, + g,
(n) 104, =9, + 4, 41

dargelegte Verfahren der Entwicklung einer beliebigen positiven
reellen Zahl o« in einen Dezimalbruch durch bestindiges Er-

weitern mit 10 speziell fiir eine rationale positive Zahl 3 noch
ein wenig modifizieren, um hieraus weitere Schliisse zu ziehen.
Setzt man in (1) fiir o« die vorgelegte rationale positive Zahl % und

fithrt ferner die neuen Zahlen r,, 7y, ..., 7,, ... ein, die wir durch 7, =4, - s,
79 =4S, ...y, Ty =1A,+s, ... definieren, so erhilt man aus den Glei-
chungen (1), (2), (8), ... (n) nach voraufgegangener Multiplikation mit s die
neuen Gleichungen:

(1) el T G
) 10r, =8+ 7y,
(3) 107y = 738 + 73,
() Wy, =9, 8 +7 04

Hierbei bedeuten nach dem Fritheren y eine ganze positive Zahl oder
Null, 9,, 93, - - o5 ¥y . . . Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., 9. Da s ebenfalls
eine ganze Zahl ist, so folgt aus r, =» — sy, daB » ganzzahlig ist, ferner
aus 7y = 107, — 7, s, daB r, ganzzahlig ist usw. Da die nicht negativen
GroBen 2., 4y, ..., 2,, ... siimtlich kleiner als 1 waren, so ergibt sich aus
der Definition », = 4,s, daB jede der ganzen Zahlen r,, 7,, ..., 7,, ...
kleiner als s und nicht negativ ist. Wir kénnen nunmehr, da 0 =7, < s ist,
das Gleichungssystem (1) bis (%), in dem nur ganze Zahlen auftreten, so inter-
pretieren: Die Gleichung (1) besagt: , wird als Rest, y als Quotient
gefunden, wenn die ganze Zahl » durch die ganze Zahls dividiert
wird. Gleichung (2) besagt: r, ist der Rest, y, der Quotient, wenn
die ganze Zahl 107, durch s dividiert wird, usw.” Gleichung (%)
lehrt: 7, , ist der Rest, 4, der Quotient, wenn 107, durch s divi-
diert wird.

Aus der frither (Seite 90) hergeleiteten Gleichung

n’ RILRALS (P . Ta_
(n") =79+ 10 +10“+"'+10"+ 107

¢ EE GriBe il ol ind s
folgt, wenn im Fall & = by die GroBe 4, ., = o gesetzt wird:
=7 s 71 o { ¥n Tngt
) s it ol T R s Y e
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94 Grundlagen der Anthmetlk

Sollte man fiir einen Rest, etwa 74 +1, den Wert Null ﬁnden, so ergibt sich
fir n = p:

oo 7'1 7e T.“.
=9+ +102+... 0"

In diesem Fall ist also o« ein endlicher Dezimalbruch. Ist hingegn die

Gleichungskette unbegrenzt fortsetzbar, so wird —g— gleich dem unendlichen

Dezimalbruch

9’1 +__7’2_+ 7s

Fon 107 T 100

$ean

Das in den Gleichungen (1), 2), (3), ... (%) dargelegte Verfahren ist das

iibliche zur Verwandlung einer rationalen Zahl -, in einen Dezima'bruch.

355 .
Ist z.: B. m in einen Dezimalbruch zu verwandeln, also » = 855, s = 113, so

gestaltet sich die gewohnliche Berechnung folgendermaBen:

355:113 = 38,1415 . . .

339
10 7, = 160
118
10 7, = 470
452
10 r, = 180
113
107, = 670
565
10 75 = 1050

Wir kniipfen an das Voraufgehende folgende wichtige Bemerkung: Die
ganzen Zahlen », 7, ... sind simtlich kleiner als s. Es gibt nur eine
endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen, die kleiner als eine ge-
gebene positive Zahl s sind. Geht demnach das Verfahren ins Unend-
liche fort, so muB sich einmal eine Zahl », ergeben, die gleich einer bereits
frither aufgetretenen r, ist. Nun findet man aber aus der bei unserem ProzeD
auftretenden Gleichung:

107, =sep,+ fs 14

die Zahlen y, und », ., in derselben Weise wie y, und », , ; aus der Gleichung
107, =8 o, + rs0013

es wird also y,=1y,, ;4,1 =7,,,. Aus r,,, =, ergibt sich in der nim-
lichen Weise 7,4 = 954, und 7, o =17,,,. Fihrt man derartig fort, so

zeigt sich Gleichheit zwischen den z—o Ziffern y,, 7,4, .-, 7., und
den 1—o Ziffern y,, ¥,,4, --+; Yar_o—1; hierauf wiederholen sich die
Ziffern ¥, Y5415 --+y Yr—1 in der nidmlichen Weise und so geht es unauf-

horlich fort.
Ein unendlicher Dezimalbruch, bei dem von einer gewissen Stelle an alle
Ziffern eine bestindige Wiederholung derselben Ziffernreihe in der nimlichen
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Aufeinanderfolge sind, heiBt ein periodischer Dezimalbruch. Beginnt die
Periode mit der ersten Stelle hinter dem Komma (¢ = 1), so heiBt der Dezimal-
bruch rein periodisch; gehen der Periode noch Ziffern hinter dem Komma
voraus (¢ > 1), so heiBt der Dezimalbruch unrein periodisch oder gemischt
periodisch.

Wir haben daher

Satz II. Jede rationale positive Zahl 1iBt sich in einen end-
lichen oder in einen unendlichen periodischen positiven Dezimal-
bruch entwickeln.

Wir beweisen noch die Umkehrung dieses Satzes, niimlich

Satz III. Jeder endliche oder unendliche periodische Dezi-
malbruch ist gleich einer rationalen Zahl.

DaB jeder endliche Dezimalbruch eine rationale Zahl ist, ist bereits zu
Beginn des Paragraphen betont.

Wir zeigen zuerst, daB auch jeder rein periodische positive Dezimal-
bruch, der kleiner als 1 ist, einer rationalen Zahl gleich ist. Jeder rein
periodische positive Dezimalbruch, der kleiner als 1 ist, liBt sich in der Form:

3 10 3 10* * 103 g kg 10 3 10¢+1 2 10¢+2 i 102¢
7 7e
A4 W + 102—Q+2 t ooy
schreiben, wobei 7., 75, .. . 7o Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 bedeuten.

Geht man auf die zwei zusammengehirigen Definitionsfolgen zuriick,! die den
Dezimalbruch a bestimmen, so erhiilt man fiir das Produkt 102. « den Wert:

10271y, , 10271y, + 10072y,
11081y + 10271, 10271y, + 10272y, + 10272

oder beim Fortlassen der ¢ ersten Glieder (Satz [ auf 8. 73)

10070y, + 1002y, 4 L bt I
a1 o —2 B gt
1027y 10072 4t gk By

Beachtet man die fiir die Addition reeller Zahlen gegebene Definition auf
Seite 68, so erhiilt man hieraus fiir 10¢.« den Wert

102 @ = 10071y 410272 g, + 102720y + ..+ g+ 0.
Mithin ist v
a(10221) = 1071y + 10272, 4. 4y,
d.h. 2 A
2 1087 gy H 10y + . o
10¢— 1

! Die Rechnungsprozesse bei Dezimalbriichen muB man sich stets durch Zuriick-
gehen auf die Definitionsfolgen ableiten.

www.rcin.org.pl



96 Grundlagen der Arithmetik,

ist ein Bruch mit ganzzahligem Ziihler und Nenner, also eine rationale Zahl.
Bei einem rein periodischen Dezimalbruch, der gréfer als 1 ist, kommt zu
einem rein periodischen positiven Dezimalbruch, der kleiner als 1 und also
bereits als rational erwiesen ist, nur noch ein ganzzahliger positiver Bestand-
teil hinzu. Mithin ist allgemein jeder rein periodische positive Dezimalbruch
rational.

Hat man einen unrein periodischen positiven Dezimalbruch f, so bewirkt
bei ihm die Multiplikation mit einer gewissen Potenz von 10, daB die Ziffer,
mit der die Periode beginnt, an erste Stelle hinter das Komma tritt. Hierdurch
wird das Produkt von § und einer Potenz von 10 ein rein periodischer positiver
Dezimalbruch, also, wie bereits bewiesen, rational.! Ist aber 10""1-ﬂ rational,
so ist auch § rational. Hiermit ist Satz 1L allgemein bewiesen.

Beim Beweise der Siitze II und IIT haben wir nur positive Zahlen be-
trachtet, weil bei negativen bloB das Vorzeichen hinzukommt.

Da man auch nicht periodische unendliche Dezimalbriiche bilden kann,
z. B. den Dezimalbruch auf Seite 85 unten, und zwei unendliche Dezimal-
briiche, die in einer Ziffer abweichen, nie gleich sind, so folgt aus Satz II die
Existenz reeller Zahlen aus P, die nicht rational sind, was bisher
noch nicht gezeigt war. Jede reelle Zahl, die nicht rational ist, heiBt eine
reelle Irrationalzahl. Wir kénnen daher Satz II und 1II auch so formulieren:

Satz IV. Nicht periodische unendliche Dezimalbriiche und
reelle Irrationalzahlen sind identische Begriffe.

Wir legen uns noch die Frage vor, wann eine rationale Zahl als end-
licher Dezimalbruch geschrieben werden kann. Dies entscheidet folgender

Satz V. Eine positive Zahl «, die keiner ganzen Zahl gleich
ist, 1iBt sich dann und nur dann als endlicher Dezimalbruch

a=y+ 71 +_l%?— +17(;:t(‘21)

: phT: ; ! ; :
schreiben, wenn a = e ist und hierbei» und s teilerfremde ganze

positive Zahlen bedeuten, von denen s nur durch Potenzen von 2
und 5 teilbar ist.
7;5

oo+ —— ist
10‘ +10l‘ »

7’

Der positive endliche Dezimalbruch y +

0“y + 101y + 10 2 + ..+ y,
10#

gleich Diese rationale Zahl seigleich

- 7 . : :
dem reduzierten Bruche —, wobei also » und s zueinander teilerfremde ganze
s

positive Zahlen bedeuten. Dann folgt aus der Gleichung

0= 100y + 100 T ey 100 Ry kL,

! Beginnt die Periode von

I £ TRINES { TERRE Ve ¢ S
P o e

mit y,, so wird § durch Multiplikation mit 10° 1 rein periodisch.
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daB —:— 10“ eine ganze Zahl ist. Da » und s teilerfremd sind, so muB nach

einem bekannten zahlentheoretischen Satz, der auf Seite 121 noch bewiesen wird,

10“ durch s teilbar sein, d.h. s kann keine anderen Faktoren als 2 und 5
enthalten.

Ist umgekehrt ein reduzierter positiver Bruch -% gegeben, bedeuten also

7 und s zueinander teilerfremde ganze positive Zahlen, von denen s keine
anderen Faktoren als 2 und 5 enthiilt, also s = 2%. 51, so sei G die groBere
der zwei Zahlen & und ! und fiir 4 =/ gleich diesen. Fiir k=] zeigt die
Darstellung

r r Eeha r.5% =1

g gk gt gl 58 5 qgB

und fiir & = ! die Darstellung

T r pegdisk re 99k

s k.5 29.5¢ | 100

)

daB —: = —10% wird, wobei H eine ganze positive Zahl ist. Bestimmt man
mittels Division von H durch 10 die ganzen Zahlen H, und %, so, daB:
H =10+ H, + h,

ist, wobei £, als Rest der Division zwischen 0 und 9 liegt, ferner ehenso
mittels sukzessiver Division durch 10 die ganzen Zahlen H,, H,:

H, =10 H, + hy,
H, =10 Hy + h,,

usw., bis sich einmal H, = 0 ergibt, so erhiilt man durch sukzessives Einsetzen
die ganze Zahl

H o0 by o4 3073000 0 0 0 R0R, S

in Dezimalform geschrieben. erscheint alsdann als Dezimalbruch, z. B.:

109

13 18 _ 13-5% 1625  1.10°+6-10* +2-10 +5
B0 B T T R 104

1 6 2 5

ekl ) S e o O 6D
10+ 102 ¥ 108 * ot ;
oder

13 13 13- 22 52 5.10 4+ 2 5 2
250 2.58 103 108 108 100 T 100 i

Hiermif ist Satz V bewiesen.
Wir beweisen
Satz VI. Sind » und s teilerfremde ganze positive Zahlen, so

ist o ¢ dann und nur dann in einenrein periodischen Dezimalbruch

entwickelbar, wenn s weder durch 2 noch dureh 5 teilbar ist. Bei
LoEwY, Algebra. 7
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98 Grundlagen der Arithmetik.

der Entwicklung solcher Zahlen % besteht die Periode des Dezi-

malbruches aus ¢ Gliedern, wobei ¢ die kleinste ganze positive
0 cic
Zahl ist, fir die ﬂs—l ganzzahlig ausfillt.

Sind 7 und s beliebige ganze positive Zahlen, so ist % entweder gleich
einem rein periodischen oder gleich einem unrein periodischen Dezimalbruch.!

Hieraus folgt, dal es eine ganze positive Zahl ¢ gibt, fiir die 107 7'. T stets
S

gleich einem rein periodischen Dezimalbruch wird. Ist niimlich —:— gleich
einem rein periodischen Dezimalbruch, so ist ¢ = 1 zu wiihlen. Ist hingegen
-% gleich einem gemischt periodischen Dezimalbruch, so ist beim Beweise des

Satzes III die Existenz einer ganzen Zahl ¢ > 1 von der gewiinschten Eigen-

schaft gezeigt worden. Wir zerlegen 10°7'. : in y + % , wobei y den in

r

10%7 % Ls enthaltenen ganzzahligen positiven Bestandteil bedeutet. Da 1077 '- :

gleich einem rein periodischen Dezimalbruch ist, so trifft dies auch fiir —rl zu, wobei
S

’—;— < 1ist. Ist ¢ die Gliederzahl der Periode von 10°'. % oder, was das

] r i 3 o )
gleiche ist, von —:, 80 hat man, weil ?‘ kleiner als 1 und gleich einem rein

periodischen Dezimalbruch ist, nach der letzten Gleichung auf Seite 95
"

e p ; hierbei bedeutet N eine ganze positive Zahl. Mithin wird
i 102 .=1

r

g N 10 —1) + N
e=7’+%=7+ = 7( )+ .

102 —1 102 -1

Hieraus folgt: Sind #» und s zwei beliebige ganze positive Zahlen, so kann
man stets zu der ganzen positiven Zahl g, welche die Anzahl der Glieder der

100—1.

Periode bei der Entwicklung von % in einen Dezimalbruch angibt, eine weitere
ganze positive Zahl ¢ derart finden, daB 10°7'. —:—o(xoe -1) = 7(10‘9-1) +N

ganzzahlig wird. Ist —: in einen rein periodischen Dezimalbruch entwickelbar,

8o kann man ¢ =1 Wii.i]len.
I. Wir behandeln nun zuerst den Fall, daBl s weder durch 2 noch durch 5
teilbar ist. Da dann s und 10° ! zueinander teilerfremd sind und nach dem Obigen

10°—1. %,(109_1) eine ganze Zahl ist, so muB %,(109_1) eine ganze Zahl

! Ist — gleich einer ganzen positiven Zahl oder einem positiven endlichen Dezi-
s

¥ . . . . .
malbruch, so kann man — nach Satz I auch in Form eines unendlichen periodischen
3

Dezimalbruches schreiben, bei dem die Periode aus der einzigen Zahl 9 besteht.
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sein (vgl. den schon mehrfach beniitzten zahlentheoretischen Satz auf S. 121).
Wir erhalten demnach folgendes Resultat (A): Ist s irgend eine weder
durch 2 noch durch 5 teilbare ganze Zahl, » eine beliebige ganze
Zahl und bedeutet ¢ die Periodenliinge bei der Entwicklung von

% in einen Dezimalbruch, so ist %—-(109— 1) ganzzahlig.

Wir beweisen ferner (B): Ist s irgend eine weder durch 2 noch
durch 5 teilbare Zahl, » eine beliebige ganze Zahl und ¢ irgend

2
eine ganze Zahl, fiir die 108—1 ganzzahlig ausfillt,! so ist die
Entwicklung von % in einen Dezimalbruch rein periodisch und

zwar ist die Periodenliinge hichstens gleich g.

Wir zerlegen % in % =7+ r—:, wobei y der ganzzahlige Bestandteil

10¢— 1 S 0°—1
von —:— ist Da Hyemtses ganzzahlig ist, so muf dasselbe von 7, o . gelten.
. : 10° -1 : :
Setzen wir 7, + = N, so wird
10¢ i
s e s N 2 apd mithin T - ad B o o
$ $ § . 10°  5.10°

Da 7:—' < 1, so folgt aus N = %‘ +(10° —1), daB N < 102. Die ganze posi-
tive Zahl N liBt sich daher in die Form N = n, - 1027 4 7, 10272+ ... + n

bringen, wobei »,, n,, ..., n, Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 bedeuten.
Setzt man den gefundenen Wert von N in ! — 5 e o , 80 ergibt sich
s 10¢  s.10¢
H. %k Ko UFSRL, S0
s 10+10’+'“+109+s.100

Fihrt man fort, rechter Hand fiir L;— den gefundenen Wert zu benutzen, so
erhilt man le in Form eines rein periodischen Dezimalbruches

AL B S "o " 7y
—10+ + ...+

8 142 102 7 10211 10212

Bei der Entwicklung von % in einen Dezimalbruch kommt noch der ganz-

zahlige Bestandteil y hinzu; daher ist % gleich dem rein periodischen Dezi-
malbruch

e 7y

n
0 n n
rtpte toet : :

10¢ 100! 100t?
Durch das Voraufgehende ist die in (B) enthaltene Aussage bewiesen.

R

! Die Existenz wenigstens einer solchen Zahl g folgt aus (A), indem man o gleich der

1
Periodenlinge bei der Entwicklung von — in einen Dezimalbruch wihlt.
3

7*
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Solange nichts {iber das Verhilltnis von » zu s vorausgesetzt wird, kann
die Periode noch aus weniger als ¢ Gliedern bestehen, selbst wenn o die

S

kleinste ganze Zahl ist, fir die el ganzzahlig wird; z. B. ist fir » =7,
6_
8$=21; 10_5%»gallzzahlig, die kleinste mogliche Zahl ¢ = 6 und demnach

7 _ 333333 _ 333383
Lo 108 1012

ey

wihrend die Periode in Wahrheit nicht aus 6, sondern nur aus einem Gliede
besteht.

Wir bleiben bei unserer Annahme, dal s weder durch 2 noch durch 5 teilbar
ist, setzen aber nunmehr » und s auch noch teilerfremd vorans. Ferner sei ¢ die

; o AR [ : 2
kleinste ganze positive Zahl, fiir die ——— ganzzahlig wird; von dieser
S

kleinsten Zahl ¢ sagt man auch, sie ist der Exponent, zu dem 10 modulo s
gehort. Alsdann ist, wie wir jetzt zeigen wollen, ¢ genau gleich der G/liederzahl

in der Periode des Dezimalbruches, in den sich —: entwickeln 1ift. Ange-
nommen, die Periode des Dezimalbruches, in den sich % entwickeln liBt, be-

stehe aus ¢ Gliedern; alsdann ist, wie unter (A) bewiesen, L-(IO“'—I)
S

ganzzahlig. Da r und s teilerfremde ganze Zahlen sind, so folgt aus der

s r , N ok (10¢°—1) .
Ganzzahligkeit von — -+ (10¢ — 1) diejenige von pres Nun sollte ¢ die
S $
: ST e - o [0, oy | bkl :
kleinste ganze positive Zahl sein, fiir die piin g ganzzahlig ist; daher ist
10° —

o'’=9. Da s nicht durch 2 oder 5 teilbar ‘ist und

S

: o ganzzahlig aus-
fillt, so besteht, wie unter (B) gezeigt, die Periode ¢’ des Dezimalbruches, in
den sich —: entwickeln lieB, hochstens aus ¢ Gliedern; mithin muB ¢ <o
sein. Aus.g’ = und ¢’ = ¢ folgt ¢'= ¢.

Wir haben also das Resultat: Ist s nicht durch 2 oder 5 teilbar und

sind » und s teilerfremd, so ist ey gleich einem rein periodischen Dezimal-

bruch mit g-gliedriger Periode, wobei ¢ die kleinste ganze positive Zahl be-
109 —1

deutet, fir die ganzzahlig wird.!

II. Die Zahl s sei nunmehr durch 2 oder 5 teilbar. Sind » und s teiler-
r- (102 —1)

fremde ganze Zahlen, so behaupten wir, dafl =

fir keine ganze

r+(102 - 1)
S

positive Zahl ¢ ganzzahlig ausfallen kann, Wiire ganzzahlig, so

! Die Zahl ¢ spielt in der Zahlentheorie (vgl. etwa P. BACHMANN, niedere
Zahlentheorie, Leipzig 1902, 8. 318) eine sehr wichtige Rolle. Man beweist: g ist
gleich der zahlentheoretischen Funktion ¢ (s) oder gleich einem Faktor von ¢ (s),
wobei ¢ (s) die Anzahl der ganzen positiven Zahlen angibt, die kleiner als s und zu
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o

2 : : 0~—1 ’
wiirde, da » und s teilerfremd sind, ———— ganzzahlig werden. Ists durch
S
2 oder 5 teilbar, also s =2.s, bzw. s =5-5/', wobei s, bzw. s’ ganze

e
Zahlen bedeuten, so wiirde aus der Ganzzahligkeit von o

Ieioit s
diejenige von

10° —1 10 —1 10°—1 3 z
- >e1 %002 bzw. von k w8 = }9—5 - folgen. Nun sind aber
102 —1

102 —1

N g_'- B % bzw.

) i
3 = 1027'+2 — — niemals ganze Zahlen.
5

Hlerauifolg dabB in der Tat, wenn s durch 2 oder 5 tei -+ (10¢ —1)

111(*mal§anzzahhg ist. Mithin kann unter den angegebenen Bedmgung(\n die
be 1tt&u§‘,"$elte 98 bewiesene Ganzzahligkeit von 10°7'. t (102 — 1) nur

jelt werden, daB ¢ > 1 ist. Dies heiBt aber nach der dort am
£ : ) LS

Absatzes gemachten Bemerkung, — ist kein rein periodischer,
S

son gemischt periodischer Dezimalbruch. Hiermit ist schlieBlich ge-

—~d ”
zeigt = e d s teilerfremd sind, — nur d in einen rein perio-
z g?%\v nn 7 und s emd sind, — nur dann in ecin p

R i ; 4 K ] K k 1
s teilerfremd sind. Ist s eine Primzahlpotenz p°, so ist q;(p):p 1—-1—)- H

ist s=‘1)'1“-p§2 p_k-', wobei p;, ps, ..., p; verschiedene Primzahlen bedeuten,
1
so ist
e =g @) 9@) .. 9@ =s(1"1 )'(1‘ 1 ) (1"1’")'
; s i i Py i
Esistz.B.%:O,g i miti g =1 und (8)=2; %:0, 09 .., mitip =2

gk tlade) 2 lidhots 31N
und ¢ (11) = 10; %=0, 142857 ... mit ¢ = 6 und ¢ (7) = 6; —=0 095238 . . .

mit ¢ = 6 und ¢ (21) = 12. Tabellen fiir die Zahl ¢, wenn s eine gegebene Prim-
zahl unter 100 000 ist, findet man bei HEINRICH BORK in der elementar gehaltenen
Schrift , Periodische Dezlmalbruche“, Programm Nr. 67 (1895), Kgl. Prinz-Heinrich-
102 -1
Gymnasium Berlin, Aus der Notwendigkeit der Ganzzahligkeit von g g folgt,
daB es nur eine endliche Anzahl von Nennern s derart geben kann, dall die zu-
gehorigen reduzierten Briiche sich als rein periodische Dezimalbriiche mit vorgeschriebener
o-gliedriger Periode schreiben lassen. Man findet sie als jene ganzzahligen Faktoren
der aus g Neunern bestehenden Zahl 10¢ — 1, die nicht schon bei der Zerlegung von

109 — 1 auftreten, wobei ¢’ irgend eine kleinere ganze positive Zahl als ¢ bedeutet.
Da die Zahl 9 bloB 1, 3 und 9 zu Teilern hat, so liefern nur die ganzen Zahlen
und alle reduzierten Briiche mit den Nennern 3 und 9 eingliedrige Perioden; zwei-
gliedrige Perioden liefern nur alle reduzierten Briiche mit den Nennern 11, 33 und 99,
da diese Zahlen die nicht in 9 enthaltenen Teiler von 99 erschopfen. Eine Zusammen-
stellung aller Nenner s, die rein periodische Dezimalbriiche mit 1-, 2- bis 11-gliedrige
Perioden ergeben, findet man z. B. bei Jos. Mayer, Uber die Grofe der Period
eines unendlichen Dezimalbruches, Programm der Kgl. (bayerischen) Studienanstalt
Burghausen 1887/88, 8. 10. Auch GAUss hat sich mit diesem Gegenstand in den
Disquisitiones arithmeticae, Art. 312—318, ges. Werke I, Gottingen 1863, S. 382,
sowie die Tabelle auf S. 470, beschiftigt.
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102 Grundlagen der Arithmetik,

dischen Dezimalbruch verwandelt werden kann, wenn s weder durch 2 noch
durch 5 teilbar ist, Satz VI ist also véllig bewiesen.

Satz VII. Sind » und s teilerfremde ganze positive Zahlen
und ist s = 2*. 5. 5,, wobei s, weder durch 2 noch durch 5 teilbar
ist und wenigstens eine der Zahlen £ und / nicht verschwindet,!

so ist — in einen gemischt periodischen Dezimalbruch ent-

wickelbar. Je nachdem % oder ! die groBere Zahl ist, findet man
k—1 -k

ihn, indem man - = oder = f in einen rein periodischen
1 i !

Dezimalbruch verwandelt und diesen durch 10%dividiert, d. h. das

Komma des Dezimalbruches um G Stellen nach links verschiebt,

wobei G die groBere der zwei Zahlen & und ! bedeutet; falls & =/,

s0 ist G =k =1 zu wihlen.

Der Beweis ergibt sich sofort, da L= A fir £ =1 gleich
] 2k, 5t s
55ty ghekie
= und fiir / = k gleich ist. Nun ist s, weder durch 2 noch
10%. s, 10% s,
55t r 2t k. p
durch 5 teilbar; daher ist bzw. - nach Satz VI in einen rein

1 1
periodischen Dezimalbruch entwickelbar. Aus diesem ergibt sich die Ent-
wicklung von —:- durch Division mit 10, wobei G die groBere der zwei

Zahlen ; und ! bedeutet, wenn % und ! ungleich sind; fiir & =/ ist G diesen
Zahlen gleich zu wiihlen.

Wir haben bisher ausschlieBlich mit den Dezimalbriichen operiert. Die
Bevorzugung der Zahl 10 ist mathematisch durchaus unbegriindet.
Sie beruht, wie schon Aristoteles hervorhebt, einzig darauf, daB wir 10 Finger
besitzen. Anstatt der Grundzahl 10 kann man auch jede andere ganze positive
Zahl f> 1 als Grundzahl beniitzen. Ausdriicke von der Form

d 0 J, J
0+ + g+ttt
AN Al r )
wobei 0 und f zwei beliebige ganze positive Zahlen bedeuten, o auch Null
sein kann, hingegen f stets > 1 sein muB, und 4,, 0,, ... ganze positive

Zahlen vorstellen, die zwischen 0 und f— 1 (diese Grenzen eingeschlossen)
liegen, heiBen positive systematische Briiche mit der Grundzahl f£.
Auch bei ihnen ist wie bei Dezimalbriichen zwischen endlichen, d. h. ab-
brechenden, und unendlichen zu unterscheiden. Durch einen unendlichen
positiven systematischen Bruch mit der Grundzahl f sind ebenso wie durch
einen Dezimalbruch zwei zusammengehorige Definitionsfolgen, nimlich

) d 0, 0, 0, d

0 6+T', 6+—f‘—+7’7, J+T‘+T’,+f—§,
b} d. 1 ) d b}
Sl 0k, SrPegtegs, Sk lefeger,

bestimmt, und man kann demnach unter dem vorgelegten positiven unendlichen
systematischen Bruch

1 D. h, s ist durch 2 oder 5 teilbar,
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) 0, 0,
(o e R PR L e
A e
die durch die zwei obigen Definitionsfolgen eindeutig festgelegte Zahl ver-
stehen.

Der negative systematische Bruch mit der Grundzahl f:

0, 0 0

- 6+—‘+—’+...+—",,+...)
(f r* f

ist entgegengesetzt zu dem positiven.

Alle obigen Siitze bleiben auch noch giiltig, wenn man statt der Grund-
zahl 10 irgend eine andere ganze positive Zahl > 1 als Grundzahl wiihlt.
Man erhiilt daher die folgenden Resultate:

Jede reelle Zahl kann als systematischer Bruch mit vor-
gegebener Grundzahl f geschrieben werden. Jede Zahl kann auf
eine und auch nur auf eine Weise als unendlicher systematischer
Bruch mit der Grundzahl f ausgedriickt werden. LBt sich eine
positive Zahl « auch als endlicher systematischer Bruch mit der
Grundzahl f schreiben, etwa

1 d,
a—6+—f‘+ﬁ+...+-f7;
s0 ist dies ebenfalls nur auf eine Art méglich. In diesem Fall
lautet der unendliche systematische Bruch mit der Grundzahl f
der gleich « ist,
o, 8, on 0n =1 f—1 f—1

J+T+7§+"'+”ﬁ.‘fr+ P +f"‘+‘ +f"+" i

Notwendig und hinreichend, damit ein unendlicher systematischer
Bruch mit der Grundzahl f gleich einer rationalen Zahl sei, ist
seine Periodizitiit, d. h. daB er die Form:

) ) 0 6o+l 80+9—1
6+-f_l+f:+'..+77+_}7';—1—_+‘.'+f°—+e:1_
+ 60 6u+l 60+g-1 60 i
e foret? fo+te—1 ferie
hat, daB sichalpo d,, 8, 1, -, 0y 4o—1 immerindernimlichen Auf-

einanderfolge wiederholen. Ist ¢ =1, so spricht man von einem
rein periodischen, bei ¢ > 1 von einem unrein periodischen oder
gemischt periodischen systematischen Bruch mit der Grundzahl £.
Die positive Zahl « liBtsich dann und nur dann als endlicher
gystematischer Bruch mit der Grundzahl f schreiben, nimlich
o 0, O

e st S
o=0+ 7 +f2+...+f“,

ok : : : e
wenn « = — ist und hierbei » und s teilerfremde ganze positive

Zahlen bedeuten, von denen s nur durch solche Primzahlen teil-
bar ist, die auch in f aufgehen.
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104 Grundlagen der Arithmetik.

Alle und auch nur diejenigen positiven rationalen Zahlen %,

bei denen » und s teilerfremde ganze positive Zahlen bedeuten
und s, abgesehen von 1, durch keine Primzahl teilbar ist, die in f
aufgeht, sind gleich rein periodischen systematischen Brii(hen

mit der Grundzahl f. Bei der Entwicklung solcher Zahlen — be-

steht die Periode des systematischen Bruches mit der Grundzahlf
aus ¢ Gliedern, wobei ¢ die kleinste ganze positive Zahl ist, fiir

0
die r ¥
s

ganzzahlig! ausfiillt.

‘ : LRl . .
Der Leser entwickle z. B. 5 in einen systematischen Bruch mit der

Grundzahl 2:

1 1 1 1
N B Ll

o A
die Entwicklung ist rein periodisch mit der Periode 0, 1. Allgemein gibt
f—-ll—-lﬁ einen rein periodischen systematischen Bruch mit der Grundzahl £ und
der zweigliedrigen Periode 0, f — 1.

Ferner entwickle man

Grundzahl f:

in einen systematischen Bruch mit der

Pl St b s
TSt At

Die Entwicklung ist rein periodisch mit der eingliedrigen Periode 1.

§ 9.
Kettenbriiche.
Sind p,, ps, . .- p, irgendwelche ganze positive Zahlen, und bedeutet

p, eine ganze positive Zahl oder Null, so heiBit ein in der folgenden Schreib-
weise gebildeter Ausdruck:

(1) E=p + 1
S e e e R
Bk o =
Pyt
1
py
ein positiver endlicher Kettenbruch. Die Zahlen p,, py, py; - - P,

heiBen die Elemente (auch Teilnenner) des Kettenbruches.

! Sind f und s teilerfremd, so heiBt die kleinste ganze positive Zahl g, fiir
e

die E ivkcdl 3 ganzzahlig ausfillt, der Exponent, zu dem f modulo s gehort.
3

0
3 : . s o : e
Haben f und s einen gemeinsamen Teiler, so ist ff fir keine ganze positive

Zahl ¢ ganzzahlig.
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Die Berechnung des Kettenbruches geschieht folgendermaBen: Man bilde
der Reihe nach die HilfsgroBen

oty 1 ' e 1 £ — 1
5;1—2 = Pu—r =+ ;);‘ y Su—s = Pu—2 + _5:7 Spag =Py g A my

1
ek o 2

und erhilt alsdann & = p, + _;, .

S1
Anstatt der obigen, viel Raum beanspruchenden Schreibweise (1) fiir einen
Kettenbruch soll die bequemere abgekiirzte Bezeichnung:

1] 1] 1|
a g A e S R e FI e R 1
) > P P2 !Ps ‘p,“
§ = (pl’ p27 O p/l)

verwendet werden.

Sind p,, ps, Py, - .. unendlich viele ganze positive Zahlen und bedeutet
p, eine ganze positive Zahl oder Null, so heift ein Ausdruck von der Form:

1
@ ot —————

b7 i sy
Py + -

I

ein positiver unendlicher Kettenbruch; er wird abgekiirzt mit

1| 1| 1]

I [ps |ps
Py, Psy Psy Pas - - - heillen auch hier die Elemente (Teilnenner) des Ketten-
bruches. Ahnlich wie bei den unendlichen Dezimalbriichen ist
auch bei den unendlichen Kettenbriichen die Frage nach dem
Sinn und der Zulissigkeit eines solchen Gebildes zu stellen.
Die Beantwortung der prinzipiellen Frage, inwiefern ein unendlicher
Kettenbruch als reelle Zahl aus P auffafbar ist, soll noch verschoben werden.
Vorerst betrachten wir einen unendlichen Kettenbruch (2) ganz formal nur als
einen Ausdruck, der uns eine unendliche Reihe endlicher Kettenbriiche:

+ ... oder (py, Py Psy Py, - - -) bezeichnet; die Zahlen

1] 1] 1]
R Sl R
[ps |25 |2n

K, =p + (il 2080 S
liefert. K, heiBt der nte Niherungsbruch des Kettenbruches (2). Hat
man einen endlichen Kettenbruch (1), so gehdren zu ihm nur eine endliche
Aunzahl von p Niherungsbriichen K, K,, ..., K,, deren letater der gegebene
Kettenbruch & selbst ist.
Wir beweisen folgenden

Satz I. Definiert man ein zweifaches System von ganzen nicht

negativen Zahlen Z, und N, durch folgende Rekursionsformeln:

(3) Zo =% Zy =Py Ly =Pl 2, o,
4) No=0; Ny=1, .+ No=p,N, 1+N, ,,
\

2
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106 Grundlagen der Arithmetik,

wobei n bei einem endlichen Kettenbruech die Werte 1, 2, 3, ..., u,
bei einem unendlichen Kettenbruch alle ganzen positiven Zahlen
Z’l

durchliuft, so ist der nte Niherungsbruch KX, =

: ey _ %
Offenbar ist p, = 1 A A = ¥,
fir n =2, daB Z, = p,Z, + Z, = p,p, + 1, N, = p, N, + Ny = p,. Mithin ist
1 PP + 1 Zy

K = + _—— =
S P2 P2 N,

Der zu beweisende Satz, daB K, = f," ist, gilt also fiir #» = 1 und n = 2.

Wir setzen nunmehr seine Richtigkeit fiir die ganze Zahl » = k voraus, d. h. es
bestehe die Gleichung:

N,

n

+ Ferner folgt aus (3) und (4)

1] 1] Z,
5 K, = +—F ... F— = ”"
® i [P, |Pe M
aus ihr folgt nach (3) und (4):
’ Pidi— + Zi_y
) K L o SRk aca
®) Rt N NG
1] 1] 1] i
Nun geht K4y =p, + — + ... +—— + aus K, hervor, indem man
| |4 |2 2
1] 1 1] &
—— durch — + d. h. p, durch p, + ersetzt. Daher erhiilt
|22 [ D2 |Petr e g Pr+41
man aus der Gleichung (5):
(Pk + p_) Zy 1+ Z,_,
Ky = 7 kl )
(Pk 3 —) Ne 1+ N,
Pr+1

Petr (PreZis + Ziy) + 2,
Prt1 (P Ny + Np_o) + N,

= ﬁ"‘“ f,‘ :-_ IZ\;"‘ , wie aus (3) und (4) fiir » = & folgt,
3 o ML k—1

= ﬁ, wie sich ebenfalls aus (3) und (4) fir n =%k + 1
Ny
ergibt. Trifft also der zu beweisende Satz fiir » = k zu, so gilt er auch noch
fiir die niichste ganze Zahl n =% + 1. Da der Satz fir n =1 und n =2
richtig ist, so schlieBt man auf Grund des Verfahrens der vollstiindigen Induktion,
daB er sukzessiv fiir n = 3, 4, 5, .. ., also bei einem unendlichen Kettenbruch (2)
fiir alle ganzen Zahlen zutrifft; bei einem endlichen Kettenbruch (1) gilt der
Satz bis zu der Zahl n = u, die der letzten existierenden GriBe p, entspricht.
Hiermit ist der Satz I bewiesen.
Satz II. Sind Z, und N, Zahlen, die auf die in Satz I def -
nierte Weise gebildet sind, so bestehen die Gleichungen:

(6) " e Zn—l = (— 1),
(7 Z,N, 3— N,Z, o= (—1"tep,;
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Kettenbriiche. 107

hierbei durchliuft die Zahl » bei einem endlichen Kettenbruch
die Werte 2, 3,..., u, bei einem unendlichen Kettenbruch alle
ganzen positiven Zahlen =2.

Nach (3) und (4) ist

BN, = N 7 imilpp 2 AL Ny = (D Ny N 5) 2y
=il 1) (Zn—l Nn—‘l = ‘\7;1—1 Z,._Q) .

Abgesehen vom Faktor — 1 haben wir also rechts einen ebenso gebauten Aus-
druck wie links; nur ist der Index rechts um 1 niedriger als links. Wendet
man das gleiche Verfahren nochmals an, so erhilt man

Zn—l Nn—? —Nn-—-l Zn—-l = (_ l) (Zn—2 Nn—f}— lvn—ﬁ Z, —-.'l)
und daher

Zn Nn—l i Nn Zn—l ot (_ 1), (Zn—ﬂ ]\21—3— Nn—2 Z, —3) )

wobei der Index rechterhand nunmehr um 2 niedriger ist. Fihrt man suk-
zessiv derart fort, so findet man

ZyN, \—N,Z,_,=(=10""(4 N, — N, Z)
=(— 1" (p, - 0—1+1), wie aus (3) und (4) folgt,
= (_-1)71.
Mithin ist die Relation (6) bewiesen.
Nach (3) und (4) ist

2y Nipiog= No B g =P Loyt L) N — e N Vg g
= 0.(Z—1 Npy—N,_, Z,_)
=(—1"1.p,,

wie aus der bereits bewiesenen Gleichung (6) folgt. Hiermit ist auch die
Richtigkeit der Relation (7) gezeigt.

Aus der Gleichung (6) folgt, daB Z, und N, teilerfremde ganze Zahlen
sind. Hitten niimlich Z, und N, eine von 1 verschiedene ganze Zahl d zum
gemeinsamen Teiler, wiire also Z, =dZ,’ und N, =dN,’, so wiirde aus

®) ZN, ,—N,Z,_, =(— 1) folgen, daB d(Z'N,_,— N, Z,_) = (- 1),

also —‘li— = (- 1)"(Z' N,_,—N,” Z,_,) eine ganze Zahl wire; dies ist aber un-

moglich. Mithin haben Z, und N, keinen gemeinsamen Teiler, Tv"— ist, weil

auch N, nach Voraussetzung positiv ist, ein reduzierter Bruch. Da sich eine
rationale Zahl nur auf eine einzige Art als reduzierter Bruch darstellen lift
(Kap. I, § 9, Satz V, Seite 49), so folgt:

Satz III. Z, ist der Zihler und N, der Nenner des »'® Niihe-
rungsbruches
1] 1] 1]
oo i reualh, S
|ps 1Ps [P

’

I‘Yn =D ' o

wenn man diesen als gewdohnlichen reduzierten Bruch schreibt.
Man kann daher passend die Grife Z, als den 7" Niherungsziihler
und N, als den »'™ Niherungsnenner bezeichnen.
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Aus (6) und (7) ergibt sich:

, Z, Zi oy =i ys

i A il b

, 7, Zi. (= 1tep,
%) : Sl e B e

Aus den Gleichungen (6') und (7") leiten wir elmge fiir das Folgende
wichtige Ungleichungen her:
Wiihlen wir in (7') # = 2m + 1, wobei m bei einem endlichen Kettenbruch
u—2
2

die Werte 1, 2, 3, ... bis zu “— 1, falls u ungerade, bezw. bis zu )

falls u gerade ist, bei einem unendlichen Kettenbruche alle ganzzahligen
Werte 1, 2, 3, ... ins Unendliche durchliuft, so wird:

7 2
Zs g1 A Ly iy P (=) m'Pe,,L:g,x_.
N2m+1 N%m—l A/Qm'l'l A’!m—l

Der rechts an zweiter Stelle stehende Summand hat einen positiven Wert, weil
die p; und N; siimtlich positiv sind; mithin ergibt sich die Ungleichung:

Zim+l > _Z'lm—l &

2m41 Now—1

@

Ebenso folgt aus (7'), indem man » = 2m wiihlt und s fiir einen endlichen
Kettenbruch die Werte 2, 3, ... bis zu der gréBten in % enthaltenen ganzen
Zahl, fiir einen unendlichen Kettenbruch die Werte 2, 3, ... ins Unendliche
durchlaufen liBt, daB:

7 2m—1

e Ly iy + (=21} P2
T oA e R

Ny  Noy_s Ny Nyp—s

Der rechts an zweiter Stelle stehende Summand enthiilt, abgesehen von

(=1)*"='= — 1, nur positive GréBen; er fillt also selbst negativ aus, folglich
ergibt sich die Ungleichung:
(II) Ztm v Zim—i

2 m N’m—l

Wiiblen wir in (6') % = 2m, wobei m fiir einen endlichen Kettenbruch

die Werte 1, 2, 3, ... bis zu der griBten in % enthaltenen ganzen Zahl durch-

liuft, fiir einen unendlichen Kettenbruch alle Werte 1, 2, 3, ... ins Unend-
liche annimmt, so ergibt sich
sznt ve Z‘Zm—l (— 1)‘”1

S :
T 4 T 7
Ny Nyw—y Now Nopy

®)

Da der zweite Summand rechts in (8) positiv ist, so folgt:

2m Z21n—l
Avi mr > A"' m—1
Nach Definition (4) ist:

No=0, Ny=1, Ny=p,, Ny=pyps +1,

(I1I)
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allgemein N, = p, N,_, + N,_,. Da die Griben p,, p,, ... lauter ganze posi-
tive Zahlen sind, die mindestens den Wert 1 haben, so folgt fiir die positiven
Niherungsnenner N;:

9) NG < NV <0 DN sty

d. h. die ganzen positiven Zahlen N; nehmen mit wachsendem In-
dex bestindig zu, sie werden fiir einen unendlichen Kettenbruch
schlieBlich griBer als jede beliebig vorgegcbene noch so grofe
Zahl. Fiir die Anfangswerte ist Ny = A}, wobei das Gleichheits-
zeichen nur fiir den Fall p, = 1 gilt.

1 § 4 3
Nach (9) ist N,,_; < Ny., also < ————3 hieraus ergibt sich
K Nﬁm 1V2m_1
1
durch Multiplikation mit der positiven Zahl —— R — die Ungleichung:
2m—1
1 PR
- AT s
7\/2m1\2m—1 A'.’m—l
Da nach der Gleichung (8):
27 e 2 P 1
Ne o b SRR T 4
so findet man:
(IV) ZQm i sz—l < 1

2 i
Nim N2n1—1 ‘\'2 m~1

Fiir die Ungleichung (IV) ist m > 1 vorauszusetzen, weil sonst die Relation
Ny,._y < Ny, nicht hiitte angewandt werden konnen. Fiir m = 1 hat man
Z, Z

¥ W
Da die ganzen positiven Zahlen N,, N, Ni, ... nach (9) mit wachsendem
Index bestiindig groBer werden und daher bei einem unendlichen Kettenbruch

= J\}’ , wobei das Gleichheitszeichen nur fiir p, = 1 gilt.

iiber jede noch so groBe positive Z 1\}"
sendem 7 beliebig klein. Hieraus folgt nach (IV), daB fiir einen unendlichen

Zy Z : .
Kettenbruch die Differenz N'" - ;‘”‘_‘ mit wachsendem 7 unter jeden noch
2m 2m—1

so kleinen Betrag sinkt.

AR A

TR i
lichen Kettenbruchs in zwei zusammengehdrige, ins Unendliche fortschreitende
Folgen und zwar derart, daB die Niherungsbriiche mit ungeraden Indizes in
die erste, die mit geraden Indizes in die zweite Folge zu stehen kommen, also.

Wir ordnen nun die Niherungsbriiche eines unend-

Z, Z, Zy
> o A 4
(10) 1 3 5
4 4 4
Iy
Wenn wir einen endlichen Kettenbruch haben, fiir den bisher nur die
Z
Niiherungsbriiche .gl_, ﬁ* aleh N—“ definiert waren, so setzen wir fest, daB
2

“
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Z, Zar N Z,
alle auf T folgenden GriBen ST glelch gewiihlt werden
+ 1 n+2

sollen. Auf diese Weise haben wir auch bei einem endhchgn Kettenbruch in
(10) zwei ins Unendliche fortschreitende Folgen. Wir bemerken noch, dafB
Z . Zim—l
N!m 2m—1
falls 2m — 1 =y, also gewiB schlieBlich kleiner als jede vorgegebene positive
Grofe wird.

Aus den Relationen (I) bis (III) und der im Anschluf an die Ungleichung (IV)
gemachten Bemerkung folgt:

Die zwei in (10) vorliegenden Folgen sind zwei zusammen-
gehorige Definitionsfolgen, welche die Bedingungen B,) bis B))
auf Seite 62 erfiillen. Sie definieren daher eine wohlbestimmte
Zahl a.

bei einem endlichen Kettenbruch die Differenz verschwindet,

1
Hat man einen endlichen Kettenbruch p, + I—ll— + EE + ...+ 5§
|P2 |Ps Ip‘u
¥ 14 Z,u+l Zu-{—‘.‘ X . .
und ist daher == = ..., 80 ist nach Satz I auf Seite 73
N;L A;z+1 l\.u+2
o= N—‘“, d. h. die zwei zusammengehérigen Definitionsfolgen in (10) definieren

n

den endlichen Kettenbruch p, + 3R Der unendliche Ketten-

o DS

|
[P \

bruch war bisher nur ein Zeichen auf dem Papiexl'. Wir kénnen ihn jetzt auch
X0
Ira |P5

soll nur eine kiirzere Bezeichnung fiir die Zahl a vorstellen,
welche durch die aus dem Kettenbruch abgeleiteten zwei zu-
sammengehorigen Definitionsfolgen der Formel (10) bestimmt
wird. Kraft dieser Festsetzung ist man berechtigt, was bisher noch nicht
dargetan war, auch die unendlichen Kettenbriiche als Zahlen aus P
im Sinne der im § 1 gegebenen Definition aufzufassen.

Die durch die zwei Definitionsfolgen (10) bestimmte Zahl « ist nach
Satz I auf Seite 82 niemals kleiner als irgend eine Zahl der aufsteigenden
Definitionsfolge und niemals gréfer als irgend eine Zahl der absteigenden
Definitionsfolge; daher besteht fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von m
die Ungleichung:

als Zahl auffassen. Ein unendlicher Kettenbruch p, +

Z" m—1

(11) I =e =

Z2 m

2m—1 2m

das Gleichheitszeichen gilt hierbei nur, falls eine der zwei Definitionsfolgen
von einer gewissen Stelle an fortwiihrend die nimliche Zahl enthilt, d. h. nur
fiir einen endlichen Kettenbruch und zwar linkerhand, wenn 7 so gewiihlt
ist, daB 2m — 1 = u, und rechterhand, wenn 2m = u.

Ist demnach « ein unendlicher Kettenbruch oder lassen wir, wenn « ein
1 1

i ﬁ
Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., u — 1 durchlaufen, beschriinken wir also fiir
einen endlichen Kettenbruch die Zahl 2m — 1 auf die ungeraden Zahlen, die

kleiner als p — 1 sind, so kann in der Relation (11) weder links noch

endlicher Kettenbruch p, +

ist, die Zahl 27 nur die geraden
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rechts das Gleichheitszeichen stehen. Man hat daher das System von Un-
gleichungen :

Z° Z m
(12) No—-<e< Ry
m— 2m
Aus (12) folgt: -
Z Z. Z.
0 < lige — 2m—1 < 2m 2m—1
d 2m—1 lv?m N2m—-—l
oaer
(13) 0<a—Zanm :

2m—1 N2m N2m-—1 :
wie sich nach Gleichung (6') ergibt. Mittels der Ungleichung (9) N,,,_; = N,,, folgt

Z, 1
(14) 0<o— 22l o )
N2m—-1 'Nﬂm—l

wobei sowohl in (14) als auch in (13) die Zahl 2m — 1 fiir einen endlichen
Kettenbruch auf die ungeraden Zahlen, die kleiner als u — 1 sind, zu be-
schriinken ist.

Nach dem bereits oben angewandten Satz I auf S. 82 ist ferner:

(ll’) A.!m-{-l § P é J‘Zm "

2m41 2m

Das Gleichheitszeichen gilt hierbei nur, falls eine der zwei zusammengehéorigen
Definitionsfolgen, die o definieren, von einer gewissen Stelle an fortwiihrend
die nimliche Zahl enthilt, d.h. nur fiir einen endlichen Kettenbruch, und
zwar linkerhand, wenn 2m 4 1 = g, und rechterhand, wenn 2m = u.

Ist demnach « ein unendlicher Kettenbruch oder lassen wir, wenn o ein

endlicher Kettenbruch p, + IITI + .. I;I’L ist, die Zahl 2m + 1 nur die un-
2 "
geraden Zahlen der Reihe 1, 2, ..., u — 1 durchlaufen, beschrinken wir

also fiir einen endlichen Kettenbruch die Zahl 2,2 auf die geraden Zahlen,
die kleiner als u — 1 sind, so kann in der Relation (11’) weder links noch
rechts das Gleichheitszeichen stehen. Man hat daher das System von Un-
gleichungen:

Z Z,
(12" ok S e e ]
N2m+l 'N‘.‘m
Aus (12') folgt:
Zs Z2m+1
< G —
N2m N2m+1
s pe Z‘)"l
und durch Addition von —*:
2m
sz Z2m Z?m+|
b Sl DRl v
oder
Z 1
(13’ 0< 22 — 00 < ——me——
) A‘.’m N2m N2m+l 4

wie sich aus Gleichung (6') ergibt.
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Da e B = fod

Ny V. Nl

“Y2m+"2m 41 “'2m

, 80 erhiilt man aus (138’) die Ungleichung:

(14) 0<@—“<—1,“’
- ‘2 m 4 YE mn
wobei sowohl in (14') als auch in (18') die Zahl 22 fiir einen endlichen Ketten-
bruch auf die geraden Zahlen, dic kleiner als 1, 2, ..., u — 1 sind, zu be-
schriinken ist.
Ist » eine beliebige gerade oder ungerade ganze positive Zahl, so be-
sagen die Gleichungen (14) und (14’), daB

n

einen zwischen 0 und 1 gelegenen Wert hat, die Grenzen 0 und 1 aus-
geschlossen. Setzt man

p

(= 4 (= ) =,

~V%

wobei 7, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl mit AusschluB der Grenzen
bedeutet, so folgt durch Auflésung nach «

£ s =1 g
SER T
Hat man einen endlichen Kettenbruch, so darf » nur die Werte 1, 2, ..., u—2

durchlaufen, da in (14) und (14') fiir 2, — 1 bzw. 2m nur die Zahlen < pu —1
in Frage kommen. Wir erhalten daher

Satz IV. Jeder Kettenbruch ist gréBer als einer seiner
Niherungsbriiche mit ungeradem Index und kleiner als ein

3 Zn (_l)ﬂ-'-l Tn
solcher mit geradem Index; er hat den Wert o A Amaat: 7 ph

7, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bedeutet, die Grenzen 0

, wobei

n 1

s N
Z—"+L- Bei einem endlichen Kettenbruch p, + Ry 4
¢V,, Nﬂs ’ ; g ‘pﬂ (T ‘p‘u

diirfen hierbei fiir » nur dieZahlen 1,2,..., uy—2 genommen werden;'

und 1 ausgeschlossen, er liegt also stets zwischen und

g : & $ Z, o
! Um auch die zwischen einem endlichen Kettenbruch —“ und dem Niherungs-
"

Zu— n th—l
: vorhandene Beziehung zu finden, beachte man, daf \T I

u—1 " u—1

bruch

—
nach Gleichung (6’) gleich (*) wird. Mithin hat man
u T p—1
Z,u o Zy—l (_ l)u
JV” lvy—l Nu lv,u—l

Nun ist ¥, = N,_,, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir g = 2 und p, = 1, also
- 1 -

bloB fiir die Entwicklung der ganzen Zahl p, + TIl in einen Kettenbruch gilt.

Mithin ist ein endlicher Kettenbruch fiir den im Text ausgeschlossenen Wert n = u — 1
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7

der Kettenbruch selbst ist gleich — V - Bei einem unendlichen
Kettenbruch durchliuft » jeden wanzzahhoeu Wert.

Wir kniipfen noch an die Gleichungen (13) und (18") an. Wenn 2 eine
beliebige gerade oder ungerade ganze positive Zahl bedeutet, so besagen
sie, daB

7

e (“ = ZAV") No Nogy

einen zwischen 0 und 1 gelegenen Wert hat, die Grenzen 0 und 1 aus-
geschlossen. Setzt man

7

Zn 7
(_ 1)““’l ((1 ooy Bv") I\n Nn+l = &y

wobei ¢, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl mit Ausschluf der Grenzen
bedeutet, so wird

it (=it he

N NNl

Fiir einen endlichen Kettenbruch darf » nur die Werte 1, 2, ..., u — 2 an-
nehmen, da in (13) und (13’) fiir 2m — 1 bzw. 2m nur die Zahlen < u — 1 in
Frage kommen. Wir kénnen daher noch folgenden Satz formulieren:

Z, 1
Haty ‘) ruch i i o Bt R SR R
Satz IV’. Jeder Kettenbruc llegt zwischen N, NoNops

Z 1 (= 1)nttg
e RN RN Wert n
N, + N : B er hat den er N,, . Nomy
zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bedeutet, die Grenzen 0 und 1
ALl g 1

ausgeschlossen. Bei einem endlichen Kettenbruch p, + —Ip_l +.o+ lpl
2 e

diirfen fiir » nur die Werte 1, 2, ..., u — 2 genommen werden. Der

endliche Kettenbruch ist gleich?

und

, wobeieg, eine

Z,u. o th—l (= 1)‘“
. Rl STy

" n—1 n—1

Satz V. Liegt ein rationaler positiver Bruch L zwischen
S

ZZQ—I Z"V
— und —=
Ny Ny

eines endlichen oder unendlichen Kettenbruches, so ist stets
Ll

Z.u-—l ('— 1)"' 7]‘:1—1
+

2 ]
Nu—l NF—I

und 1 gelegene Zahl bedeutet; jedoch kann gt (anders als im Text) auch den
Wert 1 annehmen, némlich, falls es sich um’den speziellen endlichen Kettenbruch

1!
P+ —lT' handelt.

1 Vgl. die voraufgehende Anmerkung.

auch gleich

wobei 7, _, eine zwischen den Grenzen 0

LoEwY, Algebra. 8
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Aus der nach Voraussetzung giiltigen Ungieichung:

Zsg s Ly
AR e
Noygy N,
folgt
T Zye, Zsy 1 Zyg_y

0< =

& Nog_y N, Nog_y
oder unter Beriicksichtigung von (6')

7o Ny 1= Z4g_1°8 1

0< 5
Ny, Nyg Nog_,

Aus dieser Ungleichung ergibt sich durch Multiplikation mit den positiven
Zahlen s und N,, ,:

s
0i< e Ny e Zep 3 =8I

Ny
Die GroBe »+ Ny, — Z,,_,+s ist demnach positiv; wegen ihrer Ganzzahlig-
keit muB sie mindestens gleich 1 sein, und man gewinnt die Unglelchuncr
1< =, d h. Ny, < s, wie zu beweisen ist.
Nzg

Aus Satz V folgt
Satz V. Kommt ein rationaler positiver Bruch % einer als

Kettenbruch dargestellten Zahl niiher als einer ihrer Niherungs-
briiche, so ist der Nenner des Bruches groBer als der Niherungs-
nenner des fraglichen Niherungsbruches.

Kommt ein rationaler positiver Bruch -~ einer in Form eines Ketten-

bruches dargestellten Zahl ¢ niiher als einer ihrer Niherungsbriiche, so besteht
eine der zwei Ungleichungen:

4 Zsg Zyg— y,
e —< —= oder =< —<aea.
s Ny, Ny, s

: A ; ’ 2 g
Da « stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden Niiherungsbriichen —N" :

291

und liegt, so folgt aus jeder der beiden Ungleichungen, dafl

Ziﬂ—-l /20
N?F—-l N?ﬂ
Nach Satz V ist daher s > N,,. Beachtet man die Ungleichung (9) N,,=N,,_,,
so ergibt sich, daB auch s > N,,_,.
Mit Hilfe von Satz V beweist man:

Satz VI. Jeder unendliche Kettenbruch ist eine irratio-
nale Zahl

Zsg
‘V" 9

r
R e
8

Angenommen, der unendliche positive Kettenbruch p, + —I:)—I + |ITJ + .
2 3

wiire gleich einer rationalen Zahl %, so miiBte nach (12) l bestandig zwischen

—Z”_l Zy ; i : Zyg_y ZoJ
o und N, liegen, also die Ungleichung N S = v, bestehen.
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Aus ihr wiirde nach Satz V folgen, daB s > N,, wiire. Bei einem unendlichen
Kettenbruch wachsen die ganzen positiven Zahlen N,, Ny, N,, ... ins Un-
endliche. Da g jeden ganzzahligen positiven Wert annehmen kann, so wiirde
aus s > N,, folgen, daB die vorgegebene endliche Zahl s groBer als jede noch
so groBe ganze Zahl sein miiite. Aus dem erzielten Widerspruch ergibt sich,
daB die Annahme falsch ist. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Fiir das Folgende schicken wir die einfache Bemerkung voraus: Hat
1 1

+ =, bei dem
‘pu 1 |pu

das letzte Element p, = 1(u > 1) ist, so kann man ihn statt in der obigen
Form stets auch mit einem Element weniger, niimlich in der Form

man einen endlichen Kettenbruch p, + % +...4
- 2

e IR L |
R R O A
schreiben, wobei p’ + % =p,_,; + 1. Man kann daher jeden end-
pn—1 py_l ]) P/l 1

lichen Kettenbruch so schreiben, daB sein letztes Element =2 ist, auBer
wemn p,_; =0, also u = 2, und p, =1 ist. In diesem Fall liegt der Ketten-

bruch 0 + %l— Vor.

Wir beweisen nunmehr

A) Schreibt man jeden endlichen Kettenbruch derart, dal
sein letztes Element =2 ist, so sind irgend zwei endliche oder
unendliche positive Kettenbriiche dann und nur dann gleich,
wenn ihre siimtlichen Elemente der Reihe nach iibereinstimmen.

Nach Voraussetzung seien die zwei endlichen oder unendlichen Ketten-
Y% 1 1]

lnnchol |pl |p2 + - |P3 e ululd p/+ E; + UT + ... gleich. Setzt man
st o+ omEiund pf— 4 .= & 80 ergibt sich
2 [ps’
TS e
P+ E =0+ Al

Die ganzen positiven Zahlen p, und p,’ sind mindestens gleich 1; im be-
sonderen ist nach Voraussetzung fiir den Fall, daB & oder &’ bereits mit p,
bzw. p, 1dentlsch w.ne, P:= 2 baw. p,/ = 2. Hieraus folgt, daB stets & > 1,

1 1
">1,also —< 1, <1 ist. Aus der Gleichung p, + — =p,/'+ —
51 El & &
ergibt sich p;, — p,/= § % Die rechte Seite ist als Differenz zweier
1 1

positiver echter Briiche Null oder ein echter Bruch, die linke Seite ist

Null oder eine ganze Zahl; folglich muB p, — p,/= 0, also p, = p,’ sein.

Operiert man mit den nunmehr als gleich erwiesenen Kettenbriichen
1 2

S =p+—+... und §'=p,/+ 7;)—1; + ... in der nimlichen Weise weiter,
P |P3

indem man also p, + ;' +...=& und p,+ :[l){ + ... =& setzt, so folgt

’
174 4

aus p, + — —p '+ —, daB p, = p,’ wird. Auf diese Weise fortfahrend, er-

5 r.9
gibt sich, wie wir beweisen wollten, die Ubereinstimmung der zwei Ketten-
briiche in allen Elementen.

S*
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Wir zeigen ferner:

B) Jede beliebig vorgegebene positive Zahl « 1iBt sich als
Kettenbruch schreiben.

Zum Beweise vergleichen wir die gegebene positive Zahl « mit den Zahlen
0,1, 2, ...; alsdann wird « zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zahlen p,
und p, + 1 dieser Reihe liegen, so daB p, =« <p, + 1 ist. Ist « = p,, so
ist « ganzzahlig, und der ProzeB ist beendet.

Ist p, < @ < p, + 1, so setze man:

1
(15) "=P1+*£:§

hierbei bedeutet % eine positive GroBe, die zwischen 0 und 1 gelegen ist,
1

die Grenzen ausgéschlossen. Mithin ist & > 1.

Mit & verfahre man ebenso wie mit «; man bestimme also die grifBte
in & enthaltene ganze positive Zahl p,, so daBp, =& < p, + 1 ist. Da ¢ > 1,
80 ist p, = 1. - Wird &, = p,, so ergiebt sich aus (15), daB « gleich dem end-
1]
P2

Ist ps < & <Py 1, so setze man:

lichen Kettenbruch p, + ist.

1
(16) §i=py+ E:;’

hierbei bedeutet - eine positive GroBe, die zwischen 0 und 1 liegt, die
2
Grenzen ausgeschlossen. Mithin wird &, > 1.
Aus (15) und (16) ergibt sich:
1

(16") «a=p +
P2 +

rerl
|

Man bestimme weiter die grofte in &, enthaltene ganze positive Zahl p,,

so daB py =& < py + 1. Da & > 1 ist, so ist py = 1. Wird &, = p,, so er-
gibt sich aus (16’), daB « gleich dem endlichen Kettenbruch

il T ki T et
i
ist. Findet man p, < &, < p,; + 1, so setze man:
1
(17) 52=P3+?’
>3

wobei wieder & > 1.
Aus (16") und (17) folgt:

(17’) «=p + 1

pe + 1
pil + ¥ o

8
Auf diese Weise fortfahrend, erhilt man das Resultat: Jede reelle positive
Zahl « ist entweder gleich einem endlichen Kettenbruch oder die Gleichungen
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1
(") Stn_l = Pn + _E';
setzen sich ins Unendliche fort und liefern die fiir jedes ganzzahlige positive »
giiltige Entwicklung:
- 1
(n) a=p + o5y
3 Vet ;

Pnt

Sn
Ergibt sich « als endlicher Kettenbrach, so wird einmal &, , = p, und die
Gleichungen () und (»') haben nur fiir die Werte n = 2, 8, ..., u — 1 Giiltig-
Vit 1 di & felihe 1
eit; in diesem Falle ist o« = p, + oy + o un b F
Ehe wir den Beweis des Satzes B) vollenden, indem wir noch den Fall
behandeln, daB « ein unendlicher Kettenbruch ist, schieben wir eine Hilfs-
botrachtung ein, )
Hat man irgend eine reelle positive Zahl « durch die Formel (n) dar-
gestellt, so nennen wir « die Ausgangszahl, &, &,, ... die Folgewerte
von «. Bedeuten Z,, Z,, ..., Z, die Niherungsziihler und N,, N,, ..., N,
die Niitherungsnenner des aus der Formel (n’) herleitbaren Kettenbruches

5 s 2 %
Kyi= -—
pl+ ,p’ + Ip% + + lpn

so gilt folgender Satz: Die Ausgangszahl « driickt sich durch einen
beliebigen ihrer Folgewerte in der Form:

4.8, 4.5
(18) e "\TnvE +—:\_11-;l
aus.
Nach Satz I ist niimlich
1] li_ i Z, s R e
e [P cif R (s N P Nair b Dy
Nach Formel (#) erhiilt man « aus dem Kettenbruch
f R ARG | AL
bR, gl |Pn

1
cinfach dadurch, dab man p, durch p, + - ersetzt. Daher wird
s

n

1 s Z,
(pu ¥ ?) n—1 A A Pa Zn—l i s dﬂ——'—' + lé_‘
n Sn
" = = —_—
1 =
PR IL AR A A AR
Su co
oder nach den Gleichungen (3) und (4) auf Seite 105 gleich
Z,._x
Zt o R A
= = = )
Mot Mo NEFH

wie gezeigt werden sollte.
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Wir bilden jetzt, indem wir zum Beweis des Satzes B) zuriickkehren,
i Zn Zn En T Zn—l Zn Nn—l = Nn Zn—l (— 1)"

e T 7

NN, TN EENL NG eN)  N..E N

n

wie aus Satz II folgt. Hiernach wird, wenn m eine ganze positive Zahl be-
deutet, fiir » = 2m der Ausdruck

Z‘lm o= (;- 1)2"‘
Jv-’hu "\r‘l m (N.’ m E‘.’ m + N?m—l)
positiv, wihrend der dem Wert #» = 2m — 1 entsprechende Ausdruck
Zym—1 = (= 1)27"_1
Nymest Nop—t Nyt Eam—1 + Nyyio o)
einen negativen Wert hat. Die gegebene Zahl e liegt also bestiindig zwischen
Zim—l Z?m
JVv"_'m—l und 2 .

Brechen die Gleichungen (n) nicht ab, so kann man aus ihnen die zwei
ins Unendliche fortschreitenden Folgen:

.y o
N N
Ziptidest |7

TE Sl e 7
herleiten; diese sind zwei zusammengehorige Definitionsfolgen und bestimmen
eindeutig eine Zahl, fiir die wir als abgekiirzte Bezeichnung den unendlichen
1] 1
|Ps [ps
liegt, wie bewiesen, bestindig zwischen je zwei iibereinander stehenden ratio-
nalen Zahlen der zwei zusammengehérigen Definitionsfolgen. Mithin muf nach
Satz II auf Seite 82 « selbst gleich der durch die zwei zusammengehorigen
Definitionsfolgen bestimmten Zahl sein, also « = p, + % + % e
2 3

Die voraufgehenden Betrachtungen geben auch ein Verfahren, um eine
vorgegebene Zahl ¢ wirklich in Form eines Kettenbruches zu schreiben.

Aus A) und B) folgt unter Beachtung von Satz VI der fundamentale

Satz VII. Jede positive Zahl 1iBt sich, wenn man bei einem
endlichen Kettenbruch die Bedingung stellt, sein letztes Element
soll =2 sein,! auf eine und auch nur auf eine einzige Weise als
Kettenbruch schreiben. Rationale Zahlen und auch nur solche
lassen sich in Form endlicher Kettenbriiche schreiben.

Das voraufgehend gegebene Verfahren der Darstellung einer positiven
Zahl o als Kettenbruch soll noch speziell fiir den Fall untersucht werden,

Kettenbruch p, + + + ... schreiben kénnen. Die gegebene Zahl «

. : b 8. :
daB « eine rationale positive Zahl — ist, wobei s und s ganze
St

positive Zahlen bedeuten. Fiir « = Si lautet die Gleichung (15)
i
S + 1
8 =P g

! Diese Bedingung ist nur fiir die Entwicklung der Zahl 1 nicht erfiillbar.
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Da s, s, und p, ganze Zahlen sind, so zeigt die rechte Seite von :E‘— =5—p 3,
1
daB > eine ganze Zahl ist und zwar eine positive, weil s, voraussetzungs-
i ]
gemiif einen positiven Wert hatte und & > 1 bestimmt wurde. Wir setzen

die ganze positive Zahl —?— =3, und erhalten s=p, s +s,. Fihrt man
1

$ i
& = i in die Gleichung (16) ein, so findet man b R Ps + &3 aus der rechten

Sy 85 Eg
Seite von »SE—" = 5, — 8, p, folgt, daB —s; eine ganze Zahl ist; diese ist positiv,
weil s, und &, es sind. Setzt man die ganze positive Zahl % = g;, Bo ergibt
Sg

sich s, = p, s, + s5.

Sp—1

Fihrt man so fort, indem man -*— = s

Sa
ny
En-—-l E,,

=8

5,41 setzt, so geht die

Gleichung (n):

1
S i=p, + T
auf Seite 117 iiber in :
Sact _ g oy Swbr
s" pll + S"

Sy i = P8y 8y

Bei der Entwicklung einer rationalen Zahl j in einen Kettenbruch muf

1
das geschilderte Verfahren infolge der Endlichkeit des Kettenbruches not-
wendig einmal sein Ende erreichen; daher kommt man schlieBlich zu einer

su—l
ST > el . » P TR o :
Gleichung &, 1 =p,. Diese 148t sich, weil —— = s, gesetzt wurde, auch
>u—1
Su—1 =Py 3, schreiben.

Wir haben demmnach die Gleichungskette:

s = P11 + S
8§ =PaS: t Sy,
(K) + Sn—1 = Pa Sn 2 su+l7

3= P13 1 e Sus

s.u—l S p‘l( sy,'

D= '—;‘—, 8y = —‘;", ... und §>1, &>1, ..., 80 ergibt'sich s, >8,>8,> ..,
1 2

Die Gleichungskette (K), die nur ganze positive Zahlen ent-

hilt, 188t sich, losgelést von der Kettenbruchentwicklung, auf

folgende Weise selbstindig interpretieren: Man dividiere die ganze

positive Zahl s durch die ganze positive Zahl s, und findet den Quotienten p,

und den Rest s,'; alsdann dividiere man die ganze Zahl s, durch s, und findet

1 Ist 8 < 8, 80 wird p, = 0, also 8, = s.
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den Quotienten p, und den Rest s;, usw. Dieses Verfahren muf notwendig
einmal abbrechen; denn die bei der Division sich ergebenden Reste s,, s, ...
werden bestiindig kleiner (s, > s, > s; > .. .), und es gibt nur eine beschrinkte
Anzahl ganzer positiver Zahlen, die kleiner als eine gegebene positive Zahl s,
sind. Man muB daher notwendig einmal zu einer Gleichung mit dem Rest 0,
d. h. zu der letzten Gleichung s, , = p, s, der Gleichungskette (K) gelangen.

Die Gewinnung der Gleichungskette (K), die man bereits bei EvcLipes
im siebenten Buch seiner Elemente findet, bezeichnet man als Euclidischen
Algorithmus oder als Euclidisches Divisionsverfahren.

Zum Studium des Euclidischen Algorithmus beniitzen wir folgenden
Hilfssatz:

Ist jede der ganzen Zahlen f,, f,, ..., f, durch eine ganze
Zahl g ohne Rest teilbar, und sind p,, p,, ..., p, beliebige ganze
Zahlen, so ist auch jede der ganzen Zahlen fip, + fops & ...+ i D»
durch g ohne Rest teilbar.

Da jede der ganzen Zahlen f;, f, ..., f, durch die ganze Zahl g teilbar
sein soll, so existieren ganze Zahlen G, G,, ..., G. von der Beschaffenheit,
daB /i, =9 Gy, fo=9gG, ..., [, = gG,. Hieraus ergibt sich

hovtfepet ... 2fipr=9P G £p:Go k... +p,.G);

diese Gleichung ist der Inhalt unseres Hilfssatzes.

Aus dem Hilfsatze und der Gleichungskette (K) des Euclidischen Algo-
rithmus ergibt sich:

a) Sind die beiden ganzen Zahlen s und s, durch irgend eine ganze positive
Zahl d teilbar, so ist d auch Teiler einer jeden der Zahlen s,, sy, ..., 8,
Dieses Resultat folgt unmittelbar, wenn man die Gleichunggkette (K): s —p, s, =85
Sy — P2 Sy = Sy ... unter Beriicksichtigung des Hilfssatzes durchgeht.

b) Der letzte Rest s, ist gemeinsamer Teiler von s,_,, Sy—g9y oo
Dieses Resultat folgt, wenn man die Gleichungskette (K) von hinten beginnend:

oy
s Sy S

s/l—l - p‘u S/n Sp—-? e p/t—l 8/4—1 =+ S‘u’ "'.u—s - p‘u—‘_’ s’u—‘.’ = s;(—l? o ke
unter Beriicksichtigung des Hilfssatzes durchgeht.

Aus a) und b) ergibt sich:

Zwei ganze positive Zahlen s und s, sind dann und nur dann
teilerfremd, wenn der Euclidische Algorithmus s, =1 liefert. Ist
sy #1, so ist s, (mach b) gemeinsamer Teiler von s und s und
zwar (mach a) der groBte gemeinsame Teiler, d. h. es existiert keine
groBere ganze Zahl, die sowohl s als auch s, ohne Rest teilt, als
die Zahls,; denn jede ganze positive Zahl, diesowohl s als auch s,
ohne Rest teilt, ist in s, enthalten.

Schreibt man das System (K) in der Form:

el 1 L R S Y 1 8400 Su—1 :
= p, ﬁy P =P :9.2" % —p3+§;,---, ;S_u = DPu>
8 . 8y
80 hat man die gesuchte Kettenbruchentwicklung:
28780 v 1] i 1] + 1]
S ; |p2 {ps oy Ip.u
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Kettenbriiche, 121

Z, B. s = 8965, s, = 1234,
3965 = 3-.1234 + 263,
1234 = 4.263 + 182,
263 = 1.182 + 81,
182 = 2.81 + 20,
81 =4.20 +1,
20 =20 - 1.
Mithin ist
3965 1] 1| 1] 1] 1l

e T A Tk gy RO

Zur bequemen Verwandlung eines endlichen Kettenbruches

1| 1] 1]
BN Tl et
"

in einen gew6hnlichen reduzierten Bruches 750 dient folgende

1
Vorschrift (Mitteilung von Herrn Prof. K. Boum in Heidelberg):
Man schreibe sich das Schema hin:

Py By Pu—z =« Pnir j" Y Y
n

1 8

u—1 Spqg e § S,

S.“_._, cee Spg

wobei die Zahlen der zweiten Reihe auf folgende Weise gefunden werden:
q T 1’ s‘u—l pu 17 ‘[u— = ]/z—l s[l—l + 8“, ceey Sn g = Pn*Sn 4 Sud1y ooy
c =28 + 8. Es wird also allgemein s, , erhalten durch Multiplikation der
im Schema links von s,_, untereinander stehenden durchstrichenen Zahlen p,
und s, und Addition der Zahl s,,,, nach der der Pfeil zeigt. Der Ketten-
bruch ist gleich ?3 2.8

1

| 1] 1] 1] 1]
8 i 1 PN A G S ) T NG T
T TP T
: 20 3
Schema: 4 ‘j
1 1 .213 ﬂ-iu 3965.
3965

Der Wert des Kettenbruches ist

T Der Beweis ergibt sich aus dem oben

aufgestellen Gleichungssystem (K), das hier nur in umgekehrter Reihenfolge
verwendet und bei dem s, = 1 gewiihlt wurde, so daB s und s, teilerfremd
werden. Nach Satz III ist, da s und s, teilerfremd bestimmt wurden, s der T
Nitherungsziihler Z,, s, der u' Nitherungsnenner N, des vorgelegten endlichen
Kettenbruches.

Aus dem Euclidischen Algorithmus ergibt sich auch ein zahlentheoretischer
Satz, den wir schon frither (Seite 49, 97 und 99) beniitzt haben und dessen
Beweis wir n‘lchtlawen

Sind 7, s und s, ganze positive Zahlen, und sind s und s, teiler-
fremd, s¢ durch s, teilbar, so ist # durch s, teilbar.

Zum Beweise multiplizieren wir die Gleichungen des Systems (K) der
Reihe nach mit 2. Aus st — p, f+s, = s,¢ schlieBt man nach dem Hilfssatz,
da s, offenbar durch s, und nach Voraussetzung auch s¢ durch s, teilbar ist,
daB s,¢ durch s, teilbar ist. Weil s, und s,¢ durch s, teilbar sind, so folgt
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122 Grundlagen der Arithmetik.

nach dem Hilfssatz aus s, ¢ — p,-s,¢ = s, ¢, daB s, ¢ durch s, teilbar ist. Aus
Syt — pge syt = st folgt, daB s, ¢ durch s, teilbar ist, usw. SchlieBlich ist s, ¢
durch s, teilbar. Da s und s, nach Voraussetzung teilerfremd sind, so ist
s, = 1; mithin ist s, ¢ = ¢ durch s, teilbar, wie bewiesen werden sollte.

Fiir die Darstellung einer irrationalen positiven Zahl als
Kettenbruch bemerken wir: Weil man von irgend einer positiven Zahl «,
daB sie zwischen zwei positiven Zahlen « und «” liegt, und stimmen die
Kettenbruchentwicklungen fiir ¢’ und «” in den ersten % Elementen iiberein,
50 beginnt die Kettenbruchentwicklung von « mit den némlichen /: Elementen.

Zum Beweis bezeichnen wir die Folgewerte von « mit &, &, ..., die-
jenigen von o' mit &', &' ... und die von «” mit &, &”, ... Der Anfang
der Entwicklung von o' laute:

e =q + 1
qﬂ + T L AT b TR
q3 + .

1

1

v

Da die Entwicklungen von «’ und «” in den ersten / Elementen nach Voraus-
setzung iibereinstimmen sollen, so ist

1

qr+

a'l= g +
q2 + N P e ot SR ST AR

+ 27
sl
Die Entwicklung von « in einen Kettenbruch sei durch die Gleichung (») auf
Seite 117 gegeben, also
1

=, ot 1

Pt
Ps+ - .
oy |

ik
p" §

n

Aus der nach Voraussetzung giiltigen Ungleichung: «'< « <o’ folgt, da

’ 1 ) o 1
“=91+—§_'" “=p1+s—’ “=Qx+?7/'
1

1 1

daB

P e 0 P

ql §11 pl §l ql sgl/l

oder
(19) i ik L 3

§ll pl ql §1 E[”
Weil ;, und ;,, positive echte Briiche sind und p, — ¢, eine ganze Zahl

>1 1

ist, so ergibt sich aus der Ungleichung (19) p, — ¢, = 0; denn eine ganze
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Zahl vermehrt um einen positiven echten Bruch kann nur dann zwischen
zwei positiven echten Briichen liegen, wenn der ganzzahlige Bestandteil den

Wert Null hat. Mithin ist p, = ¢,. Die Ungleichung (19) geht daher iiber in:
1 j | i ” ’
ET,<E—1<§—‘,—, oder & <& NE N

Ersetzt man &", & und &’ durch ihre Werte

: 1 1 3 1
&=t 5 S =Pt 5 =gt ey
EZ E:} S2
so erhillt man
. < e : < L
S D — ¢ A &/ y
Aus dieser Ungleichung kann man analog wie aus (19) schliefen, dab p, = g,.
Fihrt man derart fort, so ergibt sich sukzessiv p, = s, Py = @4y - -+, Dr = @

d. h. die ersten % Elemente der Kettenbruchentwicklung von o sind in der
Tat identisch mit denjenigen von o’ und «”.

Um irgend eine Zahl «, von der nur bekannt ist, daf sie
zwischen den positiven Zahlen «’ und «” gelegen ist, in einen
Kettenbruch zu verwandeln und hierbei iiberfliissige Rechnungen
zu vermeiden, entwickle man « und o’ gleichzeitig in Ketten-
briiche, und zwar solange, bis man zum erstenmal ungleiche Ele-
mente erhiilt; alsdann hére man auf. Die iibereinstimmenden Ele-
mente sind richtige Elemente der Kettenbruchentwicklung von «.

Wir wenden dieses Resultat zur Entwicklung der Luporpuschen Zahl =
in einen Kettenbruch an; die Zahl n liegt zwischen 38,1415926 und 3,1415927.
o ) ; 5 . 81415926 . . o
Entwickelt man die rationale Zahl o = 0000000 2 einen Kettenbruch, so
erhiilt man als fiinf erste Elemente 8, 7, 15, 1, 243, wiihrend die Entwicklung

31415927

von o''= 0600006 die Elemente 3, 7, 15, 1, 354 liefert. Mithin ist
1, 1] 1]

ﬂ=3+|—7+*!—1?+“—1_+.,

und die Entwicklung ist in den angefiihrten Elementen exakt. Die Niherungs-
briiche von 7 lauten

4 _, L_® 4 38 4 3%
Nar e N AR N, 106’ N, =038

Diejenigen mit ungeraden Indizes sind kleiner, diejenigen mit geraden Indizes
grofer als 7. Der Fehler jedes Niiherungsbruches ist nach Satz IV’ kleiner
als die Einheit dividiert durch das Produkt aus dem Nenner dieses Bruches

und dem des folgenden; so ist der Fehler bei Wahl von 3 kleiner als %,

eI

22
bei W =2 kel i o) T
el ahl von 7 kleiner als 7.106

! Berechnung der 34 ersten Niherungsbriiche von n in LAGRANGEs Additions
zu EULERs vollstindigen Anleitung zur Algebra, Oeuvres de LAGRANGE, 7, 41; auch
abgedruckt in EULERI Opera omnia (1) 1, 534 (1911), deutsche Ausgabe in OsT-

22
WALDs Klassikern der exakten Wiss. Nr. 103. Der Naherungswert — geht bereits
{

auf Archimedes zuriick,
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124 Grundlagen der Arithmetik.

§ 10.
Die Auflosung der Diophantischen Gleichungen ersten Grades mit
zwei Unbekannten durch Kettenbriiche.

Die Kettenbriiche lassen sich zur Auflésung der Diophantischen oder
unhestimmten Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten
verwenden. Wir schreiben diese in der Form:

(1) az—by =y,
wobei @, b und g gegebene ganze positive Zahlen bedeuten sollen. Werden
2 und y keiner Beschriinkung unterworfen, so wird die Gleichung (1) durch

alle Wertepaare z = g +aby , y befriedigt, wobei y jede reelle Zahl bedeutet.

Bei Diophantischen Gleichungen werden die ,unbestimmten Lisungen“ durch
die Bestimmung eingeschriinkt, daf nicht beliebige, sondern ausschlieflich
ganzzahlige Losungen der Gleichung ermittelt werden sollen. Diophantus
von Alexandria (3. bis 4. Jahrhundert n. Chr.), auf den der Name unserer
Gleichungen hinweist, hat in seinem Werke ,,Arithmetica®! eine griBere Menge
unbestimmter Gleichungen behandelt; die Beschriinkung auf die Ganzzahlig-
keit der Lésungen ist ihm aber noch fremd, vielmehr 1iBt er auch Briiche als
Losungen zu. Der Forderang, die ganzzahligen Lisungen unbestimmter Glei-
chungen aufzufinden, begegnen wir erst spiiter bei den Indern, dem Volke der
Zahl, und noch spiiter im Abendland in Schriften aus dem 16. und 17. Jahr-
hundert, so in der ,,Algebra des Initius Algebras®“? (1545) und den Zusiitzen des
Bachet de Méziriac zu der von ihm 1621 veranstalteten Diophantausgabe.

Wir beweisen

Satz I.  Haben die zwei ganzen positiven Zahlen a und %
einen gemeinsamen Teiler d, so kann, wenn die ganze positive
Zahl g nicht durch d teilbar ist, die Gleichung:

(1) ar—-by=g
niemals durch ganze Zahlen z und y befriedigt werden.

Sollen  und y ganze Zahlen bedeuten kinnen, so muB jeder Teiler d
von @ und b nach dem Hilfssatz auf Seite 120 auch ein solcher vonax—by=yg
sein; hiermit ist Satz I bewiesen.

Wir konnen und wollen fiir das Folgende voraussetzen, daB « und »
teilerfremde ganze positive Zahlen sind; ist dies von Anfang an nicht der
Fall, sondern haben « und & den gréften gemeinsamen Teiler ¢, so ist nach
Satz I fir die Moglichkeit der ganzzahligen Lisbarkeit der Gleichung (1) er-
forderlich, daf ¢ auch in gy enthalten ist, und man kann daher die ganze
Gleichung durch d dividieren.

,, Yo und x,, y, seien irgend zwei ganzzahlige Losungssysteme der
Gleichung (1), so daB (1) axy = by, = g und (1”) az, — by, = ¢ ist. Durch
Subtraktion folgt aus (1’) und (1”): ;

a@ — ) =by, —y) oder %’b;ﬂ.‘) = Y

! Deutsche Ausgabe von G. WERTHEIM, Leipzig 1890.
2 M. CurTZE in Abhandlungen zur Geschichte der math. Wissenschaften,
13. Heft, S. 447 und 571—574, Leipzig 1902.
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Da @ und b nach Voraussetzung teilerfremde ganze Zahlen sind und 8(% = o)
)
ganzzahlig ist, so muB nach dem auf Seite 121 abgeleiteten zahlentheoretischen

Satz x; — a, durch b teilbar sein, d. h. es muB z, — o, = #b sein, wobei ¢ eine

ganze Zahl bedeutet. Alsdann liefert die Gleichung h b_i"—) =y —y, die
Relation y, — y, = ta. Folglich hat man:

(2 o =2 + b,

(3) Yo=Y + ta.

Ist also x,, y, eine ganzzahlige Losung der Gleichung (1), so
wird jede andere ganzzahlige Lésung z,,y, der Gleichung (1) durch
die Formeln (2) und (3) gegeben. Man sieht unmittelbar,*dal umgekehrt
fiir jeden beliebigen ganzzahligen Wert von # das Paar ganzer
Zahlen x, + tb, y, + ta eine Lisung der Gleichung (1) ist, wenn
Z,, Y, eine solche bedeutet. Da z,, y, eine Losung von (1) ist, hat man
axy, — by, =yg; dies liBt sich auch schreiben a(z, +tb) — b(y, + ta) =g,
d. h. das ganzzahlige Wertsystem @, + ¢b, y, + ta geniigt der Gleichung (1).

Nach dem bereits Bewiesenen handelt es sich nur noch darum, eine
einzige ganzzahlige Losung w,, y, der Gleichung (1) zu finden. Zu dem Zwecke

entwickle man die rationale positive Zahl —7—- in einen Kettenbruch
D

TP el £ e 1
At Ay ey

Hierbei kann man es stets so einrichten, daB u eine gerade Zahl wird. Ist

1
nimlich & = P+ 3t +...+ . die Entwicklung von “ in einen Ketten-
b Ps m b

bruch mit kleinster Elementenzahl 1, so kann % auch in den Kettenbruch

»+ o 5 . gt
e et ek S
5 s : IS 1]
mit 2 + 1 Elementen entwickelt werden. Falls niimlich p, + 1—1—‘ + ...+ To:
2 A
die Entwicklung der positiven Zahl —Z— in einen Kettenbruch mit kleinster

Elementenzahl darstellt, so ist (vgl. Seite 118) p; = 2, also p; — 1 5 0; eine Aus-
nahme bildet nur die Zahl 1, aber auch diese libBt sich als Kettenbruch mit

einem Elemente mehr, niimlich 0 + —|—i—|, schreiben. Ist . eine gerade Zall, so
wiithle man u = 1; ist hingegen 1 eine ungerade Zahl, so wiihle man u = 4 + 1.
Sind Ny, N,, ..., N, die Niherungsnenner, 7, Z,, ..., Z, die Niherungs-

;J +... 4+ Ti’ so ist nach Satz Il auf

2 1Fp

ziihler des Kettenbruches p, +
Seite 106

(4) Z[u ‘V:u—l a ‘\’rlc Z[l—-l = (_ l)# = + 1)

Z, a
da u als gerade Zahl gewihlt werden soll. Nun haben T;- und y & die niim-

w
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126 Grundlagen der Arithmetik.

liche Kettenbruchentwicklung p, + % R % und sind mithin gleich,
7 2 “
a
also iyl T’#— + Da @ und b teilerfremd sind, so ist -Zi ein reduzierter Bruch;
"

e

2y
gleiches trifft nach Satz ITT auf Seite 107 fiir N/ zu; mithin ist @ = Z, und

b = N,. Infolgedessen geht die Gleichung (4) iiber in

®) a M, b8 =1

oder durch Multiplikation mit g in
(6) a (9 l\rp—l) s (g Z;t—l) =0

Die gefundene Relation (6) besagt: Man befriedigt die Gleichung (1) ax — by =g,
wenn man @ =, =g N, _,, y =Yy, = 9Z,_, wihlt. Die allgemeinste ganz-
zahlige Losung der Gleichung (1) lautet demnach nach (2) und (3):

z=gN, ,+1b, Yy=92Z, ,+ta.

Wir haben daher den

Satz II. Man findet alle ganzzahligen Losungen der Glei-
chung (1) ax — by = g, wobei a und b teilerfremde ganze positive
Zahlen, g eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, indem man
1 1]
[P |2,
zahl von Elementen entwickelt und a=gN, , +tb,y=9Z2, , + ta
wihlt; # kann jeden ganzzahligen Wert annehmen, Z, , und N,_,
sind der (u — 1) Niherungszihler bzw. Niherungsnenner des
Kettenbruches.!

Wir stellen noch die Frage nach den positiven ganzzahligen Lisungen
der Gleichung (1); solche werden dann und nur dann erhalten, wenn man ¢
so wihlt, daB gleichzeitig gN,_, +¢6>0 und ¢gZ, , +ta >0, d h

—

e R

% in einen Kettenbruch p, + mit einer geraden An-

v, 92,
3> .~ : l‘: Lound £> - 7 wird. Aus (6) folgt:
gZ,u—l i g -zvy-r—iﬁ S 9
I R e R
v/ A
d. h. — i S > = g l: ol geniigt also, 7 so zu withlen, daB es bloB die
a
o 3 9 Z,u—l e % g9 N,u -1
eine Ungleichung ¢ > — S befriedigt, dann ist # von selbst > — — i

Wir haben also das Resultat:

Die positiven ganzzahligen Losungen der Gleichung (1)
ax—by=g werden erhalten, wenn man in xz=g¢gN, , +1b,
Yy=9Z,,+ta die Zahl ¢ alle ganzzahligen Werte durchlaufen

e
. ! sind.

liBt, die groBer als —

! Die Behandlung der Diophantischen Gleichungen mittels der Kettenbruch-
methode findet sich bei LAGRANGE, Article 43 an dem Seite 123 angefiihrten Orte,
ferner auch Oeuvres de Lagrange, 2, p. 386.
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: I Sy
Nach (5) ist %N‘,,_l = 2yt T mithin hat man

o a -
(‘) ? Nll—l > 411—1‘

Nun ist nach der Ungleichung (9) auf Seite 109 N, = N, 1, wobei das Gleich-

nw=

heitszeichen nur fiir 4 = 2 im Falle p, = 1 gilt. Da N, = b, so wird

(8) b=N,

,u-l ’
und aus (7) ergibt sich

) a>Z

uw—1-

Die TUngleichungen (8) und (9) besagen: Die dem Werte =0 ent-
sprechende positive Losung der Gleichung (1), nimlich = = G
und y =9Z, ,, ist so beschaffen, daB s =gb' und y < ga ist.

Wir betrachten noch im besonderen die aus (1) durch die Spezialisierung
g = 1 hervorgehende Gleichung

(1) ax —by=1.

Fiir die spezielle Gleichung (1') wird die Schranke fiir #, oberhalb deren sich
3 ZL— Zu—

positive Lisungen ergeben, — g ,a o b ‘a " und muB wegen (9) gréBer

als — 1 genommen werden. Der kleinste Wert von #, der positive Lisungen
liefert, ist demnach # = 0. Hieraus ergibt sich:

Alle positiven ganzzahligen Losungen der Gleichung
ax —by =1 sind von derForma=N,_, +tb y=2, , + ta, wobei ¢
die Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Dem Werte {=0 entspricht die
Losung =0, y < a. Es existiert nur eine einzige Lésung, fir die
gleichzeitig =5 und y < @ ist. (¢ =1 liefert ersichtlich schon Werte
T >b,.y> a)

Wir betrachten noch die Diophantische Gleichung

10) ar+by=g

mit ganzzahligen positiven Koeffizienten a, b, g; die Zahlen a
und b sollen wieder teilerfremd sein. Setzt man x =&, y =— 5, so
geht die Gleichung (10) iiber in

(10" et —bn=g¢g.

Die Gleichung (10°) ist vom Typus der Gleichungen (1) und hat daher nach
dem obigen die Losungen & =g N, , + tb, n=9Z, , + ta. Folglich hat
die Gleichung (10) die Losungen:

(11) ®=gN,_, +1b,
<l2) y=—9Z,¢_1—t(l-

1
! Das Gleichheitszeichen kann nur fiir % =p + T =p;'+1, d.'h. da a

und b teilerfremd sind, fiir » = 1 eintreten. Fiir die sich dann ergebende Gleichung
ax — y = g lautet die allgemeinste ganzzahlige Losung z = g + ¢, y = g(a — 1) + ta.
Der Wert ¢ = 0 liefert x = g und y = g (¢ — 1), also *wird z hier tatsiichlich nicht
kleiner, sondern gleich gb =g¢g.1 = g.
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128 Grundlagen der Arithmetik.

Sollen # und y beide positiv ausfallen, so muB gV, , +¢56 >0 und
gleichzeitig g Z,_,+ ta < 0 sein, d. h.

‘\’Y;L—l 2 g Z,u—l
) e o i @

Aus (13) schlieBt man, daP die Variable ¢ fiir positive Losungen auf das
Intervall )
g‘\u—l 2 .q‘V:u-l 9411—1

(14) O <ot 5 BT

zu beschriinken ist. Da nach Gleichung (5) aN‘“__l— b'&,. =1, 80 folgt aus
(14), daB das fiir ¢ in Frage kommende Intervall auch in der Form

1 0 ¢ g‘\ =1 9
(19) g I
festgelegt werden kann.

9 \u -1 % . = . g‘VM—l :

—3 | se die niichste kleinere ganze Zahl von S die ent-
sprechende Bedeutung habe [%] fiir Z(% Alsdann ld8t sich die Relation (15)
auch so schreiben:
15’ 0<t [/V"_’] +o< [g] +
(15") <t+ b T 3 L F
Hierbei ist

g‘\vu—l g4 \u—l]
(16) B = [ B +0,
3 e
el ab_[ab]-!-t
¢ % 5 % g9 V,u—l 3 .

gesetzt; ¢ ist kleiner oder gleich 1, je nachdem b nicht ganzzahlig oder
ganzzahlig ist. Ebenso verhilt sich z zu 2. Dis Ungleichung (15") wird

ab
offenbar dann und nur dann erfiillt, wenn man ¢ die Werte

9N,
t1=_{ 5 1]’ s N T T S t1+[aib}_1

und schlieBlich # + { ] beilegt; jedoch ist der letzte Wert nur dann fiir ¢

zuliissig, falls ¢ < 7 ist. Die Anzahl der positiven Lisungen der Gleichung (10)
ist demnach endlich und zwar entsprechend den fiir ¢ in Frage kommenden

Werten entweder gleich [ b.] oder gleich [ ] + 1, je nachdem fiir die durch

(16) und (17) eingefiihrten Zahlen ¢ und z die Ungleichungen ¢ =1 oder ¢ < 7
bestehen. Die Anzahl der positiven Losungen der Gleichung (10) ist daher, da

[%J el % + 1, wie man weniger exakt angeben kann, jedenfalls kleiner

als % + 1. Wir haben also das Resultat:

.‘(,'/
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Alle ganzzahligen Losungen der Gleichung (10) ez +by =g
sind von der Form =g N,_, +1¢b, y=—9Z, , —ta, wobei ¢ alle
ganzzahligen Werte durchliuft. Man findet simtliche positive

ganzzahlige Losungen, indem man ¢ auf das Intervall

glv/[—l g
b o i

(15) 0<t+

beschriinkt. Die Anzahl der positiven Losungen ist kleiner als
9

5P nimlich entweder gleich l ] oder gleich [ b] Al

Man bestimme beispielsweise die ganzzahligen positiven Losungssysteme
von 27z + Ty = 800. KEs ist

21 1 1 1 23
_T=3+IA'+|__|+T__I’ ’4_=4’ 3=G.

Um positive Liosungen zu finden, muBl ¢ nach (15) auf das Intervall

N

=

0 1
0<l+300——<30, d. h. 0<l+257+—<1+£S
T.27 1
= 1 37 : [}
beschriinkt werden. Da s e also ¢ < 7, so gibt es = +1

= [1 + %] + 1 = 2 positive Losungen. Tatsiichlich erfiillen nur ¢ = — 256
und ¢ = — 257 die aufgestellte Ungleichung.

x=2800:6—257T.7T=1, y=—3800-28+ 25727 = 89 bzw.

z=2300-6 —256-T7 =8, =—300.23 4 256 .27 = 12

4

sind- die zwei positiven Losungssysteme der Gleichung.

Man bestimme die ganzzahligen positiven Losungssysteme von 2z + 3y=18.
Es ist

2
o rka

Nach (15) ist ¢ auf das Intervall

18-2 18
0<t+—3—‘<2—'3, dh O0<t+12<3
zu beschriinken; nur die zwei Werte ¢ = — 11, # =— 10 erfiillen diese Un-

gleichung. Die Gleichung hat die zwei positiven Lisungssysteme

2=18.2—11.8=8, y=—18-1+11:2=4 bzw.
x=18:2—-10-83=6, y=—18-1+10.2 =2,

Hier ist ¢ =1, =1 und daher die Anzahl der positiven Lgsungssysteme,

wie gefunden, [g‘%] =[3] = 2.

Loewy, Algebra.
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§ 11.

Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen mit
ganzzahligen Koeffizienten.

Als Anwendung der Theorie der Kettenbriiche sollen die periodischen
Kettenbriiche studiert werden. Ein Kettenbruch heilit periodisch, wenn
sich die zu seiner Bildung verwendeten Elemente von einer gewissen Stelle
an bestéindig in der niimlichen Aufeinanderfolge wiederholen. Die Folge der
Elemente selbst, die sich in dieser Weise bei der Bildung des Kettenhruches
wiederholen, wird als Periode des Kettenbruches bezeichnet. Ein Ketten-
bruch p, + |17’ -+ T%I + ... heiBt im besonderen rein periodisch, wenn

2 3
scine Periode mit dem ersten Element p, beginnt; gehen der Periode noch

Elemente voraus, fingt sie also erst mit dem ¢'" Element p (¢ > 1) an, so
heift der Kettenbruch gemischt periodisch oder unrein periodisch.
Da die Periode eines rein periodischen Kettenbruches nach der gegebenen
Definition mit p; beginnt und von den auf p, folgenden Elementen keines Null
sein kann, so mub ein rein periodischer Kettenbruch stets einen Wert > 1
haben. Z. B. sind

1] ¥ e | 1j

i T | R
gemischt periodische Kettenbriiche, bei denen die Elemente 0 bzw. 2, 8 der
Periode vorausgehen. Unter diejenigen Elemente eines periodischen Ketten-
bruches, welche seine Periode bilden, sollen Punkte gesetzt werden, wie dies
in den Beispielen geschah.

Wir beweisen:

Satz I. Jeder periodische Kettenbruch befriedigt eine Glei-
chung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese
ist durch den periodischen Kettenbruch eindeutig bestimmt,
wenn wir Gleichungen zweiten Grades, deren linke Seiten sich
nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden,
nicht als verschieden ansehen.

A) Wir beweisen zuerst, daB ein rein periodischer Kettenbruch

1] L e
s =Pt b b
De !
einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt.
Setzt man

& und 2+—1—i+—1]+—1'l+—1—l+—1i+
Rl by Wl s | ki

1
a=p + 1 )
p2 + e S AR e N R F i

Py + .

1

gy

DPr E/‘

so ist infolge der vorausgesetzten Periodizitit der eingefiihrte Folgewert

&i=p + -,;—l + llpl' + ... gleich «; denn zwei Zahlen mit der nimlichen
2 3
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Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen usw. 131

Kettenbruchentwicklung sind gleich. Zwischen der Ausgangszahl ¢ und dem
Folgewert &, besteht, wenn Z, und N, die /'* Niiherungsziihler und Niiherungs-
Z, §k_+_Zki

nenner von « bedeuten, die Gleichung: « = T R (Gleichung (18) auf
Seite 117). Weil o = &, so wird « = T\{:Z ::__—j’,‘k__—‘l oder
) o Ny+ oy, —Z)—Z_,=0.

Die Gleichung (1) zeigt, daB in der Tat jeder rein periodische Ketten-
bruch einer Gleichung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt.
B) Wir betrachten nurimehr einen gemischt periodischen Kettenbruch:

1] 1] 1] 1 1] 1]
LR Rl o SRR R o R — + + ...
1P2 |Pa 1Po+1 [Potr—1  |Po  |Potr
1] 1|
+ ey
’pa+k—l lpa
dessen Periode mit p, (¢ > 1) beginnt. Wir setzen
1
o= p; + 1 )
Ps t+
ps + .
- 1 —
P
Ps—1 Eo-—l
wobei der Folgewert
1] 11 1] 1]
E = + e — 4 —
T TP PP MY L

ist. Zwischen « und &, _; besteht die Gleichung (18) auf Seite 117:
B ¥ B0y

0= —— 72— 9
Na-—l EU——I i o—2
Aus der hingeschriebenen Gleichung folgt:
eN, , -2

o—1

(2) Eo—l g
Nun ist &,_,, wie seine Form zeigt, ein rein periodischer Kettenbruch; daher
geniigt &,_,, wie unter A) bewiesen ist, einer Gleichung zweiten Grades:

(3) Ak L e BE 4 0=

mit ganzzahligen Koeffizienten 4, B, C. Setzt man den Wert von &,_, aus
(2) in (8), so erhilt man:

ot et ) Zg—y = @ Nyg_y =
A’(aN,,_,—Z,,_T)” A g

o—1 o—1

oder
o*(AN;_,— BN, N, +CN;_,)
+e[—24N, ;Z, +BWN, 1Z, s+ 2,1, N, )=2CN, 2, ,]
+ AZ:_e = B2, Ly gt OZg—l =0,
9%
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182 Grundlagen der Arithmetik,

d. h. ¢ geniigt einer Gleichung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffi-
zienten.

Nachdem hiermit der erste Teil der Aussage des Satzes I bewiesen ist,
zeigen wir ferner, daB ein periodischer Kettenbruch keiner Gleichung ersten
Grades mit ganzzahligen Koeffizienten geniigen kann, Denn giibe es zwei

= L "
ganze Zahlen » und s, so daB o¢7» + s =0, so wire a =— -, eine rationale

Zahl und daher nach Satz VII des § 9 auf Seite 118 nicht als unendlicher
Kettenbruch darstellbar,

Zum Beweis der letzten Aussage des Satzes I nehmen wir an, ein peri-
odischer Kettenbruch « geniige zwei Gleichungen-zweiten Grades

(4) ac+bae+e=0
(5) de+ba+c=0

mit ganzzahligen Koeffizienten @, b, ¢ und o/, &', ¢/. Multipliziert man (4) mit
a’ und (5) mit @ und subtrahiert die erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich

(6) ba—ab)a+(ca—ac)=0.

Da « keiner Gleichung ersten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt,
8o kann die Gleichung (6) nur bestehen, falls

(7) ba'—ab=0 und ca'—ac'=0.
Aus dem niéimlichen Grunde muB, wie s (4) folgt, @ # 0 sein. Wir kénnen
daher den Quotienten ; bilden und ; = ¢ setzen. Fithrt man a¢'=ag in

(7) ein, so wird a(bo — 4) =0 und a(co — ¢) = 0. Ein Produkt kann nur
verschwinden, wenn ein Faktor gleich Null ist; da @ # 0, so miissen b g — 4= 0
und ¢ g — ¢’= 0 sein. Mithin hat man a’= ag, b'=bg, ¢ =c9. Wenn « der
Gleichung @ «® + b 4+ ¢ = 0 geniigt, so befriedigt es natiirlich, falls ¢ irgend
eine Zahl bedeutet, auch stets die Gleichung g(@a® + b« + ¢) = 0. Hiermit
ist die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes I gezeigt.

Wir beweisen die Umkehrung von Satz I, eine der schonsten Ent-
deckungen, womit LaGraxce! die Arithmetik bereichert hat:

Satz II. Hat eine quadratische Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten eine positive irrationale Lésung, so ist diese stets
als periodischer Kettenbruch darstellbar.

Die Gleichung ¢ * + bz + ¢ = 0 mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢
habe eine positive irrationale Losung, d. h. es gebe einen positiven nicht
rationalen Wert e, der, fiir  gesetzt, die Gleichung befriedigt, es sei also

(4) ao+ba+c=0.

Il + l—[ + ... entwickelt; da « nach Voraus-
2 3

setzung irrational ist, so ist die Kettenbruchentwicklung fiir « eine unendliche.

« sei in den Kettenbruch p, +

! LAGRANGE, Additions au mémoire sur la résolution des équations numériques
(1770), Oeuvres de Lagrange 2, 606.

Beweis nach M. CHARVES, Bulletin des sciences math, (2) 1, 41 (1877). Andere
Beweise von CH. HERMITE ebenda, 9, 11 (1885) und H. MINKOWSKI, Geometrie der
Zahlen, Leipzig 1896/1910, 8. 171.

www.rcin.org.pl



Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen usw., 133

Bedeuten &, &, ... die Folgewerte, Z, und I, den »'** Niherungsziihler und

Niherungsnenner, so ist
7 LA

“NE+N, 1'

Setzt man diesen Wert von o in die Gleichung (4) ein, so erhiilt man

(JE +Jx—1) +b Zn‘-‘n+Zn-—l

N5, + N e LT

oder a,&,® + b, &+ ¢,= 0; hierbei bedeuten a,, b,, ¢, drei ganze Zahlen, die
folgende Werte haben:

a,=aZl+bZ, N,+ cN,j?,
bn=2a27,2Z,_,+b(Z,N, ,+ N,Z,_,)+2¢N,N,_,.
e Gy L7

n—1

. et cN,',_l.

Wir zeigen nunmehr, daB die absoluten Betrige der drei ganzen
Zsahlen a,, b,, ¢, fiir jeden Wert =1, 2, 8, ... kleiner als drei
von dem Index » unabhiingige positive Zahlen sind, die wir aus
der Gleichung (4) bestimmen werden.

Zu dem Zweck erinnern wir: Libt sich eine positive Zahl « in einen
N,. 4 4 ”J{'r”;l— , wobei 7,
eine zwischen — 1 und + 1 gelegene Zahl bedeutet (Satz IV’ des §9 auf
Seite 1138). Setzt man demnach

unendlichen Kettenbruch entwickeln, so ist o« =

Zn Mn Zn—l oL 7771—1
A Tt ST vy
wobei |7,/ < 1 and |7,_,| < 1, in
, ?
a= N (a0 + o)
Z, 2, 7 A
o il “in n
b, =lN N,,_,[ e +b<N,,+—N,,_1 + 2¢]»
Z3 2% S
ea=N3_, (a e c)
lvn—l lvn——l
ein, so erhiilt man:
; 2 ; b i
an=N,,‘(aa’— Taa7}1,, 20‘7: ~+ba——'z,n_+c)a
Ny Ny 4y Nu Ny 44 Np Ny
e 2 e n, il 2an,_,7,
b I N N"_l [2aa B JV,, (Nn+l & l’\rrn-—l) l\vn——l ‘ZVn’ Ar"-l-l
» b 7, Tn—1
9 g Vi 1) n n 2
e (-Nn+l X Ity Ik
2a an I 1ot S bin s
(o i (a.a’— % —+bo — +ec
T el N N,f_lN,f Arn...an
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134 Grundlagen der Arithmetik.

Da ao®+ ba + ¢ = 0, so ergibt sich
—i{@ &t b)ﬂn-Nn + aﬂ;‘;

n - ~2 ’
N 41 N 41

N 2amn, 47
e lhre b N n—1 3 nvl n
b, (2aa + )(q —2\',.+1+ n_.) +——N,.x\’,.+1 )

Ny_, any_,
¢, =—(2a b ;
n ( o+ ) Tn—1 A?n l\vn‘

Der absolute Betrag einer Summe ist gleich oder kleiner als die Summe
der absoluten Betriige der einzelnen Summanden, und der absolute Betrag
eines Produktes ist gleich dem Produkt der absoluten Betriige der Faktoren.
Hieraus folgt:

' 1 -Avn } '7721
alé—l:-2aa+br-!r]n +|al g
| n | | | -Arn-i-l[ l N1{+1 ’
: = .
e R 1 n—1 | a1 T
e e s e
! VA s
Ic,.}§|—ll.[2aa+b|-”n_lT +|a|-[ N,?1 ;

Die GroBen 5, und 7, _, waren so beschaffen, daB I7,|< 1, [7.4]< 1,
ferner gilt fiir die stets positiven Niiherungsnenner N, = N, 4, (vgl. Formel (9)
auf Seite 109); mithin ist

N, N, N,
ol n—1 = n—I1 ey}
Notq : N : n+1
und
Nn—l ‘ AT -—I'
. 0y | = | <1+
n Nn+1 n 1 |'] ]\‘" l'] \l

Hieraus ergibt sich:
1
Ia,.‘| <|2ae+b|-1 + !al'——Nhl ’

[ba] <120 + 51 +1) + |2a] :

A
16 <|2ae + b|-1 + ia]-ﬂ--
Die Niherungsnenner siqd ganze positive Zahlen; mithin ist > =1,
Alf,. = 1. Hieraus folgt schlieBlich:

laa.| < [2a @ + b| + |a],
€ |b|<2:2aa+ b|+|2al,
lenl < |2a 0 + b] + |al.

Die GroBen |a,|, |b,|, |e,| konnen demmach fiir jedes n =1, 2, 3, ...
drei nur durch die Natur der Gleichung (4) bestimmte, von dem Index » un-
abhiingige positive Zahlen nicht iiberschreiten. Da a,, b,, ¢, ganze Zahlen
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sind, und ihre absoluten Betriige unterhalb bestimmter Schranken liegen, so
kann es nur eine begrenzte Anzahl von Werten geben, die a,, b,, ¢, annehmen
kénnen. Mithin muB wenigsten eine Wertkombination ay, by, ¢y unendlich
hiufig auftreten, d.h. es muB fiir unendlich viele Werte von n die GriBe &,
derselben Gleichung:

ayéy +byS,+eoy=0

mit den niimlichen ganzzahligen Koeffizienten ay, by, ¢, geniigen. Da eine
Gleichung zweiten Grades ayy®+ byy + ¢y = 0 nur zwei Losungen besitzt,
80 miissen unendlich viele Werte von &, iibereinstimmen.

Es sei &, ;! der erste Wert von &,, der einem folgenden, etwa &,4,—,,
gleich ist. Die Zahl p, war definiert als die gréBte in &,_, enthaltene ganze

1
positive Zahl: & _; = p, + E—; ebenso war p_ ., die grofite ganze in &4,
o
enthaltene positive Zahl: & ,, |, = p 4, + §1+k Da-& =& a.. 80 folgt
o
Py = Py+; und mithin & =& ... Aus der erhaltenen Gleichung &, = &, 4,
schlieBt man ebenso P41 = Poti+1, Pots = Potrter - Poti—1 = Potar—n
Do+r = Po+2xy + - - Daher wird
1| 1] 1] 1] 1] 1]
e=p +—+...+ bt b —— + — + ..
|p2 |po—1 I[.'a “].)04-1 .Eu*—k—! lpa

ein periodischer Kettenbruch, dessen Periode von den Elementen p,, p,+i,
<y Potr—1 gebildet wird. Hiermit ist der Satz bewiesen.

Eine irrationale positive Zahl «, die einer Gleichung zweiten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten geniigt, heiBt eine quadratische positive
Irrationalzahl. Nachdruck ist auf die Ganzzahligkeit der Koeffizienten der
Gleichung zu legen. Hierzu ist zu bemerken, daB jede Zahl «, die einer
Gleichung mit rationalen Koeffizienten geniigt, auch einer solchen mit ganz-
zahligen Koeffizienten geniigt, wie sich durch Multiplikation der linken Seite
der Gleichung mit dem Generalnenner der Koeffizienten ergibt.

Auf Grund der gegebenen Definition lassen sich die Siitze I und II auch
folgendermaBen formulieren:

Satz III. Periodische Kettenbriiche und quadratische posi-
tive Irrationalzahlen sind identische Begriffe.

Um tiefer in die Theorie der quadratischen positiven Irrationalzahlen
einzudringen, setzen wir als bekannt voraus, dafll das Produkt der zwei

Waurzeln einer quadratischen Gleichung awx®+bx + ¢ =0 gleich + 7:— ist.

Eine quadratische positive Irrationalzahl heift reduziert,?
wenn sie selbst grofler als 1 ist, wilhrend die andere Wurzel der durch sie nach

! Es kann ¢ auch den Wert 1 haben. Alsdann ist unter &, die Ausgangs-
zahl & zu verstehen; denn auch diese konnte gleich einem der Folgewerte sein.

? Ist o eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl, die einer Gleichung
az? + bz + ¢ =0 mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt, so heift a2® + bz y + cy? in
der Terminologie von GAUSs (Disquisitiones arithmeticae, Artikel 183, ges. Werke 1,
S. 164) eine reduzierte quadratische Form von positiver nicht quadratischer Deter-
minante. Vgl. die Darstellung der quadratischen Formen in den Lehrbiichern der
Zahlentheorie, etwa BACHMANN, Grundlehren der neueren Zahlentheorie, Sammlung
SCHUBERT, Bd. 53, Leipzig 1907, 8. 104 ff. oder DIRICHLET-DEDEKIND, Vorlesungen
iiber Zahlentheorie, vierte Aufl, Braunschweig 1894, S. 176ff.
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136 Grundlagen der Arithmetik.

Satz I eindeutig bestimmten quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffi-
zienten eine negative Zahl ist, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist.
Wir beweisen als
Satz IV. Jeder rein periodische Kettenbruch ist eine redu-
zierte quadratische positive Irrationalzahl.
Ein rein periodischer Kettenbruch:
A TR T
v e lpe = oy 2o
ist, da die ganze Zahl p, # 0 ist, stets > 1. Ferner geniigte « der quadra-
tischen Gleichung

1) PN +2eN,y—2Z)—2Z,_,=0

+5 0

mit ganzzahligen Koeffizienten, Bezeichnet man die zweite Wurzel dieser
Gleichung mit f, so ist

a-ﬂ=-—dl"\i‘ oder 8= —I\Jr‘—"a
[

Fir die in den unendlichen Kettenbruch entwickelte Wurzel « ergibt sich
nach Satz IV’ auf Seite 113, daB

%
(8) o N

wobei g eine zwischen — 1 und + 1 gelegene Zahl bedeutet und die Grenzen
— 1 und + 1 ausgeschlossen sind. Setzt man den Wert fiir « aus (8) in

-

Zk—l . .
S e ——— . t
ﬂ M‘ e, 8o erhiilt man

Z,_

©) P e
Zy + —E—
k+1

Bei einem rein periodischen Kettenbruch ist p, = 1; daher wird, wie aus

Zy = p, folgt, Z, = 1. Nach der Definition der Niiherungsbriiche (Satz I des

§ 9 auf Seite 105) folgt hieraus, daB Z, = Z, |, 4+ 1. Da &, nur Werte zwischen

— 1 und + 1, die Grenzen ausgeschlossen, annehmen kann und N,,, eine
&

ganze positive Zahl ist, so liegt Nk zwischen den Grenzen — 1 und + 1,
kt+1
diese ausgeschlossen. Hieraus folgt, dab Z, + Ns,; > Z,_,. Daher ergibt sich
k+1

aus (9), daB f§ eine zwischen — 1 und 0 gelegene GroBe ist. Hiermit ist ge-
zeigt, daB ein rein periodischer Kettenbruch alle Eigenschaften einer redu-
zierten quadratischen positiven Irrationalzahl hat, und Satz IV ist bewiesen.

Bevor wir die Umkehrbarkeit von Satz IV zeigen, beweisen wir:

Satz V. Entwickelt man eine reduzierte quadratische posi-
tive Irrationalzahl in einen Kettenbruch, so sind alle ihre Folge-
werte ebenfalls reduzierte quadratische positive Irrational-
zahlen.

Die gegebene reduzierte quadratische positive Irrationalzahl o geniige
der Gleichung

(10) ax?+bw+c=0
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mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢. Der Folgewert & von « wird durch
die Formel

1
(11) %= tiers
&
definiert, wobei p, die gréBte ganze in « enthaltene positive Zahl bedeutet.

Da o als reduzierte Zahl griBer als 1 ist, so ergibt sich p, = 1. Setzt man
fiir @ seinen Wert aus (11) in (10) ein, so erhiilt man

e 1
a(p1+—£1—)+b(pl+—§—-)+c=0
S 1

a5+ b & 4 =0;

hierbei bedeuten a,, b,, ¢, die ganzen Zahlen

oder

a,=ap?+bp + ¢, b =2ap, +.b, ¢ = a.
Bezeichnet man die zweite Wurzel der Gleichung (10) mit 8 und definiert 7,
durch § = p, + —l—, so ist @, 7,® + b, + ¢; = 0; denn £ befriedigt ebenso
wie @ die Gleichung (10). Mithin hat die Gleichung
(10,) a2+ b, x+e =0
mit ganzzahligen Koeffizienten die zwei Wurzeln & und 7. Da p, die groBte

ganze in ¢ enthaltene positive Zahl bedeutet, so ist % = « — p, kleiner als 1
51

und positiv, also '§ > 1. Aus —”l— = f — p, folgt, da § nach Voraussetzung
1

negativ und p, =1, da — 71— positiv und grofer als 1 ist, also 7, zwischen
1

— 1 und 0 liegt. Hiermit ist gezeigt, daB der Folgewert & von « griBer als 1

ist und einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt,

deren andere Wurzel negativ ist und einen absoluten Betrag kleiner als 1

besitzt. Folglich ist & eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl.
Wie sich & aus « ergibt, so ergibt sich der Folgewert &, aus & durch

die Relation & = p, + EL’ wobei p, die grofte in & enthaltene ganze posi-

2

tive Zahl ist. Da &, wie bewiesen, eine reduzierte quadratische positive

Irrationalzahl ist, so trifft es auch fiir & zu. So fortfahrend, sieht man, daB,

wenn o eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl ist, es auch alle

Folgewerte &, &, &, ... sind. Hiermit ist Satz V bewiesen.
Wir bemerken noch fiir das Folgende: &, geniigt einer Gleichung

(105) a,x? + byx + ¢; =0,

die aus (10,) @, *+b, @ + ¢, = 0 ebenso folgt, wie sich (10,) aus (10) a 2*+ bx+¢ =0
ergibt. Es ist

as = a; p* + by py + ¢, by = 2a,p, + by, Cy = Q.
Die zweite VVurzel von (10,) ist demnach 7,, wobei 7, definiert ist durch
= ps + — - Fihrt man aut diese Art fort, so kann man sagen: &, geniigt

einer Glelchung
(10,) a4, 2 + b, + ¢, =0,
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!
deren zweite Wurzel 5, lautet und mit »,_, durch die Relationy,_, = p, + 5

zusammenhiingt; es ist
prs 2 - e
Ay, = Q1 Py & bn-—l Px i Cn—1) bn i 2an———1 Pn + bn-—l’ O = an—l'_

Wir heweisen nunmehr die Umkehrung von Satz IV, nimlich

Satz VI. Jede reduzierte quadratische positive Irrational-
zahl ist als rein periodischer Kettenbruch darstellbar.

Die gegebene reduzierte quadratische positive Irrationalzahl « 1iBit sich
nach Satz I als Losung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung in einen
periodischen Kettenbruch entwickeln. Angenommen, die Periode von « be-
ginne erst mit p,, wobei ¢ = 2; man habe also

1] 1] 1| 1| 1] 1]
e=p +—+ ... 4 — + i —— —
|ps [Boa 05 - Dot |Po+2—1 [P,

Die Folgewerte von « seien wie bisher mit &, &, ... bezeichnet. Die zweite
Wurzel der ganzzahligen quadratischen Gleichung (10), die durch « befriedigt
wird, sei mit § bezeichnet. Dann geniigt &, einer Gleichung

L i T

(10,) @+ by +c,=0
mit ganzzahligen Koeffizienten, deren andere Wurzel 7, ist; hierbei ist
ﬂ=pl+i7 771=P:_>+”1’, RS '].._1=17n+"1*'
6 s T

(Vgl. die Satz VI voraufgehenden Bemerkungen.)
Beginnt die Periode von « mit p, und umfaBt 4~ Elemente, so ist
1] 1)

S P G e
l];'a+k—l Vo

1) 1]
|[.'o+1 !l.'a-{-z
und &4, , hat genau denselben Wert wie & _,. Da &, _, ein periodischer
Kettenbruch ist, so ist die quadratische Gleichung mit ganzzahligen Koeffi-
zienten, die durch &, , befriedigt wird, nach Satz I eindeutig bestimmt. Aus
der Gleichheit &,_, = & 4, folgt demnach, daB & _, und &,,, , die nim-
liche quadratische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten befriedigen. Die
zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen Gleichung, der &,_, geniigt,
bezeichneten wir mit 7, ,; die zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen
Gleichung, der & ., , geniigt, bezeichneten wir mit ,4,—,. Aus der Uber-
einstimmung der beiden Gleichungen folgt n,4,—; = 7,_,.

Nun ist
1
(12) To—2 = Po—1 + 5

Ng—1

$orivm Dok .+

sollte ¢ = 2 sein, so ist in (12) unter 5, die GroBe 3 zu verstehen. Ferner ist
1
No+r—1
Die Gleichungen (12) und (13) lassen sich auch in der Form:

(13) No+r—2 = Potr—1 T

(14) > = Po—1 — Mg—2)
. log—1
1
(15) A = Potr—1 — Nog+i—2
No+r—1
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Periodische Kettenbriiche und quadratische Gleichungen usw. 139

schreiben. Ist « eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl, so sind
nach Satz V auch alle Folgewerte &, &, ..., reduzierte quadratische positive
Irrationalzahlen; dies besagt, daB die zweiten Wurzeln der ganzzahligen
quadratischen Gleichungen, denen o und seine Folgewerte geniigen, niimlich
die GroBen @8, n,, 7y, ..., lauter zwischen — 1 und 0 gelegene Werte haben.

In den Gleichungen (14) und (15) sind daher — - . und — 2 1 positive
o—1 otik—1

Zahlen, die grofer als 1 sind, und — 7,_, und — 5,4,_, positive echte Briiche;

hieraus folgt, daB p,_, und p,., , die groBten in — und — S

No—1 No+x—1

enthaltenen ganzen positiven Zahlen bedeuten. Aus der Gleichheit 7, , =7, 4,—
ergibt sich demnach p, , = p,4,—,. Diese Gleichung besagt im Widerspruch
mit unserer Annahme, daf die Periode von « nicht erst mit einem Element p,
beginnt, dessen Index ¢ = 2 ist, sondern schon bei dem voraufgehenden p__,
ihren Anfang nimmt. Mithin muf « ein rein periodischer Kettenbruch sein.

Die Siitze IV und VI konnen auch auf folgende Weise formuliert
werden:

Satz VII. Rein periodische Kettenbriiche und reduzierte
quadratische positive Irrationalzahlen sind identische Begriffe.

Wir beweisen nunmehr den folgenden

Satz VIII. Die Folgewerte &, &, ... jeder quadratischen
positiven Irrationalzahl « sind von einem gewissen & _, an lauter
reduzierte quadratische positive Irrationalzahlen. Die Periode
der Kettenbruchentwicklung von « beginnt mit demjenigen Ele-
ment p,, das durch den ersten reduzierten Folgewert &,_, be-
stimmt wird.

Eine quadratische positive Irrationalzahl e« ist mach Satz II als peri-
odischer Kettenbruch

e 1] 1] 1| 1]
/PR e M el KRR ] o] M RS ot o R
[pe  [ps |]_’a |1.)a+l '1;'a+k—l |po
darstellbar. Die Folgewerte &,, &, ... sind die Kettenbriiche
1] 1 1 1] 1
El—p2+m+'..+|{’—o+|{’o+n+‘” Il.)ct'i'k—l +E+“"
gt ol TR il
,—ps+m+...+uf—a I].)T.—l v o I]'Jo+k_—1_-+l_})—a+‘."
Der erste von ihnen, der rein periodisch wird, ist
AR el Fen ek TR
ot & !].)a‘f'l !1_)0+‘_' fh u.)o-f-k—l il |pa g

Nach Satz VII ist demmnach &, , und kein fritherer Folgewert von «
eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl. Bildet man:

3 1] 1] 1] 1]

EG e i l[.’a+2 ey I].)a-l'k-—l [l.)—o lpa-il e
'So+1=pa+‘.’+|*l|—'+' '+_1—| lL ]3’ —1'L+ %
» Po+s “.)o'i'k—l |20 ‘1.’04—1 [Po+2

§a+k—a=1)+_+—l—]+ 2 4 3 + .
i G I].’a |].’a+1 I]_}c-i-k—? |pa+k—1 4
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140 Grundlagen der Arithmetik.

so sind diese GroBen ebenfalls rein periodische Kettenbriiche, bei denen die
Periode aus derjenigen von &, , durch einfache Verschiebung der Elemente
erhalten wird. &,.,—y, & 4, +.+ &, 49,—o sind nichts anderes als eine Wieder-
holung der GroBen &, _,, &,, ..., &,4,—,; so geht es unaufhorlich weiter.
Nach Satz VII sind &,, &,4,, ... ebenso wie & _, als rein periodische Ketten-
briiche reduzierte quadratische positive Irrationalzahlen. Hiermit sind die
Aussagen des Satzes VIII bewiesen.
Wir leiten nunmehr den folgenden Satz von Gavois! ab:
Satz IX. Ist « ein rein periodischer Kettenbruch
I AL e
o 3 Ips gt I].)k—l ka | P1
und ist f# die zwelte Wurzel der quadratischen Gleichung mit
ganzzahligen Koeffizienten, die durch « befriedigt wird, so ist
1] 1] B
Fo b —
l?,’k—l [Pr—s ll]x |22

d § Fe T .
D ist also ein rein periodischer Kettenbruch, dessen Periode

S palennt

+

1
'—7:}.’1:"'

dieselben Elemente enthilt wie die Periode von «, nur in um-
gekehrter Reihenfolge.

Zum Beweise des ausgesprochenen Satzes verwenden wir die gleichen
Bezeichnungen wie beim Satze VI; es wird o =1, also &,_, = & = «. Die
gegebene GréBe ¢ hingt mit ihren Folgewerten durch

1 1 I 1
“=P1+‘E» §1=P2+_§;‘; §2=I’s+?5" ceey Ek—1=pk+_g7 fi=a
zusammen. Wir setzen

B i, Sy =y =t —
2 '’ 1 2 P 3 - sy s ) Me—1 ” '71:
Diese Gleichungen lassen sich auch, mit der letzten beginnend, so schreiben:
_ T g 8
" = Pr A SRS
Ne—1
i = + 1
i Mie—1 % o = e
Me—2
1 Xe + 1
i Ps il )
M2
a2
i s it iy )
L0
1 1
s T A sl
g

! GaLois, Annales math. pures et appliquées, 19 (1828/29), 294; Oeuvres
de Galois par E. PICARD, Paris 1897, p. 1.
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‘Wie beim Beweise von Satz VI betont wurde, nahmen die Zahlen £, 7, 7, ...
zwischen — 1 und 0 gelegene Werte an. Mithin sind, wie auch dort gezeigt,

1
A . enthaltenen
Me—1 T

1
Pis Pi—1y - -+, Py die groBten in ey e
ganzen positiven Zahlen. Man hat daher in:

| # 1
TR ik
1
b pk—l an e
Pr—ot .
1 —_—
PHEY (AT
Dy 1
P 71':
g
den Beginn einer Kettenbruchentwicklung fiir — ?L Nun ist, da o = &,
auch § = 7. Daher wird ;
1 1| i
-z =m+ R e e
4 s |Pe—1 |]91 |2 :

wie gezeigt werden sollte.
Wir verwenden die voraufgehenden Betrachtungen noch zur Untersuchung

der Quadratwurzel aus einer rationalen positiven Zahl % , die > 1 ist.! Es gilt

Satz X. Ist die Quadratwurzel aus einer rationalen posi-
tiven Zahl, die groBer als 1 ist, nicht rational, so liefert sie bei
ihrer Entwicklung in einen periodischen Kettenbruch ein Ele-
ment, das der Periode voraufgeht, die Periode schlieBt mit dem
Doppelten dieses Elementes, von den iibrigen Elementen der
Periode sind je zwei, die vom Anfang und vom Ende gleich weit
abstehen, einander gleich.?

1 Ist "L eine rationale positive Zahl, die < 1 ist, und will man die Quadrat-
%

wurzel aus - bestimmen, so ist diese gleich 1 dividiert durch die Quadratwurzel aus
o

i; letztere liBt sich nach dem Satz X in einen Kettenbruch entwickeln, da
7 )

1

1

— > 1. Weiteres iiber das Wurzelziehen in Kapitel IV, § 2.

? Die Periode kann aus einer ungeraden oder einer geraden Anzahl von Ele-
menten bestehen, in welch letzterem Falle sie aufiler dem Endglied noch ein weiteres
Element besitzt, das keinem anderen gleich zu sein braucht, z. B.

Vose =1+ AF g +—1—f+——+—ﬂ+—— 2k
3 o |1 l6 |2 T T E T i
e 1
l/d G+T‘1—2+|T2*+...,
1 1] l 1] 1]
29 — et P ) — e
V29 5+12+ i s tradm to

Die Art der Berechnung ergibt sich aus dem SchluB des Paragraphen, wo die'Entwicklung
positiver Wurzeln beliebiger ganzzahliger quadratischer Gleichungen behandelt wird.
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142 Grundlagen der Arithmetik.

Die gegebene positive rationale Zahl, aus der die Quadratwurzel zu ziehen
ist, laute —:—, und es sei % > 1. Die Quadratwurzel aus % bedeute

die positive Lisung der Gleichung s2®—7 =0 mit ganzzahligen
Koeffizienten. Wir setzen

S“pl 51’

wobei p, die gréfite ganze in l/% enthaltene positive Zahl bedeutet. Wegen

% >1ist p, =1. Fir die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung setzen

o . '
wir nach der angewandten Bezeichnung — ‘/% =p + ik Die GréBen &,

1
und 7, sind Wurzeln derselben quadratischen Gleichung mit ganzzahligen

: 1 = : "
Koeffizienten; &, ist offenbar > 1 und 5, = —————— hat, da p, = 1 ist, einen

e
by + 20

zwischen — 1 und 0 gelegenen Wert. Hieraus folgt, daB & eine reduzierte
quadratische positive Irrationalzahl ist und sich daher nach Satz VI als rein
periodischer Kettenbruch darstellen 1i8t; wir setzen & in der Form an:

1) | S ¢ S
= e e R TR
|Ps Pr+r  |Ps |ps

&=p + 4 d
Da 7, die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung ist, die durch & be-
friedigt wird, so ist nach Satz I1X:

1 1 Tihisodi) 1]

| !
— = =Pt —
A L ll’k |25 ]lje [Pi41

Die Addition von
/ T S 1/1 -
l s b Pl 51 s 5 pl m

1 1

ergibt 2p, + E + R = 0. Setzt man die fiir & und %gefundenenKetten-
1 1 1 1
bruchentwicklungen in 2p, + EL =— WL ein, so erhiilt man:
1 X
1] 1] 1] 1] 1|
2+ + — ..+ —
. [Ps Il]s “_)k'i-l (P2 s
e N (o e |
b |Pk [Pr— : [Pi sy Il " T

Nach Satz VII auf Seite 118 sind zwei unendliche Kettenbriiche nur dann
gleich, wenn sie in séimtlichen Elementen iibereinstimmen; daher ist

DPr+r = 2Py, D = Doy Pr—1 = Py DPr—2 = P4y cey

und man hat:
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I/Tp - —1—|+ +|+ i +~l|—+1—|+
i lPﬂ [Ps |25 [P2 [2p1 P2 |Ps ;

wie bewiesen werden sollte.
Der Leser beweise die Umkehrung des Satzes X: Jede Zahl «, die
sich in einen Kettenbruch von der Form:

AT AL 1|
F bt § -l g
[ps s Ips ~ Ip " 1211

Ll
.
(P2 [ps

entwickeln 1iBt, ist die Quadratwurzel aus einer positiven ratio-
nalen Zahl, die > 1 ist.

Eine Tabelle fiir die Entwicklung der Quadratwurzeln aller ganzen
unter 120 gelegenen nicht quadratischen Zahlen in Kettenbriiche gibt Evier
(Novi Commentarii Petropolit. 11), abgedruckt bei Laerance an dem Seite 123
angefithrten Orte, Article 41.

An Satz X kniipfen wir die folgende Bemerkung: Die Periode der Ent-

wicklung von l/% in einen Kettenbruch sei k-gliedrig. Bildet man die

Folgewerte &, &, ... der Ausgangszahl ‘/%, so ist, wie aus der fiir
l/—:—l gegebenen Entwicklung hervorgeht:

& =0p +—1——2p +L—p +p -
H s §k+1 5 §k+1 F : 51,

denn es ist & = &,4,. Nun ist l/% =p + —gf- Mithin hat man
1

b
& =p +l/?'

Die Ausgangszahl ‘/-78; hiingt mit ihren Folgewerten nach Relation (18)
auf Seite 117 durch die Gleichung:

kN 2 & + 2y

s = N)‘Ek <5 Nk—l

zusammen; aus ihr ergibt sich:

o Z, (Px " ‘/z) + Zp
i s
l/s K r
N, (Px it ‘/?) o N1

2 . r r
Nepy — 2 + Ak—l)l/; =Zp+ 2y — M‘T

oder

l/; soll irrational sein; mithin miissen die zwei Gleichungen:

www.rcin.org.pl
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Nepr—2Z, + Ny =0,

. 7 r
Zypy + 2y — Nk? =0
bestehen; denn sonst wiire l/g in der rationalen Form

% i
Zipy+ Ly — Ak?
NyDy = L+l

darstellbar. Multipliziert man die erste der zwei letzten Gleichungen mit
— 7, die zweite mit N, und addiert sie, so hat man:

r 3
ZI:2 - ‘Nk’ T e Zk-N‘k—l g Nk Zk—l =(— 1)1',

wie sich aus Satz II auf Seite 106 ergibt.
Ist m irgend eine ganze positive Zahl, so schlieBt man fiir die Viel-
fachen m k von % ebenso:

72 - r k
ka _ ‘Z\lkgm_? == ) m’

wobei m =1, 2, 3, ... Diese Relationen kinnen wir folgendermaBen inter-
pretieren:

Sind » und s ganze positive Zahlen und l/g eine irrationale
Zahl (also% kein Quadrat einer rationalen Zahl), so hat die
Gleichung #* — %u’ =1 stets ganzzahlige positive Losungen #, u.

Entwickelt man l/% in einen Kettenbruch und ist seine Periode

=

k-gliedrig, so sind fiir ger'ades k stets Z, Ny und alle Z,;, Nuzx,
deren Indizes beliebige Vielfache von /4 sind, ganzzahlige positive

Losungen ¢, » der Gleichung ¢ -—-:—u’ =1; fiir ungerades 4 sind

Zaxs Niy umdialle 7,0 N,y deren Indizes irgend welche gerade
Vielfache von /% sind, ganzzahlige positive Losungen ¢, u der

Gleichung ¢* — %u* =

Fiir s = 1 ergibt sich die fiir die Zahlentheorie wichtige und zuerst von
P. Fermar den Mathematikern vorgelegte Gleichung #2 — r%® = 1. Diese
heiBt allgemein irrtimlich nach einem Zeitgenossen Fervars Joux Pern, der
sich um sie keine Verdienste erworben hat, die PerLsche Gleichung. Eine
Tabelle fir ganzzahlige Losungen! der Pernschen Gleichung, falls » < 1000,
gibt der Canon Pellianus von C. F. Decex, Hafniae (1817), eine Fortfiithrung
findet man in CaviEY's collected mathematical papers 13, 430.

! Dafl die oben durch Kettenbruchentwicklung gefundenen Losungen auch tat-
sichlich alle ganzzahligen positiven Losungen der PELLschen Gleichung erschipfen,
zeigt man in den Lehrbiichern der Zahlentheorie, vgl. etwa die auf Seite 135 zitierte
Literatur,
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Wir geben noch zwei Beispiele: Fiir ¢2 — 12 %2 = 1 hat man
L (BN

e 11
ooy L) PR (P
Fi=b+n tmdn

el
mit zweigliedriger Periode, also & = 2. Es wird
Zl =3, Z-z =1, Z3 = 45, Z4 = 91,
N,=1 N,=2 N,=13 N, =28,

]

Man hat
10— 12.22=1, 97*—12.28%=1,

Fiir #2 — 17%* = 1 hat man
2 1 1]
=44+ —+—+...
Vit =4+ DA
mit eingliedriger Periode, also & = 1. Es wird:
Z, =4,  Z,=388, Z,=268, Z,=_2111,

N,=1 N,=38, N, = 65, N, = 528 ,

]
I

Man hat
(4 —-17.12=—1), 83'—17.82=1, (268 — 1765 =—1),
21772 — 17.528% = 1,

Wir ergiinzen den zuletzt bewiesenen Satz durch folgende Bemerkung:

Ist %— das Quadrat einer rationalen Zahl, so hat die Gleichung
t"‘——}u'=1 niemals ganzzahlige positive Liosungen ¢, w.  Sei

2
! - (5— - Die ganzen positiven Zahlen ¢ und d kann man teilerfremd
S

wiihlen, indem man durch einen etwaigen gemeinsamen Teiler von ihnen fort-

2
dividiert. Angenommen, die Gleichung ¢* — T‘;; u? = 1 hiitte ganzzahlige posi-

2
tive Lisungen ¢, », so wire #* — 1 = — - %? wie die linke Seite zeigt, ganz-
) ’ d 2 b g

zahlig, also das Quadrat der rationalen Zahl i = %u ganzzahlig. Hieraus
wiirde aber folgen, wie mit unseren Hilfsmitteln leicht gezeigt werden kann
und auch noch Seite 200 bewiesen wird, daB 1 selbst ganzzahlig wiire. Mithin

miiBten auch ¢ — 1 = ¢ — —; wund £+ A =1+ %u ganzzahlig sein. Nun ist

aber ¢+ %u = —1(.——, also wiire —lc— ganzzahlig. Nur die Einheit
t— i t— i

hat die Eigenschaft, daB sie und die zu ihr reziproke Zahl beide ganzzahlig

—dc—u = 4+ 1 und folglich auch ¢ + —;—‘u= + 1. Aus

diesen zwei Gleichungen wiirde % = 0 folgen. Mithin gibt es in der Tat-

sind. Mithin wiire ¢ —

keine ganzzahligen positiven Liésungen ¢, # der Gleichung #* — %u’ =1, falls

% das Quadrat einer rationalen Zahl ist.

LoEwy, Algebra. 10
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Wir zeigen noch, wie die Entwicklung einer reellen Wurzel einer
quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, ¢

(10) ax*+bx+c=0

in einen Kettenbruch vorgenommen wird. Seien « und # die Wurzeln von (10),
0 ist .

b ¢
(16) a+5——7, a-5=—a—-
Hieraus folgt, daf
% , b*—4dac
17 @B =(@+pr—da-f=——"".
Hat die Gleichung (10) eine reelle Wurzel, so ist, wie aus f=— o — . 4

a
folgt, auch die andere reell. Mithin muB in diesem Fall @ — § reell und daher
a®« (@ — ) = b — 4ac als Quadrat einer reellen Zahl nicht negativ sein. Wir
setzen die nicht negative GroBe 4 — 4a ¢ = D und finden aus (17) die Relation
(19) «—f=+-VD,
wobei /D die nicht negative reelle Losung der Gleichung #®*—D = 0 bedeute.

Ist o die groBere der zwei Wurzeln « und f, die voneinander verschieden
seien, was der Annahme D 5 0 entspricht, so ist, falls @ positiv ist, in der

Gleichung (18) das positive Vorzeichen und, falls @ negativ ist, das negative
Vorzeichen zu nehmen. Aus (16) und (18) ergibt sich alsdann:

€= — ,% . 2_111_ VD,

et 5 ok
Versteht man unter & sowohl + 1 als auch — 1, so erhiilt man beide Wurzeln
in der Form ————iébs-;ﬂ-- Wir denken uns fiir das Folgende & als einen
der zwei Werte + 1 oder — 1 fest gewiihlt und setzen: 4, = —¢&b, B, =2¢a;
dann handelt es sich um die Entwicklung eines Ausdruckes ﬁ—%lll-)— in

einen Kettenbruch. Sollte dieser negativ sein, so entwickle man an seiner
Stelle den ihm entgegengesetzten, d. h. statt « oder § jeweils die Griflen — «
bzw. — 8.

Die Entwicklung der positiven Zahl geschieht, wie in §9

A + VD
1

4, + VD
B,
Seite 116 angegeben. Man bestimme die griBte ganze in enthaltene

Zahl p, und setze

dann ist G
s Ay —p, B+ VD
B, i

\l’ﬂl ="
M
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also A
z - B, _Bl(PuBl—Al‘*'Vﬁ)_Az"'VD’
= i =
4, -p, B, +VD D — (A = 1B B,
wenn
2
Ay =p B — 4,, By= e K Lo
B,
definiert wird.! Man setze & = p, + %, d. h. man bestimme p, als griBte
ganze in A’—;LD enthaltene Zahl und findet &, = AS+VD , wobei
2 3
D — (4, — p, By}

4y =p, B, — A, B, =

ist. Auf diese Art fahre man fort.
Es soll noch die von Lacrance? als Zahlenbeispiel untersuchte Gleichung
9ax® — 1182 + 378 = 0 behandelt werden. Sie hat die zwei Wurzeln

B,

_ 59+ V19 S e 59 — V19
9 : 9
Wir entwickeln ¢ = w in einen Kettenbruch; die grifte ganze in

59 + :
—+9£ enthaltene Zahl ist, wie man unmittelbar sieht, 7. Die Zahl D ist
gleich 79. Die Rechnung ist folgende:
59 + /719
4, =59, B, =9, 7<L9V"<87 =1,
79 — 16 4+ V79
Ay =17.9 — 59 = 4, Bg=_—9—=7, 1<5x=—7—<21 pe=1,
9 -9 3 + )19
As—_—l-7—4 =3’ BS= E =10, 1<§2=__4:W—<21 p8=1’

79 — 49 7+ 779
A, =140 =8 w7, 1 H - -3, 5<§,=—+3—<6, o N

10
79 — 64 8 + /19
A5=5'3—'7 =8, Bﬂ= 3 =35, 3<§4=+—5'-<4’ Py =3,
79 — 49 T+ )19
A3 =8:5—-8 =T, By= 5 =6, 2<§5=T<37 P =2,
O AT R i 8 5+ V79
A; =2.6 — =9, y = 8 =9, 1<&E=— 9 <2, p=1,
79 — 16 4 19
A =HAW B 4 BB 1, 1<§,=+TV_<2, Ps=1.

' A4, =p, B, — 4, ist ersichtlich ganzzahlig; das gleiche trifft auch fiir
D — (4, — p,H)

B, = 5 zu; denn es ist D = b3* — 4ac = 4,> — 2c&B;, und
1
daher B, = — 2c& — p,® B, + 2p, 4,.
? LAGRANGE an dem Seite 123 angefiihrten Orte, Article 40.
10*
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& =& & ist die erste reduzierte quadratische Irrationalzahl, die Periode
von « beginnt mit p,. Es ist

i PR T T R | (L SR §
a—7+w+'i—!_—+’€) Ia+g+‘!+“+.
Fiir die Entwicklung der Wurzel § ist 4, = — 59, B; = — 9 zu nehmen,
Man findet
o L RN ! R S 1t R 1 A
RET R Tttt T e

&, ist die erste reduzierte quadratische Irrationalzahl, die Periode von §# be-
ginnt mit p,.

§ 12.
Eigenschaften des Systems der reellen Zahlen.

Von den Eigenschaften des Systems der reellen Zahlen beweisen wir
zuniichst:

Satz I. Zwischen irgend zwei ungleichen reellen Zahlen
liegen stets unendlich viele rationale Zahlen.

Ay
o und f seien irgend zwei ungleiche reelle Zahlen, die durch « = ( )

ay’
und § = (Ib)"
seien. Es sei « > f. Dann existiert nach Satz VIII auf Seite 81 in der auf-
steigenden Definitionsfolge fiir « eine rationale Zahl a,, so daB a, > b, wird.
Nun ist aber nach Satz I auf Seite 82 fiir alle @, (2 =1, 2, 3, ...), also auch
fiir a4, die Zahl ¢ = a, und fiir alle b, (» =1, 2, 8, ...), also auch fiir 4;,
die Zahl 8 =b,/. Mithin ergibt sich f=1b,< @, =« Zwischen den zwei
ungleichen rationalen Zahlen 5, und a, liegen aber (vgl. Kap. I, § 12) stets
unendlich viele rationale Zahlen; mithin existieren auch unendlich viele ratio-
nale Zahlen, die groBer als @ und kleiner als « sind, d.h. die zwischen «
und £ liegen.

Dem Satze I kann man offenbar auch folgende Fassung I’ geben:
Irgend zwei reelle Zahlen sind dann und nur dann gleich, wenn
jede rationale Zahl, die gréBer als die eine von ihnen ist, auch
groBer als die andere ist.

Ein geordnetes System nannten wir iiberall dicht (vgl Kap. I, §12),
wenn zwischen irgend zwei ungleichen Elementen des Systems stets wenigstens
ein drittes, ebenfalls dem System angehériges Element lag. Da die rationalen
Zahlen dem System der reellen Zahlen als Bestandteil angehoren, so folgt aus
Satz I:

Das System der reellen Zahlen ist ein iiberall dichtes System.

Die Gesamtheit aller rationalen Zahlen war abzihlbar (vgl. S.59). Fir
das System der reellen Zahlen gilt hingegen folgender

Satz II. Die Gesamtheit aller zwischen irgend zwei beliebig
vorgegebenen ungleichen reellen Zahlen A4 und B gelegenen
reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.!

,) mit Hilfe zweier zusammengehériger Definitionsfolgen definiert

n

! Satz von G. CANTOR, Journ. f. Math. 77, 258 (1874), Math. Ann. 15, 1
(1879), Jahresbericht d. Deutsch. Math.-Ver. 1, 75 (1892).
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Eigenschaften des Systems der reellen Zahlen. 149

Wir beweisen zuniichst das speziellere Resultat, daB die Gesamtheit der
im Intervall von 0 bis 1 gelegenen reellen Zahlen nicht abzihlbar ist.

Angenommen, die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen bildeten
eine abziihlbare Menge, so miiBten sie sich, insoweit sie zueinander ungleich
sind, in eine derartige Reihenfolge e, ,, o5, ..., @, ... bringen lassen,
daB sie durch den jedesmal bei « verwendeten Index eindeutig umkehrbar
den ganzen positiven Zahlen zugeordnet erscheinen. Diese Zuordnung werde
durchgefithrt und hierbei jede Zahl @, in Form eines unendlichen Dezimal-
bruches geschrieben, was nach Satz I auf Seite 91 auf eine und auch nur auf

eine Weise moglich ist. Der unendliche Dezimalbruch fiir o, sei:
L B LGN £ S A
10 10 b 108 g 10*

o, = P vy
wobei 7,®, y,®, y,® .. wie es dem Wesen des Dezimalbruches entspricht,
Ziffern der Reihe 0, 1, 2, ..., 9 bedeuten. Wir konstruieren uns nun den
unendlichen Dezimalbruch:

) dp 0 0

el -
10 +10* 10-‘*+10‘+""

bei dem 9, J,, ... beliebige Ziffern aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ..., 9 bedeuten,
die wir nur so wiihlen, daf sie den Beziehungen

0, # 7'1(”1 0, # ?’2(2)7 0y # 7’3(8" “eey 0, # 7’nm),

geniigen und daf ferner nicht von einem gewissen » ab fiir die GroBen §, lauter
Nullen genommen werden; durch die letzte Bedingung schlieBen wir aus, daB
wir einen endlichen Dezimalbruch erhalten. Der auf diese Weise gebildete
zwischen 0 und 1 gelegene unendliche Dezimalbruch ist von siimtlichen Zahlen
der Reihe o,, @, ag, ..., a,, ... verschieden; denn, da J, # 7,V stimmt er
mit ¢, in der ersten Ziffer hinter dem Komma nicht iiberein; da 0, # 7,®, so
stimmt er mit «, in der zweiten Ziffer hinter dem Komma nicht iiberein; da
d; # 75, so stimmt er mit «, in der dritten Ziffer hinter dem Komma nicht
iiberein usw. Mithin enthiilt die Reihe e,, @,, @, ... nicht alle zwischen 0
und 1 gelegenen unendlichen Dezimalbriiche. Aus diesem Widerspruch mit
unserer Annahme folgt, daB die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen
keine abziihlbare Menge bilden.

Um zu zeigen, daB die in irgend einem Intervall von 4 bis B gelegenen
reellen Zahlen keine abzihlbare Menge bilden, fithren wir fiir die im Intervall
von A bis B gelegenen Zahlen die Variable X, fiir die im Intervall von 0
X-4
B—-4
ist dann jeder Zahl X des Intervalls A bis B eine und auch nur eine Zahl
des Intervalls 0 bis 1 zugeordnet. Da aus unserer Relation X = (B — A)a + 4
folgt, so sicht man, daf die angegebene Beziechung eindeutig umkehrbar ist,
d. h. daB auch jeder Zahlz des Intervalls von 0 bis 1 eine und nur eine Zahl X
des Intervalls von A4 bis B entspricht. Wiirden sich nun die Zahlen des Inter-
valls von A bis B mittels der natiirlichen Zahlenreihe numerieren lassen, d. h.
X-4
B-4
ihnen entsprechenden Zahlen des Intervalls von 0 bis 1 dieselben Nummern
erhalten und mithin ebenfalls eine abziihlbare Menge bilden. Die Zahlen des

bis 1 gelegenen Zahlen die Variable z ein. Durch die Beziechung o =

eine abziihlbare Menge bilden, so wiirden die durch die Relation x =
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Intervalls von 0 bis 1 sind aber, wie bereits gezeigt wurde, nicht abzihlbar,
also sind es auch die des Intervalls von A bis B nicht. Hiermit ist Satz II
bewiesen.

Hat man irgend eine endliche Anzahl 7 von abziihlbaren Mengen mit
den untereinander ungleichen Elementen:

‘(ﬂ’)
§ YT

a0
y BT

3
2) 2
Og™y 0",

(3)

3
y a®, ay®, o

al"m) as(m), us(m), 04"’", eey
so liBt sich die Gesamtheit dieser Elemente zu einer einzigen abziihlbaren
Menge zusammenfassen,! indem man sie im Sinne der Pfeile in der Reihenfolge:
" e ® 0, w® 0 o, o a® o, ...

anordnet und mit 1, 2, 8, 4, ... nummeriert, wodurch sie den ganzen posi-
tiven Zahlen eindeutig umkehrbar zugeordnet sind.

Hieraus folgt:

Satz III. Zwischen irgend zwei ungleichen reellen Zahlen 4
und B liegt stets eine nicht abziihlbare Menge irrationaler Zahlen.

Die zwischen 4 und B gelegenen reellen Zahlen setzen sich nimlich aus
rationalen und irrationalen Zahlen zusammen. Die zwischen 4 und B ge-
legenen rationalen Zahlen bilden eine abzihlbare Menge; denn sogar die Ge-
samtheit der rationalen Zahlen tut dies, um so mehr irgend ein Teil von ihnen.
Wiiren auch die zwischen 4 und B gelegenen irrationalen Zahlen abziihlbar,
so wiirde nach der dem Satz III vorausgeschickten Bemerkung im Wider-
spruch mit Satz 1I die Gesamtheit der zwischen 4 und B gelegenen reellen
Zahlen abziihlbar sein. Mithin ist Satz III bewiesen.

§ 13.

Zusammengehorige Definitionsfolgen, die aus beliebigen reellen
Zahlen bestehen.

Wir erweitern die in § 1 dieses Kapitels gegebene Definition der Zahl
so, daB die Seite 62 eingefiihrten zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen
statt der verwendeten rationalen nunmehr beliebige reelle Zahlen, also auch
Irrationalzahlen, enthalten diirfen. Demnach seien

{"17 Ogy Mgy ooy Oy }
gy ¢ e R IR SRS
zwei unendliche Folgen beliebiger reeller Zahlen, die den folgenden vier
Bedingungen B,) bis B,) geniigen sollen:
B)). Fiir jedes ganzzahlige n soll «,,, = «, sein.

B,. Fiir jedes ganzzahlige n soll o/, =, sein.

= n

B,;). Fiir jedes ganzzahlige n soll ¢,/= «, sein.

1 Gleiches gilt auch, wenn fiir die m abzidhlbaren Mengen eine unendliche abzihlbare
Menge von abzihlbaren Mengen tritt, wie aus dem gegebenen Beweise hervorgeht.
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B,). Ist e irgend eine beliebig gewiihlte positive Zahl, so soll
zu jedem & eine derartige ganze positive Zahl ~ gefunden werden
konnen (b hingt von e ab), daB die unendlich vielen Ungleichungen
@ito — 0x40 < 8 bestehen, wobei ¢ jeden der Werte 0, 1, 2, 3, ...
annimmt. Die vierte Bedingung 1iBt sich auch so ausdriicken: Mit einem
gewissen & beginnend, soll die Differenz «, '~ «, unter jeden noch
so kleinen Betrag sinken oder, wie man sagt, mit unendlich wach-
sendem %4 unendlich klein werden.

Zwei durch die vier Bedingungen B,) bis B,) miteinander zusammen-
hiingende Folgen irgendwelcher reeller Zahlen:

{"1; oy b Skt rbigt o W s e }

’ ’ ’ ’

@y Ogy Ogy «uvy B ...

nennen wir in Erweiterung der in § 1 gegebenen Definition zwei zusammen-

gehorige Definitionsfolgen und fassen sie durch ein Zeichen zusammen,
indem wir setzen:
ot (nll, “2,’ e u",, ! ) bt (an’);
[ SR TR SRR o .

wir sagen: A4 wird durch die zwei zusammengehdrigen Definitions-
folgen definiert oder bestimmt. Von den Zahlen «, sagen wir: sie bilden
die erste oder aufsteigende Definitionsfolge; von den Zahlen «,” sagen
wir: ‘sie bilden die zweite oder absteigende Definitionsfolge. Wir
nennen A zuniichst eine Zahl zweiter Ordnung. Da die Zahlen «,, «,, .. .,
@, ... und &/, a), ..., &/, ..., die zur Definition von 4 verwendet wurden,
auch im besonderen rationale Zahlen sein kénnen, so enthalten die nun ein-
gefiithrten Zahlen 4 zweiter Ordnung die frither in § 1 eingefiihrten Zahlen als
Spezialfall. Zahlen, deren Definitionsfolgen ausnahmslos rationale Zahlen ent-
halten, sollen in diesem Paragraphen als Zahlen erster Ordnung bezeichnet
werden. Unser Ergebnis wird sein, daB durch die Einfithrung der Zahlen
zweiter Ordnung keine Erweiterung des Zahlbegriffes entsteht und dafl es also
nicht nétig ist, zwischen Zahlen erster und zweiter Ordnung zu unterscheiden.

Fiir die Zahlen zweiter Ordnung lassen sich zuniichst die Hilfssiitze des
§ 2 aufstellen, indem man in diesen statt Zahlen erster Ordnung solche zweiter
Ordnung und statt rationaler Zahlen Zahlen erster Ordnung verwendet. Fiir
die Zahlen zweiter Ordnung als neu eingefiihrte Gebilde sind die Begriffe
der Gleichheit, der Addition und der Multiplikation ebenfalls neu zu defi-
nieren; dies geschieht durch die nimlichen Definitionen, wie sie in §3
fiir Zahlen erster Ordnung verwendet wurden. Wir begniigen uns damit, die
Definition der Gleichheit hier explizit anzugeben:

Definition I. Zwei Zahlen 4 = (:",) und B= (g"/) sollen dann
und nur dann gleich heiflen, 4 = B, wenn die zweifach unendlich
vielen Ungleichungen «, =@, und 8, =a, zwischen den sie defi-
nierenden Zahlen erfiillt sind, wobei » jeden der Werte 1, 2, 3, ...
zu durchlaufen hat.

Von dieser Definition zeigt man, i#ihnlich wie in § 3 auf S. 69—71, daB
sie die an die Gleichheitsdefinition zu stellenden Forderungen G,) bis G;) er-
fiilllt und daher eine wirklich zuliissige Definition fiir die Gleichheit ist.
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Geht man die Definitionen und Sitze der §38—7 durch, so
iiberzeugt man sich, dafl diese sich auch auf die Zahlen, deren
Definitionsfolgen beliebige reelle Zahlen enthalten, ausdehnen
lassen. Hiervon Gebrauch machend, verwenden wir Satz I auf Seite 73 zur
Herleitung des

Satzes I. Eine Zahl 4 =<

Oy Cgy o vvy Oy o

. L ) zweiter Ordnung
00 SRR o g bR
(d. h. eine solche, bei der die Definitionsfolgen auch irrationale
Zahlen enthalten konnen) ist stets gleich einer Zahl erster Ord-
nung (d. h. einer solchen, bei der die Definitionsfolgen ausnahms-
los rationale Zahlen enthalten).

Beim Beweise des Satzes I unterscheiden wir zwei Fille: a) Jede der

RN Pl A N

zwei zur Definition von 4 = ( ) verwendeten zusammen-

dele o b s oty Lo
gehorigen Definitionsfolgen enthiilt unendlich viele zueinander ungleiche Zahlen;
b) wenigstens eine der zwei zur Definition von A verwendeten zusammen-
gehorigen Definitionsfolgen enthiilt nur eine endliche Anzahl zueinander un-
gleicher Zahlen.

Im Falle a) kann man der Untersuchung eine Zahl

ik, (“1,’ m_,,, e a,,l, e )
RS PR

zugrunde legen, bei der die Bedingungen B,) und B,) folgende Form an-

nehmen: Fiir jedes n soll stets

1 @, < a,,, (also niemals o, =a,,,)
und
(2) a,’> o/, (also niemals o,/=e,’;)

sein. Sollte die urspriinglich vorgelegte Zahl nicht so beschaffen sein, so kann
man auf Grund des erwihnten Satzes I auf S.73 sowohl in der aufsteigenden
als auch in der absteigenden Definitionsfolge alle zueinander gleichen Zahlen
streichen; alsdann bleiben, da wir den Fall a) vor uns haben, in beiden
Definitionsfolgen noch unendlich viele Zahlen iibrig. Diese definieren eine zu
der urspriinglichen Zahl gleiche Zahl, bei der die Ungleichungen (1) und (2)
erfiillt sind. Man kann also im Fall a) das Bestehen der Ungleichungen (1)
und (2) voraussetzen.

Finden die Ungleichungen (1) und (2) statt, so kann man nach dem Satz I
auf Seite 148 fiir alle ganzzahligen positiven Werte n zwei Systeme rationaler
Zahlen 7, und 7, finden, so daB stets «, <7, < «,,, und &,/ > 7r,’> o,/ ist.
Aus den Ungleichungen o, < 7, < @y < 7, < 03 < 73 < ... sieht man, daB die
Zahlen »,, 7y, 74, ... eine aufsteigende Folge rationaler Zahlen bilden. Ferner
ergibt sich aus den Ungleichungen a," > 7/ > @) > 7y >« > 7y > ..., daB
man in den Zahlen 7, )/, 7y, ... eine absteigende Folge rationaler Zahlen
vor sich hat.

Da die Zahlen «, und «,” zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen an-
gehoren, so ist nach By) a,,, = «,%,. Beachtet man, daB fiir die Zahlen r,
und 7, nach der Art ihrer Konstruktion die Ungleichungen 7, < «,,, und
e, < r, bestehen, so ergibt sich »,< »,.

Um schlieBlich noch zu zeigen, daf die Zahlen 7, und »,” auch die
vierte fiir zwei zusammengehorige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung B))
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befriedigen, withlen wir irgend eine positive Zahl &. Da die Zahlen «, und o,
zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen angehdren, gibt es nach B,) eine
ganze positive Zahl %, so daB die Ungleichungen:

3) Gho = Byo< 8

bestehen, wobei o jeden der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Nach der Kon-
struktion der Zahlen 7, und »,’ ist:

) "ra<%to

und 7,4, > @, oder

®) = Tito< = Otg-

Aus (4) und (5) ergibt sich /) .— 74, < &'t;— @4+, oder nach (3)
("4 6= Te40< 8, d. h. die Zahlen », und »,’ erfilllen auch die vierte fiir zwei
zusammengehorige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung.

Aus dem Voraufgehenden folgt, daB (r",) eine Zahl erster Ordnung ist.
rﬂ

Aus den oben abgeleiteten Ungleichungen, «,< r, und r,< »,’ ergibt sich
«,< r,’; ebenso erhilt man aus den Ungleichungen 7,< »,” und »,< «,” die
weitere Ungleichung 7,< «,. Nach der Definition I fiir die Gleichheit be-

o,

sagen die zuletzt gewonnenen Ungleichungen, daB die Zahl ( /) zweiter Ord-

*,

i
nung gleich der Zahl ( ",> erster Ordnung ist. Hiermit ist unser Satz fiir den

Fall a) bewiesen. :
Im Falle b) konnen wir die der Betrachtung zugrunde liegende Zahl

0 ) ¢ By L o Oty

zweiter Ordnung entweder in der Form ( Ay ) oder in der

’
Bty g gne = S el et
Oy Ogy o« oy O

’ 4
S e O

der zweiten Definitionsfolge ausnahmslos die niimliche Zahl steht; denn auf
Grund des auch im Fall a) verwendeten Satzes I auf S. 73 kann man die in
endlicher Anzahl vorhandenen zueinander ungleichen Zahlen, die eine der zwei
Definitionsfolgen enthiilt, einfach streichen. Wir nehmen an, daB die erste
Definitionsfolge lauter gleiche Zahlen enthalte. Nach der Bedingung B,) gilt

ny * v

Form ( ) annehmen, so dal entweder in der ersten oder in

fiir die der Betrachtung zugrunde liegende Zahl (a,, st ) die

’ ,
O S e e G

Ungleichung a = «,”. Die Zahl « als Zahl erster Ordnung lift sich durch
7,

zwei Definitionsfolgen o = ( ",) geben, wobei 7, und »,” ausnahmslos rationale
7,

Zahlen bedeuten. Nach Satz I auf S. 82 ist

(6) r.=o
und
(6”) e=r'

Aus (6) und ¢ = ¢, folgt r, = ,”. Das zuletzt gewonnene System von Un-
gleichungen im Verein mit (6') besagt aber, daB die vorgelegte Zahl gleich

A
einer Zahl ( ",> erster Ordnung ist, wie bewiesen werden sollte.

"n
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Sollte die zweite statt der ersten Definitionsfolge lauter zueinander gleiche

’ ’ ’
C AL R K

tun haben, so ist der Beweis dihnlich, indem man nur o« statt « verwendet.
Hiermit ist der ausgesprochene Satz auch im Falle b) und damit allgemein
bewiesen. !

Wir werden zwar vielfach mit Zahlen operieren, deren Definitionsfolgen
beliebige reelle Zahlen enthalten; unser Satz I besagt, daB sie nur scheinbar
allgemeineren Charakter haben, da sie stets durch ihnen gleiche ersetzbar
sind, deren Definitionsfolgen ausnahmslos rationale Zahlen enthalten.

¥ o o R
Zahlen enthalten, sollte man es also mit der Zahl ( ) zu

§ 14.
Rationale Operationen bei reellen Zahlen.

Wir haben an den reellen Zahlen aufer der Ersetzung einer Zahl a« durch
eine ihr gleiche folgende Operationen auszufiihren gelernt:

1. Bildung der Summe « + § zweier Zahlen « und §.

2. Bildung des Produktes «-g zweier Zahlen « und §.

3. Bildung der entgegengesetzten Zahl — « aus «.

4. Bildung der reziproken Zahl % aus «, falls @ # 0.

Diese vier Operationen bezeichnet man als die Fundamentalopera-
tionen. «, f, 7, ..., A seien endlich viele reelle Zahlen. Wendet man auf
diese oder auf zu ihnen gleiche Zahlen die Fundamentaloperationen eine end-
liche Anzahl p-mal an und gewinnt hierdurch einen Ausdruck F(e, 8, 7, ..., %),
80 bezeichnet man diesen als eine rationale Funktion der Zahlen «, §,
7, +-+, A und sagt: der Ausdruck geht durch rationale Operationen
aus «, 8, 9, ..., 4 hervor. Der Ausdruck F(e, §, 7, ..., 4) heiBt
demnach eine rationale Funktion der Zahlen «, #, 7, ..., 4, wenn
er aus ihnen oder zu ihnen gleichen Zahlen durch eine endliche
Anzahl'von Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divi-
sionen (wobei die Division durch Null ausgeschlossen ist) hervor-
geht. Eine rationale Funktion F(e, 4, 7, ..., 4) heift im besonderen eine
ganze rationale Funktion, wenn zu ihrer Bildung die vierte Fundamental-
operation nicht angewendet zu werden braucht. Eine ganze rationale Funk-
tion F(e,$,9,...,4) entsteht also aus den Zahlen«, 8, 7, ..., 4, wenn
sie aus ihnen oder zu ihnen gleichen durch eine endliche Anzahl .
von Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen hervorgeht.

Sind « = (Z",), B = (Z",). s ).=<ll",) jeweils durch zusammengehérige
Definitionsfolgen rationaler Zahlen definiert, so liBt sich die Berechnung jeder
rationalen Funktion F(«, £, ¢, ..., 4) durch wiederholte Anwendung der Siitze

des § 3 und § 5 ausfithren und liefert F (e, 8, 7, ..., 4) = (r",) , wobei sich die
r/l

Zahlen r, und r,” der zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen aus den ratio-
nalen Zahlen a,, a,’, b,, b/, ..., l,, I/ und zwar als rationale Zahlen be-
stimmen lassen. Ist e eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so kann man
nach B,) auf Seite 62 stets einen Index /4 finden, so daB »/— r,< & ist. Da
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nach Satz I auf Seite 82 r, = F(o, B, 7, ..., V=7, s0ist F(e, f, 7, ..., )
mit beliebig vorgegebener Genauigkeit ¢ durch rationale Zahlen ersetzbar; es ist
r,— F@,$,7,...,A)<é& und F(e, B, ¢, ..., }) — 7,< & Die Bestimmung
von 7, und 7, erfordert nur die Kenntnis der rationalen Zahlen a,, @, b,
by .oy by i)y Die Berechnung einer rationalen Funktion
F(, B, 7, .., A), wobei «, 8, ¢, ..., & irrational sind, 1iBt sich
demnach mit beliebiger Genauigkeit mittels rationaler Zahlen
durchfithren.

a, b, e, d,
Seiz.B.a:( ),5:( ),7=( )undﬁ:( );hat man dann
a,’ ', lig Cp d

die rationale Funktion —g—(a — f) zu bilden, so wird nach § 3 und § 5:

a,— b, ( e, (@, = b,)
b R B
1 c
‘Llr_ a, — bn,
1 o dnl T(a‘ﬁ) d ( )
—5— i 1 : o C'Il’ ’ :
d" ’d—"-(a" i, b,,) l
also ;
C, ’ c'l ’
o= @b, == b
Die fiir die zusammengehorigen Definitionsfolgen in F(a, £, 7, ..., 1)

verwendeten Zahlen r, und 7, sind stets in gleicher Weise aus rationalen
Zahlen gebildet wie F(x, §, 7, ..., 4) aus den irrationalen Zahlen e, 8, 7, .. ., .
Fiir das Ergebnis der einzelnen Fundamentaloperation ist dies nach der Definition
in § 3 und § 5 unmittelbar ersichtlich, und (e, f, 7, ..., ) wird ja nur durch
wiederholte Anwendung von Fundamentaloperationen erhalten.

Aus der obigen Bemerkung folgt: Verschwindet eine rationale
Funktion ¢ (x,, %5, @5, ..., 2,) von den GriéBen 2, z,, %, ..., ¥, fiir
alle rationalen Werte von z,, x,, @, ..., %, 80 verschwindet sie

auch fiir jedes System «, f, 7, ..., 4 irrationaler Zahlen.
Angenommen, es gebe irgend ein System reeller Zahlen «, 8, 7, ..., 4,
so daB @ (e, 3 7, ..., 1) # 0 wiirde. Essei z. B. ¢ (e, §, 7, ..., }) = 7, wobei

T eine positive Zahl bedeutet.? Alsdann kann man, wie oben gezeigt, Zahlen r,
und 7, (n =1, 2, ...) finden, die ebenso aus rationalen Zahlen wie ¢ (&, 5,7, ..., )
aus irrationalen Zahlen gebildet sind, und es ist

o= o R e

! In diesem Beispiel haben wir «, §, , 0 und @ — § positiv und durch
Definitionsfolgen mit ausnahmslos positiven Elementen gegeben vorausgesetzt. All-
gemein ist nach Seite 84 bei Verwendung des absoluten Betrages

gle=f _ lrlde=§l _ . [r o iy 1 A Gk
ey =+ 18] =+ ot gleich y oder gleich 7

n

ly «|a — 8]
0]

n n

wobei 7, und r, aus den Zahlen der Definitionsfolgen von zu be-

stimmen sind.
? Der Fall, dal 7t mnegativ ist, erledigt sich durch Betrachtung von
— @ (e, 4 7, ..., &) =— 7 in der nimlichen Weise.
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Da g, 8, 9 ..., ) =1, s0o wird 1=r,'. Nun ist nach der obea ge-
machten Bemerkung »,” von der Form ¢ (¢, ¢, ¢s, .. ., ¢,), wobei ¢, ¢,, ¢, .. .. ¢,
gewisse rationale Zahlen bedeuten. Die Beziehung t = ¢ (¢, ¢o, ¢5, = .., ¢
ist aber nach Voraussetzung unmdglich, da ¢ (v, x,, 2, ..., z,) fir alle
rationalen Zahlen verschwinden soll. Mithin muf 7 = 0 sein.

Drittes Kapitel.
Abstrakte Theorie der reellen Zahlen.!

g 1.

Die iterierten Gruppenelemente. Die Wurzelgruppe und einige
fiir sie giiltige Sitze.

Die folgenden Betrachtungen, die uns auch noch spiiter fiir die Einfiihrung
der Potenz niitzlich sein werden, kniipfen an den § 6 des ersten Kapitels an.
® sei irgend eine Gruppe, d. h. ein System von Elementen, die in gleiche und
ungleiche zerfallen und durch eine Verkniipfungsregel 0 miteinander kom-
poniert werden. Von den Elementen und den Zeichen = und o, die als Grund-
begriffe gelten und nicht definiert werden, sei nichts weiter bekannt, als daB
sie den fiinf Gleichheitspostulaten G,) bis G;) und den vier Gruppenpostulaten
Gr,) bis Gr,) auf Seite 25 geniigen. Alsdann konnen wir aus jedem Element 4
von & weitere der Gruppe ® angehorige Elemente ableiten, die wir als durch
Iteration aus A hervorgegangen bezeichnen. Diese Elemente defi-
nieren wir auf folgende Weise: Aus A bilden wir das Element 40 4, das

wir mit 4” bezeichnen; auf gleiche Weise, wie A4 aus 4 gewonnen wurde,
leiten wir aus A? das Element 4%0 4 = (AoAd)o A ab, das wir mit 4®
bezeichnen; ferner bilden wir das Element 4%0 4 = ((404)04)0 4, das wir
mit 4% bezeichnen, usw.

Das Element 4 selbst soll auch mit A bezeichnet werden.

Alle aus dem Gruppenelement 4 derart abgeleiteten Elemente A3, 4®,
A“), ... gehéren auf Grund des Gruppenpostulats Gr,) der Gruppe ® an und nach
Satz VIII auf Seite 31 konnen auch in den oben fiir 4%, 4® A% . . auf-
gestellten Ausdriicken 404, 40404, Aod0404, ... die Klammern
fortbleiben.

1 Als Literatur fiir die in diesem Kapitel behandelten Fragen seien noch auBer
den schon Seite 33 genannten Arbeiten hervorgehoben: O. HOLDER, Berichte iiber
die Verhandlungen der konigl. siichsischen Gesellschaft der Wiss. 53, 1 (1901),
D. HiLBERT, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. Leipzig 1909, E. V. HUNTINGTON
in Monographs on topics of modern mathematics relevant to the elementary field by
J. W, A, You~nG, New York 1911, the fundamental propositions of algebra (erst
wihrend der Drucklegung erschienen), vgl. auch E. STEINITZ, Journ. f, d, r. u. ang.
Math, 137, 167 (1910).
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® enthilt als Gruppe (vgl. S. 29 und 30) neben jedem Gruppenelement 4
auch ein inverses Gruppenelement; dieses sei mit A~ bezeichnet. Demnach
definieren wir: Unter 4"V 501l ein zu dem Gruppenelement 4 inverses
Gruppenelement verstanden werden, also A" %04 = 4045 Y = E,
wobei F ein neutrales Element der Gruppe ist.

Wie wir aus 4 die Elemente A(g), A, 44, bildeten, so leiten wir
aus A"D die Elemente 4=2, 4% 4% ab indem wir definieren:

A= o Al Do AN B 4D =D g8 -8By 4D g

Alle diese Elemente gehoren auf Grund des Postulates Gr,) der Gruppe ® an.

Wir definieren schlieBlich noch: Unter 4 soll stets ein dem neu-

tralen Element E der Gruppe & gleiches Element verstanden
werden.

Auf diese Weise erhalten wir die Folge
@, A 3)’ it 9), Al 1)’ A(O), A(l)’ A(?), A(3)’

von Elementen, die siimtlich ® angehéren.

Die Erzeugung dieser Folge & liBt sich einfach folgendermafen be-
schreiben: Aus jedem Element von § geht durch Komposition mit 4
das ihm unmittelbar folgende Element hervor. In der Tat sind die
Elemente

AP = Ao 4, A®=4Po4, A®=4P04 usw.

oben so definiert worden. Desgleichen folgt auf Grund der Definitionen
AV=pod=4%04, A%-E=4a"To4.

Weiter war nach Definition

A=Dg A=V 4B 4=Dg AV 48 480 4D 46 ey

Komponiert man jede der zuletzt hingeschriebenen Relationen mit 4 und be-

achtet dabei, daB A"V 0 4 = F ist, so erhiilt man tatsiichlich, wie es unser
Satz behauptet:

AV = 4204, A-D=4Bo4, A= APo4 wew.

Die Folge § kann auch untereinander gleiche Elemente enthalten, wie
das folgende Beispiel zeigt: Wir betrachten die s ersten ganzen positiven
Zahlen 1, 2, ..., s. Als Komposition zweier Zahlen werde die gewdhnliche
Addition erkliirt, wobei aber, wenn die Summe > s ausfiillt, der sich bei der
Division der Summe durch s ergebende Rest genommen werden soll. Auf
diese Weise entsteht eine kommutative endliche Gruppe mit dem neutralen
Element s. Wihlt man fiir das Element 4 die Zahl 1, so wird die Folge & von
der Form:

Lol b s e L e B . e T D e

Dies ist ein System vom Typus R,” auf Seite 7.
Fordern wir auBer den vier Gruppenpostulaten noch weiter, daB die
Folge & niemals zwei iibereinstimmende Elemente enthalten soll, so erfillt &
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158 Grundlagen der Arithmetik.

alle Postulate, die wir demjenigen System N’ auf Seite 6 auferlegten, das uns
auf die vollstindige Zahlenreihe fiihrte:

1. § enthilt wenigstens ein Element, nimlich das Ausgangselement
AN =4,

2. Jedes der Folge § angehorige Element bestimmt in eindeutiger Weise
ein weiteres, ebenfalls § angehoriges Element; man erhiilt das neue Element,
indem man das alte mit 4 komponiert.

3. Jedes der Folge § angehorige Element geht aus einem und nur einem
Element von § durch Komposition mit 4 hervor.

4. Ist X ein beliebiges Element aus ¥, so stimmt X mit keinem Element
iiberein, das aus ihm durch Komposition mit 4 sukzessiv gewonnen wird.

5. Die Folge & enthiilt nur die durch die Bedingungen 1—3 geforderten
Elemente und sonst keine weiteren.

Da & die fiir das System ' in Frage kommenden fiinf Postulate erfiillt,
haben wir die Bezeichnung der Elemente von § an diejenige der vollstindigen
Zahlenreihe angelehnt. Wir konnten die Eigenschaften der vollstindigen
Zahlenreihe aus dem Studium der Folge § gewinnen, indem wir A mit 1 be-
zeichnen und die unbestimmte Operation o0 als die gewdhnliche Addition der
Zahlen interpretieren. Da wir mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen bereits
vertraut sind, wollen wir nicht so verfahren, sondern diese und das Rechnen
mit ihnen als bekannt voraussetzen. Fiir die Folge § nehmen wir nur die
Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) als giiltig an, lassen also fiirs erste auch noch
zu, daB die Folge § gleiche Elemente hat.

Setzt man die ganzen Zahlen und das Rechnen mit ihnen als bekannt
voraus, so liBt sich die Beziehung zwischen den in & enthaltenen Elementen
der Gruppe durch die zwei Gleichungen:

(1) AV = 4,
©) A+ . 4mg 4

beschreiben, wenn man # alle ganzen positiven und negativen Zahlen ein-
schlieBlich 0 durchlaufen liBt.

Wir beweisen nunmehr:
Satz I. Sind ¢ und ¢, beliebige ganze Zahlen und ist 4 irgend
ein Element der Gruppe ®, so ist stets:

) ADg g4l = glat+ad,

Da 49 = E, so gilt die Gleichung (3) offenbar fiir beliebige ganzzahlige g,
falls ¢, = 0 ist. Die Relation (3) moge ferner nach Annahme fiir irgend eine
ganze Zahl g, = I richtig sein; es sei also:

(3) AD g 4" = glo+B),

Hieraus folgt
(490 4W)04 = 49%M0 4

oder unter Beachtung des Gruppenpostulates Gr,) und der Gleichung (2):

AD g A®+D_ glatk+D)
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Gilt also die Gleichung (3) fiir irgend eine Zahl ¢, = k, so trifft sie auch noch
fir g =% + 1 zu.
'; Nach Gleichung (2) ist A™ = 4% Vo4 und 4+P= glatk-Dg 4,
Mithin folgt aus (3’), daB

AD g A% g g4 = gletk-1 g 4

ist, und nach Satz V auf Seite 30 ergibt sich hieraus, da8
AD g 40D glatk-1)

ist. Die letzte Relation besagt, daB, wenn die Gleichung (3) fiir irgend eine
ganze Zahl q, =k gilt, sie auch stets fiir ¢, = &£ — 1 zutrifft. Mithin ist die
Gleichung (3) auf Grund des Satzes der erweiterten vollstindigen Induktion
fiir beliebige ganze Zahlen ¢ und ¢, als giiltig erwiesen.

Satz II. Sind ¢ und ¢, beliebige ganze Zahlen und ist 4
irgend ein Element der Gruppe @, so ist stets:

(4) (4DYa) = glag),

Die Gleichung (4) ist offenbar fiir beliebige ganzzahlige ¢ richtig, falls

¢, = 0 ist: denn sowohl (A("))«)) als auch A® sind gleich E. Wir nehmen

an, daB die Gleichung (4) fiir beliebige ¢ und fiir ¢, = & zutreffe, daB man
also die Relation (4@)® = 4" habe. Hieraus folgt

(42)8 g 4@ = glak) g 4@
oder, wenn man links die Gleichung (2) und rechts die Gleichung (3) anwendet,

(A(q))(k+1)= Alak+a)
Da gk 4+ q = q(k + 1) ist, so ergibt sich:
(4D )+ - glaer1)

Trifft also die Gleichung (4) fiir irgend eine Zahl ¢, = & zu, so gilt sie auch
immer noch fiir ¢, = % 4+ 1. Da die Gleichung (4) fiir ¢, = 0 zutrifft, so gilt
sie nach dem Satz der vollstindigen Induktion fiir jede ganze positive Zahl g,.

Um die Giiltigkeit der Gleichung (4) fiir negative ganzzahlige ¢, zu zeigen,
beachte man, daB nach (3) fiir jedes ganzzahlige n:

A(—‘n)oA(n)= A(—n+n)= A(0}= E

ist. A™ und 4™ sind also inverse Gruppenelemente. Sei nun
a, =— q,/, wobei g,” eine ganze positive Zahl bedeute. Fiir positive ¢," ist
schon gezeigt, daB (4(?)®? = 49997 jst. Nun sind (499" yna 4~ 29?
inverse Gruppenelemente von (4?)%? und 4%, hieraus folgt nach Satz III,
auf Seite 30, daB (4?)f~ %= 4(=747 jst Mithin ist die Gleichung (4) auch
fiir alle negativen ganzzahligen g, richtig, und Satz II ist allgemein bewiesen.

Bei den Beweisen der Sitze I und II wurde nur die Giiltigkeit der vier

Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) vorausgesetzt. Wir verlangen nunmehr noch
weiter, daB @ eine kommutative Gruppe sei, d. h. daB fiir & das Postulat gelte:

C). Sind Aund B irgend zwei Elemente der Gruppe &, so soll
stets A0B = Bo 4 sein.
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160 Grundlagen der Arithmetik.

Unter den kommutativen Gruppen betrachten wir nur diejenigen, die
auch noch den zwei weiteren Postulaten geniigen:

Gr;). Ist ® eine kommutative Gruppe und m eine beliebige
ganze positive Zahl, so soll die Gleichung X™ = E, wobei E das
neutrale Element der Gruppe bedeutet, stets nur durch X = £ und
kein zu E ungleiches Element aus ® befriedigt werden.

Gry). Ist m eine beliebige ganze positive Zahl und A ein be-
liebiges Element der kommutativen Gruppe ®, so soll fiir jedes
Element 4 aus ® die Gleichung X" =4 mindestens durch ein Ele-
ment X aus ® befriedigt werden.

DaB es kommutative Gruppen gibt, die dem Postulat Gr;), aber nicht Gr,)
geniigen, lehrt die Gesamtheit der ganzen positiven und negativen Zahlen ein-
schlieBlich 0, wenn ihre gewdhnliche Addition als Komposition erklirt wird.

Die Existenz kommutativer Gruppen, die dem Postulat Grg), aber nicht
Gr;) geniigen, zeigt die Gesamtheit aller reellen positiven Zahlen, die gleich
oder kleiner als eine vorgegebene positive Zahl s sind. Als Komposition
zweier beliebiger reeller Zahlen werde ihre gewohnliche Addition erklirt,
wobei aber, wenn die Summe > s ausfiillt, der bei der Division durch s sich
ergebende Rest zu nehmen ist. Neutrales Element der Gruppe ist die Zahl s.
Die Relation X" = s wird durch die ungleichen Elemente

s 28 (m —1)s
pen b el ... _‘_——, y
m m m

befriedigt. Zu einer Gruppe mit den hier geschilderten Eigenschaften gelangt
man z B., wenn man die Winkel addiert und sich auf positive Winkel, die nicht
groBer als 360° sind, beschriinkt.

Eine Gruppe ®, die auBer den vier Postulaten Gr,) bis Gr,) auch noch
das kommutative Postulat C) und die zwei Gruppenpostulate Gr;) und Grg)
befriedigt, soll eine kommutative Wurzelgruppe heien, oder kiirzer, da
im folgenden nur solche auftreten, eine Wurzelgruppe. Fiir diese beweisen
wir folgende Siitze, von denen Satz III auBer den Gruppenpostulaten Gr,) bis
Gr,) bloB das Postulat C) erfordert, die Sitze IV und V auBerdem nur noch
das Postulat Grs) voraussetzen, so dafl das Postulat Grg) erst zur Herleitung
des Satzes VI notig ist.

Satz III. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer kommu-
tativen Gruppe ® und ist ¢ irgend eine ganze Zahl, so besteht die
Gleichung:
®) Ao B0 — (4o B)(q).

Fir ¢ =0 ist die Gleichung (5) richtig, wie aus 4% = B, B®= g,
(Ao B\ =E hervorgeht. Fiir eine ganze positive Zahl ¢ ergibt sich die
Gleichung (5) aus den Relationen: A9 = Ao4d0...04, B9=BoBo...0 B,
(40 B2 = (40B0o(40B)o...0(40 B) (¢-malige Komposition) nach dem
Satz VIII" auf Seite 32. Fiir eine ganze negative Zahl ¢ = — ¢’ erhiilt man
aus der Relation 4770 BY“? = (4 0 B*? durch Ubergang zu den inversen Ele-
menten nach den Sitzen III, und IV auf Seite 30:

Bl gigt=a? o (4o B)(—Q') ;

hieraus folgt die gewiinschte Gleichung (5) auf Grund des kommutativen
Postulats C).
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Aus dem Postulat Gr,) schlieBen wir, daB die Gleichung X™ — B auch
fiir negatives ganzzahliges 7 keine zu X = I ungleiche Losung besitzen kann;
denn sonst wiirde, wie sich durch Ubergang zu den inversen Elementen ergibt,
das Postulat Gr,) verletzt sein. Wir beweisen nunmehr:

Satz IV. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer Wurzel-
gruppe und besteht fiir irgend eine ganze zu Null ungleiche
Zahl ¢ die Gleichung A’ = B?, 50 muB 4 = B sein.

Aus A9 = 5@ folgt nimlich nach Satz II durch Komposition mit
B9 qaB 490 (B2 = E. Hieraus ergibt sich nach Satz I1I die Gleichung
(4 0 B9 = p oder auf Grund von Postulat Gr) 40B~V=FE, d.h. 4 = B.

Satz V. Ist 4 irgend ein Element einer Wurzelgruppe &, das
ungleich dem neutralen Element £ ist, und bedeuten ¢ und g
ganze Zahlen, so folgt aus 49 = A% daB ¢q = ¢, ist.

Komponiert man 4@ = 4% mit A= so erhilt man 4“9~%'= E. Da
A nach Voraussetzung # F ist, so kann auf Grund des Postulats Gr;) und
der aus ihm gezogenen Folgerung nur ¢ — ¢, = 0 sein, d.h., wie bewiesen
werden sollte, ¢ = ¢,.

Gilt also fiir eine Gruppe & der Satz V, so enthiilt, wenn A4 ungleich £
gewihlt ist, die Folge
) AR L RO '-’)’ A= B, A(O), AL, A('—’), A(3)’
keine gleichen Elemente.

Wir verwenden nunmehr auch noch das Postulat Gr,). Zuniichst schlieBen
wir, daf die Gleichung X™= 4 fiir jedes ganzzahlige positive m durch ein
Gruppenelement X aus ® befriedigt werden muBf. Da niimlich m eine ganze
positive Zahl und 4P ein Element aus ® ist, so gibt es nach dem Postulat Gry)
in ® ein Element X, so daB X™= A4~V ist. Aus der letzten Gleichung er-
gibt sich aber durch Ubergang zu den inversen Elementen X{™™= 4. Wir
wollen noch zeigen, daB, wenn 4 ein beliebiges Element aus & und p eine
beliebige ganze, zu 0 ungleiche Zahl ist, in ® keine zwei zueinander ungleichen
Elemente X und Y existieren konnen, so daB X®= A und YP= 4 ist.
Hieraus wiirde niimlich X‘”= ¥‘? und nach Satz IV X = Y folgen. Fassen
wir dies zusammen, so haben wir

Satz VI. Ist 4 irgend ein Element aus einer Wurzelgruppe ®
und p irgend eine von Null verschiedene ganze Zahl, so wird die
Gleichung XP= 4 stets durch ein Element aus ® und kein ihm
ungleiches befriedigt.

Auf Grund des letzten Satzes definieren wir: Ist 4 irgend ein Ele-
ment einer Wurzelgruppe ® und p irgend eine von 0 verschiedene

ganze Zahl, so soll ein in ® enthaltenes Element, das der Glei-
1

chung X¥= 4 geniigt, mit A{T} bezeichnet werden. Nach Satz VI

1
existiert fiir die Gleichung X" = 4 tatsiichlich ein ElementA{P}
als Losung und ferner wird diese Gleichung auch nur durch zu

1

P

A 7} gleiche Elemente aus @ befriedigt.
Loewy, Algebra, ’ 11
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162 Grundlagen der Arithmetik.

Nach Definition ist
{_1_} {p}
(6) Al? =y

Wir beweisen nunmehr

Satz VII. Sind p, ¢, p, und ¢, beliebige ganze Zahlen, von
denen p und p, ungleich 0 sind, und ist ¢p, = pq,, so ist

o (b)) (l5l)”,

Nach (6) ist
1 1 1
(A{7})m= 4 und (A{?’T})(p; A.

Hieraus folgt, da ¢p, = p ¢, ist, daB

((A{%})‘m) (m= ( (A { ,,l })(m) » q,,'

Wendet man links und rechts den Satz II an, so erhiilt man:

(A{%})(qu)= (A{%})(pm a)

und bei nochmaliger Anwendung:

(LT b

Aus dieser Gleichung folgt nach Satz IV die zu beweisende Relation (7).
Auf Grund von Satz VII kommen wir dazu, an die Bezeichnung der
7

Briiche ankniipfend, A{”} einzﬁfﬁhren. Sind p und ¢ beliebige ganze
q

Zahlen, von denen p 3 0 ist, so soll unter A{P} das Element

[\ .
(A{”}) verstanden werden. Um nicht gegen die Gleichheitsdefinition
q
bei Briichen zu verstoBen, diirfen wir A{ % } nur derart definieren, daB, wenn
q T

die Briiche % und %‘— gleich sind, auch A{T’-} und A{E} gleich werden,

1

IR R

z. B. diirfen 4'*), 4 und A1) pichts Ungleiches bedeuten. Die
4

von uns fiir A{"} gegebene Definition ist infolge der Giiltigkeit von Satz VII

tatsiichlich mit der fir Briiche frither gegebenen Gleichheitsdefinition auf

Seite 46 in Einklang.

Aus der Definitionsgleichung

i i (e
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(A{%})m: ((A{%})m)m;

bei zweimaliger Anwendung des Satzes II geht die rechte Seite iiber in

((A{%})(P)\)(q).

Auf Grund der Relation (6) erhilt man schlieflich die wichtige Gleichung:

) (A {%})U”): AlD,

g

Setzt man Z = A{P }, so ist nach Gleichung (9) Z¥ = 42, Hieraus folgt
nach Satz VI und der sich anschlieBenden Definition, daB Z gleich

e

i 8
ist. Das Element A{ ”} wird also auch durch die Gleichung

) H:d -
9" A{P}=(A(Q)){P}
bestimmt.
Wir haben hier an die uns schon bekannte Theorie der Briiche an-

ergibt sich

q
kniipfend die Bezeichnung A{ P) eingefiithrt. Wir konnten aber auch aus dem
Studium der Wurzelgruppe selbst zu den Briichen gelangen. Man hiitte ein
Element 4 mit 1 zu bezeichnen und die unbestimmte Operation 0 als Addition
7

zu erkliren. A ”} wire alsdann bei positivem p die Zahl, die p mal zu
sich addiert, die Zahl ¢ ergibt [vgl. Gleichung (9)]. Da wir uns mit den Briichen
bereits frither bekannt gemacht haben, fithren wir sie nicht von neuem durch
die Wurzelgruppen ein, sondern sehen sie und das Rechnen mit ihnen als
bekannt an.

Wir erweitern nunmehr die Sitze I bis V, die wir fiir ganze Zahlen ab-
geleitet haben, so daB sie auch fiir Briiche gelten.

Satz I'. Sind p, g, p, und ¢, beliebige ganze Zahlen, p und p,
ungleich Null, und ist 4 ein Element einer Wurzelgruppe &,

so ist B . e
Pl Ar e L0
Nach Satz IIT ist
[Slats e L
B\{m W\ (| (
((A{_;_ }) P)) p)o ((A{%})(p >) " nach Satz 1I,

= A@ (g ( Al )(p) nach Gleichung (9),
= Alaptra nach Satz II und I,
{_q_lgxip_tlL}>(pp:)
=\4l P P‘A nach Gleichung (9).
1%
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Aus der Gleichung:

Sl Rl e i
folgt die zu beweisende Relation

A{%}o A{:’—i} — A{%+%} nach Satz IV.

Wir beweisen

Satz II'. Sind p, q, p, und ¢, beliebige ganze Zahlen, p und p,
ungleich 0, und ist 4 ein Element einer Wurzelgrupppe ®, so ist

(e s

Es ist
R e T N
(( {i})“h) )
e TReAl D (Gleichung (9)),
i (A{%})(ql # (Satz II),
(( {i})m)(q,}
gl B (Satz IT),
= (4@ (Gleichung (9)),
ot = Alew) (Satz II).

(PR g

folgt das gewiinschte Resultat auf Grund von Satz VI und der sich ihm an-
schlieBenden Definition sowie der Gleichung (9").

Satz III. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer Wurzel-
gruppe & und sind p und ¢ zwei beliebige ganze Zahlen, von denen
p ungleich 0 ist, so ist

4 il 44
A{P}OB{p}= (AOB){p}
Durch wiederholte Anwendung von Satz IIT und Gleichung (9) erhiilt man:

(et G (™ o - ko mi

Aus der Gleichung
{
(A{%}O B{%}) " = (40 B)(q)

folgt das gewiinschte Resultat nach Satz VI und Gleichung (9").
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Satz IV’. Sind 4 und B irgend zwei Elemente einer Wurzel-

K3 K3
gruppe ® und besteht die Gleichung A{”}= B{ "}, wobei » und ¢
irgendwelche zu 0 ungleiche ganze Zahlen bedeuten, so ist 4 = B.

Aus A{%} = B{ Z} folgt

2 \{» 2\ \(»
L (e
d. h. 492 = B, Hieraus ergibt sich nach Satz IV: 4 = B.

Satz V. - Ist 4 irgend ein zum neutralen Element £ un-
gleiches Element einer Wurzelgruppe ® und sind p, ¢, p,, ¢, irgend-

K3 o
welche ganze Zahlen (p # 0, p, # 0), so folgt aus 4 “}= A p‘}, daB
Ll et
p Py

Aus 4 %}= A{;_:} ergibt sich
{_,,} {(ppy) [_ql} {pp)
F) ™ 2 ()

und hieraus nach Satz II’ 4920= AP %), Auf Grund des Satzes V folgt aus
der letzten Relation ¢p, = pgq,, d.h. % = % .
1

g2

Isomorphismus zweier Gruppen.

Von irgend zwei Systemen P und P sagt man, daB ihre Elemente zu-
einander eindeutig umkehrbar zugeordnet sind, wenn jedem Element des
Systems P stets ein und auch nur ein Element aus P entspricht und infolge
dieser Zuordnung auch umgekehrt zu jedem Element aus P ein einziges Element
aus P gehirt, wobei zueinander gleiche Elemente aus P bzw. aus P als nicht
verschieden gelten.

Der Isomorphismus zweier Gruppen, den wir nunmehr studieren wollen,
stellt eine eindeutig umkehrbare Beziehung der Gruppenelemente von be-
sonderer Art dar. Zwei Gruppen & und ® heiflen einander in bezug
auf die Operation 0 isomorph zugeordnet, wenn sich ihre Ele-
mente erstens eindeutig umkehrbar entsprechen und zweitens die
Zuordnung noch die folgende weitere Eigenschaft hat: Ent-
sprechen zwei Elemente 4 und B aus ® den Elementen 4 und B
aus ®, so entspricht auch stets das Element C= A0B aus ® dem
Element C= 40 B aus ©.

Fiir eine isomorphe Beziehung zweier Gruppen gilt

Satz I. Sind ® und ® irgend zwei isomorphe Gruppen, so
entspricht dem neutralen Element der einen Gruppe das neutrale
Element der anderen Gruppe.
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Entspricht niimlich dem Element 4 aus ¢ das Element A aus ®, ferner
dem neutralen Element E aus ® das zuniichst unbekannte Element X aus ©,
so muB, damit Isomorphismus zwischen ® und ® herrscht, dem Element
A0 E = A das Element 10 X = A entsprechen. Die letzte Gleichung besagt
(Satz VII auf Seite 30), daB X gleich dem neutralen Element aus ® ist.

Satz II. Sind ® und ® irgend zwei isomorphe Gruppen und
entspricht einem Element 4 aus & ein Element 4 aus ¢, so ent-
spricht, wenn ¢ irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet, jedem

Element A2 aus ® stets das Element A aus @.

Entsprechen sich die Elemente 4 und 4 aus ® und ®, so miissen sich
wegen des Isomorphismus von ¢ und ® auch die Elemente 404 und 40 4
entsprechen, die wir mit AP und A® bezeichneten. Infolge des Isomorphis-
mus miissen sich dann weiter die Elemente 4%0 4 und A%0 4 entsprechen;
diese Elemente bezeichneten wir mit A® und A®. Auf diese Weise fort-

fahrend, sieht man, daB sich 42 und A? fiir jedes ganzzahlige positive ¢
entsprechen.

Entspricht dem Element A" qus ® in der zu ® isomorphen Gruppe ®
das zuniichst unbekannte Element Z, so entspricht nach Satz I dem neutralen
Element £ = 404" aus ® in ® das Element # = A0Z, wobei E das
neutrale Element von ® bedeutet. Aus der Gleichung £ = 10 Z folgt, daB Z
gleich dem inversen Element A yon 4 ist. Da sich demnach A" und
A1 entsprechen, so entsprechen sich nach dem bereits bewiesenen Resultat
auch (A9 upd (A-V)2, wenn ¢ irgend eine ganze positive Zahl ist,
d.h. A? und A? sind auch fiir alle negativen ganzzahligen ¢ einander zu-

geordnet. DaB sich 4% und A entsprechen, ist der Inhalt von Satz I
Mithin ist Satz II vollig bewiesen.

Satz III. Sind ® und ® zwei isomorphe Wurzelgruppen, und
entsprechen die Elemente 4 und A einander, so entsprechen auch
q

5 ag}
die Elemente A{"} und E{”} einander, wenn p» und ¢ beliebige

ganze Zahlen (p # 0) bedeuten.
1

Ist ® eine Wurzelgruppe, so bestimmt sich A{T} als Losung der Glei-

1
chung XP= 4. Es sei X ein Element aus ®, das dem Element X = A{ P}
infolge des Isomorphismus entspricht. Nach Satz II geht die Gleichung X = 4

in X» = 1 iiber. Da ® eine Wurzelgruppe ist, so ist die Losung X der
1

1
Gleichung XP= 4 mit X = J{ ”} zu bezeichnen. Mithin entsprechen A{ 1‘}
1

und 1{7} einander und daher nach Satz II auch

bl o e
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Einige Siitze fiir die Elemente eines Korpers usw. 167

§ 3.
Einige Sitze fiir die Elemente eines Korpers, die in bezug auf die
Addition eine Wurzelgruppe bilden.

Die folgenden Betrachtungen kniipfen an die des § 7 im ersten Kapitel
an. R sei irgend ein Korper, d. h. ein System von Elementen, die durch zwei
Operationen + und . verkniipfbar sind; die Operationen + und . lassen
wir wie im genannten Paragraphen ganz unbestimmt; den im folgenden ver-
wendeten, nicht weiter definierten Grundbegriffen ,System von Elementen®,
und den Zeichen =, + und - legen wir nur die Bedingung auf, die Gleichheits-
postulate sowie die 10 Korperpostulate A,) bis A,), M,) bis M,), C) und D) auf
Seite 33 bis 36 zu erfiillen. Diesen Postulaten fiigen wir noch das folgende
Postulat A;) bei:

A;). Ist N das in einem Korper ® auf Grund des Postulats Ay)
und F das in & auf Grund des Postulats M;) geforderte Element,
so soll niemals £ + E + ... + E gleich N sein.

Um Verwechslungen mit den gewdhnlichen Zahlen 0 und 1 auszuschlieBen,
soll in diesem Paragraphen, anders als im Kapitel I, § 7, das fiir die Ad-
dition neutrale Element mit N, das fiir die Multiplikation neun-
trale Element mit # bezeichnet werden.

DaB es auch Korper gibt, die das Postulat A;) nicht befriedigen, lehrt
das folgende Beispiel: P> sei eine Primzahl. Wir betrachten die ganzen
Zahlen 0, 1, 2, ..., P — 1, die als ungleich gelten. Addition und Multi-
plikation seien als Bestimmung des Restes der Division durch P bei der
Bildung der gewdhnlichen Summe bzw. des gewdhnlichen Produktes dieser
Zahlen erkldirt. Hier ist 1 + 1 + 1 4+ ... + 1 (P Summanden) = 0. Das kon-
struierte System bezeichnet man, da es nur eine endliche Anzahl zueinander
ungleicher Elemente enthiilt, als einen endlichen Korper.!

Fiir jeden Korper ® kann man die ganzen Vielfachen eines be-
liebigen Korperelements A einfithren. Nach dem Postulat A,) enthilt
jeder Korper & neben jedem Element 4 auch noch 4 + 4, (4 + 4) + 4 usw.

! Fiir die Theorie der endlichen Kérper vgl. das Buch von L. E. DICKSON,
Linear groups with an exposition of the Galois field theory, TEUBNERs Sammlung

math. Lehrbiicher, Leipzig 1901. Ein endlicher Korper enthilt stets Pk ungleiche
Elemente, wobei P eine Primzahl ist. Es gibt iibrigens auch unendliche Korper, die
das Postulat A;) nicht befriedigen. Sei 7 die LupoLPHsche Zahl oder irgend eine
andere transzendente Zahl, d. h. eine solche, die keiner algebraischen Gleichung
2"+ ¢, 27+ ... + ¢, =0 mit ganzzahligen Koeffizienten ¢,, ¢,, ..., ¢, geniigt,
oder auch, was fiir das folgende auf das Gleiche hinauskommt, eine Variable; be-
deuten a,, a,, ..., @, und b,, b, ..., b, Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., P—1
(P Primzahl), so bildet das System aller GriBen

G +am+ anu ... Fan

b+ bt +bat+. .. +bya™

einen Korper, wenn man diese Grofen in gewGhnlicher Weise addiert und multipliziert
und fiir die sich ergebenden ganzzahligen Koeffizienten von 71 und seinen Potenzen
stets die bei der Division durch P verbleibenden Reste wihlt. Der konstruierte
Korper erfiillt nicht das Postulat A;).
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Diese Elemente heifen die positiven Vielfachen von A4 und sollen mit
14, 24, 34 usw. bezeichnet werden.

Ferner enthiilt jeder Korper & neben jedem Element 4 nach dem Postulat A,)
auch ein zu A entgegengesetztes Element — 4 (vgl. Satz IT auf Seite 34), so
daB — 4 + 4 = N ist. Aus dem Korperelement — A kann man die weiteren
dem Korper R angehirigen Elemente — 4 + (— 4), (— 4 +(— 4)) +(—4) usw.
bilden. Sie heiBen die negativen Vielfachen von A. Unter 0 4 soll ein zu
dem fiir die Addition neutralen Element N des Kérpers ® gleiches Element
verstanden werden.

Die Elemente eines Korpers § bilden in bezug auf die Addition eine
kommutative Gruppe (vgl. Seite 41). Ersetzt man in §1 dieses Kapitels
die Operation 0 durch +, so treten an die Stelle von A™ wobei n eine be-
liebige ganze Zahl bedeutet, jetzt die Vielfachen n 4, die ebenfalls fiir alle
ganzzahligen n erklirt sind. An Stelle der Folge § auf Seite 157 hat man
die Folge:

g SR B A DA e AN A TR A 8 A

Man beherrscht diese Folge vermége der zwei Gleichungen:
(1) 14 =4,
@ m+1)A=nd+4,

in die sich die Gleichungen (1) und (2) auf Seite 158 iibertragen, wenn man
A™ durch # A und das Operationszeichen o durch + ersetzt.

Wir beweisen nunmehr:

Satz I. Geniigen die Elemente eines Korpers  auch noch
dem Postulat 4;), so bilden sie in bezug auf die Addition eine
Wurzelgruppe.

Zum Beweise des Satzes I ist zuniichst zu zeigen, daB die Korper-
elemente aus § bei ihrer Addition das Postulat Gr;) auf Seite 160 befriedigen.
X sei ein beliebiges Element aus &, aus dem wir uns X + X + ... + X
(m-malige Addition) bilden. Angenommen, dieses Element aus ® sei gleich
dem in bezug auf die Addition neutralen Element N aus ®; alsdann folgt aus
X+X+...+X=N,daB X(E+ E+ ...+ E)= N ist. Nach Postulat 4,)
ist £+ E + ...+ E 3 N, mithin hat man auf Grund von Satz VIII auf
Seite 37 X = N, d. h. das Postulat Gry) ist fiir die Addition erfiillt; denn N
ist das fiir die Addition neutrale Element.

Um nachzuweisen, dafl die Elemente unseres Korpers bei ihrer Addition
auch ferner das Postulat Gr;) befriedigen, ist zu zeigen, daf sich die Gleichung
m X = A fiir jedes ganzzahlige positive m durch ein Element unseres Kérpers
erfiillen liBt. Die Existenz eines solchen Elements ergibt sich folgender-
maflen: Der Korper enthiilt das m-fache des Einheitselements Z, also m E.
Dieses Element ist nach Postulat A;) niemals gleich dem fiir die Addition
neutralen Element N. Nach Satz XI auf Seite 38 muf der Korper § daher
auch das in Beziehung auf die Multiplikation zu 2 E reziproke Element ent-

halten, das wir mit m E bezeichnen wollen und das mit » £ in der Be-
ziehung m F - m E = E steht. Da A und m E Elemente aus § sind, so gehort

auch das Element A.m E dem Korper & an. Wir betrachten nunmehr das
Vielfache
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iy e e LT,
i m(A-mE) =A-mE+A-mE+ ...+ Aem E (m Summanden),
e —_ ——
=AmE-E+A-mE-E+ ...+ A-mE-E

=i rﬁ(E +E+ ...+ E) nach dem distributiven
Postulat D),

—A-mE-mE=A-E=A4A.

Das Element A -7 E aus § geniigt also der Gleichung m X = A. Hiermit ist
gezeigt, daB die Elemente unseres Korpers auch dem Postulat Grg) geniigen,
und es ist der Nachweis fiir die Richtigkeit des Satzes I erbracht.

Wir konnen auf Grund des Satzes I alle im § 1 fiir Wurzelgruppen ab-
geleiteten Sitze auf jeden Korper iibertragen, dessen Elemente dem Postulat 4,)
geniigen; bei dieser Ubertragung hat fiir die Operation o das Zeichen + und

fiir A" stets # A zu treten. Alsdann erhalten wir aus dem Satz VI auf
Seite 161 den

Satz II. Geniigen die Elemente eines Korpers § auch noch
dem Postulat 4;), ist 4 ein beliebiges Element aus & und be-
deutet p irgend eine zu Null ungleiche ganze Zahl, so wird die
Gleichung p X = A stets durch ein Element aus ® und kein ihm

ungleiches befriedigt. Ein solches Element soll mit —;)—A be-
zeichnet werden. Es ist also

1
3 (> A) -,
®) i
Sind p und ¢ irgend welche ganze Zahlen, von denen p 5 0 ist, so soll
unter % A stets ¢ (% A) verstanden werden. Nach dem Satz VII auf Seite 162

ist, wenn die Briiche % und —Z—' gleich sind, auch
)

q T
4 = A=A,
(4) g
Es ist im besonderen, wenn % gleich dem reduzierten Bruch % ist,

& Sl
S

SH

Der Ausdruck %A hiéingt mithin nicht von der Form ab, in der man den

Bruch - schreibt, und er ist daher, wenn % gleich einer ganzen Zahl r ist,
auch nicht etwa im Widerspruch mit der Bedeutung des bereits oben erkliirten
ganzzahligen Vielfachen r A eingefiihrt.
Die Siitze I’ bis V’ auf Seite 168—165 iibertragen sich in folgenden
Satz III. Geniigen die Elemente eines Kérpers ® auch noch

dem Postulat A;), sind ferner 4 und B irgend welche Elemente aus
&, und bedeuten p, ¢, p, und ¢, beliebige ganze Zahlen, von denen p
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170 Grundlagen der Arithmetik.

und p, ungleich 0 sind, so enthdlt ® stets die Elemente—Z—A und

4 B Esist:
P

(5) _q_A_l_.ll_A:(l q')A
p V2 p V2
6) l(-q—‘A) =24 4,
P \D P n
%) 24+1B=L(4+B
p p p
Aus
q q
8 —~A4=-+-B
(8) ? ?

q i
9 —A4d=-=A4
9 »

gy
1
Diesen Relationen fiigen wir noch die folgende bei:

folgt, falls A % N ist, daB % =L g,

(10) L 4.9 2% 4.p),
S P n

Um die Richtigkeit von (10) zu zeigen, beweist man zuniichst die Giiltig-
keit der speziellen Aussage
(10 qA-B=q(4A-B)
fiir alle ganzzahligen positiven ¢. Fiir ¢ = 1 ist (10') offenbar richtig. An-
genommen, die Gleichung (10’) sei fir ¢ =n zutreffend, es sei also
nA«B=mn(4Ad.B). Alsdann ist
(m+1)4)-B=mnd + 4)-B nach (2),
=mA)-B+ A-B nach den Postulaten D) und
C) auf Seite 36,
=n(4d-B) + A- B nach Annahme,
=(n+ 1)(4-B) nach (2).

Ist also die Gleichung (10) fiir ¢ = » richtig, so gilt sie auch noch fiir ¢ = n + 1.
Da die Gleichung (10') fiir ¢ = 1 zutrifft, so ist sie nach dem Satz der voll-
stindigen Induktion fiir jedes ganzzahlige positive ¢ giiltig.

Wir beweisen nunmehr die Richtigkeit der Aussage

(107) (g4)-(¢ B) = qq,(4- B)

fiir alle ganzzahligen positiven ¢ und ¢,. Gleichung (10”) ist fiir ¢, = 1 bereits
als richtig erwiesen.. Wir nehmen sie nun fir ¢, = » als giiltig an. Es
ist also
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(@4)-(m+1)B) =gA®n B + B) nach (2),
= (g 4)+(nB) + (g A)+B nach dem distributiven Postu-
lat D),

=qn(4d-B)+ q(4-B) nach unserer Annahme und dem
bereits bewiesenen Resultat,

=n(q(4-B))+q(4- B) nach (6),
= +1)(¢(4-B) nach (2),
= ((n +1) q) (4-B) nach (6),

= (q(n+1))(A'B)-
Ist also die Gleichung (10”) fiir ¢, = » richtig, so gilt sie auch noch fiir
¢, =n + 1. Mithin ist sie nach dem Satz der vollstindigen Induktion fiir
alle ganzen positiven Zahlen ¢, giiltig.
Sei ¢ == ¢, ¢, =— ¢/, wobei ¢’ und g,” ganze positive Zahlen bedeuten;
alsdann ist
@4)+(@ B) = (- D) 4)- (= &) B)

= ((q’ (— A)) . (ql’ (— B)) (nach Definition),

=¢ ¢ ((— 4)-(— B)) (wie bereits bewiesen),

=4qq'(4-B) (Satz VII auf Seite 36),
¢ (4:B).

In analoger Weise zeigt man die Richtigkeit der Gleichung (10”), falls
nur eine der ganzen Zahlen ¢ oder ¢, negativ ist. Sollte eine der Zahlen ¢
oder ¢, Null sein, so folgt die Richtigkeit der Gleichung (10”) aus der Definition
von 0 4 als gleich dem neutralen Element N der Addition. Mithin gilt die
Gleichung (10”) fiir alle ganzen Zahlen ¢ und g¢,.

Der Nachweis der Giiltigkeit der Gleichung (10) liBt sich nunmehr auf
Grund des bereits bewiesenen Resultats folgendermafen erbringen: Man hat

(34 (58] =p (2 4) (2 5]) 00w sncsom

Hieraus folgt

e A e 5 JOGE & TR
p Py Y

Hiermit ist die Gleichung (10) bewiesen.

§ 4.
Isomorphismus zweier Kérper. Abstrakte Definition der rationalen
Zahlen.

Man bezeichnet zwei Korper ® und & als isomorphe Korper,
wenn sich ihre Elemente, insofern sie ungleich sind, einander
eindeutig umkehrbar so zuordnen lassen, daB der Summe und dem
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Produkt zweier beliebiger Elemente des einen Korpers stets in
dem anderen die Summe und das Produkt der entsprechenden Ele-
mente zugeordnet ist.

Bei isomorphen Korpern ® und § findet, wenn man die Elemente von §
mit groBen lateinischen Buchstaben, die von ® mit groBen lateinischen iiber-
strichenen Buchstaben bezeichnet, folgende Beziehung statt:

1. Jedem Element 4 aus § entspricht ein Element 1 aus §; der Klasse
aller zu 4 gleichen Elemente aus & entspricht nur die Klasse aller zu A gleichen
Elemente aus & und infolge dieser Zuordnung gehort zu jeder Klasse gleicher
Elemente aus § eine einzige Klasse gleicher Elemente aus R.

2. Entsprechen den Elementen 4 und B aus & die Elemente A und B
aus &, so entsprechen die Elemente C = 4 + B und (= A + B einander
gegenseitig.

3. Entsprechen den Elementen A und B aus & die Elemente 4 und B
aus ®, so entsprechen die Elemente P = A-B und P = A-B einander
gegenseitig.

4. Entspricht dem Element 4 aus & das Element A4 aus &, so entsprechen
die Elemente — 4 und — A einander gegenseitig.

5. Entspricht dem Element 4 aus & das Element A aus § und ist eines
dieser Elemente ungleich dem fiir die Addition neutralen Element des Kérpers,
1
pi

Die Beziehungen 1. bis 3. sind in der Definition des Isomorphismus enthalten.
Die in 4. und 5. ausgesprochenen Beziehungen folgen aus ihnen nach Satz 1T
auf Seite 166, da ® und & fiir die Addition Gruppen vorstellen, Gleiches auch
fiir die Multiplikation bei AusschluB des fiir die Addition neutralen Elementes

1 i
so ist es auch das andere. Alsdann entsprechen sich ey und gegenseitig.

zutrifft und 4 und — 4 bzw. 4 und % fiir diese Operationen inverse Ele-

mente sind.

Wendet man auf die Elemente eines Korpers die in 2. bis 5. auftretenden
Fundamentaloperationen in endlicher Anzahl an (vgl. Seite 154), so spricht
man von rationalen Operationen, durch die man die Kérperelemente ver-
kniipft. Man kann demnach sagen:

Bei zwei isomorphen Kérpern § und & sind die Elemente,
insoweit sie ungleich sind, einander eindeutig umkehrbar so zu-
geordnet, daB, wenn irgend ein Element P durch rationale Opera-
tionen aus Elementen aus & hervorgeht, ein ihm entsprechendes
Element P aus & in der nimlichen Weise aus zugeordneten Ele-
menten von § erhalten wird.

Bei isomorphen Kirpern £ und & muB also jede Gleichung P=F (4, B, C, ..., L),
wobei I eine rationale Funktion der Elemente 4, B, C, ..., L von § ist, in
eine richtige Gleichung P = F'(4, B, C, . . ., L) iibergehen, wobei 4, B, C, ..., L
und P den Elementen 4, B, C, ..., L und P entsprechende Elemente aus &
bedeuten. Isomorphe Korper sind nicht identisch, aber das Elementensystem
des einen Korpers kann stets das des anderen bei allen rationalen Operationen
vertreten, wie etwa ein System von Metallgewichten ein System gleichschwerer
Holzgewichte bei allen Wigungen.

Wir betrachten nunmehr denjenigen Kérper, dessen Elemente den
Gleichheitspostulaten, den 10 Kérperpostulaten (Seite 25 und 383)
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sowie dem Postulat A;) (Seite 167) geniigen und der auBer den durch
die Postulate selbst geforderten Elementen keine zu ihnen un-
gleichen enthilt. Diesenkleinsten moglichen Kéorper, dessen Ele-
mente auchnoech dem Postulat A;) geniigen, bezeichnen wir mit %.
‘ Dieser Korper enthiilt nach M;) das Einheitselement £, und dieses kann
~ infolge des Postulats A;) auch nicht gleich N sein. Der Korper it mub daher
i

offenbar alle rationalen Vielfachen % E des Einheitselementes Z enthalten,

t

wobei p und ¢ beliebige ganze Zahlen bedeuten (p # 0); da diese Elemente
einen Korper bilden und i der kleinste Korper sein sollte, so enthiilt i keine
zu diesen Elementen ungleichen.

Wir beweisen nunmehr den folgenden

Fundamentalsatz: Der kleinste mogliche Kérper i, dessen
Elemente auBler den Gleichheits- und Korperpostulaten noch dem
Postulat A;) geniigen, liBt sich auf eine und auch nur auf eine
einzige Weise den rationalen Zahlen isomorph zuordnen.

Sollen sich der Koérper )t und die rationalen Zahlen in bezug auf die
Multiplikation isomorph entsprechen, so miissen nach Satz [ auf Seite 165 das
Einheitselement £ und die Zahl 1 einander entsprechen. Da 9%t und die rationalen
Zahlen fiir die Addition Wurzelgruppen bilden (Satz I auf Seite 168), so miissen

nach Satz III auf Seite 166 das Element —Iq)— E aus R und die rationale Zahl %
einander entsprechen; hierbei bedeuten ¢ und p beliebige ganze Zahlen, von
denen nur p # 0 sein muB. Da der Koérper i mit den Elementen %E er-

schopft ist, entspricht jedem Element aus R eine rationale Zahl. Nach der
Gleichung (9) auf Seite 170 entsprechen gleichen Elementen aus fit gleiche ratio-

nale Zahlen, und auch nur fiir gleiche Elemente trifft dies zu. Sind ig

und —‘Z'AE' zwei Elemente aus R, denen die rationalen Zahlen % bzw. —;L
1 1
entsprechen, so entspricht dem Element

/

g+ pa (l + ﬂL) E (Gleichung (5) auf Seite 170)
p V2 p Py

pa1

Dy

die rationale Zahl % + und dem Element

4 g2p. 1% pF (Gleichung (10) auf Seite 170)
Py pp
die rationale Zahl 29" . Mithin sind die zwei Korper isomorph.

1

Wir haben im § 9 des ersten Kapitels die rationalen Zahlen ,genetisch*
durch Erweiterung des Begriffes aller ganzen Zahlen gewonnen; letztere hatten
wir durch Postulate eingefiihrt. Der obige Fundamentalsatz enthiilt nun noch
eine abstrakte oder postulatorische Einfiithrung der rationalen
Zahlen, insofern er diejenigen Voraussetzungen aufziihlt, aus denen man alle
Siitze iiber die Verkniipfung der rationalen Zahlen durch rationale Operationen
herleiten kann. Wir haben als nicht definierte Grundbegriffe ein System von
Elementen, eine Relation = und zwei Operationen + und - verwendet. Von
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dem System von Elementen, dem Zeichen = und den Operationen+ und - sollte
nichts weiter bekannt sein, als was in den Gleichheitspostulaten, den 10 Kérper-
postulaten und dem Postulat A;) ausgesprochen ist. Unser Satz besagt: Hat
man den kleinsten solchen Korper 9, so kann man jedes Element aus R
auf eine einzige Weise durch eine rationale Zahl und die zu ihr gleichen be-
zeichnen, so daB, wenn man fiir die Elemente aus %t die ihnen zugeordneten
rationalen Zahlen setzt und die fiir das System R unbestimmt gelassene
Relation = und die ebenfalls nicht definierten Operationen + und . als ge-
wohnliche Gleichheit, Addition und Multiplikation ansieht, alle Siitze, die man
fir das System R herleitet, richtige Aussagen iiber rationale Zahlen sind.
Diese Beziehung ist eindeutig umkehrbar, d. h. man kann auch iiber die ratio-
nalen Zahlen in bezug auf die Begriffe =, +, und . keine anderen Aussagen
machen als iiber das System R.

§ 5.
Korper, deren Elemente sechs Ungleichheitspostulaten geniigen.

Wir betrachten wieder einen beliebigen Korper &; iiber die Elemente
von &, die Relation = und die Operationen 4 und . setzen wir nur voraus,
daB sie den Gleichheitspostulaten und den 10 Korperpostulaten geniigen. Die
Voraussetzungen sind also die gleichen wie in Kapitel I, § 7; hingegen wird
nicht wie im vorigen Paragraphen das Postulat A;) vorausgesetzt. Zu den ge-
machten Voraussetzungen nehmen wir aber noch hinzu, daB sich die Elemente
des Korpers ® durch eine Relation < ordnen lassen, die zu den vier bereits
eingefiihrten, nicht definierten Grundbegriffen ,,System von Elementen®, =, +
und - als fiinfter hinzutritt. Von der Relation < sei nichts weiter bekannt,
als was in den folgenden sechs Ungleichheitspostulaten (vgl. Seite 22 und 57)
ausgesprochen wird:

U, Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Kérpers & und
ist A # B, so trifft wenigstens eine der Relationen 4 < B oder
B< A zu.

U,. Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Kérpers § und
ist A < B, 80 isft 4 # B

Uy). Sind 4, B und C irgend drei Elemente des Koérpers &
und ist 4 < B, B< C, so ist A < C.

U,). Sind 4, B und C irgend drei Elemente des Korpers &
und ist A < B, soist A + C< B+ C.

U;). Sind 4 und B irgend zwei Elemente des Kérpers § und
ist N< A4, N< B, wobei NV ein in bezug auf die Addition neutrales
Element bedeutet, so ist N< 4 B.

Diesen schon frither verwendeten Postulaten fiigen wir das sogenannte
Archimedische Postulat! bei, das wir folgendermaBen aussprechen:

1 Archimedis Opera, ed. HEIBERG, Vol. I, p. 11, Leipzig 1880; wahrscheinlich
bediente sich schon einer der Vorginger von EUCLIDES, nidmlich Eupoxus, dieses
Postulats. Uber die Bedeutung des Archimedischen Postulats vgl. G. VERONESE,
La Geometria Non-Archimedea, Atti del IV. congresso intern. dei matematici, I, S. 197,
Rom 1909 u. F. ENRIQUES, Prinzipien der Geometrie in Enzyklopidie d. math.
Wiss, III, S. 34.

www.rcin.org.pl
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Ug). Sind 4 und B irgend zwei Elemente aus dem Korper &
und ist N < A, N < B, wobei N ein in bezug auf die Addition neu-

- trales Element bedeutet, so soll sich stets, wenn 4 < B, eine

ganze positive Zahl p finden lassen, so daB die Relation B<p 4

3 besteht.

Wir beweisen zuniichst die Widerspruchslosigkeit aller Postu-

late durch Angabe von Korpern, die uns als logisch widerspruchslos
. gelten und deren Elemente den sechs Postulaten U;) bis Us) geniigen.

Im Kapitel I bzw. Kapitel II haben wir gezeigt, daf, wenn man die
Relation < in gewdhnlichem Sinn als kleiner interpretiert, sowohl die ratio-
nalen Zahlen fiir sich allein als auch die Gesamtheit der reellen Zahlen
die Postulate U,) bis U;) erfilllen. Wir wollen noch nachweisen, daB der
Korper der rationalen Zahlen fiir sich allein ebenso wie derjenige aller
reellen Zahlen, wenn man < als kleiner interpretiert, auch dem Archimedischen
% und % irgend zwei rationale positive Zahlen
2 2
mit positiv gewihlten Zihlern und Nennern, so ist b, = b, @, - b, und daher

Postulat U,) geniigt. Sind

- b
L =a,b,- . st pun B < -, so ist jede ganze positive Zahl p > a,0,
b, @y @y by

von der Beschaffenheit, daf %L <pLZ". Mithin bilden die rationalen

Zahlen, wenn man das Zeichen < in gewdhnlicher Weise als
kleiner interpretiert, einen Kiorper, dessen Elemente den sechs
Postulaten U,) bis Uy) geniigen. Gleiches gilt fiir die Gesamtheit
der reellen Zahlen. Seien nimlich « und § zwei reelle positive Zahlen,
o < {; alsdann kann man stets zwei rationale Zahlen ¢ und b so finden, daB
0<a<a<f@<b(vgl Satz I auf Seite 148). Nach dem fiir rationale Zahlen
bereits bewiesenen Resultat existiert mithin eine ganze positive Zahl p, so
daB b <pa wird. Aus dieser Ungleichung folgt § < pe, wie gezeigt
werden sollte.

Nachdem wir hiermit nachgewiesen haben, dal bei einem Korper die
obigen sechs Ungleichheitspostulate realisierbar sind, zeigen wir, daB keines
von ihnen eine logische Folge der iibrigen ist. Zu dem Zweck be-
trachten wir 6 Korper, bei denen die Relation < so definiert wird, daf immer
finf der sechs Postulate U,) bis U,) und die Negation des sechsten gleich-
zeitig erfiillt sind.

1. Wir betrachten den Korper der rationalen Zahlen. Fiir zwei ungleiche
rationale Zahlen, die sich additiv um eine ganze Zahl unterscheiden, sei die
Relation < in iiblicher Weise erkliirt; hingegen sei fiir das Verhiiltnis zweier
ungleicher rationaler Zahlen zueinander, die sich nicht um eine ganze Zahl
additiv unterscheiden, die Relation < iiberhaupt nicht definiert. Bei dieser Fest-
legung der Relation < bilden die rationalen Zahlen einen Korper, der dem
Postulat U,) nicht geniigt; denn fiir zwei ungleiche Zahlen 4 und B, die sich
nicht um eine ganze Zahl additiv unterscheiden, trifft keine der Relationen
A < B oder B < 4 zu. Hingegen sind alle Postulate U,) bis U,) fiir alle
Elemente erfiillt, fiir deren Verhiiltnis zueinander die Relation < iiberhaupt

- erkliirt ist.

2. Wir betrachten den Korper der rationalen Zahlen. Die Relation <
sei so definiert, daB irgend zwei gleiche oder ungleiche rationale Zahlen stets
als in der Beziehung < stehend gelten sollen. Alsdann ist U,) durchbrochen;
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176 Grundlagen der Arithmetik.

denn fiir irgend zwei gleiche rationale Zahlen A und B ist im Widerspruch
mit U,) sowohl 4 =B als auch 4 < B. Hingegen gelten alle anderen
Postulate.

8. Man betrachte den Korper der rationalen Zahlen. Die Relation <
sei so definiert, daB stets zwei ungleiche, nie aber zwei gleiche rationale Zahlen
als in der Bezichung < stehend gelten sollen. Alsdann ist U;) durchbrochen;
denn sind A und B irgend zwei ungleiche rationale Zahlen, so hat man A < B
und B < A, woraus man aber nicht, wie es fiir U,) erforderlich wiire, 4 < 4
schlieBen darf. Hingegen gelten alle anderen Postulate.

4. Man betrachte den Korper der rationalen Zahlen und definiere <
derart wie auf Seite 57, Absatz 2. Alsdann ist das Postalat U,) durchbrochen,
wihrend alle anderen erfiillt sind. ’

5. Man betrachte den Korper der rationalen Zahlen und definiere <
derart wie auf Seite 57, Absatz 1. Alsdann ist das Postulat U) durchbrochen,
wiihrend alle anderen erfiillt sind.

6. Wir konstruieren uns einen Kérper, fiir den eine Relation < so
definiert ist, daB sie die Postulate U,) bis Uy), aber nicht Uy) befriedigt. Einen
derartigen Korper bezeichnet man als einen Nichtarchimedischen Kérper.
Um zu einem solchen Kérper zu gelangen, bendtigen wir einen Hilfssatz.

Hat man einen Ausdruck

ay + 1+ a2+ ...+ a 2™
5 7
o)+ a0, T+ ay T + ... + a,/ "

bei dem @y, @, ..., Gmy a5 @', ..., a, ‘reelle Zahlen bedeuten,

@, und a,” beide ungleich 0 sind und = eine verinderliche Grifie

darstellt, so kann man stets eine positive Zahl P so bestimmen,

daB fiir alle reellen Werte des a, fiir diex > P ist, die reelle GroBe
L T A T 2

a/+ a'x+ ...+ a/x"

positiv oder negativ ausfillt, je nachdem Z"‘, positives oder

negatives Vorzeichen hat. 3
Wir konnen den Hilfssatz mit geringerer Priizision auch kurz so aus-
sprechen: Fiir geniigend grofe positive x, d. h. fiir alle x, die groBer als eine
gewisse untere Schranke sind, ist der Ausdruck
G +ox+a,r+... +a, 2™
ay +a)z+ a2 +.. .. + a,x"
falls @, und @, ungleich Null sind, entweder bestindig positiv oder be-
stindig negativ.
Zum Beweise betrachten wir die Relation:

b

’au 1 dy ;1 Apy 1
b I
g, @ a, . Oy |
(1) | a sl ) a |1
§|—9—-—‘+ - ol e e s
0 1 [ a,| | @ e

die sich auf Grund der Ungleichung (3) und der Gleichung (5) auf Seite 83
ergibt. Unter @ sei eine positive Zahl verstanden, die mindestens gleich der
groBten unter den positiven Zahlen
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a | | @ 1 T —1
|19 ’ ooy T G
a,, ] @y, | (L .
|
ist. Wir wollen von jetzt an nur solche z betrachten, fiir die }% =- -ll- 7
ist. Alsdann wird die rechte Seite der Ungleichung (1) nicht verkleinert, wenn
A e W e Bl ; :
man fiir —'—i' (¢=0,1..., m—1) und ﬁ—| die jedenfalls nicht zu kleinen
1 x 5 $ : 3
GroBen ¢ und oy einfithrt. Hierdurch gewinnt man die Ungleichung:
a 1 @ 1 1
_o_m_ ot 12 — ..t a'"__‘_’
a, = @y X a, @)
| m 1 m—1 1
= SR SRR e
=a(a+l>+a(a+l> +.‘.+a(a+1) oder
a
=~ 1 ' m—1
_(a+1),,_tl+(a+ )+ (@ + 1) + + (@ + 1)"—1] oder
a (@ + 1)"—1 (@ + 1)"—1 1
= T e b el VT e e
T e+ D)™ a+1-1 b oot (@ + 1)y by i (@ +1)™
Mithin ergibt sich bei Weglassung der zu subtrahierenden GriBe @
o
daB fiir alle .;I = - _:_ = d. h. fiir alle =, deren absoluter Betrag nicht kleiner

als die positive Grofe @ + 1 ist, die Relation gilt:

1 1
&_15 Gy +'”+£_<1.
a, % a z

m— 1
m x m

i 1 1 ’ s
Da demnach &7 o it TG Il Im—t ° g alle xz, die gleich oder
Om T Gy 2 B

groBer als @ + 1 sind, zwischen — 1 und + 1 liegt, so hat die GréBe

1 1
fﬂ.im 11 m_l+‘_,+lu._+1
a, a, % a,, x

einen positiven Wert. Ebenso zeigt man die Existenz einer positiven GroBe b,
so daB fiir alle =0 + 1 der Ausdruck

’ 7 ’
a, ik a, 1 {7 S |
. — so——r t w2 — £ 1
a x a, « a x

n

n

einen positiven Wert annimmt. Wihlt man demnach @ grifer als die gréBere
der zwei positiven Zahlen @ + 1 und & + 1, so wird der Quotient

a, 1 a 1 (/S 1
L.t L
a, « @, T a2kl
it L a, 1 R |
e e T e PR e T et o |
e o Gl al @

bestiindig positiv ausfallen; fiir Werte von x, die grofer als die gréBere der
zwei Zahlen @ + 1 und & + 1 sind, nimmt demnach

Loewy, Algebra. 12
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178 Grundlagen der Arithmetik.

a + a, ¢ + ay2® + ...+ a, ™
a)+ a/c+ a2+ ... +a "

ﬂ.i_F al.#_i_ +£’"f:l.i+1
% mn, _On T R e e e
g ’ ’ ¥ ’
a Q i, a 1 G g S
? P g NI i o g oo TR e g
a’ « a, « o

nur solche Werte an, die bestiindig positiv oder negativ sind, je nachdem dies
fiir &',‘ zutrifft.

Vermoge des bewiesenen Hilfssatzes sind wir in der Lage, die Existenz
eines Korpers zu zeigen, bei dem die Postulate U,) bis U;), aber nicht das
Postulat Ug) erfiillt sind.

Wir betrachten alle reellen Zahlen und auBlerdem noch ein Element 7.
Der zu untersuchende Korper bestehe aus dem System aller Elemente

a + a,t+ at*+ ...+ a,t™

ay +a b+ a4 ... +a ]
wobei m und n beliebige ganze positive Zahlen einschlieflich Null, a,, a,,
Qgy ooy @y @y @)y ..., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, von denen
nur @, # 0 sein muB.! Die Begriffe der Gleichheit, der Addition und der
Multiplikation seien fiir die angegebenen Grofen auf Grund der gewdhnlichen
Regeln der Algebra erklirt. Sind
ay+at+at+... +a,t"
a+a't+a)t*+ ... +a,/t"

A=

und
B by + byt + byt + ...+ bjt!
b+ b/t+ b/t + ...+ b/t

zwei Elemente des konstruierten Systems, so soll 4 dann und nur dann als
gleich B gelten, wenn in

@+ @y taet @y t™ (B + bt .. + b/ tY) =g+ byt ... + ;1) (@ +a, t...+a,’t"),
nachdem man den Ausdruck nach ganzen positiven Potenzen von ¢ geordnet
hat, das von ¢ freie Glied und die Koeffizienten séimtlicher Potenzen von ¢
einzeln verschwinden. Unter 4 + B soll der Ausdruck

@+ @yt + @, t™) (b + bt ... + B/ 1)+ By + byt ...+ b))« () + a,t ... + a, ")

(do' + a 't omra 1) (Bt bk vk B

verstanden werden, wenn man Zihler und Nenner nach ganzen positiven
Potenzen von A geordnet hat; analog wird A.B definiert. Ist 4 # B, so
definieren wir B < 4 oder 4 < B, je nachdem der zu D = A — B gehorige
Ausdruck:

G+ T+ a ... @,z by b+ bt ...+ b

@'+ a's+ e+ ..+ a3 prybr b+, . + b

(ata@... +a,2)- by +b/'x... +b/ 2" )—(by+ b, w... +b;29)-(a)+ a/x ... +a,/z")
(@' + &/ ... + a/2) (b, + bz ... + b))

! D. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. (1909), S. 31.
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fiir geniigend grofle z bestiindig positiv oder bestindig negativ ausfiillt.! Man
sieht unmittelbar, daB bei dieser Definition die Postulate U,) bis U,) erfiillt
sind. Der auf die angegebene Weise konstruierte Korper geniigt nicht dem
Archimedischen Postulat U;). Betrachten wir niimlich die Elemente 1 und ¢
des Korpers, so ist 1 < ¢; denn @ — 1 fiillt fiir geniigend groBe , nidmlich fiir
alle > 1, positiv aus. Fiir jede ganze positive Zahl p bleibt p-1 < ¢; denn
x — p ist fiir geniigend groBe positive «, niimlich fiir alle & > p, positiv. Die
Elemente 1 und ¢ sind nach Definition beide > 0. Man hat also im Wider-
spruch zum Archimedischen Postulat fir die zwei positiven Elemente 1 und ¢
die Tatsache, daB jedes beliebige Vielfache von 1 kleiner als ¢ bleibt.

Die 6 Korper, die wir im Voraufgehenden betrachteten, beweisen, daB
keines der 6 Ungleichheitspostulate U,) bis U,) eine Folge der anderen ist.

Wir betrachten nunmehr einen Korper, dessen Elemente sich durch eine
Relation ordnen lassen, die den Ungleichheitspostulaten U,) bis U;) geniigt.
Fiir einen solchen Korper gelten die Sitze IV—VII auf Seite 57. Wir be-
weisen weiter:

Satz I. Ist NV das fiir die Addition und E das fiir die Multi-
plikation neutrale Element eines Kérpers &, der mindestens ein
zu N ungleiches Element enthiilt und dessen Elemente auch noch
den Postulaten U,) bis Uy) geniigen, so ist N < K.

Angenommen, es wire F < N, dann wiire, da — N = N, nach Satz V
auf Seite 57: N < — E. Aus N < — E und N < — FE wiirde nach Postulat U;)
N-N<(—E)-(— E),d. h. N < E folgen. Wegen der Asymmetrie der Relation <
(vgl. Seite 23) kann nicht gleichzeitig N < £ und E < N sein; daher ist die
Annahme E < N unmdoglich. Ist der Korper nicht mit dem Nullelement und
den ihm gleichen erschopft, so ist B # N (vgl. Seite 36). Mithin muB nach
Satz III auf Seite 28 N < E sein.

Satz II. Ist NV das fiir die Addition neutrale Element, 4 irgend
ein Element aus einem Korper &, dessen Elemente den 6 Un-
gleichheitspostulaten U,) bis U;) geniigen, und besteht die Un-
gleichung N < 4, so ist, falls p, ¢, p,, q, ganze Zahlen (p # 0, p, # 0)
bedeuten und L < %' jst, stets L 4 < It 4, Umgekehrt folgt, falls

r p b Py '
N<dist,aus L4<B g, aag L <D st
r Py P 1

Seien zuniichst / und 7 ganze Zahlen, von denen ! < m ist. Alsdann
gibt es eine ganze positive Zahl m/, so daB m =+ m'. Aus N < 4 folgt
nach Satz IV auf Seite 57 durch wiederholte Addition N < m' A. DalA =14,
so ergibt sich nach U,), daB /4 < (/ + m') A oder 14 < m A.

3, iy
yz

Nunmehr sei ; die Nenner p und p, seien als ganze positive

|
Zahlen gewiihlt. Alsdann ist ¢p, < p¢. Aus N < A4 folgt, falls p und p,

ganze positive Zahlen sind, da N < ; denn = N wiirde die im

py pp
Widerspruch mit unserer Voraussetzung stehende Ungleichung 4 = N nach

1 Wegen der Voraussetzung 4 B ist im Zihler des zu untersuchenden Aus-
druckes, wenn man ihn nach Potenzen von z ordnet, wenigstens ein Koeffizient un-
gleich 0; im Nenner ist a,’+ b/ % 0. Man kann daher den Hilfssatz anwenden.

12"
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180 Grundlagen der Arithmetik,

sich ziehen. Aus ¢p, < p¢, und N < ﬁ— schliefen wir auf Grund des bereits
1

bewiesenen Resultates, daB

4 4 ) 7P P4 q a0
< —_ oder! S=——Aicr =l g q il L 4 o AT
b (pp;) £ (ppl Py pp, "’ P P

Die Umkehrung des bewiesenen Resultates ergibt sich durch indirekten

SchluB: Sei % oA < % 4, so kann, wenn NV < A ist, nicht 4 - % sein; denn

L Py

hieraus wiirde im Widerspruch zu unserer Voraussetzung %A = %A folgen.
1

Setzt man in Satz II fiir }q)— die Zahl 1, fiir ;IT‘ irgend eine ganze posi-

1
tive Zahl m, die groBer als 1 ist, und schlieBlich fiir das Element 4 das
Einheitselement F, fiir das nach Satz I N < F ist, so erhiilt man £ < m E;
hieraus folgt auf Grund der Ungleichung NV < £, daB N < m E. Aus dieser
Tatsache ergibt sich, daB jeder nicht nur aus N allein bestehende
Korper, der den Postulaten U,) bis Ug) geniigt, das Postulat A;)
auf Seite 167 von selbst befriedigt. Hieraus folgt, daB man iiber den
im § 4 studierten Korper it auch folgendes aussagen kann: Jeder Korper,
der nicht mit dem Nullelement N erschépft ist und dessen Ele-
mente den Postulaten U)) bis U,) geniigen, enthiilt wenigstens alle

Elemente des Kérpers i, der aus den rationalen Vielfachen fIq)—E

des fiir die Multiplikation neutralen Elements E besteht; dabei
bedeuten ¢ und p beliebige ganze Zahlen, von denen nur p # 0
sein muB. Wir kénnen demnach den Korper % auch so beschreiben:

Satz III. RN ist der kleinste mégliche Korper, der nicht mit
dem Nullelement erschopft ist und auBerdem den 6 Ungleichheits-
postulaten U,) bis Uy) geniigt.

Wir beweisen nunmehr

Satz IV. Jedes Element S eines Kiérpers §, dessen Elemente
den Ungleichheitspostulaten U,) bis Uy) geniigen, ist entweder
gleich einem Element des in & enthaltenen Korpers R oder es liBt
sich durch zwei zusammengehirige Definitionsfolgen rationaler

o
Zahlen r,, r,” (n =1, 2, ...) eine reelle Zahl ¢ = ( ",) bestimmen,
Tﬂ

die mit dem Element S folgendermaBen verkniipft ist: Bildet man
die dem Korper ® und daher gewiB dem Kérper & angehorigen
Elemente B,=7,E, R'=7r,E(n=1, 2,...), bei denen E das fiir die
Multiplikation neutrale Element bedeutet, so ist R,< S < R,".

S sei irgend ein Element aus dem Kiorper ®, das nach Voraussetzung
nicht dem Korper it angehoren moge. Von dem Element S nehmen wir zu-
niichst an, da NV < S ist. Wir betrachten die Folge N< E<2E< 3E...
Entweder ist nach dem Satz III auf Seite 23 S < E oder E < S; die
Gleichheit S = E ist ausgeschlossen, da nach Voraussetzung S nicht dem
Korper it angehoren soll. Falls £ < S ist, muB nach dem Archimedischen
Postulat Us) eine ganze positive Zahl p existieren, so daB S < p F ist; fiir
den Fall S< E ist p =1 zu setzen. Wir wihlen die kleinste solche
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Zahl p, so daB noch (p — 1) E < S. Die Gleichheit (p —1) E=S ist aus-

geschlossen, da S kein Element aus R sein soll. Wir setzen », =p —1
undx,'=p, ferner B, =n, E, R/'=17r,/'E und haben R < S< R/ Wi

re+r’

bilden das Element E und schlieBen aus den Ungleichungen

'rl_-;-r,_ < 7, nach Satz II, daB », E < L2r‘~ E < r/ Eist. Da S kein

Element aus R sein soll, so kann S nicht gleich £ e

fi<

—2ﬁ— E sein und liegt

’ ’
daher entweder zwischen », £ und —r‘—-*-—T‘—E oder zwischen —"—‘%E und

7 x X r+
7, E. Liegt S zwischen , £ und ———'-

7y = Lzr‘ - Liegt aber S zwischen

E, so setzen wir r,=1,

N R E und » E, so setzen wir
7o+ it :
= %‘— , ¢ =7/, Wir bilden alsdann die Elemente R, = r, E, R,/=r, E

aus R. Infolge unserer Festsetzungen ist R, < S < R,’; ferner hat man

r—r y
Moy, =1, 7y > 1, und 7,/ — 7, = - 5 L. Mit den Elementen R,=7r,

und R, = r,” E operieren wir in genau der gleichen Weise, wie wir es mit

den Elementen R, =7 E und R,/=r,/E taten. Das Element r’—“‘lE

ry+ 1y

liegt zwischen 7, £ und »,”E. Wiire S = E, so wire S im Wider-

spruch mit der Voraussetzung ein Element aus . Mithin liegt S entweder

; rs + 7y : re + 1y .
zwischen 7, £ und —2 5 *~ F oder zwischen —* 2_;LE' und 7, E. Liegt S
1 7y + 7y : 7o + 74 .
zwischen 7, E und ———>- E, so setzen wir 7, = 7y, 75 = *,42——' Liegt

s Ty + 1 : ry + 79 ’
aber S zwischen ’—2—2-— E und », E, so setzen wir r, = ——————, ry/=1,.

Wir bilden alsdann die Elemente R, = », £, R,/ = r,’ £ aus i, und haben in-
folge unserer Festsetzungen R; < S < Ry, ferner ry =7y, 7 =15, 1'> 1y
’ i s
und 7' — 73 = - F o

Fihrt man auf diese Weise fort, so gewinnt man zwei unendliche Folgen
rationaler Zahlen:

Tiy Toy 73y « ooy Tas, sesn
L T g e s
und die aus ihnen gebildeten Elemente
R=1 By Res=nre B ..., B.o=7r, B, ..
Rif=r B SRy B, oy Bl S s
aus R, und es ist R,< S<R'(m=1, 2, 8, ...). Fiir die rationalen
Zahlen 7r,, », gelten die Ungleichungen:

B): B =y S =
By). wi=ri= ==
7
Bs). r" > rll'
A r/—7
’ —_ n—1 =l L S !
B). BT T e e iy
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Ist & eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so existiert, da fiir ratio-
nale Zahlen das Archimedische Postulat zutrifft, eine ganze positive Zahl 7, so
daB 7'~ 7, < ls. Wihlt man eine ganze positive Zahl / derart, daB I < 2¥77%,
Bty

. . ’ k-1 J : ’ .
so ergibt sich 7'— 7, < 2" 7"e. Nunist r;, —7,,= 7% da
2
s = Tt
2k +o0-—1 21(—1
ist, wobei ¢ jeden der Werte 0, 1, 2, ... annehmen kann, so hat man
r'—n

L4 ==, o i
"kvo ™ Tk+0 = k=1

L=t
21‘—1

nalen Zahlen r,, »,/(n = 1, 2, ...) erfiillen also die Bedingungen B,) bis B,)
auf Seite 62 und definieren daher eine reelle Zahl (r,,/) s
rﬂ

Da < & ist, so ergibt sich schlieBlich »/, ,— 7., <e Die ratio-

Wir hatten vorausgesetzt, daB N < S sein sollte. Hat man ein Element S’
aus &, das nicht dem Korper i angehéren mige und fiir das die Ungleichung
S’< N besteht, so setze man S’=— S. Da & ein Korper ist, so gehort ihm
gleichzeitig mit — § auch S an, und es ist V< S. Wihlen wir die Ele-
mente E,, 2, wie oben, so ist R,< S < R,’. Hieraus folgt —R,/'< — S< - R,

DR
wobei —R/=—17E, —R,=—r,E (n=1, 2, ...)ist. Die reelle Zahl ( > )

-
geniigt alsdann den Bedingungen unseres Satzes, und dieser ist allgemein
bewiesen.

Ist S= % E, wobei ¢ und p ganze Zahlen bedeuten, hat man also in S

ein Element aus i vor sich, so kann man r,= »,'= G 2 mn=1, 2 ...) setzen und

hat R,= S = R,’. Mithin wird der Fall, daB S gleich einem Element
aus R ist, eingeschlossen, wenn man die Ungleichungen des
Satzes IV in der Form B, = S= R/ schreibt.

Wir beweisen nunmehr

Satz V. S und 7 seien irgend zwei Elemente eines Korpers &,

5
der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis U, geniigt. °'=(",)
rﬂ

und 7 = (q",> migen reelle Zahlen bedeuten, die auf Grund des
a2

Satzes IV so gewiihlt seien, daB die Elemente R, =r, B, R'=r/E,
0.=¢.E,0'=¢ Emn=1,2,...) aus R mit den Elementen S und 7
durch die Ungleichungen

R =8=R (n=1,2".)

QnéTé Qu, (n= 1, 27 "')
verkniipft seien. WeiB man, daB S = 7 ist, so ist auch die Zahl
o =1 WeiB man, daB 7 < § ist, so ist auch 1< 0.

Ist S= 17, so ergibt sich aus den Ungleichungen B, =S und 7= Q,’

n

daB R, = Q,’; ebenso folgt aus Q, <= T und S= R, fir S=1, daB Q, =R/ .
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Aus den erhaltenen Ungleichungen rnE=gq/E und ¢, E=r,E folgt nach
Satz II, daB r, =¢,, ¢, =7, d. h. o =1,

Fiir den zweiten Teil des Satzes sollen die Elemente S und 7 in der
Beziehung 7' < S stehen; alsdann ist NV < § — 7, wobei N das in bezug auf
die Addition neutrale Element bedeutet. Mithin existiert nach dem Archi-

medischen Postulat Uy) eine ganze positive Zahl p, so daB E < p(S — 7) wird,
also % < 8—T. Aus den nach Voraussetzung giiltigen Ungleichungen S=R,’
und @, = T ergibt sich, daB fiir jedes ganzzahlige positive n stets S— T=R,'— Q,

L S

ist. Mithin wird —f— <R'—Q. . m=1,2,...).

rn qﬂ . . r" + qn .
Da ,| und (7 | reelle Zahlen sind, so ist auch ( ; ,| eine solche.
r q rﬂ n

Auf Grund der fiir reelle Zahlen giiltigen Bedingung B,) (Seite 62) kann man
daher eine ganze positive Zahl / finden, sodaB 7, 4 o+ ¢/ 4+ 6 — T 46 — Gt < %
wird (0 = 0, 1, 2, ...). Aus der Ungleichung-f— < R/'— Q,, die sich auch
%— < r,/ E — q, E schreiben 1ift, ergibt sich nach Satz II, daB

g '

—}7<7‘,,——q,, n=12...).
Aus dieser Ungleichung folgt, wenn man n = k wiihlt, daB ¢,— rk’< = —]17

wird. Die Addition der letzten Ungleichung zu "+ ¢q,'— 7,— qk< —— liefert

g — 7,< 0 oder ¢,/< .. Dxe erhaltene Ungleichung besagt nach Satz Yin
auf Seite 81, daB z < o ist.

Ehe wir weiter gehen, bendtigen wir noch den von G. Canror® stammenden
Begriff der geordneten #hnlichen Systeme oder der geordneten
Systeme des gleichen Ordnungstypus. Irgend zwei durch eine
Relation <, die die Bedingungen U,) bis Uy) auf Seite 22 erfiillt, geordnete
Systeme & und & heiBen ihnlich oder von gleichem Ordnungstypus, wenn
man zwischen ihren Elementen, soweit sie ungleich sind, eine eindeutig um-
kehrbare Zuordnung von der Art hat, daB, wenn 4 und B Elemente aus &,
A und B ihnen zugeordnete Elemente aus & sind, aus 4 < B stets 4 < B
folgt und umgekehrt.

Wir beweisen

Satz VI. Ordnet man die Elemente des kleinsten Kérpers R,
der mindestens ein dem Nullelement ungleiches Element enthiilt
und den Postulaten U,) bis U;) geniigt, den rationalen Zahlen iso-
morph zu, so ist die Zuordnung dhnlich.

Soll der Kérper i@ den rationalen Zahlen isomorph zugeordnet werden,
so ist dies nach dem Fundamentalsatz auf Seite 173 nur auf eine einzige

Weise moglich. Sind %E’ und Z—‘E Elemente aus 9, so sind —;« und %
1 1
ihnen entsprechende Zahlen. Da NV < E ist, so bedingen sich die Ungleichungen

! Math. Annalen 46, 497 (1895).
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Lpec g und L <L pach Satz I gegenseitig; mithin ist die Zuordnung

P Py 1
tatsiichlich #hnlich.

Wiihrend es bei dem Korper it schon geniigend ist, den Isomorphismus
zu fordern, um eine eindeutige Zuordnung zu erhalten, reicht dies fiir einen
beliebigen Korper &, der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis Uy) geniigt,
nicht aus. Z. B. bildet die Gesamtheit der Zahlen a + b)/2, wobei ¢ und b
rationale Zahlen bedeuten, einen Korper. Dieser kann sich selbst auf zwei
Arten zugeordnet werden, nimlich entweder so, daB jedes Element sich selbst
entspricht oder so, daB sich @ + 5)/2 und @ — b)/2 entsprechen. Fiir beide
Zuordnungen herrscht Isomorphismus, die zweite Zuordnung kann aber keine
ihnliche sein; denn es gilt folgender

Satz VIL. Jeder Kérper ®, dessen Elemente den Gleichheits-
postulaten, den 10 Kérperpostulaten und den 6 Ungleichheits-
postulaten U,) bis U,) geniigen, liift sich auf eine und auch nur auf
eine einzige Weise einem einzigen wohlbestimmten Teilsystem
der reellen Zahlen isomorph und dhnlich zuordnen.

1. Zum Beweise ist zuniichst zu bedenken, da jeder Kérper, dessen Ele-
mente den Postulaten U,) bis U;) geniigen, wenn er nicht mit dem Nullelement
erschopft ist, den kleinsten moglichen Korper R dieser Art enthalten muf.
Soll der Koérper ® irgend einem Teilsystem der reellen Zahlen in bezug auf
die Addition und Multiplikation isomorph zugeordnet sein, so miissen nach dem
Satz I auf Seite 165 und dem Satz III auf S. 166 die in & enthaltenen Ele-
mente £ E, die dem Korper R angehoren, den rationalen Zahlen »;— ent-
sprechen; denn der Korper ® erfiillt nach Seite 180 das Postulat A;) und
bildet daher nach Satz I auf Seite 168 fiir die Addition eine Wurzelgruppe. -
Ist S ein dem Korper ® angehoriges Element, das nicht aus R ist, so
kann man nach Satz IV zwei zusammengehirige Definitionsfolgen rationaler

’

7,
Zahlen »,, ./ (n =1, 2, ...) finden, die eine reelle Zahl (",) bestimmen,
P

so daB B,< S< R,/ wd R,=7r, B, R/'=r,/E (n=1, 2,...) ist. Den Ele-
menten 2, und R, aus R entsprechen alsdann die rationalen Zahlen », und 7»,’.
Dem Element S aus ® moge die vorlidufig noch unbekannte reelle Zahl ¢ zu-
geordnet sein. Da die Zuordnung zwischen § und den reellen Zahlen in bezug
auf die Relation < iihnlich sein soll, so muf dem gréBeren Element aus £
stets die grifere Zahl ¢ entsprechen, d. h. aus R, < S < R,” muB die Relation
r,< o <r, folgen; durch das System von Ungleichungen »,< ¢ <7, ist

(Satz II auf Seite 82) die Zahl ¢ als gleich der reellen Zahl (r",) definiert.

n

r

Hiermit ist gezeigt, daB dem Element S aus & die Zahl (r",) zugeordnet
9

n

sein mub.

2. S und T seien irgend zwei Elemente aus ® Man habe B, = S= R/
und 0, =T=0Q,/  mn=1, 2, ...), wobei R,=7», B, R'=rE, Q,=q.F,
Q,)=q, E ist, und 7, »,/, q,, g, rationale Zahlen bedeuten, welche die reellen

n “n

Zahlen ¢ = (’r"’) und 7 = (q",) bestimmen. Dem Element S ist alsdann die
r

n n
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Zahl ¢ = (r"’) und dem Element 7 die Zahl 7 = (q",) zugeordnet. Ist S = 7,
rn n

so miissen nach Satz V auch die Zahlen ¢ und 7 gleich sein. Gleichen Ele-
menten aus & entsprechen also nur gleiche reelle Zahlen. Im besonderen ist
in dem abgeleiteten Resultat auch die Tatsache enthalten, daBl einem Element S
aus & nie zwei ungleiche Zahlen zugeordnet sein kénnen, wie auch immer die
zwei zusammengehorigen Folgen 7, »,” und ¢,, ¢, (» = 1, 2, ...), die uns die

Zahlen (r,,/) und (q",) bestimmen, gewiihlt sein mogen. Die Folgen r,, 7,
Tn 9n

konnen néimlich verschiedenartig gewihlt werden; in Satz IV fanden wir sie
durch Halbierung der Intervalle, man hiitte aber auch z. B. eine Dezimalteilung
verwenden konnen.

3. Besteht zwischen zwei Elementen S und 7 aus dem Korper § die Be-
ziechung 7'< S, so findet nach Satz V zwischen den zugeordneten Zahlen die
Beziehung 7 < ¢ statt.

4. Nicht jeder reellen Zahl braucht ein Element S aus & zu entsprechen.
Ist z. B. & der Korper i, so sind seinen Elementen ja nur die rationalen
Zahlen zugeordnet. Ist o eine reelle Zahl, der tatsiichlich ein Element S aus
& entspricht, so kann der Zahl ¢ und allen zu ¢ gleichen Zahlen kein zu dem
Element S ungleiches Element aus & entsprechen. Angenommen, die reelle
Zahl 7 sei gleich o, und der Zahl 7 entspreche ein Element 7 aus ®; alsdann
muf S = 7 sein. Wiire nimlich S # 7, so miibte entweder S < 7 oder 7 < S
sein. Diese Relationen wiirden aber im Widerspruch mit der Voraussetzung
nach 3. die Relationen ¢ < 7 bzw. © < ¢ nach sich ziehen.

Durch die in 1. bis 4. angestellten Betrachtungen ist gezeigt: Jedem
Element aus & entspricht eine reelle Zahl; betrachtet man die Gesamtheit =
aller dieser reellen Zahlen, die den Elementen aus § entsprechen, so sind die
Elemente von ® und das System X einander eindeutig umkehrbar zugeordnet,
wenn gleiche Elemente aus & einerseits, gleiche reelle Zahlen andererseits als
nicht verschieden gelten; die Zuordnung ist @hnlich.

Wir beweisen nunmehr den Isomorphismus unserer Zuordnung fiir die
Addition. Die Ungleichungen R, =S =R,/ und ,=T=(),’ ziehen nach
Satz IV auf Seite 57 die Ungleichungen R, + Q, = S + I'= R,/ + @, nach
sich. Dem Element S + 7' aus & entspricht daher die Zahl

(r,,,+ q",) = (r,,') + (q,,/) =0+7.

r!l + q“ r" q"

Unsere Zuordnung ist also tatsiichlich, wie gezeigt werden sollte, in bezug auf
die Addition isomorph.

Wir haben schlieflich noch den Nachweis zu fithren, da8 unsere Zu-
ordnung auch in bezug auf die Multiplikation isomorph ist. Wir setzen zu-
niichst voraus, daB die Elemente S und 7 zu dem fiir die Addition neutralen
Element N in der Beziehung N < S und N < 7T stehen. Alsdann kann man
die rationalen Zahlen », und 7, ebenso wie ¢, und ¢,’, die zur Bildung von
R=r,E, R'=7rE, Q,=q,E, Q'=q,/ E verwendet wurden, ausnahmslos
positiv withlen; hierdurch werden R, R,/, Q, und @, simtlich > N. Infolgedessen
ergibt sich aus B, = S=R,’ und ¢, =T= Q,’ nach Satz VII auf Seite 58,
daB R,-Q,=S-T=R/-Q, ist. Dem Element S-7 entspricht daher die Zahl

(e = C2)- G2
% Ve Py o ’ =10 =T
rn.q’l r" q’l
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Nunmehr sei von den miteinander zu multiplizierenden Elementen aus & das
eine negativ, S =— S’, das andere 7 positiv. Dem Element S’ sei die reelle
Zahl ¢’, dem Element S sei die reelle Zahl ¢ zugeordnet. Da die Zuordnung
zwischen den Elementen aus & und den reellen Zahlen in bezug auf die Addition
bereits als isomorph erwiesen ist, so folgt aus der Gleichung S + S’= N, daB
0+ 0=0, d.h. ¢ =— ¢ sein muB. Da S’ und 7T positive Elemente aus &
sind, so entspricht dem Element S’- 7T, wie bereits bewiesen, die Zahl ¢'- 1.
Aus der Gleichung S-7 + S’ I'= N folgt, wenn A eine dem Element S.T
zugeordnete, zuniichst unbekannte Zahl ist, daB A+ ¢'7=0, d. h. Ai=—¢'7=071,
da ¢’=— ¢. Dem Produkt S- 7 entspricht also auch, falls ein Faktor negativ
ist, das Produkt o-7. In gleicher Weise lift sich der Fall erledigen, daB
beide Faktoren negativ sind. Mithin ist die Zuordnung zwischen den Ele-
menten aus & und den reellen Zahlen in bezug auf die Multiplikation all-
gemein als isomorph erwiesen.

Sehen wir das System der reellen Zahlen als bekannt an, so haben wir,
wie es Satz VII behauptet, nachgewiesen, dal man jedem Element eines
Koérpers &, der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis U,) geniigt,
eindeutig eine reelle Zahl zuordnen kann. Auf diese Weise erhiilt
man ein System 2 reeller Zahlen, das einen zu dem vorgelegten
Korper & isomorphen und #hnlichen Korper bildet. Von dem
System 2 ist beweisbar und oben auch bewiesen, daf es alle ratio-
nalen Zahlen enthalten muf. Fiihrt man aber nicht noch ein beson-
deres Postulat iiber die Natur des Korpers & ein, so kann man
nicht beweisen, daB das System 2 die Gesamtheit aller reellen
Zahlen umfafBt, und dies ist auch im allgemeinen nicht der Fall.

Ist ¢ = (r",) eine beliebige reelle Zahl und bildet man aus den rationalen

r'l
Zahlen r,, r,) m =1, 2,...) die Elemente R,=7,E und E/'=1r'E, so
braucht der Korper & nicht stets ein Element S zu enthalten, fiir das
R<S<R'(mn=1,2,...) istt Um bei unserer dhnlichen und iso-
morphen Zuordnung eine eindeutig umkehrbare Beziehung
zwischen den Elementen des Korpers und siimtlichen reellen Zahlen
zu erhalten, miissen wir einen Kérper betrachten, der noch ein
weiteres Postulat erfiillt. Wir betrachten den Korper 8%, der die
Gesamtheit aller Elemente umfassen soll, die mit den Un-
gleichheitspostulaten U,) bis Uy) vertriglich sind, so daB es nicht
moglich ist, aus % durch Hinzufiigen neuer Elemente einen um-
fassenderen Korper abzuleiten, der alle Elemente des Korpers ®X
enthiilt und fiir den ebenfalls die 6 Ungleichheitspostulate U))
bis Us) bestehen. Von dem Korper §% sagen wir, daB er das Voll-
stindigkeitspostulat! erfiillt.

Nach Satz IV kann §* keine anderen Elemente S enthalten als solche,
fiir die B, = S= R,’ ist, wobei R,= 7, E, R/=17r'E (n=1,2,...) ist und die

i
",) definieren. Tst nun umgekehrt

rationalen Zahlen 7, 7, eine reelle Zahl (
v

(r,,,) eine reelle Zahl und wiirde £* kein Element S enthalten, fiir das
rﬂ

1 Vgl. HILBERT an dem Seite 156 angegebenen Orte, Seite 22.
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R, =S=R'(n=1, 2 ... wire, so konnte man aus £ einen umfassenderen
T

Korper konstruieren; wir wiirden nimlich mit Hilfe jeder Zahl ( ",), die im
rﬂ

Korper % kein Abbild hat, ein in % nicht vorhandenes Element S definieren,
so daB fiir dieses die Ungleichungen R, < S< R, (n =1, 2, 3, ...) bestehen,
und alsdann in einem den Korper &% umfassenden Korper, der das Abbild
der Gesamtheit aller reellen Zahlen ist, die Relationen =, < sowie die Opera-
tionen + und . (soweit sie noch nicht definiert sind) mit Hilfe unserer Kennt-
nisse iiber die Elemente aus R so erkliren, daB die Kérperpostulate und die
Ungleichheitspostulate wieder erfiillt wiren. Dieser Korper wiirde dann mit
dem der Gesamtheit aller reellen Zahlen isomorph und #hnlich sein und &%
umfassen. Der Korper &% wiirde also gegen die Voraussetzung nicht der
grobte mogliche Korper sein, dessen Elemente allen Postulaten geniigen.

Wir kénnen demnach folgenden Fundamentalsatz aussprechen: Jeder
Korper 8%, dessen Elemente den 6 Ungleichheitspostulaten U))
bis Uy) geniigen und der auBerdem derart vollstindig ist, daB er
alle mit den Postulaten vereinbaren Elemente umfaft, 1iBt sich
auf eine und auch nur auf eine einzige Weise der Gesamtheit der
reellen Zahlen isomorph und #dhnlich zuordnen. Anstatt sich des
Vollstindigkeitspostulats zu bedienen, kann man den Korper §% auch so
festlegen: ®* ist ein Korper, dessen Elemente den Ungleichheits-
postulaten U,) bis U,) geniigen und der auBerdem noch ein
weiteres Postulat erfiillt, zu dem man auf folgende Weise gelangt:
T,y Tw (=1, 2, ...) seien zwei Systeme rationaler Zahlen, die eine

reelle Zahl (r",) bestimmen. &% muB dann, wie beweisbar ist,

stets Elemente R,, B’ (n =1, 2, ...) enthalten, die gleich », E, »,/ E
sind. Das zu den Ungleichheitspostulaten U;) bis U, hinzu-
kommende Postulat, das den Kérper % bestimmt, lautet: {X soll
fir irgend welche zusammengehorige Folgen R, R’ (n=1, 2, ...)
von der obigen Beschaffenheit stets wenigstens ein Element S
enthalten, fiir das B, =S = R, ist. Man beweist alsdann, daB & fiir
irgend zwei zusammengehorige Folgen R,, R (n =1, 2, ...) stets nur ein
einziges solches Element S enthilt, wenn gleiche Elemente des Korpers
als nicht verschieden gelten; denn sonst wiirden ungleichen Elementen von §*
gleiche reelle Zahlen entsprechen (vgl. Satz VII unter 4).

Wir haben im zweiten Kapitel die Gesamtheit der reellen Zahlen
»genetisch* durch Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen eingefiihrt.
Die obige Festlegung des Systems &% enthilt nun auch noch eine abstrakte
oder postulatorische Einfithrung der reellen Zahlen, insofern sie die-
jenigen Voraussetzungen aufziihlt, aus denen man alle Sitze iiber die Ver-
kniipfung der reellen Zahlen durch rationale Operationen und ihre auf der
Relation < beruhenden Eigenschaften mittels logischer Schliisse herleiten kann.
Wir haben als nicht definierte Grundbegriffe: ein System von Elementen, zwei
Relationen = und <, sowie zwei Operationen + und - verwendet. Die Be-
zeichnungen haben wir zwar der Arithmetik entlehnt, aber von unseren ge-
nannten Grundbegriffen sollte nichts weiter bekannt sein, als was in den Gleich-
heitspostulaten, den 10 Korperpostulaten, den Postulaten U,) bis Uy) und schlief-
lich dem Vollstindigkeitspostulat enthalten ist. Wir haben bewiesen: Hat man
einen solchen vollstindigen Korper &%, so kann man jedem Element aus £
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auf eine und auch nur auf eine einzige Weise eine reelle Zahl und die ihr
gleichen zuordnen, so daf die reellen Zahlen hierdurch erschipft werden und
jeder iiber den Koérper ®* durch logische Schliisse bewiesene Satz in einen
richtigen Satz iiber reelle Zahlen iibergeht; dabei hat man die fiir das System &
unbestimmt gelassenen Relationen = und < und die ebenfalls nicht definierten
Operationen + und - fiir die reellen Zahlen als Gleichheit, groBer, Addition
und Multiplikation in gewdhnlichem Sinne aufzufassen und fiir die Elemente
von & die ihnen entsprechenden reellen Zahlen zu setzen. Diese Beziehung
ist umkehrbar, d.h. man kann auch iiber die reellen Zahlen in bezug auf
die Zeichen =, <, + und - keine anderen Aussagen als iiber das System &X
machen. Wie man mit Hilfe eines Wérterbuches jedes Wort von einer Sprache
in eine andere iibertriigt, so kann man jeden Satz iiber das System §X, der
auf den Begriffen =, <, + und - basiert, in einen Satz iiber reelle Zahlen
umsetzen und umgekehrt.

§ 6.
Die reellen Zahlen und die Punkte einer Geraden.

Die reellen Zahlen lassen sich mit den Punkten einer Geraden in Zu-
sammenhang bringen. Man kann nimlich rein geometrische Postulate, d. h.
gewisse moglichst im Einklang mit unserer rdumlichen Anschauung stehende
Annahmen aussprechen! und auf Grund dieser fiir die Punkte einer Geraden
eine Addition, Multiplikation und den Begriff ,.groBer so einfiihren, daf die
Punkte einer Geraden als die Elemente eines Korpers erscheinen, die den 6 Un-
gleichheitspostulaten U,) bis U,) des vorigen Paragraphen geniigen. Von der
Erorterung der hierzu erforderlichen geometrischen Postulate und Begriffe
sehen wir ab, wir wollen nur darlegen, was unter Gleichheit, Addition, Multi-
plikation und der Relation < fiir die Punkte der Geraden verstanden werden
soll. Diese Begriffe werden geometrisch auf eine von den fiir die reellen
Zahlen eingefithrten Begriffen unabhiingige und verschiedene Weise erkliirt.
Man wiihle auf der Geraden willkiirlich einen festen Punkt O. Auf einem
der zwei Halbstrahlen, in die die Gerade durch den Punkt O zerfiillt, nehmen
wir einen willkiirlichen Punkt £ an. Den Halbstrahl, auf dem £ liegt,
bezeichnen wir als den positiven, den anderen als den negativen Teil der
Geraden.

Jeder Punkt der Geraden gelte als mit sich selbst und nur mit sich
selbst gleich. Sind 4 und B zwei beliebige Punkte der Geraden, so soll
unter ihrer Summe C = A + B der Punkt C verstanden werden, der sich ergibt,
wenn man von 4 aus nach Linge und Richtung die Operation vornimmt, die
von O nach B fiihrt.

Unter dem Produkt P = 4 - B soll ein Punkt verstanden werden, der auf
dem positiven oder negativen Halbstrahl liegt, je nachdem sich A und B auf
gleichem oder verschiedenem Halbstrahle befinden. Dabei werde die Liinge O P
folgendermaBen bestimmt: Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck O’ 4’ B’
mit den Katheten O’A’ und O’ E’, die die gleiche Liinge wie O4 bzw. OF
haben, wihle auf der Kathete O’E’ oder eventuell ihrer Verlingerung einen
Punkt B’, so daB O'B’ gleiche Liinge wie OB hat, und ziche schlieflich

! Vgl. HILBERT, an dem Seite 156 angegebenen Orte; F. SCHUR, Analytische
Geometrie, Leipzig 1898, Einleitung; F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909.
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durch B’ eine Parallele zu A’ E’, die die Kathete 0’4’ in einem Punkte P’
trifft. Man bestimme O P von gleicher Linge wie O’ P".

Von zwei Punkten 4 und B der Geraden heife A < B, falls es auf dem
positiven Halbstrahl einen Punkt R gibt, so da B = 4 + R ist.

Die geometrischen Postulate sollen so gefaBt sein, daB die Punkte der
Geraden, wenn man =, <, 4+ und - im obigen Sinne erklirt, einen Korper
bilden, der den Postulaten U,) bis U;) geniigt. Tatsiichlich schreibt man ja
in der Euclidischen Geometrie den Punkten der Geraden die gewiinschten
Eigenschaften zu. Alsdann kénnen wir auf die Punkte der Geraden die im
vorigen Paragraphen fiir einen Koérper & abgeleiteten Siitze anwenden: Man
kann demnach den Punkten der Geraden, nachdem man auf ihr
den Nullpunkt O und den Einheitspunkt # gewihlt hat, auf eine
einzige Art und Weise reelle Zahlen eindeutig umkehrbar so zu-
ordnen, daB zwischen den Punkten der Geraden und den zu-
geordneten reellen Zahlen fiir die Addition und Multiplikation
Isomorphismus und fiir die Relation < Ahnlichkeit herrscht.

Diese Zuordnung ist nach den allgemeinen im vorigen Paragraphen be-
wiesenen Resultaten von folgender Art: Jeder rationalen Zahl entspricht ein und
auch nur ein Punkt der Geraden; im besonderen entsprechen einander die Zahl 0
und der Punkt O, die Zahl 1 und der Punkt E. Hat man einen beliebigen Punkt S
der Geraden, so lassen sich fiir ihn stets Bildpunkte R,, B,/ (n =1, 2, ...)
rationaler Zahlen r,, », (n =1, 2, ...) finden, so daB R, = S= R, ist und

(T",) eine reelle Zahl definiert.! Sind Q,, @, (n =1, 2, ...) ebenfalls Bild-
rn

punkte rationaler Zahlen ¢,, ¢, (» = 1, 2, ...), die mit dem niimlichen Punkt S

der Geraden in der Beziehung @, = S = @, stehen und definiert auch (q",)

S %

eine reelle Zahl, so ist (q",) = ( ",). Die so gewonnene Zahl ( ",) ist, wenn
q'l 7, rﬂ

gleiche Zahlen als nicht verschieden gelten, eindeutig bestimmt; sie ist die

dem Punkte S entsprechende reelle Zahl und heiBt seine MaBzahl oder Ab-
szisse, priiziser ausgedriickt, MaBzahl in bezug auf den Punkt O als Null-
punkt und £ als Einheitspunkt. Wihrend jedem beliebigen Punkte der Ge-
raden sich eine reelle Zahl und die ihr gleichen zuordnen lassen, kann man
fiir eine beliebig vorgelegte reelle Zahl, wofern man von den Punkten der Ge-
raden nur weiB, daB sie einen Korper bilden, der den 6 Ungleichheitspostulaten
geniigt, logisch bloB beweisen, daB zwischen gleichen Zahlen und ungleichen
Punkten der Geraden und zwischen ungleichen Zahlen und demselben Punkt
der Geraden kein Entsprechen stattfinden kann (vgl. Satz VIL unter 4 und 2
auf Seite 185).

Es ist aber zuniichst nicht beweisbar, daB jeder beliebig ge-
gebenen reellen Zahl ein Punkt der Geraden entsprechen mub,

! Die Aussage des Textes kann in mehr geometrischer Form folgendermafen
gefalt werden: Man kann zu jedem Punkt § der Geraden zwei Punktfolgen
R, R' n=1, 2,...) von Bildpunkten rationaler Zahlen, d. h. Punkten, die
sich durch Teilung der Strecke O £ und Vervielfachung dieser oder ihrer Teil-
strecken ergeben, so finden, dal erstens B, = R, ., zweitens R ', , = R/, drittens
R =R'(n=1,2,...) ist und viertens der Abstand R, R mit wachsendem =
unter jede noch so kleine Strecke O P sinkt und stets den Punkt § einschlieft.
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190 Grundlagen der Arithmetik.

wenn man von den Punkten der Geraden nicht mehr weill, als daB
sie einen Korper bilden, der den sechs Ungleichheitspostulaten
geniigt.

Es seien r,, »,/ (n =1, 2, ...) rationale Zahlen aus zwei zusammen-

gehorigen Definitionsfolgen, die die reelle Zahl (r,,’) bestimmen. Wenn dieser
r”

Zahl kein Bildpunkt auf der Geraden entspricht, so enthilt die Gerade
zwei Folgen von Bildpunkten R,, R’ (=1, 2, ...) rationaler Zahlen
T 7 (=1, 2,..) aus zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen, ohne
daB auf ihr ein Punkt existiert, fir den R, =S=R, n =1, 2, ...) ist;

es wiirde also die Zahl, (r,,’) nicht als Abszisse eines Punktes der Geraden

auftreten. Diese Moglichkeit ist dann ausgeschlossen, wenn man fir die
Erklirung des an sich undefinierten Begriffes ,,Punkt das Postulat! auf-
stellt: Auch jeder Komplex von Punkten R,, B’ (n =1, 2,...) der
Geraden, die Bildpunkte rationaler Zahlen aus zwei zusammen-
gehorigen Definitionsfolgen sind, hat als mindestens ein Punkt S
der Geraden zu gelten, fiirden R, =S=R, (n=1,2,...)ist und mit
dem ebenso, wie mit jedem anderen auf der Geraden urspriinglich
angenommenen Punkt operiert werden soll. Diese Punkte haben wir
nicht gefordert, sondern definiert. Das Postulat bezieht sich nur darauf, daf
man auch diese Punkte in die geometrische Betrachtung einbeziehen soll, also
nicht zu enge Geometrie, etwa bloB Geometrie der Bildpunkte rationaler Zahlen,
treiben soll. Auf Grund des obigen Postulats ist beweisbar, daB jedem Kom-
plex R,, R/ (n=1,2,...) nur ein einziger Punkt der Geraden ent-
spricht; denn sonst entspriichen ungleiche Punkte gleichen Zahlen. Verlangt
man, daB auch die zuletzt definierten Objekte als Punkte der Ge-
raden zu gelten haben, so entsprechen die Punkte der Geraden und
die Gesamtheit aller reellen Zahlen (nicht etwa mdoglicherweise
bloB ein Teilsystem der letzteren) in bezug auf den Punkt O als
Nullpunkt und den Punkt £ als Einheitspunkt einander auf eine
und nur auf eine Weise eindeutig umkehrbar, isomorph und
dhnlich.

Anstatt die eindeutige Umkehrbarkeit der Beziehung zwischen den
Punkten einer Geraden und siimtlichen reellen Zahlen derart zu gewinnen,
wie es eben geschehen ist, kann man sie auch erhalten, wenn man fiir die
Erklirung des an sich undefinierten Begriffes ,,Punkt“ postuliert: Als Punkte
der Geraden soll das vollstindige System aller Elemente be-
trachtet werden, die damit vereinbar sind, daB die Punkte der
Geraden den Korperpostulaten und den sechs Ungleichheitspostu-
laten geniigen. Es soll also der ganze migliche Wertreichtum von Punkten
der Geraden betrachtet werden, so daB zu ihnen kein Element mehr zugefiigt
werden kann, ohne daB wenigstens eine der in den Postulaten ausgesagten
Beziechungen =, <, 4+ und - ihre Giiltigkeit verliert. Durch diese Forderung
der Vollstiindigkeit werden die Punkte der Geraden ein Korper §%, wie wir

! Vgl. hierzu F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie, S. 183; siehe auch DEDE-
KIND, an dem auf S. 63 angegebenen Orte und G. CANTOR, Math. Annalen 5,
128 (1872).

www.rcin.org.pl



Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten. 191

ihn im vorigen Paragraphen studiert haben, d. h. jedem Punkt entspricht eine
Zahl. Angenommen, irgend eine Zahl (r",) hiitte keinen Bildpunkt auf der
rﬂ

Geraden, so wiirden wir den rationalen Zahlen r,, »,” (n = 1, 2, ...) Punkte R,,
R, auf der Geraden entsprechen lassen und einen bisher nicht vorhandenen
Punkt S auf der Geraden durch die Festsetzung R, = S= R, definieren.
Fiir die so eingefithrten Punkte wiirde man dann im AnschluB an das bereits
bekannte Operieren mit den Bildpunkten rationaler Zahlen die Relationen =,
< und die Operationen + und - erkliren, z B. ist auler S noch 7' irgend
ein Punkt, der durch @, = T'= Q,” bestimmt ist, wobei Q,, Q. (n =1, 2, ...)
Bilder rationaler Zahlen ¢,, ¢," (n = 1, 2, ...) aus zwei zusammengehdrigen
Definitionsfolgen vorstellen, so soll als Punkt U =S+ 7 der durch
R+ Q,=U=R,/+ (, bestimmte Punkt gelten. In dem erweiterten System
von Punkten der Geraden wiirden dann auch die Kéorperpostulate und die
sechs Ungleichheitspostulate gelten, also wiire die Gerade, wenn sie nicht zu
jeder Zahl einen Bildpunkt hiitte, nicht in dem Sinne vollstiindig, wie es fiir
die Definition ihrer Punkte gefordert war. Betrachtet man also die
Punkte der Geraden als einen Kiérper, der auch noch die 6 Un-
gleichheitspostulate U;) bis Uy und das Vollstindigkeitspostulat
erfiilllt, so kann jede Aussage iiber die Verkniipfung der reellen
Zahlen durch die Zeichen =, <, 4+ und - als eine solche iiber die
Punkte einer Geraden angesehen werden und umgekehrt.

Viertes Kapitel.

Potenz und Logarithmus.

§1.
Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten.

Ist o eine beliebige reelle Zahl, so versteht man unter «?, «° ... ein
Produkt aus zwei, drei usw. Faktoren, die alle gleich a sind. Die Zahl «
selbst bezeichnet man auch mit «'. Die so definierten Zahlen " (2 = 1, 2, 8, ...)
heifen die ganzen positiven Potenzen von e.

Ist @ 5 0, so kann man aus o auch die Zahlen i, il, o .
o a o x o «o
ableiten; diese bezeichnet man mit ¢—!, «—% o«—® usw. und nennt sie die
ganzen negativen Potenzen von «. Unter «® versteht man, wenn
a # 0 ist, ausnahmslos die Zahl 1.

Bei o heilt « die Basis oder Grundzahl der Potenz, n der Ex-
ponenf. Wir heben besonders hervor, dab fiir « = 0 die Potenz o" nur fiir
n > 0 definiert wurde und dann ausnahmslos den Wert 0 hat. DaB fiir « = 0
und » = 0 die Potenz o" nicht eingefithrt wird, hat seinen Grund darin, daB

usw.

fir « = 0 frither o ausgeschlossen wurde und sowohl die Definition 0° = 1
o

als auch die Definition 0° = 0 die Gleichmiilligkeit unterbrechen wiirde.
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192 Grundlagen der Arithmetik.

Wie wir von frither wissen, bilden die reellen Zahlen bei Ausschluf der
Null in bezug auf ihre gewdhnliche Multiplikation eine kommutative Gruppe.
Daher kénnen wir die Betrachtungen zu Beginn des Kapitels III, § 1 einfach
auf den Potenzbegriff iibertragen und brauchen, um zu den Potenzen einer
Zahl a zu gelangen, nur die unbestimmte Operation 0 als Multiplikation auf-
zufassen, also fiir das friher definierte o nunmehr o" treten zu lassen.
Hieraus ergibt sich: Ist « irgend eine zu 0 ungleiche Zahl und versteht man
unter o" (n =0, + 1, + 2, ...) eine reelle Zahl, so werden alle in der Folge:

=t —1 0 1 2
e o N el

auftretenden Zahlen durch die zwei Gleichungen
(1) o' =a,
2) a"tl = gt (=0, +£1, £2-,.%

eindeutig definiert (vgl. die Gleichungen (1) und (2) auf Seite 158). Z.B. wird
fiir » = 0 nach (2) a°t! = o a oder nach (1) «! = o’ «l. Durch Division
mit o' folgt hieraus 1 = «®. Fiir n = —1 erhilt man aus (2) = '*! =o' 0
oder «® = ¢~ ', d. h. nach dem bhereits bewiesenen Resultat 1 = o1 «
1

oder a—! o 1

Ubertriigt man die Siitze I bis III auf Seite 158—160 in die neue Be-
zeichnungsweise, so findet man die folgenden grundlegenden Gleichungen,
bei denen « und B beliebige zu 0 ungleiche, g und ¢, irgendwelche ganze
positive oder negative Zahlen einschlieflich Null bedeuten:

(3) ol @t = 2%
(4) (uQ)(h =al?,
(3) ale f7= (a-P)1.

Aus (5) ergibt sich
o q o / 2
[BatnladnG
Mithin ist

a\? of
6 iy (i
o (ﬂ ) Be
Wiihlt man in (6) fiir « die Zahl 1, so erhilt man
T
& (v) b,
(6" ] 31
In der Gleichung (3) ist als Spezialfall enthalten, daB «?: «™7= o’ 7= o= 1
ist. Mithin hat man

e gl (e :
(7) o = —=|— nach (6 )
ol
Aus (7) folgt
of = a?. 2 =a?: q‘;
ol alt
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beachtet man die Gleichung (3), so erhiilt man:

. SOUP S
(®) 6 oy .
Die Gesamtheit der reellen Zahlen bildet nach Ausschluf der Null in
bezug auf die Multiplikation zwar eine kommutative Gruppe, aber keine
Wurzelgruppe. Fiir die Gesamtheit der reellen Zahlen trifft niimlich weder
das Postulat Gr;) noch das Postulat Grg) (vgl. Seite 160) zu; denn fiir ganz-
zahlige gerade m hat die Gleichung 2™ = 1 die zwei Losungen +1 und —1,
wiithrend die Gleichung #* = —1 durch keine reelle Zahl befriedigt wird.
Daher lassen sich die Sitze IV—VI des Kapitels III, § 1 auf 8. 161 nicht
auf die Potenzen mit ganzzahligen Exponenten iibertragen, solange man fiir
die Basen beliebige zu Null ungleiche reelle positive und negative Zahlen zulift.
Im § 8 werden wir nachweisen, daB die positiven reellen Zahlen fiir sich allein
in bezug auf ihre multiplikative Verkniipfung eine Wurzelgruppe bilden.
Beschriinkt man daher die Basen derart, daB sie nur positive Werte annehmen
sollen, so wird man weitergehende Siitze erhalten, als wir sie in diesem
Paragraphen abgeleitet haben.

Ehe wir diesen Paragraphen schlieBen, leiten wir noch drei Hilfssiitze
ab, die uns im folgenden vielfach niitzlich sein werden.

Hilfsatz I. Sind « und § zwei beliebige positive Zahlen und
ist « < 8, so gilt, wenn m eine beliebige ganze positive Zahl ist,
die Ungleichung o™< #”. Der Beweis ergibt sich durch den Schluf von
/i auf k + 1 mit Hilfe von Satz VII auf Seite 58.

Hilfssatz II. Ist . irgend eine reelle Zahl und 1+ /%> 0, so
ist, falls m eine ganze positive Zahl bedeutet, (1 + )™ =1+ m 7,
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir m = 1 oder fiirkz =0 und be-
liebiges m gilt. Der Fall m = 1 ist evident, ebenso der Fall & = 0 bei be-
liebigem 72. Wir nehmen daher von nun an % # 0 an. Fiir m = 2 hat man
(14 7)*=1 4 2h + &* oder, da A* stets einen positiven Wert hat, (1 + 2)* > 1 + 2k,
Die zu beweisende Ungleichung gilt also fiir 7 = 2. Wir nehmen nunmehr
ihre Richtigkeit fiir irgend eine ganze positive Zahl m=Fk an. Aus(1+Aa)*>1+hk
folgt alsdann durch Multiplikation mit der positiven Zahl (1 + 4), daB

A+ > A +2B)A +h) oder (1 + A > 14+ (k4 1)k + kA

Da kh? einen positiven Wert hat, so ist um so mehr (1 +2¢t' > 14+ (% +1) A
Findet also die zu beweisende Ungleichung fiir irgend eine ganze Zahl m = &
statt, so gilt sie auch noch fiir m = % + 1. Mithin ist unsere Ungleichung
durch den Schluf von k auf k + 1 fiir alle m = 2 erwiesen.

Aus dem Hilfssatz II leiten wir leicht ab

Hilfssatz III. Ist « > 1 und G eine beliebig vorgegebene posi-
tive Zahl, so kann man stets ganzzahlige positive Werte z finden,
so daB «* > G wird. Diese Ungleichung tritt sicher ein fiir alle
ganzzahligen », die gleich oder groBer gewihlt werden, als die
niichste oberhalb f:ll

Zum Beweise setzen wir im Hilfssatz II 2 =« — 1, also « =1 + h&,ﬂ
Alsdann wird g b

9) «" =1+ m(@— 1). \
1\
LoEwy, Algebra. i&g ,--?;.“y‘—"

gelegene ganze positive Zahl.

o W a9

\S“/’J‘ \‘; e
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194 Grundlagen der Arithmetik.

Man wihle 7 als die niichste oberhalb f’ »_ d gelegene ganze positive Zahl

oder groBer als diese. Aus m > - folgt da nach Voraussetzing a>1,
also @ — 1 positiv ist, m (@« — 1) > G — 1 Demnach ergibt sich aus (9) «™ > G.

‘Wihlt man also fiir # die niichste oberhalb

o
o gelegene ganze positive
Zahl oder irgend eine groBere ganze Zahl, so 1st, wie bewiesen werden sollte,
LEPeE

§ 2
Das Wurzelziehen.

Satz I. Ist « eine beliebige reelle positive und m ¢ine be-
liebige ganze positive Zahl, so gibt es stets eine reelle positive
Zahl & und keine zu ihr ungleiche, deren m' Potenz gleich « ist.
Man driickt diesen Satz auch so aus: Die reine Gleichung 2™ =« hat
fiir @« > 0 stets eine und auch nur eine positive Losung.

Da der Fall m = 1 trivial ist, nehmen wir fiir das folgende m = 2 an.
Zum Beweise betrachten wir die Folge von Zahlen 0™, 1™, 2", 8™, .... Diese
wachsen nach dem Hilfsatz I (S. 193) bestiindig und zwar iiber jede noch so
groBe positive Zahl hinaus, da, abgesehen von den zwei ersten, jede der Zahlen
der hingeschriebenen Folge gréBer als ihre Basis ist. Hieraus schlieBt man,
daB die obige Folge entweder eine ganze positive Zahl g, enthiilt, fiir die
¢ = a wird, womit die Existenz einer Zahl & der gesuchten Besclaffenheit
bewiesen wiire, oder zwei aufeinanderfolgende Potenzen ¢7 und (y, + 1)™ auf-
weist, fiir die 77 < @ < (y, + )™ ist

Im zweiten Falle teile man das Intervall von g, bis , 4+ 1 in 10 gleiche
Teile und bilde:

43 1\™ 2 \m 9 \m
71 (7’1+_‘6)y (7’1+'ﬁ)7 vy (71+—l'0“)’ (n + ™

Da diese Zahlen nach dem schon oben beniitzten Hilfssatz I bestindig wachsen

und o zwischen ¢7 und (y, + 1)™ liegt, so muB entweder o = (7’1 ;’0>

sein oder es muB sich g, so bestimmen lassen, daB
s m 18 o 5 m
(7’;-’:—10) <u<<1’1+ +10)

wird; hierbei bedeutet g, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9. Sollte @ = (71 1(2) )

sein, so ist y, + 73 eine Zahl &, wie wir sie suchen. Sonst fihrt man auf

diese Art fort, indem man zuniichst

2] m 7’:’ m 7‘, 2 m
(ﬂ*‘m’) ! (71” 10 +W) : (“ +To‘+1o=) ’

i ST B '+ TR
(7‘ T8 +102) ’ (7‘ +%. T 1o
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Das Wurzelziehen. 195

bildet. Entweder findet man nach einer endlichen Anzahl von Schritten eine
Zahl &, deren m'" Potenz gleich « ist, in Form eines endlichen Dezimalbruches
oder es ergeben sich zwei unendliche Folgen von rationalen positiven Zahlen:

72 3
9. e a‘2=71+_10'77 aa=71+{_(;+{—(;*' ol
L4 ’ 1 ’
a'=a +1, a‘:=a2+‘ﬂ)‘, as=aa+i’0;, .oy
so daB a) <« < a/™ ist. Die rationalen Zahlen a,, a, # =1, 2, 3, ..))
(A d "
definieren eine reelle Zahl & = ( ,), némlich (vgl. 8. 85) den unendlichen
Dezimalbruch y, + f(; + 1—70% ... Nach der Multiplikationsregel (8. 68) ist
e (a’l", ol i g ) !
ai", a3, ay"

Nun war ap < o < a,". Hieraus folgt nach Satz IT auf Seite 82, daB "=«

ist. Mithin ist der Dezimalbruch & = ¢, + {8 + l% + ... eine Zahl, wie wir
sie suchen.

Wir fiithren noch den Nachweis, daB keine zwei ungleichen positiven
Zahlen & und &, existieren konnen, fir die &7 = « und &} = « ist. Aus den
zwei letzten Gleichungen wiirde &Y = &7 folgen. Wiiren &, und &, ungleich, so
miiBte eine dieser zwei positiven Zahlen groBer als die andere sein; es sei
etwa & < &,. Aus dieser Ungleichung wiirde &7 < &7 im Widerspruch zu der
Gleichung & = &7 folgen. Mithin muB &, = &, sein.

Definition: Man bezeichnet die nach Satz I existierende und zwar ein-
deutig bestimmte positive Zahl & deren m' Potenz (m > 0) gleich a ist (« > 0),

m
als die m'" Wurzel aus « und schreibt & = J/«. Man dehnt diese Definition

m
noch auf den Fall « = 0 aus. Fiir « = 0 versteht man unter }/0 die Zahl 0,
also die einzige reelle Zahl, deren m' Potenz gleich 0 ist.

m
Bei Va heiBt o der Radikand, m der Exponent der Wurzel. Die
Bestimmung der m"" Wurzel heift Radizieren oder Wurzelziehen
(m =1, 2, 3, ..
Bei der Definition des Wurzelziehens haben wir zwei Beschriinkungen
eingefithrt, nimlich erstens sollte der Radikand « stets positiv sein, zweitens
m

sollte unter & = J/a die einzige positive Losung der Gleichung ™ = a ver-
standen werden. Die Mittel zur Aufhebung dieser Einschrinkungen liefert die
Theorie der imaginiiren Zahlen. Im folgenden soll an diesen Einschriinkungen
festgehalten werden. Die erste Einschrinkung ist erforderlich, weil die
Gleichung o™= « fiir negatives ¢ und gerades m keine reelle Losung hat, die
zweite, um Zweideutigkeiten zu vermeiden, weil ™= « fiir positives ¢ und

m m
gerades m zwei reelle Losungen, nimlich }/a und — Ve, besitzt.
Fiir negatives « und ungerades 7 konnte man an die Ausdehnung des

;. RSO
‘Wurzelbegriffes denken, indem man die reelle Losung — )/ — e der Gleichung
13*
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196 Grundlagen der Arithmetik.

2™ = « als Wurzel einfithrt, Diese Erweiterung des Wurzelbegriffes hat fiir
den hier eingenommenen Standpunkt keinen grofen Wert, sondern stért nur
die Einheitlichkeit und unterbleibt daher,

-
Durch Satz I haben wir die Existenz von }e fir a > 0 gezeigt und
durch den Beweis auch eine Methode zur Bestimmung dieser Zahl gegeben.

m
Es wurde /e in Form eines Dezimalbruches erhalten, bei dem die einzelnen
Dezimalstellen der Reihe nach gefunden wurden. Hiitte man beim Beweise des
Satzes I das Intervall in f (f beliebige ganze positive Zahl > 1) statt in 10 Teile

m
eingeteilt, so wiirde man }/e statt in der Form eines Dezimalbruches in der
eines systematischen Bruches mit der Grundzahl f erhalten.

m
Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir die Existenz von }/a; dieser
wird ebenso wie derjenige von Satz I auch eine Methode zur numerischen

Berechnung von ?E liefern, die vor der des Satzes I noch den Vorzug hat,
einheitlich zu sein und nicht auf Probieren zu beruhen, Wir formulieren dieses
Verfahren als

Satz II. Sind ¢ und « irgend zwei beliebige positive Zahlen,
m irgend eine ganze positive Zahl =2 und bildet man sich die
zwei Folgen:

m rm
¢ —a ¢ —a e —ay™
1) a'=a+ TR T Bl b XA T L L
1 FTATY B 1 PR ML 2 TR y
ma m a, a,
o o (¢4
= — t—3 — = — . .
@) it rm=1 1 at rm—=1 " s rm—1 E
a, a, a;

so ist die zweite Folge aufsteigend, die erste absteigend, und beide
bilden zwei zusammengehorige Definitionsfolgen. Die durch

ay
( ) definierte Zahl ist positiv und hat die Zahl o zur m' Potenz.
ay’

Anders ausgedriickt: Die Zahl (a,,
all
abhingig von der Wahl der Zahl a.
Unter f sei im folgenden irgend eine beliebige positive Zahl ver-
i) _ fm\m _fm =Y l)fm
standen. Wir bilden (1 PR I ) o Dat s A —— positiv
mi" mf™ mp P
ist, konnen wir den Hilfssatz IT auf Seite 193 anwenden und erhalten die Un-
gleichung ':

,) ist die m' Wurzel aus ¢, un-

3 m\m a4 m
(1+a ,],:)>1+ g oder >L-

mf s n
Wir verwenden diese Ungleichung im folgenden in der Form
a«— f"
(3) <f+mf"“1) =o.
Die in (1) auftretenden Zahlen a, a,’, ay/, ... sind, wie aus ihrer Bildung:
, m—=1)a™+ « \_m—1)a'"+a
v i s TR Nttt
ma ma'

! Das Gleichheitszeichen gilt nur fir « = /™.
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sukzessiv hervorgeht, siimtlich positiv, da ¢ und « positiv angenommen wurden.
Wir kénnen daher in (8) fiir / der Reihe nach die Zahlen o, a,’, @), ... wiihlen
und ersehen aus der Art und Weise, wie sie in (1) eingefiihrt sind, daB alle
Potenzen &' ™y a,/ "y ay'™, ... = ! sind.

Die Differenz

rm rm
’ ’ ’ ’ & a’n—l an—l G

n—1 0y ey W rm—1
7nan_1 ma"__l

hat nach dem zuletzt gewonnenen Resultat einen Ziihler, der niemals negativ ist.
Da der Nenner m a;":l“ positiv ist, ergibt sich —a, =0, also o) _, =a;,
d. h. die Folge (1) ist absteigend.

Daa, , =a,(n =2, 8, ... ist und die a;, positive Zahlen sind, so wird

’
n—1

7: = ?1——- Hieraus ergibt sich durch Erheben in die (m — 1)* Potenz und
n n—1 w2

o«

o . ah T
= —— wird. Mithin ist
rm—1 73 =1
n n—-1

die Folge (2) eine aufsteigende Folge. Die Bildung der Differenz

Multiplikation mit der positiven Zahl «, daB

rm
o a, —a

’ ’ s
Un.= % 5 O @™ ! P rm—1
n n

belehrt uns, da /" =« war, daB ) — @,=0 ist. Mithin erfiillen die zwei

Folgen (1) und (2) auch die dritte fiir zwei zusammengehérige Definitionsfolgen

erforderliche Bedingung B;) auf Seite 150. Um den Nachweis zu fithren, daB
QAn

( ,) tatséichlich eine Zahl definiert, ist noch zu zeigen, daB, wenn s eine be-
(2%

liebig vorgegebene positive Zahl ist, man stets eine ganze positive Zahl & so
finden kann, daB

Brro— Bpo<8 (0=0,1,2 ..)

ist, also die Bedingung B,) auf Seite 151 erfiillt wird. Zu dem Zweck be-
rechnen wir aus (1) und (2) den Wert der Differenz

_ m ;ym—1
: A Sl o m—1, o 1 @y
g1 T Y T Oy + malm1 I a/m—l— m ol e [ b b

n n+1 an

Z0 ymel
m-1 |, I:( a 1
= —0q —-Q _— a1
q n n ’
m Chpq m

Nun ist, da die Folge (1) absteigend ist, a;, = o/ Mithin wird

n+1*
4 —
an m=1
7
an+1

LA g S
al m

E

v

L,

also

v

1
1=
demnach hat man

www.rcin.org.pl



198 Grundlagen der Arithmetik.

[ 2l

und erhiilt fiir die Differenz a; ,, — a,,; die Ungleichung

i mo= 1" 1
Cppr = Oy = T Gp — an(l i —ﬁ)

oder

IA

(l - %) (an — a,)-

Die wiederholte Anwendung der zuletzt gefundenen Ungleichung liefert

’
Tpp1 — Qpyy

, 5 )
Opt1 ~ g = (1 m (@'~ a).
Setzt man in dieser Relation n = k + ¢ — 1, so ergibt sich:

¥ 1 \k+o-1 5
ak+a—ak+°§ I-Tn- (al—al).

Da 1 - —%— ein echter Bruch ist, so ist

k+o~1 k—1
m m

. LoYk=loo
o = QGpo = (1 ¥ 7,;) (@'— a,).

und man hat

1 & %
Da b -p > 1 ist, kann man nach dem Hilfssatz III auf Seite 193 eine

eI

m

e

k
ganze positive Zahl % finden, daB (———1———
‘ m

T | Pk
7 ) gréBer als die Zahl SURBE
&

wird. Aus der Ungleichung

’
1 a'—a

e
m

ergibt sich schlieBlich aj, , — a,,, < &(0 =0, 1, 2, ...). Hiermit ist gezeigt,
An
daB ( :

) tatsiichlich eine reelle Zahl ist. Diese ist positiv, da dasselbe von

den Zahlen a,, a,' (n =1, 2, ...) gilt.
Um noch den Wert der durch die Folgen (1) und (2) definierten Zahl zu
bestimmen, beachten wir, daB, wie oben gefunden, /" =a(n =1, 2, 3, ...)

. . o P " A .
ist. Ferner ist o, = ———, also «_ -0’ '=e«. Aus der fir die zwei
n a,,,.-] ’ n n

n
zusammengehorigen Definitionsfolgen bereits abgeleiteten Ungleichung B;)

a, =a, folgt a;~'=a/""'. Mithin ist ¢” = a. Die Ungleichungen

gpg=a=a" n=1,2 ..)
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Das Wurzelziehen. 199

besagen nach dem Satz II auf Seite 82, daB die m' Potenz der durch die
all . .

zwei Definitionsfolgen (1) und (2) erklirten Zahl ( ,) gleich « ist. DaB es
an

keine zwei solche ungleiche positive Zahlen gibt, ist bereits auf Seite 195
gezeigt. Es ist also

a, m_

)+

Ay

Die angegebene Methode der Bestimmung der 7' Wurzel geht auf
Newrton?! zuriick. Die Zahlen der Folge (1) lassen sich geometrisch auf folgende
Art gewinnen: Man betrachte die Kurve ¥ = X" — «, wobei X und Y die
variablen Koordinaten bedeuten. Auf dieser Kurve wiihle man einen Punkt
mit der Abszisse X = a, der Ordinate ¥ = ¢™—« und konstruiere in ihm die
Tangente, deren Gleichung ¥Y— (a”— «) = m @™ '(X — a) lautet. Der Schnitt-

punkt dieser Tangente mit der X-Achse hat die Abszisse o', = 'r_n;n—;lA g Lo

m am—l
Wiihlt man fiir den Kurvenpunkt @, ¢™— o denjenigen mit der Abszisse a,”
und der Ordinate a,"™— «, so gelangt man zu a,” usw.

Fiir die numerische Berechnung sei erwithnt, da fiir @ praktisch eine
Zahl gewidhlt wird, die der Ungleichung o™ > ¢ geniigt und von der man
durch Probieren bereits weil, daB sie sich der m '™ Wurzel aus « gut niihert.
Ist @™ > a, so wird nach (1)

, m-—1

«
a = a + <a
1 ; 7 ’
m moea™!

und man hat ™ > a,/™ > «, so daB ¢,” der m'*® Wurzel aus « niher kommt
als a. Wir geben noch als Beispiel einer numerischen Berechnung die Be-

8ull
stimmung von }/4. Die willkirliche Zahl @ wiihlen wir zunichst gleich

2
= 1,66 ... Alsdann wird:

S R ST T T
’=_.,, —_— — T —— = 11.-.
Mg TR T ey oY t

und man hat (1,66...)° > (1,5911...* > 4. Es ist also sicher 1,59123 > 4.

3

Operiert man jetzt statt mit % mit 1,5912 als Ausgangszahl a, so wird

: 4
a'= %-1,5912 HeEs S g = LO8TAL..,

und man hat 1,5912% > (1,5874 ...)® > 4. Man kann alsdann 1,5875 als bessere
Ausgangszahl wiihlen und den Prozef so fortsetzen. Wir begniigen uns

¢ 4 4 : :
damit, aus @,'= 1,5874... die Zahl o, = AA8T L) zu bilden. Dann ist
2 S

3
% < @< a2 aldo [ J < 4<(1,5874 ... Es ist aber

T ST
(1,5874 ...
S0 RTINSy 1,5872

(1,5874 .. .)? 1,587658

! Vgl. FOURIER, Analyse des équations déterminées (1831), deutsche Ausgabe
in OstwALDs Klassikern der exakten Wiss. Nr. 127, 8. 177.
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200 Grundlagen der Arithmetik,

3
Mithin wird (1,5872...)% < 4 < (1,5874 ...)% Folglich ist /4 = 1,587 ... mit
einer Grenauigkeit auf drei Dezimalen.

Zur Charakterisierung der m'® Wurzel aus irgend einer positiven Zahl «
leiten wir folgenden zahlentheoretischen Hilfssatz ab, der auch sonst von
Wichtigkeit ist:

Das Produkt zweier oder mehrerer ganzer positiver Zahlen,
von denen jede einzelne teilerfremd zu einer ganzen positiven
Zahl I ist, ist selbst teilerfremd zu £.

s; und s, seien zwei ganze positive Zahlen, von denen jede teilerfremd
zu k ist. Angenommen, das Produkt s, »s, hitte mit der Zahl / einen gemein-
samen Teiler d gemein, so miiBiten sowohl s, und d als auch s, und d teiler-
fremd sein; denn sonst hiitten s, und % bzw. s, und %4 im Widerspruch mit
unserer Voraussetzung, daB jede der zwei Zahlen s, und s, teilerfremd zu /&
sein sollte, einen gemeinsamen Teiler. Da s, « s, durch d teilbar, s, und d teiler-
fremd sein sollten, so wire nach dem zahlentheoretischen Satz auf Seite 121
s, durch d teilbar. Die Zahlen s, und d waren aber teilerfremd; aus diesem
Widerspruch folgt, daB die gemachte Annahme falsch ist, also muB s, -s,
teilerfremd zu % sein. Durch wiederholte Anwendung ergibt sich, daB, falls
jede der ganzen positiven Zahlen s, s, ..., s, teilerfremd zu / ist, dies auch
fiir ihr Produkt s, «s, « « » s, zutrifft.

Aus dem Hilfssatz leitet man unmittelbar folgendes Korollar ab:

- Sind / und % zwei teilerfremde ganze positive Zahlen, so sind, wenn m
irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, auch /™ und ;™ stets teilerfremd.

Wir konnen uns nunmehr die Frage vorlegen: Unter welchen Be-
dingungen ist die m* Wurzel aus einer positiven Zahl « eine ratio-

m_

nale Zahl. Soll J/a gleich der rationalen Zahl ,,];_ sein, wobei k£ und ! als
/;7"

teilerfremde ganze positive Zahlen angenommen seien, so ergibt sich aus o = i

daB « selbst rational sein muB. « sei nunmehr gleich der rationalen Zahl : )

X

wobei » und s teilerfremde ganze positive Zahlen bedeuten sollen. Aus ; =

k"%
wiesenen Korollar auch fiir 4™ und (™ zu. Da £™.s durch {™ teilbar ist, muB

s durch ™ teilbar sein (vgl. S.121). Mithin muf eine ganze positive Zahl o
m
s

folgt r = Da % und [ teilerfremd sind, trifft dies nach dem zuletzt be-

kl,,, folgt alsdann » = g«4™. Dar
und s teilerfremd sein sollten, kann ¢ nur den Wert 1 besitzen, und man hat
s =1{0" r =k" Hiermit ist bewiesen: Die m' Wurzel aus einer posi-

tiven Irrationalzahl ist irrational; die m' Wurzel aus einer posi-

existieren, so daB s = ¢-/™ ist. Aus r =

i 4
tiven rationalen Zahl ist rational oder irrational. Soll ‘/%

rational sein, wobei » und s zwei teilerfremde ganze positive
Zahlen bedeuten, so miissen sowohl » als auch s m'" Potenzen
ganzer positiver Zahlen sein. Im besonderen ergibt sich durch die
Spezialisierung s = 1: Die m'" Wurzel aus einer ganzen positiven Zahl
ist stets ganzzahlig oder irrational
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Die Potenz mit rationalem Exponenten. 201

§ 3.
Die Potenz mit rationalem Exponenten.

Wir wenden uns zum Satz I des vorigen Paragraphen zuriick. Aus ihm
folgt, daB die Gesamtheit der reellen positiven Zahlen, wenn man sie multi-
plikativ verkniipft, eine kommutative Wurzelgruppe bildet, die auch die
Postulate Gr;) und Grg) auf Seite 160 erfiillt.

Da die reellen positiven Zahlen bei ihrer Multiplikation eine Wurzel-
gruppe bilden, kann man bei Beschrinkung der Basis « auf positive
Zahlen, wie sie tatsichlich dem Wurzelziehen auferlegt wurde,
den Potenzbegriff so ausdehnen, daf als Exponenten nicht nur
ganze, sondern beliebige rationale Zahlen verwendet werden
diirfen (vgl. Seite 161 und 162).

Ist — m eine ganze negative Zahl und « eine beliebige positive Zahl, so
gibt es stets eine positive Zahl & und keine zu ihr ungleiche, so daB & "= «
ist; denn die durch Ubergang zu den reziproken Zahlen entstehende Gleichung

&"=@a—1= — hat, wie bewiesen, eine und keine ihr ungleiche positive
o
oy
Lisu =1/—-
ng & ;-

Wir konnen demnach definieren: Ist o« irgend eine positive, p irgend
eine ganze, positive oder negative, aber zu 0 ungleiche Zahl, so soll unter
1

o? die positive Zahl verstanden werden, deren p* Potenz gleich
« ist. Bedeutet m eine ganze positive Zahl, so ist, wenn p = m,
1 1
St LA
o= =Y
und, wenn p = — m,

Sind ¢ und p irgendwelche ganze Zahlen, von denen p # 0 ist, so defi-

q 1\e
nieren wir, daB unter «? stets (ap) verstanden werden soll. Da e
L z
und «” stets positive Werte haben, so trifft es auch fiir «? zu; speziell ist .
g LA
= (1”) = 1. Bedeuten % und %L gleiche Briiche, so ist nach dem
1

4 &
Satze VII auf Seite 162 o« = «', also im besonderen, wenn % gleich dem

q r il
; iy By w . Ty LG e
reduzierten Bruche o ist, e’ = a®. Die Potenz «? hiingt mithin nicht

von der Form ab, in der man den Bruch —Iq’— schreibt, und stimmt

daher, wenn —; speziell gleich einer ganzen Zahl r ist, mit «”
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202 Grundlagen der Arithmetik.

iiberein, so daf die aus der neuen Definition resultierende ganz-
zahlige Potenz nicht der schon frither definierten ganzzahligen
Potenz widerspricht.

Ubertriigt man die Siitze I’ bis V' auf Seite 163 bis 165 in die neue Be-
zeichnungsweise und setzt hierbei 1 = %, M= »lqji, so erhilt man die fol-

1

genden grundlegenden Gleichungen, bei denen « und § beliebige positive
reelle Zahlen, A und A, beliebige rationale Zahlen bedeuten:

) ot b = atth
) (a*)s = aths,
3) ot g = (@ pf.

Ist o* = ﬂ", so ist @ = §, falls A 5 0.
Ist o* = o™, so ist 4 = Ay, falls @ # 1.

i
Aus (3) folgt (%) . *= «*. Mithin ist

(5~

Wiihlt man in (4) fiir « die Zahl 1, so hat man:

1\4 1
(4 (—_) ) N
l) ﬂ ﬂ 2
Die Gleichung (1) enhiilt als Spezialfall die Relation

¢-afmat T i =a=1
Mithin hat man
) e o= (' e
et = 3 5 nach (4,).
Aus (5) folgt
A
« i i

1 g %)
—— =gt — =" b u" i nach (1)
(::‘11

Speziell folgt aus der Gleichung (2), wenn p und ¢ ganze Zahlen bedeuten,

von denen p # 0 ist, da
1 1

¢ 2 Lot
(6) (ap =gf = (aq)p.
Setzt man 4 = %, %= Z—', wobei ¢ und ¢, beliebige ganze Zahlen,

1

p und und p, beliebige ganze positive Zahlen bedeuten, so lassen sich die
mit (1) bis (6) numerierten Gleichungen auch als solche mit Wurzelzeichen
schreiben. Die Beschrinkung von p und p, auf ganze positive Zahlen findet
deswegen statt, weil man sich des Wurzelzeichens nur fiir ganze positive
Wourzelexponenten zu bedienen pflegt. Es ist also

A AR (oWt LS
(l) p p; p P pp
af ot =« l=a 1
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und hieraus
My 1

(1) Var.Vun = V:«ﬂ:ﬂ:_
P . y
(2" l/(}/—)q p‘p]/aqq;_
. P—
@) Vo = Vepr.

Bk b P
Ist Vaq= 82, so ist « = f, falls g # 0.

Y= e 7 _4
}/a = Vaq‘ und r p—‘ bedingen sich gegenseitig, falls « # 1 ist.
1

L
VT~

n f/@t % 1)

Gl

®) (o) = V.

=S

) Vot =

%

Es ist
Pil Pp,
2 Vaar PP Ry
/Vu & “}/" Vaqm 4 ]/u“hp nach (4,") und (5)

i '/ o P

’e
~3
]
8

P,
- l/aGIPx—‘P'h nach (1').

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Abhiingigkeit einer
Potenz von ihrem Exponenten. Zu dem Zweck beweisen wir:

Satz II. Ist « eine positive Zahl und —Z— eine beliebige ratio-
»q_

nale positive Zahl, so ist «? groBer, gleich oder kleiner als 1, je
nachdem es fiir « zutrifft.

Zuniichst sei « > 1. Bei dem positiven Bruch % seien sowohl ¢ als auch
2
p positiv angenommen. Wire «? =1, so wiirde nach dem Hilfssatz I auf
a\p
Seite 193 folgen, daB (u” ) = 1” und demnach «?=1 wiire. Aus der ge-
machten Annahme « > 1 ergibt sich aber nach dem gleichen Hilfssatz im

Widerspruch hierzu «?> 1. Mithin ist unsere Annahme falsch, und es ist
7

«? > 1. Ahnlich zeigt man, daB, falls « < 1 und 2 ein positiver Bruch ist,

g 2 1\e
stets «? < 1 ist. SchlieBlich ist 17 = \1?) = 1.
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204 Grundlagen der Arithmetik,

Aus Satz II ergibt sich:

Satz Illa. Sind « und § beliebige positive Zahlen und 2 eine
beliebige positive rationale Zahl, so ist «* <8*, wenn « < 3.

Da « < # und § positiv ist, so ist % <1 und demnach nach Satz IL

3
<%) < 1. Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit der positiven Zahl ﬂ"
kommt nach Gleichung (4): «* < 8*.

Satz IIlb. Sind « und § beliebige positive Zahlen und 4 eine
beliebige negative rationale Zahl, so ist ﬂ"< a", wenn « < 3.

Ist . negativ, so ist — 4 positiv. Mithin folgt, da « < 3, nach Satz IIla,
daB «~*< 7% Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit der positiven
Zahl o*. " ergibt sich nach (1), wie wir beweisen wollten, §* < o*.

Satz IV. Sind 4 und 4, beliebige rationale Zahlen und ist
A >4, so ist
(IVa) ot s al, wenn 1 < «,
und es ist
(IVDb) ot < a", wenn 0 < o < 1.

Da A, > 2, so ist 2, — 2 > 0. Demnach erhiilt man nach Satz II, falls
@ >1, die Ungleichung ¢ =% > 1, und, falls 0 <ea <1 ist, %< 1.
Durch Multiplikation der gewonnenen Ungleichungen mit o ergeben sich nach
(1) die in (IVa) und (IVb) ausgesprochenen Relationen. Hieran schlieBen wir
den uns im folgenden Paragraphen niitzlichen

Satz V. Ist « irgend eine positive Zahl, so kann man fiir
jedes beliebig klein vorgegebene positive ¢ stets eine derartige
ganze positive Zahl m finden, daB fiir alle rationalen Zahlen z,
die zwischen — % und % liegen, die Grenzen eingeschlossen,
die Ungleichung

l—8<a*<1+6
stattfindet.

Da 1 + & > 1 ist, existiert nach Hilfssatz II1 auf Seite 193 eine ganze
positive Zahl m, fir die (1 + &™ > « wird. Aus dieser Ungleichung folgt
nach Satz IITa:

1 1

5 R 1

m m
(7) 1+8>a oder « >1+e
Nun ist 1 > 1 —¢€% d . h.1>(1+¢(l —¢ und daher 1:-5 >1—e. Folg-
lich wird

1

(8) e ™>1—s.

Zuniichst sei « > 1 angenommen. Alsdann ist nach (IVa) in Satz IV fir

alle rationalen Werte 2, die der Ungleichung — 71»- =r=+ ;}L— geniigen,

o méqu « ™,

Hieraus folgt nach (7) und (8) fiir « > 1 das gewiinschte Resultat 1 —e<a*<1+e.
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s e | X X g
Ist 0 < @ <1, 80 ist s Aoy 1. Alsdann kann man, wie bereits bewiesen,

eine ganze positive Zahl m finden, so daf fiir alle rationalen y, die der Un-
gleichung

9) - ,1 =y= + L
( m=Y=T"%
geniigen, 1 — & < (%)y< 1 + & wird. Setzt man z = — y, so erhilt man die
in Satz V gewiinschte Ungleichung 1 — & < «® < 1 + &.
Aus der Ungleichung (9) folgt, daB, wenn man x = — y setzt, = ebenso

wie y, nur in umgekehrter Reihenfolge, die rationalen Zahlen des Inter-
valles von — % bis +% durchléuft; folglich hat man die Ungleichung

= B % Hiermit ist Satz V auch fiir positive « < 1 bewiesen.

lIA
IA

§ 4.
Die Potenz mit irrationalem Exponenten.

Wir kiénnen bisher bilden: %™, wenn y alle reellen Werte durchliiuft und
7

der Exponent m eine ganze positive oder negative Zahl ist (§ 1). Ferner y?,
wenn ¥ alle positiven Werte durchliiuft und der Exponent Iq’ irgend eine

rationale, nicht ganze Zahl ist (§ 8). In diesem Paragraphen soll der Potenz-
begriff bei Beibehaltung der positiven Basis so erweitert werden, daB der
Exponent, der bisher rational sein mufite, auch eine beliebige irratio-
nale Zahl sein darf. Wir werden also zu Potenzen y* gelangen, bei denen
y alle positiven und « alle reellen Zahlen durchlaufen kann. Hilt man eine
positive Zahl & unveriinderlich fest, und liBt man x alle reellen Zahlen durch-
laufen, so heift «” die Exponentialfunktion fiir die Basis . Sind «
und & zwei feste Zahlen (¢ > 0), so heifit of auch fiir irrationale &
eine Potenz mit der Basis « und dem Exponenten &.

Zur Einfithrung von a® ist zuniichst eine Hilfsbetrachtung nétig.

a . . . . . .
« =< ",) sei eine beliebige positive Zahl, von der wir voraussetzen, daf
(2%

a
e =1 ist. Die Zahl e = ( ",) sei so vorgegeben, daB in den zwei zusammen-
n

gehorigen Definitionsfolgen, die sie bestimmen, alle Zahlen a,, a,’(n = 1,2,...)
ausnahmslos = 1 sind. Die Zahlen «a,, a,” kénnen hierbei rational oder irrational

. xﬂ . . . .
gein, & = ( ,) sei eine reelle Zahl, von der wir voraussetzen, daB sie erstens
n

positiv ist und zweitens so vorgelegt sei, daf alle Zahlen x,,, z,’ (n = 1,2,...)
der zwei zusammengehorigen Definitionsfolgen, die & definieren, ausnahmslos
positiv und rational sind. Wir bilden uns die zwei Folgen:

x, x. x,
(1) R B ety i @, ,

ray’ 129’ rxg’ 7 Ry
(2) Ay, G375 A5ty .. @™y
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206 Grundlagen der Arithmetik.

Von diesen zwei Folgen soll nachgewiesen werden, daB sie

unter den gemachten Voraussetzungen den Bedingungen B)) bis B))
Tn

auf Seite 150 geniigen und daB demnach (a’,’z') eine Zahl definiert.
; o’ n
n

Aus z, Sx,,ﬂ und 1 = a, folgt nach (IVa) auf Seite 204 a;» =< ai"+1;

da ferner @, = @,4+, und x,4, positiv ist, so ist nach Satz IIla auf belte 204
aptl=gintt. Folglich wird a)" < af}?, d. h. die erste Folge ist eine auf-
steigende Folge. Ebenso schlieBt man aus z,/=2z,/, und 1=4,, daB

’ ’
@™ =a,™+; da ferner a, =a,}, und %, positiv ist, so hat man

a, T = a’ﬁ’_‘“ und erhilt schlieBlich a”’" = a”"‘“ d. h die zweite Folge ist

eine absteigende Folge. Aus z,’=«, und 1 =< a, folgt a,," =a.

Da a,’ =a,
und x,’ positiv ist, so erhilt man a;fl" = a::‘ und mithin a;"": = a;*. Folglich
wird von den zwei Folgen (1) und (2) auch die Bedingung B,) erfiillt.

Um noch zu zeigen, daB die Zahlen unserer zwei Folgen (1) und (2) auch
die Bedingung B,) befriedigen, ist nachzuweisen, dafl, wenn & eine beliebig
vorgegebene positive Zahl ist, man eine ganze positive Zahl & finden kann, dab

die unendlich vielen Ungleichungen a;ﬂ‘;"" — az’fl_“;" < ¢ fiir alle 0=0, 1, 2, ...
erfiillt werden. Da die a]" eine aufsteigende, die a,™ eine absteigende Folge
bilden, so besteht die Ungleichung

® a7Ere - ate S o - o

Nun ist

a;”" —iat = (a;"': - a;™) + (g™ — ag¥)

" T
- (a""‘_z"— 1) ™ + ((a ) 1) B
a

g bedeute irgend eine ganze positive Zahl, die wir =& wiihlen. Da
fiir jeden ganzzahligen Index k stets z, =& (Satz I auf Seite 82) ist, so ist

4)

k
x = 3
a,’ \ %« a,’\9 A
daB (—*) "= (—% )" und folglich
a, a,
(= (e
a, ay
Da 1 = a, ist, so wird
Tk 9
(6) a = a.
Aus (5) und (6) folgt durch Multiplikation
a/\% \
() (—k—) -—1) z’*<a9—a9
a;
Nun ist, wie man durch Ausmultiplizieren ersieht:
7 o cSnl) [ 2 4 rg—1 rg=2 rg—3 2 g=l\
a; ak—(ak a,) (ak +ak ak+ak ak+...+ak ),
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aus dieser Gleichung folgt bei Beachtung der Ungleichung a,” = @,, da rechter
Hand in der Klammer g positive Summanden stehen, daB

8) a;g - agé(a,_"-— a,‘)g-a,;‘g‘1 :
Da die a@,” eine absteigende Folge bilden, ist ¢,/=a," und folglich

a;g—l =af”". Mithin geht die Ungleichung (7) iiber in

a " T
) (—‘) —1) A< (o) — a)gaf".

@

Da o, =’ und 1 =gq,/, so ist a;™ =< a;®. Da die Folge (2) absteigend ist,
hat man a}* < o™ und erhilt folglich

(10) G =a™ .
Mittels (4), (10) und (9) geht die Ungleichung (3) iiber in
a7 - ot s (@ —1) ™ + @/~ a)g ot

’ ’
Da @ =@, und 2;/— 2, nicht negativ ist, wird o™~ % = ;"% , und die
letzte Ungleichung verwandelt sich in

’ 4
E% x 1T~ '@’ ’ -1
(11) g e g ok (a1 % "—1) a™ + (@) —a)ga?

Nach Satz V auf Seite 204 kann man fiir jedes positive s stets eine ganze
positive Zahl m derart finden, daB, wenn die positive Zahl

y 1

(12) T - % < o

ist, die Ungleichung .

(13) a’l’k—‘h < & :
2a;™

erfiillt wird. Man bestimme eine ganze positive Zahl i so, daB die Un-
gleichung (12) gleichzeitig mit der Ungleichung

8

(12) a, —ak< W

eintritt. Die Bestimmung einer solchen Zahl %, wie wir sie wiinschen, ist stets

z

moglich. Da niimlich ( ",) eine reelle Zahl ist, existiert nach der Bedingung B,)
zﬂ

eine ganze positive Zahl I, fir die 2} 4, — 2, 4, < % ist. Da auch (a",)

eine reelle Zahl ist, existiert weiter eine ganze positive Zahl &, fir die

2 &

Uyt 0 ™ Uyt < 2—9;715—_7‘

wird. Hierbei bedeutet ¢ jede der Zahlen 0, 1, 2, ... Wihlt man fiir % die
groBere der zwei Zahlen %, und k,, so werden die Ungleichungen (12) und (12)
befriedigt, und die Ungleichung (11) geht nach (13) und (12’) iiber in
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A & &
(Ik::’_‘:a i (l:l_‘:;o = '2" 4 ‘g‘ )
d. h.
G tdo = aiT < e.
Mithin erfiillen die in (1) und (2) vorliegenden Folgen auch die Bedingung B,),
azr
"z;) unter den gemachten Voraussetzungen eine Zahl.

’
aﬂ

und es ist (

Tn
aﬂ

Von der gefundenen Zahl ( ,) soll noch bewiesen werden,

Ty
aﬂ

daB sie nicht davon abhiingt, in welcher Weise a = (a”,) und
aﬂ

z
&= (a:”') durch Definitionsfolgen gegeben sind; natiirlich miissen

wir auch hierbei unsere Voraussetzungen aufrecht erhalten (denn
al ‘ ;

nur dann war (n,) als Zahl definiert), daB alle Zahlen a,, a,
a’'%n
n

nicht kleiner als 1 und alle Zahlen z,, z,” rational und positiv sind.
(2 (6,‘

Die Zahl a sei also einerseits durch ( "’) , -andererseits durch (_ ,)
a, a,

gegeben, wobei die Zahlen @,, @, ebenso wie a,, @, simtlich nicht kleiner

z,
als 1 sein sollen. Ferner sei die Zahl & einerseits durch ( &
z,

,) , andererseits

z
durch (_",) gegeben, wobei die Zahlen Z,, z,’ ebenso wie z,, z,’ siimtlich
xﬂ

positiv und rational sein sollen. Wir wollen zeigen, daB aus den zwei Glei-
chungen:

a (o) = &)

und

(- 2)
@, R

die Gleichung

az,, ain |
(16) 7he L%
a;x" 6; ®n

folgt. Sollen die Gleichungen (14) und (15) gelten, so miissen nach Definition I
auf Seite 151 die Ungleichungen

(17a) e, =a’ und (17b) a,=a,’
sowie
(184) z, =z, und (18b) 7, ==z,

bestehen, Aus den Ungleichungen (17a) und (18a) folgt auf Grund der
Sitze IIIa und IVa auf Seite 204, da wir lauter positive Zahlen vor uns
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oy

haben und @, und @, nicht kleiner als 1 sind, daB o* < a,™ =<a/™ ist.
- foif ’

Ebenso ergibt sich aus (17b) und (18b), daB @;" <a,™ = a," ist. Die er-

haltenen Ungleichungen o =< @/ und E?‘" =a,™ besagen, wie bewiesen

werden sollte, daB die Gleichung (16) stattfindet.
Aus der bewiesenen Tatsache, daf unter den oben gemachten Voraus-

1%y
Py

wie @ und & durch Definitionsfolgen bestimmt sind, folgern wir: Ist & im be-

a’n -
setzungen ( ",) nur von « und & abhiingt, nicht von der Art und Weise,

sonderen gleich einer positiven rationalen Zahl —;—, also

B il |
§=(z")— e Xy il
o K SOG i A
p p7 ) p’
und
(an) (") a, y O )
o == p = ’
a, o, &, )y O,
so wird
& g b
" a?, aof, ) a®,
o] |2 2 2 3
P P b

d. h. gleich der Potenz «® mit dem rationalen Exponenten —;—

Es ist jetzt moglich, die Potenz auch fiir irrationale Exponenten
zu definieren. Wir werden hierbei drei Fille unterscheiden:
I. Fiir e =1 und & > 0 definieren wir die Potenz auf folgende
(22N 3 4
Weise: Ist ¢ = ( ,) irgend eine reelle Zahl, die selbst nicht
Qn

kleiner als 1 ist und ausnahmslos auch durech Zahlen @, und

z
a,(n=1, 2, ..)=1 dargestellt sein soll, und ist ferner §=( ")

W
irgend eine positive Zahl, die durch ausnahmslos positive rationale
Zahlen @, und z,” (n =1, 2, ...) dargestellt sein soll, so soll unter

der Potenz ¢* mit der Basis a und dem Exponenten & die Zahl

iz
Wy

ai
n
( ,) verstanden werden.

Der Wert von of hiingt, wie wir sahen, nur von « und & ab, nicht von
der Art, wie man « und & durch Definitionsfolgen darstellt. Die fiir o gegebene
Definition ist auch eine rechtmifig erweiterte, da sie fiir rationale Exponenten
in die frither im § 3 gegebene iibergeht; es ist also «® nicht etwa fiir ratio-
nale & durch die frithere und die neue Definition in zwei einander wider-
sprechenden Weisen eingefiihrt worden.

LoEwy, Algebra, 14
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Sesbel

.
Hierdurch ist der Fall II auf den bereits behandelten Fall I zuriickgefiihrt.
Wiirde man fiir negative & die Potenz o* auf eine von der Gleichung

of = ——; abweichende Art definieren, so wiire dies undkonomisch; denn eine
a

II. Fiirc=1 und & < 0 definieren wir of als gleich —1_?
a

solche Definition konnte nur fiir irrationale’ & gegeben' werden, da fiir ratio-
nale & die Potenz «f bereits im vorigen Paragraphen definiert und hierfiir

die Gleichung of = L—E giltic war. Ist & eine negative Zahl und defi-
’ o

Ln z " g

niert durch & = ( ,) , wobei die x, und z, simtlich ausnahmslos negative
Ln

Sk x.'

rationale Zahlen sein sollen, so ist — & = [&§| = ( ), und of wird fiir

An
a= ( ,), wenn @, und a,” (n =1, 2, ...) ausnahmslos Zahlen bedeuten, die
An

=1 sind, auf Grund der gegebenen Definition durch den reziproken Wert von

a_ "
( ) ) dargestellt, d. h. (vgl. Seite 78)

a! "%
1
=Ty T
E a” an n
o = 1 = ’ b
z,
¥ aﬂ"

n
—Z,
aﬂ

IOI. Ist 0<e=1, so setzen wir a = —l~; alsdann ist f=1. In

L)E= s Hierdurch ist der
o RN

Fall IIT auf die Félle I und II zuriickgefiihrt. Die neue Definition geschah
wieder méglichst 6konomisch, niimlich so, daB zwischen rationalen und irratio-
nalen Exponenten kein Unterschied besteht; denn fiir rationale & war die

diesem Fall definieren wir «* als gleich (

Gleichung of = LE nach dem vorigen Paragraphen bereits als giiltig erwiesen,
Der Fall IIT teilt sich in zwei Klassen:
IIla. Essei0<ae=<1und £§>0. Ist ¢ = (a,.,) , wobei die @, und
2

a) (n=1,2,3,...) ausnahmslos positive Zahlen sein sollen, die =1 sind, so ist
1.
1 a,)
p-—="
eigg

Ist die positive reelle Zahl & gegeben durch & = (z,,,) , wobei die z, und z," fiir
Ty

n =1, 2, ... ausnahmslos positive rationale Zahlen bedeuten, so ist nach I
die Potenz
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1
ﬁe 5 a;:'n
e 1
a:’l‘
a®n
und demnach «f = —1—5— =[\*
[ al™
IITh. Es sei 0 < e =1 und & < 0. Fiir « liegen die Verhiiltnisse wie
unter IITa. Ist die negative reelle Zahl & gegeben durch & = (w,.’) , wobei
T
die x, und @, fir » = 1, 2, ... ausnahmslos negative rationale Zahlen be-
deuten, so ist nach II die Potenz
1 \%a 1
it e

1 a/z,,
und demnach af = — = ( LA B

agn
PN : o ; 08y < Qe e
Da sich jede Zahl « mittels Definitionsfolgen in der Form ( )
(AT R S
schreiben 1iBt, so ist, wenn & = (x,./) ist, in den Fillen I und II, bei denen
a=1 ist, g
g [o™
(A) gibt 0

und in den Fillen IITa und IIIb, bei denen 0 < a =1 ist,
2I
e e
(B) o (azﬂ)

Zur theoretischen Definition von o “wiiren die Gleichungen (A)
und (B) ausreichend!; fiir die numerische Berechnung wird man aber

! Definiert man «° durch die Gleichungen (A) und (B), so ist es iibrigens nicht
z,

notig, wie in den Fillen I bis III die Zahl & = ( ",) derart prapariert anzunehmen,
.

n
daB fiir positives & alle 2, und x,” ausnahmslos positiv und fiir negatives & alle z,

,
und @,” ausnahmslos negativ sind. Vielmehr brauchen bei der Zahl & = ( ",) nur
zﬂ
simtliche x, und z,” rational zu sein, und auch dann sind, wie sich der Leser iiber-

a’n

Ty
zeugt, bei 5 far =1 und bei o fir @ = 1 die vier Bedingungen B,) bis
o 4

B,) erfillt.
14*

www.rcin.org.pl



212 Grundlagen der Arithmetik.

die voraufgehend durchgefiithrten Untersuchungen nicht entbehren kénnen,

da « selbst zumeist nur durch zusammengehorige Deﬁnitionsfolgen o= (a,,l)
Ay
z. B. als unendlicher Dezimalbruch, gegeben ist.
Durch die unter I bis III gegebenen Definitionen ist of fiir alle posi-
tiven Basen o« und fiir beliebige reelle Exponenten & definiert, und es ist

X

a
auch gezeigt, wie man, wenn « = ( ",) und & = ( ,) gegeben sind, zwei zu-
Uy ,

n

sammengehorige Definitionsfolgen ¢, und ¢, # =1, 2, 3, ...) finden kann,
so daB of = (?",), also g, =a* =g,/ (n =1,2,...) ist. Wihlt man die Zahlen
gﬂ

a, und a,’ (n = 1,2,...) simtlich rational, so brauchen die Zahlen g, und g,
zwar im allgemeinen nicht rational zu sein, sie sind aber in gleicher Weise

&

aus rationalen Zahlen gebildet, wie «* aus irrationalen. Man hat ¢, = b7",

0}, = b,’"; hierbei ist b,= a,, b,'= a,’ oder b, = a,’, b,/ = a,, je nachdem & > 0
oder § < 0 ist. Es ist 0,= %,, 0.'= 2, oder o, = ®,, 0,/=2,, je nachdem
=1 oder 0 < a =1 ist. Iste eine beliebig klein vorgegebene positive Zahl,
so kann man eine ganze positive Zahl i so finden, daB ¢,/ — ¢, < s ist; da
0= of= o, ist, so kann man durch entsprechend grofe Wahl von %, d. h. bei
Verwendung von geniigend vielen Zahlen aus den Definitionsfolgen a,, a,’
und «,, z,’ die Potenz «f mit beliebiger Genauigkeit berechnen.

F (e, B, 7, - .+, ) bedeute eine Rechenvorschrift, die angibt, daB aus
den Zahlen «, 8, v, ..., 4 eine Zahl abgeleitet werden soll, indem man sie
eine endliche Anzahl mal rationalen Operationen unterwirft und als Exponenten
bei Basen anwendet, die positive Zahlen sind. Zu den Fundamentalopera-
tionen auf Seite 154 soll also jetzt noch die nicht rationale Operation des
Potenzierens hinzutreten.

Sind « = (:",)  B= (Z",) S = (;",) jeweils durch zusammengehdorige
Definitionsfolgen rationaler Zahlen definiert, so liit sich, wie aus Kap. II, § 14,

Seite 154 und dem iiber Potenzieren Gesagten folgt, F(x, 8, ¢, ..., ) = (: ..,)
berechnen, wobei sich die Zahlen #, und »,” (» = 1, 2, ...) der zwei zusammen-
gehorigen Definitionsfolgen in gleicher Weise aus den rationalen Zahlen a,, a,’,
buy by« ..y Ly I bestimmen, wie F(e, f#, 7, ..., A) aus irrationalen Zahlen.
Da wir uns nicht mehr wie im Kap. II, § 14 auf die rationalen Operationen
beschriinken, so brauchen die Zahlen », und »,” (# = 1, 2, ...) allerdings nicht
mehr rationale Zahlen zu sein, wie es fiir die auf Seite 155 verwendeten
Zahlen 7, und 7, zutraf. Aber von der Rationalitiit der Zahlen », und 7,
hiingt der dort gegebene Beweis nicht ab; da sich bei ihm alles Wesentliche
nicht #indert, so gelangen wir zu dem

Satz I. Verschwindet ein Ausdruck ¢ (%, @,, ..., ), der aus
den GrioBen z,, ,, ..., , durch rationale Operationen und ihre
Verwendung als Exponenten positiver Basen abgeleitet ist, fiir
alle rationalen Werte von z,, z,, ..., %,, so verschwindet er auch
fir jedes System @&, @, ..., o, irrationaler Zahlen.

Aus dem eben gefundenen Satz folgt: Alle Gleichungen, die
fir Potenzen mit rationalen Exponenten abgeleitet wurden,
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behalten auch fir Potenzen mit irrationalen Exponenten ihre
Giltigkeit.
Es gelten also vor allem die Gleichungen auf Seite 202:

@ S P ai+zl,
@) (= o,
®) ot Bt = (@B,

bei denen « und # beliebige positive Zahlen bedeuten, nicht nur fiir alle
rationalen Exponenten A und A;, sondern auch fiir alle irrationalen. Dies er-
gibt sich unmittelbar aus dem voraufgehend bewiesenen Satz I, z. B. ist, wie
im § 8 gezeigt, o®+ o — «*T¥ = 0 eine richtige Gleichung fiir alle positiven e
und fiir alle rationalen Werte # und y. Mithin gilt sie auch fiir alle irratio-
nalen Werte # und y, und Gleichung (1) ist bewiesen.

Wir wollen nunmehr auch die fiir Potenzen aufgestellten Unglei-
chungen auf den Fall irrationaler Exponenten ausdehnen. Zu dem Zweck
beweisen wir in Verallgemeinerung des Satzes II auf S. 203 den folgenden

Satz II. Ist a eine positive Zahl und & eine beliebige posi-
tive (auch irrationale) Zahl, so ist «° gréBer, gleich oder kleiner
als 1, je nachdem es fiir @ zutrifft.

T 2 St
Die positiveZahl & = ( ,) sei durch zwei zusammengehérige Definitionsfolgen
Dn
zll
mit ausnahmslos positiven rationalen Zahlen dargestellt; alsdann ist ot = (azl)
o "

e
oder gleich (
o”n
bezeichneten Gleichungen auf Seite 211). Da x, und z,’ rationale positive
Zahlen sind, so hat man fir ¢ > 1 nach Satz II auf S. 208 o™ > 1

), je nachdem « > 1 oder a < 1 ist (vgl. die mit (A) und (B)

’ [a®n — 1
und o™ > 1. Mithin ist o — 1 = ( o positiv, also *>1. Fire<1
o —1
’ 1= o
hat man ¢® < 1 und «* < 1, und demnach wird 1 — o = o positiv,
1—a

also o < 1. Die Gleichheit «f = 1 fiir « = 1 ist unmittelbar klar.

Aus dem soeben bewiesenen Satz II ergibt sich, daB sich auch die Siitze 111
und IV des § 3 auf irrationale Exponenten ausdehnen lassen; die Beweise sind
genau wie frither zu fithren. Es gelten also ;

Satz III. Sind « und g beliebige positive Zahlen, ist e« <
und ist A eine beliebige (auch irrationale) Zahl, so ist at< ﬂ" oder
f*< a* je nachdem 1 positiv oder negativ ist,

Satz IV. Sind A und i, beliebige (auch irrationale) Zahlen
und ist 4, > 4, so ist

(IVa) ah> a", wenn 1 < e,
und es ist
(IVb) ah< a", wenn 0 < « < 1.
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Die Ungleichungen (IVa) und (IVb) besagen: Wiachst  bestindig, sestindig, so
nimmt ¢® bestindig zu oder ab, je nachdem « > 1 oder <1 ist. <1 ist

Aus dieser Aussage folgt unmittelbar, daB der Satz V auf Seite 204 auc Seite 204 auch
auf irrationale z ausgedehnt werden kann, und man hat:

Satz V. Ist « irgend eine positive Zahl, so kann man fir jederan fiir jedes
beliebig klein gegebene positive & stets eine derartige ganze pose ganze posi-
tive Zahl m finden, daB fiir alle z, die durch die Relation tion

A
A

=+

8=

Y.«
m

bestimmt werden, die Ungleichung 1 — s < «*< 1 + ¢ stattfindet. tattfindet.
Nachdem -die Potenz nunmehr fiir irrationale Exponenten definiert um definiert und

fir diese auch die Giiltigkeit der Siitze II bis V gezeigt ist, kann man, wemnn man, wenn
x, < )

&= ( ,) durch zwei zusammengehorige Definitionsfolgen gegeben ist, dgeben ist, die
Ly

nicht ausschlieBlich rationale Zahlen x,, z,” enthalten, in unveriinderta unveriinderter

Weise die gleichen Betrachtungen wie auf Seite 205ff. anstellen. Ist & posita. Ist & positiv

und « nicht kleiner als 1 und sind die zur Darstellung von « = (a,,') uneg = (a",) und
n a"

x,
& =( ",) verwendeten Zahlen a,, @,” ebenso wie « siimtlich =1 und d =1 und die
n

Zahlen w,, x,” ebenso wie & siimtlich positiv, sonst aber beliebig rational odig rational oder
a’r
irrational, so ist ( & ,) eine Zahl und zwar ist sie gleich o® unabhiingig davobhiingig davon,

1Ty
aﬂ

wie & durch zwei zusammengehorige Definitionsfolgen gegeben ist. Da in ist. Da im

W e , a
besonderen & = (z’ 5’ ), so ist of = ( "E)’ wovon noch auf Seite 2! auf Seite 235
, g o wle a’
n
Gebrauch gemacht wird. Die Aussage unter I auf Seite 209 bleibt als09 bleibt also,
wenn & durch Definitionsfolgen mit irrationalen Zahlen definiert wird, wiert wird, un-
veriindert bestehen. Gleiches gilt fiir die Aussagen unter II und III sow und Il sowie
fir die Gleichungen (A) und (B) auf Seite 210 bzw. 211.

§ 5.
Der Logarithmus.

Satz I. Sind « und @ irgend zwei beliebig gegebene positibene positive
Zahlen, von denen « ungleich 1 sein soll, so gibt es stets eies stets eine
reelle Zahl & und keine zu ihr ungleiche, fiir die ef =@ wird. I= ¢ wird. Ist
«>1, so ist £§=0 oder =0, je nachdem G=1o0der 0<G=1is0<G=1 ist;
ist 0<a<11, so ist £=0 oder =0, je nachdem 0<GZ=1 od<@=1 oder
G=1ist

(A). Fir den Beweis nehmen wir zunéchst an, daB o > 1 ist. 1 ist.

Wir betrachten die Folge von Zahlen:
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(1) ) 4 oy T a et - ol et e

Erhebt m  Erhebt man «, falls « > 1 ist, in eine Potenz, deren Exponent n gréBer
z: i gelegene ganze positive Zahl, so wird
o > G (Hilfss? > G (Hilfssatz III auf S.193). Erhebt man « in eine Potenz, deren Ex-

1
sy

ponent ¢ gréBenent ¢ gréBer ist als die niichste oberhalb B pey W

tive Zahl, so we Zahl, so wird o° > —(1;—, also «=¢ < G. Die Folge (1) wiichst nach (IVa)

ist als die nict als die niichste oberhalb

gelegene ganze posi-

auf Seite 204 af Seite 204 fiir « > 1, wenn man sie, an irgend einer Stelle beginnend, von
links nach reanks nach rechts durchschreitet, bestindig und enthilt, wie soeben nach-
gewiesen, sowswiesen, sowohl Zahlen, die kleiner als G sind, als auch solche, die gréBer
als G sind. Fs @ sind. Hieraus schlieBt man, daB eine ganze Zahl y, existiert, so daB
entweder o’ =itweder «” = G wird oder in der obigen Folge (1) zwei aufeinanderfolgende
Zahlen «’ undhlen «” und «”*! auftreten, fiir die «” < G < ! ist.

Uber die  Uber die Zahl g,, auf die wir noch im folgenden zuriickkommen, be-
merken wir: Jerken wir: Je nachdem G < 1 oder G =1 ist, wird 7, eine ganze negative
oder eine garler eine ganze nicht negative Zahl sein; denn es ist «® =1 und folglich
wird nach (IVird nach (IVa) auf Seite 204 die Potenz o* < 1 fiir alle z < 0 und e*=1
fiir alle x = 0ir alle z = 0.

Ist ™ = Ista” =G, so haben wir in y, eine Zahl &, wie wir sie suchen. Ist
dies micht deies micht der Fall, so teile man das Intervall von g, bis y, + 1 in zehn
gleiche Teile ieiche Teile und bilde

e AR n+
1 1 1 1
A DGR T &

4
10 +1
) ) ’ 3 sy 1 TN

M a?’l

Da diese Zaa diese Zahlen nach (IVa) auf Seite 204 bestiindig wachsen und @
zwischen «”* wischen o” und o”*' liegt, so muB sich eine ganze Zahl y, aus der

Y2
bl
Reihe 0, 1, 2,eihe 0, 1, 2, ..., 9 derart bestimmen lassen, daB entweder « = @ wird
oder daB die Uer daB die Ungleichung

Y2 Y2 1
Yt
o il < 20 10

Y
b %
stattfindet. Soattfindet. Sollte « '° = @ sein, so ist g, + % eine Zahl der gesuchten Be-

schaffenheit. thaffenheit. Sonst fiibrt man auf diese Weise fort, indem man zuniichst:

72 y2 , 1 ¥ 8 ye , 9 5 B
nts  ntTHm ontie+ o ntode nt T+ —
B 10’ PO RS S BT & A0 10s 0.0 10

7
7:+10
(12 ) L = y

)

bildet. Entweldet. Entweder findet man nach einer endlichen Anzahl von Schritten eine
Zahl &, wie whbl & wie wir sie suchen, in der Form 7+ % + % ves + Zlk(.)‘;‘l einer

rationalen Zahitionalen Zahl, oder es ergeben sich zwei unendliche Folgen von rationalen
Zahlen: ahlen:
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s

Hovr ) 2= 7’1+“—+ Iog T

G 8 “2""'7'1'*'%: a,=71+—+ T T

3

a'=a+1, a'=a+ 107’

ag = az+

: 1
a4=a‘+ﬁ, oo &y

10’
so daB o™ < @ < o ist.
Wir setzen a,=y, + b,, a,'= ¢, +b,’, wobei!

1

R i (BN ¢ RE T b= byt i

10 10? e

Alsdann definieren die positiven rationalen Zahlen b,, b, (n = 1, 2, ...) eine
b

reelle Zahl &, = (b",) , ndmlich (vgl. 8. 85) den unendlichen echten Dezimalbruch

e 73 P
10 Ti0* Tiov

Nach der Definition fiir die Potenz (Seite 211, Gleichung (A)) wird, da die
b, und b, ausnahmslos positive rationale Zahlen sind und « > 1 ist, die

i

b, ’
Potenz « %= (ab’) - Nun ist ¢*"< @ < «® und mithin
o

'n

’ G ’
atl o @ < ot oder o< o obn
o 1

Aus der letsten Ungleichung ergibt sich nach Satz II auf Seite 82, daB a50=£

al

‘wird. Mithin hat man «”%% = @. Die Zahl nt+éH=n+- - + 17;)31 Gl

ist also eine Zahl &, fiir die «* = @ wird. Fiir G = 1 ergibt swh § =0, y,=0.

Die Zahl ¢, ist, je nachdem 0 < @ < 1 oder G =1 ist, eine ganze nega-
tive oder eine ganze nicht negative Zahl. Da der zur Bildung von & zu y,
hinzukommende Teil, niimlich 7’ + 17(;2 + ..., ganz gleich, ob er ein unend-
licher Dezimalbruch ist oder abbrlcht, zwischen 0 und 1 liegt (die Grenze 1
ausgeschlossen), hat auch & einen negativen oder nicht negativen Wert, je
nachdem G < 1 oder G =1 ist.

Wir wexsen noch nach, daf es keine zwei ungleichen reellen Zahlen &
gibt, fir die «f = G wird. Angenommen, es giibe zwei ungleiche reelle Zahlen &
und &, fir die «° = @ und ¥ = G wire. Wire & # &, so miite eine der
zwei Zahlen groBer als die andere sein; es sei & < &, Alsdann bestiinde fiir
die hier vorliegende Annahme o > 1 nach (IVa) auf Seite 204 die Un-
gleichung o < o*’; es konnten also nicht of und o beide gleich G sein.
Hiermit ist bewiesen, daB keine zu der oben konstruierten Zahl & ungleiche
existiert, fiir die o«f = @ ist.

(B). Der Fall 0 < « <1 liBt sich auf (A) zuriickfiihren. Setzt man

1
g =

o

, 50 ist § > 1; alsdann gibt es, wie unter (A) gezeigt, eine reelle Zahl &

1 Wir sondern bei dem eingeschlagenen Beweisverfahren deswegen 7, ab, weil ¢,
auch eine negative ganze Zahl sein kann.
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3 :
und keine zu ihr ungleiche, fiir die g = % wird. Aus (%) = —;— folgt of =G.
Fir @G > 1 ist ‘GlT <1 und daher in 8% = % nach (A) & < 0; fir 0 < G < 1ist

—(;- > 1 und daher in ﬂ5= % nach (A) & > 0. Fir G =1 wird ebenso wie in
(A) & = 0. Hiermit ist der Fall 0 < « < 1 véllig erledigt.

Die reelle Zahl & welche durch «f = G bei gegebenen positiven Zahlen «
und G (¢ # 1) eindeutig bestimmt ist, heift der Logarithmus von G

a

fiir die Basis ¢ und wird mit log @ bezeichnet. Wir kénnen nach
Satz I aussagen:

Zu jeder positiven Zahl G gibt es fiir jede positive Basis «,
die ungleich 1 ist, einen eindeutig bestimmten reellen Loga-

a
rithmus. Fiir « > 1 ist log@ =0 oder =0, je nachdem G=1 oder
a

0<G@=1 ist; fir 0<ae<1 ist logG=0 oder =0, je nachdem
0<G=1oder G=1 ist.

DaB die Basis « = 1 ist, muf deswegen ausgeschlossen werden, weil jede
Potenz von 1 gleich 1 ist, also die Gleichung 1*= @, falls G # 1 ist, niemals
durch eine reelle Zahl z erfiillt werden kann.

Die Potenz und der Logarithmus hiingen miteinander durch die zwei

a
Gleichungen o« = G und & = log G zusammen, von denen jede die andere
nach sich zieht. Hieraus ergibt sich:

@ %% @,

@) & = log ot
Setzt man in (3) § =1 bzw. &§ = 0, so ergibt sich 1 = loaga bzw. 0 = log 1.

a
In der Gleichung & =logG heift G der Numerus von & fiir die
Basis «. Hilt man « unveriinderlich fest und liBt G alle positiven Werte

a
durchlaufen, so sagt man: die Zahlen log G bilden ein Logarithmen-
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