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Vorwort.

Die gunftige Slufnahme, welche bie beiten oor mehr als $nei 3 aj>ren
erschienenen $efte arithmetischen unb algebraischen SnhaltS meiner , Elemente
ber 9ftathematif' bet competenten Veurtheilern gefunben haben, $ wie
farecte Slufforberungen haen mich »eranlafet, jeljt jwei ~efte folgen ju
taffen, welche juuachft bie ©runblagen ber gefammten ©eometrie unb in
ihrem weiteren Verlauf benjenigen 2 * | ber Planimetrie barftellen, welcher
flr bie hoheren Sehranftalten Sntereffe befifct. (SS fehlt oon ben gewdhn*
lichen Schulpenfen mithin nod) bie «Stereometrie; ich h°TTe aber, biefe
Sude in furjer $eit auSjufillen.

Schon in bem Vorwort ju ben erften ipeften habe ich auSeinanber*
gefegt, weshalb ich auch auf ber unterften Stufe beS mathematifchen
Unterrichts fotche Sehrbld)er fur oerberblich h"tte, welche in ber 2Inorb*
nung unb Vehanblung beS Stoffe bie wiffenfchaftliche Strenge ber 9iud*
ficht opfern, bafe alle abgebrudten (Sinjelheiten ber muthmafelichen filtere*
ftufe ber Spller angepafet feien. 9ia<h meiner Sinficht nehmlich fommt
ee weniger tarauf an, bie Kenntnis mdglichft bieler mathematifcher Spat*
fachen ju oerbreiten — einer biofeen VerufSfenntniS, welche bie Sflehrjahl
ber in ihrem Sach heroorragenbften 93%enfchen fehr wohl entbehren fann —
als barauf, baS Vermodgen fchérffter Gotgerichtigfeit im Oenfen burch bie
Ubung an mathematifchen Objecten hevanjubiloen. OieS lifet fich jeboch
nur erjieleu burch bie Vorfiihrung eines confequenten SpftemS unb, falls
ta$ teuere Siiden haben foiite, burch bie unumwunbenfte Slufbedung biefer
Siden nach beftem SBiffen. — Ob man aus péatagogifchen fRudfid ten
beim erften Unterricht einzelne Vinbeglieber beS Sps‘temS nur furj berthren
wirb, um ihre (Spistenj an”eigen, ihre OiScuffion aber einer spéteren
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©tufe oorjubenalien (@. B. bie Bemeife ber 8§. 33, 73— 76), bas betrifftt
eine ganj antere Stage; wenn man nur nicbt unterlat, biefe SXbfictt
gebihrenb fyercorjufyeben. GsS ift ja and? nicht allein bie Slusbilbung beS*
SntellectS, nelche bem mathematifchen Unterbiet feine ajiefyticfye Bebeutung;
fiebert, fonbern eben jo mohl bie ©eméhnung an biejenige ©emiffenhaftig™*
feit, melche baoor juriieffberedt, eine ernftljafte Begriinbung burch einigem
grafen 3l erfefeen, ober bie Slufmerffamfeit burd) baS Berfhmeigen friti®
jeher funfte irrejufiiren, nachdem man fidy burd) ben «Schein oon 3 uj:
oerlaffigfeit Vertrauen enoorben hat.

Die hier harafterifirten erjie"Uben BMrfungen beS mat“ematifc”eni
Unterrichts, mnelche im Sntereffe einer magren Kultur gar nicht genug;
betont merben fonnen, ftnb inbeffen mehr ober minber beeintrachtigt morben,.
feitbem man bemerlt hat, baff bie Gfuflibithen “iome feinen auSreichenbeni
Unterbau ber geometrifchen SBiffenfraft bitben, unb beShalb aufhdrem
muBte, fie fir einen folgen auéjugeben. Da bie 3 it btefer ©rfenntni#
auRerbem in biejenige ber groRartigen neueren (Sntbecfungen auf theilmetfe
unbetretenen ©ebieten “tneinfieb, metche noch taglich anreijenbe Ausbeute:
liefern, fo ift es nicht ju oermunbern, baB bie Orbnung ber alten 2I=*
gelegenheiten nur gelegentliche Ulufmerffamfeit fanb unb befto fchneler:
mieber fallen gelaffen mirbe, je fchmieriger bie Aufgabe 3l fein fd)ien.

Die Literatur ber btélfer angeftrengten Bemihungen, um unferer
Sfoiffenfcbaft bie Berechtigung 3ll ihrem fpriichmdrtlich gemorbenen 92uf un*
gefdhmélert mieberherduftellen, ift jiemlich oollftanbig aufgefiihrt in Balfcer#
Elementen ber BZathematif, meShalb ich mit 9totiden (iber fie mohl erfparen
fann. dagegen glaube ich, bie tGlnmerfung machen 3lt miiffen, bal ein
befriebigenbeS SRefuttat, eben meil bie Sunbamente mangelhaft maren,
nicht chne Sinberung an biefen 3U erreichen fein biirfte.

Ufteinen Berfuch, auf bie fo eben angebeutete SBeife 3um 3 ieie HU
gelangen, (bergebe ich hiermit in ber Sorm eines Sehrbuchs ber Offent*
tichfeit, nachbem ich u Gmbe vorigen SatjreS bie ©runbjige in bem
L2lr<hio fir URathematif' beleuchtet unb auch 3 uftimmung fold)er 2Irt ge*
funben habe, cal? ich einen mefentlichen Ginfprueft nicht ju befiirchten brauche.

Die Slbmeichuugen oon bem hergebrachten Boege erfebeinen, jumal
ca bie einre oon ihnen fogleidj anfangs in ben Uberfchriften ber Capitel
heroortritt, auf ben erften Sinblid groRer, als fie fich bei ndherer Be»
traebtung herauSftellen merbeu.



'Diefe augenfélligfte Neuerung bezient ft* auf bie (Sinfuhruug ber
©bene, welcher ich ju intern bisher fcfyon ~atb unb “atb anerfannten Qed’t
oerfwifen ”abe, bemonftrirt zu werben. B?an wirb finben, bafj bie oor*
bereitenben Safce auch fonft in ben (Zementen bewiefen finb, fo wie bef$
beren Beweis (hdd)ftenS mit einer Ausnahme in 8. 31) nicht umftanblicher
geworben ift; unb oielleicht wirb man fur baS Aufgeben beS gemahnten Ber*
fahrenS fel)r geme ben ©ewinn eintaufd)en, bafc man bie Anfchauung beS
Schulers bei ber Betrachtung rer atereinfacf>ften ©ebilbe nicht fofort in bie
©bene ljinetnjujwangen braucht, aus ber es ber Erfahrung gemaR fehr
fchmer ift fie wieber ju befreien. — Benufct man, fo lange oon ber Chene
noch nicht bie ~ebe ift, bei ber £)emonftration Stabe, anftatt ber «Striche
auf ber £afel (burch welche bie Figuren fich freilich bequemer barftellen
laffen), fo gewdhnt fich bie Anfchauung an bie Beziehungen jum ganzen
~aum unb ber Schiler mirb zugleich oor rem leiber allzuweit oerbreiteten
3rrtl)um bewahrt, als fei baS begrifflich einfacher, was man einem
Anbern unter ben obwaltenben Bebingungen ber phhfif<hen Statur mit bem
geringften Aufwanb &uierlich oorbereiteter Mittel zeigen fann. (3ch wurbe
hinzufiigen ,,mit bem geringften Aufwanb an ©elbmitteln”, wenn ber "reiS
weniger Stabe unb ~emmfchrauben fur irgenb eine UnterrichtSanftatt in
Betracht fame.)

Um aber mit ben erwédhnten einfachen Mitteln baS “Wfeuboajiiom
Uber bie ©Cbene zu eliminiren, ha™e ich buS Secirmeffer an ben 3dinfel=
begriff fefoen unb bie ©ntwicfclungSftufen blofjlegen muffen, welche er im
Berlaufe ber gefteigerten Anforberungen ber geometrifchen Betrachtungen
burchmacht. Schon bie oielen vergeblichen Berfuche, ben SBinfel oon oorn
herein ftichhaltig fur alle gweefe ,u tefiniren, birften barauf f)inweifen,
bafj man fich ihm gegeniiber nicht fiihl genug zu oerhalten gewohnt ift. —
3ch fenne inbeffen auch fefjt fchon oiele urteilsféahige 9)?anner, welche mir
in Betreff biefer Angelegenheit zuftimmen unb baS wohloerftanbene 3nter=
effe ber Schiiler gewahrt fehen, wenn biefen ein (Sinblicf in bie 28erfftatt
beS CeifteS gewahrt wirb, wie er fich iu ben Siffenf«haften bie zufammen*
gefeilten Begriffe nach 3wecfméRigfeitSriicffid;ten

pinfichtlich ber ©ntfd)iebenheit, mit welcher ich bie Bewegung fogleid)
anfangs in oie geometrifchen Betrachtungen einfiihre, brauche ich und) wohl
faum zu oertheibigen, ba Siiemanb mehr fo harmtoS ift, irgenb einen
Sa§ ohne biefe Borftellung beweifen zu wollen. Ob aber bie Axiome,
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»etche ich Uber fte aufgeftettt ~abe, baS, »orauf es anfommt, fcbon in
feer angemeffenften Seife auSfpre<hen, fcarlber »irb erft bann bie (Snt*
fcreibung getroffen »erben ténnen, nachdem bie (Srmagung biefer $rage
in »eiteren Greifen bentitirt fein »irb, atS eS bis jefct mdglich »ar.

£u einer dhnlichen Arbeit tabe ich ein Uber den ®rof»nbegriff. 3Nan
»irb feljen, bal er hier in §.17 ein »enig anders unb, »ie ich "offe,
fcharfer befinirt ift, als in bent 8efrbuch ber 2lrithmetif, »o bie Bedingung,
befz na burd) VergroBerung bou n groRer als febe beliebige mit a gleich*
artige ©roRe gemalt »erben fonne, nicht ffar herbortritt. ©as grodlfte,
dreizehnte unb biergehute Slpiom bitte id) in befonbere Obacht gu nehmen;
man fann baS Iefjte hon ihnen tiefheict et»aS handlicher machen. —
©aff ber ©roRenbegriff fir fide, unb fein Auftreten in ber ©eometrie
eine eingehende Beachtung erheifcf», »irb, feitbem man eine ,©eometrie
ber Sage" als eine befonbere Siffenfchaft anftrebt, nur noch don Senigen
geteugnet; unb eS laBt fich nicht entfd)eiben, »ie biete oon biefen in ber
©hat »iffenfchafttiche Sntereffen ju bertreten meinen, »enn fie fich ber
Abgrenzung fo ,.einfacher" begriffe entgegenftetten. ©enn es giebt — um
nur bie gutmithigfte Art oon ©egnern ju bezeichnen — Seute, benen
Neuerungen attein beShatb »erhalt finb, »eit fie bie Stdrung beS Vefi®eS
unbequem empfinden.

Schlief8lich brangt eS mich, hier benfenigen sperren meinen ©anf
auSjufprechen, »eiche fich fir mein Unternehmen lebhaft intereffirt unb
mich burch ben Beitritt gu meiner Auffaffung in ber Uberzeugung geftarft
haben, baff ich int Sefentlichen nicht fehtgegangen bin, namentlich ben
Herren DDr. Auguft, Schumann unb Netto, oon benen ber Seigere
mich auch bei ber Sorrectur unterftiipt, zur Aufteilung beS Stroms VI
beranlat hat unb auBerdem ber Urheber eines UheitS beS beigebracbten
Ve»eifeS fir bie (Spiftenj beS antitropen UhntichfeitSpunfteS ift.

Socrlin, im 3uni 1874.

Ber* BerfadTer.
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Capitel 1.

Allgemeine Eigenschaften der Figuren,
A. Die Raumgebilde als Orter.

8 1.
Ariom |.

D inge? in unbeschriinfter 9itannid)faltigfcit erfullen (beefen, neunten
ein) nollig befiimmtc unb in ber 23orjMung 6ollpnbig crfa8barc Steile
beé Oiaumé.d Sic OtaiuntfkUe fonnen foiuol)! fir fic™ allein, alé in
23cSicfung jum Ubrigen IKaum, al$ and) in 23cicl>utty 511 bem aug*
fullenben Singe aufgefaft Incrben, unb jttjar ol)nc burct> biefen SRcdjfel
ber Cxjtd)té)mnftc eine 23cranbcrung $u erfahren.

iefinition.9
3efcer rollig beftimmte unb rollftdénbig in ber 23orftel*
lung erfaBbare 9faumtfyeil ljeifjt ein Farber.

g 2.
Afiom II.

3 cher 9taumtl)eil tfl unfecfdjranft t/eilbar.
3cher 9taumtl)cil toirb burd) ein nollfidnbig befiimmtcé (Kaunt
gebilbe gegen ben Ubrigen (Kaum abgegrenit.

1) dii(u[fAa, Urteil. — Sljuem ober auch ©runbfats heifit ein folcheS Urteil, oon
beffen ©lltigfeit man ftd) nur burch Prifung feiner 3orfteflungen Uberzeugen fann.

2) 25.1i.: Cegenftanbe ber SRorfteHung.

3) 2)ar Staunt ift bie Stbftraction bou ben bedoachteten einzelnen Adrfjemn auf einen
Adtper, melier bie burch bie (ginne gegeberen Korper fammitlich als Steile enthélt.

4) definitio, SBefthnmung. — ©ine 2)efinition fpricht eine 23eftimmung aus,
welde burd) Ubereinfommen — nicht nach Stotbwenbigfeit — unb jwar meiftenS ber
furjeren SRerftanbigung wegen getroffen wirb.

1
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Definition»

3 ebe©rense dit>tfen einem OfaumtfyeU unb bem ibrigen
9%aum fyeift eine gléchc.

8 3.
&% Om 111I.
3cbc glad)C ift unbcfdjranft thcHbar.
3 eber glachenthcil wirb burd) ein nodjlanbig befiimmtcé O™aum-
gcbibe gegen ben Ubrigen J™cil ber glad)c abgegrenjt.

Definitio n.

3ebeOren$e jwifchen einem gtéachentheit unb bem ubri*
gen £f)el ber glatte heilRt eine dinie.)

§. 4.
ajiom IV
3 e fiinie ifi unbcfchranft teilbar.
3 ¢ $wei benachbarte Rinientheilc werben burd) ein GoUftanbig be=
ftimmteé Oflaumgchilbc gegen cinanbcr abgegrenjt.

BtfinlliOtt

gebe ©renje swifd)en $wei benachbarten Sinientljeilen
heiflt ein “unft.

§. 5.
alioin V.
Acin $unft ift in fold)er 'IReifc t()cilbar, ba§ bic XfKile ftd)
unter cinanber unb twm ©anjen untcrfchciben.

5. 6.
Ari Oin VL

2liiscr ben tfiaumthcilen, gladjcn, Rinien unb funften giebt cé
feine réumlichen ©cbilbc.

1) 26aS man beim gdchnen eine 2inie unb einen 4mtft nennt, ba8 ftrb in
methematifthem Sinne forper, ndde [ich toem geichenftift abgeldft unb an baé
Rapier geheftet haben (Striche unb fiepe). SDtau foeriuerbet fie ieboch mit -ftufjen,
um bie SBerfteHung bunh bie Sinfchauung $u unterftiifoen.
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Defin itionen.

I gebe ber Sdetraibtung unterworfene ~ufammenftet*
tung ton 9laumtbeilen, gtad)en, Sinien, finften fyeif’t
eine gigur.l)

Il. Unter bem Ort einer gigur oerftept man beren SBe*
Ziepung zum ganzen SRaum.

IIl. Um Figuren aU Z”zxii einer gigur ju bezeichnen,
fagt man, fie feien neben cinanbcr; an einander gelegen beilRen
giguren, wetd;e einen fRunft gemein fjaben.

IV. S™eitbare giguren beiflen au3gebel)nt.

V. 23ebatt man fid) oor, bie Slu”bepnung burep baé
Jpinzufiigen neuer £beite beliebig warfen ju taffen, fo
nennt man bie giguren unbegrenzt.

VI. diejenige 2Biffenfct>aft, wetd?e bie Unterfucpung
ber ranmticpen (Sigenf haften ber Figuren jum ©egenftanbe
bat, beillt ©eometrie.?)

§ 7.
ddolit.3

®ie feeps ooranftebenben Strome oerfotgén oornepmitiep ben $toed,
bie oier ©attungen ber eigenartigen geometrifepen ©ebitbe, nepmtiep
iorper, gtacpe, £inie unb ~unft, fo ju eparafterifiren, bafy ihre 23e*
Ziepungen ju einanber unb jum 9laum angejeigt finb.

3 ene ©ebitbe finb fammtticp im iRaume entbatten, jebogp mit 2lu3*
nabme ber Korper feine £peite beffetben: bie funfte .finb nicptfpeite
oon Linien, bie Oinien niept ~bMte oon gticpen, bie ftaden nid?t
“beite oon Kérpern, fonbern eben ©renjen z"ifepen ben Speiten. TO*
bin tafgt fiep burep bie Summation4) oon fiinften feine Sinie, oon Sinien
feine gtécpe, oon gtéacpen fein Korper erzeugen, bureb bie «Summation
oon Kdrpern aber ein beliebig auSgebepnter TOimtpeit.

(Sine wefenttiepe gdrberung ertangt unfere (Srfenntnté ber 9faum=

1) figura, ©ejktt.

2 S Y4, ©tbe unb (xetpetv, meffen. — 2)as atteftc uns giemlid) ooQftanbig
erhaltene Sehrbuch ber ©eorretrie hat ben um 300 6. (SY™ qu Sttejranbria  geborenen
@uflibed gum erfaffer.

3) (Schotte (oyoXiov) Reifet in ber Sitathematif ein Slbfcpnitt, welcher gur goérberung
ber Ueberfidpt ober beS SBerftanbniffe§ eingefchattet ift, ohne ein nothwenbigeS ©lieb
ber ©ntwicfetnng gu bitben.

4) Sevfteliung eines ©angen aus feinen Steilen.
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gebitbe »etter baburd), bafj mir biefetben nad) “tom | nicht nur até
Orter bes iKaumé, fonbern auch até ben im $aum enthaltenen Oingen
anhaftenb auffaffen unb, worlber bie nacten “iome “anbebn, mit tiefen
bewegen (b. i. ihren Ort &nbern taffen) birfen.

§- 8.
N liont TU.
2Jfan lann jebe gigur (mit bem Oinge, welchem fie an-
haftet) ftarr bewegen: feine Bewegung ocrurfacht an ftef) eine SBer*
anberung ihrer (Sigcnfchaftcn;J unb jwar werben bei ber Bewegung
in ununterbrochenem Sufammcnhang (,.fietig") bajwifchcn liegcnbe
Orter burchlaufcn.

0 rfiniti ott.
Figuren, wetche burch ftarre Bewegung jur Oecfung
eine3 einzigen Ort« gebracht werben fénnen, con=

gruent. — 3 n gormetn fd)reibt man fir biefe« 2Bort ba$
Seichen =. ,

3tfafec.d

I. Oer Ort im SKaume ift feine (digenfehaft einer ~igur.

1. gebe gigur ift fidh fetbft congruent; b. h fie fann
mit ihrem urfpringtichen Ort wieber jur Oecfung gebracht
werben, nachbem fie aué ihm oerfchoben ift.

IlIl. giguren, welche irgenb einer gigur congruent finb,
finb unter fid) congruent.

IV. Saé oon einer gigur gibt, gilt auch ron jeber con*
gruenten gigur: mit alleiniger Ausnahme ber Ortébeftim*
mungen.

V. geber bewegte ~unft befd)reibt eine 8inie, febe nicht
in fich fetbft gteitenbe Oinie eine gtadf>e, febe nicht in fick>
fetbft gteitenbe gtadche einen SKaumtheit. — (2j. VI u. VII.)

difjblie.

gn “Betreff be§ 3uf- v ift bie SOemerfung wichtig, bafj man fich
nicht jebe Sinie até burch Bewegung eine« iBunfteé unb nicht jebe gtiche

1) SeSiel)ungen itjrer 23ftanbt)eile gn einanber.

2 3on congruére, Ubereinftimmen.

3 @tn ,Bufagj" enthdlt eire (SrfenntniS, tretthe aua bem 3fori%eigel)erbett bumvd)
augenféllige Cdjliffe gewonnen wirb.
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als burcfy Bewegung einet Oinie (aud) wenn man bie lefctere fortmébrenb
nerbiegt) befcbtieben norftelen !ann. 3n ben (Elementen bet ©eomettie
metben fotce Sinien unb ~&cben alletbingS nid)t bebanbelt.

§. 9.
N|iom YL

3 coc $igur 1a8t ftd) ftarr fo bemegen, ba§ ein beliebig auSge*
méblter fRunft berfclben mit einem Gorberbeftimmten Utaumbunft, unb
ein “weiter beliebig auSgemaltcr ~igurenpunft mit einem nic™t mehr
millfirlief)cn  fRunft einet Oorberbeftimmten, oon jenem O'taumbunft
auSgebenbcn unb ben 9?aum biucMecnben Rinic bejfelben p r Oecfrmg
gelangt.

Sufafc

©ammtlic”e funfte finb congtuent.

§ 10.
Otftnitioncn.
I. (Sine Sinie, toetcfye butd) jeben i“tet funfte in jmei
00llig gettennte eile geteilt mirb, beifit ungcfcbloffen. ¥
Il. (Sine £inie, in meldet jeber “unft nur jmei X" eile
»on einanber trennt, ljeijjt unoegmeigt.®

5. 11.
&% om IX

#alt man jtoei beliebige funfte einer ~tgwr im IRaume feft, fo
lakt fief) bicfclbe noch fiarr bemegen; eS bleibt aber eine burdj jene
funfte binbur<bgebcnbc, oon ben digenfebaften ber $igur unabhéngige,
ungefchloffenc unb unoerjmeigte Oinic in Utube.

Definitionen.
I. diejenige SSemegung, bei meldet ein 'Bunft feinen
Ott nicht &nbert, beilt Drehung.
Il. Oiejenige Sinie, melcbe bei betOrebung einer f tgur
um jmei fefte ~jintte in Qiube bleibt, bie OtebungSajce,
bei~t eine grabe Oinic ober fcblecbtbin eine ©rabe.1

1) 3-®. »erben bie 3 ifem t»> 3, 7 mit einem ungefcbloffen*u unb untoerjweigten

Ctrieb getrieben, 0 mit einem gefcblcfjenen, 4 mit einem toerd\sigten, 8 mit einem
gefcfjtefferen unb sugteich toerjneigten ©trieb-
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Ill. 3eber atotfd)en §tr>ei bestimmten fiinften liegenbe
nnetl einer ©raben heiBt eine Otrcde.

IV. 3eber 5T"eit einer ©raben, wetcf>er nur einen be=
Stimmten (Snbpunft hat, heift ein ©fraldt, eine "atbgrabc ober
SRic3tung; baé (entere namentlich, menn man fidj vorftellt,
balR bie StuSbehnung ber ©raben am anbern (Snbe junimmt.

V. £)ie beiben Dichtungen, in welche eine ©rabe burd)
einen ~ nnlt geteilt wirb, Steifen cntgegcngcfeldt

VI. |>aben zwei grabe Rinien einen *!Bunlt gemein, in
welchem fie nicht enbigen, So fagt man: fie fc@neiben ftd in
bieSem 95nn!t.

JufftiRe

I. £)urch je zwei finfte giebt eé eine ©rabe.

Il. £)urch je zwei funfte giebt es NUr €ine ©rabe. —
2Y. a 20.: 3e zwei ©rabe, welche zwei fiinfte gemein
~aben, beden Steh botlftanbig (in ber Stuébehnung, in wel*
eher beibe vorhanben finb).

— £)enn benft man bie beiben Spuren, burel3 bereu “Drehung bie
©raben einzeln bestimmt Sinb, ju einer $igur bereinigt unb breht bie
teuere, So entsteht nach 2I£. I X fowoht bie eine ©rabe, als auch bie
anbere, nnb beibe ©raben bitben eine einzige ©rabe, ba bie (Sigen*
Schéften ber gigur feinen (Sinftu® auf bie ©eftatt ber entftehenben ©raben
haben. 2Jfithin miiffen bie beiben juerft gebachten ©raben fic> beden,
ba fie fonft eine gefchloffene ober verzweigte Oinie bitben mirben, was
nach 2I£. IX ebenfalls nicht gefchieht.

I11. Oftan fann tebe ©rabe fo hinlegen, baBR fie mit
einer feften ©raben einen vorherbeftimmten iBunft nnb eine
vorherbeftimmte Dichtung gemein erhélt.

— 2. VI unb $uf. ii.

IV. 3ebe ©rabe ift unbegrenzt (fann nach beiben ©eiten
hin beliebig verldngert merben).

— 3u]. | u Il nebft § 6 $)ef. V.

§. 12.
Poltttlatn I
£urcf) 2wei beliebig gegebene funfte eine ©rabe zu ziehen (fid)
vo rzuftetten).1

D Sin Moftutat (von postulare, forbem) enthédlt eire ?(ufgabe, von mretcfier
angenommen toirb, beft fie 3eber ausfifyren fann. e fpiter gesellten *Aufgaben
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§. 13.
X. (®efefc ber (Sinlaufigfeit. %))

$>rcbt man eine fiarrc Nigttr um eine fcjic unbegrenzte ©rabc
in ber Steife, ba§ ein “igurenpunft eine maebfenbe Ginic befebreibt,
fo fann man bic 2 >rchung fo mcit fortfeben, ba§ biefer $unft mieber
in feine Anfangslage gelangt, nad)bcm bic $>rcbungSaj:c ber "igur
non berjenigen «Streefe, mcld)c ibn mit einem (auBerhalb ber
$>rebung8aj:e liegenben) fcjten fltaumbunft oerbinbet, ein einiges
uDial,® non einer Verlangerung jener 0 trecfc aber bodjficnS einmal
gefebnitten ijt.

$alt man in einer jtarren $igur brei funfte fefi, mclcbc nid)t
in einer ©raben liegen, fo ijt fte unbcmcglicb.

3 Hfnb.

3 mei ©rabe b”ben entmeber feinend SRunft, ober einen
‘tBunft, ober alle finfte gemein.

8. 14.

ftefittitionen*

. 3ebe aus graben eiten be*
ftebenbe Sinie beilRt gebrochen.

1. 3ebe Sinie, melcbe feine gra*
fcen Xbeile befifct, bet™t frumm.

werben als geldft angelegen, fobetb fte auf “ofiutate jurtidgefibrt ftnb. — ©ie g=
brautlitfien bittet, um bie 35orfleUung non Simen breb aulerliche 2tnftauung ju
untersten, befielen in ber 3lufftetiung non ©tében, Stu8tannung non gaben unb
3cid)nung non Ctrieben auf geeigneten glatten.  $ergt. bie 2lnm ju & 3 u. 4.

1) hierfur ift auch ber SluSbrud ,(iDtondbromie” (aovo;, einjig, unb Gpo™o;, Sauf)
gebrauchlich-

2 ©. i. bei eirer einzigen Sage ber gigur.

3 ©ap es grabe Sinien giebt, welche feinen ~Sunft gemein haben, wirb erft burd?
baS 2Ifiom X ausgetreten; bie Ubrigen Cheile beS 3ufatleS ftnb )< friiher begriinbet.
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1. 3ebe aué jmei graben
feilen befteljenbe  Qinie
fyeifft ein Sdinfcl; bie beiben
graben £fyeUe ljeifjen bie
Scficnfel, unb beren gemein*
famer (Snbpunft ber Scheitel
beg UBinfelé.

IV. 3ebe gefd)toffene, br'eimat gebrodene (an« brei
graben feilen befteljenbe) Sinie ljeijjt ein $)reiecf; bie brei graben
£f)eile ljeijjen bie Seiten,
beren gemeinfame (5nb*
funfte bie dden unb bie
oon btrei Seiten gebil*
beten Sinlel bie Udinfcl
be3f)reied§ ober bief)rci*
ecféminfcl. — Unter ben Sticfcn eines ®reiedé oderfteljt man
bie Seiten unb bie SRinlet beffelben.
V. 3~ etSOinfet, metdj>e, abgefefyen oon berSange Ujrer
Sdfenfel, congruent finb, Ijeifjen gleidj.

VI. Aann ein Séinfet in eine fotdfe Sage gebrad;t mer*
ben, baff er mit einemjmeiten
ben Scheitet unb ben einen Sc”en*
let gemein erhéalt, méafyrenb ber
anbere fid) mit einer Strede
fd)neibet, metcfye jmei~Bunfte ber
Sdfenfel beé jmeiten 2Binlel$

oerbinbet, fo fyeifft ber erfte Eintet flcincr aU ber streite.

3ttfaoet.

I 3eber Soinfel ift burdj feinen Scheitet unb je einen
Streiten 'Bunlt ber beiben Sd)enfe( rotlig beftimmt.

1. 3ebeS 9$)rciecf ift burd) feine brei (Sden roUig be*
ftimmt.

§. 15.
&liom XI.

@B gicbt fein $)rcicef, in nrlcfyem jeber SRinfcl Heiner mére, als
ein beliebig Hein gegebener ~Qinfel.
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040U ¢.
®ie ©runbeigenfcfyaften ber Figuren, infofern man fie blofj até
Orter auffafjt, fino burd? bie bisher aufgeziljiten elf Strome erfc\opft.
(Unfer 11. 21%Nom oertritt bas gteicf>numerirte (Sufibifce, oor meinem &b
u. 2. bie groRere (Soibenz unb aud) ben 23orjug oorauS fyat, baff man
feiner langen (Sntnncfelungen ju feinem 23erfténbni$ bebarf.)

§ 16.
Bcindjnutttj gcomutrifdjer (Bchiléc.

®ie einzelnen fliinfte bezeichnet man in ber ©eometrie mit ein*
jetnen groken tateinifcf>en 29ucfyftaben: A, B, C, ...., benen man,
toenn man 29ziel)ungen ber finfte auf einanber auffallig machen toill,
fotooljl red™o oben Stccente an™angen fann (6. 29.: A' — gefprod)en:
LA ©trid)"), als ar™ red)yté unten Hummern (. 29.: At — gefproden:
LA ©ns").

3ebe grabe Sinie toirb bezeichnet burd® Nennung jtoeier flinfte,
burd) treibe fie "inburd’ge™t. UOfan
fagt 5. 29.: ,bie ©rabe AB" als A B
2bfurjung fir: ,bie ©rabe, in metcher
bie funfte A unb B liegen." (dacf> §. 11, 3* |l ift bie ©rabe hierburd)
unztoeibeutig beftimmt.) ~ieroon ift
begrifflich unterfcfyieben: ,bie ©trede J N
AB*, als berjenige £l)eil ber unbe*
grenzten ©raben AB, nmelcfyer jmifcen ben fiunften A unb B liegt
(8. 11, £). I11.); fo toie: ,bie SRid)*
tung AB* als biefenige Dichtung A J
ber unbegrenzten ©raben A B, non
meldet A ber einzige beftimmte Rnbpunft ift (§. 11, £). IV). 2ufer
bem benennt man <51reden and; mit flehten lateinifd®en 23ud;ftaben.

2Binfel benennt man burd) 3 ufammenfefcung ber Dlamen non brei
funften, meiere zur 29eftimmung ber Ccfjenfel hinreichen; unb zwar nennt
man ben ©djeitel in ber Ulitte,
ooran unb hinterher je einen zweiten \
2Runft ber einzelnen ©d)enfel, fcfyreibt \
ferner meiftenS bie 9tad)bi(bung eines \
233infelS baoor. 3- 29. fieifit/_BAC
fo oiet mie: ,berjenige Soinfel, beffen A c
(Scheitel in A liegt nnb beffen ein*
Zeire Schenfel aufjerbem burd> bie fiinfte B unb Cgefjen." (23ergl. 8. 14,3-1.)




12

gerner bejeid)net man Sétnfel aud) burd) einjelne fleine 33ud)ftaben bes
grtecifden 2llpl)abetS: a, B, y, . .. ober enblid), wenn baburd? fein
grrtljum ljeroorgerufen werben fann, burd> ben tarnen bes Ccfyeitelpunfts
allein mit oorgefet§tem SBBinfe"eicen, 3. 33.: /_A.

" Qen Flamen eined Qreieds fyjt
man ans ben tarnen feiner ©den jufammen
unb fd;reibt meiftenS bie 91ad?bilbung eines
Qreieds baoor. 3- Reifet A ABC fo
oiel wie: ,baSjenige Qreied, beffen ©den
in ben finften A, B unb C liegen."
(%3ergt. 8. 14, 3 .11.)

B. Die Kaumgebilk als GrofRen.

§. 17.
Bcfinittoncn.

I. Qamit ein ©anjeS eine Orodfjc genannt werbe, muff
es ben folgenben iOebingnngen geniigen:

1) muff es unbefdjranft teilbar fein;

2) muff es ein 9Jferfmal, bas ,,Duantum",l) befi*en, wel*
d)eS burcfj feine Slb&nberung ber geige ber Steile ge*
anbert wirb unb eine foldje ©intljeilung julafjt, baff
es aucf) bann nod) nngeédnbert bleibt, wenn man einen
beliebigen 24jeil an ©teile eines anbern wieberlfolt;

3) muff fein Quantum als fXljeil beS Quantums eines
©anjen erfcfyeinen, welches burd> eine beftimmte (,,enb*
licfye") Sinjaljl eon 2Bieberf>olungen eines beliebigen
XfyeilS beS erfteren entfielt.

II. ©reffen, welche man oljne Anbetung beS Quantums
fur einanber fe”en barf, feigen gleich groji ober fd)led)tfyin
gletd).9

1. ©ine O©reffe, welche einem Steile einer jweiten
gleid) ift, ljeifft flctncrd als biefe; bie letztere aber groRer2
als jene.

1) quantum, wie biet

2 ©ie Senennungen gleidj”, ,grof¥er”, ,deiner* bebeuten nadj bemObigen beiCrdjfen
etwes 21rbereS als bal Sinfetn (8 14), ba bie SBinfel fein Duantum beftfoen  (Spéter
(8 39 wirb ben teueren inbeffen auf funftlidje SBeife ein Duantum geraffen
Werben, fo bal3 ftd) bann jene Senennungen red)tfertigen taffen.
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V. ©rolRlen ~ei”en gleichartig ober oon gleicher Dua*
litat,) wenn fie ie einen gleiten X7 eil befi“en.
~Diejenige kigenfehaft, burd) toelche fic™> gleite in*

Y.
congruente DaumgrdfRen'unterfd)eiben, heillt ihre OcRalt.
In fftf>*=
I. Der ~unft unb ber Daum finb feine ©rofRen.
— Denn beibe geniigen nicht ber idebingung 1. 3.
fall«

Il. Korper, gladjenftide unb Sinienftide ha&en'

fie Uberhaupt ©roBen finb, oerfchiebene Qualitaten.
Denn feine« oon biefen ©ebilben ift gleich einem Dpeil ber

anbern.  (SBergl. §.7.)
Sille congruenten DaumgréfRen finb gleich- — (2%ergl.

1.
Slpiom VII.)
S5ltei DaumgroRen, metche irgenbtield®e con*

IV. 3e
gruenten ID”eile haben, finb gleichartig.
8 18. -
A lioin XII.

3cbc« enblich beftimmtc Daumgcbilbc Don folcRer 23efcfaffent>cit,
baR einer feiner DReilc in fictiger Dccfung mit einem anbern oer*
feloben merben fann, ifi eine ©roRe.
Jtt fale.
Sille Kdrper finb gleichartige ©roRen.
Sille ©treden finb gleichartige ©roRken.

kongruente ©Otreden finb gleich.
finb congruent nach ieber oon

1.
IV. © leiche ©treden

ihren beiben Dichtungen.
— Denn gelangten fie, in toelcher Dichtung man auch bie eine

auf bie anbere legen mag, nicht $ur oollen Decfung, fo mirbe bie eine

nur einem Dpeil ber anbern congruent unb be«halb nach §. 17, 3 - H |
unbD. 111 fleiner al« bie streite fein, ma« ber 2$orau«fepung miberfpricht.

V. 3ebe®trede ift mit fich felbft nad) umgefehrter Did)*

tung congruent unb gleich-
Definitionen.
Da« Quantum eine« Kdrper« heiflt SBolumcn.2

l.
Da« Quantum einer O©Otrede h”"i™t Sange.

1) qualitas, Soefcafferycit.
2 volumen, eigentlich: bie ©djriftrolle, ber $anb. — SSergt bie 2Inm ju & 1

ber Slrit™"met.
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Sdolit.

£>as 2j:iom X |1 erfchdpft nicht alle gélle, in melden mir tcn
SKaumgebilben bie ©r&"eneigenfchaft juerfennen (. 23. bei Ellipfenbdgen),
unb reicht aud) in ben Elementen ber (Geometrie nicht Uberall aus, um
bie (gleichartigfeit toerfchieben geftalteter iftaumgroRen feftjuftellen, mo mir
unferer Anfchauung geméR eine folcfye jugeftehen 6. 23. ©trede unb $reis*
bogen). 3n biefen Fallen nimmt man eine ober mehrere beranberliche
Figuren ju 8ulfe unb bebient fic® ber nod) folgenben Axiome.

§ 19.
O rfinitiOnen.

I. £)ie jmifchen jmei finften liegenbe ©trede heilit
bie Entfernung ober ber Abfianb beiber fiinfte oon einanber.

Il. (Sine unt>eranberlid)e gigur "eillt bie O©rcnjgcfialt
einer beranberlichen, menn bie 23erdnberung ber legieren
fo oor fid) geht, baR bie Entfernung eines jeben funftes
ber einen gigur bon einem finfte ber anbern gigur nn=
enblid) Hein, b ). Heiner als eine beliebig gegebene un-
berdnberliche ©trede mirb.

3jiom XIII.

Ein fHaumgcbilbe ijt einer OfaumgroRc gleichartig, menn beibc
als (grcnjgcfialten gleicher (beranberlicher) OtaumgroRcn aufgefafit
merben tonnen.

A$tOm XIY.

2>aS Duantum einer jeben fHaumgroRc ift ber ©renjmerth beS
DuantumS$ einer ftch iR* ftIS ber ©rcn”gcjtalt ndhernben gleichartigen
OtaumgréRc, menn bie Icktcre 51Um 3 100  ber Anndherung an jene
burch feine anbere erfelt merben fann, melchc einen tlcinercn ©rcn”
merth liefert.

adiOlic.

3ur Erlauterung biefer beiben leten Ajriotne mag folgenbe 23emer*
lung niRlid) fein. gebe frumme Sinie, neld)e eine Sange hat, lakt fich
als (grenjgeftalt einer gebrochenen Sinie anffaffen, beren Eden fammtlich
in ber fraglichen trummen Sinie liegen; unb ber (grenjmerth ber ©umme
ber einzelnen graben Steile, melcher fich burch feinen Heineren (grenjmerth
erfefen 1803t, ift bie Sange ber frummen Sinie. (groRere (grenjmerthe
laffen fich aber in unbefdjréanfter Anjahl beibringen, ba bie frumme Sinie
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aud bann nod) fde ©renjgeftalt bleibt, menn man u. 3L jeben S”eii
bet gebauten gebrodenen Otnte brrcfy tie (Summe bet beiben anbern
Seiten barlbergefteliter &'niic’er Dteiede erfe™t: es ljangt bann einjig
nnb allein non bet (beliebig mahbaren) ©eftalt ber aljnliden Dreiede ab,
um mie biel groer ber ©renjmertb autfatten foll.

23ei ben ~Naden greift eine &dhnliche (Srmagung “a.

g« 20.
Crmmatnl ans ber Xritlimrtik.

Da bhie Slritfjmetif biefenige SBiffenfdaft ift, melde bie (Sigenfdoften
aller ©roflen cfyne Unterfdieb ifjrer Dualitat erforfdt, fo gelten ifjre
Sehren im SOefonbern fiir alle SKaumgréRen nnb biirfen in ber ©eometrie
als befannt borauSgefett merben. SIinfanglid reidt man mit einer ge*
ringen ~CnjaM bon dnen aus. (Sine ljerborragenbe 9Me fielen folgenbe:

I. Oft eine ©r6Be mehreren gieid/ je finb biefe unter

fid gieid- . =
II. 3ft eine ©rOBeJ Jals eine jmeite, unb biefe
. . o . . fHeiner | . .
einer britten gieid/ fo ift bie erfte & J als bie britte.
1. 3ft eine ©roRe { eine S”eite, unb biefe
{gr*3eM}an e*ne fe tf* bie erfteJ J als bie
britte.

IV. ©leides mit O©leid;em fummirt giebt ©leid;eS
(tote man aud bie Solge ber £Il)eile danbern mag).

V. ©leides mit Ungleidem fummirt giebt UngleideS
in bemfelben Sinne.

VI. Summirt man UngleideS mit Ungleidem, fo geben
bie Heineren X7 eile baS fleinere ©anje.

VIl. ©leides bon ©leidem fubtraf)irt giebt O©leides.

VIlIl. ©leides bon Ungleidem fubtrafyirt giebt Un*
gleideS in bemfelben Sinne.
IX. Ungleid;eS bon ©leidem fubtrafyirt giebt Un*

gleideS im entgegengefefcten ©inne.1

D) (Sin Semma (Xfjfjifa, ton >atj.RavEv, entnehmen) fpddXt eine ans einer anbem
SUSctylin entnonmene (SrfenntniS aus.
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X. ©ubtrahirt man Ungleiches non Ungleichem, fo er*
halt man boxt baS kleinere, ido baS ©rdtere oom kleineren
fu&trahirt ift.

X1l. ©teicheS mit ©leichem multiplicirt giebt ©leidteS.

X1l. 'Brobucte finb ungleich in bemfelben ©inne, mie
ihre entfprechenben gactoren.

XI1ll. ©leides burch ©leides bioibirt giebt ©leicheS.

XIV. Ungleiches burch ©leides bioibirt giebt Un*
gleiches in bemfelben ©inne.

XV. ©leides burch Ungleiches bioibirt giebt Un*
gleiches im entgegengefe”~ten ©inne.

C. Die Juttkmentolamgmn?en.

8. 21.
BtftnUioit.

geber SBinlel, beffen ©chenfel bie beiben entgegen*
gefegten Dichtungen einer ©raben finb, heillt ein gefireefter
ugittfel ober fchlechthin ein ©cflrecftcr.

211S 3 eid&en fur einen geftreeften SBinlel toirb in gor=
mein ein etmaS beformirteS G, nehmlich G, benu”~t merben.

\
£Etljtfaij?
Sille geftreeften SBinfel finb gleich unb bleiben es auch
nach 23ern>echfelung i“rer ©chenfel.l

D Sin ,Se/rfan" enthdlt ein Urt"eit, beffen Otichtigfeit au« anbertt, fdjen als
richtig erfannten Urt"eitcu burd) bloRe 3ergticherung unb 3ufammenfefcung Ger Sc*
griffe (togifdie (Schlufolgerung) abgeleitet toerben tamt.

gebet SeMfatj beftebt au jtuei Choellen: 1) ber ,SSorauéfefcung", todde bie
netbtoenbigen unb  auéreichettben SDlerfirele bex ©inge« angiebt, Con toddoetn bie Stele
ift, unb 2) ber ,Sch<tu Otung", todde ba« fragliche Urteil Uber jene« ©ing au«*
fpridjit. — Cer groberen ®eutlid)feit toegen, fo toie jutn Qwedc ber Ubung ke
Schiler«, febarf logifd) ju unterfofeibeu, oftegt man bie 2lerakdefcung unb bie $e*
bauOtung bex Sebrfafce, Oon einanber gefonbert, hinter biefem roch einmal augju*
fOrecben unb auf eing, nur al« Seiftet anjufebenbe, befonbere gigur ju befideen  Uluf
bie Sebauotung folgt ber ,SRetoeié"”, b. i. bie 23orfibrung ber Schiluf3folgerungen,
bueb todde bie ©eltuug be« Sebrfafje« abgeleitet toirb.  ©er Setoei« beifii ein
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$rf. @8 finb jtoct geftredte A

SBinfet ABC unb A'B' C' gegeben. B
29e$. €8 ift /_ABC =
/_A'B'C, b.lj.: man fann ben A4 jp c

/_A B'C' fo Anlegen, bafj fic*
B' mit B, eine beliehige unter ben beiben fRicfytungen B' C' unb B'A’
mit ber fKicfytung B C unb jugleicfy bie anbere mit ber 9?%id)tung BA becft.
23ero. 9tacf> §. 11, 3* 11l fann man C fo fyirr
(egen, ba] B' in B unb eine beliebige unter ben beiben fHicfytungen B' C'
unb B' A" in bie Stiftung BC faBt. £)ann beden fidj aber nad) §.11,
3.1l beibe Figuren ganj, meil fie nad? ber obigen £)ef. einjetn grabe
Sinien finb.

g 22.
Beljr fan.?d

3 eber beliebige ftarreSinfel lafit fid) fo fyinlegen, baR
jeber oon feinen O©cfyenfeln ben urfpringlidjen Ort be«
anbern bedt.

9Srf.  (E« ift ein beliebiger /_BAC gegeben.

23efj. 9Jfan fann ben /_BAC fo %inlegen, baR AB &n ben ur*
fpringlicfyen Ort oon A C, unb jugleid) A C an ben urfpringlicfyen Ort
oon AB fafit.

23eto. 3ft /_BAC ein geftredter, fo gilt ber ©af nadj §. 21.
3ft er aber fein geftredter, fo gelingt ber 23eto. auf folgenbe Seife:

UDian oerlege auf ben ©d)enfeln bie beiben burd? B unb C bereid)-
neten funfte an folde ©teRen, b AB = AC toirb, jie"e bie ©trede
BC unb burcf) einen oerfcfyiebbaren ~unft D ber letzteren bie ©rabe AD.

ferner brelle man ben Sinfel DAB um ben ©tral)l AD al« fefte
2le, bi« ber Munft B unb fomit ber ©trat)! AjB toieber in bie 21nfang«

Lbirecter" (directus, grabe, ebne Umft’Yoetf), wenn man jeigt, tote baé $u erbérterbe
Urtbeit aué ben bereits als richtig ertannten jufammengefel3t ift; ein ,inbirecter”
beil3t er bann, toenn man neebtoeift, bal3 bie 33ebaubtung einerfeits einen toon fammi=
lieken ebne néhere Unterfucbung bentbaren gélle auéfricht unb anbrerfeits unter bigfen
ben einzigen gall angiebt, weiter leinen Soiberforutb in fich felbft enthalt
D IDieier ©al3, welker fur bie neiften fi¥ter folgenben Cile toen entfe’eibener
Soidbtigteit ift, wirbe bisher W&ber betoiefen, ne<b audbriicflich als Skiem aufoeftellt,
was bann bod> hétte gefc>edben muffen. — 3>on Anféangern toirb man  ben 33aneié
feiner relati» groReren ©ebwierigteit wegen nur auSnabnStoeife oerlangeu. — Cile
&hnlicher 2t werben im gclgenben mit einem ©tern cerieben werben,
ffiorpifcfp, (SUmentc in  ittatfyematif. 2
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tage gelangt (@2p. X u. 8 11,
A 3- I1). Oabei befcpreibt tcr «Straft
AB eine ftladje (8. 8,3 .V); unb
tiefe tpeilt ben 9faum in jreei ocllig
gegen einanber abgegrenjtegécper?),
treidle fic® baburdji unterfdjeiben,
kefe bad eine $ad) ben «Straft A 1)
enthalt, maprenb bas anbere Gad>
feinen ~unft beffetben befitt.

®a nun baéjenige “ad», melcpeé ben ©trapl AD enthalt, beim 35er*
fcftiekn beé funftes D nad) B f)in in ben ©trapt AB jufammenfcfrrumpft
unb beépalb, fo lange bie ©trede BD ljinreid)enb Hein ift, ben ©trapl AC
auefcfyliefjt, méfjrenb berfetbe ©trapl A C beim Bafchielen be$ flinfte«
D nad? Cf)in mit ber £)reljung$afe AD jufammenfaiit, [0 muf? €3 eine
2age A E ber OrefjungSape geben, bei melcper AC in bie 23egren$ung$*
fliche beé fraglichen 3taumfad)S fallt.

Orept man nun bie ganje gigur um AE, fo gelangt AB hierbei
u. 3L einmal in bie urfpringlid)e Sage oon AC, mithin jugleidj ber 35unft
B an ben urfptiinglicfyen Ort toon C, meil AB = AC ift 8. 18, 3 .1V).
®ann bedt fich bie ©trede EB mit bem urfpriinglicoen Ort ben EC
6. 11, 3- 1)/ fo bafz EB = EC perborgept (8. 18, 3- HI) unb nicht
nur EC in bie urfpringlicoe Oftdjtung oon EB fallt (8. 11, 3- H)»
fenbern and) ber ~unft C an ben urfpringlicfyen Ort bon B gelangt
(8. 18, 3- IV). 9lad)bem man fic> pierbon Uberzeugt pat, erfcnnt man,
bafi nun axcfy AC ben urfpriinglicoen Ort bon AB einnimmt (8. 11,
3 . 1), fo baf pinfidjtlid) unferer 23el)auptung nichts mepr ju bemeifen
Ubrig bleibt.

Buf( ke

©inb jmei 26infel bei einer 35ejiel)ung ihrer ©cpenfel*
paare auf einanber gleid), fo finb fie e§ aud) bei ber um*
geteerten.

D 3m ©runbe jlellt man ftd) hierbei ben 9taum all eiren beliebig begrenzten
Aorber toor, meiner burd) bie fragliche gladje in jmei £beile geteilt mirb, bei meinem
mir aber ben Ucbergang aul einem £l)cil in ben anbem burd) bie &ulere beliebig
gemabltc Segrenjung brmburdj ni($t geftatten. © fommt al)o nur baranf an,
bie innere Slbgrcnjung ber beiben Steile »ollfiénbig ifl.
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ddolit.
jpétten bie ©afe biefeS §. feine ober nur eine bebingte ©ettung, fo
miBte man bei ber Angabe, baR jtoei S6infef gteicfy finb, jugteicfy ju er*
fennen geben, tuie bie Ccfyenfetpaare ficf) auf einanber bejiefyen fotten.
£)a$ ift jefct nicfyt nottjig.
£)ie obige $igur enthélt até ideftanbttjeite fotd)e ©ebitbe, toetdje in
anberen Figuren fyaufig toieberfetjren. R3$ oertotjnt fidy bedfyath, benfetben
tarnen ju geben unb iljre Rigenfcfyaften ein fir attemat feftjuftetien.

§. 23.
Definitionen.

I. 3e jir-ei SBinfet, tuetcbe einen gemeinfamen ©dientet
fyaben, tuéfyrenb ifyre ~weiten ©d)enfet einen ©eftredten
bitben, ReiRBen fftcbentoinfcl oon einanber.))

Il. 3e jtpei SRinfet, toetcfye ficfy fo fyintegen taffen, baR
fie ein Maar 9?ebentoinfet bitben, ReiBen Oityblcmcnted oon
einanber.

€eVtfafe

£)ie 9Zebentoinfet gleicher Soinfet finb gteidj*.
* 33rf. /_ABC ift ein Ufebemoinfet oon /_ CBD, unb
/ A B'C' ift ein iftebentoinfet oon /_C B'D’;
ferner ift/ CBD = /_CB'D".
®e$. R8ift/_ABC= /_AB'C"
SOetu. SSegen ber Creicfyfjeit ber
SBinfel CBD unb C'B'D' fann
man ba§ eine 9Zebentoinfetyaar fo
auf ba$ anbere legen, bal B' in B,
ferner B'D' in BD unb B'C' in
BC falt 6 14, V unb §. 22).
£)ann ift redy §. 11,3* 11 awc® & A in BA gefallen, fo baR fidj fdjt
ber /_ A B'C' mit bem /_ ABC becft, tu. & b. tu.

3trttl .

©upplemente oon gleichen Sdinfetn finb gteicfy.

D 3- 53 bie SBinfel ADB unb AD C ber »origen gigur.
2 33on supplére, anfiitten, »eUnectien
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§ 24.
Bcfinitio nett.

I. 3eber Sintel, melcber feinem iftebenminfel gleich ift,
beifjt ein rechter ginfel ober fcf>led>trin ein tRed)terd) — 211«
Jeien fur einen rechten 20infet mirb in Formeln ein
etwa« beformirte« R, nefymiid) benujjt merben.

II. 3®ei ©rabe, melcbe einen regten 2Binfet bilben,
beiden fcnfrcc™ ju einanber. Der ©cbeitel be« regten Sin*
fei« bdfH ber "Ujjfmnft ber ©entrechten. — 211« 3 etchen fur
ba«Sort ,{entrecht" mirb informeln bie f$tgur -L gebraucht
merben.

prfal.

33on jebem finfte au”er”alb einer unbegrenzten ©ra*
ben lafjt ficb auf biefelbe eine ©entrechte fallen.

Brf. (5« ift eine unbegrenzte ©rabe
AB unb auRerhalb berfelben ein flunft
C gegeben.

Befy. Durch ben Bunft C I&fjt fich
eine ©rabe ziehen, toelce auf AB fenf*
recht fteht.

3Bem. Denft man ben ~untt C mit
ber ©raben AB ju einer ftarren gigur
oerbunben (ma« in ber nebenfteljenten
3eicbnung bureb 3Serbinbung be« flinfte«
C mit A unb B mittelft Rinien oeran*
fcbaulid>t ift), fo fann man bie $igur

nach 2lj. X fo meit um bie ©rabe A B berumbreben, bi« ber fRunft C
in eine folche Sage C gelangt, bafj AB oen ber graben 33erbinbung«linie
be« funfte« C' mit feiner 2Infang«lage C in einem fiinfte D gefdjmitten
mirb. Dreht man bann ben fo beftimmten Sinfel A B C fo meit um
AB herum, bik C' mieber in bie 2Infang«lage C gelangt @». X), fo
beeft fico ber /_ A B C mit feinem Qebenminfel ABC. 9)%itbin ift biefer
nach ber Definition ein Rechter, ober, ma« bhaffelbe beijjt, CB1.AB.

§. 25.
£1)rfafc
23on jebem einzelnen funfte auferhalb einer unbe*
grenzten ©raben 1&4Rt ficb au! biefelbe nur eine ©entrechtel

D 3- 33 ber Sdinfel AEB ber gtgur & 22
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fallen. — 2D. a. SB.: 3l1le ©raben, tlelrfe auf einer ein*
jigen ©rab en fenfred)t flehen unb burd) einen ~unft aufier*
fyalb berfelben ljinburcfygefyen, beden fich

2rf. 23om funfte C aus feien auf bie
©rabe AB nad) einanber jmei ©entrechte ge=
fallt, berengu”unite D nnb D' genannt finb.

23efy. D unb D' finb jmei tarnen
eines einzigen fiinftes; m. a. 28.: CD" ift
biefelbe ©rabe, mie CD.

23em. freljt man bie ftarre $igur
AD CD'B um bie ©rabe AB, fo muR ber
Aunft C, meil bie rechten ABinfel AD C unb
A D 'Ci*en 92ebenminfen AD E unb AD'E’
gleich finb (8. 24, ®. | u. ll), im 23erlauf
einer Umbref;ung fomofyl in einen "Munft E ber 23erlangerung bon AD,
als aud) in einen ™Muntt E' ber 23erlangerung bon AD' gelangen, fdiele
nun nicfyt ber ~unft E' mit E, alfo 8. 11, 3- 1) nid*t bie ganje ©rabe
CE"' mit ber ganzen ©raben CE jufammen, fo mirbe bie 1)re“ungSa’e
AB bon ber graben 23erbinbungS(inie beS bemegten fiinftes C mit feiner
Anfangslage méfyrenb einer Umbreijung jmeimal gefdjnitten merben (neltm
tic> in ber Sage E C unb in ber Sage E' C), unb hieS ift nad? Aj. X
unmdglich. golglid) ift bie 23el)aubtung richtig.

3 a fafc»
(£s giebt fein 'Dreied mit jmei redjten ABinfeln. —
grabe Sinien, melcfye auf einer britten in berfdjiebenen
finften fenfredjt ftefjen, Ijaben feinen 23unft gemein.

8. 26.
V) rfafe.

Alle redeten ARinfel finb gleicf).
23rf.  £5ie  beiten

ARinfel ABC unb A'B'C'
finb rechte.

> 2Ber (@ift/_ABC
= /_A'B'C.
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Vew. SDreht man ben
rechten SBtnfel ABC um
ben ©d)enfel BA als fefte
Slje gan$ ~erum, fo befcreibt
ber anbere ©d)enfel B C eine
$acke CXYZC, welche
Siuctetle beSIRaumS beliig
gegen einanber abgrenjt.

Segt man bann ben
“Weiten regten YMNMA'B' C'
fo hin, baR fein «Scheitel B'
in einen Vnnft D ton BA
unb ber ©chenfel B'A in
in bie Dichtung bon BA
fallt, fo 'ann fein “weiter

©chenfel nicht einen ~unft F mit jener ~adhe gemein haben, weil fonft
ber nad) §. 25 unmogliche (Srfolg eintrate, bal bom funfte F nach ber
©raben AB jwei berfdjiebene ©entrechte FD unb FB filhrten. (Wttithin
befinbet fich ber jweite ©chenfel B'C' in einer Sage D E, welche feinen
Vnnft mit ber flache gemein hot.

Segt man ferner ben rechten SBinfel A'B'C" fo hin, baB fein ©Reitel
B' in einen <Runft ‘D" ber Verlangerung bon A B lber B hinaus unb
fein ©chenfel B'A" in bie Dichtung D'A fallt, fo muff ber ©chenfel B'C’
aué ahnlichen ©riinben, wie oben, ebenfalls eine foldje Sage D E' haben,
welche feinen ~unft mit ber flache gemein befifct.

Veibe Sagen DE unb D'E"' beS ©chenfels B'C" befinben fich a™er
in jwei SKaumtheilen, welche bur<h bie flache CXY Z C bollig gegen
einanber abgegrenjt finb, fo baff ber SBinfel A'B'C" nicht bon ber Sage
ADE in bie Sage AD'E" Ubergefiihrt werben fann, ol/ne baR bie ®renj*
flacbe burdMd'ritten wirb (21£. V I1). ©ei bemnach F ber Vnnft ber ©renj*
flache, in welchen C' bei ber langs AB bor fid) gehenben Verfarbung
beS ©chenfels A B' einmal gelangt, fo nimmt B'C" in bemfelben Moment
bie Sage B F an, weil fich fonft &n F aus ©entrechte auf A B
fallen lieRen; b. h- nt. a. 2B.: ber VSinfel A'B'C" ift mit ber Sage ABF
beS VHnfelS ABC jur £)ecfung gebracht. (Damit ift unfer ©afc bewiefen.

3« fftll.

I. Dreht man einen rechten Sinfel um ben einen ©chenfel
als fefteSl~e, fo befchreibt ber zweite einegladje, in welcher
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jebe burcfy ben ©cfyeitelpunft gefyenbe ©entrechte $um feften
©cfyenfel ganj liegt.

Il. 3e é&toei rechte 323tnlet finb ©upplemente oon ein*
anber.

8. 27.
11finitio«.

Die beiben 9ieben»intel eine« einzigen 2Binlel$ fyeifjen

©djeitciminfel oon einanber.
Beyrfn|*

3 es»ei Odjeitelroinfel finb gleicfy.

23rf. Die 353infel BAC unb
DAE finb ©d)eitelminfel.

efy. GSift/_BAC=/_DAE. n —

33e». Die 33dlj. trifft ju recfy
§ 23, »eil /'BAC unb / DAE b
necf) ber Definition 3iebentmnfel non
gleichen 333inleln finb, roddfye fid) an ber ©teile CAD becfen.

©d)neiben fid) $mei ©rabe fo, bafj fie einen rechten
Kinfel bilben, fo finb and) bie Ubrigen bon ihnen gebil*
'‘beten &Winfel rechte.

§. 28.
Retjrfnfc. (acitcn-10tttUbl-acitctt-artl)).
Dreiecfe finb congruent, menn fie in jwci ©eiten unb in
becm SPBinfel berfclben Gber ein fti mm en.1

33rf.  3n ben Dreieden ABC unb AB'C ift: 1) AB = A'B'\
2) AC= AC: 3 /A= /A

1) $VIr besiegen une auf btefen GEongruenjfat? burdfi bie Sejetnung: (sws).
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Bep. < ift: = AABC.

Bern. Bfan (ege baS A ABC fo auf baS A AB'C', ba§ bhie
@tfe A in A', bie Geite AB langs ber ©eite AB' unb bie Ceite AC
(a4ngé ber ©eite A'C' falt; maS angelt, »eiC nach ber Brf. 3) /_ A=
/_A ift (8 22). ©aburcp gelangt B nad* B', unb C nad) C, meil
nach ber Brf. 1) AB= AB', unb nach ber Brf. 2) AC= AC'
ift (8. 18, 3- 1V). £)ann betft fiep enblicp bie britte Ceite BC mit B'C",
meil fie ®rabe finb, melcpe jmei gemeinfame finfte B' unb C' foefifoen
8. ii,B. ii).

3 wfa fc.

©timmen Oreiecfe in jmei ©eiten unb in beren BMnfel
Uberein, fo finb bie einanber entffrec”enbenf)reiedsftiicfe
fammtlicp paarmeife gleicp.
— 3n obiger gigur ift nepmlico BC = B'C', /_ B = /_B',
/ C — C', meil fie auf bie befcbricbene 3Beife iur £)ecfunq gebracht
finb (8. 18, 3 . 111 unb & 14, V).

dolll.

£)ie (Songruenafape Uber £)reiede finb beSpalb aufjerorbentlicp mistig,
meil fie es ermdglichen, bie ©leicppeit bon ©trecfen unb SBinfeln ju er*
mittein, ohne fie unmittelbar ju meffen, unb toei( bie Betrachtung ber
complicirteren Figuren fiep, mie mir fpater fehen merben, auf bie Be*
tracptung bon £)reieden jurucffipren I&fjt.

®ie noch folgenben ©&($e Uber ©reiecfScongruenjen finb fammitlicp
Umfehrungen beS obigen, b. p. fie gehen aus ihm burch Bertaufchung
eiues £petlS ber BorauSfefcung mit eiuem £peil ter Behauptung herbor. —
3n unferem gatte enthé@lt bie Behauptung brei Xhetle (bie (Sleicppeit ber
nicht unmittelbar gemeffenen entfprechenben £)reiecfsftiicfe), unb es giebt 5
mdgliche Umfehrungen, nepmlicp: [SSS), [wsw), [wws], [ssw], [www),
bon benen aber nicht alle jutreffen.

Slujjerbem bréngt fiep ber Betrachtung ber f$all auf, befj jmei Cticfe
eines einzigen £)reiecfs gleich finb, mie im folgenben §.1

1) (antfporechenb doer honolog (B(6X070;,  Ubereinftimmenb) nennt man fotcke
Cticle toarfdhieberer giguren, toelde in biefen giguren nacb gteicer 2lufl'u(bung3=
metbobe beim Ulusgeben ton gegeberen Cteilen aus gefunben merben. — Oben
fonnen als 2lu$gang8fkUen etwa bie flinfte A, A' unb bie Ctrabten AB, A B~
bienen.
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e 29.
IUfitttt tonen.

I. 3ebe8 Oreied, roeted jtoct gleiche ©eiten befifct,
Reifst gleidjfdjenflil; bie gleichen ©eiten Reillen bie ©dtenfcl,
beren gemeinfame 6de bie©jnfe, bie britte ©eite bie U6afitg,))
unb bie anliegenben? Sintel ber (enteren bie 23aftSrotnfcl.

Il. 3ebe$ Oreied, meldjeé brei gleiche ©eiten befi"t,
ljeijjt gleidtfeitig.

£tVrfafe

3n febem einzelnen gletcHfd)enfligen £)reied finb bie 53afio*
toinfel gleid”.
33rf. 3m A ABC ift AB = AC.
33ef>. (E« ift: Z_ACB= |_ABC,
3Bew. ach> §. 22 lagt fidj] bada A ABC fo
tyinlegen, bajj A toieter an feinen urfpringlidjen
Ort, sugteic® aber AB in bie nrfartinglicfye 9ud)tung
non AC, unb AC in bie urfpriinglicfye 9ftdj>tung non
AB féllt. 9iad)bem biefe Umlegung auSgefifyrt ift,
ljaben ferner audj bie finfte B unb C iljren Ort R
gewed)felt, roeil uad) ber 3Bf. AB = AC ift,
fo baj? bie ©trede BC itjren urfpriinglid)en Ort in umgefefyrter 2age
bedt (8. 11, 3- I1)- £)emnad? ift / B— /[C, meil fie jur Oedung ge*
brad)t finb (8. 14, Y).

A

Juf&]e.

I. 3n iebem einzelnen gleid)feitigen Oreied finb fSmmt*
licfye brei Sinfel gleid).
— QOenn €% ift Uber jeber Ceite gleicifd)enttig.
II. 3n febem einzelnen Oreied unb audj in congruenten
O)reieden liegen gleiten ©eiten gleite Sinfel gegeniber.3
— Segen ber foeben bemiefenen ©ultigfeit biefed Ca’eiS fir ba8
einjelne Oreied ift man nefymlid) audj bei congruenten Oreieden nidjt

1) Raat;, guR.

2 SBinfel unb 2inie werben at« einanber anliegenbe Figuren bezeichret,
tuen« bie Sinie ein <Sterfet be« 20inlet8 ift

3 ©egentibertiegenbe Ceiten unb Sinfet eine« 2>reieck, Cegenfeite eine« SBinfel«
unb Cegenttnnfel einer Ceite bifjen folce, bei beren bie Ceite fein Cdjenfet be«
SBintel« ift
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nur bann gegen bie 9)iJgtid)feit eine« 3rrthum« gefiebert, menn bie
fraglichen Gtucfe fid) in 8otge ber 23orauéfefung entbrechen, fonbern
auch bann, trenn man jmei gleiche ©eiten be« einen ber congruenten
E)reiecfe mit einanber oermechfelt.

§. 30.

£el)f rufe.
diejenige Orabe, rnelche bie ©bi*c eine« gCeid d enfr
tigen £)reied« mit ber SJZttc ber 23ftft« nerbinbet, fteht auf ber
letzteren {entrecht unb bitbet mit ben beiben anbern ©eiten
gleiche Eintet.

Brf. 3mA ABCift 1) AB
= AC, 2) hatbirt AM bie 33afi«
BC in M.

33eh- (5« ift: )AM +tBC

c unb 2) |_MAB = /_ MAC.

Bem. (&« ift
A ABM = NACM] . .. [sws]
bentt man ~at: AB = AC (®3f. ), BM —CM (SBif. 2), Z.B =
/_ C (8 29). 2tu« hiefer Rongruem folgt nach §. 29, 3-:
/_AMB = /_AMC, AM -LB C ....... § 24, %). 1
unb /| MAB — / MAC.

3 Ufawt.

I. ~atlt man non ber ©bifc eine« gleichfc”enfligen £)rei*
ecf« auf bie 23aft« eine ©entrechte, fo albirt biefe bie 33afi«
unb bilbet mit ben anbern ©eiten glei<he SBinfet.

— £)enn fonft nifete e« jmei ocerfchiebene ©entrechten oon A auf
BC geben, ma« gegen 8. 25 ftritte.

Il. Siegt eine 2)reiccfwecfc [entrecht tber ber UWittc ihrer ©egen*
feite, fo ift ba« £)reiecf Uber ber letzteren gteichfchenttig unb
bie ©entrechte bitbet mit ben anbern©eiten gleiche 9Rinfei.

— £)enn e« ift
NAMB = A AMC . .......... (sws),
meit MB = MC, MA= MA ub/_ AMB = / AMC at6 rechte.

2lnm. ®iefe 3ufafce finb Umtehrungen rom fauptfafc. (23ergt.
bie ©chotie ju §. 28.)
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§. 31.
(Brci'Oeitcu-aat;.")
951f. 3n ben 'Dreiecfen ABC unb A'B'C' ift: 1) AB = A'B'f
2 AC= A'C', 3y BC= B'C".

33ef. it AABC = /S A'B'C'.

Bem. 30%n lege bas /AAB'C' mit ber (Sde A in A, mit bet
(Seite A'B’ in bie 3iic>tung AB unb brefye e& fo neit Ijerum, bis AB
»cm ber ©trede CC' gefcfynitten mirb (2p. X). (Der ©cfynittpunft Ieif)e
1) , unb C' nefyme bei biefer Sage be3  A'B'C' ben £)rt Cx ein. Da
nac> 95f. 1) AB = A'B' ift, fo ift B' nad) B gelangt, unb man
fyat, meit jeft baé A A'B'C' an bet ©teile ABCi liegt, nad) 23tf.
2) unb 3) in bet ftigur ACBC” bhie ©teicfyungen:

AC= ACIf BC=BClI.

Der Munft D, in netcfiem AB »on bet Cttecke CCV gefcynitten
mirb, lann, je nad> bet 33efd)affent)eit bet beiten Dteiecfe: I. jmifcfyen A
nnb B, ober II. in einet 33erlangetung »on AB, ober Ill. in einem @nb*
pun!t biefer Ceite liegen.

$all 1 unb Il. (3m $atte Il feien bie tarnen bet Dreiecféecfen
fo gemaht, bajj D ein 3%un't ber 33ertangerung oon B A (bet "4 fyinausS ift.)

33on bet 2flitte M ber Ctrecfe CCX
aué jiee man bie ©raben MA, MB.
Dann ift in ben gleid)fd)enltigen Dreietfen
CAQ unb CBCt rmadfy 8. 30, 8.:

MA _L CCy, MB J_CC,.
Die« jeigt in 33erbinbung mit bem 2Ipiom X
an, bef$ M fein anbtet ~unft als ber “unft
D fein lann. Denn menn M unb D »et*
fcfyiebere Limite méren, fo mirbe bie grabe
33erbinbnng$linie bet funfte A unb B
fid) mit bet ©raben CCX, menn man baé
A CA” um hiefe Sinie brefjt, nid)t nur

1 26tr befid)en uns auf biefen Songruenpap burib bie aSejetc™ung: (35).
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. in D, fonbem and? rmod> in M
fcfimeiben, unb jmar beim “afle |
beibe 9Jate jtoifcfyen A unb B, beim
galte 1l bebe 2¥ae in ber 5Sher*

j8  langerung. 3m galle | neljmlid)
mirbe MA méljrenb ber Drehung
ady in bie Verlangerung »on BMt
im galle* 1 aber aud) in bie Sinie
MB fetbft gelangen.
Da alfo D ber Utttelpurft bon CCXift, fo flat man im deid
flenlligen A CBCXnad) §. 30, S. femer:
Z.DBC= / _DBCX
b.i.: i[ABC = Z_ABCX= /_A'B'C\
fo balR
/ISABC = IS-AB'C . . («to«)
fyerborgefft, meil auBer ber foeben bemiefenen ©leid™eit ber VStnfel bei
A unb A' aus ber VerduBerung bie Cleidi>)eit ber anliegenben ©eiten
befannt ift.
i $alllll: Drifft bie grabe VerbinbungS*
tinie ber funfte C unb Cx fic® mit AB in
einem (anb’unft biefer ©eite, fo tyele ber*
fetbe A. Dann ift im gleicRdfenftigen
A CBCi nad) ber Vrf. 2) unmittelbar:
| ABC = Z.ABC, ..... §. 30, 8,
alfo:
/+ABC=/SABCX/+AB'C ..[sws).

§. 32.
0 cfiitition.
Diejenige glacfye, mellle bei ber Drehung irgenb eines
regten V3infelS um ben einen ©djenfel als fefte 21"e oont
anbern ©dientet befcfyrieben mirb, l)eifjt eine (EICH‘E.

3 «r&%t.

I. 3ebe (Shene ift unbegrenzt.
— Denn ber fie befdReibenbe ©d)enfel ift unbegrenzt, b. I). er
gefjt bis an bie ®renje bes oorgeftellten 9?%aumtl)eilS.
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Il. 3ebe (Sbene tft ungefcfyloffen.
— £)enn fonft ware fie ni$t unbegrenzt.

§ 33.
£¢1) r

3ebe ©rabe, welche mit einer (Sbene $wei finfte ge»
mein fyat, liegt $anj in berfelben.

35rf. (Sine ©rabe unb eine
(Sbene ljaben bie beiben finfte A
unb B gemein.

33elj. 3eber beliebige Muntt
X ber ©raben AB liegt in ber
(Sbere.

3Bew. 2)%n jielje non A,
B unb X aus bie brei ©raben
AG, BC unb XC nad) bem
Ccfyeitel C beg regten 30infeté,
burd) beffen £>rel)ung bie (Sbene
entftanben ift, trage auf bem an*
bern Ccfyenfel beé letzteren unb
auf feiner 35erlangerung zwei gleiche ©trecfen CD unb CD' ab unb »er*
binbe fciiefjlicly alle aufgejafylten flinfte burd) grabe Sinien.

£)ann ift

CALDD', CBJDD',

weil beseitige @cfyenlel beS redeten 3Binfeté, welker bie @bene befcfyrieb,
mit CA unb mit CB jwei fiinfte gemein fyatte, al$ er burd? A, be*
Sieljungsweife burd) B ging. £)a auwerbem C bie $Utte non DD’ ift,

fo folgt: DA= D'A............ imA BAD'n.§. 30,3 .11,
DB= D'B'.......... imA BBD'n.8§ 30,3 .ll.
ferner ift: AB — AB, mithin:
/\DAB = /s BPAB...ccvirrieennnnnn... 39

/_DAB — /_D'AB, até entfpred)enbe®tiicfe congruenter£>reiede.
£)a$ Sefctere giebt mit DA = D'A unb A X = ~4'X jufammen:
E2DAXMNISD'AX eiiiiiiiiiannn, [sws)
DX = D'X, als entfpredjenbe ©tiicfe congruenter £)reietfe.

Unb hieraus in 33erbinbung mit DC=D'C, C X =C 'X folgt:
ADCX=&D 'CX ,ieiiiiiiiiiiiiiinans 39

Z DCX = /_D'CX, afé entfprec’enbe ®tiicfe congruenter.Siguren.
Z DCX = m i § 24, £). I.
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Da rmacfy §. 26 alle testen Sinfel gleich finb, fo mu§ mithin ber
um DC gereljte redte Sinfel bei ber Soefcfyreibung bet 6bene ach> in
bie SageDCX gelangt fein, fo bafj X ein SBunft ber dbene ift, to. b. ».

3 ufa %e.

I. Siegen ber ©feitet eine« Sinfel« unb fe ein zweiter
~unft feiner @d)enfel in einer 6bene, fo liegt er ganz in
ber dbene.

Il. Siegen bie brei 6den eine« Dreied« in einer 6bene,
fo liegt e« ganz in berfelben.

IIl. Durd) feben Sinfel, jebe« Dreied, je eine ©rabe
nnb einen ~Runft auflerhalb berfelben giebt e« eine 6bene.

— 'Denn man fann bie fragliche ftigur (im testen $alle, nacfybem
ber Munft mit einem beliebigen iBunft ber ©raben burd) eine jtreite
(Stabe oerbunben ift) junacf>ft in eine 6bene unb bann mit biefer zu*
fammen an ben urfpringlid)en Drt jurticflegen.

IV. SOewegt man eine (Stabe in ber Seife, bafj fie mit
jtoei fice> fcfyneibenben (Staben fe einen ~unft gemein be*
ljatt, fo betreibt fie eine 6bene, unb jrnar ftet« biefelbe
ébene, mie bie SBemegung im Ubrigen aud) oor fict> geljen mag.

— Denn bie bemeglicfye (Srabe befyétt mit berjenigen 6bene, melcfye
fid; redj> 3uf. HI burd) bie beiben feften ©raben legen Iafit, ftet«
Ztoei fiinfte gemein, bleibt alfo nacf) bem obigen Sel)rfaf ganz in biefer
Obene.

V. 3e jmet 6benen, meld)e bie 6den eine« Dreied« ge*
mein “~aben, beden fid) 6otlftanbig (fo toeit beibe oorljan*
ben finb). — 3ebe 6bene Ilafjt fid) in fid) felbft unb in jeber
anbern nacfy Sillfir oerfd)ieben.

VI. 3 ebe unbegrenzte 6bene toirb oon feber in iljr lie*
genben unbegrenzten ©raben in z”ei vollig bon einanber
getrennte Dfyeile geteilt.

— Denn erften fann man arel funfte be« Yianbe« einer
unbegrenzten, b. lj. na$ 8 6, D. V: einer beliebig begrenzten unb
beliebig zu Uergropernben ©bene burdj eine ©rabe oerbinben (S.)
unb baburd) bie 6bene in z"ei Djeile feilen, oon benen jeher burdj
bie ©rabe unb burd) eine beliebig geméfyite Sinie oollftéanbig begrenzt
ift. 3toeiten« fann man bie zu unterfud)enbe 6bene fo in bie crfte
Nineinlegen, bafj bie in iljt liegenbe ©rabe mit berjenigen, nelcfye bie
erftere zerfdmeibet, einen Dljeil gemein erhélt (3. V), unb fdlieflic>
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Uterall bis junt “anfce her erfteren au$fcel’nen. Jpierturch ift fae 29e*
Hauptling erhartet.

§. 33.
Pofluut II.

£mrdj brei beliebige funfte, welche nid)t in einer ©raben liegen,
eine dbene ju legen.

§= 34.
Btfinitioixtit.

I. £)erfenige £Il;eil fcer ©eometrie, melier fiefy auf fcie
~Betrachtung folget Figuren befcfyranft, fcie fidj ganj in
eine (Sbene legen laffen, beifjt ~Planimetrie. 4)

II. derjenige £l)eil fcer (Geometrie, welcher fid) nid)t
auf fcie ~Betrachtung folcfyer Figuren befcfyranft, fcie ficfy
ganj in eine (Sbene legen laffen, beifit Stereometrie.®

D planus, eben unb pfxpetyv, meffen
2 axepeo;, feft, unb pexRy, meffen
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Capitel 1.

D ie Grundeigenschaften der Figuren in der Ebene,
hauptsdchlich der gradlinigen Figuren.

A. Unterfudjung ber ~genfdjaftcn betreiben.

§. 35.
£ clj tfafc.

3n jeber (Sbene giebt e$ eine gefdbloffenel Sinie, beren
finfte fammtlicb einen beliebig getDa~Cten gleiten 2Ib*
ftanb »on einem beliebig beftimmten ~Bunft betreiben (Sbene
ljab en.

— Denn bei ber in ber Definition (8. 32) angegebenen (Srjeugung
ber (Sbene befcfyreibt jeber einzelne ~Junft beé bemegten ©dientet« eine
fdcfye gefdbloffene Sinie (2~ X unb §. 8, 3uf- V), inbem feine (Gnt=
fernung oom ©feitet be8 rotirenben redeten SBinfeté conftant?) bleibt.
Unb man fann bie (Sbene nadb §. 33, 3uf. V fo in fid) ocerfchieben, bafj
ein beliebiger "Munft ber (Sbene an bie ©teile jenes ©Reitel« gelangt.

Befittitionrn.

l. 3ebe in einer Rbene liegenbe Oinie, roeldj>e
funfte enthalt, bie don einem funfte berfeiben (Sbene
gleich toeit entfernt finb, Ijeifjt ein $rei$, feber Dljeil ton
if>r ein ArciSbogen ober fdblec thin ein Sogen. — Derjenige
Aunft ber (Sbene, ton meinem alle fiinfte be$ Greifes ober
beS AreUbagenS gleich weit entfernt finb, fyeifjt bas

1) Sine gefddloffere Uinte ift eine fottye welde bnrdj einen einzigen ‘puntt nic’t
in jliei todttig getrennte Steile geteilt nnrb. (33t § 10)
2 constans, untoeranbert.

alle



36

(Scntrum) beffelben, jebe ©trede jtoifcfyen bem Zentrum unb
einem funfte be« Kreife« ein fRObiUS ober “albmcfjcr.

. derjenige oom Greife begrenzte £fyeu bet kbene,
in meinem ba« Zentrum liegt, fyeifft Arei«fcf)cibe ober Areiéfelb.

II. 3ebe (grabe, toetctye mii einem
Greife 5ti>ei finfte gemein I;at,
ljeifi eine ©ecanted beffelben, bie
©trede $roifd)en ben beiben Kreis*
punften ©cf)nc, jebe ©efyne, toeldbe
burcfy baékentrum ge”t, ein 2>urcf)*
mcffer.

V. 3ebe gigur, toetdje au« einem
Kreisbogen wunb ben Labien feiner
beiben knbpunfte beftefyt, fyeifft ein
ArciSauSfcfynitt ober Rector.d)

V. 3eber oon $toei Labien gebibete 2Binfel ljeifi ein
(scntnminfel.
J u\doet.
l. 3 eher Kreis ift eine gefdi offene 6inie. — 3 eher oom

Zentrum auégefyenbe ©trafli toirb oom Greife getroffen.
Il. 2tue £)urd)meffer eine« Kreife« finb gleid), unb
jtoar gleich bem doppelten eine« 9labiué.
IIl. 3e jroei Labien eine« KreifeS hiuben mit bemfetben
et Kreisauéfdjnitte.

IV. kongruente Greife ober Kreisbogen fyaben gleiche
Labien.

8. 36.
floftnUt m.
Um einen beftimmten fjlunft einer (Boene in biefer mit einem
beftimmten fRabiu« einen Ktcié ju sieben.

1) centrum, xévtpov, Stapel. — ®a« Sentrum heilt aucp 2JHttetpun!t
ber Areigfcpeibe, unb ber Areig alg Segrenjung ber tepteren Peripherie
(repupépeia, foon Tieptopépaiy, herumtragen).

2 radius, Stabipeicpe.

3 SBen secare, iepreiben, jerfepreiben
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§ 37.
fieljtfafe I.

3 eber 'punft innerhalb eine« $rei«felbe« ~at einen flei*
neren, jeber iRunft auBerhalb aber einen grofjcren Stbftanb vom
Zentrum, al« bie 24&ange eine« 9tabiu« betragt.

Brf. K fei ein 93unft be« Greife«
um ba« Zentrum C, J ein ~unft inner-

Aath, A ein SRBunft auRerhalb be« $rei«=
felce.

3Beh- Cl< CK< CA.

33etr. 9lach ber 93rf. mul man an
bie ©renje be« $rei«felbe« gelangen, trenn
man CJ verlangert, unb trenn man CA
rerfurjt. £)ie fr erhaltenen Otabien CJ'
unb CA' finb aber nach ber £). mit CK
gleich- ®ohw trifft bie 33eh- ju nach 8. 20, II.

E1DrfE% Il

3 eher fipunft, beffen Entfernung tont $rei«centrum
flcincr al« ein téabiu« ift, liegt innerhalb be« $rei«felbec;
unb jeber ~untt, beffen Entfernung rom Eentrum groRer
al« ein Utabiu« ift, liegt auBerhalb be« $rei«felbe«.

Brf. CK ift ein 9labiu« be« Greife« um C, unb ferner ift

CJC CK«< CK

33eh- ] liegt innerhalb, A aber auBerhalb be« $rei«felbex.

Sem. ©eht man rrn beut innerhalb be« &rei«felbe« liegenben ~Munft
C auf ber ©raben CJ nach J, fr fann man babei bie ©renje be« $rei«*
fetbe« nicht Uberschreiten, treil ju biefem 3trccf bie Entfernung ron C bem
9tabiu« CK gleich trerben mu§; verlangert man aber ben (Strahl CA
Uber A hinau«, fr tann man bie degrenjung be« $rei«felbe«, treil fchrn
'CA >» CK ift, nicht trieber treffen, tra« breh ber Satt fein mifjte, trenn
A im $rei«felbe liegen feilte.

S ufftut.

I. 2llle Greife rrn gleichen 9iabien finb erngruent;
unb jtrar beden fie fich ftet« rrllftédnbig, frbalb bie Een*
tren jufammenfallen. 1

7 3n ber Planimetrie mirb e« al« felbftoerftanblico boraukgele(jt, balR bie gignren
in eire einjige ebene gelegt ftnb.
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Il. UDIlctn fann jeben Kreisbogen in £)e<fung mit einem
Sogen beffelfeen KreifeS oerfchieben.

I1. Stile Kreisbogen congrnenter Kreife finb gleichartige
O©rbfeen.

— £%enn es toerben nach 3- H bie Sebingungen beS 21$. X 11
unb ber £)ef. IV beS §. 17 erfilllt.

8. 38.

£el)r fafe.

KreiSauSfchnitte, welche in ben fWabicn unb Sogen uber*
einftimmen, finb congruent.

Srf. 3n ben Kreisausschnitten ACB unb A'C'B' ift:
) Rab. CA = Xab. C'A',
3 2) Sog. AB = Sog. A'B'.
Seh- £s iftt ACB = A'C'B".
Sem. 9flan lege ben KreiSauSfchnitt
ABC fo auf A'B'C’, bajj C nach C', CA
langs C'A' unb AB langs A'B' fallt,
was nach Srf. 1) unb § 37, 3- | entgeht
£)aburch fallt B nach B, i»eil fonft im SBiber*
fpruch $u Srf. 2) einer ber Sogen AB, A'Br
einem XheUe beS anbern congruent unb gleich
ware, baS ledere, ba fie ($rof’en finb (8. 37,
3. 1I). £>ann ift aber fchliefjlid) ber 9kbiuS
CB in bie Sage C'B' gefallen, ba er mit
biefer bie beiben funfte C unb B gemein
erhalten h<t-

3 nfafe

3n jebem einzelnen Kreife, fo wie in congruenten
Kreifen, ftehen auf gleiten Sogen gleiche Bentriwinfel.*1

D Sftait gebraucht in gleicher SBebeutung bie Stuébriicfe: ,@in SBinfel ftent auf
einem 33ogen.” ,,Sin $egen enbigt in ben Schenfeln, eher: liegt jteifthen ben @chenfeln
eine« SBinfel«."
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s. 39
(Einflhrung bes ©rdicnbrgrtfs in ben Kinkel.
Bcfittitioiittt.

I. 3ebeé burch einen Sinfel begrenzte ©Oticf einer
Ubrigen« unbegrenzten ©bene
heifjt ein Sinfclfelb ober auch
fehl echthin ein Sinfel. — Sin
Sinfelfelb barf bie ©bene
t~eiCroeife ober ganz, einfach
ober mehrfach bebecfen unb
toirb namentlich and) in lef*
terer Beziehung als oon an*
bern oerfdjieben angefehen.
©iebt man nicht auf irgenb eine Seife baé ©egentheil an,
fo meint man unter ben zur Sluétoahl ftehenben Sinfel*
fetbern fteté baé fleinfte.

Il. Sinfelfelber, metche, abgefehen oon ber nicht burch
bie ©ORentei gebilbeten Begrenzung, congruent finb,
heilen gleich-

[1. Sinfelfelber fummiren herl» fie in einer ©bene
an einanber legen, bah eitet in ©cheitel unb ©chenfel
in ©d)enfel fallt. ®aé bann oon ben beiben &ufjerften
©chenfeln begrenzte Sinfelfelb, meines bie fummirten
Sinfelfelber als ~h”le enthalt, heif$t bie ®umme ber
legieren.

3ufah.

£>ie oon gleichen Sinfeln beftimmten Sinfelfelber
finb paartoeife gleich-

§. 40.

Stile Sinfelfelber laffen fid) (bei unoerbrid)ticher Be*
obachtung be« Begriff« ber Sinfelfelber unb beéfenigen
ber ©ummation berfelben) al« gleichartige ©rohen be*
hanbeln.

fo
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Sem. ©ummirt man SRinfetfetber in ber in §. 39, 111 oorgefchrie*
benen SBeife unb $ielt um ben gemeinfamen (Scheitel S berfelben einen
Atei«, jo mirb berfelbe »on ben Sehen*
fein in finften A, B, C,D,....... N
gefdjmitten, unb ba« Soinfelfelb ASN,
in meinem ber Sogen (ABCD...N)
liegt, ift bieSumme. Au« §. 37, 3- HI
aber ift befannt, bal biefer Sogen eine
®roRe ift, fo baff man rect> §. 17,
Q. I, 2. feine ST eile beliebig oer*
tauften barf, ohne fein Quantum, unb
fomit auch ohne bie Sage feiner ©nb*
funfte ju anbern, ba wieber ein $reié*
bogen ron gleichem 9iabiu« "errorge”t.
Sebenft man auRerbem, baR buc™ bie Seréanberung ber ~olge ber Sogen-
theile nach 8. 38 bie einzelnen fummirten SBinfelfelber nur eine anbere
~olge emmatten haben, fo ift bemiefen, baR bie SOinfelfumme burch
Seréanberung ber ~olge ber U~eile nicht geadnbert mirb.
®a ferner bie Sebeutung ber ©intheilung burcb ben ©egenfa® jur
Summation beftimmt ift, fo gefdjieht bie Teilung eine« SBinfelé (2Binfel*
fetbeS) einzig unb allein burcb grabe Sinien, welche ocm ©Reitel au«
innerhalb be« SBinfelfelbeé gezogen werben. Qiefe theilen ben Sogen AD
in analoger Séeife. Unb man fiefjt enblicb ljieraug, baR bie ©réReneigen*
haften (8. 17, Q. I) beé Soinfelfeloeé burch biejentgen be& Sogen« fammt*
lieh entfliehen finb.
hiermit finb bie SBinfetfelber in bie ffteifye ber (GroRen als ooll*
berechtigt eingefiigt.

Anm. OaB ber h“rau« nach §. 17 entfpringenbe Segriff beg
fleineren SBinfelfelbe« bem in §. 14, V befinirten beé fleineren Sinfelé
correffonbirt, bebarf feiner néheren Ausfihrung.

Auch geht au« bem Obigen flar heroor, bal man haufig ba«
SBort ,,SRinfel" fur ba« langere ,,SBinfelfelb” gebrauchen fann, ohne ba*
burch einen Srrthum herbeijufihren.

3 ttfalc.

l. Oer Qualitat nach finb bie SBinf elfelber ton allen
fonftigen SRaumgrdRen oerfchieben.
— Oenn fie finb feine Ohetle oon Kdrpern ober $la<henftiicfen
ober Sinienftiicfen.
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. £)te (Summe aller Sdinfel
auf einer Seite einer ©raben Be=
tragt einen ©eftredten.

1. £)ie Summe je jmeier
~ebenminfel, fomie bie Summe
je $tt>eier Supplentente, ] Betragt
einen Oeftredten.

V. 3eber Oeftredte Betragt
jmei ~ecpte: G = 2a.

V. ®ie £)alBierungélinien je
jmeier 9ieBenminfel ftepen auf
einander fentrec/t.
— X)enn Benennt man mit aTbie
Beiben MNalften be¢ einen 9teBemmnfelé,
mit [ biejenigen beS anbern, fo ift nad) 11 unb IV
2a + 2R = 2A,
mithin a+ R=

9lacp ben 2luéfilprungen biefeS §. ift ber 'SOSinfet auf fiinftlicoe 26eife
ju einer Crofee gemaét morben, b. i. burcp ganj raillfirticBe geftfefcungen

D »crgl. § 23
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(8. 39), metde burebau« nicht etma aufbéren (Srfinbungen $u fein,
meil fie mit bemihter QUdficfyt auf bie 3fretfroaRigfeit eingefurt finb.
©otchen jmedmaligen (Srfinbungen begegnet man in ber &ftatfyematif Giel»
fafy. ©ie oienen, genau mie in ber Xecfmif, ba$u, bie Wiittet jur Be»
mattigung be« bargebotenen ©taff« ju oereinfacben nnb mirffamer ju machen.

Der groRe Bortbeit, metd)en mir au« ber Einfigung ber Sinfet unter
bie (GroRen sieben, beftebt barin, baf mir felgt alle ©a£e ber Slritbmetif,
nebmiicb ber Sebre oon ben gemeinfamen (Sigeufcbaften aller (GroRen,
auf bie Sinfet anmenben birfen.

Sin« bem Umftanbe, baR bie Qualitat ber SinfetgroRe nod) ju feiner
anberen befannten ©rdRenqualitat in Begebung gefegt ift, leitet man
fpéter, mie hier oormeg bemerft merben mag, in ber Stbnticbfeit«tebre bie
Berechtigung ab, bie Sinfetgrofe at« eine btcle aritbmetifcbe 3 ab®
befiniren, nelcbe auf unjmeifefbafte Seife ben ju einem (Sentriminfet ge»
borenben Bogen au« bem Otabiu« beftimmt, nnb umgefebrt. Qiefe 3 ab®
bat man mehr ober meniger bemiht im ©inne bei folgen Utebemenbungen
mie: ein Sinfet fei bie ®role ber Drehung eine« Otrabt« um einen
Bunft, ober: ber 9icbtung«unterfcbieb jmeier ©trabten u. f. m. (Sorrecter
murbe man fagen, bal3 bergteicben burcb Sinfet beftimmt merbe.

§. 41.
Bcfitutioncn.

I. (Sin Sinfet, metcber fteiner at« ein rechter ift, beift
W ; ein Sinfet, metcber gréofRer at« ein rechter, aber Heiner
at« ein geftrecfter ift, beilt ftumpf.

II. Sitte Sinfet, metcbe fteiner at« ein geftrecfter finb,
beiRen tyoyl ober concao,l) alte groReren Sinfel aber (ber»
ftumpf ober coniicj.2

3isfa$te

I. 3eber fpifjeSinfet bat einen ftumpfen “ebenminfet,
unb feber ftumpfe einen fpifcen. (8 40, 3- HI nnb IV.)

Il. :paben $mei fpifce ober jmei ftumpfe Sinfet ben
©feitet unb einen ©dientet gemein, fo bitben bie beiben
anberen ©dientet feinen geftredten.

D concévus, (.
2) convexus, gemelBt
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8. 42.
f

Segt man $mei gleite $Rinfelfelber fo auf [e'inanber,
baf fie ben ©Reitel unb ben einen ©d)enfel gemein er*
Raiten, fo beden fiel) bie anberen ©d)enfel ebenfalls.

2rf. Die beiben SBinfel*
felober ABC unb A'B'C' finb
gleich

58eh- Segt man baS Selb
ABC fo auf bas Selb A'B'C',
beff B in B’, BA in B'A fallt,
fo fallt BC in B'C".

58em. 2Bare bie 58ehaup*
tung falfch, fo miRte B C entmeber
in eine Sinie B'C" innerhalb beS
Selbes AB'C" ober in eine 6inie
B'C” auRerhalb beffelben fallen,
meil bie 2Binfelfelber Dheile oon
Ebenen find, nelche jur Dedung
gebracht marben. Da ferner bie
2oinfelfelter ©roRen finb (8. 40), fo mirbe aber im erften Salle
/_ ABC<i/_A'B'C', im jmeiten Salle bagegen / ABC >> ,/A'B'C'
fein & 17, D. Ill). UDiithin fann nur bie 58eh- jutreffen.

3nfatkz

I. Sn ber (Sbene 'ann man auf einer ©raben in einem
finfte nur eine ©entrechte errieten.
— Denn bie ju conftruirenben regten Sinfel finb nach §. 26 gleich.
Il. Seber SRinfel hat eine einzige Halbierungslinie.
111, @rrid)tct man auf ber SBaftS eines gleicfyfcfyentligen Drei*
eds in ihrem Slftittctyunft eine ©entrechte, fo geht biefe bur<h bie
©pife unb halbiert ben 20infel an berfelben.

— Denn biefe ©entrechte fallt nach 3 - |
mit berfenigen jufammen, melche nach §. 30, §.
erhalten mirb, menn man bie SAitte ber 58afiS
mit ber ©pi”e grablinig oerbinbet.
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V. ®ie Halbierungslinie bcS SoinfelS an kr ®pife eines
gleichtchenfligen £)reiecf$ halbiert bie Safié unb fteht auf
ihr fentrecht.

Sem. entroefoer burch CSongruenj ber beiten
fletneren fDreiecfe [sws) ober burd) Serbinbung ton
3. Il unb III.

§. 43.
I'1)rfofe
SlreiSauSfchnitte, »eiche in ben fttabicn unb (Sentriroinidn
(SBinfetfelbern) Ubereinftimmen, finb congruent.)

Brf. 3n ben $reiSausfchnitten ACB unb A'C’B' ift
1) SRab. CA = toab. C'A, 2 C'-
33eh- (iS ift ACB =AC'B".
Sem. burch SlufeinanberlegenmitSenufjung ton§.37,3- In.8. 42,6.

3 ufa %t.
I. 3n jebem einzelnen Greife, fomie in congruenten
Greifen, fielen gleiche I5entriminfet auf gleichen 33ogen.
Il. 3eber ©urchmeffer theilt ben $reis in 5Strel gleiche
Sbeite, unb biefe finb bei feber Sage bes £)urchmef fer$
gleich groR.

— £%enn bie Rentriminfet finb als geftretfte gleich.
Befinition.
3eber oon einem ©urchmeffer abgefchnittene $reis=

bogen heiBt ein HalbfreiS.

1) ian muld hierbel barauf achten, beff bie SBinfelfelbev gleich fein folUen,
»eil jeber (Sentrinnnfel mit bem Areife jrcei AreiSaulf<hnitte bitbet
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s 44
Ctljrfitt}.

2Birb eine ©rabe oon einer feiten gefcfynitten, fo
liegen bie beiben Uljeile ber einen auf oerfcfyiebenen ©eiten
ber anbern, b. f>.: in t>erfchiebenen feilen ber burcfy bie
testete jerfcfynittenen RBbene.)

25rf. ®te beiben ©raben
AB unb CD fyaben einen ein*
jigen ~unft P gemein.

29¢€fi. PC unb PD liegen
in  oerfcfyiebenen Xfjeilen ber
burcf) AB jerfcfynittenen (Urbere.

29etc. 2D%n jie"e um baS
Zentrum P einen Kreis unb
nenne beffen DurtfyfcfynittSpunfte
mit ben ©trauten PA, PB,
PC, PD bejierungstreife A', B', C', D'. ferner benenne man jur
bequemeren Angabe ber Kreisbogen einen beliebigen 2Runft beS Kreisbogens
C'B' mit X.

£)a nun
C'XB'< A'C'XB', ... & 17, T). I,
unb A C'XB'= C'XB'D' ... 8 43, 3- 1l
ift, fo folgt:
C'XB'< C'XB'D', ... 8§ 20, Il,

o. fy.: man muB bie Sinie AB (bei B') (berfcbreiten, um (auf bem
Kreife) oon C' necf> D' $u gelangen.

§ 45.
RBeljrfat;. (i0inhcl'acttctt-j@inkcl-Sial.)?

£>reiede finb congruent, menn fie in einer ©eite unb
ben beiben anliegenben Sinfeln Ubereinftimmen.3

D 2)ie beiben ©raben ténnen nicht eine felere
i'age gegen einanber bafan, toe ber bitte unb ber
biinne Ctrieb in ber hier nebenftebenben 3ei<bnung.

2 2Bir belieben uns auf biefen @3 burd) bie Sejeidjinung: [wsw).

3 Wiit biefem Sebrf. »erben bie im »origen 2thi<bnitt begonnenen  2)reieci$
betragbtungen »ieber aufgenommen. @B ift mistig, fub ba»on ju Uberfeugen, bdfj
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C 95rf. 3n ben UDtetecfen
A ABCmbA'B'C'ift: )AB
~ AB', 2/ A=/_Al

| 3ABZ="AB'

| Wdy. (S ift A ABC
| =A asBc.
I Pe». 9flan lege baS
R' "ABC”aw ""AB'C"
in bie fébene bes lederen, bap A in A" unb AB langs AB"' féallt, fo
gelangt B nad) B', »eil nad> %rf. 1) AB — A'B' ift. ©ann liegt
nad) 8. 42, R. ber @trafyl AC in A'C’, unb ber ©traljl BC in B'C",
»eil nad) 9%rf. 2) unb 3) beSiefyungSeife / A = / A'unb/ _B=/_B'
ift. X)ie £de C fofylieRltd) liegt in C', »eil fie als 95unft bev Rinie AC
in A'C unb als 'iBunft ber Sinie BC in B'C liegen muf$, unb »eil
bie beiben ®raben A C unb B'C' nur ben einen genteinfamen SRunft
C' befiren.

3 it fa f&»

21le 5»eimal gebro»
ebenen Sinien finb con=
gruent, »enn fie in einer
Sbene liegen unb ferner
in einer ©eite unb ben
beiben anliegenben 2Rin-
fein Ubereinftimmen.

8 46.
CrDrfab.

<2inb in einem £)reied $»ei 9dinfel gleich, fo ift bas
®reied Uber bem gemeinfamen ©cfyenfel berfelben gleich
fcfyenflig.

c ach bei obigem Safce ebrne Kenntnis ber CigenRoaften ber
Chere unb tyeciett beS CaeS 8§ 42 nidit $um 3iele $u =
langen ift. 3orber nebmlid? lief}e es fib febmer ton ber $anb
meifen, bald bie Ceiten ~lCunb BC eine8 um A B rotirenben
Sreieds ™M27C jtrei fth in jmei doer mehr Sinien fdoneibenbe
glécben betreiben michten obgleich AC unb BC ftdo nur m
einem 'iGuntt Rbreiben.  2)ann nére aber obiger ©af  tws)
nicht ermiefen
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SBrf. 3m A ABC iftZ £ = Z <e

33eb- &S ift AC = AB.

33eto. iftimmt man jur SBrf. hin$u, ba§
BC fid> auch in umgefefjrter Dichtung gleich ift
(. 18, 3.V), fo folgt auf analoge SBtfe, tote
im notigen 8., eine fotd)e Songruenj be« A ABC
mit feinem urspringlichen Ort, bei meldet nur
bie (Scfen B unb C ihren iRlafc oertaufcht haben.
OeSfyalb ift AC = AB, treb fie $ur Dedung
eine« einzigen Ort« gebracht finb.

3 n fa

3n jebem einzelnen O0)reiecf, fotoie in congruenten

Oreiecfen, liegen gleichen 3Binfetn gleiche ©eiten gegeniber.

8. 47.
Definition.
3eber 9iebentoinfet eine« Oreiecf«toinfet« ~ei™t ein
Qtufjcnminfcl be« Oreied«.
fieljr fafe.
3eber Oreied«toinfet ift fteiner al« ein 3lufjentoinfet
an einer anberen &de.

SBrf. Z BCD ift

ein UluBemoinfet be« Orei-
ecf« ABC.
Be R« ift

Z ABC< z BCD. A

33eto. !6ttan siebe burch bie Wiitte M oon BC eine Ctrecfe AMF =
2 AM unb aufjerbem bie (Stabe CF.

£)ann ift A ABM= A FCM ,........ [sws]
teib MB = MC, MA = MFub Z BMA = Z CMF (& 27) ift

tpierau« folgt:

Z ABM= Z FCM, .... (6.29,3.1)

mitbin: Z ABC < z BCD......... G 17, ®. 1)
treib Z FCM ein Obeit be« SBinfet« BCD ift. — £)afj ber Punft F
(unb baber ber ©trabt CF) in ber Ob™t im ftetoe be« StRinfet« BCD
liegt, ift nebmticb be«batb flar, treit ber ©trabt AF, tretcfter bei M in
biefe« ~tb eintritt, fchon bie beiben fiinfte A unb M mit je einer ber be=
grensenben (Sraben”Z) unb CM gemein bat, fo bafj er fie nicht noch einmal
fcbneiben, mitbin au« bem 26infetfetbe BCD nicht trieber au«treten fann.



48
2« fftl 1.

l. 3 ft ein DreiedStoinfel recfyt ober ftumpf, fo finb bie

Atuffenminfcl an ben anbern (5den fhimpf.

. 3 ft ein Dreiedétoinfel recfyt ober ftumpf, fo finb bie

Dreiedéroinfcl an ben anberen (Sden fptf; ber rechte ober
ftumpfe SBinfel alfo ber groRte beé Dreiedé.
— Denn fie finb bie 9tebemoinfel oon ftumpfen SBinfeln. @ - |
unb 8. 41, 3 .1.)
I11. 3n febem gleidffdicnfltgcn 3Dreie d finb bie Safiéminfel
fptfc.
— Denn ba fie red> §. 29, §. gleich finb, fo fonnen fie recfy
3.1 toeber rect nod) ftumpf fein.
IV. 3n febem glcidffeittgen Dreied finb bie 3Binfel fpifj.

SuUfinition.
3ebeé Dreied mit einem rechten Sdinfel Ifeifjt rcdftminflig,
iebeS Dreied mit einem ftumpfen 2Rinfel fhimpfminflig, febeé
Dreied mit lauter fpifcen 3Binfeln fyiffwtnflig.

§. 48.

3n febem einzelnen Dreied liegt ber groReren ©eite (oon
Jjtoeien) ber gréRere SBinfel gegenuber.

Brf. 3m /A\ABC ift AB > AC.
ivel). (83 ift z C> Z.B.
SReto. I. 9ftan lege bas A ABC, nad)*
bem man e& oon feiner ©teile entfernt, fo I%in,
beff ber Z A feinen urfpriinglid)en Ort mit oer*
roerffelten Ccfyenfeln bedt (8. 22). Daburd) ge=
langt reefy ber 33rf. C in einen Munft C' ber
©eite AB, unb B in einen 'iRunft B' ber £e»
langerung oon AC\ BC unb B'C' aber
fcfyreiben fid) in einem ~unft D.
iftacfy 8. 47 ergiebt aber baé A DCB":
z ACT)> zZ CB'D,

z ACB > Z ABC.
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Sero. Il. Stuf AB fdjneibe man eine ©trede N
AC' = AC ab, ma« nad> ber 35. angelt, unb
jtebe fde ©rate CC'. £)ann ift:
/| acB>/ AGC...coeenenn... §. 17, SD. IlI,
[_ACC = /_AC'C, .... 8.29,
unb beim A C'BC fciyliefjlich:
Z AC'C > z C'BC,
[6> 47. b>
£)afyer:
Z ACB > ZCBC, ...8 20, 11 U Il
3«fal.
3n jebem £)teied liegt bet grofjten ©eite ber grofjte
2Bin'el gegenuber.
«eljr fa% IlI.
3n jebem einjelnen £)reied liegt bem groReren 9S3infel
(t>cn jtoeien) bie gréRere ©eite gegeniber.
35ein. inbirect mit Berufung auf 3. | unb §. 29.
3tt fa|.
3n jebem einzelnen £)reied liegt bem groBten 9Binfet
eie groflte ©eite gegenlber.

§. 49.
Celdjrfrtl I

Unter alten Otreden, melcfye non einem finfte au«
nad) ben fiinften einer ©raten gejogen toeroen fénnen, ift
bie ©entrechte bie furjefte; unb bie anbereu finb befto
langer, je meiter ifjte gnfjpunfte non bemjenigen ber©enf*
regten entfernt liegen, fei e« auf einer ober anf oerfd?ie*
benen ©eiten ber ©entrechten.

23tf. ¢0 iftP&LXF.
3n einer fKidjtung ber ®ra*
ben XY folgen auf S bie
funfte A, B, C, . . .,
meiere mit P turdj bie
©raten PA, PB, PC, ...
oerbunten finb; in ber an*
beten 9tid;tung liegt ein
Aunft B' fo, bafj SB' = SB ift, unb e« ift bie ©rate PB' gejogen.

23el). @ ift PS< PA< PB= PB'< PC<

23eto. Stach bem ©afce oom Stujjemoinfel (8. 47) ift beim

SBorpijjffc, Elemente for Ciatbematif. 4
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A PSA, A PAB, A PPC........ :
Z PSA< Z PAB< Z PBC <
Unb tiefe SBinfet finb in ben betreffenben ©reiecfen bie grofiten, meil
n. b2z PSA = x ift 8 47, 3- Il), mithin finb i”re ©egenfeiten
bejiehungSmeife bie groRten (8. 48, 30* alfo:
PS<PA<KPB<PCcK
©all enbtich PB’— PB ift, folgt au8 ber (Eongruens ber ©reiecfe PSB'
unb PSB (Sivs).
.

3 iet)t man non einem funfte aud oerfchieben tange
©trecten nad; einer ©raben §in, fo liegen biegnBpunfte ber
furjeren bemjenigen ber ©entrechten naher até bie $uB*
puntte ber tangeren. — ©enn baé ©egentheit toiberfprache bem Setjrf. |.

3ufalc
l. 3m gleichfd;cnftigen ©reied finb bie gleichen ©eiten
tanger ato bie (Entfernung irgenb eine« ~unfted ber 23afi$
6on ber ©pifce. — ©ben: A BPB".
II. 3ebe $rei$feh[ne tiegt ganj innerhatb beS $rei3*
fetbeo, alte ubrigen
ber ©ecante aber auller*
hatb beffetben. — (Sin$rei$
unb eine ©Orabe ha&en
héchften« jmei finfte ge*
mein. — ©er $reid ift
eine frumme Sinie.

— 23ergt. §. 37 unb §. 14,
©,, Il. — w#atte ber $rei
grabe fo beféfoe er
eben mehr até jtoei funfte
einer ©raben.

IIl. 3ft bie Sdnge ber non einem "iBunft auf eine Orabe
geféallten ©entrechten groRer at$ ein ,9%abiué be8 nm ihn
befdhriebenen Greife«, fo treffen fid) ber Areié unb bie
©rabe nicht; ift bie ©entrechte bem 9tabiu$ gleich, fo haben
ber ~reié unb bie ©rabe nur benguRBpunft ber ©entrechten
gemein; ift bie ©entrechte tirjer als ber Olabiué, fo fchnei*
ben fich ber $reié unb bie ©rabe in jmei “untten, metche
auf oerfchiebenen ©eiten beé $uBpunfte8 ber ©entrechten
liegen. — 23ergl. 8. 37, S. II.
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Hefittitton.

®ie Sange ber oon einem finfte au« nad? einer traben
bin gezogenen ©entrechten beifet ber Ulbftanb ober bie dnt*
fernung bc« fliinfte« ©on ber ©roben.

5. 50.
Eelitfakl

£>je ©umme jmeier ©eiten eine« £>reied« ift ftet«
al« bie britte.
Brf.  ( ift ein beliebige«
A ABC gegeben. =
38eb- @«i\iAB+ BC>AC.
38em. SDian oerlangere AB um
«cine ©trede BC' = BC unb sefye ©
bie (frabe CC'. £)ann ift

im A BCC"\ z BCC'—/ BCC; ..8.29,

alfo: / ACC'> / AC'C; . .8 17,®. 1,
enblid) im A AC'C: AC' > AC ; ..8.48,

b. i. n. b. (Sonftr. »: AB 4-BC > AC.

£)ie Differenz jmeier ©eiten eine« £)re;ied« ift ftet« fteincr
«al« bie britte.

35rf. 3m AABCIift AB>BC.

38eb- 6« ift AB-BC<AC.

38em. I. 9iacb 8.1 iftt AB<AC + BC,
folglich nad> §. 20, V I11: AB - BC< AC.

38em. II. UDlan trage auf AB eine ©trede BC =
BC ab, ma« nach ber 33rf. angelt, unb jie"e bie (Srabe
CC'. £)ann ift
imA BCC': / BC'C < ... 8.47,3 .11,
afoimA AC'C: £AC'C>a>f£ACC, s. 41,

[3*lu. 8.47,3*11,

mithin im A AC'C: AC >> AC', ... 8§ 48,
i. i. nad> ber Bonftr.: AC >> AB —BC.

1) @otd)e flinfte, Sintert unb glasen, rodte jur £erftelung beS 3ulanmere
bang« jtt>tfiden bem @egebenen unb Cefuchten bienen, bdRen § Ul f$-funfte, Linien,
Rachen. 3fyre Sefthreibung fieifit Sonftruction (constructio, Rufatnmenfiigung);
unb auf biefe bejteben nur uns olen burd) bie abgefiirjten SBorte: ,nach ber Sonftruction”.

4%
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fctjrfal 111,

Die ©Otrede atoifcfyen Siret funften tft Heiner als iebe
gebrodene 23erbinbung$linie berfelben.

5rf. ift eine ©trede AB, unb aufjerbem eine gebrodene Sinie
AXYZUB gegeben.

23ef). (it AB< AX+ X7+ YZ+ ZU+ UB.

23em. gieljt man Ctotféftretfen AY, YU, AU in ber Seife, bafc
eine golge don Dreieden AXY, YZU, AYU, AUB entfielt, fo ift
redp> 8. I:
AB<AU-\-UB ..o A AUB,

<AY+ YU+ UB., A AYU,
<AX + XY+YZ+ ZU+UB .../SAXYuxti/\YZU.

ad0iie»

(8¢ fann, moRon fpater ausfuhrlich gebrochen merben mirb, »erlangt
merben, baff man ein Dreied herftelle (ccnftruire), meines gemiffen ge*
gebenen 23ebingungen genigt. Die beiben ©afe | u. Il biefeS §. finb bie
erften, roelche bie Sillfir bei ber 2lufftellung foldj>er 23ebingungen ein*
fcfyranfen, begrenzen, beterminiren (determinare).

Diejenige ,,Determination”, auf welche mir fyier gefihrt finb,
ift nehmlich bie, baff nach willfirlicher Saht ber Sénge jmeier Dreieds*
feiten flr bie britte hé<hftenS fold)e Séngen geforbert werben birfen, welche
Steiften ber ©umme unb ber Differenj ber beiben erfteren liegen, ©oll

23. eine Ceite 7m, eine jmeite 9mlang fein, fo muf? bie britte burcfyaué
toeniger als (9+7) = 16munb mehr als (9— 7) = 2m betragen.

@S fragt fiy aber noch, ob alle Dreiecfe epfltren, welche biefer 23e*
bingung gentigen.

Diefe ftrage toirb im folgenben 8. erlebigt.
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§. 51.
Btfinillonen.
. f£)iefenige ©rabe, »etcf>e bie Zentren stoeier Greife
mit einanber oerbinbet, heilt bte Zentrale ber beiben Greife.
Il. Greife um baffelbe Zentrum heiRen concentrifc’*).

fieljrfafcL

8aben jmei nicht concentrifche Greife einen ~3unft auBer*
hatb ber (Zentrale gemein, fo befifcen fie auf ber anberen
«Seite ber Zentrale noch einen jtoeiten gemeinfamen ~Buntt;
unb bie (Zentrale ift fleiner als bie Summe, aber gréRer
als bie ©ifferenj ber 9?abien.

— £)enn bie nach bem gemeinfamen ™unft P gezogenen 9%abien
bitten mit ber (Sentrate CCVein A OPCu fo baRR bie Safce beS §. 50
in SImoenbung fommen; unb mit biefem “Dreiecf ift auf ber anberen
Seite ber Zentrale ein A CP’CXcongruent, ba fid) bad erftere fo
»eit um CCy fyeruntorefyen 1&Rt, bis P toieber in einen iBunft P ' ber
(BEere féllt.

2 ufafe

®ie gemeinfame Seltne jtoeier Greife fteljt auf ber (Een*
trate fenfred)t. — 23ergt. §. 31.

Wrt)rfafe 111.*

Oft bie (Eentrale jtoeier nid)t concentrifcfyen Greife
fteiner ats bie Summe unb groRer ats bie £>ifferen$ ber
Otabien, fo haben bie beiben treffe auf feber Seite ber
(Eentrate einen ~unft gemein.

D con, cum, mit, unb centrum.



Srf.  3enfchen bet (Sen*
trdite CC\— c unb benlabten
r, rl jtreier Greife ift hie $Re*
lation gegeben:

r—rx< c<<r-f-rx

33eh. £)ie beiben Greife
haben auf jeber Seite ber @ ra*
ben CC\ einen “unft gemein.

23em. Oftan benfe ju=
nérfjft bloB ben Kreis mit bem
Heineren 9labiuS r{ um C\ ge*
Mogen unb beachte feine £)urch*
fchnittspunfte: X mit bereich*
tung Cj C, Y mit ber entgegen*
gefegten Dichtung.

®a nach ber 23(f.
r—rd< c atfor< c+ rlf b.i. r<i CY
ift, fo liegt Y auBerhalb beS mit bem 9?abiuS r um C gesogenen streiten
KreiSfefbeS (8. 37, 2. I1).
£)er ~unft X aber liegt innerhalb beffelben.
3n bem BalRe nehmlid), in meinem ¢ > r t ift, hat man nach ber 23rf.:
r+ rx)>c, afor)>c— rx b.i. r)> CX.
3n bem Balle femer, in meinem c= rxift, liegt X im Zentrum C.
3n bem Balle enblid?, in meinem c «< rx ift, liegt C smifd>en X
unb Cx, fo baff
CX<C <Cr
ift.
2lifo in jebem biefer brei mdglichen Bélle begrenzt ber Kreis um C
ein Blacfyenftiid, meines einen bem funfte X benachbarten X"eib beS
KreifeS um Cx enthdlt, einen bem finfte Y benachbarten Zfeil beffelben
aber nicht enthalt. Mithin miffen bie beiben con X nach Y fiihrenben
Kreisbogen burd) ben Kreis um C hinburchgehen; m. s. b. m.

3 itfn fe
2lus fe brei Streden, oon benen bie eine Heiner als
bie Summe unb sugleid) gréBer als bie £)ifferenj ber bei*
ben anberen ift, 148t fich ein £)reied sufammenfetjen.



— Ubenn fde Greife, welche um fde (Snbpunfte her einen Strecfe
mit ten unteren Strecfen uls hatten gezogen werben, fd)neiben [ich
nach 2. |l ; unfc ter Schnittyunft ift bie britte @cfe tcS £)reiecf$.

anrollec.

3ft bie (Zentrale zweier Greife gleich ber Summe ober gleich ter
f)ifferens ihrer Qabien, fo treten Begehungen ber Greife ju einanber ein,
beren Betrachtung ué> hier ju weit flhren wirbe. £)aé Nahere Uber

fie finbet (ich in RBap. IV, welkes [ich hauf>t{ad)lich mit ben Greifen
befcbéaftigt.

§. 52.%)
forfinitionrn.

l. 3ebe gefchloffene viermal gebrochene Sinie heifit
ein Bierecf.

Il. 3ebef Bier ecf mit jwei fich fchneibenten «Seiten heift
ibcrfchlagen.2

[11. 2118 gelber ber Biereddroinlel rechnet man in uniiber*
fchlagenen Bierecfen biefenigen, wetche ha$ SBierecfRfeth,
b. h- baé com 23ierecf begrenzte Sticf ber (Sbene, bebecfen.

Eel)rf(t] L

3n febem Ubertragenen Bierecf ift bie Summe ter fich
fchneibenben Seiten gréBer als hie Summe ter beiten
unteren.

1) 2)iefer § bient “auptfactic™ bem “Weiten Seweife be8 SeMf. | in § 54, bietet
ater aub fenfl in mendoer £inftdot 3ntcreffe.

2) Sin Ubertragenes $foek ift tajwdgt & 10), jeub wirb fein Jajée=
gungspuntt Tret als Sde gereget. 23He men ben $erdbigungSinm_rt — in ter
3igur bes "gjtcs x — als Sdie anfeben, fo wirke en ftinfeef tom beforberer @e*
felt batjageen
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$8rf. 3m Uberfcfytageneu “Nerecf ABCD
fcfyreiben fid® faée beiben ©eiten AB uub CD.

©e$. (S it AB+ CD> AD + BC.

Sem. ©er @urdjfdjnittspunft von AB unb
CD tverbe mit X bejeidjnet. ©ann ift

l)yimA AXD: XA+ XD>AD, ...8&50,1
2)im A BXC: XB-\-XC >BC\ ... 8§ 50,1
©aljer: [XA+ XB)+ [XC+ XD)>AD-{-BC § 20, VI,

b.i. nad) ber 2f.. AB -f- CD ~>AD-\-BC.

Cetjrful 11,

§at ein uniberfdjlageues SSierecf einen Uberftumpfen
3RBinfet, fo geben bie ©cfyenfel beS teueren eine Heinere
©umme als bie beiben anberen ©eiten.

35rf. ©aS uniberieptagene 33ierecf
ABCD pat bei A einen Uberftumpfen
SBinfet.
© ep. xiftAB+AD<CB+CD.
Sem. UDian verlangere ben einen
©epeufet BA beS tberftumpfen SBinfetS
bei A Uber biefett 35nn!t pinauS, bis bie
©eite CD in einem finfte X getroffen tvirb. ©ann ift

) im A ADX: AD<DX + AX .... 8 50, I,
2 im A CBX: AB+ AX< CB + CX ....8 50l
©aper: AB -f-AD + AX< CB + [CX DX)+ ~LX
[s. 20, VI.
2ftitpin: AB AD < CB+ CD...8§ 20, VIII.
§. 53.
adolie.

©er §. 47 unb bie bis jefct aus ipm gejogenen Folgerungen finben,
mie fiep in ben nécpften 88. jeigeu tvirb, auep eine ulptiepe ©ertvenbung
fir bie ©ergteiepung jtveier ©reiede, naepbem man biefetoeu burep 2In*
einanbertegen ju einer aufammenpéngenben Figur verbunben bat.
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s 54
l.

©timmen jtrei £)reiede in jn>ei ©eiten Uberein, fo finb
bie britten ©eiten in bernfeiben ©inne ungleich, tute iljre ©egen;
trinfcl.

2rf. 3n ben £)reieden ABC
unb AB C' ift: 1) AB —AB",
2) AC—AC", 3/ _A>/_A.

Ber. Lift BC>B'C.

Betu. . 2)lan lege baS
A A'B'C' foan baSA ABC, baB
A' in A unb AB' in bie 9iid)*
tung ron AB fallt. £)aburd? ge
langt B' nad) B (2Srf. 1), C' aber
in einen folgen ~3unlt Ci, baB,
trenn man bie ©rabe CC{ jiefit,
baS A CAC{ uber CCr gleicfy c
fdenflig trirb (23rf. 2]. UDenft man
fid) nun bie ganje (Ebene budj> bie
Halbierungslinie beS 2BinfelS CACH
jerfdjmitten, fo liegen bie finfte B
unb Ci in einer einzigen HNbebene
(23rf. 3), unb CC™ toirb in einem
funfte M {entrecht halbiert (8. 42,
3- 1V), treSljalb ber $uBpun!'t S
ber ron B auf CCy gefallten ©enlrediien”.S' naljer an Ci als an C
liegt 8. 25, 3.). “otglic® ift recy §. 49, S. I:

BC> BC{,b.i.. BC>B'C.

2Anm. 3ft /_ A+ [/ A'= 2-c, fo fallt in ber Nigur M mit
A jufammen, ift bagegen /_A-h /_ A'> 2~c, fo liegt CC" auRer
fyath beS 23ieredSfeloeS CAC/B. £)aR ber ~unft B in CCXober jtrifdten
biefer Oinie unb bem fiinfte A liege, fann man, trenn man €S trill,
rermeiben, inbem man nicfyt ben firjeren ©dientet beS SOinfelS bei A
mit AB benennt (8. 49, 3- e

Xxo% aller moglichen 2%erfchiebenyeiten ber Nigur tritt Ubrigens nirgenbS
ein 2InlaR ein, ben OetreiS abjuinbern; rerfcfyiebere ~alle finb alfo nichyt
ju betrauten, trie beim 23etr. 1.  2lud) bleibt ber Setreis irdrtlicfy ber*
felbe, trenn man bas A A'B'C' auf, anftatt an A ABC legt.
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$ero. Il. Uftan (ee ba$ /"A'B'C' fo auf ba< A "ABC, baf?
A" in A unb AB' langé AB fallt. Daburcf) gelangt B' rec> B
@3xf. ) unb A'C' in baé SBinfelfelb BAC (Bf. 3); & ljangt aber
oon ber Ceftalt ber beiben Dreiede ab, db C' nod) in baé gelb bed
A ABC, aoer aufferfyalb beffelben, ober in bie «Seite BC falit.

I"r$a(l: Die ©de C'
fale in enen 'Bunft Cx be8
DreiedéfelbeS ABC. Dann ift
ACBC\ ein untberfcfjlageneé Bier=
ed mit einem Uberftumpfen SBinfel

bei C\; mithin:
AC + BC > ACt+ BCt .... 8§52, Il
ner: AC = ACt  ............ 2. 2.
$o!glid): BC>BCt ............ §.20, VIII.

D.i.: BC > B'C'.

2t $all: Die ©de C' falle in einen
Aunlt C2 ber Seite BC. Dann ift BC~>
BC2ned) §. 17, D. I, mithinBC~>B'C.

@ 3l gall: Die ©de C' fdle in einen
Aunft C3 aullerhalb be? Dreiedéfelbeé ABC.
Dann ift ACBC 3 ein Uberfd)lageneé iered,
in meinem fid) bie Seiten BC unb ACS

fcfyneiben; mithin:
AC3+ BC > ACH-BCa .... 8 52 1.
aber: AC3 = AC i, 2f. 2.
$olglid>: BC>BC3 coeeiieeinnnnn. §.20, VIII.
D. t.: BC > B'C'.
ftyrfal| Il

Stimmen jtt>ei Dreiede in jmei Seiten uberein, fo
finb bie ©cgcnroinfel ber britten Seiten in bemfelben Sinne
ungleich, wie biefe britten Seiten.
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5Brf. 3n fen £)reiecfen ABC unb
AB'C' iftt 1) AB= AB', 2) AC
= AC', 33 BC>B'C".
«eh. e« ift £ a> £ a\
«em. I. 9%an (egebaé¢ A A'B'C’
fo an (ober auch auf) baé¢ A ABC, bak
A' in A unb AB' langs AB fallt.
£>abutd) gelangt B' nad) B (SBrf. 1)
unb C' in irgenb einen ~unft C\. Uftan
jie"e femer bie ®rabe CC\ unb falle oon
A unb »on B aus auf biefe bie ©enf*
rechten AM unb BS.
«on ben beiben finften M unb S
liegt ber letztere ndher an Ci als an C,
»eil BCt< BC ift ($rf. 3, unb §. 49,
8.1), M aber nimmt, meil A CACV
tber CCIl gleid)fd)enflig ift, bie UUitte
jrifcen Cx unb C ein (8. 30, 3* I);
mithin liegt, ba bie beiben ©entrechten
MA unb SB ju CC\ fid) nicht fchneiben
tonnen (8. 25, 30, ber “unft B auf ber*
feloen ©eite ber ®raben MA, mie ber
1unft Ci, m. a : bie ®rabe AM
liegt (mit ber einen ober ber anberen Dichtung) im Selbe beS SBinfelS
BAC. £)a fie auBerbem ben Zz CACV 7atbiext (ebenfalls nach §. 30,
3- 1), fo ergiebt fich:
Z BAC> Z BACU b i.: Z BAC> Z B'A'C".
— SRergl. bie 2Inm. jum «em. | beS Gorhergeljenben ©afceS.
«em. II: inbirect mit Berufung auf 8.1 unb §. 28.

§. 55.
Celjrfat». (16inhel-HJtnUcl-6citcn-o6nt;. D)

‘Dreiecte finb congruent, menn fie in einer Oeite
einem anliegenben unb bem gegenuberliegenben 3Binte !
Ubereinftimmen.1

D Sir bfiebat una aiif biefon burd) bie Sejeidjinung: [wtcs).
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Brf. 3n ben Hreiefen ABC unb A'B'C' ift: 1) AB = A B/,
2 Z A~ =272 X 3)zC=/C".

Sefy. @« it ~"ABC~™AA B'C.

>, Uttan (ee bas eine £yeiecf fo auf be$ anbere, beff A' mit
A ub bie fftitung A B' mit AB jufammenfatit. £)ann betft fidy aué
bie Sde B' mit B (@f. 1) unb bie fRiciytung A'C' mit AC (Xf. 2).
Siete nun fyierburd) C' nidst mit C jufammen, fonbem mit einem anberen
~unft C{ beg Straffleé AC, fo entftinbe bebucf) ein A BCC”, in
meinem nec$ 2Hf. 3) ein 26infel bem Sluffertoinfel an einet anbeten (Efe
deid? mire. ®a hieb aber red> §. 47 nidyt miglich ift, fo folgt, ba§
ady C' mit C jufammenfallt, bie fesben f)reiede mithin $ur billigen
£)edung gefangen.

§. 56.
I’cljrfatj. (Seiten-0 eiten-aSHttkcl-6afc. *)
£)reiecfe finb congruent, toenn fie in jmei «Seiten unb
bem ©egcnmintel bet grolleren bon biefen Uberein ftim men.

33rf. 3n ben Eyreiecfen ABC unb A'B'C' ift: 1) AB — A'B’,
2 AC= A'C', 3y AB> AC, 4/ C= / C.

Seen. (S* it A ABC = 'A A'B'C.

oeto. fDian lege ba¢ A A'B'C' fo an baS A ABC, hajj A’
in A unb AB' langs AB fallt. £)aburdj> gelangt B' nach B (33rf. 1).1

1) 2Bir bejieen uns auf biefen Sat? burd? bie SBejeictynung: (SSW), rro budy
baS groffe S bie groRere Seite angebeutet tuirb.
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Der neue Ort ber GQefe C' IfeiRe C*. 37 * man nun bie ©rabe CCif
fo cefyt biefe nac” §. 49, 3- | nicfyt bucly bie Gde B, weit bac A CACX
tber CCX gleid)fcfyenflig (23rf. 2), unb AB > AC (S5f. 3) ift. 3m
gleicfyfcfyerfligen A CACX ift aber

Z ACCi = £EACXC \............ §.29,
unb ferner ift: L ACB —Z AC/~B..cccceen...n. 23f. 4.)
3otgti3> ift: Z BCCX=/BC,C.cceevrrnnnn. §.20, VII,
mithin im A CBCX: BC = BCX . §-46,
b.i.: * BC = B'C';
unb beéfyatb: A ABC = A A'B'C'....... (3s).
§ 57.

Ccljrfafe.)

(Stimmen Oreiede in $mei Seiten unb in bem ©egen*
minfel ber Heineren oon biefen ilberein, fo finb entmeber
bie Oreiede congruent, ober bie ©egenminfel ber grdéReren
Seiten finb Supplemente oon einanber.

23rf.  3n ben £reieden ABC unb A'B'C' ift: 1) AB =\A'B',
2 AC= A'C', 3 AB< AC, 4/ ACB= zZ AC'B'S
Sei). (Entmeber it A ABC = A A'B'C', noburefy Z ABC
= L A'B'C' Iferoorgefjt; ober ex ift Z ABC + Z A'B'C' = G.
33em. I. (iftan lege, ma$ nad) 23rf. 1) angelt, bax A A'B'C' fo an
ba«c A ABC, baR e« in bie Sage ABC?
fallt, unb jielfe bie ©rabe CCX
man megen 23rf. 3) ben Safc
§. 49, 3* | nictyt oermenben fann, fo
fann e« gefceen, baR CCXbann nic/t
buch> B gefyt, in meinem Balle entmeber
bie im ndtigen §. ober bie ljietneben ge*
jeicfyrete Bigur entfielt; unb menn bie«
gefcfyieljt, fo folgt burd) biefelben 23e*
tracfytungen, mie im nétigen §., bie (Eon*
gruenj be« Oreied« ABC mit ABCy
ober A'B'C'1

1) 20u- besiegen un« auf bigfen Safc burd? bie $ejei<$nung: ().



62

Oie ©rate CCt fann aber aucp
burcp B ge”en; unb bann braucht offer=
bar nicht BC = BCXju fein, tote im
fo eben befprodpenen $all. 9J%an erfreut
jebocp, baR die beiben SBinEel ABC
unb ABCX b. i. bie beiten SBinfet
ABC unb A'B'C' (Supplemente (0n
einander finb.

33ero. Il. Segt man dag A'B'C' fo auf dag ABC, baff

A" inA, C"in C unb C'B' in bie

SKidptung CB fallt — bieg gept nadp

2%rf. 2) unb 4) an — fo ift ber neue

(Bt) Ort beg "unfteg B' nidpt bitrdp ben

Slbftanb bon C, fonbern nadp 23rf. 1)

durch ben 2lbftanb bon A beftimmt,

unb jtrar alg ein Sdpnittpunft ber ©ra*

ben BC unb teg um A mit tem 9iabiug

(B) AB gejogenenSreifeg. (33ergl. §. 35,

0. I.) Oer fragliche Sreig pat aber,

wenn nicpt zufallig / ABC ein rechter

ift, mit BC nocp einen jtbeiten Bunft B v gemein (8. 49, 3- I1I), unb

biefer liegt megen ber 23rf. 3), baB AB < AC fei, bon C aug nacp

berfelben Qiidptung mie B ; megpalb bie beiben Oreiecke ACB unb ACBI
ber $oraugfepung geniigen.

OaR bie beiben 3Binfel ABC unb AB” C Supplemente bon einander

finb, folgt aug ber ©leidppeit ber dafignnnfel im gleicpfdpenEligen Oreiecf

BAB

s ufafe®)

OreiecEe finb congruent, wenn fie in jmei Seiten unb
in dem ©egenminfel ber fleineren bon biefen Ubereinftim*
men, unb menn auBerdem bie ©egenminfel ber groReren
Seiten entweder jugleicp fpip ober juglcicp flumpf finb.

— Oenn bann Eoénnen bie lepteren nidpt Supplemente bon ein*
ander fein.1

1) 2Bir benebelt un8 auf biefen bunp bie Sejeicbnung: (SSD), too ba3
grole S toieber, vaie in 8§ 57, bie groRere «eite anbeuten folt.
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adoiit.

©oll man ein Qreied conftruiren, in meinem jmei ©eiten unfc ber
©egenminfel ber einen non biefen eine nerlangte ©roRe l)aben, fo ift bieg
nicfyt immer moglid). £)enn feien ©eite AG unb / C non ber net*
langten ©roRe, fo barf man necfy §. 49, 3- H | hie ©egenfeite be¢ / C
nict>t firjer forbern, als ber Slbftanb be§ fiinftes A nomn streiten ©dientet
beS SBinfelS bei C lang ift.

23on ben Umfefyrungen be$ erften ©afceS Uber QreiedScongruenjen
(sws) bteibt fefct noc™ bie eine Ubrig, nedbe bie Ubereinftimmung in ben
brei SBinfeln oorauéfe™t: [wwww] ober (3w). Qiefe 23otauéfefSung enthalt
aber, mie fid) in ©ap. 11 l)erausftellen toirb, einen Pleonasmus, ba ber
britte £)reiecfSminfel burcfy bie beiben anberen fd)on odllig beftimmt ift,
unb anbererfeité burd)auS fein UDferfmat fur bie abfolute Range ber Ceiten,
fonbern nur fir ben Quotienten berfetben, monon in Rap. VI auSfifyr
lid> bie 9iebe fein mirb.

Senor mir aber jur idefprecbung ber offen gebliebenen 3 rage Uber*
getjen, merben mir nod? einige nu~bare Céfce Uber baé red)tminflige Qreiecf
auffifyren unb bann in einem befonberen Ulbfcfynitt eine praftifcfye Ceite
ber Planimetrie ins Sluge faffen, neljmlicb bie Slufléfung non RonftructionS*
aufgaben, melcfye fic® burd? bie norfyergeljenben t'eoretifcten Seiten unter
23orau8fefung ber in ben Poftulaten geforberten Stiftungen beméltigen taffen.

§. 58.
Definition.

3 m recfytminfligen Qreiecf Reifet bie ©egenfeite beS
regten SBinfelé "Wotcnufe,) bie anliegenben O©Oeiten aber
ReiRen Aatljeten.?)

€c/rfafe.

©timmen redjtminflige Qreiede in ber £)typotenufe
tiberein, fo liegen in iljnen bem grdReren SBinfel bie
groBere ©eite, unb umgefefyrt ber grdBeren ©eite ber
groRere 2Binfel gegentber.d

1) Sen uTtoteivw, idj Uberfaanne.

2 Sen b lege betau.

3 2)ie betben bier ~ufammengejogenen Sabe »erben in ber folgenben Srf. unb
Seb. bureb A unb B unterfebieben.
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2rf. A. 3n ben £rei*
eden ABC unb A'B'C" ift:

1 =

2 AB= A'B'f

Ari* 23e|]. A. (SeiftBC>B'C".
2rf. B. 3n ben ®tct*
eden ABC unb AB'C' ift:
)z C=1 C =
2 AB = A'B,
3y BC>B'C.
* 23e|.B. (Seiftznr>zn'-

23ett>. fecber ©4]e burd> 23erboppetung ber ®reiede Uber bie fou
treten AC unb AC', um bann ben ©a| §. 54, I, bejiefyungemeife ben
©a| 8 54, Il auf bie fo entftanbenen £)reiede BABXunb B'A'By
anjumenben.

§. 59.

2lué bem oorigen §. in 23erbinbung mit § 29, 3- n, § 46, 3-.
8. 48, 8. 53 unb 8. 54 folgt als gemeinfcfyaftlicfyer

~ttfal .
©leidje ©eiten liegen gleiten 2Binfeln gegeniber,
gleiche 333infet gleiten ©eiten; bie groRere ©eite bem gro*
Reren 2Binfel, unb ber groRere 2Binfe( ber gréReren Oeite:
1) in jebern einzelnen £>reied;
2) in congruenten £>reieden;
3) in red)tminfligen £)reieden mit gleicher £)]]otenufe;
4) gilt baffetbe in folgen £)reieden, meiere in jmei
©eiten uUbereinftimmen, fir bie britten ©eiten unb
beren ©egenminfel.
— 3n allen anberen fallen ift ber analoge ©d)IuR nic’t geftattet.

§. 60.
tt)tfal.
©timmen red)tminflige £>reiede in ber Jptypotenufe

Uberein, aber nid)t in ber einen Satljete, fo finb bie jmeiten
®at”eten im entgegengefeiten ©inne ungleich.



23rf. 3n ben ©rei*
eden ABC unb A'B'C’

ift:

1yzCc=1/C'= *t

2) AB = AB',

3 AC< AC".
SSe$. e« ift BC

> B'C".

Sem. @d)neibet man auf bem ©trahl CA eire ©trecfe CAX— C'A’
ab, fo faut Ax tber A hinau« (Srf. 3). £>aher ift BAX>> BA (8. 49,
9. 1); benn e« fteht BC J_ CA (23rf. 1). Sltfo liegt, meil AXC 1. BC
fteljt, nach § 49, 9. Il auf bem ©traute CB ber ™unlt Bx, melcher
AX X— AB ergiebt, jmifchen B unb C. ®a nun A AXBXC =
A A'B'C" gemorben ift (S'sw), fo folgt: BC*> B'C".

B. Conflructiottottufgabeit.

§. 61.
afolic.

(Sine (Sonftructionéaufgabc aufléfen helfet, eine rorgeftellte
unb mit verlangten (Sigeufc”aften auégeftattete gigur burd)
mieberfyole 2lu«fihrung oon ~oftulaten nach unb nach ent*
ftelfen laffen (bie ftigur al« eine SieberlfsiungSbariation ber ~oftulate
barftellen).

28e man beim Semeife ber Selfrfafce berechtigt ift, fich nicht nur auf
bie Sporne felbft, fonbern audf auf bie burcff ihre Serbinbung erlangten
ftiefultate, nehmlich auf bie fdfon bemiefenen Rehrféfee, ju berufen: ebenfo
ift man bei ber Selfanblung oon (SonftructionSaufgaben berechtigt, fidf
nicht nur auf bie 2lu«filfrbarfeit ber “oftulate felbft, fonbern auch auf
bie 2lu«fiihrbarfeit ber etma fchou hergeftellten Serbinbungen ber oftulate,
nehmtich ber bereit« getdften Ulufgaben, ju berufen.

Sei ber Slusmalfl ber in ”~Betrachtung gezogenen Rehrfatje mar ber
©efichtspunft maffgebenb, bafe bie (Sigenfchaften folcher Figuren erforfcht
merben fottten, rvelce fidf in oermicfelteren Figuren haufig als Seftanb*
tifeile oorfinben. 3n &hnlicher Seife merben mir biefenigen (SonftructionS*

@ovt>ifc{l), (JUment« ber Swatheretif. 5
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anfgaben bet 99etjanbimg unterwerfen, auf welche man bet »erwicfelteren
SonftruetionSaufgaben héufig juridfommt.

Oie einfachften 3lufgaben tiefer 2Irt wiirben fich mit wenigen 2Borten
erfebigeu taffen ; mir merben aber wenigften« bie grnnbtegenben unter ifjuen
5lim 3medc rechtzeitiger Untermeifung be« ©dritter« mit bem ganzen Apparat
behanbetn, ohne welchen er bei fchmierigeren Slufgaben nicft leidet jum
3iele getaugt. — 23ei ber Repetition ift e« fur ihn bor allen Gingen
uintich, fich bie nod; menig bermicfetten 3beenoerbiubungeu borzufiihren,
btirch meld;e ber 5Beg jur Slttfléfung gefunben ift.

Oa mir e« in ber Planimetrie nur mit Figuren in einer gegebenen
(Bbene ju thun ha&eu, fo getdtigt hiet ba« Poftulat Il nicht zur 33er*
wenbung, fonbern einzig uttb allein ba« erfte ttnb ba« britte, uehmtich:

I. Ourd) Z"ei gegebene Punfte eine (unbegrenzte) ©rabe zu silthen-

1. Um einen gegebenen puuft einen $rei« bon gegebenem Rabitt«
Zu ziehen.

Oie 93eftimmung eine« einzelnen Punfte« mirb burch 2tu«fihrung feine«
Poftutat« birect erreicht.

Rtait mup mithin, um einen Punft z» beftimmen, ent*
meber zu>ei anbermeitig beftimmte ©rabe ober Greife ober
eine fOlcbe ©Orabe nebft einem folchen Greife ermitteln, in
betten ber gefugte Punft liegt.

Oie (ttittel, um eine an bie geometrifche Sigttr eriitnernbe Zeichnung
zu entwerfen, ftnb:

1) zur £$erattfchaultchung ber (Sbene bie Oberflache be« Papier«, ber
206anbtafel uttb bergt.,
2) zur SBeraiifchautichuug ber ©raben ber mit §utfe eine« Sineal« ge*

Zogere Crief},

3) zur “eranfchaulichutty be« Greife« ber mit tpitfe eine« 3irfet« ge*

Zogene C©trief).

§. 62.
uffinition.
3ebe Siitie ober flache, bereu Punfte fammtlich einer
einzigen fir einen Punft aufgefte-llten ©ebingung genigen,
heig8t ber geometrifthe Ort biefe« punfte«.

3- 23. ift ba« Aretefetb ber geometrifepe Ort eine« Punfte«, beffen
Slbftanb bont Zentrum bie S&nge be« Rabitt« nicht erreicht.
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§ 63.
&ttfgaht.))

3luf einer gegebenen ©raben bon einem gegebenen
funfte au« nad) einer gegebenen 9?idj>tung eine gegebene
©trecfe abjutragen.

Soorauéfefcung. (5«
ift eine ©trede r nnb eine
unbegrenzte ©rabe AB e
geben.

gotberung. 3luf ber
3ftd)tung AB fott bon A
au« eine Ctrecfe abgetragen
merben, metce = r ift.

Shnaltyft«.  Jiefymen
thir an, AX fei bie ber*

1) 3ebe 2lufgabe befielt au« bei- Sorausfepung, Wedhe bie gegebenen dinge
aufgahlt, nnb ber gorberung, welche angiebt, e« mit benfelben gemalt merben
fott. — 2ftan fftegt gur gorberung beS genauen SRerfténbniffeS, nac™bem bie Aufgabe
im 2llgemeinen auSgefprocpen ift, biefe beiben ~eite noch einmal toon einanber ge=
fonbert unter Segiehung auf einen al« Seifpiel biencnben befonbercn galt aufgufiihren.

die eigentliche Sepanblung ber Aufgabe beginnt mit ber 21nalpfi« (dvdXuot?,
21ufléfung) — worunter mir bie gur 21ufléfung filorenbe Uberlegung derftehen. — iftan
ftettt fich in ihr bie Aufgabe al« bereit« geloft toor (etmp, mie ber Saumeifter ein erft
gu bauenbe« ©ebdube) unb toerdnbert noétigenfalls bie gigur burd) pingugefiigte §uilfs*
funfte, 8ulf«linien u. f. m (bie Saugerifte) fo lange, bi« bie Sitoglichfeit be« 2tui=
bau« ber gangen gigift burd) StnSfuhrung an einanber gereihter "oftulate (bex Sau*
material«) nach befannten Sehrfapen eintendhtet  Natdirlich barf man hierbei Stiufgaben,
welche fepon getdft finb, mie ioftulate toermenben

dann folgt bie ©onftructiou, b. i. bie SBefchreibung, mie bie iRoftulate unb
bie bereit« geloften Aufgaben nach unb nach unter Senupung ber eingelnen Steile
ber Sorauéfepung angemanbt werben (ber 2lufbau be« ©ebdube« mit ben nodtpigen
Ceriiften); hierauf bie Sepauptung, welche axdr>rict, Wa« mir al« ba« gewlinfepte
Otefultat (al« Sau nach Abnahme ber Ceriifte) angefehen miffen Wollen; unb ber
Sem ei« uon ber Sticptigfeit biefer Sepauptung, welcher figp eben fo fehr auf bie
dpatfaepen ber ©ouftvuction al« ber SorauSfepung gu ftiipen pat (Sefichtigung unb 21b»
nahme be« Saue«). den Sefcplufj macht bie determinati on, b. i. bie Unterfuchung,
a unb welche @infepranfungen fur bie 2lu8fiiprbarlcit ber ©onftruction norpanben finb.

©iebt e« folche ©infepranfungen nicht, fo pflegt man Ubrigen« wopt bie deter*
mination Weggulaffen.  desgleichen unterbriieft man in ber darfteliung — nicht aber
beim 2luflijfungStoerfuco — bie UlnalpfiS, wenn ihre 3beenoerbinbungen burch Con»
ftruction unb Sewei« flar gu dage treten; dber enblich auch: man gieht nur bie
21nalpfi« unb &Rt ©onftruction fammt Sewei« fort, wenn bie Slnalpfis pinreiepenb
ausgefuhrt ift, um Uber bie einfachfte 2Irt ber Conftruction feinen Mweifet Gbrig gu laffen.

5*
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langte ©trede, fo mirb tfjr gefugter Enbfntnft X burd) jtoet SSchingungen
beftimmt: 1) bafi er in ber 9licfytung A B liege, unb 2) bal er non A
bie Entfernung r ljabe, eine 2Inforberung, melcfyer alle finfte be« Greifes
mit bem 9%abiu« r um ba« Eentrum A genlgen. Der “unft X liegt
alfo bort, mo biefer $rei« unb bie ~idiung A B fid> fcfyneiben.

Eonftruction. 2Bir jie"en um A einen ®rei« nom "abiu« r
unb benennen beffen ©ctynittpunft mit ber Qidj>tung A B burd) X.

33eljauptung. A X ift bie toerlangte ©trede.

Séemei«. X liegt racfy ber Eonftr. in ber fRidjtung AB, unb
ferner ift AX = r at« ein 9labiu« be« um ba« Eentrum A gezogenen
unb nad) IBoft. 111 conftruirbaren Greife«, beffen Labien nad) ber Eonftr.
fammtlid) = r finb.

Determination. Die Eonftruction ift ftet« mogttd®, ba ber
«Straft AB nad) 8 35, 3- | bem jebem Greife um ba« Eentrum A
gefrfmitten mirb.

& 64.
Xufga bt.

Ein Dreied ju conftruiren, beffen ©eiten gegebenen
©treden gleicfy finb.

it Brf. E« finb brei
E S Otreten a, b unb ¢ ge-
C
- geben.

$orb. Ein Dreiecf ju
conftruiren, beffen ©eiten
ben ©treden a, b unb c
besiel)ung«meife gleid) finb.
2inaf. ~effmen mir
an, e« folle ein A ABC

bie ©Ceite AB =
BC = a, CA = b be
firen, fo ift junad>ft bie
eine ©eite AB = ¢ olne

20eitere« conftruirbar.
Dann ljanbelt e« fidf)
nocf> um  bie ideftimmung
ber britten Ede C. 206&re
fur biefeloe nur bie SOebtngung borfyanben, baff A ¢ — b fein foll, fo
mirbe jeber Munft be« mit bem 9labiu« b um ba« Eentrum A gezogenen
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Greifes berfelben genligen, (Sbeufo ift aber auch ber mit bent $abiuS a
nm B gezogene ®reis ein geometrifdmr Ort bes IBunfteS C. £)a mit
fefct strei Oinien fennen, in benen C liegt, nehmlich bie beiben ermahnten
Creife, fo ift aud) ber ~3un!t C conftruirbar.

Souftr. Stuf einer beliebigen ($vaben mache man eine Strede
AB — ¢ nnb fcfytage um A einen $reiS mit bem 9%abiuS b, um B einen
Sreil mit bem 9tabiuS a. £)en einen Schnittyunft C biefer Greife rer»
binbe man mit A unb mit B burcfy grabe Linien.

Beh- £aS £+ ABC hat bie rerlangten Grigenfchaften.

33em. (88 ift AB — c gemacht, unb ferner it AC = b, BC — a
als Labien ber in biefen Slbftinben um A unb B gezogenen Greife.

£>elernt. £)amit bie beiben um A nnb B gesogenen Greife fich
fdfneiben unb baburch bie Sonftruction be8 A ABC mdglich machen,
mu nad) §. 50 bie grofite ber Stredeu a, b, c Heiner als bie (Summe,
bie Heinfte aber gréRer als bie Oifferenj ber beiben anberen gegebenen fein.
Sonft enthélt bie gorberung ein unausfihrbares 33erlangen.

§ 65-
& nfdabe.

33on bem gegebenen 3lu$gangSpunft eines Strahles
aus einen streiten Strahl 5« sieben, melier auf einer ge*
gebenenSeite bes erfteren mit ih«t einen gegebenen SBinfel
bilbet.

Brf. (5s finb ein rom
funfte A auSgehenber Strahl
AX unb ein / B'A'C' g&*
geben.
$orb. 33on A aus einen
Streiten Strahl sIl eteheu, mel*
eher mit A X auf einer rorher*
beftimmten Seite biefer (traben
einen bem /_B'A'C"' gleichen
SBintel hittet.

3lnal. Nehmen mir an,
AY fei ber rerlangte Strahl,
fo entftehen s*rei congruente
£)reiede, menn man auf A X
unb A Y bie Streden AB =
AB' unb AC = A C' macht
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unb fcfyliepcfy bie traben BC itnb B'C" jieft Gws). £)aé A ABC
aber Isfjt ficY, ba man bie Ceiten be$ A AB'C' fennt, nad? 2Intt>eifung
beé notigen 8. conftruiven.

26enn man eine miglicfyft einfache Eonftruction anftrebt, fo fann man

fid) noc™ bie 33emertung ju ~u”en machen, ba§ nach § 63 jmet GCreife
baju gehoren, um auf ben Ccfyenfetn be$ SRinfetS A non biefem ©feitet
aus ungleiche ©treten A'B' nnb A C' abjufdjmeiben, mahrenb ein Areis
ausreicht, fatté man biefe beiben ©treten gleich grofj nimmt.

Eonftt. 2ftan fdjlage um A' unb um A mit beliebigen aber gleichen
SKabien je einen $reis, oon benen
bet erftere bie ©d)enfel beS 26in'els
B'AC' in Bv unb Cif bet jtoeite

I1IX aber AX in B fdjmeibe. £)ann "Nehe
man bie ©trede B"C" unb fd)lage
mit biefer um B einen AreiS, meldet
ben um A gezogenen AreiS auf bet
in bet Aufgabe genannten ©eite bet

(Staben AX im funfte C fcfynelbet, unb jtelje fctyliepch ben ©traljt AC.
Befy. £er / BAC ift bet verlangte.
Bem. 3 man (Stabe BC, fo ift A BAC = A B'A'C’
@5), mithin / BAC = / BXA'Cx (8 59).
f£)eterm. £ie Slufgabe ift ftetS Iosbar.

$ ft) o 1i ¢.

Enthalt eine EonfttuctionSaufgabe eine Sinforberung
an bie (StéRBe eines SBinfets in bet ju conftruirenben ftigur,
fo muff bie SlnaltyfiS fid) (in (extern 33ettacf>t) immer auf
bie Ermittelung non £)reteden timten, metche nach bem
©teifeitenfaft congtnent finb. — ®enn bie bisset befannt ge*
morbenen ©&"e bieten fein anbeteS Mittel ju bem fraglichen 3"ed:.

§ 66.
%«fgabt.
Ein UDreietf ju conftruiren, fir melcheS jmet ©eiten
unb beten SBinfel gegeben finb.

§. 67.
JUtfgab c.
Ein £)reied ju conftruiren, fur melcbeS eine ©eite unb
bie beiben anliegenben SBiule 1 gegeben finb.
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— Die (Sonftruction gedieht burch jmeimalige Sluefuljrung ber
Aufgabe 8. 65. — Sie lautet bie Determination? $ann man fchon
angeben, mann ein Dreiecf entfielen muB, ober nur, toaun ficev fein«

entfielt?
J

5. 68.
&ttfgaht.

(Sin Dreiecf ju conftruiren, fur melche« jtoei Oeiten
unb ber ©egenminfet ber einen non biefen gegeben fiub.
— Aur 2tatr>fio unb Determination »ergteicfye man §. 57.

sdolit.

hiermit finb bie ben Rongruenjfa”™en entfprechenben Dreiecféaufgaben
erfchopft bi« auf bie bem Sinfel*Sinfel»©eiten*©ak eutfprecheube, melche
fid) erft in (Sap. Il tofen I&RL.

§. 69.
% wfOftllt.

(Sinen gegebenen Sinfel ju halbieren.

3b5rf. (iftein BAG
gegeben.

gorb. (Sine ®rabe ju
jiehen, treidle ben /_ BAC
halbiert.

3lnal. 9)?an ftelle fich bor,
AZ fei bie |>atbieruug«linie,
fobaB / ZAB= / ZAC ift.
Um congruente Dreiecfe 5t er
halten (8. 65, ©cholie), nelche
bie ©eite AZ gemeinfam unb
bie letztgenannten Sinfel al« entfprechenbe befien, fehlen bann auf AB
unb AG \t eire (Scfe. Sir nehmen biefelben in X unb in Y an. 9tun
fann aber nur bann A ZAX = A ZAY merben, trenn AX — AY
gemacht ift, ba biefe ©eiten eine gleiche Sage ju ben gleichen Sinfeln
haben. Mithin miffen X unb Y auf einem Greife um A liegen, unb
einen folgen fonnen mir sieben ($oft. 111). Dann ift aber aud) ber
35unft Z conftruirbar, meil XZ unb YZ al« 9%bien congruenter Greife
um X unb Y aufgefat merben fonnen unb e« auf bie abfolute Sange
ber fraglichen 9tabien XZ = XY nicht anfommt.
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(Eonftr. (Dtan jiche um baS Zentrum A einen $reis unb um bie
funfte X unb Y, in meinen bie ©dhentel AB unb AC bon ihm ge*
fcPnitten merben, congruente greife mit 9iabien, metde ben halben 2lbftanb
ber fiinfte X unb Y bon einanber Ubertreffen, ©er eine gemeinfame
Aunft ber teueren heie Z. @dhlieflidh jiehe man bie ©rabe AZ.

23el). AZ ift bie Halbierungslinie beS /_ BAC.

23em. 3”* man bie @taben XZ unb YZ, fo ift

A XXZ = A (39
benn es ift 1) AZ = AZ, 2) AX = AY als Labien eines Greifes
6 35 ©. 1), 3y XZ = YZ als Sftabien congruenter Greife (8. 35,
3. 1IV). hieraus folgt:

/ ZAX = Z ZAY .l §.59.

©eterm. ©ie (Eonftruction ift ftetS ausfiuihrbar; benn jeber um
baS (Eentrum A befchricbene Sreis fchneibet bie ©dhentel AB unb AC
8 35, 3- 1), unb bie beiben um X unb um Y befdbriebenen Greife
fd™neiben fid> ebenfalls, meil nach ber Ceonftr. bie «Summe ihrer 9tabien
groker, bereu ©ifferenj aber fleiner als bie (Eentrale X Y ift (8. 51, 8. 11).

§. 70.
3Ufs aht.

2luf einer gegebenen ©rab en in einem gegebenen ERunft
eine Oentrechte ju errichten.

23rf. 3n einer ©raben BC
ift ein ~untt A gegeben.

gorb. ©urdh ben ERunft
A eine ©rabe ju jieljen, melde
auf BC {entrecht fteht.

tlnal. ©ie Aufgabe ift ein
befonberer $all ber rorhergeheu*
ben, ba ein geftrecfter 2Binfel
BAC halbiert merben foll.

8. 7L
&ttf5ah¢.

23on einem gegebenen ~unft auf eine gegebene ©rabe
eine ©entrechte ju fallen.
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23rf. Aulerhalb einer (graben
BC ift ein iBunft A gegeben.

$orb. £)urch ben ~unft A
eine ©rabe $u jiehen, welche auf
BC {entrecht fteht.

2tual. Senn AD auf BC
{entrecht fielen fott, fo heilt bie,

e« fole z ADB = /_ ADC fein. »

UDiefe gleichen Sinfel fonneu, wie

in ber ©cholie ju §. 65 bemerft ift,

nur burch (Sonftruction congruenter

Xoreiecfe  enmatten  werben. Sir

neunten be«halb ju beibeu ©eiten

be« fuinftes D auf BC bie gleichen ©treden DX uub DY an unb jichen
bie (graben AX unb AY. £)aburd) finbet fich AX — AY, /_  DAX
— Z DAY nad> (35) unb §.59.

£)a e« auf bie Sénge ber gleichen ©treten AX unb AY nicht
weiter anfommt, fo fann man fid; geeignete finfte X unb Y burch ba«
280ft. 111 oerfchaffen, unb e« bleibt bann nur noch bie Halbierung be«
Z XAY nach 8§ 69 augjufihren.

(5onftr. (Dian gie"e mit einem iabiux, melier langer al« bie (=
fernung be« finftes A oon einem beliebig gewdhlten funfte ber (traben
BC ift, um A einen $rei«, welcher fich mit BC in X unb Y fdmeibe,
unb ferner um X unb Y congruente Greife mit einem Qiabiu«, welcher
groBer al« bie Njatfte oon XY ift.  SchlieBlich gie"e man burch A unb
ben einen ©chnittpunft Z biefer beiben Greife eine ©rate, welche fich mit
BC in D treffe.

iSeh- < fteit AD _L BC.

53ew. £)a ber 5iabiu« be« um A gezogenen Greife« nach ber (Sonftr.
ben Slbftanb tiefe« finfte« oon ber ©raten BC Ubertrifft, fo fchneibet
er fich mit berfelben nach 8. 49, 3- IIl in ber £hat in jwei funften,
wie eé bie (Sonftr. annimmt, unb e« ift AX — AY al« Labien tiefe«
Creifex. £)urch bie weitere (Eonftr. ift nach 8 69 ber Sinfel an ber
©pifce be« gleichfchenfligegn A X AY halbiert, fo baB AD nach §. 42,
3. IV auf BC fenfrecht fteht.

f)eterm. 3)ie Aufgabe ift ftet« fo«bar.

sdolit.

3Me brei testen Slufgabeu finb im Sefentlichen burch

biefelbe Qonftruction geloft.
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s, 12
Aufgabe*

(Sine gegebene Otrede ju halbieren.

33rf. ES ift eineGtrede
AB gegeben.

$orb. Den uDlittelpunft

ifer ©trede AB ju com
ftruiren.

Sinai. 9fach §. 61 fann
man feen Sttittelpuuft M fer
©trede AB nur baburch er
galten, baffj man eine jmeite
Otnie beftimmt, in melier
er gleichfalls liegen muB.
©ol hieS eine ®rabe fein,
fo fann man einen jmeiten

Nunft X berfelben mitlfurlid) méhten, Stimmt mau ihn, maS megeu ber
Einfachheit feiner Soeftimmung nahe liegt, in gleichen Entfernungen non
A unb B an, fo erhalt man ein Uber AB gleichwertiges /\A X B,
unb bann mirb XM bie Halbierungslinie beS 2BinfelS an ber ©pifce
(8. 30, 8.). Hierburd) ift bie Stufgabe auf §. 69 juriidgefiihrt.

Eonftr. SUfan jiene um A unb B congruente Greife, bereit
92abien groRer als bie Halfte oon AB finb, unb oerbinbe bie beiben ©chnitt'
punfte X unb Y berfelben burd) eine ©rabe, nelche fid; mit AB in
einem ~unft M fchreibe.

83eh. ES ift MA = MB.

83em. ESiftA AXY = A BXY ...@B«), mitXY = XY
unb AX = BX, AY = BY als SKabien congruenter Greife. UJfithin
it Z AXY=2 BXY (8 59), fo baf XM ben ©infet AXB an
ber ©pifce beS gleichfchenfligen DreiedS A X B halbiert unb beShatb auch
bie ©runblinie AB in gleiche theilt (8. 42, 3- V).

Determ. (Die Eonftr. fiihrt ftets jum Oiefultat (8. 49, 3- HI).



Capitel I1I.
D ie Winkelsummen der Polgone und die P arallelen.

8. 73.*
£cl) r ftifc.

Die SRinfelfumme eine« Dreiecf'S betragt bdchftené einen
©eftredten.

93rf. (BB ift irgeub ein
A ABC gegeben.

33eh- (88 ift
/| A-\-/ B+ /| C G.

33et». Biefyt man burd)
beu SDiittelpunft Af ber «Seite BC
eine ©rabe AD = 2 <AM unb
hierauf bie ©rabe BD, fo hat
ba$ A ABD eine eben fo
gr ofie 2Binfelfumute, tuie
ba$ gegebene A ABC. —
'Denn ba MA = MD, MB =
MC, unbz AMC= 2z BMD
ift, fo folgt:

A amc = A bmd ... («")
unb beénalt);
Z MAC= z MDB, z MCA = / MBD;

— toa$ ber Uberficht toegen in ber gigur burch gleiche griechifd;e 3kch»
ftaben e, C, R, y fir gleiche Soinfel angebeutet ift — unb hinaus toirb
erfichtlich, baf? bie Sinlelfumme eine« jeben ber Dreiede ABC unb ABD
fich burch

e+ C-hR + T
auébriicfen lafct.
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£)ag A ABD tbfen tuir aué ber »origen $igur fyeraué unb be$eid;nen

es in ber 20eife mit ANBXCX, baR Bt an bie ©tette oon B, AX aber

an bie Ctette be$ Samens ber»

jenigen Rde A ober D tritt,

an weiter nid)t ber groRere

unter ben 2Binletn e unb C

liegt, unb bezeichnen fcbtiel¥*

tig> bie 2Binfel mit benjenigen

griecfyifcfyen SSucbftaben, welche
ben tarnen ber (5den entfprecben.
£)ann ift nad) bem Obigen:

a+ B+ Y= ai+ Bi+ Yi» BH-T= Bi» ai <y
SBieberbott man bie befcriebenen Ronftructionen unb Ccbtiffe an
bem gewonnenen A ANB\MCX unb bezeichnet hie neuen entfprecbeuben
©tude burd) (Srfydljung ber 3nbice$, fo gebt nad) n>maliger SBieber»
Rotung fyeroor:

a+ R+ y= <M+ Rn+ "Rn+ "M= Bn+l «n  ~ G-
fur jebed n.
Cffo ift:
a =B Y= aw‘k Bvrl< T, 4 g+l
an—;

attgemein:

ad4-RB+ Y< + Bn+ii
mithin:

a+ B+ Y-CHN + R**]

~un nehme man bie $abt n ate unenb(icf) gro? au, b. b- man
taffe fie fortwdtjrenb warfen, unb betraute ben ©renjtoertb, wetcbhem fic®
bie rechte Ceite ber testen Dotation etwa nghert. R, + | wéchft mit wacbfem
bem n wegen ber ®teidj>ung Bn+ i — Rt + yn unb nahert fi<h auch einem
©renjwertb, weit biefer SBinfet als Oreiedswinfet einen (Seftredten nicht
erreicht: bie rechte ©eite wirb atfo »ergréBert, wenn man G fur BH+ i
fubftituirt. demnach gebt mit Sicherheit junadbft
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fyeroor; unb feie« fieifjt, meit 2n gugteicd mit n unenbttdj groR, ~ aber

unenbud? ftein ift, in 30orten gotgenbeS: ,,£)ie 3Binfetfumme be«
£)reied8 ABC mirbe ju grofj angenommen merben, menn
man fie fur aud; nocfy fo menig groRBer at$ einen geftredten
26infet Ratten motlte."

®amit ift ber ReMrfafe bemiefen.

Jufa

®ie Summe jmeier £)reied$minfet ift nicfyt gréRer aU
ein ~tuftenminfet an ber britten Grefe.

£lenn fei 8 ein Yiebenminfel oon
T fo ift

Y= G -8, n.§.39,3.111,

«+ R+ Y< G n. b. 9.
mithin b. Subtr. ber oberen ©1.:
a+ B <0 .... n.8. 20,VIII.

§. 74.%
fafc.

£)ie 30infetfumme eine« £)reied$ fann burdj bie 35er
tangerung einer Seite nicfyt junetymen.

RBrf. 9tad) einem funfte Ct Jf
in ber 35erlangerung ber Seite
AC be$ A ABC filjrt eire
(Srabe BCX.
Befy. G ift
/ CAB+/_ABC + /_BCA
N"ZCiAB-hZABCt+ZBCtA.

3Bem. 33eim A BCCXift nad) § 73, 3-’
ZBCA~M>ZCBCy-\-Z BCxA.

9lbbirt man “ergu bie ibentifd®e ©teidjung
ZCAB+Z-ABC =ZCiAB+ZABC,
fo folgt nad) §. 20, V:

ma$ behauptet mirbe.
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In fa

Die Sinlelfumme eine« Dreied«, beffen gelb fid) ganj
in ba« gelb eine« "weiten Dreied« ljineinlegen Il&afft, fann
uicfyt Heiner al« bie Sinfelfumme be« leiteten fein.

— Die« folgt nefymlid) burd) wieberfyolte 2Inwenbung be« obigen
Cefyrfafcec 0™ne Weitere«.  Denn  oerfcfyiebt man, um eine unnétige
9lnjaljl oon f)ulf«linien ju
rermeiben, bati"ABC, beffen
gelb ganj innerhalb be« gelbe«
oom A A'B'C’ liege, fo weit,
bi« bie eine ©eite AB be«
elfteren in eine Ceite A'B’
be« “weiten fallt, verlangert
bann AC, bi« eine zweite
©eite B'C' in einem fiinfte
X getroffen wirb, unb jieljt bie
©taben A'X unb BX, fo ffat man recfy bem obigen Sefjrfatj bie ©cala:
[ABO) > [ABX]> [AB'X]> [A'B'X]> [A'B'C'],
wo hbie Sintelfumme eine« Dreied« burd) (Sinflammerung be« Dreied«*
namen« bejeicfynet fein foll.

8 75.%
ftgrfa%n
Senn bie Sinlelfumme Irgcnb eine« Dreied« einen ©e =
ftredten betragt, fo ift bie Sinfelfumme eine« jeben Dreied«
einem Oeftredten gteid).

Brf. 3m A ABC, beffen
Siulel burd) bie ben Uitamen ber
(Sden  entfprecfyenben  griechyifcfyen
Qucfyftabeu a, R, y bejeid)net wer*
ben, ift

a+ B+ | = 6.

P el). Die Sinfelfumme eine«
jeben anbern Dreied« betrégt einen
©eftredten.

9% .w. Regt man Uber bie ©eite BC ljiuau« an bax A ABC brei
anbere Dreiede, welche il)m congruent finb, fo l)eran, baft bei B unb
acfy bei C fe brei Sinfel a, B, y sufammenftofsen, fo entfielt al« (Eon
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ftruction«refuttat, meit a + B-f-y = G noraucgefefct ift, ein neue«
A ABC, beffen SBinfelfumme ebenfatt« einen ©eftredten betragt.

Durch 3Btefcer’olitng biefe« Verfahren« mit bem A°- AB C' unb ben
barau« entftehenbeu 183t fich aber ein Dreied«felb mit ber Soinfet*
funtrae G nnb non fotdjer 2lucbehnung abfteden, bafj ein anbere« be*
tiebig gegebene« Dreied«fetb ganj in baffetbe “ineingetegt merben !ann.
9Xit?in  betrégt bie $Rinfelfumme be« letztgenannten Dreied« nach §. 74
nicht mcniger at« einen ©eftredten, unb ba fie nad; §. 73 auch nicht
mehr betragen fann, fo ift fie einem ®eftredten gleich, — ma« behauptet
miirbe.

§. 76.
fet)r

Die 2ginfelfumme eine« jeben Dreiedl« betrdgt einen Oeftrecften.

53em. Mttt man
non ben funften B unb
By be« einen ©dientet«
eine« beliebig Kein ge*
mahtten SSMnfet« A  auf
ben anbern ©dientet bie
©entrechten BC unb B{CX fo ift nach §. 74:

ZA+ 2 C+ ZABO> /| _ A+ Z Ci+ Z Ci
unb nach ber 23rf.:
£EA+ z.C =Z N + ZNi
mithin ift nad; §. 20, VIII:
Zz ABC /_AByCy.
2tu« biefer ©cata erfieht man, bajj im rechtminftigen A ABC ber
SBinfel bei B nicht machft, menn man bie fhhntenufe Uber B hinau«
nertaugert, bafc er aber mog*
ticher 30eife ftet« abnimmt ober
auch unneranbert bleibt, ba« Oefctere
nielieicht, nachbem bie 3lbnahme bi«
jit einem gemiffen Berthe fortger A
fchritten ift.
Der ($renjmertb te« ab*
nehmenben 20intet« ABC
fann aber nicht 3tutt fein.
'Denn fonft mirbe baburd), baft man
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baS A ABC jenfeits ber Aatliete AC nod) einmal an fid) “~eranlegt, ein
gleid>fd)enfligeS A ABB' mit ber ©pitje A entfielen, in meinem burdj)
bie VergroRerung bon AB alle brei SBinfel beliebig flein werben, —
unb baS wiberfpricbt bem 2lj:iom X1I.

SJJithin giebt es jebenfalls eine bon ~ull berfciebene untere ©renje
fur bie ®roke beS /_ ABC, melier man baburcfy beliebig naf>e fommen
lann, ba man bie Entfernung AB beliebig bergroert; ober m. a. 2B.:
©ejjt man Z ABC = Z ABXCX+ 8, fo fann man AB fo groR an*
neunten, baR 8 entweber = 0 ift ober biefem Sertlje beliebig nalje fommt,
wafjrenb Z A BXCXnicfyt unter einen gemiffen Vkrtfy “erabfteigt.

£)a man nun bie leiste ®leid)ung aud) in ber gorm

G- ZBXBC= zZ BBXX+ 8
fcfyreiben lann, woraus hie (Steigung

z BBXCX+ Z BBC= G- 8
folgt, unb ba bie SBinfet bei C unb Cx rechte finb, fo ergiebt fidy fur
bie VMnfelfumme beS VieredS BCCX8 X ber 26ertb 2 G — 8. “erlegt
man aber biefeS Vierecf burch> bie ®rabe BCXin jwei E)reiecfe unb be*
jJeic’net bie VMnfelfumme eines £5reiecfs burcfy Einflammerung beS £)reiecfs*
namens, fo bat man bemnacb bie (Sleicfyung:

[BCCR + [BBXCR = 2G-8.
gerner ift necfy §.73:

(BCCX NG
alfo: [BBXCX> G— 8;
weShalb bie VHnfelfumme beS /\B B XCXburd) VergréRBerung
ber ©trede AB bei jeber beliebig gemailten £ange ber Ceite BB X
bem Vkrtfye G beliebig nabe gebracht werben fann.

Aimmt man als ein weiteres Erwagungsmoment binju, baf3 nicht nur
ber Z B B xCx, fonbern auch ber Z B X8 C Xunter eine gewiffe ®ren$e nicht
berabfinfen fann — ber lefctere, weil er als SluBenwinfel beS A A B C Xnach
§ 73, 3-;>Z A+ Z BCXA ift — fo fann man in baS A BB XCXein
unberanberlidjeS A BB XD “ineinjeic™nen, welches aus bem gelbe jenes
nicht berauStritt, wenn man bie ©eite B B Xauf bem ©traf)! AB bon A fort*
bewegt unb babei bie Ede Cx auf AC gleiten 1aRt; unb ba bie SBinfelfumme
beS A BB XD nacf) §. 74 nicht Heiner ift als biejenige beS A B B XCX, hiefe
aber bem 38ertf>e G bei ber gebauten Verfcfnebung beliebig nabe gebracht
wirb, fo folgt, baR bie SBinfelfumme beS /\"BBXD ben 20ertt> G bat.

hieraus flieBt man aber nad) 8. 75, balR jebeS £)reied biefelbe
Eigenfdj>aft befifct.
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3ttfn].

Die Summe zweier Dreiecfsminfet tft gleich einem
Slufsennnnfel an ber briten d&de.

— Denn foroohl jene (Summe als atdy feer fragliche SluRemtunfel
finb Supplemente beS britten DreiecfSioinlelS.

§ 77.
Definitionen.
I. 3ebe gefcfyloffene gebrochene Sinie “etein fRotygon’)

ober SSictecf, unb, fall® man burd) n bie Sinjahl ber (Seien
Zahlt, ein NS

1. Unter ben inneren SSinfcln ober fd;let”in ben SBinfeln

eines unoerjmeigten? ~olpgonS oerfteht man biejenigen
oon jtoei 9Macf>t>arfeiten begrenzten unb jroei (Seftredte nicht
erreicfyenben 26infel, beten gelber in ber 9idlje ber (Sden
auf bem fRolpgonéfclbe, b. i. auf bem burch bas ~olpgon ein*
gefcploffenen DJjeit ber (Sbene liegen; unter ben &uferen
$Rinfeln aber biefenigen, bereu Selber bie entgegengefe”te
f£age haben.

[11. Sin fRotygon, welches feine conoepen inneren 2&infel
befifct. Reifet condcj.

IV. Unter ben Qluffcntoinfelnd eines conocjen fSolpgon$S
oerftefyt man bie eJicbhenminfcl feiner inneren Soéiufel.

V. 3ebe (Srabe, weld)e 5n>ei (Sden eines ~olpgons$S
einanber oerbinbet, ohne eine Seite beffetben zu fein, heil’t
eine Diagonale4 bes “olpgous.

1) 7:0X6«, »iel, unb ycwvla, adinfel.
2 $ergt. & 10 unb & 52
3 Dicht ju termecbfeln mit ben auReren Sinfeln.
4) 3Fon 6ta, burch, unb yuma
— 253 man toen jeber ber N (Sden eine« tRotygoné nach ben (N—1) anberen
bin (n— 1) ®rabe jieben fann, fo ift N (n— 1) bie Sinja™ ber jmifeben ben
N (Seien »orbanbenen Dichtungen, alfo, treil hiermit jebe ©rabe nach jtrei Dichtungen

vt ift, bie 2In$ahl ber Oraben = . Unter biefen befinben fich noch
n Seiten. Z2lifo ift bie 2lnjahl ber 2)iagonalen eine« M*(Sd«

_ n{nz—l) Y — p(ql-s)

— — 1

SSoipijMiJ, RUtntnt« tei OTattycretif. S

mit
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Juffife

Die 2tn8a”l ber ©eiten eines jeben TRolhgonS ftimmt
mit ber Uln&ahl feiner (Selen Uberejn.

§e 78.
Ccrfa
Die SBinfelfumme eines jeben unberjmcigten ?i*&ds ift
nur oon ber 9In$af)l ber (Sden abhé&ngig, unb jmar betréagt
bie ©umme ber inneren 2Bin'el ftetS (n— 2) G, bie © utnme
ber &auRBeren SSintel aber (»+ 2) G.
2em Da baS gelb eines jeben un=
oerjmeigten ~olhgonS fid) burd) Diago-
nalen, meldje innerhalb bes “otygonS*
felbeS liegen, in foldje Dreiede %er*
fd)neiben 1&R3t, beren SRinfel entrmeber
mit ben inneren >folt)gonSttnnleln Tber=
einftimmen ober als Steile bie lederen
Jufammenfefeen, fo ift bie 26intelfumme
beS ~ol~rgonS gleich ber ©nmme  ber
26infelfummen ber fraglichen Dreiede.
Die besprochene 3erf<hneibung bes ToltygonSfelbeS liefert aber
bei einem 4 *(Sd 2 Dreiede,
w n 5<, 3
1 i b*, 4
u f.m
bei einem n * (Sd (n— 2) Dreiede.
Mithin ift nach §. 76 bie ©umme ber inneren SOiiifet s= (n— 2) G.
23ejeinet man femer burch « bie ©umme ber dulReren SBinfel, fo
ift offenfunbig:
s'-J-s= tie2G,
mithin nach ©ubtraction ber oorBer bemiefenen (Gleichung:
s = [n+2G.

J« fab I

Die ”"atbe ©umme aller 2luBenmiufel eines beliebigen
unbcrmcigtcn  unb  conocjen ~oltygons, b. i. je eines 2tullen*
minfels oon ben beiben an einer Gde liegeuben, betragt
2 G unb ift fomit fur alle folche ~oltygone gleich groB.
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£>enu bejeidjmet man mit s bie «Summe ber inneren ~olhgonsminfel
unb mit bie Summe, bereu Summauben je ein Slufjenminfel an einer
(Sfe finb, fo ift
s -f- = nG)
benn an jeber bon ben w*©den betrégt bie Summe aus bem “ofygoné*
thinfel unb bem einen Stufjentoinfel einen Ceftredten.
9iun ift aber nach bem boranftehenben Sehrfah
s — (n— 2)G,
alfo nach §. 20, VII:
= 2G.

Jnfan |II.
£>ie Summe ber Supplemente ber einzelnen inneren
SBinfel eines beliebigen unberjhmgtcn ~RolpgonS ift = + 2G,
menu man bie Supplemente concaber Sdinfet als pofitibe,
biefenigen conbeper SBinfet aber als negatibe ©rdfeen auffafjt.

§ 79.*
adolit.

£)ie im horigen §. entmidelten merfrolrbigen S&£e Uber bie Summen
ber 'iBolhgonsnnnfel haben bas ©emeinfame, bal? bie gelber ber fummirten
SBinfet fammitlid) jur Sinfeu ober fammitlid) jur Rechten eines fiinftes
liegen, metcper bie gebrochene Sinie ftetig burchlauft.

~ach bemfelben ©efichtspunft fann man auch ~ Toteren berjmeigten
Tolpgonen. bereu 23ersmeigungSpunfte nicht in ben ©den liegen, eine

$olge ganj beftimmter SBinfet auSméahlen, unb hiefe geben, mie fid; jeigen
mirb, ebenfalls unabhéngig bon ber Sénge ber Seiten als Summe eine
beftimmte 2Injahl bon Ceftredten.
3ur unjmeibeutigen ©harafterifirung ber auSgeméahlten SBinfet mirbe
aber bie “Benennung als &ulere ober innere SBinfet nicht mehr jutreffen,
6+
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tote bie beigefligten 3eicbnungen jeigen, in betten bie (infe ©eite eines
nach ber Dichtung ber ~feite (aufenben finfte« bureb Ocfyraffirung ber
antiegenben glatte angebeutet ift; benn ber bewegte flinfte “at begrenzte
glécheutbeite bate jtir Sinfeu, bath jur Rechten, ober and; auf beibeu ©eiten.

Befinitiourn.

[. (Sin UerjweigteS f®Rotpgon, welches in ben £$er*
jweigungSpunften feine (Sden fyat, beifct dberfdjlagen.® —
93er$weigttng$punfte, n>ebrf?%e niept als ©den angefeen wer*
ben, beifen Iwppclpunftc.

II. Unter ben Sinfcln eines Uberfd)lagcnen fRolpgonS oer*
ftefyt man biefenigen, $wei ©eftredte nicht dberfteigenben
Stufet fe jweier dfadjbarfeiten, bereu gelber fiir einen
has “otpgon in oorberbeftimmter ~Richtung burebtaufeuben
Aunft fdmmttidb §urdled;ten ober fAmmttid; jur Sinfen liegen.

[11. X)ie $)oppelpunftc werben in jwei (Staffen eingetbeitt:

1) ein wcfentlidfer £)oppetpunft ift ein folcber, bis ju wet*
cbem man einen oon ibm ausgebenben £bel beS (ber*
febtagenen tRolbgoné jurid »erfolgt;

2) ein unwefentlid)cr £)oppetpunft aber ein foteber, welcher
nach ber gertegung beS "otpgonS bureb wefentliebe
Doppet punfte etwa nod) dbrig bteibt.2

V. Unter einem 3" 0° eines “otpgonS rerftebt man
einen fotdjen Xbeit beffetben, weteber bureb einen einzigen
wefentticben £)oppetpunft aus bem ganzen “otpgon aus*
gefchieben werben fann unb fir fid, ein unoerb5weigteg
ARolpgon bithet. Derfetbe beilt ein innerer 3”28/ trenn in
ibm bie betrachteten Sinfet innere Sittfel finb; ein &uBerer
3weig im entgegengefeljten gatte.

D tRergt. 8 10 unb § 52 Slerjweigte %Bicrede finb fteté iiberfdiiagen.
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§. 80.*
Cel|rfdate I.

3eber innere 3 ei9 oerminbert feie 2Btnf etfumme, metcfye
ein unberjmeigteS ~ottygon reu gleicher ©eitensafyt an ben
inneren SBinfetn befifct, um jtnei ©ejireefte.

2Zem. @S [et s bie
Sinfelfumme, toeice bas
neef) 3lbnat)me beS 3®ctge«
AXY...ZA Ubrig bteibenbe
“ottygon . .. BAC
befifct, uttb n bie Smjafyt
ber ben inneren 3 3 fir
fid) allein auSmadmnben
©eiten. £)ie SBinfetfummen
ber ~otbgone bejeid™nen mir
hurefy (Sinftammerung beS be*
gugtid)en TettygonSnamensS.

£)ann ift:
(..BAC u. ». «il-
[AXY. .. ZA) = («—2)G ........ § 78, 8.
<Aflittjiu mirbe
(-..BAXY ... ZAC _;.)=« + [n—2) G
fein, menn in bem ©efanuntpottygon .. .BAXY .. .ZAC ... bie

Soinfet bei A gerechnet mirben. Diefe SBinfet falten aber in ber Berect=
nung ber S6inMfumme bes (SefammtpolbgonS ans, meit A ein tDoppet*
punlt ift, unb ber 2lusfall betragt 2 G, meit — mie man ans ben bei*
gefugten 3eid)nnngen ber méglichen gatte fofort erfreutt — ber SBtnfel a
beS ljinjufommenben 3®eigeS bie (Srganjung beS entfpred)enben SBinfetS
beS anberen ~otbgenStt?eiteS ju 2 G hitbet.  2t(fo ift
.(..BAXY...ZAC...)=6 + [n—2 G — 2G.
2tnbrerfeitS tyat bas “ottygon ... BAC ... buefy ~nnjufligung
beS 3weigeS AXY ... ZA nid)t bie 2In$al)l n ber ©eiten beffetben,
fonbern nur [n— 2) ©eiten met)r befommen, meit BAX nnb CAZ je
eine einzige ®rabe bitten, unb biefe 23ermetjrung ber ©eiten um bie 2tn*
jafyl [n— 2) mirbe bei einem uniberfdjtagenen ~oltygon uad) §. 78 eine
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93ermeljrung ber Sinfelfumme um (n—2) G jur ftolge ljaben, fo baff bet
einem folgen fde Sinfelfumme
= s-f [Nn—2)G

betriige.

Bergeici>t man biefe« ftfefultat mit ber fo eben ermittelten mirtiicfyen
Sinfelfumme s+ [h—-2)G - 2G,
fo erfennt man fofort, bafj bie teuere um 2 G fleiner ift; — tote in
bem ju bemeifenben detjrfatj behauptet mirbe.

£t Dxftas II.

3 eber &duBere 3 tiiei9 bcrmetrt bie Sinfelfumme, meldje
ein unoerjmeigte« “oltygou oon gleicher ©eitenja”™l an ben
inneren Sin! ein befiel, um jluet Ceftreette.

$em. (5« fei s bie (Summe berjenigen "ol*gondmintel, fur meldje
ber fragliche 3 roe”S €n &uBerer, s' bie (Summe berjenigen, fur melcfe
ber 3”9 ein innerer ift, unb n bie SInja®l ber (Selen be« "Moltygork.
Dann betrigt S+ S — ne2G,
alfo eine ©rofje, meldje nicfyt baoon abfjangt, ob ter ljinjugefigte 3 weig
ein auBerer ober ein innerer ift. Demnach muB s um fo oiet gemadjfeu
fein, um mie oiet s' abnafym, al« foer 3 weig “injugefiigt mirbe, fo bafj
bie SOeljauptung in $olge be« Sefjrfajje« | jutrifft.

3« Favtt.
I. Die Sinfelfumme eines (uberfcfylagenen 93ierecfS
betragt oier ©eftreefte.

— Denn- bie innere Sinfel*
fumme 2 G eine« unoerjmeigten
2ierecf« (8. 78) nimmt, meit bie
93erjmeigung eine auBere ift, um
2G ju.

II. Die Sin feifitmute be« fo*
genannten ~tytfjagoreifdjten $inf*
edS (meldje« burd; bie fyierneben fteljenbe
3 eidjnung befinirt fein mag) betragt
einen ©eftreeften.

— Denn bie innere Sinfelfumme
3 G eine« unocerjmeigten giinfeef« (8. 79)
muff, meil nur ein mefentlidjer Doppel*
puuft mit einem inneren 3~ 96
Rauben ift, um 2 G oerminbert merben.
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8. 81

Recljrfrtfe |I.

3 iefyt man bon einem funfte au« grabe hinten nacfy
betriebenen finften einer ©raben, fo finb bie fpifcen
$Binfef an ben gufcpnnften befto Heiner, je weiter bie
festeren bon bent ~ufjpunfte ber Sentred)ten entfernt
liegen, unb tonnen burd) 23ergrofterung biefer (Strebte
Heiner al« ein beliebig tlein angenommener 2B.iufel ge-
macht werben.

2rf.  23om funfte
P au« furrt rect> einer
©raben bie ©entrechte
PS unb aufterbem bie
©raben PAy, PA2
PAIf .. . bereu $ufts
punfte bon S au« in
ber $olge Aif A2, A3, ... gelegen finb.

23efy. E«ift / PAYS> /_PAZXS >>PAX)>..., nnb e« laftt
fiel) ein ~untt Anber Stiftung SAy in folget Entfernung bon S beftimmen,
baft ber /_ PATIS tleiner al« ein beliebig tlein gegebener 2Biufel ift.

2Zen>.  Scfyon neef) bem Saf bom 2tuftenwinfel (8. 47) ift bei ben
UDreieden PAy A2, PA2A3, .. .

4 N Z_0* n

Spierau« allein aber l&ftt fid> noefy nicfyt ableiten, baft bie abneljmen*
ben 26infe( bei unenblicfy wad)fenber Entfernung ifyre« Scheitel« bon S
fid) bem ©renjwertlje 9Bull n&hern, fonbern su biefem S<$luft gelangt
man bnrd) ben 3 uf- & 76.%

2Baf)It man ne™mlic® bie fiinfte A2, A3, ... fo, baft bie Rreiecte
PA, A2, PA2A3, . .. Uber ben Seiten PA2, PA3, . . . gleid)fd)enflig
finb, fo folgt:
/| PAYS— /P A2Ax+ | _ AZPAy= 2</PA XS, .. .8 76£. u.8. 29,
Z PAX = £EPA3A2+ |A PA2= 2+ PAT, ... " v o
u. f. n>;
we«ljalb

I PAYS= 21/ PARX= 22+/ PAX =
= 2«-1v/ PAI

D) ©igentlid? genlgt fdjett ber Sap & 73, meiner bas 2I?iom XI redy nic’t
berauéfebt.
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tvirb, tvenn man bie oben vorgefcbriebene ideftimmung neuer finfte A
bi« jum nm finfte An fortfeljt.

I8 bemrecly

ift, unb ber Kenner hiefe« Srudj« bet unenblid? tvachfenbem n ttnenblich
tvadift,) fo nimmt ber Serif» bex Soruch« unerbidp» ub, b. f>.: /_PARS
tvirb bei unenblicfyer Vergrofierung ber ©trede SA n fleiner al« ein beliebig
ffein gegeberer Sinfel.  (Vergl. Slrit"metif §. 38.)

Beljrfrtl? I1.

f)refjt man einen Otraljf um feinen fefteu (Snbpuntt,
fc nehmen bie Sinfel, tveldie er mit einer feften (traben
bilbet, fletig ju ober ab, fo fange ber ©traljl bie ©rabe
trifft, b hm.a.S.: biefe Sinfel gehen oon feinem Sertbe
lu einem anbereu Uber, ohne bie 3mifd)enmertfje fammtlid)
befeffen ju ljaben.

Vrf. (Sin vom finfte P auSgeflenber ©trahl ift aux berjenigen

Sage, bei twcfier er fid? mit
T ber feften ©raben XY in A
fchnitt, um ben ~unft P fo
tveit gebrefl ivorbeu, bal? ber
ed;nittf>unft mit XYficf) bi«
jum Vimtfte B verfdjoben at.
S8eh-  $ein jtvifchen ben
-Y Serben ber Sinfel PAY unb
PBY liegenber Sinfeltvertb ift

hierbei  Uberfprungen tvorben.

Veto, ) 8. 7G, 3- ift:

Z APB + / PBY = [/ PAY,
Z PBY— / PAY - Z APB.

Sollte man nun annefymeu, bei ber ©rebuug bex ©trahl« ak rer
Sage PA in bie Sage PB, hudy nddye nad) ber aufgeftellten ©leidiung
ber Sinfel ber beiben ©raben um bie ©rolRe be« Sinfel« AP B verringert
tvirb, fai ein Sinfel von ber ©rdle (Z P AY — § Uberfprungen tvorben,
fo fann man fid) fofort vom ©egentheil Uberzeugen. £)enn trégt mau
ben Sinfel o in P an PA nad? ber Ceite be« fiinfte« B hin an, fo

1) (Seine auf etnanbei folgenben Serttye fttth: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,
512, 1024, 2048........
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fallt beffen jtveiter ©cbenfel in bas ielb beE Z APB, »eil nadj ber

gemachten Slunafyme 8 < Z APB ift, imb fdjneibet beSfyalb hie ©trede

AB in irgenb einem funfte Z. ®ann ift aber (mieber n. §. 76, 30 :
Z PZY — Z PAY — 8,

tvoburd) eben hie Slnuatyme tviberlegt ift.

ittt

I £)urcb feben iRunft lafjt fid) eine ©rabe sieben, tvelcbe
mit einer vorljerbeftimmten 9?icfytung einer gegebenen ©ra*
ben einen beliebig gemailten fpifcen SBinfei bilbet.

1. Verlangert man ben einen ©djjenfel irgenb eines neefy
fo Keinen SBinfelS, fo nimmt ber 216ftanb feinet ©nbpunfteé
vom anbern ©djenfel nad) unb nacf> febe beliebige Sdnge an.

— ®enu man fann burd) einen Vwift, meiner von einer ©raben
beliebig tveit entfernt ift, nech> 3uf- | eine jmeite ©rabe sieben, nelcfe
mit ber erfteren ben verlangten SBinfel bilbet, unb bann bie fo erhaltene
$igur mit ber gegebenen jur ®edung bringen.

§. 82.
Definitionen.

SBcrben jmei grabe Sinien von einer briiten gefdjnitten, fo
Reiften au ben Oer fliehen en ©cfyeitelpunften biejenigen SBinfel
1) 26ed)feltt)infcl, tvelcfye auf entgegengefe~ten ©eiten ber
ffineibeuben unb auf entgegengefegten ©eiten ber
gefd~nitteneu Sinien liegen;

2) oleid)licgcnbc SBinfe 1 ober ©egenminfcl, meld;e auf einer
©eite ber fcfyneibenben unb entfpred)enbeu ©eiten ber
gefd)nittenen Sinieu liegen;

3) cntgcgengefctic SBinfel, meld)e auf einer ©eite ber febnei*
beubeu unb entgegengefefiieu ©eiten ber gefcfynittenen
Sinien liegen.

S3eifpiel$meife ift in ber neben*
fte"enben 3 eibfmung a ber SBecfelroinfet
von r(, ber gleicfytiegenbe SBinfel von s,
ber entgegengefefcte SBinfel von 0; 8 ber
SBecfyfelttnnfel von C, ber gleicbliegenbe
SBinfel von 6, ber entgegengefe’'te SBinfel
von e, u. f. .
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BArfnfc.

©inb bet jwei (traben, wetcfye oon einer britten ge*
fcfynitten werben, jwei $Red)fetwinfet gtetcf>, fo finb bie
Ubrigen SBec”>fefn>infet paarweife gteid), bie gteicfyfiegen*
ben 2Binfet paarweife gteicfy, bie entgegengefeijten SBinfeb
enblid) paarweife ©uppfementel non einanber. — 2ud)
gift febe Umleitung biefeS ©afeS.

S5rf. 23ei jwei ©raben, we(de oon
einer britten gefdmitten werben, liegen um
ben einen ©cfmittpunft fjerum bie SBinfet
« B, Y, o, unb um ben anbern Ccfynitt*
puuft fyerum in entfpredjenber Sage bie
SBinfel e, C, v 0. ferner weiff man,
bafd @ = 7] ift.

23efj. GSiftB= 0,y= e 8==C;
a= £ R= C, Y= 1, 0= 6; a-f-6= G,
R-f- = G, YF£==G, 6 s= G.

23eweis budf> 8. 23, §. 27, § 39 3- TU. — Die 23eweife ber
Umferrungen gefd)eflen burdj biefelben iDiittet.

8. 83.
ttljrfat>

23ithen jwei grabe Sinien mit einer britten jwifcfyen
fid) ein 2B<*ar gteicfye SBec/~fetwinfet, fo fjaben fie feinen
Aunft gemein.

Brf. Die beiben ©raben AB unb CD werben oon einer britten
fo in ben funften E unb F gefcfynitten, bap
/| FEA = / EFD
ift.
23¢elj. Die ©raben AB unb CD fjaben feinen "3unft gemein.

1) et 8 23.
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3Bem. |. Da dleiche 3Binfet gleiche fftebenminfet fyaben (& 23),
fo ift aug
/ EFC = FEB,
unb beSpalb uacp §. 45, 3- -
AEFC = DFEB.

ltoge mithin tu ber fKicptung EA ein Sdjuittpunft be* betben ©raben
AB unb CD, fo inifite aucp in be* SRicptung EB ein Scpnittpunft
berfelben liegen, b. i.: bie beiben figp nict ganj bedenbeu ©raten AB
unb CD miBten jmei fiinfte gemein paben, ma$ bent 3uf- n bet §.11
miberfpricpt.

08et>. Il. Dréafen fiep bie beiten ©raben AB unb CD auf irgenb
einer «Seite ber ©raten EF, $ 33. in einem funfte X ber fKicptung
EA, fo mirbe ein A XEF entfielen, beffen Soinfel XEF bem 9ufjert
nunfet EFD gleicp mére; mas nacp §. 76, 3- oter § 47, 8. ber akog*
ticfeit be2 A FEX miberfpricpt.!)

Bcfiuitiou.

3mci grabe Linien peifjeu paralleld, menn fie

D in einer igbene liegen, unb

2) fiep nicpt treffen, mie meit man fie aucp verldangern mag.
— Daé 3eMen fur ba$ IBort ,,parallel” in Formeln
ift *.

2 »fatvec.

I. Durd; feben ~unft gicbt es eine parallele ju einer
©raben; unb jmar finb jmei grabe Sinien parallel, menn
fie mit irgenb einer bruten eutmeber ein aar gleite
3Bed)felminfel ober ein 33aar gleiche ©egenminfel ober ein
Naar foldre entgegengefefcte SBinfel bilben, melcpe fiep $u
einem ©eftretften erganjen.

— 33erbinbung bed lebten Sapeé mit §. 82, O.

1) ®cr 3Hted | ift bem Jercefe |11 betalb ejorjupeben, »eit jener auf ein*
faderen ©runbtagen beruht.
2) 9ebeu einanber, ten rapd unb &.Xfj/.w.
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I[I. Stepen jmei grabe Stuten (einer (Sbene) auf einer
bruten fenfrecpt, fo finb fie parallel.

atjjdite.

Jpiemacp entfielt bie grage, db eg burcp einen Nitrft tttepr alg eine
parallele ju einer (traben giebt, over — trag beffelbe ift — d au
ber Parallelitdt jreier (Sraben hie ®feid;peit ba* Secpfelminfel u. f. to.
bei einer beliebigen fcpneibenben Sinie gefolgert tuerben barf, femer bie
grage nach fonftigen (Sigenfcpaften oon giguren, in beiten Parallele oor=
forttmen.

§ 84.
Etlirfnfc

Sei parallelen © raben finb ftetg, menn fie ton einer
briten ©raben gefcpnitteu »erben, bie Secpfelminfel paar*
toeife gleicp, bie ©egeumiufel paarmeife gleicp, uub bie
ent gegen gefegten Sinfel paarmeife (Supplemente.

Prf. £5ie beiben ©raben
AB unb CD, nelgee oou einer
britten in E uub F gefcpnitten
merben, finb parallel.

Sep. (&g ift

Z FEA = / EFD,

/ FEA + Z EFC = G,
u f.m

Sem. Stimmt man in ber Qudj>tung EB irgeubmo einen Punft

X an uub jiebt bie (Srabe FX, fo ift nacp 8. 70, 3- beim //FEX:
z FEA = Z EFX + Z EXE

mithin, meil FX int gelbe beg Z EFD liegt:
Z FEA < Z EFD + Z EXF,

£)a ber Z E X F burcp Serléngerung ber Strecfe E X beliebig fleht
gemecht merben fann (8. 81, 8 1), fo peiit bieg in Sorten: glgt
man jttnt Z EFD einen beliebig fleinen Siufel pitt*u, fo
ift bie Summe groRer alg /.FEA; ober: / FEA ift nidl
grofRer alg / EFD.

9hm maren aber bie Siufel FEA unb EFD beliebig geméplte
innere Secpfelminfel.
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Slifo ift bemiefen, hafj fein jmifcfyen AB unb CD (iegen ber
3fdinfeb grofir ift als fein ©ecfyfeiminfei.
9ftitf)in muB / FEA —/ EFD fein.
— Xjie Ubrigen Sfjeiie ber Stefjauptung foigen fjiernad) burd)
2tnmenbung ton 8. 82, S. fofort.

3 ufé %t.

|. £)urd? [eben einzelnen "Runft giebt e« nur eine SRar*
aiieie ju einer ©raben.
[I. ©irb bie eine oon jmei “araiieien burd) eine Orabe
gef ctynitten, fo mirb e« aud) bie anbere.
[1l. Otefyt eine ton jtnei “araiieien auf einer Oraben
fenfrecf>t, fo tljut e« auefy bie anbere.
IV. Otefyen $mei ©rabe einzeln auf ben ®dj>enfeiu eine«
concaoen  ober con*
teren Oinfei« feuf*
reefi, fo fd)neiben fie
fin
— £>enn méren fie
paraiiei, fo ftanben nad;
I11. beibeauf febem@d)en*
fei be« @infei« fentrecht,
fo tafc bie beiten @d%nfei
<Senfred)te  ton  einem
Aunft (bent Ocf>eite() auf eine ®rabe méren, ma« naef; 8. 25 nid)t angelt.
V. $mei Orate, bei tenen hie entgegengeferten 3Rinfei
nid)t «Supplemente finb, fcpneiben fid) auf berfeuigen @eite
ber fdjneibenben £inie, auf meid)er bie (Summe ber jmifdpen
ipneu tiegenben eutgegengefefcten ©infei einen ©eftredten
niept erreicht.
VI. ©erben zmei
unbegrenzte ©raben
oon einer briten fo
gefd;nitten, bal un*
gieiepe ©eepfeiminfei
entfielen, fo hiben fie
mit biefer ein £>reied,
oon meinem ber gréRere ©eepfeiminfei ein SluBenminfei ift.
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VII. SSerfchiebt man ben Durchfdhnittgpunft &meier©ra*
ben, non beiten bie eine feft liegt, bie anbeve aber um einen
feften Punft brehbar tft, in« Unenbliche, fo giebt bie Par*
allele burd) ben Drehunggpunft jur feften ©raben bie
©renjlage an, meld)er fid) bie anbeve in bet 9zifye beg
Drehunggpunfteg unaufhorlich unb bi« §it febent beliebigen
©rabe nahert, ohne fie feboch femafg 5lt erreichen.

VIII. 3mei ©rabe finb parallel, menn fie einer britten
parallel finb.

— 'Denn fd)nitte bie erfte non ihnen bie $reite, fo milkte fie nach
3 .11 bie britte, melche mit berfeloen parallel ift, ebenfalls fdneiben,
mag nad) ber SSoraugfe™ung nicht gefchieht.

§. 85.
Hefinition.

3 mei parallele (Straf)len, melche non nerfchiebenen
fanften einer ©raben auggehen unb auf einer einzigen
Seite berfelben liegen, Reiflen ,gleichgerichtet’ ober ,Pon
gleicher “Richtung"; bagegen ReiRen ,.entgegengefejjt gerichtet" folche
parallele Strahlen, melche auf entgegengefefcten Seiten
einer britten ©raben liegen.

£1lljrfah.

3Binfel mit paarmeife gleichgerichteten ober mit paar*
meife entgegengefe”t gerichteten Scheufein finb gleich.

Denn verlangert man ein Paar nicht
parallele Sd)enfel, big fie fich fbhneiben,
fo bilben fie an ber Schnittftelle einen
Sinfel (1), mefcher ben beiben gegebenen
Sinfeln (a unb a’) als ©egenminfel ober
Sechfelminfel bei parallelen gleich ift
(&= 84).

3 Hfnfe
3*nei Soinfel, non benen bag eine Schenfelpaar eine
gleiche, bag anbeve Schenfelpaar aber eine entgegengefe”te
Dichtung ha” finb Supplemente non eina lber.
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I. (Sin £)reied $u $eid;nen, fur melcfyeé eine Oeite, ein
anliegenber nnb ber gegenuberliegenbe SBinfel gegeben ftnb.
Sinai. Jpat bas A ABC bie
©eite AC nnb bie SBinfel bei A nnb
bei B »on »erlangter ©rofce, fo ift
nad) §. 76, 3- and? foxr 2luf$enn>infet
BCD »on befannter ©réRke, neljmlid?
— A B. ®al%r ftnb bie
fRid?tungen AB nnb CB conftruirbar
(8. 65), nad)bem AC »on richtiger Sange gejeic™net ift.
f)eterm. (E mnfi /_ A+ / B < G gegeben fein.
Il. £)nrd? einen gegebenen Punft bie parallele jn einer
gegebenen (traben ju jiefyen.
Sinai. 3ft bie burd? P geljenbe
©rabe CD 3= AB, fo bilcen biefe D
nad? §. 84 mit einer britten ©raben
PQ gleite SBecfyfelnnnfel, fo bafj
bie Ronftruction mit Jpiilfe »on §. 65 B
moglid? ift.

§. 87.
B cftititi 6tten,

I. 3m 23terecf t>ei"eii biejenigen ©eiten, t»eld)e feine
@de gemein ljaben, ©egenfeiten, nnb biejenigen SBinfel,
t»eld?e feinen ©d?enfel gemein Ifaben, ©cgcntoinfel; — bie*
fenigen ©eiten, melcfye eine (Ede gemein fyaben, fjeiften
97ad)barfeitcn, biejenigen SBinfel, meld)e einen ©cbenfel ge*
mein fyaben, fftadjbarnmtfcl.

Il. 3ebeé 33iereef, beffen ©egenfeiten paanoeife parallel
finb, fyeifjt ein Parallelogramm.) — gir biefe« 30ort tiirb »or
einer “Benennung mit 23ud?ftaben baé Reidfen # gebraucht.

3 n f(t%.
3ebe§ Parallelogramm ift ein unoerjtoeigteé 33ierecf.

1) TTaeXXtP6vpa(.[j.os; Yp«rtl> id betreibe.
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§. 88-
£t VYVt fnf I
3n iebem Paral(elogramm finb feie 3tadbarminfet

paarmeife ©upplemente bon einanber.
2Brf. Das ABCD ift ein

Parallelogramm.
23el). ©8 ift /_A-\-/_B=G.
23em. Da n. b. 23f. AD 4=BC
ift, fo trifft bie Siety. ju n. §. 84.
2tllin. Da /_ A unb /_ B
jreei beliebig geméfjite Dlad™barroinfet
finb, fo ift bitrcfy bas 23orl)ergel)enbe ber 23emeis fir alle Paare oon
3tad)barminfeln gefuhrt.

3ufal.

2ltle 233infel eines Parallelogramms finb concao. Die
Diagonalen eines jeben Parallelogramms liegen im Selbe
beff eiben.
— S&ge neljmlid) eine Diagonale nidjt im ParallelogrammSfetbe,
fo murbe fie mit ben anftofcenben ©eiten ein Dreiecf bilben, in meinem
fcfyon ein UBinfel >> G mare, unb baS ift nicf>t mdglich.

Beljrfnfc 11.)

3ft ein 93ierecfsminfel baS (Supplement feiner beiben
3tad)barminfel, fo ift baS 93ierecf ein Parallelogramm.
93rf. 3m GBierecf ABCD ift:

1)yz~r+z~r=6, 2)/_A D—G.
23¢el). DaS RBierecf ift ein Parallelogramm.
23em. (fs ift: AD £=BC, ... 93f. 1) u. 8 83, 3.1,
AB 4=DC ... 93rf.2) u. 8 83, 3.J.
§, 89.
i'eptfntj.

3ebe Diagonale ”erlegt baS parallelogramm in jmei
congruente Dreiecfe.

1) Untfebrung ton 2el;rfap I.
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Brf. (g¢ ift ein # ABCD mit
ber diagonale BD gegeben.
®e$. (E«\\iEtABD = /\CDB.
39em. 3n fon fedben Dreiecfen
ABD unb CBD ift:
BD = DB,
unb recfy §. 84, inbent BD a(« bie ©djmeibenbe angefeljeu mirb:
/_ ABD — 7/ CDB bei ben parallelen AB unb CD,

/ ADB= / CBD , . AD , CB.
9zithiu it  ABD =  CDB.ccccvveeeereeenn. [wsw).
3uféajc.

I. 3n febem Parallelogramm finb bie ©egenfeiten paar*
meife gleich, unb ebenfo bie ©egenroinfel paarmeife gleicp.
— Parallele ©treten jmifcfyen Parallelen finb gleid).

— ®enn bie fraglichen ©tiicfe liegen in ben congrnenten "Drei*
ecfen gleiten ©tiicfen gegeniber (8. 59).

II. 3 ejmei parallele ©raben haben lberall einen glei*

<hen 2Ibftanb oon einanber.

— £)enn ift AB 4= CD unb
AD 1! CD, BC x CT), fo ift
ABCD ein Parallelogramm (8. 83,
3. ii).
0 efiniti oit.
£>er 3lbftanb eine« punfte« einer ©raben oon einer
parallelen ©raben fyeifjt ber Stbflanb ber beiben Parallelen oon
einanber.

§ 90. )
f1rfab .

©inb bie ©elenfeiten eine« unoerjmeigten? 33ierecf« paar*
meife gleich, fo ift ba« 33iered ein Parallelogramm.

1) linefer 8 enthalt bie Umleitungen ber im horigen 8 behnefenen ©épe.

2) Serjmeigte S3ierede mit gteidjen ©egen
feiten finb fe’y wobt mogtidj. $ergt. § 86, 3

Si'prpifcfl), (Herente bev Whttieniatif. 7
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RkBrf. 3m £) ABCD ift:

1, AB = DC.

2 AD = BC.
3Beh- $a$ A ABCD ift ein

Parallelogramm.

Bein. 3~ man fde diagonale

BD, foift A Ao = A cos ... (35). URithin ift:
Z ABD = zZ CDB ... 8§59, atfc: A #=DC ... 883, 3. |,
unb Z A1)B= Z CBD ... &8 59, atfoAD §=BC ... § 83, 3 . I.

frijrfaell

Sinb in einem unoerjioeigten l) 93ierecf ein Paar ©egen-
feiten gleich unb parallel, fo ift e« ein Parallelogramm.

93rf. 3m £} ABCD ift: 1) AB = DC, 2 AB 4=DC.

33eh- ®a« A ABCD ift ein Parallelogramm.

33en>. 3 A~ man diagonale BD, foift A ABB = A CDB
... [sws) ¥ benn e« ift: ) BD = DB, 2 BA = DC ... (93 1),
3) Z ABD = Z CDB e« (Stf- 2) u. §. 83, 3. ). Jpieraus folgt:
z ADB= Z CBD ...S§ B59, atfo: 4=5(7 ... 8§ 83, 3.1.

I u\ftle.

I. £aben 5tbei finfte einer ©raben, jtoifchen benen
fie oon einer jtoeiten n it gefcfynitten toirb, gleiche 2lb*
ftanbe oon ber (enteren, fo finb bie beiben (traben parallel.

Il. 2)er geometrifche Ort aller finfte, welche auf einer
«Seite einer ©raben liegen unb oon biefer gleiche 2Ibftanbe
~aben, ift eine parallel ju ihr liegenbe Orabe.

1edrfah HI.
Sinb bie ©egenwinfel eine« 93ierecfd paarweife gleich, fo

ift ba« 93ierecf ein Parallelogramm.
93rf. 3m B ABCD ift:

t)y ZA=272C,
2) ZB=£D -
33eh- $a« A ABCD ift ein
Al ' ly Parallelogramm.
c

1) Serdeige SBierocfe mit einem  “Yaar
gleicher unb paralleler ©egenfeiten finb fepr
roopl mdglich:
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PYem. Da nad? § 78

ift, fo folgt n. b. 93rf.:

/_A B A B =1 2G,
ZN + Z N = G,
unb ebenfo: zA+ b= G . 93t 2)

(wiitfyin trifft bie 9efy. ju recfy §. 88, 8. 1I.

Retyrfa| IV.

©inb in einem 93ierecf jmei ©egenfeiten parallel unb jtoei
©egenminfel gleid), fo ift ba« 93ierecf ein Parallelogramm.

93rf. 3m A ABCD ift:
) AB = DC,
2z~ = ZC'.
©e$. Da« A ABCD ift ein
Parallelogramm.

ett>. Segen ber 93rf. ift: Z A~z D= G;... 883,3.1,
mithin uad> ber 9B3rf. 2) aud): Z G+Z D—G.
Solglid) ift bie 99f). richtig nad) §. 88, S. II.

BeljrfafcV.

©inb in einem 93ierecf $mei ©egenfetten gleid), jtoei ©egen*
minfel gleid), unb bie Diagonale, meld;e biefen gegenuberliegt,
nid)t fleiner al« bie erfteren, fo ift bax RViered ein Parallelo*
gramm.

93rf. 3m A ABCD ift:

) AB = CD,
) Z Z c.
3 BD > AB.

9elj. Da« £) ABCD ift ein A
Parallelogramm.

9en>. (5« ift

A ABD = A ODB ... [Ssw).
Ipierau« folgt ba« Ubrige.

7+
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ad) lle.

3Bare BD < A B, fo fonnte
ba« £3 ABCD u. 2L auch fde hier*
neben gezeichnete ©eftalt hoben.

91.
nbtn.
Punft bie Parallele ju einer
gegebenen ©raben ju jtefyen.
Sinai. 3ft AZ 4= XY,
fo giebt e« jtnifchen ihnen ein
z ABCD\ unb ein folche«
entftent nach §. 89, 8. I,
menn AD —BC, CD —AB
gemacht mirb, ma« burch Greife
mit bem 9fabiu« BC um A
unb bem 9iabiu« AB um C
ju (Stanbe gebracht toerben fann.
II. 3U einer gegebenen ©raben eine parallele in einem
gegebenen 2Ibftanbe bon ihr ju ziehen.
2lnal. da man auf ber gegebenen ©raben eine ©entrechte bon
gegebener £ange in einem beliebigen flnfte errichten tann, fo !'ann man
hierburch einen Punft ber berlangten parallele finben unb bann nach 1
burch biefen bie ganze parallele conftruiren.

§. 92.
I'cljrfal I.
die beiben diagonalen eine« feben Parallelogramm« hat*
biereu fich gegenfeitig.
3Brf. die beiben diago*
nalen be« 4p ABCD fchneiben
fid) im Punfte M.
33eh- @« ift:
) MA = MC,
2) MB = MD.
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3%to. @5 ift A AMB — A CMD ... (wsw), toeit
AB=CD oot § 89,3 .1,
/| MAB =£M CD an benParall. AB u. CD bet ber <Sd)neibenben™4C §. 84,
/"MBA—/_MDC * * * ABu.CD * * * BD *
1 )rfate Il

halbieren fic™> bie Diagonalen eine« 33lerecf* gegen*
fettig, fo ift e« ein Parallelogramm.

33rf. 3m ABCD fcfimeiben fie> bie Diagonalen in M fo, ba§
) MA= MC, 2 MB = MD ift

3el>. < ift AB 4. DC, AD 4=BC.

Veto. Da / AMB = / CMD (ak Sdjeiteltoiufel), fo ift
A -AMB = A CMD ... @tvs). ipierau« folgt bie Cleicbljeit ber
(Seiten AB tinb CD, fomie ber 26ed)feltoinfel an biefen, toe«fyalb nac™
§ 90, 9. Il ABCD ein Parallelogramm ift.

i'djrfal m.

3ft ein Punft auf einer burd) iljn fyinburd)gel>enben ©ra*
ben gleirf> tueit oon jtoei Parallelen entfernt, fo ift er e«
attef) auf feber anberen ©raben, melcfye bttrd) il)n fyinburd)*
get.

Brf. @8 ift 1) AB 4= DC\ tinb bie (traben AC ttrb BD treffen
fify in M fo, ba§ 2) MA = MC ift.

39%s$. @8 ift: MB = MD.

3%to. @8 iftt A AMB = A CMD ... (Wsw).

§. 93.
~AUtfgahcen.

l. (58 ift ein concaoer 30infel unb im gelbe beffelben
ein Punft gegeben. Ditrcfy biefen foll eine ©rabe fo ge*
jogen toerben, baff ifyre @d)nittpunfte mit ben <Sd)enfetn
gleicfy tueit oon i”nt entfernt finb.

Sinai. 3ft/_BAD
ber gegebene SBinfel, M
ber gegebene Punft, unb
B D bie oerlangte ©rabe,

0 1Rt fify bacA ABD  a
burefy Perboppelung ber
©raben AM bic C ju einem # ABCD oeroollftanbigen (8. 91, S. II).
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Ipat man erft fde (5de C, fo lakt fidy CD 4= AB jiefyen, j. 39. recfy
§. 90, woburd; man auBer M einen “weiten "Munft D ber gefugten

©raten DB erfyilt.
1. 93on einem ~unft auBerhalb eine« concaren 3Binfet*

fette« eine Orate fo ju sieben, taR er unt tie durd>fd;nitte
mit ten beiten ©cfyenfeln gleite ©treden auf terfetben
be ftim men.

2lnal. 3ft z CAD ter ge*

gebene 2Binfel, B ter gegebene “untt
unt BMD tie verlangte ©rate, fo

tat man tafiir ju forgen, ba®@ ABCD
ein 'Parallelogramm wirb.

§. 94.
i bftttitt oti.

3ebe« Parallelogramm, in welchem jmei ®%ad?bar*
winfel gleid? fint, 1%iRt ein 0%ed)tetf.

l.
3n iebem 9fed?ted fint alte SBinfel redete.

——————— f 3srf. 3m # ABCD ift /| A — B.
39%et). @«ifi/_A"N2ZB=[_C=/_D =ji.
Pew. da tacx £3 ABCD ein Paratlelo*
gramm ift, fo ift

= G= 2jt___ § 87,8 1u 8§ 393.IV.
$2itfyin ift wegen ber 93rf., taB Z A= Z B fei:
2-/ A = 2a, /_A = B — a\
folglid? aud?:
ZC—D—A ...58288,3.L
Kttytfakll.
©int brei 50infel eine« 93iered« rechte, ober ift ein 50tnfcl

eine« Parallelogramm« ein rechter, fo ift baffelbe ein 9ted?ted.
§. 95,

frotfn| I
3n jetem 9%d?ted fint tie diagonalen gleid?.
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Brf. @« ift ein Pecbtef ABCD mit
jeinen diagonalen gegeben.

33efy. @« ift: AC= BD.

33ero. (8« ift:

A ABC = A BAD .... [sws].

RBetjrfttl 11.

©inb bie diagonalen eine« ~ara(Celogramm« gteicfy,
jo ijt e« ein Dtedjted

33rf. i8 ift ein rfip ABCD mit feinen diagonalen gegeben, in
meinem AC = BD ift

3Bel>. (E« ift z ABC = /7 BAD.

Bem. (B« it A ABC = A BAD ... (35), unb be«?lb bie
33el)auptung jutreffenb.

ddiolic.
(Sin  33ierecf, meElcfec gleite
diagonalen befifct, braucht bedyatb
nod) fein Sfedjtecf ju fein; — 5. 33.
fat ba« ljierneben gezeichnete 33ierecf
gleiche diagonalen. (S« miiffen noch
bie beiben33eftimmungen ~injufommen,

nmelcBe fefyon jur Kennzeichnung einex
allgemeinen Parallelogramm« erforber A

lic™ -finb.
8. 96.
B rfi ui ticut.
3ebe« Parallelogramm, in meinem jtoei Wad)bar feiten
gleich finb, Reifet ein 9tyomfru3.* n
Jufolr.

I. 3n jebem 9?7ombu« finb alle ©eiten gleich-
II. ©inb in einem 33ierecf alle ©eiten gleich, fo ift e«
ein fofyombu«.

1) ~op-Ro;.
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§. 97.
Ec~rfn| I
3n jebem 9?1)ombué fteljen bie Diagonalen auf ein*
anber feufred)t unb halbieren bie SRfyombuSioinfel.
Brf. 3m NNombus ABCD
c fdjnteiben fidy bie Diagonalen in M.
Bel). G$ift AC ! Bl), unb

aufierbent
Z CAB = z CAD,
Z BDA = z BDC,

z ACD = z ~"CB,
Zz BBC = zZ DBA.
eio. (SSift: A MAB= A MAD= A MCD =/SMCB (3),
unb beSljalb bie 33el)auptung jutreffenb.

Cildrfat Il

©te”en bie Diagonalen eines Parallelogramms auf einanber
fcnfredjt, fo ift eé ein $HI)ombus$.

1.
Serben bie Sinfel eines Parallelogramms oon.ben Diago®
nalen halbiert, fo ift es ein 9il)ombuc.

— 3nm 33etoeife ber beiben lebten ©dije gelangt man burcfy §. 91
unb  («ws).

Nefgrfre™ LY.
Oteilen bie Diagonalen eines 33ierecfS auf einanber fenf*

redt unb fjalbiercn bie Sinfel beffelben, fo ift bas 33iered ein
91) ombus.

— 33eto. burd) (wsw).

§. 98.
lefitttti ott.

3ebe$ Parallelogramm, in meinem jtoei 9ladybar*

loinlel unb aucfy jtoei 9%a("barfeiten gleich finb, I)eifit ein
Duabrat.

1) quadratum.
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Jitfal.

3 n jebem Ouabrat finb alle «Seiten
gteid), atte SBinfet rechte; bie £)iago*
naten finb gteid;, fielen auf einanber
fen!red)t uub Mattieren bie OuabratS*

minfet. — £)ie Ouabrate befifjen atte
(Sigenfdfaften ber % tede unb ber
fttfyomben.

§. 99.

0 efinition.

3ebe$ $iered, in meinem jroei Seiten parallel finb,
peifjt ein Srapeg.) — ®ie beiben als parallel borauS*
gefegten ©egenfeiten peifjen bie ©runbltmen, bie beiben an*
beren aber bie Sdfcnfcl be$ £rapeje«.

i’elirfal |.
®ie O©Orabe jtnifct>en ben Bitten ber Scpenfel eine«

frapejeé ift ben ©runbtinien parallel nnb ber falben
«Summe ber letzteren gleid).

SBrf. £)a$ £] ABCD
ift ein £rapej, in melcpem
1) AB 4= CD ift, unb
ferner eine ©rabe E F bie
Stentel AD unb BC
in E unb F fo trifft,
befe 2) EA = ED,
3y FB = FC ift

23ep. <@ ift: 1) EF 4=AB 4=CD, 2) EF = AB+ CD.

£3em. 9){an jiepe ju AD burcp F eine parallele, metcpe bie ©rabe
AB in X unb bie ©rabe DC in Y fcpneibe. £)ann ift:

A BFX = A CFY, .... [sics)
meil: 1) FB= FC i »rf. 3),
2/ BFX = / CFY ....cc....... §.27

3) / FBX = / FCY oo, sstf. 1) u. 8. 84,

"
~N
-
O
<

1) 2)aS frape$ (TpairéCtov, ton rpiize& ober Terpineta, Pierfufj, 2if($blatte)
enthalt eine Sebingung weniger, als bas Parallelogramm, ba bie Parallelitat nur
mm jwei Cegenfeiten »erlangt wirb: bas UCrapgj ifi bie allgemeinere ©eftalt.
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2lu« ber bemiefenen féongruenj folgt:
I. FX = FY,
Il. BX == CY.

iftun ift aber ferner megen ber Parallelitdét ber ®egenfeitenpaare

AXYD ein Parallelogramm, meépalb
. Al)= iy

fjeroorgefyt.

2lu« 111 folgt in Perbinbung mit Prf. 2) nnb 1| :

2 AE — 2<XF, AE = XF,
fo oafj, meil in ber (Sonftr. AE ==X F gemalt mar, ba« Piered AXFE
ein Parallelogramm (8. 89, 8. 11) nnb beSljalb
IVv. EF = AX, fome EF*"A X, EF 3=AB
ift. — 3n &Mwltcher SOeife fann man ableiten, baf3 DY FE ein Parallelo-
gramm, unb bafs beéljath
V. EF= DY, fome EF ==DY, EF #=DC

ift.

©ummirt man enblid) bie ©leidjungen 1V unb V, fo erhdlt man:

2 EF= AX 4-DY

{AB—BX)4-[DC+ CY)
= AB+ DC—BX 4- CY

Ulttitfyin:

Jufafc |.

£)ie grabe Perbinbungélinte ber Bitten jmeier £)rei*
edsfeiten ift ber britten ©eite parallel unb ber "alfte ber*
fetben gleicp.
— £)enn lafft man bie ©eite DC be« SCrapeje« ABCD in einen
punft aufammenfcfyrumpfen, fo gefyt ex in ein UDreied (ber.

1 rr¢a%ll.

3 iept man burd) ben Uliittelpunft be« einen ©cpenfeU
eine« frape$e« eine Parallele ju ben ®runblinien, fo
halbiert biefelbe ben anbern ©d)enfel unb ift ber falben
©iimme ber ©runbtinien gleicfy.

— £)enn ba e« burc einen Puntt nur eine Parallele ju einer
®raben giebt (8. 84, $. 1), fo fallt fie mit berfenigeu jnfammen, melcpe
nad) 8.1 burc® Perbinbung ber Bitten ber Ccfyenfel erhalten mirb.
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3nla% Il
Niefyt man ju einer £)reiecfbfeite burcfy bie &ftitte einer
jtoeiten eine parallele, fo halbiert biefe aucf> bie britte
Seite, unb ifyr 2Zlbfnill jmifcfyen ben beiben Sdfynitt*
punfteu ift ljatb fo grofj, mie bie juerft genannte (Seite.

§. 100.
Definition.

Unter einer p©otlk eineé Dreien berftefyt man bie bon
einer (Scfe aus auf bie ©egenfeite gefattte ©entrechte, unter
einer "0fje eineé fllaraUelogrammS ben 2lbftanb jmeier parat*
teten ©egenfeiten bon eiuanber, unter ber "0lje eineé $rape$eé
ben 2l bftanb ber parallelen ©egenfeiten bon eiuanber.l)

Orunblinie fyeifct eine folttye Seite, auf melier eine Ipsfye
gebaut mtrb.

Dnfn

3 ebe $>rciecféfeite tann als ©runblinie mit einer befon*
beren £)ofye gebaut merben, bie fParaUelogrammfeiten paar*
meife, bon ben Xrapejfeiten nur bie parallelen.

Aufgaben.

I (Sin Ujreiecf ju conftruiren, fir melcfye« eine £)6le,
bie juge”drige ©runblinie unb ein Sdinfel an berfetben
gegeben finb.

Sinai. Jpat ba$ A ABC bie berlangte f)dlje CD, bie berlangte
©runblinie AB unb ben berlangten /_ A, fo finb AB unb /_ A an
einanber fyéngenbe, fofort conftruirbare
Stutfe, hurcf) nelcfye man jugleicfy ben
jmeiten Scheutet beS /A als einen
Ort beS finfte« C gewinnt. ©neu
jpoeiten Ort beS funfte« C liefert bie
23eftimmung, bafi C einen gegebenen
Slbftanb bon AB Ifaben foll, unb
biefer Ort ift reck> §. 90 11, % Il
eine parallele CX ju AB, melde nach §& 91, Il in bem gegebenen
Slbftanb conftruirt werben fann. — 9iad) Sluffinbung beS finfte« C ift
feine Scf>wierigteit mehr borhanben.

1) Soei einem SBierec! toon beliebiger © eftalt laft fid) tocn einer $chbe nict>t fpredijen
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II. (Sin “Parallelogramm ju conftruiren, fur meld;eé eine
f)i>fye, bie juge”~drige ©runblinie unb ein SBinfel gegeben
finb.

— SlnaltyfiS analog berjenigen ju 1.

1. (Sin $rape$ ju conftruiren, fur melcfye« bie Jpbfye, bie
©runblinien nnb ein SBiufel gegeben finb.

IV. £)urcb einen gegebenen ~unft bie "Parallele ju einer
gegebenen ©raben ju jiefyen.

Sinai. 3ft PV 4=AB
gezogen, fo lann man ju biefer
gigur jtoei fonft beliebig ge*
jogene ©raben PZ unb ZV
fyinjufiigen, nur baff PZ oon
AB in einem ~unlt Y halbiert
toerbe. £)ann mirb aber in
einem SRunft £7’aud) ZV oon
AB halbiert (€. 99, 3. II).

— £f)iernad; laRt fidy bie

parallele ofyne SBinfelabtra*
gung conftruiren.

V. (Sin Xrape$ 8u conftruiren, fir meines bie ©eiten
gegeben finb.

f Sinai. 371 man, ftenn

AB unb CD bie ©runblinien finb,

burd) D eine parallele jum ©dientet

BC, fo mirbo BCD X ein ~aral*

lelogramm. ®a in biefem D X

= CB unb BX = CD ift, fo

fennt man im A XD X bie brei ©eiten, fann e« bed"alb conftruiren

unb bann ba« 44 P XBC ljeranfefcen, oon meinem jtoei ©eiten (XD
unb XB) unb ber eingefdjloffene SRinlet (DXB) gefunben finb.

£)eterm. £>ie f)ifferen$ ber ©runblinien muft groBer als bie
Differenj unb Heiner als bie ©umme ber ©cbenfet gegeben fein.



Capitel V.
Die Grundeigenschaften des Kreises,

§. 101.
Q4 >H *

£)er Jpauptjmecf feer bisher angeftettten Betrachtungen richtete fid>
auf fae (Srmittelung ber Grigenféaften ber graben Sinien, weshalb bie
Kreislinien nur in bem SDiaffe mit in bie Unterfuchung ljineingejogen
mirben, in welchem man fie ohne Berlefcung ber ©trenge als bittet fur
jenen 3 wecf nMt entbehren fann.

3 n biefem Sagtet tritt ba« umgefehrte Behdltnis ein.

Born Creife ift bisher gefyanbett worben in:

8. 35, wo bie Gsjciftenj beS Greife« nebft feinen ®runbeigenfhaften nach*
gewiefen unb einige begriffe befinirt finb, welche ju ihm Be*
Jiehung fyaben;

§. 36/ wo baS Sfoftulat Uber bie Rouftruction eine« Greifes aufgeftetlt
ift, oon meinem man baS Zentrum unb ben 9tobiu« fennt;

§. 37, wo Kennjeidjen fir bie Sage eine« flnfte« gegen einen Kreis,
begleichen fir bie (Songruen$ oon Greifen gefunben unb bie
Kreisbogen congruenter Kreife als gleichartige ©rofjen erfannt
werben;

§. 38 nub §. 43, wo oon ber Bongruenj ber KreiSauSfdmitte unb oon ber
Bkchfelbejiehung gleicher I£entriwinlel unb Kreisbogen ju ein*
anber gehanbelt wirb;

8. 49, wo oon ben ©d)nittbebingungen einer ©raben mit einem Kreife
bie 9iebe ift; unb in

§. 51, wo bie Bebingungen fur ben jweipunftigen «Schnitt jmeier Kreife
aufgeftellt werben.

2In biefe Sehren fchliefjen fich bie fotgenben an.
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§ 102.
Kt tjrfufc I.
$)ie burch bas KreiScentrum gehenbe ©entrechte ju
einer ©ecante halbiert bas ©ehnenftiid ber (enteren itnb
leben ber bnrcfy fie abgefchnittenen Kreisbogen.
Brf. £)urch bas Zentrum C eines
Kreifes geht ju einer ©ecante AB eine ©ent*
rechte, ntelche biefelbe in D unb ben Kreis
in E unb E' fcfmeibet.

39eh-  6S ift:
1) DA — DB,
2) EA = EB,
3 E'A = E'B.

3%en>. 3ieht man bie Labienl) CA
unb CB, fo ift bas A ACB Uber ber
33afis AB gleidjfchenflig, unb bafyer
DA= DB, 7/ DCA= 7 DCB ... & 30,3.1.
2luS ber fo eben betoiefenen (Gleichheit ber Gentrinnnfel, / ECA
— /_ECB, unb ber fich hieraus ergebenben (Gleichheit ihrer Gebern
nnntel, / E'CA = / E'CB, folgt aber
EA= EB, EA = E'B .... 43,3.1.

fetjrfal Il

£)ie im 9Jtittelpunft einer ©ebne auf Ujr errichtete
©entrechte geht burch baS Kreiscentruin unb h<*iHett bie
abgefd)nittenen Kreisbogen.

ett>., mie oben, nur baff § 42, 3- HI anftatt § 30, 3- | Jur
2Intuenbung fommit.

Kt Iprfal I11I.

derjenige fDurchmeffer, melier burd) ben uftittelpuntt
einer ©ebne hinburdtgeht, fteht auf ber lederen fentred;t
unb halbiert bie abgefchnittenen Kreisbogen.1

1) 2)a ber AreiS bur<h bie ©teichbeit ber Stabien befinirt ift, fo mufj jebe StetreiS«
fibrung Uber feine Sigenfraften auf biefe Cteichbeit imjefeten ©runbe juriicfgreifen.
®a« 3ifbex ber SHabien nach nichtigen flinften ift baber ba$ erfle Cefdbéft faft jebe«
teroeifeS.  hierauf fomnten bann meiften« bie ©éfce Uber ba8 gtei<bf<benflige $reiect
jur ?lmrenbung.
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®em., tote ju 8.1, nur baR § 30, 8. cmftatt 8. 30, 3 .1 jur 2In=
menbung fommt.

Y.

derjenige Durcfymeffer, metcfyer burdj ben Rftittetpunft

eines ©ogenS fyinbutcfygefjt, halbiert bie benfetben ab«

fd)neibenbe ©eljne fenfredjt unb geljt burefy ben SJHttel*
punft be$ jmeiten abgefd)nittenen 33ogen$.

— Denn trenn EA = EB gegeben ift, fo ift aud) / ECA

= / ECB ... (8 38, 3-)- hieraus folgt baS Ubrige nadj §. 42,

3.1V unb reefy 8. 1.

Kttyzfab Y.

Diejenige ©rabe, metcfye burefy bie 3¥ittet~unfte einer
©efyue unb be$ einen ber abgefcfynittenen 83ogen geljt, fteljt
auf ber ©eljne fentrecht, geljt burefy ba$ ~“reUcentrum unb
fyatbiert ben anbern Séogen.

— Denn faBt man ron C auf AB eine ©entrechte, fo gefyt
biefe burct> D unb E, mnterfcyeibet fid) atfo nicfyt oon ber gegebenen
©raben DE, ba fie mit ifyr jmei finfte, D unb E, gemein fyat;
mithin gefjt fie aud) burd) E'.

Ael| rfa % VI.

Diejenige ©eljne, metcfye bie betben oon einer jmeiten
©efyne abgefc/nittenen Oogen halbiert, ift ein Durcfymeffer,
halbiert bie anbere ©eljne unb fteljt auf Ujr fentredjt.

— Denn jieljt man burd) ben JpatbierungSpunft E be$ ©ogenS
AEB ben Durcfymeffer, fo tyat biefer mit ber gegebenen ©Cetjne EE'
aulRer E neefy 8. 1V axfy ben Munft E' gemein, roeSljatb er mit ifjr
jufammenfant.

§e 103.
Ccnrrfdb 1.i)

(Sin $rei« unb eine ©rabe fyaben f)od)ften$ jtnei funfte
mit einanber gemein. — 3eber ~rei« ift eine frumme 8inie.1

1) Diefer Sebrfafc mirbe in 8 49 @ . Il) fdjon einmal auf anbere &Reife be«
miefen. (Sr ift tyier bauptfacbiich besljmlb mieberbolt, um ifyn bem in 8 104 folgenben
Sebrfafc | auf ftdjtbare Sfeife gegentberjuftetten.
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Hrf. A, B unb C finb brei »erfcfyiebene
funfte eine« Greifex um O.
elj. £)ie brei funfte A, B, C liegen
nicfyt in einer einigen ©raben.
3Pem. 3 ~ man bie Seinen AB, BC
unb bie Labien OA, OB, OC, fo ift, meil
bie jDreiccfe AOB unb BOC tber AB unb
BC gleicfyfcfyerAig finb:
Z OBC< A, ... 8 47,3. 111,
mithin:
Z ABC< 2a.; .covvnennnnn. §. 20, VI
jo baj? bie $inie ABC Feine grabe fein Fanu.

& 104.
Ctlirfa| I.

E)urcf> je brei funfte, roeldje nicfyt in einer ©raben
liegen, lafjt ficfy ein AreiS legen.
33rf. @3 finb brei finfte
A, B, C gegeben, medfye nidjt in
einer einigen O©raben liegen.
33elj. ®urd) bie brei flnfte
A, B, C lakt fid> ein $rei« legen.
3Yem. 371 man bie ©raben
CA unb CB, fo bilben fie nad) ber
33rf. einen Z ACB, melier meber
null nod) geftredt ift. (Srrid)tet man
bann auf BC in iljrer Uftitte D, unb auf AC in ifjrer Uldtte JE fe eine
Centrechte, fo fd)neiben fid> biefe nad) §. 84, 3- IV in einem funfte O;
unb nad? 8. 30, 3- Il Ift. wenn man nocfy bie ©raben OA, OB, OC
jiefyt, in ben £)reieden AOC unb BOC:
OA = 0OC, OB= OC.
27%th)in geljt ber um O mit bem "abiué OA gejogene $rei« acfy
burdj B unb C.

£>urdj je brei funfte Ilafjt fid) entmeber eine ©rabe
ober ein $rei« legen.



i"Hjrfitfe II.
©urcfy brei funfte, iretcf>e nid;t in einer (traben liegen,

lafft fid; nur ein AreiS tegen. — 511le Greife, uwletd>e brei
finfte gemein f;aben, beden fid; UoUfténbig.
33rf. Jjaben mehrere Steife bie brei funfte A, B, C gemein.

23¢ef,. Oiefe Greife becfen fid; boftfténbig.

53e>. ©a AC unb BC gereinfcfyaftticfye ©ef;nen biefer Greife finb,
fo liegen i*re Zentren nad; §. 102, 8. Il fammttid; in berjenigen ©rabeu,
Ueldie auf AC in il;rem Oftittelpunfte E fenfrecfyt fteljt, unb aud; fammt*
lid; in berjenigen ©rabeu, meiere auf BC in ifjrem Sftittelpunfte D fenf=
recfd fteljt. 9luu f;abeu aber jmei mfcpiebene ©rabeu nie meljr als einen
MNunft gemein: folglid; liegen bie SreiScentren fommtlid; in einem ein*
jigen funfte O. ©ann paben bie Greife ferner, weil fie fammtlid; bitrd;
A gefjen, gleite Oiabien == OA. gctglid; beden fie fid; bollftanbig.
(& 37,3-1)

3 ufnbc.

l. 3e sVDei berfd;iebeue Greife fbnnen I[;6d;ftenS jtnei
finfte gemein l;aben.

II. ©ie brei ©rabeu, meld;e einzeln auf ben ©eiten
eine« ©Oreieds in bereu 3)iitten fentrecht fteljen, fdjneiben
fid; in einem einzigen 33unft, welker Gon ben (Sden gteid;
meit entfernt ift.

— ©enn bie brei Ceiten finb bie ©efynen eines einigen Steifes.®

IIl. ©ie brei Jpofyeu eines ©Oreieds fdjneiben fid; in
einem 33unft.

1) 2er idemeis lakt fid, auch ebne ©inmifchung beS AreifeS auf einfache 2Beife

fihren. $enn jiebt man burd; bie 9Jlitten
1) unb E bie ©rabeu DO 1 BC,
EO ] AC, fo ift, mie beim SBenwife
toon * I: OA = OC = OB.
ift A AOB Uber AB gleicbfchenflig, fo
beft bie auf AB in ihrer Uftitte F er*
richtete Centrechte ebenfalls burd; O hin*
burdngeht (8. 42, 3- HI).

SBcipijjfi), OUmentc fai Ulattjorratif.



— Denn jieljt man bnrdj

mX  bie @len bes A ABC bie "aral*
leten ju bcn ©eiten, fo entfielt ein
nened /~NAB'C', beffen Ceiten in

A, B unb C fyalbiert finb nnb auf
benen bie iptfyen beS erfteren in

A, B unb C fenfrecfit fielen, neit

fie [entrecht p ifyren parallelen finb.

Auffirtbrn.

l. einen Areis 5!t conftruiren, melier burd) brei ge*
gebene flunfte ljiuburcfygeljt.
— SlnaltyfiS unb Determination finb in ben obigen ©&"en ent*
galten.
Il. DaS Zentrum eines gegebenen AreifeS ju finbeu.
Ill. einen gegebenen Kreisbogen ju einem ganjen Greife
511 oeroollftanbigen.

§. 105.
Br l.

3u congvuenten Greifen fteljt bev grofRere Bentrimiufct
auf bem groReren 33ogen.

3Brf. 3n ben congrueuteu Greifen um C unb C' finb bie AreiS*
auéfdjnitte ACB unb A'C'B' gegeben, bei melden AB )> AB"' ift.

RBel. es ift / ACB> / A'C'B'.

Bem. ©dpeibet mau auf bem 33ogen AB einen 33ogeu ABX= AB'
ab, fo fallt Bx uad) ber 33f. jmfcfyen A unb B, alfo ber DlabiuS CBX
in baS 30iufe(felb ACB, unb es mirb / ACBX= /_ AC'B' (8 38),
mithin Z ACB > / A'C'B' (& 17, D. IlI).
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£tyrfat Il.
Sn congruenten Greifen liegt ber groRere 93ogen im
gelbe bes gréReren Gientriminfels.

Brf. Sn ben congruenten Greifen um C nnb C' finb bie KreiéauS*
fchnitte ACB nnb AC'B" gegeben, in melden ,/ACB”> / A CB"ift.

93eb. 93on ben 93ogen biefer KreiSauSfcfmitte ift AB ~> AB'.

93em. Sm Selbe beg Rentrinrinleté ACB 'ann man nad; ber 93rf.
einen fttabiuS CBy fo sieben, baR / ACB{— /_AC’'B' mirb. £)a
bann ber 93ogen AB{= AB' mirb (8 43), fo ift AB >> AB".

3nfit%
Sn jebent einzelnen Greife ftebt ber grdRBere Rentri*
roinfel anf bem gréBeren 93ogcn, nnb umgefebrt. — Sn febern

Greife nehmen bie 93ogen nnb bie Bentriminfel Uber ihnen
jugleich ju nnb ab.
— £)enn tegt man bie oben betrachteten congruenten Greife mit
ben Zentren jufammen, fo bitben fie, mie man fie auch um biefe breben
mag, einen einzigen Kreis (8. 37, 1.

§. 106.
EUfittition.

Sebe gigur, melche oon einer ©ebne unb einem bie*

felbe Uberfbannenben Kreisbogen gebitbet mirb, bRifet ein
ArciSabfcbnitt.

vrhrfntr.

Sn KreiSabfdritten congrnenter Kreife finb bie ©ebnen
unb bie 93ogen in Ubereinftimmenbein ©inne gleich unb
ungleich, menn bie Selber ber Kreisabfchnitte bie Zentren
nicht in fid) enthalten.

93em.!) Sn ben congruenten Kreifen um C unb C' feien ABA nnb
A B'A Kreisdbfchnitte, beren gelber bie Zentren C unb C' nicht in fid)

D £a in bem Sebrfa® diev toon einanber toerfdtebeite @alje jufammcengejogen
finb, fo bat man toier cerfchiebere SorauSfefjnngen mit toior toerfdidoeren iGebanp«
tnngen.
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enthalten, aietjt man bie Fakten CA, CB, C'A, C'B', fo entfielen
megen ber ®teid;l)eit berfetben jmei 'Sretecfe ACB imb A'C'B’, metde
in ben ron C unb C' auSgefyenben ©eitenpaareu Ubereinftimmen, unb
beten SBinfet bet C unb C' (Sentrittnufet auf ben Sogen AB unb A'B’
ber gegebenen Aretéabfcfynitte finb.*)

~un finb aber uad) §.106 biefe Gfentriminfel mit biefen Sogen in
Ubereiuftimmenbem ©inne ungleich ober auxfy gleich, unb nach §. 59 4)
finb fie e« gteicatio mit ben ©eiten AB unb A'B' ber ®reiede ACB
unb AB'C'. iafyer gibt unfet Cafe.

] Mrat.

Sn jebem Greife neunten ©effne unb Sogen eine« $rei$*
auSfd)uitt«, in beffen “etbe ba« Zentrum nicht liegt, ju=
gleid; ju unb ab.

8. 107.
ey rte .

Sn jebent Greife finb atte ©ebnen, metd;e einen gleichen
bftaub ooiu Zentrum b;aben, gleid;.

Stf. Sn einem Greife f,at man jmei
©ebnen AB unb A'B' in ben Slbftanben
CD unb CD' oom Zentrum C, unb e« ift
CD = CD.

Sef>. it AB = A'B'.

Sem. 3iebt ntan bie Labien CA unb
CA, foiftA CAD= A CAD'... [Ssw);
mitbin:

1) Sage C'sttiifdfen <Setre unb Sogen, fo ti'lrbe bov auf biefem ftchenbe Seutri=
jointet nic/t SBinfet bev fraglichen 2)reiecfe fein.
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AD = AD',
2 AD= 2 AD', AB = .. .8 20, XI it § 102, 8. 1.

i1t fal Il.

3n febern Greife Ratten alle gleiten ©eignen dfeicfye
Sibftanbe bom Gientrum.

93rf. 3n einem Greife at man jmet ©eignen AB unb A'B' in
ben 2Ibftanben CD unb CD' Dom Zentrum C, unb e« ift AB = AB'.

®e&. (« ift CD= CD".

33em. bet 93rf. unb & 20, X 111 ift:
\AB = \AB', AD = 102, 8. 1.
3iel)t man nod) bie Labien CA unb CA, fo ift mithin:
A CAD = A CAD'......... [Ssw)
atfo : CD = CD.
§. 108.
i‘ci)trnt i.

'Oiejenigen ©eilten eine« Greife«, tnelcfye feine Durd”
meffer finb, finb ffeiner af« ein fofcfyer, unb jmat befto
Heiner, je toeiter fie bom Zentrum entfernt liegen.

SSrf. Die G©eignen AB unb A'B’
eine« Greife« um ba« Gientrum C Ifabcn non a
biefem bie 2lbftanbe CD unb CD', bon
mefd;en CD > CD' ift.

Bel). Fejeickret man burd> d bie
Sange be« $reicbuvd)meffer«, fo ift

AB < AB'< d

Sem. 37* man bie Labien CA,
CB, CA, CB' fo fofgt au« ben $)rei*
eden ACB wunb A'CB' junadjft oljne
Seitere«:
AB<CA+CB=d, AB<CA'A-CB'=d ..8.50,8.1u.8.35,3. Il.

ferner finb in ben bei D unb D' red;tnnuffigen £)reiedeu CAD
unb CAD' bie ~ypotenufen geid> (cck Labien: CA = CA), tldjtenb
Aatrete CD > CD' ift (n. b. 33rf.). 2lifo ift:

AD < AD', ...l §.60,
2 AD< 2A'D".ciiniil. §.20, XII.

Mion: AB < AB' ...l 8. 102, 8. .
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t'cljr frer 1.

3n einem Greife liegt jebe Heinere ©efyne meiter com
Zentrum entfernt af« bie groBere; unb jebe ©efyne, loefdje
ginem Durdjmeffer gfeicfy ift, ift fel6ft ein Durd”meffer.

3rf. 'Die Gefynen AB nnb AB' eine« Greife« um ba« Zentrum
C fjaben hon biefem bie Sibftinbe CD unb CD"; nnb e« ift AB < A'B".

ef, &b ift CD >> CD'; ferner muB CD' = 0 fein, meint
AB' —d fein foff, unb d bie Sauge eine« Durcfymeffer« bebeutet.

33em. 2fuc ber 33rf. folgt: {AB < {AB", b.i. naf> § 102, 8. I:
AD < A'D'. Miefjt ntan lum bie diabien CA unb CA, fo ergiebt
fid) bemnacfy au« beit red)tiuinffigen Dreieden CAD unh CA'D', hafi
CZ>> CD'ift (8 60).

Riefyt man nod) ben ftfabiu« CB', fo erfiefyt mau au« 8. 50, 8. I,
bafi A'CB" fein Dreied fein fann, wenn AB'=d = CA + CB'
fein fort, fonbern bann CD'= 0 fein mufj.

§. 109.

adiolit.
otad? bem Oefytf® | be« horigen §. mirb ba« ©efynenftid einer
©ecante, m nn man fie botn $rei«ceutrum ent=
fernt, immer ffeiner, m. a. 3B.: ifjre ©djmitt»
pitnfte mit bem feftfiegenbeu Greife riiden immer
uafjer an einanber. ©obafb ber Slbftanb ber
©raben bom Zentrum bem 9tabiu« gfeicfy totrb,
fyat fie nad> 8. 49, $. 111 mit bem Greife nur
nodj einen flunft gemein, nefymkfy ben (Sub-
punft be« 9?abiu«, melier jugfeid) auf ifyr

fenfred)t ftet.

Wittan tamt fragen, ob bie« bieffeicfyt eine
©renjfage ift, in mefd;e eine bemegficfye ©ecante
and) bloR baburd) gebracht mirb, bafi man ifjr

©efynenftid alfmafyfid? in jenen einigen ~unft aufatnmenfcfyrumpfen féfjt.
Ober genauer gcfprod)en: 2Berben bie ©ntfernnngeii bepimmter finfte
biefer ©raben bon einer bemegfid)en ©ecante bief(eid;t bfofi babnrcf> un*
enblid) ffein,) bafi man ba« ©efjuenftid ber teueren bei bem in ebe
ftefjenben $rei«punft nnenbfid) ffein nimmt?

Die 33eantmortung biefer ~rage ift fur bie (tfrfennung ber Rigem

1) b. b Meirer ats eine beliebig Mein gegebene unmPevénberlicfe @tiecle.  93ergt.
ANrithmetif § 34.
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fd)aften bc« Greife« Don weittragenber Soebeutung. ©ic fallt, wie bie
analoge grage bet Dielen anbevn Eurbenl) (frummen Linien), bejaljenb
an« (8 111). — E« giebt aber and; fowoljl fold;e frumme Sinien, bei
iDe(d;en bie ©ecante bitrd; einen Eurbenpunft beim 3 ufammenfd;rimibfeu
tl;re« ©eljnenftiids Derfbfyiebenen (Srenjlagen gendhert werben fann, al«
and; focfe, bet welchen eine ©renjlage Uberhaupt nid;t e$iftirt.

§ 110.
0 cfinl1lli Oitett.

l. bewegt fiel; eine (adrabe fo, baf$ bie Entfernungen
jweier beftimmten finfte einer feften O©rabett Don il;r
fdjlieffitd; tleiner werben unb bann Heiner bleiben al« eine
beliebig Hein gewd&hlte, uuDerédnberltd;e Otreefe, fo ljcifjt
bie fefte ®rabe bie ©rcnjlage ber bewegten.

. Unter ber Xangcntc2) ober ber 23mij;renben einer Sittic
in einem ~unft ber te~teren berfteljt mau bie ($renjlage
einer itttt Ujn brel;barett ©ecante, bereit ©eljnenftid' all*
mafylid; Heiner gemad;t wirb al« eine beliebig Hein ge*
wahlte, unDeranberiicke ©trede.

I1l. ®er iBunft, in welchen bie ©ecante jufammen*
fkrumpft, Lei™t ber 23eilf;rung«bunft.

IV. S3eim Greife ljeifjt ber 9labiu«, Weld;er nad; bent $e*
rifyruug«buufte fO£;rt, 23crifjrung«rabtu«.

V. 3b>ei SRtttlel, bereu ©itinnte einen 9%ed;ten betragt,
ljeifjeu (5omf.ilcmentcd Don einanber.
3 itfu%bt.

I. 3ebe (Srabe ift in
fcbem ~Munft if;re eigene
Tangente.

Il. Eine Tangente
einer frummen Viuie
fann jugleid; ©ecante
fein, aud; im ideritf;*
rungSpunft burd; bie
frumme Vtnie ljinblrd)*
gefeit.

I11. (Eomblemente gleid; er SBtnfel fittb gleid;.

1) curvus, frumnt. 2) tangére, beriibmt.
3) complére, anfiitten, DoUmac(eR — S$evgt. & 23.
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§ HI
I

£)er $rei« ”"at in jebem fiinfte eine Tangente; unfc
awar ift e8 biefenige ©rabe, welche in bem fraglichen
3Bunlte auf bem 9fabiu« fenfred)t ftelft

Brf. (& ift ein ~rei® um C, unb
in einem beliebigen funfte A beffeiben
auf bem 9iabtu$ CA bie Senfrechte AB
gegeben.

Seif. AB ift eine Tangente re«
Greife« im funfte A.

Bew. Nefft man um A einen
$rei« mit beliebig fleinem iabiu«, fo wirr
ber $rei« um C in jwei funften g=
fdfnitten (8. 51, 3. Il), unb ber (Straff!
AD, melier burch ben einen Sdfuittpunft
D hinburchgefft, wirb eine Secante, bereu
Setfnenftid AD beliebig fleiu ift. $al(t
man bann CEFAD, fowirb AE=\AD

(8. 102, 3. 1), mithin ebenfall« beliebig flein. iSnblich mad;e man auf
AB bie Strecfe AF = AC unb fille FG 1 AD.
otun ift / FAG — / ACE, weil fie beibe (Somplemente be«

/ CAE finb, ferner /|  AGF = CEA al« Rechte, unb AF = CA
nach bw Ronftr.; mithin:
A AFG = A CAE, FG = AE ... [wes] unb § 59.

3Beil baher FG ungleich mit AE unb AD beliebig Kein wirb, fo
ift AB bie ©renjlage ber Secante AG (8. 110, 3). I), wenn man beren
Selfnenftud AD fo abnehmen 1a8t, ba e« Keiner al« eine beliebig Kein
gewadhlte unberanberliche Streife wirb; m. a. 3B.: AB ift eine Tangente
im funfte A. (8 110, 3). Il.)

fdjrfnh 11,

Grifft eine ®rabe einen $rei« fo, raff ber nach £fiem
frefff>unft gezogene 9iabiu« nidft auf i~r fentrebht fteht,
fo hoét fie nodf einen ~weiten 33unft mit bem Greife gemein.

Brf. 3)urch ben 3Bunft A be« Greife« um C geht eine ®rabe AB,
welche nicht auf bem 9tabiu« CA fenfredft fleht.

33eh. AB hat mit bem Greife nod) einen “weiten ~unft gemein.
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Sem. ®a CA nad? ber Srf. nicfyt
fenfredjt auf AB ftefyt, fo giebt eg eine
bon CA berfdjiebene ©entrechte CD $u
AB (8 24, ¢.). Serboftpelt matt ferner
bie ©trede AD lber D fyinaug unb jiefyt
nad? beut fyierburd? gewonnenen ~unft A'
bte ($rabe CA', fo ift

A CDA' = A CDA ... («aw),
mithin: CA' — CA, b. I).: A" ift ein
eiter ©djmittpuntt beg Greife« mit AB.

3nfall

l. £)er A'reté frat in febettt ~itnft nur eine Tangente,
(ncljntlicfy biefenige, welche auf betn 33eritfyrunggrabiug
fenfrecfyt ftefyt).

— jDenn ba fee attbere burd; ben ~unft beg AreifeS ~tnburc™™
gefyenbe ®rabe bett Hreid nod; einntat fcfyneibet, ein britter ©dmittpunft
aber Uberlauf?! nid)t mogtid? ift (8. 49, 3- ), fa fonnen bei einer
folgen ©rabett nid)t jtoei ©djmittyunfte in einen einzigen jufammen®
gefallen fein.

. 3ebe $reigtangente liegt ganj att“er™alb beg $reig*
fetb eé.

— Sergt. 8. 49, 3 .1I.

& 112.
Definition.

Unter einem 2lbfd)nittéminfel berftefjt man einen fotzen,
beffen ©feitet in ber Kreislinie liegt, unb bon beffett
©djenfeln ber eine eine ©eljne, ber anbere aber eine £an*
gente berfetben ift.

£)er 2lbfcbuittgminfel figjit auf bem Sogen, fd)lie§t einen
Sogen ein, welcher in feinem Selbe jwifdjen feinen ©d)enfeln
liegt,) bon beut einen ©d;enfel big jum anbern reicht.

I”eljr fafe.

Seber Slbfcfynittgwinfel ift gteid; berJpalfte begfenigett
(Sentriwinfelg, welcher mit ifym benfeiben Sogen einfd)lief?t.

1) SBetgl. bte Stnmerfung ju 8§ 38.



122

Sem. ($efyen bom ~unfe A be« Greife« um O eine @ef)ne AB
unb eine Tangente AC fo au«, baft bev
2lbfd)nitt«miufe( BAC fpifc ift, fo ift
ber Sentriminfel AOB, metdjer mit bem
2Ibfd)nitt«minfel BA C benfetben Sogen
A XB einfcfyligjit, concab unb £>reiecke
minlet im gteidjfcfyenftigen A AOB.
$akt man nun OB L AB, fo ift
| AOD= ~/.AOB... (830,3.1).
9un ift aber im A AOD, weit
/|_ D = jz ift, ber /_ AOD (fom>
pterent bom /_ OAD (. 76); unb

ferner ift ber / BAC Gombtement bom / OAD (§.111, 3-1)-
SZittjin ift:

/ BAC= /_AOD=\/_AOB 110, 3 . .
hiermit ift ber ©afe fur einen fpifeen 2Ibfd)nitt«minfet bemiefen.

£)er ftnmpfe 2tbfd)nitt«minfel B A C, me(d)er ~ebemoinfet be« fpi~en

BAC\\\, ftetjit auf bem Sogen AY B, unb auf bemfetben Sogen fteljt ber
ooncejre Gentriminfet AOB.  Sejeicfynen mir biefen conbejen Gentrimiufet
mit y, méfyrenb ber concace X “eie, fo ift
X-l-y= 2G,
méfyrenb
/ BAC+ /| BAC = G, ¢/_BAC+'l/_BAC=*LS>
ift.  awithin muf? megen ber foeben bemiefenen ©teid)ung
x= 21/_BAC
ber conce™e Gentriminfet y—2< _BAC
fein.
SBare faygsit)) / BAC = a, atfo bie Cefyne AB ein 'Durfy*
meffer, fo ginge
/_AOB= G = 2jQ
Terror, fo baf? unfer ©afc auf> in biefem bisher nod) nid)t ertebigten ftatt
richtig bleibt.

3eber 2lbfd)nittéminfet ift gteid; ber f)atfte beé Gentri*
minlet« auf einem congruenten Sogen.



123

§. 113.
0 rfitt 1 liott.

Unter einem fRertyfKttCttunfcll) oerftefjt man einen folgen,
beffen ©Reitel auf bem Greife liegt, unb beffen ©d)enfel
©efynen finb.

fcljr fal.
3eber "Reripljerieminfel ift gleich ber £)alfte begjenigen
SentriminfeU, melier mit ifym benfelben 93o0gen einfcfyliefjt.
93rf. 3m Greife um C ift Z APB
irgenb ein ~eripfyeriettnnfel, unb /_ACB
ber Sentriwinfet auf bemfelben 93o0gen
AXB.
93 etj.  (Sé ift
z APB = |1z ACB.
93 em. 9Jlan siefje ben 9iabiu8 CP
unb lege burd) P bie Tangente QPR
an ben $rei$. — £)er ~untt Q ift fo
gemailt, bajj bei* 93ogen AY P, auf
meinem ber 51bfd)nitt8nnnlel AP Q ftefyt,
fid) mit bem 93ogen AX B Z P ju einem
ganjen Greife erganzt.
diejenigen (Sentriminfel, welche auf ben 93ogen AXB, AYP, BZP

ftefjen, teollen mir bejieljungétoeife burd; X, Y, Z bejeidjmen. daun ift:

Z QPA + Z APB + ZBPRZ= G oo §.39, 3.11,
—1y4- x 4- 2).. 839,3 Vi,
— \y 4-\Xx4-

unb ferner:

IQ PA 4- / _BPR=\y + lz; . §. 112, 8.,

mithin:

z APB = \ x 20, VII.
Otfftl 1.

I. 511 e ~eri” erietoinfel auf bemfelben ober auf con*
gruenten 93o0gen finb gleid;.
1. Slbfcfynittéminfel unb ~eripfyerieminfei auf bem*

felben 93o0gen finb gleid).

1) 7repupépeta, bie AreiSlittie.
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II. 3m uniberfd)tagenen ©ebnen»
biered finb bie (Segenwinfet paar»
weife ©upptemente bon einanber. —
3n t"in finb bte ©ummen bev ®egen»
Win fet gteid;.

— Denn bte jugehdrigen (Sentriwinfet
erganzen fid) paarweife ju jwei ®e*
ftredten.

V. 3eber "eripheriewinfef auf einem £)atbfrei$ (lber
einem Durd)nteffer) ift ein Deuter.
— Denn ber jugefydrige (Sentriwinfel ift ein ©eftredter.

anolir.
®eht man auf ben begriff ber Dangente unb be$ 2lbfchnitt$winfeté
jttritd, fo erfennt man, baft bie | unb H burdjaus nichts 23er*

fcpiebeneg auéfagett; benn ber Slb»
fchnittswinfel ABB' ift eben fo*
wotjt ein “eripbeviewinfet, wie
ber Z APB, nur baf$ baé ©ebnen»
ftid be8 einen ©d)enfcté in einen
Auntt dufammenfd;rumpft, unb fo»
mit bie ©ecante PB jur Dangente
BB' geworben ift. — finbet
im Moment biefeS Vorganges feine
23eranberung in ber @rofte beé
2Binfete ftatt, weit bie ©ecante
PB fiep nach §.111 bei ber 2In»
naperung bon P an B allmahlich
ber Dangente BB' anfchmiegt.
2luch nach bem Durchgénge beé auf bem Greife berfrf>0benen flinftes
P burcp bett Munft B 1?at fid) ber SBinfet, welcher bon ben Dichtungen
PA unb PB gebUbet wirb, nicht gednbert. Denn biefer urspriinglich
APB genannte 2Rinfel ift baburd; in eine Vage APXB{ getaugt, bei
welcher ber ©chenfet PiBy in einem fiinfte B fenfeit« beé ©d;eitelpunfte
gleitet; unb ed ift / APX{ = /_ APB, weit beibe Supplemente
beS ZBinéeté AP”B finb: ber eine nach 3uf- HI, ber anbere nach
§. 39, a. Il
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§. 114.
ftV)tfa%

@tes$t ein SOiufel, metdjer fein ~eripljeriennnfel ift,
mit einem fotd;en auf bemfetben Sogen, fo ift er grofjer
ober fleiner als jener, je nacfybem fein ©feitet innerhalb
ober auBerhalb beS KreiSfetbeS liegt.

Brf. Stuf einem Kreisbogen
QR fteljen brei SBinfel QPR, QJR
unb QAR, bereu Ccfyeitel P in ber
Kreislinie, J innerhalb unb A aufjer*
ljatb beS KreiSfetbeS liegen.

Selj. (&5 ift
Z QIR> /7 QPR > Z QAR.

Sem. 93%n verlangere bie©rabe
Q1 Uber J hinaus, bis ber Kreis in
einem funfte P' gefdritten toirb,
unb jielje bie ©eljne PR . £)annift:

z QIR> z QPiz= Z QpE
§ 47 U. § 113, 3. I.

2egt man ferner burdj bie brei
funfte Q, R, A einen Kreis — ma$S
angelt, »eit fie nid?t in einer (Sraben
liegen — fo fallt P in baS gelb beS
teueren, »eit biefeS ben ganzen Sogen
QR in fid) enthalt. Sftitljin folgt
burd; Slnmenbuug beS foeben Semiefenen auf ben ipllfSfreiS:

z QPR > z QAR.

J nfftet.

I Setoegt man einen unoerédnberlid)en 3Biufel in ber
$3eife, bafj jeber oon feinen ©djenfeln in einem feften
funfte gefuhrt mirb> fo befdjreibt ber ©dieitel einen Kreis.

— £)enn nad) bem foeben bemiefenen ©afc mirb ber Soinfel groRer
ober fteiner, fobalb fein Ccfyeitel aus ber Kreisbahn ljerauStritt.
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. £>er geometrifd)e Ort
bvlllen 6den aller S)reiede,
iretdye eine ©Oeite gemein nnb
bereit ©egentointet gleid) grof}
l)aben, ift ber Sogen eine« ftrei«*
abfd;nitt«, jit toeld)em jene Oeite
at« ©efyne gehort.

. Um lebe« Siered (burd)
©den jebed Siered«), in meid) ent Sttei
©egentoiitfel ©upplemente oon ein*
anbei* finb, l1aRt fiein Arei« be=

reiflen.

— £>enu legt man, toentt
Z5+/D=¢G
gegeben ift, einen $rei« burd; brei ©den
A ,B,C nnb conftruirt ein ©eRneuoiered
ABCD', foiftaxchZ B+ Z & = G
(8. 113, 3 . HI), mithin /_D = / D'. f£aler liegt D ttad) bem
obigen f£et)rfaf auf bem $reicbogen ABC.

§. 115.*
Fel)rfitl .

©dineiben fid) jtoei Greife, oon benen ber eine fein
©entrurn auf bem anbern l)at, fo ift bie ©ntfernung eine«
feben fiinftes be« legieren oon bem einen @d)nittpunft fo
grol3, loie ba« stoifd)en beiben Greifen liegenbe ©tid ber
©raben, toeld)e oon il)m au« burd) beu jtoeiteu ©d)nitt*
punft gejogen ift.

2rf.  $)ie beiben Greife um C unb um O, oon betten ber erftere
fein ©entrurn C auf bem jtoeiten fyat, fd)neiben fid; in A unb B. 23on
A au« ift eine ©rabe gezogen, todldbe fid) mit bem Greife um 0 in P
unb mit bem Greife um C in Q fcbneibet, unb frfilieBlid; bie ©trede PB.

Sei). © ift PQ = PB.

Seto. ©« finb — ooraugefe|3t, baR nic™t jtoei oon ben finften
A, P, Q jufatnntenfallen — brei $atle Inoglid;:

ber

bie
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I. P liegt &ttnfcfyen A unb Q.
9Jau jte'e CA, CB, BQ, (Dann ift
int Greife um O :

/| ACB—/APB, . .8 113, 3.1,

imb im Greife um C\

/ ACB= 2-/AQB; §.113,8.

mithin:

/ APB= 21/AQB,

unb fcfyGefjid) beim A PQB naecfy

§. 76, 3.:

/IPBQ=/APB—/AQB=/AQB,
PQ —PB .. .8 59.

. Q liegt jtoifcben A unb P.
9)%an gefie CA, CB, BQ. £)anu ift
im Greife um O:

/. ACB-b/APB—G,S§&. 113, 3. Il
unb im Greife um C, menu man unter
Z ACB benfetben concaoen Soinfel, mie
notier, oerftebt:
26 - /ACB = 2-/AQB;§.113,8.
mithin burcb (Summation:
2 G+/APB = G+ 2-/AQB,
G—/AQB= zZ AQB—/ APB,
/PQB = /PBQ ... §.76,3.
PB=PQ ......... §59.1

II. A liegt jmifcfyen P unb Q.
&ftan giebe CA, CB, BQ. Dann ift
im Greife um O, inberm man unter
Z ACB ben concacen 2inlet oerftebt:
/IACB-C/APB"G, §.113,3.111
unb im Greife um C:

/ACB —2-/AQB ..8. 113,8.
alfo burd> Subftitution be3 (enteren
2BRertbe$:

2-/1AQB+ /APB=G,

alfo:

2 /AQB = G—/APB,
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baljer, menn man baS A CAB ins Sluge fafft:

21/ PQB —/ PQB + Z.PBQ ...5. 76,
/| PQB= / PBQ cooieeeeeeerannn. §.20, VII,
PB = PQ oo, §.59.

Satten fd)tiefflid) jmei non ben finften A, P, Q jufammen, fo
merben bie ©afcc non ben “ertyfferieminfetn burcfy biejenigen non ben
2lbfd;nittsn)infetn erfefct.

§. 116.
31MF Qahtu.

. Stuf einer gegebenen ©raben in einem gegebenen
iBunft bie ©entrechte ju errieten.

Sinai. Ctetyt AY £ AX, fo
muff ber rechte /_ X A'Y burd? ipinju*
fligung irgenb eines burcfy A fytnburd”
geljeubeu Greifes ein “eripfferieminfel
auf einem ipalbfreife merben (8. 113,
3- IV u. § 114, 3- 1)/ u»enn man
baS Zentrum C nur nicfyt in A X ober
A'Y annimmt. ©er©cfynittyuuftz> beS
Greifes mit A X beftimmt ben ©urdj*
meffer DCB, auf meinem ber redete
~erip™erteminfel DAB  ftefyt.

Il. 23on einem gegebenen ~unft aus auf eine gegebene
©rabe bie ©enfred/te ju falten.

IIl. ©inen $reis ju conftruiren, melcfyer eine gegebene
©rabe in einem gegebenen ~unft beriuhrt unb eine oon
biefetn auSgetjenbe gegebene ©trede jur ©efyne l)at.

Sinai. 3ft AC bie ©angente unb
AB bie ©efyne beS gefuchten treifeS, fo
liegt bas Zentrum O einerfeits fenfrecfyt
Uber bem funfte A oon AC (8. 111,3-1),
anbrerfeits fenlredd Uber ber Sftite M
oon AB (& 102, 8. II). ©a hie beibeu
©entrechten conftruirbar finb, fo fann
man mithin baS Zentrum O unb ben
fftabius OA finben.
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V. (Sinen $reis ju seidenen, welcher Uber einer gege*
benen ©elfne einen gegebenen Meripfyerieminfel fajjt.

f

Sinai. 3ft AB hie gegebene ©elfne
unb /_ APB ter gegebene “eripfjeriewinfet,
jo ift ber SlbfctynittSminfel BACtzm lederen
gleich (8. 113, 3- H)= £>a man nun bie
(Srabe AC unter bem »erlangten Soinfel an
AB fyeranlegen fann (8. 65), fo fommt bie
Aufgabe auf bie »orige jurid.

V. (Sin 3i>reiecf ju conftruiren, fir welches ein SBinfel,
beffen (Segenfeite unb bie auf ber lefcteren ftelfenbe Jpdlfe
gegeben finb.

Sinai. 9lad) Il ift Uber ber ge*
gebeuen Ceite AB até Cefyne ber $reis
conftruirbar, welcher ben »erlangten
SBinfel ACB als “ert"eriettinfel fdfjt,
fo baff biefer eine Ort beS flunftes C
gefunben werben fann. SlnbrerfeitS ift
bie im Slbftanbe CD »on AB tiegenbe
parallele ju Ali ebenfalls conftruirbar.
ottitl)in ift bie (Sde C als IDurcfyfcfynitt
Jweier conftruirbarer Linien beftimmt.

VI. *(Sinf)reied ju conftruiren, fir meines eine ©eite,

beren (Segenminfel unb bie [® ™ ™\n~} ber &eifceu anberen

©eiten gegeben ift.
— Slnaltyfis burcfy SJejugnafyme auf Slufg. 111 unb §. 115.

§. 117.
Redtfal I.
SSon febem ~unft auRerhalb eines AreifeS unb feines
AreiSfelbeS giebt eS $wei Tangenten an ben $reiS. 3lfre
SBorpifcfp, 61fmmente Per SDJat"crrelif. 9
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Sangen bis $u ben SOerifyrungSpunften finb gleid?, unc
iljr 26tnfet wirb burcfy bie nacfy bent Zentrum filljrenbe
©rabe halbiert.
5rf. @S ift ein ~“reis um
bas Zentrum C, unb auRerhalb
beS Greifes unb beS AreiSfelbeS
ein ~unft P gegeben.
$efj. 2ot P aus taffen
fidy an ben $reis jmei gleich lange
Tangenten legen, bereit 26infel
burcfy bie ©rabe P C halbiert wirb.
Pew. (Sonftruirt man ben*
jenigen AreiS, melier PC jum
E)urd)meffer ljat, fo fdjneibet berfeloe ben $reis um C in Weber meljr
nodj weniger als jwei funften B unb B' (8. 51, 8.1l u. 8. 104, 3- 1).
£>ann ift:
Z PBC = z PB'C = 113, 3. 1V,
unb beSfyalb finb bie ©raben PB unb PB', weil CB unb CB’ Labien
beS Greife« um C finb, Tangenten beS lederen (8. 111, 8. I).

ferner ift:
A PCB = A PCB'\ .... [Ssw)t
mithin: PB = PB', Z CPB= Z CPB".
BtVt fitw II.

halbiert man ben SBinfef ber beiben oon einem “unlte
aus an einen AreiS gezogenen Tangenten, fo gefyt bie
Halbierungslinie burd) baS Zentrum.
— ®enn jiefit mau bie ©rabe PC 06om 2luSgangSpunfte ber
Tangenten nadj bem Zentrum, fo halbiert biefe ben £angentenwinfel
BAB'\ unb eine jweite Halbierungslinie beffelben SBinfelS giebt es nid)t.1

1.
3ie”t man oou einem funfte aufterfyalb beS Greifes
unb beS ~reiSfelbeS nacfy bem Greife eine ©Orabe, welche
einer Tangente »on i®m aus an ben AreiS gleich ift, fo ift
biefelbe eine Tangente beS Greifes.

— ®enn ift PB eine Xangente, unb PB' — P B, fo ift recfy
ber erften Slnnafime Z PPC — jz, unb nacfy ber jroeiten A PPC
= Z PPC ... (3); mithin ift aud) Z PPC — atfo PB'
eine Xangente (8. 111, 8. 1).
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£z\)t IT.

Die §atbierung«linie eine« conca&en VSinfel« tft ber
ge ometrifctye Ort ber Zentren alter Greife, welche bie
©chenfel beffetben ju Tangenten ~aben.

Orijoli e.

Bafesiet man ben Aunft P, twn welchem bie beiben Tangenten an

ben $rei« um C au«gehen, bi« er auf biefen fallt, fo gehen jere in bie

beiben Dichtungen ber einen Sangente (ber, welche nach §. (1l bann
nur Uorfyanben ift.

§. 118.
Aufgabe.

Von einem finfte auBerhalb eine« Greife« unb feine«
gelbe« bie beiben Saugenten an benfelben ju sieben.
— Stnaltyfi« burd) §. 117.

§. 119.
tfa%.

(5« giebt einen einzigen ®rei«, welcher alle brei ©eiten
eine« Dreied« jwifchen ben Giden berihrt, unb aufjerbem
brei Greife, oon benen jeber eine ©eite jmifcfyen ben 6den
unb bie beiben anbern in ihren Verlangerungen berihrt.

vrf. G«ifteinA ABC
nebft ben Verlangerungen BB'
unb CC' irgenb jweier Ceiten
AB uub AC gegeben.

Veh- G« giebt einen ein»
jigen $rei«, welcher bie brei
©eiten be« Dreied« ABC $wi»
fd’en ben ©den beriihrt, unb
einen einzigen “rei«, welcher
bie ©eite B C jwifchen ben 6den
unb aulerbem bie Verlange»
rungen BB' unb CC' ber am»
bern ©eiten berthrt.

Vew. Dach § 117, 8.1V liegt ba« Gientrum jebe« Greife«, welcher
bie ©tragen AB unb AC berthrt, auf ber §a(bierung«(inie be« / BAC,
unb ba« Gientrum jebe« Greife«, welcher bie ©tragen BA unb BC berlhrt,

g*



132

auf ber £a(bierung«iinie be« Z ABC. Die beiten genannten Halbierung«*
linien fdjneiben fich in einem fiinfte O be« Dreiecf«felbe«, weil biefe« ber
einzige ben beiben halbierten 2Binfelfeitern BAC unb ABC gemeinfame
Xfyxi ber (Sbene ift, unb jwar al« ®rabe nur in einem fBunft. Daher
ift 0 ba« Zentrum, unb jwar ba« einzig mégliche Zentrum eine« Greife,
welcher bie brei ©eiten AB, AC, BC jugleidj berihrt.

3ieht man ferner aufjer ber fdjwn »orhanbenen Halfnerung«linie AO
be« Z B'AC', auf meiner ba« Zentrum febe« bie Strahlen AB' unb
A C Dbertihrenben Greife« liegt, nod) bie ~>albterung«binie be« /_B'BC,
fo liegt auf biefer nach §. 117, 2. IV ba« Zentrum febe« Greife«, welker
bie ©tragen BB' unb BC beriihrt. Mithin liegt ba« Zentrum eine«
Greifex, welcher CC', BC unb BB"' beriihrt, bort, wo bie beiben $aU
bierung«linien fid) jd'neiben. Da bie lederen ®rabe finb, fo giebt e«
héchften« einen ©chnittpunft, alfo hdo«hften« einen $rei«; unb
einen Ochnittpunft giebt e«, weil

Z CAB+ / CBA < G .... imA ~"BC
AZ CAB + 1z CBA < =,
b.i.: Z OAB+ Z OBA <
alfo: zZ AGB= 2jQ— (Z OAB+ Z OBA)> e ... (8 76

ift, fo bag AO nicht ebenfall« auf BO fenfredjt fteht, wie bie Halbierung«*
linie be« Z B'BC (5. 39, 3- V). 2lufjerbem liegt Ov im gelbe ber
gigur B'BCC', weil unter ben Skchfelwinfeln OXBO unb BOA ber
ledere ber groRere ift (8. 84, 3- VI).

Definitionen.

I derjenige $rei«, welcher bie brei ©eiten eine« Drei*
ecf« jmifdhen ben (Scfen berihrt, h~i~t ber innere Veruhrung«*
frei« ober ber ctngcfchricbene Arei« be« Dreiecf«.

. Derjenige $rei«, welker eine Dreiecf«feite nnb bie
Verlangerungen ber beiben anbern berthrt, hei§t ber an
jene ©eite angefehrtebene Arei« ober ber &ufjere 23cruhrung«frei« be«
Dreiecf« an jener Ceite.

3 nfitlle

l. Die brei H<*f&ierung«linien ber 2Rinfel eine« 'Drei*
ecf« fchneiben fich in einem Vnnft, Neffen 2lbftadnbe oon ben
©eiten gleich finb.

1. Die Halbierung«linien eine« Dreiecf«winfel« unb
ber 2lufjenwinfet an ben beiben anbern (Gden fd;neiben fich



133

in einem ~unft, beffen Slbftdnbe bon ben brei ©eiten
gleich finb.

1. 3ebe$ £)reiecf fjat einen inneren unb brei &aulere
So6erthrungStreife; bie Zentralen ber betriebenen ®rei$*
paare ftefen auf einanber fenfred>t.

— £)enn auBer bem inneren Soerlljrungéfreife um 0 gehdrt noch
ju jeber Ceite ein duBerer um bie Zentren Oi, 02, 03; unb bie
Zentralen finb paartoeife £)atbierungltinien jtoeier Memrinfel, mesljmlb
nach §. 39, 3.Vv: 00t _L 0203, 002 LO ", 003 _LO0tO2.
V. @8 giebt einen einzigen $rei$, welcher eine jmei*
mal gebrochene 6Oiuie in brei funften berihrt.

§ 120.
3litfgabt.

3Me einzelnen ~eriBRrungétreife eine« gegebenen £)rei*
ecE0 ju conftrniren.

Sinai. £)urch § 119 finbet fid; bie Sage jebeS (Zentrums. E£)er
UlabiuS ift nach §. H 1 ber ©entrechten bem Zentrum auf eine £)reied$*
feite gleich-
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§ 121.*
cJrfft1x
X)te brei Jpdljen eine« feben £)reieds fcfyneiben ficfy in
einem “Buntt.

/ AAyBy =

Bef. (&S ift ein A ABC
mit feinen brei Rolfen AAy, BB ir
CCy gegeben.

Belf. £)ie ®raben AAIf
BBy, CCy gelfen burdf einen
iRunft.

33em. 3ielft man bte (traben
AyBit ByCy, CyAXx, jo entfielt
ein A AyByCy.

2Bar nun baS gegebeneA ABC
fpitytinflig (mie in ber erften ftigur),
fo halbieren feine ~6fyen bie SBinfel
be« /S AyByCy, mar es ftumpf*
minflig (mie in ber jmeiten f$igur)~
fo halbieren fie einen SBinfel beS
/\ AyByCy unb bie Slufjenminfet
an ben beiben anbern (Scfen, unb
barauS folgt bie (Slltigfeit ber 33e*
Ifauptung nad> §.1 19,,3.1 oberB-II.

Um jebod? ju bemeifen, baf? in
ber erften gtgur bie 36infel beS
A AyByCy bon ben £)dlfen beS
A ABC in ber £fyat halbiert mer*
ben, bead;te man jundchft, befc bie
Greife mit benf)imbmeffern”IR unb
AC bejielfungSmetfe burd? Ay,By
unb burdf Ay.Cy gelfen, meil bie
30infel an ben guffpunften A If B If
Cy ber §5%en iKedfte finb. £)ann
ift im erftgenannten Greife als
pberietotnfel auf feem 33ogen ABY i
/ ABBy ,

unb im jmeitgenannten Greife ats 'Reriplferieminfel auf bem 33ogen ACy:
Z AAyCy — /_ACCy.



Ohm ift aber
Z ABBi = zZ ACCKX,
weil biefe Soinlet bejieljungéweife im
A ABBi unb im A ACCX
Komplemente beé ten festeren gemeinfamen /_ BAC finb.  Sftitfyin ift:
Z AABX— z AATCI;
b. f. ber beliebig gemahte Z-~i~i*i beg /S B\A\CX wirb
bur$ bie ~ugefydrige Hofye be$ A BAC halbiert.
3n ber jweiten gigur ift ber 33ewei$ fir bie Halbierung be$
I_BYyAXCx bem obigen ganj gleibfylautenb, nur befj bie 3Binfel ABBX
unb ACCx als Komplemente bon Chbfyeitelwinfeln gleich finb. Unb €S
anbert fidy ber 33eweiS bafir, bafj eine jweite Holje, etwa BB X, ben
21ufjenwinlel beS /S A XBXC" halbiert, nur wenig ab, nacfybem man ben
$reis Uber bem £)urd?meffer BC conftrnirt fyat, melier bucf> B{ unb

Cx gefyt.

3 ttfit %t.

I. £)ie brei Greife, welbfye bie ©eiten eines IDreiecfé
ju £)ur bpmeffern fyabeu, fbfyneiben fidj> paarweife jum
“weiten Q%ale in ben £)reie<fSfeiten ober in ben Verlange*
rungen berfelben, nefymlibfy in ben gufjpunften ber ®rei*
eblsfiolfen.

II. £)ie Kbfen eines £)reiecfs finb Kentren oon 33erify*
rungsfreifen bes gufjpnnltenbreleds ber Hdéllen.

§. 122.
Celjrfan 1.
3n febem einem Greife umfbfyriebenen £angentenoierecf
finb bie ©ummen ber ©egenfeiten paanoeife gleicfy.

Brf. £)aS A ABGD enthdlt in B
feinem gelbe einen “reis, welcher bie
©raben AB, BC, CD, DA bejiel?ungS=
weife in E, F, G, H berthrt.

Befy. KS ift

AB + CD= AD 4- CB.

33etc. Obcfy & 117, S. | ift:
AE = AH, BE = BF, CF= CgG,

DG = DH.

3ft nun baS A ABCD conoep, wie in D
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ber erften Stgur, fo ~at man baber:

AB+ CD= AE + BE + CG+ DG

AH+ BF A-CF -f-DH

[AHA-DH) + [CF+ BF)
= AD -f- CB.

33efift aber ba« £] ABCD bet D einen
conoeen Sotnfet, toie in ber jtoeiten “igur,
fo tft:

AB+ CD= AE + BE + CG —DG
= AH AABF A-CF—DH
= [AH—DH) + [CFA-BF]
= AD A- CB.

3 ttfii | ¢.

©inb bie ©egenfeiten eine« £angentenoierecf«
fo ift e« ein $Kbombu«.

— £5enn bann ift nach §. 88,3 -1 :
AB = CD, AD = CB;
folglich nad) bem Obigen:
2«AB = 2-AD, AB = AD.

Il. 3Luf jeber £)reiecf«ieite ift bie ©trede jtoifdben eir.er
<cfe unb bem 23eribrung«b unft be« eingefdmebenen $rei;e«

gteicf> ber

®ifferenj au« tem falben 'Dreiecféumfang unb

ber ©e~genfeite jener (5de.

£

— Denn ba« Oreiecf tfjt
anfeben al« ein 33ierecf, in metcbem ein
SBinfet = G ift. Denft man 'id
beifpietéweife bie brei funfte D, G ,H
be« obigen 93iere«f« in einen 33erib*
rung«punft jufammengefcbobeu, fo ift
ber balk £)reied«umfang:

5= AD+ BC= AB+ CD
alfo: AD= s— BC, CD=s —AB.
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Ect)tfal| II.

©inb in einem 33ierecf bie ©ummen ber ©egenfeiten
paarmeife gteicfy, fo giebt es im 93ieredsfelbe einen ein»
Sigen $reis, meldfer alte oier ©eiten berihrt (alte oier
©eiten fetbft, ober jtoei ©eiten unb bie Verlangerungen
ber beiben anbern).

Brf. 3m £} ABCD ift: AB 4- CD = AD 4- CB.

93elf. 3m S$elbe beS Vierecfs liegt ein $reis, meldfer bie oier
©raben AB, BC, CD, DA berihrt.

93em. (Sonftruirt man ben Areis, melier bie smeimal (in A unb B)
gebrodene Oinie D ABC in brei fiinften berihrt (8. 119, $. 1V), unb
Steift oon C aus bie jmeite Tangente C X an hiefen AreiS, fo ift jtieiertei
benfbar: erftend, baff bie ©raben AD unb CX fidf in irgenb einem
finfte D' fdfneiben; gweitend, baff fie parallel finb.

©epen mir ben $aii, es gefdfeffe bas (Srftere in ber 26eife, baff D"
in ber 9ft$tung AD liegt — mas u. 5L B
oorauSfent, baff bie ©eite BC oon bem
Creife smifdmn B unb C berihrt mirb —
fo folgt necf> 8. I:

AB 4- CD'= AD'+ CB,
unb bieS giebt in 93erbinbung mit ber
gegebenen ©leicf>ung

AB + CD = AD + CB
burdf ©ubtraction nad) §. 20, VII:

alsi1[CD — CD') = absi[AD — AD")

= DD\
maS nad) §. 50, 8. Il nur angelft, toenn CDD"* fein £5reied ift, fonbern
bie ©rabe CD' mit CD jufammenfallt. — 'Dann trifft aber bie 9%3e»

Ifauptung su.

Alle Ubrigen benfbaren galle, nelfmlid> baff C jtoifcen B unb bem
93eriilfrnngSpunft ber ©raben B C mit bem GCreife liegen, ober C X mit
A D parallel fein midfte, faffen mir su» r
fammen. @S merbe B C Uber C InnauS
fo meit bis su einem finfte C' oem
langer!, baff bie gmeite oon C' aus an
ben treis gesogene Tangente fid®> mit
ber ofidftung AD in einem funfte D'

fcfyreibet, melier meiter oon A abftefyt,
als ber 9Runft D.



£)ann ift nad) Se/rfa® |:

AB + CD'"= AD"+ CB
unb nadj ber 33rf.:
AB + CD = AD + CB,
folglich burcf> ©ubtraction nad? 8. 20, VII:
CD'— CD = (AD' — AD) + [CB — CB)
= DD’ + ccC,
ober: Chb'— CC + CD + DD

0)ie$ ift aber nicht mdglich; benn e« ift nad) §. 50, 8. Ill:
ChD"< C'C+ CD + DD".
2Jfitbin geftattet bie 33orau«fet3ung nicht eine folcfye 8age be« flnfte«
C, bei weiter oon einem fiinfte C ber 33erlangerung ber ©eite B C eine
Tangente an ben $rei« gezogen werten tonnte, weiche bie 33er lange»
rung »on AD dUber D hinan« (in D') trifft. SUfo ift CD (wenn bie
~igur ron oorneherein richtig gewidmet wirb) felbft Tangente be« Greife.

SBeranbert man einen aRinfel eine« einem Greife um*
fcfyriebenen £angentenoiered«, ohne bie ©eiten ju anbern,
fo bleibt e« einem Greife umfchrieben; ber $rei« aber

anbert fich ebenfall«.

atjolie.

Die Sangentenoicrede, bei weiten ber 33eriihrung«frei« aulerhalb
be« 33iered«felte« liegt, befien gan$ analoge (Sigenfdtjaften, wie bie oben
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bestochenen, nur ba§ fur bie Summe ber (Gegenseiten beten J)ifferens
eintritt, mag ba8 Bietecf (berfragen fein ober nicht.

awadt man ben einen Bierecféminfel ju einem Ceftrecften, fo gehen
bie analogen Séfe fir J)reierfe heroor.

£)infichtlich ber Berihrungen hoben mir unfete Slufmerlfamfeit bisher
benfenigen galten gemibmet, in melden ein treis mehrere Tangenten hot.
(E$ folgen pnéchft noch einige Saije Uber bie Berihrung mehrerer Greife
mit einjelnen ©raben unb unter fid).

§. 123.
arfinition.

(Sine oon jmei Greifen berihrte ©rabe heiR* eine ge*
meinfame 4uSere ober innere Jangente, fe nachbem bie beiben
Greife auf berfelben ober auf entgegengefesten ©eiten
ber ©raben liegen.

frijrfal 1.

3e 8mei Greife, bon benen ber eine nicht ganj im gelbe
he$ anbern liegt, hoben jmei gemeinfame &ufere Jangenten;
unb biefe fchneiben fibei incongruenten Greifen in ber
Berlangerung ber (Zentralen, méahrenb fie bei congruenten
Greifen berfelben parallel finb.

Bern. §at man um bie Zentren C unb C' jmei Greife, oon benen
ber leptere ben Heineren 9tabiuS befi*en unb nicht ganj im gelbe be$

erfteren liegen mag, fo fann man um C einen briten $teis jiehen, beffen
SRabiué ber J)ifferenj ber 9iabien ber gegebenen Greife gleich ift, unb oon
C' aus an benfelben bie beiben Jangenten CA unb C'A{ (. 117).
3ieht man nun ben Strahl CA, meldet ben um C gegebenen ftreis in
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B treffe, itnfc in gleichet 9ftd)tung ben 9fabiuS C'B' 5= CB, enblicfy bie
©rabe BB', fo ift baS A C'ABB' ein iRecfyted SDenn erftenS ift
/_BAC'= A, it nacf) § 111, 3- 1 -XX — C'A fteljt, recfy ber
(Sonftr. AB — C'B' unb 4= C'B' ift. £afyer ftdjt BB' X CB unb
X C'B', ift mithin gemeinfame Tangente ber beiben Greife, unb $t»ar
eine aulere. ©ie féneibet bie Zentrale in einem funfte X ber 93er
langerung, weit fie mit AC' parallel ift (8. 84, 3- Il)

©teilt man bie analoge Setracfytung fur bie $igur an, tddpe auf
ber anbern ©eite ber Zentrale burd) ben iBunft At »ermittelt wirb, fo
gelangt man ju einer jmeiten duReren Tangente BIBI'. ®eren Durd”
fd>nittspunft X X mit ber Verlangerung ter Zentrale ift aber fein anberer
als ber Bunft X, toeil

A C'CA= A C'CAj, / CCA= Z CCAr, ... (Sw)
mithin:
A CBX = A CBIXI, CX= CXiuerenennnn. {wsw)

ift.

©teilt man fidy enblicb oor, bafj bie £)tfferenj ber Labien CB unb
C’B" unenblich) abnimmt, b. i. baf? ber iRabius CA fid; bem ©renjmertlje
9taH nahert, fo fallt im ©renjfalle bie (cfe A beS Yiedj>tedS C'ABB’
mit C jufammen, meSfyalb BB' 4= CC' unb BX X 4= CC' mirb.

feovyt ftel 11,

3e Jjmei Greife, welche ebenfo, mie auchiljre etber,
feinen ~dunft gemein aben, befiten3l»ei gemeinfame
innere Tangenten, unb biefe fcfyneiben fid> in ber Zentrale.

ibemeis. $at man um bie Zentren C unb C' jroet Greife, toelcfye
ebenfo, toie aud) iljre gelber, feinen gemeinfamen "unft befipen, fo liegt
bas eine Zentrum C' aufjerljalb beS Greife« unb beS $reiSfelbeS eines
britten, melier mit ber ©umme ber Labien r unb r' ber gegebenen Greife
um C befd)ricben merben mag; benn CC' ift >> [r-\-rx), meil auf
CC' jmifcfyen biefen beiten Greifen nod; eine Ctretfe liegt. £)afyer giebt
es »on C' aus an ben £)ulfsfreis jnei Tangenten CA unb CAXE. 117,
8. ). 3iefyt man nun »on C aus ben ©trafyl CA, melier ben ge*
gebenen @®reis in B treffe, unb in ber entgegengefefcten $Rid)tung ben
iRabiits C'B' 4= CB, elicC; bie ©rabe BB', fo ift baS A C'ABB'
ein iRecfyted (aus benfelben ©rinben, toie in 8el)f. 1) unb beSpalo BB'
eine gemeinfame innere Tangente.

©ie fdjmeibet fi®> mit ber Zentrale in einem fiinfte X, toéfyrenb
ber ©cfynittpunft ber Zentrale mit ber burd? Venupung »on A X gefunbenen
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innern Tangente fleile. ©aB X x mit X ibentifdj ift, folgt fcpelR*
licfy, mie in Seljrf. I, aus ber (Songruenj ber £)reiede CBX unb CBAXA.

Kt tjrfal [1II.
3ie”t man burd> ben ©djinittpunft einer gemeinfamen
Tangente jmeier Greife mit ber Zentrale ober bereu 33er*
langernng an ben einen biefer Greife bie jmeite Tangente,
fo ift biefelbe aud) Tangente beS anbern Greifes.

— Denn ift in einer ber obigen Figuren BB' bie eine gemein*
fame Tangente, X beren £)urd)fcRnitt mit ber Zentrale ober mit beren
Verlangerung, X BX bie jroeite Tangente an ben ®reis um C, fo ift
Z CXBi= / CXB (. 117). ftaUut man bann CBS + XBU
fo mirbo A XC'BS = A XC,BI [tws), mithin CBS = C'B’,
roeSljath CBS ein fftabiuS beS Greife«c um C , unb XBS eine £an*.
gente beffelben ift.

Ktt)tfa% IY.
halbiert man ben Soinfel ber gemeinfamen &uReren
ober ber gemeinfamen inneren Tangenten jrneier Greife,
fo geljt bie Halbierungslinie burd) beibe Zentren.
— Veto. burd> § 117, S. II.

Kt\)tfab Y.
3e jrnei Greife fjaben fyocfyftenS $wei &uBere unb jmei

innere Tangenten gemein.
— UDenn fonft hatten bie beiben Greife in ~olge oon “efjrf. IV

mel)r als eine Zentrale.
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8. 124.

Aufgabe.
gur jmei gegebene Greife bie gemeinfamen Xangenten

ju conftruiren.
— Slnaltyf. burd) bte Rehrfafce | unb Il in §. 123.

§. 125.
1 efinitiott.

23on jiDet Steifen, treidle in einem gemeinfamen ~unft
eine gemeinfame Xangente haben, fagt man, bafj fie ein*
anbei in biefem fBunft berthren, unb nennt bie Berihrung eine
&u8ere ober innere, je nachbem jene gemeinfame Xangente
eine innere ober eine aufjere ift.

fcArfan™ L
Sei je jmei einanber berihrenben Greifen liegen ber

©eruhrungSpunft unb bie beiben Zentren in einer einzigen
®raben.

— £emn im SOeriihrungSbunft b fielen bie Soerifyrungérabien
CB unb CB beibe auf ber gemeinfamen Xangente fenfredj>t (8. 111)
unb bilben mithin eine einzige ®rabe.

Etlirfaf I,

bertithren fich jmei Greife oon au8en, fo ift bie Zentrale
gleich ber Summe ber Labien; beruhren fie fich oon innen,
fo ift bie Zentrale gleich ber Xiffercnj ber Labien.
— X)ie8 folgt unmittelbar aus Sehrf. I.
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tfeljtrufe III.
3e jmei Greife, beten (Zentrale gleich ber Summe bet
labten ift, beruhren fich oon aufjen; unb je jmei Greife,
beten Zentrale gleich bet £)ifferen$ bet labten ift, be*
ti~ren fich non innen.
— 3ft nebmlicb bie Zentrale CC' ¢&d™> ber ©umme bet Labien,
fo giebt eé auf ihr einen Munft B oon folget Sage, baff CB unb C'B
Labien finb; unb bie in B auf CC ermrichtete ©entrechte BT ift nach
§. 111 im funfte B Tangente beiber Steife, meSbdlb biefe fich in B
berihren.
3ft aber bie (Sentrate CC' gleich ber 'Differenj ber Labien, fo
hat fie in ihrer 23ertangerung einen "Runlt B oon fotcher Sage, bajj
CB unb C'B Labien finb, unb bie in B auf CC' errichtete ©ent*
rechte BT ift toieber nach §. 111 im finfte B Tangente beiber Creife,
me$botb biefe fich in B  berthren.

i'eptfal| IV.
3e $mei Uerfd”iebene einanber berihrenbe Greife hében
auBer bem S3eruhrung$punfte feinen ~unft gemein.

— ®enn hatten fie noch einen anbern ~unft P gemein, fo tolrben
bie nach ihm hinfuhrenben 9tabien CP unb C'P mit ber Rentraten
ein ©reiecf bilben, in metchem bie eine ©eite [CC') entmeber gleich
ber ©umme ober gleich ber Xitfferen® ber anbern [CP unb C'P) mére,
je nachbem bie Berlihrung eine auRere ober eine innere ift.

feljtfalj V.
3mei oerfchiebene Greife, metche jmei finfte gemein
haben, beriuhren einanber nicht.
— ®enn fonft entftdnbe ein Séiberfpruch miber Sehrf. IV.

VI.
3mei Greife becfen fich ootlftanbig, menn fie fich be*
rihmen unb aufler bem 6erihtung«f)unfte noch einen ~Buntt
gemein hoben.

adolit.
SJtan fann ju Greifen, metdfe einanber beriihren, auch baburch ge*
langen, ball mau ben einen oon jmei fich fchneibenten Greifen in geeigneter

SBeife bemegt, um bie gemeinfame ©ebne in einen ~unft jufammen*
fchrumpfen ju taffen, metcher bann ber SeribrungSpunft mirb.  (SSergt.
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§ 110.) $)tes seigt an, baB acfy Vier ein 33eriVrung$punft fiel« gejagt
werben muf}, wie jwei «ScVnittpunfte: genau wie bei ber 33erliVrung
jwifdven ©rabe unb $reté, wo bie @a"e Uber bie 33eriiVrung aué ben*
jenigen Uber ben ©cVnitt burd) ba$ 3 ufammenf~~~eu Jttwier ?unlte in
einen einzigen Verborgenen.

§. 126.
%t\\t fa|.
33on fe jwei ©raben, welche bur<V ben 33eriVrung$*
punft jweier Greife geVen, werben bie (enteren fo getroffen,
baB bie 33erbinbungSfeVne ber ©cVnittpunfte in bem einen
Greife berfenigen im anbern Greife parattet ift.

Brf.  £urcV ben 33ertf)rungépunft P jweier greife finb jwei ©rabe
gegeben, wetcfie bie beiben Greife bejieVungdweife in A, A unb B, B’
fcfyneiben; ferner finb bie «Seinen AB unb AB' gejogen.

Bev< @8 ift AB #=A'B".

3Bew. 3ievVt man burd) P bie gemeinfame Tangente TPT', fo ift

/ PAB = PA'B,
weit fie 3BeripVeriewinfet auf ben 33ogen
PB unb PB'
finb, auf wetten bie beiben GCreife gleiche Slbfctynittswinfet Va&en-
(6 113, 3 .11.)

3 ttfafc.
3ebe burd) ben 33erdVrung$punft jweier Greife Vin*
burcVgeVenbe ©rabe trifft biefetben in fotdf>en finften, in
wetdjen fie paratlete Tangenten V<*ben.
— Denn breVt man bie ©rabe BB' um ben unft P, bi$ B
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in A fakt, fo fyafoen fidj bie beiten parallelen Secanten AB unb AB'
in Tangenten oermanbelt.

§. 127.*
adolir.

Sd)on fruher (8. 37, 3- HI) finb bie Sogen congruenter Greife als
gleichartige ©rofjen erfannt morben. (85 blieb aber bahingeftellt, ob bie
Sogen incongruenter Greife ebenfalls gleichartig finb, unb ob, menn bieS
etma ber gall fein feilte, bie Qualitat ber Kreisbogen mit berjenigen ber
fonft betrachteten Sinien, nehmlich ber graben, Ubereinftimmt.

Um tiefe Stage ju entfarben, bemeifen mir junachft ben folgenben

Sefi~t ein unoerjmeigteS Tolpgon eine golge oon con*
oepen SBinle 1n, fo ift bie Summe ber Sd)entel berfelben
Heiner als bie «Summe ber Ubrigen ~olpgonSfeiten.

Srf. (Ss ift ein “3olhgon
AXYZUBL.......... MA
gegeben, in meinem bie SBinfel
bei X, Y, Z, U conoep finb.

Sei). SS ift:
AX+ XY+ YZ+ ZU+ UB< A M + + LB.
Sem. Qach ber SorauSfefcung treffen bie Strahlen AX, XY,

YZ, ZU ben 309 AM .... LB in irgenb melchen finften X',
Y, Z2', U.
Sejeichnet man nun bie Sangen ber ~h”le beS 3ugeS AM .... LB

*mif<tien A unb X', X' unb Y', u. f. m. turch [AX"), [X'Y"), u f. m,
fo Wt man nach & 50, 2- I11:
AX + XX'< {AX"),
XY+ YY'< XX'+ (XY,
YZ+ Z2Z' < YY'+ [Y'Z'),
ZU + UU'< zZZ' + [Z'UY,
uB <UU’'+[U'B).
Summirt man tiefe Ungleichungen unb fubtrahirt bann oon beiten
Seiten bie Summe
Scrpifcfl), (Screntc 6¢r Diat“cmanf. 10



146

XX+ YY'+ ZZ'+ UU',
fo geBt beroor, mos behauptet mirbe.

1“cljrfrtfe 11
3eber Kreisbogen ift eine mit ben©tre<fen gleichartig e
©roRe. — 3)2. a. 20.: £)ie Kreisbogen haben Singe.

Vem. ©hreibt man in
einen gegebenen Kreisbogen AB
oon A nah B bin in ber SBeife
eine $olge oon (Seinen ein, bal
jebe neue ©ebne im (Snbpunfte ber
Dorbergebenben beginnt, unb jiefyt
auRerhalb bes KreiSfetbeS oon A
nah B eine gebrodene Sinie
AM ... LB, fo ift nah 8. |
bie ©ebnenfumme

5< [AM...LB);

benn bie ©ebnen bitten in bem conftruirten ~otygon eine “ofge non
conoepen iRolbgonSminfeln.

Vermehrt man hierauf bie ©ebuenjabl baburh, bal man jebe ©ebne
burh eine ~otge Don ©ebnen jmifhcn ihren Gmbpunften erfefct, fo be-
mirlt bieS nah §. 50, S. Ill jugteih eire VergrofRerung ber ©ebnem
fumme s.

Obgleich nun jebe Séieber*otung biefeS Verfahrens ber ©ebnenfumme
einen ,3uma<hS bringt, fo fann hiefe boh nicht bis ju jeber beliebigen
Sange gefteigert merben, meit fie nah bem Obigen fteiner als [AM. .. LB>
bleibt. Oie ©ebnenfumme nahert fid; mithin einer ©trecfe
Don beftimmter Sadnge ats ihrem Orenjtoerthe, menn man
auf bie Dorgefhriebene S3eife jebe ©ebne fteiner maht als
eine beliebig ftein gemablte ©trecfe.

9iimmt man bW 1, bal ber Kreisbogen bie ©renjgcftalt ber aus
ben ©ebnen stoifhen A unb B beftebenben gebrohenen Sinie ift, meit
bie finfte ber ©ebnen unb beS Kreisbogens fih unenbtih nadhern, fo
ift ber Kreisbogen nicht bloR eine ©rée — maS fhon in § 37 erfannt
mirbe — fonbern eine mit einer Otrecfe gleichartige ©roRe, ba
er unb bie oben ermdhnte ©trecfe Don beftimmter Sénge ©renjgeftalten
gleicher Sinien finb (Slpiom XII1).
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Rdjtfctij I1l.
2Birb auf berfenigen Xangente, eld>e an einen Kreis*
bogen in einem feiner (Snbpunfte gelegt ift, eine (Strebe
non beit ©denletn beS auf ibnt fte”enben (Sentriminfets
abgefdnitten, fo ift biefe tanger atS ber Kreisbogen, ber
(entere aber tanger atS bie juge”drige ©ebne.
Srf. “mifden ben ©den*

fetn beS (Sentrimintets BCA tiegt As'
bie ©ebne BA unb ber £be Ay

BT ber au ben Sogen BA im

funfte B getegten Tangente. W

Seb- @3 ift: ©ebne
AB < Sogen AB < BT.

Sem. ~imadft ift bie ©ebne B
AB nad & 50, S. |1l Keiner atS
jebe oon A nad B fiibrenbe gebrodene Sinie, melde fid bem Sogen
AB als ihrer ©renjgeftatt ndhern mag. UDiitbin ift aud berjenige ®renj=
mertb einer gebrodenen Sinie, metder bie Sange beS SogenS AB angiebt,
groBer atS bie Sange ber ©ebne AB (Sthiom XIV).

Segt man ferner bie Tangente an ben Sogen AB im finfte A
unb benennt burd D ben ®urdfdn™ N im” berfetben mit BT, fo ift
in bem bei A redtminftigen A BAT:

DA < DT;
mithin: DA+ DB< DT+ DB = BT.

3iebt man ferner oon A nad B jmifden ber gebrodenen Sinie
ADB unb bem Sogen AB eine anbere gebrodene Sinie, etma eine
STangentenfotge, fo nahert fid biefe bem Kreisbogen AB in Oberem
©rate, atS bie gebrodene ADB, unb ift nad S. | tir$er atS ADB.
Sotgtid ift aud bie Sauge beS SogenS AB Keiner atS biefenige oon
ADB, neit fie nad 2lfiom X IV nidt groRer fein 'ann, atS es irgenb
eine oon A nad B fiibrenbe gebrodene Sinie ift, bie fid bem Sogen
AB atS ihrer (Srenjgeftatt nahert.

t’cljrfnfc 1V.
£)ie Sange eines Kreisbogens ift ber (Srenjmertb ber
£édnge einer jeben ©cbncnfotge, melde oon bem einen @nb =
finfte beS SogenS aus bis jum anbern reidt, menn man
bie Sdngen atter 3:f>eite biefer gebrodenen Sinie unenbtid
abnet;men, b. b- Meiner merben |4Rt atS eine beliebig ftein

gegebene Otrecfe.
io*
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33eil). ©teilt man fid eine in ben Kreisbogen AB eingefdriebene

©efynenfolge oor, fo ift beren Sdnge

ftetS Heiner als biejenige beS 33c*

genS AB; benn jebe ©eljne ift

nad) Oenf. 111 Heiner als ber

3  Uberfpannenbe 33ogen. £)a mithin

bie ©efammtlange ber oon ben

©eignen gebilbeten gebrodenen Sinie bie Sdnge beS 33ogenS nid)t Uber*

fteigen fann, mie man aud bie einzelnen Steile oerHeinern mag, fo ift

nad SlMiom X1V bie S&nge beS 33o0genS ber ©renjmerd ber Sénge jeber

©efmenfumme, melde fid ~urd 23erHeinerung ber Sfjeile bem 33ogen als
ber ©renjgeftalt nahert.

I’cijrfal V.
3eber Kreisbogen ift langer als jebe gebrodene Sinie,
melde innerhalb beS KreiSfelbeS beffen (Snbpunfte oer*
binbet unb bem (Zentrum lauter concaoe Sinfel jumenbet.
— THeS ift eine $olge oon Seljrf. 1 unb IV.

ucl) rfttr VI.

£)ie Sadnge eines Kreisbogens ift ber (Srenjmert™ ber

Sange einer jeben Uangentenfolgc, melde oon bem einen @nb*

funfte beS 33ogenS aus bis jum anbern reidt, menn man

bie Sdngen aller Steile biefer gebrodenen Stnie unenblid3
abnefymen laRt.

33em. Oteilt man fid uw ben 33ogen

A, AB, beffen Zentrum O fei, eine Tangenten*

folge oon ber Sénge t oor unb befd™eibt um

baS in OB liegenbe Zentrum Oj einen bie

Xangentenfolge Uberfpannenben unb mit AB

congruenten 33ogen A\BV, mo By einen

Vunft in ber Verlangerung oon OB bebeute,

fo ift 00{AXA ein Parallelogramm, a[[0

AAX— OOt= BBV. hieraus gefyt, menn

mir ben /_ AOB junadft als fpife, ben

/ OAAI atfo als ftumfof annefymen, in

Verbinbung mit S. I, 1V unb V ljeroor, bafj

i< AAi+ AXV+ B\B = 2-00j + AB
ift, meil ber mit AB oertaufdbare 33ogen A*BXnod groker als jebe
in if)n eingefdriebene ©efynenfolge ift. £)a nun biejenigen funfte, in
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melden fid) je jmei benachbarte Dangententheile for »on A bis B retcf>enbeu
gebrochenen Stnte treffen, bem Sogen AB bet unenblidter Serfleinerung
ber Dangententheile beliebig nahe riden, fo l&Rt fich herbei bte ©trede
OOi beliebig »erflehtem, ohne baR ber Kreisbogen AyBY »on ber ge»
brocpenen Qinie getroffen mirbe.  Slithin fagt bie fo eben entmidelte
Ungleichung t<< 2+00i -j- AB
aus, bal3 ber ®renjmerth ber Dangentenfumme t als ju groR angenommen
mirbe, menn man behauptete, ba er groRer als ber Sogen AB fei.
Daher ift ber @afc fur folche Sogen AB bemiefen, Uber melden
ein fpiper Rentriminfel fteht. Da man feboch jeben grélBeren Sogen aus
Sogen Uon biefer Sefdfaffenheit jufammenfe®en lann, fo gilt unfer ©ah
allgemein.

§. 128.
Sbfittition.

Unter einem regelméRigen ober reguldrenl) “olBgon »er»
ftebt mau ein foldfeS, beffen ©eiten fammtlich gleich, unb
beffen Sinfel ebenfalls fammtlich gleich finb.

£t\)tfafe
@S giebt fur febeS reguldre ~olRgon jmei concentrifche
Kreife, »on benen berfenige mit bem groBeren 9iabiuS
burch alle(5den geht, mahrenb berfenige mit bem Heineren
9iabiuS alle ©eiten in ihren aftittelpunften berihrt.

Sem. halbiert mau bie
Soinfel bei A unb B in bem
gegebenen  regularen  “olpgon
ABCDE ..., fo fchneiben fich
nach §. 84, 3 .V bie $albierungS*
linien in einem finfte 0, meil
feber »on ben halbierten ~olpgonS»
minfeln

n— 2)G 2G

( )G _ o <G

(&= 78)
bie Ipélfte eines jeben alfo <>e ift.

1 regularis, regelmaRig. — 3- Rnb ba8 gleidjfettige Cretecf unb ba3 Ouabrat
regulére iRelugone.
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3m A ~OB ift »egen bei* ©leid)beit ber Sinfel OAB unb OBA
ceite OA= OB ... (8 59).

3id)t man nun bie ©rabe OC, fo ift ferner:

A BOC = A AOB, ... (s

mithin:

OC= 0B, z OCB= z OBA= \/_ABC= |z BCD.

21uf analoge Seife folgt, menn man jefct bie ©rabe OD jient:
A COD=&BOC, OD= OC, z ODC= z 0OCB= CDE\
u. f. o».

'Daher gebt ber $reis, melier um bas Zentrum O mit bem OtabinS
OA gezogen »erben fann, burd) alte (Scfen A, B, C, D, ... beS
ot~goné.

0atCt man enblich bon 0 aue auf AB, BC, CD, DE, ... bie
©entrechten OA, OB', OC', OD', ..., fo »erben jene als S$reis*
fernen nach 8. 101, 8. | in ben funften A', B', C', D' . . . halbiert,
unb bie ©entrechten finb fammtlich gleich, »eil nach §. 107, 8. Il bie gleichen
©ebnen AB, BC, CD, DE . .. einen gleichen Slbftanb bom Zentrum
O haben. Mithin geht ber um baS Zentrum O mit bem SRabius OAr
gezogene $rei8 burch bie Bitten A', B', C', D', . .. ber ~oltygon”
feiten unb tyat bie lederen in biefen fiinften ju Tangenten (8. 111, 8.1).

Jufa¥t.

I. 3ebeS reguldre oll;gon »irb burd) bie nach feinen
(Scfen gehenben Otabien beS umf d)riebenen Greifes in lauter
congruente gteichfchenflige Dreiede jertegt.

Il. £ragt man in einen treis eine golge bon gleiten
©ebnen ein, fo erhalt man, falls man auf biefe Seife $um
SluSgangSpunfte »ieber jurid' gelangt, ein regulares
~oltygon.

adolit.

©teilt mau fid) bor, bal ein Sreis in N gleiche 33ogen getheilt fei,
fo erfennt man bie SCftdglichfeit, regulare w+(cte bon berfchiebener ©eftalt
mit gleicher 8age ber (Scfen $u conftruiren; benn mau fann erftenS jeben
ST eUpitnft burdh eine ©ebne mit bem junéchft folgenben berbinben, jmeitenS
jeben Dbeityunft mit bem jtoeitfolgenben, it. f. ». @8 fragt fikh nur, ob
bei jeber biefer (SonftructionSmeifen auch jeber Dbeifyunft einmal an bie
Oteifie fommt, ober ob nicht bielleicht einige bon ihnen gan$ aus ber 23¢*
nufcung auSfallen, »ie 5 23. fein ©ecbSecf, fonbern nur ein Dreiecf ent*



fteljt, trenn man bet fed)s SEfjeilpunften immer einen Uberfdjiuagt, méfjvenb
burcfy baffeloe 23erfafjren bei funf £fjeilpunften ein fogenannteS “ptlfa*
goreifcbeS Siinfecf erhalten mirb.

2ftan fiefjt fyieraué, baf? es oon $ab(entf;eoretifd)en (Sigenfcfyaften ber
Stnja™ N ber (Scfen abfyangt, mie riete rerfdjiebene regulare “olpgone
mit benfelben (Scfen conftrnirt merben tonnen, ba fcfyon bie obigen Sei*
jpiele jeigen, baR u. 21 bie 3ertegbarfeit ber 3 afyt n in ~Rrimfactoreny
eine 9Me fpielt.

20egen ber geringeren 26id)tigfeit biefer Materie fir bie ©eometrie
gelten mir fyier nicfyt néljer auf fie ein.

§. 129.

3m regularen S edjSetf finb bie Seiten bem SRabiué beS
nmfcbriebenen Greife« gleicf).

J[rf ift ein regulares Secf)$ecf
ABCDEF mit bem Zentrum 0 beS um*
fcfyricbenen Greifes unb ben Labien OA,
OB, OC, OD, OE, OF beffelben ge*
geben.

10en.  (Ss ift: AB = AO.

3Bem. £)a hie 6 Eyeietfe um ben
Aunft O ljerum congruent finb 8. 128,3-1),
unb bie Summe ber 2Binfel um O fyerum
= 2G ift, fo folgt:

IAOB = ~ = \Q,.

1) Unter einer “rimja”l tafteyt man eine fdce ganje toeice feinen
ganjen gact®i auler ibr TeBft mfc 1 foeftpt, j. 23.: 2, 3, 5 7, 11
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3)2ithin ift im A AOB, metl eg Gber AB gieicfyfcfyenfiy ift, unb
feine SBinfelfumme einen ($eftredten betragt:
2 27 ABO= G—|G =|G,
Z ABO = 4G= Z AOB,
AO —AB.......... §.59.



Capitel V.
@ Felder.

§. 130.
Lchrlak.
Alle v 6llig begrenzten E benenstide finb gleichartige
G roszen.
— (Denn nach §. 32, 3- V fann man jeben Xheil eine« Ebenen*
ftiicf« in £>e(fung mit einem anbern £heil innerhalb be« ©anjen beliebig
berfdfneben, me«halb unfer @ap nach Slpiom X |1 richtig ift.

0 cfinition.

Qa« Quantum eine« vollig begrenzten (Urbenenftiict«
(eine« vollig begrenzten $elbe«) heifjt ~trcal.l)

adolic.

Bi«her ift bie (8bene blof? al« Xréger oon Sinienfiguren betrachtet
morben, ohne foudficht barauf, bajj bie bollig begrenzten fetber gleich*
artige Quanten bon eigenthimlichen féigenfchaften befifcen.

3ntem mir un« jefct bie Betrachtung biefer (Gattung non (GroRken,
nehmlich rer Slreale, al« Aufgabe feen, merben mir un« namentlich bariiber
SKechenfchaft geben miffen, melche Bermenbung bie Uber bie dinienfiguren
bereit« ermorbenen (Srfenntniffe zur Begleichung ber Areale ber bon ben
Sinien begrenzten gelber julaffen. Qenn einerfeit mirbe ber SBertt? ber
anzuftrebenben Qefultate, menn fie mit jenen auRer 3 ufammenhang blieben,
fdhon allein megen biefex Umftanbe« bebeutenb finfen — mie zufammen*
hang«lofe (&inzelfenntniffe ja Uberhaupt bon geringem 9lufen finb; unb

1) area, Ofcevf(ad?enan3belmung.
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anbrerfettS 1akt fid) fde (Songruenj oon geltem, welche nad; ben grunb*
legenben ~iomen ben SluSgangSpuntt fir bie 33ergleid;ung ber 2lreale
bittet, of;ne Seriidficfytigung ber begrenjenten Linien nid;t einmal feftftelien.
®ie uns junadift ju (Gebote fteljenten Mittel, Slreale als gleich 5u
erfennen, finb nelfmlid; einzig mit allein folgenbe:
©leid; finb bie Areale

1) oon congruenten gelbem (8. 17, 3- 111);

2) oon folgen gelbem, toeldje fid; aus congruenten
gelbem burd; Slbbition unb ©ubtraction gewinnen
laffen (8. 20, IV unb VII);

3) oon folgen gelbem, toelcfye aus anbern Bereits als
gleich erfannteu gelbem bur®> Vervielfaltigen unb
£f;eilen mittelft gleid;er 3 a$(en evljalten toerben
(8. 20, X1 unb X1I1);

4) oou folgen gelbem, ioeld;e fid; als ©r enjgeftalten
gleicher oerunberlicfyer gelber anffaffen laffen.

£>as julefct aufgeflilfrte Sttetfmal fir bie ©leid;l;eit oon Arealen,
welches nur junt 3~ede ber SBollftanbigfeit ber UBerfid;t fd;on fyier piafc
gefunben fjat, Bebarf aber nod; einer naheren idegriinbung, ba ber im
2l$iom X |V geforberte 9lad;ioeiS nocfy nid;t gefuhrt ift, bejj alle oer*
anberlid*en gelber Bei einer einzigen gegebenen ©renjgeftalt and; nur einen
einzigen ©renjicertb beS 2lreals fjaben. — ®ie Sinien ocerfjalten hierin fid>
befanntlid; auterS.  (93ergl. bie 21nm. $it §. 127.)

§ 131.
l.

Parallelogramme oon gleicher ©runbliuie unb Jpéf;e
liefen gleite gelber ein.
$eto. £)a jtoei parallele ©raten
Uberall benfelben Slbftanb oon einanter
ljaben, fo fann man bie beiten gleid;
ljotyen Parallelogramme ABCD unb
AB'CD" foneben einanter legen, bef;
bie beiten ©runblinien AB unb AB'
in eine ©rate ABA'B’', unb bereit
©egenfeiten in bie lieru parallele ©rate DCD'C' fallen. £>atin ift
£] AAD'D = £]1BB'C'C
loegen ber Ubereinftimmung in allen «Stiiden. SDiitfjin ift, loeil bie gelber
ebener giguren mit tiefen jugleid; 5l* bedang gelangen:
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£} AA'D'D = RBB'CC.
©ubtralfirt man tiefe ©leidjmng oon ber ibentifdjen

£) AB'CD = £j AB'CD,
fo folgt:

A AB'CD'= /2 ABCD.

3 Ufftfet.

l. (Sin E)reiecf«fetc tft gleid) berlpéalfte oom”~elbe eine«
Parallelogramm«, rmeld?e« mit ihm in ©runblinie unb
ipolfe Gbereinftimmt. — §. 88, S.

Il. 'Dteiecfe oon gleicher ©runblinie unb 5% fc/lieMen
gleiche gelber ein.

. 2lu« ber ©leidflfeit oon Parallelogramm«?*, bejie*
ffungsmeife $)reie<fofelbern Iafft fid) nietet auf bie ©leid)*
Ifeit ber Umfange fcfyliefjen; unb umgefehrt.

Bcljrfan 11,

$ou S$toei Par allelogrammen ober Dreieden, meldfe in
ber ©runblinie dbereinftimmen, f lie*t ba«jenige bac«
Heinere gelb ein, toeld;e« bie Heinere Jpdffe hat.
— £)enn e« ift nad) S. | einem £lfeil be« anbern gleid;.

i’ cljrfitfe III.

3mei Parallelogramme ober £)reiede oon gleid)er
©runblinie unb gleichem 2lreal haben gleite £)6he.

§. 132.
Aufgaben.

I. (Sin Parallelogramm b5lt conftruireu, toeld)e« mit
einem gegebenen Par allelogramm im Slreal unb in einer
©eite Ubereinftimmt unb aufferbem einen 3Rinfel oon ge*
gebener ®rojfe hat.

Il. (Sin £)reiecf ju conftruireu, meld)e« mit einem ge*
gebenen 'Sreied im Slreal unb in einer ©eite Ubereinftimmt
unb an biefer einen 93Binte 1 oon gegebener ©rodffe hat.

1. (Sin Dreiecf $u couftruiren, toelche« mit einem ge*
gebenen 33ierecf im Slreal, in einer ©eite unb in einem
3Binfe ! an berfelben Ubereinftimmt.



V.

(Sin £>reied su conftruiren,
gebenen w*(S(f
SBinlel
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2lnal. ©teilt man fid) bor, baS £)rei*
etf, meines mit bem 23iered ABCD in ber
©Ceite AB, bem /_ A unb bem 2lreal Uber
einftimmt, fei auf biefed fo herauf gelegt, bal}
bie gleichen ©eiten unb SGoinfel fid®> beden, fo
mufi bie britte X)reiedSede E Uber bie 6de D
in bem O©traljl AD hinaus fallen, ba baS
A ABD nur ein 2peil bom ABCD ift.
£)ann muff fermer A EBC = A EBE fein,
toeSljalb CE 3=BD ift (8. 131, 8. lII).

an berfelben Ubereinftimmt.

2lnal. ©d™neibet man bon bem »*(£<&*
felbe (.. .ADCB ...) burd) eine £)iago*
nale DB ein A ECB ab, fo lajjt fidj baS
Selb beS lederen burcf) ein anberes D EB
jmifcfyen ben parallelen DB unb EC er*
fefcen, beffen ©eite DE in ber Verlange*
rung bon AD liegt. £)aburcf> ift bas w*(SdS*
felb (.. .ADCB ...) in baS [n—I)*(SdS*
felb (. .. AEB .. .) bertoanbelt. £)urcf>
SBieber™olung biefeS 2%erfaf)renS an bem
neuen Selbe erhdlt man ein eben fo groRes

[n—2)*(SdSfelb, n. f. f., bis fd)liefflid) ein ®reie<f Iferborgelft.

(Sin Parallelogramm ju conftruiren, meines
einem gegebenen £)reiecf im 2lreal, in einer ©eite unb in
einem 2Binlel an ber teueren Ubereinftimmt.

V.

VI.

r

(Sin Dreiecf 8u conftruiren,

2tnat. ©ei ABC baS gegebene Dreiecf
unb ABDF baS berlangte Parallelogramm,
foift /| AEF — /_ CED als Ccfyeitelibinfel,
unb /_ EAF = / ECD als 2Bedfeluvinfel
bei ben Parallelen AF unb CB. ®litljin
mirbo A AEF= A CED, tremn EA = EC
gemalt ift, unb erlangt mit ilfm baburcfy
gleiche Selber.

gebenen £)reied im 2lreal unb in einem 533infei Ubereinftimmt
unb an bem legieren eine ©eite bon gegebener Sange I;at.

meld)eS mit einem ge*
im 2lreal, in einer ©eite unb in einem

mit

meines mit einem ge*
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Sinai. 3ft A ABC ba« gege*

bene, /"AB'C"' ba« gefugte, jo B
miffen bie ©raben BC' unb B'C

parallel fein, bamit A B'CC' =

A B'CB ljeroorgefie (§.131, S. 111),

tra< jurn 3 roetfe ©leiMeit ber

geloer ABC unb AB'C" erforber

licfy tft.

VII. <5ln Parallelogramm ju conftruiren, toelcfye« mit

einem gegebenen Parallelogramm im Slreal unb in einem
Sdinfel Ubereinftimmt unb aufferbem eine ©eite oon ge*
gebener Sénge befirt.

Sinai. Die Slufgabe toirb auf bie oorfyergeljenbe juriidgefiiljrt, menn
man bebenlt, bef$ bie Dreiede, toddye bie Ipdlften oon ben Parallelo-
grammen finb, benfelben Pebingungen genugen miiffen.

§. 133.
fiel) r falj.

3iel)t man burcf) einen Pun!t einer Diagonale eine«
Parallelogramm« Parallelen ju ben ©eiten, fo fyaben hie
ljierburdj auf oerfdjiebenen ©eiten ber 'Diagonale entftan*
oenen neuen Parallelogramme gleite gelber.

Prf. W ben ©eiten be«
Parallelogramm« ABCD  finb
burcfy ben Punft P ber Diagonale
AC Parallelen gezogen, oon benen
bie eine AB in E, CD in F,
bie anbere AD in G, BC inH |

fcfyneibet.
S3en. <« ift PEBII = PFDG.
Peio. §. 131, 3 .1 ift:
A ACB = A ACD,
Aape = Aapg,

A cPH — A CPF.
©ubtraljirt man bie beiten lebten ©leicfyungen oon ber erften, fo
folgt ba« S3el)auptete.



Aufguhe.)

(Sin ‘Parallelogramm ju conftruiren, meldjeS mit einem
gegebenen Parallelogramm im Slreal unb in einem Sdinfe'l
Ubereinftimmt nnb anfjerbem eine ©eite bon gegebener
Range befifct.

Sinai. 3ft in ber $igur jitm bor. §. D G P F baé gegebene, PH B E
ba$ gefugte Parallelogramm, P H im lefeteren bie ©eite bon gegebener
$ange a, fo finb beibe Parallelogramme Xpeile beé conftruirbaren Paral=
lelogramm« ABCD. £)enn bie Bonftruction be$ letzteren gelingt u. 2L
baburd), beff man GP nnb D F nm bie ©trecfen a — PH = FC ber-
langert, bie ®raben CH nnb CP jiept, bon benen bie letztere ficb mit
DG in A fcfmeibet, HB — GA mecfyt, AB jiept unb FP bis jum
Curcfyfcfynitt E mit A B berlangert.

— f)iefelbe $igur giebt aucf) nocfy Sintafj ju einer anbern (Eon=
ftruction, ba bie geloer AEFD unb ABH G, roede fid» in bem
gemeinfamen £peil AEP G Uberbeden, gleich finb.

§. 135.
Etijtr 11%

®as Ouabrat?2 uber ber ©umnte jmeier Otrecfen ift
gleid) ber ©umme berQuabrate Uber ben einzelnen ©trecfen
unb jtoeier Yiedj>tecfe aus biefen.

i0em. £)aS gelb be« Quabraté AB CD
Uber ber ©eite AB — a-\-b ibirb in bie frag*

a 1 licfyen £peile jerfcfynitten, wenn man bon einer
6de A aus auf ben beiben auftojjenben ©eiten
a bie ©trecfen AE = AF = a abtrggt nnb
bann burd) E unb F bie Parallelen ju ben
A a £ p g ©eiten jiept.

1) «Berat 8§ 132 VI.
2 Ser 9Bequenli(pfeit be§ 2litdontcf8 wegen nennt man haufig, wie hier, nur
bie Stntenftguren, wébrenb man bie toon ihnen begrenjten gelber meint.
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Ccijrfab II.

OaS Ouabrat uber ber Oifferenj jmeier Otreden ift
gleich ber Oifferens jmifdjen ber «Summe ber Ouabrate unb
bem doppelten eines 9?%ed;tedS aus biefen ©treden.

Vem. 3ft ABCD baS Ouabrat (uber
ber ©eite AB = a- b, je conftruire mau
ein Ouabrat mit beu ©eiten

ABE = ADF — a

unb (ege an biefeS ein Ouabrat B E G 11 heran.

Nerburd) hat man bie ©umme ber Ouabrate

Uber a unb b emuatten. Verlangert man bann

bie ©eite D C bis jum Uianbpuufte / ber $igur,

fo ift biefetbe in baS Ouabrat ABCD unb

jmei 9%cPtece aus ben ©eiten a 'unb b Serr

fhnitten. Stad) &Begnatyme ber teueren bleibt alfo baS Ouabrat AB CD
tbrig.

ut 1.

Oie Oifferenj ber Ouabrate Uber jmei ©treden ift
gleich bem 9ted)ted aus ber Oifferenj unb ber ©umme ber
beibeu ©treden.

Veto, (S fei ABCDEF bie
Oifferenj ber Ouabrate AB CG unb
FEDG Uber ben ©treden a unb b.

Verlangert mau bie ©eite A B Uber
B hinaus um bie ©trede BEL = b
unb conftrnirt baS Stedted AHJF,
meines offenbar bie ©eiten AlL=a-\-b
unb A F = a— b hat, fo ift ber Uber
baS $elb ABCDEF hinaus liegenbe
©hell B 11J K bheffelben mit EK CD congruent unb gleich-

8. 136.
1a1ftttillon.
ftallt man bie ©entrechten Pon ben beibeu (Snbpuntten
einer ©tirede auf eine ©Orabe, fo erhalt man jmtfehen ben-

ftufjpunfften eine ©trede, mcld;e bie flrojection ber erfteren
genannt min.



B 3 - 33. finb in ben
betben erften fyierneben
rerjeictyneten Figuren bie
©treden A'B' rofect
tionen ber ©treden AB ;
in ber briten ift AB'
bie ~rofection ron AB,

5 »eil A mit A jufammeni*
fallt.

Ctytfawn Il
£)a$ Ouabrat Uber einer Satljete irgenb eines red>it*
minfligen OreiedS ift gleid) bem 9%ed>ted aus ber £)typotenuffe
unb ber auf iljr liegenben ~rofection ber "atfyete.

Brf.  (5s ift gegeben ein b
B redyttmnflige$ A A B C, Uber hier
atljete AB baé Ouabrat ABD1E,
BF L AC, enblid baS UKecfieed
AFGH, inwelchemA H = AC ifft.

Belj. (B ift
A ABDE = A AFGH.
3Bem. I~ man ®taboen
EC unb BH, fo ift
A EAC = A BAH .... [sv)9%],

meil AE = AB, AC = AlH,
/ EAC=/_BAC-\-*=/_BAIH
ift. ferner ift nact> §. 131, 3-
£}ABDE=2-t\EAC ... Uber ber (SrunblinieEA jmifc*eu EA-£=D (C,
AAFGH—2<\IBAH... , . . AH , AHA B<G.
Sflitl)in ift:*
Aarsbpe = AAFGH.
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I'ctjrf 1.
Der JXMtijagoreifdjefrljrfa™.
Set jebeut recbtminfligen 'Dreietf ift ba« Qu abrat Uber

ber §bpotenufe gleich ber Summe ber Quabrate lber beit
1einzelnen Katheten.

Sem. .  $attt man bom
Scheitel B be« redeten SBtrtfefo im
A ABC bie Senfrecbte auf bie
§typotenufe unb toerlangert fte bureb
ba«  Iptypotenufenquabrat binbureb,
fo mirb ba« teuere in jmet Stedbit=
ede geteilt, melcbe nach 8.1 einzeln
ben “atbetenquabraten gleich finb.

Sem. |Il. Verlangert man
tie Kathete BC um CD = BA, B C d
bie Kathete BA um AH = BC,

conftruirt ba« Ouabrat DBHF,
macht auf H F bteStrecfeH G = B A
unb auf FD bte Strecfe FE = BA,
Jiebt enbtich bte ©rabett AG, GE,
EcC, foift A ABC~ A ODE
= AOoFG = A OHA (sws);
unb ACEG ift ein Quabrat, meil
nach biefen Rongruenjeit
AC= CE= EG = GA,
/_GAC= 2x - [[_HAG 4-/_BAC)
= 2jZz— {{_BCA + / BACQC)
=2 - A = X
ift.
£)a nun bie Summe ber hier congruenten reebtminfligen Creieefe
ABC, CDE, EFG, GHA ¢dleich ber Summe gmeier iftecbtecfe au«
ben Strecfen AB unb BC ift, unb bie« nach § 135, | ben Uberfcoufj
be« Quabrat« BD FH Uber bie Summe ber Quabrate au« ben Seiten

1) ~Dtbagorad lebte ©nbe be3 6. 3abrl?unbert3 foor Sbr.
S< erpifcftj, (Jitnunte in DJattematif. 1
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AB unb BC betragt, fo ift tiefe Quabratfumme gleich bem Quabrat
ACEG, metcheS nach Stegnahme jener rier rechtminftigen Qreiecfe rom
gangen Quabrat BD FH brig bteibt.

3ttfafe
3n jebent Qreiecf ift bie £)iffereng ber Quabrate uber
gtoei (Seiten gteid) ber ©ifferenj ber Quabrate uber ihren
~rojectionen auf ber briten.

— QieS folgt fofort, trenn man ben iRbthagoreifchben ©ah auf
bie beiben redjtroinftigen Qreiedle anmenbet, netche ftch in ber $igur
rorfinben, unb bann bie beiben erhaltenen (Steigungen burd) ©ub=
traction »erbinbet.

§. 137.
£t fnb.

QasS Quabrat Uber ber jur §hpotenufe gezogenen Jpéfje
eines rechtminftigen QreiedS ift gleich bem SRechted aus ben
2tbfd)nitten ber £>hhotenufe-

F 2Zet». (SS fei CDEF baS Qua=
w brat Uber ber £)ohe CD beS bei C
rechtroinftigen /\AB C, G ber Schnitt
\ G K punft ber ©raben EF unb BC (ober
ihrer 25erténgerungen). UDian conftruire
n bad Yechted CDBH unb jiehe burch
G ju DB bhie Marattete, toetcoe CD
inJ unb BH in K fchneibe. — Qann ift:
A CDA = A CFG, ... [ww)
treit CD = CF, /7 CDA = / CFG (ats Rechte), enitico z ~"CD
— Z GCF (ats Romitemente gum Z DCG) be”orgeht. Mithin ift:
DA = FG = CJ,
fo bajj baS Rected CH KJ eine ©eite CJ= DA unb bie 9iachbarfeite
CH — DB befind. ferner ift bag 2lreat
CHKJ= CFED,
treit ber Uberfd;ufj tber ben gemcinfamen CFGJ nach 8. 133
FHKG = IDGE
ift.
§. 138.
Aufgabe.

(Sin Quabrat gu conftruiren, tretches mit einem gege*

benen 2iedued im 2treat Gbereinflimmt.
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Sinai. O©rftenS giebt ber 2el)rf. |1 beS §. 136 f)ierju eine Einleitung,
ba €S, wenn AFGH baS gegebene Qeditect ift, nur barauf aufommt,
bie ©trede AFC = AH 5lt machen nnb tber AC als ipppotenufe ein
techtrcinfligeS £)reied ACB ju conftruiren, beffen (5cfe B in ber ©raben
GF liggt. ®ie ©de B finbet man aber als ©dhnittpuntt ber ©raben
GF mit bem uber AC conftruirten palbfreife (8. 113, 3 . 1V).

3rceitenS giebt ber Oeprfap §. 137 ebenfalls eine Einleitung jur Sluf*
lI6fung ber Slufgabe. £)enn trégt man auf einer Oraben bie mit ben
Stad)barfeiten beS gegebenen fttecpteds gleichen ©treden AD, DB an
einanrer ab unb beftimmt bie brite ©de C beSA ABC als ben SDurch*
fdfnittSpunlt beS !palbfreifeS Uber AB mit ber in D auf AB errichteten
©entrechten, fo ift DC eine ©Ceite beS gefuchten Quabrats.

§. 139.
fiel) x fa fe

33ilben jmei ©eiten eines “otpgonS einen ©entrirointel
eines Greifes, non rreld ent bie anbern *>RolpgonSfeiten San*
getiten finb, fo ift baS ~olpgonSfelb gleid; bem gelbe eines
f)reiedS, beffeu § 6he gleich bem OStabiitS, unb beffcn
©runblinie gleid) ber in 9tebc ftehenben f£augentenfumme
beS Greifes ift.

Brf. @S ift ein "olpgon
(OAXY ... ZB) gegeben,
beffen ©eiten A X, XY,
ZB Tangenten eines um O
mit bem 9tabiuS r gezogenen
Greifes finb.

«eh- ®as gelbo (OAXY
.., ZB) ift eben fo grojj, mic
baSfenige eines TireiedS, beffen
<gdl)e = 1, unb beffen ©ruub*
linie= AX+XY+...+ZB
ift.

Bew. PHtad)t man auf
beut ©traf)! AX bie ©tude
XY'= XY, ...,Z'B'= ZB,
jiept bie ©raben OX, QY, ...,
oz, oy’ ..., 0Z', OB
unb bie SOeriihrmtgSrabien Olt,
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OP, ..., OS ber AreiStangenten AX, XY, ..., ZB, fo ift
»egen ber Ubereinftimmung in unb ©runbtinie (8. 131, 3- H):
A 0AX = A 0AX,
A oxy'= A oOxyv,

A 0zB'= A 0ZB;
mithin burcb Summation nach §. 20, IV:
A OAB’'= {OAXY ... ZB).

§. 140.*

Nahert fich ein oerénberticheS getb einet ©renjgeftalt,
fo nahert fich fein 2lreat einem einzigen ©renjmerth, mie
bie 23eréanberung beé gelbes and) oor fich gehen mag; unb
biefet ©rensmerth giebt baS 2lreat bet ©tenjgeftalt an.1)

23em. £)a febeS mit obtiiger Segtenjung a gegebene gelb nach
§. 130 ein beftimmteS 2lreal a hat, mie eS and) geftaltet fein mag, fo
ift eS grofler a(S febed in ihm liegenbe oon bet gefdt>toffenen Sinie b be=
grenjte gelb mit bem 2lteat B. Otat)ert fich nun b bet ©renjgeftalt a,
fo fann béhet bet ©renjmerth oon 3 nicht >>a metben; unb bieS reicht
nach 2ljsiom X1V hin, um bie 23ehauptung ju rechtfertigen, befj
lim. B= a ift

Nahert fid) jmeitené ein baS gegebene gelb einfd)lief?enbeé gelb mit
bet 23egrenjung ¢ unb bem 2lteat y bem erfteren als feinet ©renjgeftalt,
fo ftelle man fid) nod) ein brittes gelb mit bet 23egren$ung d oor, meines
bie ganje bisset betrachtete gigur als einen S”eil enthélt, unoeranbetid)
ift unb baS 2lreat 8 befifct. ®ann mirb baS 2lreat @—y) beS $mif<hen
d unb c tiegenben felfod fortméhtenb machfen, menn bie Stnie ¢ fich bet
©renjgeftalt a nahert, meit bet 2Berth oon y herbei fortmahtenb abnimmt.
Mithin fann ber ©renjmerth ton @—y) nicht > @— a) metben, fo bafj
nadj 21%Nom X IV

lim. 8—y) = @—a), lim. y=a
ift.

Nahert fid? brittenS ein gelb, beffen Séegrenjung bie 2inie a burch*
fchneibet, bem bon a begrenjten gelbe als feiner ©renjgeftalt, fo fann
bet ©renjmerth beS oerdnberlichen 21tealS ebenfalls nicht bon a berfd;ieben

1) 2>ieler @af} betrifft ba8 in ber Cxfiolie ju 8 130 aufgejablte SDterfret 4) fir
bie ©leidet Ren gelbem.
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fein, t»eil man bie gigur fo jerfdetben fann, baf? bie »orher Betrachteten
galte eintreten.
g 141.
t\rra\.
S)aSgelb eines jeben ~reisfectors ift gleich bemjenigen
eine« Streieds, beffen £)6he bem fRabiuS, unb beffen (Srunb*
linie bem Vogen gleich ift.

25rf.  (SS finb ein ~reisfector ABC mit bem Zentrum C unb ein
/"A'B'C" gegeben, beffen Jpohe C'R— CA, unb beffen (Srunblinie
AB' = AB ift

Seh- @S ift bas gelc ABC — /S A'B'C".

iR et». Segt man um ben Vogen AB »on A bis B eine Tangenten*
folge (AX ... YB), macht auf ber (Staben AB' bie ©trede A'U gleich
ber Sange berfelben unb sieht bie (Stabe CU, fo ift nad) §. 139 baS gelb

{AX ... YBC) = AUC".

91un ift aber, tuenn man bie Sheile bet Sangentenfolge {AX ... YB)
unter Vermehrung ihrer SInjahl unenblich abnehnten 1djjt, nach §. 127, Y|
bie Sange beS Vogens AB ber (Srenjmerth ber Sange jener Sangenten*
folge, mithin auch B ' — tm- AU\ unb nach §. 140 haben bie gleichen
Areale ber gelber [AX ... YBC), AUC" bejiehungStoeife biejenigen
»on ABC unb AB'C ju (Srensmerthen. golglich finb biefe (Srenjroerthe
ebenfalls gleich.  (Ulrithm. §. 35.)

3ttfa
3ebeS ~reisfelb ift gleich bem gelbe eines Sreieds,
beffen Jpbhe bem fftabiuS, unb beffen (Srunblinie ber $reis*
linie gleich ift.
— S)enn benft man fich irgenb einen fKabiuS gezogen, fo fieht
man, bafj ber ganje $reis ein AreiSfector ift, beffen entrii»inlel 2 G
betragt.
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C apitel VI.

Vom M essen.

A. Cttotwnten m\ fangen unti Arealen. — jtynlidjkeit.

§e 142,
adollec.

“Diejenigen arit"metifrf>en «S&fce, feeren trir uns feiger bei feer Unter*
fuchung feer Diaumgréffen bebient hiiben, gehdren fammttich fer Htbition,
«Snbtraction, DJiultiplication unb bemfenigen gatte feer £)irifion an, melier
als ,Meiten" bezeichnet trirb, nehmtich feemjenigen, in trelchem feer UOhiltU
plicanb gefugt trirb, trenn baS (Sanje unfe fae Sinjahl feer “eite gegeben
finfc.  (Slrithm. §. 23.)

X)aS ,Dlieffen", nehmlith fae 93eftimmung beS DIMtiplicatorS, fe i. feer
SInjahl fexr in einem gegebenen ®anjen enthaltenen STeibe ron gegebener
©rofje, ift nod) nicht besprochen.

£5af3 htevbei honfig im eigentlichen «Sinne oon einer Slnjahl oon
Xheifen nicht feée Diebe fein fattn, ift in feem betreffenfeen Slbfchnitt fees
Sehrbuchs fexr Dlrithmetif fir alle ©réfcen oon irgenb toetcher Dualitat
enttricfelt; uife es finfe bort biejenigen (Srtreiterungen fosS 3 ahlenbegriffo
ausfuhrlich befprocheu, toelche in fexr (Srfinbung fear gebrochenen unfe fer
irrationalen fahlen beruhen unfe einen unoeranfcerlichen DllgoriSmuS * mit

feem Duotienten ~ geftatten, mag berfelbe eine 21njahl angeben ober nicht-

Uber fde Einzelheiten ift feer betrefferfce Slbfchnitt feer Arithmetif nachb
jufehen.  8ier trollen trir nur golgenbeS ertrahnen:

1) 9ted)nen nach benfelben formalen (&uwevlicen) Cefetjen.
5téotpij)fp, ([Herente bet SWatticratif. V. 1
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33erfte™t man unter a unb b jtoei gleichartige ©roRen,
unter n unb r ganje 3 a* cn/ fo bebeuten bie ©leic”iingen
a= b, -r= —
r b r
fooiet, toie bte ©Oteid)ung:

tib

b . b
al——r , ober: a—n-r ober: &

n r’

(Solche ©roRen a unb b, Sttfdten toeld;en eine ©teichung
biefer 2lrt befteljt, fjeiBen commcnfurabel, bte ©r6Re y (ober

bie gteid)e y) heiRt ber gemeinfd)aftlid)C Xfjcilcr ober bad ge*
meinfd;aftlid)e 3WaR berfelben, bte 33ruchform y (ober bte

gleite y) eine rationale 3 afl.

£>aben aber bte betben gleid;artigeu ©roBen a unb b
fein gemeiufchaftticreé 3)taB, fo Reifllen fie incommcnfurabel,

unb bie S3rud;form y eine irrationale 3a”. ®ann taffen fid?
XU)ei Balten n unb r fteU fo oerdnbern, bal

a= lim. T .b
ift, unb man barf biefe ©leid)ung ohne 23erdnberung ber
formateu 9techengef efe auch in ber $orm

$= tim D
oertoenben.

(S« toirb unfere nécfte ©orge fein, ju jeigett, bal e$ incommen*
furabte 9%aumgrofleu giebt.

§. 143.

33erfte”t man unter a unb b 5n>ei gleichartige ©roRen,
oott betten a > £ ift, unb unter n eine 2lti5af;t oon ber 2)e*
fchaffenheit, baB a>nb heroorgeht, fo ift baé groRte ge*
meinfcfyaftlicfye SDtaR oott a nttb b, falls e$ ein folcheS giebt,
auch ba$ groRte gemeinfdjaftlidje 9)ia® oon b unb ber
©roRe ¢ = [a—nb]\ unb umgefeljrt ift ba$ groRte gemein*
fdt>afttiche attaB oon b unb c aitch bas groRte gemeiufchaft*
liehe 3)taB oon « unb b.
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3%ew. 3ebe« gemeinfdjwftlidie §)%aff ton a unb b, b. i. jebe ©rbffe
g bon ber 33efd;affent;eit, baff bie Quotienten

— == aub — = R

gauje Rafyten finb, mecf>t aud; ben Quotienten

c

ju einet* ganjen 3 at)t, wegen bev au« ber 33orau«fefcung fotgeuben (Steigung:

b 3
L fn=", Y= a—n
9 9 9 1

Jpierburd? ift ber erfte £t)eit ber SOeljauptung bewiefen. ferner ift
necfy berfetben (Steigung:

= —+ we—, a= 7+ WwB
9 9 9 ' r

fo baff umgefetfrt (wa« ben jtneiten ST"eit ber 33elfauptung bitbet), a at«
eine ganje "afyt fyemrgefyt, wenn R unb 7 fotcfye “afyteu tfnb.

0 dj0lit.
3eifpietcweife feien a unb b jwei ©trecfen bon fotcer 23efdPaffenfeit,
beff auf a = PA nod) eine
©tredellL4=c Ubrig bleibt,
necfoem man PB = 2 <b
abgetragen tfat (n= 2).
Qann wirb eine ©trede g,

wetcfie in b genau 10 mal enthalten ift — = R = 10), fidj bon P

bi«c B genau 2-10 = 20 mal abtragen taffen, fo baff fie in ¢ — BA
nod) eine ganje Sinjafyt mal (etwa 7 = 9 mal) enthalten ift, wenn g in
a eine ganje Stnjatjt [a — 29) mat aufging.

Kc\)tfak II.

Natljete unb 8typotenufe eine« jeben gteid)fdjenftigen
rec twinftigen £)reied« finb incommenfurabel.

Brf. £)a« recfytwinftige A ABC ift Uber A
(ber jptypotenufe) AC  gteicfyfcfyenflig.
Bet). AB unb AC finb incommen*
furabet.
Pdew. Stuf ber ftypotenufe AC mad)e
man CBX— CB, erriete in B{ auf AC
bie ©entrechte, wetde AB in Cx fcfyneiben
mag, unb jielje bie ©rabe CC\. iDann ift:
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A clCBi= A W .. (Asv)
mithin: c.B, — c.
Unb ba int A -42"Ci
Z <7~ = 22—/ A~Ci — [ CMABX= 2* —  —\A = \a

= Z
ift, fo ift biefed rechtminfuge IN\A B,C, ebenfalls gleichfchenflig; atfo:
) ABX= ByCx= C\B.
2Ba« bie Sange feiner Iphpotenufe A C{ betrifft, fo hat man einerfeit«:
ACX= AB-C,B = [AC-AB, —C,B,
unb anbrerfeits:
ACi < ABM + BIiCi)
maS burd? ©ummation unter SOenufeung Ron ($1. (1.) ju bem efu(tat
@) 2-ACi< AC, ACX<\AC
furrt.
Stimmt man noch "inju, bal3
., (AC- AB = AC- CB AB,
A \ AB—AB,= AB—C,B= ACi
herborgeht, fo flieRt mau unter SBenufjung beS obigen Cetjrf. 1 ~olgenbeS:
£)a« groBte gemeinfchaftlid;e (DFa® non ®att)ete unb
“hpotenufe beS A ABC ift aud; ein folcheS fir bie ent=
fpred;enben ©tiude beS A ABXC,, beffen ~hpotenufe um
me”r als bie ipalfte fleiner ift.

Sieber™olt man bie betriebene (Sonftruction am A ABtC,, fo
erhdlt man ein A AB2C2, welche« jum A~7iCi in &nticter 3¢
jierung fteljt, tote hiefe« juut A ABC; u. f. f.) £)ie ~otenufeu
biefer £>reiede nehmen nach bem Obigen in ber Séeife ab, baf}

AC/> 2 «AC, > 22-AC2> 23-ACd> > 2 n-ACn,
atfo allgemein

A< N
ift; b. h-: man fann bie (5onftructiott fo oft mieberljélen,
ball bie §hhotenufe beS jnlefet erhaltenen OreiedS

fleiner als eine beliebig flein gegebene ©trede, atfo auchl

D ©teilt man bie $u (3) analogen gonueln fammtlid) auf, fo crgiebt fid) an«
ber 2Reorie ber Aettenbriid)e:

N o= 1+ 12+ IR+ IR+ ... = VT

Hie Serehtigung, ben ~tfyagoveifheu ©af? pir Erlangung biefe« numerifcben Steful=
@e* jn »evmenben, mtrb erft in & 155 erworben.
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Heiner wirb, als fctejentge ©trede ift, weld)e etwagemanb
fur bag gemeinfctyafttidje 9)?%aff bon AB unb AC auggebeu
mochte.

'Dann fann biefeg Sftaff aber nid;t in ACn aufgeljen, tite ey bodj
miifite.

oftitl?in traben AB nnb AC fein gemeinfdjaftlicfyey SUfafi; wag jn
beweifen war.

§e 144.

©timmen $wei iKecfytede in ber (“runblinie uberein, fo
ift ber Quotient ifyrer gelber gleich bemfenigen ifyrer
jpofyen; m. a S .: fo oerfyalteu fid)*) iljre gelber wie ifyre
|)6”en.

25rf. (59 finb 8wei ffiecfytede gegeben,
bag eine mit ber (Srunblinie g, ber £)blje h
unb bem gelte f, bag anbere mit ber ($runb*
linie g, ber $Blje h' unb bem gelte /'.

2ety. oy 7 =
2ew. 9Jan muff beim 29enxife bie

beiben folgenbeu mdglichen galte unterfdjeiben:
1 Dief)éfjen h unb h' feien commenfurabel. 3ljr gemein»

fdPaftlid’eg SDfafi fei bie ©trede

fo baf?
h= na, h"— na
ift.
3ie™t man nun burd? bie Sfyeifyunfte, welche burd> Abtragung ber
©trede a auf ben £0dl)en h unb h' erhalten werben, parallelen ju ten
©runblinien g, fo jerfallen / unb f' bejie®unggweife in n unb n cow
gruente 9ed)tedgfelber oon ber ®rofie qu  aftitljin wirb

f= ny, f' = n'cp;
unb eg ift:
f wcep n __ na h
f n’§ n' n'a h'

Il. Die Ip6fyen h unb h' feien incommenfurabel.

1) Uber bie ~rebortionen bergt, ba« Uetub. b. Strittymetif 8 41 bi« § 45,
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~ebenfalls giebt eg eine ©trede k oon ber 93efdj>affenfleit, baff
» V / k
n fl - H
ift. Uftan fann bafyer bte grage necfy ber (Sultigfeit ber 23el)auptung fo
augfprecfyeu, ob K oon h oerfd)ieben fein fann ober nicfyt.
3fefmen mir an, h unb Kk feien oerfcfyieben, fo

K fallt ber (Snbpunft K ber ©trede AK = K nicfyt mit
/L bem (Snbpunfte H ber Jofye AH = h jnfammen, menn
H man jene auf biefer abtragt. Dfjeilt man bann bie
Josfye h' in fo fleiue gleiche Dfjeile, baff biefetben fleiner

T als HK finb, unb tragt fie oon A au$ auf AH ab,

fo fallt fcfiefflid) ein Dljeilpunft in einen Punft L
jmifd)en H unb K. Die ©trede AL, neche ifyrer
i 4 (Sntftefjunggmeife nad; mit ' commenfurabel ift, nennen
mir | unb conftruiren eublicl? ein Pecfyted au« ben ©eiten
g unb /; beffen gelb nennen mir X
Dann ift, mie oben unter | bemiefen:

2) A= A

UDfultiplicirt man aber biefe ®leid?ung 2 .) mit ber nid)t §u beanftan*
benben (Steigung (1.), fo folgt bie ($leid;ung
/ A
x 1
melde einen offenbaren aRiberfprud) enthélt. Denn ba L jmifcfyen H
unb K liegt, fo ift

/>X, Y > 1, memn k<™, y<lift;

unb /<X, y < 1, memk>Il, ~ > 1ift
golglicfy fann k nict oon h ocerfiofyieben fein.
JI it f ft %e.
Die Selber ber Parallelogramme oon gleidjer
(@runbllnle or alten tch, mfe t{te <$ofyen \
»
Hofye r}L T {*¢ 5 &runbrenten. )i

—9fad>8.| u. 8§ 131, 8.1.

Il. Die gelber ber Dreiede oon gleicher j J

oerljalten ficfy, mie t*re .
] T X ﬁ@runbltnten.

- 3uf. I u 8§ 131, 3. 1.
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§e 145.
€t tfaw
Der Quotient bet Selber beliebiger "Parallelogramme
ift gleid) bem 'probucte aus bem Quotienten ifyrer ©runb*
tinien unb bem Quotienten ifyrer §6l)en.
2rf. /, g, h finb bas Selb, bie ©runblinie unb bie §bfye eines
Parallelogramms, f', @', h' bieieuigen eines jmeiten.

»'»e = f = r w-

33em. Die entfprecfyenben <Stiicfe eines britten Parallelogramms
feien: o, g', h\ fo bafi es mit bem einen gegebenen Parallelogramm in
ber 86l)e, mit bem anbern in bei* ©runblinie Ubereinftimmt. 'Dann ift

recfy §. 144, 3 . 1:
/
P 9’
@
T

mithin burd) SQ*utti"tication:

Der.Quotient ber gelber beliebiger Dreiede ift gleid)
bem Probucte aus bem Quotienten ifyrer ©runblinien unb
bem Quotienten Ujrer £)dljen.

8. 146.
01 ftniliditen.

I ©ine ©rofte, nelcfye unter alten gleichartigen (troffen
5u bem 3 ed auSgetoa”tt ift, um biefetben mit ifir ju
meffcn (bibibiren), fyeijjt bie 9Jta8einf)eit ober fchlechttyin
©inheitl) biefer Ordfjen. — Unter ber SDiaftja®l einer Oroffe
oerftefyt man ben Quotienten, melden fie beim afteffen
(Didibiren) burd) bie Ointyeit giebt. —

33ei arit"metifc*en Relationen ertaubt man ficfy, ju
fagen: ,,©ro8e a", anftatt: ,9Jt68$af)l ber ©r6g§e a\ hiernach

1) Dtan beachte genau ben Unterfdjieb jnnfdjett ber ,,(Sinbeit" unb ber ,CEing".
$ie ,,@Enleit" Ift eine ©roSe, bie ,,(SiN8" eine 2(nja™t (djne Dualitét).
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tit feber ©af$, welcher feinem unmittelbaren Wortlaute
nacp feinen ©inn giebt, 5lt interpretiren.l)

. Qa«?Zlreal be«Felbe« eine« Qiiabrat«, beffen «Seiten
ber (na @ $oillfir geméahten) Langeneinheit gleich finb,
wirb (nach attgemeinem Ubereinlommen) al« Flacheneinheit,
ober genauer: al« Llrcaleinhctt, feftgefefet.

3 nrfthec.

l. Qie dftaffjapl be« Felbel eine« leben SRaraltelo-
grantm« ift gleich bem probucte ber aJiafcjaplen feiner
©runblinie unb feiner Jpohe. — ®t. a. 2B8.: Qa« Fetb eine«
Parallelogramm« ift gleicp bem Probucte au« ®runblinie
unb 8§ohe: f=gh.

— tiefer ©af geht unmittelbar au« §. 145, 2. perbor, wenn
man bort ba« Parallelogramm, wetcpe« ba« Felb /', bie ©runblinie

g unb bie Ipthe h' hat, al« ein Quabrat annimmt, beffen Ceiten g'

unb h' beibe ber Langeneinheit gleich finb.

IT. Qie 3)iarbahl be« Felbe« eine« leben O©reiecf« ift
gleich bem halben Probucte ber 2)taffjahlen feiner ©runb*
linie unb feiner £)éhe.— $ft. a. 30.: 3ebe« ®reiecf«felb ift
gleich bem hfliben Probucte au« (Srunblinie unb § 5he:
/ = W-

— Folge bou 3 uf- | unb §. 131, 3- I-

I1. Qer Quotient fe jweier ©eiten eine« einzelnen
Qreiecf« ift gleich bem reciprofen 20erth be« Quotienten ber
Ipbhbn, welche auf ihnen ftehen. — iUl a 20.: 3 e jwei ©eiten
eine« einjelnen Qreiecf« ner~atten fich umgefehrt, wie bie
auf ihnen ftehenben £6hen.

— Qeun bezeichnet man jwei Qreiecféfeiten mit a unb b, bie
tpdtjen auf ihnen mit a unb R, fo ift nach 3 - 1l ba« hoppelte Qrei=
ecffelb 2f fowopl = aa, al« auch — “R» woburch

70 o R
1 0 a

heroorgeht.
atijolit.

Qurcp bie Qef. Il ift eine Segiel/ung jwifepen ber (Sinpeit ber Léangen
unb berfenigen ber 2lreale pstgeftellt, roelcpe auf bloRem Ubereinfommen
berupt.

1) $ergl. b. SeYfe. b. 2tritbmetif 8 45.
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Z« berftetjt fidi oon fetbft, baji bei jefoem &hnlichen Ubereinfommen nur
gwedmajngfeitéricfficnten — feine jwingenben ©riinbe — in« ©einigt gelebt
Werben fonnen, ba e« an unb fur fid" feine ©rdfiengattung etwa« angelt, wa«
man bei einer anbern at« Diafieinheit anfehen will. L3eifpiet«neife finb e«
blojw $wedntéfngfeit«riidftchten, ba8 man ba«jenige ©erntet, meiere« ein
CSubifcentimeter SLaffer unter gewiffen Umftanben befi™t, at« ©ewichtéeinheit
(I ©oramm) feftgefefet I;at; unb genau eben fo berhitt e« fich, wenn man
flr bie g(éd;eneinheit bad 2lreat eine« Ouabrat« feftfefct, wie e« in Def. Il
gesehen ift. Dian hétte “erju eben fo gut ba« Slreal eine« Dreied«=
fetbe« ober eine« $rei«fetbe« mahten birfen, beffen 93eftimmung«ftiicfe au«
ber Langeneinheit abgeleitet werben fonnen, ober irgenbwie anber« beil
fahren, wenn man bnrcf> bie 5Bal)l ber Langeneinheit auch biejenige be«
2lreat« fcfon beftimmt Mafien wili.  Diit bemfelbeu iecht hdtte man aber
auch febe ein- flr attemat getroffene 23erabrebung hierliber untertaffen biirfen.

Die praftifche 9utcffid;t, burd; welche man fid) hfit leiten taffen, ift
im $uf. | auxgefrochen.

Die ”“Benennungen ber Einheiten greifen auf bie Def. Il juriicf: Dian
nennt bie $tad;eneinheit ein ,,Ouabratmeter”, Wenn at« Langeneinheit
ein Dieter angenommen ift, ein ,,Ouabr atmit time ter", wenn ba«
Diitlimeter at« Langeneinheit gilt; u. f. w.

Der ,3uf. 1 lehrt, baff

| Ouabratmeter = 10-10 Ouabratbecimetern,
| Ouabratbeameter = 1010 Ouabratcentimetern
ift, u. f. w., weit
| Dieter ==10 Decimeteru,
| Decimeter = | 0 Zentimetern
ift, u. f. w.; eben fo, wie ba« $etb eine« %Parallelogramm«, welche«
7 Dieter ©ruubtinie unb 5 Dieter tpdtje befitjt, 7-5 Ouabratmeter grof3
ift. Da« $elb eine« Dreiecf«, beffen ©runbtinie 9, unb beffen tpshe
8 Dieter betragt, enthélt nach 3uf. 11 \ 19«8 = 36 Ouabratmeter Lireal.

Die in ber Strithmetif gebréud;tiche ”~Benennung ,a Ouabrat" fir
H2" ftammt baher, baR nach 3 uf H ba« $etb eine« Ouabrat«, beffen
©eiten fe « Dieter betragen, = alOuabratmetern ift.

2luc bem 3uf- HI erfieht man, baR bie Dreied<hdhe X auf einer
©eite bon 12 Dieter Lange, wenn eine anbere ©eite 9 unb bie auf ihr
ftehenbe Jpitje 20 Dieter miRt, 15 Dieter lang fein muR, weit

12e= 820, x — F2-
ift.
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8 147.

Ecl)r
Die gelber jmeier Dreiede, melcfye in einem 20infet
Ubereinftimmen, »erhalten fid?, mie bie Vrobucte au« ben
©djenfelnl bieder SBinfel in ben einzelnen Dreieden.

Vem. liftan lege bie
beiben Dreiede fo an einanber,
befe if)re al« gleid? gegebenen
50intel ©d)eitelminfet bei C
merben, benenne fie im Ubrigen
mit ABC unb A'B'C, be
jeicne CA—a, CB—b unb
bereu Verlangerungen befe=

fyung«meife CA = d, CB' = D', jielie bie £iilf«grabe A'B unb be*
jeicfyne ba« gelb bon
A CAB=/, A CAB?=/', CAB= ¢
Dann ift nadj 8. 144, 3- II:
f __a @ ___ b
7 — f7~v' }
ba« (Srftere, meil man bon B au« nur eine ©entrechte auf A A, ba«
3meite, meil man bon A' au« nur eine Centrechte auf BB' fallen fann.
Durd) VJdultiplication biefer (Sleicfjungen ergiebt fid):

f _  a b
J — ~d- V'
mie behauptet mirbe.
§. 148.
0 cfinition.

3e jmei Dreiede, melde in jmei Sinfeln Jdberein*
ftimmen, ljeifeen &ljnlid). ¥ — Da« 3eid)eK fir biefe« SRort
in gormeln ift: ~.

3 1t\&| ¢.
. 3e jmei é&fynlicfye Dreiede ftimmen in allen SBinfeln
Uberein.

D 8ier tritt beutlicfe herbor, tresfealb €S cingefii™rt ife bou bat ©rdfeen ju fored)en,
at8 trenn fee Rabiat traten. (8 146, 2). 1.) Sif3 man ne™Midp genau ferecfeey, fo
bebarf man einer bebeutenb groReren Slnjalfe bon Sorten unb nnrb bielleidjt grabe
beSfealb nicht fo leidet berfeanben

2) 3egl. bie @(bolie ju §. 57.
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I. 3 ft ein Dreiecf mehreren &fynlid), fo finb tiefe unter

firf) aljnlicfy.
[Il. kongruente Dreiecfe finb &fynlid?.

8. 149.

3n afynlitfyen Dreieden finb bie Quotienten ber($egen*
feiten gleicher 26infel gleich.

Brf. 3n ben Dreieden ABC
unb A'B'C" ift:

/| A=/ A, ZB —ZB"
k« loirboBC=a, CA= b, AB= ¢,
B'C = a, C'A'= b, AB'= ¢
bejeicfmet.

«i? ©ift=

Pdem. 3Peteidet man bie gelber
ber gegebenen Dreiede mit / unb /',
fo ift nad) §. 147:

f, = Z « =27 fT.
unb:
r = T"7” weil Z = Z -4 'ft-
hieraus folgt:
a c b c
a' ¢ 77
a b_
a 7’
J nfa]c.

I 'Die Quotienten ber gleicfyliegenben @eiten &”~nlic”er
Dreiede finb alle brei gleicfy:
a b c
a' b’ c'

— Denn bie britten SSinfel finb ebenfall« gleicfy grofj.1

1) 2Btr Bejieben un« auf btefen ,erflen ~Mnli~feitsfalg" burd) bie ®ejeid)nuttg:
(2»r).
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Il. Qie gelber jmeier &afynltdjen “~reiecfe t>er™attcn fiel),
tote bie Ouabrate gteiebtiegenber ©eiten:

/ _

o= «'2*
— Qenn, bie Oteiebung

f a c

7 ~ &d'cd

ge™t in biejenige ber Behauptung dber, menn man beit Quotienten ~r

bureb ben eben fo grolen — erfebt.

Orn)oll e.

2Bie ber erfte Bongruenjfab mit feinen Umfebritngen bisher bie mid)*
tigfte Jpanbbabe geboten “~at, um (Sigenfcbaften ber compticirtereu 9taum*
gebitbe bureb Bermittelung ber einfad)ften gefebtoffenen gebrochenen £inie,
beé '‘Creiecfe, abjuteiten, fo erdffnet ber obige ,erfte 3lbuti<bfeit$fab” Qw)
bie SluSficbt, fid) biefer einfadjen ftigur auch bort mit (Srfotg bebienen
ju foénnen, mo &% fid) um biefenigen (Sigenfcbaften ber SRaumgeftatten
banbett, »eiche bureb bie Vergleichung ber Quotienten gteid;artiger fRaum*
groRBen ermittelt »erben mdgen.

@8 ift besbaib — genau »ie bei ber Rongruenj — eine Srage oon
beroorragenber SBicbtigfeit, ob unb in meteber 2 )eife biefer erfte Slbntich*
feitéfafj, oerbunben mit feinen nacbfttiegenben $o (gerungen (namenttich
3uf. 1), umgefebrt »erben fann. — Jpiermit »erben mir un$ im nacbften
§. befebaftigen.

§. 150.
Ute ubrigen "nUdjkeitsfubr (Mmke”~rnngen bes erflcn).
3 »ei ®reiede finb &hn tich, wenn fie Ubereinftimmen :

D in ben 93erhéattniffen (Quotienten) ber brei ©eiten*
paare (3« ;

2) in bem Berbattnié jmeier ©eitenpaare unb im ein*
gefebtoffenen 56infel (swsrt);

3) in bem Berb&ttnis jmeier ©eitenpaare unb in bem
($egen»infei ber groRBeren ©eite be$ einjetuen
Qreiedé (Sswru);

4) in bem Berbattnié 5Stueier ©eitenpaare unb in bem
($egen» infet ber Heineren O©eite be$ einjetnen
Qreiecf«, fall« bie ©egenminfet ber gréBeren ©ei*
ten jugteicb fpifj ober jugleich ftumpf finb (sSwrv).
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2Bir fihren ben idemeis an jmei ®reieden ABC unb A'B'C’, in
melden bie ©eiten mit ben 23ud;[taben a. b, ¢\ d, b', c' bejeicfynet
merbeu folleu, mie fie ben burdj bie 23ud;ftaben A, B, C\ A', B', C'
benannten (Sden gegenuber liegen.

Sei alten wer ©&t"en mirb bie ®leid$eit ber 23erl)altniffe non min*
beftené jmei ©eitenpaaren borausgefefct; &8 fei ftetS:

a' b
~ W

$>ann machen mir fteteé biefelbe “miféconftruction, baff mir anf CB
bie ©trede CD = d abtragen, burcfy D eine parallele ju BA jieljen
unb bereu Ccfynittpunft mit CA burd; X bejeid)nen, enblidj bie ©trede
CX = X unb bie ©trede DX = y fe"en. Jpierburdfy mirb
ACDX ~ /SCBA......... w)
meil Z CDX = Z CBA unb Z CXD = zZ CAB als ©egenminlel
bei ben parallelen DX unb BA fyeroorgeljt.
UDauu bleibt uns nur nod; (brig, ju bemeifen, baff
/ISA'B'C = /SXDC
ift, um mit Jpllfe non § 148, 3- | unb H Su fcMieten, eb fei
/S A'B'C' ~ /£tABC.
£)er iBemeis aber bafir, baff
INAB'C = A XDC
ift, beruht bei ben einzelnen ber hier ©afe auf betriebenen 93orau$*
fe~ungen.
f)ie einzelnen SSorauSfefcungen nebft ben jugefjorigeu 33emeifen finb
folgenbe:
33rf. ju 1). ift:



14
$o0 A ABC rsj /"XDC ift, fo folgt:

s« 1).
a b a c
a X uub a y .. 8 149.
3»itPin ift
b= X ub ¢ = y\...drittm. & 44, 11, !
boljer: A A'B'C A XDC, ... (¥
A A'B'C N A ABC ...S§ 148
93rf. su 2). (59 ift
T.-T tC = £V
»eit. di 2. ®a A ARC ~ A XDCcC ift, fo folgt:
a X 9 }
mithin:
A AB'C=AXDC ... mm) A X'5'C"~ A ABC.
93rf. su 3). (5« ift:
vV = TT. «'>1>",
93el). su 3). ®a A XI?<7 ~ A XDC' ift, fo folgt:
b Nt
a #' *
mithin:
A AB'c = A XDC ... @mo), A a'B'C ~ A xjba

33tf. su 4): (5% ift:
— ¢ SN /N [/ »_ [/ R./ Z "™ imb Z X' finb beibc
o Z- Z. ,y ftumpf ober beibe fpifj.

«

33en>. su 4). 3)a A ABC ruA XDC ift, fo fotgt:

a __ b_ ir
a' X'
mitljin:
A AB'C = A XDC ... [sSw), A A'B'C ~ A ABC.

1) 3oer Mer benutzte @a tautet: ,Stimmen $mei Proportionen itt brci
gteidfgefteltten ©liebem dberein, fo finb and; bie »ierten ©lieber

gleid)."

3 n unferm gatte ift A —JL (. p. 35) unb
b b B x
T=*T" T =T"' b*

— S)a8 Whatoge fiubet bei ben jtueiten Proportionen ftatt, tho C' = Yy

beitoorgebt

= (e bemiefen); mitbin:

ke



15

§. 151.
$ efiitition.
Unter einer €>djaar non (traben nerfteljt man eine be*
tiebige Sinjaljl grober Sinien, welche in irgenb melier
6ejieung ju einanber fielen.

jCriljrfatj I.

£)ie einanber entfpredjenben 2lbfcfynitte, toelcfye auf
jmei beliebigen ©raben burdj eine Ocfyaar non “aratteten
gebitbet tnerben, geben gleiche Quotienten.

3Brf.  350n nier 35ar*
allelen mirb eine O©rabe
in ben funften A, B, C,
1), eine jteite in ben
funften A', B', C', D'

gefcfynitten.
3y (88 tft:

AB _ CD
AB ~ CD'-

3Bem. Qu AD jielje
mau burcb A' unb C' parallelen, nelcfye bejiefyungSmeife BB' in X
unb DD' in Y idfyneiben. £)ann ift:

A A'B'X C'D'Y (2w);
mithin:
AX _ CY
AB" ~~ CD'~*

geruer ift in ben Parallelogrammen ABXA' unb CDYC':
A'X = AB, C'Y= CD\
mithin:
AB CD

AB — CD' -
3ft im ©egenfafc ju unferer bisherigen Slunahme AD == A'D’', fo
bteibt bie letzte ©leichitng hefteten, treil bann AB = A'B'unbo CD—CD'

ift (als ©egenfeiteu in Parallelogrammen).

adolte,

3erfchiebt man in ber obigen gigur bie Parallelen in ber 30eife,

befj fie ifyrer urfbringi”~en Sage parallet bleiben, fo nerdnbern bie Quo*
tienten ber non ifyuen auf ben feften ©rabeu AD unb A'D" abgefdjmit*
tenen Otrecfen, mie bemiefen ift, ifyren 3Berth nicht, mag man bie Par*
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atlelen im Ubrigen oerlegen, toopin man toill. (Setbftoerftanblid) bivfeu
hierbei jtoei Parallelen auf einauber gelangen, il)re Solge oertaufd)en,
u f.m

©ept eine non ben parallelen burcf) ben Durd)fd)nitt«puuft non AD
unb A'D', fo fann man fie bttrd) biefen Punft allein oertreten taffen.
Dann entfielen ©éfce Uber bie Teilung oon jtoei Dreiedsfeiten bnrd;
eine Parallele jur britten, toelcpe aber nic™Md Weites enthalten, toenn man
fid) bte oon fetter (5de erfefcte Parallele pinjubenft.

Allgemein umfepren 183t fid> nnfer ©afc uid;t, fonbern nur in bent
Salle, melier im udcpften Seprfafc befprocpen toirb.

CuljrT ® I
©epbrt ber Durd)fd)nitt$pun!t jtoeier ©raben mit ju
ben SSegrenjungen einer Solge folcper Slbfdpnitte, oon toel=
cpen bie Dp eile ber einen ©raben benjenigen ber anbertt
proportional) fitto, fo fittb bie graben 93erbinbungélinien
entfprecpenber Dpeitpunfte einanber parallel.
33rf. Stuf jtoei ©raben,
toelcpe fid; in P fcpneiben, ift:
PA PB
PA' ~ PB'’
23ep. (E«ifiAA'"BB".
23eto. aftan jiepe burd;
P eine Parallele Su AA utth
eine jtoeite burcp B, mnelde
AA" in X fcpueibe. Daun ift:

A .- 8 i
PA' P X e
Die« giebt burcp S3ergleicpung mit ber 93orau«fefcung:
PX = PB',

fo baR BB' fid) nid;t oon ber ©raben B X unterfcpeibet, toelcpe mit
AA' parallel ift.
Jitrott
Dreist mau bie ©rabe PAB um ben Punft P, ittbent
mau ben Punft A auf einer ©raben AA' gleiten unb ba«

SSerpaltniS PA. AB uuoeranbert laRt, fo bcfcpreibt ber
Punft B eine Parallele 5t AA"

1) Wev ©wijjeu beilfen proportional, toentt fie eine Proportion geben.  (Slritbm.
& 41)
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§. 152.
Gttyzfafy |I.

£)te halbier ungStinie eine« £)reiecf«roinfel tfjeitt
ceffen (Segenfette fo, baff iljre 2Ibfc nitte ficfy »ermatten,
rote bie anftoffenben ©reiedsfeiten.

Brf. 3m A ABC roirb bte ©eite
AB ton ber gtatbierungéiinie ted Z ACB
in D getroffen.

NoEl =%

23ero. (Diatt jielje jur ©raten CD
burcfy bie beiben attbern (Seien A unb B A
bie ~aratieien, ton beiten bie buref) B
gezogene fid) mit AC in einem funfte E trifft. £)ann ift:

<) §8£ - H ... §e151- * o |-
ferner ift bei beit ~aratteien CD unb E B :
Z CEB = Z ACD,
Z CBE= Z BCD;
foigliefy, roeil z ACD = /_BCD ift, aud):
z CEB = Z CBE,
CB = CE.
©efjt man aber in (1) CB fur CE, roa« fjiernad) angelt, fo geljt
bie ©I. (1) in biefettige tber, roetcfye beroiefen roerben foiite.

Beljrrii™ 11,

3Birb bie SSertdngerung einer £)reiecf8feite ton ber
Natbierungétinie be8 Stupenroinfelo an ber ©egenecfe ge*
troffen, fo terfyalien fiefy auf iljr bie 2Ibftanbe beé ©cfynitt*
punfteé tou bett (Seien, roie bie anftofjenben $)reiedéf eiten.

2Zrf. 3m A ABC roirb
bie 23ertangerung ber ©eite AB
Uber B fjinauS in D ton ber
JpatbierungSiinie  be$  Slufjeii«
roinfeté BCA' getroffen.

»«*e @« ift: fpg =
23ero. £urefy bie (Scfen

SRorpifcft), (Elemente tcr SUtat"cmatif. IV. 2
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A imb B jiepe man bie parallelen ju CD\ bie burcb B gezogene treffe
fiegp mit AC in E. £)ann ift:
DA CA

DB ~ CD
3n biefer Proportion barf man aber CE burep CB erfefcen, meil
bei ben Parallelen CD unb EB:
Z CEB= z ACD,
Z CBE= ZBCD,
alfo toegen ber ©leicppeit ber rechts genannten 3Binfel
Z CEB = Z CBE,
CB = CE

I"eljrfitfe |II1I.

3ft auf einer £)reiedsfeite ein Puntt oon foleper Sage
gegeben, baf} feine Slbftanbe non ben beiben (Sefen fiep »er-
palten, wie bie anftofjenben £)r eieefsfeiten, fo palbiert
feine PerbinbungSlinie mit ber briten (Sefe ben £)reieefs*
tointel an berfelben.
Brf. 3Wf ber Seite AB beS /\,ABC
liegt ein Puntt D fo, baR

AD BD
AC ~ BC
ift.
Bep. (S ift z DCA= zZ DCB.
Bem. halbiert man ben Z ACB burep
eine ©rabe CX, fo ift:
AX _  BX oT
AC BC  eeeeeennns A
£)ioibirt man biefe ©leiepitng burep bie gegebene, fo folgt:
A X B X
AD ~ BD
9tun ift aber:
A X B X AX + BX AB .
AD 8D AD + BD AB I ... 3lritpm. 8. 43,

alfo:

AX = AD, BX = BD,
maS nur bann angept, menn bie ©rate CD mit ber Halbierungslinie
CX bes z ACB jufammenfallt.



19

V.

3ft auf ber Sertdngeruug einer £)reie<f«feite ein ~Bunft
non fotd>ev Sage gegeben, baft feine Stbftanbe non ben bei*
ben 6den fid) bertjalten, mie bie anftoBenben Qreied«*
feiten, fo halbiert feine $erbinbung«tinie mit ber britten
(5de ben Stufjenminfet an berfetben.

— Qer Sem. ift gan$ analog bemfenigen ju S. 111, nur befc bie
(Steigungen AX — AD, BX = BD hburd) bie fotgenbe ©d)tusreif>e
ermetten merben:

A X BX _ AX— BX AB
AD BD AD- BD ~~ AB ~~1'
ajolll.

20a« ben Sefyrf. 11 angelt, fo fcfyneibet bie Jpatbiernngétinie be
Stujjenminfet« bei C fic® in bem gatte nicfyt mit ber (Sraben AB,
menn AC = BC ift; benn bann ftetjit bie f)atbierung«(inie be$ Qreied«*
minfet« bei C nicfyt nur auf ifyr, fonberu aud) auf AB fenfrecfyt, mie
non friher fyer befannt ift.
Qie 9Ylott)menbigfeit ber 2tu«natjme getit aber and) au« S. Il fetbft
t)eroor, meit
DA DB --AB j - AB
DB = DB = 1+ DB
notfymenbig bon | oerfcfneben ift.

§. 153.
QefittUiott.

Unter einem Sifdjel oerftet)t mau eine @cf>aar toon fot*
d)en (Sraben, meld)e fammttid) burd) einen ~Runft I)inburd)*
get)en; ber tejjtere fyeilt ber 0 d)citcl be« Siufd)et«.

Beljrfiin 1.
® ie einanber entfpred)enben 2bfdnille, metcde auf
jmei "RBaratteten burd? ein Sifd)et gebitbet merben, geben
gleiche Quotienten; nub jmar ift ber Soertt) ber letzteren
gteid) bem Quotienten ber Stbftdnbe ber iRaralteten com
<Sd;eitet be« Sufcfyet«.
o
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2rf. P ift ber Ccpeitel
eines SOiifcpelS, oon melcpent jroei
parallele ©raten gefc'nitten teer*
ben, bie eine in ben funften:
A, B, C, D, S, bteanbere in
ben entfpreepenben finften: A',
B', C', D', S'. £)er Otrapt
PSS' ftept auf ben Parallelen

fenfrecpt.
PS
PS' -
ZetD. ©S ift: A PAB~ A PAB’; [2w)
AB _  PA
baper: AB' - PA' ¢
ferner ift: APAS~APA'SI,...(2v)
PA _ PS
baper: PA' ~ PS' *
Diitpin  ift: IO

£>a bhie ©treefen AB nnb A'B' jimfcpen jtoei beliebig gemaptten
©raten beS Solfcpels liegen, fo gilt ber ©afj fir fe jmei entfpreepenbe
Slbfcpnitte ber parallelen, alfo auep in ber ~ornt:
PS cD
PS' co'
u f.m
Sinnt.  Siegt ber Punft P steiften ben Parallelen AD unb AxDX
fo anbert fiep in Soepauptung unb iOemeiS toeiter 9HcptS, als tafe man
flr bie obige ~igur bie Slccente an ben Séucpftaben burep untere 3nbiceS
$u erfefeen pat.

Reijrfal IL*

Serben jtoei parallele ©treten (einzeln, ober bette)
in benfenigen ©raten oerfepoben, in benen fie liegen, fo"
befepreibt ber ©cpnittpunft ber graben 23erbinbungSlinien
iprer ©nbpunfte, fall« er fiep ebenfalls bemegb, eine Par*
allele ju ben gegebenen Parallelen.

Ber. ©inb AB unb A'B' bie gegebenen parallelen ©treefen, for
ift, menn man bie 3 apl

bejeiipnet, naep S. I:
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PS SS'+ PS-
PS' PS' PS' A
, _ Ss'
Ps'= 7

aflithin ift feer aibftanb PS' be$ flinftes P ron ber (Sraben A'B’
rollig beftimmt burd® ben Serth be Duotienten n unb burd) ben 3lb*
ftanb SS' ber parallelen AB unb A'B' ron einanber, ohne baf? ber
Ort ber Punfte A, B, A, B' weiter in $rage fame.

(Sbenfo rerhalt e$ fid), trenn AB unb A,B, bie gegebenen paral*
leien ©treten finb; nur bafs bann

PS SSi— PSi __ SS,
PS, PS, — PS, *
_ SSt
PSX= n-f-1

Serben jtnei Parallelen non einer ©cfyaar ron traben
fo gefchnitten, bajj je jtoeil) einanber entfpred®enbe 2lb*
fcfynitte ber Parallelen gleite Duotienten geben, fo bilbeu
bie ©raben ber ©d)aar ftets ein S3ifci>el ober eine f~otge
ron Parallelen; ba3 Seziere jebod) nur bann, trenn bie
fraglichen Slbfchnitte bie iSiné jum Duotienten h”ben unb
auf ben beiben Parallelen in einerlei Uticfytung liegen.

33eto. Oie lefcte Behauptung ift ohne SeitereS flar; bie erfte toirb
baburd? erhartet, baR mau oom ©chnittpuntte jtoeier (Strahlen eine ®rabe
burch ben nachften Oheilpunft auf einer ber gegebenen Parallelen jieht
unb bie Sbentitdt feiueé SchnittpunfteS auf ber streiten Parallelen mit
bem gegebenen Oheilpuutte berfelben nachtreift — &hnlich, trie in §. 153.

Cctirfofe IV.

Schneibet ein Bifd~el auf 5mei graben Linien jtret ent*

fprechenbe Paare proportionaler 2tbfchnitte ab, fo finb bie
beiben (traben parallel.

i} SBotlte man in ber 33orauBfepung bte Stnforberung fallen taffen, beff je $vet
entfprechcnbe ¥>Y>ritte benfelben Duotienten geben, fo mirbe ftdf nur  behaupten
taffen, bal bie ©chnittpnnfte berjenigen ©raben ber ©chaar, nelce auf ben plaral=

teten proportionale unb gleichgerichtete Steile abfchneiben, gleiche Slbfianbe 6on jeren
haben.
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Brf. 33on einem SBifchel, meines
feinen ©feitet in P hot, mirb eine ©rate
in ben funften A, B, C, D unb eine
jmeite ©rate in ben entfprechenben fiinften
A', B', C', D' fo gefchnitten, baff

AB cD
A'B' cD'
ift.

SOelj. <% ift AD 4= A'D".

i0em. ©iebt man 5lt, bie Soehauf)*
tung fei falfch, fo fann man {ebenfalls
buvd; A ober burd; D eine Parallele ju
A'D" sieben, beren ©chuittyunfte mit ben

mittleren ©tragen nceiter oou P entfemnt liegen, als B unb c. ©0 fei
A ber 9%ame beSfenigen unter ben beiten fraglichen finften, bei bem
bies gefchiebt. £)anu fchneibet fich bie parallele ju A'D®' mit PB, PC,
PD in finften X, Y, z fo, ba

A'B' cD' oT
AX — YZ '"*‘*U
ift. Uwultiplicirt man biefe ©leichung mit ber gegebenen, fo erhalt man:
AB _ CD
A X Yz
bieS ift, nachbem man taS 4£ Y CD U conftruirt hot:
AB _ YU
A X Yz

£)a bann ferner / BAX = s UY Z, als ©egenmiufel bei ben
parallelen AD unb YU, ift, fo folgt:

BAX - uYyz, .... [sws
/ AXB = /s YZU, XB 4=2zU.

'DaS Cefctere ift aber nicht moglich, meil ber Punft U im Soinfel*
felbe Xz P liegt, fo baff fich bie ©raten zU unb X B P {ebenfalls
Smifdjien X unb P fcfmeiten.

Mithin muff AD bie burch A hinturchgehenbe Parallele ju A D
fein; mas $u bemeifen mar.

§. 154.
Aufgaben.

I. £)urch einen gegebenen Punlt $u einer gegebenen
©raten eine Parallele 5l jiehen.
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21nal. (5 fei AB tie gegebene
©rabe, P ber gegebene Punft, PX P X
bie »erlangte Parallele ju AB. "ieljt
man nun »on P aus eine beliebig
lange ©rate PZ, treidle fid) mit AB
in Y fcfyneibe, unb bie ©rabe ZX,
reeicfie fidd mit AB in V fdjneibe,
fo ift

zZY raY
vp VX}"'§'151’

unb ungefeljrt gefyt PX 3= AB “eroor, tnenn biefe ©leid)ung erfillt
wirb (8. 152).

2lnm. ®ie in § 99, IV gegebene 2InalpfiS beljanbelt einen be*
fonbern $all ber fyier angejeigten RonftructionSmetbobe, unb jtoat ben*
jenigen, melden man feiner groRen Soequemlicfyfeit megen meiftenS
traten wirb.

1. Sine gegebene Otrede fo einstweilen, baB tljre
X1) eile fid) »erhalten, n>ie beliebig gegebene ©treden.

2lnal. I. £)ie ©ufe § 151
unb §. 152 Uber eine ©(paar oon
parallelen geben eine S6fung au bie
Ipanb.

(5% feien retymlicw AC, .. .,
GH, HB bie »erlangten Steile ber
gegebenen ©trede AB, unb auf einer
jroeiten »on A auégeljenben ©raben

feien AM, ..., PS, ST ben ge*

gebenen ©treden gleid), fo bal
AC _ _ GH _ HB
AM = 1=~ Rs — ST

ift. X)ann ljat man nad> §. 152:
CM 4= ... #= GR £=HS 4= BT.
Unb umgefeWrt: nactybem bie gegebenen ©treden, melden bie £l)Ule
»on AB proportional fein follen, auf einer beliebigen burcfy A gejogenen
©raben in ber $olge AM, ..., RS, ST abgetragen finb, mirb AB
nad> §. 151 burcW biefenigen Parallelen ju BT, tiddye bucly M, . . .,
R, S gelten, proportional mit jenen geteilt.
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Sinai. Il. S$ feien AC,

., GH, HB fde »erlangten
Steile ber gegebenen ©trede AB,
unb auf einer parallelen ©raten
feien A'C'....... G'H', H'B'
tiefenigen gegebenen ©treden,
melcpen fene proportional finb,

atfo:
AC _ _ GH HB
A'C’ (I GH'— H'B"™
£)ann fcpneiten fiep cie ©raten AA, CC', ..., GG' HH",
BB' naep §. 153, £. |1l in bemfelben Punfte P, falls fie nicpt fammt*

licp einanber parallel auSfallen. ®a baé Sefctere aber nur eintreten fann,
menn jufallig AB = A'B' ift, unb aucp in biefem gatte baturcp »er*
mieben mirb, baR man bie ©treden auf AB"' in ber umgeteprten gotge
auftrégt, als in meiner bie analogen
£peile auf AB liegen follen, fo laRt
fiep ftetS ein 33lfcpel fepaffen, metcpeS
bie Slufgabe loft. — SIm jmeefméRig*
ften mirb man baper ben Ocpeitel
beffetben jmifepen bie parallelen AB
unb A B' legen, mie c$ bie pierneben
ftepenbe gigur jeigt
Ill. Sine gegebene <Str ;de in eine gegebene Slnjapt
gleicper Xpeile ju eiten.
IV. Sine gegebene ©tn;de fo su tpeilen, balR ihre
eile fiep »erpalten, mie gegebene 3 aplen.

adolic.

Um fitp beim 3eicpnen bie Sintpeilung »on ©treden in eine beliebige
SInjapl gleicher £peile moglicpft bequem ju machen, »erfaprt man mit
S"uen in ber Soeife, baR man figp »on »ornperein einen fogenannten
L»erfiungten Iarftab" conftrnirt, b. i. eine gigur, nelcpe in iprer
einfagpften ©eftalt au8 einer Parattelenfcpaar unb einem biefelbe fepnei*
benben SSifcpel beftept. Jpat man bafir geforgt, baf auf ber einen Pa*
rallelen lauter gteiepe Slbfcpnitte liegen, fo gilt bieS naep §. 153, S. | aud?
»on jeber anbern; unb paben bie Parallelen aullerbem gleicpe Sntfernungen
ton einanber, fo finb naep §. 151 auep bie Xpeile ber einjelnen <Straplen
fos5 39iifcpel$ gleicp.
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§. 155.

0 efinition.
3ft @:x —x:b, x2= ab), fo heifit x feie mittlere

proportionale jmifchen a unb b.

£Erl)rfa] L

3 ebe Kathete eine« beliebigen rechtminlligen retecfo
ift bie mittlere Prop ortionale jmifchen ihrer Projection
auf bev “ppotenufe unb ber Jpppotenufe.®

Prf. 3n beut bei C rechtminf C
ligen A ABC ift CD _LAB gefillt.

Sei). (85 ift:

AB:AC=AC: AB.

33em. Ks ift:
A ACD ruA ABC ... (2w), A
»eil Z ADO = zZ ACB (= A
unb /_ACD = ABC (als Komplemente beS Z A). hieraus folgt
bie behauptete Proportion.

jSufalj. (@ er Jdijtljitoorrifdje antj in artttjmctifdjrr cform.)
®ie (Summe ber $atfjetenquabrate eine« jeben recf>t-
minfligen £>reied'S ift bem Spppotenufenquabrat gleich.
Sem. Sie fo eben bemiefen, ift:
AC2= AB -AD,)
BC2— AB -BD;
mithin:
AC2+ BC2= AB1[AD + BD) —AB +AB = AB2

fet) rfa| II.

®ie auf ber ">"p>otenufe ftehenbe Spbhe eines jeben recht*
minfligen O©reieefs ift bie mittlere Proportionale jmifchen
ben Slbfchnitten ber “ppotenufe.3)

33rf., mie ju Rehrf. I.

Beh- Ks ift AD : CD = CD :BD.

Sem. f)ies ift richtig, meil

A ADC ~ A CDB ... @w).
1) «ergl. 8§ 136.

2 «ergl. § 146, ®. |.
3 «ergl. 8 137.
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8. 156.

Btt ,erweiterte $ltjtt)ttOoreifdje Retjrfaf;"*

3 n febem beliebigen Dreied wirb benS Ouabrat einer
©eite erhalten, wenn man bie (Summe ber Quabrate ber
beiben anbern ©eiten um bas hoppelte ~robuct aug einer
non ifjnen unb iffrer “rofection auf ber jmeiten oermeljrt
ober oerminbert, fe nad)bem fie einen ftumpfen ober einen
fpitjen SBinfe 1 einfcljliejjen.

Brf. jul. £)a3 A ABC ift
bei C ftumpfminflig. CD ift bie ~ro*
fection oon CA auf CB. ®ie 2ftafc
jaulen ber ©treefen BC, CA, AB,
CD, AD werben bejief)ungéweife burd)
a, b c, X, h bejeiefmet.

S3ef>. blt I, (B¢ ift:

c2= a2+ b2-f- lax.
23ew. $u I.  3m recfitrointligeii A ADB ift neefy §. 155 I1:
C2— [a+ X)2+ h2
c2= a24-lax + x2+ h2
©eft man in biefer ©leidnmg aué bem recfytwinfigen A ADO:

x2+ h2= b2
Igt bie (Steicfmng: c2= a2+ lax -f- b2
33rf. au Il. £a$ A ABC ift

bei C fpirtoinfiig. 2Ueé Ubrige bleibe,
wie in ber 33rf. ju I.
S3elulT. (£ ift
c2= a2+ b2— lax.

iOew. 3u Il. ®urch 2Imoenbung
berfelben ©a”e, wie in bem 53eneife
au |, folgt:

2= @— x)2+ h2
= a2— lax x2-f- h2
x2-f- h2= b2
c2= a2— lax -f- b2
fpierbei ift $u beamten, bafi in bem galte, in welchem D auf ber
oticfitung CB Uber B IfinauS fallt, jwar c2= (X— a)2+ h2 wirb,
ba bied aber fur bas (Snbrefultat feinen Unterschieb audmadi, weil

x— a)2= (@a— x)2
ift.
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§. 157.
Beftttitian.

diejenige ©rabe, welche Don einer QreiecfSecfe $ur
I1le ber ©egenfette fiihrt, ffeifjt bie Mittellinie bieferoeite.

Reljr fa%.

Die ©umme ber Quabrate zweier ®retecf«feiten ift
hoppelt fo grofj als bie ©umme ber Quabrate ber falben
britten ©eite unb ihrer 3J%itteftinie.

2%rf. 3m A ABC ift CM bie Mittel*
tinie ber ©eite AB. Qs werbe bejeichnet
BC—a, CA= b, AB—c¢, CM—m.

Beb-  (SS ift

a2 52= 21m2+ (-fY]j.

3Bew. ©tept CM nicht fentrecht auf
AB, fo fei MB = Xx bie Projection ber
Mittellinie MC auf AB. Da bann baS
eine unter ben Dreiecfen CMA unb CMB
bei M einen ftumpfen, baS anbere aber bei M einen fpifcen 3oinfel bat
fo ergiebt fidb, inbem wir baS A AMC als ftumpfwinflig annebmen,
nach §. 156:

£2= A2t t 2---.7,

a2— m2+ — 2 e— eX.

hieraus gebt burch 2lbbition ber ©leicbungen ber»or, was behauptet
wirbe.

JIfftls.

I. 3ft um ben Mittelpunft einer ©tredfe mit beliebigem
9?abiuS ein $reis gezogen, fo bat bie ©umme ber Quabrate
ber Slbftanbe eines feben feiner finfte bon ben (Snbpunften
ber ©tredfe benfelben SBertb-

— Denn nach bem Qbigen bangt @2+ b2 nicht oon ber Dichtung
ber ©trecfe m ab, fonbern bloff oon ber ©réfie ber ©trecfen m unb c.

I. 3n jebent Parallelogramm ift bie ©umme ber Qua*
brate ber ©eiten gleich ber ©umme ber Quabrate ber
Diagonalen.
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§. 158.
£edtf* 1. (Her fltolemaifdjc)) £el)tfal.)
3m unuberf ebtagenen ~reisfebnenoiered ift bad 3Bro*

buct bet diagonalen gteicb bet Summe ber “~robucte je
jtoeier ®egenf eiten.

n Brf. (6% ift ein nniberfcfyla*
geneé “reiéfebnenociered AB CD mit
feinen diagonaten AC unb BD ge*
geben. 3Bir nennenD A — a, AB=b,
BC— ¢, CD—d, AC=e, BD=".

Beb @8 ift:
esf = aec-f- b-d.
Pder. 30ir tragen in bem 33ier*
edéfetbe bei einer <dfe A an eine Ceite
A B einen 30intet B A E an, meteber
bem bon ber anbern ©eite nnb ber
diagonale gebitbeten DAC dleich
iftt. E fei ein ~3unit oon BD\ unb e toerbe BE = x, DE = vy
genannt.
oftun Nat man:
A BAE - A CAD ... (@QW,
meil ni<bt nur BAE = / CAD nat> ber RBonftr., fonbern auch
ABE = /7 ACD als »Reri*crtettiinfel auf A D ; mitbin:

d e ex — bd.

ferner b~ man:
A DAE - A CAB ... (2w),
meil 1) /_ DAE — /_ CAB als differenjen beS DAB mit ben
dfeteben 26infeln BAE unb CAD, unb 2) / ADE = / ACB als
3geribberiemintet auf AB ift; mitbin:

BC/— - .. &y - ac
©ummirt man aber bie beiben ©leiebungen
ex = bd,
ey — ac,
fo folgt: e[x-\-y) — ac -f- bd,

ef= ac -f- bd.

1) ™Molemdua lebte ju SUeSanbrieu in ber erften Jpétfte be« jweiten Sabi'bunberts
n. Sbr.
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dLufit
Oft ba$ ~reisfepnenoiered ein fKecptecf, fo fotgt:
/12 = a2 j2
b. i. ber pptpagoreifcpe ©atj oom recpttoinftigen dreied

Oft in einem 23ierebas Probuct ber diagonalen gteic®
ber Summe ber “robucte ber (Segenfeitenpaare, fo tafit
fiep um baffetbe ein Areis befepr eiben.

23rf. 33eim Pierecf ABCD, in
toelcpemn DA —a, AB= b, BC—uc,

CD= d, AC= e, BD = / gefegt
ift, befielt bie ©teicpung:
ef= ac bd

33ep. Um baS Z3ierecf tfjt fid®
ein Areis befcpreiben.

33eto. Om Selbe bef 23ierecfd
conftruire man ein A ABE fo, bafi

Z BAE = /_CAD,
Z ABE = zZ AOD

ift. dann ift:
A BAE rsjA CAD ... @w),
mithin u. 2., wenn man AE = 2z bejeicpnet:
b _  _s_
e a

2tu§ biefer Proportion in Perbinbung mit
z DAE= Z DAB—- ZBAE—Z DAR—- Z CAD=/_CAB
folgt aber treiter:
A DAE r>A CAB ... (ws
trenn man nocp bie ®rabe D E gezogen pat. 3Befeigpnet man biefe mit
y, fo ergiebt fiep aber ferner

auée A BAE rsj A CAD bhie (Steiepung d

A DAE j A CAB y o —
b. i
ex — bd,
ey — ac,

e[x-f-y) = ac -f- bd.
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SSergteic’t man fded mit ber gegebenen ©(.:
ef— ac -f bd,

fo folgt:
X+ V=/-
maS nur maglich ift, menn JE in BD liegt,
da bann aber
/ ABD = s ABE = s ACD

ift, fo gebt ber um baS £\ABD betriecbene $reié aud) turd) ben
Aunft C (8. 114, 3 . 11).

§. 159.
£l9rfafe

3 m uniberfcfytageuen ©ebnenoiered ift ber Quotient
ber diagonalen gleid) bem Quotienten aus ben ©ummen
ber “robucte berfenigen ©eitenpaare, melcbe oon ben (Snb-
punften ber fraglichen diagonalen auSgeben.

B ®Brf. @3 ift ein uniberfcfdageneS
©ebnenoiered AB C D gegeben, in mel*
egem DA — a, AB = b, BC — g,
CD = d, AC = e, BD = flt<
jeid;net ift.
ogeb. (38 ift: PR
Sem. 23eftimmt man auf bem
93ogen ABC einen Munft B' fo, baff

ber dbeil AB' = CB, CB'= AB
mirb, fo ift:
©ebne AB’= BC = ¢, CB'"= AB = b ... (& 106, 8.)
Sejeicbnet mau ferner bie ©rabe DB' = 2z, fo ift im 93iered AB'CD :
eez *= aeb-\-ced ... (§. 158, 8. I).

Sonftruirt man ferner in analoger SOeife ein ©ebneuoiered BCD A"
fo, beff

©ebne DA' — AB — b, BA'= DA = a
ift, fo gebt, meil 9%ogen CDA* = DCB" gemorben ift, fytxxox
©ebne CA'= DB' — z;
unb €S folgt aus bem 93iered A'BCD :
f ez= ae-d-J-ceb ... (8 158, 8. I).

9luS ben beiben erbaltcnen (Steigungen ergiebt fid> aber burd) dioi*
fion baS, maS behauptet ift.
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§. 160.
£E1)rfa%.

2luf alten (Staben eines iSufcbelS ift baS 2Rtobuct ber
Entfernungenl fetneé ©Odfeitels ton ben beiben £)urcb*
fcbnittspunlten mit einem Greife gleich grof.

Siegt ber ©feitet beS iSifcbelS auf bem Steife, fo ift auf jebem
©trab! beS iSufcbelS minbeftenS bie eine Entfernung beS ©Reitels tom
Greife = 0; mithin fiub in biefem ~alle bie fraglichen “~robucte fammt*
lieh gleich, »eil fie fammtlicb = 0 finb.

Siegt aber ber ©Reitel beS iSufcbelS im “reisfetbe ober auBerhalb
beffelben, fo taffen fidy biefe 8&tle unterfebeiben, wie folgt:

I. ©ebneibeu fid) im ~reisfetbe jitei ©ebnen, fo ift baS
Arobuct ber Steile auf ber einen fo grojj, mie auf ber
anbern.

2rf. 3mei ©ebnen AAX unb
B B Xfd>neibeu fid> innerhalb beS ~reis*
felbeS in S.

iSeh- ES ift:
SA-SAX= SBSBX

iSett. Ultan jiebe bie ©ebnen
AB unb AX X £)ann ift:

A ASB ~ A AXBX ... (@w
tteil Z B = /_AXals “eribherieminfel auf bem iBogen ABX,
unb /_A = Z_BX , ” w » BAXIft.
Mithin ift:
SA:SBX— SB:SAX ... 8 149,

SAISAX= SB-SBX

Il. (Sehen ton einem finfte auBerhalb eines $reis*
felbeS aus jmei ©ecanten au ben “~reis, fo ift baS iRrobuct
aus ber ganjen ©ecante unb ihrem &uflReren ulbfcbnitt auf
ber einen fo grofi, itie auf ber anbern.

D) Sergt. 8 146, $. I. — 9tau fanit bierflii: auch lagen: baS ~db beS Hecht*
ed8 au§ ben (Entfernungen u. f. W2
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Brf. 2lu einen ®reié gepen
oom fiinfte S aufcerpalb bed $reis*
fetbed aud jmei ©ecanten SAAV
unfc SBB{.

Sei). Gx ift:
SA-SAi= SBSBU

Sem. 9Dlan jiefye bie «Seinen
AB unb A X 'Dann ift:

A ASB ~ AAIAT.... (20)
meil /_SBA —/_SAX X als «Supplemente 6on /_A BB X(8. 113,3-111),
unb /_SAB=/_SBXAV , " . /E~(8.113,3.111).
uDlitljin ift:
SA:SBt —SB:SAX ... 8§ 149,

SAISAf = SB SBi.

I1l. ©eljen oon einem fiinfte aué an einen $reis eine
Dangente unb eineSecante, fo ift bieDangente bie mittlere
proportionale smifd)en ber ganzen ®©ecante unb ifjrern
duBeren Slbfcfynitt.

Srf. 2(n einen $reis gelten
oou S aus eine Secaute SAAX
unb eine Dangente SB.

Sei). (Es ift:
SA:SB = SB:SAL,
SAISAX- SB2

Sem. Der Semeis ift unter
9%. 11 fd)on mitgefinrt, meil bie
Dangente SB nichts SinbereS ift,
0% eine Secante, melcfye iljrem
auReren 2lbfdjmitte gleicfyfommt. — Punfte B unb B, finb jufammen*
gefallen.
Sill man aber hierauf nid)t juriicfgeljen, fo jie’e man bie «Seinen
AB unb AX. Dann ift:
A ASB rvMAtSB, ... (2w
meil Z SBA = / SAM ... (8.113,3 .11), /_ASB = / BSAXift.
Da bann auch /_ SAB = /_SBA X peroorgept, fo ift:
SA:SB = SB:SAI ... 8§ 149
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2ufii%

Birb eine $reisfe(jne non einet anbeten (jatbiert, fo

ift bie £)atfte bet erfteten bie mittlere proportionale jmi*
fcfyen ben 2(bfd)nitteu ber leiteten.

Bcft nition.

Das Probuct bet Entfernungen eines fiinftes non ben
beiben ©djnittpunften einet bitri(jn gelegten (traben mit
einem Steife (jeilt bie Potenjl) jenes funftes fir biefen
$reis, ober aucfy beS Steifes fut ben Punft.

§. 16t.
«el] r faj.

8aben auf jtnei jidj fdjneibenben ©raben je jtoei fuinfte
eine fotdje Sage, balR bas Probuct iljret Slbftdnbe nom
©djnittpunft auf bet einen ©raben fo groB ift, loie auf bet
aubetn, unb baR bet ©djnittpunft auf beiben ©raben ent*
mebet bie punftpaare trennt, ober bieS auf beiben nidjt
ttjut; fo lant ficfy burdj bie fraglichen niet funfte ein $reis
legen.

— Denn (egt man, menn £.4 «<SAX— SB 1SBt gegeben ift2),
butdj A, B unb At einen $reis, fo fd/neibet biefer bie ©rabe SB
uodj in einem finfte X, fur me(djen uadj 8. 160 bie ©(eidjung
SAISAX= SB SX gbt, daraus folgt: SX = SBt, fo ba? Bt
unb X bie tarnen eines einjigen fiinfte« finb, wenn, inie oorauS*
gefegt initb, SB{ bie ju fotbetnbe foicfytung (jat.

ipat man auf mefjt a(S jtnei ©raben eines 23ufdje(S je jmei funfte,
meldje bie in obigem Sefyrfajj oertangten 6ebingungen erfillen, fo fann
man nidjt behaupten, baR ein einjiget AreiS burdj bie fammiiicfyen fiinfte
fjiuburdjgelje. Der Seljtfafe beS §. 160 ift a(fo nur in befd>rénfter 20eife
umfeijrbar.

1) 2)iefer Wame ift im 3af>re 182G bon ©teiner, einem bebeutenben Sliatfie*
matifer ©ertind, eingefufjrt. ®ie lInabfyangigfeit bei iRotenj bon ber Sage ber
fdjneibenben ©raben mar faon ben mitten befannt.

2) $erg(. bie giguren ju & 100.

fliovpifcfp, Quharte e (Wimatif. IV. 3



34

SOian Uberzeugt fid; hierbon fogleid), wenn man in irgenb einer Sigur
teS 5. 160 bon S aus eine Orate jieljt, meldje fid) mit ber ©ef)ue A B
in einem funfte X fd;ueibet, unb auf *S'X einen Punft Y ber 6ebingimg
SA-SAX= SX -SY gemédR beftimmt benft. (Dann lafit fid; turd) bic
finfte A, X, B, BIf Y, Ax fein $reis fegen, meil bie trei finfte
A, X, B in einer ©raten liegen (s. 102), — Ubrigens barf man hieraus
uid;t fd;lieRen mollen, baf} in tiefem Salle aud; Bx, Y, Ax in einer
©raten liegen, ba im Cegenttyeif bie hier finfte A, X, Y, A x nad>
obigem Sehrfa™ auf einem Greife liegen, unb ebenfo and) bie hier finfte
B, X, YrB{

8. 162.
Xitfgnben.

I. 3u brei gegebenen ©treden bie vierte proportionale
$u conftruireu. — 9?2 a. 9P.: (Sine Otrede X ju finben,
mcld)e mit ben brei gegebenen ©treden a, b, ¢ jufammen
bie ©leicpung

a:b= c¢:x
erfullt.

Sinai. ©omohl in 8. 151, afs and; in 8. 153, ift bie bierte unter
ben ©treden AB, BC, AB', B'C' auf leidite SBeife confttuirbar,
wenn breien boti ihnen beftimmte Sangen a, b, ¢ gegeben finb. (Sin
©feid;eS gift bon ben in 5. 160 betrad;teten ©treden SA, SA It SB, SB X

es ergiebt fich hietauS eine nicft uubetrécht(id;e Strahl bon bar—
fd)iebeueu RonftructionSmethoben ;tfeils bfoll mittefft graber Sinieu, tl;eils
mittefft jmeier ©raten unb eines Greifes), meldfe fo fehr auf ber Saub
liegen, baRk es eine Uberfliiffige -cDlthe mére, fie fytx einzeln turchjufpred;eu.
2ttau bead/te aber SolgenbesS:

£>at mau bon bem finfte S aus, in meinem jmei fonft
beliebig gezogene ©raten fid; fd;neiben, auf tiefen bie
©treden SA— a, SB— b, SC=r in ber SReife abgefcfynitteu,
balR tiefeiben nid;! alle brei auf einer einzigen ©raten
liegen, fo mirb ftets bann ein AreiS turd; bie brei fiinfte
A, B, C erforberlid;, menn B unb C auf terfelbeu ©raten
liegen, im umgefehrten Salle aber ftets jmei parallelen.
(Pergl. bie gignren jit §. 151, §. 153, §. 160.)

Ubrigens fann mau fid; bie unbequeme Gonftruction eines Greifes
bittd) brei gegebene Punftc erfparen, menn mau jundchft einen Slveis mit
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fyinreicfycub groRem 9fabiu« jieljt imb bann bie ©raben at« Seinen* ober
Secanteutfyeite “injitfiigt.

II. 3it 3*bei gegebenen Streifen bie mittlere IRropor*
tionate 5t conftrniren. — 9)?. a. S . : (Sine Streife X ju cou*

ftruireu, tretcfye mit ben beiben Streifen a unb b ~ufammeu
bie (Steigung

erfullt.

2Inat. Qie (Sonftruction toirb ermdglicht:

1) burd) §.155, 8.1, tro man x a(« Aatliete AC eines recht*
trinftigeu A ACB catjatf, in tretd)em bie groRere ber Streifen
a unb b at$ "ypotenufe AB, bie Heinere aber atd “Mirojection
AD bon X genommen ift;

2) burdf § 155, 8.1l, tro man x at« §0f)e AD eine« recht*
trinftigeu A ACB erhalt, in trelchem DA nnb DB ben
Streifen a unb b gleich gemad)t finb;

3) burd; 8. 160, IIl, tro bie Tangente SB — x ift, trenn SA
unb S A X ben Streifen a nnb b gteid; gemalt finb;

4) burd) §. 160, 3-/ rpo X gleich ber £)étfte ber halbierten Sefyne
ift, trenn bie £t>eite ber anbern Setjne ben Streifen a unb b
gteicfy finb.

— 1 unb 2) taffen fid; at« befonbere Seide ron 3) unb 4) auf*

faffen.

I11. 3roei Streden ju jeid)nen, rretd)e fich berljatten,
trie bie gelber freier gegebenen Qu abrate.
2tuat. 3n §. 155 ift nad) 8et)f. | bei ber bortigen $igur
CAl:CB*= DA :DB.

IV. 37ei ©tredeu jn $eid)nen, beren Quabrate fich ber*
halten, trie jtrei gegebene Streifen.
— Olnat., trie "u Ill.

V. Der ,golbene adjuitt“.

(Sine gegebene Streife fo in jtrei £t)cite ju theilen,
bal ber eine Sfyeit bie mittlere "Proportionale jtrifcfyeu
bem anbern Xheil unb ber ganzen Streife ift.

3*
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RBonftr. ©oll bie ©Ctrecfe
AB nadj feem golbenen (Schnitt
get’eUt »erben, fo erriete man
auf ipr in bem einen (Umbpunfte
A eine ©entrechte AC —\AB,
fd;tage um C mit bem 9fabiu$ CA
einen $reté, jielje bie ©rabe BC,
melcpe fiep mit bem (enteren jmi=
fd;en B unb C in D fd;neibe, unb
fdtage um B mit bem 9%abiu$
BD einen streiten $reté, toelcper
fid, mit AB in E fcpneibe.

S ep. R« ift: AE :BE = BE :BA,

' 23em. benennt man burcp F ben jmeiten ©cpnittpunft ber ©rabeti
BC mit bem Greife, fo ift nacp §. 160, IlI:

BF _ BA
BA ~ BD '
©ubtrapirt man | ron beibett ©eiten biefer (Steigung, fo ergiebt fiep:
BF—BA _ BA—BD
BA ~ BD
b. i., »eil BA — DF ift:
BE _ AE
BA ~ BE

eine Proportion, trelcpc mit ber Sepauptung Ubercinftimmt.
3tnm. Um bie Sonftruction bequem ju mad;en, ift be* treig
fo conftruirt, baff fein Dnrcpmeffer D F = A B ift, obgleiep eé nur
barauf anfommt, baff ber Areté bie ®rabe AB in A berihrt unb auf
ber toou B auégepcnben ©ecante baé ©epnenftid = AB pat.
'‘Derjenige Xt;eit BE ber ©trede AB, melier bie mittlere
proportionale jmifdjen AB unb iptem smeiten Xpeile AE
ift, ift ber grofjere.
Beseiepnet man AB = a, BE — x, fo ift
xl—a(a— x),
x2-f-ax—al= 0,
x= a — 1! E|/5~
§. 163.
fdlir
Oft bie 39afid eine« gleicpfcpenfligen Dreicdd gleicp bem
grbfjeren Xpeile ber nad; bem golbenen ©cpnitt geteilten
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gleichen © d?’enfet, fo ift ber infel an bet @pifce bem
filinften £f)eit eine« (Seftrecften gleid).
RBvf. 3n bem Ubet AB gteicfyfcfyenftigen
A ABC ift auf CA bie ©ttede CD — AB unb
CA :CD = CD :AD.

SBe$. iftt £EACB = iG.
3Ben>. <&« ift:
A CABrvA BAD, ... [swsr]]
meit aufjetbent, bafj fie im Z A Ubereinftimmen,
nad) bet 23rf.:

AC :AB — AB : AD
ift. hieran« folgt:
BA —BD — CD, z ABD = /7 ACB
unb, tem /_C — " bejeid)nct toitb:
Z ACB= z ABD= Z CBD=vy, Z CAB= Z CBA = 2T,
z ACB 4-7Z CBA -I-Z CAB = b5y==0G,
Y= £G.
3Utfgnbcn.
I. 3n einen gegebenen $tei« ein regutérec ein-'
jujeicfynen.
2inat. Da bet Rentriunnfet Gber jebet ©eite be« regulaten 3 e’n
cd« = 4 G ift, fo ift bie Ceite geidy bem groReren 2tbfd?nitt bed nad)
bem gotbenen Ccfynitt geteilten Oiabiu«:
S= ,.~"1+VE.

Il. 3n einen gegebenen $tei« ein regutare« ~infecf ein =
juj eignen.

1. 3n einen gegebenen trei« ein regutdre« ~infjc™ned
ein jujeid)nen.

2Inat. 3ft im Steife um 0 bie Cefyne
AB — OA, atfo gteid) bet Ceite be« ein*
gefcfyriebenen tegutaren ©edjoed«, AC gleirf;
bet ©Ceite be« eingefd)riebenen tegutéren
geljned«, fo ift:

ZAOB = \G>t z AOC= 4G,
atfo:
/| BOC—2z AOB—- ZAOC=£. G,
meénatb bie ©efjne BC bet Ceite be« ein*
gcfcfyriebenen tegutéren gunfjefjned«  gteicfyfommt.
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£dollr.

Senn man in ber elementaren ©eometrie fein Poftulat julaffen mid,
meines and; anfcere Linien, als bie ®rabe nnb ben Kreis, opue Seiteres
(opne 2Ingabe ber (SonftrnctionSmetpobe) fiir conftruirbar erflart, fo fann
man ein reguldres w*@d nur unter gemiffen PorauSfepungen Uber bie
3 aC n conftruiren.

3ft nepmlicp N eine Primjapl, b. p. eine focfe $apl, melcpe fid; nid;t
in ganje gactoren gerfalen l&fd, fo gelingt bie Ronftruction bann, menn
[n— 1) eire Potenj bon 2 ift, atfo menn n — 3, 5, 17, 257, 65537, ...
ift. (Den O9tacpmeis ber &ftdglicpfeit biefcr (Sonftructionen oerbaufen mir
(Saujil), melier ipn im 3at;re 1796 in feinen Disquisitiones arithmeticae
gefihrt pat.) ferner gelingt bie CSonftruction, menn n ein probuct aus
giner oon biefen 3 aplen nnb einer Polens oon 2 ift, 5. 33. menn
n= 6,10, 12, ... ift, ba man jeben Kreisbogen jmifrf>en ben 6den
eines fcpon conftruirten reguldren PolpgonS brtrd; mieberpolte Halbierung
oon (Eentriminfeln in 2, 4, 8, 16, ... gteid/e Dpeile feilen fann. Die
ebenfalls conftruirbaren regularen Piercde unb ginfjepnede fielen auSer=
f;alb ber obigen Oleipen.

§. 164.
ténuciterung bes jUjnlidjkeitBbegnlfo.
i'eijtfd%
3e jmei 4&~nlie Dreiede taffen fiep auf jmeifacpe Seife
in eine folepe Sage bringen, baf? fie auf ben einzelnen ®ra*
ben eines 33ifd;els proportionale ©tiide abfcpnetben.

— Segt man nepmticp jmei &pnliepe Dreiede fo pin, mie in ber
gigitr 5t §. 153, S. | bie Dreiede PAC unb PA'C' ober PAC unb
PAXCy liegen, fo ift AC 4= A'C' ober AC 5= AXC{; unb €S gilt
nad; 8 151 fir ben beliebig gejogeneu ©trapl PB beS 33ifd;e(S bie
Proportion

PB _ PA | PB PA
PB' — PA' ocer PBi ~~ PAi =
'Definitionen.
1. attan nennt je $wci Figuren é&pnltd), meld*e fiep in eine
folepe Sage 5!t einem 33ufd;el bringen taffen, bafi bie auf

1) @eb. b. 30. Slpvil 1777 ju Saiutfdjweig, geft b. 23. gebt- 1855 3it (Sbttingeii.
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Den einzelnen ©rabeu bes £3itfd?e(S liegenben 2tbftanbe
\eines Ocfyeitels oon beiben Figuren gleid) grofe Quotienten
geben. — Der SOertfy biefer gleichen Quotienten Reilt ber
SIf)nlid)feitSquotient ober bas 9lf)nlid)fettSUcrl)altniS beiber Figuren.

Il. Stegen 5Stuet &aljnlidje Figuren fo, baB fie anf ben
©raben eines S3ifd)els bont ©feitet beffelbcn aus gemeffene
prooortionale ©tide abfd;neiben, fo nennt man iljre Sage
perfpectinifd).®

Il. 3e jmei funfte &fynltd;er Figuren, weld?e nadjEin*
nalBme einer perfpectibifdjen Sage ber teueren baSSUjnlid?*
feitsoerljaltnis beftintmen, ReiRen mtfprcdjcnbe finfte. Ont=
fprccBenbe Sinicn, Otrecfen, Sdinfcl n. f. w. ReiRen fold;c, welche
Don entfpredjenben funften beftimmt werben.

IV. Der ©feitet eines 6ifd;els, fur weldjes §rtei &tjn*
lid;e Figuren perf pectibifcRe Sage traben, I;eift ein Stbnlid)=
fcitspunft?) beiber Figuren, unb jwar ein duflerer, wenn in
ben einzelnen ©trauten bie entfpred;enben finfte ber
Figuren anf einer unb berfetben ©eite, ein innerer, toenn
fie auf eutgegengefefcten ©eiten beS &u;ulid;!eitspunfteS
liegen.

2C;nticf’e Figuren, bereit 9U)nlid;fcitSquotient = 1 ift,
I'inb congrnent.

arfjoltc.

diad; biefer Definition bleibt her begriff ber 2lI?n(idfeit nid)t bloR
auf Dreiede befdjréuft, fonberu er wirb bitrd? biefelbc in ber SBeife aus*
gebetyut, bal man eine beliebige Slujalfl bon Figuren jeidfuen faittt, weld;e
einer gegebenen Bigttr afynlid; fittb, .wie bie letztere aud; befd;affen fein mag.

Der begriff ber geontetriften 9ll)nlid;feit entfpringt im lebten ©runbe
berjenigen SigeutJjumlicfyfeit uufereS ©efid/tSfiuueS, bal mir beim ©eljen
mit einem Singe uns jwar ber 9ftdj>tungen genau bewult werben, aus
welchen bie (grablinigen) Sicfytftrafylen ju uns gelangen, nid;t aber ber
Entfernungen, welche fie burd;laufen fyaben. ©inb alfo bie Sid)tbiifd?el,

1) 9Bon perspicére, wo bineinfeben.
2) Siefer Stame, doer bietmebr centrum siniilitudinis, ift juerft bon Guter in
einer Slbbanbtuug bont Sab« 177,7 gebraucht
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netcfye uns jtoel ocerfdjiebene Figuren ins &uge fenben, congruent, fo
empfangen mir beufetben ©nbtud. Unb biefer begriff mirb autfy int
gemeinen Sehen burd) bao 2Bort , gifyntid)feit" auSgebriicft.

§. 165.
tfa] .

3ebe mit einem fiRolpgon é&ljnticfye gigur ift ein “otpgon
non gleicher ©eitenjafjt; bie entfpred)enben 20infet afyn*
tiefer “otpgone finb gteid), unb bie entfpredjenben ©eiten*
paare geben gteidje Quotienten, metd)e mit bem atjntid)*
feit 8 quotienten Uberein ftimmen.

93rf.  $Ur ben SUjnUcfyfeitSpunft P ift bie $igur (AB'C'D'__ ),
bejiefyungSmeife [AyByCyD ...), bem ‘tBotpgon [ABCD ...) éljntid).

Oep. Xjie gigur {AB'C'D" ...), bejiepungéloeife {AyB VCYDX...),
ift ein iRotpgon Don gleicher ©eitenjapt mit [ABCD ...); unb es ift
in biefen ~otpgonen:

£EA = /| A'= £EAV, /.B=2Z .Bf= ZBif

AB BC CD PA
A'B' BC” ~CD' — een— PA"'
AB BC CD PA

AB B -ODy T PAYS
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Sgero. Qenft man fid) um ben &fynlid;feitspunft P eine ©rabe
gebretjt, fo get)lt aus §. 151, 3 . fyerbor, baR feber Ceite beS sRolpgons
[ABCD .. .) in be* atjntidjen $igur eine ©rabe entfprid)t, meldje mit
fener faraltel ift. SOZithu ift bie mit bem ~olpgon (ABCD .. ) &fym*
lidje §gur ein "iBotpgon bou gleicher ©eitenjatjl unb bon gleichen $Ginfetn.

$ie Ubereiuftimmung ber Quotienten entfpredjenber ©eiten mit bem
&t)ntidfeitSquotienten, metd;e aulerbem behauptet mirb, ergiebt fiep hierauf
aus 8. 153, 2. I.

J nfa kc.

. ibeftnben fich jmei apnticpe 'iBolpgone in pevfpec*
tibifger Sage, [0 finb bie entfprecpenben ©eiten parallel,
unb jtbar gleicp gerietet bei einem &ulleren, entgegen*
gefeij: gerietet bei einem inneren &pnlid)feitspunft.

H. §at man 8u einem fiRBolpgon mittetft jurner gleid)*
namigenl) ~Antid feité6”unfte je ein d&apnticpes Tolpgon
conftruirt, jo finb in ben testeten biejenigen ©eiten pa*
ralle. unb gleichgerichtet, meldje berfeiben ©eite beS erftereu
entfprechen; fie fchliefren gleiche 2Bin'el ein unb geben
gleide Quotienten. — ©inb beibe $pnlicp!eitSquotienten
gleicp, fo finb bie conftruirten ~olpgone congruent.

1. 3n &pnlicpen Figuren finb je jmei ©treden bet einen
unb bie entfpredjenben ©treden2 ber anbern unter gleid;eii
ffiinfeln gegen einanber geneigt ober parallel unb geben
gleiche Quotienten non ber©rdlRe beS ipnlicpfeitSquotieuten.

— £)enn folche ©treden taffen fid) ftets anfepen als entfprecpenbe

©eiren ahnlicher ~otpgoue.

iv. 3 ieht man bnrd) jtoei einanber entfprecpenbe fiinfte
ahnt eher Figuren fe eine ©rabe, oon benen bie eine mit
jmei ©raben ber einen Sigur eben fo grofle Sointet bitbet,
wie bie anbere mit ben entfptetpenben ©raben ber anbern
ftigu:, fo entfpreepen bie neuen ©raben einanber eben*
falls) (gepen ebenfalls burd) entfpred)enbe funfte).

1) ©. t.: mittetft jtoeier &ulReren ober mittetft jmeier inneren.

2)3 - in &>nlid)en "ottygonen entfprecpenbe 2 )iagonaten, in Irummtinigen
gigttret entfprecpenbe ©ebnen, u. f. >

3) 3. 53 in &hnlichen 2)reieden bie ~6ben, iDtittettinicn, 8atbierung«tinien ber
idinfet
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V.* gi'tr je jwet enblich beftimmte &hnliche Figuren oon
beftimmter Sage giebt es h”chftenS einen &uBeren unb 7orf?=
ften einen inneren ahnlich feitSpunft.

— Bei unoerénberter $uorbnung ber entfprechenben fiinfte ju
einonber ift febenfall? nur ein fthntichfeitSpunft mdglich, ta fe jmei
grabe BerbinbmigSlinien entfprechenber fiinfte fid> nur in einem funfte
fchneiben fonnen. Ss tanbett fid> alfo baritin, ob bei enblich beftimmten
Figuren jmei Uerfchiebene folgen ber ~uorbnung ebenfo migCid® finb,
mic 3. B. b;i jmei unbegrenzten parallelen, ©&be es aber jmei gleid®
namige 2!hnlid;feit$punfte fur jmei enblirf; beftimmte Figuren, fo mirbe,
mie eine einfache Betrachtung jeigt, bie grabe 33erbinbungRinie fe jmeier
Punfte, nelde in ber einen $igur einem einigen Punfte ber anbevn
$igur entspréchen, feinen testen Punft mit ber ftigur gemein ha’eib
maS megen ihrer enblicheu Beftimmtheit udthig ift. — Sin letzter Snb*
punft fir ben einen ~httUbhfcitBpunft mére es nehmlid; nid;t fur ben
anbern.

&tfoitbt

Sin Polhgon ju conftruiren, meid; es einem gegebenen
Polygon nach einem gegebenen BerljaltniS &hnlich ift.

§. 166.

3 met polhgone finb d&hnlich, menn il;re ©eiten ber
9teil;e nach gleiche BJinfel btlben unb gleiche Quotienten
geben (fo meit biefe ©eiten unb BRinfel als nothmenbige BeftimmungS-
ftiiefe ber Polhgone betrachtet merben miffen). B2an fann es burch
Qrtsoeréanberung beS einen Polt;gonS, mahrenb bas anbere
feine Sage behalt, bahin bringen, fomol;! bafj ein beliebig
geméahlter Punft ber Sbene ber &uBere, als auch, balR er ber
innere flhnti~feitspunft fir beibe Polhgone mirb.

Brf. Ss finb jmei Polhgone [ABCD ...) unb [A2B2C2D2...
gegeben, in melchen

ZA =/ A2 £EB=/_BIlt Zz C= Z "2.........
unb
AB _ BC _ CD
AB2 ~ B ~~ CD2 — eeee —n
ift.  SluBerbem hat man irgenbmo in ber Sbene einen Punft P.

Beh- Ss ift [ABCD ...) ~ [A2B2C2D2...); unb man fann

bas letztgenannte Polhgon in eine fold)e Sage bringen, fomohl ba? P ber
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aulere, até axfy k't P ber innere &fynlicfyfeitdipunft ber beiten ~ottygone
mirb.

S3em. 111011 burd; bie ~nnfte A, B, C, 1), ... ein 23fcfye(,
weldegé feilen (Streitet in P fyat, nnb confiruirt fir biefen a(© &ulReren

unb als inneren &fyn(icfyfeitéfrmft bic mit (ABCD ...) &fynlicfyen
gone {A'B'C'D" ...) unb [AIBIC\BI ...) fo, baB
PA _ PA
H~~ PA’ — PA{
ift, fo folgt nad? §. 165, S.:
IA=Zz A=Z A, | B=/_B'=tB, /_C=/_C—/_CX ...
AB BC _ CD
n— AB'~B'C”~ CD' — **'*¢
AB BC CD
~ AyBy ~ ByCy ~~ CAh ‘
*Dies in 23erbinbung mit ber 23orau«fefcung giebt:
/IA,=/_ A=ZAu £B2£B’=£BU ...
AZB2=A'B=AIBI, B2C=B'C'=ByCx, CD2*=CD '=C\Dy,...;
mithin:
(AB2C2D2...) = KA'B'C'D'...) = [AyByCyDy
fo baB ber “nnft P ber &ndere ober ber innere &fyntid)feit«pun!t ber ge=
gebenen "ottygone mirb, je nad)bem man baS ~oU;gon (A2B202D2 ...
in bie Sage Don (A'B’C'D" ...) ober in bie Sage Don (AyBxC\Dx ...)
bringt.
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jttréie.

l. Piau fann je jwei &hnliche Figuren burd; £)rt#t>er*
dnbernng ber einen bon ihnen in eine fotd;e Sage bringen,
fowoljl baff ein beliebig gemailter Punft ber (Sbene ber
auBere, al# and; baff er ber innere afynlicfyleiUpunft beiber
Otguren wirb.

Il. 3ft eine gigur mehreren &ahnlich, fo finb biefe unter
fid; ahnlich-

IlIl. ©inb 5U)ei ahnliche Figuren jugleid; cougruent, fo
erhalten fie nur baburd; einen &uBeren "ntic feité”unft,
baff fie $ur £)edung gebracht werben. — £)ann ift e# aber
gleichgiltig, welchen ~unft ber (Sbene man sum &hnlich*
feit#puul!t gewdhlt tjat.

§. 167.
ficljr frt].

~paben jwei ahnliche polhgone eine folcf>e Sage, baff
jwei Pachbarfeiten ber einen mit ben entfprechenben ©eiten
ber anbcrn bejiehung#weife parallel finb, fo giebt e# fur
fie ftet# einen inneren $$nli($fettbpunl!t, fall# bie ent*
fprechenben ©eiten entgegeugefefcte 9?id;tung haben, einen
dulleren 3Inntic~Mfeit#punft, fall# biefelben gleiche 9iid;tung
haben unb nicht gleich finb. ©inb aber bie entfpred;enben
©eiten gleichgerichtet unb gleich, fo bilben bie (traben,
welche je jwei entfprechenbe fiinfte mit einanber oerbin*
ben, eine ©d;aar bon parallelen.

$ew. ©inb AB unb AIB1 jwei einanber entfprechenbe unb ent*
gegengefefct gerichtete ©eiten  &hnlicher Poltygone, fo fchneiben fid; bie
($raben AAVunb BB{ in einem Punlte P, welcher jwifchen A unb AX
unb ebenfo auch jwifd;en B unb B{ liegt, (Sonftruirt man nun fur P
al# inneren &hnlid;feit#punft jum Poltygon (ABCD ...) ein &dhnliche#
[AAB\C{D X...), fo wirb biefe# mit bent jmeiten ber gegebenen ahn*
lichen Polhgone congruent, weil e# nach §. 166, 3- H mit ihm &hnlich
ift, unb weil ihr &hnlid;teit#quotient wegen be# nad; ber Ronftr. Uber*
einftimmenben 23efifcett ber ©eite A™BY ben 36erth 1 hat (&= 164, 3 )-
"Da fohliefjlich fowohl BiC\, al# auch bie enttyred;enbe ©eite be# jWeiten
gegebenen Pothgon#, ber 23orau#fehung gemdjj oon Bt au# bie entgegen*
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gefegte foidjtung ju BC fyatl), fo teden tiefe "olpgone fidy oottftanbig;
— unb P ift ber innere $fynlid;feit«punft ber beiten gegebenen Tolpgone.

©inb im cmtern Satte AB unb A'B' jmei einanber entfpred)enbe
unb gleid; gerichtete ©eiten aJjnlidjer Rolpgone, fo fcfyneiben fid; bie ($ra*
ben AA unb BB' in einem finfte P ober finb parallel.

£)a« férftere gefd;iel)t, wenn bie ©eiten AB unb A'B' ungleich
finb; unb P ift ber &uBere $l)nlicfyfeitspunlt, mic man hburct) Ccfyliffe,
bie ben fo eben oorgefiifjrten ganj anatog finb, fofort erfeunt.

Sft enblidjf AB — A'B’', fo fallen bie (Srabeu AA, BB', CC',
DJ)', ... unter einanber parallel au«, toeil faimntlidie entfrechenbe
©eiten ber gegebenen iRolpgone paartoeife gleich unb parallel finb, fo bal?
bie SSieredke ABB'A', BCC'B', CDD'C', .. . fid; al* ~arattelo*
gramme au«meifen (8. 89, ).

1) 204re bie (Seite, melche tu bem jmeiten gegebenen iRolbgon ber (Seite BC
cntfpridjt, ju biefer nidjt ebenfalls entgcgengefcpt gerichtet (atfo im Allgemeinen auch
nicht parallel), fo mirbe jenes fi;, nicht mit [A\BXC\D" ...) beefen, fonbern bie=
jenige ?agc hoben, in melce (A\B\C)XD\ ...) gelangt, meitn man es um bie Cxite
A{B\ hevumflappt. 2>ann mére aber P auch nicht ein Ahnlichfeitspunft ber gege»
betten iRotpgone, ba bie ©rabe, melche B mit bem entfprechenben fiinfte ber anbemn
gigur toerbinbet, nicht burch P hiuburch ginge. — ®ergl. hterju 8§ 165 1.
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befj biefeloen auf entfprecfyenben (Setten entfrecfyenber Sinien Hegen, b. i.:
in beiben Figuren jur Y%ec™en ober tu beiben Siguren jur Stufen jineier
finfte, non benen bie entfprecfyenben £feile berfetben gleicfyjeitig betrieben
trerben.

3m (Segenfafc fjierju inerben bte entfprecfyenben Slad)entfjeile auf ent*
gegoefefcte  (Seiten  entfprecfyenber  Sinien  gefangen, menn man bie eine
non beiben Figuren fammt intern Vifcfyel um beffen Scheitel im Ufautne
flerumbrefyt unb bann urmgefefjrt in bie Cbhene fegt. T)ann ljaben aud)
bie entfpred)enben Straffen ber beiben 0Ufd)el eire ungefefjrte ~ofge er
haften.

Dtftnilloittn.

l. “tnei &fnlicfle Figuren, in benen bie entfpredjenben
Selber auf entfprecfyenben (Seiten entfpredjenber Sinien
liegen, ReiBen afmlitf) gelegen ober ifotrofj) (tynlid); antitrop?)
afjnlid) ljeifjen folcfye, in benen bie entfpredjenben Selber auf
entgegengefefcten «Seiten entfpredjenber Sinien liegen.

[I. Unter einem fdjicfen $f)nUd)feitéj)unft nerftefjt man ben
gemeinfamen Scheitel jtneier congruenten SBifcfyel, beren
entf~rec”enbe Straffen nadj entfpredjenben funften aljn*
lidjer Siguten fuhren.

1. $)er ot™nlichHfcitéflunft fjeifjt ifotroj) ober anturop, je
nacfybem eé€ bie al)nlid;en Si.gureu finb. — Von ben ~"ifcfjeln
gift baS Slnaloge.

3 ufn].
£)er aulere fotnoljl, als aud) ber innere &f)nfid)feit$*
punft ~erfrectibifc® gelegener aljnlidjer Siguren ift ein
ifotroper 9U?nlid;feitspunft.
— (Denn fjier tirb fogar baé eine Vifcfyel non bem attbem ober
non beffen Verlangerung unmittelbar gebedt.

§. 170*.
i'eljrfnfe.
3e jtnei afjnlidje Siguren ljaben bei jeber Sage einen
(fd)iefen) 9iljnlid)feit8punft, entmeber einen ifotropen ober
einen antitropen.

1) 2tuct> dhnlich non einerlei «Sinn. — iaok, gteidb, unb -1PEMW, id; tneube, brebe.
2) $(ué: afmltdj non entgegengcfetjtem «Sinn. — drei, entgegen.
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33eto.  2Bir riffen stoei
$alle Unterseiten:

I. @g feien A unb B jtoei
funfte einer $igur, AXxunb B X
bie beiben entfprecpenben fiinfte
einer ifotrop aljnlicpenftigur.

3ie”t man bie (graben AB
unb AXB X, fo fcpneiben fid)
biefe im Allgemeinen in einem
funfte S ; unb trenn man femer
bie Greife SAAX unb SBBX
jielit, fo fdjmeiben biefe fid? im
Allgemeinen nod) in einem jtreiten funfte P.

f)ieg ift ber gefugte fdoiefe Apnlicbfeitgpunft. Denn erfteng finb,
trenn man nocp bie ©raben PA, PB, PAX, PBXgezogen pat, bie
~reiecfe PAB unb PAMB Xifotrop &fjnlid), toeil / PAS — / PAX
unb /_PBS — PBX ift; unb seitens finb bie 29ufd)el, trelcpe
ron P aug $u ben giguren ABC...) unb [AXBXCX...) gehoren,
ifotrop congruent, toeil bie entfprecpenben SBinfel bei P nad) bem
@eiten*50infel*@eiten*AnniSfeitgfa®  gleich trerben, nepmlico Z BPC
= Z BXCX, u f. to.

Grifft eg fid) aber im SOefonbern, baf AB 4=AX Xift, fo liegen
bie &*nltd"en Figuren uad) §. 168, 8. perfpectirifdj, fo befj P ber £5urdj»
fepnittgpunft ber ©raben AAXunb B B Xift; b. p. in anberer ©precptreife:
fftlicft ber fRunft S ing Unenblicpe, fo begeneriren bie Greife SAAX unb
SBBXin grabe Linien AAXunb BBX Unb ift AAX=BBX fo fallt
P mit S jufammen.

II. @y feien A unb B jtrei funfte einer $igur, AXunb BX bhie
betfoen entfpredjenben fiinfte einer antitrop afjnlicpen $igur.

9)lan jiepe bie ©raben AAXunb BBX, tpeile biefeloen in A2 unb
B2 fo, beff

. JAA B,B B.B
si>sli B>B{ |j»BX
ift, jiepe bie ©rabe A2B2, fille auf fie bie ©entrechte AM unb rer*
hoppele biefe tber M pinaug big N unb jiepe enblicfy fde ©rabe NAX
Xjiefelbe fdmeibet fid) mit A2B 2 in einem funfte P.

X)ann ift P ber oerlangte Apnlid)feitgpunft.

Um bieg 5lt betoeifen, fefle man jundcpft bie ©rabe AP unb madje
bie folgenben ©cpliffe:

Joéorpifcfb, (Slemente ber ‘JJhtfyematif. V. 4
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£« ift: A AMP = A NMP, ... ()
Z APA= | APAy,

Eﬁi AN ABi - 8152, 8.1uns (1),

ferner mogen fid? fde ©raben 435 unb AXB Xin S, AB unb A2B2

in R, A”Bi unb A2B2 in R{ fctyretben. ®ie parallelen bucfy S mit
AAXunb BBi treffen bie ©rabe A2B2 in 0 unb in Q. £>aburd) mirb
nad) bem 3n)ei»2Binfel*©afc; A\*Rj_A2r*/ARSO, N\*"RBB2rsj/\"RSQ,

/SR\A™A2rsj /"RySO, unb eé entfielen bie
©leicfmngen:

2) RA1SO = RSIA?A,

B3) RBSQ = RSB 2B,

(4) RIiAiI1SO = RIXS1A2AI,

(5.) RiBi SQ = RXS B2Bi.
UDibibirt man baS probuct ber ©eicfyungen (2.) unb (5.) burch bag*
fenige ber ©leicfmngen (3.) unb (4.), fo ergiebt fid):
RA  R\B\ AoA BoBi __ *

atfo:
RA _ RB RB —RA AB

R\Ai — RiBiI R\B\— R\A\  A[B\
£)imbirt man aber ©1. (2. burdj ©t. (4.), fo folgt:

RA _ RS AjJA __ RS AB .
R\AI RyS A2Ai R\S AiBi 1
2ergleidj>t man bieé¢ mit ©1. (6.), fo folgt:
(7) RS = R,

meéljalb bie ©egenroinfel biefer ©eiten \M "R SR i gleich finb.
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SWwityln ift
@) /_ ARP — Z AXRN®P\
tinb weil fcbon oon friher 6er / APR = /_ AR Xbefannt ift:
A PRA ~ A PRAX, ... (2w
RP RA RR
RiP — RVAy ~ Ri-6i *’*' j*
'DaS erfte unb ba$ letzte SJerbéltniS btefer ©leidjung im herein mit
(8.) geben:
A PRB ~ APR\B[, === [swsr]

fo baRR

Z PBA — Z PBIA{,
unb

Z APB = Z APBuv,
mithin and;

Z'APB= Z APB —-7Z APA = [AjPBi - |_A2PAX /_A,PB,
ift.

T)a™er ergiebt fidj, bal3 in antitroper Sage

A APB MfA AXBX

ift.

(Snblid; ergiebt fid) bie antitrope Rongruenj ber Siiffel, weld;e ton
P aus nad; entfpredjenben funften A, B, C, ... unb Au Bx Cx .. .
ber al;utid;en Figuren fihren, in berfetben Seife, wie im $alle I.

Grifft €S fid; im 33efonberen, ba? AB — AXB{ ift, fo liegt ber
IdjnlidjfeitSpunft P auf ber ©raten A2B2 im Unenblidjen (8. 168, £).),
weil NAi 4= A2B2 wirb wegen ber ©leidjung

MA AA

MN — AoAi ~ 1*
Hierbei giebt €S aber eine SluSnaljme. Senn neljmlid; N mit A,
jufammenfallt, fo ift oon ber ©raben N AXnnr biefer eine ~nntt beftimmt,
meSfjalb ber P auf A2B2 beliebig geméht werben fann.

3 ufijife

Siegen in einer (Sbene $wei congrnente Figuren anti<
trop fo, baB bie gemeinfame Halbierungslinie ber graben
3Berbinb ungSlinien jweier entfpredjenben iRunftpaare auf
einer oon biefen fenfredjt ftefjt, fo ift jeber fiRunft ber
erfteren ein antitroper IlljnlidjfeitSpunft ber congrnenten
Figuren.

4%
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Aufgabe.
die gemeinfame Opifje jweier &ahnlichen dreiede ju
finben, beten ©Orunbtinien ber Sage unb ©OtdRe nad) ge*
geben finb.
— £wei Stufléfungen.
aMoiit.
die in bem $ufaf ernannte ©rabe, beren funfte fammt(id) anti*
trope tljnUdjfeitépunfte ber congrnenten Figuren finb, fjeifjt bie ©pmmetrie*
ape ber teueren.
Stuf ben in ben beiben testen 8§. befprod)enen ©egenftanb weiter
eimugefyen, wirbe flier ju weit fihren. S3ei Cetegenfyeit ber ljatmonifcfyen
33ifd)e( wirb berfetbe inbeffen nocfy einmal furj berihrt werben.

§. 171.
Tclhtfaf I
3n je jwei al)nid;en Figuren »ermatten ficf) bie ©um*

men entfprecfyenber ©treden, wie irgenb wetcfye jwei ent*
fprecfyenbe ©treden.

231f. (%% finb
a, b c d ..., s O©treden, we(de ben ©treden
«!, bx cirdu. .., s, einer &nticfijen $igur entfpredjen.
Bel). (B ift:
(I b j—c Fd (—-=.. s
U+ &+ QO+ d\+ eee si
23ew. Yacf> 8. 166, £. 111 ift:
a __ b _ ¢ __d __ s
a\ by Ci di ‘ st
dafyer trifft bie 33efy. 3t nad) bem §. 43 bed aritfym. Sel)rbud)3.

3 « fttfc

die Umfénge &fjnutfycr IRolpgone »ermatten ficfy, wie
Swei entfprecfyenbe ©eiten ober diagonalen:
u S

u\ =1

t'rljrfnfc 11.

die gelber at)ntid)er ~etpgone berRatten fid), wie bie
QOuabrate entfpred)enber ©treden (©eiten ober diagonalen
u f. w.).
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23rf. / unb f xfeien He Seiber, 5 unb sx jwei entfprechenbe ©treden
a"nuc”er “ol~gone.
23eh- (& ift:
f__s ].
/1 12 *
23ew. 3 ate3t man bie beiben dhnlichen “oitygone burd; entfpredjenbe
©treden in lauter £)reiede, fo werben eie f)reiede be§ einen ‘iRoihgoné
nach §. 165, 3 . 111 ben entfprechenben be¢ anbern "oitygonS ahnlich, weit
fie in ben 2Binfein Ubereinftimmen, unb ba§ S3erhaitnié ber Ceiten ift bem
$hnid)feit3lerlj>attnié ber ~oitygone gleich-
©ei biefeé, burd; irgenb welche jwei entfprecfwnbe Otreden aué*

gebridt =

£)ie 'Creiedéfeiber feien in bem einen “ottygou:

@ kX 0,
unb bie entfprecfimnben beS anbern “oif3gonsS:
<Pi# Xi* wi' oo
£)ann ift nac® §. 149, 3- II:
] tp y to 52
o b Il thi ’ sl2
9%ithin ift nad; §. 43 beé arithmetifchen Sejjr&udré auch:
o -f- -y f-iw s2
9L+ MT+ i+ tui v L si2 "
b. i
/ = «L
/1 «?
§. 172.
i"tlhirf@%

3e jwei Greife ftnb ahnlich nad; bem 23erfyattni8 ihrer
Labien, ©ie haben bei jeber Sage einen &ulleren unb einen
inneren fnjnlid)!eitspunft in ber (Zentralen, unb ~war bort,
wo biefe bon berjenigen ©raben gefd>nitten wirb, welche
burd; bie Grnbpunfte jweier gleich gerichteten, bejiehungS*
weife jweier entgegengefefct gerichteten Labien hiuburd)
geht.

23ew. C©teilt man fich bie beiten Greife in einer concentrifdhen Sage
bor, fo erfennt man fofort, bal fie nad; bem Verhdltnis ber Labien
ahnlich finb: 3)enn fie fchneiben auf allen burd; baé gemeinfame Zentrum
gehenben ©raben einzeln gteichc ©treden (bie fftabien) ab.
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33ei jwei liiert concentrifd) gelegten Steifen um C unb Cx feien.
CK unb CX X atoei gleich gerichtete, CK unb CXKX jwei entgcgengefeht
gerichtete 9?abien bon ber Sange r unb rx; A unb J feien bie ©chnitt*
punfte ber Zentralen CCX mit KKXunb mit KKX.

£)ann ift A ber auBere 2(hnlich!citspunft ber beiben Greife; beim ba

& ACK~ ££ACXKX. .. (2w

unb  beSljalb ,fgj Y@ AAKP; ~'y
ift, fo hangt nach (1.) bie Sage beS fiinftes A, unb nach (2.) ber Serth
beS Quotienten AK: AKXnicht bon ber Stiftung, fonbern nur bon ber
®roRe ber fRabien r unb rx ab.

ferner ift J ber innere IdjmlichfeitSpunft, weil

/SJC K~ /SICYKyY', ... (2w
ithi JK _ JC _ r_
mithin JKy‘ ch ry

ift, fo bal biefeS SBerljaltniS ebenfalls nicht bon ber befonberen Sage ber
®raben KJK X abhangt, auRer baB biefelbe bui'h J hinburchgelje.
3ufédhec.

I. tpaben jwei Greife genteinfrf>aftltrf;c Tangenten, fo
fhneiben fiep bie auferen im &uBeren ~t~nlicf>feitB uirft,
bie inneren Sangenten im inneren 2(hnlichfeit8 punft.

Il. Senn jmei Greife fich berihren, fo ift ber 33erths
ruugSpunft $ugleich innerer ober &auRerer 2lhnlicfeit$*
punft, je nachbem bie Berithrung bon auBen ober bon innen
gefdieht

Ill. QaS Zentrum jweier conceutrifchen Greife ift fo*
tbohl &uRerer als innerer &hnlichleitSpunft.

IV. 3e jwei ~reiSauSfcpnitte, welche in ben Sentri*
tbiufelu tGbereinftimmeu, finb ahnlich.
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§. 173.
fChr
3n je jmei ~reigaugfcfynitten, reelle in ben (Sentrt=
ininfetn Ubereinftimmen, ift tag 33erl?dUnig beg Sbogeng
jum fdabiug gleich groR.

33rf. (5% finb jtrei freigaugfdmitte ACB unb AXCBX gegeben,
tretcfye im  (Sentriminfet bei C Ubereinftimmen.
Befj. @g ift:
AB __ AyBy
CA CA\
33en>. giefyt man m SOinfelfetbe ABC bon C aus beliebig niete
grabe 6Oinien unb nerbinbet bie auf einanber fotgenben £)urd)fcfynittgpunfte
berfelben mit ben Greifen burcf) ©efynen, fo erhdlt man nad> §. 166 jiuei
afynlidie ~ofygone [CAMN... QB) unb [CAMM”M ... QBY. £f)afyer
ift, uenn man ber 3lbfiirjung inegen bie ©efjnenfumme

AM + MN=+ ...+ QB — AB — x,
AyM\ -f-il/Zjo\i-f- ... QiB\ = A"B\ —
fefct:
AB — X
AlBl—Xl -@ﬁ-\" P §' 171, 8 |.
Uftan fann biefe ©teicfyung in ber $orm
AB A\B\ . f x X\
CA 'CAI \C 2 .CA))
fcfjreiben unb fotgenbermafsen meiter fcfytiefsen:
Bie Rricfye AB unb AB finb unnercmberti<$, tuie biete tpltfg*

tinien mau auct) im foetoe beg /  C non C aug “efyen mag; bat)er mufi
bie Differenz
X X\

A cAL °
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trofc ber iBerdnberlichteit ton x unb xt ebenfalls einen unterdnberlibhen
SBerth “aben. unb btefer Serth 8 lann ftd; nicht ton iRull Unterseiten,
weil bie SBerthe ton x unb xt burd) SBermehrung ber ton C aus ge*
jogenen JpilfSlinien nad? §. 127, 8. Iv beliebig Hein gemacht werben
fonnen. @ftithin ift;

AB _  AiB{
CA ~ CAr'®
3ltfates

I. £)aS ®er$aftIni8 bes ganzen Greifes (,fciéumfangS")
Zum 9tabiu$ ift eine fir alte Greife unterdnberliche 3ahl.
— ®enn je jwei ganze Greife tonnen als “reisausfchnitte an*
gefefien werben, bereu Rentriwintel = 2G finb.
1. £)as Verhdltnis beS "reiSumfangeS u zum IDurch*
nteffer d ift eine fir alte Greife nnterdnbertid)e 3abl:

U U\

d a

§ 174.
ftcfinitiou.

S)ie teS HreiSumfangeS, wenn ber ~Durch*
meffer jur L&angeneinheit genommen ift (. h- bte 3 a~/
welche angiebt, wie oft ber ~reisburchmef fer im Umfange
enthalten ift) wirb burdj r, bezeichnet.

3nfal.

RBerftent man unter r beniRabiuS, unter u ben Umfang,
unter / baS Selb eines Greifes, fo ift

u= 2Trer,
f = Ter2
— O©ic Sormel fur /erh&lt man nach §. 141 burch bie ©chtSfoige:
f —2rur — e2~r-r —tr2
adjiolic.

®ie 3S1 « iftirrational. 2tuf 24 ©ecimalftetlen berechnet betragt fie
T= 3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 ...
SRaherungéwerthe in gemeinen 33rid;en finb:
2 KS3)
7 ' 133-'
ton benen ber erfte bereits ton 21lrdjmuebeS (geb. ju ©hracitS um
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287 c. (Efjr.) ljerruljrt, her jmeite aber juerft hon UBietiuS (um 1600
n. CUjr.) angegeben ift.

§. 175.
Cetjefal.)
Stimmen jmei KreiSauSfdjuitte int Ber”altniS beS
33o0genS jum 9iabiuS Uberein, fo fiaben fie gteidfe CEentri*
mintet.

23rf.  3n ben KreiSauSfdjmitten ACB unb AXCXB Xift
AB _ A\BX
CA CAXe
3Bef>. (Bg ift /_c = £ Ci.
33em. (ftad& man ben Rentriminfei ACX = /_ AXCHB X fo ift:
AX AR
£>ieS ergiebt burdj 23ergbeidtung mit ber SSorau”fe”ung:
AB = AX,
moraus nad) §. 38, $. folgt, baf?
2 ACB= / ACX
ift, hon benen ber festere = / AXC\BX gemacht mirbe.

§. 176.
toeiterer Aushau ks tthtkelkgriffs.
Definition.

Unter ber ©Ordjje, bem Duantum ober ber UJia§$al)l eines
SotnfelS (ober and) fdjledjtljin einem SBinfel) herftefjt man
bie 3)iagjabt beS burd? ben 9tabiuS gemeffenen Kreisbogens,
auf meldjem jener SRBintel als Bentriminfet fteljt.

— @agt man atfo j. 33., es fel in ber horigen gigur ber
/_ ACB —* ober= 0,72, fo meint man bamit, €S fei AB = a<CA
ober = 0,72 «CA.

D imfefjruttg tat & 173, S.
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3 Tt ftt %t.

l. (Sin 2\ nfet unb feine O9ftafj$alj( finb gegenfeitig

biHtig burd) einanber beftimmt.
— 8§ 173, 8.unb 8 175.

. Die attaBjaljl einer SBinfetfumme ift gleid) ber
©itmme ber Ufftafsjahten ber einzelnen 2Rinfet; unb um*
gelehrt.

Denn jielit man um ben ©d)eitel C einer SBinfelfumme
Z ACB= Z ACX + Z XCB einen "reiS,
fo ift (wenn A, X, B bie <Sc™nittpunfte bebeuten):

;(’-:\&( bie 2ttafoahl beS Z ACX.

XB
CA

AB
CA / ABC.

Qach einem aritfjmetifcfyen ©a™e aber ift
ibentifcp:
AX + XB AX . XB_.
CA cA * ca

unb umgefehrt. 2tu<h ift jefoe 93eranberung in ber $otge ber D'eite
geftattet, fomoht bei ber 3a* ats beim 25infet (8. 40). — Durch
Vermehrung ber SIn"a® ber ©ummanben mirb au ber Cdbtufjmeife
nichts geénbert.

Z XCB,

anolie.

(SS ift fcon friher (in §. 40) barauf ~Ningemiefen morben, baff man
baS %ie<ht ~at, bem 233infet ein bon ben Quanten ber fftaumgrolRen (33c*
turnen, 2treat, 8ange) »ergebenes Quantum beijutegen. Dies ift mit
bem Obigen gefceen. Denn mir betrachten ats baS Quantum eine«
233infetl? eine arithmetifche 3°~/ bon welcher mir uns Uberzeugt haken,
baff fie alten an ein Quantum ju ftettenben Sinforberungen (8. 17) gentgt
unb mit bem SBinfet mechfelfeitig auf einfache SBeife toerfnipft ift.

Demnach ift beifpielémetfe nach §. 174 baS Quantum eines

geftrecften &RinfelS = - = 3,141 592 653 589 7932
rechten ” = = 1,570 796 326 794 8966 ...;
unb eines SinlelS bon 1°

(I @rab) = 'féf) = 0,017 453 292 519 9433

menn man unter 1° ben 90'lon Dheit eines redeten SBinfetS berfteht, mie
€S no<h immer gebrauchlich ift, tro"bem fich bereits 5t (Snbe horigen unb
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Anfang biefeS SahrljunbertS feie rationellere (Sintheilung beS regten 33%inlelS
in 100 ©rabe ausgebreitet “atte.

. . . 1
~aherungSwerthe oon 1° finb bie gemeinen S3riicf>e unb 1%2

oon benen ber erftere nin weniger als ju groR, ber zweite um weniger
at« ~  5* He" 'f*-
8§ 177
Eclirfat,.

3 ft ein £>urd)meffer eines Greifes ein Tabins eines
jweiten KreifeS, fo liegen jwifchen iljm unb einem beliebigen
anbern SKabiuS beS jweiten Greifes auf beiben Greifen
gleite 23ogen.

23rf.  9)iit bem ®urchmeffer C{A
beS Greifes um C ift um C\ ein jweiter
Kreis unb oon Ci aus eine ©rabe ge-
zogen, welcher bie beiben Greife bejieljmngS*
weife in B unb BX trifft.

23elf. (SS ift: AB = AB{.

23ew. “efyt man ”en ~obiuS CB
beS Greifes um C unb feft/ AC[B = a,
foift /_ACB = 2a (8 113). hieraus
folgt:

AB —2a<CA = a<2C”i= alCX¥A = AB{ ...§.176.

§. 178.
Aufgaben.

I. (Sinen beliebig gegebenen Kreisbogen burd) 3 e~ s
nung allma~lid; b5lt ftrecfen unb bie ©roRe beS babei he*
gangenen ge”lerS $u beurteilen.

2Inal. 2Jian fann ben fraglichen Rweef baburch erreichen, ball man
bie in ber 23rf. beS oor. §. gemachte ©onftruction oon neuem auf ben
groReren Kreis anwenbet unb bie (Sonftruction in analoger 28eife beliebig
oft wiecerholt.
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®enn man erhalt baburcf), bas
Sog. AB — Sog. ABX= Sog. AB2=
ift, bon benen fic* jeber folgenbe enger an bie Tangente anfd)miegt, als
ber borfjergeljenbe.
Jiefit man nocfy bte ©efmen
AB, AB\, ... unb verlangert bte
©raben CXB, C2BX ..., bis fie
bie Tangente in T, Tx ... fcfynei*
ben, fo nehmen bte ©eljnen in ber

$olge AB, ABX, ... ber Sange
necfy ju, bie Tangenten aber in ber
$olge AT, ATX, ... ab. Unb hie

©lieber beiber 9%eif’eu nahern fic>
ber Sange beS SogenS AB als ifjrem
©renjtoertl) in ber Steife, bafi i™re
Slbmeidjung bon ber Sogenlattge bie
2Bertl)e ber Sleifje

AT —AB, ATX—ABX____
nid)t erreicht (8. 127, S. IlI).

1. 3n bem Greife um C ift ber ® utcfjmeffer ACX= d
unb bie ©eljne AB = s. (& follett bie ©tretfen AT — t,
ABXx= s X, ATX= txX berechnet toerbeu.

2tuflofung. ©a /_ TACX= /[/_ ABC{= x ift, fo ift
A TACXry /\ABC X@2w), mithin:
AT ACX iT ACX AB
AB ~ BCX' ~ BC\
ober, »eil BCX= VACX2—AB2= Vd2— «
ift:

Um ABX= sx auf mogticfyft einfache Soeifc ju finbeu, jiefye mau
in bem Greife um Cx ben Gurcfymeffer BXD — 1d unb bie ©efme AD.
©ann ift im redjtttnnfligen A B XAD
ABX= BXD BX ...8§ 155, S. I
®a ferner
BX = BXCX— BCX= d— >/"=72
ift, fo I’at man atfo in $olge ber lebten ©leicbung:
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Z(k-'

2 d- (d—Vdt—s*

( v v
2 ofF

)
d+

ober:
‘Is-t
@) ,r2= s-(-1
Um enbtid) ATV= t{ $u beregnen, beachte man, bef$ /~A BXTt
~ f\A BB Yift [lw), meit /_ AB,T, — /_ABB,= Aunb /7 AT"BV
— /_AB,B alo (Komplemente ju / AC2TX= / ADBX “otgtid?
gefyt fyeroor:

AT,  AB, _ AB2
AB. AB ATX= A
b. i
Ist
@) A= 3 s+t 2.

Ubrigens gewinnen bie ~ormetu (1.), (2.), (3.) an (Sinfad$eit,
menn man fur d, s, t itjre reciprofen 2¢erttle einfiit)rt. !Siefetben mogen
burd) bie entfpred)enben griec’>ifcen 23ud)ftaben bejeicfynet merben, fo baf?

1 i i

4. 8= ¢ - °= -It'r'. u. f. ro.

bebeutet.  UDann t)at man in Sotge ber obigen (Steigungen:
() T= val—52, ... ()
i @)

@) A=y s at = A0r D L. @R)u (3)
2tnm. ©efct man bie SRedjnung nebft ber (Sonftruction fort, mie
es in 2lufg. 1. auSgefut)rt ift, fo tauten bie 9lecfynungSformetn fir jebe
Kummer n, nacfybem ein erfteS t beregnet ift:
@ Tfl- Bt
9) 3Jt+l — VnTw+ 1e
X)ie - unb bie a natjern fidy bei tracfyfenbem n, wie aus ber Stnatpfis

1) SBarftefyt man unter vV unb f bie reciprofen iDtaRjabten ber gelber beS une
unb bes ctngefdjrteBenett reguldren «=(&fs, unter Vv, unb T, bigjentgen beS (2n)=@xfs,
fo ergeben fif) &bnlidie Relationen, nebmlid):

vV, = fi = \f.
0S fielen hier bie 3nbiceS anberS, als oben.
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ber 2lufg. Il Reroorgelt, bemfelben ©renjmert, neBmlicB bem reciprofen
SBertRe ber SiftafisaRl be$ 33ogen$ AB\ unb jirar bleiben bie o ftetd ju
grof?, bte t ftets ju flein, roetC bet iRren reciprofen SBertRen, ben S unb
ben t, ftets bte umgefeRrte 23esiefung ftattfinbet.

f£)at man bte nunterlieBe 3%ecBnung naeR ben obigen
Formeln @) unb (9. fo meit fortgefefct, ba§ ber SBertR fcott

— T«)2
(«»160,)

in benjenigen £>ecimalftellen, melcBe man genau 8u er*
RBalten winfelBt, nur Nullen entBalt, fo ift
°n ~ (an ~n) == -~n t (an ~m
ber ©Orenjtuertl ber a unb t mit ber oerlangten ©enauigfeit.
©ubftituirt man nefmlicB aus (. in (9.) ben SRertR:

T+l= —%— — —moev O----mmem

fo erR&ft man mit Sinmenbung beS binomifelen ©apeS:

3ft nun (on— rn) bereits fo Mein, baR ber britte ©umntanb ber
reefiten ©eite in ben ju bereeflnenben £>ecimalftellen GerfeBminbet, fo gilt
bieS in noell Roferem SliaBe oon ben folgenben; unb man brauelt bei
ber 9ieclnung fir o,,+i nur ben SBertf?
) onfl — A I, T
U berteffieltigen.  ©ubtralirt man Btcroon
+] — 2@ >
fo eralt man bie ©leielung:
i+ | fn+1 — \ I”n ~n),
toelde auel fir alle gréBeren SertBe oon N beftelen bleibt unb bemnael?
bie Relation liefert:
(11.)  Bji+r Tn+r — 7 1.
@efit man in Ol. (10.) fur n neeR unb nadd alle gréReren $aRklen
unb fummirt bie fo erRaltencn ©leidRungen mit OftidficRt auf bie Ol. (I 1.),
fo erfalt man fur ben Orenjroertf ton

a0 — °n—*4T 'y + J + ™»+ 43+ eeeg= 3«— 3 (@Bn— T~
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Unb »erfshrt man auf &hnliche SBeife mit ber au« (8.) folgenben
©leichung

fo erhalt man:
t00= T+ -m2 HA+ T 4-y + eee)= n+ y — T

Il. Die 3 a~t 7 auf 6 Decimalftellen genau oermittelft
ber Sénge be«fenigen Srei«bog-en« ju beregnen, melier
bie ©eite eine« reguldaren 3 ehnecf« in einem Greife Uber*
fpannt, beffen Durchmeffer ber Langeneinheit gleich ift.

Sered)nung. 'Da ber Umfang eine« Greifex, beffen Durchmeffer
ber L&ngeneinheit gleich ift, nach §. 174, 3- « Langeneinheiten betrégt, fo

betragt ber fragliche Sogen Langeneinheiten. 9tun ift d1=1, alfo
auch 8= -~-=1, unb nach §. 162:
S= ~ 15 /0, 0= -———-= = 1+ V5“== 3,236068.

-l +yr
ferner ergiebt bie ©I. Il (5.):

T= >/02— 62= >/5+ 2>/5 = >/9,472136 = 3,077684.

Sei ber weiteren Rechnung fommen abwechfelnb bie gormeln 11
@.) u. (9. in Setracht:

Tt= -~tJL = 3,156876

g= Vai = 3,196227
aj-j-n = 6,353103
X = = 3,176552

®= Vgt2 = 3,186374
3= 21+ = 3,181463

03= j/a3 = 3,183917
t4= = 3,182690
04 = 1/03¥ = 3,183303.
(5« ift bereit«:
al— €3 = 0,002455, b ~ 0,000000118:
fo baf nach ber in 11 befprocbenen Rorrectur auf 6 Decimalftellen genau:
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Nz 03— 1 (3- = 3,183917 — 0,000818
= 3,183099;
10
3,183000 3,141593
ljerborgetjt.
Sie Sertfye bon 34 unb t4 ergeben:
04 — t4= 0,000613, @ " - 0,00000000738;

jo bajj man mit ifyuen 8 tDecimatftetten genau emutten lonnte, menn fie
auf fo biete «Stetten berechnet méaren.

Uber eine biet mirffamere $etflobe jur toeredjnung bon - bergt.
baO Sefyrb. b. Slritfjm. §. 84.

B. dransuerfolen. fjarmonifdje Biiffel. polare, poteitinie.

§. 179.
0 1ftit11idOntn.

I. Unter einem rc*Seit berftefjt man eine bon n un*
begrenzten ©raben gebitbete ~igur. — £)ie unbegrenzten
©raben ReiBen bie Seiten, beren Sd”nittpunfte bie©cfcn beé
n* SeitO.

Il. 3ebe ©rabe, metd)e fid) mit einem rc*@eit fcf*neibet,
fyeifjt eine SranObcrfale) beffetben.

anjo0lit.
£)a ;ebe Orabe, nefye fid) mit n ©raben fdmeibet, im Slttgemeinen
n Sd)nittpuntte liefert, fo ift bie Stzatjt ber ©den eine« w*Seit§ im
Slttgemeinen
= 1+ 2+ 3+ .e.+ (»-1= . . . Britytn. §. 91 (5.).

(S0 fyat atfo baO ® reifeit 3 (Scfen, mie baO ©reied, baO Slierfeit 6,
bag ginffeit 10 ©den, u. f. m.1

1) 9Son transversus, binburdj.
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<Die $In$abl ber diagonalen eines ra*@eits, bejfen ©den fammitlich
ton einander uerfchieben jinb, betragt w '~ 2"~ 3;, jo baf? ein

jolcheS dreijeit 0, ein 23ierjeit 3, ein $unfjeit 15 diagonalen "at, u. j. m
23on dreijeitStranSoerjalen haben mir jcbhon einige (SdtranSoerjalen
fennen gelernt, b. b- jold)e, nelcbe burch eine @de geben, nebmlicb bie
Hoben, bie Mittellinien, bie Halbierungslinien ber SBinfel unb ber Stufen*
minfel.
@S mirb jid> jefct um bie allgemeinen (Sigenfd)aften ber dranSberjalen
banbetn.

§. 180.
Cctjrfafe I (hcs iHcttclatt?)).

die beiben ~robitcte ber brei auf oerfcfyiebenen ©eiten
eines dreijeits liegenben 2lbjtianbe ber Orden oon ben
©dbnittpunlten einer drauSberfale jinb gleich.

SSrj. die Ceite BC eines
dreijeits ABC mirb ton einer
dranSoerjale in Ay, CA in
Blt AB in CXx gejcfynitten.

Beb- (G ijt

ACy « BAX. CB{

= ABy « CAy *BCy.

33em. parallel jurSCranS*
Uerjale siebe man burd) bie brei
Orden beS dreijeits grabe Simen
unb bezeichne ben durcbjcbuitts*
jaun!t ber einen oon ihnen, etwa
ber burct) B gelegten, mit ber ©egenjeite AC burcb X. dann ijt:

ACy __ BCy
ABI XBy '

CB\ XBy

CAy BA\ 8 151.

Multiplicirt man beide (Gleichungen mit einanber, jo jallt recttS bie
(Grore XBy jort, unb es gebt berbor:
ACy CB\ _ BCy ,
ABy ChAy BAI

1) SRenetau«, au« 2Uej;anbrta geburtig, lebte jur 3 «t Srajan« (¢ 100 n. E>)
n 9lcm
SBcrpti jjfl), (Stementc tev SDiatljorratif. 1V. 5
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toaé fic® nach UDMtiplication mit foem ~rotuct ber Kenner nicht oon ber
Vefj. unterfcheibet.

Sinnt. 'Die brei ©dhnittpunfte Alf
Bt C{ fonnen enttoeber auf jitiei DreiecfS*
feiten unb ber Verlangerung ber britten ober
auf cen brei Verlangerungen liegen.

fafc.

3ft eine Dranéoerfate einer Dretfeitsfeite parallel,
fo fino bie beiben V*obucte ber auf t>erfchiebenen ©eiten
liegenben Slbftdnbé ber 6den oon ben beiben oorhanbenen
©<hnittpun!ten einanber gleid).

— Denn es ift
BAi __ CA\ Q 4K1
*§e 51-
BAi «CBi = ABi *CA{.
Daffetbe folgt aber auch barauS, bajj
in ber bei brei ©d)nittpun!ten geltenben
©leichung
ACi BAi CBy _ 4
BCi * CAi ' ABi ~ 1
ber erfte Vruch fig> bem C©renjtoerthe 1 nahert, wenn Cx auf AB ins
Unenb(icf>e ljinaitSgefcfyoben toirb.
trtiljrfaf Il.

:gat man auf $wci Dreiedéfcitcn unb einer Verldngerung ber
britten ober nur auf Verlangerungen ber bret ©eiten je einen “untt
oon fold)er Sage, baf bie beiben ~Brobucte ber brei auf
oerfchiebenen ©eiten liegenben Slbftdénbe oon ben (Seien
gleich finb, fo befinben fich bie brei fraglichen finfte in
einer einzigen ©raben.

vrf. Veim /\ABC liegt auf
BC ein Munft Alt auf CA ein “unft
Bi unb auf ber Verlangerung oon
AB uber B hinaus ein SRunft G
fo, baB
ACi 1BAi «CBi = ABi -CAXBCt
ift. Ober es liegen auch unb B{
auf Verlangerungen oon BC unb CA.
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vef). Die brei finfte AX BX, CX liegen auf einer ©raben.

Vem. Sftan siche bie ©rabe AXBX Diefeloe mufi fid) mit ber
©raben AB in irgenb einem funfte X fd)neiben; benn menn fie mit
ifjr parallel mare, fo mirbe

ABX CB\ ' «* e ?* %05%-

BAX CBX= ABX CAX
fein, maS burd) Dibifion in bie oorauSgefefcte ©leichung

ACXsBAX CBX= ABXaCAXBCX
ju ber unméglichen ©leidjmng

ACX= BCX
fuhrte.  (Unmoglich ift bie (entere, meil CX in einer Verlangerung oon
AB gegeben ift.)
Da alfo ein ©chnittpunft X epiftirt, fo ift:
AX «BAXCBX= ABx CAx-BX ... 2.1

Dioibirt man aber hiefe ©leichung burch bie gegebene, fo folgt:

AX B X AX—BX AB B
ac\ BCX ACX_ BCX- AB — 15 --- Srttm. §. 43,

b.i.: AX = ACX BX = BCX;
mag nur angeht, menn CX ibentifd) ift mit bem fiinfte X ber ©raben AXBX

Da§ Vebenten gegen bie lebten Folgerungen, bafj X unb CX oiel*
leicht auf oerfcfnebenen Verlangerungen oon AB 'liegen michten, “~eBt fich
baburdh, bafj bann bie ©leichung

AX _ BX
ACX~ BCX
unmdglich mére.
§. 181.
I"tm m ei.

Das Verh&ltnis jmeier Dreiecféfelber tUber einer ©runb*
liuie ift gleich bem Verhé&ltnis ber auf ber VerbinbungS*
linte ihrer ©Opifcen gemeffene Ulbftanbe ber@pifen bon ber
gemeinfamen Orunblinie. c

Vrf. Die ©rabe CCX melche
burch bie (Seien C unb CX ber Drei*
efe ABC unb ABCX hinburchr
geht, trifft bie ©rabe AB in D.

Vefj. RS ift:
A ABC _ CD
A ABCi ~ C\D'



33en>.  “eljt man
CE LAB, CEyYy LAB, foift A ODE ~ A CXOEX(2w),

A ABC CE CcD

AABCi~ GE — CiA - - §.144, 3. Il u.§. 151.

3lnm. Stegen bie beiben E)reiecfe ABC unb ABCX auf ter*
fdjiebenen ©eiten ton A B, ober erleibet bte $igur fonft eine attbere
3lbanberung, fo bleibt ber 33etoei$ ftets mortlid) berfelbe.

8. 182.
fetjrfat; | (ius técnal)
©djneiben brei burd) einen ~unft Ijinburd) gefjenbe
SditranSoerf alen eines Oreifeits fid> mit ben ©egenfeiten,
fo finb bie beiben ~robucte aus ben fe brei auf oerfcfyie*
benen ©eiten liegenben 3lbftdnben ber (£<fen ton jenen
©cfynittpunf ten einanber gleicfy.

Brf. Durd) einen SBunft P gelten
bie brei (ScttranSterfalen AA{, BBY,
CCy eineg P)reifeitS ABC, toelde bie
©egenfeiten in ben finften Ay, By,
Cx fd)neiben.

»en. 06S ift:
ACX-BAXiCBy= ABy-CAt1BC\.

Sem. |. ergleidt man bie

1) Setoa (1648—1736), geb. ju SRatlatth.
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gelber je jiceier £)reiede, toelche bie ©treclen PC, PB, PA $ur ge*
meinfamen ©runblinie unb ihre ©pi®en in ben Cfen beS gegebenen E)rei*
feit« haben, jo folgt nach bem tor. §.:

A PCA  ACi
A PCB ~ HCI '
A PCB  CBi
A PBA ~~ ABi '
A PBA _  BAI

A PCA ~~ CAi ‘

£)urch Uflultiplication biefer bret ©leichungen folgt:
, _ ACy CBi BAI
1“ BC\ *ABi ' CAi '
unb fyteraué bte behauptete ©leichung, toenn man noch mit bem “robuct
ber Kenner multiplicirt.
33em. Il. beachtet man, baff bas A CCX bie SranSberfale
APAIi unb bas \"CCxA bie £ranSoerfale BP B X hat, fo ergeben fich
burch Simoenbung beS SJienelaifchen ©ajjeS bie beiben ©leid)ungen:
ACi BAIi.CP = CiPmCAIi *AB,
CBi mAB «C® = BCy +*ABi «CP.
UuDMtiplicirt man biefetben mit einanber unb bioibirt bann beibe
©eiten ber erhaltenen ©leicbung mit bem iRrobuct AB- CP- C¥®, fo

geht baS hetoor' was behauptet ift.

J It ffto%t.

I ©chneiben brei parallele (EdtranSoerfalen eines

£)reifeits fich mit ben ©egenfeiten, fo finb bie beiben iRro*
bucte aus ben je brei auf oerfchiebenen ©eiten liegenben
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$Ibftanben feer ©cpnittpunfte
non ben ©den einanber
gleich.
— Sero, enttreber burd?
§.151 ober burd) bie ©nuégung,
baff bte non einem finfte P aus
nad) A, B, C gezogenen ©raben
fidy ber Parallelitit als O©renje
nahern, trenn P ins Unenblicpe
fyinauSgefcfyoben tnirb. — ©S ift
fd)on friher feefroden tnorben, baff man eine ©cfyaar bon Parallelen
aud) fonft als ein Pifd)el befjanbeln lann, beffen ©Reitel P im Unenb*
ticken liege.

1. Senn ein Otraf)! eines
B if deis bon ©dtranSb erfalen
eines £)reifeits ber ©egenfeite
parallel ift, fo finb bie Probucte
berSibftanbe ber auf betriebenen
©eiten r orl)anbe'nen ©c/nittpunfte
oon ben ©den gleid).

— 3ft nel)mid) PB ~ AC, fo
llat man
ACX-BAy = CAymBCX
nnb ift bann ferner nod)
PA 4= BC, fo folgt: ACy = BCy.

fuljrfal 1.

g§at man auf ben brei ©eiten eines £)reieds ober auf einer
©eite unb auf Verldngerungen ber bciben anbcrn je einen Punft
ron folget Sage, baff bie beiben Probucte aus je brei auf
rerf d)iebenen ©eiten liegenben Sibftdénben berfelben oon
ben ©den gleid) finb, fo fcfyneiben fid) bie brei burd) jene
Punfte pinburd?gel)enben ©dtransnerfalen in einem Punft
ober finb parallel. £)aS Sejjtere fann jeboc™ nur bann bor*
fommen, trenn bon ben gegebenen Punften jtrei auf Per*
langerungen jtoeier ©eiten Uber eine ©de hinaus liegen.
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Brf. Sluf einer Ceite AB eines ABC ift ein “untt Ci ge*
geben unb aufierbem auf ben beiten anbern ©eiten BC unb AC ober
auf 23ertangerungen beiter fe ein 3Rwift AX unb BX fo, baf?

ACXBAX CBX= ABX CAXBCX
ift.

Vep. Die brei ©raten AAX BBX CCX fdpneicen fiep in einem
Vuntt, tonnen aber, menn AX unb BX beibe auf ben Verlangerungen
bon BC unb AC uber C pinauS liegen, audp parallel fein.

3%ero. 3iept man aunac™Mt nur bie beiben ©raten AAXunb BBX
fo fdpneiben fiep biefelben in einem fiinfte P ober finb parallel. Dann
~Nepe man, fe nadpbem bas (Sine ober baS Sintere eintritt, bie ©rate PC
ober burdp C eine parallele ju jenen unb benenne ben DurcpfdpnittSpunft
berfeiben mit AB burdp X. (33ergl. bie Figuren jum borigen ©afc.)
SlISbann ift:

AX +BAXmCBX= ABXCAXx BX, ... 8.1 ober 3 .I,

toaS burdp Dibifion mit ber gegebenen ©leicpung ju ber folgenben fuprt:
AX BX AX+BX _ AB _ 1 Slritpm. §.43.
~AQ~ BCX~ ACX+ BCX~~ AB
AX = ACX BX = BCX
Da bemnacp X mit Cxjufammenfallt, fo unterfdpeibet fid> bie DranS*
berfale CCXnicpt bon ber ©raten CX, melcpe burcp P gept, bejiepungS*
toeife mit AAXunb BB Xparallel ift.

§. 183.

Atmuenbmtgen ber Kmkeijrungen bes Ceuofdjen unb bes
Jlenelatfdjen iSa”cs.

Ccljrfak 1.
Die Halbierungslinien ber brei SBintel eines Dreiedfs
fdpneiben fiep in einem ~unft.
39em. Serben bieSinfel bes£+ABC
bon ben ©raten AAX BBX CCXpalbiert,
fo ift nadp §. 152, 8. I:

ACi AC

BC] ~ BC - .

BA] AB S >
cAl AC

CB] _ BC .

AB] — AB -

folglicp turdp 93inltiplication:



72

ACr BAi Ci, _ .
BCi ' CA ' ABi ~ 1
BAX- = ABXe  <£(%;
©eSfyalb bie faet XranSnerfalen AAIf BBU CCX fic® nad) §. 182, O. Il
in einem funfte fcfjneifoen.

Kcl)zfa$ I1.

£>ie brei funfte, in benen bie «Seiten eines iDreifeitS
don ben "atbierungétinien $©eier ©infel unb beS Slufun*
©infels an ber briten (Sde gefc”nitten ©erben, liegen in
einer Oraben.
i8e©. Sinb Alt B im
Pyreifeit ABC bie funfte, in benen
bie Seiten BC unb CA ron ben
Halbierungslinien ber Séinfet bei A
unb B gefctmitten ©erben, ©&fyrenb
AB in G/ ron ber Halbierungs*
linie beS 2lujden@infelS bei C ge*
fdjnitten ©irb, fo ift nad) §. 152:
ACi AC BAI AB cB, _ BC
BCi ~ BC ' CAi ~ AC ' ABi ~~ AB *
alfo:
AC\  BAi CBi __
~BC\' ~cat ‘ab; ~
AC\ BBAi «CBi = ABIi +CAXmBC\ ;
©eSfyalb nad) §. 180, §. Il bie brei funfte AlIf B{, CXin einer ©raiin
liegen.

Cdjrfn” 1II.

X)ie Halbierungslinien $©eier 5luBen®©infel eines ®rei*
ecfs unb beS britten £)reiecf S©OinfelS fd)neiben ficfy in einem
~unft.

— 0e©eiS, ©Cie $u 8. 1.

fitijrfn~ IT.

£)ie brei £)urd)fcfynittspuufte ber 2luren®©in'el eines
£)reifeits mit ben ©egenfeiten liegen in einer O©rabeu.
— iOemeiS, ©ie $u 2. II.
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Ccljrfal V.
Die btei Ip6tjen eines reiecfS fcfyneiben ficfy in einem
~untt.
iRen». ©inb AAX, BBX CCX bie
brei iQitien eines £E£ABC, jo ift megen
ber Ubereinftimmung in jroei 2Binfetn:

f»W :
&BA ,A~/\BC\C, ”

AC-b™ A c-m . . Nz=4 e -
Da baS “robuct ber rechten ©eiten
biefcr (Steigungen = | ift, fo folgt:
ACi = ABy mCAVBCi.
Dies jeigt nacfy 8. 182, 8.1l an, hafe bie brei £06fen burd) einen
einzigen ~unft gelten, meil ie jmei non itjnen als Centrechte ju ben
Ccfyenfetn eines SBinfetS fid) nottjroenbig fcfyneiben.

ljrfal TI.

Die brei £DZittetlinien) eines Dreieds fdjineiben fid)
in einem 'Bunft?; unb jmar fo, baR bie einjetne Mittel*
tinie baS Dreifache ifjreS an ber ©eite liegenben 2Ibfd)nittS
6 etragt.

Sew. ©inb AAX BBJt CCX
bie Udtittellinien bes /\AB C, fo ift:

ACX= BCit
BAX= CAlt A-
CBV= ABX

2tuS btefen (Steigungen ergiefet fid) “meiertei:
1) bajj bie brei Uliittetlinien fid? in einem ~unft P fdjmeiben, meil
burd) 9Juttiptication bie (Steigung
AC\ +BA{:CBX= ABX CAXBCX
fyertorgefyt (8. 182, 8.11);
2) befj
A apb = A BPC= A CPA
ift, roeil bie 23erbinbungStinie ber ©pifcen fe jmeier oon beren gemein-
famer (Srunbtinie halbiert mirb. (8. 181.)

1) 33ergl. 8 157.
2) Siefer Munft ~cildt ber ,@tb»erbunft" bed ©reteds.
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Uftitfyin ift ferner:
1 A APB ABPC A CPA
3~ AACB A BAC A CBA
. _ TC\ PA, PB,
cC, AA\ BBi » - 5 18L.

VII.

©cfyneiben fid) bie brei graben 23erbinbung3linien ber
paarweife einanber jugeorbneten (5cfen zweier £)reiede in
einem ~unft, fo liegen bie brei © cfynittpunfte ber ©egen*
feitenpaare auf einer ©raben; unb umgefeljrt.

23ew. ©cpneiben fid) bie ©raben
AA, BBi, CC,, welche burd? bie
©den ber £reiede ABC unb A,B,C,
beftimmt werben, in einem fiinfte P,
watyrenb fid; BC mit B,C, in X,
CA mit C,A, in Y, AB mit A,B,
in Z fcpreitet, fo ift in Solge hee
Ottenelaifcpen ©apeS:

AZ .BB,-PA, = AAi PB,-BZ, ... Xx. ZB,A,non A PAB-
BX CG, pPB, = BB, PC,-CX, ... , XB,(C, , A PBC.
CY 1AA, -PC, = CC, PA, -AY ........... YCA, . A POA.

wiftultiplicirt man biefe brei ©leidjmngen mit einanber unb bioicirt
bann burd? bad ‘iBrobuct ber ~actoren, welcpe beioen ©eiten gemein fint,
fo erhélt man:

AZ BX-CY= AY-CX-BZ.

©& liegen alfo X, Y, Z in einer ©raben (8. 180, 8. II).

£)aj3 auch bie Umfehrung biefe¢ CafceS ©ultigfeit twat, b. h- ba§
bie ©raben AA,, BB,, CC, burd) einen ~unft gehen, wenn X, Y, Z
in einer ©raben liegen, erfennt mau auf folgenbe Steife:
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(Singe bie ©rate PA, treidle oon bem tDurdjfctynittSpunfte P ter
©raten BBXunt CCXnad) A gezogen ift, nidjt burd) Alf fo miRte
fie fid) mit BXAXin einem ton AX verriebenen ~unft fcfyneiten, unt
bie grabe 23erbinbungélinie tiefes ©djnittyunfteS mit CxX mirbe bemnadj
bie ©rate AC in einem oon Y verfdliebenen 'iRunft treffen, b. i. in
einem finfte, meld)er nicfyt in ber ©raten XZ liegt. £)aS miberfpridi
aber bem fo eben bemiefenen ©ae.

2lnm. £)er $unlt P ljeilt baS Zentrum, bie ©rate XY Z bie
2lje ber Homologie fiur bie ljomologifen £)reliede ABC
unb AXBXCX

Tcljirfa VIIL

33ei brei beliebig gegebenen Greifen liegen bie brei
aulleren &ljnlid)feitspunlte auf einer ©raten unb ebenfo
je jmei innere mit einem &uferen.

£>ie graben SSerbinbuugSlinien ber Zentren mit ten
inneren $ljnlid?feits punlten ter anberen Greife fc”neiben
fid) in einem ~unlt.

33em. 3Jian bejeidjne bie Uiabien ber Greife um C, Cx, C2 mit
r> ri, bie &auReren IdjnlicfyfeitSpunfte mit A, bie inneren mit J,

intern man tiefen 33uchbftaben folcbe 3ntice$ anljangt, bal auf jeher
Zentralen jebe Kummer oorfommt.
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Dann ift, meil bie AreiScentren entfprecenbe fiinfte feer aljnttcfyen
Steife finb:
CA2 _r CA _ & OA __
O N GIA r2 CA\ r~
mithin:
CA2-C\A- C2Ay = CAy-C2A -C\A2
ftolglid) liegen bte bret funfte A, Ay, A2 auf einer (Staben
(8. 180, 8. 11).
(Srfefct man A2 bur$ J2, Ay burd) Jy, fo finbet man baffelbe
Qefultat fur bie brei funfte A, Jy, J2
(Srfefet man enblicfy alle A burcfy bie J, fo erfennt man auf biefelbe
Seife, baf? CJ, Cyly, C22fid) in einem funfte fcfyneiben (8. 182, 8. 11).
— Diefer Runft ift ba$ Zentrum, AAXA2 bie 2% ber Homologie
fur bie Dreiede CCXC2 unb JJyJ2.
2lnm. Die oiet (Stdben, auf benen je brei 21D)nlid)feitépunfte
liegen, fyeijjen bie &l)nticf>feitgafen ber brei Greife.

Jtfa&

Serben jmei Greife oon einem briten berthrt, fo gefjt
bie grabe 23erbinbungélinie ber 23eri”~rungépun!te burcfy
einen &l?nticf)feitépunft jener beiben Greife.

— Denn ber 23erifjrung$puntt jtoeier Greife ift ein 2lel)nlid?feités
punft berfelben.

@iYrft%IX (iu? Pascall).

Die ©Otfjnittpunfte ber brei (Segenfeitenpaare eineé
jeben in einen $reié eingeschriebenen <Sed)éecfS liegen auf
einer (Staben.

83ero. 3ft ABCAYByYCy bas in ben firei« eingefc’riebene <Sed?ge(f,
bei meinem fie) AB mit AyBy in X, BC mit ByCy in Y, ACy mit
AyC in Z, AB mit ByGy in 0, AB mit AyC in P, ByCy mit AyC
in Q jefimeibet, fo hat man beim A OPQ nad) bem URenelaifchen ©afce:

OX PAy -QBy = OBy «QAy -P X, ... franéoerfale ByAyX.
PZ1QCy- 0OA= PA- OCy-QZ, ... " ACyZ.
QY- OB - PC= QC-PB -0Y; ... ” BCY.

1) 1623—1662, geb. ju dlermont.
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ferner ift nach §. 160:
OBy « OG\ — OB - OA,
QAt-QC = -QCV.
PA -PB = PAYPG.
aftultiplicirt man tiefe fedjo ©leichungen mit einanter unb tinibirt
bann auf beiten ©eiten burch ba« ~robuct ber gemeinfamen “actoren,
fo erhdlt man:
OX -PZ- QY — OY- QZ-PX.
Ipierburd) ift bie ~Behauptung ermiefen (8. 1SO, 8. II).

3ttfaw

£>ie ©urchfchnittépunfte ber ©eiten eines in einen
$reié eingefchriebenen £>reiecfa mit ben Tangenten in ben
gegentbertiegenbetn (Scfen liegen in einer ©raten.

§. 1S4.
BefiniHotten.

I 3n einem Sif d)el, meines
aus nier Oraten beftef)t, nennt
man je b5mei nicht benachbarte
©raten conjugirt), bie £)urchs
fcrnittdéfunfte conjugirter ®ra*
ben mit einer SranSnerfalen
conjugirtc finfte ber (enteren.

1) conjugare, jui'ammento”ctn.
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— 3* 23- finb in bet oorfteljenben gigur PA unb PAX ebenfo
PB unb PB{ conjugirte ©tragen. 23on beii fiinften A, B, Au Bx
ber £ran$oerfate ift A mit A{, B mit B{ conjugirt.

. ©er Quotient ber 23erl)altnif fe ber Slbftanbe jmeier
conjugirten funfte oon ben beiben anbern ljeifjt ba$ Doppel*
ocrj)cUtni$ beé 23iifdjelé auf einer £ran$oerfale fur bie beiben
2AnfangSftraf)ten, beren Entfernung im erften 3 ter oor*
fommt.

— 3 -33ift in unferer gigur

_ AB . A
P ABi A\B\

ba$ £)oppefoerf)altni$ be$ Pifcfyels (P) auf ber £ran$oerfate AB X fir
bie beiben 2InfangSftral)ten PA, PB.

11. 3ft bas Qo”petoerljaltnis eines oierftrafyligen
33ufdjels auf einer £ran$oerfale = |, ober m. a. 20.: finb
bie 23erJjattniffe ber Sibftdénbe jmeier conjugirten fiunfte
oon ben beiben anbern gteid) grof3, fo Reillen bie~unfte, fo
mie baS i8 ufd)et unb bie gleiten 93er~Sitniffe tyarmonifcf).]

— $ur fjarmonifdje funfte A, B, Alt BX ift atfo:

AB _ AiB
AB[ AiB{*

i UTé&thcl

I. Das Qoppetoerljattnis
_ AB . A\B _ AB-AiBi
P AB\  A\B\ ABi'AiB
anbert fid) nidft, wenn man bie beiben 2InfangSftr aljlen
unter fiel) ober beibe jugteid? mit ben conjugirten ©Otrauten
oertaufd>t; oertaufd)t man aber nur einen Otrafyl mit
feinem conjugirten, fo nimmt e$ ben rcciprofen SBert® an.
—  Bertaufcfyt man uefymicf) in bem Slusbrud
AB mA\B\
P = ABi AiB
A mit B, fo anbert fid> nur bie gotge ber gactoren beS Kenners, unb
certaufcfyt man A mit AX unb jugteid) B mit B{, fo gefefrefjt baffelbe
im 30”7et unb im Dienner. 2Sertaufd>t man aber nur einen Otrafyt mit
feinem conjugirten, etma PB mit PB X fo gefyt p dber in
1) 2)ie "Berennung ,Joammoniftfy’ (todt <qp.ove) ift auf einem jiemtid) oo
ptteirten SBege todt ber SRitfii! in bie Ceeetvie gelangt. Sriandfon fiet fic juerft
gebraust. (Lignes du 2. ordre. 1S17.'
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, ABI-AiB
P ~ AB- A\B\ ’
unb es tft offenbar
PP'"= 1

II. ®aS $)oppeloerhattniS eines ~armontfdf)en VifdhelS
anbert fid) bet feiner Vertaufchung ber SinfangSftraljlen.
$ur oier harmonifche funfte A, B, Au BXift:
AB.AXBI = ABX-AB;
atfo in ber ~orrn oon Proportionen:

AB _ AB
AB\ ~ ABX'
BA _ BX
BA\ ~ B\AX

u f. 0

IIl. 3ebe XranSoerfate toirb oon jroei ©raben unb ben
Halbierungslinien ihrer 2Binfel harmonifd) gefdjnitten.

— ®enn es ift, wenn P ben (Scheitel beS VifchelS bebeutet:
BA __ B\ __ PA
BA\ ~ BXX PAI

§. 185.
Ccfjrfan™ (6es Papp ns).

£)aS ©oppeloerhéaltnis eines oierftra®ligen VifchetS
ift unabhangig oon ber Sage ber XranSoetfale, nehntlich
gleich bem Verhaltnis, in welchem ber Slbfchnitt jtoifchen
ben StnfangSftrahlen ju beut anbern Slbfchnitt auf einer
fotchen £ranSoerfale fteht. ioeld;e mit einem ber coniugir*
ten Strahlen parallel gezogen ift.
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Bieljt ntan ju bem ©trahle P B Xeines iSufcbet«, meldoeS
bon einer £ranSberfale in ben funften A, B, AIlf B{ gefdjnitten roirb,
burch B eine fiRaralbete, neiere fid) mit PA in C, mit PAXin Cx
fcfynelben mag, fo ift:

A ABC ~ ££ABX ... (2w), nnb begatt: Eé:x'»
A\B BC\
A AXBCXnul\A XBxXxP (2w) A\B\ PBj
£)ibibirt man bie erfte (Steigung burdj bie jmeite, fo folgt:
AB . AB _ BC

ABi 1A[B\ ~ BCi ’

T)ie redete Ceite biefer (Steigung ift aber erftenS unabhdngig bon
ber Dichtung, in melcher bie SEranSberfale AB burch B ~inburdgcht,
anbert fich atfo nicht, menn man AB um B breht; unb jmeiten« begabt
fie recf> 8. 153 ihren ~ahlenmerth, toenn man CBCX parallel mit fid;
felbft (unb mit PBX fo meit berfd)iebt, befc B in eine jmeite beliebig
gegebene STranSberfale gebangt.

£)aber ift auch bie binfe Ceite, metche baé UDohpebberhéltnté enthalt,
unabhangig bon ber Sage ber £ranéberfale; m. 5. b. nv

5lnm. Treht man bie £ran8oerfate AB um B fo, befc fie fic>
ber mit P B X parallel gejogenen ©raben CBCX abs ihrer ©renjtagc
nahert, fo ndhert fi®> in bem £)ohpelberhédltni$, roenn man es in
ber $orm

BA mB\A
BA\ B\A\
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gefdirieben fyat, ber streite $orucf> bent ©renjmerthe 1, mabrenb ber erfte
unmittelbar in Ubergebt, betrachtet man alfo bie ~aratletitat

einer SranSnerfate mit einem ©trabt be$ biifchetS als einen ©renjfatt,
maé J)ier ftets gefachen fott, fo braucht man auf itfh beim StnStyredben
ber ©4”e feine befcnbere iRicfficfyt ju nehmen.

3ttfaht.

I. 28irb eine XranSnerfale oon einem bifdj>et hatnto*
nifd) gef$nitten, fo ge fie~t baffetbe mit jeber anbern.

II. 3ebe "arattete ju einem ©traute eines ba*monifcben
bufchets tragt 5Stt>ifen ben brei anberen ©trauten gleiche
3tbfchnitte; nnb umgelehrt: trdgt eine “arattete ju einem
Otratet eines blfchets smifchen ben brei anberen gleiche
Stbfchnitte, fo ift baS 33ifcf>el hntmonifcf).

IIl. 3n>ei bifchet, toetche burd) biefetbcn rier funfte
einer ©raben gehen, haken baffetbe $)ohpelierhaltni$.

§. 186.*
Aufgabe.
(5in gegebenes bufchet aus brei ©raben in eine fotche
Sage $u bringen, baff bie teueren einjetn burch einen fur
fie beftimmten ~nnft gehen.

trerben fott, fo trirb bie Sage P beS ©heitets offenbar gefunben ats ber
Streite  ©c nittpunft freier Greife, treidle Uber ben ©ebnen AXA2 nnb
AMNAN auf einer ©eite ber gebrochenen Sinic AXA2A3 “eripteriett>tnfet
a unb B faffen, bie bem 333infet ber ©trabten ! nnb 2 , bejiehungSmeife
2 nnb 3, gleich finb.

3B et vife ft), Rlnrientc foor SOTatberratit. V. 6
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gallt feer jroeite ©chuittpuntt P ber betten Greife auf fde anbere
Ceite ber gebrotzenen Stute AtA2A3, als auf welcher bie Peripherie*
winfel — a unb = R fiub, fo wirb bte Gionftruction baburch nic’t be-
eintrachtigt, weil, wie aus ber erften gigur erfid)tlich ift, bie ©upplemente
Don a unb 3 benfetben 3wecf erfillen, toie a unb B fetbft.

Determination. (5« giebt jtoei Stufléfungen ber Aufgabe, ba
man bie JReriptevietoinfel a unb B auf ber einen unb eben foiootjl auf
ber anberen Ceite Don AIAZ2A: befchaffen lann. 3ft AlA2A]j eine
einzige (Srabe, fo liegen bie beiben moglichen fiinfte P fhmmetrifch gegen
biefelbe.

Bet)rfat.

3ebeS iodufchel, welches baffelbe Doppeloerhaltnis ha”
toie ein anbereS, 14/t fiel) auf sweifache 26eife 5it ihm ~er*
fpectioifcl; legen, b. h in eine folc*e Sage bringen, baf es
eine beftimmte DranSderfale beS anbern VifchelS in ben*
felben finften fchneibet, toie biefeS.

Sew. 2Birb bas eine Viifchel Don einer DranSberfale in ben fiinften
A, B, Ait By gefchnitten, fo lege man bas zweite I6ifchel fo hin, baR
biefenigen brei ~achbarftrahlen burtz A, B, AX hinburchgehen, welche
ben hier fchneibenben ©trauten beS erften -Siifchels entfprechen. Gebeutet
bann X ben oierten ©thnittpnnlt beS “weiten S3iftzelR, fo finb bie
gleichen Doppeloerhaltniffe;

AB A\B\ _ AB AiX
ABYAyB ~ AX -AiB
tpierauS folgt:
ABl _ AB\ _ ABi— AiBi _ AAX _
AiX — AX AX — AiX AAi

AyBy =Ay X, ABy = AX,
fo bafi ber Punft X mit J5, ibentifch ift.

3 Hféatgc.

I. Xragt eine DranSoerfale eine« VifchelS bStuei be*
nachbarte Slbfchuitte, bereit Verhé&altnis bem DoppelDer*
héltnis bes idufchels gleich ift, fo ift bie XrauSDerfale bem
Dierten ©trahle parallel.

Il. Dragt eine Dransoerfale eines ha*ntonifchen iotif~els
Sioei gleiche benachbarte Slbfchnitte, fo ift fie bem Dierten
O©trahle parallel. ¥

1) Sergt. 154, 3. I1.
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S djolt ¢.

die SOiifdjel, mefte gleiche “oppetoerdttniffe fyaben unb beufyalb
(nad) bem testen Seljrfafc) in perfpecthnfctye Sagen gebracht merben 16nnen,
nennt man profectiuifdj, aud) fjomograpljifd ober conform.
©ie bilben ein mistiges S3etract?tungémittel in ber fogenannten ,,neueren
©eometrie", beren Ipauptfdjopfer ©teiner burd) fein 33er! ,Otyfte*
matifdje Gmtroidelung ber 2Ibfjangigleit geometrifdjer ©eftalten oon ein*
anber", "Berlin 1832, geworben ift. jpier fonnen mir un« febocfy nidjt
im Sldgemeinen eingefjeuber mit iljnen befaffen, fonbern miffen uu« auf
bie ©runoeigenfdjafteu einer befonberen 2Irt oon iljnen, ber ljarmonifdjen,
befdjréanfen.

§. 187.

Ccljr

3ece diagonale eine« 33ierfeit« wirb burd) bie (5den
unb bie ©djuittpunlte ber anbern diagonalen Ijarmonifd)
geteilt.

33rf. © ift ein 33ier*
feit ABCDEF gegeben,
beffen diagonalen AD,
BE, CF\\&) in beufunften
X, Y, Z fdjnetben.

33efj. 3ebediagonale
ift in ben oier auf if)r be*
nannten flinften ljarme*
nifdj geteilt.

Bem. Um ben 33e*
mei« fur eine beliebige
diagonale FC ju fuhren, méfjle man unter ben Uber ifjr liegenben drei*
ecfen ein beliebige«, etwa /\,FCA, au« unb menbe auf baffelbe ben
Geoafdjen unb ben 9Xeuelaifclien ©afd an, fir weldje bie gigur alle
Sinien bietet.

(8« geben nefjmlid) bie brei burd) D gel)enben (Scftran«oerfalen be«
A FCA cie ©leidjung:

FY «CE1AB — CY *FB 1AE; ... 8 182, 8.1
unc ba baffelbe A FCA aud) oon ber Xran«oerfale ZEB gefd)nitten
wirb, fo ift ferner:
FZ CE-AB= CZ FB AE ... 8. 180, 8.1.
6*



84

(Dioibirt man aber bie efte Cteiclyung buré bie jtoeite, fo emgibt
man fofort:

FY _ CY
Fz ~ Cz '
&ttfgab ¢.

3u bret gegebenen funften einer ©raben ben vierten
ljarmonifd)en fRunft ju finben.

Stuft. £)er fo eben bemiefere @af giebt bie Sinleitung ju fotgenber
Eonftruction:

2ftan erriete Uber ber Entfernung berfentgen finfte F unb C (ber
obigen fotgur), nedjte confugirt fein fotten, ein /\,FCA, jiegfe burd) ben
britten gegebenen Quillt Z eire Sranéoerfate ZEB, oerbinbe bie <Sd)nitt*
punlte E unb B freujtoeife mit ben Etfen F unb C unb jiebe burd) ben
i)urchfdj>nittipunft D berfetben bie ©rabe ADY .

2Bie bie ~untte F, C, Z auf einanber folgen, ift bei biefer Eonftruction
ottig gleichgultig.

adiolll.

Biefe Eonftruction tjat ben groflen SSorjug oor allen fonft miglichen,
balR nur ba§ “oftutat |, burdt jtoei finfte eine ©rabe ju sieben, in
Sintoenbung formnnt.

©onft toerben harmonifclle Glfdjet aud) baburdf ematten, ball man
einen SOinfel unb feinen StebentoinM halbiert (8. 184, 3- 111), baR man
in einem (Sreied oon einer Ede au8 hie Sfttteltinie unb hie parallele
Sur Cegerfeite jietft (8. 185, 3- 11), tL . m

§. 188.
Brijrfrt™~ | (bt? % po 1llo ntits’)).
£)er $rei3, melier bie Entfernung jroeier confugirten
harmonifchen funfte jum £>urcBmeffer hat, ift ber geome =

D SI”oUoniué ass ifarga in Mampl™Uen (um 240 b, Stir. unter iRtolentius
@oter ju SHcartrien ©Yal) hudidrte biden @£ tu feinem Sudhe e ,dEre
Oter". — YcEnifdar A, .

3n bem Sauftroerf beS StyottontS |, Sdt Sikhar Uber ke Aegelfamitte” firb
un8 be hier efteu gietifd, bie brd fotgenben in ber arddifchen Woerfetturng ertelten

StyottonilS, @uflibeS (@b, um 300 b Shr. ju Sligjunbrien, ein «Sdhiller Y3,
SrhinesS (@b, ju «SraoS um 287 @) unb 2)iehhantus (Uum 160 dor 30
n. G jn Stiejanbrien, bertint burch feire @ntbedungen in ber Sligelra, b i in
b Sre bon ber Sluficfung  ber Cleid;ugen) toaten héaufig als bie hier gddten
Ulathenatifer eS Sttertim® geramt.
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metrifcbe Ort aller finfte, beren Entfernungen oon ben
beiben anbern confugirten finften ein Ubereinftimmenbes
23erbattniS haben. Oie beiben 92ebentoinfel, treibe bie
teueren bitben, merben oon ben anbern confugirteu «Straften
halbiert.

2Brf. A, B, Ax, Bi finb
barmonifche finfte; burd? bie-
felben geben bie ©trabten eines
23ufd)etS, beffen ©Reitel P auf
einem Uber BBi als Ourd)meffer

gezogenen Greife liegt.

2Betj. ES ift:
PA _ BA
PAi ~ BA\ *
23em. nian burdj B eine parallele ju PBIt melcee PA in

C unb PAXin C{ fconeibet, fo ift
BC —BCX...8 185, 3.1l
ferner ift bei ben parallelen CCXunb PBX
Z CRP= Z BPBx= jz,
alfo: Z CBP — z CB8P\
mitbin: A PPC = A BPCX, ... (ivs)
Z PPC =_27 PPCy;
unb im A APAX:

PA _ BA
PAi =~ BAI §. 152, 8. 1.

J nfal.

©teben jmei confugirte ©trabten eines barmonifcben
23Ufcbets auf einanber fenfrecbt, fo halbieren fie bie Soinfet
ber beiben anbern.

Ccljrfan |II.

3ieb1l man uber ber Entfernung jmeier coufugirten
barmonifcben finfte ats O urdmeffer einen $reiS unb
bitbet baS 35erb”ttnis ber Entfernungen ber im Stufen* unb
im 3 nnenfetbe tiegenben anbereu coufugirten funfte oon
einem finfte ber Ebene, fo ift biefeS 23erbattnis Heiner
ober groffer ats baS entfprecbenbe barmonifcbe, fe nacbbem
jener punft auBerhalb ober innerhalb beS $reiSfetbeS liegt*



86

33em. GiS feien A, B, Alr
Bl fde diev fyarmonifcfyen flinfte;
BBy fei ®urd>meffer eines Greifes,
P ein fRunft ber Cbene, ocn net=
ciyem fde (Sraben PA unc PAy
ausgefyen.  SSir muffen jmci gaRe
unterfcfyeiben:

I. £)er Quillt P liegt
aullerhalb beS ~reisfelbes.

£)ann fd'neibet bie©vabeP”
ben $reiS in einem finfte Q unb
es ift nad) Oeljrf. I:

£)a nun ein 33rud>, meldet >» | ift, abnimmt, wenn man 3aljter
unb kennet um gleid) toet bevgroffertl), fo fyat man:

SA _ QA N QA+ PQ
PA, ~ QAi ~ QA,+ SQ°
mithin, meil im A PQA bie Ungleichung QA + PQ ~> PA ejciftirt:
PA N PA

mas ju bemeifen mar.
1. ®er fRunft P liegt inn v~atb beS AreiSfelbeS.
£)ann fdmeibet bie Verlange*
rung ron A,P ben foteis in einem

funfte R) unb es ift nach Sefyrf. I:
RA PA _ P,A N
RA, ~ PAy — PyAy ~ 1*
mithin nach bem fo eben citirten
unc unten bemiefenen aritl)metifd)en

©atje:
PA _ RA RA — RP
PA, ~~ RA, ~ RA,— RP =
9limmt man tnnju, baft 11A— BP<”P A ift, fo geljt hieraus ferner:
PA PA
PA, ~ PAy’

mas ju bemeifen mar.

1) @inb nefymid) a, b unb x abfolute 3 ablcn, fo ergeben fic™ aus ber U=
gteidjung a > i bie fotgenben:
ab + ax > ab bx,
at X

a[b+x) > 6(+ ar), > bt x'
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t’djrfafe I1II.

$£)er geometrifc*e Ort eine« fiunftes, beffen (Entfer*
nun gen bon jtoei gegebenen funften ein gegebenes 23er*
fyéltnis fyaben, ift ber $reis uUber ber (Entfernung ber bei*
beu anbern unter fid) conjugirten ~armonifcfyen finfte,
melcfye burd) jenes SBerljaltniS beftimmt toerbeu. — 3ft bas
2lbftanbSberfyaltniS = 1, fo begenerirt ber $reis in bie
fenfredjte JpalbterungSgrabe beS 21bftanbS ber gegebenen
funfte.

23emeiS biefer Umfefjrung ocn 8. | iubirect.

§. 189.*
fl 1Dt fak.

SOeftimmt man auf ber graben SBerbtnbungSiinie zweier
entf jn*ecf>euben finfte afynlicfyer giguren bie beiben anbern
nacfy bem tfynlid)feitSberfy&ltni$ einanber jugeorbneten
barmonifcfyen finfte unb jiefyt Uber ifyrer (Entfernung als
Ourcfymeffer einen $reis, fo gefyt biefer burcfy ben ~tfnidf*
feitdé~unft ber beiben giguren, — fei ber teuere ifotrop
ober antitrop.

— £%enn fiub A unb AX cutfpred;enb& flinfte &'nticer giguren

it VA
unb P ber 21f)nlicfyfeitSpun't, atfo -jr”- 21fH)nlid)feitSoerfjaltniS, fo
fann P nad) §. 188, 8. Ill nirgenbmo anberS als auf bem Greife

liegen, meiner auf ber ©raben AAX einen ©urcbmeffer B B X bat unb
biefetbe nad? bem 23erbéltniS

PA _ BA B\A
PA\ ~ BA\ ~ BiAi
fdjneibet.
Aufgabe.

Oen ifotropeu ober antitropen fcfyiefen fltynlicfyfeitS*
punft jmeter &°ni”~en giguren 5t finben, bei melden bie
3norbnung breier 23uuftpaare betaunt ift.

2lual. 3 ejtoei 2$unftpaare beftimmen nad? bem testen 8efyrfaf einen
21pollonifd)en AreiS, auf meinem ber 2lfynlid>feitSpuntt liegen muR. “mei
fold%e Greife fyaben aber 5n>ei (scfynittpunfte unb reichen beSljalb nicfyt
aus, um einen Munft ju beftimmen, fonbern es 'ann hie SluSmaljl jmif(f>en
beiben fiinften erft getroffen merben, nacfyjbem man aus bem britten ge*
gebenen iBunftpaare erfeljen ~at, ob hie afynticen giguren ifotrop ober
antitrop liegen.
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adoli*.

£)er Stpot(onifd)e $ret« rann oft mit Bortfyeit bet Dreiedéaufgaben
cermanfct merben, menn baé 23erfjattni$ sroeier ©eiten ober bie ~atbierungé-
tinie eine« Sfdinfeté gegeben ift.

33efonber$ mid)tig finb aber einige anbere (Sigenfcfyaften, meld?e im
ftotgenben nod) angebeutet merben fotteu, nacfybem bie fyarmonifcfye ~ro*
portion ocorfyer in Oe$ug auf ifjn jtoei bemertenSmertlje Transformationen
erfahren fjat.

§. 190.
£el)rfal| I.
~ejeicfynet man bei ben fyarmonifd)en finften A, B,
Bi ben 9?abiué beé 2tpouonifd)en Greife« iiber BBX
burcfy r, bie ©trecfen BA unb b uraunb a{, fo ift:

-5 = = = = a= it
E! 2r— 1] thZr arl. ...»r|tfa. g 43,
Dioibirt man bie erfte unb hie lefcte ©eite biefer ®teid)ung burcfy a,
fo ergiebt fict>:
T DR I S I
« r a "a a\ r
Uclirfan Il
Sejeicfynet man bei ben ljarmonifd)en funften A, B,
Ax, B{ burcf) C bas Zentrum unb burcfy r ben 9?abiu8 be$
S5lpolionifcren Greife« iber BBIf fo ift:

CAI1CAI = r\
33eto. @S ift:
BiA __ BA
B\A\ — BAi '
alfo:
CA+r _ CA—r _ 2CA _ 2r Strit"m. 8. 43.

CAi +r r — CA\ 2 ~ 2 cA{
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2tu$ bet ®leid)l)eit bet Betbeu lebten Sxudbricfe folgt;
CAICAI = r2

1 nfft]e.

I. 3ebet Rret$, meld)et burd) 5Stet confugitte [)at*
monifdfye fiinfte gefyt, fcfyneibet fidl) mit bem 2Ipollonifd)en
Greife Ubet beu beiben anbetn ted)ttt>inllig; b. lj.: bie
Steife fcfyneiben fid) fo, bafj in febem Durcfyf d?nitt3£unft
bie Tangenten bet beiben Steife red)tminllig ju einanbet
fielen (mit einem SKabiuS beé anbetn ~teifeé jufammen*
fallen).

— Denn $el)t man
in bem 2tyollonifd)en Greife
Ubet B B Xben Stabiu¢ CP
necfy einem funfte P, in
welchem jenet oon einem
butcfy bie beiben anbetn
confugitten finfte A unb *
Axl)inburd)ge{)enben jmei*
ten Greife um C' gefcfmit*
ten mith, fo ift CP eine
Tangente be$ leiteten, meil
recfy 8elrf. 11

CP2= CA -CAi

ift. Sftitfyin ift /_ CPC'= A, unb C'P Tangente beé Steifes um C.

Il. ©cfyneiben fid) jmei Steife red)tminflig, fo mirb
febet Dutd)meffer bei? einen Greifes in feinen <Sd)nitt*
funften mit beiben Steifen Il)atmonifdb geteilt.

— 'Denn ba CP Dangente unb CAXA Cecante beé anbetn
AreifeS ift, fo folgt

CP2= CA1CAYv,
me&fjalb bie oier funfte A, B, AIlf B{ nad" 8elyf. I fatmonifd) finb.

§. 191.
Definition.

Sin ljatmonifcfyer “un!t unb bie burd? ben conjugitten
~unft gefjenbe ©entrechte jut fyarmonifcfy geteilten ®ta =
ben ReiRen fllol) unb polare oon einanbet fiir ben AreiS, in

1) - 6X0; (ten TEXdjind), bie Jje
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metdbem feie beiben anbern conjugirten funfte (Snbpuutte
eines DurcbmefferS finb. — Die beiben erftgenannten
funfte ~et”en reciprof) ju cinanber fir biefcn $lirciS.

3* 33. beiBt AX bie
polare beS ~oteS Au AXX X
bte Notare bes "oted A fir
ben Sheis iber BB Xnm C,
trenn A, Ax, B, B\ bar*
ntonifcbe finfte finb unb
bie ©raben AX nnb AXXX
auf AB fentrecht fteben. A
unb  AX beifen reciprofe
finfte fur biefeu 8 reiS.

Jufftut.

I. ot unb Notare liegen ftets auf einer ©eite beS
$r eiscentrums; ber jur Notaren {entrechte Durcbmeffer
gebt burcb bereu ~ol. — 3 U febem ~cl gehoért nur eine
Notare; unb umgetebrt.

. Das “robuct ber (Entfernungen eines €£o0tS
feiner Notaren 00m ~reiScentrum ift gleich bem Quabrat
beS 9t'abius:

CA CAi = r2... 8 190, 8. Il.

Ill. Der ~ot einer Tangente ift ber 33erubrungSpunft;
unb umgetebrt bat feber iRunft beS Greifes bie burcb ihn
gejogene Dangente sur polaren. — Die polaren alter
auBerhalb beS $reiSfetbeS tiegenben ~ote finb ©ecanten
bes Greifes, bie Notaren aller im Areisfetbe tiegenben
"Rote geben bei ihm oorbei. — 9tabert ficb ber ~301 bem
AreiScentrum, fo riicft bie Notare ins Unenbtid*e hinaus;
nnb umgetebrt.

IV. 3eber Areis, metcber burd? s”~ei reciprofe fiinfte
eines AreifeS binburcbgebt, fcbneibet fid) mit bemfctbeu
recbtminttig.

- & 190, 3. 1.

1) SBegen bei in 8 190, 2. 11 bennefene» Gigentdjaft

unb
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§. 192.
i'cljtfa %

(Sin treiS, ein ~Buuft unb feine polare fir ben Streik
teilen febe ©rare, treibe burd fte iiuburcigeit, f>ar=
monifd?.

Brf. 3ur einen AreiS um C feien A unfc Ai jtoei reciptofe fiinfte.
Dutcfy At ift eine ($rabe gelegt, melche nom Greife in Y unb Z, ton
ber (burcfy A geljenben) polaren beS RoleS At in X gefd@nitten tthirb.

Be>.  Die mer funfte Alt Y, X, Z finb fyatrmonifcfy.
33etii.  3ieljt man lber AXX als Durdnneffer einen AreiS, fc
geljt biefer burd> ben ~unft A, meil nect> ber 33rf. unb nacfy §. 191, D.
AjAX — ift. Die beiben Greife fcfyueiben fic® aber red)tttsinflig,
meil A unb At als reciprof fur ben $reis um C gegeben finb (8. 191,
$. 1IV). Aolglich trifft bie 33> nad) §. 190, 3- H SU.

2lum. (SS gelten alle Umleitungen biefeS ©afjeS.

adolic.
29ie ber fo eben bemiefene ©a| jeigt, finb 2ol unb polare geeignet,

bie ganje ©cbaar berjenigen Greife ju erfefcen, meldm einen gegebenen

~reis rectytminflig fcfonelben unb  butdf einen gegebenen Munft iinbur*
geien.
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§. 193.
t fafc.

Die polaren fammtlidher funfte, welche auf einer
(traben liegen, fd)neiben fid) in beni ~ol bei* (enteren; unb
umgefehrt liegen bie ™ole aller ©raben, »eiche burd) einen
iBunft gehen, in ber polaren biefeS finfte«.

23e». ©inb A unb Ai fur ben
~reis um C j»ei reciprofe fiinfte, unb
geht aufjer ber ©raben CA ton C
eine j»eite ©rabe aus, »eiche bie polare
ton Aj in X trifft unb ton ber ton
Ai aus auf fie gefallten ©entrechten
in X! geftnitten »irb, fo [&fjt fich
um bas Zierecf A X X j~ ein $reis
(egen, »eil bie ©egemtinfel bei A unb
Xi recite finb.

Udiithin ift:

CXmCXi = CARCAI = 72
troburch bie fiinfte X unb X x als
reciprofe fiinfte fir ben Areis um C
erfannt »erben. — hieraus folgt aber
mit it(ffidht auf bie in § 191 ge*
gebenen Definitionen baS, »aS he*
hauftet »irb.

2n\all.

I. Dreht »an eine ©rabe um einen feften ~unft, fo
befchreibt ihr $ ol eine ©rabe, nehm lidh.bie polare beS
DrehungSpunfteS; unb 'befchreibt ein ~unft eine ©rabe,
fo breht ftd> ihre polare um einen feften ~unft, nehmlidh
ben ~ol jener ©raben.

Il. 33efchreibt ber eine ton $»ei reciprofen Limiten
eines Greifes eine ©Orabe, »eiche nicht burd) baS AreiS*
centrum geht, fo befdhreibt ber anbere einen burd? baS*
felbe hinburcbgehenben $reis, in »eld;em ber letztgenannte
Auntt unb ber ~Bol jener ©raben bie entgegengefefcten
(Snben eines DurchmefferS finb; unb umgefehrt.

— Dies gefchieht nehmlidh beShalb, »eil ber / CXXAX= # ift.



93

§. 194.
ftytfal.

3 e jmei reciprofe funfte liegen fo, ba§ bev eine bie
»IBeriljrungSfeljne" ber non bem anbetn auégefyenben 2 an®
genten halbiert, b. i. biejenige ©elfne, welche bie 50er -
rungépunfte ber beiden Tangenten nerbinbet. — ©ie polare
beé &anderen ift bie SBeriljrungSfecante, bie polare beé
inneren finftes ift bie Jpalbierungétinie beé “ebenminfeU
beé SBiufeU ber Tangenten.

S3em. ©elfen non bem
funfte A bie beiben ©angenten
AXy unb AXy an ben $reié
um C, jo ift Xy ber ~ol non
AXIr Xi' ber 2ol non AX/

(8. 191, 3. I1I). UQJitifin ift A

ber iBol ber ©raben XtX/,

meil bie polaren ber finfte

unb Xi fid) in A fcfyneiben

(8. 193). ©er reciprofe "Runft

non A liegt in XjX/, meil bie

polare eines flinftes burdf feinen reciprofeu ~3unft fyinburcfygefjt (8. 191,0.),
unb aujferbem liegt er in CA (ebenfalls nad) §. 191, ©.). “olgticfy ift
Ai ber reciprofe ~untt ju A. dnblid; ift bie ©rabe A X, melcoe ben
9iebemninle( non /_ X iA X/ halbiert, auf CA fenfrec™t unb beSlfalb bie
polare ju AX.

ISuféfet.

I. ©dfueiben fidj jmei Greife redftminflig, fo ift ilfre
gemeinfante ©ecante bie polare beS einen $rei écentrumé
far ben anbern $rei$.

Il. Sille gemeinfdfaftticfyen ©elfnen ber einzelnen
Greife, meldfe burd> biefetben jmei reciproten finfte eines
Greife« Ifinburdf geljen, mit biefem Greife fcfyneiben fid? in
einem fiunfte, melier auf ber graben 2$erbinbungSlinie
ber reciproten finfte liegt unb mit bem -&ftittelpuntte beS
SlbftanbeS ber letzteren non einanber recipro! ift.

1. ©ie SderiljrungS jecanten fe jtneier Urcistaugenten,
melcbe non ben einzelnen funften einer ©raben ausgeben,
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fd)neiben fidj in einem finfte. ©urd) benjelben ~un!t
geljen aud) bie £)albierung«linien ber ~“ebentoinfel oon ben
3Binfetn folget £angenteupaare, beren 23eriljrung«feljnen
oon jener ©raben halbiert merben.

V. 3e jmei $rei«tangeuteu, beren 23erifjrung«fntnf te
auf ben einzelnen ©raben eine« 23ufd?el« liegen, fcfyneiben
ficfy in funften einer einzigen ©raben.

V* (©er 33riand)onfd)e @afc.) 3n jebem um einen $rei«
befcf>riebenen ©ecfy«ed: geljen biejenigen brei ©iagonalen,
toeldje bie einanber gegeniiber liegeuben 6den oerbinben,
burdf einen 'iRuuft.

— ©enn hie ~ole biefer ©iagonalen, nefymlicfy bie @urcfyfd)nitt«*
puufte ber ©egenfeiten be« ( edxecf« ber S erlljrung«pun'te, liegen
nad) bem “a«caljd>eu @afce (8. 183, I1X) auf einer ©raben.

2lnm.  2lu« biefem ©alje, toie au« bem ~«calfcfyeu, I&fjt
fi<$ bucfy bac 3 ufammenfeietetl Speiet (Seien in einen ~unft, leicht
eine Yeilje oon ©afcen Uber ginfeefe, Sierecke unb ©reiede ab(eiten.

§. 195.
Ccijr falj.
3 iert man bie fedj« graben Linien, meldje burdf oier
fiinfte eine« Greife« beftimmt meroen, fo liegen oon ben
brei neuen ©urdjfdjnittspunften je 5Snoet auf ber polaren

be« britten.
iBeto.  liegen bie oier

funfte A, B, C, 1) auf einem
Greife, unb mirb ber ©urd)*
fcfynitt«f>unft oon AB unb CD
buefy X , ber ©urcMd;nitt«=
punft oon AC unb BD burdj
Y, ber @uvdt>fd nitt«punft oon
AD uno BC burdf Z be*
Jeicfynet, fo mirb jece oon ben
beiben ©raben, toeldje fid> in
einem ber funfte X ober Y
ober Z treffen, al« ©iagonale
eine« 2Sierfeit« Ijarmonifdj ge*
tljeilt, trenn mau nod) bie
©rabe burefy bie beiben anbern
funfte jielft (8. 187).
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3tef)t man 5. 53. fde ©rate XY, netche fid) mit AD in U unb
mit BC in V treffe, fo fiub Z, A, U, D mit ebenfo Z, B, V, C
fijarmonifdje funfte. £)eSfyab aber ift XY bie polare ton Z (8. 192).

21tr&l 1.

©refyt man bStbet grabe Suiten, treibe fid) mit einem
Greife fcfyneiben, ober eine bon ifynen, um ifjren £)urdj*
fcfynittspunft, fo gleiten bie beiben ®urd)fd)nittSf>unfte
berjenigen ©raben, metcfye bie getroffenen finfte beS
Greifes mit einanber berbinben, auf einer feften ©raben;
unb umgefe”rt.

3UtfO0abctt.

I. £)ie Notare eines gegebenen funftes fir einen ge*
gebenen treis btoR burd) Séenufcung beS Sineats (“oftutat I)
$u conftruiren.

II. £)en "ol einer gegebenen ©raben fir einen ge*
gebenen $reis btofs burd) 6enufcuug beS Sineats ju con*
ftrniren.

1. 23on einem fiinfte aus bie Tangenten an einen $teiS
btofu mit ~utfe beS SineatS $u sieben.

§. 196.
utijtriik.

3ebe ~Diagonale eines um einen $reis betriebenen
SBierfeitS ift bie polare beS IDurdjfdjnittSpunftS ber beiben
anbern. — 3n ben einzelnen ®urcfyfcMnittspunften ber
T)iagonaten treffen fid) aufjerbem je $toei grabe Serbin*
bungstinien ber SerifyrungSpunfte.

2ett>. ABCD fei ein um einen AreiS befc’riebeneS 33iered; AB
unb CD pneiben fid) in E, AD unb BC in F. G, H, J, K finb
bie 39%erlf)rungSpunfte ber ©eiten mit bem Creife.

oftan jiel)e nod) hie ©raten, reetde burd) je jtoei bon ben 53eriil)*
rungSbunften G, H, J, K fyinburcfygefyen unb benenne mit X ben
£)urdjf<$nittspunft bon GJ unb HK, mit Y ben DurcfyfcfynittSbunft oon
GH unb JK, mit Z ten £>urd)fd)nittspnnft bon GK unb HJ.

U)ann ift erftenS AC bie Notare bon Z, theil bie polaren GK
unb HJ bon A unb C (8 194) fid; in Z fcfyneiben (8. 193), unb
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jtreitenS aud) XY bie Notare ton Z (nad) 8 195); fo baB bie tier
funfte A, X, C, Y in einer (Sraben liegen, tteil ju jebem ~ol nnr
eine polare gehort.

(Urbenfo liegen bie tier finfte B, X, D, Z in einer ©raben, reeit
foitoljt BD als aud) XZ bie polare ton Y ift; nnb enblicf) liegen ebenfalls
bie tier Limite E, Y, F, Z in einer (traben, tteil fottolfl EF als
and) YZ bie polare ton X ift.

da alfo X in AC nnb BD, Y in AC nimnb EF, Z in BD unb
EF liegt, fo finb X, Y, Z bie dnrd)fd)nittspunfte ber diagonalen bes
um ben $reis befcfricbenen 93ierfeitS. — die (Sigenfcfyaft, ba? XY bie
polare ton Z, YZ bie polare ton X, ZX bie polare ton Y ift,
ftanb fdon oben feft.
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3Ufttwt.

I. Sefchreibt man um einen $reié mehrere 33ierfeite
fo, bafj febeé mit ben anbern ben £)urd)f<hnitt8pun!t eines
SMagonalenpaareS gemein ”“at, fo liegen bie britten Oia*
gonalen in einer einzigen ©raben.

I1. Sefcfyreibt man um einen Areié mehrere Sierfeite
fo, baf$ jtoei (Sden be$ einen mit jmei <6den jebeS anbern
in einer ©raben liegen, fo fcfyneiben fich bie Ubrigen Oia*
gonalen fammtlich in einem nnb bemfelben iBunft.

8. 197.
Etljrfal.
£)er geometrifcfye Ort eines funfte«, fur melden bie
Oifferenj ber iRotenjenl) jmeier feften Greife einen ge*

gebenen £6erth ha*/ tft eine ©entrechte $ur Zentralen biefer
Greife.

Sem. £)ie Motenj bes fiinfte« P fiir ben Areis um C hat, menn
bie ©rabe PC ben $reis in X unb Y fdjmeibet, ber 9labiuS mit r be*
jeicfmet mirb, unb PQ fenfrec™t jur Zentralen CCXgezogen ift, ben 2Rerth:

= PX PY= [PC—D[PC+ n= PB—1r
= PQ2 ] CQ2— r2

1) Ukd) 8.160 oerflent man unter ber ~otenj baé ~robuct ber beiben 2ibflanbe
bed finftes ton bem $reife auf einer beliebigen Secante, alfo u. 21. je nach ben
Umftanben baé Ouabrat Uber ber ton ihm auégeljenben Tangente ober Uber ber
Jpélfte ber in ihm halbierten «Sehre.

Soorpipfl), Henerte ke (et aatif. V. 7
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33ejeid;net man bie analogen ©tude beim Greife um C, baburcfy,
baffj man ben iducfyftaben ben 3 ube$ | an~angt, fo ift bie "otenj bex
funftes P fur biefen $rei«
= PQ2-h C\Q2—rX\
Oie Oifferenj ber beiben “otenjen ift mithin
d= CQ2— CtQ2—r*+ n2
Oa biefer 2lu«crud nicfyt oon ber Sage be« finfte« P auf ber
©raben PQ abfjangt, fo ift erliefen, baf? bie Oifferenj ber iBotenjen
ifjren SBert™ nicfyt anbert, trenn man P auf PQ rerfcfyiebt.
23erfd)iebt man aber ben gufjpunft Q auf ber Zentralen, fo &anbert
d ben SBertlj; benn trenn man ber bequemeren Uberfielt tregett CQ = X
unb CCX— c fefct, fo ift
d= 2cx—c2—r2-f-0\2
ein 2lu«brud, au« meinem fig> X nid)t entfernen lakt. Unb umgefefyrt
giebt e« fur jebe« d eine beftimmte ©rabe PQ, weit au« biefer ©leicfmng
fur febe« beliebige d ein ganj beftimmter SRertfy bon X folgt, nefymlidjr.
_ C2+ r2—>pP+ d
X— 2c *
2lInm. Oamit bie beiben lebten ©leid)ungen fiir alle benfbaren
SalRe gelten, muff man ba« X in folgenber 2Beife einfiren: Rftan
benfe fiel) bon ber ©raben, treibe burcf) C unb Cy ljiuburcfygefjt, ju*
nécf>ft nur biefenige Salbgrabe, roelce in C enbigt unb um CCx—c
berlangert toerben muff, bamit fie ben Munft Cx erreicht. Oann fei X
bie ~dfititoe ober negatibe ©trede, treidle bei C ju jener Jpalbgraben
abbirt toerben muf, bamit man jum fiinfte Q gelangt.

Definition.
Unter ber fRotcnjlinie jtreier Greife berftefyt man ben
geometrifcfyen Ort eine« finfte«, beffen ~otenjen fir
beibe Greife gleicfy grofl finb.

3 Hfnbr.

I. gur je jtrei nid;t concentrifcfye Greife giebt e« eine,
aber aucfy nur eine iRotenjlinie. ©ie ift eine ©rabe, treidle
auf ber Zentralen fenfredjt fteljt. 3 Ijr 2lbftanb £ bom Sen*
trum C, nad) ber 9?id)tung jutn aubern Zentrum Ci ljitt al«
pofitib gerechnet, toirb burcf) bie Sonne!

£ c2f-r-—ri2
2c
au«gebrudt.
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— 3ft neljmlid) ¢ — 0, fo fyat her 23rud) auf her redeten Ceite
tiefer EHeidjmng feine ©ebeutung.

II. ©ie "~Botenjlinie liegt boin Zentrum beé grdlReren
Greifes aus nad; berfelben 9iicfytung, mie ba$ Zentrum beS
fleineren Greifes.

— ©enn £ mirb fur r >> rt ftetS pofitio.

1. ©ie ~otenjtinie liegt in ber UDZitte $mifd)en fe 8met
(traben, beten "RBotenjenbifferenj fir bie Steife fid) nur
burd) bas 23or§eid)en unterfcfyeibet.

— ©enn nimmt X ben 3éertl) X' an, fobalb d burd) [—d) er

fefet mirb, fo flat man nad? bem Obigen:
2+ r-—ri2-+d s C2-+r2—rd—d
X= e 2 G-------- I 2 G------- J
alfo:

X— £= £— X',

V. ©ie ~"otenjlinie liegt in ber ®fitte jmifc”en ben
polaren ber einzelnen $reiScnUra fir ben anbern $rei$.
— O©ie "otenjenbifferenj ber einen polaren ift, abfolut
genommen, fo grop, mie biefenige ber anbern, nel?mlid?
= £ (”2-f-rd — c2.

— ©enn bejeiciynet man burd) X nnb X' bie Entfernungen bes
funftes C oon ben polaren, fo ift nad? bem begriff ber lederen:
ex = rl, c[c—X = rx

alfo:
X' o x = C2+r2—rd = 2
. L. _ r2-+rd—c2
X —5= 5= X= 2c

Emblid? ergeben fid? bnrd? ©ubftitution biefer £oertf’e oon X' unb
X in ben 2lusbruct fur d bie 2¢ertl%e
r2-f-ry2— c2unb — (2 rd — c?.
V. ©ie ~otenjlinie liegt bem E entmin beS fleineren
AreifeS nil?et als bemfenigen beé groReren treifeé.
— ©enn mirb ber Sibftanb ber ~otenjtinie oon Cv in &lnlid?%r
SBeife burd? be$eid’net, mie £ ben Slbftanb oon C angiebt, fo ift

nad) 3. I:
e 2+r-—rd t C2—r2-+rt2
* 2¢ ' 2¢c >
7%



98

Oejeicfynet mau bie analogen ©tiicfe beim Greife um Cx baburch,
baf$ man ben iduchftaben ben 3nbe$ | anhangt, fo ift bie “oteuj be«
funftes P fir biefen $tei«

= PQ2+ QQ2— rt2

Oie Oifferenj ber beibeu Totenjen ift mithin

d= CQ1l- CtQ2— r*+

Oa biefer 2luccrucf nicht non ber Sage be« fiinfte« P auf ber
(Graben PQ abhangt, fo ift ertoiefen, bajj bie Oifferenj ber “otenjen
ihren SBerth nicht &anbert, »enn man P auf PQ berfdhiebt.

2erfcfytebt man aber ben gujjpunft Q auf ber Zentralen, fo &nbert
d ben SRerth; benn »enn man ber bequemeren Uberfielt megen CQ = X
unb CCi — c fefjt, fo ift

d= lex — c2— ri-(- t\2
ein 2lu«brucf, au« meinem fig> X nicht entfernen [&t. Unb umgefehrt
giebt e« fiir jebe« d eine beftimmte (Grabe PQ, weit au« biefer (Gleichung
flir jebe« beliebige d ein ganj beftimrater 26erth bon x folgt, nehmitch:
_ c2fr2—rj2 d
X— 2¢c *

2lnm. Oamit bie beiben lebten ©leicrungen fir alle benfbaren
$élle gelten, mujj man ba« X in folgenber Soeife einfihren: SO"an
benfe fich bon ber (Graben, welche burch C unb Cx “mburc’get’t, $u*
nachft nur biejenige ~palbgrabe, »eiche in C enbigt unb um CCX= ¢
berlangert »erben mufj, bamit fie ben &unft Cx emreicht. Oann fei x
bie pofitibe 0"er negatite ©trede, »eiche bei C ju jener Jpalbgraben

abbirt »erben mufj, bamit man 5lm fiinfte Q gelangt.

leftnitiott.
Unter ber fpotenjlinic ~»eier Greife berfteht man ben
geometrifchen Ort eine« finfte«, beffen ~otenjen fir
beibe Greife gleich gvojs finb.

3 tfftit.

. $ur je jret nicht conceutrifche Greife giebt e« e€ing,
aber auch nur eine ~otenjlinie. ©ie ift eine (Grabe, »eiche
auf ber Zentralen fenfrecht ftent. 3 h* 2l bftanb £ bom Sen»
trum C, nach ber Dichtung jum anbern Zentrum CX h*n

pofitib gerechnet, »irb burch bie formet
t_ C2--r2—rj2
2¢
au«gebricft.
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— 3ft refytnlidj ¢ — 0, fo ljat ber Orud) auf ber rechten @eite
btefer ©leidjmng feine Stebeutung.

Il. Oie ”"Botenjlinie liegt bom Zentrum beS grdéReren
Greifes aus nad) berfelben 9iidj>tung, tute baS Zentrum beS
Heineren Greifes.

— Oenn £ mirb fur r >> i\ ftets pofitib.

1. Oie sBotenjlinie liegt in ber Sftitte jmifcfyen je jmei
©raben, beren ~otenjenbifferens fir bie Greife ficf) nur
burd) baS SSorjeic”en unterfc”eibet.

— Oenn nimmt X ben Séert® Y an, fobalb d burd) (— d) er
fefct mirb, fo fpet man necfy bem Obigen:
clt r-—n\- d ., X+ r— —d,
X — Ye "X~ 2 *
atfo:

X — £= J— X'

V. Oie ~otenjlinie liegt in ber Ullitte jmifcfyen ben
polaren ber einzelnen “~reiScentra fiur ben anbern $reis.
— Oie Totenjenbifferenj ber einen polaren ift, abfolut
genommen, fo groR, mie biefenige ber anbern, nefymlicfy
= = (”2-j-ri2— c2e

— Oenn bejeicfynet man burd) X unb X' bie (Entfernungen bes
funftes C bon ben polaren, fo ift necfy bem 6egriff ber teueren:

cx' = r2, cfc- x) = 2;
atfo:
c2 ri
X'+ X= - " 2,5,
X —$= £—x = 2 rz\g—cZ

(Enblicfy ergeben fic> burd) «Subftitution biefer Sdert”e bon X' unb
X in ben SluSbrud fur d bie SBertlje
r2+ rt2— c2 unb — (”2+ " 2— c2.
V. Oie "otenjlinie liegt bem Zentrum bes fleineren
Greife« néljet als bemfenigen bes gréfReren Greifes.
— 0Oenn mirb ber Slbftanb ber sjJotenjlinie bon Ct in aljnlicfer
SBeife burd; ™ bejeicfynet, mie £ ben Slbftanb bon C angiebt, fo ift
nad> 3. I:
t  @Fr2—d ) QQ—12+ id .
T — Ye = Yo *
7%
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t C__ r2—r~ _ (r—rdtr+ ri)/

fo befj bie Tufferenjen ([U— unb (r— r4) baffelbe Slorjeicfyen fyaben.
VI. ®ie "otenjlinie liegt bem gréReren Greife néafyer
als bem Heineren.
— 2Bir fefeen r*>rt oorauS.
Siegt nun bie “otenjlinie jroifdjien C unb Ci, fo finb i%re (Snt*
fernungen oon ben Greifen bie abfoluten SBertlje oon (E— r) unb (%2— rt).
G ift aber :

t_ .. +r2—f2 A @—n2—n2 @—r—rt)c—r+ ).
5 2c 2c 2c »
mithin:

5—r c—r+rt _ c—(@—rt)
5—n c+ r—rt c+(r—ri)’
toaS jebenfatts einen echten i6rud) giebt.
Siegt bie fiRotenjlinie Uber Ci ljinauS, fo ift il)r Slbftanb oon Dem
Greife um Ci ber abfolute 26ertl) oon

A . C2+ r2—ri2 c+ ri)2—r2 (c+r+ri)(c—r+ n)
C+ri— 5— c+rt--—--——--- 2C----- = C--—-- 2
unb es folgt, baf} ber abfolute SBertf) oon
£—r __ Cc—r—n
c+ M—5 c+ r+ i

baS 93erl)altniS ber Slbftanbe ber ‘iRotenjtinie oon beiben treifen ift.
Piefer Soertl) ift aber ebenfalls < 1.

§. 198.
EEDrfat I.
®ie ~otenjlinie jtoeier Greife, toeld)e ficfy fd)neiben
ober beruhren, ift bie gemeinfame ©ecante ober Tangente.
Unb umgeteljrt: §at bie “otenjlinie mit bem einen Greife
einen ~nnft gemein, fo gef)t ber anbere $reis burd) ben-
felben ~unft.

S3eiti.  Jpaben bie beiben Greife
bie finfte A unb B gemein, fo ift
bie ©rabe AB bie %Rotenjlinie, metl
jeber auf iljr liegenbe ~untt P fur
beibe Greife bie iBotenj PA 1IPB at.
Unb umgeleljrt mufi ber jtoeite $reis
burd) feben ~unft A gelten, in meinem
fi? bhie ~otenjlinie mit bem erften
Greife treffen mag; benn ba bie ~otenj
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be« funftes A fur ben erften Stei« = 0 ift, fo mufe fie aud) fur heu
jetten frei« = 0 fein.

fallen bie funfte A unb B Rammen, fo gefjt AB in bie San*
gente Uber.

CBIjrfal II.

S)ie Totenjlinie jaeier Greife, beten Selber feinen
genieinfamen ~nnft befi“en, liegt jmifc*en benfelben.

Sem. ©inb X unb Y bie £)albierung«f)unfte jmeier gemeinfanten
Sangenten AAY unb BBy, fo geben X unb Y suleicfy jmei fiinfte
ber "Notenjinie an, meil

XX2= XAy, YB*= YBY2
ift. S)a§ bie iRotenjlinie X Y jwifcfyen C unb Cy ljinburcfygefyt, ift un*
mittelbar erfichtlict>, unb baf fie feinen ber f reife trifft, folgt au« §. I.

S)ie "otenjlinie jroeier freife, oon benen ber eine
ganj im Selbe be« anbern liegt, befinbet ficfy im 2lugen*
gebiet auf ber ©eite be« fleineren. Sir con centrifcfye
Greife giebt e« febocf) feine ~otenstiniel). — 33leiben bie
Labien ber freife unoerdnbert, méljrenb man bie Zentren
einanber unenblicfy nafjert, fo ridt bie “otenjlinie in«
Unenbliche ljinau«.

1) Bergt. § 197, 3.i.



3Bem. SOebeutet r fen
foiue feex groReren Greife« um C,
Ix feen Utabiu« fex feineren Greife«
um Cx, ¢ fde ©trecfe CCXunfe £
fde auf fer fRicBtung CCX tiegenfee
©trede CQ, toeldfe feer fRetation
u__ e2-)-r2— %
6 _ 2~
genigt, fo ift nad) feam oor. &.
fde auf CCX fteRenbe @enfred)te
PQ fde ~otenjtinie. fiefetfee fiat
nad) 8.1 mit feen Greifen feinen ~unft gemein, ta fde Greife fic> nad)
fer 93rf. nicllt treffen.
Uftimmt fee Entfernung CCX= ¢ unenblic® ab, fo nécfyft £ unenfer
tief), meit feer (Srenjtoertt) fesx $cif>ter« Uion g?uu oerfd;iefeen ift, méatjrenb
feer Efrenstoertf) fex Kenner« = 0 ift.

3itfa

$)ie ~Botenjtinie jtoeier Greife ift, fo meit fie auller*
naf6 feer Setfeer berfelfeeu liegt, feer geometrifcfye Ort
eine« finfte«, oon metelem au« ficf> an feie beiben gege*
feenen Greife gleiche Tangenten tegen, unfe um meteBen mit
tiefen at« fRafcien ein $rei« gezogen »erben fann, meiner
feie erfteren reefRtminftig felneibet. Siegt febod) ein £t)eit
feer ~otenjtinie iu feen gegebenen Arei«fetfeern, fo t)at*
bieren ficf) in biefem gleiche ©efynen feerfetben; unfe feine
funfte taffen fid) nid)t at« Eentren oon Streifen oeriuen*

fcen, metd)e feie gegebenen redjttoin!tig fd;nitten.
— 3efcer Strei«, meteler jtoei anfeere redfiioinftig fcfimeifcet, fyat

fein Eentrum auRerhalb feer Setfeer fear teueren.

— @®abe e« einen fde gegebenen Greife recfytnrinflig fcfimeibenfcen
®rei«, feeffen Eentrum nidt auf fear “oteujtinie liegt, fo miBten jene
noef) eine jmeite otertinie Rafeen; toa« nicht fer Sud ift (8. 197, 3- )*

8. 199.
*1)rfit |
Siegen feie Eentra fcreier Greife nicf)t in graber Sinie,

fo treffen fid) feie ferei “Botenjtinien, loetdRe fie ju je jtoeien
befi“en, in einem ~unft (feem ,iRotenspuuft’ fer fere Creife).
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Siegen bagegen bie RBentra in einer (Staben, fo finb bie
~otenjlinien parallel.
iBem. Siegen bie brei Areig*
centra C, Ct, C2 nicht in einer
(Stében, fo fd)neiben fi<> cie brei
~otenjlinien gegenfeitig, weit fie auf
fotzen (Staben (ben (Zentralen) fenf*
red)t fielen, toelde SBinfet mit ein*
anbet Bitben. 93erftel)t man nun
unter P ben £)urdhfd)nittgpunft bet
~otenjlinien, melcpe bet Areig um
C2 mit ben Greifen um C unb Cx
hat, fo finb bie ~otenjen beg flinftes
P fur bie beiben Steife um C unb
Ci gleid) groB, meil fie feiner ~otenj fir ben Areig um C2 gleich finb.
Udiithin ift P ein ~unft bet ~otenjlinie bet beiben Areife um C unb Ci;
mag behauptet mirbe.
Siegen bie brei (Sentra in einet (Staben, fo finb bie otenjUnien alg
©entrechte auf berfetben einanbet parallel.

JluTé 4.

I. ©d)neiben fid) brei Areife gegenfeitig, fo fdjneiben
fid) bie ©ef)nen, meld)e fie paarmeife gemein fyaben, in
einem fiunfte.

Il. ~Beruihren fid) brei Areife gegenfeitig, fo fdfneiben
fid> bie Sangenten, meld)e fie eife an ben einzelnen
39erih?unggftelten gemein haben, in einem fiinfte.

1. Steffen fid) bie TBotenjlinien bteiet Areife auRer*
halb bet Areigfelber, fo laBt fid) um ihren ©dhnittpunft
ein Areig jiel)en, meldet bie brei erfteren red)tminflig
fcpneibet.

I"cljrfafe II.

3 ie”t man burcf) einen fSunft bet $ otenjlinie jmeiet
Areife je eine ©ecante bet testeten, fo laRt fid) burd bie
riet erhaltenen © d~nittpunfte ein Areig legen.

— S)enu jieht man an bie Areife um C unb C\ ton einem
funfte P ihrer ~otenjUnie bie ©ecanten PAB unb PAXBX fo ift
PA1PB = PAXePBX, meghalb bie Behauptung nach §. 161 jutrifft.
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&ttfg ah e.

Die ~otenslinte 5Streeter Greife ju conftruiren, melche
feinen ~Bunft gemein haben.

21nal. @inb bie beiben Greife um C unb gegeben, fo liefert
jeber britte $reis, beffen Zentrum auRerhalb ber ©raben CC™ angenommen
wirb, unb melier bie elfteren fd)neibet, nad) obigem Sehrfafj | jtoei ©e*
canten, ttdde fi> in einem fiinfte ber gefligten 13otenjlinie fchneiben. —
Slnbere RonftructionSmethoben ergeben fich aus § 197 (unb aud) aus
ben nad)ften §8.).

§. 200.

Segt man burd) ben aufReren ober inneren 3t*utic/MeitiS =
punft Sreeier Greife an biefelben jmei ©ecanten nnb siet)t
burd) bie ©cfynittpunfte ber einzelnen Greife grabe Sinien,
fo fd)neiben fid) unter biefen biejenigen oier ~aare, beren
SOeftimmungSpunfte auf oerfd)iebenen Greifen liegen unb
unter fid) feine ber Slljulicfyfeit nach entfpred)enbeu ent-
halten, in finften ber Toteujlinie. 3e oier oon biefen
©raben, toeld)e jmei funfte ber “Rotenjlinie beftimmen unb
nicht paarmeife parallel finb, ha”e® ihre Uubrigen oier
DurchfchnittSpunfte auf einem Greife. Die ~otenjlinie
liegt in ber ®fitte jtoifchen ben polaren beS &l)nlid)feitd*
punfteS fir bie gegebenen Greife, uehmlich jtoifdhen ben
©raben, oon toeichen je 3mei funfte als Durd)fd)nittS*
ftellen ber an ben einzelnen Greifen conftruirten ©raben
beftimmt finb.

33eto. 350n einem ftf)ulichfeitspunfte S jtoeier Greife aus finb jtoei
grabe Linien SABAIBI nnb BCDCiDI gezogen. Die Benennung ber
funfte ift fo gewahlt, baR bie ber "t"nlid“eit nach [ich entfpred)enben
funfte nur burch bie 3nbices unterfchieben merben.  SchlieBlich finb
Curd) fe jmei fo erhaltene finfte ber einzelnen Greife grabe Oinien gelegt.

SRahlen mir nach SBiuflir bei bem einen Creife jtoei fragliche funfte
A unb D, fo finb By unb (7, biejenigen fiinfte beS jioeiten Greifes,
welche fenen ber thnlicpfeit nach nicht entsprechen. Deshalb finb bie
©raben AD unb BXCX nicht parallel. 2Bir behaupten, baR ihr
'Durd)fchnittspunft P in ber “otenslinie liege, unb bemeifen es
baburch, baB /AP AB X~ "PCyD (2w) ift. Da uehmlich AD 4=AtDY
ift (als entfprechenbe ©rabe perfpectioifch gelegener &hnlicher Greife), fo folgt



Z PAB, Z PiAB,

Z P\P\P\ . e« Cpertytjertem. auf einem Sogen)
Z PCrD)
unb auBerbem ljaben bie ®reietfe ben SBinfel bet P gemeinfam. SDNithin ift:

z f = PA PD= PB,.PC,;

fo ball bie Botenjen beé finfte« P fir beibe Greife gteid) finb.

2tué &hnlichen ©rinben ift ber T)urd)fdnuttspunft Q ber ©raben
BD unb AtCt ein ~unft ber ~otenjlinie; unb bie tder ©raben fcfyneiben
fidy auBer an ben fd)on benannten oier ©teilen nod? in jtoei funften,
nefymlicly AD unb AXCi in M, BD unb in N. 3Xir be*
fyaupten, baR ficfy burcfy N, D, Cif M zin ®rei$ tegen lalt,
unb feljen biefe Sefyauptung baburd) beftatigt, bal’

z NDM= 2z ADB

— Z AXO{Bt ... (entfpr. 2Binlel d)nlider $ig.)
= Z A\C\Bi ... (“eri®eriem.)
= Z nc\m
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©cfyneibeu fidy AC unb BD in E, AD unb BC in F, bie ent*
forecfyenben (traben am anbern Greife in EX unb FIf fo fielen bie
©raben EF unb EV\FX até polaren beS fiinftes S (8. 195) auf ber
Zentralen fenfred)t unb ftnb bemnad) mit ber ~otenjtinie PQ parattet.
Stuf biefer liegt aucfy ber ®urd)fdt>mtt3puntt B ber ©raben CB unb AiD1
£)a nun aber baé 23iered FPFX3 ein iRaraltetogramm ift, toeit fidy
feine ©egenfeiten ber Stiynticfyfeit nad) entsprechen, fo toirb feine diagonale
FFX oon ber anbern diagonale PB halbiert. UDPttjin liegt bie
Notenjtinie PB in ber Sttitte jmifc*en ben polaren EF
unb EX X

3 iet)t man burdt) ben auReren ober inneren StfjnlidhfeitS*
punft jmeier Greife etne©rabe, toetche biefetben fcfyneibet,
unb legt an biefeiben in ben ©d)nittpunften bie Tangenten,
fo fcfyneiben biefetben fid) in ber Botenjtinie ober in ben
Notaren, je nad)bem fie ben oerfd~tebenen Greifen ober
einem Greife angeboren.

5. 201
i‘clir@he

Serben jtoei Greife oon einer ©d)aar oon Greifen
redptioinflig gefQuitten, fo gehen bie ©ecauten, toetcpe
einer oon ihnen mit ben Greifen ber ©djaar gemein A"at,
fammttidh burd) einen ~Runft ber Sentraten jener beiten
Greife. £f)iefe Bentrate ift toieberum ~otenjbinie ber $reié*
fd)aar. Sitte Greife, n>etd)e jtoei einauber nietet treffenbe
Greife red"tminftig fdhnetben, gehen burd; jmei fefte finfte
ber Zentralen biefer beibeu Greife.

33eto. Serben stoei Greife um C unb CIf nedee fid> nicht treffen,
oon jtoei anbern um 3/ unb MX recfytioiuttiy gefd™nitten, fo ift 3/3/!
bie "otenjtinie ber erfteren, CCXbie "otenjtinie ber anbern (8. 198, $.).
$)a nun bei je jtoei Creifen, toetde (d> redhtroinftig fdhneiben, bie ge*
meinfame ©ecante Notare beS einen Zentrums fir ben anbern $reis ift
(8. 194, 3- 1). unb bie Notaren ber fiinfte einer ©raben fammittidh burdn
ben iRot biefer ©raben gehen (8. 193), fo fd)neiben fiep bie ©ecanten,
toetepe ber trete um C mit ben Greifen ber «Scpaar M, 3/j, ... ge*
mein “at, fammttidh in einem finfte P, toelcper ate ~ol ber ©raben



MMy in ber auf il)r fenfredd ftetjenben ©raben CCX liegt. — 3n a&ijn*
Uder Seife ewgiebt fid) beim Greife um Ci ein analoger fefter iBunft P X.
Unb menn man bie Greife um M unb MX até oon einer ©d)aar Steife
um C, C1( ... red)ttbinftig geschnitten benft, fo finbet man in MMX
jmei fefte funfte Q unb QIf butcfy toetcffe bie gemeinfamen ©ecanten
fyinburcfygeJjen.

dafj enbtich bie Greife um M, Mir ... fammttid) burd) jmei fefte
funfte A unb AX ber ®raben CCX l)inburcf>gefjen, erfjettt in fotgenber
Seife: die Greife um M, Mt, ... miffen bie (Stabe CCX jtreimat
fdfyneiben, meit bie funfte P unb P X in ifyren 7etberu liegen. dafyet
fcfyreiben fid) bie Greife um M, MIf ... fammttid;. Sir toiffen ferner
nach bem Obigen, bajj CCX bie ~oten’tinie biefer fich fdmeibenben Greife
ift, unb nad; § 198, 8.1, bafj bie iRotenstinie oon Greifen, metde fidy
fchnetbeu, butcf; beren Ccfynittpunfte fjinburd;get;t: Uttittjiu fd;neiben fich
atte greife um M, Mx, ... in jmei finften A unb AXber (traben CCX

5. 202.
Bit Apollonifrfje Aufgabe.

diejenigen Greife 5lt conftruiren, bon metd;en je brei
gegebene Greife beruhrt merben.

Slnat. ©inb brei gan$ auéeinanber Uegenbe Greife um C, CX unb
C2 gegeben, fo fann man fich ad?t Greife borftetten, bon benen jeber



108

tiefe brei Greife beriihrt; benn bie Berihrung 'ann bet febem ber brei
lederen fomoht eine &uRere als auch eine innere fein.

23on biefen ac™t Greifen ftellen roir uns junéchft benfenigen $reis
oor, tDebcer fikh mit ben Greifen um C, CIt C2 in ben funften A,
At, A2 ron auRen berihrt, unb benjenigen, melier bie inneren 29e=
rihrungSpuntte J, Jy, J2 liefert, um bie jmetfbienlichen (Eigenfhaften
ber fo erhaltenen gigur 5t ermitteln. — Die funf fraglichen Greife be*
Seidenen mir ber Sirje megen mit ben groflen beutfchen duchftaben E (St,
62, 3, 2L

3ieht «tan nun bie ©raben JA, JXAlt J2A2, fo enthalt jebe oon
ihnen ben inneren ~hnUd eitofounft ber beiten gefuchten Greife 3 unb 21;
benn — um es an einer oon hiefen ©raben fur alle nachjumeifen — fo
ift J ber auBere ahnlichfeitspunft ron € unb 3, A ber innere Ilhnlichb
feitspunft oon (E unb 21, meShalb ber innere &huli<hfeit3hunft toon 3 unb
21 nach §. 183, 2. V Il auf ber ©raben JA liegt. Daher fd)neiben fich
bie ©raben JA, J,Ait J2A2 in einem K3un't, melier P heiRen mag.

23on benfelben ©raben mirb ber $reis 21 noch einmal gefchnitten,
bejichungSmeife in Q, QIf Q2\ unb eS ift megen ber fo eben bemiefenen
(Sigenfchaft beS fiinftes P fir bie Greife 3 unb 21:

pi _ pi, _ PJ,
PQ — PQ, ~ PQi -’
aftultiplicirt man aber biefe ©leichung mit ber folgenben:
PA1PQ = PA, «PQ, = PA2-PQ2
fo ergiebt fich:
PA <P J= PA, <PJ, = PA2PJ2,
moburch angejeigt rotrb, ba® P ber ~otenjpunft ber brei Greife
€ (Ei, ® ift (8 199), alfo ein SBunft, melden man ohne Kenntnis ber
Greife 21 unb 3 conftruiren fann.

Die ©raben JJ, unb AA, fchneiben fich in einem finfte R2,
J,J2 unb A,A2in R, J2 unb A2A in R,. Diefe brei finfte
R, Rit R2 liegen in ber iBotenjlinie ber beiben gefuchten
Greife 3 unb 21; benn — um mieber einen oon ihnen als SSertreter
non allen ju behanbetu — fo erfieht man aus ber lebten ©leichung, baf?
fich burdh bie oier finfte J, A, A J, ein $reis legen lakt, meShalb

R2] «RMJ], = R2A <R"MA,
ift; unb bieS jeigt ben ~unft R2 als einen iBunft ber ~otenjlinie non
3 unb 2L an.

Diefelbe ©rabe RR,R2 ift aber auch bie &auBere &hn =

lichleitSaye ber brei gegebenen Greife (, ~ , (2. 'Denn ba
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J &uRerer 3djnli<hfeit$ounft Don S unb 3, JX &uRerer afnlicfyfeit$punft
Don Si unb 3 ift, fo liegt ber &uBere &l)nlid>feitgpunft Don £ unb £i
auf ber ©raben JJy (8 183, 8. VIII); unb ba er aué ahnlichen ©rin*
ben auf ber ©raben AAy liegen muB, fo ift R2 bw auRere &$nli($fettg*
punft Don £ unb (3% — 3luf analoge SBeife folgert mau, bal Ry unb
R bie auReren Snlid™eitépunite Don £ unb £2, bejidjungdmeife ocu
£t unb £2 finb.
Uftan faun mithin bie ~otenjlinie RRYR2 ber fesibeit gefugten Greife
3 unb ! conftruiren.
8egt mau nun an ben $reté 3 in ben funften J, Jy, J2 bie Sam
genteu heran, fo foneibeu fid? biefe mit ber totenjlinie RRYR2 in
funften S, Sy, S2, Don benen aus bie Saugenten an ben Ateis 3L be*
jieruugemeife mit SJ, SxJy, S2J2 gleich finb; unb ba biefe jugletch
Sangenten au bie Greife £, £~ £2 finb, fo muffen fie auch ben jmeiten
Sangenten gleich fein, toelche Don S, SIf S2 an bie letztgenannten Greife
gehen. JpierauS folgt, baR bie ©raben SA, S, S2A2in ben funften
A, Ait A2 gemeinfchaftliche Sangenten berfenigen Greife finb, toelche fict
in biefen flnften berthren.
~jRithin finb bie ©raben JA, JyAy, J2A2 bie polaren ber finfte
S, Sy, S2 fur bie Greife £, £Ir £2; unb aus biefem ©runbe liegen
bie 1iRole T, Tlr T2 ber ©raben RRYR2 fiir biefe felben
Greife in ben ©raben JA, JyAy, J2A2
(Butf bie Betrachtungen “infid>tlid> ber anbern gefuchten AreiSpaare
bebarf ey nach ben obigen SluSfuhrungen feiner befonbern Anleitung,
fo mie auih bie attobificationen fiir eine abtoeichenbe Sage ber gegebenen
Greife in bie Slugen fallen.)
©onftruction ber beiben in ber Sinai, betrachteten Greife
3 unb 3L &ftan conftruire bie duBere ~nlicMeitéa®e RR\R 2 ber brei
gegebenen Greife £, (5§, £2, hierauf bie ~ole T, 1\, T2 berfeloen fir
biefe Greife, fobann ben ~otenjpunft P ber legieren, jiehe bie ©raben
PT, PTy, PT2, bur<h meld)e bie Greife £, £t, £2 in funften A unb
J, Ay unb Jy, A2 unb J2 gefchnitten merben, unb befd;reibe fd tieRlich
bie beiben Greife AAYA2, JJyJ2.
3nm. Siefe E£onftruction hat éu Urhebern bie franjidfifd)en
SUiatbematiier Bo biliier nnb ©er gbnne.

$rucf non Steitfopf uni Séttel in Seipjig.
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