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ROZDZIAL |,
Istota przestrzeni geometryczne;j.

Wszelka rozciggtos¢ (przestrzenno$¢) mozemy wyobra-
zi¢ sobie, t. j. konkretnie przedstawic, tylko jako barwna. Czy
to bedzie rozciggtosé jakiegokolwiek ciata fizycznego, czy tez
t. zw. proznej przestrzeni miedzy ciatami, zawsze jednak bez-
posrednie, niepoddane analizie, konkretne przedstawienie tej
rozciggtosci, t.j. jej wyobrazenie, bedzie zawierato czucia
barwne. Jezeli chcemy wznie$¢ sie do rozciggtosci czystej,
pozbawionej jakosci zmystowych, to wyobrazenie nasze mu-
simy podda¢ analizie, musimy odrézni¢ w niem rozciagtos¢
od barwy i te ostatnig w mysli usungé. Méwimy ,w mysli",
gdyz w rzeczywistosci usunag¢ jej nie mozemy, bo barwa zaw-
sze i wszedzie towarzyszy rozciggtosci, jest jakby z nig zrosta.
Nie mozemy wiec z przekonaniem twierdzi¢, ze nasze wyobra-
zenie rozciagtosci jest pozbawione barwy; sad taki mozemy
sobie tylko wyobrazi¢. W ten sposéb dochodzimy do przed-
stawienia sobie czystej rozciggtosci (ograniczonej): wyobraza-
my sobie mianowicie barwng rozciggtos¢ (mozemy wyobra-
zi¢ jg sobie tylko jako ograniczong) oraz sad zaprzeczajgcy
przedmiotowi tego wyobrazenia podktadowego cechy barw-
nosci. Takie przedstawienie sobie przedmiotu nie jest bez-
posrednie, konkretne, lecz jest rezultatem analizy i abstrak-

Prolegomena filozof, do geometryi. 1
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cyi —nie jest wyobrazeniem, lecz pojeciem¥ Mozemy po-
sung¢ sie jeszcze o krok dalej i naszemu podktadowemu wy-
obrazeniu odmowi¢ w sadzie wyobrazonym nie tylko barwno-
Sci, lecz i ograniczono$ci. Wtedy otrzymamy pojecie, Ktore-
go przedmiotem bedzie czysta nieograniczona rozciggtos¢ lub,
co na jedno wychodzi, czysta nieograniczona przestrzenno$g.
Ta czysta nieograniczona przestrzenno$¢—to przestrzen
geometryczna. Jezeli porébwnamy teraz te przestrzen geome-
tryczng z przestrzenia, bedacag przedmiotem naszych wyobra-
Zen, z tg przestrzennos$cig ograniczong i nacechowang jako-
$ciamizmystowemi, to zobaczymy, ze przestrzenno$¢ jest tem,
co majg one ze sobg wspolnego, czystos¢ za$ i nieograniczo-
nos$¢ — to cechy, wyrdzniajace przestrzen geometryczng od
przestrzeni naszych wyobrazen.

Rozpatrzmy nasamprzod te ceche przestrzeni geome-
trycznej, ktorg nazwaliSmy jej czystoscia.

a) CzystosSC przestrzeni geometrycznej.

Czystos$¢ przestrzeni geometrycznej oznacza brak w niej
wszelkich jakosci zmystowych, wszelkiej intensywnosci,
wszystkiego tego, co znamionuje materye, jako podscielisko
sit. Przypisac przestrzeni czysto$¢, to znaczy jg zdematerya-
lizowac, pozbawi¢ elementéw czynnych, uczynié bezwzglednie
bierng w stosunku do znajdujacych sie w niej utworéw.
W przestrzeni takiej formy geometryczne, zajmujac inne miej-
sce, nie zmieniajg ksztattu ani wielkosci, gdyz niema w nigj
czynnikéw, ktére zmiane taka mogtyby spowodowac. Wyra-
zajac sie matematycznie, moéwimy, ze przestrzer geometrycz-
na posiada statg krzywizne, t.j. ze panujg w niej stosunki,
pod pewnym wzgledem analogiczne do istniejacych na po-

*)  Teorya wyobrazen i poje¢, na ktorej sie tu opieramy, wytozo-
na zostata przez K. Twardowskiego w pracy: Wyobrazenia i pojecia. 1898.
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wierzchniach o statej krzywiznie: na takich powierzchniach
(n. p. na kuli) figury moga zmienia¢ potozenie, nie zmienia-
jac przytem ksztaktu ani wielkosci. Oznacza to, ze w prze-
strzeni geometrycznej figura, mozliwa w jednem miejscu, jest
rowniez mozliwa i w innem, ze panujg w niej wszedzie te sa-
me stosunki, ze przestrzen geometryczna jest jednorodna.
| rzeczywiscie: to, co czyni przestrzen naszych wyobrazen
niejednorodng, nie jest niczem innem, jak rozmaitoscig ja-
kosci zmystowych. Jezeli te jakosci zmystowe wyeliminuje-
my, jezeli przestrzen uczynimy czysta, to uczynimy ja nie
tylko bierng, lecz i jednorodna. CzeSci przestrzeni geome-
trycznej bedg réznity sie tylko swem wzajemnem potozeniem,
a nie wiasnosciami wewnetrznemi, odmiennemi od wiasnosci
wewnetrznych, charakteryzujacych inne czesci tej przestrzeni.
Wyrazamy to krdotko, mowiac, ze przestrzen geometryczna
jest wzgledna, t. j. ze miejsca w niej nie majg wewnetrznych
charakterystyk, a tylko zewnetrzne, sg charakteryzowane
wzglednie do innych miejsc. Widzimy wiec, ze bierno$¢
przestrzeni geometrycznej (stato$¢ krzywizny, mozliwosé
wolnego w niej ruchu), jednorodnos¢ i wzgledno$¢ — to tyl-
ko proste konsekwencye'jej czystosci, wyniki tego, ze prze-
strzen naszych wyobrazen pozbawiliSmy wszelkiego mate-
ryalnego pierwiastku. Ten postulat czystosci przestrzeni
geometrycznej, nie zmieniajacy w niczem wiasnosci geome-
trycznych przestrzeni doswiadczalnej, gdyz dotyczacy jedynie
jej whasnosci fizycznych, jest zasadniczy dla geometryi czy-
stej w jej przeciwstawienu do fizycznej, tak jak jg n. p. pojmo-
wat Helmholtz ¥ Dzieki temu postulatowi odgradzamy Scisle

*) Por. Helmholtz: Ueber den Ursprung und die Bedeutung der

geometrischen Axiome, oraz Die Thatsachen in der Wahrnehmung (Vor-
trage und Reden, t. I, 1896, str. 29, 30 oraz 394-406).
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dziedzing geometryi od dziedziny fizyki, odr6zniamy wiasno-

sci geometryczne ciat od ich wiasnosci fizycznych, strone

bierng Swiata przestrzennego od jego strony czynnej.
Rozpatrzmy z kolei

b) Nieograniczono$¢ przestrzeni geometrycznej.

Wszelka przestrzenno$é, bedaca przedmiotem naszych
wyobrazen, jest ograniczona. Lecz z tego nie wynika jeszcze,
ze przestrzennos¢ jako cato$é jest rzeczywiscie ograniczona.
Bytoby to tak wtedy tylko, gdyby catos¢ przestrzennosci mo-
gta zosta¢ przedmiotem naszych spostrzezer i okazata sie
ograniczona. Gdy mamy jednak wyobrazenie przestrzennosci,
ktéra jak gdyby jest owa catoscig, gdy mamy wyobrazenie
przestrzennosci, ciagnacej sie wzdtuz do krancéw widnokre-
gu, a wzwyz do sklepienia niebieskiego, wtedy wiemy jednak
doskonale, ze te granice przestrzenno$ci w rzeczywistosci nie
istnieja, ze sg tylko ztudzeniem optycznem. Tak wiec kwe-
stya przedmiotowej ograniczonosci przestrzeni naszych wy-
obrazen pozostaje otwarta. Jezeli przeto przedmiot pojecia
przestrzeni geometrycznej uwazamy za nieograniczony, to
doswiadczeniu nie przeczymy, lecz tylko decydujemy sie na
wybor jednej z dwodch mozliwoSci. Wybor nasz jest uspra-
wiedliwiony przedewszystkiem juz dlatego, ze moze by¢ pod-
stawg geometryi, ktorej twierdzenia w kazdym razie beda
wazne pod omawianym wzgledem dla przestrzeni naszego
doswiadczenia. Albowiem, gdy nawet przypuscimy, ze prze-
strzen ta jest ograniczona, to, jezeli pewne linie lub powierzch-
nie zachowujg sie w sposéb, podany w twierdzeniu geome-
trycznem, na przestrzeni nieograniczonej, to wszak oznacza to,
ze sie w ten sposOb zachowujg i na ograniczonej czesci tej
przestrzeni. Tak n.p. 27-e twierdzenie | ks. Euklidesa, gto-
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szace, ze jezeli prosta tworzy z dwiema innemi prostemi katy
naprzemianlegte wewnetrzne réwne, to te dwie proste nie spo-
tykaja sie, choéby byty przedtuzane nieograniczenie, pozosta-
nie tem bardziej prawdziwe dla przestrzeni ograniczonej,
gdzie przediuzanie to miatoby swe granice: jezeli proste nie
spotkajg sie przy nieograniczonem przedtuzaniu, to napewno
sie nie spotkajg na krotszej odlegtosci. Oczywiscie wniosek
odwrotny — z wiasnosci figur w przestrzeni ograniczonej
0 wilasnosciach ich w przestrzeni nieograniczonej — bythy tu
btedny. Dlatego wtasnie bez wahania zaktadamy nieograni-
czono$¢ przestrzeni geometrycznej, gdyz postulat ten, choc
nie streszczajacy danych doswiadczalnych, nigdy nie prowadzi
do wynikow, ktére mogtyby by¢ z doSwiadczeniem sprzeczne.
W definicyi tedy przestrzeni geometrycznej, jako prze-
strzenno$ci (rozciagtosci) czystej i nieograniczonej, mamy
ukryte dwa postulaty racyonalne: postulat czystosci i nieogra-
niczonosSci przestrzeni geometrycznej. Jezeli teraz poddamy
analizie przestrzennos$¢, o ktérej méwi nasza definicya, to zo-
baczymy, ze charakteryzujg ja zawsze dwie wiasnosci, troj-
wymiarowos¢ i ciggtos¢, ze wiec te dwie whasnosci sg chara-
kterystyczne réwniez i dla przestrzeni geometryczne;j.

c) Tréjwymiarowosc przestrzeni geometrycznej.

Dotychczas blizej nie okreslilismy do jakiego rodzaju
wyobrazen nalezy¢ ma wyobrazenie podktadowe pojecia prze-
strzeni, wyobrazenie ograniczonej barwnej przestrzennosci.
Moze ono by¢ wytwoércze, odtwdrcze, lub spostrzegawcze,
a bedac spostrzegawczem, moze posiada¢ przedmiot istnieja-
cy lub nieistniejagcy. Jezeli jednak przestrzenn geometryczna
ma utrzymac kontakt z rzeczywistoscia, z tg rzeczywistoscia,
od ktdrej sie juz i tak oddalita, przybierajac ceche czystosci,
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jezeli nie ma stac sie przedmiotem obcym catkowicie nasze-
mu dos$wiadczeniu, to kwestya, jakiem musi by¢ nasze wy-
obrazenie podkfadowe, rozstrzyga sie sama przez sie: wyobra-
zenie to musi by¢ wyobrazeniem, ktérego przedmiot istnieje,
musi by¢ spostrzezeniem w $cistem tego stowa znaczeniu.
Jezeli takie wyobrazenie zalozymy u podstawy pojecia prze-
strzeni geometrycznej, wtedy bedziemy pewni, ze wspdlne
cechy przedmiotu tego pojecia i przedmiotu wyobrazenia
podktadowego —a taka wspdllng cechg jest przestrzenno$é
przedmiotow obydwodch przedstawien — bedg ugruntowane
w rzeczywistosci doswiadczalnej, w $wiecie przedmiotow ist-
niejacych, a nie bedg tylko dotyczyty Swiata wyobrazen pod-
miotowych.

Szukane wyobrazenie nie moze by¢ ani odtwdrczem,
ani wytworczem, gdyz takie wyobrazenie przestrzennosci nie
posiada przedmiotu rzeczywiscie istniejagcego. Tres¢ tego
wyobrazenia istnieje w $wiadomosci, wyobraza ona pewien
przedmiot, lecz przedmiot ten jest tylko wyobrazany, a nie
Jstniejacy  Przypu$émy, — za Poincarem ¥* — ze cziowiek,
ktéry poswiecitby temu cate swe zycie, mogtby dojs¢ do wy-
tworzenia sobie wyobrazenia czwartego wymiaru i ze na
wyobrazeniu tem opartby swe pojecie przestrzeni geometrycz-
nej. Takie pojecie bytoby na wskro$ podmiotowe, nieugrun-
towane w Swiecie przedmiotowym, a tylko w anormalnej
wyobrazni owego cziowieka, nie miatoby zadnego realnego
znaczenia i nie mogtoby stuzy¢ za podstawe nauki, roszcza-

*) Co do odrdzniania tresci i przedmiotu przedstawien por. Twar-
dowskiego: Zur Lehre vom Inhalt und Gegenstand der Vorstellungen.
1894, oraz Meinonga: Ueber die Erfahrungsgrundlagen unseres Wissens.
1906, str. 54—57.

**)  Poincare. Nauka i hipoteza (t. polsk. 1908, str. 48).
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cej sobie pretensye do stosowalnosci w Swiecie doswiadczal-
nym. Gdybysmy za$ chcieli oprze¢ pojecie przestrzeni geome-
trycznej na wyobrazeniu odtwdrczem, to oparcie to mogtoby
mie¢ znaczenie przedmiotowe tylko wtedy, gdybysmy siegneli
do zrodka tego odtworczego wyobrazenia, do wyobrazenia
spostrzegawczego, przez nie odtwarzanego. Jezeli wiec poje-
cie przestrzeni geometrycznej ma posiadac¢ wartos¢ przedmio-
towa, musi sie ono opiera¢ na wyobrazeniu spostrzegawczem,
przytem takiem, ktérego przedmiot istnieje, a wiec na spo-
strzezeniu. Sam fakt, ze wyobrazenie jest spostrzegawcze,
ze zawiera w sobie czucia bezposrednie —nie wystarcza.
Przypusémy n. p., ze jako wyobrazenie podktadowe naszego
pojecia wybralisSmy jaka$ powierzchnie, powiedzmy czes¢
sklepienia niebieskiego. Wyobrazajgc sobie o tem wy-
obrazeniu, Zze jest pozbawione jakosci zmystowych i ogra-
niczono$ci — doszlibySmy do pojecia przestrzeni geome-
trycznej dwuwymiarowej, gdyz dwuwymiarowem jest skle-
pienie niebieskie w naszem wyobrazeniu. Czy takie po-
jecie przestrzeni geometrycznej miatoby pod tym wzgle-
dem wazno$¢ przedmiotowg? Nie; gdyz samo wyobraze-
nie spostrzegawcze powierzchni dwuwymiarowej waznosci
takiej nie posiada. Posiada ono wprawdzie, jak kazde
wyobrazenie, swdj przedmiot, lecz przedmiot ten nie
istnieje rzeczywiscie, a jest tylko wyobrazany przez nas;
W rzeczywistosci powierzchnie, przedmioty dwuwymiarowe,
samodzielnie nie istnieja; ich wyobrazeniom zaden istniejgcy
przedmiot nie odpowiada. Wyobrazenia wiec spostrzegawcze
powierzchni nie sg spostrzezeniami, nie sg doswiadczeniami
w Scistem tego stowa znaczeniu, nie docierajg do przedmio-
tow rzeczywiscie istniejgcych, lecz pozostajg w dziedzinie
podmiotowej. Na takich wiec wyobrazeniach opieraC pojecia
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przestrzeni geometrycznej rowniez nie mozemy. Wyobraze-
niem podktadowem tego pojecia musi byé wyobrazenie spo-
strzegawcze, ktérego przedmiot jako przestrzenno$¢ istnieje
niezaprzeczalnie, a nie jest tylko naszem wyobrazeniem, kto-
remu btednie przypisujemy istnienie. Jezeli zanalizujemy takie
wyobrazenie pod wzgledem jego przestrzennosci, przekona-
my sie zawsze, ze przedmiot jego jest trojwymiarowy, t.j. ze
posiada dtugos¢, szerokosé i wysokosé (wzglednie gtebokosé),
ze w kazdym jego punkcie mozna poprowadzié¢ trzy prostopa-
dte linie, nalezace na pewnej przestrzeni do danego przed-
miotu. Ta przestrzenno$¢ przedmiotowa, ktorg charakteryzu-
je tréjwymiarowosé, jest cecha wspélng przedmiotu naszego
wyobrazenia podktadowego i przedmiotu pojecia przestrzeni
geometrycznej, opartego na tem wyobrazeniu. Zwykle jednak,
gdy méwimy, ze przestrzen geometryczna ma trzy wymiary,
nie rozumiemy tego w tak scistem znaczeniu, jak to tutaj zo-
stato wylozone, nie pojmujemy przez to, ze wszelka rzeczy-
wiscie istniejaca przestrzenno$¢ ma trzy wymiary, a tylko ze
nie moze ich posiada¢ wiecej nad trzy, a wiec ze bedac nie-
ograniczonag, t. j. przestrzenig geometryczng, posiada te¢ ma-
ksymalna liczbe wymiaréw. Tak pojmowana trojwymiarowosc¢
przestrzeni geometrycznej zupetnie wystarcza do ugruntowa-
nia geometryi; sama bowiem geometrya stwarza utwory prze-
strzenne 0 mniejszej niz trzy liczbie wymiaréw, i gdyby
w Swiecie doswiadczalnym istniaty przedmioty dwu lub je-
dnowymiarowe, to dla przedmiotowosci czystej geometryi
mogtoby to by¢ tylko okoliczno$cig pozadang, usuwajaca
mozliwe watpliwosci. Jezeli mimo to podkreslilismy ten fakt,
ze cecha tréjwymiarowosci, ktorg przypisujemy przestrzeni
geometrycznej, jest cechg wspdlng wszystkich istniejgcych
przestrzennosci, to chcieliSmy przez to jeszcze silniej zazna-
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czy¢€, ze tréjwymiarowos¢ przestrzeni geometrycznej nie jest
rezultatem naszej konstrukcyi, lecz jest nam dana w do$wiad-
czeniu, jest przez to doSwiadczenie jednoznacznie wyzna-
czona.

Trzeba jednak porozumiec sig, co rozumiemy tu przez
»konstrukcye". Oczywiscie zupetnie nie idzie nam o kwestye
psychologiczna, czy trzeci wymiar ujmiemy bezposrednio, czy
tez dzieki rozmaitym assocyacyom, czy ma racye psycholo-
giczny natywizm, czy genetyzm; nie idzie nam o to, czy
w znaczeniu psychologicznem tréjwymiarowos$¢ jest dana lub
skonstruowana. Czy tréjwymiarowo$¢ jest w tem znaczeniu
dana, czy skonstruowana — dla filozofii geometryi jest to rze-
czg obojetng. Dla niej jest wazne tylko to, czy pojecie prze-
strzeni geometrycznej jest co do swej cechy tréjwymiarowosci
ugruntowane w do$wiadczeniu, czy tez przez nas tylko w ten
sposOb zbudowane; nie za$ to, w jaki spos6b doszlismy do
wyobrazenia przestrzennosci trojwymiarowej, czy jestono nam
bezposrednio dane, czy tez dane posrednio. Pierwsza kwe-
stya nalezy do teoryi poznania— i ona jedynie obchodzi filozo-
fie geometryi; druga jest psychofizyologiczna i lezy catkowi-
cie poza jej obrebem. Do tego stopnia sg to kwestye rozne,
ze moga by¢é bez sprzecznosci rozstrzygniete wrecz prze-
ciwnie. Mozna przypusci¢ — jak tego chce genetyzm — ze
tréjwymiarowos$¢ przestrzennosci jest konstrukcya psychofi-
zyologiczng, a mimo to twierdzi¢, ze pojecie przestrzeni geo-
metrycznej nie jest co do swej cechy tréjwymiarowosci lo-
gicznie skonstruowane, lecz jest oparte pod tym wzgledem
na danych do$wiadczenia, chocby te przedmiotowe dane mia-
ty by¢ rezultatem podmiotowej konstrukcyi. Nieodréznianie
tych tak zasadniczo odmiennych kwestyi, potaczone zazwy-
czaj z przecenianiem przedmiotowej warto$ci wyobrazen, t. j.
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przypisywaniem im charakteru spostrzezen, prowadzi do te-
go, ze tréjwymiarowos¢ przestrzeni geometrycznej, jej ceche
jednoznacznie wyznaczong przez doswiadczenie, niektorzy
filozofowie matematyki btednie uwazajg za samorzutng do
pewnego stopnia konstrukcye Jyslowa

Pozostaje jeszcze do rozstrzygniecia kwestya pewnosci
sadu, orzekajacego tréjwymiarowos¢ przestrzeni geometrycz-
nej. Wydaje sie na pierwszy rzut oka, ze rozstrzygniecie to
w ostatniej instancyi zalezy od tego, czy zajmiemy stanowisko
apriorystyczne, czy empiryczne, t. j. czy zgodzimy sie na to, ze
trojwymiarowa przestrzenno$é wyobrazen jest dzietem nasze-
go ducha, jest wlozona przez nas w wyobrazenie, jako synte-
za czuc je sktadajgcych, czy tez jest cechg juz samych czué.
W pierwszym wypadku — wydaje sie — moglibySmy by¢
pewni, Ze zawsze i wszedzie tréjwymiarowo$¢ w doSwiadcze-
niu odnajdziemy; w drugim — sprawa nie wydaje sie nam tak
jasna. W rzeczywistosci jednak rzecz przedstawia sie ina-
czej: aprioryzm ani o jote nie zwieksza naszej pewnosci. Czy
trojwymiarowa przestrzenno$¢ jest cechg czuc, czy tez jest
dzietem naszej apriorycznej syntezy — w kazdym razie o tej
trojwymiarowosci mozemy przekonaé sie tylko doswiadczal-
nie, mozemy jq sobie uswiadomié tylko a posteriori, gdy jest
nam dana w doswiadczeniu. Dalej co do tego, czy trojwy-
miarowo$¢ bedzie zawsze cechg nieodtaczng od przestrzen-
nosci, czy wszelka bezwzglednie przestrzenno$¢ bedzie troj-
wymiarowa — i co do tego aprioryzm nie udziela nam wiek-
szej pewnosci, niz empiryzm. Nie mamy bezwzglednej pewno-
§ci, czy charakter naszej apriorycznej syntezy nie ulegnie
zmianie, czy moze jutro nasza aprioryczna synteza nie stwo-

*)  Por. Poincare. Nauka i hipoteza, str. 62, oraz Enriques. Pro-
bleme der Wissenschaft (tt. niem. 1910, str. 314, 333).
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rzy przestrzennosci czterowymiarowej. Pod zadnym wiec
wzgledem aprioryzm nie powieksza naszej pewnosci; moze
on da¢ pewnos$¢ bezwzgledng tylko przy zatozeniu 1) Scisto-
$ci skonstatowania iloSci wymiardéw, 2) stato$ci naszej aprio-
rycznej syntezy. Lecz przy podobnych zatozeniach pewno$¢
taka daje réwniez empiryzm; nieistotna réznica w zatozeniach
na tem tylko polega, ze zamiast statosci apriorycznej syntezy
przyjmujemy stato$¢ wiasnosci czué. Widzimy wiec, ze roz-
wigzanie kwestyi pewnos$ci sadu, orzekajgcego tréjwymiaro-
wos¢ przestrzeni geometrycznej, zupetnie nie zalezy od tego,
czy jesteSmy apriorystami, czy empirykami, podobnie jak
rozwigzanie kwestyi, dotyczacej tego, ze trojwymiarowos¢ ta
jest nam dana w dos$wiadczeniu, nie jest zalezne od tego,
czy jesteSmy natywistami, czy genetykami. Dla filozofii geo-
metryi nie majg znaczenia nie tylko kwestye psychologiczno-
jizyologiczne, lecz i psychologiczno-transcendentalne.

Jakg jednak odpowiedZ damy na pytanie, dotyczace pe-
wnosci twierdzenia o tréjwymiarowo$ci przestrzeni geome-
trycznej? Oczywiscie, czy przedmioty naszych doswiadczen
pozostang zawsze, tak jak dotychczas, tréjwymiarowe — tego
z bezwzgledng pewnoscig twierdziC nie mozemy, natomiast
jest pewng bezwzglednie Scistos¢, z jakg stwierdzamy trojwy-
miarowo$¢ przedmiotow przestrzennych.  Scisto$é ta — na-
og6t obca danym dos$wiadczalnym — w tym przypadku jest
bezsprzeczna dlatego, ze ilos¢ wymiaréw moze byé¢ tylko licz-
ba calg, to za$§ wyklucza mozliwo$¢ matych bleddw; biedy
za$, polegajace n. p. na przypisywaniu przedmiotom dwuwy-
miarowosci, polegajg na nieodrdznianiu wyobrazen od spo-
strzezeri (doswiadczen) i znikajg po porozumieniu sie co do
znaczenia wyrazu ,,przedmiot”.  Scisto$é, z jaka stwierdza-
my tréjwymiarowos$¢ przedmiotéw danych w do$wiadczeniu,
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sady — to pewniki do$wiadczalne, przypisujace przedmioto-
Wi naszego pojecia niezaprzeczone cechy przedmiotu wyobra-
zenia podkladowego. Wigczajgc te cechy do definicyi prze-
strzeni geometrycznej, otrzymamy nastepujgce okreslenie te-
go pojecia: przestrzen geometryczna jest przestrzennoscia (roz-
ciggtoscia) tréjwymiarowa, ciggla, nieograniczong i §zysta

Chcemy tu jeszcze uprzedzi¢ jeden mozliwy zarzut.
Trojwymiarowos¢ i ciagto$¢ przestrzennosci stwierdzi¢ oczy-
wiscie moglismy tylko na przestrzennosci, danej w do$wiad-
czeniu, t. j. barwnej i ograniczonej, a jednak te cechy przypi-
saliSmy przestrzennosci czystej i nieograniczonej. Mogtby kto
zarzuci¢, ze, postepujac w ten sposob, oddalamy sie od do-
Swiadczenia. Od doswiadczenia jednak oddalamy sie tylko
W tem znaczeniu, ze zajeci jesteSmy konstrukcya pojecia prze-
strzeni geometrycznej — co oczywiscie nie jest zarzutem dla
nikogo, kto chce oprze¢ geometrye na Scislejszej podstawie,
niz ta, jaka moze jej dac przestrzen fizyczna. Wogole za$ nie
tylko nie oddalamy sie tu od do$wiadczenia, lecz przeciwnie,
przypisujac czystej nieograniczonej przestrzeni trojwymia-
rowos¢ i ciggtos¢, zblizamy te idealng przestrzenno$¢ do rze-
czywistosci, do do$wiadczenia. Widzimy wiec, ze zarzut ten
w zaleznosci od tego, jak go pojmowac bedziemy, albo nas
nie dotyczy wcale, albo jest zgota niestuszny. Rozpatrzenie
tego mozliwego zarzutu byto dla nas wazne dlatego, Ze stara-
my sie tu specyalnie odroznicicile oddzieli¢ cechy do$wiad-
czalne od cech racyonalnych przestrzeni geometrycznej. Roz-
patrzeniu wzajemnego stosunku tych cech po$wiecamy na-
stepny rozdziat.

*)  Czystos¢ obejmuje tu w sobie: bierno$¢, jednorodnos¢, wzgled-
nos¢ (por. str. 3).



ROZDZIAL I,
Przestrzen geometryczna a przestrzenno$g.

Przedmiot pojecia przestrzeni geometrycznej posiada,
jak widzieliSmy, cechy dwojakiego rodzaju: do$wiadczalne
i racyonalne. Cechami do$wiadczalnemi, t. j. takiemi, ktdre
posiada on wspdlnie z przedmiotem swego wyobrazenia pod-
ktadowego, danego w doswiadczeniu, sa: przestrzennosc,
tréjwymiarowos¢, ciagtos¢—prosciej: tréjwymiarowa ciggla
przestrzenno$¢; cechami racyonalnemi, t. j. takiemi, ktérych
nie posiada dany w do$wiadczeniu przedmiot wyobrazenia
podkfadowego, a ktére mimo to przypisujemy przedmiotowi
pojecia przestrzeni geometrycznej — czysto$¢ i nieograniczo-
no$¢. Przestrzenno$¢ 'charakteryzuje wszystkie nasze wy-
obrazenia (Scislej spostrzezenia) Swiata zewnetrznego i dlate-
go tez moze sie wydawaé, ze sama przestrzen geometryczna
jest wyobrazeniem, a nie pojeciem. Jezeli jednak zwrdcimy
uwage na to, ze ta trojwymiarowa ciagta przestrzennos¢ jest,
jako przestrzer geometryczna, czysta (i nieograniczona) i ze
taka czysta przestrzenno$¢ nie moze by¢ przez nas ujmowa-
na bezpos$rednio i konkretnie, to dojdziemy ostatecznie do
jedynie mozliwego logicznie wniosku, ze przestrzen geome-
tryczna jest jednakze pojeciem, a nie wyobrazeniem, mimo
to ze przedmiot tego pojecia jest przestrzenny. Wniosku
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pojeciem, gdyz jest jedyna. Istnieje wprawdzie ogdlne po-
jecie o przestrzeniach wogble, lecz pojecie to dotyczy po-
szczegOlnych czesci tej jedynej przestrzeni, dotyczy wielu
czastkowych przestrzeni, a nie przestrzeni jedynej, wszech-
obejmujacej. Z tego jednak wynika nie to, ze. przestrzen
geometryczna — jak chce Kant — jest wyobrazeniem, a tyl-
ko to, ze nie jest pojeciem ogo6lnem (o przestrzeniach
wogole). Moze by¢ jednak pojeciem nie ogdlnem, lecz je-
dnostkowem—i takiem, jak widzieliSmy, jest w istocie rzeczy.
Dla Kanta jednak ta mozliwos¢ byta wykluczona, gdyz
wszystkie pojecia uwazat on za ogolne. Wyobrazenia i po-
jecia przeciwstawiat on i pod tym roéwniez wzgledem: wy-
obrazenia dotyczg poszczeg6lnych przedmiotéw, s jednost-
kowe — pojecia poszczeg6lnych przedmiotéw dotyczy¢ nie
moga, muszg by¢ zawsze ogdlnemi, muszg zawiera¢ w sobie
cechy wspdlne wielu przedmiotom; poje¢ jednostkowych by¢
nie moze. A Ze przestrzeh geometryczna nie jest pojeciem
ogollnem, wiec—wnioskowat Kant—nie jest wogdle pojeciem,
lecz wyobrazeniem—i przez to wpadtw sprzeczno$é ze swem
wihasnem stusznem twierdzeniem, ze czystej przestrzeni wy-
obrazi¢ sobie nie mozemy, ze jest wiec ona pojeciem.
Podobny btad znajdujemy i w drugim argumencie
Kanta na korzy$¢ wyobrazeniowej natury przestrzeni geome-
trycznej. Twierdzi tu Kant, ze przestrzen geometryczna dla-
tego tylko jest nieskonczona, ze jest wyobrazeniem; bo gdy-
by byla pojeciem og6lnem, to bylaby co do wielkosci nie-
okreslona, gdyz, jako pojecie o przestrzeniach wogoéle, mu-
siataby zawiera¢ cechy wspblne przestrzeniom rozmaitych
rozmiar6w. | tutaj twierdzenie Kanta bytoby stuszne, gdyby
nie to, ze przestrzen geometryczna moze nie byé—i w istocie
rzeczy nie jest — ani pojeciem ogdélnem, ani wyobrazeniem;
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jest za$ pojeciem jednostkowem. Te jednak mozliwo$é Kant,
jak widzieliSmy, z gory wykluczyt, Kkierujgc sie swem prze-
ciwstawieniem wyobrazen i pojec.

Przeciwstawianie to wystepuje najsilniej i jest najgteb-
sze w trzecim argumencie Kanta, sztucznie tylko zwigzanym
z kwestya nieskoriczonosci przestrzeni geometrycznej. Istota
tego argumentu jest nastepujgca: przestrzen geometryczna
jest wyobrazeniem, a nie pojeciem dlatego, ze swe poszcze-
golne specyfikacye (czesci przestrzeni) zawiera w sobie,
wszelkie za$ pojecie obejmuje swe specyfikacye pod soba.
Innemi stowy: czeSci przestrzeni wszystkie sg jednoczesne,
oboklegte i w ten wiasnie sposéb zawarte we wszechobejmu-
jacej przestrzeni, gdy tymczasem wyobrazenia, z ktérych pe-
wna cecha jest oderwana, jako pojecie, sg w zupetnie innym
stosunku do tego pojecia, niz czesci przestrzeni do calej
przestrzeni. A wiec, wnioskuje Kant, przestrzen nie moze
by¢ pojeciem, a tylko wyobrazeniem.

Argument ten jest tylko pozornie podobny do poprzed-
nich, w rzeczywistosci za$ uwydatnia sie w nim o wiele gteb-
sze przeciwstawienie wyobrazen i pojeé, niz w tamtych. Po-
przednie argumenty tracity natychmiast swg site, gdy tylko
zwréciliSmy uwage na" mozliwosé poje¢ jednostkowych; ten
za$ daje sie z nieznaczng odmiang zastosowa¢ i do tych po-
jec, gtosi bowiem, ,,ze zadne jednak pojecie, jako takie, nie
moze by¢ pomyslane w ten sposob, jakoby zawierato w sobie
nieskonczong mnogos¢ przedstawien*, a catkowity nacisk
lezy tu na stowach ,w sobie*. ldzie tu o to, ze wszelkiemu
pojeciu, jako takiemu, obce jest wszystko, co jest przestrzen-
ne, oboklegte, co wiec czeSci swe w sobie zawiera, ze zadne
pojecie nie moze by¢é w ten sposéb pomyslane. Taki jest
poglad Kanta na istote pojeé, i poglad ten przeprowadza on
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konsekwentnie, zawsze uwazajac pojecie za catkowicie od-
dzielone od wszelkiego wyobrazeniowego pierwiastku, za
,,Czysta mysl“, ktdéra moze sie odnosi¢ do wyobrazen, lecz
sama w sobie, t. j. poza tym stosunkiem, niema z niemi nic
wspolnego. Ta mysl lezy u podstawy ostatniego argumentu,
ta wkasnie my$l o dualizmie poje¢ i wyobrazen nie pozwala
przedewszystkiem Kantowi uznaé przestrzeni geometrycznej
za pojecie: jakim sposobem pojeciem mogtoby byc¢ to, co cze-
$ci swe zawiera w sobie, co jest wiec oboklegtoscia, prze-
strzennoscig, charakteryzujaca wszak wszystkie wyobrazenia
$wiata zewnetrznego; jakim sposobem mogtoby byé pojeciem
co$, cO juz z natury swej jest intuicyjne, ¥gladowe? A jed-
nak przestrzen geometryczna jest pojeciem, a nie wyobraze-
niem, gdyz czystej przestrzennosci nie mozemy ujaé¢ bezpo-
Srednio, i Kant, uwazajac przestrzen za wyobrazenie, przeczy,
jak widzielismy, samemu sobie. Wprowadza go w biad to,
Ze uwaza pojecia i wyobrazenia za zupetnie réznorodne pod
kazdym wzgledem, Ze nie zdaje sobie sprawy, ze przedmiot
przestrzenny moze by¢ przedmiotem zaréwno wyobrazen jak
i pojeé, i ze to nie oznacza, zeby samo wyobrazenie lub samo
pojecie, jako akt psychiczny, byto przestrzenne. Przy odr6z-
nieniu przedmiotu pojecia od jego tresci i aktu—wszelka pa-
radoksalnos¢ znika i ten tylko moze twierdzi¢, ze przestrzen-
no$¢ nie moze by¢ pojeciem (przedmiotem pojecia), kto uwa-

*)  Ogladowos$¢ (naoczno$¢, intuicyjnosc) jest dla nas jednoznacz-
na z oboklegtoscia, rozciagtoscia, przestrzennoscia; uwazamy ja nie za
ceche wszystkich wyobrazen i tylko wyobrazen, za ceche, jednoznaczng
z ich konkretnoscia, lecz za ceche 1) przedmiotow wyobrazen, dotycza-
cych Swiata zewnetrznego, 2) przedmiotow niektérych pojec¢, dotycza-
cych tego $wiata. (Por. zdanie przeciwne u Twardowskiego: Wyobra-
zenia i pojecia, str. 43, 44).
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Za pojecie za co$ zupetnie pozbawionego wszelkiego wyobra-
zeniowego pierwiastku, za ,,czysta mysl“, za ,,czyste pojecie*,
za co$, co samo w sobie nie ma nic wspolnego z rzeczywi-
stoscig i doswiadczeniem. Ten biedny i szkodliwy poglad,
rozpowszechniony bardzo w naszych czasach wsréd matema-
tykéw, znajduje coraz wiecej zwolennikéw. Zatrzymalismy
sie dluzej nad analiza wywodoéw Kanta dlatego wiasnie, ze
chcieliSmy wykaza¢, do jakich sprzecznosci poglad ten go do-
prowadzit, jak go zmusit do twierdzenia, ze wyobrazeniem
jest co$, co sie nie daje jednak ujaé bezposrednio, co wiec
nie jest wyobrazeniem. Widzimy, jak btedny musi by¢ ten
poglad, jezeli do takich twierdzen doprowadza.

Mimo wszystko wielkg jest zastugg Kanta, ze uwydatnit
te cechy przestrzeni geometrycznej, jakie ona posiada wspol-
nie ze spostrzezeniami, dotyczacemi Swiata zewnetrznego —
jej przestrzenno$¢, a z nig trojwymiarowosc i ciggltos¢. Uznat
on réwniez i racyonalng ceche przestrzeni geometrycznej —
czystos¢, tylko jej przy zakwalifikowaniu przestrzeni, jako
przedstawienia, nie uwzglednit dostatecznie, a wysungwszy
na pierwszy plan przestrzenno$¢ (ogladowos¢) przestrzeni
zakwalifikowat i czystg przestrzenno$¢ (czysta ogladowosc)
jako czyste wyobrazenie (czysty oglad), a nie jako pojecie.

W odwrotny znéw biad wpadajg ci, u ktérych wysuwa-
ja sie na pierwszy plan racyonalne cechy przestrzeni geome-
trycznej, przedewszystkiem jej czystos¢. Zdarza sie wtedy,
ze, dazac do tej czystosci, usuwajg z konkretnej przestrzen-
nosci wraz z jakosciami zmystowemi i sama przestrzennosc,
i czysta przestrzen staje sie wtedy pojeciem, ktérego przed-
miot pozbawiony jest wszelkiego przestrzennego pierwiastku,
staje sie czystem pojeciem, nie posiadajagcem zadnego kon-
taktu z rzeczywistoscia.
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Btad taki spotykamy n. p. u Wundta.

Wedlug Wundta przestrzen Yeometryczna  powstaje
wtedy, gdy z konkretnego wyobrazenia przestrzeni wyelimi-
nujemy przedewszystkiem wszelkie empiryczne skiadniki,
wszelky dang tre$¢ przestrzenng, wszelki czynnik przedmio-
towy, a pozostawimy tylko podmiotowa forme apercepcyi ¥*
Przytem eliminujac czynnik przedmiotowy, Wundt nie chce
nadac rozciggtosci (przestrzennosci) wyjatkowego stanowiska
i eliminuje ja wraz z jako$ciami zmystowemi. Uwaza on, ze
nierozciggto$¢ punktu objasnia sie w takim razie fatwo, ,,gdyz
rozciggtos¢ wihasciwa jest zawsze tylko przedmiotowym $rod-
kom okreSlania miejsc w przestrzeni” ¥** gdy je wiec z na-
szego wyobrazenia punktu wyeliminujemy, to otrzymamy nie-
rozciaglty punkt geometryczny. Jednakze ta nieche¢ do ro-
zerwania konkretnego zwigzku rozciggtosci z jakosciami zmy-
stowemi, nieszkodliwa, gdy chodzi o punkt geometryczny,
jest bardzo szkodliwa, gdy chodzi o linie, powierzchnie i ca-

*)  Przestrzen geometryczng nazywa Wundt, za przykfadem Kanta,
bardzo niefortunnie ,reine Anschauung”, uznajac jednoczesnie, ze jest
ona pojeciem, a nie wyobrazeniem. Jezeli przez ,reine Anschauung" ro-
zumie¢ bedziemy ,,czyste wyobrazenie”, to wpadniemy w sprzecznosg,
gdyz bedzie to w takim razie takie wyobrazenie, ktére—wedtug Wund-
ta—nie jest wyobrazeniem, lecz pojeciem. (Wundt. Logik, t. I, 1907,
str. 141). Te ,reine Anschauung" Wundt identyfikuje z prézng prze-
strzenig, (Logik, t. I, 1906, str. 491), rozumie wiec moze przez pierwszy
termin czysta ogladowo$¢, czysta przestrzenno$¢, czysta rozciagtosc.
W takim razie bylaby to taka przestrzennos$¢, ktorej Wundt odmawia
wszelkiego przestrzennego pierwiastku, podobnie jak w pierwszym wy-
padku przestrzen geometryczna bytaby takiem wyobrazeniem, ktdre nie
jest wcale wyobrazeniem.

**)  Wundt. Logik, t. [I, 1907, str. 141.

***)  Wundt. Logik, t. II, str. 140.
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tos¢ przestrzeni, gdyz prowadzi do tego, ze wszelkie utwory
geometryczne i sama przestrzen geometryczna stajg sie przy
eliminacyi jakosci zmystowych nieprzestrzennymi; pozostaje
wtedy tylko oderwana czynno$¢ mysli i przestrzen geome-
tryczna staje sie czystem pojeciem. Lecz takie czyste poje-
cie zupenie nie jest w stanie stanowi¢ podstawy sadoéw geo-
metryi. Jezeli, jak chce Wundt, zadanie geometryi polega
na badaniu mozliwych utwordw przestrzeni geometrycznej ¥;

to skad mozliwos¢ tych idealnie Scistych utworéw da sie wy-
dedukowac, skad ich wiasnosci bedziemy mogli poznaé, gdy
przestrzen geometryczna bedzie czystem pojeciem bez wszel-
kiego przedmiotu, czczem ,.ens rationis"”. Chyba te whasnosci
dowolnie zatozymy, nie roszczac sobie pretensyi do ich przed-
miotowosci, chyba to pojecie przestrzeni geometrycznej okre-
$limy wihasnie przez dowolnie przyjete wasnosci jej punktow,
prostych i ptaszczyzn, pojetych jako nieokreslone utwory
logiczne. Lecz Wundt takiego konwencyonalizmu, i stusznie,
nie uznaje. Moze wiec konkretna tres¢ przestrzenna, zaste-
pujaca, wedtug Wundta, w naszej Swiadomosci owa bezptod-
ng prézng przestrzen geometryczna, bedzie Zrédiem, skad
ptyng pojecia i sady geometryczne; lecz wtedy nie bylyby
one Sciste, gdyz polegatyby na indukcyach z do$wiadczenia,
gdy tymczasem Wundt przypisuje pojeciom i sagdom geome-
trycznym Scisto$¢, uwaza je bowiem nie za indukcye z do-
Swiadczenia, lecz za indukcye z abstrakcyi, otrzymanych
z doswiadczenia. Lecz jezeli idzie o przestrzen geometrycz-
ng, to widzieliémy, ze jako abstrakcya z doSwiadczenia przed-
stawia ona u Wundta czyste i w czystosci swej bezptodne
pojecie, nie mogace by¢ podstawg zadnych pojeé i sgdow

) Wundt. Logik, t. Il, str. 102.
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geometrycznych; jezeli za$ o poszczegblne utwory geome-
tryczne, to przez wyeliminowanie z nich przedmiotowych
czynnikow stang sie one tylko nieprzestrzenne, lecz nie stang
sie Sciste. Scistoé¢ moze zapewnié im tylko idealizacya,
przyczem, jezeli idealizacya ta ma mie¢ wiasno$¢ przedmio-
towa, trzeba, jak to blizej wyjasnimy w drugiej czeSci naszej
pracy, by zachowywata ona przestrzenny pierwiastek utwo-
row geometrycznych, by przestrzeri geometryczna posiadata
nature przestrzenng, czego wiasnie nie posiada w systemie
Wundta. Widzimy, ze Wundt, dazac do czystosci przestrze-
ni geometrycznej, racyonalizacye jej posunat zbyt daleko i,
usungwszy jej przestrzenno$¢, uczynit jg czystem pojeciem
zupehnie nieprzydatnem do ugruntowania geometryi. Czysta
przestrzen, ktéra u Kanta byfa czystem wyobrazeniem, jest
u Wundta, noszac te samg co u Kanta nazwe —czystem po-
jeciem. Kant nie uwzglednit dostatecznie w przestrzeni geo-
metrycznej cech racyonalnych, Wundt przy okreslaniu isto-
ty tej przestrzeni nie uwzglednit jej cech Yoswiadczalnych

W naszem pojmowaniu istoty przestrzeni geometrycznej
staralismy sie uwzgledni¢ réwnomiernie zaréwno jej cechy
doswiadczalne, jak i racyonalne, i dlatego przestrzeri geome-
tryczna nie jest u nas ani czystem wyobrazeniem, ani czy-
stem pojeciem, a tylko pojeciem, ktérego przedmiot jest czy-

*)  Wprawdzie Wundt twierdzi, ze czas i przestrzen sg to fakty
pierwotnie dane, stanowigce state skladniki doswiadczalne (Logik, t. I,
str. 502), lecz przestrzen moze tu oznacza¢ oczywiscie tylko konkretng,
fizyczng przestrzen, a nie geometryczng, gdyz przestrzed geometryczna,
jak widzieliSmy, jest u Wundta pozbawiong wszelkiej przestrzennosci
abstrakcya z doswiadczenia, a nie jego skiadnikiem. Miedzy tymi dwo-
ma rodzajami przestrzeni istnieje u Wundta zupetna przepasc.
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stg przestrzennos$cig, jest przedewszystkiem przestrzenny,
a wiec posiada wspoélne cechy z wyobrazeniami, dotyczgcemi
Swiata zewnetrznego. Tak pojeta przestrzenn geometryczna
stanowi podstawe, na ktorej daje sie ugruntowa¢ geometrya
zardwno Scista, jak i przedmiotowa. Lecz zanim do tego
ugruntowania geometryi przejdziemy, musimy przedewszyst-
kiem blizej rozpatrzy¢ poglad, naszemu przeciwny, a zdoby-
wajacy sobie w ostatnich czasach coraz wiecej zwolennikow,
poglad, wedtug ktorego opieranie sie na cechach doswiadczal-
no-przestrzennych przynosi Scistosci i pewnosci geometryi
szkode, dajaca sie usuna¢ tylko przez catkowicie racyonalne
jej ugruntowanie.



ROZDZIAL Il

Ustroj wewnetrzny przestrzeni geometrycznej.

Moéwi sie zwykle, ze przestrzeh geometryczna skiada sie
zZ nierozciggtych punktow. Jak to pojmowac? Jezeli to rozu-
mie¢ bedziemy w ten sposob, ze punkty geometryczne, zera
rozciagtosci, tworzg same przez sie cigglg i rzeczywiscie roz-
ciggla przestrzen, to otrzymamy koncepcye tak dla mysli na-
szej odpychajaca i sprzeczng z sobg, ze do przyjecia wprost
niemozliwg. Jakim sposobem nierozciagte punkty geome-
tryczne moglyby same przez sie tworzy¢ rozciggtosé, prze-
strzenno$¢, jakim sposobem agregat zer moze da¢ co$ inne-
go niz zero, jakim sposobem te nierozciggte punkty moga
graniczy¢ z sobg, jakim sposobem mozna tu méwic¢ o tworze-
niu przez punkty te przestrzeni, gdy potrzebne do tego gru-
powanie sie punktéw wymaga juz uprzedniej przestrzeni,
mozliwe jest tylko w danej przestrzeni geometrycznej.

Ta petna sprzecznosci koncepcya nabierze jednak inne-
go znaczenia, jezeli kto zrezygnuje z nadawania stowu ,,roz-
ciggtos¢" lub ,,przestrzennos$¢” zmystowo - wyobrazeniowego
znaczenia, przez punkty za$ geometryczne nie bedzie pojmo-
wat nic innego niz liczby. Tak czynig zwolennicy czysto ra-
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cyonalnego ugruntowania geometryi, czysto racyonalnego
pojmowania przestrzeni geometrycznej. Continuum geome-
tryczne zastepujg oni continuum liczb rzeczywistych, wymier-
nych i fiiewymiernych ~ Witedy oczywiscie nie moze juz byé
u nich mowy o rzeczywistej rozciaggtosci (przestrzennosci),
i jezeli wyraz ten spotykamy u nich, to wtedy jest on, i za-
wsze by¢ powinien, identyczny z ciggtoscig: rozciggly = cia-
gty ¥* = okreslony przez ogot liczb rzeczywistych. Odpada-
ja tez wtedy sprzecznosci, o ktérych wspominalismy przed
chwila, gdyz niema tu, w dziedzinie liczb, ani prawdziwej
oboklegtosci, ani rzeczywistej rozciggtosci, niema przestrzen-
nego z sobg graniczenia. Jak nieprzestrzenna jest liczba, po-
dobnie nieprzestrzenne sg owe utwory pseudogeometryczne,
ktore przez te punkty-liczby sg okre$lone, podobnie nieprze-
strzenna sama ,,przestrzen“ geometryczna. Niema wiec tu
sprzecznosci, ktore wystepowaty przy rozpatrywaniu rzeczywi-
stej, przestrzennej (tréjwymiarowej i ciggtej) przestrzeni geo-
metrycznej, lecz niematu takze i tej przestrzeni. To, co jg zasta-
pito, to rozmaitosc¢ liczbowa, ktdrej kazdy element jest zespotem
trzech liczb rzeczywistych, w okre$lonym wzietych porzad-
Ko* Mozna nazwa¢ rozmaito$¢ te ,rozciggly”, lecz nie
bedzie to nasza rozciggtos¢ doswiadczalna, ta oboklegtos¢
i ogladowos¢, a bedzie to tylko réwnoznaczne z przypisaniem
jej ciggtosci; mozna nazwac ja ,.ciggly", lecz nie bedzie to

*) Por. Couturat: Les principes des mathematiques, 1905, rozdziat
IV, specyalnie str. 97, oraz Natorp: Die logischen Grundlagen der exak-
ten Wissenchaften, 1910, str. 200—266.
**)  Natorp. loc. cit., str. 204.
***)  Por. Weber und Wellstein: Encyklopedie der Elementar-Mathe-
matik, t. Il, 1907, str. 83, 84.
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oznaczato braku przerw w przestrzennosci, a tylko to, ze skia-
da sie ona z og6tu liczb wymiernych i niewymiernych; moze-
my ja nazwaé ,trojwymiarowg", lecz nie bedzie to wyrazem
tego, ze w kazdym jej punkcie mozna poprowadzi¢ trzy wza-
jemnie prostopadte proste, a bedzie tylko znaczyto, ze kazdy
jej ..punktl to system trzech liczb i nic nad to. Utwory tej
rozmaitosci liczbowej nie majg tez, oczywiscie, charakteru
przestrzennego; utwdr, okreslony przez formute Ax J- By

+ C =0, nie oznacza tu przestrzennej linii prostej, lecz tylko
ogot dwojek liczbowych, czynigcych zados¢ powyzszemu
réwnaniu. Nie jesteSmy wiec w dziedzinie descartesowskiej
geometryi analitycznej, lecz w dziedzine czysto pojeciowej,
w dziedzinie czystej analizy. Okreslenia, ktére tu spotyka-
my, muszg by¢ catkowicie dowolne i konwencyonalne, gdyz
nie moga sie na niczem oprze¢, i zupetnie nie wiemy, czy
przettomaczone na jezyk przestrzenny beda oznaczalty utwo-
ry, mogace istnieC w naszej przestrzeni geometrycznej. De-
dukcye z tych okreslen moga by¢ wzorem Scistosci, mimo to
system tej pseudogeometryi bedzie pozbawiony wszelkiego
przedmiotowego znaczenia, gdyz zasadnicze jego definicye sg
konwencyonalne  Jezeli za§ chcemy wréci¢ do geometryi,
jezeli chcemy tym utworom czysto pojeciowym nadaé prze-
strzenne a wraz z tem i przedmiotowe znaczenie, to znowu
zachodzi pytanie: jak jednak mamy przedstawiac sobie ustroj

*) Sg konwencyonalne wtedy, gdy utrzymany jest do konca cha-
rakter liczbowo-nieprzestrzenny utworéw; przetama¢ ten konwencyona-
lizm moze tu tylko niedozwolone w czysto logicznym systemie przejscie
do dziedziny wyobrazeniowej. Zachodzi to n. p. u Natorpa przez wpro-
wadzenie pojecia kierunku i wymiaréw, mimo wszystkie zapewnienia Na-
torpa, w znaczeniu wyraznie wyobrazeniowem. (Natorp, loc. cit., str.
300-309).
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przestrzeni geometrycznej i co mamy rozumie¢ przez punkt
geometryczny, jezeli chcemy z jednej strony uniknac sprzecz-
nosci, o ktérych wspominaliSmy na poczatku niniejszego roz-
dziatu, a z drugiej — pozosta¢ w dziedzinie rzeczywiscie prze-
strzennej i geometrycznej?

Jezeli dla unikniecia wspomnianych sprzecznosci chcie-
libySmy za element przestrzeni geometrycznej przyja¢ zamiast
nierozciagtego punktu wielko$¢ rozciggla, a skoriczona, n. p.
dowolnie maty odcinek prostej (gdy chodzi o samg przestrzen
geometryczna, lepiej: szeScian z tego odcinka), to element
taki bytby zupetnie nieprzydatny dla ugruntowania geometryi
juz z tej przyczyny, ze zapomoca niego nie moznaby SciSle
przedstawi¢ zadnej linii krzywej. Odcinek ten mogtby byé
dowolnie maty, mimo to linia nie bytaby krzywa, lecz tama-
na; jezelibySmy n. p. chcieli pojmowac koto jako sktadajace
sie z takich dowolnie matych odcinkéw, to zawsze bytoby to
jednak nie koto, a wielobok o bardzo matych i bardzo wielu
bokach, i zasadnicza wihasnos¢ kota, rownolegtos¢ jego ele-
mentdéw od $rodka, w wieloboku tym nie miataby miejsca—
nie byloby to wiec idealne geometryczne koto. Jezeli wiec
chcemy, by element nasz mégt stuzy¢ do ugruntowania geome-
tryi, jezeli chcemy, by za jego pomoca mozna byto Scisle
przedstawia¢ krzywe linie i krzywe powierzchnie, to nie mo-
zemy uwaza¢ go za wielko$¢ skorczona, lecz musimy przy-
zna¢ mu wielko$¢ nieskorczenie matg, przytem nieskoncze-
nie matg aktualna, wiec wielkos$¢ stala, a nie zmienng. Wiel-
kos$¢ nieskonczenie mata w znaczeniu zwyktem, jako wielkosé
zmienna, czyli wiasciwie wielko$¢ nieograniczenie mata, zu-
petnie sie tu nie nadaje; nie jest ona bowiem czems istniejgcem
w wiasciwem tego stowa znaczeniu, lecz czems, co sie staje
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tylko, i dlatego nie moze zupetnie stuzy¢ jako element krzy-
wych, istniejacych aktualnie w przestrzeni geometryczne;j.
Do wielkosci za$ nieskonczenie matej aktualnej dochodzi-
my w sposob nastepujacy. Jezeli odcinek prostej wielkosci
— 1 bedziemy dzielili na coraz wigkszg liczbe réwnych czesci
i przedstawimy sobie, zeSmy podziat ten wykonali nieskon-
czong ilos¢ razy, to odcinki, ktére otrzymamy jako rezultat
tego podziatu, bedziemy musieli uwaza¢ za wielkosSci rozcig-
ote, lecz o rozciggtosci nie skorczonej, a nieskonczenie ma-
fej. Te wielkoSci nieskonczenie mate aktualne nie sg zmien-
nemi, jak zwykle nieskonczenie mate, lecz stalemi; sg grani-
cami, a nie dazacemi do granic. Jezeli granice naszego od-
cinka, réwnego jednostce, oznaczymy przez liczby 0 i 1, wte-
dy po podzieleniu go na dwie réwne czesci otrzymamy na
granicy tych czesci liczbe ¥2, po podziale na cztery czesci na
granicach tych czesci— liczby: ¥4, 12, ¥ it d., it d. Jezeli
podziat ten przeprowadza¢ bedziemy chocby najwieksza, lecz
skonczong liczbe razy, to zawsze, jak wiadomo bedziemy
otrzymywali, jako granice odcinkéw, tylko liczby wymierne.
Jezeli jednak pomyslimy sobie, ze podziat ten jest doprowa-
dzony do konca, t. j. ze wykonany zostat nieskonczong licz-
be razy, wtedy, jako granice tych ostatecznych odcinkow,
otrzymamy wszystkie liczby rzeczywiste, zarbwno wymierne
jak i fiewymierne  Te jednak ostateczne odcinki to wiasnie
nieskoriczenie mate aktualne; a wiec jezeli nasz odcinek pro-
stej pomyslimy sobie, jako skladajacy sie z wielkosci nie-
skonczenie matych aktualnych, to granice tych nieskonczenie
at o2 i afl B
(~2— 22 7)) Sezie o
jest 0 lub 1, przedstawia, jak wiadomo, og6t liczb wymiernych i niewy-
miernych miedzy 0 i 1
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matych bedg mogty byé oznaczone przez ogét liczb rzeczy-
wistych, wymiernych i niewymiernych, zawartych miedzy ze-
rem a jednostkg. Taka nieskoriczenie matg aktualng wielko$¢
przyjeliSmy prowizorycznie za element przestrzeni geome-
trycznej i utworéw goometrycznych. Bedzie jednak naogét
wygodniej dla nas, gdy za element taki przyjmiemy nie samg
nieskonczenie matg, lecz jej granice — nierozciagle punkty,
z tem jednak zastrzezeniem, ze gdy mowi¢ bedziemy: prze-
strzeA geometryczna skiada sie z nierozciggtych punktéw,
zawsze bedziemy sobie jasno uswiadamiali, ze punkty te nie
istniejg same przez si¢, a sa tylko granicami nieskonczenie
matych odcinkdw, ze nie tworzag przestrzeni geometrycznej
same przez sie, a tylko dzieki temu, Ze sg polgczone z sobg
temi nieskoriczenie matemi prostemi. Rozumiemy, ze w isto-
cie rzeczy wychodzi to zupetnie na jedno i to samo, czy
przyjmiemy za element nieskonczenie mata, czy jej granice
z powyzszem jednak zastrzezeniem: i w jednym i drugim wy-
padku przestrzenn geometryczng skladajg w istocie rzeczy
wielkosci nieskoniczenie mate rozciagte (przestrzenne), tylko
ze w drugim wypadku wyrazamy to w inny sposob. Sposéb
ten jest dla nas wygodniejszy juz dlatego, ze geometrya przy-
wykta do operowania nferozciggtymi punktami, i bez koniecz-
nej potrzeby niema racyi odzwyczaja¢ jej od tego, o ile tylko
uswiadamiamy sobie witasciwe znaczenie tych nierozciagtych
punktow. Poza tem przyjecie za element utworéw geome-
trycznych nierozciggtego punktu w znaczeniu tu wytozonem
jest jeszcze z tego wzgledu bardzo dogodne, ze pozwala na
przedstawienie geometryczne rozniczki. Jezeli, mianowicie,
mamy jakie X i przechodzimy do xA-dx, to geometrycznie
nie moze to znaczy¢ nic innego, jak to, ze od punktu naszego
prostolinijnego odcinka, odpowiadajgcego X, przechodzimy
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do nastepnego punktu tego odcinka. W ten wiec sposob,,
odlegtos¢ dwoch najblizszych punktow prostej, nieskorcze-
nie mata aktualna, odpowiada geometrycznie rézniczce zmien-
nej niezaleznej. Odpowiednios$¢ ta oczywiscie zatracitaby sie,
gdyby$my nieskonczenie matg przyjeli za element, odpowia-
dajacy analitycznemu punktowi. Z tych juz wzgledow wy-
godniej dla nas za elementy przestrzeni geometrycznej przy-
jac nierozciagte punkty, potaczone z sobg nieskonczenie ma-
temi prostemi. To omdwienie uktadu wzajemnego punktow
jest zasadnicze, gdyz bez niego wpadlibySmy znowu w te
petng sprzecznosci koncepcye nieprzestrzennych punktow,
tworzacych same przez sie przestrzenng przestrzen geome-
tryczna.

Zanim posuniemy sie dalej, musimy tu jeszcze rozpa-
trzy¢ wazng kwestye metodologiczng, w obliczu ktorej znale-
ZlisSmy sie teraz. Na jakiej zasadzie przypisaliSmy przestrze-
ni powyzszy ustroj, na jakiej zasadzie moéwimy o nieprze-
strzennych punktach i wielkosciach nieskonczenie matych,
podskoriczonych, gdy w doswiadczeniu zawsze przestrzen-
nos¢ sktada sie z wielkoSci po pierwsze przestrzennych, po
drugie — skonczonych? Co nas doprowadzito do takiej
koncepcyi przestrzeni geometrycznej; w jaki sposob wybie-
gliSmy tu poza obreb do$wiadczenia; czy moze ono zaprze-
czy¢ wytozonym tu pogladom? Oto pytania, na ktére musi-
my odpowiedzie¢, jezeli chcemy zdawac sobie sprawe z kaz-
dego kroku, ktéry czynimy przy ugruntowywaniu geometryi.

W dosSwiadczeniu oczywiscie nie mamy ani nieprze-
strzennych punktéw, ani nieskoriczenie matych, lecz wszak
zajmowalismy sie tutaj konstytucya nie przestrzeni fizycznej,
lecz geometrycznej. Bezposredniej wiec i wytgcznej roli do-
$wiadczenie gra¢ tu nie mogto, grato jednak role posrednig;
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poza doswiadczeniem za$ tem kierowaliSmy sie, by elementy
przestrzeni geometrycznej mogly by¢é roéwniez elementami
utworéw geometrycznych, utworéw zaréwno syntetycznej,
jak i analitycznej geometryi. Z tego drugiego wzgledu wy-
nika, jak widzieliSmy, niemozliwo$¢ przyjecia elementow
skoniczonych i koniecznos¢ zatozenia nieskonczenie matych,
przytem aktualnych. WidzieliSmy dalej, ze zamiast przyje-
cia za elementy tych nieskonczenie matych mozemy, jako
zupetnie rownowazne i tylko w wystowieniu sie odmienne,
przyjac za elementy ich granice, nierozciggte punkty, ze zna-
nem nam omoéwieniem. Jezeli teraz przestrzeh geometryczng
przedstawimy sobie, jako sktadajacg sie z nieskonczenie ma-
tych aktualnych szesciandw, jezeli w pewnym punkcie tej
przestrzeni poprowadzimy trzy wzajemnie prostopadte proste,
to wszystkie wierzchotki tych szeScianbw — elementy prze-
strzeni—beda mogty byé oznaczone przez trzy liczby, wyra-
zajace w przyjetej jednostce odlegto$¢ kazdego z nich od
trzech wzajemnie prostopadtych plaszczyzn, przechodzacych
przez nasze osie wspotrzednych. Liczby te bedag przedsta-
wiaty rozmaito$¢ wszystkich liczb rzeczywistych, wymiernych
i niewymiernych, i w ten sposéb uzyskana bedzie Scista od-
powiednios¢ miedzy continuum analityczno-liczbowem a geo-
metryczno-przestrzennem.  GdybySmy chcieli dzieli¢ jeszcze
owe nieskonczenie mate odcinki miedzy punktami, gdybysmy
chcieli otrzymaé nieskonczenie mate rzedu drugiego, to dla
oznaczenia ich granic nie znalezlibySmy juz liczb: ogo6t liczb
rzeczywistych juz wyczerpaliSmy uprzednio. Pozostajemy
wiec przy nieskonczenie matych aktualnych rzedu pierwsze-
go, jako elementach przestrzeni geometryczne;j.

Jaka jednak jest w tem wszystkiem rola doSwiadczenia?
ZaznaczyliSmy juz, ze jest ona pos$rednia, cho¢ przez to nie-

Prolegomena filozof, do geometryi. 3
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mniej wazna: ustrdj przestrzeni geometrycznej musi by¢
zgodny z naturg przestrzeni geometrycznej, a przedewszyst-
kiem z jej cechami doswiadczalnemi, musi odpowiada¢ nie
tylko jej czystosci i nieograniczonosci, lecz i jej przestrzen-
nosci, ciagtosci, trojwymiarowosci; innemi stowy: ustréj we-
wnetrzny przestrzeni geometrycznej musi odpowiadac jej
ustrojowi zewnetrznemu. | rzeczywiscie odpowiada. Mo6-
wimy wprawdzie, ze przestrzen nasza sklada sie z nierozcig-
glych punktéw, lecz punkty te nie istniejg same przez sie,
a sg tylko granicami nieskoniczenie matych, lecz przestrzen-
nych odcinkéw, tworzacych wiasciwie przestrzeh geometrycz-
ng: jest wiec ona przestrzenna. Réwniez jest ciggla, gdyz
przerw miedzy punktami w rzeczywistosci niema, sg one bo-
wiem potgczone owymi nieskonczenie matymi odcinkami.
Biorgc za$ szesciany z tych odcinkdw, sktadamy z nich prze-
strzeh trojwymiarowa. Widzimy wiec, ze ustréj wewnetrzny
przestrzeni geometrycznej najzupetniej odpowiada jej ce-
chom doswiadczalnym, doswiadczenie za$, oczywiscie, nigdy
nie bedzie mogto wykazaé, ze nie jest on taki, jakim go so-
bie przedstawiamy, gdyz dziedzina nieskonczenie matych
olezy catkowicie poza jego obrebem. Co do tej dziedziny, nie
moze ono da¢ nam zadnych wskazowek; lecz wskazowki te
zaczerpneliSmy z innego Zrddta, ze Zrodia czystych, ideal-
nych utworéw geometrycznych.

W ten sposéb, opierajac sie na pojmowaniu nieskon-
czenie matych, jako wielkosci aktualnych, mozna wyrobic
sobie poglad na ustr6j wewnetrzny przestrzeni geometrycz-
nej, najzupetniej przydatny do Scistego uzasadnienia geome-
tryi z jednej strony, z drugiej zasS — nie lekcewazacy prze-
strzennej natury przestrzeni geometrycznej i nie doprowa-
dzajacy do pojmowania rozcigglej przestrzeni, jako ztozonej
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jedynie z nierozciggtych punktéw, do pojmowania, sprzecz-
no$¢ w sobie zawierajacego.

Widzimy, ze wymagania czysto racyonalnego pojmowa-
nia przestrzeni geometrycznej w imie S$cistosci, majacej
stad ptynaé, sq bezzasadne, widzimy, ze mozna stworzyc¢ $cistg
podwaline dla geometryi, nie wyeliminowujac z przestrzeni geo-
metrycznej pierwiastku rozciggtosciowego, ktdry jedynie moze
zapewni¢ jej wazno$é przedmiotowg i wyprowadzi¢ ze Swia-
ta dowolnych zatozen. Co wiecej, nizej zobaczymy, ze tylko
uwzglednianie tego pierwiastku moze rzuci¢ prawdziwe $wia-
tto na tak wazng dla uzasadnienia geometryi kwestye istnie-
nia ,krzywych" bez stycznych, linii, ktére stanowi¢ majg je-
den z najbardziej wazkich argumentéw przeciw uznawaniu
w geometryi elementéw przestrzenno$ciowych (intuicyjnych).

Argument ten przeciwko intuicyi w geometryi wydaje
sie tak przekonywajgcym, ze wytacza go nawet taki pisarz,
jak Poincare, ktéry jednak nawet arytmetyke chce oprzeé na
intuicyi liczby catej i jest naog6t wyraznym, choC niekonse-
kwentnym przeciwnikiem wytgcznego panowania logiki w ma-
tematyce. ,,Trzeba juz by¢ bardzo uczonym — méwi Poin-
care—zeby nie uwaza¢ za oczywiste, ze kazda krzywa posia-
da styczng: istotnie, skoro wyobrazimy sobie te krzywa oraz
prosta, jako dwie wazkie wstegi, zawsze bedziemy ja mogli
utozyé tak, by miaty, nie przecinajac sie, cze$¢ wspolng. Kaz-
my nastepnie szerokosci kazdej z tych wsteg nieogranicze-
nie sie zmniejszac, a owa wspolna cze$¢ bedzie nadal istniata,
i w granicy obie linie bedg posiadaty nie przecinajac sie
punkt wspolny—to znaczy beda sie stykaty. Geometra, kto-
ryby w ten spos6b rozumowat $wiadomie lub nieSwiadomie,
nie robitby nic innego, jak to, cosmy uczynili wyzej, aby do-
wies¢, ze dwie przecinajace sie linie posiadajg punkt wspdlny,
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a intuicya jego miataby to samo uprawnienie, co w tamtym
wypadku. A przeciez wprowadzitaby go ona w blad. Mo-
zna dowies¢, ze istniejg krzywe, nie posiadajace stycznej,
0 ile krzywe te sg okreSlone jako continua analityczne dru-
giego rzedu" ¥ (t. . jako zbior elementéw, utworzony wedtug
tego samego prawa, co drabina liczb rzeczywistych). Twier-
dzi dalej Poincare, ze sprzeczno$¢ ta databy sie usunaé przez
stworzenie continuum wyzszego rzedu, lecz wobec tego, ze
zdarza sie tylko w wypadkach wyjatkowych, matematycy nie
dbajg o0 jej usuniecie. ,,Zamiast postara¢ si¢ 0 pogodzenie
intuicyi z analiza woleli poswieci¢ jedna z nich, a ze analiza
musi by¢ bez zarzutu, odmdwili poprostu stusznosci in-
tuicyi*.

Juz na pierwszy rzut oka uderza nas tu Szereg sprzecz-
nosci. Intuicya ma wprowadza¢ nas w biad przy przejsciu
do granicy, przy zamianie krzywej i stycznej wyobrazenio-
wej na krzywa i styczng idealng. Btad ten ma mie¢ Zrodio
w tem, ze to, co jest stuszne dla pierwszych utworéw, uwa-
zamy za stuszne i dla drugich. Blizszego zbadania tego
rzekomego btedu Poincare nie daje, bezposrednich argumen-
tow na korzy$¢ swego twierdzenia nie przytacza, cho¢ zupet-
nie nie rozumiemy, jakim sposobem blad ten mogiby mieé
wskazane przez Poincarego zrédto: mozemy na podkiadzie
krzywej wyobrazeniowej przedstawi¢ sobie krzywg idealna,
przyczem nie mamy zadnych danych do przypuszczenia, ze
przedmiot naszego pojecia (krzywej idealnej) mogtby sie pod
wzgledem stosunkdw ciggtosci, decydujacych w  kwestyi
stycznych, r6zni¢ od przedmiotu naszego wyobrazenia Krzy-
wej, choéby juz dlatego, ze ciagto$¢ przestrzeni geometrycz-

) Poincare. Nauka i hipoteza, str. 31.
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nej uwazamy za réwng ciggtosci konkretnej, wyobrazeniowej
przestrzennosci. Dziwi nas brak blizszego wejrzenia w mo-
zliwos¢ owego biedu tem bardziej, iz Poincare sprzecznie
twierdzi, ze intuicya miataby tu to samo uprawnienie, jakie
ma w wypadkach, gdy nas w biad nie wprowadza, mimo to
jednak tutaj jest przyczyng bledu; jest jakoby przyczyng ble-
du, gdyz analiza, pod wzgledem Scistosci bez zarzutu, dowo-
dzi, ze istniejg krzywe, jako continua drugiego rzedu, nie
posiadajgce stycznych. Z tego jednak tak zasadniczego
przed chwilg bledu Poincare wydaje sie przeciez by¢ skion-
nym usprawiedliwic intuicye i przypisa¢ go raczej analizie,
ktéra nie stworzyta dostatecznie zageszczonego continuum.
Takie wyzsze continuum mogtoby, wedtug Poincarego, usu-
naé¢ sprzeczno$¢ miedzy analizg a geometrya, mogtoby wiec
przywrdci¢ godnos¢ teraz juz nie tylko chyba intuicyi, lecz
i analizie.

Pojmowanie kwestyi tej przez Poincarego jest tak petne
sprzecznosci, ze juz z gory nie wydaje sie stuszne i wzbudza
podejrzenie, ze jest oparte na jakim$ zasadniczym biedzie.
Postaramy sie wykazaé, ze tak jest w istocie rzeczy, ze
wszystkie punkty kwestyi, poruszone przez Poincarego, sg
przez niego rozstrzygniete w sposéb btedny. A wiec posta-
ramy sie wykazag:

1) ze niema krzywych bez stycznych, cho¢ sg funkcye
ciggte bez pochodnych,

2) ze niema tu sprzecznosci miedzy temi twierdzeniami,
i ze kazde z tych twierdzen jest prawdziwe w swej dziedzinie.

Wszelkg krzywa geometryczng w whasciwem tego stowa
znaczeniu, a wiec utwor czysto-przestrzenny, jednowymiaro-
wo-spojny, istniejacy jako catos$¢ aktualna w przestrzeni
geometrycznej, przedstawi¢ sobie mozemy jako skladajaca
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sie z nieskonczenie matych (aktualnych) odcinkéw; kazdy
z tych odcinkdw tgczy¢ bedzie dwa nastepujgce po sobie
punkty krzywej. Styczng za$ do krzywej w danym punkcie
okreslimy jako lini¢ prosta, przechodzacg przez punkt dany
i punkt z nim ¥asiadujagcy  Jezeli teraz zestawimy to okre-
$lenie stycznej do krzywej z pojmowaniem samej linii krzy-
wej, jako utworu geometrycznego, sktadajacego sie z nieskon-
czenie matych odcinkéw prostolinijnych, taczacych kolejne
punkty, nalezace do tej krzywej % —to na zasadzie juz same-
go prawa tozsamosci powiedzie¢ bedziemy mogli, ze wszelka
krzywa geometryczna posiada w kazdym punkcie styczna.
Kierunek tej stycznej bedzie kierunkiem nieskoriczenie mate-
go elementu krzywej, faczacego dany punkt z punktem sg-
siednim. Rozumiemy jednak, iz z powyzszego nie wynika,
ze styczna z prawa bedzie zawsze identyczna ze styczng z le-
wa—tak ze istnienie krzywych, dla ktérych styczne z prawej
sg odmienne od stycznych z lewej strony, zupetnie nie prze-
czy powyzszemu twierdzeniu, podobnie jak nie przeczy intui-
cyi geometrycznej, ktéra zupetnie nie wymaga identycznosci
wspomnianych dwoch stycznych, gdyz sama pozwala kresli¢
linie krzywe, nie posiadajace dla poszczegdlnych punktow
z obydwoch ich stron tych samych stycznych.

*)  Z okredlenia tego bezposrednio wynika przy uwzglednieniu
wyzej przedstawionego pojmowania rézniczki formula geometryi anali-
tycznej dla stycznej w punkcie X0, y0 krzywej, okreSlonej przez réwna-
nie y = f(x.

Y-000 = X,-y<>,
dx dy

**) A takie pojmowanie jest jedynie mozliwe w stosunku do
whasciwej, aktualnej krzywej geometrycznej, posiadajacej byt ciagly i roz-
ciagly w przestrzeni geometrycznej.
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Jakze jednak z naszem twierdzeniem pogodzi¢ da sie
ten fakt, ze istnieja funkcye ciagte, ktérych pochodne z pra-
wej czy lewej strony sa nieokre$lone, gdyz wahajg sie w pe-
wnych nie zbiegajagcych sie z sobg granicach (D+ nie = D+,
D nie =D_); wszak takim funkcyom powinny, wydaje sie,
odpowiadac krzywe z nieokreSlonemi stycznemi, przed chwilg
jednak widzielismy, ze kazda styczna jest jednoznacznie
okreslona przez dwa nastepujace po sobie punkty krzywej,
jest w rownym stopniu okre$lona, jak sama krzywa?

Kwestya stanie sie zrozumialg, jezeli odréznimy nie-
okre$lono$¢ podmiotowg od przedmiotowej. Nieokreslono$¢
pochodnych pewnych funkcyi ciggtych jest natury podmioto-
wej, to znaczy, ze my, positkujac sie zasadami rachunku réz-
niczkowego, nie mozemy pochodnych tych jednoznacznie
okres$li¢, a wiec roéwnocze$nie nie umiemy okresli¢ jedno-
znacznie stycznych do krzywych, odpowiadajacych odno$nym
funkcyom. Lecz nie znaczy to zupetnie, ze styczne owe sg
przedmiotowo nieokreslone. Sag one dla kazdego punktu
jednoznacznie wyznaczone przez prosta, przechodzgca przez
X, Y i x- -dx, y A-dy tylko ze nie zawsze udaje sie nam wy-
liczy€ ich kierunek (pochodng odnosnej funkcyi). Jezeli po-
zostajemy przytem w dziedzinie czysto pojeciowej, jezeli roz-
patrujemy tylko funkcye, jako takie, t. j. utwory czysto my-
Slowe bez ich zobjektywizowania w przestrzeni rozciagtej,
wtedy podmiotowa nieokreslonos¢ pochodnych wysuwa sie
na plan pierwszy i wskutek niebrania pod uwage dziedziny
przedmiotowej staje sie réwnoznaczna z nieistnieniem po-
chodnych. Jezeli natomiast przechodzimy do funkcyi zob-
jektywizowanych, do linii krzywych im odpowiadajgcych,
wtedy podmiotowa nieokre$lono$¢ stycznych w tej przedmio-
towej dziedzinie nie jest juz réwnoznaczna z nieistnieniem
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stycznych, a tylko z niemoznoscig ich okre$lenia: styczne
istniejg (gdyz kierunek ich jest kierunkiem elementow krzy-
wej), lecz nie moga by¢ przez nas jednoznacznie wyznaczone.

Dzieki odroznieniu dziedziny czysto pojeciowej od dzie-
dziny rozciagtej, dzieki ustanowieniu réznicy miedzy nieokre-
$lonoscig podmiotowg a przedmiotowg przekonywamy sie, ze
twierdzenie analizy o istnieniu funkcyi bez pochodnych zu-
pelnie nie przeczy intuicyjnemu twierdzeniu o nieistnie-
niu krzywych bez stycznych. Co wiecej, to twierdzenie ana-
lizy jest tak zgodne z intuicyg geometryczng, tak dobrze ro-
zumiemy, kierujac sie tg intuicyg, ze mozliwe sg wypadki
podmiotowej nieokres$lonosci stycznych (n. p. przy nieskon-
czonej ilosci maximow i miniméw w dowolnie matym odste-
pie), ze raczej sktonni jesteSmy — jak to zdarzylo sie Pawto-
wi du Bois-Reymond ¥ —nieokre$lono$¢ te, a z nig istnienie
funkcyi bez pochodnych, uwaza¢ za zjawisko bardziej pospo-
lite, niz jest w istocie rzeczy ¥* anizeli uzna€ ja za co$ z in-
tuicyg geometryczng sprzecznego.

Tak wiec miedzy intuicyg a analizg niema bezwzglednie
zadnej sprzecznosci. O sprzecznosci mowié tu moze ten
tylko, kto identyfikuje krzywg geometryczng z funkcyg ciggta,
przestrzen geometryczng z rozmaitoscia liczbowa, kto uwaza,
ze krzywa moze by¢ okreslona jako continuum analityczne,
Ze jest tworem czysto pojeciowym, mimo to wszystko jednak
uznaje, ze takie wiasnie krzywe sg przedmiotem intuicyi

*) P. dii Bois-Reymond. Versuch einer Classification der willkiir-
lichen Functionen reeller Argumente nach ihren Aenderungen in den.
kleinsten Intervallen. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
Tom 79 (r. 1875), str. 32.

**)  Por. Kopcke. Ueber Differentiirbarkeit und Anschauiichkeit
der sfetigen Functionen. Mathematische A[]nalen. Tom 29 (r. 1887).
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i saddéw na niej opartych, ze sg to wiec krzywe geometrycz-
ne—ten wiec, kto sam, jak Poincare, popetnia sprzecznosé.
Jezelibysmy wyrazowi ,krzywal zdecydowali sie juz nadaé
znaczenie czysto pojeciowe, a wiec pojmowac przez ,,krzywa"
ciggta funkcye analityczng, specyfikacye continuum anali-
tycznego, to wtedy ta ,krzywa" pojeciowa nie miataby
wprawdzie ,,stycznych”, lecz o takiej ,,krzywej" wszak nigdy
zadna intuicya nie twierdzi, Zze posiada ona styczne, juz z tej
prostej przyczyny, ze ,krzywa" taka lezy w dziedzinie cail-
kiem niedostepnej dla wszelkiej intuicyi, t. j. dla wszelkiego
zidealizowanego wyobrazenia lub na wyobrazeniu opartego
pojecia, ktdrego przedmiot jest przestrzenny. Bylaby to
~Krzywa" czysto pojeciowa, nie krzywa wiec prawdziwa, geo-
metryczna, a funkcya analityczna, i nie o takiej ,krzywejli
intuicya twierdzi, ze musi ona styczng posiadaé, lecz sad jej
dotyczy—i moze dotyczy¢ — tylko krzywej geometrycznej,
czystej, cho¢ przestrzennej. Taka krzywa zawsze posiada
styczng; w przejsciu do granicy idealnej nie mylimy sie,
jak to przypuszczat Poincare, krzywych bez stycznych istot-
nie niema, cho¢ sg funkcye ciagte bez pochodnych. Kazde
z tych twierdzen jest najzupetniej prawdziwe w swej dzie-
dzinie: pierwsze — w dziedzinie przestrzennej, drugie —
w dziedzinie czysto pojeciowej. Sprzecznosci miedzy nie-
mi niema zadnej, gdyz analiza nie twierdzi wbrew intuicyi,
ze istniejg krzywe geometryczne bez stycznych, intuicya za$
nie twierdzi wbrew analizie, ze nie istnieja ciagte funkcye
analityczne bez pochodnych, a tylko kazda wypowiada sad
0 przedmiocie swej dziedziny.

Zasadniczy btad Poincarego, ktory doprowadzit go do
wskazanych przez nas niestusznych wnioskow, polega na nie-
dostatecznem odroznianiu przez niego dziedziny przestrzen-
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nej od dziedziny czysto pojeciowej i na niedozwolonem bez
uprzedniej krytyki przenoszeniu twierdzen z jednej dzie-
dziny do drugiej. Bfad ten jest wspdlny wszystkim prawie
racyonalistycznym lub racyonalizujgcym filozofom geometryi.
| gdy ci pozostajg w czysto pojeciowej dziedzinie, wtedy sy-
stem ich moze by¢ pod wzgledem logicznym bez zarzutu, jest
jednakze wyzbyty wszelkiego bezwzglednie przedmiotowego
znaczenia; gdy jednak, jak to wkoncu zawsze prawie bywa,
opuszczajg oni $wiadomie lub nieSwiadomie swe czysto po-
jeciowe posterunki i przechodza do dziedziny przestrzennej,
nie zdajac sobie czesto sprawy ze swej dezercyi, wtedy napo-
tykaja na swej drodze zjawiska, ktére im wydaja sie parado-
ksalne, gdyz ich zrozumie¢ nie moga dlatego wihasnie, Zze nie
zdajg sobie sprawy z odrebnosci dziedziny, w ktorej sie zna-
leZli. Podobnie zdarza sie i tym wsrdd nich, ktérzy pas neu-
tralny miedzy Swiatem konkretnie przestrzennym a czysto
pojeciowym przekraczaja, bez nalezytej Swiadomosci tego
faktu, w odwrotnym kierunku, wychodzac z dziedziny kon-
kretnej przestrzennosci i Kkierujgc sie w strone pojeciowa.
Aby sie ustrzedz tych i tym podobnych biednych krokéw,
trzeba zawsze nalezycie sobie uswiadamiac:

1) ze idealizacya utworéw konkretnie przestrzennych
jest czems$ roznem od ich czysto pojeciowego ujecia zapomo-
cq formut analitycznych lub wogdle jakichkolwiek ,,czystych
poje¢*; ze pozostaje ona w dziedzinie przestrzennej, choé nie
wyobrazeniowej—w dziedzinie czystej przestrzennosci,

2) ze uprzestrzennosciowienie utworéw czysto logicz-
nych wogole, a formut analitycznych w szczeg6lnosci, musi
podlega¢ uprzedniej krytyce, gdyz rozciagta przestrzen geo-
metryczna jest dziedzing zasadniczo rdzng od czysto pojecio-
wej dziedziny logiki i analizy, i wyraz ,,istnie¢” nie moze
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z tego powodu w geometryi znaczy¢ tylko ,,by¢ wolnym od
sprzecznosci'.

By oba te punkty nalezycie sobie uswiadomié¢, potrzeba
przedewszystkiem zda¢ sobie sprawe z rzeczywistej natury
przestrzeni geometrycznej, trzeba jg uznaC za czystg prze-
strzenno$¢. Lecz poza tem waznem jest jeszcze blizsze wnik-
niecie w ustréj wewnetrzny tej przestrzeni. GdybySmy przy-
jeli sprzeczno$¢ zawierajace twierdzenie, ze przestrzer roz-
ciggta sktada sie z samych tylko punktéw nierozcigghych, to
wpadliby$Smy wnet w sprzecznosci, podobne do tych, ktoére
widzieliSmy u Poincarego. | nie bytoby w tem nic dziwnego,
gdyz, przyjmujac ustréj przestrzeni za odpowiadajgcy temu
twierdzeniu, nie mielibySmy w rzeczywistosci przestrzeni
istotnie rozciagtej, a tylko bysmy jej te rozciggtos¢ wmawiali,
sama za$ ,przestrzen" pozostawataby wcigz rozmaitoscig
liczbows, necaca jednak przez przypisywang jej nieprawnie
rozciggtos¢ do przestrzennego pojmowania jej utworow,
i gdybysmy pokusie tej ulegli, wpadlibySmy w omawiane
wyzej sprzecznosci, bedace juz teraz prostemi konsekwencya-
mi sprzecznego w sobie zalozenia. Natomiast wszelkie
sprzecznosci znikaja, i zrodto ich staje sie jasne, gdy pomy-
$limy sobie ustroj przestrzeni, rzeczywiscie odpowiadajgcy
jej przestrzennej naturze, jezeli przyjmiemy, ze przestrzen
geometryczna skfada sie z nierozciggtych punktow, potaczo-
nych nieskonczenie matymi rozciggtymi odcinkami lub, co
na jedno wychodzi, z nieskoriczenie matych rozciggtych od-
cinkow, ktorych wspolnemi granicami sg nierozciagte punkty.

Przekonywamy sie coraz bardziej, do jakiego stopnia
czysta przestrzenno$¢ jest nieodzownie potrzebna do ugrun-
towania geometryi bez sprzecznosci i paradokséw, przytem
takiej, ktoraby posiada¢ mogla znaczenie przedmiotowe.
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Lecz moze geometrya taka nie bylaby Scista, moze ten pier-
wiastek pochodzenia doswiadczalnego pozbawithy jg precyzyi?
Bynajmniej. Pamietamy przeciez, ze nasza przestrzen geo-
metryczna granicami swych nieskonczenie matych odcinkéw
przedstawia najscislejszy odpowiednik ,,tr6jwymiarowej“ roz-
ciagtosci liczbowej. Wszelka wiec funkcya analityczna znaj-
dzie w naszej rozciagtej przestrzeni geometrycznej najdo-
skonalsze swe przedstawienie, o ile do geometrycznego przed-
stawienia wogole sie nadaje.



ROZDZIAL V.
Utwory przestrzenne i ich poznanie.

WidzieliSmy w poprzednim rozdziale, jak konieczng jest
rzeczg dla unikniecia sprzecznosci i paradoksow w geometryi
uznawanie przestrzennej natury przestrzeni geometrycznej,
odroznianie czystej przestrzennosci od czystej mysli, dziedzi-
ny geometryi od dziedziny logiki i analizy. Jest to jednak
rzeczg tylko konieczna, lecz nie dostateczng. Gdybysmy bo-
wiem uznali zasadniczg odmiennos$¢ przestrzeni geometrycz-
nej w stosunku do czystej mysli, lecz odmiennos$¢ te uwazali
za przeciwstawno$¢ przestrzeni i mysli wogdle, gdybysmy
nie umieli doktadnie okresli¢ istoty tej rdznicy i przypuscili,
ze wyklucza ona n. p. niozliwos$¢ pojeciowego ujecia utworéw
przestrzennych, jako przestrzennych; wtedy przez przecenia-
nie tej réznicy wpadlibySmy w paradoksy podobne do tych,
do ktorych doprowadza rdznicy tej niedocenianie. Rzecz tak
ciekawa, ze warta blizszego rozpatrzenia. Mamy tu na mysli
paradoks figur symetrycznych Kanta. Polega on, wedtug
Kanta, na tem, ze ,n. p. dwa sferyczne tréjkaty obu potkul,
majace tuk roéwnika za wspélng podstawe, moga by¢ catko-
wicie réwne, tak ze wzgledu na boki, jako tez i na katy, tak,
ze jezeli z osobna i doktadnie opiszemy jeden trjkat, nie na-
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potkamy nic takiego, czegobySmy nie znalezli w opisie dru-
giego; pomimo to nie da sie jeden tréjkat przenies¢ na miej-
sce drugiego (mianowicie, na przeciwlegtg potkule); tutaj
uwydatnia sie tedy r6znica wewnetrzna obu trojkatow, ktorej
zaden rozsadek jako wewnetrznej wykaza¢ nie moze, a ktéra
sie tylko ujawnia przez zewnetrzny stosunek w [srzestrzeni | ¥

Dziwi nas z poczatku, ze mysliciel, z pod ktérego pidra wy-
szedt rozdziat ,,0 amfibolii pojec refleksyjnych", moze tu wi-
dzie¢ jakikolwiek paradoks; przeciez nikt lepiej od niego nie
zdawat sobie sprawy z zasadniczej roznicy miedzy dziedzing
przestrzenng, a dziedzing czystej mysli, nikt lepiej od niego
niejozumiat, ze~w przestrzeni geometrycznej obowigzujg in-
ne prawa, niz w $wiecie czysto myslowym. Zdawatoby sie, ze
nie moze tu by¢ dla Kanta nic paradoksalnego, ze wszystko
musi tu by¢ dla niego w zupetnym porzadku. | rzeczywiscie
jest tu z punktu widzenia Kanta wszystko w porzadku, lecz
tylko dopoty, dopdki nie rozpatrujemy kwestyi poznania geo-
metrycznego, kwestyi geometryi, a tylko kwestye przestrze-
ni geometrycznej. Gdy jednak przechodzimy do rozpatrzenia
kwestyi poznawczej, to, stojgc na stanowisku Kanta, natrafia-
my na rzeczywistg sprzeczno$¢, zagrazajaca catemu systema-
towi krytycznego racyonalizmu, napotykamy fakt irracyonal-
ny ,,réznice wewnetrzng obu trojkatoéw, ktorej zaden rozsgdek
jako wewnetrznej wykaza¢ nie moze“, co$, ,co moze byé
wprawdzie dane w wyobrazeniu, lecz nie moze by¢ zupenie
sprowadzone do poje¢ wyraznych, a wiec objasnione zrozu-
miale (dari, jinintelligi) Wyciagga wprawdzie Kant z tego

*) Kant. Prolegomena do wszelkiej przysztej metafizyki... Tt

polskie, 89.
**)  Kant. Metaphysische Anfangsgriinde der Naturwissenschaften,

wyd. Rosenkranza i Schuberta, t. V, str. 326.
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paradoksu wnioski, potwierdzaé majace jego nauke o ideal-
nosci przestrzeni, twierdzi mianowicie, iz niemozliwo$¢ uje-
cia pojeciowego tej wewnetrznej roznicy objasnia sie wiasnie
przez to, ze réznica ta dotyczy przedmiotdw przestrzennych,
bedacych zjawiskami, a nie rzeczami samemi w sobie, daja-
cemi sie ujaé czystym rozsadkiem, lecz mimo wszystko fakt
pozostaje faktem, i Kant zmuszony jest przyzna¢, ze utwory
przestrzenne nie zawsze moga by¢ ujete racyonalnie, ze po-
jecia geometryi nie zawsze odpowiadajg jej przedmiotom.
Objasnienie Kanta nie znosi wiec zupetnie paradoksu figur
symetrycznych, jako utworéw irracyonalnych, niedostepnych
poznaniu geometrycznemu, nie wykazuje mozliwosci gtoszo-
nego przezen immanentnego racyonalizmu.

Czy jednak rzeczywiscie jest tak, jak sadzit Kant; czy
rzeczywiscie figury symetryczne sg to utwory przestrzenne,
nie dajace sie ujaC pojeciowo; czy rzeczywiscie stoimy tu
wobec paradoksu? Musimy na to pytanie odpowiedziec¢ prze-
czaco; lecz zanim przejdziemy do uzasadnienia tego, chcemy
przedewszystkiem wykryé Zrodto btedu Kanta, gdyz tylko
przez wykrycie istotnej przyczyny btedu mozna sie na przy-
szto$é ustrzedz popetniania jemu podobnych. Zrddio to, po-
dobnie jak zrodto wiekszosci biednych zapatrywan Kanta,
tkwi w przeciwstawianiu przez niego dziedziny wyobrazen
i pojeC, w przeciwstawianiu tak bezwzglednem, ze wyklucza-
jacem mozliwo$¢ dziedziny pojeciowej, a mimo to majacej za
przedmiot przestrzenno$¢. WidzieliSmy, do jakich sprzecz-
nosci poglad ten doprowadzit Kanta, jak zmusit go wbrew lo-
gice do uznania przestrzeni geometrycznej za czyste wyobra-
zenie, zamiast, jak by¢ powinno, do uznawania jej za pojecie,
ktérego przedmiotem jest czysta przestrzenno$¢. Rzecz rna
sie teraz podobnie, tylko ze z dziedziny przedmiotu przesune-
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fa sie w dziedzine ujecia przedmiotu. Wprzod Kant nie mogt
dopusci¢ mozliwosci pojecia, ktoérego przedmiot jest prze-
strzenny, teraz nie dopuszcza mozliwosci pojecia, ujmujace-
go przedmiot przestrzenny, jako przestrzenny. Wskutek bez-
wzglednego przeciwstawiania dziedziny przestrzennej i poje-
ciowej wydaje sie Kantowi, ze uja¢ pojeciowo utwoér prze-
strzenny to znaczy pozbawi¢ go przestrzennosci, wydaje mu sie,
ze ujac pojeciowo to znaczy ujac jako czystepojecie, a nieza-
pomocg pojecia-, ze mysl, ujmujac przedmiot przestrzenny,
musi pozostaC czystg, a przedmiot, wstepujac do tej idealnej
dziedziny, musi porzucié wszystko, co przypomina $wiat zmy-
stowy, a wiec i swa przestrzenno$¢. Przy takiem pojmowa-
niu nie dziw, ze natrafiamy na sprzecznosci i paradoksy, gdy
chcemy uja¢ dziedzing przestrzenng, wszak pojmowanie ta-
kie, jak to sam Kant przyznaje, wyklucza mozliwo$¢ pojecio-
wego ,,wyréwnania" dziedziny przestrzennej, jako takiej,
gdyz dziedzina ta, by zostaé poznang, musi — wedtug tego
pojmowania — utraci¢ swe charakterystyczne cechy. Chcemy
n. p. uja¢ pojeciowo dwa symetryczne sferyczne tréjkaty. Dla
Kanta ,,uja¢ pojeciowo" te trojkaty znaczy ujac je, jako czy-
ste pojecia, czyste wielkosci; znaczy to napisa¢ réwnanie
A=Al B=Bl C=C} a=al b=Dbl, c=cl gdzie A Alit. d.
oznaczajg wielkos¢ odpowiadajagcych sobie katéw; a, al
i t. d.— wielko$¢ odpowiadajacych sobie bokdéw symetrycz-
nych trojkatow. Wtedy, oczywiscie, symetrya, jako taka, gi-
nie; mamy tylko réwno$¢ i nie mozemy zrozumie¢, czem to
sie dzieje, ze dwa réwne trojkaty jednak nie mogg by¢ prze-
suniete w ten sposéb, by przystaty do siebie.

Mogtby tu jednak kto zarzuci€, ze trojkaty symetrycz-
ne ujete zostaly przez Kanta wprawdzie jako czyste pojecia,
lecz ze ujecie to, cho¢ zasadniczo stuszne, bylo niezupetne;



49

mozna bowiem byto réwniez i kierunek bokow trojkata ujaé,
jako ceche czysto pojeciowa, a wtedy trojkaty symetryczne
roznityby sie juz jako czyste pojecia i nie bytoby nic dziwne-
go, Ze rOznig sie rowniez i przestrzennie. Takie jednak uzna-
nie Kierunku za czyste pojecie, za ceche czysto Jojeciowq
dowodzitoby zupetnego nieodrdzniania dziedziny przestrzen-
nej od myslowej i zupetnie stusznie bytoby odrzucone nie
tylko przez Kanta, lecz i przez kazdego, uswiadamiajacego
sobie zasadniczg odmienno$¢ tych dwoch dziedzin. Jezeli
przeto, jak chce Kant, uja¢ pojeciowo trojkaty symetryczne
ma znaczy¢ ujaé je jako czyste pojecia, to w takim razie wyj-
$cia ze sprzecznosci niema: trojkaty tylko symetryczne beda
ujmowane zawsze jako réwne.

A jednak geometrya analityczna ujmuje je przeciez ja-
ko symetryczne tylko i, opierajac sie na geometryi tej, uni-
kamy— wedtug stusznej uwagi Milhaud¥* — wszelkiego
paradoksu. W jaki sposéb nie zauwazyt tego taki mysliciel,
jak Kant, ktéry oryentowat sie zupetnie dobrze w tej gatezi
matematyki? Dlatego — odpowiadamy — ze dla Kanta uja¢ po-
jeciowo mogto znaczyé tylko: ujaé jako pojecie; a ze kierun-
ku (elementéw trojkatéw naszych) ujaé, jako pojecia, nie
mozna, gdyz kierunek w przestrzeni jest czems wybitnie po-
zamys$lowem, wiec Kant ujecia geometryi analitycznej nie
mogt uznac za ujecie rzeczywiscie pojeciowe, mogace stuzy¢
za objasnienie paradoksu. ¥¥thalas ktéry zajmuje tu
stanowisko kantowskie, twierdzi, ze mamy tu tylko ttomacze-

*) Jest to poglad Natorpa, por. Die logischen Grundlagen der
exakten Wissenschaften, str. 300.
**)  Milhaud. La connaissance mathematique et "idealisme transcen-
dental, Revue de metaphysique et de morale, 1904.
**¥)  Lechalas. Etude sur lespace et le temps, 1910, str. 129.

Prolegomena filozof, do geometryi. 4
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nie (traduction) faktu przestrzennego, a nie jego objasnienie
(explication). Teraz doszliSmy do Zrodta biedu zaréwno
Kanta, jak i Lechalas. Dla Kanta ujecie figur symetrycznych
przez formuty geometryi analitycznej rzeczywiscie mogto
oznacza¢ tylko przettomaczenie faktow przestrzennych na
jezyk, w ktorym przestrzennos¢ tych faktow, specyalnie wyra-
zajgca sie w kierunku ich elementéw, zostala zachowana.
Uznanie jednak takiego tftomaczenia za ujecie pojeciowe ozna-
czatoby uznanie mozliwosci poje¢, ujmujacych przedmiot
przestrzenny, jako przestrzenny, a nie jako czyste pojecie.
Lecz dla Kanta przeciwstawnos¢ poje¢ i przestrzenno$ci byta
zbyt wielka, by mogt przypusci¢ mozliwos¢ takich poje¢; wo-
tat sie narazi¢ na sprzecznosci i paradoksy, niz czyste poje-
cie przystosowaé do Swiata przestrzennego, podda¢ je obcej
mu i nie chcacej wyzbyé sie swej natury przestrzennosci ¥

A jednak tylko wtedy mozemy uwolni¢ sie od sprzecz-
nosci i Paradoksow mozemy usung¢ irracyonalny pier-

*) W ksigzce p. t. ,,Zasadniczy problemat teoryi poznania Kantal
staratem sie przeprowadzi¢ mysl, ze przeciwstawianie zmystéw i rozsad-
ku uniemozliwito Kantowi uzasadnienie immanentnego racyonalizmu. Pa-
radoks figur symetrycznych Kanta jest wymownem potwierdzeniem stusz-
nosci tego pogladu

**)  Wszelkie ,,objasnienialf paradoksu figur symetrycznych, opar-
te na uznawaniu niedostosowania naszej przestrzeni i jej utworéw do
czystych poje¢ geometrycznych, sg transcendentne i pozostawiajg para-
doks irracyonalno$ci utworéw naszej geometryi niezmienionym. Takiem
jest objasnienie Kanta przez odwotanie sie do rzeczy samych w sobie,
takiem objasnienie Delboeufa i Lechalas, odwotujace sie do czwartego
wymiaru, ktéry ma umozliwi¢ przystanie do siebie sferycznych trojkatéw
symetrycznych (por. Lechalas, loc. cit, str. 129). Przytem trzeba tu
zauwazy¢, ze doprowadzenie figur symetrycznych do przystania przez
obrot okoto wspdélnego boku zupetnie nie znosi istoty paradoksu, gdyz
polega on w zasadzie na tem, ze dwie symetryczne figury, znajdujace
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wiastek z geometryi, jezeli jasno uswiadomimy sobie, ze ujac
utwory przestrzenne pojeciowo to znaczy ujac je zapomocg
poje¢, a nie jako czyste pojecia, ze ujgé je pojeciowo to nie
znaczy pozbawic je przestrzennosci. Paradoks tréjkatéw sy-
metrycznych zniknie, gdy boki tych trojkatow (a raczej rzuty
ich na osie wspdtrzednych) ujmiemyjako wielkosci przestrzen-
ne, posiadajace kierunek w przestrzeni, ujmiemy zapomocg
liczb opatrzonych odpowiednimi znakami, a wiec zapomocg
czego$ czysto Pojeciowego  gdyz liczby dodatnie i ujemne
stuzy¢ wprawdzie moga do ujecia wielkosci kierunkowych,
same w sobie jednak nie majg nic wspdlnego z jakimkolwiek
kierunkiem, z jakakolwiek cechg przestrzenna. Jezeli elemen-
ty trojkatow naszych ujmiemy w sposob taki lub podobny,
wtedy elementy jednego trojkata bedg sie réznity od elemen-
tow odpowiednich drugiego, i nie bedzie juz nic dziwnego
w tem, ze te trojkaty nie moga by¢ przesunigte po powierzch-
ni, na ktérej sie znajduja, w ten sposdb, by zajely te sama
. przestrzen. Paradoks bedzie usuniety.

PowiedzieliSmy na poczatku niniejszego rozdziatu, ze
przecenianie réznicy miedzy przestrzennoscig a czystg mysla
doprowadza do paradokséw geometrycznych, podobnych do
tych, do ktérych dochodzimy przy niedocenianiu tej roznicy,

sie na pewnej powierzchni, bez opuszczenia tej powierzchni nie moga
by¢ doprowadzone do przystawania. Czy po opuszczeniu tej powierzch-
ni przez obrét w przestrzeni beda mogty one byé doprowadzone do kon-
gruencyi, czy nie — jest to rzecz drugorzedna. Dlatego w istocie rzeczy
i dwa ptaskie trojkaty symetryczne mogtyby by¢ réwniez uwazane za
utwory paradoksalne.

*)  Nazywajac utwory jakie czysto pojeciowymi chcemy tu tylko
uwydatni¢ ich nieprzestrzenng nature, chcemy powiedzie¢, ze sg to po-
jecia, ktorych przedmioty nie sg przestrzenne; nie chcemy jednak by-
najmniej przez to wyrazi¢ tego, ze s3 one pochodzenia niedo$wiadczalnego.
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Jezeli blizej rozpatrzymy te kwestye, to zrozumiemy Zrodto
tego dziwnego zjawiska i zdamy sobie dokladnie sprawe z te-
go, na czem sie zasadza i jak daleko siega réznica miedzy
mysla a przestrzennoscia.

Na czem polega, przedewszystkiem zapytamy, podo-
bienstwo paradoksu figur symetrycznych do rozpatrzonego
przez nas uprzednio paradoksu krzywych bez stycznych? Na
tem, ze w obydwdch wypadkach paradoksalnos¢ polega na
niezgodnosci danych w przestrzeni z pojeciami, majagcemi do-
tyczy¢ tych danych. Lecz jezeli istnieje miedzy tymi para-
doksami tak zasadnicze podobienstwo, to jakim sposobem
zdarzy¢ sie moze, ze powstajg one naskutek popetniania,
jakby sie zdawato, wrecz przeciwnych bteddw: raz niedocenia-
nia, drugi raz przeceniania roznicy miedzy przestrzennoscig
a czystag myslg? Ten nowy paradoks zniknie, gdy w kwestyi
stosunku przestrzenno$ci do czystej mysli rozroznimy dwie
strony: kwestye natury przedmiotu geometrycznego i kwestye
poznania tego przedmiotu. Pierwszy paradoks powstaje wsku-
tek podwojnego btedu: 1) przez uznanie pojeciowego ujecia
przedmiotu geometrycznego za identyczne z ujeciem tego
przedmiotu jako czyste pojecie i 2) przez uznanie czysto po-
jeciowej, nieprzestrzennej natury przedmiotu geometryczne-
go. Drugi paradoks zachodzi naskutek popetnienia pier-
wszego btedu przy jednoczesnem niepopetnianiu drugiego.

Ci, co widzg sprzecznos¢ miedzy danemi analizy i in-
tuicyi w kwestyi istnienia krzywych bez stycznych, uwazaja,
ze przedmiot geometryczny powstaje dopiero w chwili, gdy
go ujmujemy pojeciowo, co dla nich jest rdwnoznaczne:
w chwili, gdy go ujmujemy jako czyste pojecie. Przedtem
przedmiot geometryczny dla nich nie istnieje; to, co wprzéd
istnieje, jest przedmiotem fizycznym. Idealizacya tego przed-
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miotu, czynigca go przedmiotem geometrycznym, zachodzi
w chwili, gdy go ujmujemy jako pojecie. Wtedy przedmiot
geometryczny zaczyna dopiero istniec; istnie¢ oczywiscie ja-
ko czyste pojecie, a nie jako utwor przestrzenny, nawet nie
jako utwor czysto przestrzenny i idealnie doktadny. Mamy
tu panlogizm geometryczny, ktéry nie uznaje w dziedzinie
geometryi nic ponad czyste pojecia, zadnej przestrzennosci,
dla ktérego przedmiot geometryczny powstaje w chwili pozna-
nia pojeciowego. Lecz taki panlogizm unicestwia geome-
trye, jako taka, i zastepuje ja przez analize i logike. Nie ma
on przedmiotowego znaczenia, lecz i nie doprowadza do
sprzecznosci, dopoki chroni sie od zetkniecia ze $wiatem
przestrzennym. Gdy jednak z nim sie zetknie, wnet napoty-
ka na swej drodze sprzecznosci i paradoksy, ktore przypisuje
nic tu niewinnej intuicyi zamiast swemu nieuwzglednianiu
pierwiastku przestrzennego, podsuwaniu funkcyi na miejsce
krzywych przestrzennych, analizy na miejsce geometryi.

Co dotyczy znéw paradoksu figur symetrycznych, to
powstaje on wtedy, gdy ujecie przedmiotu geometryczne-
go bedziemy uwazali za rbwnoznaczne z ujeciem go jako czy-
ste pojecie, przytem jednak bedziemy sie strzegli popetnienia
drugiego bledu panlogizmu, nieuznawania przestrzennej na-
tury przedmiotéw geometrycznych. Odroznimy tu wprawdzie
przestrzenny przedmiot geometryczny od poznania tego
przedmiotu, nie bedziemy twierdzili za skrajnym idealizmem,
ze powstaje on dopiero w chwili poznania pojeciowego, lecz
to nie wystarczy do unikniecia paradoksu, bo jestesmy obar-
czeni pierwszym biedem panlogizmu, bo nie uznajemy inne-
go poznania przedmiotu poza poznaniem go jako czyste po-
jecie, jako utwor czysto pojeciowy. Bedziemy wiec mieli z je-
dnej strony przestrzenne przedmioty geometryczne, z drugiej
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ich poznanie pojeciowe, nie uwzgledniajgce natury przestrzen-
nej tych przedmiotéw, gdyz przeciwstawianie przestrzennego
pierwiastku pierwiastkowi pojeciowemu czyni niemozliwem
uznanie tego, ze istnieje pojeciowe poznanie przedmiotu prze-
strzennego (jako przestrzennego, a hie jako czystego poje-
cia). Przestrzenny wiec pierwiastek przedmiotow geometrycz-
nych nigdy, przy takich zatozeniach, nie moze by¢ pojeciowo
poznany; zawsze przedstawiaC bedzie reszte, nie poddajaca
sie poznaniu pojeciowemu. Przeciwstawianie wiec przestrzen-
nosci i pojeciowosci przy rozpatrywaniu kwestyi poznania
przedmiotéw geometrycznych, potgczone z odrdznianiem czy-
stej przestrzennosci od czystej pojeciowosci przy decydowa-
niu o naturze przestrzennej przedmiotéw geometrycznych —
prowadzi do irracyonalizmu. Paradoks figur symetrycznych
jest paradoksem irracyonalizmu, podobnie jak paradoks krzy-
wych bez stycznych jest paradoksem panlogizmu geometrycz-
nego.

Jezeli teraz zapytamy, jakim sposobem paradoks irra-
cyonalizmu moze by¢ tak zasadniczo podobny do paradoksu
panlogizmu geometrycznego, to odpowiedz nie bedzie juz
trudna. WidzieliSmy bowiem, ze oba paradoksy majg wspol-
ne zrédlo w utozsamianiu poznania pojeciowego przedmio-
tow, z poznaniem ich jako czyste pojecia, a nie tylko zapo-
mocg pojeé, w utozsamianiu, z ktérego bezposrednio wynika
nieuwzglednianie w poznaniu geometrycznem przestrzennosci
przedmiotow geometrycznych. Jezeli teraz z takiem pozna-
niem, nie uwzgledniajgcem przestrzennych wiasnosci przed-
miotobw geometrycznych, zwracamy sie do przestrzennych
przedmiotow, to w kazdym razie natrafimy na zjawiska para-
doksalne tej samej natury, bez wzgledu oczywiscie na to, czy
przedmioty geometryczne uznajemy za przestrzenne, czy tez
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ich za takie nie uznajemy, w zadnym bowiem razie faktycz-
nie nie uwzgledniamy tej przestrzennosci. Odrdznienie kwe-
styi natury przedmiotu geometrycznego od kwestyi ujecia te-
go przedmiotu pozwala nam teraz zrozumie¢ réwniez, w jakiem
znaczeniu mowiliSmy przy paradoksie panlogizmu o nie-
docenianiu, przy paradoksie irracyonalizmu — o prze-
cenianiu réznicy miedzy czystg przestrzennoscig a czystg
myslg. W pierwszym przypadku dotyczyto to kwestyi natury
przedmiotu geometrycznego, w drugim — kwestyi ujecia tego
przedmiotu. Poniewaz jednak okazato sie, ze w kwestyi uje-
cia przedmiotu geometrycznego réznice w mowie bedaca
przecenia réwniez i panlogizm, przeto bedzie Scislej, jezeli
nie bedziemy naszych paradokséw odrézniali zapomocg tego,
ze jeden powstaje przy niedocenianiu, drugi przy przecenia-
niu tej roznicy, lecz, rozrozniwszy kwestye natury przedmiotu
geometrycznego i kwestye ujecia tego przedmiotu, powiemy,
ze przyczyng pierwszego paradoksu byto nieuznawanie prze-
strzennej natury przedmiotdw geometrycznych (potaczone
z bezposrednio wynikajgcem z tego utozsamianiem pojecio-
wego ujecia przedmiotéw geometrycznych z ujeciem ich jako
czyste pojecia), przyczyna za$ drugiego paradoksu tkwita
W utozsamianiu pojeciowego ujecia przedmiotow geometrycz-
nych z ujeciem ich jako czyste pojecia przy réwnoczesnem
uznawaniu ich przestrzennej natury.

Jezeli chce sie unikng¢ paradoksu irracyonalizmu, trze-
ba tylko odrzuci¢ uznawanie przestrzennej natury przestrze-
ni geometrycznej i przedmiotdw geometrycznych, trzeba je
uzna¢ za czyste pojecia. Wtedy jednak wpadniemy w panlo-
gizm geometryczny, rézniacy sie od irracyonalizmu geome-
trycznego wytacznie tylko sposobem rozwigzania kwestyi na-
tury przedmiotéw geometrycznych. To leibnitzowskie wyeli-
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minowanie z geometryi elementéw przestrzennych — dla
unikniecia nieporozumien powiedzmy: przestrzenno$cio-
wych — elementéw pozamyslowych, przy pewnych zatoze-
niach prowadzacych do irracyonalizmu, zostalo w ostatnich
czasach dokonane miedzy innymi przez transcendentalistow,
ktorzy w ten sposéb przeszli od Kanta do Leibnitza. Pozba-
wiajac jednak geometrye pierwiastku rzeczywiscie przestrzen-
nego, czynimy z niej logike wogdle lub specyalnie analize;
jezeli za$ tej analizie chcemy nada¢ przedmiotowe znaczenie,
musimy jej utwory pojmowac geometrycznie, przestrzennie,
jej funkcye n. p. uwazac za krzywe, a to zndw doprowadza, jak
widzielismy, do paradoksow i sprzecznosci, ktére w stopniu nie-
mniejszym, niz to czynig paradoksy irracyonalizmu, zdradzajg
btedne pod wzgledem filozoficznym ugruntowanie geometryi.

Jedyne logicznie mozliwe wyjscie z paradoksow irracyo-
nalizmu i panlogizmu przedstawia, jak widzieliSmy, teorya,
1) uznajgca przestrzenng nature przedmiotdw geometrycz-
nych, 2) nie uznajgca, ze poznanie pojeciowe tych przedmio-
tow polega na poznaniu ich jako czystych poje¢, orzekajaca
natomiast, ze poznanie to polega na poznaniu ich jako prze-
strzennych (czysto przestrzennych i idealnych) zapomocg
czystych poje¢; przedmioty geometryczne w ten sposéb po-
znane beda pojeciami, lecz juz nie czystemi, a majacemi
przedmiot przestrzenny (nature przestrzenng). Punkt drugi
daje sie tu zastosowaé (dowdd patrz nizej) do punktu pierw-
szego, dotyczacego samych przedmiotow geometrycznych.
Jezeli mianowicie w sformutowaniu punktu drugiego wyraz
,poznanieu zastgpimy przez wyraz ,konstrukcyau, wtedy
otrzymamy blizsze okreslenie punktu pierwszego, tego mia-
nowicie, na czem polega natura przedmiotow geometrycz-
nych, jak rozumie¢ nalezy ich powstawanie. Teorya, ktérg tu
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wykfadamy, bedzie wtedy scharakteryzowana przez nastepu-
jace dwa punkty, przez to:

1) iz nie uznaje (contra Leibnitz), ze konstrukcya po-
jeciowa przedmiotow geometrycznych polega na konstrukcyi
ich jako czystych poje¢ — orzeka natomiast, ze konstruk-
cya ta polega na konstrukcyi ich jako przestrzennych (czysto
przestrzennych i idealnych) zapomocg czystych pojeé; przed-
mioty geometryczne w ten sposéb skonstruowane beda po-
jeciami, lecz juz nie czystemi, a majacemi przedmiot prze-
strzenny (nature przestrzenng);

2) iz nie uznaje (contra Kant), ze poznanie pojeciowe
przedmiotéw geometrycznych polega na poznaniu ich jako
czystych poje¢—orzeka natomiast, ze poznanie to polega na
poznaniu ich jako przestrzennych (czysto przestrzennych
i idealnych) zapomocg czystych poje¢; przedmioty geome-
tryczne w ten sposéb poznane beda pojeciami, lecz juz nie
czystemi, a majacemi przedmiot przestrzenny (nature prze-
strzenng).

Mozemy tre$¢ obydwdch tych punktéw, wzajemnie so-
bie odpowiadajacych, sformutowac krdcej, ekonomiczniej,
jezeli terminy: ,,konstrukcya® i ,,poznanie” obejmiemy jednag
wspblng nazwa: ,ujecie™ Wrtedy, zadowalajac sie sformuto-
waniem pozytywnem, otrzymamy nastepujgce zasadnicze
twierdzenie

Ujeciepojeciowe przedmiotdéw geometrycznychpolega na
ujeciu ich jako przestrzennych (czysto przestrzennych i ide-
alnych) zapomoca czystych poje¢', przedmioty geometryczne
w ten sposob ujete beda pojeciami, lecz juz nie czystemi,
a majacemi przedmiot przestrzenny (nature przestrzenng’).

Twierdzenie to dotyczy zaréwno dziedziny przedmio-
tow geometrycznych, jak i dziedziny samej geometryi:
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w pierwszym wypadku ,,ujecie“ = , konstrukcya”, w drugim
Lujecie” = ,poznanie”. W pierwszej dziedzinie zwraca sie
ono przeciw Leibnitzowi, w drugiej — przeciw Kantowi.

Azeby twierdzenie to mogto by¢ nalezycie zrozumiane,
trzeba uswiadomi¢ sobie, co rozumiemy tu przez czyste poje-
cia. Rownoczesnie z tem dowie$¢ nalezy, ze gdy byta mowa
0 przedmiotach geometrycznych, o ich konstrukcyi, mogli-
$my twierdzi¢, ze sg one konstruowane zapomocg czystych
poje¢, zamiast powiedzie¢ — jak sie tego mozna bylo po wy-
wodach pierwszego rozdziatu spodziewa¢ — ze konstrukcya
ich dokonywa sie zapomoca sagdéw wyobrazonych.

Wedtug przyjetej przez nas teoryi poje¢ Twardowskie-
go kazde pojecie sklada sie z wyobrazenia podktadowego
i jednego lub kilku sadéw wyobrazonych, odniesionych do
przedmiotu tego wyobrazenia. Czem jest jednak ten sad
wyobrazony, ktéry odnosimy do wyobrazenia podktadowego?
Nie tylko nie jest on sadem, wydanym o przedmiocie wyo-
brazenia podkfadowego, lecz, wiasciwie mdwigc, nie jest on
réwniez wyobrazeniem sadu, rzeczywiscie o pewnym przed-
miocie wydanego, gdyz petne wyobrazenie takiego sadu za-
wieratoby w sobie réwniez przedmiot, ktérego dotyczyt ten
rzeczywisty, aktualny sad, bedacy rzeczywistym wiasnie dla-
tego, ze posiadat przedmiot. Gdyby$my jednak takie wyo-
brazenie sadu odniesli do naszego wyobrazenia podktadowe-
go, to wtedy mielibySmy poza przedmiotem naszego wyobra-
Zenia podkfadowego jeszcze wyobrazenie przedmiotu, podo-
bnego do przedmiotu naszego wyobrazenia podktadowego,
mianowicie przedmiotu dawnego aktualnego sadu. Mieli-
bysmy wtedy zupetnie zbyteczne zdwojenie przedmiotow
(ktorego w rzeczywistosci niema ¥  wiasciwie wiec trzeba

f) Czy zdwojenie to rzeczywiscie istnieje, czy nie istnieje — jest
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przyjac, ze odnosimy do nowego wyobrazenia podkfadowego
wyobrazenie sadu bez jego przedmiotu, bez dawnego podkia-
dowego wyobrazenia. Takie niezupetne, zredukowane wyo-
brazenie sagdu nazwiemy sagdem wynaturzonym, gdyz, utra-
ciwszy przedmiot—podioze, utracit on z nim zarazem i swa
wiasciwg nature logiczng; te jednak nature odzyskuje natych-
miast, gdy zostaje odniesiony do nowego wyobrazenia pod-
ktadowego. Z tem nowem wyobrazeniem podktadowem sad
wynaturzony tworzy pojecie; jest on wiec identyczny z poje-
ciem bez wyobrazenia podktadowego. Takie pojecie, pozba-
wione zupetnie wyobrazeniowego podktadu, nazwaé mozna,
zgodnie z przekazang nam przez wieki tradycya, pojeciem
czystem¥  Mamy wiec tozsamo$¢: sad wyobrazony = wyo-
brazenie niezupetne sagdu == sad wynaturzony = pojecie czy-
ste. Takie czyste pojecie, pozbawione catkowicie wyobraze-
nia podkfadowego, jest pojeciem w takim samym stopniu
logicznie wynaturzonem, jak wynaturzonym jest pod tym
wzgledem sagd wyobrazony: nasze pojecie czyste nie jest wia-
sciwem pojeciem, sad wyobrazony nie jest wtasciwym sadem.
Ta okoliczno$¢ objasnia whasnie, ze miedzy nimi moze istnie¢
znak réwnosci. Czem jednak jest to czyste pojecie, czem
jest ten sad wynaturzony, jezeli nie sgto ani pojecia, ani sady?
Sa to wyobrazenia wyrazéw owego odtwarzanego sadu (na
tem wiasnie polega tego sagdu wynaturzenie, ze zostata z niego
tylko szata zewnetrzna, istotna za$ natura zanikia). Wyra-

to zresztg kwestya psychologiczna, dla teoryi poznania bezwzglednie
obojetna.

*) Poza ta grupg poje¢ czystych istnieje jeszcze druga, obejmu-
jaca pojecia, dotyczace Swiata zewnetrznego i majace wprawdzie wyo-
brazenia podkiadowe, lecz nie majace przestrzennych przedmiotow—jest
to dziedzina liczb.
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zy te same przez sie, bez przedmiotu oznaczonego przez wyo-
brazenie podktadowe, nie maja zadnego znaczenia, sa bez-
mys$Inemi wyobrazeniami wzrokowemi lub stuchowemi (flatus
vocis). Powstaja one jednak z powodu jakiego$ wyobraze-
nia podktadowego, do ktorego sie majg odnosic i ktére im
nadaje znaczenie, tak ze ich bezmyslnos¢ w zasadzie sie nie
uwydatnia i wszystko zazwyczaj przebiega w ten sposob, jak
gdybySmy mieli do czynienia z utworami samymi przez sie
logicznymi. Jezeli jednak tak jest, to poco, moze kto zapy-
ta¢, wybiera¢ wypadki psychologicznie trudne do uchwyce-
nia, wypadki graniczne, poco podkresla¢ nielogiczng z pun-
ktu widzenia teoryi poznania nature sadow wyobrazonych
i czystych pojeé, poco twierdzi¢, ze sad wyobrazony
= pojecie czyste = bezmyslne wyobrazenie wyrazéw zda-
nia, wyrazajagcego sad odtwarzany, jezeli w zasadzie dzieje
sie tak, jak gdyby to wszystko byty utwory myslowe?
Napewno nie bedzie to przedstawiciel nauk Scistych, kto
w sposob podobny zapyta, gdyz ten potrafi oceni¢ poznaw-
czg wartos¢ twierdzen, opartych na przejsciu do granic, na
rozpatrywaniu wypadkéw granicznych, pozwalajagcych na
sformutowanie twierdzen Scistych i ogdlnych. Tutaj teorya
poznania zajeta w stosunku do psychologii stanowisko iden-
tyczne z tem, jakie n. p. fizyka matematyczna zajmuje wzgle-
dem fizyki doswiadczalnej, lub geometrya Scista w stosunku
do geometryi fizycznej, przyblizonej. | jak geometrya $cista
nie zaprzecza prawdziwosci przyblizonym twierdzeniom geo-
metryi fizycznej w dziedzinie fizycznej, cho¢ sama, dazac do
Scistosci, wybiega poza te dziedzine przez rozpatrywanie wy-
padkéw granicznych, tak i teorya poznania, nie przeczac psy-
chologii w jej dziedzinie, wybiega poza nig i przez oparcie
sie na wypadkach granicznych osigga $cisto$¢ i ogolnos¢
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swych twierdzeri. To oparcie si¢ na wypadkach granicznych
pozwala nam tu 1) przez wykazanie, Ze sad wyobrazony =
czystemu pojeciu, sformutowaé dla konstrukcyi i poznania
przedmiotdw geometrycznych twierdzenia wzajemnie sobie
odpowiadajace i ujaé je nastepnie w jedno ogdlne twierdze-
nie, 2) przez zachowanie terminu ,,czyste pojecie” utrzymac
kontakt formalny z kantowskim i leibnitzowskim kierunkiem
w filozofii geometry!, kontakt, pozwalajacy na Sciste sformu-
towanie zasadniczych réznic miedzy tymi Kierunkami a Kkie-
runkiem przez nas reprezentowanym, 3) przez zdanie sobie
sprawy z istotnej natury ,.czystego pojecia” zrozumie¢ nie-
mozno$¢ uzasadnienia geometryi na filozoficznych zasadach
Kanta lub Leibnitza — i kaze nam szuka¢ innego dla niej
ugruntowania.

Dwa pierwsze punkty zostaty juz przez nas rozpatrzone;
pozostaje do zbadania punkt trzeci, kwestya uzasadnienia
geometryi. Kwestya ta w rzeczywistosci sktada si¢ z dwdch
zagadnien: 1) zagadnienia konstrukcyi zasadniczych utwo-
row geometrycznych (elementéw geometrycznych); 2) zagad-
nienia ich poznania. Krocej sie wyrazajac, mamy tu kwestye:
elementéw geometrycznych i pewnikéw geometrycznych.
Rozpatrzenie tych kwestyi bedzie stanowito przedmiot dru-
giej czesci niniejszej pracy, tu chcemy tylko zaznaczyé naj-
ogolniejsze zasady, jakiemi kierowa¢ sie¢ bedziemy przy uza-
sadnianiu geometryi, i wskaza¢ na zalezno$¢ tych zasad od
naszego pojmowania istoty czystych pojeé. Dla geometry
typu leibnitzowskiego czyste pojecie jest zasadg ontologicz-
ng, logiczno-metodologiczng i gnozeologiczng, to znaczy be-
dzie on uwazat, ze utwor geometryczny istnieje jako czyste
pojecie, jest ujmowany zapomocg czystych pojec i ze te czy-
ste pojecia zapewniajg same przez sie warto$¢ poznawczg
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utworom i poznaniom geometrycznym, w ktore sie skrysta-
lizowaly. Ten platonizm nie znika réwniez u geometry-kan-
tysty, cho¢ ulega u niego powaznym ograniczeniom; mimo
te ograniczenia jednak czyste idee posiadajg tu waznos¢ we-
wnetrzna, posiadajg same przez sie pewne logiczno-metodo-
logiczne znaczenie. U nas natomiast sg to resztki sgdow,
pozbawione same w sobie wszelkiego mysSlowego pierwiast-
ku, wszelkiej natury logicznej, bezmysine wyobrazenia wyra-
z0w, ktérym trzeba nada¢ dopiero znaczenie logiczno - meto-
dologiczne i gnozeologiczne. Jezeli taka jest natura tych
pojec, to oczywiscie same przez sie zasadami poznawczemi
by¢ one nie moga; trzeba dla ugruntowania nauki wyjs¢
poza nie, inne znalez¢ zasady; trzeba przedewszystkiem na-
da¢ im, a raczej przywrdci¢ sens, znaczenie logiczne. To
znaczenie logiczne odzyskujg one—jak wiemy — przez to, ze
odniesione zostajg do wyobrazenia podktadowego; réwno-
czesnie za$ otrzymuja znaczenie metodologiczne, gdyz stajg
sie sadami potencyalnymi, wiedza potencyalng o przedmio-
cie nowo skonstruowanego pojecia geometrycznego. Mamy
tu wiec w wyobrazeniach (podkfadowych) nowa zasade na-
szej nauki, nowy element poje¢ geometrycznych; element,
ktérego niema ani u Leibnitza, ani u Kanta: wedtug pierw-
szego bowiem czyste pojecia wystarcza¢ majg dla uzasadnie-
nia geometryi, drugi w tym celu dodaje do nich tylko czysta,
pozbawiong jakosci zmystowych przestrzenno$¢. Lecz, co
najwazniejsza, ani Kant, ani Leibnitz, ani ich nastepcy nie
podaja rzeczywistej zasady gnozeologicznej, zasady, ktora,
gdy chodzi n. p. o konstrukcye elementéw geometrycznych,
mogtaby mozliwos¢ tej konstrukcyi zapewni¢, konstrukcyi
tej nada¢ warto$¢ poznawcza. Leibnitz z géry uwaza za mo-
zliwg wszelka konstrukcye elementéw geometrycznych, ktora



nie zawiera w sobie sprzecznosci logicznej, Kant za$ przy-
puszcza, ze aprioryzm formalny przestrzeni geometrycznej,
objasniajacy stosowalno$é czystej geometryi do $wiata przed-
miotow, objasnia réwnocze$nie mozliwos¢ konstrukcyi ele-
mentow czystej geometryi, jako takiej — co, oczywiscie, tak
nie Jest Taka zasade gnozeologiczng widzimy w prze-
strzeni geometrycznej, w jej zasadniczych wiasnosciach, sfor-
mutowanych w pierwszym rozdziale niniejszej pracy. Posit-
kujac sie czystemi pojeciami (sgdami wyobrazonymi) i dane-
mi wyobrazeniowemi, postaramy sie zapomocg tej nowej za-
sady wyprowadzi¢ elementy i pewniki geometryi euklide-
sowej, wykazac jej Scistos¢ i przedmiotowa waznos¢.

*)  Por. Bornstein. Krytyka immanentna filozofii geometryi Kan-
ta. Przeglad filozoficzny, 1911, str. 321, 322.
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CZESC 1.

Wywod geometryi euklidesowej.

Prolegomena filozof, do geometryi. 5
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ROZDZIAL V.
Wywod elementow geometryi euklidesowej.

Przedmiot geometryi stanowig mozliwe wyznaczenia
przestrzeni geometrycznej. Samg przestrzenig geometrycz-
ng nie zajmuje sie geometrya i oddaje jg, jako przedmiot ba-
dan, filozofii geometryi, t. j. teoryi poznania geometryczne-
go. Jako wyznaczenia elementarne przestrzeni geometrycz-
nej (elementy geometryi) przyjmowane sg zazwyczaj: punkt, li-
nia prosta, ptaszczyzna. Przez punktrozumiemy utwor (wyzna-
czenie) przestrzeni geometrycznej, posiadajacy rozciggtosé
= 0; przez prostg—utwor jednowymiarowy (linie), posiadaja-
cy staty kierunek; przez ptaszczyzne—utwor dwuwymiarowy
(powierzchnie), zawierajacy wszelka prosta, tgczacag dwa jego
punkty. Elementy te nie posiadaja jednak dla ugruntowania
geometryi jednakowej wartosci i waznosci; pierwsze wsrod
nich miejsce zajmuje linia prosta, ona jest zasadniczym ele-
mentem geometryi. Zaznacza sie to przedewszystkiem wtem, ze
jestto najprostszy utwor rzeczywiscie przestrzenny; ptaszczy-
zna pod wzgledem przestrzennosci nie ustepuje prostej, jest jed-
nak utworem bardziej od niej skomplikowanym, punkt za$
jesttylko w przestrzeni, lecz nie jest rzeczywiscie przestrzenny.
Jezeli wiec chcemy zajgé stanowisko, odpowiadajgce naszemu
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pojmowaniu przestrzeni geometrycznej, jezeli chcemy uwy-
datni¢ przestrzenng nature tej przestrzeni, musimy punkt geo-
metryczny pozbawi¢ samodzielnego znaczenia i uwaza¢ go
w istocie rzeczy tylko za element wtérny, otrzymany jako
granica miedzy cze$ciami zasadniczego elementu geome-
tryi — rozciagtej linii prostej. Poniewaz stosunkiem punktu
do prostej zajmowaliSmy sie juz w trzecim rozdziale niniej-
szej pracy, stosunek za$ prostej do paszczyzny nie ma spe-
cyalnego filozoficznego ¥naczenia  wiec badanie elementéw
geometrycznych sprowadza sie tu samo przez sie do blizsze-
go rozpatrzenia istoty linii prostej.

Przedewszystkiem musimy odpowiedzie¢ na pytanie,
w jaki sposéb otrzymujemy utwor, zwany geometryczng linig
prostag. Jako geometryczna — linia ta jest pozbawiona ja-
kosci zmystowych, jako linia— przedstawia jednowymiaro-
wa rozciggtosc, jako prosta—posiada bezwzglednie staty kie-
runek. Nigdzie w doswiadczeniu linii takiej nie znajdziemy,
nie zna jej fizyka ani psychologia— musimy jg dopiero stwo-
rzy¢, skonstruowaé¢ w sposéb juz nam wiadomy: zapomoca
czystych poje¢ (sadéw wyobrazonych) jako czysto przestrzen-
ng, jednowymiarows i idealnie prostg. Musimy wiec oprzec
sie na wyobrazeniu (podktadowem) prostej konkretnej, a wiec
nie idealnej, i przedmiot tego wyobrazenia zapomoca sadu
wyobrazonego zidealizowac¢, t j. przypisa¢é mu nieposiadane
przezen cechy czystosci, jednowymiarowosci i bezwzgled-
nej statosci kierunku. Witedy skonstruujemy pojecie, ktdrego
przedmiot przedstawiaé bedzie prostg geometryczna.

Teraz wystepuje najwazniejsza kwestya: czy przedmiot
takiego pojecia istnieje? Jezeli przez istnienie rozumiemy

*) Co do strony matematycznej tego stosunku por. Killing: Ein-
fuhrung in die Grundlagen der Geometrie, t. II, 1898, str. 181—186.
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byt w Swiecie fizycznym lub psychicznym, to oczywiscie
przedmiot ten w tem rozumieniu nie istnieje; jezeli za$ do
istnienia przedmiotu pojecia wystarcza¢ ma prawidtowos¢ lo-
giczna pojecia, to przedmiot ten oczywiscie istnieje —lecz
ani pierwsze nieistnienie, ani drugie istnienie nic nie ma
wspolnego z istnieniem geometrycznem". ,lIstnie¢" w zna-
czeniu geometrycznem nie znaczy to ani by¢ przedmotem fi-
zycznym lub psychicznym, ani tez nie znaczy by¢ pozbawio-
nym sprzecznosci, t. j. posiadac istnienie logiczne — lecz zna-
czy: byé mozliwym w przestrzeni geometrycznej, by¢ jej mo-
zliwem wyznaczeniem. Kwestya wiec nasza sprowadza sie do
nastepujacej: czy prosta geometryczna, jako linia o statym
kierunku, jest mozliwa w naszej przestrzeni geometrycznej?
Ze mozliwy jest w niej utwor pozbawiony jakosci zmystowych,
utwor przytem, ktéry wraz z temi jakoSciami wyzbyt sie zwig-
zanej z niemi wielowymiarowos$ci — to staje sie jasnem natych-
miast, gdy uswiadomimy sobie czysto$¢ przestrzeni geome-
trycznej. Pozostaje tylko do rozstrzygniecia kwestya statosci
kierunku prostej geometrycznej. Sprawa ta wydaje sie jednak
tak jasna, ze bywamy sklonni rozstrzygnac ja bez rozpatrze-
nia nalezytego, wprost przez aksyomatyczne uznanie istnie-
nia takiej prostej, przez zawierzenie fantazyi geometrycznej
i przez przyjecie za jej gwarancya linii prostej, jako ,,przed-
miotu ytksyomatycznego ". Lecz postepujac w ten sposob,
z gory uniemozliwiamy uzasadnienie geometryi euklideso-
wej, gdyz cata kwestya polega tu na tem, czy prosta o statym
kierunku rzeczywiscie moze istnie€c w naszej przestrzeni
geometrycznej i czy, przyjmujac wiasnie jej istnienie jako

*)  Por. Zindler: Beitrage zur Theorie der mathematischen Erkenn-
tniss. Sitzungsberichte der phil.-hist. Classe der Akad. der Wissenschaf-
ten zu Wien, t. 118, rok 1889,
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pewnik wyobrazni nie popetniamy bledu, polegajacego n. p.
na tem, ze uwazamy za linie o statym kierunku tuk kota
0 bardzo wielkim promieniu. Kwestya wiec stato$ci kierunku
linii prostej musi by¢ rozpatrzona, jezeli chcemy $cisle ugrun-
towa¢ geometrye euklidesowg i zabezpieczy¢ ja przed wszel-
kiemi napasciami metageometrow—musimy mozliwos¢ linii
o statym kierunku wydedukowac, a nie przyjaé z gory, jako
pewnik. Wywaod ten linii prostej bedzie przedewszystkiem
polegat na uprzytomnieniu sobie wiasciwosci przestrzeni geo-
metrycznej, w ktérej konstrukcya zachodzi, skad juz bezpo-
Srednio widnie¢ bedzie mozliwos¢ w naszej przestrzeni linii
0 statym Kierunku.

Przyczyna, ktoraby byta w stanie uniemozliwi¢ istnie-
nie geometrycznej linii prostej, przedewszystkiem mogtaby
polegaC na tem, ze przestrzen, w ktorej konstrukcya ta ma
mie¢ miejsce, stawiataby tego rodzaju konstrukcyi opor. Lecz
taki wypadek jest bezwzglednie wykluczony w przestrzeni
geometrycznej, ktorej jako ceche zasadnicza, réwnowazng jej
czystosci, przypisujemy biernos¢é. Nie moze wiec by¢ mowy
0 oporze przestrzeni geometrycznej przeciw konstrukcyi linii
o statym kierunku. Lecz moze linia taka jest niemozliwa
W przestrzeni geometrycznej dlatego, ze przestrzer ta posia-
da luki prostolinijne (o statym kierunku), uniemozliwiajgce
przeprowadzenie w niej prostych. Lecz i to fantastyczne
przypuszczenie musi by¢ zasadniczo odrzucone w imig cig-
gtosci przestrzeni geometrycznej. A wiec miejsce dla utworu
jednowymiarowego o statym kierunku tréjwymiarowa prze-
strzen geometryczna posiada, przeciw konstrukcyi takiej linii
oporu zadnego nie stawia— przeto linia prosta, jako linia
o statym Kkierunku, w naszej przestrzeni geometrycznej jest
mozliwa, t.j. istnieje geometrycznie. Jezeli poza tem uswia-
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domimy sobie nieograniczono$¢ przestrzeni geometrycznej, to
stanie sie oczywiste, ze linia prosta moze by¢ nieograniczona,
a jako linia o statym kierunku, a wiec linia otwarta, moze by¢
tem samem nieskonczona, t.j. posiadaé nieskoriczong dtugosc.
| tak tez bywa pojmowana, jezeli mowa o niej, jako o catosci.

Juz dzieki temu wywodowi prostej geometrycznej staje
sie oczywistem, ze nasza przestrzen geometryczna nie jest
przestrzenig riemannowska ani typu sferycznego, ani tez elip-
tycznego. Wiadomo, ze te obydwa typy przestrzeni rieman-
nowskiej, réznigce sie miedzy sobg dtugoscig swych prostych
i, co z tego wynika, przecinaniem sie tych prostych w dwach,
wzglednie jednym punkcie, posiadajg jako wspélng charak-
terystyke te ceche, ze proste ich sg zamkniete i posiadajg diu-
gos¢ skonczona. Tymczasem okazalo sie, ze w naszej prze-
strzeni geometrycznej istniejg linie proste, jako linie o statym
kierunku, otwarte i nieskoriczone. Nasza wiec przestrzen
geometryczna nie jest przestrzenig riemannowska. Do kwe-
styi tej bedziemy mieli sposobno$¢ wrdoci¢ jeszcze niejedno-
krotnie, teraz za$ zajmiemy sie blizszem rozpatrzeniem istoty
konstrukcyi prostej linii.

Nasza konstrukcya linii prostej jest wrecz odmienna od
czysto pojeciowej konstrukcyi racyonalistéw typu leibnitzow-
skiego: u nas linia prosta jest utworem przestrzennym, u nich
czysto pojeciowym. Jaka jednak zachodzi rdznica miedzy
podang tu konstrukcya linii prostej a konstrukcya, zalecang
przez filozofie Kanta? Pozornie wydajg sie one bardzo po-
dobne, gdyz zaréwno tu, jak i tam prosta geometryczna jest
utworem czysto przestrzennym i idealnym. W istocie jednak
istnieje miedzy niemi zasadnicza rdznica, polegajaca przede-
wszystkiem na tem, ze konstrukcya kantowska nie opiera sie
zupetnie na elemencie empirycznym i z tego powodu jest,
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jak zaraz zobaczymy, w rzeczywistosci niewykonalna. We-
diug Kanta skonstruowacé pojecie znaczy przedstawi¢ odpo-
wiadajacy mu oglad aprioryczny bezwzglednie Scisty, znaczy
unaocznié, uzmystowi¢ w nim to pojecie. Czem jest jednak
dla Kanta pojecie linii prostej, co pojecie to w sobie zawiera?
Jest to pojecie o tem, co proste (,,Krytyka czystego rozumu",
polski przekifad, str. 50), a wiec pojecie o statosci kierunku
linii; przytem pojecie to przed uzmystowieniem nie zawiera
w sobie zadnego elementu zmystowego (przestrzennego), gdy-
by go bowiem zawierato, nie trzebaby pojecia byto dopiero
uzmystawia¢, unaoczniaé¢, konstruowac, aby otrzymaé element
prawdziwie geometryczny. Jakiez to jednak moze by¢ poje-
cie o prostolinijnosci, o statosci kierunku, o czem$ wiec wy-
bitnie przestrzennem, w ktdrem niema jednak zadnego ele-
mentu przestrzennego, ktére samo w sobie nie ma zadnego
przestrzennego podtoza? Moze to by¢, oczywiscie, tylko na-
sze pojecie graniczne, czyste, bezmysine pojecie, przy kto-
rem nic sobie nie wyobrazamy, a ktore, jak widzielismy, jest
identyczne z wynaturzonym sadem bez przedmiotu, z sadem,
ktory réwniez mozna nazwac czystym, gdyz jest pozbawiony
podioza wyobrazeniowego. Takie czyste pojecia, takie czy-
ste sgdy—to kantowskie sady analityczne; za ich to pomoca
mamy konstruowaé prosta, by 0 niej mddz wypowiedzie¢ pe-
whniki, sady syntetyczne. Lecz taki sad czysty nie ma zadne-
go znaczenia, o ile nie podtozymy poden wyobrazenia pod-
ktadowego, ktére mu dopiero znaczenie to nada. A wyobra-
zenie to nie moze by¢ przeciez, nawet z punktu widzenia
Kanta, idealnem, gdyz dopiero naskutek konstrukcyi czyste-
go pojecia wyobrazenie takie moze stac sie idealnie $cistem,
geometrycznem. Jezeli wiec sie nie chce—idgc za Kantem—
podtozy¢ pod to pojecie wyobrazenia empirycznego, to dla
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urzeczywistnienia konstrukcyi kantowskiej trzeba mimo
wszystko, by pod czyste pojecie podtozone zostato wyobra-
zenie, ktore dopiero moze by¢ otrzymane przez urzeczywist-
nienie tej konstrukcyi. To biedne koto jest wymownym do-
wodem niemozliwosci urzeczywistnienia konstrukcyi pojeé
geometrycznych w systemie Kanta.

Zeby konstrukcya zasadniczego elementu geometrycz-
nego mogta byC urzeczywistniona, trzeba koniecznie czyste
pojecie odnies¢ od utworu skadingd nam danego, do konkret-
nej, empirycznej prostej, trzeba wyjs¢ poza sfere czystych
poje¢ i niezrdzniczkowanego wyobrazenia przestrzennosci,
nie mogacego nada¢ znaczenia pojeciom, odnoszacym sie do
jego wyznaczen, do jego specyfikacyi. Niemozliwa do urze-
czywistnienia, gdyz w btednem obracajaca sie kole, konstruk-
cya kantowska, majaca polega¢ na uzmystowieniu pojecia,
musi ustgpi¢ miejsca konstrukcyi, zasadzajgcej sie na zidea-
lizowaniu wyobrazenia, na upojeciowieniu elementu empi-
ryczno-zmystowego. Jako rezultat tej myslowej konstrukcyi
otrzymamy idealng prostg geometryczna, nie ustepujaca pod
wzgledem okres$lonosci prostej czysto pojeciowej, majacy je-
dnak nad tg ostatnia te nieoceniong wyzszo$¢, ze co do nigj
moglismy wykaza¢ jej charakter przedmiotowy, jej mozli-
wo$C w naszej przestrzeni geometrycznej, z czego trzeba zu-
petnie zrezygnowaé, gdy idzie o prosta czysto pojeciowa,
okre$long w spos6b konwencyonalny. Majac teraz zapewnio-
ne istnienie geometryczne linii prostej, zajmiemy sie ele-
mentarnemi twierdzeniami, dotyczacemi tej linii.



ROZDZIAL VI.

Wywod pewnikéw geometryi euklidesowe.

Azeby zbudowac geometrye, trzeba przedewszystkiem
pozna¢ elementarne stosunki, zachodzace miedzy jej elemen-
tami. Twierdzenia, formulujace te elementarne stosunki,
zwg sie pewnikami. Podobnie jednak jak w kwestyi mozli-
wosci linii prostej w naszej przestrzeni geometrycznej nie za-
dowoliliSmy sie prostem przyjeciem tej mozliwosci, lecz mozli-
wosC te staraliSmy sie wyprowadzi¢ z wilasnosci przestrzeni
geometrycznej, tak rowniez i pewnikéw geometrycznych nie
mozemy wprost przyjaé, jako przedmiotowo pewne, lecz mu-
simy je dopiero jako takie wyprowadzi¢. Dla unikniecia nie-
porozumien trzeba tu scisle odroznia¢ dwie kwestye: kwestye
podmiotowej pewnosci i kwestye pewnosci przedmiotowej.
Z pierwszego punktu widzenia pewniki, dotyczace naszych
elementow geometrycznych, sg to sady bezposrednio pewne,
to znaczy sady, ktorych pewnos$¢ nie polega na wywodzie lo-
gicznym z innych sgdow; natomiast z drugiego punktu wi-
dzenia sg to sady, ktérych pewnos¢ przedmiotowa musi by¢
dopiero wyprowadzona, a wiec poznana posrednio zapomocg
wywodu, charakterystycznego dla teoryi poznania. W tem
wiasnie znaczeniu moéwimy tu o wywodzie pewnikéw, w tem
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rowniez znaczeniu moéwiliSmy o wywodzie elementéw geo-
metrycznych. Zanim jednak przejdziemy do tego przedmioto-
wego wywodu pewnikoéw, rozpatrzymy nasamprzod ich pod-
miotowg pewno$¢, przyczem zajmiemy sie tymi z posrod nich,
ktére maja bezposrednie znaczenie dla ugruntowania geome-
tryi euklidesowe;j.

Przedewszystkiem rozpatrzmy pewnik, gtoszacy, ze mie-
dzy dwoma punktami istnieje jedna tylko prosta. Jezeli
przedstawimy sobie linie prostg, t. j. linie o statym kierunku,
i jezeli wezmiemy na niej dwa jakiekolwiek punkty, to juz
przez to samo pewni bedziemy, ze przez dwa punkty prze-
chodzi linia prosta. Lecz czy tylko jedna? Zeby na to pyta-
nie odpowiedzie¢ z bezwzgledng pewnoscig, trzeba tylko
uswiadomic sobie istote idealnej linii prostej, jej bezwzgle-
dng prostolinijno$¢, absolutng statos¢ jej kierunku. Jezeli to
sobie uswiadomimy, to posiadziemy pewnos¢ Fezwzgledna
ze linia prosta miedzy dwoma punktami = jedyna linia pro-
sta miedzy tymi punktami. Dzieki ustanowieniu tej tozsa-
mosci zdobywamy pewnik o prostej, wykazujacy (przy anty-
cypacyi rezultatu wywodu przedmiotowego) niesferyczny
charakter naszej przestrzeni; w przestrzeni bowiem sferycz-
nej istniejg punkty, prostej jednoznacznie nie wyznaczajace.
Lecz moze kto zapyta¢, skad wiemy, ze w naszej przestrzeni
geometrycznej punktow takich niema; moze istnieja, a tylko
my o ich istnieniu nie wiemy. Uznanie takich punktéw by-
toby réwnoznaczne z twierdzeniem, ze dwie proste przecinajg
sie w dwodch punktach. Jezeli jednak u$wiadomimy sobie
bezwzglednie staty kierunek prostej, to twierdzenie to okaze

*) Pewnos$¢ bezwzgledng dla nas, ludzi, t. j. réwng pewnosci za-
sady tozsamosci.
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sie dla nas niemniej sprzeczne, niz twierdzenie rownoczesnie
przyznajace i zaprzeczajace prostej jej prostolinijny charak-
ter, stato$C jej kierunku. Przytem powinnismy uswiadomic
sobie jasno, ze niemozliwos¢ uznania przez nas pary pro-
stych, przecinajacych sie w dwoch punktach, ma swe zrddto
wylacznie w samej naturze tych prostych, w ich bezwzglednej
prostolinijnosci, i zupetnie nie zalezy od rozpatrzenia rozmai-
tych stosunkéw, w jakich te dwie proste znajdujg sie wzgle-
dem siebie, n. p. ich wzajemnego nachylenia. Ze tak jest
w istocie rzeczy, ze wiec mozemy zdobyé bezwzgledna pe-
wno$¢ o nieprzecinaniu sie dwaoch linii o statym kierunku
wiecej niz w jednym punkcie bez rozpatrywania niezliczo-
nych wypadkow dwoch linii prostych o rozmaitym kacie na-
chylenia, stanie sie rzecza oczywista, gdy sobie przypomni-
my, ZzeSmy te pewnos$¢ posrednio juz zdobyli przez rozpatrze-
nie jednej jedynej tylko prostej. Bylo to wtedy, gdySmy wy-
wod przedmiotowy linii prostej zastosowali do wykazania
nieriemannowskiego charakteru naszej przestrzeni. Posit-
kowalismy sie wtedy nastepujacem bezposrednio i bezwzgled-
nie pewnem twierdzeniem: linia nieograniczona o statym
kierunku = linia nieograniczona otwarta (= linia nieskon-
czona). Tozsamos¢ ta widnieje bezposrednio, jezeli tylko
przedstawimy sobie linie o statym kierunku. Wiedzac jednak,
ze prosta linia jest linig nieskonczong, wiemy takze, ze nie
jest prosta riemannowska, a co nas teraz bezposrednio inte-
resuje, ze nie jest prostg riemannowska typu sferycznego.
To za$ jest rownoznaczne z twierdzeniem, Zze nie jest prosta,
ktora druga prostg przecina w dwoch punktach.  Przekony-
wamy sie tedy, ze pewnos$¢ pewnika o linii prostej ma swe
Zrodto ostateczne w przedstawieniu sobie statosci Kierunku
linii prostej, a nie w uwzglednianiu najrozmaitszych potozen



77

dwdch przecinajacych sie prostych. Uwaga ta z odpowie-
dniemi zmianami dotyczy wszystkich wogole pewnikéw,
pewnosSC ich nie polega— jak przypuszcza n. p. Kroman —
na niezliczonej ilosci obserwacyi w najrozmaitszy sposob
zmodyfikowanych, nie polega na indukcyi, ktéra nigdy bez-
wzglednej pewnosci daé nie jest w stanie, lecz zasadza sie na
bezposredniem stwierdzeniu pewnej tozsamosci lub sprzecz-
nosci, na stwierdzeniu, ktore posiada pewno$¢ bezwzgledna,
gdyz dotyczy utworéw najprostszych, przytem idealnych,
i ma swe zrodto tylko w samej naturze utwordéw geometrycz-
nych, a nie w ich przypadkowem ugrupowaniu. Ze za$ ta-
kie bezposrednie stwierdzenie pewnych elementarnych wia-
snosci utwordéw przestrzennych ma znaczenie nie tylko bez-
wzglednie konieczne, lecz i powszechne, to znaczy posiada
waznos$¢ dla wszystkich utworéw tego rodzaju w przestrzeni
geometrycznej — to mamy zapewnione przez jednorodno$¢
przestrzeni geometrycznej, bedacg wyrazem niezmiennosci
utworéw przestrzennych, tozsamosci ich wiasnosci pomimo
zajmowania przez nie rozmaitych miejsc w przestrzeni geo-
metrycznej. Zar6wno wiec konieczno$é, jak i powszechnosé
pewnikéw geometrycznych nie jest pochodzenia indukcyjne-
go. Trzeba jednak pamieta¢, ze o ile ta powszechno$¢ ma
juz tu bezposrednio charakter przedmiotowy, gdyz oparta
jest na zasadniczej wiasnosci przestrzeni geometrycznej, to
konieczno$¢ (pewno$€) pewnikow tymczasem jest jeszcze
z punktu widzenia teoryi poznania natury podmiotowej, co
zupetnie nie przeczy bezwzglednej pewnosci pewnikow z pun-
ktu widzenia psychologicznego. Zanim podamy og6lng za-
sade przedmiotowego wywodu pewnikow, rozpatrzymy

*)  Kroman. Unsere Naturerkenntniss (t. niem., 1883), str. 87.
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jeszcze pod wzgledem pewnosci podmiotowej (psychologicz-
nej) pewnik o prostych rownolegtych.

Wiemy, ze pewnik 11-ty (postulat V-ty) Euklidesa, do-
tyczacy linii rownolegtych, jest rownowazny bezwzglednie
(to znaczy bez wzgledu na przyjecie lub nieprzyjecie pewni-
ka Archimedesa) z pewnikiem, orzekajagcym: dwie proste row-
nolegte sg rownoodlegte ¥ t.j.. dwie proste tej samej ptaszczy-
zny, ktore, przedtuzone do nieskonczonosci, nie spotykaja sie,
zachowuja zawsze jednakowa miedzy sobg odlegtos¢. To za$
oznacza, ze jezeli do danej prostej przez punkt zewnatrz niej po-
tozony poprowadzimy prostg réwnolegta (a mozemy jg popro-
wadzi¢ na zasadzie twierdzenia 27-go Euklidesa, niezaleznego
od pewnika o réwnolegtych), to prosta ta zachowywac¢ bedzie
na catej swej dtugosci jednakowa odlegto$¢ od danej prostej,
t. j. nie bedzie linig asymptotyczna, czyli linig nie przecinaja-
cq danej prostej, cho¢ zblizajgcg sie do niej na odlegtos¢ nie-
ograniczenie matg. Azeby przekona¢ sie o0 bezwzglednej praw-
dzie tego pewnika, wystarczy przedstawi¢ sobie dang prosta,
punkt pozewnatrz niej i dowolng linie przez punkt ten prze-
prowadzona, a asymptotyczng do danej prostej. Jezeli teraz
uswiadomimy sobie idealng stato$¢ kierunku linii prostej, to
z bezwzgledng pewnoscig stwierdzimy niemozliwos¢, by
linia asymptotyczna do danej prostej mogta by¢ linig prosta.
To za$ jest logicznie rownoznaczne ze stwierdzeniem pewni-
ka, ze linia réwnolegta do danej prostej nie jest asympto-
tyczna, t. j. zachowuje wszedzie jednakowa od niej odlegtosé.
W ten lub podobny sposéb z bezwzgledng pewnos$cig moze-
my przekonaC sie o prawdzie pewnika o rownolegtych.

*)  Por. Bonola: Die Nichteuklidische Geometrie (tt. niem., 1908),
str. 126, 127.
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UsSwiadamiamy sobie przytem, ze pewnos$ci jego nie przyno-
si najmniejszego uszczerbku ta okoliczno$¢, ze zostat stwier-
dzony zapomocg dowolnej linii asymptotycznej, przeprowa-
dzonej przez dowolny punkt, gdyz zdajemy sobie sprawe, ze
pewnik ten jest wylacznie ugruntowany w naturze linii pro-
stej, w statoSci jej kierunku, jako cesze niemozliwej w zadnej
linii asymptotycznej. Jezeli linia prosta jest linig prosta, to
nie jest asymptotg prostej.

Przeciwko zawierzaniu jednak tej podmiotowej pewnosci,
ptynacej z rozwazania utworOw przestrzennych, wcigz wyste-
puja racyonalisci najrozmaitszych typéw, a’specyalnie mate-
matycy — analitycy, powotujac sie na rzekome biedy, w kto-
re jakobySmy wpadali wtedy, gdy czerpiemy prawdy geome-
tryczne z przedstawien przedmiotéw przestrzennych. Jako
najbardziej przekonywajacy przyktad takiego rodzaju btedéw
wytaczana bywa zazwyczaj znana nam kwestya krzywych bez
stycznych. WidzieliSmy jednak, czem jest w istocie swej
ten sceptycyzm, skierowany przeciwko prawdom oczywi-
stym pochodzenia przestrzennego. Z danych analizy, ze ist-
nieja funkcye ciagte bez pochodnych, wyprowadza on btedny
whniosek, ze istniejg krzywe bez stycznych, co, jak wykaza-
liSmy, jest pozbawione stusznosci. Nie odrdznia ten dogma-
tyzm racyonalistyczny dziedziny czysto przestrzennej od dzie-
dziny czysto pojeciowej, przez co popada W sprzecznosci
z bezsprzecznemi danemi przestrzennemi i jedyne wyjscie
z tego potozenia znajduje w pozbawionym wszelkiej ‘pod-
stawy sceptycyzmie, skierowanym przeciwko prawdom ele-
mentarnym pochodzenia przestrzennego. Pewnos¢ podmio-
towa tych prawd jest jednak dla nas tak wielka, jak pewno$¢
prawa tozsamosci, gdyz odkrycie tych prawd nie polega na
niczem innem, jak na odwotaniu sie réwnoczesnem do pier-
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wiastku przestrzennego i do prawa tozsamosci, to znaczy
na oparciu sie na definicyi przedstawienia przestrzennego.
Jezelibysmy chcieli odda¢ w sformutowaniu pewnikéw mo-
ment psychologiczny, charakteryzujacy ich geneze, to formu-
towalibysmy je w sposob nastepujacy. ,Jezeli prosta jest
prostg, to dwie proste przecinajg sie w jednym tylko punkcie;
gdzie prosta— linia o statym kierunku it. p. W ten sposéb
wyrazilibySmy ten fakt psychologiczny, ze stwierdzenie sto-
sunkow, zachodzacych miedzy elementami geometrycznymi,
zasadza sie na dokladnem uSwiadomieniu sobie istoty tych
elementéw, wyrazonej w odnosnych definicyach, i ze zaprze-
czenie prawdziwosci pewnika, n. p. 0 przecinaniu sie dwdch
prostych, jest dla nas réwnowazne z zaprzeczeniem prawa
tozsamosci. Jezeli jednak tak wielka jest dla nas pewno$¢
twierdzen elementarnych, opartych na rozwazaniu $cisle okre-
$lonego pierwiastku przestrzennego, to trzeba argumentéw zu-
petnie innego rodzaju, niz przytaczanie nie istniejacych krzy-
wych bez stycznych, by nas przekonaé o mozliwej tu ztudzie.

A zluda ta mimo wszystko jest w zasadzie mozliwa.
Najbardziej pewne przedstawienia i sady na nich oparte mo-
ga nas przy niekrytycznej interpretacyi ich znaczenia wpro-
wadzi¢ w btad. Wszak patrzac na pret, zanurzony w pewien
spos6b w wodzie, posiadamy bezwzgledna pewnosé, ze jest
on zfamany, mimo to jednak jest on prostolinijny. Coz tu
zachodzi? czy nasz sad, oparty na wyobrazeniu ztamanego
preta, jest bledem? Lecz to jest niemozliwe, nie moze by¢ nic
pewniejszego nad to, ze pret, ktory widzimy, jest ztamany.
A wiec pret jest ztamany? Oczywiscie — lecz tylko w naszem
wyobrazeniu. Jako tre$¢ naszego wyobrazenia jest on zia-
many, i gdyby przedmiot tego wyobrazenia istniat w Swiecie
fizycznym, to bytby to pret zanurzony w wodzie i ztamany.
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Lecz w danym wypadku nie istnieje on w Swiecie zewnetrz-
nym, a tylko w naszem wyobrazeniu, jako jego tres¢, i jezeli
przedmiotowi naszego wyobrazenia, bezwzglednie pewnego,
jako wyobrazenie, przypisujemy zbyt po$piesznie istnienie
w $wiecie fizycznym, a nie tylko psychicznym, to popetniamy
btad, ktory niestusznie przypisujemy zmystom, gdyz polega
on na niekrytycznenl przekroczeniu dziedziny psychicznej,
wyrazajgcem sie w naszym sadzie o istnieniu fizycznem
przedmiotu zanurzonego w wodzie i ztamanego. — Podobnie
mogtoby sie zdarzy¢ i w dziedzinie, ktora nas teraz interesu-
je. Sad, orzekajacy, ze dwie proste przecinajg sie w jednym
tylko punkcie, mogtby posiada¢ dla nas bezwzgledng pe-
wnos$¢, a mimo to mogtby byc¢ btedny, jezelibySmy przedmio-
ty tego sadu uwazali bez uprzedniego wywodu za przedmio-
ty przestrzeni geometrycznej; sad ten jednak o dwoch prze-
cinajacych sie prostych, odniesiony do tych prostych, jako
tresci psychicznych (pojeé), a nie jako przedmiotéw geome-
trycznych, jest rownie bezwzglednie pewny, jak nasz sad
0 ztamanym precie, odniesiony do tego pretu, jako tresci
psychicznej (wyobrazenia), a nie jako przedmiotu fizycznego.
Widzimy wiec, ze pewnos¢ podmiotowa, chocby bezwzgledna,
nie gwarantuje nam pewnosci przedmiotowej, i ze pewniki
geometryczne podmiotowo bezwzglednie pewne mogtyby by¢
przedmiotowo btedne, gdyby sie okazato, ze ich przedmioty
nie sa wilasciwymi przedmiotami geometrycznymi, a tylko
przez nas za takie niekrytycznie sa poczytywane. Trzeba
wiec dla ugruntowania geometryi wykaza¢, ze przedstawie-
nia, ktérych dotycza pewniki, sg nie tylko treSciami psychicz-
nemi, lecz ze ich przedmioty posiadajg prawdziwe istnienie
geometryczne, sg prawdziwymi elementami geometrycznymi.
A ze geometrycznie istnie¢ znaczy byé mozliwym w przestrze-

Prolegomena filozof, do geometryi. 6



82

ni geometrycznej, trzeba wiec wykazac, ze linie o statym kie-
runku i nierozciggty punkt (ograniczamy sie tu do geometryi
ptaskiej) sa mozliwe w przestrzeni geometrycznej. Stowem,
by wykaza¢ przedmiotowg konieczno$¢ (pewnosc) pewnikow
geometrycznych, trzeba wykaza¢ mozliwos$¢ linii o statym
kierunku i nierozciggtego punktu w przestrzeni geometrycz-
nej, czyli ze wywaod (przedmiotowej koniecznosci) pewnikéw
geometrycznych sprowadza sie do wywodu elementéw geome-
trycznych. Ten za$ wywod zostat przez nas dla linii prostej
przeprowadzony w poprzednim rozdziale, a dla punktu geome-
trycznego w rozdziale trzecim niniejszej pracy. Zabezpiecza
on nas tu ostatecznie od mozliwosci jakichkolwiek ,,ztudzen
geometrycznych" i zapewnia przedmiotowg koniecznos$¢ pod-
miotowo bezwzglednie pewnym pewnikom geometryi eukli-
desowej. To znaczy: pewniki geometryi Euklidesa sg bez-
wzglednie Scistem sformutowaniem stosunkéw, zachodzgcych
W przestrzeni geometrycznej.

Lecz jezeli jest tak, jak mowimy, to stad wyptywa wnio-
sek, ze z istotg przestrzeni geometrycznej nie zgadzajg sie ani
pewniki, charakterystyczne dla geometryi riemarmowskiej, ani
tez te, ktdre charakteryzujg geometryet.obaczewskiego(a wiec
nie zgadza sie ani pewnik, gloszacy, ze do danej prostej nie
mozna przeprowadzi¢ zadnej réwnoleglej, ani tez pewnik,
orzekajacy mozliwos¢ dwdch prostych, przechodzacych przez
punkt zewnatrz danej prostej i do prostej tej rownolegtych).
To za$ znaczy, ze jezeli przestrzeh geometryczng okreslimy
jako nieograniczong tréjwymiarowa rozciagtosc cigghy i je-
dnorodng, to geometrya nieeuklidesowa, jako geometrya ta-
Kiej przestrzeni, bedzie logicznie niemozliwa, bedzie sprzecz-
na z wiasnosciami tej przestrzeni. Wbrew temu metageome-
trya twierdzi, ze geometrya nieeuklidesowa moze byé geome-
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tryg takiej przestrzeni, i jako dowdd przytacza, ze po zasta-
pieniu pewnika o rownolegtych przez odpowiednie pewniki
Riemanna lub tobaczewskiego system pewnikow, w ten spo-
séb otrzymany, nie bedzie zawierat w sobie zadnej sprzecz-
nosci i bedzie moégt przeto stuzy¢ za podstawe dla dedukcyi
geometryi nieeuklidesowych. Lecz dowod ten oznacza to tyl-
ko, ze pewnik o réwnolegtych nie wyptywa logicznie z in-
nych pewnikéw, ze wiec po odpowiedniem zastgpieniu go
otrzymamy nie zawierajgcy sprzecznosci logicznej system sg-
dow i z niego bedziemy mogli wysnuwa¢ wnioski logiczne,
zupetnie jednak nie méwi o tem, czy ten nowy pewnik, cho¢
zgodny z pozostatymi pewnikami, jest zgodny réwniez z za-
sadniczemi wihasno$ciami przestrzeni, ktorej ma dotyczyé. Je-
zeliby geometrya nieeuklidesowa chciata przedstawic tylko
system sgddw, nie zawierajacych sprzecznosci, lecz nie rosz-
czacych sobie pretensyi do tego, by przedstawiaty stosunki
logicznie mozliwe w przestrzeni geometrycznej, posiadajgcej
okreslone wiasnosci, to pod wzgledem logicznym bytaby bez
zarzutu, lecz oczywiscie nie bytaby geometrya, a logika lub
analiza; jezeli jednak ma ona przedstawia¢ stosunki mozliwe
w jednorodnej i ciaggtej przestrzeni trojwymiarowej, to dla jej
logicznej mozliwosci nie wystarcza wzajemna zgodno$¢ jej
pewnikéw, lecz wymagana jest jeszcze zgodnos¢ tych pewni-
kéw z zasadniczemi wiasnoSciami przestrzeni geometrycznej.
Bo gdyby ta ostatnia zgodno$¢ miejsca nie miata, to geome-
trya nieeuklidesowa nie mogtaby przedstawia¢ stosunkéw lo-
gicznie mozliwych w wyzej okreSlonej przestrzeni, a wiec, ja-
ko geometrya tej przestrzeni, bytaby logicznie niemozliwa,
cho¢, jako system sgdéw samych w sobie, nie przedstawiataby
sprzecznosci. Mozna tego dowies¢ rownie Scisle, jak logicz-
nej niemozliwosci krzywej przestrzennej bez stycznych. Do-
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wad ten jednoczes$nie bedzie dowodem tego, ze elementem
przestrzeni, o ktorej mowa, jest prosta, czynigca zado$¢ pe-
wnikom euklidesowym o0 wyznaczalnosci prostej przez dwa
jej punkty i o réwnolegtych prostych. Dowie$¢ logicznie nie
mozna tego tylko, Ze ta prosta jest linig o statym kierunku,
oczywiscie dlatego, ze wchodzi tu w gre Kierunek, element
przestrzenny ostateczny, nieprzywiediny ¥  Lecz pomijajac
juz to, ze jest to rzeczg dla nas bezposrednio i bezwzglednie
pewna, trzeba pamietaC o tem, ze kwestya ta jest kwestyg
domowg geometryi euklidesowej i przy decydowaniu o mo-
zliwosci logicznej geometryi nieeuklidesowych w gre zupet-
nie nie wchodzi. O tej mozliwosci, wzglednie niemozliwo-
$ci rozstrzyga tylko zgodnos$¢, wzglednie niezgodno$¢ zato-
zen tych geometryi z wihasno$ciami zasadniczemi przestrzeni
geometrycznej. Zanim jeszcze blizej zajmiemy sie kwestyami
metageometrycznemi, chcemy tez teraz nasz wywdd przed-
miotowej waznosci geometryi euklidesowej potwierdzi¢ osta-
tecznie przez wylozenie sprzecznosci logicznej, tkwiacej
w geometryi nieeuklidesowej, jako geometryi tréjwymiarowej
jednorodnej przestrzeni geometryczne;j.

Wywody Riemanna, dotyczace geometryi nieeuklideso-
wych, uchodzg dotychczas ws$rdéd zwolennikéw metageome-
tryi za jedne z najbardziej przekonywajacych o logicznej
poprawnosci tych geometryi. Jednakze ich sprzeczno$é z je-
dnorodnoscig przestrzeni geometrycznej widnieje juz bezpo-

*)  Mozna jednak dowie$¢ analitycznie, positkujac sie wyzszemi
przeksztatceniami, ze w przestrzeni ciggtej (bez przerw) istnieje jeden
tylko system linii, czynigcych zado$¢ pewnikom Euklidesa o prostej
i 0 réwnolegtych (por. Weber und Wellstein: Encyklopadie der Elemen-
tar-Mathematik, t. I, 1907, str. 117).
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srednio—wedtug stusznej uwagi Pietzkera ¥ — z zasadniczej
formuty, ktérg Riemann ustanawia dla elementu liniowego
przestrzeni o statej krzywiznie, t. . przestrzeni jednorodnych.
Formula ta jest nastepujgca:

gdzie a oznacza statg krzywizne przestrzenng, wiekszg od ze-
ra, rowng mu lub mniejszg od niego, w zalezno$ci od tego,
czy dana przestrzen jest sferyczna, euklidesowa lubtobaczew-
skiego. Dla dwdch wymiardw przybiera ona forme:

in /dx2 + dy-

[+ J ("NH+)
Dla jednego:
i dx
ds ——==--ciomnee-
1+

Jezeli a =10, wtedy mamy dla dwdch wymiaréw: ds —
= Vdx2- -y, dla jednego zas: ds=dx. Znaczy to, ze
przestrzen euklidesowa jest jednorodna, gdyz element prze-
strzenny ds nie jest w niej zalezny od potozenia w przestrze-
ni, t. j. od wartosci x, y dla dwéch, od wartosci za$ x dla je-
dnego wymiaru. Poza tem formuta ds — [*dx2-]-dy? ozna-
cza, Ze przestrzen euklidesowg charakteryzujg pewniki
0 prostej i o réwnolegtych, tutaj uwydatnione pod postacig
wzoru Pytagorasa. Jezeli jednak a jest nieréwne zeru, t. j.
jezeli mamy przestrzen sferyczng lub £.obaczewskiego, wtedy
element diugosci zalezny jest w nich od potozenia w prze-

*) Pietzker. Die Gestaltung des Raumes, 1891, str. 35-37.
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strzeni (od X, y), a wiec przestrzenie te nie sg jednorodne,
gdyz ostateczna jednostka dtugosci nie utrzymuje w nich
swej statej dtugosci, nie pozostaje rdwna samej sobie. | tak
w przestrzeni sferycznej, gdzie a> 0, ds jest maximum dla
X =0 (ograniczamy sie do jednego wymiaru), poczem w mia-
re oddalania sie od poczatku wspdtrzednych wciaz sie zmniej-
sza; w przestrzeni za$ tobaczewskiego, gdzie a<0, ds jest
minimum dla x — 0, poczem w miare oddalania si¢ od po-
czatku wspotrzednych wcigz wzrasta. W obydwoch wypad-
kach geometryi nieeuklidesowej element dtugosci nie pozo-
staje rownym samemu sobie, co jest réwnoznaczne z nieje-
dnorodnoscia przestrzeni geometrycznej, ktorag ma charakte-
ryzowaé. A wiec: ,,geometrye” nieeuklidesowe, cho¢ logicz-
nie mozliwe, jako formuty czysto analityczne, nie sg jednak
logicznie mozliwe, jako geometrye jednorodnej tréjwymiaro-
wej przestrzeni geometrycznej. Sprzeczno$¢ logiczna istnieje
w samych formufach Riemanna, gdzie a = constans oznacza
jednorodnos$¢ przestrzeni, zalezno$¢ za$ ds od wspotrzed-
nych—ijej niejednorodnosc, staje sie jednak widoczna dopiero
przy interpretacyi znaczenia, jakie tu posiada a, analitycznie
za$ formuty te do sprzecznosci nie prowadzg, gdyz dla ana-
lizy a jest tylko wielkoScig statg i niczem wiecej. Tak wiec
i zapomoca dedukcyi logiczno-matematycznych przekonywa-
my sie 0 tem, ze przestrzen geometryczna, jako nieograniczo-
na tréjwymiarowa rozciagtos¢ ciagta i jednorodna, moze by¢
tylko przestrzenig euklidesowa. Teraz juz tatwo bedzie nam
rozstrzygng¢ kwestye stosunku geometryi euklidesowej do
doswiadczenia, przeprowadzi¢ dowod jej waznosci empirycz-
nej. Lecz zanim do tego przejdziemy, powrdoémy jeszcze na
chwile do pojecia linii prostej.

Pojecie to zostato skonstruowane (whasciwie: zrekonstruo-
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wane) w ten sposob, ze do wyobrazenia prostej odniesliSmy sad
wyaobrazony (pojecie czyste), przypisujacy jej cechy czystosci,
jednowymiarowosci i statosci kierunku. Na zasadzie tego po-
jecia w kazdej chwili mozemy poda¢ definicye prosteji jako li-
nii geometrycznej, posiadajacej staty kierunek. Lecz mozemy
otrzymac jak gdyby wyzsze, petniejsze pojecie prostej geome-
trycznej, jezeli do pojecia pierwotnego tej linii odniesiemy jej
wiasnosci sformutowane w sgdach wyobrazonych, odtwarzaja-
cych n.p. pewniki o prostej i 0 rownolegtych. Przedstawieniem
podktadowem tego nowego pojecia bedzie juz nie wyobrazenie
konkretnej prostej, a pojecie prostej idealnej, lecz to zasa-
dniczej roznicy nie stanowi, poniewaz pojecie prostej idealnej
zawiera przeciez w sobie wyobrazenie prostej konkretnej, tak
ze w kazdym razie to nowe pojecie bedzie miato podkiad
wyobrazeniowy. Na zasadzie tego pojecia w kazdej chwili
bedziemy mogli podac definicye prostej geometrycznej oraz
jej wiasnosci, polegajgce na tem, ze jest ona jednoznacznie
wyznaczona przez dwa punkty, jak réwniez Zze przez punkt
zewnatrz niej potozony mozna poprowadzi¢ do niej tylko je-
dng réwnoleglta. Chcemy tu zwr6ci¢ uwage na zasadniczg
roznice, jaka istnieje miedzy pojeciem czystem, zapomoca
ktérego skonstruowaliSmy pierwotne pojecie prostej geome-
trycznej, a pojeciami czystemi, konstruujgcemi pojecie po-
chodne tej linii. Pierwsze pojecie czyste (sad wyobrazony:
prosta linia jest utworem geometrycznym jednowymiarowym
o statym kierunku) moze otrzymac znaczenie logiczne tylko
przez odniesienie do utworu przestrzennego, gdyz orzekac
ma ono wiasno$¢ wylkacznie przestrzenng (statos¢ kierunku
jednowymiarowego utworu geometrycznego); natomiast po-
jecia czyste, odpowiadajace pewnikom geometrycznym, mo-
gq staé sie utworami logicznymi wtedy réwniez, gdy podio-
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zone pod nie zostang utwory nieprzestrzenne. Ma za$
to miejsce dlatego, ze te pojecia czyste drugiej kategoryi
formutowaé majg nie whasnosci przestrzenne, lecz pewne sto-
sunki, mogace zachodzi¢ réwniez miedzy utworami nieprze-
strzennymi, n. p. stosunek dwoch elementéw tej samej klasy
do elementu innej klasy, polegajacy na tem, ze o ile sg dane
pierwsze dwa elementy, to dany jest i drugi. Uwaga ta, pod-
kre$lajaca rdznice miedzy pojeciami czystemi obydwdéch ka-
tegoryi, bedzie dla nas specyalnie wazna, gdy zajmiemy sie
t. zw. geometryg abstrakcyjng. , Teraz za$ przejdziemy do

rozpatrzenia stosunku geometryi euklidesowej do doswiad-
czenia.



ROZDZIAL VII.
Geometrya euklidesowa a doswiadczenie.

Przy rozpatrywaniu stosunku geometryi euklidesowej
do doswiadczenia specyalnie uwydatnia sie dobroczynny
wphtyw, jaki wywiera na zoryentowanie sie w istocie i znacze-
niu geometryi uwzglednianie elementu przestrzennos$ciowego
przestrzeni geometrycznej i jej zasadniczych utworow. Azeby
sie 0 tem przekonac, najlepiej bedzie, jezeli nasamprzdd zo-
baczymy, w jakiem potozeniu przy decydowaniu o przedmio-
towo doSwiadczalnej wartosci geometryi euklidesowej znaj-
dujg sie ci, ktdrym brak sprzecznosci w formutach analitycz-
nych wystarcza, by widzie¢ w nich geometrye nieeuklideso-
Wwa, a nastepnie poréwnamy z tem te rezultaty, do ktdrych
dochodzi sie, wychodzac ze stanowiska, przez nas zajetego.

Z punktu widzenia czysto logicznego lub czysto anali-
tycznego twierdzenia lub formuly geometryi nieeuklidesowej
nie zawierajg sprzecznosci, sa logicznie mozliwe, sg réwnie
uprawnione, jak twierdzenia i formuly geometryi euklideso-
wej. Jezeli teraz zwolennicy czysto logicznego lub czysto
analitycznego pojmowania geometryi zwrécg sie do doswiad-
czenia z pytaniem, ktéry z trzech logicznie mozliwych syste-
mow twierdzen jest wazny dla doswiadczenia i znajduje
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w niem potwierdzenie, to muszg by¢ przygotowani na to, ze
odpowiedzi na to pytanie nie otrzymajag. Bo cho¢ pomiary
trojkatéw ziemskich i niebieskich dotychczas zawsze wyka-
zywaly sume ich katow jako rowng dwom prostym, to jednak
wobec zajecia btednego stanowiska czysto logicznego wcigz
pozostawatoby niewiadomem, czy osiggnietoby ten sam rezul-
tat, gdyby boki tych trojkatéw byty idealnemi prostemi i gdy-
by idealnymi byty nasze instrumenty. Poniewaz jednak in-
strumenty nasze nie sg idealne, a bezwzgledna prostolinijno$¢
réwniez nie moze byé w doswiadczeniu zagwarantowana,
wiec zawsze pozostawatoby mozliwem, ze w trjkatach o bo-
kach Scisle prostolinijnych suma katow bytaby nieco mniej-
sza lub wieksza od dwoch prostych — innemi stowy, ze by-
tyby one nieeuklidesowe; to za$, ze pomiary trojkatow wy-
kazujg ich sume jako réwng dwdém prostym, przypisacby
wtedy nalezato w pierwszym rzedzie niedoskonatosci naszych
pomiaréw, w drugim—mozliwej nieprostolinijno$ci bokéw roz-
patrywanych trojkatow. Gdyby za$ kiedy$ nowe pomiary
trojkatow ziemskich czy niebieskich wykazaty odstepstwo
sumy ich katow od 2 d, wtedy zndéw trudno bytoby sie ana-
litykom zdecydowaé, skad pochodzi ta rdznica, czy z niesci-
stosci naszych instrumentéw lub bokdéw tych fizyczno - astro-
nomicznych tréjkatéw, czy tez rzeczywiscie z ich nieeuklide-
sowej natury. Stowem, gdy zwracamy sie do do$wiadczenia,
by nam wskazato, ktéry z mozliwych logicznie systeméw
znajduje w niem potwierdzenie, ktory jest prawdziwy, to do-
$wiadczenie na to pytanie nigdy nie bedzie mogto da¢ nam
odpowiedzi, gdyz jego dane bedg przedstawiaty wielko$¢ sta-
ta w rownaniu z dwiema niewiadomemi (jedng geometryczna,
druga fizyczng), a wiec beda niedostateczne do Scistego roz-
wigzania tego réwnania co do niewiadomej geometrycznej.
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Jezeli chodzi o sume katéw w tréjkacie fizycznym, to ogélny
wzor, zapomocg ktérego mozna przedstawi¢ zalezno$¢ da-
nych doswiadczalnych od czynnikéw geometrycznych i fi-
zycznych, k = f(Xx,y), sprowadzi¢ sie daje do rownania linio-
wego X-'ry=K, gdzie x bedzie wielkoScia, wyrazajacg su-
me katdw w trdjkacie o bokach idealnie prostych, y—btedem,
wynikajacym z nieidealnosci linii i niescistosci pomiaréw, k
za$ bedzie oznaczato dang przez dosSwiadczenie sume katow
w trojkacie. Jezeli mimo dwie niewiadome tego réwnania
chce sie jednak wyprowadzi¢ z niego jakie$ wnioski, to mozna
to uczyni¢ w dwojaki sposob, z ktorych jeden bedzie charak-
terystyczny dla empiryzmu, drugi — dla konwencyonalizmu.
Mianowicie: 1) opierajac sie na tem, ze y jest wielko$cig zni-
komo matg, mozna powiedzie¢, ze dotychczasowe dos$wiad-
czenia potwierdzajg w granicach S$cistosci pomiardéw stusz-
nos$¢ hipotezy euklidesowej, lecz ze moze by¢ ona obalong
przez doswiadczenia przyszie, o ile dadzg one dla k wielkosci
inne, niz dotychczas przez nas otrzymywane — jest to
stanowisko, zajmowane przez wszystkich metageometréw -
empirykéw, poczynajac od Gaussa, kofAczac na Enriques’fe
lub 2) mozna umowic sie, ze z posrod logicznie mozliwych
i rownouprawnionych systemow wybieramy system Euklide-
sa, jako najprostszy i najdogodniejszy, a wiec X kladziemy
=2 d, y za$ okreslamy (positkujac sie odpowiedniemi hipo-
tezami fizycznemi) w ten sposob, by zawsze 2d y—Kk,
a wiec zeby danym dos$wiadczalnym zawsze stawalo sie za-
dos¢; jest to stanowisko, zajmowane przez metageometrow -
konwencyonalistow, przedewszystkiem przez Poincarego ¥*

*)  Enriques. Probleme der Wissenschaft (t. niem., 1910), str. 275.
**)  Poincare. Nauka i hipoteza, str. 47, 65.
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poznaliSmy bezwzglednie Scisle a jednoznacznie, tak samo
poznajemy w spos6b identyczny nature geometryczng prze-
strzeni fizycznej, stosunki geometryczne w niej panujace—
gdyz poznania te sg w istocie rzeczy jednem i tem samem
poznaniem, w dwojaki sformutowanem sposéb. A wiec z bez-
wzgledng pewnoscig twierdzi¢ mozemy, ze tréjwymiarowa
i ciggta przestrzen fizyczna, przestrzen naszego dos$wiadcze-
nia, jest pod wzgledem geometrycznym natury euklidesowej,
posiada krzywizne réwng zeru, mozemy to twierdzi¢, nie od-
wolujac sie bezposrednio do doswiadczenia, nie zapytujac
w tej kwestyi nauk do$wiadczalnych, ktére Scistej odpowie-
dzi na to pytanie da¢ zupetnie nie moga. Wszelka nieokre-
$lonos¢ geometryczna przestrzeni naszego doswiadczenia zni-
ka tedy zupetnie, i w formule k— f(X, y) (gdzie przez k ozna-
czamy dane dos$wiadczalne, x—czynnik geometryczny, y—
czynnik fizyczny zjawiska), x okazuje sie¢ wielkoscig okreslo-
ng (= a). | jezeli kiedykolwiek zdarzytoby sie, ze suma ka-
tow w jakim tréjkacie okazataby sie nieréwng 2cZ, to nie mie-
libySmy juz watpliwosci, czemu przypisac te roznice, wiedzie-
libySmy, ze przyczyna jej lezy w nieprostolinijnosci bokdéw
trojkata lub niedoktadnosci naszego instrumentu miernicze-
go, a nie w nieeuklidesowej naturze przestrzeni naszego do-
Swiadczenia. Jakimze jednak sposobem, zapytamy, mozna
przepisywaé prawa przyrodzie na cigg catej przysztosci, skad
wiemy, Ze natura geometryczna naszej przestrzeni fizycznej
nie ulegnie zmianie? Azeby na to pytanie odpowiedzie¢, roz-
patrzmy nieco blizej przestanki syllogizmu, prowadzace do
uznania euklidesowej natury naszej przestrzeni fizycznej.
Nasza przestrzen fizyczna (V4) jest przestrzennoscig tréj-
wymiarowg i cigglty (B), ta przestrzennos¢ trojwymiarowa
i ciggta jest identyczna pod wzgledem geometrycznym z czy-
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sta, nieograniczong, tréjwymiarowa i ciggty przestrzennoscia
(C), ta za$ ze swej strony moze posiadaé, jak widzieliSmy, na-
ture tylko euklidesowa (D). Mamy wiec szereg przestanek:
A=B,B=C, C—D, z ktérych wynika A=.D, czyli euklidesowy
charakter przestrzeni naszego doswiadczenia. Kwestya wiec,
czy przestrzen naszego doSwiadczenia zawsze bedzie euklide-
sowa, sprowadza sie do tego, czy zawsze bedzie A — B,
B=C C=D. Zeteraz A=B, jest to dla nas pewnikiem
(doswiadczalnym), twierdzeniem, w ktérem mozliwos¢ biedu
jest wykluczona; lecz czy zawsze tak bedzie, czy zawsze prze-
strzen fizyczna bedzie przestrzennos$cig tréjwymiarows i cig-
gta, tego nie mozna twierdzi¢ z bezwzgledng pewnoscia, gdyz
prawo tozsamosci nie moze nam zagwarantowaé niezmienno-
Sci elementéw realnych. Mozemy natomiast z bezwzgledng
pewnoscia twierdzi¢, ze zawsze B bedzie rowne C, C za$ D.
Albowiem C jest w ten sposob wiasnie skonstruowane, by od-
twarzato B pod wzgledem geometrycznym, D za$ jest logicz-
nym wynikiem C, obie wiec przestanki sg od doswiadczenia nie-
zalezne. Takze mozemy powiedzieC: jezeli przestrzen fizyczna
pozostanie przestrzennoscig tréjwymiarowa i ciagta, to tem
samem zachowa swoj charakter euklidesowy, swg obecng na-
ture geometryczna; jezeli nasza przestrzen fizyczna pozosta-
nie, jaka jest i jaka byfa, to pozostanie jak byla euklidesowa.
| jezeli wpierw to przepisywanie praw geometrycznych przy-
rodzie wydawato sie czem$ bardzo zuchwatem i nieprawdo-
podobnem, to po powyzszych roztrzasaniach zda sie posia-
da¢ charakter niezwykle skromny, prawie tautologiczny. Tak
jednak nie jest. Nie dane nam jest wprawdzie wypowiadac
0 przysztosci Swiata saddéw, waznych bez wszelkich ograni-
czajagcych warunkéw, mozemy jednak w niektérych dziedzi-
nach wiedzy Scistej ilos¢ tych warunkéw sprowadzi¢ do mini-
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mum, same za$ warunki wybra¢ w ten sposéb, by przed-
stawiaty dane doswiadczalne najelementarniejsze, najstal-
sze, najbardziej pewne. To wilasnie zachodzi w geometryi:
wazno$¢ empiryczna twierdzeri geometryi euklidesowej ogra-
niczona jest jednym jedynym warunkiem doswiadczalnym,
tym mianowicie, by najelementarniejszy, najstalszy i najbar-
dziej pewny skiadnik naszego doswiadczenia, trojwymiarowa
ciagta przestrzenno$¢, pozostat bez zmiany sktadnikiem te-
go doswiadczenia. Jezeli warunek ten jest wypetniony, to
wazno$¢ geometryi euklidesowej dla przedmiotow naszego
doswiadczenia jest bezsprzeczna, przytem oparta nie na umo-
wie, lecz na poznaniu wiasnosci geometrycznych Swiata fi-
zycznego. Trzeba jednak pamietaé, ze te wiasnosci geome-
tryczne, aby mogly by¢ poznane, muszg nasamprzéd byé
przedstawione w czystej postaci, jako wiasnosci idealnych
utwordw, nie istniejgcych w Swiecie naszego doswiadczenia;
trzeba pamieta¢, ze gdy méwimy o geometrycznych wiasno-
§ciach utwordw fizycznych, to mamy wiasciwie na mysli wia-
snosci utwordéw geometrycznych, ktérych niedoskonatymi
przedstawicielami sg odnosne fizyczne utwory. Dziedzina
wiec geometryi jest odmienna od dziedziny fizyki, jej ele-
menty nie sg elementami nauki do$wiadczalnej, lecz powstajg
przez idealizacye elementéw konkretnych. Jest przytem rze-
czg zasadnicza, by idealizacya ta nie byla za daleko posu-
nieta, by, eliminujac z utworéw fizycznych i fizycznej prze-
strzeni pierwiastek materyalno-dynamiczny, nie usuwata za-
razem pierwiastku przestrzennego, wyrdzniajacego geometrye
od analizy i logiki. Nie méwimy o tem, ze bez elementow
przestrzennych nie moznaby w geometryi kroku naprzod
uczyni¢, ze nie moznaby tem bardziej dojs¢ do twierdzen,
umozliwiajgcych zastosowanie analizy do geometryi, by w ten
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sposob chocby pozornie uwolni¢ sie od pierwiastku prze-
strzennego, nie méwimy tu o tem, gdyz mimo wszystkie pro-
testy filozofow geometrya operowata i operuje elementami
przestrzennymi i tylko dlatego mogta zosta¢ nauka. Zbyt
daleko posunieta idealizacya grozna jest nie dla geome-
tryi, ktora jej nie uznaje, lecz dla filozofii geometryi, dla
pojmowania wiasciwego nauki geometrycznej i dla wia-
$ciwej oceny jej wartosci, jako poznania stosunkow geome-
trycznych, panujacych w naszej przestrzeni. Jezeli bowiem
wyeliminujemy pierwiastek przestrzenny z przestrzeni geo-
metrycznej, to utraci ona wiasciwg sobie okreslonosé i jako
czyste pojecie dopuszcza¢ bedzie rozmaite logiczne mozliwo-
§ci, z posrdd ktdérych doswiadczenie nie bedzie w stanie do-
kona¢ wyboru. Determinacya naszej przestrzeni geometrycz-
nej na zawsze zostanie utracona, a wraz z nig i determinacya
geometryczna przestrzeni fizycznej; geometrya euklidesowa
zostanie pozbawiona godnosci nauki Scistej i zdegradowana
do stopnia prawdopodobnej hipotezy lub nic wspdlnego
z prawda nie majacej konwencyi, wygodnej wprawdzie dla
geometrow, lecz moze zabojczej dla fizykow.

Inaczej jednak zupetnie rzecz sie przedstawiaC bedzie,
jezeli zachowamy wiasciwy'geometryi pierwiastek przestrzen-
ny i przestrzen geometryczng oraz jej utwory pojmowac be-
dziemy jako pojecia, ktérych przedmiot jest czystg przestrzen-
noscia. Wtedy przestrzeh geometryczna nie bedzie juz utwo-
rem czysto logicznym, dopuszczajacym, jako pojecie ogolne,
rozmaito$¢ specyfikacyi, ktérych wiasnosci formutowa¢ ma
wiasnie geometrya ogdlna, lecz jako czysta i ciagta trojwy-
miarowa przestrzenno$¢ bedzie przedmiotem o charakterze
§cisle okreSlonym, o charakterze, jak sie okazato, euklideso-
wym. | trzeba wtedy bedzie uswiadomi¢ sobie tylko, ze prze-

Prolegomena filozof, do geometryi. 7
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strzeA geometryczna, jako czysta i ciagta tréjwymiarowa
przestrzenno$¢, nie jest niczem innem, jak geometrycz-
nemu odbiciem przestrzeni fizycznej (réznica bowiem mie-
dzy niemi dotyczy tylko dziedziny fizycznej, a nie geome-
trycznej), zeby wyprowadzi¢ nieomylny wniosek o bezwa-
runkowej waznosci geometryi euklidesowej dla naszego do-
$wiadczenia, dla naszego fizycznego Swiata. W ten spos6b
przy zachowaniu pierwiastku przestrzennego geometrya zo-
stanie ugruntowana jako nauka $cista i przedmiotowa: dzieki
temu, ze jej czysto-przestrzenne utwory sg przestrzenne, jest
ona przedmiotowa, dzieki za$ temu, Ze sg czyste, jest Scista.
Czystos¢ za$ elementdw przestrzennych (i samej przestrzeni
geometrycznej) jest oznakg ich pojeciowej natury, tego, ze
nie sg one wyobrazeniami tylko, lecz pojeciami, zbudowane-
mu na podkiadzie wyobrazen, pojeciami, ktoérych przedmiot
jest przestrzenny. Elementy geometryi nie sg jednak — jak
widzieliSmy — czystemi pojeciami, jak roéwniez przestrzen
geometryczna nie jest czystem pojeciem, sama wiec geome-
trya nie jest naukag czysto pojeciowa, lecz tylko pojeciowa,
a wiec U swej podstawy majaca pierwiastek empiryczno-wy-
obrazeniowy. WidzieliSmy juz jednak, jak do dziedziny geo-
metryi usitowaly wslizgnaé sie i stoczy¢ walke z elementem
przestrzennym utwory czysto pojeciowe: widzieliSmy to wte-
dy mianowicie, gdysmy sie zetkneli z ,,geometryg” nieeukli-
desowa. Wieksze jeszcze bez pordwnania niebezpieczenstwo
grozi geometryi, a whasciwie filozofii geometryi, z innej stro-
ny, ze strony t. zw. geometryi abstrakcyjnej (euklidesowej).
Tu juz idzie nie o wslizgniecie sie utwordéw czysto pojecio-
wych do dziedziny geometrycznej, lecz o catkowite opanowa-
nie jej przez te utwory, o przeksztatcenie geometryi euklide-
sowej na nauke czysto pojeciowa. Azeby ostatecznie ugrun-



towa¢ geometrye euklidesowa jako nauke pojeciowg o ele-
mentach przestrzennych, musimy blizej jeszcze rozpatrze
i wykaza¢ btednos¢ pogladow metageometrow, nie liczacych
sie w sposob dostateczny z danemi przestrzennemi, natomiast
zbyt tatwo dajacych postuch logicznym mozliwosciom i zbyt
ufnych w potege czystych bezprzedmiotowych poje¢. Bedzie
to przedmiotem nastepnej czesci, w ktorej nasamprzdd zaj-
miemy sie geometrya nieeuklidesowa, nastepnie za$ przejdzie-
my do rozpatrzenia geometryi abstrakcyjnej.
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ROZDZIAL VIII.
Geometrya nieeuklidesowa.

WidzieliSmy w rozdziale széstym niniejszej pracy, ze
podane przez Riemanna wzory dla geometryi nieeuklideso-
wej zawierajg w sobie sprzeczno$¢, ktdra wprawdzie nie uwy-
datnia sie przy analitycznem ich traktowaniu, wystepuje jed-
nak natychmiast na jaw, jezeli tylko zdamy sobie sprawe
z whasciwej natury zawartej w tych wzorach statej rieman-
nowskiej, majacej oznaczac¢ jednorodno$¢ przestrzeni—jedno-
rodno$¢, ktorej catkowitem zaprzeczeniem sg wiasnie owe
wzory. Sprzeczno$¢ ta zniknie jednak zupetnie, jezeli proste
nieeuklidesowe bedziemy pojmowali nie jako linie proste
ptaszczyzny nieeuklidesowej, a jako linie geodezyjne (naj-
prostsze) pewnych (krzywych) powierzchni euklidesowych.
Mysl takiej interpretacyi wzor6w Riemanna nasuwa si¢ sama
przez sie, jezeli wzigé pod uwage wzor, podany przez niego
nie dla elementu liniowego przestrzeni o stalej krzywiznie,
lecz wzor ogolniejszy dla elementu liniowego przestrzeni
wogoble. Wzoér ten ma postaé formy rdzniczkowej kwadra-
towej:

ds? = Z aij dxi dxj,
gdzie aij — funkcye ciagte wspdtrzednych; rozwiniety dla
ptaszczyzny, przybiera on forme:
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ds? = A dx? 4~ Bdxdy -j- Cdy?,

gdzie A, B, C — funkcye ciggle x i y. Jezeli teraz z wzorem
tym poréwnamy formute geometryi euklidesowej dla elemen-
tu liniowego powierzchni:

ds? — Edu? + 2 Fdudv -]- G du?,

gdzie E, F, G—funkcye ciagte uiv, to najblizsze pokrewien-
stwo obu wzoréw bezposrednio nas uderzy. Pozwala nam
ono mie¢ nadzieje, ze na powierzchniach euklidesowych, wsrdd
ich linii geodezyjnych odnajdziemy stosunki, ktore metageo-
metrya chciata ustanowi¢ miedzy liniami prostemi ptaszczyzn
nieeuklidesowych. W ten spos6b stosunki te przestang byé
wprawdzie sprzeczne z jednorodnoscig przestrzeni, gdyz dla
ptaszczyzny euklidesowej beda wazne zwykie formuty eukli-
desowe, lecz rébwnoczes$nie przestang takze posiada¢ samo-
dzielne znaczenie geometryczne, znaczenie stosunkéw w prze-
strzeni nieeuklidesowej.

| rzeczywiscie na powierzchniach o stalej krzywiznie
odnajdujemy w pewnej mierze stosunki, ktore miaty charak-
teryzowaé przestrzenie nieeuklidesowe. Na powierzchni o sta-
tej dodatniej krzywiznie, na kuli, spotykamy stosunki charak-
terystyczne dla geometryi Riemanna, na powierzchni o sta-
tej ujemnej krzywiznie, na pseudosferze— zwigzki geometryi
tobaczewskiego. Linie geodezyjne kuli, wielkie kota, maja
dtugos¢ skonczong i nigdy nie sg do siebie rdwnolegte; linie
geodezyjne pseudosfery, traktorye, biegna w nieskoriczonosc,
zblizajac sie do siebie asymptotycznie. Podobnie tréjkaty,
utworzone z linii geodezyjnych kuli, posiadajg sume katow
wiekszg od dwdch prostych — wiasnoS¢ charakterystyczna
dla geometryi Riemanna; tréjkaty za$ pseudosfery wykazuja
sume katéw mniejsza od dwdch prostych, co jest znéw cechg
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whasciwg tréjkatow tobaczewskiego. Rozumiemy jednak,
ze te i tym podobne ,,uzmystowienia' geometryi nieeuklide-
sowych uzmystawiajg tylko stosunki, ktoreby zachodzity
miedzy prostemi nieeuklidesowemi, gdyby te istnie¢ mogty
w przestrzeni geometrycznej: takie jednak proste istnie¢ nie
moga, i dlatego wiasnie stosunki, o ktérych mowa, sa cha-
rakterystyczne w naszej przestrzeni nie dla linii prostych
ptaszczyzny, lecz dla linii geodezyjnych powierzchni krzy-
wych — to za$ jest uzmystowieniem nie tyle geometryi nie-
euklidesowych, ile raczej tego, ze proste nieeuklidesowe
W przestrzeni geometrycznej nie istniejg i istnie¢ nie moga.
Dlaczego jednak, spytamy, metageometrya wcigz z duma
przytacza takie ,,uzmystowienia" na powierzchniach euklide-
sowych lub najrozmaitsze odwzorowania przestrzeni nieeukli-
desowych w przestrzeni euklidesowej lub w dziedzinie aryt-
metycznej? Oto dlatego, ze sg one rzeczywistym dowodem
logicznej poprawnosci tych systeméw, tego, ze nie zawierajg
one sprzeczno$ci w takim samym stopniu, jak nie zawiera jej
geometrya euklidesowa, a nawet arytmetyka. Przypuszczajg
przytem metageometrzy, ze okoliczno$¢ ta wystarcza juz do
tego, by geometrye nieeuklidesowe moglty by¢é uwazane za
systemy, wyrazajace geometryczne stosunki, mozliwe w naszej
tréjwymiarowej jednorodnej przestrzeni. WidzieliSmy jednak,
ze wniosek z poprawnosci logiczno-analitycznej formut ,,geo-
metryiu nieeuklidesowej o0 ich znaczeniu jako systemow geo-
metryi, wyrazajgcej mozliwe wiasnosSci utworéw w trojwy-
miarowej jednorodnej przestrzeni, nie jest niczem usprawie-
dliwiony. Stwierdzenie tej poprawnosci logicznej moze pro-
wadzi¢ jedynie do wniosku, ze pewnik o réwnolegtych jest
logicznie niezalezny od pozostatych pewnikdéw Euklidesa,
gdyby bowiem byt od nich zalezny, to jego odwrotnik w po-
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fgczeniu z tymi pewnikami tworzytby system w sobie sprzecz-
ny; nie upowaznia nas jednak zupetnie do wyprowadzenia
whniosku 0 zgodno$ci pewnikéw, charakterystycznych dla nie-
euklidesowych geometryi, z istotg przestrzeni geometrycznej.
| rzeczywiscie, jak sie okazato i jak sie jeszcze niejednokrot-
nie okaze, pewniki te nie sg w zgodzie z istotnemi wiasno-
Sciami tej przestrzeni, to za$ oznacza, ze charakterystyka
przestrzeni geometrycznej, jako tréjwymiarowej rozciagtosci
ciagtej a czystej, determinuje jednoznacznie wiasnosci tej
przestrzeni i nie pozostawia juz pola dla logicznych mozli-
wosci.

WidzieliSmy dawniej, Ze geometrya nieeuklidesowa
przeczy jednorodnosci przestrzeni, teraz zobaczymy, ze prze-
czy ona rowniez bezpo$rednio bierno$ci przestrzeni geome-
trycznej. Rzecz sie tak mianowicie przedstawia. Geometrye
nieeuklidesowe uznajg wartos¢ pewnikéw Euklidesa w dzie-
dzinie wielkosci nieskoriczenie matych tej przestrzeni, ktorej
dotycza, a wiec uznajg ,,ptaskosc” tych nieskonczenie matych
elementow. Tak n. p. zgadzajg sie na to, ze w nieskonczenie
matym trojkacie przestrzeni Riemanna lub tobaczewskiego
suma katéw ré\yna sie 2d. Jest to wiec nasz zwykly trojkat
euklidesowy, ktdérego boki sg prostemi euklidesowemi, kto-
rego plaszczyzna jest ptaszczyzng euklidesowa. Lecz jezeli
w przestrzeni Riemanna lub tobaczewskiego moga istnie¢
nieskoriczenie mate odcinki euklidesowe oraz nieskonczenie
mate ,,ptaskie" elementy powierzchniowe, to cdz moze prze-
szkodzi¢, by istniaty w tej przestrzeni réwniez skonczone
odcinki prostej euklidesowej lub plaszczyzny euklidesowe
o wielkosci skonczonej, a wiec by przestrzen ta byla w isto-
cie swej euklidesowg? Jezeli nie chcemy przeczy¢ biernosci
przestrzeni, wynikajgcej bezposrednio z jej czystosci, musimy
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odpowiedzieC: nic temu na przeszkodzie w biernej przestrze-
ni stang¢ nie moze; w biernej przestrzeni, w Kktorej istniejg
nieskonczenie mate odcinki prostych euklidesowych i nie-
skonczenie mate elementy powierzchniowe euklidesowe, ist-
nie¢ muszg réwniez skonczone (i nieskonczone) proste i ptasz-
czyzny euklidesowe, przestrzen ta musi by¢ euklidesowa.

Czy sprzeczno$¢ ta z zatozeniem biernosci przestrzeni
uwydatnia sie w formutach analitycznych geometryi nieeukli-
desowej? Bezposrednio nie uwydatnia sie, gdyz biernos¢
przestrzeni, ktora jest tylko innym wyrazem dla jej jednoro-
dnosci i czystosci, mozemy analitycznie wyrazi¢ tylko zapo-
moca pewnej stalej, ta za§ znéw analitycznie nie oznacza nic
ponad statg wielko$¢ i moze by¢ w zewnetrznej zgodzie z for-
muta, ktéra w istocie rzeczy przeczy jej wewnetrznemu zna-
czeniu. Jezeli jednak zwrécimy uwage na to, w jaki sposob
wyprowadza geometrya nieeuklidesowa swe formuty, uznajac
warto$¢ geometryi euklidesowej w dziedzinie nieskonczenie
malej, to sprzeczno$¢ wewnetrzna geometryi nieeuklidesowej
stanie sie oczywistg. Tak n. p. Killing¥ positkuje sie w tym
celu tréjkatem prostokagtnym o kacie nieskonczenie matym.
Tréjkat ten uwaza on za' euklidesowy, t.j. sume jego katdw
za rowng 2d, a wiec drugi kat jego rowniez za prosty. Po-
siada przeto ten tréjkat dwa réwne boki (¥), ograniczajace
kat nieskoriczenie maty (dg) — i przeciwlegty temu katowi
nieskonczenie maty bok powinien by¢ uwazany za nieskon-
czenie maty odcinek kota, a wiec wielko$¢ jego wobec eukli-
desowego charakteru tréjkata za réwng ydg. Tymczasem

*) Killing. Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, t. |,
1893, str. 82, oraz jego: Die nichteuklidischen Raumformen in analyti-
scher Behandlung, 1885, str. 5—S8.
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Killing trojkatowi, ktory uwaza za euklidesowy, przypisuje
réwnoczes$nie o0gd6lna, nieokreslong nature geometryczna,
i wielkos$¢ nieskonczenie matego boku podaje jako réwna nie
ydn lecz £Q) rfg, gdzie f(y) =y tylko w wypadku euklide-
sowej geometryi — i w ten spos6b kladzie podwaline dla de-
dukcyi formut geometryi ogélnej. Widzimy wiec, ze deduk-
cya geometryi nieeuklidesowej, ustanawiajgcej inne prawa
dla dziedziny nieskoriczenie matej, inne za$ dla skoniczonej
dziedziny przestrzeni geometrycznej, zostaje zdobyta kosztem
sprzecznosci logicznej, wyrazajacej sie w pogwatceniu prawa
tozsamosci. Sprzeczno$¢ ta jednak uwydatnia sie tylko in
statu nascendi geometryi nieeuklidesowej, p6zniej natomiast,
w uksztattowanym juz systemie, nie jest widoczna bezposre-
dnio, gdyz porzuca on dziedzine nieskonczenie malg i dazy
do formut dla wielkosci skoriczonych.

Lecz nie tylko metryczne sformutowanie geometryi nie-
euklidesowych grzeszy przeciw kardynalnym zasadom geo-
metryi, przeciw zasadom jednorodno$ci i biernosci przestrze-
ni—ten zasadniczy biad ujawnia sie widoczniej jeszcze w rzu-
towem uzasadnieniu tych geometryi. Rozpatrujac wzér Rie-
manna dla przestrzeni o statej krzywiznie, widzieliSmy, ze
element liniowy nie zachowuje w nieeuklidesowych przestrze-
niach statej diugosci, Zze ostateczna jednostka dtugosci prze-
czy tam jedynie mozliwemu w stosunku do jednorodnej prze-
strzeni pojmowaniu wielkosci przestrzennej, jako zawsze
i wszedzie réwnej sobie — i tem zdradza swa nieprzestrzenng
nature. Analogiczne zjawisko widzimy w t. zw. metryce rzu-
towej, wprowadzajagcej rzutowe pojecie odleglosci i na tem
konwencyonalnem pojeciu budujgcej teorye geometryi nie-
euklidesowej: tu rowniez jednostka przestrzenna nie jest
wielkoscig statg, i odleglto$¢ n. p. miedzy punktem zero
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a punktem jednosciag nie réwna sie w rzeczywistosci odlegto-
ci miedzy punktem jedno$cig a punktem oznaczonym przez
dwojke. Jest to zalezne od sposobu, w jaki geometrya rzu-
towa wprowadza swoje wspétrzedne. Czyni ona to zapomo-
cg t. zw. czworoboku Staudta, pozwalajagcego do trzech do-
wolnych danych punktéw linii prostej (euklidesowej) skon-
struowac jednoznacznie czwarty harmoniczny. Te trzy dane
punkty oznaczamy przez 0, | i oo (punkt 1 lezy miedzy punk-
tem 0 a punktem o00), czwartemu za$ do nich harmonicznemu
(t. j. harmonicznie sprzezonemu z punktem 0 wzgledem
punktow 1 i 00) dajemy jako charakterystyke znak 2 (bedzie
on potozony miedzy punktem ! a punktem oo). Nastepnie
konstruujemy czwarty harmoniczny wzgledem punktow 1, 2
io0 oznaczamy go jako 3 (bedzie on potozony miedzy punk-
tami 2i00)it d, it d W podobny sposéb mozemy ogot
punktow prostej oznaczy¢ zapomocag ogotu liczb rzeczywi-
stych, ktére geometrya rzutowa uwaza za wspOtrzedne (rzu-
towe) odpowiednich Junktow Lecz przy tego rodzaju
oznaczaniu punktéw zapomoca liczb tylko w jednym wypad-
ku, tym mianowicie, ktéry odpowiada geometryi euklideso-
wej, liczby te bedg mogly stuzy¢ do mierzenia odlegtosci
miedzy punktami, gdyz tylko w tym wypadku odlegtosc,
oznaczona przez jednostke, bedzie miata statg warto$¢. Przy-
padek ten bedzie miat wtedy miejsce, gdy punkt o wspdt-
rzednej = oo wybierzemy rzeczywiscie w nieskoriczonosci.
Witedy punkt 2 bedzie rzeczywiscie potozony dwa razy dalej
od punktu 0, niz punkt 1, i podobny stosunek zachodzi¢ be-
dzie miedzy wszystkimi punktami. Lecz jest to tylko wy-

*) Por. Killing: Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie,
t. I, str. 96—117.



110

jatkowy wypadek w metryce rzutowej. W zasadzie wybOr
punktu o wspotrzednej = oo jest tu dowolny, a dowolno$¢
ta prowadzi do tego, ze wielkoSci przestrzenne nieréwne, t. j.
nie mogace by¢ natozonemi na siebie, sa oznaczane i uwaza-
ne za réwne, co doszczetnie niszczy jednorodno$¢ przestrzeni
geometrycznej. Dlatego tez geometryi nieeuklidesowej,
opartej na tego rodzaju podstawie, albo trzeba odmoéwic cat-
kowicie wszelkiego przestrzennego znaczenia i odlegtosci
miedzy punktami uwaza¢ w niej tylko za liczby konwencyo-
nalnie odniesione do innych liczb, uwazanych za punkty,
albo tez, o ile chcemy mimo wszystko przypisa¢ jej to zna-
czenie, musimy stwierdzi¢ w niej pogwalcenie prawa tozsa-
mosci, wyrazajgce sie¢ w uwazaniu za rowne wielkosci prze-
strzennych nieréwnych. Oczywiscie przy analitycznem trak-
towaniu formut metryki rzutowej sprzecznosc ta sie nie ujawni,
gdyz pod wzgledem czysto analitycznym sg one bez zarzutu,
lecz zato wystgpi natychmiast na jaw, jezeli tym formutom
zechcemy nadac znaczenie geometryczne.

Mamy tu stosunki zupetnie analogiczne do tych, ktére
napotkaliSmy przy analizie geometryi nieeuklidesowej, opar-
tej na zatozeniach metrycznych. Samo w sobie ugruntowa-
nie rzutowe geometryi nieeuklidesowej nie jest zupetnie
mniej warto$ciowe, niz ugruntowanie metryczne — pozwala
nam ono nie gorzej od tamtego odrézni¢ trzy rodzaje syste-
mow analitycznych. Jest ono jednak dla geometryi nieeukli-
desowej bardziej od tamtego niebezpieczne, gdyz pierwiastek
konwencyonalno - nieprzestrzenny tej geometryi bardziej tu
uderza, niz przy jej uzasadnieniu metrycznem. | rzeczywiscie
niektérzy metageometrzy, a w pierwszym rzedzie Russel

*)  Russel. Essai sur les fondements de la geometrie (tt. franc.,
1901), str. 36-50.
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chcac ratowaé charakter przestrzenny geometryi nieeuklide-
sowej, a wiec jej ,,geometrycznosc¢®, odrzucajg jej uzasadnie-
nie rzutowe, jako czysto konwencyonalne i pozbawiajgce ja
przestrzennego znaczenia, nie zdajgc sobie jednak sprawy
z tego, ze to geometryi nieeuklidesowej uratowaé nie jest
w stanie, gdyz w jej ugruntowaniu metrycznem dajg sie od-
kry¢ te same zupelnie zasadnicze braki. | jest to zupetnie
zrozumiate, jezeli zwazymy, ze formuty geometryi nieeukli-
desowej rzutowej sg tylko co do formy odmienne od analo-
gicznych formut geometryi miarowej i ze te ostatnie mozna
otrzymac, wychodzac z zasadniczego wzoru metryki rzutowe;j.

Wz0r ten okresla odlegto$¢ miedzy dwoma punktami
jako pomnozony przez pewng statg logarytm stosunku po-
dwojnego tych punktow i punktow przeciecia taczacej ich linii
z absolutem ptaszczyzny (stozkowg potozong w nieskonczo-
nosci). Jezeli wspdtrzedne rzutowe danych punktéw beda
Xy i 32 wspotrzedna za$ punktéw odnosnego przeciecia &l i &2,
to wzér ten przedstawi sie w sposéb nastepujacy:

y £
D N B s o 1

R
gdzie ¢ wielko$¢ stata, charakteryzujagca dang przestrzen,
jako euklidesowsg (paraboliczng), riemannowska (eliptyczng)

lub tobaczewskiego (hiperboliczna); lub jezeli ** 2 ozna-

czymy przez X', to przybierze on forme:

Otéz wzor ten, a wihasciwie jego odpowiednik w wspdtrzed-
nych jednorodnych daje sie, jak mozna przekona¢ sie u Kil-
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linga¥ przeksztatci¢ na wzér dla odlegtosci dwoch punktow
w wspotrzednych weierstrassowskich:

C0S ¥ = k2xiVr + + 323,

(gdzie x! x2xi i yxy2yz wspbtrzedne weierstrassowskiedwoch
punktow, e — ich odlegto$¢, (- stata riemannowska, pota-

czona ze stalg ¢ wzqui rzutowego zapomocg réwnania
k — c.21i), ktory znébw nie jest niczem innem, jak wzorem
catkowym dla formuty:

ds? = k2dxx? -f- dx22 ¥ dx32,

przedstawiajacej element liniowy w wspotrzednych weier-
strassowskich. Formuta ta zdradza niejednorodnosc prze-
strzeni, ktorej dotyczy, przez specyalne stanowisko, jakie wy-
znacza jednej z wspotrzednych. Daje sie ona zresztg prze-
ksztatci¢ na rozpatrzony przez nas dawniej wzor Riemanna,
dotyczacy przestrzeni o statej krzywiznie, co do ktorego wi-
dzieliSmy, ze jest zaprzeczeniem niezmiennosci elementu li-
niowego, a wiec jednorodnosci przestrzeni. Widzimy wiec,
ze niegeometryczno$¢ albo tez sprzeczno$¢ wewnetrzna
geometryi nieeuklidesowej nie ma swego zrodta specyalnie
w rzutowem jej uzasadnieniu, gdyz to uzasadnienie tylko
formalnie rozni sie od metrycznego. Tkwi ona w jej istocie,
W jej najglebszej niezgodnosci z naturg jednorodnej prze-
strzeni geometrycznej: w jednorodnej przestrzeni geometrycz-
nej jednostka przestrzenna musi zawsze pozostawacé réwng
sobie, w przestrzeniach geometryi nieeuklidesowych jednost-
ka ta jest wielkoscig zmienng, cho¢ dla ratowania pozoréw
uwazana jest za stala.

) Killif]g, loc. cit, t. I, str. 154—157.
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To przyjmowanie wielkosci zmiennych za state, nie-
réownych za réwne uwaza Poincare za zupetnie niewinng
konwencye, ktérg stawia w jednym rzedzie z umowa, jaka
czynimy co do mierzenia temperatury wedtug Reaumura lub
Fahrenheita. ,,W pierwotnie bezpostaciowem continuum —
czytamy w ksigzce jego ,,Warto$¢ naukié—mozna sobie wy-
obrazi¢ sie¢ linii i powierzchni, mozna nastepnie zgodzi¢ sie
na to, aby uwazano oka tej sieci jako réwne miedzy soba,
a wowczas jedynie, stajac sie wymierzalnem, continuum to
staje sie przestrzenig euklidesowg lub nieeuklidesowa' ¥
A pare stronic dalej: ,,Na tle tem (na tle continuum bezpo-
staciowego) mozemy otrzymaé badZ to przestrzen euklideso-
wa, badz tez przestrzen tobaczewskiego, podobnie jak moze-
my termometr nie podzielony jeszcze przeksztatci¢ zapomoca
odpowiedniej podziatki badZ to na termometr Fahrenheita,
badz tez na termometr Reaumurald, tatwo nam teraz bedzie
oceni¢ nietrafnos¢ tego poréwnania. Czy podajemy tempe-
rature wedtug Fahrenheita czy Reaumura, w kazdym razie
mierzymy ja zapomoca stopni miedzy sobg réwnych; po-
dziatki zaréwno jednego, jak i drugiego termometru sg mie-
dzy sobg rzeczywiscie réwne, a nie tylko sg za takie przez
nas przyjmowane; uzycie wiec kazdego z tych dwoch termo-
metréow w réwnym stopniu odpowiada ich wspdlnemu celowi
i w rdbwnym stopniu ma przedmiotowe znaczenie. Zupetnie
innym jest jednak stosunek geometryi euklidesowej do nie-
euklidesowej. W geometryi euklidesowej oka przestrzeni
(wielkosci jednostek przestrzennych) sg miedzy sobg rzeczy-
wiscie réwne, natomiast w nieeuklidesowej nie posiadajg
one—jak widzielismy—wielkosci statej i sg funkcyami poto-

*)  Poincare. Warto$¢ nauki (t. polskie, 1908), str. 37.

Prolegomena filozof, do geometryi.
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zenia, ktére zajmujg w przestrzeni geometrycznej, tak ze sto-
sunek, w jakim sie znajdujg pomiary w przestrzeni Euklide-
sa i przestrzeni t.obaczewskiego, jest zupetnie rézny od sto-
sunku, zachodzacego miedzy mierzeniem temperatury we-
dtug wzoru Reaumura i Fahrenheita. O ile oba sposoby mie-
rzenia temperatury majg rowne uprawnienie i wyboér jednego
Z nich zalezy tylko od zupetnie pod tym wzgledem dozwolo-
nej konwencyi, o tyle znéw euklidesowa i nieeuklidesowa
metryka rdéznig sie zasadniczo co do swej waznosci przedmio-
towej, i wybor miary przestrzennej wedtug wzoru geometryi
hiperbolicznej nie jest juz dozwolong konwencya, lecz pro-
wadzi do sprzecznos$ci logicznej, do uwazania wielkosSci nie-
réwnych za réwne, do pogwatcenia prawa tozsamosci. | je-
den tylko pozostaje spos6b, by wzorom analitycznym ,,geo-
metryi" nieeuklidesowej przywréci¢ ich prawidtowos¢ lo-
giczng; polega on na tem, by elementy w nich wystepujace
uwolni¢ od przypisywanego im niestusznie przestrzennego
znaczenia i pojmowaé jako twory czysto pojeciowe, zeby
liczby uwazac tylko za liczby, a nie za reprezentantoéw ele-
mentdw przestrzennych. Wtedy dopiero, gdy systemy nie-
euklidesowe przestajg podawaé sie za geometrye, wtedy do-
piero i tylko wtedy stajg sie one jako systemy sadéw lub
formut analitycznych, pozbawionych wszelkiego przestrzen-
nego znaczenia, wazne z punktu widzenia logicznego, gdyz
wszelka sprzeczno$¢ z jednorodnoscig przestrzeni geome-
trycznej znika w chwili, gdy sama przestrzen geometryczna
zastgpiona zostaje przez rozmaitos$¢ liczbowa, w ktdrej mowy
by¢ juz nie moze o zachowaniu statej wielkosci (n. p. dtu-
gosci) jej utwordéw. Uratowaé waznos$¢ sadéw lub wzordéw
systemow nieeuklidesowych mozna w ten tylko sposéb, ze
przywroci sie im prawidtowo$¢ logiczna, ktdrg utracity przez
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kontakt z elementem przestrzennym; tego za$ mozna doko-
na¢ zapomoca umowy, przeciw waznosci ktdrej nikt chyba
nie zaoponuje, zapomocg 'mianowicie umowy, by elementy
systemdw nieeuklidesowych uwaza¢ za to, czem s w isto-
cie rzeczy, t. j. za elementy natury nieprzestrzennej, niegeo-
metrycznej.

Czy nie mozna jednak, zapytamy, elementow tych uwa-
za¢ mimo wszystko za elementy przestrzenne, nazywajac, jak
chce Poincare, n. p. kota wielkie kul naszych lub linie geode-
zyjne pseudosfery liniami prostemi? czy w ten sposob, zapo-
mocg takiej umowy nie mozemy mimo wszystko zapewnic
geometryi nieeuklidesowej znaczenia przestrzennego i zara-
zem wartosci przedmiotowej?

Postuchajmy, co wtej kwestyi méwi Poincare. ,,W prze-
strzeni—twierdzi on—znamy trojkaty prostolinijne, ktorych
suma katow rowna sie dwom katom prostym; lecz znamy
rowniez tréjkaty krzywolinijne o sumie katéw mniejszej od
dwaoch prostych. Istnienie jednych nie jest bardziej watpli-
we niz istnienie drugich. Nazwa¢ boki jednych prostemi—
znaczy: przyja¢é geometrye euklidesowa, nazwaé boki dru-
gich prostemi — znaczy-/ przyja¢ geometrye nieeuklidesowsa,
tak iz pytanie, ktdrg nalezy przyja¢ geometrye, jest to samo,
co pytanie, jakiej linii nalezy nadaé miano pirostej" Na
to twierdzenie jednak nie zgodzi sie zaden prawdziwy meta-
geometra, ktory w przyjeciu nieeuklidesowej geometryi widzi
przeciez co$ wiecej, niz zmiane zwyklej terminologii na nie-
zwykla. Twierdzenie to bedzie on uwazat za honorowg ka-
pitulacye geometryi nieeuklidesowej przed euklidesows i od-
rzuci je, twierdzac, ze przeczy ono rzeczywistemu znaczeniu

) Poincare. Warto$¢ nauki, str. 37.
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idei nieeuklidesowych, polegajacemu na ustanowieniu Scistej
wytgcznosci miedzy systemem euklidesowym i nieeuklideso-
wym, na uznaniu niemozliwosci istnienia w tej samej prze-
strzeni prostej euklidesowej i nieeuklidesowej ¥ | rzeczy-
wiscie bedzie on miat stusznos¢, widzac w twierdzeniu Poin-
carego kapitulacye geometryi nieeuklidesowej: wszak Poin-
care uznaje tu najzupetniej euklidesowy charakter naszej
przestrzeni, a za nieeuklidesowg geometrye uwaza geometrye
euklidesowg, w ktdrej utwor, dotychczas zwany linig krzywa,
bedzie nosit miano linii prostej, utwér zas, zwany dotychczas
linig prosty, bedzie nazwany linig krzywa. Lecz, oczywiscie,
geometrya euklidesowa przez te zmiane terminologii nie sta-
nie sie nieeuklidesowg, a pozostanie nadal euklidesowg
geometrya, otrzymawszy tylko niezwykla ¥* nieeuklidesowg
terminologie. O nadaniu wiec geometryi nieeuklidesowej
zapomocy tego rodzaju konwencyi przestrzennego znaczenia
i waznosci przedmiotowej nie moze tu by¢ mowy wprost juz
dlatego, ze z istotng geometrya nieeuklidesowg nie zetkne-
liSmy sie tu zupetnie, kwestya bowiem istotnej geometryi
nieeuklidesowej dotyczy jej prawdziwosci i przedmiotowosci,
lezy wiec zupelnie poza dziedzing konwencyi terminologicz-
nych. Streszczajac za$ rezultaty, do ktérych nas doprowa-
dzit rozbior rzeczowy tej kwestyi, musimy powiedzie¢: tak
zwana geometrya nieeuklidesowa nie ma zadnego przestrzen-

*)  Russel. Essai sur les fondements de la geometrie, tt. franc.,
str. 110, 111.

**)  Terminologia ta bedzie przytem niezwyklg nie tylko dlatego,
ze pozbawia miana linii prostych linie, odbiegajgce nieznacznie tylko
,0d pewnych godnych uwagi przedmiotow naturalnychli, lecz gtéwnie
dlatego, ze pozbawia tego miana linie najkrétsze miedzy dwoma punkta-
mi naszej przestrzeni geometryczne;j.
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nego znaczenia, nie jest geometrya, lecz metageometrya,
a whasciwie pseudogeometryg, pseudogeometryczng analizg
lub logika; elementy jej nie sg utworami geometrycznymi,
przestrzennymi, pojeciowymi, lecz pseudogeometrycznymi,
pseudoprzestrzennymi, czysto pojeciowymi.



ROZDZIAL IX.
Geometrya abstrakcyjna.

Przejdziemy z kolei do rozpatrzenia geometryi abstrak-
cyjnej, zwanej inaczej geometrya czysta¥ lub czysto poje-
ffowa Czem sg w tej geometryi punkty, linie proste,
ptaszczyzny? Sg to czyste pojecia, pozbawione wszelkiego
przestrzennego pierwiastku, a okres$lone przez system postu-
latbw (pewnikéw), formutujgcych ich wiasnosci; nie sg to
okres$lone przedmioty, lecz pojecia abstrakcyjne, wyrazajgce
tylko stosunki miedzy nieokreslonemi rzeczami i same przez
sie zupetnie przedmiotéw nie ptsiadajace Przedmioty
te muszg by¢ dopiero dane im z zewnatrz, musza dopiero by¢
znalezione i pod nie podlozone. Widzimy wiec, ze elementy
geometryi abstrakcyjnej sg to czyste pojecia, ktore otrzyma-
liSmy jako wypadki graniczne sadéw, odniesionych do wy-
obrazen podktadowych. | podobnie jak tam czyste pojecia nie

*) Por. Couturat: Les principes des mathematiques, 1905, str.

204—211.
**) Por. Weber und Wellstein: Encyklopadie der Elementar-Ma-

thematik, t. 1, 1907, str. 28—30.
**e) Por. Couturat, loc. cit., str. 207, oraz Weber und Wellstein,

loc. cit., str. 26.
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byty niczem innem, jak czystymi sadami, t.j. sadami bez
przedmiotéw, tak samo i tu elementy geometryi abstrakcyj-
nej, bedac czystemi pojeciami, nie sg niczem innem, jak sy-
stemem takich czystych ¥gdow-definicyi Przypominamy
sobie jednak, jaka okazata sie wiasciwa natura tych czystych
sadow-pojeé, przypominamy sobie, iz sie okazato, ze nie sg
to utwory logiczne, lecz rozpatrywane same w sobie przed-
stawiajg tylko wyobrazenie bezmyslne wyrazéw, sg czems$
wybitnie irracyonalnem. Jako takie wiec, czyste sady - poje-
cia, rozpatrywane same w sobie, nie moga posiada¢ ,,istnie-
nia logicznego”. Czyz jednak geometrya abstrakcyjna uzna-
je taka nature swych zasadniczych twierdzen-elementow? czy
rzeczywiscie uznaje, ze jej pojecia zasadnicze, okreslone przez
postulaty, same przez sie logicznie nie istniejg? Najzupel-
niej, i pierwsza jej rzeczg jest przeprowadzenie dowodu tego
istnienia¥* przez odniesienie czystych poje¢ do przedmio-
tow, gdyz to, jak wiemy, moze jedynie zapewni¢ tym poje-
ciom logiczne znaczenie. Geometrya abstrakcyjna najzupet-
niej wiec uznaje nielogiczng nature swych poje¢ zasadniczych,
tylko ze nad tym faktem, tak dziwnie sprzecznym z catym jej
charakterem, zbyt pospiesznie przechodzi do porzadku dzien-
nego. My natomiast zatrzymamy sie nad nim nieco dtuzej.
Geometrya abstrakcyjna, chcac ukonstytuowac sie jako
system czysto logiczny, pozbawia swe elementy wszelkiej
wyobrazeniowej tresci i kaze je uwazaé za czyste pojecia,
posiadajace te tylko wiasnosci, jakie im przepisujg postulaty-
definicye. Definicye za$ te nie okre$lajg elementéw geome-
trycznych jako przedmioty przestrzenne, lecz wiasnie jako

*)  Couturat, loc. cit, str. 217.
**)  Couturat, loc. cit., str. 39, 40.



120

czyste pojecia, czyste stosunki miedzy nieokreslonymi przed-
miotami, gdyz definicye te nie sg czem$ innem, niz czyste
pojecia przez nie okreslane, lecz sg wiasnie temi pojeciami,
przybranemi w forme sagdéw. Geometrya wiec abstrakcyjna
nie ma zupetnie do czynienia z przedmiotami, i ta okolicz-
nos¢, ktoéra zapewnia jej czysto$¢, ktéra stanowi o jej czysto
pojeciowym charakterze, jednoczesnie pozbawia system jej
postulatow wszelkiego logicznego znaczenia. Najsurowszy
racyonalizm geometryczny, najskrajniejszy panlogizm, naj-
czystszy platonizm okazujg sie same w sobie systemami irra-
cyonalnymi. Pierwiastek logiczny moze do nich wptyngc¢
tylko przez zetkniecie sie ze $wiatem okre$lonych przedmio-
tow, chocby nieprzestrzennych, n. p. ze $wiatem liczb. Dla-
tego tez geometrya abstrakcyjna, by wyjs¢ ze stadyum irra-
cyonalnosci, stara sie dowies¢ istnienia logicznego swych po-
je¢ zasadniczych lub, co na jedno wychodzi, zgodnosci lo-
gicznej swych postulatow przez odwzorowanie ich w ,trj-
wymiarowej" rozmaitosci liczbowej, przez odniesienie ich do
okre$lonych przedmiotéw, mianowicie Jiczb

Przez to, ze czyste stosunki odniesione tu zostajg do
liczb, a wiec przedmiotéw nieprzestrzennych, przez to geo-
metrya abstrakcyjna pozornie zachowuje swg niezalezno$¢
od pierwiastku przestrzennego. Mowimy pozornie, gdyz
w rzeczywistosci tak nie jest. Przedewszystkiem dlatego, ze
same liczby nie sg niezalezne od pierwiastku przestrzennego,
gdyz cho¢ przedmiot ich nie jest przestrzenny, to jednak sg
to pojecia, u ktérych podstawy znajduje sie element prze-
strzenny. Mozna je wprawdzie nazwac czystemi przez wzglad
na to, ze przedmiot ich nie posiada charakteru przestrzenne-

*)  Por. Weber und Wellstein, loc. cit., str. 83 i nast.
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go, lecz z drugiej strony, jako tresci psychiczne, posiadajg
one w swem wyobrazeniu podkfadowem element przestrzen-
ny. Ta ich podwdjna natura czyni z nich wiasnie natural-
nych posrednikéw miedzy irracyonalnym S$wiatem czystych
pojeC i Swiatem przestrzennych utworéw, od ktérego wiodg
swe pochodzenie. Widzimy wiec, ze juz przez samo zetknie-
cie sie z dziedzing liczb geometrya abstrakcyjna réwnocze-
$nie styka sie posrednio ze Swiatem przestrzennym. Lecz
poza tem istnieje jeszcze wazniejsza przyczyna, pozwalajaca
nam twierdzié¢, ze odwzorowanie poje¢ geometryi abstrakcyj-
nej w rozmaitosci liczbowej uzaleznia te geometrye od pier-
wiastku przestrzennego, tutaj mianowicie od pierwiastku
przestrzenno-geometrycznego. Rzecz si¢ przedstawia w spo-
s6b nastepujacy. Odwzorowanie wspomniane geometryi
abstrakcyjnej polega na tem, ze za ,,punkt" przyjmuje sie sy-
stem trzech liczb rzeczywistych X, y, z, w okreSlonym wzie-
tych porzadku, za ,,ptaszczyzne" ogét trojek liczbowych, czy-
nigcych zado$¢ rdwnaniu Ax- ~By- -Cz- -D=Q, za ,,pro-
stg" og6t tréjek liczbowych, czynigcych rownoczesnie zadosé
dwom réwnaniom: Atx- -Bly- -Cxz-}-DI~Q oraz A2X +
-]- B2y -j- C2z-irD2 = 0# Z punktu widzenia analitycznego
wybor Ax-]-By- - Cz-{-D =0 jako ,ptaszczyznyw i odpo-
wiedni wybor ,prostej”, choé juz w zasadzie opiera si¢ na
elemencie przestrzennym (tréjwymiarowosci), jest jeszcze zro-
zumiaty, gdyz polega na uwzglednieniu najprostszych funk-
cyi analitycznych. Zupetnie jednak inaczej sprawa sie przed-
stawia, jezeli przechodzimy do odwzorowania katow, i jako
»kat" miedzy dwoma odcinkami d? i ¢3, wychodzacymi
z punktu P1=1(al bl cl) i konczacymi sie w punktach
Pl= (a2 b2, ¢c2) i P3=(az, bz c3), przyjmujemy liczbe o1,
okreslong przez réwnanie:
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d?2 dz cos ¢l = (2—al) (a3 —al) ¥s (2 —bl) (85— d1) %-
4~ "c)  ci) (c3-- ci)-

Z punktu widzenia czysto analitycznego wybdr ten jest
zupetnie niezrozumiaty; nie pojmujemy zupetnie, jakim spo-
sobem czysta analiza mogtaby doj$¢ do tego rodzaju formuty;
i rzeczywiscie jest to formufa nie czystej analizy, lecz geome-
tryi analitycznej, ktora dochodzi do niej zapomoca rozwazan,
opartych wyfacznie na elemencie przestrzennym, na przed-
stawieniu kata przestrzennego. Okazuje sie wiec, ze geome-
trya abstrakcyjna, zakladajac konwencyonalnie czy tez hipo-
tetycznie system sgddw czystych i chcac sagdom tym zape-
wni¢ logiczne znaczenie, musi oprze¢ sie ostatecznie na pier-
wiastku przestrzennym, musi przyjac twierdzenia geometryi
zwyktej. Bez geometryi zwyktej geometrya abstrakcyjna nie
tylko nie mogtaby ustanowi¢ swego konwencyonalno - hipo-
tetycznego systemu sadéw czystych, lecz system ten nie
mogtby réwniez bez pomocy geometryi zwyklej wyzby¢ sie
swej irracyonalnosci i otrzymac znaczenie logiczne.

Na zatozonym w ten sposéb systemie postulatéw geo-
metrya abstrakcyjna chce nastepnie zapomocg jedynie praw
logiki wznie$¢ gmach twierdzen geometrycznych, wyprowa-
dzi¢ go, jako wniosek logiczny, z przyjetych twierdzen zasa-
dniczych. Lecz nie wmawia sobie onatego, zeby mogta sama
przez sie twierdzenia te odkryé, i zadowoli¢ sie chce tylko lo-
gicznym dowodem twierdzerh geometryi zwyklej zapomocy
przyjetych Jirzestanek Lecz to zadanie przechodzi jej sity
w réwnym stopniu, jak i poprzednie, od ktérego sie stusznie
uchyla. Zaréwno bowiem przy dowodzie, jak i przy odkry-
ciu twierdzed geometrycznych musimy sobie przedstawiaé

0 Por. Couturat, loc. cit., str. 34, 35.



123

elementy idealne, ktorych twierdzenia te dotycza, i to wiasnie
przedstawianie sobie tych elementéw wskazuje nam droge,
ktora mamy kroczy¢. Natomiast geometrya abstrakcyjna,
operujaca czystemi bezprzedmiotowemi pojeciami, nie zawie-
rajgcemi w sobie konkretnego pierwiastku, jest zupetnie po-
zbawiona wszelkiego przewodnika i z miejsca ruszy¢ nie mo-
ze, gdyz nie znajac drogi, wiodacej od podstaw dowodu do
twierdzen, majacych by¢ dowiedzionemi, stracitaby tylko czas
na bezcelowem jej szukaniu, tem bardziej ze droge te czesto
przektada¢ dopiero potrzeba zapomoca pomocniczych kon-
strukcyi, trzeba jg odkrywaé w sposob podobny, w jaki sie
odkrywa nowe twierdzenie. A geometrya abstrakcyjna, jako
dalszy ciag logiki czystej, niecnie moze odkry¢, nic nie widzi
dokota siebie, jest najzupetniej niewidoma i kroku nie moze
postapi¢ bez obdarzonego wzrokiem przewodnika; przedstawia
ona najdoskonalszy przyktad tego, ze czyste pojecia nie tylko
sq — jak chciat Kant — czcze, lecz zarazem i $lepe.

Nie tylko wiec przy ustanowieniu systemu postulatow,
nie tylko przy wykazywaniu ich logicznej zgodnosci, lecz
i przy dowodzie twierdzeh geometrycznych musi geometrya
abstrakcyjna opiera¢ sie na geometryi zwyklej, musi korzy-
sta z jej ustug, jako przewodniczki. Azeby geometrya ab-
strakcyjna mogta logicznie wyprowadzi¢ twierdzenia geome-
tryczne z postulatow (pewnikow), trzeba, by gmach geome-
tryi byt juz uprzednio systematycznie zbudowany, by przej-
$cia w nim byty wytkniete, potaczenia dokonane. Lecz w ta-
kim razie—spytamy—jaka role wiasciwie spetnia¢ moze geo-
metrya abstrakcyjna? Odpowiedz moze by¢ tylko jedna:
moze ona sprawdzi¢ (logiczng) poprawno$¢ powigzania twier-
dzen w systemie geometryi. Do tego sie sprowadza jej ,,do-
wodzenie" tych twierdzen — przyzna¢ to musza i “przyznaja
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nawet jej promotorzy ¥  Lecz w jaki sposéb mozna jg w ta-
kim razie nazywaC geometryg? Przeciez geometrya istnieje
przed nig jako system gotowy, spéjny, logiczny, w ktdérym
syllogizm, zastosowany do elementéw przestrzennych, gra
role zasadniczg przy dowodzeniu twierdzed ¥*  Dowodzenie
takie w geometryi, opartej n. p. na systemie pewnikow
Hilberta ¥** (ktorym nadaje sie jednak zwykle znaczenie),
nie odwotuje sie juz zupetnie do przestrzennego pierwiastku,
w tem znaczeniu, ze nie czerpie z niego prawd nowych, lecz
przebiega drogg logiczng, opierajac sie jednak na tym pier-
wiastku, tkwigcym w samych elementach, ktérych dowodze-
nie dotyczy. Mamy tylko jedng geometrye, geometrye zwy-
kla, czysto przestrzenna, przedstawiajacg spéjny system ra-
cyonalny (lecz nie czysto racyonalny), ktérej czesé logiczng
stanowig nie — jak chce Ebtturat — twierdzenia geo-
metryi abstrakcyjnej (czystej), lecz prawa zwyklej logiki. Sy-
stem ten mozna dla pewnych celéw pozbawi¢ pierwiastku
przestrzennego; mozna n. p. w ten sposéb sprawdzic¢ jego lo-
giczng poprawnos$¢ (i bez tego najzupetniej zagwarantowana)
oraz nieodwotywanie sie ponowne przy dedukcyach do pier-
wiastku przestrzennego (i bez tego przy odpowiednim wybo-
rze pewnikéw najzupeiniej pewne), lecz to pozbawienie geo-
metryi zwyklej pierwiastku przestrzennego nie stworzy nowej
geometryi, geometryi czystej czy abstrakcyjnej, a tylko go-
towy system geometryi zwyklej przedstawi w postaci wynatu-
rzonej, mimo to jednak dla pewnych celéw pozadanej. O sa-

*)  Por. Couturat, loc. cit., str. 34.
**¥) Por. Milhaud: Le raisonnement geometrique et le syllo-
gisme w ksigzce: Le rationnel, 1898.
***)  Por. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, 1909, st. 2—24.
***k*)  Couturat, loc. cit., str. 211.
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modzielnej wiec geometryi abstrakcyjnej mowy by¢ nie mo-
ze: zapomocg czystych poje¢ nie mozna skonstruowaC geo-
metryi nawet jako systemu hipotetyczno-dedukcyjnego.

Jezeli jednak nie mozna moéwié o geometryi, skonstruo-
wanej w sposéb czysto logiczny, to czy réwniez nie mozna
mowic¢ o geometryi zrekonstruowanej w ten sposob? Wszak
zwolennicy geometryi czystej czesto moéwig wiasnie o ,re-
konstrukcyi logicznej geometryi”, i geometrya czysta ma
przedstawia¢ sobg te wiasnie rekonstrukcye. Rozpatrzmy
to blizej.

Przedewszystkiem rozr6znimy dwa znaczenia, jakie po-
siada¢ moze ,,rekonstrukcya logiczna geometryi, Po pierw-
sze, moze ona oznacza¢ rekonstrukcye geometryi, jako logi-
ki, jako systemu czysto logicznego, jako systemu czystych
pojeé; po drugie: rekonstrukcye geometryi zapomoca czystej
logiki, zapomoca czystych pojeé. Jezeli zwazymy, ze re-
konstrukcya logiczna geometryi zaktada¢ musi istnienie geo-
metryi, ktora, jak jest to oczywiste na zasadzie poprzednich
wywodéw, musiata by¢é oparta na pierwiastku przestrzennym
i nie mogla by¢ skonstruowana w sposéb czysto logiczny,
lecz ma by¢ dopiero w 'ten spos6b zrekonstruowana, to sie
przekonamy, ze rekonstrukcya logiczna takiej geometryi —
w znaczeniu: rekonstrukcya jej, jako systemu czysto lo-
gicznego—nie moze znaczy¢ nic innego, jak bedna rekon-
strukcya tej geometryi. Bo system czysto przestrzenny be-
dzie w tej rekonstrukcyi przedstawiony jako system czysto
pojeciowy, a wiec przedstawiony btednie. Jezeli za$ przez
rekonstrukcye logiczng geometryi bedziemy pojmowali re-
konstrukcye jej zapomocy czystej logiki, zapomocg czystych
poje¢, to nasuwa sie natychmiast pytanie, w tej kwestyi de-
cydujace: jako jaki system bedzie geometrya przestrzenna
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zrekonstruowana zapomocg czystych poje¢? Zwolennicy geo-
metryi czystej odpowiedzg oczywiscie: jako system czystych
poje¢ — i w ten sposdb kwestya sprowadzi sie do poprze-
dniego wypadku; bedziemy mieli znowu rekonstrukcye btedna,
nie uwzgledniajaca zasadniczego pierwiastku systemu, maja-
cego podledz odbudowie. Prawdziwa rekonstrukcya geome-
tryi, ktorej elementy majg charakter przestrzenny, musi pier-
wiastek ten uwzgledni¢, musi geometrye przedstawic nie jako
nauke czysto pojeciowa, lecz pojeciowa, t. j. taka, ktorej ele-
menty sg pojeciami, a wiec sg oparte na wyobrazeniach
(przestrzennych). Prawdziwa wiec rekonstrukcya geometryi
bedzie nie (czysto) logiczng rekonstrukcya, lecz rekon-
strukcya, uwzgledniajaca rowniez pierwiastek empiryczno -
wyobrazeniowy, stanowigcy tre$¢, cho¢ nie przedmiot poje-
ciowych i réwnocze$nie przestrzennych elementéw geome-
tryi. Bedzie wiec ona polegata przedewszystkiem na odbu-
dowie elementéw geometrycznych zapomoca elementéw epi-
stemologicznych: czystych poje¢ i wyobrazen, na odbudowie
ich, jako przestrzennych (czysto przestrzennych i idealnych),
a wiec jako pojeciowych, nie za$ jako czysto pojeciowych.
Jezeli do elementéw geometrycznych w ten sposob skonstruo-
wanych (Scislej: zrekonstruowanych) odniesiemy nastepnie
system czystych poje¢ (czystych saddw), stanowigcy system
postulatow t. zw. geometryi czystej, to dokonamy w ten spo-
sOb rekonstrukcyi epistemologicznej systemu pewnikéw na-
szej geometryi. Dalsza rekonstrukcya geometryi nie bedzie
juz przedstawiata zadnych trudnosci, i w rezultacie otrzyma-
my racyonalny system geometryi czysto przestrzennej, przed-
stawionej jako czysto przestrzenna zapomocg wyobrazen
i poje¢ czystych.

Teraz rozumiemy, czem sg W istocie rzeczy czysto poje-
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ciowe elementy t. zw. geometryi abstrakcyjnej. Nie sg to
elementy geometryi teoretycznej, lecz elementy teoryi geo-
metrycznej, to znaczy teoryi poznania geometrycznego, przy-
tem elementy tej teoryi nie jedyne, lecz wystepujace w niej
zawsze w potgczeniu z elementami wyobrazeniowymi. Ele-
menty geometryi teoretycznej sa pojeciami, ktérych (episte-
mologicznymi) elementami sg zndw wyobrazenia i czyste po-
jecia. Stad natarczywe ziudzenie, ze czyste pojecia mogg
by¢ elementami geometrycznymi, ztudzenie, nie ustepujace
pomimo paradoksalnosci faktu, ze jedyne elementy nauki ra-
cyonalnej bytyby w takim razie natury irracyonalnej. W chwi-
li jednak, gdy odrozniliSmy elementy geometryi teoretycznej
od elementow teoryi geometryi i przekonaliSmy ‘sie, ze owe
rzekome elementy geometryi sg w rzeczywistosci elementami
teoryi poznania geometrycznego—ztuda znika, gdyz wykryte
zostato jej zrédto; czysto pojeciowa geometrya abstrakcyjna
zostaje pozbawiona godnosci geometryi i jej pseudogeome-
tryczny charakter nie moze juz nas wiecej w bigd wpro-
wadzac.

Widzimy tu zupetnag analogie miedzy (analityczng) geo-
metrya nieeuklidesowa z jednej a geometryg abstrakcyjna
(czysta) z drugiej strony. Podobnie jak utwory geometryi
nieeuklidesowej nie sg utworami geometrycznymi, tak roé-
whniez nie sg nimi i utwory geometryi czystej, i podobnie jak
pierwsze utwory przybierajg postaé pseudogeometryczng
przez swa szate czysto pojeciowg, tak réwniez i utwory geo-
metryi czystej z tego samego powodu moga tatwo wywotaé
ztudzenie utworéw geometrycznych. Bo rzeczywiscie zaré-
wno liczby, jak i czyste pojecia geometryi abstrakcyjnej sa
w blizkim zwigzku z dziedzing geometryczng: zapomoca liczb
ujmuje utwory przestrzenne geometrya analityczna, zapomo-
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ca bezprzedmiotowych czystych poje¢ (i wyobrazen) — teo-
rya poznania geometrycznego. Bledem jest jednak wysnu-
wac z tego wniosek, ze wszelki utwdr analityczny jest zara-
zem i geometrycznym, jak réwniez ze utwory geometryczne
sg hatury czysto pojeciowej dlatego, ze przy ich rekonstruk-
cyi wchodza w gre czyste pojecia. Whnioski podobne w sto-
sunku do geometryi nieeuklidesowej z jednej strony, a geo-
metryi abstrakcyjnej z drugiej strony okazaty sie — jak wi-
dzieliSmy — wrecz btednymi, i wszystkim w mowie bedacym
utworom musielisSmy przypisa¢ charakter metageometryczny,
badz czysto analityczny, badz epistemologiczny.

W ten sposOb ostatecznie przekonaliSmy sie, ze istnie-
je jedna tylko geometrya, przestrzenna, pojeciowageometrya
euklidesowa, ktGra przez oparcie sie na pierwiastku empi-
ryczno - wyobrazeniowym zdobywa bezwzgledng waznos$¢
w naszej ciaglej i rozcigglej tréjwymiarowej przestrzeni
doswiadczalnej, przez idealizacye za$ tego pierwiastku bez-
wzgledng Scistos¢ oraz przedmiotowos¢ w stosunku do czy-
stej, nieograniczonej, trojwymiarowej, ciaglej i rozcigglej
przestrzeni geometrycznej.



Zakonczenie.

Niniejsze ,,Prolegomena" chcg byc¢ nie tylko prolegome-
nami filozoficznemi do geometryi, wyjasniajagcemi wiasciwa
nature i znaczenie poznania geometrycznego, lecz zarazem
i geometrycznemi prolegomenami do filozofii, na przyktadzie
zagadnien geometryczno-filozoficznych wskazujacemi jedy-
na, wedtug naszego przekonania, droge, po ktorej bezpiecz-
nie kroczyé moze teorya poznania nauk $cistych, a obok niej
i teorya wszelkiego innego poznania, dazacego do ideatu
nauki Scistej.

Jezeli za elementy tdoryi poznania (a wiasciwie tej jej
czesci, ktéra zajmuje sie analiza i rekonstrukcya danego sy-
stemu naukowego) przyjmiemy wyobrazenia i czyste pojecia,
to charakter teoryi poznania zaleze¢ bedzie od tego, jaki be-
dzie w niej wzajemny stosunek tych elementéw. Jako wy-
padki graniczne otrzymamy systemy teoryi poznania, oparte
tylko na jednym z tych elementéw, a wiec z jednej strony
skrajny empiryzm, z drugiej — skrajny racyonalizm (panlo-
gizm); inne mozliwe systemy beda uwzgledniaty oba elemen-
ty, zarowno wyobrazenia jak i czyste pojecia, bedg sie jednak
zasadniczo réznity zndw pod tym wzgledem, jak pojmowaé
beda nature tych elementéw i ich wzajemny stosunek.

Prolegomena filozof, do geometryi. 9
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Skrajny empiryzm nauki S$cistej ugruntowac nie jest
w stanie, gdyz zadowala sie przedmiotami danymi, wyobra-
zeniami, ktérym brak Scistosci, a brak ten w przedmiotach
nauki odbija sie bezposrednio na samej nauce, pozbawiajac
ja tej wkasnie cechy. Jezeli przerzucimy sie do przeciwnego
bieguna, do skrajnego racyonalizmu, to dla oceny jego war-
tosci, jako teoryi poznania, wystarczy przypomnie¢ sobie pa-
radoksy geometryczne, w ktdére wpada panlogizm przede-
wszystkiem przez to, ze zupetnie nie liczy sie ze Swiatem
przestrzennosci, ze $wiatu temu przypisuje ztudny charakter,
gdyz nie jest w stanie pozna¢ go w jego prawdziwej naturze,
a przyzna¢ jednak nie chce, ze co$, co nie jest czystem poje-
ciem, moze posiada¢ prawdziwe istnienie (w danym wypadku
geometryczne), nie poddajace sie jego wszechwiadztwu. Bar-
dziej szczerym jest pod tym wzgledem system Kanta, ktéry
uznaje istnienie przestrzenne przedmiotéw geometryi i ro-
wnoczesnie przyznaje (cho¢ tylko w chwilach wyjatkowych),
ze utwory przestrzeni geometrycznej, ktora jest ,,czystem wy-
obrazeniem”, nie moga by¢ ujete jako czyste pojecia. Widzi
Kant w tem zjawisko paradoksalne, ktérego paradoksalnos$é
na tem wiasnie polega, ze istniejg w Swiecie nauki przedmio-
ty, nie poddajgce sie czysto pojeciowemu poznaniu, przed-
mioty wiec z punktu widzenia Kanta irracyonalne. Lecz ten
irracyonalizm w istocie rzeczy nie ma Zrédta w dysharmonii
miedzy naturg przedmiotéw geometrycznych a naturg naszej
mysli poznawczej, lecz tylko w biednym pogladzie Kanta,
ktory, wyzbywszy sie panlogizmu na punkcie natury przed-
miotdw geometryi, zachowat go, gdy chodzi o poznanie tych
przedmiotéw, przypuszczajac, ze pozna¢ co$ pojeciowo to
znaczy poznac jako pojecie czyste. Nie umiat Kant przezwy-
ciezy¢ platonskiego przeciwstawienia zmystowosci i rozsadku,
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wyobrazen i pojeé, i nie mogt naskutek tego zrozumie¢ moz-
liwosci pojeciowego poznania przedmiotu przestrzennego,
jako przestrzennego, poznania go zapomocg czystych pojec,
lecz nie jako czyste pojecie. To bledne przeciwstawienie
elementdéw jest mpfotov Yevdo¢ kantowskiej teoryi poznania,
wymagajgcej potaczenia tych elementéw, uznajacej nie-
zbedno$¢ tego potaczenia: z jednej strony wymaga ona,
by element przestrzenny stat sie pojeciowym, z drugiej
jednak strony nie uznaje mozliwosci tego, by co$, co jest
przestrzenne, bylo pojeciem lub poznane byto zapomoca
czystych poje¢ jako przestrzenne i réwnoczesnie jako poje-
cie. Odrdzniwszy stusznie przestrzenno$é od czystej mysli,
przeciwstawit Kant rdwnocze$nie te przestrzenno$¢ mysli wo-
gole i dlatego uniemozliwit sobie zardbwno poznanie pojecio-
wego charakteru przestrzeni geometrycznej, jak i zrozumienie
nie tylko mozliwosci poznania geometrycznego, lecz i wszel-
kiego wogble przedmiotowego poznania.

Lecz czem jest ta czysta mysl, czem sg te czyste poje-
cia, ktére panlogizm chroni od kontaktu wszelkiego z ele-
mentem wyobrazeniowym, kantyzm za$ wprawdzie chce po-
faczy¢ z tym elementem, sam jednak réwnocze$hie rozumie,
ze polaczenie to przy jego przestankach jest niemozliwe?
Dla panlogizmu sg one same przez sie poznaniem, dla kan-
tyzmu nie sg wprawdzie jeszcze poznaniem, lecz same w so-
bie majg waznos$¢ logiczna, sg utworami logicznymi. Okazato
sie jednak—a blizsza analiza wspdtczesnego skrajnego racyona-
lizmu geometrycznego (str. 118, 119 niniejszej pracy) po-
twierdzita to najzupelniej — Ze czyste pojecia nie sg to po-
jecia logiczne, lecz utwory same w sobie pozbawione wszel-
kiego logicznego znaczenia, utwory wiec irracyonalne,
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ktére moga uzyska¢ czy odzyskaé logiczne znaczenie
tylko przez kontakt z okre$lonymi przedmiotami, a wiec
w ostatniej instancyi przez pofaczenie z elementem empi-
ryczno-wyobrazeniowym. A wiec ziludzeniem sg nie bez-
sprzeczne wiasnosci utworéw przestrzennych i nie utwory
te sg irracyonalne, lecz zitudzeniem jest logiczna natura
czystych poje¢ i one to wiasnie sg utworami irracyonalnymi,
mogacymi otrzymac sens i znaczenie tylko od wyobrazen lub
od utworéw o podkiadzie empiryczno-wyobrazeniowym.

Wszystko to wykazuje niemozliwos$¢ nie tylko skrajnego
racyonalizmu, lecz i racyonalizmu kantowskiego z jego czy-
stemi pojeciami, ktdre nie mogag byC pojeciami logicznemi,
grajg jednak ich role; z czystemi wyobrazeniami, ktore nie
moga by¢ wyobrazeniami, za takie jednak uchodza; z wy-
maganem potgczeniem tych elementéw, ktére nie moze by¢
wykonane naskutek ich przeciwstawiania, uwazane jest je-
dnak naogoét za fakt dokonany; z aprioryzmem, wymagajacym
dla swej przedmiotowosci czystych apriorycznych wyobra-
zen, ktére jednak nie istniejg i istnie¢ nie moga. Nie mozna
wiec réwniez i na podstawach kantowskich zbudowaé zado-
walajacej teoryi poznania, mozna tego jednak dokonad, za-
rzuciwszy platonskie przestanki o przeciwienstwie zmysto-
wosci i rozsadku i o logicznej naturze czystych pojec.

Jakiz jednak jest w takim razie — moze kto zapyta¢ —
udziat naszego rozumu w genezie wiedzy: wszak mamy w tej
teoryi poznania bierne tylko elementy, bierne wyobrazenia
i jeszcze bierniejsze czyste pojecia? Czyzby nauka wogdle,
a przedewszystkiem nauka Scista mogta powsta¢ bez wszel-
kiego czynnego udziatu z naszej strony? Pytanie to jednak
bytoby zupetnie btednie skierowane w strone teoryi poznania,
a specyalnie tej jej czesci, o ktorej teraz mowa. Zajmuje nas
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mianowicie teraz czysto epistemologiczna czes$¢ teoryi pozna-
nia, rekonstruujgca gotowy system naukowy, niema wiec nic
dziwnego, ze w jej elementach niema pierwiastku czynnosci:
rekonstruujemy gotowy system, a nie badamy jego geneze,
w ktorej przejawia sie czynno$¢ naszego rozumu. Sami, od-
powiednio do celu, ktory sobie postawilismy, stworzyliSmy
elementy tej rekonstruujgcej teoryi poznania, pozbawiajgc
spostrzezenie i sad zawartego w nich pierwiastku czynnego
i otrzymujac w ten sposéb jako ich graniczne wypadki wy-
obrazenie i czyste pojecie. Jezeli chodzi o czynny udziat
naszego rozumu w genezie nauki, to musimy sie zwrdcic z tg
kwestyg do psychologii, wreszcie do metodologii, lecz nie do
rekonstruujgcej teoryi poznania. Tam tez sie przekonamy,
ze w sadach, t. j. w twierdzeniach i przeczeniach, a przede-
wszystkiem w postulatach metodologicznych przejawia czyn-
nos¢ swa rozum, ktéry i w dziedzinie teoretycznej okazuje
sie czynnym, skierowanym na przedmioty, a nie czystym,
oderwanym od przedmiotéw rozumem.
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