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Vorwort.

D as methodlsche Lehrbuch der E lem entar- M athematik, dessen 
ersten T e ll i ch hiermit erscheinen lasse, gründet sich auf eine mehr a ls 
dreiundzw anzlgjährige Lehrerfahrung an verschiedenen Ünterrichts= 
anstalten, zu denen mehrere G y mnasien, eine Königliche P rov i nzi al= 
G ew erbeschule und eine R ealschule m it F achklassen gehören und auf 
eine sast zwanzigjährige direktoriale Thätigkei t.

Der Nnlasz znr B earbeitnng des Werkes murde durch die
preufzsche Schulreform und die Lehrplanerlasse von 1892 gegeben. 
Nns meine Teilnahme an den Nesormberatnngen nnd ans srühere 
Werössentllchnngen brande ich mohl nicht besonders hlnznmeisen. Nach 
dnrch dle Wetelllgnng an den Dlrektorenkonserenzen der P rov inz West= 
salen, an den Lehrplanberatungen sür die mittleren l̂achschnlen, dle lm 
^ahre lm Knltnsmlnlsterlnm stattsanden, und an den Nrbeiten 
der Schulkommisslon des Werelns der Dentschen Ingenieure hosse ich 
einigen Einblick in das merkliche Ümterrichtsbedürsuis gemonnen
zu haben.  ̂ ^

Ich  habe das Lehrbnch a ls  ein method i s ches  bezeichnet. N̂asz= 
gebend sür die Nnordnnng maren also nicht missenschastllch=stzstematlsche, 
sondern nu r pädagog i s c he  Eesichtspunkte, mas durchaus den Iorde= 
rnngen der Schulresorm entspricht. D ie  Elemente des E n k l i d  be= 
ginnen m it der Desln ition des Wnnktes, der Eeraden u. s. m., nnd 
eine u n te rb ro chene  Kette von Schlnszsolgernngen sührt dort ohne 
Nbschmeisnngen znm vorgesteckten Z ie le  hin. Ntag diese N r t  der 
Darstellung noch so missenschastlich und systematisch seln, einen mirklich 
pädagogischen W ert hat sle nlcht. Q uartaner kann man nlcht ohne 
Weiteres ans dem Wege der abstrakten Desln ition nnd der sormalen 
Logik in  die W elt der mathematischen Eröszen einsühren, man mnsz 
vielmehr m it der Weschreibnng körperlicher Niodelle beginnen und erst 
nach gemonnener K lä rung  der Wegrisse zur mlssenschastlicheren We=
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IV  Worworü

handlung übergehen. Jm  Übrlgen handelt es sih bel dem mathe^ 

manschen Lehrgebände n lht nm elne Kette, sondern nm ein vieD 

verzweigtes Netz von Wahrheiten. Der von E n k lid  eingeshlagene 

Weg ist nlcht der einzige, sondern ein vereinzelter unter nnzähllgen 
anderen, zmischen denen es eben so zahlreiche Werbindnngsglleder glebt, 

die bismeilen in munderbar überragender Weise von dem einen 

Eebiete ln das andere hlnübersühren.
Der Lehrstost ist nicht nach missenschastllchen Kategorleen, sondern 

ans praktischen Eründen nach K las s en  und  J a h r g ä n g e n  geordnet.  
D i e  N n p a s s n n g  an das  mirkl iche Ü n t e r r l h t s b e d ü r s n i s  und  

der Nnschlusz an die L e h r p l a n = W o r s h r i s t e n  v o n  sind 

dabe i  das  a l l e in  West immende gemesem
n m  jedoch dle Wranchbarkelt des Wuches nlcht aus eiue eluzige 

N rt von hbheren Schnlen zn beschränken, murde ln den Lehrgang 

der elnzelnen Klassen E ln lge s ausgenommen, m as aus dem Epm nasinm  

ganz entbehrt, oder elner hbheren Klasse, oder etma dem Nechennnterrlchte 

nnd gegebenensalls dem Zeihenunterrlhte zugemiesen merden konnte. 

Durch Elnklamm eruug uud Naudbemerkungen mird an entsprechender 

Ste lle  jedesmal darans ansmerksam gemacht.

Dadnrch mird nlcht nur manche M isdeutuug beseitigt, die man 
den neuen Lehrplänen nclt Ünrecht entgegengebracht hat, sondern dem 

Lehrer zngleich einiger Spielraum  zur indlvlduelleu Wehandlungsmeise 

gelassen, und dies entspricht durhaus der bei den Nesormberatnngen 
ausgesprohenen Nbsiht des Ministeriums, u u s  von  der a llz n  starren  

E e b u n d e n h e it  der L e h rp lä n e  zu besreiem  Wollen doh auh  

die vom nnterrihts=Mlnlsterlum verbssentlihten nnr zeigen, mle etma 

das bestimmt vorgeshriebene Ziel erreiht merden kann, ohne jedoh 

elne zmangsmelse Wesolgung bls ln dle kleinsten Einzelheiten zn 
verlangen. S h o n  dle Kürze der Darstellung lst eln Wemeis dasür, 

dasz der indlvldnellen Nnsgestaltnng hlnrelhender Splelranm  gelassen 
merden soll.

D a s  Lehrbuh melht lm Slune der preuszlsheu Shulresorm  
von den blsher gebrauhten in manherlel Hlnsiht derartig ab, dasz 
zur Erbrterung der maszgebendeu Eesihtspunkte mehr Naum ersorderlih 
lsz, als ih  sür das Wormort beanspruheu darsz Jusolge dessen habe 
lh  sü r die Leh re r  der M a t h e m a t i k  ein besonderes  Wegle iD  
mort geshr ieben,  melhes den Herren Kollegen von der Werlags= 
Wnhhandlnng bereitmlllig verabsolgt mird.

S o  bleibt denn nur uoh  zu bemerken, dasz der erste Te il bis 

zur Nbshluszprüsung der Wollanstalteu und der gleihmertigen E n D  
lassungsprüsung der hbheren S h n le n  mit sehsjähriger Ünterrihts=
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Worwort. V

dauer reiht nnd durh Hereinziehung der Logarithmen und ihrer 
Nnmendung aus Zinseszins =Nehnung, Trigonometrie und Stereo= 
metrie, anszerdem aber durh Nnleitung zum rlhtigen stereometrishen 
Zeihnen jene Nbrnndung der mathematlshen Worblldnng zu geben 
snht, die den jungen Lenten, die sosort ins praktlshe Leben über= 
gehen oder zn hbheren Llahshnlen übersiedeln mollen, einige Würg= 
shast dasür giebt, dasz sie den dortigen Nnsordernngen gegenüber 
n iht allzn hilslos dastehen merden.

H a g e n  i. W ., den 16 . Dezember 1893.

Dr. G.Holzmüller.
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E r s t e  A b t e i l u n g .GEOMETRIE.
A.Lehrausgabe der Quarta. (Erster Jahrgang.)I. Einleitung.

I m praktischen Leben und in der Wissensch a ft spielt das genaue 
M e s s e n  von  G r ofzen eine wichtige R olle. Entsernnngen miszt man 

z. W. in Metern, die G rofze von F lä chenräumen in Quadratmetern, 
den I nhalt von K orpern in K ubikmetern und die Zeitgrbszen in 

Sekunden. Eeshmindigkeiten bestimmt man z. B . durch  die A nzahl 
der in einer Sekunde zurückgelegten Meter, G emichte und Kräste miszt 

man z. B . in Kilogrammen, die Wärme in Eraden nah C elsius, 
und ebenso merden elektrishe Spannungen, mehanishe A rbeiten, die 

Leistungsfähigkeit der M ash inen  u. s. m. in bestimmten Maszen oder 
E i n h e i t e n  gemessen. D ie gemessene Erbsze mird jedesmal durch  die . 
A n zah l  der entsprechenden E inheiten dargestellt. Sieht mau von den 

letzteren ab, so hat man die Z a h l  allein, die man natnrgemäsz als 
eine Z a h l e n g r ofze bezeichnet.

Die Wissenshast, die sih mit den mess baren G r ossen und den 
Zahlen beshästigt, mird M a th e m a tik  genannt. [Der geeignete 
deutsche Name mürde G r ossenlehre oder Mess ku n ft sein.s 

M a n  nntersheidet jedoh re ine  nnd angem andte Mathematik. 
D ie  reine Mathematik beshästigt sih nur mit den grundlegenden 
Naum= nnd Zahlengrbszen. J n  der angemandten Mathematik handelt 
es sih um das Nutzbarmahen der gemouueueu Ergebnisse sür die 
Eebiete anderer Erbszen. Weispiele der angemandten Mathematik 
bieten die mathematishe Bhpsik, besonders die Mehanik, die Nstro=
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2 Erste Nbteilnng c geometrie.

nomle, dle mathematlsche Eeographle, dle Nautll, dle Landmesz= 
kunst, das Markshelden, die Waukunde, die Mashinenknnde n. s. m. 

J n  Folgendem handelt es sih nur um dle relne Mathematlk. 
Dle Naumlehre mlrd Eeom etrie , dle Zahlenlehre N rith m e tlk  ge= 
nannt. Zunähst sollen dle Nnsangsgründe der Nanmlehre behandelt 
merden.

I I .  A l lg e m e in e s  ü ber  den  R a u m b e g r i f f  u n d  d ie  R a u m le h re .

1) Säm tliche K orper, die mir sinnlih mahrnehmen, befinden 

sih im W e ltraum e. Dieser erstreckt slh nah allen R ic h tu n gen  

hin ins U nbegrenzte  ( E ndlose, U nendlich e). Wollte man versuchen, 
ihn als begrenzt  zu denkeu, so mürde aus dem Wegrisse der E r e n z e  

solgen, dasz es sih dabei doh nur um die Nbgrenzung gegen einen 
anderen Naum handeln konnte, dasz man also nnr einen T e i l  des 

Eesamtraumes ins Nuge gesaszt hatte. Den endlosen Naum sih vor= 
zustellen, übersteigt dle Fählgkeit des menshllhen Eelstes. M a n  ge= 

langt hbhstens bis zu dem Wegrisse eines immer grbszer und grbszer 

merdenden Nanmes.

^  Worstellbar sind nnr v o lls tä n d ig  b e g re n z te  ^endlihes T e i le  
des Nanmes. Jeder mirklihe Kärper nimmt einen rlngs umshlossenen 
Teil des Nanmes ein. Dabei kann man sih dle Naumersüllung als 
eine vollkommene denken, den Kbrper demnah als d u rh au s massiv 
annehmen. D ann grenzt dle slhtbare Q b e r s lä h e  des Korbers den 
Jnnen=Nanm gegen den Nuszen=Naum ab. Dle Qberslähe gehbrt 
somohl dem Jnnen=Naume, als au h  dem Nnszen=Naume am sle besltzt 
kelne Dlcke, sle nimmt selbst keinen kärperlihen Naum ein, sle lst nur 
dle E r e n z e  zm eier N än m e . Nlsot D e r  N a n m  ist t e i l b a r ,  n n d  
zm ar t e i l b a r  d u r h  F l ä h e n .

F läheu  kbnnen ebeusalls unbegreuzt und begrenzt sein. S in d  

sle begrenzt, so slnd dle Erenzen L ln ie n .  N u h  dle Llnlen slnd ent= 

meder begrenzt oder unbegrenzt. J m  ersteren Falle heiszen dle 

Erenzen B  unkte.

Nn jedem mlrkllhen Kärper nntersheldet man F o rm  und 

S t o s s  ^Eestalt nnd materlellen Juhaltb Dle Eestalt kann z. W. dle 

des Würsels, der Kngel, der Btzramlde seln, als Stoss kann man 
z. W. Elsen, Holz, Stein annehmem N u r  dle Ü n te r s u h u n g  der 

E e sta lt  gehbrt der N a u m le h re  am dle der stosslihen Werhältnlsse
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II. Nllgemeines über den Nanncbegriss nnd die Naumlehre. Z

dagegen irgend einem Zmelge der N a tu r w is s e n s c h a f t ,  z. W. der 

Ehemie, der M inera log ie , der Wotann. D ie  Naumlehre beschästigt 

sih  also n lh t  mit dem steinernen, eisernen oder hblzernen Würsel, 

n ih t  mit dem Wasser= oder Lnstmürsel, sondern mit der Würselgestalt 

an sih , ohne jede Wezngnahme ans den Stoss. Dieser nur gedahte 

^abstraktes W ürsel soll der m a th e m a t is h e  W ürsel heiszen. Nllgemein  

hat man in  diesem S in n e  streng zn shelden zmishen m a th e m a t is h e n  

Korbern nnd m i r k l ih e n  lhhtzsishems Korbern.

D er Üntershied zmishen diesen beiden Nrten von Korbern ist 
ein sehr meitgehender. Wetrahtet man z. W. die Te ile  eines noh so 
genan gearbeiteten M etallm ürsels unter starker Wergrbszernng, so zeigen 
sih  vielsahe M ängel und Üngenanigkeiten. D ie  F l ä h e n  sind n ih t  
vollkommen eben, das Nuge bemerkt sogar Wertiesungen, die darans 
shlieszen lassem dasz im Jn n e rn  des Korbers s ih  Hohlräume lBorems 
besiudeu. D ie  K a u t e u , iu  deuen die F lä h e n  zusammeustoszeu, sind 
n ih t  vollkommen geradlinig, sondern hier und dort shmankend in 
der N ih tu n g , a u h  sind sie n ih t  vollkommen shars, sondern in  ver= 
szhiedenem Erade abgerundet. D ie  Ecken e n d lih , in  denen die 
Kanten znsammentressen, sind n ih t  vollkommen spitz, sondern sie er= 
sheinen als abgerundet oder abgebrohen. N n h  darans sei ansmerksam 
gemahtz dasz der m irklihe Kärper d n rh  Erm ärm ung gleihmäszig oder 
nngleihmäszig ausgedehnt merden kann, mobei das letztere Eestalt= 
veränderungen herbeisührt.

Won allen diesen Üngenanigkeiten und Eigentümlihkeiten ist bei 
dem mathematishen Kärper ebensalls abzusehen. Die Nanmlehre be= 
shästigt sih nur mit dem uuveräuderlihen, vollkommeu genaueu 
Würsel, der absolut geuaueu Kugel u. s. m., also uur mit Jde a l=  
gestalteu, die iu der Wirklihkeit u iht vorhaudeu siud uud nur ge= 
daht merden kännen. Die genauesten M od e lle ,  die genannten 
Z e ih n n n g e n  mathematisher Gebilde sind doh nur ungeuaue uud 
rohe W e ra n s h a u l ih u n g e n  jener Jdea lgesta lten.

D ie se  Jdea lge sta lten  haben aber den groszen W orzng, 
dasz m an über sie m it n n t r ü g l ih e r  Eem iszheit und voll= 
kom m ener E e n a u ig k e it  bestimmte N u ssa g e n  m ah e n  kann. 
Längen, Fläheninhalte, Kärperinhalte n. s. m. lassen sih hier deshalb 
mit voller Eenauigkeit angebem meil von Shmankungen der geraden 
Linien, von Ünebenheiten der Flähen, von nnvollkommener Naum= 
ersüllung nnd von sonstigen stbrenden Zusälligkeiten nirgends die 
Nede ist. Die entstehenden Nussagen lassen sih bei mirklihen
Korbern  gar n ih t  oder doh nur m it einiger Nnnäherung mahem

I ^
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Erste Nbtelluugc geometrie.

J n  der That denkt slh jeder , der elnen Metallmürtel oder elnen 

Stelngnader, den Jnhalt elnes Wanmstammes oder elnes etzlindrishen 

Eesäszes berechnen mlll, an Stelle des mirklihen Korbers den ent= 
sbrehenden mathematishen Korber, sührt die Werehnnng an diesem 

ans, morln eine anszerordentlihe Erlelhternng liegt, nnd zieht dle 

entstehenden Shlüsse, z. W. unter Nnnahme glelhmäszlger Massen= 

verteilung.

g  Worläuslg genüge iu Wezug aus da^ ma  ̂ dle Naumlehre 
mlll, solgende Erklärung^ Die Naumlehre oder Eeometrie be= 
shästigt s ih  mit den gesetzmäszig gestalteten mathematishen 
Korbern und den an ihnen anstretenden Flähen, Linien 
und Bnnkten, mit den Eigenshasten und gegenseitigen We= 
zlehungen dieser Gebilde, mit ihrer Werehnnng und Kon= 
strnktlon.

D le  rein mathematishe Konstruktion ist n a h  Qbigem  nur in  

der Worstellung m bglih , das Herstellen der Ze lhnungen  und M odelle  

ist also nur elu W eranshaullhen der ersteren, denn jede gezeihnete 

Linie z. W. hat eine gemisse Wreite, m odurh sle erst slhtbar mlrd, 

dlese Wreite ist aber bei der mathematishen Llnle n lh t  vorhanden.

n m  elne Nnzahl der vorher angemandten Wenennungen eln= 

gehender zn erläutern, sollen zunähst vorbereltende Wetrahtungen an 

bestlmmten Modellen angestellt merden.

III.  E r l a u te ru n g  der  w ich t ig s te n  g eom e tr is ch en a n  

M o d e lle n  u n d  B e ic h n u n g e n .

a) W ürse l und Q u a d ra t , Ebene u nd G e r ade.

7) Der grundlegende Korber für die E intellnng des Nanmes ist 

der shon ans dem Nehennnterriht bekannte W ürse l. Se in  Modell 
ist entmeder ein kärberlihes l̂ z. W. der massive Holzmürselt oder ein 

Flähenmodell shns Bappe oder Bapler angesertlgtt oder ein Llnlen= 

modelt ẑ. W. Drahtgestellt D a s  Bunktmodell versuhe man sih im 

Eeiste vorznstellen, indem man den Eckpunkten ihre Lage im Nannte 

anmeist.
D a s  M odell soll zuuähst iu selueu einzelueu Teileu beschrieben 

merden, mobei dle gegenseltlgen Weziehnngen der Telle zu bestehen  

slnd. Später sollen dle dabel angemandten geometrlshen Wegrisse ge= 

klärt nnd dle etma ausgesprochenen Wehauptnngen bemiesen merden.
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III. Erläuterung d. wihtigsü geometr. Begrisse an Modellen u. Zeihnungen. lc

^  M a n  zählt am Würsel a ebene F lächen , g e r a d l in ig e  

K a n t e n  und ^ Elkpnnkte. D le  Würselslächen sind Q u a d ra te .  

Je  zmei zusammenstoszende dieser Flächen stehen a n se ln a n d e r  

senkrecht oder bilden elnen rechten W ln k e l,  mährend je zmei 

gegenüberliegende g le l  ch lansend  ^oder p a ra l le l^  sind und überall 

den se lben  N b stand  von einander haben. D ie  Würselslächen slnd 

sämtlich übereinstimmend tslud k o n g ru e n t  oder decken sich t Je  

zmei znsammenstoszende Kanten stehen auseinander senkreht, je vier 

von ihnen sind parallel, so dasz man drei Ernppen paralleler Kanten, 

also d re i H a u p t r ic h tn n g e n  am W ürsel hat. D a  sämtliche Kanten 

gleich  la n g  sind, so sagt man, der W ürsel sei ebenso la n g  mie 

b re it  und hoch. Won jeder Würselsläche und den Kanten der gegen= 

überliegenden Fläche sagt man ebensalls, sie seien parallel, von jeder 

Kante aber, sie stehe senkreht ans jeder der beiden F lähen, mit 

denen sie in  den Eckpnnkten znsammenstbszt. J n  jeder Ecke des 

W ürsels tressen drei Kanten und drei F lähen  zusammen. Wegen

der Übereinstimmung aller Flähen, ebenso aller Kanten, aller W inken 

Verhältnisse und aller Ecken nennt man den Würsel einen r e g e n  

m äsz igen  K b rp e r.

Die Eckpnnkte sind als D n r h s h n it t s p n n k t e  der verlängert 

gedahten Kanten ansznsassen, die Kanten als D n r h s h n i t t s l in ie n  

der ermeitert zn denkenden Flähen. D ie Eckpunkte sind zugleih die 
E re uzp uu k te  der Kanten, die Kanten die G re n z lin ie n  der Flähen, 

die Qnadrate endlih die E r e n z s lä h e n  des Kbrpers.

I lH  D ie  Buukte, Kanten, F lä h e n  und der Würselkbrper selbst 

kbnnen in gemisse Wemegnngsbeziehnngen zn einander gesetzt merden, 

die den Kärper sozusagen vor dem geistigen ^

Würsel dargestellt. Denkt man sih den 

Bnnkt geradlinig nah bemegt, so 

entsteht die Eerade als W e g  des 

B n n k te s  .I. Denkt man sih die Eerade 

nnter Hingleiten der Endpunkte ans

W eg der Eeraden Denkt man sih  

diese F lä h e  b is in die Lage hinausbemegtz mobei ihre Elken 

s ih  in den senkrehten Kanten zn bemegen haben, so entsteht der 

W ürsel a ls  W e g  der F lä h e

nutgekehrt kanu mau s ih  vorstelleu, die Hohe de  ̂ Würsels

Nttge entsteheu lassen. J n  F lg . I ist der

nnd in  die Lage vershobem 
so entsteht die Quadrat=Flähe a ls
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6 Erste Abteilung: Geometrie.

nehme allmählich ab, nm schlieszlich ganz zn verschwinden, dann bleibt 
nur noch dle F lähe übrig. Läszt man dle Wreite dieser

F lähe bis zur N u ll abnehmen, so bleibt nur noh die Eerade 

Nimmt die Länge derselben ebensalls zur Nu ll ab, so ist nur uoh  

der Bunkt .n vorhanden.
S o  erkeuut man, dasz der W ü r se n K b rp e r  dre i D im e n s io n e n  

oder N n sd e h n n n g e n  hat, Länge, Wreite nnd Hohe, dasz jede
Q nad rat=F lähe  n n r  zmei besitzt, Länge und Wreite, dasz der
Kanten =L in ie  n u r  eiue e iuzige  zukommt, die Läuge, mährend der 
kBunkt ga r keine Nusdehnung hat. D e r  B u n k t  ist a lso n n r 
eine im  N au m e  gedahte  S te l le  ohne jede N n sd e hn ung .

II^s nm  tieser in das Wesen der g e ra d lin ig e n  K a n te n  ein= 
zudringen, betrahte man jetzt neben dem ersten Würsel uoh eiuen 
zmeiten von derselben Kantenlänge. Jede Kaute des elueu läszt sih 
mit jeder Kante des andern genan zur Deckuug briugeu, d. h. ohne 
dasz Lücken zmishen beiden sihtbar merden. Diese Decknng kann ans 
zmeierlei Nrt geshehen, erst in der einen, dann in der entgegen
gesetzten N ih t n n g .  Fo lg lih t E le ih la n g e  E e rad e  decken s ih  
ssind kongruent^ ans zm eierle i N rb  M a n  kann die Kanten an 
einander hinshieben, so dasz die eine gemissermaszen die Werlängerung 
der andern giebtz mobei andere Stücke, mie vorher, genan aneinander 
lagern. M a n  shlieszt daranst T e ile  einer E e ra d e n  kännen in  
der E e ra d e n  nnd  ih re r  W e r lä n g e rn n g  ve rsho b en  merden, 
ohne s e it l ih  a n s  dieser heranszntreten. Diese Eigenshasten 
teilt aber die Eerade mit einigen krnmmen Linien, die anh ans 
kongruenten Teilen bestehen. ̂  Den Hauptunterszhied sindet man 
solgendermaszent M a n  stelle die volle Deckung der beiden Kanten 
mieder her, verdrehe aber den einen Würsel gegen den andern, indem 
man die Endpnnkte der angelegten Kante sest hän. N n h  bei diesem 
D re h e n  m ird  die Decknng n ih t  gestbrü Fo lglih t D ie  gerade 
L in ie  ist eine L in ie ,  die, nnter Fe stha ltung  von  zmeien 
ih re r  Bunkte  gedreht, ih re  Lage  n ih t  ändert. M a n  brauht
nnr gebogene Drähte unter Festhaltung zmeler ,,Wnnkte^ zn drehen, nm 
zu sehen, dasz sie dabei u n zä h lig e  ve rsh ied en e  L a g e n  an= 
nehmen. Daraus solgn Z m ish e u  zmei P u n k te n  ist n u r  eine 
e inzige E e ra d e  m ä g lih .  Jede krumme Linie zmishen zmei 
Bnnkten kann dagegen dort unendlih ost angebraht merden. Die 
Eesamtheit der Punkte auszerhalb der beiden sestgehaltenen Bnnkte,

Kreislinie nnd Schraubenlinie kbnnen ebensalls in sih selbst bewegt
werden.
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III. Erläuterung d. wihtigsü geometr. Begrisse un Modellen u. Zeichnungen.

dle bel der Drehung ebensalls ihre Lage nicht ändern mürden, glebt 
die be iderse itige  Fo rtse tznng  der E e ra d e n  ln s  Endlose. sDle 
Transmlsslonsmellen unserer Fabriken sind um so besser konstruiert 
und um so genauer geradllnlg, je menlger lhre Drehungsbemegung 
durh seitlihe Shmankungen slhtbar mlrd, je menlger sie ,,shlagen^.j 
Nun ist aber ersahrnngsmäszlg auh der kürzeste W eg elnes 

^ n n k t e s  zm ish e n  zmei E e ra d e n  n u r  in  e iner e inz igen  N rt  
m ä g llh ,  er musz also mit der Eeraden übereinstlmmen. Folgliht 
D ie  gerade L in ie  ist der kürzeste W eg zm ish en  zmei Bnnktem  
S ie  ist kürzer als jeder nmmeg, d. h. als jede krumme Linie oder 
gebrohene Linie zmlshen den beiden Punkten. S o  ist z. W. die 
längste Seite elnes D re ie c k s^  doh kürzer als dle Snmme der 
belden andern. sStrass gespannte Fäden geben daher zlemllh genau 
gerade Llnlen. Nnmendung aus das N b sh n ü re n  gerader Llnlen 
mittels gespannter Fäden beim Wauen, aus dem Zlmmerplatze und 
aus dem Shnürboden der Shlsssmerst.s Nus Qblgem solgt zugleih . 
Z m e i E e rad e  kbnnen s ih  n u r  in  einem e inzigen  Bunkte  
shne iden. Denn shnitten sie sih zmeimal, so hätte man zmlshen 
belden Shnlttpunkten zmel getrennte Eerade, mas nnmbgllh ist. ^  
Der Nb stand zmeler Bunkte lst dle gemessene Län ge  ihrer geraden 
Werblndungslinle. s^Das Wort Werbindungslinie soll künstlg stets 
eine Eerade bedeuten.^

D a s  Hülssmlttel znm Zeihnen gerader Linien ist das 

L in e a l. sBrüsnng der Wranhbarkelt durh Zeihnen elner Eeraden, 
nmlegen des Lineals nnd Nnpassen derselben Kante an die EeradeZ 

Die  Hanptausgabe ist. Z m e i gegebene B u n k te  d u r h  eine E e ra d e  

zn verb inden. Znm  Nbmessen der Länge benutzt man den Z irke l.  

M it  Lineal und Zirkel lost man serner dle Nusgabe t E in e  gegebene  

E e ra d e  um s ih  selbst zu v e r lä n g e rn  lt ie  zn verdoppeln^, 
sie zu v e rd re isa h e n , v e rv ie r sa h e u  u. sz m. D u rh  Nbtragen 

einer auseinandersolgenden Neihe glelh langer Stücke ans einer Eeraden 
erhält man elnen M aszstab, der ebensalls znm Messen benutzt merden 

kann. sMaszstäbe zeigen z. W. Millimeter, Dezlmeter und Meter anZ 

M lt  Zlrkel oder Maszstab melst man nah, dasz dle Kanten des 
Würsels glelh lang sind. D ie Würselslähen slnd also zunähst W ier=  

ecke sWlerseitet mlt g l e lh  la n ge n  Se lte n .  

sDer Sh ü le r  übe slh shon jetzt lm Ziehen gerader Linien mlt 

Llneal nnd Neiszseder und stelle mlt Hülse des Zlrkels z. W. Eenti= 

meter=Maszstäbe von ID  oder ern Länge her.s

geradlinig von drei Seiten begrenzte ebene Flähe.
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8 Erste Abteilung: Geometrie.

IlIs Jetzt soll dle Weshassenheit der W ü rse ls lä chen  genauer 
untersucht merdeu.

Legt man elne Kante des elnen Würsels loder dle des Lineals^ 
ans elne Flähe des andern Würsels, so erkennt man kelne Lücke 
zmlshen ihnen. Dieses genaue Nnelnanderpassen bleibt erhalteu, mie 
man auh dle Kante ans der Flähe verschiebe oder aus ihr verdrehe. 
Demnah gehbrt die Würselslähe zu der Nrt von Flähen, aus denen 
sih von jedem Bunkte nah jedem andern eine Eerade ziehen läszt, 
die ganz in der Flähe bleibt. So lh e  Flähen nennt man ebene 
Flähen. Nlsot E in e  Ebene  ist eine F lä h e ,  ln  der s ih  von  
jedem Bunkte  n a h  jedem andern  Bunkte  eine E e ra d e  ziehen 
läszt, die n irg e n d s  au s der F lä h e  h e ra u s t r it ü  Eine Flähe, 
ans der dies n iht überall mbglih ist, heiszt eine krumme Flähe. 
sEieb Weispiele an.s

Eleitet demnah eine Eerade aus zmei sih shneidenden Eeraden, 
z. W. aus zmei zusammenstoszenden Würselkanten hin, so kann ihr 

Weg nur diejenige Ebene sein, die zmishen den beiden Eeraden mbg= 

l ih  ist. Weil diese Ebene alle anderen zmishen den beiden Eeraden 

mbglihen Eeraden ganz in sih ansnimmtz so ist zmishen beiden nur 

diese einzige Ebene mbglih. Nlsot D u r h  zmei s ih  sh n e id e n d e  
E e ra d e  ist stets eine und n u r  eine Eb ene  bestimmt. N agt die 

bemegte Eerade über die beiden sih shneidenden hinaus, so erhält 

man zugleih die Fortsetzung der Ebene, die sih ins Endlose erstrecken 
kann. N u h  d n r h  dre i Bu nk te  im  N annte , die n ih t  in  e iner  
E e ra d e n  liegen , ist stets eine E b e n e  m b g l ih ,  denn von dem 

einen ans lassen sih nah  den beiden andern Eerade ziehen.

Dasselbe gilt von einer Eeraden nnd einem anszerhalb derselben 
liegenden Bunkte, denn du rh  dieseu läszt s ih  eine Eerade legen, die 

die andere irgendmo schneidet.

Dagegen brauhen vier Bunkte n ih t immer in einer Ebene zn 
liegen, denn der vierte kann sih anszerhalb der dnrh die drei andern 
bestimmten Ebene besznden. sWierbeinige Tishe und Stühle mackeln 
bismeilen, dreibeinige nie. Warum ts 

N uh durh zmei Eerade läszt sih u ih t immer eiue Ebene legen, 
denn ihre Endpunkte kännen vier Bunkte sein, die n ih t zn derselben 
Ebene gehbren. Diese Eeraden shneiden sih dann n ih t, mie meit 
man sie auh verläugere, deuu soust mürde sih doh eiue Ebene dnrh 
sie und die vier Bnnkte legen lassen. S i h  kreuzende E e ra d e  
sind solhe, durh die sih keiue Ebene legen läszt. M an nennt sie 
anh  m in d sh iese  E erad e . sSuhe mindshiese Eerade am Würsel, 
an den Wänden des Zimmers ans. Es giebt mindshiese Däher,
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III. Erläuterung d. w ichtig. geometr. Begrisse an Modellen u. Zeichnungen. n

d. h. n ih t  ebene D äh e r, da bismellen dle ^horizontales Firste nnd 
die ^horizontales E rund lin ie  der D ah s läh e  des unregelmäszigen Erund= 
risses halber mindshiese Eerade sind. E in  ans mindshiesen Eeraden 
bestehendes Wiereck heiszt ein mindshieses Wiereckt

In s  Stellt man den einen Würsel ans den andern, so berühren 
sih die entstehenden beiden Flähen vollkommen, mie man sie auh 
auseinander hinshiebe oder auseinander verdrehe. Denkt man sih 
ans den einen Würsel statt des zmeiten eine dünne Metallplatte ans= 
gelegt, dnrh die eine ebene Flähe veranshanliht merden soll, so 
läszt sih die genannte Decknng somohl mit der einen, als anh mit 
der anderen Seite der Blatte erzielen. Nlsot Legt m an zmei 
Ebenen  anse inander, so kann m an die eine ans der anderen 
nnd ih re r  W e rlän ge rn n g  be lieb ig  ve rsh ieben  nnd verdrehen, 
ohne dasz beide irgendm o a n se in a n d e r  treten, nnd da s ge= 
nane N n  e inanderpassen  b le ib t a n h  n a h  dem n m  klappen 
der einen Ebene erhalten. Der Wersnh mit krnmmen Flähen 
zeigt, dasz ihr Znsammenpassen entmeder dnrh Wershiebnng allein, 
oder dnrh Drehnng allein, oder dnrh beides zngleih ansgehoben 
mird, ebenso dnrh das nmklappen nebst Wershiebnng uud Drehung 
ausgehoben merden mnsz. s^Weispiele.s 

Damit ist erklärt, mas es sagen soll, dasz die gleihseitigen 
Wierecke des Würsels n iht mindshiese, sondern ebene Wierecke sind. 
Jetzt ist anh solgende Erklärnng verständigt D ie  N an m leh re  
zersä llt in  die Lehre von  den ebenen E e b ild e n , d. h. die 
Blonim etrie nnd die Leh re  von  den n ih t  ebenen E e b ild e n , 
d. h. die Stereometrie. Die Blanimetrie mird anh als E eom etr ie  
lim  engeren Sinnes bezeihnet.

kbs Jetzt soll nntersnht merden, mas es bedentet, dasz gemisse 

W ürselslähen oder Würselkanten oder a n h  F läh e n  nnd Kanten ans= 

einander s e n k r e h t  stehen.

E in  rnhig an einem Faden hängendes Eem iht giebt diesem die 
Eestalt einer Eeraden nnd eine Nihtnng, die man als die senk= 
reh te  bezeihnet. hWergleihe das Lot der Manrer, von dem die 
Wezeihnnng lo t r eh t  kommt. Wom ansreht stehenden M e n g e n  
kommt die Wezeihnnng s h e i t e l r e h t  oder vertikal, vom Berpen= 
dikel der nh r die Wezeihuuug perpeudikulär.s 

Die sreie Qberslähe ruhig steheuden Wassers in einem gräszeren 
Eesäsze darb mie mau mit dem Lineale prüsen kann, als eine Ebene 
betrahtet merden. Die Lage dieser Ebene mird als die magerehte  
oder hor izonta le  bezeihnet. J n  dieser Ebene lassen sih von jedem
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10 Erste Abteilung: Geometrie.

Bnnkte aus beliebig vlele Eerade zlehen, dle man sämtllch als horl=  
zontale E e r a d e  bezelhnet. sWergl. dle Wassermage ^Kanalmages 

und andere Nivellierinstrumente, mlt denen geprüst mlrd, ob Eerade 
oder Ebenen horizontal sind. Nnmendnng beim Wauen, beim Wer= 

ebnen Plan ierens grbszerer Blätze und beim Herstellen der magerechten 

Schienenbahn l ElsenbahnPlanum st

Ebenen und Eerade, die nicht horizontal slnd, merden als 

schräge Ebenen, bezm. Eerade bezelhner sKugeln rollen von hln= 

relchend shiesen Ebenen herab, grbszere Wassermassen slleszen a n h  bel 
dem gerlngsten Eesälle aus ihnen abmärts, mie man es an jedem 

Strom e beobahten kannt

bbs Won jeder senkrehten Eeraden sagt man, sle stehe senk= 
re h t  ans jeder m agerehten  Ebene  und aus jeder m agerehten  
E e rad e n , von  der sle ge sh n ltte n  mlrd. Steht also z. W. der 
Würsel ans der magerehten Ebene des Tishes, nnd zelgt dle Brüsnng 
mlt dem Lote, dasz dle Seltenkanten senkrehte Eerade slnd, so lst 
znglelh gezelgt, dasz dlese erstens senkreht ans den anstoszenden
E r n n d  kanten stehen, nnd dasz sle zmeltens anh senkreht ans der 
E rn n d s lä h e  des Würsels stehen. D les gllt nun stets, melhe
Würselslähe man anh als Ernndslähe betrahte, und anszerdem mird 
die gegenseitige Lage der Kanten, ebenso die Lage der Kanten zu 
den Flähen n iht geändert, menn man dem Würsel elne belleblge
shräge Stellnng im Nannte glebt. Fo lgliht as Je drei iu einer
Elke zusammenstoszende Würselkanten stehen anseinander senkreht o 
bs jede Würselkante steht senkreht ans den beiden Würselslähen, 
mit denen sie in den Eckpnnkten znsammentrlsst. Nllgemein sagt 
man sür ganz beliebige Lagent Zm e i s lh  shne ldende  E e rad e  
stehen ause inande r senkreht, menn d a d u rh ,  dasz m an dle 
eine in  eine senkrehte Lage  b rin g t, die andere in  elne mage= 
reh te  L a ge  gezm ungen mird.

I^s Won zmei slh shneldenden Eeraden, dle senkreht auselnauder 
stehen, sagt man auh, sie b lld e u  e iueu re h te u  W iu k e l mit= 
e iuauder. D ie beideu Eeradeu heiszeu dabei S h e n k e l des W iu k e ls , 
der Shnittpunkt heiszt der S h  e ite l desselben. sDer allgemeine We= 
grlss des Wlnkels soll  ̂erst später erläutert merden.s Nu den aus= 
elnander gelegten Flähen zmeler Würsel erkennt man, dasz rehte 
Wlnkel so zur Delkuug gebraht merden kennen, dasz lhre Shenkel 
auselnandersallen. S lnd  die Shenkellängen vershieden, so sagt man 
trotzdem ganz allgemein, dle Wlnkel selen kongruent. Nlsot 

N e h te  W ln k e l s ind  kongruent.
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Werlängert man dle Schenkel elnes rechten Wlnkels über den 
Scheltet hinaus, so entstehen lm Eanzen vler um den Scheitelpunkt 
herum llegende Wlnkel, dle mle dle Brobe zelgt, nntereinander zur 
Deckung gebracht merden kbnnen, solgllch sämtllch Nechte sind. Nlsot 
J n  der Ebene kbnnen um e inen B u n k t herum  v ie r  rechte 
W in k e l a n e in an d e r ge leg t merden. sMan lege vler Qnadrate 
entsprechend anelnander oder stelle vier Würsel ln derselben Welse 
zusammen.^

IBs Nus Erund der Kongruenz rechter Wlnkel kann man als 
v o r lä n s lg e s  Hülssmittel znm Zeichnen derselben elne Schablone 
vermenden, das allgemeln gebrauchte Nechtmlnkeldreleck ^kürzer W lnkel= 
d re i eck oder Wlnkelhaken ge= 
nannts. J u  Flg.  ̂ ist gezeigt t 
ns mle m an m lt H ü lse  des 
L ln e a ls  und des W inkel=
dreiecks aus e ine r E e ra d e n  

im  Bnnkte  eine Senk= 
rechte le in  Lots errich= 
tet, bs m ie m an von einem  
B u n k te  D  au s aus e ine Ee= 
rade  e in  L o t  s ä l lt ,  
vs m le man p rü st, ob e ln  
W ln k e l e ln  Nechter ist. 

sDie Wranchbarkeit des Wln= 
keldreiecks prüst man, lndem man 
mlt seiner Hülse einen rechten 
Winkel zeichnet, über hinaus verläugert und versncht, 
ob das Wlnkeldreieck genau iu den Winkel hinelnpaszti 

Wel jedem rechtmlnkligen Dreieck sollen von jetzt ab die den 
rechten Wlnkel einschlleszenden Selten als Ka the ten , dle lhm gegen= 
überllegende Selte als Hhpo tennse  bezelchnet merden.

I l ls  Jm  Nnschlnsz an das unter Ib s  gesagte gllt sür allgemelne 
lschräges Lagen solgendest E in e  E e ra d e  nnd elne Ebene  stehen 

a n se in an d e r  senkrecht, m enn dadurch, dasz m an  dle E e ra d e  

in  eine senkrechte L age  b r in g t ,  die Eb ene  in  eine h o r izo n ta le  

L a g e  gezm nngen  m ird. Wringt man dagegen die Eerade in eine 

horizontale Lage, so mird die Ebene in eine Lage gezmnngen, die 

man die senkrechte Lage nennt. W o sindet dies am Würsel statt, 
menn man ihn ans die Ebene des Tisches stellt^ ^  Brüsnng mit dem 

Lote zeigt an den Seitenslächen dieses Würsels, dasz man in einer
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12 Erste Abteilung: Geometrie..

senkrechten Ebene nnzähtlge senkrechte Eerade ziehen kann. D n rh  
zmei senkrehte Eerade täszt sih stets elne senkrehte Ebene legen. 
W on der senkrehten  Ebene sagt man, sle stehe senkreht aus 
jeder m agerehten  Ebenem Nllgemeln gllt sür belieblge shräge 
Lagent Zm e l Ebenen  stehen anse lnander senkreht, menn 
d a d n rh ,  dasz m an der einen eine h o rizon ta le  La ge  giebt, 
die andere in  eine senkrehte Lage  gezm nngen mird. Er= 
rihtet man ans der Shnlttkante solher Ebenen in einem Bnnkte 
Lote, die in den Ebenen liegen, so bilden diese einen rehten Winkel. 
nmgekehrtt Stehen diese Lote anselnander senkreht, so stehen anh 
die Ebenen anselnander senkreht nnd bilden einen rehten Winkel. 
sZelge dies am Würsel nnd an den Wänden des Zim m erst Die 
von Ebenen gebildeten rehten Winkel slnd kongrnent. sMbgllhkelt 
des Jnelnandershiebens von Shah te ln  und Kasten mlt rehten 
Wlnkeln.j

Steht eine Eerade senkreht ans einer Ebene, so bildet sie, 
mie unter Ib s gezeigt mnrde, mit allen durh ihren Fuszpunkt sShnltt= 
pnnkts gehenden Eeraden der Ebene rehte Winkel. D a  diese aber 
untereinander kongrnent sinh so solgtt D ie  D re h u n g  einer E e ra d e n  
nm eine sie re h tm in k lig  shne idende  seste E e ra d e  giebt a ls  
W eg eine Ebene, die ans der E e ra d e n  senkreht steht. P rehe  
znr Brobe das Winkeldreieck nm eine der Katheten.^ Nnders ans= 
gedrückt  ̂ D re h t  s ih  eine Ebene  um eine zn ih r  senkrehte 
Ee rade , so bemegt sie s ih  in  s ih  selbst. Dreht man eine
Ebene unter Festhaltung zmeier ihrer Bnnkte lhgb die sih um die 
Nngeln drehende Stubenthürs , so bleibt die gerade Werbindnngslinie 
dieser Bnnkte unverändert in ihrer Lage. D n rh  zmei Bnnkte lassen 
sih also unzählige Ebenen legen nnd sämtlihe shneiden sih in der 
Werbindnngslinie dieser Bunkte. Fo lgliht S h n e id e n  s ih  zmei 
Ebenen, so ist die D n r h s h n i t t s l i n i e  eine Eerade. Kenn t 
man zmei S h n it t p n n k te  der Ebenen, so kennt m an a u h  die 
ganze  S h n i t t l i n ie  beider Ebenem  

sNm Würsel der Fig. I  sind dnrh die Bnnkte nnd die
senkrehten Ebenen und gelegt. ^  ist 
ihre gemeinshastlihe Shnittlinie. steht senkreht aus .^^l, 
und M a n  kann die Ebene nm in die Lage 

drehen. Dabei bemegt sih ^l.^ in der Ernndslähe 
Zeige am Würsel rehte Winkel, die zmishen den Kanten, zmishen 
den Ebenen nnd zmishen Kanten und Ebenen vorkommen.s

ŝ M au denke slh noh dle geraden nnd gezogen.
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III. Erläuterung d. w ichtig. geowetr. Begrisse an Modellen u. Zeichnungen. i Z

^ Is  Jetzt soll untersucht merden, mas es helsztz je vler Würsel= 
kanten selen gtelchk ausend oder pa ra lle l.  Z u  dlesem Zwecke sei 
Einiges über den Wegriss der S y m m e tr ie  voransgeshickb 

Werlängert man das von einem Bnnkte D  ans eine Eerade 
P ig .  gesällte Lot D D  über die Eerade hinaus um sih selbst, so 
dasz . D P  D D  ist, so nennt man den Bnnkt D^ das S p ie g e lb i ld  
von  D  in  Wezug aus die E e ra d e  .cl.D. J n  Jig. ll ist auh von 
einem andern Bunkte D  das Spiegelbild 
gebildet. Damit ist zugleih das Spiegelbild 
D ^ D i zu der Eeraden D D  gesnnden. Klappt 
man den links von liegenden Teil der 
F ignr um die Eerade aus den rehten 
Teil, so decken sih megen der Kongrnenz der 
rehten Winkel und der Eleihheit der Längen 
die Lote mit ihren Fortsetzungen tmelhe 
letzteren also Spiegelbilder der Lote sinds, so 
dasz die Eudpnnkte sih gleihsalls denen. Weil 
so D  aus D^ uud D  aus D i  sälltz so decken 
sih anh die Eeraden D D  und D ^ D t  D a s  
S p ie g e lb i ld  eines ebenen E e b ild e s  
gegen eine E e ra d e  derse lben Ebene  ist 
stets ein kongrnen tes Eeb ilde . sDie 
Deckung kann im allgemeinen nnr durh 
nmklappeu um die spiegelnde Eerade erreiht 
merden.s Diese besondere Lage kongruenter Eebilde gegen einander 
nennt man die shm m etrishe  Lage. Die spiegelnde Eerade heiszt 
die Sym m etrieachse. J n  Fig. sind z. W. die Wierecke D D .D D  
nnd l s D P P  kongruent nnd symmetrish zn einander in Wezug aus 
die Symmetrieahse ^ lD . Dasselbe gilt vou den Dreiecken D D D  
und D D P .  Fo lglih t N e h tm in k lig e  Dreiecke s ind  kongrnent, 
m enn die Katheten  des einen g le ih  denen des andern  sind.

D ie  Bnnkte der Sym m etrieahse en tstehen  beim llmklappen sih  

selbst. Werbindet man zmei andersliegende entstehende Bnnkte sym= 

metrisher Eebilde du rh  eine Eerade, so steht diese senkreht aus der 

Spm m etrieahse uud mird d u rh  dieselbe halbiert. 

sJeder Bunkt der Eeradeu ^ .D  in F ig. ist gleihmeit von 

D  und D^ entsernt, denn die entsprehenden rehtminkligen Dreiecke 

sind ebenso, mie D D D  und D P D  kongruent. Dreht man nnn  

nm die sestgehaltene Eerade D h  so ist der W eg von eine 

Ebene. Dabei bleibt jeder Bunkt der gedrehten Eeraden gle ih  meit 

von D  nnd D^ entsernt. Nlso gilt solgende Erklärung der Ebene t

www.rcin.org.pl



14 Erste Abteilung: Geometrie.

D le  Ebene ist eiue F lä h e ,  bei der jeder B u u k t  g le lh e n  Nb= 
staud von zmei gegebenen N aum p nnkten  hat. D  ist symmetrish 
gegen Db in Wezug aus dle so eutstaudeue Ebeue. E s  giebt also 
auh Symmetrie lm Naume gegen elne Ebene. Dabei sindet jedoh 
im allgemeinen keine Kongruenz statt. S o  kanu z. W. dle rehte 
Haud ln symmetrlshe Lage gegen dle llnke gebraht merden, belde 
slnd aber niht kongrnent, so dasz z. W. der rehte Handshnh niht 
ans die llnke Hand paszb Dagegen ist das Spiegelbild der rehten 
Hand kongruent der linken Haud.s

Die Symmetrie lst nlht nur sür dle Eeometrle, sonderu auh 
sür das Zelhuen vou Kuustsormen uud sür die Nrhitektur von be= 
sonderer Wlhtlgken.

Nnsgobe. Zu einer beliebigeu geradlinigen F ignr lz. W. zu 
eluem uuregelmäszigen Füusecks die symmetrlshe Flgur iu Wezug 
aus eiue beliebige Eerade derselbeu Ebeue zu koustruieren.

D le  Symmetrle läszt s lh  zum Wemelse des solgeudeu mih= 
tlgeu Satzes benutzen t

Steheu zmei Eerade einer Ebene ans einer dritten 
Eeraden derselben Ebene senkreht, so shneiden sie slh 
niht, mie melt man sie auh beiderseits verläugere.

Wemeis. J n  Flgur selen D D  und D D  Lvte uns ^ lD . M an  
bllde lhr Splegelblld gegen ^.D, also dle Fortsetzungen über ^ lD  
hinans nnd denke slh belde Eerade nah rehts nnd llnks lns End= 
lose verlängert. Der llnke Dell der Zeihnnng ist dem rehten Teile 
kongruent. Nngenommen also, die belden Lote shnltten slh aus der 
llnkeu Selte, dauu müszteu sle slh iu kougrueuter Weise auh aus 
der rehteu Selte shueldeu. Daun aber hätte man zmei getrennte 
Eerade zmishen den belden Shnittpnnkten, mas unmägllh lst. Nlso 
ist das Shneiden der belden Lote überhaupt unmägllh. sM an  halte 
zmel Stäbe senkreht gegen den Splegel oder lege einen Würsel an 
diesen an und nntersuhe die Spiegelbilder im besprohnen Sinne.s 

Wezelhnet man nun E e rad e  einer Ebene, die s lh  n ih t  
shne iden , mie m eit mau sie a n h  ve rlänge re , a ls  p a ra l le l  sd. h. 
gleihlanseudt so läszt sih der Satz auh solgeudermaszen aussprehent 

S te h e n  zmei E e ra d e  einer Ebene aus e ine r dritten  
E e ra d e n  derse lben Ebene  senkreht, so s ind  sle p a ra lle l.

Wel dem in Fig. I  dargestellten Würsel stehen D .n  nnd D D  
senkreht ans der in ihrer Ebene liegenden Eeraden ^ iD , beide sind 
also parallel. Dasselbe gilt von D D  nnd D D  in Wezng ans DD , 
dasselbe von D D  und D D  ln Wezug aus D D ,  ebenso von D D
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III. Erläuterung d. w ichtig. geowetr. Begrisse an Modellen n. Zeicbnnngem I iz

nnd ln Wezng aus ü D  E s  gllt aber auh vou und D D  

in Wezug aus die in derselben Ebene liegende Eerade ^ lD , ebenso 
von D D  und D D  in Wezug aus D D .  F o lg lih t Je  v ie r  K au te n  
des W ü r se ls  s ind  p a ra lle l.  Überhaupt erkenut mant Lote  aus 

derselben Ebene slnd  stets p a ra lle l.

Das Wesen der parallelen Eeraden klärt slh durh Fig. ^  
geuauer aus. Hier seien .Z.D und DD unbegrenzte Eerade, beide senk. 
reh t ans der nnbegrenzten Eeraden DD, also parallel. in  nnd D  seien 
dle Shnittpnnkte mlt DD. M an erteile jetzt der Eeraden D D  in der

Zelhunngsebene elne Drehnug nm in, so melb bls sie mleder mit der 
Nnsaugslage znsammensällt, aber in entgegengesetzter Nlhtnng. Nahm  

D D  sb dil Lagen D ^ P ,  D^D^, D^D^, D.^D^, D ^ D , um sv manderte 
der D nrhshn ltt iV  über .Dt nnd D t  nah rehts. Näherte sih D D  

der Lage D^D^, mo es mlt D D  znsammensällt, so entzog slh  der 
melt sortrückende Shnlttpnnkt allmähllh der Weobahtnng, nnd ln der 

Lage D D  selbst konnte er n iht mehr vorhanden sein. Dreht man 

D D  über die Lage D D  hinaus, so kommt der Shnittpunkt lluks aus 

groszer Eutsernung heraurüneud mleder zum Worshelu und geht über 

D t  und D t  nah dem Nusgangspunkte iV zurück.
N us der Nushauung entnlmmt man dabei Folgendest D D  hat 

in  a lle n  Lage n  m it .nD  elnen S h n lt t p n n k t ,  n u r  in  der. 
p a ra lle le n  Lage  n ih t .  Je näher D D  der parallelen Lage kommt, 
in nm so grbszerer Entsernnng liegt der Shnittpunkt. P e i  un= 
endliher Nnnäherung an dle parallele Lage sagt man, der Shnltt=
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16 Erste Abteilung: Geometrie.

punkt sei unendlich sern.s D a s  kassieren der parallelen Lage läszt 

den Schnittpunkt plätzlich einen nnendlich groszen S p rn n g  von rechts 

nach links lhder umgekehrt^ machen. J m  Übrigen ist seine Wemegung 

bei stetiger Drehung eine stetige. W eil die Barallelen gegen das 

gemeinschastliche Lot gleichmeit gedreht sind P m  ü P ,  gelten sie als 

gleichgerichtet. Jst z. W. die eine horizontal, so ist es auch die 

andere, ist die eine vertikal, so ist es auch die andere.

Ferner entnimmt man ans der Nnschauung dieses Drehnngs= 

versahrens solgendest
Durh einen Bunkt lins läszt sih zu einer Eeraden PDs 

nnr eine einzige Barallele legen.
D a  man diese erhält, menn man ans dem vom Bnukte lins ans 

die Eerade P D s  gesällten Lote in in  eine Senkrehte errihtetz so solgtt 
S te h t  eine E e rad e  senkreht aus einer von  zmei B a ra l=  

le len, so steht sie a n h  senkreht aus der andern. 
llntersuht man also den Nbstand zmeier Barallelen an irgend 

einer Stelle, so handelt es sih nm die Messung der dort ans beiden 
zu g le ih  senkreht stehenden Eeraden.

l P  Das Spiegelbild einer Eeraden gegen eine zn ihr 
Barallele ist eine Barallele zu beiden.

^   ̂ J n  Fig. b seien die unbegrenzten Eeraden i l l  
D  D, nnd D D  parallel, D P ^  sei das Spiegelbild von 

D D  gegen D D .  Weil nnn links von ^ ID  kein 
S h n it t  stattsindet, so sindet ein solher anh rehts 
von ^ .D  niht statt. Nlso tressen sih meder D P  
und D D ,  noh D P  und D D .

P e r  Wemeis kann anh mit Hülse eines gemein= 

shastlihen Lotes gesührt merden. M it  Hülse des 
letzteren zeigt man anh, dasz zmei E e ra d e , die 

zn einer d ritte n  p a r a l le l  s ind , a n h  nnter  

s ih  p a r a l le l  sind.s

t   ̂ ^ ^bs Jn Fig. b stehen D D  nnd DD beide senk= 
 ̂ reht ans DD, nnd D D  stehe senkreht ans den

beiden Barallelen. D P  sei das Spiegelbild von D D  in Wezug aus 
D D .  Nus der Symmetrie solgt, dasz D D  ^  D^ D^ ist, dasz also die 
Baralleleu bei D  und Dt denselben Nbstand haben. Wershiebt man 
das spiegelnde Lot D D  nah rehts oder links, so vershiebt sih auh 
D P ,  aber es bleibt stets gleih D D .  Fo lg lih  ist der Nbstand der 
Barallelen D D  nnd D D  überall gleih D D . Nllgemein solgtt B a ra l=  
lele E e rad e  haben ü b e ra ll denselben Nbstand.
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^lls S ln d  nun D D  nnd D D  zmei Eerade derselben Ebene, die zn= 

nähst nn r an zmei Stellen denselben Nbstand DDbezm . D P  in demselben 

S in n e  salso n lh t ent= 

gegengesetzts haben, so 

läszt s lh  zeigen, dasz sie 
überall denselben Nb= 

stand D D  haben, also 

parallel slnd. Denn die 

zu .n D  d u rh  D  gelegte 
Barallele kann das Lot 

D i  D^ n a h  vorigem 

Satze n nr ln D^ shnel=

den. D a  nnn zmlshen D  ^  ac 
uud D i nur elne einzlge 
Eerade mbgllh lst, so 
sällt P  ganz mlt der 
Barallelen zusammen.
Nlsot Haben zmei Eerade einer Ebene an zmei Stellen gleihe 
Entsernnng von einander, nnd zmar in demselben Sinne, 
so haben sle überall denselben Nbstand, sle slnd also parallel.

P  Denkt man slh elne Eerade D D  um dle ln der Zeihnungs. 
ebene liegende Barallele D D  gedreht, so entsteht die sogenannte 
E h lin d e rs lä h e .  Diese enthält alle Bnnkte und alle Barallelen des 
Nanmes, die von D D  dieselbe Entsernnng haben. D D  heiszt die 
N h se  der Ehlinderslähe oder auh des E h liu d e rk b rp e rs .  D a  
uun die Zelhnungsebeue die Drehung stets mltgemaht hat, so mar 
sie ln jeder Lage zmishen beiden Barallelen vorhanden. Daraus solgtt 

D u r h  zmei B a ra l le le  läszt s ih  stets eine Ebene legen. 
P a d u r h  bestätigt sih dle Bemerkung am Shlusz von I.ü.s Fo lgllh  
entsteht a u h  dann  eine Ebene, m enn eine E e rad e  ans zmei 
B a r a l le le n  h ing le ltet.

Ze ihnet man zmei Bara lle le  und zmei ihrer Nbstände, so entsteht 
eln Wlereck m lt lanter rehten 
W lnkeln, das sogen. N eh teck . ^  ^
P lg .  D D D D . s  ^ D  und 
D D  slnd dle D i a g o n a l e n  

desselben. Je  zmei gegenüber. 

liegende Seiten sind Nbstände 

der andern parallelen Seiten.

J v lg l ih  t
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18 Erste Abteilung: Geometrie.

D ie  G egense iten  des Nechtecks sind e inander g le ih .  
Ferner hat das Nehteck zmei Shmmetrieahsen, so dasz die Diagonalen 
gleih sind und slh gegenseltig halbieren. in  lst der Mittelpunkt. 

S in d  zmei zusammenstoszende Nehtecksseiten gleih, so heiszt 
das Nehteck ein Q n a d ra ü  Pe rg l. Fig. Zmei Qnadrate von 

gleiher Seltenlänge lassen sih ihns Erund der 
^ Kongruenz rehter Winkels znr Decknng bringen 

tsind kongruentt Diese Decknng läszt sih erzielen, 
indem man eine Selte des elnen ans elne be. 
l lebige Selte des andern legt. Weil demnah 
jede Seite jede andere und jede Eike ebensalls

^ jede andere ersetzen kann, nennt man das Quadrat 
ein regelm äsziges Wierecb Dasselbe hat v ie r

S p m m e t r ie a h s e n ,  die in  F lg .  ̂ angegeben sind.
Jetzt ist ansgeklärt, mas es heiszen soll, gemlsse Würselkanten 

shnitten s ih  n ih t, mie meit man sie anh  verlängere, und hätten stets 
denselben Nbstand von einander^ dle W ürselslähen aber selen regel= 
mäszige Wierecke oder Quadrate.

Nusgobe. as M i t  Hülse des Winkeldreiecks dnrh elnen 
Bnnkt D zu einer Eeraden D D  eine Barallele zu ziehen.

J n  Fig. ist gezeigt, mie man zunähst das Winkeldreieck mit der 
einen Kathete an D D  anpaszb sodann das Lineal an die andere Kathete 

o. anlegt und sesthält. D a s  Dreieck mlrd 
jetzt am Llneale hin vershoben, bis es 
durh D  geht, moraus die gesuhte Baral= 
lele D D  gezogen merden kann. lD D  nnd 
D D  sind beide senkreht aus D D Z  

Nusgobe. bs Ü ber e iner be lieb ig  
liegenden  E e ra d e n  D D  ein Q u a d ra t  
zu e rr ih ten .

Nuslilsung. Errlhte iu deu Eudpuukten 
aus D D  Seukrehte uud mahe belde gleih 
D D .  D ie Werbiuduugsliuie der ueuen 
Endpunkte mird von selbst gleih und pa= 
ra lle l zn ^tD.

Nusgobe. os Über einer horlzontalen 

Eeraden von der Länge b mu ein Nehteck von der Hohe eru zu 

zelhueu. Dieses Nehteck soll mit Hülse des Maszstabs iu Quadrate 

vou der Seiteulänge I  eru zerlegt merden. D ie  Nnzahl der Quadrate 
ist anzugeben. Bemerkung t M a n  erhält Z ä ^  lb  Quadrateeutimeter
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nnd bezeichnet dles als den Jnha lt des Nehtecks. sDaher sagt man 
ln abgekü rzte r Nedem elset D e r  J n h a l t  e ines N ehtecks ist 
G r u n d l in ie  m a l HbheZ

lIIH Zmei parallele, nnr einseitig begrenzte Eerade und D D  
mbgen ans D D  senkrecht stehen. Jetzt drehe man das Eebilde nm D D , 
so dasz zmei ans D D  senkrechte Ebenen entstehen. W e ll die Baral= 
lelen überall denselben Nbstand haben und sich nirgends schneiden, so 
haben anch dle belden Ebenen überall denselben Nbstand und schneiden 
sich nirgends. Solche Ebenen nennt man p a r a l le le  Ebenen. F o lg lih t

S te h e n  zmel Ebenen  ans derse lben E e rad e n  senkrecht, 
so slnd  sie p a ra lle l.  Pergleiche parallele Zimmermände und die 
sie verbindenden Kantems

Jene Wedingnng ist bei gegenüberliegenden Würselslächen ersüllt, 
also sind dieselben parallel. ^  Won jeder Eeraden in einer zu einer 
andern parallelen Ebene sagt man, sie sei zur letzteren parallel. sZeige 
dies am Würsel.s

l l l s  Z m e i  W ü r s e l  v o n  d e rse lb e n  K a n t e n lä n g e  s in d  kon= 

g r n e n t ,  d. h. man kann sie sich in der Worstellnng so in einander 

geschoben denken, dasz die Ecken des elnen ln die des andern, dle 

Kanten des einen ln  die des andern, die Flächen des einen ln  dle 

des andern sallen. D enn  zunächst lassen slch zmel Quadrate aus 

elnander decken. Wegen der Kongrnenz der rechten Wlnkel tbei Kanten, 

und bel Flächens sallen auch dle seitllchen F läh e n  nnd Kanten zu= 

sammen m s. m.

Dabel ist es gleihgültlg, melhe Flähen man zur Deckung bringt. 
Folgliht D e r  W ü rse l ist ein regelmäsziger Kbrper.

Nusgobe l D as  Flähennetz eines W ürsels von gegebener
Kantenlänge zu zethnen und den 
Kbrper im  M ode ll darznstellen.

J n  Fignr III ist das Netz ge= 
zeihnet. Wo slh Qnadrate berühren, 
lst n a h  dem Nnsshnelden der Ee= 
samtsignr jedesmal eln Knlck zu 
mahen. ^

Dam lt slnd sämtllhe geome= 
trlshen Wegrlsse, dle in der We= 
shreibung des Würsels vorkommen, 
erläntert und die ansgesprohenen
Wehanptnngen bemlesen. M it  Nückslht ans dle Übungen lm praktlshen 

Nehnen sollen jedoh noh elulge Wemerknngen angeshlossen merden.
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lIlls Nus Quadraten von gleiher Seltentänge läszt slh eln 
Quadrat von doppelter Seltenlänge zusammenlegen lmarnmtb ans ll 
Quadraten eln Qnadrat von drelsaher Seltenlänge, ans Ib  Quadraten 
eln solhes von vlersaher Seltenlänge, n. s. m. M an  nennt daher 
dle Zahlen D  I  ^  I,  L ^  u. s. m. 
Quadratzahlen. sDer Shüler zelhne dle entstehenden Flgnren.s 
Nnszerdem solgtt W erhalten s lh  die Se iten längen  vershledener 
Q nadrate  mie I  t L t t ^ n. s. m., so verhalten s ih  ihre 
F lä h e n rä n m e  mie die Q uad ratzah len  I  t t n t Ib  n. s. m. .  
Demnah verhalten sih Quadratmillimeter, Quadrateentimeter, Quadrat= 
deeimeter und Quadratmeter mie I  t In   ̂ In  t In n   ̂ In n  t Innn  ̂  Innn  
oder mie I  t In n  t In n n n  t Innnnnn.

Nllgemeint
Die Jnhalte zmeier Quadrate verhalteu sih, mie die 

Quadratzahleu ihrer Seitenläugen.

l P  Nus ^ Würselu von gleiher Kantenlänge läszt sih ein 
Würsel von doppelter Kantenlänge ausbauen P a ru m s ,  aus L i  eiu 
solher von dreisaher Kantenlänge, ans ein solher von viersaher 
Kantenlänge n. sz m. Daher nennt man die Zahlen I  D  I  ^  I, 
L ^  L Z ^  ^  L i ,  ^  ^  u. s. m. Knbikzahlen 
shubrm ^  Würsels. Werhalten s ih  also die Kanten längen  von 
W ü rse ln  mie l  t ^ t I  n. s. m. so verhalten s ih  ihre Nanm = 
inha lte  mie die Knbikzahlen I  t ^ t L i  t n. sz m.

Daher verhalten sih Kubikmillimeter, Kubikeentimeter, Kubik= 

deeimeter, Kubikmeter mie I  t I n   ̂ In   ̂ I n  t In n   ̂ In n   ̂ ln n  t 
In n n  . In n n   ̂ In n n  oder mie I  t In n n  t In n n n n n  t In n n n n n n n E
Nllgemeint Die Juhalte zmeier Würsel verhalten sih, mie 
die Knbikzahlen ihrer Kantenlängen.

llcis D a s  Eem iht eines Knbikmillimeters Wasser P  heiszt M i l l i =  

gra m m , das eines Knbikeentimeters heiszt E ra m m , das eines Knbik= 

deeimeters heiszt K ilo g r a m m ,  das eines Kubikmeters Tonue. Diese 

Eemihte verhalteu sih also mie die letztgeuanuteu Zahlen. ^  E in  

S h is s  von ^nnn Kubikmeter Wasserverdränguug z. W. miegt mit 
seiuer Ladung ebensoviel, mie das verdrängte Wasser, also ^nnn  

Tonnen. ^  llnter sp e z is ish e m  E e m ih t  eines Stosses versteht 

man die Zahl, die angiebb mieviel mal so shmer irgend eine Menge 

desselben ist, als ein gleiher Nanminhalt Po lnm ens Wasser.

Die Nrithmetik schreibt P  ^  u. s. w. statt I . I, ^ ^ 
u. s. w  ̂ sie schreibt seruer tb  ob  ̂ . statt t . t . t, ^ ^  m o o m 

Ehemish rein, im Zustande grbszter Dihtigleit lbei ^  Eelsiuss.
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Nusgabe. WlevleI mlegt eln Elsenmürsel von  ̂ rum Kanten= 
länge, oder von  ̂ cuu, oder von äeru, oder von ru Kantenlänge, 
menn das speelsishe Eem iht des Elsens i,b  lst  ̂ Puslbsung 

M llllg ram m , bezm. iWn Tonnems 
Nusgabe. W ievlel mlegt ein Knbikmeter Lust, menn ihr

speeislshes E e m ih t ^  lst c P

Nuslbsung. ^  ^  üm
Nusgabe. Wleviel Quadratkilometer saszt eine Quadratmelle, 

menn I Melle glelh i,b  Kllometer lst^
N u slilsuu g . i ,b   ̂ ^  bb,Lb Qnadratkllometem 
Nusgabe. W leviele Kublkkllometer saszt elne Kubikmelle^

llbs Nus Würseln gleiher Kantenlänge läszt sih eln Kbrper 

ansbanem der von b Nehtecken begrenzt ist, der sogenannte Nehtecks=  

kbrper. Liegen in den drei Hanptrihtnngen z. B . L, lI und b Würsel 
an= bezm. übereinander, so haudelt es sih um L ^   ̂ b ^  lIn Würsel. 

Deshalb sagt man abgekürzt, der Jnhalt des Nehteckskbrpers sei das 

Brodnkt ans drei aneinander stoszenden Kanten.

ns K u g e l uud K re is e  Wagen uud K in k e l.

lI is  Das shon besprohene Lot ^Eemiht am Faden hängends 
läszt sih um deu Besestlguugspunkt herum uah jeder Nihtung in 
Bendelshmiugnugen versetzen, mobei der Nbstand vom sesten Bunkte 
stets derselbe bleibt. Demnah giebt es auh iu der Eeometrie un= 
zäh lige  Buukte, die vou einem gegebenen sesten Bnnkte  
dieselbe En tsernnng  haben. D le  Eesam the lt dieser Bunkte  
heiszt die Knge ls lähe , der gegebene Bnnkt ih r  M it te lp u n k t  
P e n tru m s , der von der F lä h e  elngeshlossene K b rpe r heiszt 
dle Kngeb P a s  Kugelmodell lst zu benutzen, z. B. der Erdglobns.s

lIlls D le  Kngelslähe lst elue k rum m e, ü b e r a l l  iu  s ih  zurück= 
la u se  ude F lä h e ,  sle ist also uirgends vou Kauteu begrenzt nnd 
zeigt kelne Eckpunkte. Jede vom Eentrnm  znr Kngelslähe gehende 
Eerade heiszt N  ad in s  der Kugel ^Halbmessers, jede Eerade d u rh  
das Eentrunb vou Kugelslähe zu Kugelslähe gemessen, heiszt D n r h =  
messer. Letzterer lst das Doppelte des Nadins. N lle  Nadlem ebenso

Eewbhnliche Zusammensetzung der atmosphärischen Lust, dabei 
ID  Eelslns nnd r N tm ohhäre Sp an n n ng  E o o  uuu Barometerstands.
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alle Durchmesser der Kugel slnd elnander glelh. Dle Eudpnnkte des 
Durhmessers heiszen Eegenpnnkte Pe l der Erdkugel Nntipodenpnukte, 
Eegensüszlerpnnktet

lIüs K u g e ln  von  g le lh e m  N a d iu s  s ind  kongruent. Bringt 

man sie näm llh ln der Worstellung mlt den Mittelpnnkten zusammen, 
so decken slh dle Qberslähen vollständlg genan, mell sonst nngleihe 

Nadien vorhanden sein müszten. Dabei kann man dle elne Kugel be= 

liebig um das Eentrum drehen, ohne dasz dle Decknng ansgehoben mlrd. 
Jeder Bunkt der Qberslähe kann eben jeden andern ersetzen, d. h. dle 

K n g e l lst e in  K b rp e r  von  vo llkom m e ner N ege lm äsz igke ib

^ns Wom Eentrnm ans läszt sih nah jedem Wunkte der Kugel= 
slähe ein Nadins ziehen. Jeder Nadius hat eiue bestimmte N ih t u n g  
lm  Naume. D e r  Ee sam the lt der N ad le n  e n tsp r lh t  die Ee= 
sam thelt der vom  E e n t ru m  a u s  m b g lih e n  N ih tu n g e n .  Wie 
grosz man dabei den Nadins nimmt, das lst glelhgültig. D a s  Ee= 
sagte gilt von allen Kugeln desselben Eentrnms lioneentrishe Kugelns. 
Hat man beliebig viele Kugeln desselben Eentrnms nnd zieht man 
einen durhgehenden Nadins, so shneldet dleser sämtllhe Kugeln. 
Won allen Shnlttpunkten sagt man, sie liegen vom Eentrnm ans 
gerehnet in derselben Nihtnng. sBetrahtet man z. B. das shein= 
bare Hlmmelsgemblbe als Kugelslähe mit dem Nuge als Eentrum, 
so kann man sih vom Nuge aus nah jedem Bunkte der Flähe, z. B. 
auh nah jedem Sterne, einen Nadius gezogen denken, modnrh alle 
vom Nnge aus in das Weltall gehenden Nlhtnngen znr Worstellnng 
gelang ems

P  Leg t m an d n r h  da s K itge leen trnm  eine Ebene, so 
sh n e id e n  s ih  K u g e l und Ebene in  e iner ebenen, krnmmen, 
in  s ih  zurücklausenden L in ie  ^ K u rv e t  die ü b e ra ll von  dem 
in  der Ebene liegenden  Ee n tru m  deuselben Nbstand h a r  
Diese Linie heiszt K r e is  l Kreislinie, Beripheries, dle von ihm nm= 
shlossene Flähe helszt dle K re is s lä h e .  Jede dnrh das Eentrnm 
gelegte Ebene glebt elnen sogenannten Hauptshnitt der Kugel, uud 
dleser musz, da der Nadlus glelh dem der Kugel ist, stets eln grbszter 
Krels der Kugel seln. sNus dem Erdglobus slnd dle Längenkrelse oder 
Meridiane solhe grbszten Krelse, ebenso der Ägnator. Erbszere Kreise 
sind ans der Kugel unmbglih, da ihr Nadius über dle Kugel hiuaus 
relheu mürde.s Die Kngelslähe mird dnrh jeden Hauptshultt iu zmei 
H a lb k u g e ls lä h e u  zerlegt, die Kugel selbst in zmel H a lb knge lu . 
Die erstereu uud ebenso die letzteren, siud uah den obigen Bemerknugeu
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über dle mbgllhen Werdrehnngen kongruent. Der Hauptshnltt ist 
eine Shmmetrie=Ebene der Kugel.

^ L s  Jede Eerade, die zmei Bunkte der Kreislin ie  verbindet, 

helszt elne S e h n e  Ph o rd e s  des Kreises. Eeht sie d u rh  das Kreis= 

eentrum, so heiszt sie D u r h m e s s e r  des Kreises. D e r Durhmesser 

besteht aus zmei gleihen N a d ie n  oder H a lb m e sse ru .  Säm tlih e  
Durhmesser, ebenso sämtlihe Nadien des Kreises sind einander glelh. 

D le  Gesamtheit aller Nadien, die s ih  vom Mittelpunkte des Kreises 

ans n a h  seiner Beripherle ziehen lassen, entspriht der Eesamtheit 

der vom Eentrum aus in der Ebene m bgllhen N ihtungen. Shneldet 

ein N ad in s  beliebig viele koneentrishe Krelse der Ebene, so sagt man 

von sämtllheu Shnittpunkten, sie lägen, vom Eentrum aus gerehnet 

in  derselben N ihtnng. S ln d  also von einer Eeraden zmei Bunkte, 
gegeben nnd ist einer als Nusgangspnnkt betraget, so lst dle N lh tu n g  

der Eeraden und lhrer gesamten WeNängernng bestimmt. Eine Eerade 
von gegebener Länge, deren N ih tn n g  e in d e u t ig  bestimmt ist, heiszt 

Strecke. J n  der anderen N ih tn n g  genommen, heiszt sle dle entgegen= 

gesetzte S tre ike . Jst dle N lh tu n g  glelhgültig, so helszt die doppelt 

begrenzte Eerade einsah dle Eerade D D  oder D D ,  je n a h  der Be= 

zelhnnng ihrer Endpunkte.

D le  von einem Bunkte aus ius Üneudllhe gehende, also nur 
einseitig begrenzte Eerade, heiszt S t r a h l .  Kreise von demselben 

N ad in s slnd kongruent. S le  decken slh, sobald man sle mit den 

Mittelpnnkten auselnanderlegt. Dabei kann man die Krelse ln der 
Ebene belleblg gegen elnander verdrehen, ohne dasz dle Decknng aus= 

gehoben mird. D ie  Kreislinie lst also elne vo llkom m e n  regel .  

mäszlge ebene Knrve, jeder lhrer Bnnkte kann jeden andern ersetzen. 
D ie  verlängerte Sehne helszt Sekante.  S ie  kann mit dem Kreise 

nur zmei Bnnkte gemein haben.

^Zs Krelsllnle nnd Kreisslähe merden durh jeden Durh=  
messer ln kongrnente H a lb k r e ls l ln le n  bezm. H a lb k r e is s lä h e n  ge= 

teilt. F o l g l l g  Der Durhmesser ist elne Spmmetrleahse des Kreises. 

Den Durhmesser kann man als die E r n n d l in ie  P a s is s  des Halb= 

kreises oder der Halbkrelsslähe betragen. Hält man die Endpnnkte 

des Dnrhmessers sest, und dreht man den Halbkreis vollständig herum, 
so ist der Weg der Halbkrelslinie dle Kugelslähe, der Weg der Halb= 
krelsslähe der Kugelkärper. D ie einzelnen Bunkte der Peripherie be= 

halten dabei ihren Nbstand von der Drehnngsahse bei, legen also 

Krelse zurück, die sogenannteu Barallelkreise. sEeht dle Drehuug 

n lh t vollstäudlg herum, so helszt dle entstehende F lähe das Kngel=
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zmeieck, der entstehende Kbrper kann a ls  M erid ianau sshn ltt oder a ls 
kbrperllhes Kngelzmeleck bezeichnet merdenZ

^ s  Hält man den elnen Endpnnkt elner begrenzten Eeraden 
best, nnd dreht man sle ln der Ebene vollständlg herum, so beschrelbt 

rr. der andere Endpunkt einen Kreis, die Eerade 
selbst eine Kreisslähe. Eeht die Drehung 
ulcht vollstäudig herum, so ist die eutstehende 
krumme Llu le eiu K r  e i sbog eu, die eutsteheude 
Fläche ein K r e i s a u s s chn i t t  P r e is  = Sektors.  
Wergb Fig. I I .  Der Sektor ist also eine von 

^  einem Kreisbogen und zmei zn ihm gehbrigen 
Nadien begrenzte ebene Fläche. Werbindet man die Endpnnkte der
belden Nadlem so erhält man dle Sehne des Sektors bezm. des Bogens.

Nusgube. Zelchne m lt Z lrke l und Nelszseder konzentrische Krelse 
m lt den Nadlen I ,  L , Z, P  u. s. m. Eentlmeter und ziehe zmei
auseinander senkrechte Durchmesser des grbszten Kreises m lt Hülse des 
L iuea ls  uud des Winkeldreiecks.

Bem erkung. Jeder der Krelse mird dabei iu kougrueute Wiertel= 
kreise, jede Kreissläche iu kougrueute Wiertelkreisslächeu zerlegte

^äs  Z u  eiuer Kreissehue kbuuen zm ei Bogen 

gehbren, die im allgemeinen verschieden slnd. J n  

F lg u r  I L  gehbreu zur Sehue D D  dle Bogeu 
D D D  uud D D ^ .  W lrd  uichts Besouderes ge= 

sagt, so lst gembhullch der kleiuere Bogen gemelnt. 

Ebenso gehbren zn zmel Kreisradien zmel lm 
allgemelnen verschledene Sektoren. J n  Flg. I L  

z. B . handelt es slh  nm die Sektoren in ^ I.D D  
nnd i ^ D D ^ I .  W lrd  n ih ts  besonderes gesagt, so lst ln der Negel der 

kleinere von belden gemelnt. D ie  durh  dle Sehue abgeshuitteuen Telle 

^  der Kreisslähe helszeu Krelsabshultte ^Segmentes.

kÜs Zmel Bogeu elues Krelses heiszeu glelh, 

meuu sle slh  zur Decknng brlugeu lassem Dabei 

salleu dle Kreismlttelpuukte uud dle Eudpuukte 

der Bogen anselnander. D le  Deckung ist ln 

z m e le r l e i  S ln n e  m bgllh, dlrekt nnd n a h  ge= 

shehenem Ümklappen des einen Bogens. Dabei 

decken s ih  auh  die zugehbrigeu Sehueu, deun 

zmlshen zmel Buukteu lst nur eiue einzige Eerade mbglih. N n s

demselben E runde  decken s ih  au h  dle zugehbrlgen Sektoren nnd
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Segmente. W e rg  Fig. Im  Nlsot Z u  g le ih e u  W ogen  e ines  

K r e i se s  gehbren gleiche S e h n e n ,  kongrnente  Se k to re n  nnd  

kongruente  Segm ente . Entsprechend solgt aus der Deckung kon= 

grnenter Kreissektoren t

Z u  koug rueu ten  S e k to re n  gehbren kongruen te  Wogen, 
gleiche Seh nen , kongrnen te  Segm en te  und kongruen te  D re i=  
ecke. Diese Dreiecke slnd g le ichschenkllge, d. h. solche, in  denen 
zmei Selten glelche Länge haben shie Nadlent Jhre glelchen Selten 
helszen Schenkel, dle drltte helszt E rund lln le  P a s is s .

Sprlcht man bel Sehnen nnr von den kl eln er en Wogen, Segmenten 
nnd Sektoren, P e r  nur vou deu grbszerens, so solgt ebenso t Z n  
gleichen Sehnen eines Kreises gehbren kongrnente Wogen, 
kongrnente Segmente, kongrnente Sektoren nnd kongrnente  
Dreiecke. Nns letzterem solgt t

Elelchschenklige Drelecke sind kongrnent, menn dle Längen ihrer 

Schenkel überelnstimmen nnd anch die Grundlinien gleich lang slnd.

IVs Nusgube. Eegeben sel eln Krels und in ihm eine P ich t 
allzngroszes Sehne ^ID. Elne N e g  auselnandersolgender Sehnen 
von derselben Länge soll ln den Krels einge= lüe.
tragen merden. Darans sollen sämtllche End=
pnnkte mlt dem Eentrum verbuudeu merden. P  i  P

N us lilsuug . M a n  nehme D D  sFlg. I I s  ^ s g  cs
ln deu Zlrkel, schlage damlt eineu Wogen nm s t g  P
D t  der den Shnlttpnnkt D  glebt, shlage t  i  
ebenso elnen Wogen um D, der deu S h u it t .

puukt D  glebt u. sz m. D le  Wolleuduug
der Ze ihnuug  geshleht mlt dem Llneal u a h  N rt der Flg. I I .

Bemerkungen. D le entstaudeueu Wogen, Segmente, Sektoren 
und Dreiecke slnd kongrnent. T r ltt  der F a ll eln, dasz die Neihe der 
Wogen uah eluem nmgauge shlieszt lhasz also der Eudpuun des 
letzteu Wogeus aus D  sällts, so lst der K r e ls  iu  eine N n z a h l 
kong ruen te r Wogen e in g e te ilt ,  d ie  K r e is s lä h e  in  e ine Nn= 
zah l ko ng rn en te r Sek to ren . Das von den Sehnen gebildete 
Wieleck heiszt dann ein rege lm äsziges Wieleck ^reguläres Bolhgons. 
Hat man näm lih zmei übereinstimmende regnläre Bolpgone, so lassen 
sie sih n ih t nur aus eiue eiuzige Nrt zur Deckuug briugen, soudern 
jede Seite des eiueu kauu aus eine b e lie b ig e  Seite des andern 
gelegt merden, so dasz jede Seite bezm. Ecke dnrh jede andere ersetzt 
merden kann. Jeder Nadius des Wielecks kauu als Shmmetrieahse 
betraget merdeu.
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Negelm äszige Wielecke sind  solche Wielecke, deren Eck= 
punkte sämtlich ans elnem K re lse  llegen, und deren S e lte n  
glelch la n g  s lnd  und nach elnem Ü m gan ge  schll eszen. S ie  
lassen slh stets in eine Nnzahl kongrnenter gleihshenkllger Dreiecke 
zerlegen, deren Spitzen lm Mittelpunkte znsammensallen.

Zahlreihe regelmäszige Wielecke lassen slh nur durh probe= 
me lses Nbstecken von Bunkten ans elnem Krelse mlt Hülse derselben 
Zirkelbssnnng konstrnleren. Wei anderen sind genaue Paktes Kon= 
struktlonen mbglih, jedoh zieht dle B ra h s  auh hier bisweilen das 
probemelse Nbstecken vor.

Nusgube. Wersnhe d n rh  probemeises Nbstecken solgende regdl= 

mäszigen F iguren in  gegebene Kreise elnzuzelhnent D a s  regelmäszige

Einige sind in vorstehenden Figuren dargestellt.

IZs Die regelmäszige K re is te ilu n g  sindet im praktishen Leben 
vielsahe Nnmendnng. Die Zahnräder der Mashinen merden mit 
ihrer Hülse konstrniert. Der Nand des Zisserblattes jeder nhr ist, der 
halben Stundenzahl des Tages entstehend, in IL gleihe Teile ein= 
geteilt. J n  der Negel ist jeder dieser Teile mieder in b zerlegt, so 
dasz man im Eanzen bn hat, mas der Minutenzahl der Stunde 
entspriht. Denkt man sih jeden dieser Teile mieder in Z gleihe 
Teile zerlegt, so erhebt sih die m ih tig e  E in te iln n g  des K reises 
in  Zbn g le ih e  T e ile , die z. W. bei dem Ä g n a to r der E rd e  
znr N nm endnng kommt. D er Zbn. T e il  e in e r K re is lin ie  
heiszt ein W ogengrad. Der ganze Kreis zählt Zbn Erade, ge= 
shrieben Z bni der Halbkreis zählt lvgb den Transporteur des 
Neiszzeugss, der Wiertelkreis u. s. m. lieber Meridian=Halb kreis 
des Erdglobus zersällt in einen närdlihen nnd einen südlihen Teil, 
deren jeder in ün Erade eingeteilt ist. Die Ortsbestimmung geshieht 
mit Hülse der Meridiane und Barallelkreise, z. W. bstliher 
Länge, nbrdliher Wreite.s Für noh genauere Messungen hat 
man den Erad noh in bn Minuten, die Minnte in bn Sekunden
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eingeteilb sDen Horizont teilt man, z. W. von Norden ausgehend, 
ln I ,  bezm. Z, I.Z u. s. m. gleihe Teile eln, mas dle Himmels= 

rihtnngen giebt, v g  die Windrose des Kompasz Poussoles und den 

Horizontaltreis der Feldmeszinstrumente. M i t  Hülse der Himmels= 
rihtung und der Eradeinteilnng der Zenithallreise ldie durh den 

hbhsten Bunkt der sheinbaren Himmelskugel gehen und Hanptshnitte 

derselben sinds kann man den augenblicklihen O rt eines Sternes am 
Himmelsgemblbe bestimmen. E in  solher kann sih z. W. in der N ih=  

tung Nordost in Hohe besinden.s

I l l s  F ig. lb  stellt zmei koneentrishe Kreise dar, in denen die 

Nadien i I D I  und ib lD  um denselben W ruhteil der betressenden Kreise

ẑ. W. ^  gedreht und in  die Lage i l I P  bezm. i l k P  gelangt sind  ̂

D ie  Wogen D P  und D P  haben vershiedene Länge, ihre Eradzah l 

ist aber dieselbe lz. W. I b P  denn es handelt 

sih  eben um denselben W ruhteil jedes 

Kreises. D a s  M a sz  der D r e h n n g  oder 

der W in k e l  der beiden Nadien ist demnah  

sür den N a d in s  des elnen Kreises dasselbe, 

mie sür den des andern, d. h. er ist nn=  

a b h ä n g i g  v o n  der  L ä n g e  de s  N a d i n s .

S ieh t man von dieser Länge ab, so spriht 
man, statt von Wogengraden, von W in k e l=  

g ra d e n  und teilt die volle Ümdrehnng in 

ZZn  Wlnkelgrade, die halbe in  IZ n  Winkel= 

grade ein, spriht also z. W. von einem Winkel von ohne jede Wezng= 
nahme aus die Länge der S h e n k e l  des Winkels. Den Winkel nennt man, 

indem m an einen b e l ie b ig e n  Bunkt jedes S h e n k e l s  und d e n S h e i t e l  

lShn ittpunkts nennt, letzteren jedoh in die M itte  setzt. D a s  Zeihen 

sür Wlnkel ist P .  S o  ist z. W. in Fig. IZ  nur e iu  Wiukel dargestellt, 
der als D i n P  oder als P i  D i n P  oder D i n P  oder D i n P  

bezeihuet merdeu kann, aber, menn man von der D rehungsrihtung 
absieht, a n h  a ls g i n g  D ^ l ü  u. s. m. gelesen merden dars. E le ihe  

Winkel sind solhe, die sih, abgesehen von der Länge der Shenkel, znr 
Deckung bringen lassen. D ie  Deckung kann aus zmei Nrteu geshehem 

direkt uud nah  geshehenem Ümklappen. Z n  zmei Nadien eines 

Kreises gehbren stets zmei Winkel. J n  der Negel ist der kleinere von 

beiden gemeint.

bns Wei einem Winkel untersheidet man N e h ts=  und L inks=  
D re h n n g .  Die Nehtsdrehnng entspriht dem Eange des Ührzeigers, 
die Linksdrehung ist die entgegengesetzte. Häuslg uimmt man die
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nah  rehts gehende Horizontale als die Nnsangsrlhtung an und be= 

trahtet die Llnlsdrehnng als dle positive, dle Nehtsdrehung als die 

negative Drehung. D a n n  e n tsp r lh t  jedem W in k e l ein sür  

a lle m a l elne bestlmmte N lh t u n g .  Won jedem Bunkte kbnnen nah  

jeder N lh tnng hln Strahlen ansgehen. Nn jedem Strahle hat man dle 

N lh t u n g  und die L a ge  des N n sg a n g s p n n k te s  zn nntersheideno 

an jeder Strecke also sind zn nntersheiden as N lh t n n g ,  bs L age  

des N u sg a n g sp u n k te s ,  es L ä n g e  derselben. nntersheiden sih 

zmei Strecken einer Ebene nnr bezügllh der Lage des Nnsgangs=

Wegrissei J n  Flg. I i  slnd sür diese Nnshannng gleih lange 

Strecken von den Nihtnngen E i  ü n t I Z i P  IW E i  L L ü t  L i E i  

Z I P  mlt demselben Nusgangspunkte dargestellt. Denkt man slh eln 

Nehteck um elne selner Selten gedreht Eg l. die gedrehte Stubenthürt 
so sprlht man ebenso mie hier von Drehnngen, die von der Erbsze 

n t  l ln i  L i n i  Zbn^ n. dergl. sein kbnnen. D ie  Erbsze des Winkels 
mlrd dann nah  der Drehung der als Nadlen bemegten Seiten des 
Nehtecks gemessen. Nlsot S h n e id e n  s ih  zmel Eb enen  nnd er= 

r ih t e t  m an  ln  elnem Bu nk te  der S h u i t t l i u ie  Lote  ln  belden  

E b e n e n , so g i l t  der W in k e l zm ish e n  den L o ten  a ls  der von  

den Eb ene n  geb ildete  W inkel.
Elnlgen Wlnkeln hat man besondere Namen gegeben. Der 

Wlnkel von n^ helszt N n l lm ln k e l ,  der von lsn^ lst der shon  bê  
sproheue re h te  W ln k e l,  der von IZ E ^  helszt der slahe oder ge. 

streckte Wlnkel stelne Shenkel gehen n a h  entgegengesetzter N ihtnngs, 

der von Zbn^ helszt Wollmlnkel. Wlnkel, dle kleiner sind als I Z n s  

helszen hohle oder konkave Winkel, solhe, die grbszer slnd als I Z E i  
nennt man konvexe oder überstumpse. lN a h  Obigem E g b  Iü s  ist, 

menn n lh ts  besonderes gesagt mird, stets der konkave Wlnkel gemelntt 

Wlnkel, dle klelner slnd als ü E i  nennt man spitze Wlnkel, solhe, dle

pnnktes, stimmen sle also ln der 

N lh tu n g  und der Länge überein, 

so nennt man die Strecken glelh. 

Strah len  von glelher N lh tung, 

dle also gegen dle horlzontal n ah  
rehts gehende Eerade glelhmelt

 ̂ gedreht slnd, nennt man g l e l h  = 

g e r ih t e t ,  morüber später besonders 
zu spreheu lst. sJm  gembhnllhen 

Lebeu bedeuten Strecke nnd Länge 

dasselbe, lu der Mathematik aber 

handelt es slh  nm ganz vershiedene
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III. Erläuterung d. wihtlgsz. geometr. Begrisse an Modelten n. Zethnungem LL

zmlsheu und I B E i  liegen helszen stum pse Winkel. Ergänzen 

sih  zmel Wlnkel zn L n i  so nennt man sle K o m p le m e n tm iu k e l 

lz. W. und ZE is, solhe, dle slh  zn I Z E  ergänzen, helszen 
S u p p le m e n tm in k e b

b ls  Jeder von zmei Nadien eines Kreises gebildete Winkel 

heiszt E e n t r im in k e l.  D a  d n rh  die Ecken des regelmäszigen Wielecks 

stets ein Kreis gelegt merden kann, dessen Eentrum im Mittelpunkte 
des Wielecks liegt, so kauu man anh  bei dem regelmäszigen Wieleck 

den Winkel, der du rh  die Werbiudungsliuieu des Mlttelpnnktes mit 

deu Endpunkten eiuer Seite gebildet mird, a ls Eentriminkel bezeihnen.

D e r Eentriminkel des regelmäszigen Dreiecks ist dann ^  ^  I L E i  

der des regelmäszigen Wierecks lQuadratess ^  b n i  der des regel=

mäszigeu Füusecks ^  ^  i L i  der des regelmäszigeu Sehsetks ^  

u. s. m. Die durh die Seiten und Nadien des Wielecks gebildeten 
gleihshenkligen Dreiecke maren als kongruent nahgemiesen. M an  
shlieszt daraust Eleihsheuklige Dreiecke siud kougrueut, menu sie iu 
deu Sheukelu uud dem Wiukel au der Spitze ldem vou deu Shenkeln 
eingeshlosseuen Wiukels übereiustimmen. Nuu kouuten aber die eut= 
spreheudeu Wogeu uud Sehueu aus zm eierle i Nrt zur Deckuug ge= 
braht merdeu, direkt und umgeklapptz uud da uur gleihe Winkel sih 
decken kbnuem so solgtt D ie  W a s is=W in ke l des g le ih sh e n k l ig e n  
Dre iecks sind  e inander g le ih ,  odert E le ih e n  S e ite n  des 
Dreiecks liegen  g le ih e  W inke l gegenüber. Jm  gleihseitigen 
Dreiecke sind demnah alle Winkel einander glelh.

Jeder von zmel benahbarten Selten des regelmäszlgen Bolpgons 

elngeshlossene Wlnkel besteht ans zmei glelhen Waslsminkeln, solgllht 

D le  W ln k e l e in e s  re ge lm ä sz lge n  B o l p g o n s  stlm m en übere ln . 

P g  Flg. I I Z

bLs Nusgabe. Elnen gegebenen Wlnkel D i lD D  an elne gegebene 
Eerade D D  in elnem gegebenen Bunkte ins n a h  elner der vier vor. 

haudenen Mbglihkeiten anzntragen. lF lg. I Z  ans solgender Seite.s

N uslb suug. S h la g e  um i l i  mlt belleblgem Nad lu s i n D  elueu 
Wogeu D D  vou Sheukel zu Sheukel uud mlt demselben Nadlus 

elueu solheu um P ,  der z. W. bei D i beging. Daraus uimm 

deu Nbstaud D D  iu  deu Zirkel und shlage damit um P  eineu 

Wogeu, der iu P  shneidet. P P  glebt danu den zmelten Shenkel 
des gesnhten Wlnkels.

^Sektoren mlt glelhen Nadien slnd näm llh  kongruent, menn ihre 
Sehnen gleih  laug siuds.
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30 Erste Abteilung: Geometrie.

^  ^  Nusgabe. Wilde die 

Sum m e und die Disserenz 

zmeier gegebener Wlnkel.

sbZs Worlänsige Wemer= 
kung über den Krelsnmsang. 

Legt man über dle W blbnng 

elner Halbkrelsscheibe einen 

dünnen Faden und zieht 

man ihn strass, ohne ihn 
gemaltsam anszudehnen, so 

erhält man ziemlich genan 

die Länge der halben Kreis= 

linie. Jst der N ad in s der 

Scheibe von der Länge 
In n  mm, so sindet man sür 

den Halbkreis als Länge rnnd 
Z I I  mm, ist der N ad in s 

von der Länge In n n  mm, 

so sindet man sür den Halb=

kreis rund Z I I L  mm. Je  genauer man miszt ^oder, mie es später ge= 

lehrt mird, rechnett um so geuauer sindet man, dasz die Länge des Halb= 

kreises das Z , I I I b ü  . . . sache des N ad iu s ist. Diese Zah l bezeichuet 
mau mit dem griechischen Wnhstaben E ies p it  Folglich t D ie  L ä n g e  

des H a lb k r e is e s  ist d a s  ^r=sache des N a d in s ,  also t D e r  I im s a n g  

des g a n z e n  K r e is e s  ist d as L n P a c h e  des N a d in s ,  oder ^  ^  L r^ .  
Nusgabe. W ie grosz ist der Äguatornmsang der Erde, meun 

der N ad iu s zu Zbll M e ilen  angenommen mird^
Nusgabe. N im m  au, die Erde bemege sih  in einem Jahre  

einmal nm die Sonne  in einer Kreisbahn von Ln  M illionen  M e ilen  

Nadins. W ie grosz ist der Weg sür ein ganzem Jah r^  N im m  das 
J a h r  zn Zbb Tagen an nnd berehne den Weg sür einen Tag, eine 

Stnnde, eine Minnte, eine Seknnde. N im m  das Ja h r  zn T ag  

an, nnd sühre dieselben Nehnnngen ans.s

b I s  Won jetzt ab merke man solgende Wezeihnnngent bedentet 
Dreieck, ^  bedentet kongrnent bedentet parallel, ip bedentet g le ih  nnd 

parallel, D . bedentet senkreht, ^  bedentet gräszem ^  bedentet kleiner. 
Nlsot I ^ . I D D ^ P P D P  bedentett Dreieck D D D  ist kon=

grnent dem Dreieck P D P .  
D D  ll D D  bedentet t I D  ist parallel zn D D .

^ ID  ip D D  bedentett I D  ist gleih  nnd parallel D D .
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IV .  Übungen mit Winkeln u. Dreiecken u. A bleit  entspr. Sätze u. Konstrukt. 31

I  C D  bedeutet: A B  steht senkreht aus D D .

I D  D D  ,, ^ ID  ist grbszer a Is D D .

A B  <  C D  ,, A B  ist kleiner a ls D D .

Bnntte merden stets mit groszen tatelnisc hen Buchstaben bezeihnet,  

Seltentängen mlt ttelnen; W lntel merden in der Neget mlt kleinen 

grleh ishen  Wnhstaben bezelhnet, z. B . re E le s Ntphah ^ Eies Wetah 

^ Eles Eam m as, b Eles Dettas, e P p s ito n h  Jm  Dreieck erhalten 

jeder Eckpnnkk, der zngehbrige Wlntet nnd dle gegenübertlegende 
Selte dle entstehenden Wnhstaben der genannten Ntphabetm so dasz 

I ,  cr nnd a, ebenso D ,  nnd d znsammengehbren.

I V .     Ü b u n g e n  m i t  W in k e l n  u n d  D r e i e c k e n  

u n d  A b le i t u n g  e n t s p r e c h e n d e r  

S ä t z e  u n d  K o n s t r u k t i o n e n .55) B erlanngere den einen S chenkel eines gegebenen W ln kels α 
über den S che itel hinans. W ie grosz w ird der neu entstehende 

W inkel ^ ? (F ig .  1 9 .)
D a  ein gestrebter Wlntet entsteht, lst ^ P  ^  I Z E i  atso mlrd 

^  ^  Jst z. W. ^ ^  g E i  

so mnsz ^ ^  IZn^  ^  ^

IL n ^  seln.
M a n  nennt den so entstan= 

denen Snpptemenk = Wlntet den 

N e b e n m in t e l  von ac.

S i n d  zm ei W ln te t  g te lh ,  
so s ln d  a n h  lh re  N e b e n m ln te t  

g te lh ,  denn dle Dlsserenz I Z E ^ a c  

tann nn r elnen elnzlgen Wert 

haben. D le  Hatblernngstlnlen 

zmeler Nebenmlntet stehen ans eln. 

ander senkreht. P a r n m ^ s

bbs Wertüngere belde Shentet 
elnes W lntets über den Sheltet hlnans. W le grosz lst der von 

den belden nenen Shentetn  gebadete Wlntet c P  P lg .  Ill.s

Nn dleser Stelle tann der selbstverständllhe grnndsatzc gle iches 
von g le ih e m  su b tra h ie rt,  giebt g le ichem  an Beispielen verdentliht 
werden, ebenso die entsprechenden grnndsätze über Nddition, Multiplikation 
nnd Dioision. Bgl. die Zusammenstellung am Shlnsz des Jahrgangs.
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32 Erste Abteilung: Geometrie.

Weide Winkel sind die Nebenwinkel desselben W lnkels jeder 

ist also gleich IZ n ^  ^  belde stlmmen demnah überein.

M a n  bezeihnet zmei solhe Winkel nnd m als S h e l t e l =  

m lnkeb  Nlsoc S h e i t e lm ln k e l  s in d  e in a n d e r  g le ih .

c P  n m  mieviel Erade mnsz man elne Eerade D D  mlndestens 

drehen, um sle lu dle entgegeugesetzte Lage zu brlngen^ Üm  I Z E i  

W le grosz musz demuah die Wiukelsumme im Dreieck seiu V 
J n  Fig. Ln  sei D D  die N ih tn n g  der einen Dreiecksseite. 

Dreht man sie nm den Bnnkt . I  b is in  die Lage D P  der zmeiten
Dreiecksseite, so hat man

ihr die N e h tsd re h n n g  cr 

gegeben. Dreht man sie 
jetzt um D  b is iu  die 

Lage D P ,  so hat man 
ihr dazn n oh  die N e h t s =  

drehnng ^ erteilt. Dreht 

man sie endlih nm D  bis 

in die Lage D P i ,  so hat 
man ihr n o h  die N e h t s =

drehnng ^ erteilt. N u n  ist aber D P  die entgegengesetzte Lage 

zn D D ,  solg lih  hat die gesamte Drehung IZ n ^  betragen, d. h. 

ac P  ^ P  ^ IZ n i^ E
Nlso . D i e  S n m m e  d e r  W i n k e l  j e d e s  D r e i e c k s  ist 

g l e i h  L N e h t e n  o d e r  g l e i h  I Z E .
Be isp ie l. Drehte man die 

^  ^  Horizontale D D  erst um ec ^  I E i  
sodann nm ^  Z n i  so betrug 

die Drehuug b is jetzt I  Ln^ und es 

maren noh  bn^ notig, nm die ent= 
gegengesetzte Lage zn erzmingen.

bZ F o lg e ru n g  l Jeder Winkel 
des gleihseltigen Dreiecks beträgt 

bn^, denn die Winkel sind ein= 

ander gleih, ihre Sum m e aber 
ist I Z E i

F o lg e ru n g  l T rägt man den 

N ad iu s des Kreises Zmal hiuter=

Tie angegebenen Trepangen sind an der Zeihnnng ans der Wandtasel 
mit einem Lineal praktisch vorznnehmem damit der gleihe Trehnngssinn dem 
Shü le r zweisellos klar werde.
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IV .  Übungen mit Winkeln u. D reiecken u. A bleit. entspr. Sätze n. Konstrukt. 3 3

einander aus der Berlpherle ab, so erhält man das regelmäszlge 

Se h seb . lF lg. L I Z
Bem eis. ia . I.D  lst eln glelhseitlges Dreieck, solg lih  ist 

^ . i n D  ^  ^  D a s  Dreieck läszt slh  also bmal um in  

herumlegen.

F o lg e ru n g .  Zieht man ln Fig. L I  die Eeraden D D ,  D D  nnd D P  
so erhält man das dem Kreise elnbeshriebene gleihseitige Dreieck, denn

^  ^ l i n D  ^  IL E ^  ^  ^  Ebenso ist ^  D i n D  ^  D i n D  ^  Z E i

Nusgabe. D e r W inkel an der Stütze eines gleihshenkligen 

Dreiecks sei mie grosz ist jeder Wasisminkel^

N uslb snug. ^  cr P  ^ ^  IZ n ^  ^  ^  cr ^  so lg lih

^ L ^  I Z E  ^  daher

B  eispiel l E s  sei ^ Z E i  dann ist ec ^  I ^  ^
ebenso ^ ^  Brobec P  i g  P  ^  I Z E i  

Nusgabe. W ie grosz ist jeder Winkel des regelmäszlgen Fünsecks^

Nuslijsuug. S e ln  Eentrlmlnkel beträgt ^  ^  i L i  F o lg llh  ist 

der Wasismlnkel jedes der gleihshenkligen Dreiecke ^  Z E  ^  b g .  

Jeder Fünsebsmlnkel ist das Doppelte, also InZ^. 

sNusgabe. W le grosz ist der W inkel des regelmäszigen ^=Eb s^

N uslb suug. S e in  Eentriminkel ist , so lg lih  jeder Wasis= 

mlnkel ^  , so lg lih  der doppelt so grosze ^=Ecksmlnkel

ZIÜ S t lm m e n  zm e i Dre iecke in  zm ei W in k e ln  ü b e re in ,  
so stim m en  sie a n h  im  d r it t e n  üb e re in .

Bem eis. J n  den beiden Dreieben sei er ^  P P  nnd 

^  ^  dann ist ln dem elnen Drelebe ^ IZ n ^  ^  P  P  
im  andern ^  ^  IZ n ^  ^  also ^ ^

Be isp ie l. E s  sei ee ^  ^  ^  L P  ^  ^  ^  I n P  es solgt

Bem erkungen l D le  spltzen Wlnkel lm rehtmlnkllgen Drelebe 
slnd Eomplementminkel. Jst z. B. der elne Z n i  so ist der andere Z E i  

S in d  die Katheten gleih, so lst jeder gle lh  I ü i  denn dle Waslsmlnkel 
müssen gleih sein. Jedes Dreleb kann n ih t  mehr a ls e in en  rehten 

oder e in en  stnmpsen Wlnkel enthalten. E lL a rn m ^  D a s  Dreleb 

enthält nnr konkave Wlnkel.
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3 4 Erste Abteilung: Geometrie.

ge.

Z g  S u h l  J e d e r  N u szen m in ke l e in e s  D re ie ck s  ist gleich 

de r S n m m e  der an  den b e id en  a n d e rn  Ecken l ie g e n d e n

D re le ck sm in ke b

Ünter Nuszenminkel elnes 

Dreiecks versteht man jeden 
Wlnkel, der durch Werlänge= 

rung elner Dreiecksselte eutsteht, 

z. W. P i  b iu  Jig . L T  
H ier ist ^ P  ^ ^  ^  er, 

aber au h  ^ ^  er, solg= 

l ih  v P  P  kann im S in n e  der Wetrahtung ä ih  a ls Sum m e 

der Elnzeldrehungeu ^ und ^ ansgesaszt merdenZ

l P  E rk lä ru n g .  Werden zmei parallele Eerade, z. W. D D  

und D D  in Fig. LZ von elner dritten geshnltten, so nennt man die
zmishen den Barallelen liegenden 
Wlnkel innere  Winkel, die üb= 
rlgen änszere. Jnnere sind m, 
lh er̂  und änszere sind er, 
er̂  nnd Man bezeihnet serner 
re nnd er̂  als E egenm lnkel 
oder korrespondierende P ih  ent= 
stehendem ebenso ^ und er̂  
und er̂ , ^  und Jedes Baar 
enthält elnen innern nnd elnen 
äuszeren, die aber niht Neben^ 
mlnkel sinh nnd die ans derselben 
Selte der shneidenden Eeraden 
liegen. Ferner bezeihnet man er 
nnd er̂  als W ehselm lnkel, 
ebenso ^ nnd er̂  nnd er̂ , ^  
und Jedes Baar enthält zmei

innere oder zmel änszere ans vershledenen Seiten der shneidenden 

Eeraden. E n d llh  bezelhnet man er und ^  als entgegengesetzte 
W l n k e l ,  ebenso ^ nnd m, ^  und er̂ , er̂  nnd Jedes B a a r  ent= 

hält zmei innere oder zmei änszere aus derselben Seite der shneidenden Ee= 

raden. Nngenommen nun, zmei Eegenminkel sind gleih, z. W. er ^  m, 
so müssen anh  die Sheitelm inkel und Nebenminkel dieser beiden glelh 

seln, d. h. alle Eegenmlnkelpaare slnd gleih, ebenso alle Wehselminkel 
paare, jedes B a a r  entgegengesetzter musz aber zmei Nehte betragen. P i e  

entstehenden Ümkehrungen bilde selbst.^ J n  der T h a l gilt solgender Satzt
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W e rd e n  zm ei B a r a l l e l e  v o n  e in e r d r it t e n  geschn itten, 

so s ln d  je zm ei E e g e n m in k e l gleich, je zm ei W e ch se lm inke l 
gleich, nnd  je zm ei entgegengesetzte  W in k e l b e tra g e n  zu= 

sam m en  zm ei Nechte.

Bem eis. D D  hat in  allen Teilen dieselbe N ihtnng. N a h  

Nbshnitt LE j sind Barallele als gleihgerihtet zu betragen, so lg lih  

ist der N ihtungsuntershied  er ebenso grosz, mie der N ihtungsnnter= 
shied am F o lg lih  ist a u h  er er̂ , und n. s. m.

Bem erkung. M a n  kann a n h  ^ D  nm den Bnnkt D  in  die 

Lage D D  drehen, dann nm D  in  die Lage D D .  D ie  gesamte 

D rehung ist ^ h  cĉ , nnd da die N ih tn n g  von D D  entgegengesetzt 
zn der von D D  ist, so mnsz g  t  ^  sein.

nm kehruug. W e rd e n  zm ei E e ra d e  v o n  e in e r d r it te n  

g es h n it t e n ,  u n d  s in d  d ab e i zm ei E e g e n m in k e l e in a n d e r  g l e ih  

sh de r s ln d  zmel W e h se lm ln k e l g l e ih ,  oder s in d  zm ei ent= 
gegengesetzte W in k e l  zn sa m m e n  zm ei N e h te ^ ,  so s in d  d ie  

be id en  E e ra d e n  p a r a l le l . ^

Bem eis. Nngenommem D D  und D D  P ig .  LZ^ shnitten sih  in  
einem n a h  rehts im End lihen  liegenden Bunkte D  unter einem 

Winkel so hätte man ein Dreieck mit einer Winkelsnmme, die gräszer 

märe, als zmei Nehte. Denn da shon t  ^  L D  ist, müszte 
^ i ^ L D  sein. D ie s  ist aber beim Dreieck nnmbglih. ^

Odem Nngenommen D D  märe n ih t  parallel zn D D ,  so liesze 
s ih  d n rh  D  die Barallele D D  ziehen. Diese mürde mit D D  den 
W inkel er ^  t  bilden, und so hätte man den Winkel er zmeimah ohne 
dasz zmishen beiden er Deckung stattsände. D ie s  ist aber unm bglih.

N u h  solgender Bemeis merde geübt. D e r rehte Te il der F ig u r  LZ^ 
merde iu der Ebeue um gedreht, dauu läszt er s ih  geuau aus 

deu liukeu Te il decket so dasz der F läheuraum  I. aus l,  L aus I I  
uud Z aus l l l  sällt. Nugeuommeu uuu, die Liuieu D D  uud D D  des 

liukeu Teiles shuikkeu sih, so müszkeu s ih  iu  eukspreheuder Weise au h  

die des rehteu Te ils  shueideu. M a u  häkle also zmisheu deu beideu 

Shuittpuukteu zmei gekreuuke Eerade, mas uum bglih  ist.

Z g  Bemeise solgeude Übungssätzet
^  Wiukel mit paralleleu uud gleihgerihteteu Sheukelu  siud 

gleih t ebeuso solhe mit paralleleu uud eutgegeugesetzt gerihteteu 

Sheukelu  t dagegeu bekrageu Wiukel mit paralleleu Sheukelu, vou

D  E s  ist gerehtsertigb auh dauu von gegenwinkeln u. s. w. zu sprehem 
wenu gerade, die angeuähert parallel siud, von einer dritten geshnitten werden.
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denen das elne B a a r  gtelhgerlhteb das andere entgegengesetzt gerichtet 

lsh znsammen zmel Nehte. P n ch e  jedesmal dle F lg n r  znr F lgn r LZ 
zn vervotlständlgenh

IH Fä llt man von elnem Bnntte anszerhatb elnes Wlntets nnd 

selnes Scheltetmlntets Lote ans dessen Schenket, so bllden dlese elnen 

glelch groszen Wlnkel.
Fä llt man sle von elnem unterhalb des W lntels oder selnes 

Scheltelmlntels llegenden Bnnkte ans, so entsteht seln Snpplement. 

mlntet. ^

I P  Nusgubek E l n  D re le c t zn to n s t rn le re n  a n s  zm e l 
S e l t e n  a n n d  b n n d  dem e ln g e sh to sse n e n  W ln te t

ge. ^

Nusllisuug. Lege dle Eerade a als D D  P lg .  L g  belleblg 
hln, trage ln D  den Wlntet ^ an sle an, mache den nenen Schenket 
D D  gtelch d nnd verblnde D  mlt D. Dreleb I D D  lst das gesnhte, 
denn es enthält dle gegebenen S t ü b e P  

Bemerkungen. Dle Nusgabe lst stets mbgtlch, sobatd ^ elu tou= 
kaver Wlntet ist. S le  lst aber nnr ans elne elnzlge Nrt mbgtlch.
Konstrnlert man nämtlch zmel Lbsnngen I D D  nnd P D P ,  so tann 
man D P  ans D D  so deben Eel es dlrekt, oder nah geshehenem 
nm ttappeg, dasz ans ^  sotgllh D P  ans D D  sällü D a  P  
ans D  nnd P  ans D  sätlt, sätlt D P  ans D D ,  debt slh 
mlt er, nnd ebenso ^  mlt N ns der Elelhhelt der drel ge=
gebenen Stübe sotgt atso dle der nlht gegebenem nnd so gllt der Satzt 
D re le b e  slnd  kongrnent, menn sle überelnstlm m en ln  zmel 
S e lt e n  nnd dem von  lhnen  e lnge sh to ssenen  W lntet. ^Erster 
Kongrnenzsatzh

Z g  Nnsgabek E l n  D r e le b  zn  to n s t rn le re n  a n s  e ln e r  
S e l t e  a n n d  den be lden  a n lle g e n d e n  W ln k e t n  ^ nnd

^  Dle Beshrelbnng jeder Konstruktion müszte mlt elnem solhen Shknsz= 
satze enden. J n  Znknnst soll er ln der Negek weggekassen werden.
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N uslllsuug. Lege n a ls D D  beliebig hln P lg .  L g  und trage bei 
D  den Wlntet bel D  den W lntel ^ ans derselben Selte der Eeraden an. 

D ie  entstehenden Shenkel sind bis zum D u rh sh n it t  D  zu verlängern.

Bemerkungen. D ie Nusgabe ist stets mbglih, sobald 

ist. S le  lst aber nur aus einzige N rt mäglih, denn konstruiert man 
zmei Dreiecke I D D  nnd P D P ,  so decken sie sih. M a n  kann
näm lih  ^direkt oder nah geshehenem nm klappeg D P  aus D D  so 

legen, dasz ^  aus und ^  ans ^ sällt. D a  nun die anseinander 
sallenden sreien Shenkel nnr einen einzigen Shnittpunkt haben kännem 

so musz P  ans D  sallen, solglih  ist P P  ^  D D ,  D P  ^  D D  und 
^  er. Stimmen also die gegebenen Stücke überein, so stimmen 

die Dreiecke in allen übrigen Stücken überein.
W a r nun gegeben a, er nnd also eine Seite, ein gegenüber^ 

liegender nnd ein anliegender Winkel, so mar die S a h e  dieselbe, nnr 

mnszte man znnähst den zmeiten anliegenden Winkel gemäsz der
Form el ^  ^  ^  B  h  konstrnieren. D a n n  konnte die vorige 

Konstrnktion angemandt merden.

D a  beide Nusgaben nur eiue einzige Losung ermbglihen, so

solgt der Satzc Z m e i D re iecke s in d  k o n g ru e n t,  m enn  sie über= 

e in st im m e n  in  zm ei S e i t e n  n n d  zm ei g le ih l ie g e n d e n  P o m o =  

lo g e n i  W in k e ln .  Pm e ite r Kongrnenzsatzh

Bem erkung. Fällt man in  einem rehtminkligen Dreiecke von 

dem Sh e ite l des rehten W inkels aus die Hypotenuse ein Lot, so

zersällt es in  zmei Dreiecke, in denen eine Seite nnd zmei W inkel 

übereinstimmen. Diese Winkel sind aber n ih t  gleihliegende, daher 

sind die Dreiecke im allgemeinen n ih t  kongrnent. D e r Zusatz gleih= 

liegend ist also im letzten Satze nnentbehrlih.

Z g  Nndere Kongruenzen und einige Lehrsätze und Konstruktionen 

lassen s ih  aus F ig u r  LZ ableiten. J n  derselben sind zmei s ih  
shneidende Kreise dargesteln. Jh re  Mittelpnnkte D  und D  sind 

d n rh  eine Eerade verbanden, die sogenannte z e n t r a le  beider Kreise,

ge.
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dle n oh  b ls zn den Kreispunkten D  nnd D  hin verlängert ist. Diese 

Eentrale lst dle Symmetrleahse belder Kreise. Jst also e in  D u r h .

shnlttspunktD  vorhanden, 

so musz noh  ein zweiter 

Shn lttpnnkt D , seln Spie= 
gelbild, vorhanden sein, 

mehr als zmei S h n itte  

sind aber n ih t  m äglih. 
D  D  ist die gemeinshastlihe 

Sehne, D D  die gemein. 

shastllhe Sekante. D D  

lst P a h  Nbshnitt L g  ln 

D  halblert nnd steht senk= 

reht ans D D .  D D  lst das 
Spiegelblld von D D , D D  

das von D D .  Wlnkel

^  D D D  ist das Spiegelbild 

von P t  D D D ,  so dasz 

Winkel D D D  halbiert ist. 

Ebenso ist ^ t D D D  das 
Spiegelblld von D D D ,  

so lg lih  D D D  hal= 

blert. Wlnkel D D D  ist 

Spiegelbild von D D D ,  

also sind beide gleih. 
Dreieck D D D  ist a ls

Spiegelbild von Dreieck D D D  diesem kongrnent. Zähle n oh  andere 

kongruente Dreiecke und halbierte Bogen aus. Nbgesehen von bereits 

bemiesenen Sätzen ergeben sih  solgende.

Z g  g  S t im m e n  zmei Dreiecke in  den dre i S e ite n  über=  
ein, so sind  sie kon gru e n t Eiimmen also anh in den gleih= 

liegenden Winkeln überein^. Denn sie lassen sih stets mle D D D  

und D D D  symmetrlsh anelnandersetzen, so dasz eln Tell der Flg. LZ  

entsteht. F o lg lih  hat die N u sg a b e i ein Dreieck a n s  den dre i 

S e ite n  zu konstru ieren, nur elne elnzige Losung. Diese sindet 
man, indem man eine der gegebenen Seiten beliebig hinlegt nnd mlt 

den beiden andern Seiten als Nadien um die Eudpunkte der ersteren 

Bogen shlägt. Werbindet man diese Endpnnkte mlt elnem der 
Shnlttpnnkte dleser Bogen, so ist das Dreieck konstrnleN. ^  Satz ZZ 

ist der d ritte  Kongruenzsatz.
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Z g  IÜ Stehen über derselben Eeraden P P  zmei gleichschenklige 
Drelebe P D D  und D D  DE, nnd verblndet man die Spitzen derselben, 

so mlrd der Wlnkel an jeder Spltze halbiert, die B a sis  halbiert, nnd 

die Werbindnngslinie steht senkreht ans der Basis.
D ie  betressende F lgn r lst nur eln Te ll der bereits besprohenen 

Fig. LZ. h M a u  kann die gleihshenkligen Dreiebe D D D  nnd D D D  

au h  aus derselben Seite der Eeraden anbringe lg  D a ra u s  ergabt 

s ih  die Losung einiger Nusgaben t

i n i  Nusgabe. E in e  gegebene  E e r a d e  D D  zu  h a lb ie re n . 

Nusl. M a n  shlage nm dle Endpnnkte D  und D  Bogen mit derselben 
Zlrkelbssnung nnd verbinde dle Shnittpnnkte. W eil die Werbindungs= 

linie die Spitzen zmeier gleihshenkligen Dreiebe über D D  verbindet, 

ist D D  halbiert. P ig .  LZ.i Stets ist nnr e ine Losung mbgllh.

i g  Nusgabm  W on  e inem  gegebenen  B n n k t e  D  a n s  ans 

e ine  gegebene  E e r a d e  D D  e ln  L o t  zn sä lle n .

Nuslbsung. M a n  shlage um D  mit hinreihend groszer Zirkelbssnung 
einen Bogen, der die Eerade D D  in zmei Bnnkten D  nnd D  shneidet. 
M it  derselben Zirkelbssnnng shlage man nm D  nnd D  Bogen, die 
sih in D  shneiden. D D  ist das gesnhte Lot, denn man hat die 
Spitzen zmeier gleihshenkligen Dreiebe derselben Basis verbanden. 
lFig. LZE  Stets ist nnr eine Lbsnng mbglih.

i g  Nusgabe. N n s  e in e r  E e ra d e n  D D  in  e inem  b e l ie b ig e n  
B n n k t e  D  e in  L o t  zn e r r ih t e m

N u slb su u t  M a n  shlage von D  ans ans der Eeraden D D  nah 
beiden Seiten gleihe Stübe D D  nnd D D  ab sist D  Endpnnkt der Ee= 
raden, so mnsz vorher verlängert merdeni, shlage mit gräszerer Zirkel= 
bssnnng nm D  nnd D  Bogen, die ans der einen Seite den S h n it t  D  
geben. Die Eerade D D  ist die gesnhte Senkrehte, denn die F ignr 
ist nnr ein Teil der Fig. LZ. Stets ist nnr eine Lbsnng mäglih.

S o l l  zngleih halbiert nnd das Lot errihtet merden, so gilt 

Konstruktion in.

iZ l  Nusgabe. E i u e u  gegebeueu W iu k e l  zu halbiereu.

Nuslbsuug. M a u  shlage um deu She ile l D  eiueu Bogeu, der die 
Sheukel iu D  uud D  shueideb nm  D  uud D  shlage mau zmei 
Bogeu mit derselbeu Zirkelbssuuug, die sih iu D  shueideu. D D  
halbiert deu Wiukel, deuu mau hat die Spitzeu gleihsheukliger Drei= 
ebe vou gemeiushastliher Basis verbuudeu. P ig .  LZ. ĵ Stets ist 
uur eiue Losung mbglih.
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i g  g  Berblndet matt dle Spltze elttes gleihshenkllgen Drelebs 

mlt dem Halblernngspnnkte der Baszs, so mlrd der Wlntet an der 

Stütze halblerh nnd dle Berblndnngsllnle steht ans der Ba sls  senkrehü 

g  Fä llt man von der Spltze des glelhshenkllgen Drelebs ans 

dle B a sls  eln Lot, so mlrd dle Baszs nnd der Wlntet an der Stütze 

halblerb

cH D a s  lm Hatblernngstmntte der Basls  elnes glelhshenkllgen 
Dreleets ans dleser errichtete Lot geht d n rh  dle Spitze desselben nnd 

hatblert den W lntet an der Spltze. E s  geht überhanpt d n rh  dle 
Spltzen alter gtelhseltlgen Drelebe, dle slh  über der Eeraden er= 

rlhten tasten.

Dl Hatblert man den Wlntet an der Spitze des gtelhshenttlgen 

Drelebs, so steht dle Hatblernngstlnle ans der Basls  senkreht nnd 

hatblert dlesetbe.

g  S ln d  ln  elnem Drelebe zmel Wlntet gtelh, so lst das Dreleb 
glelhshenkllg. Hatblert man näm tlh  den drltten Wlntet, so hat man 

kongrnente Drelebe E tah  dem L. Kongrnenzsatzg E le lh en  Wlnketn 

des D re lebs liegen also glelhe Selten gegenüber.
D le  Folgernngen m h  o nnd h lassen slh  ln den elnen Eeslhts= 

pnnkt znsammensassen, dasz d a s  g l e l h s h e n t l l g e  D r e le b  elne 

S y m m e t r le a h s e  hat, dle ans vershledene N rt tonstrnlert merden 

kann. ^  D em nah  hat das regelmüszlge Dreleb Z Stzmmetrleahsem 
das regetmäszlge Blereb I  , das regetmüszlge Fünseb b, das regelmüszlge 

S e h se b  Z, n. s. m.

i g  Dlese Sätze lassen n o h  andere Nnsdrnbsmelsen zn, von 
denen nnr zmel genannt merden mägeni

b g  D a s  vom Krelseentrnm ans dle Sehne gesältte Lot hatblert 

dle Sehne.

o g  D le  lm  H a t b le r n n g s p n n t t e  der S e h n e  a n s  i h r  er. 

r lh t e t e  S e n k r e h t e  geht d n r h  den M l t t e lp n n k t  des K re lse s .
Den Mlttelpnnkt elnes gegebenen Krelses kann man atso slndem 

lndem man ln den Hatblernngspnnkten zmeler n lh t  paralteten Sehnen 

Senkrehte errlhtet. J h r  Shn lttpnnkt lst das Eentrnm.

i l E  N n s  i g  solgt, dasz man man mlt Zlrket nnd Llneal den 
Kre ls ln L , I ,  Z, IZ ,  ZL n. s. m. gtelhe Telte allen  tanno ebenso 

kann man, vom regelmäszlgen S e h se b  ansgehend ^vgl. ü g ,  ihn ln 

Z, Z, I L ,  L I  n. sz m. glelhe Telle elntellem M a n  kann demnah 
das regelmäszlge I= E b ,  Z=Eb, IZ = E b ,  ZL=Eb  n. s. m. nnd ebenso 
das regelmäszlge Z=, Z=, IL . ,  L I . E b  n. s. m. g e n a n  konstrnleren.

www.rcin.org.pl



IV. Übungen mit Winkeln u. Dreiecken u. Ableit entspr. Sätze u. Konstrukt. 41

B l s  jetzt slnd daher der genauen Konstrnktlon sotgende W lntet zn= 

gäng llh t Z Z n i  I Z E i  ü n i  Iü^, L T ^  I I ^  n. s. m. sernem I L E i

Z t g  Z E i  i ^  n. s. m.

J n  der B ra x ls  merden zmel Nrten von Wlnkeldreleben gebranha  

das elne lst eln halbes Qnadratz d. h. eln glelhshenkllg rehtmlnkllges 

Dreleb mlt den Baslsmlnkeln nnd I P  das andere lst eln halbes 

glelhseltlges Dreleb mlt den W lnkeln Zn^ nnd Z E i  Se lne  klelnere 

Kathete lst dle Hülste der Hhpotennse.

i g  D e r  k le in e re n  D r e le b s  eite lle g t  stets de r k le ln e re  

W ln k e l,  der grosze ren  S e l t e  der groszere W ln k e l gegenübe r. 

Bem els. J n  F lgn r L i  sel D D P  D P  so dasz slh  D D  von 
D  ans ans D D  an= 

tragen lüszt, mas den 

Tellpnnkt D  nnd dnrh  

dle Eerade D D  das

glelhshenkllge Dreleb 
D D D  glebt. J n  dlesem 

lst b g  D a
aber b P  ^ lst la ls  ^  ^  

Nnszenmlnkel des Drel=

ebs D D D ^ ,  so lst an h  b nnd da b nnr eln Te ll von cr lsz, 
so lsz erst reht cr D am lt lst der Satz bemlesen.

Bem erkung l D e r klelueren Selte llegt stets eln spltzer Wlnkel 
gegenüber. ^ W a rn m ^

i g  D e m  grbsze ren  D r e le b s m ln k e l  l le g t  d le  gräszere 

S e lt e ,  dem k le ln e re n  dle k le ln e re  S e l t e  gegenübe r.

Bem e lst J n  F lgn r LZ sel so dasz slh  ^  als 
bel D  an D D  so an=

tragen lüszt, dasz der ^  ^

Shenke l D D  lnnerhalb 

des D re lebs llegt. Da= 
bel lst D D  ^  D D  P  ^

D D  hdenn D D  lst der ^  

kürzeste W eg zmlshen P P P  
D  nnd D^. F ü r  D D  l  ̂ ^   ̂
kann man aber, da

^  ^  lsz, D D  setzen, also lst a n h  D D  ^  D D  P  D D ,  oder D D ^ D g  

momlt der Satz bemlesen lsü D e r  Bemels läszt slh  an h  lndlrekt mlt 
Hülse des vorlgen Satzes geben.
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ge.

i g  ^ a lg e ru u g l D a s  L o t  ist d ie  kürzeste L in ie  v o n  e inem  

B n n k t e  n a h  e in e r E e ra d e n .  Denn jede andere Eerade liegt in

dem entstehenden Drelebe dem 

dn rh  das Lot gebildeten 

rehten Wlnkel gegenüber. S o  

lst ln Fig. LZ I D D  inD.. 

J v lg l lh .
E rrlh te tm an  lm Endpnnkte 

elnes N ad ln s ans lhm elne 

Senkrehte, so liegen alle 

Bnnkte dleser belderselts in s  

Endlose verlängerten Eeraden 
anszerhalb des Krelses, mlt dem sle nnr den Endpnnkt des N ad ln s 
gemeln hat. Dlese Llnle berührt den Krels, shneldet lhn aber n lh t  

nnd helszt T a n g e n te  des Krelses. F o lg lih  gllt der S a g  
D le  K r e l s t a n g e n t e  steht an s dem z n g e h b r lg e n  N a d l n s  

senk reh t.

D le  Konstrnktlon der Tangente ln elnem gegebenen Krelspnnkte 

geshleht also mlt Hülse des Nadlns. D a s  lm  B e r ü h r n n g s p n n k t e  
an s der T a n g e n te  e r r lh t e t e  L o t  geht d n r h  den M i t t e l=  

p n n k t  des K re lse s .

ZE j Nusgabek E l n  D r e le b  zn to n s t rn le re n  a n s  zm el S e l t e n  
ci n n d  n n d  dem der gräszeren  u g e g e n ü b e r lie g e n d e n  W ln k e l  er.

N uslllsung. Lege b als D D  P lg .  Z E l belleblg hin, trage 
den gegebenen Winkel er in  D  an D D  an nnd verlängere den nenen 

Shenkel D ^ l  beliebig meit. D a ran s nimm a in  den Zirkel nnd
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shlage damit um D  elnen Bogen, der D i^ i ln D  shneldet. D le  Ber= 

blndnngstlnle D D  voÜendet das gesnhte Dreleb.

Bemerkung l Dle Nusgabe lst stets mbgtlh, menn er konkav lst. Der 
um D  geshlagene Bogen shneldet allerdings D iV  noh einmal, jedoh 
ln der Werlängernng über D  hlnans , denn da er b angenommen 
lsh säÜt D  innerhalb des mlt er nm D  geshtagenen Krelses. Demnah 
lst nnr elne elnzlge Losung mbgtlh. D les erglebt slh anh soc Hat 
man noh elne zmelte Lbsztng P D P  durhgesührh so tüszt slh t  
ans P i  er deben, nnd zmar so, dasz dle gtelhen Selten D P  nnd DD, 
also anh dle Bnnkte P  nnd D  ans elnander satten. N n h  dle nn= 
bestlmmten Shenkel D P  nnd D iV  deben slh, ebenso lhre Ber= 
lüngernngen über D  hlnans. D a  nnn anh dle belden mlt er nm D  
geshtagenen Krelse slh deben, so deben slh anh dle Shnlttpnnkte 
nnd D  bezm. D^ nnd D. Fo lg llh  saÜen anh dle Eeraden D P  
nnd D D  anselnander, dle belden Drelebe atso deben slh. ^  Darans 
sotgt der vlerte Kongrnenzsatzc

Z m e l D re le b e  s ln d  k o n g rn e n t ,  m enn  sle ü b e re ln st lm m e n  

ln  zm e l S e l t e n  n n d  dem der grbsze ren  v o n  lh n e n  gegen= 

ü b e r l le g e n d e n  W lnke l.

P e r  Bemels läszt slh  an h  sühren, lndem man dle Drelebe mlt 
den grbszeren Selten so anelnander legt, dasz dle gtelhnamlgen End^ 

bnnkte dleser Selten anselnander saÜen. D a d n rh  entsteht elne F lgn r 

n a h  N rt der F lgn r LZ. N n  F lgn r LZ lassen slh  dle sämtllhen 
vler b ls jetzt besprohenen Kongrnenzsätze bemelseni

Z I i  Nusgabe. E l n  D r e le b  zn to n s t rn le re n  a n s  zm el S e l t e n  
er n n d  d n n d  dem der t te ln e rn  d g e g e n ü b e r le g e n d e n  W ln t e l  lI.

N n slb snug. Lege a a ls D D  ln Flg. Z I  belleblg hin nnd trage 

an D D  ln D  den Wlntet ^ an, dessen srelen Shenkel D iV  belleblg zn 

verlängern lst. D arans nlmm b ln den Zlrket nnd shlage nm D  elnen
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Krels. Jst tttttt b grbszer ats der Nbstand D D  Port D  nah  D P  
n n h  mle vorausgesetzt, tteluer ats m so shneldet der K re ls dle Eerade 
D i^ i zmelmat, ln D  nnd P ,  nnd zmar, da D  anszerhatb des Krelses 

btelbb ans dersetben Selte von D . E s  entstehen dann zmei Dreiebe, 
D D D  nnd h D D ,  die die gegebenen Stübe  enthatten.

Bemerkung. Dam it die Nnsgabe mbgtih sei, mnsz methes 

der tteineren Seite gegenübeNiegt, ein spitzer Wlntet seln, anszerdem 

mnsz d grbszer seln, ats der bel der Konstrnktlon anstretende Nbstand D D .  
Jst b D D , so lst dle Nnsgabe nntbsbar. Jst b D D , so glebt es 

zmel Lbsnngen, elne mlt spitzem Wlntet er, elne andere mlt stnmpsem 
Wlntet t ,  nnd zmar slnd er nnd t  Snpptementivlntet. Siiinttlhe  

Lbsnngen, dle man anssührt, slnd entmeder dem Drelebe D D D  oder 
dem Drelebe D P D  kongrnent, mas sast mbrttih ebenso, mle bel Zn, 

dnrh Nnseinandertegen bemlesen merden tann.

J n  Flg. Zn  lst gezeigt, mle slh  dle belden d n rh  Konstrnktlon Z I  
gesnndenen Drelebe so aneinander tegen tassen, dasz eln gtelhshenttlges 

Dreleb D D D  entsteht, ln  dem slh  dle shräge Teittlnle D D  besindeü

N o h  mar der drltte Fatt zn ermahnen, dasz b ^  D D  ist. D a n n  

glebt dle Konstrnttlon nnr das elne Dreleb D D D  P lg .  Z IP  methes 

bei D  elnen rehten Wlntet hat.
Nennt man zmel spltze Wlntet gtelhartlg, ebenso zmel stnmpse, 

ebenso zmel rehte, so tann man ats sü n ste n  K o n g rn e n z sa tz  

solgenden ansspreheni
Z m e l D r e le b e  s ln d  k o n g rn e n t,  m enn  sle ü b e re ln st lm m e n  

in  zm ei S e i t e n  n n d  dem der tte in e re n  g e g e n ü b e rt ie g e n d e n  
W in k e t,  n n d  m enn  anszerdem  der der g rb sze ren  S e i t e  gegen= 

ü b e r t ie g e n d e  W in k e t  in  be iden  D r e ie b e n  g t e ih a r t i g  ist.

Bem erkung. B ie te b e  s in d  k o n g rn e n t,  m enn  sie s i h  in  

hom otoge  D re ie b e  ze r le g en  la ssen , d ie  t o n g r n e n t  sind. J n  

to n g rn e n te n  F i g n r e n  stim m en  atte h o m o to g e n  L in ie n ,  hom o= 

to ge n  W in k e l  n n d  h o m o lo g e n  F tü h e n t e it e  übere in .

Z g  Kürzere Lbsnng der N n sg a b e t  D n r h  e inen  gegebenen  

B n n t t  zn e in e r  gegebenen  E e r a d e n  e ine  B a r a l l e l e  zn legen.
J n  Fig. ZL sei D  der gegebene 

Bnnkt, D D  die gegebene Eerade. 

N im m  ans D D  beliebig den Bnnkt 

D  an, shtage m it Zirketbssnnng D D  

nm D  einen Kreis, der den S h n it t  
.D ans D D  giebt. M i t  dersetbeii 

Zirtetbssnnng shtage nm D  nnd
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E  Bogen, dle slch ln D  shneiden. D le  Eerade D D  lst dle gesnchte 
Baratlete.

Bem els. D le  glelhshenkllgen Drelebe D D D  nnd D D D  slnd 

kongrnent nach dem Z. Kongrnenzsatze. F o lg llh  slnd dle Wechsel 
mlntet ec nnd ^ elnander gleich, so lg lih  lst D D   ̂ D D .

ge.

Z g  F ä l l t  m an  vo n  e lnem  B n n k t e  der H a t b le r n n g s t ln le  
e ln e s  W ln t e t s  an s dessen Sch e n ke t 

Lo te , so s ln d  d ie se lbe n  g le lh  la n g  

n n d  s h n e ld e n  an s den S h  enke ln  g le lh e  
S t ü b e  ab.

Führe den Bemels mlt Hülse des zmel= 
ten Kongrnenzsatzes, snhe nmkehrniigen des 

Satzes zn bllden nnd nntersnhe, mas darans 

sür dle von elnem Bnnkte D  an elnen Krels 

gezogenen Tangenten sott. P lg .  Z P

Z g  Nnsgabe. n m  e ln e n  K r e l s  

e ln  re ge tm äsz lge s  D re le b ,  B le r e b ,

S e h s e b ,  N h t e b  n. sz m. zn  z e ih n e n .

N nsliisnng . Führe dle entstehenden Krelsteltnngen dn rh  nnd 
errlhie ans den teltenden Nadlen ln lhren Endpnnkten Lote.

V. Übersichtliche Zusammenstellung der wichtigsten Ergebnisse, 

besonders der planimetrischen. 

D ie Mathematik ist die Lehre von den meszbaren E r oszen.

D ie  reine Mathematik i t die Lehre von den Nanm= nnd Zahlen

erbszen.
D le  Eeometrle lst dle Lehre von den Nanmgrbszen.

D ie  Nrlthmetlk lst dle Lehre von den Zahtengrbszen.

D e r Bnntt lst dasjenlge geometrishe Eebltde, methes kelne Nns= 
dehnnng hat.

D ie Llnle lst dasjenlge geometrishe Eebltde, methes elne Nns= 
dehnnng, dle Länge hat.

D ie Ftähe  lst dasjenlge geometrlshe Eebltde, methes zm el 

Nnsdehnnngen, Länge nnd Brelte hat.
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D e r Kbrper lst dasjenlge geomekrlshe Eebllde, methes d re l 

Nnsdehnnngen, Länge, Brelte nnd Hbhe hat.

D n r h  Bemegnng des Bnnttes entsteht elne Llnle.

D n r h  Bemegnng elner Llnle entsteht lm attgemelnen elne Flähe. 

D n r h  Bemegnng elner F lähe  entsteht lm attgemelnen eln Kbrper.

D le  Erenzen elner Llnle slnd Bnnkte. Llnlen slnd tellbar dn rh  

Bnnkte.

D le  Erenzen elner F lähe  slnd Llnlen. F läh e n  slnd tellbar 

d n rh  Llnlen.

D le  Erenzen elnes Kbrpers slnd Flähen. Kbrper nnd Nänme 
slnd tellbar d n rh  Flähen.

Llnlen shnelden slh  ln Bnnttem 

F lähen  shnelden slh  ln Llnlen.

Dle gerade Llnle lst dle Llnle, dle, nnter Festhattnng zmeler 
lhrer Bnntte gedreht, lhre Lage n lh t ändert. S le  lst zmlshen zmel 

Bnnkten nnr elnmat mbgtlh nnd zngtelh der kürzeste Weg zmlshen 
belden. Der Nbstand belder Bnntte helszt dle Länge der Eeraden. 
Dle Eerade tann belderselts lns Endtose vertängert merden. Ete lh  

lange Telle elner Eeraden slnd ans zmelerlel Nrt kongrnent. Dle  
Eerade tann ln lhrer Bertängernng vergaben merden, ohne ans 

dleser heranszntreten. Zmel Eerade kbnnen s g  hbhstens ln elnem  

Bnntte shnelden.
Krnmme Llnlen slnd sothe Llnlen, dle n lh t  sämttlhe Elgen= 

ga ste n  der Eeraden besltzen.

Der Straht lst dle elnseltlg begrenzte Eerade. Nn lhm lst dle 
N lhtnng nnd dle Lage des Nnsgangspnnktes zn nntergelden. Der 
begrenzte Straht helszt Strebe, an lhr lst zn nntergelden Nlhtnng, 
Lage des Nnsgangspnnktes nnd Länge. Der Wlntet lst das Masz 
der Drehnng zmeler Strahlen gegen einander. D le belden Strahlen 
helszen Shenkel, lhr Nnsgangspnnkk helszt Sheltetpnntt des Wlntets. 
Wlntet, dle slh deben, helszen glelhe Wlnkel. D le volle Ümdrehnng 
mlrd ln ZZn glelhe Telle elngekellk. Jeder dleser Telle helszt eln 
Erad. Der gestrebte Wlntet lst eln sother von lZ E h  der rehte 
Wlntet eln sother von Z E i  Wlnkeh dle grbszer slnd ats I Z E i  helszen 
konvexe Wlnkel^ sothe dle ttelner slnd ats I Z E i  helszen konkave Wlnkel. 
Wlnkel zmlshen nnd Zn^ helszen spltze Wlnkel. Wlnkel zlvlshen
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Zn^ nnd IZ n ^  heiszen stnmpse Winkel. Snpptementminket sind solche, 
die sich zn zmei N ehlen ergänzen. Komplementminkel sind solhe, die 

znsammen einen Nehten geben. D n r h  Berlängernng eines Winkel= 
shenkels über den Sh e ite l h inans entsteht ein Nebenmintet des 

Winkels. D n r h  Berlängernng beider Wintetshentet über den She itet 
h inans entstehen zmei Neben= nnd ein Sheitelmintet. D ie  Snm m e 

zmeier Nebenmintet giebt I Z E i  Sheitelm intet sind einander gteih.

D ie  sentrehte N ih tn n g  ist diejenige, die d n rh  einen mit einem 

Eem ihte  betasteten ansgehüngten Faden angegeben mird. Jede mit 

dieser N ih tn n g  einen rehten Wintet bildende Eerade hat eine N ihtnng, 
die man ats magereht bezeihnet. B o n  einem rehten Wintet sagt 

man, seine Shenkel stehen anseinander sentreht. D ie  von einem 

Bnntte ans ans eine Eerade gestillte Sentrehte Em s L o E  giebt den 

Nbstand des Bnnttes von der Eeraden an.

Die Ebene ist diejenige Ftähe, in der sih von jedem Bnntte nah 
jedem andern eine Eerade legen tüszt, die nirgends ans der Ftähe 
heranstritt. S ie  entsteht, menn eine Eerade ans zmei sih shneidenden 
Eeraden hingleiteb oder menn eine Eerade sih nm eine seste Eerade 
dreht, die sie nnter einem rehten Wintel shneidet. Die Eesamtheit 
aller Bnntte, deren jeder von zmei gegebenen Nanmpnnkten dieselbe 
Entsernnng hat, ist eine Ebene. Eine ebene Ftähe tann in ihrer 
Ermeiternng beliebig vershoben nnd verdreht merden, ohne sie zn 
verlassen. Diese Decknng mnsz anh nah geshehenem nmklappen er= 
hatten bleiben, menn die F lähe eine Ebene sein soll.

E ine  Ebene ist bestimmt d n rh  zmei s ih  shneidende Eerade, oder 

d n rh  eine Eerade nnd einen anszerhalb derselben liegenden Bnntt, 

oder d n rh  drei Bnntte, die n ih t  in  einer geraden Linie liegen.

D n r h  vier Bnnkte vder dn rh  zmei Eerade täszt s ih  n ih t  immer 

eine Ebene legen. Zmei Eerade, dn rh  die s ih  teine Ebene legen läszt, 
heiszen s ih  trenzende oder mindshiese Eerade.

Krnm m e F lähen  sind solhe, die n ih t  sämtlihe Eigenshasten der 

Ebene besitzen.
D ie  Lehre von den in  der Ebene liegenden Eebilden heiszt 

B t a n im e t r ie  Ebene EeometrieZ die von den n ih t  in  einer Ebene 
liegenden Eebilden heiszt S t e r e o m e t r ie  Panm geom etrih .

Wertängert man das von einem Bnnkte ans ans eine Eerade 

gesältte Lot über die Eerade hinans nm sih  selbst, so erhält man 

das Spiegelbild  des Bnnttes nnd des Lotes in  Bezng ans die Ee^ 
rade. D a s  Spiegelbild eines ebenen geometrishen Eebildes gegen
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48 Erste Abteilung: Geometrie.

elne Eerade derselben Ebene läszt s lh  mlt dlesem znr Decknng bringen, 

nnd belde tlegen shmmetrlsh zn einander. D le  spiegelnde Eerade 

helszt Shmmetrleahse. Eeometrlshe Eebltde, dle slh  znr Decknng 

brlngen lassen, helszen kongrnent.

Stehen zmel Eerade elner Ebene ans elner dritten derselben 

Ebene sentrehtz so helszen sle parallel. Barallele Eerade shnelden slh  

nie, somelt man sle an h  verlängert, sle behalten stets denselben Nb= 

stand von elnander. D n r h  zmel parallele Eerade läszt slh  stets elne 

Ebene legen. D n r h  elnen Bnntt läszt s lh  zn elner Eeraden nnr 

e lne  Barallele legen.
Werden zmel parallele Eerade von elner drillen geshnltten, so 

slnd je zmel Eegenminkel glelh, je zmel Wehselmlnkel glelh, nnd je 
zmel enlgegengesetzte Wlnkel betragen zmel Nehte. Jst nmgetehrt bel 

zmel solhen W lnteln das Nngegebene der Fa ll, so slnd dle Eeraden 

parallel. P i e  Erktärnng dleser Wlnkelnamen slehe lm Texten

Elne ringsnm von Eeraden begrenzte ebene Ftähe helszt eln 
Wieleb. D le  Eeraden helszen Selten desselben, dle Dnrhshnlttspnnkte 
znsaninienstoszender Selten helszen Eben des Wielebs. D le von be= 
nahbarten Selten gebadeten Wlntet helszen Wlnkel des Wielebs. 
Berlängernng elner Selte glebt elnen Nnszenmlnkel des Bletebs. D le 
Berblndnngstlnle von zmel Ebpnnkten, dle nlht zn elner Selte ge= 
hären, helszt Dlagonate des Wletebs. D a s  Bleteb helszt regelmäszlg, 
menn alle selne Selten nnd ebenso alle selne Wlnkel nnterelnander 
glelh slnd. D le Eentrlmlnkel des regelmäszlgen Blelebs slnd glelh. 
Dasselbe hat eben so vlete Shmmetrleahsen, mle Selten. S lnd  alte 
Wlnkel elnes Drelebs spltze, so helszt es spltzmlnttlg, lst elner davon 
eln rehter, so helszt es rehtmlnkllg, lst elner davon eln stnmpser, so 
helszt es stnmpsmlnktlg. Dle Snmme der Drelebsmlnket beträgt I Z E i  
Der Nnszenmlnkel des Drelebs lst gtelh der Snmme der Wlnkel an 
den andern Eben. S ln d  zmel Drelebsmlnket glelh, so lst das Dreleb 
gtelhshenttlg Eind nmgetehrt^ D a s  gtelhshenttlge Dreleb hat elne 
Shmmetrleahse. S ln d  alte Drelebsmlnket gleih, so ist das Dreieb 
gteihseitig Etnd nmgekehrE.

D ie  Snm m e  zmeier Dreiebsseiten isi grbszer ats die dritte. D ie  
Disserenz zmeier Dreiebsseiten ist kleiner a ls die dritte.

Zmei Dreiebe sind tongrnent, menn sie übereinstimmend 

g  in zmei Seiten nnd dem eingeshtossenen Winket, oder 

IH in  einer Seite nnd zmei gteihtiegenden Winkeln, oder 
cE in allen drei Seiten, oder
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g  in  zmei Seiten nnd dem der grbszeren gegenüberliegenden
W inlel, .oder

cH in  zmei Se ilen  nnd dem der tteineren gegenüberliegenden
Wintet, moransgesetzt, dasz der der grbszeren Seite gegenüberliegende 

Wintet in  beiden Dreiecken gleichartig ist.

D e r grbszeren Dreieckseite liegt der grbszere Dreiecksmintet gegen= 

über Etnd nmgetehrh.

Der Kreis ist diejenige ebene in sih znrücktansende Knrve, die 

überall von einem sesten Bnntte, dem Mittetpnntte, denselben Nbstand 

hat. Dieser konstante Nbstand heiszt Nadins. D ie Werbindnngslinie 

zmeier Kreispnnkte heiszt Sehne. D ie verlängerte Sehne heiszt Setante. 

Eeht die Sehne dnrh den Mittelpnnkt, sv heiszt sie Dnrhmesser. 
Dieser ist Spmmetrieahse des Kreises. D a s  im Endpnnkte des Nadins 

ans diesem errihtea Lvt heiszt Tangente. Der von zmei Nadien be= 

grenzte Kreisteit heiszt Kreisansshnitt. Der dnrh die Sehne ab= 

geshnittene Kreisteit heiszt Kreisabshnitt. E in  Teil des Kreisnmsangs 

heiszt Kreisbogen. Der Wogengrad ist der ZZn. Teil des Kreisnmsangs. 
D ie  Eerade nnd der Kreis shneiden sih hbhstens in zmei Bnntten. 
Zmei Kreise shneiden sih hbhstens in zmei Bnntten. Die Tangente 

berührt den Kreis nnr in einem Bnntte.

Jedes regelmäszige Wieteik hat einen nmbeshriebenen nnd einen 
einbeshriebenen Kreis. Negetmäszige Wiebecke gleiher Seitenzahl sind 

kongrnent, menn sie in der Seitenlänge oder im N ad in s des nm= 

oder einbeshriebenen Kreises übereinstiinmen.

D ie  K o n s t r n t t io n s = B o s tn la t e  ^FordernngetH marend Zmei . 
gegebene Bnntte dn rh  eine Eerade zn ve rb inde t nm einen Bnntt 

mit gegebenem N ad in s einen K re is zn shtagen.

D ie  g rn n d te g e n d e n  K v n s t r n k t iv n e n  sind sotgended 

g  E ine  Strebe zn verdoppeln. 

g  E ine  Strebe zn halbieren. 

g  E inen Wintet zn verdoppeln. 

g  E inen  Wintet zn halbieren.

g  Nns einer Eeraden in einem gegebenen Bnntte ein Lot zn 

errihten.
g  Won einem gegebenen Bnntte ans eine Eerade ein Lot 

zn sälten.
g  Einen gegebenen Wintet an eine Eerade in  einem gegebenen 

Bnntte anzntragen.
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8 ) D n r h  einen gegebenen Bnnkt zn einer Eeradeu elne Bara l=  

lele zu ziehen.
Nlle übrlgeu Konstruktionen merden aus dlesen abgeleltet, be= 

sonders solgended

9) Z u  eiuem ebenem Eebllde das Spiegelbild iu  Wezug aus 

eine Eerade zn konstrnieren.
10) E in  Dreieck ans drei zur Kougrueuz geuügeudeu Stückeu 

zn konstruieren.
11 ) Negelmäszige Bolhgone von gemisser Seitenzahl zu konstruieren.

Eelegeutlih siud an Weispielen die solgenden Eruudsätze zn 

erläuternd

1) S in d  zmei Erbszen einer dritten gleih, so sind sie nnter 
s ih  gleih.

Jst vc b und b ^  v, so ist au h  ^  v. 

2) E le ih e s  zu E le ihem  addiert giebt Eleihes.

Jst a ^  m uud b ^  lm  so solgt a P  b ^  m P  lm

3) E le ih e s  vou E le ihem  subtrahiert giebt Ele ihes.

Jst a ^  m  uud b ^  lm so solgt a ^  ^  ic ^  lm

4) E le ih e s  mit E le ihem  multipliziert giebt Ele ihes.

Jst ci ^  m uud b ^  lm  so solgt ab ^

5) E le ih e s  dn rh  E le ih e s  dividiert giebt E le ihes.

Jst er ^  m uud d so solgt ^  ^  ^

B . Planimetrische Lehraufgabe der Tertia b.

(Zweiter Jahrgang.)

I.  Von den Vierecken im allgemeinen.

85)  A u fg a be. I n  w i e v ie l P u n k t e n  kon n e n  fish h b h s te n s  

v ie r  E e ra d e  sh n e id e n ^
N nslü snng. Zmei Eerade shueideu sih  hbhstens iu  e iuem  

Buukteu eiue dritte Eerade kauu mit jeder der beideu ersteu uur 

e in en  Shn ittpunkt geben, drei Eerade shneiden sih  also hbhstens 

in  I  P  L Z Bunkten. Eine vierte Eerade giebt mit jeder der
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ge.

drei ersten hbhstens e in en  Shnittpnnkt, so lg lih  s h n e id e n  s i h  v ie r  

E e r a d e  h b h s te n s  in  I P L P Z ^ Z  B n n tte n .

Bemerkung. Wersuhe, nm alle Mbglihkeiteu kennen zn lernen, 
vier Eerade zn zeihnen, die, someit man sie au h  verlängert, sih 
doh in keinem Bnnkte, oder nur in einem, oder nur iu zmeb in dreh 
in vier, in süns Bnnkten shneiden, endlih solhe, die sih in sehs 
Bnnkten shneiden. lW elhe dieser Nusgaben ist etma unmbglich, 
melhe etma aus mehrere mesentlih vershiedene Nrten lb sb ar^

Der letztgenannte Fall ist in Fig. Z I dargestellt. M an nennt 
diese Zeihnung das vollständige .Wi er seit. Es giebt zn drei Nrten 
von W iereb en  Weranlassung, I DDDD, 
g  D D D D , g  D D  DD. Die erste 
dieser F lähen hat nur konkave Winkel, 
und die Seiten shneiden sih nur iu 
den Ebpnnkten, sonst n ih t im Wereihe 
der Flähe. D as zmeite Wiereb hat 
auszer den vier Eben D, D, D, D  noh 
einen Shnittpunkt D. D as dritte hat 
bei D einen konvexen Winkel. W ir  
b e s h ä s t ig e n  n n s  e in g e h e n d e r  
n u r  m it  W iereben  d e r ersten 
N rü  Wird n ih ts  Besonderes gesagt, so ist stets von einem solhen 
die Nede, nnd E n tstehendes soll anh  von den Wieleben gelten.

ge.

Z g  Nnsgabe. W ie  v ie le  W e r b iu d u u g s l iu ie u  g ie b t es 
h b h s t e ü s  z m ish e u  v ie r  B u u k te u ^

Nnslbsung. Zmisheu zmei Buukteu ist hbhsteus eiue Werbiu= 
duugsliuie mbglih. E iu  dritter Buukt giebt hbhsteus zu zmei ueueu 
Werbindungsliuieu Weraulassuug, eiu vierter hbhsteus zu drei ueueu 
Werbiuduugeu. Die hbhste mbglihe Zahl vou Werbiuduugeu ist also 
hier I  P  L P  Z ^  Z. Nlsod W ier 
Buukte  habeu hbhsteu s s eh s  
g e r a d e  W e r b i u d u u g s l i u i e u .

Bemerkung. Wersnhe, I  Bunkte 
zn zeihnen, die nnr zn einer 
Eeraden Weraulassuug gebeu, oder 
uur zu vier Eeradeu, uud solhe, 
die zu Z Eeradeu Weraulassuug 
gebeu. Siud uoh audere Fälle mbglih^ Fig. Zä stellt deu Fall 
des gebräuhliheu Wierebs dar. DD, DD, DD uud DD gelteu als 
Seiteu desselben, DD uud DD als Diagoualeu. sWollte mau DD,
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D D ,  D D  nnd D D  als Se ilen  nehmen, so hätten D D  nnd D D  a ls 

D iagonalen zn gelten. Bersnhe anh  sür ein Biereb der dritten N rt 

die D iagonalen zn sindeni

Z g  D ie  S n m m e  der W in te t  im  B ie r e b  b e t rä g t  v ie r  

N e h te .
Bem eis. J n  Fig. Zb dente man sih  D D D D  d n rh  die 

D iagvnate D D  in zmei Dreiebe zertet, dann ist in dem einen 

er P  ^  P  ^  ^  L D, im anderen D ie  Snm m e 
dieser W intet giebt die der vier Bierebsm inteD

ZZ i D a s  gemähntihe Biereb tann, abgesehen von der allgemeinsten 

Fo rm , in  vielen besvnderen Formen anstretem von denen jedoh nnr 

die sotgenden von Bedentnng s in g  
g  D a s  T ra p e z ,  bei dem ein Seitenpaar parallel ist,

IE  das B a r a t le t o g ra m m ,  bei dem zmei Seitenpaare parallel sind, 
hs das g t e ih s h e n t t ig e  T ra p e z ,  bei dem ein Seitenpaar 

parallel, das andere gle ih, aber n ih t  parallel ist. 
g  das N e h t e b ,  d. h. das Baratlelogramm mit tanter rehten 

Wintetn,
g  der N h o m b n s ,  d. h. das gteihseitige Bärallelogramm,

E  das Q n a d r a t ,  d. h. das gteihseitige Nehteb.

D a s  Trapez nnd seine Speziatsorm tommen nnr getegenttih 

znr Sp rah e . Znnähst ist das Barallelogram m  mit seinen SpeziaD  

sormen zn behandeln.

II. Von den  Paralle logram m en.

Z g  D ie  G e g e n se ite n  n nd  d ie  E e g e n m in te t  des B a =  
r a t t e t o g r a m m s  s ind  e in a n d e r  g le ih .

Bem eis. D n r h  die Diagonale 
D D  mird das Barallelogram m  

D D D D  lFig. ZIÜ in zmei ton. 

grnente Dreiebe geteilt, denn beide 
Dreiebe stimmen überein in  der 

Seite D D ,  in den Wintetn h  nnd 

^  P ie  ats Wehsetmintet bei Ba= 
ratteten aleieb iindi nnd in den

W intetn sb nnd h, sans demselben E r n n d g  also n a h  dem L. Kon. 

grnenzsatze. Fotgtih  sind die den gteihen Wintetn gegenüberliegenden
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Seiten glelh, d. h. D D  ^  D D  und D D  ^  D D ,  serner ist oc 

anszerdem aber P P  ^  P  d. h. P i  D D D  P i  D D D .

Zne S i n d  in  e inem  Wlereck je zm ei g e g e n ü b e r lie g e n d e  

S e i t e n  e in a n d e r  g le ih ,  so ist es e ln  B a r a l le lo g r a m m .
Beweis. D ie  Kongruenz der Dreiebe in  F igu r ZZe solgt jetzt 

n a h  dem dritten Kongruenzsatze. N u s  ihr solgt t  P  so dasz 

D D  D D  isto auszerdem solgt e  ̂ ^  so dasz au h  D P  D D  ist.

Z g  S i n d  ln  e lnem  W le re b  zm el S e i t e n  g l e i h  u n d  

p a r a l le l ,  so ist es e ln  B a r a l le lo g r a m m .
Beweis. J s t in Fig. ZZ D D  Ip D D , so solgt aus dem 

Barallellsm us, dasz e  ̂ ^  ^  ist. Die Dreiebe stimmen jetzt in zmei 
Seiten und dem eingeshlossenen Wlnkel übereln, sind also kongrnent 
n ah  dem ersten Kongruenzsatze. Folglih ist anh  ^  ^  und daher 
auch D D P D ,  also D D D D  ein Barallelogramm.

ZLe D ie  Diagonalen jedes Barallelogram m s halbieren sih  

gegenseitig.

Bew eis. J n  F igu r Z i  sind die Dreiebe D D D  nnd D D D  
n a h  dem zweiten Kongrnenzsatze kongruent, denn D D  ^  D D ,  

nnd ^ ^  er, so lg lih  sind die den gleihen Winkeln gegenüberliegenden 

Seiten gleih, d. h. D D ^  D D  nnd D D  ^  D D .
Bemerkung. Jedes Barallelogramm hat zmei Mittellinien P D  

nnd D g ,  die zn den Seiten parallel sind nnd dnrh den D n r g  
shnittspnnkt der Diagonalen 

gehen. S ie  zerlegen das Baral= 

lelogramm in vier kongrnente 

Barallelogramme, denn sie lassen 

sih mit den Diagonalen so ans 
einander deben, dasz kongrnente 

Dreiebe ^zweiter Kongrnenzsatze 
ans einander sallen. D ie M it=
tellinien halbieren also die Seiten nnd sind ihnen bezüglih gleih.

ZZe Halbieren sih  in einem Wiereb die Diagonalen gegenseitig, 

so ist das Biereb ein Barallelogramm.

Bew eis. Js t in F ignr Z i D D  ^  D D  nnd D D  ^  DD, so 
sind die Dreiebe D D D  nnd DDD, da anh  die Sheitelminkel über= 
einstimmen, kongrnent P a h  dem ersten Kongrnenzsatzee. Folglih  
ist D D  DD, nnd da anh  die Wehselminkel übereinstimmend 
D D  D D , also D D D D  ein Barallelogramm.
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Z Ie  Jst im Barattetogramm ein Winket ein re g e r ,  so sind 

sämtliche Wlntet rehte E v a r n m P  das Baralletogramm ist also ein

Nehteck. J m  Nehtecke sind  beide 
D ia g o n a le n  g le ih . S ind  in einem 
Barattelogramme die Diagonalen gleih 
grosz, so ist es eln Nehteck. EWa= 
rnmiE D n rh  dle Eben des Neht=
ebs täszt slh eln Krels legen. D a s
Nehteb hat zmel Stzmmetrleahsen, dle 
Mittellinien des Nehtebs. lW g. Fig. ZZ 
nnd Nbshnltt LZe.

Zbe S ln d  ln elnem Baratlelo= 

gramme zmel znsammenstoszende Selten 
gtelh, so slnd alle Selten gtelh EvarnmcE, das Baratletogramm ist 

also ein Nhombns.

J m  N h o m b n s  stehen die D ia g o n a le n  an se in an d e r senk. 
reht. s^Warnm^e Beide sind Spmmetrieahsen des Nhombns. D ie  

ge. eo. Winkel des Nhombns sind dnrh  
die Diagonalen halbiert. lWa^ 

rnmiE D ie vom Shnittpnntte 
der Diagonalen ans die Seiten 

des Nhombns gesättten Lote sind 
gleih lang, in den Nhombns läszt 
sih also ein Kreis beshreiben. 

Pemeise dies an Fig. ZZe.
Stehen in  einem Wiereb die D iagonalen ans einander senkreht, 

nnd halbieren sie sih  gegenseitig, so ist das Biereb ein Nhombns. 

lW arnm ^ i Werden in einem Barattelogramm die Wintet d n rh  die 
Diagonalen halbiert, so ist es ein Nhombns.

ZZe D a s  Qnadrat ist Nhom bns nnd Nehteb zngteih, seine 

D iagonalen sind also gleih, halbieren sih  gegenseitig nnd stehen ans
einander senkreht. D ie  Wintet 

des Qnadrats merden d n rh  die 
D iagonalen halbiert. J n  das 

Qnadrat nnd nm dasselbe täszt sih  

ein K re is beshreiben. P g l .  L Z E

Z ie  Halbiert man in elnem Tra= 

pez dle n lh t  parallelen Selten, nnd 

zieht man dle Berblndnngstlnle der Hatblernngspnnkte, so lst diese zn dem 

anderen Seitenpaare parallel nnd gleih  der halben Snm m e dieser Seiten.

www.rcin.org.pl



II. Von den Parallelogrammen.                                 55

Beweis. J n  Fignr In  sei D D D D  das Trapez, D  nnd D  seien 
die Halbiernngspnntte der nicht parallelen Seiten D D  nnd DD. Man 
lege dnrh D  eine Barallele D D  zn D D  von der einen Baralleten bis znr 
Berlängernng der anderen, dann ist Ic D D D  D D D  ^zweiter 
Kongrnenzsatze, also D D  ^  D D  nnd somit D D  Mittellinie des 
Barattetogramms D D D D . Darans solgt D D  Ip D D  Ip D D . 
Ferner ist

D D  ^  D D  P  D P

nnd zngteih
D D  ^  D D  ^  D D ,

solglih dnrh Nddition der tinten nnd rehten Seiten der Eleihnngend 
L DD ^  DD P  DD P  P D  ^  DDe, oder, da DD ^  DD ^  n ist, 
L D D ^  D D  P  D D

. ^  D D  m  D D
nnd D D  ^  ^

Bemerkung. Man nennt daher D D  das arithmetishe Mittel 
zmishen D D  nnd DE. Da Ic D D D  ^  D D D  ist, so hat das Baral= 
lelogramm D D D D  denselben Fläheninhaltz mie das Trapez D D D D . 
EMan branht nnr D D D  an Stelle vom D D D  zn setzen, nm die 
Bermandlnng herbeiznsühren.e

ZZe Nnsgabe. E in e gerade L in ie  in  drei g le ih e  T e ile  zn 
zerlegen.

Nnslbsnng. J n  Fig. I I  sei D D  die zn teilende Eerade. . M an 
lege d n rh  D eine beliebig gerihtete Eerade D ^ i nnd shneide ans
ihr die beliebige Strebe DD dreimal 
hintereinander ab, mas die Bnntte D nnd 
D giebt. Darans ziehe man DD nnd 
dazn dnrh D nnd D die Baralleten DD 
nnd DD. Dann ist D D  ^  DD ^  DD. 

B ew e is. I c  D D D  ^  ^  D D D  ^

I ^ D D D  Evarnm^e, sotgtih D D ^ =  D D  
^  D P  sotgtih an h  D D  ̂  D D  D D  

E v a r n m P

E n tste h e n d  tost man die atlge= 

meinere Nnsgabe d

Eine gegebene Eerade in beliebig viele gleihe Teile 
zn zerlegen.

Nns der zngehbrigen Zeihnnng ergabt sih der Eü r die dnr^ 
stellende Eevmetrie mlhtigee Satzd
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ZZe Jst eine Eerade in gleihe Teile geteilt, nnd legt 
man dnrh die Teilpnnkte Barallelm so mird jede die

Baralleten shneidende Ee= 
rade in gleihe Teile geteilt.

N n s  Obigem solgt d D ie  B r o =

einer Eeraden ans eine Eerade derselben Ebene sind ein= ander gleih.
Dasselbe gilt von den Brojettionen gleiher Stücke 

paralleler Eeraden ans eine andere Eerade derselben Ebene.

Inne Nnsgabe. Ein Barallelogramm dnrh Barallele zn dem 
einen Seitenpaare in eine beliebige Nnzaht gleiher Teile einznteilen. 
Pnslbsnng leiht.e

In k . g  nbnngssatz. verbindet man die Halbiernngspnntte 

der Seiten eines Dreiecks, so mird dieses in vier kongrnente Dreiecke 

zerlegt, deren entsprehende Seiten parallel liegen. P g l .  ZZ.e 

de nmkehrnng. Legt man dnrh die Ecken eines Dreiecks 
Barallele zn den Eegenseiten, nnd merden die Barallelen hinlüng. 
l ih  verlängert, so entsteht ein Dreieck mit denselben Wintetn nnd 

doppelt so langen Seiten, die halbiert sind. P i e  Fignr enthält vier 
übereinsiimmende Dreiecke^

oe Fo lgerung. Haben zmei Dreiebe gleihe Wintet nnd  ̂ ver= 

hatten sih zmei entsprehende Seiten der beiden Dreiebe mie I  d L, sv 

verhalten sih anh die andern entsprehenden Seiten mie I  d L. P g l .  
F ignr zn a.e

InLe  D a s  O n a d r a t  über der H hp vte nn se  e ines reh t=  
m in k tige n  D r e ie b s  ist g le ih  der S n m m e  der Q n a d ra te  über

Shneidet die letztere die Barat= 
teten rehtminttig, mie in Fig. IL,  
so nennt man die Stübe D P ,  
D P ,  D P  n. s. m. die Bro=  
jektionen der Stübe DD, D D ,  
D D  n. s. m. ans die Eerade D D .  
Ntsod M a n  erhält die Bro=  
jettion e inerStrebe  ans eine 
Eerade  derselben Ebene, in= 
dem man von ihren End= 
pnntten ans Lote ans die 
Eerade  sällb

jektionen gleiher Stübe
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d e n  b e i d e n  K a t h e t e n  g .  ^Lehrsatz des B p t h a g o r a s  oder B h t h a =  
goreisher Lehrsatz^

Bew eis. J n  Fig. I Z a  ist ein rechtwinkliges Dreieck mit den 

Selten ii, b i  v dargestettt.
F l g .  I Z b  stellt das Q n a d r a k  über der S e lte  kii P  de d a r. 

J n  dleses Q n a d r a t  lst das rechtm lnttlge Dreleck v le rm a t so eingelegt, 
dasz ln  der M i t t e  eln N h o m b n s  m lt der S e lte  v entsteht. J n  jeder

Ecke des Nhom bns stoszen zmel Drelebsmlnket nnd ^ znsammen, 

deren Snm m e Z P  beträgt, so dasz sür den Nhombnsmlnkel Z P  
übrlg btelben. Dem nah  lst der Nhom bns das Qnadrat über der 

Hhpotennse o, nnd das Qnadrat über a lst gtelh dem Qnadrate 

über E i  P  de vermlndert nm das B iersahe des gegebenen Drelebs.

J n  F lg n r  I Z b  ist von dem Qnadrate über E i P  de das ge= 
gebene Dreleb vlermat ln anderer Welse abgezogen, so näm llh , dasz 

zmel Qnadrate übrlg btelben, das über ii nnd das über d.
J n  belden F lg n re n  lst also von demselben Q n a d ra te  je vlerm at 

dasselbe D re le b  abgezogen, solgtlh müssen dle Nestslgnren glelhen

^  Dleser Flähensatz wlrd hier eingeshaltet, nm ln der Kreiskehre lang. 
atmlge Erbrteriingen über dle Nbstände der Sehnen vom Kreismittelpnntie 
zn ersparen. N nh seine Wichtigkeit ini allgemeinen läszt elnen einsahen 
vorlänsigen Beweis shon in der lIntertertia als wünschenswert ersheinen.
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Flächeninhalt haben, d. h. das Quadrat über a ist gleih der Summe 
der Quadrate über a und d. i n  Nnlehnuug an die Nrithmetik 
kann man sagen, die Maszzahlen a, d und a stehen in der Be= 
ziehung ^  P  d̂ E

^ a lg e rn n g l D a s  Q u a d ra t  über e iner Kathete e ines reht= 
w in k lige n  Dreiecks ist g le ih  der D isse re n z  zm ishen  dem 
H hpotenu senguad ra te  und dem anderen Kathetenguadrate. 

i n  Jilp IZ  ist d̂  ^  nnd ebenso t  ^  ^  d g  
Beispiel. E in  rehtminkliges Dreieck habe Katheten von der 

Länge Z om nnd I  om. Wie grosz ist die Hhpotennse^
Nnslbsnng. D a s  Quadrat über der einen Kathete hat den

Fläheninhalt Z gom, das über der andern saszt IZ  g m ,  beide zn= 
sammen sassen also Lb gam. S o  grosz ist der Jnhalt des Hhpotenusen= 
guadrates. Fo lg lih  hat die Hhpotennse die Länge b em. lBeim
Banen merden bismeilen Stangen, deren Längen sih mie Z d I  t ^
verhalten, benutzt, um genau den rehten Winkel sür die Wände sest= 
znlegeni

Beispiel. E in  rehtminkliges Dreieck habe die Hhpotennse IZ e m  
und die Kathete I L  cm, mie lang ist die andere Kathete^

Nnslbsnng. D a s  Quadrat über der Hhpotenuse hat IZ Z  gem, 
das über der eineu Kathete saszt I I I  gom. Die Disserenz beider ist 
Lä gom, und dies mnsz gleih dem Jnhalte des anderen Katheten=
guadrates sein. Diese Kathete hat also die Länge ä cm.

IZZe Nnsgabe. J n  Q u a h ra t so rm  die Su m m e  der Q ua=  
drate zu bilden, die s ih  über den E e ra d e n  a und d er=
r ih t e n  lassem

Nnslbsnng. M a n  zeihne einen rehten Winkel mit den Shenkeln 
ci und d und vollende das rehtminklige Dreieck. D a s  Qnadrat über 
der Hhpotennse ist das gesnhte.

Nnsgabe. Jn Qnadratsorm die Disserenz der Qnadrate 
zn bilden, die sih über den Eeraden a und d errihten 
lassem E de

N nslb snng. M a n  konstrniere ein Dreieck ans v und d und 
dem v gegenüberliegenden Winkel ZE^ P g l .  Nbshnitt ZZe. D a s  

Quadrat über der gesundenen Kathete ist das gesuhte.
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I I I.  V o m  K re is e

I Z g  g  Bekannt slnd berelts solgende Begrlssed Krels, Krels= 
stäche, Kreisnmsang, Sehne, Sekante, Durhmesser, Halbmesser, Bogen, 
Eentrimlnkel, Sektor, Segment, Tangente, Krelstellung, regelmäsziges 
Wieleb. Bekannt slnd dle Sätze über dle Kongruenz von Bogen, 
Eentriminkelm Segmenten nnd Sektoren gleiher Kreise und die Sätze 
über das vom Mittelpunkte aus dle Sehue gesällte Lot bezm. über 
dle im Halbierungspunkte der Sehne ans ihr errihtete Senkrehte.

be W e ite re  E rk lä rn n g e n d  Liegt der 
S h eite l eines Winkels aus der Kreislinie 
und sind selne Shenkel Sehnen, so heiszt der 
Winkel ein B e r lp h e r ie m in k e l , v e rg  
in Fig. I I .  M an sagt vom Beripherie. 
mlnkel m er stehe aus dem Bogen DD.
Ebenso steht der zugehörige Eeutriminkel aus 
dem Bogeu D D ,  dagegeu der konvexe Eeutri= 
mlukel ^ aus dem Bogeu D D D .  ^  Liegt 
der Sheitel elnes Wlnkels aus der Beri= 
pherle uud siud selue Sheukel eiue Sehne nnd eine Tangente, so heiszt 
er ein T an g e n te n  = S e h n e n  = W inke l, v e rg  die Wlnkel b und ^
in Fig. I I .  Shneiden sih zmei ^  ^  o 
Kreise, nnd zeihnet man in einem
Shnittpnnkte dle belden Tangenten, 

so erhält man den Wlnkel, unter 

dem sih  die Kreise shneiden. sEe= 

g b h n l ih  ist der W lnkel ec lF ig. Ib e  

zmlshen den n a h  innen gehenden 

Tangenten gemeint, n lh t  seln 

Nebenmlnkel ^.e

Llegen die Eben eines Wlel= 
ebs säm tlih ans elnem Krelse, so 
sagt man, das Wleleb sei dem Kreise e in b e s h r ie b e n , der Kreis sei
dem Wleleb n m b e sh r le b e n  oder er sei sein n m =  ^  ^

K r e is  P e rg .  Fig. IZe. Handelt es sih dabei 
um ein Wiereb, so heiszt es ein S  e h n e n = 
viereck. S in d  die Selten elnes Wlelebs sämt= 

l ih  Tangenten elnes Krelses, so sagt man, 

das Wieleb sei dem Krelse n m b e s h r l e b e n ,  

der Kreis sei ihm e i n b e s h r i e b e n  oder 

sein J n = K r e i s .  W e rg  Fig. I i .  Handelt
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es sich dabei um ein Wiereck, so heiszt 

dieses ein T an ge n te n v ie re c k .  

Berühren die Seiten deines Wielecks 

einen K re is teils unmittelbar, teils in  

ihren Werlängerungen oder sämtlich 

nnr in den Werlängerungen, so sagt 

man, das Wieleck sei dem Kreise an=  

beschrieben, ebenso sei der  ̂K re is  

dem Wielecke an  beschrieben  oder sein 

N n = K r e is .  W e r g  z. B . die Wierecke D D D D  in F i t  I Z a  und 

IZ b .  ^Zeichne ein Wiereck, bei dem leine Seite direkt berührt.^

ge. ge.

I D g  S u h l  E le ih e  S e h n e n  e ines K re ise s  haben gleichen 
Nbstand vom  M itte lp unk te^  von zmei ungle ichen Se h n e n  
e ines K re ise s  hat die grbszere den kle ineren Nbstand vom  
M itte lpunkte .

Beweis. ae i s t  in Fig. I Z  D D  ^  D P  nnd sind I I E  nnd 
D P  ihre Nbstände vom Mittelpnnkte, so ist anh D  D  ^  D P  ,

ge. ge.

serner D in  ^  D P  nnd die rehten Winkel bei D  nnd P  sind 
gleih, solglih ist I ^ D D i n ^ P D P i n ,  solglih i n D ^ i I P .  

be J n  J g  ü E  ln der dle entspreheuden Bezeihnnngen zn be= 
nntzen sind, sei D D  ^  D P ^ ,  also nnh dle Hälste a grbszer al^ dle
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Hälste m. D a  nun nah  Bhthagoras ^  ^  ^  g  und P  ^  ^  aP  
ist, so mnsz sein, denn bei ^  ist mehr von abgezogen als bei P  
Jst aber das Quadrat über  ̂ kleiner als das über m, so ist anh 

Bemerkung. Wie lauten die Ümkehrungen dieser Sätzen

IZZe Je d e r B e r ip h e r ie m in k e l ist die H ä lste  des ans 
demselben B o g e n  stehenden E e n tr im in ke ls.

Beweis. E rster F a lb  Shenkel D i n  P ig .  b I g  liegt aus D D .

^ ^  L ̂  uud ^ ^  ^

Zw e ite r F a lb  in  liegt zmishen D D  und DD. P ig .  b l. Ig  
M a n  ziehe den Dnrhmesser D D .  Dann ist m ^  ^soeben be= 
miesene nnd m L ^ ,  solglih m P  m ^  L P  P  d. h. D i n D

^  L  ̂ i P D D D h  also D D D  ^  ^  D in D .

D r it t e r  F a lb  in  liegt anszerhalb D D D .  P ig .  bIo.e M au  
ziehe deu Durhmesser D D .  Dauu ist ^e , aber 
m ^  L l P  solglih durh Suhtraktlou

IZ ie  ^algernngen. g  B e r ip h e r ie m ln k e l aus g le ih e n  
B o g e u  g le ih e r  K re ise  siud e iuauder g le ih z  gleihe Beripherie=
minkel gleiher Kreise steheu aus gleihen 
Bogem i u  bemeiseu mit Hilse der zu= 
gehärigeu Eentrimlukebe 

be Je d e r B e r ip h e r ie m in k e l  lm 
H a lbkre ise  ist ein N eh te r.

Beweis. Der zngeh orige Eentriminkel 
E D in D  in Fig. äLe ist glelh L Nehtem der 
Berlpherleminkel also dle Hälste. P l e  Nns= 
gabe, eln Quadrat zu kouszrulerem melhes gleih
der Dlssereuz zmeier gegebeueu ist, läszt jetzt melhe audere Losung z u ^  

oe Jeder Wlnkel über elnem Bogen, der seinen Sheitel anszer=
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ge.

halb des Krelses hat, ist kleiner als jeder znm Bogen gehbrige 
BeripherieminkeE jeder Wlnkel über dem Bogen, der seinen Sheitel

innerhalb des Kreises hat, ist grbszer 
als jeder Beripherieminkel über dem= 
selben Bogen.

Beweis. J n  Fig. bZ lst b 
mell b Nnszenmlnkel des Dreiecks .D D D  
ist. Ebenso ist r b Ea s  Nnszenminkel des 
Dreiecks D D  De.

Bemerkung. Säuitllhe gleihen Winkel 
über elner Eeradeu D D  haben lhre Sheitel 
aus einem Kreisbogen durh D  und Do 
kleinere Winkel über D D  haben den 

Sheitel anszerhalb dieses Bogens, grbszere dagegen innerhalb. 
be Zn  jeder Sehne D D  gehbren zmei Bogen, solglih anh zmei 

Nrten von Beripherieminkelm spitze nnd stnmpse. Die entsprehenden 
Winkel sind Snpplementminkel. J n  Fig. b I  
z. B. lst dle Summe des koukaven und des kon= 
vexen Eentrlmlnkels glelh I  Nehten, solgllh lst 

Darans ergiebt sih der Satzd 
J n  jedem Sehnenvierecke  ist die 

S n m m e  z m e i e r  gegenüber l iegenden 
W inke l  g l e i h  zmei Nehten.  Ümkeh= 
rnngd Jsz in einem Wierebe die Summe 
.zmeier gegenüberliegenden Winkel gleih 

zmei Nehten, so ist es ein Sehnenviereb. EWarnmiE

IZZe  Nnsgabe. n m  e in  g e ge b e n e s  D r e ie b  D D D  
e in e n  K r e i s  zn b e sh re ib e n .

Nnskbsnng. M a n  errihte im Halbiernngspnntte D  ans D D  ein 
Lot i i g .  büe, ebenso im Halbierungs= 

^  ^  .. punkte .D ans D  D. Der Shnittpunkt 
in  dieser Lote ist der Mittelpunkt des 
gesnhten Kreises.

Beweis. D i n ^ i n D ,  d e n n Ic in D D  
^  i n D  Do D in  ^  D in ,  denn ^  D i n D  
^  D i n D .  Fo lg lih  i n D  i n D  
^  inD.

Bemerkung. Fällt man von in  ein 
Lot ans die dritte Seite D D ,  so mird 
diese ebensalls halbiert. Fo lg lih  d
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D ie  ans den D re ie b se ile n  in  den H a lb ie rn n g sp n n k te n  

e r r ih ie te n  L a ie  sh n e id e n  s ih  in  einem  B n nk te , dem M it te te  

pnnkte des Ü m = K re ise T  ^  verbindet man diesen Bnnkt mit den 

Eben des Dreiebs, so baden die Berbindnngslinien Winket, die 

doppelt so grosz sind, als die Dreiebsminkel. ^  Enthält das Dreieb 
nnr spitze Winkel, so liegt der Mittelpunkt des Üm=Kreises innerhalb 

des Dreiebs^ enthält es einen stnmpsen Winkel, so liegt er anszerhalb o 

enthält es einen rehten Winkel, so liegt er ans der Hhpotennse nnd hal= 

biert dieselbe. EWa= 

r n m ^ P J s t in  einem 

Biereb die Snmme
zmeier gegenüberlie= 
genden Winkel gleih 
zmei Nehten, so läszt 
sih ebenso die Nnsgabe 
losem nm dieses einen 
Kre is zn shlagen.

IDZe J e d e r  
T a n g e n t e n s e h =  
n e n m in k e l  ist 
g le ih  jedem B e r ip h e r ie m in k e l im  entgegengesetzten K re is=  
a b sh n it ü

Beweis. J n  Fig. bZ sei D D  die in D  berührende Tangente, D D  
eine Sehne. Zieht man den Dnrh= 
messer D D  nnd die Sehne D D ,  so ist 
^ ̂  ZlIo ^  ^ Evarnm^i nnd ebenso 

E v a rn m g  solglih 
cc ̂  m. N nn  ist aber jeder Beripherie= 
minkel über D D , der ans derselben 
Seite von D D  liegt, gleih cm sür 
den spitzen Winkel cc also ist der 
Satz bewiesen.

Zeihnek man nnn einen Be= 
ripherieminkel D D D  ans der andern 
Seite, so ist ^  ^  IZ la  ^  m lSeh= 
nenvierebe, ebenso ^ ^  cc, 
solglih anh ^ g  Der Satz 
gilt also anh vom stnmpsen Winkel.

I l I Z  Nnsgabe. Ü ber einer 
E e ra d e n  D D  einen K re is=

ge.
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bogen zu ze ihnen, der einen gegebenen W inke l ei a ls  B e r i=  
pheriem inke l über D D  in  s ih  saszt.

Nnsläsnng. Jst D D  die gegebene Eerade lFig. bie und rc 
der gegebene Winkel, so trage man ec als ^ P D D D  an die Eerade 
D D  an. J n  D  errihte man etn Lot aus D D ,  ebenso im Halbierungs= 
pnnkte D  aus D D .  Die Lote shueideu sih im Mittelpuukte des ge= 
suhlen Kreisbogens. ^Warum^e

Bemerkung. Jst ein rehter Winkel, so hat man über D D  
als Durhmesser eiueu Halbkreis zu shlageu.

IV. Vermischte Übungssätze und Aufgaben über Dreiecke, 
Vierecke, Vielecke und Kreise. 

 111) Erklärungen. Die vou den Ecken D, D, D ans die 
Eegenseiten a, b, c (oder ihre V erlängerungen) gefällten Lote h1, 

und h3 heiszen die Hohen des Dreiecks. Die von denselben 
Eben nah den Halbiernngspnnkten der Eegenseiten gehenden Ee= 
raden ci, heiszen die Mittellinien des Dreiebs. Der Nadius 
des Üm=Kreises soll r heiszeu.

sIDLe Nnsgaben. ne Eiu Dreieb zu konstruieren aus Seite a, 
dem Wiukel und der Hohe g  

be Eim Dreieb zu konstruieren aus Seite a, Wiukel und der 
Mittellinie E

ve E in  Dreieb zn konstruieren aus m a uud g  
be E iu  Dreieb zu koustruieren aus r, ci uud i .  
oe E in  Dreieb zu konstruieren ans a, ^  und Penntze 

den Halbkreis über me
Bemerkung. Üntersuhe bei jeder dieser Nnsgabem unter melhen 

Bedingungen eine oder etma zmei vershiedene Lbsnngen mbglih sind. 
Jst nnr eine Lbsung mbglih, so ist jedesmal ein nener Kongruenzsatz 
gesunden, z. B. zmei Dreiebe sind kongruent, menn sie übereinstimmen 
in a, und

I IZ e  Satz. D ie  H bhen e ines D re ie b s  sh n e id e n  s ih  
s ü m t l ih  in  einem Bnnkte.

Beweis. Jn Fig. bZ sei D D D  das gegebene Dreieb mit seinen 
drei Hbhen D D , D.d nnd D D  Dnrh die Eben des Dreiebs sind 
Barallele zu deu Seiteu gelegt, die eiu Dreieb D D D  gebeu, dessen 
Seiten in D, D  und D halbiert sind v̂ergl. IZIe. Weil nnn DD,
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D D  nnd D D  Lote ans diesen Seiten in ihren Halbiernngspnnkten 
sind, so shneiden sie sih nah 

o IZZe  in  einem Bunkte.

I I g  Nnsgabe. W o n
einem a n sze rh a lb  e ines
K re ise s  ge legenen Bnnkte  
a n s  an denselben T an =  
genten zn ziehen.

Nnslilsnng. J n  Fig. bZ 
sei D  der anszerhalb des um ID  
geshlagenen Kreises gegebene 
Bnnkt. M a n  verbinde D  mit in, ^  
halbiere .D in  in D  und shlage um D  mit D i n  als Nadius einen 
Kreis, der den gegebenen in D  nnd D  shneidet. Die Eeraden D D  
und D D  sind die gesuhten 
Tangenten. E n D  ist näm= 
l ih  Nadius und D DD^inD .
Ebenso ist es bei D.e 

Bemerkung. D ie bei= 
den Tangenten sind ein= 
ander gleih. Der Winkel 
zmishen ihnen ist halbiert 
Pergb ZZe. Nlle Kreise, 
die zmei sih shneidende Ee= 
rade berühren, haben ihre 
Mittelpunkte aus der Hal= 
bierungslinie des Winkels.

I Ib e  Nnsgabe. J n
ein gegebenes D re ie b  D D D  einen K re is  zn beshre iben. 

Nnsläsnng. M a n  hal=
biere die Winkel bei D  nnd kkIao ^
D  P ig .  ZZe. Der Shnitt=
punkt in  ist dann der gê  P P P  
suhte Mittelpunkt. M it
dem Nbstande desselben von e c 
einer der Linien shlage man i  P  e 
den Kreis. Dieser berührt Ic
sämtlihe Eeraden. i  

Beweis. in D ,  i n D  
und in D  seien die Lote von in
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nah  den Dreleckselten, dann lst D D  in  ^  Dc D D  in, solglih i n D  
^  inD o  Ic  i n D D  ^  ^  in D D ,  solglih i n D  ^  i n D  Dem nah berührt 
der um in  mlt i n D  geshlagene Kreis dle Dreleckselten in D, D  nnd D  

Bemerkung. in D  halbiert den Winkel bei D. EWarum^e Fo lg lih  
gilt der Satzd D ie  W inke lha lb ie re nde n  des Dre iecks shn e id en  

s ih  sü m t l ih  in  einem Bnnkte, dem M it te l=  
punkte des Jn =K re ise s.

I  l g  Nnsgabe. N n  die S e ite  D D  e ines 
gegebenen Dreiecks D D D  einen Nn= 
K r e is  des letzteren zu legen P ig .  Z g .  

Nnsläsnng. Halbiere die an der Seite 
D  D  liegenden Nnszenminkel. Wom Shnittpunkte 
in^ der Halbiernngsliuien sälle das Lot i n P  
aus DD. Der mit diesem um in^ geshlagene Kreis 
berührt die Dreiebseiten bezm. ihre Werlänge= 
rnngen in D, D  nnd D. Pem eis mie vo rheg 

Bemerkung. i n P  halbiert den Wiukel 
bei D. Fo lglih  gilt der Satzt

D ie Halbiereuden eines Dreiecksminkels und der an den andern 
Ecken liegenden Nuszenminkel shneiden sih sämtlih in einem Bunkte, 
dem Mittelpunkte des einen Nn= Kre ises.

I l i e  Satz. Bildet man in einem Dreieck D D D  das FuszpunkD 
Dreieck D D D  der Hbhen, so ist der Shnittpunkt i n  der Hbhen der

Mittelpunkt des Jn=Kreises sür das 
Dreieck D D D ,  mährend die Ecken 
D, D  und D  die Mittelpnnkte der 
drei Nn= Kreise sind.

Beweis. D D i n D  ist ein Seh= 

nenviereck, denn die gegenüber 

liegenden Winkel D  nnd D  sind 

Nehte. Fo lg lih  sind sür den Üm^ 
Kreis dieses Wierecks m nnd m  als 

Beripherieminkel über der Sehne 
D i n  einander gleih. Ebenso ist 
D i n D D  ein Sehnenviereck und 

^  m. Nun stimmen aber 
D i n D  und ^ D i n D  in den rehten Winkeln nnd den Sheitelminkeln 

überein, solglih ist solglih anh ^  m. Nlso ist D D D  
halbiert. Dasselbe gilt von den Winkeln bei D  und D. D D  aber hal= 
biert den Nnszenminkel des Dreiebs D D D  bei D  E v a r u m P  ebenso
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halbieren die übrigen Seiten des Dreiebs D D D  die Nnszenminkel 
von D D D .  Damit ist der Satz bewiesen. P g l .  I I b  n. I I Z E

Bemerkung. Die Nadien des Jn=Kreises und der Nn=Kreise 
sollen stets mit m ^  bezeihnet merden, mobei die letzten drei den 
die Seiten m d. o direkt be= 
rührenden Kreisen angehbren.

ID Z e S a t  D ie  S n m m e  
zm eier E ege n se iten  eines 
T a n g e n t e n v i e r e b s  ist 
g le ih  der Su m m e  der 
beiden andern  Eegen=  
seiten.

J n  Fig. ZZ sind sol= 
gende Tangenten gleih d ci 
^  m , d ^  , a ^  

solglih ist ci P  d 
h  P  ^  h  d P  e P  d. h. D D  P  D D  ^  D D  P  D D .

nm kehrnngl Jst bei einem Wiereb die Summe des einen Eegen= 
seitenpaars gleih der des andern, so ist es ein Tangentenviereb.

Beweis. Nngenommem D D D D  in Fig. Z I  hätte in dem ange. 
gebenen Sinne gleihe Seitensummen nnd würde von dem gezeihneten 
Kreise nnr an drei Seiten 
berührt, mährend D D  ab= 
liegt, so konnte man die 
vierte Tangente DD^ ziehen.
Dann mürde sein D D  P  
D P  ^  D D ^  P  D P  und 

nah der . Woraussetznug 
D  D  P  D D  D D P  D P  
P  D  D, solglih durh Sub= 
traktion D D ^ D D ^ D P  
oder D D  ^  DD^ P  D P  
d. h. die Summe zmeier 
Dreiebsseiten mürde gleih 
der dritten sein. Dieser 
W ide rstnh  kann nur dadurh ausgehoben merden dasz D  ans P  
sällt. ^  Entstehend mird der Wemeis gesührb menn man annimmb 
D D  shnitte den Kreis.

Bemerkung. W erthe  die entstehenden Sätze sür die anbe= 
shriebenen Wierebe ansznsprehen.
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ll.Ze Nnsgabe. E in  D re le b  habe dle S e lt e n  m d nnd z. 
W le  grosz slnd  dle N b sh n lt te  dle d n rh  dle Be=

rü h ru n g sp u n k te  des J n =  
P  K re lse s  entstehen. 

Nnskäsnng. J n  Flg. Zü ist

.D om ^  ̂ a d v,

c D  zuglelh ist

P c  i P  Lm  

^  P  solglih dnrh Subtraktion^

i   ̂ P  L ^  Lei 
i d h  e ^  ci,

ebenso ^  ^  nnd ^  ^  o

IL IH  D i e s e l b e  N n s g a b e  s ü r  den  N n k r e i s  m it  
N a d iu s  zu losen.

N n s lä sn n t  J n  Fig. ZZ ist D D ^ D D P D D  und D D  
^  D D  i  D D ,  solglih D D  P  D D  ^  a P  d P  o, und, da D D

^  D D  ist, D D ^ D D ^ ^ ^ T ^

Nus D D ^ ^  und ^  P  ^  ^  a 
solgt durh Nddition D D  h  ^  ^  ^ 
P  a, also P  c ^  D D  ^  ci

^  , ebenso

ge. oe.

i  o L ^

^ ̂  ^ mas mlt den Formeln

sür ^  nnd ^  in I lZ e  übereinstimmü 
Folgllhd D e r  N n k re is  te ilt die 

d irekt berührte S e it e  in  dieselben 
S tü b e ,  m ie der J n k re is ,  n u r  sind 
beide in  der Lage  v e rta u sh b  i m  
die Übereinstimmnng zu einer vollkommnen 
zu mahen, ist ausnahmsmelse bei D  

soudern ^  bezm. ^  geshrüebeu. Die be= 
miesene Übereinstimmung ist eine Quelle mihtiger Sätze. Bei den

letzteren setzt man ^ ^  d E D  ^  ^  .e

und D  niht bezm.
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[121) Aufgaben:       a) E in  Dreieb zn konsumieren ans ^ nnd b)   

 ̂ ^  ̂  ̂ ^ Ic E  ^
c)  ̂  ̂  ̂ ^ D  o ^
d) ^   ̂ ^ ^  ̂ ^

ILLe  D ie  M it t e l l in ie n  e ines D re ie b s  sh n e id e n  s ih  in  
einem  B n n tte  nnd von  jeder ist der d ritte  T e it  abge shn itten . 

Bemerknnm J n  Fig. Z i  sind 
D  nnd D  Hatbiernngspnntte der 
Dreiebsseiten, sotgtih nah Nb= 
shnitt l a g  D D   ̂ D E  Demnah 
haben die Dreiebe D D D  nnd 
D D D  gleihe Winkel, nnd da

D D  ^  ^ D D  isk P a h  l Z g ,  so 

solgk Ebensalls nah I D g  D D

^  ^ D D  nnd D D  

D D

D a  ebenso

^ D D ,  oder

^ D D  nnd D D  ^  P D .

. I D  von D D  den 
dritten Teit abshneiden mnsz, gehen alte Mittettinien dnrh D, nnd von 
jeder ist der dritte Teit abgeshnitten. lN n s Gründen der Mehanik 
heiszt D  der S h m e r p n n t t  der Bnntte I ,  D  nnd D  nnd der Dreiebs= 
stähe ^ D D ,  n iht aber des Dreiebsnmsangs. Bei gteihshenktigen 
nnd gteihseitigen Dreieben 
satten Mittellinien mit gê  
missen Hohen nnd WinteD 
hatbierenden znsammenZ

ILZe  Nnsgabe. E in
D re ie b  a n s  den dre i
M it t e t t in ie n  b, nnd 
zn tvn strn ie rn .

Nnsläsnng. Kvn= 
strniere ans den Seiten

nnd ^tPF ig .ZZe  

das Dreieb D D P  hat= 
biere D D  in D ,  ziehe 
D D  nnd verdatete es,
mas D D  giebt, verlängere D D  bis D D  mird, ziehe D D  bis 
znm Shn itte I.  mit Bertängernng vvn D D  nnd ziehe I D .

Warnm ist das Dreieb I D D  das vertangte^ W ann ist die 
Kvnstrnttivn mbglih^
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lNnsgabetn E in  Dreieb zn tonstrnleren ans m ^  nnd

 ̂ ^ ^ ^  ̂ î  ̂ ^
,, ,, ,,  ̂ ^ ^   ̂ g

Peniertnng znr letzten Nnsgabe t I  tlegt ans einer Baralleten 
zn a im Nbstande D  ans elner Baralleten lm halben NbstandeE 

Bemerkung l Dle Mlttetpnntte der Jn=, Üm= nnd Nn=Krelse, 
der Hbhendnrhshnltt nnd der Dnrhshn ltt der Mlttettlnlen des Drelebs 
merden als mertmürdlge Bnntte desselben bezelhnetE

l L g  Nnsgabe. Z n  zmel K re lsen  dle ge m e ln sh a st llh e n  
T an g e n te n  zn zeichnen.

Nnsliisnng. S lnd  in  nnd in^ dle Mlttelpnntte der belden
Krelse i l g .  ZZe nnd r  nnd m dle Nadlett, so schlage nm in  elnen

ge.

Krels mlt Nadlns nnd lege von in^ ans an dlesen dle
Tangente i n P .  Darans zlehe i n I  bis D  nnd errichte ans I D  
ln D  eln Lot. Dleses lst dle gemeinschastllche Tangente. EW arnm g

Bemerknng. Llegen dle Krelse ganz anselnander, so lassen slch 
anch lnnere Tangenten legen. Für dlese benntze man elnen Hülss= 
trels mlt Nadlns r  P  m.

Berühren slh dle Krelse von anszen, so satten dle lnneren 
Tangenten ln elne znsammen, berühren sle slh lnnertlh, so sallen 
dle ünszeren Tangenten ln elne znsammen.

Dle Shmmetrle gegen dle Eentrate inin^ zelgb dasz somoht dle 
belden ünszeren, ats anh dle belden lnneren Tangenten slh ln Bnntten 
der Eentrate shnelden. D le Shnlttpnntte helszen ünszerer nnd lnnerer 
Ähnllhteltspnntt belder Krelse. Brattlshe Nnmendnng slnden dle 
Flgnren der ünszeren nnd lnneren Tangenten bel den Nlementrleben 
der Fabrlten. Dle ünszeren Tangenten geben gtelhtansende, dle lnneren
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entgegengesetzt drehende Nüden Dle Eesamtslgnr slndet Nnmendnng 
bel der Ertünternng des Krrn= nnd Halbschattens der Erde bezm. des 
Mondes nnd bel der Ertlürnng der totalen nnd rlngsbrmlgen Sonnen= 
sinsternlsse. Spater trltt dle Flgnr noh mehrsah ln bedentnngsvoller 
Welse ans.

sILbe Nnsgaben. g  E ln  Dreleb zn tonstrnleren ans m p nnd 

de ,, ^  ̂ ^ m ^i  ̂
ve ,,  ̂  ̂ ^ ^ m o ^ i
be ^  ̂ ^  ̂  ̂ m ^

P l e  Lbsnng von ae erglebt slh ans Flg. iZ.e 
Bemertnng. Nns je drel von elnander nnabhünglgen Stüben tüszt 

szh stets eln Dreleb tonstrnleren. Dlese Stübe tonnen selnd Selten m d, v, 
Wlntet m m Hohen 
Mlttettlnlen c, P  P  Wlntelhatble= 
rende Nadlen r, m m,
Wlntet zmlshen elnzelnen der ge= 

nannten Llnlen, Nbshnltte derselben 

n. dgl. Nn Stelle elnes Stübes tann 

dle Elgenshast der Etelhshenttlgtelt 
treten, an Stelle zmeler Stübe dle 

Elgenshast der Elelhseltlgkelü E s  

glebt anh  telhtere Bosltlonsansgabem 

z. B . eln gtelhseltlges Dreleb von 

gegebener Selte so ln eln anderes zn 
legen, dasz dle Eben des ersteren ans 
dle Selten des andern sallen, oder so 

nm das andere zn legen, dasz dle Sellen  
des elnen dnrh dle Eben des andern 

gehen. Statt Dreleb mag bel dleser 
Nnsgabe anh Qnadrat oder regetmüszlges Bleteb gesagt merden. Hlerher 
gehbren anh dle Nnsgaben, Krelse von gegebenem Nadlns ln vorgeszhrle= 

bene Lagen zn bringen. Hünslg lst von Nntzen der Begriss des geo= 
m e tr lsh  en Ortes, d.h. der Eesamthelt der mbgtlhen Lagen elnes Bnnttes, 
mobel es slh hler nm elne Eerade oder elnen Krels handelt. N lh t  alle 

Nnsgaben slnd ohne Welteres ans dem Standpnntte der Klasse lbsbar, 

je d o h  tan n  der S h ü t e r  z a h lre lh e  tb sb are  N n sg a b e n  selbst 

a n s s ln d lg  m ahen. Nnsgaben, dle, mle N n  IL Z , nnr dnrh KnnsD 

grlsse zn Ibsen slnd, müssen vortünslg ansgeshlossen merden.

ILZe  Nnsgaben. Elnen Krels mlt gegebenem N a d ln s  zn 
zeihnen, der
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ne zmel gegebene Eerabe berührt, 
be elne gegebene Eerade berührt nnd dnrch elnen gegebenen 

Bnntt geht, .
oe elne gegebene Eerade nnd elnen gegebenen Krels berührt, 
be zmel gegebene Krelse berührt.

l l L i e  Nnsgabe. Elnen Krels zn tonstrnleren, der elnen ge= 
gebenen Krels nnd zmel selner Tangenten berührt.^

ILZe Nnsgabn Jn  mlevlet Bnntten shnelden slh 
hbhstens Eerade^

Nnstäsnng. Tle Fortsetznng der Betrahtnng Zäe glebt sür b Ee= 
rade t h  P  ^  ^  tb Shnlttpnntte, sür Eerade l P  L 
P  Z P  o o o P  i  ^  g  Bnntte. Wle vlete slnd dies ̂  Es sel z. B. 
l P L P Z P o o i i P Z ^ m m o w d l e  Snmme bedentet, atso anh 
Z P i P Z P o o P L P l ^ w ,  oder dnrh Nddltlond

Lw, oder Z  ̂ Z ^  Lw, dle Snmme

von l bls Z lst atso w ^  ^  o Nttgemeln sindet man dle Snmme 
der Zahlen von l  bls ^ als das halbe Brodntt ans nnd der nahst 
grbszeren Zahb

Folgtlhd E e rad e  sh n e ld e n  s lh  hbhsten s ln  ^   ̂ ^  

Bnn tten . P ro b e  an b, Z, i  n. s. m. EeradenE

lLZe Nnsgabn Wlevlel Berblndnngstlnlen slnd hbhstens 
zmlshen Bnntten mbgtlh^

Nnslbsnng. Hbhstens l  i  L P  Z P  ^  P  P  ^  le ^  ^

Eerade. P ro b e  an b, Z, i  ^  Bnnttene.
Nnsgabe. W le  vlete T la g v n a te n  hat hb h sten s da s  att= 

gemelne ^=Eet^

Nnslosnng. T le Selten slnd von den ^  mbgllhen 

Berblndnngstlnlen abznzlehen, atso btelben ^  P  ^  ^  ^ ^  E  P  I P

Nnsliisnng. D a s  gembhntlhe ^=Ect tüszt 
slh mlt Hütse elnes lnneren Bnnttes ln

gonatem P ro b e  am attgemelnen I = E h  
^=Ect, Z = E P

lZZe Nnsgabe. W le  grosz lst dle 
W ln te lsnm m e  des gem bhntlhen  ^=Eets^
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Trelebe von der Wlntetsnmme L^i Nehte zerlegen i l g .  i g .  Tle 
Wlntet nm den lnneren Bnntt betragen znsammen I  Nehte nnd slnd 
abznzlehen. Tabel btelbt übrlg dle Wlntetsnmme L^i ^  I  Nehte oder 
L P  ^  Le N e h tn  P ro b e  am gembhntlhen I= E h  b=Eh Z=Eb mbm.e

C. Planimetrische Lehraufgabe der  Tertia a.

(Secunda der Realschule).

(Dritter  Jahrgang.)

I. Von der flächengleichheit ebener G e b i l d e .

131)  Sa tz: D as Q u adrat über der S n m m e  zmeler Se lte n  
lst g te lh  der S n m m e  der Q n a d ra te  über den elnzetnen 
S e lte n  verm ehrt nm das dop. 
pette N e h te b  an s  belden.

D er Bemeis ergiebt sich  aus 
F ig. 4 3 c ,  i n der das Q uadrat 
über ( a + b )  in entstehender 
Welse zertegt lsü ^  i n  arlth= 
metlsher Shrelbmelse tantet der 
Satzd

bii P  dê  ^  ii  ̂ P  d̂  P  Liid.s

lZLe Ebenso sotgt ans Flg. i L  
sotgender Satzd 

T a s  Q n a d ra t  über der
T ls se re n z  zmeler S e lt e n  lst g te lh  der S n m m e  der Q n a d ra te  
über dlesen S e lte n ,  ve rm in de rt nm das doppette N e h te b  
a n s  belden Se lten .

Beweis. E s  sel I D  ^  ii, D D  ^  d, atso I^d  ^  ii ^  d. Jst 
nnn I D  D D  das Qnadrat über ii nnd der Znsatz D D D D  das 
Qnadrat über d, so branht man nnr D D  D D  zn tegen nnd D D  
bls D  zn verlängern, nm ln D D D .d  nnd D D D D  zwel Nehtebe zn 
erhalten, deren jedes dle Selten ii nnd d hat. Zieht man diese 
Nehtebe von der Eesamtslgnr ab, so btelbt das Qnadrat I . l D D  
übrlg, methes über E i ^  de errlhtet lsü i n  der Sp rahe  der 
Nrlthmetlt tantet der Satz Ei ^  dê  ^  iD P  d  ̂ ^  Lad.e
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74 Erste Abteilung: Geometrie.

lZZe Z ie h t  m an d n rh  einen B n n t t  der D la g o n a te  
elnes B a ra t te to g ra m m s  B a ra tte te  zn den Se lte n ,  so ent= 
stehen zmel n lh t  von  der D la g o n a te  ge shn lttene  B a ra t=  
tetogram m e, dle g te lh en  F lü h e n ln h a lt  haben.

Beweis. J n  Flg. iZ  sel I D D D  das Barattetogramm nnd 
.d der Bnntt der Diagonale, dnrh den .DD nnd D P  dle Baralleten

zn den Selten, gehen. 
Nnn lst Dreleb 
Ic  D  DD. Bon  dem ersten 
ziehe man DcDD.d, von 
dem andern das glelhe 
Dreleb D D i l  ab, sodann 
von dem ersteren noh 
Iic D D . ic  vom andern 
das glelhe Dreleb DD.d,

dann müssen von jedem der groszen Drelebe stühengtelhe Stübe 
übrlg bleiben, so dasz I D . i D  ^  D D D D  lst. sM an  nennt dle belden 
Barattetogramme moht anh Ergünznngsparaltelogrammg.

l Z g  Nnsgabe. E ln  N e h te b  habe dle S e lt e n  ii nn d  d. 
E s  sott ln  eln ln h a t tg te lh e s  N e h te b  m lt der gegebenen 
S e lte  a ve rw ande lt werden.

Nnsläsnng. J n  Flg. i I  sel . I D  D D  das gegebene Nehteb mlt 
den Selten ii nnd d, v sel dle gegebene Selte des gesnhten Nehtebs.

M a n  verlängere I D  nm D D  
^  a nnd zlehe D D  bis znm 
Shnltte D  mlt der Bertüngernng 
von I D ,  dann lst D D  ^  b 
dle zmelte Selte des gesnhten 
Nehtebs, methes als D D D D  
gezelhnet lst. Der Bemels bernht 
darans, dasz I D  D D  nnd D D D D  
ats Ergünznngsparatlelogramme 
lnhattsgtelh slnd. sNrlthmetlsh 
geshrlebend es lst cid ^  abZ

l Z g  Bemerknng. Faszt man elne Selte elnes Barattetogramms 
ats Ernndtlnle ans, so versteht man nnter Hohe des Barattetogramms 
den Nbstand der Ernndtlnle von lhrer Eegenselte.

Satz. Je d e s  B a ra l le lo g ra m m  lst ln h a t t s g te lh  m lt elnem 
N e h te b e  von  g te lh e r  E r n n d t ln le  nnd g te lh e r  Hohe.

Beweis. Dle Ernndtlnle des Barattetogramms sel I D ,  über
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I. Von der Flächengleichheit ebener Gebilde.                      75

ihr zelhne man das Nehteb von derselben Hohe. Tann entsteht 
entweder elne Flgnr nah Nrt von Flg. iä , mo zmel Ebpnntte belden 
Blerebe ln D  znsammensallen, oder elne Flgnr nah Nrt von i h  mo 
D  zmlshen D  nnd D, llegt oder elne F lgnr nah  Nrt von i i ,  mo 
.DD  anszerhalb D D  llegt.

J n  Flg. ib  lst I D D D ^  ^  I D D  P P  D D D ,  oder, da

ge. r̂ . ge. re. ge. rr.

i c D D D ^ ^ I D D l s h  I D D D ^ I c I D D P  I P D D ^ I D D D ,  
momlt der Satz sür dlesen Falt bemlesen ist.

J n  Flg. iZ  lst ebenso I D D D ^ I D D D P  D D D  ^  I D D D  
P  I D D ^  I D D D .

J n  Fig. i i  lst I D D D ^ ^ I D D P P D D D ^ P D D D  
^  Ic  I D D  P  I D D ^  D D D  ^  I D D D .  

i s t  ^ dle Ernndtlnle nnd dle Hohe, so lst ln der Sp rahe  
der Nrlthmetlt ^  ̂ der Jnhalt des Nehtebs. Fotgtlh lst anh beim 
Baralletogramm D  ^  ̂ dE

lZZe Folgerungen d
g  B a ra tte to g ram m e  von  g le lh e n  E r n n d t ln le n  nnd 

g le lh e n  H bhen slnd  s tü h e n g te lh . ge. re.
Tm  mle Flg. iZ  zeigt, jedes Treleb 

ats Hülste elnes bestlmmten Baratteto= 
gramms von derselben Ernndtlnle nnd den 
selben Hbhe betrahtet merden tann, sosotgtd 

de T re le b e  von  g te lh e r  E rn n d =  
tln le  nnd g te lh e r  Hbhe slnd  ln= 
ha ttsg te lh .

oe Je d e s  T re le b  lst die H ü lste  
elnes N e h t e b s  oder B a r a t t e t o =  ^  
g ram m s von  derselben E r n n d t ln le  nnd derse lben Hbhe. 

i s t  ^ dle Ernndtlnle, dle Hbhe des Trelebs, so lst
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76 Erste Abteilung: Geometrie.

ge. w.

in der Sprache der Nrlthmetlt der Jnhalt des T reab s

Ftühengtelhe Trelebe nnd slühengtelhe Barattetogramme über 
derselben Ernndllnie liegen zwischen zmel parallelen Eeraden.

l. Z g  Z m e lle r  B e m e ls  des B h th a g o re lsh e n  Lehrsatzes.

J n  Flg. iZ  lsl D I D  ^  ^ denn belde stehen über 

denselben Ernndtlnlen I D  nnd tagen zmlschen den Baralleten I D  

nnd .DD. Ebenso lst Qi I D D  ^  ^  tDQ I D  D D ,  denn belde stehen 

über der Ernndtlnle I D  nnd tagen zmlschen den Baralleten I D
nnd DD. Nnn lst aber Q  ̂D I D  
^  Q  ̂ D I D ,  denn D I  ^  D I ,  
I D  ^  I D ,  D I D  ^  Z E  
P  ^ ^  ^  D I D .  Welt dle 

Trelebe lnhattsgtelh slnd, lst 
nah  Qblgem anh I D D D  ^  
I D D D .  Ebenso mlrd ans der 

^  andern Selte gezelgt, dasz 
D D D D  D D D D  lst. Fotg= 
tlh lst dle Snmme der belden 
Kathetengnadrate gtelh der 
Snmme der Nehtebe I D D D  
nnd D D D D ,  d. h. gtelh dem 
Hhpvtenns engnadrate.

Tabel lst noh sotgender 
Satz gesnndend 

T a s  Q n a d ra t  über elner
Kathete des re h tm ln tt lg e n  T r e le b s  lst g te lh  dem N e h te b  
a n s  der H hpotennse  nnd der B ro je t t lo n  der Kathete ans 
dle Hhpotennse.

S o  lst z. B. ln Flg. iZ  I D D D  ^  I D D D ,  dabei lst I D  da 
Brojettlon von I D  ans da Hhpotennse I D ,  nnd I D  lst gtelh der 
Hhpotennse I D .

l.ZZe Nnsgabe. g  E ln  gegebenes N e h te b  ln  eln Q n a d ra t  
zn verm andetn.

Nnstiisnng. I D D D  ln Flg. iZ  sel das gegebene Nehteb. 
M a n  verlängere dle ttelnere Selte I D ,  bls I D  ^  I D  mlrd. Über 
I D  ats Dmrhmesser zelhne man elnen Hatbtrels nnd vertüngere 
D D  bis znm Shnlttpnntte D  mlt dem Hatbtrelse. T a  Berblndnngs=
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I. Von der Flächengleichheit ebener Gebilde. 77

tlule D I  lst dauu dle Seite des gesuhteu Quadrates. P e r  Bemels 
tagt lu N n  lZie.e

Nusgabe be E lu  Q u a d ra t  lu  elu N e h te b  vou  gegebeuer 
S e lte  zu verm audetu.

Nusgabe ae E lu  Quadrat lu elu auderes vou doppelter, drel= 
saher, vlersaher, süussaher u. s. m. Erbsze zu vermaudetu.

Nuslbsuug. Haudett es slh um lu Flg. Z E  so errlhte 
mau lm Eudpuutte vvu a das 
Lot m dauu glebt d dle Eruud= 
tlule des doppelt so groszeu Qua= 
drates. Setzt mau au d das Lot a, 
so glebt a dle Selte des drelsaheu 
Quadrates u. s. m.

lZZe Nusgabn E lu  betle= 
b lge s B le le b  P B .  e lu Fü u se b e  
lu  elu Q u a d ra t  zu vermaudetu.

Jst I D D D D  lu Flg. Z l  das gegebeue Füuseh sv shuelde mau 
durh elue Tlagouate, z. B. I D ,  elu Treleb ab uud lege durh 
desseu srele Ebe 
D  elue Barallele 
zu I D .  B e n  
tüugert mau jetzt 
D  D  bls zum 
Shulttpuutte D  
mlt der Barat= 
teteu, uud ven 
bludet mau D
mlt I  , so lst 
Treleb I D D
durh elu gtelh 
groszes Q I D D  
ersetzt, atso das 
Füuseb lu das glelh grosze Blereb I D D D  vermaudelü 

Wlederholt mau dlese Koustruttlou am Blereb, so vermaudelt 
mau dleses lu elu Treleb. M a u  halbiere elue als Eruudllule be= 
trahtete Selte dleses Trelebs uud errlhte über dleser Hülste elu 
Nehteb, methes mlt dem Treleb glelhe Hbhe hat, atso mlt lhm 
luhattsgtelh lst. Tleses Nehteb lst shtlesztlh lu elu Quadrat zu 
vermaudetu.
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78 Erste Abteilung: Geometrie.

l ü g  Satz.
elnem spitzen

T a s  Q n a d ra t  über e lner T re ie b se itm  dle
linket ge genübe rtiega  lst g te lh  der Sn m m e

d e r  Q n a d r a t e  
über den belden
and e rn  S e lte n ,  
ve rm in d e rt  nm
d a s  d o p p e l t e  
N e h t e b  a n s  
e lner dleser S e l=  
ten nnd der B rv =  
je tt lvn  der an= 
dern  ans dle= 
selbe. Peratlge= 
melnerter Bhthagv= 
nelshen Lehrsatz.^ 

Erster Beweis. 
Zelge an F lgnr ZL 
P i e  bel dem ge= 
mbhntihen Bhtha= 
gvreiahen Lehrsatzes 
dasz svtgende Neht= 

ebe gtelh slndd I D D D  ^  I D D D ,  D D D D ^ D D n D D ,  D i D D D

^  D D D D ,  dasz atso I D ^  ^  D P  P  I P  ^  lD D D D  P  D iD D D e , 

oder I D ^  ^  D P  P  I D ^  ^  L o D D D D  lst. Hler lst aber D D D D  das 
^  Nehteb ans I  D nnd der Brojettlon D D  

von D D  ans D I .
Zweiter Beweis.

^  sd ^  P  ^  ̂  d̂
oder, da D
^  Ld^.

J n  Flg. ZZ ist 

P  ^  ^  ^  lst, P  d^

lü le Sa tz .  T a s Q n a d r a t  über elner 
T re iebse ite , dle elnem stnm psen 
W ln te t gegenübertlegt, lst g te lh  der 

S n m m e  der Q n a d ra te  über den belden and e rn  S e lte n ,  ver= 
m ehrt nm das doppelte N e h te b  an s  e lner dleser S e lt e n  
nnd der B ro je t t lo n  der andern  ans dleselbe.

Bersnhe den Bemels mle vorher ans zmel Nrten zn sühren nnd 
zn zelgen, dasz jetzt mlrd.

Tem nah lst ln jedem Trelebe

^  ^  h  l c i  ^ dm
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II. Längen- und Flächenberechnungen an ebenen Gebilden.    79

je nachdem der Seite v ein spitzer oder ein stnmpser Wintel gegen= 
übertiegb

   II. Längen- und Flächenberechnungen an ebenen Gebilden.      

IüLe Hat ein Nehteb Seiten, die sih verhalten mie zmei ganze 
Zahlen ui nnd u, sv täszt es sih in sv viel Qnadrate zerlegen, 
mie das B ro d n k t  der Z a h le n  angiebt, atso in 
ui  ̂u Qnadrate.

Beispiel l Jst I D  t D D  ^  Z t b, so handelt 
es szh nm Z ä ^  lb  Qnadrate. T ie s mar shon 
srüher gezeigt. E s  sragt sih jedog ob die Einteitnng 
in Qnadrate stets mbglih ist.

IIZe Werhalten sih die Nehtebsseiten mie zmei 
gebrohene iahten, so lassen sih diese gteih= 
namig mahen, nnd die Zähler geben ein ganzzahliges Berhättnis. 
Tas Brodntt der nenen Zahlen giebt die Nnzahl der Qnadrate.

B e isp ie l Jst I D  d D D  ^  Q  d Q, so ist anh  I D  d D D  

^  i ^  kW . ^  Nehteb täszt sih also in IW o Qnadrate

einteiten. Pism eiten ist noh ein Kürzen des Werhältnisses mbgtih.e
Sind die gebrohenen Zahlen geshtossene Tezimatbrühe, ist 

z. B. I D  d DD  ^  l,LZ d LIbZ, so ist das ganzzahlige Werhältnis 
ILZZ d LIZZ. Es tann noh in ZIb d IZ iZ  gekürzt merden. Die 
Zahl der Qnadrate ist ZI^  ̂ IDiZ.

I I g  Werhalten sih die Nehtebsselten so, dasz im Werhältnisse 
ein oder zmei endlose Dezimatbrühe vorkommen, so vermandelt man 
diese in gembhntihe B rühe  nnd versährt mie vorher.

Beispiel Das Berhättnis sei L t b,LZ ZIbü ZIäü ZIbü . . . . .
Man setze den Dezimatbrnh gteih w, so dasz 

l  EID DDZ cr ^  ü LZZ Iäü,ZIbü Zlüü . . . . . ,  nnd 
üLZ,ZI^üZlbü . . . . . , atso dnrh 

Snbtrattion ZZZ ZEI w ^  b LZi ZZ IPü IZ ZZZZ . . . . . ,  nnd demnah 
der Dezimatbrnh w ^  isz.g Jetzt ist Berhättnis

Merle solgende lnrz gesaszte NegeD Shreibe die Zahl bis znm Shlnsz 
der ersten Beriode, sodann die Zahl bis znm Shlnsz der Worperiode, ziehe 
diese von der ersteren ab nnd dividiere den Nest dnrh eine Zahl, die so oit die 
Zisser o hat, ats die Beriode Stellen zählt, nnd sv ost die Zisser m als die 
Borveriode Stellen hat. Dieser B rnh ist der Wert des periodischen Dezimau 
brnhs in gewbhnlihen Zahlen.
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80 Erste Abteilung: Geometrie.

L t oder I  ZZZ ZIIlI t ä L Z i ZZD  Tie Zahl der Qnadrate ist 

demnah das Brodntt der beiden letzten Zahlen.
J n  alten diesen F a lte n  m ar da s  B e rh ä t tn is  in  ein  

g a n zza h lig e s  zn ve rw and e ln , nnd dle Q n a d ra t te lln n g  m ar 
th eo re t lsh  m b g lih .  S o lh e  W erh iiltn lsse  nennt m an ra t lo n a te  
B e rhä ltn isse .

stübe Jst jedoh dle elne von belden Zahlen eln endloser TezlmaD 
brnh ohne Berlode, so mlrd dle Bermandlnng ln eln ganzzahtlges 
Berhältnis nnmbgtlh.

Handelt es slh z. B. nm das Werhilttnls . I D  i D D  ^  t i m 

also nm I  d h I ü  Ib Z  LZü ZbZ Z iZ  . . . . . . ,  mo der Tezlmalbrnh
nah  noh so vlelen Stellen telne Berlode z e ig  so mürde nah der 
gesnndenen Negel, da dle Berlode gemlssermaszen nnendllh lang ist, 

solgender B rn h  enlstehen w ^  e  ma^ dasselbe lst, mle

w ^  wooooooo..g ümbei jedvh somohl der Zähler, ats auh der 

Neuuer uueudtlh vlete Stetteu hat. J u  dlesem Falte mürde auh dle 

Nuzaht der Quadrate uueudtlh grosz merden, dle Selteu der Quadrate 
atso uueudtlh ttelu. E lu  sothes, iilh t mehr gauzzahtlg darstellbares 

Werhälluls helszt elu l r r a t lo u a le s  B e r h ä t tu ls .  T le  Selteu I D  
uud D D  habeu dauu telu gemelushasttlhes Masz vou eudllher Erbsze 

uud helszerr daher ine om m en sn rab e b  J u  sotheu Fätleu beguügt 

mau slh mlt eluer e u d tlh e u  Nuzaht vou Tezimatstettem je uah der 
Eenanigteib dle mau münshü S o  tauu mau statt t d ^  sageii I l I I I  d Ztü, 

oder I  E I I I E I I I  t Z t ü t  bZZ, oder I  E ID  E I I I  IIcIlI d Z üüt bZL Zbü 
u. sz m. Je mehr Stetteu mau nimmt, mlt um so grbszerer Eeuaulg= 
telt hat mau dle Quadratteltuug erzielt uud lu dem Brodutte dle 

Nuzaht der Quadrate erhatteu. Selbst bel Meter=Einheiten geuügeu 

shou Z Stetteu hluter dem Tezimattommm um deu Fehler sür dle elue

Selte tteluer ats ^  Millimeter, atso ,,mltrostoplsh n e ig  zu maheu.s

IüZe Nlmmt mau dle Quadratselte ats Eluhelt des Läugeu= 
maszes am so glebt das Brodutt der Maszzahten belder Nehtebsseiten 
dle Nuzaht der Ftäheneinheiten am uud abgetürzt sagt mau P u h  bel 
lrratlouatem Berhättnised
T e r  J u h  alt des N e h te b s  lst E ru i id t lu le  m al Hbhe, d . P ^ i i D P

Da zu jeder Flähe eln Qnadrat gleihen Jnhalts gehbrtz dessen Seite 
man ^ bezeichnen kann, deslen Jnhalt also D  ist, so schreiben manche statt 
nnscner Formel ^  ^  cid nnd denten damit am dasz der Nnsdrnb zweidimensional 
ist. Ebenso bezeihnen sle den Kürperinhalt u mlt P  weit derselbe dreu 
dimensional isD
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F ü r rationales Werhältnls El dleser Satz mll voller Strenge, sür 
lrratlonates Werhältnls mlt belleblg groszer Eenanlgkelt bewiesen.

kü ie  S o  ergeben slh lm Nnshtnsz an das Frühere solgende 
Formeln d

ne T a s  Nehteb mlt Ernndtlnle n nnd Hohe ii hat dle Ftähe 
de T a s  Qnadrat mlt Ernndtlnle ci Eind Hohe ae hat dle Flähe

Ümtehrnngd T a s  Qnadrat von Ftähe D  hat dle Selte 
oe T a s  Baratlelogramm mlt Ernndtlnle a nnd Hohe ii hat dle 

Ftähe D  ^  ci Du
be T a s  Treleb mlt Ernndtlnle ci nnd Hohe d hat dle Ftähe

oe T a s  Trapez mlt den Barallelseiten a nnd d nnd der Hohe ii 

hat dle Ftähe  ̂ sdenn es lst so grosz mle eln Baratteto=

gramm mlt Ernndtlnle nnd Hohe g  vergt. Z iZ

be Jst der Ümsang elnes Tangentenvletebs glelh ii nnd der 
Nadlns des Jn=Krelses glelh p, 
so lst dle Ftähe des Wlelebs

sWemels am Weisplele der 

Jlg. Zä.

Q c ID iÜ  Q  D D D  ^

Qi D D iÜ  ^  Q  ̂D I i Ü ^

sotgtlh dnrh Nddltlond

^  ^  ^  i  .u  ^  ^

T les gltt insbesondere von regelm äszlgen W letebem  denen slh 
stets eln Krels elnbeshrelben läszt. 

l P  Ter Krels mlt Nadlns r  hat dle Ftähe D  ^  P .
Beweis. Ter Ümsang des Krelses, den man ats regetmäszlges Wleleb 

mlt von nnendtlher Seltenzaht nnd Nadlns ^ ^  r  betragen tann,

lst nah  bZe ii ^  Lruu Fotgtlh ist D  ^  ii ^  Lr^r r P  

Jst r  ^  I ,  so lst N th  bedentet ^  anh den Jnhalt elnes 
Krelses mlt Nadlns I.
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Iie Ter Kreissektor vom Eeutrimiuket cQ nnd dem Nadins r hat 

die Ftähe D  ^  o Se iü  Wvgev ist o ^  ^  ^

Beweis l E s  verhält slh, mle ans Flgnr ZZ zn ersehen ist, 
Settorslähed Kreisslähe ^  c P  Z Z E ^  cid ZZZ, oder D P ^ r  cc d Z Z E

Ebenso verhält slh Bogen d Krelsnmsang ^  ĉ d ZZZ, oder

 ̂d Lr^r ^  cc d Z Z E  d h.  ̂ ^  L r ^ r ^ o  

ie Segment ^  Settor ^  Treleb.
Beispiel l J n  F lgnr ZZ handelt es slh nm den znm Eentrl= 

mlntet ZE^ gehbrigeu Settor nnd das 
entsprehende Segment. Hler lst

Sektor I D i n  ^  ^  ^  ^  .

T a s  Treleb i n I D  mürde atlgemeln 
ans Ernndtlnle I D  nnd Hohe d zn 
berehnetselm hler aber lst Ernndtlnle r  

nnd Hbhe r begnemer nnd glebt 

Fotgtlhd

Segment ^  Settor ^  Treleb

g  S ind  a nnd d dle Katheten elnes rehtmlnktlgen Trelebs, 

nnd lst v dle Hhpotennse, so lst ĉ  ^  cî  P  dh solgtlh e ^  ^  h  d̂ . 
Ie Jst v Hhpotennse, a Kathete elnes rehtmlnttlgen Trelebs, so 

berehnet slh das Qnadrat über der Kathete d ans ^  cP

ath lst Kathete d ^  ^  g

slüZe Nnsgabe. T le  Z a h l  ^  m lt betleblger E e n a n lg k e lt  
zn b e re h n e n .g

Nbschnitt kann überschlagen werben, wenn das Nusziehen von 
Qnadratwnrzeln n ih t  vorher in der Nrithmetik geübt war. Jst letzteres der 
Fall, so ewpsiehlt sih die Tnrhnahm e der ganz elementaren, wenn a n h  nm= 
ständlihen Berehnnng, damit m bglihst schnell Übnngsm aterial sür Bereh=  
nnngen von praktisheni Werte ans E rn n d  der scheren Kenntnis der Z a h l ^  
znr Berwendnng gelangen kann. D ie  gegebene Tabelle soll natürlich nicht 
vollständig in  den llnterrichtsstnnden nachgerehnet werden. Kürzere Bereh= 
nnngsarten giebt es, jedoch sind dieselben nicht sür den angenommenen elemem 
taren Standpnnkt geeignet.
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Nnsläsnnt Ju Fig. Z i sei der Nadins des Halbkreises gleih I. 
Ta sih der Nadins dreimal als Sehne einlragen läszt, ist znnähst 
die Halbkreislinie grbszer als 
Man halbiere den Bogen I D  in D.
Tann  ist I D  ^  I i n  I ,  im .

solglih D D  ^ g I i l D ^  I D ^  P P  g  D g g

^  ^  ... ^  c

P  . P P i P  P  I Z

^  g Z  .

Hier ist gZ  ^  IPZLZbI, ELZiZüZ, alh I D  
===PELZiZüZ ^  EZbiZZZZ. Ter halbe Ümsang des regelmäszigen 
ITEcks ist das Z=sahe davon, d. h. Ties ist shon ein 
besserer Nähernngsmert sür r̂ als Z.

Jehl halbiert man den Bogen I D  in D, die Sehne I D  in D  
Tann ist

I D  ^  ^  I D  ^  ZPZZ IZZ ,

D D  ^  g I i l D  ^  I D  ^  g l  ^  I ^ ,

D D  ^  r ^  D ID  ^  I ^  P D P
solglih

I D  ^  g ID ^  P  DD^ ^  I  D ^  Z i I  ^ g ^ Q I D i  

^ B I D P  I P  I ^ I D ^  L g r ^ Q I P ^ ^ L g  ^ ID ^ e .  

Hier ist I ^  ^  E Z Z Z Z Z iL Z ,

ath l ^ I D ^  EZZZZILi nnd I D  ^  ^  g E Z Z Z Ü P i^  
oder da g E Z Z Z Z I L i  ^  EZZZZLbZ  ist, I D ^  g L  P E Z ü Z i ü L  

^  P iZ Z lü Z ü  ^  ELZIZbLm

Ter halbe IImsang ist des Lü=Eeks das IL=sahe davon, oder 
ZPZLZZD, mas ein dritter Nnnähernngsmert sür r̂ isü 

So sortsahrend nnd dieselbe Nehnnng sür das nmbeshriebene 
Z=Eh IL=Eh Lü=Eck n. s. m. dnrhsührent gelangt man ans solgende 
Tabelle sür den halben Ümsang dieser Bielebed
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Einbeshrieben, Ümbeszhriebem Folglihd
Z=Eb Z P Z Z Z Z I Z ü I Z Z ^  Z,ü . .

IL =E b Z E Z äZ Z Z,LIüZZ Z,I
Lü=Eb h IZ L Z Z hbbZZZ Z,IZ
üZ=Eb ZEZZZb hbüZZZ Z,IZZ ^ i ^ Z I ü Z
ZZ=Eb Z , Iü IZ Z Z , Iü L i I Z , I I ID

I.Z T E b Z , lü lü b h k ü IZ i Z , Iü Iü  ^ i ^ Z P I Z
ZZü=Eb Z,I. I Ib Z Z,I.ükZZ Z E ü lb Z  ^  Z,Iül.ZZ
iZZ=Eb Z E ü k b Z h l ü I Z I Z E ü Ib Z  ^  ^  Z , lü IZ I

lbZZ=Eb h k ü Ib Z h r ü lZ Z Z , Iü Ib Z  ^  Z I ü I Z Z

Nrhimedes, geb. L Z i  m Ehr. zn S t a k n s ,  sand sür den zn 

groszen Nähernngsmert den mir Z , I IL Z  o o  ̂ schreiben mürbem

Lndols van Eenlem von Eebnrt ein Tentsher, berechnete ^  ans Zb Tezi= 
malstetten. Lambert, ebensalls ein Tentshem bemies, dasz r̂ eine 
Irrationalzahl ist. J n  nenester Zeit bemies Lindemann, dasz r̂ zn 
den transeendenten Irrationalzahlen gehbrtz niht zn den atgebraishen,

ans der Wnrzelansziehnng hervorgehendem mie etma g L . g  Tam it ist 
zngteih nahgemiesem dasz meder der Ümsang, noh der In h a lt  eines Kreises 

von gegebenem Nadins mit Zirkel nnd Lineal genan tonstrniert merden 

kann. Nnnähernngskonstrnktionen giebt es in grbszerer Zahl. T ie  Nesztl= 

tate von Lambert nnd Lindemann sind meit mihtlger ats die Fortsetznng 
der ans bereits iZ Z  Tezimatstetten dnrhgesührten Berehnnng von P

IüZe Zn  Iü ibe  ist Folgendes zn bewertend 
Jst  ̂ der N n k re is  e ine s T a n g e n te n v ie re b s ,  m ethes 

den K r e is  m it a nnd b nnm itte tba r berührt, dagegen m it 
a nnd  d ve rm itte ls  der B e rtä n g e rn n g e m  sv ist die F tä h e

des B ierecks D  ^  ^ ^

Znm  Bemeise verbinde man die Eben mit dem Kreiseentrmm, 
addiere die sv über a nnd d stehenden Treiebe nnd ziehe die über 
a nnd b stehenden ab. Entstehend tantet der Satz sür anbeshriebene 
Bietebe vvn beliebiger Seitenzahl. Fü r das Treieb erhält man im 
Eanzen sotgende Formeln d

oder, in den Bezeihnnngen von II.Z  nnd ILZd 

^

Diese historilehe Bemerknng wird hier nnr gemacht nin ein sür alle mal 
die niimdglihleit der genanen Konsumtion von aiisznsteehen.
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N us dleser Bezlehnng solgen merkmürdlge Sätze. Wle lautet der Blerebsatz 
bel anbeshriebenen Wierebem dle mlt telner Selte unmittelbar berühren^

Ib lH  N ts Übnngsstoss sel Folgendes angegeben d W le grosz lst 

der In h a lt  des regelmäszlgen Z=, Z=, IL = E b s  oder des regelmäszlgen 
ü=, Z=, bZ=Ebs n. s. m. je nachdem dle Selte m oder der N ad ln s  r, 

oder der N ad ln s ^ gegeben lst. T a d n rh  erhält man ungleich dle 
zngehbrlgen Segmentstächen. F ü r  dle Übnngen lm praktlshen Nechnen 

benntze man schon jetzt den Satz der Stereometrie, dasz gerade Sä n le n  
bezm. Ehtlnder von b e l le b lg  gestalteter Ernndslähe  der Form el 

D  D d  hd. h. abgekürzt gesprohend In h a lt  glelh E rnndslähe  m al 

Hbhee gehorhen. T le  Mnttlptltatlon des In h a lt s  mlt dem spezl= 

slshen Eem lhte der Masse glebt dann das E e m lh t des Kbrpers. 

T le  Ernndslähen  tonnen Trelebe, Baratlelogramme, Trapeze, reget= 
mäszlge Bletebe, Krelse, Settoren nnd Segmente seln.

Beispiel. Wlevlet mlegt dle Shranbenmetle elnes Krlegsdampsers 
ans das lansende Meter bel E ä  m Tnrhmesser nnd dem spezisishen 
Eemlhte i , i  des Materlats^

Nnsläsnng. P  D  o i , i  ^  ELbo^o  k P i  ^  ̂  Tonnen ^   ̂am

Tle Nnsgaben kbnnen anh so gestellt merden, dasz der Ftähen= 
lnhatt gegeben lstz nnd dasz Selten, Nadlen n. s. m. berehnet merden 
sotten. Ebenso tann bel gegebenem Kbrperlnhatte das Entsprehende 
berehnet merden.

Beispiel. Wle grosz mnsz der Nadlns elnes Krelses seln, menn 
selne Flähe I  gm seln soll^

Nnsläsnng. Nns P  ^  I  solgt ^  ^  nnd r

Beispiel. E ln  ehtlndrlshes Eesäsz soll I  obm sassen nnd dabel 
sollen Tnrhmesser nnd Hbhe überelnstlmmen. Wle slnd letztere zn 
nehmen^

Nnsläsung. D ^  ^ ^  . L r  ^  L P  sott glelh I  seln.

III. Von der Ähnlichkeit ebener Gebilde.

151)  W erden  dle S h e n k e l elnes W ln k e ls  lhder ih re  
B e r lä n g e rn n g e n  über den S h e l t e l  h ln an se  d n rh  zmei 
B a r a l le le  ge shn ltten , so ve rha lten  s lh  dle N b sh n lt te  des 
elnen mle dle des andern.
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Beweis. I n  Fig. 88 mbgen die Teile I D  nnd D D  ein rationales 
Werhältnis haben. M a n  verwandte dasselbe P ie  in Nbshnitt I I Z

nnd rüüe in ein ganzzahliges Werhältnis 
ui t u. Ietzt dente man sih I D  in ui, 
D D  in u gleihe Teile eingeteitt. T n r h  
die Teilpnntte lege man Barallele zn den 
beiden gegebenen Baralleten D D  nnd DD. 
Tadn rh  mird i a h  ZZe I D  in ui, D D  in 
u gleihe Teile eingeteitt, nnd damit gezeigt 
dasz sih I D  zn D D  ebensalls mie ui t u 
verhält. T ie Teile von I D  nnd D D  sind 
näm lih von derselben Erbsze.

Is t  das Werhättnis ein irrationales, mie 
z. B. l. d m so sührt man den Nahmeis mit beliebiger Eenanigteit, indem 
man statt des endlosen Wrnhes den ans beliebig viele Stellen ab= 
gekürzten Tezimalbrnh nimmt, mobei der Fehler vershmindend nein 
gemaht merden tann.

kbLe Is t  das Berhättnis zmeier Erbszen gteih dem Berhättnisse 
zmeier andern, sv sagt man, die Erbszen stehen in Broportion vder 
seien einander proportioniert. I n  Fig. ZZ sinden solgende Bropor= 
tionen statt d

ne I D i  D D  ^  I D  d D D  oder d d v ^  b d m
be I D  d I D  ^  I D  d I D  oder
oe I D  d D D  ^  I D  d D D  oder P  c d c P  c d e.
Iede kannmah Nrt von I b I  bewiesen merden.^e M a n  shtieszt darans d 

Besteht die Broportion d d v ^  b d m so besieht anh die Broportion 
be i  P  ae d i  P  ê ^  d d I  Setzt man nnd P  c ^  i, 
so tantet die Broportion oe Broportion ne tantet dann 
i  ^  ae d v ^  E  ^  g  d  ̂ oder i  ^  ae d E  ^  be ^  a d a. Nttgemein sotgtd 

I s t  ui d u ^  u i t  m, so ist a n h  i i  P  ue d Em  P  me ^  ui d ui, 
se rner ist a n h  kui ^  ue d Em  ^  me ui t ui, s o lg l i h  a n h  
i i  P  ue P u i  ^  ue ^  tim P  me d tim ^  me. tM a h e  die Brobe, 
ob die Brodntte der änszeren nnd inneren Etieder gteih sind, nnd 
versnhe den Satz in Worten anszndrücken.e 

Nnszerdem solgt ans F ignr ZZ sotgender Satz.

Tie Mbglihkeit der vershiedenen nmstellnngen ieder Broportion wird

als bekannt ooransgesetzt. Im  andern Falle ist zn zeigen, dasz ans ^  ^  ^  solgn 

do d. h. dasz das Brodnkt der innern  E liede r g le ih  dew der 
änszern ist. Nlle nmstellnngen haben so zn ersolgen, dasz d nnd e beide 
innen, oder beide anszen stehen.
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IbZe Werden die Schenkel eines W in ke ls  toder ihre 
Wertäugeruugeue von zmei B a ra lle le n  geschnitten, so ver= 
hatten s ih  die B a ra lle ten  tvon Sh e n te t  zn gemessene mie 
die N b shn itte  jedes Sh e n ke ts  tvom S h e it e l  ans gemessene. 

Znm Bemeise ziehe man in Fig. ZZ D D   ̂ I D ,  dann ist nah 
vorigem Satze D D  d D D  ==== I D  d I D ,  oder, da D D ^ D D  ist, 
D D  d D D  ^  I D  d I D ,  atso anh D D  t D D  ^  I D  t ID .

Ibüe Ümtehrnngd W erden  die S h e n k e l  e ine s W in k e ls  vo n  
^mei E e ra d e n  so ge shn itten , dasz die N b sh n it te  des einen 
S h e n t e t s  s ih  so ve rha lten , mie die des andern , so s ind  die 
E e ra d e n  pa ra lle l.

Beweis. In  Fignr ZZ sei I D c I D ^ I D d I D .  Nnge= 
nommen D D  märe niht paräÜet zn DD, so tiesze sih eiue Linie
D D  parallel zu D D  zieheu. Tauu mürde ^  ^
I D d I D ^ I P d I D  seiet, d. h. die gleih= ^

uamigeu B rühe  uud mürdeu beide

gleih seiu, obmohl der Zahler I P  ver=

shiedeu vom Zähler I D  ist. T ie s ist aber 
uumbglih, atso ist die Nuuahme, D D  sei u iht 
parallel zu D P  salsh.

Bemerkung. Für jede Nrt vou Barattes 
projettiou tshräge oder geradee sotgt aus IbIed 

Tie Berhättuisse zmeier Nbshuitte eiuer Eeradeu siud 
gleih deu Werhältuisseu der eutspreheudeu Nbshuitte aus der 
B r  ojektiou der Eeradeu, oderdBeiderBarattelprojettiougeheu 
die Berhättuisse aus jeder Eeradeu 
uugeäudert aus die Brojettiou über.

S o  ist zum Beispiel iu Fig. ZID 
I  D  d D  D ^  I P  d D P  . tLege zum Be= 
meise durh P  eiue Barallele zu I D E  Tas= 
selbe gilt vou deu Brojettioueu paralleler 
Eeradeu aus eiue audere Eerade.

Ibbe Nusgnbe. Z u  drei gegebeueu 
Ee radeu  a, d, v die vierte B rvpv r=  
tiouate w zu koustruiereu.

Nuslüsnng. Shueide vom Sheitel eiues Wiutets aus aus 
desseu Sheukelu a bezm. a ab uud vertäugere ci um d, verbiude 
die Eudpuukte vou n uud o uud lege durh deu sreieu Eud.
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bnntt vou d eine Baral= 
tete znr Berblndnngs= 
llnle. Dlese shneldet 
das gesnhte Stüb w 
ab. tWarnmch

l ü g  S t l m m e n  
zmel B l e t e b e ln 
atten Wlntetn nnd
l n  den  W e r h ä t t =

nlssen je zmeler anselnander seienden Selten überelm so 
sagt man, sle selen elnander ähntlh E P .

Ist z. B. jn Flg. s m.
nnd lst ^  ^  ^  ^  m sz g ,  sv slnd sle ähntlh, nnd

dca eine ist die gesetzmäszlge 
Wergrbszernng bezm. Berttelne= 

rnng des andern.

lüg  Zmei Trelebe slnd 
ähnllh, menn sle übereln= 
stlmmen ln einem Wintet 
nnd im Berhättnis der ein= 
shtieszenden Seiten. tErster 
Ähntlhteltssatg

c ei
ManBeweis. I n  Fig. ZZ sei ^ ^  ^  nnd ^  ^

lege das kleinere Treieb so ans das groszere, dasz P  ans ^ sätlt nnd
die entstehenden Shentet ans 
einander sallen. Tabei gelangt
I P  in eine Lage DD. Ta 

I D  DD

^  P i  m nnd P  ^ ^  P  D D D  
^  ^  . Nnszerdem ist

I D
I D

DD
D D

I P
I P

 ̂ . D D  D D  D P c  

damit ersüllt.
D ie  Fordernngen der Ähntihteit sind

www.rcin.org.pl



III. Von der Ähnlichkeit ebener Gebilde. 89

üäZe Zmei Trelebe sind ähnlich, menn sie in zmei 
Winkeln übereinslimmen. im e lte r  Ähntlhkeltssatzi 

Beweis. In  Fig. ZZ sei  ̂ ^  ^  nnd oc ^  m, so dasz
von selbst ^ ist. Legt man das kleinere Treleb so ans das 
grbszere, dasz ^  mit den entsprechenden Schenkeln ans  ̂ sätlt,
so gelangt I P  in eine Lage D D , nnd da m ^  oc ist, so mird

D D  D D  D D  D P
^  ^  ^  i m  ^  ^  ^  ^  ^  o i i  ^  i u u

atso genügt.

lü g  Zmei Trelebe sind ähnlich, menn zmei Seitenver= 
hättnlsse des einen mit zmei Seitenverhältnissen des andern 
übereinslimmen. Pr l t t e r  Ähntichkeitssatz.e

Bewets. ^n Ftg. ZZ sei ^  ^  nnd ^  ^  o

Mnttlpllzlert man die linken nnd die rehten Seiten dieser Eleihnngen,
so hebt sih tints DD, rehts D P ,  nnd es bleibt stehen
Tleses dritte Werhältnis ist also eine Folge der beiden andern. M an mahe 
jetzt DD D P  nnd DD ^  D P  nnd verbinde D  mlt D. T ann  
lsz der glelhen Werhättnlsse megen D D   ̂ I D  nnd Q̂  D D D , mle ln
den srüheren Fällen, ähntlh Qi I D D .  Fotgllh lst ^  ^  nnd

D D ^  E s m a r a b e r ^ ^ ^ ^ ,  atsvist I P  ^  D  D ^  

^  ^  D D .  Fotgtlh lst das Hütssdreleb D D D  ^  I P P  

i .  Kongrnenzsatze nnd daher anh h D ^ D ^ I D D .

IZDe Zmel Trelebe slnd ähntlh, menn sie überein= 
stimmen in einem Seitenverhältnis nnd in dem der grbszeren 
dieser Seiten gegenüberliegenden Winket. Plerter Ähntih= 
teitssatz.e

Beweis. InF im ZZ  s e iD D ^ D P  n n d ^ c r^ m .

M a n  mahe D D  ^ P P  nnd D D ^ D P ,  dann ist megen 
der glelhen Werhältnlsse D D   ̂ I D  nnd Qi D D D  ^  Qi D I D .  E s  lst 
atsv P  D D D  ^  m nnd da ci ^  m lsh anh D D D  ^  m. Fotg= 
tlh lst Q i D D D i i ^ Q i D P P  P  Kvngrnenzszitze nnd daher anh 
Q D I D ^ Q E h ^ .

üble Zmel Trelebe slnd ähntlh, menn sle übereln= 
stlmmen ln elnem Seltenverhättnls nnd ln dem der ttelneren
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S e ite  ge g e n ü b e rlie ge n d e n  W inket, nnd m enn der der grbszeren  

S e ite  gegen üb e rlie gen d e  W in k e l in  beiden T re ie b e n  g te ih =  

a r t ig  ist E n  beiden spitz, oder in beiden sznmpse. i .  Nhntihkeitssatzh Beweis mie vorher, nnr mird die Kongrnenz des Hitssdreiebs 
mit dem kleineren der gegebenen Dweiebe nah dem sünsten Kongrnent 

satze bemiesen.
Bemerkung. Wird die letztgenannte Bedingung nnterlassen, so treten 

die beim sünsten Kongrnenzsatze besprohenen beiden Mbgtihkeiten ein.

cm

üZLe Nnsgabe. Z n  einem gegebenen B ie t e b  ein ühn= 

t i h e s  in  v o r g e sh r ie b e n e m  Maszstabe zn z e ih n e n  i  B. Wer= 

kteinernng der Seiten ans d der gegebenen.^

Nnstiisnng. Berbinde die Ebpnntte des gegeben BietebsDDDDD  
in Fig. Zü mit einem beliebigen Bnntte I .  Tarans mahe ID ^  ^   ̂ID ,  
ziehe D P   ̂D g  D P   ̂DD, D P   ̂DD, D P   ̂DD, nnd verbinde

D^ mit D^, dann 
i s t D P D P P P  

das gesnhte Bieter. 
iWarnm^e 

Bemerkung. M a n  
nennt I  den ünsze= 

ren N h n tih k e its=  

pnnkt der beiden 

ühntihen nnd in 

üh n tih e rLage b e =  
sindtihen Bielebe. 

Für beide Bietebe ist nvh  eine zmeite Lage mbglih, mie ans 

der svtgenden anderen Kvnstrnktion hervorgeht.
M a n  verbinde sümttihe Eben des gegebenen Bielebs D D D D D  

i i g .  Z g  mit einem beliebigen Bnntte Q, verlängere jede der Berbindnngs=
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linien über hlnans, mache dle Berlängernng i P  d D g  ziehe 
D P   ̂DD, D P   ̂DD, D P   ̂D D  nnd verblnde D  ̂ mlt D̂ , dann 
lst D P D P P  das gesnhte Wieleck im rn m P  jedoh gegen das 
andere nm IZ la  gedreht.

M an nennt .d denn lnneren Ähn l ihke itspn nk t  der ühntlhen 
nnd entgegengesetzt ü hn t lh  tlegenden Wlelecke.

Ä h n t lh e  Wielecke lassen s lh  stets ln  ä h n t lh e  oder in  
entgegengesetzt ä h n t ih e  L a ge n  b ringen. Eine sothe Lage ist 
erreiht, menn die Werbindnngslinien entstehender Bnntte sämttih 
dnrh  einen Bnntt gehen. Beide Nrten von ähntihen Lagen saszt 
man znsammen nnter dem Namen p e r sp e tt iv ish e  Lage. Tentt 
man sih nämtih in Fig. Z i  das Nnge nah  I  versetzt, sv liegt jeder 
Bnnkt des grbszeren Bietecks genan hinter dem entstehenden des 
tteineren. E s  handelt sih atsv nm eine Brvjektion vvm Eentrnm I  
ans, d. h. nm eine E e n t ra lp ro je k t io n  i n  Gegensatz znr Barattes 
tojettione. I n  Fig. Zb geshieht das Brvjizieren dadnrh, dasz jeder 
Straht rückmärts verlängert mird. N n h  bei D handelt es sih nm 
eine Eentratprojektion.

kZZe Nns diesen Beziehnngen bernht ein Teit der Lehre von 

der Eentratperspektive, nnd anh sämtlihe Bertteinernngs= nnd Ber= 

grbszernngsmehanismen, die nnter dem Namen S t o r h s h n a b e t  in 

der Indnstrie nnd im Knnstgemerbe vietsahe Nnmendnng sinden, 
gründen sih ans die Lehre von der ähntihen Lage ähntiher 

Eebilde.
I n  Fig. ZZ z. B. ist ein g e te n tig e s  Barattetogramm I D D D  

gezeihnet nnd die gteihsatts eingetenkte Barattete D D  so gelegt, dasz
I D  I D  ind  D D  ̂  d D De ist. Bringt man nnn den Zeihen=
stist in D̂  am mobei D i  ^  sein sott, so liegt D̂  stets ans I D

nnd es ist I P  ^  ^  I D ,  mie man  

a n h  das Barattetogramm in  sih  

bemege. W ird  nnn I  ans der 

Ünterlage besestigt, nnd täszt man  

D  einen vorgeshriebenen W eg znrüb= 

legen, so bemegt sih  der S t is t  i  

ans ähntihem  nnd ähntih  tiegen= 

dem Wege, d. h. er giebt die ent=

stehende Zeihnnng in d des Maszszabs. S o  ertennt man die 

Mbgtihkeit von Mehanismen, die gesetzmäszige Bergrbszernng oder 
Wertleinernng bemerkstelligen sollen.
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i Z g  I n  ä h n t lh e n  E e b ild e n  slnd hom o loge  L ln le n  
nn te r e ln ande r p ro p o rt lo n a l,  nnd hom ologe  W ln k e l g le lh . 

I n  ähntlhen Treleben z. B. verhalten slh homologe Hbhen mle 
hom o loge  Se lten , ebenso lst es mlt homologen Mlttetllnlem Matet= 
Senkrehten, Wlnkethatblerenden, mlt den Nadlen des Üm=Krelses, des 
I n  = Krelses, der homologen Nn= Krelse. Säm ttlhe von homologen 
Llnlen dleser Nrten gebadeten Wlntet slnd gtelh. iü h r e  den Bemels 
an Belspleten.e

i Z g  I n  ä h n t ih e n  E eb ltd en  slnd hom ologe  F lä h e n =  
szübe p ro p o rt lo n a t  den Q n a d ra te n  hom o loge r Se lten .

Wäre z. B. das elne Eebltde lm Z. Telle des Maszstabs gezelhnet, 
nnd denkt man slh zmel homologe Ftähenteae ln Qnadrate ver=

mandeth so hat das ttelnere Qnadrat Selten von ^ der Seltenlänge 

des grbszeren Qnadrates, dle Inhalte verhalteu slh atso mle l  t Z.

Ebeuso  lst bel ^  Maszstab das B e rh ä t tn is  hom o loge r F tä h e n =  

stübe Zugtelh lst damlt gezelgt, dasz homologe Ftähenstübe 

ähutlher Flgnren uuter eliiauder proportlouat slnd.

iZZe  Negetm äszlge B letebe derselben S e lt e n z a h l slnd  
e lnande r ä h n llh .  Fotgtlh slnd anh Krelse elnander ähnlleh. 
Krelse ln derselben Ebene besinden slh stets ln ähntlher nnd znglelh 
ln entgegengesetzt ähntlher Lage. Fotgtlh d Z m e l K re lse  haben

stets elnen ln ne re n  nnd elnen änszeren N h n t ih k e lt sp n n tü  
i l g .  Zi.e Tlese Bnntte merden, menn dle Krelse anselnander tlegen, 
dnrh dle gemelnshasttlhen Tangenten bestlmmt ivgt. I L g .  Für a lle  

Lagen sindet man I .  nnd .d scügendermaszem Zleht man parallele nnd 

glelhgerlhtete Nadlen in D  nnd P P ,  so shneldet D D ^  dle Eentrate lm
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Ähutihteitspuukte I .  Zleht man dagegen dle Nadlen I I D  nnd I I P  
entgegengesetzt parallel, so glebt D P  ans der Eentrate deu Buutt D

IZ ie  N u h  zmel parallele Eerade habeu stets zmel Ähulihteits= 
puukte I  uud Q  dle durh Berbiuduug der glelhllegeudeu uud der 
eutgegeugesetzt llegeudeu Buukte gesuudeu merdeu. P g l .  Flg. ZZ.e I  

uud .I llegeu aus der. Berbiuduugsliuie der Halbierungspuukte der Baral= 

lelem deuu dle letztereu lasseu slh als Durhmesser vou Krelseu betrahteu. 
P g l .  Flg. Z iE  Is t  D D  lu lauter glelhe Telle geteilt, uud verbludet

mau dle Teitpuukte mlt I  oder P  so mlrd auh D P  lu glelhe 
Telle geteilt. Tellt mau D D  lu belleblgem Werhältnis, so mlrd durh 
dleselbeu Werbiuduugsliuieu auh D P  id e r  D P e  lu demselbeu Wer= 
hältuis getellt. Folgllhd B e l der Eeutratprojettiou  eluer Ee= 
radeu aus elue paralle le  Eerade  merdeu alle T e lluugsve r=  
hiiltulsse der elueu uuveräudert aus dle audere iibertrageu. 
lW lhtlg siir dle Berspektlve.e

IZZe Nnsgabe. Elue Eerade . IIP  lm gegebeueu Ber= 
hiiltulsse ui d im zu telteu. i i  soll zu II,  uî  zu P  gehbreu, 
ui uud im mbgeu als Eerade vou bestlmmter Liluge gegebeu selu.e 

Nnstiisnng. ne Iuuere Telluug. Ist iÜ P  ilg .  LZe dle 
gegebeue Eerade, so tege mau dle Llule iu lu I I  uuter betleblger 
Nlhtuug am dle Llule im lu I E  lu eutgegeugesetzter Nlhtuug, mas 
dle Eeradeu I ID  uud I I P  glebt. Dle Eerade D P  teltt I I P  lm 
Berhilttuls ui t im. Pemeise durh ilhutlhe Drelebe, dasz II. II Ib P  
^  ui d im lst.e

de Äuszere T e ltuu g. Bltde mle vorher I I D  ^  ui uud zlehe 
I I P  ^  im nl^ gtelhgerlhtete Barallele. D P  glebt dauu aus der 
Wertäugeruug vou I I P  deu iluszereu Teltpuutt I .  lBemelse durh 
ilhutlhe Drelebe, dasz I b I  d I I P  ^  ui d im lst.e 

Bemerkuug. Nus I I D  iii d im uud I I I  t I E  I  ^  ui t im 
sotgtd I I^ I  d I I P  ^  I I I  d P I .  Belde Teltuugeu harmoulereu mit
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elnander. Tiese T o te lte iln ng  nennt man daher dle harm onlsche T e l=  
tn n g  e lner gegebenen E e r a d e m g  I I ,  Ile, .I, I  nennt inan harm o=  

n ish e  B n n tte . I I  nnd P  slnd ungeordnete Bnnkte, ebenso .I nnd I .  
Schlägt man mlt ui nnd uu Krelse nm I I  nnd I i  so hat man dle 
Zeihnnng der Krelse mlt lhren Nhnlihkeitspnnktem T le  Mittetpnntte 

der Krelse nnd dle Nhnlihkeitspnnkte slnd atso harmonlsche Bnntte.
Nnsgabe. Z n  d re i gegebenen Bnnkten , von  denen zmel 

zngeordnete slnd, den vlerten  harm on ischen zn slnden. ESnche 
ans I I P  nnd .I, oder ans I I  I g  nnd I  den notigen Telt von 
Flg. ZZ herznstetten.e

lZZe Satz. T le  H a tb le rn n g s t ln le n  elnes T re ie b s=  
m lnkets nnd se lnes N ebenm ln te ts bellen dle Gegense ite  
harm onlsch nnd zm ar lm  W e rh ä ltn ls  der an liegenden  T re l=  
ecksselten.

Beweis. I n  Flg. ZZn sel I D D  eln Trelect mlt der WinkeD 
halblerenden D D . M a n  verlängere I D  über D  hlnans nm m dann

mlrd D D D  eln gleihshenkliges Treleck, atsv ^  Nach dem 
Satze vom Nnszenmlnkel ist Z P  ^  ei P  nnd demnah ^ ^  
solglih D D   ̂ D D ,  nnd I D  i D D  ^  I D  t D D ,  sotgtlh anh 
I D d D D ^  I D  i D D .

In  Flg. ZZb lst der Nnszenmlnkel DDIc des Trelecks I D D  
hatblert, atso ^ ^  Man mahe D D ^D D b  so dasz DDD 
gleihshenklig lst nnd b ^  h mlrd. Nts Nnszenmlnkel lst ^ P  ^  

sotgtlh sotgllh DD  ̂ DD, nnd I D  t DD 
^  I D  i DD, atso anh I D  i DD ^  I D  i D D  

Nns I D  d DD ^  I D  d DD nnd I D d D D ^ I D d D D  sott, 
menn man sür eln Treleb das Eanze ln elner Zelhnnng vereinig 
I D  i D D ^ I D c D D ,  nnd dles lst elne harmonlszhe Tellnng.

Tie Nraber bezeichnten übrigens diese Tellnng ans anderen Eiünden 
ats eine harmonische.
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Bemerkung. N us dleser Broportlon sotgt I D   ̂ D D  ^  D D   ̂I D ,  
mas geometrlsh telht zu deuten lsz.

I iD e  Stlmmen ln elner Broportion dle lnneren Etleder überelm 
so helszt dle Broportion elne stellt, nnd das Mlttetgtled helszt dle 
mltttere B r o p o r t l o n a t e  der belden anderen. S o  lst z. B. ü i Z 
^  Z i Z elne rlhtlge Broportlon, atso Z dle mltttere Broportlonate 
zmlshen ü nnd Z. Nttgemelni a lst mltttere Broportlonate zmlshen 
a nnd d, menn a d a ^  a i d, oder menn ad ^  lst.

r i t e  Satz. T le  zn r H hpotenn se  des re h tm ln tt lg e n  
D re le b s  geho rlge  H ohe lst m ltttere B ro p o r t lo n a te  zm lshen  
den N b sh n lt t e n  der Hhpotennse^ jede Kathete lst m ltttere

melnsamen Wlntet ci nnd
lm rehten Wlntet überelt serner lst Qi D D D  ^ Q c  D I D ,  denn sle 
stlmmen lm gemelnsamen Wlntet ^ nnd lm P i  Zti^ iibereln. Fotgtlh 
lst anh  Q i I D D ^ i t c D D D .  Fotgtlh lst ne d ii ^  ^ d ^ nnd 
^  ^  be  ̂ d a ^  a d v, sotgtlh ^  ^  a, oe d d ^  d i v, 
sotgtlh d̂  ^  ^  a.

Bemerkung. N n s ^  nnd sotgt dnrh Nddltlon 
P  a i  h  P  c ^  oder ^  Ec

D ie s  lst der d ritte  nnd e lnsahste  B e m e ls  des B h th ago=  
re lsh e n  Lehrsatzes.

I i L e  Nnsgabe. Z n  zmel E e ra d e n  nnd ^ dle m ltttere 
B ro p o r t lo n a te  zn ton strn le ren  loder eln N e h te b  m lt den 
S e lt e n  nnd ln  e ln  Q n a d ra t  zn vermandetne.

Nnsläsnng. M a h e  I D  zelhne über I D  ats Dnrh= 
messer elnen Krels, errlhte lm Teltpnnkte D  i o  nnd ^ znsammen= 
stoszene ein Lot bls znr Berlpherie, so lst dasselbe dle mltttere Bro= 
portlonate. Zngtelh lst ^  ^  o ^

B r o p o r t l o n a t e  zm l= 
s h e n  der H hpotennse  
nnd  dem an lie genden  
N b sh n lt t e  derselben.

Bemels. I n  Flg. IDD  
sel I D D  das rehtmlnttlge 
Dreleb nnd D D  dle Hohe ii
ans der Hhpotennse, dann 
lst Qi I D D  ^  I D D ,  
denn sle stlmmen lm ge=
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IV. Proportionen und Ähnlichkeitsbeziefungen am Kreise. *)            

173)  Satz. Z ie h t  m an  du r ch  einen P u n kt in n e rh a lb  des 
K r e i ses be lleb lg  vlete  Seh nen , sv lst ba s P r o dukt (Rechteck)

a n s  n Nb schnitten jeder 
S e h n e  g te lh  dein Q n a d ra te  
über der H a lste  der ttelnsten 
Seh ne , dle d n r h  den B n n t t  
ge legt merden tann.

Bemels. I D  ln Flg. I Z I  ist 
dle ttelnste mbglihe Sehne dnrh 
D, menn sle sentreht ans dem 
dnrh D  gelegten Tnrhmesser steht. 
kWarnm^e Tabei lst I D = ^  D D . 
Nns ei ^  ^ nnd b Pe r i=  
pheriemintel über glelhen Bogene 
solgt, dasz I D D  ^  Qc D D D  
ist Fvtgtlh lst D D  d I D  ^  D D  

i D D  vder D D  d I D  ^  I D  i DD, sotgtlh i D D D D ^ I D .

t i g  Satz. Z ie h t  m an von  elnem B n n tte  anszerhalb 
e lne s K re lse s  b e lleb lg  vlete Se ta n te n , sv lst das B ro d n t t

^  ^  lNehtecke a n s  jeder 
Sekan te  nnd  ihrem
ünszeren N b s h n i t t e  
g te lh  dem Q n a d ra te  
der vvn  dem B n n tte  
a n s  an den K r e ls  ge= 
legten Tangente. 

Bemels. Berbindetman
ln Flg. ID L  I  mlt D  
nnd D, sv lst Qi D I D  
^  Iic D I  D, denn b ist 
gemelnshasttlher Wlntet 
nnd ei ^  ^ nah dem 
Satze vom Tangenten^

Sehiienmlnket. Fotgtlh lst D D d  D I  D I  t D D  nnd D D  o D D  ^  D I c

^  Nns dem Ehmnasinm binnen dle Nbshnitte IV  nnd V  ganz oder teil. 
welle in die I I  a verlegt werden. T ies ist iedvh n iht zn empfehlen, dawii 
dvrt zn einer grbszeren Wertiesiing in shwjerigere Tinge die nbtige Zeit srei 
meide. M an  hetiahte das Ergebene ais llbnngsstvss nntzbiingender Nrt.
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I i g  Satz. E ehe u  d n rh  zmei Bnnkte  be lieb ig  v ie le  
K re ise , sv s ind  bie von  jedem ünszeren B nnk te  der gem ein^ 
s h a s t t ih e u  Se tau te  a n s  an die K re ise  gezogenen T a n g e n te n  
e inande r gte ih.

Bemeis. I n  Fig. IL Z  gehen die Kreise I t  nnd P  dn rh  D  
nnd Bvm  Bnntte I  der Sekante D ^  ans sind an die beiden

ge.

Kreise vier Tangenten gelegt. Tabei ist I D ^  ^  I P  I D ,  I E  
^ I P I D ,  ebenso I D ^  nnd I ^  jedes gteih I P  I D .  Ntso
sind alle Tangenten gteih. T ies gilt siir beliebig viele Kreise dnrh 
D  nnd

Bemerkung. Ter Kreis nm I  mit Nadins I D  shneidet das Kreis= 
blishet dnrh D  nnd ^  rehtminttig, denn Nadins I I P  sieht sentreht 
ans Taugeute I D ,  ebeuso ist es au deu audereu Shuittstetteu. Sh tüg t
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matt alsv ttm elnen andern Bnnkt P  der Setante I P  nah elnen anderen 
Kiels mlt der entsprechenden Tangentenlünge ats Nadlns, sv shneldet 
anh dleser dle dnrh D  nnd ^ gehenden Krelse rehtmlnktlg. Fvlgllh  
slnd dle Tangenten I I P ,  P i  I I P  nnd I I P  elnander gtelh. 
Fvlgllh  tantet der vervvllstündlgte Satzd 

Legt man d n rh  zmel Bnnkte eln K re lsb iish e t, sv tlegen  
dle M ltte lp nn kte  der das B i is h e l sentreht shneldenden  
K r e ls s h a r  ans der gem e lnsh asttlh en  Sekante. T le  Tan=  
genten vvn jedem ünszeren Bnnkte  der gem e ln sh asttlh e n

Sekan te  des B i i s h e l s  an dle K re lse  des B i l s h e l s  s lnd  eln= 
ander g te lh . E b en sv  slnd dle T an ge n te n  vvn  jedem B nnk te  
der E e n tra te  des B it s h e ls  an dle K re lse  der K r e l s s h a r  
e ln and e r g le lh .

s t iZ e  Nnsgabe. T le  K a rte  der b stllhen  vder m esttlhen 
H atbknget m lt M e r ld la n e n  nnd B a ra t le tt re lse n  lm  Nbstande 
vv n  I.b zn genan zn zeihnen.

Nnsläsnng. Shtage  nm I I  den Erenzkrels der Karte mlt 
beliebigem Nadlns nnd zlehe dle ans elnander senkrehten Tnrhmesser 
I P  nnd D P  dle belde zn vertüngern sznd. I n  Flg. ID ü  lst der 
Blertelkrels D ^  ln drei Bvgen vvn je Z E  getellt, mas dle Bnnkte

ge. im. 
V
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I  und D glebi. Tie Tangenten in I  nnd D geben die Mittel^
bnntte IIe nnd II^ sür die Baralleltreise ZE^ nnd ZEc Ebensv sind 
die Barattetkreise I P ,  ü P  zn konsumieren. ^  T n rh  ^  tege 
man eine Tangente sv dasz ist. T n rh  IV 
nnd c iP  merde dieser Winket in Winket von je ZE^ eingekeilt. T as Lot 
ans in ^  giebt den Mittelpnnkt m des den Erenzkreis nnter 
ZE^ shneidenden Meridiankreises. T a s Lot ans in ^  giebt den 
Mlttelpnnkt m des nnter ZE^ shneidenden Meridiankreises. Halbiert 
man die Winket bei so erhalt man die Teitnng von in 
Winket von I P  Tie Lote ans den nenen Teittinien geben die
Mittetpnnkte silr die andern Meridiane. Tiese Konsirnktion rührt 
von dem Nstronomen H ipparh her, sie mird jedoh in der Neget n ah  
Btolemüns genannte

Bem erkung. Zeihnet man die Kreise vollständig nnd hebt man 

einen grbszeren K re is  der K re issha r ats Erenzkreis besonders hervor, 

so hat man in ihm eine Hatbkngetkarte mit ex een t r i  s h  l i e g e n d e m  

B o l  n a h  N rt der Hatbkngetn der grbszten nnd kleinsten Wassermasse, 
nn r gelten na tü rn h  die vorher angegebenen Eradbezeihnnngen n ih t  

mehr. Nüheres siehe in ^ ZL  der ,,Einsührnng in das stereometrishe 

Ze ihnen^  des Wersassers, ershienen bei B . E .  TenbnerZ

I i i e  Nnsgabe. E in e  E e ra d e  I D  so zn leiten, dasz der 
grbszere T e it  m ittle re  B ro p o r t lo n a te  zm ishen  der ganzen 
L in ie  nnd dem kle ineren T e ile  ist. ^ S te tige  T e itn n g  oder 
go ld ene r S h n i t g g

ik. Nnsläsnng. Errihte im Endpnnkte D  der gegebenen Ee= 

raden I D  P ig .  I D g  ein Lot D I I  ^  ^  I D ,  shtage mit D I I  nm 

I I  einen Kreis nnd lege dnrh I I  die Sekante I D .  T n r h  D  tege 
eine Barallele zn D D ,  die in P  shneideh dann ist D  ̂ der gesnhte 
Teilpnnkt.

Bemeis. I D  d I D  ^  I D  d I D ,  aber I D  ^  D D ,  sotgtih 
I D c D D = =  D D  t I D ,  atso ist I D  stetig geteilt. T a  nnn D P   ̂D D ,  
so ist anh  I E  t D P  ^  D P  d I D  E va rn m P  

Nnslbsnng. Beginne mie vorher nnd mahe I D ^ I D ,  
dann ist D D  d I D  ^ I D I I  P i e  Teitnng ist jetzt in entgegen 
gesetzter N ihtnng ansgesührt.e

^  T ie Lehrpläne verweisen den goldnen S h n itt  in die II n des Etzm= 
naslnms. Tle erste der gegebenen Lbsnngen verlangt aber so zn sagen g a r  
keine N e h n n n g .  S ie  ist so selbstverständlih, dasz sle nnbedenkllh ans III n 
gelehrt werden kann, nm dle Qberklasse zn entlasten. ^  Tle gebränhllhe 
Lbsnng lst der Übnng halber ln zwei Berehnnngsarten beigesügt.
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Bemels. Bertüngere D I I  bls zum Bunne D  der Berlsherle,
bann lst

I D ^  ^  I D   ̂ I I i ^ I D j I D  P  D D e  ^ I P Z  i  I D e  
^  I D ^  P  I D   ̂ I D ,

jv lg llh

I D ^  ^  I D o  ^  I D   ̂ I D  ^  I D s I D  ^  I D e  ^  I D   ̂ D D . 

T a ran s svtgt d

D D i  D I  ^  D I  d D I .

sNnderer Bemels l I D  i I D  ^  I D d I D ,  sotgtlh

gcn iô .

I D  ^  I D  i I D  ^  I D  ^  I D  t I D  aber I D d  D D ^  I D d I D ,  

also auh D D  d I D  ^  I D  i I D Z

I iZ e  Nnsgabe. I n  elnen K r e ls  eln regetm üszlges Zehneb  
e ln zn ze lhne n .

N n s lb in g .  Telte den Nadlns nah dem gvtdenen S h n ltb  bann 
lst der grbszere Telt ble Selte des regetnmszlgen Zehnebs.

Bemels. Ist I I I  ln D stetlg geteltt nnd lst I D  ^  IbD ilg . IDZe 
sv lst I D  i DII ^  DII t I I I  vder ID  t I D  ^  I D  t I I I ,  anszer= 
dem lst oP ei den Treleben ID D  nnd D I  II gemein, svtgtlh lst 
Q c I D D ^ Q i D I I I  i .  Ähntlhteltssatze, nnd da I I I D  gtelh= 
shenktlg lsb sv lst anh ID D  gtelhshentllm svtgtlh anh IID^=DD. 
Tarans svtgt Pi ^ ^  Nns der bemlesenen Nhntlhkelt der Trelebe 
svtgt ^ atso lst ^  I I D I  ^  nnd anh der andere Basls=
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minkeI ei ^  tP. S o  hat man gcc.Po. 

lm Trelebe I I  I D  silns mat den 

Wlntet Fotgtlh lst g  I  Z P

atso ^ ^  Z g  ^  Tem= 

nah  tilszt slh I D  zehn mat 

ans der Berlpherle abtragen.

I iZ e  Nnsgabe. E ln  re=
getm üszlgesF ltnseb  ln  elnen 
K r e ls  e ln zn ze lhne m  

Nnsläsnng. M a n  telte den 
Krels, mle vorher, ln In  gtelhe 
Telte eln nnd liberszhtage belm 
Ziehen der Sehnen jedesmat 
elnen Bnntt. Ter Eentrlmlntet mlrd gtelh i P  lst atso der des 
regetmüszlgen Fünsebs.

Bemerknng. Zmel slh shneldende Tlagonaten des regetmüszlgen 
Fitnsebs telten slh gegenseltlg nah dem gotdnen S h n ltü  tFotgt ans 
der Ähnllhtelt zmeler gtelhshenttlgen Trelebe.e

IZ n e  Nnsgabe. T a s  regetm üszlge F iln szeh n eb  zn kon= 

strn leren.
Nnsläsnng. T le Sehsebskonstrnktlon glebt den Eentrlmlntet Z P  

dle Zehnebskonstrnktlon glebt den Wlntet Z g ,  dle Tlsserenz belder 

Wlntet lst Lü^ ^  Shneldet man atso vom Sehsebbogen den 

Zehnebbogen ab, so hat man den Bogen des regetnmszlgen Fiins= 
zehnebs.

Bemerknng. M a n  kann jetzt sotgende regetmbszlgen Bletebe 
genan tonstrnleren i ^=Eb, IL=Eb , LZ=Eb, ü E E b  n. sz m., I ä . E h  
ZL=Eb, ZZ=Eb n. s. m. Z n  den genan zn konstrnlerenden Wlnketn 

slnd atso noh gekommen d Z E ,  I P  g ,  n. s. m. L P  I P ,  g ,

P  ^  n. sz m. Bergt. Nbshnltt iZ .  Elgentilmtlh mnsz es 

ershelnen, dasz es nnmbgtlh lsh den Wlnket I  E rad  mlt Zlrket nnd 

Llneat zn tonstrnleren, nnd dasz man lhn trotzdem znr Ernndtage 

der Eradteltnng gemaht hat. Tlese Elnteltnng lst elne dnrhans  

tilnsttlhe nnd mlrd moht ln der Ehronotogle der atten Babhtonler 

ihren Ermnd haben, dle das Ia h r  zn ZZL Tagen annahmen. Beltilnszg 

sel bemerkt, dasz es nnmbgtlh lsh mlt Zlrket nnd Llneat das regetmüszlge 

i= E h  I I = E h  IZ = E h  IZ = E b  n.szm. zn tonstrnleren, mührend dle Kon= 

strnktlon des I i= E b s ,  L ü i= E b s  nnd lhrer Nbteltnngen mbgtlh lst.j
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IZ Ie  B e z ie h u n ge n  zm lsh e n  den S e lt e n  nnd den N a d le n  
der B e r i ih rn n g s t re ls e  elnes D re le b s.

Flg. I D i  mar shon ln Nbshnltt I IZ ,  üLII nnd üüZ hehandetü 
Wan den Mlttetpnntten der gezelhneten Krelse slnd ans dle Selten

Late gesiitlt. D a  D D  D D  

^  ^  lst, sv lst D ^  ^  
ei ^  ^  ^  Nnn lst

Qi I I D D  ^  Qi I I P D

Evarnm g, svtgtlh

atso

Ferner lst

I I D D ^ P  I I I P ,  

svtgtlh

^  ^  ^ t

oder

be
 ̂ oi ^

Mnttlptlzlert inan dle 
rehten nnd dle tlnten Selten 
der Etelhnngen ne nnd be, 
so hebt slh ^  meg, nnd es

btelbt stehend

oder, menn man dle Bedentnngen von ^  nnd ^  Eergt. Nb= 
shnltt I I Z  nnd ILDe elnsiihrtd

e i P d g o

D n rh  Dlvlslon erhalt man ans den Etelhnngen ne nnd be, da 

slh p meghebtd cP  ^  Entstehend slndet mand ^  ,

^  ^  , so dasz der Nadlns jedes Beriihrnngstrelses ans den 

Drelebsselten berehnet merden kann.

IZLe Nnsgabel D e n  I n h a t t  elnes D r e le b s  a n s  den S e lte n  
ei, d nnd v zn berehnen.
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A u f losung

alsod

^  h i  ve i  ci P  d P  ve i  ^  d P  ve i  P  d ^  ve.

T a s  lst da H e ro n lsh e  Fo rm e t sür dle Ftühenberehnnng des 
Trelebs.

^  ^  ^  D  istz so ist ^  ^  ebenso ^  ^  ^  P  ^  P  

ebensatls telcht dnrch dle Nnsdrübe ^  darznstellem T le  
Hohen des Trelebs tassen slch atso ans den Selten berechnen.

V. Geometrische Deutung und Konstruktion  a l g e b r a i s c h e r
Ausdrücke.

183]  I n  dlesem Nbshnltte sotten m d nnd a stets Eerade von 

gegebener Lange bedenten. T a n n  getten sotgende Bezahnngend 

ne bedentet dle Snmme, c c ^ c i ^ i c  dle Tlsserenz 

der Eeraden a nnd d ln Bezng ans lhre Lange. 
be I s t  u elne ganze oder gebrohene Zahh  so bedentet w ^  uci 

elne Eerade, methe dle u=sahe Lange hat, mle m Be l Irratlonat=  

zahten lst lm attgemelnen nnr angenüherte Konsum tion mbgllh. 

oe w bedentet d a  mltttere Broportlonate zmlshen ei

nnd u m  denn ans ci d w ^  w d uci sotgt ^  oder w ^  a P i u  

Eenane Konstrnktlon lst stets mbgtlch, menn u a  konstrnlert merden kann.

be w ^  ^  bedentet dle vierte Broportlonate zn v, a nnd d,

denn ans sotgt w ^  ^  o Zngtelh lst w dle zmelte 

Selte elnes Nehtebs, dessen elne Selte ^  v nnd dessen In h a lt  
^  ad lst.

oe w ^  ^  bedentet dle vlerte Broportlonate ln der Broportlon 

d d a ^ a d w  nnd zngtelh dle zmelte Selte elnes Nehtebs, dessen 
erste Selte ^  d nnd dessen Inhatt lst.

be w ^ l i d  lst da mltttere Broportlonate zmlshen a nnd d, 

denn ans a d w ^  w d d sotgt a d oder w s i  d.
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bedeutet dle Hhpotennse elnes rehtmlnkÜgen 
Trelebs mlt den Katheten a nnd d, denn ln dlesem lst P  P

de w ^  bedentet dle zmelte Kathete elnes rehtmlnktlgen 
Trelebs, dessen erste Kathete d, dessen Hhpotennse ^  a lst.

k Z g  Tlese Wezlehnngen tonnen blsmelten dazn benntzt merden, eln= 
sahe Konstrnttlonsmethoden ansznslnden, lndem man dle gesnhte Erbsze 
als Ünbetannte elner E le lhnng berehnet nnd den Nnsdrnb tonstrnlerü 

B e lsp le l. E ln  glelhseltlges Treleb zn tonstrnleren, dessen F lühe  
drelmal so grosz lst, als dle des Quadrates über elner gegebenen
Eeraden m

Nnsläsnng. Is t w dle Selte des gtelhseltlgen Trelebs, so lst

dessen Hbhe zn berehnen ans ^  ^  ^  ==== ^ P  atso d ^

setze man ^  atso ^  nnd w 

M a n  tonstrnlere setzt w als mlttlere Broportlonate zmlshen üci

nnd a gZ .
Wlsmelten glebt nns dlese Nehnnngsmethode den elgenttlhen 

Shtüssel zn elner mlt Hülse elnes bloszen Knnstgrlsss gelbsten Kon= 
strnktlon. Elne sothe mar dle ln  Nbshnltt b i i  gegebene des 
gotdenen S h n l t t e s .  Nngenommem sle müre n lh t bekannt, so hatte 
man solgendermaszen zn versahrend 

T le  gegebene Lln le sel a, der grbszere Te lt, der getnht mlrd, 
merde cr genannt, der Nest atso ci ^  w. T le  Nnsgabe verlangt sotgende 
Broportlond

i  ^  g  d w w t ci, vder g ,  oder ^  h  ccr a P ,  

also

T le  posltlve Wnrzel glebt cm ^  ^  ̂  T le Wnrzet 

mlrd konstrnlert ats Hhpotennse elnes rehtmlnktlgen Trelebs mlt den

Katheten a nnd ^  Won dleser Hhpotennse lst ^  abznzlehem nnd so

erhütt man w. T le  N n slb in g  stlmmt genan mlt der srüheren 
übereln. ^

Tlese Elelhnng zwelten Erades gehbrt zn den dnrh dle Lehrpläne 
ln I I I  n zngelassenen leichten Etelhnngen.
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P l e  negatlve Lbsnng gabt da neben dleser lnneren noh mbg= 
llhe üuszere Teltnng, dle jedoh n lht vertangt m a g  

Bemerkung. Fü r tann man shrelbend

Hünslger vorkommende Nnsdrübe, dle ost da Lbsnngen erlelhtern, 
slnd solgended

w ^  a g L  lst da Tlagonale de^ Quadrates mlt Selte m 

w ^  a t ^ I s t  dle Selte elues Quadrates mlt Tlagonale m 

w ^  g Z  lst dle Hbhe des gtelhseltlgeu Trelebs mlt Selte m 

w ^  lst dle Selte des gtelhseltlgeu Trelebs mlt Hbhe m

^  Ie lst dle Selte des regelmüszlgen Zehuebs lm Krelse 

mlt Nadlus r.

lNnsdrübe  mle w ^  a o ^  saus w t v ^  cî  t k g  tbuuteu Shm lerlg=

E a
telteu mahem M a u  shrelbe w ^   ̂ , koustrulere erst ^ ^  ^

uah  oblger Methode uud dauu w ^  aus dlesetbe Nrt. Nus

dlese Welse sindet mau gerade Llnlen, dle slh verhalteu mle gegebeue 
QnadrateZ

IZ b e  W e rm lsh te  Ü b u u g sa u sg a b e u .  

ne W le  grvsz lst dle Selte des dem Krelse mlt N ad lu s r  elu= 
beshrlebeueu Fünsebs^ P e re h n e  dle Hbhe des glelhsheukllgeu Trel= 
ebs I D D  lu  Flg. IL Z ,  uud verdoppele dleselbe.e W le grosz lst der 

N ad lu s des elubeshrlebeueu Krelses dleses Fiiusebs, uud mle grosz 

lst der In h a lt  des Fünsebs^

be E ln  regelmüszlges Fiinseb habe dle Selte d, mle grosz slnd 
r, ^ nnd

oe Beantmorte dle Fragen be siir das regelmüszlge T releh Se h se h  
Nhteb nnd Zehneb.

be E ln  Krels habe den Nadlns r. Wle grosz lst dle In h a lte  
dlsserenz des nm= nnd des elnbeshrlebenen Qnadrates^ 

oe Tlese Tlsserenz sel gegeben. Wle grosz lst der Nadlns des 
Krelses^
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be T le  Nnsgaben be nnd oe siir dle Ümsangsdisserenz der Qna= 
drate zn losen.

g  Elnem Qnadrate mlt Selte a slnd zmel Krelse nm= bezm. 
einbeshrieben. Wle grosz lst dle Tlsserenz lhrer Ftähen nnd mle 
grosz dle Ümsangsdisserenz^

üe Elne dleser Tlsserenzen sel gegeben. T le Qnadratselte sott 
berehnet merden.

ie T ie  Nnsgaben be bis be sotten siir das regelmäszige T re ieh  
Sehseb, Fiinseb, Zehneb ansgestellt nnd gelbst merden.

üe Einem gteihshenktigen Treieb das ans der Basis stehende 
einbeshriebene Qnadrat einznzeihnen.

Ie Tiesetbe Nnsgabe siir einen Halbkreis zn lbsen.
me Tie Nnsgaben üe nnd Ie dahin nmznändern, dasz n ih t ein 

Qnadrat, sondern ein Nehteb von gegebenem Seitenverhältnis ein= 
beshrieben merden soll.

Bemerkung k T ie Nndentnngen eines Lehrbnhs über die zn 
stellenden Nnsgaben haben dnrhans n ih t den Zm eh eine der besseren 

Nnsgabensammtnngen zn ersetzen. S ie  sotten nnr zeigen, mie ans den 
gebrünhlihen nnd ans der Hand liegenden Nnsgaben ganze E r n t e n  

anderer abgeleitet merden kbnnem die geeignet sind, von der Mannig=  

sattigkeit des Stosses ein Bitd  zn geben nnd shon dadnrh Interesse 

zn ermeben E s  empszehlt sih, jede Nnsgabe ans mehrere mbglihst 
vershiedene Nrten zn tbsen nnd neben den rein konstruktiven anh  

berehnende Nnslbsnngen zn versnhen, sobatd Beides m iigtih ist.
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Z w e i te  A b tei l u n g. 

A r i t h m e t i k .

A.  Lehraufgabe der Tetria b.

(Erster Jahrgang.)

I. Das Gebiet der absoluten ganzen Zahlen. 

1)  Üm angeben zn kbnnen mie ost gteihartige Gegenstände 

vorhanden sind, ersand der Mensch die Z a h l.  T n r h  das Nbzähten 

entstand die Z ah le n re ih e . T a s  Bedürfnis nach leichter Üb ersichtlich = 
keil veranlage die Znsammenslellnng der Zahlen zn gevrdnelen E rn te n .  

Wahrscheinlich mar der Ümsland, dasz der M ensh  ID  Finger hah an 

denen er abznzühlen nnd zn rechnen begann, der Ernnd dasär, dasz 

die E r n t ie rn n g  zn je I E  das D e z im a lsy ste m , die Nlleinherrschasl 
ervberle. bNnh andere Systeme maren in Eebranch nnd haben anh, 

mie das Tnodezimalshsiem, missenshasllihe Beate itnng gesnndenZ

Le Tieses System ersorderle alsv ID  Zeihen vder Zisserm 

Tabei ershien es aber zmeckmäszig, anh siir das Nihivorhandensein 

E e in  mal vorhandene ein Wort nnd ein entstehendes Zeihen sest= 
znstellen, die Zah l N n l t  oder D, nnd so zählte man die erste E r n t e  

n ih t von I  bis ID ,  sondern von D bis Z. T ie s  mnrden die ein= 

stettigen Zahlen. Bon  ID  bis ZZ sotgten die zm eiste ltigen  Zahlen, 
von ID D  bis ZZZ die d re iste llige n , n. s. m.

Setzte man nnn sesh dasz die vor die Zah l geshriebene N n ll die 
Zah l nicht ünderh so konnte man statt i  anh L i  oder D D i shreiben, 

diese Zah l also als ein=, zmei=, dreistellig n. s. m. anssassen, nnd so 

ergab sih, dasz man die Nnzahl der zmeistelligen Zahlen als I D E  

die der dreistelligen als IDDD  n. sz m. betragen dnrste. P ie se
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Einsahheit mar z. B. bei der Shreibmeise der rbmishen Zahlen nicht 
vorhanden, denn dort erschien i^ ID  ats vierstellig, ^ l  als dreistellig, 
D als einstellig n. s. m., so dasz ein einsaches Nehenshema gar n ih t 
mbglih marZ

Ze Iede Zahl der Zahlenreihe ist grbszer i g ,  ats alle vorher^ 
gehenden nnd Keiner i g ,  ats alle solgenden, nnd zmar ist sie nm 
die E in h e it  I  grbszer bezm. Keiner, ats die beiden Nahbarzahlen.

N ls  Einheiten gatten znnühst die gezählten gteihartigen Eegen= 

stände. S o  spriht man z. B. von ID  Bänmen, obmohl nnter diesen 

reht anfallende Bershiedenheiten bemertt merden tbnnen. Besser 
stimmen shon die ans dem Bediirsnis genaneren Wergleihens nnd 

Messens hervorgegangenen M asze inh  eiten überein. S o  kbnnen z. B . 
zmei Metermaszstäbe in ihrer Länge oder zmei Kilogrammsiücte in 

ihrem Eemihte so genan übereinstimmem dasz man mit gembhntihen 

Hülssmitteln keinen Üntershied zmishen ihnen mahrnimmt. Wohl aber 
merden seinere Mesz= bezm. Wügnngsmethoden Üntershiede nahmeisem 

Zeigt doh z. B. die Bhysit, dasz sogar derselbe Meterstab bei ver= 
shiedenen Temperatnren vershiedene Länge hat, nnd dasz dasselbe 

Kilogrammstüct an vershiedenen Qrten nnd in vermiedenen Hbhen= 
tagen vershiedenes Eem iht zeigt. Tazn  tommt anh  noh die all= 

mählihe Nbnntznng.
T ie  angemandte Mathematik sieht von allen Üntershieden znsälliger 

Nrt ab nnd tennt nnr genan übere instim m ende Maszeinheitem 
T ie  re ine  Z a h le n th e o r ie  aber beshästigt slh n lht mlt Maszelnhelten 
dleser oder jener Nrt, sondern nnr mlt lhrer N nzah l. ^Benannte 
Zahlen, nnbenannte Zahlen.^ Wle dle Zahl überhanpt nnr etmas 
Eedahtes, n lht etmas m irKlh Worhandenes ist, so lst anh dle abso lnte 
E ln h e lt  der Zahtenmeth dle Z ah tene lnhe lt, oder dle nnbenann te  
Z a h l  E l n s  nnr etmas Eedahtes. Iede Zahl, z . B . Z ^ I P I P I  
bedentet elne Mehrhelt solher n n te re ln an d e r ab so ln t g le lh e n  
Zahlenelnhelten. Erst dnrh das vollständige Entsernen aller IInter= 
shiede der gezahlten Einheiten entsteht die Mbglihkeit, über die Ideal= 
melt der Zahlen bestimmte Nnssagen von nntrügliher Siherheit zn 
mahen.

g  Üm gemisse Nnssagen niht nnr sür einzelne bestimmte Zahlen, 
sondern sür jede beliebige Zahl anssprehen zn tbnnen, sührt man 
ats nene Zeihen Bnhstaben ein, z. B. a, d, v n. s. m., die man als 
a l l gemeine  Zahlen betrahtet, da jede spezielle Zahl sür sie gesetzt 
merden tann. lNtlgemein sind diese Zahlen anh in dem Sinne, ats 
sie neben dem Tezimatsystem anh andere Systeme nmsassen kbnnen.e
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Bortänslg beschränken mir nns ans dle absotnten Zahlen, dle 
elne Mehrhelt von Elnhelten darstellen, also, ganze, n lht gebrochene 
Zahlen nnd, von D nnd I  abgesehen, sümttlh grbszer als I  slnd. 
M a n  nennt dleses Zahlengebat anh das der ganzen, p o s lt lve n  
Zah len.

be Tas Nehnen mlt nnbenannten Zahlen mlrd lnsomelt ats 
betannt voransgesetzt, ats es slh nm dle vler Ernndrehnnngsarten 
i  Spezlese handelt, nm das Nddlerem Snbtrahlerem Mnltlpllzleren 
nnd Tlvldleren. Über jede dleser Nehnnngsarten svllen allgemeine 
Bemerknngen gemaht nnd dabel svll das Nehnen mlt bestlmmten 
Zahlen ans das Nehnen mlt attgemelnen Zahlen übertragen merden.

Ze Ünter N d d le ren  versteht man dle Knnsz, anzngebem mlevlete 
Elnhelten mehrere Zahlen znsammengenommen enthalten. T adn rh  
erhält man dle S n m m e  der elnzelnen Zahlen. T le  letzteren helszen 
E l le  der der Snmme vder S n m m a n d e n  i .  h. znsammenznzählende 

Zahlend
S o  lst z. B. L P  ä ^  i,  nnd zngtelh b P  L ^  i. Nllgemeln 

also gatd
a P  d d a,

oder bel elner grbszeren Nnzahl von Etledernd

cc P  c ^  ^  cc c h  P  ^  ^  P  c h  cc ^  o n. s. m.

I n  Wortend E ln e  S n m m e  ändert lh ren  W e rt n lh t ,  m enn 
m an lh re  E t le d e r  be lleb lg  nm stetlb

ie  Is t  dle Nnzaht der Etleder elne grbszere, so tann man 
znnähst elnzetne E r n t e n  snmmleren nnd dann dle Snmme der 
Elnzetsnmmen baden. Tentet man dle E r n t e n  dnrh Klammern an, 
so lst z. B .

b P  L P  Z P  I  ^  i  P  Le P  i  P  Ie i  P  ID  ^  I i .  

Nltgemelner z. B.

a B  P  e h  ci h  e ^  ja B  de h  E  E  cl h  ee ^  jci B  d h  ch 
P  i  P  ee ^  n. s. m.

Tle Erntlernng tann elne ganz betleblge seln. So  lst z. B.

Ib L I P  ZüL P  IZ  P  L ^  IDDD P  iD D  P  Z D D e P iD P ü D P ID e  
P I P L P Z P L ^  IDDD P  ZDD h  iD  h  ^  IZ iZ .

Hler mnrden atso dle Elner, dle Zehner n. s. m. ln je elner E r n t e
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ve re in ig  S o  entstand das gebränhtihe Ndditionsshemm siir nnser 
Beispiel also

I i i L l
ZüL

IZ
L

I Z i Z

t Bei der rbmishen Schreibweise der Zahlen mürde ein so ein= 
sahes Schema n iht mbglih seinZ

Ze Ünter S n b t ra h ie re n  versteht man die Knnst, anzngebem 
mieviele Einheiten übrig bleibem menn man vvn einer znnähst grbszeren 
Nnzahl vvn Einheiien eine kleinere megnimmü

S v  ist z. B. i  ^  b T  Hier heiszt i  der M in n e n d n s  hdie 

Z a g ,  die vertteinert merden solle, b der S n b t r a h e n d n s  i i e  Zah l 
die abgezogen merden solle, L heiszt der Nest, oder die D is se re n z  i e r  

Üntershiede der beiden Zahlen. M innend nnd Snbtrahend dürsen 

n ih t nmgestellt merden, je d o h  kbnnen S n b t r a h e n d  nnd  D is se re n z  

ih re  S t e l le n  ve rtan sh e n . S o  ist z. B . i  ^  b L nnd zngteih 

i  ^  L ^  Z. Nllgemeind

N n s  a ^  d ^  a sotgt ci ^  v ^  d.

Ze Nddiert man znr Disserenz i  ^  be den Snbtrahend ä, so 
erhält man die Nnsangszahl i.  Ntsod

D is se re n z  P  S n b t ra h e n d  M in n e n d .
oderd

i  ^  de P  d m
ebenso d

i  P  de ^  d ^  a.

Ntmd N d d it io n  nnd S n b t ra k t io n  derselben Z a h l  heben 
s ih  gegen se it ig  ans.

N ns jeder der Eteihnngen

a i d ^ m  a ^ c i ^ d ,  a ^ d ^ a  

solgen die beiden andern.

IDe Hat man von einer Zah l mehrere andere abznziehen, so 
kann dies S h r it t  sür S h r it t  geshehen, man kann aber anh die 
Snmme der abznziehenden Zahlen bilden nnd diese Snmme von der 
erst genannten Zahl abziehen. S o  ist z. B.

I L  ^  aber anh ^
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Fo lg llh  lst allgemein t

Ümgekehrt ergebt slh der Sah t E ln e  S n m m e  m lrd  von  e lner 
Z a h l  snb trah le rt, indem  m an dle elnzetiien E t le d e r  snb = 
tra h le rb

I I e  T a  das Snmmleren grntenmelse gesheHen kann, so lst anh  
grnppenmelses Nbzlehen gestattet, z. B.

L Z i Z ^ I L Z Z ^ P L D D D P Z D D P i D P Z e ^ P I D D D P L D D P Z D P Z e  
^  iD D D  ^  IDDDe P  i D D  ^  LDDe P  P D  ^  ZDe P  i  ^  Ze 

^  IDDD  P D D  B  iD  B  ^  I i ü T

N ns dleser E rn t le rn n g  der Elner, Zehner n. s. m. entsprlngt 
das bekannte Snbtrattlonsshema, bel nnserem Beispiele also i

L Z iZ
IL Z Z

ü iü T

sN nh  dleses Shem a lst bel der rbmlshen Shrelbmelse n lht 
mbglahZ

N ns der Wlltkiirtlhtelt der E rn t le rn n g  solgt d 

ci P  i  ^  ae ^  i  P  de ^  r.

Ntsod E in e  T ls se re n z  m lrd  zn elner Z a h l addlert, indem  
m an den M ln n e n d n s  add lert nnd  den S n b t ra h e n d n s  snb= 
t r a h le rü  Z. B.

Z P  i  ^  Ze ^  i  P  be ^  Z ^  IZ  ^  Z ^  ID.

IL e  Tagegen lst Z ^  ^  Ze Z ^  L ^  Z nnd zngtelh 
Z ^  ^  Ze ^  i  ^  g  P  Z ^  Z P  Z ^  E  S o ll  nämtlh von 
Z dle Tlsserenz i  ^  Ze abgezogen merden, nnd zieht man znnähst 
^ ab, so hat man Z zn vlet abgezogen nnd mnsz, nm das rlhtlge 
Nesnttat zn erhalten, Z addleren. Nttgemeln solgt d

a ^  ^  ve ^  ci ^  d P  v.

Ntsod E ln e  T ls se re n z  m lrd  snb trah le rt, indem  inan den 
M l i in e n d n s  sn b trah le rt  nnd den S n b t ra h e n d n s  addiert.

IZe  Einen zmelgtledrlgen Nnsdrnck nennt man eln B ln o in ,  
elnen drelgtledrlgen eln T r ln o m ,  elnen mehrgtledrlgen Nnsdrnck
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überhaupt eln B o lyn o m . Nns Qblgem ergabt slh sür bas Nehnen 
mlt Botynomen Folgendes d

dagegen.

Tem nah tann bel der zn addlerenden Klammer das 
Ktammerzelhen elnsah meggetassen merdet mltt man da= 
gegen dle abznzlehende Klammer entsernen, so slnd alte 
Ndltlonsgtleder der Klammer zn snbtrahleren, alte Snb= 
traktlonsgtleder zn addieren. imkehrnng der Borzelheg 

Tleses Entsernen des Ktammerzelhens bezelhnet man ats das 
Nnstbsen der Klammern.

Iüe Im  Innern der Klammer tbnnen statt der Zahlen anh 
Klammern stehen. Tann glebt man, nm Bermehsetnngen vorznbengem 
den Klammern vershledene Eestalt, z. B. i  oder s e oder s l . Belm 
Nnstbsen kann man erst dle änszeren oder erst dle lnneren Klammern 
entsernen. So  lst z. B.

a ^  s d ^  E  P  i  ^  ^  ^  ^ ^  ge P  i j

oder
a ^  d P  ta P  i  ^  ve ^  i  ^  ^ ^  g  ^  ie 

^  a h  P  lcl oooo ^  j P  ^  i 
a d P  v P  b ^   ̂ P  ^ P  ii i.

tbe Ünter M n lt lp t lz le r e n  versteht man da Knnsz, dle Snmme 
mehrerer Snmmanden vvn  g le ih e r  Erbsze ln elnsaher Welse zn 
sznden.

Handelt es slh z. B. nm i  P  i  P  i  P  i  ^  LZ, so shrelbt 
man elnsaher i   ̂ ü ^  LZ. Ter mehrsah mlederhotte Snmmand 
helszt der M n t t lp t lk a n d  i l e  Zahl, methe vervletsültlgt merden 
solle, da  Nnzahl der glelhen Snmmanden helszt der M n t t lp l lk a t o r  
i l e  vermletsättlgende Zahle. T a s  Nesnttat der Nehnnng helszt 
B ro d n k t,  Mnltlptltand nnd Mnttlplltator helszen Faktoren  des 
Brodnttes.

Tabel beobahtet man z. B., dasz ü v  ^  I L  nnd anh 
^ t = = l L  lsb
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I. Das Gebiet der absoluten ganzen Zahlen.             113

 ̂  ̂  ̂  ̂ I n  der That lst t  gtelhgilltlm ob man dle nebenstehenden
^  ̂  ̂  ̂ zmbts Bnnkte ats Z Horlzontatrelhen zn je vler oder ats
^  ̂  ̂  ̂ vler Bertlkatrelhen zn je Z betrachtet. Nttgemeln lst atsv

ci . d ^  d  ̂ a,

d. h . M n t t l p t l t a t o r  n n d  M n t t l p t l k a n d  k e n n e n  m l t  e l n a n d e r  
v e r t a n s h t  m e r d e n , o h n e  dasz d a s  B r o d n t t  sich ä n d e r t .  N n s  
dle S te ttn n g  der ersteren soll daher n l h t  m ehr g e a h te t m erden. 
W ä h re n d  zm ls h e n  zm el m lt elnander z n  m n ttlptlzle re n d e n  Z a h le n  ge= 
m b h n tlh e r  N r t  eln B n n t t  a ts  Z e l h e n  der M n ttlp tlk a tlo n  stehen m nsz, 
kann er bel B n h s ta b e n  entbehrt m e rd e n , sv dasz z . B .  a d  dasselbe 
bedentet mle a   ̂ d  ̂ ^  E s  lst a   ̂ I  ^  a ,  der F a k to r  I  ta n n  atso
meggetassen m erden. F e r n e r  lst a   ̂ a ^  v.

I Z e  S l n d  m ehrere Z a h le n  m lt elnander zn  m n ttlp tlzle re n , so lst 
dle Nelhensotge der M n ttlp tlta tlo n e n  g te lh g llttlg , a n h  ta n n  m a n  dabel 
K la m m e r n  anm enden oder vorhandene K la m m e r n  megtassen. S o  lst z . B .

Nttgemeln alsod

a d z  ^  i d e z  ^  a i z e  ^  a z d  ^  d u z  ^  d z a  ^  a n d  ^  z d a ,

d. h. der Wcert elnes B ro d n k te s  lst n n a b h ä n g lg  von  der 
Ne lhensotge  der Faktoren^ eln B ro d n k t  m lrd  m it elner Z a h l  
m n lt lp t lz le rt ,  indem  m an elnen seiner F a tto re n  m lt lh r  
m nttlp tlz le rto  m an m n tt lp t lz le r t  m lt elnem B ro d n tt,  lndem  
m an m lt selnen e lnzelnen F a t to re n  m nttlp tlz le rt.

t i e  N n h  elne S n m m e  ta n n  a ts F a t t o r  anstreten. Z .  B .  lst 

Z  i  i  Le  ^  Z   ̂ Z  ^  L i ,
zngtelh aber g i  B  L P  m  i  B  ^  ^  L l  h  b ^  L i.  

Nttgemelner lst

i  i  de Z  ^  i  i  de i  i  P  de P  i  i  de 
i  i  a  P  ae i  i  i c i  de Z a  P  Z d ,

ganz allgemeln

i  P  de z  ^  z  i  i  de ^  z a  P  z d  a z  P  d z .

Fotgtlh t
ne E ln e  S n m m e  m lrd m lt elner Z a h l  m n tt lp llz le rt ,  

lndem  m an dle elnzelnen E t le d e r  m lt der Z a h l m n tt lp t lz le r t  
i n d  dle entstandenen B ro d n k te  addlerte.
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be E in e  Z a h l  m ird  m it e iner S n m m e  m u lt ip liz ie r t ,  
indem  m an dle Z a h l  m lt den e lnze lnen E lle d e rn  der S n m m e  
m u lt ip l iz ie r t  i n d  dle entstehenden B ro d n tte  addierte.

Nns az i  dz ^  z i  P  de solgt nohd 
oe Kommt ln elner Snmm e von Brodnkten derselbe 

Faktor ln jedem Etlede vor, sv tann man ihn absondert 
d. h. man bespeit jedes Etled von dem Faktor nnd mnltiptlziert mlt 
diesem dle Snmme der btelbenden Zahlen. ilbsondern des gemeln= 
shasttihen Faktors^

Beispiel zn ne

L Z IL   ̂ Z ^  iD D D  P  ZDD P  ID  i  Le Z 
^  LDDD v  P  ZDD v  P  ID  v  i  L v  
^  ZDDD i  ZDD P  ZD i  Z ^  ZZZZ.

Tarans bernht das betannte Mnttiptitationsshemad

L Z IL
Z

ZZZZ
Beispiel zn ve

I i   ̂ I L L  P  I i   ̂ ZüD i  I i   ̂ äZZ ^  I i  i L L  i  ZüD i  bZZe 
^  I i   ̂ IDDD ^  IiDDD.

IZe  Nber anh belde Fattoren tbnnen Snmmen seln. Tann

lst ẑ

i  de i  be i  i  de z i  de b az i  dz i  ab db,

oder anh

i  i  de i  be a i  i  be i  d i  be az i  cib dz i  d b,

mas dasselbe lst. ^  Ähntlh  lst es mlt mehrgtledrlgen S n m m e t z. B.

ILZ   ̂ L I ^  iD D  P  LD i  Ze i D  i  Ie 
^  iD D  P  LD i  Ze LD P  iD D  i  LD i  Ze . I 
^  iD D D  P  üDD i  ZDe i  iD D  i  LD P  Ze,

oder, i e n n  man dle mlt gtelh vlet Nntten behasteten Etleder addlerte 

LDDD i  bDD i  ZD P  Z ^  LäZZ.

Taher kommt das Mnttiptitationsszhema siir dieses Beispiel

IL Z
L I

i L Z
LüZ

ib Z Z
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IZe Ist  dagegen ein Faktor des Brodnktes eine Tlsserenz, so 
mird z. B. sotgendermaszen versagend

i  ^  de o Z i  ^  de P  i  ^  de P  i  ^  de 
i  P  a g  i  P  d P  de Z a Z d.

T n r h  Ümsallnng svtgt ebensv

Z i  ^  de ^  ^  Zd.
Fotgtihd

ne Eine Tisserenz mird mlt einer Zahl mnltlpllzlert, 
lndem man den M lnnendns nnd den Snbtrahendns sür slh  
mlt der Zah l mnlllpllzlert i n d  vvm ersteren Brvdntte das 
letztere abzlehte.

be Elne Zaht mlrd mit elner Tlsserenz mnttlptlzlert, 
lndem man dle Zaht erst mlt dem Mlnnendns, dann mlt dem 
Snbtrahendns mnltlpllzlert i n d  vom ersteren Brodnkte 
das letztere abzlehte. Z. B.

i D ^ Z Z e Z ^ b D v ^ Z Z o Z ^ t b D ^ I I ü ^ Z E  Brobed lL Z ^ Z Z .

^  LDe Is t  elner der Faktoren elne Snmme, der andere elne 
Tlsserenz, so lst nah dem Borlgen

i  i  de i  ^  be ^  i  P  de z ^  i  P  de b 
^  ar B  ^  ^  i b  P  dbe ^  ciz P  dz ^  cib ^  dm

Brobebeisplel^ i P L e i ^ v e ^ b . i P L . i ^ ä v ^ L ^ Z  
^  Zü P  rü  ^  lü  ^  Z ^  LZ. I n  der Thal lst i   ̂ ü ^  LZ.

L g  S l n d  beide Fakto ren  T lsse ren zen , so mlrd

i  ^  de i  ^  be ^  i  ^  de z ^  i  ^  de b ^  ciz ^  dz ^  i b  ^  dbe 
^  az ^  dz ^  cib i  k̂ b.

Brobebelsplel^ i ^ L e i ^ Z e ^ ä ^ i ^ L i ^ ä v i L v  
^  Zü ^  Iü  ^  lü  P  Z ^  IL . I n  der Thal lst Z . ü ^  IL .

LLe Elnlge Spezlalsälled

i  i  de i  i  de ^  an i  dci P  ad P  dd ^  na i  Lad P  dd.

Nbgekürzt shrelbt man g  statt cia P  tlesd ,,a=Qnadram oder ,,a hoh L i.  
Tles glebt dle Formeld

ne i  P  deo g  g  Lcid i  doo,

ln Wortend T a s  Q n a d ra t  der S n m m e  zmeler Z a h le n  lst g te lh  
der S n m m e  der Q n a d ra te  der e ln ze lnen  Z a h le n ,  ve rm ehrt
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tim das doppelte Brodntt aus beiden Zahlen. Pergb Eeo= 
metrle Nbshnltt IZDe

Beispiel l IDDü^ ^  iD D D  P  i  ^  ID D E  P  L  ̂ IDDD 
^  I  DDD DDD P  Z DDD P  IZ  ^  I  DDZ D I E

Ebenso lst
be i  ^  dê  ^  a^ ^  Lad  P  g

ln Wortend T a s  Qnadrat der Tlsserenz zmeler Zahlen lst 
gtelh der Snmme der Qnadrate der elnzelnen Zahlen, ver= 
mindert nm das doppelte Brodntt belder Zahlen. Pergl. Eeo= 
metrle Nbshnltt IZLE

Beisp iel l Z l P  ^  iD D D  ^  Zê  ^  ID D E  ^  L o IDDD 
^  I  DDD DDD ^  ZDDD P  Z ^  ZZü DDT

oe i  P  de i  ^  de â  P  ad ^  ad ^  d̂  ^  â  ^  d̂ .

Kürz ansgedritbtd Sn m m e  m al T ls se re n z  g le lh  der T lsse re n z  
der Q nad ra te .

Beispiel^ ID D m  Z Z i ^  iD D D  P Z e  iD D D  ^  Z e ^ I D D D ^ Z ^  
^  I  DDD DDD ^  Z ^  ZZZ ZZ I.

Beispiel. ZZLü^ ^  I Z i g  ^  iZ L ü  P  IZ iZPZZLü  ^  IZiZe 
^  ID DDD  ̂ ZZüZ ZZ üZD DDD.

Belspiel.

i  P  dê  ^  i  ^  dê  ^  â  P  L a d P  d̂  ̂  ^  Lad Pd^e^üad ,
z. B. IDDP ^  ZZZ^ ^  lIDDD P  P  ^  iDDD  ^  ie^

^  ü  ̂ IDDD   ̂ i  LZ DDD.
Beispiel.

i P d e ^ P  i^ d e ^ ^ a ^ P  L a d Z P Z P a ^  L a d iP e ^ L iP d ^ e ,
z.B Z L I^ P  i i g ^ i D D P L I e ^ P i D D ^ L I e ^ L i D E P L I ^  

^  L iü D D D D  i  üü Ie  ^  L  ̂ Z ü D ü ü I ^  I  LZDZZL.

Nah ne mlrd
i  P  dê  ^  i  P  de i  P  de i  P  de ^  i  P  dê  i  P  de 

P  Lad P  d̂ e i  P  de â  P  Za^d P  Zad^ P  d̂ .
P  ^  aaa, tles , ,a  hoh P  oder , ,a  znr drittemce Nlhd
be i  P  dê  ^  g  P  Za^d P  Zad^ P  d̂ ,

z.B. ID D ü ^ P D D D P ü e ^  I D D E P m ID D P ü P ^  ID D D P P ü ^
^  I  DDD DDD DDD

IL  DDD DDD 
üZ DDD 

Zü
I DIL DüZ DZü
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Ebenso ergabt sih

oe i  ^  dê  ^  a ^  Z ^ d  P  Zad^ ^  d̂

z. B. ZZZ^ ^  iD D D  ^  g a  ^  IDDD^ ^  Z o I D D E I  P  Z ̂  IDDD P  ^  ü^ 
^  I  DDD DDD DDD ^  I L  DDD DDD i  üZ DDD ^  Zü ^  ZZZ D ü i ZZZ. 
Beachte dle abmechsetnden Borzelhem

Beispiel l i  P  d e ^ Z P a ^  d e ^ ^ L P P  Z a d ^ e ^ L i a ^  P  Zad^e
^  La P  P  Z d i

Beispiel l i  P  dê  ^  i  ̂  d e ^  L i  a^ d P  d̂ e ̂  L d i  a  ̂P  d i

Bltde selbst Zahtenbelsplete zn den belden letzteren Formeln, nm 
dle darln liegende Berelnsahnng des Nechnens tennen zn lernen.

te la  h  d h  e h  ci h  eê  ^  a P  ^  h  ĉ  h  c t P
L a z L a b  L a z L d z L d b L d z Lab  L z z L b z.

I n  Wortend das Q n a d ra t  elner S n m m e  lst gleich der S n m m e  
der E ln ze tg n a d ra te  ve rm ehrt nm  dle Sn m m e  der m öglichen 
dvppe lten  B ro d n k t t  

Wichtig lst noh sotgende andere Nnvrdnnngd

ja B  P  e B  b h  a P  i a d  P  l g  P  s L i  P  dev P  cg 
P  P i  i  d P  zeb i  P  i  i i  P  d i  v i  bez i  P b

Nns dieser Shrelbmelse, dle telht ln Worten anszndriicken ist, 
bernht das spater zn lehrende Nnsziehen der Qnadratmnrzeb 

Nusgaben l Zelge, daszd

ja B  d ^  a P  d i  c P  Lad  ^  L a z  ^  Ldz,

i  ^  d ^  cP ^  a^ P  d̂  P  ĉ  ^  Lad  ^  L a z  P  Lda,

E  .p  P  i  ^  ^  P  d̂  P  ^  i  Za^d P  Za^o P  Zad^ P  Zd^z 

i  Zac^ P  Zdc^ i  Zadv,

i  i  d ^  cP  ^  ^  ^  c P  Za^d ^  Z a P  P  Zad^ ^  Zd^a 
P  Z a ẑ  i  Z d Q  ^  Z a d z ,

i  ^  d ^  cP  ^  ^  d  ̂ ^  ^  Za^d ^  Za^z P  Zad^ ^  Zd^a 
i  Zac^ ^  Zdc^ i  Zada,

P  P  ad P  d̂ e la ^  de ^  d̂ ,

P  P  a^d P  ad^ P  d̂ e i  ^  de ^  a  ̂ ^  d̂  P  P  d̂ e P  ^  d̂ e, 

P  P  a^d i  a^d^ P  ad^ P  d̂ e la ^  de ^  a^ ^  d̂ ,

^  ad P  d̂ e i  P  de ^  a^ P  d̂ ,

^  a^d P  ad^ ^  d̂ e i  P  de a^ ^  d̂ ,

P  ^  g d  P  aP^  ^  ad^ P  d^e i  P  de ^  g  P  d̂ .
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Setze ln elnzelne dleser Formeln siir die Bnhszaben grbszere Zahlen 
elm nm anh hier die Erlelhternng der Nehnnngen lennen zn lernen. 
Man kann sür jeden Bnhstaben anh eine Klammer elnsetzem z. B. 
hLa P  Z g  an Stelle von a n. s. m.

LZe Ünter T l v l d l e r e n  versteht man die Knnsh diejenige Zaht 

zn sindeti, die, ntit einer gegebenen Zaht mnttipliziert, eine andere 

gegebene Zaht giebb
Beisp ie l k Welhe Zahl giebt mit Z mnttiptiziert die Zaht 

Nnstäsnng. L, denn T  ^  l, vder o Z ^  Z. Taher shreibt 

man Z . Z ^  L vder ^  ^  L llies. Z dnrh Z Le.

Tie gesnndene Zaht L vder ^  giebt am mie vst Z in Z enthalten 

ist iü e  vst Z in Z ansgehte. Nns L o Z ^  Z svtgt Z o L ^  Z, also ist 
anh ^  ^  Z, so dasz L nnd Z in Bezng ans ihre Stelle vertansht 

merden kbnneno Z enthält die Zahl L dreimal als Tei l  in sih, da= 
gegen die Zahl Z nnr zweimal.

N llgem e ind  Welhe Zahl giebh mit d mnttiptiziert, die Zaht

Nnsläsnng. Tie Zahl ^  oder i t d e p  denn ^ d  ^  a. 

Hierbei merde znnähsi voransgesetzt, dasz a ein Bielsahes von d ist

ldasz d in a ansgehte. Setzt man ^  ^  z, so ist z o d a, zn=

gteih aber anh d  ̂ z ^  a, sotgtih anh d ^  Tem nah kbnnen

d nnd z in Bezng ans ihre Stelle vertansht merden, d ist in a zmah 
z in a dmal ats Teit enthalten.

I n  ^  ^  z nennt man a den T iv id e n d n s  i i e  Zaht, die ge=

teilt merden solle, d den T iv i s v r  i i e  leitende Zahle, z oder ^  den 

Qnotienten der Zahlen a nnd d i ie  Zahl, melhe angiebt, mie 
vst d in a enthalten iste.

Nns jeder der Etelhnngen
a a 
^  ^  m a ^  dm ^  ^  d

sotgen die beiden andern. I n  Worten tanten sied 
Qnotientg ^  Tividend dnrh Tivisor.
Tividend ^  T iv isor mat Qnotient,
T ivisor Tividend dnrh Qnotienü

T a s  Wort B r n h  sür Quotient wird vorlänslg vermieden, well das 
Nnsgehen voransgesetzt war. T an ah  rlhten slh vormnszg anh dle Zahlen^ 
beilpiele.
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Dlvlsor und Qnotant tbnnen ve rlang t merden, dagegen tann der 
Tlvldend nlht mlt elner der andern Erbszen ln elne Wertangnng 
elntreten.

Nns a ^  a  ̂ I  sotgt ^ ^  I  , d. h. jede Zaht lst ln slh selbst

eln M a t  enthalten. Nnszerdem solgt ^  ^  a, elne Zah l blelbt also

bel der Tlvlslon dnrh I nngeändert, der Tlvlsor I  dars also meg= 
gelassen merden.

N ns der oblgen Erttärnng ^  a solgtd W lrd elne Zahl

dnrh elne zmelte dlvldlert nnd dann mlt derselben mnltlptlzlert id e r  
nmgetehrte, so btelbt sle nngeändertd Ntsod M n lt lp t lk a t lo n  nnd 
T lv l s l o n  d n rh  dleselbe Z a h t  heben s lh  gegem seltlg ans.

P a s  sotgt anh darans, dasz ^  a o I  a lst.e

L g  E s  lst ^  Z ^  L v  ^  Z, aber anh ^  ^  ^  ^  Z, sotgtlh

ist ^  ^  o Z. E^ lst also glelhgiiltlg, ob man Z erst mlt Z mnltl= 

pllzlert nnd dann dnrh ü dlvldlert, vder ob man es erst dnrh ü 
dlvldlert nnd dann mlt Z mnttlptlzlerü Nttgemeln lst atso

P  ^  ^   ̂P

T a s  täszt slh sotgendermaszen dentend 
ne E ln  Brodnkt mlrd dnrh elne Zaht dlvldlert, lndem man 

elnen der Faktoren dnrh dle Zaht dlvldlert i n d  den Qnotanten mlt 
dem andern Faktor mnttlptlzlerte. 

be E ln  Qnotant mlrd mlt elner Zaht mnttlptlzlerh lndem man 
den Dlvldendns mlt der Zaht mnttlptlzlert i n d  das Brodnkt dnrh 
den D lvlsor dlvldarte.

oe Elne Zaht mlrd mlt elnem Qnotlenten mnttlpllzlert, lndem 
man sle mlt dem Tlvldendns mnttlptlzlert nnd dnrh den Tlvlsor 
dlvldlert.

L g  M a n  kann ZD erst dnrh L nnd dann noh dnrh Z dlvldarem 
atso anh  nnmlttetbar dnrh L v  ^  Z allen. Tabel lsz

P  P cc i  ^  ^  c P  ^  ^

Nllgemelnerd Is t a erst dnrh d tellbar, nnd dann noh dnrh z, so lsz
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I n  Wortend ne E ln  Quotient mlrd dnrh elne Zahl dlvldlert, 
lndem man den Tlvlsor mlt der Zahl mnltlpllzlert. 

be Elne Zahl mlrd dnrh eln Brodnkt dlvldlert, lndem man sle 
erst dnrh den elnen Faktor dlvldlert nnd dann den Qnotlenten dnrh den 
andern Fattor bellt. T le Nelhensotge der Tlvlslonen lst dabel gtelhgiiltlg.

LZe Nns Lüb  nnd Lbo sotgt 

a z a az 
^  ^  ^  db ^

Beispiel l ^  ^  ^  ^  lL .  I n  Wortend 

E ln  Qnotlent mlrd mlt elnem Qnotlenten multipliziert, lndem man 
dle belden Tlvldenden nnd ebenso dle belden Tlvlsoren mlt elnander 
mnltlpllzlerü

L ie  Speeleller Fatld l  ^  ^  , sotgtlh d ne Mnttlptlzlert 

man den Tlvldenden nnd den Qnotlenten mlt derselben Zaht, so 
btelbt der Qnotlent nngeänderü Prmeltern des QnotlentenZ 

be Läszt slh vom Tlvlsor nnd vom Tlvldendns derselbe Fattor 
absondern, so tann dleser bel belden gestrlhen merden, ohne dasz der 
Qnotlent sth ändert. ^Kürzen des Qnotlenteme 

B eno te^  Q  ^  ^  ^  ^  ^  ^  Q
io o o ... 
io .  ̂ ^  lo

LZe E s  lst a ^  a. Nnn solgt ans kE k ^  a,

dasz ^  ^  ls t , s o t g tl h  lst a n h

az a . a z
^  , oderd a ^  o 
d id  c  ̂ ioc  dEd ie

I n  Wortend M a n  dlvldlert dnrh elnen Qnotlenten, lndem man lhn 
nmtehrt nnd damlt mnttlptlelert, d. h. lndem inan mlt dem T lv lsvr  

mnttlptlzlert nnd dnrh den Tlvldenden dlvldlert. Petbstverständtlh

lst ^ ln  n z m al sv ost enthalten, mle d, methes ^  mal darln  ansgeht.e 

Z. B. ^  ^  ^  ^  Z o L ^  Z.

F v lg llh  lst a n h

Es
a b ab
d z  dz
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I. Das Gebiet der absoluten ganzen Zahlen.    121

LZe E s  ft  ^  Nnn svlgt cum 

^z i  P  de ^ ^  ^ ^  ^ , setzt man atso siir ^ die Klammer

a . d a P  d 
a ^  a o

I n  Wortend ne Eine Snm m e mird dnrh eine Zaht dividiert, indem 

man jedes einzelne Etied dnrh die Zaht dividiert. o 
be Q notanan  mit demselben T iv isor merden addiert, indem man 

die Tividenden addiert i n d  die Snm m e dnrh den Tivisor dividierte.

Beispiel l ^  vder ^  ^  ^  ^  to ^  Hierans bt 
rnht das Tiviszonsshema

ZZ d Z ^  LZ

P
Z

D

N ns dieselbe N rt mird bemiesen, dasz 

a d a ^  d 
a o o

mas sih ebensalls ans zmeierlei NN in Warten ansdriieten lüszt.

Folglih gelten die beiden Formeln

a  ̂ o ab da 
d̂ ^  ^   ̂ db ^

in denen die oberen Zeihen P e  nnd die nnteren Zeihen P e  zn= 
sammengehbren. I n  Wortend Zmei Q notanan  mit nngteihem 
Tivisor merden addiert, indem man jeden von beiden mit dem T ivisor 
des andern ermeitert nnd dann die nenen Quotienten gleihen T iv ih r s  
addiert. Tasselbe gilt vom Snbtrahieren.
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B i t e l t

mle aus L P  ü zu ermarten mar.

ZLe Elnlge Übnngsbelspleled

^  I  ^ad d ^  Di P  de ai g  de  ̂  ̂
^  a P  d ^  a P d ^  ^  ^ P  ^

Di ^  de Di ^  de , 
a ^  d a ^  d

a  ̂ ^  d̂  la P  de Ei ^  de . 
^  ^  a ^  d.a d a d 

a  ̂ ^  d̂  ui I  de Di ^  de
^  a P  d.

a ^  d a ^  d

a z P d z m a b m d b  t a g  dem b i r g  de D i g d e D P b e  , , 
z g  b ^  z P  b ^  o ^ b  ^  ^

Iva z  P  Iddz I  Ictab P  ^ Id b  ^  dz E a  P  ^de P  ib  l^ a P P d e  
^a  m  od ^a P  tid

g  ^de P  ibe ^  b z P i m
^ii m  tid 

t d z ^
az.adz

Übe an elnzelnen geelgnelen Belsplelen schon jetzt das Tlvlszons= 
schema e ln, z. B .

a^ Lad  P  d P  a P  d a P  d 
a^ P  ad

ad P  d̂  
a P  d̂

a z d z a b d b d z b a d
az  ̂ P  ab 

dz P  db 
dz P  db

II.  Erweiterung des Zahlengebietes durch E in führung  
der negativen und der gebrochenen Z a h l e n .

33) B ishe r bezelchneten dle Bnchstaben a, d, z n. s. m. nn r posltlve 
ganze Zahlen, d. h. solhe, dle s lh  d n rh  Nddltlon ans der Z a h l I  her= 
stellen lassen. Inso lge dessen mnrde dle Snbtrattlonssorm el a ^  d ^  z
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II. Erweiter. des Zahlengeb. durch Einführ. d.negat. u.d. gebroch. Zahlen.  123

ans dle Fülle begründ, mo d ^ a  l g  und dle Tlvlszonssormel

ans dle Fülle, mo a eln Bletsahes von d lsü Belde B e g rü n u n ge n  
engten dle W ahl der Übnngsbelsplete elm nnd shon elnsahe Nnsgaben 

des praktlshen Lebens verlangen dle Nnshebnng dleser Shranken.

Z g  Iemand besltze ZDD M a rt nnd habe elnen Eeshüstsvertnsz 
von üDD Mark. Wle stellt slh seln Bermbgen^ E s  lst ZDD ^  üDD 
^  i D D  ^  ZDDe ^  ID D  ^  D ^  IDD , atso erglebt slh eln Ber= 
mbgen von i  ^  IDDe M ark  oder mle man kürzer shrelbt, von 
^  ID D  M ark  ie s d  ,,mlnns hnndert M arge . E s  handelt slh also nm 
ID D  M ark  Schulden, menn man das negatlve Bermbgen ats Shn td  
bezeihnet.

I n  ühntlher Welse glebt jede Tlsserenz, deren Snbtrahend grbszer 
lst, ats der Mlnnend, elne Zaht, dle slh ats Tlsserenz zmlshen D 
nnd elner anderen heransstettt. S o  lst

b ^ Z ^ D ^ I ^ ^ I ,  ^ I D ^ D ^ ^ ^ .  ^

M a n  nennt jede Tlsserenz, deren Mlnnend Nntl lstz elne negatlve 
Zahl, sv dasz dle Nelhe der negativen Zahlen tantet d

^  I ,  ^  L, ^  Z, ^  ü, ^  b n. b m.

I m  Gegensatz dazn nennt man dle srüher behandelten Zahlen 

posltlve nnd bezelhnet sle als P  I, P  L, P  Z, P  ü n. s. m. M a n  

nennt ^  b dle entgegengesetzte Z a h t  vvn P b ,  ^  a dle ent= 

gegengesetzte vvn P  a.

Zbe Z iir  Beranshantlhnng der posltlven nnd negatlven ganzen 
Zahlen tann man elne Nelhe vvn Bnntten ans gerader Llnle martleren, 
dle ln glelhen Nbstünden von elnem Bnntte D ans nah rehts nnd 
tlnts anselnander solgen. N a h  rehts mbgen slh dle posztlven Zahlen 
besznden. Eeht man von b ans, shrlttmelse nah llnts, so gelangt 
man über ü, Z, L, I  nah  D, der nühste S h r lt t  sührt nah  ^  I, 
dle sotgenden nah ^  L, ^  Z, ^  ü n. s. m. Shneldet man von D 
ans nah  rehts P  Z ab, dann vom Endpnnkte ans ^  b i .  h. b 
nah llnkse, so gelangt man an dle Stelle ^  L, nnd es lst mlrktlh 
Z ^  b ^  ^  T  I n  dleser Welse tüszt slh an der geraden Llnle 
jedes Nddleren nnd Snbtrahleren mlt den Zahlen des ermelterten 
Zahlensystems prüsen.

^  c c  ̂ ^  u c  ̂ c ^
^  ^  ^  ^ ^
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124 Zweite Abtei lung:Ari thmetik.

ZZe Wie Z ^  IZ  ^  ^  b ^  ^  E lZ  ^  Ze ist, so lst sür d ^  a 
allgemein la  ^  de ^  ^  ^  ae.

T ies steht im Einklange mit dem Bertanshnngsgesetze der Ndditiom 
denn a ^  d ^  ^  d P  a, mobei letzteres mit ^  i  ^  ae überein^ 
stimmt. N ns dem Bestehenbleiben dieses Gesetzes sotgt siir positives 
z nnd die negative Erbsze P  ze noh Folgendes.

a P  ze ^  a P  lD ^  ze ^  i  P  De ^  z ^  a ^  z,
a ^  k P  ze ^  a ^ P D  ^  ze ^ P a  ^  De P  z ^  a P  z.

d. te. N dd i t i v n  einer negativen Z a h t  bedentet dasselbe, mie 
die Sn b t r a k t i o n  der e n t s te h e n d e n  positiven^ Snb t ra k t i on  
der negativen dasselbe, mie Ndd i t i vn  der positiven. P r ü f  
dies an den Bnntten der gezeihneten Eeraden nnd an dem Beispiele 
von Wermbgen nnd Shntden.e

N n h  alte E rn p p ie rn n g sge se tze  der N d d it io n  b le iben sü r 
da s erm eiterte Z ah ten geb ie t bestehen ie n n  alles Nddieren nnd 
Snbtrahieren mit negativen Zahlen ist ans das Subtrahieren nnd 
Nddieren pvsitiver znrückgesührtp

Zie Hat Iemand Zmal i .  h. P  Ze mal den Eeshüsts verlast 
üDD Mark, sv vertiert er ILDD Mark, vder er geminnh mas dasselbe 
ist, ^  ILDD Mark. Es ist atso verstandesgemüsz,
P  üDDe v  ^  ^  ILD D , atso anh P  üDDe P  Ze ^  ^  ILD D

nnd allgemein

ne i P  ae  ̂ de ^  ^  ad

zn setzen. Ties steht anh im Einttang mit der srüheren Formel 
i  ^  ae i  P  de ^  z b ^ a b  P  zd ^  ad, denn setzt man hier a 
nnd b a, so erhalt man i  ̂  ae i  P  de ^  a  ̂a ^  a ̂  a P  a o d ^  ad 

^  ad. Nlso gilt das Eesetzd Ist der Mnttiptikand negativ 
nnd der Mnltiptikatvr pvsitiv, so ist das Brodnkt negativ.

ZZe Wird nnn verlangt, dasz das Bertanshnngsgesetz der 
Mnltiplikativn bestehen bleibt, so mnsz man setzen s P  Ze  ̂P  üDDe 
^  ^  ILDD nnd allgemeind

be l P  de o ae ^  ^  ad.

sBraktish denten liesze sih das Mnltiplizieren von P  Ze mit 
P  üDDe etma als ein üDD maliges Wegnehmen von P  Ze, mas 
ein Bermindern nm ILDD bedentet.e Setzt man dies sest, so isi 
man mieder im Einklange mit der Formel i  P  de i  ^  ae 

B  de ^  ab ^  ad sür b ^  a nnd z ^  a, nnd die ge= 
nannte Festsetznng sührt niht ans Widersprühe. sTas Berlangem
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bel der Ermeiternng des Mnttiptikationsbegrisses mlt den früheren 

Festsetznngen n lht ln W idersprnh zn geraten, lst atterdlngs berehtlgt, 
aber an slh dnrhans telne togishe Notmendlgtelt. E s  h and e lt s lh  

bel der F o rm e t be n lh t  nm  e lnen  b e m e lsb are n  Satz , sondern  
nm elne zmeckmüszlge FestsetznngZ T le  Formet be sagt tedigtg, 

dasz man nnter Multiplikation mlt elner negativen Zaht dasselbe ver= 
stehen mltt, mle bel der Mnttiptitation mlt elner positivem je d oh  sott 

dabe l d a s  B r o d n t t  d a s  entgegengesetzte B o r z e ih e n  haben, 
m le bel der letzteren O p e ra t io n .

ZZe Halt man Letzteres sest, so mnsz ans n sotgend

ve P  ae de ^  P  ad.

N n h  dies steht lm Elnklang mlt der sriiheren Formel 
i  ^  ae i  ^  de ^  zb ^  ab  ^  ad P  ad siir z a nnd b ^  a. 

P ra k t ish  liesze sih die Formel oe beispietsmeise nnd znr Not denten als 
ein miederholtes vermindern oder Wegnehnien von Shnlden, mas einer 
Bermehrnng des Bermbgens gleihtommb Wer Z mal seine Shnlden  

nm je üDD M a r t  vermindert, bessert sein Bermbgen nm P  I LDD M art. 

T a s  e ig e n tt ih e  W esen der Mnttiptitation negativer Erbszen mit 
einander mird jedoh dnrh sothe Tentnngen n iht hinreihend getrossem 

denn diese ertüntern anh nnr dle ln der Formel P  I e P d e ^ ^ P d e  
liegende Festsetznng.e

üDe S o  erglebt slh silr den ermelterten Mnttiptitationsbegriss 
solgende Worzeihentabelled

lplns mal ptns ^  ptnse 
. ..p. ^  .... tmlnns mal ptns ^  mlnnse 

P  o ^  ^  ^  i l n s  mal mlnns ^  mlnnse 
^  ^  P  Eninns mal mlnns ^  ptnse.

ü Ie  Halt inan serner bel der Ermelternng des Mnttiptitations= 

begrlsses sest, dasz ans a  ̂ d ^  z sotgen sott a ^  so gltt ebenso 

silr die T ivision die Borzeihentabetted

h  P  ^  i t n s  dnrh ptns ^  ptnse 
P i n n s  dnrh ptns minnse 

h d  ^  ^  ^  i t n s  dnrh minns ^  minnse 
h  i i i n n s  dnrh minns ^  plnse.

^  a a ^  a . a 
^ d  ^  ^  ^  g
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Ietzt ft  das Nehnen nilt negatlven Zahlen ans das Nehnen 
mll posltlven znriibgesiihri ohne dasz Wldersprühe entstanden slnd. 
T le spiiheren Formeln behalten atso lhre Eettnng anh dann, menn 
negatlve Tlsserenzen anstreten oder dle Bnhstabengrbszen selbst negatlve 
Zahlen slnd. Tle Zelhen P  nnd ^  merden von jetzt ab Worzelhen 
genannt. Te r Zahtenmert helszt, menn man vom Borzelhen abslehh 
der absotnte Zahtenmert.

üLe W lrd lrgend elne Elnhelt Eel es elne Miinz=, Eemlhts= 
oder Lüngenelnhelt n. dergt.e ln ü glelhe Telte zerlegt, so nennt

man jeden Telt  ̂ der Elnhelt. T a s  ü=sahe des Teltes glebt dle 

nrspritngtlhe Elnhelt mleder, es lst atso anh ln der reinen Zahten= 

lehre t .
Te ltt man dagegen Z  Elnhelten ln ü glelhe Telte, so bezelhnet 

man jeden T e lt ats i  Elnhelte. T a s  ü=sahe des Telbs glebt dle 
nrspriingtlhen Z  Elnhelten mleder. Ntso lst a n h  ln der relnen Zahten= 
lehre ü  ̂  ̂ ^  Z . T a  aber jetzt das Z=sahe der vorlgen Elnhelt geteltt 
mnrde, so mnsz jeder T e lt der nenen Tellnng drei mat so grosz seln, ats 
jeder der vorlgen Te lln n g , d. h. es lst ^

Nttgemeln d Is t  d elne ganze Zaht, nnd sott dle Zahtenelnhelt 
I  ln d glelhe Telte zerlegt merden, so bezelhnet man jeden Telt

ats nnd es lst ^  I. Is t  anh a elne ganze Zahl, nnd sott 

man diese ln d glelhe Telte zerlegen, so bezelhnet man jeden Telt

ats ^  , nnd es lst nnd ^  ^  a  ̂ ^

Tabel dars d grbszer, ktelner oder gtelh a selm telne von belden 
Zahlen branht eln Bletsahes der andern zn seln, belde tbnnen 
posltlv, belde negatlv, belde kbnnen vershledenen Borzelhens seln.

M a n  bezelhnet ^ ats dle nm getehrte Erbsze von d nnd d

ats dle nmgetehrte Erbsze von ^ o

üZe T a  nnn ^  ^  lst, so bedentet dle M n t t lp t lt a t lo n

m lt ^  dasselbe, mle dle T l v l s l o n  d n r h  d. T a  serner 

atso v lsh so sotgt nah  den sriiheren Formeln d z^=  Is t
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aber so lst dle T l v l s l o n  d n rh  ^  dasse lbe, lvle 

P i
dle M n l t l p l l t a t l o n  m lt d. E b en so  lst dle M n lt lp l lk a tlo n

m lt ^  dasse lbe, mle dle M n l t lp l lk a t lo n  m lt a nnd dle

T lv ls lo n  d n r h  d, dle T lv ls lo n  d n r h  ^  d a sse lb e , mle dle 

T lv ls lo n  d n r h  a nnd dle M n lt lp l lk a tlo n  m lt d.

M an nennt ^  elne g e b ro h e n e  Z a h t oder elnen B r n h ,  

a selnen Z a h le r ,  d selnen N en n er. T a s Mnltlpllzleren nnd 
Dlvldleren dnrh  B rühe lüszt szh ans das Mnltlptlzleren nnd 
Tlvldleren mlt ganzen Zahlen znrübsühren, atso treten keine nenen 
Formeln ans. T er B rn h  lst eln Qnotlent, nnr lst jetzt dle srühere Be= 
shrünknng meggesattem dasz a eln Bletsahes von d seln sott, anh dürsen 
negatlve Zahlen anstreten. M lt B rühen mlrd atsv ebenso gerehnetz 
mle mlt Qnotlenten, anh  kann man sle, mle diese, ermeaern nnd kürzen.

üüe T les gilt anh vom Nddleren nnd Snbtrahlerem Betrahtet 

nian nümtlh z. B. ^  ats elne nene Elnhelt, so lst Z ^  P  L i  ^  ^  , 

ebenso L  ̂  ̂ P  Z ^  b o so d g  da^ Bertanshnngsgesetz gllto ebenso 

sotgt a c i s b ^ ^ T b ^ T ^ , d a s z b o ^ T b ^ T ^  lst. Ntlgemelnd

sotgt, dasz ^  i  ^  ze^ ^  o 

Haben dle B rüh e  vershledene Nenner, so mnsz man, nm das 
Nddleren zn ermbgtlhen, elne nene Elnhelt snhen, den nmgekehrten 
Wert des Hanptnenners. T les geshlehtz mle bel den srüheren Qno= 
tlenten, mlt Hülse der geelgneten Ermelternng.

S o  ist z. B. ^  u  ^

. ... I , I d r , a I d I  a
allgemein atso P  ^ ̂  ̂ a  ̂ d d a  ̂ a d ad

Ebenso istd P i   ̂ ^  ^  i

. o , b d o , a b d a m  ab
nnd allgemein I  .^ a ^ d  d a ^ a d  ad

übe Haben dle Nenner gemelnshastllhe Fattoren, so branht 
man ats gemelnshasttlhen Nenner i t s  Hanptnennere sür dle Nddltlon 
n lh t das Brodnkt der Elnzetnenner zn nehmen, sondern man tann 
Berelnsahnngen elnsühren. Z. B.
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i . i ^ i  . i ^   ̂ i ,  ̂ i  ̂m  ̂ ^
P   ̂ . o ^  u ^  . o  ̂ ^  . e ^   ̂  ̂ . o ^  lni ^

. t , I  z I  , d I  o g  d
Nllgemeind .

 ̂ ad ao z ad  ̂ d az ado

. I  . t , I  I  , cceo t . ad I 
^ ^  t d z  ^  ado ^  aca o^a^do ^  az^adz ^  adao^

^  m az^ P  ad 
td z ^

Ter Hauptnenner mlrd atso gesnndem lndem man jeden Nenner 
ln selne Ernndsaktoren i e l  Zahlen dle sogenannten Brlmsattorene 
zerlegt nnd jeden der letzteren so ost ats Faktor hlnshrelbt, ats er 
am hünslgsten vorkommü T a s  Brodntt der Zahlen glebt dann den 
Hanptnenner. Prim zahlen slnd sothe ganze Zahlen, dle nnr dnrh I  
ohne Nest tellbar slndZ

Zah le n b e lf ie l.  i  ^  i  ^  i  ^  i  ^ o

IL  ^  L  ̂ L Z 
IZ  ^  L v  v

^  ^  T  b

T n rh  Ünterstrelhen lst angezelgt, mo der betressende Brlmsaktor 
ani hünslgsten vorkommt.

Hanptnenner ZZD.

Snmme der B rühe  ^  i  ^  ^  i  ^  ^  i  Im. ^   ̂. .a iloo  ̂

Ebenso lst es, menn dle Zahler andere Zahlen, nl^ l  slnd.

,,.i  ̂ b oDi ^  de P  bDi I  de 
übe B e t ite le .  ^  P  ^  g P d e  P P P

^  oDi ^  de P  bDi P  de 
^  d  ̂ i

o . b o . b 
g  d ^  d̂  a m  d ^  Di P  de Di ^  de

^ a ^ d  o .  b ^  oDi ^  de I  b 
ii ^  d c c i  d  ̂ Di P  de Di ^  de t  ^  i 

o . b o . b
t  p  ^ad p  d̂  t  ^  d̂  Di P  de la g  de la P  de Di ^  de

^  ela ^  de m  bla P  de ^  oDi ^  de g  bla I  de 
la P  de Di  ̂ ^  oh t  t  t d  ^  ad^ ^  d̂
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Som lt lüszt szh das Nddleren nnd Subtrahieren mlt Brühen 
genan so dnrhsühren, mle bel den srüheren Qnotlenten. T le  
F o rm e ln  des v o r lg e n  K a p ite ls  ge lten dem n ah  a n h  sü r ge= 
b rohene , nnd, mle v o rh e r gezeigt, a n h  sür negatlve  Zah len. 

sStelle dle sür Qnotlenten gesnndenen Nehnnngsregeln sür 
B rüh e  znsammen, nnd sage statt Tlvldend nnd T lvlsor jetzt Zahler 
bezm. N enneg

ü ie  T lv ls lo n sü b n n g e n .  T a s  Tlvlslonsshema

L iZ ü  d I L  ^  LZL 
Lü

ZZ
ZZ

P ü
Lü

lst elgenttlh ans sotgendem dnrh eln Belsplel veranshanllhten hervor. 
gegangen d

T I b P  I I b P T l b B Q P B ^ P T I t t T I b B ^  
T  l b i  I E

Z  ̂ ID^ P  Z  ̂ ID  
T  I D P  T  ID  

L ^  ID  P  ü 
L P D  P  ü

Setzt man a statt I E  so erhalt man ats Belsplel sür das allgemeine 
Shemad

ne L g  P  i  aoo P  Za  P  ü d i  P  Le L a  ̂ Za P  L
L g  P

P a ^ P Z a  
Za^ P  Za

^ T a  P  ü 
 ̂ L a  P  ü

Führe dleselbe Nnsgabe dnrh ln der nmgetehrten Nnordnnng

I h Z P I c i P  L g  d i  P  ae.

Wesentllh lst dabel dle Nelhensotge der Etleder des Tlvldendns 
nnd des T lvlsvrs, lndem P  P  a nnd das Elled ohne a ans elm 
ander solgem genan so, mle vorher ID^, ID^, ID  n. s. m. Bel jeder 
Nnsgabe mnsz atso rehts nnd tlnks znnühst gtelhmüszlg geordnet 
merden. S o  lst z. B.
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be Z g  i  I Z ^ d  P  I Z a ^ P  I b P i a P P ^ ü a ^ P Z a b i b l g  
Z ^  P  I L ^ d

Za^d P  IZad^
Z ^ d  P  Z a i^

I D c P P I b ^
I D a k i P  Ibd^

S ln d  B rühe  dabei, so solgen z. B. ans elnander a ,̂ a, Glied ohne m

i P  ^  o ^
L  ̂ ü ^
o Id  d̂

P  g a p  P
^  Id iü  ^  l ü P

P P  ^
^  io  g  ^

Tlvlslonen branhen n lh t lmnter anszngehem I n  den melsten 

Füllen blelbt eln Nest übrlg. S o  lst z. N  ^  l  h  d. h. dle

T lv lslon  von I L  d n rh  i  lüszt den Nest b, der besonders d n rh  i  

zn reiben lst, mas neben der ganzen Zaht elnen ehten B r n h  glebt. 
Ähn tlh  btelbt ln der Nrlthmetlt hünslg eln Nestgtled, z. B.

La  P  Zd d i  P  g  ^  L P  

L a P  L d 

Nest d i

üZe B em erknn g  über dle B r lm za h le m  
I n  Nbshnltt üb mnrde von den B r lm sa t to re n  gesprohem d.h. 

von den B r lm z a h le m g  ln deren Brodntt slh jede Zahl zerlegen 
lüszto z. B. lL b  ^  ^ T L ^ T ä ^  L b ^ b .  M a n  slndet dle Nelhe 
der Brlmzahlen belleblg melt dnrh das sogenannte ,,Sleb  des E ra=  
tosthenes^. Shre lbt man nümtlh dle Zahlenreihe hln, nnd strelht 
man von L ab jede zmelte Zaht, so erhütt man die Brlmzahlen bls 
znr Stelle Z v  ^  Z. Stre lh t man darans von Z ab dle dritten 
Zahlen, so erhütt man dle Brlmzahlen bls zn b  ̂ b ^  Lb. Stre lhnng 
der bten Zahlen glebt dle Brlmzahlen bls i   ̂ i  ^  üZ n. sz m. Nlsod 

u  u  c r i  ^  cio, i u  a i x  
i u  ^

Tleser Nbshnltt lst lm Nehennnterrlhte zn behandeln, wo solher ans 
I I I  b gegeben wird.
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i i e ,  i g ,  LZ, iD e ,  Z I,  i L e ,  iZ e ,  i g ,  i g  i g ,  Z i,  i g ,  
EZZe, iD e ,  ü I,  i L e ,  üZ, i g ,  i g ,  i g ,  ü i, i g ,  i Z e  u. s. m. 

T le  hler steheugebliebeueu Zahlen slnd dle ab so lu ten  B r lm =  
zah len  bls ü i  iezm. üZe. ^

Ünter re la t ive n  B r im z a h le u  versteht man sothe, dle, ohne 
absolute Brlmzahten zn seln, telnen gemelnshasttlhen Teller haben. 
S o  slnd z. B. l L  nnd Zb re la t ive  B r lm z a h le n ,  dagegen slnd l L  
nnd Ib  telne sothen.

süZbe I n  jeder ganzen Quadratzahl lst jeder Brlmsaktor ln 
ge rade r Nnzaht vorhanden, z. B. ID D  ^  L  ̂ L v   ̂ b ^  P .

Is t  der Qnotlent zmeler ganzer Qnadratzahlen elne ganze Zahl, 
so lst dlese elne Qnadratzaht.

Beispiel. ^  ^  ^  ^  b  ̂ b L T

T le  belm Heben übrlg blelbenden Brlmsattoren müssen nüm llh doppelt 
oder ln gerader Nnzaht vorhanden seln.

Is t  der Qnotlent zmeler ganzer Qnadratzahlen telne ganze 
Qnadratzahl, so lst er nlht elne andere ganze Zahl, sondern das Qnadrat 
elnes B ruhes.

Belm Heben blelbt nümtlh nnr noh eln Qnotlent retatlver Brim= 
zahlen, deren jede doppelt oder ln gerader Nnzahl vorhanden lst. Hler= 
von mlrd spater elne mlhtlge Nnmendnng gemahü

III. Dezimalbrüche. *)

49) E s  lst ^ L h ^ h ^ ,  vder ln bekannter Shreibmeise

^  L ,it.
E ln  B rn h ,  dessen Nenner ID  oder IDD  oder lDDD oder elne 

andere darans dnrh Multiplikatiou mlt ID  entstehende Zaht ist, tüszt 
slh so ordnen, dasz erst dle Eanzen, dann dle Zehntel, Hnndertstel n. s. m. 
gegraben merden. M a n  nennt ihn Tezlmatbrnh. T n r h  Nnsetzen 
von Nnllen hlnter dem Komma mlrd er nlht gelindert. P i e  ganze

Tieses Kapitel, dessen shon in der Eeometra gedaht wurde, ilt mbg= 
lihst dem Neebennnterrihte zuznweisen, das über die Irrationalzahl Eesagte 
mnsz aber in der Nrithmetik znr Sprahe kommen.
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132 Zweite Abtei lung:Ari thmetik.

Zahl, bel der matt hinter dem Komma elne Nelhe von Nnllen setzt, 
tann anh ats Tezimalbrnh ansgesaszt merdene.

bDe Elne Snmme svther B rüh e  glebt stets mleder elnen Tezi= 
matbrnh.

Belsplel^

Ndditionsshemad hZZZDD  oderd b,ZZZ
L,iLZZI L,iLZZI
Z,iIIZI Z,iIIZI

b Ie  Elne Tlsserenz vvn Tezlmatbrühen lst stets mleder eln 
Tezlmatbrnh.

Snbtrattivnsshemad hüZZI oderd iPZZI
L ,IZ LD  L ,IZ L
Z,ZZ I I Z,ZZII

bLe Nübt man das Komma elnes Tezlmatbrnhs nm elne, zmeh 
drei Stellen n. s. m. nah rehts, sv ist er mit IE IDE IDDD n. b m. 
multipliziert mordet z. B.

b L Z h L I  ^  b ,LZZL I  ̂ IDDD.

Nübt man das Kvmma nm I, L, Z n. s. m. Stellen nah lints, so ist 
der Brnh dnrh ID, IDD, IDDD n. s. m. dividiert mvrden, z. B.

ZI,ZZLZ ^  ZIZZL,Z . IDDD.

bZe Tie Mnttiptitation der Tezimatbrühe geshieht mie die der 
ganzen Zahlen, nnr merden znm Shlnsz von rehts her so viele 
Stellen dnrh das Komma abgeshnitten, ats beide Brühe znsammen
Tezimatstetlen hatten. P e n n  ^  ^  Ibädbg dle Nnzahl der Nnllen 

im Nenner des Brodnktes ist gteih der Nnzaht der Nnllen in beiden 
Fattoren znsammengenommen.e

Mnttiptitationsshemad EbZZZ D,LZI
LL,Z E D IL

IZIZü üZL
IDiiZ LZI

I D iiZ ^  D,DDLiiL
IL,DIbLü
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Nelht die NnzahI der Stetten znm Nbgnelden n lht ans, so 
slnd Nntten ln hlnrelhender Zaht vorznsetzen.

büe N lh t  ansgehende Tlvlslon ganzer Zahten dnrhelnander kann 
dezlmat fortgesetzt merden. Tassetbe gltt von der Tlvlslon elnes 
Tezlmatbrnhs dnrh elne ganze Zahl.

Z. B. I D i  d ü ^  L h ib  I E i  d ü ^  L ,Z ib  I,D i  t ü E L Z ib .
Z l Z P  

L i  ^ L i  üD
Lü Lü P

ZD ZD L i
LZ LZ Lü

P D  LD P D
LD LD LZ

^LD
LD

b g  I n  dersetben Welse mlrd jeder gembhnllhe B r n h  ln elnen 
Tezlmatbrnh vermandett.

^  z. B. glebt Z d Z ^  E Z ib .

D

ZD
Lü

ZD
bZ

üD
üD

bZe Eeht dle Tlvlslon jenselts des Kommas nah  so hünslger 
Wlederhotnnm ats vershledene Neste mbgtlh slnd, n lh t ans, so mleder= 

holen slh dle Neste perlodlsh. Ter Tezlmatbrnh mlrd dann endtos  

nnd p e r lo d lsh .  P l e  Berlode kann aber shon sriiher beginnen.^

B e isp ie l^  ^  glebt b d Z ^  EZ Z Z Z  . . .

D

P D
üZ

P D
I Z
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^  glebt b d i  ^  E i l ü L Z b  i lü L Z b

Ebenso lstd

^ ^ P L Z i Z l i Z l  . . . .

Ter Tezlmatbrnh helszt re ln  p e r lo d lsh ,  menn nnmlttetbar 
hlnter dem Komma dle Berlode beglnnü Beginnt sle spater, so helszt 
er n n re ln  pe rlod lsh . Tle Stetten zmlshen dem Komma nnd der 
Berlode baden dle B orpe rlode .

b ie  E ln e n  re ln  p e r lo d lsh e n  T e z lm a tb rn h  ve rm andett 
m an ln  elnen gem bhntlhen  B r n h ,  lndem  m an dle B e r lo d e  
a ts Z ü h te r sh re lb t  nnd ats N e n n e r so ost dle Z ls se r  Z 
setzt, ats dle B e rlode  S te tten  hau

Belsplel. D,ZüZ ZüZ ZüZ

Bemels l Ten Wert des B rnhe s setze man gtelh w, dann lst 
lm Belsplete

lDDD ZüZ,ZüZ ZüZ . . . 
w ^  D P Z  ZüZ . . .

dnrh Snbtraktlon ZZZ w ^  ZüPDDD DDD . . .  

d. h. w ^  ^  ^  ^  o

bZe E ln e n  n n re ln  p e r lo d lsh e n  T e z lm a tb rn h  verm andett 
m an ln  elnen ge m b h n llh e n , indem  m an B o rp e r lo d e  nnd 
B e rlo d e  ats elne Z a h t  h ln te re ln an d e r sh re lb t  nnd dle B o r=  
perlode abzlehu T le s  g lebt den Zah le r. N t s  N e n n e r 
sh re lb t  m an so ost Z, mle dle B e r lo d e  Z ls se rn  zühtt nnd 
shtleszt so ost N n t t  an, mle dle B o rp e r lo d e  Z ls se rn  hat.

Belsplelk E L Z ü Z Z ü Z Z ü Z Z  ...o

LZ ü Z Z
LZ

^  LZ ü Z b  ^  b Z Z i 

^ ^  ZZZDD  ^  tZ T Z D

Bemels l Setzt man den Wert des B rnhes ^  w, so lst lm 
Belsplete

IDD  DDD w ^  LZ üZZ,üZZ . . . .
ID D  w ^  LZ,üZZ ü ZZ . . . .

dnrh Snbtrattlon ZZ ZDDw ^  LZ üZb,DDDDDD . . . .  

all o ci ^  ^  ooo ^  io ^
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sbZe H g  der Tezlmatbrnh kelne Berlode, nnd Ist er trotzdem 

nnendtlh lang, so tüszt er sih n lh t ln einen gemlhntlhen B rn h  ver= 

mandetm Tenn müre er ans elnem gemlhntlhen B rnhe  entstanden, 
so müsste er perlodlsh seln, da dle Neste slh shtleszllh doh mleder= 

holen würden. B e trage t man lhn ats reln perlodlszh, jedoh mlt nn= 

endtlh tanger Berlode, so erhütt der Zühter nnendtlh vlete Stetten 

nnd der Nenner ebenso ost dle Zaht Z. Statt dessen kann man 

lhn, mle es gemihntlh geshlehh anh  ats gemlhntlhen B rn h  shrelben, 
dessen Nenner I. mlt nnendtlh vleten Nntten ist. Elnen sothen 

B r n h  nennt man elne I r r a t io n a lz a h l .  Nts elne sothe lst z. B.
^  Z h ü Ib Z L Z b  . . . .  nahgemlesen morden ie rg b  Eeometrlee, mas

nnn nl^ oooooooo . . . . ober nt^ ioooooooo . . . . nnsznsassen lst, jedoh mlt 

endtosem Zühter nnd Nenner. T le  ganzen Zahlen, dle gemlhntlhen 
Brühe, dle endtlhen Tezlmatbrühe nnd dle endlosen perlodlshen 

B rühe  nennt man N a t lo n a tz a h te n . M lt  lhnen tann man ab= 

sotnt genan rehnen. Belm Nehnen mlt Irratlonatzahten dagegen 
berübslhtlgt man nnr elne betleblge Nnzaht von Stetten. T n rh  

Elnsührnng der Irratlonatzahten mlrd es errelg, dasz jedem Bnntte 
der geraden Llnle elne bestlmmte Zaht entsprlht nnd nmgekehrt jeder 

Zaht eln Bnntt der Eeraden e

ZDe Tle Tlvlslon elnes Tezlmatbrnhs dnrh elnen Tezlmatbrnh 
geshleht, lndem man ln belden Zahlen das Komma so lange nah 
rehts shlebt, bls der T lvlsor elne ganze Zaht mlrd.

Z g  Shem a der abgekürzten Mnttlptltatlon sür ^stetiges Nehnen, 
ertüntert dnrh Bergtelh mlt der gemlhntlhen Nnssührmngd

IL b ,L I IL b ,L I
LhZüb Lh Z ü b

LbDüL LüDüL
I D D I i I.DDIZ Z

Z IZ Z ib ZZ
bD bD DZü

Z Z LZDb

Z b ü h I ZbühD i iü b

Ntles rehts vom S t r lh  stehende lst dabel überslüsslge Nehnnng.
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ZLe Schema der abgekürzten Tivisivn sür ä= stetiges Nehnen, 
ertüntert dnrh Bergteih mlt der gembhntihen Nnssührnngd

Z b ü Z t  t lL b ,L I  ^  LZ,Zlb. Z b ü h I  t lL b ,L I ^  LZhüb  . . .
LbDüL LbDüL

ID üüZ IDüüZ D
I D D l i ID D lZ Z

üZL üZL LD
Z iZ Z ib ZZ

bZ bZ b iD
bD bD HZü

Z Z üZZD
Z hZDb

B. Lehraufgabe der Tetria a.

(S e c u n d a  d e r  R e a lsc h u le n . )

(Zweiter Jahrgang.)

I. Proportionen. *) 

63) Der Qnotlent ^ mnrde shon srüher ats das B e rh ü t t n is  

der Erbsze a znr Erbsze d bezelhnet. S ln d  zmel Berhüttnisse elnander 
gtelh, so nennt man dle entsprehende Etelhnng elne Broporion.

S o  slnd z. B. dle Qnotlenten ^  nnd ^  gtelh, ath lst ^  ^  ^  elne 

Broportlon. M a n  shrelbt dlesetbe anh sotgendermaszend

Z t Z ^  Z t ü

Eiesd es verhütt slh Z zn Z mle Z zn ü.e Hler helszen Z nnd ü 
dle ünszeren Etleder, Z nnd Z dle lnneren. Im  Belsplete lst das 
Brvdntt der ünszeren Etleder gtelh dem der lnneren.

Nns Shnlem dle ans Tertia Nehennnterriht haben, tann anh dleses 
Kapitel dem Neclmen überwiesen werden. Einiges ist bereits in der Eeo= 
metrie behandelt worden.
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Allgemein sei

a : b= c: d  oder ^  
d b

elne rlhtlge Broportion. T ann  sotgt ans der letzten E le lhnng dnrh 
belderseltlge Mnttlptltatlon mlt db

^  db ^  ^  db oder ab ^  db. d b

Fotgtlhd I s t  elne B r o p o r t lo n  r lh t lg ,  so lst d a s  B r o d n t t  
der ünszeren E t le d e r  g te lh  dem der inne rem  im k e h rn n g e

Züe Nnsgabe t Tle drel ersten Etleder elner Broportlon selen 
gegeben, das vlerte sott berehnet merden.

Nnsläsnng. Nns a d d ^  z i w sotgt aw ^  dz, atso, menn 
belderselts dnrh a dlvldlert mlrd,

dz
a

Beispiel. b i Z ^  ü i w.

Nnsläsnng^

Zbe Nnsgabe t Stelle dle Brvpvrtlon Z i Z ^  Z i ü ans alle 
mbgllhen Nrten so nm, dasz sle rlhtlg blelbto z. B. Z d Z ^  Z d ü, 
mobel ebensalls das Brodnkt der ünszeren Elleder glelh dem der 
lnneren lst.

ZZe Nns jeder Broportlon lassen slh andere Broportlonen ablelten.

Nn^ o ^  ^  ^  iiümllh vder ^  , 

oder dnrh Ümstellnng der Broportlon d

g  ^  ^   ̂ i  P  de d i  P  be ^  d i I

Ebenso lst ^  ^  I  ^  ^  ^  I  oder ^  oder dnrh Üin= 

stellnng der Broportlon

^  ^  i ^  ^  de d i  ^  be ^  d d b.

Hlerans nnd ans ne sotgt, da dle rehten Selten iiberelnstlmmen d

i  P  de d i  P  be ^  i  ^  de d i  ^  be ,
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oder anh

ve a i d d a ^ d ^ z g b t z ^ b .

S o  sotgt z. B . ans Z d Z Z d ü

i  P  Ze d i  P  üe ^  Z d ü oder Z d I L  Z d ü 
i  ^  Ze d i  ^  üe ^  Z t ü oder Z d
i  P  Zed i  ^  Ze ^  i  P  üed i  ^  üe oder Z d Z ^ I L d m

Ntsod I s t  elne Broportlon rlhtlm  so verhütt slh dle Snmme 

des ersten nnd zmelten Etledes znr Snmme des dritten nnd vlerten 

Etledes mle das zmelte znm vlerten id e r  erste znm drlttene. Tas=  

setbe gltt vvn den entsprehenden Tlsserenzem Nnszerdem verhütt slh 

dle Snm m e der belden ersten zn lhrer Tlsserenz mle dle Snm m e der 
belden letzten zn lhrer Tlsserenz.

Nns ^  ^  ^  nnd ^  ^  ^  solgt dnrh Mnttlplltatlon der rehten 

nnd tlnken Seiend
am cm
dm bm

Ntsod Mnttlptlzlert man dle glelhszelllgen Etleder zmeler Bro= 
portlonen mlt elnander, so entsteht elne nene Broportlon.

P i e  S ln d  drei Berhüttnlsse elnander gtelh, z. B. ^  ^  ^  ,
^

nnd lst jeder Qnotlent so lst d iid^, z ^  um, 

sotgtlh a P  d P  z ^  um  P  P  P  um  ^  u P  P P  P  me, nnd

solgt ^ ^   ̂ ^   ̂ I n  Wortend S l n d  m ehrere ^  c i g d g c ^  m d̂  m ^  ^
B r ü h e  P e rh ü ttn ls se e  e lnander g le lh ,  so lst das B e rh ü t t n ls
der S n m m e  der Z ü h te r zn r S n m m e  der N e n n e r g te lh  jedem
der gegebenen B e rh ü t t n ls s t

S o  sotgt z. B . ans ^  ^  ^  ^  ^  boti um o m i  ̂ ^  ^  o ^  i  ̂

Nnmendnngen der Broportlonen bietet dle Nhntlhteltstehre der 

Eeometrle. Tort splett elne besondere Notte dle stetige Broportlon 

a d d ^  d c z, ans mether sotgt ^  ^  a u  Hler helszt d dle mltttere 
Broportlonate zmlshen a nnd z. Phthagor. Lehrsatz^ Eotdner Shnltt.e
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II.  Gleichungen vomersten Grade.

68)  I n  jeder Etelhnng tann man gemtsse Ümstellnngen mahem 
dle ihre Nlhtlgtelt sortbestehen lassen. Is t  z. B. a P  d ^  z, so sotgt 
darans, mle schon sriiher gezelgt mnrde, dnrh Snbtrattlon von d ans 
belden Selten, a ^  z ^  d. Fotgtlh d

Shasst man ln elner Etelhnng elnen Snmmanden ans dle andere 
Selte, nnd glebt man lhm das entgegengesetzte Worzelhem so btelbt 
dle Etelhnng rlhtlg. P a b e l tann es vorkommen, dasz slh Etleder 
megheben.e

ZZe Is t  serner a i  P  ze b, so sotgt darans dnrh  Tlvlslon 
belder Selten dnrh ad

u c ba P  z ^  ^  o  ̂ a

Ebenso solgt ans a i  P  ze ^  b P  z P  o

Fotgtlh d M a h t  man ln elner Etelhnng elnen Fattor der ganzen 
elnen Selte znm Tlvlsor der ganzen  andern Selte, so blelbt dle 
Etelhnng rlhtlg.

Ebenso lüszt slh jeder T lvlsor ats Mnltlptltator ans dle andere 
Selte shassen. P a b e l kann es vorkommen, dasz Faktoren slh ans= 
heben.e

iDe E s  glebt Etelhnngen, dle silr jeden Zahtenmert rlhtlg slnd. 
S o  lst z. B. sür jeden betleblgen Wert von w nnd d

i  P  k i  P  Ldw P

Elne sothe Etelhnng helszt elne ld e n t lsh e  Etelhnng.

i g  Nndere Elelhnngen glebt es, dle nnr sür bestlmmte Werte 
getan. S o  lst z. B. dle Etelhnng ^  lb  nnr dann mbgtlh, 
menn w b lst. Tle Knnst, dle Werte elner Erbsze w ansznszndem 
sür methe elne mlt w behastete nnd nlht ldentlshe Etelhnng rlhtlg 
lst, helszt das Nnstbsen  der Etelhnng. Etelhnngen sother Nrt 
helszen B e st lm m n n g s  g te lh  nn gen. T le  zn bestlmmende Erbsze 
nennt man dle nnbetann te  Erbszt E s  mlrd slh zelgen, dasz anh 
mehrere Ünbetannte vorhanden seln dürsem mobel jedoh znr Bestlm= 
mnng der Ünbekannten ebenso vlete Etelhnngen ersordertlh slnd.

iLe  Kommt dle Ünbekannte nnr ln der Form w ln der Etelhnng 
vor, so helszt dle letztere elne Etelhnng vom ersten Erade. Kommt
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w auh ln der Form ŵ  vom so lst dle Etelhnng vom zmeiten Eradm 
tommt w anh ln der Form ŵ  vor, so lst dle Etelhnng vom drlt= 
ten Erade.

iZe  T le  Normatsorm  der Bestlm mnngs=Etelhnng ersten Erade s

lst a w ^ d ,  lhre Lbsnng ist w ^  Iede Etelhnng ersten Erades tüszt 

slh ans dlese Form znriibsiihren. M a n  hat nnr notig, dle Etleder 
mlt w ans dle tlnte Selbe, dle Etleder ohne w ans dle rehte zn brlngen.

Is t  z. B. Lw ^  Z ^  b i  ^  g  P  Z i  ^  g ,

so tose man znnühst dle Ktammerm ln denen w steht, ans nnd slihre 
dann das oben Bertangte dnrh. Ntsod

Lw ^  Z ^  ID  ^  bw i  Zw ^  IL ,

Z c c ^ I D ^  I L  P  Z,

oder üw ^  I ,  d. h. w ^  ^

Qb abgesehen von w mlrkllhe Zahten, oder attgemelne dnrh 
Bnhstaben dargestettte, oder ob belde Nrten von Zahten ln der 
Etelhnng stehen, lst gtelhgiittlg. T le Bnhstaben merden dabel dem 
Nnsang des Nlphabets entnommen o z. B.

Law  i  Zw i  P  de i  b i w  ^  de ^  La i  bw 

Law  i  Zw i  P  de i  baw ^  bd ^  La P  bw 

Law P  Zw i  P  de P  baw ^  bw bd P  La 

w hL a Za  Zd ba be dd L z,

oder w i D a i Z d ^ b e ^ b d i L z  
dd m

 ̂ ^  pva i  I d  p T b  ^

iü e  Hebt slh  dle Ünbekannte meg, so lst dle E te lhnng  nnr 
szheinbar elne Bestlmmnngsgtelhnng, sle lst atso entmeder elne ldentlshe 

oder elne satshe, mlt elnem W ldersprnh behastete Ete lhnng, z. B.

L i  P  Ze giebt I w B  I ^  I P  üw oder I L  ^  IL, 

mas setbstverstündtih ist. Tagegen giebt

L i  P  Ze ^  i  P  Lm  L w i Z ^ i i L w  oder Z ^  i ,

mas satsh ist. Tiese Eteihnng ist atso eine nnmbgtihe.
Beziigtih der Übnngsbeispiele mird ans die gebrünhtihen Nns= 

gabensammtnngen vermiesen.
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ib e  Es selen zmei Etelhnngen ersten Erades mlt L Ünbekannten 
w nnd gegeben, dle slh ans solgende NormaDForm brlngen lassend

le  aw P  ^  z 

Le

dann slnd vershledene Fülle mbgllh. Erstens kann dle zmelte E te lhnng  

dle nmgesormte erste seln i  B . bel m  ^  La , d̂  ^  Ld , m ^  Lme 
so dasz sle gar n lh ts  Nenes glebt. T a n n  hat man zmel Ünbekannte, 

aber nnr elne Etelhnng. E s  glebt demnah nnendtlh vlete Lbsnngen, 

denn jedem mlltkiirtlhen Werte von w entsprlht eln bestlmmter Wert 

von iu
Eln  anderer Fall lst der, dasz belde Ünbekannte slh entsernen 

lassen nnd nnr Nlhtlges oder Falshes übrig blelbt. I s t  z. B. gegeben

lL

L r  h  ^  ^  i

so erglebt Mnltlplltatlon belder Selten der zmelten Etelhnng mlt L 
dle Etelhnng ü w P Z ^ ^ l ü .  Tlese Etelhnng kann man dnrh 
Snbtraktion mlt der ersten verelnlgen, mas lL  ^  lü  geben mürde. 
Welt dles salsh lst, mldersprehen slh belde Etelhnngen.

Ter dritte Fall lst der, ln dem dle Lbsnng dnrhsührbar lst. 
T le  Lbsnng kann dann ans vershledene Nrten geshehen.

ibe ne S n b st ltn t lo n sm e th o d e  P ln se tznngsm ethodee .

N n s  E te lhnng  le  sotgt T l t ,  ln dle L. E te lh n n g  eln=

gesetzt, glebt Taran s solgt

oder, menn manbelderseltsmlta mnttlptlzlertz m z ^ a i ^  P  a d ^

E P  ^  aP e  ^  am ^  mz, also .

 ̂ am  ^  a, d

Tles, elngesetzt ln dle oblge Hülssglelhnng w ^  i glebt

o ^  d
ae, ^
ad, ^  m d amo ^  m da ^  ado^ P  m da oder

g

a a D P  ^  mde

P P  
a m ^  m d

I n  Ze nnd üe hat man dle Nnstbsnng belder Etelhnngen.
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Bel Zahtengteihnngen rehnet man ans Ze erst sertlg ans 

nnd benntzt den einsahen Wert znr Berehnnng von w. Z. B.

^  P  ^  ^  Z r 

lZ

.... au  ^  ^   ̂ .... . 
giebt ^ ^  ^  ^  w ^ ip  ^  V ^  ^

. . . . .  o ^  du . , , î ^  î io .. 
gesetzt in w ^  ^ , gmbt w ^   ̂ ^  ^  ^  ^  T

Setzt man w ^  L nnd ^  Z in dle gegebenen Etelhnngen eln, 
so stlmmt dle B r o t .

iZe be K o m b ln a t lo n sm e th o d e  lEte lhsetznngsm ethodee. 
S ln d  dle gegebenen Etelhnngen dle srilheren lNbshnltt iüe, 

so berehne man ans belden w. T les glebt

w ^  ^ nnd w ^  ^  ^

T a  jetzt dle tlnken Selten der Etelhnngen iiberelnstlmmen, slnd 
anh dle rehten gtelh, d. h.

Hlerans erglebt slh silr dersetbe Wert, mle vorher, nnd w mlrd 

entstehend gesnnden.
T a s  vorige Zahtenbeispiet ertedlgt slh sotgendermaszend Nns

ans sotgt ^  Z. T les lst mle vorher ln w ^   ̂ einznsetzen 

nnd glebt w ^  L.

i i e  oe T le  N d d lt lo n s=  bezm. S n b t ra tt lo n sm e th o d e .  

M a n  mnttipllzlere, nm zn entsernen, belde Selten der ersten 
Ete lhnng mlt d ,̂ belde der zmelten Etelhnng mlt d. T le s glebt

P w  P  d d ^  ^  d^z 

mdw P  d d ^  ^  dm

T n r h  Snbtraktlon erhütt man

w E P  ^  mde ^ P z  ^  dm,

morans siir w derselbe Wert mie vorher sott. Ietzt tann man den 

Wert von w in eine der gegebenen Eleihnngen einsetzen nnd so
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berechnen, oder man gemlnnt m lndem man oben mlt m, nnten mlt 
a mnltiplizieru

I m  vorlgen Zahlenbeispiele lst znr Entsernnng von dle erste 

Elelchnng mlt dem Fattor Z, dle zmelte mlt dem Fattor i  zn er= 

meltern. N ns den Etelhnngen

lb w  P  ^  ZZ 

lüw  P  L l i i  ^  Z l

sotgt dnrh Snbtrattlon w ^  L. T les lst ln elne der gegebenen 
Etelhnngen einznsetzen nnd silhrt ans 

verlangen es dle Borzelhem so entsernt man dle elne Ünbetannte 
dnrh Nddltlon, statt dnrh Snbtrattlon. ^

S ln d  dle Multiplikationen iiberstiisslg, so silhrt diese Methode 
am gnettsten znm Ziete. Z. B . Nns

w ^  ^  d

sotgt dnrh Nddition Lw ^  a P  d, w ^  P P V  dnrh Snbtrattion

^ i a ^  d ^  a ^  d, ^ ^  o

siZe  B e i drei Eteihnngen ersien Erades mit drei Ünbekannten 
w, ^ nnd  ̂ berehne man znnühst  ̂ ans der einen nnd setze den Wert 
in die beiden andern ein, so dasz nnr noh zmei Eteihnngen mit zmei 
Ünbetannteu bleiben, deren Behandlnng die vorige ist. Nenes bietet 
sih dabei niht, nnd so tann ans die Übnngsbiiher vermiesen merden.e

III. Die rein quadratischen Gleichungen und d a s  A u s z i e h e n  d e r  
Q u a d ra tw u rz e l.

79)  Eteihnngen, die w nnr in der Form ^oder oder ^   ̂

enthalten, n ih t aber in der Form w, nennt man re in  g n a d ra t ish e  
E te ih n n g e n .  Würde anszerdem die Form w in der Eteihnng vor= 
tommem so mürde sie eine ge m ish t g n a d ra t ish e  heiszen.

M a n h e  Eteihnngen sehen ans den ersten Btick mie Eteihnngen 
ersten Erades ans, sind aber doh sothe zmeiten Erades, z. B.

ne w P  ^  ^  a
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glebt dnrh belderseltlge Mnttlptlkatlon mlt w

ŵ  P  l  ^  aw oder ŵ  ^  aw ^  ^  l,

was elne gemlszht gnadratishe Etelhnng lsü Tlese Nrt von Etelhnngen 
mlrd erst lm sotgenden Kühltet behandelt.

Nndere sehen mie gnadratlshe Etelhnngen ans, slnd aber ln 
Wahrhelt sothe vom ersten Erade, da das Etled ŵ belm Ümsormen 
vershmlndetz z. B.

be s w P c i^P w ^ d e ^^z ^  glebt w^P L a w i L d w ^ P ^ P

oder L w i  P  de ^  d̂  P  ^  P  d. h. w ^  P P P  ^

Nndere endtlh sehen mle gemlsht gnadratlshe Etelhnngen ans, 
slnd aber trotzdem reln gnadratlshe, z. B.

ee P  ^  le ^  L i  P  le^ ^  ^  üa^w ^  ŵ e glebt

oder, da ^ ü w  slh hebt

oder

Elne reln gnadratlshe Etelhnng läszt slh atso stets ans dle Form

ŵ  ^  a
znriibsllhren.

ZDe Is t ŵ  ^  m so nennt man w dle Qnadratmnrzet ans 
m mosiir man shrelbt w ^  g a , so dasz w  ̂w ^  l i   ̂ga  a lst.

So lst z. B. wo ^  üZ ^  i   ̂ i  ^  r  atso w ^  güZ ^  i. 
Zngtelh lst aber ŵ  ^  ü Z ^  P  i e P  ie ^  w o w,

atso anh w ^  g ü Z  ^  i ,

sotgtlh güZ ^  P  V

Ist attgemelner ŵ  ^  a, so hat w dle belden Werte w ^  P  s i .  
Temnah glebt es stets zmel entgegengesetzte Zahten, 

dle, m lt slh setbst m nttlp tlz le rt, elne gegebene Zahl geben. 
Tlese belden helszen dle Qnadratmnrzeln der letzterem Tas
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Nnsslnden dleser Zahlen nennt man das N n sz le h e n  der Q n a d r a t  = 
m nrzeb

S o  lsz l i g a e  o i f g a e  ^  a, nnd ebenso ^ g a ^  o j ^ g a e  ^ a ,  

oder s P  B i g  ^  s P  p i i  ^  a.

Zleht man atso ans elner Zaht dle Qnadratmnrzet ans, nnd 
erhebt man dle letztere znm Qnadrat, so erhütt man mleder dle 
nrsprilngtlhe Zahl.

Is t  ^  P  so lst w ==== P  m denn ans tetzterer Etelhnng 
solgt ae P  ae ^  a^ nnd ebenso l P a e P a e ^ g  E s  lst atso

g P  ^  h  cc.

Erhebt man also elne Zahl znm Qnadrat, nnd zleht man dann 
dle Qnadratmnrzet ans, so erhütt man, abgesehen vom Borzelhen, 
mleder dle nrspriingllhe Zahl.

Im  Slnne  der belden atzten Satze tann man sagend T a s  
Q n a d r le re n  nnd das N n sz le h e n  der Q n a d ra tm n rze l heben 
s lh  gegense ltlg  ans, da s elne lst dle Ü m teh rnn g  aes andern.

Z le  Is t  ^  i  P  dê  ^  g  P  Lad  P  d̂ ,

so sotgt w ^  P  i  i  de P  ga^  P  Lad  P  d̂  

Is t  i  ^  dê  ^  a^ ^  Lad  P  d̂ ,

so sotgt w ^  P  i  ^  de ^  P  ga^  ^  Lad  P  d̂ .

Nns die belden mbgllhen Borzelhen sott nnr noh ansm ethm  
gemaht merden, menn es nbtlg lst. M a n  merte also

ne l i a  Lad  doo a P  d

be ga^  ^  Lad  B  d ^  d.

Ferner ist ee g a g d ^ g a d ,

denn gnadrlert man belde Selten, so solgt ad ^  ad, mas selbsa 
verstündtlh lst.

melt belderseltlge Qnadrlernng Überelnstlmmendes glebt. Wle lanten 
oe nnd be ln Worten^

Fotgtlh lst z. B.

g a i  ^   ̂ g d  ^  a g d
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ebenso g a ^  i  P  ze ga^  g d  P  z ^  a g d  i  z

. . . . i  ^
nnd ^  ^  ^  ^  a ^  ^  ^

Lüszt sih atso nnter der Wnrzet eln gnadratlsher Fattor vom ganzen 
Nnsdrnbe absondern, sv kann man ans lhm dle Wnrzel besvnders 
anszlehen.

Zahlenbeisplelek

g Z  ^  P P L  ^  g ü  g L  ^  L g L

^

g E i b  ^  g D P P  ^  E d  g m

g g  P  L g d  P  ad^ P  P  P  Lad  P  d̂ e i  P  de g a  o

Ümgekehrtd M a n  kann elnen Faktor der Wnrzel nnter dle Wnrzet 
setzen, lndem man lhn gnadrlerb Z. B.

Bemerkung. M a n  vermelde den nahetlegenden Fehler g g  P  d̂  
glelh a P  d zn setzen, der al^ solher sosort elnlenhtet, menn man 
belderselts gnadrlert.

ZLe I n  manhen Nnsdrilcken lassen slh dle Wnrzeln entsermem 
so dasz lhre Nnsrehnnng n lht nbtlg lst, z. B.

la  P  g d  e i  ^  g d  e a  ̂ ^  d .

E s  tassen slh anh Wnrzetn ans dem Nenner ln den Zühler 
shassen, z. B.

I  ^  I  a ^ I c d  a ^ a d  

a m t d  a m t d  a ^

elne nnmlttelbare Fotge des vorlgen Nnsdrnbs.
Nndere hünsige Ümsormnngen slnd d

la P  g  d e ̂  aoo P  d P  L a g  d , 

i  ^  B i  ê  ==== a^ P  d ^  L a g d  ,
sotgtlh d

i  P  gde^  P  i  ^  g d e ^  L P  P  de , 

i  P  gde^ ^  ja ^  g  de^ ^  ü a  g d  .
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P P  ^  P P   ̂ ^  

solglih

^  z

^  Ü P  P

Setzt man hler a  ̂ ^  ẑ  ==== d, also z ^  ^  d, so solgtd

^  P P  .

ZZe T a s  N n sz le h e n  der Q u ad ra tw u rze l.
^  lst ^  P  Lad  P  d̂  ^  i  P  d P  Tarans ergabt slh 

sotgendes Nehenshemad

ga^  P  Lad  P  d ^  a P  d g  z. B. l i L Z  ^  LD P  Z ^  LZ
a  ̂ ^  üDD

L a I a d
Lad

d̂
d̂

La  ^  üD lL Z  
Lad  ^  lL D  

Z
d ^  Z

Ebenso mar nah Nr. LL

i  P  d P  g  P  i a d  P  d̂ e P  pL i  P  de z P  Pt,

also gilt solgendes Nehenshemad

ga^  P  Lad  doo L i  de z P  ẑ  a P  d P  z

La Lad 
Lad

L i  P  de I  i  P  de z 
L i  P  de z

ê o ^atad  sotl helszen ^a in ^ad, also dasselbe wie ^ad d ^a. Tiese 
llmstellnng ist hier ans Nanmgründen zwebmäszig.
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B ID ü Z iZ  ^  ZDD P  LD P  ü 
a^ ^  ZDDDD

La  ^  Z D D P Z iZ  
Lad  ^  lLDDD

L Z iZ
d̂  ^  üDD

L i  P  de ^  Z ü D P i g  
L i  P  de z LbZD

lZ
^  ^  lZ

oder abgekürzt g l D ü Z i Z ^ Z L ü

E l ü  
l L  ^

LZ
ü

Z g L d i
LbZ

P Z
lZ

M a n  zleht atso dle erste Wnrzet a aas, dlvldlert svdann das zmelte 
Etled dnrh La, mas d glebt, morans d̂  abgezogen mlrd. Ietzt steht 
rehts a P  d, man dlvldlert dnrh L E I  de, mas z glebt, morans 
ĉ  abznzlehen lsü Nbmehselnd mlrd atso dlvldlert nnd das Qnadrat 
der znletzt gesnndenen Zaht abgezogen.

Züe Bltde ebenso dle Wnrzet ans den sotgenden Nnsdrüben nnd 
Zahten.

g  a^ P  kL ad P  d̂ e P  sL i  P  de z P  ẑ ee P  sL i  P  d P  ze b P  bZ , 

g a P  sL a d g d ^ e g s L i g d e z g o Z I s L i g d g z e b t b Z I s L i I d P z I b e ^ P P  ̂ 

g g ü Z  ZD^Lb ^  LZüb oder anhd g b P Z e Z D ib  ^  LZüb
ü

P I  ü
l i

P Z  
Z

üZ^LDZ 
l Z ü

L bD 
lZ

üZZ^LZüL
L Z ü D

ü

üZ ll üZ 
l  LZ

ü Z IL D Z D
P b Z

ü Z Z b P Iü  Lb 
L Z ü L b

Lb
Lb

Negekd Telte dle Zaht von rehts ansangend, ln E r n t e n  zn 
zmelen eln. Is t  sle eln Tezlmatbrnh, so telte vom Komma ans
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n a h  rehts nnd tlnts ln E r n t e n  zn zmelen eln. P te h t  nüm lih  

vorn bL, so melsz man znnühst n lh t, ob man mlt g ü  oder g b L  

beglnnen sott. Be l bLZ  tagt aber dle erste W nrzel zmlshen LD nnd ZD, 

dagegen bel bLZZ  zmlshen iD  nnd ZD. T a s  elne M a l  hatte man 

dle E r n t le r n n g  b Lb nnd begann mlt g d ,  das zmelte M a t  dL  ZZ 

nnd begann mlt gb L .e  ^  Kann  man gelegentllh das Qnadrat n lh t  
abzlehen, so lst dle letzte N ehnnng  mlt dem nm I  nledrlgeren 

Qnotlenten zn wiederholen, mas blsmelten mehrsah geshehen mnsz. 

T a s  geshaht z. B. lm solgenden Belsplete bel der ersten T lv ls lon  

d n rh  L.

gLLü ,ZZZZ  ^  Iü ,Z iZ   ̂  ̂ ^
Î

L E L
P

P ü
IZ

LZ LZZ 
LbL 

P I Z  
Z I

L Z Z L Z iZ
LDZZ

LZZZ
üZ

LZZü^LZZiD
LZZüZ

IZLüD
Z I

Eeht dle Nehnnng nlht ans, so rehnet man nnter Nnhüngnng von 
Nntten melter.

She m a  siir abgetiirzte Nnsziehnng der Qnadratmnrzet bei se h ^  
stetligem Nehnen.
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g L Z h Z L I  ^  h IZ b ü Z
Ld .  ̂ ^

I D I E  ZZ 
I  D I

I D L h Z i L I
Z Ib Z

ID Z P Z b
b IZ

I D i Z
üD

IeL
Z

Brobet b,IZbüZ 
h IZ b ü Z  

L b i L i l g

LD
Z

L P Z Z l i

b IZ ü
ZDZZ

LbZ

Tie Üngenanlgkelt am Shlnsz bernht ans den angemandten Nbkiirznngem 
S le  lst ats gerlngsiiglg zn betragen.

sZbe Tle Qnadratmnrzet ans elner Brlmzaht lst stets eln end= 
loser Tezlmatbrnh ohne Berlodm d. h. elne I r r a t l o n a lz a h b  

Ware z. B P i  eln endllher Tezlmalbrnh, oder eln endloser mlt

Berlode, atso eln ratlonaler B rnh , so tlesze dleser slh ats ^  darszellen 

ie rg b  bZe, mo ui nnd u ganze Zahten slnd, dle man dnrh Kilrznng zn

retatlven Brlmzahlen gemaht hat. Tann  müre g i  ^  atso i  ^  ^  o

T les lst aber nah Nbshnltt üZb nnmbgllh, da ^  kelne ganze

Zaht seln kann, sotgtlh lst g i  lrratlonab Ü b e r h a n g  lst dle 
Q n a d ra tm n rz e l a n s  jeder ganzen Zah t, dle n l h t  Q n a d ra t=  
za h l lst, elne I r r a t io n a lz a h l .  Belm Nnszlehen der Qnadrat= 
mnrzet ans ganzen Zahten lst dle Irratlonalzahl nlht dle Nnsnahme, 
sondern dle Negeh lhre Elnsiihrnng lsz atso nlht etmas Wltttiirtlhes 
nnd Überslilsslges, sondern elne nnbedlngte Notmendlgkelb ^  T le

inan sle geometrlsh darstellem d. h. mlt Zlrket nnd Llneat tonstrnleren, 
nnd zmar ats mltttere Broportlonate zmlshen der Zahl nnd I.

dnrh Wnrzelanszlehnng entste= 
henden Irratlonalzahlen helszen 
a lg e b ra lsh e  Irratlonalzahlen 
lm Gegensatz zn den spater ans= 
tretenden transeendenten.

Handett es slh nm Qna= 
dratmnrzetn id e r  nm Qnadrat= 
mnrzetn ans Qnadratmnrzelne 
gembhnllher Zahten, so kann
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Is t  z. B. ltt Flg. ID Z  ^  I ,  ^  i, so lst 

denn i ,  atso W e rg  
Eeometrle I i I .  Nns jeder Zah l also, dle slh tonstrnleren t i lg  kann 
man geometrlsh dle Qnadratmnrzel anszlehem ans dleser Wnrzel 
mledernm dle Qnadratmnrzel, n. s. m.

IV. Grundform der gemischt quadratischen G l e i c h u n g   
mit einer Unbekannten. *)

86)  Z ur Lbsnng gemlsht gnadratlsher Etelhnngen verelnlgt 
man znnühst alle Elleder mlt P  sodann alle Etleder mlt w, znletzt 
alle Elleder ohne w. T le so gewonnene Form a P  g  d^w ^  m 
bringt man dnrh belderseltlge Tlvlslon dnrh m noh ans dle Form

P  ^  w ^  ^  oder ans dle Normatsorm 

Ie  P  aw ^

M a n  kann vortünslg den K n n stg r ls s  anmenden, aw als eln 

doppeltes Brodntt L P  zn shrelben nnd dadnrh, dasz man rehts

nnd links ^  addlert, dle llnle Selte ln eln vollstündlges Qnadrat 

zrt vermandetn,

Belderseltlge Nnszlehnng der Qnadratmnrzel glebt, da man dle 
Worzelhen der belden Wnrzeln ans zmelerlei Nrt komblnleren tann,

Tleser Ndshnltt kann ans dem Evmnaslnm ln der Seennda b dnrhge. 
nommen werden. Tle reihe Nnwendbarkelt empszehtt trotzdem dle Besprehnng 
ln der Tertia n.

atso lst dle Lbsnng
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152                        Z w e i t e  A b t e i l u n g :  A r i t h m e t i k .

sBezelhnet matt ^  ats den halben Fattor i o n  we, so kann man 

knrz merkend

w ^  ^  hatber Faktor P  ghatber Fattor znm Qnadrat P  rehte Selte.e 

E r  gabt atso zmel Lbsnngen,

Beispiel k P  w ^  IL giebt, da der Fattor von l  ist,

^  ^  i  ^  h  IW ^  nlso

o  ̂ .
m  ̂ t   ̂ =l ^

B robet Z^ P  Z ^  Z P  Z ^  IL , P  ü e ^  ü ^  IZ  ^  ü ^  I T  
T le  belden mbgllhen Lbsnngen cWnrzelne slnd also gesnndem

B eispiel k

Wiederhole an belden Beispielen den allgenielnen Entmlbelnngs= 
gang. Beahte anh, dasz lm ersten Belsplete dle Snm m e der Lbsnngen 

Z i  P  üe ^  ^  I,  lhr Brodntt Z  ̂ P  g  ^  I L  lsz, d. h. ab= 

gesehen vom Borzelhem  den Fattor von w bezm. dle rehte Selte glebt, 

mehrend lm zmelten Belsplete Z P  L ^  b, Z  ̂ L ==== Z lsz. N n h  bel 

der attgemelnen Lbsnng lst ^  h  ^  ^  ^  cc, ^  ^  d. ^  Eln= 
gehendere Besprehnng der E te lhnng  zmelten Erades ersotgt spatem 

Übnngsmaterlal bleten dle Nnsgabensammtnngen.

V. Potenzen und Wurzeln mit ganzen positiven Exponenten.

87)  Werden L Faktoren a mlt elnander mnltlptlzart, so be= 

zelhnet man das Brodnkt mlt a ,̂ bel Z Fattoren a shrelbt man cP  
bei ü Fattoren g  stlesd a hoh ü i d e r  a znr vierten Botenzee 

bei u  Faktoren P  atso

Ie  ct ^  ^  ^  ^  ^  cc ^
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Ter Nusdrub helszt dle uV=Boteuz vou a, dle Zah l a helszt 

Eruudzahl oder Basis derselbe^, u helszt der Boteuz=Expoueut.

ZZe T a  cQ o g  ^  i a e  o i a a e  ==== a a a a a  ^  cQ lst, so sotgt 

P  ^  g .  Ntlgemelu sotgt siir gauzes ui uud ii

Le ^  m

^  Nllgemeiu ist

Ze mobei zuuühsi ui u seiu sott.

P u s  Le touute mau sotgerud ci^ ^ , atso ^

T a  P e ^  o a  ̂ ist, also E P  ^  a P  

so sotgt allgemeiu

üe i P  ^  ^  o m

N u s  Le, Ze uud üe sotgeu sür gauzzahlige positive Expoueuteu 

sotgeude Negetud

ne B o te u z e u  dersetbeu E r u u d z a h t  merdeu m it e iu au d e r  

m u lt ip t iz ie r t ,  iudem  m au  ihre  E x p ou e u te u  addiert. 
be E iu e  B o te u z  m ird  d u r h  eiue audere dersetbeu E ru u d =  

zah l d iv id ie r t ,  iudem  m au  deu E t o u e u t e u  der tetztereu vou  

dem der erstereu abziehü  P a b e i  soll vorläufig der Expoueut der 

erstereu Boteuz grbszer als der der zmeiteu seiu.e 
oe E iu e  B o te u z  m ird  poteuziert, iudem  m au die beideu  

E x p ou e u te u  m it e iu au der m u tt ip t iz ie rb  

Bei nel uud ee ist die Neiheusotge gteihgültig, atso z. B.

^  t   ̂t  ci ^ I  ci ^  ^  ̂ u. b m.

s i g i  ^  ^  ^  u. b nu

Z Z e  E s  ist ^  ^  ^  ^  ^  ,  atso .  ^   ̂ .

^  i
Nllgemeiuer ist ^  ^  ^  ^  , 

sobatd u ^  ui ist.
W ird atso eiue Boteuz durh eiue audere vou dersetbeu Eruud= 

zaht dividiert, dereu Expoueut grbszer ist, so dividiert mau I  durh  

die Boteuz, dereu Expoueut die positive Tissereuz der beideu gegebeueu 
Expoueuteu ist.
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154  Zweite Abteilung: Arithmetik.

ZDe Ferner ist

ide^ ^  id e  id e  id e  ^  aaa ddd g P  

allgemein be i d c i

Nhnlth ist l z P E E z

allgemeln Ze ^  ^  P  

Tarans entsprlngen dle Negelnd
be Eln Brodnkt mlrd potenziert, lndem man dle eln= 

zetnen Faktoren potenziert.
ee Eln Brnh  mlrd potenzlert, lndem man den Zahler 

nnd den Nenner potenzlert.

ZIe Ter Nnsdrnb w ^  g a  gltt ats Nnstdsnng der Etelhnng

^  a. Ebenso gltt w ^  ga  Elesd dritte Wnrzet ans ae ats Nns= 
tbsnng der Etelhnng ^  a. P o n  der Mbgtlhtelt, dasz mehrere 
Wnrzetmerte eitleren kennen, soll hler abgesehen merden.e Nttgemeln d

Ie w ^  i^ a  lst dle Nnstbsnng der E te lh n n g  a.

Hler helszt ga  dle Wnrzet ans a, u der W nrzet=Exponent, 
der znnühst elne ganze posltlve Zaht seln soll, dle Zahl a helszt der 
N adltand ldle Zaht, ans der dle Wnrzet ansgezogen merden sog. 

Nah dleser Erttürnng lst

^  m m  ^

ZLe Is t w ga , so sotgt a, lst serner gd, so 
solgt ^  d.

T n r h  Mnttlptlkatlon erglebt slh  ans den nenen Ete lhnngen 

^  P  oder i P  ^  ad, so lg llh  ^  mad, oder

Ze t a  p i  ^  i i d ,  allgemelnerd i  f d  i  ^  g a d a  . . . 

T n r h  Tlvlslon dagegen hatte man gesnnden ^  ^  ^ oder

www.rcin.org.pl
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F o tg t lh  getten dle Negelnd

ne M a n  mnltipliziert W nrzeln mlt gtelhen Exponenten, lndem 

man dle Nadltanden mnttlptlzlert i n d  ans dem Brodntte dle Wnrzet 

anszlehte. und  nmgekehrtd
be T le  Wnrzet mlrd ans elnem Brodnkte ansgezogen, lndem 

man sle ans den elnzelnen Fattoren anszleht i n d  das Brodnkt der 

Elnzetmnrzetn badete.
ve Elne W nrzel mlrd dn rh  elne andere derselben Ernndzah l 

dlvldlert, lndem man den Nadltanden der ersten dn rh  den der zmelten 

dlvldlert i n d  ans dem B rn h e  dle Wnrzet anszlehte. und  nmgekehrtd

ae E ln  B rn h  mlrd radlzlert, lndem man Zahler nnd Nenner 
einzeln radlzlert i n d  dle erste der entstandenen Wnrzeln dnrh dle 
zmelte dlvldlerte.

ZZe N ns p i  p i  g a  . . . ^  p i  . a . a

ae E ine  Wnrzet mlrd potenzlert, lndem man den Nadltanden potenzlert 
i n d  ans der entstandenen Botenz dle Wnrzet anszlehtZ nnd nmgekehrtt 

be M a n  zleht dle Wnrzet ans elner Botenz ans, lndem man sle 

ans der Ernndzaht anszleht i n d  dle so entstandene Wnrzet znr ent= 
stehenden Botenz erhebte. Qderd 

g  H at man elne Zaht zn potenzleren nnd zngtelh zn radlzierem 
so lst dle Nelhensotge gtelhgiittlg.

Züe I s t  i  i  ^  w, so sotgt g a  ^  P  solgllh a P P  ===

Nns ^  a sotgt aber w Tles, ln dle Nnsangs= 
gtelhnng eltigesetzt, glebt

Nlsod ae Sott elne Zaht mehrsah nahelnander radlzlert merden, 
so tann man sle mlt dem Brodnkte der Exponenten radlzleren. umgekehrt 

ie M a n  radiziert eine Zahl dnrh eln Brodnkt, lndem man mlt 
den elnzetnen Exponenten nahelnander radlzlert.

sotgt be

Dbe Es mar V P  ^  w. Setzt man ct silr w elm so erhütt man

g i o H  ^  g  oder am
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Zieht matt beiderseits dle g  Wnrzel ans, so erglebt slh

ie  ^ P i ^  ^  l i m  Fotgtlh d

üe T le  Wnrzel ans elner Botenz btelbt nngeündert, mentt man 
dle belden Exponenten mlt derselben Zaht mnttlptlzlert^ dasselbe gilt, 

menn man belde Exponenten d n rh  dieselbe Zaht dlvldlert, vorans= 

gesetzt, dasz diese T lv lslon  elnen ganzzahtlgen Exponenten glebt. 

Übnngsbelsplele slehe ln den Nnsgabensammtnngen.

IZ e  N n sz le h n n g  der K n b lk m n r z e b g  
E s  mar Di P  k i  ^  g  P  Za^d P  Z i P  P  d̂ . T aran s er= 

glebt slh ats Nehenshemad

g  g  P  Z g  d P  Z a lü P  la ii P  d 
iQ

Z a P  Z a i  
Zii^d

Z i P
Z c P

Belsplel.

p Q l T i i  ^  m  
P D D D

Z  ̂ L E  ^  I L D D ü l Z i  
ZZDD

b Z i
Z . LD . düD 

L i
g  ^  L i

Qder abgetllrzt geshrlebend

l t i  ^  LZ 
Z ^

Z I ^  l L i i  
Z Z 

bZ
Z I I ^  b g  

P i
g  ^  L i

Tlear Nbshnltt taiin aiis dem Eyninaslnni ganz entbehrt werden, da 
inan slh dort ans dle logarlthmlsche Berehnnng beschränken dars.
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V. Potenzen und Wurzeln mit ganzen positiven Exponenten.    157 

Fernei mard

P  Zaz^ P  Zdz^ P  Za  dz,

mas slh sotendermasan ordnen lüszt d

sa h  d h  z e ^  a P  D Z g d  P  Zad^ P  d̂ e P  s Z i  P  dê  z 

P  Z i  P  d P  P  z g

T a s  entsprehende Nehenshema ergabt slh ans solgendem 
Beispiele d

lQ IüW üZZD i LDD P  üD P  Z
g  ^  LDD^ ^  ZDDDDDD

Z a ^  lID D D D  i  Z Zü ZZD i 
Z g d ^  üZDDDDD

Ib ü Z Z D i
Z a d ^  ZZDDDD

b Z Z Z D i
d̂  ^  ZüDDD

Z i P d e ^ ^ I i L Z D D   ̂b Lü Z D i 
Z i P d P ^  b IZü D D

Z b D i
Z i i d P ^  ZüZD

^ L i  
ẑ  ^  L i

Nbgekürztd

D I ü  Z ü Z t D i  ^  LüZ

Z a ^  I L P P  
üZ

Z a ^ d P Z a d ^ P d ^  b Z L ü

t a h  def ^  I i L Z P  b L ü Z
D i

Z i  P  d P  P  Z la  P  d P  dLü Z D i

Hillssrehnnngen nnd Erlünternngd

ü ^  üZ
Zad^ Z . L . I  Z ^  Zg

d g ^  ü  ̂ ü . ü ^  Zü 

Z a P  P  Zad^ h d ^  bZLü
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158                     Z w e i t e  A b t e i l u n g :  A r i t h m e t i k .

Z i  B  l c P  T  Lü^ ^  I i L Z
Z i  P  deP  ^  I i L Z   ̂ Z ^  b IZ ü

ZüZ
L i

Z i  P  de^ P  Z i  P  d P  b L ü Z D i ^

T a s  Shem u geht melterd

i  P  d P  z P  b P  . P  ^  ^  P  i a ^ d  P  Z a ^  P  d̂ e 
P  sZ i  P  dê  z P  Z i  P  de ẑ  P  zZ  

P  s Z i  P  d P  ze^b P  Z i  P  d P  zeb^ P  b̂ e P  . . . . .

Negelt Nbgeteltt mird zn dreien von rehts ab, bei Tezlmau  
brühen vom Komma ab nah  rehts nnd tlnts zn drelen.

Qnadrat= nnd Knbltmnrzeln merden ans geordneten algebralshen 

Nnsdrüben ebenso mle ans Zahten, ansgezogen. Z. B .

.i. ^  m  .u  ^  ^  ^  .i. ^  ^  ^  ^

Law^ P  üadw^
P  üadw^

ü g

L a P  P  üd Z az  P  
 ̂ w 

. I^do

oo^

i n  ühntlher Welse, mle bel den Qnadratmnrzetm tann gezelgt 

merden, dasz dle Knbltmnrzetn ans ganzen Zahten, die n ih t KnbiD

zahten slnd, Irratlonatzahten seln müssen. S o  lst z. B . g I D ,  ebenso 

P t  DD elne Irratlonatzaht. Sott bel ganzem posltlven u dle drltte

Wnrzet ans lD^ elne ganze Zaht seln, so mnsz ^  elne ganze Zahl 

seln. Entstehendes gltt von den ü , b., u ^  Wnrzeln.

Spater mlrd gezelgt merden dasz, menn u elne ganze Zaht lstz lm 
Eanzen u vershledene u^ Wnrzetn ans jeder Zah l exlstleren, dle zn 

der hler berehneten elnen Wnrzel ln elnsaher Bezlehnng stehen. Tazn  

lst jedoh dle Elnsllhrnng elner nenen Nrt von Zahten ersorderllh.
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I. Die Gleichungen  zweiten Grades. 159

M a u  kann dle ü., T, I Z. Wnrzel anszlehen, lndem man ans 
der Qnadratwnrzel dle Qnadratmnrzeh ans dleser mleder dle QnadraD  

mnrzel anszleht n. s. m. T le  Z. Wnrzel zleht man anh lndem man 
ans der Z. Wnrzel dle Qnadratmnrzel anszleht, dle Z. Wnrzel, lndem 

man ans der Knblkmnrzel dle Knblkmnrzek anszleht n. b m.
Für dle b., i., I I .  Wnrzel n.s.m. konnte man slh dle Nehnnngs= 

shentata ebensalls ansstellen, dleselben merden aber so nmstündllh, 

dasz man andere, spater zn behandelnde Methoden vorzlehbe

C. Lehraufgabe der Secunda b.

(Prima der Realschulen.)  

(D r itter Jahrgang.)

I. Gleichungen  zweiten G rade s .

97) N ls  Normatsorm der shon behandelten Etelhnng zmelten 

Erades dlene jetzt dle solgended

Ie  ^  aw P  d v.

M a n  tann sle sotgendermaszen nmsormend

Nnn  lüszt slh aber dle Tlsserenz zmeler Qnadrate ln Snm m e mal 

Tlsserenz der tErnndzahlen zerlegen, also lst jetzt

S o l l  nnn das Brodnkt zmeler Erbszen glelh N n ll seln, so mnsz ent= 

meder der erste Fattor, oder der zmelte glelh N n ll seln. Setzt man 
dle elnzelnen Klammern glelh Nnll, so hat man zmel Etelhnngen  

ersten Erades, ans denen slh dle belden Lbsnngen ergeben, nümllh

Tleses Kapltel kann anh an den Shtnsz der Lehransgabe der Seennda 
gestellt werden, wenn der ltnterrgtsdetrieb der Trlgonowetrle wegen elne 
sriihere Elnsützrung ln dle Lehre oon den Logarithmen ersordert.
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160  Zweite Abteilung: Arithmetik.

2)

ZZe Nn  Stelle des sriiher angewandten Kunstgrisss ft  atso die 
E lg e n s h a s t  jedes Nnsdrnbs vom  zmelten E ra d e  getreten, s lh  
jedesm at ln  zmel Fakto ren  ersten E ra d e s  ve rm andetn  zn 
lassen, selne Brodnttzertegnng, dle ln allgemelnerer Eestatt bel alten 
Etelhnngen m bglih ist, dle w nnr ln Botenzen mlt ganzen positiven 
Exponenten enthattene.

Nddlert man dle Werte der Lbsnngen i l e  sogenannten W n rz e tn  

der Eteihnnge so erhütt man

Ze m  P  ^  a ,

mnltlpllzlert man dle Lbsnngsmerte, so erglebt slh

oder üe m m  ^  d.

Fotgtlh  gltt der S a g  

I n  der E t e lh n n g  

^  ^  cccc h  ll

lst der E o e ssle le n t von  w g te lh  der S n m m e  der W n rze ln , 
d a s E t le d  ohne w g le lh  dem B ro d n t te  derselben.

ZZe Tieser mertmilrdlge Satz erglebt slh ats selstverstündtlh 
ans solgendem Weged

T le Etelhnng i  ^  ae i  ^  de a lst ossenbar ersilllt siir 
die Werte m a nnd im ^  d, denn bei der Einsetznng eines solhen 
mird der betressende Fattor gteih Nnll. Mnltipliziert man nnn die 
linke Seite ans, so ergiebt sih t

^  la  P  de w P  ad ^  D,

der Eoessieient vvn w ist also m irtlih die Snmme der Wnrzeln, das 
sogenannte absotnte Elied lohne we gteih dem Brodntte der Wnrzeln.

IDDe M a n  kann also leiht Eteihnngen anssietlen, die gegebene 

Wnrzetn haben sotten. Sollen z. B. die Wnrzeln einer E le lhnng  

Z nnd Z sein, so lantet sie

^  ^  B  h r  i  ^  b, oder w ^ l l w i L ü ^ E
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So llen  dle Wnrzeln ^  Z nnd P  Z seln, so lanlel dle E le lhnng  

^  s P  Z P  Zew P  P  Ze k P  Ze ^  D, oder ŵ  ^  Zw ^  Lü ^  D. 

T le  gembhntühe N n stb ingsart bestütlgt dle Nlhtlgtelü

s l D g  Bel der Lbsnng w ^  ^  ^  ^  dkann nnn der Fall

elntretem dasz d ^  lstz so dasz nnler der Wnrzet Negatlves stehü 

T an n  nennt man dle Lbsnng der Ete lhnng elne lm a g ln ü re  id e r  

nnmbgtlhee. B lsher nümtlh slnd nns nnr Qnadratmnrzeln ans

posltlven Zahten entgegengetreten. W lr mnszten z. B  , dasz g ü Z  ^  i  i  
mar, dagegen tannten mlr blsher telne Zaht, dle mlt slh setbsz 

mnttlptlzlert, ^  üZ gab, so dasz üZ vortünsig ats etmas Ün= 
mbgtlhes, ats tm a g ln ü r  zn betrahten lst. I m  Eegensatz dazn 
helszen dle blsher behandetten Zahten reelle Zahten. Erst ln der 
zmelten Hütste des vorlgen Iahrhnnderts magte man es, dlese so. 
genannten nnmbgtlhen Zahten elngehender zn nntersnhen, mobel slh 
batd zelgte, dasz nnr mlt lhrer Hiltse elne gemlsse Nbrnndnng des 
mathematlszhen Lehrgebündes nnd eln itberslhttlher Nnsban demselben 
ermbgtlht mnrdt Erst jetzt lernte man bemelsen, dasz jede E le lhnng 

Erades u Wnrzeln haben mnsz, erst jetzt mnrde elne mlssen= 

shastllhe Kartographle mbgllh n. s. m. M a n  setzt z. B. üZ 

^  l P Z  I  ^  P  I  nnd bezelhnet dle Erbsze t 

i l s  dle lmaglnüre Elnhelte mlt i , so dasz g  ^  üZ lsz, 

attgemeln l  ^  P  a Ferner lst I i  
^  ^  l ,  atso ^  ^  i  m b  m. Zahten von der Form a P  di 
merden tomptexe Zahten genannt. W lr gehen ans Viesen Eegen= 
stand noh n lht naher eln nnd erlnnern nnr an Fotgendesd

T le  Snbtraktlon zmang znr Elnsührnng der n e g a t l v e n  

Zahten.
T le  Tlvlslon zmang znr Elnsührnng der ge b ro h e n e n  Zahlen.
B l s  hlerher relhte das Eeblet der r a t lo n a le n  Zahlen.

T le  Wnrzelanszlehnng zmang znr Elnsührnng der I r r a t l o n a l =  

zahlen.
B l s  hlerher relhte das Eeblet der reetten Zahten.

D le  Wnrzetanszlehnng zmlngt i  B . getegentllh der Etelhnngene 

anh  znr Elnsührnng der lm a g ln ü re n  Zahten. Dlese, mlt den 
reetten znsammengesetzt, geben das Eeblet der komplexen Zahten. 
Z n  lhrer geometrlszhen Darstettnng lst ans der srüher besprohenen 

Eeraden, dle dnrh dle NatlonaD nnd Irratlonatzahten stetlg ersüttt
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162  Zweite Abteilung: Arithmetik.

ist, keltt Nanm  vorhanden. Nns elner hbheren Stnse soll gezeigt 

merden, dasz dle komplexen Zahlen elne ganze Ebene stetig ersiitten. 
Tlese geometrishe Tarstetlnngsmelse lst silr dle Entmietetnng der 
Mathematik von anszerordenttiher Bedentnng gemorden.e

IDLe  Hat man elne Etelhnng zmelten Erades mlt zmel un= 

bekannten von der Form

nnd elne zmelte Etelhnng ersten Erades mlt zmei unbekannten von 

der Form

a r  B  ^  I  e ^  b,

so kann man ans der zmeiten berehnen, den W ert in die erste

einsetzen nnd die so entstehende E te ih n n g  L. E ra d e s anslbsen, m as 

zmei Werte siir w giebt. Zeder von diesen, in die zmeite E te ih n n g  

eingesetzt, erm bgliht die Be rehnnng der beiden zngehbrigen Werte siir iu 

N n h  wi  ̂ ist ats Nnsdrnck zmeiten E rades zn betrahten.

Handett es sih nm zmei Eteihnngen L. Erades mit je zmei 

unbekannten, so giebt die Entsernnng ^Elimination^ von ii im Ntt= 
gemeinen eine Eteihnng vom ü. Erade, nnr in besonderen Füllen 

lüszt sih die Eteihnng ans den L. Erad  znrmksilhrem 
Übnngsmateriat sindet sih in den Nnsgabensammtnngen.

II. Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten.

103)  E s  ist ^  ^  sobatd ui u, nnd ^  ^

sobatd u ^  ui. I s t  ui ^  u, so ist ^  ^  ^  ^  , atso da ^  ^  I

nnd ui ^  ui ^  D istd

Ie  ^  ^  I.

Iede Zaht, znr D. Botenz erhoben, ist also gle ih  I.
t ô

Dem nah ist ^  ^  also, m enn m an  die a lt e S h r e ib m e is e

beibehültd ^  ^  cQ ^  ^  ^  , nnd ebenso sindet man 

allgemein
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Le ^ ^   ̂ und a^ ^   ̂  ̂  ̂ ^

Elne Botenz mlt negatlvem Exponenten sott demgemüsz von jetzt ad 
bedenten den nmgekehrten Wert von der entsprechenden Botenz mlt 

posltlven Exponenten.
I s t  dles sestgesetzt, so erglebt slh

d. h. der Satz siir die Mnttiptitation von Botenzen gteiher Ernnd= 
zaht gitt anh siir negative Exponenten.

Ebenso ist ^  ^  o m  ^  ^

I n  gteiher Weise lüszt sih zeigen, dasz alle siir positive ganze Ex= 
ponenten bewiesenen Satze anh siir negative Exponenten getten, z. B .

^  ... ^  ... ^  ^  ^  P P  E e  ^  E e  c  ^  ^  u

IDüe I n  Ntbshnitt Zü mnrde gezeigt, dasz ^  ist, atso, 

menn man ui, sotgtih ^  ^  setzt,

Ie ^  am

Tort mar angenommen, dasz ^  ganz mar. Ietzt mird sestgesetzt,

dasz anh dann menn ^  n iht ganz ist, a^ die u^ Wnrzet ans ci  ̂

bedenten soll, so dasz E le ihnng Ie  anh dann sortbesteht. S o  ist z. B .

oE ^  P P  i c  Tann  kann der Exponent anh negativ nnd 

gebrohen sein, z. B . ist

P p ^  P  ^  ^  ^  ^  ^  ^
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T le  srühere Ete lhnng lNbshnltt Zb Nm ie läszt

slh dann shrelben ^  so dasz der gebrohene Exponent er= 

meltert oder getürzt merden kann, ohne dasz der Bvtenzmert slh 

ändert.
N n h  der Satz über dle Mnttlptlkatlon von Botenzen gtelher 

Ernndzaht btelbt bestehen, denn

^  m ^  ^ ^  ^ .. 

Ntso gellen, mle srüher, dle Sätze d

d k i  ^

i d g

a P

a  ̂ ^
iit

I W

n. s. m.,

so dasz sämttlhe sür Botenzen mlt ganzen posltlven Exponenten be= 

mlesenen Sätze anh sür negatlve nnd gebrvhene Expvnenten nn= 

beshräntte Eettnng haben.

I I I .  D i e  g e m e i n e n  o d e r  B r i g g i s c h e n  L o g a r i t h m e n  .

i

lDbe N ns a ^  d^ svtgt E s  sragt slh, vb man ans der 
ersteren Etelhnng n lht nnr d, svndern statt dessen anh in berehnen 
kann. W lr beshränken nns vvrtänszg ans dle Ernndzaht lD  nnd setzen
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Fügendes sestd Is t  ID^  ^  a, so nennt man a den g e m e in e n ^  

oder B r lg g l s h e n  L o g a r lt h m n s  vo n  m gegraben  Io^ t  a helszt 
der N n m e rn s  znm Logarlthmns a.

Nlsv Ie  a n s  ID^  ^  a s v tg t  ^ ^  Io^ a.
I n  Wortend T e r  gem elne  L o g a r lt h m n s  e lner Z a h t  a lst 

der Exponen t, m lt dem m an  dle E rn n d z a h t  ID  po tenz ie ren  

mnsz, nm  jene Z a h t  zn e rha lten .

IDZe S o  lst z. B.

I D ^  I ,  sotgtlh D ^ I c ^ I

I E  ^  ID ,  sotgtlh I ^  lo^ ID
ID^ ^  IDD , solgllh  L ^  tc^ ID D

ID^ ^  IDDD, sotgtlh Z ^  Ic^ IDDD

Ebenso I D ^  ^  b E I ,  svtgtlh ^  I  Io^ E I  

^  ^  ^  ^  ^ ^  ^  ^

T le  Logarithmen der Botenzen von ID  mlt posltlven ganzen nnd 

negatlven ganzen Exponenten slnd atso lelht zn slnden.

ID ie  M a n  kann anh andere Logarlthmen bezm. Nnmerns 
lelht bestlmmen. Z. B. E^ lst 

i
ID ^  ^  g I D  ^  Z , IZ L L  o , sotgtlh lst Q  ^  D,ä ^  Io^ Z , IZ L L  o o o

I  i P
I E  ^  ID   ̂ ^  ID  . g I D  ^  Z I,Z L L  . , 

sotgtlh lst Q  ^  I,ä  ^  Z I,Z L L   ̂  ̂ ^

I E  ID   ̂ ^  ID D  g I D  Z IZ ,L L  ^  , 

sotgtlh lst ^  ^  L,b ^  Io^ Z Ih L L  . . .

ê Logarlthmen mlt anderen Ernndzahten werden später bekannt gegeben.
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i ^  i Q  ü. ^ Q  
Ähnlich kann man siir I D g  I D g  I D g  I D g  ID ^ , ID ^ , ID ^  ,

Q Q  ^
I P  I I P  ID ^  n. s. m. nnd ihre ID=sahem IDD=sahem IDDD=sahen 

Werte nnd siir die nmgekehrlen Werte aller dieser Zahlen die toga=̂  
ra h m ige n  Fotgernngen ziehen.

S h o n  so erkennt man die Mbgtihkeit, siir ganze Neihen vvn 
Zahten sestznstellen, vvn m egen anderen Zahten sie die Lvgarlthmen 
sind, man ertennt die M b g t ic h te it  tv ga r ith m isch e r  T ab e tten ,  

der svgen ann ten  L v g a r ith m e n ta se tn ,  vbmohl diese ans anderem 
Wege berechnet mvrden sind. Shattet man die nengesnndenen Be= 

ziehnngen an geeigneter Stelle in die Tabelle nnter IDZe ein, sv 

erkennt man Zeigendes d

T ie  Lvgarithmen positiver einstetliger Zahten beginnen mit D,
zmeistetliger ,, ,, ,, I ,
dreistelliger ,, ,, ,, L,
vierstelliger ,, ,, ,, Z,

u=stelliger , , i ^ I e .

T ie  Logarithmen echter B rühe  sind negativ, nnd zmar gat 
Fotgendesd

Liegt die Zaht zmish. D n. E I ,  so tiegt der Logarithmns zm ig .D  n. ^  I,  

 ̂  ̂  ̂ D ,I n. EDI., ,, ,, ,, ,, , , ^ In . ^ ^ L ,  
,, ,, ,, ,,D,DI.n.D,DDI ,, ,, ,, ,,

. n. s. m.

tIDZe Qben maren zn gemissen Logarithmen die Nnmerns be= 

rehneto nmgekehrt kann gesragt merden, mie man zn einem Nnmerns 
den Logarithmns sindet. T ie  Mbgtihkeit dazn soll an einem Beispiele 
nahgemiesen merden. g

Nnsgabe. w ans der E le ihnng I ln  ^  L zn berehnen, d. h. 

den Logarithmns der Zaht L ansznsinden.
Nnsläsnng. L tiegt zmishen ID^ ^  I  nnd I E  ^  ID ,  ath

ID^ ^  ID^ ^  L ^  ID Z  sotgtih ist D ^  w ^  I

Nns dem Eymnaslnni wegznlassm.
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daraus sotgen dle Etelhnngen

ID^ ^  I D ^  ^  ü ^  ID^ sotgtlh D L w ^  I  nnd D w ̂  ^

I E  ^  I D ^  ^  IZ  ^  ID^ sotgtlh I  ^  üw ^  L nnd ^  ^  w ̂  ^

ID^ ^  I D ^  ^  LbZ ^  ID^ sotgtlh L ^  Zw Z nnd ^  ^  w ̂  ^

ID^ ^  I D ^  ̂  ZbbZZ ^  ID^ sotgtlh ü ̂  IZ w ^ i  b nnd w ̂  ^

S o  sortsahrend tann man w zmlshen engere nnd engere Erenzen 

elnshlleszem dlese ln Tezlmalbrühen darszellen nnd ans Berglelhnng 

der znsammengehbrlgen Werte erkennen, bls ans mle vlete Stetten man 

den Wert von to^ L genan gesnnden hat. Qben lst erst gezeigt, 
dasz w zmlshen D,Lb nnd E Z I L  tlegtz nnd es danert zlemtlh tangm 

bls man gezelgt hat, dasz to^ L ^  E Z D ID Z D D  lst. i^Man berehnet 
jetzt dle Logarlthmen ans besserem Wege melt shnetler mlt groszer 

Eenanlgtelt.e
S ln d  ui nnd u ganze Zahten nnd lst ui ^  u, so glebt

ID ^  nnr dann elne ganze Zaht, nnd zmar elne Botenz von ID  mlt 
ganzem Exponenten, menn ii ln ui ohne Nest ansgehb Is t  letzteres

n lh t der Fatt, so lst ID ^  elne Irratlonalzaht ig t .  Nbshnltt Zb 

nnd ZZe. Setzt man atso ID^ ^  a, nnd lst a elne ganze Zahh aber 
kelne Botenz von ID  mlt ganzem posltlven Exponenten, so mnsz w 
lrratlonat seln, denn müre es ratlonat, so milszte rehts Irratlonates 

stehen. Fotgtlh slnd dle gemelnen Logarlthmen aller ganzen Zahlen, 
dle n lh t Botenzen von ID  mlt ganzem posltlven Expvnenten slnd, 
Irratlvnalzahten. T le  Bedentnng der Irratlonatzahten mlrd also 
dnrh dle Elnsührnng der Logarlthmen ganz erhebtlh gestelgerb S le  

baden anh taer dle Neget, dle Natlonatzahlen dagegen elne ver=
shmlndende Nnsnahme.

I n  den melsten Logarlthmentasetn beslndet slh elne Nnmelsnng 
znm Nnsshtagen des zn elnem Nnmerns gehörigen Logarlthmns nnd 

des zn elnem Logarlthmns gehörigen Nnmerns.
W lr  beshrünken nns ans dle Logarlthmen p o s lt lv e r  Zahten. 

sTle Logarlthmen von negatlven Zahten kommen ln den oben ab=
getelteten Tabelten n lht vor. Ter Ernnd erglebt slh sosort.e

IDZe T le  E r n n d  sorm etn  sür d a s  N e h n e n  m lt L o g a r lth m e n .  

Is t  so sotgt lD^ ^  ac

lst so l o g  I D ^
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also durch Mnltiplikation IE^ . ID^ ^  ad oder ID ^W ^^ado  
sotgtlh lst ir P   ̂^  Igade oder g a i g d ^ I g a d e .  Nlsod

Le g  ide

d. h. Ter Logarlthmus elnes Brodnttes lst gtelh der Snmme 
der Logarithmen g ,  Igad z  . . e ^ ^ a I l t I ^ P . . .  

Tagegen hatte man dnrh Tlvlslon ans den Etelhnngen Ie er=

g n e ii  ^  ^  oder I E ^  ^  ^  d g .  a ^  ^

oder g  a ^  g  d ^  ^  o

Ntso Ze ^  g a  ^  g d ,

d. h. T e r  L o g a r l t h m n s  e lnes B r n h e s  lst der L o g a r lt h m n s  
des Z ü h te r s  v e rm ln d e rt nm  den des N en ne rs.

Ist a ^ g a ,  so sotgt I T  a, nnd, menn man tlnts nnd 
rehts znr Botenz erhebt, i D P  ^  P  d. h. ID ^  ^  P  sotgtlh 
ua ^  I^ P  vder u g a  g P  als o d

üe g  i g  ^  u I^ a.

d. h. T e r  L o g a r lt h m n s  e lner B o te n z  lst das B ro d n k t  a n s  

dem E x p on e n te n  nnd dem L o g a r lt h m n s  der E rn n d z a h t.
Is t  so solgt ID^ ^  a, nnd, menn man belderselts dle

i t  Wnrzet anszleht, g ID ^  ^  l^a, oder I l a  ^  g a ,  atso ^  ^  g g a

oder ^  g a  ^  g  g a .  Nlso

be

d. h.d T e r  L o g a r lt h m n s  e lner W n rz e t  lst der Q n o t le n t  a n s  

dem L o g a r lt h m n s  des N a d lta n d e n  nnd  dem W nrze texpo=  

nenten.

I I  De Tlese Formeln silhren ln Werblndnng mlt den Logarlthmen= 

tasetn ans ganz auszerordenttlhe N e h e n = E r te lh te r n n g e n ,  mozn

ê Ta P  toe ^  i i  . Iv  ist, so solgt, wenn man das Mnltiplikations^ 
gesetz gelten täszt g P  I E  ^  Imi I  g  g  tv ^   ̂ lg i  I  I, allv I ^ P  Ioe 

^  t I   ̂ t g i  ^  t h   ̂ I.  Nllgeineinc g  P  ae ^  g a  m  .t l g .  
So  erkennt wan, dasz die Logarlthmen negativer reeller Zahlen nnr dnrcb die 
imaginären Zahlen erklärt werden kännen, wvraiis wir hier niht elngehen.
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einige Beispiele gegeben sein mbgen istetlige Logarithmen^. Besonders 
das Nnsziehen hbherer Wnrzetn mird ermägtiht bezm. erteihtertz

z. B . ist h P a  ^  mozn der Nnmerns anszn=

schlagen ist, menn man V a  erhatten mill.

Nnslbsnng. ^  tW g a  P  Z g d e  ^  a P  g  b ^

g a  ^  I,iD ZZD , L I^ a  ^  Z ,ü lZZD  
I ^ d ^ I P g ^ g  Z g d ^ L , L Z Z L i  

g  des Zählers t h P  ^  m iD b Z i

g  z ^  L ,Z Z iZ i  ^  g  z ^  l,üüZZü  

 ̂ g b  ^  E Z Z L IZ  ^  l

g  des Nennersd g . V ^ l , ü Z Z I L

Bemerkung. M it  Hälse der Logarithmen vermandett man das 

Mnttiptizieren in Nddieren, das Tividieren in Subtrahieren, das 

Botenzieren in Mnttiptizieren, das Wnrzetansziehen in Tividieren. 
Tugegen sind die Logarithmen niht branhbar siir die Bereinsahnng 

der Ndditivn nnd Snbtrattion Enan miiszte denn dnrh Nbsondernng 
gemeinshasttiher Fattoren Worteile sindene. T ie  negativen Lvgarithmen 

shreibt man pvsitiv, zieht jedoh von dem Tezimatbrnh lMantissee die 

ganzzahtige E h a r a t te r is t i t  ie n n z is se g  ab. S o  mar im vorigen 

Beispiete h i  ^  E Z Z L IZ  ^  l ,  mas dasselbe ist mie ^  E D D D iZ L .

S in d  Wnrzetn ans ehtenWrühen ansznziehem z.W. V E Z Z L lZ ,  so 

ist nah  Qbigem der Logarithmns dnrh den Exponenten zn dividieren, 
nnd dabei kann die abznziehende Kennzisser, die mit zn dividieren 

ist, eine gebrohene Zaht merden, mas n iht mehr in das gebränhtihe 

Nehenshema paszt. um  dies zn vermeiden, vermehrt man Mantisse nnd 

Eharatteristik nm diesetbe Zaht, nnd zmar so, dasz jene Tivision ans= 

geht. S o  mird im tetzten Beispiete geshrieben h i  ^  L ,Z Z L IZ  ^  Z,

so dasz ^ h i ^ E Z Z i Z Z ^ I  mird. Tem nah ist 

p i Z Z T D j  ^  E Z Z ü D l.
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I I I e  Nber n ih t nnr Nehen=Erlelhternngen slnden statt, sondern 
es merden anh ganz nene Eeblete erbssnetz z.B. das der E x p o n e n t la l=  

g le lh n n g e m
Nnsgabe. w ans der Eteihnng Z zn berehnen.

Nnsläsnng. g  i g  ^  g  Ü, svlgllh  w g  L ^  g  Ü, svlgllh

w ^  ^  nnd g w  ^  l ^ t P g  ^  l ^ j P ^  N nn  isa

g  Z ^  E ü i i  IL ,  atso g P  Ze ^  E Z i Z  ZZ ^  I  

g L  ^  E Z D I  DZ, atso I g g L e  ^  E ü i Z  Z I  ^  I  

t^ w ^  g P  Ze ^  Le ^  D,LDD EL  

sotgtih w ^  I,bZbD  

Nnsgabe. a^d^  ^  z.

Nnsläsnng. w g  a P  L w g  d ^  g  z, w P  a P  L de ^  h t ,

^  ^  ^  .
g  a g   ̂ g  d

Nns der Lbsbartelt der Exponentlalglelhnngen bernht die Lbs= 
baralt gemlsser Nnsgaben der Zlnseszlns= nnd Nentenrehnnng. Ietzt 
sott nnr ans dle erstere elngegangen merden.

I I Le Zlnseszlnsrehnnng.
E s  sel z eln bestlmmtes Nnsangstapltat, methes zn elnem ge= .. 

mlssen Prozentsatz ^  zlnsbar angelegt mlrd. T a  nnn ID D  M ark

jührllh M ark  Zlnsen geben, elne M ark  a lh  ^  M ark  glebt, so geben

z M a rt  Mark, nnd nah  elnem Iah re  erhütt man dnrh Z ln s =

z n sh ta g  P  ^  M a r t  ats eln nenes Kapital . T a s

vergrbszerte Kapital vermandett slh lm zmelten Iah re  ln m ^ m ^ I  P

^ c ^ I h  , nah elnem melteren Iah re  erhütt man c ^ c ^ I h  , 

nennt man atsv das Shlnszkapital so hat man nah  u Iahren, 
menn man den Prozentsatz mlt dem tansmünnlshen Zelhen ^  
bezelhnetd

sotgtlh

atso znr Berehnnng des Nnsangskapltals bel gegebenem Endkapltal

www.rcin.org.pl



III. Die gemeinen oder Briggischen Logarithmen.                             171

Zitr Berehnnng des Prozentsatzes hat man znnühsi i  ^  

l g  ^  g m  oder

Bezelhnet man den Nnmerns, der znr rehten Selte gehbrtz at^

^ ^  ^  b  ^ e P ^ P b  ^

^  ^  ^  P P P e  P  ^  ^  ^  ^  u .

T le  Berehnnng der Nnzaht der Fahre bernht ans der ExponentiaD 

gtelhnng Ie nnd ersotgt, mle slh ans Le erglebt, nah  der Formet

atso

d g  g u  ^  t ^ l t ^  ^  l^ht ^  t g ^  Î. i  ^ o

Tlese letzte Lbsnng gllt nnr siir ganze  Zahten, da der Z ln ^  
znshtag n ih t mitten im Fahre, sondern nnr am Fahresszhtnsz ersotgt. 
Ter etmaige Zeitiibershnsz mürde atso eine besondere Bereinbarnng 

nbtig mahen.

I IZ e  Werden die Zinsen hatbjührtih znm Kapitat geshtagen, 
so hat man die doppette Nnzaht der Termine, atso bei u Fahren 

L u  Term in^ sür diese aber den hatben Prozentsatz. T ie s giebt sür 
u Fahre die Ernndsormet

ans der die andern dnrh Logarithmiernng n. s. m. abznteiten sind. 
B e i monattihem Zinsznshtag erhütt man ebenso

atso bei jührtih iu=matigem Zinsznshtag

i b e r  die Nentenrehnnng sott erst spüter gesprohen merden.e 

Beispiete znr Zinseszinsrehnnng sinden sih in den Nnsgaben= 

sammtnngen. S ie  beziehen sih anh  ans die Znnahme der Bevbtte=
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rnng vou Stad ien nnd Staaten, ans die Entmietelnng der Berkehrs= 

verhültnisse, z. B . ans die Znnahme der jührlihen Frahtmengen nnserer 

Eisenbahnen, des Hotzbestandes von Waldkomplexen n. dgb 

W ird  der Prozentsatz ats negativ angenommen, geht atso die 

Ernndsorm el über in

so handelt es sih z. B. nm eine allmühlihe Nbnahme des Nnsangs= 

kapitals, die jedoh niemals ganz zn Ende geht.
T ie  praktish mihtigste Nnmendnng der Logarithmenlehre sindet 

sür die S h n le  in dem Eebiete der T r ig o n o m e tr ie  statt.
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Dritte Abteilnng. Trigonometrie

.Lehrausgabe der Secunda 

b. (Prima der Realschulen.) (Erster 

Jahrgang.) I.  D ie  

trigonometrischen funktionen am rechtwinkligen 
Dreiecke.

Ie unter T r i g o n o m e t r i e  Preiectsmeszknnste versteht man die 

Berechnung von Dreieben aus drei zur Berechnung geeigneten Stübem  

S o lh e  Berehnnngen sanden shon in der Eeometrie statt. S ie  be= 

shränkten sih aber ans die Berehnnng von Seiten und Flähen, 
mährend Winkel nnr insomeit zur Berehnung kamen, als sie, mie 
die Winkel ZEtz Z E ,  ü P  Z E  n. s. m. geometrish konstruiert merden 

konnten. N u h  mareu die gegebenen Stübe in der Negel nnr Seiten 

und Flähen, nnr ansnahmsmeise konsumierbare Winkel. S h o n  die 
Landmeszknnst beansprnht volle Besreinng von jenen Einschränkungen. 
S ie  verlangt die Berehuuug des Dreiebs mit Hülse be l ieb i ger  

Wiukel uud die Berehuuug be l ie b ig er  Wiukel aus gegebeueu Stübeu. 
D a s  Z ie l der Trigouometrie besteht zuuähst dariu, jeue Shrauken  

auszuheben. Z n  diesem Zmebe ist es notig, zmishen Seiten nnd 
Winkeln bestimmte Beziehungen ansznstellen.

Le N a h  der Nhnlihkeitslehre haben r e h t m in k l i g e  Dreiebe 
dieselben Winkel, sobald sie in einem Seitenverhältnis übereinstimmen. 
N ns dem Seitenverhältnis also müssen sih die Winkel bestimmen 

lasset nmgekehrü solgen ans den Winkeln die Seitenverhältnisse.
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^  ^  ^  ^  ^  ,, ... ^ ^  ^  P  .c, 

so ist cc ^  ZD^, ^ =̂ = ZEe denn es handelt sih um ein halbes gleih= 

seitiges Dreieb, n. s. m.
So lh e r  Seitenverhältnisse sind Z mbglih,

P  ^  ^  ^  ^  umkehrnngen ^o N ur  

mit den drei erstgenannten brauht man sih zu 

beshästigen, die E iurihtung der Logarithmentaseln

maht es aber zmebmäszig, auh ^  heranzuziehen. 

Die vier bezeihneten Seitenverhältnisse hat man 

mit dem Winkel a solgendermaszen in Beziehung 

gesetzt d

M a n  bezeihnet ^  als den S i n n s  des Winkels m

^  als den Eosinus desselben, ^  als die T a n g e n te  desselben, ^  

als seine Eotangente. g  

M a n  shreibt abgekürzt

a d
ocw cc ^  ^  , tau a

cm cm
a , d 
^  , eot a ^  ^  
d  ̂ a

Fn  Wortend Fm  rehtminkligen Dreiebe ist
der S i n n s  eines Winkels das Werhältnis der Gegenkathete znr

Hypotenuse,
der E o s in u s  eines Winkels das Werhältnis der einliegenden 

Kathete zur Hypotenuse,
die T a n g e n te  eines Winkels das Werhältnis der Gegenkathete 

zur anliegenden Kathete,
die E o ta n g e n te  eines Winkels das Werhältnis der anliegenden 

Kathete zur Gegenkathete.
Weil diese vier Werhältnisse von der Erbsze der Winkel abhängig 

sinh bezeihnet man sie als F u n k t io n e n  der D re ie b sm in k e l oder 
als die t r ig o n o m e t r ish e n  oder g o n io m e tr ish e n  Funktionen .

Tas Wort Sinns hat nihts mit dem lateinischen Worte mono ^  Bnsen 
gemein. Tie Wezeihnnng scheint ans dem Nrabishen zn itammen nnd ist 
nnansgeklärt geblieben. Tie übrigen Worte werden später gelegentlih er̂

läntert. Tie Verhältnisse ^  ^  Sekante von nnd ^  ^  Eosekante von ac 

sind sür die Shnlzwebe überslülüg.
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Ze Beispiele. Für a ^  d ist cr ^  ü P  nnd dabel lst 

^  L g  atso z a g L  ^  P L  , also d

üu ^  ^  ^  ova üb^

tau ü g  ^  ^  ^  l  out üb^ ^  ^  ^  l. 
u  ̂ a

Fm  gtelhseltlgen Trelebe mlt Selte a lst dle Hohe d ^  ^  ^  

^  ^  Tem nah lst ln dem dnrh dlese Hohe ab= 

geshnlttenen rehtminkllgen Trelebe d

mu Z E ^  ^  ^  ^  b g Z  ^  ^  ^  ^  oĉ  ZEE

a

ocw Z E  ^  ^  üu ZE,

a ....
d ^

tau Z P  ^  ^  EZ  ^  out Z P  

a

evt ZD  ̂^  ^  P  ^  ^  tnu ZEc

Füttt man serner bel elnem tonstrnlerbaren Eentrlmlntet voln 
Eentrnm das Lot ans dle Sehne, so entstehen rehtmlnttlge Trelebe, 
deren Wlntelsnnttlonen man berehnen tann. Fst z. B . r  der Nadlns

des Krelses, so lst dle Selte des regetmüszlgen Zehnebs ^  le, 

dle hatbe Selte atso ^  le, solgllhd 

Ie
ocw iL^ ^  ^  ^  oiu m s. m. Nah Nrt ovo

Nbshnltt lüZ der Eeometrle tann man stets rehnend zn den hatben 
Wlnteln übergehen.

So  erkennt man dle Mbgtlhkelt von Tabellen sür dle Fnnttlonen 
der Wlntet von D̂  bls ZD  ̂nnd von Tabellen der Logarlthmen der trlgo= 
nometrlshen Fnnttlonen. Tas Nnsshtagen der Fnnttlonen iezm. lhrer 
Logarlthmene zn gegebenen Wlntetn lst zn üben, ebenso das Nnsshtagen 
der Wlnket zn gegebenen Fnnttlonsmerten bezm. lhren Logarlthmen.
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üe Nusgabe ae Elu rehtmluttlges Treleb habe dle Hhpoteuuse 
z ^  lL uud dle Kathete a ^  i. Wle grosz slud selue Wlukel^

Nustilsuug. mu a ^  , atso g  mu ^ ^  ^  ^  g  l T

g  i  ^  E Z ü d lD  
g  lL  l g iZ lZ

g  üua ^  g  i  ^  g  lL  ^  Z,iZbZL ^  lD g
sotgtlh ^ a ^ Z g ü l ^ l P

^  l.E  b P

Nusgabe be E lu  rehtmluttlges Treleb habe dle Katheteu a ^ l d  
uud d ^  Z. Wle grosz slud dle Wlukel^

Nuslbsuug. iaua tau a ^  g  lb ^  g  Z.

g  lb ^  l,liZDZ  
g  Z ^  EZDZDZ

g  tau a ^  g  ld  ^  g  Z ^  E L i Z D E  sotgtlh 

P i  ̂^  L E  ü̂  L P

Nusgabe ae Elu rehtmluttlges Treleb habe dle Hypoteuuse lZ  uud 
deu Wluket a ^  Zb  ̂LE l g  Wle grosz slud dle Selteu a uud d 
uud der Juhalt ^

Nusläsuug. ^ ^  aiu a, sotgtlh a ^  e o ü u  a, ^  ^  ocw a atso

d ^  z oew a lauh  d ^  ^  ^  g i  P  a e i  I I  ae tauu augemaudt 

merdeue. ^  ^  Nlso

g a = ^ g z P h P u a ,  g d ^ g z P g o u ^ a ,  h P ^ = = g i i  P  I^ d ^ I^ L .

g z ^ l E l Z Z ü  g z ^ l , l l Z Z ü  
g  üuc^ Z , iZ L L l  ^  lD  g  acwa ^  Z , Z l l d i  ^  lD  

g  a ^  E Z i Z l b  ^  

a ^  i ,b lZ Z  d ^  lE Z D b

g  a ^  E Z i Z l b  
g  d ^  m DLbb l

t^ci h  l g  ^  l,Z D lZ Z  
i ^ L ^  E Z D lD Z

P D D Z Z

ZZ,ZZZ

Nusgabe be J u  eluer Stadt, dle uuter d l^  Z E  udrdtlher Brette 
tagt, suht jemaud bel N a h t  elue Stetluug aus, bel der lhm dle

ê Ju  den Tadelten ist statt m . . . . .  ^  I  stets gesetzt m .... ^  Io, statt 
m . . . . ^   ̂ stets statt m . . . ^   ̂ stets t  . . . .^ Iv  n. s. w.
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Spltze elnes Dmmtnrms genan den Pvtarsteru verdeckt. Wle hoch 
lst dle Spltze über dem Nnge des Bevbahterh menn selne Entsernnng 
vvn der Mate des Tnrmes lLD  ru betrügt^

Nnsläsung. unter der genannten Brette steht der Potarstern

bl^ Z E  über dem Hvrlzvnte. E s  lst atso ^ ^ t a n b l ^ Z E ,  d. h. 

d lLD  tau b E  ZE.
g  d ^  L,D iZ lZ  

g  tau a ^  E D Z Z Z Z  

g  d ^  L i i E b i

d lb E Z Z  m.

Nusgabe oe Wle vlete Meaeu iezm. Kavmetere betrügt der 
umsaug des b E  Parattetkrelses der Erdkugel meuu der Nadlus der 
Erde zu ZZD Meaeu augeuvmmeu mlrd^

Nusläsuug. Zleht mau vou eluem Puutte des Paralletkreises 
aus elueu Erdradlus r uud elu Lot ^ uah der Erdahse, so eutsteht 
elu rehtmluttlges Treleck mlt dem Wlutet i E ^  ^  bEE bel dem Erd. 
eeutrum. Ntsv mlrd p ^  r mu üE^ ^  r ac  ̂bEc Ter gesuhte umsaug 
lst u ^L^ ir^ L r ire cw b D ^ . Ntso g u ^ P L P g r P g i r P g o c w b E E

g  L ^  EZD lD Z  
g r  ^  L,ZZübD 
g  ir ^  E ü Z i lb  

g  ecw bE^ ^  hZDZD i ^  lD  
hbüD ib  ^

u ^  Z ü iZ t  Mellem

be Zm lsheu deu Fuuttloueu besteheu elusahe Bezlehuugeu, dle 

sogeuauuteu g o u lo m e tr lsh e u  i e r  Wluketmessuug eutsprlugeudeue 
Bezlehuugeu.

Badet mau dle Fuuttloueu der spltzeu Wluket a uud ^ ZE^ ^  oc 
elues rehtmluttlgeu Trelecks, sv erglebt slh Fotgeudesd

le  oiu ^  ae ocw ci, tau i E ^  ^  g  ^  out a,

lu Worteud Ter Eosluus elues Wlutets lst gtelh dem S luu s selues 
Eomptemeutmlutetso dle Eotaugeute elues Wlukets lst gtelh derTaugeute 
selues Eomptemeutmlukets. Zusammeugesaszt Tle Evsuuttloueu elues 
Wlukets slud gtelh deu Fuuttloueu des Eomptemeutmlukets. Posluus 
helszt atsv des ^umptemeutes S in u s, so dasz es slh um elue abgetürzte 
Shrelbmelse haudett.e

Teshatb habeu dle Logarlthmeutasetu uur dle Wluket vou E^ 
bls üb^ ubtlg. ^
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Ze Ferner ist
. . i  ein ooo
L e tau a ^  , eot a ^

 ̂ oô  a ^

. mu z a
denn ^  ^  ^  ^  ^  tau a , 

ooo d d
z

d
ooo a ^  z d
t u   ̂ a a ^

morans uoh solgt

Ze out a o  ̂ tnu ci

i o l g l i h  ist g a o t a ^ h g  ^ P t a u a ^ D ^ P t a m a ^  ^ g t a u a ,  

mas in den Taseln zu verglühen ist. S o  ist z. B . g  tau l.Z^ 

^  Z P l i Z  ^  ID  ^  ^  D,üZZLL ^  ^  g  eot IE c  D ie  Tabelle der 
Eotangenten ist also lelht aus der der Tangeuten abzulelten, melhe 
lhrerselts aus g  tau er ^  g  mu oc ^  g  oo  ̂a hervorgeht.e

ie Elne meltere Formel isa 

üe mu^ er P  oo^ a ^  l.

Bemeis. üucc ^  a i u ^ ^ ^ ,

solgllh m u ^  P  ü u i  ^  ^  ^  ^  ^  l  o 

Folgernngen daraus sind

be ocw oc ^  g  I  ^  a , mu a g l  ^  oo^ a

lN u s ergabt sih, mie man ans der 

logarlthmlshen Sinus=Tabelle die der Eosinus berehnen kann. M a n  
kennt hlernah nnd nah Obigem sämtlihe Funktlonen aller Wlnkel 
zmlshen D  ̂ und ZEtz menn man nur dle S ln u s  vou D  ̂ bls ü g  

kennt.e

Ze Jst lm rehtmlnkllgen Drelebe dle Kathete a von der Länge

Nnll, so lst auh ^  D, und es erglebt slh mu D  ̂ ^  ^  ^  D,

und, da dund z auseinander sallen, o c w D ^ ^ ^ ^ ^ I ,  t a u D ^ ^ ^ D ,

out D ^ ^ o o  in e n d lih  grosze. Für den Eomplementmlnkel ZD^ 

solgt d mu ZD^ ^  l  , ao  ̂ ZD^ ^  D , tau ZD^ ^ o o ,  oot ZD^ ^  D.

www.rcin.org.pl



II. Berechnung rechtwinkliger u.gleichschenkl. Dreiecke u.regelm. Vielecke              179

mu a

J o
I . ^

seil l l der Nadius I I b i ^ l ,  dann ist 

Deshalb heiszt I I  die S in u s l i n ie  

P i e  Maszzahl
ga. rcu

I I
sür den Wlnkel a. 
ihrer Länge stimmt überein mit dem
Zahlenmerte des Sinns.e Ebenso ist 

I I I  I I I  .....  ̂ . 
ec^ a ^  ^  r ^  I I I ,  und I I I

heiszt die E o s in u s l ln le .  Diese ist 
also die P ro je k t io n  des Schenkels 
I I I ^  l. ans den Schenkel I I E .

Ferner ist tau a ^.I^ r 

^  E D ,  daher heiszt E D  die T a n g e n t e n lin E .  sEigentlih stammt 
umgekehrt der Name der Funktion tau a daher, dasz E.D  eine Kreis=

tangente isz.e E n d llh  ist noch oot a ^  ^  ^

heiszt die Eotangentenlinle, und ist zugleih die Tangentenlinie 
sür den Eomplementminkel.

lDe Nn der F igur erkennt man Folgendes d 
W ähst der Winkel von bis ZEtz so mähst der S in u s  von 

D bis I  nnd die Tangente von D bis c^, dagegen nimmt der Eosinus 
ab von I  bis D, die Eotangente nimmt ab von c^ bis D. 

sWeil hler die Funktionen S in n s  und Tangente mlt dem Winkel 

mahsen, merden beim Nnsshlagen ihrer Logarithmen die sogenannten 

logarithmishen Dlsserenzen addiert, dagegen subtrahiert, sobald es sih 
um Eosunktiouen handelt, denn die letzteren nehmen ab, menn der 
Wlnkel mähszZ

II. Berechnung rechtwinkliger und gleichschenkliger Dreiecke  
und regelmäsziger Wielecke. 

I l e  Nnsgabe ae E ln  rehtmlnkllges Dreleb zu berehuen aus 

a uud z.

Nustbsung. i u  cc ^  ^  , sI ^  ZD^ ^  a, d ^  z o o ^  loder

d ^  ^  ^  i  ae i  ^  aee, Entstehend ist die

Werehnuug des Dreiebes aus d und z.
Nusgabe be E in  rehtminkliges Dreieb zu berehneu aus a und d.
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180  Dritte Abteilung: Trigonometrie.

Nuslbsung. tau a ^  ^  ^ ^  ZD^ z ^
a

I u  ^ id e r

ad

Nusgabe oe E ln  rehtminkliges Dreleb ans a und ec zu be= 

rehneu.

Pbeuso geshieht dle Berehuuug aus a uud aus d uud a, 
aus d und l g

Nusgabe be E ln  rehtminkliges Dreieb aus z uud ec zu berehuem

Nuslbsuug. a ^ e ü u c c ,  d^zocw em  ^

^Ebenso Qi aus z uud he

Z E ^ c m
ad

ILe Wersuhe Nusgaben mie solgende zn losend Ein rehtminkliges 
Dreieb zn berehnen aus a und m oder a und r, aus und a, 

nnd a, ^  nnd z, und m aus umsang u und m aus u uud t
aus d und m mo d die Hbhe aus der Hypotenuse ist, aus u und d, 
r und d, a nnd p, z und m z nnd m, z nnd z nnd Stelle
selbst noh andere Nnsgaben aus.

l.Ze D a s  g le ih s h e u k lig e  D r e ie b  besteht aus zmei kongrueuten 

rehtwiukligeu Dreieben, bietet also n ih ts Neues.
Nusgabe. ne Gegeben Basis a und Selte d.

Nuslbsung.

^ l.ZD^ ^  ^ , d ^ d o c w

Nnsgabe. be Ergeben a und d. 

Nuslbsung. ^  ^  ^  tau ^ ,

 ̂ ^  ^  t u  m   ̂

Nusgabe ae Eegeben d und ei.

Nuslbsuug. ^  d ocw ^  ^ ^  ZD^ ^  ^ o 

Wersuhe, mie bei dem rehtmiukligeu Dreiebe, Nusgaben ans= 

zustellen, bei denen n ih t nur Seiteu oder Winkel oder kD, sondern 

auh audere Stübe, mie m  p, m, r u. sz m. ge  ̂
gebeu siud.
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l g  D a s  rege lm üszlge  Wieleck. Jst r und die Seitenzahl u

gegeben, so ist der Eentriminkel siir jede Seite a ^  der Winkel

c
an der Basis jedes Einzeldreiecks ist  ̂ oder ^  o

N us r uud ^  oder läszt sih die Basis, die Hbhe, die F lähe des Einzel= 

dreiebs berehuem so dasz auh Nlles am Wieleb berehuet merden kann. 
Führe dies dnrh am b=Eb , ID = E b ,  lä = E b ,  am Z = E b  und 

lZ = E b  n. s. m. Neben u kann statt r auh  gegeben sein p, m m n. s. m. 
N n h  die übrig bleibenden Segmente des um=Kreises lassen slh berehnen.

III. Die Funktionen des stumpfen Winkels und das 
allgemeine Dreieck. *)  

1 5 )  J n  Flg. l l Z  sei a ein stnmpser Winkel. Fä llt  man ebenso, 

mie ln F ig. I I I  von ans ans den Shenke l I I E  ein Lot, nnd ist 

I I I ^ ^ =  I,  so nennt man natnrgemäsz 

die Projektion I I I  von I I I ^  mle 

vorher die Eosinnslinie. D a  diese 

aber ans die Nübverlängernng des 

miedernm positiv ansznsassenden 

Sh en ke ls  I I E  sällt, so mnsz man  

I I I  a ls  n e g a t i v  anssassen. N n s  

mn ^  g l  I I  ocw^a mürde, menn 

man das Fortbestehen dieser Formel 

verlangt, I I i  a ls  S in n s lin ie  solgem 

denn es ist I I ^  g l  ^  I I P  

mobel I I I  a n h  negativ sein kann. D a  

aber jetzt dle S in n s lln le  dleselbe N ih =  

tnng mle vorher hat, so lst sie miedernm 

als p o s i t l v  ansznsassen. ^  Wer= 

gle lh t m an dle Eoslnns= nnd die 

S in u s lin ie  des stnmpsen W inkels 

mit der seines Eomplementmlnkels 

^ ^  ^  a , so erkennt man,

Nns dem Epmnasinm kann dieses Kapitel nah I I  a oershoben werden, 
obwohl der Nbshlnsz nnd die stereometrishen Berehnungen die Tnrhnahme 
ans I I  b sehr wünschenswert ersheinen lassen.
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dasz dle entsprechenden Llnlen siir beide Winket absvtut genommen 

einander gleih sind, nnd zmar ist

le  üu  ^  ^  he, ocw ei ^  ^  o a g lZ D ^  ^  ae.

Fo lgtih  mnsz sein.

^iu ac oiratcD ^  cie oô  ac ^  ^  cie 
ooo ^ o o o i t  ^  ne ^  oiu ac o iu ltog  ^  eie ^

d. h. Le tnua ^  ^  ta.rEl.ZD^ ^  ae, oota ^  ^  acihlZD^ ^  oce.

Letzteres erkennt man a n h  an der F ign r, denn erstens shneidet die 

Tangente in E  den rückmürtsverlüugerteu Shenke l I I  in D , so dasz 

die Tangentenlinie E D  jetzt n a h  nnten gerihtet, d. h. negativ ist, 

serner ist E D  ^  ^  E P .  Ebeusv ist .die n a h  tinks gehende, in  

berührende Eotangententinie jetzt negativ nnd g le ih  I P .  M a n  

hat atso den Satzt

T ie  F n n tt io n e n  v vn  S n p p te m e n tm in k e tn  s ind  a b so ln t  

genom m en  e in an d e r g te ih ,  nnd es n n te rsh e id e n  s ih  n n r  
E v s in n s ,  T a n g e n te  nnd  E o ta n g e n te  so th e r  W inket d n r h  d a s  

B v rz e ih e m  lTashatb sind Tasetn sür die stnmpsen Wintet überslüssig.e 

Bei dem Nnsshtagen des Winkels sür einen gegebenen S in n s  
giebt es atso stets zmei Winket, den betressenden spitzen nnd seinen 

stnmpsen Snpplementminkel. T a s  Nnsshtagen des Wintets sür die 
übrigen Fnnttionen giebt aber bei positiven Wlntetn zmishen nnd 

lZD^ nnr einen einzigen Wert.
T n r h  diese Nnsdehnnng des Begrisss der trigonometrishen 

Fnnttionen ans stnmpse Winket mird der Bemeis einiger Satze sür 

das allgemeine Treieck ermbglihtz ans denen leihte Berehnnngsarten 
sür dasselbe solgen.

lZe  T e r  Sinussatz. J u  jedem Treieck ve rh a lte u  s ih  die 

S e ite u  mie die S i u u s  der gegeu üb e rlie geu d eu  W iukel.

Bemeis. J u  Fig. l l ü a  ist um a ^  ^  

svlgtih oiu ec d ü o  ^ ^  ^  ^  ^  ^  t ^  ^  a d d.
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A llgemein also

3) a d d d z ^  I u  ri d oiu ^ d I u  m 

P e lm  stumpsminkllgen Dreleb ln Flg. l l ü b  lst

ü u a  ^  ^ iu iZ D ^  ^  ae ^

sonst N lles, mle vorher.e

l i e  Der Easinussatz. D a s  Q u a d r a t  einer D reiebsseite  
ist g le ih  der Sum m e der Q u a d ra te  der beiden andern 
S e ite n ,  verm indert  nm das doppelte P rodukt aus diesen 
beiden S e ite n  und dem E o sln n s  des eingeshlossenen Winkels. 

Bemeis. J n  der Eeo= 
metrle ist ln Nbshnitt lüD nnd 
Iü I  gezeigt morden, dasz ln 
jedem Dreiebe

ist, jenahdem der Seite z ein 
spitzer oder stumpser Winkel 
gegeniiberliegü 

Jm  Falle des spitzen 
Wlnkels i i g .  l l b g  ist nnn die Projektion^ ^  a dies eingesetzt glebt

^  a  ̂ P  d̂  ^  Lad  oew

Jm  Falle des stnmpsen Winkels i i g .  I I  dbe ist die Projektion 

a ecw i Z Z E  ^  g  

^  ^  ci eo^ m mas, oben 

eingesetzt, ebensalls ==== 
i  d̂  ^  L ad  ^ glebt.

Während also dle Eeo= 

metrle zmei Sätze zu unter= 

sheiden hat, kennt die Trigo= 

nometrle nur den einen Satzd

üe c ^ ^ P P d ^ ^ L a d o o ^ .

Der untershied llegt jetzt ln dem Nusdrube ocw der positlv siir 
spitze nnd negativ siir stnmpse Winkel ist.

IZe Der Jnhaltssatz. Der J n h a l t  eines D re ieb s  ist g le ih  
dem halben P rodnkte  ans  zmei S e i te n  nnd dem S i n n s  des 
eingeshlossenen Winkels.
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Bemeis. Jn Flg. llü n  und ltüb  lst also, da

^  d ün a ist, ^  z ün  a.

Nllgemeind

^  ad ün ̂  dz cün a ^  Q za ün

lZ e  Nusgabe. E ln  Dreleb zn berechnen aus zmei Seiten nnd 

dem eingeschlossenen Winkel. P e m  l.  Kongruenzsatze entsprechen^ 

Nuslbsung. S in d  a, d und ^ gegeben, so giebt der Eosinussatz

z g g  P  d̂  ̂  L ad vcw Nus dem Sinussatze solgt oin a ^

und ün  ̂ . Mo^ mählt zum Nehnen das erste oder das

zmeite, je nahdem a oder d das kleinere lst, denn dann hat man 
keinen Zmelsel über spitz oder stnmpsz Der dritte Wlnkel solgt ans 
der Wlnkelsnmme l.ZEc Jnhalt ^ ^ I c i d ü o ^ .

LEe Nnsgabe. Ein Dreleb zn berehnen ans einer Selte und 
zmei Winkeln. lE n tsp rlh t dem L. Kongrnenzsatze.e 

Nuslbsung. Sind  ̂und  ̂gegeben, so solgt a ^  l. Z E ^  i  P  g.

N us dem Sinussatze solgt d ^  und o ^  l ^ ^ i d  oin

L g  Nusgabe. Ein Dreieb aus den drei Seiten zu berehnen. 
Pem  dritten Kongrnenzsatze entstehend.^

Erste Losung. Nns dem Eosinussatze solgt eô  ̂  ^   ̂ ^  ̂ o

i  ist spitz, menn der Zäh le r positiv, stnmpsz menn der Zäh le r negativ 
ist.e M a n  sahre mie bei l.Ze m it dem Sinnssatze sorb 

Zmeite Lbsnng. N a h  Eeometrie N bshn itt l Z Z  ist

^ c E E P  d g  h  ^  d I  ae E  p  ^  ^  m 
 ̂  ̂ r a P  d P  z r ^

ans der dortigen Zeihnnng ergiebt sih tan ^  ^  ^  ^  ̂,

tan ^  ^  ^  ^  ^  , , E a n   ̂ ^   ̂ ^  ^ kann znr

Probe mit der Winkelsnmme benntzt merden.e ^  ^  ^  ^ ^

Dritte Läsung. N ns Eeometrie N. lZ ü  solgt ^  ^  

serner ist, ^  ^  g  solglih ^  ^  mobei a als grbszte Seite an= 

genommen merden mag. Nns den rehtminkligen Dreieben solgt dann
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                        und P  llegt innerhalb des Dreiebs, meil 

a die grbszte Seite m a g

22) N u s g a b e .  E in  Dreieb zn berehnen ans zmei Selten nnd 
dem der grbszeren gegenüberliegenden Winkel. P e m  ü. Kongrnenz= 
satze e n ts te h e n d .^

Nnslägng. Gegeben a, d, a nnd ae^d, dann glebt der

Sinnssatz den spitzen Wlnkel ^ ans ^  ^ ^ IZD^ ^  i  P  g ,

a oin ̂  c , . z ^  ^  ad am

23) Nutgabe. E in  Dreleb zn berehnen ans zmel Selten nnd 
dem der klelneren gegenüberllegenden Winkel. P e m  b. Kwngrnenz= 
satze en tste h e n ^

Nnslbsnug. Eegeben a, d, a nnd a ^  d. Man hat zmei
Lbsnngen zu berehuen, dle eiue mit dem spltzeu Wiukel aus

ü r i  ^  , dle audere mlt dem stumpseu Supplemeutmlnkel

desselbeu. z und bezm. m nnd merden mie vorher 

gesunden.

24) Nusgabe. Welhe Beziehung besteht zmlshen der Selte a, 
dem gegenüberllegenden oP a nnd dem Nadlns r des um=Kreises  ̂

Nusläsung. Jst I v E  das Dreleb mlt a, a und u, so ziehe 
man von ^  aus deu Durhmesser des um=Kreises uud verblude 
g  mlt E, dauu ist ^  m ^  ac Peripheriemlukele, uud

Q I D h  ist eln rehtmlnkliges Dreleb. J n  diesem ist mum 

solglih ist ln dem nrsprüngllhen Drelebe ebensalls mn a 

Ebenso ist i g  ^

Bemerkung. Süm tlihe Nnsgaben, die man als Drelebskon= 
Auktionen mit Zirkel und Lineal durhsühren kann, lassen slh anh 
als trlgonometrlshe Nehnnngsansgaben anssühren, mobel jedesmal 
drei von  e inander u n a b h ä n g ige  Stübe gegeben sein müssen. Jst 
z. B. a und r  gegeben, so kann a niht gegeben merden, sondern man

hat es ans zn berehnen o eln drlttes S t ü h  z. B . P  mnsz 

n oh  a ls gegebene Erbsze herangezogen merden.
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186  Dritte Abteilung: Trigonometrie.

Lbe E ln  Berggipfe l E  erscheine von einem Punkte I .  der Meeres= 

stäche aus unter dem Elevationsm lnkel irhbhn ngsm ln ke le  a. Ilm  die 

Hbhe nnd Lage des Berges zu bestimmen, segelt man nm eine mesz= 

bare Entsernnng z in  der N ih tn n g  aus den E lpse l vorwärts, morans 

er von aus unter dem grbszeren Elevationsm inkel ^ ersheint. W ie  

hoh  ist der B e rg  nnd in  melher Entsernnng von I  ist sein E lpse l 

aus der Landkarte sestznlegen^

N u slä su n g . Berehne Selte I E  lm Dreleb I I P  sodann die 

Seiten E P  und I D e  im  rehtmlnkllgen Drelebe E P I ,  mo der 

Projektlonspmnkt von E  lst. P l e  K rüm m nng der Erde soll vernah= 

lässlgt merden.e

LZe E ln  Berg ans einer Jnsel sel ZDDD m hoh Wle melt 
kann man von ihm ans über den Oeean sehen, menn der Nadlns des 
Erdkbrpers zn ZbZ Mellen i b Z   ̂ ibDD  me angenommen mird, nnd 
mie grosz ist der Wlnkel zmishen der berehneten Tangente nnd der 
Horizontalen ̂  s Depressionsminkeg 

Nnsläsung. N a h  Satz I i ü  der Eeometrie ist ^  ^  d i  P  L g ,  
mo  ̂ die zu berehuende Taugente an den Erdkbrpem d die Hbhe des 
Berges nnd r der in demselben Masze gemessene Erdradins ist. N ah  
Berehnung der Tangente  ̂ lst lhr Berührnngspmnkt ans den senk= 
rehten Nadins zn projizieren und der gesorderte Wlnkel zu berehueu.

L ie  Feldmesser habeu elue horlzoutale Staudlln le  I ^  dlesselts 

elues Strom es gemesseu uud molleu die Eutseruungeu I E  und 
n a h  elner Marke jenselts derselben bestimmen. W le grosz slnd die= 

selbem menn sih  beim Wisieren die Winkel l ^ I I ^ c c  nnd 
ergeben^ Daraus soll dle Hbhe der Marke, z. B . elues Bergglpsels, 

bestlmmt merdeu, menu m der zu I  gehbrlge Elevationsmlnkel ist.
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V i e r t e  A b t e i l ung.  Stereometrie.

             Lehrausgabe der Secuuba 

b. (Prima der Realschulen.) (Erster Jahrgang.)  

                                    

 Vorbemerkung.
1) A u s der Lehransgabe der Q uarta nnd ans dem Zeihen= 

nnterrihte merden folgende Begrisze als hinreihend belannt vorans= 
gesetzt Kbrper, ebene nnd krnmme Flühe, Nbstand eines Pnnktes von 
einer Ebene oder das von ihm ans ans die letztere gesüllte Lot, parallele 
Ebenen nnd ihr gegenseitiger Nbstand, die Eerade als Tm rhshnilt 
zmeier Ebenem Ebenen, die sih rehtminllig oder shiesminklig shneiden. 
Shnittminkel der letzteren, Eerade, die zn einer Ebene parallel sinh 
oder sie nnter beliebigem Winkel shneiden, parallele Eerade im Nanme, 
sih brenzende Eerade. Te r Wiirsel mit seinen Hanpteigenshasten. 
T ie Kngel mit ihren Hanptshnitten irbszten Kreisene nnd Parallel= 
kreisen, N ihtnng ihrer Nadien.

I .  Ü b u n g e n  a m  W ü r s e i  u n d  a n  d e n  a u s  ih m  a b g e le i t e t e n  
K o rp ern .

2 )  D as Z e ih n e n  des W ü rse ls .  T ie  Knnstz dreidimensionale 

Kbrper nnd sonstige Nanmgebilde in der nnr zmeidimensionalen Ebene 
dnrh eine korrekte Zeihnnng miederzngeben, heiszt die darste llende  

E e om e trie . Jede besondere N rt der Tarstellnng eines Kbrpers in
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188 V ierte A bteilung:  S tereometrie.

der Ebene bezelhnet man als elne P ro je k t io n  des Korbers. T le  
Berehtlguug dleses Namens mlrd slh ans den solgenden Ertüuteruugeu 

über dle Tarstellnng des Würsels dnrh entsprehende Zelhnnngen ergeben.
M a n  denke slh das Trahtmodell des Würsels ans elnem hori. 

zonkaken Nelszbrekke stehend nnd dle Sonne so darans gelnend, dasz 
der Shatten des Modetls ans das Nelszbrett gemorsen lp ro jlz le rte  
mlrd. Bel shrügem Elnsall der Sonnenstrahtem dle man megen der 
sehr groszen Entsernnng der Sonne ats parallel betragen darb nennt 
man das entstehende Shattengebltde elne s h r ü g e P a r a t t e l p r o j e t t l o n  
des Wür set s .  P e rg l.  Flg. l lZ.e

Tabel decken slh dle nnendtlh dünn zn denkenden Trühte der 
Ernndstühe mlt lhren elgenen Shattentlnlen, dle atso eln Qnadrat

dem Horlzonte steht. T le  Trühte der oberen Würsetslühe endtlh 

geben Shattentlnlem  methe dle Endpnntte der eben besprohenen ver= 

blndem so dasz sle eln Q nadrat baden, methes dem znerst besprohenen 

kongrnent nnd gegen dasselbe nm dle Strecke d vershoben lsü 
J n  Flg. l l Z  bedentet bel dleser Nnssassnng I P P P  dle 

Ernndstühe, dle obere F lühe , h ü ,  I h D ,  E P  nnd . D P  
slnd dle Sha tten  der senkrehten Kanten. 

sNnsgabe. Wersuhe Flg. l l Z  so zu deuteu, dasz das Würset= 
modelt mlt der Ftühe P  .P  i  au dle seukrehte Waudtaset gehatteu 
uud das Shatteugebltde d u rh  dle Souue  aus dlese gemorseu mlrd. 

W elhes lst dauu dle horlzoutate Erundslühe  des Würsets, mo slud 

dle seutrehteu Selteukauteu, uud mle hat mau slh  deu S taud  der 

Souue  zu deuten^
lSteht dle Souue seukreht über dem Nelszbrett, bezm. der Waud= 

lasel, so s ü t l t I . ^ E D  aus I  P P P  uud es mlrd 

u. s. m. J u  dem elueu Falle eutsteht dauu dle Eruudrlsz=Ze lhuuug,  
lu dem auderu dle Nusrlsz=Zelhuuug des Würsels, lu beldeu Fülleu 
elu elusahes Quadrat. Jm  Eegeusatz zur vorlgeu Projettlousart be=

badeu. T le  seutrehteu Würsetkauteu 
aber merseu para tte te  Shatteullulem  

deuu steht z. B. dle Souue lm Süd= 
osteu, so geheu dlese Shatteutluleu  

sümttlh uah  Nordmesteu. Nuszerdem 

slud sle g te lh  taug. Steht uümtlh dle 

Souue z. B. b E  über dem Horlzoutm 
uud lst dle Lüuge der Würsettautm

so lst dle Shatteutüuge der seutrehteu 
Kauteu d ^  ^ eoi b P  Nllgemeluer lst 
d ^  zdoota, sobatd dle Souue cQ über
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I. Übungen am Würsei und an den aus ihm abgeleiteten Korpern.         189

zeichnet matt dlese Zelchnnngen ats dle senkrehte P r o j e k t i o n  
^orthogonale oder orthographlshe Projektion^ des Würsets. Tle 
Zelhnnngen der Ban= nnd Mashlnentehnlk merden ln der Neget 
dnrh Ernndrlsz nnd Nnsrlsz zngtelh dargestettt. Fü r dle mathematlshen 
Zmecke der Shn te  lst dle Shrügprojekion lm attgemelnen dle ge= 
eigneten, da sle nnr elne Zelhnnng ersordert. N n r sür dle Zelhnnng 
der Kugel lst dle senkrehte Projektion vorznzlehen, melt sle ln dleser 
ats Krels, bel der shrügen dagegen ats Ellipse ershelnt.e 

T le  N lhtnng nnd Lange der Llnlen ü h ,  I P ,  D P  nnd D P  
ln F lgnr l l Z  slnd gtelhgütig, denn man kann slh den Stand der 
Sonne am Hlmmet ats ganz belleblg denken. Nns vershledenen 

Ermnden empszehlt es slh jedoh, ü h  ^  zn nehmen nnd den 

shelnbaren Wlnkel glelh ZD^ anznnehmen, der mlt Hütse des 
entstehenden Wlnketdrelecks begnem zn zelhnen lst. ^  M a n  nennt 
elne solhe Zelhnnng anh elne P a r a l l e l  perspett lve des Würsels, 
da man slh statt der Strahten gebenden Sonne das Strahlen 
empsangende Nnge denten tann. Beslndet slh nümtlh das Nnge ln 
grbszerer Entsernnng von dem Würsetmodetl, nnd zmar ln der N lhtnng 
nah der Sonne hln, so verdecken dle Trühte des Modells den von 
der Sonne gemorsenen Shatten, so dasz dle Zelhnnng den Würset 
so darstettt, mle er dem Beobahter ershelnü 

sM a h t  man den ersten Belenhtnngsversnh statt mlt den Sottnen= 
strahlen mlt elnem Kerzentlhte, so erhatten dle Qnadrate vershledene 
Erbsze, nnd dle Shatten 
der senkrehten Trühte 
tansen so anselnander, 
ats ob sle von elnem 
Pnnkte ansglngen, dem 
ünszeren Ähntlhtelts= 
pnntte der belden Qna= 
drate. Flg. l t i  stettt 
elne sothe Projektlon 
dar, dle rnan ats Een= 
t ratprojekt lon sEen= 
tratperspebive , Mater=
perspektlvee des Würsets bezelhnet. S le  stettt den Würset so dar, 
mle er dem ln endiher Entsernnng beslndtlhen Nnge ershe ln t.P

D Näberes über diese sämtlichen Tarstellnngsarten siehe in des Wer= 
sassers ,,E in sührnng in das stereometrishe Zeihnen^. Leipzig bei 
B. E. Tenbner
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190                                 Vierte Abteilung: Stereometrie.

Ze Nusgab eu.g ae Ter Würset habe die Kante ltz mle grosz lst 
selne Qberslähe, seln Jnhalt uud, menn P  das spezlslshe Eemlht lst, 
seln Eemlhte P e l Elsen z. B. P  ^  i,b zn nehmen.e

Nnsläsnng. D ^  Z P  Q ^  ^
be Wle grosz slnd Q nnd bel gegebener Qberslühe

Nusläsuug. ^ ^  ^  ^  ^ ^  P,

mobel anh P  gegeben seln mnsz.
ee Wle grosz slnd ltz D nnd bel gegebenen IV

Nuslbsuut ^ P I ^ I P
be Wle lang müssen dle Kanten elnes mürsetsdrmlgen Hettollter= 

gesäszes genommen merden^

Nnsläsnng. ^  lD D  ebbem, sotgtlh w ^  pP D D  ^   ̂ .
ee Wie lang müssen dle Kanten elnes Elsenmürsets seln, der 

lDDD mlegen soll^

Nnstllsnng. N u s ^ i ^ IP b  ^ P i , b  solgt w P P g P

be E ln  Würset von der Kantentünge ^ habe das Eem lht 
Wle grvsz lst das spezlslshe Eem lht der Massen

Nuslbsnnt

g  Nnsgaben. Wle grosz lst bel dem Würset lu Flg. l lZ  jede 
Quadrat =Tlagouate, z B. I P ,  mle grosz jede Haupt =Tlagoualm 
z. B. I P ,  mle grosz der rehteeklge Tlagouatshultt I P P ,  mle 
grosz der dreleeklge Tlagouatshultt I E . D P

Nusläsung. N a h  Pythagoras lst I P ^  ^  ^  P  ^  ^  L 

also N a h  Pythagoras lst seruer 

P  h g  ^  i  ^  ^  Z P  also ^ I h  ^  ^ gZ  . Flühe 

.u  ^  .u  ^  ̂  ^  .c

be T a  Hauptdlagoualshultte I P P  u u d I . ^ P P i l g .  llZe 
shueldeu slh lu der Mlttelllua des Würsels. Tle beldeu 
audereu Paare vou Shulttslüheu gebeu da Mlttellluleu I I I  
uud N I .

Je zmel der Eeradeu I P  I I I  uud . I I I  bestlmmeu elue Ebeue, 
dle deu Würsel lu kougrueute Telte zerlegt. Tlese Ebeueu helszerr

Ju der Klasse slnd anh Zahlenbelmiele zn üben.
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die Mlttetshnltte des Würsels. Ter Pnnkt I I ,  der diesen drel Ebenen 
gemelnshasttlh ist, lst zngtelh sämttlhen Hanptdlagonalshnltten ge= 
meln, ln ihm shnelden slh sowohl dle 
Mltteltlnlen I P  als anh 
dle vler Hanptdlagonaten I E ,  I P ,  

nnd I P .  I I  helszt der MltteD 
pnntt des Würsets. E r  lst gtelhmelt vvn 
aÜen Eben, glelhmelt vvn allen Kanten, 
gtelhmelt vvn aÜen Flähen des Würsets 
entsernt. E r  lst atso der Mlttelpnnkt 
der elnbeshrlebenen Knget, deren Nadlns

n ^  ^  lst, nnd zngtelh der Mlttelpnntt

der nmbeshrlebenen Knget, deren Nadlns  ̂ oder io ^  P  Z lst. 

J n  der KrystaÜographle nennt man dle drel Mltteltlnlen I P  I I I  

nnd I I I ,  das Nhsentrenz des Würsets.

Ze N n sgab en . ae W le  grosz slnd dle Kanten lc, dle Qberslähe D, 

der Jnh a lt  I  elnes W ürsets nnd der N a d ln s  r  der nmbeshrlebenen 

Knget, menn der N a d ln s  ^ der elnbeshrlebenen gegeben lst^ 

be W le  grosz slnd D , I  nnd m menn r gegeben lst^ 

oe E ln e r  Knget mlt N a d ln s  r  sel eln Würset nm= nnd eln 

anderer elnbeshrleben. W le  grosz lst der untershled der Kanten, der 

Qberstühen, der Jnhalte belder W ürsel^  

be W le  grosz lst der N a d ln s  r, menn lrgend elne der genannten 

Tlsserenzen gegeben lst^

ae W elhe Nelgnng hat jede Hanptdlagonate des ans horizontaler 
Basls stehenden Würsets^

g  E b  ^  D.hZZZ Z i  ^  LD , g  g E b  ^  Z,ZüZ üZ ^  lD ,  also 
^ ^  M a n  nennt dlesen Wlntet den Nelgnngsmlnket der 

Hanptdlagonate gegen dle Ernndslähe. T e r  Wlnkel, den elne Eerade 
mlt elner Ebene badet, mlrd stets ln  derjenlgen Ebene gemessen, dle 
d n rh  dle Eerade geht nnd ans der ersteren senkreht steht, a th  ln 

der projlzleroenden Ebene. E s  handelt slh  atso nm den Wlntet der 

Eeraden nnd lhrer Projettlon ans dle Ebene.

Jede Hanptdlagonate des Würsets badet mlt jeder der Würset= 
slähen den Wlnkel Z b ^ lb P D Q

le Wethen Wlnkel badet jede Hanptdlagonate des Würsets mlt 
den von lhr getrossenen Kanten^
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192 Vierte Abteilung: Stereometrie.

N u s lä su n t  Flg. I I Z  zelgt, dasz es sih um den Eomplement= 

mlnkel des vorigen handelt, also nm lh ^  bü^ üü  ̂ l P  sür den

tan ^  g L  lst.

Bem erkung. M a n  konnte a n h  n a h  der Ne lgnng sragen, dle 

elne Hanptdlagonate gegen Würselkanten hat, mlt denen sle slh  n ih t  

trlsst. S o  sind z. B . dle D lagonate I P  nnd dle Kante .D E  sih

krenzende Eerade. D ie  Ne lgnng der belden gegenelnander mlrd d n rh  

den W lnkel gemessen, den man erhält, menn man dn rh  einen Pnnkt 

der einen dieser Eeraden eine Paralle le  znr andern legt. S o  lst z. B .  

. D P   ̂ .DE, es handelt s lh  also um den W inkel I ^ . D P  ^  I P  

D ie  Ne igung der Hauptdlagonalen gegen sämtllhe Würselkanten lst 

dem nah dieselbe.

i e  M a n  konnte serner nah der kleinsten Entsernnng der sih 

kreuzenden Eeraden .D E  und I P  von elnander sragen.
Nusläsung. D le Eerade D E  lst parallel zu jeder durh . D P  

gelegteu Ebeue, also auh parallel zu der durh . D P  uud I P  ge= 

legteu Ebeue I P . D P ,  dle uuter üb^ gegeu dle Horlzoutalebeue 

genelgt lst. Wou dleser Ebeue hat D E  überall dle Eutseruuug

Werbludet mau I I  mlt dem Halbleruugspunkte 

vou . D g  so erhält mau deu klelnsteu Nbstaud der Eeradeu D E  und 

.I^Ih von elnander, d. h. mledernm z P T .  Dlese Werblndungs=

linie steht näm lih  aus belden Eeraden senkreht, mas bel kelner 
zmelten Werbindnngsllnle ihrer Pnnkte stattslndet. Jede andere Wer= 
blndungsllnie ist also länger.

J n  ähnliher Welse bestimmt man allgemein sür zmei sih 
kreuzende Eerade das gemeinshastllhe Lot nnd dle kürzeste Entsernnng 

beider von elnander.e
Bemerkung. J n  der Mineralogie tritt der Würsel ans als 

Krhstallsorm sür Stelnsalz, Flnszspat, Sllber, Eo ld , Wlelglanz, 
Shmeselkles n. s. m.

ie  Nnsgabe. D e n  e b e n s lä h lg e n  K b rp e r  zn z e lh n e n  nnd  
zu u u te rsu h e n , der d a d u r h  eutsteht, dasz m au  bel eluem  

W ü rse l dle E u d p u u k te  des N h se u k re u z e s  aus a lle  m b g l lh e u  
N rte n  m lt e in an d e r verb indet.

Nusliisung. J n  Flg. l I Z  lst dle Zelhnnng ausgesührb Jsz 
a die Länge jeder Halbahse, so ist ^  ^  t  ^  ^  L P  also 

^  a i m  Tie^ ist dle Länge jeden den Kanten des Kbrpers.

Dle Z F lähen slnd demnah glelhseltlge Drelebe. E s  handelt slh 

also nm das rege lm äsz lge  O k taede r oder N h t s la h .  Jede Flähe
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des Oktaeders lst, menn man die Oktaederkante mlt ^ bezelhnet,

^  g Z ,  dle gesamte Oberslähe also D ^  L ^ l i .  Der kbrper= 

llhe Jnhalt mlrd erst später berehnet.
Jn der Stellnng der Fignr lst dle 

Nelgnng jeder shrägen Kante üg. Jede 
Kante bildet mlt den drel mlt lhr zn= 
sammenstoszenden Kanten zmei Winkel 
von ZD̂  nnd einen von ZEc

Die Nelgnng der Flähe I v E  
mlszt man mit Hülse der Mittellinie 
.DE nnd der Eeraden .D II,  da 
belde ans der Shnlttkante I  I^ der 
Flähe I v E  nnd der Horizontalebene I v I I  senkreht stehen.

Dabei ist tan a ^  ^  ^  ^  g L ,  also a ^  ü g  l E c

Zieht man IIII,  melhes ebensaÜs in der Ebene IIE Il  liegt, also E Il  
in elnem Pnnkte I^ shneldet, mobei ^  Il IID  nah Oblgen ig l. Ze 
glelh Z g l E b P  ist, so solgt, dasz .D .Î II ^  ZZa ist. Da nnn 
znglelh die Ebene E D I I g I I ^ E  ist, so ist I I I I  das vom Mlttel= 
pnnkte I I  ans die Flähe gesällte Lob 

Nns tan a ^  g L  solgt, dasz I^ I I  ^  D I P L  ist, nnd da 
D I^ I I  ^  II. IP  so solgt, dasz EI^ .^ II g L  ^  .DI^ l i  g L

^  LIlIi^ ist. Demnah ist I^ der Mittelpnnkt des glelhseitlgen Dreiebs

D a  .D E  ^  ^  ^  a ^ ,  also I ^  ^  ^

^  a ̂  ist, so solgt I ^ I I  ^  D  g L  ^  a P ^ i L  ^  a ^   ̂ D ies  

gilt sür alle F lähen des Oktaeders. Folglihd Dem regelmäszigen

Oktaeder läszt sih eine Kngel einbeshrelben, deren Nadins p ^  

ist. Ebenso läszt sih ihm elne Kngel vom Nadlns u ^  a nm= 

beshrelben.
Je zmei mlt den Kanten anelnander stoszende Oktaederslähen 

bilden einen Wlnkel von der Erbsze La ^  lD g  LE LEe je zmei nnr 
ln elner Ebe znsammenstoszende bllden elnen Wlnkel lZD^ ^  La 
^  iD^ ZD ü P  Man ahte ans solgende Bezlehnngend 

Well der Würsel Z Flähen hat, besitzt das Oktaeder Z Eben,
,, ,, ,, Z Eben ,, ,, ,, ,, Z Flähen,
,, ,, ,, l L  Kanten ,,̂ ,, ,, ,, l L  Kanten,

denn jeder dreikantigen Ebe des Würsels llegt elne drelkantlge F lähe
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des Oktaeders gegenüber, jeder vierkantigen Ebe des Oktaeders eutsprlhb 

elne vierkantlge Flühe des Würsels.

Je zmel gegenüberllegende Kanten 
bezm. Flähen des Oktaeders slnd parallel. 

D a s  Flähennetz des Oktaeders lst 
in Flg. tLD  dargestellt. D le  gtelhseltlgeu 

Drelebe sind dabei so angeordnet, dasz 
in jeder Ebe des Kbrpers vier von ihnen 

zusammenstoszen.
Bemerkung. D a s  regelmäszlge Okta= 

eder lst dle Krhstallsorm sür Magnetelsen 

nnd einlge andere Elsenerze, sür Not= 

knpser, Shmeselkles, Blelglanz, Silber= 

glanz, P latln, Nlann, Eo ld  n. s. m.

Ze Nnsgaben. ae Bel elnem regel= 

mäszigen Oktaeder sei eine der Erbszen a, 

i  m  ̂ gegeben. D le andern sollen 
ans lhr berehnet merden. 

be Elner Kngel vom Nadlus r sei ein 

regelmäsziges Oktaeder einbeshrieben und das entsprehende umbe=
grab e n . Wle grosz lst dle Dlsserenz ihrer Halbahsen, ihrer Kanten,
ihrer Oberslähen^

ve Eine dleser Dlsserenzen sei gegeben, mle grosz ist dann der 
Nadlus

be S u h e  zu bemelsen, dasz die Mittelpunkte der Flähen des 
regelmäszigen Oktaeders die Eben des einbeshriebenen Würsels slnd, 
zelhne die entsprehende F igur und berehne die nene Würselkante 
ans der Halbahse des Oktaeders. 

oe Einem Würsel sei eln Oktaeder, dlesem ein Würsel eln= 
gezelhnet. Wie verhalten sih die Kanten der belden Würsel^ 

be Zelhne den ebenslähigen Kbrper, dessen Eben die Halblernngs= 
pnnkte der Oktaederkanten sind nnd beshrelbe nnd berehne denselben. 

g  Lbse dieselbe Nnsgabe sür die Halbleruugspunkte der Kauten 
des Würsels.

Ze Nnsgabe. E s svll u u te r s u h t m erdeu, vb s ih  aus 
deu d re ise itig eu  D ia g v u a lsh u itte u  des W ü rse ls  eiu regel= 
mäsziger K brper hersielleu läszt, uud mie derselbe beshasseu ist. 

Nnsläsung. J u  Fig. lL l ist gezeigt, dasz sih mlt Hülse der 
Ouadratdlagvualeu elu Kbrper lu deu Würsel eluzelhueu läszt, der 
vou vler gtelhseltlgeu Drelebeu begreuzt lst, das regelmäszlge
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T e trae d e r  oder B le r s t a h  I I l e Ü  T le  F lgur zelgt zugleth, dasz 
dle Halblernngspnnkte der Seltentanten dleses Kbrpers elu regel=

müszlges Ottaeder baden, nnd zmar so, ^  ^  

dasz vler Ottaederstühen ln den Tetraeder= .V 
stühen tagen, mle z.B. P  V I  ln I E . D ,  

mührend dle andern vler vvn dem Tetra= 

eder ttelnere Tetraeder abshneldem
T le  Tetraederslühen haben demnah, 

mle dle Oktaederslühen, ln  der gezelh= 

neten Stetlnng sümttlh dle Ne lgnng b g  

üü^ l . P  gegen dle Horlzontatebenm baden 

atsv, mle an der Kante E .D  gezelgt merden 

kann, mltelnander Winket von der Erbsze lZ D ^  ^  L i g  üü^ l D i  

^  i E i l a  ü E c  T le  elnbeshrlebene Knge l des Tetraeders lst lden=

tlsh mit der des Oktaeders, atso vom Nadlns menn 

a dle Lange der Hatbahse I I i V  lst. T le  nmbeshrlebene Kngel da= 

gegen hat den Nadlns r  ^  I I . D  ^  a g Z  , stlmmt atso mlt der des 
Würsets übereln. T a  dle Hanptdlagonaten des Würsets slh ln elnem  

Pnnkte I I  shnelden, nnd da jede von ihnen elne der Tetraederslühen 

sentreht dnrhshneldet, so pressen slh dle vler Hbhen des Tetraeders 

ln elnem Pnntte I I ,  nnd von jeder lst dnrh diesen der vlerte Telt 
abgeshnltten, mea r ^  g  lsü Jede Tetraederstiihe mlrd von den 

Kanten der übrigen Flühen nnter Wlnketn von der Erbsze üü^ l . P  

geshnltten.
Jst dle Tetraederkante, I  dle Würsettante, a dle Hatbahse,

so lst atso ^ L a g L  , sotgtlh jede Tetraeder=
i . .... ....

stühe nnd dle gesamte Oberslühe des Kbrpers

D  ^  Z a ^ g Z ,  d. h. doppelt so grosz, ats dle Oktaeder=Oberslühe, mas 

slh anh  ohne Nehnnng zelgen tüszb Ter  

kbrpertlhe Jnhalt sott erst spüter berehnet 
merden.

Flg. l L L  stellt das Ftühennetz des 

Tetraeders dar.

T le  Zaht der Eben des Kbrpers lst 

ü, dle der Kanten Z. T le  Mlttetpnntte 
der Flühen des regetmüszlgen Tetraeders 

baden mledernm eln regelmüszlges Tetra= 

eder. Je  zmel Eegenkanten des Tetraeders 

krenzen elnander sentreht. Legt man dnrh jede Kante elne Ebene

ge i î.
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parallel zur Eegenkaute, so erhält mau deu umbeschriebeueu Würsel 

P im  lL te .
Denkt man sich das Tetraeder ans elne selner Flächen gestellt, 

so hat man dle regelm äszige d re ise itige  P y ra m ld e . i n t e r  

Pyram ide versteht man einen ebeuslähigen Kbrper, der dadurch entsteht, 
dasz man die Eben eines Wielebs mit einem anszerhalb seiner Ebene 

liegenden Pnukte verbindet.^
N a h  Fig. t L l  kann man sih  das Tetraeder an h  solgender= 

maszen entstanden denken. M a n  bezeihne am M ode ll des regel= 
mäszigen Oktaeders die F lähen  abmehselnd mit P  nnd denke 

s ih  die mit ^  bezeihneten meg nnd die mit P  bezeihneten so meit 

erweitert, dasz miedernm eiu geshlossener Kbrper entsteht, näm lih  das 
dem Oktaeder umbeshriebene Tetraeder. Deshalb nennt man in der 

Kpystallographie das regelmäszige Tetraeder anh  den H a lb s l ä h n e r  

oder die H e m i e d r i e  des Oktaeders.
Jn  der Mineralogie ersheint es 

mehrsah als KrystallsoruD z. W. beim 
Fahlerz, bei der Zinkblende n. s. m. 

Nnsgabe. D ie  beiden Tetraeder, 
die s ih  dem W ü rse l einzeihnen  
l as sen,  i n  i h r e r  g eg ens e i t i g en  
D n r h d r in g n n g  darznstellen. 

Nnslbsnng. Jn  Fig. lL Z  ist die 
Nnsgabe gelbst, mobei znnähst alle Oma= 
dratdiagonalen des Würsels gezogen sind. 
Won je zmei sih shneidenden Dreiebem 

mie z. W. nnd sind dabei je zmei Shn ittpunkt z. W. 
..V nnd V, zn snhen nnd dnrh eine Shnittlinie zn verbinden. g

l.De Nnsgaben. ae Wei einem regelmäszigen Tetraeder sei eine 

der Erbszen a, D, r, p oder d P b h e  des Tetraeders ^  i  oe 
gegeben. D ie  übrigen sollen darans bestimmt merden. 

be E iner Kngel vom N ad in s r  sei ein regelmäsziges Tetraeder 

nm=, ein anderes einbeshrieben. W ie grosz ist die Disserenz ihrer 
Kanten, ihrer Halbahsen, ihrer Oberslähen^ 

ee Einem  regelmäszigen Tetraeder von der Kante sei ein 

anderes einbeshrieben, dessen Eben mit den Flähen=Mittelpnnkten

Es empsiehlt sih, die sihtbaren Flähenteile jedes Tetraeders mit 
leihten Farbentonen so anzulegen, dasz zusammengehörige Stübe sih dentlih 
hervorheben. Tas gegenseitige Tnrhdringen tritt dabei klar hervor. nnd der 
Shüler übt sih darin, die ebene Zeihnnng ränmlih p̂lastische zn sehen.
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des anderen zusammeusanem D ie  Kante des zmeiten Tetraeders soll 
berehnet merden.

be Einem regelmäßigen Tetraeder von der Kante ^  sei ein 
Würsel nmbeshrieben. D ie  Kante desselben soll berehnet merden.

ae unter melhem Winkel shneideu sih die Flühen der beiden 

sih dnrhdringenden regelmäszigen Tetraeder der F ignr lL Z ^

s l le  Nnsgabe. g  N n s  die F lä h e n  eines W ü r s e ls  P y r a =  

m id e n  von  gegebener H bhe so 

ansznsetzen, dasz e in  P y ra m id e n =  

m ü rse l entsteht.
J n  Fig. lL ü a  ist znnähst der ge= 

gebene Würsel gezeihnet und der M it=  

telpuukt jeder Flähe bestimmt. Dort 

sind aus jeder Flähe Lote vou der 
gegebenen Länge errihtetz das nah  

vorn gerihtete Lot natürlih  in der

gemühlten Werkürznng i  B. in der 

Länge gezeihnet. Die Endpunkte der Lote 
sind mit den Würselecken verbunden Nns  

der Würselkante nnd der Ppramidenhbhe d lassen sih Kanten, Oberslähm 

Winkel, Nadins p der eiubeshriebeneu Kugel u.s.m. des Kbrpers berehueu.
Bemerkung. Dieser Kbrper 

ist als Krystallsorm in der M i=  
neralogie von Bedeutung. E r  
mird hier besprohen, meil sih 
aus ihm audere Kbrpersormeu 
leiht ableiteu lassen. M a h t  
man nämlih die Pyramidenhbhe 
gleih der halben Würselkante, 
so erhalten die Pyramidenslähen 
die Neignng üb^ gegen die Wür= 
selslähen, nnd die Kante zmishen 
je zmei benahbarten sällt meg, 
so dasz ans Lü Dreieben l L  
Nhomben entstehen. Fig. lL ü b  
stellt diesen besonderen Fall des

Nns dem Eymnasinm sind die Nbshnitte l l  bis in u b  zn über  ̂
shlagen, ans der Nealshnle als Übungsmaterial sür das Zeihnen und die 
ränmlihe Nnshannng zn betrahten, welhes der Lehre von den regelmäszigen 
Kbrpern einen gewissen Nbshlnsz giebt.
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Pyramldenmürsels, das Nhombenzmbtsstah oder N hom bendodekaede r  

dar. P l e s  lst dle hünslgste Krystatlsorm des Eranats, der Kbrper mird 

daher anh als Eranatoederg bezeichnet.es Nns der Würselkante ^ lassen 

sih die Kanten, dle Oberslühe, die Winkel des Kbrpers leiht berehnen.s

l g  Bezeihnet man die Flühen des Pyramldenmürsels abmehselnd 

mit P  nnd mie es in Fig. l L ü a  geshehen ist, lüszt man dle mlt 
^  bezelhneten Flühen megsallen, nnd ermeltert man dle übrlg blel= 

benden so mell, dasz der Kbrper mleder geshlossen ist, so entsteht ein 

im allgemeinen von nnregelmüszigen, aber symmetrishen Fünseben 

begrenztes Zmblsslah, das Pe ntago ndode kaede r .  N ns F ig. l.Lüa  

leibeb sih die Konsirnklion solgendermaszen ab d Je zmei siehenbleibende 

Pyramldenslühen bilden in ihrer Ermelternng ein T a h , dessen Firste 

zn den Ernndkanten parallel ist. Eine sothe Firste ist dnrh E  
parallel zn zn legen. Nehts reiht sie bis znm Sh n ltte  mit 
der dnrh I I  gehenden Mittellinie der Flühe modnrh die 

halbe Lange der Tahsirste gegeben ist. Eine sothe von derselben 

Lange ist senkreht dnrh I^ zn legen n. s. m. S o  entsteht eine F ignr 

nah  Nrt von Fig. lLb , in der jedoh andere Bnhstaben gemühtt sind. 
Bei Neignng üb^ i g l .  l g  entsteht das Nhombendodekaeder, bei dem 

atso eine der Fünsectsseiten t e lh  N n ll gemorden ist. P a s  n ih t von

regetmüszigen, sondern von nnr symmetrishen Fünsecken begrenzte 

Pentagondodekaeder ist Krhstallsorm des Shmesetkieses oder P yrits  nnd 

mird daher anh  Pyritoederg genannte.

Tle Worte Eranatoeder nnb Pyitoeder sind sprahlih als Mißbildungen 
zn betrachten, lassen sih aber in der Mineralogie kanm vermeiden.
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J n  Fig. lL b  ist der Falt dargestellt, in dem dle symmetrishen 

Fünsecke regelmäßig merden, also das regelmäszlge P e n tago ndo de ka =  

eder geben. Dabei mnsz die Pyramidenhbhe des zn Hülse genommenen 

Pyramldenmürsels so gemählt merden, dasz I I I  d ^ I  ^  E P  d I P  

ist, d. h. dasz I I I  ebenso getei lt  ist, mie dle M i t t e l l i n i e  des  

rege lmäsz igen F ü n s e b s  d n r h  die ans ihr  senkrechte D i a =  

g o n a l e . g  Die Konstruktion des Kbrpers durch Zelchuuug geschieht 
solgendermaszend Jst I h I P P I h  das zu Erunde gelegte regel= 

mäszige Füuseck, so zeichne man einen Würsel, dessen Kante gleih der 
Diagonale i I h  ist. M a n  halbiere elne Seltenkante des letzterem 
z. B . E I I  dnrh I ,  errlhte lm Mittelpunkte der zngehbrlgen 

Seitenslähe ans dleser ein Lot nnd shlage um I  elueu Bogen mit 
dem Teile I P  der Mittellinie des Fünsebs, melher ans dem Lote 

das S t ilb  abshneidet. M a n  ziehe E I  nnd verlängere es nm 

I I  ^  I P .  D n rh  E  lege man I ^   ̂ I I ^  und m a g ,  menn man 

dle Parallelperspektive mlt Werkürzung I  gemählt hat, E I^  ^  I P I h  

und E I^  ebenso grosz. D ann  lst I ^ E . D I I  das eine Fünseb des 
Kbrpers in der rlhtlgen Lage. D a s  Weitere erglebt sih ans Fig. ILb , 

in der gemlsse Ernppen von Ebpnnkten derselben 

Wertlkalebene oder Horlzontalebene angehbrem 

mas dle Konstrnktlon erlelhtert.
N n  dle l L  Kanten des Würsels lassen 

sih also l L  regelmäszlge Fünsebe mlt den 

Dlagonalen so anlegem dasz die Würselmitte I I  

senkreht über der M itte jedes Fünsebs llegt.
P a s  Eanze läszt slh dnrh Nehnnng be= 

stätlgen, dle darans bernht, dasz die Mittel= 

linle des regelmäszigen Fünsebs dnrh dle ans 
ihr senkrehte Diagonale stetig geteilt ist. Hier soll daraus u ih t eiû = 

gegaugen merdeu, da es sih uur um eiue v o r lä u s ig e  K e n n tn is^  

uah me vou der Existenz dieses Kbrpers haudelt.e

l Z e  B ild e t m au aus dem Pentagondadekaeder d u rh  je zmei M itte l= 
llnleu die M ltte lpuu kte  der zmbls Füusebe, so eutsteht eln neuer regel= 
mäszlger K b rp e r, das J k o s a e d e r  oder Z m a n zlg s la h , melhes in F i g . l L Z  
m lt Hülse der F l g . l L b  dargestellt lst. D a s  Jkosaeder hat ebenso vlel 
F lä h e n , mle das Pentagondodekaeder E b e n  hat, nnd ebenso vlele E b e n , 
mle das letztere F l ä h e n  hat. D le  M lttelpnnkte der Dreiebe des Jko= 
saeders bilden ein Pentagondodekaeder.

Diese Teilung ist eiue stetige, da anh die Diagonalen des regele 
mäßigen Fünsebs sih gegenseitig stetig teilen.
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Dle Fläheuuetze belder Kbrper slnd leicht herzustellen, so dasz man anh  

Modelle ans Pappe versertlgen kann. D ie Werehnnng belder Kbrper ist 

ans eine der hbheren Klassen zn vershieben, obmohl sie shon hier mbglih ist.

lüe  M it  Hülse des Würsels sind jetzt sämtlihe mbglihen regel= 
mäszigen Polyeder in korrekter Zeihnnng dargestellt, denn mehr als 

die süns behandelten, Tetrae der ,  Oktaeder,  Jkosaeder ,  W ü r s e l  

nnd P e n ta g o n d o d e k a e d e r  sind n ih t mbglih, mie sih ans Folgendem 

ergabt t Stoszen in jeder Ebe drei, vier, süns gteihseitige Dreiebe 

znsammen, so entstehen die erstgenannten drei Kbrper. S e h s  gleih= 

seitige Dreiebe bilden aber keine Ebe, sondern legen sih slah in die 

Ebene, da Z  ̂ ^  ZZD^ ist. Eine noh grbszere Nnzahl von 

Dreieben kann erst reht keine Ebe bilden, da die Snm m e der 
Winkel ZZD^ übersteigen mürde. Stoszen in jeder Ebe drei Qnadrate 

znsammen, so handelt es sih nm den Würsel. Wier Qnadrate bilden 

eine Ebe, sondern legen sih slah in die Ebene. Stoszen in jeder 
Ebe drei regelmäszige Fünsebe znsammen, so handelt es sih nm das 

Pentagondodekaeder. Wier regelmäszige Fünsebe kbnnen keine Ebe bilden, 
da ü  ̂ I D E  ^  ü Z g  ist nnd somit ZZD^ meit überschreitet. Dre i 
Sehsebe legen sih slah in die Ebene, meil Z  ̂ I L l a  ZZD^ ist. 

Wei drei Siebeneben n. sz m. mird der Winkel ZZD^ bereits über= 

shritten. Nlso sind meitere regelmäszige Polyeder nnmbglih.
^Bem erkungen. u m  jeden W ürsel lassen s ih  zmei regelmäszige 

Pentagondodekaeder legen, die s ih  gegenseitig dnrhdrüngen, denn in  

F im  lL b  kann Fünseb a n h  so an I I E  angelegt merden, 

dasz Spitze D  n a h  nnten nnd Kante n a h  oben sällt. J n  jedes 

Pentagondodekaeder lassen sih  b W ürsel einzeihnen. D a  zn jedeut 

dieser W ürsel ein Oktaeder oder zmei Tetraeder a ls einbeshriebene 

Kbrper gehbren, so erkennt m an die M b g lih ke it  des Stern=Oktaeders 

und Stern=Tetraederm von dem das eine b, das andere lD  sih  dnrh=  

kreuzende E in z e lk b rtr  hat. D en  beiden sih  durhdringenden Penta= 

gondodekaedern entsprehen zmei s ih  durhdringeude Jkosaeder.e

II.    Senkrechte Prismen und Chlinder.

l.be J u  F i t  l L i  stelle elu horizontales Nehteb dar, 
ans dessen Ebene ln den Ebpnnkten Lote von gleiher Hbhe errihtet 
sinh deren Ebpnnkte also der horizontalen Shnittebene I P P I t z  an= 
gehbren. Der so bestimmte ebenslähige Kbrper heiszt N e h te b s k b rp e r  
id e r  auh Nehtebere oder seukreh te s  W ie rk au tp r i s m a  ESänlep
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Stehen dle Erundkanten a und d nnter sih und zur Hbhe d in 

rationalem Werhältnls ad d d d , melhes dnrh dle klelnsten mbgllhen  

ganzen Zahlen ansgedrückt seln mag, so läszt 
slh der Kbrper ebenso in Würsel zerlegen, mie 

srüher das Nehteck ln Qnadrate zerlegt mnrde.
D ie  Nnzahl dieser Würsel lst add. Be trage t  

man jeden dleser Würsel als Nanmelnhelt, so 

ist der Jnhalt des Kbrpers I  ^  add, oder, 
menn man die Ernndslähe ad mit E  be= 

zeihnetd I  ^  E  o d, d. h. abgekürzt gesprochen d 

J n h a l t  g le ih  E r n n d s lä h e  m a l Hbhe.
Der Fa ll des irrationalen Werhältnisses 

mird ebenso, mie bei dem Nehteb, dadnrh 

erledigt, dasz man mit beliebiger Eenanlgkelt 
rehnet, indem man sür den endlosen Dezlmalbrnh ohne Periode 

den nähstliegenden endllhen Dezlmalbrnh vou der gemählten Stellen= 
zahl nlmmt. Der Bemels sür dle Nlhtlgkeit der Formel

E I

mlrd also dann nnr angenähert geliesert, jedoh mit beliebiger Eenanlgkelt.

IZe  Nnsgaben. ae Berehne aus a, d und d den Jnhalt und 

die Qberslähe des Nehtebskbrpers. 
be Berehne dle Dlagonate I P  ^  b des Kbrpers.
Nnslbsnng. N ah  Pythagoras lst

g  g  E P P  d̂ , also b ^  ga^ P d P  kQ 
oe Welhe Wlnkel blldet dlese Dlagonale mlt den Kanten^ 
Nnslbsnng. Dreleb hat den rehten Winkel bei I ,  also

ist morans sih a berehnen läszt. Ebenso bestimmen slh

dle andern Wlnkel aus ocw ^ ^  ^  und oc^ ^ ^  .

Bemerkungen. Dle Formel ^  ^  c i i  l c i  mird als der 
P y th a g o re ish e  Lehrsatz sür den N au m  bezeihnet und lantet 
in Wortend D a s  Q n a d r a t  über der H auptd iagona le  des 
N e h te b sk b rp e r s  ist g le ih  der S n m m e  der Q nadrate  über 
den drei in einer Ebe  znsammenstoszenden Kanten dieses 
Kbrpers.

N n s der Formel solgt

l  ^  ^  ^  ^  ^  ^  g  ^  g  ^  ^  g  ocwg g  ^
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Bildet also elne Eerade mit drei ans elnander Senkrehten dle Wlnkel 
a, ^ nnd m so lst dle Summe der Eosluus=Quadrate dieser Winkel 
gle ih  Eins.

be Eine Eerade gehe von einer Ebe ans, in der drei ans ein= 

ander senkrehte Eerade zusammenstoszen. S ie  bilde mit sämtlihen 

Eeraden spitze Winkel, von denen a und ^ gegeben slnd. Wle grosz 

ist der dritte Winkel P  

Nusläsung. N a h  Obigem ist

o o P  ^  l  ^  ^  ocw i, also ocw^ ^  g l  ^  ^  ocw i.

soe Nn  einem Pnnkte wirken senkreht gegen einander dle Kräste 

Z üm ü üm lL  Wle grosz ist ihre Nesnltante, nnd melhe Winkel 

bildet sie mlt den Elnzelkrästen^

N usläsunm  ^  P l P  l ^  ^  g l Z Z  ^  D ie  

Winkel bestimmen sih ans vo^a ^  e o P  ^

l i e  Werden mehrere Nehtebskbrper von gleiher Hohe d aber 
von vershiedenen Erundkanten so ans dieselbe Ebene gestellt, dasz je 

zmei von ihnen mit elner senkrehten Flähe zusammenstoszen, so 

blldet dle Ernndslähe elne ans Nehteben bestehende F lgnr nah  Nrt 

von Flg. ILZ . Der Jnhalt des Eesamtkärpers l g  dann

P  P  . . . ^  P  P  ^  P  P  o oê  ^

menn man die gesamte Ernndslähe mlt cI bezelhnet.
Nun läszt slh aber jede belleblg begrenzte 

ebene Flähe nah Nrt der Flg. lL Z  mlt Neht= 
eben aussüllem mobetz menn man in geeigneter 
Weise klelnere nnd klelnere Nehtebe anmendetz 
dle übrlg blelbenden ,,dreiebigen^ Flähen am 
Nande shlieszllh vershmlndend kleln merden, 
so dasz man sle vernahlässlgen kann. Dem= 
nah gilt von jedem senkrehten P r i s m a  oder 
E y l in d e r  von beliebiger Ernndslähe, dle 
dadnrh entstehen, dasz dle Ernndslähe senk= 

reht gegen lhre Ebene bemegt mlrd, die Formel

Daher gilt der Satzd
S e n k re h te  P r i s m e n  n n d E h l in d e r  von  b e l ie b ig e r E r n n d =  

s lä h e  g e h o rh e n  der J n h a lt s s o r m e l E d ,  d. h. abgekürzt 

ge sp roh e n , J n h a l t  g le ih  E r n n d s lä h e  m a l Hohe.
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18)  A u sgaben. a) E in senkrehtes Dreikantprisma habe die 
Erundkanten a , d und z uud die Hbhe d. Wie grosz ist die gesamte 
O b ers täh g  lBenntze siir das Dreieb die Herouische F o rm te  Wie 
grosz ist der Jnha lt^  W ethe Winket bilden die Seitenstechen des 
Kbrpers mit einander^ P rigonom etrish  zn berehnen.e 

be Dieselbe Nnsgabe siir das regelmäszige Dreikantprisma g  von 
Ernndkante a  nnd Hbhe d.

ae Dieselbe Nnsgabe siir das regelmäszige Dreikantprisma von 

Ernndkante a nnd gnadratishen Seitenstähen. 
be Dieselben Nnsgaben sür regelmäszige Prismen, deren Ernnd= 

stähen ü=, d=, Z=seitig sind. N n h  entsprehende Speziatisiernngen 

mit den Hbhen tbnnen dabei vorgenommen merden. P e i  dem Fünseb

P rism a  gelbst. . I P  ist horizontal als I v  hingelegtz l I P  ans ^  

rednziert nnd nnter ZD^ angelegt, mas der von nns gemahnen 

Parallelperspektive entsprihb. E  ist ats Q  Dtz g  abgetragen. D n rh  

ist die Horizvntate so gelegt, dasz Halbiernngs= 
pnnkt bleibt. Dadn rh  ist das perspektivische Fünseb 
bestimmt. D a s  Übrige ergiebt sih von selbst.

Bemerkung. Jedes regelmäszige Prism a hat eine M it t e l l in ie ,  
die Berbindnngstinie der Mittetpnntte der beiden Ernndslähen. 

verbindet man den oberen Endpnntt der Mittettinie mit den 
Eben der Ernndslähe, so erhält man die Kanten der regelm äszigen 
P y ra m id e . Jst die Ernndslähe ein Kreis, so entsteht der Kegel. 

Nnsgabe. Bei gegebener Ernndkante a nnd Hbhe d die Seiten= 
tanken einer regelmäszigen Pyramide nnd ihre Neignng, die Seiten= 
spähen nnd ihre Neignng zn berehnen, je nahdem die Ernndslähe 
Z=, ü=, d=, Z=seitig ist.

ist Trigonometrie an= 

znmenden.e 

oe Negetmäszige 
Prism en von vershie= 

dener Seitenzahl in 

nnserer Paraltetper= 

spettive korrekt zn 

zeihnen.

J n  Fig. IL Z  ist 
die Nnsgabe am regen 

mäszigen sünsseitigen

Ein regelmäsziges Prisma ist ein senkrehtes Prisma, dessen Ernnd= 
slähe ein regelmäsziges Polygon ist.
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ge.

lZ e  Z e lh n n n g  nnd  B e r e h n n n g  des senkrehten  K r e ls .  

eytlnders.
D le  Zelhnnng des Krelsehtlnders erglebt slh am begnemsten 

sotgendermaszend M a n  mähte statt der Perspettlve mlt Nelgnng ZDo

dle mlt Nelgnng ZEc D le  Bertürznng ans 

I  kann man belbehatten. J n  Flg. l.ZD lst 

gezelgt, mle dadnrh das Qnadrat I v E I l  

mlt dem elnbeshrlebenen Krelse ln eln 

Nehteb I P P I t z  vermandett mlrd, dem 

elne Knrve elnbeshrleben lst, dle man als  

E l l ip s e  bezelhnet. Jede der senkrehten

Krelssehnen lst ans  ̂ der Länge rednzlertz 

mas der Ettlpse das Nhsenverhältnls l. d Z 

glebt. lD le  Ettlpse splelt ln der Mathematlt, lm Zelhnen nnd ln 

der darstellenden Eevmetrlm ln der Mehanltz Physlk nnd Nstrvnomle 

elne bedenkende Nvtle.e
J n  Flg. l Z l  lst der sertlge Krelsehtlnder 

dargestettt, über den shvn ln Qnarta gesprvhen 
mnrdt Se ln  Jnhatt lst I ^ E d ^ P i r d .  Se ln  

M a n t e t  hat da  Ftähe I I  Lrird. Denkt 
man slh dasen nämtlh längs elner der Eeraden 

ansgeshnltten nnd ln dle Ebene ansgebreltetz sv hat 
man eln Nehteb mlt der Ernndtlnle u ^  L r ir  

nnd der Hohe d. Nlm m t man den Dnrhmesser b

statt r, so lst I nIi, I I

LDe Nnsgaben. ae E ln  eptlndrlshes Lltergesäsz sott doppelt so 

hoh, als brelt seln. Wle slnd dle lnneren Nbmessnngen zn nehmen^ 
Nnsläsnng. I  ^  ^  o i r e  sott ^  l  ebiam. seln, atso

ü E ir  l ,  sotgtlh r ^  ^  ^   ̂ bann D le Hbhe mlrd d ^  ür. 

be E ln  eyllndrlshes Hektotltergesäsz soll vler mal so brelt ats 

hoh seln. W le slnd dle M aße  zn nehmen^

Nnsläsnng. I  ^  ^  P soll glelh tDD obbom.

seln. D aran s solgt r  ^   ̂ beim

Nndere Nnsgaben verlangen dle Berehnnng des Eemlhtes 

mlt Hülse des spezlslshen Eemlhtes P  
Jedes regelmäszlge gerade Prism a  hat elnen elnbeshrlebenen nnd
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einen nmbeshrlebenen Eyllnder, jede regelmäszlge Pyramlde elnen nm= 

nnd elnen elnbeshrlebenen Kegel.
Nnsgabe. Wle verhallen slh dle Jnhalte des Würsels nnd 

des eln= nnd nmbeshrlebenen Ehllnders^ Wle verhallen slh dle 

Qberslähen dleser drel Kbrper^
lD le Trlebmellen nnd Transmlsslvnsmellen der Tehnltz zahlrelhe 

M ashlnen nnd Bantelle, Fabrltshornstelne, Brnnnen= nnd Bergmerts= 
shah le  nnd vlete Werkzenge nnd Eeräte, besonders Eesäsze, haben 
den Eyllnder ats Ernndsorm.e

L le Nnsgabe. Elnen koneentrlshen Hohleyllnder mlt den 
Nadlen r  nnd m nnd der Hbhe d zn zelhnen nnd selnen Jn h a lt 
nnd selne gesamte Qberslähe zn berehnen.

Flg. lZ L  stettt dle Zelhnnng dar, deren ^  ^  

Elllpsen mle vorher zn tonstrnleren slnd. ^M an  

ahte ans dle Beränderllhtelt des Nbstandes 

der lnneren nnd änszeren Knrve.e

I  ^  P i r  ^  iP ire  d ^  ir P  ^  P e  d 
^  ir i  P  me i  ^  me d.

^Letztere Zertegnng elgneb slh sür dle togarlthmlshe Berehnnng.e

D  ^  L P i r  ^  ig ire  P  L rird  P  L m ird ^  L ir P  ^  d i  P  mee 

^  L ir b i  P  me i  ^  me P  d i  P  mee me de.
Beispiel. E ln gnszelsernes Shm nngrad habe elnen Shmnng= 

rlng von sotgenden Nbmessnngend r  ^  L, Z m, m ^  L,b m, T ate 
d ^  b, I  cr. Wle vlet Tonnen mlegt er, menn das spezlslshe Ee= 
m lht P  ^  i , b  gesetzt mlrd^

I I I .  D e r  S a t z  d e s  C a v a l i e r i  
u n d  s e in e  

w i c h t i g s t e n  A n w e n d u n g e n .22) D er Jnhalt des Satzes merde znnähst ptanlmetrlsh erläntera 
Zmlshen zmel Parallelen I v  nnd .D E  mbgen slh Nehteckstrelsen

von Mllllmeter^ 

hbhe beslndem dle 

zmel Flgnren n 

nnd b geben. T le  

ln gtelher Hbhe 

beszndllhen Strel= 

sen sollen glelhe
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Breite haben. Tann sind beide Flgnren inhaltsreich. T le  elne lsz dnrh  

bloße Bershlebnng der Strelsen ans der andern entstanden. Tassetbe
gilt, menn dle Strelsen n lh t M ltll=  

meterhohe, sondern nnr den lDDD., 
l  DDD DDD. n. s. m. Telt dleser Hbhe 

haben. T l e  F l g n r e n  h a b e n  

g le lh e n  J n h a lt ,  sobatd  sle ln  

g le lh e n  H b h e n  g le lh e  Q n e r=  

s h n lt t t ln le n  haben.

T les lst z. B. anh ln Flg. lZ ü  
der Falt, mo dle elnzelnen Strelsen 

von so verszhmlndend ktelner Hbhe zn denten slnd, dasz man ln F lgnr b 

n lh t elnmat dle Treppenstnsen der vorlgen F lgnr mahrnlmmtz sondern 

trnmme Llnlen ats selttlhe Begrenznng slehü

LZe Tentt man slh nnn an Stelle der Strelsen dünne horlzon= 

tale, seltllh senkreht begrenzte Platten, dle zmlshen parallelen Ebenen 

anselnander geshlhtet slnd, so hat man Entsprehendes. S ln d  dle ln 

gtelher Hbhe tlegenden Platten von gtelher Ernndslähe, so slnd sle, 
menn glelhe T lbe angenommen mlrd, lnhattsgtelh, mag anh dle Eestalt 
der vergllhenen Platten noh so vershleden seln. S ln d  dle Platten von 

vershmlndend ktelner Tlcke, so nlmmt man selttlh kelne Treppenstnsen 

mahr, so dasz dle Kontnren anh  ats krnmmtlnlg gelten kbnnen. T le  

Jnhattsglelhhelt aber btelbt bestehen. S o  gltt ganz allgemeln der S a g  

H a b e n  zmel K b r p e r  ln g l e l h e n  H b h e n  s l ä h e n g t e l h e  

Q n e r s h n l t t e ,  so s lnd sle ln h a t t s g t e l h .

L g  T le  ln Flg. l Z b g  dargestettten Kbrper sotten von oben bls 

nnten denselben Qnershnltt E  haben nnd in der Hbhe überelnstlmmen.

Dlese Fignr lit nnr scheniatish ansznsassem Bel genaner Konsumtion 
würden die großen Ellipsenahsen etwas geneigt gegen die Horizontale liegen. 
Dle genane Konstrnktlon geht über den Standpnnkt der Klatse hlnans. Das= 
selbe gilt von Flgnr nnd
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Da nnn der erste der Kbrper den Jnhalt ^  d hat, so sind sie 
sämtlich vom Jnhalte Ed. Tle Formel I  iId gilt atso sitr senk= 
rechte nnd shräge Prismen, silr sentrehte nnd shräge Ehtlnder nnd 
von Kbrpern beliebigen Prosits, die von oben bis nnten slähengleihe 
Qnershnitte haben. Tie Eestalt dieser Qnershnitte dars sih dabei 
von nnten nah oben ändern.

Lbe T er erste Tahtbrper der Fig. IZ Z  hat ats Hätste eines 

Nehtebskbrpers den Jnhalt o hat der zweite eine ebenso große

Ernndslähe nnd dieselbe Hbhe, so hat er denselben Jnhalt. Jm  ersten näm= 

tih  ist d ^  d^d d im rnm ^e, also i  ^  E t  Jm  zmeiten ist eben=

satls l g  ^  ^ , atso sind die Qnershnitte beider Kbrper in gleihen 

Hbhen slähengleih. angenommen, das Prosit des dritten Kbrpers 

sei so gemählt, daß anh bei ihm siir jedes d̂  der Qnershnitt

lm ^  ist, so ist anh siir ihn die Jnhattssormet

LZe J n  Fig. lW I sind Pyramiden nnd ein Kegel dargestettt. 
alte sollen Ernndslähen derselben Erbße haben nnd anh  in der 

Hbhe d iibereinstimmen. W ill man bemeisen, dasz siir alle dieselbe 

Jnhaltssormel gilt, so mnsz gezeigt merden, dasz sie in gleihen Hbhen
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glelhe Qnershnitte haben. Znnähst ist der Parallelshnitt der Ernnd= 
slähe ähntlh, denn dle Spltze ist als Ähnlihteitspnntt zn befahlen, 
sv dasz es slh nm elne gesetzmäszlge Berkleinermng handelt. S lnd  
d nnd entsprehende Llnlen ln der ersten Flgnr, sv lst t ^ 
===== d t  d, atso d ^  d^ d d̂ o es lst aber anh Dc d E  =̂== d P  dtz,
sotgtlh i  d E  ^  d^ d d̂ , d h.d B e l jeder Py ramide  nnd jedem 
Kegel ist dle horlzvntale Q ne r sh n l t t s l ä h e  p ropor t ional  dem 
Qnadra te  ihres sentrehten Nbstandes vvn der Spltze.

J n  jeder Hbhe d̂  lst also bel allen drel Kbrpern der F lgnr I Z i
d ^

E i  ^  alle haben ln glelher Hbhe slähenglelhen Qnershnltt.

Folglihd P y ram id en  nnd Kegel vvn g le lh en  E rn n d s lä h e n  
nnd g le lh e r  Hbhe slnd ln h a lts g le lh . 

a n  dem dreiseitigen Prisma ln Flg. IZZ 
läszt slh nnn Folgendes zeigend Zleht man ln 
den Seltenslähen Diagonalen ln elnem Znge 
ih n e  abznsetzene, so lst dnrh dle entstehenden 
Ftähenshnltte das Prlsma ln drel PyramD 
den zertegtd

I. i l ^ i
I I.  oder P E P Q i

I I I .  P I P e i

T le  belden ersten Pyramiden haben glelhe 
Ernndslähen =̂= I P P  nnd glelhe 

Hbhe ib s ta n d  der oberen von der nnteren Ftähee, sle slnd also

lnhattsgtelh. T le  zmelte Pyramide ln der andern Shrelbmelse nnd 

dle drltte haben glelhe Ernndslähen I P I ^  nnd ln der=
selben Ebene, nnd da sle dlesetbe Spltze i  haben, stlmmen anh

dle Hbhen ilbereln, sotgtlh anh dle Jnhatte. T a  somlt alte drel
Pyramiden lnhattsgtelh slnd, so lst jede der drltte Telt des Prlsm as. 

Für dleses mar aber sotgtlh lst silr dle Pyramlde

dle Jnhattssormet I  ===== ^   ̂ a lle  Pyramlden nnd Kegel von der  ̂

selben Ernndslähe nnd derselben Hbhe d slnd aber lnhattsgtelh, solglih  d 

F ü r  jede P y r a m l d e  nnd  jeden K e g e l  lst I  ====̂

F ü r  den K age t lst E  =^ r P  atso

Nnsgaben. Berehne den Jnhalt des regelmäszlgen Tetraeders 
ans der Kante d, den des regelmäszlgen Qktaeders ans der Halbahse

Dle Spltze ist iedesmal anßerhalb der Klammer geshrieben.
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wo.

a, den des Pyram ldenmürsels ans der Würselkante d nnd der Pyra= 

mldenhbhe d, ebenso den des Nhombendodelaeders.

L ie  F lg. I Z Z  stellt elnen Eytlnder dar, der d n rh  Notatlon  

elnes Q nadrates von der Selte r  nm  dle Llnle I I I I  entstanden lst. 

Dieser Eytlnder hat den Jnha lt P g  r  ^=  P .  N n s  dem Eytlnder

lst der Kegel I v I I  ansgeshnlttem dessen J n h a lt  ^  ^  P  isb

T e r  übrlg bleibende Nesttbrper hat den Jnha lt ^   ̂^  oder ^  P .  

J n  den Eytlnder lst anszerdem elne Halbtngel elngeshrleben, von der 

s lh  zelgen täszt, dasz sle ln 

glelhen Hbhen mlt dem Nest= 
tbrper stähengtelhen Qner= 
shnltt hat. J m  Nbstande 
I I E  ===== d lst n äm tlh  ^ ==̂  d, 
also hat dort der Nesttbrper 
dle Sh n ltts lä h e

dle Hatbknget hat ln der= 

selben Hbhe den Qnershnltt 
^  ir l I I I I ^  I I  E H  

======= ir P  ^  d i  Belde
S h n lt te  stlmmen a th  

übereln, nnd melt dles sür jede Hbhe gltt, so hat dle Hatbtnget 

mlt dem Nesttbrper glelhen Jnhalt. F ü r  dle Halbknget lst atso

I= = = = = ^ P ,  sotgtlh sür dle ganze K n g e t  I = ^ = I r ^ =

g î. iw.

LZe Tentt man slh dle Qberslähe der Knget ln sehr ktelne 

z. B . rehteblge Stübe zerlegt, dle man bel 
lhrer Ktelnhelt als Ebenen betrahten dars
kz. B. dnrh Merldlane nnd Parattelkrelsee, 
nnd verblndet man dle Eben mlt dem
Kngeteentrnm I I ,  so entstehen zahtrelhe 
kleine Pyramlden. S ln d  ihre Ernndslähen  

E n  ... ., so slnd, melt r dle Hbhe 
lst, dle Jnhatte znsammengenommen

P I  ^  ^  
o ^   ̂ ^  o ^  ^

^  i i  i  i  ^  i  o o i

T le  Pyramlden znsammengenommen geben den Kngellnhalt I
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dle Ernndslähen znsammengenommen dle Kngetoberslähe D. Nlso lst 
nah  oblger Elelhnng

I  ===== D oder D  ===== ^  I  ===== ^  ^  ===== ü ^

Nlsod Tle Kngetoberslähe lsl glelh oder glelh dem 
Wlersahen von der Flähe des grbszten Krelses. Tle Halb= 
kngelmblbnng hat also dle doppelte Ftähe, mle lhre Basis.

LZe Bemerkungen. J n  Flg. IZ Z  slnd dle Jnhatte des Kegels,

der Halbkngel nnd des Eyllnders der Nelhe nah P = ^ = = ^ ,  

sle verhalten slh atso mle I  t L d Z. Taser Satz mlrd dem N rh lm e d e s  
zngeshrleben.

Ter Jnhalt elner H o h l t n g e l  mlt den Nadlen r  nnd m lst

ZDe Tle Llnle I E  am senkrehten Kw elskegel bezelhnet man 

ats selne Selte. Tlese berehnet slh ats  ̂ =̂ = P  P  Tle Mantel= 
slähe des Kegels läszt slh dnrh anselnander= 
sotgende Eerade ln sehr shmate Trelebe mle 
.D .^E zerlegen, dle man ats eben betrahten 
darb S ln d  ôo dle anselvander= 
sotgenden Ernndtlnlen der Trelebe, so lst dle 
Snmme lhrer Flähen

lbi i  i  ^

Tle Stnnme der  ̂ lst aber der Krelsnmsang 

Lrm atso hat der Kegel mantel  dle Flähe ==̂

Jeder K e g e ls tn m p s  oder P y r a m ld e n s t n m p s  lst dle Tlsserenz 

zmeler Kegel bezm. Pyramlden. Späte r merden 

besondere Berehnnngsmethoden gelehrt.

ZIe Jst eln ebenslählger Kbrper elner 
Kngel mlt Nadlns ^ nmbeshrleben, nnd lst selne

Oberslähe D, so lst seln Jnhalt l = = = n  ^

Bemels. Berblndet man das Kngel= 
eentrnm mlt den Eben jeder Ftähe, so erhält 
man Pyramlden von der Hbhe m deren
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Ernndslähen D P  lm, . . . sein mbgen. Die Snmme der Jn= 

halte lst

E r  P  i  i  P  . . . ^  h  ^  h  ^  h  o i  ^  ^  o ^  o

Dlese Formel sindet z. W. Nnmendnng bel der Werehnnng des Jnhalts 
regelmäszlger Polyeder.

IV.  Vermischte Übungsaufgaben.

ZLe ne D le Erdkngel habe ZZD Mellen Nadins. Wie viele 

Quadratmeilen hat ihre Oberslähe^ W ie viele Knblkmeilen beträgt 

der Jnhalt^ Eieb das Nesnltat anh  ln Qnadrat^ bezm. Kublkkllo^ 

metern an.
be Nngenommen der Erdradlns habe ZZD Meilen, der Sonnen^ 

radius IDD DDD Meilen. Wle viel mal so grosz lst der Sonnen^ 
lnhalt im Werhältnls znm Erdlnhalt^

Nustäsung. d ^  d P  u. s. m. 

soe D le  Nstrouom en geben aber dle Sonnenmasse nl^ dc^ 
Z b b D D D s a h e  der Erdmasse a n , das mlttlere spezisishe E e m lh t  der 
E r d e  als b ,Z .  W le grosz ist d a n a h  das mlttlere spezisishe E e m l h t  
der S o n n e n

be Eine Elsenkugel soll IDDD mlegen. Wie grosz ist der
Nadlus zu mählen, menn das spezisishe Eem iht P  ====== i,d ist^

oe D ie elnem Würsel einbeshrlebene Kngel habe den Jnhalt I,  
Wle grosz lst dle Kante des Würsels^ 

ie Die einem Würsel nmbeshriebene Kugel habe den Jnhalt I,  
mie grosz ist die Kante des Würsels^ 

g  Dieselben Nnsgaben sür dle Qberslähe D dleser Kngeln. 
üe Entsprehende Nnsgaben sür das regelmäszlge Tetraeder und 

Oktaeder.

ZZe ae Wle grosz lst der Jnhalt eines dreiseitigen P rism as von
regelmäsziger Ernndslähe und der Ernndkante d, menn sih ihm eiue
Kugel elubeshrelbeu läszt^ Wle grosz ist dabei der Nadlus der uru  ̂

beshrlebeueu Kugeln

be Eutspreheude Nusgabeu sür Prlsmeu, dereu Eruudslähen 
regelmäszige Sehsebe, Nhtecke m. siud. 

ve Eiuer Kugel soll eiu regelmäsziges Prisma von guadratishen
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Seitenflächen einbeshrieben merden. Wie grosz sind die Kanten, menn 
die Ernndslähe Z=, ü=, bm Zseltlg gemählt mlrd. 

be Elner Kngel soll ein regelmäsziges P rism a nmbeshrleben 
merden. Wie grosz merden die Kanten, je nahdem die Ernndslähe 
Z=, ü=, b=, Zseitlg gemählt mird. 

g  Elnem Kegel vom Ernnd=Nadins r  nnd der Hbhe d soll eine 
Kngel eln=, bezm. nmbeshrleben merden. Wie grosz merden die Nadien^ 

be Einem Kegel von denselben Dlmensionen soll ein regelmäsziges 
P rism a mit gnadratishen Seitenslähen eingezeihnet merden. Wle 
grosz sind die Kanten, je nahdem das P rism a  Z=, ü=, b=, Zseitig ist^ 

Zahlrelhe Übnngsansgaben znm Konsumieren nnd Berehnen 
sindet man in des Wersassers , ,E in sü h rn n g  in  d a s  s tereometrl she 
Z e l h n e P  besonders anh solhe krystallographlsher Nrt.

D rn ckse h le r= W e rze ih n is.

Seite bi, Zeile o von nnten, statt lies 
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