






www.rcin.org.pl



APPLICATION

D E  L ’A L G È B R E

A LA GÉOMÉTRIE.

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



•v
APPLICATION

D E L ’A L G È B R E

A LA GÉOMÉTRIE;
/

PAR M. BOURDON,

CMKTAL1F.B DE LORDRE ROYAL DB LA LÉGION d ' iIONNF.UR , INSPECTEUR GÉNÉRAL DES ÉTUDES, EXAMINATEUR

p o u r  l ' a d m i s s i o n  a u x  é c o l e s  r o y a l e s ,  p o l y t e c h n i q u e ,

MILITAIRE , DB LA M ARINE , FORESTIERE , ETC. ; MEMBRE DE LA SOCIÉTÉ PHILOMATHIQUE DB PARIS , DE LA SOCIÉTÉ 

ROYALE DES SCIENCES, DE l 'AGRICULTURE ET DES ARTS DE LILLE,  ETC.

OUVRAGE ADOPTÉ PAR L’UNIVERSITÉ.

Cinquième Edition.

BRUXELLES.
MELI NE,  CANS ET C OMPAGNI E.

i iv& Atai s ,  larm aER iE et tojdekie .

1838

www.rcin.org.pl



/n v

♦ *

K  J
*>ZÎ3

y

- » 4 ..
www.rcin.org.pl



AVERTISSEMENT
A LA QUATRIÈME ÉDITION.

Les seuls changements importants qui signalent cette nou­
velle édition se rapportentju second et au quatrième chapitre. 
Ainsi, le paragraphe du sireond chapitre , qui a pour objet la 
Résolution des triangles rectilignes, a été refondu entièrement. 
Il en est de même de l’appendice de ce même chapitre, inti­
tulé : Trigonométrie sphérique. Dans les éditions précédentes, 
je faisais dériver d’un seul principe toutes les formules né­
cessaires pour la résolution des triangles sphériques, soit 
obliquangles, soit rectangles; mais cette méthode, toute ana­
lytique , avait l’inconvénient de conduire à des relations dont 
plusieurs n’étaient nullement appropriées au calcul loga­
rithmique. Je n’entrais d’ailleurs dans aucun détail sur la 
résolution des triangles ; en sorte que mon travail sur cette 
partie n’était, à proprement parler, qu’une ébauche. Dans 
l’édition actuelle, pour satisfaire au désir de quelques profes­
seurs, et surtout pour être utile aux jeunes candidats de l’école 
navale, j ’ai tâché de présenter un^yiasis^plus élémentaire, 
qui renfermât en même temps toin~ra qu il y a d’essentiel à 
savoir sur le calcul des triangles sphériques.

Après avoir obtenu, au moyen d’une seule figure, les dix 
relations qu’exige larésolution des triangles rectangles, j ’indi­
que la manière de les appliquer dans toutes les circonstances 
qui peuvent se rencontrer. Passant ensuite aux triangles 
obliquangles, j ’établis des formules, toutes calculables par

www.rcin.org.pl



VI AVERTISSEMENT.

logarithmes, et parmi lesquelles figurent principalement les 
Analogies de Néper. La discussion des cas douteux est d ’ailleurs 
débarrassée de toutes les difficultés qu’on rencontre ordinaire­
ment dans les ouvrages qui traitent du meme sujet.

J’ai repris, dans le quatrième chapitre, la théorie analytique 
des foyers, en partant d’une définition plus générale et plus 
rationnelle que celle d’Euler. Cette nouvelle théorie est ex­
traite, pour le fond, d’un opuscule de M. Francfort, ayant 
pour litre : Essai analytique de Géométrie , 1831.

Enfin, le paragraphe de ce même chapitre, relatif à l’iden­
tité des courbes du second degré avec les sections coniques’1, 
a été augmenté d’une démonstration géométrique fort simple 
et fort élégante, due à M. Dandelin, membre de l’Académie 
de Bruxelles.

Ces changements auraient accru d’une manière sensible 
l’étendue de ce traité, si je n’eusse fait imprimer en petit texte 
toutes les applications des théories, ainsique les parties non 
exigées pour l’admission à l’École Polytechnique. *

* La note sur l’identité, placée à la fin de l’ouvrage dans la troisième édition, se 
trouve maintenant fondue dans ce paragraphe.
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APPLICATION

DE L’ALGÈBRE

1. Introduction. — On a vu, en Géométrie, que les lignes, les sur­
faces et les solides peuvent, aussi bien que toutes les autres gran­
deurs, être exprimées par des nombres ; il suffit, en effet, pour cela , 
de prendre pour unité Tune de ces grandeurs géométriques. C’est 
ainsi, par exemple, que [ /  2 exprime la diagonale d’un carré dont le 
côté est égal à 1. De même, si 4 et 3 représentent les nombres d’unités 
linéaires contenues dans les deux côtés d’un rectangle, 4 X  3 ou 12 
exprime le nombre d’unités de superficie contenues dans ce rectangle, 
ou, en d’autres termes, la surface de ce rectangle. De même encore, 
4 X  & X   ̂ ou 60 exprime le volume d’un parallélipipède dont les trois 
arêtes contiguës sont représentées par 4, 3, et 5.

Généralement, si l’on désigne par a, h, c ,  les nombres d’unités li­
néaires contenues dans les arêtes contiguës d’un parallélipipède, ab, 
ac, bcj exprimeront les grandeurs de trois de ses six faces, et abc son

On voit donc que l’Algèbre, dont les méthodes sont applicables à 
toutes les questions numériques possibles , peut aussi servir à résoudre 
les questions relatives aux grandeurs que l ’on considère en Géométrie.

GÉOMÉTRIE.

CHAPITRE PREMIER.

Développement d’une, première méthode pour résoudre les questions 
de Géométrie par le calcul.

volume.

AT.G. APPL, A LA GÉOM, 1
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2 rvTRonrcTioN.

2. ' Qu’il s’agisse , par exemple, de déterminer la grandeur (l’une 
ligne d’après la connaissance d’une ou de plusieurs autres lignes com­
prises avec la première, dans une même figure. On suppose le problème 
résolu, et l’on tâche, à l’aide de quelques propositions de Géométrie, dont 
l’existence est déjà établie, et qui ont quelque rapport avec l’énoncé du 
problème, on tâche, dis-je, d’exprimer par des équations les relations qui 
existent entre les données (représentées, soit par des lettres, soit par des 
chiffres) et les inconnues, toujours représentées par des lettres. On résout 
ces équations, et l’on obtient ainsi les expressions des lignes cherchées au 
moyen des lignes connues, expressions qu’il faut ensuite traduire en Géo­
métrie.
K Si la question proposée est un théorème à démontrer, on traduit algé­
briquement les relations qui existent entre les différentes parties de la fi­
gure, ce qui conduit à des équations auxquelles on fait subir diverses 
transformations, dont la dernière donne lieu au théorème énoncé.

En un mot, traduire en Algèbre les questions de Géométrie, et, réci­
proquement, traduire en Géométrie les résultats obtenus par l ’Algèbre, 
tel est le but qu’on se propose dans I’A pplicatiox de l ’ A lgèbre a la 
G éométrie.

Développons ces notions générales sur quelques exemples .
3. Proposons-nous d’abord de rechercher les propriétés principales du 

triangle rectangle et du triangle obliquangle, en partant de ce seul prin­
cipe, quedeux triangles équiangles ont leurs côtés homologues proportion­
nels, et sont par conséquent semblables.

Soit un triangle BAC ( fig. 1 ) rectangle en A ; du point A abais­
sons AD perpendiculaire sur BC, et posons BC =  a, AG =  b, AB =  c, 
A D =  h, BD =  m, et DC =  n.

Les deux triangles BAC, ADC sont rectangles, l’ un en A, l’autre en D ; 
de plus, ils ont l’angle C commun ; donc le 3e angle ABC du premier 
est égal au 3e angle DAC du second, et les deux triangles sont sem­
blables. Il en est de même des triangles BAC, ADB.

Ainsi, comparant les côtés homologues, et employant les notations 
qui viennent d’ètre établies, on obtient les trois proportions

a \ h \\ h \ n, \ / b'1 =  a n , ......................... (1)
a \ c \\ c \ m, \ d’où l’on déduit / c2 =  a m , ........................ (2)
a \ c \\ b \ h, j \ bc =  a h , ......................... (3)

égalités auxquelles on peut réunir celle-ci : a =  m n, . . . . (4) 
qui existe nécessairement entre les deux segments BD et DC.

Ces quatre équations renferment implicitement toutes les propriétés
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des triangles rectangles; et il ne s’agit que de les faire ressortir par 
des transformations convenablement exécutées.

1° — Les égalités (1) et (2), ou plutôt les proportions qui y ont con­
duit, nous apprennent que chaque côté de l’angle droit est moyen pro­
portionnel entre Vhypoténuse entière et le segment adjacent. C’est une 
des propriétés principales du triangle rectangle.

2° — Ajoutons membre à membre les égalités (1) et (2); il vient

b7 -{- c2 =  am -j- an =  a ( m -j— n ).

ou , à cause de l’égalité (4), ô2-f- c7 =

Ce qui démontre que, dans tout triangle rectangle, le carré de l’hypo­
ténuse est égal à la somme des carrés construits sur les deux côtés de 
l'angle droit. C’est la propriété caractéristique du triangle rectangle. 

3 ° — Multiplions les mêmes égalités (1) et (2) membre à membre ;
on o b t i e n t ................................................................... A’c2 =  a2wm;
mais l’égalité (3) donne a u s s i ................................... b7c7 =  a7h7 ;

donc a3mn =  o2A2, et par conséquent, A2 =  mn, ou bien ,

m \ h \\ h \ n.

Ainsi, la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit sur l’hy­
poténuse, est moyenne proportionnelle entre les deux segments de l’hypo­
ténuse.

4° — Divisons membre à membre les égalités (1) et (2); il vient 

b7 an ,— = ----  ; d ou b7 \ c7 n \ m ;
c7 am

c ’est-à-dire que les carrés construits sur les côtés de l’angle droit sont 
entre eux cimme les segments de l'hypoténuse.

En un mot, toute transformation exécutée sur les égalités (1), (2), 
(3), et (4),conduirait à un résultat qui , traduit géométriquement, ne 
serait autre chose qu’un théorème ou une vérité plus ou moins remar­
quable.

4. Observons d’ailleurs, en passant, que, comme ces quatre équa­
tions renferment six quantités a , b, c, h, m, et n, il s’ensuit que deux 
quelconques d’entre elles étant données, on peut sc préposer de déterminer 
les quatre autres, à l’aide de ces équations.

Supposoi s, par exemple, que connaissant l’hypoténuse BC et la per­
pendiculaire AD, il s’agisse de déterminer les deux côtés de l’angle droit 
et les deux stgments,

IHTRODtCTTON. 3

1*
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4 INTRODUCTION.

Les équations (1), (2) et (4) donnent d’abord , comme on l’a déjà

v u , ............................................................................. ....... • • b* -\-c* =  a2 ;

mais si l’on double l’égalité (3), on a ....................... 26c =  2ah;

d’où , faisant successivement la somme et la différence de ces

deux-ci, l’on déduit 

et par conséquent,

Connaissant la somme b-\-c et la différence b — c des deux côtés b 
et c, il est facile d’obtenir chacun d’eux en particulier.

On a, d’après un théorème connu, pour le plus grand côté (qu’on 
peut toujours supposer exprimé par 6 ),

et pour le plus petit c,

Quant aux deux segments, ils sont donnés immédiatement par h 
équations (1) et (2), puisque 6, c, et a, sont maintenant connus.

h. Remarque. —  La seconde partie des deux valeurs de b et de 
nous apprend que, pour que le triangle puisse exister avec les donné) 
établies, il faut que l ’on ait

ou au moins.
d’où l’on tire

car autrement, les valeurs de 6 et de c seraient imaginaires.
En effet, pour construire un triangle rectangle, connaissant l’hy­

poténuse et la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit, on 
peut employer le moyen suivant :

Décrivez sur l’hypoténuse BC ( fig. 2 ) comme diamètre une demi- 
circonférence ; élevez au point B une perpendiculaire B1I égale à la per­
pendiculaire donnée ; menez HL parallèle à BC ; et les deux triangles 
ABC, A BC satisfont également à la question.
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INTRODUCTION.
Or, pour que le problème' soit possible, il faut évidemment que BU

soit plus petit que^ BC, ou, tout au plus, égal à -[■ BC.
A A

1 1
Lorsqu’on a BH =  BC, ou h =  —a, le triangle rectangle de- 

vient isocèle, et les valeurs de b, c, se réduisent à

3

auxquelles il faut ajouter celle-ci :

[Le signe supérieur de l ’égalité (â) correspond au cas où l’angle C 
est aigu , et le signe inférieur, à celui où il est obtus.j

Cela posé, retranchons l’égalité (25J de l’égalité (1) ; il vient

mais l’égalité (S) donne 
et par conséquent,

Substituant cette valeur dans l’équation (4), on obtient enfin

Donc le carré de l’un des côtés d’un triangle quelconque est égal à la 
somme des carrés des deux autres côtés, moins o u  rms le double rectangle 
du côté sur lequel on a abaissé une perpendiculaire, multiplié par leseg-

ce qu’on peut aussi reconnaître d’après la figure.
6. Considérons, en second lieu, un triangle obliquangle ABC 

( fiff- 3 ), et proposons-nous d’exprimer l’un des côtés, AB, par exem­
ple, au moyen des deux autres, en nous fondant sur la propriété prin­
cipale du triangle rectangle............................  . . . ( a2 =  b'1 c1).

Abaissons du sommet A la perpendiculaire AD ( qui peut tomber en 
dedans ou au dehors du triangle, selon que l’angle C est aigu ou 
obtus); et conservons d’ailleurs les mêmes notations que précédem­
ment, savoir :

BC =  a, AC =  b, AB =  c, AD =  h, BD =  m, DC =  n.

Les deux triangles rectangles ADB, ADC donnent les égalités
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fi INTRODUCTION.

ment opposé au côté que Von veut exprimer au moyen des deux autres.
L’égalité (5) comprend sous une forme très-concise les deux théo­

rèmes principaux sur les triangles obliquangles.
7. Le problème suivant est très-propre à faire ressortir l’ utilité de 

l ’Algèbre dans la résolution des questions de Géométrie.
On propose de diviser une ligne donnée AB ( fig. •4 ) en moyenne et 

extrême raison, c ’est-à-dire en deux parties, dont l’une soit moyenne 
proportionnelle entre la droite entière et Vautre partie.

Supposons le problème résolu, et soit E un point de AB, déterminé 
de manière qu’on ait la proportion

ab  : ae  ae  : e b .

Posons AB =  a, AE =  ;r; d’où E B = a — x.

La proportion devient a I x  * * x  ; a — x  ; 
d ’où l’on déduit l’équation x 3 =  a3 — ax, 

qu i , étant résolue, donne

De ces deux valeurs fournies par la résolution de l’équation , la pre­
mière est la seule susceptible de satisfaire à l’énoncé du problème, tel 
qu’il a été établi j car la seconde est négative et numériquement plus 
grande que a ; d’où il suit qu’elle ne peut exprimer une partie de la 
droite donnée a. Nous verrons plus loin par quelle circonstance cette 
valeur se rattache à la première, et comment on doit l ’interpréter j 
occupons-nous donc seulement de la valeur

et voyons ce qu’eue signifie en Géométrie.
Ce résultat indique évidemment que, pour obtenir la valeur 

de x  en ligne, il faut retrancher la moitié de a de l’expression

V
a1 -j— -. Mais, en vertu de la propriété principale du triangle

rectangle , a ireprésente l’hypoténuse d’un triangle rec­

tangle dont les deux côtés de l ’angle droit sont a et-^.
A
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INTRODUCTION. 7

De là il est aisé de conclure la construction suivante :
A  l'extrémité B de la ligne AB =  a , élevez une perpendiculaire BC

égale à ^-a, et tirez AC ; il en résulte 
JL

Du point C comme centre, avec le rayon CB = a
2 ’

décrivez un arc de

cercle, BD, qui coupe AC au point D ; vous aurez

Enfin, rabattez par un arc de cercle AD de V en E ; et le point E sera 
le point demandé.

En effet, on a

11 est à remarquer que cette construction à laquelle on est parvenu, 
est précisément celle qu’on donne dans les éléments de Géométrie. Pour 
l’obtenir par des considérations purement géométriques, il faut une 
analyse assez délicate ; tandis qu’à l’aide des symboles de l’Algèbre, on 
la trouve facilement et sans aucun effort.

C’est ainsi qu’en appelant l’Algèbre au secours de la Géométrie, on 
parvient souvent à résoudre des questions qui, autrement, exigeraient 
des raisonnements difficiles et compliqués.

8. En réfléchissant sur la manière dont la dernière question vient 
d’être traitée, on voit que la résolution d’un problème de Géométrie 
par le secours de l’Algèbre, se compose de trois parties principales :

1°—  Traduire algébriquement Vénoncé du problème, ou le mettre en 
équation ,*

2° —  Résoudre l’équation ou les équations, suivant que l’énoncé ren­
ferme üne ou plusieurs inconnues ;

8° —  Construire ou évaluer en lignes les expressions algébriques 
auxquelles on est parvenu.

Souvent il faut y joindre une 4e partie qui a pour objet la discussion 
du problème, ou l’examen de toutes les circonstances qui y sont rela­
tives ( voyez le n° 5 ).

Or, il en est des problèmes de Géométrie comine des problèmes d’Al­
gèbre , c’est-à-dire qu’il n’existe pas de règles bien fixes pour mettre
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8 CONSTRUCTION

un problème en équation. Le précepte établi en Algèbre est également 
applicable (voyez n° !2) aux problèmes de Géométrie; mais la manière 
de le mettre en pratique varie suivant les différents problèmes qu’on 
peut avoir à résoudre. Cependant, nous développerons dans le troi­
sième chapitre une méthode générale à ce sujet. Dans celui-ci, nous 
n’emploierons que des artifices particuliers à chaque problème ; mais , 
comme ces méthodes, quoique indirectes, donnent souvent des solu­
tions plus simples et plus élégantes que la méthode générale, il est 
nécessaire de les faire connaître.

Les équations une fois obtenues, on peut les résoudre d ’après les 
moyens que fournit l’Algèbre. Toutefois, les commençants ne sauraient 
trop s’exercer à faire les calculs adroitement, en cherchant à dégager 
le plus simplement possible les inconnues, des équations qui ont été 
établies.

Quanta la troisième partie, quia pour objet de construire les expres­
sions des inconnues, les règles à suivre sont faciles et en petit nombre. 
C’est donc par le développement de cette dernière partie qu’il convient 
de commencer.

§  Ier. Construction des expressions algébriques.

9. Nous ne considérerons, dans tout ce qui va suivre, que des ex­
pressions rationnelles ou irrationnelles du second degré, c ’est-à-dire des 
résultats provenant d’équations du premier ou du second degré.

Les expressions élémentaires, c ’est-à-dire les expressions à la construc 
tion desquelles on peut ramener toutes les autres, sont au nombre de 
six, savoir :

(a, b, c, d , . .  . .  exprimant les nombres d’unités linéaires contenues 
dans des lignes données).

1° — Soit à construire l’expression x —  a — è -{- c — d e . .  . .  
Ce résultat, pouvant être mis sous la forme

représente la différence entre la somme faite des lignes a, c , c , . . . .  et 
la somme faite des lignes b, d .. . .
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DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 9

D’abord , pour obtenir une ligne égale à « —|— c — e —|— . . . .  prenez 
sur une ligne indéfinie AX ( fig. 5 ), et à partir du point A, AB =  a, 
BC —  c, CD =  e; vous aurez ainsi

ab  : ac ::  bd : e , ou c : «  :: b : ce.

Portez ensuite de D vers A, DE =  h, EF =  d, ce qui donne

il en résulte nécessairement AF = a  -j- c -j- e — (b -|- d) =  oc.
On peut, avec la même facilité, construire les expressions x —  3a, 

x  =  ob . . . . ; tout se réduit à porter la ligne a ou b à la suite d’elle- 
même, plusieurs fois.

On a vu d’ailleurs, en Géométrie, le moyen de diviser une droite 
donnée en 2 , S, '4 , 5 , . . .  parties égales ; ainsi, il ne serait pas plus

difficile de construire les résultats

Par exemple, pour construire la dernière expression, il suffit de 
diviser a en 7 parties égales et de prendre 3 de ces parties; ou bien , de 
prendre une ligne égale à 3a, qu’on diviserait ensuite en 7 parties égales.

on en déduit la proportion c \ a \\ b \ x  ;
d’où l’on voit que x est une 4e proportionnelle aux trois lignes don­
nées c, a et b.

Pour l’obtenir, formez un angle indéfini XAY ( fig. 6 ), et à partir 
du point A, prenez sur AX, AB =  c, AC =  a, puis sur A Y, AD =  b. 
Tirez BD et menez par le point C, CE parallèle à BD. La ligne AE sera 
la ligne cherchée.

En effet, on a, d’après cette construction,

A utrement. — Sur une ligne indéfinie AX ( fig. 7 ), prenez AB =  c, 
AC =  a. Du point B tirez une droite quelconque B Y, et prenez BD =  b. 
Joignez AD, et par le point C menez CE parallèle à B f. La ligne CE 
sera la ligne demandée.

Car on aura
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10 CONSTRUCTION

_ T, . o J a y? a3° — L expression x — —, ou x  = ---- -— , est une ac propor-c c

tionnellc aux deux lignes a et c, puisqu’on en déduit

c \ a \\ a \ x.

La construction est donc la même que celle de l’expression précé­
dente.

On peut toutefois, dans certaines circonstances, lui substituer 
celle-ci :

Sur une ligne AB =  c ( fig. 8 ) ,  comme diamètre, décrivez une 
de mi- circonférence ; du point A comme centre, et avec un rayon AG égal 
à a , décrivez un arc de cercle qui rencontre la demi-circonférence au 
point C; puis abaissez la perpendiculaire CD sur AB. Vous aurez AD pour 
la 3e proportionnelle demandée.

En effet, le triangle rectangle ACB donne

AB l AC ; ;  AC ; AD, ou c ; a “  a ; AD: d’où AD =  — =  x.1 c

TV. B. — Ce mode de construction suppose évidemment que l ’on ait 
a c ; et on ne l’emploie avec avantage qu’autant que, dans la figure 
du problème, il existe déjà une demi-circonférence décrite sure comme 
diamètre, parce qu’alors il n’ y a réellement que la perpendiculaire CD 
à abaisser *.

4° — Le résultat x =  [/ ab exprime une moyenne proportionnelle 
entre a et A; car on en déduit

x1 —  a X  b ; d ’où a \ x  \\ x  \ b.

Pour la construire, prenez sur tme ligne indéfinie AX ( fig. 9 ) deux 
parties AB =  a, BC =  b; puis sur la somme AC de ces deux parties, 
comme diamètre, décrivez une demi-circonférence et élevez la perpendi­
culaire BD. Vous aurez BD pour la ligne cherchée.

En effet, le triangle rectangle ADC donne

ab  : db : :  db : b c , ou a : db db : b;  d’où db =  y/ lïb  =

* Quand on a au contraire a c , la construction peut se modifier ainsi qu'il suit : sur 
une droite indéfinie ( fig. 8 ) prenez AD =  c, puis élevez au point D une perpendiculaire. 
Du point A comme centre, avec un rayon égal à a,  décrivez un'arc de cercle qui coupe la 
perpendiculaire en un point C, puis tirez CB perpendiculaire à AC. La distance AB est la 
3eproportionnelle demandée; car on a
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1)ES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 11

A ut rement. — Sur la plus grande ligne, AB =  a ( fig. 10 ), décrivez- 
une demi-circonférence ; prenez sur AB une partie AC =  b, et élevez en C 
la perpendiculaire CD. La corde AD est la ligne demandée.

Car le triangle rectangle ADB donne

AB * AD ; | AD ; AC, ou a t AD ** AD ! b; donc AD =  [ / ab.

5°. . . . x — {/ a- b2 exprime l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
dont les deux côtés de l'angle droit sont a et b.

Formez un angle droit CAB ( fig. 11 ); puis prenez AB =  a, AC =  b, 
et tirez l’hypoténuse BC ; vous aurez

BC =  ]/  ÂB AC* =  [/ a2 -j- b2 =  x.

6°. . . .  a? =  [/a2 —  ~b* est l’un des côtés de l’angle droit d’un 
triangle rectangle dont l’hypoténuse est et et l’autre côté b.

P remière construction. — Tracez un angle droit XAY ( fig. 12 ); 
sur SX prenez AB =  b, puis, du point B comme centre, et avec a pour 
rayon, décrivez un arc de cercle qui coupe AY en un point C. Vous 
aurez AC pour la ligne demandée.

En effet, cette construction donne

AC =  { /  BC —  AB*, ou bien , AC =  j /  a2 — b2 =  x.

Seconde construction. —  Sur AB =  a ( fig. 13 ) , comme diamètre, 
décrivez une demi-circonférence; à partir du point A, prenez une corde 
AC =  b. L’autre corde CB sera la ligne demandée. Cela est évident.

T roisième construction. — L’expression y  a2 — ~b2 peut se mettre
sous la forme [/  {a -{- b) (a — ô), et représente une moyenne propor­
tionnelle entre les deux lignes (a  b) et (a  — b).

Sur une ligne indéfinie AX, prenez AB =  a ( fig. 1-4 ), et portez b 
de B en C, puis de B en D. Décrivez sur AC, connue diamètre, une demi- 
circonférence, et élevez au point D la perpendiculaire DE. Vous aurez la 
corde AE pour la ligne demandée.

Car il résulte de cette construction ,

ÂËa =  AC X  AD =  (a +  b) (a — Z>); 

d’où AE =  [/  (a -|- b ) (a — b) —  x.

10. De la construction des expressions \/ a2 -|- b2 et j /  a2 — b2,
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12 CONSTRUCTION

il est facile de déduire celle du résultat

D’abord, sur AB =  a ( fig. 15 ) , comme diamètre, décrites une 
demi-circonférence, et à partir du point A, prêtiez une corde AC =  b; 
puis tirez l’autre corde BC. Vous aurez

Soit posé [/ a2 — b2 =  m ; il en résulte a2 —  b2 =  m2, et la va­
leur de x  devient x  =  [/ m2 -f- c2 — d2 e2 — ..  . . Prolongez 
ensuite AC d’une partie CD =  c , puis tirez BD; vous aurez

Soit
il en résulte

Maintenant, sur BD, comme diamètre, décrivez une demi-circonfé­
rence;  prenez une corde DE =  d, et tirez BE. Vous aurez

Continuez ainsi cette suite de constructions jusqu’à ce que vous 
soyez parvenu au dernier des carrés qui entrent sous le radical de la 
valeur de x.

11. La construction précédente sert principalement à évaluer en 
lignes les radicaux numériques.

Soit, pour premier exemple, à construire x =  J/^15.
On peut d’abord mettre cette expression sous la forme. . . .

et elle représente ainsi une moyenne proportionnelle
entre 5 et S.

Mais il est plus simple de la transformer en cette autre expression :

Alors tout se réduit à construire un triangle rectangle dont l’hypo­
ténuse est h, et l’un des côtés est égal à 1.

On trouvera de même
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L’artifice consiste à décomposer le nombre sous le radical, dans la 
somme algébrique de plusieurs carrés, ce qui est toujours possible.

On démontre même dans l’analyse algébrique, que tout nombre 
entier, s’ il n’est pas un carré, est décomposable dans la somme de 
deux, trois ou quatre carrés au plus.

12. Nous sommes actuellement en état de construire les expressions 
algébriques les plus compliquées.

Commençons par les monomes rationnels.

DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 1 3

Or

lignes dt 2a, et b.

Soit donc cette ligne construite, et posons

qui exprime encore une 4° proportionnelle aux trois

lignes e, m et c.

Soit encore à construire x  =

il en résulte

exprime évidemment une 48 proportionnelle aux trois

Cette expression revient à

D’abord exprime une 4e proportionnelle aux

lignes

Posan on a

Or représente une 4e proportionnelle aux lignes df m, et o.

Soit m il en résulte

En continuant ainsi, l’on parviendra, à l’aide de cinq 4esproportion­
nelles, à une dernière ligne qui représentera la valeur proposée.

www.rcin.org.pl



1 4 CONSTRUCTION

N. B. — Le nombre des 4e*proportionnelles est toujours marqué par le 
degré, ou par la somme des exposants du dénominateur.

18. Passons aux expressions fractionnaires polynômes.

Si, après avoir supprimé le facteur a communaux deux termes, on

et cette expression représente alors une 4e proportionnelle aux trois 
lignes a — ^b n, a, et 2a — SA -j- m.

Quant aux deux lignes m et n, on peut les construire facilement, 
d’après ce qui a été dit plus haut.

L’artifice de ces transformations consiste à mettre en évidence, au nu­
mérateur et au dénominateur, tons les facteurs littéraux, moins un, qui 
entrent dans l’un des termes.

11 faut toutefois avoir le soin de faire ressortir la lettre qui entre le 
plus de fois comme facteur dans les deux termes de la fraction, parce 
qu’alors il y a moins de constructions partielles, à cause des réductions 
qui se présentent • mais ces simplifications demandent de l’habitude.

On trouvera pareillement que l’expression

en mettant le facteur ab2 en évidence au numérateur et le facteur A2 
en évidence au dénominateur, puis posant

a3 , 2a2 cd 4c2 c2dm , 
b2’ n =  — > p = = - ’ T~ ~ 2'

Ces dernières expressions étant construites, on en déduit la valeur

Soit à construire

On peut d’abord l’écrire ainsi :

pose ■ il en résulte
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1 5DES EXPRESSIONS ALfiÉBRTQUES.

de x, qui est une 4e proportionnelle aux trois lignes 2a —■ 3/6 —  q -j- r, 
a, et m — n 2c — p.

On peut remarquer qu’il y a beaucoup d’analogie entre ces trans­
formations et celles qu’on exécute pour rendre les expressions algé­
briques calculables par logarithmes.

14. Considérons maintenant les expressions radicales du second 
degré.

Soit , premièrement, l ’expression x —  [ /  a2 — bd.

On peut la mettre sous la forme x  —  a ^ a ------—^ ;

et si l’on pose — =  m, ligne facile à construire, il en résulte

x =  [ / a (a —  ni),

expression qui représente une moyenne proportionnelle entre les deux 
lignes a et a —  ni.

A utrement. — Soit fait n2 =  bd, il vient x  =  j /  a1 — n2 ;  d’où l ’on 
voit qu’après avoir construit une moyenne proportionnelle n entre b 
et d, il suffit de déterminer l’un des côtés de l’angle droit d’un triangle 
rectangle ayant pour hypoténuse a, et n pour autre côté.

Soit en second lieu, x
26 2c-f-363
a —  b

Cette expression revient à celle-ci :

Or on a

x
a3 —  262c — • 36* 

6 (a — 6 )

a} —  262c - f  W  b (b* 3&)
ô (a  —  b) a —  b

quantité qu’on peut construire aisément d’après ce qui a été dit n° 13. 
Désignant donc cette quantité ou cette ligne par m, on obtient

x —  | / 6 X  expression facile à construire.
En général, pour toute expression radicale du second degré, il 

suffit de mettre en évidence, sous le radical, un des facteurs littéraux qui 
entrent dans les termes du numérateur, a par exemple ; le second facteur
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1 6 CONSTRUCTION

sous le radical est alors une expression rationnelle qu’il faut construire 
et désigner ensuite par une lettre m ; la question se réduit finalement 
à construire la valeur x  =

il faudrait commencer par faire passer le coefficient a sous le radical ; 
ce qui donnerait

15. Dans toutes les expressions que nous nous sommes proposé de 
construire, nous avons supposé,

1° — Tous les termes du numérateur, de même degré entre eux, 
ainsique tous ceux du dénominateur; 2 ° — le degré du numérateur 
plus grand que celui du dénominateur, d’une unité pour les expres­
sions rationnelles, et dedeux unités pour les radicaux.

Une expression est dite homogène lorsque ces deux conditions sont 
remplies; et elles le sont, toutes les fois que, dans la traduction algé­
brique de l’énoncé du problème, on a désigné par une lettre chacune 
des lignes qu’on a dû faire entrer en considération. 11 suffit, pour se con­
vaincre de la vérité de cette assertion, de réfléchir sur la nature des 
relations que fournit la Géométrie pour la mise d’un problème en 
équation. Ce sont, en effet, ou des proportions entre des lignes expri­
mées chacune par une lettre, ou bien , des égalités entre des surfaces 
(telles que la proposition du carré de l’hypoténuse et celles qui en dé­
pendent). Mais une surface est toujours exprimée, soit par le carré 
d ’une ligne, comme a-, soit par le produit de deux lignes, comme a i; 
donc les équations du problème doivent être elles-mêmes homogènes, 
c’est-à-dire que tous leurs termes doivent être de même degré. D’ail­
leurs, on sait que toutes les transformations exécutées sur des quanti­
tés homogènes conduisent nécessairement à des résultats homogènes.

g
Ainsi, soit# =  — , d ’où A# — B, le résultat auquel on est parvenu 

A.
pour l’une des inconnues.

N. B. — Si l’on avait une expression telle que

en posant et construisant ni —  — —c

Remarque importante sur /'homogénéité.
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DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 1 7

1° . . .  B et A doivent être séparément homogènes ;
2° . . . Comme# exprime déjà une ligne, il faut que A soit d’wn 

degré moindre d’une unité que B ; autrement, l’équation A# =  B ne 
serait pas homogène.

Donc enfin, dans l’expression x = -■ -, les deux conditions énon- 
A

cées ci-dessus doivent être satisfaites.
Quant aux radicaux du second degré qui peuvent être généralement

représentés par x =  [/  A, comme on en déduit # 2 =  A , et que le 
premier membre # 2 exprime une surface, il s’ensuit que le second 
membre A doit aussi exprimer une surface. Donc, si A est fraction­
naire, le degré du numérateur doit surpasser de deux unités celui du 
dénominateur.

Mais si, dans la vue de rendre les calculs plus simples, on convient 
de prendre pour unité l’une des lignes que l’énoncé du problème pres­
crit défaire entrer dans le calcul, comme les diverses puissances de 
1 sont égales à 1 , le degré de chacun des termes où cette ligne se trou­
vait élevée à diverses puissances doit nécessairement diminuer à’unc 
ou dcplusieurs unités; e t , dans le résultat obtenu pour la valeur de 
l’inconnue, les deux conditions de Y homogénéité doivent, en général, 
cesser d’exister.

Par exemple, si dans les expressions

ab 2a362c a2 —  bd /  a3 —  2 i 2c 4 -  3<63x  =  — , x  = ---------, x  = ----------- , x  =  % /  -----------------!------ ,
c ' f̂cf’g c a —  ^

on suppose -6 = 1 , elles se réduisent à

a2 —  da 2a3c
* = 7> x

Cependant , comme la construction delà ligne cherchée dépend des 
grandeurs de toutes les lignes données , et en particulier, de la ligne 
prise pour unité, il faut préalablement la rétablir dans l’expression 
de x ;  ce qui n’offre aucune difficulté, car, en désignant cette ligne 
par une lettre, m, par exemple, il suffit de l’introduire dans les différents 
termes, comme facteur, à une puissance d’un degré tel que les deux con­
ditions d’homogénéité soient remplies.

Ainsi, soit l’expression
a3 —  2a - j- 3bc 

■r = =  „ __ 1 »
3ALG. APPL. A LA GÉOM,
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qui n’est pas homogène , parce qu’on a supposé l’une des lignes de la 
question , égale à 1.

Puisque l ’un des termes du numérateur est du 3e degré, et qu’un de 
ceux du dénominateur est du 2e degré, tous les autres termes doivent 
être respectivement ramenés à ces mêmes degrés.

Donc , en désignant par m la ligne prise pour unité, on a, pour l’ex-

règles établies précédemment.

De même, x

et construisant p , q, r , d’après les principes connus, on obtiendra
pour .t la valeur x =  | /p 2 q2 — r2, expression qui rentre dans celle 
dun° 10.

16. N. B. — Dès qu’on applique l’Algèbre à une question de Géo­
métrie la représentation des lignes de l’énoncé par des lettres sup­
pose toujours qu’on ait pris une certaine ligne pour unité ; mais il faut 
distinguer deux cas :

Soit encore

pression, qui peut se construire d’après les

Chacun des termes, sous le radical, devant être du 2e degré, on trans­

formera- et, l’expression de

viendra
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Ou le résultat auquel on parvient, pour l’expression de l ’inconnue,
est homogène; ou bien, il ne l’est pas :

Dans le premier cas, la connaissance de la ligne prise pour unité est 
indifférente à la construction du résultat ;

Dans le second, cette ligne est, pour ainsi dire, en évidence ; et son 
introduction dans le résultat est indispensable pour la construction.

On doit donc, jusqu’à un certain point, distinguer deux espèces 
d ’unités linéaires : Tune qu’on peut appeler Y unité implicite : c ’est 
celle qui correspond à des résultats immédiatement homogènes, et que 
la représentation algébrique des lignes suppose toujours, au moins 
d ’une manière tacite; I ’ autre, qui serait alors Y unité explicite : c ’est 
une des lignes données de la question, et que, pour simplifier le calcul , 
on a jugé à propos de faire égale à 1. Son rétablissement dans le ré­
sultat du calcul est toujours facile , au moyen des deux conditions 
d ’homogénéité.

Nous aurons souvent, surtout dans le 2e chapitre, occasion d’appli­
quer ces derniers principes.

17. Construction des équations du second degré à une inconnue.
Quoique les règles établies précédemment suffisent à la rigueur pour la construction 

des résultats auxquels on est conduit par la résolution d’une équation , soit du 1 er, soit 
du 2e degré ( puisque ces résultats sont toujours, ou des expressions rationnelles, 
ou des expressions irrationnelles du second degré ), il n’est p£Ts inutile de faire con­
naître une construction qui se déduit de l’équation elle-même sans qu’on soit obligé 
de résoudre cette dernière; parce qu’il y a des circonstances où cette construction 
donne lieu à une solution plus simple et plus élégante du problème.

Remarquons d’abord que, toute équation du second degré pouvant être ramenée à 
la forme

X2± z p x z = z ± q ,

(les signes des différents termes sont mis en évidence), sa construction exige qu’on la 
rende homogène. Or, par hypothèse, x  exprime une certaine ligne; donc il faut 
que p représente aussi une ligne, et q une surface qu’on peut toujours supposer trans­
formée en un carré k2, et alors l’équation devient

x 2± p x  =  dr k2;

ce quj donne lieu, par rapport aux signes, aux quatre équations suivantes :

x 2 -t- px =  -+- k2, . . . . (1) x* -\-px =  — k2 , . . .  . (3)
x 2 — px =  ■+■ k2, . , . . (2) x 2 — px —  — k2, . (4)

D’ailleurs, il est aisé devoir que les racines des deux équations (1) et (3) ne diffèrent 
que par le signe, de celles des équations (2) et (4) ; et comme , pour le moment, nou s 
ne voulons que connaître en lignes les valeurs absolues des racines, il s’ensuit que 
la question se réduit à construire les racines des équations (2) et (4).

UES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 1 9
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20 CONSTRUCTION DES F.XPRESSIONS ALGÉBRIQUES.

Considérons donc, en premier lieu, l’équation (2) 

ou x2 — px —  -+• A2.

Elle peut être mise sous la forme x (x  — p ) =  A2 ; et traduite en Géométrie, elle 
revient à cet énoncé : Construire un rectangle connaissant la différence p de ses 
côtés contigus, et sa surface k». Car , si l’on appelle x  le plus grand côté , x  — p 
exprime le plus petit ; x  ( x  — p) est une seconde expression de sa surface qu’ou a 
déjà supposée égale à un carré donné k2.

Cela posé, pour résoudre ce problème, décrivez sur une droite AB — p {  fig. 16 ), 
comme diamètre, une circonférence entière ; élevez au point A une perpendicu­
laire AC — k , e t  menez par le centre O la sécante COD. Vous aurez CD pour la 
racine positive de l’équation , et CE pour la valeur absolue de la racine négative.

En effet, on a évidemment la proportion

cd ; ac ::  ac : c e , ou cd : a- a : cd — p,

ce qui donne CD ( CD — p ) ~  k2,

d’où l’on voit que CD vérifie l’équation

x (x  — p) =  k2.

La proportion 
revient encore à celle-ci : 
d’où résulte l’égalité 
ou bien encore,

cd : ac : :  ac • ce 
ce-i- p : a ::  a : ce,
CE (CE -4- p) =  k2, 

— CE ( — CE — p) =  k2,
donc — CE vérifie aussi l’équation x  ( x — p ) =  k2.

N. B. — Il est évident que la construction précédente est toujours possible ;e t, en 
effet, les deux racines de la proposée sont nécessairement réelles, quelles que soient 
les grandeurs Aep et A.

Les racines de l’équation (1), ou x 2 -+- px =  k2,

seraient d’ailleurs — CD et -f- CE.

Soit, en second lieu, l’équation (4) ou

x 2 — px —  — k2.

On peut, en changeant les signes, la ramener h x  (p — x ) —  k1 ;  et, sous celte 
nouvelle forme, elle est la traduction algébrique de cet énoncé : Construire un rec­
tangle connaissant la somme p de deux côtés contigus et sa surface k2. Car , si 
l’on appelle x  l’un quelconque des côtés, p — x  est l’expression du second ; ainsi sa 
surface a pour valeur x (p — x), et l’on obtient l’équation ci-dessus.

Pour la construire, décrivez sur une droite AB — p ( fig. 17 ) ,  comme dia­
mètre, une demi-circonférence ; élevez au point A une perpendiculaire AC =  k, 
et menez par le point C la droite CD parallèle à AB ; abaissez enfin la perpendi­
culaire DG. Vous obtiendrez AG etGB pour les deux racines de la proposée.

En effet, cette construction donne évidemment la proportion

AG ; DG DG ; GB, ou bien AG * A “  A *, p — AG;
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d’où l’on déduit l’égalité 
q u i, comparée avec l’équation 
donne évidemment x  =  AG.

La même proportion revient encore à 
d’où l’on déduit l’égalité 
qui, comparée à l’équation 
donne également x  —  GB.

Les deux racines de l’équation (3) ou 
raient représentées par — AG et — GB.

AG ( p — AG) =  A2, 
x ( p — x  ) =  A2,

— gb ; a : : a ; gb ,
GB ( p — GB ) =  A*, 
x  ( p — x ) — k*,

x 2 -+- px —  — A2 ( qui sont négatives ), se-

PN. B. — La construction n,e donnerait aucun résultat si l’on avait A , puisque 

alors la parallèle CD ne rencontrerait plus la circonférence; et en effet, dans le cas
p p?

de A —, d’où A2 , les deux racines sont imaginaires.
2 4

P V2Si l’on avait A = —, ou A2 la parallèle CD deviendrait tangente au point I,

et les deux racines seraient égales à AO et OB.

18. Scolie général. — Les principes que nous venons d’établir sont 
suffisants pour la construction de tous les problèmes dont les équations 
conduisent à des résultats rationnels, ou à des expressions irration­
nelles du second degré. Nous ajouterons cependant une observation; 
c’est que, dans chaque problème, il faut tâcher de faire servir la figure 
de l’énoncé à la construction des résultats; car c’est ordinairement 
dans la liaison plus ou moins directe entre la construction et la figure, 
que consiste le plus ou moins d’élégance de la solution du problème 
par le secours de l’Algèbre : les problèmes suivants en fourniront des 
exemples.

Résolution de diverses questions relatives à la ligne droite et 
au cercle.

C’est en proposant d’abord quelques problèmes particuliers et faisant 
ensuite quelques réflexions sur la manière doutées problèmes ont été 
résolus, qu’on peut initier les commençants dans les méthodes de 
I’A ppi.icatiox.

19. Premier problème. — Inscrire un carré dans un triangle donné 
ABC ( fig. 18 ); c’est-à-dire, trouver sur le côté AB un point E tel, 
que si l’on mène EF parallèle à BC, et EG, Fil, perpendiculaires sur BC, 
la figure GEFH soit un carré.

Supposons le problème résolu, cl abaissons du sommet A la hauteur
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AD du triangle. Il est évident que si le point I était déterminé de posi­
tion, il en serait de même de EF, et par conséquent du carré cherché.

Posons donc DI =  EG =  EF =  x , et tâchons d’obtenir une équa­
tion entre cette ligne x et les autres lignes qui, dans la figure, doivent 
être regardées comme connues : ce sont les trois côtés du triangle et la 
hauteur AD.

Or, les deux triangles ABC, AEF, étant semblables, leurs bases BC, 
EF, sont entre elles comme leurs hauteurs AD, AI; c ’est-à-dire qu’on 
a la proportion

bc : ef : :  ad : a i .

Cela posé, soit BC =  a, AD =  h ;  comme on a d’ailleurs DI =  EF =  x, 
il en résulte AI =  h — x ;  d’où, en substituant ces notations dans la 
proportion ci-dessus,

a \ x  \\ h \ h — x ; 
ce qui donne ah —  ax =  hx,

ah
et par suite, x —  — :—-.

a -j— h

Cette expression représente évidemment une quatrième proportion­
nelle aux trois lignes a -{- h, a, et h.

Pour la construire, nous ferons usage de l’angle ADL, parce qu’on a 
déjà AD =  h, et que le point I cherché doit être situé-sur AD.

Portons d’abord BC ou a de D en K, et AD ou h de K en L; il en ré­
sulte DL =  a -j- h, DK =  a ; et comme on a déjà DA =  h, il s’ensuit, 
que si l’on joint le point L au point A, et qu’on mène Kl parallèle à LA, 
le point I sera le point demandé.

En effet, on a la proportion

DL ; DK ; \ DA DI ; d’où a h ; a ; \ h ; DI ;

donc DI =  — =  x.
a h

Le point I étant déterminé, on mène par ce point, EF parallèle à BC, 
et EG, FH, perpendiculaires à BC ; ce qui donne GEFH pour le carré 
demandé.

20. —  Remarque. Dans l’analyse de ce problème, nous avons eu le 
soin de n’établir les notatioris algébriques, qu’après avoir reconnu 
quelles étaient les données absolument nécessaires. Ainsi, nous n’avons 
eu besoin défaire entrer en considération que la base et la hauteur du

2 2
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SUR LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE. 2 3

triangle, quoique les deux autres côtés fussent également connus. C’est 
une attention qu’on doit toujours avoir pour éviter les notations inutiles.

21. Second problème. — Etant donnés de position et de grandeur un 
cercle X ( fig. 19 ) et une droite AB, trouver sur le cercle un point M tel 
que, si on le joint aux extrémités de la droite AB, et quon tire la corde DE, 
cette corde soit parallèle à AB.

(Nous considérons particulièrement ici le cas où la droite AB est 
extérieure au cercle.)

Solution. — Remarquons d’abord que, si le point D était fixé de po­
sition sur le cercle, il en serait de même des deux lignes AM, BM, et 
par conséquent, de la droite DE. Or, le point D serait connu, si, en 
abaissant la perpendiculaire DG, on pouvait déterminer la distance AG.

Du point C, centre du cercle, abaissons la perpendiculaire CF, et 
posons AB =  a, AF =  h, CF =  c, CD =  r, AG =  x ,  DG =  y ;  il 
en résulte GF =  DI —  b — x , CI =  c — y.

(Quoique l’introduction d’une seconde inconnue, DG ou y, puisse 
sembler inutile à la détermination du point D, elle n’en est pas moins 
avantageuse pour la commodité du calcul.)

Ces notations étant convenues, observons que le triangle rectangle 
CD1 donne d’abord

CD =  DI -f- CI , ou bien r* —  (b — a?)2- { - ( c  — y )2, .............. (I)

première équation ent re les inconnues x, y, et les lignes connues b, c, r.
Pour en obtenir une seconde, nous considérerons les deux triangles 

MAB et MDE; ils sont semblables et donnent la proportion

MA : MD ;* AB ; DE;

d’où l’on déduit MA ; AD AB *. AB — DE, 

ou, multipliant les deux premiers termes par AD,

ma x  ad  : I d ’ : :  ab : ab  — d e .

Or, quoique nous ne connaissions pas les longueurs de MA et AD, le 
rectangle MA X  AD n’en est pas moins connu ; car si , du point A qui 
est déterminé de position, nous menons la tangente AL, ce qui est 
permis, nous avons, d’après un théorème de Géométrie,

MA X  AD =  ÂL2=  m2
t

(en désignant par ni la nouvelle ligne connue AL ).
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Par là, on obtient, pour les deux équations,

équation qui n’est que du premier degré des x, y, et qui peut remplacer 
l ’équation (3); en sorte que la question est ramenée à éliminer y entre 
les deux équations (4) et (5). L’équation en x que l’on obtiendra ainsi, 
étant résolue, fera connaître la distance AG, et par suite la position 
du point I).

%'i
On a d ’ailleurs

d’où

Ainsi, la proportion ci-dessus devient

d’où l’on tire

telle est la seconde équation du problème.
On peut faire subir quelques simplifications aux équations (1) et (2). 
1° — L’équation (1) étant développée, devient

on a d’ailleurs pour la seconde,

Cela posé, 1° le triangle ACF ( fiq. 19 ) donner
triangle ACL,

2° — La quantité est une troisième proportionnelle qu’on peut sup­

poser construite, et en on obtient ni1 —  an.

Égalant entre elles ces deux valeurs de x2 -f- y2, on trouve, toute ré­
duction faite,
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Si l’on effectue cette élimination qui n’offre aucune difficulté, l’on 
trouver.», pour équation finale en x ,

O  -j- (n —  6 )2] -{- 2 ra [(w —  b) [a — b) — c2] #

=  n [(a  — 26) c2 — n [a — 6 )2].

Nous n’entrerons pas dans le détail de la résolution de celte équa­
tion, parce que le résultat qu’on obtiendrait serait très-compliqué, et 
que sa construction, déduite des principes qui ont été établis précé­
demment, n’offrirait aucun intérêt*.

Second moyen de résolution du problème proposé.
Supposons toujours le problème résolu, et soit D ( fig. 20 ) le point 

demandé. Menons en ce point la tangente DK, et par le point A la 
tangente AL, comme dans l’analyse précédente.

Les deux triangles ABM, ADK, sont semblables ; car ils ont l ’angle A 
commun j de plus, AKD =  KDE, par la propriété des angles alternes 
internes; mais KDE et DME sont égaux comme ayant même mesure; 
ainsi AKD =  DME ou AMB.

On a donc la proportion AB ; AD ; ; AM ; AK, 
d’où l’on tire

AB X  AK =  AD X  AM == ÂIT
Soient AB =  a, AL =  « i, AK =  # ;

il en résulte
v . , ,  ,  m 2

a X  te =  ni1 : d ou x —  — .a

Après avoir construit par l’une des méthodes indiquées n° 9, la 
troisième proportionnelle a \ m \\ rn ; x , on porte cette ligne de A 
en K sur AB; puis du point K l’on mène une tangente KD au cercle donné; 
le point de contact D est le point cherché.

N. B. — Comme du point K il est toujours possible de mener deux 
tangentes KD, KD', il s’ensuit que l’on a deux points D et D'qui satis • 
font également à la question. Ainsi, le problème admet, en général, 
deux solutions.

Ce résultat s’accorde avec celui de la première méthode employée 
pour résoudre le problème, puisqu’on est parvenu à une équation du 
second degré.

SUR LA LIGNE DROITE ET LE CERCLE. 2 o

* Nous renvoyons au n" 182 pour la construction géométrique îles équations (1) et (2).
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22. Remarque. — La construction de la tangente DK, qui j conduit 
d’une manière si simple à la résolution du problème, est uie de ces 
idées qui s’offrent rarement à l’esprit de ceux qui n’ont pas déjà une 
grande habitude.

Quel que soit le problème proposé, il est toujours facile de trouver 
dans la figure que prescrit l’énoncé, et à l’aide de quelques construc­
tions qui se présentent naturellement, un premier mode de résolution, 
en faisant usage des relations principales de la Géométrie, telles que 
les propriétés des triangles rectangles, des triangles semblables ou des 
lignes considérées dans le cercle. Mais la difficulté consiste dans les 
constructions susceptibles de conduire à des équations simples et à 
des résultats élégants.

Nous observerons, à ce sujet, qu’un problème de Géométrie est en 
général moins facile à mettre en équation qu’un problème ordinaire 
d ’Àlgèbre. Dans celui-ci, il suffit, le plus communément, de traduire, 
à l ’aide des signes algébriques, les conditions explicites de l’énoncé, ou 
du moins des conditions implicites que l’on déduit aisément des pre­
mières. Les données et les inconnues y sont d’ailleurs en évidence ; 
tandis que dans un problème de Géométrie, qui se réduit presque tou­
jours à fixer la position d’un ou de plusieurs points, il faut beaucoup 
d’attention et de sagacité pour déterminer la nature des relations qui, 
exprimées algébriquement, peuvent conduire à une construction simple 
et élégante du problème. Or, de la nature des relations qu’on emploie 
dépend celle des données et des inconnues que l’on doit faire entrer 
en considération. L’habitude et le discernement seuls peuvent appren­
dre à surmonter ces difficultés.

Interprétation des résultats négatifs.

Nous allons maintenant nous proposer des problèmes qui donnent 
lieu à des résultats négatifs pour les expressions des inconnues.

23. Troisième problème. — Etant donne un triangle ACB ( ftg. 21 ), 
trouver sur le côté AC un point D tel que, si Von mène la droite DE parallèle 
à AB, cette parallèle soit égale à une ligne donnée m.

D’abord, les deux triangles semblables ACB, DCE, donnent la pro­
portion

ac : ab  : :  dc : d e .

Prenons pour inconnue la distance du point fixe A au point D; et
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posons

AB =  a, AC =  b, AT) =  x ,  d’où DC —  b — x ; 

la proportion ci-dessus deviendra

donc

On obtiendra facilement la -4e proportionnelle 

a *. b l ! a — m \ x ,

en prenant BAC pour l’angle de construction , puisque l’on a déjà 

AB =  a , AC =  b.

A  partir du point B sur BA, prenez une partie BG égale à m ; il en 
résulte AG —  a — »t; menez ensuite GDparallèle à BC ; le point D sera 
lo point demandé.

En effet, on a la proportion AB \ AC ; ; AG ; AD, 

d’où a \ b \\ a — m, \ AD; donc AD =  x.

11 est visible d’ailleurs que, si l’on mène DE parallèle à AB, l ’on a

DE =  GB =  m.

Discussion du résultat. — Tant qü’on aura m < ( « o u  AB, la valeur 
de x sera positive, et pourra être construite comme précédemment.

Si l’on suppose»* =  a, la valeur de x se réduit à 0, et le point D 
se confond avec le point A ; ce qui est évident, puisque la ligne AB 
satisfait à la question.

Soit maintenant m a, la valeur de x devient négative, et peut 
( le signe étant mis en évidence) prendre la forme

Pour interpréter ce résultat, il faut, en vertu des principes établis 
en Algèbre ( voyez la 8e édition de mon Algèbre), remonter à l’équa­
tion du problème, ou à la proportion
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et y changer x en — x ; ce qui donne

b \ a \ ; h -{- x  * m.

Or, b — x, qui exprimait la distance CD, devenant b -j- x , représente 
maintenant la somme de deux lignes; ce qui ne peut avoir lieu qu’au- 
tant que le point cherché se trouve en D'sur le prolongement de CA , 
c ’est-à-dire en sens contraire de celui où il était d ’abord placé.

Celte modification une fois établie dans la proportion , on en dé-
i • i i  i ,, , b ( m — a)doit ab - -  ax =  bm, d ou x  = ---------------- .

«
Quant à la construction de ce résultat, il suffit de porter, à partir 

du point B, la ligne donnée m de B en G', ce qui donne AG' =  m — o, 
puis de mener G'D' parallèle à BC. Le point D' est le point demandé, 
c ’est-à-dire que D 'E ', parallèle à AB, est égale à m. Cela est d’ailleurs 
évident.

24. Remarque. — La solution négative qu’on a obtenue dans le cas 
de m o, n’indique pas une rectification à faire dans l’énoncé de la 
question ( car, quelle que soit la grandeur de m, il est évidemment 
toujours possible de placer celte ligne dans l’angle ACB, parallèlement 
à AB, en prolongeant, les deux côtés, si cela est nécessaire), mais bien 
une différence déposition du point D par rapport au point fixe A, sui­
vant la grandeur de m. Ainsi, lorsque, pour résoudre le problème, ou 
suppose le point D au-dessus du point A, cette position est exacte tant 
que l’on a m a ; mais elle devient fausse dès qu’on a m a ; et le 
signe — obtenu dans ce cas, sert à rectifier cette position, eu indiquant 
que la distance du point donné au point inconnu doit être portée en sens 
contraire de celui où elle avait été d’abord portée.

Cela est si vrai, qu’on peut éviter tout résultat négatif en fixant 
convenablement un autre point de départ, par exemple, en prenant 
CD au lieu de AD pour inconnue.

En effet, soit CD =  x ', les autres notations restant les mêmes ,

, . . , . ,, . , *nbon a b . a il x . m , d ou a: =  — ,a

résultat qui est essentiellement positif, quelles que soient les gran­
deurs relatives de a, b, m.

Tant que l’on aura m a , la valeur de x' sera plus petite qu eô ; et 
après l’avoir construite, si on la porte sur CA , à partir du point C, 
l ’extrémité D tombera au-dessus de A ; mais si l’on a m a, la valeur
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(le x' est plus grande que b, et le point cherché tombe en D', au-des­
sous du point A.

Observons d’ailleurs que l’expression x' =  

peut se mettre sous l’une des deux formes

, , b (a — tn) , . b (m — a)x =  b --------------------- , ou x =  ô - ----------------- : ;
a . a 7

la l rc correspondant au cas où l’on a m a, et la deuxième à celui 
où l’on a Di a.

Mais comme, par la première manière de résoudre la question , on

a trouvé x —
b (a  — m ) b [m — a)

a a

il s’ensuit que les deux inconnues x et x  sont liées entre elles par la 

relation x' =  b — .r;

x  étant positif dans le cas de m a, et négatif lorsque l’on a m a.
25. Reprenons maintenant le problème dun° 7, et tâchons d’en in­

terpréter la solution négative.
Remarquons d’abord que la première des deux valeurs obtenues est 

la seule qui puisse satisfaire à la question telle qu’elle a été énoncée, 
puisqu’on demande de diviser a en deux parties, etc...... et que la va­
leur absolue de la seconde solution est plus grande que a.

Maison peut modifier l’énoncé ainsi qu’il suit :
Étant donnés deux points fixes A et B ( ftg. 2 2  ), trouver sur la ligne 

AB ou sur son prolongement un troisième point tel que sa distance an 
point A soit moyenne proportionnelle entre su distance au point B et la 
distance des deux points X et B.

D’après ce nouvel énoncé, comme il n’ y a pas de raison pour suppo­
ser le point cherché à gauche plutôt qu’à droite du point A, on le sup­
pose d’abord à droite, c ’est-à-dire entre A et B (il ne peut être en E", 
car AE", étant plus grand à la fois que AB et BE", ne saurait être moyeu 
proportionnel entre ces deux lignes).

Soit donc E le point cherché ; et posons AE =  x, AB =  a, d’où 
BE =  a — x ;  on a la proportion a \ x ; ;  x  ; a — x ,

d’t x7 =  a' — ax, et x a ’m /  9 I °*• = -------±  \ /  a7 —|-------.
2  V
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La première valeur est positive et se construit comme il a été 
dit n° 7.

La seconde valeur est négative : et pour la construire, il faut, après

3 0

Donc AE' =  AB X  BE' ; ou bien , AB ’ AE' *. ; AE' *. BE'.

Ainsi le nouveau problème admet deux solutions.
Si l’on demande comment il se fait que ces deux solutions soient 

comprises dans la même formule, quoiqu’on mettant le problème en 
équation , on ait d ’abord supposé le point cherché, adroite du point A, 
et non à gauche, voici l’explication qu’on peut en donner :

Soit d’abord le point cherché entre A et B ; on a la proportion

avoir déterminé la ligne AC égale à prolonger AC ju s­

qu’à sa rencontre en D 'avec la circonférence déjà décrite, ce qui donne AD'

égal à puis rabattre par un arc de cercle, AD'

de A en E' à la gauche du point A (conformément .à la remarque 
du n° 24 ) ; et la distance AE' devra satisfaire également à la question.

En effet, à cause de

on a

Or

Supposons-le sur le prolongement, en E', par exemple; comme on 
a AE' =  x, il en résulte BE' =  a -J-
et la proportion devient

Cela posé, si l’on résout l ’équation (1), en ne tenant compte que de la
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valeur qui correspond au signe -J- du radical, on obtient
il

de même, si l’on résout l’équation (2 ), en ne tenant compte que de la 
valeur qui correspond au signe -J- du radical, il vient

a . /  , a2

* =  2 + V ° ’ +  T
Or, cette valeur est précisément , au signe près, la seconde valeur 

que donne l’équation (1) par sa résolution complète.
Le signe — qu’on obtient pour cette seconde valeur correspond 

(n° 24) à une rectification, non dans l’énoncé du problème, mais dans 
la position qui avait d’abord été attribuée au point cherché.

On éviterait, comme dans le problème précédent, toute solution 
négative, en prenant pour inconnue ( fig. 2 2  ) la distance du point 
cherché à un autre point A', tel que l’on eût

Ai'> î + V / +T
Ainsi soit, par exemple, AA' =  2a, et posons A'E =  x, d’où 

AE =  x' — 2 a, BE =  3a — x’ ; 

la proportion indiquée par l’énoncé devient

a * x' — 2a t! x ' — 2a * Sa— x ; 

ce qui donne ( x ' — 2 a )2 =  3a* —  ax',

et par suite,
t

Ces deux valeurs sont essentiellement positives, puisque le radical
, . . , Saest numériquement moindre que— .

M

On peut d’ailleurs les mettre sous la forme
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x  et x' sont liées par la relation

x  ■—  2a =  x ,  ou x  =  2 a  - x,

Seulement a: est positif pour lepoint E, et négatif pour le point E'.

N. B .—L’erreur que l’on commet en attribuant au point cherché telle, ou telle posi­
tion , peut se manifester, non-seulement par un résultat négatif, mais encore par une 
expression imaginaire.

Supposons en effet que, dans ce même problème, au lieu de prendre le point cherché 
en E ou en E', on le prenne en E" ( fig. 22 ) , c’est-à-dire à droite des deux points 
A et B.

En posant AE" =  x, d’où BE" =  x  — a, ou trouve, par la substitution de ces va­
leurs dans la proportion,

Ce résultat imaginaire lient uniquement à ce que l’on a attribué au point cherché 
une fausse position ; ce qui est évident d’après ce qui a été dit au commencement de 
ce numéro.

26. Les principes établis ( n05 23, 24 et 25 ) peuvent être résumés 
de la manière suivante :

1° — Toutes les fois que, dans la résolution d’un problème de Géo­
métrie par le secours de l’Algèbre, l’inconnue représente la distance 
d’un point fixe à un autre point, comptée sur une droitefixe, et qu’on 
obtient pour expression de cette inconnue, des résultats, les uns posi­
tifs et les autres négatifs, si l’on est convenu de porter les valeurs posi­
tives dans un sens quelconque à partir du point fixe, les valeurs négatives 
doivent être portées en sens contraire du précèdent.

2° —  Le moyen de faire disparaître les solutions négatives, est de 
rapporter le point cherché à un autre point fixe, dont la distance au pre­
mier point fixe soit assez grande pour qu’on soit assuré que tous les points 
susceptibles de satisfaire à l’énoncé se trouvent d ’un même côté par rap­
port à ce second point ;  et cela est toujours possible, en général , puis­

a \ x  \\ x  \ x — a , d’où x 1 — ax —  — a*.

et par suite.
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que la ligne sur laquelle se comptent ces distances peut être prolongée 
autant qu’on veut.

Les résultats négatifs proviennent uniquement de ce que l’origine 
des distances a été d ’abord choisie dans une position intermédiaire 
entre les points cherchés ; et le signe — indique la différence de posi­
tion de ces points par rapport au premier point fixe.

3° — Si, dans la résolution d’une question (d ’un problème, ou d’un 
théorème), on veut faire entrer en considération les distances entre 
un premier point fixe et d ’autres points situés avec celui-ci sur la 
même ligne, mais dans des sens différents, et qu’oit regarde comme p o ­
sitives les distances comptées dans un sens, on doit regarder comme néga­
tives celles qui sont comptées en sens contraire du précédent.

Nous ne donnons point ici de démonstration générale de ces prin­
cipes; mais, dans la suite, nous les verrons se confirmer de plus en plus, 
et nous en sentirons mieux l’usage et l’importance.

27. Remarque. — Nous ajouterons à ces considérations une re­
marque fort utile sur la multiplicité des valeurs auxquelles on est 
conduit par la résolution complète des équations.

Il arrive quelquefois que les équations d’un problème donnent, par 
rapport aux signes, un très-grand nombre de résultats dont un seul 
est susceptible de satisfaire à l’énoncé ; les autres sont inutiles à con­
sidérer, ou bien, ce sont des solutions d’autres problèmes qui ont 
avec la question proposée une relation plus ou moins intime. La diffi­
culté consiste alors à discerner parmi ces différentes expressions, celles 
qui répondent à la question elle-même, et celles qui y sont étrangères 
oun’y répondent qu’indirectement.

Reprenons pour exemple la question qui a été traitée n° 4 , et qui 
avait pour but de construire un triangle rectangle, connaissant l’hijpo- 
tènnse et la perpendiculaire abaissée du sommet de l’angle droit ( fig 2  ).

On a trouvé pour les équations du problème,

fr -j- c2 =  a1,
2bc =  2aA ;

d’où, en les ajoutant, puis les soustrayant l ’une de l’autre,

( b -} - c y  =  a 2 -{ -  2a /i,
(b — c ) 3 =  a2 — 2 a/i.

Or, si l’on résout complètement ces deux dernières équations par
ALO, APPL, A LA SKOJt. 3
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3 4 DISCUSSION

rapport à b -f- c el b — c, on obtient

b -J- c =  ±  [/a'2 - J- 2 «/i =  ±  a',

b — c —  ±  [/ a* — 2 aA =  rfc a" ;

ce qui donne

Ces formules présentent, par la combinaison des signes, quatre sys­
tèmes de valeurs, savoir :

Les deux derniers systèmes sont évidemment inadmissibles, puisque 
les valeurs de A et c sont négatives, et que, d’après l’énoncé, on n’en 
demande que les valeurs absolues.

Quant aux systèmes (1) et (2), ils rentrent l ’un dans l’autre, et cor­
respondent aux deux triangles 11AC, BA'C. Le second système est donc 
inutile «à considérer, puisqu’on est toujours le maître de désigner par b 
le plus grand des deux côtés cherchés. C’est ce que nous avons fait (n° 4) 
en n’établissant que le premier système.

On trouvera à la fin de ce chapitre de nouveaux exemples de ce 
genre.

Nous recommandons toutefois aux commençants de mettre beau­
coup de prudence et de discernement dans ces suppressions de valeurs ; 
autrement, ils courraient le risque d’omettre de véritables solutions.

Nous allons maintenant nous occuper d’une manière particulière de 
la discussion des problèmes, parce que c’est une des parties les plus déli­
cates ( n° 8 ), et celle qui demande le plus de soin.

0 )

(2)

W

28. Quatrième problème. — On demande de diviser un trapèze donné ABDC 
( flg. 23 ) en deux parties ABGL, LGDC, qui soient entre elles dans un rapport 
donné m \ n, par une ligne LG parallèle aux deux bases.
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Élevons en un point quelconque E de AB une perpendiculaire EF, et prenons la dis­
tance El pour inconnue.

Posons d’ailleurs El —  x, CD =  a, A B =  b, EF =  h

(les trois dernières lignes sont les seules données absolument nécessaires).
Comme, par hypothèse, on doit avoir la proportion

UES PROBLÈMES. 3 5

ABLG *. LGCD ;\\ m \ n,

il en résulte ABCD *. ABLG ; * m-\~n  ̂ m ;

d’où ABLG = ---- — —  X ABCD .m n

Or, ABCD = ~ — X h, ABLG =  -■-  X X .

Ainsi, tout se réduit à déterminer LG en fonction de x  et des lignes données.
Pour cela, menons AH parallèle à BD et AM perpendiculaire à CD ; les deux triangles 

semblables ACH, ALK, donnent

ou bien, toute réduction faite,

d’où l’on déduit

donc

et par conséquent

Substituant cette valeur dans l’expression de ABLG, on obtient

Donc, enfin , l’équation (1) du problème devient
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En simplifiant cette expression, on obtient enfin

3 f l  DISCtSSIO!*

x
a’m -f- b'n 

m -y- n . <<>

L’inspection seule de ces valeurs prouve qu’elles sont toujours réelles.
Quant aux signes dont elles sont affectées, il peut se présenter deux cas principaux , 

savoir :

a >  b, ou a b.

Dans le premier cas, qui est celui de la figure actuelle, il est évident, d’après la 
forme (3) de ce* valeurs, que la première est positive, et que la seconde est négative,

bh
puisque le radical est plus grand que _ ■ ■

Dans le second, comme
bh , bh--------- se change en -------- ,

a — b b — a
et que le radical devient

plus petit que --------- (car la quantité sous le signe est alors la différence de deux
b — a

quantités ), il s’ensuit que les deux valeurs sont à la fois positives; c’est ce qui résulte 
d’ailleurs de l’équation (2), qui prend, dans ce cas, la forme

a:1
2 bh 

b — a
mli2 

m ■+• n
b ■+■ a 
b — a‘

Examinons ces deux cas successivement, et proposons-nous de construire le problème. 

Soit, en premier lien, a >  b.

Reprenons la forme (3) des valeurs de x ,  et tâchons d’abord d’évaluer en lignes les 
expressions

bh (a -y- b) h mh 
a — b* a — b ; m -y- n ’

qui entrent dans la composition de ces valeurs.
Prolongeons les côtés CA, DB ( fig. 24 ), jusqu’à leur rencontre en O; puis, du 

point O, abaissons la perpendiculaire OF.
Les deux triangles semblables OCD, OAB, donnent la proportion

a * b ; OF * OE ; d’où a — b \ b \ \ h \ OE ;

donc OE =  - bh- ,  OF =  ~ --l—r  -y- h —a — b a — b

S i, sur FO prolongé, l’on prend OF' =  OF, il en résultera

EF' =  OE +  OF' =  OE H- OF =  ( g~
a — b

mh
m -y- n 1

Quant à l’expression il Suffit évidemment de diviser EF au point K dans le
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rapport n ‘ n;  car, de la proportion EK \ EF \\ m ; n,

on tire

Les expressions ci-dessus étant construites, il est facile d’en déduire les deux valeurs 
de x.

Sur KF', comme diamètre, décrivez une demi-circonférence, et prolongez EA 
jusqu'en H. Vous obtenez ainsi

Tirez OH ; il en résulte

Enfin, du point O, comme centre, et avec le rayon OH, décrivez un arc de 
cercle qui rencontre EF' aux points I et 1'; les distances El, El' représentent les 
deux valeurs de x.

En effet, on a

et

N. B. — La seconde solution El' correspond évidemment à un trapèze A'B'C'D' égal 
et opposé au trapèze ABCD.

La construction précédente montre le parti que l’on peut tirer de la figure d’un pro­
blème, pour la détermination de l’inconnue.

Examinons quelques cas particuliers :
1° — iS0f7m =  n; auquel cas les deux figures ABLG, LGCD, doivent être équiva­

lentes.
L’expression de x  devient

et il n’y a d’autre différence, dans la construction, qu’en ce que EK devant être égal 
h

à - ,  il suffit de diviser EF ou h en deux parties égales.

2° — Soit b =  o, auquel cas le trapèze devient un triangle OCD ( fig. 25 ).
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SB

et pour la construire, divisez OF, au point K , dans le rapport ni n ; décrivez 
sur OF une demi-circonférence et élevez la perpendiculaire KH. Enfin, rabattez 
par un arc de cercle la corde OH, de O en I et de O en F ; vous aurez 01 et 01' pour 
réponses à la question. _

Soit, en second Heu, a <  b.

Le trapèze ABCD ( fig. 26 ) se trouve alors dans une position renversée; et les va­
leurs de x  prennent la forme

Prolongeons encore AC, BD, jusqu’à leur rencontre en 0 , et menons la perpendicu­
laire indéfinie EOE'. Les deux triangles OAB, OCD, donnent

donc

Soit d’ailleurs, comme dans la construction précédente, EF divisé au point K dans le 
rapport m ; n ; il en résulte

Cela posé, sur EF', comme diamètre, décrivez une demi-circonférence ; élevez 
au point K la perpendiculaire KH, et tirez EH; vous avez

Sur OE, comme diamètre, décrivez encore une demi-circonférence, et prenez 
une corde EH' égale à EH ; il en résulte

Discussion

L’expression de x  se réduit à

Car cette construction donne

d’où

Portant OF de O en F', on obtient
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d’où

Enfin, du point 0 , comme centre, et avec le rayon OH', décrivez un arc de cercle 
qui rencontre EF' en deux points I et 1'; vous aurez El, El', pour les deux solutions 
cherchées.

En (effet, on déduit de celte dernière construction,

Le trapèze se réduit alors à un parallélogramme ( fig. 27 ); et les deux valeurs 
de x , considérées sous la forme (4), deviennent

ou bien,

Mais si, conformément aux principes établis en Algèbre (chap. 4, 8cédition), on re­
monte à l’équation du problème,

Donc, il suffit de diviser la perpendiculaire EF, au point I, dans le rapport m * n ; 
ce qui est d’ailleurs évident, puisque les deux parallélogrammes A B LG, LGCD, qui ont 
môme base, sont entre eux comme leurs hauteurs.

29. Cinquième problème. — Étant donnés un angle YAX ( fig. 28 ) et un point D 
dans l*intérieur de cet angle, on propose de mener par ce point une droite LDN, 
de telle manière que le triangle intercepté ALN soit égal à un carré donné ma.

Abaissons des points N et D les perpendiculaires NP, DC, et menons DB parallèle à AY.
Prenons AL pour inconnue, et posons AL =  x ,  DC — h, AB =  a , d’où

on verra qu’elle se réduit à une équation du premier degré,

Cela posé, les deux triangles semblables ALN , BLD, donnent

Soit, en troisième lieu.
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AL X NP
mais, par hypothèse, on doit avoir ALN o u ------------- =  m1; ainsi l’on a pour l’é­

quation du problème.

x  x
hx

2(x  — a) 

ou , effectuant les calculs et ordonnant,

»i2
x 2 — 2 —  x  =  

fi
— 2 am* 

h
Cette équation, étant résolue, donne

( 1 )

Pour que ces valeurs soient réelles, il faut que l’on ait m2 >  2ahf ou au moins, 
m* =  2ah.

Prenons AG double de AB, ou égal à 2a, et achevons le parallélogramme AGFE; il 
en résulte

AGFE =  AG X DC =  2ah.

Tirons d’ailleurs la droite GDH. Nous formons ainsi deux triangles GDF, EDH. 
égaux entre eux (car DF =  DE, DG =  DH comme moitiés de GH, et l’angle GDF 
est égal à l’angle EDH}. Donc le triangle AGH est égal au parallélogramme AGFE, et il 
a pour expression 2ah.

D’où l’on peut conclure que le triangle AGH est le minimum de tous ceux qui peuvent 
satisfaire à la question.

Admettons que la condition de réalité, m2 2ah, soit satisfaite, et tâchons de
construire le problème sur ta figure elle-même ( fig. 29 ).

Pour cela, il est nécessaire de mettre les deux valeurs de x  sous la forme

m* /  m (  m2 \
* = T * \ / T (t - 2“ )■

ï)l2
Prenez sur AX, AG =  2AB =  2a, et AK =  —  (cette dernière ligne est une

troisième proportionnelle à A et m, qu’on peut supposer construite séparément) ; il en 
résulte

GK =  AK — AG — 4 ------2 a.h

Sur AK décrivez une demi-circonférence ; élevez la perpendiculaire GI et 
tirez la corde Kl ; vous avez

------------ - /  m1 /  m* \
Kl =  y  x  KG =  % /  X  ( T  — 2a ) '

Rabattez enfin, par un arc de cercle, Kl de K en L et de K en U ; les distances 
AL, AL', seront les valeurs de x  cherchées.
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En effet,

AL =  AK -4- KL =

AL' =  AK — KL' =  ■

WV m2
T

m2
~h

( ' - ) ■  

( t  —  )•

30. Première remarque. — Le point L' qui correspond à la seconde solution, tombe 
nécessairement entre B et G ; car on a d’abord KL' ou Kl ^  KG; d’un autre côté,

~aJl— formant les deux premiers termes du carré de ——  2a, il,, m'ilexpression —

en résulte —  -  h2

d’où

2 anï2
<

/  m\ 2am3
Y /  T3 ~  h ’

m3
ou KL' ~h~ — a, ou KB.

Dans l’hypothèse de — = 2 a, les triangles ALN, AL'N', se réduisent au triangle

. m2
unique AHG, puisque alors les deux valeurs de x  deviennent égales à — .

31. Seconde remarque. — La question proposée étant considérée sous le point de 
vue le plus général, présente quatre solutions, quoique la méthode employée pour la 
résoudre n’en ait fourni que deux.

En effet, outre les deux solutions déjà obtenues, ALN, AI/N' ( fig. 50 ), il est vi­
sible qu’on peut toujours mener par le point D, deux autres droites DL", DL'", de ma­
nière que les triangles AL"N", AL'"N"', soient égaux au carré donné m2. Bien plus , 
pour ces deux solutions, le carré peut être aussi petit ou aussi grand qu’on veut.

Comment se fait-il que ces deux solutions ne soient pas comprises dans le résultat 
obtenu ? Essayons de répondre à cette objection.

En cherchant à mettre le problème en équation , nous avons supposé le point L à la 
droite du point A ; et les triangles ALN, BLD, nous ont donné

NP !  DC ! !  AL !  BL, ou NP !  h ! !  X  !  X  —  a ;

d’où

et par suite, 

ou, en simplifiant, x 3 — 2

NP =

hx
x  — a 

m2

BL, ou NP

hx

X -  =  m3,

2 am2 
~  h~ (J)

Maintenant, si nous considérons le point L à la gauche du point A , en L" par 
exemple, les deux triangles AL"N", BL"D, donnent encore

N"P'' DC AL" ! BL".

Mais, comme en général une proportion ne doit être établie qu’entre des nombres
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absolus, e t  q u e  x  e s t ,  p a r  sa  p o s i t io n ,  négatif, il  s ’e n s u i t  q u e  la  v a le u r  a b so lu e  d e  A L"  

d o it  ê tr e  e x p r im é e  p a r  —  x ,  e t  c e l le  d e  B L " p a r  —  x  -+- a ;  a in s i  la  p r o p o r t io n  d e ­

v ie n t

4 2  DISCUSSION

c e  q u i d o n n e  l ’é q u a t io n

o u ,  r é d u is a n t ,

é q u a t io n  q u i d if fè r e  d e  (1 )  p a r  l e  s ig n e  d e  

L ’é q u a t io n  ( 2 ) ,  é ta n t  r é s o lu e ,  d o n n e

D e c e s  d e u x  v a le u r s , q u i s o n t  e s s e n t ie l l e m e n t  r é e l l e s ,  la  p r e m iè r e  e s t  positive e t  la  s e ­

c o n d e  e s t  négative. O r , je  d is  q u e  la  v a le u r  p o s i t iv e  c o r r e s p o n d  a u  tr ia n g le  A L " 'N '" .  

E n e f f e t , le s  d e u x  tr ia n g le s  A L '" N '" , B L '" D , d o n n e n t

d ’o ù e t  p a r  c o n s é q u e n t

v ie n t  à  c e l le - c i  ; ■ c e  q u i f a i t  v o ir  q u e  le s  s o lu t io n s  A L " N " ,

A L'"IN '", s o n t  c o m p r ise s  d a n s  la  m ê m e  é q u a t io n .  

V o ic i  d ’a il le u r s  la  c o n s tr u c t io n  d u  r é s u lt a t

Prenez a  g a u c h e  du point A , une distance AK' égale d r o i t e  du

même point, une distance c e  q u i d o n n e

Décrivez sur GK' une demi-circonférence ; au point A élevez la perpendicu­
laire A l ' ,  et tirez la corde K 'I ' , v o u s  a v e z

Rabattez ensuite K 'I' de K' e n  L "  et de K' en Y!" ; il  e n  r é s u lte
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B. _  Il serait aisé de reconnaître que le point L'" doit tomber entre A et B 
( voyez no 50).

On peut comprendre les quatre solutions dans une même formule, en posant l’é­
quation

* ’ “ 2 (  ± ! r  ) *  =  - * > (  ± - T  ) .

d’où l’on déduit

772 2
Le signe supérieur de rfc —  correspondrait alors aux deux solutions ALN, AL'N';

et le signe inférieur, aux solutions AL"N", AL'"N'".
Ou bien encore, en pourrait multiplier entre eux les deux facteurs

x1
2 m* 2 am* 

h
2 m3 2am*et X* h-----— x --------— ;

h h

il en résulterait l’équation du 4e degré

. 4ra4 8nm4 __
X X2 ** HT X W ~ ~  ’

qui comprendrait les quatre solutions.
La remarque qui a fait l’objet de ce numéro est une nouvelle confirmation du prin­

cipe (n« 26) sur les changements de signe des distances comptées en sens contraire 
les unes des autres.

52. Nous pourrions maintenant nous proposer d’examiner les circonstances rela­
tives aux diverses positions que le point D est susceptible de prendre par rapport aux 
deux lignes AX, AY. Mais comme cette discussion n’offre aucune difficulté, nous nous 
contenterons d’en faire connaître les résultats, avec la manière d’y parvenir.

1 er cas. — Supposons le point D ( fig. 31 ) placé au-dessous de AX et à la droite 
de AY, en D'.

Cette condition s’exprime en introduisant (no 26) dans le résultat, — A à la place 
de h, puisque les distances des points D et D' à la ligne AX sont comptées en sens con­
traire l’une de l’autre ; et il vient

ou bien, *  =  - ?  ± ^  )

La nature de ce résultat, dont les valeurs sont toujours réelles, prouve que les 
triangles qui lui correspondent sont placés dans les deux angles YAX, Y'AX'.

2° cas. — Le point D peut être placé à la gauche de AY ( fig. 32 ) et au-dessus 
de AX, comme en D".
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Dans ce cas, il est clair que la distance AB" est comptée en sens contrare rie AB; 

ainsi, il suffit de changer a en — a dans la formule primitive ; ce qui donne

Les solutions correspondantes se trouvent encore placées dans les angles YAX, Y'AX'. 
ôe c a s . — Le point D ( fig. 53 ) peut être situé dans l’angle X'AY', opjosé par le 

sommet à l’angle XAY.
11 faut alors changer à la fois a et h en — « et — h dans le résultat, qui levient

x

ou bien, x

et comme ces deux solutions peuvent être imaginaires, elles doivent être toutes les 
deux placées dans l’angle X'AY'.

On pourrait, par des raisonnements analogues à ceux du n» 31, expliquer pourquoi, 
dans chacun de ces trois cas, on n’obtient que deux solutions , tandis qu’il doit y en 
avoir quatre quand on considère la question d’une manière générale.

55. Nous terminerons cette discussion par l’examen de deux cas particuliers.
1° — Soit le point D ( fig, 5 f ) placé sur la ligne AX.
Dans ce cas, on a h —  0, et l’expression

x  — —  db — 1/ m2 — 2ah h h

. . „ m? dr m3 A 0devient x  — ------------- , ou x  =  —,et # = —.

De ces deux valeurs, la première est infinie, et l’autre se présente sous la
- 0 forme —.

0
Mais si l’on remonte à l’équatiou

hx2 — 2 m*x =  — 2 am*, 

elle se réduit, dans l’hypothèse de h —  0, à

— 2m2x  — — 2am? ; d’où x  == a = : AD.

Connaissant la base AD du triangle cherché, on obtiendra sa hauteur^-, d’après la 
condition

x  . 2ffi3 2m2
y  X — =  W1; d’ou y  — ----  =  -------;2 x  a

celte hauteur étant trouvée et construite, on la portera sur AH perpendiculaire à AX ; 
puis on mènera HN' parallèle à AX, et l’on aura enfin le triangle ADN' pour réponse 
à la question.

m1 , _ /  w?2 /  m3 n \
= - X ± V  -  T ( -  )

=  - T  ± y  a(
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Quant ila solution infinie, elle signifie que l’un des triangles de la question a une
. . .  x  2»i2base ènfiiie et une hauteur nulle, puisque^- X donne y  = ----- - = 0 .' À 00

C’est ce eue devient la solution ALN de la figure 29 lorsque le point D, se rapprochant 
de plus ei plus de AX, finit par tomber sur AX.

2o — soit le point D ( fig. 35 ) placé sur AY.
Dans c: cas, on a a =  0, et l’expression de x  se réduit à

m* , m2 ,, , 2m* .x =  —— ±  — ; d’ou x  =  —— . et x  =  0, h h. n

D’ailleirs,l’égalité / X ^ = » î ! donne

2m2 . . , 2 m*y  — — , et par conséquent, y  =  h, y  sr —— =  »  j

2 m’1
c’est-à-dre qu’en prenant sur AX une distance AL égale à —^— , et tirant DL , on 

aura ALD pour première solution.
Quantà la seconde, elle se réduit encore à un triangle dont la base est nulle et la 

hauteur nfinie, et c’estce que devient AL'N' ( fig. 29 ) quand le point D, se rappro­
chant déplus en plus de la ligne AY, finit par se trouver sur AY.

34. Vous bornerons là ce que nous avions à dire sur la construction 
et la discussion des problèmes. Mais nous ajouterons une observation, 
c ’est que les constructions des résultats ne doivent être regardées 
que comme un moyen plus ou moins élégant de représenter ces résul­
tats ; que, sous le rapport de la rigueur, leur évaluation numérique est 
préférable, et que l’on doit recourir à ce dernier moyen toutes les fois 
que la construction cesse d’être simple et facile.

Les problèmes suivants ont principalement pour objet la recherche 
de quelques formules qui nous seront utiles par la suite.

35 . Sixième problème. —  Etant donnés les trois côtés d’un triangle 
ABC ( fig. 36 ), on propose de déterminer l’expression de sa surface.

Pour fixer les idées, nous conviendrons de désigner par a, b, c, les 
côtés respectivement opiposés aux angles A, B, C (cette notation, fort 
commode , est surtout eu usage dans la Trigonométrie).

Nous aurons, d’après cette convention,

BC —  a, AC =  b, AB =  c,

posons d’ailleurs AD =  y, BD =  x ; d ’où DG =  a — x , ou x — a f 
suivant que la perpendiculaire AD tombe en dedans ou au dehors du
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triangle. Cela posé, on a pour la surface du triangle,

donc tout se réduit à déterminer y en fonction des trois côtés a, b, c.
Or, les deux triangles rectangles ADB, ADC, donnent

Remplaçant x  par sa valeur, dans l’équation (1), on trouve

et par suite

(on ne met point ici le double signe devant le radical puisque , d’a­
près la nature de la question , l’on n’a besoin que de la valeur absolue 
de y).

Rapportant enfin cette valeur de y dans l’expression du triangle 
ABC, et désignant la surface de ce triangle par S, on obtient, toute 
réduction faite,

ou

Cette seconde équation reste la même quand on substitue x —  a à la 
place de a —  x.

Retranchons l’équation (2) de l’équation (1); il vient

Telle est l’expression de la surface du triangle, évaluée au moyen 
des trois côtés a, b, c.

36. On peut donner à l’expression (3) une autre forme, qui soit 
propre au calcul logarithmique.

Remarquons que la quantité sous le radical, étant la différence des 
deux carrés, peut se décomposer en

www.rcin.org.pl



D’ailleurs, chacun de ces deux facteurs est lui-même la différence de 
deux autres carrés, savoir :
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Donc
et par conséquent,

lesquels se décomposent en 
et

Donc
et si l’on fait, pour plus de simplicité,

d ’où

il vient

ou, toute réduction faite,

ce qui fournit la réglé suivante :
Pour obtenir la valeur numérique de la surface d’un triangle, con­

naissant les trois côtés, fa ites d ’abord la som m e des trois côtés,  et p r e n e z  

la m oitié de cette s o m m e ;  retranchez alternativem ent de cette m oitié 

chacun des trois côtés ;  cela vous d on n e trois d ifférences. F aites en su ite h  

p rod u it de la d em i-so m m e et des trois différences, p u is  ex tr a y ez  la racine  

carrée de ce p rod u it ; vous avez ainsi en. nom bre  l’expression demandée.
Soit, pour application,

suite

Ainsi
Appliquons les logarithmes.
On a, d’après les tables de Callet,

Somme
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4 8 DISCUSSION

c ’est-à-dire que, si l’on a pris le mètre pour unité linéaire, la surface 
renferme 41 mètres carrés plus 231 millièmes de mètre carré.

N. B. — Pour que la formule (4) donne une valeur réelle, il faut 
(comme p est essentiellement positif ) que les trois autres facteurs soient 
positifs à la fois, ou bien , qu’il y en ait deux négatifs et un positif. 

Or, on ne peut avoir en même temps p  — a 0 ,

P ~ b <  0 ;

car l’addition de ces deux inégalités donnerait — (o -{- b) <  0 ,

ou <  a -f- b;

c’est-à-dire le périmètre du triangle moindre que la somme de deux 
côtés ; ce qui est absurde.

On doit donc avoir les trois inégalités

p  —  a >  0 , 
p — h >  0 , 
p  —  c >  0 ,

d’où l’on déduit, en remplaçant 
p par sa valeur et réduisant ,

b - f  c >  « ,  
a —j— c ^  b , 
a b c ;

c’est-à-dire un quelconque des côtés moindre que la somme des deux 
autres.

C’est en effet la condition nécessaire pour qu’un triangle soit pos­
sible quand on donne ses côtés.

Si l’une des inégalités précédentes avait lieu dans un ordre inverse, 
l’expression serait imaginaire.

37. Nous proposerons, pour nouvelle application, de déterminer 
la surface d’un trapèze ÀBCD, en fonction des quatre côtés.

En posant AB = o ,  CD =  b, AC = c ,  BD =  d ( fig, 37 ) , l’on 
doit trouver

S =  —  a ) {p — b) { p  — a — c ) ( p  — a — d).

Soit a =  0, auquel cas le trapèze se réduit à un triangle ; il 
vient S = = [ / p { p — b) (p —  c) ( p — d ) ,  comme au numéro 36.

38. Septième problème. — Déterminer la relation qui existe entre les trois 
côtés d’un triangle quelconque et le rayon du cercle circonscrit à ce triangle.

Avant de passer à la résolution de celle question, nous rappellerons la démonstra­
tion d’un théorème de Géométrie.

Lemmi. — Dans tout quadrilatère inscrit ABCD ( fig. ”8 ) .  le rectangle des
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diagonales est égal à la somme des rectangles des côtés opposés; c’est-à-dire que 
l’on a

BD X AC =  AB x  HC +  AD X BC.

Soit menée du point B la droite BE, de manière qu’on ait l’angle CBE égal à l’angle 
ABD; il en résulte nécessairement l’angle DBC égal à l’angle ABE.

Cela fait, les deux triangles BCE, ABD, sont semblables comme ayant deux angles 
égaux, savoir : CBE =  ABD par construction , et BCE =  ADB puisqu’ils sont inscrits

DES PROBLÈMES. 4 9

et appuyés sur le même arc.

On a donc la proportion CE * BC f .  AD * BD; 
d’où l’on déduit CE x  BD =  BC X A D ...............................................(1)

Pareillement les deux triangles ABE, BDC, sont semblables puisque ABE == DBC 
d’après la construction, et que BAE r= BDC comme appuyés sur le même arc.

On a donc la proportion AE * AB * * DC ’ BD ; 
d’où l’on tire AE X  BD =  AB x  D C ........................................................... (2)

Ajoutant l’une à l’autre les égalités (1) et (2), on obtient

(CE -4- AE) BD, ou AC X BD =  BC X AD -+- AB X DC.

C. Q. F . D.
Appliquons ce théorème à la question proposée.
Soient ABC ( fig. 39 ) le triangle donné, et O le centre du cercle circonscrit.
Tirons le diamètre COD et les cordes AD, BD; puis faisons, d’après les notations 

du n° 34,

BC —  a, AC =  b, AB =  c, et OC =  r;

il en résulte AD =  \ / 4r1 — b*, BD =  y / 4r2 — a*, puisque les angles CAD , 
CBD, sont droits.

Cela posé, on a, en vertu du théorème précédent ,

AB X CD =  CB X AD -H AC X BD, 

ou, employant les notations convenues,

2cr =  a \ /4 r À — ba -+- b y/ 4r* — a a ............................. (A)

Telle est la relation générale qui existe entre les côtés d’un triangle et le rayon du 
cercle circonscrit.

Cette formule renfermant quatre quantités a, b, c, r, on peut se proposer de déter­
miner une quelconque au moyen des trois autres ; et cela conduit à différents pro­
blèmes que nous allons résoudre et discuter.

39. 1° — Étant données dans un cercle dont le rayon est connu, les cordes 
de deux arcs, on demande la corde de la somme de ces deux arcs.

Soient X ( fig. 39 ) le cercle donné, AC, CB, les cordes aussi données; AB sera 
la corde de la somme des deux arcs.

On connaît donc dans la formule (A) les quantités a, b, r, et il ne s’agit que d’obte­
nir c.

ALG. APPL. A LA GÉOM, 4
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8 0 DISCUSSION

O r ,c e t t e  fo r m u le  d o n n e  im m é d ia t e m e n t

c  =  £  ] / i r 2 -  b 2 +  ~ « a ............................... (B )

4 0 .  2»  —  Déterminer la corde du double d ’un arc, connaissant le corde de 
cet arc.

S o it  fa it  d a n s  la  f o r m u le  ( B ) ,  *  = a  (fit/.  4 0  ) ;  a lo r s  c e x p r im e  é v id e m m e n t  la  

c o r d e  d u  d o u b le  d e  l ’a r c  s o u s - t e n d u  p a r  a o u  p a r  b ;  e t  i l  v ie n t

c = — \ /  4r2 —  a1 ........................................................(C)

4 1 .  3 °  —  Réciproquement,  déterminer la corde de la moitié d’un arc, connais­
sant la corde de cet arc.

D a n s  la fo r m u le  (C ), le s  q u a n t i té s  c  e t  a  é ta n t  l i é e s  e n tr e  e l l e s  d e  m a n iè r e  q u e  l ’u n e  

e s t  la  c o r d e  d u  d o u b le  d e  l ’a r c  s o u s - te n d u  p a r  l ’a u t r e ,  il s ’e n s u it  q u e ,  r é c ip r o q u e m e n t ,  

la  s e c o n d e  a e s t  la  c o r d e  d e  la  m o it ié  d e  l ’a r c  s o u s - t e n d u  p a r  la  p r e m iè r e  c. A in s i , 

to u t  s e  r é d u it  à  d é te r m in e r  a e n  f o n c t io n  d e  c, d ’a p r è s  la  fo r m u le  (C ).

Or, si l’on chasse le dénominateur et qu’on élève les deux membres au carré, il
v ie n t

c 2 r2 —  4a2r2 —  a 4 ,

o u , o r d o n n a n t , n 4 —  4 a2r2 =  —  c 2r 2.

D o n c a2 — 2r ±  | / 4 H —  c 2r 2,

o u  b i e n , a2 — r( 2 r z h [ /  4 r 2 —  c 2) ,

e t  p a r  c o n s é q u e n t , a =  \ /  r ( 2 r ±  \ /4 r 2 —  c 2 ).

( N o u s  n e  m e tto n s  p o in t  ic i  le  d o u b le  s ig n e  d e v a n t  l e  p r e m ie r  r a d i c a l , p a r c e  q u e  

n o u s  n ’a v o n s  b e s o in  q u e  d e  la  v a le u r  n u m é r iq u e  d e  a.)
L’e x p r e s s io n  d e  a q u ’o n  v ie n t  d ’o b t e n ir  p r é s e n te  d e u x  v a le u r s  e s s e n t ie l le m e n t  d if fé ­

r e n te s  ; e l  c e la  d o it  ê t r e .

E n  e f f e t ,  la  c o r d e  AB a p p a r t ie n t  n o n - s e u le m e n t  à l ’a r c  ACB , m a is  e n c o r e  à l ’a rc  

A D B ; a in s i ,  lo r sq u ’o n  d e m a n d e  la  c o r d e  d e  la  m o it ié  d e  l ’a r c  s o u s - te n d u  p a r  la  c o r d e  

A B , il  n ’y  a p a s  p lu s  d e  r a iso n  p o u r  tr o u v e r  A C , c o r d e  d e  la  m o it ié  d e  A CB, q u e  AD , 

c o r d e  d e  la  m o it ié  d e  ADB.

T o u t e f o is ,  s i l ’o n  s u p p o s e  d ’a v a n c e  q u e  l ’a r c  s o u s - t e n d u  p a r  la  c o r d e  d o n n é e  AB e s t  

m o in d r e  q u ’u n e  d e m i- c ir c o n f é r e n c e ,  il  fa u d r a  p r e n d r e  p o u r  a la  p lu s  p e t it e  d e s  d e u x  

v a le u r s  c i - d e s s u s ,  c ’e s t -à -d ir e  c e l le  q u i c o r r e s p o n d  a u  s ig n e  in fé r ie u r  d u  r a d ic a l ; e t  

l ’o n  a u ra

a =  |/  r  ( 2 r —  \ /  4r2 —  c 1 ) .

L e c o n tr a ir e  a u r a it  l i e u ,  s i l ’a r c  d o n n é  é t a i t  p lu s  g r a n d  q u ’u n e  d e m i- c ir c o n f é r e n c e ;  

e t  il fa u d r a it  p r e n d r e  p o u r  a,

a =  [ /  r ( 2r - t -1 /4  r* — c 3).

Il e s t  d ’a i l le u r s  f a c i le  d e  s e  c o n v a in c r e  q u e  s i AC e s t  e x p r im é  p a r  la  p r e m iè r e  d e  c e s  

v a le u r s ,  AD e s t  r e p r é se n té  p a r  la  s e c o n d e .
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4

En effet, le triangle rectangle CAD donne

mais, par hypothèse ,

donc

42. 4« — Étant données les cordes de deux arcs, trouver la corde de leur 
différence ( fig. 41 ).

Soient AB =  c, AC =  b, les deux cordes données, et proposons-nous de déterminer 
CB ou a, qui n’est autre chose que la corde de la différence des arcs sous-tendus par 
C et b.

La question est donc ramenée à traiter a comme une inconnue, dans la formule (A), 
et à lâcher de l’en dégager.

Reprenons cette formule

et observons que, a se trouvant sous le second radical, il faut commencer par faire 
disparaître ce radical. Or, de cette formule on tire, par la transposition ,

d’où, élevant au carré,

ou , réduisant et ordonnant par rapport à a,

Cette équation , étant résolue, donne

Pour interpréter ce résultat qui comprend deux solutions, nous remarquerons que 
les cordes données AB, AC, appartiennent chacune à deux arcs, savoir :

et

Ainsi, lorsqu’on demande la corde de la différence des arcs sous-tendus par AB, 
et AC, le même calcul doit donner la corde de la différence entre l’un quelconque des 
arcs ACB, ADB, et l’un quelconque des arcs AMC, ADBC.

Or, si sur l’arc ADB, on prend une partie AC' égale à AC, et qu’on tire la corde BC', 
on aura
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d ’o ù  l ’o n  v o it  q u e  le s  q u a tr e  d if fé r e n c e s  s o n t  é g a le s  d e u x  à d e u x  e t  c o r r e s p o n d e n t  a u x  

d e u x  c o r d e s  C B , C 'B .

O n  v o it  e n c o r e  q u e ,  s i le s  a r c s  s o u s - t e n d u s  p a r  le s  c o r d e s  d o n n é e s  s o n t  s u p p o s é s  p lu s  

p e t i t s  à  la  f o i s ,  o u  p lu s  g r a n d s  à  la  fo is  q u ’u n e  d e m i- c ir c o n f é r e n c e ,  c o m m e  le  s o n t  le s  

a r c s  ACB e t  A M C , o u  ADBC e t  A D B , la  r é p o n s e  à la  q u e s t io n  e s t  n é c e s s a ir e m e n t

CB o u  a —  l /  4r2 —  b2 —  - -  1 /  4 r 2 —  c2;
2 r y 2 r v

m a is  s i  le s  d e u x  a r c s  s o u s - te n d u s  s o n t  s u p p o s é s  l ’u n  p lu s  p e t it  e t  l ’a u tr e  p lu s  g r a n d  q u ’u n e  

d e m i- c ir c o n f é r e n c e ,  o n  a  p o u r  r é p o n s e ,

C 'B o u  a =  —  l / 4 r 2 —  b2 -+- —  1 / 4 r 2 —  c2.
2 r y 2 r Y

iV . B. — 11 e s t  à  r e m a r q u e r  q u e  c e t t e  d e r n iè r e  fo r m u le  e s t  id e n t iq u e  a v e c  l a f o r -  

m u le  (B) q u i d o n n e  la  c o r d e  d e  la  s o m m e  d e  d e u x  a r c s  ; e t  c e la  d o it  ê t r e ,  c a r  C'B p e u t  

ê t r e  r e g a r d é e  c o m m e  la  c o r d e  d e  la  s o m m e  d e s  a r c s  s o u s - t e n d u s  p a r  AB e t  A C '.

4 3 .  5 °  —  Étant donnés les trois côtés a ,  b ,  c ,  d’un triangle, on demande l’e x ­
pression du rayon du cercle circonscrit à ce triangle.

L a d if f ic u lté  c o n s is t e  à d é g a g e r  r d e  la  fo r m u le  (A ).

O r , d a n s  le  n u m é r o  p r é c é d e n t ,  o n  a  d é jà  o b t e n u ,  p a r  u n e  p r e m iè r e  tr a n s fo r m a t io n  

e x é c u t é e  s u r  c e t t e  fo r m u le ,  l ’é q u a t io n

a2 —  —  l / 4 r2 —  b- , a 
r r

b1 —  c2,

q u i r e v ie n t  à  r  ( a 2 -+- c2 —  b2) =  ac j / 4 r2 —  b2.

É le v a n t  d e  n o u v e a u  le s  d e u x  m e m b r e s  d e  c e t t e  é q u a lio n  au  c a r r é ,  o n  a 

r2 (a2 -+- c 2 —  b2)2 =  4 a2c2r2 —  a2b2c2;

d ’o ù  l ’o n  d é d u i t r2
______________a2b2c2_____________

4 a2c‘ —  (a2 -+- c 2 —  b2)2 ’

e t  p a r  c o n s é q u e n t ,  r =  — ------------— ........................
4 a 2e 2 —  ( a 2 -+- c’ —  b2)2

( L e  d o u b le  s ig n e  d e v a n t  l e  r a d ic a l e s t  in u t i le ,  p u is q u ’o n  n e  d e m a n d e  q u e  la  v a le u r  

n u m é r iq u e  d u  r a y o n .)

N . B. —  L a  fo r m u le  (3 )  d u  n« 3 5 ,  d o n n e

[ / ia2c —  ( a 2 -+- c2 —  b2)2 =  4 S ;

,  abc
o n  a d o n c  e n c o r e  r =  ——  ;

4 S

c ’e s t - à - d ir e  q u e  le  rayon du cercle circonscrit a pour expression le produit des 
trois côtés du triangle, divisé par le quadruple de sa surface.

4 4 .  N o u s  f e r o n s  c o n n a î t r e ,  à c e t t e  o c c a s i o n ,  la  v a le u r  d u  r a y o n  d u  c e r c le  in s c r i t ,  

p a r c e  q u e  c e t t e  e x p r e s s io n  p o u r ra  a u ss i ê t r e  u t i le  d a n s  la  s u i t e .

S o ie n t  u n  tr ia n g le  d o n n é  ABC {fig .  4 2  )  e t  O le  c e n tr e  d u  c e r c le  in s c r it  à  c e  tr ia n g le .
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Tirons les lignes OA, OB, OC, et les rayons OP, OQ, OR, que nous désignerons par r'. 
On a évidemment, d’après la figure,

Ainsi, le rayon du cercle inscrit à un triangle a pour expression le double de 
la surface du triangle, divisé par son périmètre.

N. B. — On a vu, en Géométrie, qu’il existe réellement quatre cercles tangents aux 
trois côtés d’un triangle, supposés prolongés indéfiniment.

En désignant par r', ,  r'2 , r'3 , les rayons des trois cercles autres que celui qui 
vient d’être considéré, on a, pour les expressions de ces rayons,

En effet, pour le cercle dont le centre est en O', par exemple,

donc

d’où l’on déduit
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CHAPITRE II.

Trigonométrie rectiligne.

45. Introduction. Dans toutes les questions précédentes, il a suffi, 
pour leur résolution , d’établir des relations entre des lignes droites. 
Mais comme, en Géométrie, on considère non-seulement les grandeurs 
des lignes, mais encore leurs inclinaisons mutuelles, il s’ensuit que, 
pour certains problèmes, la détermination d’une ligne doit dépendre 
nécessairement de la grandeur d’un ou de plusieurs angles.

Soit, pour exemple, la question suivante : — Une droite AB ( fig. 43 ) 
étant donnée de longueur, ainsi que les angles CAB, CBA, qu’elle forme 
avec deux droites indéfinies AC, BC, on demande la hauteur CD à laquelle 
les deux lignes AC, BC, se rencontrent.

Il est bien évident que la valeur de CD dépend explicitement de la 
grandeur de AB et de celle des angles CAB, CBAj et si l’on veut ap­
pliquer le calcul à la détermination de CD, on est conduit à rechercher 
des relations numériques entre ces différentes grandeurs , dont les 
unes sont des lignes droites et les autres sont angulaires.

Au premier abord , on a de la peine à concevoir comment on peut 
faire entrer les angles dans les calculs. Cependant les géomètres y sont 
parvenus, en substituant aux angles ou aux arcs qui leur servent de 
mesure, les grandeurs de certaines lignes droites ayant une liaison 
intime avec eux.

Ils avaient d’abord imaginé de substituer aux arcs, décrits avec un 
rayon déterminé et constant pour tous, les cordes qui lessous-tendent; 
et, pour cela, ils avaient construit des tables renfermant, d’une part, 
les grandeurs des arcs exprimées en degrés, minutes, secondes, etc., et 
de l’autre, les valeurs des cordes, ou plutôt, les rapports de ces cordes 
avec le rayon. Au moyen de ces tables on pouvait toujours, un arc étant 
donné, déterminer la corde correspondante, et réciproquement, une 
corde étant donnée, déterminer l ’arc ou l’angle correspondant. Ainsi la 
résolution d’un problème se réduisait, en dernière analyse, à former 
des relations entre des lignes droites. Il est d’ailleurs facile de conce­
voir la formation de pareilles tables : c ’est en partant d’un arc dont 
la corde est connue ( par exemple, du 6e de la circonférence, qui,

5 4 TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE.
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comme on le sait, est sous-tendu par le rayon), et faisant ensuite usage 
des formules qui ont été établies à la fin du chapitre précédent, et qui 
donnent la corde de la m oitié  d ’u n  a rc , la corde de la som m e ou  de la 

différence de d eu x  arcs, la corde du double d ’ u n  a r c , e tc .. . .
Mais, depuis, on a beaucoup simplifié la question, en remplaçant 

les cordes par d’autres droites dont le calcul n’est pas plus difficile, et 
que l’on compare plus aisément aux côtés des figures.

46. C’est dans la d éterm in ation  des rapports de ces lignes avec le ra yon  

d u  cercle dont elles fo n t  p a rtie , et dans l ’application des tables q u i r e n fer ­

m en t ces rapports, à la résolution n u m ériq u e des triangles  (  dont toute 

figure rectiligne se com pose ) ,  que con siste la trigonométrie.
Cette branche des Mathématiques peut être regardée comme faisant 

partie de l’ application , puisqu’elle fournit de nouveaux matériaux pour 
la résolution des questions de Géométrie par le secours de l’Algèbre. 
Nous ne pouvions d’ailleurs placer la Trigonométrie en tête de cet ou- 
vrage, parce qu’on verra que plusieurs des principes établis dans le 
chapitre précédent, tels que le principe sur l’homogénéité, le principe 
sur les changements de signe correspondants aux différences de posi­
tion, seront continuellement rappelés dans celui-ci.

5 Ier. — Relations entre les lignes trigonomëtriques. Détermination 
des formules principales. Construction des tables.

47. Commençons par faire connaître la nature des lignes tr ig o n o - 

m ètriq u es, c ’est-à-dire de ces lignes que l’on est convenu d’introduire 
dans le calcul à la place des arcs ou des angles.

Soient AGBG' ( fig . 44 ) une circonférence décrite avec un rayon 
OA pris pour u n ité , AC l’arc qui mesure un angle AOC, ayant un rapport 
quelconque avec l’angle droit AOG.

Du point C abaissons CD perpendiculaire sur le rayon OA, et CE 
perpendiculaire sur le rayon OG. Elevons au point A la perpendicu­
laire AT prolongée jusqu’à sa rencontre avec OC, et au point G la per­
pendiculaire GS prolongée aussi jusqu’à sa rencontre avec OC.

Cela posé, l ’on appelle sincs d ’u n  arc ou d ’u n  angle, la p e rp e n d ic u ­

laire CD abaissée de l’u n e des extrém ités  C d ’u n  arc su r le ra yon  q u i p a sse  

p a r l ’a u tre extrém ité  A.
Il résulte de cel te définition, que le sin u s d ’u n  arc est la m oitié  de la 

corde q u i sou s -ten d  l ’arc dou ble. Eu effet, prolongeons CD jusqu’à sa ren­
contre en C"'avec la circonférence ; on sait que le rayon OA perpen­
diculaire sur une corde CC"', divise cette corde eu deux parties égales,
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ainsi que l’arc sous-tendu ; donc CD est moitié de CC'", qui sous-tend un 
arc double de AC.

La tangente d'un arc est la perpendiculaire AT élevée à l’une des ex ­

trémités d ’un arc, et prolongée ju squ  à sa rencontre avec le rayon qui passe 
par l’autre extrémité.

La sécante est la partie  OT du rayon prolongé, comprise entre le centre 
et la tangente.

Comme on appelle complément d ’un arc celui qui, joint au premier, 
forme un quart de circonférence, il s’ensuit que les lignes CE, GS, OS, 
représentent le sinus, la tangente, et la sécante du complément CG de 
l’arc AC; et on les nomme, par abréviation, cosinus, cotangente et cosé­
cante de l ’arc AC.

Nous observerons, par rapport au cosinus, que CE étant égal à OD, 
le cosinus d’un arc est encore la partie du rayon comprise entre le centre 
et le pied du sinus.

Outre ces lignes trigonométriques , on considère quelquefois deux 
autres lignes :

Le sinus verse AD, c ’est-à-dire la différence entre le rayon et le cosinus ;

Le cosinus verse GE, ou la différence entre le rayon et le sinus.

Enfin, les huit lignes trigonométriques dont nous venons de parler, 
peuvent être divisées en deux classes; les lignes directes, savoir : le 
sinus, la tangente, la sécante, le sinus verse d’un arc; et les lignes 
indirectes, c ’est-à-dire le sinus, la tangente, la sécante, le sinus verse, 
du complément de cet arc ; ou bien , le cosinus, la cotangente, etc. . . . 
Cette distinction nous sera quelquefois utile.

48. Relations entre les lignes trigonométriques d ’un même arc. — La 
seule inspection de la figure 44 fait reconnaître des triangles rectan­
gles et semblables , au moyen desquels on peut établir des relations 
entre les six lignes trigonométriques principales. Mais auparavant, il 
est nécessaire de convenir de quelques notations.

En appelant a l’arc AC, nous désignerons, conformément à l ’usage 
établi, le sinus de l’arc a par sin a ,  la tangente par tang a ,  la sécante 
par séc a , le cosinus par cos a ,  la cotangenle par cot a ,  enfin la cosé- 
cante par coséc a (nous écrivons les cinq  premières lettres pour la 
cosécante, afin de ne pas la confondre avec le cosinus).

En outre, lorsque nous aurons à exprimer qu’une de ces lignes, le 
sinus, par exemple, doit être élevée à la §®m4, . . . .  mémo puis­
sance, nous écrirons sin3o, sin3« , . .  .siu”*a, et non pas sin aa, sin o 3, . . .  
parce que ce n’est pas l ’arc, mais bien Je sinus de cet arc qui est élevé 
à une puissance.

56
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De même, cos2« , cos3a, . . . .  cosm a,  expriment la 2*’*% â6'”" , . . . .  
tnime puissance de cos a;  et ainsi des autres.

Ces notations étant convenues, nous allons présenter le tableau des 
relations que l’on obtient, soit en considérant chacun des triangles 
rectangles ODC, OAT, OEC, OGS , séparément, soit en les comparant 
deux à deux (leur similitude peut être facilement établie ).

Triangle ODC

ou , employant les notations et désignant le rayon par r,

Triangles semblables ODC, OAT.

ou cos

Triangle rectangle OAT.
ou b ien ,

Triangles semblables OAT, OGS

ou la ug a

Trian aies semblables

Triangles semblables

donc cot

donc tang

Triangle rectangle OGS

ou bien,

49. Première remarque. — Les formules (6), (7), et (8), sont impli­
citement comprises dans les formules (2), (3), et (4).

En effet, comme celles-ci existent pour tout arc moindre que le 
quart de circonférence ( ou 100°, en adoptant la division centésimale), 
il s’ensuit qu’elles sont vraies pour l’arc exprimé par 100° — a. Ainsi,
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en remplaçant a par 1 0 0 ° — a, dans la formule (2 ), on trouve

donc

On reconnaîtra pareillement que, parla substitution de 100° — a à 
la place de a, les formules

deviennent

En général, toutes les fois qu’on a obtenu une certaine relation entre 
des lignes trigonométriques d’un arc, les unes directes, les autres indi­
rectes ( n° 47 ), on peut en former une nouvelle par le simple changement 
des lignes directes en lignes indirectes correspondantes, et réciproque­
ment.

50. Seconde remarque. — Puisque, dans les formules précédentes , 
le rayon est toujours censé connu, on peut le supposer égal à 1 ; et 
alors ces formules deviennent

Nous mettons à part les formules (4), (6 ), et (8 ), parce que d ’abord , 
(6 ) est implicitement comprise dans (2 ), d’après la remarque précé­
dente ; en second lieu , (8) se déduit de (4), d’après la même remarque. 
Quant à la relation (4), elle est une conséquence de ( 1 ), (2), et (3).

En effet, la relation (2) donne
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ou , à cüuse de la relation (1), 

mais on a déjà

Cela posé, il est évident, d’après l’inspection des formules (1), (2), 
(3), (5), et (7), que la valeur numérique du sinus étant connue, on peut 
en déduire facilement celles des cinq autres lignes trigonométriques.

La formule (1) donne cos a =  [/  1 — sin2 a, et fait connaître le co­
sinus; les suivantes donnent les valeurs de tang a, séc a, cot a, et 
coséc a, par de simples divisions.

Généralement, comme ces formules renferment six quantités, il doit 
toujours être possible, connaissant une quelconque d’entre elles, de 
déterminer la valeur des cinq autres.

Toutefois, rien n’empêche, dans cette détermination , de faire usage 
des formules (-4), (6 ) , et (8 ), si la simplicité des calculs l’ exige, puis­
qu’elles sont des conséquences des cinq premières.

Pour nous familiariser avec l’emploi de ces formules, nous supposerons, par exem­
ple, que L’on connaisse, à priori, ta valeur de la colangente ; et nous nous pro- 
poserons de déterminer chacune des cinq autres lignes.

1° — De la formule (5) on déduit

2° — La relation (8) donne 

3» — La relation (7) donne

4° — De la relation (4) on tire

5° — Enfin , la formule (3) donne

Si, dans ces formules, on veut introduire le rayon r, il ne s’agira que de rétablir 
Y homogénéité, et l’on aura, d’après la règle établie ( n<> 15),

Il en serait de même pour toute autre ligne donnée à priori.
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Détermination des valeurs corrélatives.

51. Nous avons maintenant à nous occuper d’une des questions les 
plus délicates de la Trigonométrie : elle a pour objet de déterminer 
les valeurs corrélatives des lignes trigonométriques d ’un arc, quand ou 
suppose que cet arc passe par tous les états de grandeur par rapport à 
la circonférence entière. Dans la dénomination de valeurs corrélatives, 
nous comprenons, non-seulement l’ idée des rapports numériques du 
sinus, cosinus, etc., avec le rayon, mais encore celle des signes qui 
correspondent aux diverses situations que ces lignes peuvent avoir les 
unes à l’cgard des autres ( Carnot, Traité de la corrélation des figures).

Il semble, au premier abord , qu’il doive nous suffire de considérer 
des arcs compris depuis 0 ° jusqu’à 2 0 0 °, puisque, dans les figures rec­
tilignes ordinaires, chacun des angles qu’elles renferment est moindre 
que deux angles droits. Cependant les géomètres, dans la résolution 
des questions de haute analyse, ont été conduits à rechercher quelles 
peuvent être les lignes trigonométriques, même des arcs plus grands 
qu’une circonférence entière.
_ Pour fixer les idées sur celte question, nous supposerons qu’une 
droite de longueur finie, et dont l’une des extrémités est en O 
( fig. 44 ), étant d’abord couchée sur OA, tourne ensuite autour de 
ce point et toujours dans le même sens, de manière à prendre succes­
sivement les positions OG, OB, 0G', OA; puis, qu’après être revenue 
dans la position primitive OA, elle continue encore son mouvement. 
Il est clair que, dans ce mouvement continu , la droite OA engendrera 
tous les angles possibles, et que l’extrémité A parcourra successive­
ment tous les points de la circonférence AGBG'A. En outre, comme la 
droite, après avoir fait le tour entier, ne cesse pas de se mouvoir, l’arc 
total ainsi parcouru se composera d ’wn nombre entier de circonfé­
rences (nombre qui peut toutefois être nul), plus d’une partie quel­
conque de circonférence.

Or, c’est dans la détermination des lignes trigonométriques des arcs de 
cette espèce que consiste la question proposée.

Nous nous occuperons d’abord spécialement du sinus et du cosinus, 
parce que ce sont les lignes les plus usuelles. Les formules (2), (3), (B) 
et (7) du n° 50, feront ensuite connaître les valeurs correspondantes 
des quatre autres lignes.

52. Lorsque le point décrivant est en A, ou bien , lorsque l’arc est 
nul, il est évident que le sinus lui-iuême est nul, et que le cosinus est 
égal au rayon.

www.rcin.org.pl



DES VALEURS CORRÉLATIVES. 6 1

A mesure que le point décrivant s’élève au-dessus de AB, le sinus 
augmente et le cosinus diminue, jusqu’à ce que le point décrivant soit 
arrivé en G, auquel cas le sinus devient égal au rayon, et le cosinus 
est nul.

D’où l’on voit que l’arc croissant depuis 0° jusqu’à 100°, le sinus 
augmente d’une manière continue depuis 0  jusqu’à 1 ■ et au contraire 
le cosinus diminue depuis 1 jusqu’à 0 .

Supposons actuellement le point décrivant arrivé en C' ; le sinus est 
alors C'D'; et, suivant la seconde définition du cosinus, le cosinus 
est OD'. Mais, si par le point C' on mène C'C parallèle à AB, on a évi­
demment AC =  C'B , supplément de AC' (on sait que le supplément 
d’un arc est ce qui lui manque pour valoir 2 0 0 ° ou la demi-circonfé­
rence) ; on a aussi C'D' =  CD, et OD' =  OD.

Donc, 1° — Le sinus d’un arc plus grand que 100° et moindre que 
2 0 0 °, est le même que le sinus de son supplément.

2° — Comme les deux distances OD' et OD sont égales, mais qu’elles 
sont comptées en sens contraires par rapport au point O , il s’ensuit 
(n° 26) qu’elles doivent être affectées de signes différents. Ainsi le 
cosinus d’un arc compris entre 100" et 2 0 0 °, est égal et de signe con­
traire au cosinus de son supplément.

Eli termes abrégés, sin (200° — a) =  sin a ;

cos (200° — a) =  — cos a (a désignant l’arc C'B ou AC ).
On peut encore motiver le changement de signe du cosinus de la 

manière suivante :
Le cosinus d’un arc étant le sinus du complément de cet arc, si 

l’arc est égal à 100° -f- a, le complément est 100° — ( 1 00° a ) ou 
bien , — a; c ’est-à-dire que ce complément est un arc négatif.

Or, si l’on considère un arc AM' ( fig. 45 ) égal à AM, mais situé 
en sens contraire de AM, on a évidemment (n° 26)

sin AM' = — sin AM, ou sin ( — a ) =  — sin a.
Remarquons, en passant, que le cosinus OP est le même pour les deux 
arcs AM' et AM ; donc cos ( — a ) =  -|- cos a.

Revenons à notre objet : à mesure que le point décrivant se rap­
proche du point B ( fig. 44 ) ,  ou que l’arc augmente depuis 100° 
jusqu’à 2 0 0 °, le sinus diminue et le cosinus augmente, mais négative­
ment ; et lorsque le point décrivant tombe en B, le sinus redevient nul, 
et le cosinus est égal à — 1 .

Soit le point décrivant arrivé en C''. Tirons le rayon C"0 et prolon- 
geons-le jusqu’à sa rencontre en C avec la circonférence ; puis abais­
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sons les perpendiculaires C"D' et CD ; on a nécessairement BC' =  AC, 
C"D' =  CD, et OD' == OD. Mais, comme C"D' est compté, par rapport 
au diamètre AB, en sens contraire de CD, et qu’il en est de même de 
OD' et de OD par rapport au point O, on peut conclure que le sinus et 
le cosinus d’un arc plus grand que 200° et moindre que 300°, so*it égaux 
et de signes contraires au sinus et au cosinus de l’arc dont celui qu<e Von 
considère surpasse 2 0 0 °.

En termes abrégés,

sin ( 2 0 0 ° -j- a ) —  — sin a ; cos ( 2 0 0 ° -  a ) =  — cos a.

Lorsque le point décrivant est en G', le sinus devient égal à —  1 , 
et le cosinus redevient nul.

Soit le point décrivant arrivé en C'", ce qui donne un are AGBG'C'", 
compris entre 300° et 400°; si l’on abaisse la perpendiculaire C'"D, et 
qu’on la prolonge jusqu’en C, on aura

AC"' =  AC, et C'"D =  CD;
d’ailleurs le cosinus OD est commun aux deux arcs AGBG'C'7 et AC. 
Ainsi, le sinus d’ttn arc compris entre 300° et 400° est égal et de signe 
contraire au sinus de l’arc dont celui que Von considère est surpassé par la 
circonférence entière, et le cosinus est le même pour les deux arcs ; ou bien

sin (400° — a) —  — sin a; cos (400° — a) =  cos a.

Enfin, lorsque le point décrivant revient en A, auquel cas l’arc par­
couru est égal à une circonférence entière, le sinus et le cosinus re­
deviennent les mêmes que pour l’arc nul; et si l’on suppose que ce 
point, après avoir parcouru une ou plusieurs circonférences, repasse 
par les mêmes positions, il est évident que les sinus et cosinus repren­
dront les valeurs qui ont déjà été assignées.

83. Voyons maintenant ce que deviennent la tangente et la cotan­
gente, dans les mêmes circonstances.

La formule tang a =  —  a, prouve que si l’arc est nul, la tangente 

est aussi nulle, puisque l ’on a
sin 0  =  0 , et cos 0 = 1 .

L’arc augmentant, la tangente augmente aussi, puisque le sinus 
augmente et que le cosinus diminue; elle augmente même très-rapide­
ment, et lorsqu’on suppose l’arc égala 1 0 0 °, comme on a sin 1 00° =  1 ,

et cos 100° =  0 , il un résulte tang 1 00° =  c’est-à-dire que la tan­
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gente devient infinie. Cela est d’ailleurs évident d’après la figure, car 
alors la perpendiculaire élevée à l ’extrémité A est parallèle au rayon 
qui passe par l’autre extrémité de l’ arc.

Au delà de 100° et en deçà de 200°, la tangente devient négative et 
diminue numériquement, puisque le sinus et le cosinus sont de signes 
contraires, et que le sinus diminue tandis que le cosinus augmente ; si 
l’arc devient égal à 2 0 0 °, la tangente redevient nulle, car sin 2 0 0 ° =  0 , 
cos 2 0 0 ° =  — 1 .

Pour un arc compris entre 200° et 300°^la tangente redevient po­
sitive, puisque le sinus et le cosinus sont tous les deux négatifs;  elle 
augmente d’ailleurs numériquement jusqu’à ce que l ’arc soit égal à 300°, 
auquel cas la tangente est égale à l’infini négatif - car sin 300° =  — 1 , 
et cos 300° =  0.

Enfin, pour un arc compris entre 300° et -400°, la tangente est né­
gative, puisque le sinus et le cosinus sont désignés contraires; elle di­
minue d’ailleurs numériquement jusqu’à ce que l’arc soit égal à 400°; 
e t, dans ce cas, on retrouve tang 400° =  0.

Quant à la cotangente, il résulte de cot a =  -—-— , que pour les

signes, les cotangentes suivent la même loi que les tangentes. Pour la 
marche des valeurs numériques, elle est inverse de celles des tangentes. 
Ainsi, pour l’arc nul, la cotangente est infinie; pour un arc de 100°, 
la cotangeute est nulle, e tc .. . .

TV. B. — Le changement de signe des tangentes et cotangentes peut 
être motivé indépendamment des formules, et d’après la figure.

En effet, lorsque l’arc est AGC', la tangente correspondante est, 
d’après la définition, représentée par AT'. Or, AT' est dans une situa­
tion contraire à AT, qui est la tangente de AC, supplément de AGC'. 
La cotangente est GS', et cette ligne est aussi dans une situation con­
traire à GS.

Si nous considérons l’arc AGBC", la tangente correspondante est 
nécessairement représentée par AT, qui est aussi la tangente de AC.

La cotangente est d’ailleurs GS; ainsi la tangente et la cotangente 
de AGBC" sont positives.

Pour l’arc AGBG'C'", la tangente redevient AT', et la cotangeute 
GS'; donc elles sont toutes deux négatives.

54. Il nous reste encore à examiner ce que deviennent la sécante et 
la cosécante.

Or, les formules séc a —  — -— , coséc a =  -r^— , prouvent que,cos a sin a

www.rcin.org.pl



DÉTERMINATION

sous le rapport des signes, les sécantes suivent la même loi que les co­
sinus, et les cosécantes la même loi que les sinus.

Ainsi la sécante d’un arc compris entre 0° et 100°, ou entre 300" et 
•400°, est positive; la sécante d’un arc compris entre 100° et 300° est 
négative. La cosécante d’un arc compris entre 0° et 200° est positive; 
et la cosécante d’un arc compris entre 200° et -400° est négative.

Quant aux valeurs numériques, la sécante est en raison inverse du 
cosinus j et la cosécante, en raison inverse du sinus.

Ainsi, pour a —  0, l’on a cos 0 = 1 ,  et séc 0 = 1 ;  mais à mesure 
que l’arc augmente, la sécante augmente, tandis que le cosinus diminue, 
jusqu’à ce que l’on soit parvenu à l’arc de 100°, auquel cas la sécante 
est infinie, tandis que le cosinus est nul, etc.

Même raisonnement pour la cosécante comparée au sinus.
55. N. B. — Le changement de signe de la sécante et de la cosécante 

ne peut être vérifié au moyen de la figure, comme on l’a fait pour les 
autres lignes trigonométriques, parce que ce ne sont plus des distances 
d’un point variable à un point ou à une droite fixe, comptées sur une 
même ligne, et qu’alors on ne saurait leur appliquer le principe du n° 26. 
Toutefois, ce changement de signe correspond à une circonstance très- 
remarquable. Lorsque l’arc est compris entre 0° et 100°, ou entre 300° 
et -400°, auquel cas la sécante est positive, le point décrivant C ou C'" 
est situé entre le centre et l’extrémité T ou T' de la sécante. Mais si l’arc 
est compris entre 100° et 300°, auquel cas la sécante est négative, le 
point décrivant C/ ou C" est placé sur le prolongement de la sécante 
qui est encore représentée par OT ou OT'. Ce point est donc, en quelque 
sorte, par rapport au centre, dans un sens opposé à celui du point C 
ou C'". On ferait une observation analogue pour la cosécante.

Ce n’est pas sans motif que nous avons fait usage de la figure pour 
déterminer les signes des différentes lignes trigonométriques. Comme 
les formules du n° 48 n’avaient été établies que pour des arcs au-des­
sous de 100°, l’accord qui existe entre les résultats qu’elles fournissent 
et ceux que donne la figure, en vertu du principe (n° 26), prouve 
l’exactitude de ces formules pour tous les arcs possibles; et le principe 
que nous venons de citer eu reçoit une nouvelle confirmation.

C’est ainsi que, dans toutes les sciences, les faits se fortifient et sc 
confirment les uns au moyen des autres.

56. Comme, dans la suite, nous aurons souvent besoin de rappeler 
les valeurs corrélatives des lignes trigonométriques, nous crovons utile 
d’en présenter ici un tableau qu’on peut facilement dresser d’après ce 
qui précède.

6-4
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TABLEAU

DES VALEURS CORRÉLATIVES DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES.

ARC Sllf cos TAN G SÉC COT COSÉC

0" 0 l 0 t 00 00

a -4- sia a -4- cos a -4- tang a -4- séc a -4- cot a -4-coséca

— a — sin a -4- cos a — lang a -4- séc a — cot a — coséca !

L ic — Cl -4- cos a -4- sin a -4- cot a -4-coséca -4- tanga -4- séc a

~û tr 1 0 00 GO 0 1

i t + a -4-cos a — sin a — cot a —coséc a — tang a -4- séc a

ir —Cl -4- sin a — cos a — tang a — séc a — cot a •4-coséc a

te 0 — 1 0 — 1 00 00

tr +  Cl — sin a — cos a -4- lang a — séc a -4- cot a —coséca
' 3* ir — Cl — cos a — sin o -4- cot a —coséca -4- tanga — séc a

3
"û tC — 1 0 CO 00 0 — 1

-4- — cos a -4- sin a — cot a -4-coséca — tang a — séc a

2 <r — a — sin a -4- cos a — tang a -4- séc a — cot a —coséca

2 * 0 1 0 l 00 00

2 ir -H rt -4- sin a -4- cos a -4- tang a -4- séc a -4- cot a -4-coséca

2 k* — a — sin a -4- cos a — lang a -4- séc a — cot a — coséca

2 A" ir -+- Cf -4- sin a -4- cos a -4- tang a -4- séc a -4- cot a -4-coséca

(2 a* -+“ 1 ) ÎT — Æ -4- sin a — cos a — tanga — séc a — cot a -4-coséca

( 2 A -4— L ) rr -4— cl — sin a — cos a -4- tang a — séc a -4-cot a — coséca

A LG. APPL. A H  6KOM,
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57. Explication de ce tableau. — Pour plus de simplicité, l’on a dé­
signé par tt la demi-circonférence ou l’arc de 2 0 0 ° ( c ’est une notation 
déjà employée en Géométrie, pour représenter le rapport de la circon­
férence au diamètre, c’est-à-dire la deiui-circonférence dont le rayon 
est 1) ; a représente d’ailleurs un arc moindre que le quart de circon­

férence, et k un nombre entier quelconque. Dès lors, — x exprime le

3quart de la circonférence, ou 100°; — x les trois quarts ou 300°; 2t la
A

circonférence entière ou 400°; 2 kx un nombre quelconque de circon­
férences; ( 2 & 1 ) x ou ‘Ikx -{- x , un nombre entier de circonfé­
rences, plus une demi-circonférence *.

La première colonne verticale comprend tous les arcs que l’on peut

avoir besoin de considérer. Ainsi, par exemple, ~ x  -{- a exprime un

arc tel que AGC', plus grand que le quart de la circonférence et moindre 
que la moitié ; x -J- a, un arc tel que AGBC", plus grand que la demi- 
circonférence et moindre que les trois quarts; et ainsi des autres.

La première bande horizontale contient les lettres initiales de cha­
cune des six lignes trigonométriques; et chacune des petites cases, la 
valeur corrélative de l’une des lignes trigonométriques qui correspond 
à un arc donné.

Cela posé, veut-on avoir, par exemple, la valeur de la tangente d’un 
arc tel que AGC' ( fig. 44 ) ?

Comme cet arc est compris entre 100° et 200°, il peut être représenté, 
1 ,soit par — x -j- a, soit par x —  a.A

Premier cas. — Descendez dans la colonne verticale intitulée tang, 

jusqu'à la bande horizontale qui correspond à ~  x a ; et vous trouvez, 

dans la petite case commune, — cot a.

En effet, l’arc ^ x -{- a, a pour supplément, ~  x — o, puisque ces

* Ordinairement on suppose k positif; mais k peut aussi bien exprimer un nombre entier 
négatif; car on a

sin (— zkn -4- a) =  —- sin (skie — a) =  ■+• sin a =  sin (aAir -+-«). 
Pareillement,

cos (— %k* 4 - n )  =  cos ( 9.kn 4 - a )  =  4 -  cos a  s= cos [ z k n  H- a ) .
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deux arcs réunis forment r, ou la demi-circonférence; donc

et par conséquent,

5 »

Second cas. — Descendez dans la même colonne verticale, jusqu’à la 
bande horizontale qui correspond à t — a ; et vous trouvez, dans la 
petite case commune, — tang a.

En effet, x — a ayant pour supplément a, il s’ensuit que

On trouverait de même

58. Première remarque. — 11 résulte, tant de la ligure que de l’in­
spection du tableau, que les lignes trigonométriques de tous les ares 
plus grands que le quart delà circonférence, ont les mêmes valeurs 
numériques que celles des arcs plus petits ; il n’ y a que les signes qui 
soient, les uns positifs, les autres négatifs. Sur les six lignes, il y en a 
toujours quatre négatives, et deux positives, pour les arcs compris 
entre 100° et 400°.

Il faut encore observer que, si l’arc renferme dans son expression 
écrite'un nombre impair de quarts de circonférence, la ligne trigono- 
métrique que l’on considère, étant directe, se change dans la ligne 
indirecte correspondante, et réciproquement. C’est ainsi qu’on recon­
naît que
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Mais, si le nombre des quarts de circonférence est pair, la ligne que 
l’on considérée la même valeur (à l’exception du signe qui peut être 
différent) que la ligne de même nom de l’arc a.

Ainsi, cos (2t — « ) =  -]- cos a ; tang ( r  a) =  -j- tang a.

59. Seconde remarque. — Des six lignes trigonométriques principales, 
deux, savoir, le sinus et le cosinus, sont toujours comprises entre 
deux limites déterminées —j— 1 et — 1. Elles peuvent passer par tous 
les états de grandeur depuis 0  jusqu’à -\- 1 et depuis 0  jusqu’à — 1 ; 
niais elles ne dépassent jamais ces limites (il est bien entendu que le 
rayon est supposé égal à 1 ).

Deux autres, la sécante et la cosécante, peuvent devenir aussi 
grandes que l ’on veut, mais elles ont — 1 et — 1 pour limites de dé ■ 
croissement, c’est-à-dire qu’elles croissent positivement depuis -j- 1 
jusqu’à Y infini positif, et négativement depuis — 1 jusqu’à Y inf ni né­
gatif; elles ne peuvent avoir de valeurs comprises entre -f- 1 et —  1 .

Les deux dernières enfin , la tangente et la cotangenle, sont suscep­
tibles de recevoir toutes les valeurs imaginables depuis 0  jusqu’à Y infini 
positif, et depuis 0 jusqu’à Yinfini négatif.

Cette remarque nous sera d’une très-grande utilité dans les applica­
tions de la Trigonométrie.

Nous ne saurions trop recommander aux commençants de se bien 
pénétrer des détails dans lesquels nous venons d’entrer sur les valeurs 
corrélatives des lignes trigonométriques.

Détermination des formules principales.

60. Une des questions fondamentales de la Trigonométrie, celle d’où 
dépend la construction des tables, consiste à déterminer le sinus et le 
cosinus de la somme ou de la différence de deux arcs, connaissant déjà le 
sinus et le cosinus de chacun de ces arcs.

Soient p et q deux arcs donnés, p -f- q la somme de ces arcs. Appelons a , b, c , 
les cordes qui sous-tendent respectivement les arcs 2p, %g, et 2 (p -f- g). Comme on a 
vu (n° 47) que le sinus d’un arc est la moitié de la corde qui sous-tend l’arc double, 
on a nécessairement

a =  2 sin p, b =  2 sin q, c =  2 sin (p -f- q).

Cela posé, la formula du n° 39, savoir ,

c ~  —  l/4 r 3 — 6» -1- —  1/ 4r2 — a»,
2/' v 2r r 7
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devient, far la substitution des valeurs de a, b, c,

Mais, en vertu de la relation sin2a -+- cos2 a =  r3, on a

donc enfin

Soient maintenant p et q deux arcs donnés (p désignant le plus grand), p — q leur 
différence. Appelons c la corde qui sous-tend l’arc 2p, b celle qui sous-lend l’arc 2q, et 
enfin a celle de l’arc 2 (p — q).

On a , en vertu du n° 47,

ou, en simplifiant,

Or, on a obtenu (n° 4 2 ), pour la formule qui donne la corde de la différence de
deux arcs,

Si, dans cette formule, on remplace a, b, c, par leurs valeurs, il vient

ou, simplifiant et faisant usage de la relation sin2a -+- cos2 a =  r2,

Pour obtenir les valeurs de cos (p -+- q) et de cos (p — <7 ), il suffit de substituer 
100° p au lieu de p dans les formules précédentes, ce qui donne d’abord (tableau 
11® 56 )

et les formules deviennent
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La démonstration qui vient d’être exposée est remarquable en ce qu’elle se rattache 
au premier point de vue sous lequel on a d’abord envisagé la Trigonométrie, et qui 
consistait (n*' 45) à faire entrer les arcs dans le calcul par le moyen de leurs cordes.

Elle est d’ailleurs générale, puisqu’on établit les relations entre les cordes, en sup­
posant leurs arcs dans un rapport quelconque avec la circonférence ; cependant, comme 
on est obligé d’admettre des résultats qui sont, jusqu’à un certain point, étrangers à la 
Trigonométrie telle qu’on l’envisage actuellement, nous allons donner une autre dé­
monstration plus directe et plus simple, puisqu’elle n’est fondée que sur les premiers 
principes de la Géométrie.

61. Autre démonstration. — Soit AG un quart de cercle décrit avec 
un rayon déterminé OA ( fig. 46 ); appelons a et b deux arcs donnés 
sur cette circonférence, a étant le plus grand. Prenons sur AG, AB = a , 
BC —  b, d’où ABC =  a -j- b; portons BC de B en G', ce qui donue 
AC' =  a — b. Tirons la corde CC" et le rayon 0B qui est nécessairement 
perpendiculaire à CC' et tombe en son milieu I; puis abaissons les per­
pendiculaires BP, CQ, et C'Q'.

On a nécessairement, d’après les définitions du sinus et du cosinus, 

BP =  sin a, OP =  cos a, CI =  sinù, 01 =  cos b, CQ = s in  ( a -j- b), 

OQ =  cos (a b ), C'Q' =  sin (a — b), OQ' =  cos ( a — b).

Cela posé, il faut tâcher d’exprimer les quatre dernières lignes en 
fonction des quatre autres et du rayon.

Or, si par le point I nous menons IL perpendiculaire et III parallèle 
à OA, nous formons ainsi des triangles semblables OBP, OIL, CIH, qui, 
comparés deux à deux, conduisent aux relations demandées.

En effet, la figure donne d’abord

CQ =  sin ( a +  b) =  HQ +  CH =  IL -j- CH,

OQ =  cos (a - f  b) =  OL — LQ =  OL — IH.

Soit d’ailleurs mené C'H' parallèle à AO , jusqu’à sa rencontre en IL' 
avec IL ; les deux triangles C'III' , CIH, sont égaux comme ayant un 
côté égal ( C'i =  CI ) adjacent à deux angles égaux ; ce qui donne 
1H' =  CII, C'H' =  IH =  Q'L.

Donc C'Q' =  sin (a — b) —  H'L =  IL —  IH' =  IL — CH ,

OQ' =  cos [a -  b) =  OL - f  LQ' =  OL - f  IH;

d’où l’on voit qu’en dernière analyse, la question est ramenée à dé­
terminer les quatre lignes IL, OL, C1I, IH.

D’abord, les triangles semblables OBP, OIL, donnent lespropor-

www.rcin.org.pl



lions

x
DES FORMULES PRINCIPALES. 7 1

IL : BP : :  oi : ob, ou IL ;; sin a cos b \ r j
OL : OP : :  o i :  ob, ou OL \ cos a cos b \ r ;

d’où l’on déduit îr sin a 
I L  ~  ----------

X  cos b
y OL =

cos a X  cos b

En second lieu, les triangles OBP, CIll, sont semblables, comme 
ayant leurs côtés respectivement perpendiculaires ; ainsi l’on a les deux 
proportions

d’où l’on tire CH =

Substituant ces valeurs dans les expressions de sin (a -\-b), sin (a — b), 
cos (a b),  cos (a — b), on obtient enfin

formules dans lesquelles les signes supérieurs se correspondent, ainsi 
que les signes inférieurs.

6 2 .  D an s la  c o n s tr u c t io n  p r é c é d e n te  , o n  a  s u p p o s é  c h a c u n  d e s  a r c s  , e t  m ê m e  le u r  

s o m m e , m o in d r e  q u e  le  q u a r t  d e  c ir c o n fé r e n c e  ; m a is  o n  p o u r r a it ,  p a r  d e s  c o n s tr u c ­

t io n s  a n a lo g u e s ,  v é r if ie r  l ’e x a c t i tu d e  d e s  fo r m u le s  d a n s  to u s  le s  c a s ;  s e u le m e n t ,  il fa u ­

d r a it  a v o ir  é g a r d  a u x  valeurs corrélatives d e s  l ig n e s .  C o n te n to n s -n o u s  d ’e x a m in e r  

l’u n  d e  c e s  n o u v e a u x  c a s ,  c e lu i  où l’un des arcs étant plus grand que 1 0 0 ° ,  la 
somme est plus grande que 2 0 0 ,  et la différence aussi plus grande que 1 0 0 » .

S o ie n t

T ir o n s  d ’a i l l e u r s ,  c o m m e  d a n s  le  c a s  p r é c é d e n t ,  le  r a y o n  015 e t  la  c o r d e C C ';  p u is  

a b a is so n s  le s  p e r p e n d ic u la ir e s  B P , C Q , C 'O '. E n fin  , m e n o n s  la  p e r p e n d ic u la ir e  IL e t  la  

p a r a llè le  1H ju s q u ’à  sa  r e n c o n tr e  a v e c  CQ p r o lo n g é ,  p u is  la  p a r a llè le  C 'H ' ju s q u ’à sa  

r e n c o n tr e  a v e c  IL .

C ela  f a i t , o b s e r v o n s  d ’a b o r d  q u e  le s  a rc s  A B , A C ', é ta n t  c o m p r is  e n t r e  1 0 0 °  e t  2 0 0 ° ,  

o n t  u n  s in u s  p o i / f î / e t  u n  c o s in u s  négatif ; a in s i
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Quant à l’arc ABC dont le siuus et le cosinus sont à la fois négatifs, on a 
CQ =  — sin ( f l -4- ô ) ,  OQ = — cos (a -+- b).

Maintenant, la figure donne

CQ =  — s in (a -t- b) =  CH — HO =  CH — IL ,
00  =  — cos (a -t- b) =  OL -+- LQ =5 OL -+- 1H ,
C'Q'=  sin (a — b) =  H'L =  H'I -4- IL =  CH -4- IL,
0Q' =  — cos («  — b) =  OL — LQ'— OL — 1H.

Il ne s’agit donc plus que de calculer CH, 1H, IL, et OL, au moyen de triangles sem­
blables OBP, CIH ; etOBP, OÏL.

Calculons seulement CH etlL, qui doivent servir à la détermination de sin (a -+- b). 
Les triangles dont nous venons de parler donnent

d’où

CH  ̂ OP ** CI t OB, ou CH * — cos a X  sin b \ r, 
IL * BP ; 01 ; OB, ou IL \ sin a ** cos b * r;

CH =
— cos a X sin b et IL — sin a X cos b

Substituant ces valeurs dans l’expression de CQ, on trouve

sin ( a -t-  b )= .
cos a X sin b sin a X cos b

ou, changeant les signes,

. , , . sin a X cos b -4- sin b x  cos asin {a -4-  b ) = ------------------------------------------
r

On retrouverait de la même manière les trois autres formules.
N. B. — Quoique, en apparence, l’expression de sin (a -+- b) soit la somme de 

deux quantités, elle représente réellement une différence, parce que, dans le produit 
sin b X cos a, cos a est négatif, comme étant le cosinus d’un arc compris entre 10ü" 
et 200°. On ferait des remarques analogues par rapport aux (rois autres expressions. 
Cela prouve d’ailleurs la nécessité d’avoir égard aux valeurs corrélatives lorsqu’on 
veut rendre les formules applicables à tous les cas.

63. Conséquences des formules (À) et (B).
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons r =  1, pour abréger 

les calculs. Cela n’offre aucun inconvénient, puisqu’on sera toujours 
le maître de rétablir r dans les résultats, d’après les règles de l'homo­
généité (n° 26 ).

Détermination du sinus et du cosinus d’un multiple quelconque d’un 
arc, en fonction du sinus et du cosinus de cet arc.

Reprenons les valeurs de sin (a -J- b) et de cos ( a -j- 6 ), qui , dans 
l’hypothèse de r =  1, deviennent

sin (a -|- h) =  sin a cos b -j- sin <6 cos a, 
cos (a -}- b) =  cos a cos b — sin a sin b.
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Supposons d’abord b =  a ; i! en résulte
sin 2 a =  2 sin a cos a, 
cos 2 a =  cos2a — sin2a,

formules qui donnent le sinus et le cosinus du double d’ un arc, en fonc­
tion du sinus et du cosinus de cet arc.

Soit maintenant b =  2a ; il vient

sin 3a =  sin a cos 2 a sin 2 a cos a,
cos 3a =  cos a cos 2a — sin a sin 2a ,*

ou bien , mettant à la place de sin 2 a, cos 2 a, leurs valeurs, et rédui­
sant ,

sin 3a =  3 sin a eos2a — sin3a, 
cos 3a =  cos3 a — 3 cos a sinaa.

Ces formules font connaître le sinus et le cosinus du triple d’un arc, 
en fonction du sinus et du cosinus de cet arc.

Soit encore h = 3 a ; on obtient

sin 4a —  sin a cos 3a -}- sin 3a cos a,
cos 4a =  cos a cos 3a — sin a sin 3a;

ou , remplaçant sin 3a, cos 3a, par leurs valeurs, et réduisant,

sin 4a =  4 sin a cos3a —- 4 cos a sin3 a, 
cos 4a =  cos^a — 6 cos2 a sin2a -{- sirda.

D’où l’on voit qu’on pourrait obtenir ainsi successivement le sinus 
et le cosinus d’un multiple quelconque d’un arc , au moyen du sinus et 
du cosinus de l’arc simple.

64. Remarque. — Les valeurs de sin 2a, sin 3a, sin 4a,.... prouvent 
que, si le sinus augmente en même temps que l ’arc (tant que cct arc 
est au-dessous de 1 0 0° ), son accroissement n’est pas proportionnel à 
celui de l’arc ( le mot proportionnel étant pris ici dans le sens d’une 
proportion géométrique ).

En effet, dans l’hypothèse de r =  1 , cos a est toujours compris 
entre 0 et 1; ainsi, cos a, cos2a , cos3a, sont des fractions. Donc
2  sin a cos a n’est qu’une partie de 2  sin a. 11 en est de même do
3 sin a cos2 a, e t , à plus forte raison, de 3 sin a cosaa — sin'a, etc.... 

On le voit également, d’après la formule
sin ( o —J— t) =  sin a eus b sin b eos a,

puisque cos a et cos tétant des fractions proprement dites, sin (a - f - i )  
n’est qu’une partie de sin a -j- sin b.
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On reconnaît même par là que les sinus croissent beaucoup moins 
rapidement que les arcs.

65. Détermination du sinus et du cosinus de la moitié d’un arc.

d’où l’on déduit cos’a : 

puis, en les soustrayant

donc

Comme les arcs a et sont liés entre eux de telle manière que le pre­
mier est la moitié du second, rien n’empèche de remplacer 2« par a,

et par conséquent, a par ce qui donne les deux formules 
JL

dontchacunecomprend implicitement deux valeurs, à cause du double 
signe qui est censé placé au-devant du radical.

66. 2° Méthode. — D’après la marche qui vient d’ètre suivie, l’arc 
dont on demandait le sinus et le cosinus était supposé donné par son 
cosinus, puisque les résultats ne renferment que cette seule ligne. Si 
l’arc était donné par son sinus, il faudrait opérer de la manière sui­
vante :

On aurait recours à la formule
dans laquelle on remplacerait cos

ce qui donnerait 
d’où, élevant au carré,
ou, effectuant les calculs et ordonnant,

équation du 4e degré résoluble à la manière de celles du 28 degré.

l re Méthode. — Combinons la formule

avec la relation (1) du n° 5 0 .................
On trouve d’abord , en les ajoutant,
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Soit (l’abord

et par conséquent, 

ou en remplaçant par « e t «  par

Si, dans la formule sin 2a =  2 sin a cos a, on substituait
{ /  I — cos2a au lieu de sin a, on trouverait, par une opération ana­
logue,

N. B. — Ces deux résultats, qui ont été obtenus indépendamment

l’un de l’autre, sont identiques • mais comme sin J-a et cos-^-a sont
A A

liés entre eux par la relation sin2 —a -J- cos2-]- a =  1, il s’ensuit que
Ai A

si l’on prend le signe supérieur du second radical pour le sinus, on doit 
prendre le signe inférieur pour le cosinus, et réciproquement ; c’est-à- 
dire qu’on doit avoir

67. Discussion des résultats trouvés par les deux méthodes.
Il est à remarquer que chacun des deux derniers résultats comprend 

quatre valeurs, tandis que ceux de la première méthode n’en renfer­
ment que deux, qui sont même numériquement égales.

Pour expliquer cette circonstance, nous observerons que lorsqu’un 
arc a est donné par son cosinus, on se donne en même temps les arcs 
2Æt -|- <*■> — a, puisque ( tableau n° 56 ) l’on a

cos ( 2kx ± o )  =  cos a.
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Donc, si l’on demande en fonction de cos a,

le calcul doit donner en même temps les sinus des moitiés de tous les 
arcs compris dans l’expression générale 2Æt ±  a ( k étant un nombre 
entier quelconque qui peut être nul), ou bien, les cosinus de ces 
mêmes moitiés; c’est-à-dire qu’on doit obtenir toutes les valeurs com-

Ccla posé, soit d’abord k un nombre pair, 2k' ; il vient

Soit maintenant k un nombre impair,

qp sm

ou cos

On voit donc que les valeurs correspondantes, soit au sinus, soit au 
cosinus de la moitié d’un arc, sont au nombre de deux égales et de si­
gnes contraires.

Supposons actuellement que l’arc a soit donné par son sinus. 
Comme, en vertu du tableau n° 56, on a

Ne considérons d’abord que les deux expressions du sinus. Soit

prises dans sin

il s’ensuit que le même calcul doit donner les sinus ou les cosinus des 
moitiés de tous les arcs compris dans les deux expressions 2kx -{- a, 

x — a ; c ’est-à-dire qu’on doit obtenir en même temps toutes 
les valeurs comprises dans
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Ces résultats s’accordent d’ailleurs évidemment avec ceux du n° 6 6 . 
Il nous reste cependant encore une difficulté à résoudre; c’est de 

déterminer, parmi les quatre systèmes de valeurs du sinus et du cosinus, 
quel est celui qu on doit prendre lorsque l’on a en vue de calculer le 
sinus et le cosinus de la moitié d’un arc particulier; car il est certain 
qu’un même arc ne peut avoir qu’un seul sinus et un seul cosinus.

Supposons, pour fixer les idées, l’arc o au-dessous de 100°, ce qui 
est le cas ordinaire. On a alors

a < 5 0 °  et 100» — i « >  30";
2 2

d’où l’on déduit

On voit donc que, dans ce cas, le sinus est plus petit que le cosinus; 
d’ailleurs leurs expressions doivent être positives.

Ainsi, des quatre systèmes de résultats obtenus n» 6 6 , celui qui sa-
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lisfait à la question est

n É T K R M r j f A T t o r r

C’est sous cette dernière forme que nous aurons souvent occasion 

de rappeler les valeurs de sin^-a et cos^-a.
Ji Jl

68. La Géométrie fournit une démonstration très-simple de ces deux formules. 
Soient AB —  a, BP =  sin a, OP =  cos a ( fig. 48 ). Divisons en deux parties 

égales les arcs AB et BD, 3ux points C et C' ; puis tirons les cordes AB, BD, et les rayons 
OC, OC' ; il résulte évidemment de cette construction ,

d’où

Cela posé, les triangles rectangles ABP, DBP, donnent

Effectuant les calculs et observant que sin2 a -4- cos2 a ±= r2; on a

d’où, divisant par 2 et supposant r =  1,

Ce système rentre dans celui du n° 65 , lorsqu’on remplace
par sa valeur cos a ;  car on trouve
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équation du 8e degré qu’il faudrait traiter par les méthodes connues 
de la résolution numérique, après y avoir mis toutefois pour sin a, une 
valeur numérique quelconque.

Mais, sans nous arrêter à cette résolution, qui n’offrirait aucun 
intérêt pour notre objet, nous allons faire voir que l’équation a ses 
trois racines réelles, c’est-à-dire que la question proposée est suscep­
tible de trois solutions.

En effet, on a déjà vu ( n° 67 ) qu’un arc étant donné par son sinus, 
on donne par là même tous les arcs compris dans les expressions 

-J- a, 2kr -j- z  — a; donc, en demandant le sinus du tiers de cet 
arc, on doit trouver simultanément les valeurs de

sin
Cela posé, le nombre entier k peut se présenter sous trois formes

*O n p o u r r a it  é g a le m e n t su p p oser k n é g a t if (  n° 5 ? )  e t  é g a l à — 3Æ', —  3A ' - t -  i ,  —  3k' — i  ; 
m ais le s  v a le u r s  q u ’on  o b tien d ra it  re n tre ra ie n t d a n s c e lle s  q u i co r r e sp o n d e n t a u x  tro is  p r e ­
m iè r e s  h y p o th è se s .

différentes
Soit d’abord pour les deux expressions,

bans la formule sin
remplaçons cos a par

ou ordonnant,

ou bien enfin, substituant
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valeur identique avec la précédente;

sin —...  ............... . =  sm
3

valeur identique avec la première.Soit enfin , k =  3k' — 1 ; on obtient

Je dis généralement, car si l’on avait, par exemple, a —  — y, il en 

résulterait ~ ¥ ¥ y ; et les deux premières valeurs seraient éga-•> ci O

les à sin -  y ;  la troisième deviendrait b

Mais il n’en est pas moins vrai que l’équation ci-dessus a ses trois 
racines réelles.

On reconnaîtrait, par une analyse absolument semblable, que si 

l’on demandait cos ~a  en fonction de sin w, on obtiendrait si.r
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valeurs différentes :

Et en effet, il est aisé de prouver que 1 équation d’où dépend la 

détermination de cos a est du sixième degré.

Remplaçons, dans

ou

sin a par sa valeur

ou, élevant au carré pour chasser le radical,

équation qui, développée et ordonnée, devient

Nous engageons les commençants, pour se familiariser avec ces

sortes de discussions, à rechercher sin -  « e t  cos ~  a en fonction de

cos o ; ils reconnaîtront encore que le sinus doit avoir six valeurs, 
mais que le cosinus n’en a que trois.

70. Détermination de la tangente de la somme ou de fa différence de 
deux arcs, en fonction des tangentes de ces arcs.

D’après la relation

ou , remplaçant

Afin de n’avoir dans le second membre que des tangentes, divisons
At.G. A PPL. A LA GÉOltf, 6

par leurs valeurs

www.rcin.org.pl



82 DÉTERMINATION

haut et bas par cos a cos b;  il vient

et comme on a on obtient enfin

N. B. — Si le rayon n’était pas égal à l’unité, il faudrait le rétablir 
dans cette formule, et l’on aurait (n° 26)

71. Soit fait b =  a dans l’expression

on obtient

cette nouvelle formule donne la valeur de la tangente du double d’un 
arc en fonction de la tangente de cet arc.

72. Si l’on y remplace 2a par a et a par ^ a, il vient

équation du second degré qui, étant résolue, donne

Ainsi, l’on obtient deux valeurs pour la tangente de la moitié d’un 
arc, exprimée en fonction de la tangente de cet arc.

En effet, lorsqu’un arc est donné par sa tangente, on donne par là 
même tous les arcs compris dans l’expression kr -j- a, k étant un 
nombre entier quelconque; puisque l’on a (tableau n° 56)
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Ainsi le calcul ci-dessus doit donner les valeurs de

On voit donc que les valeurs de la tangente de la moitié d’un are 
sont au nombre de deux, savoir :

En effet, la relation cot a =  

n° 50, donne

Quant à la valeur qu’il convient de prendre lorsqu’on suppose 
a 100° (ce qui a lieu le plus communément), comme, dans ce cas,

tang-î- a doit être positif, et que tang a est aussi positif, il est clair que
2

la réponse à la question est

Soit

Soit ensuite

et, dans cette même circonstance, on a

7S, On parvient à d ’autres expressions de tang — a , d’après les

<>•

Ce résultat s’accorde d’ailleurs avec la nature de l’équation ci-dessus, 
dont le dernier terme est égal à — 1.
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formules
IlÉTERMINATIOt

En les divisant l’une par l’autre, on trouve

Dans cetle première expression , multiplions, sous le radical, haut 
et bas, par 1 -f- cos a, puis par 1 — cos a;  il vient

Ces diverses expressions sont souvent employées dans les applications 
trigonoinétriques.

Les élèves feront bien de s’exercer à la recherche des tangentes du 
triple, du tiers, etc., d’un arc , ainsi qu’à la discussion des formules 
qui y sont relatives. C’est un moyen de se rendre familières les valeurs 
corrélatives des lignes trigonoinétriques. Ils peuvent également re­
chercher les cotangentes, sécantes, cosécantes, de la somme onde 
la différence de deux arcs, du double, du triple, etc., et de la moitié, 
du tiers. . . .  d un arc.

74. Les formules (A) et (B) du n° 61 donnent encore lieu à des ré­
sultats fort utiles dans les applications trigonoinétriques.

Reprenons d’abord les formules (A ), savoir :
sin («  -j- b) =  sin a cos b -{- sin b cos a,

Ces formules, combinées successivement par addition et par soustrac­
tion, donnent
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d ’où, substiluant ces valeurs de a et de b dans les résultats précédents,

Une combinaison analogue des formules (B),

7o. Les formules (C) et (D) servent principalement à rendre calcu­
lables par logarithmes certaines expressions trigonométriques.

Soit, par exemple, à évaluer numériquement l’expression *

conduit aux deux nouvelles formules

il vient, par la supposition de p  —  30°, q =  16°, dans la première 
des formules (C),

ou bien

d’où

On trouverait de même pour x =  sin 30° — sin 16°,

Soit encore à calculer
on a, en posant p =  83°, q =  47°, dans la seconde des deux formules (D),

ou bien 
d’où

Maintenant, si l’on divise l’une par l’autre les deux formules (C), il 
vient
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. sin a cos h . 1ou, a cause de------- =  tang a, —------- =  cot b = ---------
cos o sin b tang b

sin p  - f  sin g _  tang 7 ( f  +  g) . # # (E )
sin p — sin q tang {  ( p — q) ’ • • v .

ce qui nous apprend que la somme des sinus de deux arcs quelconques est 
à la différence de ces mêmes sinus, comme la tangente de la demi-somme 
des arcs est à la tangente de leur demi-différence.

En opérant de la même manière sur les deux formules (D), on ob­
tient

cos q -j- cos p __ cot ~ ( p q )
cos q — cosp t a n g (p  — q )* (F)

76. La formule (E), dont nous ferons usage dans la résolution des triangles , se dé­
montre très-simplement par la Géométrie.

Soit décrite une circonférence de cercle avec un rayon OA ( fig. 49 ) égal à celui 
des tables. Tirons le diamètre AA', et prenons, à partir du point A, AB —  p, AC =  q ; 
puis abaissons BP, CQ, perpendiculaires sur AA', en prolongeant BP jusqu’à sa ren­
contre en B' avec la circonférence ; menons d’ailleurs CI parallèle à AA'.

Il résulte évidemment de cette première construction

CQ =  sin AC =  sin q, BP =  B'P =  sin p, DB' =  sin p -p- sin q, BD =  sin p — sin q.

Joignons maintenant le point I aux points B et B' ; du même point 1 comme centre 
et avec le rayon du cercle, décrivons un arc qui coupe CI en E, et élevons à CI la per­
pendiculaire GEF.

Comme on a AB =  AB' — p, AC — q,

il en résulte C A B ' C B = p — q ,

1 I
puis EF =  tang EIF =  ta n g - (p EG =  tang— (p — q).z 2

Or, en vertu d’un théorème connu de Géométrie, les trois lignes BI, B'I, CI, coupent 
les deux parallèles GF, BB', en parties proportionnelles. On a donc

DB' : DB :: EF ; EG; 

ou bien, remplaçant ces lignes parleurs valeurs,

1 î
sinp-+-sinÿ ' sinp — sin</ *• tang — (p q ) * tang~ ( p  — q).

‘ C.Q.F.D.

77. Nous croyons devoir réunir en un tableau les différentes for­
mules obtenues dans les numéros précédents , en y joignant les rela­
tions qui existent entre les lignes trigonométriques d’un même arc. 
Les jeunes gens pourront alors le consulter au besoin.
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TABLEAU

Des Formules principales de la Trigonométriey avec l’indi­
cation des numéros d’où on les a tirées.
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8 3 CONSTRICTIO.V

(Dans toutes ces formules, on a supposé le rayon égal à l’ unité ; s’il 
en était autrement, il faudrait le rétablir d’après la règle du n° 26.)

Construction des Tables trigonométriques.

78. Nous pouvons maintenant faire connaître les moyens qui ont été 
employés pour dresser des tables trigonométriques.

On appelle ainsi des tables renfermant, d’une part, tous les arcs 
depuis 0° jusqu’à 100°, et de l’autre, les valeurs des sinus, cosinus, tan­
gentes, etc., correspondant à ces arcs. Il suffit d’ailleurs qu’elles ne 
comprennent que les lignes trigonométriques des arcs moindres que 
100°, puisque, d’après le tableau n° 56, celles des ares plus grands sont 
numériquement les mêmes que les lignes trigonométriques des arcs plus 
petits.

Nous adopterons, dans tout ce qui va suivre, la division centési­
male, c ’est-à-dire que nous supposerons le quart de circonférence ou 
1 e quadrans, divisé en 100 parties égales, appelées grades ou degrés 
( 100°) ; chaque degré divisé en 100 minutes ( 100') ; chaque minute 
divisée en 100 secondes (100"). Enfin, nous admettrons qu’on ne veuille 
former que des tables dans lesquelles les arcs croissent de minute en 
minute.

Cela posé, d’après les formules précédemment établies, il est clair 
qu’il suffit de calculer la valeur de sin 1'. En effet, la formule
cos a —  1— sin3 a donne d’abord la valeur correspondante décos 1'.

Connaissant les valeurs de sin 1' et cos 1', on obtiendra celles des 
sinus et cosinus de 2', 3', Y , .  . . en faisant successivement, dans les 
formules
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Quant aux autres lignes trigonoiuetriques, on déduira facilement 
leurs valeurs des formules

sin a 1 , 1 , 1ta ne a = ------- , eot a = ---------- , sec a ==-------, cosec a =  —-----■°  cos a tanga cos a sin a
On peut toutefois calculer d’une manière plus simple les sinus et 

cosinus, à l’aide des formules suivantes qui sont comprises dans le ta­
bleau du n° 77, savoir :

Ces formules peuvent être mises sous la forme

et ainsi de suite.
N. B. — Ceux qui ont déjà quelques notions des séries récurrentes, 

reconnaîtront sans peine que la série des sinus forme une suite récur­
rente du 2e ordre, dont 1 ’échelle de relation se compose des deux quan­
tités 2cos l 7 et — 1 ; il en est de même de la série des cosinus.

Ainsi, toute la difficulté consiste à déterminer avec le plus grand

et si l’on y fait a =  mb, elles deviennent

ce qui démontre que pour avoir le sinus d’un multiple quelconque 
(m -j- 1 ) b, de l’arc b, il faut multiplier les sinus des multiples immé­
diatement inférieurs, mb, et ( m — 1 ) b , respectivement par les quan­
tités constantes 2 eosb, et — 1, puis ajouter ces résultats avec leurs signes. 
— Même loi de formation pour le cosinus.

D’après cela, soit fait b =  l ' dans les formules ; puis successivement 
m —  1, 2, 3 . . .  ; il en résulte
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degré d’approximation possible, le sinus du plus petit arc de 3a table, 
ou sin 1'.

79. Nous commencerons par démontrer qu'un arc quelconque est 
toujours plus grand que son sinus, mais moindre que sa tangente.

Soient, en effet, un arc quelconque AB ( fig. S0 ); puis BP, BA, 
et AT, le sinus, la corde, et la tangente de cet arc.

On a d’abord arc AB corde AB ; mais corde AB BP; donc , 
à plus forte raison , arc AB BP.

En second lieu, le secteur circulaire a pour mesure arc AB X  — OA,
1Z

et le triangle OAT est égal à AT X  OA J o r , le secteur est évidem-
' ,  Jt

ment plus petit que le triangle; on a donc arc AB OA AT X  ^-OA; 

d’où arc AB <[ AT.
On voit en outre, d’après la figure, que plus l’arc diminue, plus la 

tangente et le sinus se rapprochent l’un de l’autre, et par conséquent 
de l ’arc qui est compris entre les deux. Cela résulte d’ailleurs de la 

sin o tang a 1
formule tang a = --------, qui donne —:----- ■ = ---------; car, a me-cos a sin a cos a
sure que l’arc diminue, le cosinus augmente et se rapproche de plus 

en plus de l’unité; donc aussi, le rapport— approche de plus en

plus de devenir égal à 1 ; et quand l'arc est très-petit, —ï— ou ar  cos a sin a
diffère très-peu de l’unité.

Soit, par exemple, l’arc qui a pour cosinus0,99 ; il vient

tang a   1 __ 100
sin a 0,99 99

Soit encore cos a —  0,99999 ; on trouve °-=  1 -f- ■ *QQ.sin a yyyyy

Le rapport *an>’ °  diffère donc d’autant moins de l’unité que l ’arc ' sin a
est plus petit; et il peut en différer d’aussi peu que Ton veut. Il en est
, « tang a a . ,, . . .de meme des rapports------— et —-----, puisque 1 arc est toujours com­

pris entre sa tangente et son sinus.
Ainsi, nous pouvons établir, comme une vérité mathématique, que 

les rapports de la tangente au sinus, de la tangente à Tare, et de l’arc
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DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES. 91
au sinus soit trois quantités q u i tendent sans cesse vers l 'u n ité à m esu re  

que l ’a rc  d im in u e; et lorsque l’arc est moindre qu’aucune grandeur 
donnée , ce>' rapports d iffèrent eu x -m êm es de l ’ unité d ’u n e  quantité  

m oindre que tonte g ra n d eu r d on n ée.

En d’autrîs termes, ces trois rapports ont p o u r  l im it e  com m u n e  l ’ u­

n i t é .

Cette prooosition joue un très-grand rôle dans la haute analyse 
(  v o y e z  Algèbre, 8e édition , n° 439).

80. Puiscu’un arc étant très-petit, le rapport —“  -  diffère très-peu  ̂ sin a
de l ’unité, il s’ensuit que l’arc et le sinus sont aussi très-peu différents
l’un de l’autre. On peut d’ailleurs , dans tous les cas, déterminer au-
dessous de quelle quantité se trouve l ’erreu r com m ise  lorsqu’on prend
l’arc pour le sinus, ou réciproquement.

A cet effet, observons que la relation

ou bien

et, à fortiori, d’après la relation — a

D’où l’on déduit enfin

ce qui démontre que la différence en tre u n  p etit arc et son  sin u s est 

moindre que le quart du cube de l’arc.

revient à

d’où, en multipliant les deux membres de cette inégalité par 2 cos — a,
Jm

et observant que l’on a 2 sin a  cos -4 a =  sin a ,
2k 2k
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Soit a =  0,01 (la longueur de l’arc étant évaluée au moyen du 
rayon ) j il en résulte

a —  sin a 0,00000025.

Soit encore a =  0,001 ; il en résulte

a — sin a <  0,00000000025.

81. Cela posé, on a vu en Géométrie que, le diamètre étant pris 
pour unité, la circonférence a pour valeur

7r =  §,1415926.

Si, comme nous le supposons, ce n’est plus le diamètre, mais bien 
le rayon , qu’on prend pour unité, la valeur de x représente celle de la 
demi-circonférence; donc

4 *  =  1,5707963. . . .2 ’

exprime la valeur du quadrans ou de 100°.

Par conséquent, 1° =  0.015707963,
V =  0,00015707963____

Comme celte dernière expression est au-dessous de 0,0002, il s’en­
suit que (l')3 est moindre que (0,0002)3 ou 0,000000000008.

D’où l’on voit que l’expression de l’arc de 1' représente celle de sin 1', 
a une fraction près moindre que l’unité de l’ordre du onzième chiflre 
décimal ; ainsi l ’on a , avec exactitude,

sin V =  0,00015707963,

jusqu'au onzième chiffre décimal inclusivement.
Cette approximation est plus que suffisante pour le sinus de V lui- 

mènie; mais elle est nécessaire pour la détermination des autres sinus 
qui, comme on l’a vu, dépendent de celui-là, ainsi que du cosinus de 1/; 
car les erreurs, se multipliant sans cesse, finissent par refluer sur le 
10e, 9e, 8e. . . . chiflre décimal.

Notre intention était de ne donner ici qu’une idée de la manière 
dont les tables trigonométriques ont pu être construites. Mais il existe 
des méthodes beaucoup plus expéditives, fondées sur les séries qui 
donnent le développement du sinus et du cosinus d’un arc en fonction 
de cet arc ( voyez Algèbre, 8° édition, chap. X, nü432. On trouve 
même à la fin de ce chapitre une méthode pour calculer le rapport de
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la circonférence au diamètre, rapport qui a servi de base aux calculs 
précédents).

82. Première remarque sur la composition des tables trigonométriques, 
et sur la manière d’en faire usage.

Comme, dans toutes les applications de la trigonométrie, les calculs 
se font par logarithmes, on a jugé à propos de placer dans les tables, 
les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes, etc., au lieu de ees lignes 
elles-mêmes. En outre, leurs logarithmes ont été calculés, non dans 
l’hypothèse de r =  1, mais dans celle de r  =  ÎO10 ou 10000000000 ; 
et en voici la raison :

En supposant r —  1, ce qui donnerait log r —  0, on aurait pour 
les sinus et cosinus, des logarithmes négatifs, puisque ces lignes sont 
toujours plus petites que le rayon ; il en serait de même pour les tan­
gentes des arcs moindres que 50° et pour les cotangentes des arcs plus 
grands. Quant aux sécantes et cosécantes, leurs logarithmes seraient 
toujours positifs, car on a vu qu’elles sont toujours plus grandes que le 
rayon; mais ces deux dernières lignes sont employées fort rarement.

Pour obvier à cet inconvénient, on a conçu le rayon des tables, qui 
ne cesse pas d’être l’unité trigonométrique, rapporté lui-même à une 
autre unité beaucoup plus petite; et l’on a supposé le rayon représenté 
par ÎO10, l’unité nouvelle étant celle des tables de logarithmes ordi­
naires.

Or, si l’on considère un angle quelconque BOA. ( fig. 51 ), du sommet 
duquel on ait décrit deux arcs de cercle a et a' avec les rayons r et r', 
et qu’on mène les perpendiculaires BP, AT, et B'P', A'T', on aura évi­
demment la proportion

BP ; B'P' \\ OA *. OA', ou sin a \ sin a' \\ r \ r ;

ce qui démontre que les sinus d’un même angle, correspondant à deux 
rayons différents, sont proportionnels à ces rayons.

Même résultat pour les autres lignes trigonométriques.
D’après cela, soient r =  1 et r' —  10to; il en résulte

sin a —  sin a X  ÎO10; d’où log sin o' =  log sin a -f- 10, 
cos a! =  cos a X  10xo; d’où log cos a' =  log cos a -J- 10;

et ainsi des autres lignes.
D’où l’on voit que, pour obtenir les logarithmes des lignes trigono- 

métriques dans le cas de r =  10‘°, il f a u t  augmenter de 10 unités ceux 
qui ont été calculés pour r =  1.

Par ce moyen , on est assuré que tous les logarithmes sont positifs,

DES TABLES TRIGOKOMÉTRIQLES. 9 3
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quelque petits que soient les arcs. En effet, soit pris pour exemple, le 
plus petit arc de la table, ou 1'.

On a trouvé pour son sinus,. . . .  sin Y =  0,00015707963 . . . . ,

d’où log sin Y =  log 15707,963 — 8 =  — 3,8038801

(on cherche log 15707,963 dans les tables ordinaires);

donc log sin 1' +  10 =  — 3,8038801 +  10 =  -j- 6,1961199.

Tel est le logarithme qui se trouve dans les tables centésimales.
On aurait même pu supposer seulement r —  1(M =  10000; mais 

on a préféré l’hypothèse r == ÎO10, parce que les logarithmes des di­
verses lignes trigonométriques ne sont alors autre chose que les com­
pléments arithmétiques ordinaires des logarithmes calculés pour le cas 
de r =  1 ; et il en résulte de grands avantages dans les applications, 
comme nous le verrons plus loin.

83. Seconde remarque. — Les Tables centésimales de Callel, que nous supposons 
entre les mains des élèves, ne renferment en apparence que les sinus, tangentes, et 
cosinus, des arcs compris depuis l ' jusqu’à 50°; mais elles n’en donnent pas moins les 
sinus, tangentes, et cosinus, des arcs plus grands, aussi bien que les trois autres lignes 
trigonométriques.

En effet, pour le sinus et le cosinus, on observe que le sinus d’un arc plus grand 
que 50» est égal au cosinus du complément, qui est alors plus petit que 50°, et réci­
proquement.

C’est ainsi que sin 69° 47' =  cos 30° 53',
cos 78° 25' =  sin 21° 75'.

Les logarithmes de ces lignes sont donc compris dans les tables.

ri
Comme on a cot a = ----------, il en résultetang a

log cot a =  2 log r — log tang a —  10 -4- 10 — log tang a ;

et réciproquement, log tang a =  10 -+- 10 — log cot a.
Cela posé, soit d’abord à trouver log tang 65° 48'; on a

log tang 65° 48' =  log cot 34° 52' =  10 -1- 10 — log tang 34° 52'.

Pareillement, log cot 23° 58' =  10 ■+■ 10 — log ta D g  23° 58'.
Enfin, log cot 57° 29' =  log tang 42° 71'.

Ces logarithmes peuvent donc s’obtenir facilement d’après la table. Pour avoir la 
tangente d’un arc plus grand que 50°, cherchez le logarithme de la tangente'du 
complément ; prenez-en le complément arithmétique à 10, et ajoutez 10 unités 
au résultat. Même opération pour la colangente d’un arc plus petit que 50°, et le 
logarithme de la colangente d’un arc plus grand que 50° se trouve immédiatement : 
c’est le logarithme de la tangente du complément.
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Quant aux sécantes et cosécantes, comme on a

y*?.
séc a = -------- et coséc a =  —----- ,cos a sin a

il en résulte log séc a =  10 -I- 10 — log cos a,
log coséc a =  10 -I- 10 — log sin a;

\c’est-à-dire qu’?7 faut ajouter 10 unités, soit au complément de log cos a, soit au 
complément de log sin a, pour avoir les logarithmes de la sécante et de la cosécante.

Au moyen de ces explications, on est en état de résoudre ces deux questions qui 
constituent l’usage des tables centésimales. : 1° — Un arc étant donné en degrés et 
minutes, trouver le logarithme d’une quelconque de ses lignes trigonométriques ; 
2° —  Réciproquement, étant donné le logarithme d’une ligne trigonométrique, 
trouver l’arc correspondant en degrés et minutes.

Quand on veut obtenir un plus grand degré d’approximation pour l’arc cherché, il 
faut avoir recours à de nouvelles opérations dont les détails ne sauraient trouver place 
ici, mais sont exposés par les auteurs de tables trigonométriques en tête de leurs 
ouvrages.

Nous observerons toutefois que si, pour plus de commodité dans l’exposition des 
théories, nous avons considéré les tables centésimales, l’usage des tables sexagésimales 
est en général plus répandu ; c’est pourquoi nous supposerons dans les applications qui 
vont suivre, que les calculs s’exécutent à l’aide de ces dernières tables.

S « -  Résolution des Triangles. •— Applications des Tables 
trigonométriques.

On a vu, en Géométrie, que des six quantités qui composent un 
triangle, savoir : les trois angles et les trois côtés, trois quelconques 
étant données ( pourvu que parmi ces trois données il y ait au moins un 
côté), l’on peut toujours obtenir graphiquement les trois autres. Ac­
tuellement, nous nous proposons de traiter la même question par le 
calcul, en commençant par les triangles rectangles.

Des Triangles rectangles.

La résolution de ces triangles repose sur quelques principes que nous 
allons d’abord démontrer.

84. P remier et second principe. — Dans tout triangle rectangle, 1° le 
rayon des tables est au sinus de l’un des angles aigus, comme l’hypoténuse 
est au côté opposé à cet angle ; 2° le rayon des tables est an cosinus de l’un 
des angles aigus, cotnme l’hypoténuse est au côté de l’angle droit, adjacent 
à cet angle.

Kn effet, soit un triangle BAC ( fig. 52 ) rectangle en A. (Suivant
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les notations dont nous sommes déjà convenus n° 35. nous appellerons 
A, B, C, les trois angles, et a, b, c, les côtés respectivement opposés 
à ces angles; A sera l’angle droit et a l’hypoténuse.)

Cela posé, du point B connue centre et avec un rayon BD égal à celui 
des tables, décrivons un arc de cercle; et du point D, abaissons le sinus 
DE de l’angle B ; BE en est le cosinus.

On a évidemment les proportions

bd : de : :  bc : c.\, ou r : sinB : :  « : b ; . . .  . (i)
BD I BE BC *. BA, ou r *. cos B *.; a c ;  . . . . (2)

ce qui démontre les deux principes énoncés ci-dessus.
Comme on a B =  90° — C, il en résulte sin B =  cos C, et cos B =  sin C; 

et les deux proportions deviennent

r * cos C ”  a \ b, 
r \ sin C \\ a *. c,

lesquelles s’énoncent de la même manière, par rapport à l ’angle C.
85. N. B. — Lorsqu’on suppose r =  1, les relations (1) et (2) four­

nissent les égalités b —  a sin B, c =  a cos B, qu’on peut traduire ainsi : 
un quelconque des côtés de l’angle droit est égal à l’hypoténuse multipliée 
par le sinus de l’angle opposé à ce côté, ou par le cosinus de l’angle adjacent.

Nous aurons souvent o c c a s i o n  de rappeler les deux principes sous 
cet énoncé, qui est le plus concis.

8 6 .  T r o i s i è m e  p r i n c i p e . — Dans t o u t  t r i a n g l e  r e c t a n g l e ,  le rayon des 
tables est à la tangente de l’un des angles aigus, comme le côté de l’angle 
droit, adjacent à cet angle, est au côté opposé.

En effet, menons au point G ( fig. 52 ) la tangente GH de l’angle 
B ; on a la proportion

BG ; GH ; ;  B A 1 AC, ou r ; tang B \\ c * b ; . . . (3)

c ’est le principe énoncé.

On aurait pareillement r tangC ;;  b '. c.

87. N. B. — Soit r =  1 ; la relation (3) donne b —  c tang B, ou

tang B =  —, c ’est-à-dire que l’un des côtés de l’angle droit est égal au

second côté multiplié par la tangente de l’angle opposé au premier côté ; 
o u  b i e n  e n c o r e ,  c e  qui e s t  p l u s  c o n c i s  , la tangente de l’un des angles 
aigus est égale au côté opposé divisé par le côté adjacent.
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88. Ces principes suffisent pour la résolution de tous les cas rela­

tifs aux triangles rectangles.
P b e m i e r  c a s . —  On donne l’hypoténuse a et l’angle aigu B ; il faut 

trouver l’angle C et les côtés b, c.

On a d’abord C == 90° — B ;

ensuite, les relations (1) et (2) du n° 84 donnent, par l’emploi des 
logarithmes,

log b =  log a -j- log sin B — 1' ,

log c =  log a log cos B — 10 j

S e c o n d  c a s . —  On donne un des côtés de l ’angle droit b et l’un des 
angles B ; on demande c, a, et C.

On a premièrement C =  90° — B ;

puis les relations (1) et (3) des numéros 84 et 86 donnent, par l’emploi 
des logarithmes,

log a =  log b -{- 10 —  log sin B,

log c =  log b —|— 10 ■— log tang B.

N. B. — Les expressions 10 — log sin B, 10 — log cos B, ne 
sont autre chose que les compléments arithmétiques de log sin B et de 
log tang B, compléments que l’on peut obtenir d’après l’inspection 
seule des logarithmes.

Troisuème c a s . — On donne l’hypoténuse» et l’un des côtés de l’angle 
droit b ;  on demande B, C, et c.

On a d’abord, d’après la relation (1),

log sin B =  log b —{— 10 —  log »,* 

ensuite C =  90° — B ;

et enfin , d’après la relation (2),

log c =  log a -j- log cos B — 10.

N. B. — Si l’on voulait obtenir c directement, c’est-à-dire au 
moyen des données elles-mêmes a et b, il faudrait avoir recours à la 
relation

c2 =  a2 —  Z>2 — (a -f- />) (a — b) ,
ALG. APPt. A LA GÉOM, 7
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98 R É S O L U T I O N

qui donne, par l’emploi des logarithmes,

loge [log  (a  +  h) +  loS («  ~  h )\

On peut du moins employer cette formule à la vérification des cal­
culs.

Q u a t r i è m e  c a s . — On donne les deux côtés b, c, de l ’angle droit; on 
demande B, C, et a.

Le troisième principe (n° 86) donne d’abord

log tang B =  log b -J- 10 — log tang c ; 

on a ensuite C =  90° — B;
enfin de la relation (1) on déduit

log a —  log b -j- 10 — log sin B; 
d’ailleurs on a encore log a =  log c -f- 10 — log cos B.

89. Première remarque. — Comme les questions relatives aux trian­
gles rectangles se réduisent à celles-ci : deux des cinq quantités , 
B, C, a, b, c, étant données, trouver les trois autres, et que 5 choses

combinées 2 à 2 ou 3 à â, donnent S X i
2 ou 10 combinaisons, il s’en­

suit que cette question générale présente en apparence dix cas diffé­
rents; mais en les analysant, on reconnaît qu’ils rentrent dans les 
quatre cas que nous venons d’examiner.

En effet, il faut d’abord faire abstraction de celui où l’on donne 
les deux angles B et C , puisque, dans ce cas, le triangle est indéter­
miné; c ’est-à-dire qu’il y a une infinité de triangles ( tous semblables 
entre eux ) qui satisfont à la question.

Quant aux autres cas, ils sont compris sous deux hypothèses prin­
cipales : on donne un côté et un angle, ou bien , deux côtés.

D a n s  l a  p r e m i è r e  h y p o t h è s e ,  le côté donné peut être l’hypoténuse, ce 
qui offre les deux combinaisons : a, B | a, C, qui rentrent évidemment 
dans l’énoncé du premier cas.

Si le côté donné est un côté de l’angle droit, on a les quatre combi­
naisons : b, B | b, C | c, B | c, C, qui sont comprises dans l’énoncé du 
second cas.

D a n s  l a  d e u x i è m e  h y p o t h è s e , l’un des côtés donnés peut être Y hypo­
ténuse t ce qui donne les deux combinaisons : a , b | a, c ;  et celles-ci 
rentrent dans le troisième.

Enfin , on peut donner les deux côtés de l’angle droit, cc qui n’offre
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qu’une seulecombinaison correspondant au quatrième cas, savoir, b, c.
90. Seconde remarque. — En réfléchissant sur ces mêmes questions, 

on reconnaît facilement qu’un triangle rectangle est toujours possible 
avec les données de chacun des cas examinés n° 88, à l’exception du 
troisième. Il faut, dans ce cas, pour que le triangle soit possible, que 
le côté de l’angle droit ait une valeur numérique moindre que l’hypo­
ténuse. Si le contraire avait lieu, la construction géométrique ferait 
ressortir l’ impossibilité du triangle; or, je dis qu’il en est de même 
de la résolution par la Trigonométrie.

En effet, la formule qui donne, dans ce cas, la valeur de l’angle B,
étant log sin B =  log b -}- 10 — log a ; si l’on a b a, il s’ensuit
log b log o ;  d’où log b — log a 0 ; et par conséquent , 
log sin B 10; ce qui est impossible, puisqu’un sinus doit toujours 
être moindre que le rayon.

Dans les trois autres cas, il est aisé de voir que les formules don­
nent des valeurs toujours admissibles.

En général, les expressions

sin a r, cos a r, séc a r, eoséc a r,

ou log sin a 10 , log cos a 10, log séc a <̂  10, log coséc a 10,

sont, en Trigonométrie, des symboles d’absurdité, comme le sont en
Algèbre, les expressions telles que — a.

C’est une remarque que nous avons déjà faite dans le n° 59, où nous 
avons observé que la tangente et la cotangente n’otfrent pas de carac­
tère semblable, parce que ces lignes peuvent passer par tons les états 
de grandeur.

Un seul exemple, se rapportant au 5e cas, suffira pour mettre les commençants au 
fait de l’usage des tables (sexagésimales) pour la résolution des triangles rectangles.

Étant donnés j ® ~  ^i7 ^3 I ’ lrouver®- C, c i 

on a 1»............ log sin B =  log b -+- 10 — log a ;

log b — 1,6742179 558 ; 10" ”  508 : x
comp.log a =  7,8875291 _ i 558

d’où log sin B =  9,5617470 ’fl8° \ 6
162 
508
B =  21°22'46".

2°. . . C =  90° — B =  68o37'14".

7
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d’où

d’où

log c — log a -+- log cos B 
log a =  2,1124709 

log cos B =  9,9690334 
53

log C =  2,0815076 

C —  120,64.

Vérification.

- 1 0 ;
io  *. 82 4
82 X 4

1 0
32,8

1
log c =  -  [log (a •+-b) ■+■ log (a — b) ],
a b  z= 176,79, a — 6 =  82,33; 

log (a -+- b) =2,2474577  
log (a — b) =  1,9155581 

4,1630158 
log c — 2,0815079;

C =  120,64.

iV. B. La légère différence qui existe entre les deux valeurs obtenues pour log c 
tient à l’imperfection des tables.

Des triangles quelconques.

La résolution des triaugles quelconques repose également sur deux 
principes dont voici les démonstrations.

9 1 . Premier principe. — Dans tout triangle, les sinus des angles sont 
tntre eux respectivement comme les côtés opposés à ces angles.

Soit ABC ( fig. 58 ) un triangle acutangle ou obtusangle en C.
Du point B, abaissons la perpendiculaire BD sur le côté opposé AC, 

prolongé si cela est nécessaire.
En appliquant aux deux triangles rectangles ADB, BDC, le premier 

principe du n° 84, on a les deux proportions

r ; sin A 
r \ sin C

c
a

BD,)
BD;( d’où l’on tire BD = c sin A

r ? BD a sin C 
r 7

et par conséquent, sin A *. sin C \ \ a \ c.

Lorsque l’angle C est obtus, c’est l’angle BCD qui entre dans la se­
conde proportion; mais comme ^n° 52) deux angles supplémentaires 
l’un de l’autre ont même sinus, il en résulte sin BCD =  sin BCA =  sin C ; 
et la troisième proportion n’en subsiste pas moins.

En considérant les deux angles A , B , et abaissant du point C une 
perpendiculaire sur AB, on trouverait encore

sin A *, sin B a \ b.BIBLiOTEKA
à .
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Cette proportion et la troisième peuvent être réunies ainsi,

sin A ; sin B ; sin C \\ a \ b \ c ; . . . (1)
ce qui démontre le principe énoncé.

92. S econd  principe. — Dans tout triangle, Je carré d’un côté quelcon­
que est égal à la somme des carrés des deux autres, moins le double pro­
duit de ces deux côtés et du cosinus de l’angle opposé au premier côté. — 
( Le rayon est ici supposé égala l'unité.)

Considérons la même figure ( fig. 53 ) ; on a, d’après un théorème 
connu,

Si l’angle C était obus, on aurait d ’abord

Or, le triangle rectangle BDC donnerait CD =  a X  cos BCD; mais 
comme BCD =  180° — BCA =  180° — C, il en résulte (n° 52) 
cos BCD =  — cos C (deux angles supplémentaires l’un de l’autre 
ayant des cosinus égaux et de signes contraires ) : ainsi,

d’où l’on voit que le principe énoncé est vrai quelle que soit la nature 
de l’angle C.

Si le rayon était différent de l’unité, il faudrait le rétablir dans la 
formule ; et l’on aurait, d ’après la règle relative à l’ homogénéité,

mais c ’est principalement sous la première forme que nous ferons 
usage de cette relation.

De même que c est exprimé dans cette formule au moyen de a et b, 
on pourrait également chercher b en fonction de a et c, ou a eu fonction

ou
mais le triangle rectangle BDC donne (n°85) CD =  a cos C; donc, en 
substituant,

ou

et par conséquent.
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de b et c ; ce qui donnerait les deux nouvelles relations

f)2 =  a2 c2 — 2ac X  cos B > 
a2 =  b2 -{- c2 — 2bc X  CÜS A.

93. Avant de passer à l’examen des différents cas relatifs à la réso­
lution des triangles quelconques, commençons par en déterminer le 
nombre.

Or, comme la question générale a pour but de déterminer trois quel­
conques des six choses A , B, C, a, b, c, connaissant les trois autres, et

6 X  B X  4que 6 quantités combinées 3 à 3 donnent.—  ̂ ^— ou 20 combinai­

sons, il s’ensuit que cette question offre en apparence vingt cas diffé­
rents; mais une analyse succincte les réduit a quatre, comme nous 
allons le voir.

Nous devons d’abord faire abstraction de celui où l’on donne les 
angles A , B, C, et qui est indéterminé.

Maintenant, on peut donner
1° — Un côté et deux angles, ce qui offre les neuf combinaisons :

a, A, B,
a, A, c,
a, B, c, b, A , B, 

b, A, C,
b, B , C,

c, A, B, \
c, A, C, J 
c, B, C. )

11 est d’ailleurs indifférent que les deux angles donnés soient A et B, 
A et C, ou B et C, puisque la relation A -J- B -j- C =  180°, fait con­
naître immédiatement le troisième. Il suffit seulement que la somme 
des deux angles soit donnée moindre que 180°;

2° — Deux côtés et l’angle opposé à l’un de ces côtés j ce qui présente 
six combinaisons :

( a, b , A , a, c , A , 
a, b , B, a , c , C,

b, c , B , )  
b, c ,  C; )

et les calculs effectués pour l’une d’elles doivent s’appliquer aux cinq 
autres ;

3° — Deux côtés et Vangle compris ;  ce qui donne les trois combinai­
sons : a , b, C | a, c,  B | 6, c , A ;

•4° — Enfin, les trois côtés;  ce dernier cas n’offre qu’une seule com­
binaison.

On a donc en tout 19 combinaisons, qui se réduisent à quatre cas 
différents.

94 . Premier c a s .  — On donne un côté a et deux angles A et B, il fau t 
trouver C , b, cl c.
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On a d’abord pour l’angle C , C =  180° — ( A -f- B).
Ensuite, les proportions sin A sin B *. ; a b 

et sin A ; sin C ”  a \ c,

donnent log b =  log a -|- log sin B — log sin A,
et log c =  log a log sin C — log sin A ;
ees formules font connaître log b, log c, et par suite b, c.

95. Second cas. — Etant donnés deux côtés a , b, et l’angle A opposé à 
l'un d’eux, trouver B, C , et c.

On obtient d’abord l’angle B par la proportion
sin A ; sin B *. \ a b,

qui donne log sin B =  log sin A log b — log a.

Connaissant les deux angles A et B, on en déduit

C =  180° — (A - f  B ), 

puis, pour déterminer c, l’on a

log c =  log a -f- log sin C — log sin A.

Discussion. —  Ce second cas offre diverses circonstances qu’il est 
important d’examiner.

Comme l’angle B est ici déterminé par son sinus, et que deux angles 
supplémentaires l’un de l’autre ont même sinus, il s’ensuit que, log sin B 
étant calculé d’après la formule ci-de9sus, on peut prendre pour valeur 
correspondante de l’angle cherché, soit l’angle aigu B qui se trouve 
dans la table, soit son supplément 180° — B.

Ces deux valeurs étant transportées dans les formules qui donnent 
C et c , fourniront également deux valeurs pour chacune de ces gran­
deurs. D’où l’on voit que la question est, en général, susceptible de 
deux solutions.

En effet, la construction géométrique donne lieu aux deux triangles 
ABC, AB'C ( fig. 5-4 ), dont l’un est acutangle en B, et l’autre obtus- 
angle en B'.

L’indétermination cesse lorsqu’on sait d’avance de quelle espèce est 
l’angle inconnu B, c ’est-à-dire s’il est aigu ou obtus. Dans le premier 
cas, ou prend pour valeur correspondante à log sin B, l’angle aigu de la 
table; e t , dans le second cas, on prend son supplément.

Il n’y a d’ailleurs qu’une solution dans deux circonstances princi­
pales :
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1° Lorsque l'angle A étant aigu, on donne a b; car alors, comme 
au plus grand côté doit être opposé le plus grand angle, il est clair 
qu’on doit avoir A B : on ne peut dono prendre pour B, que l’angle 
aigu de la table ;

2° Lorsque l’angle A est obtus; car, dans ce cas, B ne peut être qu’un 
angle aigu.

Enfin, il est deux autres circonstances particulières où la question 
n’est susceptible que d’une solution, ou n’en admet aucune. C’est lors­
qu’on trouve pour log sin B,

log sin B =  10, ou log sin B 10.

Pour savoir si cela peut arriver, et quand cela arrive, revenons sur 
la construction géométrique ( fig. 54 ).

Il peut se faire que l’arc de cercle décrit du point C comme centre, 
qui rencontre généralement AX en deux points, ne fasse que toucher 
cette droite.

Dans ce cas, les deux triangles ABC, AB'C se réduisent au seul 
triangle rectangle ADC. Tâchons d ’exprimer algébriquement cette 
condition. On doit avoir évidemment CB ou a =  CD.

Mais le triangle rectangle ADC donne ( n° 84)

Cl) =  -i s i l l A . 
r

La relation précédente devient donc
b sin A b sin Aa — ---------- . ou ----------- =  r.

r a
Ainsi,

log b -}- log sin A — log a, ou log sin B =  log r =  10.

D’où l’on voit qu’on parvient à log sin B =  10, lorsqu’on suppose
, . , , » , , • b sin A , .entre les données a, b, A , la relation a — ---------- ; ou , géométrique-

r
vient, lorsque le côté a est égal à la perpendiculaire abaissée du point 
C sur AX.

Enfin , on peut avoir
. b sin A b sin A .

a <  ---------- -, ou ----------->  r ;
a a

il en résulte log b -{- log sin A — log a ou log sin B 10.
C’est le cas où l’arc de cercle n ’atteint pas la droite AX ( fig. 54 ), 

puisque alors o n a a < (  CD.
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96 . Troisième c a s . — Etant donnés deux côtés a, b, et l'angle compris C, 
trouver A, B, et c.

On ne peut, pour ce cas, faire immédiatement usage du 1er principe, 
parce que la relation (1) n’existant qu’entre les éléments opposés du 
triangle, on aurait toujours deux inconnues dans chacune des propor­
tions qu’elle fournit. Cependant, ce principe, combiné avec la propo­
sition du n° 76, donne lieu à une formule qui fait connaître en même 
temps les deux angles A et B.

DES TRIANGLES QUELCONQUES. 1 0 5

Cela posé, comme l’angle C est donné, et qu’on a d’ailleurs

ce qui fera connaître

deux nombres connus de degrés ; on obtient,

En effet, la proportion

donne
m ais,

par addition, 

et par soustraction, 

Connaissant les angles

et par suite

il en résulte que les trois premiers termes de la dernière proportion sont 
connus ; ainsi le -4e terme pourra s’obtenir à l’aide de la formule loga­
rithmique ,
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ou log c =  log b -}- log sin C — log siu B.

97. Discussion. — La construction d ’un triangle dans lequol on 
donne deux côtés et l’angle compris, est toujours possible ; et en effet, 
la formule principale d ’où dépend, dans ce cas, la détermination des 
angles A et B, renferme une tangente comme inconnue; et l ’on sait 
qu’une tangente peut passer par tous les états de grandeur.

Dans le cas particulier de a — b, la proportion qui sert à déterminer

tang — (A  — B) donne
2

t a ü g i ( A - B )  = 0 ,  d’où I ( A _ B ) = n  =  0 ;

1ce qui donne A == B =  m =  90° —  — C ;
2

et cela doit être puisque le triangle est isocèle. 
Quant à la valeur de c, comme on a

a sin C 
c = — — — , sin A

et que 

puis

il en résulte

sin C =  2sin C cos C (n° 63),
2 2

sin A =  sin ( 90° — — C ) =  cos C, 
2 2

c =  2a sin -̂C.
2

C’est ce qu’indique la figure correspondant à ce cas particulier. 
Soit ACB ( fig. 55 ) un triangle isocèle, dans lequel BC =  AC , ou 
a —  b ; il en résulte A =  B; et si l’on abaisse la perpendiculaire CD , 
on a

DCB =  DCA =  JLC, d’où A =  B =  90° — C.
2 2

D’ailleurs le triangle rectangle ADC donne ( n° 85)

BD , ou i  c =  BC . sin BCD =  a . sin C ;
2 2

c =  la  sin — C .d o n c

www.rcin.org.pl



UES TRIANGLES QUELCONQUES. 107

98. T r o i s i è m e  c a s  bis. — Quoique la méthode qui vient d’être expo­
sée pour résoudre le troisième cas, suit très-simple, nous croyons devoir 
en faire connaître une seconde, qui consiste à déterminer d’abord le 
3e côté c en fonction des données, et à en déduire ensuite les angles, 
parce qu’elle donne lieu à des transformations trigonométriques que 
les jeunes gens ne sauraient se rendre trop familières.

La formule du n° 92 donne c — [ /  a2 -{- b2 —  lab cos C, et fait 
connaître immédiatement c en fonction des données a, b, C. A. la vé­

rité, cette valeur, dans son état actuel, ne se prête pas à l’emploi des 
logarithmes; mais on peut lui faire subir une transformation ayant 
pour objet de la ramener à une autre qui ne contienne que des sym­
boles de multiplication, division, et extraction de racine, effectuées 
sur des nombres donnés à priori, ou dont on peut obtenir les résultats 
par de simples additions et soustractions.

De toutes les transformations susceptibles de conduire à ce bu t, la 
suivante est sans contredit la plus simple et la plus élégante :

Comme on a les relations

il s’ensuit que l’égalité

peut se mettre sous la forme

expression qui revient aux suivantes :

Posons maintenant

il en résulte
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et la valeur de c devient enfin

(a — b) cos -  C c =  --------------------- .COS f

D’où l ’on voit que c s’obtiendrait aisément par logarithmes si l’on 
connaissait l’angle f . Or l’expression de tang <p, établie plus haut, 
peut être elle-même calculée par logarithmes, et donne

log tang <p =  log ( a -|- b ) -\- log tang C -J- C . log (a — b).

L’angle y étant ainsi déterminé, on a ensuite

log c =  log [a — h) -j- log cos i  C -f- C . log cos f  ; 

connaissant c, l’on obtient les angles A, B, parles formules

log sin A =  log a -j- log sin C —  log c, 
log sin B =  log b -]- log sin C — log c ;

et si les calculs de cette méthode ont été exacts, les trois angles A, 
B, C, doivent satisfaire à la relation

A -j- B +  C =  180°.

Nous observerons, à cette occasion, que cette même relation ne sau­
rait servir à vérifier les calculs de la première méthode, parce que les 
angles A at B n’ont pas été déterminés indépendamment l’un de 
l’autre, mais au moyen des relations

•HA — B ) =  n, - j ( A - f - B ) = m  =  90° — fC ,  

dont la dernière n’est autre chose que la relation 

A - f  B -f- C =  180°.

Ainsi, quand bien même on aurait commis une erreur en détermi­
nant n ( opération qui constitue le calcul principal de la méthode), les 
angles A, B, C, n’en vérifieraient pas moins cette relation.

En effet, les deux expressions

A =  90° — f  C -f- n, B =  90° — j  C — n, 

donnent, par leur addition ,

A-|- B =  180* — C, ou A +  B -}- C =  180, 

que n soit exact ou inexact.
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JV. B. — Quoique la première méthode soit plus simple que la se­
conde, celle-ci a toutefois un avantage, c ’est de présenter immédiate­
ment un moyen de vérification.

Au reste, rien 11’empèche, dans la seconde méthode, de s’arrêter à 
la valeur de c, seulement pour vérifier les calculs^de la première.

99. Voyous ce que deviennent les formules de la seconde méthode, dans le cas par­
ticulier de a — b.

( a -H b ) tang 1 C
D’abord, la formule tang ® =  ----------------------—

a — b

2a tang -  C
devient tang a — ■ =  CO

et puisque tang </> est infini, l’angle f  est droit, ce qui donne cos y =  0 ; et par consé-
. 0 quent c = —.

Pour interpréter ce résultat, il faut remarquer qu’afin de rendre la valeur de c cal­
culable par logarithmes, ou a été conduit à multiplier et à diviser celte valeur par

0
(a — b ) cos i. C j il n’est donc pas surprenant qu’elle se réduise à “ par la supposi­

tion a — b.
Si l’on veut obtenir la vraie valeur de c, il faut remonter à l’expression

c =  j / (  a — b Y cos2 i C  +  (a +  b)2 sin21 C, 

laquelle, dans l’hypothèse de a =  b, se réduit à

c —  j / 4 a 2 sin2 C =  2a sin ± C,

comme on l’a trouvé no 97 par la première mélhode.

100. Quatrième et dernier cas, — Etant donnés les trois côtés a, h, c, 
déterminer les angles A, 9, C.

Les trois formules du second principe (n° 92) donnent

cos A = b2 -J-c2— a’
2  bc -, COS 9 :

a9 4- c2 —  E1 „ a 2 -J- b1 — c2 
■ — 1------------- -, cosL  = --------------------

2 ac 2ab

mais comme ces expressions ne sont pas calculables par logarithmes, 
il faut tâcher de les remplacer par d’autres qui satisfassent à cette 
condition.

Considérons en particulier la première, et ajoutons l’unité aux deux 
membres - il vient

1 cos A = (*+<>)■
2  bc

a'2 __  ( 6 - [ - c - j - a ) ( 6 - | - c  —  a)

2bc

expression dont le second membre est déjàcalculable par logarithmes.
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110 RÉSOLUTION

D’un aulre côté, l’on a (u° 65)

donc

formule logarithmique qui fera connaître l’angle A par le cosinus de 
sa moitié.

On peut encore lui faire subir une légère simplification en posant

ce qui donne

ou réduisant ,

M c

[La supposition de a -4- b •+• c =  2p fait disparaître le facteur 4; et par consé­
quent , dans les applications, on aura un logarithme de moins à chercher].

En opérant de même sur les valeurs de cos B, cos C, on trouverait

En effet, pour rendre

multiplier la quantité sous le radical par r2; ce,qui donne

d’où , en appliquant les logarithmes,

En appliquant les logarithmes à la première, on obtient

N. B.  — Quoiqu’on ait pris deux compléments, cette dernière expression, telle
1

qu’elle est, n’en donne pas moins la vraie valeur de log cos— A, c’est-à-dire celle des 

tables, qui correspond à r =  10“>.

homogène, on doit ( n« 50 )

résultat identique avec le précédent.

www.rcin.org.pl



DES TRIANGLES QUELCONQUES. 111

Comme les angles A , B,C, sont déterminés indépendamment les uns 
des autres,ils’ensuit qu’on peut employer la relation A —J— B—}— C =  180°, 
pour la vérification des calculs.

101. Discussion. — Reprenons la formule

et observons que l ’angle — A étant calculé par le moyen de son cosi-

nus, sa détermination dépend de deux conditions : il faut 1° —  que 
la quantité sous le radical soit positive ; 2° — que cette quantité soit 
moindre que l’unité ( puisqu’on a supposé r —  1 ). Ainsi l’on doit avoir

La première condition se réduit à

Le seconde devient

ou

condition qui se décompose en deux autres, savoir :

ou bien

Ainsi, pour que le triangle soit possible, il faut que l ’on ait

Quand une de ces relations subsiste en sens contraire, on en est averti 

par cette circonstance que cos — A est imaginaire ou plus grand que 1.

Quand l’une d’elles se change en une égalité, on a alors cos — A =  0,
A

d’où-L A =  90", et A =  180°; c ’est-à-dire que le triangle se réduit 
À

dans ce cas particulier à une ligne droite.
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102. Les angles A , B, C, peuvent encore être déterminé^ soit par 
le sinus, soit par la tangente de leur moitié.

; d’où, substi­

tuant à la place de cos A sa valeur

Cette formule est tout aussi simple que celle qui donne cos — A , et
2

a l’avantage d’être plus symétrique; mais nous avons préféré faire 
connaître d’abord celle-ci, parce qu’elle se prête plus facilement à la 
discussion.

On obtiendrait pareillement

D’abord, on a

o u , posant comme précédemment

En second lieu, on a ( n° 73) 

d’où, remplaçant cos A par sa valeur.

ou bien encore

On aurait pareillement
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Ces nouvelles formules sont beaucoup plus avantageuses dans les

applications, que celles qui donnent sia — A et cos — A, parce que l’on
2 2

n’a besoin de chercher dans les tables que les quatre logarithmes log p, 
log ( P — « ) ,  log (p  — b ), log ( p — c), tandis que pour le sinus 
ou le cosinus, il faut en chercher six.

103. Voici d’ailleurs un tableau de toutes les formules relatives à la 
résolution des triangles, soit rectangles, soit obliquangles.

DES TRIANGLES QUELCONQUES. 1 1 3

TABLEAU

Des Formules relatives à la résolution des triangles, avec Vindication 
des numéros d’où on les a tirées.

Triangles rectangles.

Triangles quelconques.

Étant donmés . .  trouver

Al.CU. APPL. A LA GÉOM.

Étant donnés • . trouver
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114
Etant donnés . . trouver

RÉSOLUTION

[Ce second cas admet, en général, deux solutions, j
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UES TRIA1SGI.ES ÿUEECONQÜES.

Etaail donnés . . trouver
1 1 5

(103) 3e méthode

104. L’application des formules relatives au premier et au second 
cas, n’oftrant aucune difficulté, nous nous bornerons à traiter ici un 
exemple de chacun des deux derniers.

3e CAS.

Les formules à employer sont :

Opérations préliminaires.

Calcul de A et de B.
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l i e RÉSOLUTION

donc

VÉRIFICATION. Calcul direct du côté c.

Les formules à employer sont :

Calcul du côté c.

comme ci-dessus.

Autre question.

Étant donnés trouver A, B, C.

Les formules à employer sont :

Opérations préliminaires.
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DES TRIANGLES QUELCONQUES. 1 1 7

A u t r e s  p r o p o s i t i o n s  sur la résolution des triangles.

105. Reprenons les trois formules (lu n° 92, savoir;

et observons que, puisqu’elles renferment les six quantités a, b, c, A, B, C, il doit être, 
en général, possible de déterminer, à l’aide de ces équations, trois quelconques d’entre 
elles, connaissant les trois autres. La résolution de tous les cas relatifs aux triangles 
quelconques est donc comprise dans ces formules; et s i , pour les deux premiers cas, 
on a fait usage du premier principe, c’est parce que l’emploi des formules qui s’y rap­
portent est plus commode pour les calculs.

Au reste, il est facile de reconnaître que ce premier principe se trouve implicite­
ment renfermé dans les formules (1).

En effet, on déduit de la première

Calcul de A. Calcul de B.
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ou, effectuant le» calculs et réduisant,

1 1 8  /UITRES PROPOSITION

sin A = —{—I/  ïa2b2 -+- 2a2c2 -+- 262c* — a4 — 64 — <*4.26c

Soient divisés les deux membres de cette égalité par a ; il vient

sin A 1 . / ------——--------- — --------------------------------------
------- ---- .—7— V  %a2b2 -+- 2a2c2 -+- Hb2c2 — a i — 64 — c4,a labc 7

égalité dont le second membre est symétrique en a, b, c; d’où il suit qu’en désignant 
par k ce second membre, on trouverait de même, en changeant A, a, en B, b, et réci­
proquement, puis en C ,c, et réciproquement,

sin B , smC
— -—  =  k  et ------ =  A;

b c

donc
sin A __sin B

a b

sin C 
c

ou sin A * sin B sin G a * 6 * c.

1 06. Pour faire ressortir davantage toute la généralité des formules (1), nous allons 
nous proposer de déterminer les côtés a, 6, c ,  connaissant les angles A, B, C.

Nous devons reconnaître que la question est indéterminée, mais que les côtés a , 
b, c, sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

Ajoutons d’abord ces formules deux à deux ; il vient

a2 b2 =  a2 -+- b7 -+■ 2c2 — 26c cos A — 2ac cos B ,
a2 c2 =  a2 -+■ c2 -+- 262 26c cos A —  2a6 cos C ,
b2 C2 — b2 -+- C2 2a1 — 2ac cos B —  2a6 cos C,

équations qui peuvent remplacer les précédentes.
Or, si l’on réduit et qu’ on supprime respectivement les facteurs 2c, 26, 2a, ces équa­

tions deviennent

0 =  c  — 6 cos A — a cos B,
0 = 6  — c cos A — a cos C,
0 =  a — c cos B —  6 cos C,

résultats dans lesquels les inconnues a, 6, c , ne sont plus qu’au premier degré.
[On peut trouver facilement ces résultats par la Géométrie. On a évidemment

AC ou 6 — - AD -t- DC ( fig. 53 ) j

mais les deux triangles rectangles ADB, BDC donnent (n» 85) :

AD =  AB cos A =  c cos A, DC =  BC cos C =  a cos C ;

donc 6 =  c cos A +  a cos C, ou 6 — c cos A — a cos C =  0;

c’est le second des deux résultats ci-dessus.]
Afin de mettre les inconnues en évidence, et de comparer plus aisément ces résultats 

aux équations du 1 er degré à trois inconnues, nous remplacerons a, b, c , par x, y ,  z.
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SUR LA RÉSOLUTION DES TRIANGLES. 1 1 9
On aura, en ordonnant,

puis a — cos B, b =  cos A, c =  — 1 i
a’ — cos c, b' =  -  1, c' =  cos A ;
a "  = 1, b" =  —  cos C, c " =  — cos B.

Or, on a vu ( Alg. chap. II, n° 78, 7« édition ) que, lorsqu’on suppose nulles à la 

fois les quantités d, d’ ,d " , les expressions de x , y } z , sont nulles ou delà forme — , 

suivant que le dénominateur

équations qui, comparées aux formules

donnent

est différent de 0 ou égal à 0.
Cela posé, je dis que, dans la circonstance où nous nous trouvons , ce dénominateur 

est nul.
En effet, si l’on y substitue à la place de a, b, c, a', b'.... les valeurs ci-dessus, on 

trouve qu’il se réduit à

mais la relation

d’où

ou , développant cos ( B -H C ) par la formule connue,

ou bien encore,

Élevant les deux membres au carré, et remplaçant sin1 B, sin2 C, par leurs valeurs 
1 — cosa B, 1 — cos2 C, on obtient

ou , effectuant les calculs et réduisant,

On voit dono que le dénominateur ci-dessus est nul, et que par conséquent, x , y , z, 
ou a, b, c , sont de la f o r me A i n s i ,  la question est indéterminée. Mais on peut,

conformément à ce qui a été dit en Algèbre (n° 78). déterminer les rapports de ces 
inconnues en fonction des données A , B , C.
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12 0 AUTRES PROPOSITIONS

I.es équations (2) peuvent se mettre sous la forme

cos B x -I- cos A

t> 
N il

eos C
x — 1 . y  _

Z
cos A

1 X

Z
— cos C . y. — =  cos 

Z
B.

Multiplions la seconde de ces équations par cos A, et ajoutons la première à la se­
conde ainsi multipliée; il vient

d’où

OC
( cos B -+- cos A cos C ) — =  1 — cos3 A ; 

x  1 — cos3 A
2 cos B -4- cos A cos C ’ 

mais on a 1 — cos3 A =  sin3 A, et cos (A -+- C) =  — cos B;

d’où 

ou

donc enfin, 

c’est-à-dire,

cos A cos C — sin A sin C =  — cos B ,
/cos B -+- cos A cos C =  sin A sin C; 

x  sin2 A sin A
sin A sin C 

sin A

sin C

sin C ‘ 

sin B
On trouverait également — =

c sin C

Nous retombons ainsi sur le principe du n» 91.

Aire d'un triangle en fonction des données relatives à chacun des 
quatre cas de la résolution des Triangles.

107. — lo Nous avons déjà obtenu (n» 35) la formule

S =  1 / p (p — a) (p — b) (p — c)

et cette expression donne l’aire d’un triangle quand on connaît les trois côtés.
2° — Considérons maintenant un triangle quelconque ABC ( fig. 53 ) ; etdu point B 

abaissons la perpendiculaire BD.

On a S =  ~  AC X BD =  ~  b X BD ;

mais le triangle rectangle ABD donne ( n» 84)
BD =  BA . sin A =  c sin A;

donc S sin A ;

ce qui prouve que l'aire d’un triangle est égale à la moitié du produit de deux des 
côtés par le sinus de l’angle compris.

[Nous aurons souvent occasion de faire usage de cette expression de S.]
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108. N. B. — Si l’on égale entre elles les deux valeurs précédentes de S, on en 
déduit

- i  bc . sin A =  \ /p  (p — a) (p — b ) (p — c );  

d’où sin A =  j f i /  P (P — a) (p — A) (p — c );

et cette formule donne le moyen de calculer chacun des angles d’un triangle par son 
sinus, quand on connaît les trois côtés; mais elle n’est pas à beaucoup près aussi simple 

1 1 1
que celles qui déterminent sin — A, cos —A, tang— A, puisqu’elle entraîne la re­

cherche de sept logarithmes au lieu de quatre pour chacun des trois angles.
Au reste, on parvient encore à cette formule, soit en partant de la relation

1 1  . 1 1  
sin 2A =  2sin— A cos — A , et substituant pour s in — A, cos— A, leurs valeurs

obtenues nos ioo et 102, soit au moyen de la relation sin A =  | / l  — cos2 A, et
bi -4- ci — ai

y remplaçant cos A par sa valeur--------- ------------ .

[ Nous engageons les élèves à faire ce dernier calcul.]
1 0 9 . . . .  5° — Supposons actuellement que l ’on donne deux côtés a, b, et l’angle A 

opposé à l’un d’eux.
1

On a d’abord ( n° 107). . . . S =  — bc . sin A ;

mais la relation a 2 =  b3 -f- c2 — 2bc cos A obtenue n° 92 , peut se mettre 
sous la forme

c2 — 2b cos A . c =  a3 — b2, 
équation qui, résolue par rapport à c , donne

c — b cos A rfc: [/b2 cos2 A -+- a2 — A2 =  b cos A d t j / a 2 — A2 sin2 A. 
Portant cette valeur dans l’expression de S, on obtient

I ____________
S =  -  b sin A (A cos A dr j / a2 — A2 sin2 A).

Mais cette formule n’est pas, comme les autres, immédiatement calculable par loga­
rithmes ; et nous ne nous arrêterons pas à la rendre telle. Toutefois, nous remarque­
rons que l’on a , dans ce cas, deux valeurs pour S, parce qu’en effet on a vu (n° 95) 
qu’il existe en général deux triangles qui ont pour données a, b, A ( fig. 54 ).

Pour que ces valeurs soient réelles, il faut que l’on ait

a p> A sm A, ou plutôt, a -----------;

c’est-à-dire CB, ou CB', la perpendiculaire CD.
110 . . . .  — Supposons enfin que l’on donne un côté c et les deux angles adja­

cents A, B ( fig. 55 ).

On a d’abord
1

S =  -  c . CD; 
2 ’
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et il s’agit de calculer la hauteur CD en fonction de c et des angles A, B. Or le triangle 
rectangle CAD donne

CD =  b sin A ;

d’un autre côté, de la proportion sin B * sin C * * b ; c, l’on déduit

 ̂ _ c sin B __ c sin B
sin C sin (A -4-  B)

[à cause de C =  180° — (A -+- B), d’où sin C =  sin (A -+- B)];

donc

et par conséquent

_ c sin A . sin B
 ̂ sin (A -+- B )’

_  1 sin A . sin B 
2 C sin (A -1- B) ’

expression calculable par logarithmes.

N. B. — Nous remarquerons ici que le résultat
c sin A . sin B 

sin (A -4- B) ’ qu’on

vient d’obtenir, donne le moyen de résoudre la question (n° 45) qui a servi d’intro­
duction à la trigonométrie, et qui avait pour objet de calculer la hauteur d'un 
triangle, connaissant la base AB, et les deux angles adjacents.

Applications de la Trigonométrie au levé des plans.

111. P r e m i e r  e x e m p l e .  — On demande la hauteur d’une tour AB, du pied de 
laquelle on peut approcher.

On commence par mesurer sur le terrain , supposé de niveau ou perpendiculaire 
à AB ( fig. 56 ), une base AD qui ne soit ni trop grande ni trop petite par rapport à 
la hauteur cherchée; puis au point D, à l’aide d’un instrument ( un graphomètre, par 
exemple), on mesure l’angle ECB que forme avec l’horizontale EC le rayon visuel dirigé 
du point C au sommet de la tour.

On connaît ainsi dans le triangle rectangle BEC, l’un des côtés de l’angle droit EC, 
et l’un des angles aigus ECB; ainsi (n° 8 8 ) l’on peut déterminer BE d’après la 
formule

log BE =  log EC -4- log tang ECB — 10.

Connaissant BE, il faut, pour avoir la véritable hauteur de l’édifice, ajouter à BE la 
hauteur CD de l’instrument.

Second exemple. — Déterminer-la distance AB d’un point A où l’on est placé} 
à un objet B visible, mais inaccessible, parce que les deux points sont séparés par 
une rivière.

On mesure d’abord sur le terrain une base AC ( fig. 57 ) ,  telle qu’en dirigeant de 
ses deux extrémités des rayons visuels AB et CB, les angles BAC, ACB, ne diffèrent pas 
trop de 45«. Après avoir mesuré ces angles, on résout le triangle ABC dans lequel on 
connaît un côté et deux angles ; et l’on a

log AB =  log AC -4- log sin ACB — log sin ABC.

Remarque. — Si, dans le premier exemple, on supposait que le pied de l’édifice fût
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visible, mais inaccessible, on déterminerait AD ou EC ( fig. 56 ) ,  comme dans le 
second exemple ; et la question serait ramenée au cas où le pied est accessible.

T roisième exemple. — On demande la distance CD de deux objets visibles, mais 
inaccessibles, comme étant séparés par une rivière, du lieu où l’on est placé.

Après avoir mesuré une base AF ( fig. 58 ) qui ne soit ni trop grande ni trop petite 
par rapport à CD, on dirige, à l’aide d’un instrument, des rayons visuels AC, AD, 
et BC, BD; puis on mesure les angles CAB, DAB, et DBA, CBA.

On calculera alors, comme dans l’exemple précédent, le côté AC du triangle ABC et 
le côté AD du triangle A BD, puisque l’on connaît, dans chacun de ces triangles, un 
côté AB et les angles adjacents.

On a d’ailleurs CAD =  CAB — DAB; ainsi, dans le triangle CAD, l’on connaîtra 
les deux côtés CA, AD, et l’angle compris CAD ; dès lors on pourra calculer le 5« côté CD, 
d’après l’une des deux méthodes relatives au 3e cas d’un triangle quelconque.

Nous ne nous arrêterons pas à des applications particulières de ces questions, parce 
que les exemples que nous avons donnés précédemment suffisent pour mettre au fait de 
ces sortes de calculs; mais nous terminerons par une question assez importante, qui 
nous fournira une nouvelle occasion d’appliquer quelques-unes des formules trigono 
métriques.

112. Quatrième exemple. — Trois points A, B, C ( fig. 59 ) , étant donnés sur 
la carte d’un pays, on propose de déterminer la position d’un 4e point M, d’où 
l’on aurait mesuré les angles AMC, CMB (les quatre points sont supposés sur uu 
même plan).

On peut d’abord donner de ce problème une solution purement géométrique.
Décrivez sur AC un segment de cercle capable de l’angle donné AMC, et suréX, 

un second segment capable de l'angle donné CMB.
Comme il n’y a que les points du premier pour lesquels les rayons visuels menés aux 

deux points A et C puissent former entre eux le premier angle donné, et que la même 
chose a lieu pour le second segment, il s’ensuit que le point cherché se trouvera à 
l’intersection de ces deux segments.

Mais on demande la solution par le calcul.
Appelons a, b, c, les trois côtés du triangle ABC, et posons

AMC =  a, CMB =  fi.

I" Puisque les trois points A, B, C, sont donnés de position, on connaît les grandeurs 
de a, b, c ; dès lors on peut obtenir par l’une des formules relatives au 4e cas de la 
résolution des triangles, la valeur de l’angle AC B que nous désignerons par C.

2° On connaît, par hypothèse, les angles AMC =  «, CMB =  fi, et par conséquent, 
leur somme AMB, ou a. -+- fi. Mais, dans le quadrilatère AMBC , la somme des angles 
est égale à 400» ;

donc MAC -+- MBC == 360» — (C -4-  a fi),

,, . MAC MBC C —f- oc —H fin ’ n n ----------------------------- —  iQ n n  _________________  ' .

SU H LA RÉSOLUTION DES TRlANGLtS. 1 2 3

ainsi, la demi-somme des angles MAC, MBC est connue.
3° Pour avoir leur différence, désignons MAC par x  et MBC par y ;  les deux triangles
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AMC, CMB, donnent ( n° 91)

MC * AC * * sin x  ' sin * 
MC * CB ** sin^” * sin/3

. sin a? a sin «donc --------  =  -----------  =
sin y  b sin fi

} d’où MC = b sin x  
sin « * MC =

sin fi

en posant et calculant b' b sin 6
sin u.

De cette équation qui renferme deux inconnues, l’on déduit

Mais on a(n® 96)

sin x  -f- sin y
sin x  — sin y

sin x  -f- sin y
sin x  — sin y

a ■+- b' 
a — br  

1
lang ~  (x  •+- y )

ï
tang -  (x  — y )

Donc
a — b'

tang — ( x  -h y )  
—  -, 

tang -  ( x  — y )

Cette formule fera connaître tang — ( x  — y ) ,  dès qu’on aura obtenu la valeur de b'

. . .. , ,  b sin fipar la relation b =  — :-------, qui donne
sin a

log b' =  log b -+- log sin fi — log sin «.

Soient maintenant —■ (x  -f- y )  =  1 8 0 ° ------------------------— m,M Z

l ( x  — y )  =  n;

il en résulte x  =  m -+- n et y  =  m — n.
4° Connaissant les deux angles M\C, MBC, on pourra calculer les lignes AM, CM, 

BM, puisque dans chacun des triangles AMC, CMB, l’on connaît un côté et deux 
angles.

113. Scol i e  g é n é r a l . — Nous avons déjà observé (n° 34) que, dans 
la résolution des problèmes de Géométrie par le secours de l’Algèbre, 
on devait, en général, préférer le calcul numérique des résultats aux 
constructions géométriques, dont le plus ou le moins d’exactitude 
dépend du degré de perfection des instruments et de l’adresse de 
celui qui opère, tandis que l’exactitude du calcul n’a d’autres bornes 
que celles qu’on veut lui assigner. Cependant les tables trigonométri- 
ques employées d’après les seuls principes qui ont été précédemment 
exposés, ne donnent pas toujours le degré d’exactitude qu’on désire 
obtenir ; mais il existe des moyens d’augmenter cette précision, qui sc 
trouvent développés dans toutes les tables dont on se sert ordinaire­
ment.
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TRIGONOMÉTRIE SPnÉRIQUB. m

APPENDICE AU CHAPITRE IL

Trigonométrie sphérique.
(

114. Introduction. — Nous avons cru devoir placer ici un précis de la trigono­
métrie sphérique, non à cause de son utilité immédiate, puisque nous n’aurons à faire 
usage des formules qui s’y rapportent, que dans la troisième section de cet ouvrage , 
mais parce que les élèves étant exercés à la recherche des formules de la trigonomé­
trie rectiligne, entendront plus aisément la détermination de nouvelles formules qui 
ont beaucoup d’analogie avec celles-là.

Les seules propositions sur les triangles sphériques, que nous admettrons comme 
déjà démontrées, sont les suivantes :

Dans tout triangle sphérique formé par trois arcs de grand cercle,
lo — Un côté quelconque est moindre que la somme des deux autres;
2° — Le plus grand côté est opposé au plus grand angle, et réciproquement ;
5» — La somme des trois côtés est moindre que la circonférence entière 

{ ou 560° ) ;
4° — La somme des trois angles est plus grande que deux angles droits et 

moindre que six *.
Ces propositions suffisent pour l'objet que nous nous proposons, et qui consiste uni­

quement dans la résolution des triangles, c’est-à-dire dans la détermination par le 
calcul, de trois des six éléments qui constituent un triangle ( les côtés et les angles ) ,  
quand on connaît les trois autres. La marche que nous suivrons d’ailleurs dans l’expo­
sition des principes relatifs à cette résolution, sera la même que pour les triangles 
rectilignes , c’est-à-dire que nous traiterons successivement des triangles sphériques 
rectangles, puis des triangles sphériques obliquangles.

DES TRIANGLES SPHÉRIQUES RECTANGLES.

115. Observation préliminaire. — Quoique, dans un triangle sphérique, il puisse 
arriver que les trois angles A, B, C, soient droits à la fois (ce qui aurait lieu si les 
plans qui déterminent les trois arcs de grand cercle étaient perpendiculaires entre eux), 
il est inutile déconsidérer le cas où le triangle renferme deux ou trois angles droits.

Car, supposons, par exemple, que les deux angles A et B ( fig. 60 ) soient droits, 
les deux plans AOC, AOB, sont perpendiculaires entre eux; et il en est de même des 
deux plans COB, AOB. Donc les angles rectilignes COA, COB , sont droits ; c’est-à-dire 
que les côtés a, b, sont chacun de 90° ainsi que les angles A , B ; d’ailleurs l’angle 
sphérique C se mesure par l’angle rectiligne AOB ou par le côté c.

Si les trois angles A, B, C, sont droits, les rayons OA, OB, OC, sont perpendiculaires 
entre eux ; et les côtés a, b, c, sont chacun de 90°.

Ainsi, dans l’un et l’autre cas, il n’y a aucune question à résoudre.
116. Soit donc BAC ( fig. 61 ) un.triangle sphérique rectangle en A. Lesdeux autres

Voir pour les démonstrations de ces propositions, les traités de géométrie connus.
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angles B, C, sonl à la fois plus petits ou plus grands que 90°, ou bien, l’un plus petit, 
l’autre plus grand que 90° ; et on les appelle, pour cette raison , angles obliques.

Pour être en mesure de résoudre un triangle sphérique rectangle, il suffit évidemment 
d’avoir une relation entre trois quelconques des cinq quantités a, b, c, B, C, ce qui 
présente dix combinaisons dont six principales, savoir :

Une relation entre a, b, c : ....... [ cette relation est unique],
a, b, B, ou a, c, C,
a , c, B, ou a, b, C,
b, c, B, ou b} c, C,
a, B, C...... [cette relation est unique],
b, B, G, ou c, B, C.

Déterminons successivement ces relations.
Construction. — Prenons sur OC ( fig. 61 ) une distance OD égale au rayon des 

tables ( que nous supposerons, pour simplifier, égal à 1 ). Menons DE perpendiculaire 
sur OA, puis EF perpendiculaire sur OB, et tirons DF qui est nécessairement perpendi­
culaire sur OB.

11 résulte de cette construction :

DE =  sin AC =  sin b, | DF =  sin CB =  sin a,
OE =  cos AC =  cos b, | OF =  cos CB =  cos a;

angl. DFE =  B | EF =  OE . sin FOE =  eoa b. sine, 

ou bien EF =  OF. tang FOE =  cos a. tang c.

Cela posé,on a évidemment, d’après la figure, 

l o — Pour a, b, c,

EF =« OE . cos BOA ; d’où cos a =■ cos b . cos c . . . .

2o — Pour a, b, B, ou a, c, C,

DE =  DF . sin DFE; d’où sin b —  sin a . sin B . . . .

et par suite sin c =  sin a . sin C .

go — Pour a , Cy B, ou fl, by C,

EF =  DF . cos DFE,

ou cos a . tang c =  sin a . cos B ; d’où tang c =  tang a . cos B . . . .

et par suite tang b =  tang a . cos C . . . .

\0 — Pour b, c. B, ou b, c, C,

DE =  EF . tang DFE,

ou sin b =  cos b . sin c . tang B ; d’où tang b —  sin c . tang B . . , .

et par suite tang c —  sin b . tang C . . .
5 °— Pour b, B, C, ou c. B, C,

divisons la relation (2) par la relation (5);
sin b   sin a sin B
tang b tang a ' cos C ’

( 1 )

( 2)

(3)

( 4)

(3)

( 6)

(7)

il vient
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, sin B
ou cos b —  cos a .------—cos G

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQl’E. 127

et par suite 

6« — Pour

multiplions la relation (8) par la relation (9) ;

il vient cos B . cos C =  cos b . cos c . sin B . sin C

ou cot B . cot C =  cos a ; d’où cos a =  col B . cot C.......................................(10)

N. B. — Il est à remarquer que les relations (2), (3) et (4), sont analogues aux 
trois principes établis n»» 85 et 87 , et qu’elles ont été déduites de ces principes eux-
mêmes.

117. Les relations précédentes donnent lieu à deux remarques fort importantes 
pour la résolution des triangles sphériques rectangles.

Premièrement. — Comme un sinus est essentiellement positif pour tous les angles 
compris entre 0° et 180», il résulte de la relation (6) tang b =  sin c . tang B, que 
tang b est de même signe que tang B ; ce qui prouve que b est de même espèce que B. 
Donc, dans tout triangle sphérique rectangle, les côtés de l’angle droit sont de 
même espèce que les angles qui leur sont opposés, et réciproquement.

Secondement. — La relation (1)......  ou cos a =  cos b . cos c , nous apprend que
cos a est positif ou négatif suivant que cos b et cos c sont de même signe ou de 
signes contraires ; c’est-à-dire que a est ou 90° selon que b e tc  sont de même 
espèce ou d’espèce différente. En d’autres termes, dans tout triangle sphérique rec­
tangle, l’hypoténuse est moindre que 90° toutes les fois que les deux côtés de 
l’angle droit sont en même temps plus grands ou plus petits que 90°, et plus 
grande que 90» quand les deux côtés de l’angle droit sont, l’un plus petit, 
l’autre plus grand que 90».

La relation (10).... ou cos a —  cot B . cot C, donne lieu à une conséquence ana­
logue par rapport à l’hypoténuse et aux deux angles obliques ; ce qui est d’ailleurs 
conforme à la première remarque.

118. Cela posé, la résolution des triangles rectangles offre six cas distincts qu’on 
peut résumer ainsi qu’il suit :

1° — Étant donnés l’hypoténuse a et un côté de l’angle droit b ou c, trouver les 
deux angles obliques B, C, et le second côté e ou J;

2<> — Etant donnés les deux côtés de l’angle droit b, c, trouver l’hypoténuse a et 
les deux angles obliques B, C ;

3» — Étant donnés l’hypoténuse a et un angle oblique B ou C, trouver les deux 
côtés b, c, et le second angle C ou B ;

4° — Étant donnés un côté b ou c et l’angle opposé B ou C , trouver le second 
côté cou b, l’hypoténuse a, et le second aDgle C ou B.

5» — Étant donnés un côté de l’angle droit b ou c et l’angle adjacent C ou B, trou­
ver le côté c ou b, l’hypoténuse a, et le second angle B ou C.

6 °— Etant donnés les deux angles obliques B , C, trouver l’hypoténuse a et les 
deux côtés b, c.

Chacune des quantités inconnues, dans ces différents cas , peut se calculer aisément

Discussion.
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par logarithmes à l’aide de l’une des relations précédemment établies. Mai;, pour les 
applications, il est nécessaire d’ajouter quelques considérations.

119. Tant qu’une des quantités inconnues sera déterminée par un cosinus, une tan­
gente, ou une cotangente, il n’y aura pas d’incertitude sur l’espèce de cettt quantité, 
puisqu’on sait qu’un angle est ou 90° suivant que chacune de ces lignes trigono- 
mëtriques est positive ou négative.

D’après cela, le 2°, le 5e, et le 6c cas, ne donnent lieu à aucune ambiguité, c’est-à- 
dire que la question n’est susceptible que d’une seule solution ; car chacunedes quan­
tités inconnues s’obtient, soit par un cosinus, soit par une tangente, soit par une 
cotangente.

Dans le premier cas, celui où, connaissant a, b, on demande c, B, C, comme R 
s’obtient par la relation

il semble qu’on puisse prendre pour la valeur de B soit l’angle aigu de la table, soit 
son supplément. Mais si l’on se rappelle (n° 117) que B doit être de même espèce 
que b, il faudra nécessairement prendre pour B, l’angle aigu ou son supplément, sui­
vant que b sera ou 90°. Les deux autres quantités inconnues étant d’ailleurs

. ,  . , , „ , cos a _ tang bdéterminées par les formules cos c = ------- ,  cosC = -------- , ne présentent aucunecos b tang a
ambiguité.

Même raisonnement pour le 3e cas où, connaissant a, B, on demande b, c, C. 
Quant au quatrième cas, celui où, connaissant le côté b et l’angle opposé B, il s’agit 

d’obtenir a} c, C, ces trois quantités étant données parles relations

sin a sin b 
sin B* sin c tang b 

tang B * sin C cos B 
cos b ’

on peut prendre pour chacune des quantités inconnues, soit l’angle aigu de la table , 
soit son supplément. Ainsi la question offre deux solutions distinctes. En d’autres 
termes, il existe deux triangles qui satisfont aux données de la question. Et en effet, 
soit un triangle sphérique BAC ( fig. 62 ) rectangle en A; si l’on prolonge BC, BA, 
jusqu’à leur rencontre en B', on obtient deux triangles BAC, B'AC , ayant le côté com­
mun AC ou b, et l’angle B égal à l’angle B' ; ces triangles sont d’ailleurs tels que 
l’on a :

l'C =  180o — BC, B'A =  180» — BA; B'CA =  180° — BCA.

En récapitulant ce qui vient d’être dit, on peut conclure que le cas où l’on donne 
un côté de l’angle droit et l’angle oblique opposé, est le seul des six cas qui offre 
deux solutions. On l’appelle , pour cette raison , cas douteux ; mais il peut arriver 
que quelque circonstance particulière détermine l’espèce d’une des quantités incon­
nues ; et alors il n’y  a plus qu’une solution.

120. Une autre difficulté se présente encore dans les applications : c’est lorsque 
les données sont plus grandes que 90°. Alors les cosinus, tangentes, cotangentes de 
ces données, sont négatives; et il semble qu’on doive être conduit à faire entrer dans 
le calcul des logarithmes de nombres négatifs.

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse, étant donnés b, c, de déterminer a, B, C.
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Les formules nécessaires à cette détermination sont :

129

Soient maintenant b >  90» et c <  90»; dans ce cas, cos a, tang B, sont négatifs, 
et tang C est positif. IVTais si l'on appelle b' le supplément de b, et a’, B', ceux de a, B, 
les relations ci-dessus se changent en celles-ci :

dans lesquelles toutes les lignes trigonomélriques sont positives. Ces nouvelles rela­
tions détermineront a', B', C ; d'où , en prenant les suppléments pour a', B', on dé­
duira ensuite a, B.

121. Nous ajouterons, pour dernière considération, que lorsqu’une des quantités 
inconnues est déterminée par le logarithme de son sinus ou de son cosinus, et qu’on 
obtient pour ce logarithme un nombre plus grand que 10, c’est un indice certain que 
le triangle est impossible , et qu’il existe quelque contradiction dans les données ; ce 
qui peut fort bien arriver.

Voici deux exemples, l’un du 3» cas, l’autre du ê ;

Soient on demande b, c , C .

Les relations à employer sont :

ou plutôt i

Soioil donnés
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Les formules à employer sont :

sin b
sin a =  —— - ,  sin c —sin B 7

1°__ 1. sin b =  9,9217461 ,
compl. I. sin B =  0,0020061 ,

1. sin a =  9.9237522,
a =  57» 1' 58" ou 122o 58' 2"; (

3o__ 1. cos B =  8,9817915,
compl. 1. cos b =  0,2595774 ,

J. sin C =  9,2413689,
C =  10° 2' 22" ou 169» 57' 38";

La question offre donc deux solutions, savoir :

a =  57° 1' 58" A =  90°, 
b =  56° 37' 40" et B =  84» 29' 50", 
c =  8° 24'36" C =  10° 2'22",

lang b . cos B------- - ,  sin C = ------ - :
tang B cos b 1

2°-----  1. tang b =* 10,1813235,
compl. 1. lang B =  8,9837975 ,

1. sin c =  9,1651210,
c =  8° 24' 36" ou 171° 35' 24";

Vérification.

cos a —  cos b . cos c,
I. cos 5 =  9,7404226,
1. cos c =  9,9953046,

1. cos a =  9,7357272,
a =  57o V 58" ou 122» 58' 2".

! a =  1220 58' 2" A =  90», 
ou bien b =  56° 37' 40" et B =  84° 29' 50", 

c =  1 7 1 ° 35' 24" C = 1 6 9 °  57' 38".

Des Triangles sphériques quelconques.

122. Observations préliminaires. — La question générale qui a pour objet, con­
naissant trois des six éléments A, B, C, a , b, c , du triangle ABC, de déterminer les 
trois autres, exige, pour sa résolution, qu’on ait une relation entre quatre quelconques 
de ces six éléments; ce qui donne lieu à quinze relations différentes, dont quatre 
principales,

Savoir : 1»— Une relation entre 
et l’on en déduit deux autres entre

2» — Une relation entre 
et l’on e n déduit deux autres entre

3o — Une relation entre . 

et l’on en déduit cinq autres entre .

4o — Une relation entre 
et l’on en déduit deux autres entre

a> b, c} A ;
a, b, c, B ,. . , . a, b, c, C.

a, b, A, B;
a, c} A, C, . . . .  b, c, B, C.

a} bj A, C;
a} b, B, C,

a, c, A, B, . . . . b, c, A, B,
a, c, IJ, C ,. . . . b, c, A, C.

a, A, B, C;
b} A, B, C ,____c, A, B, C.

Ces quinze relations sont en effet consignées dans tous les traités de Trigonométrie; 
mais peu d’entre elles se prêtent immédiatement au calcul par logarithmes; d’autres 
ont été transformées en des formules logarithmiques ; le plus grand nombre exige l’in­
troduction d’angles auxiliaires, pour que le calcul par logarithmes puisse s’appliquer.On a 
en partie levé les difficultés en opérant la décomposition du triangle sphérique en deux
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triangles rectangles; ce (|ui a donné lieu à de nouvelles relations plus ou moins remar­
quables. Mais l’emploi de ces relations entraîne dans des discussions qui jettent souvent 
beaucoup d’obscurité sur la résolution complète d'un triangle d'après certaines données.

Nous avons donc cherché à éviter ces difficultés, et à présenter des formules com­
modes pour tous les cas, et qui, surtout, se prélassent à une discussion facile. Deux 
formules seulement, et la considération du triangle sphérique supplémentaire, nous 
ont conduit à une solution complète du problème général, solution dégagée d’ailleurs 
de toute difficulté sous le rapport de la discussion.

123. La première est une relation entre les trois côtés a, b, c , et l’un quelconque 
des trois angles, A par exemple.

Soit ABC ( fig. 63 ) un triangle sphérique obliquangle. Tirons les rayons OA, OB, OC ; 
au point A menons les tangentes AD, AE, aux côtés AB, AC; et prolongeons-les jusqu’à 
leur rencontre en D, E, avec OD, OE ; puis tirons DE.

Supposons d’ailleurs le rayon des tables égal à 1.
On a , d’après les principes de la trigonométrie rectiligne,

1" pour le triangle ODE, . . . .  DE =  OD -4- OE — 20D . OE . cos a,

2° pour le triangle ADE, DE =  AD -4- AE — 2AD . AE . cos A;

d’où, retranchant la 2e égalité de la Ire,

0 =  20 A — 20D . OE . cos rt -t- ?AD . AE . cos A.

Mais les principes ( n°s 85, 87 ) donnent

OD =  - — ■, OE =  , AD =  OA tang c, AE =  OA , tang b ;cos c cos b 7 ’

ainsi, l’égalité précédente devient, par la substitution de ces valeurs de OD, OE, AD, AE, 

et par la suppression du facteur 20A,
1

0 =  1 --------- ---------  . cos a -4- tang b . tang c . cos A.cos b cos c

ou , chassant le dénominateur et se rappelant ( n» 50 ) que

tang b . cos b =  sin b, tang c . cos c —  sin c ,

cos a =  cos b cos c -4- sin b sin c . cos A ;

on trouverait de la même manière les deux relations

cos b —  cos a . cos c -4- sin a . sin c cos B,
cos c =  cos a . cos b -4-  sin a . sin b cos C.

124. Pour obtenir la seconde formule, abaissons du point A ( fig. 63 ), l’arc de 
cercle AI perpendiculaire sur BC; on obtient ainsi deux triangles rectangles AIB, AIC. 
qui, en vertu du second principe (no 117), relatif aux triangles sphériques rectangles, 
donne

sin AI =  sin AB . sin ABI,
sin AI =  sin AC . sin AGI;

d’oit l’on déduit sin AB * sin AC * , sin AGI * sin ABI,
eu Won sin c  ̂ sin b \\ sin C ; sin B.

9
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c ’e s t - à - d ir e  q u e ,  dans tout triangle sphérique, les sinus des angles sont entre eux  
comme les sinus des côtés opposés.

f  C e lte  r e la t io n  s e  d é d u i t  a is é m e n t  d e  la  fo r m u le

e n  e f f e t ,  c e l le - c i  d o n n e

o u , à c a u s e  d e

d o n c

N o u s  s o m m e s  m a in te n a n t  en  m e s u r e  d e  r é so u d r e  l e  p r o b lè m e  G én éra l r e la t i f  a u x  

t r ia n g le s  s p h é r iq u e s  q u e lc o n q u e s .  C e p r o b lè m e  c o m p r e n d  six cas d i f f é r e n t s ,  m a is  

s u s c e p t ib le s  d ’ê tr e  lié s  d e u x  à d e u x  à l ’a id e  d u  t r ia n g le  s u p p lé m e n t a ir e .

125. Premier et second cas. —  Connaissant tes trois côtés, déterminer chacun 
des trois angles; e t  r é c ip r o q u e m e n t ,  connaissant les trois angles, déterminer 
chacun des trois côtés.

O n a d ’a b o r d  le s  tr o is  r e la t io n s

a u  m o y e n  d e s q u e l le s  o n  p e u t  d é t e r m in e r  A , B , C .

M ais il fa u t  lâ c h e r  d ’o b t e n ir  d ’a u t r e s  f o r m u le s  p lu s  a p p r o p r ié e s  a u  c a lc u l  lo g a r it h ­

m iq u e .

O r , $1 l ’o n  se  r a p p e lle  la  f o r m u le  ( n °  7 3 ) ,

1 3 2  TRIGONOMÉTRIE S P H É R IQ T Ï .

O n a p a r e i l le m e n t

d o n c  e n f in

e x p r e s s io n  s y m é tr iq u e  e n  a, b, c ;
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et qu’on y mette pour cos A la valeur précédente, il vient

TRIGÜKOMEI RIE SPHÉRIQUE. nz

donc

ou posant, comme pour les triangles rectilignes.

expression tout à fait appropriée au calcul logarithmique.
1 1

On obtiendrait des résultats analogues pour tang — B et tang — C.

Passons au cas réciproque. — Soit A'B'C' le triangle sphérique supplémentaire de 
ABC.

En lui appliquant la première formule trouvée (n° 121),

Afin d’avoir un résultat propre au calcul logarithmique, substituons à la place de 
cos a sa valeur dans la relation

et ces trois relations donnent

On obtiendrait pareillement

on a

d’où, à cause de
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i) vient

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

ou bien

ou posant, pour simplifier,

A. B. — Comme, dans tout triangle sphérique, on doit avoir A -+- B -+- C 180»

1 1
d’où — ( A -+- B -t- C ) >  90°, il s’ensuit que — cos — ( A •+- B ■+• C) ou — cos P est 

2 —

1
p o s i t i f .  Ainsi, le signe —  qui est sous le radical n’est qu’apparent; et tang — A sera 

réelle tant que l’on aura A -+- B C >  180°.

126. T r o i s i è m e  e t  q u a t r i è m e  c a s . — E ta n t donnés deux côtés e t l ’angle com­
pris, trouver les deux autres angles et le troisième côté ; réciproquement, étant 
donnés deux angles et le côté adjacent, trouver les deux autres côtés et le troi­
sième angle.

Soient donnés d’abord a, b, C-, on demande A, B, c.

Or les formules j donnent

(à cause de la relation

d’où , retranchant de l’unité les deux membres, et les ajoutant à l’unité, puis divisant 
le 1er résultat par le 2 e ,

égalité qui , d’après des formules connues de la trigonométrie rectiligne, peut se irans-

à cause de
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Multipliant alors membre à membre les égalités (M) et (IS), et observant que 
lang p .cosp —  sin p, on obtient

d'oii l’on déduit enfin

(»>

Divisons ensuite membre à membre les mêmes égalités; il vient

1 8 o

D’un autre côté, on a (n° 76) les relations

et par suite,

former en celle-ci :
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on tirera

et l’on prendra la moyenne arithmétique entre les deux valeurs trouvées pour c.
L’espèce du côté c est d’ailleurs déterminée par la relation

cos c =  cos a cos b -+- sin a . sin b . cos C ;

c’est-à-dire que c sera ou 90° suivant que cos c sera positif ou négatif ; et il ne 
peut y avoir de difficulté dans la détermination de ce signe que lorsque, d'après les 
données a , b , C, les deux termes cos a . cos b et sin a . sin b . cos C sont de signes 
contraires. Or dan  ̂ ce cas seulement, il faut calculer par logarithmes chacun de 
ces deux termes et voir celui dont le logarithme est le plus grand, parce que c’est 
celui-là qui donne son signe à cos c.

(On doit, toutefois, en ayant égard à l’homogénéité , calculer cos a . cos b . r, au 
lieu de cos a . cos b.)

Soient en second lieu donnés A, B. c; on demande a, b, C.

En exécutant sur les formules

les mêmes opérations que dans le cas précédent; on obtient d’abord l’égalité

donne d’abord, par voie de multiplication,

d’oü

186 TKlGOÎtOMÊTRIE SPHÉRIQUE.

Au moyen des égalités (Ij et (2), on trouvera successivement les valeurs de

yuant au 3« cote c, on l’obtiendra au moyen de la double formule

qui combinée avec celle-ci :
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puis, par voie de division,

1 1 
tang3 — («-Ht»). cot3 - c =

I 1
d'oii tang — ( a -+- b ) =  tang — c .

cos3 — (A — B) 
2
1

cos’ - - ( A -+- B ) 

1
cos —(A — B) 

2
1

cos —(A-H B)

1 1
Après avoir déterminé — (a — b ), — (a

2 '  ” 2
relations (3) et (4), on obtiendra l’angle C par la double formule 

sin c sin A sin c . sin B

b), et par suite a , b,  au moyen des

Connaissant alors a, bf A , B, on obtient les valeurs de C et de c au moyen de deux 
de3 analogies de Néper, savoir :

Soient ensuite donnés

puis les quantités C, c, s’obtiennent comme tout à l’heure.

en prenant la moyenne entre les deux valeurs trouvées pour C dont l’espèce est d’ail­
leurs indiquée par le signe de cos C dans

N. B. — Les quatre relations (1), (2), (3), et (4), sont connues en trigonométrie 
sous le nom A'Analogies de Néper.

127. Cinquième et sixième cas. Etant donnés deux côtés et l’angle opposé à 
l’un de ces côtés, trouver les deux autres angles et le troisième côté; récipro­
quement, étant donnés deux angles et le côté opposé ci l’un d’eux, trouver les 
deux autres et le troisième angle.

D’abord, soient donnés a, b, A; on demande B, C. c. — Pour déterminer l’angle B,

on a recours à la formule
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1 S 8 TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

Discussion.

128. Des six cas que présente la résolution d’un triangle sphérique, les quatre 
premiers ne donnent lieu à aucune difficulté réelle ; et chacun d’eux admet une solu­
tion unique. Hncore faut-il, quant aux deux premiers, pour que le triangle soit 
possible, que l’on ait

a ■+- b -+- c 560» dans le premier cas,
A -+- B -l- C 180° dans le second ;

ainsi que cela résulte de la nature des triangles sphériques, et qu’on peut le reconnaître 
d’après l’inspection des formules relatives à ces deux cas.

Le troisième et le quatrième cas sont toujours susceptibles de solution , comme 
on peut s’en assurer, soit d’après les données même, soit d’après les formules em­
ployées à la détermination des parties inconnues.

Mais les deux derniers cas méritent une attention particulière.
On sait déjà qu’un triangle rectiligne dans lequel on donne deux côtés et l’angle 

opposé, n’est pas toujours possible, ou bien, qu il existe un ou deux triangles qui 
satisfont à l’énoncé. Des circonstances analogues, et en plus grand nombre, ont lieu 
pour les triangles sphériques ; mais , sans entrer dans tous les détails de l’analyse de 
ces diverses circonstances, il nous suffira de dire, quant au cas où a, b, A, sont don­
nés, que l’angle B étant déterminé par son sinus , on peut obtenir pour 1. sin B , trois 
résultats différents :

I. sin B 10, I. sin B =  10, 1. sin B 10.

1°... Le résultat 1. sin B 10 est un signe certain que le triangle est impossible
avec les données telles qu’elles sont établies.

2 ° ...l . sin B =  10 indique que B est un angle droit; on obtient alors un seul 
triangle sphérique qui est rectangle, et dont les autres parties inconnues C, c ,  se dé­
terminent , soit au moyen des principes relatifs aux triangles rectangles, soit à l’aide 
des formules établies pour le cas que nous examinons.

3»... 1. sin B 10 indique que la question est susceptible de deux solutions, ou 
bien, d'une seule, savoir :

De deux solutions toutes les fois que les données a, b, A, et chacun des deux angles 
correspondants à 1. sin B, satisfont au 2e principe énoncé no 114 , que , dans tout 
triangle sphérique, au plus grand côté est opposé le plus grand angle, et récipro­
quement;

D'une seule solution dans le cas contraire; et l’on ne doit prendre que celui des 
deux angles correspondants à 1. sin B , qui, comparé aux données a, b, A, satisfait 
au principe que nous venons de citer.

Dans l’hypothèse de deux solutions, si l’on désigne par B et par B' =  180° — B,
1

les deux angles trouvés . il faut substituer dans les formules qui donnent cot — C, 1

1
tang — c, d’abord l’angle B, ce qui donne deux valeurs C, c, puis l’angle B', ce qui en 

donne deux autres C', c’ ; et l’on obtient ainsi les deux triangles sphériques

ABC, A'B'C'.
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Des circonstances absolument analogues se reproduisent pour le sixième cas ; et il 
est inutile de s’y arrêter.

L’exemple suivant suffira pour mettre au fait de la manière d’appliquer les formules 
relatives à la résolution des triangles sphériques quelconques. C’est un exemple du 
5° cas, mais dans lequel nous ferons usage de toutes les formules précédemment établies. 

On donne dans un triangle sphérique ABC,

TRIGONOMÉTRIE SPflÉRlQtÊ. I 3 9

il s’agit de déterminer

d’où

d’où

mais l’angle aigu doit être rejeté conformément à ce qui a été dit n° 128.

Opérations préliminaires.
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1 4 0 TRIGONOMETRIE SPHÉRIQUE,

VÉRIFICATION.

1® —  C a lc u l d e  a p a r  le s  t r o is  a n g le s  A , B , C.

Opérations prélim inaires.

d'où
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉnrQCK. Ut
2° — Calcul de A par les trois côtés a, b, c. 

1
tang — A == 

2

a =  87° 55' 20" 
6 — 123° 47' 10" 
c —  125° 18' 52"

siu (p — b) . sin [p — c)  
sin p . sin {p — a)

2p =  336° 41' 2 2 " 

p —  168° 20' 41" 

180° — p =  11° 59' 19"

p =  168° 20' 41" p —  168° 20' 41",
a =  87° 35' 20" b =  123° 47' 10",

p — a —  80° 45' 21" p — b s= 44° 53' 31",
p =  168° 20' 41" 
c =  125° 18' 52"

c =  43° 1' 49"

I. sin (p — b) =  9,8461134
I. sin (p — c) —  9,8340294

comp. 1. sin p =  0,6945994
comp. 1. sin (p — a )  =  0,0056773

20,3804195

1. tang— A =  10,1902097

7 a = 57° 9' 50"

A =  114°19'40".

129. Nous terminerons par une application assez importante, ayant pour objet de 
réduire un angle à l’horizon.

D’un point O ( fig. 6 4 ) situé dans l’espace, on a dirigé des rayons visuels vers deux 
objets Q, R-, et l’on a mesuré l’angle QOR que forment entre eux ces rayons visuels. 
On a mesuré également les angles QOP, ROP, que forment ces mêmes rayons visuels 
avec la verticale OP abaissée du point O sur l’horizon. Cela posé, si l’on abaisse des 
points Q, R, les verticales QQ\ RR', et qu’on lire les droites PQ', PR', qui, en terme de 
Géométrie descriptive, sont appelées les projections horizontales des rayons vi­
suels OQ, OR, on demande la grandeur de l’angle Q'PR', qui n’est autre chose que 
la projection horizontale de QOR.

( f^oyez, pour la solution géométrique de celte question, les traités connus de Géo­
métrie descriptive. )

Solution trigonométrique. Regardons le point O comme le centre d’une sphère 
dont les intersections avec les plans QOR. QOP, ROP, soient les arcs AB, AC, RC. On 
forme ainsi un triangle sphérique ABC, dans lequel on connaît les trois côtés puisqu’ils 
mesurent respectivement les trois angles qu’on suppose donnés; et il S’agit de déter­
miner l’angle C de ce triangle, car cet angle n’est au{re chose que celui des deux plans 
QOP, ROP, lequel se mesure par l’angle cherché Q'PR'.

Or l’une des formules du n° 123 donne

cos C =  cos P — cos c — cos a cos b 
sin a sin b

e désignant l’angle des deux rayons visuels, et a, b, les angles que forment ce» rayons 
visuels avec la verticale.
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U 2 TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

La combinaison de cette formule avec les relations connues

1 /  1 — cos C 1 /  1 -f- cos C 1 / 1
sin—C =  \ /  -------- , cos— C = \ /  —------------- ,tang C =  \  /  -

2 V  2 2 V  2 V  1

— cosC 

•4- co$ C ’

et

conduit aux suivantes :

2/> =  a -4- ô -+- c,

î c = \ /
sin (P — a) . sin ( P ~

sin a . sin b
' f

^sin P • sin (p — c)

sin a . sin b
9

r sin ( P — a)  . sin (P ~ b)

sin P . sin (P -  c )
7

qui sont également propres à faire connaître l’angle C par le moyen des logarithmes.

130. Scolie générai., t— Dans les éditions précédentes, nous avions fait dériver 
toutes les formules de la trigonométrie sphérique, mêmes celles qui se rapportent aux 
triangles rectangles, de la proposition démontrée n° 123, laquelle est à celte branche 
des mathématiques, ce qu’est la proposition du n° 92, à la trigonométrie rectiligne. 
Mais la marche que nous avons suivie dans cette nouvelle édition, nous a semblé préfé­
rable en ce qu’elle nous a permis de renfermer dans un cadre presque aussi resserré» 
tout ce qu’il y a de vraiment essentiel à connaître sur la résolution des triangles sphé­
riques.

Nous renvoyons d’ailleurs, pour de plus amples détails, à la Trigonométrie de 
Cagnoli, ouvrage à peu près complet sur les deux trigonométries rectiligne et sphérique.
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

A D E U X  DIMENSIONS.

SECONDE SECTION.

CHAPITRE III.

Des Points, de la Ligne droite, et du Cercle.

131. Après avoir développé les moyens de faire entrer dans les caR 
culs, soit algébriques, soit numériques, les angles aussi bien que les 
lignes, nous pourrions continuer .l’application des méthodes établies 
dans le premier chapitre, à de nouvelles questions de Géométrie ; mais, 
outre que ces méthodes ne sont pas assez générales, elles n’offriraient 
plus aucun intérêt, parce que nous en avons fait connaître les princi­
pales difficultés. Nous allons donc passer immédiatement à l’exposition 
de la méthode générale appelée A nalyse de D escartes , du nom de l’il­
lustre philosophe qui en a donné la première idée; de cette méthode 
qui consiste à exprimer, par des équations, la position respective des points 
et des lignes droites ou courbes faisant partie de la figure d’une question 
proposée, puis à combiner ces équations de manière à atteindre le but indi­
qué par l’énoncé de la question.

A proprement parler, c ’est le développement des principes de cettç 
méthode qui constitue la Géométrie analytique telle qu’on l’envisage 
maintenant. Elle se divise en deux parties distinctes, Géométrie ana­
lytique à deux dimensions, et Géométrie analytique à trois dimensions, 
suivant que les objets que l’on considère sont situés sur un même plan 
ou d’une manière quelconque dans l’espace.

Dans ce chapitre, il ne sera question que de points, de lignes droitçs, 
ou de cercles, situés sur un même plan.
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144 ÉQUATIONS Dt POINT.

§  Ier. P R IN C IP E S  G É N É R A U X .

Manière de fixer la position d’un point sur un plan.

182. Tour peu qu’on réfléchisse sur la nature des problèmes de 
Géométrie, on voit que la plupart reviennent, en dernière analyse, 
à trouver la distance d’un ou de plusieurs points inconnus, à d ’autres 
points ou à des droites fixes et déjà déterminées de position. Si donc 
on avait un moyen de fixer analytiquement la position d’un point par 
rapport à des points ou à des lignes connues de position, on serait en 
état de résoudre toute espèce de questions géométriques.

138. Soient deux droites rectangulaires AX, AY ( fig. 65 ), fixes 
et données de position sur un plan , M un point quelconque dont i! 
s’agit de déterminer la position sur ce plan.

Si de ce point, on abaisse les perpendiculaires MP, MQ, il est visible 
que le point M sera fixé dès que l’on connaîtra les longueurs des deux 
côtés contigus AP, AQ, du rectangle APMQ. Car ces côtés sont les dis­
tances du point Maux deux lignes fixes AX et AY ; donc, si l’on mène 
respectivement à ces distances, deux parallèles PM etQM aux lignes 
AX et AY, le point d ’intersection de ces deux parallèles sera le point 
demandé.

On est convenu de donner le nom d’a.res aux deux lignes fixes AX 
et AY.

La distance AP ou QM du point M à l’axe AY, s’appelle Yabscisse de 
ce point, et se désigne algébriquement par x.

La distance AQ ou PM du mè ne point M à l’axe AX, est dite l’or­
donnée de ce point, et s’exprime par y .

Ces deux distances portent conjointement le nom de coordonnées du 
point.

Les deux axes se distinguent l’un de l’autre par les dénominations , 
d 'axe des abscisses ou des x, donnée à la ligne AX sur laquelle se comp­
tent les abscisses, et YYaxe des ordonnées ou des y , donnée à la ligne 
AY sur laquelle se comptent les ordonnées.

Enfin, le point A est ce qn’on appelle Y origine des coordonnées, 
parce que c ’est à partir de ce point que se comptent ces distances.

134. Équations d’un point. — Le caractère de tout point considéré 
sur l’axe des y, est x  =  0, puisque celte équation exprime que la dis­
lance du point à cet axe est nulle.
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ÉQUATIONS DU POINT.

De même, le caractère de tout point placé sur l’axe des a? est y =  0.
Donc le système des deux équations x  =  0, y —  0, caractérise l’o ­

rigine A des coordonnées, car elles n’ont lieu en même temps que 
pour ce point.

En général, les deux équations x =  a, y —  b, considérées simulta­
nément, caractérisent un point situé à une distance a de l’axe des y 
et à une distance b de l’axe des x. F.n effet, la première appartient à 
tous les points d’une parallèle à AY, menée à une distance AP =  a ; 
la seconde, à tous les points d’une parallèle à AX, menée à une dis­
tance ÀQ =  b. Donc le système des deux équations appartient au 
point d’intersection M, et n’appartient qu’à lui. Elles en sont, pour 
ainsi dire, la représentation analytique.

On les nomme, pour cette raison , les équations du point.

135. Remarque. — On doit toutefois considérer, dans les expres­
sions a et by non-seulement les valeurs absolues ou numériques des 
distances du point aux deux axes, mais encore les signes dont elles 
peuvent être affectées, eu égard à la position du point dans le plan 
des axes AX et AY. Car, d ’après le principe établi (n° 26), si l’on con­
vient de regarder comme positives les distances telles que AP, comp­
tées sur AX à la droite du point A ( fig. 65 ), on doit regarder comme 
négatives les distances telles que AP', comptées à la gauche de ce 
même point. De même, si l’on regarde comme positives les distances 
AQ comptées au-dessus du point A sur AY, on doit regarder comme 
négatives les distances comptées au-dessous de ce même point.

A la vérité, le principe que nous venons de rappeler a été établi 
pour les distances de points situés de côté et d’autre sur une même 
droite, par rapport à un point fixe; mais il a lieu également pour des 
distances de points à des droites fixes. Il suffirait, pour s’en convaincre, 
de prendre une nouvelle origine et de nouveaux axes parallèles aux 
premiers, et par rapport auxquels tous les points considérés fussent 
situés du même côté.

INous avons eu d’ailleurs occasion d’envisager le principe sous ce 
point de vue, dans la détermination des valeurs corrélatives des lignes 
trigonométriques.

D’après cela, si nous mettons en évidence les signes dont «  et b peu 
vent être affectés, nous aurons les quatre systèmes d’équations

x —  -j- a, x —  — a, x —  —j- a, x —  —- a ,

y  =  +  b, y —  - f  b, y =  — h, y =  —  b ,
A l « .  A i > n , ,  A I.A G É O J I .  i

1 4 5
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pour caractériser les quatre positions essentiellement différentes du 
point, savoir, M, M', M", M"'.

On trouvera, en vertu de cette remarque,
1° Que le point dont les équations sont # =  -f- 1, y =  — 8 ,  est 

situé dans l’angle Y'AX ( fig. 66 ) à une distance AP =  1 de l ’axe 
des xj, et à une distance PM =  8 de l’axe des x.

2° Que le point exprimé par x  =  0, y —  — 2, est (n° 134) situé 
sur l’axe AY à une distance AM' =  2 ( fig. 67 ).

3° Que le point x  =  — 1, y =  0, est situé sur l’axe AX vers la 
gauche de A, à une distance AM =  1.

136. Nous avons supposé jusqu’à présent que les axes fussent per­
pendiculaires entre eux, parce que c ’est la position la plus simple, et 
que cela est d’usage. Cependant il y a des questions dont la résolution 
exige que l’on considère des axes faisant entre eux un angle quel­
conque.

Dans ce cas, les coordonnées ne sont plus des perpendiculaires abais­
sées sur les axes, mais bien des parallèles à ces axes; c ’est-à-dire que 
les distances AP ou QM, AQ ou PM, se comptent parallèlement aux 
axes AY, AX ( fig. 68 ).

Du reste, tout ce qui a été dit dans l’hypothèse où les axes sont rec­
tangulaires, s’applique également au cas où ils sont obliques.

137. Pour compléter la théorie du point, proposons-nous de recher­
cher (dans les cas d’axes rectangulaires) l'expression analytique de la 
distance entre deux points donnés sur xm plan. Celte question est d’un 
usage continuel dans la Géométrie analytique.

Soient y', les coordonnées d’un premier point M, et x ", y", les 
coordonnées d’un second point M', en sorte que l’on ait

14 6

pour les équations respectives de ces points qu’on suppose connus de 
position.

11 s’agit d’exprimer la distance MM' ( fig. 69 ) ,  que nous appelle­
rons D, en fonction des coordonnées x , xj', x", x j".

Pour cela, menons les ordonnées MP, M'P', de ces deux points, et 
tirons M'R parallèle à AX.

Le triangle rectangle MRM' donne MM' =  MR -j- M'R ;
mais MR =  MP — RP == y' _  y '',  M'R =  PP' =  .r' — x" ;
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donc

et par conséquent,
Celte formule est générale, et convient même au cas où les deux 

points sont dans une position contraire, par rapport à l’un des axes, il 
suffit d’ y tenir compte, dans les applications, des changements désigné 
qui correspondent aux changements déposition.

Ainsi, par exemple, pour obtenir la distance de deux points dont 
l’un, M, est placé dans l ’angle YAX, et dont l'autre, M', est placé dans 
l’angle YAX' ( fig. 70 ), il faut changer le signe de x, ce qui donne

et, en effet, la nouvelle figure donne
mais

donc

Si l’un des points donnés, M'par exemple, est l’origine des coordon­
nées, comme on a alors x" =  0, et y " —  0, la formule devient

En effet , le triangle AMP ( fig. 70 ) donne su r-le -ch am p

138. Lorsque les axes sont obliques, la formule est différente. En 
effet, le triangle MM'R ( fig. 71 ), est obliquangle et donne, en vertu 
de la formule trigonométrique n° 92,

on a louiours
d’ailleurs , désignant

l’angle MRK qui n’est autre chose que celui des deux axes) ;
donc

d’où

Ce résultat, beaucoup plus compliqué que le précédent, fait sentir 
l’avantage de supposer les axes rectangulaires lorsqu’on doit faire
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1 -48 ÉQUATION

entrer damles calculs la distance entre deux points donnés, et que le 
choix des axes est arbitraire.

Manière de fixer analytiquement la position d’une droite.

139. Soit une droite LBL' indéfinie et située à volonté dans un plan. 
Prenons dans ce plan deux axes rectangulaires ou obliques AX, AY 
( fig. 72 et 73 ), par rapport auxquels la droite soit placée d’une ma­
nière quelconque.

Menons d’ailleurs de différents points M , M', M", .  . .  pris sur cette 
droite, les ordonnées MP, M'P', M"P",. . .  et par le point B où la droite 
rencontre l’axe des y, tirons B1I parallèle à AX.

Cela posé, les triangles semblablesBQM , BQ'M', BQ"M", . . . donnent 
la suite de rapports égaux

ou bien ,

MQ _  r ç f  _  M"Q"
“BQ “  BQ' ~  U t r

MP — AB MF — AB M"P" — AB 
AP —  AP' “  AP" • >

ce qui prouve que la différence entre l'ordonnée d’un point quelconque 
de la droite et celle qui passe par l’origine, est à l’abscisse du même point, 
dans un rapport constant.

Désignons donc par x  et y les coordonnées d ’un point pris au hasard 
sur la droite; par b la distance AB (que l’on appelle Y ordonnée à l’ori­
gine'), et para le rapport constant dont nous venons de parler. Nous 
aurons la relation

V — b —  a ; d’où y —  ax -|- b , ( 1)

laquelle sera satisfaite pour tous les points de la droite I/BL à l’exclu­
sion de tout autre point. Car soit N ( fig. 72 ) un point situé au-des­
sus ou au-dessous de cette droite. Comme l’ordonnée NP de ce point 
est plus grande ou plus petite que l’ordonnée MP correspondante à la 
même abscisse, et que, par hypothèse, on a pour le point M , . . . 
MP =  a . AP -f- b, il s’ensuit que N P est plus grand ou plus petit que

a. AP-f-Z>; ainsi l’on a, pour les coordonnées de ce point, y ^  ax-\-b.

On voit donc que la relation (1) caractérise tous les points de la 
droite, et qu’elle en est, pour ainsi dire, la représentation analytique, 
en ee sens, que si, au moyen de eette équation, l’on veut retrouver
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les différents points de la droite, il suffit de donner à x une série de 
valeurs que l’on porte de A en P, P', P", . . . .  menant ensuite par les 
points P, P', P", . . . .  des parallèles à AY, et prenant sur ces paral­
lèles des parties PM, P'M', P'Al" . . .. égales aux valeurs de y corres­
pondantes et tirées de l’équation (1), ou aura M, M', M", . . . .  pour 
autant de points de la droite.

On appelle, pour cette raison, la relation (1) l’équation de la 
droite L'BL.

Les quantités x et y qui expriment les coordonnées des différents 
points de la droite, sont des variables; et les quantités a et b qui, pour 
la même droite, ne changent pas, sont appelées les constantes de cette 
équation.

140. Le rapport «est susceptible de deux acceptions différentes, 
suivant que les axes sont rectangulaires ou obliques.

1° — Si les axes sont rectangulaires, le triangle rectangle MBQ 
( fig. 72 ) donne (Trigonométrie, n°87),

MQ tan g MBQ
BQ ° U a ~  r ’

appelons « l’angle MBQ égal à LCX ; et supposons, pour plus de simpli­
cité, le rayon des tables égal à l ; il en résulte

a —  tang a.;

ainsi, le rapport constant est égal à la tangente trigonométrique de 
l’angle que forme la droite avec l’axe des x.

2° — Lorsque les angles sont obliques, on a , d’après le principe 
( n° 91 ) relatif aux triangles obiiquangles ( fig. 7S ),

MQ sin MBQ sin MBQ
BQ ° U °  =  sin BMQ ~  sin LBY »

ou bien , désignant par (i l’angle YAX, d’où LBY =  /3 — a,

sin a
sin {/3 —  a) ’

c’est-à-dire que, dans ce cas, le rapport constant est égal à celui des 
sinus des deux angles que la droite forme avec les axes des x et des y.

Cette dernière valeur rentre dans la précédente, lorsqu’on suppose 
/3 =  100°; car on a

sin a sin x =  tang «.
sin ( 100° — a.) cos «
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Discussion de l’équation 

y =  ax -j- b.

141. Nous considérerons particulièrement , dans celte discussion , 
le cas où les axes sont à angle droit , parce que c’est le cas le plus 
ordinaire.

Les constantes a et b qui sont fixes et déterminées pour tous les points 
d ’une même droite, peuvent toutefois, d’après leur nature, passer par 
tous les états de grandeur, soit positifs, soit négatifs, puisque la pre­
mière est une tangente trigonométrique et que la seconde exprime la 
distance du point fixe A, à un point placé sur la ligne AY. Ces divers 
états de grandeur dépendent de la position que peut avoir la droite 
donnée, par rapport aux axes. Nous allons examiner ces différentes 
circonstances.

142. Considérons, en premier lieu , le cas où la droite passe par l’o­
rigine.

Dans ce cas, on a b =  0 ( fig. 74 ); et l’équation devient

j, , yy =  ax, d ou ~  =  a ;
X

ce qui démontre que l’ordonnée d’un point quelconque de la droite est à 
son abscisse dans un rapport constant.

Cette propriété caractérise toutes les droites qui passent par l ’ori­
gine; car ce point se trouvant sur chacune d’elles, ses coordonnées 
( x =  0 , y —  0 ) doivent vérifier leur équation ; ce qui exige que le 
terme indépendant de æ et de y manque dans cette équation.

Faisons actuellement tourner la droite autour de l’origine, et voyons 
ce que devient a dans ce mouvement.

D’abord , si la droite est couchée sur AX, l’angle a est nul, et l’on a 
tan g a ou a =  0, ce qui réduit l’équation à y =  0, qui n’est autre 
chose que l’équation de l’axe des x ( n° 134).

Tant que la droite, en tournant au-dessus de l’axe des x, sera placée 
dans l’angle YAX, l ’angle a. sera plus petit que 100°, et tang « ou a 
sera positif, mais augmentera de plus en plus. Il est d’ailleurs évident, 
d’après l’équation y —  a x , qu’à des abscisses positives AP, ou né­
gatives AP', correspondront des ordonnées de même signe qu’elles, 
MP, M'P'.

Si la droite vient à se confondre avec AY , comme on a alors
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x =  100”, il en résulte a —  co et — =  0; d’où l’on peut conclurea

que l’équation , qui peut se mettre sous la forme x  =  —  . y, se ré­

duit à x  =  0, qui est en effet l’équation de l’axe des y ( n° 134).
Supposons maintenant que la droite soit placée dans l’intérieur de 

l’angle YAX', comme L"AL'". L’angle x est obtus; donc tang a ou « 
devient négatif\ et diminue de plus en plus, numériquement, à mesure 
que la droite se rapproche de AX' ; et si l’on met le signe de a en évi­
dence, on a , pour l’équation de la droite L"AL'",

y —  — ax ;

d’où l ’on voit qu’a des abscisses positives AP'" correspondent des or­
données négatives et à des abscisses négatives AP" correspon­
dent des ordonnées positives P"M". Ce résultat s’accorde avec la figure.

N. B. — Lorsque les axes sont obliques, le changement de signe de 
a correspond au cas où l’angle x ou L'AX ( fig. 75 ) devient plus 
grand que l’angle S des deux axes. En effet, dans l’expression

a —  ------Mï ----- - ,  le dénominateur sin ( S— x) pour x S. sesin {6 — a ) ’ y 1 ^  ’
change en — sin (x — £), et l’on trouve

sin a
y sin (« — ff) ’ JC’

Revenons à notre objet. Si la droite, continuant de tourner, se place 
sur AX', tang a redevient nul, et l’équation se réduit de nouveau à 
y —  0, ou à l’équation de l’axe des x.

La droite passant dans l’angle X'AY', a est 200°, mais 300° ; 
donc (n° 53) tang x ou a est positif, et l ’équation redevient y —  ax.

E t, en effet, la droite étant prolongée au-dessus de l ’axe des „r, 
reprend les positions qu’elle avait prises d’abord dans l’angle YAX.

Enfin, lorsque la droite passe dans l ’angle Y'AX, auquel cas on a 
x 300°, mais 400°, tang x ou a redevient négatif, et l’on re­
produit l’équation y —  — ax.

143. Considérons, en second lieu, le cas où la droite passe par un 
point B ( fig. 76 ) de l’axe des y situé au-dessus de 1 origine.

Dans ce cas, Yordonnée à l ’origine. ou b, est positive; et l ’on a pour 
l’équation , y =  ax -j- b.

La quantité b est essentiellement positive; mais il n’en est pas de

www.rcin.org.pl



ÉQUATION
même de a. Car si l'on conçoit que la droite tourne autour du point B, 
comme, dans ce mouvement, elle prendra nécessairement des positions 
parallèles à toutes celles qu’elle avait prises autour de l’origine, il 
s’ensuit que a sera positif ou négatif dans les mêmes circonstances. En 
sorte que l’équation y =  -]- ax -j- h convient à toutes les droites, 
telles que LBL/, qui forment, avec l’axe des x, un angle moindre que 
100°, ou plus grand que 200° mais moindre que 300°; et l’équation 
y =  — ax -j- b, à toutes les droites, telles que formant avec
l’axe des x un angle plus grand que 100° et moindre que 200°, ou plus 
grand que 300ü mais moindre que 400°.

Lorsque la droite est assujettie à passer par un point B' situé au- 
dessous de l’origine, b est négatif, et l’équation devient

y —  -}- ax — b pour toutes les droites telles que L'B'L, 
et y =  — <*x — b pour toutes les droites telles que L"B'L"'.

1-4-4. Examinons, comme cas particuliers, ceux où la droite devient 
parallèle à chacun des deux axes.

1° Lorsque la droite est parallèle à l ’axe des x , on a évidemment 
lang a ou a =  0 ; d’ailleurs, b est positif ou négatif; ainsi l’équation 
se réduit à

l o i

y == zt b;

résultat qui s’accorde avec ce qui a été dit n° 134.
2° Si la droite est parallèle à l’axe des y, tang « doit être infini. 11 en 

est de même de b, qui, exprimant la distance de l’origine au point où 
la droite rencontre l’axe des y, devient nécessairement, dans le cas 
dont il s’agit, plus grand qu’aucune quantité donnée.

Ces deux conditions, introduites dans 

qu’on peut mettre sous la forme

y =  ax -J- b,

la réduisent à x — -----— .
CO

Pour interpréter ce résultat, observons qu’afin d’obtenir la droite 
dans toutes les situations possibles, par rapport aux axes, nous avons 
supposé ( n° 143) que la droite tourne autour du point B regardé 
comme fixe. Dans celle hypothèse, b a une valeur finie et déterminée, 
et il est impossible d’en déduire le cas où la droite devient parallèle 
à AY.
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x =  0 ou(On trouve seulement, dans la supposition de a —  zz , 

l ’équation de l’axe des y. )
Si l’on veut obtenir le cas particulier en question, il faut changer 

te centre de mouvement de la droite, et prendre, par exemple, le point G 
où la droite rencontre l’axe des x. Or, si l’on désigne la distance AC 
par c, ou plutôt par — c, attendu que cette ligne est comptée dans le 
sens des abscisses négatives, on a évidemment ( n° 87)

AB b „  , b——  =  tang x, ou ------- =  a ; ti ou c —  — — :AG ° — c «

et l’équation devient x —  — y -j- c.

Supposons maintenant que la droite, tournant autour du point C, 
devienne parallèle à AY ; tang x ou a devient infini, et c ne change 
pas.

Donc l’équation se réduit à x —  -  c , équation qui représente en 
effet ( n° 13-4) une parallèle à l’axe des y.

Le signe de c dépend de la position du point C par rapport à l’ori­
gine A ; le point peut être en C ou C\

L’expression de c ,  ou — —, offre l’exemple d’une fraction qui

resle constante bien que ses deux termes deviennent infinis. C’est ainsi

qu’une fraction —, qui se réduit à — lorsqu’on suppose a =  0, 6 =  0,

acquiert dans certains cas ( a" 79) une valeur finie et déterminée.

1-45. Nous observerons en passant, que la relation a —  — —, in-
c

t roduite dans l’équation y =  ax-\- b, la ramèneàla forme y — ——x-\-b,

d’où cy -J- bx =  bc, équation qui renferme comme constantes les dis­
tances de l’origine A aux points où la droite rencontre les axes.

En y faisant x  =  0, on trouve y —  b; ce sont les coordonnées du 
point B où la droite rencontre l’axe des y.

Soit encore y =  0 ; on obtient x — c ; ce sont les coordonnées 
du point C' où la même droite rencontre l’axe des x.

- 11 y a quelquefois de l’avantage à employer l’équation de la droite
y rjç

sous la forme cy bx — bc, ou ~  -j- — =  1, à cause de l’homo­

généité des termes de celle-ci.
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Cette tonne convient eneore au cas où les axes sont obliques; car le 
triangle BAC donne ( fig. 73 )

sin BCA _ _ A B _  b
sin CBA ’ ° AC — c

146. Il résulte de la discussion précédente, que l’équation y =  ax b 
comprend implicitement les équations de la drqite considérée dans 
toutes les situations qu’elle peut avoir par rapport aux axes. Il suffit 
d ’y substituer pour a et b les valeurs correspondantes à ces diverses 
situations.

Questions 'préliminaires relatives à la ligne droite.

147. Toutes les fois que la position d’une droite sera donnée par 
celle du point B où la droite rencontre l’axe des y, et par l’angle qu’elle 
forme avec l’axe des x, les constantes a et £ auront une valeur déter­
minée. Mais on peut imposer à une droite d’autres conditions, telles, 
par exemple, que celles de passer par deux points pris à volonté sur un 
plan ; de passer par un point donné et d’être parallèle ou perpendicu­
laire à une droite déjà connue de position; de passer par un point et 
de faire avec une autre droite un angle dpnné, etc.

Dans ces différents cas, a et b doivent être regardées comme des 
constantes indéterminées, dont les valeurs dépendent des conditions 
imposées à la droite.

La recherche de ces valeurs donne lieu à une série de questions qui 
servent de base à la Géométrie analytique, et que nous allons développer 
successivement.

148. P r e m i è r e  q u e s t i o n . — Trouver l équation d’une droite assujettie à 
passer par deux points donnés sur un plan.

(Dans celte question, les axes peuvent être indifféremment rectan­
gulaires ou obliques. )

Soient M et M' ( fig. 69 et 71 ) deux points fixés sur un plan par 
leurs coordonnées x', y et x", y" .

L’équation cherchée sera de la forme y —  ax -\- b ; . . . . . (1)

a et b étant deux constantes (inconnues pour le moment) qu’il s’agit 
d’exprimer en fonction de x , y j  x " , y", qui sont supposées connues.

Or, puisque chacun des deux points M et M' se trouve sur la droite, 
leurs coordonnées, mises à la place de x et y dans l’équation (1), doivent
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la vérifier. Ainsi, l ’on doit avoir les deux relations

Comme ces équations ne contiennent a et h qu’au premier degré, on 
en tire facilement les valeurs de ces inconnues.

D’abord, si l’on soustrait (B) et (2), il vient

Portant celte valeur dans l’équation (2), on trouve

et substituant ces valeurs de a et b dans l’équation (1), on obtient enfin

pour l’équation demandée.
Autre méthode. — Retranchons d’abord l’équation (2) de l’équa­

tion (1) ; il vient y — y —  a (x — x ') ,  équation qui contient encore 
l’inconnue a; mais, en soustrayant (B) de (2), on obtient

Portant celle valeur de a dans l’équation précédente, on a

équation qui, ne renfermant plus que les variables nécessaires x, y, 
et les données x', y', x", y", convient encore à la droite cherchée.

L’identité des équations (4) et (5) peut être établie facilement. En 
effet, on tire de l’équation (5),

ou réduisant,
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L:i seconde méthode, qui est sans contredit plus simple et plus élé­
gante que la première, donne lieu à un résultat dont l’emploi dans les 
calculs est, en général , plus commode.

Toutefois, l’équation (4) a l’avantage de laisser en évidence la quan­
tité b, ou l'ordonnée à l’origine.

149. Remarque. — L’équation y — y' —  a (x  — # '), qu’ on a d’abord 
trouvée en employant la seconde méthode, joue un grand rôle dans la 
Géométrie analytique. Elle offre un caractère particulier : c’est de re­
présenter toutes les droites qui passent par le point particulier (x ’, y'). 

En effet, on y est parvenu par la combinaison de l’équation générale

y =  ax -j- b,

avec la relation particulière y —  ax’ -j- b,

1 5 0

qui exprime que le point ( x', y') se trouve sur la droite.
D’ailleurs, si l’on y fait à la fois y =  y', x —  x ,  elle se réduit à 

0 =  0; ce qui prouve évidemment que la droite passe par le point
K  y')-

Quant à la quantité a qui subsiste encore dans l ’équation , c ’est une 
constante indéterminée dont la valeur dépend d’une seconde condition 
qui peut être imposée à la droite. Dans la question précédente, cette 
condition consiste «à faire passer la droite par un second point (x", y" ), 
ce qui détermine complètement la position de cette droite; et l’on 
trouve, en effet,

150. S e c o n d e  q u e s t i o n . —  Mener par un point donné une droite pa­
rallèle à une autre déjà connue de position.

Commençons par établir analytiquement la condition de parallélisme 
des deux droites.

Soient f V — ax -j- b,
( y =  a x  -j- b',

les équations des deux droites 
BL et Dll ( fig. 77 ).

Puisque ces droites sont parallèles, les angles a! et a qu’elles forment 
avec l’axe des x , sont égaux; ainsi l’on a

lang a! =  tang ou a =  a.

Cette relation entre les coefficients d e# , dans les deux équations, est 
indépendante de l’inclinaison des axes; car de ce que les angles ai et «
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sont égaux , on déduit nécessairement

La relation a' =  a peut encore se démontrer par la figure.
Si l’on désigne par Y et y les ordonnées J1P, NP, des deux droites 

DH et BL correspondant à une même abscisse AP ou # , on a, d’après 
les deux équations ci-dessus,

Mais il est évident que, les deux droites étant parallèles,

puisque les parties de parallèles comprises entre parallèles sont égales. 
Donc Y — y —  b’ — h, quantité constante.

Or , pour que cette équation s’accorde avec la précédente quel que 
soit#, il faut nécessairement que l ’on ait

Réciproquement, si l’on

il en résulte

donc les lignes DM et BN sont parallèl
La relation a' —  a est donc une condition caractéristique du paral­

lélisme de deux droites.
lo i . Reprenons maintenant le problème proposé.
Soient#', y , les coordonnées du point M par lequel on veut mener 

une parallèle DH à une droite donnée BL.

L’équation de celte première droite étant

celle de la droite cherchée sera de la forme

a' et h' étant deux constantes qu’il s’agit de déterminer.
Or, la droite DH devant, par hypothèse , passer par le point M , on

a l’équation particulière

Retranchons les équations (2) et (â) l ’une de l’autre,
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D’ailleurs, «à cause du parallélisme des deux droites, on a
a' —  a ;

donc enfin, y  —  y’ —  a ( x  —  x ').

Telle est l’équation delà droite cherchée ; elle ne diffère de l’équa­
tion (1) que par l’ordonnée à l’origine, qui est ici y' — ax'.

1S2. T r o is iè m e  q u e s t io n . —  Deux droites étant données sur un plan, 
on propose de déterminer j 1° leur point d’intersection, 2° l’angle qu’ elles 
forment entre elles.

( y =  ax +  h, ) les équations des deux droites BL 
So,eni | y =  « '*  +  4', } et DU ( fîg. 78 ).

1°— Pour obtenir les coordonnées de leur point d’intersection M, 
et en fixer ainsi la position, il faut remarquer que, le point se trou­
vant à la fois sur les deux droites, ses coordonnées AP et MP doivent 
vérifier les équations de ces droites ; elles ne sont donc autre chose 
que les valeurs de x et de y propres à satisfaire simultanément à ces 
deux équations. Ainsi, en éliminant x et y entre ces équations, les 
valeurs que l’on obtiendra seront les coordonnées cherchées.

Retranchant d’abord la l re équation de la 2e, on trouve

0 =  (a' — a) x -j- b' — b ; d’où x —

Portons cette valeur dans la l re équation ; il vient

y =  a b — b' 
a' — a +  b, ou, réduisant, y

ba' — ab' 
« ' —  a

Donc, x y =
ba' — ab' sont les coordonnées du point

d’intersection M.
Soit, comme cas particulier, a' —  a ; il en résulte

a (b  — b' )
Ô ’

c ’est-à-dire que ces valeurs deviennent infinies ; ce qui doit être, puis 
que les deux droites sont alors parallèles (n° IbO).

Si, à la condition a =  o, on ajoute la suivante b' —  b, on trouve

x =  —, ?/ =  -jj-, valeurs indéterminées ;
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e t , en effet, dans ce cas, les deux droites se confondent, puisque 
leurs équations deviennent identiques; donc elles se rencontrent en 
une infinité de points.

Les résultats obtenus pour celte première partie du problème pro­
posé sont vrais quelle que soit l’inclinaison des axes. Mais il n’en est 
pas de même de la seconde partie.

15S. 2° — Pour déterminer l ’angle des deux droites dans le cas 
d’axes rectangulaires, angle que nous représenterons par V, observons 
que le triangle EMG donne

Cela posé, puisque les axes sont rectangulaires, on a tang *' =  a',

a! —  atang a —  a ; d’où l’on déduit tang Y =  y — j—— ,......................(2)

154. Lorsque les axes sont obliques, les valeurs de tang *', tang*, 
ne sont plus représentées par a', a ; et il faut les tirer des rela­

tions

Or, la seconde relation revient à sin a —  a sin (/3 — «), ou déve­
loppant sin ( j3 — a) d’après la formule (n° 61 ),

(a' et a désignant les angles que les deux droites forment avec l ’axe
des x).

Mais on a obtenu (n° 70),

Pour mettre tang « en évidence, divisons les deux membres par 
cos a, et transposons; il vient

on obtiendrait de la même manière,
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Substituons actuellement ces valeurs daus l’équation (1),

o n  a

ou, réduisant au même dénominateur, simplifiant et observant que

(3;

comme ci-dessus.

155. Considér ons le cas particulier où les deux droites sont perpen­
diculaires entre elles.

Dans ce cas, on doit avoir V =  100°, d’ou tangV =  co ; ce qui 
donne, lorsque les axes sont rectangulaires,

a' — a 
1 a a '

par conséquent,

et lorsque les axes sont obliques, 1 -j- aa -{- (a -j- a') cos (i —  0.
La relation 1 -j- au =  0 , que nous aurons souvent occasion de 

rappeler, peut être démontrée directement au moyen de la figure.
Puisque le triangle EMG ( fiy. 79 ) est rectangle en M , les 

deux angles MEG, MGE, sont compléments l’un de l’autre ; et l’on a

156. Q u a t r i è m e  q u e s t i o n . —  D ’un point donné hors d’une droite, ou 
propose, 1° d’abaisser une perpendiculaire sur cette droite; 2° de trouver 
la longueur de cette perpendiculaire, c ’est-à-dire la distance du point 
donné à la première droite.

(Les axes sont supposés ici rectangulaires. )
Soient BL ( fig. 80 ) la droite donnée, MG la perpendiculaire à BL,

la formule se réduit à

donc,
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assujettie a passer par le point M dont nous désignerons les coordon­
nées par x' et y'.

Supposons que l’équation de la droite BL soit

y =  ax -j-  b .................................. (1)

Puisque la droite MG passe par le point x '} y , son équation sera 
( n° 149) de la forme y — y' —  a (x  — x ’ ) , . .  . a' étant une con­
stante indéterminée.

Mais les deux droites devant être perpendiculaires l’une à l’autre , 
on a (n° 155 ) la relation

1 -4- an' =  0 : d’où a' — -----
a

donc l’équation précédente devient

y _  y' =  — 1  ( X — X ) ............................ (2)

Telle est l’équation de la perpendiculaire MG ; et cette droite est ainsi 
déterminée de position.

157. Maintenant, il s’agit d’obtenir l’expression de la distance du 
point M au point H où les deux lignes se rencontrent.

On connaît déjà les coordonnées x , y ’ , du point M; si l’on pouvait 
déterminer celles du point II, il suffirait desubslituer ces quatrecoor- 
données dans l’expression de la distance entre deux points donnés, 
formule trouvée n° 137, et l’on aurait la valeur de MH.

Comme le point 11 est le point d ’intersection de BL et MG , il fau­
drait (n° 152 ) éliminer x et y entre les équations (1) et (2); mais ob­
servons que, d ’après la formule déjà citée, ce sont moins les coordon­
nées des deux points Met II, que leurs différences, qu’il est important 
d’obtenir ; ainsi la question est ramenée à éliminer entre (1) et (2) les 
quantités x  — x ,  y — y ', considérées comine inconnues ; et les va­
leurs de ces quantités étant substituées dans l’expression

1) =  I / O '  _ * " ) >  - I -  y '  —  y " Y ,

à la place de x' — x", y' y", donneront la distance demandée.
Afin de mettre en évidence ces deux inconnues dans l’équation (1), 

comme elles le sont dans l’équation (2), nous écrirons la première 
sous la forme

V —  y' =  a ( .r —  x’ ) — y b ; . . . . (3)
ALG. APPL. A LA GROM. 11

Sl'R LA LIG7IE DROITE. 1 6  I
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ce qui se fait en ajoutant —  y' aux deux membres , puis retranchant 
et ajoutant ax' dans le second membre.

Cela posé, retranchons l’équation (2) de l’équation (&) ; il vient

16 2

ou réduisant, x  — x

Cette valeur étant portée dans l’équation (2), donne

Substituant ces valeurs de x — x', y — y', dans celle deD, et dési­
gnant par P la perpendiculaire, on trouve

158. Discussion. — Le double signe± dont ce résultat est affecté, 
a besoin d’être interprété.

En cherchant à traduire géométriquement la valeur de la quantité 
y' — ax' — b, on voit que, y désignant l ’ordonnée MP, ax -f-b  ex­
prime aussi l’ordonnée NP de HL, correspondante à l’abscisse x' ou AP 
(car si l’on fait x =  x  dans y —  ax -{- b, on a y ou AP =  ax' -{- b)-, 
donc y' — ax' — b représente la distance MN. Or, cette distance peut

être ( n° 26) positive ou négative, c ’est-à-dirc ^  0, suivant que le

point M est placé au-dessus ou au-dessous de BL. Par exemple , si le 
point était en M', on aurait M'N' =  N'P' —  M'P' =  ax' -{- b — y'.

D’un autre côté, lorsqu’on demande la distance du point M à la 
droite BL, on est censé en demander la valeur absolue; d’où il suit

Le facteur ( y' — ax' —  b Y peut être mis en évidence sous le radical, 
ce qui donne pour le numérateur, ( a2 -}- 1 ) ( y' — ax' — b )\

Supprimant le facteur a2-J- 1, commun aux deux ternies, puis ex­
trayant les racines carrées de ces deux termes, on obtient enfin, pour 
la longueur de la distance MU,
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que, si le point M est placé au-dessus de la droite BL, auquel cas 
y' — ax — b est 0, on doit avoir

résultat positif ou négatif, suivant que le point B est placé au-dessus 
ou au-dessous de l’origine.

2° Supposons que la droite B. ( fig. 82 ) passe par l origine. On a 
alors b =  0 ; et l’expression st réduit à

mais

donc

Si le point 31 était placé au-dessous de BL, on aurait

159. Examinons quelques cas particuliers :
1° Supposons ( fig. 81 ) que le point duquel on veut abaisser la 

perpendiculaire soit l’origine des coordonnées.
On a, dans ce cas, x' = 0 ,  y' —  0, et l’expression devient

et si le point 31 est placé au-dessous, ce qui entraîne la conditic 
y' — ax' -r- b 0, on aura

/  I i ê

Chacun de ces deux résultats peut être vérifié parla Géométrie.
En effet, 31P, 3111, étant respectivement perpendiculaires à AP, BL , 

il s’ensuit que l’on a angl. N3I1I = a n g l. BL'X =  x.
Cela posé, le triangle rectangle NMH donne (n° 88)
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160. N. B. — Dans la question précédente, nous avons supposé les 
axes rectangulaires ; s’ils étaient obliques, il faudrait, pour la pre­
mière partie, faire usage de la relation 1 -j-a a '-j-  (a -j- a') c o s £ =  0, 
qui donnerait

( L’une et l’autre des deux quantités -, sont éga­

lement propres à exprimer la tangente de l’angle donné.)
On peut comprendre les deux relations précédentes dans une seule,

ce qui donne pour l’équation de la droite cherchée,

La question admet donedeux solutions; et cela est évident, car, de

et substituer cette valeur dans l’équation y  — y ' —  a' (x  — x ').
Quant à la seconde partie, après avoir effectué l ’élimination de 

x ■—  x ', y — y', entre les équations des deux droites, on porterait ces 
valeurs dans l ’expression générale de D (n° 138); et l’on trouverait, 
tout calcul fait,

Nous laissons aux commençants le soin d’exécuter ce calcul, qui , 
quoique assez compliqué, n’offre rien de difficile.

161. C i n q u i è m e  q u e s t i o n . — Par un point donné hors d’une droite, 
en mener une seconde qui forme avec la première un angle donné (les 
axes sont supposés rectangulaires).

Appelons x’, y', les coordonnées du point, m la tangente de l’angle 
donné. L’équation de la première droite étant y = a x  b, celle de 
la seconde droite sera de la forme y —  y' =  a ( x  — x' ) ■ et puisque 
ces droites doivent former un angle dont la tangente est »n, on doit 
avoir (n° 153)
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part et d’autre de la perpendiculaire abaissée du point donné sur la 
droite y =  ax -j- b ,  on peut mener deux droites qui fassent avec 
celle-là l’angle donné.

Soit cet angle égal à 100°, auquel cas on a m —  as j il en résulte ,

1

d’où y — y' — ------ ( x  — x ), équation obtenue (n° 156 ).

Nous ne considérons pas le cas où les axes sont obliques, parce que 
les résultats n’en sont pas assez simples.

162. Scolie général. — Les différentes questions que nous venons 
de résoudre se reproduiront presqu’à chaque instant dans tout le cours 
de la Géométrie analytique. Mais, en réfléchissant sur les résultats 
auxquels on a été conduit par leur résolution , l’on doit sentir la né­
cessité d’éviter , autant que possible, le système des axes obliques, 
pour que les calculs soient plus simples. 11 faut toutefois en excepter 
le cas où l’on n’a à faire entrer en considération que l’équation d’une 
droile passant par deux points donnés, et la condition de parallélisme 
de deux droites, résultats qui sont indépendants de l’inclinaison des 
axes.

Manière de fixer analytiquement la position d’un cercle sur un
plan.

163. Soit un cercle de rayon quelconque r, dont le centre est en 0. 
Traçons dans son plan deux axes rectangulaires AX, AY ( fiy. 83 ) , 
et proposons-nous d’en fixer la position par rapport à ces axes.

Si l’on désigne pary>, q, les coordonnées AB, 0B, du centre, et par 
x, y, les coordonnées AP, MP , d’un point quelconque M de la circon­
férence, on aura, en vertu de la formule du n° 137,

(* — p Y +  (y — qY =  r 2 ................. (!)
Cette relation caractérise tous les points de la circonférence, en ce 

qu’elle est évidemment satisfaite par les coordonnées de chacun de 
ses points, et qu’elle ne peut l’être que par elles.

En effet, soit N un point quelconque pris à l’extérieur ou dans l’ in­

1  r p  a r n

— =fc 1m

qp a
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teneur de cette circonférence ; on a, en désignant toujours par x et y 
les coordonnées de ce point ,

pour le carré de la distance ON ;

mais il est évident que ON est ou OM, suivant que le point est 
extérieur ou intérieur à la circonférence; d’où il résulte nécessaire­
ment {x — p)2-\-(y —  ç ) 2 ou r*.

Ainsi, l’équation (1) ne saurait être vérifiée pour un point qui ne 
se trouve pas sur la circonférence.

Cette équation est donc Véquation du cercle, en ce sens qu’elle fixe 
complètement la position de chacun des points de la circonférence.

Les constantes qui y entrent sont les coordonnées du centre et le 
rayon; et en effet, un cercle est complètement déterminé avec ces 
données.

164. L’équation est beaucoup plus compliquée lorsque les axes sont 
obliques ( fia. 8-4 ); car, d’après la formule du n° 188, on a

(6 désignant l’angle des deux axes).
165. L’équation ( 1) prend une forme plus ou moins simple, suivant 

les diverses positions du cercle par rapport aux axes.
1° — L’origine peut être placée en un point A' ( fig. 83 ) de la cir­

conférence.
Dans ce cas, on a évidemment entre/?, q, et r, la relation

mais si l’on développe l’équation (1), elle devient

ou , supprimant les deux quantités égales

Telle est, dans ce cas, la forme de l’équation du cercle.
Si l’on pose y —  0 dans cette nouvelle équation, il en résulte

d’où

ce qui prouve qu’en effet le point (x =  0, y —  0 ), ou l’origine, 
se trouve place sur la circonférence.
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Remarque. — Comme, à l’hypothèse y —  0 , correspond encore 
l’abscisse x =  2p, il s’ensuit que la circonférence coupe l’axe des x 
en un second point C, tel que A'C est double de A'D —  p ; ce qui dé­
montre que lu corde A'C est divisée en deux parties égales par la perpen­
diculaire abaissée du centre sur cette corde.

Cette propriété est connue eu Géométrie; maison voit comment ou 
la met en évidence à l’aide de l’équation du cercle.

La démonstration est d’ailleurs générale, puisqu’on peut faire varier 
à volonté la direction de l’axe A'X', pourvu que le second axe A'Y' lui 
soit mené perpendiculairement.

166. 2° — L’origine peut être placée à l’extrémité A" d’un diamètre 
A"G qui serait lui-même l’axe des x.

Dans celte nouvelle position des axes, on a

p =  r et q =  0 ;

ainsi, l’équation (1) devient ( x — r )2 -{- y2 — r2,

ou réduisant, y2 —  2rx — x2....................................... (8)

On déduit encore celle-ci de l’équation (2) en y faisant p =  r et 
9 =  0.

On démontre facilement, au moyen de l’équation (8), deux autres 
propriétés du cercle.

En effet, d’abord cette équation peut se mettre sous la forme 

y’ =  x  (2r — x)-, 
mais, d’après la figure, on a

y =  MR, x —  A"R; d’où 2r — .r =  A"G — A"R =  GR;

donc MR =  A"R X  GR, ou bien A"R : MR MR : GR;

c’est-à-dire que la perpendiculaire abaissée d’un point de la circonférence 
sur un diamètre, ou l’ordonnée à ce diamètre, est moyenne proportion­
nelle entre les deux segments.

Ensuite, la même équation revient encore à

y2 -j- x2 —  2r . x ;

mais si l’on tire la corde A"M , on a évidemment 

y2 - f  ou l ï ï 3 - f  Am* =  Â77! ’ 2r =  A"G, x =  A''R ; 

donc Â77! ’ =  A"G X  A/'R, ou bien A 'U  : A"M :: Â"M : A"R;
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ce qui prouve que la corde menée par l’une des extrémités d’un diamètre 
est moyenne proportionnelle entre ce diamètre et le segment adjacent formé 
par la perpendiculaire abaissée de l’extrémité de la corde sur ce diamètre.

167. 3° — Enfin , l’origine des coordonnées peut être placée au 
centre.

Dans ce cas, qui est celui que nous aurons à considérer le plus fré­
quemment , les coordonnées p et q sont milles, et l ’équation (1) se ré­
duit à

j?3 —f-  y2 —  r2.......................................(-4)
C’est l’équation du cercle rapporté à son centre comme origine. On y 
parvient directement d’après le triangle rectangle OMR, qui donne

OR -j- MR =  OM ou x7 -}- y2 —  r7.

Si les axes sont obliques, on a pour équation

x1 -}- y7 -J- ’Hxiy . cos S —  r7.

( Ployez le triangle obliquangle OMR , fig. 84. )

Des Lieux géométriques.

168. Avant de passer aux applications des principes précédents, et 
de montrer comment, à l’aide des équations de la ligne droite et du 
cercle, on parvient à résoudre toute espèce de question relative à ces 
lignes, nous ferons quelques observations générales sur les équations 
des lignes et sur l’usage qu’on peut en faire.

Nous avons déjà vu que la position d’une droite ou d’un cercle est 
fixée sur un plan par le moyen d’une équation entre les coordonnées 
x et y de chacun de ses points, et un certain nombre de constantes dont 
la connaissance suffit pour déterminer cette position géométriquement.

Supposons actuellement que, x et y désignant toujours les distances 
d’un point à deux axes rectangulaires ou obliques, la résolution d’une 
question ait conduit à une équation générale entre# et y, et que nous re­
présenterons parF (#, y) =  0 ( le caractère F veut dire fonction de.. .  .).

Je dis que, quand on voudra fixer la position du point qui satisfait 
à l’énoncé de la question , ou dont les coordonnées vérifient l’équation, 
au lieu d’un point on en obtiendra une infinité; et la série de ces points 
formera une ligne qui sera droite ou courbe, suivant la nature et le 
degré de l ’équation.
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En effet, puisque l’on n’a qu’une seule équation entre x et y, un 
peut disposer arbitrairement de l’une d’elles (ces quantités sont, pour 
celte raison, appelées variables), et l’équation donnera les valeurs 
correspondantes de l’autre variable.

Donnons, par exemple, à l’abscisse x  la suite des valeurs

x — a, a', a", a’", a'v, av. . . .
Si l’équation n’est que du premier degré en y, on en déduira successi­
vement, pour les valeurs correspondantes de cette variable,

y =  b, b', b", b'\ ir , b \ . . .

En portant sur AX ( fig. 85 ) les valeürs de x ,  et élevant par les 
points P, P7, P'', P"'. . . . des perpendiculaires, ou plutôt, en menant 
à AY des parallèles égales aux valeurs de y, on aura différents points 
M, M', M", M'", . . . .  qui satisferont également à la question.

Comme rien n’einpêche de donner à x des valeurs extrêmement peu 
différentes les unes des autres, et qu’alors les valeurs de y seront elles- 
mêmes, en général, très-peu différentes les unes des autres, on doit en 
conclure que les points M , M', M'', . . . .  seront très-voisins; et l’on 
pourra ensuite lier ces points entre eux par une ligne continue 
MîVl'M"M"'. . . . dont tous les points seront autant de solutions de la 
question, parce que les points intermédiaires sont censés correspondre 
aux valeurs de x , y, tirées de l’équation du problème, et comprises 
entre celles qui ont déjà été construites.

Cette courbe sera d’ailleurs d’autant plus rigoureusement déter­
minée, que les points M, W, M ".. . .  seront plus rapprochés les uns des 
autres.

Supposons maintenant que l’équation soit , par rapport à y, d ’un 
degré supérieur au premier. Comme, dans ce cas, à chaque valeur de x 
il doit correspondre deux*ou plusieurs valeurs de y ( fig. 86 ), il s’en­
suit que la courbe est composée de deux ou plusieurs branches 
M M "------ NN'N"_____RR'R"_____

169. Soit, par exemple, à construire l’équation y2 =  2.r.

On en déduit y =  ±  ( /  ’l x ;

ce qui prouve d’abord qu’à une même valeur de x il correspond deux 
valeurs de y ( fig. 87 ) égales et de signes contraires ; en second lieu, 
qu’à des valeurs négatives de x il ne correspond que des valeurs ima­
ginaires de y, c ’est-à-dire que la courbe ne peut avoir aucun point 
situé à la gauche de l’origine ou de AY.
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Cela posé, faisons d’abord x  =  0, ce qui donne y ~  0. On peut 
conclure que l’origine des coordonnées appartient à la courbe, ou que 
là courbe passe par l’origine.

Soit maintenant x  =  1 ; il en résulte

i/ =  rfcp /2  =  ± l , 4 à 0 , l  près.

Après avoir pris sur AX une distance AP égale à l’unité linéaire, si 
l’on mène par le point P une parallèle «à ÀY, et que l’on prenne au- 
dessus et au-dessous de AX deux distances PM, PN, égales à 1,4. . .  .,  
M et N seront deux points de la courbe demandée.

Soit encore x =  2 ; d’où y =  ±  2. Ces valeurs étant construites 
comme les précédentes, donnent M' et N' pour deux nouveaux points.

En continuant ainsi de donner à y différentes valeurs, et construi­
sant les valeurs correspondantes de y, on obtiendra une courbe delà 
forme LAII qui s’étend indéfiniment à la droite de l’axe des y, puisque, 
tant que x  est positif, les valeurs de y sont réelles.

170. Proposons-nous, pour second exemple, l’équation y2 — x2 —  4,
de laquelle on tire y —  ±  y  x* 4.

On voit, premièrement, qu'à une même valeur de a? correspondent 
deux valeurs de y égales et de signes contraires; secondement, que, 
quelque valeur positive ou négative que l’on donne à x , on a toujours 
pour y des valeurs réelles. Donc déjà l’on est certain que la courbe 
s’étend indéfiniment au-dessus et au-dessous de l’axe des x , à droite 
et à gauche de l’axe des y.

Faisons quelques hypothèses :
Soit d’abord x —  0 ( fig. 88 ) ; on tire de l’équation proposée, 

y =  =fc|/ 4 =  ± 2 .

Prenons sur AY deux distances AB, AC, égales à 2; les points B et C 
appartiennent à la courbe.

Soit, en second lieu ,

x  —  1 ; d’où y —  ±  p/ 5 =  db 2,2, à 0,1 près.

Si l’on prend sur AX, AP =  1, et qu’on porte sur une parallèle à AY, 
menée par le point P, deux parties PM, PN, égales à 2 y , M et N seront 
encore deux nouveaux points de la courbe.

Soit encore x —  2 , ce qui donne

y —  ±. j / 8  =  ±  2,8, à 0,1 près.
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En construisant ccs valeurs comme les précédentes, on obtiendra les 
deux points M'et N'.

Et ainsi de suite, dans le sens positif de Taxe des x.
Actuellement, pour obtenir les points situés à la gauche de AY, 

observons que, puisqu’à des valeurs de x  positives ou négatives, mais 
numériquement les mêmes, correspondent les mêmes valeurs de y, il 
suffit, après avoir pris des distances Ap, Ap' , . . . . égales à AP, A P ',. . . .  
de mener par les points p, p ' , . . . .  des parallèles à AY, et par les 
points M, M ',. . . .  N, N, . . . .  des parallèles à AX. Les points met m , . . . .  
n, n , . . . .  seront aussi des points de la courbe, qui sera évidemment 
composée de deux branches distinctes et opposées LBL', HCH'.

Ces exemples suffisent pour donner une idée de ces sortes de con­
structions, sur lesquelles nous reviendrons plus en détail par la suite.

171. La courbe représentée par l’équation F ( x, y)  —  0, est appelée 
le lieu géométrique de cette équation.

Réciproquement, une courbe étant tracée sur un plan, si, par un 
moyen quelconque, fondé sur la définition ou sur une propriété ca­
ractéristique de cette courbe, on parvient à une équation qui existe 
entre les coordonnées x et y de tous les points de cette couibe, et 
n’existe que pour ccs points, la relation ainsi obtenue est dite l’équa­
tion de la courbe ( voyez les nos 139, 163 ).

Nous terminerons les notions générales sur les lieux géométriques, 
par deux propositions qui seront d’un usage continuel.

172. P r e m i è r e  p r o p o s i t i o n . —  On a vu précédemment que l’équation 
générale d’une ligne droite est de la forme. . . . y =  ax b. . . .  (1), 
les quantités a et Z» pouvant passer par tous les états de grandeur. Je 
dis que, réciproquement, toute équation du premier degré entre deux 
variables x et y a pour lieu géométrique une ligne droite.

En effet, quelle que soit l’équation proposée, on peut toujours la 
ramener à la forme y —  mx -J- n . . . .  (2).

Comparons entre elles les équations (1) et (2).
1° — Si les axes sont rectangulaires, on peut poser ( fig. 72 )

a ou tan g a. =  m, et b —  n.

Prenant alors sur AY une distance AB =  n, et menant par le point 
B une droite qui forme avec AX un angle a dont m soit la tangente 
trigonométrique, on aura (n° 140), pour l’équation de cette droite ainsi 
fixée de position,

y — x tang a -|- b, ou bien, y =  mx -j- n.

GÉOMÉTRIQUES. 171
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Donc, réciproquement, cette dernière équation a pour lieu géométrique 
une ligne droite.

2°—  Si les axes sont obliques, on pose

sin a ,
a ou -7— —---------=  m et b —  n.sm (p — a)

Prenant sur A Y ( fig. 73 ) une partie AB égale .à n, et menant par 
le point B une droite qui forme avec AX un angle « tel que l’on ait

sin ( /S — ce)

g =  x

—  m, on aura (n° 139), pour son équation,

|-  n j ou bien , y =  mx -J- n.sin ( |3 — «)
Donc, réciproquement, etc.........
II reste à savoir toutefois si l’angle a. peut toujours être déterminé

, , . . sin xd apres la relation —;— —-------- - =  m.sin (/S — x)
Or, on a reconnu ( n° 184) que cette relation donne

m sin (3
la" g e  =  T + 1 ^ 3 i i ;

et l’on sait qu’une tangente peut passer par tous les états de grandeur ; 
ainsi l’angle x est toujours susceptible de détermination.

173. Comme deux points déterminent la position d’une droite, il 
s’ensuit qu’une équation du premier degré en x  et xj étant donnée, il 
suffira , pour en construire le lieu géométrique, de fixer la position de 
deux de ses points.

Les plus remarquables sont ceux où la droite rencontre les axes; e t , 
pour les obtenir, on fait successivement, dans l’équation, y —  0 , 
puis x  =  0 ; les valeurs obtenues, pour x  dans la première hypothèse, 
et pour y dans la deuxième, représentent, l’une, l’abscisse du point de 
rencontre avec Taxe des x , l ’autre, l’ordonnée du point de rencontre 
avec l’axe des y.

[On a déjà vu (n« 145) que l’introduction de ces deux quantités dans l’équation de 
la droite, lui donne une forme très-symétrique. ]

Si l’équation est de la forme y  =  m x ,  comme, en faisant y  =  0 , on obtient 
x —  0, et réciproquement, il s’ensuit que la droite passe par l’origine; et pour en 
avoir un second point, il suffit de donner à x  une valeur particulière, et de construire 
la valeur correspondante de y .

174. Cas parliculiets. — On propose de construire 2y  — Zx — 1 (en supposant 
les axes rectangulaires ).
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P o u r  y  =  0 ( fig. 8 9  ) ,  l ’o n  t r o u v e  x  = —  ; e t  p o u r  x  =  0 ,  y
3 2’

1 1
P r e n a n t  d o n c  s u r  AX u n e  d is t a n c e  AC =  —  — , e t  s u r  A Y  u n e  d is t a n c e  AB =  — ,

3  ’ 2  ’

o n  o b t ie n t  CBL p o u r  le  lieu géométrique d e m a n d é .

S o it  e n c o r e  à  c o n s tr u ir e  l ’é q u a t io n  3 7  -+- 5 #  +  4 =  0  ( fig. 9 0  ) .

4 4
P o u r  7  =  0 ,  l’o n  a  x  = ------ e t  p o u r  x  =  0 , . . . .  y  —-  —O O

4  4
P r e n a n t  su r  A X , A C' =  —  -p-, e t  s u r  A Y , AB7 =  —  — , o n  o b t ie n t  B 'C'L' p o u rO O

la  d r o ite  d e m a n d é e .

On p e u t  a v o ir  b e s o in  d e  c o n s tr u ir e  la  t a n g e n te  d e  l ’a n g le  « . O r , la  p r e m iè r e  é q u a t io n

3  1 3
d o n n a n t  y  =  -  x  -1- — , i l  e n  r é s u lte  ta n g  «  =  — .

2 2 2

i
D’a p r è s  c e l a ,  s o it  p r is  su r  A Y  ( fig. 8 9  ) ,  la  d is ta n c e  AB = - .  M e n o n s  p a r  le

point B une parallèle BH à l’axe des x ;  prenons sur BH, une partie BD =  1, et élevons 
3  3une perpendiculaire DE =  — ; nous aurons tang EBD =  — ; ainsi le point E appar- 2 2

tiendra à la droite CBE.
1 5 4 5

La deuxième équation donne y  —  — — x  — —, d’où tang et —  — —.û O O

Après avoir pris sur AY ( fig. 90 ) une partie AB' = _, si l’on mène B'H7 pa­

rallèle à AX, que l’on prenne B7D7 =  1 , et qu’enfin l’on élève une perpendiculaire
5 5 5

D'F/ =  -  , on aura nécessairement tang E'B'D' =  — ; d’où tang F/B'X' = ---- - ; et

le point E7 appartiendra à la droite C'B’L7.
Toutes les constructions précédentes s’appliquent au cas où les axes sont obliques.

3 5
Seulement, les quantités e t ---- - construites en dernier lieu, n’expriment plus

. . . .  sin «
des tangentes, mais bien le rapport ———-------° sin (/3 — oc)

175. Soit pour troisième et dernier exemple, l’équation y  =  x  (les axes étant sup­
posés quelconques).

Pour^ =  0 ( fig. 91 ) ,  l’on a x =  0 ; donc la droite passe par l’origine. Faisant 
maintenant x  =  1, on obtient 7 =  1; et l’on aurait de même pour x — 2 ,  . .  . , 
7  =  2.

D’où l’on voit que la droite ABB7 ainsi déterminée, divise en deux parties égales 
l’angle des deux axes.

Si les axes sont rectangulaires, l’angle BAX est égal à 50<>.

176. Bemarque. — L’équation proposée peut être en x seulement, ou bien en y ,  
c’est-à-dire ne renfermer qu’une seule coordonnée.
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17 4 DES IIE l!X

D a n s  c e  c a s ,  le  lieu géométrique se réduit à une ou plusieurs droites parallèles 
à l’un des axes, s u iv a n t  le  d e g r é  d e  l’é q u a t io n  , e t  s i le s  r a c in e s  s o n t  r é e l le s .

S i  l ’o n  p r e n d  su r  AY ( fig. 9 3  ) d e u x  d is ta n c e s  AB =  1 ,  AB' =  —  2 ,  e t  q u ’o n  

m è n e  G H , G 'H ', p a r a llè le s  à  A X , c e s  d r o ite s  s e r o n t  t e l le s  q u ’o n  a u r a  to u jo u r s  /  =  1 

p o u r  la  p r e m iè r e ,  et y  =  —  2  p o u r  la  d e u x iè m e , q u e l  q u e  s o it  x.

177. S econd e  p r o p o s i t i o n . — On a trouvé (n° 163) pour l ’équation 
générale du cercle rapporté à des axes rectangulaires,

ou développant,

on en déduit

Cela posé, soient tracés deux axes rectangulaires AX, AY (  fig. 94 ), 

et construisons le point O dont les coordonnées soient — ~  pour l ’ub-
Jè

g
scisse, et — ^-p0ur l’ordonnée. Puis, du point O comme centre, et

Réciproquement, toute équation du second degré, de la forme

c’est-à-dire qui ne renferme pas le rectangle xy des variables, et dans la­

quelle les coefficients des carrés sont égaux à l’unité ou égaux entre eux  
( parce qu’on peut toujours diviser l ’équation par ce coefficient com­
mun ) ,  appartient (dans le cas d’axes rectangulaires) à une circonfé­
rence de cercle.

En effet, comparons l’une à l’autre les équations (1) et (2), et posons

3
P r e n o n s  s u r  AX ( fig. 9 2  ) ,  u n e  d is ta n c e  AB' =  — , e t  m e n o n s  p a r  l e  p o in t  B, BC 

p a r a l lè le  à AY  ; i l  e s t  é v id e n t  q u e  to u s  le s  p o in ts  d e  c e t t e  d r o ite  jo u ir o n t  exclusive-
3

ment d e  la  p r o p r ié té  d ’a v o ir  —  p o u r  a b s c is s e ,  q u e l  q u e  s o i t  d ’a i l le u r s  y .

S o it  e n c o r e  l ’é q u a t io n  y*  -+* y  —  2  =  0 ,  q u i ,  é ta n t  r é s o lu e ,  d o n n e
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GÉOMÉTRIQUES. 176
avec un rayon —  C, décrivons une circonfé­

rence de cercle ; elle aura nécessairement pour équation,

ou, si l’on remplace p, q, r, par leurs râleurs,

équation que l’on peut comparer immédiatement avec

et pour rayon

La seconde démonstration peut paraître plus simple que la pre­
mière, mais elle est moins analytique.

178. Première remarque. — Les quantités A, B, C, étant quelcon-

ou développant et réduisant,

résultat identique avec l’équation (2). Donc, etc....
On peut encore démontrer la proposition, ainsi qu’il suit :
Ajoutons d’abord aux deux membres de l ’équation (2) la quantité 

A2 B3
+  afin de compléter les carrés +  A*, et y2 By;  il vient

ou bien

en posant

d’où il suit que l’équation (3), et par conséquent l’équation (2) dont 
(3) n’est qu’une transformée, représente une circonférence de cercle

qui a pour centre le point déterminé par les coordonnées-----—,
A
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q«es; peuvent être telles que l’on ait

^ - c  =  0, ou 0.

Dans le premier cas, le rayon r est nul, et la courbe se réduit à 
son centre, c ’ esl-à-dire à un point.

Dans le deuxième, le rayon r est imaginaire, ce qui veut dire qu’il 
n’y a pas de courbe ; et l’on dit alors que le cercle est imaginaire.

Seconde remarque. —  La proposition précédente suppose que les 
axes soient rectangulaires j car on a vu ( n° 164) que l ’équation d’un 
cercle rapporté à des axes obliques, renferme nécessairement le rec­
tangle îlxy cos /3, terme qui 11e peut disparaître qu’autant que l’on a 
0 =  100°.

L’équation (2), dans le cas où les axes sont obliques, est celle d ’une 
courbe qui, comme nous le verrons plus tard, présente quelque ana­
logie avec le cercle.

179. Cas particuliers. — Soit à construire l’équation
0

Hx- - t -  2j 2 —  ôx \y —  1 =  0 ;

elle peut d’abord être mise sous la forme

*2 -t- y* — j  x  -+- 2y =  i - ,

ou , en ajoutant les carrés de la moitié du coefficient— et de la moitié du coeffi- 

9 25
cient 2 , c’est-à-dire 1, ou — ,

(r , X 25 i_ _  33 
2 ~  16'

Cela posé, construisons d’abord le point O ( fig.d'6 ) qui a —  pour abscisse et — 1 

pour ordonnée.

Ensuite, du point O comme centre, et avec un rayon égal à ~ \ /Z 5  (ou

1, 4 . . . .  à 0,1 près), décrivons une circonférence; cette courbe sera le lieu géomé­
trique demandé.

Soit, en second lieu, l’équation x 2 -+- y 2 — Zy -1- 1x =  0, qui peut se 
mettre sous la forme

( x  -4- 1 )2 -+-
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GÉOMÉTRIQUES. 1 7 7

tf
Après avoir fixé la position du point qui a — 1 pour abscisse et é- n o m *  n n l f i n m ' p

si de ce point O ( fit/. 9G ) comme centre, avec un rayon égal à - i j / 1 3  ou 1 8

on décrit une circonférence, ce sera la courbe représentée par l’équation.
Il faut observer toutefois que, dans cet exemple, comme l’équation est satisfaite 

simultanément par x  =  0, y  —  0, la courbe passe nécessairement par l’origine; 
d’où il suit que le rayon se trouve tout construit, et est représenté par OA. Fn effet 
l’on a

OAV AB BO , ou bien, OA V — -F- 1 =  r. 4

On reconnaîtrait pareillement, 1» que l’équation

x'1 —t- y"1 — Zx 1 = 0
3

représente 'un cercle dont le centre a pour coordonnées — et 0, et qui a pour 

rayon | / 5 ;

2° Que l’équation 4a;2 -+■ — 12x — 8.r 13 =  0 représente un point
3

ayant pour coordonnée — et 1. En effet, on peut la transformer en

{ - H
(X -  1 )’  =  « ;

et cette équation , dont le premier membre est la somme de deux carrés essentiel­
lement positifs, ne peut être satisfaite qu’en posant

3

=  o, (r — i )» =  o,
3ce qui donne x  =  —  et y  —  1 ;

3° Que l’équation x'1 y 1 -+- 4a; — 2 /  +  7 =  0 ne représente rien, caron 
peut lui donner la forme

(a: 2 )2 -t-  ( r  — 1 )a =  — 2 ,

équation dont le premier membre, étant la somme de deux carrés positifs, ne peut 
être égal à une quantité négative.

1 8 0 . Ces n o tio n s  gén éra les sur les lieux  géom étr iq ues é ta n t bien  
e n ten d u es , v o y o n s le parti q u ’on peut en  tirer  dan s la résolu tion  des  
prob lèm es de G éom étrie  déterminés ou indéterminés.

C onsidérons d ’abord le  cas où  la q u estion  est indéterminée, e t sup­
posons que c e t le  qu estion  rev ien n e  à fixer  la position  d ’un cer ta in  

p o in t sur le  p lan  d’une figure.

ALG. APPL. A TA GÉOM. 12
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DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES.

En rapportant le point cherché et les autres parties de la figure à 
deux axes, et désignant les coordonnées de ce point par x et y, on 
obtiendra par la traduction algébrique de l’énoncé, une certaine rela­
tion , F {x, y ) =  0, entre ces coordonnées et les quantités connues, 
laquelle sera dite Véquation du problème; et si, conformément aux 
principes établis précédemment, on construit le lieu géométrique de 
c e t t e  équation, la série des points faisant partie de ce lieu géomé­
trique, satisfera à l’énoncé de la question ; et les coordonnées de ces 
points représenteront géométriquement tous les systèmes de valeurs 
de x et de y, propres à vérifier l’équation F ( x, y )< =  0.

181. Non-seulement les lieux géométriques servent à résoudre les 
questions indéterminées; mais on peut encore en faire usage dans les 
problèmes déterminés à deux inconnues.

Admettons en effet, que l’énoncé d’une question ait conduit aux 
deux équations F( x , y ) —  0, F' ( x, y) —  0, x et y représentant les 
coordonnées d’un certain point. On pourrait d’abord éliminer x ci y 
entre ces équations, puis construire tous les systèmes de valeurs que 
l’on obtiendrait ; chacun des points ainsi déterminés satisferait à 
l’énoncé.

Mais, sans effectuer l’élimination qu i, le plus souvent , conduit à 
des résultats compliqués, et n’est pas elle-même toujours facile, on 
peut fixer la position de ces mêmes points.

En effet, l’équation F ( x, y) —  0, considérée seule, représente une 
certaine ligne, lieu de tous les points dont les coordonnées vérifient 
cette équation. Supposons-la construite', et soit LB1I ( fig. 97 ) ce 
lieu géométrique.

De même, l’équation F' (x, y ) —  0 est celle d’une seconde ligne 
dont tous les points sont tels, que leurs coordonnées vérifient cette 
équation; supposons cette ligne construite par rapport aux mêmes 
axes que la précédente, et représentée par KCI.

Cela posé , il est évident que les points M, M ', . . .  où ces lignes se 
rencontrent, sont ceux qui satisfont «à l ’énoncé, puisque leurs coor­
données forment des systèmes de valeurs de x et de y, qui vérifient 
en même temps les deux équations. Ainsi, les points M, M ', . . .  sont 
autant de solutions de la question dont ces équations sont la traduc­
tion algébrique, si toutefois on a eu pour objet de fixer, sur un plan, 
la position d’un point d’après certaines conditions.

Lorsque les inconnues x et y n’expriment pas primitivement des 
distances à des axes fixes, mais des lignes quelconques, les coordon­

1 7 8
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nées des poinls M, M ', . .  . en représentent alors les valeurs géomé­
triques.

En substituant ainsi les intersections de deux lieux géométriques à 
l ’élimination entre leurs équations, on parvient souvent à des con­
structions simples et élégantes du problème. La suite de ce chapitre 
nous en fournira plusieurs exemples.

182. Pour le moment, nous nous contenterons de faire l'application de ces prin­
cipes au problème ( n° 21 ), résolu dans le premier chapitre par deux méthodes diffé­
rentes.

Reprenons les deux équations qui ont été obtenues par la première méthode,

USAGE DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 17 9

savoir :
(b — x )2 -+- (c  — r Y  =  r2, .................................. (1)

a (x2 y 2) =  m2 (a — 2 ô - 4 - 2 x ) ; .............................(2)

et observons d’abord que ces équations seraient celles qu’on trouverait en rapportant 
le point inconnu D ( fig. 20 ) à deux axes rectangulaires dont l’un serait AB, et l’autre 
une perpendiculaire élevée au point A.

Cela posé, au lieu d’éliminer x  et y  entre ces équations, qu i, comme on l’a vu n° 21, 
conduisent à des résultats très-compliqués, tâchons de construire les lieux géométriques 
qu’elles représentent.

La première est évidemment celle du cercle donné ; car r étant le rayon, b et c 
sont les coordonnées du centre.

Quant à la seconde, qui peut se transformer ainsi,

n m2 m2x1 -+- r2 — 2 —  x — m2 — 2b . ---- ,a a
/  m2 \ 2 m'* m2

ou bien encore, i x  — —  ) -4- y 2 — ------1- m2 — 2h . — ,
\ a / a2 a

elle représente (n« 177 ) un cercle dont le centre est sur AB, en un point ( fig. 21 )

K pour lequel on a AK =  — , et qui a pour rayon,

/  m 4

= v ^
m2

-+- m2 — 2b . — .
a

Or, le triangle rectangle ACL donne AL ou m2 —  AC — CL, on bien, 
m2 —  b2 -+- c2 — r2 ; ainsi l’on a

/tnT
=  V  *

2b . ------ 1- b2 -4- c2 — r2
a V ( - t ) -4-  c2 — r2.

D’ailleurs, b ----- — est égal à KF ; ce qui donne

KC =  c2 -4-
/  m2 \ 2

12
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1 8 0 PROBLÈMES

Donc enfin K.C*—  r * .

Mais si l’on mène du point K une tangente KD ou KD' au cercle donné, on a évidem­

ment KD ou Kü'=: KC — r1.
D’où l’on voit que ces deux tangentes donnent, non-seulement le rayon du second 

cercle, mais encore les points où les deux circonférences se coupent, c’est-à-dire ceux 
dont on demandait de fixer la position.

Il est remarquable que la première méthode employée pour résoudre la question, 
conduise, par le secours des lieux géométriques, à la même construction que la seconde. 
Mais il faut un peu de réflexion et d'habitude pour découvrir ce rapprochement.

§ ÏI. Applications des Principes généraux établis précédemment.

Propositions sur tes triangles.

183.1° — Rechercher par l’analyse les points d’intersection deux à deux des droites 
menées p3r les sommets A , B, C, d’un triangle, et par les milieux F, E, D ( fig. 98 ), 
des côtés opposés.

Prouver que ces trois droites se coupent en un même point.
Prenons deux axes rectangulaires AX, A Y, dont l’un, celui des x ,  se confonde avec 

l’un des côtés AB du triangle, l’origine étant d’ailleurs placée au sommet A. La question 
consiste à former les équations des droites AF, BE, Cl), puis (n» 148) à éliminer x  et x 
entre ces équations combinées deux à deux. Mais auparavant, il est nécessaire d’établir 
les coordonnées des points A , B, C, D, E, F.

On a d’abord pour les coordonnées de A , { j • = . 0 , x =  0) j
soit AB = c ;  il en résulte pour celle de B, (x  =  0, x =  c );
posons d’ailleurs pour le p o in t.............. C , (x =  x'> % =  x 1).

Maintenant, comme D, E, F, sont les milieux de AB, AC, CB, on en déduit 

AB
AD = £ , e. = ^  =  h ,

2 ’  2 2 ’

d’où AG — X 1 -+-

données des points

2 2 7 2 —  2 7 Al ~  a 7

^  _  CH _  y  ™  _  BH _  c -  x'FG “ T  ~  T 7 GH ~ T  ~ — — 7
c — x' c

ce qui donne pour les coor-

Connaissant pour chacune des droites AF, BE , CD, les coordonnées de deux de ses
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points, nous pourrions obtenir son équation en substituant dans la formule du n° H 8,

SCR L \  LIGNE D R OITE.  1 8 1

à la place de x', y', x M, y " ,  les valeurs correspondantes ; mais il est plus élégant 
d’opérer de la manière suivante :

Comme AF passe par l’origine, son équation est de la forme

ainsi l’équation de AF est y

La droite BE passant par le point B, ou (0, c),  son équation est de la forme

relation

donc l’équation de BE est

On trouverait de même pour CD, y

il reste actuellement à combiner ces trois équations. 
Premièrement, on déduit des équations (1) et (2),

équation qui, étant résolue, donne 

Portant cette valeur dans (1), on trouve. . . .

et puisque cette droite passe par le point F, ou on a la relation

particulière

( Il faut remplacer dans l’équation

Mais, comme cette même droite passe par le point E , ou

En second lieu, les équations (1 ) et (3) donnent
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o u , résolvant, x c -+- x/
3 ’

et par conséquent,

D’ où l’on voit que les coordonnées du point d’intersection des deux droites AF, RF, sont 
identiques avec celles du point d’intersection de AF et CL). Ainsi, ces trois droites se 
coupent en un même point.

Si du point O commun à ces trois droites, on abaisse l’ordonnée OP, les deux trian­
gles semblables DCH, OOP, donnent

OP CH \ DO * DC ; mais on a OP 

DC
donc aussi DO =  — .5

Ce point est connu en Statique sous le nom de centre de gravité  du triangle.
En réfléchissant sur l’analyse précédente, on reconnaît aisément que les calculs sont 

les mêmes quelle que soit l’ inclinaison des axes.
Cependant, ils deviennent plus simples lorsqu’en conservant AB ( fig. 99 ) pour 

axe des x , on prend pour axe des ordonnées une droite AY parallèle à CD, ce qui est 
permis, puisque la droite CD est connue de position.

Q
Dans ce cas, il est évident que l’ abscisse x' du point C devient égale à AD ou - ,  

d’oii c =  2 x ';  et les équations (1), (2), (3), deviennent, savoir :

• y 'L’équation de la droite AF.. . .  y  =  x ,

celle de la droite BK... . y  = - —— ( - -
Zx' [X 2x'),

et celle de la droite CD.. . .  x  =  x’ ,

( puisque cette dernière droite est parallèle à AY ).
Cela posé, combinons la dernière équation............................. x  =  x ’ ,

Y'avec la première; il en resuite...........................................................y  — — .

y'
En la combinant avec la seconde, on trouve encore.................. y =  — ;3
ainsi, les coordonnées des points d’intersection de CD, AF, et de CD, BF., sont

Ceci prouve combien le choix des axes peut influer sur la simplicité des calculs dans 
la résolution des questions par le secours de la Géométrie analytique.

184. 2° — Déterminer les points d’intersection deux à deux des perpendicu­
laires  ̂abaissées ( fig. 101 ) des trois sommets du triangle ABC, sur les côtés 
opposés. Démontrer que ces perpendiculaires se coupent en un même point O.

On conçoit qu’ ici il doit y avoir de l’avantage à supposer les axes rectangulaires
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puisqu’il faut faire entrer en considération la relation de perpendicularité de deux 
droites (voyez n° 155).

Prenons encore pour axe des abscisses la ligne AB, et pour axe des ordonnées la per­
pendiculaire élevée au sommet A.

En désignant toujours par c la distance AB ou l’abscisse du point B, et par x', y ', les 
coordonnées du point C , on a d’abord, pour l’équation de CE parallèle à l’axe des^-,

x =  x'........................................................... (1)

Avant de rechercher les équations de AF et de BE, nous commencerons par déter­
miner celles des droites CB, AC , auxquelles elles sont perpendiculaires.

Or, la droite CB passant par les deux points {y ', x') et (0, c ) ,  son équation est

( no 1 4 8 ) .........................y  — y f =  e (x  -  x').

SV R LA LIGUE DROITE. 1 8 3

Celle de la droite AC qui passe par l’origine et par le point (x'} y '), est

Cela posé, comme AF passe par l’origine, elle a une équation de la forme

y  =  a!x;

et de ce qu’elle est perpendiculaire à CR, on a ( n° 155) la relation

/  y  \
aa' -+- 1 =  0 I a ayant pour valeur —---------J-

d’où l’on déduit a' = -------— ---------;— .a y '
Ainsi l’équation de AF est

c — x’
y  = y  ■ • * ...................... (2)

La droite B étant assujettie à passer par le point B ou ( 0, c ), on a pour son équation , 

y  — m! (x — c) j
et puisqu’elle est perpendiculaire à AC , on a la relation

(  r' \mm' - t - l  =  0 I m ayant pour valeur —  I ;

| gç*
d’où l’on déduit m' — ------- ----  —m y'
Donc enfin l’équation de BE est

x' i \X =  -  y  ~  c)....................................................

Maintenant, si l’on combine (1) et (2), on trouve

( 3 )
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Combinant üe même (1) et (3), on obtient

Cela posé, on a pour équation de DL, parallèle à AY, x  =  —. (O

La droite EM passant par le point E , ou

forme

son équation est de la

et puisqu’elle doit être perpendiculaire à AC dont l’équation est

Ainsi, la droite EM a pour équation,

on trouverait de même, pour l’équation de FN,

Combinons entre elles les équations (1) et (2) ; il vient

Ainsi, les trois droites se réunissent en un même point.

Donc les coordonnées du point d’intersection des droites CD, AF, sont les mêmes que 
celles du point d’intersection des droites CD, BE ; ainsi ces trois droites se coupent 
en un même point.

185. — 3° Déterminer les points d’intersection deux à deux des perpendicu­
laires élevées par les milieux des côtés d’un triangle ABC ( fig. 100 ) ,  à ces 
mêmes côtés. Prouver que ces trois perpendiculaires se coupent en un même point.

Nous prendrons encore pour axe des x  la ligne AB, et pour axe des y  la perpendi­
culaire élevée au point A.

Soient toujours AB =  c ,  AH =  x', CH — y ' ;  on a déjà trouvé (no 183) pour les 
coordonnées des points D, E, F,

il en résulte

Les équations (1) et (3) combinées de la même manière, donnent
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186. N. B. — Si, dans le résultat qu’on vient d'obtenir pourj, on met à la place

de x ’2 -+- y '2, sa valeur AC ou b'1 que donne la figure, on trouve pour les coor- 
domnées du point O commun aux trois droites, lequel n’est autre chose que le centre 
du cercle circonscrit,

ou , développant la quantité sous le radical, et ayant égard à la relation

ait

Calculons maintenant la distance AO ; on a

Or, l’expression n’est autre chose, en vertu d’un théorème de
Géométrie, que la valeur du côté CB ou a

Donc enfin, d’où, en posant l

ce qui prouve que le rectangle de deux côtés d'un triangle est égal au rectangle 
compris par le diamètre du cercle circonscrit et laperpendiculaire abaissée sur 
le troisième côté du sommet opposé ( voyez Legendre, liv. III).

Remarquons encore que la surface du triangle ABC ayant pour valeur ABC ou

Donc, l’expression de AO ou r devient

résultat auquel nous sommes déjà parvenus ( n° 43 ).
187. La construction sur la même figure ( figAOU ) des points de concours rela­

tifs aux trois propositions précédentes, donne lien à une circonstance fort curieuse, qui 
consiste en ce que ces trois points se trouvent placés sur une même ligne droite.

Pour nous en convaincre par l’analyse, observons d’abord qu’en général on recon­
naît que trois points ( x ' , y ' ) ,  l x " , y " ) ,  et ( x " ’, y " ' ) , sont en ligne droite, toutes

les fois que les deux rapports , sont égaux.

En effet, ces rapports ne sont autre chose (n° 148) que les coefficients de a; dans 
les équations des droites qui joignent le premier point au second et le premier au troi­
sième ; et s’ils sont égaux, c’est une preuve que les droites sont parallèles (n° 150). 
D’ailleurs ces droites ont déjà le point commun (x', y ' ) ; donc elles se confondent. 

Si l’un des points ( x ' , y '  ) est l’origine des coordonnées, il suffit que l’on
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Cela posé, admettons que les points O, O', O", correspondant aux trois propositions, 
soient rapportés aux mêmes axes AX, AY, dont l’un soit la base AB du triangle, l’autre 
la perpendiculaire élevée au point A; et afin de conserver les notations employées 
précédemment pour les points B et C , convenons de désigner les points O, O', 0", 
par (x , et /• ,) , (x 3 e t .ra), (x a e t .r ,) .

Donc,

Ces deux résultats sont identiques. Ainsi, les trois points 0 , 0 , 0", sont en ligne 
droite.

N. B. — Les distances qui séparent ces trois points ont entre elles un rapport qui 
est également fort remarquable.

En effet, si l’on considère les projections de ces distances sur AB, savoir, DI, IH, 
et DH, on a

ce qui donne

Propositions sur le cercle.

188. Rechercher par l ’analyse les conditions qui expriment que 
deux circonférences de cercle se coupent, se touchent, ou n'ont aucun 
point commun.

donc aussi, à cause des parallèles
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Soient O , O' ( fig. 103 ) ,  les centres de deux circonférences de 
cercle, r, r', leurs rayons, et 00' =  d, la distance des centres.

Prenons pour axe des x la ligne des centres, et pour axe des y la 
perpendiculaire OY élevée par le point O.

Le cercle dont le rayon est r, étant rapporté à son centre et à deux 
axes rectangulaires , on a ( n° 167 ) pour l’équation de ce cercle,

SDK LE CERCLE. 1 8 7

y2 x2 =  r2....................................... (1)

Celle du second cercle, dont le centre a pour coordonnées/) =  d, 
q —  0, est ( n° 163 )

y2 -j- ( x — d )2 =  r'2 ...................................(2)

Cela posé, pour exprimer que les deux circonférences de cercles se 
coupent, et obtenir leurs points d’intersection , il faut (n° 162) éta­
blir que leurs équations ont lieu en même temps, et éliminer x, y, 
entre ces équations. ,

A cet effet, retranchons (2) de ( 1 ) ; il vient

2 dx — d2 —  r2 — r'2 ;

d’où l’on tire r2 — r'2 -J- dJ
2d

Celte valeur portée dans l’équation (1), donne, toute réduction faite, 

y =  4ePra — ( r2 — r'2 -|- d2 )2.

Discussion. — L’inspection seule de ces valeurs prouve d’abord 
que, dans l’hypothèse où la quantité sous le radical de la valeur de y 
étant positive, les valeurs des x , y , sont réelles, et où par conséquent 
les circonférences ont deux points communs, dans cette hypothèse, dis- 
je, les deux points d’intersection ont une même abscisse OP, mais deux 
ordonnées égales et de signes contraires.

Donc, toutes les fois que deux circonférences se coupent, la ligne 
des centres est perpendiculaire à la corde commune, et la divise en deux 
parties égales.

Maintenant, afin de savoir quand y sera réel ou imaginaire (car x 
est toujours réel), nous ferons subir à l’expression ci-dessus une trans­
formation.

La quantité sous le radical étant évidemment la différence de deux 
carrés, peut être décomposée dans le produit

(2  dr -J- r2 -  d2 — r'2 ) (2 dr — r2 — d2 -j- r'2) ;
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mais chacun des deux facteurs entre parenthèses est lui-même la dif­
férence de deux carrés ( r -j- d)2 — r'7 et r'7 — ( r — d ) 2 ;
on a pour le premier, ( r - j - d - f - r ' )  ( r - j - c ?  — r'),
et pour le second, (r ' -{- r — d ) (/  — r -j- d).

Donc enfin , la valeur de y devient

V =  ±  ( r + r '  +  d) {r-\ -d  — r') ( r + r '  — d) (r '- j-d  — r).

Sous cette forme, comme le premier facteur soumis au radical est 
essentiellement positif, on voit que y sera réel tant que les trois autres 
seront positifs, ou l’un d’eux positif et les deux autres négatifs. Mais 
cette dernière circonstance ne peut jamais exister, car dès qu’un de 
ces trois facteurs est négatif, les deux autres sont nécessaimuent 
tifs.

Soit , par exemple , r d — r’ <f 0, d’où r -j- d r j 
il en résulte nécessairement r r' et d r'; 
donc r' — r -{- d et r — d -{- r sont positifs.

A plus forte raison, les trois facteurs ne sauraient être négatifs a 
la fois.

Ainsi, il ne peut se présenter que deux cas : ou les trois facteurs 
sont positifs à la fois, et dans ce cas , y est réel; donc deux circonfé­
rences se coupent toutes les fois que l’on a

r -f- d r , r -j- r d, r' d r ;

c ’est-à-dire chacune des trois quantités, les rayons et la distance des 
centres, moindre que la somme des deux autres;

Ou bien, l’un des trois facteurs est négatif ct les deux autres posi­
tifs; dans ce cas, y est imaginaire et il n’y a pas de point d’intersec­
tion ; ainsi deux circonférences n’ont aucun point commun, lorsque 
l’une des inégalités ci-dessus a lieu dans un ordre inverse.

Il peut néanmoins arriver que l’on ail

r d — r' —  0, ou r -j- r' — d —  0, ou r -\- d — r =  0 ; 
c ’est- à-dire r -]- d =  r', ou r -}- r' =  d, ou r d —  r.

Dans ce cas, les deux valeurs dey se réduisent à 0, et les deux cir­
conférences n’ont plus qu’un point commun, lequel est nécessaire­
ment placé sur la ligne des centres, puisque son ordonnée est nulle.
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l)onc , deux circonférences de cercle se touchent toutes les fois que la 
distance des centres est égale à la somme ou à la différence des rayons.

Ces résultats sont conformes aux théorèmes établis en Géométrie 
sur les intersections et les contacts des deux circonférences.

189. Cas particuliers. — Soit d =  0 , auquel cas les deux circonfé­
rences sont concentriques ; les valeurs de x  et de y deviennent

expression de forme infinie. Mais observons que la quantité sous Je 
radical de la valeur de y, étant essentiellement négative, cette valeur 
n ’en est pas moins imaginaire ; ce qui doit être, puisque les circonfé­
rences ne peuvent avoir aucun point commun*

Si cependant on avait en même temps d —  0 et r =  r', les valeurs
, ,  . . 0 0 . 

de# et de y se réduiraient a x —  — , y =  —, signes ordinaires

de l’indétermination.
En effet, dans ce cas, les deux circonférences se confondent et ont 

une infinité de p o in ts  communs.
Remarquons encore que les résultats ci-dessus, de forme infinie, sont 

analogues à ceux qui ont été obtenus ( n° 152 ) dans le cas du paral­
lélisme de deux droites dont on recherche le point d’intersection ; 
effectivement , il existe alors une espèce de parallélisme entre les 
deux circonférences, puisque leurs points sont partout également dis­
tants.

190. Faire passer une circonférence de cercle par trois points donnés.
Toutes les fois que l’on connaîtra la position du centre d’un cercle sur un plan , et 

la longueur de son rayon , les quantités constantes p, q, r, qui entrent dans l’équation

(x  — p )1- -4- {y  — q Y =  r

devront être regardées comme données à priori ; et le cercle sera complètement dé­
terminé par celte équation. Mais on peut, comme pour la droite, se proposer de 
déterminer un cercle qui satisfasse à certaines conditions, comme celles de passer 
par des points donnés, d’être tangent à une ou plusieurs droites, à un ou plusieurs 
cercles, etc.; dans ce cas, p, q , r , sont des constantes indéterminées dont les va­
leurs dépendent de ces diverses conditions ; et comme les indéterminées sont au 
nombre de trois, il s’ensuit que l’on peut imposer à un cercle trois conditions diffé­
rentes, celles, par exemple, de passer par trois points donnés.

Soient en général ( x! , y ' ), ( x", y "  ), ( x'” , y '"  ), trois points donnés sur un plan 
par rapport à deux axes rectangulaires , et appelons p, q, r, les coordonnées de son 
centre et le rayon ; son équation sera de la forme (x — p )2 •+■ (y  — q )’• =  r>... (l) 
p, q, r, étant des quantités qu’il s’agit de déterminer,
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Or, puisque chacun des trois points donnés se trouve sur la circonférence, on doit 
avoir les relations

et la question est réduite à éliminer p , q, r, entre ces relations, pour les reporter 
ensuite dans l’équation (1).

En développant, puis soustrayant successivement la seconde et la troisième rela­
tion de la première, on trouve

D’un autre côté, les trapèzes MM'P'P, MM'R'R, donnent, pour les coordonnées NQ , 
NS , du point N, milieu de MM',

équations du 1er degré en p, q ,  d’où l’on peut tirer facilement les valeurs de ces 
inconnues. Après quoi, en les substituant dans la première des relations ci-dessus, 
on obtiendra la valeur correspondante de r. Nous n’entrerons pas dans les détails 
de ces calculs qui n’offrent aucune difficulté réelle, et qui présenteraient d’ailleurs 
peu d’intétêt à cause de leur complication; mais nous allons tâcher de traduire en 
Géométrie les équations (2) et (3) elles-mêmes.

Chacune de ces équations, considérée seule, étant du 1er degré par rapport aux 
quantités p e t q  qui expriment les coordonnées d’un point, représente (n<> 172) une 
ligne droite; et si on les construit successivement par rapport aux mêmes axes, le 
point où ces lignes se rencontrent sera ( n° 152 ) le centre du cercle demandé.

Occupons-nous d’abord de l’équation (2) ; elle peut être mise sous la forme

ou bien encore,

Cela posé, soient M , M ' , M" ( fij. 104 ) , les points dont les coordonnées sont 
( x' ,y '), (x",y"),

L’équation de la droite MM' est ( n° 148 )

ainsi déjà, l’équation (4) est celle d’une droite passant par le point N.

En outre, si l’on compare les deux coefficients- des éuua-

tions (4) et (5), on voit qu’ils satisfont à la relation an' ■+- 1 =  0 qui exprime que 
deux droites sont perpendiculaires entre elles.
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D’où l’on peut conclure que l’équation (4), ou l’équation (2), représente la droite 

élevée par le point N milieu de MM' , perpendiculairement à cette dernière ligne. 
Ainsi, sa construction est facile.

On reconnaîtra de même que l’équation (3) représente la perpendiculaire élevée 
au milieu N' de MM" dont l’équation est

y — y '"
— x " (x  — x').

Le centre se trouve donc déterminé de position ; et la construction que nous venons 
d’en donner est précisément celle des éléments de Géométrie.

191. On serait parvenu à des résultats beaucoup plus simples, en prenant pour ori­
gine des coordonnées le point M ( fig. 105 ), et pour axe des abscisses la ligne MM'. 
Cela est permis, puisqu’on peut disposer des axes à volonté.

Dans cette hypothèse, on a

xr =  0, y ' — 0, y  =  0. 

et les équations (2) et (3) deviennent

— x " 2 -+- 2px”  =  0,

_  ^///a _  yn , 2px"' -+- 2qy"' =  0.

xff
De la première on déduit p =  —  , équation qui exprime évidemment une droite

parallèle à MY, menée par le point N milieu de MM'.
Quant à la seconde, on peut la mettre sous la forme

équation qni représente une droite passant par le point N ', milieu de MM", et per-
y tn

pendiculaire à la droite MM" ou y  =  '—̂ x .

Les équations (2) et (3) ne sont si compliquées que parce que les axes ont été pris 
dans une situation quelconque par rapport aux trois points donnés. On voit donc en­
core combien il est important, pour la simplicité des calculs, de choisir les axes con­
venablement.

192. Supposons actuellement qu’il s’agisse de faire passer un cercle par deux 
points donnés , en l’assujettissant en outre à être tangent à un autre cercle donné de 
position et de grandeur.

En désignant par ( x ' ,y ') ,  (x” ,y " ) ,  les coordonnées des deux points, parp, q, r, 
les constantes du cercle cherché, nous aurons d’abord les deux relations

(x f — p )2 (y ' — q )2 =  r2, . . . .  (x” — p)2 -+- (y "  — q )2 =  r2.

D’un autre côté, soient p', q', r', les constantes du cercle donné, D la distance des 
centres des deux cercles ; on a, en vertu de ce qui a été dit, n° 188, sur le contact des 
cercles,

D2 —  ( r ' ±  r ) 2 ;
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donc ( n° 137) la condition de contact est exprimée par la relation 

(p/ —p )2 -+• U' -  çY =  r' ±z r)%
qui, jointe aux deux précédentes , renferme tous les éléments nécessaires à la déter­
mination des inconnues p, q, r.

Si le cercle devait passer parun point donné (x', y  ), et être tangent à deux autres 
cercles donnés par les constantes (p', q', r' ), ( p", q", r"), on aurait les trois rela­
tions

(x ’ — p Y -+-{y — q)2=  rv  (p' —pY -+-(?' — <lY= (r' ± > ’ )2,
(p" — p Y -+■ W  — çY =  (r" )2.

Toute la difficulté, dans la résolution de ces sortes de questions, consiste à choisir 
les axes coordonnées de telle manière, que les équations et les calculs soient les plus 
simples possible, et qu’on puisse en tirer des constructions faciles et élégantes.

11 nous reste encore à établir les conditions relatives au contact des droites avec les 
circonférences. Or, la théorie des tangentes est une des plus importantes de la Géo­
métrie analytique.

Problème des tangentes.

193. Commençons par fixer le véritable sens qu’on doit attacher au 
mot tangente.

On définit ordinairement, en Géométrie, la tangente au cercle, une 
droite qui n’a qu’un point commun avec la circonférence; mais il est 
aisé de voir que cette définition ne convient pas à toutes les courbes.

Soit en effet, une ligne telle que LN'INKMH ( fig. 106 ) , composée 
de parties, les unes coneaves, les autres convexes. S i, en un point 
quelconque lM , on mène une droite MNN', qui semble se trouver, par 
rapport à la partie KM1I, dans la même situation que la tangente au 
cercle, cette droite peut être supposée n’avoir qu’un point commun 
avec cette partie de la courbe, mais prolongée indéfiniment, elle 
passera par d’autres points N, N ', . . . .  de la courbe. Donc il ne serait 
pas exact de dire qu’elle n’a qu’un seul point commun avec LN'NKMH.

Pour avoir une définition qui puisse s’appliquer à toutes les cour­
bes, il faut imaginer qu’une droite MG ayant plusieurs points M, BT, 
M", communs avec la courbe, tourne autour de l’un de ces points, 
M par exemple, de manière à prendre les diverses positions MM'M", 
tn'M m"m" . . .  .; o voit que, dans ce mouvement, le point M', qui se 
trouvait d’abord placé à la gauche du point M, se trouve maintenant 
à droite de ce même point, en m . Or , dans le passage de la première 
position à la seconde, il doit nécessairement en exister une intermé­
diaire où le point M'se confond avec le point M ; et c’est dans cette
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position, représentée par MNN', que la droite est dite une tangente. 
On doit donc regarder une tangente comme une sécante à la courbe, 
dont deux des points d’intersection viennent à se réunir en un seul.

Il n’est pas toujours nécessaire que le mouvement de la droite se 
fasse autour de l’un des points d’intersection ; il peut souvent se faire 
autour d’un point quelconque. La droite peut même, dans certaines 
circonstances, se mouvoir parallèlement à elle-même.

Reprenons la courbe ya =  2a?, d’où y =  ±  j /  2a? ( fig. 87 ) ,  qui 
a déjà été discutée n° 169.

Comme, à chaque valeur de x positive, il correspond deux valeurs 
de y égales et de signes contraires, il s’ensuit que toute parallèle à AY, 
menée à droite de cet axe, est une sécante qui a deux points communs 
avec la courbe; mais à mesure que x diminue, les distances M'N', 
MN, . . .  entre ces points d’intersection , diminuent ; et lorsqu’enfin on 
suppose x  =  0, auquel cas la valeur de y devient y —  de 0 , les deux 
points d’intersection se réunissent au point A, et la droite AY est dite 
tangente.

On reconnaîtrait de même que, dans la courbe discutée n° 170, et 
qui a pour équation

ya —  x* —  4, d’où x —  ±  [/ y2 — 4,
la droite IK. ( fig. 88 ) parallèle à AX, et située à la distance y =  2, 
est une sécante dont les deux points d’intersection se réunissent au 
point B.

Une courbe étant ordinairement regardée comme un polygone 
d’une infinité de côtés infiniment petits que l’on nomme éléments , ou 
comme la trace d’un point qui change à chaque instant de direction , 
on peut encore dire que la tangente à une courbe est un des éléments 
de cette courbe,prolongé indéfiniment. C’est ainsi qu’on l’envisage dans 
la haute analyse *; mais ici nous la considérerons comme une sécante 
dont deux points d’intersection avec la courbe se réunissent en un seul; 
et c ’est ce caractère que nous allons essayer de traduire en analyse.

194. Soient en général, F [x, y ) =  0 l’équation d’une courbe , 
et y —  ax -]- b l ’équation d’une droite rapportée aux mêmes axes.

Pour déterminer les points communs «à la courbe et à la droite, il 
faut (n° 152) exprimer que ces deux équations ont lieu en même 
temps. En substituant dans la première, pour y, sa valeur tirée delà 
seconde, on obtiendra une nouvelle équation en x, dont les racines

* Dans les Arts, les ouvriers n’ont pas d’autre idée de la tangente à une courbe. 
ALG. APPL, A LA GÉOff.  13

www.rcin.org.pl



19 4 PROBLÈME

seront le9 abscisses des différents points d’intersection ; et ces valeurs 
de x, reportées dans l’équation y =  ax b, feront connaître les 
ordonnées correspondantes de ces mêmes points.

Actuellement, si l’on veut fixer la position de la droite de telle ma­
nière qu’elle devienne tangente, il suffit d’exprimer, parles moyens 
connus en Algèbre, la condition que deux des valeurs de x  soient 
égales; ce qui, d’après l’équation y =  ax -{-ù , entraîne aussi géné­
ralement la condition que les valeurs de y soient égales. La première 
condition , exprimée analytiquement, n’est autre chose qu’une cer­
taine relation entre les quantités a et b considérées comme des con­
stantes indéterminées ; et si, à cette relation, on joint la suivante, 
y' =  ax' -j- b, qui exprime que la droite passe par un point donné , 
on aura tout ce qu’il faut pour déterminer complètement a et b.

195. Si l’équation de la courbe est du second degré, la substitution 
de ax -}- b à la place de y dans cette équation, donne lieu à une équa­
tion du second degré, de la forme

mx2 -j- nx p =  U ;
ce qui prouve, en passant, qu’»ne ligne droite ne peut jamais avoir plus 
de deux points communs avec une courbe du second degré.

Or, on a vu [Alg., cliap. Ill) que pour l ’égalité des deux racines 
d’une équation du second degré, il faut qu’on ait entre m , » ,  p , la 
relation » 2 — 4mp =  0. C’est donc celte condition qu’il s’agit de 
développer pour toutes les courbes du second degré, en commençant 
par le cercle qui n’en est qu’un cas particulier.

196. Par un point donné ( x', y ') mener une tangente à un cercle, 
qu’on suppose rapporté à des axes rectangulaires passant par son 
centre.

L’équation du cercle étant y2 x2 =  ...................... (1)
celle de la droite cherchée est de la forme

y — y ' = z a ( x  — x j  ; . . . . . g (2)
et la quantité b se trouve déjà éliminée (n° 149),

Pour exprimer d’abord que le cercle et la droite se coupent, il faut 
combiner leurs équations, en supposant que les x et les y sont les 
mêmes. Or, l’équation (2) donne

y =  ax - f  y' — ax' ;

d’où, substituant dans l’équation (1) et ordonnant,
( a2 -f- 1 ) x2 -j- 2a (y' — ax' ) x  -j- ( y' — a x j2 — r2 —  0 . . . .  (3)
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En attribuant à a des valeurs particulières, on obtiendrait une série 
de sécantes à la courbe, dont les deux points d’intersection auraient 
pour abscisses les valeurs de étirées de l’équation (3), et pour ordon­
nées les valeurs de y déduites de l’équation (2), après qu’on y aurait 
mis pour a et a; leurs valeurs.

Maintenant, si l’on veut que la droite devienne tangente, il faut 
que les deux racines de l’équation (B) soient égales; ce qui donne, en 
vertu de la relation il1 — hnp =  0 (n° 195),

expression qui, substituée dans l’équation (2), donnera l’équation de 
la tangente demandée.

Le résultat (6) démontre que par un point ùjnné N ( fig. 107 ), il 
est, en général, possible de mener deux tangentes NM, NM', à la cir­
conférence. Toutefois, comme il faut, pour cela , que les deux valeurs 
de a soient réelles et inégales, on doit avoir

On reconnaît en effet que, d’après cette supposition, l’équation (5)

13

ou, divisant par A et supprimant les deux quantités

qui se détruisent ,
Cette équation, développée et ordonnée par rapport à a, devient

d’où l’on déduit, toute réduction faite,

donc le point ( x ,  y )  doit être situé hors du cercle.
Si l’on suppose x''1 y '3 =  auquel cas le point donné se trouve 

sur la courbe, la double valeur de a se réduit à une seule :

devient
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Pour distinguer ce cas, du cas général, nous conviendrons de dé­
signer le point donné, qui n’est autre chose que le point de contact, 
par (x", y")-, et alors on aura pour l’équation de la tangente au cercle, 
en un point de cette courbe,

y = y" \X X

197. Remarque sur la méthode précédente. — En formant, à l ’aide 
des équations (1) et (2), une équation en y seulement, ce qui revient

à substituer dans (1) la valeur x  = —-------^ ----- :—- tirée de l’équa­

tion (2), on trouve
( «a -{- 1 ) y2 — 2 ( y' — ax') y ( y' — ax' ) 2 — a2r2 =  0 ;

et si l’on veut que la droite devienne tangente, il faut exprimer que les 
deux racines de celte équation sont égales; ce qui donne entre les 
coefficients, la relation

4 (y — ax')2 — 4 [a2 -f- 1 ) [(y ' — ax')2 — a2r2] =  0,
ou , divisant par 4 et supprimant les quantités (y' — ax')2, — (y — ax)2, 
qui se détruisent,

a2 [ (y ' — ax')2 — r2 (a2 — 1 )"] == 0.

Or, cette équation peut être satisfaite de deux manières, soit en 
posant a2—  0, soit en posant [y' — ax')2 —  r2 (a2 -}- 1 ) =  0.

La dernière de ces deux relations est bien identique avec la rela­
tion (5) obtenue d’après l’équation en x ; mais on trouve en même 
temps pour solution, a2 =  0.

11 y a plus, si nous remontons à l’equalion (4) du numéro précédent, 
et que, sans avoir égard aux réductions des termes semblables, nous 
développions les calculs, nous obtenons une équation du quatrième 
degré en a, dans laquelle, à la vérité, les coefficients de et de a3 sont 
nuis; mais on sait en Algèbre qu’une semblable équation a deux de 
ses racines infinies. Ainsi l’équation (4), outre les deux valeurs que 
donne l ’équation (5), renferme encore implicitement deux racines in­
finies, a =  co , a —  co .

Tâchons d’interpréter ces solutions a =  0, a =  co , qui semblent 
étrangères à la question proposée. Pour cela, prenons hors du cercle 
un point N' ( fig. 107 ) ,  tel que les perpendiculaires abaissées de cû 
point sur l’axe des x  et sur l’axe des y, rencontrent la courbe aux 
points i, i', l , Cela posé, si l’on veut ensuite exprimer que, pour une
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droite menée du point N', les deux valeurs de#des points d ’intersec­
tion de cette droite avec la courbe, sont égales, sans rien dire pour y, 
on observe que cette condition ne convient pas plus aux deux tangentes 
Km, NW, qu’on peut mener par ce point, qu’à la ligne Kii' perpendi­
culaire à l’axe des #. Ainsi, l’analyse doit donner, outre les solutions 
relatives aux deux tangentes, la solution a =  co correspondante à 
cette perpendiculaire.

L’équation (2), qui revient à x —  —------— -{- x', donne en effet

pour a =  co , x —  x', ce qui n’apprend rien pour y. Mais pour avoir 
sa valeur, il suffit de remonter à l ’équation (1) qui donne

y =  ±  \/ r2 — x'3.

Telles sont en effet les valeurs de Op, ip, i'p, correspondant à Kii'.
l)e même, si l’on exprime que les deux valeurs de y sont égales, sans 

rien dire pour x ,  cette condition convient, non-seulement aux deux 
tangentes, mais encore à la droite K ll  parallèle à l’axe des#. Ainsi, 
l ’analyse doit donner à la fois les solutions relatives aux deux tangentes, 
et la solution a —  0 correspondant à Kll'.

L’équation (2) donne pour a =  0, y — y ,  ce qui n’apprend rien 
pour # ; mais de l’équation (1) l’on déduit

# =  ±  [/ r2 — y 3.

Telles sont en effet les valeurs de 0q, 0q', lq, l’q .
Concluons de là que, quand on veut exprimer le contact d ’une 

droite avec une courbe, il faut écrire à lu fois analytiquement les deux 
conditions pour que deux des valeurs de x et deux des valeurs de y cor­
respondant aux points d’intersection, soient égales, puis considérer à part 
la relation commune qui se trouve implicitement renfermée dans les deux 
relations générales établies d’abord séparément.

La remarque qui vient d’être faite fournit un nouvel exemple d ’une 
question dont les équations sont plus générales que la question elle- 
même, en même temps qu’elle indique le moyen de dégager le résultat 
des solutions étrangères.

198. Nous avons cru devoir résoudre le problème des tangentes de 
la manière la plus générale, afin de faire voir aux commençants com­
ment on interprète certains résultats de l’analyse; mais comme nous 
aurons souvent besoin de rappeler l’équation de la tangente, dans le 
cas particulier où l’on donne le point de contact, il est bon d indiquer 
un moyen direct d’ y parvenir. Cette autre méthode est également

197
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d’où

susceptible de s’appliquer à toutes les courbes, quelle que soit 1 incli­
naison des axes.

Appelons (a?', y'), (x", y” ), les coordonnées de deux points de la 
courbe, dont l’un (x " , y"), doit devenir un point de contact.

La droite qui joint ces deux points, a pour équation

et si l’on y réunit les deux relations

le système de ces trois équations convient à la sécante menée par les 
deux points.

Or, en soustrayant (3) de (2), on a

équation qui peut remplacer l’une des deux précédentes, (3) par 
exemple: et comme la relation (-4) revient à

il s’ensuit que la sécante est finalement représentée par le système 
formé de l’équation

Si, maintenant, on veut (pie la sécante devienne tangente, c ’est-à-dirè 
que les deux points d’intersection se réunissent en un seul, il suffit 
d’établir x' =  x" et y' =  y " ;  ce qui donne

(Ordinairement, on ne considère que la première de ces équations 
pour représenter la tangente; mais la seconde est toujours sous- 
entendue. )

J\. B. — L’artifice de calcul employé ci-dessus, et qui consiste à
v' — y"retrancher (3) de (2), a pour but de transformer le coefficient —,------
X  ---- X

de l’équation (1), afin de pouvoir y introduire ensuite les deux con­
ditions y' —  y"j x' =  x " ; car si l’on faisait cette double hypothèse

www.rcin.org.pl



DES TANGENTES. 1 9 9

sans transformation préalable, on obtiendrait — pour valeur de cc 

coefficienf.
x "

199. L’équation y — y" —  — ( x — x " )  peut être ramenée à

une forme beaucoup plus simple, au moyen de la relation y"2-{- x"'1 —  r* 
qui y est jointe.

Chassons le dénominateur et transposons; il vient
yy" -j- xx" =  y"2 -j- x"2, ou bien, yy" xx" =  r2.

Cette nouvelle forme est facile à retenir, en ce qu’elle se déduit de 
celle du cercle, y2 -j- x2 —  r2, en y remplaçant les carrés y2 et x2 par 
les rectangles y y" et x x " .

Soit fait, dans l’équation simplifiée de la tangente, y —  0 ; il en
f2

résulte x =  —  : c’est l’abscisse OR ( fig. 107 ) du point où la tan­

gente rencontre l’axe des x.
D’un autre côté, l’on a PR =  OR — OP;

A, . nR „  r2 —  x "2d ou PR=  — ----- -----.
X  X

Cette distance PR, comprise entre le pied de l’ordonnée du point 
de contact et le point où la tangente rencontre l’axe des x , est ce 
qu’on nomme la sous-tangente; et sa considération est souvent utile dans 
la théorie des courbes.

N. B. — Puisqu’on obtient sa valeur en supposant y =  0 dans 
l’équation simplifiée de la tangente, et retranchant ensuite x"  de la 
valeur de x correspondant à y —  0, il s’ensuit que pour l ’avoir di­
rectement d’après l’équation non simplifiée de la tangente, il suffit de 
faire y —  0 dans celte équation , et de chercher la valeur corres­
pondante de x — x " . Le signe de cette différence indique alors dans 
quel sens doit être portée la sous-tangente.

y"2 r2__x"2On trouve en effet, pour y —  0, x — x" —  ~  -----, ré­
sultat de même signe que x " .

200. Reprenons également le cas où la tangente doit être menée par 
un point pris hors du cercle, et proposons-nous d’exprimer les coor­
données inconnues x", y", du point de contact, en fonction des coor­
données x y ', du point donné.

La tangente devant passer par le point x', y ,  son équation est de la
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201. Si l’on voulait fixer géométriquement la position du point 
(x", y " ) } il faudrait construire les valeurs obtenues ci-dessus. Mais

BtbLiüi  tKÀ

Pour prouver l’ideutité de ce résultat avec celui du n° 196, multi­
plions haut et bas par ry d-  x  y x '2 -J- y^ — r2, en observant que 
les signes supérieurs se correspondent ainsi que les signes inférieurs; 
il vient

ou bien enfin,

ou , résolvant et simplifiant,

Remplaçant x" par sa valeur dans l’équation (3), on obtient, toute 
réduction faite,

d’où , substituant dans l’équation (!2) et ordonnant par rapport à x ,

On tire de la première

forme ) pour valeur,

et la Question a pour obiet de déterminer x" et y".
Or, l’équation de la tangente étant aussi

comme cette droite passe par le point (x', y'), on a nécessairement la
rclcit ion

D’ailleurs, puisque le point
aussi

se trouve sur la courbe, on a

Telles sont les équations à l’aide desquelles il faut calculer x"  et y".
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comme elles sont très-compliquées, nous ferons usage des principes
relatifs aux lieux géométriques (n° 181).

Première construction. — Reprenons les équations

y'y" +  ^ ........................ (!)
y"’ +  *"■ =  ^ ........................... (2)

qui ont servi à déterminer x", y".

UES TAXCENTES. 2 0 1

En retranchant la première de la seconde, on obtient

y"' -  y'y" +  =  o, . . . . (3)
équation que nous pouvons substituer à la première; et si l’on construit 
par rapport aux mêmes axes, chacune des équations (2) et (3) consi­
dérées comme renfermant deux variables x", y", les points d’inter­
section des deux lieux géométriques seront les points de contact 
demandés.

D’abord, l’équation (2) représente un cercle ayant son centre à l’o­
rigine, et pour rayon r ( fig. 108 ) ;  c’est donc le cercle déjà con­
struit.

Quanta l’équation (3) qui est comprise dans la forme générale du 
n° 177, comine elle peut être ramenée à celle-ci :

( v " - t 7 + ( * " - Ü
y'2 +  x'2

elle représente une circonférence dont le centre a pour coordon-

nées \ >  et fiui a Püur ra)’on â i/ x'2 + y'2-

Or, si l’on joint le point O au point N par lequel on se propose de 
mener une tangente, on a évidemment

ni OP x> ti NP y ' 1 ;— -------
0L 0,1 T  =  T’ 11—

Donc la circonférence décrite sur ON comme diamètre, est le lieu 
géométrique de l’équation (3).

Ainsi, les points M, M', où les deux circonférences se coupent, sont 
les points de contact ; et en les joignant au point N, on a les deux tan­
gentes cherchées.

Bette construction est précisément celle qui se trouve indiquée 
dans les Éléments de Géométrie.

202. Seconde construction. — On peut opérer directement sur les 
équations (1) et (2) dont la construction présente une propriété très- 
remarquable.
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L’équation (2) représente toujours le cercle donné.
L’équation (1) étant du 1er degré en x", y", représente une ligne 

droite; et comme les points où elle doit rencontrer la circonférence 
ne sont autre chose que les points de contact, il s’ensuit que cette 
droite est la ligne de jonction des points de contact.

Pour en fixer la position, soit fait successivement dans l’équa­
tion ( 1) ,  y" =  0 , et x" =  0  ; il en résulte

pour y" =  0 , x" — - j ,
X

r2
pour x ' —  0 , y" =  — .

. . f ’Le premier point [y "  =  0, x" = — ] est le point B ( fig. 109 )

où la droite rencontre l’axe des x ;  et ce point s’obtient par la con­
struction de la 3e proportionnelle x \ r ; r x".

Le second point [ x" =  0, y" —  -p-] est le point C où la droite

rencontre l ’axe des y ; et il s’obtient de la même manière.
La droite BC qui joint ces deux points, rencontre la circonférence 

aux points M et M' qui sont les points de contact des tangentes menées 
par le point N.

v1203. Remarque. — Comme la valeur x"  =  —7 qui correspond
X

à y" =  0  dans l’équation de la ligne de jonction des deux points de 
contact, est indépendant de l’ordonnée y'du point par lequel on veut 
mener les deux tangentes, on peut conclure que, pour un second point 
quelconque N' pris sur la perpendiculaire LL', la ligne qui joint les 
points de contact des tangentes menées par ce point, rencontre l’axe 
des x  au même point B.

En effet, soient x  et y'" les coordonnés du point N' ; on aurait pour 
l’équation de la ligne y '"y"-j- x'x" =  or en faisant y'' =  0 ,

l’on trouve x" =  —, =  OB.
x

Observons d’ailleurs que, l’axe OX étant une ligne menée à volonté 
dans le plan du cercle, la droite LL' qui lui est perpendiculaire, peut 
elle-même être regardée comme une droite tracée d’une manière 
quelconque dans ce plan, puisqu’on pourrait d ’abord tracer cette 
dernière ligne arbitrairement, et prendre ensuite pour axe des x, la 
perpendiculaire abaissée du centre sur la droite.
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On déduil de là le théorème suivant: S i des différents points d’une 
ligne indéfinie LL', on mène des tangentes à un cercle, toutes les droites 
qui joignent les points de contact des tangentes partant du même point, 
se réunissent en un point commun B, lequel se trouve placé sur la perpen­
diculaire abaissée du centre O sur la droite LL'.

La droite LL' est dite la polaire du point B; et réciproquement, le 
point B est dit le pôle de la droite LL'.

r2
N. B. — Il résulte de l’expression x" —  que quand la droite

X

LL' est extérieure au cercle, auquel cas on a x' r, le point B est 
intérieur, puisqu’alors x" est r.

Si, au contraire, LL' ( fig. 110 ) est sécante à la courbe, le point B

est extérieur; car on a, dansée cas, x' r, d’où — ou x" r.
X

Les problèmes suivants se rattachent au problème des tangentes et 
donnent lieu à quelques circonstances assez remarquables sous le rap­
port de la discussion.

204. P r e m i e r  p r o b l è m e .  — Étant donnés un cercle OAMB ( fig. 111 ) et un 
pointu, on propose de mener par ce point une droite de telle manière, que la 
partie MM' interceptée dans le cercle, soit égale à une ligne donnée 2m.

Supposons le cercle rapporté à deux axes rectangulaires OX, OY,et appelons x ',y ', 
les coordonnées du point N. Désignons d’ailleurs par z la distance de ce point à l’un 
des points d’intersection de la ligne cherchée avec la circonférence.

Nous aurons les équations
x2 -+- y 1 =  r2, .  ..................................................(1)

y  — y ' =  a ( x — od ) , ......................................................... (2)
z’1 —  ( x — x' )■>■ (y  — y '  )a .............................. (3)

(x  — x', y  — y ',  expriment ici les différences entre les coordonnées du point N 
et les coordonnées x ,y ,  propres à vérifier en même temps les équations (1) et (2) qui 
sont celles du cercle cl de la droite. )

Cela posé, pour résoudre la question proposée, nous éliminerons d’abord x  et^- 
entre ces trois équations, ce qui nous donnera une équation en z, a, x', y ', r. Résol­
vant cette équation par rapport à z, nous obtiendrons deux valeurs dont la différence, 
égalée à 2m, conduira à une dernière équation en a et en quantités connues x ' ,y ' ,  
r, m, dont la résolution fera connaître a, et fixera par conséquent la position de la 
droite cherchée. — Effectuons tous ces calculs.

Si dans l’équation (3) on remplace y  — y '  par sa valeur tirée de l’équation (2), 
on a

z2 =  ( x  — x' )2 ( 1 -4- a2 ) ;
d’où l’on déduit

, z , zx  — x ■= — —■ et x  —  x  -------- --------  ■■ ;
\ / 1 -h a2 [ /1  -h a 2
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Substituant ces deux valeurs dans l’équation (1) et ordonnant par rapport à z, on 
obtient

Appelant z', z ", les distances NM , NM' , qui ne sont autre chose que les deux va­
leurs de z qu’on vient de trouver, on a

donc

d’où

Mais, par hypothèse, on doit avoir z' — z" =  2m. On obtient donc enfin, pour 
l’équation du problème,

ou , élevant au carré et ordonnant par rapport à a,

Comme cette équation est du second degré, il s’ensuit que, par le point N, on peut 
mener deux droites NM, NM", qui satisfont également à la question.

N. B. — Le problème des tangentes peut être regardé comme un cas particulier 
de celui-ci. En effet, pour établir que la droite menée par le point N est tangente à la 
courbe, il suffit d’exprimer que la partie MM' ou M"M"' de la sécante, est nulle, c’est- 
à-dire que l’on a m =  0 ; ce qui réduit l’équation (5) à celle-ci :

résultat identique avec celui qui a été obtenu (n° 196).
205. Pour simplifier la construction des valeurs de l’équation (5), supposons ce qui 

est permis, que l’axe des a; passe par le point donné N ( fig. 112 ).
Dans ce cas, on a y* =  0, et l’équation devient

d’où , en posant

Pour que cette expression de a soit réelle, il faut qu’on ait premièrement, m r 
ou 2m 2r ; ce qui doit être, puisque 2m représente une des cordes du cercle donné.

Secondement, x '3 — h1 ou x '3 — r3 -+- m3 0 ; d’où m r3 — x '3. 
Cette dernière condition est toujours satisfaite tant que le point N est extérieur au 

cercle ; car on a alors x ' r, d’où, à fortiori, x ’3 — r3 -+- m3 0.
Mais si le point N ( fig. 113 ) est intérieur, comme, en menant NK perpendicu-
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laire à OX, on a NK =  \ /  r2 — x ’2, il s’ensuit que la ligne donnée 2m doit être 
moindre que la corde KK'; et en effet, cette corde est la plus petite de toutes celles 
qu’on peut mener par le point N dans le cercle donné.

Admettons que les deux conditions m r, m ^> y /  r2 —  x '2,  soient satisfaites; 
et construisons le problème.

Décrivons sur OB ( /fy. 112 ) une demi-circonférence ; et prenons, à partir du 
point B, une corde B1 égale à m; il en résulte

01 =  y /r 2 — m2 =  h.

Maintenant, sur ON =  x ’, décrivons une demi-circonférence, et rabattons 01 
de 0  en L ; puis tirons la droite NL. On en déduit

NL =  y/~x2 — /i2.

Je dis, d’ailleurs, que cette droite NLM et la droite NL'M" placée symétriquement 
au-dessus de OX, représentent les deux droites cherchées. Car le triangle rectangle 
OLN donne

OL A — h
tang LNO =  —  =  — , — ; d’où tang LNX — — —

y  x '2 —  A2 y  x '3 —  A2

+  A
On a pareillement tang L'NO =  — — ■

y /x '2 —  A2

La construction est la même quand le point N ( f i g .  113 ) est intérieur. Seulement, 
la corde BI ou m, doit être, d’après ce qui a été dit ci-dessus, moindre que BO ou r,

et plus grande que NK ou \ / r2 — x '2.

206. Remarque. — L’équation (4), à laquelle on a été conduit dans la résolution 
du problème précédent ( voyez n° 204 ), démontre très-simplement que deux sé­
cantes sont réciproquement proportionnelles à leurs parties extérieures, ou bien, 
que deux cordes se coupent en parties réciproquement proportionnelles, suivant 
que le point N est extérieur ou intérieur au cercle.

En effet, on sait que, dans toute équation du second degré, le dernier terme est 
égal au produit des deux racines. On a donc , en appelant z', z "  ( f i g .  111 ), les ra­
cines de l’équation (4) ( n° précédent),

z ' X z " ,  ou NM x NM' =  x '2 -h  y ’2 — r2.

Le second membre de cette relation étant indépendant de a ,  c’est-à-dire de la 
constante qui fixe l’inclinaison de la droite NM, il s’ensuit qu’elle serait encore la 
même pour toute autre sécante NR menée par le point N. On déduit de là 

NM X NM' =  NR X NR', 
et par conséquent, NM * NR II NR' ’ NM'.

Si le point est intérieur au cercle, comme N', on a également 
N'M X N'M' =  N'S X N'S',

et par conséquent, N'M ' N'S "  N'S' • N'M'. C. Q. F. D.

Le cas où le point est extérieur est caractérisé ( n° 196 ) par la condition 
x'2 -t- y-a — r2 ]> 0 ; c’est-à-dire que les deux racines sont positives à la fois; et

2 0 5
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le cas où le point est intérieur, par la condition x '2 -Hy '2 — r2 0 ; e t , en effet, 
les deux racines étant représentées géométriquement par N'M et N'M', doivent être de 
signes contraires.

207. S e c o x d  p r o b l è m e .  — Deux cercles étant donnés sur un plan, mener une 
droite qui les traverse de manière que les parties MM', NN' ( fig. 114 ) ,  inter­
ceptées par les deux circonférences, soient égales entre elles et à une ligne 
donnée 2m.

Rapportons les cercles à deux axes rectangulaires dont l’un soit la ligne des centres, 
et l ’autre passe par le centre de l’un d’eux.

Prolongeons d’ailleurs la ligne cherchée MIS' jusqu’à sa rencontre en A avec la 
ligne 00'. 11 est évident que cette droite serait déterminée de position si l’on connais­
sait la distance OA ; car tout se réduirait alors à mener par le point A, une ligne AM 
telle que MM' fût égal à 2m, et la question rentrerait dans la précédente,

Cela posé, soient

faisons d’ailleurs OB =  r, O'B' =  r', et appelons a la tangente de l’angle que forme 
AM avec l’axe des x.

On à trouvé ( n° 205 )

D’un autre côté, si l’on nomme o' la tangente de l’angle que forme avec OX une 
droite AN qui remplisse, par rapport au second cercle, la même condition NN' =  2m,

et qu’on désigne O'A ou a/ — d par x ",  l / r ' 2 — m2 par h', on a pareillement,

Mais, d’après l’énoncé de la question, les droites AM, AN , doivent n’en former 
qu’une seule; ainsi, l’on doit avoir a' =  a ; et l’on obtient, pour équation du pro­
blème proposé,

ou , chassant les dénominateurs et élevant au carré,

ou , supprimant le terme — h7h'2 commun aux deux membres,

On lire de cette équation,

et si l’on remplace h et h' par leurs valeurs,
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Cette double valeur de x' prouve qu’en général, il existe deux points A et A', par 
chacun desquels on peut mener deux droites susceptibles de satisfaire à la question; 
ce qui donne en tout quatre solutions différentes AM et Am, RA'S et rA's.

Nous n’insisterons pas davantage sur ce problème, dont la construction et la dis­
cussion résulteront d’ailleurs très-simplement de celle du problème qui va suivre.

208. T r o i s i è m e  p r o b l è m e .  — Mener une tangente commune à deux cercles 
donnés.

Soit fait dans le problème précédent, m =  0, ce qui établit la condition que la 
droite cherchée soit tangente à la fois aux deux cercles. Comme on a alors

h ou y /r 2 — m1 —  r, et h' ou J /V 2 — m2 =  r'. 

la double valeur de x' se réduit à

x' — — ——y- r z p r

L’expression qui correspond au signe supérieur, étant évidemment plus grande que 
la seconde, correspond au cas où les cercles sont placés d’un même coté par rapport 
à la tangente ; et celle qui correspond au signe inférieur, au cas où les cercles sont 
placés de côtés différents. On d it, dans le premier, que la tangente est extérieure 
aux deux cercles, et dans le second, qu’elle est intérieure.

dr
Pour construire le résultat x' =  —-----—, ou r — r* \ r \\ d \ x' { fig. 115 ),

tirez une ligne indéfinie OL; prenez sur cette ligne, à partir du point K, une 
partie KH égale à O'B' ou r' ; vous avez ainsi OK =  r, OH =  r — /■'. Joignez 
11 et O', et par le point K, menez KA parallèle à HO'. Le point A sera le point de­
mandé.

Car on a
OH ' OK * * OO' * OA, ou r — r' \ r * \ d * OA ; donc OA =  x'\

Il ne s’agit plus que de mener par le point A les deux droites ANM et Anm tangentes 
au premier cercle; et elles le sont nécessairement au second.

dr
Quant au deuxième résultat x  = ----------,, ou r -4- r1 I r * ! d * xr, il suffit

de prendre, sur la même ligne OL, une partie KH' égale à O'B'; ce qui donne 
Oïl' =  r -t- r \  Tirant ensuite H'O', et KA' parallèle à H'O', on a A' pour seconde 
solution de la question; c’est-à-dire que, si du point A' on mène les droites A'M' et A’m! 
tangentes au premier cercle, elles le seront également au second.

La construction du problème précédent se déduit facilement de celle du problème 
actuel.

En effet, si l’on inscrit aux cercles donnés deux cordes CD, cd ( fig. 114 ), égales 
à 2m, et que des points O, O', on trace deux circonférences dont les rayons soient 
égaux aux perpendiculaires abaissées sur ces cordes, il est évident que les tangentes 
communes à ces nouveaux cercles, seront telles que les parties MM', NN', et RR', SS', 
interceptées par les deux premiers, seront égales à CD ou 2m.

Le problème qui fait l’objet de ce numéro, présente diverses circonstances qui mé­
ritent d’étre développées, et dont la discussion complétera tout ce qui a été dit dans le 
premier chapitre sur celle des problèmes en général.

209. Considérons les deux cercles dans toutes les situations qu’ils peuvent avoir l’un
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par rapport à l’autre, en supposant toutefois que le cercle qui a le plus grand rayon 
soit celui dont le centre est à gauche (les circonstances relatives à l’hypothèse con­
traire seraient absolument semblables).

1° — Soient les cercles tout à fait extérieurs l’un à l’autre ( fig. 116 ).
Cette circonstance est exprimée analytiquement par la condition

d >  r -f- r'} d’où, à fortiori, d r — r'. 
dr

Dans ce cas, l’expression x' r — r*’
qui, par la division, peut se mettre

sous la forme x' — d -t-
dr'

est évidemment plus grande que d -t- r’ ou
r — r14

OB'. Donc le point A correspondant à cette valeur de x ’ est extérieur à la fois aux deux 
cercles ; et les deux tangentes extérieures peuvent être tracées.

dr
D’abord, l’expression x' =  ——-ç—p  est plus grande que r ou OB (à cause de 

d >  r -f- ?•').
D’ailleurs, elle peut être mise sous la forme

x' —  d —
dr'

et comme on a d >  r +  r', il en résulte

• r"  
dr' r’ ; donc x' est moindrer r'

que d — r7, ou moindre que OC'. Ainsi le point A', correspondant à la seconde valeur 
de od, est encore extérieur aux deux cercles ; et l’on peut mener les deux tangentes 
intérieures.

La première circonstance offre donc quatre solutions.
dr

Dans le cas particulier de r — r' ( fig. 117 ), l’expression x' =  ------ — se ré­

duit à x' = — ; c’est-à-dire que le point A' est le milieu de la distance 0 0 'des 

deux centres.
. .  . dr , . dr , „ . . .. ,L’expression x  =  -̂----- — devient —  ou infinie; ce qui veut dire que les deux

tangentes extérieures sont parallèles à la ligne des centres.
Ces résultats s’expliquent facilement par la figure.
2o _  Les cercles peuvent se toucher extérieurement ; ou analytiquement, on 

peut avoir ( fig. 118 )
d — r -+- d ; d’où d r — r'. 

dr dr'
La valeur x' = ---------- — d -f- --------- -  est plus grande que d -+- r' ou OB'.r — r r — r

Ainsi les deux tangentes extérieures existent, puisque le point A est extérieur aux deux 
cercles.

dr
Mais la valeur x’ = se réduit à x' =  r ; ce qui prouve que les tan­

gentes intérieures se confondent en une seule LL'.
Le problème n’admet donc alors que trois solutions.
3« — Les cercles peuvent se couper. Celte circonstance est exprimée (n° 188) 

par les deux conditions d r -f- ?•', d >  r — d ( fig. 119 ).
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L’expression xl =■ ^  =  d -4- - _ ^  est plus grande que d -4-  »*' ou

OB' ; ainsi les deux tangentes extérieures existent.
dt*

Mais l’expression x ' =  - ■_^  est moindre que r; donc le point A' est intérieur

au cercle dont le centre est en O; par conséquent, on ne peut mener les tangentes 
intérieures. «

La question n’admet donc, dans ce cas, que deux solutions.
4° — Les cercles peuvent se toucher intérieurement ; ce qui exige que l’on ait 

( fig. 120  ) d —  r — r'} d’où d r -+- d .

La première valeur x' = -------- - se réduit à x' =  r ou x' =  OB : donc losr — r ’
deux tangentes extérieures se confondent en une seule LL'.

La seconde x' est moindre que r, à cause de d r -4- r'; donc il

n’existe pas de tangentes intérieures.
Ainsi la question n’est susceptible que d'une seule solution.
5» — Enfin, les cercles peuvent être tout à fait intérieurs l’un à l’autre. Cette 

circonstance est exprimée par d r — r' e t , à fortiori, d r -4- r’ .
. , dr , dr

Les deux valeurs x =  ------- —, x  = ---------7 ( fig. 121 ), sont l’une et l’autrer — r "  r -4- r' '
moindres que r. Ainsi, dans ce cas, il n’y a aucune solution possible.

11 est remarquable que les circonstances dans lesquelles le problème cesse d’admettre 
quatre solutions, ne correspondent à aucun résultat algébrique qui soit absurde en 
lui-môme, comme le sont les expressions imaginaires dans les équations du second 
degré. Cela lient à ce que le problème proposé dépend d’un autre (mener par un point 
donné une tangente à un cercle ), qui, pour être susceptible de solution , exige déjà 
(n« 196) que les données satisfassent à certaines conditions.

La discussion du problème n» 207 rentre dans celle-ci, avec celte seule différence

que les rayons r, r’, doivent y être remplacés par les quantités h, h’, ou \ /r 2 — m’lt 
\ / r'* — m*.

Ces deux dernières expressions prouvent qu’il faut d'abord que l’on ait m moindre 
que le plus petit des rayons r et r'. C’est une condition à ajouter à celles de la discussion 
précédente.

210. Nous proposerons, pour exercice de calcul, de trouver la démonstration du 
théorème suivant :

Trois circonférences de cercle étant tracées sur un plan, si, en les considé­
rant deux à deux, on leur mène des tangentes communes tant extérieures qu’in­
térieures, les points de rencontre de ces tangentes avec les lijnes des centres 
seront t r o i s  a  t r o i s  en ligne droite.

Ainsi, soient O, O', O", ( fig. 122 ), les centres des trois circonférences; A, A', A", 
a, a’, a" , les points où les tangentes extérieures et intérieures coupent les lignes des 
centres; 1» A, A', A", sont en ligne droite; 2° il en est de même de

A, a", a' | A', a", a | A", a', a.

Voici les éléments nécessaires à la résolution de cette question : 
a t .g . a p p l , a  l a  g é o s t . 1 i
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En appelant r, r'} r", les rayons des cercles qui ont leurs centres en O, O', O", et 
d, d', d ", les distances 00', 00", O'O", on a trouvé (n° 208)

d r d’où O'A -  dr d -
d r'

r  —  r " r — r' r — r"

d r d’où O'a -  d  d r  -
dr'

r  -+- r  -h  r' r -+- r ' '

On trouverait de même

Avec ces données, on peut fixer la position des points A, A', A", a, a', a", par rap­
port à deux axes, pour en déduire ensuite (n° 187) les rapports des différences entre 
les coordonnées de ces points. Nous observerons, toutefois, que le choix des axes n’est 
pas indifférent pour la simplicité des calculs. Nous avons indiqué dans la figure, un des 
systèmes les plus convenables ; l’axe des abscisses est la ligne des centres 00', et l’axe 
des ordonnées est la parallèle à O'O", menée par le point extérieur A.

11 suffit, en effet, de démontrer la proposition pour les points A, A', A", et A, a', a"; 
ce qui peut se faire en prouvant que

A'P' _  A "0 ' a'p' _  o^ty 

AP’ —  AO' Ct Kp' ~~ AO' ‘

211. Nous terminerons ce chapitre par la résolution de quelques problèmes indé­
terminés.

P r e m i e r  p r o b l è m e . — Deux points A e / B  étant donnés, on en demande un 
troisième M ( fig. 123 ) tel qu'en le joignant aux points A et B, la somme des 
carrés des distances AM, MB, soit égale à un carré donné m2.

11 est d’abord évident que la question est indéterminée; car en appelant z , z', les 
distances AM , BM , on a pour condition unique,

z2 ■+■ z'2 =  m2.

Cela posé, donnons à z une valeur quelconque « , il en résulte pour z' la.' valeur

correspondante z' =  \ /m 2 — a2 ; et si du point A comme centre, avec un rayon 
égal à et, on décrit une circonférence, que du point B comme centre, avec un rayon

égal à [ /  m2 — «a, on décrive une autre circonférence, les points M, M', où ces deux 
circonférences se coupent, satisfont à l’énoncé.

Soient encore z =  «' ; on déduit de l’équation, z' — \ /m 2 — a!2; et l’on ob­
tiendra deux nouveaux points M", M'" ; et ainsi de suite. D’où l’on voit qu’il existe une 
infinité de points susceptibles de vérifier l’énoncé.

On reconnaît en même temps que le lieu géométrique de tous ces points est une

courbe limitée dans tous les sens ; car l’équation ci-dessus donnant z =  J /  m2 — z'2 

et z' —  J /  m2 — z 2, aucune des distances z et z' ne peut être plus grande que m,
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Actuellement, il s’agit de trouver l’équation de cette courbe, c’est-à-dire (no 171 ) 
une relation entre les coordonnées de chacun de ses points rapportés à deux 
axes fixes. Mais afin de choisir le système le plus simple, nous ferons une nouvelle 
observation ; c’est que cette courbe est symétrique par rapport à AB et à la perpendi­
culaire OC élevée par le milieu O de cette droite,

Cela est évident pour AB, d’après la construction indiquée ci-dessus, car les points 
M et M' sont situés sur une perpendiculaire à AB, et à égale distance de AB,

Quant à OC, soient deux points M et M" situés sur une même perpendiculaire MM" 
à OC, et tels qu’on ait MQ =  QM".

Abaissons les perpendiculaires MP, M"P". Comme OP =  OP" et AO =  OB, il en 
résulte AP =  BP"; on a d’ailleurs MP =  M"P"; ainsi les deux triangles rectangles 
APM, BP"M", sont égaux et donnent AM =  BM". On prouverait pareillement que 
BM =  AM".

Donc si l’on a AM -4- BM =  m2, on doit avoir aussi AM" -4-  BM" =  m7.
D’après cela, nous prendrons pour système d’axes, les deux lignes AB, OC.
Appelons x  et y  les coordonnées d’un point quelconque M de la courbe, 2 a la distance

211

AB, d’où OA =  OB =  a.
Les deux triangles rectangles APM, BPM, donnent

y 3 -t- ( x  -t- a )2 =  z3.............................................(1)
y J -4- (x  — a)3 =  z'3 ........................................ (2)

D’ailleurs, on a déjà la relation

-a  z'i  —  mi . ............................................................... (3 )

et s i , entre Ces trois équations qui existent pour un point quelconque de la courbe, on 
élimine z et z', l’équation résultante, en x, y, existera elle-même pour ce point et sera 
par conséquent l’équation de la courbe.

Ajoutant les équations (1) et (2), puis mettant pour z2 -4- z’’1 sa valeur m’’, on obtient 
sur-le-champ

y 3 -4- ( x -+- a)3 -4- y* -4- (.r — a)3 — m3,

ou réduisant,

m3 — 2 a3 
y  i y  x 3 = ------ ------- (4)

Cette équation est évidemment celle d’une circonférence de cercle dont le centre est 
à l’origine O, et qui a pour rayon,

Pour le construire, soit décrit sur OB le carré OBGH ; il en résulte 

ÔGJ— 2a2, d’où OG =  a 1 / 7

Au point O élevez ON perpendiculaire à OG, et du point G comme centre avec m 
pour rayon, décrivez un arc de cercle qui coupe ON au point F, puis achevez le

14*
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carré OFIK ; le triangle rectangle OFG donne

ÔFa=  FG2— Ô cT= m3 — 2a7; d’où Ô T =  20F * =  2 (» j3 _  2a3); 

donc OL moitié de 01 est le rayon cherché; car

OL =  — 01 =  {m3 — 2a2).

Donc la circonférence décrite du point 0  comme centre et avec OL pour rayon , est 
le lieu géométrique demandé.

N. B. — La ligne donnée m a évidemment pour minimum a | / 2 , ou bien la dia­
gonale OG du carré décrit sur OB ; mais elle n’a point de maximum , c’est-à-dire qu'elle 
peut recevoir une valeur aussi grande que l’on veut. Ainsi, le diamètre DD', qui, dans 
la figure actuelle, est moindre que la distance AB, peut être plus grand dans d’autres 
cas.

Pour savoir dans quelle circonstance ce diamètre est égal à AB ou 2a, il n’y a qu’à 

|  -
poser —• \ / 2( m2 — 2a3) =  a; ce qui donne

2 (m3 — 2a3) =  4a3 ou 2m* =  8a3; donc m3 =  4a3 et m —  2a.

Soit m — a \ /  2 ; il en résulte r —  0, et la courbe se réduit à un point qui n’est 
autre chose que l’origine.

212. Second problème. — Étant donnés deux points A, B ( f l  g .  124 ), déter­
miner un autre point M , tel que la différence des carrés des distances AM , BM , 
soit égale à un carré m3.

Par des raisonnements analogues à ceux qui ont été faits dans le problème précé­
dent , on prouverait que la question est indéterminée, et que le lieu géométrique est 
symétriquement placé par rapport aux deux droites AB et OC.

Mais ce lieu géométrique doit être une ligne indéfinie ; car l’équation de condition 
étant

AM — BM =  m3, d’où AM .=  [ / m1 -+- BM ,

on peut donner à BM une valeur aussi grande que l’on veut, et il en résulte toujours 
pour AM une valeur réelle correspondante.

Cela posé, prenons AB et OC pour système d’axes, et appelons toujours 2a la dis­
tance AB, z, z', les distances AM et BM, x, y , les coordonnées du point M rapportées 
à ces axes. On a d’abord, comme dans le problème précédent, les équations

y 3 ( x  -t- a )3 =  z3, .........................................(1)
y 3 (x  — a)3 =  z'3...............................................(2)

Quant à l’équation de condition ci-dessus, observons que , pour tous les points situés
-  a ----- a

à la droite de OY, on a AM ]> BM , d’où AM — BM 0 ; mais que pour ceux qui 

sont situés à gauche, on a au contraire AM <  BM, d’où AM — BM <  0 ; donc la diffé-
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rcnce des carrés, AM — BM, doit être exprimée par d= m2 ; et l’on a

z2 — z'2 —  ±  m2 ..............................................(3 )

S i , entre ces trois équations qui ont lieu pour un point quelconque de la ligne cher­
chée, on élimine z et z', l’équation en x, y , qu’on obtiendra, sera l’équation de ce 
lieu géométrique. Or, en retranchant (2) de (1), et remplaçant z2 — z'2 par sa valeur 
dr m2, on trouve 4ax =  dr m2;

d’où l’on déduit x dr m2 
4 a

Celte équation ne renfermant pas la variable y ,  représente (n° 176) le système de 
deux droites parallèles à OY, et menées à égale distance du point O.

771Pour les construire, prenez sur OB =  a, une distance OF = — , et sur ta per-

TU
pcndiculaire OY', une distance OH =  — . Tirez ensuite BH, et par le point F

. . m2menez FG parallèle a BH : vous aurez évidemment OG =  — .4 a
Il ne s’agit plus ensuite que de rabattre OG de O en I et de O en 1', puis de mener 

par les points 1 et l ' les droites IL, l'L', parallèles à OY.
La quantité m peut recevoir toutes les valeurs possibles depuis zéro jusqu’à l’infini. 
Soit m =  0 ; il en résulte x  =  0, et les deux lignes IL, l'L', se confondent en une 

seule, qui n’est autre chose que l’axe des y .
En effet, pour un point quelconque C de celte droite, on a

AC =  BC, d’où AC — BC =  m2 =  0.

—j— 4fï2
Soit ni =  2a; on trouve x  =  ----  =  dr a, et les deux droites sc cou­la

fondent avec les perpendiculaires élevées aux points A et B.
Pour m 2a, ces droites seront placées à droite et à gauche sur les prolongements 

de la ligne AB.

213. T roisième pro bl ème . — Etant donnés deux points A et B, trouver un 
autre point M ( fig. 125 ) tel qu’en le joignant aux points A et B, l’angle AMB 
formé par ces deux lignes de jonction, soit égal à un angle donné v.

Prenons pour axes la ligne AB et la perpendiculaire élevée par le point O, milieu 
de AB. Nommons d’ailleurs 2#' la distance AB.

La droite BM étant assujettie à passer par le point B , dont les coordonnées sont
y  =  0, x  =  x', a pour équation

y  =  a (x  — x ' ) .............................................. (1)

On a de même pour l’équation de la droite AM,

y  =  a ' (x  -+- x ' ) .............................................. (2)

( puisque l’abscisse OA est exprimée par — x '  ) ; et comme, d’après l’énoncé, ces deux 
droites doivent former un angle donné v, les quantités a et a ’ sont liées entre elles
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a — a' 
1 -+- aa'

■= tang v (3)

En donnant à a une valeur tout à fait arbitraire, ce qui fixerait l’une des positions 
de la droite ISM, on tirerait de l’équation (3) une valeur correspondante pour a', ce qui 
déterminerait aussi une position particulière de la droite AM ; et le point d’intersec­
tion de ces deux droites appartiendrait au lieu géométrique demandé. Mais si, entre 
les équations (1), (2), et (3), qui ont lieu en même temps pour un point quelconque M 
de ce lieu , on élimine a et a l’équation résultante en x  et y  sera nécessairement l’é­
quation du lieu géométrique demandé.

Or, pour effectuer l’élimination, il suffit de remplacer dans l’équation (3) les quan­
tités a et a’ par leurs valeurs tirées des équations (1) et (2). On obtient par cette sub­
stitution

x  -+- x'
=  tang v,

1 -+-
x 2 — x'2

d’où, chassant les dénominateurs et réduisant,

x 2 -+- y 2 ------ =------y  — x'2 =  0 , .............................. (4)
tang v

équation d’une circonférence de cercle dont le centre a ( n*> 177) pour coordonnées,
QQf

i) =  0, a — ---------, et qui a pour rayon ,
7 *  la n c r  71 '

V x'2
x '

tang2 v tang “ l / l  -+- tang? i».

Mais comme l’hypothèse y  —  0 donne x 2 — x'2 —  0, d’où x  =  ±  x', ce qui 
prouve que le cercle passe par les points A et B, il est clair que le cercle sera tout à fait

déterminé dès qu’on aura construit sur OY l’expression a —  ——---- ,
tangü

puisque le

centre sera alors fixé de position. Ainsi :
Faites au point B un angle ABL égal à l’angle donné ; puis élevez en ce même 

point fil perpendiculaire à BL ; le point 1 d’intersection avec OY sera le centre du 
cercle.

En effet, le triangle rectangle OBI donne ( Trigon., n» 86)

01 =  OB . tang OBI =  OB . cot OBL =  ---------.tang v

Cette construction est évidemment celle qu’on donne dans les éléments de Géomé­
trie, pour décrire sur une droite un segment de cercle capable d’un angle donné.

x '
Discussion. — Tant que l'angle v sera aigu, sera positif, et le centre du

tang v
cercle sera situé au-dessus de la ligne AB. Mais si l’angle v est obtus, comme tang v
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est alors négatif, il en est de même de 

de AB.
tangu ; et le centre se trouve placé au-dessous

Soit v  =  100», d’où tang v  =■ co et =  0 j l’équation (4) se ré-tang v

duit à x 2 - t -y 2 —  z'2 et représente une circonférence décrite sur AB comme diamètre,

Soit encore v  —  0 ,  d’où tang v  ■=■ 0 ; les expressions q
tang v

et r =  — l / 1 -4- tang2 v  deviennent i n f i n i e s  : et le cercle est lui-même d’une tang v

grandeur infinie.
11 faut d’ailleurs observer que tous les points de la partie supérieure AMB de la cir­

conférence donnée par l’équation (4), satisfont à l’énoncé de la question , mais que 
pour la partie inférieure AM'B, ce n’est plus l’angle AM'B, mais son supplément AM'H 
qui est égal à l’angle donné.

On a en effet pour cet angle, AM'H =  M'AB -+- ABM' ; d’où ( n° 70)

tang AM'H =
tang M'AB -t- tang ABM'
1— tang M'AB. tang ABM' ’

donc

tang M'AB r= — tang KAX =  — a '  ; tang ABM' =  tang H'BX =  a  ;

— a' •+- a  a  — « '
tang AM'H =

■ a a ' '

Ainsi, c’est pour cet angle que l’équation (3) est satisfaite.
214. Scolie g é s é r u l  s u r  l e s  p r o b l è m e s  i n d é t e r m i n é s .

En réfléchissant sur la manière dont les trois questions précédentes ont été résolues, 
on voit que, pour obtenir l’équation d’un lieu géométrique, il faut commencer par 
établir des équations entre les coordonnées x  et,r d’un quelconque de ses points, et 
d’autres quantités qui varient avec la position du point. Le nombre de ces équations 
doit être m o i n d r e  d ’ u n e  u n i t é  que le nombre total des variables, y compris x  et^*. 
Ces équations une fois formées, on élimine les variables autres que x ,  y  ; et l’équation 
résultante est l’équation demandée, puisqu’elle exprime une relation entre les coor­
données d’un point quelconque de la courbe, et des quantités connues.

Ou doit toutefois avoir le soin de choisir convenablement les axes, pour que les 
calculs soient simples et qu’on puisse construire facilement les résultats.

S i, dans le problème précédent, par exemple, on prenait les deux axes dans une 
situation quelconque par rapport aux deux points A et B, les équations seraient

y  — y ' =  a (x  — x ') , y  — y "  =  a' ( x  — x” ), "  =  tang v  ;

d’où , en éliminant a et a',

y  — y ' y  — y "
x  — x '  x  — x "

(y — y )  (r — y " )
( x  —  x ' )  ( x  —  x " )

tang v  ;

1 -+
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ou , réduisant et ordonnant par rapport à y  et x ,

2 1 6  PROBLÈMES

y 2 -+- x 2 (  y  -+- y
x' — X"

tang v
x' -+- x "

y  — y  \
tang v J

x

-4- x 'x " yy
x 'y "  — y 'x "  

tang v 0.

On reconnaît bien à l’inspection de cette équation qu’elle appartient à une circonfé­
rence de cercle ; mais la détermination du centre et du rayon ne serait pas facile ; et 
l’on aurait surtout beaucoup de peine à faire ressortir des résultats la construction 
indiquée ci-dessus.

On peut même affirmer que la principale difficulté qui se présente dans la résolution 
des questions par les principes de la Géométrie analytique, consiste dans le choix des 
axes.

Assez souvent, les équations à établir se réduisent, premièrement, à celles de deux 
lignes droites ou de deux circonférences de cercle dont les points d’intersection appar­
tiennent au lieu géométrique cherché ( ces équations renfermant, outre les coordon­
nées x, y ,  deux autres quantités qui varient avec la position du point) ; secondement, 
à une relation entre ces deux dernières variables, laquelle est fournie immédiatement 
par l’énoncé. Les problèmes précédents en offrent des exemples.

Dans les deux premiers, le point M ( fig. 123 et 124 ) est déterminé par l’intersec­
tion de deux circonférences ayant leurs centres en A, B, et pour rayons z, z' ; ces 
variables sont d’ailleurs liées entre elles par la relation

z2 -+- z'2 =  m2, ou z2 — z'2 =  dr m2.

Dans le troisième, le point M est donné par l’intersection de deux droites passant par 
les points A, B; et les variables a, a', qui entrent dans leurs équations, sont liées entre 

a — a'elles par la relation ----------- 7 =  tang v.
* 1 -4- aa' °

Cependant, il peut arriver que le nombre des variables à éliminer soit plus considé­
rable, comme on va le voir dans le problème que nous allons nous proposer en dernier 
lieu.

215. Q u a t r i è m e  p r o b l è m e .  — Un cercle et un point B ( fig. 126 ) étant donnés 
sur un plan, si, de ce point, on tire une droite quelconque kk' qui rencontre la 
circonférence en deux points M , M', et que par ces points on mène les tangentes 
AIN, M'N, on demande le lieu de tous les points de rencontre, tels que N, de ces 
tangentes considérées deux ci deux.

Nous prendrons pour axe des x  la ligne OB menée par le centre et le point donné, 
et pour axe des y  la perpendiculaire élevée au point O.

Soient a;, j-, les coordonnées du point N, x' et y '  les coordonnées du point M, x "  et y "  
celles du point M'; x', y ', x ", y " ,  sont des quantités qui varient avec la position de la 
droite kk', et par conséquent avec la position du point N. Nommons d’ailleurs a la 
distance OB, et r le rayon du cercle.

Cela posé, on a (n« 199) pour les équations des deux tangentes dont l’intersection 
donne un point du lieu géométrique,

y y '  -l- xx' —  r2, .............................................. (I)
y y "  H- x x "  =  r2...................................................(2)
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INDÉTERMINÉS. 2 1 7
Comme ces équations renferment quatre variables à éliminer, il nous faut encore 

(n« 214) trois autres équations.
D’abord, les points od, y ' , et x " , y " ,  se trouvant sur le cercle, on a les relations

y ’3 -4- x'2 —  r2, .................................... (3)
y " 2 -+- x "2 =  r2..................................................(4)

De plus, nous avons à exprimer que la droite KK.' passe par le point 15. Or, l’équation 
de la droite menée par les deux points x’, y ,  oc", y " ,  étant (no 148) de la forme

y' — y "y  — y '  — —----- ---- ( x  — x'), pour écrire que le point 15 se trouve sur cette

droite, il faut faire y  —  0 et x  =  «; ce qui donne la nouvelle relation

— X' y' -  y "
x ’ — x ” (« x ’ ) (5)

Telles sont les cinq équations entre lesquelles on doit éliminer x ’, y ', x " , y " .  
Retranchons les équations (1) et (2) l’une de l’autre; il vient

y  (y' -  y ") x (x ’ — x ")  =  0 ; d’où y' — y "
x ’ — x"

x
y

D’un autre côté, l’équation (5) donne

d’où, égalant ces deux valeurs de y' — y "
x ’ — x "  ’ ‘

x_ _  — y '  
y  ~  k — x ”

ou xx' ■+• y y ’ — *x — 0.

Mais on a déjà xx' ■+- y y ' =  r2;

il en résulte donc r2 — otx —  0 ,  et par conséquent

x r2
OC

Cette équation, eu x  seulement, représente une parallèle à l’axe des y menée à 
, r2

une distance du centre marquée par —.X
, r-Tant que le point B sera intérieur au cercle, la quantité —  sera plus grande que r,

a.
et le lieu géométrique LL' sera extérieur au cercle. Le contraire aurait lieu si le point 
15 était extérieur.

Cette proposition peut être regardée comme la réciproque de celle qui a été dé­
montrée ( n° 203 ).

N. B. — 11 est à observer que, dans l ’élimination , nous n’avons fait aucun usage 
des équations (3) et (4); d’où l’on doit conclure que la solution obtenue est plus générale 
que la question proposée, puisque le résultat aurait encore lieu quand bien même les 
équations (3) et (4) ne seraient pas satisfaites.

Pour expliquer ce fait, observons que si en effet ces relations (3) et (4) n’existaient 
pas en même temps que les équations (1) et (2), celles-ci représenteraient alors, non
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plus des tangentes menées par les points ( x', y ')  et (x ", y " ) ,  mais les polaires de ces 
points (n° 203).

Or, il est démontré en géométrie 1° que deux points étant donnés, leurs polaires 
se coupent en un même point qui est le pôle de la droite menée par les deux pre­
miers ; et 2° que deux droites étant données, leurs pôles se trouvent sur une 
troisième droite qui. est la polaire du point d’intersection des deux premières.

D’où il résulte, d’abord que le point d’intersection des droites (1) et (2) est le pôle de 
la droite (5) ; et en second lieu que toutes les droites qui satisfont à la relation (5) ont 
leurs pôles sur la polaire du point B.

Le résultat doit donc être le même, sans que l’on ait besoin de supposer satisfaites 
les relations (3) et (4).

2 1 8  PROBLÈMES INDÉTERMINÉS.
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CHAPITRE IV.

D E S  C O U R B E S  D D  S E C O N D  D E G R É .

§  Ier. Transformation des Coordonnées.

216. Introduction. — Nous nous proposons, dans ce chapitre et les 
deux suivants, de faire connaître la nature et les propriétés des courbes 
exprimées analytiquement par des équations du second degré à deux 
variables; mais, auparavant, il est nécessaire de résoudre une question 
qu’on doit regarder comme une des plus importantes de la Géométrie 
analytique ; c ’est celle de la transformation des coordonnées.

En jetant les yeux sur les équations de la ligne droite et du cercle, 
ces lignes étant considérées dans les diverses situations qu’elles peuvent 
avoir par rapport à deux axes, on reconnaît qu’une mêine ligne peut 
être représentée par une équation plus ou moins simple, suivant que 
sa position à l’égard des axes est plus ou moins simple, et suivant que 
les axes eux-mêmes sont rectangulaires ou obliques.

Ainsi, l’équation la plus générale de la ligne droite étant y =  ax -\-b, 
celle d’une droite passant par l’origine est y =  ax, a ayant, dans 
l’une et l’autre de ces équations, une acception différente, selon que 
les axes sont rectangulaires ou obliques.

L’équation d’une parallèle à l’un des axes est x —  a, ou y —  b.
De même, l’équation la plus générale du cercle étant

(x  — pY  +  {y — q)2 -{- 8 (a? — p) (y  — q )  cos £ =

celle du cercle rapporté à deux axes rectangulaires menés par son 
centre, est x* -  y* =  r\

On conçoit donc que, lorsqu’une courbe est déjà fixée de position 
sur un plan parle moyen d’une équation, si l’on s’aperçoit que cette 
courbe est dans une situation plus simple par rapport à deux nouvelles 
droites que par rapport aux axes primitifs, il est bon , pour faciliter la 
recherche de ses propriétés, de chercher à déduire l’équation de la
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courbe rapportée aux nouveaux axes, de l’équation de la même courbe 
rapportée aux premiers. Tel est l’objet qu’on se proposedans le problème 
de la transformation des coordonnées, lequel peut s’énoncer ainsi : 
Etant donnée l’équation d’une courbe rapportée à deux axes quelconques, 
trouver l’équation de la même courbe rapportée à deux nouveaux axes.

217. Soient A X , AY ( fig. 127 ), deux droites par rapport aux­
quelles une courbe Mül'M"... . est fixée déposition au moyen de l’équa­
tion F {x, y) =  0, et A'X', A'Y', deux nouveaux axes dont la situation 
est reconnue plus simple à l ’égard de la courbe. Nommons x , y, les 
coordonnées AP, WP, d’un point quelconque M de la courbe rapportée 
aux premiers axes, et x', y', les nouvelles coordonnées A'P', WP'.

Si l’on parvient à exprimer x, y, en fonction de x', y', et de quan­
tités connues, il ne s’agira que de substituer ces valeurs dans l’équation 
ci-dessus; et l’on obtiendra l’équation demandée.

Pour trouver ces valeurs, soient menés A'X" et P'H parallèles à AX, 
puis A'Y" et P'K parallèles cà AY, en prolongeant toutefois A'Y" jusqu’à 
sa rencontre en B avec AX.

Faisons d’ailleurs AB =  a, A'B —  ù, X'A'X" =  a, Y'A'X" =  
et Y"A'Y" =  G; a, b, sont des quantités connues, puisqu’elles ne sont 
autre chose que les coordonnées de la nouvelle origine, qu’on suppose 
donnée de position par rapport aux anciens axes; il en est de même 
des angles a, a!, que chacun des nouveaux axes forme avec l’ancien 
axe des#, et de l’angle G, qui est égal à l’angle YAX des anciens axes.

Cela posé, la figure donne évidemment

AP ou x =  AB -{- BP =  a -j- A'K - f  P'H,
HP ou y =  A'B -j- ML =  b -j- P'K -j- MH ;

ainsi, tout se réduit à déterminer A'K , P'K , P'H, et MH.
Or, on a dans les triangles A'P'K, WP'll, en vertu du principe de 

Trigonométrie, n° 91,

1° A'K : A'P' : : sin A'P'K : siu A'K P' ;

ou , à cause de A'P'K =  P'A'Y" =  G — « , et d e .....................
A'KP' =  A'LM =  200° — MLX" == 200° — e,

A'K *. x' ; ; sin (G— a) sin G: d’où A'K =  X -—r——---- -v 1 ’ sin G

: :  s i n P ' A ' K  :  s i n A ' K P ' ;  d ’ o ù  P ' K  =2 °  P ' K  :  A ' P ' sin G 3
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Donc, en portant ces valeurs dans les expressions de x , y, on obtient

Telles sont les formules les plus générales de la transformation des 
coordonnées, dont il est facile de déduire les formules particulières 
correspondant à toutes les positions de la nouvelle origine et aux diffé­
rentes directions des nouveaux axes par rapport aux anciens, en don­
nant à a, b, des valeurs convenables positives ou négatives, et aux 
angles a, a!, toutes les valeurs depuis 0° jusqu’à 200°.

Quant à Langiez, il est toujours donné à priori, puisque c’est l’angle 
des anciens axes.

Nous nous contenterons d’indiquer ici les cas principaux.
218. P r e m i e r  c a s . — Le plus simple de tous est celui où les deux 

nouveaux axes sont parallèles aux anciens, c ’est-à-dire où les axes con­
servant la même direction, l ’origine seule est différente.

Dans ce cas, on a a. =  0, et a! =  G; ce qui donne

On peut les vérifier directement d’après la figure. En effet, on re­
connaît ( fig. 128 ) que

219. Second cas. — On propose de passer d'un système rectangu­
laire à un système oblique.

Dans cette hypothèse, il suffit de faire ( fig. 129 ) G —  100*;

ainsi, les formules se réduisent à
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et les formules deviennent

et l’on obtient, pour formules correspondantes,

Chacun des trois systèmes précédents peut être obtenu directement au moyen de la 
figure ; mais nous nous contenterons de rechercher celui qui correspond au dernier 
cas.

Soient toujours menées par les points A' et P', A'X" et P'H parallèles à AX,pniî 
A'Y" et P'K parallèles à AY.

Il résulte de cette construction,

COS ( f —  « ) a,

+  b.
-------------- (5 )

d’où

220. T r o is iè m e  cas. — Passer d'un système rectangulaire à un sys­
tème aussi rectangulaire : c ’est un des cas les plus usités.

On a, dans ce cas ( fig. 130 ),

2 2 2  TRANSFORMATION

N. B. —  Ce dernier cas peut être déduit du second, en y faisant 
simplement a —  100° -|- a., ce qui donne cos a! —  — sin a, et 
sin a' =  cos a.

221. Q u a t r i è m e  c a s .  — Passer d’un système oblique à un système 
rectangulaire.

Il suffit de faire dans les formules générales ( fig. 131 ),

Ces formules deviennent alors
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On tr o u v e  d ’a b o r d ,  c o m m e  d a n s  le  p r o b lè m e  g é n é r a l ,

D o n c  e n f in ,

D a n s  l e  s e c o n d  e t  le  t r o i s iè m e  c a s ,  le s  t r ia n g le s  A 'P 'K , M H P ', s o n t  r e c t a n g le s ,  e t  la  

d é t e r m in a t io n  d e s  l ig n e s  A 'K , P 'K , P 'H  e t  M H , n ’e n  e s t  q u e  p lu s  f a c i le .

222. Enfin , s i, dans les formules générales et celles qui en ont été 
déduites, on suppose a =  0 et b =  0, on obtiendra de nouvelles for­
mules qui correspondront au cas où Von vent changer seulement la di­
rection des axes, sans déplacer Vorigine.

Ainsi, et

sont les formules propres a taire passer d un système rectangulaire à 
un autre système oblique ou rectangulaire de même origine.

En général, on distingue deux espèces principales de transforma­
tion de coordonnées, le déplacement de l’origine et le changement de 
direction des axes. Lorsque la question exige cette double transforma­
tion , il y a souvent de l’avantage à ne les exécuter que successive­
ment ; nous en verrons bientôt des exemples.

223. Nous terminerons cette théorie générale par l’examen de deux 
cas particuliers : 1° on peut demander dépasser d’un système oblique à 
un système rectangulaire, l’origine restant la même, et l’axe des x 
( fig. 132 ) restant aussi le même.

d’où l’onDans ce cas, on a

D’un a u tr e  c ô té , le  tr ia n g le  M P 'H  d o n n e

o u , c o m m e

m a is

a in s i
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et les formules (1) se réduisent à
=  #' — y' cot G,

y ’ ,
—  . ■ - =  y cosec G. sin G y

On fait usage de celles-ci lorsqu’une courbe étant rapportée à un 
système d’axes obliques, on veut rendre le système rectangulaire.

2° On peut, en conservant le même système d’axes, exiger que l’axe 
des y' se confonde avec celui des x, et réciproquement.

Dans ce cas, on doit avoir a =  0 et et =  G ( fig. 1S3 ) ;  d’où 
sin a. =  sin G, sin a! —  0, sin (G — a.) =  0, sin (G— a ) =  sin G. On 
a, en outre, a —  0, b =  0 ; ainsi, les formules (1) se réduisent à 
# =  y' et y —  x ; ce qui est d’ailleurs évident; car on ne fait ici 
que changer les dénominations des axes.

On tire de là cette conséquence : Lorsque les équations de deux 
courbes sont telles que la seconde est composée en y et x comme la pre­
mière l’est en# et y, on peut affirmer que les deux courbes sont iden­
tiques, puisqu’on passe de l’une à l’autre équation en changeant x 
en y, e t , réciproquement, y en x. Il n’y a réellement , dans ce cas, 
que la position de la courbe par rapport aux axes qui soit renversée.

22-4. Première remarque. — Comme, pour une même question , on a 
souvent besoin d’effectuer plusieurs transformations de coordonnées , 
nous conviendrons de supprimer les accents dans les seconds membres 
des formules relatives à ces diverses transformations, c’est-à-dire que 
nous désignerons toujours par# et y les anciennes et les nouvelles 
coordonnées, quoique leurs valeurs et leurs positions soient differen­
tes ; mais l’emploi successif des formules suffira pour indiquer que la 
courbe, étant rapportée à un premier système , se trouve ensuite rap­
portée à un second , à un troisième,... système.

Ainsi , pour passer d’un système oblique ou rectangulaire à un sys­
tème de coordonnées parallèles, nous ferons dans l’équation de la 
courbe, # =  # - ( - « ,  et y =  y -f- b , les # et y du second 
membre désignant les coordonnées rapportées aux nouveaux axes, 
dont l’origine a d’ailleurs a et Z» pour scs coordonnées rapportées aux 
anciens axes.

De même, pour passer d’un système rectangulaire à un système 
oblique de même origine, nous ferons usage des formules

# =  # cos a. -j- y cos a!, et y =  x sin « -{- y sin a'.

Cette convention a pour but de simplifier les calculs en évitant la 
multiplicité des accents.
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223. Seconde remarque. — Les quantités a, b, x, x', qui entrent dans 
les formules, sont des constantes dont les valeurs fixent la position de 
la nouvelle origine et les directions des nouveaux axes par rapport 
aux anciens dont l’angle est exprimé par S. Ces quatre quantités doi­
vent être regardées comme connues et données à priori, toutes les fois 
qu’on veut rapporter la courbe à de nouvelles lignes dont on a reconnu 
que la position par rapport à cette courbe est plus simple que celle des 
anciens axes.

Mais il arrive souvent qu’on exécute une transformation de coor­
données, avec le dessein d’introduire un changement déterminé|dans 
l’équation de la courbe, par exemple, pour faire disparaître certains 
termes. Dans ce cas, a, b, a, x', sont des constantes, indéterminées pour 
le moment , que l’on lâche ensuite de calculer de manière qu’il en 
résulte les simplifications exigées. Quant à l’angle S, on ne peut en dis­
poser, puisque c ’est l’angle des deux axes primitifs, lequel est toujours 
donné à priori.

Le nombre des termes à faire disparaître de l ’équation , indique le 
nombre des indéterminées à introduire dans le calcul , et , par consé­
quent , le système de formules dont il faut faire usage.

Tout ceci s’éclaircira par les applications nombreuses que nous au­
rons occasion d’effectuer par la suite.

§  II. Notions préliminaires sur les Courbes du second degré.

Afin de présenter la théorie des courbes du second degré d’unejma- 
nière simple et tout à fait élémentaire, nous commencerons par re­
chercher les équations de trois courbes dont chacune jouit d’une 
propriété qui lui est particulière. Nous ferons voir ensuite que ces 
courbes sont les seules que puisse représenter une équation quelconque 
du second degré à deux variables. Enfin, nous démontrerons que ces 
mêmes courbes sont celles qu’on obtient en coupant par un plan, le 
cône droit ou oblique tel qu’on le considère en Géométrie; ce qui leur 
a fait donner aussi le nom de sections cotiiqties.

De l'Ellipse.

226. On demande l’équation d’une courbe telle, que si l’on joint cha­
cun de ses points M ( fig. 13-4 ) à deux points fixes F et F', la somme des 
distances F31 F'M soit égale à une ligne donnée 2A.

Cette courbe est ce qu’on nomme une ellipse. Les points F, F', en
AL G.  A PPG, A LA GÉOM. 1 5
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sont dits les foyers, et l’on appelle rayons recteurs les distances FM, 
F'M. Nous verrons plus loin la raison de ces dénominations.

Pour construire cette courbed’nprès sa définition , prenonsle milieu 
0 de la distance FF', et, à partir de ce point, portons la moitié de 2A , 
de 0 en B, et de 0 en A ; les points A et B appartiendront d ’abord à la 
courbe. En effet, il résulte de cette construction ,

OB —  OF, ou FB =  OA —  OF', ou F'A. 

c’est-à-dire FB =  F'A; donc,

1“ FB - f  F'B =  F'A -{- F'B =  2A,
2° F'A +  FA =  FB -J- FA =  2A.

De même, si des points F , F ', comme centres , avec un rayon égal 
à A, Von décrit deux circonférences qui se coupent aux points C , D, ces 
points appartiendront encore à la courbe ; car on aura évidemment

FC +  F'C =  2A et FD +  F'D =  2A.

Ces points se trouvent d’ailleurs sur la perpendiculaire élevée du 
point O.

Pour obtenir des points intermédiaires, marquez sur AB et entre les 
points F, F', un point quelconque L ; puis des points F' et F comme cen­
tres, et avec des rayons respectivement égaux à AL, LB, décrivez deux 
circonférences qui se coupent en M, m ;  vous aurez deux nouveaux 
points de la courbe. En effet, la construction donne

1° FM +  FM =  AL +  LB =  2A, 2° F'm -J- F m =  2A.

Ces points sont symétriquement placés par rapport à AB.
Réciproquement, si des points F, F', comme centres, et avec les mêmes 

rayons AL, LB, vous décrivez deux circonférences, vous obtiendrez deux 
nouveaux points M', m , qui seront, avec les points M, m, dans une po­
sition symétrique par rapport à la ligne CD. Cela est évident.

Après avoir ainsi déterminé une série de points suffisamment rap­
prochés les uns des autres, on pourra les joindre par une ligne con­
tinue ACBDA qui sera la courbe demandée.

N. B. — Pour que la construction précédente puisse s’effectuer, il 
faut que la distance des centres FF'soit moindre que la somme des 
rayons ou 2A, et en même temps plus grande que leur différence. Or, 
je dis que cette dernière condition exige que le point L soit entre 0 
et F. En effet, prenons, par exemple, un point L' qui soit placé entre
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F et B; on aurait

AL' >  AF et L'B <  FB ;

d’où l’on déduirait
AL — L'B >  AF — FB >  AF — F'A, ou >  FF';

donc la distance FF' serait moindre que la différence des rayons AL', 
L'B ; et les deux circonférences décrites seraient intérieures l’une à 
l’aulre, sans se couper.

227. On peut encore construire l’ellipse d’un mouvement continu, 
ainsi qu’il suit :

Fixez aux points F et F', par le moyen de deux épingles, un fil dont la 
longueur soit égale à 2A. Faites ensuite glisser un style ou un crayon 
qui tienne ce fil toujours tendu ; et la courbe se trouve tracée quand l’in­
strument mobile a fait deux demi-révolutions, l’ une au-dessus de FF', et 
l’autre au-dessous.

Enfin, si l ’ellipse doit être tracée sur le terrain, on se sert d’un cor­
deau d’une longueur égale à 2A, et de trois piquets dont deux fixent 
les extrémités du cordeau aux points F, F', et le troisième sert à tracer 
la courbe, en tenant le cordeau toujours terttlu.

228. L’ellipse étant ainsi déterminée de forme et de position, re­
cherchons son équation, c ’est-à-dire ( n° 171) une relation entre les 
coordonnées de chacun de ses points rapportés à deux axes fixes.

Comme, d’après la construction précédente, la courhe se compose 
dépeints symétriquement placés par rapport aux ligues AB, CD, il 
convient de prendre celles-ci pour axes.

Soient OP =  x, MP =  y, FM =  z, F'M =  z , FF' =  2c, d’où 

OF =  OF' = c .
On a d’abord, pour les équations des deux circonférences qui ont 

leurs centres en F, F', et dont la rencontre détermine le point M,

rf -f- (x  — c f  =  s7, » .......................(1)
y3 - f  {x  - f  c)a =  z ' ............................(2)

En outre, la définition même de la combe donne l’équation de 
condition

z -j- z =  2 A ; ................................. (<S)

et si, entre ces trois équations, on élimine z et a', l’équation résul­
tante en x , y , sera (n°214) l’équation cherchée.

15
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Pour y parvenir facilement, ajoutons entre elles et retranchons 
l ’une de l’autre les équations (1) et (2) : il vient

Or, on a déjà

l’équation prend enfin la forme

mais celle-ci revient à

d’où l’on tire

donc

Substituant ces valeurs dans l’équation (4), on trouve

ou, chassant le dénominateur et ordonnant,

Suivant ce qui a été dit plus haut, on doit avoir FF' ou
est essentiellement positif ; et si l’on pose

Telle est l’équation la plus simple de l’ellipse.
229. En la résolvant par rapport à y , puis par rapport à x , ce qui 

donne '

on reconnaît, en premier lieu, que la courbe est symétrique par rap­
port aux axes OX, OY, puisque chacun d’eux divise en deux parties 
égales toutes les cordes telles que Mm, MM', menées parallèlement 
a l’autre.

Secondement, comme on trouve
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il s’ensuit que la courbe rencontre l’axe des x  aux points À, B, et 
l’axe des y  aux points C, D , pour lesquels on a

En faisant x  =  0, on trouve d’abord D =  B ou OC.
À mesure que x  augmente, la quantité D augmente; et elle acquiert 

son m a x im u m  lorsqu'on donne à x  la plus grande valeur possible , qui 
est x  =  A; d’où l’on tire

En effet, à cause de le triangle isocèle FCE' donne

T roisièm em en t, l’hypothèse x  =  A ou i  =  — A, réduisant la 
double valeur de y à uneseulç , y  —  ± 0  , on peut en conclure (n°194) 
que la courbe est tangente en A et B aux deux droites RS, R'S', menées 
parallèlement à l’axe des y.

De même, y  —  B ou y  —  — B donnant x  —  rfc 0 , la courbe est 
tangente en C et D aux deux droites RR', SS', parallèles à l’axe des x .

Comme, d’ailleurs, il est visible que, dès qu’on suppose x  A. ou 
2/ >  B, la valeur correspondante de y  ou d e# ,  est imaginaire, il 
s’ensuit que la courbe est tangente aux quatre côtés du rectangle 
RSS'R', et est entièrement comprise dans ce rectangle.

Soit encore proposé d’évaluer la distance du point 0 à un point 
quelconque ( x , y) de la courbe.

On a pour expression de cette distance,

mettant pour y2 sa valeur

Ainsi, la p lu s  petite distance du p o in t  0  à la cou rbe, est  OC , et la p lu s  

g r a n d e ,  OB ; en d’autres ternies, CD est la p lu s  p etite  corde qu’on 
puisse mener par le point 0 , et AB la p lu s grande.

Ces diverses circonstances suffisent pour donner aux commençants 
une idée assez exacte de la forme de l’ellipse.

230. Les deux lignes 2A, 2B, ou AB, CD, ont reçu le nom d 'axes
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principaux ; et l’équation (6) est dite Y équation de l’ ellipse rapportée à 
scs axes.

On les appelle encore premier axe et second axe, ou bien , grand axe 
et petit axe. La dénomination de grand axe vient probablement de ce 
qu’en effet, AB est la plus grande corde qui puisse être menée dans 
l ’intérieur de l’ellipse.

Car, soit IK une corde quelconque; si l’on joint le point 0 aux points 
1 et K, le triangle OIK. donne IK 01 —{— OK; mais on a vu plus
haut que chacune des distances 01, OK, est moindre que OA ou OB; 
dune, à plus forte raison , l’on a IK OB -j-OA AB.

Les points A, B, sont dits les sommets du premier axe , et les points 
C, D , les sommets du second axe.

Enfin , le point 0 pris actuellement pour origine des coordonnées, 
est appelé le centre de la courbe, parce qu’il jouit de celte propriété 
que toutes les cordes, telles que Mm', qui passent par ce point, y sont 
divisées en deux parties égales.

Pour le démontrer, combinons l’équation A2y2 -j- B2#’ =  A2B2,
avec c e l l e - c i .................................................................... y =  ax ,
qui représente une droite quelconque passant par l’origine.

En mettant pour y sa valeur ax dans la première, on trouve

Ces valeurs de # et de y qui expriment les coordonnées M, m', des 
points d’intersection de la droite avec la courbe, sont égales et de 
signes contraires; donc, les distances OP, OP', et MP, m'P', sont égales; 
et les deux triangles OPM, OPW, étant égaux, donnent OM =  0;»'.

231. Supposons que dans la recherche d’un lieu géométrique rapporté à des axes 
rectangulaires, on soit parvenu à l’équation

( A 2o2 - { -  B2 ) X 7 —  A2B2 ; d’où X  —
±  AB

\/ A2a2 -j- B2 ’ 
dr ABo

et par conséquent

_4_ Nx* — p 5

M, N, P, étant des quantités essentiellement positives.
Faisons successivement, dans cette équation, y  =  0 et x  =  0 ;

il en résulte pour

et pour
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sont 2 ou , en d’autres termes , sont le double de la

valeur de x  correspondant à y  —  0 , et le double de la valeur de y  correspondant
à x  —  0.

Connaissant les deux axes 2A pour obtenir les

foyers, on a recours à la relation B2 =  A2 — c2, qui donne c =  ±  \ /  A2 — B2.
Soient pris sur deux lignes indéfinies à angle droit ( fig. 135), OB =  OA — A, 

et CC =  OD =  B. Puis du point C comme centre avec un rayon égal à A, décrivons 
un arc de cercle qui coupe AB en deux points F, F'; ce seront les foyers, car

OF

Puisque, dans toute ellipse, on doit avoir 2A 2B, il faut supposer — — ,

d’où M N.
S’il en était autrement, c’est-à-dire si l’on avait M N , on changerait ( n° 223 j 

y  eD x  et x  en y .  Par là , l’équation deviendrait N y 1 -+- Ma;2 =  P, et rcprésen-

N. B. — Avant la transformation des coordonnées , la courbe est dans la position 
indiquée par la figure 136 ; mais après, elle prend la position qu’on lui suppose ordi­
nairement ( fig. 134 ).

232. Soit, comme cas particulier, M =  N, l’équation se réduit alors à

«OTIONS S I R  L 'E L L IP S E . 2 8 1
Cela posé, soient

l’équation ci-dessus devient, par la substitution,

D'où l’on voit que l’équation proposée est celle d’une ellipse dont les axes principaux

Comme , par rapport à l’équation

il s’ensuit que

terait encore une ellipse ayant pour premier axe et pour second
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e’est-à-dire à l'équation d’un cercle ayant pour rayon ; la quantité c ou

devient nulle; ainsi les deux foyers se réunissent au centre.

Le cercle peut donc être regardé comme une ellipse dont les deux axes 2A , 2B, 
sont égaux, et dont les deux foyers viennent à se confondre.

233. Comme nous aurons souvent besoin de ramener une équation telle que 
M_y2 -y- Nx2 =  P, à la forme A2.y2 -4- B2x 2 =  A2B2, nous indiquerons un procédé 
simple et facile pour y parvenir.

Soient multipliés les deux membres de la première équation par un facteur indéter­
miné A; il vient MA.r2 -4- NAx2 =  PA.

Mais, par hypothèse , on doit avoir PA =  MA X NA =  MN . A2 ; d’où l’on 
P

déduit h =  -j^-. Donc il suffit de multiplier les deux membres de la proposée

par le quotient du second membre divisé par le produit des coefficients de 
y2 et de x2.

Il vient en effet, par cette multiplication ,

On trouve , en multipliant par

donc

Soit encore l’équation 

Multipliant par

ou, changeant y  en x  et réciproquement,

donc

Prenons pour exemple l’équation

on obtient
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De rHyperbole.

23-4. On demande Véquation d’une courbe telle, que si l’on joint 
chacun de ses points M ( fig. 137 ) à deux points fixes F, F', la différence 
des distances F'M, FM, soit égale à une ligne donnée 2 A.

Celle courbe esl ce qu’on appelle une hyperbole les points F, F', eu 
sont les foyers, et l’on nomme rayons vecteurs, les lignes FM, F'M.

Commençons par indiquer un moyen de construire cette courbe.
Prenez à partir du point 0, milieu de FF', deux distances OA, OB, 

égales à A ; les deux points A et B appartiennent à la courbe. En effet, 
il résulte de cette construction,

BF =  AF', d’où AF —  AF' =  AF — BF == 2A, 
et BF' — BF =  BF' — AF' =  2A.

TV. B. — Les points A, B, sont nécessairement situés entre F et F'; 
car autrement, ce serait la somme des distances de chacun de ces 
points aux points F et F', et non leur différence, qui serait égale à 2A. 
Ceci prouve que 2A doit être donné moindre que FF'.

Pour obtenir d ’autres points de la courbe, marquez sur la ligne OF 
et à droite du point F, un point quelconque L; puis des points Fv , F, comme 
centres, avec les rayons AL, BL, décrivez successivement deux circonfé­
rences qui se coupent en M, m; vous obtiendrez ainsi les deux points 
de la courbe ; car en joignant le point M, par exemple, aux points F', F, 
vous avez

F'M — MF =  AL — BL =  2A.

Réciproquement, des points F, F', comme centres, et avec les mêmes 
rayons, décrivez deux circonférences ; vous aurez deux nouveaux points 
M', m , qui seront, avec les points M, m, symétriquement placés par 
rapport à la perpendiculaire OC.

Cette construction exige que le point L soit situé à la droite du 
point F ; car s’il était en L', comme on aurait BL' BF, il s’ensuivrait 
AL' - f  BL' ou AB -f- 2BL' <  AB +  2BF, ou <  FF'. Ainsi, les deux 
circonférences seraient telles, que la distance des centres FF' serait 
plus grande que la somme des rayons ; donc elles seraient tout à fait 
extérieures l’une à l’autre et ne se couperaient pas.

Mais le point L peut être pris vers la droite du point F, à une distance 
aussi grande qu’on veut. D’où l’on voit que la courbe se compose de 
deux branches égales et opposées, mBM, m'AM', qui s’étendent indéfini-

231
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vient à droite du point B et à gauche du point A, tant au-dessus qu'au- 
dessous de la ligne À B.

II existe biea un procédé pour tracer l’hyperbole d’un mouvement 
continu; mais nous le passerons sous silenoe, parce que la pratique en 
est peu commode.

Nous allons maintenant nous occuper de la recherche de son équa­
tion.

285. L’hyperbole étant, ainsi que l'ellipse, symétrique par rapport 
à AB et OC, nous prendrons ces deux ligues pour les axes des coordon­
nées.

Soient donc

d’où l’on déduit 

or, on a déjà 

donc

ou, chassant le dénominateur et transposant,

On a d’abord, comme pour l’ellipse, les deux équations

auxquelles on doit ajouter, d’après l’énoncé, l’équation de condition

Pour éliminer s et z!, combinons alternativement par addition et 
soustraction les équations (1) et (2); nous obtenons les suivantes :

mais celle-ci donne

Portant ces valeurs dans l’équation (4), ou obtient
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Hais, comme il a été reconnu précédemment que la distance FF', 
ou 2c, doit toujours être plus grande que 2A, il s’ensuit que Aa — c2 
est essentiellement négatif. Donc, en posant

c2 — A2 =  B2,

on trouve enfin, pour l’équation de l’hyperbole,

k 2y2 — B2#2 =  —  A2B2.............................(6)

Cette équation ne diffère de celle de l’ellipse, qu’en ce que B2 est 
remplacé par — B2. Aussi les deux courbes, quoique étant de forme 
très-différente, puisque l’une est limitée en tous sens tandis que l’autre 
est illimitée, jouissent-elles de propriétés analogues.

Soit fait y =  0 dans l’équation; il en résulte jr =  =h A; ce qui 
prouve que la courbe passe par les points A et B, circonstance que 
nous avons déjà reconnue.

Soit encore # =  0; on trouve y2 =  — B2, d ’où y —  =h B — 1; 
ce qui fait voir que la courbe ne rencontre pas l’axe des y.

Cependant on peut convenir de marquer sur cet axe, deux points
C et D dont la distance au point O soit exprimée par B ou |/ c2 — A2.

Pour fixer la position de ces points, il suffit de décrire du point B 
comme centre et d’un rayon égal à c ou 0F, un arc de cercle qui coupe 
OY aux deux points demandés ; car on a

OC =  [/ 0Fa— O ü =  \/ c2 — A2.
Comme, en faisant a? =  -{-A  ou x  — —  A dans l’équation résolue

par rapport à y, y =  rb — j / ”x2 —  A2, on trouve y —  =b 0, 
A

et qu’en donnant à x  des valeurs positives ou négatives, numériquement 
plus petites que A, on obtient des valeurs imaginaires pour y, on peut 
en conclure, 1° que la courbe est tangente en A et B aux deux droites 
R'S', RS, parallèles à l’axe des y ; 2° qu’elle s’étend indéfiniment à la 
gauche du point A et à la droite du point B .

On voit enfin que la courbe est composée de deux branches égales et 
opposées dont chacune est divisée en deux parties égales par la ligne AB; 
en sorte que si l’on pliait la figure, soit suivant la ligne CD, soit suivant 
la ligne AB, les quatre parties de la courbe se couvriraient parfaite­
ment deux à deux.

Presque toutes ces circonstances avaient été reconnues par la Géo­
métrie.
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236. Les quantités 2A, 2B, sont., comme dans l’ellipse, appelées les 

a xes p r in c ip a u x  de l’hyperbole, ou le p r em ie r  axe  et le second a x e .  Mais 
comme il peut y avoir une relation quelconque de grandeur entre 
A et B, les dénominations de gra n d  a xe  et de p etit  a xe  seraient impro­
pres.

On désigne encore le premier axe sous le nom d'a xe transverse, et le 
second sous celui d ’axe n on  transverse, parce que l’un rencontre et 
l ’autre ne rencontre pas la courbe.

On peut avoir A =  B, auquel cas l’équation se réduit à

y2 — a3 —  —  A2.

Dans ce cas, on dit que l ’hyperbole est équilatère, comme ayant ses 
deux axes égaux. L ’hyperbole équilatère  est à l’hyperbole en général ce 
que le cercle est à l’ellipse.

Enfin , les points A et B sont dits les d eu x  som m ets  de la courbe.
237. Démontrons, comme dans l’ellipse, que le point O est le centre 

de la courbe, c ’est-à-dire que toutes les droites passant p a r  le p o in t  0 et 

term in ées à la cou rbe, sont divisées en d eu x  p a rties  égales p a r  ce p o in t.

Soit m'iVI une ligne quelconque menée par le point 0 ; si l’on combine 
entre elles les deux équations

A2t/2 —  B3#2 == — AaB2,

y —  ax,

on trouve, en mettant pour y  sa valeur a x  dans la première,
dr AB

(A  2o2 —  B2) x 3 =  — A2B2; d’où l ’on déduit == —— ~  ;
[/ Ü 2 — A 2«2

dr ABa
et par conséquent — ^ .

y  B2 —  A2» 2

11 résulte de là que OP =  OP' et MP =  m!P'; ainsi, les deux triangles 
OPM, OPW, sont égaux , et l’on a OM —  0 m'.

238. En jetant les yeux sur ces valeurs de x  et de y ,  on voit qu’elles 
ne sont réelles, c ’est -à-dire qu’une droite menée par le centre ne ren­
contre la courbe, qu’autant que l’on a

B2B2 — A2a2 >  0, ou a2 <  —.
A

Soit B2 — A2»2 =  0, d’où l’on tire a — les valeurs de x  et
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de y  deviennent infinies ; ce qui prouve que les deux droites corre­
spondantes , quisout placées, l ’une au-dessus, l’autre au-dessous de 
l’axe des x f ne rencontrent l’hyperbole qu’à une distance in fin ie .

Construisons ces deux droites, y =  - j -  — y , y —  — qui

méritent une attention particulière.
Pour cela, soit achevé sur les deux lignes AB =  2 A , CD =  2B, 

le rectangle R'RSS'; on a évidemment BR =  BS =  B; d ’où

tang BOR =  -fj) =  p  tanS B0S =  — X*
Donc les droites OR, OS, menées par le point 0 et par les points R, S, 

sont les deux droites demandées.
Nous verrons par la suite quel rôle elles jouent dans la théorie de 

l’hyperbole. Pour le moment, nous les regarderons simplement comme 
les l i m i t e s  de séparation des droites q u i, passant p a r  le cen tre, ren con tren t  

la cou rbe, d ’avec celles qui ne la rencontrent p a s.

Pour démontrer cette propriété, soit un diamètre WM pour lequel
g

on a angle MOX angle ROX, d’où a les valeurs de x

et de y  obtenues précédemment sont réelles ; mais pour un diamètre 
tel que K'K, connue l’angle KOX est plus grand que l’angle ROX, il

g
en résulte a —, et les valeurs x ,  y, sont im a gin a ires.

A
Lorsqu’on suppose l’hyperbole équilatère ( n° 236), c’est-à-dire,

g
B =  A, ±  — devient égal à dr 1 ; donc les angles ROX, SOX, sont A
chacun de 50°, et les deux droites OR, OS, sont perp en d icu laires en tre  

elles.

239. Supposons maintenant qu’on ait obtenu pour l’équation d’un lieu géométrique, 

M7-3 — Nx3 =  — Pj

P
et multiplions (n® 233) les deux membres de cette équation par il vient 

P a P ______ P^
m xl ~  ~~ mn*

Celte nouvelle équation comparée à celle de l’hyperbole,

Aap — E3x2 =  — A3B3,
donne

P PAî = — , et B2 =  — ; d’où AIN M = ± v /  f
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donc la proposée représente une hyperbole dont le premier axe est 2 

et le second, 2

La relation B2 =  c2 — A2 donne c — zb l / A 2 -+- B* ;

d’où , mettant pour A et B leurs valeurs, c =  ±

Pour fixer la position des foyers, connaissant les axes, prenez sur deux droites

rectangulaires, OB =  OA =  A OC =  OD =  B

( fig. 138 ) ; puis élevez au point B une perpendiculaire BD égale à B, et tirez OD. 
La circonférence décrite du point O comme centre avec le rayon OD, coupera AB en 
deux points F, F', qui seront les points demandés ; car on a

OF =  OF' =  j / p B a -t- BD* =  \ / a2 -+- B2.

Il est remarquable que cette construction donne en même temps la direction OD de 
l’une des limites de la courbe ( n° 238 ) ; quant à la seconde, elle s’obtient en prolon­
geant DB d’une quantité BD' =  BD, et tirant OD'.

240. Si l’équation était de la forme Mj2 — Nx2 =  P, on changerait^ en x  et a;fin 
y  ; ce qui donnerait N/-2 — Mx2 =  — P ; et l’équation n’en serait pas moins celle d’une

hyperbole ayant pour premier axe, 2 et pour second axe, 2

Avant la transformation, la courbe a la position indiquée par la figure 139 ; mais 
après, elle reprend la position de la figure 137.

P
Multiplions les deux membres de l’équation proposée, par ; il vient

N ' ’ "  M *5 =
P2

MIN

B2/ -2 A2X2 =  A2B2 (  en posant £  =  B2, =  A2 j .

Telle est la forme de l’équation de l'hyperbole rapportée à son second axe, ou 
à son axe non transverse, pris pour axe des x.

On en déduit y  = ± & B2 ; ce qui prouve qu’à toute valeur de x  cor­

respondent des valeurs réelles dey.
Pour x  =  0, l’on a y  =  ±  A ; et cette valeur est le minimum de toutes celle* 

que peut recevoir^-.
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De la Parabole.

241. Trouver Véquation d’une courbe telle, que la distance de chacun 
de ses points M ( fig. 140 ) à un point fixe F ( appelé foyer), soit égale 
à la distance de ce même point M à une droite fixe LL' appelée directrice.

Toiei d’abord le moyen de construire par points, cette courbe 
connue sous le nom de parabole.

Apres avoir abaissé du point F une perpendiculaire sur LL', prenez le 
milieu A de la distance FG ; et le point A appartient à la courbe, puisque 
les deux distances AF et AG sont égales.

Ce point est dit le sommet de la parabole.
Pour obtenir d’autres points , élevez en un point quelconque P pris 

vers la droite de A , une perpendiculaire à GF ; puis du point F comme 
centre, avec le rayon GP, décrivez un arc de cercle qui coupe la perpen­
diculaire en deux points M, m ; vous aurez ainsi deux points de la 
courbe; car il résulte de cette construction ,

F)1 ou F»» =  GP =  MQ.

D’où l’on voit que la parabole se compose de deux parties AMM', 
Ammj symétriques par rapport à GF.

Elle peut être aussi décrite d’un mouvement continu.
Prenez une équerre dont l’un des côtés de l’angle droit QR ( fig. 141 ) 

soit assujetti à glisser suivant la direction LI/. Fixez aux points F et V 
les deux extrémités d’un fil dont lu longueur soit égale au second côté QV 
de l’équerre. Faites ensuite mouvoir cette équerre le long de LL', en ayant 
soin de tenir le fil tendu au moyen d’un style ou crayon qui s’appuie con­
stamment sur QV. La trace de ce style sera nécessairement une para­
bole.

En effet, pour une position quelconque QRV de l’équerre, on a 

FM - f  MV =  MQ -j- MV; d ’où FM == MQ.

Lorsque l’équerre est arrivée dans une position Q'R'V' telle que Q'V' 
passe par le point F, le fil se replie sur lui-même de F en A, et le 
point A est le sommet de la courbe ; car on a

FA - f  AV' =  AQ' - f  AV' ; d’où FA =  AQ'.

Pour tracer la partie inférieure de la courbe, il suffit de renverser 
la position de l’équerre.

N. B. — La méthode précédente ne donne qu’une portion de la
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240 NOTIONS SCR LA PARABOLK.

courbe ; cette portion qui se termine au point V" , pour lequel on a 
FV" =  V"Q" =  VQ, est d’autant plus grande que le côté QV de 
l ’équerre a plus de longueur.

C’est probablement ce moyen de description qui a fait donner à LL' 
le nom de directrice.

242. Recherchons actuellement l’équation de la parabole.
Nous prendrons pour axe des x la ligne GF ( fig. 140 ) qui divise 

la courbe en deux parties égales, et pour origine le point A qui appar­
tient à la courbe.

Soient x, y, les coordonnées AP, MP, du point M, z la distance FM , 
et p la distance FG ; d’où

AF =  AG =  |  et GP =  |  +  ».

La circonférence décrite du point F comme centre avec le rayon 
FM, a pour équation

y  H- ( * - • § ) ’ =  * > ; .................O)

mais on a l’équation de condition FM =  PG, ou

* =  *  +  £ ................................. m

Éliminants entre ces deux équations, on trouve pour l’équation 
de la courbe,

y  +  ( ' + ! ) ’ •
ou réduisant, y7 =  I p x ..............................• ($)

Telle est l’équation de la parabole rapportée à ses axes principaux. 
AX est dit le premier axe principal, et A Y le second.

On déduit de celte équation , y ■= ûz \/2/mt; et comme 
pour x  =  0, on a y —  ±  0, il s’ensuit : 1° que la courbe est 
tangente en A à l’axe des y ; 2° qu’elle s’étend indéfiniment à la droite 
de cet axe, tant au-dessus qu’au-dessous de celui des x.

243. Ou nomme paramètre le coefficient de x , 2p, c ’est-à-dire le 
double de la distance du foyer à la directrice.

Ce paramètre est encore égal à la double ordonnée qui passe par le 
foyer;  car, d’après la définition de la courbe, la perpendiculaire FN 
doit être égale à N H ou FG.
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D’ailleurs si, dans l’équation if  =  2px, on fait a? = AF,

on trouve if  =  p>, d ’ o ù  y =  ±  p .

244. Quoique la définition de la parabole n’offre aucune analogie avec celles de 
l’ellipse et de l'hyperbole, on peut néanmoins établir un rapprochement entre ces 
courbes, au moyen d’une transformation de coordonnées exécutée par rapport aux deux 
dernières.

Reprenons l’équation A ?jr -+- B3x 3 =  A3B3, .......................................... (1)

et proposons-nous de rapporter l’ ellipse au sommet A ( fig. 134 ) comme origine, en 
conservant la même direction pour les axes. Pour cela , il faut ( n° 218 ) faire usage 
des formules x  — x  -+- a, y  — y  -4-  b; et comme a, b, expriment ici les coor­
données du point A, ce qui donne

6 =  0, a — — A , 

il s’ ensuit que les formules se réduisent à

x  —  x  —  A , y  =  y ,

c ’e s t -à -d ir e  q u ’il su ffit d e  r e m p la c e r  x  p a r  x —  A d a n s  l ’é q u a t io n  c i - d e s s u s ,  e n  la i s ­

sa n t .y  te l q u ’il e s t .

11 v i e n t , p a r  c e tte  s u b s t i t u t io n ,  \*y2 ■+• B3x 3 —  2 A B 3x  =  0 ;

h1 ,
d 'o ù  l ’o n  d é d u it  y "1 =  —  ( A x  —  x 3 ) ....................................................... ( î )

C’e s t  l ’é q u a t io n  d e  l ’e l lip s e  r a p p o r t é e  à  s o n  s o m m e t  d e  g a u c h e ,  p r i s  p o u r  o r i g i n e .

< C ela  p o s é ,  c e t t e  é q u a t io n  p e u t  ê tr e  m is e  so u s  la  fo r m e

„  R1  B3 , .  „  p
y 1 =  2  —  x ----------x 1. o u  b i e n ,  ,r3 =  2 p x ----------x »  . . . (o )

A A 3 ’ y  A w

f  B’| en faisant —  —  p

l
O r, s i l ’o n  s u p p o s e  q u e  le s  d e u x  q u a n tité s  K et B c r o is s e n t  in d é f in im e n t ,  d e  m a n iè r e  

B3
c e p e n d a n t  q u e  la  q u a n t ité  p o u  —  r e s te  c o n s ta n te  ( c e la  e s t  p e r m is  d ’a p r è s  l ’ é q u a -  

B 3
lio n  —  ~  P, dans la q u e lle ,  a p r è s  a v o ir  p r is  p o u r  p u n e  v a le u r  f ix e  e t  d é t e r m in é e ,  

o n  p eu t d o n n e r  à  A d iffé r e n te s  v a le u r s ,  e t  c a lc u le r  e n s u ite  u n e  v a le u r  c o r r e s p o n d a n te
V

p o u r  B ) ,  i l  e s t  c la ir  q u e , d a n s  c e l t e  h y p o th è s e ,  p lu s  A a u g m e n t e ,  p lu s  le  t e r m e  —

d im in u e  ; e t  lo r sq u 'o n  s u p p o s e  A =  *  , il en  r é s u lt e  ~  = 0 .  D o n c  l’é q u a t io n  ( 3 )

s e  r é d u it  à =  2 p x ,  c e  q u i n ’e s t  a u tr e  c h o s e  q u e  l ’é q u a t io n  d ’u n e  p a r a b o le .

D ’où l’o n  p e u t  c o n c lu r e  q u e  la  p a r a b o le  e s t  u n e  e l l ip s e  d o n t  le  g r a n d  a x e  e s t  i n ­

fini, o u  d o n t  le  c e n tr e  e s t  s itu é  à fin  f in i .

SLO. 1PPL. a l a  GÉ08I, 16
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2 4 2 LIAISON DES TROIS COURBES.

245. Le même rapprochement peut être fait entre la parabole et l'hyperbole; mais 
il faut alors rapporter cette dernière courbe à son sommet B ( fij. 137 ), ce qui re­
vient à porter, dans l’équation — B2.r2 =  — A2B3, à la place de x, x  -H A.

Enfin , dans le cas de l’hyperbole, on a

Par analogie avec la parabole, on nomme paramètre de l’ellipse ou de l’hyperbole, 
2Ba

la quantité 2p ou —— qui forme le coefficient de x  dans l’équation de la courbe rap­

portée à l’un de scs sommets.

Même résultat pour l’hyperbole.
jV. B. — Cette dernière propriété dont jouissent les foyers des trois courbes, sert 

souvent à faire reconnaître l’existence de ces points et à en fixer la position.
247. Au reste, la liaison qui existe entre ces courbes peut encore être établie au 

moyen de la question suivante, dont celle qui a servi à la définition de la parabole 
n’est qu’un cas particulier.

/

Elle devient

d’où

( en posant, comme pour l’ellipse,

Actuellement, faisons augmenter A et B de manière que p reste constant; il vient

pour

Dans ce cas, la seconde branche, le centre, le second sommet disparaissent, ou sont 
situés à l’infini.

246. 11 résulte de ce qui vient d’être dit, que les trois courbes peuvent être , en 
général, représentées par l’équation

et l’équation (1) se réduit

Lorsque la courbe est une parabole, on a q =  0 ; et l’équation se réduit à

Si c’est une ellipse, on â

n’est autreCelte quantité, qui peut être mise sous la forme

chose qu'une ô« proportionnelle au premier et au second axe.
C’est aussi, comme dans la parabole, te double de l’ordonnée qui passe par le

foyer dans l’é-
utialion
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On demande l'équation d’une courbe telle, que la distance de chacun de ses 
points M ( Jiq. 142 ) à un point fixe F, soit à la distance de ce même point à 
une droite LL' donnée de position, dans un rapport donné m 1 ; en sorte que 
l’on ait

mf : mq m ; 1.

Du point F abaissons FG perpendiculaire sur LL', et divisons cette distance FG dans 
le rapport m I î ; le point A est un des points de la courbe.

Pour construire d’autres points, marquons un point quelconque P sur GF, et élevons 
en ce point une perpendiculaire ; puis du point F comme centre avec un rayon égal à 
la 4e proportionnelle 1 \ m \\ &? \ x , décrivons un arc de cercle qui coupe la 
perpendiculaire aux points M et M'; ces points appartiendront à la courbe; car on a , 
d’après cette construction,

FM ou x  *. GP ou MQ \\ m \ 1;

et ainsi de suite.
Afin de déterminer l’équation du lieu géométrique, nous prendrons pour axe des x  

la ligne GF par rapport à laquelle la courbe est symétrique, pour axe des y  la perpen­
diculaire élevée par le point A qui appartient à la courbe et peut en être regardé comme 
le sommet.

Soient donc

AP =  x ,  MP =  y ,  FM — z ,  AF == «; d’où AG =  —
m

(puisque l’on a FA \ AG *; m * 1).
L’équation de la circonférence qui a son centre en F et pour rayon FM , est

y* -+- (x  — « y  =  z2 ........................................ (1)

De plus, on doit avoir FM \ GP z * 1;

oc
d’où z \ x  -\----- * ! »i * 1 , ou bien, z =  mx ■+■ a ............................... (2)m

Ainsi, en éliminant s entre ces équations, on obtiendra (u*> 214) l’équation demandée. 
Il vient, toute réduction faite,

y*  -+- (1 — m*) x 2 — 2a ( 1 -+- m) x —  0 ....................... (3)

Celte équation est privée du terme indépendant de x  et de y ,  et cela doit être, puisque 
la courbe passant par l’origine, il faut que son équation soit satisfaite lorsqu’on y fait

y  — 0 et x —  0.

Examinons successivement les circonstances qui correspondent aux trois hypothèses 

m <  1 , m — \ , 77i ]> 1.

Soit d’abord, comme le cas le plus simple, m =  \.
L’équation (3) se réduit à y 2 =  4«x, et est immédiatement comparable à celle-ci :

Xa — 2 px;
16‘
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en effet, il suffit, pour identifier les deux équations, de poser

2 4 4  LIAISON DES TROIS COURBES,

Ainsi la courbe est une parabole dont le foyer est en F, et qui a pour directrice LL'. 
Le point A est d'ailleurs le milieu de la distance FG, puisque l’on a

et en la comparant à celle-ci,

on en déduit

d ’où

et

Ainsi, la courbe est une ellipse dont les axes principaux sont

et le paramètre, 2a (t -+- m).
Le point F est d’ailleurs l’un des foyers dont la définition se trouve comprise dans 

celle de l’ellipse (voyez n° 220).
Ea effet, soit posé x  =  a dans l’équation

or, on a vu (n° 24G) que cette valeur est celle de l’ordonnée qui passe par chacun des 
foyers.

La construction du premier axe AB se réduit à trouver sur GF deux point* A et B 
tels qu'on ait

il en résulte 

d'où

c e  *ont d eu x  quatrièmes proportionnelles faciles à obtenir.

S o i t  a c t u e l l e m e n t  m 1 , auquel cas le coefficient de x 1 est essentiellement 
positif.

L’équation peut se mettre sous la forme
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Quant !U second axe, comme on connaît déjà le foyer F, il suffit de décrire de ce 
point conrme centre et avec un rayon OA, moitié de AB, un arc de cercle qui coupe en 
deux poids C. 1), la perpendiculaire élevée par le point O.

Le secoid foyer F' s’obtient en prenant OF' =  OF.
Soit enfin m >  1, auquel cas le coefficient de x2 est négatif dans l'équation (3). 
Elle pext être mise sous la forme

et compatée à

elle donne ainsi

donc la courbe est une hyperbole dont le premier axe, ou l’axe traverse, est

d’où

ce qui prouveque le point F est un foyer de la courbe.
La consruclion des axes s’effectuerait comme pour l’ellipse; mais il faut observer 

qu’elle doit s'effectuer de droite à gauche du point F ; car si l’on fait dans l’équation , 
y  =  Ci, il vient

ce qui donne

Ainsi les sommets A, B, sont situés d’un même côté par rapport au point F. Le con­
traire avait lieu dans l’ellipse.

N. B. — On peut trouver dans les caractères m 1 , 772 =  1 ,  m 1 , la raison 
des dénominations attribuées aux trois courbes.

I/hypothèse m 1 donne l’ellipse ou la courbe par défaut, 

m =  1 . . . .  la parabole ou la courbe par égalité, 

m 1 . . . .  l’hyperbole ou la courbe par excès.

d'où

le second et le paramètre,

Soit posé dans l’équation , il en résulte

On trouve encore cette explication dans les relations
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y 2 2pa? 7 déduites de l’équation y 2 =  2px -+- qx2, suivant que q est 0, 
=  0, ou 0.

248. Dans l’ellipse et l’hyperbole, comme dans la parabole, la droite LL' ( fig. 142 ) 
porte le nom de directrice.

Dans la parabole, dont l’équation est y 2 =  2p x, il suffît, pour obtenir la directrice,

de prendre à la gauche de l’origine une distance AG =  AF =  —, c’est-à-dire une

distance égale au quart du paramètre, puis d’élever au point G une perpendiculaire.
Dans l’ellipse, qui a pour équation A2y 2 -+- B3# 2 =  A2B2, comme on a trouvé

B2 B2 A2 — B1 c2précédemment — = 1  — m2, on en déduit m2 =  1 ------- — ------------- - — — ,
1 A2 7 A2 A2 A2 7
,, . cd ou m —  —.A

Le rapport m * 1 étant connu, et les points A , F, étant d’ailleurs donnés de posi­
tion , il suffit, pour déterminer le point G, de construire la quatrième proportionnelle

» c \ A “  AF * AG.

B2 A2 -+- B2On a de même, pour l’hyperbole, m2 -r- 1 =  —  ; d'où m2 = -----—---- , et

, cpar conséquent m =  —.
Enfin, il est évident que, dans chacune des deux dernières courbes, il existe deux 

directrices qui sont situées à égale distance du centre, sur le prolongement de AB pour 
l’ellipse, et entre les points A, B', pour l’hyperbole.

S m .  Réduction, par la transformation des coordonnées, de 
l’équation générale du second degré à deux variables,

A y* -j- B x y  -f- C#2 + Dy -}- E# -f- F == 0.
249. Nous niions faire voir maintenant que l’ellipse, l’hyperbole, et 

la parabole, telles que nous les avons définies précédemment, sont les 
seules courbes qui puissent être représentées par une équation quel­
conque du second degré à deux variables.

Il semble, au premier abord, difficile de concevoir qu’il puisse y 
avoir identité entre toutes les courbes comprises dans une équation 
aussi compliquée que celle ci-dessus, et les courbes dont les équations 
sont de la forme

My2 -j- Nj?2 =  P, ou y2 =  Q#,
la première désignant une ellipse ou une hyperbole, suivant queM, N, P, 
sont positifs à la fois (n° 231 ), ou bien , queM est positif, N négatif, 
et P négatif ou positif ( nos 239, 240) ; la seconde étant comparable à 
l’équation de la parabole y5 =  2px.
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Mais observons que, si dans les deux équations précédentes, on 
met à la place de x et de y, les valeurs

x  =  x cos a -J- y cos a a, 
y =  x  sin a -{- y sin a! -J- b,

au moyen desquelles (n° 219) on passe d’un système rectangulaire à 
un système oblique d’origine différente, l’équation qui en résulte est 
de même forme que l ’équation complète. Or, il est évident que cette 
transformation de coordonnées n’a pas changé la nature de la courbe; 
seulement, comme les nouveaux axes se trouvent dans une situation 
quelconque à l’égard de la courbe, l’équation qui la représente est plus 
compliquée que lorsque cette courbe est rapportée à ses axes principaux.

Voyons donc si, par des transformations de coordonnées, on ne 
pourrait pas simplifier l ’équation la plus générale et la ramener à l’une 
ou l’autre des deux formes ci-dessus.

Telle est la question qu’il s’agit d’examiner.
2S0. Remarquons, avant tout, que rien n’empêche de supposer que 

la courbe soit primitivement rapportée à des axes rectangulaires; car 
s il en était autrement, on pourrait (n° 223), en conservant la même 
origine et le même axe des x , les rendre rectangulaires ; et l’équation 
résultante étant de même forme que la proposée, serait celle sur la­
quelle on aurait à opérer.

Cela posé, reprenons l’équation

A y- -{- Bxy -J- Cæ2 +  Dy -j- E# -|- F =  0 , ..............(1)

et tâchons d’abord de faire disparaître le terme en xtj.
Pour cela nous prendrons les formules

x —  x cos a — y sin « , 
y —  x sin a y cos a,

au moyen desquelles (n°220) on passe d’un système rectangulaire à 
un système de même espèce, l’origine restant la même. L’angle « est 
ici une indéterminée ( n° 22o) qu’il s’agit de calculer d’après la condi­
tion que l ’équation transformée soit privée du rectangle xy, c’est-à-dire 
que le coefficient de ce terme soit nul.

En substituant ces valeurs de x et de y dans l’équation (1), ordon­
nant et égalant à 0 le coefficient de xy, on obtient d’abord pour l’équa­
tion de condition ,

2A sin a, cos « B cos2 a — B sin* a — 2C sin a cos « =  0 ,

DE l ’ ÉQEATIOIV DU SECOND DEGRÉ. 2 4 7
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248 REDUCTION

et pour l ’équation transformée ,

eu posant pour plus de simplicité,

[La quantité F est la même dans l’équation (2) que dans l’équa­
tion (1).]

Traitons maintenant l’équation de condition.

Or, comme une tangente peut passer par tous les états de grandeur 
possibles et même être infinie , il s’ensuit que l’angle a est susceptible 
d ’une détermination réelle , quels que soient les coefficients A , B, C. 
Par conséquent, il est toujours possible de faire disparaître le terme en\ y.

Soient AX, AY ( fig. 143 ) ,  les axes primitifs ; pour construire les 
nouveaux, menons par le point A une droite AL qui forme avec AX

Bun angle ayant pour tangente , — —-------—(ce qui revient à prendre

Divisons ensuite cet angle LAX en deux parties égales par la ligne 
AX'; cette dernière droite sera le nouvel axe des x ,  et AY', perpen­
diculaire à AX', le nouvel axe des y.

à deux angles differents 2a, 200° -j- 2a, il semble résulter qu’on peut 
prendre à volonté pour nouvel axe des x r la droite qui divise l’angle

équation d’où l’on tire , après avoir divisé par cos 2æ,

une partie AG =  1, puis à élever une perpendiculaire GH =

Elle revient

ou , à cause de

De ce que l’expression correspond
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LAX ou la droite qui divise l’angle 200° -J- LAX , en deux parties

égales. Mais observons que les deux demi-angles étant LAX et
M

leur différence est égale à 100°; donc si l’une de

ces droiles correspond au nouvel axe des x , l’autre doit correspondre 
au nouvel axe des y,  et réciproquement.

Ainsi, il n’ y a réellement qu’un seul système d’axes rectangulaires 
par rapport auxquels l ’équation de la courbe [tout être débarrassée du 
terme en xij.

2dl. Nous reviendrons par la suite sur celte transformation de 
coordonnées. Mais il est nécessaire de calculer dès à présent les valeurs 
de M et de N , d’après la valeur obtenue pour tang 2x, parce que nous 
en aurons besoin pour le développement de notre proposition.

Les formules du u° 49,

donnent

D’un autre côté, les équations

étant d’abord ajoutées entre elles, donnent, à cause delà relation

On trouve également, en les soustrayant l’une de l’autre,

ou , à cause

ou remplaçant
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ou bien enfin , supprimant le facteur

Ce dernier résultat prouve, 1° que les deux coefficients M et N sont 
de même signe ou de signes contraires, suivant que la quantité B2— -4AC 
est négative ou positive ; 2° que l’un de ces coefficients est nul toutes les 
fois que l’on a B2 — 4AC =  0 , çt ne peut être nul que sous celte con­
dition.

N. B. On ne saurait avoir en même temps M =  0 , N == 0 : car il en

Ce serait donc supposer que l’équation primitive ne renfermait aucun 
des trois termes en y% xy , et x'1 ; ce qui n’est pas admissible, puis- 
qu’alors l’équation ne serait que du premier degré.

252. Revenons à notre objet. L’équation étant déjà débarrassée du 
terme en x y , essayons, par une translation d’origine, de faire éva­
nouir les termes du premier degré en x et y.

Pour cela , faisons dans l’équation (2) ( n° 250 ),

résulterait

et par conséquent

Or, cette dernière condition entraîne les deux suivantes ,

et celle-ci, combinée avec

Connaissant les valeurs de M -j- N et de M — N , on en déduit suc­
cessivement

d’où, multipliant ces deux équations membre à membre et réduisant,
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et égalons séparément à 0 les deux coefficients de x et de y qui résultent 
de cette substitution.

On obtient d’abord pour les deux équations de condition ,

DE INÉQUATION DÜ SECÛISÜ DEGRÉ.

et pour l’équation transformée,

( en posant

On déduit des deux équations de condition ,

Or , ces valeurs de a et de £ seront toujours réelles et finies tant que 
M et N seront différents de 0, c’est-à-dire (n °2 o l)  tant que l’on aura

B2 —  -4AC ^  0. On pourra donc, dans ce cas , transporter l’origine

en un nouveau point A' ( fig. 1-43 ) ayant pour coordonnées ,

et pour lequel l’équation de la

courbe, rapportée aux axes A'X", A'Y", parallèles à AX', AY', sera de 
la forme

(P désignant ce que devient — F' lorsqu’on y a remplacé a et b par 
leurs valeurs ).

On pourrait avoir, soit R =  0 , soit S =  0, auquel cas b ou a serait 
n u l, et la nouvelle origine serait située sur AX' ou AY'.

Aucun de ces coefficients R , S, ne saurait d’ailleurs être infini, 
d’après leur composition (n° 250).

Ainsi: toutes les fois que, dans l’équation complète du second 
degré , la quantité B2 — 4AC est différente de 0 , il est possible de faire 
disparaître les deux termes en x et en y , et, par conséquent, de ra­
mener Véquation primitive à la forme

253. Supposons actuellement que l’un des deux coefficients M ou N 
soit nul, ce qui exige (n° 231) que l’on ait entre ies coefficients A, B, C, 
de la proposée, la relation
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S RDans cc cas, l’une des valeurs a —  — — -, i  =  — , se pré-2N 2M 1
sente sous la forme de Y infini; et comme on ne saurait transporter 
l’origine à une distance infinie, il est impossible d’exécuter la trans­
formation proposée.

Et en effet, admettons, pour fixer les idées, que l’on ail
N =  0.

2 3 2  RÉDUCTION

L’équation (2) du n° 250 se réduit à
My2 -j- Ry -{- S# F =  0 ;

et si l’on substitue dans celte équation les valeurs x =  x  -j- a , 
y =  y -}- i , il vient

My’ +  (2)1Z» -j- R ) y +  Sj? -f- Mi’  +  Ri +  Sa -j- F =  0.
Or, le coefficient de x , dans celte équation, étant indépendant des 

indéterminées a cl h, on ne peut disposer de cellc.i-ei de manière à 
faire disparaître ce terme.

Mais ne pourrait-on pas du moins, dans ce cas, faire évanouir le 
terme en y et la quantité indépendante de a? et de y ?

Il suffit, pour cela , de poser les équations de condition ,

2Mi - f  R =  0 , 
Rd’où l’on déduit i  = 2 Al ’

Mi’  +  R i 4 -  Sa 4 -  F =  0 ; 
Mi’ 4 - R i 4 - F

De ces deux valeurs, celle de i  est nécessairement réelle et finie, 
puisque ( n° 2oI ) on ne peut avoir M =  0 en même temps que N =  0.

Quant à la valeur de a, si le coefficient S n’est pas nul en même 
temps que N , cette valeur est aussi réelle et finie.

Ainsi, lorsque la disparition du terme en xy aura donné lieu à celle 
du terme en x ’ , en laissant subsister le terme en x , la transformation 
précédente pourra s’exécuter, et l’équation de la courbe, rapportée 
aux nouveaux axes, sera ramenée à la forme

My’ - f  S* =  0,
ou plutôt à celle-ci,

y2 =  Qx  ̂ en posant Q =  —

N. B. — Dans le cas où l’on aurait M =  0 et R différent de 0, on 
reconnaîtrait de même que l’équation peut être ramenée à la forme

N*’ 4- Ry == 0.
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Maison y changeant, y en x  et x en y, ce qui reviendrait ( n° 223) à 
renverser la position des axes, on retomberait sur l’équation

254. Les deux cas particuliers dcN =  0, S =  0, ou dcM =  0, R =  0, 
font exception à la transformation précédente, puisqu’alors la valeur 
de l’une des coordonnées a, b, do la nouvelle origine, se présente sous 
forme infinie.

Mais remarquons que l’équation (2) du n° 250, se réduit à l’une des 
deux formes

et comme chacune de ces équations ne renferme qu’une seule varia­
ble, elle représente (n° 17G) un système de deux droites parallèles, soit 
à l’axe AX' ( fig. 143 ), soit à l’axe AY'.

255. En résumant tout ce qui a été dit nos 249 et suivants, on doit 
regarder comme rigoureusement démontré que toute équation du se­
cond degré à deux variables peut, par une double transformation de coor­
données, être ramenée à Vune des deux formes

excepté dans un cas tout particulier, celui où, par la disparition du 
terme en xy, le carré et la première puissance d’une même variable 
disparaissent également. Maison sait qu’alors l’équation ne représente 
plus une courbe, mais bien un système de deux droites parallèles.

On parvient à la première forme d’équation toutes les fois que M 
et N sont différents de 0, c’est-à-dire ( n° 251 ) lorsque, dans l’équa­
tion primitive, la quantité BJ — 4AC n’est pas nulle ; et à la seconde 
forme, toutes les fois que les coefficients A, B, C, sont liés entre eux 
parla relation

On a vu d’ailleurs (n° 231 ) que la courbe est une ellipse quand M 
et ]V sont de même signe, c ’est à-dire (u° 251 ) quand B" — 4 VG est né­
gatif; et (0*239) que la courbe est une hyperbo'e quand M et N sont 
de signes contraires, c ’est-à-dire ( u° 251 ) quand Ba — 4AC est positif.

D’ou l’on peut conclure enfin que, dans l’équation générale

Mtf —|— Ry — F =s= 0, N*3 -j- S* +  F =  0;

=  p> Ÿ  —

B1 — 4 AC =  0.

Ay3 -J- B xy -]- Ca:3 -j- Dy Ex -f- F =  0,
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RÉDUCTION

la coildltion B* — 4AC 0 caractérise les ellipses,

B2 —  4AC >  0 .les hyperboles,
et B2 —  4AC =  0 ..les paraboles.

256. Ces courbes renferment d’ailleurs certaines variétés qu’il est bon de faire
connaître.

Considérons d’abord l’équation

Mya -+- Na:2 =  P,

qui représente en général une ellipse ou une hyperbole, suivant les signes des coeffi­
cients M, N, P.

On peut toujours supposer M positif, puisque, s’il était négatif , il suffirait de chan­
ger les signes des deux membres.

Cela posé, il peut se présenter différents cas, par rapport aux signes et aux valeurs 
des autres coefficients.

E l l i p s e s .........M et N positifs.

Soit P positif en même temps que M et N.
L’équation Mj-2 -4 -Na:2 =  P représente ( n° 231) une ellipse qui, dans lfe cas 

particulier de M =  N, devient un cercle ( n° 232 ).
Le cercle est dons une première variété de l’ellipse.
Si l’on a M et N positifs et P négatif, l’équation est évidemment impossible ; c’est- 

à-dire qu’à des valeurs de x réelles il ne peut correspondre que des valeurs imaginaires 
pour^-, et réciproquement. Donc fa courbe est imaginaire, ou , en d’autres termes, 
l’équation n’a pas de lieu géométrique, ou ne représente rien.

Soit P =  0. L’équation se réduisant à
Mj -2 _4_ _  o ,

ne peut évidemment être satisfaite que par le système ( x —  0, y  =  0 ). Donc la 
courbe se réduit à un point.

Ainsi l’ellipse renferme comme variétés : le cercle, une courbe imaginaire et un 
point.

H y p e r b o l e s ..........M positif, N négatif.

P peut être négatif ou positif.
Dans le premier cas, l’équation Mj2 — Na:2 =  — P représente ( n° 239) une hy­

perbole rapportée à son axe transverse comme axe des x ; et dans le second 
(n° 240 ) une hyperbole rapportée à son second axe.

Le cas particulier de N négatif et numériquement égal à M, donne Y hyperbole équi- 
latère.

Soit P = 0 .  L’équation se réduit à
W7 2 — Na;2 =  0 ;

et l’on en tire y  — -h  x

Donc, dans ce cas, la courbe dégénère en un système de deux droites qui se cou­
pent.

2 5 4
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Ainsi, les variétés de l’hyperbole sont : l’hyperbole èguilalère, et un système de 
deux droites qui se coupent.

Passons à  l’équation d e s  p a r a b o l e s  :

y 7 =  Q*.

Il peut arriver que Q soit positif on négatif.
Dans le premier cas, l’équation représente évidemment une parabole dont le para­

mètre 2p est égal au coefficient Q.
Dans le second, comme , en changeant a; en — x , l’équation r 2 = — Qx devient 

y* ~  Qx, il s’ensuit que la courbe est encore une parabole ; seulement, elle est dirigée 
dans le sens des x négalifs. Mais en pliant la figure suivant l’axe des.r , on remet la 
figure dans la situation ordinaire.

I.e cas particulier discuté n<> 254 , et dans lequel on suppose N =  0, S =  0, ou 
bien M =  0, R =  0, est regardé comme une variété de la parabole, par la raison 
que M =  0 ou N =  0 est le caractère général de cette courbe.

Comme l’équation Mj2 -t- R / -+- F =  0,
correspondant à  ce cas, donne par sa résolution ,

2' =  - ^ r
il en résulte que, suivant que l’on a

R2 — 4M F > 0 ,  = 0 ,  ou <  0,

l’équation représente deux droites parallèles, une seule droite, ou deux droites 
imaginaires.

Telles sont les variétés de la parabole.

257. Remarque sur la discussion précédente.
Dans la double transformation de coordonnées que nous avons exécutée pour rame­

ner l’équation générale du second degré à l’une ou l’autre des deux formes

M̂ -2 ■+■ Nx2 =  P, y 2 =  Qx,
nous sommes partis de la supposition que la courbe était d’abord rapportée à des axes 
rectangulaires ; et le troisième système auquel on est parvenu était lui-même rectan­
gulaire. Les trois genres de courbes du second degré se sont trouvés alors déterminés 
d’après des hypothèses faites sur les coefficients M, N, P. . . .

Mais si nous supposons qu*une courbe rapportée à des axes obliques, soit exprimée 
par l’une des équations ci-dessus, peut-on affirmer que, pour les mêmes hypothèses 
faites sur les coefficients, la courbe est du même genre que dans le cas où les 
axes sont rectangulaires ?

Pour répondre à cette question , il suffit d’observer que chacune des trois courbes 
du second degré offre dans son cours un caractère qui lui est propre, et qui peut servir 
à la distinguer des deux autres.

Ainsi , l’ellipse, telle que nous l’avons définie (n<> 226 ) ,  est une courbe rentrante 
et fermée, ou une courbe limitée dans tous les sens.

L’hyperbole est une courbe composée de deux parties distinctes, égales et opposées, 
qui s’étendent Vune et l’autre indéfiniment.

Enfin, la parabole s'étend indéfiniment dans un seul sens ; et elle n’a qu’une 
seule branche.

DE L’ ÉQCATIim DU SECOND DEGRÉ. 2 5 5
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2 5 6 RÉDUCTION DE INÉQUATION DU SECOND DEGRÉ.

Or, ces Irois caractères géométriques se reproduisent immédiatement par la dis­
cussion des deux équations ci-dessus.

En effet, considérons d’abord l’équation

ÎVÎ 2 -I- Nx2 =  P ;

et supposons M, N, positifs. ( On doit aussi regarder P comme positif ; autrement l’é­
quation serait impossible. )

Celle équation , étant résolue par rapport à.r, donne

= *  y /  sr (  -s -  *■ ) ;
’à des valeurset l’inspection seule de ce résultat prouve qu’à des valeurs de x, soit positives, soit 

négatives, numériquement plus grandes que \ /  — , il correspond des valeurs

imaginaires pour y .  Ainsi, la courbe est limitée dans le sens des x  positifs, et dans 
celui des x  négatifs, par deux parallèles à l’axe des.r ( fig. 144 ) menées aux dis-

=  +  V / ï î -  O B - = - V ^tances OB =

En résolvant l'équation par rapport à x, on reconnaîtrait de même qu’elle est limi­
tée, dans les deux sens des y  positifs et négatifs, par deux parallèles à l’axe des x

menées aux distances OC :

Donc la courbe est une ellipse.
Soient actuellement M positif, N négatif, et P négatif ou positif.
L’équation, résolue par rapport ky, donne

r =  ± V / ï ï ( x’ - R - )  ou r  =  ± \ / H x' + S-) '
Dans le premier cas, on voit que pour des valeurs de x , soit positives, soit néga-

les valeurs correspondantes dey sontV îlives, numériquement moindres que 

imaginaires.

En donnant à x  des valeurs plus grandes que
n/ F on obtient pour y  des va­

leurs toujours réelles, quelque grande que soit d’ailleurs la valeur de x  dans les deux 
sens. Donc la courbe n’a aucun point situé entre les parallèles à l’axe des.r ( fig. 145 ),

menées aux deux distances OB =
o r —

mais elle s’é­

tend indéfiniment à droite et à gauche de ces deux parallèles.
Dans le second cas, il est évident que toute valeur donnée à x, donnera toujours
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pour^ des valeurs réelles. D’ailleurs, si l’on fait x =  0, ce qui donno

V  M
on doit regarder ces valeurs comme les plus petites de celles que peut recevoir^-. Donc 
la courbe ( fig. 146 ) n’a aucun point compris entre les parallèles à l’axe des x me-

/ ~  /~P~
nées aux distances OB =  -t- % /  — , OB' = — \  /  — : mais elle s’étend in-

V M V  M
définiment au-dessus et au-dessous de ces deux parallèles.

Ainsi, dans les deux cas, la courbe est une hyperbole.
Quant à l’équation

y 1 —  Qx, d’où y  =  ±  l /Q x ,

il est clair qu’elle représente ( fig. 147 ) une courbe indéfinie dans le sens des x po­
sitifs si Q est positif, et dans le sens des x négatifs, si Q est négatif.

238. N ot io n s  s u r  l e s  d i a m è t r e s  dans les courbes du second degré.
Ou appelle, en général , d i a m è t r e  d’une courbe, une ligne d r o i t e  o u  

c o u r b e ,  qui passe par les milieux de toutes les cordes parallèles entre elles, 
menées sous une direction arbitraire.

Il résulte de cette définition, que chacun des axes auxquels la courbe 
Mya Nx2=  P sc trouve rapportée, est un diamètre. En effet, puis­
q u ’ il une même valeur de x il correspond deux valeurs de y égales et 
désignés contraires, et réciproquement, il s’ensuit que l’axe des x  passe 
par les milieux de toutes les cordes parallèles à  l’axe des y, et que celui- 
ci passe par les milieux de toutes les cordes parallèles à l’axe des x.

On donnera l a  d é n o m i n a t i o n  d e  d i a m è t r e s  c o n ju g u é s  à  d e u x  d i a m è ­

tres tels que chacun d'eux divise en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles à l’autre ; e t , d ’ a p r è s  c e l t e  d é f i n i t i o n  , l e s  d e u x  a x e s  c i - d e s -  

sus forment un système de diamètres conjugués. On d i t ,  dans ce cas, 
que l ’équation

My3 - j-  N^3 =  P
représente une ellipse ou une hyperbole rapportée à un système de 
diamètres conjugués.

Quant aux deux axes pour lesquels l’équation d’une courbe est de 
la forme y3 =  Q.r, il est évident que l’axe des x seul esl un diamètre ;  
l’axe des y  est tangent à la courbe, puisque pour x =  0, on trouve 
y3 =  0, d’où y =  àz 0 (voyez n° 193).

Le système de ces deux axes s’appelle, dans la parabole, un système 
d’axes conjugués.

AI.G. APPL. A LA CF.OW. 17
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259. Nous allons faire voir maintenant que, dans les trois courbes 
du second degré, tous les diamètres sont des lignes droites qui, pour 
l’ ellipse et l’hyperbole, passent par le centre, et pour la parabole, sont 
parallèles entre elles et à l’axe principal.

Pour reconnaître cette propriété par l’analyse, nous nous propose­
rons cette question générale :

Trouver dans une quelconque des trois courbes, le lieu géométrique des 
points milieux d’une suite de cordes parallèles entre elles et menées sous 
une direction arbitraire.

Cette question est facile à traiter : elle se réduit à combiner l’équa­
tion de la courbe (rapportée à ses axes) avec celle d’une droite quel­
conque, à déterminer les coordonnées des deux points d’interseclion, 
et à en déduire ensuite les coordonnées du point milieu de la distance 
comprise entre ces deux points.

Considérons à la fois l’ellipse et l’hyperbole, dont l’équation est 
(n 03 228 et 235)

A2i/2 dtz B2#2 =  ±  A2B2................................  (1)

(les signes supérieurs $e rapportant à l ’ellipse et les signes inférieurs 
à l’hyperbole).

Soit MM'une droite quelconque ( fig. 148, 149 ) ayant pour équa­

tion y =  ax b......................................(2)

Substituons dans l’équation (1), pour y, sa valeur tirée de l’équa­
tion (2) j il vient

(A2o2 dh B2)# 2 -f- %i2ab . x  -j- A2ô2 A=B2 =  0. . . (3)
Cette équation, résolue, donnerait les abscisses des points M, M'; 

mais ce calcul est inutile. En effet, soient x', y', et x', y", les coor­
données de ces deux points ; on a ( n° 190) pour celles, « , S, du point 
milieu N de la droite MM',

x ’ 4 -  x"
a 2 *

y’ +  y"

L’un autre côté, l’on sait que, dans toute équation du second degré, 
le coefficient du second tenue, pris en signe contraire, est égal à la 
somme des racines ; on a donc

s ' -J- =  — 2A 2ab
À2a2 ±  B2*

k ’abet par conséquent,
A2a ! ± : B2'
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Pour obtenir la valeur correspondante de G, remarquons que, le 
point («, G) se trouve sur la droite y =  ax b, ce qui donne la re­
lation G —  aa. -J- b, tout se réduit à mettre pour a. sa valeur dans 
cette relation , et il vient

Or, comme ce résultat est indépendant de la quantité b qui fixe la 
position de la corde MM' (a en détermine la direction ), il s’ensuit que 
si l’on désigné par a ,  G', par a", G", . . . .  les coordonnées des points 
milieux d’autres cordes parallèles à la première, on trouverait pa­
reillement

convient à chacun d’eux, et représente par conséquent leur lieu géo­
métrique; mais cette équation est évidemment (n° 17S) celle d’une 
droite passant par l’origine. Ainsi tous les diamètres de Vellipse et de 
l'hyperbole sont des lignes droites passant par le centre.

Réciproquement, toute droite menée par le centre est un diamètre; 
car si l’on désigne par a la tangente de l’angle que forme cette droite 
avec l’axe des x , et qu’on pose la relation

on en déduit a

et en menant une suite de cordes parallèles qui forment avec l’axe des x 
un angle ayant pour tangente cette valeur de a , on aura , d ’après ce 
qui vient d’ètre dit, pour l’équation du lieu géométrique des points 
milieux de ces cordes,

qui n’est autre chose que l ’équation de la droite donnée.
17’

Donc, en représentant généralement par x, y, les coordonnées de tous 
les points milieux, la relation

Divisant actuellement G par a, on obtient

www.rcin.org.pl



ROTIONS SUR LES DIAMÈTRES.

Nous reviendrons tout à l’heure sur cette équation.
2 6 0

Passons à la parabole.

Son équation étant y2 =  2p x , .........................(1)

et celle de la droite MM' ( fig. ISO ), y =  ax b , ..................(2)

on déduit de celle-ci, x —  —-------- ;
a

d’où, substituant dans l ’équation (1),

ay2 — 2py -j- 2pb =  0 ;

ce qui donne pour la valeur de l’ordonnée £ du point milieu N,

e _  y' 4 -  y" _  p
2 a*

résultat indépendant delà quantité b, et qui convient, par conséquent, 
au point milieu de toute autre corde parallèle à MM'.

Donc , en appelant y l’ordonnée générale de tous les points milieux,

on a y =  — pour l’équation de leur lieu géométrique; mais celte

équation est évidemment celle d’une droite parallèle à l’axe des x ; , 
donc enfin tous les diamètres de la parabole sont des droites parallèles à 
l’axe principal.

Réciproquement, toute droite parallèle à l’axe principal est un dia­
mètre; car soit y' l’ordonnée constante de cette droite. En posant 

P . Py' — —, on en déduit a —  — : et si l’on mène des cordes faisant avec
J a y
l’axe des x un angle qui ait pour tangente cette valeur de o, l ’équation 
du lieu géométrique de leurs points milieux sera

V =  , c ’est-à-dire y =  y',

ou l ’équation de la droite donnée.

260. Voici comment on peut traiter la même question pour les trois courbes à la fois : 
Reprenons l’équation

y 2 =  2px -+- qx2 .............................................. (1)

qui, comme nous l’avons vu n» 246, est propre à représenter les trois courbes; et corn- 
binons-la avec celle d une droite

y  =  ax •+■ b, <*)
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Il vient, par l'élimination dejr entre ces équations,

(a2 — q ) x -1 -+- 2 ( ab — p) x  -+- b'1 =  0 ;

et si l'on désigne par (x', y '  ), (x ", y " ) ,  les coordonnées des deux points d'intersection 
de la droite avec la courbe, on a pour l’abscisse « du point milieu de la différence entre 
ces deux points,

x ’ -l- x"  
2 ou . . (3)

En joignant à celte valeur de a la relation

G =  ax ■+• b y .............................................. (4)

qui exprime que le point x, G se trouve sur la droite (2), on aura deux équations entre 
les coordonnées k , G, du point milieu, et la quantité b dont les diverses valeurs parti­
cularisent la position de la droite qu’on suppose d’ailleurs se mouvoir parallèlement à 
elle-même (ce qui exige que a soit constant).

D’où il résulte que si l’on élimine b entre (3) et (4), l'équation que l’on obtiendra 
entre « ,  G, et les constantes a, p, q, sera celle du lieu géométrique demandé (voyez 
n«* 211 et suivants ).

Or, on tire de l’équation (4 ) . . .  .b  —  G — ; d’où , substituant dans l’équation (3)
et réduisant,

aG — qx =  p , ..............................................(5)

équation du premier degré en « et G ; ce qui prouve déjà que dans les courbes du 
second degré, les diamètres sont des lignes droites.

Dans le cas de la parabole, on a q —  0 ; et l’équation (5) se réduit à G =

Donc, dans la parabole tous les diamètres sont parallèles à l’axe principal. 
Pour l’ellipse et l’hyperbole, remarquons que s i , dans l’équation (1), on fait y  =  0,

, 2 p
il en résulte x  =  0, x — -----

ce qui prouve que — — exprime la longueur du premier axe, et que par consé­

quent — - -  n’est autre chose que l’abscisse du point milieu de ce premier axe, ou 
<7

Yabscisse du centre.
D’un autre côté, posant dans l’équation (5), 6 =  0, on obtient

On voit donc que la droite aG — qx =  p passe par le centre. Ainsi, dans l’elllpsé 
et l’hyperbole, tous les diamètres passent par le centre.

261. C o n s é q u e n c e s  de la proposition précédente.
Considérons une suite de cordes parallèles au diamètre IC ( fig. 148 

et 149 ) ,  dont l’équation est de la forme

ax.
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On a (n° 259) pour l’équation du lieu géométrique des points 
milieux de toutes ces cordes,

y =  a x .

=FB»en posant a' =  — —•; ce qui donne la relation
A..&

aa =  —■ A2

entre les tangentes des angles que forment, avec l’axe des x , le dia­
mètre II' et le diamètre LL' passant par les milieux des cordes parallèles 
à II'.

Mais si l’on cherche, réciproquement, l’équation du lieu géométrique 
des points milieux de toutes les cordes parallèles à LL' (dont l’équation 
est y —  a x ),  on obtiendra pour cette équation ,

y
=F B
A °a

d’après la relation

— x ,  et par conséquent, y —  ax,

B2aa =  .^  A2

On voit donc que les deux diamètres IL, LL', forment un système 
de diamètres conjugués ( n° 258).

Delà résulte un moyen, connaissant la direction d’un diamètre, de 
fixer celle de son conjugué :

Soit II' le diamètre donné. — Tracez une corde quelconque MM' 
parallèle à 11', puis joignez le point 0 au point milieu de MM'. —  La 
ligne de jonction LL' sera le diamètre demandé.

262. Comme le diamètre II' a été tracé arbitrairement, il s’ensuit 
que, dans toute ellipse ou hyperbole, il existe une infinité de systèmes 
de diamètres conjugués.

Mais de tous ces systèmes, un seul est rectangulaire; c’est celui des 
axes principaux, qui, d’après la forme de l ’équation de la courbe, 
forment aussi un système de diamètres conjugués.

Pour démontrer que le système des axes est en effet le seul système de 
diamètres conjugués perpendiculaires entre eux, ne considérons d’abord 
que l’ellipse.

Pour que deux diamètres soient perpendiculaires entre eux , il faut 
(n° 155) qu’entre a et a on ait la relation

au —  — 1.
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De plus, pour qu’ils soient conjugués, on doit avoir

Or, il est évident que ces deux relations ne peuvent, en général,
B2

exister simultanément que dans le cas de-r- =  1, d’où A =  B; etA2 '
cette dernière condition n’est vraie que pour le cercle.

A la vérité, si l’on fait a =  0 dans les deux équations, on trouve 
pour l’une et l’autre , a! —  co . Ainsi, ces équations s’accordent entre 
elles pour ce cas particulier j mais alors le système se confond avec 
celui des axes principaux.

Donc ce dernier système est le seul système de diamètres conjugués 
qui puissent se couper à angle droit.

Dans le cas tout particulier de A =  B , la relation aa' —  — 1 est 
satisfaite quel que soit le système de diamètres conjugués ; ce qui 
prouve que, dans le cercle, il existe une infinité de systèmes de diamè­
tres conjugués perpendiculaires entre eux : e t , en effet, l’équation du 
cercle rapporté tà un système quelconque d’axes rectangulaires passant 
pur le centre, est toujours de la forme

y2 x2 =  A2 (À étant le rayon).

Quant à l’hyperbole , il est clair que les relations aa —  — 1,

ne peuvent exister simultanément que lorsqu’on y fait

a = 0 ,  ce qui donne a' —  co ; ou réciproquement, a' =  0, ce qui 
donne a =  co ; mais, dans l’un et l’autre cas, on retombe sur le 
système des axes principaux.

Dans la parabole, l'équation d’un diamètre quelconque LL' (fig. ISO ) 
étant (n° 260 )

P ,, . Py =  — , dou a = — ,
9 «  y

pour que les cordes divisées en deux parties égales par ce diamètre, 
lui soient perpendiculaires, il faut que la tangente a relative à la 
direction de ces cordes soit infinie, ce qui ne peut avoir lieu évidem­
ment que pour y —  0.

Donc l’axe principal est le seul diamètre perpendiculaire aux cordes 
gu’il divise en deux parties égales.
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268. La relation aa' —  —  ,
A2

obtenue pour l ’hyperbole entre les

tangentes des angles que forment avec Taxe des x deux diamètres con­
jugués, conduit encore à d’autres conséquences qu’il est bon de faire 
connaître dès à présent.

Elle nous montre que, si l’un des deux diamètres LL' ( fig. 149 ) 
rencontre la courbe, auquel cas, a désignant la tangente qui lui cor­
respond , on a ( n° 288 )

il faut, par compensation, que pour l’autre diamètre, on ait

« ''N  B
° > T

Donc ce second diamètre ne rencontre pas la courbe.
Ainsi, pour chaque système de diamètres conjugués, l’un est trans­

verse et Vautre non transverse.

La même relation prouve encore que les deux angles

LOX , IOX, sont de même espèce, c ’est-à-dire tous les deux aigus ou 
tous les deux obtus, puisque leurs tangentes sont de même signe.

Ainsi, leur différence ne peut jamais être un angle droit, à moins 
que l’on n’ait a =  0 , d’où a —  co ; auquel cas les deux diamètres 
se confondent avec les axes principaux.

Cette différence devient nulle si l’on suppose a P>
A ’ puisqu’il en

résulte aussi « '= = —. De même, donne a! = mais

alors les deux diamètres se réunissent en un seul, OR pour la première 
hypothèse, et OS pour la seconde.

264. D es a s y m p t o t e s . — On d o n n e  cette d é n o m i n a t i o n  à  d e s  lignes 
d r o i t e s  ou c o i ’ RBEs, dont les branches ( s u p p o s é e s  i n f i n i e s )  d’une courbe 
donnée se rapprochent sans cesse et autant que Von veut, sans pou­
voir cependant les rencontrer.

On peut aisément reconnaître, d’après cette définition, que les deux 
droites RR', SS' ( fig. 149 ) ,  qui, dans l’hyperbole, font avec l’axe

des x des angles ayant pour tangentes B
A c’est-à-dire que les
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droites qui ont pour équations

Comme le radical de cette valeur est plus petit que 1, il s’ensuit
Bæ?que y est toujours moindre que — , quantité que nous pouvons repré*

senter par Y.
Cela posé, les équations

nous montrent que plus x augmente, plus les ordonnées Y et y aug­
mentent; et lorsqu’on suppose x infini, Y et y deviennent elles-mêmes 
infinies.

Cependant, nous allons faire voir que la différence de ces ordonnées 
peut, par la supposition de # suffisamment grand, devenir plus petite 
que toute ligne donnée, et qu’elle se réduit rigoureusement à zéro 
lorsque x est infini.

En effet, des équations

on tire

«ont des asymptotes de la courbe.
En effet, reprenons l’équation de l’hyperbole rapportée à ses axes ,

d’où l’on déduit ;

en ne considérant que la valeur absolue de l’ordonnée,

Or Y et y augmentent en même temps que x , et deviennent infinis 
quand x  est infini ; donc, dans les mêmes circonstances, la différence 
Y —  y diminue et finit par devenir nulle. C . Q . F . D.
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D’où l’on voit que la droite y = — x  est telle que l’ordonnée de laVcourbe, ou — x 
A

approche de plus en plus de de­

venir égale à celle de la droite ; et elle lui devient en effet égale dans 
le cas de x  =  os .

Ainsi la courbe se rapproche sans cesse de la droite RR', et autant 
que l'on veut, sans pouvoir jamais l’atteindre autre part qu’à l’infini.

Comme la même chose a lieu par rapport à la droite SS', nous pou­
vons en conclure que les droites RR', SS', sont asymptotes à la courbe.

N. B. — Il résulte évidemment de la discussion précédente, que 
l’hyperbole est entièrement renfermée dans les deux angles ROS, R'OS', 
c’est-à-dire qu’elle n’a aucun point situé dans les angles ROS', R'OS.

26o. Je dis actuellement que ces droites sont les seules asymptotes 
rectilignes qui existent dans le plan de l’hyperbole.

Pour le démontrer, il suffit de combiner l’équation de la courbe

A2y2 — B2#2 =  —  A2B2, 

avec l’équation générale d’une droite
O)

y =  ax -{- h ................................. (2)
puis, d ’exprimer que les points d’intersection de celte droite avec la 
courbe sont situés à l’infini; ce qui est la propriété caractéristique 
des asymptotes.

Substituons dans l’équation (1), à la place de y , sa valeur tirée de 
l’équation (2), il vient

(A2a2 — B2) x 1 2A2aà . x - f  A2Z>2 -f- A2B2 =  0. . . (2)

Or on sait, d’après la théorie des équations du second degré, que 
les deux racines ne peuvent être infinies à la fois, qu’autant que l’on a 
en même temps

A2a2 — B2 =  0 , A 2ab =  0.

La première de ces deux conditions donne

Quant à la seconde, comme A et a ne sauraient être nuis, elle donne 
nécessairement
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Ces deux valeurs de a et de b , portées dans l ’équation (2), donnent 
enfin

. B
y  =  ±  x

ce sont les équations des droites BR', SS' ( fig. 149 ).
Ainsi ces droites sont les seules asymptotes (rectilignes) que puisse 

avoir la courbe.
N. B . —  Si l’on avait seulement la condition 

A’a2 — B2 =  0 ,

le coefficient de x étant différent de 0, l’une des racines de l’équation (3) 
serait infinie, et l’autre se réduirait à une quantité finie.

L’équation (2) deviendrait d’ailleurs, dans cette hypothèse,

V =  ±  I  x  +  h

( b restant arbitraire), et représenterait une droite parallèle à l ’une 
ou à l’autre des asymptotes RR', SS' ; ce qui démontre que les paral­
lèles aux asymptotes jouissent de la propriété de rencontrer la courbe 
en deux points situés, l ’un à une distance finie, Vautre à une distance 
infinie.

266. On pourrait demander si la parabole, qui est une courbe indé­
finie dans un sens, a des asymptotes (rectilignes) ?

Pour le reconnaître, combinons l’équation de la courbe
y2 =  < l p x ..................................(1)

avec l ’équation d’une droite y =  ax b ............................(2)
Cette combinaison donne

a'x"1 -J- 2 (ab — p ) x  -J- b2 =  0 . . . . (3)

Or, pour que la droite soit asymptote, il faut que les deux valeurs 
de x, tirées de l’équation (3), soient infinies, e t , par conséquent, que 
l’on ait à la fois

P
a —  0 , ab — p =  0 ,  d’où b —

Ce qui démontre que, si la parabole a des asymptotes, elles doivent 
être parallèles à l’axe principal et situées à une distance infiniè du sommet 
de la courbe ;  en d’autres termes, qu’e//e n’en a pas, puisque la con­
struction de ces droites sur le plan de la courbe est impossible.

Dans le cas où l’on aurait seulement a —  0, le coefficient de x res-
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tant d’ailleurs quelconque clans l’équation (3), l’une des deux racines 
de cette équation serait infinie, et l’autre serait une quantité finie. 

Donc toutes les droites qui ont pour équation

c ’est-à-dire tous les diamètres (n° 250) , jouissent de la propriété de 
rencontrer la courbe en deux points situés, l ’un à une distance finie, 
l’autre à une distance infinie.

267. T héorie analytique d e s  foyers. — Dans la recherche des équations de 
l’ellipse, de l’hyperbole, et de la parabole, d’après la définition géométrique de ces 
courbes , on a trouvé pour les expressions des distances de chacun des points appelés 
foyers, à un point quelconque de la courbe,

— Dans le cas de l’ellipse (no 228), z —  A — z' =  A -+*

2° — Dans le cas de l’hyperbole
CX

(n° 235), z — —----- A ,
, cx * ' = - 4 -

3° — Dans le cas de la parabole (n« 24 2 ), z =  x  -F-

Ces résultats sont remarquables en ce que chaque rayon vecteur est exprimé en 
fonction rationnelle de l’abscisse du point que l’on considère sur la courbe.

Les foyers jouissent, exclusivement à tout autre point pris sur le plan de la courbe, 
d’une semblable propriété ; et pour le démontrer, nous nous proposerons celte ques­
tion générale : Une courbe du second degré étant rapportée à un système d’axes 
tout à fait arbitraire, trouver dans son plan un point (nommé f o y e r )  tel que sa 
distance à un point quelconque de la courbe, soit exprimée en fonction ration­
nelle et linéaire des coordonnées de ce dernier point.

[Cette propriété peut servir de définition aux foyers quand on déduit les courbes 
du second degré de leur équation générale. ]

Soit A y 2 4 - B xy -+- Cx2 -4- Dy -+- Ha; 4 - F =  0

l’équation générale des courbes du second degré; et appelons a , 6, les coordonnées 
d’un point pris sur leur plan. On a ( n° 1 3 8  ) pour l’expression de la distance entre ce 
point et un point quelconque (x, y) de la courbe ,

î) =  ] /  {y — 6)i 4- (x — x)‘ 4 -  2 (y —  G) (a; —  « )  cos 6,

t étant l’angle des deux axes auxquels la courbe est rapportée.
Or comme il faut, par hypothèse, que cette expression devienne rationnelle et de la 

forme ey 4 - fx 4- g , après que l’on a exprimé que le point ( x ,  y)  est sur la courbe, 
il s’ensuit que les équations

(y  — e f  -+- ( x — a)2 4 - 2 (y — G) (x  — a) cos $ — (ey 4-  fx  -t- g )2 =  0 

e t  A y 1 -t- B xy -4- Cx2 4 - Dj* 4 - Ex 4 - F =  0

doivent exister simultanément pour une infinité de valeurs de x  et dey ; ce qui revient 
à exprimer que les premiers membres de ces équations doivent être identiques entre 
eux, ou ne différer l’un de l’autre que par un facteur constant l; car autrement, l’éli­
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mination de ./donnerait lieu à une équation  finale en x ;  et alors les équations n’exis­
teraient simultanément que pour des valeurs particulières de x , ce qui serait contraire 
à la nature de la question que l’on a en vue de résoudre.

Ordonnant la première équation , multipliant la seconde par un facteur indéter­
miné l, puis égalant deux à deux les termes correspondants de ces deux équations, on 
obtiendrait ainsi six  relations entre les six  quantités « ,  S, e , F, g , l;  et ces relations 
serviraient à déterminer a., 6 , c’est-à-dire le point ou les points susceplibles de satis­
faire à la question proposée, ainsi que les constantes e,  f, g , l.

Mais sans rien ôter à la question de sa généralité, on peut la ramener à des calculs 
beaucoup plus simples par les considérations suivantes : il est évident que si, pour un 
certain système de coordonnées auquel la courbe serait d’abord rapportée, il existe des 
points satisfaisant à la condition exigée, ces mêmes points y satisferont également 
dans tout autre système, et seront d’ailleurs les seuls qui y satisferont; car les formules 
de la transformation des coordonnées étant elles-mêmes linéaires, si i’on substitue 
pour x  et /  leurs valeurs en x'  e t / '  dans l'expression ex  -f- fx  -+- g, cette expression 
restera encore rationnelle et linéaire en x' e t / ' ;  seulement, les constantes e , f, g , 
auront changé de valeur. Rien n’empêche donc , pour la recherche des points en ques­
tion, de supposer à priori la courbe rapportée au système d’axes le plus simple; et 
afin d’embrasser dans un même calcul les trois courbes du second degré, nous par­
tirons de l’équation

relation donnent

Quant à la 5 e et à la 6®, comme , en vertu des résultats précédents, elles d e ­
viennent

qui représente ces courbes rapportées à un système d’axes rectangulaires, dont l ’un , 
celui des x , est l’un des axes principaux, et l’autre est tangent à la courbe.

Par celte supposition, les équations à identifier terme à terme sont (à cause de 
5 =  100, d’où cos 6 =  0 )

ce qui donne les relations suivantes :

Mais , comme la seconde relation est satisfaite, soit par e =  0 , soit par f  =  0 , et 
ne saurait être satisfaite autrement, il s’ensuit que l’on peut établir deux systèmes de 
relation que nous allons analyser successivement :

on a d’abord

ou , effectuant les calculs et réduisant ,

d on c et p a r  c o n s é q u e n t .
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2e SYSTÈME : f  == 0. 
La 3e , la l re, et la 5e relation donnent

Alors la 4« et la 6e deviennent

donc

or la première de ces deux-ci donne

d’où, substituant dans la seconde,

et par conséquent

Ainsi, en dernière analyse, les deux systèmes sont

Or, à la simple inspection de ces deux systèmes, on reconnaît que

Dans l’hypothèse de q positif et égal à -+- — (ce qui est le cas de l’hyperbole) , 

le premier système est réel et le second imaginaire.
B2Dans l’hypothèse de q négatif et égal à --------(ce qui est le cas de Vellipse) , le
A2

premier système est réel tant que l’on a <7 1, ou B A, c’est-à-dire tant que la
courbe est rapportée à son grand axe comme axe des x ; et le second système est 
alors imaginaire, puisque a et S le sont évidemment.

S i , dans cette même hypothèse de q négatif, on suppose q 1 , ou B A , le 
premier système est imaginaire, puisque f, g, et a le sont ; mais le second système est 
alors réel •' c’est le cas où l’ellipse est rapportée à son petit axe comme axe des x .

Enfin, dans l’hypothèse de q =  0 ( ce qui est le cas de la parabole), les deux sys­
tèmes présentant des valeurs sous forme infinie , il faut remonter aux relations pri­
mitives qui deviennent alors

Or la 3e donnant f  =  zt: 1 , il en résulte nécessairement

mais de l’avant-dernière relation, l’on lire
d’où substituant dans la dernière
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ou P* z f  2pg =  0 ; donc.......... g — ±  ~  ,

P Pet par conséquent ce — p — — ou ce — — ;

ce qui fait voir que, dans le cas de la parabole, il n’existe qu’un seul système qui est 
toujours réel, savoir :

f = ±  1 , e =  0 , 1 =  1 ,  5 = 0 ,  g =  zh f ,  « = | .

268. Première remarque. — Comme, des deux systèmes établis, il n’y en a jamais 
qu’un seul rée l, mais qu’à chaque système correspondent deux couples de valeurs 
pour «. et 6, il s’ensuit qu’*7 existe en général dans le plan de toute courbe du second 
degré , deux points qui satisfont à l’énoncé de la question. 11 serait d’ailleurs aisé de 
faire voir la coïncidence de ces points avec ceux qui ont été appelés foyers, d’après la 
définition géométrique des courbes, ainsi qu’on le voit déjà bien clairement pour la

Pparabole, puisqu’on a trouvé S =  0, « =  —, pour les coordonnées du point cherché.

269. Seconde remarque. — Si, pour le système d’axes auquel nous avons supposé 
la courbe rapportée, on remplace e, f ,  g, par leurs valeurs dans l’expression 
ex -+- fx  -4- g , on reconnaît que cette expression ne renferme plus que l’une des 
variables x on y ,  suivant les cas; mais il n’en est pas moins vrai que, pour un système 
d’axes quelconques, l’expression de la distance renfermerait les deux coordonnées, 
puisque, pour passer à ce nouveau système, il faudrait avoir recours aux formules

x  =  od cos ce -4- y ' cos 6 -f- a , y  =  x' sin « -+- y '  sin 6 b.

On trouvera peut-être que nous nous sommes trop étendu sur ces 
premières notions ; mais nous avons cru devoir entrer dans tous ces 
détails , afin de donner aux commençants des idées nettes sur les 
éléments des trois courbes du second degré.

§  IV. Identité des courbes du second degré avec les sections du
cône.

270. Les courbes du second degré sont aussi appelées sections coni­
ques, parce qu’on les obtient en coupant un cône par un plan , et que 
ce sont les seules lignes qu’on puisse obtenir.

Pour le démontrer, proposons-nous de Rechercher l’équation de la 
courbe qui résulte de l’intersection d’un cône droit SADBE (fig. 151 ) 
par un plan quelconque.

Soient SC l ’axe du cône, CD le rayon de la base, LL' la trace du 
plan sécant sur celui de la base, et OMO'M’ la courbe d’intersection.

Abaissons du point C, CG perpendiculaire sur LL'; puis, par SC et CG 
conduisons un nouveau plan (que nous appellerons plan principal : 
c’est ainsi qu’on nomme tout plan qui passe par l’axe du cône) ; l’in­
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tersection de ce plan avec celui de la courbe est une droite O'OG per­
pendiculaire à LL, d’après une propriété connue des plans , et c ’est 
cette ligne 00' que nous prendrons pour l’axe des x ; OY parallèle 
à LL', ou perpendiculaire à 00', sera l’axe des y.

Par un point quelconque P de 00', concevons un plan parallèle «à la 
base, et dont l’intersection avec le cône est, comme on le sait déjà , 
une circonférence de cercle. Ce plan coupe le plan principal suivant 
IH parallèle à AB, le plan sécant suivant une ligne MPM' parallèle 
à LL', et par conséquent, perpendiculaire à la fois à 0 0 'et III (puisque 
LL' est elle-même perpendiculaire à GO et à GC ).

Maintenant, faisons

ou , à cause de 

et de

Avant de déterminer PII, recherchons la valeur de 00'; on a, d’après 
le triangle S00',

d’où

On en déduit

Cela posé, comme MP est une ordonnée commune au cercle et à la 
courbe, on a (n° 166)

et la question se réduit à déterminer IP, PII, en fonction de x et des 
quantités données.

Or, le triangle 01P donne
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Actuellement, le triangle PO'II donne
pii : po' : :  sinPO'ii : sinPiio',

ou bien, 

donc

PII a sin GU- O U I  O . .
’ ~—;----i—rr — te * sin (« +  G)s in (tf-j-£ ) ' * '

PH = a sin G — x  sin (oc -j- G)
cos -j G

cos \ G;

Substituant les valeurs de IP, PH, dans l’équation (1), on obtient 
pour l’équation de la courbe cherchée,

x sin ci V a sin G — x sin (a -|- G)
 ̂ cos ~ G L cos  ̂G

ou y cos2 4 £
[a  sin G . x  — sin (a -{- G) . æ2] . (2)

Cette équation étant du second degré, il s’ensuit d’abord que toutes 
les sections coniques sont des courbes du second degré.

De plus, en la comparant à l’équation y '1 =  2px -j- qx-1, qui ( n° 246) 
représente une ellipse, une parabole, ou une hyperbole, suivant queç 
est négatif, égal à 0 , ou positif, on reconnaît que la section est une

sin ( a. -]- G) 
cos2 -j G

négatif, une parabole quand ce coefficient est nul, et une hyperbole 
lorsqu’il est positif.

Mais observons que, dans l ’expression de ce coefficient, cos2 ^ G

ellipse toutes les fois que le coefficient —  siu oc est

est une quantité essentiellement positive; et il en est de même de sin a 
tant qu’on suppose a compris entre 0 ° et 2 0 0 ° (nous verrons tout à 
l’heure qu’ il est inutile de lui donner des valeurs plus grandes). Ainsi 
le coefficient de x 3 dépend uniquement du signe de sin ( oc -{- G).

Cela posé, afin de mettre le plan sécant dans les situations propres 
à donner toutes les sections coniques possibles, nous supposerons que 
ce plan tourne autour de la ligne OY ( fig. 151 ) comme charnière, 
en sorte que la ligne 00', d’abord couchée suivant OS, forme ensuite 
tous les angles possibles avec OS.

En premier lieu , la droite OG étant couchée sur OS, la trace du plan 
sécant sur la base est une tangente KK' à cette base, et il est visible 
que le plan touche la surface suivant AS ; ainsi la section est, dans ce 
cas particulier, une ligne droite.

En effet, soit a =  0. l’équation se réduit à y2 =  0.A LG . A P V L. A LA GF.OM 18
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Supposons actuellement que la droite G00' soit dans une position 
telle, qu’elle rencontre les deux génératrices SA, SB, d’ un même côté 
du point S; on a évidemment, dans ce cas, a -]- S 200°, d’où 
sin (a -}- S) positif, et — sin (a -j- S) négatif; donc, la courbe est 
une ellipse. En effet, on obtient alors une courbe rentrante et fermée.

Dans celte même circonstance, l’angle a. peut être égal à l’angle 
SOR, c ’est-à-dire que la droite 00' peut devenir parallèle à AB, or,

a. —  SOR =  SAB =  100° — — donne sin a =  cos ^ S, etJi 2i

. z . 1 „\  1 , sin « sin ,sin (a 4 -£) =  sin ( 1 00°-]- ) =  cos — G: d ou ---------------- ——=  1 .

L’équation prend alors la forme \f —  2/vr — x2 ; et l’ellipse dégé­
nère en une circonférence de cercle, ce que nous savions déjà.

Lorsque la droite OG, continuant de tourner, atteint la position 
d’une parallèle à la génératrice SB ( fig. 152 ), le plan sécant est lui- 
même parallèle à cette génératrice, et le triangle SOO' cesse d’exister, 
ou son sommet O' est situé à une distance infinie. Or on a , dans ce cas,

a -|- S =  200°, d’où sin (a -[- S) =  0.

Ainsi, la courbe est une parabole. C’est en effet une courbe qui 
s’étend indéfiniment au-dessous de la charnière OY.

Mais quand la droite OG ( fig. 153 ) se trouve dans une position 
telle, qu’étant prolongée au-dessus de la charnière, elle rencontre la 
génératrice SB dans son prolongement en 0', on a évidemment alors

a -}- £ 200°, d’où sin (a -j- S) négatif, et — sin [a -j- £) positif.

La courbe est donc , dans ce cas, une hyperbole. On voit, en effet, 
qu’elle se compose de deux branches opposées qui s’étendent indéfini­
ment sur l’une et sur l’autre des deux nappes de la surface conique.

La droite OG venant à se confondre avec OA, la trace du plan sécant 
redevient tangente en A à la circonférence de la base ; et la section se 
réduit de nouveau à une droite.

En effet, a. =  200° donne sin a. =  0, d’où y 1 =  0.

Lorsque l’angle « devient plus grand que 200°, la droite GO 
( fig. 151 ) prolongée reprend les positions qu’elle avait eues d’abord ; 
et l’on retombe sur les mêmes courbes. L’angle a doit donc rester 
compris entre 0 ° et 2 0 0 °, comme nous l’avions établi plus haut.
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Suit, comme cas particulier, a —  0 ; ce qui correspond à la suppo­
sition que le plan sécant passe par le point S.

L’équation générale devient alors

r  =  —
sin « sin ( «  -j- G) 

cos2 4- G
.r2; . . . . (3)

et il peut se présenter trois cas :
Ou l’on a ( fig. 151 )

« -j- G 200°, d ’où sin ( «  -J- G) 0 et — sin ( « -}- G) 0,

ou négatif. Dans ce cas, il est visible que l’équation ne saurait être 
satisfaite que par x =  0 , y —  0 ; ainsi, la courbe se réduit à un 
point qui, comme on l’a vu ( n° 256), est une variété de l’ellipse. Cette 
circonstance a lieu quand la droite GO prend une position SN intérieure 
à l’angle A'SB, puisque l’on a évidemment alors

A'SN -f- ASB ou « -f- £ <  200-’.

Ou bien, l’on a a -| - f  =  200°, d’où sin (a -j- £) =  0 ( fig. 152 ); 
et l’équation se réduisant à y2 =  0 , la section devient encore une ligne 
droite, qui n’est autre chose que SB. C’est une variété de la parabole. 

Enfin , on peut avoir « -j- G 200°; d ’où — sin («  -j- G) positif.

L’équation (3) prend alors la forme y =  dh x sin x sin (a -]- G) 
cos2 ^ G

et représente un système de deux droites qui se coupent.
Cette circonstance a lieu lorsque la droite OG passant par le point S 

( fig. 153 ), rencontre AB entre les points A et B. Il est visible que 
le plan sécant détermine alors sur la surface du cône, deux génératrices 
SD. SE; c’est un cas particulier de l’hyperbole.

Nous pouvons conclure de cette discussion , que le cône droit, par 
ses intersections avec un plan, donne lieu aux différentes courbes du 
second degré et à leurs variétés. Les dimensions de ces courbes dépen­
dent de trois éléments principaux, savoir : l’angle au centre du cône, 
ou G, qui peut être aussi petit et aussi grand que l’on veut ; la distance 
a du sommet au point de la génératrice SA, par lequel on fait passer 
le plan, et cette distance peut croître depuis 0  jusqu’à l’infini; enfin, 
l’angle «qui doit rester compris entre 0 ° et 2 0 0 °.

N . B. — Le système de deux droites parallèles, qui est, comme on l’a 
vu, une variété de la parabole, semble faire exception à la conclu­
sion précédente. Cependant il serait possible d ’obtenir cette variété,

18*
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l°-}-en  transportant l’origine des coordonnées, 2 ° — en supposant 
g* =  0  dans l’équation de la courbe, supposition qui ferait dégénérer 
le cône en cylindre. Nous laissons aux élèves le soin de faire ce calcul 
qui n’offre aucune difficulté.

271. Pour démontrer complètement l 'identité des courbes du second degré avec les 
sections coniques, nous nous proposerons la question suivante :

On demande de placer une courbe du second degré connue, sur un cône droit 
de dimension donnée; en d’autres termes, de fixer la position que doit avoir un 
plan par rapport à un cône droit, pour que la courbe d’intersec lion qui en résulte 
soit une courbe du second degré dont l’équation particulière est donnée *.

S o l u t i o n .  — On a  trouvé (n° 267 )  pour l’équation générale des sections coniques,

sia * r . „  - ,  . ..y 2 = ------- -—  [a  sm G . x  — sin (« -f- 6) . x 2 ] ,  . . . (1)
cos2 -  S

2 « 
et ( n° 246 ) pour l’équation la plus simple des trois courbes du second degré,

y 2 —  2px -4- qx2 (2)
D’après l’énoncé de la question , les quantités p, q, et l’angle 6 qui désigne l’angle 

au centre du cône, doivent être regardés comme connus ; et il s’agit de déterminer, à 
l’aide des équations précédentes, les quantités a, a., de manière que ces équations soient 
identiques.

Or, si l’on développe l’équation (1), et qu’on égale respectivement les coefficients de x  
et de x 2 dans les deux équations, il vient

a sin a sin 6 =  2p cos2 — S, 
2 ’ (•>)

sin a sin ( « - + - £ )  = — q cos2 — 6 (4)
Ce sont les deux équations du problème.

Comme la seconde ne renferme que l’inconnue oc, elle peut servir à la déterminer; 
après quoi, l’équation (3) fera connaître a. Or, pour dégager a, nous aurons recours à 
l'artifice suivant.

De la formule trigonométrique

1 1
cos q — cos p =  2 sin — ( p -p- q ) sin ~  (p — g),

établie n° 74, on déduit

1 , . . . 1 , . cos q — cos »sin -  (p +  ? ) sin - ( p  ~  g ) = ------

ou posant

p  — g =  2 k ,  p  g  ■= 1  (x 6 ) , d’où p  =  2« -t- 6 ,  q  =  k ,

* Cette question est du nombre de celles qui ont été proposées dans les concours des colleges 
royaux; et la solution que nous allons en donner est due à M. Vanéchout, ancien élève de 
l'Ecole Polytechnique, maintenant officier du Génie. Entré le premier à l’École, il fut admis 
le premier dans les services publics.
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d 'o ù

T e l le  e s t  l ’é q u a t io n  p r o p r e  à  fa ir e  c o n n a ît r e  l ’a n g le  a .

A p r ès  a v o ir  c a lc u lé  l ’a n g le  ( 2 a  -+- £ ) ,  o n  e n  r e tr a n c h e r a  l ’a n g le  G, p u is  o n  p r e n d r a  

la  m o it ié  d u  r e s t e ,  e t  l ’o n  a u r a  la  v a le u r  d e  a .

Discussion. —  T o u t e f o is ,  p o u r  q u e  c e t  a n g le  s o i t  s u s c e p t ib le  d e  d é te r m in a tio n  , il 

fa u t  ( n »  5 9  ) q u e  la  v a le u r  t r o u v é e  p o u r  c o s  ( 2 a  4 -  6), s o i t  c o m p r is e  e n tr e  le s  d e u x  

l im it e s  —  1 e t  -+- 1 ; c ’e s t -à -d ir e  q u e  l ’o n  d o it  a v o ir  le s  d e u x  c o n d it io n s

2 =

C ela  p o s é ,  e x a m in o n s  s u c c e s s iv e m e n t  le s  d if fé r e n ts  c a s  q u i p e u v e n t  s e  p r é s e n t e r ,  e n  

c o m m e n ç a n t  p a r  le  p lu s  s im p le  :

1» S i la  c o u r b e  e s t  une parabole, o n  a q —  0 ; e t  c o m m e  o n  a é v id e m m e n t

le s  d e u x  c o n d it io n s  p r é c é d e n te s  s o n t  s a t i s f a i t e s ;  d ’o ù

La p r e m iè r e  se  r é d u it  é v id e m m e n t  à

e t  la  s e c o n d e  à

o u  b ie n ,  à  c a u s e  d e

f o r m e r  d a n s  le s  s u iv a n te s ,

C o m m e  o n  a c o n d  it io n s  p e u v e n t  se  tr a n s -

d o n c  l ’é q u a t io n  (4 )  d e v ie n t
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l’on peut conclure que, sur un cône droit de dimension donnée, il est toujours 
possible de placer une parabole quelconque dont le paramètre est connu.

Dans ce cas, remontons à l ’équation (4) ; elle devient

sin x sin (« -4- 6) =  0,

équation qui donne pour a, les valeurs suivantes,

a — 0, x =  200°, a =  — G, a =r 200° — 6;

ce qui prouve que le plan sécant doit être parallèle à l’une des génératrices ( voyez 
no 270).

2» Supposons que la courbe donnée soit une ellipse. On a, dans ce cas, ( n° 246 ), 
B2q = -----— , B étant, comme on le sait, essentiellement moindre que A. Ainsi les

B2 1 B2
deux conditions------- ~> — 1, tang2 — G > -------- , sont remplies, et toute el-A2 '  2 ^ A2 ’
lipse, quelque petites, ou quelque grandes que soient ses dimensions, peut être pla­
cée sur un cône droit de dimension donnée.

B2
5° Enfin , si la courbe est une hyperbole, auquel cas on a q =  -\------ , la première

A2
des deux conditions ci-dessus est évidemment satisfaite.

Quant à la seconde, qui revient à

1 <tang2 — G _ B2 
A2 ’

elle a besoin de quelque développement.
Désignons par S l’angle des deux asymptotes de l’hyperbole donnée ; on a vu (n® 264)

1 B
que tang — 6 a pour valeur—; donc la condition précédente devient

2 A

1 >  1 >  
tang2— G __tang2— 6 ; d’où l’on déduit G _  0.

Ainsi, pour qu’une hyperbole dont on a l’équalion puisse être placée sur un cône 
droit de dimension connue, il faut que l’angle an centre du cône soit au moins égal 
à l’angle que forment entre elles les deux asymptotes de la courbe que l’on considère.

Cette circonstance peut s’expliquer par la Géométrie. Concevons en efFet, que l’on 
ait mené dans un cône droit un premier système de plans , parallèles entre eux et 
parallèles à l’axe ; ces plans donnent nécessairement lieu à une suite d’hyperboles dont 
les asymptotes forment entre elles le même angle *. L’un de ces plans, passant par 
l’axe lui-même, détermine sur la surface deux génératrices dont l’angle est égal à 
celui des asymptotes dont nous venons de parler.

* Cela résulte de ce que, dans l’équation de ces hyperboles, le coefficient de a:2 (qui re­

présente ici-|p) est indépendant de la distance a du plan sécant au centre du cône ; ce 

B
qui prouve que le rapport— est constantpour toutes ces hyperboles.
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Imaginons maintenant un second système de plans, parallèles entre eux, mais non 
parallèles à l’axe, et qui cependant donnent encore lieu à des hyperboles ; L’angle des 
asymptotes de toutes ces hyperboles est constant et égal à celui des deux génératrices 
déterminées par celui des plans de ce système, qui passe par le sommet.

Cela posé, observons que , dans l’angle trièdre formé par ces dernières génératrices 
et l’axe du cône, l’angle des génératrices est nécessairement moindre que la somme 
des deux autres angles plans ; or, cette somme n’est autre chose que l’angle au centre 
du cône, ou l’angle des deux génératrices du premier système de plans. Donc l’angle 
des asymptotes relatives au second système, est moindre que l’angle des asymptotes 
relatives au premier.

En d’autres termes, le maximum des angles que forment entre elles les asymptotes 
de toutes les hyperboles qu’on peut obtenir sur la surface d’un cône droit, est l’angle 
de deux génératrices opposées, ou l'angle au centre du cône. Il n’est donc pas pos­
sible de placer sur un cône droit, une hyperbole dont les asymptotes font un 
angle plus grand que l’angle au centre du cône.

Mais comme dans les équations (3) et (4), l’angle 6 peut être pris arbitrairement, il 
n’en est pas moins démontré que toute courbe du second degré dont l’équation est 
connue, peut s’obtenir au moyen de l’ intersection d’un plan et d’un cône de 
dimension convenable.

272. Nous ne pouvons nous dispenser de faire connaître ici un moyen aussi simple 
qu’élégant de démontrer géométriquement l’identité des sections du cône avec les 
courbes du second degré, telles que nous les avons définies au commencement de ce 
chapitre.

Ce moyen est fondé sur le principe suivant : Si d’un point pris hors d’une sphère 
on mène une suite de tangentes, toutes les parties de ces tangentes comprises 
entre le point donné et les points de contact, sont égales.

En effet, chacune de ces portions de tangentes est un côté de l’angle droit d’autant 
de triangles rectangles égaux, ayant pour hypoténuse commune la distance du point 
donné au centre de la sphère, et pour second côté, la droite qui joint le centre de la 
sphère au point de contact, c’est-à-dire le rayon de la sphère.

Ce principe étant admis, voici en quoi consiste le moyen de démonstration que nous 
avons annoncé :

Considérant d’abord ( fig. 154 ) le cas où la courbe est rentrante et fermée, con­
cevons dans le plan principal SAB, deux cercles, l’un inscrit au triangle SEE', l’autre 
ex-inscrit, et tangent aux droites EA, E'B, EE'. Ces cercles peuvent être regardés 
comme les inlersections du plan principal et de deux sphères tangentes au cône et 
au plan sécant.

Soient F, F', les points de contact du plan sécant avec les deux sphères ; et joignons 
ces points avec un point quelconque M de la section conique. Soient d’ailleurs GG', 
HH', les circonférences de contact du cône et des deux sphères, et CC' la circonférence 
du cercle parallèle passant par le point M. Tirons enfin l’arête SM qui va rencontrer * 
GG', HH', en deux points K, K'.

Puisque MF et MK sont deux tangentes à la sphère dont O est le centre, on a , en 
vertu du principe démontré ci-dessus, MF =  MK, ou bien , à cause de MK =  GC,

MF =  GC;
on a encore, d’après le même principe, MF' =  MK', ou, à cause de MK' =  CH,

MF' =  CH ;
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donc, en ajoutant,......................MF -t- MF' =  GH ;

Or GH est une quantité constante et déterminée pour tous les points M de la section 
EME' ; d’où l'on voit ( no 228 ) que les points de contact, F , F', du plan sécant et 
des deux sphères O, O', sont les foyers d'une ellipse dont le grand axe a pour 
valeur la distance GH entre les deux circonférences de contact du cône avec 
les deux sphères.

[Il est aisé de reconnaître d’après la figure, et en s’appuyant sur le principe dé­
montré précédemment, que l’on a GH =  EE'].

En outre, prolongeons la droite EE' jusqu’à sa rencontre en N avec le diamètre G'G 
du cercle de contact de la sphère O et du cône ; puis tirons l’ordonnée MP de la sec­
tion EME'.

Les deux triangles semblables ECP, EGN, donnent la proportion

ec : eg : :  ep : e n - d’où gc : eg pn  : e n ,-

ou bien ,à  cause de GC =  MK =  MF, et de EG =  EF,

mf ; pn ::  ef : en.

Or le rapport EF * EN est une quantité constante et déterminée pour tous les points 
M de la section conique ; donc (n° 248 ) l’intersection NL du plan sécant et de 
celui de la circonférence de contact du cône avec la sphère O, n’est autre chose 
que la directrice de la courbe.

Passons au cas où le plan sécant ( fig. 155 ) rencontre les deux nappes du cône.
Imaginons encore dans le plan principal, deux cercles, l’un tangent aux droites 

EE', SA, SB, et l’autre tangent aux droites EE', SA', SB'. Soient F, F', les points de 
contact de ces deux cercles avec EE'; et GG', HH', les circonférences de contact des 
deux sphères O, O', et du cône ; soit enfin CC' le contour d’une section perpendiculaire 
à l’axe du cône, et passant par un point quelconque M de la section conique. Joignons 
les points F, F', au point M, et tirons MS qui va rencontrer les courbes GG', HH', aux 
points K, K'.

On a évidemment d’après la figure et en vertu du principe déjà cité,

2 8 0  IDENTITÉ DES COURBES DU SECOND DEGRÉ

l o .......... MF =  MK =  CG, 2 ° .............MF' =  MK' =  CH;

d’où MF' — MF =  CH — CG =  GH.

Or GH est une quantité constante pour tous les points M de la section conique MEE'; 
donc ( n» 234) les points de contact F, F', des deux sphères avec le plan sécant, 
sont les foyers d’une hyperbole dont le premier axe a pour valeur GH (que l’on 
démontrerait facilement être égal à EE').

Soit d’ailleurs NL l’intersection du plan sécant et de celui de la circonférence de 
contact du cône avec la sphère O.

Les deux triangles semblables EC'P, EGN, donnent

ec' ; eg : :  ep : en , d’où gc' : eg :: pn : en,

ou, à cause de GC' =  MK =  MF, et de EG =  EF,

mf : pn : :  ef : en .

Or le rapport EF * EN est constant pour tous les points de la section conique MEE', 
donc NL n’est autre chose que la directrice de la courbe.
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Il ne nous reste plus à considérer que le cas où le plan sécant ( fig. 136 ) est pa­
rallèle à la génératrice SB. Concevons dans le plan principal SAB un cercle tangent 
aux droites SA, SB, EE'. Soient F le point de contact de ce cercle avec EE', GG' la 
circonférence de contact du cône et de la sphère O, CC' le contour d’une section per­
pendiculaire à l’axe du cône et passant par un point quelconque M de la section co­
nique, enfin NL et MP les intersections du plan sécant avec ceux de la courbe GG' et 
de la section CC'. Tirons d’ailleurs MF, et MS qui va rencontrer la courbe GG' en un 
point R.

On a évidemment, d’après la figure ,

MF =  MK =  GC =  G'C' =  NP; 
d’où MF =  PN.

Donc (no 241 ) la courbe MEE' est une parabole dont le foyer est en F et qui a NL 
pour directrice.

La section d’un cylindre droit par un plan peut être caractérisée par un moyen 
analogue.

Soit AA'B'B ( fig. 157 ) un cylindre droit coupé par un plan EME'. Imaginons deux 
sphères tangentes au cylindre et au plan sécant, dont les points de contact avec le 
plan soient F et F', et qui aient GG', HH', pour cercles de contact avec le cylindre. 
Menons par un point quelconque M de la section cylindrique un plan perpendiculaire 
à l’axe, et soit CC' le cercle qui en résulte. Tirons d’ailleurs les droites MF , MF', et 
l ’arête K MK'.

On a, en vertu de ce qui a été dit précédemment,

1° • . . MF =  MK =  CG, 2° . . . MF' =  MK' =  CH;

d'où MF -+- MF' =  CG -1- CH =  GH quantité constante.

Donc la courbe EME' est une ellipse dont les foyers ne sont autre chose que les 
points de contact du plan sécant avec les deux sphères.

On démontrerait également comme ci-dessus, que le point N ou EE' rencontre la 
droite GG', est le point de l’axe EE' par où passe la directrice.
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CHAPITRE Y.

Propriétés principales des Sections coniques.

Observation préliminaire. — On a vu (n° 285) que, pour passer de 
l’équation de l’ellipse à celle de l’hyperbole, il suffit de changer B2 en 
— B2; il résulte de là nécessairement que ces deux courbes doivent 
offrir une très-grande analogie dans leurs propriétés, et surtout dans 
les démonstrations de ces propriétés. Nous éviterons donc beaucoup de 
répétitions inutiles, si, après avoir reconnu certaines propriétés dans 
l’ellipse, qu’on doit regarder comme la courbe la plus simple et celle 
dont l’usage est le plus habituel, nous nous bornons à énoncer les 
propriétés analogues pour l’hyperbole, en ayant soin toutefois d’in­
sister sur celles qui pourraient offrir quelques différences, soit dans 
leur nature, soit dans leurs démonstrations.

Quant à la parabole, qui n’a pas de centre, et dont les axes prin­
cipaux ou con jugués sont infinis, comme ses propriétés ne peuvent avoir 
avec celles des deux autres courbes, qu’une analogie beaucoup plus 
éloignée, nous en présenterons une théorie tout à fait distincte.

d e  l ’ e l u p s e  e t  d e  l ’ h y p e r b o l e .

§  Ier. Propriété de ces Courbes rapportées à leurs axes principaux.

278. Caractères analytiques des points, pris sur la courbe, au dedans, 
ou au dehors. — L’équation de l’ellipse rapportée à son centre et a 
ses axes principaux, étant ( fig. 158 )

A2//2 -f- B2# 2 =  A2B2,

on a d’abord, pour chacun de ses points M, la relation

A2y2 -[_ B2# 2 — A2B2 =  0.
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Maintenant, si l’on considère un point N intérieur à celte courbe, 
comme l’ordonnée NP de ce point est moindre que l’ordonnée MP cor­
respondante à la même abscisse OP, il s’ensuit que A2 . NP’ esl moindre
que A2 . MP; ainsi l’on a pour le point N , A y  -{- B2# 2 •— A2B2 0.

Pour un point N' extérieur, l’ordonnée NP est plus grande que MP, 
et l’on a nécessairement A y  -f- B2-®2 — A2B2

N. B. — Si le point extérieur avait la position N", pour laquelle il 
n’y a point d’ordonnée correspondante de la courbe, dans ce cas, 
comme l’abscisse de ce point serait déjà plus grande que 0B, ou A , 
il en résulterait B2̂ 2 A2B2; d’où, à fortiori,

A y  -j- B2# 2 — A2B2 >  0.

On démontrerait de même que, dans l’hyperbole 

A y  — B2;r2 == — A2B2, 

le caractère des points pris sur la courbe, est

A y  — B2# 2 -|- A2B2 =  0,

au dedans . . . .  A y  — B2# 2 A2B2 0,

au dehors . . . .  A y  —  B2# 2 -|- A2B2 0.

Les deux inégalités sont évidentes pour des points tels que N et N', 
pour lesquels on a NP MP, et N'P MP ( fg . 159 ).

Quant au point N", dont l’ordonnée tombe entre les points A et B, 
comme on a OQ" OB ou A ; il en résulte A2B2 — B2.r2 0 ;

d ’où , à plus forte raison , A y  — B2.r2 -|- A2B2 0.

27-4. Les définitions de l’ellipse et de l’hyperbole fournissent encore 
pour les points pris sur la courbe, au dedans, ou au dehors, un carac­
tère qu’il est important de connaître.

Pour chaque point M de l’ellipse, on sait que la somme des distances 
F'M -J- FM ( fig. 158 ), est égale à 2A.

Pour un point R intérieur, comme on a

F'R - f  RF <  F'M +  MF, il en résulte F'R -j- RF <  2A.
Pour un point R' extérieur, on a au contraire,

F'R' +  R'F >  F'M -j- MF; d’où F'R' +  R'F >  2A.

Considérons actuellement l’hyperbole. Pour un point quelconque M 
de la courbe, la différence des distances, F'M — MF, est égale à 2A.
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Soit un point intérieur li ( fig. 159 ) ; en joignant ce point aux 
points F' et F, on a F'R =  F'M -f- MR, et RF <  MF -J- MR;

d’où l’on déduit F'R — RF F'iM -|- MR — MF —  MR,

ou F'R —  RF >  F'M — MF >  2A.

Prenons ensuite un point extérieur R', et joignons-le avec les points 
F, F'; puis tirons F'M.

Comme on a F'M — FM =  2A, et F'R' — MR' <  F'M, 

il en résulte F’R' — MR' — MF, ou F'R' — R'F 2A.

B2275. De l’équation de l’ellipse on déduit y2 =  —  ( A2 — a;2) ;A2

ou bien , _________r _________=  £
(A  -J- x )  (A — x ) A2*

Soient donc M un point quelconque de la courbe, x et y les coor­
données de ce point; il est évident que A -f- x  et A — x ( fig. 158 ) 
représentent les distances AP, BP, des sommets de la courbe, au pied 
de l’ordonnée MP; ainsi, l’équation précédente devient

MP" _  B2 

AP X  PB ~~ A2’
ou MP AP X  PB :: B2 : A2;

ce qui prouve que le carré d’une ordonnée quelconque est au produit des 
deux distances du jned de l’ordonnée aux sommets de la courbe, dans un 
rapport constant; en d’autres termes, les carrés des ordonnées sont respec­
tivement proportionnels aux rectangles des distances des pieds de ces or­
données aux sommets de la courbe.

Si l’on suppose B =  A , la relation se réduit à y2 —  A2 — x2, ou 
y2 =  ( A -{— x) (A — x)  ; c ’est-à-dire que le carré de l’ordonnée au 
diamètre d’un cercle, est égal au rectangle des segments de ce diamètre, 
formés par l’ordonnée ; ou bien , que l ’ordonnée est moyenne prùportion- 
nelle entre les segments du diamètre, propriété déjà connue.

On a également pour l’hyperbole,
_________y2________  _  B2

[x -}- A ) {x — A) A2 ’

mais

donc

* - f  A =  AP, x  — A =  BP ( fig. 159 );

MP" _  B2 

AP X  PB ~  Â2*

Ainsi, la propriété ci-dessus a également lieu pour l’hyperbole. La
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seule différence, c ’est que dans l’ellipse, le pied de l’ordonnée est situé 
entre les points À et B, tandis que dans l’hyperbole, le pied de l’or­
donnée est placé sur le prolongement de AB, soit à droite, soit à 
gauche.

Dans l’hypothèse de B =  A, ou de l’hyperbole équilatère, la rela­
tion se réduit à t/2 =  (̂ 7 — A) ( a? — A ); ce qui signifie que le carré, 
de l'ordonnée est égal au rectangle des segments du premier axe, compris 
entre les sommets de la courbe et le pied de l’ordonnée ; propriété analogue 
à celle du cercle.

Au reste, la propriété précédente n’est qu’un cas particulier d ’une 
autre pins générale dont jouissent les courbes du second degré rap­
portées à des axes quelconques, et que nous démontrerons dans le 
6 e chapitre.

276. Décrivons sur le grand axe AB ( fig. 160 ) d’une ellipse, comme 
diamètre, une circonférence de cercle; on a pour équation de cette

circonférence, y2 —  A2 — x2.
B2

L’équation de l’ellipse étant d ailleurs y2 =  —  (A* — x2), il s’en­

suit que, si l’on désigne par y l’ordonnée d’un point quelconque de 
l ’ellipse, et par Y l’ordonnée du cercle, correspondante à la même 
abscisse x , on a la relation

yl
Y2

1
Y

B
A ’ ou

c ’est-à-dire que l’ordonnée de l’ellipse est à l’ordonnée du cercle décrit 
sur son grand axe, dans le rapport du petit axe au grand axe.

De là résulte un moyen assez simple de décrire l’ellipse par points, 
lorsque ses deux axes sont connus :

Sur les axes AB, CD, décrivez deux circonférences de cercle ; élevez en 
un point quelconque P du grand axe, une perpendiculaire MP; tirez le 
rayon OM, et par le point L ou ce rayon coupe la petite circonférence, 
menez NL parallèle à AB; le point N où cette parallèle rencontre PM, 
appartient à l’ellipse.

En effet, on a , d’après la construction ,

om : ol : :  pm : p n , ou a  : b : :  y : p n ;

d’où PN =  i  . Y =  y.A

Prolongeant ensuite PM d’une quantité Pn égale à PN, on obtient n
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pour un nouveau point de la courbe; les points ri et ri' symétriques 
des points N et n peuvent être ensuite facilement déterminés.

Voici un autre moyen de construire l’ellipse par points, qui est 
fondé sur la même propriété, et qu’on emploie souvent avec avantage.

Soient AB, CD ( fig. 161 ), les deux axes de la courbe. Après avoir 
marqué sur CD un point K tel qu’on ait OK =  A — B, prenez un point 
quelconque I situé entre O efK,  puis de ce point comme centre, avec un 
rayon égal à A — B ou OK, décrivez un arc de cercle, qui coupe AB en L 
et L'; tirez IL, IL', et prenez sur ces deux lignes prolongées IM =  IM' =  A ; 
les points M, M' appartiennent à la courbe.

En effet, si l’on mène III parallèle à AB, et MQ perpendiculaire à III, 
les deux triangles semblables IQM, LPM, donnent MI \ ML y, MQ ; MP;

d’où l’on tire MP =  . MQ =  — . MQ ; mais en posant

OP =  IQ == x , on a

MQ =  [/  Ml" —  IQa =  j /  A2 —x2; 

donc MP =  — A2 — x2 ;

d’où l’on yoit que MP est l’ordonnée de l’ellipse qui correspond à l’ab­
scisse OP.

En prenant 01' =  01, on déterminerait au-dessous de AB, deux 
autres points, ni, tri, symétriques des points M, M', par rapport à AB.

On voit aisément d’ailleurs pourquoi le point 1 doit être placé entre 
0 et K.

On ne peut obtenir pour l ’hyperbole des moyens de construction
, . , B2

analogues; car son équation étant r  =  -n  ( * 2 —  A’ )>
A.

ne peut être comparée qu’à celle-ci , y2 =  x2 — A2,
c’est-à-dire, à celle d’une hyperbole équilatère décrite sur l’axe trans­
verse de la première hyperbole. Il faudrait donc savoir déjà construire 
une hyperbole équilatère, pour en déduire ensuite la construction 
d’une hyperbole quelconque.

B277. M e s u r e  de  l a  s u r f a c e  de  l ’ e l l ip s e . — Le rapport constant — ,

qui existe entre l’ordonnée de l ’ellipse et celle du cercle décrit sur son 
grand axe, conduit très-simplement à l ’expression de la surface entière 
de l ’ellipse.
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En effet, concevons que l’on ait inscrit au cercle un polygone 
quelconque dont MM' ( fig. 160 ) soit l’un des côtés. Des sommets 
M,M', . . . .  de ce polygone, abaissons des perpendiculaires sur le grand 
axe, et joignons par des cordes les points N, N ',. . . . où ces perpendi­
culaires rencontrent l’ellipse; on obtiendra ainsi un polygone inscrit 
à cette courbe, dont NN' sera l’un des côtés.

Cela posé, soient Y, Y', les ordonnées des deux points M, M', et y, y', 
les ordonnées des points N , N ', correspondant aux mêmes abscisses 
x, x j les trapèzes MM'PP', NIN'PP', donnent

MM'PP' =  1 1 ( x  — x'), M 'W  = -y— ^  V . ( x  — x' ) ;
Z Z

d’où l’on déduit 

Or, on a ( n° 276 )

donc

NN'PP' y - f  y' 
MM'PP' ~  Y 4 -  r

</' =  !■ . Y', d’où

NN'PP' B 
MM'PP' “  A'

y + y' _  B
Y +  Y' “  A ’

On reconnaîtrait, de la même manière, que chacun des trapèzes 
dont se compose le polygone inscrit à l’ellipse, est au trapèze corres­
pondant du polygone inscrit au cercle, dans le rapport B *. A ; d’où 
l’on peut conclure que la somme de tous les premiers trapèzes, ou le 
polygone inscrit à l’ellipse, est au second polygone, dans le même rap-

• . . j) Bport; ainsi, soient «  et P ces deux polygones, on a - - =  —.
P A

Comme cette relation est vraie d’ailleurs, quel que soit le nombre 
des côtés des deux polygones, elle existe encore pour les polygones 
limites, qui ne sont autre chose que la surface de l’ellipse et celle du 
cercle. Donc, en désignant par s et S ces deux surfaces, on a néces­
sairement

Mais on sait que z  représentant le rapport de la circonférence au 
diamètre, ou la surface du cercle dont le rayon est 1, z  . A2 exprime

JJ

celle d’un cercle qui a pour rayon A ; par conséquent, t .A2. —  ,
A

ou z  . A . B, est l’expression de la surface entière de l’ellipse.
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P o u r  l ’ h y p e r b o l e ,  o u  obtiendrait également * =  —- . S, s dési-
A.

gnant Y aire comprise entre la courbe et une corde quelconque paral­
lèle au second axe, S, l’aire correspondante d’une hyperbole équilatère 
décrite sur le premier axe. Mais cette relation ne peut rien apprendre 
sur la quadrature de l’hyperbole, puisqu’il faudrait d’abord connaître 
celle d’une hyperbole équilatère.

Propriétés des cordes supplémentaires ; leurs relations avec les 
diamètres conjugués.

278. Si des extrémités A et B ( fig. 162 ) du grand axe, on mène 
deux droites à un point quelconque M de la courbe, ces lignes de 
jonction sont ce qu’on appelle des cordes supplémentaires. Ces droites 
font avec le premier axe deux angles qui ont entre eux une relation 
remarquable.

D’abord, la droite BM passant par le point B dont les coordonnées 
sont y —  0, x —  A, a pour équation ,

y =  a (x  —  A );

celle de la droite AM, passant par le point (y  —  0, x —  — A ), est

y =  a\x  - f  A).

Cela posé, désignons par x ,  y les coordonnées du point M ; comme
elles doivent vérifier les équations précédentes, on a

y —  a (x ' — A)

V =  « '  ( * '  +  A  )

et par conséquent ,

d’où a = y
x  — A ’

______ y_
x' -1- A ’

y
x'2 —  A2’

mais, puisque le point ( x', y') se trouve aussi sur la courbe, ou a

y 3A Y 2 - f  B V 2 =  AaB2 y d ’c B2
T 7 ’

donc enfin , ( 1)

Dans le cas de B =  A, cette relation devient aa! = — 1, ce qui 
prouve que, dans le cercle, les cordes supplémentaires sont à angle 
droit ; c ’est une proposition connue en Géométrie.
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Au reste, la même relation (1) existe entre les angles de deux cordes 
supplémentaires partant des extrémités d’un diamètre quelconque EE'.

En effet, soient x " ,  y ' ,  les coordonnées du point E ; celles du point 
E' seront (n°230) — x " ,  — y"; et les équations de deux droites me­
nées des points E, E', à un point quelconque M' de la courbe, seront 
de la forme

Comme le point M' ou ( x ', y ' ) se trouve à la fois sur ces droites, on 
a les deux relations

Mais les points M', E, F/, se trouvant aussi sur la courbe , on a égale­
ment

et par conséquent,

279. Reprenons les deux cordes supplémentaires AM , BM, et pro­
posons-nous de déterminer l’angle qu’elles forment entre elles ; il

Cl Clsuffit pour cela de calculer l’expression -— ;----- ? : a désignant la tan-1 1 aa
gente de MBX, et a' celle de MAX.

O r, on a trouvé plus haut

donc

Mais l’équation donne

ainsi l’expression précédente devient
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L’inspection seule de ce résultat prouve d’abord que, si l’on consi­
dère un point quelconque M de la courbe situé au-dessus -de AB, au­
quel cas y'est positif, la tangente de l’angle AMB est négative; donc 
cet angle est nécessairement obtus. Cela doit être, puisque tous les 
points de l’ellipse sont intérieurs à la demi-circonférence décrite sur 
AB comme diamètre.

On voit en outre que plus y' est grand , plus la valeur numérique 
de l’expression (2 ) est petite, et, par conséquent, plus l’angle est con­
sidérable (puisqu’un angle obtus est d’autant plus grand que sa tan­
gente est numériquement plus petite).

Le maximum de cet angle correspond à celui de y', c ’est-à-dire 
à y' =  B y ce qui donne pour la valeur correspondante de l’expres­
sion (2 ),

( A2 —  B2) B —  2AB■ — ' ■ 011 — '
— 2AB2 ’ A2 — B2

Les valeurs de a, a , deviennent d’ailleurs, dans cette hypothèse,

a puisque y' =  B donne x' —  0.

Concluons de là que les cordes supplémentaires menées des extrémités 
du grand axe, forment au point C le plus grand angle possible.

D ans l ’ h y p e r b o l e ,  on trouverait, pour la relation entre les angles
B2des cordes supplémentaires, aa! =  —  , et pour l’expression de 

l’angle qu’elles forment entre elles,

2 AB2
(A 2+ b 2 ) y ' ( A j-168 )•

Ce dernier résultat démontre que l’angle AMB ou AM'B de deux 
cordes supplémentaires est toujours aigu, et qu’il diminue de plus en 
plus à mesure que y' augmente. Lorsqu’cnfiu on suppose y —  co , cet 
angle devient nul.

B2C’est ce que prouve encore la relation aa' —  — . En effet, le pro­

duit des deux tangentes a et a' étant positif, il s’ensuit que ces tan­
gentes sont de même signe ; donc les angles correspondantsMBX, MAX, 
ouM'BX, M'AX, sont tous les deux aigus ou tous les deix obtus;, la 
différence de ces angles, qui n’est autre chose que AMB ou AM'B, est 
alors nécessairement un angle aigu.
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Soit a —  — ; il en résulte aussi a' —  —- ; les deux cordes sun- A A 1
plémentaires devenant à la fois parallèles à l’asymptote OL , font entre 
elles un angle nul.

280. Conséquence sur les diamètres conjugués. — Si du centred’une 
ellipse, on mène deux diamètres GG', I1H' ( fg . 164 ), respective­
ment parallèles aux cordes supplémentaires A)I, BM, on a entre les 
angles que forment ces deux diamètres avec le grand axe, la même

relation aa = B*
A2’

Or, celte relation est précisément ( n° 263 ) celle qui caractérise 
deux diamètres conjugués.

Donc deux diamètres respectivement parallèles aux cordes supplémen­
taires d'une ellipse, forment toujours un système de diamètres conjugués.

D’après cela, connaissant un diamètre quelconque GG', pour obte­
nir son conjugué, il suffit de mener du point A une corde AM parallèle 
à GG', de tirer la seconde corde supplémentaire MB, puis de tracer le dia­
mètre HH' parallèle à MB.

La même conséquence s’applique à l’hyperbole, pour laquelle la 
relation des cordes supplémentaires et celle de deux diamètres eon-

B3
jugués, est également aa' =  . Toutefois, on observera que, plus le

point par lequel on mène les deux cordes supplémentaires s’éloigne 
du sommet, plus les deux diamètres conjugués, dont l’un est au-des­
sous et l’autre au-dessus de l’asymptote (n° 264), se rapprochent l’un 
de l’autre ; et lorsque le point est situé à l’infini, c’est-à-dire lorsque 
les cordes supplémentaires sont (n°279) parallèles à l’asymptote, les 
deux diamètres conjugués se confondent en un seul.

281. Remarque. — Dans l ’ellipse, comme on a vu ( n° 278) que 
l ’angle AMB ( fg . 164 ) de deux cordes supplémentaires est toujours 
obtus, et que cet angle atteint son maximum au point C, il en résulte 
que l’angle GOH, formé par les parties de deux diamètres conjugués , 
situées du même côté par rapport au grand axe , est nécessairement 
obtus, et que les deux diamètres conjugués 1IH', LL', parallèles aux 
cordes AC, BC,forment entre eux le plus grand angle possible.

Pour un système quelconque GG', Hll', l’angle GOH ayant pour 
supplément GOH', il est clair que plus le premier angle est grand , 
plus le second est petit -, ainsi, de même que l’angle IOL est un maxi­
mum parmi les angles obtus que forment deux diamètres conjugués,

19*
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de même l’angle 101/ est un minimum parmi les angles aigus que for­
ment ces mêmes diamètres.

D’où l’on peut conclure enfin que l’angle de deux diamètres conju­
gués d’une ellipse quelconque, est toujours compris entre les deux limites 
101/ ou BCA', et IOL ou BCA.

Nous verrons plus loin les autres conséquences qui résultent de ces 
propriétés.

Problème des tangentes.

282. Proposons-nous maintenant de mener une tangente à l’ellipse 
on à l’hyperbole, par un point donné sur le plan de la courbe.

Pour résoudre cette question, nous emploierons une méthode ana­
logue à celle du n° 196. Soient x , y', les coordonnées du point donné ;

292

Celte équation étant résolue , donnerait deux valeurs de x qui ne 
seraient autre chose que les abscisses des points d’intersection avec 
la courbe, d’une droite correspondante à la valeur particulière que 
l’on aurait d’abord attribuéeà a.

Mais comme on veut que la droite soit tangente, il faut (n° 195) 
qu’on ait entre les coefficients de x, la relation

l’équation de l’ellipse étant

celle de la droite cherchée sera de la forme

et il s’agit de déterminer a de manière que la droite, considérée d’a­
bord comme sécante, devienne ensuite tangente.

On déduit de l’équation (2), y =  ax -j- y' — ax' ;  d’où, substituant 
dans l’équation (1), et ordonnant par rapport à x,

ou, supprimantes deux quantités, 
qui se détruisent, et divisant par

ou bien encore, développant et ordonnant par rapport à a,
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Telle est la condition générale du contact d’une droite menée par 
un point quelconque ( x , y' ), avec l’ellipse.

[ La remarque du n° 197, relative à celte condition, est applicable mot pour mot, 
à la question qui nous occupe; ainsi il est inutile de la répéter.]

On déduit de l’équation (3), toute simplification faite ,

résultat qui démontre que par un point donné N ( fig. 165 ), on peut 
en général, mener deux tangentes NM, NM'. Mais pour que la ques­
tion soit possible, il faut que l’on ait A.2y'2 -{- B3#'2 — A2B2 0, 
c’est-à-dire ( n° 273 ) que le point N soit situé hors de la courbe, et non 
en dedans, puisqu’alors on aurait À2y'2 B2̂ '2 — A2B2 0, et le
radical deviendrait imaginaire.

Ceci prouve encore que la courbe doit présenter sa concavité vers le 
centre ; car autrement, il est aisé de voir que la tangente devrait 
être située en dedans de la courbe.

Si l ’on suppose A2y'2 -J- B2#'2 — A2B2 =  0, auquel cas le point 
donné est sur la courbe, en M par exemple, l’expression (4) se réduit

283. On peut parvenir directement à celte équation par une mé­
thode analogue à celle du n° 198.

Soient ( x ’, y ) ,  {x” , y " ) ,  les coordonnées de deux points delà 
courbe, dont l’un doit devenir un point de contact. La droite qui 
joint ces deux points est représentée par le système des

trois équations

On obtient donc, dans ce cas, pour l’équation de la tangente,

ou bien, convenant d’appeler

les coordonnées du point de contact, et ayant égard à la relation
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donc la sé-

jointe à (2) et (3).
Pour exprimer que cette sécante devient tangente , il faut poser

Les mêmes calculs effectués sur l’équation de la tangente à l’hyper­
bole, la réduiraient à A3y y "  — B3x x "  —  — A2B2.

Ces équations ne diffèrent de celles de l’ellipse et de l’hyperbole, 
qu’en ce que les carrés y 2 et x 2 y sont remplacés par les rectangles
y  y "  et x x " .

Soit fait y  —  0 dans l’équation simplifiée de la tangente à l’ellipse ;
A2on trouve x  = —7? ( fig. 165 ); c’est l’expression de l’abscisse OR du
X

point où la tangente rencontre l’axe des x .
Si de cette distance OR on retranche l’abscisse x" du point de con-

cante est encore représentée par le système formé de l’équation

Or, la relation (4) donne

Retranchant (3) de (2), on trouve

équation qui peut remplacer l’équation (2).

ce qui donne enfin

pour l’équation delà tangente, en y joignant toutefois la relation

On trouverait par rapport à l’hyperbole ,

284. Reprenons l’équation

et tâchons de la simplifier. Il vient d’abord, par la disparition des 
dénominateurs, A2t/y" — A2i/"2 =  — B1##" -[- B2#"2; mais on a 
Aay"2 -f- B2#"2 =  A2B2; donc l’équation se réduit à
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tact, il en résulte
A 2 Ai __  t " 3

OR - O P ,  ou PR =  —77 — x" —  ----- -p----- ;
X  X

la ligne PR est ce qu’on nomme la sous-tangente.
Comme son expression est indépendante du second axe 2B, il s’en­

suit que, pour toutes les ellipses construites sur le premier axe, les 
sous-tangentes qui correspondent à la même abscisse, sont égales.

En d’autres termes, si d’un point P de l’axe AX, on élève une per­
pendiculaire qui rencontre nés ellipses aux points M, M ',. . .  et que 
par ces points on leur mène des tangentes , celles-ci viendront toutes 
aboutir au même point de l’axe des x.

Or le cercle décrit sur AR comme diamètre est une de ces ellipses ; 
donc la sous-tangente est la même pour l’ellipse donnée et pour ce cercle.

De là résulte un moyen assez simple de mener une tangente à l’el­
lipse par un point donné M : de ce point, abaissez la perpendiculaire 
MP, et au point M' où cette perpendiculaire rencontre le cercle décrit sur 
AB comme diamètre, menez une tangente qui rencontre en R la ligne AB, 
et tirez MR ; vous aurez la tangente demandée.

Soit fait également y —  0 dans l’équation

A 2yy" — B3##" =  —  AaB3 ;

A3ou trouve x =  —, =  OR ( fig. 166 ) ; donc OP —  OR , ou
X

PR =  ------ T,----- ; c’est l’expression de la sous-tangente dans l’hyper-
X

bole; elle est constante pour tous les points (correspondant à une 
même abscisse) des différentes hyperboles décrites sur le premier 
axe 2A.

285. Remarque. — La valeur de la sous-tangente peut s’obtenir 
directement d’après l’équation non simplifiée de la tangente; il suffit 
de supposer y =  0 , et de déterminer la valeur correspondante de x — x". 

Il vient en effet, par la supposition de y —  0 dans l’équation rela-
AV'2

tive à l’ellipse, x  — x" =  -  ou àcausedeX3y"2=  B3(A3 — x"3),
15 X

A3 —

Si, dans l ’équation relative à l’hyperbole, on fait y =  0, on trouve
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A2 — x ” 2
également x  — x" —  - — -----, résultat identique avec celui qui

correspond à l’ellipse, mais de signe contraire au résultat déjà obtenu 
dans le numéro précédent.

Pour interpréter cette circonstance, observons que, dans l’hyper­
bole, la distance PR est située sur l’axe des x, à la gauche du point P 
( fig. 166 ) qui doit être considéré comme le point, à partir duquel 
on compte la sous-tangente; ainsi, celte distance doit être exprimée 
négativement; e t , en effet, comme on a toujours pour l’hyperbole ,

A2__x ' ' 2
x" A , il s’ensuit que l’expression------------  est négative,et revient

x
x " 2 —  Aa

Concluons de là que le premier moyen employé pour déterminer la 
sous-tangente, donne sa valeur absolue , mais que le second fournit 
cette valeur avec le signe dont elle doit être affectée, eu égard à sa po­
sition par rapport au pied de l’ordonnée.

Dans l ’ellipse , est positif, parce que la sous-tangente est

placée à la droite du point P ( fig. 165 ).
(Nous supposons ici le point de contact M situé à la droite de l’axe 

des y ; s’il en était autrement, les conséquences que nous venons 
d’établir auraient lieu en sens contraire.)

286. Soit actuellement proposé de mener par le point de contact H 
( fig. 166 ) ,  une perpendiculaire à la tangente, c’est-à-dire une nor­
male ; et recherchons l’équation de cette normale , ainsi que l’expres­
sion de la sous-normale PS.

Puisque cette droite passe par le point (x", y" ) , son équation est de

la forme y — y

et comme elle doit être perpendiculaire à la tangente pour laquelle
BV 'on a a — ------—— , la relation aa' -J- 1 =  o donne
A Y

. _  A Y
BV

et l’équation de la normale à l’ellipse est alors,

a y
y - y "
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On obtiendrait de même pour l’équation de la normale à l’hyper­

bole, y — y" =  —  (*  — s").

Si, dans la première de ces équations, on suppose y —  0 , et qu’on 
tire la valeur correspondante de x  — x", il vient

c ’est la valeur de la sous-normale PS ; car x  — x" représente évidem­
ment, dans le cas de y —  0 , la différence des abscisses du point S où 
la normale rencontre l’axe des x , et du point de contact M.

Cette valeur de la sous-normale est d’ailleurs négative,* ce qui doit 
être, puisqu’elle est comptée à partir du point P, dans le sens négatif. 

La même hypothèse y =  0, introduite dans l’équation de la nor-
Ba

male à l’hyperbole, donne x  — x" =  —-  . x".
A

La sous-normale est ici positive, parce que PS ( fig. 166) est comptée 
à la droite du point P.

287. Si nous considérons la valeur absolue de la sous-normale ,
B2
—  . x", nous voyons que pour l’ellipse, plus x" augmente, plus 

cette valeur augmente.
Soit x ' =  0 , auquel cas le point de contact est à l’extrémité C du 

petit axe, la sous-normale devient nulle, ce qui prouve que la normale 
correspondante passe par le centre.

Soit x" =  A, auquel cas le point de contact est en B ; la sous-normale
. B2 A B2se réduit à ou — ; et comme A est la plus grande valeur que

puisse recevoir l’abscisse x", il s’ensuit que la sous-normale est suscep­
tible d ’un maximum qui n’est autre chose que la moitié du paramètre 
(n° 246), ou l’ordonnée qui passe parle foyer.

B2Dans l’hyperbole, au contraire , —  est le minimun de l’expression
A

de la sous-normale; on l’obtient en faisant x" =  A. Pour toute autre 
valeur de x", celle de la sous-normale est plus grande, et elle devient 
infinie quand x” est lui-même infini.

288. Nous allons reprendre le. cas où il s’agit de mener une tangente 
à Vellipse au à l’hyperbole, par un point donné hors de la courbe, afin de 
déduire des résultats, quelques propriétés analogues à celles qui ont 
été reconnues pour le cercle ( voyez les n05 200, 2 0 2 ,20ü).
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Soient x', y', les coordonnées d’un point quelconque N ( fig. 167 ) ,  
par lequel on veut mener une tangente à l’ellipse.

L’équation de cette tangente est de la forme y — y' =  a [x — x )  ;
Ba x"a ayant (n°282) pour valeur, a =  — —  . —  ;

et la question se réduit à déterminer x", y", qui représentent les 
coordonnées du point de contact, en fonction de x', y ,  qui expriment 
celles du point donné.

Or, on a trouvé ( n°!284) pour l’équation simplifiée de la tangente, 
A2yy" -{- B2##" =  A2B2 ; et comme , par hypothèse, elle doit passer 
par le point [x'} y" ) , on obtient pour première relation en x" et y",

A2t/"2 - f  frx ’x" =  AaB2 ............................ (1)
D’ailleurs, le point (x", y") appartient à la courbe; ainsi l’on a pour 

seconde relation , A2y"2 -]- B V '2 =  A2B2 ............................ (2)

En éliminant x"  et y" entre ces deux équations, dont l’une est du 
premier degré, on trouve, tout calcul fait,

(les signes supérieurs se correspondent ainsi que les signes inférieurs).

Ces valeurs étant substituées dans a =  — , donnent

résultat qui, après avoir été multiplié haut et bas par .

' pour que le dénominateur de­

c ’est la valeur obtenue n° 282.
Nous laissons aux commençants le soin d’exécuter tous ces calculs, 

qui n’offrent aucune difficulté, et qui d’ailleurs sont analogues à ceux 
que nous avons exécutés pour le cercle (n° 200).

vienne rationnel) , se réduit à
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289. Au lieu d’efFectuer l’élimination, on peut (n° 181) construire 

séparément les lieux géométriques exprimés parles équations (1) et (2 ), 
x"j xj' étant considérées comme des variables.

Or, l’équation (2) est évidemment celle de l’ellipse déjà construite. 
Quant à l’équation (1), comme elle est du premier degré, elle appar­

tient à une ligne droite dont la position peut être facilement déter­
minée par ses points d’intersection avec les axes. On obtient pour

y" =  o,
Baet pour x" —  0  , . . . .  xj' =  —f .

Après avoir construit sur OX, OY ( fig. 167 ) ,  les distances 
A* BJ01 =  —7-, OH =  —r , on joint les points I et H par une droite dont
x y

les points d’intersection, BI, m , avec la courbe, ne sont autre chose 
que les points de contact. Tirant ensuite NM et Nm, on obtient les deux 
tangentes demandées.

Conséquence. —  Le résultat x" =  —~ étant indépendant de l’or-
X

donnée xj du point N, prouve que, si l’on considérait un tout autre 
point N' sur LL' parallèle à OY, et que par ce point on menât deux 
tangentes N'M', N'wt', la ligne joignant les points de contact passerait 
par le même point I.

La même chose a lieu par rapport à des points [iris sur une parallèle 

à l’axe des x , puisque l’expression xj" =  —y  est indépendante de l’ab­

scisse x du point N.
Celte propriété, analogue à celle qui a été démontrée (n°203) pour 

le cercle, sera vérifiée par la suite pour une droite située d’une manière 
quelconque dans le plan de la courbe.

Les résultats précédents sont également vrais pour l’hyperbole; et 
la démonstration en serait absolument la même.

290. Pour ne rien laisser à désirer sur le problème des tangentes, 
nous examinerons ce que deviennent les expressions

BV' BV'
A V " a  y

lorsque l’on considère le point de contact ( x", y' 
sitions possibles sur la courbe.

dans toutes les po-
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Ellipse.— Afin de pouvoir facilement déterminer les variations 
qu’éprouve la valeur de a, nous mettrons à la place de y '  sa valeur

g
±  — j /  A2 — x " 2 ;  ce qui changera l ’expression ci-dessus en 

— B V '
B±  A2 . ~  l/ A 2 — x"-- 
A

-, ou bien, en supprimant les facteurs

communs, et divisant haut et bas par x",

a =  rp V (£-0
Cela posé, si l’on fait d’abord x "  =  0, auquel cas le point de con-

A2tact se trouve en C ou D ( fig. 16o ), la quantité —  devient infinie;
X

d’où l’on déduit a =  0. Donc, aux points C et D la tangente est pa­
rallèle au grand axe.

A mesure que x'' augmente, soit positivement, soit négativement, 

A2 , / " Â 2—jj~ et par conséquent A l /  —----- 1, diminue, et la valeur de a
x 3 y  x 2

augmente de plus en plus, numériquement. Lorsqu’enfin on suppose 
x" =  ±  A, auquel cas le point de contact se trouve en B ou en A, le 
radical devient nul, et l’on a a —  co ; donc la tangente en ces deux 
points est perpendiculaire au premier axe.

Si l’on fait passer x" par tous les états de grandeur depuis 0 jusqu’à A, 
il est visible que la valeur de a passera par tous les états de grandeur 
depuis 0  jusqu’à l’infini négatif, et depuis 0  jusqu’à Vinfini positif. 
Ainsi la tangente prend toutes les inclinaisons possibles par rapport au 
premier axe; les angles sont aigus pour tous les points situés entre 
B et D, ou entre A et C; ils sont obtus pour tous les angles situés entre 
C et B, ou entre D et A.

Veut-on, par exemple, savoir en quel point la tangente à l’ellipse fait 
avec le grand axe un angle donné ?

__B2#"
Soit t la tangente de cet angle, on pose f^]f  '— =

ce qui donne l’équation A2ty" -f- B2#" =  0 ,

que l’on combine avec ce lle -c i, A3y " 3 -j- B V '2 =  A2B2.

BIBLI0TEKA

à. SgâdlSMÜSâ
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En substituant, dans la seconde équation , la valeur de y" tirée de 

la première, on trouve

ou

d’où l’on déduit

résultat touiours réel, quelle nue soit la valeur de t.
Cette valeur est nécessairement moindre que A, puisque

est plus grand que A t. Si cependant l’on avait t —  co , on trouverait
que x"

291. Hyperbole. — L’expression devient, lorsqu’on y

remplace x '  par sa valeur

Si l’on fait d'abord y" =  0, valeur à laquelle correspond x" =  dr A, 
on obtient a =  co ; donc, aux points B et A {fig. 166 ) ,  la tangente 
est perpendiculaire au premier axe.

B2
A mesure que y" augmente, le tenue diminue; par conséquent,

y
le radical approche de plus en plus d’être égal à 1 ; et pour y” =  co ,

g
l’on obtient a =  ±  — ; ce qui démontre (n° 264) que les tangentes à

l’infini font avec le premier axe, les mêmes angles que les asymptotes.
A2D’un autre côté, si l’on considère l’abscisse, x —  —  , du point où

la tangente rencontre le premier axe (n° 284), on voit que, dans 
l’hypothèse de x" —  co (correspondant à y =  co ), cette abscisse de­
vient nulle; donc les tangentes à l’infini passent par le centre..

D’où l’on peut conclure que les tangentes à l’infini ne sont autre chose 
que les asymptotes elles-mêmes.

A1
Remarque. — Tant que x"  est positif, l’expression ~n  reste positive;

X
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elle se réduit à A pour x" —  A , et à 0 pour x" =  c© . Ainsi, pour 
tous les points de la première branche de l’hyperbole, les tangentes 
rencontrent le premier axe entre le sommet B et le centre; et pour 
tous les points de la seconde branche, la rencontre a lieu entre les 
points 0 et A.

Observons d’ailleurs que la quantité rb a une

valeur numérique essentiellement plus grande que —-, puisque le ra-
A.

dical est toujours plus grand que 1 , excepté quand on suppose y" =  co , 
hypothèse qui réduit le radical à l’unité, et l’expression elle-même

à db £
A

Il résulte de là, que la tangente à l’hyperbole ne peut jamais former 
avec le premier axe un angle aigu moindre que l’angle LOX dont la

g
tangente est — —, ni un angle obtus plus grand que HOX dont la

tangente e s t -----—.

Ainsi, dans l’hyperbole équilatère dont les asymptotes sont rectan­
gulaires, ou font avec le premier axe chacune un angle de 50°, les 
tangentes ne peuvent faire avec cet axe un angle aigu moindre que 50°, 
ni un angle obtus plus grand que 150°.

Il serait facile de déterminer, comme pour l’ellipse, la position 
du point où la tangente à l’hyperbole doit faire un angle donné avec 
le premier axe.

De la Tangente considérée par rapport aux diamètres et aux 
rayons vecteurs.

292. Soient Ml\ ( fig. 168 ) une tangente en un point quelconque M 
de l’ellipse, et MM' le diamètre qui passe par le point de contact.

On a trouvé (n° 282) pour le coefficient de x  dans l’équation non 
simplifiée de la tangente,

B2.r"
“  “  A 2y"‘

D’un autre côté, puisque le diamètre MM', dont l’équation est delà 
forme y —  a'x, passe par le point M, qui a pour coordonnées x", y",
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on a la relation

y"  =  a!x" d’où a’ —  — .x

Or, si l’on multiplie ces deux expressions de a et de d  l ’une par
, B2

1 autre, il en résulte ad = ----—.
’ A*

Mais en désignant par a ’ la tangente de l’angle que forme avec l’axe 
des x le diamètre mm conjugué du diamètre MM', on a également

( n° 262) la relation da" —  — 5_.A."
Les deux égalités précédentes, comparées entre elles, donnent né­

cessairement a =  a"; ce qui veut dire que la tangente, en un point 
quelconque de l’ellipse, est parallèle au diamètre conjugué de celui qui 
passe par le point de contact.

Conséquence. — Si par les extrémités M, M', ni, ni, des deux diamè­
tres conjugués, on mène quatre tangentes, ces droites forment un 
parallélogramme circonscrit à l’ellipse, puisque les tangentes menées 
aux extrémités du diamètre MM' sont parallèles au diamètre mm, et 
réciproquement.

Dans l’hyperbole, la propriété précédente a également lieu ; mais 
comme on a vu (n° 268) que, pour tout système de diamètres conju­
gues, l ’un est transverse et l’autre non transverse, il s’ensuit qu’on ne 
peut mener que les deux tangentes TT', tt' ( fig. 169 ).

293. Cette propriété fournit un moyen assez simple de mener une 
tangente à l’ellipse ou à l’hyperbole, 1° par un point donné sur la courbe, 
2 ° parallèlement à une droite donnée de position sur le plan de la 
courbe.

Dans le premier cas, déterminez, par l’un des moyens indiqués 
n0,261 et 280, le diamètre conjugué de celui qui passe par le point de 
contact • puis, par ce point, menez une parallèle au diamètre ainsi déter­
miné ; vous obtenez la tangente demandée.

Dans le second , tracez un diamètre parallèle à la droite donnée; puis 
déterminez son diamètre conjugué; et par les deux extrémités de celui-ci, 
menez deux parallèles au premier, ou à la droite donnée ; vous avez ainsi 
les tangentes demandées.

Pour que la seconde construction puisse s’appliquera l’hyperbole, 
il faut évidemment que la droite donnée fasse avec l’axe des a? un

angle aigu plus grand que celui dont la tangente est , ou un angle

8 0 3

www.rcin.org.pl



8 0 4 DE LA TANGENTE

g
obtus moindre que celui dont la tangente est —  C’est d’ailleurs

une conséquence de ce qui a été dit, n° 291, sur l’inclinaison de la 
tangente dans l’hyperbole.

294. Considérons actuellement les deux rayons vecteurs menés des 
foyers F, F' ( fig. 170 ), d’une ellipse, au point de contact delà tan­
gente MR, et proposons-nous de calculer les angles FMR, F'MR, que 
forment ces rayons vecteurs avec la tangente.

Soient FMR =  Y , FMR =  V',
tang MRX =  a, tang MFX =  a', tang MF'X =  a"; 

on a évidemment, d’après la figure ,

Or, on a déjà trouvé (n°282) a —

De plus, comme le rayon vecteur FM passe par le point dont les
coordonnées sont y =  0, x =  c ou [/  A1 —  Ba, son équation est de la 
forme y —  a' {x  — c) ; et puisqu’il passe en même temps par le point 
x", y", on a la relation

On obtiendrait de même pour la valeur de a"  correspondant au 
rayon F'M qui passe par le même point (x", y " )  et par le point

Cela posé, si l’on substitue d’abord pour a  et a ' leurs valeurs dans 
l’expression de tangV, on trouve
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Comme, pour passer de tangV à tangV', il suffit de remplacer 
« ' par a", et que la valeur de a" ne diffère de celle de a' qu’en ce que 
c est changé en — c , il s’ensuit que, tout calcul fa it, on doit trouver

De là résulte nécessairement que les angles FUIR, FMR, sont sup­
pléments Yun de l’autre; ou bien , si l ’on prolonge F'M, que les angles 
GMR, FMR, sont égaux.

Donc la tang. à l’ellipse divise en deux parties égales l’angle formé par 
l’un des rayons vecteurs FM et le prolongement MG de l’antre rayon vecteur.

Soit prolongée la tangente MR au-dessus du point M; comme on a 
GMR =  F'MR', il en résulte FMR =  F'MR'. Ainsi, l’on peut encore dire 
que la tangente RR' forme avec les rayons vecteurs, de chaque côté du 
point de contact, des angles égaux.

Enfin, si l’on mène la normale MK, de l’égalité des angles FMR, F'MR', 
on déduit nécessairement celle des angles FMK, KMF'; donc la nor­
male divise en deux parties égales l’angle formé par les deux rayons 
vecteurs.

Ces diverses propriétés sont tellement liées entre elles , que , l’une 
étant démontrée, les autres s’en déduisent immédiatement.

Passons à l ’ h y p e r b o l e . On a, en conservant les mêmes notations que 
ci-dessus ( fig. 170 ) ,

Cela posé, l’expression de a est pour l’hyperbole , a = on a

d’ailleurs, comme pour l’ellipse,

Substituant les valeurs de a , a', dans l’express, detang V, on trouve

AI.G. APPL, A I.A GÉOM. 2 a

ou , à cause de
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Quant à l’expression de tang Y', comme on a tang Y' =
1 -j- aa'

■valeur qui peut être mise sous la forme tang V' =  — ■, |— 77, etX * J - CICI

que-^—:----—jr étant calculé , donnerait----- ^77-, puisqu’il suffirait de
x 1 - j -  aa cy
changer cen —  c dans le résultat précédent, il faut nécessairement

que l’on ail tang Y '=  ^ 77.

Donc les angles F3IR , F'MR , sont égaux ; ainsi dans l ’hyperhole, 
la tangente divise en deux parties égales l’angle formé par les deux 
rayons recteurs eux-mêmes.

295. O11 déduit de la propriété précédente le moyen le plus com­
mode et le plus simple, en général , et pourvu que l’on connaisse les 
foyers, pour mener une tangente à l’ellipse ou à l’hyperbole, 1° par un 
point pris sur la courbe, 2 ° par un point pris hors de la courbe.

Considérons d ’abord un point M ( fig. 170 ) donné sur l ’ellipse. 
Tirez les deux rayons vecteurs FM et F'M ; prolongez F'M d’une quantité 
MG égale à 31F • joignez F et G ; puis abaissez du point 31 sur FG une 
perpendiculaire; vous aurez la tangente: car, «à cause du triangle 
isocèle MFG, celte droite divise l’angle FMG en deux parties égales.

On peut démontrer synthétiquement que la ligne MR qui divise 
l’angle FMG en deux parties égales, n’a que le point M de commun 
avec la courbe, et est par conséquent tangente.

En effet, soit N un tout autre point de cette ligne; et joignons-le 
aux points F', F, et G. Le triangle F'NG donne F'N -j- NG F'G; 
mais d’après la construction, NG =  NF, puisque tous les points de MR 
sont également distants des points F et G. Déplus, MG =  MF ; d’où

F'G =  F'M +  MF =  2À.
Donc l’inégalité précédente devient F'N — NF 2A ; ce qui prouve 

( n° 274) que le point N est hors de la courbe.
Soit actuellement proposé de mener une tangente par un point N 

donné hors de la courbe.
Pour cela, il suffirait évidemment de connaître la position du point 

G ; car, ce point étant déterminé, il en serait de même de F'G, et par 
suite, du point de contact 31.

Or, ce point G jouit de la propriété d’ètre à une distance du point F' 
égale ià 2A, et à une distance du point N égale à la distance NF qui est 
connue. D’après cette observation, il faut, pour l ’obtenir, décrire des

www.rcin.org.pl



ET DES KAYONS VECTEURS. 3 0 7

■points F', N, comme centres, et avec des rayons respectivement égaux à 
2A , NF , deux arcs de cercle qui se coupent au point G , et tirer F'G qui 
rencontre la courbe en Mj la droite NM est la tangente demandée.

Comme les deux arcs de cercle se coupent en un second point G', 
si l’on tire F'G', et qu’on joigne le point N au point M'où F'G' ren­
contre la courbe, on obtiendra la seconde tangente qui peut toujours 
être menée du point N , tant que ce point est situé hors de la courbe.

Discussion. — Tant que le point N sera situé hors de la courbe, la construction 
précédente sera possible ; c’est-à-dire qu’on pourra mener du point N deux tangentes 
à la courbe.

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que la circonférence décrite du point N 
comme centre avec le rayon NF, a deux points, l’un intérieur, l’autre extérieur à la 
circonférence décrite du point F' comme centre avec le rayon 2A; car alors elles se 
couperont nécessairement.

Or, on a évidemment F'F 2A ; ce qui prouve déjà que le point F de cire. NF est 
intérieur à cire. "2A décrite du point F'.

F.n second lieu, soit prolongé F’N d’une quantité NF" =  NF ; comme, par hypothèse, 
le point N est extérieur à l’ellipse, on a (n° 274) F'N -H NF 2A , et par conséquent, 
F'N-+-NF" ou F'F"^>2A; ainsi le point F" de cire. NF est extérieur à cire. 2A 
décrite du point F'.

Donc, etc.
P o u r  l ’ h y p e r b o l e  , la construction est absolument la même dans chacun des deux 

cas ( fig. 171 ).
Quant à la discussion du second cas, il suffit de prouver, en raisonnant comme pour 

l’ellipse, que cire. NF a deux points , l’un intérieur, l’autre extérieur à cire. 2A décrite 
du point F'.

Or on a déjà F'F >  2A ; donc le point F de cire. NF est extérieur à cire. 2A.
Soit ensuite pris sur F'N , NF" =  NF ; puisque le point N est, par hypothèse, exté­

rieur à l’hyperbole, on a F'N — NF 2A ; d’où F'N — NF" ou F'F" 2A; ainsi 
le point F" de cire. NF est intérieur à cire. 2A.

Donc enfin les deux circonférences se coupent.

N. B. — Il est à remarquer que la construction précédente et la 
démonstration synthétique que nous en avons donnée, sont unique­
ment fondées sur les définitions de l’ellipse et de l’hyperbole , c ’est-cà- 
dire sur la propriété caractéristique qui a servi de base à la recherche 
des équations de ces courbes.

296. Nous pouvons maintenant rendre raison des dénominations de 
foyers et de rayons vecteurs, données aux points F, F', et aux lignes 
FM, FM.

C’est un principe de Physique généralement admis , que tout corps 
élastique qui rencontre une surface, se réfléchit de manière à former 
nn angle de réflexion égal à celui d’incidence,

20
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Cela posé, concevons qu’à l’un des foyers F ( fig. 172 ) d’une 
ellipse, on ait placé un charbon ardent dont les rayons de chaleur 
viennent frapper la courbe en différents points M, M '...; ces rayons for­
ment avec les tangentes menées par ces points, des angles FMI, FM'T',... 
appelés angles d'incidence. Or, en vertu du principe de Physique, ces 
rayons doivent être réfléchis suivant des droites qui fassent avec 
Mf, MV,.... des angles (appelés angles de réflexion) égaux à ceux d’in­
cidence ; donc les rayons réfléchis sont tous dirigés vers le point F' 
pour lequel seul, les angles F'Mf, F'MY, . . . sont égaux aux angles 
FM T , FM'T'. . . .

Ainsi, qu’on ait placé au point F un foyer de chaleur, et au point F' 
une matière inflammable , ce corps s’enflammera comme s’il était 
placé au point F lui-même. Les différents points de l’intérieur de la 
courbe se ressentiront plus ou moins du rayonnement de la chaleur ; 
mais le point F' sera le seul où se concentreront les rayons partis du 
point F.

Dans l’hyperbole, des rayons de chaleur partant du point F ( fig. 173 ) 
et venant frapper la courbe aux points M, M ',. . .  se réfléchiraient dans 
l ’intérieur, suivant des droites M/*, W f',... qu i, prolongées en sens 
contraire, iraient toutes aboutir au point F' ; car de l’égalité des angles 
FMT, TMF', on conclut celle des angles FMT, /M f, etc. . . .

297. Conséquences de la propriété du n° 294.

Première. — Comme, pour fixer la position de la tangente en un 
point donné M ( fig. 170 ) ,  on a pris ( n° 295 ) MG =  MF, et qu’après 
avoir tiré la droite FG, on a abaissé du point M une perpendiculaire 
sur FG, il s’ensuit que cette dernière droite est divisée en deux parties 
égales au point I. Donc, si l ’on joint le centre au point I qui peut être 
regardé comme le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la 
tangente, on formera deux triangles semblables FOI, FF'G, puisque
l ’on a OF =  OF' et IF =  1G. Ainsi ces triangles donnent.................
F'G I 01 *. *. F'F * OF ; mais OF est la moitié de FF', et par construction, 
F'G est égal à 2A; donc 01 =  A.

D’où résulte la propriété suivante : Si de l’un des foyers d’une el­
lipse, on abaisse une perpendiculaire sur une tangente quelconque, la 
distance du centre au pied de la perpendiculaire est égale à la moitié du 
premier axe ; en d’autres termes , le lieu géométrique des pieds de toutes 
les perpendiculaires abaissées d’un quelconque des foyers sur les tangentes 
à la courbe, est la circonférence de cercle décrite sur 2 A comme diamètre,
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Cette propriété a également lieu pour l’hyperbole, et se démontre 
delà même manière ( fig. 171 ).

298. Seconde conséquence. —  Soient abaissées des points F et F' 
( fig. 170 ) les deux perpendiculaires FI, FT, sur la tangente RR '; 
on vient de démontrer que les distances 01, 01', sont égales à A.

Cela posé, si des points 0, F, on mène OL, FL', parallèles à la tan­
gente, on a, d’après la figure,

I'F' =  I'L +  LF',
IF =  l'L' =  I'L — LF' ;

d’où l’on déduit I'F' X  1F =  l'L —  LF*;
mais les triangles rectangles I'OL, F'OL, dans lesquels 01' =  A
et OF' =  c ou [/ A2 — B2, donnent

FÏ? =  A2 —  Ô T , FL* =  c2 —  OL*; 
on obtient donc

FF' X  IF =  A2 — ÔL* —  c2 - f  ÔL* =  A2 —  c2 =  B2.

Donc, dans l’ellipse, le produit des perpendiculaires abaissées des deux 
foyers sur une tangente, est égal au carré de la moitié du second axe.

Pour l ’hyperbole , l ’égalité précédente deviendrait ( n° 238 ) : 
FF' X  IF =  — B2 ( fig. 171 ), parce que les deux perpendiculaires 
sont placées en sens contraire l’une de l’autre par rapport à la tan­
gente; mais si l’on fait le calcul directement, sans avoir égard au 
sens de ces lignes, on trouve de même que leur produit est égal 
à +  B2.

299. Troisième conséquence.— Soit mené le diamètre mm" [fig. 170 ) 
conjugué de celui qui passe par le point de contact de la tangente 
RR'. Tirons d’ailleurs les rayons vecteurs F3I, F'M, et la ligne 01 qui 
joint le centre au pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
la tangente.

On a vu (n° 292) que le diamètre mm est parallèle à la tangente; 
d ’ailleurs 01 est parallèle à F'M, à cause de la similitude des triangles 
FOI, FF'G ; donc la figure OIMH est un parallélogramme, et l’on a

MH =  01 =  A.

Ainsi, dans l’ellipse et l’hyperbole, la partie d’un rayon vecteur 
comprise entre la tangente et le diamètre conjugué de celui qui passe par 
le point de contact, est égale à la moitié du premier axe.

ET DES RAYONS VECTEURS. 3 0 9
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DE L’ ELLIPSE ET DE L’ HYPERBOLE

Toutes ces propriétés, qui ont été facilement déduites de celle de la 
tangente par rapport aux rayons vecteurs, trouveront leur application 
dans la suite.

810

g  II. Propriétés de VEllipse et de l'Hyperbole rapportées à leurs 
diamètres conjugués.

300. La propriété caractéristique de tout système de diamètres 
conjugués consistant ( n° 258 ) en ce que chacun d’eux divise en deux 
parties égales toutes les cordes de la courbe menées parallèlement à 
l’autre, il en résulte que, si l’on rapporte la courbe à un semblable 
système, la nouvelle équation ne doit renfermer que les carrés des 
coordonnées et une quantité toute connue, c ’est-à-dire doit être de 
même forme que celle de la courbe rapportée à ses axes principaux. 
Nous pourrions donc établir immédiatement, pour l’équation de la 
courbe rapportée à l’un de ces systèmes, My2 zt Nr2 =  zb l), équation 
qu’on pourrait ensuite, à l’aide d’une transformation analogueà celle 
des n°* 233 et 239, ramener à celle-ci :

A 'y  ±  B'2.r2 =  zb A'2B'2.

Mais on conçoit que, pour chaque système dont on donne la direction, 
les constantes A' et B 'qui, commeil est aisé de le voir, représentent 
les demi diamètres , doivent avoir avec les demi-axes certaines rela­
tions. Or, ce sont ces relations qu’il s’agit maintenant de déterminer.

Pour y parvenir d ’une manière générale, nous nous proposerons la 
question suivante : L’équation d'une ellipse ou d'une hyperbole rap­
portée à ses axes principaux, étant donnée, on demande de rapporter la 
courbe à un nouveau système tel, que la nouvelle équation conserve la 
même forme. C’est une simple application de la transformation des 
coordonnées.

Occupons-nous d’abord de l’ellipse, qui a pour équation 

A y  -f- B2# 2 =  A2B2.

Substituons dans cette équation , à la place de x, y, les valeurs

x —  x  cos a. -{- y cos a!, 
y =  x  sin a -j- y sin a',

qui (n° 219) servent à passer d’un système rectangulaire à un sys­
tème oblique de même origine.
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Il vient, par celte substitution,

Comme on n’a qu’une seule équation pour déterminer les angles «, 
il s’ensuit que le nombre des systèmes de diamètres conjugués est infini. 
Cette relation est d’ailleurs identique avec celle du n° 261 ; et les con­
séquences qui en ont été déduites se reproduisent également ici.

Soit fait successivement dans l’équation (2),

il en résulte. . .

Ces expressions représentent les carrés des distances 0)1, Om 
( /ig. 168 ), ou des demi-diamètres conjugués. Donc, en désignant par 
2A', 2B', les longueurs totales MM', mm', on a les relations

Substituant ces valeurs dans l’équation (2), on obtient enfin

pour l’équation de l ’ellipse rapportée à un système quelconque de dia­
mètres conjugués.

Comme pour x =  dr A', celte équ. donne y2 =  0, et que, rccipro-

Mais par hypothèse, l’équation ne doit renfermer que les carrés des 
variables et la quantité toute connue ; il faut donc que le coefficient 
de xy soit égal à 0 ; ce qui donne

et l’éauation se réduit à

Si l’on divise l’équation (1) par cos « cos a , elle devient
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3 1 2 DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

quement, pour y  =  ±  B', on a x 2 = 0 ,  on doit conclure que les droites 
menées par les points M, M', m, m ', parallèlement aux deux diamètres, 
sont tangentes à la courbe, propriété qui a déjà été reconnue (n°292 ). 

P our l ’ h y p e r b o l e ,  on obtiendrait les équations

dont la première exprime que les nouveaux axes forment un système 
de diamètres conjugués, et la dernière représente la courbe rapportée 
à ce système.

Soit fait successivement dans cette équation,

Mais il faut observer que de ces deux carrés, l’un est positif, l’autre 
est n ég a tif  ;  caron a vu (n° 263) que, pour tout système de diamètres 
conjugués, l’un est transverse et l’autre non transverse ; d’où il suit 
que, si la valeur de x  correspondant à y  =  0, est réelle, celle de y  
correspondant à x  =  0 doit être im aginaire ;  ou réciproquement 
(voyez  d’ailleurs le n°suivant).

Supposons, ce qui est toujours permis, qu’on ait pris pour axe des x  
le diam ètre transverse ; dans cecas, l’expression de x 2 est positive, mais 
celle de y 2 est négative. Désignant donc la première par A'2, et la se­
conde par — B'2, on obtient les relations

B'2 *

Déportant ces valeurs dans l’équation de la courbe, on obtient, 
toute réduction faite, . . . A'2t/2 — B'2#2 =  — A'2B'2.

Si, au contraire, on égalait la l ie à — B'2, et la 2e à A'2, ou 
trouverait B'?y2 — A'2:r2 =  A/3B'2 pour l’équation de l’hyperbole rap­
portée au diamètre non transverse, comme axe des x  (voyez n° 240).

301. On peut démontrer directement que les deux expressions do 
a2 et y2 sont de signes contraires.
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En effet, multiplions-les entre elles; il vient pour leur produit,

Or, si l’on développe le dénominateur, on trouve

mais la relation donne

donc le dénominateur devient

expression qui se change encore dans la suivante

Ainsi, le produit ci-dessus se réduit

ou bien enfin , à

Ce résultat étant essentiellement négatif, prouve que les deux va­
leurs de x2 et y1 sont de signes contraires.

Désignant donc, comme on l’a fait dans le n" précédent, la valeur 
de#3 par A'3, celle de y3 par — B'3, on parvient à cette relation re­

marquable, -

d ’où

Les mêmes calculs effectués sur les expressions

302. Voyons ce que signifie un semblable résultat en Géométrie.
Soient MM', mm' ( fig. 168 ), deux diamètres conjugués par les ex­

trémités desquels on a mené des tangentes qui, connue on l’a déjà vu , 
déterminent un parallélogramme TT' t ' t ,  lequel, d ’ailleurs, est évi­
demment quadruple du parallélogramme OMTm.

relatives à l’ellipse, donneraient pour résultat,
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Si du point m, on abaisse mi perpendiculaire sur OM, on aura 
évidemment OMTm =  OM X  mi —  A' X  mais le triangle 
rectangle Oim donne mi =  Om . sin mOi, ou bien ,

mi =  B' . sin wtOM =  B' sin (« ' — « ) j 

donc OMTwi =  A' . B' . sin («' —  a).

D’où l’on peut conclure que le parallélogramme construit sur les demi- 
diam'etres conjugués OM, Om, est égal au rectangle construit sur les 
demi-axes.

Ce résultat est tout à fait indépendant du système de diamètres 
conjugués que l’on considère.

Comme la relation A' . B' . sin («' — a) =  A . B, peut se trans­
former en celle-ci : 2 A '. 2B '. sin (a — a) =  2A . 2B, on peut encore 
dire que tous les parallélogrammes circonscrits à l’ellipse, et dont les côtés 
sont respectivement parallèles à deux diamètres conjugués, ont une surface 
constante pour tous les systèmes de diamètres conjugués, et égale au 
rectangle construit sur les axes.

303. N. B. — Celte surface constante jouit de la propriété d’être 
un minimum parmi celles des différents parallélogrammes que l’on 
peut, en général, circonscrire à une ellipse donnée.

En effet, considérons, par exemple, un parallélogramme UVV'U', 
dont deux côtés soient les tangentes menées par les extrémités du 
diamètre mm', et les deux autres côtés soient les tangentes menées 
par les extrémités d’un diamètre nn non conjugué de mm. Prolon­
geons d’ailleurs mi jusqu’à sa rencontre en l avec la base U'V'. On a 
pour la surfaee de ce parallélogramme, U'V' X

Mais le triangle rectangle mltn donne ml =  mm . sin mm!I,

ou ml =  2B' X  sin »iOM =  2B' . sin (« ' —  a).

D’un autre côté, il est évident que U'V', qui est parallèle à MM', est 
plus grand que MM' ou 2A', puisque les côtés UU', VV', sont extérieurs 
à l’ellipse.

Donc U'V' X  es* plus grand que 2A' X  2B' . sin (« ' — a).
Ce qu’il fallait démontrer.

304. La propriété du n° 302 est également applicable à l’hyperbole. 
Soient MM', NN', deux diamètres conjugués quelconques ; si l’on sup­
pose que MM' ( fig. 169 ) représente le diamètre 2A', et qu’on prenne 
sur la direction de NN', 0 m —  Om' =  B, le parallélogramme OMTm
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a pour expression , . . . .  0)1 X  * s'n m0M =  A ' . B ' . sin [a! —  «) ;  
et le parallélogramme que forment les tangentes TT', tt', avec les 
droites Tt, Tt', menées par les points m , m', parallèlement à M'M, est 
égal à 2A' X  2B' . sin ( « ' — a).

Or, on a vu ( n° 301 ) que ces expressions sont respectivement égales 
à A X  B et 2A X  ^B > donc > elc*

Les parallélogrammes tels que TT', tt', dont les côtés sont parallèles 
et égaux à deux diamètres conjugués, sont dits des parallélogrammes 
inscrits à l ’hyperbole.

305. On peut remarquer, par rapport au rectangle EE'ee' construit 
sur les axes, que comme les asymptotes OL , OH , ont été déterminées 
( n° 238) en prenant sur la perpendiculaire élevée au point B, deux 
parties BE, BE', égales à la moitié du second axe, les sommets E, E', e', e, 
de ce parallélogramme rectangle, sont situés sur les asymptotes.

Or, je dis que cette propriété est commune à tous les parallélo­
grammes inscrits dont nous venons de parler.

Pour le démontrer, nous rechercherons d’abord quelles sont les 
équations des asymptotes rapportées à un système de diamètres con­
jugués OM, ON, pour lesquels l’équation de la courbe est

Comme ces droites sont les seules qui, menées par le centre, rencon­
trent la courbe à l’infini, il suffit de combiner l’équation y =  ax . . . .  (2) 
avec l’équation (1), puis d’exprimer que les valeurs communes de x 
et de y  sont infinies.

Or, il résulte de cette combinaison,

valeur qui devient infinie lorsqu’on suppose

d’où

Portant cette valeur dans l ’équation (2), on obtient enfin

Donc les asymptotes qui ont pour équations,
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et y =  —  — x , lorsqu’elles sont rapportées au système des axes 

principaux , sont représentées par

, B' B'
y =  +  à7 x> y =  “  F  *’

quand on les rapporte à un système de diamètres conjugués.
Ainsi, soient OM, ON ( fig. 174 ), deux diamètres conjugués aux-

B'
quels on suppose la courbe rapportée ; l’équation y =  db —■ x  repré-A
sente les deux asymptotes rapportées au même système, les x  se comp­
tant sur OM et les y parallèlement à ON.

Cela posé, soit fait dans cette équation, x  =  A '; il en résulte 
y =  dh B'; ce qui prouve que si, au point M, on mène une parallèle 
à NN', ou , ce qui revient au même ( n° 292 ), une tangente à la courbe, 
les parties MT, MT', de cette tangente, comprises entre le point de contact M 
et les deux asymptotes, sont égales entre elles, et, de plus, égales chacune 
à la moitié du diamètre conjugué de MM'.

Même résultat pour la tangente menée au point M'.
Donc si l’on joint les points T, t, et T', t', la figure ainsi formée ne 

sera autre chose que le parallélogramme dont les côtés sont égaux et 
parallèles à 2A', 2B'.

, , B'306. La même équation y =  rb -rj x prouve encore que, pour
A.

une abscisse quelconque OP, les ordonnées PR , PR', sont égales et 
de signes contraires; d’ailleurs, il résulte de l’équation de la courbe,

y —  rfc ^7  [ /  x* — A'2, que les ordonnées PS, PS', correspondant à

la même abscisse OP, sont aussi égales et de signes contraires; donc 
TR —. PS ou RS =  PR' — PS' ou R'S'.

D’où l’on peut conclure que les deux parties d’une sécante comprises 
entre la courbe et les asymptotes, sont égales entre elles.

Cette dernière propriété est vraie quelle que soit la direction de la 
sécante sur le plan de la courbe; car on peut toujours imaginer par le 
centre, un diamètre parallèle à une sécante donnée de position , puis 
déterminer le diamètre conjugué de celui-ci ; supposer enfin la courbe 
et ses asymptotes rapportées à ce système de diamètres conjugués. 
Dès lors, la démonstration précédente sera immédiatement applicable.

Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés fort curieuses des 
asymptotes. Notre but principal était ici de faire voir que les sommets
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des parallélogrammes dont les côtés sont parallèles et égaux à un système 
de diamètres conjugués, ont leurs sommets placés sur les asymptotes.

307. Reprenons les valeurs de A'2, B'2, obtenues (n° 300) pour 
l’ellipse, et remplaçons, dans ces expressions, sin2 a, cos2 », sin2 a , 
cos2 x ,  par leurs valeurs en fonction de tang » ;  savoir :

DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 3 1 7

équations qui, réunies à l’équation de condition

renferment les six quantités A, B, A', B', tang», tang»'; donc si l’on 
élimine entre ces équations les quantités tang», tanga', on doit né­
cessairement parvenir à une certaine relation entre les quantités 
A , B, A', B'.

Or, des deux premières équations on déduit

D’un aulre côté, la troisième équation donne

on a donc la relation

ou chassant le dénominateur et développant les calculs,

réduisant et transposant,

www.rcin.org.pl



318 DIAMÈTRES CONJUGUÉS,

d’uù enfin , en divisant par À2 — on tire

ce qui prouve que, dans l’ellipse, la somme des carrés de deux diamètres 
conjugués quelconques est égale à la somme des carrés des axes.

En opérant de la même manière par rapport à l’hyperbole, on 
trouverait

Il résulte d’ailleurs de la nature de la transformation , que le système de diamètres 
conjugués actuel est un système rectangulaire ; donc ce système est celui des axes 
principaux, puisqu'on a reconnu (no 262) que c’est le seul système de diamètres con­
jugués perpendiculaires entre eux.

Ainsi, l’on doit regarder l’équation (2) comme celle de l’ellipse rapportée à son

c’est-à-dire la différence des carrés des diamètres conjugués est égale à 
la différence des carrés des axes.

308. Au reste, celte dernière propriété et celle du parallélogramme circonscrit ou 
inscrit, peuvent se déduire très-simplement d’un calcul assez important en lui-même, 
et qui a pour objet, étant donnée l’équation d’une ellipse ou d’une hyperbole 
rapportée à un certain système de diamètres conjugués, de retrouver l’équation 
de la même courbe rapportée au système de ses axes principaux.

Pour résoudre cette question par rapport à l’ellipse, nous ferons usage des formules 
du n° 221,

qui servent à passer d’un système oblique à un système rectangulaire de même origine. 
Substituant ces valeurs dans l’équation de la courbe,

et chassant le dénominateur, on obtient la transformée

Comme le nouveau système d’axes doit jouir de la propriété caractéristique des dia­
mètres conjugués ( n° 258 ), il faut que le terme en x y  disparaisse, ce qui exige que 
l’on ait

et alors l’équation se réduit à
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c e n t r e  e t  à  se s  a x e s .  C e p e n d a n t , p o u r  q u ’o n  p u is s e  la  c o m p a r e r  à A 2j 2 - f - B 2.r 2=  A2B2,  

i l  e s t  n é c e s s a ir e  q u e  le  s e c o n d  m e m b r e  s o i t  l e  p r o d u it  d e s  c o e f f ic ie n t s  d e  y 2 e t  x*. 
M a is, p o u r  la  r a m e n e r  à c e t  é t a t ,  o n  s a it  (n<> 2 3 3 )  q u ’il  su ffit  d e  m u lt ip l ie r  le s  d e u x

p
m e m b r e s  p a r  u n  fa c te u r  K é g a l à  ; M , N , d é s ig n a n t  le s  c o e f f ic ie n t s  d e  y* } X*, e t

P  la  q u a n t i té  to u te  c o n n u e  q u i e s t  d a n s  le  s e c o n d  m e m b r e .

C a lc u lo n s  d o n c  c e t t e  v a le u r  d e  K r e la t iv e  à  l ’é q u a t io n  (2 ) ; o n  a

E ffe c tu a n t  le s  c a lc u ls  in d iq u é s  a u  d é n o m in a t e u r ,  e t  o b s e r v a n t  q u e  l ’é q u a t io n  d e  c o n ­

d it io n  ( 1 ) ,  é ta n t  é l e v é e  a u  c a r r é  ,  d o n n e

o n  r e c o n n a î t  q u e  c e  d é n o m in a te u r  p r e n d  la  fo r m e

ou

o u  b ie n  e n f in ,

D o n c  la  v a le u r  d e  K d e v ie n t

c e  q u i p r o u v e  q u e  l ’é q u a t io n  (2 ) n ’a  b e s o in  d ’a u c u n e  p r é p a r a t io n  p o u r  ê t r e  c o m p a r é e  

à  l ’é q u a t io n

O n a d o n c  im m é d ia te m e n t  le s  r e la t io n s  s u iv a n te s

L es d e u x  p r e m iè r e s  r e la t io n s ,  a jo u té e s  e n tr e  e l l e s ,  d o n n e n t

Q u a n t à la  t r o i s i è m e ,  e l le  d o n n e  s u r - le -c h a m p

O r, 6 é ta n t  l ’a n g le  q u e  le s  d e u x  d ia m è tr e s  c o n ju g u é s  fo n t  e n tr e  e u x , o n  a

d ’o ù  l ’o n  d é d u it

E n  r e p r e n a n t  a b s o lu m e n t  le s  m ê m e s  c a lc u ls  à l ’é g a r d  d e  l ’h y p e r b o le ,  o n  t r o u v e r a it  

le s  r e la t io n s
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DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

2V. B. — S i, dans la question précédente , on veut déterminer l’angle «que forme 
le nouvel axe des x avec l’ancien, il suffit de résoudre l’équation de condition (1) par 
rapport à «.

En la multipliant par 2 , on peut la transformer ainsi :

A'2 sin 2« — B'2 sin (2G — 2a) =  0

3 2 0

[à  cause de 2 sin a cos a =  sin 2«, 2 sin (6 — a) cos (S — «) =  sin 2 (S — «)], 

ou bien, développant sin (2S — 2a), et divisant par cos 2a,

A'2 tang 2a — B'2 sin 26 -+- B'2 cos 26 tang 2« =  0 ;

donc tang 2a =
B'2 sin 2S 

A'2 -4- B'2 cos 2ff‘

L’angle 2a étant construit, on le diviserait en deux parties égales , et l’on obtien­
drait la direction de l’un des axes principaux ; l’autre serait d’ailleurs déterminé, 
puisqu’il doit être perpendiculaire au premier.

309. Dans l’ellipse, il existe un certain système de diamètres con­
jugués qui mérite une attention particulière ; c ’est celui des deux 
diamètres II', LL', ( fig. 164 ) , parallèles aux cordes supplémentaires 
AC, BC ( voyez n° 281 ).

Puisque le triangle ACB est isocèle, les angles CAB, ABC, sont 
égaux; donc aussi les angles IOB, LOA , sont égaux.

Or, à cause de la symétrie de la courbe par rapport aux axes AB, CD, 
il est évident que deux diamètres qui font des angles égaux avec AB , 
de part et d’autre du eentre, doivent avoir des longueurs égales; ainsi 
l’on a, pour ce système particulier, II' ou 2A' =  LL' ou 2B', et l’équa­
tion de la courbe, rapportée à ce système, devient

y 2 +  x 2 =  A'2 ;
c’est-à-dire que l’équation est de la forme de celle du cercle rap­
portée à son centre et à des axes rectangulaires.

D’où l’on peut conclure qu’une équation telle que t/ 2 -j- x '1 =  4% 
qui exprime une circonférence de cercle lorsque les axes sont rectan­
gulaires, représente, dans l’hypothèse d’axes obliques, une ellipse 
rapportée à un système de diamètres conjugués égaux.

Ce système est d’ailleurs unique dans toute ellipse ; car pour que 
deux diamètres soient de même longueur, il faut que leur inclinaison 
sur le grand axe soit la même des deux côtés du centre; et pour qu’ils 
soient conjugués, ils doivent être parallèles à un certain système de 
cordes supplémentaires (n° 280 ). Or, il n’y a que les deux cordes 
AC, BC, qui jouissent de la propriété de faire des angles égaux avec AB ; 
pour tout autre système AM, BM, on a évidemment

AM >  BM; d’où angle MBA >  MAB.

t
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Le calcul conduit aux mêmes résultats; en effet, on a trouvé
( n °300)

DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 321

de cette nouvelle relation et de l’équation

qui fait voir que les deux tangentes doivent être de signes contraires, 
on tire

donc, divisant ces égalités membre à membre,

tang a' —  — tang cc;

ce qui prouve déjà que deux diamètres conjugués ne peuvent être 
égaux qu’autant qu’ils forment avec l’axe des x des angles supplémen­
taires l’un de Vautre.

r

Egalons entre elles ces valeurs, et voyons ce qui en résulte; on 
déduit d’abord de celte égalité,

ou, remplaçant cos2 a , cos2 a', par leurs valeurs

ou , réduisant

Cela posé, tant que la courbe est une ellipse proprement dite, 
A2 — B2 est différent de 0, et cette condition se réduit à

Cette valeur de tang reportée dans 

donne d’ailleurs

(Le signe supérieur correspondant à « , le signe inférieur corres­
pond à « '.)

D’où l’on voit que les diamètres conjugués égaux forment avec l’axe
ALG, APPL. A LA GÉOM, 21
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322 DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

des x , des angles dont les tangentes sont respectivement exprimées
B Bpar — e t -----—. Ainsi ces diamètres sont parallèles aux cordes

AC et BC.
Si l’ellipse devient un cercle, auquel cas on a A1 — B2 =  0,

l’équation (1) est satisfaite quels que soient a et à : c ’est-à-dire que 
tous les diamètres conjugués sont égaux dans le cercle; ce qui est 
évident.

810. Dans l’hyperbole quelconque, il ne peut exister de système de 
diamètres conjugués égaux ; car, d’après la relation A'2— B'2 =  A2 — 155, 
si l’on suppose A' =  B ', il en résulte nécessairement A =  B; e t , 
réciproquement, A =  B donne A' =  B'. D’où il suit que l’hyperbole 
équilatère  est la seule qui puisse avoir des d iam ètres conjugués égaux ; 
et tous les systèmes de diamètres conjugués de celle hyperbole sont 
des systèmes de diamètres égaux.

Ainsi, l’équation y 1 —  x 2 =  —  /i2, dans le cas où la courbe est 
rapportée à des axes obliques, représente encore une hyperbole 
équilatère.

311. Rapprochons les diverses relations que nous avons obtenues entre les gran­
deurs et les directions des axes et des diamètres conjugués ; ces relations sont au 
nombre de quatre principales , savoir :

A'2 -+- B'2 =  A2 -+- B2, A'B' sin G =  AB , tang «' tang « =  —

G —  a ! —  « , pour l’ellipse ;

B2
A'2 — B'2 =  A2 — B2 , A'B' sin G —  AB , tang «' tang « =  — ,

G =  «' — « , pour l’hyperbole.

Ces équations renfermant sept quantités A, B, A', B', «, G, on peut se proposer 
cette question générale : Étant données trois de ces sept quantités, déterminer les 
quatre autres.

Mais nous nous bornerons à résoudre les deux suivantes :
Première. — Connaissant les deux axes d ’une ellipse e t l’angle G que deux  

diamètres conjugués font entre e u x , déterm iner ces diamètres en grandeur et 
en direction.

On a d’abord, pour déterminer A', B', les deux relations

A'2 -f- B'2 =  A2 -+- B2 ,

2A'B' =
2AB 
sin G ’

d’ou
(A' B')2 =  A2 -4 -  B2 - f -

(A1 — B')2 =  A2 -H B2 —

2AB 
sin G ’ 
SAB 
sin G ’
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et par conséquent,

DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 3 2 8

Quant à la valeur de « ,  l’équation A2 tang * tang *' -+- B2 =  0, devient, par la 
substitution de S -+- « à la place de

o u , développant tang (6 -+- «) et chassant le dénominateur, puis ordonnant,

Pour que celte valeur soit réelle, il faut que tang2 6 soit supérieure ou au moins égale

c’est-à-dire, que l’angle 6, s’il est aigu, soit au moins égal à celui

dont la tangente est et s’il est obtus, qu’il soit au plus égal à celui qui a

pour tangente,

Supposons et por­

tons cette valeur dans l’expression de tang «; elle se réduit à

ce qui donne, à cause de la relation

Ce résultat s’accorde avec ce qui a été dit n° 281 ; car on a reconnu dans ce numéro 
que les deux diamètres parallèles aux cordes AC, BC ( fig. 164 ), forment entre eux 
le plus grand et le plus petit angle possibles, suivant que l’on considère l’angle IOL, 
ou son supplément IOL',

La réalité des valeurs de A' et de B' correspond aux mêmes circonstances ; car en

et par conséquent,
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324 DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

L a d é t e r m in a t io n  d e  A' e t  d e  B' au  m o y e n  d e s  é q u a t io n s  A '2 —  B '3 =  A 3 —  B3, 

AB
A 'B ' =  - —-  ,  r e la t iv e s  à l ’h y p e r b o le ,  n e  s e r a i t  p a s  a u ss i f a c i le  ; o n  p a r v ie n d r a i l  p a r

l ’é l im in a t io n  d e  B ', à u n e  é q u a t io n  d u  q u a t r iè m e  d e g r é  e n  A ' , r é s o lu b le  à la  m a n iè r e  

d e  c e l le s  d u  s e c o n d  d e g r é .

312. S e c o n d e  q u e s t i o n .  — É ta n t donnés deux diam ètres conjugués d’ une 
ellipse, et l’angle qu’ils font entre e u x ,  déterm iner les axes en grandeur et en 
direction.

Or, le s  é q u a t io n s d o n n e n t

s u r - le - c h a m p , 

d ’où

C es v a le u r s  s o n t  to u jo u r s  r é e l le s ,  c a r d e  (

Q u a n t à l ’a n g le  o n  p o u r r a it  le  d é t e r m in e r  d ’a p r è s  l ’é q u a t io n

l ’o n  d é d u i t

e t  i l  f a u d r a it  s u b s t itu e r  e n s u i t e  p o u r  A 5, B 2, le u r s  v a le u r s ,  c e  q u i e n t r a în e r a it  d a n s  d e s  

r é s u lta ts  t r è s - c o m p l iq u é s .  M ais c e t  a n g le  a  d é jà  é té  c a lc u lé  p lu s  s im p le m e n t  ( n «  3 0 8  ) ; 

o n  a  tr o u v é

313. Considérons actuellement les équations de l ’ellipse et de l ’hy­
perbole, rapportées à  un système de diamètres conjugués, savoir :

et voyons les conséquences qu’on peut en tirer.
Comme ces équations sont absolument les mêmes, aux accents près 

pour A, B, que celles de ces courbes rapportées à leurs axes, on conçoit 
que plusieurs des propriétés établies au commencement de ce chapitre 
doivent se reproduire ici , par rapport aux diamètres conjugués. Ob­
servons en outre que. pour passer de l ’ellipse à l’hyperbole, il suffit 
encore de changer B'2 en — B'2 dans l’équation de la première 
courbe.

Cela posé, soient OB, OC ( fig. 175 ), deux demi-diamètres con-

www.rcin.org.pl



DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

jugués donnés en grandeur et en direction, dans l’ellipse que nous 
supposons rapportée à ces diamètres comme axes.

On tire de l’équation A' 3!/2 -j- B'2æ2 =  A'2B'%

y ^
A'2 — x2 A'2 ’

ou bien, comme

PM =  y, OP =  x, OB =  A', d’où AP =  A' -j- x, PB =  A' — x,

PM2 B'2

AP X  PU “  A'2 *

Donc le carré d’une ordonnée parallèle à l’un des diamètres conjugués, 
est au rectangle des distances des extrémités de l’autre diamètre au pied 
de l’ordonnée, dans un rapport constant. Cette propriété est analogue 
à celle du n° 275.

314. La liaison qui existe entre l’ordonnée et l’abscisse d’un point 
quelconque de la courbe étant la même, soit qu’on suppose les deux 
diamètres conjugués faisant entre eux un angle droit, soit qu’on sup­
pose qu’ils font un angle quelconque, on peut en conclure le moyen 
suivant de construire l’ellipse, connaissant un système de diamètres con­
jugués en grandeur et en direction.

Soient OB, OC, les demi-diamètres donnés. Au point 0 élevez OVl per­
pendiculaire à OB et égal à OC 5 puis sur les deux lignes OB, OC, considé­
rées comme les demi-axes d’ une ellipse, décrivez lu courbe AC'BD'A, d’après 
l ’un des moyens connus, élevez aux points P, P ',.... des ordonnées PN, 
F'N'.... à cette courbe ; menez ensuite les lignes PM, V'W,.. .parallèles 
à OC, et respectivement égales à PN, P'N'... : les points M, M ',... appar­
tiendront à la courbe cherchée, qui sera alors représentée par ACBDA,

En effet, il est évident que pour les mêmes abscisses, les ordonnées 
des deux courbes sont égales.

Les résultats précédents sont, en tout point, applicables à l ’hyper­
bole ( voyez le n° 386 pour cette même question ).

315. Le problème des tangentes étant résolu par la méthode du 
n° 283, pour une ellipse rapportée à un système de diamètres conju­
gués, conduirait, dans le cas où l’on donnerait le point de contact 
(x", y " )  ( fig. 176 ), à l ’équation

„  B 'V '
y —  y =  — y y -  (* — X ),

3 2  o
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Ü 'V 'dans laquelle a ----------^ 7- n’exprimerait plus une tangente trigo-

nométrique, mais bien (n° 189) le rapport des sinus des angles que 
forme la tangente MR avec les deux diamètres conjugués OB, OC.

Cette équation, à l’aide de la relation

A '2y" 2 -f- BV '* =  A'2B'2,

se réduit d’ailleurs à la forme A>2yy" B'2##" == A'2B'2.
A'2Faisons dans cette équation, y —  0 ; il en résulte x —  —-, ;
X

c ’est la valeur de l’abscisse OR du point où la tangente rencontre l’axe 
des x ; et si de cette distance, on retranche x" ou OP, on obtiendra 
pour la valeur de la sous-tangente PR,

PR A'2

On parvient au même résultat en posant y =  0 dans l ’équation 
non simplifiée de la tangente, et cherchant la valeur correspondante 
de x  — x"

Il vient en effet, pour y =  0, 

ou , à cause de la relation

A,2y" 2 == B'2 ( A'2 -  x" 1 ),

Ce résultat est analogue à celui qui a été obtenu (n° 285 ) pour la 
sous-tangente de l’ellipse rapportée à ses axes principaux.

Quant à l’équation de la normale et à l’expression de la sous-nor­
male, elles seraient plus compliquées que celles du n° 286, puisqu’il 
faudrait faire entrer en considération la condition de perpendicula­
rité de deux droites, dans l’hypothèse d’axes obliques.

816. Nous pouvons actuellement généraliser la proposition du 
n° 289.

Soit LL' ( fig. 176 ) une droite menée à volonté dans le plan d’une 
ellipse, et proposons-nous de mener par les différents points 11', H",... 
de cette droite, des tangentes à la courbe.

Pour cela, supposons la courbe rapportée à un système de diamètres 
conjugués OX, OY, dont l’un soit parallèle à la droite donnée, ce qui 
est toujours possible. Désignons par x , y , les coordonnées du point

,/ A'V '2

X  —  X
A' 2 — * 'lu

www.rcin.org.pl



RAPPORTÉE AUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 327
II', et par x" , y " , celles du point de contact de l’une des tangentes 
menées par ce point.

L’équation de cette tangente sera de la forme

y  — y' =  a (x  —  x') ; a ayant pour valeur B'2*" 
A V

Or, pour déterminer x" , y", on a les deux équations

A 'y  y" -j- B'2j?V' =  A'2B'2 . . .  (1), A V '2 -J- B'V'2 =  A'2B'2 . . .  (2)

Mais au lieu d’effectuer l’élimination de x", y", entre ces équations, 
on peut construire les lieux géométriques qu’elles représentent (voyez 
n° 289).

La seconde n’est autre chose que l’ellipse déjà tracée.
Quant à l’équation (1) qui représente une ligne droite, faisons

_  ________ ' - f
x — ) y" —

Ces deux résultats étant construits et portés respectivement de O 
en P, et de 0 en G, détermineront uue ligne PG, dont les intersec­
tions M', m!} avec la courbe, seront les points de contact des deux 
tangentes que l’on peut mener du point II'.

A2Cela posé, comme la valeur x" =  —- ,  correspondant à y" =  0,
X

est indépendante de l’ordonnée y' du point H', on peut conclure que, 
si, par un second point U" de la droite LL', on mène deux tangentes 
11"M", et 11 "m", la ligne de jonction M "m" passera nécessairement par 
le même point P de la droite OX.

En général, si des différents points d’une droite LL' tracée à volonté 
sur le plan d’une ellipse (ou d’une hyperbole'), on mène des tangentes à 
cette courbe, et qu’on joigne successivement les points de contact relatifs 
à chaque couple de tangentes, toutes les lignes de jonction jouissent de la 
propriété de concourir en un même point, qui se trouve placé sur le dia­
mètre conjugué du diamètre parallèle à la droite donnée.

Lorsque la droite est extérieure à la courbe, le point de concours 
est intérieur ; et réciproquement. Cela résulte évidemment de l’ex- 

A/apression x" =  —r , qui, pour x' ^  A', donne x" A', et pour
X

x' <  A', . . . x" >  A'.
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La réciproque de cette proposition est également vraie ; mais nous 
renvoyons, pour la démonstration , à celle que nous en avons donnée 
par rapport au cercle ( n° 215).

317. Remarque. — Si le point de la droite LL', par lequel on mène 
les deux tangentes, est situé en R, c ’est-à-dire sur le diamètre OX , 
comme on a pour ce point, y' =  0, l’équation (1) devient

D'un autre côté , la relation

Donc

même relation que pour les cordes menées des extrémités du grand 
axe.

On trouverait pour l’hyperbole,

donne

Substituant cette valeur dans l’équation (2), on en déduit nécessai­
rement pour y", deux valeurs égales et de signes contraires.

Ce qui démontre que la ligne qui joint les points de contact des deux 
tangentes menées par un point quelconque, est divisée en deux parties 
égales par le diamètre qui passe par ce point, et qu’elle est parallèle au 
conjugué de ce diamètre.

318. L’ellipse étant toujours rapportée à deux diamètres conjugués 
AB, CD ( fig. 176 ), soient menées les deux cordes supplémentaires AK, 
BK. On a, pour les équations de ces droites rapportées aux axes OX, OY,

( m, ni y désignant ici des rapports de sinus).
Appelons x ,  y ,  les coordonnées du point K; les équations précé­

dentes deviennent pour ce point ,

d ’où l’on déduit
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319. Première conséquence. —  Menons une tangente quelconque 
MR, et le diamètre OM qui passe par le point de contact.

On a trouvé (n°315) pour le coefficient de x dans l’équation de la
B'2#"tangente, a =  —

D’ailleurs, l’équation du diamètre étant y =  a'x, puisqu’il passe 
par le point x", y", il en résulte y" =  a'x", d’où l’on déduit

RAPPORTÉE AUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 8 2 9

il vient donc,

- J L .
x " 7

relation qui, comparée avec la précédente , B'2

d o n n e .......................a . a' —  m . m'.

Donc si l’on suppose AK parallèle à OM, auquel cas on a m' —  a ', 
il en résulte a —  m, c ’est-à-dire que MR est parallèle à BK.

Ainsi, pour mener une tangente en un point donné M d’une ellipse 
dont on ne connaît de position qu’un diamètre AB, il suffit de joindre 
le centre au point M, de tirer la corde AK parallèle à OM, puis de mener 
MR parallèlement à la seconde corde supplémentaire BK.

Ce moyen a l’avantage de ne supposer connus de position, ni les 
axes, ni les foyers de la courbe.

Seconde conséquence. — Soit ON le diamètre conjugué du diamètre 
OM qui passe par le point de contact de la tangente MR. Puisque, ainsi 
qu’on vient de le voir, la corde AK étant parallèle à OM , la seconde 
corde BKest parallèle à la tangente, et qu’on sait d’ailleurs (n°292) 
que cette tangente est parallèle au diamètre ON, il s’ensuit nécessai­
rement que le diamètre ON est aussi parallèle à la corde supplémen­
taire BK.

De là on peut conclure que deux diamètres respectivement parallèles 
à deux cordes supplémentaires qui partent des extrémités d’un diamètre 
quelconque, forment un système de diamètres conjugués.

C’est la proposition du n° 280 généralisée.
Cette propriété et la précédente ont lieu pour l’hyperbole.

320. D’après cela, pour fixer sur l ’ellipse ou sur l’hyperbole, la po­
sition à’un système de diamètres conjugués faisant entre eux un angle 
donné, il faut, sur un diamètre quelconque AB, décrire un segment de
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cercle capable de l’angle donné ; ce segment, qui d’abord passera par 
les points A et B , coupera la courbe en un autre point K, tel que si 
l’on tire les cordes AK, BK, et que par le centre on mène ensuite OM, 
ON, qui leur soient parallèles, ou obtiendra les deux diamètres de­
mandés.

J\. B.— On observera toutefois que, pour l ’ellipse, cette construction 
n’est pas toujours possible, parce que les angles formés par des cordes 
qui s’appuient sur un diamètre, ont des limites déterminées.

En effet, on a vu ( n° 281 ) que les angles des diamètres conjugués 
d’une ellipse ont pour maximum, l’angle obtus correspondant aux 
deux cordes supplémentaires qui joignent les extrémités du grand axe 
à l’une des extrémités du petit axe, et pour minimum, le supplément 
de cet angle ; or, en vertu du n° précédent, tout angle inscrit et ap­
puyé sur un diamètre est toujours égal à celui d’un certain système 
de diamètres conjugués - donc ces angles ont le même maximum et le 
même minimum que ci-dessus.

Ainsi, avant d ’essayer la construction précédente, il faudrait s’as­
surer si l’angle donné se trouve dans les limites qui viennent d’être 
assignées.

321. Nous terminerons cette théorie par la question suivante :
Une ellipse ou une hyperbole étant tracée sur un plan, déterminer son 

centre et ses axes principaux, en grandeur et en direction.
Soit une courbe LHL'll' ( fig. 177 ) que l’on sait être une ellipse, 

mais dont on ne connaît aucun élément.
D’abord, pour trouver le centre, tirez deux cordes quelconques mm', 

un', parallèles entre elles, et joignez les milieux de ces deux cordes par 
une droite 1111', qui, d’après cc qui a été dit (n° 258 ), sera un diamètre. 
Prenant ensuite le milieu de ce diamètre, vous aurez le centre demandé.

Actuellement, pour obtenir les axes, on pourrait, après avoir tracé 
un diamètre quelconque LL', décrire ( n° 320) une demi-circonférence, 
et joindre les points L, L', au point K ou cette demi-circonférence ren­
contre la courbe; puis enfin, mener par le point O les deux diamètres 
AB, CD, parallèles à LK, L'K.

Mais il est plus simple de décrire du point O comme centre, avec le 
rayon OL', un arc de cercle qui coupe l’ellipse an point K, puis de diviser 
cet arc en deux parties égales au point I; et la ligne de jonction 01 re­
présente la direction de l’un des axes.

Car, d’après la construction, les demi-diamètres OL', 0K, sont 
égaux; ce qui exige qu’ils fassent des angles égaux, soit avec le pre­
mier axe, soit avec le second.
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HYPERBOLE RAPPORTÉE A SES ASYMPTOTES. § 3 1

§  III. De VHyperbole rapportée à ses asymptotes.

322. Il résulte de tout ce qui a été dit jusqu’à présent sur l’ellipse 
et l ’hyperbole, que toutes les propriétés de la première courbe existent 
également dans la seconde, à certaines modifications près pour quel­
ques-unes.

Mais la réciproque n’est pas vraie; nous voulons dire que l’hyper­
bole jouit de plusieurs propriétés qui ne peuvent appartenir à l’ellipse: 
ce sont les propriétés relatives aux asymptotes.

Pour en compléter l ’ensemble, nous allons nous proposer de re­

chercher l’ équation de l ’ hyperbole rapportée à ses a sym p totes, comme axes 
coordonnés.

L’équation de l ’hyperbole rapportée à ses axes étant

Cela posé, prenons pour nouvel axe des x, l’asymptote OK ( ftg. 178 ) 
située au-dessous du premier axe, et pour nouvel axe des y, l’asymp­
tote OL ; les angles x , a , ont alors une valeur déterminée ( n° 238 ) par 
les équations

substituons à la place de x  et de y  les valeurs

d’où l’on déduit

propres à faire passer la courbe d’un système rectangulaire à ua sys­
tème oblique ( v o y e z  n° 219) ; il vient
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et par conséquent,
DE L’HYPERBOLE

D’où l’on voit que les termes en y3 et en x2 disparaissent par l’effet 
de cette transformation j et si l’on met dans l’équation (2) la valeur 
du coefficient de xy, on obtient, toute réduction faite,

Cette équation , qui ne renferme que le rectangle des variables et 
une quantité toute connue, est la forme caractéristique de l’équation 
de toute hyperbole rapportée à ses asymptotes considérées comme 
axes coordonnés.

En effet, supposons qu’on veuille, réciproquement, déterminer 
a, a, dans l’équation (2), de manière que les termes en x2 et en y3 
disparaissent. Il faut alors établir les relations

Or, la première donne

la seconde donne aussi

ce qui prouve que, si l’on prend pour a' l’angle dont la tangente

est -j- il faut prendre pour « celui qui a pour tangente —

Donc les nouveaux axes par rapport auxquels l ’équation est ramenée 
à la forme xy =  k3, sont les asymptotes de la courbe.

Il est d’ailleurs visible, d’après cette équation, de laquelle ou dé-
k2 k2duit y — — , ou x —  — , que plus x  augmente, plus y diminue ;

et si l’on suppose que x soit plus grand qu’aucune grandeur donnée , 
y devient moindre qu’aucune grandeur donnée ; et réciproquement.
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RAPPORTÉE A SES ASYMPTOTES.

Ainsi les nouveaux axes jouissent de la propriété caractéristique des 
asymptotes ( n° 264 ).

A2 J - B2
323. Faisons, pour plus de simplicité, -— ----=  k2; l’équa­

tion (3) devient xy =  k2.

Appelant éTangleLOK des deux asymptotes ( fig. 178 ), et multi­
pliant les deux membres de cette équation par sin 6, l’on obtient

xy sin G —  k2. sin G.

Cela posé, soient M un point quelconque de la courbe, MP, MQ, les 
coordonnées de ce point, parallèles aux asymptotes; on forme ainsi 
un parallélogramme OPMQ, dont la surface a pour mesure,

OP X  MH =  xy sin G.

Or, cette expression est égale à h2 sin G, quantité constante et indé­
pendante de la position du point M.

Donc tous les parallélogrammes construits sur des coordonnées parallèles 
aux asymptotes sont équivalents entre eux.

N. B. —  Il est aisé de reconnaître que celte surface constante est 
égale à la moitié du rectangle OBEC construit sur les demi-axes.

En effet, l’angle G des deux asymptotes étant double de l’angle LOX, 
on a

sin G =  sin 2« =  2 sin a! cos a! ;

mais on a trouvé (n° 322)

cos «
[ /  A3 -f- B2 *

sin a
| / A2 B2 ’

donc sin G = 2 AB
A2 +  B2 et A2- f  B2

4
. „  AB

“ { = T
Observons encore que, si l’on joint les points A, B, aux points C, D, 

extrémités du second axe, la figure ainsi formée est un losange dont 
les côtés sont parallèles aux asymptotes, et qui est quadruple du lo­
sange OIBl' construit sur les coordonnées du point B.

Or, le premier se compose évidemment de quatre triangles, 
BOC, COA, AOD, DOB, moitiés respectivement des quatre rectangles 
OBEC, OAeC, OAe'D, OBE'D; ce qui prouve, d ’une autre manière, que 
le grand losange est la moitié du rectangle construit sur les axes, ou
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que le petit losange est moitié du rectangle construit sur les demi-
axes.

La figure ADBC, qui a pour expression (A2 B1 ) sin f, ou 2.\B, 
s’appelle la puissance de l’hyperbole. Dans le cas de l’hyperbole èqui- 
latère, cette puissance se réduit à 2A2, et le losange devient un carré 
qui a pour côté A |/ 2.

324. Proposons-nous actuellement de mener une tangente en un 
point donné M ( fig. 179 ) de l’hyperbole, en employant la méthode 
du n° 198.

Soient ( x", y ")  les coordonnées du point M, (x', y') celles d’un 
second point de la courbe.

L’équation de l’hyperbole étant xy  = 4 % .....................(1)

la sécante sera représentée par le système des trois équations

V —  y' =  \r ~  Vx" (x  — x " ) ,  . . . .  (2)

x'y' —  k % .................................................. (3)

x 'Y  —  42...................................................... (4)
y ' —  y "

Pour obtenir la valeur du coefficient —,-------^  retranchons lesx  — x
deux relations (3) et (4) l’une de l’autre; il vient x'y' — x"y” =  0 ; 
équation qui, par l’introduction des deux termes —  x'y", y" x',
qui se détruisent, se change en

(y' - y " )  +  y" (*’ -  *") =  o; d’où /  ~  y"„ =  _  <
X  ----- X  X  .

Donc la sécante est encore représentée par les équations suivantes

V —  y" =  — y -  (* — x " ) , ------ et x " y "  =  k\

Mais si l’on veut que cette droite devienne tangente, il faut supposer 
x —  x" et y' =  y" ; ce qui donne

y  -  y "  =  -  Ç  (*  _  x ' Y  =  k " ,

équations dont la première est celle de la tangente demandée lorsqu’on 
suppose que la seconde est satisfaite.

325. Remarque. — Pour passer de la sécante à la tangente, il a suffi

8 3 4  de  l ’ h y p e r b o l e
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RAPPORTÉE A SE9 ASYMPTOTES.

évidemment d’introduire la condition x' =  x'r, puisque y' n’entre 
pas dans les deux équations de la sécante. Et en effet, il résulte de 
l ’équation de la courbe, xy —  k2, qui ne donne qu’une seule valeur 
de y correspondant à une valeur de x, et réciproquement, que la con­
dition x  =  x"  entraîne nécessairement y' =  y". Il n’en est pas de 
même lorsque la courbe est rapportée à ses axes ou à un système de 
diamètres conjugués, parce qu’à la même valeur de x il correspond 
toujours deux valeurs de y ; ainsi l’on doit, dans ce cas, introduire 
les deux conditions à la fois.

Si l’on appliquait la méthode générale du n° 196, c’est-à-dire 
que l ’on combinât entre elles les deux équations xy —  k2, et 
y — y' =  a (x  — x ) ,  pour former, soit une équation en x seulement^ 
soit une équation en y, on trouverait, pour la condition qui exprime 
que les deux valeurs de x, ou celles de y, sont égales, la relation unique 
( y ' — ax' )2 -]- Aak2 =  0 , sans aucune solution étrangère ( n° 197); 
et cela s’explique en observant que les deux valeurs de x  ne peuvent 
être égales sans que celles de y ne le soient en même temps ; et réci- 
proquement.

326. Voyons les conséquences qu’on peut tirer de l ’équation de la
y"

tangente, y —  y' =s —  (x  — x" ).
X

Soit fait dans cette équation, y —  0 ; il en résulte

x  — x f  y _
y"

Or, cette valeur de x —  x" est égale à la distance OR ( fig. 179 ) 
diminuéede l’abscisse OP, c’est-à-dire à la sous-tangente PR ; d’où l’on 
voit que PR =  OP. Donc, à cause des triangles semblables OTR, PMR, 
on a nécessairement MR =  MT ; ainsi, la portion d'une tangente com­
prise entre les asymptotes, est divisée en deux parties égales au point de 
contact; propriété déjà démontrée n° 305.

Actuellement, les deux triangles OMP, PMR donnent,

( Trigon., n° 9 2 ) . . . . OM*= x"2 -j- y '2 +  2x 'Y  . cos MPR, 
l ï T =  x"2 - f  y” 2 — Zx"y" . cos MPR ;

d’où l’on déduit OM —  MR =  kx"y" . cos MPR =  k x " y "  . cos S;

mais l’équation x"y" —  k
, A2 4 - B2 —  ■— ___ !____ donne Ax "y" =  A2 -f- î
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3 3 6 DE l ’h YPERBOLE

d’ailleurs, on a G = 1  a., d’où c o s £ = c o s 2« —  sin2 «,* ou mettant 
pour cos2 «, sin2«, leurs valeurs trouvées n° 322,

Donc l ’expression de devient

Or, on a obtenu la relation

donc enfin ,
Ainsi, en supposant que OM soit le demi-diamètre A', on peut con­

clure que Mit représente le demi-diamètre B'; c’est-à-dire que la portion 
de tangente TR, représente en grandeur le diamètre conjugué 2B' de celui 
qui passe par le point de contact; c ’est la seconde propriété du n° 305.

De là résulte aussi immédiatement cette propriété, que les parallélo­
grammes inscrits à l'hyperbole ont leurs sommets placés sur les asymptotes.

Considérons encore une sécante quelconque à l’hyperbole, SS' 
( fig. 179 ) ,  et désignons par ( x y ' )  les coordonnées du point N, 
par (a/', iy’r) celles du point N'.

On a trouvé (n° 324) pour le système des équations propres à re­

présenter cette sécante.

Or, si l’on fait dans la première, y =  0, l’on obtien

et par conséquent,
D’où l’on voit que les deux triangles NQ"S, N'Q'S', sont égaux , puis­
qu’ils sont équiangles et qu’ils ont un côté égal. De là résulte nécessaire­
ment NS —  N'S'; ce qui démontre que les deux parties d'une sécante 
comprises entre la courbe et les asymptotes, sont égales entre elles (n° 306).

Nous avons cru devoir revenir sur des propriétés déjà établies, pour 
faire voir le parti qu’on peut tirer de la combinaison de l’équation 
xy —  k avec celle de la ligne droite; mais on doit reconnaître que 
les démonstrations qui en ont été données précédemment sont préfé­
rables à celles-ci.

327. La dernière propriété fournit un moyen aussi simple qu’expé­
ditif de construire une hyperbole, dès que l’on connaît les asymptotes 
et un seul point de la courbe.
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Soient LL', KK' ( fig. 180 ), les deux asymptotes, et M le point 
donné de position sur leur plan.

Menez de ce point, des droites sous toutes les directions possibles, et à 
partir des points s, s', s " ,. . . .  où ces droites rencontrent l’asymptote KK', 
prenez des parties sm, s'm', s"m",. . .  égales aux distances SM, S'M, S"M,.. .  
du point M à ceux où les mêmes droites rencontrent l’autre asymptote ; 
les points m, m', m", ainsi déterminés, appartiennent à la courbe.

Remarquez que, par cette construction, l ’on obtient à la fois des 
points de chacune des deux branches; car la proposition des sécantes 
a été démontrée même pour une sécante telle que Mm" ou Mm"'.

On peut, dans cette même circonstance, déterminer les axes en gran­
deur et en direction.

D’abord , si l’on divise en deux parties égales l’angle S des deux 
asymptotes, ainsi que son supplément, on aura les directions des 
deux axes.

En outre, le point 31 étant connu déposition, ses coordonnées, 
x , y , parallèles aux asymptotes, sont aussi connues.

d’où

AI.fi. APPL. A LA GÉOM.

On a donc la relation

mais on a aussi

d’où

Combinant entre elles les équations (1) et (2), on trouve

et par conséquent
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CARACTÈRES DES POINTS DE LA COtIRBE.

D E  L A  P A R A B O L E .

§  IV. Propriétés de cette courbe rapportée à ses axes principaux.

328. Commençons, ainsi que pour l’ellipse et l’hyperbole, par indi- 
quer les caractères analytiques ou géométriques qui distinguent les 
points pris sur la courbe, de ceux qui sont placés au dehors ou en 
dedans.

1° Soit y2 =  2/lt l’équation de la parabole MAwi.
Considérons les trois points N, M, N' ( fig. 181 ) , situés sur une 

même perpendiculaire à l’axe des x, et dont le premier se trouve hors 
de la courbe, le second sur la courbe, et le troisième en dedans.

On a évidemment NP MP et N'P MP; d on c, puisque 
pour le point M , MP =  2jo . AP , ou y2 —  2px =  0 ,
il s’ensuit que, pour le point extérieur N, on a y2 — 2px 0 ,
et pour le point intérieur N', y2 — 2px 0*

TV. B. — Si le point extérieur avait la position N ", l’abscisse AP" 
de ce point serait négative, et l’on aurait à fortiori

y2 — 2px >  0.
2° Suivant la définition de la parabole ( n° 2-41) , chacun de ses 

points M est à égale distance du foyer F et de la directrice LL'; mais 
si l’on considère deux points R et R', l’un au dehors et l’autre en 
dedans de la courbe , en menant par ces points , les droites Q'RM', 
Q"M"R', parallèles à AX, puis joignant le point F aux points R et M', 
R' et M", on a d’abord :

Pour le point R, FR +  RM'>  FM' ou M'Q'; donc FR >  RQ'; 
c ’est-à-dire que la distance d’un point extérieur au foyer est plus grande 
que sa distance à la directrice;

Pour le point R', FR' <  FM" +  M"R', ou <  Q"M" -f- M"R'; 
d’où FR' Q"R'; ainsi la distance d’un point intérieur au foyer est 
moindre que sa distance à la directrice.

329. De l’équation y2 =  Ipx, on déduit —  =  2j»; ce qui fait
voir que, dans la parabole, 1c carré d’une ordonnée est à l’abscisse cor­
respondante, dans un rapport constant appelé le paramètre de la courbe; 
en d’autres termes, les carrés des ordonnées sont entre eux comme les 
abscisses correspondantes ; ou les ordonnées croissent comme les racines 
carrées des abscisses.

Ce dernier caractère établit une différence sensible entre le cours 
de la parabole et celui de chacune des branches de l’hyperbole. Eu

$ 1 8
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effet, puisque l’on a pour celle-ci :

il en résulte que les -valeurs de y croissent presque proportionnellement 
aux abscisses pour des valeurs de x  un peu considérables. L’hyperbole 
s’élève donc beaucoup plus rapidement au-dessus de l’axe des x, 
qu’une branche parabolique. Enfin, lorsque or est très-grand, le cours 
de l’hyperbole est presque celui d’une ligne droite ayant pour équa­
tion y =  — x  ; tandis que le cours de la parabole approche beaucoup
de celui d’une ligne droite parallèle à l’axe des x.

L’équation y2 =  Ipx donnant encore 2/j \ y \ \ y\ x, on peut en 
conclure le moyen suivant de décrire la parabole par points :

Prenez sur le premier axe principal, et à la gauche de Vorigine A 
( fig. 182 ), une distance AC égale à ”2p ; élevez sur AX , de différents 
points P, P', P" , . . .  des perpendiculaires, puis décrivez sur les lignes CP, 
CP', CP",. . . comme diamètres, des circonférences ; enfin, par les points 
Q, Q', Q ", ••• où ces circonférences rencontrent le second axe, menez 
des parallèles au premier; les points M, M', M", . . . déterminés par la 
rencontre de ces parallèles avec les perpendiculaires , sont des points 
de la parabole demandée.

En effet, pour une abscisse quelconque AP, vous avez
ca : aq  : :  a q : ap , ou 2P : mp :: m p : a p ; doù mp1 =  zp  . a p .

Les points de la branche inférieure se déterminent en prolongeant 
les perpendiculaires, de parties égales à elles-mêmes.

330. M e s u r e  d ’ un segm e n t  p a r a b o l i q u e . — Afin de suivre le même 
ordre que pour les deux autres courbes, proposons-nous de détermi­
ner l’aire d’un segment compris entre un are de parabole MAm, et 
une corde Mm perpendiculaire au premier axe, ou simplement l’aire 
du demi-segment APM.

Pour y parvenir, considérons sur l’arc AM ( fig. 183 ), une suite de 
points M, M', M" . . .  j et de tous ces points, menons des perpendiculaires 
et des parallèles à l’axe AX; ees droites déterminent des rectangles 
RPP'M', R"P'P"M" , . . . .  que nous nommerons rectangles intérieurs, et 
d’autres rectangles R'QQ'M', R"'Q'Q"M",. .  . . qui seront appelés rec­
tangles extérieurs.

Or, en désignant par x et y, x' et y , x" et y", . . . .  les coordonnées 
des différents points M, M', M", . . . .  on a pour la surface s du rectangle 
intérieur RPP'jM', s = ; y' (x  — Y ) ,

22*
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et pour celle, t , du rectangle extérieur correspondant,

d’où l’on déduit

Mais, puisque les points M, M ',.. . . se trouvent sur la courbe, on a 
les relations y' —  Hpx, y'̂  —  îlpx', qui donnent

il vient donc , par la substitution ,

On obtiendrait pour les deux rectangles suivants,

et ainsi des autres.
Observons maintenant que les points M , M', M " , . . . .  peuvent être 

pris sur la courbe, de telle manière qu’on ait la suite de rapports

égaux étant une fraction

constante aussi petite que l ’on veut ( il suffit , pour cela, de prendre

sur A Y, des parties

puis de mener par les points des parallèles à AX).

Au moyen de celte condition, les rapports deviennent

d’où , en vertu d’un principe connu ,

ee qui démontre déjà que le rapport entre la somme des rectangles inté­
rieurs et celle des rectangles extérieurs est égal à la quantité constante 
2 -{- m.

Cela posé, comme il est évident que, si l’on prend pour m une très- 
petite fraction, la somme des rectangles intérieurs différera fort peu
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du demi-segment AMP; que la somme des rectangles extérieurs différera 
aussi fort peu de la figure inixtiligne AMQ, et que ces différences seront 
d’autant plus petites, que la fraction représentée par m aura une 
moindre valeur, on peut conclure qu’à la limite, c ’est-à-dire lorsqu’on 
supposera m —  0, les deux sommes de rectangles se confondront avec

les surfaces AMP, AMQ, et que l’on aura nécessairement

Donc enfin , la surface du demi-segment parabolique AMP est égale 
aux deux tiers du rectangle construit sur les coordonnées extrêmes.

Il résulte de là qu’un segment parabolique est une surface carrablv ; 
ce qui n’a lieu ni pour le cercle ni pour l’ellipse, dont les aires dépen­
dent du rapport de la circonférence au diamètre.

Problème des Tangentes.

831. Proposons-nous actuellement de mener une tangente à la pa­
rabole par un point (x", y" ) donné sur la courbe.

Une droite menée par ce point et par un second point [ x ,  y') de la 
courbe, est représentée par le système des trois équations

Pour obtenir la valeur de

l’une de l’autre; il vient

retranchons les équations (2)

Ainsi, la sécante est encore exprimée par les deux équations

Mais pour que celte droite devienne tangente, il faut que l’on ait à
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dont la première est 1’éqüalioh de la lahgente lorsqu’on suppose que 
la secondé est satisfaite.

„332. Remarque. — Comme l’équation y — y" =  —,—p —r, (x — x )

est indépendante de x', il s’ensuit que l’hypothèse y —  y" suffit pour 
établir le contact de la droite. Cela tient à ce que, l’équation de la 
courbe étant y 1 =  2p x ,  à une valeur de y  il ne correspond qu’une 
seule valeur pour x ; ainsi, dès qu’on suppose que deux ordonnées de 
la courbe sont égales, il doit en être de même des abscisses correspon­
dantes.

Mais la réciproque n’est pas vraie. Aussi, en appliquant la méthode 
générale du n° 196, ce qui revient à combiner entre elles les deux 
équations

ce qui donne

on trouve pour le résultat de l’élimination de y,

et pour lé résultat de l’élimination de x ,

Pour que les deux racines de l’équation en x  soient égales, il faut 
que l’on ait

ou, développant la première partie, supprimant les deux quantités 
u? ( y ' — rnr')a, — a3 (y' — «a?)3, qui se détruisent, et ordonnant par 
rapport à a,

Quant aux deux valeurs de y , elles deviennent égales au moyen de
la condition
ou, ordonnant par rapport

résultat identique avec le résultat (lj.
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Mais on voit que la seule hypothèse que les deux valeurs de y soient 
égales, conduit à la véritable condition de contact, sans condition 
étrangère ; tandis que celle qui exprime l’égalité des deux valeurs de x, 
donne lieu à une première équation qui renferme les solutions a —  co , 
a == co , puisqu’on a supprimé des termes en a4 et o3.

Si l’on suppose le point [ x ,  y' ) donné sur la courbe, comme on a 
alors y2 =  Ip x , l’équation (1) devient

y  a2 —  2 ^ y 'a  p 1 —  0, ou [y'a —  p  )2 =  0 ; d ’où a —

C’est eu effet la valeur du coefficient de x — x" dans l’équation de la 
tangente (en remplaçant toutefois y '  par y " ) .

f)333. L’équation y  —  y ”  —  —,t —  # " )  devient, par l’évanouis­

sement du dénominateur, et d’après la relation y"2 =  ^Ipx",

yy"  =  p  ( x +  x "  ),

équation qui ne diffèrq de y2 =  2px qu’en ce que y2 et 2x, ou y . y 
et x  -j- x , sont remplacés par y y "  et x  -{- x " .

Soit fait, dans l’équation simplifiée de la tangente, y =  0 {fig. 18-4 ); 
il en résulte

x x" =  0, d’où x =  ~  x", ou AR =  — AP.

Ainsi, pour mener une tangente à la parabole en un point donné M, 
il suffit de prendre une distance AR égale à l’abscisse AP de ce point, et - 
de joindre le point M an point R.

Si l’on suppose y =  0 dans l ’équation non simplifiée, et qu’on 
cherche la valeur de i  — x ", on trouve

v"2* — x" =  — M—  =  — 2.i";
P

ce qui démontre qu’abstraclion faite du signe, la sous-tangente PR est 
double de l’abscisse du point de contact. Le signe dont elle est affectée 
convient d’ailleurs à sa position actuelle, puisqu’elle se compte à la 
gauche du point P.

334. L’équation de la tangente au point M étant

y — y =  ~r> ~  * ),
V
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on a, pour celle de la normale au même point,

y —  y =  —

et si l’on fait, dans cette nouvelle équation , y =  0, il vient 

x  —  x", ou PS =  —  p.
y

Donc, dans la parabole, la sous-normale est constante, quelle que soit la 
position du point de contact, et égale à la moitié du paramètre.

335. Comme, dans l’expression a =  ~jj, l’ordonnée y" peut passer

par tous les états de grandeur, il s’ensuit que la tangente est susceptible 
elle-même de prendre toutes les situations possibles par rapport au 
premier axe.

Soit y" =  0, on trouve a —  co ; c ’est-à-dire (pie la tangente 
menée par le point A est perpendiculaire à AX. Elle ne devient parallèle 
à cet axe qu’au point pour lequel on a y' —  co .

Si l’on veut connaître en quel point la tangente fait avec l’axe

principal un angle de 50°, il n’y a qu’à poser ~  =  1 ; ce qui donne

y" ~  p, et par conséquent,

xrr P

Or, cette abscisse n’est autre chose que celle du foyer F.
Ainsi, dans toute parabole, la tangente fait un angle de 50°, à l’ex­

trémité de l’ordonnée qui passe par le foyer.

336. Menons le rayon vecteur FM ( fig. 184 ), et calculons l’angle 
FMR, comme nous l’avons fait pour l’ellipse.

En désignant par a et a les tangentes des angles MRX, MFX , on a 
évidemment

tang FMR ou tang Y =  -— :-----1 -j- aa

Or, l’équation du rayon vecteur passant par le point F pour lequel

on a y =  0 el x —  est de la forme

=  « '
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et comme il passe en outre par le point ( x", y " ) , il en résulte

On a d’ailleurs a —  donc l’expression detang V devient

P
t w V _  — p  __ i l  —  ~  ^ *" +  p '

s ~  i j ______ W _____“  -  py" +  W '  ’

ou bien, à cause de y"'1 —  ^px", ou %j"2 =  kpx",

t „n p-V —  2Px" +  P* —  —  JL
g -  2x"y" +  py" ~  y" (2*" +  p ) ~  y" *

D’où l’on voit que l’angle FMR est égal à l ’angle MRF.
Ainsi, la tangente divise en deux parties égales l’angle FMI! formé par 

le rayon vecteur FM et une parallèle à l’axe des x , menée par le point M. 
C’est ce qu’on peut encore reconnaître de la manière suivante :
On a trouvé ( n° 333 )

AR == AP; d’où FR =  f  - f  AP.

D’un autre côté, soit LL' la directrice; le rayon vecteur FM est égal
P

à la perpendiculaire MG, ou -J- AP ; donc le triangle FMR est isocèle,
M

et donne angle FMR =  angle MRF.
337. Cette propriété fournit le moyen de mener une tangente par 

un point de la courbe, ou par un point pris hors de la courbe.
1° Pour mener une tangente par le point M ( fig. 184 ) ,  tirez la 

ligne Mil parallèle à AX ; joignez le point F au point G, où celte parallèle 
rencontre la directrice ; puis abaissez MR perpendiculaire sur FG; vous 
aurez la tangente demandée; car, le triangle FMG étant isocèle, la 
ligue MR divise la base EG et l’angle au sommet, chacun en deux 
parties égales.

On peut reconnaitre, à postèriori, que la ligne qui divise l’angle FMG 
en deux parties égales, n’a que le point M de commun avec la courbe.

En effet, soit N un tout autre point, et tirons les lignes FN et GN, 
puis abaissons la perpendiculaire NK sur LL'.

Ou a, d’après la construction , NF =  NG; mais l’oblique NG est
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plus grandequela perpendiculaire NK; donc INF est plus grand que NK,
et, par conséquent (u° 328), le point N est situé hors de la courbe.

Il est à remarquer que cette construction dépend uniquement de la 
définition de la parabole.

2° Pour mener la tangente par un point N donné hors de la courbe, 
décrivez de ce point comme centre, avec un rayon égal à la distance NF, 
■une circonférence de cercle qui coupe la directrice au point G ; menez Gf 
parallèle à AX; et le point d’intersection M est le point de contact.

Car, par construction, vous avez

NG =  NF, et MG =  MF;

donc la ligne NM est perpendiculaire sur le milieu de la corde FG, et 
divise l ’angle NMG en deux parties égales.

La ruème circonférence rencontre la directrice en un second point G', 
tel que, si par ce point on mène une ligne parallèle à AX, le point où 
cette parallèle rencontre la courbe est le point de contact de la seconde 
tangente qu’on peut mener par le point N.

338. Conséquence de la propriété précédente.
On vient de voir que, si l’on joint le point F au point G, la ligne de 

jonction FG est perpendiculaire sur la tangente, et est divisée en deux 
parties égales par cette même tangente. D’un autre côté, l’axe des y 
étant mené par le point A, milieu de BF, passe nécessairement aussi par 
le milieu de FG; donc le pied lde la perpendiculaire abaissée du point F 
sur la tangente, se trouve sur l’axe des y.

Cela démontre que, si du foyer on abaisse des perpendiculaires sur les 
tangen tes à la parabole, le lieu géométrique des pieds de toutes ces perpen­
diculaires n’est autre chose que le second axe principal.

Cette propriété correspond à celle du n° 297, relative à l’ellipse et à 
l’hyperbole.

De la Parabole rapportée à ses diamètres ou à ses axes
conjugués.

339. Nous avons vu (n°260) que si, par un point quelconque A' 
( fig. 185 ) de la parabole, on mène une tangente A'H , puis une pa­
rallèle A'K au premier axe, ces deux droites, appelées axes conjugués, 
sont telles, que toute corde MM' parallèle à A 'Il, est divisée en deux 
parties égales par la ligne A'H, qui, pour cette raison, se nomme un 
diamètre.
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II résulte de là que l’équation de la parabole, rapportée à ce système, 
doit être de la forme y1 =  kx ; k étant une constante qui dépend 
toutefois de la position du point A' sur la courbe.

Pour déterminer par l’analyse la valeur de cette constante, nous 
exécuterons une transformation ayant pour but de rapporter la para­
bole à un nouveau système d’axes, tel que l’équation conserve la même 
forme que lorsque la courbe est rapportée à ses axes principaux.

L’équation de la parabole rapportée à ses axes étant

tf =  Z p x , ......................... . (1)
substituons pour x , y, leurs valeurs

x =  x cos x y cos x a, 
y =  x sin x -f- y sia x -(- b,

au nloyen desquelles (n° 219) on passe d’un système rectangulaire à 
un système oblique d’origine différente ; il vient

sin2«'.r2 -f- 2sin«'. sin«. xy-\- sin2* . x'1 -+- ( 26 sin — 2p cos x' ) y  J
-4- ( 26 sin x  — 2 p cos x) x > =  0. . . (2) 
-+- b2 — 2 pa ]

Or, par hypothèse, cette équation doit se réduire à la forme 
y- =  k x ; donc il faut poser les différentes conditions

sin a . sin x =  0, sin2a =  0, b sin x — p  cos x =  0, b1 — 2j»a =  0 ; 

et l’équation (2) devient alors y2 =  r—~ . x ............................ (3)

Comme la seconde des conditions établies entraine nécessairement 
la première, il s’ensuit que, pour déterminer x, x , a, b, nous n’avons 
réellement que trois équations distinctes. Ainsi, le nombre des systèmes 
d’axes, par rapport auxquels l’équation conserve la forme ci-dessus, 
est infini.

La relation sin x —  0 nous apprend d’ailleurs que le nouvel axe 
des x , qui, d'après la forme de l’équation (3), n’est autre chose qu’un 
diamètre, est parallèle à l’axe principal. Donc, dans la parabole, tous 
les diamètres sont des parallèles à l’axe principal; résultat déjà connu 
(n° 260).

En second lieu, l’équation è2 — 2joa =  0, étant ce que devient 
y2 =  Ipx, ou y2 — 2/xr =  0, lorsqu’on y remplace x et y par les 
coordonnées a et b de la nouvelle origine, on doit conclure queceMe 
origine est placée sur la courbe. En donnant à a une valeur arbitraire,
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on tirera de l’équation ù2 — Ipa —  0, la valeur correspondante de b ; 
et le point A', déterminé par ces valeurs, représentera la nouvelle 
origine.

Enfin , l’équation b sin a' — p  cos a =  0, donne
, ptang a. —

expression semblable à celle a =  qui a été trouvée pour la tan-
y

gente à la parabole; ce qui prouve que le nouvel axe des y est tangente à 
la courbe.

Tous ces résultats s’accordent avec ce qui a été dit ( n° 2158) sur les 
axes conjugués.

P . .  6De la relation tang a =  on déduit cos2 a! —  —
b j / >  -j- p>

et par conséquent, sin2 a —  tang2 a! cos2 a.' P 2 =  P  .

b* -f- p 1 2a - | p 1

d’où
sin2 û

4a -J- 2/) = 4

Or, si l’on suppose que AG soit l’abscisse de la nouvelle origine A' 
rapportée aux anciens axes, et qu’on lire le rayon vecteur FA', on sait

que ce rayon vecteur a pour expression, a-|~-^. Donc ~ ~ r  =  ^ j

c ’est-à-dire (pie le paramètre de la parabole rapportée à un système d’axes 
conjugués, ou bien , le coefficient de x dans l’équation (8), est égal au 
quadruple de la distance du foyer à la nouvelle origine.

Désignant par 2p ce nouveau paramètre, on obtient enfin

y ’ =  2p x

pour l’équation de la parabole rapportée à l’un de ses diamètres.
Nous pourrions ic i, comme pour l’ellipse et l’hyperbole, nous pro­

poser, réciproquement, de passer de l ’équation de la parabole rap­
portée à un système d’axes conjugués, à celle de la courbe rapportée 
à ses axes; mais ce calcul ne conduirait à aucun résultat important.

r/2840. L’équation if —  ^p'x, ou — =  2p ,  prouve que, pour
X

un système quelconque d’axes conjugués, les carrés des ordonnées sont 
proportionnels aux abscisses correspondantes ;  c ’est la propriété du
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n° 329 généralisée, puisque les axes principaux forment un système 
particulier d’axes conjugués.

Cette propriété étant vraie quelle que soit l’inclinaison des axes, 
on peut, par un procédé semblable à celui qui a été employé (n° 314), 
construire la parabole, connaissant l’angle de deux axes conjugués et 
le paramètre correspondant.

Soient AX, AY ( fig. 186 ) les deux axes conjugués donnés. Élevez 
au point A une perpendiculaire à AX, et construisez sur AX, AY, con­
sidérés connue axes principaux, une parabole ANN' ayant Hp pour para­
mètre ; menez ensuite de différents points P, P ',. .  . des parallèles à 
AY' et AY, et prenez des parties PM, P'M', . . . égales à PN , P'N'. . . ■ les 
points M, M', . . . .  appartiendront à la courbe demandée ( voyez le 
n° 386 pour cette même question).

DE LA. TANGENTE RAPPORTÉE AUX AXES CONJUGUÉS. 349

341. En résolvant le problème des tangentes d’après la méthode du
n° 331, on trouve pour l’équation de la tangente, lorsque le point

/Vdonné est sur la courbe, y — y" — dL. — x") ; ou , simplifiant

d’après la relation y"2 =  2p x " , yy" = p  (# -j- x").
Soit fait dans la seconde équation , y =  0 ; on trouve x —  — x" ; 

c ’est-à-dire ( fig. 185 ) A'R' =  — R.
L’hypothèse t/ =  0 , introduite dans la première, donne

x —  2 x " ;

ce qui prouve que la sous-tangente PR est négative, et numériquemerit 
double de l’abscisse du point de contact.

Ces résultats sont analogues à ceux du n° 333.
Quant à la sous-normale, la propriété démontrée n° 334 ne peut avoir 

lieu dans le cas d’axes conjugués obliques; car le coefficient de x 
dans l’équation de la normale, dépend essentiellement de leur incli­
naison.

342. Supposons actuellement qu’il s’agisse de mener une tangente 
par un point N ( fig. 187 ), ou [x ,  y'), pris liors de La courbe; on a, 
pour déterminer les coordonnées x", y ', du point de contact, les 
équations y"3 =  ’lp x" et y y" — p [x -[- x").

Mais au lieu d’effectuer l ’élimination, qui n’offrirait aucun intérêt, 
on peut, en regardant x", y", comme des variables, construire les 
lieux géométriques de ces équations.

www.rcin.org.pl



DE LA TAXGEXTE

La première représente évidemment la parabole déjà construite. 
Quant à la seconde , qui représénte une ligne droite, en y faisant

3 8 0

successivement y" =  o ,
x" =  0, | on trouve

Si l’on porte, sur les axes AX , AY, des parties A I, AH, respective-
f

ment égales à — x  , et qu’on tire la droite IH , on a le lieu

géométrique demandé ; ainsi les points M, m, où cette droite de jonc­
tion coupe la courbe, sont les points de contact des deux tangentes 
qui doivent passer par le point N.

Comme le résultat x" —  — x correspondant à y" —  0 , ne dépend 
pas de l’ordonnée y du point N, il s’ensuit que, si l'on prend un second 
point N' sur une parallèle à l’axe des y menée par le point N , et qu’on 
lire les deux tangentes A'iU', N V , la ligne de jonction des nouveaux 
points de contact doit passer par le même point I de Taxe AX ; et ainsi 
de suite pour les autres points de la droite LI/.

Cette dernière droite peut d’ailleurs être regardée comme une droite 
située à volonté sur le plan de la parabole; donc la propriété démon­
trée (n° 316) pour l’ellipse et l’hyperbole , est également vraie pour la 
parabole. 11 en est de même de la réciproque.

11 faut observer néanmoins que, si la droite donnée était une paral­
lèle LL' ( fig. 180 ) à l’axe principal , c’est-à-dire un diamètre, les 
lignes de jonction des points de contact M et m, M' et m', ne concour­
raient plus en un même point , mais elles seraient toutes parallèles 
entre elles; c ’est-à-dire qu’alors elles se rencontreraient toutes à 
l’ infini, en un point situé sur l ’axe conjugué de ce diamètre.

En effet, supposons pour un instant, la courbe rapportée à ce dia­
mètre et à son conjugué AY ; comme . pour un point N de la ligne LL', 
on a x' quelconque, mais y' égal à 0 , il s’ensuit que les résultats

x" —  — x', y "= L L _ , obtenus ci-dessus et correspondant respec­

tivement à y —  0 , x" —  0 , se réduisent à

rr r .x =  — x et px'
i r ;

d’où l ’on voit que la ligne de jonction des deux points de contact 
M et m va rencontrer l’axe des y à l ’infini.

Autrement : l ’équation de la ligne de jonction qui, généralement,
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est de la forme y y" —  p  [æ -]- x") ,  se réduit dans l ’hypothèse de 
y —  0 , à p (x' x" ) =  0 , d’où x"  =  — x , équation d’une paral­
lèle à l’axe des y.

3-43. Nous terminerons la théorie de la parabole par les questions 
suivantes : une parabole étant tracée sur un plan , déterminer, l°ses 
axes principaux ; 2° un système d'axes conjugués faisant entre eux un 
angle donné; 3° le paramètre à l ’axe principal , ou à un diamètre 
quelconque.

Tracez d ’abord deux cordes parallèles mm, nn, et prenez les milieux 
de ces cordes ; la ligne ah ( fig. 189 ) qui joint ces milieux (n° 262), 
est un diamètre.

Cela posé, comme tout diamètre est parallèle à l’axe principal, et 
que celui-ci divise en deux parties égales toute corde de la courbe, 
qui lui est perpendiculaire, il s’ensuit que, si Von tire une corde quel­
conque MM' perpendiculaire à ab, et qu’on mène par le milieu P de cette 
corde une parallèle à la meme droite ab , on obtiendra AB pour le pre­
mier axe principal ; AC, perpendiculaire à AB , sera le second axe.

Pour résoudre la seconde question , faites en un point quelconque 
G de AB, un angle NGB égal à celui des deux axes conjugués • puis, 
par le point Q , milieu de MN', menez A'B' parallèle à AB , et au point A' 
tracez A'C' parallèle à NN'; vous aurez le système d’axes conjugués 
demandé.

N. B. — Cette construction fournit évidemment le moyen de mener 
à la parabole une tangente parallèle à une ligne donnée NN'.

Quant à la troisième question, comme, d ’après les constructions 
précédentes, on connaît les grandeurs des lignes AP, MP, ou A'Q, NQ, 
les deux paramètres 2p , 1p , s’obtiendront par le moyen des relations

3 i î l

„  MP , _ , NQ
2P = Â Ï Ï  et ip  = T ?

Le paramètre à l’axe principal étant connu, on peut en déduire 
facilement la position du foyer et celle delà directrice.

344. Aux questions précédentes s’en rattache une autre qui a rap­
port aux trois courbes du second degré.

Une portion de section conique étant tracée sur un plan, on propose de 
déterminer la nature de cette courbe, c ’est-à-dire de reconnaître si la 
courbe est une ellipse, une hyperbole ou une parabole.

Tracez deux cordes parallèles dans une première direction, puis dans 
une seconde ; joignez les milieux des deux premières cordes et les milieux
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des deux autres. Suivant que ces lignes de jonction se couperont en 
dedans de l’arc donné, ou au dehors de cet arc, ou qu’elles seront 
parallèles, la courbe sera évidemment une ellipse, une hyperbole, ou 
une parabole.

Quant à la détermination des différents éléments de la courbe, on 
aura recours aux moyens indiqués (nos 320, 321 et 3-43).

§  V. Equations polaires des trois courbes du second degré.

3-45. Jusqu’à présent, nous avons supposé une courbe déterminée 
de position sur un plan, par le moyen d’une équation entre deux 
variables exprimant les distances de chacun de ses points à deux 
droites fixes comptées parallèlement à ces droites ; mais il existe un 
autre moyen qui, dans certains cas, offre des avantages sur le pré­
cédent ( fig. 190 ).

Pour fixer les idées sur ce nouveau mode de représenter analyti­
quement les lignes, considérons une courbe quelconque wMm', une 
droite OB déterminée de position sur le plan de celte courbe, et un 
point fixe O sur cette droite. Menons de ce point, nommé pôle, à un 
point quelconque M de la courbe une ligne OM appelée rayon vecteur; 
et désignons par r ce rayon vecteur, par v l’angle qu’il forme avec la 
droite fixe OB.

Il est évident que s i, de quelque manière que ce soit, on parvient à 
établir une relation entre r et v , qui soit vraie pour tous les points de 
la courbe et n’ait lieu que pour ces points, la courbe sera entièrement
déterminée ; car, en donnant à v une série des valeurs v , v", v '" , ......
on tirera de la relation f  (r, v) —  0 , des valeurs correspondantes 
r , r", r'", .... pour r. Formant alorsau point 0 des angles LOB, L'OB.... 
égaux à v', v" , . . . .  et portant sur OL, OL', . . . .  des parties égales à 
r , r", . . . .  on obtiendra des points M, M' , . . . .  qui appartiendront à 
la courbe.

Les variables r et v sont ce qu’on appelle des coordonnées polaires, 
et l’équation f  [r, ) =  0 est dite Y équation polaire de la courbe.

346. Une courbe étant tracée sur un plan, on peut se proposer de 
déterminer directement une équation polaire de cette courbe, en pre­
nant d’une manière convenable 1 e pôle et la droite fixe menée par ce 
point. Mais ordinairement, on suppose que la courbe est déjà fixée 
par le moyen d’une première équation entre des coordonnées rectan­
gulaires ou obliques (celles-ci s’appellent coordonnées rectilignes) ; et 
il s’agit alors d’en déduire une équation entre des coordonnées polaires.
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Or, cette transformation (le coordonnées peut être facilement exé­
cutée.

Soient, en effet, AX, AY ( fîg. 190 ), deux axes par rapport aux­
quels on a une équation telle que f  [x , y) = 0 .

Menons par le point fixe 0 les lignes OX'. OY', parallèles à ces axes , 
et désignons par a , b, les coordonnées A1I, 011, du pôle 0 , par <x 
l’angle BOX', par S l’angle des deux axes; le rayon vecteur OM et 
l ’angle MOB seront d’ailleurs , comme ci-dessus, représentés par rettf.

Cela posé, la figure donne évidemment

Substituant ces valeurs dans les expressions de x et de y, on obtient

valeurs qui, reportées dans l’équation f [ x ,  y )  —  0 , donneront l’é- 
quation polaire demandée.

Lorsque les axes sont rectangulaires, ce qui a lieu communément , 
on a

mais on a , d’après le triangle MOK,

d’où l ’on tire

et les formules deviennent

Outre cette hypothèse, on peut encore supposer que la droite fixe 
soit parallèle à l’axe des x , auquel cas on a a =  0 ; et les formules 
deviennent
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Enfin, dans ces mêmes circonstances, on peut prendre pour pôle 
l’origine même des anciennes coordonnées ; et les formules se rédui­

sent à
x  =  r cos v, y =  r sin v ...................... (4)

Les deux derniers systèmes sont ceux dont l’emploi est le plus fré­
quent. *

347. Pour donner une première idée de leur usage, proposons-nous 
de déterminer Véquation polaire du cercle, en prenant pour pôle un 
point quelconque O ( fig. 191 ) situé sur le plan de ce cercle.

L’équation du cercle rapporté à son centre et à des axes rectangu­

laires étant y2- j-.T2 =  R1,

il suffit de remplacer y et x par leurs râleurs (3) ; ce qui donne, en 
développant et ordonnant par rapport à r,

r2 -{- 2 ( b sin v -j- a cos v) r-\-a2 h2 — R2 =  0

(la droite fixe, à partir de laquelle se compte l’angle v, est une ligne 
OR parallèle à l’axe des x).

Désignons par r , r", les deux racines de cette équation ; on a, d’a­
près un principe connu ,

r' r" =  a2 -\-b2 — R2.
Or, cette relation étant indépendante de l’angle v que forme la di­

rection du rayon vecteur OM avec OR, il s’ensuit que pour deux lignes 
quelconques Mm, MW, menées par le point 0, on a la relation

OM X  Om =  OM' X  0ni, ou OM ; OM' Om' \ 0m;

ce qui prouve que deux cordes se coupent, dans un cercle, en parties 
réciproquement proportionnelles.

Tant que le point 0 est intérieur au cercle, a2 -J- b2, ou AO , est 
plus petit que A l/ ou R2 ; ainsi, a2 -j- b2 — R2 est négatif. Cela doit 
être, puisque les distances OM, Om, sont comptées en sens contraire 
l ’une de l’autre.

S i, au contraire, le point 0 est extérieur , comme en 0 ', a2 -f- b2, 
ou AO' , est plus grand que R2, et a2 b2 — R2 est positif. La pro­
priété des sécantes se trouve d’ailleurs démontrée, puisque la relation 
ci-dessus donne ON X  O'w égal à une quantité constante, quelle que 
soit l’inclinaison de la sécante.

11 en est de même de la propriété de la tangente par rapport à la sé-

3 o 4
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conte; car le triangle rectangle ADO' donne évidemment

(F F  =  ÂÔ7’ — AÏÏ3 =  a2 - f  b2 — II2; d’où (FF =  O'N X  O'w.

348. Soit encore proposé de trouver l’équation polaire de l’hyper­
bole, en prenant pour pôle le centre même de la courbe, et pour droite 
fixe le premier axe.

Il ne s’agit, pour cela, que de substituer les valeurs x =  r cos ü et 
y = r s i n  v ( fig. 137 ) dans l’équation

X7y- — B2j?2 =  A2B2 ;

il vient ( À2 sin2 v — B2 cos2 v ) r2 ■= — A2B2 ;

cos v . { /  B2 — A2 tang2 v

Or, ce résultat démontre d’abord que si, par le point 0 l’on lire une 
ligne quelconque Mm', les deux parties OM, Oui , sont égales et de 
signes contraires.

De plus, pour que la valeur de r soit réelle, il faut que l’on ait
, . B2tang2 v plus petit, ou tout au plus égal à — .

B2 , BSoit tang2 v —  —  ; il en résulte tang v —  ±  — .

On voit donc que les droites menées par le point 0, de manière

qu’elles forment avec AX des angles ayant pour tangentes -|-

et — ces droites, dis-je, séparent les lignes qui rencontrent la

courbe de celles qui ne la rencontrent pas ( voyez n° 238).
Ce qui précède suffit pour faire entrevoir avec quelle facilité une 

transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées polaires, 
met en évidence certaines propriétés des lignes courbes.

349. Passons maintenant à la détermination des équations polaires 
des trois sections coniques, dans le cas le plus usité, celui où l’on 
prend pour pôle l ’un des foyers de la courbe, et pour droite fixe, le 
premier axe.

E l l i p s e . — Soit F (  fig. 192 )  le foyer pris pour pôle; on a dans 
ce cas, b = 0 ,  a =  c ; et les formules (3) du n° 346 deviennent

x  =  c r cos Vf y =  r sin v,
25*

»
\<
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Substituons ces valeurs dans réquation de la courbe,

A Y  +  B2#1 == A2B2,

ou plutôt, A Y  ( A-2 — c2 ) x1 =  A2 ( A2 — c2 )

( afin de n’avoir dans les calculs que deux constantes A et c). Il vient 

(A 2 — c2 cos2 v ) r2 -J- 2 ( A2 — c2 ) c . cos v . r — (A 2 — c2)2 =  0; 

d’où

r = y ; *
A — c2 cos2 v

ou , réduisant la quantité sous le radical ,

(A2 — c2) ( — c cos » ±  A)
A2 — c2 cos2 v ’

expression qui, considérée successivement avec le signe supérieur, 
puis avec le signe inférieur, donne, toute réduction faite,

A2 — c2 . A2 — c2
r — -r j , et v —  *t .A c cos v A — c cos î?

Disçussion. — Le ces deux valeurs, la première est essentiellement 
positive; car A2— c2, ou B2, est positif, et quand bien même cos v 
serait négatif, connue un cosinus ne peut surpasser l’unité, et que c,

ou ]/ A2 — B2, est moindre que A, on a nécessairement 

A -j- c cos v 0.

La seconde est, par la même raison, essentiellement négative ; c t 
cela doit être, puisque, pour une position quelconque du rayon vec­
teur, on a toujours deux points M et m, N et n, dans une position in­
verse l’une de l’autre, par rapport au point F. Mais en faisant abstrac­
tion du signe de la seconde valeur, on voit qu’elle se déduit delà 
première en changeant cos v en — cos v ; d’où il résulte que celle-ci 
suffit à elle seule pour donner tous les points de la courbe, avec la 
condition de faire passer l’angle v par tous les états de grandeur, de­
puis 0Ü jusqu’à 400°.

Faisons diverses hypothèses sur l’angle v, et déterminons les valeurs 
correspondantes de r.
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Soient v —  0, d’où cos v —  1 ; on trouve

ÉQUATION POI.A1RE DE 1,’ llYPERBOI.E.

demi-paramètre ;

Dans l’hypothèse de v =  100", la seconde valeur générale de r

dev ient

Ces hypothèses suffisent pour faire voir que l’équ. r =

représente tous les points de la courbe, aussi bien que l’équation

il faut substituer à la place de y et de x , les valeurs y —  r sin p et 
x == c -(- r cos v, ou plutôt, x —  c — r cos p; parce que les sommets 
1) et A ( fiy. 193 ) de la courbe, se trouvant placés à gauche du 
point F, on doit compter l’angle v dans le sens FBA ; ce qui revient «à 
remplacer v par 200° — v dans la formule x =  c -}- /• cos v.

On trouvera par cette substitution , et après les simplifications qui 
ont déjà été exécutées pour l’ellipse,

La discussion de ees valeurs mérite beaucoup d’attention.
Tant que l’angle v est moindre que 100°, cos v est positif et diminue 

de plus en plus, à mesure que v augmente jusqu’à cette limite ; donc 
la première expression de r est positive et augmente de plus en plus,

3o0. llYPÊRBor.E. — L’équation de cette courbe rapportée à ses axes, 
étant
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depuis r — c — A, ou FU, qui correspond évidemment à v —  0,

o u  cos v =  0.
Quand v surpasse 100°, cos v est négatif et augmente numérique­

ment; et ilen est de même de c cos v, et pour que A -j- c cos v reste 
positif, il faut que v soit moindre que l’angle pour lequel on a

c’est-à-dire que si l'on mène par le point F, la ligne FG parallèle à 
l ’asymptote OL, l’angle v ne doit pas être plus grand que OFG.

Soit v —  OFG, d’où cos v =  —  — ; il en résultec

Cela doit être, puisqu’alors le rayon vecteur est parallèle à OL.
Lorsque v dépasse l ’angle OFG, la première expression de r devient 

négative; mais observons que, comme celte expression ne change pas, 
si l ’on remplace v par — v (car on sait, n° 82, que cos — v —  cos-|- v ), 
elle est susceptible de représenter la portion B . .  . tout aussi 
bien que la portion BM"M"\ . . .  de la première branche. .

11 suffit, pour une valeur quelconque donnée à v, OFll" par exemple, 
de décrire du point F comme centre, et d’un rayon égal à la valeur 
correspondante de r,  un arc de cercle WQm", puis de prendre 
Dm'" =  DM".

Voyons maintenant ce que devient la seconde expression, lorsqu’on 
fait passer l’angle v par différents états de grandeur.

On npnf mpttrp nntifi seconde expression sous la forme

ou jusqu’à qui correspond

et par conséquent,

Cela posé, soit d’abord v —  0 ; il vient
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De plus, on voit que r restera positif tant que l’angle v aura une 
valeur moindre que celui pour lequel on a

A Bc cos v — A —  0 , d ’où eos v =  — , et tang r =  — ;c A

c ’est-à-dire tant que le rayon vecteur sera situé entre FA et FK' pa­
rallèle à la seconde asymptote 01F.

ÉQCATIOX I>OLAïRE DE LA PARABOLE. 3 5 9

Soit v —  OFK', d ’où cos v =  — : v on trouve

Dans la même hypothèse, la première expression générale de r 
devient

c3 — A3

À +  c x  —

B3 ™ 1 ™—  =  FI =  — FN. 2A 2

Pour une valeur de v plus grande que OFK', la seconde expression 
devient négative; mais, d’après la remarque faite ci-dessus, cette 
seconde expression représente non-seulement la portion AmS, mais 
encore la portion Am'S' de la seconde branche.

il résulte de cette discussion, que la première branche de l ’hyper­
bole est représentée en rayons positifs, par la première expression de r, 
pour des valeurs de v positives ou négatives et comprises entre zéro 
et OFG, ou entre zéro et OFK ;

Que la seconde branche est aussi représentée en rayons positifs par 
la seconde expression de r, pour des valeurs de v positives ou négatives 
et comprises entre zéro et OFK', ou entre zéro et OFG'.

11 n’en est donc pas de l’hyperbole comme de l’ellipse. Dans celle-ci, 
la première expression de r est suffisante pour représenter tous les 
points de la courbe en rayons positifs, mais dans l’ Iiyperbole, la con­
sidération des deux expressions est indispensable.

351. P a r a b o l e . —  En faisant pour cette courbe, relativement à la 
manière de compter l’angle v, la même observation que pour l’hyper­
bole, on sera conduit à substituer dans l’équation

y- =  2p x ( fig. 194 ) , les valeurs y =  /• sin v , x  =  A — r Cos v.
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On obtient par celle substitution, et observant que

donc

La première expression est essentiellement positive, et la seconde 
négative; cela tient à ce que, pour une position quelconque MFm du 
rayon vecteur, les deux points M, m, sont toujours en opposition par 
rapport au point F.

Mais la première peut donner à elle seule tous les points de la courbe, 
si l’on fait varier l’angle v depuis 0° jusqu’à 400°.

352. Pour ne rien laisser à désirer sur cette matière, nous exposerons 
le moyen d’obtenir les équations polaires des trois courbes, directe­
ment, c ’est-à-dire en partant des définitions de ces courbes.

F.llipse. — On a trouvé (n ° 228) que le rayon vecteur FM , ou r , a 

pour expression, A ----- - ( fig. 192 ), x  représentant la distance du
point 0 au pied de la perpendiculaire MP.

Cela posé, soit x' la distance FP; on a évidemment x —  c -f- x'; 
mais le triangle rectangle FPM donne x' =  r cos v ; d’où
x —  c -\~ r cos v.

on obtient

Pour le rayon F m, on a également

Substituant cette valeur dans l’expression
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donc

et par conséquent,

d’où

mais ici

d’où

Donc

et par conséquent,

On obtient l’expression du second rayon indépendamment de son 
signe, parce qu’on l’a cherchée directement. Mais en tant que les deux 
expressions sont liées entre elles par une même équation, elles doivent 
y entrer avec leurs valeurs corrélatives.

\

H y p e r b o l e . — On a  t r o u v é

m a i s  l a  f i g u r e  d o n n e  x  o u

d’où

Pour le point m, on a

et par conséquent,

Le second rayon a une expression tout à fait identique avec celle 
du n° 350 ; et cela doit être, puisque ce rayon est tantôt positif, tantôt 
négatif.

P a r a b o l e . — On a  o b t e n u
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On obtiendrait de même le second rayon vecteur, mais abstraction 
faite de son signe.

Des Sections coniques semblables.

Les propositions qui suivent ne se rattachent à aucune des théories précédentes ; 
mais elles n’en sont pas moins importantes à connaître.

353. Deux ellipses ou deux hyperboles sont dites semblables, lorsqu’elles ont leurs 
axes proportionnels. Ainsi, soient A et B les demi-axes d’une première ellipse, a et b 
ceux d’une seconde ellipse; ces deux courbes seront semblables si l’on a la propor­
tion

Cela posé, 1° considérons une ligne quelconque OL menée par le centre, et appe­
lons D, d, les demi-diamètres OM, Om ; Y, X, les coordonnées du point M, et y ,  x , 
celles du point m.

Puisque les trois points O, m, M, sont en ligne droite, on a

Ainsi, les lignes MP et mp, OP et Op , OM et Offi, sont dans le rapport des axes 
A et a.

Cette dénomination vient de ce que les deux courbes jouissent alors des mêmes pro­
priétés que les figures semblables de la Géométrie ; c’est ce que nous nous proposons 
de démontrer.

Pour plus de simplicité, nousplacerons les deux courbes l’une sur l’autre ( fig. 195 ), 
de manière qu’elles soient concentriques, et que leurs axes se confondent.

Soient donc deux ellipses pour lesquelles OA, O a, désignant les demi-grands axes, 
les moitiés des seconds sont déterminées par les parallèles AC, Ac : en sorte que l’on a

et comme M, m, appartiennent aux deux courbes, on a aussi

d’où , divisant l’une par l’autre ces deux équations et ayant égard à la relation (1),

mais on a déjà

donc

et par conséquent ,
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2° Soient deux autres points M', m', placés sur une mémo ligne OL/ , et nommons 
D', d!, les demi-diamètres OM', O m’ ; on obtiendrait de même D' d! * * A \ a * \ D * d; 
donc, si l’on tire les cordes MM', mm', on forme ainsi deux triangles semblables 
OMM', Omm', qui donnent

MM' * mm' ; * D * r f " A * a ;

de plus, les cordes MM', mm’, sont parallèles.
5° Concevons actuellement qu’on ait inscrit aux ellipses deux polygones dont les 

sommets soient deux à deux en ligne droite avec le centre ; il résulte de la proposition 
précédente, que ces polygones ont leurs côtés parallèles et respectivement propor­
tionnels; donc ils sont semblables. Ainsi, les contours de ces polygones sont propor­
tionnels aux demi-axes des deux ellipses, et leurs surfaces sont entre elles comme les 
carrés de ces demi-axes.

Ces deux résultats étant vrais quel que soit le nombre des côtés des polygones, le 
sont encore à la limite.

D’où l’on peut conclure que les contours E, e, des deux ellipses, sont entre eux 
dans le rapport des demi-axes, et leurs surfaces S et s, dans le rapport des 
carrés de ces demi-axes ; c’est-à-dire que l’on a

E * e * \ A * a, et S * s ; \ A3 \ a3.

Cette dernière relation se déduit encore de l’expression trouvée n° 277, pour la sur­
face de l’ellipse.

On a en effet S =  *A . B, s =  kü . b ;

„ . S A B  A2
s a b a2

11 en est de même de deux secteurs elliptiques correspondant aux mêmes dia­
mètres.

4<> Soient F , / ,  les foyers des deux ellipses; et désignons par C, c, les excentricités 
OF, 0f ;  on a

C =  J /A 2 — B2 =  A y
/  BJ

/  1 --------  ̂ c =■ a \ , /  i --------;
f Aa V a2

donc, à cause de la relation (1), . .
5° Il résulte des relations (2) et (3) que, si l’on joint les points M , m, aux points F, 

f, on forme ainsi deux triangles semblables OMF, 0 mf, qui donnent

FM * fm * j OF * O/7 ' * A * a ;

de plus, ces rayons vecteurs sont parallèles.
C’est ce qu’on pourrait encore reconnaître au moyen des équations polaires des 

deux ellipses.
6» Soient les tangentes MR, mr; on a trouvé ( n° 284 ) pour les sous-tangentes 

PR,pr,

FR = A2 — X2 rt2 — x ’1
X , pr — x

www.rcin.org.pl



PR
pr

SECTIONS CONIQUES SEMBLABLES,

A_
d'où

3 6 4

A3 — X3 x    X2 x_   X
— x 3 ’ X x 3 ' X x

et pour les sous-normales PS, ps,

PS =
A3 — B2 C2 c2

X =  —  . x ,  ps —  — x ;  
A3 ’ 1 a3 ’

d’où PS X A— •— —
ps X a

N. B. — L’expression

PS =
A3 — B3

Â3

ne dépendant que de l’abscisse du point M et du rapport des axes, il s’ensuit que ,
pour toutes les ellipses semblables, les normales menées aux points M, m"........qui
correspondent à la même abscisse OP, rencontrent le grand axe au même 
point S.

7« La similitude des triangles MPR, mpr, qui ont un angle égal compris entre 
côtés proportionnels, prouve que les tangentes MR, mr, sont parallèles ; donc (n°292) 
les deux demi-diamètres conjugués des diamètres OM, 0 m, sont situés sur une même 
droite; et si l’on appelle A', B', les demi-diamètres conjugués de la première ellipse, 
a', b', les demi-diamètres conjugués correspondants de la seconde, on a la proportion

a' : a' b' : y  :: a ; a.

On pourrait multiplier indéfiniment les conséquences qui résultent de la comparai­
son de deux ellipses semblables ; mais celles qui viennent d’être développées suffisent 
pour démontrer que deux ellipses qui ont leurs axes proportionnels, ont tous leurs 
éléments homologues, proportionnels à ces axes et également inclinés entre eux 
s’ils sont linéaires, ou dans le même rapport que les carrés des axes, si ce sont 
des éléments de superficie.

Les mêmes propriétés s’appliquent à l’hyperbole, et se démontreraient d’une ma­
nière tout à fait analogue.

On reconnaît en outre, 1° que deux hyperboles semblables, dont les axes sont dans
B b

la même direction , ont les mêmes asymptotes, puisque—  et —  expriment les

tangentes trigonomélriques des angles que ces droites font avec l’axe des x.
2° (Jue deux hyperboles équilatères sont toujours semblables, puisque les rap- 

B b
ports — et — sont égaux l’un et l’autre à l’unité.À Cl

354. Deux paraboles quelconques sont toujours des figures semblables.
En effet, soient 2P , 2p ( fig. 196 ), les paramètres de deux paraboles, que nous 

supposerons placées l’une sur l’autre de manière que leurs axes coïncident ; F et f en 
sont les foyers.

1° Prenons deux abscisses AP, Ap, telles, que l’on ait la proportion

ap t Ap ■* af * hf, ou x : x  : :  p : P-,
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et désignons par Y ,y ,  les deux ordonnées correspondantes. On a les équations 

Y3 =  2P . X, y 2 =  2p . x ;  d’où Y2 * y 2 PX * px; 

mais, par hypothèse,

X ' X “  P \ p ; d’o ù . . . .  PX \ px \\ P2 \ p'1;

donc

Y2 ’ y 2 * I P2 * p*, ou Y * y  11 P * p * \ X * x . . . (1)

D’où l’on peut conclure que les trois points A, m, M, sont en ligne droite, et, de plus, 
que l’on a

AM * km ** X * x  ** P * p.

2° Joignant les points F,f ,  aux points M, m, on forme ainsi deux triangles AFM, 
kfm, semblables, comme ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels ; 
donc (es rayons FM, fm, sont parallèles, et l’on a en outre, la proportion

fm ; fm : : af : kf \\ p *. p.

3» Soient deux autres points M' et m', placés sur les deux courbes, comme le sont 
les points M, m ; on obtiendrait de même AM' * A m' ** P * p, et par conséquent,

AM' * km' ; * AM * km.

Donc, si l’on tire les cordes MM', mm', ces cordes sont parallèles et dans le rap­
port P * p.

Concevons maintenant que l’on ail inscrit aux arcs AM, km, deux portions de poly­
gones dont les sommets M et m , M' et m', . . . .  soient, deux à deux, en ligne droite 
avec le point A ; ces portions de polygones sont semblables, comme ayant leurs côtés 
parallèles et respectivement proportionnels ; d’où il suit que leurs contours sont dans 
le rapport P \ p, et leurs surfaces dans le rapport P2 * p2.

Cette double proposition étant vraie pour les limites de ces deux polygones, on a 
également

arc AM * arc km * * P * p, et AMP * kmp * * P2 * p2.

Ce dernier résultat se déduit encore de l’expression obtenue (n° 330) pour Paire 
d’un segment parabolique.

2 2On a trouvé AMP =  — X . Y, kmp — — x . y  ;o a

d’où AMP
kmp

X . Y 
’x  . y  ’

et par conséquent,

AMP X X _  X2 P2
kmp ~ x x  x 2 ~  P*

et ainsi de suite ; d’où l’on voit que les éléments homologues de deux paraboles quel­
conques sont dans le rapport de leurs paramètres, si ces éléments sont linéaires , 
et dans le rapport des carrés de ces mêmes paramètres, si l’on considère des élé­
ments de superficie.
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355. A7. B. — Les courbes que l’on obtient en coupant un cône par une suite 
de plans parallèles entre eux, sont des courbes semblables.

En effet, si dans l’équation générale des sections coniques (n° 268 ),

r 2 =
a sin u. sin 6 sin « sin ( « -+- 6)
---------------------------------- .  X --------------------------------------------------- . x 2 ,1 . 1 „ 3 cos2 — £ cos2 — 6

2 2

on suppose d’abord « ■+■ S ou 0, auquel cas la courbe est une ellipse ou une 
hyperbole, le coefficient de x 2 est différent de 0 ; et l’on peut poser

sin a sin ( « -+- G ) __ | B2

Or , tant que le plan sécant reste parallèle à lui-même, l’angle « ne change pas ;
g

d’ailleurs 6 est une quantité constante et donnée à priori. Donc —• est un rapport
A

constant pour toutes les ellipses ou hyperboles produites par cette série de plans pa­
rallèles entre eux.

Quand les plans sécants supposés parallèles entre eux, sont en même temps paral­
lèles à une même génératrice, les sections coniques qui en résultent, sont des para­
boles. Or, on a vu ci-dessus (n° 354) que toutes les paraboles sont semblables ; donc 
toutes ces sections coniques sont aussi semblables.
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CHAPITRE VI.

Discussion de Véquation générale du second degré à deux variables. 
Détermination du centre et des axes. Considérations générales 
sur les sections coniques. Applications de ces principes.

§  Ier. Discussion de Véquation du second degré par la séparation
des variables.

356. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de faire voir com­
ment, par la résolution même d’une équation du second degré à deux 
variables, c ’est-à-dire par la séparation des variables, on peut déter­
miner la nature, la forme, et même la position, par rapport à des axes 
quelconques, de la courbe représentée par cette équation. Nous re­
viendrons ensuite sur la double transformation de coordonnées à 
l’aide de laquelle il est toujours possible (n° 250, 252 et 253) de ra­
mener l’équation à l’une ou l’autre des deux formes

Hÿ  -}- N#2 =  P, y'2 —  Qtf.

Reprenons l’équation générale

A y 2 —J— B i'ÿ  -|— Cæ2 - j -  D y  —{ -  L #  - j — I  =  0 ,  • » ♦ • ( 1 )

qui peut être mise sous la forme

, Bx 4 -  D . C ,
H— j —  y +  â  ** +

On tire de cette équation résolue par rapport à y, 

y — — ±. ~  | /(B *  —  4AC) Z »  •+- 2(BD —  2AE) X  H- b 2 —  4AF. , , (3

www.rcin.org.pl



3 6 8 CLASSIFICATION

Cela posé, soient AX, AY ( fig. 197 ) ,  les deux axes auxquels on 
suppose que la courbe est rapportée. En donnant à x  une suite de 
valeurs, on obtiendra pour y des valeurs correspondantes qu’on pourra 
construire, lorsque toutefois ces valeurs seront réelles.

Comme la quantité sous le radical de la valeur de y, est un trinôme 
de second degré en x , et que le signe d’une semblable expression dé­
pend principalement, comme on le sait, de celui du premier terme, 
nous sommes conduits à faire sur le coefficient B2 —  4AC, les trois 
hypothèses suivantes :

B2 —  4AC < 0 ,  B2 — 4AC =  0 , B2 —  4AC >  0.

Première hypothèse, B2 — 4AC 0 , ou négatif.

Dans cette hypothèse générale, le trinôme du second degré, égalé à 0, 
peut donner lieu à trois résultats différents : ou les deux racines de 
cette équation résolue sont réelles et inégales , ou elles sont réelles et 
égales, ou bien elles sont imaginaires.

Considérons d’abord le premier cas, et désignons par x', x", les deux 
racines; ce trinôme peut (Algèbre, 8e édition , n° 98), être mis sous 
la forme

(B2 —  4AC) O  — x’ ) (x  —  x " ) ..................(4)

11 résulte encore des principes établis (Algèbre, n° 111) sur les tri­
nômes du second degré, que, pour toute valeur de x  comprise entre 
x' et x" (ces leltres désignent des quantités réelles quelconques, posi­
tives ou négatives), les facteurs x — x', x — x"  sont de signes con­
traires; donc leur produit (x  — x') (x  — x " ) est négatif; et comme, 
par hypothèse, B2 —  4 AC est lui-même négatif, il s’ensuit que l’ex­
pression (4) ou la quantité sous le radical de la valeur de y, est positive; 
ainsi cette dernière valeur est nécessairement réelle.

Mais si l ’on donne à x  des valeurs non comprises entre x' et x", les 
facteurs x — x , x — x", sont de même signe; donc le produit (4) est 
négatif, et les valeurs correspondantes de y sont imaginaires.

Concluons de là , que si AG , AH représentent les racines x", et 
qu’on mène par les points G, II, deux parallèles GG', HI1', .à l’axe des y, 
la courbe a une infinité de points entre ces parallèles; mais elle n’en 
a aucun ni en deçà ni au delà. La courbe est donc limitée par ces 
droites , dans le sens positif et dans le sens négatif des x.

Supposons actuellement que les racines x' et x"  soient réelles et
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égales. Dans ce cas, le trinôme du second degré en x prend la forme

(B2 — 4 AC) {x —  x')-

et l’on voit que, pour tonte valeur de x  différente de x', cette expres­
sion est essentiellement négative, et la valeur de y correspondante est 
imaginaire.

Mais si l’on suppose x =  x , le radical disparaît, et la valeur de y

devient (B#' - f  D) 
2 A

Donc lorsque les racines x', x”, sont réelles et égales, la courbe se 
réduit à un seul point,

x  —  x', y — (B*' +  D) 
2 A

Admettons enfin que ces racines soient imaginaires.
Comme on sait que, dans ce cas, si l’on désigne, pour abréger, le 

trinôme en x par mx2 2nx -|- p, on peut le transformer ainsi :

[ ( ' + = ) ’ +  *■]• ou (b» - m c > [ ( *  +  £ ) ’ + 4 ,

A2 étant essentiellement positif, il s’ensuit que, quelque valeur qu’on 
donne à x, le signe de la quantité sous le radical delà valeur de y est 
négatif, et par conséquent, que cette valeur de y est imaginaire. Donc 
la courbe est elle-même imaginaire, c’est-à-dire que l’équation (1) ne 
peut rien représenter.

Nous reviendrons tout à l’heure sur la forme caractéristique qui 
convient à l ’équation (1) dans les deux cas précédents.

TV. B. — Quand les deux racines x', x", sont réelles et inégales, il 
résulte de l’inspection de la valeur générale de y, qui ne renferme x 
qu’au numérateur, et dont le dénominateur A ne peut être nul, puisque 
ce serait supposer B2 — 4AC positif, il résulte, dis-je, de cette in­
spection, qu’à des valeurs de x  limitées, il doit correspondre des 
valeurs de y limitées. Ainsi la courbe est limitée dans tous les sens.

D’ailleurs, si l’on résout l’équation (1) par rapport à x , on trouve 
une expression en y, dont la quantité sous le radical est un trinôme 
du second degré en y, ayant pour coefficient de y2, B2 — 4AC, et qui, 
étant égalé à 0, donne lieu à deux racines, y', y", réelles et inégales 
lorsque x', x", sont elles-mêmes réelles et inégales; car, autrement,

ALG. APPL, A LA GKOIW. 24
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la courbe serait imaginaire, ou se réduirait à un seul point, ce qui 
serait contre l’hypothèse. Ces valeurs y , y" , étant construites et re­
présentées par AK, AL, si l ’on mène par les points K et L deux paral­
lèles KK', LL', à l’axe des x , on obtient les limites de la courbe dans 
le sens des y ; en sorte que la courbe est entièrement renfermée dans 
le parallélogramme N1RS.

Deuxième hypothèse, B2 —  -4AC =  0.

Cette hypothèse réduit la quantité sous le radical à une expression 
du premier degré en x ;  et si l’on appelle x  la racine que donne ce 
binôme égalé à 0, on peut le mettre sous la forme

2 (BD — 2AE) ( x — x').

Or, il peut également se présenter trois circonstances : ouïe coef­
ficient BD — 2A est positif, ou il est nèyatif, ou bien il est égal à 0.

Dans le premier cas , il est évident que , pour toute valeur de # plus
grande que x', le facteur (x  — x'), et par conséquent......................
2(BD — 2AE) (x  — x' ), est positif ; mais pour toute valeur de x plus 
petite, celte expression est négative. Donc, si AG ( fg . 197 ) représente 
sa valeur a/, qui peut d’ailleurs être positive ou négative, et que, par 
le point G , l’on mène GG' parallèle à AY, la courbe s’étendra indé­
finiment à la droite de cette parallèle, mais n’aura aucun point à sa 
gauche, puisque , pour des valeurs de x égales à AG, ou plus grandes 
que AG , les valeurs de y correspondantes sont réelles, tandis qu’elles 
sont imaginaires pour des valeurs de x  plus petites que AG.

La conséquence serait tout à fait contraire si le coefficient BD —  2AE 
était négatif; c ’est-à-dire que la courbe s’étendrait alors indéfiniment 
dans le sens des x négatifs, mais serait limitée dans le sens des x  posi­
tifs, par la parallèle AG.

Si l’on a BD — 2AE =  0 en même temps que B2 — 4AC =  0, la 
valeur générale de y devient

y =
(B* +  D) 1

2A 2A [/ W  — 4 A F ,.............. (5)

équation du premier degré en x, qui exprime alors un système de deux 
droites parallèles ; car le coefficient de x  est le même dans les équations 
de6 deux droites.

Soit, connue cas particulier de celui que nous examinons,
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D2 — 4AF =  0. Les deux "valeurs de y se réduisent cà une seule

Enfin, s’ il arrive que l’on ait D2 — 4AF 0, les deux droites pa­
rallèles sont imaginaires ; en d’autres termes, l’cquation (5) ne repré­
sente rien.

Il peut, comme dans la première hypothèse, se présenter trois cir­
constances principales: ou les valeurs x ,  x", du trinôme du second 
degré en x égalé à 0 , sont réelles ci inégales, ou elles sont réelles et 
égales, ou elles sont imaginaires.

Dans le premier cas, comme ce trinôme peut être mis sous la forme

toute valeur de x comprise entre x' et x", rend les deux facteurs 
x — x , x  — x", de signes contraires ; donc leur produit, et par con­
séquent le produit précédent, est négatif • ainsi la valeur de y corres­
pondante est imaginaire. Mais pour une valeur quelconque de x  non 
comprise entre x' et x", les facteurs a? — x , x — x", sont de même 
signe ; donc leur produit, et par conséquent le produit (6), est positif, 
et la valeur correspondante de y est réelle.

D’où il suit que, GG’ , HII' ( fig. 197 ) ,  représentant toujours les 
parallèles à l’axe des y, menées aux distances AG =  x', AU =  x", la 
courbe n’a aucun point entre ces deux parallèles; mais elle s’étend 
indéfiniment à droite et à gauche de ces parallèles.

Si les deux racines x', x " , sont réelles et égales, le trinôme en x

prend la forme (B2 — 4AC) (x — x f ,

et la valeur générale de y se réduit à

équation qui représente un système de deux lignes droites qui se coupent ;

Troisième hypothèse, B2 — 4AC 0.

(B2 — 4AC) {x — x') (x — x " ) ,  . . . .  (6)

car le coefficient de x  est pour l ’une
2 A
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Lorsque les racines x', x", sont imaginaires, le trinôme en x , qui 
peut s’écrire ainsi :

( b* -  « o  [ ( *  +  £ ) ’ +  * > ] ,

reste positif quelque valeur que l’on donne à x ;  ainsi les valeurs de y 
correspondantes sont toujours réelles • et la courbe s'étend, encore indé­
finiment dans tous les sens.

Il résulte de la discussion précédente, que les courbes du second 
degré peuvent être divisées en trois classes bien distinctes : courbes 
limitées dans tous les sens, courbes limitées dans un seul sens, et courbes 
illimitées ou indéfinies dans tous les sens.

La première classe renferme comme variétés, un point, ou une courbe 
imaginaire ; la seconde, un système de deux droites parallèles, une seule 
droite, ou deux droites imaginaires ; enfin , la troisième, un système de 
deux droites qui se coupent.

Ces résultats s’accordent avec ce qui a été dit (n°2S6).

$57. Un seul cas semble échapper à la classification précédente : 
e’est celui où les carrés des variables n’ entrent pas dans l’équation • mais 
alors, cette équation étant de la forme

B xy —{— Dy —{— —{— F =  0 ,

il est évident que, pour une valeur de x  quelconque, celle de y sera 
toujours réelle ; ainsi la courbe est nécessairement illimitée. En effet, 
la quantité B2 — -iAC se réduisant à B2, est essentiellement positive ; 

^done la courbe est de la troisième classe.
Nous verrons plus loin dans quelle situation sont les axes par rap 

port à la courbe, dans ce cas particulier.
Si l’équation était privée du terme en y2, on pourrait la résoudre par 

rapport à x comme on l’a résolue par rapport à y , et la discussion 
serait la même. On voit d’ailleurs que la courbe est de la troisième 
classe, puisque B2 — A AC se réduit encore à B2.

558. Il peut être utile de connaître la l’orme qui caractérise l’équation générale (1), 
lorsqu’elle doit appartenir à l’une des variétés des trois classes.

Considérons d’abord la première classe et la troisième.
Si l’on suppose les deux racines x' et x "  réelles et égales, on obtient pour la 

valeur de y

y
(Ikr

2A
D ) , x  — x’—- àz — —— l /| p  — 4AC 52A
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ou , en chassant le dénominateur et transposant la partie rationnelle ,

ou bien , élevant au carré et transposant tous les termes dans le premier membre ,

Kn effectuant les calculs et remettant pour x' sa valeur, on relrouverait nécessai­
rement la proposée , puisqu’on n’a fait autre chose, par ces transformations, que de 
recomposer cette équation.

Cela posé , si Ba — 4AC est négatif, le premier membre de l’équation (M) exprime 
alors la somme de deux quantités essentiellement positives, laquelle somme ne 
peut être égale à 0 , à moins que l’on n’ait séparément,

d’où l’on déduit

Ainsi la courbe se réduit à un point lorsque le premier membre est la somme de deux 
quantités positives dont chacune est fonction de x, y  ; et réciproquement.

Mais si B2 — 4\C est positif, on peut considérer le premier membre de l’équa- 
lion (M), comme la différence de deux carrés, décomposable en deux facteurs 
du premier degré enxct y , savoir :

et

lesquels , égalés séparément à 0 , donneront chacun pour lieu géométrique, une ligne 
droite.

Ces deux droites se coupent, car le coefficient de x est nécessairement différent 
dans les deux équations. ,

Ainsi, la courbe dégénère en un système de deux droites qui se coupent, lorsque 
le premier membre de l’équation proposée est la différence des deux carrés dont 
chacun est fonction de x ,  y  ; et réciproquement.

Soient maintenant x' et x” imaginaires, Ba — 4AC étant négatif. Le trinôme 
du second degré en x de la valeur générale dey, devenant, comme on l’a vu plus haut j

il s’ensuit que, par des transformations analogues à celles qui ont été employées ci- 
dessus, on peut mettre la proposée sous la forme

Or comme, par hypothèse, 112 — 4AC est négatif, il s’ensuit que celte expression 
est la somme de trois quantités essentiellement positives, dont la dernière est une
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quantité toute connue. Or, cette somme ne peut jamais devenir nulle, quelque valeur 
qu’on donne à x et à y  ; ainsi il ne peut y avoir de courbe.

Donc la courbe est imaginaire lorsque le premier membre est la somme arithmé­
tique de trois quantités dont l’une est toute connue ; et réciproquement.

Passons à la seconde classe , pour laquelle on a

B 2 —  4 AC =  0 .

Si l’on suppose en même temps BD — 2 AF. =  0 , la valeur de.r se réduit à 

(bx -A- D )

d'où l’on déduit
bx -A- D)2 — (D2 — 4AF) =  0 .............................(!S)

Cela posé , il peut arriver qu’on ait

D 2 —  4 AF >  0 ,  D 2 —  4A F  =  0 , D 2 —  4 A F  <  0 .

D an s le  p r e m ie r  c a s  , le  p r e m ie r  m e m b r e  e s t  é v id e m m e n t  la différence de deux 
carrés, e t  il  p e u t  se  d é c o m p o s e r  d a n s  le s  d e u x  fa c te u r s  d u  p r e m ie r  d e g r é

2 A j  -4- bx -A- D -A- y /  D2 — 4 A F ,

2Ay Ba: - t -  D —  ^ D 2 —  4 A F ,

q u i ,  é g a lé s  s é p a r é m e n t  à 0 ,  d o n n e r o n t  c h a c u n  p o u r  l ie u  g é o m é tr iq u e  u n e  l ig n e  d r o it e .  

Ces droites sont parallèles, p u is q u e  le  c o e f f ic ie n t  d e  x  e s t  le  m ê m e  d a n s  le s  d e u x  

é q u a t io n s .

C e q u i é ta b li t  u n e  d if fé r e n c e  e n tr e  c e t t e  v a r ié té  d e  la  s e c o n d e  c la s s e  e t  c e l le  q u i c o r ­

r e sp o n d  à la  tr o i s iè m e , c ’e>t q u e  l’un  d e s  c a r r é s  d o n t  se  c o m p o s e  le  p r e m ie r  m e m b r e  

d e  l ’é q u a t io n  ( N ) , e s t  in d é p e n d a n t  d e  x  e t  d e  y .
D a n s  le  c a s  d e  D 2 —  4A F =  0 , l’é q u a t io n  (N ) se  r é d u it  à

(24y  -4- B.r -4- D)2 =  0 ;

c ’e s t - à - d ir e  q u e  l e  p r e m ie r  m e m b r e  d e  la p r o p o s é e  e s t  un carré parfait, e t  n e  p e u t  

r e p r é s e n te r  q u 'une seule droite.
E n fin  , s i D 2 —  4A F e s t  p lu s  p e t it  q u e  0 , le  p r e m ie r  m e m b r e  d e  l ’é q u a t io n  (N ) e s t  

la somme de deux carrés d o n t  l’u n  e s t  in d é p e n d a n t  d e  x  e t  de y ,  s o m m e  q u i n e  p e u t  

j a m a is  ê tr e  nulle ; a in s i  la  c o u r b e  n e  s a u r a it  e x i s t e r .

D a n s le  c a s  du point, o n  a b ie n  a u ss i u n e  somme de deux carrés, m a is  d o n t  

c h a c u n , é ta n t  fo n c t io n  d e  x , y ,  p e u t  ê t r e  é g a lé  s é p a r é m e n t  à  0 .

3 5 9 .  La s e c o n d e  c la s s e  d e  c o u r b e s  p r é s e n te  a u s s i ,  p a r  r a p p o r t  à s o n  é q u a t io n  , u n  

c a r a c tè r e  to u t  p a r t ic u l ie r  q u i m é r i t e  d ’é tr e  r e m a r q u é .

L es tr o is  p r e m ie r s  te r m e s  Ay7 -4- bxy -+■ Cx7, d e  l ’é q u a t io n  g é n é r a le  p e u v e n t ,  à 

c a u s e  d e  la  r e la t io n

B 2 —  4AC =  0 ,  d ’o ù  B =  2  | / A  . | /  C ,  

ê tr e  m is  so u s  la  fo r m e

Ay 7 -A- 2y  l / A  . x \/C -+- Cx7, o u  (y  \/A -A- x  | /C ) 2; 

c ’e s t -à -d ir e  q u e  leur somme forme un carré parfait. La r é c ip r o q u e  e s t  v r a ie .
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360. Jusqu’ici nous ne nous sommes occupés que de la classification 
des courbes , eu égard à leur étendue ; actuellement, il s’agit de faire 
voir comment, une équation numérique étant donnée, on peut con­
struire la courbe qui lui appartient.

Or, il est une construction que l’on doit répéter pour chaque exemple 
particulier, si l’on en excepte toutefois ceux qui correspondent aux 
différentes variétés, parce qu’alors celte construction devient tout à 
fait inutile.

Reprenons la valeur générale de y ,

V =  -  ± 2 X (/ (B‘ -^ A C ) ï >+2(Bl)-2(VE)a;4 -D --4 A F ;

CONSTRUCTION DES COURBES DU SECOND DEGRÉ. 3 7 5

et observons qu’elle se compose de deux parties distinctes , l’une 
rationnelle, et l’autre radicale. Désignons la première par y ,  et con­
cevons que l’on ait construit l’équation

( Bar - f  D  )
y =  — 2 A

qui représente une ligne droite, dont on fixe ordinairement la position 
en faisant successivement y —  0 , x  =  0 , et déterminant les valeurs 
correspondantes de x  et de y .

Soit BC ( fig . 197 ) cette droite ; il est évident que, pour obtenir 
les deux valeurs de y  correspondant à une valeur quelconque x  =  AP, 
il faut, après avoir mené par le point P une parallèle à l’axe des y , ce 
(pii donne PQ pour l’ordonnée correspondante de la droite, il faut, 
dis-je, porter, à partir du point Q , et tant au-dessus qu’au-dessous de 
cette droite, deux parties Q AI, QM', égales à la partie radicale; les 
points M, M', ainsi obtenus, appartiennent à la courbe.

On voit, d ’après cette construction, que la droite BC jouit delà 
propriété de p a sser  p a r  les m ilieu x  de toutes les cordes de la c o u r b e , p a ­

rallèles à l’a xe  des y. Donc (n° 258) cette ligne est u n  des diam ètres  de 
la courbe.

Observons maintenant que, pour la première et la troisième classe , 
le radical pouvant être mis sous la forme

±  ^  /  ( B 2 -  M C )  ( x  -  x ' )  { x  -  x " )

( x x " ,  sont supposés des racines réelles), si l’on pose x  —  x ',  ou 
x  =  x ", ce radical devient nul, et les deux valeurs de y ,  correspondant 
à chacune de ces valeurs, se réduisent à l’ordonnée du diamètre. Donc 
les points D, E, où les parallèles GG', 1111', rencontrent ce diamètre,
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appai tiennent aussi à la courbe, qui d’ailleurs est tangente, en ces 
points, aux deux parallèles, puisque chacune d’elles peut être consi­
dérée comme une sécante dont les deux points d ’intersection se 
réunissent en un seul.

Lorsque, dans la troisième classe, les racines x ' ,  x ” ,  sont imagi­
naires, le radical ne peut s’anéantir pour aucune valeur de.r, et la 
courbe ne rencontre pas le diamètre BC ; mais comme elle doit avoir 
tous ses points situés symétriquement par rapport à cette droite, sur 
des parallèles à l’axe des y ,  il faut conclure qu’elle se compose de 
deux branches distinctes, qui s’étendent indéfiniment au-dessus et 
au-dessous du diamètre; de même que, dans l’hypothèse où x ', x", 
sont réelles, la courbe se compose de deux branches qui s’étendent 
indéfiniment à droite et à gauche des deux parallèles GG', 1111'.

Relativement à la seconde classe, pour laquelle le radical revient à

±  â T  | /2 ( U D - 2 A E )  ( s - S ) ,

puisqu’il n’existe que la valeur x  =  x '  qui puisse anéantir cc radical, 
la courbe ne rencontre son diamètre qu’au seul point D d’intersection 
de ce diamètre avec la parallèle GG', à laquelle la courbe est d ’ail­
leurs tangente en D; et alors celte courbe s’étend indéfiniment au- 
dessus et au-dessous du diamètre, soit à la droite, soit à la gauche 
de GG', suivant que Je coefficient BD — 2AE est positif ou négatif.

Cette construction préliminaire est commune à toutes les courbes 
dont on a les équations particulières.

361. On peut encore se proposer d’obtenir d’autres points remar­
quables ; ce sont ceux où la courbe rencontre les axes.

Si, dans l'équation

A y’ B:ry -|- C^1 Dy -}- E# -j- F =  0 ,

ou fait successivement y =  0 et x  =  0 , il en résulte

Cr’ —j— Ea? — F =  0 , A ya -{- Dy -{- F =  ü ,

et, en considérant la première de ces deux équations, suivant que les 
deux valcursde J? sont réelles  et in égales,réelles  et ég a les,ou  im a gin a ires, 

la courbe rencontre l’axe des a: en d eu x  p o in ts , ou en un  seu l p o in t,  c’est- 
à-dire lui est ta n gen te, ou bien n’a au cu n  p o in t  commun avec cet axe. 
Si l’on a C =  0 , l’une des valeurs de x  est f in ie ,  et l’autre est in fin ie ;  

ce qui veut dire que la combe rencontre l’axe des x  en deux points,
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d o n t  l ’u n  e s t  s i t u é  à  une distance finie, e t  l ’a u t r e  à  une distance infinie. 
L o r s q u e  l ’o n  a ,  «à l a  f o i s ,  C = 0 ,  E  =  0 ,  l e s  d e u x  p o i n t s  d ’ i n t e r ­

s e c t i o n  s o n t  s i t u é s  l ’u n  e t  l ’a u t r e  à  l ’ i n f i n i .

M ê m e  r a i s o n n e m e n t  p a r  r a p p o r t  à  l ’a x e  d e s  y .

C e s  p r i n c i p e s  g é n é r a u x  é t a n t  é t a b l i s ,  p a s s o n s  à  d e s  a p p l i c a t i o n s  p a r ­

t i c u l i è r e s .

N o u s  s u p p o s e r o n s ,  p o u r  p l u s  d e  s i m p l i c i t é ,  d a n s  t o u t e s  c e s  a p p l i c a ­

t i o n s ,  l e s  a x e s  r e c t a n g u l a i r e s  ,  m a i s  l e s  c o n s t r u c t i o n s  s e r a i e n t  a n a l o ­

g u e s  d a n s  l e  c a s  d ’a x e s  o b l i q u e s .

p r e m i è r e  c l a s s e . Courbes limitées dans tous les sens, o u  Ellipses.

5 6 2 .  S o i t ,  pour premier exemple, l ’é q u a t i o n

8 7 7

o u  o r d o n n a n t  p a r  r a p p o r t  à y,

o n  e n  d é d u i t

E g a l a n t  à  0 l e  t r i n ô m e  s o u s  l e  r a d i c a l , o n  o b t i e n t

c e  q u i  d o n n e

L a  c o u r b e  e x i s t e  d o n c ;  m a i s  e l l e  e s t  l i m i t é e  p a r  l e s  d r o i t e s  L L ',  M M ' ( fig. 1 9 8  ) ,  

m e n é e s  p a r a l l è l e m e n t  à l ’a x e  d e s  y, à  d e s  d i s t a n c e s  AG, AM, r e s p e c t i v e m e n t  é g a l e s

Construction d u  d i a m è t r e

D o n c  c e  d i a m è t r e  p a s s e  p ar  le s  p o i n t s  C e t  B, p o u r  l e s q u e l s  o n  a

L e s  p o i n t s  I e t  1' o ù  le  d i a m è t r e  r e n c o n t r e  le s  p a r a l l è l e s  L L ' ,  M M ', a p p a r t i e n n e n t  

a u s s i  à la  c o u r b e ,  q u i  t o u c h e  d ’a i l l e u r s  l e s  p a r a l l è l e s  e n  c e s  p o i n t s ,  p u i s q u e  p o u r  l ’a b ­

s c i s s e  d e  c h a c u n  d e  c e s  p o i n t s ,  l e s  d e u x  o r d o n n é e s  d e  la  c o u r b e  s e  r é d u i s e n t  à c e l l e  

du d i a m è t r e .

S o i t  f a i t  s u c c e s s i v e m e n t  ;

L e s  d e u x  p r e m i e r s  p o i n t s  (x =  0, y  =  1 )  ( x  =  0 ,  y  =  —  3 ) ,  s e  c o n s t r u i s e n t  

f a c i l e m e n t ,  e n  p r e n a n t  s u r  l ’a x e  d e s  y, d e s  d i s t a n c e s  AD =  1 ,  AD' =  —  5 ,  e t  l e s  

p o i n t s  D ,  D ',  a p p a r t i e n n e n t  à la  c o u r b e .
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Quant aux deux autres points (  y  — o, -+- 4- V/is j , . . . .
— 4 v / l 3 ) ,  il faut évaluer approximativement ^ / l3  ;(r  =  0, a;

trouve J /13 =  3,6 à un dixième près; ce qui donne x  =  1,8 et x  =  — 0,5.
Prenons donc sur l’axe des x, deux parties AE =  1,8, AE' =  — 0.5, on aura E, E', 

pour deux nouveaux points de la courbe.
Comme elle doit passer par les six points F) , D', E, E', I, I ' , et qu’elle est tangente 

aux deux parallèles LL', MM7, on peut la regarder comme suffisamment déterminée 
de forme et de position.

Cependant, si l’on résout l’équation (1) par rapport à x  ; on obtient

2 1 y---------------------------
— ±  — y/ — 2y 2 — 2y  -+- 13.

Soit FF' le nouveau diamètre correspondant à x' —  

mites de la courbe dans le sens des.?', posons

— 2/2 — 2y -+- 13 =  0; d’où y  —  — ~  ±  ^ - | / 2 7  =

j pour avoir les li- 

" — 1 ± 5 , 2

c’est-à-dire, y  — 2,1 et y  —  — 3,1.

En portant sur l’axe des y ,  deux parties AK =  2,1 et A K " = — 3,1, puis menant 
par les points K, K", deux parallèles KK' et K"K'" à l’axe des x, on obtient les limites 
demandées( les points F, F', où ces parallèles rencontrent le second diamètre construit, 
sont d’ailleurs les deux points de contact de la courbe avec ces parallèles.

Second exemple. . . .  y 1 -+- 2xy  -F- ôx2 — 4x =  0 

On déduit de cette équation , y  =  — x  ± 1 / -  2x (a

O)

2 ) .

Le diamètre passe par l’origine et fait avec l’axe des x  un angle de 150»; on l’obtient 
en prenant AR =  I ( fig. 199 ), et élevant une perpendiculaire RO =  — 1, puis 
joignant les points A et O .

Comme x =  0 et x  =  2 anéantissent le radical, il s’ensuit que la courbe rencontre 
son diamètre au point A, et au point I correspondant à l’abscisse AG =  2.

Faisons dans l’équation (1), y  =  0, puis x  =  Oj il vient 1° 5x2 — 4x =  0, 
4

d’où x  =  0, x  = — ; 2° y -  =  0.

Les deux valeurs de x  indiquent que la coufbe passe par l’origine et par le point E 
4

pour lequel on a AE =  —.
o

Quant à l’expression y 2 =  0, d’où y  =  0, y  =  0, elle indique que l’axe des y  est 
tangente à la courbe au point A ; ce qu’on savait déjà, puisque A Y est une des limites. 

Résolvons l’équation (1) par rapport à x ; on en déduit

(y — 2) ±  — V /— 2 ( y 2 -y  iy  — 2 ).x
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( r  —  2 )
Soit FF' le diamètre correspondant à x' = ---------------- ; on tire d e ....................

7 2 -+- <2y — 2 =  0, r  =  — 1 l / j ,  c’est-à-dire, .r =  0,7, et y  =  — 2,7

à un dixième près.
Donc si l'on prend sur AY, AK =  0,7, AK" =  — 2,7, et qu’on mène les paral­

lèles KK', K"K'", à AX, les points F, F', où ces parallèles rencontrent le second dia­
mètre, sont de nouveaux points delà courbe, qui se trouve suffisamment déterminée 
de forme et de position, puisqu’elle doit passer par les points A, F, E, I , F', et qu’elle 
est tangente aux quatre droites AY, GI et KK', K"K'".

363. Troisième exem ple ............. y 2 — %XX ■+■ 2a;2 — Zx -t- 2 =  0.
Cette équation donne

y  =  x ± { / — x 2 ~hZx  — 2 =  a; d t  l / — ( x  — 1 ) (x  — 2 ).

Le diamètre est une droite AE ( fig. 200 ) passant par l’origine, et faisant un angle 
de 50» avec l’axe des x ; les limites de la courbe sont deux parallèles à l’axe des^-, 
menées aux distabces AG =  1, AH =  2 ; et la courbe est tangente à ces deux paral­
lèles, aux points D, E.

Les hypothèses y  =  0, x  =  0, introduites successivement dans l’équation, donnent 
2a;2 — Zx-t- 2 =  0, .r2 - + - 2 = 0 ,  équations dont les racines sont imaginaires ; ce qui 
prouve que la courbe ne rencontre pas les axes.

Nous pourrions, comme dans les deux exemples précédents, déterminer les deux 
limites dans le sens des y ;  mais nous allons avoir recours à une autre construction , 
qui peut s’appliquer à toutes les courbes de la première classe.

Cette construction est fondée sur la propriété (n° 292) qui consiste en c^que, si 
l’on forme un parallélogramme sur un système de diamètres conjugués, la courbe est 
tangente aux quatre côtés de ce parallélogramme.

D’après cela, puisque DE représente un diamètre en grandeur et en direction , le 
point O, milieu de DE, est le centre de la courbe. Ce point a pour abscisse, 

AG -+- AH x 1 -+- x "
AI ou ------ -— —, c’est-à-dire,----------- , x' et x "  désignant les deux racines dejS 2
l’équation x 2 — Zx -4- 2 =  0, ou du trinôme sous le radical égalé à 0 ; or, en vertu 
d’une propriété des équations du second degré, on a x' -+- x "  =  3, coefficient du

second terme pris en signe contraire ; donc X X - ou AI =  — j ce qui est d’ail-
2 2

leurs évident, puisque l’on a déjà pris AG =  1 et AH =  2.
D’un autre côté, comme DE divise en deux parties égales toutes les cordes paral­

lèles à AY, il s’ensuit que IO représente en direction le diamètre conjugué de DE ;

donc, si l’on fait x ~ ~  dans l’expression j / — x 2 -+- Zx — 2, le résultat sera

la valeur du demi-diamètre conjugué. 
Cette hypothèse donne
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1 1
Ainsi, en prenant, à partir du point O, deux parties ON =  — et ON' = -----— ,

on obtient NN '=  1, pour le diamètre conjugué de DE ; et le parallélogramme 
LL'M'M construit sur ces deux lignes est tel, que la courbe doit être tangente à ses 
côtés, et en leuis milieux D, E, N, N'.

Cette construction est propre à donner une idée très-nette de la formé et de l’éten­
due de la courbe.

Dans les figures relatives aux deux premiers exemples, nous avons tracé ce même 
parallélogramme.
, Le premier exemple, dont le radical est (n<> 362 )

Le second exemple, dont le radical est

donne pour l’abscisse du centre. et pour la va­

leur correspondante de ON,

donne pour l’ab­
scisse du centre,

et pour la valeur de ON

On fait usage de cette construction pour éviter la détermination des deux limites 
dans le sens des^, et principalement dans le cas où la courbe ne rencontre pas les 
axes.

Au reste, pour obtenir d’autres points de la courbe, il suffirait de donnera x  des 
valeurs particulières, et de construire les valeurs de^- correspondantes.

364. Nous proposerons pour exercices, les exemples suivants :

La courbe est une ellipse tangente à l’axe des y  qui forme alors l’une des limites;

La courbe estime ellipse tangente aux deux axes coordonnés;

Si les axes sont rectangulaires, la courbe est une ellipse, dont les axes principaux 
sont parallèles aux axes donnés, puisqu’il n’y a pas de terme en x y ;

Dans le cas d’axes rectangulaires, celte équation appartient à un cercle. Mais la
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CONSTRUCTION DES PARABOLES. 381
méthode précédente de discussion ne suffit pas pour le faire reconnaître; il faut avoir 
recours à ce qui a été dit n °177 ;

La courbe se réduit à un point, car on peut ( no 358 ) mettre l’équation sous la

forme

La courbe est imaginaire, car l’équation revient à

seconde classe. Courbes illimitées dans un seul sens, ou Paraboles. 

365. Premier exemple :

[Les trois premiers termes y 2 — txy  4 -  4x2 forment (n°359) un carré par­
fait, ( y  — Sx)2. ]

Cette équation revient à

et donne, par sa résolution ,

Posant on trouve nour

donc le diamètre est représenté par la ligne BC ( fig. 201 ), menée
par les points B, C, pour lesquels on a

2
Comme 1 hypothèse Zx -+- 2 =  0 , d’où x  —  — —, anéantit le radical et

O

réduit ainsi les deux ordonnées de la courbe à celle du diamètre , il s’ensuit que la
2

IroileGG', menée à la distance AG = ---- —, parallèlement à l’axe des^-, est la li-

nile de la courbe ; et le point D où cette parallèle rencontre le diamètre, est celui où 
elle est tangente à la courbe, qui doit, à partir de ce point, s’étendre indéfiniment 
ru-dessus et au-dessous de son diamètre dans le sens des x  positifs.

Faisons successivement dans l’équation (1),

il en résulte
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La seconde, qui est la plus simple, donne

y  =  — 1 ±  \ /  2 ;

or, comme on a déjà, sur la figure, AB =  — 1, il suffit évidemment de porte

sur AY, et à partir du point B, deux distances BK, BK.', égales à JXT"ou BH (en sup­
posant AH =  2AC =  1 ) ; et les points K, K', appartiennent à la courbe.

Quant à la première , on trouve

7 rfc 1X65 15 1 , . ,x — ------ -p----  =  — et — — , a tres-peu près.
O O O

• 7 1
Prenant donc AI =  1 -+■ — et AI' =  —

O O

on obtient 1 , 1', pour deux nouveaux points de la courbe, qui se trouve suffisamment 
déterminée de forme et de position , puisqu’elle passe par les cinq points K, V, I), K', I, 
et qu’elle doit être tangente à GG'.

Mais rien n’empêche d’obtenir de nouveaux points, en donnant à x des valeurs par­
ticulières , et construisant les valeurs correspondantes de y .

On peut également construire la limite dans le sens de l’axe des^ ; en résolvant 
l’équation par rapport à x.

Second exemple :

y 2 — 2ary  -4- x 2 — \y -+- x  ■+• 4 =  0.

Celte équation donne

y  =  x  -+- 2 db \ /z x .

Le diamètre passe par les points B, C ( fig. 202 ) ,  pour lesquels on a

AB =  2 , AC =  — 2 ,
< «

et fait avec l’axe des x ,  un angle de 50°.
De plus, comme l’hypothèse x  =  0 anéantit le radical, il s’ensuit que l’axe des y  

est la limite de la courbe et lui est tangente au point B. C’est d’ailleurs ce qu’on re­
connaît en faisant x  =  ft dans l’équation; on trouve en effet

y 2 — iy  -+- 4 =  0 , ou (y  — 2 )2 =  0 ,

d’où y  =  2 , y  —  2.

Soit fait y  =  0 , dans la même équation ; il vient

x 2 x  -t- 4 =  0 ,

dont les racines sont évidemment imaginaires ; ce qui prouve que la courbe ne ren­
contre pas l’axe des x.

Pour obtenir de nouveaux points, faisons x  —  AP =  1 ; il en résulte y = Z  d r j /  3 ; 
donc s i , après avoir élevé en P une perpendiculaire à AX ( ce qui donne PQ =  3 ) ,  on 
porte successivement deux distances QM , Qm, égales à J /3  ou 1,7, les deux points 
M, m, appartiendront à la courbe.

www.rcin.org.pl



DES PARABOLES. 3 8 3

Soient encore x  =  3 , il vient ^  =  5 \ /  9 = 5  dr 3. Ainsi, en prenant AP'=r 3 ,
et portant sur P'Q' =  5 ,  à partir du point Q', deux distances Q ' M é g a l e s  
à 3 , on aura deux nouveaux points M', m'. La courbe est ainsi suffisamment déter­
minée.

3C6. On obse rvera toutefois que comme , d’après la discussion, les deux ligues 
LE , BY, forment un système d’axes conjugués, si l’on connaissait le paramètre à 
ce système , la courbe pourrait être construite par le procédé du no 340.

Or, en désignant par 2p' ee paramètre , on a 2p' —  , MQ et BQ étant les coor­

données du point M rapportées à ce système; mais on vient de trouver pour AP =  J, 
MQ =  y  Z) d’ailleurs , le triangle rectangle BHQ donne

Ainsi

La môme observation est applicable à toutes les combes de la seconde classe. 

367. Nous proposerons les exercices suivants :

donc enfin ,

La courbe est une parabole qui a pour limite l’axe d e s /-, et qui s’étend indéfini­
ment dans le sens des x  négatifs ;

La courbe est une parabole rapportée à des axes parallèles à ses deux axes prin­
cipaux; et elle s’étend indéfiniment dans le sens des x  négatifs ;

La courbe se réduit à un système de deux droites parallèles ; car l’équation peut 
( n° 358 ) être transformée ainsi :

On a un système de deux droites imaginaires ; car l’équation revient à
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CONSTRUCTION DES HYPERBOLES.

Le lieu géométrique est une seule ligne droite ; car l’équation se change en

Soit l’équation 

on en tire

puis

troisième classe. Courbes illimitées dans tous les sens, ou Hyperboles.

Premier exemple.

368. Soit l’équation

on en déduit

ou, décomposant le trinôme sous le radical,

Construisons d’abord le diamètre BC ( fig. 203 ) correspondant à l’équation

les parallèles CC', GG', à l’axe des y ,  menées aux distances AC =  2 , AG = — 1, 
sont tangentes à la courbe, aux points C , E ; de plus, la courbe n’a aucun point situé 
entre ces droites ; mais elle s’étend indéfiniment à droite et à gauche.

En faisant successivement y  —  0, x  =  0, dans l’équation ( l ) , on trouve

puis y*- — 4y -+- 10 =  0 , équation dont les racines sont imaginaires; ce qui prouve 
que la courbe ne rencontre pas l’axe des j-, mais qu’elle passe par deux points C , D ,

5
de l’axe des x, pour lesquels on a AC =  2 , AD = ----

On obtiendrait de nouveaux points' en substituant à la place de x  les valeurs parti­
culières x  =  3 , 4 ,... et x =  — 3 , — 4, . . .  ; mais ce qui précède suffit pour donner 
une idée assez exacte de la position de la courbe par rapport aux axes.

Le trinôme sous le radical , égalé à 0 , donne lieu à des valeurs imaginaires ; ce qui 
prouve que la courbe ne rencontre pas le diamètre qui a pour é q u a t i o n . . . a ;  •+• 1, . . .  
et est d’ailleurs représenté par la droite CB ( fig. 204 ).

Les hypolhèses successives y  =  0 et x = . 0 donnent

à peu près
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1 1
Prenant donc sur l’axe des x , AD' =  2 - ,  AD =  -  , et sur l’axe des y ,

D O  7
LE =  \/2,  BF =  — \ / i  , d’où AE =  l - f - J / 2 ,  AF =  1 — [ /ü  , on obtient quatre
points D', D, E, F, par lesquels la courbe doit passer.

On aurait de nouveaux points en attribuant à x  de nouvelles valeurs, tant dans le 
sens positif que dans le sens négatif, puis construisant les valeurs correspondantes dey. 
Mais l’analyse suivante fournira des éléments propres à fixer d’une manière plus com­
plète la forme et la position de la courbe, dans les exemples qui viennent d’être 
traités.

369. Méthode générale pour déterminer les asymptotes.
Lorsque, par la séparation des variables, dans une équation, l’on a 

reconnu que la courbe a des branches infinies, une des questions les 
plus importantes à résoudre , consisle à chercher les asymptotes rec­
tilignes ou curvilignes ( n° 264) que ces branches peuvent avoir.

Reprenons l’équation générale du second degré, résolue par rapport 
à la variable y, savoir :

[m, n, p, désignant les quantités B2— 4AC, BD — 2AE, D’ — 4AF ; 
voyez n° 366].

Le trinôme ni.r2 -{- Inx -j- p peut être transformé ainsi :

Dans l’hyperbole, m ou B2— 4AC est essentiellement positif) mais la 

quantité— — — peut etre indifféremment positive ou négative [elle

P « 2ne saurait être nulle; car si l’on avait ----------- =  0, mx'1 "2nx -j- «n m1 1 1 r
serait un carré parfait; et la courbe se réduirait ( n° 
tème de deux droites].

à un sys-

Faisons donc

le trinôme mx'1 -{- Inx  -j- p revient encore i

A L f i .  A PIM. .  A L \  G E O I I .
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et l’équation (1) se change en celle-ci :

Cela posé, je dis que les droites représentées par

sont asymptotes à la courbe.
En effet, remarquons d’abord que les valeurs de y et dey ,, ont une 

(B# 4 -  D) . .partie commune , -----------^ -----  ; ainsi, pour démontrer que les
A t\

branches de la courbe se rapprochent sans cesse et autant que l ’on 
veut de ces droites , il suffit de faire voir que la différence des deux 
parties non communes tend de plus en plus vers zéro quand x aug­
mente, et que cette différence devient nulle quand x est infini.

Pour le démontrer, posons

et élevons ces deux égalités au Carré ; il vient

d’où

Mais, d’après l’inspection des valeurs de u et de u, , il est évident 
que ces quantités augmentent en même temps à mesure que x  aug­
mente , et qu’elles deviennent infinies quand x est infini; donc il en 
est de même de leur somme u -j- ut.

Par conséquent, la différence ( u — w,) diminue à mesure que x 
augmente, et devient nulle quand x  est infini. C. Q. F. T).
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Les deux droites représentées pour l’équation (3) jouissent donc de 
la propriété caractéristique des asymptotes *.

N. B. — On peut observer, pour la pratique, que l’équation (3) se 
déduit immédiatement de l’équation (1) par l’extraction de la racine 
carrée du trinôme

en ne tenant compte que des deux premiers termes de la racine.
370. Construction des asymptotes. Il nous reste encore à fixer la 

position de ces droites par rapport aux axes.
Pour cela, reprenons l’équation (3)-, en y remplaçant m et n par 

leurs valeurs; il vient

Or, si l’on compare cette équation avec celle du diamètre,

on reconnaît que les asymptotes sc coupent sur le diamètre, en un 
point pour lequel on a

’ On peut démontrer par un moyen analogue, que toutes les paraboles qui ont mémo 
paramètre et même axe principal, mais dont les sommets ont des positions différentes sur 
cet axe , sont a s y m p t o t e s  les unes aux autres.

Considérons en effet les deux paraboles

k désignant l’abscisse du sommet de la seconde parabole, comptée à partir du sommet de 
la première.

On déduit de ces équations

or, y  et y ,  augmentant en même temps à mesure que x  augmente , et devenant i n f i n i  quand 
x  est infini. Il en est de même de leur somme ( y  -4- y  i ) ; ainsi, la différence ( y  — y ,  ) des 
ordonnées des deux courbes, correspondant à la même abscisse, diminue de plus n i plus ù 
mesure que x  augmente et devient n u l l e  quand x  est infini Donc In  s e c o n d e  c o u r b e  f i t  

a s y m p t o t e  «  l a  p r e m i è r e .
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Portant cette valeur dans l’équation du diamètre, on trouve, toute

on obtient pour

réduction faite,

Nous verrons bientôt que ces valeurs ne sont autre chose que les 
coordonnées du centre de la courbe, par lequel on sait déjà ( n° 284 ) 
que les asymptotes de l’hyperbole doivent passer.

Le point commun aux deux asymptotes étant déterminé, il suffit de 
mener par ce point deux droites faisant avec l’axe des x  c{es angles 
qui {dans le cas d’axes rectangulaires) aient pour tangentes,

et cette construction peut se faire aisément dans chaque cas particulier.

Soit repris le premier exemple du n» 368,

La racine carrée de 3

l’équation des deux asymptotes,

il en résulte

♦

Si l’on pose

d’où, en substituant dans

Ces valeurs sont les coordonnées du point O ( fig. 203 ) par lequel les asymptotes 
doivent passer.

Après avoir mené par ce point une parallèle à AX et pris sur celte parallèle, 
OR =  1, on élève du point R une perpendiculaire à AX, sur laquelle on porte, A

partir du point 1 (pour lequel RI =  OR =  1 ), deux distances 1S, LS', égales à l / .3  ; 
et les deux points S, S', appartiennent aux asymptotes, car on a

Donc OS, OS', sont les asymptotes cherchées.
La construction serait la même si les axes étaient obliques; seulement, les valeurs 

de a et de a' n’exprimeraient plus des tangentes, mais des rapports de sinus.
On a représenté également dans la figure 204, lts deux asymptotes de la courbe 

relative au second exemple.
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Le trinôme \x- -  5x +  ü ou 1 (  x'-------x  H----- ) donnant 2 /  x  — — \
V 4 2 /  V 8 /

pour les deux premiers termes de la racine carrée, l’équation des asymptotes est 

j-, =  x  -1- 1 ±  2 ^ x ---- - ^ ; ce qui donne

quantités faciles à construire.
.V. B. — On s’est dispensé de reproduire ici les raisonnements qui servent à prouver 

que les droites ainsi obtenues sont asymptotes ; mais les élèves feront bien de les répéter 
pour chaque exemple.

371. La théorie des asymptotes comprend deux cas assez remarqua­
bles.

Le premier est celui où l’un des carrés des variables manque dans 
V équation.

Soit l’équation A y2 -j- ]$xy -j- Dy -j- E# —J— V =  0, 
privée du terme en x\ On en déduit

d’où, extrayant la racine carrée et ne tenant compte que des deux 
premiers termes de la racine,

ou , séparant les deux valeurs et réduisant,

Le premier de ces deux résultats indique que l ’une des asymptotes est 
parallèle à l’axe des x.

Pour l’équation

on trouverait, en la résolvant par rapport à x ,
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d’où , extrayant la racine carrée et ne tenant compte que des deux 
premiers termes de la racine,

ce qui donnerait

pour les équations des deux asymptotes.
Ainsi, l’une d’elles est parallèle à l’axe des y.
Les raisonnements du n° 369 sont d’ailleurs applicables à ces deux 

circonstances.

372. Le second cas est celui où l’équation est privée des deux carrés. 
Dans ce cas, on a recours à une autre méthode pour déterminer les 

asymptotes.

ou, effectuant la division de

l’osons

je dis que cette dernière équation , dont le lieu géométrique est une 
droite parallèle à l’axe des.r, représente une asymptote à la courbe.

En effet, prenons la différence entre l ’ordonnée y de la courbe cl 
l’ordonnée y, de cette droite; il vient

Or, il est évident que plus x  augmente (à partir de x =  — fl u‘

donne ¥>x - ] -  D =  0), plus celle différence diminue. Elle peut même 
devenir aussi petite que l’on veut, et se réduit à 0 quand on suppose 
y  —  co  , c ’cst-à-dirc que l’ordonnée de la courbe et l’ordonnée de la

Soit 1 équation si on la résout d a-
bord par rapport à y, on trouve
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que la courbe s’en rapproche sans cesse et autant que l ’on veut, sans 
pouvoir cependant jamais l’atteindre autre part qu’à l’ infini. Donc elle 
est asymptote.

En résolvant l ’équation par rapport à a;, on obtient

( Dy +  F ) 1) , DE —  BF
Æ’ —  By -j- E B 1 B (By -j- E) ’

. . „  Det si Ion pose x, =  —  —,

d r o i t e  d e v i e n n e n t  a lo rs  égales. D o n c  la d r o i t e  y ,  =  — — est tell e

on prouvera, comme précédemment, que cette dernière équation, 
dont le lieu est une parallèle à l’axe des y, représente une seconde

DE —  BFasymptote ; car la dmerence x — x. étant ----- :— rrr, diminuer B(By +  E)

à mesure que y augmente, à partir de y —  — -g , et peut même

devenir moindre que toute grandeur donnée.
. .  . E D , , . . .Ainsi y i = --- —, xt =  — — sont les équation s de deux asymp­

totes de la courbe représentée par l’équation

Bxy -{- Dy -f- Ear -f- F =  0.

Ces droites étant d’abord fixées de position, il faut, pour tracer la 
courbe, donner à x  des valeurs particulières et construire les valeurs 
correspondantes de y, tirées de l’équation de la courbe. Il suffit même 
d’un seul point, puisque ( n° 327 ), connaissant un point de la courbe 
et les asymptotes, elle peut être facilement construite.

Soit, pour exemple, l’équation xy  — ’iy  x  — 1 =  0 
[Nous supposerons la courbe rapportée à des axes quelconques AX, A Y ( fig. 205 ); 
autrement, l'hyperbole serait équilatère].

Cette équation donne y  = — x  -+- i 
x  — 2

et résolue par rapport à x , 2r

Iionc y  —  — 1, x  =  2 , sont les équations des deux asymptotes qui , sur la ligure, 
sont représentées par les droites HH', LL'.

Soit fait dans l’équation proposée y  —  0 ; il en résulte x  =  1 ; c’est-à-dire que la 
courbe rencontre l’axe des x  au point D pour lequel on a AD =  1. On a de même,
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1 1pour x =  0, x  —  — —. Ainsi la courbe passe parle point G, tel qu'oa a AG =  — -  ,

et peut être tracée d'après la méthode du n° 527.

373. Autre moyen de déterminer les asymptotes dans les cas parli- 
cnliers qui précèdent.

Il est remarquable que l’équation

E DE — DF
V B ‘ D (D.r +  D) ’

qui donne la première asymptote, peut également faire connaître la 
seconde : il suffit pour cela d’égaler à 0 le dénominateur de la seconde

partie de y. Car en posant D.r -f- D =  0, ou trouve x —  —

Cette valeur de x portée dans l’équation de la courbe, donne

y =  co ; ce qui prouve que la droite x —  — ~  rencontre la courbe

à l’ infini. C’est en effet l’une des propriétés dont jouissent les asymp­
totes. Mais cela ne suffit pas pour les caractériser ; il faut encore, pour 
qu’une ligne soit reconnue asymptote, que la courbe puisse s’en appro­
cher sans cesse et autant que l’on veut.

Afin de faire ressortir ce second caractère, nous désignerons, pour 
plus de simplicité,

E , D , DE — DF 
— ÿ  P"1’ V, — jr par e t ------ ^ ------  par m ;

l’équation de la courbe prend alors la forme

, , »» ... 
, j = y  .............................. <IJ

Cela posé, je dis que la droite x — x est telle que la courbe s’eu 
rapproche sans cesse et autant que l’on veut.

Car si l’on pose x =  x rb J', cT étant une quantité très-petite, l ’é­
quation (1) devient

- , *»
y =

Comme y et «  sont des quantités finies et déterminées, on voit
i . ni ,que plus cTsera petit, plus — sera grand , plus par conséquent les or-O

données des points de rencontre de la courbe avec les droites 
( x  =  x  dt J') qui avoisinent la droite x —  x , seront grandes.
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Celle-ci qui, comme nous l’avons déjà va , rencontre la courbe à 
l’infini , est donc telle en même temps, que toutes les droites qui lui 
sont parallèles, rencontrent la courbe en des points d’autant plus éloi­
gnés de l’axe des x  que ces droites sont plus voisines de la droite 
x =  x '. Donc la courbe se rapproche sans cesse de cette droite, et autant 
que Von veut, sans pouvoir cependant la rencontrer.

Ce moyen est applicable même au cas où l’équation du second degré 
est de la forme

Ay2 TSxy -j- Dy -j- E# -j- F —  0, 
ou Bxy -j- C#2 -f- Dy -j- Eæ- -j- F =  0. ( Voyez, n° 371.)

Considérons en effet la première et résolvons-la par rapport à x ; il 
vient

( Ay2 -j- Dy -f-F ) 
% + E

ou , si l’on effectue la division en partie,

A , AE — BD , BDE — AE2 — B2F
B ■' 1 B2 “  B2 ( By +  E)

Par un raisonnement analogue à celui du n° 372, on prouverait fa­
cilement que réquation

S

A , AE — BD
* =  J T —

représente une première asymptote.

Elle donne en effet AE — BD 
AB

équation qui n’est autre chose que l’une de celles auxquelles on est 
parvenu ( n° 371).

Je dis en outre que, si l’on pose By —J— E =  0, ce qui donne

E

on a ainsi la seconde asymptote.
Car soient, pour plus de simplicité,

AE — BD 
B2

E
B = y >

BDE — AE2 — B2F
P
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réquation de la courbe prend la forme

* =  FJ +  ?

Cela posé, soit d’abord y =  y ;  il en résulte x  =  co ; ce qui
Eprouve que la droite y =  y', ou y —  — , rencontre la courbe à

l’ infini.
D’ailleurs, si l ’on pose y =  y 'zb c/' («/'étant une quantité très-pe-

VI
tite), la valeur de x devient x =  py' -f- q rh fpziz — .

Comme les quantités p, q, m, y', sont des quantités finies et déter­

minées, on voit que plus «/'sera petit, plus la valeur de sera grande,O
plus par conséquent les abscisses des points de rencontre de la 
courbe avec les parallèles à l’axe des x ( y =  y' =b «/) seront
grandes.

Ainsi la droite y =  y' est telle, que toutes les parallèles menées 
au-dessus ou au-dessous d’elle rencontre la courbe eu des points 
d’autant plus éloignés de l’axe des y qu’elles sont plus voisines de 
cette droite.

Donc la courbe se rapproche sans cesse et autant que l’on veut de 
la droite y =  y'.

Voici de nouveaux exemples relatifs à la troisième classe de courbes.

1° y 1 — 4xy  -+- 2x2 -+- 6y — 9x -H 2 =  0 ;

équation d’une hyperbole qui ne rencontre pas son diamètre.

2» y  — 4xy -H 4a: -+- 3 =  0 ;

équation d’une hyperbole dont l’une des asymptotes est parallèle à l’axe des x  ( voyez 
n«» 371 et 373).

3« y -  ■— 2xy  — 2 =  0;

l’hyperbole est rapportée à sou centre comme origine , et l’une des asymptotes est 
parallèle à l’axe des x.

4» y 2 — x 2 -+- x —  0 ;

si les axes sont rectangulaires, l’hyperbole est équilatère et rapportée à des axes paral­
lèles aux axes principaux.

3° 2xy  — x  -4- 1 =  0 ;

la courbe est rapportée à des axes parallèles aux asymptotes ( voyez il"» 372 et 373 ).
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6» y 1 — 2xy  -+- 2y -+- ix  — 8 = 0 ;
la courbe se réduit à un système de deux droites qui se coupent ( n°s 358 ).

Ce dernier exemple présente une circonstance remarquable , lorsqu’on résout l’é­
quation par rapport à x.

2y — 8
On trouve r 1

2y

ou, effectuant la division conformément à la méthode indiquée ci-dessus pour déter­
miner les asymptotes,

y
X =  T

d’où il semble résulter que la courbe se réduit à une seule ligne droite.
Mais observons que, si la division s’est faite exactement, c’est que le numérateur

de la valeur de x  peut se mettre sous la forme ^21 _ p .  2 ^ ( 2 y — 4 ).

il à

( j  +  2 )  ( 2 r -  4)

Ainsi la valeur de x  revient à

2y — 4

d’où, chassant le dénominateur et transposant,

(2r - 4 )  ( X _ Ç _ 2 )  = 0,

équation qui peut être satisfaite,

soit lorsqu’on pose 2y — 4 =  0, d’où y  —  2,

soit lorsqu’on pose x  — ~  — 2 =  0, d'ou y  =  2x — 4.

Ainsi la courbe se réduit à un système de deux droites, et non pas à une seule droite
comme on l’avait cru d’abord.

■ <
Application delà méthode de discussion précédente à d’autres courbes.

374. La méthode exposée précédemment pour la discussion des équations du se­
cond degré peut également s’appliquer à des équations d’un degré supérieur, pourvu 
que l’on puisse opérer la séparation des variables.

Nous nous bornerons à une seule application qui suffira pour montrer comment il 
faudrait opérer dans tous les cas semblables.

Soit l’équation y 1 — x*y -+- 2xy  — x* -+- 2y -+- 2a: =  0 , ..................... (1)
qui est du troisième degré, mais qu’on peut résoudre par rapport à y .

On en déduit y  = --------------------— ±  — \/x'-\ -+- 4 .......................(2)

désignons la première partie de cette valeur de y  par,?*' ( fig. 206 ), et conslrui-
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, x 2 — 2a; — 2
X  —  g •

Cette équation revient à x 2— 2a;— 2y ' — 2 =  0 , et donne .r = 1  - h \ / » y  -g-5; 
d’où l’on voit que le lieu géométrique est une parabole qui a pour diamètre, ou 
plutôt pour axe principal, la ligne EE' menée parallèlement à l’axe des .y, à une dis­
tance AP =  1 ; la limite de cette parabole est d’ailleurs DE menée parallèlement à AX 
par le point D, pour lequel on a

2y' -4 -5  =  0, ou y '  =  — ~  =  AD.

En faisant y  =  0 dans son équation , l’on trouve

x  =  1 ±  \ /3 ,  ou x =  AQ, et x  —  AQ'. 

Soit ensuite x —  0 ; la valeur de y ' se réduit à

ainsi la parabole passe encore par le point B, pour lequel AB =  — 1.

La courbe correspondante à y ' est suffisamment déterminée, et

peut être représentée par REQ'R'.
Je dis maintenant que cette parabole doit être considérée comme un diamètre de 

la courbe cherchée.
En effet, pour une valeur de a; quelconque, AP', il faut, après avoir construit l’or­

donnée P'B' correspondante de la parabole, porter, à partir du point B', au-dessus et

au-dessous de cette courbe, une partie égale à la valeur du radical ~^\/x\ -+- 4.

On voit donc que la ligne RQEQ'R' passe par les milieux de toutes les cordes de la 
courbe cherchée, qui sont parallèles à l’axe des y; donc (n« 258 ) cette ligne est 
un diamètre.

Actuellement,si nous observons que le radical l/.r4-t-4  revient à x 1. 

on peut mettre l’expression (2) sous la forme

4_
x f\

y  = x 2 —  2 a ;  —  2 
2 x 2

et si l’on applique »à cette équation les raisonnements qui ont été faits n« 339, on prou­
vera facilement que la courbe cherchée a pour asymptotes le système des lignes repré­
sentées par l’équation

Cette équation, considérée successivement avec le signe supérieur et a\ec le signe
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inférieur, devient

y "  —  x* — x — 1, et y "  —  — x  — 1.

La seconde de ces deux-ci estl’équation d’une ligne droite LL' passant par les deux 
points B, B", pour lesquels AB =  — 1 et AB" =  — 1.

Quant à la première, on en déduit

*  =  \  = F  Y  V w  +  5 ,

et en la construisant, on obtient une nouvelle parabole SIS' ayant pour axe princi - 

pal II' ^ ou x  =  ^  ^  , et pour sommet le point I , qu’on obtient en posant

4>yr -+ -5  =  0; d’où y "  — — =  AC.
4

Il est à remarquer que les deux asymptotes LL', SIS', ont le point B commun et se
JÇ2

touchent en ce point ; car la partie non commune de leur équation étant ——, si l’on

pose x  =  0, il en résulte y "  —  — 1.
Ce même point appartient aussi, comme on l’a vu plus haut, au diamètre para­

bolique RQEQ'R'.
Il ne nous reste plus qu’à déterminer quelques points de la courbe cherchée.
Soit d’abord fait y  =  0 dans l’équation (1) ; il en résulte

— i 5 +  i x  = : 0, ou x  (x 2 — 2) =  0;

d’où x ■= 0, x =  \ /2 , x  — — [ / 2 -,

ainsi la courbe passe par l’origine A et par les points G, G', pour lesquels on a

a g  =  y /T ,  a g ' =  —  y / ï 7

Soit encore x =  0 ; on trouve

y 3 -+- 2y — 0, d’où y  =  0, y  =  — 2 ;

donc la courbe passe par le nouveau point H pris sur l’axe des y ,  à une distance 
AH =  — 2.

Faisons ensuite x =  1 dans l’équation (2) ; il vient

ce qui donne les nouveaux points E", E'", pour lesquels on a

AP =  1, PE =  -  | ,  E E " = | l / 5 ,  EE"' =  - i | / T

Posons enfin x  =  2 =  AP'; on trouve
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Ces deux valeurs construites donnent encore les points K et K' pour deux points de 
la courbe.

Le lieu géométrique cherché devant passer par les points K, G, E", A, puis 
K', E'", E, G', et ayant pour asymptotes la parabole SIS' et la droite LL', est nécessai­
rement représentée par les deux lignes indéfinies KGE"AT', G'HN'E'"K'. . .  .

N. B. — Si l’on combine l’équation de la courbe avec l’équation y  —  — x — 2 , 
qui est celle d’une droite parallèle à l’asymptote LL' et menée à la distance AH =  — 2, 
on trouve pour résultat de cette combinaison, ar2 =  0 et y  — — 2 ,  ce qui prouve 
que la droite HH' est tangente à la courbe au point H. Cela justifie la forme donnée en 
ce point à la branche G'Hk'.

On trouverait encore que l’équation

x iy 2xy  — X* y  —  0

représente une courbe composée de deux branches DAD', EGE' ( fig. 207 ), dont 
l’une passe par l’origine , et est tangente en ce point à l’axe des x; elles ont d’ailleurs 
pour asymptotes, les droites x —  — 1 et .y =  1.

Ceux qui désireraient étendre leurs connaissances sur la discussion des courbes de 
degré supérieur au second, peuvent consulter l’ouvrage de Cra mer , ayant pour titre : 
Introduction à l’Analyse des lignes courbes.

§ n .  Détermination du centre et des accès, par h  transformation 
des coordonnées,

378. Nous avons vu ( n° 280 et suivants) qu’on peut toujours, une 
équation du second degré à deux variables étant donnée, la ramener 
à l’une des formes Mi/ 2 -}- N# 2 =  P, y2 =  Q.r, par deux transforma­
tions de coordonnées; savoir, par un changement de direction d’axes, 
ensuite, par une translation d’origine. Nous allons reprendre cette 
question avec de nouveaux détails, en renversant toutefois l ’ordre 
des deux transformations, parce que la méthode du n° 280 a l’ incon­
vénient d’introduire des quantités irrationnelles dans les coefficients 
de x  et de y.

L’équation générale des courbes du second degré étant

Ktf -J- 1\xy -J- C# 2 -|- Dy -|- E# -f- F =  0, . . . (1)

remplaçons x et y par les formules x =  x -J-a, y — y-\- h; et pro­
posons-nous de déterminer a, b , de manière à faire disparaître les 
termes du premier degré en x et en y. Il vient, par cette substitution,

A y2 -j- B xy -J- C.r2 ~{- (2A b -{- Ba -J- D) y - j -  (2C« BZ> — E) x

+  A£ 2 4 -  B«£ +  Ca2 +  DZ> 4 -  Ea -J- F =  0 . . . (2)

Or, puisqu’on veut que cette équation ne renferme plus les ternies
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linéaires en x  el en y, il faut que l’on ait

et alors l ’équation se réduit à celle-ci :

Les trois premiers coefficients À, B, C; sont les mêmes que dans la 
proposée.

Quant à F ' ,  on a F' =  A b7 -{- B ab -j- Ca2 -f- Db -[- Eo -{- F ; 
mais on peut simplifier cette expression. En effet, si l’on ajoute entre 
elles les équations (3) , après avoir multiplié la première par b, la se­
conde par a, on trouve

d’où l’on déduit

et par conséquent,

c ’est sous cette forme que nous rappellerons plus tard la valeur de F'. 
Les équations (3) donnent d’ailleurs pour a, b,

valeurs qu’on pourrait reporter dans F'; mais cela est inutile.
Observons actuellement que, l’équation (4) restant la même lors­

qu’on y change x et y en — x et — y, est telle, que si x ,  y', repré­
sentent les coordonnées d’un point quelconque M ( fig. 203 ) de la 
courbe rapportée au nouveau système OX', OY', celte équation est 
satisfaite par — x — y', en même temps que par x', y’ . Or,
il est évident que les deux points ( x y ' ) ,  ( — x , — y') sont en ligne 
droite avec la nouvelle origine 0 , et situées à égale distance de ce 
point.

D’où l’on voit que le point 0 jouit de la propriété de diviser en deux 
parties égales toutes les cordes de la courbe qui passent par ce point ; 
donc (n° 230) la nouvelle origine est le centre de la courbe.

Les valeurs de a et de b sont en effet celles qu’on a obtenues (n° 370) 
pour les coordonnées du centre.

Concluons de là que l ’équation Ày2 -}- Bxy -}- C.r2 F' =  0, est 
la forme caractéristique des équations de foutes les courbes du second
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degré qui ont un centre, lorsqu’on y suppose transportée l’origine des 
coordonnées.

Comme, en général, l’hypothèse B2 — 4AC =  0 rend les expres­
sions (6) infinies, il s’ensuit que la parabole n’a pas de centre, ou que 
son centre est situé à l’infini. En d’autres termes, ou ne peut, pour la 
parabole, faire disparaître à la fois les deux termes linéaires en 
x et en y.

N. B. — Lorsque, par cette première transformation de coordon­
nées, on trouve F' =  0 , ce qui ramène l’équation à

A y2 -j- YSxy -f- C.r2 =  0,

on peut conclure que la courbe se réduit à son centre, ou à un système 
de deux droites qui passent par le centre.

En effet, cette équation donne

et l’on voit que, suivant qu’on aura B2 — 4AC 0 ou 0 , l’équa­
tion sera vérifiée par le système unique (y =  0 , # =  0 ) ,  ou bien , 
représentera un système de deux droites passant par l’origine.

Observons encore que toutes les conséquences précédentes sont 
vraies, quelle que soit l’inclinaison des axes.

376. Admettons que la courbe soit une ellipse ou une hyperbole, 
auquel cas la transformation précédente est toujours possible; et 
voyons maintenant comment on peut faire évanouir le terme en xy 
de l’équation (-4).

Or, ce calcul a déjà été exécuté (n°250) sur l’équation générale. 
Substituons dans (4) les formules ( n° 220)

x  =  x cos cc — y sin a, y =  x  sin a. -j- y cos a,

au moyen desquelles on passe d’un système rectangulaire à un autre 
système rectangulaire; et posons

2 (A — C) sin « cos a -J- B (cos2 a — sin2 «) =  0, . . (7)

puis
M
N

P

A. tXMKWIlSA
î f "" ------------------------------

=  A cos2 a. — B sin a cos a -j- C sin2 « , 
=  A sin2 « -j- B sin a cos « -j- C cos2 a,

=  — F' =  — ( f  - f Db -j- Ea \
2 7 5
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l’équation (4) se trouve alors ramenée à la forme

Mais avant d’appliquer à des exemples les formules qui précèdent, 
nous devons faire une remarque sur la manière de les employer.

L’angle 2« étant donné par la formule tangua =  —   ̂ - y,-, est

aigu ou obtus, suivant que cette tangente est positive ou négative ,* 
mais dans les deux cas, son sinus es Y positif. Or, on a trouvé

A K l .  A I 'P L , A LA f.L O Ji.

11 reste encore à déterminer l’angle a et les valeurs correspondantes 
des coefficients M et N. Pour cela il ne s’agit que de reprendre les 
calculs du n° 251.

On déduit d’abord évidemment de l’équation (7),

d’où

D’un autre côté, combinons successivement par addition et par 
soustraction, les valeurs de M et de N; il vient

d’où, substituant pour cos sin leurs valeurs,

Donc enfin

ou plutôt,
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(à  cause du double signe dont un radical doit toujours être affecté); 
et pour que cette expression restc positive, il faut que le radical soit 
pris avec le signe -f- si B est négatif, et avec le signe — lorsqu’au 
contraire B est positif.

Les valeurs générales de M et de N deviennent donc

les signes supérieurs correspondant à B négatif, et les signes inférieurs 
à B positif.

D’après cela, voici le tableau des formules dont il faudra faire usage, 
pour toute équation particulière représentant une ellipse ou une 
hyperbole, si l’on veut rapporter la courbe à son centre et à ses axes : 

Equation proposée,

1° — Évanouissement des termes linéaires par une translation 
d’origine,

2° —  Évanouissement du terme en xy, par un changement de 
direction d’axes,

si B est positif.

Équation résultante,

www.rcin.org.pl



DANS L’ ELLIPSE ET J.’ h YPERBGLE. 4 0 3

Equation résultante,.............. 3It/2 3W =  P
[P ayant ici pour valeur, — F '].

Applications à différents exemples.

ce qui donne, d’après les formules du tableau précédent,

On trouve ensuite

(comme 15 est ici négatif, on a pris les signes supérieurs dans les expressions de M et N).
Soit menée par le point O une droite OB qui forme avec OX', un angle ayant pour 

tangente — 1 ; divisons l’angle BOX'en deux parties égales; les deux lignes OX", OY" 
sont les nouveaux axes par rapport auxquels l’équation est enfin ramenée à la forme

et en déduire les valeurs des demi-axes A et B, il faut (n° 233) la multiplier par

ce qui donne

2 6 ’

c’est le premier
exemple traité (n° 362) par la séparation des variables. 

On a

Soient représentent les nou­

veaux axes par rapport auxquels l’équation est de la forme

Pour comparer celte équation à celle-ci :

d’où l’on déduit
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ou, calculant ces valeurs à 0,1 près,

Connaissant ces demi-axes, on peut aisément construire la courbe dont la position , 
par rapport aux axes primitifs, doit être semblable à celle qui est indiquée par la 
figure 198, correspondante au même exemple ( n<> 362).

2°. . . .  y 2 -+- 2xy  — 2x2 — 4y  — x  -+- 10 =  0 : c’est le premier exemple de 
la troisième classe (n° 368 ).

B étant ici positif, il faudra prendre les signes inférieurs dans les expressions de VI 
et de N.

On a

lang 2a — 2
3

ce qui donne pour nouvelle transformée,

Celte équation représente évidemment une hyperbole rapportée à son axe non 
transverse comme axe des x  ; et c’est en effet ce qu’indique la figure 205, qui corres­
pond au même exemple traité no 368 par la séparation des variables.

Pour la comparer à l’équation fty* — A3.r3 =  A3!!’ ( n» 210), il faut la mulli- 
27 9plier par —-------- ou ce qui donnela — 1 4 ’

et par conséquent,

Nous engageons les commençants à appliquer les formules précédentes aux divers 
exemples de la première et de la troisième classe, qui ont été traités par la séparation 
des variables.

d'où

On trouve ensuite

e t
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378. On ne peut plus suivre la même marche, dans le cas de la 
parabole, puisqu’on obtient pour a , b , des valeurs infinies. 11 n’y a 
pas d’autre moyen que de faire évanouir d’abord le terme en xy,  ce 
qui, comme on l’a vu ( n° 351 ), donne lieu à la disparition de l’un des 
carrés; ensuite le terme en y et la quantité toute connue, ou bien le 
terme en x et la quantité toute connue, suivant qu’on trouve le coeffi­
cient de a?2 ou de égal à 0.

Déterminons les formules relatives à cette double transformation de 
coordonnées.

c ’est-à-dire

suivant que B est négatif ou positif; car la remarque du n° 376, relative 
au signe de sin est applicable au cas que nous considérons: et 
comme A -j-C  est essentiellement positif dans la parabole, si l’on

, soit toujours positif, il faut que

A -J- C soit affecté du signe supérieur lorsque B est négatif, et du 
signe inférieur lorsque B est positif.

On a d’ailleurs trouvé (n °2 o0 ) pour les coefficients do x  et de y , 
dans l’équation transformée,

donc les valeurs de tang2«, sin2«, cos 2*, M, N, deviennent

expressions qui, a cause de
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406 DÉTERMINATION DES AXES PRINCIPAUX

se réduisent, lorsque B est négatif, à

Par cette première transformation , l’équation devient

on obtient pour la dernière transformée, 
Si, au contraire, l ’équation était I 

on trouverait

D’après cela , voici le tableau des formules nécessaires aux applica­
tions :

En supposant qu’elle soit ramenée à la première forme, il faut, pour 
chasser le terme en y et la quantité toute connue, remplacer x, y, par

d ’où l’on tire
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379. Premier exemple. . . .  y 2 — ix y  -+- ix'1 -+- 2y  — 7x — 1 = 0  
( R étant négatif, il faut employer le premier système de formules ).

Prenons d’abord sur AX , AC =  1 ( fig. 209 ) ,  et élevons au point C une per- 
4

pendiculaire CD =  — — ; puis lirons DAB, et divisons l’angle BAX en deux parties 

égales ; les droites AX', AY', sont les deux axes par rapport auxquels l’équation devient

on obtient ensuite

Soient pris AE =  — 2,7 et EA' =  — 0,7.
Les droites A'X", A'Y", parallèles à AX', AY', et passant par le point A', sont les 
nouveaux axes, par rapport auxquels l’équation est enfin ramenée à la forme

O -
Le paramètre est donc égal à —  5 ou 0,3; et la courbe construite d’après ces

données, se trouve dans une situation semblable à celle de la figure 201 qui se rapporte 
(no 365) au même exemple traité par la séparation des variables.

Second exemple. . . .

( B étant positif, il faut faire usage du second système ).
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4 0 8  TRANSFORMATION

On trouve ensuite

La construction de la courbe, au moyen de ces résultats, peut être facilement vérifiée 
par la séparation des variables.

880. Dans les applications précédentes, nous avons passé sous silence 
les différentes variétés , parce que la résolution immédiate de l’équa­
tion les fait aisément ressortir, et que toute transformation de coor­
données devient inutile pour leur construction. Cependant, nous 
croyons devoir nous arrêter un instant sur le cas particulier d’un sys­
tème de deux droites parallèles.

On a vu (n° 888) que cette variété est caractérisée par les deux
conditions

Cela posé, la première donne

si B est négatif,

si B est positif.
Admettons la première hypothèse, et substituons pour B, sa valeur 

dans BD — 2AE =  0 ; il vient

Or, on a trouvé (n° 879)

dans le cas particulier dont il s’agit, et pour B négatif, ori a , à la 
fois, N =  0 et S =  0.

Si, au contraire, B était positif, on trouverait

d’où

Ainsi, l’on obtiendrait en même temps M =  0 et R' =  0 ; c ’est-à-dire 
que la première transformation réduirait l’équation à

( V o y e z  ce qui a été dit à ce sujet, n° 284).
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Les formules de la seconde transformation (n°379) donnent dans
i . . R  S'le meme cas, b —  — a =  o s ,  ou bien , a =  — — } h — os ■2N:
ce qui doit être, car le but de cette transformation est de rapporter 
la courbe à son sommet, lequel se trouve alors placé à une distance 
infinie, sur la ligne menée à égale distance des deux droites parallèles. 

Toutefois, après avoir déterminé , au moyen de l’équation 
Btang = - ,  la position des axes AX', AY' (fig. 210 ) , parA — G

rapport auxquels l’équation est, par exemple , de la forme 

% ’ +  %  +  F =  0 ,

on peut se proposer de faire évanouir le terme en y. Pour cela, il suffit 
de poser y =  y -j- b, et d’égaler à 0  le coefficient de y dans l’équation 
résultante.

RIl vient, par cette substitution, b —  — -r— , et ; 1 > 2 1 ’

% 2
4MP — R2 

4M 0 ;

d’où l’on déduit

y =  ±  m  ^  ~  iMF>

Soit pris sur AY', AD =  — et menons par le point D laJi.ll
ligne DE parallèle à AX'. Portons ensuite, à partir du point D, deux 
parties DB , DB', égales aux valeurs de y , et traçons les parallèles 
BC, B'C', à DE ou AX'; ces droites ne seront autre chose que les deux 
parallèles demandées , lesquelles seront alors rapportées au système 
des axes DY', DX". Or, il est clair que si, par un point A' pris arbi­
trairement sur DE, l’on mène A'Y" parallèle à DY', on pourra prendre 
également A'X", A'Y", pour nouveau système d’axes, par rapport aux­
quels l’équation est encore de la forme

y =  ±  ~  j /  R2 -  4MF.

Mais ce qu’il y a de plus remarquable dans le cas dont nous nous 
occupons actuellement, c ’est que le système des deux transformations 
employées nos <375 et 376 , lui est aussi applicable.
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D’abord, si l’on emploie les formules du n° 375 ,

2AE — BD ? 2CD —  BE 
° B2 — 4AC » h =  B2 — 4AC ’

on trouve pour a, b , des valeurs de la forme-jj-; cela est évident

pour a, d’après les deux équations de condition . . . . . . .
B*— 4 A C = 0 , BD — !2 A E = 0 ; et si l’on multiplie la première 
par D, la deuxième par B, et qu’on les retranche l’une de l’autre, il 
vient, après réduction , — 2CD-|-BE — 0 ; ce qui prouve que h est

aussi de la forme jj.

Ces résultats s’accordent avec la nature du lieu géométrique; car 
soit A' ( fg . 210 ) un point pris à volonté sur la ligne DE menée à 
égale distance des deux parallèles BC, B'C', et menons par À'une 
droite quelconque GG' ; on a toujours A/G' =  A'G, quelles que soient 
la direction de cette droite et la position du point A' sur DE. Donc 
tout point de la ligne DE peut (n°!230) être considéré comme un 
centre.

Ces mêmes résultats indiquent [silg., n° 73) que les deux équations 
de condition qui ont servi à déterminer a et b, rentrent l’une dans 
l’autre ; et si l’on veut fixer la position de l’un des points qu’on prend 
pour centre, ou pour nouvelle origine, il faut donner à a, par exemple, 
une valeur arbitraire, et déterminer, d ’après l’équation de condition 
unique , la valeur correspondante de b. On obtient ainsi un nouveau 
système d’axes parallèles aux premiers, et par rapport auxquels 
l’équation est ramenée à la forme :

Ay2 -J- Bxy -j- C.z2 -f- N' =  0.
Faisant ensuite évanouir le terme en x\j d ’après les formules du 
n° 376, ou reconnaît que la disparition de ce terme fait en même 
temps disparaître le terme en x2 ou en y2, suivant que B est négatif 
ou positif.

Soit, pour exemple, l’équation

y 2 — 2xy -4- X 2 -4- 2y — 2# — 5 =  0 ,

formée par la multiplication des deux facteurs y  — x — 1 ,  et y  — a: -4- 3. 
Premier système de transformations, au moyen des formules (n° 379 ). On trouve

2 y—
d’abord, tang 2a =  -4-  —, M =  2 , N =  0 , R =  2 J /  2 , S =  0; et l’on obtient 

pour première transformée, 2y 2 -4- 2 \ /  2 . y  — 3 =  0.
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Les deux nouveaux axes AX', AY' (fig. 210 ), font avec AX, des angles de 50» et 150°.
Posant ensuite dans cette transformée, y  =  y  h-  6 , et déterminant 6 de manière

que le terme en y  disparaisse, on obtient 46 ■+■ 2 [ / Z =  0 ; 

d’où b =  — \ /  2 , et 2y*  — 4 =  0 ,  ou ^  =  dr { /T .

Prenons sur AY' une distance AD égale à — J/IF, e t , à partir du point D, por­

tons deux distances DB, DB', égales à j / 2 ; puis menons DE, BC , B'C', parallèles 
à AX'; les droites BC, B'C', sont les droites demandées et rapportées à un nouveau 
système d’axes , dont l’un A'X" a une position déterminée, et l’autre A'Y" a une posi­
tion arbitraire.

Deuxième système de transformations, d’après les formules des n°s 375 et 576.
Posant d’abord dans l’équation y"1 — 2xy  -4- x2 -+- 2 j  — 2x — 5 =  0 , 

y  =  y  -4- b , x =  x  -4- a , et égalant à 0 les coefficients d e j  et de x , on trouve 
2 b — 2a -4 - 2  =  0 ,  — 2 -4 - 2a — 26 =  0; équations qui se réduisent l’une
et L’autre à 6 — a - 4 - l  =  0.

Soit pris, par exemple, a =  2 ,  il en résulte 6 = 1 ;  ce qui donne , pour la valeur 
correspondante de F ',

F' =  62 — 2a6 -4-  a2 -4- 26 — 2a — 5 =  — 4 ,

et pour première transformée, y 2 — 2xy  -4- x'1 — 4 =  0.
Les deux droites A'X', A'Y' ( fig. 211 ) ,  menées parallèlement à AX, AY, parle 

point A', pour lequel on a a =  2 , 6 =  1 ,  représentent d’ailleurs le second sys­
tème d’axes.

2
On obtient ensuite tang 2a =  -4- —, M =  2 , N =  0 ; ce qui donne pour dernière

transformée, 2y2 — 4 =  0 , ou y  —  zt  j / 2 ,  comme ci-dessus.
Le troisième système d’axes est A'X", A'Y".

381. Pour ne rien laisser à désirer sur les applications des formules 
de la transformation des coordonnées, à l’équation du second degré, 
nous allons indiquer le moyen de passer de l’équation d’une hyperbole 
rapportée à des axes rectangulaires quelconques, à l’équation de celte 
courbe rapportée à ses asymptotes.

Pour y parvenir, nous supposerons d’abord que la courbe soit 
( n° 375) rapportée à son centre comme origine; en sorte que son 
équation soit ramenée à la forme

A ya B xy -{- C# 2 —j— F' =  0 ....................... (1)
Cela posé , pour que le nouveau système d’axes soit celui des deux 

asymptotes, il faut (n°322) que l’équation ne renferme que le rec­
tangle des variables et une quantité toute connue.

On doit donc substituer dans l’équation (1) les formules
x —  x cos ex. -j- y cos a, y =  x sin « -j- y  sin a'
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[au moyen desquelles (n°219) ou passe d’un système rectangulaire à 
un système oblique] , puis déterminer tx, a, de manière que les termes 
en y2 et en x'1 disparaissent.

En effectuant cette substitution, et égalant à 0 les coefficients de 
y* et de x% on trouve les résultats suivants :

valeurs identiques avec celles qui ont été obtenues n° 370.
Il ne reste plus qu’à déterminer la valeur correspondante du coeffi­

cient K. On peut mettre l’expression (4) sous la forme

en observant d’ailleurs que

ce qui donne la transformée en posant

Afin de déterminer l’angle a, divisons les deux membres de (3) par 
cos2 a; il vient

d’où l’on déduit

On obtient donc ainsi, en apparence, deux valeurs pour tang et; 
mais observons que l’équation (2) étant composée en a! comme (3) est 
composée en « ,  la résolution de (2) donnerait les mêmes valeurs 
que (3); d’où l’on doit conclure que, si la première des deux valeurs 
ci-dessus représente celle de tang et, la seconde doit exprimer celle de 
tang et, et réciproquement.

On a donc, par exemple,
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or, l’équation (b) donne ; d’après des propriétés connues ,

On obtient ensuite

et pour deuxième transformée,

Soit, pour exemple, l’équation

déjà traitée n° 377.
On. a d’abord trouvé pour a, b, F',

ce qui a donné pour première transformée,

Oe résultat peut être facilement vérifié ; en effet, A et B désignant les demi-axes
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d’une hyperbole, on a ( n° 322 )
A2 4 - B2xr = — — ;

mais (n° 377 )

A’ = | -  ( | / Î 5  -  1 ) , B2 =  |  ( l / Ï F - M ) ;

A2 B2 9
donc ------4------ =

§  III. Détermination d'une section conique d'après certaines con­
ditions. Propriétés communes aux trois courbes.

382. On peut, comme pour la ligne droite et le cercle ( n03 147, 
190), rechercher des sections coniques qui remplissent des conditions 
données ; dans ce cas, les coefficients de leurs équations doivent être 
regardés comme des constantes indéterminées, dont les valeurs dépen­
dent des conditions imposées à la courbe.

Or, en reprenant l’équation générale des courbes du second degré, 
et divisant tousses ternies par le dernier, on la ramène à la forme

ay2 -{- hxy -j- ex2 -[- dy -]- ex -[- 1 =  0  . . . . (1)
Comme cette nouvelle équation ne renferme que cinq coefficients 

a, b, c, d, e, il s’ensuit qu’on peut, en général, faire remplir cinq con­
ditions différentes «à la courbe ; et ces conditions, exprimées analyti­
quement, servent à déterminer les quantités a, b, c, d, e.

Soit proposé, par exemple, de faire passer une section conique par 
cinq pointa. Appelons ( x ' , y ) ,  (x", y " ) , { x ’" , y " ) ,  (x'r, y” ), (xy, yY) 
les coordonnées de ces points. En substituant successivement dans l’é­
quation (1 ) chacun de ces cinq systèmes, on obtiendra autant d’équa­
tions du premier degré en a, b, c, d, e, lesquelles étant résolues, don­
neront les valeurs de ces coefficients; et en rapportant ces valeurs 
dans l’équation (1), on aura celle de la section conique individuelle, 
assujetties à passer par les cinq points donnés. Cette courbe sera d’ail­
leurs une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que l’on 
aura (n° 856) entre les coefficients a, b, c, des trois premiers termes,

b7 — 4ac 0, b7 — 4ac 0, h1 — 4ac =  0.
Il pourra même se faire que la courbe se réduise à l’une des varié­

tés; c ’est ce qui arriverait, par exemple, dans le cas où, sur les cinq 
points, on en donnerait t r o is  en ligne droite. Comme une courbe du 
second degré ne peut (n° 195) avoir que deux points au plus communs 
avec une droite, il s’ensuit que l’équation du lieu géométrique passant

4 1 4  DÉTERMINATION ll’ uNE SECTION CONIQUE
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par les cinq points, ne saurait appartenir qu'à une droite, ou à un 
système de deux droites.

On observera encore que, si la courbe cherchée doit être une para­
bole, quatre points suffisent pour la déterminer 5 car on a déjà entre 
les coefficients de l’équation la relation particulière

b1 —  4ac —  0.

Toutefois, comme cette équation est du second degré, tandis que 
les autres sont du premier degré, on devra généralement obtenir deux 
paraboles pour réponse à la question.

383. Au lieu de donner cinq points de la courbe, on peut supposer 
connues de position des droites auxquelles la courbe soit assujettie à 
être tangente.

Si, par exemple, on veut que la courbe soit tangente à une droite 
y =  mx -}- n, m et n étant des quantités connues, il suffit de combi­
ner celte équation avec l ’équation (1), et, après avoir formé une équa­
tion du second degré en x, d’écrire (n09 194,197) que les deux racines 
de celte équation sont égales. On obtient ainsi une première relation 
entre les indéterminées a, b, c, d, e, et les quantités connues ni, n.

Même raisonnement pour une seconde, une troisième.... droite à 
laquelle la courbe devrait être tangente.

S’il s’agit d’une hyperbole, la connaissance d’une asymptote équi­
vaut à celle d’une tangente et de son point de contact, puisque (n° 291) 
les asymptotes sont des tangentes à l’ infini. Ainsi, il suffit de trois 
autres conditions pour déterminer la courbe.

384. Si la courbe doit avoir un centre, et que l’on donne la position 
de ce point, trois autres conditions sont encore suffisantes pour la dé­
termination de la courbe.

En effet, comme rien n’empêche de prendre ce point pour origine, 
l’équation est alors ( n° 375) de la forme

ay2 -j- bxy ex'1 -J- 1 =  0 ,
et ne renferme que trois coefficients à déterminer ; ainsi la connais- 
sance du centre équivaut à deux conditions différentes. Il est vrai que, 
dans ce cas, la courbe ne peut être qu’une ellipse ou une hyperbole, 
ou (n° 380) un système de deux droites parallèles.

385. Lorsqu’on donne de position le système des axes, ou un sys­
tème de diamètres conjugués, deux autres conditions suffisent pour 
déterminer leur grandeur, et, par conséquent, la courbe elle-même-

d ’ a p r è s  c e r t a i n e s  d o n n é e s .  4 1 5
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416  DÉTERMINATION d’ uNE SECTION CONIQUE

car en rapportant la courbe à ce système, on a l’équation

A'2y2 ±  B'2#2 = 3  +  A'2B'2,

clans laquelle A' et B' sont les seules constantes à déterminer.
Quant à la parabole, connaissant de position le système des axes , 

ou un système d’axes conjugués, il suffit d’une autre condition pour 
déterminer la courbe, puisque dans l’équation \f =  ^p'x, il n’ y a que 
p  à déterminer.

886. Nous ferons connaître à ce sujet un moyen beaucoup plus 
simple que celui qui a été exposé ( nos 81-4 et 8-40), pour construire 
la courbe, connaissant un système d'axes conjugués, et le paramètre à ce 
système, s’il s’agit d’une parabole, ou un système de diamètres conju­
gués, s’il s’agit d’une ellipse ou d’une hyperbole.

Considérons d’abord une parabole. — Soient AX , AY ( fig. 212 ) 
un système d’axes conjugués, 2p' le paramètre à ce système.

Prenons sur AY et au-dessous du point A une distance AD égale à 
2p', et menons par le point D une droite LL parallèle à AX. Tirons 
enfin par le point A unedroite quelconque AH.

Les équations de la parabole, de la droite AH, et de la parallèle DI,, 
sont y2 =  2p'x, y —  ax, y —  — 2p'.

Or, la combinaison des deux dernières équations donne, pour les 
coordonnées du point E où la droite AH rencontre la ligne DL,

2»'
y —  —  2p , x — —  ^ .

D’un autre côté , en combinant la première et la seconde équations, 
on trouve pour les coordonnées des points d’intersection A et M,

2»' V
1° a? =  0 , y =  0 , 2” x =  y = —’ J ’ a1 ’  J a d’où l’on voit que les

distances DE et MP ou AG sont égales.
Cette propriété est vraie pour toutes les droites menées par le 

point A.
Cela posé, pour construire la courbe, prenez sur AY et au-dessous du 

point A, AD =  2p', et menez DL parallèle à AX. Tirez ensuite des droites 
infinies AI1, AH' ; . . .  . portez les distances DE, DE'. . . .  de A en G, G ',. . .  
et par ces derniers points, tracez GK, G 'K '. .  . . parallèles à AX. Les points 
M, M'. . . .  où les droites A1I et GK, AHr et G'K' se rencontrent, appar­
tiennent nécessairement à la courbe.

Passons maintenant à l’ellipse. —  Soient OB =  A', OC =  B ' 
( fig. 218 ) deux demi-diamètres conjugués, AY la tangente au point
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A, DL une parallèle à AX, menée à une dislance AD = ( c’est

le paramètre au système donné). Tirons d’ailleurs deux cordes sup­
plémentaires quelconques AM, BM.

Les équations de ces deux droites et de la parallèle DL, sont y =  ax,
, < , 2B'2

y == a ( x — 2 A ') , y — -------; les quantités «, a'étant, comme

on le sait , liées entre elles par la relation aa' =

Or, la combinaison de la première et de la troisième équation donne
i a  ’ a • » r  2B'2 2B'2pour les coordonnées du point E, y —  — —rr  » x =  —  ——.

A A 'a
D’un autre côté, si l’on fait x —  0 dans la seconde équation , il 

vient pour l’ordonnée du point G, où la droite BM rencontre AY,

y =  -  2A V ,
B'2ou , à cause de la relation aa' =  — -—t-  , ’ A» ’

donc

( Il est à remarquer que cette propriété renferme implicitement celle 
de la parabole, puisque, si l’on suppose le grand axe infini, la droite 
BM devient une parallèle à AX. )

D’après cela , pour construire une ellipse, connaissant un système 
de diamètres conjugués et l’angle qu’ils font entre eux, menez par 
l'une des extrémités A du diamètre AB, une parallèle à Vautre ; prenez

2B'2sur cette ligne AY et au-dessous du point A, une distance AD égale à ■
A'

Tirez ensuite des lignes indéfinies A11, AU'. . . .  ; portez les distances DE, 
DE' , . . . .  de A en G, G',.... et joignez ces derniers points avec le point 
B ; les points M, M '.. . .  où les droites A1I et BG, AU' et B G '.. . .  se 
rencontrent, appartiennent nécessairement à la courbe.

Même construction pour l’hyperbole.

387. Voici une nouvelle propriété, commune aux trois courbes du 
second degré, qui peut servir à leur construction dans certaines cir­
constances. Elle est relative aux foyers et à la directrice (voyez uü’ 247 
et 248).

Soient MNAM'. . .  . ( fig. 214 ) une courbe du second degré, LL' la 
directrice qu’on suppose donnée de position ( n° 248 ), F l’un des

274 I .f i .  A P P I ..  A I.A G K O M .
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foyers. Considérons deux points 31, N de la courbe, et tirons les droites 
31N, F3I, FN, en prolongeant 3IN jusqu’à sa rencontre en R avec la 
directrice, puis joignons FR.

Je dis que la droite FR divise en deux parties égales l’angle NFm formé 
par le rayon vecteur FN et le prolongement Fm de l’autre rayon rec­
teur F 31.

En effet, menons du point N la droite NI parallèle à F3I, et abais­
sons les perpendiculaires 31P, NQ, sur la directrice. On a, d’après la 
propriété caractéristique de la directrice ( n° 247 ),

mf : mp : :  nf : nq, ou mf : nf : :  mp : nq . . . (i)

mais les triangles semblables RP3I, RQN et RFM, RIN; donnent

mp : nq : :  rm : rn , 
rm : rn : :  MF : Ni;

d’où mp : nq : :  mf : N i ; ............................ (2)

donc, à cause du rapport commun aux proportions (1) et (2) , 

31F NF *; 31F *. NI; et par conséquent, NF =  NI.

Le triangle NIF étant isocèle, il s’ensuit que les angles NFI et N1F 
ou IFm sont égaux. C. Q. F. D.

388. Cette propriété, fort curieuse en elle-même, prouve d’ailleurs 
qu'une section conique est déterminée, lorsqu’on donne un foyer et trois 
points de la courbe ; en sorte que la connaissance de l’un des foyers 
équivaut à deux conditions différentes.

En effet, soient 31, N , P ( fig. 215 ) trois points donnés, par les­
quels on veut faire passer une section conique, et F l’un des foyers de 
cette courbe.

1° — Si l’on tire les lignes 31N, F3I, FN, et qu’on divise l ’angle NF«t 
en deux parties égales, le point R où les deux droites 31N, FR, se ren­
contrent, est nécessairement un premier point de la directrice.

2° — En exécutant une construction analogue pur rapport aux trois 
points N, P, F ou 31, P , F, on détermine un second point S de cette di­
rectrice, qui est alors RS.

Maintenant, si du point F on abaisse FB perpendiculaire sur RS, 
on a la direction du premier axe. Menant ensuite de l’un des points 
donnés, N par exemple, NQ perpendiculaire à RS, on obtient NF *. NQ 
pour le rapport constant qui doit exister entre la distance d ’un point 
quelconque de la courbe au foyer, et sa distance à la directrice. Dès

4 1 8  DÉTERMINATION d ’ u NE SECTION CONIQUE
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lors, on peut facilement ( n° 248) déterminer les grandeurs des axes.
Suivant que le rapport NF NO est reconnu plus petit, plus grand 

ou égal à l’unité, la courbe est, comme ou l’a vu ( n° 247), une el­
lipse, une hyperbole ou une parabole. Dans la figure 215, la courbe 
est une parabole, puisque l’on a évidemment NF =  NQ.

389. N. B. — Lorsqu’on exige d’avance que la courbe soit une pa­
rabole, il suffit de donner deux points de la courbe avec le foyer; et , 
dans ce cas, voici comment on détermine la directrice :

Soient M et N ( fig. 216 ) les deux points donnés, F le foyer. Après 
avoir déterminé le point R, comme dans la construction précédente, on 
décrit de l’un des points donnes, M par exemple, comme centre, avec le 
rayon MF, une circonférence ; puis du point R, on mène une tangente RT 
« celte circonférence, et cette tangente n’est aulre chose que la direc­
trice demandée; car il résulte nécessairement de la définition de la 
parabole, que sa directrice est tangente à toutes les circonférences 
décrites des différents points de la courbe connue centres, et avec des 
rayons égaux aux rayons vecteurs correspondants.

Puisque par le point R on peut, en général, mener deux tangentes 
à la circonférence, il s’ensuit qu’on obtient par ce moyen deux direc­
trices, et par conséquent, deux paraboles ; l’une est M'ANM, qui a pour 
directrice RT, et pour premier axe RX ; l’autre est «NaMwé, dont la 
directrice est RT', et le premier axe B'X'.

La question n’aurait qu’une solution, si la circonférence passait 
par le point R.

Enfin, il n’ y aurait aucune solution , si le point R était intérieur à 
la circonférence.

390. La détermination d’une section conique d’nprcs certaines con­
ditions, est, en général, un problème assez difficile à résoudre par 
l ’analyse, à cause de l’embarras qu’on éprouve souvent dans le choix 
des axes. Aussi, s’est-on attaché principalement à en rechercher des 
solutions purement géométriques, en se fondant toutefois sur les pro­
priétés connues des trois courbes. Les questions suivantes ont pour 
objet de donner une idée de ces sortes de constructions.

P r e m i è r e  q u e s t i o n .  — Trois droites et un point étant donnés sur un plan , 
trouver une courbe du second degré tangente à ces trois droites, et gui ait pour 
i  o y e r  le point donné.

SoitMw, Nzi, P/j ( fig. 217 ), les droites données, et F le foyer de la courbe cher­
chée. On a vu (no 297) que, dans l’ellipse et l'hyperbole, tes pieds des perpendiculaires 
abaissées d’un foyer sur les tangentes, ont pour lieu ta circonférence de cercle dé

27»
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crite sur le premier axe comme diamètre, et ( n°538) que, dans la parabole, ces 
mêmes pieds se trouvent sur le second axe.

Cela posé, abaissez du point F les trois perpendiculaires FG , FH, FK ; il peut 
arriver deux cas : ou les trois points G, H et K forment un triangle, ou bien, ils sont 
en ligne droite.

Dans le premier cas Joignez ces points deux à deux, puis élevez, par les milieux 
des lignes de jonction, des perpendiculaires ; elles se rencontrent en nn point O, 
qui est le c e n t r e  de la courbe. Tirez ensuite OF, et prenez sur cette droite deux 
parties OB, OA, égales à OG ; vous obtenez AB pour le premier axe • et la courbe est 
une ellipse ou une hyperbole, suivant que le point B se trouve placé sur le prolonge­
ment de OF, ou entre les points O et F.

Dans la figure 217, la courbe est une ellipse ; et le second axe CD s’obtient ( n“ 231 ) 
en décrivant du point F comme centre, et avec le rayon OB, un arc de cercle.

Si la courbe était une hyperbole, le centre de l’arc de cercle serait en B ( n° 235 ), 
et OF serait le rayon de cet arc.

Dans le second cas, c’est-à-dire lorsque les trois points G, H, K ( fig. 218 ), sont 
en ligne droite, cette ligne KHGY représente le second axe de la courbe, qui est alors 
une parabole; et pour avoir le premier axe, il suffit d'abaisser AFX perpendiculaire 
sur KY. Le quadruple de AF représente d’ailleurs le paramètre; ainsi la courbe peut 
être construite facilement.

N. B. — Lorsqu’on sait d’avance que la courbe cherchée doit être une parabole , 
il suffit de connaître deux tangentes et le foyer, puisque le second axe est déterminé 
parles pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces tangentes ; e t , en effet , 
nous savons déjà que quatre conditions suffisent pour la parabole ; or la connaissance 
du foyer compte (n» 388 ) pour deux conditions.

S e c o n d e  q u e s t i o n .  — On demande de construire une éllipse, connaissant le 
centre, la longueur de son grand axe, une tangente et son point de contact.

Soient O ( fig. 219 ) le centre donné , A le demi-axe de la courbe, Tt la tangente 
et M son point de contact.

Du point O comme centre, et avec A pour rayon , décrivez une circonférence 
de cercle qui coupe généralement T t en deux points R. R' ; puis élevez aux points 
R, R', les perpendiculaires RS, R'S', à cette tangente ; elles passent nécessairement 
( n° 297 ) par les foyers de la courbe.

Tirez ensuite la ligne OR, et par le point de contact M, tracez MN parallèle à 
OR ; il résulte de la propriété démontrée ( n» 299 ) ,  que MN passe aussi par le second 
foyer. Donc le point F', où R'S' et MN se rencontrent, n’est autre chose que le second 
foyer.

Menez enfin la ligne F'O qui rencontre RS en un point F , et vous obtenez ainsi 
le premier foyer.

Les points A, B, où F'F rencontre la circonférence déjà décrite , sont d’ailleurs les 
sommets de la courbe, qui est alors complètement déterminée.

N. B . — Si le point de contact était placé sur la tangente T t, en un point M' te l, 
que la droite M'N' parallèle à OR, rencontrât R'S' au point f ’ situé hors de la circon­
férence décrite sur A, la courbe, au lieu d’être une ellipse, serait une hyperbole dont 
le premier axe aurait pour direction f 'O, et pour sommets a, h. Les foyers seraient 
les points f ' , f, où la ligne f 'O rencontre R'S' et RS prolongés.
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On voit donc que, bien qu’on ait demandé une ellipse, il peut arriver que la courbe 
soit une hyperbole.

T r o i s i è m e  q u e s t i o n . — Construire une hyperbole, connaissant l’un des foyers, 
une asymptote et la longueur du premier axe, ou le rapport des axes.

Soient F ( fig. 220 ) le foyer donné, LL' l’une des asymptotes, et A la longueur du 
premier axe, ou m le rapport B * A.

Abaissez du point F une perpendiculaire sur LL' ; le pied R de cette perpendi­
culaire est à une distance du centre de la courbe, égale à A ( n» 297 ) puisque LL' peut 
élre considérée comme une tangente.

Ainsi, en supposant que A soit connu , prenez à partir du point R sur LL', une 
distance RO égale à A ; et le point O est le centre de la courbe.

Menant OF, vous obtenez la direction du premier axe j portatif OR de O en A 
et ü.puis OF de O en F', vous avez les deux sommets de la courbe, ainsi que les deux 
foyers. Tracez enfin KK', de manière que l’angle FOK soit égal à l’angle LOF ; vous 
obtenez la seconde asymptote.

N. B. —  Lorsqu’au lieu de A, on donne le rapport m, ou — , la tangente trigo-A
nométrique de l’angle FOR est connue; ainsi, la direction de la ligne FO peut être 
facilement déterminée. Quant aux grandeurs des demi-axes, elles sont évidemment 
représentées par OR et RF.

On a d’abord OR =  A, comme on l’a vu tout à l’heure ; et RF =  B, d’après la re­

lation OF =  c —  j / A a -+- B2, qui donne nécessairement B3 =  c3— Aa =  RF*.

Q u a t r i è m e  q u e s t i o n .  — Etant donnés une asymptote, deux points et le rapport 
des axes d’une hyperbole, construire la courbe.

Soient LL', M, M' ( fig. 221 ), l’asymptote et les deux points donnés, m le rap­

port — que l’on suppose connu.
A

Joignez les points M et M', puis à partir du point M', prenez une distance M'R' 
égale à MR ; le point R' appartient à la seconde asymptote (n<> 527 ).

Comme le rapport— , ou m, est donné, faites en un point quelconque 1 de LL',

un angle LIG dont la tangente soit égale à m, puis un angle HiL double de LIG. 
Tracez enfin par le point R' la droite KK.' parallèle à IH, et vous avez ainsi la se­
conde asymptote.

La courbe peut donc être tracée facilement d’après la méthode du no 326.

N. B. — Si au lieu du rapport des axes, on donnait la position d’un troisième 
point, en joignant ce point avec l’un des deux points déjà donnés, on obtiendrait un 
nouveau point de la seconde asymptote, dont la direction serait alors déterminée.

Voici les énoncés de nouvelles questions sur lesquelles on peut s’exercer.
1° — Construire une parabole, connaissant le foyer, un point et une tan­

gente.
-° — Construire une ellipse, connaissant deux tangentes, le centre, et la lon­

gueur du premier axe (la courbe peut être une hyperbole ).
3° — Construire une hyperbole, connaissant une asymptote, un foyer et une 

tangente.

d’ a p r è s  certaines d o n n é e s . 421
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391. Nous terminerons ces considérations, 1° — parla démonstration d’une pro­
priété qui appartient aux trois courbes du second degré, et dont les géomètres ont 
tiré parti, pour construire des sections coniques d’après certaines données; 2° — par 
la recherche de l'équation de la tangente à une courbe du second degré, rapportée à 
un système d’axes quelconques ( fig. 222 ).

Reprenons l’équation

d’où l’on déduit

Pour d’autres abscisses AP', AP" . .  . . ,  on aurait également

et par conséquent,

que nous supposons représenter une des trois courbes rapportée à un système rectan­
gulaire ou oblique, AX, AY.

Celte équation peut être mise sous la forme

soit fait d’abord y  —  0, pour obtenir les points où la courbe rencontre l’axe des x  ; 
il en résulte

équation dont les racines ne sont autre chose que les abscisses des points demandés.
Si ces racines sont imaginaires, c’est un indice que la courbe n’a aucun point com­

mun avec l’axe des x ; et si elles sont égales, la courbe est tangente à cet axe.
Mais admettons qu’elles soient réelles et inégales, et désignons par x ’, x " , ces deux 

racines.

Le trinôme

Pour exprimer ce produit géométriquement, observons que AP représentant une 
abscisse quelconque,et AB, AC, les abscisses x ', x " , on a nécessairement...................

D'un autre côté, le dernier terme de l’équation (3) ou

égal au produit des deux racines de celte équation résolue par rapportât; et ces ra­
cines sont représentées par PM et Pm.

On a donc la relation
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Ce qui démontre que, dans toute courbe du second degré, si l’on considère une sé­

cante quelconque AX, puis une série d’autres sécantes parallèles entre elles et menées 
sous une direction tout à fait arbitraire, les rectangles des parties de ces parallèles, 
comprises entre leurs points de rencontre avec la première sécante et leurs 
points d’intersection avec la courbe, sont aux rectangles des parties de la pre­
mière sécante, comprises entre les pieds des parallèles et les points où celte sé­
cante rencontre la courbe, dans un rapport constant.

Il est aisé de reconnaître que cette propriété comprend implicitement celles qui ont 
été démontrées dans le cinquième chapitre (n°s 275 et 312 ).

En e ffet, s i, la première sécante étant un diamètre quelconque, les autres sécantes 
sont parallèles au conjugué de ce diamètre, il en résulte PM =  Pm, P'M' =  P’m', etc., 
et la relation ci-dessus devient

On fait usage de cette propriété, pour faire passer une section conique par cinq 
points donnés ; mais les détails qu’exige cette construction nous entraîneraient beau­
coup trop loin.

Nous renvoyons, pour ces sortes de constructions, au Traité des sections coniques, 
par le marquis de L h ô p i t a l .

392. Pour obtenir l’équation de la tangente en un point donné d’une courbe du se­
cond degré, nous emploierons la méthode du n° 198.

Soient x ', y ' ,  et x " ,  y " ,  les coordonnées de deux points de la courbe , dont l’un 
( x " ,  y ” ) doit devenir un point de contact.

L’ équation delà courbe étant généralement

(nous verrons bientôt pourquoi l’on met en évidence le facteur 2 dans les termes en 
x y , y  et a ;), la sécante est exprimée analytiquement par le système des trois équa­
tions

Cherchons, au moyen des deux dernières équations, la valeur du coefficient 

Or, en soustrayant les équations (3) et (4) l’ une de l’autre, on a

ou , observant que
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(1 où l’on déduit

Si l’on portait cette valeur dans l’équation (2), on obtiendrait l’équation de la sé­
cante, en y réunissant toutefois les équations (3) et (4).

Mais pour parvenir sur-le-champ à l’équation de la tangente, il suffit de poser dans 
le résultat (5) x' =  x ”, y ' = y " ,  et de faire ensuite la substitution dans l’équa­
tion (2). Il vient donc pour l’équation demandée,

équation qui ne représente la tangente qu'aulant que l ’on considère en même temps 
la relation (4), au moyen de laquelle on peut d’ailleurs la simplifier.

En effet, si l’on chasse le dénominateur, et qu’on observe que de l’équation (4) 
on tire

Si la courbe est rapportée à un système d’axes dont l’un soit un diamètre et l’autre 
la tangente menée à l’extrémité de ce diamètre, l’équation de la courbe est alors 
( no 246) de la forme

Dans ce cas, on a

il vient, toute réduction faite,

résultat qu’on déduit de l’équation (1) en changeant

et l’équation de la tangente devient

On retrouverait de la même manière les équations correspondantes aux autres 
formes sous lesquelles on a considéré les équations des différentes courbes.

Dans les applications, on a souvent besoin de rappeler l’équation de la tangente 
sous la forme (8), en y réunissant l’équation de condition
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CONSTR. DES ÉQU. Dû TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. \3I'Ô

§ IV. Applications de la théorie des courbes du second degré.

Construction des équations du troisième et du quatrième degré à une inconnue.

593. Nous avons vu (chap. Icr? n° 17 ) que, sans qu’il soit d’abord nécessaire de 
résoudre une équation du second degré à une seule inconnue, on peut, par les inter­
sections de la droite et du cercle, évaluer en lignes les racines de cette équation. Nous 
allons faire voir maintenant que celles des équations du troisième et du quatrième 
degré peuvent être également construites au moyen des intersections de deux sections 
coniques.

Le principe fondamental de ces sortes de constructions consiste à regarder l’équation 
proposée comme le résultat de l’élimination entre deux équations à deux incon­
nues, dont l’une, supposée l’inconnue primitive, est prise pour abscisse, et 
l’autre pour ordonnée. En construisant successivement, et sur les mêmes axes, les 
lieux géométriques de ces équations (n° 181 ) ,  on reconnaît que les courbes se ren­
contrent en un ou plusieurs points dont les abscisses représentent, en lignes, les 
racines réelles de l'équation proposée.

Développons ce principe sur l’équation du quatrième degré ,

x\ -+- px3 qx2 ■+■ rx ■+■ s =  0 ...................................(1)

Posons dans celte é q u a t io n .............................x 2 =  ky ..................................... (2)
(k est une quantité tout à fait arbitraire, mais constante);

elle devient . . . k2y 2 -+- pkxy -+- qky -4- rx -4-  s =  0....................... (3)

Cela posé, comme l’équation (1) résulte évidemment de l’élimination de y  entre 
(2) et (3), il s’ensuit qu’elle renferme toutes les valeurs de x , propres à vérifier les 
équations (2) et (3), en même temps que certaines valeurs de y ;  donc si, par un 
moyen quelconque, on peut obtenir les systèmes des valeurs de x  et de y  communs 
aux équations (2) et (3), en ne tenant compte que de celles des x , on aura les racines 
de l’équation (1).

Or, l’équation (2) étant construite par rapport à des axes rectangulaires, représente 
une parabole dont le premier axe est dirigé suivant l’axe des y  ; l’origine est d’ail­
leurs le sommet même de la courbe.

De même, l’équation (3) étant construite sur ies mêmes axes , a pour lieu géomé­
trique une hyperbole ( n° 571 ) ,  dont l’une des asymptotes est parallèle à l’axe des x .

Ces deux combes se coupent généralement en quatre points (puisque l’équation 
finale (1) est du quatrième degré), dont les coordonnées jouissent exclusivement de 
la propriété de satisfaire en même temps à leurs équations. Ainsi les abscisses de ces 
points sont les racines de l’équation (1).

N. B. — Le nombre des racines réelles de cette équation est égal au nombre des 
points d’intersection.

59 i. On peut, au moyen de quelques artifices de calcul, remplacer les équations 
qui ont d’abord été établies , par d’autres plus faciles à construire. Ainsi, par exemple, 
il est toujours possible de substituer à l’équation (5) qui est la plus compliquée, celle 
d’une circonférence de cercle. Il suffit, pour cela , de supposer que l’équation (1) soit
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privée du second terme ; et l’on sait que cette transformation est exécutable pour 
toutes les équations.

Reprenons en effet l’équation du quatrième degré , privée de second terme

-4- qx2 -4- rx -4- s =  0  ........................... (1)

et posons...................... as2 =  ky ; ...................................(2)

il en résulte . . . .  k2y 2 -4- qky -4- rx ■+■ s —  0 ........................................(3)

On remarquera d’abord que, par cette première transformation, les lieux géomé­
triques à construire sont deux paraboles, dont la seconde (n° 378) a ses axes prin­
cipaux parallèles aux axes coordonnés. On délerminerait facilement le sommet de 
celle-ci, en faisant disparaître le terme en y , et la quantité toute connue. Mais si l’on 
divise l’équation (3) par k2 et qu’on l’ajoute avec (2), il vient

x2 y, — k2 rx-------. y  -------k k2 k2 ~  ° ’

équation qui peut remplacer l’équation (3) , et qui a pour lieu géométrique, une cir­
conférence de cercle qu’on pourra construire d’après la méthode indiquée (no 177). 

En outre, comme la quantité k est arbitraire, rien n’empêche de supposer

k =  y /'q , d’où q — k2 —  0 ; ce qui fait disparaître le terme en^- dans l’équa­
tion (1) ; auquel cas, le centre du cercle se trouve placé sur l’axe des x.

395. Considérons actuellement l’équation du troisième degré,

a:3 -t- px2 -4- qx -4- r e= 0.

En posant x2 =  ky , on la change en

kxy -i- pky -4- qx -4- r — 0 ;

et ces deux-ci, étant construites, donneraient deux courbes dont les points d’inter­
section auraient pour abscisses les racines réelles de la proposée.

La troisième équation est celle d’une hyperbole dont les asymptotes sont (n° 372 ) 
parallèles aux axes coordonnées , et peut se construire facilement, dès que l’on a fixé 
la position de ces asymptotes et d’un seul point de la courbe.

Mais si l'on veut la remplacer parcelle d’un cercle, il faut d’abord faire évanouir le 
second terme de la première , puis multiplier le résultat par x. Cette dernière prépa­
ration, qui a pour objet de ramener l’équation au quatrième degré, introduit, à la 
vérité, une racine x —  0 , qui est étrangère ; mais , dans le résultat , on a soin d’en
faire abstraction.

Soit donc x<\ -4- qx2 -4- rx =  0 , ............................... (1)

l’équation privée de second terme, et ensuite multipliée par x.

Posons x 2 =  ky ; ....................................................(2)

il en résulte y 2 -t- y  -+- x  =  0 j ............................... (3)
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ou bien, ajoutant entre elles les équations (2), (3), et transposant,

équation d’une circonférence de cercle dont le centre est sur l’axe des x , et qui passe 
par l’origine.

Appliquons ces considérations générales à quelques exemples.

396. Premier problème. — Un arc quelconque. AB de circonférence étant 
donné, on propose de le diviser en trois parties égales.

On a trouvé (n° 69 ), pour la formule qui donne le sinus du tiers d’un arc en fonc­
tion du sinus de cet arc ,

et rétablissons l’homogénéité (n« 26); cette formule devient

Pour y parvenir, posons

l’équation (1) devient

Menons parle centre du cercle donné deux axes rectangulaires OX , OY, dont l’un 
passe par le point A ; et construisons la courbe représentée par l’équation (2) ; c’est 
une parabole LOL', dont l’axe principal est dirigé suivant OY, et qui a r pour para­
mètre. Ainsi sa construction n’offre aucune difficulté.

Quant à l’équation (3), qui appartient évidemment à une hyperbole, si on la résout 
successivement par rapport à y  et à x , on trouve

\y — or

ce qui prouve (n°371) que les deux asymptotes sont 1° — une droite F'EF menée

parallèlement à l’axe des x  à une distance OE =  —r; 2° — l’axe des.?' lui-même.
4

D’ailleurs, l’hypothèse y =  0 ,  introduite dans l’équation (3), donne x  =
3 *

ou bien enfin, faisant, pour plus de simplicité

Soient

équation dont nous allons d’abord donner la construction.
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lîP
Ainsi , prenant sur OA une distance OC =  -— , on obtient un point de l’hyperboleO
qu’il est alors facile de construire d’après le procédé du n» 327 , et que nous supposons 
figurée par les deux branches nm'n', n"m "n"'.

La première de ces branches rencontre LOI/ en deux points m, m!, la seconde en un 
seul point m"; et ces points sont tels, qu’en abaissant mp, m'p', m"p", perpendicu­
laires à OX , on a Op, Op’, Op", pour les trois racines de l’équation (1).

Cela posé, comme ces valeurs , dont l’une O p" est négative, expriment des sinus, 
il faut les porter sur OY de O en P», R', R", mener ensuite RM, R'M', R"M", 
parallèles à OX ; et l’on obtient enfin AM, AM', ANM", pour les valeurs des arcs
a ic — a 
J ’ 3 '*

TT Cl

3 (voyez n<> 9).

397. On peut donner, de ce problème, une construction qui a l’avantage de faire 
servir le cercle donné comme un des lieux géométriques.

Soient toujours AB ( fig. 224 ) ou a ,  l’arc qu’il s’agit de diviser en trois parties 
égales, AM le tiers de cet arc qu’on suppose, pour le moment, déterminé. Faisons 
d’ailleurs

OP ou cos a = p ,  BP ou sin a =  q ,  OQ =  x ,  MQ =  y .

On a d’abord cette première relation ,

y*  -+ - x 2 =  r2........................................................................................( 1)

Maintenant, si l’on prolonge MQ jusqu’à sa rencontre en N avec la circonférence , 
que par le point N on mène NR parallèle à OX, et que l’on tire BN, on forme ainsi un 
triangle BNR semblable au triangle OMQ (puisqu’ils ont leurs côtés perpendiculaires) ;
et l’on a la proportion

oq : qm br : rn ;

mais, d’après la construction ,

BR =  q .r; RN ou PQ =  x  — p;

donc cette proportion devient x  * y  ** q -4- y  * x  — p ,

d’où l’on déduit y 1 — x ’1 -f- qy H- px — 0 , . . * (2)

équation qui , combinée avec (1), donnerait, par l’élimination de x , la valeur de^,

ou de sin —. Mais au lieu d’effectuer cette élimination, on peut ( n° 181 ) construire o
les lieux géométriques que les équations (1) et (2) représentent.

Or, l’équation (I) est celle du cercle donné.
Quant à l’équation (2), elle représente évidemment une hyperbole équilatère dont 

les deux axes sont parallèles aux axes coordonnés. Pour en obtenir la position, résol­
vons cette équation par rapport à^’; il vient

y  ~ - L ±2
«71x 1 — px -+- — 4
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Soit pris sur OY une distance OE =  — ~~ ’a ligne GG', parallèle à OX,

est un diamètre de la courbe, et par conséquent, l’un des axes cherchés.
On sait d’ailleurs (n° 370) que la moitié du coefficient de x  sous le radical, pris en

signe contraire , ou-^-, n’est autre chose que l’ahscisse du centre ; donc la ligne HH'

menée par le point H milieu de OP, et parallèlement à OY, représente l'autre axe.
Actuellement, puisque l’hyperbole est équilatère, il s’ensuit que les asymptotes 

divisent en deux parties égales les angles droits H1G' et HIG. Ainsi ces droites peuvent 
être aisément déterminées.

Enfin, il résulte de l’inspection de l’équation (2), que la courbe passe par l’origine. 
On connaît donc un point O de la courbe et ses deux asymptotes ; dès lors la courbe 
est déterminée ( n° 327 ).

N. B. — En la construisant, on reconnaît qu’elle rencontre le cercle en quatre 
points, M, M', M" et B', point où la perpendiculaire BP prolongée coupe la circon­
férence.

La position des trois premiers points M, M', M", s’explique facilement :

Si l’on prend ABC égal au tiers de la circonférence , ou égal

il en résulte

En prenant ABDC' égal aux deux tiers de la circonférence

on en déduitégal

Quant au quatrième point B', dont les coordonnées sont x  =  p, y  =  — q, en sub­
stituant ces valeurs dans les équations (1) et (2 ), on obtient p2 -4- q2 =  r2, et 
ql — p2 — q> -+- p2 =  0 ; ce qui prouve que ce point doit en effet appartenir aux 
deux courbes.

Si, pour éliminer x , on ajoute les équations (1) et (2), il vient

Substituant cette valeur dans l’équation (1), on trouve, toute réduction faite.
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et donne pour quotient

DUPLICATION DU CUBE.

4y3 — Zr7y  -t- qr7 —  0.

Cette dernière équation est identique avec l'équation (1) du no précédent; mais on 
voit en même temps que, d’après la seconde méthode suivie pour résoudre la question 
proposée, on a établi deux équations en x  et y ,  plus générales que la question elle- 
même, puisqu’en éliminant x , on parvient à l’équation relative à cette question, mais 
embarrassée d’?m facteur étranger.

598. C’est ainsi qü’on doit interpréter la remarque faite par quelques géomètres; 
savoir, que la construction d’une équation déterminée par les intersections des courbes, 
donne quelquefois plus de points communs aux deux courbes que la proposée 
n’a de racines réelles.

Tant que l’équation du problème est véritablement l’équation finale résultant de 
l’élimination entre les deux équations à deux inconnues que l’on construit, le nombre 
des points communs aux lieux géométriques est toujours égal au nombre des 
racines réelles de la proposée. Mais si cette équation n’est, comme dans le n° pré­
cédent, qu’une partie de l’équation finale qui correspond aux deux équations, il peut 
y  avoir plus de points communs que l’équation n’a de racines réelles. Les coor­
données de ces points vérifient les deux équations à deux inconnues ; mais leurs 
abscisses peuvent ne pas vérifier la proposée.

399. Second problème. — Trouver deux lignes moyennes proportionnelles entre 
deux lignes données a, b.

Appelons x  et y  les deux lignes cherchées ; on doit avoir, d’après l’énoncé, la pro­
gression géométrique

r1. a \ x  \ y  \ b, ou plutôt, a \ x  \ \ x  \ y ,  et x  \ y  \ \ y  \ b;
i —— dY • a ( 1 )

d’où l’on déduit les équations. . . .  < , ...................................................  [} y 7 =  bx .............................................. (2)

En portant dans la seconde équation, la valeur de y ,  tirée de la première, et réci­
proquement, on obtiendrait successivement, pour les équations finales,

x  (a:3 — a7b) =  0 , y  {y* — ab2) =  0;

et par conséquent, pour systèmes de valeurs de x  et de y ,

(x  =  0 et y  —  0), (x  — [ / a7b, et y  ~  [ /a b 7.

Le premier système (x =  0 et y  =  0) vérifie bien les équations (1) et (2), mais 
ne signifie rien par rapport à l’énoncé. Quant au second, il représente évidemment les 
valeurs arithmétiques des deux moyennes proportionnelles ;  car la raison de la pro­

gression étant ( Alg., septième édition, n° 199) q — on a , pour les deux

termes cherchés,

=  (/mR
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Mais il s’agit ici d’exprimer en lignes ces deux moyennes proportionnelles; et pour 

cela, tout se réduit à construire les équations (1) et (2), dont la première représente 
une parabole LAL' ( fig. 225 ) ,  ayant pour paramètre a, et son premier axe dirigé 
suivant l’axe des.r .* la seconde est aussi une parabole NAN', qui a b pour paramètre, 
et dont l’axe principal est dirigé suivant l’axe des x .

Ces deux paraboles passent l’une et l’autre par l’origine qui correspond à la solution 
(x  =  0, y  =  0 ), et se rencontrent en un second point M, dont les coordonnées AP, PM, 
ne sont autre chose que les lignes demandées.

D’après la position respective de ces deux courbes, il est évident qu’elles ne peuvent 
avoir que ces deux points communs; et, en effet, les équations à deux termes, 
x 3 — a7b =  0, y^ — ab"1 =  0, n’admettent qu'une seule racine réelle.

Si l’on ajoute entre elles les équations (1) et (2), il vient

y 2 -H x 7 — ay — bx =  0;

équation d’une circonférence de cercle, dont la construction peut remplacer celle de
a b

l’une des deux courbes. Elle a pour coordonnées de son centre, — et —; de plus, elle

passe par l’origine ; ainsi sa construction n’offre aucune difficulté.
Soit, comme cas particulier, b — 2a; l’équation x 3 — a2b —  0 , devient 

x 3 — 2a3 — o, ou x 3 =  2a3, et peut être considérée comme la traduction algébrique 
de ce problème : Trouver un cube double d’un autre dont le côté a est donné.

En construisant comme dans le cas général, les équations x 2 =  ay, y 2 =  2ax 
( /2<7 .226 ) (l’une d’elles peut être remplacée par l’équation y 2 -+- x 2 — ay — 2ax =  0), 
et supposant que l’on ait AB =  a , on obtient AP pour le côté cherché.

N. B. — Les problèmes de la trisection de l’angle et de la duplication du cube 
sont deux problèmes connus des anciens; ils ont beaucoup occupé les géomètres, qui 
en ont vainement cherché une construction purement géométrique. On appelle ainsi 
toute construction dans laquelle on ne fait usage que de la ligne droite et du cercle. 
Toutes celles où l’on a recours aux sections coniques ou à d’autres courbes sont dites 
des constructions mécaniques, parce qu’en général, ces courbes se déterminent 
d’abord par points, et se tracent ensuite à la main ; ou bien, on les décrit par le moyen 
d’une règle.

Détermination du nombre des racines réelles d’une équation numérique 
par des intersections de courbes.

400. Une équation numérique à une seule inconnue, étant donnée, si on la considère 
comme le résultat de l’élimination entre deux équations à deux inconnues, et que l’on 
construise ces dernières équations, on sait déjà que les abscisses des points d’intersec­
tion de leurs lieux géométriques expriment en lignes les racines réelles de la proposée. 
Donc, en déterminant par le procédé connu en Géométrie, le rapport de chacune de 
ces abscisses avec Yunité linéaire, on obtiendrait approximativement les valeurs nu­
mériques des racines. Mais cette méthode est très-défectueuse, en ce que l’exactitude 
des résultats dépend du degré de perfection de l’instrument dont on se sert, et de 
l’adresse de celui qui opère.

Toulefois, on peut employer avec avantage ces sortes de constructions, pour recon­
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naître le nombre des racines réelles d’une équation numérique , sans être obligé 
d’avoir recours aux méthodes purement analytiques dont l’emploi entraîne, comme on 
le sait, dans des calculs très-laborieux.

Comme nous ne connaissons aucun ouvrage moderne dans lequel cette idée ait été 
développée , nous croyons devoir entrer dans quelques détails à ce sujet.

401. Prenons , \)0\xv premier exemple, l’équation du troisième degré ,

* 3  _  qx  _  7  =  o ...........................................................................( 1 )

Soit fait x 2 =  2y  ; .................................................. (2)

il en résulte 2xy  — 6a? — 7 =  0 ............................................... (3)

Ces deux équationsétanl construites par rapport aux mêmes axes AX, AY (fig. 227), 
donnent, 1° une parabole LAL' qui a pour paramètre 2 , et dont le premier axe est 
dirigé suivant l’axe des y ;  2° une hyperbole (GMG', FCF') ayant pour asymptotes, 
les droites y  =  3 , x  =  0 , et passant par le point C pour lequel on a

Or, il est évident que ces deux courbes ne se rencontrent qu’en un seul point M , 
dont l’abscisse AP est comprise entre 2 et 3.

N. B. — Celle équation a été traitée (Alt/., chap. VIII, n° 342) ; et comme on 
n’avait obtenu qu’wn seul changement de signe , on s’était trouvé dans la nécessité de 
former l’équation aux différences, pour s’assurer s’il existait plus d’une racine réelle ; 
mais la construction précédente démontre sur-le-champ qu’il n’y a en effet qu’une 
seule racine réelle.

Soit, pour second exemple, l’équation du quatrième ,

a?4 — <2x2 -t- 8x — 3 =  0 , . . .

pour laquelle la substitution des nombres entiers consécutifs ne donne lieu qu’à deux 
changements de signe.

Posons x 2 — y  ; .................................................... (2)

d’où y 2 — 2y -i- 8x  — 3 =  0;

et ajoutant ces deux dernières équations,

y 2 -+- x 2 — ôy -+- 8x — 3 =  0....................................... (3)

Les équations (2)et (3) étant construites sur les mêmes axes, donnent, 1° la parabole 
LAL' (fig. 228 ) dont le paramètre est 1 ; 2» une circonférence de cercle GMM'G' dont

le centre a pour coordonnées | x  =  — 4 , y  =  j , et le rayon est égal à

l | / 8 5  =  4,6 à 0,1 près.

Or, ces deux courbes n’ont évidemment que deux points communs M, M', dont les 
abscisses AP, AP', sont comprises, l’une entre 0 et 1 , l’autre entre — 2 et — 3.

www.rcin.org.pl



A LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. An
En effet, l’équation (1) a été formée par la multiplication des deux facteurs 

x 2 — 2x -+- 3 , x 2 -+- 2x — 1 , dont le premier, égalé à 0 , donne lieu à des racines 
imaginaires, et le second donne x  =  — 1 ± 1/ 2.

Prenons, pour troisième exemple, l’équation

8x 3 — 6x  — 1 = 0 , ........................................ ( 1)

traitée (A l g chap. VIII, n» 545) parla méthode de l’équation aux différences.

Soit x 2 —  y  ! ................................................... (2)

l’équation devient 8xy — 6a; — 1 =  0 ............................................. (3)

La construction des lieux géométriques exprimés par ces deux équations n’offre 
aucune difficulté.

On obtient la parabole LAI/ ( fig. 229 ) et l'hyperbole (GMG', UqW) ayant pour 
asymptotes, l’axe des y ,  puis une droite BE parallèle à l’axe des x , et menée à une 

5
distance AB =  de plus, cette courbe passe par le point <7 pour lequel on a

y  =  0 , x — 6 '
D’après la situation respective des deux courbes , il est clair que les branches 

AML, GMG', ont un point commun M dont l’abscisse est positive.
Quant aux autres branches AotI/, HotII', leur rapprochement dans la partie voisine 

de l’origine A, peut laisser quelque doute sur le nombre de leurs points d’intersection ; 
mais voici un moyen de faire cesser toute incertitude ;

Multiplions l’équation 8a;3 — 6a; — 1 = 0  par a;; on a l’équation du quatrième 
degré

8x4 — 6x 2 — x  =  0 ( 1)

( x  =  0 sera une racine étrangère à la question ).
Posant de nouveau x 2 — y ,  on en déduit

Sy2 — 6r — x  =  0 ,

équation d’une seconde parabole dont le premier axe est parallèle à l’axe des x ,  et 

situé à une distance AI =  -̂ -, puisque l’équation donneO

y  = |  =fc ^  v / s x  -t- 9.

9
On voit, en outre, que le sommet D a pour abscisse x  = ----- , tirée de Sx-t-9 =  0,8

et que la courbe passe par l’origine A , par conséquent, par le point B, pour lequel
3

on a AB =  — =  2 . AI.
4

Or, il est évident que la parabole KDK' rencontre la première parabole LAI/ en 
deux premiers points m, M; et puisque l’équation 8x 3 — 6x — 1 =  0 a déjà deux 
racines réelles, il faut nécessairement qu’elle en ait une troisième correspondant à un 
point n situé un peu à gauche du point A et au-dessus de l’axe des x  ( L’origine A est 

ALG. APPI,. A IA  GÉOM. 28
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aussi commune aux deux courbes; mais on a déjà dit que x  =  0 est une solution 
étrangère ).

La construction de la troisième courbe présente un autre avantage , c’est de déter­
miner d'une manière plus précise les points cherchés , puisqu’ils doivent se trouver à 
la rencontre de trois courbes ; mais on ne doit y avoir recours que lorsqu’il y a incer­
titude sur les intersections.

N. B. — Toutes les fois que l’équation proposée renferme des racines égales , on 
en est averti par le contact des courbes en un ou plusieurs points, ce qui suppose 
qu’on les ait tracées avec assez d’exactitude. Mais on sait que les méthodes d’approxi­
mation de l’analyse ne peuvent, en général, s’appliquer à une équation de cette 
espèce , et qu’il faut toujours commencer par ramener sa résolution à celle d’une 
autre équation dont toutes les racines soient différentes.

402. Les principes qui viennent d’être exposés pour la détermination du nombre 
des racines réelles d’une équation numérique du troisième et du quatrième degré, 
çont aussi applicables aux équations de degré supérieur; mais on est conduit alors à
des constructions un peu plus compliquées.

Soit, par exemple, l’équation du cinquième degré,

x5 — 3a:2 -4- 2a? — 4 =  0 .................................. (1)

Faisons, comme précédemment, x3 =  y  ; ................................................... (2)

l’équation (1) devient y 2x  — 5y -+■ 2x — 4 =  0 .................................. (3)

Après avoir construit la parabole LAL' ( fig, 230) représentée par l’équation (2), 
on déduit de l’équation (3),

y =  db ~  V — 8®* -+- 16* -4- 9 ; ....................(4)
9  t? 9 - r  '

et en posant — 8a:2 -4- 16a: -4 -9  =  0 ,  ou a?2 — 2a: =  —, on obtient pour x

deux valeurs a: =  2,4 et x  = — 0,4 à 0,1 près, qui (n° 362) représentent les 
limites de la courbe dans le sens des x positifs et des x  négatifs; c’est-à-dire que si 
l’on prend sur AX deux parties AD =  2,4 , AD'=  — 0,4 , la courbe est entièrement 
comprise entre les parallèles DG , D'G\

Afin d’obtenir les points où la courbe louche ses deux limites, il suffit d’introduire 
dans la partie rationnelle de l’expression (4), les valeurs a: =  2,4 et x =  — 0,4, ce 
qui donne

30
48 y

Donnons maintenant à x  des valeurs intermédiaires.

Soit d’abord a : = 0 ;  l’équation devient =  — ------,

d ou y  =  »  , y  =  —.

Pour savoir ce que signifie le dernier résultat, remontons à rétjualion (3), et posons
4

x  =  0 ; l’on en déduit y  =  — —.
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D’où l’on voit que la courbe rencontre l’axe des y  à une distance

Quait au résultat y  =  ao , il fait soupçonner que le même axe sert d’asymptote à la 
courbe que l’on sait être indéfinie dans le sens des y ,  puisque l’équation (3) est du 
premier degré en x. Et, en effet, si l’on résout cette équation par rapport à a?, on 
obtient

— 5jr 4 
— y 1 -+- 2

o
r

4
------H etc .,y 2 ’

valeur qui se rapproche de plus en plus de x  =  0, à mesure que y  augmente, et se 
réduit à x —  0 lorsqu’on suppose y  =  oo .

Soit actuellement x = l ;  l’équation (4) donne

y  —

1 1
ou , à peu près, y  —  3 — et .y =  — —; ce qui donne BN et RN' pour deux or­

données de la courbe.
3

Soit encore x =  2, on obtient y  = — et 7  =  0. Ainsi la courbe passe par le 

point C, et par le point C', pour lequel on a

Les points déjà déterminés suffisent pour donner une idée du cours de la courbe 
correspondante à l’équation (3) ; elle est assez exactement représentée par E'HiN'CEC'N...

Au reste, la partie inférieure €N'HE'.. . .  est inutile à considérer pour l’objet que 
nous nous proposons. Quant à la partie supérieure CEC'N , .  . .  . il est visible qu’elle 
ne peut avoir qu’un seul point commun avec la parabole I. AL' ; et ce point M ayant une 
abscisse comprise entre 1 et 2, il s’ensuit que l’équation (1) n’a qu’une seule racine 
réelle positive.

Elle n’a point de racine négative ; car l’équation

___ 3y 4
y 1 -H 2

nous apprend qu’à des valeurs de y  positives, il correspond tou jours des valeurs de x  
positives. Ainsi la seconde courbe ne peut rencontrer la première dans l’angle YAX'.

Observons encore que, d’après la forme indiquée pour la seconde courbe, une ligne 
droite ne peut la rencontrer qu’en trois points au plus ; ce qui doit être puisque son 
équation est du troisième degré.

Nous pouvons conclure de ce qui précède que l’équation proposée n'a qu’une seule 
racine réelle.

403. Prenons, pour nouvel exemple, l’équation du sixième degré

Æ6 — 2.r4 -A- 2x3 -A- B.z? — x  — 2 =  0 .......................(1)
%

28
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Au lieu de poser x'1 =  y ,  ce qui donnerait lieu à une équation du troisième degré 
en x  et y ,  dont la construction ne laisserait pasd’étre difficile, on peut faire

=  X , ............................................ (2)
et l’équation (1) devient

y* — 2xy -t- 2y -h 3x2 — x  — 2 =  0 .......................(3)

Le lieu géométrique de l’équation (2) est une courbe du troisième degré; mais la 
construction en est très-simple.

Observons d’abord que, les valeurs de x  et d évêtant nécessairement de même 
signe, d’après l'inspection de l’équation, la courbe doit s’étendre indéfiniment à la 
droite de l’axe des y ,  mais au-dessus de l’axe des x, puis à la gauche de l’axe des.;*, 
mais au-dessous de l’axe des x.

En outre, puisque la substitution de — x , — y  à la place de ■+• x , -4- y ,  ne 
change pas l’équation, il s’ensuit ( n» 575 ) que l’origine des coordonnées (qui se trouve 
sur la courbe, puisque x  =  0, y  = . 0 , vérifient l’équation ) est en même temps le 
centre de cette courbe.

On peut même, en résolvant le problème des tangentes d’après la méthode générale 
exposée n° 392, reconnaître que l’axe des x  est une tangente au point A ( [ig. 231 ) ; 
mais cela n’est pas nécessaire à notre but.

Actuellement, pour être en état de tracer la courbe, il suffit de donner à #  quel­
ques valeurs, soit positives, soit négatives.

1
on trouve .r =  d r - ,  8

X —  ±  ï ,

x —  ± — , 2
, 27

..................y  — ±  —J 8
x  =  ± 2 , .................. y  — ±  8.

La courbe passe donc par les points (N, n), (N', n'), ( N", n" ), déterminés par ces 
systèmes de coordonnées, et elle a la forme n"n'nANN'N"... .

On voit encore, d’après la nature des valeurs dey  correspondantes aux valeurs de x, 
qu’à partir de x  =  1, la courbe s'élève très-rapidement au-dessus de l’axe des x .

404. Occupons-nous maintenantde l’équation (3). En la résolvant par rapport %y}

on trouve y  =  x  — 1 ±  y  — 2 x 2 — x -E -3 ;  d’où il suit que la courbe est une 
ellipse, qui a pour l'un de ses diamètres y '  =  x  — 1, ou DD'.

3
Ses limites, tirées de — 2x* — x  -t- 3 =  0, d’ou x  =  1, x =  — — , sont repré­

sentées par DL, C'D'; et après avoir déterminé ses points d’intersection avec les axes, 
ainsi que le diamètre II', conjugué du diamètre DD', comme on l’a vu(n0» 361,363 ), 
on obtient la courbe DID'l'D, qui n’a évidemment que deux points communs avec la 
première courbe.

Ainsi, l’équation proposée n’a que deux racines réelles, l’une positive, et com­
prise entre 0 et 1 ; l’autre négative, et comprise entre — 1 et — 2.
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On peut s’exercer sur l'équation x$ — 4x3 4 -  5x — 6 =  0 ( fig. 232 ) ; et en 
posant x 2 — y ,  d’où y^x — 4yx -4- 5x — 6 =  0, on reconnaîtra que l’équation 
n’a encore qu’une racine réelle.

Nous n’insisterons pas davantage sur cette méthode de découvrir le nombre des 
racines réelles d’une équation numérique, méthode qui nous semble préférable à la 
formation de l’équation aux différences, puisqu’elle s’applique assez facilement à des 
équations qui surpassent le quatrième degré ; tandis que la détermination de l’équation 
aux différences, même pour une équation du quatrième degré, entraîne dans des cal­
culs presque impraticables.

405.' Remarque. L’équation y  =  x 3, dont on a fait usage dans l’exemple précé­
dent, est un cas particulier de l’équation

y  =  a -4- bx -t- ex2 4 -  rfx3 4- ex\ 4 - fx  5 4 - ........

qui, étant construite pour toutes les valeurs qu’on peut attribuer aux constantes 
a, b ,c, d ,  . . . .  et suivant le rang ou degré du terme auquel on arrête le second 
membre de cette équation, conduit à des lieux géométriques connus sous le nom de 
courbes paraboliques.

En ne prenant que les trois premiers termes du second membre, on a l’équation 
y  =  a  4- bx 4 - ex2 qui appartient à la parabole ordinaire ; ses axes principaux sont 
parallèles aux axes coordonnés (supposés rectangulaires).

L’équation / = a  +  t e  +  ex3 4 - </x3, donne les paraboles du troisième degré ; 
ainsi, le lieu géométrique de l’équation y  — x s est une espèce particulière Ae para­
bole cubique ; et ainsi de suite.

Les géomètres ont encore tiré parti de la construction de ces courbes, soit pour 
déterminer approximativement les racines des équations numériques à une seide 
inconnue, soit pour expliquer les principes fondamentaux de leur résolution. Mais les 
bornes que nous devons mettre à notre ouvrage, déjà trop étendu, ne nous permettent 
pas d’entrer dans ces nouveaux détails, qu’on trouve d’ailleurs fort bien exposés dans 
l’Algèbre de M. Garnier (deuxième volume ).

A. LA RÉSOLUTION UES ÉQUATIONS.
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

A TROIS DIMENSIONS.

— — ^ —

TROISIÈME SECTION.

CHAPITRE VII.

Des pointsj de la ligne droite et du plan dans l’espace.

5 Ier. Equations du point.

406. De même qu’un point est déterminé de position sur un plan , 
par le moyen de ses distances à deux droites menées à volonté dans 
ce plan, de meme, sa position est fixée dans l’espace, dès que l’on con­
naît ses distances à trois plans.

Soient trois plans YAZ, XAZ, XAY ( fig. 233 ) que nous suppose­
rons d’abord perpendiculaires entre eux, et qui se coupent suivant 
trois droites AZ, AY, AX, dont chacune est perpendiculaire aux deux 
autres, d’après la théorie des plans. Appelons a, b, c, les distances 
d’un point de l’espace à ces trois plans , distances qui sont censées 
connues ; je dis que le point est complètement déterminé de position , 
en admettant toutefois qu’on sache aussi d’avance que ce point se 
trouve situé dans l ’intérieur de l’angle trièdre AXYZ.

En effet, prenons sur les trois droites AX, AY, AZ, des distances 
AB, AC, AD, respectivement égales à a, b, c ; et menons par les points 
B, C, D, des plans parallèles aux plans donnés. D’abord, puisque les 
deux premiers plans parallèles ont tous leurs points placés aux dis­
tances a, b, des plans YAZ, XAZ, il s’ensuit que tous les points de Mw/, 
intersection commune de ces plans parallèles, jouissent, exclusive­
ment à tout autre point, de la propriété d’être à ces mêmes distances 
de YAZ et de XAZ. Donc déjà le point cherché se trouve sur celte
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ligne. D’un autre côté, le point doit aussi être situé quelque part sur 
le troisième plan parallèle, puisque tous les points de ce plan sont, à 
l’exclusion de tout autre point, à la distance AD =  c du plan XAY. 
Donc enfin le point cherché n’est autre chose que le point M où le 
troisième plan parallèle coupe l’intersection commune des deux pre­
miers; et sa position est tout à fait déterminée.

Nous conviendrons de désigner par x les distances au plan YAZ 
comptées sur AX, par y les distances au plan XAZ comptées sur AY, et 
par z les distances au plan XAY comptées sur AZ ; en sorte que AX, 
AY, AZ, intersection des trois plans deux à deux, seront les axes des x, 
des y et des z. On les appelle conjointement axes coordonnés; et les 
distances dont nous venons de parler sont dites les coordonnées du 
point. Toutes ces dénominations sont analogues à celles que nous avons 
employées dans la Géométrie à deux dimensions.

Nous nommerons aussi plan des yz, le plan YAZ perpendiculaire à 
l ’axe des x ; plan des xz , le plan XAZ perpendiculaire à l’axe des y ; 
et plan des xy le plan XAY perpendiculaire à l’axe des z. Ce dernier 
plan est ordinairement représenté dans une position horizontale, et 
les deux autres dans une position verticale.

II résulte de ce qui a été dit plus haut, que les équations

x =  a, y —  b, z —  c

( a , b , c , étant des quantités connues ) ,  suffisent pour fixer la posi­
tion du point dans l’espace; elles sont, pour cette raison, nommées 
les équations du point.

On doit remarquer toutefois que, comme les trois plans coordonnés, 
étant prolongés indéfiniment, déterminent huit angles trièdres, sa­
voir, quatre formés au-dessus du plan des xy, et quatre au-dessous de 
ce même plan, il faut encore exprimer par l’analyse, dans lequel de 
ces huit angles le point se trouve situé. II suffit, pour cela, d’étendre 
aux distances à des plans les principes qui ont été établis (n° 26) pour 
les distances à des points ou à des droites, c ’cst-à-dire que, si l’on re­
garde comme positives les distances comptées sur AX, à la droite du point 
A, on doit regarder comme négatives les distances comptées à gauche, 
c ’est-à-d ire dans le sens AX'. Même raisonnement pour les deux autres 
coordonnées.

On doit donc distinguer ( n° 136 ) dans les quantités a, b, c, non- 
seulement les valeurs numériques de ces quantités, mais encore les 
signes dont elles sont affectées, eu égard aux diverses situations que
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le point peut avoir dans les angles trièdres formés par le;s trois plans 
coordonnés.

D’après ce nouveau principe, on a, pour exprimer complètement 
la position d’un point dans l’espace, les combinaisons suivantes :

* =  + a, y = - \ - b , z —  -J- c, point situé dans l’angle AXYZ,
x —  — a, y =  +  b, z =  -{-c , ........................................AX'YZ,

* =  + a, y =  — b, * =  +  c, ..............................................................A X Y 'z j
y = + b> z —  — c, ....................................... AXYZ'j

X  —  — a, y === b} z = -\ - c , ........................................AX'Y'Z,
X  = ---- a, y = + b , z =  — c, ........................................AX'YZ',

* =  + a, y =  — b, z =  — c, ........................................AXY'Z',
X  —  --- a, y — — b, Z  ----  ---  Cy ........................................AX'Y'Z';

en tout, huit combinaisons, savoir : deux systèmes dans lesquels les 
signes sont les mêmes; trois dont un signe est négatif et les deux 
autres positifs, et trois, dont un signe est positif et les deux autres 
négatifs.

407. Le point peut ensuite se trouver dans des posit ions particu­
lières. Par exemple, pour exprimer qu’un point est situé dans le plan 
des xy, il faut écrire que sa distance s à ce plan est nulle; et l’on 
aurait pour les équations de ce point,

x —  a, y =  h, z —  0 .

De même, un point placé sur l’axe des x , pour lequel les distances 
aux plans des xz et des xy sont nulles à la fois, aurait pour équa­
tions ,

x —  a, y =  0 , z =  0 .

Et ainsi des autres points placés, soit sur les plans, soit sur les axes 
coordonnés.

400. Première remarque. — Les plans parallèles aux trois plans 
coordonnés, et qui ont servi ( n° 408) à fixer la position du point M 
( fiy. 233 ), déterminent avec ceux-ci un parallélipipède rectangle, 
dont les douze arêtes, égales 4 à 4 , ne sont autre chose que les trois 
coordonnées x , y, z , du point JT.

1) un autre coté, l’on sait que les pieds m, m', m", des perpendi­
culaires abaissées sur les plans coordonnés, sont, en terme de 
Géométrie descriptive, les projections du point M sur ces trois plans.
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D’apirès cela, si Ton suppose que x ~ a ,  y =  b, z =  c , soient les 

équatio>ns du point M, on a pour les coordonnées de ni, les équa­

tions ......................................................................... x =  a, y —  b;

pour celles du point m " , ........................................x —  a, z —  c ;

ce qui donne pour celles du point m", . . . y =  b, z =  c.

D:où l’on voit que les projections du point M sur deux des plans coor­
donnés étant connues, la troisième projection s’ensuit nécessai­
rement .

C’e st , au reste , ce qu’on peut reconnaître aisément sur la figure. En effet, soient 
m, m', les projections données ; menons de ces points, et dans les plans des xy  et 
des x z , m C, m'D , parallèles à AX; puis des points C, D, et dans le plan des.rz, 
élevons Cmr parallèle à AZ , D m" parallèle à AY ; le point m" où ces deux dernières 
lignes se rencontrent, représente la troisième projection.

409. Seconde remarque. — On peut encore expliquer pourquoi, dans 
la Géométrie descriptive, il suffit de deux plans de projection, pour 
fixer la position d’un point; tandis que, dans la Géométrie analy­
tique, il faut trois plans coordonnés :

La connaissance des projections d’un point sur un plan horizontal 
et sur un plan vertical, est en effet suffisante pour les constructions 
graphiques; niais û  l’on veut fixer analytiquement la position de 
chacune de ces projections , par exemple, des points ni, m", il faut , 
premièrement, tracer dans le plan horizontal (au/) deux axes rectan­
gulaires ÀX , AY ; secondement, tracer dans le plan vertical [xz) deux 
axes AX, A Z, en prenant, pour plus de simplicité, pour axe commun, 
l ’intersection des deux plans de projection. Dr, il est évident que les 
deux axes AY, AZ, déterminent un troisième plan rectangulaire avec 
les deux autres. Ainsi, géométriquement, deux plans suffirent; mais 
analytiquement, il en faut trois.

410. Lorsque les plans coordonnés ne sont pas rectangulaires, 
auquel cas, les axes AX , AY, AZ ( fig. 234 ), font entre eux des 
angles quelconques , et sont dits des axes obliques, les équations d’un 
point M sont encore, x —  a, y — b, z —  c.

Mais alors, a, b, c, expriment des distances comptées parallèlement 
à ces axes ; et les projections du point M s’obtiennent par les lignes 
Mm,  Mm', Mm", respectivement parallèles à AX, AY, AZ.

Du reste, tout ce qui a été dit nos 407, 408, est applicable au cas où 
les axes sont obliques.

411. Occupons-nous maintenant de la recherche de l'expression de
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la distance entre deux points dont les coordonnées sont connues 
. ( voyez n° 137 ).

Soient x , y ,  z , les coordonnées d’un premier point M ( fig. 2315 ), 
x", y", z", celles d ’un second point N , rapportées d’abord à trois 
axes rectangulaires A X , AY, AZ. Il résulte de la remarque (u° 408) 
que, si des points M, N, on abaisse les perpendiculaires Mm, Nw, sur 
le plan desay, puis des points?», n , les parallèles ?»P, nQ, à l’axe 
des y , il résulte , dis-je, que l ’on a

Tirons ensuite mn, ce qui détermine un trapèze MX»?» ; puis menons 
dans le plan de ce trapèze, NH parallèle à «?», et sur le plan des xy, »L 
parallèle à AX.

Cela posé, les triangles rectangles MNH et ?»»L donnent

et

d’où l’on déduit

Mais on a évidemment

d ’où

donc enfin

et par conséquent,

Telle est l’expression générale de la distance des deux points, en 
fonction des coordonnées de ces points rapportés à des axes rectan­
gulaires.

On parvient encore à cette formule de la manière suivante :
Soient tirées dans la figure 233 , les lignes AM , A ?»,• les deux trian­

gles AB?», A?»M, rectangles, l’un en B , l’autre en ?», donnent
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d:où A iy f=  AB* +  Btn '+  Mm =  AB^-f A c ’ - f  AD."
On reconnaît ainsi, en passant, que dans tout parallélipipède rec­

tangle, le carré de l’une des diagonales est égal à la somme des carrés des 
trois arêtes contiguës.

Cela posé, considérons les points M, N ( fig.l'&'o ), et menons par 
chacun deces points, trois plans respectivement parallèles aux plans 
coordonnés. Les deux plans parallèles au plan des yz, sont nécessai­
rement parallèles entre eux ; il en est de même des deux plans paral­
lèles au plan des xz et des deux plans parallèles au plan des xy. Ces 
six plans parallèles deux à deux, déterminent donc un parallélipipède 
rectangle dont MN est une diagonale , et dont les arêtes, étant néces­
sairement parallèles aux trois axes, sont respectivement égales aux 
différences des distances des points M, N, aux trois plans coordonnés.

Or, en appelantp, q, r, trois arêtes contiguës de ce parallélipipède, 
on a , en vertu de ce qui vient d’être dit,

MN =  p'2 -{- q2 -f- r2;

donc, à cause de p =?= x' — x", q =  y' — y", r =  z' — z", 

MN ou D2 —  (# ' — x"Y  ( y’ — y"Y  >-{- ( z — z"Y-

Ce moyen de démonstration peut paraître moins simple que le pré­
cédent ; mais il a l’avantage d’être applicable à la recherche de l’ex­
pression de la distance entre deux'points, lorsque les axes sont obliques.

•412. Deux points de l’espace étant supposés rapportés à des axes obliques, imagi­
nons, comme tout à l’heure, par chacun de ces points , trois plans respectivement 
parallèles aux plans coordonnés. Les six plans obtenus de cette manière sont paral­
lèles deux à deux, et déterminent dans l’espace un parallélipipède oblique dont la 
distance des deux points donnés est une des diagonales, et dont les arêtes ont pour 
longueur, les différences des coordonnées des deux points.

Toute la difficulté , pour obtenir cette diagonale, consiste donc à déterminer celle 
d’un parallélipipède oblique, connaissant les arêtes de ce parallélipipède et les 
angles qu’elles forment entre elles.

La solution que nous allons donner de ce problème est extraite de la cinquième note 
de la Géométrie de Legendre.

Soient AB m CM ( fig. 234 ) un parallélipipède oblique; AB, AC, AD, trois arêtes 
contiguës ; AM l’une de ces diagonales.

Posons, pour abréger, AB =  p, AC =  q, AD =  r, AM =  D ; puis BAC =  « , 
BAD =  6,  CAD =  y, DA m =  d* (les quantités D , cP sont inconnues).

Les deux triangles obliquangles ABm} AotM donnent ( Trigonométrie, n °92),

Am =  AB Bm -+- 2AB . Bm . cos BAC ,
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et AM =  km Mm -+- 2km . M m . cos Dkm,

d’où
------- 2 ----- a --------2 -------- 2

AM =  AB -t- \\m -+- Mm -f- 2AB . B m . cos BAG

ou bien,

-t-

employant les notations convenues,

2km . Mot . cos DAot ,

Ainsi tout se réduit à déterminer cos cP; car km est déjà connu, d’après la première 
des équations ci-dessus ; mais nous verrons bientôt qu’il est inutile de substituer 
actuellement sa valeur.

Pour calculer l’angle cP, nous aurons recours aux principes de la Trigonométrie 
sphérique. Considérons le point A comme le centre d’une sphère, dont les intersections 
avec les plans BAC, BAD, CAD, ï)kvi, soient les arcs de grand cercle EF, EG, GF, GH ; 
il résulte de celte construction , que les angles x, 6, y , eP; peuvent être remplacés par 
les trois côtés du triangle sphérique EFG et par l’arc GH; c’est-à-dire que l’on a

Cela posé, les deux triangles sphériques GEF, GHE, donnent (en vertu du prin­
cipe n« 8 ),

ou , réduisant l’entier effraction et observant que

Mais les triangles rectilignes ACrn, ABwt, donnent,

d’où

et par conséquent,

et

ou , mettant à la place de cos E , sa valeur,

d’oii

donc
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ÉQUATIONS D’ UNE DROITE DANS u’ eSPACE. us
Substituant cette valeur de Am . costf, dans l’équation (1 ), on obtient

§ II. Équations de la ligne droite dans Vespace.

413. Lorsque des points sont en ligne droite dans l’espace, on sait 
que leurs projections sur un même plan sont aussi en ligne droite ; et 
cette seconde ligne est dite la projection de la première sur ce plan. 
Ori sait encore que les projections d’une droite sur deux plans suffisent 
pour déterminer sa position ; d’oii il suit qu’une droite serait fixée 
analytiquement, si l’on connaissait les équations de ses projections 
sur deux des trois plans coordonnés.

Ordinairement, on considère les projections delà droite sur les plans 
des xz et des yz ; et comme ces deux plans ont pour axe commun , AZ , 
c ’est cette ligne qui, dans chacun des plans, est regardée comme 
l ’axe des abscisses ; AX est alors l’axe des ordonnées sur le plan des xz, 
et AX l'axe des ordonnées sur le plan des yz.

Ainsi, soient MN ( fig. 236 ) une droite quelconque dans l’espace, 
mn, vi n , ses projections sur les plans des xz et des y z ; nous présente­
rons les équations de ces deux projections sous la forme

ce qui donne enfin, pour l’expression générale de la distance entre deux points rap­
portés à trois axes obliques,

Si dans cette formule, on suppose z' =  0 , z "  =  0 , ce qui revient à considérer la 
distance entre les projections des deux points sur le plan des xy, il vient

résultat identique avec celui que nous avons obtenu , n» 138.

a, h, sont des constantes qui (n° 140) désignent les tangentes des 
angles que forment vin, m'n, avec l’axe des z ;  et a, S, expriment les 
distances de l’origine aux points B et G où ces droites rencontrent l’axe 
des x  et l’axe des y.

414.11 est à remarquer que l’équation x =  az -|- a, exprime non- 
seulement une relation entre les x et les z de tous les points de la droite 
mn, mais encore, une relation entre les x et les z de tous les points du
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plan wnNM imaginé par mn, perpendiculairement au plan des x i ;  car, 
pour tout point M de la perpendiculaire nM à ce plan, les coordonnées 
x  et z sont (n° 408) représentées par mV, AP, qui appartiennent 
aussi à la droite mn.

Pareillement, l’équation y —  bz G, convient non-seulement à 
tous les points de la projection m'n', mais encore, à tous ceux du plan 
wVNM mené perpendiculairement au plan des yz, par la droite m'n'.

Donc le système de ces deux équations existe pour tous les points de 
la droite 31N, intersection des plans perpendiculaires, et n’existe que 
pour ces points. Ces équations sont, en ce sens, les équations de la droite 
elle-même, quoique d’abord nous ne les ayons établies que comme celles 
des deux projections.

Il résulte de là évidemment que l’élimination de la variable z entre 
les deux équations, donne lieu à une troisième équation en x  et y, qui 
représente la projection m'n" de la droite sur le plan des xy ; ou plus 
généralement, cette équation appartient à tous les points du plan 
MNw'W' mené par la droite MN perpendiculairement au plan des xy.

415. Cas particuliers. Lorsque la droite passe par l ’origine, il en est 
de même de ses projections; ainsi (n° 413), les distances a, G, sont 
nulles, et les équations de la droite se réduisent à x —  az, y =  bz.

11 peut arriver que la droite soit située dans l ’un des plans coor­
donnés, par exemple, dans le plan des xz. On a alors, pour tous les 
points de cette droite, y =  0  ; et les équations deviennent 
x =  az -|- a, y =  0 ; c ’est-à-dire que, dans ce cas, on doit avoir 
b =  0  et £ = 0 ; ce qui est évident d’ailleurs, d’après la figure, 
puisque la projection de la droite sur le plan des yz, se confond avec 
l ’axe des z.

Même raisonnement par rapport aux deux autres plans coordonnés.

416. Tant que les constantes a, b , a, G, sont données à priori, la 
droite est complètement déterminée de position. Pour en obtenir les 
différents points, il suffit de donner, dans les deux équations 
x — az +  a> V —  bz -j- G, à la variable z par exemple, une valeur 
particulière z'; ce qui entraine, pour chacune des deux autres, x et y, 
une valeur correspondante, savoir :

x  =  az' -{- b =  x ,  y =  bz' G =  y'.

Prenant alors sur ÀX ( /fy. 237 ), une distance AP =  x', on mène 
P m " parallèle à AY et égale à y '; puis au point m ", on conçoit une 
perpendiculaire au plan des xy, qui soit égale à z'; et le point M ainsi

4 4 6  ÉQUATIONS d ’ üIVE DROITE DANS l ’ e SPACE.
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déterm iné , app artien t à la d ro ite . On o b tien d ra it de la  m êm e m anière  
tous les autres p o in ts .

Mais on p eu t se  proposer de d éterm iner léfc con stan tes a , b , a, S, 
d ’après cer ta in es co n d itio n s ; ce  qu i d o n n e  lieu  à u n e série  de pro­
b lèm es en  trois d im en sio n s, ana logu es si ceu x  q u e nous a présentés la 
lig n e  droite co n sid érée  sur un p la n .

417. P r e m i è r e  q u e s t i o n .  — Trouver les équations d’une droite assujettie à 
passer par deux points donnés.

Appelons x ',y ', z', les coordonnées du premier point, x ", y " ,  z" ,  celles du second 
point. Les équations de la droite cherchée seront d’abord de la forme

PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE. 4 -4 7  -

x  —  az -l- x , .............................................. (1)
y  =  bz -4- 6; . . . » . . . . . (2)

a, b, « , 6, étant des quantités inconnues pour le moment.
Or, les points [x', y ',  z'), ( x " ,y " ,  z ") , appartenant à la droite, leurs coordon­

nées doivent vérifier les équations (1), (2); et l’on a les quatre relations

x' =  az' -h « , .................................................(3)
y ' =  bz’ -4- 6, . . . . ; . . . . (4)
x " —  az'' -4- « , ................................................. (5)
y "  =  bz" -+- 6....................................................... (6)

En appliquant à ces six équations la méthode du n° 148, on trouve successivement

x  — x' — a (z — z'), x' — x "  =  a (z' — z"),

y  — y  =  b (z — z'), y '  — y "  =  b (z' — a")} 

et par conséquent,

x' — x ”
x -  x r =  - — *')» r  -  y  ■■A -- A

Ces deux dernières équations, qui ne renferment plus que les variables x, y ,  z, et 
les quantités connues x y ' ,  z', x", y " ,  z", sont les équations cherchées.

N. B. — Quant aux équations x  — x' =  a (z — z'), y  — y '  =  b (z — z' ), 
obtenues dans le cours du calcul, elles caractérisent une ligne droite passant par le point 
( x ', y ', z'), puisqu’elles sont satisfaites par les hypothèses x  =  x'r y  — y ', z =  z'. 
Les quantités a, b, se déterminent ensuite au moyen d’une seconde condition que l’on 
peut imposer à  la droite; dans le problème précédent, cette condition consiste à  faire 
passer la droite par un second point.

418. S e c o n d e  q u e s t i o n . —  Par un point donné hors d’une droite, mener une 
parallèle à cette droite.

Soient x't y '} z'} les coordonnées du point. On a pour les équations de la droite
donnée,

x =  az -4- 
y  =  bz 4 - 6.
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m TR0BLÈ5IES SUR LA. LIGNE DROITE.

Celles de la droite cherchée sont (n° 417 ) de la forme

x  — x' =  a' (z — z '), 
y  — y ' —  b' ( z — z' ),

a’, b', étant des quantités qu’il s’agit de déterminer.
Or, puisque les droites sont parallèles, les plans qui les projettent respectivement sur 

les deux plans des xz  et des yz , doivent être parallèles ; donc les intersections de ces 
plans parallèles avec les plans coordonnés, c’est-à-dire les projections des deux droites, 
sont elles-mêmes parallèles. Ainsi l’on a nécessairement (n» 150) les relations 
a' —  a, b' — b ; ce qui donne finalement pour les équations de la droite cherchée,

x  — x' =  a ( z — z '), y  — y ' — b {z  — z').

419. T r o i s i è m e  q u e s t i o n .  — Deux droites étant données par leurs équations, 
exprimer par l’analyse, que ces droites se rencontrent, et trouver, dans ce cas, 
les coordonnées de leur point d’intersection.

Soient
( x  =  az -t- oc, 
( y  =  bz ■+■ 6 ,

• (O ) . I x  =  a'z -t-
. (2) J ( y  =  b'z -4- 6',

• (3)• (*)
les équations des deux droites.

Si elles se coupent, les coordonnées de leur point d’intersection doivent vérifier à la 
fois les quatre équations ci-dessus; ainsi, ces coordonnées ne sont autre chose que les 
valeurs de x, y ,  z, propres à satisfaire en même temps à ces équations; et comme on 
a trois inconnues à éliminer entre quatre équations, on doit nécessairement (dlg.,
chap. Ier, n° 79 ) parvenir à une relation entre les constantes a, b, «, 6, a', b', a!, S'........

Les équations (1) et (3), (2) et (4), retranchées successivement l’une de l’autre, 
donnent

0 =  ( a — a’ ) z -l- « — d’où

1«aIIO b') z 6 — 6' ; d’où

Or, ces deux valeurs de c doivent être égales ; on a donc

—  =  e— ~ - 6 ou bien, (*' — «) ( *  — b') — (6’ — 6 )[a  — a ')=z  0____(5)
a — a b — b '

Telle est la relation qui doit exister entre les constantes, pour que les deux droites 
se coupent.

En supposant que celle relation soit satisfaite, on obtient pour les coordonnées du 
point d’intersection,

x au! — u.a' 
a — a' et

Soit, comme cas particulier, a — a', b =  b', ce qui signifie (n» 418) que les 
deux droites sont parallèles ; l’équation (5) est satisfaite, et les valeurs de x, y ,  z, se 

M
réduisent 5 la forme — , résultat analogue à celui du n<> 152.
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DÉTERMINER L’ANGLE DE DEUX DROITES DANS L’ESPACE. -449
£

420. Q u a t r i è m e  q u e s t i o n .  — Deux droites étant données parleurs équations, 
déterminer l’angle qu’elles forment entre elles.

Soient

les équations des deux droites.
Il peut se présenter deux circonstances : ou les droites se coupent , auquel cas , 

l’équation de condition du n» précédent est satisfaite ; ou bien, elles ne se rencontrent 
pas.

Dans l’un et l’autre cas, si d’un point quelconque de l’espace, on conçoit deux autres 
droites respectivement parallèles aux droites données, c’est l’angle formé par ces pa­
rallèles qu’il s’agit de déterminer.

Pour plus de simplicité, nous prendrons le point dont nous venons de parler, à l’o­
rigine même des coordonnées. Soient donc AL, AL' ( fîg. 237 ), des parallèles aux 
deux droites données, on a ( nos 415 et 418 ) pour leurs équations,

Pour obtenir l’angle LAL', prenons sur les côtés, deux parties AM, AM', égales au 
rayon des tables, ou égales à 1 ; puis joignons les points M et M', dont nous désigne­
rons d’ailleurs les coordonnées par x', y ', z', et x " , y " , z " .

Cela posé, en appelant Dla distance MM', on a ( n° 411 ), pour l’expression de celte 
distance,

D’un autre côté, le triangle AMM' donne ( Trigon. no 92)

ou mettant pour D2 sa valeur dans cette expression,

qui, jointes à la relation (5) x'* -t- y ’0 -+- c'2 =  1, suffisent pour déterminer les 
trois quantités x !,y ', z'.

alg. appl . a  la g é o m . 29

ou développant et observant que les coordonnées du point M et celles du point M' 
sont liées ( n° 411 ) par les relations

Donc tout se réduit maintenant à obtenir les coordonnées x ',y ' ,  z', et x " ,y " ,  z ", 
en fonction des constantes a, b, a', b'.

Or, le point ( x ' , y z ' )  se trouvant sur la droite AL, ses coordonnées doivent véri­
fier les équations (1) : ainsi l’on a les deux relations
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■ 4 i)0  DÉTERMINER l’aNGLE DE DEUX DROITES DANS l’eSPACE.
5»

Portons dans la troisième relation, les valeurs de x' e td e jv que donnent les deux 
premières ; il vient

ce qui donne ensuite pour y '  et x',

On obtiendrait de la même manière pour les coordonnées x ", y " ,  z", du point M,

Substituant ces valeurs dans l’équation (5), on obtient enfin pour le cosinus de l’angle 
demandé,

Cette expression, renfermant un radical, est susceptible de deux valeurs; et cela 
doit être, puisque les deux droites forment entre elles deux angles suppléments l’un 
de l’autre.

421. On peut trouver une autre expression de cos V, au moyen de certaines consi­
dérations dont nous ferons souvent usage.

Abaissons du point M ( fig. 237 ) la perpendiculaire M m au plan des xy, et menons 
mV parallèle à l’axe des y ;  on a , d’après cette construction, AP =  x', Vm =  y ', 
M m =  z'. De plus, le plan MwzP étant parallèle au plan des y z ,  la ligne qui joint le 
point M au point P est perpendiculaire à AP ; et comme on a pris AM =  1, il s’ensuit 
que AP ou x' est égal au cosinus de l’angle que forme la droite AM avec l’axe des x. 
On démontrerait d’une manière analogue que y '  et z' sont égaux aux cosinus des 
angles que forme la droite avec les axes des^- et des z.

Donc, en appelant a, G, y, ces trois angles, on a les relations

On obtiendrait de même, par rapport aux angles G', y', que forme la droite AM' 
avec les trois axes,

Ces valeurs étant portées dans l’équation (5) du n° précédent, donnent

------------------------------  . ~ ~ ~  f -------- / * ’  '  \ /

422. On déduit des calculs précédents plusieurs conséquences fort importantes.
1° — La relation (3) du n<> 420, donne, lorsqu’on y remplace x ’, y ' ) z', par cosoq 

co s G, cos y,

ce qui démonlre que la somme des carrés des cosinus des angles que forme une
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CONDITIONS DE PARALLÉLISME ET DE PERPENDICULARITÉ. 4 5 1

droite quelconque avec les trois axes, est égale à l’unité ; proposition qui résulte 
encore de la relation qui existe entre la diagonale d’un parallélipipède rectangle et 
les trois arêtes contiguës (n» 411).

conséquent,

Donc , les constantes a, b, des équations d’une droite, ont respectivement pour va­
leurs, les rapports des cosinus des angles que forme la droite avec l’axe des x et 
avec l’axe des y, au cosinus de l’angle qu’elle forme avec l’axe des i.

3» — Enfin, les équations (8), ou

étant élevées au carré et ajoutées avec l’identité cos2y =  cos2y, donnent

donc

Ces dernières formules donnent les angles que forme une droite avec les trois axes, 
connaissant les tangentes a , b , des angles que les projections sur les plans des xz et 
des yz, font avec l’axe des z.

Réciproquement, lorsqu’on donne les angles que la droite forme avec les trois 
axes, les formules (8) font connaître les constantes a, b, des équations de la droite.

Nous observerons à ce sujet que, d’après la relation c^s’a cos7£-t- cos-y =  1 ,  

qui lie les angles «, 6, y, on ne peut donner arbitrairement que deux de ces angles; 
et la relation donue la valeur correspondante du troisième angle.

423. Reprenons la formule (6), et voyons ce qu’elle devient dans les deux hypo­
thèses où les droites données sont parallèles ou perpendiculaires entre elles.

Dans le premier cas, on doit avoir cos V =  1, et l’on obtient entre a, b, a', b', la 
relation

Faisant disparaître le radical, développant et réduisant, on peut la transformer 
ainsi :

équation qui ne peut évidemment exister, à moins que l’on n’ait séparément,
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4 8 2 SC0L1E GÉN ÉR AL.
La dernière de ces trois relations est implicitement comprise dans les deux autres ; 

et l’on sait déjà (n° 418) que celles-ci expriment que deux droites, dans l’espace, sont 
parallèles entre elles.

Dans le second cas, cos V doit être nul : ce qui donne nécessairement 

aa' -4- bb' -+- 1 =  0.

Telle est la condition qui exprime que deux droites sont perpendiculaires l’une à 
l’autre; ce qui peut avoir lieu d’ailleurs, sans que ces droites se coupent.

En y réunissant l’équation

(a  — a') ( S' — 6) — (b — b') («' — «) =  0 ,

trouvée n° 419, on aurait les deux relations qui doivent exister entre les constantes, 
pour que les droites se coupent à angle droit.

La formule (7) devient, dans la même circonstance,

cos a. cos a! -+- cos S cos & -+- cos y cos •/ =  0 ,

résultat dont nous ferons usage par la suite.
424. Nous pouvons, à l’aide des principes qui viennent d’être établis, résoudre en 

trois dimensions le problème que nous avons résolu (n° 156) en deux dimensions : 
abaisser d’un point donné hors d’une droite une perpendiculaire sur cette droite, 
et trouver la longueur de cette perpendiculaire.

Soient, en effet, x =  az -f - « ,  y  — bz -+- 6, les équations de la droite donnée. 
Si l’on appelle x ' ,y '} z', les coordonnées du point, on a (n° 417), pour la droite 
cherchée, deux équations de la forme

x  — x' =  a' (z  — z'), y  — X' —  b’ ( z — zr) ;

les quantités a’, b', sont les seules constantes qui restent à déterminer.
Or, puisque les deux droites doivent être perpendiculaires l’une à l’autre, on a cette 

première relation aa' -+- bb' -4— 1 =: 0 ; d’ailleurs, pour qu’elles se coupent, il faut 
( n» 419) que l’on ait

( a — a’ ) {S' — 6) — (b — b’ ) («' — «) =  0 ,

ou mettant à la place de 6', a!, leurs valeurs y '  — b'z' et x' — a'z',

( a — a') ( y ’ — b'z' — 6) — {b — b' ) ( x> — a'z' — u) =  0.

Celte relation, combinée avec aa' -4- bb' -+-1 =  0, donnerait les valeurs de a'} b',
qui, reportées dans les équations de la seconde droite, conduiraient finalement aux 
équations de la droite cherchée.

Mais les calculs, et ceux relatifs à la seconde partie de la question, ne laisseraient 
pas que d’être assez compliqués ; et nous verrons bientôt un moyen beaucoup plus 
simple de résoudre ce même problème.

425. Scolie général. Les principes établis sur la ligne droite, depuis le n8 413 
jusqu’au n° 419 inclusivement, sont vrais, quelle que soit l’inclinaison des axes 
coordonnés. Ainsi, dans le cas d’axes obliques, les équations d’une droite sont toujours 
de la forme

x  =  az -4- y  =  bz -4- S;
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E Q U A TIO N  I)C P L A X .

seulement, les droites au lieu d’être projetées sur les plans coordonnés par des perpen­
diculaires à ces plans, le sont (n» 410) parallèlement aux axes ; et les quantités a, b, 
n’expriment plus des tangentes trigonométriques, mais des rapports de sinus; les 
constantes «, G, conservent la même acception.

Les équations d’une droite passant par deux points donnés, les conditions de parallé­
lisme de deux droites, etc., sont aussi indépendantes de l’inclinaison des axes ; mais il 
n’en est pas de même de la question qui a pour objet la détermination de l’angle de 
deux droites, et de toutes les conséquences qui en ont été déduites, puisqu’on a fait 
entrer en considération l’expression de la distance entre deux points donnés.

Cette remarque est importante pour les jeunes gens qui voudraient faire quelques 
applications de ces principes.

§ III. De l’Equation du plan et de ses combinaisons avec les 
équations du point et de la ligne droite.

•426. De même qu’une ligne droite est fixée de position sur un plan 
par une équation du premier degré entre les coordonnées x , y, de 
chacun de ces points rapportés à deux axes, nous allons reconnaître 
qu’un plan se détermine aussi de position par rapport à trois autres 
plans, au moyen d’une équation du premier degré en x ,  y , z ;  ces 
variables désignant les distances de chacun des points du plan aux 
trois plans coordonnés.

Soient DB, DC ( fig. 238 ) les traces d’un plan quelconque, c'est-à- 
dire les intersections de ce plan avec deux des plans coordonnés (qui 
peuvent être indifféremment rectangulaires ou obliques).

Parmi les différentes manières de concevoir une surface plane, il en 
est une qui consiste à la regarder comme engendrée par le mouvement 
d’une droite indéfinie qui glisse le long d’une antre droite, aussi indéfinie, 
sans cesser d’être parallèle à elle-même.

Ainsi, par exemple, si par les différents points de la droite DB, ou 
imagine une suite d ’autres droites D'C', D'CC . . . ,  parallèles à DC, il 
est évident que cette suite de droites appartient au plan que nous 
considérons; par conséquent, ce plan peut être regardé comme en­
gendré par le mouvement de la trace DC, le long de la trace DB, de 
manière à rester constamment parallèle à sa direction primitive.

C’est celte propriété caractéristique que nous allons essayer de tra­
duire en analyse.

Comme la droite DB se trouve tout entière dans le plan des #3 , ses 
équations sont ( n° 415) de la forme

y —  0 , z =  mx -J- p. . . . .  .  ( 1)
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A U ÉQUATION Ull PLAN.

Par uue raison analogue, les équations de la trace DC sont

x =  0, z — ny -f- p. . , . . . (2)

(Nous supposons ici les équations résolues par rapport à z , parce que 
les deux traces doivent passer par un point D, dont le z (ou p) est 
commun aux seconds membres de ces équations ).

Cela posé, considérons la trace DC dans une situation quelconque, 
D'C' par exemple; on a nécessairement (n° 418), pour les équations 
de celte droite parallèle à DC,

x =  a, z — ny G ; ...................... (3)

a, G, sont des quantités, constantes pour tous les points d’une même 
position D'C'de la génératrice, mais variables d’une position à une 
autre D"G".

Il nous reste encore à exprimer que la génératrice rencontre dans 
toutes ses positions la trace DB ; et, pour cela , il faut (n° 419) écrire 
en analyse que les équations (1) et (3) ont lieu en même temps ; ce qui 
donnera une relation entre les indéterminées a., G, et les quantités 
connues m, n, p. Combinons donc ensemble ces quatre équations.

La seconde des équations (3) devient, à cause de la première des 
équations (1), z =  G.

Portant les deux valeurs x —  a, z —  G, dans la seconde des équa­
tions ( 1), ou obtient pour la relation demandée,

Observons actuellement que, pour chaque position de la génératrice, 
les équations (3) et l ’équation (4) doivent être satisfaites simultané­
ment; donc (n° 214), si l’on élimine entre ces équations les indéter­
minées « , G, l’équation résultante en x, y , z, et quantités connues, 
appartiendra aussi à tous les points du plan.

Or, les équations (3) donnant a, —  x , G —  z — ny, l’équation (4) 
devient

Telle est, en général, l’équation qui exprime la position d’un plan 
dans l’espace, et qui en est, pour ainsi dire, la représentation analy­
tique.

Pour faire concevoir comment cette équation représente chacun

G —  ma -{- p

ou bien,

z — ny — mx -{- p ; 

z — mx -[- ny -j- p. ( 8 )
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des points de la surface plane, supposons qu’on ait pris pour les varia­
bles#, y, un système de valeurs x =  Ad', y =  d'c . Si du point c 
on élève c E' perpendiculaire au plan des xy, et égale à la valeur cor­
respondante de z , tirée de l’équation (5), le point E', ainsi déterminé, 
appartiendra au plan, et ne peut appartenir qu’à lui.

Même raisonnement pour d’autres valeurs attribuées à x et à y.

N. B. — De tous les moyens qu’on emploie ordinairement pour 
trouver l’équation du plan, nous avons préféré le précédent, d’abord, 
parce qu’il a l ’avantage d’ètre indépendant de l ’inclinaison des axes 
coordonnés, et ensuite, parce qu’il s’applique à la recherche des 
équations d’autres surfaces dont la génération offre de l’analogie avec 
celle du plan. Nous en verrons des exemples par la suite.

427. Les constantes m, n, p, qui entrent dans l ’équation du plan, 
sont faciles à définir. Ainsi, les quantités m et n ne sont autre chose 
que les tangentes des angles que forment les traces DU, DC, avec les 
axes des x et des y. Quant à la quantité p, on l’appelle le z à l’origine j 
c'est la distance de l’origine au point où le plan rencontre l’axe des i.

Lorsque le plan passe par l’origine, on a p =  0, et 1 équation se 
réduit à

z —  mx -J- ny,

équation qui est, en effet, vérifiée par x  =  0 , y —  0, z —  0 .
428. Je dis que, réciproquement, toute équation du premier degré 

à trois variables,
Ax -J- By -j- Cs -}- D =  0,

appartient à un plan.
En effet, on en déduit

A D D
c * “ c y “ c-

4 5 5

Or, si l ’on considère deux droites dont les équations soient, pour la

première, y —  0 , A D
C C

et pour la seconde x —  0 ,
B

z ~  "c ^
D
C

on peut regarder ces droiles comme les traces d’un plan sur ceux des 
xz  et des y z ; et si l’on recherche l’équation de ce plan d’après la mé-
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thodedu ii° 426, on trouvera nécessairement

A B D
s =  “  C ^ - C y “  G ’

ou bien, Ax -j- By -j- C2 -j- D =  0. . . « . . (1)
Donc, réciproquement, etc.

TV. B. — Quoique l’équation z —  mx -j- ny -|- p ne renferme que 
trois constantes, tandis que l’équation (l) en renferme quatre, elle n’en 
est pas moins aussi générale que celle-ci, dont le premier membre 
peut toujours être divisé par l’un de ses coefficients. Mais nous consi­
dérerons presque toujours l’équation du plan sous la forme (1), parce 
qu’elle est plus symétrique, et qu’en outre, lorsqu’on aura à déterminer 
un plan d’après certaines conditions, comme l’équation (1) renfermera 
une constante arbitraire de plus que l’équation z =  mx -j- ny p , 
on en profitera pour introduire certaines simplifications dans les 
calculs.

Cette remarque est très-utile.
Faisons successivement x  =  0, y =  0, z =  0, dans l’équation 

Ax -{- By -j- Cz -J- D =  0; 
il en résulte pour x —  0, By -j- Cz -J- D —  U,

pour y —  0, Ax -{- Cz -f- D =  0,
et pour z —  0, Ax — 13y —J— D =  O5

ce sont les équations des traces du jilan sur les trois plans des yz, des 
xz et des xy.

En posant à la fois x —  0, y =  0, l’on obtient z —  —  ce quiL
donne les coordonnées du point où le plan rencontre l’axe des z.

On aurait de même

x =  0, * =  0 , d’où y =
D
B ’

y —  0 , 5 =  0 , d’où x — D
A ’

pour les coordonnées des points où le plan rencontre l’axe des y et 
l’axe des x.

429. O11 peut faire entrer dans l’équation du plan les distances de 
l ’origine à ces trois points d’intersection ; et l’équation prend alors 
une forme très-élégante.
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Posons, en effet,

qui peuvent être transformées de la manière suivante :

Kn appliquant à ces équations les formules du premier degré à trois inconnues 
( Alq. ,  chap. Ier) , et observant que le coefficient D étant tout à fait arbitraire, on 
peut l’égaler à la quantité qui sert de dénominateur commun aux trois expressions

il en résulte

d’où substituant dans l’équation du plan et réduisant,

équation analogue à celle qui a été obtenue pour la ligne droite 
( n° 145), ainsi que pour les équations de l’ellipse et de l’hyperbole, 
rapportées à leurs axes.

Elle ne renferme, comme l’équation z  =  m x  -f* nxJ P > (lue 
i trois constantes ; mais elle est plus symétrique.

430. Nous allons maintenant nous occuper de la résolution d’une série de ques­
tions relatives au point, à la ligne droite, et au plan, qui, avec celles que nous avons 
déjà traitées (n° 417 et suivants), constituent ce qu’on appelle les préliminaires de 
la Géométrie analytique à trois dimensions.

P r e m i è r e  q u e s t i o n .  —  Faire passer un plan par trois points donnés.
Désignons par les coordonnées des

trois points, et par

l’équation du plan cherché ; A, B, C, D, sont des constantes qu’il s’agit de déter­
miner.

Puisque le plan est assujetti à passer par les trois points, son équation doit être 
vérifiée, lorsqu’on y remplace successivement x, y ,  z, par les coordonnées de chacun 
de ces points; ainsi, l’on a les trois relations,
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de

Aa -4- BZ» ■+■ C =  0  ........................................ (5)
Am —4~ B 6 ■+■ D =  0 , ........................ .....  (6)

pour exprimer que la droite est comprise tout entière dans le plan.
En soustrayant la dernière de ces relations de l’équation (3), on obtient

A (x' — m) -4- B (y' — 6) -4-  Cz' =  0 , ........................ (7)

équation qui ne renferme plus D, et qu’on peut substituer à l’équation (6).

an trouve, tout calcul fait,

Il ne s’agirait plus maintenant que de substituer ces valeurs dans l’équation (1 ) ; et 
l’on aurait l’équation demandée.

431. Seconde question. Faire passer un plan par un point et une droite 
donnés.

Soient x ’, y '. z', les coordonnées du point,

les équations de la droite ;

celle du plan cherché sera de la forme

Comme ce plan doit passer par le point on a pour première relation ,

d’où , retranchant les équations (2) et (3) l’une de l’autre,

C’est la forme caractéristique de l’équation d’un plan passant par un point donné ; 
nous aurons souvent occasion d’en faire usage.

Maintenant, il faut exprimer par l’analyse, que la droite donnée se trouve tout 
entière dans le plan cherché ; et , pour cela , il suffit d’écrire que les coordonnées 
x } y ,  z , de tous les points de la droite vérifient l’équation du plan. Or, en substituant 
pour x  et .y leurs valeurs tirées des équations (1),  dans l’équation (2), il vient

ou bien, effectuant les calculs et ordonnant par rapport à z,

Mais cette équation doit se vérifier indépendamment de toute valeur particulière attri­
buée à z ; ainsi chacune des quantités Aa -+- V>b - H  C , A* -4- Bo -4- D , doit être nulle 
séparément ; et l’on a les deux nouvelles relations

www.rcin.org.pl



d’où

et par suite, 

ou bien, 

puis, 

ou b ien ,

ET LE PIAN. 459

La question se réduit donc à trouver les valeurs de A, B, G, ou plutôt, des rap­

ports à l’aide des deux relations

Or, on trouve par l’élimination ,

et comme on peut disposer arbitrairement de l’un des trois coefficients A, B , C , il 
n’y a qu’à poser

ce qui donne 

et

d’où , substituant dans l’équation (3),

Telle est l’équation du plan demandé.

432. Remarque. — Dans la question précédente, nous avons établi deux rela­
tions , Aa -+- Bô -+- C =  0 , Aa -t- B£ -+- D =  0 , qui méritent quelque attention, 
parce qu’elles sont fréquemment employées dans la Géométrie analytique à trois 
dimensions.

Reprenons les équations de la droite et du plan :

et proposons-nous de déterminer le point où la droite rencontre le plan.
Comme on a trois équations entre x, y ,  z, il suffit de remplacer dans la troisième , 

a; et .y par leurs valeurs tirées des deux premières. 11 vient, par cette substitution ,

Cela posé, si l’on veut exprimer que (a droite et le plan sont parallèles, il faut
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écrire que les valeurs de x, y ,  z, correspondant au point d’intersection, sont infinies ; 
ce qui se fait en posant Aa -4- Bft -4-  C =  0 , car ces valeurs deviennent alors

( Aa -4- B£ -4- D ) a lAx -f- Bff -4- D)z — ■—  -----------r---------- - ,  x  =  — — î--------- ------------ - ,
0 ’ 0

( A« -4- Bff -4- D )
1 ~  Ô '

Si, au lieu de la condition Aa -4- Bfc -4- C =  0 ,  on établit la suivante, 
A a -4- B£ -4-  D =  0 , les valeurs de x , y , z , se réduisent à

2  =  0 ,  X — et, y  — G.

Or, il est aisé de reconnaître que le point correspondant à ce système de coordon­
nées, est celui où la droite rencontre le plan des x y  ; car si l’on pose, dans les équa­
tions de la droite, 2 = 0 ,  il en résulte x — x , y  =  G.

Supposons maintenant qu’on ait à la fois

A a -4— Bô -f- C ~  0 , Au -4— B£ -4— B »  0 ,

les valeurs de x ,y ,  z, se réduisent à la forme ~ ,  signe de l'indétermination; ce

qui prouve qu’alors la droite se trouve tout entière dans le plan.
On peut conclure de là que, des deux relations ci-dessus, la première exprime seu­

lement que la droite et le plan sont parallèles ; la seconde , que le plan passe par
un point déterminé de la droite ( celui où la droite perce le plan des xy  ) ; et que ,
toutes les deux conjointement, expriment que la droite et le plan se confondent.

433. T r o i s i è m e  q u e s t i o n . —  Un plan et un point hors de ce plan, étant donnés, 
on demande, 1° — d’abaisser du point une perpendiculaire sur le plan ; 2» — de 
trouver la longueur de celte perpendiculaire, c’est-à-dire la distance du point 
au plan donné.

Soient x', y ', z', les coordonnées de ce point, et

A x  -4- By  -+- C 2 -4— D — 0. • • • • • • • (1)

l 'équation d’un plan supposé connu de position.
Les équations de la droite cherchée seront ( n» 417 ) de la forme

x  — x ’  =  a  (2  — z ' ) ,  y  —  y  =  b  (2 — 2') ; . . . (2 )

a, b, étant deux constantes qu’il s’agit de déterminer.
Pour cela , nous rappellerons un des principes de la Géométrie descriptive , lequel 

consiste en ce que , si une droite est perpendiculaire à un plan dans l’espace, la 
projection de la droite sur un des plans coordonnés, est perpendiculaire à la 
trace du plan donné sur le même plan coordonné.

En effet, considérons, par exemple, la projection de la droite et la trace du plan sur 
celui des xz.

Imaginons par la droite, le plan qui la projette sur le plan des xz ; la trace de ce 
plan projetant n’est autre chose que la projection de la droite. Or, ce plan , passant 
par une droite perpendiculaire au plan donné , est lui-méme perpendiculaire au plan 
donné ; d’ailleurs, il est aussi perpendiculaire au plan des xz  ; d’où il suit que l’inter­
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section commune du plan donné et du plan des xz, c’est-à-dii'e la trace du plan donné, 
est perpendiculaire au plan projetant; donc cette trace est perpendiculaire à la 
projection de la droite, puisque la projection se trouve dans le plan projetant, et 
qu’elle passe par le point oii le plan projetant et la trace se coupent.

Le même raisonnement pourrait s’appliquer à la projection de la droite et à la trace 
du plan sur celui des yz.

Cela posé, si, pour obtenir les traces du plan donné, on fait successivement 
y  =  0 et x —  0 , dans l’équation (1), il vient

Or, puisque les droites exprimées par les équations (2) doivent être respectivement 
perpendiculaires aux droites exprimées par les équations (5), il faut(n8 155) que l’on 
ait entre les coefficients de z , les relations

C
a X ------A -t- 1 = 0 ; d’où a =  b ou bien , A =  aC ,

- f 1 =  0 ; d’où ou bien,

<5IIC2

Substituant ces valeurs de a , b, dans les équations (2), on obtient pour les équations 
de la perpendiculaire,

Or, si l’on met dans cette équation, à la place de a: — x '} y  —y ’, leurs valeurs (1), 
on trouve

et, par conséquent,

que l’on peut mettre sous la forme

Actuellement, pour résoudre la seconde partie du problème proposé , observons 
que, d’après l’expression (n° 411 ) ,  qui donne la distance entre deux points, il suffit 
de déterminer les valeurs de x  — x', y  — y ’, z — z'r propres à satisfaire en même 
temps aux équations (1) et (4), et de substituer ensuite ces valeurs dans l’expression 
de la distance (puisque, par cette élimination, on obtiendra nécessairement les diffé­
rences entre les coordonnées du point où la perpendiculaire rencontre le plan et celles 
du point donné ).

A cet effet, nous ferons subir à l’équation (1) la transformation suivante : ajoutons 
au premier membre la quantité — Ax' — by’ — Cz' -+- Ax' -+- By '  -+- Cz', qui est 
identiquement nulle ; et posons
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Mais en appelant P la perpendiculaire demandée, on a (no 411)

donc

( Voyez  ce qui a été dit n° 158 sur le double signe dont le radical est affecté.|)

434. Cas particuliers. 1° — Le point donné peut être l’origine même des coor­
données. Dans ce cas, on a

et l’expression de la perpendiculaire se réduit à

Le pied de la perpendiculaire a d’ailleurs pour coordonnées

2o — Si le point donné se trouve sur le plan , ses coordonnées doivent vérifier l’é­
quation du plan ; c’cst-à-dire que l’on a

435. Q u a t r i è m e  q u e s t i o n .  — Réciproquement, un point et une droite étant don­
nés dans l’espace, mener par le point un plan perpendiculaire à la droite, et 
trouver la longueur de la distance du point à la droite.

Soient

les équations de la droite donnée, et x ', y ' ,  z', les coordonnées du point. 
L’équation du plan cherché sera (no 431 ) de la forme

Or, par hypothèse, la droite et le plan sont perpendiculaires entre eux ; on a donc 
( n» 433 ) entre les coefficients A, B, C, et a, b, les relations

d’où, substituant dans l’équation (2) et divisant par C,

C’est l’équation du plan cherché.
Maintenant, pour obtenir la distance du point ( x ' ,y ' } z') ,  au point où le plan ren­

contre la droite, il suffit de chercher les valeurs de x  — x ’, y —y '} z — z'; propres
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à satisfaire en môme temps aux équations (1) et (3), puis de porter ces valeurs dans 
l’expression générale de la distance entre deux points donnés.

Afin d’effectuer cette élimination , nous mettrons les équations (1) sous la forme

(a2 b* -+- 1 ) ( z — z’ ) 4 - a ( « — x ’ 4 - az' ) 4 -  b ( f - / 4 -  bz’ ) =  0 ;

d’où z — z

Faisant la somme des carrés de x  — x', y  — y ', z — z’, et observant, 1» — que

les premières parties élevées au carré donnent pour somme •

la somme des doubles produits se réduit, d’après la relation (5), à
1 ’ ' n a2 4 - b2 4 - 1 ’

on trouve enfin pour l’expression la plus simple de la distance du point à la droite 
donnée.

436. Conséquence. — Si l’on joint le point ( x ' , y ' , z' ) ,  au point où la droite est 
rencontrée par le plan qui lui est perpendiculaire, point dont nous désignerons, pour 
le moment, les coordonnées par x", y " , z”, il est évident que cette droite de jonction 
est perpendiculaire sur la droite donnée. Or, les équations de cette droite sont (n» 417) 
de la forme

et les rapport! ne sont autre chose que les rapports des va­

leurs de trouvées dans le n° précédent. Donc , en effec­
tuant cette substitution, l’on obtiendrait les équations de la perpendiculaire abais­
sée d’un point sur une droite dans l’espace ; question dont nous avions déjà 
indiqué une première solution (no 424).
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Nous n’achèverons pas ce calcul, qui n’offre aucune difficulté, et qui conduit d’ail­
leurs à des résultats peu élégants.

437. Cinquième question. — Par un point donné dans l’espace mener un plan 
parallèle à un autre.

Avant de résoudre ce problème, nous commencerons par établir les conditions ana­
lytiques qui expriment que deux plans sont parallèles.

So,en i k'x -4- B 'y  C'z D '=  0, \ les équations de deux plans don­

nés dans l’espace.
Si ces plans sont parallèles, leurs traces sur le plan des xz et sur celui des y z  doi­

vent être aussi parallèles. Or, (n« 428) les équations de ces traces sont

kx -4 - Cz - t -  D =  0 ,  B.r -4- Cz -4- D =  0 ,  p o u r  le  lo i - p la n ,  

k'x -4- C'z -4- D ' =  0 ,  B 'y  -4- C'z -4- D ' =  0 ,  p o u r  le  s e c o n d .

Et pour qu’elles soient respectivement parallèles, il faut (no 418) que l’on ait

d’où l’on déduit encore

k_
C

A/ JB _ B'
c' et c ~  c "

A. — A'
B “  B ' -

Désignons actuellement par x ’, y ’} z', les coordonnées du point donné.
L’équation du premier plan étant kx -4- Bj -4- Cz -4- D =  0, celle du second, qui 

est assujetti à passer par le point (x’} y ', z' ), sera de la forme

A' ( x  — x')  -4- B' ( y  — y ')  -4- C' ( z — z' ) =  0 ;

mais, par hypothèse, les deux plans doivent être parallèles ; on a donc

A/
C'

A B'
C ’ C'

J4

C ’ d’où C', B'
B
(T . C'.

Portant ces valeurs de A', B', dans l’équation précédente, et divisant par C', on ob­
tient pour l’équation demandée,

A (x  — x') -4- B (y  — y )  -4-  C (a — z') =  0,

équation dont les trois premiers coefficients sont les mêmes que ceux de l’équation du 
plan donné ; il n’y a que le z de l’origine ( n° 427 ) qui soit différent.

Si le point par lequel on veut faire passer le plan parallèle, est l’origine même des 
coordonnées, on a alors

af —  0, y '  =  0, z' =  0 ;

et l’équation ci-dessus se réduit à

kx -4- Br -4- Cz =  0 . . . ( voyez n° 427).

438. Sixième question. — Trouver les équations de l’ intersection commune 
de deux plans.
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Soient
j Ax +  R/ +  C2 -+- D =  0, (1) |
|  K'x ■+• B't- -+- C'z -+- D' =  0, (2) |

les équations des deux

plans donnés.
Nous observerons d’abord qu’une droite dans l’espace est tout aussi bien déterminée 

par les équations de deux plans quelconques qui la renferment, que par celles de ses 
projections, lesquelles équations ne sont d’ailleurs elles-mêmes ( 110 414) que les 
équations de deux plans perpendiculaires, l’un au plan des xz, et l’autre au plan 
des yz .

Mais on peut avoir besoin, pour certains problèmes, de connaître les équations des 
projections.

Or, si l’on élimine Rentre les équations (1) et (2 ), l’équation résultante en xz, ap­
partiendra à un plan perpendiculaire au plan des xz, et passant par la droite; donc 
elle sera l’équation de la projection de la droite sur le plan desxz.

Même raisonnement pour la projection sur le plan des^z.
En effectuant ces calculs, on trouve,

1° — pour la projection sur le plan des xz,

(AB' — BA') x -+• (CB' — BC') z -+- DR' —  BD' =  0 ;

2° — pour la projection sur le plan des y z ,

(AB' —  BA') y  -+- (A C ' — CA') z -+- AD' — DA' =  0.

L’élimination de z donnerait également l’équation de la projection sur le plan 
des xy.

439. Septième question. — Deux plans étant donnés dans l’espace, trouver 
l’angle qu’ils forment entre eux.

Le moyen qui se présente au premier abord , pour résoudre cette question, consis­
terait à rechercher, 1 » — les équations des projections de l’intersection commune 
des deux plans ; 2 » — l’équation d’ un plan perpendiculaire à cette intersection ; 
3 o — celles des traces de ce plan sur les deux plans donnés ; 4» — enfin, l’angle 
formé par ces traces. Mais il est aisé de sentir que ces calculs, tous exécutables d’a­
près les principes établis précédemment, seraient très-laborieux.

Voici un autre moyen plus simple et plus élégant :
Supposons que les droites OB, OC ( fig. 239 ), représentent dans l’espace les in­

tersections des deux plans donnés avec un troisième qui leur soit perpendiculaire. Si 
du point O l’on élève OB', OC', respectivement perpendiculaires aux deux plans, il est 
clair que ces droites seront situées dans le troisième plan BOC dont nous venons de 
parler.

Or, puisque les angles BOB', COC', sont égaux comme droits, il en résulte nécessai­
rement B'OC' == BOC ; c’est-à-dire que l’angle formé par deux droites menées 
en un point de l’intersection commune de deux plans, perpendiculairement à 
ces deux plans, est égal à l’angle que ces plans font entre eux.

~ . , . , I A« +  B / +  Cz +  D =  0, 1
Cela posé, soient { ^  ^  ^  =  0? } les équations des deux

plans.
Celles des deux droites qui leur sont respectivement perpendiculaires, de quelque

A L r , .  a t c l . a  l a  g k o m  
/

5 0
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manière «lue ces droites soient d’ailleurs situées dans l’espace, seront de la forme

a, b, a b ' t ayant ( n« 433 ) pour valeurs, savoir :

Or, on a trouvé ( no 420) pour l’angle de deux droites,

expression indépendante de D, b' ; ce qui doit être, car tous les plans parallèles aux 
deux plans donnés forment entre eux le même angle que ceux-ci.

Le radical que renferme celle expression , rend indéterminé le signe de cos V, 
parce qu’en effet les deux plans font entre eux deux angles, l’un aigu , et l’autre 
obtus ; celte indétermination cesse dès que l’on sait d’avance de quelle espèce est 
l’angle cherché.

Examinons quelques cas particuliers.

440. Si les deux plans sont perpendiculaires entre eux, on doit avoir cos V =  0; ce 
qui donne

Ce sont les conditions déjà obtenues n° 437.

441. Faisons maintenant coïncider l’un des deux plans avec chacun des trois plans 
coordonnés. On obtiendra, par ce moyen, les cosinus des angles que forme un plan 
donné avec les plans de projection.

Supposons, par exemple, que le second plan soit le plan des xy. Comme l’équa­
tion K'x -F B 'y  -+- C'z -F W =  0 doit se réduire à z =  0, il faut que 
l’on ait

A' =  0, B' =  0, D' =  0 ;

où

pour la condition de perpendicularité de deux plans.
Supposons les deux plans parallèles entre eux , auquel cas, on a cos V =  1, si 

l’on égale à l'unité le second membre de la formule ci-dessus, et qu’on développe les 
calculs, on trouvera, toute réduction faite,

Donc, en remplaçant a, a b ,  b', par leurs valeurs, on obtient, toute réduction
faite,
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e t  la  v a le u r  d e  c o s  V  se  r é d u it  à

[ c o s  ( x y) ,  c o s  x z ), c o s  ( y z  ), s o n t  d e s  n o ta t io n s  q u e  n o u s  a d o p te r o n s  p o u r  d é s ig n e r  

le s  c o s in u s  d e s  a n g le s  q u ’u n  p la n  fo r m e  a v e c  le s  p la n s  c o o r d o n n é s ] .

P a r  u n  r a is o n n e m e n t  a n a lo g u e ,  o n  o b t ie n d r a it  p o u r  le s  a n g le s  q u e  le  p r e m ie r  p la n  

fo r m e  a v e c  le s  d e u x  a u tr e s  p la n s  c o o r d o n n é s ,

B A
cos {xz) = 3 — - = = = . .  • . . (2), COS (yz)  =  — — = = = = = = = = r . . . .  (3)

Y  A2 -f- B* C» J / A 2 -F- B’ -+- O

S i l ’o n  a jo u te  e n tr e  e l le s  le s  é q u a t io n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  a p r è s  le s  a v o ir  é le v é e s  a u  c a r r é ,  

o n  tr o u v e

r e la t io n  a n a lo g u e  à c e l le  q u i a é t é  t r o u v é e  ( n °  4 2 2 )  e n tr e  le s  c o s in u s  d e s  a n g le s  q u ’u n e  

d r o ite  fo r m e  a v e c  Jes tr o is  a x e s .

D é s ig n o n s  p a r  c o s  {xy)' ,  c o s  {xz) ' ,  c o s  (j z ) ' ,  le s  c o s in u s  d e s  a n g le s  q u ’un  s e ­

c o n d  p la n  d a n s  l ’e s p a c e  fo r m e  a v e c  le s  tr o is  p la n s  c o o r d o n n é s ;  o n  a u r a it  é g a le m e n t

F n  m u lt ip lia n t  c e s  tr o is  e x p r e s s io n s  r e s p e c t iv e m e n t  p ar c e l le s  d e  c o s  ( x y ) ,  c o s  (xz),  
c o s  (y z) ,  e t  a y a n t  é g a r d  à la  v a le u r  d e  c o s  V , o n  a c e t t e  n o u v e l le  r e la t io n ,

E n fin  , s i  le s  d e u x  p la n s  s o n t  p e r p e n d ic u la ir e s  e n tr e  e u x ,  o n  d o it  a v o ir

T o u s  c e s  r é su lta ts  s o n t  u t i le s  d a n s  le  p r o b lè m e  g é n é r a l d e  la  t r a n s fo r m a t io n  d es  

c o o r d o n n é e s  e n  tr o is  d im e n s io n s .

4 42. Huitième et dernière question. —  Trouver l’angle d’ une droite et d’un 
plan dans l’espace.

S i d ’u n  p o in t  q u e lc o n q u e  d e  la  d r o ite  o n  a b a is s e  u n e  p e r p e n d ic u la ir e  s u r  le  p la n  

d o n n é ,  e t  q u ’o n  jo ig n e  le  p ie d  d e  c e t t e  p e r p e n d ic u la ir e  a v e c  le  p o in t  o ù  la  d r o ite  r e n ­

c o n tr e  le  p la n ,  la  l i g n e  d e  j o n c t io n  e s t ,  c o m m e  o n  s a i t ,  la projection de la droite 
sur le plan. C ela  p o sé , o n  a p p e lle  angle d’une droite et d’un plan c e lu i  q u e  fo r m e  

la  d r o ite  a v e c  sa  p r o je c t io n  su r  le  p la n . O r , i l  e s t  é v id e n t  q u e  ccl a n g le  e s t  le  complé­
ment d e  c e lu i  q u e  fa it  la  m ê m e  d r o ite  a v e c  la  p e r p e n d ic u la ir e  a b a is s é e  su r  le  p la n .

3 0 ¥
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4 6 8 TROUVER L’ ANGLE d ’ uNE DROITE ET d ’ un  PLAN.

Soient donc

Kx hy -f- Cz ■+■ D =  0 celle du plan.

Les équations d’une droite perpendiculaire à ce plan seront de la forme

Donc, en substituant pour a', b', leurs valeurs, on obtient pour le sinus de l’angle 
cherché,

Si la droite est parallèle au plan, on doit avoir sin V =  0 ; ce qui donne la relation 
Aa -4- Bfi -t- C =  0, déjà établie n° 433.

443. S c o l i e  g é n é r a l .  — Tels sont les principes à l’aide desquels on peut résoudre 
toute espèce de questions relatives à la ligne droite et au plan dans l’espace. On ne doit 
pas toutefois perdre de vue que quelques-uns des résultats obtenus précédemment sont 
indépendants de l’inclinaison des axes, mais que toutes les questions dans lesquelles on 
a dû faire entrer en considération , soit la distance entre deux points, soit l’angle de 
deux droites, et par conséquent, la condition de perpendicularité de deux droites ou de 
deux plans, toutes ces questions, dis-je, conduiraient à des résultats beaucoup plus 
compliqués, dans l’hypothèse d’axes obliques.

ayant (no 463) pour valeurs

Mais on a (n° 420) pour l’angle de ces deux droites,

www.rcin.org.pl



NOTIONS PRÉLIMINAIRES SllP, LES SURFACES COURBES. 4 6 9

CHAPITRE VIII.

Des surfaces courbes, et en particulier des surfaces du second degré.

Notions préliminaires.

444. Une surface courbe étant donnée de forme et de position dans l’espace, si, 
après avoir traduit algébriquement une de ses propriétés caractéristiques, on parvient 
à une relation, F (x, y,  z) —  0, entre les coordonnées de chacun de ses points, cette 
équation est dite \'équation de la surface, et la détermine complètement; car, en 
donnant à deux des variables des valeurs arbitraires, on tire de l’équation une ou plu-' 
sieurs valeurs pour la troisième variable ; et le point correspondant à chaque système 
de coordonnées, se trouve nécessairement sur la surface, puisque, par hypothèse 
l’équation convient à tous les points, et ne convient qu’aux points de cette surface.

415. Réciproquement, toute équation F ( x , y ,  z) =  0, . * ........................(1)

dont les variables x ,  y , z,  expriment les distances à trois plans rectangulaires ou 
obliques, comptées parallèlement aux intersections de ces plans, a pour lieu géomé­
trique une certaine surface, dont la nature et la forme dépendent de la manière dont 
les variables sont combinées entre elles et avec d’autres quantités constantes, données 
à priori.

Pour démontrer cette seconde proposition rigoureusement, considérons une seconde 
équation

F' (* , r , z )  =  0 , .................................... (2)
et recherchons le lieu de tous les points dont les coordonnées sont susceptibles de 
vérifier à la fois les équations (1) et (2).

D’abord, si l’on élimine entre elles une des trois variables,^* par exemple, l’équation 
résultante

f ( x , z ) =  0 ..................................................... (3)

exprime une certaine relation entre des coordonnées de points situés dans le pl3n des xz, 
et appartient, par conséquent (n° 414 ), à une ligne courbe située dans ce plan. Mais 
en imaginant, par les différents points de cette courbe, des perpendiculaires au plan 
des xz, on forme, dans l’espace, une surface (dite surface cylindrique) pour chacun 
des points de laquelle les x et z sont les mêmes que ceux de la courbe ; ainsi l’équa­
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tion (3) convient également à tous les points de celte surface, et ne peut convenir qu’à 
ces points.

De même, l’équation...................................f  (y, z) =  0 , ................................. (4)

qui résulte de l’élimination de x  entre les équations (1) et (2), caractérise tous les points 
d’une surface cylindrique dont les arêtes sont perpendiculaires au plan des^z, et qui 
a pour base la courbe représentée par l’équation (4).

11 suit de là que le système des équations (-2) et (4), lequel peut remplacer celui des 
équations (1) et (2), appartient à tous les points qui se trouvent à la fois sur les deux 
surfaces cylindriques, et, par conséquent, à leur intersection commune qui, en général, 
est une ligne courbe. Donc aussi le lieu des points dont les coordonnées satisfont en 
même temps aux équations (1) et (2), est une ligne ; ce qui exige que les lieux géomé­
triques de ces équations soient des surfaces, et non des solides, comme on pourrait 
d’abord se l'imaginer.

On doit remarquer cependant que, si l’équation (1), outre les variables x , y , z, ren­
fermait une ou plusieurs indéterminées, celte équation fournirait autant de surfaces 
différentes que l’on pourrait donner de valeurs aux indéterminées ; en sorte que, dans 
ce cas, le lieu géométrique serait l’assemblage d’une infinité de surfaces ou de couches 
infiniment minces, qui formeraient alors, à proprement parler, un solide.

446. Supposons actuellement que l’on ait trois équations,

Y ( x , y ,  z )  =  0, F' (x,  y ,  z) =  0, F" ( x ,  y ,  z) a= 0,

existant en même temps pour différents points.
Comme les deux premières équations caractérisent tous les points de la ligne d’in­

tersection des surfaces exprimées par ces équations, que la première et la troisième 
caractérisent la ligne d’intersection des surfaces qui leur appartiennent, il s’ensuit que 
les trois équations conviennent aux points où ces lignes se rencontrent, c’est-à-dire à 
ceux qui se trouvent à la fois sur les trois surfaces, et l’on obtiendra les coordonnées 
de ces points en éliminant x, y ,  z, entre les équations proposées. Le nombre des points 
communs est égal au nombre des systèmes de valeurs réelles de x , y ,  z ,  propres à 
vérifier ces équations simultanément,

447. On peut conclure des considérations précédentes,
1° — Qu’une seule équation entre trois variables x, y ,  z, détermine analytiquement 

une surface;
2° — Que le système de deux équations en x , y ,  z,  caractérise une ligne courbe 

désignée ordinairement sous le nom de courbe à double courbure (comme tenant de 
la nature de l’une et l’autre surface représentées par les deux équations). Cette même 
courbe est encore déterminée par les équations de deux de ses projections; ce sont 
( n° 445 ) les équations qu’on obtient en éliminant successivement x  et y  entre les 
équations proposées ;

3» — Que le système de trois équations en x , y ,  z, fixe la position d’un certain 
nombre de points dans l’espace; en sorte qu’il n’est pas toujours nécessaire de se donner 
explicitement les coordonnées de ces points, mais bien les équations de trois surfaces 
sur lesquelles ils se trouvent placés.

Ces premières notions étant établies, nous allons nous occuper de la résolution d’un 
problème analogue à celui par lequel nous avons fait précéder la théorie des courbes 
du second degré ; c’est celui de la transformation des coordonnées en trois dimensions.
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g Ier. Transformation des Coordonnées dans l'espace.

448. Étant donnée réquation d’une surface courbe rapportée à des axes 
rectangulaires ou obliques, on propose de déterminer l’équation de cette même 
surface rapportée à de nouveaux axes de même origine ou d’origine différente.

Pour résoudre celle question, il faut tâcher d’exprimer les anciennes coordonnées 
x, y , z, en fonction des nouvelles x ' ,y r, z!; après quoi, substituant ces valeurs dans 
l’équation primitive, on obtient l’équation demandée.

Or, quelle que soit la méthode qu’on emploie, il est aisé de reconnaître, à priori, 
que les valeurs de x, y ,  z en x', y ', z’, sont du premier degré et de la forme

x  =  mx’ -l- m'y1 -+- m"z' -+- a, )
y  =  nx' -+- n'y' -+- n"z' - \ -b ,  > , ...................................... ( 1 )
s  s= px' -+- p'y' -+- p"z' -+- c. )

Eu effet, elles doivent être telles, que si on les applique au plan, l’équation de cette
surface ne cesse pas (n° 426) d’être du premier degré ; ce qui n’aurait pas lieu dans le 
cas où quelqu’une des variables x', y ' , z', se trouverait élevée à la 2e, 3e puissance.

Nous n’entreprendrons pas de déterminer les constantes m, m ' , n, n'. . . .  
dans le cas le plus général, parce que les formules en sont peu usitées; et nous nous 
bornerons aux cas suivants :

4 49. Premier cas. — Passer d’un système de coordonnées rectangulaires ou 
obliques à un système de coordonnées parallèles d’origine différente.

Soient AX, AY, AZ ( fig. 240 ), les anciens axes; A'X', A'Y", A'Z', les nouveaux 
que nous supposons parallèles aux premiers, et prolongés jusqu’à leur rencontre avec 
les plans des.y.5, xz, x y ;  les parties A'B, A'C, A'D, représentent les coordonnées de la 
nouvelle origine A' rapportée aux anciens axes. Si d’un point quelconque M de la 
surface, nous menons les coordonnées MP, MQ, MR, ces droites perceront les plans 
y ’z', x'z', x'y', aux points P', Q', R'; et l’on aura

MP =  x ,  MQ =  y ,  MR =  s ,

puis MP' =  x ', MQ! =  y ', MR' =  z',

et
P'P =  A'B =  a, Q'Q =  A'C =  b, R'R =  A'Ü =  c; 

ce qui donne, par conséquent, les relations

x  =  x' a , y  — y '  -+- b, z =  z' •+• c.

Telles sont les formules au moyen desquelles on passe d’un système quelconque de 
coordonnées à un système parallèle.

Les signes des quantités a, b, c , font connaître ( n» 406 ) dans lequel des huit angles 
solides formés parles trois axes primitifs, se trouve la nouvelle origine.

N. D. — Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que l’origine reste la même, 
parce que, si elle était différente, on commencerait par transporter les axes parallèle­
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ment à eux-mêmes d’après les formules ci-dessus ; et l’on changerait ensuite la direction 
des axes autour de la nouvelle origine.

450. Second cas. — Passer d’un système rectangulaire à un système oblique 
de même origine.

La méthode que nous emploierons pour obtenir les formules relatives à ce nouveau 
cas, est fondée sur la proposition suivante :

Soient LL', KK' ( fig. 241 ), deux droites indéfinies situées ou non situées dans un 
même plan. Abaissons de deux points A, B, de la première droite des lignes A a, B b, 
perpendiculaires sur la seconde : la partie ab de cette seconde droite est dite la projec­
tion de AB sur KK'. Cela posé, je dis que l’on a ab =  AB cos v, v désignant l’angle 
que les deux droites LL', KK', font entre elles.

En effet, soient menés par les points A, B, deux plans MN, PQ, perpendiculaires à KK'; 
ces plans contiennent les deux perpendiculaires A a, B b, déjà abaissées.

Du point A tirons ensuite Al perpendiculaire sur le plan PQ, et joignons le point B 
avec le point 1 où celte perpendiculaire rencontre PO ; le triangle A1B est rectangle en 1, 
et donne (n° 85)

Al == AB . cos BAI.

niais AI =  ab, comme parties de parallèles comprises entre plans parallèles ; d’ailleurs 
l’angle BAI n’est autre chose que l’angle des deux droites LL', KK'. Donc enfin

ab =  AB cos v ;

c’est-à-dire que la projection d’une droite sur une autre est égale au produit de 
la droite multipliée par le cosinus de l’angle qu’elle forme avec sa projection.

Appliquons ce résultat à la question proposée.
Soient AX, AY, AZ ( fig. 242 ), trois axes rectangulaires ; AX', AY', AZ', trois 

axes obliques. Menons d’un point quelconque M de la surface les anciennes coordon­
nées MP, PQ, AQ, et les nouvelles MP', P'Q', AQ', puis des points M, P' , Q', conce­
vons trois plans perpendiculaires à AX. Il est évident que le plan mené par le point 
M coupe AX au point Q, puisqu’il se confond avec le plan MPQ. Quant aux deux au­
tres, soient p', q', leurs points de rencontre avec AX.

11 résulte de celte construction que la distance A Q, ou a;, se compose de trois par­
ties A q', q'p', p'Q, que l’on peut regarder comme les projections respectives des coor­
données AQ', P'Q', MP', ou x!, y ’, z', sur l’axe des a;. Donc, en convenant de désigner 
par(x', x ), (y', x ) , ( z ' , x )  les angles que les nouveaux axes forment avec l’an­
cien axe des x, on aura, d’après le théorème précédent,

x  —  x ’ cos (x' ,  x)  ■+■ y ' cos (y ', x )  -h z' cos (z'} x).

Concevons actuellement qu’on ait projeté de la même manière les coordonnées 
x', y' ,  z', sur chacun des deux axes des y  et des z ,  et employons des notations ana­
logues aux précédentes ; on obtiendra également

y  — x' cos ( x ' , y ) -+- y> cos ( y ' , y )  -4- z' cos ( z ' , y ), 
z —- x' cos (x z )  -+- y ' cos (y', z) -t- z' cos (z', z ).

Les neuf constantes qui entrent dans ces trois formules, sont d’ailleurs liées entie

4 7 2
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elles ( n° 422) par les relations

Cas particuliers du précédent.

452. On peut, en conservant l’un des anciens axes, celui des z, par exemple, chan­
ger la direction de3 deux autres axes dans le plan des xy.

Dans ce cas, on a évidemment ( fig. 243 )

451. T r o i s i è m e  c a s .  — Passer d’un système rectangulaire à un autre système 
rectangulaire de même origine.

Les formules sont les mêmes que dans le cas qui précède ; mais il faut joindre aux 
relations déjà établies entre les cosinus, celles qui expriment ( n°» 421 et 423 ) que les 
nouveaux axes sont perpendiculaires deux à deux ; ce qui donne , en vertu des numé­
ros que nous venons de citer,

On voit donc que les constantes qui entrent dans les formules relatives au cas actuel, 
sont liées entre elles par six relations différentes ; d’où il suit que de ces neuf cosinus, 
il n’y en a que trois dont on puisse disposer arbitrairement.

11 existe, en effet, d’autres formules propres à faire passer d’un système rectangu­
laire à un autre de même espèce, et dans lesquelles on ne fait entrer en considération 
que trois constantes, savoir :

1» — L’angle que la trace du plan des x'y' sur le plan des xy, forme avec l’ancien 
axe des x ;

2° — L’angle que font entre eux le plan des x'y' et celui des xy ;
3° — Enfin l’angle que fait l’axe des x ', avec la trace dont nous venons de parler.
11 est aisé de reconnaître que ces données suffisent pour fixer la position des trois 

nouveaux axes, par rapport aux anciens ; mais ces formules étant très-compliquées et 
peu symétriques, nous renvoyons, pour leur détermination, au tom. II, numéro 1er de 
la Correspondance de l’Ecole Polytechnique, ouvrage dans lequel nous avons puisé 
également la méthode suivie dans les deux derniers cas de la transformation des coor­
données.

ce qui donne, pour les formules correspondantes,

www.rcin.org.pl



4 7 4 TRANSFORMATION DES COORDONNÉES.

Les deux premières sont identiques avec celles du n» 222, parce qu’en effet, tout 
se réduit ici à une simple transformation de coordonnées en deux dimensions.

453. Nous verrons, par la suite, que, pour discuter une surface courbe dont la po­
sition est déterminée, au moyen d’une équation F ( x, y ,  z ) =  0 entre des coordon­
nées rectangulaires, il faut déterminer les intersections de cette surface par des plans 
menés sous différentes inclinaisons. Or, en combinant l’équation F ( x ,  y ,  z) =  0 
avec l’équation d’un plan ,

kx ■+- by -+- Cz -V- D =  0,

et éliminant l’une des variables, z par exemple, on obtient line équation F' (x,y)  =  0, 
qui représente ( n° 445 ) la projection de la courbe d’intersection sur le plan des x y , 
mais qui, en général , n’apprend rien sur la courbe elle-même. Pour connaître la 
nature de celle-ci, il faudrait tâcher d’en avoir l’équation dans le plan donné ; et c’est 
à quoi l'on peut parvenir aisément par la transformation suivante.

Prenons pour plan des x'y', le plan dont on demande l’intersection avec la sur­
face; pour axe des x', la trace AC ( fîg. 244 ) de ce plan sur celui des x y ;  l’axe 
des y '  est alors une perpendiculaire AD menée à cette trace dans le plan sécant, et 
l’axe des z' une perpendiculaire à ce plan. Nommons d’ailleurs » l’angle CAX, et 
9 l’angle que forme le plan sécant , ou le plan des x'y', avec celui des xy.

Ces deux angles, dont la connaissance suffit pour fixer la position des trois nouveaux 
axes, peuvent être donnés à priori ; ou bien , on peut les obtenir facilement d’après 
l’équation

kx -+- hy +  Cz +  D 0.

En effet, on a d’abord ( n° 441 ) pour l’angle 9,

. Ccos 9 =  ■ —.
| /  A2 -t - Ba -+- Ca

Quant à l’angle <p, comme l’équation de la trace du plan sur celui des xy  est 

kx -t- Br +  D 0,

il s’ensuit que — exprime la valeur de tang o.

Cela posé, pour rapporter la surface courbe au nouveau système d’axes, on a les 
valeurs de x, y ,  z, établies n° 450, qu’il ne s’agirait que de substituer dans l’équa­
tion F (x , y ,  z) =  0.

Mais puisqu’on a pour but de trouver l’intersection de la surface avec le plan des 
x'y', il faudrait faire ensuite z' =  0 dans l’équation transformée ; etl’on voit que cela 
revient à poser sur-le-champ z' —  0 dans les formules du n° 451 ; ce qui les réduit à

x  —  x' cos ( x', x  ) -y  y '  cos {y', x ) ,  
y  =  x' cos ( x ' , y )  y ’ cos (y', y  ),  
z =  x'  cos ( x ’, z)  -t- y '  cos (y', z ) ,  

et à porter ces valeurs dans l’équation

F ( £f X ) * ) =  ® •
Mais il reste encore à exprimer les constantes qui entrent daus ces formules, en 

fonction des seules données nécessaires ® et 9.
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A cet effet, considérons l’origine A comme le centre d’une sphère dont les inter­
sections avec les plans Y'A Y, XAY, Y'AX', Y'AX, soient les arcs de cercle DE, BE, 
DC, DB ; on forme ainsi deux triangles sphériques DBG, DCE, dans lesquels on a,

1° — Pour le premier, DBC,

DC =  100°, BC =  ( x', x )  =  f , 

et DB =  ( y ' , x ) ,  angle DCB =  9;

2° — Pour le second, DCE,

DC =  100°, CE =  (x’, y )  =  100° — *, 

et DE =  (y', y),  angle DCE =  200° — 9.

Ces mêmes triangles donnent d’ailleurs ( Trig. sph.y n° 123 )

cos DB =  cos DC . cos CB •+- sin DC . sin CB . cos DCB;

d’où , à cause des valeurs ci-dessus,

cos ( y ,  x )  =  sin cos 9;

puis cos DE =  cos DC . cos CE -+- sin DC . sin CE . cos DCE; 

d’où cos (y . y )  =  —  cos f cos 9.
Enfin , comme l’axe des z est perpendiculaire à l’axe des x' ( puisque celui-ci se

trouve dans le plan des xy ) et qu’il forme, avec l’axe des y ',  un angle égal au com­
plément de l’angle $, on a encore

cos (x'yz) =  0, cos ( y ,  z ) =  sin 9.

11 vient donc, par la substitution de ces diverses valeurs,

x  =  x' cos f  -+- y  sin cos 9, 
y  =  x/ sin f  — y  cos <p cos 9, 
z y  sin 6.

Telles sont les formules dont nous aurons à faire usage , toutes les fois que nous 
voudrons déterminer la nature de l’intersection d’une surface courbe par un plan quel­
conque. Elles ne sont qu’un cas particulier des formules dont nous avons parlé (n° 451).

454. Remarque. — Dans les transformations précédentes, nous avons supposé 
que l’origine fût la même. S’il en était autrement, il faudrait ( n° 449 ) introduire dans 
les seconds membres de toutes les formules, les quantités a, b, c, qui expriment les 
coordonnées de la nouvelle origine rapportée aux anciens axes.

455. Nous terminerons ce paragraphe par la transformation des coordonnées 
linéaires en coordonnées polaires (voyez n° 345).

Soient O ( ftg. 245) un point appelé pôle, et donné de position dans l’espace au 
moyen de ses coordonnées a} b, c , ou AC, CB, OB, rapportées à trois axes rectan­
gulaires AX, AY, AZ ; DM =  r, un rayon vecteur, c’est-à-dire une ligne menée de 
ce point fixe à un point quelconque d’une surface courbe, F (xyy ,  z) =  0; x , y ,  z, 
représentant les coordonnées AQ , PQ, MP, de ce dernier point rapporté aux 
mêmes axes.

www.rcin.org.pl



4 7 6 DIFFÉRENTS GENRES DE SURFACES.

Désignons d’ailleurs par (r, x), ( r , y ) ,  ( r , z ) ,  les angles que forme le rayon vec­
teur OM avec chacun des trois axes.

On a évidemment, d’après la figure,

AQ ou x =  AC -1-  CQ =  a -F- CQ ;

mais (n° 450 ) ,

CO =  OM . cos (r, x)  =  r  cos (r, x)  ;
doac x ~  a -1-  r cos (t'y x ) ......................................... (1 )

On obtiendrait de même pour les autres coordonnées,

y  — b -F- r cos (r, y ) .................................... . (2)
z =  c -f- r cos (r, z ) .................................... (3)

Substituant les valeurs de x, y , z, dans l’équation de la surface, on aurait une rela­
tion entre le rayon vecteur r et les angles que ce rayon vecteur forme avec les trois 
axes ; cette équation est ce qu’on appelle une équation polaire de la surface.

N. B. — Les angles (r, x ) , ( r , y ) , (r, z) ,  sont, comme on l’a vu (n° 422), 
liés entre eux par la relation

cos2 (r, x)  -+- cos2 ( r ,y )  -F- cos2 (r, z) =  1 .

456. Aux formules (1), (2), et (3), on peut en substituer d’autres qui ne renferment 
que deux angles indépendants l’un de l’autre, savoir, l’angle 6 que forme le rayon OM 
avec sa projection BP sur le plan des xy, et l’angle f  que cette projection forme avec 
l’axe des x.

En effet, menons OH parallèle à BP, et BR parallèle à AX ; on a évidemment 

AQ =  a -F- BR , QP =  b -+- RP, MP s c  +  MH ;

mais

BR =  BP cos f  =  OH cos f  =  r cos 9 cos <j>,
RP =  BP sin » =  OH sin 5» =  r cos S sin f ,
MH =  OM sin MOH =  r sin 6;

donc enfin ,

AQ ou x  =  a -F- r cos f cos f ,
QP ou y  =  b -F- r cos 9 sin <f,
MP ou z = . c -t- r sin S.

§ II. Des différents genres de surfaces.

Quoique nous ayons pour principal but, dans ce chapitre , d’exposer la théorie des 
surfaces du second degré, c’est-à-dire des surfaces qui sont exprimées par des équa­
tions du second degré à trois variables, nous croyons devoir entrer dans quelques dé­
tails sur certaines surfaces auxquelles on est souvent conduit par la résolution de 
problèmes indéterminés en trois dimensions, parce que, dans la discussion de l’é ­
quation générale du second degré, nous aurons occasion de retrouver les caractères 
qui appartiennent à ces sortes de surfaces.
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De la Surface sphérique et du plan tangent à cette surface.

457. On appelle, en Géométrie, surface sphérique, celle dont tous les points 
sont également éloignés d’un même point, nommé centre de la surface.

Cette propriété caractéristique peut être aisément exprimée par l’analyse. En effet, 
soient x , y ,  z, les coordonnées d’un point quelconque de la surface, a , 6, y, celles 
du centre, et r la distance constante, ou le rayon de la sphère.

On a (n° 411 ) pour l’équation de la surface ,

Réciproquement, toute équation de cette forme, lorsque les axes sont rectangu­
laires, représente la surface d’une sphère dont les coordonnées du centre sont

et qui a pour rayon

458. L’équation (1) étant développée , donne un résultat de la forme

en supposant que les axes soient rectangulaires ; 
et si les axes sont obliques (n° 4 1 2 ),

mais la forme compliquée de cette dernière équation permet rarement d’en faire 
usage.

Cas particuliers. Lorsque l’origine est au centre , les coordonnées u, S, y, sont 
nulles, et l’équation (1) se réduit à

c’est l’équation que l’on emploie le plus fréquemment*
Le centre peut être placé , soit sur un des plans coordonnés, soit sur l’un des axes. 
Supposons-le, par exemple, sur le plan des x y ,  auquel cas on a y =  0 , et l’équation 

devient

Admettons encore que le centre soit situé sur l’axe des x,  ce qui donne 6 = 0 ,  y =  0 ; 
il en résulte
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La démonstration de cette réciproque est, en tous points, semblable à celle du 
n° 177 ; ainsi il est inutile de la répéter.

459. Pour déterminer la nature de l’intersection d’une sphère par un plan, il suffit 
( n° 453) de combiner l’equation x 2 -+-y2 -+• z2 =  ?’2 avec les formules

4 7 8

d’où, substituant dans (2) et divisant par C ,

I

et l’équation résultante en x ',y ' ,  sera celle de la courbe d’intersection.
Or, en substituant dans la première , pour x,  y ,  z ,  leurs valeurs, on reconnaît, 

lo — que le coefficient de x'y' est égal à 0 , 2» — que les coefficients de a /1, y ’2, sont 
égaux à l’unité ; ainsi (n°177) cette équation est celle d’une circonférence de cercle.

460. Recherchons actuellement l’équation du plan tangent à la sphère, en un 
point (x', y ', z') de cette surface rapportée à des axes rectangulaires.

Soient
l’équation de la sphère

l’équation d’un plan assujetti 5 passer par le point x', y ', z'.
On sait, en Géométrie, que le plan langent à la sphère est perpendiculaire au rayon 

qui passe par le point de contact. D’après cela, les équations du rayon étant (n° 417 )

les relations A =  «C, B =  bC ,  du n° 433, donnent

Telle est la première forme sous laquelle on peut présenter l’équation du plan tan­
gent ; mais on peut lui en donner une autre , d’après la relation

qui exprime que le point (x y z ' )  se trouve sur la sphère. 
En effet, cette relation revient à

et, ajoutée à l’équation (3), elle donne

résultat qui ne diffère de l’équation de la sphère qu’en ce que 1

sont remplacés par les rectangles (
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Si l’origine est au centre même de la sphère, on a

« = 0 ,  6 — 0 ,  y =  0 ;

et l’équation (4) se réduit à

x'x  -+- y 'y  -l- z’z =  r2 ;

c’est l’équation que l’on emploie le plus souvent dans les applications.

Des Surfaces cylindriques.

461. On nomme ainsi toute surface engendrée par le mouvement d’une droite 
qui glisse parallèlement à une autre droite donnée de position le long d’une 
certaine courbe appelée la d i r e c t r i c e  de la surface ; la droite mobile s’appelle 
g é n é r a t r i c e .

Tâchons d’exprimer ce caractère général par l’analyse.

Soient x  =  az -+- <x, y  =  bz ■+■ 6,

les équations delà génératrice considérée dans une position quelconque, 

et F ( x , y , z )  =  0 ,  F' { x , y ,  z ) =  0 ,

celles de la courbe qui sert de directrice.
Puisque la génératrice, dans son mouvement, ne doit pas cesser d’étre parallèle à 

elle-même , il s’ensuit (n° 418) que les quantités a, b, restent les mêmes pour toutes 
les positions de la génératrice ; mais les quantités «, 6, qui ( n° 432 ) expriment les 
a; et .r du point où la génératrice rencontre le plan des xy , sont constantes pour tous 
les points d’une même position de la génératrice, et varient lorsque le point passe 
d’une génératrice à une autre. Il doit donc nécessairement exister une certaine rela­
tion entre ces quantités « , 6, ou leurs égales a; — az, y  — bz , puisqu’elles sont 
constantes ensemble et variables ensemble.

Afin de parvenir à cette relation, remarquons que la génératrice devant, dans toutes 
ses positions, rencontrer la courbe qui sert de directrice, les équations de celle courbe 
et celles de la génératrice doivent exister simultanément pour les points d’intersection ; 
et comme elles sont au nombre de quatre, si l’on élimine les coordonnées x , y ,  z , 
on parviendra à une équation entre « , 6, et des quantités connues , qui ne sera autre 
chose que la relation cherchée.

Cette relation, que nous pouvons représenter en général, par f  («, 6 ) =  0 , ou 
6 =  f  ( « ) ,  devient, lorsqu’on y remplace « , 6, par leurs valeurs x  — az , y  — bz,

f  (x  — az, y  — bz) =  0 , ou y  — bz — f  (x  — az).

Pour fixer les idées, proposons-nous, par exemple, de trouver l’équation du cylindre 
oblique à base circulaire.

Soient x* -+- y 2 =  r2, et z =  0 , ................................... (1)

les équations du cercle qui doit servir de directrice, et que nous supposons, pour plus 
de simplicité, placé dans le plan des xy, le centre étant d’ailleurs situé à l’origine.
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Les équations générales de la génératrice sont toujours

x  — az —  u, y  — bz =  6 . ...................................(2)

Or, pour exprimer que la génératrice, dans toutes ses positions, rencontre le cercle, 
il faut combiner entre elles les quatre équations (1) et (2).

D’abord, l’hypothèse z —  0, introduite dans les équations (2), donne

x  =  u, y  —  6;

d’où, substituant ces valeurs dans la première des équations (1),

■+■ S2 =  r2; ..............................................(3)

c’est la relation qui lie entre elles les quantités a , 6, que nous avons reconnu devoir 
être constantes ensemble et variables ensemble.

Si, maintenant, on reporte à la place de « ,  6, leurs valeurs x  — az} y  — bz , 
dans (3), il vient

(x  — az)2 -4 - (y  — bz)2 =  r2,

pour l’équation du cylindre oblique à base circulaire.
462. Nous pouvons reconnaître, à posteriori, que toute équation de la forme

y  — bz =  f  (x  — az ) , . . . * .......................(1)

appartient à une surface composée d’une infinité de lignes droites parallèles entre 
elles ; ce qui caractérise la surface cylindrique.

En effet, coupons cette surface par un plan qui ait pour équation

x  — az =  k;

il en résulte nécessairement

y  — bz —  f  (k) —  const. — l.

D'où l’on voit que la ligne d’intersection du plan x  — az — k ,

avec la surface, se trouve sur un autre plan y  — bz =  / ;

donc celte intersection est une ligne droite.
Considérons maintenant une suite d’autres plans ,

x  — az — k', x  — az =  k " y x  — az =  k"', . . .

parallèles au premier, qui coupent la surface.
L’équation devient successivement

X  — bz =  l’y y  — bz —  l"y y  — bz =  V" . ;

c’est-à-dire que les intersections de la surface par les plans parallèles au plan 
x  — az =  k, se trouvent situées dans des plans parallèles au plan y  ■— bz =  l.

Par conséquent, toutes ces intersections sont des lignes droites parallèles à celle qui 
a pour équations

x  — az =  k et y  — bz —  1,
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Plus généralement, je dis que toute équation de la forme

Mx +  N / +  Ps =  F (A# -F- Br -F- C z ) , ...................... ( 1 )

et dont l’équation y  — b z ~ f ( x  — az),  n’est qu’un cas particulier, appartient à  

une surface cylindrique.
En effet, si l’on coupe la surface par une suite de plans parallèles entre eux , et 

ayant pour équations

Ax -F- -F- Cz =  D, D', D", D"', . . .

l’équation (1) devient, pour chacune des valeurs D, D', D", . . .

M s -F- N r -F- Pz =  Q , Q ', Q ", Q " '.  . . .

Ainsi les lignes d’intersection se trouvent sur une autre suite de plans parallèles entre 
eux, et sont, par conséquent, des droites parallèles entre elles.

Nous aurons occasion, par la suite, de revenir sur ce caractère général des surfaces 
cylindriques.

Des Surfaces coniques.

463. Trouver l’équation générale des s u r f a c e s  c o n i q u e s  , c’est-à-dire exprimer 
par l’analyse, qu'une surface est engendrée par le mouvement d’une droite qui 
passe constamment par un point donné, nommé c e n t r e  de la surface, et assu­
jetti à glisser le long d’une courbe aussi donnée de position dans l’espace ; cette 
courbe s’appelle d i r e c t r i c e ,  et la droite mobile est dite la g é n é r a t r i c e .

Soient x', y ' , z', les coordonnées du centre de la surface, et

F (x , y ,  z)  =  0 , F' (x , y ,  z) =  0............................ (1)

ies équations de la directrice.
Celles de la génératrice sont (n° 417 ) de la forme

x — x' =  a ( z — z ') ,  y  — y ' =  b (z — z'). . . . (2)

Observons maintenant que , pour toute surface conique, lorsque le point x ,  y ,  z , 
change de position, sans quitter la même génératrice, les quantités a et b , ou leurs

fjç __ y* --- yf
égales ---------- r, ------- — , sont constantes ; mais elles varient toutes deux ,z — z' ’ z — z 1
si le point passe d’une génératrice à une autre. Donc ces quantités, qui sont constantes 
et variables ensemble, dépendent, d’une certaine manière, l’une de l’autre.

Pour obtenir cette relation, il suffit (no 461 ) de combiner entre elles les équa­
tions (1) et (2), qui, étant au nombre de quatre, donnent lieu, par l’élimination 
de x ,  y , z , à une équation de condition entre a et b.

Substituant dans celte équation, pour ces dernières quantités, leurs valeurs
x  — x' 
z — z' ’

y  — y
z — z' 7

on obtient enfin pour l’équation de la surface conique ,

AI.G. A P P l. A LA GÉOSr. 31
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464. Prenons, pour exemple, le cône oblique à base circulaire,  et supposons 
que, la base étant située dans le plan des xy, le centre de la base soit à l'origine, 
auquel cas on a pour les équations de la directrice,

x3 ■+■ y 2 =  r2, 2 =  0 .........................................(1)

Combinons-les avec celles de la génératrice , savoir :

x  — x' =  a (z — z'), y  — y  — b (z — z'). . . . (2)
Or l’hypothèse z  =  0 , introduite dans les équations (2), donne

x  =  x ’ —  az', y  =  y  —  bz’ ;

d’où , substituant dans la première des équations (1),

( y  — az’ )2 ( y  —■ bz')2 =  r2;

c’est l’équation de condition qui doit exister entre les quantités a, b, en même temps 
que les équations (2) de la génératrice.

Substituant pour a, b, leurs valeurs ^ ^ o n  obtient

[x ' ( z  — z' ) — z' ( x  —  x' ) ] 2 -4-  O '  ( z  — z' ) — z' ( r  —  y' ) ] 5 =  r2 ( z —  z' ) 2 

pour l’équation demandée.
Dans le cas du cône droit, c’est-à-dire lorsque le centre du cône est situé sur l’axe 

des z, on a à la fois x' —  0, y ' —  0 ; et l’équation précédente se réduit à

z'2x 2 -+- z'2y 2 =  r2 (z — z ')2.

Nous pourrions, en combinant cette équation avec les formules du n° 453, obtenir 
les différents genres d’intersection de la surface conique par un plan ; mais nous ne 
nous arrêterons pas à cette discussion, qui a déjà été exposée d’après une autre méthode.

465. Réciproquement, toute équation à trois variables, de la forme

( x ' , y z '  désignant les coordonnées d’un point fixe dans l’espace), caractérise une 
surface conique.

En efiFet, coupons la surface par une suite de plans qui aient pour équations,

comme l’équation (1) devient alors

il s’ensuit que les lignes d’intersection de la surface par les plans correspondants à la 
première série d’équations, se trouveront également situés dans les plans exprimés par 
la seconde série. Donc toutes ces intersections sont des lignes droites. D’ailleurs, un
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système quelconque de deux équations de la première et de la seconde série, 
x  —  x 7 y  — y ’- ---------7 =  k, —-------- - =  l, par exemple, représente une droite passant par le

point. . . . ( x 7, y' ,  z7).
Donc enfin, on peut regarder la surface comme composée d’une infinité de lignes 

droites qui, toutes, passent par ce même point.

Des surfaces conoïdes.

466. On appelle ainsi toute surface engendrée par le mouvement d’une droite 
qui, sans cesser d’être parallèle à un plan donné, glisse à la fois le long d’une 
droite fixe de position dans l’espace et appelée p r e m i è r e  d i r e c t r i c e ,  puis le long 
d’une courbe aussi donnée, et appelée s e c o n d e  d i r e c t r i c e .

Pour faire concevoir une semblable génération, supposons que l’on ait mené dans 
l’espace une infinité de plans parallèles au plan donné; chacun d’eux coupe la droite 
fixe en un point, et la courbe en un ou plusieurs points. En joignant ces derniers points 
avec celui de la droite fixe, et répétant cette même opération pour tous les plans pa­
rallèles, on obtient une infinité de droites dont l’ensemble constitue la surface conoide. 
La dénomination de ces sortes de surfaces vient de l’analogie qu’elles ont avec les 
surfaces coniques. Le centre ou le sommet du cône se trouve ici remplacé par la pre­
mière directrice.

Passons à la recherche de leur équation.
Pour plus de simplicité, nous prendrons pour axe des z la droite qui doit servir de 

première directrice, pour plan des xy, celui auquel la génératrice ou la droite mobile 
doit être constamment parallèle. Les axes des x  et des.?- seront d’aiileurs deux droites 
menées à volonté dans le plan dont nous venons de parler, et par le point de rencontre 
de ce plan avec la droite prise pour axe des z. On voit, d’après cette construction , que 
la surface se trouve, en général, rapportée à des axes obliques. *

Cela posé, soient

F ( x , y , z )  =  0, F’ ( x , y , z )  =  0-----

les équations de la courbe prise pour seconde directrice.
Celles de la droite mobile, considérée dans une position quelconque, seront de la

forme
y  —  mx , z == n , ........................................ (2)

puisque sa distance au plan des xy, comptée suivant l’axe des z,  doit être constante, 
et que sa projection sur le plan des xy  passe nécessairement par l’origine.

Or, il est évident que, pour tous les points d’une certaine position de la génératrice,
yles quantités m et n, ou leurs valeurs — et z,  restent les mêmes; mais elles varient

7 x  ’  7

d’une position à une autre. Ces quantités étant constantes ensemble et variables 
ensemble, sont fonction l’une de l’autre. Ainsi,

F( r  a) =  0’ ou 2 = F ( * )
est la forme générale de l’équation des surfaces conoïdes.

ôl
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Pour déterminer la nature de cette fonction dans chaque cas particulier, observons 
que les équations (1) et (2) doivent exister en même temps pour les points communs à 
la génératrice et à la première directrice. Donc, si l’on élimine x, y , z entre ces équa­
tions, on obtiendra une relation entre m et n, telle que, si l’on y remplace ces quantités

ypar leurs valeurs —, z, on obtiendra l’équation demandée.

467. Supposons, pour première application, que l’une des directrices étant toujours 
l’axe des z , on ait pour seconde directrice, une ligne droite dont les équations soient

x  —  az ■4- « , y  —  bz •+- 6.................................. (1)

Combinons ces équations avec celles de la génératrice, savoir :

y  =  m x, z — n ..............................................(2)

D’abord, la valeur z — n, portée dans les équations (1), donne 

x  ~  an -+- a , y  — bn Ç; 

d’où, substituant dans la première des équations (2),

bn -+- 6 =  an . m •+■ u. . m.

Telle est la relation qui lie entre elles les quantités m , n, et qui doit exister pour 
toutes les positions de la génératrice, en même temps que les équations de celle droite.

yRemplaçant enfin m et « par leurs valeurs, — et z ,  on trouve

y  ybz •+- S =  az . — -t- * . —,
x  x

ou transposant,

bxz — ayz -4- €x — xy —  0 , ...............................(3)

pour l’équation de la surface engendrée par une droite qui se meut parallèlement 
à un plan, en s’appuyant toujours sur deux autres droites.

468. On peut obtenir une équation beaucoup plus simple de celte même surface, 
en choisissant les axes d’une manière convenable.

Soient CC', DD' ( fig. 246 ) les deux directrices. Imaginons, par la première, un 
plan parallèle à la seconde, et prenons ce plan pour celui desT’z. L’un des plans aux­
quels la génératrice doit être parallèle, rencontrant les directrices en A et B, par 
exemple, rien n’empêche de prendre pour axe des x  la ligne AB, qui représente une 

•des positions de la génératrice. Ce même plan coupe le plan dont nous avons parlé 
d’abord, suivant une certaine droite qu’on peut prendre pour axe des y ;  celui des z 
sera d’ailleurs la première directrice, comme précédemment.

Cela posé, il résulte de la situation des deux directrices par rapport aux plans coor­
donnés, que les équations de la droite DD' sont

X —  u, y  c= bz 0)
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puisque sa projection sur le plan xy  doit être parallèle à l’axe des y , et que sa projec­
tion sur le plan des,yz passe nécessairement par l’origine.

On a en outre, pour les équations de la génératrice,

y  =  mx, z =  n ; ............................................. (2)

et II ne s’agit que de combiner les équations (1), (2), pour en tirer la relation qui doit 
exister entre les quantités m, n.

L’équation y  =  mx donne, à cause de x  =  x,

y  —  mx,

valeur qui, substituée en même temps que z — n, dans l’équation y  — bz conduit à

mx =  bn.

Y
Substituant, à la place de m, n, leurs valeurs —, z, tirées des équations (2), on 

obtient enfin

SU R FA C E S J)E R É V O L U T IO N . 4 8 5

x . — =  bz, ou bxz — xy —  0 ,

pour l’équation de la surface.
Soit fait, dans cette équation, y  =  0 ; il en résulte

bxz =  0; d’où x — 0, ou z =  0.

Le premier système y  — 0, x —  0, représente l’axe des z , et le second 
y  =  0, z =  0, l’axe des x ; ce qui prouve que chacun de ces axes appartient à la 
surface, comme nous le savions déjà.

Nous aurons bientôt occasion de revenir sur cette espèce de surface conoïde.

Des Surfaces de révolution.

469. On nomme ainsi toute surface engendrée par la révolution d’une courbe, 
dite l a  g é n é r a t r i c e ,  autour d’une droite appelée a x e  , de manière que chacun 
des points de cette courbe décrive une circonférence de cercle dont le plan est 
perpendiculaire à l’axe de révolution, et qui a son centre sur cet axe.

11 résulte évidemment de cette définition, qu’en coupant la surface par un plan 
quelconque perpendiculaire à l’axe , on obtient pour section une circonférence de 
cercle dont le centre est dans l’axe ; c’est ce caractère qui va nous conduire à 
l’équation générale des surfaces de révolution.

Pour y parvenir, observons d’abord que, quelle que soit la position de l’une des 
circonférences qui composent la surface, on peut toujours (n° 459) regarder cette 
circonférence comme résultant de l’intersection d’une sphère ayant son centre dans 
l’axe, et d’un plan perpendiculaire à cet axe.

Cela posé, soient

x — x  =  a (z — y), 
y  — S  =  b (z — y),
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4 8 6 SURfACES UE RÉVOLUTION.

les équations de l’axe de révolution; u.) 6 , y ,  désignant les coordonnées d’un point 
pris à volonté sur cette droite.

On a (n° 433) pour l’équation d’un plan qui lui est perpendiculaire,

ax -+- by -h z =  A, ........................................ ( 1 ) *

et pour l’équation d’une sphère ayant son centre au point (a , G, y),

(x  — a)2 (y — Gy -+- (z — y)2 =  r2....................... (2)

Le système de ces deux dernières équations représentant l’une quelconque des cir­
conférences de cercle placées sur la surface, on doit regarder A et r2 comme des quan­
tités constantes ensemble pour tous les points d’une même circonférence , et comme 
variables ensemble lorsque le point de la surface de révolution passe d’une circon­
férence à une autre. Ainsi ces deux quantités, ou leurs égales, ax +  by -4- z , 
(x  — a)2 -4- (y  — Gy -t- ( z — y)2, sont nécessairement fonction l’une de l’autre.

Donc enfin

ax -+- by -+- z —  F [(a? — st)2 -+- (y  — Gy -+- (z  — y)2] ,

ou bien ,

(x  — « y  -F- (y  — Gy -+- (z — y)2 =  F (ax -4- by 4 - z ) ,

et l’équation générale des surfaces de révolution.
La nature de la fonction F, c’est-à-dire la manière dont les quantités ax -+- by -1- z , 

(x  — a)2 - t - ( j  — Gy-i - (z  — y)2, doivent être liées entre elles, se déterminera 
facilement dès que l’on connaîtra la nature de la génératrice.

En effet, soient

' f ( x , y , z )  =  o ,  f  ( x ,  y ,  z)  =  0. . , . . . (3) 

les équations de la génératrice.
Comme la circonférence représentée par les équations (1) et (2) est engendrée par 

l’un des points de la génératrice (3), il faut exprimer que la génératrice , considérée 
dans sa première position, et la circonférence, ont un point commun , e t, par consé­
quent, que les équations (1),  (2), (3),  ont lieu en même temps.

On a donc ainsi quatre équations, entre lesquelles on peut éliminer x , y ,  z ;  ce qui 
donnera une équation de condition entre A et r2, dans laquelle il ne s’agira plus que 
de substituer à la place de ces deux quantités leurs valeurs, pour avoir l’équation de la 
surface de révolution individuelle que l’on considère.

470. On peut supposer, pour plus de simplicité, que l’axe de révolution se confonde 
avec l’un des axes coordonnés , celui des z, par exemple.

Dans ce cas, l'une quelconque des circonférences placées sur la surface, se trouvant 
dans un plan parallèle au plan des xy, et ayant son centre sur l’axe des z} peut être 
représentée par le système des deux équations

z —  A, x 2 -+- y 2 —  r2,

dont la première exprime un plan horizontal, et la seconde la surface d’un cylindre 
droit dont l’axe se confond avec l ’axe des z.

Ainsi, quelle que soit la génératrice de la surface , on a pour l’équation de celle
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surface,

pour l’équation de la surface.
Soit, pour second exemple, une hyperbole située dans le plan des x , z et rap­

portée à son afxe transverse comme axe des x ? puis à son axe non transverse 
comme axe des z.

Les équations de cette hyperbole sont (n® 240)

on trouverait de même

pour les équations des surfaces de révolution qui auraient pour axe, celui des x  ou 
celui des .y.

471. Proposons-nous, pour premier exemple, de trouver la surface de révolution 
engendrée par le mouvement d’une droite quelconque autour de l’axe des z.

Soient les équations de cette droite ; les équations

de la circonférence décrite par chacun des points de la droite, seront de la forme,

Les deux premières, combinées avec la troisième, donnent

d’où, substituant dans la quatrième ,

ou, mettant à la place de k et de r2 leurs valeurs générales

Rien n’empêche, dans cet exemple, de prendre pour axe des x  la plus courte dis­
tance entre la droite donnée et l’axe de révolution, auquel cas la droite est parallèle 
au plan des y z  ; et l’on a pour les équations de la génératrice,

c’est-à-dire qu’il suffit de supposer M =  0 ,  N' =  0 dans l’équation précédente ; on 
obtient ainsi

celles de la génératrice étant d’ailleurs

on obtient, par l’élimination de x , y ,  z,  entre ces quatre équations,
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ou, mettant pour k et r- leurs valeurs ,

B3 (a;* -t- x 2) — A2z3 =  A2B2,

équation identique , pour la forme, avec celle de l’exemple précédent,

M'*z2 -+- N3 =  x 2 -+- %r 2f 

ou x 2 -4- y 2 — M'2z2 =  N2.

Donc la surface de révolution, engendrée par le mouvement d’une ligne droite autour 
d’une autre , n’est autre chose que la surface engendrée par le mouvement d’une 
hyperbole tournant autour de son axe non transverse ; cette dernière surface est ce 
qu’on appelle V hyperboloide de révolution à une seule nappe. Nous reviendrons 
par la suite sur cette espèce de surfaces.

En faisant tourner autour du premier axe principal, soit une ellipse, soit une hyper­
bole, soit une parabole , placée d’abord dans le plan des xz , on parviendrait avec la 
même facilité aux équations des surfaces de révolution correspondantes.

472. La surface engendrée par une parabole , ou le paraboloïde de révolution, 
mérite une attention particulière.

Soient y  =  0 , x 2 =  2pz,

les équations d’une parabole située dans le plan des x z , et ayant pour axe- principal 
l’axe des z, pour sommet l’origine même des coordonnées.

En combinant ces équations avec celles-ci :

z =  k, x 2 -+- x 2 =  r2,

on trouve l’équation de condition

r3 =  2pk ;

e t , par conséquent, pour équation de la surface ,

x 2 - x x 2 —  2pz.

Si l’on combine cette équation avec celle du plan , qui est généralement de la forme 

z =  \ X  -+- Br -4- C ,

il en résulte

x 2 -t- x 3 =  2p ( A.r -4- l\r -1- C ),

équation qui représente la projection sur le plan des xx, de l’intersection du parabo­
loïde avec un plan ayant une direction quelconque dans l’espace. Or, cette équation 
est évidemment celle d’un cercle ; donc si l’on coupe un paraboloïde de révolution 
autour de l’axe des z , par un plan quelconque, la courbe d’intersection se pro­
jette constamment suivant un cercle sur le plan des xy.

§ III. Discussion des Surfaces du second degré.

473. Les bornes que nous sommes obligé de mettre à cet ouvrage , ne nous per-
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mettant pas de donner ici une théorie complète des surfaces du second degré , nous 
nous attacherons surtout à faire ressortir les circonstances relatives à leur classifica­
tion , ainsi que les propriétés qui résultent immédiatement des équations les plus 
simples auxquelles il est toujours possible de ramener une équation quelconque du 
second degré à trois variables. Nous suivrons d’ailleurs , pour la discussion de cette 
équation, une marche analogue à celle que nous avons employée , dans le quatrième 
chapitre, pour l’équation à deux variables.

L’équation la plus générale des surfaces du second degré étant

Az2 -4- k'y> -4-  k "x2 -4- Pyz  -4- B’xz -4- K"xy i __ .
-4- Cz -4- C'y -4- C"x -4- D J — » • • • • (  J

on peut d’abord (n° 250), par une première transformation de coordonnées , faire 
évanouir les trois rectangles y z , xz ,x y ,  c’est-à-dire ramener l’équation à la forme

Mz2 -4- M'y 1 -4- M"x2 -4- Nz -4- N> -4- N".z -4- D =  0.............. (2)

( y  oyez, pour cet objet, le deuxième volume de la Correspondance de l’École 
Polytechnique, 5e numéro, ouvrage dans lequel j’ai consigné la démonstration com­
plète de cette proposition , ainsi qu’une note assez étendue sur les surfaces de révo­
lution du second degré).

Il résulte de cette proposition, que les surfaces représentées par l’équation (2) sont 
identiques avec celles que comprend l’équation (1).

Voyons actuellement s i , au moyen d’une translation d’origine , nous ne pourrions 
pas (n° 251 ) faire disparaître les termes linéaires en x , y ,  z.

Or, en substituant les formules

x  — x  -4- a, y  — y  -+- b ,  z — z -4- c,

dans cette équation, et en égalant à 0 les coefficients de x  , y ,  z ,  on obtient les équa­
tions de condition

2.M"a -4- N" =  0 , 2M’b -4- N' =  0 , 2M<? -4-  N =  0 ; 

d’où l’on déduit

—  —  h  —  —  —  —  N
a ~  2M" ’ —  2M' ’ C  ~  — "2M‘

Tant que la disparition des trois rectangles ne donne lieu à la disparition d’aucun des 
trois carrés, les quantités M, M', M", sont différentes de 0 , et la nouvelle transfor­
mation est possible : en d’autres termes, l’équation peut être ramenée à la forme

Mz» -4- M y 2 -4- M"x* -4- P =  0.................................. (â)

( I* ayant pour valeur

MC2 -4- M7>3 -4-  -4- Ne -4- N’b -4- N"a -4- D).

474. Si l’on suppose que l’un des carrés s’évanouisse en même temps que les rectan­
gles, que l’on ait,  par exemple, 0 , la transformation précédente ne peut être 
exécutée, puisqu’alors a devient infini.
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Dans ce cas, l’équation étant de la forme

on peut tâcher de faire disparaître les termes en z et en y ,  ainsi que la quantité toute 
connue.

On obtient en effet, par la substitution des formules

et en égalant à 0 le coefficient de z, celui de y } et la quantité indépendante de x ,y , z,

ce qui donne

valeurs réelles et finies tant que N" n’est pas nul; et l’équation se réduit à celle-ci :

475. Lorsque l’on a en même temps M" =  0 , N" =  0 , la dernière transformation 
est impossible, puisque a est encore infini; mais, dans ce cas particulier, l’équation (2) 
devenant

ne renferme plus que deux variables, et représente évidemment ( n» 445 ) une sur­
face cylindrique dont les arêtes sont perpendiculaires au plan des^z, et qui a pour 
base, soit une ellipse, soit une hyperbole, suivant que, dans l’équation ci-dessus, les 
coefficients M, M', sont de même ou de signe contraire. -

476. Supposons encore que deux des carrés y*  et x 2 aient disparu en même temps 
que les trois rectangles, c’est-à-dire, que, par la première transformation des coor­
données, l’équation se soit réduite à la forme

on pourrait, dans ce cas, chercher à opérer l’évanouissement de quelques termes ; 
mais cela est inutile pour la détermination de la surface représentée par cette équa­
tion.

En effet, posons successivement

ce qui revient à couper la surface par une suite de plans parallèles au plan des xy ; 
l’équation devient, pour ces différentes hypothèses,

d’où il suit que les intersections de la surface par des plans horizontaux, sont des 
droites parallèles entre elles. Ainsi ( n° 462 ) la surface est encore de la nature des
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surfaces cylindriques ; et si l’on veut connaître une directrice de cette surface, il 
suffit de poser y  =  0, par exemple, dans son équation.

Il vient, par cette hypothèse,

Mz2 -4- Nz -4- N".r -4-  D =  0,

équation qui exprime une parabole située dans le plan des xz.
Donc, enfin , la surface n’est autre chose qu’une surface cylindrique à base pa­

rabolique.

477. En réfléchissant sur la discussion précédente, on doit conclure que toutes les 
surfaces du second degré se trouvent implicitement renfermées dans les deux classes 
d’équations

Mz2 -+- My2 -4- M".r2 -H D =  0, Mz2 -+- M'ya -4- N"x =  0 ,  

à l’exception de celles qui correspondent aux équations

Mz1 -l- M'y2 +  Ni +  N > +  D =  0,
Ms2 -4- N* -4- N'y -4- N'a; -4- D =  0,

et que nous avons reconnu appartenir à des surfaces cylindriques à base elliptique , 
hyperbolique, ou parabolique.

478. N. B. — 11 est bien entendu que nous comprenons dans ces trois variétés 
générales, celles qui ( no 356 ) correspondent aux variétés de l’ellipse, de l’hyperbole 
et de la parabole. Ainsi , lorsque l’ellipse se réduit à un cercle ou à un point, la sur­
face cylindrique devient un cylindre à base circulaire , ou une seule droite. Si l’hy­
perbole dégénère en un système de deux droites qui se coupent, la surface cylindrique 
se réduit à un système de deux plans qui se coupent. Enfin , quand la parabo!  ̂se 
réduit à deux droites parallèles ou à une seule droite, la surface cylindrique deyient 
un système de deux plans parallèles ou un plan unique.

479. Avant de passer à la discussion de chacune des équations

Mz2 -4- M'y-1 -4- M" # 2 ■+- P =  0 . . .  (1), Mz2 -4-  M'y2 -4-  N"a;=:0 . . .  (2)

nous ferons quelques observations générales sur la nature des surfaces qu’elles repré­
sentent, et sur les systèmes d’axes ou de plans coordonnés auxquels les surfaces sont 
actuellement rapportées.

P r e m i è r e m e n t  , l’équation ( 1 )  ne renfermant plus les termes du premier degré en 
x, y ,  z, reste la même lorsqu’on y change -4- x ,  -4- y , -4- z en — x, — y , — z, 
ce qui prouve que toute droite menée par la nouvelle origine et terminée de part et 
d’autre par la surface, est divisée en deux parties égales en ce point. Donc (n° 375 ) 
toutes les surfaces comprises dans l’équation (1) ont un centre, qui n’est autre chose 
que l’origine actuelle des coordonnées.

Remarquons d’ailleurs que l’équation pourrait renfermer les rectangles des varia­
bles ainsi que les carrés, sans que la surface cessât d’avoir un centre, et d’être rap­
portée à ce centre comme origine, puisque la condition caractéristique du centre serait 
encore remplie. On pourrait même supposer la surface rapportée à des axes obliques 
menés par cette origine.
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Ainsi, dans le cas d’axes quelconques, une équation telle que

Az2 ■+■ \'y2 -i- K’x -1 -+- liyz -+- B’xz -+- B"x y  + ,  D =  0,

dont plusieurs coefficients peuvent être nuis, représente une surface qui a un centre ; 
et ce centre est l’origine.

S e c o n d e m e n t  , on appelle plan diamétral d’une surface, un plan qui divise en deux 
parties égales toutes les cordes de la surface parallèles entre elles et menées sous une 
direction quelconque. Or , d’après la forme de l’équation (1) qu i, étant résolue suc­
cessivement par rapport à chacune des variables, donne deux valeurs égales et de 
signes contraires pour celte variable, il est évident que chacun des trois plans coor­
donnés divise en deux parties égales toutes les cordes menées parallèlement à l’inter­
section commune des deux autres. Donc ces trois plans sont des plans diamétraux ; 
de plus, on peut les regarder comme formant un système de plans diamétraux con­
jugués perpendiculaires entre eux, conformément à la définition donnée ( n° 258 ) 
d’un système de deux diamètres conjugués.

T r o i s i è m e m e n t .  — Considérons l’équation (2). Puisque le troisième terme change 
de signe lorsqu’on remplace -t- x , -t- y ,  -+- z, par — x ,  —  y ,  — z, il s’ensuit 
que l’origine actuelle des coordonnées n’est pas un centre. On a vu d’ailleurs (n° 474) 
que, dès qu’un des carrés manque en même temps que les rectangles, il est impossible 
de faire disparaître à la fois les trois termes du premier degré ; donc les surfaces re­
présentées par l’équation (2) sont des surfaces dépourvues de centre.

Observons encore que, des trois plans coordonnés, deux seulement, les plans des 
x y  et des xz, peuvent être regardés comme des plans diamétraux, puisque le pre­
mier divise en deux parties égales toutes les cordes parallèles à l’axe des z, et le 
second, toutes les cordes parallèles à l’axe des .y.

Concluons de ce qui vient d’être d it , que les surfaces du second degré se partagent 
en deux classes distinctes, savoir : les surfaces qui ont u n  c e n t r e ,  et les surfaces 
dépourvues de centre.

DISCUSSION DE L’ ÉQUATION

Mz2 -+• My 2 -+- M"#2 -4- P =  0 .............................(1)

480. Afin de déterminer les différents genres de surfaces représentées par l’équa­
tion (1), nous ferons successivement (no 455)

x  =  const, y  —  const, z =  const ;

ce qui reviendra à couper la surface par des plans respectivement parallèles à chacun 
des trois plans coordonnés; mais on sait (n° 256) que la nature de ces intersections 
dépend surtout des signes dont les coefficients M , M', M" sont affectés; ainsi nous 
sommes conduits à faire les hypothèses suivantes :

lo — . . . M, M', M", positifs à la fois.

Dans cette hypothèse générale, le dernier terme P peut être lui-même négatif; égal 
à 0, ou positif.

Soit d’abord P négatif, et mettons le signe en évidence; l’équation devient 

Mz2 -+- M'y7 -f- M"#2 =  P

4 9 2  ELLIPSOÏDES.

(2 )
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Cela posé, faisons successivement dans cette équation,

c’est-à-dire x, G, y positifs ou négatifs, mais numériquement plus grands que

_p_ 
M ‘

Mz2 -+- M'^2 =  0, Mz2 -+- M".z2 =  0, Wy1 -+- M"#2 =  0.

La surface que nous considérons est donc limitée dans tous les sens; de plus , 
elle est inscrite au parallélipipède qui a pour faces les plans

d’où l’on voit que les intersections de la surface par des plans parallèles aux trois 
plans coordonnés, sont des ellipses qui deviennent imaginaires lorsqu’on suppose

Ces mêmes ellipses se réduisent à un point, pour les hypothèses

puisqu’alors les équations des intersections se réduisent à

La nature des intersections de cette surface avec les plans parallèles aux trois plans 
coordonnés, lui a fait donner le nom d’ELLiPsoïDE.

Pour déterminer les trois sections principales, en d’autres termes, les traces de 
la surface sur les plans coordonnés, il suffît de poser successivement ( flg. 247 )

Quant au point d’intersection avec les trois axes, on obtient pour
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Les lignes A Y  =  2

sont ce qu’on appelle les axes principaux de la surface ; et leur introduction dans 
l’équation lui donne une forme symétrique et analogue à celle de l’équation de l ’el­
lipse rapportée à son centre et à ses axes.

Posons en effet

il en résulte

ou , divisant par B2,

Mz2 -4- M'r2 -4- M".r2 =  0,

d’où , substituant dans l’équation (2), et chassant les dénominateurs,

481. Cas particuliers. Supposons deux quelconques des trois coefficients M, M', 
M" égaux entre eux ; M =  M', par exemple, ce qui donne C =  B ; l’équation devient

Cette équatioh , qu’on peut mettre sous la forme

caractérise (n° 470 ) une surface de révolution autour de l’axe des x ; car en faisant 
x  =  const, on obtient y 2 -+- z 2 =  const; ce qui prouve que toute section faite per­
pendiculairement à l’axe des x  est une circonférence de cercle.

Les deux hypothèses successives y  =  0, z =  0, donnent

Ce sont les équations de la génératrice considérée dans deux de ses positions, sa­
voir : dans le plan des xz et dans le plan des xy.

Si l’on avait M =  M", ou M' =  M", on reconnaîtrait de même que la surface 
serait de révolution autour de l’axe des y ,  ou bien, autour de l’axe des z.

482. Supposons maintenant M =  M' =  M", d’où C =  B =  A; l’équation (5) se 
réduit à z2 -t-7 2 -+- x'1 =  A2, et représente une surface sphérique dont le centre 
est à l’origine des coordonnées.

483. Les coefficients M, M', M" étant toujours positifs et quelconques, égaux ou 
inégaux, on peut avoir P =  0, ou P positif.

Dans le premier cas, l’équation devient
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et n’admet qu’un système unique de valeurs réelles, savoir :

x  =  0, y  —  0, 3  =  0;

donc la surface se réduit à un point.
Dans le second , l’équation

Ms2 -H M 'r2 -+- M "#2 ■+■ P =  0,

n’admet aucun système de valeurs réelles. Ainsi la surface est imaginaire.
Concluons de là, qu’à l’hypothèse générale M, M' ,  M"  positifs à la fois, correspond 

un seul genre de surfaces, I’Ellipsoïde, comprenant comme variétés, l'ellipsoïde de 
révolution, la sphère, un pointel une surface imaginaire.

2° —  . . .  M,  M ' positifs et M" négatif.

484. Supposons d’abord M, M', P positifs et M" négatif.
L’équation (1) du n° 480 devient, après qu’on a mis les signes en évidence,

Ms2 -+- M'y2 — M"x2 =  — P.

Or, si l’on fait successivement x —  «, y  =  6, z — y, il vient pour

x  =  « . . . Mz2 -+- M'y1 =  M"«2 — P . . . .  (3)
y  =  S . . . Mz2 — M"#2 =  — (M'ff2 -4- P) . . . (4)
Z =  y . . . M'y1 — M"#2 =  — (My2 -t- P) . . . (5)

Les équations (4) et (5) prouvent que toute section faite dans la surface, parallèle­
ment au plan des xz, ou au plan des xy, est une hyperbole dont l’axe transverse est 
dirigé suivant une parallèle à l’axe des#.

Quant à l’équation (3), elle représente évidemment une ellipse réelle, tant que 
l’on donne à « une valeur positive ou négative, numériquement plus grande que

V  m" ’; ce qui veut dire que, si aux deux distances OA
- V

P

M"

OA' — — % /  ,̂ 77 ( flO- 248 ), on imagine deux plans parallèles au plan

des yz, la surface n’a aucun point compris entre ces plans; mais elle s’étend indé­
finiment à droite et à gauche de ces deux plans, dans le sens des x  positifs et dans le 
sens des x  négatifs ; d’où l’on peut conclure que cette surface se compose de deux 
parties distinctes égales et opposées. On l’appelle pour cette raison, et à cause de la 
nature de ses intersections par des plans parallèles à deux des plans coordonnés, 
Hyperboloïde à  deux nappes.

Les trois sections principales s’obtiennent en faisant successivement dans l’équa- 
tion (2), x  =  0, y  =  0, z =  0 ; ce qui donne

Mz2 ■+■ M>2 =  — P, 
Mz2 — M"#2 =  — P, 
M'y2 — M"#2 =  — P.

La première section est imaginaire; mais les deux autres sont des hyperboles MAM' 
et mhmr, NAN' et nkn', rapportées à l’axe des x  comme axe transverse.
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Des trois lignes 2A, 2B, 2C, appelées les axes principaux de la surface, la première 
seulement a ses deux extrémités A, A' ( fig. 248 ) placées sur la surface. Quant aux 
deux autres, on convient de les représenter sur la figure par deux distances BB', CC', 
comptées sur les axes des.r et des z ;  mais les points B, B', C, C', n’appartiennent pas 
à la surface, comme dans l'ellipsoïde. En un mot, l’hyperboloïde à deux nappes a un 
seul axe transverse et deux autres non transverses.

485. Soient actuellement M, W  positifs et M",P négatifs, l'équation (1) devient

et l’on en déduit successivement pour

x  =  x .. . .  Mz2 -+- M'^2 =  M"«2 -4- P,
y  —  6___ Mz2 — M"x2 =  — M'S2 -4- P,
z =  M'/-2 — M"#2 =  — My2 -4- P.

La première équation représente une ellipse toujours réelle, quel que soit x ; et les 
deux autres, des hyperboles rapportées à l’axe des x ,  comme axe transverse, ou non 
transverse, suivant que l’on a

On voit donc que, dans le cas actuel, il n’existe aucune discontinuité dans la surface 
qui, pour cette raison, porte le nom d’HïPEUBOLOïDE à une seule nappe.

Les hypothèses successives .r =  0, y  ■=. 0, z =  0 ( fig. 249 ), donnent

il en résulte

d’où, substituant dans l’équation (2) et réduisant,

L’ellipse représentée par la première équation, est la plus petite de toutes celles 
qu’on obtient en coupant la surface par des plans parallèles au plan des^z.

Les deux autres équations expriment des hyperboles situées, l’une dans le plan 
des xz, l’autre dans le plan des xy, et ayant pour axe non transverse, l’axe des x. 
Ceci suffit pour donner une idée assez exacte de la surface dont deux axes principaux 
sont transverses, et le troisième est non transverse.

En posant

o n  tr o u v e
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SURFACES CONIQUES DU SECOND DEGRÉ. 4 9 7

d’où, substituant dans l’équation ,

A2B5Z2 -4- A2C2y 2 — B’ Oa:2 =  -f- A2B2C2.

486. Cas particuliers des deuxhyperboloïdes.
Premièrement, soit M =  M', d’où*C =  B; les équations des deux surfaces se 

réduisent à

Donc les deux hyperboloïdes deviennent des surfaces de révolution autour de l ’axe 
des x .

487. Secondement, soient M, M' positifs, M" négatif, et P égal à 0.

L’équation devient M z2 -+- M'y 2 — W 'x2 —  0;

d’où l’on déduit
y 2 M" x 1 M 
~z2 ~ ~  M' * ~  M7 ’

ou bien, M i \ II 'T! * 
I a

488. En résumant ce qui vient d’être dit par rapport à la seconde hypothèse générale, 
on voit que cette hypothèse donne lieu à deux genres principaux de surfaces, les hy­
perboloïdes à une ou deux nappes, renfermant comme variétés, Yhyperbolo'ide de 
révolution et la surface conique.

489. Remarque. Nous ne considérerons point ici le cas où deux des coefficients 
M, M', M" seraient négatifs, puisqu’en changeant les signes, on retomberait nécessaire­
ment sur celui où deux de ces coefficients sont positifs, P étant d’ailleurs positif ou 
négatif.

Ainsi l’équation Mz2 -4- M'y2 -4- M".r2 -4- P =  0, 11e renferme réellement que
(rois genres principaux de surfaces.

DISCUSSION DE L’ ÉQUATION

Mz2 -4- M'y2 -4- N"x =  0.

Il peut également se présenter deux cas principaux : M et M' peuvent être de même 
signe ou de signes contraires.

1° — . . . .  M, M' positifs à la fois.

490. Dans cette première hypothèse, N" peut être indifféremment négatif ou positif. 
Supposons-le d’abord négatif, et mettons le signe en évidence ; l’équation prend la 
forme

Mz2 -p. y\'y> =  N^x.
ALG. APPL. A LA GÉOM. 32

donc (n« 465) la surface se trouve, dans ce cas, dégénérée en une surface conique, 
dont le centre est à l’origine des coordonnées.
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En faisant successivement x =  u , y  =  6} z =  y, on obtient

Mz1 -+- W y2 —  N"«, Mz2 =  N"x — M'£2, M'^2 =  N"x — My2.

La première équation est évidemment celle d’une ellipse toujours réelle, tant que « 
est positif, et de plus en plus grande à mesure <̂ ue a. augmente. Si l’on suppose * =  0, 
l’ellipse se réduit à un point, et elle devient imaginaire, dès qu’on suppose a négatif. 
On voit donc que la surface s’étend indéfiniment dans le sens des x  positifs, et n’a 
aucun point à la gauche du plan Aesyz, auquel elle est tangente, à l’origine même des 
coordonnées.

Les deux autres équations représentent des paraboles dont l’axe principal est dirigé 
parallèlement à l’axe des X, et dans le sens des x  positifs.

Les paraboles correspondantes à l’hypothèse y  =  6, ont toutes le même para­
is" IS"

mètre et celles qui répondent à z —  y, ont pour paramètre constant, -^y.

En posant y  =  0, puis z =  0, on trouve ( fig. 250 )

z2 =

pour les deux sections principales, suivant les plans des xz et des xy.
D’après ces données, il est facile de se former une idée nette du nouveau genre de 

surfaces auquel on a donné le nom de p a h a b o l o ï d e  e l l i p t i q u e .

Soit actuellement N" positif, auquel cas l’équation revient à

Mz2 -+- M'y2 =  — N"x;

comme, en changeant x  en — x ,  on la ramène à la forme 

Mz2 -4- M'y2 =  N"x,

il s’ensuit que la surface est la même que dans le cas de N" négatif : seulement elle 
s’étend dans le sens des x  négatifs comme elle s’étendait d’abord dans celui des x  po­
sitifs.

491. Le paraboloïde elliptique devient une surface de révolution autour de l’axe 
des x , dans le cas particulier de M =  M'; car alors on a pour son équation

N"z2 -i- y 2 —  x  —  F (x);

ce qui démontre que toute section faite perpendiculairement à l’axe des x ,  est une cir­
conférence de cercle dont le centre est sur cet axe.

2» — . . . .  M positif et M' négatif.

492. Il nous suffira de considérer dans cette nouvelle hypothèse, comme dans la pré­
cédente, le cas où IS" est négatif; puisque si h" était positif, on remplacerait x  par 
— x ,  ce qui changerait simplement la situation de la surface, mais non sa nature.

En mettant les signes en évidence, on a pour l’équation,

Mz2 — W y2 =  N"x.

Cela posé, soit fait successivement x  =  *, y  =  G, z — y ;  il vient 

Mz2 — M'̂ *2 =  N"«, Mz2 =  N"x -4- M'S2, M'^-2 =  — N"x -4- My2.

Les deux dernières équations représentent encore des paraboles dont l’axe principal
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est parallèle à l’axe des x ; mais celles qui correspondent sont dirigées dans
N"

Je sens des x  positifs, et ont pour paramètre constant — , tandis que les paraboles

correspondantes z =  y, sont au contraire dirigées dans le sens des x  négatifs, et ont
N"

pour paramètre constant — — .

Quant à la première équation, c’est celle d’une suite d’hyperboles ayant pour axe 
transverse, une parallèle à l’axe des z, tant que x est positif, et une parallèle à l’axe 
des .y, pour toute valeur négative de x.

Les deux sections principales par les plans des xz  et des xy  sont M2,  =  l'i"a;) 
W y 2 =  — N"a? ( fit7. 251 ); c’est-à-dire deux paraboles COC', B'OB.

La section par le plan des yz  ayant pour équations

x  =  0, Mz2 — M'y2 = 0 ,  ou z =  dn y

se réduit à un système de deux droites qui se coupent à l’origine.
Il est remarquable que les hyperboles représentées parl’équation Mz2 — W y 2 =  

ont pour asymptotes les deux droites dont l’équation est Mz* — W y2 =  0; d’où il 
suit que les plans menés par ces droites et par l’axe des x , déterminent au-dessus et 
au-dessous du plan des x y  deux angles dièdres, qui comprennent la surface tout 
entière ; et l’on peut considérer ces deux plans comme des plans asymptotes par 
rapport à la surface.

Ce nouveau genre de surfaces étant caractérisé par des sections paraboliques et 
hyperboliques, se nomme p a r a b o l o ï d e  h y p e r b o l i q u e .

Comme les coefficients de z2 et de .y2 sont de signes contraires, l’bypolhèse M =  M', 
ne peut donner lieu à une surface de révolution. D’ailleurs, nous verrons bientôt que, 
quelle que soit la position du plan par lequel on coupe cette surface, il est impossible 
d’obtenir pour section une courbe limitée, et par conséquent, une circonférence de 
cercle.

495. Le paraboloïde hyperbolique étant une surface assez difficile à se représenter, 
nous allons faire connaître un moyen de génération, commun aux deux paraboloïdes, 
qui sera très-propre à donner une idée exacte de l’un et de l’autre. Ce moyen, qui offre 
beaucoup d’analogie avec celui qui a été employé (no 426) pour le plan, consiste à 
faire plisser une parabole ayant pour équations,

y  t= 0, Mz2 -+- N"x =  0, 

parallèlement à elle-même, suivant une autre parabole, 

z — 0, M'/2 -4- ti"x =  0.

et de manière que le sommet de la première, appelée génératrice, se trouve constam­
ment placé sur la seconde qu’on peut appeler la directrice.

D’après ce mode de génération, il est évident que les équations de la génératrice 
considérée dans l’une quelconque de ses positions, seront de la forme

y  —  6, Mz2 -4- K"x -+- « =  0.

N"Le paramètre de celte parabole mobile, ou — —  , reste constant; mais comme

PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. 4 9 9

32'
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Je sommet qui, d’abord, est situé à l’origine, occupe ensuite une position quelconque 
sur la directrice, il s’ensuit que la seconde équation doit renfermer un terme « indé­
pendant de x  et de y.

Cela posé, remarquons que, pour tout point de la surface, placé sur la même géné­
ratrice, la distance au plan des xz et la position du sommet de cette génératrice resleint 
les mêmes; mais lorsque le point passe d’une génératrice à une autre, les deux élémenits 
dont nous venons de parler changent nécessairement; donc les quantités G et a., qmi 
correspondent à ces éléments, sont des quantités constantes ensemble et variabhes 
ensemble; ainsi elles doivent dépendre d’une c*ertaine manière l’une de l’autre. Or on  
obtiendra cette relation en exprimant, par l’analyse, que la génératrice et la directrice 
se rencontrent ; ce qui revient à dire que les équations

y  — G, Mz2 -+- N"x -+- x =  0 , .......................................(1)
z —  0, M'^2 -1-  N"x =  0 , ........................................(2)

ont lieu en même temps.
D’abord, la valeur z —  0 , portée dans la seconde des équations (1), donne

oc ocx — ------ - .  Substituant ensuite les valeurs y  — G, x —  — — , dans la seconde dlesN" Ni"
équations (2), on trouve

M'Æ2 — « =  0................................................... <3)

Telle est la relation qui lie entre elles les quantités et, G, et qui doit exister en même 
temps que les équations (1) pour toutes les positions de la génératrice, c’est-à-dire pour 
tous les points de la surface.

11 ne s’agit plus que d’éliminer et, G entre ces trois équations, et pour cela, il suffit 
de remplacer et, (  par leurs valeurs tirées des équations (1) ; ce qui donne

M ’y 1 — ( — M z2 — N"x) =  0, ou Mz2 M'y* -+- N"x =  0;

5 0 0  DES CINQ GENRES DE SURFACES.

c’est l’équation commune aux deux paraboloïdes.
Lorsqu’on a M, M' ( fig. 250 ) positifs, et N" négatif, les paramètres de la para­

ît" IS"
bole génératrice et de la parabole directrie sont -^j-, — , quantités de même signe;

donc les axes sont dirigés dans le même sens.
Mais si l’on a M ( fig. 251 ) positif, M' négatif et N" négatif, les paramètres sont

ÎS" — Ni"
— , ——— , ou de signes contraires ; donc les axes de ces paraboles sont dirigés en 

sens contraire l’un par rapport à l’autre.

494. Il résulte de la discussion précédente que les surfaces du second degré se 
divisent en cinq genres : I ’ e l l i p s o ï d e  , ayant pour variétés , Yellipsoide de révolu­
tion, la sphère, un point ou une surface imaginaire ;

L ’ i i y p e r b o l o ï d e  à deux nappes et I ’ h y p e r b o l o ï d e  à une nappe , ayant tous deux 
pour variétés , Vhyperboloïde de révolution et la surface conique de révolution ;

Le p a r a b o l o ï d e  e l l i p t m j u e ,  ayant pour variété , Ic paraboloïde de révolution ;
Enfin, le p a r a b o l o ï d e  h y p e r b o l i q u e ,  qui n’offre aucune variété.
Toutefois, les surfaces cylindriques à base elliptique, hyperbolique ou parabolique 

(no* 475 , 476) sont des surfaces qui se rattachent aux paraboloïdes, puisqu’on les a 
obtenues en supposant que Vun des carrés, ou deux des carrés, aient disparu en même 
temps que les rectangle» , dans l’équation générale.

BIBU0TEKA
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495. Cherchons actuellement de quelle nature peuvent être les intersections des 
surfaces du second degré par des plans situés d’une manière quelconque par rapport 
à ces surfaces, en considérant d’abord toutes celles qui ont un centre.

Il suffit pour cela (n° 453) de substituer dans l’équation

Mz2 -4- M'/2 -+- M"x2 -4- P =  0 .................................. (1)

à la place des x , y ,  z, leurs valeurs tirées des formules

x — x  cos o -4- y  cos 8 sin -4- a ,
y  =  x  sin © — y  cos 8 cos © -4-  b ,
z =  y  sin 0 -+• c.

On obtient, par cette substitution, un résultat de la forme

Ay* -4- Bxy  -4- Cx2 -4- Dj -t- Ex -F- F =z 0 , . . . . (2)

les coefficients de cette équation ayant pour valeurs,

A =  M sin2 8 -F- M' cos2 8 cos2 © -4- M" cos2 8 sin2 ©,
B =  (M" — M') . 2 cos 8 sin f  cos » ,
C =  M' sin2 f  -f- M" cos2 f ,
D =  2 Mc sin 8 — 2 Wb cos 8 cos -4- 2 M "a  cos 8 sin f ,
E =  2 Wb sin -t- 2 W'a cos f ,
F =  Mc2 M'b2 -f- M"«2 -4- P.

INTERSECTIONS d ’ uNE SURFACE 1)U SECOND DEGRÉ. 5 0 1

Or, on sait (n° 356) que la nature de la courbe représentée par l’équation (2), 
dépend principalement de la quantité B2 — 4AC , qui, suivant qu’elle est négative , 
positive ou nulle, correspond à une ellipse, une hyperbole, ou une parabole, ou 
bien , à l’une des variétés de ces courbes.

En calculant cette expression, ou obtient, toute réduction faite,

— 4(M'M" cos2 8 -4-  MM' sin2 8 sin2 » -4- MM" sin2 6 cos2 »).

Cela posé, si la surface est un ellipsoïde, les trois coefficients M, M', M" sont posi­
tifs, et l’expression précédente est essentiellement négative. Donc l’intersection d’un 
ellipsoïde par un plan est toujours une ellipse, ou l’une des variétés de cette courbe.

Mais pour les hyperboloïdes à une ou deux nappes, deux des trois coefficients sont 
positifs et le troisième négatif ; ou bien , l’un est positif et les deux autres négatifs ; 
ainsi l’expression ci-dessus renfermant des termes positifs et négatifs , peut, suivant 
les valeurs numériques de M, M', M", ©et 6, devenir positive, négative ou égale à 0. 
L’intersection d’un hyperboloïde par un plan peut donc être une hyperbole, une 
ellipse ou une parabole.

La surface conique qui, comme nous l’avdns vu, est une variété de ce genre de 
surfaces, donne également lieu à ces trois genres de courbes (voyez n°s 270 et 
suivants ).

496. En reprenant les mêmes calculs par rapport au paraboloïde, dont l’équation 
générale est

Mz2 -4- Wy2 -t- N"x =  0 ,
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on obtient, pour les coefficients de y>, xy, x3,

d’où

Dans le cas du paraboloïde elliptique, les coefficients M, M'sont de même signe ; 
ainsi B* — 4AC est essentiellement négatif, et l’intersection est généralement une 
ellipse.

Si cependant on suppose sin ÿ =  0 , ou sin B =  0 , il en résulte B3 — 4AC =  0 , 
et l’intersection est une parabole.

L’hypothèse sin © =  0 correspond (n° 453 ) au cas où la trace du plan sécant sur le 
plan des xy, est parallèle à l’axe des x ;  ce qui exige que le plan sécant soit lui-même 
parallèle à cet axe.

L’hypothèse sin 6 =  0 signifie que le plan sécant doit être parallèle au plan des x y .
D’oii l’on peut conclure que les intersections d’un paraboloïde elliptique ne peuvent 

être que des ellipses, des paraboles ou des variétés de ces courbes.
Quant au paraboloïde hyperbolique, comme M, M' sont de signes contraires, 

B3 — 4AC ou — 4MM' sin3 6 sin3 a, ne peut être que positif ou égal à 0. Donc les 
intersections ne sauraient jamais être des ellipses ou des variétés de ces courbes 
( voyez ce qui a été dit n° 492 ).

497. Voyons comment il faudrait placer le plan sécant, par rapport à l’ellipsoïde 
et aux deux hyperboloïdes, pour que les intersections fussent des circonférences 
de cercle.

Pour cela , on doit (n» 495) poser B =  0 et A =  C; ce qui donne les deux équa­
tions de condition

Comme, en général, M" est différent de M', l’équation (1) ne peut être satisfaite que 
par les trois hypothèses cos 6 =  0 , sin » =  0 , cos  ̂=  0 , que nous allons examiner 
successivement.

ou, remplaçant

l’équation (2) devient

on trouve pour l’équation (2),

ou
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d o n c

ou

donc

Discutons ces valeurs de tang«> et de tang S, qui peuvent être réelles ou imagi­
naires , suivant les hypothèses qu’on peut faire sur les coefficients M , M', M".

Or, si l’on multiplie entre elles les quantités sous le radical,

il vient pour produit , résultat essentiellement positif; ce qui dé­

montre d abord que l’une de ces trois quantités, au moins, est positive ; mais je dis 
que si la première, par exemple , est positive, les deux autres sont négatives.

En effet, pour que soit positif, il faut que

de même signe, c’est-à-dire que l’on ait en même temps

d’où , ajoutant ces deux inégalités ,

On voit donc que M" — M' et M — M" sont de signes contraires ;

ainsi est négatif.

Pareillement,

ainsi .

sont de signes contraires ;

On démontrerait de la même manière que, si la seconde ou la troisième était posi­
tive, les deux autres seraient négatives.

Concluons de là que, sur les trois systèmes

ii y en a toujours un réel ; mais il n’y en a jamais qu’un seul.
D’ailleurs, puisqu’à chaque hypothèse,

www.rcin.org.pl



il correspond deux valeurs pour la tangente de l’autre angle, il s’ensuit qu’on peut 
toujours, par chaque point d’une des surfaces, du second degrêqui ont u n  c e n t r e ,  

faire passer deux plans qui coupent cette surface suivant une circonférence de 
cercle.

Si l’on se rappelle l’acception donnée n° 453 aux quantités © et 0, on reconnaît sans 
peine que les hypothèses cos 0 =  0 , cos© =  0 , sin© =  0 , correspondent à des 
plans respectivement perpendiculaires aux plans des trois sections principales.

Ainsi, cos 0 =  0 , indique que le plan sécant est perpendiculaire au plan des xy  ; 
cos © =  0 , qu’il est perpendiculaire au plan des x z ; et sin © =  0 , qu’il est perpen­
diculaire au plan des7 -3 .

Admettons maintenant que la surface soit de révolution, c’est-à-dire que l’on ait 
M =  M' (n»s 481 , 486) ; les trois systèmes se réduisent à

cos 0 =  0 , tang © =  oc , ou cos © =  0 ,

sin © =  0 , tang 0 =  dr \ /  — 1 ,
cos =  0 , tang 0 — co, ou cos 0 =  0 .

Le second système est évidemment imaginaire. Quant aux deux autres , ils rentrent 
l’un dans l’autre, et signifient qu’il n’y a qu’un plan perpendiculaire à l’axe des x  qui 
puisse produire une circonférence de cercle.

498. Les conséquences précédentes souffrent quelques modifications pour les deux 
paraboloïdes.

Les coefficients A, B, C de l’équation transformée en xy  ont (no 496) pour valeurs ,

A =  M sin2 0 -+- M' cos2 0 cos2 <j>,
B =  — 2M' cos 0 sin f  cos f ,
C =  M' sin2 y ;

ce qui fait voir d’abord que l’hypothèse sin^ =  0 est inadmissible, si l’on veut que 
l’intersection soit une circonférence de cercle , puisque cette supposition entraînerait 
C =  0 , et que , dans le cas du cercle , ce coefficient doit exister.

Ainsi les deux conditions B =  0 , A =  C, deviennent ici

cos 0 cos y =  0 , et M sin2 0 =  M' sin2 ©, 
équations auxquelles on peut satisfaire ,

soit en supposant cos 0 =  0 , d’où sin © =  d t

soit en supposant cos © =  0, d’où sin 0 =  dz

Ces deux systèmes sont nécessairement imaginaires, dans le cas du paraboloïde 
hyperbolique, puisque M et M' sont de signes contraires (résultat qui s’accorde avec 
ce qui a été dit n» 496). Pour le paraboloïde elliptique, le premier système seul est 
admissible, et le second inadmissible , si l’on a M M' ; le contraire a lieu, lorsque 
M est M'.

Soit enfin M =  M' ; il en résulte

cos 0 =  0 , et sin © =  dr 1 , ou cos © =  0 ,  
ou bien, cos © =  0 , d’où sin 0 =  z t  1 , ou cos 0 =  0 ;

3 0 4  SECTIONS CIRCULAIRES DANS LES SURFACES DU SEC. DEGRÉ.
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d’où l’on voit que ces deux systèmes rentrent l’un dans l’autre; et ils signifient que le 
plan sécant est perpendiculaire à l’axe des x.

499. Remarque. Comme les conditions B =  0 , A =  C, ne déterminent que les 
angles 6, y, et non les coordonnées a , b , c , il s’ensuit que, pour chaque surface du 
second degré (le paraboloïde hyperbolique excepté) il existe deux systèmes de plans 
en nombre infini, qui donnent des circonférences de cercle ; et les plans de 
chaque système sont parallèles entre eux. Toutefois, si la surface est de révolu­
tion , les deux systèmes se réduisent à un seul.

On peut disposer, par exemple, des constantes indéterminées a , b , c , de manière 
que l’origine des coordonnées soit au centre même de la section ; ce qui exige que, 
dans l’équation transformée du n° 495, les termes D, E , soient nuis. Or, si l’on pose

2Mc sin 6 — 2M'ô cos 0 cos © -4- 2M"a cos 5 sin ? =  0 ,

2M 'b sin© -4-  2M "a  cos © =  0 ,

on obtient deux équations linéaires en a, b , c ;  ce qui prouve que, pour chaque sys­
tème de plans sécants, les centres de tous les cercles sont situés sur une même 
ligne droite. En d’autres termes , toute surface du second degré, à l’exception du 
paraboloïde hyperbolique, peut être engendrée de deux manières par le mouve­
ment d’un cercle toujours parallèle à lui-même et variable de rayon.

Des Plans tangents aux surfaces du second degré.

500. De même que nous avons défini ( n» 193 ) la tangente en un point quelconque 
d’une courbe, l’élément de cette courbe, prolongé indéfiniment, nous considérerons 
aussi le plan tangent en un point déterminé d’une surface, comme l’élément de 
cette surface prolongé indéfiniment.

Il résulte de cette définition que, comme l’élément de la surface en un point quel­
conque , se compose de tous les éléments des courbes qu’on obtient en coupant la 
surface par une suite de plans qui passent par ce point, et que ces éléments ne sont 
autre chose que les tangentes aux courbes, en ce point; il en résulte , dis-je , que le 
plan tangent est encore le lieu de toutes les tangentes aux différentes courbes 
qu’on peut imaginer sur la surface par le point donné, et que sa position est déter­
minée, dès que l’on connaît celles de deux des tangentes.

C’est cette dernière considération qui va nous servir à trouver l’équation du plan 
tangent.

Soit d’abord Ms2 -4- M'y* -4- W'x2 -4- P =  0...................................(1)

l’équation générale des surfaces qui ont un centre ; et appelons x', y ’, z' les coor­
données du point par lequel on veut mener un plan tangent à la surface; on a déjà la 
relation

Ms'2 -4- M'y'2 -4- M"a;'2 -4- P == 0...................................(2)

Maintenant, si, par ce point, on imagine successivement deux plans parallèles au 
plan des xz et au plan des yz, on aura pour les équations des intersections de la sur­
face par ce« deux plans,

y  =  y'} Ms2 -+- W’x2 -4- M'y'2 -4- P =  0 , 
x =  x', Mz2 -4- Wy2 -4- W x'2 -H P =  0;

l'LANS TANGENTS AUX SURFACES DU SECOND DEGRÉ. S O S
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1506 PLANS TANGENTS

et pour les équations des tangentes à ces sections, au point x', y ', z' (voy. n° 392),

donc les deux relations ci-dessus deviennent
Mz'

M”xf
-4- C — 0 j d’où A

_  M'V
Mz' . C,

M z' 
M’y' -4- G =  0; d’où B _  wy

~  Mz' ', C.

Substituant ces valeurs dans l’équation (5), on obtient enfin

. (6)

équation qui ne diffère de l’équation de la surface , qu’en ce que les carrés z7, y 2, x 2, 
sont remplacés par les rectangles z z ',yy ', xx '.

501. Passons actuellement aux surfaces dépourvues de centre.
L’équation générale des paraboloïdes étant

Or, le plan tangent doit, en vertu de ce qui a été dit ci-dessus, passer par ces deux 
tangentes ; ainsi la question est ramenée à trouver l’équation d’un plan passant par 
deux droites dont on a les équations.

D’abord, comme le plan doit passer par le point x'} y ',  z son équation est de 
la forme

Il suffit maintenant d’exprimer que ce plan, qui renferme déjà un point commun 
aux deux droites, est parallèle à chacune d’elles. On a , pour cela (no 451 ) , les deux 
conditions

mais les équations (3) et (4) peuvent se mettre sous la forme

ce qui donne

ou développant et ayant égard à la relation (2),

( on verra bientôt pourquoi l’on suppose le coefficient de x  égal à 2N" ) ,  on a pour le 
point de la surface dont les coordonnées sont x', y ', z',

Les équations des intersections de la surface par deux plans parallèles aux plans des
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xz et des y z ,  passant par le point ( x', y ',  z' ) ,  sont

Aet •+- B£> C 0 , Ao! Hbr -4- C =  0 , on a évidemment

Ms' /a  = -----^77- ,  h =  0 , ar __ 111o Mz'
w y

ce qui donne pour les deux relations,

Mz'
A X “ 1 F -4- C =  ° i d’où

N"
— Mz' ' c ,

B v  c  -  0- d’où _  w y . c .« X u y  4 -  C _  U, ’ Mz' '

Il vient donc, par la substitution de ces valeurs dans l’équation (3),

et celles des tangentes à ces courbes, menées par le même point, sont (n° 392 )

Maintenant, le plan tangent devant passer par le point x ',y ', z', son équation est de 
la forme

ou , ayant égard à la relation (2)

le terme

502. Si l’on voulait obtenir les équations de la normale, c’est-à-dire de la perpen­
diculaire au plan tangent, menée parle point de contact ( x ' ,y ’, z'), il suffirait 
d’appliquer les principes établis (n° 433 ), ce qui n’offre aucune difficulté. Ainsi il est 
inutile de s’arrêter sur cette question.

503. On peut se proposer de mener un plan tangent à une surface du second 
degré, par un point pris hors de cette surface.

Soient x", y" , z”, les coordonnées de ce point ; x ’, y z ' ,  désignant toujours celles 
du point de contact. On a entre ces coordonnées les deux relations

(nous ne considérons ici que les surfaces qui ont un centre).
Ces équations renfermant trois inconnues x', y ',  z', ne suffisent pas pour les déter­

miner. Ainsi, par un point extérieur, on peut mener une infinité de plans tangents à 
une surface du second degré.

En donnant à x ' une suite de valeurs arbitraires, on tirerait des équations les valeurs
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dey', z1, correspondantes à chacune de ces valeurs, et l’on obtiendrait ainsi les coor­
données des points de contact de tous les plans tangents; ou bien, si l’on éliminait 
successivement y ' et a/, on parviendrait à deux nouvelles équations en x', z', et en 
y ', z', qui ne seraient autre chose que les équations de la courbe passant par tous les 
points de contact ; et cette courbe pourrait être regardée comme la base d'une sur­
face conique dont le centre serait au point donné, et qui envelopperait la sur­
face du second degré proposée.

D’ailleurs, l’équation (2) étant linéaire en x', y ', z', il s’ensuit que la courbe de 
contact est plane; et puisque cette courbe est située sur une surface du second degré, 
nous pouvons encore conclure ( n» 495 ) que cette courbe est du second degré, aussi 
bien que la surface conique dont elle est la base.

504. Nous terminerons la théorie des surfaces du second degré par la démonstration 
d’une propriété fort curieuse de l’hyperboloïde à une nappe et du paraboloïde hyper­
bolique. Celte propriété, qui peut se déduire très-simplement de la considération du 
plan tangent, consiste en ce que chacune de ces deux surfaces peut être engendrée
de deux manières différentes par le mouvement d’une ligne droite.

Reprenons l’équation des surfaces qui ont un centre,

Mz2 -+- M'y2 -+- M"#2 -4- P =  0 ; .............................(1)

on a (n° 500) pour l’équation du plan tangent à ces surfaces,

Mzz' -4- M"xx' +  P =  0 ; ............................ (2)

les coordonnées x', y ', z', étant d’ailleurs liées entre elles par la relation

Mz'2 ■+- M'y'3 -+- Mr'x'2 -+- P =  0................................ (5)

Pour déterminer les points qui se trouvent à la fois sur la surface et sur le plan tan­
gent, il suffit de combiner entre elles les équations (1) et (2). Or, si l’on double l’équa­
tion (2), et qu’on la retranche de la somme des équations (1) et (3), il vient

M (z  — z')2 -4- M' (y  — y ') 3 -4- M" (x  — x ')2 =  0 , . . . (4)

équation d’une nouvelle surface dont tous les points communs avec le plan tangent 
appartiendront aussi à la surface proposée, puisque cette équation peut remplacer 
l’équation (1).

Observons d’abord que, si les coefficients M, M', M", sont tous trois positifs , 
l’équation (4) ne peut être satisfaite que par z =  z', y  = y ' ,  x — x'. Donc, dans 
ce cas, qui est celui de l'ellipsoïde, le plan tangent n’a qu’un point commun avec 
la surface.

Mais supposons que l’on ait M, M'positifs et M" négatif ; l’équation (4) et l’équa­
tion (2) deviennent

M (z  -  z ')2 -4- M' (y  — y ')2 — M" (x  — x' )2 =  0 ,  . . . (5) 

Mzz' -4- M'y y '  — M"xx’ -4- P =  0 , 

que nous remettrons (n° 500) sous la forme

Mz' (z  — z') -H M'y ' (y  — y ’) — M"x' (x  — x') —  0. . . (6)

Cela posé, afin de reconnaître si les surfaces représentées par les équations (5) et (6) 
peuvent avoir une droite commune , nous combinerons ces équations avec les
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suivantes ,

donc

om, en ayant égard à la relation

La valeur de b étant calculée, on la substituera dans l’expression de a , ce qui 
donnera la valeur correspondante de cette seconde indéterminée.

Il reste actuellement à savoir dans quel cas la quantité b sera susceptible d’une 
détermination réelle. Or, cela ne peut avoir lieu (M, M', M" étant supposés ici 
essentiellement positifs) qu’autant que P est négatif; condition qui (n° 485) corres­
pond à Vhyperholoide à une nappe.

Donc , pour ce genre de surfaces, le plan tangent en un point quelconque a deux 
droites communes avec cette surface. En d’autres termes, il n’y a pas un point de 
la surface par lequel on ne puisse imaginer deux droites qui se trouvent tout entières 
sur cette surface ; ou bien encore, la surface peut être considérée comme engendrée 
par une droite de deux manières différentes (voyez n« 471 ).

505. Cette propriété du plan tangent à l’hyperboloïde à une seule nappe, n’infirme 
pas la définition que nous avons donnée du plan tangent (n« 500) : au contraire, elle 
en est une conséquence naturelle ; car, puisque le plan tangent se compose de toutes 
les tangentes menées en un point quelconque, si l’un des éléments de la surface 
est une ligne droite, le plan tangent doit passer par cette droite, qui est sa propre 
tangente.

qui sont les équations d’une droite passant par le point x ', y z '  ; et nous tâcherons 
de déterminer a, b, d’après la condition que la droite se trouve tout entière sur les 
deux surfaces.

Or, si l’on substitue dans les équations (5) et (6) les valeurs de a; — x ’7 y  — y ' f 
tirées des équations (7), on trouve pour les résultats de ces substitutions,

ou bien, faisant abstraction du facteur (z — z')  correspondant au point x ' ,y ' } z'} que 
nous savons déjà se trouver à la fois sur les deux surfaces et sur la droite,

Telles sont les relations qui expriment que la droite se trouve tout entière sur les 
deux surfaces.

On déduit de l’équation (9),

d’où, substituant dans l’équation (8) et ordonnant.
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C’est ainsi que le plan tangent au cône touche la surface suivant une de ses généra­
trices ; ce qu’on peut voir d’ailleurs d’après ce qui précède.

En effet, la surface conique n’est qu’un cas particulier de l’byperboloïde, et s’obtitent 
en posant P =  0.

Donc les valeurs ci-dessus de a, b deviennent

Or, il est aisé de reconnaître que ces valeurs sont précisément les tangentes des angles 
que forment avec l’axe des z , les projections de la génératrice du cône

Il est à remarquer que l’équation (5) du numéro précédent, est celle d’un cône dont 
le centre a pour coordonnées x! , y ',  z' ; car on en déduit

résultat qui (no 465) caractérise une surface conique.
506. Passons aux paraboloïdes. On a pour leur équation,

et pour celle du plan tangent au point x', y ,  z' ( no 501 ),

Ajoutons les équations (1) et (3), et retranchons de leur somme le double de la seconde; 
il vient

( i )

résultat qui peut remplacer l’équation (1), en tant que l’on cherche les points com­
muns à la surface proposée et au plan tangent. Or comme, dans l’hypothèse où M, M" 
sont de même signe , l’équation (4) ne peut être satisfaite que par z — z’, y = X ' f  
il s’ensuit que le paraboloïde elliptique ne peut avoir qu’wn point commun avec son 
plan tangent.

Mais supposons M' négatif, et mettons le signe en évidence ; l’équation (4) devient 

on en déduit

d’où l’on voit que l’équation (5) représente un système de deux plans perpendiculaires 
au plan des y z f et dont les intersections avec le plan tangent sont, en général, deux 
lignes droites. Nous sommes donc en droit de conclure immédiatement que le parabo-

x'} y ' , z' étant liés par la relation
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loïde hyperbolique et le plan tangent en un point quelconque de cette surface, ont 
deux droites communes passant par ce point.

Mais pour Axer la position de ces droites, comme nous l’avons fait plus haut, nous 
combinerons l’équation (5) et celle du plan tangent, qu’on peut (n° 501 ) présenter 
sous la forme

Mz' (z  — z') — M'y' (y — y ')  ■+■ N" (x  — x/) =  0 , . . . . (6) 

avec les équations

x  — x’ =  a (z — z ') , y  — y ’ — b {z — z')............... (7)
Il résulte de la substitution de ces valeurs de a; — x', y  — y' dans les équations 

(5) et (6), et en faisant abstraction du facteur z — z’,

M — M'ô2 =  0 , Mz' — Wby’ -+- N"a =  0.

On tire de la première,

d’ou, substituant dans la seconde,

a — Mz' ±  y'
W'

ces valeurs de a et de Z» sont réelles, dans le cas du paraboloïde hyperbolique. Donc 
U n’y  a pas de point de cette surface par lequel on ne puisse imaginer deux 
droites situées tout entières sur la surface.

La substitution de la valeur de b dans la seconde des équations (7) donne

y  — yf == ±  (z — z')

FIN.

résultat identique avec celui qu’avait donné l’équation (5).
Comme b est indépendant de x', y ’, z', il s’ensuit que , dans les deux systèmes de 

génération du paraboloïde hyperbolique par une ligne droite, les projections de toutes 
les droites d’un même système sur le plan des^-z sont parallèles entre elles.

Donc ces droites sont elles-mêmes situées dans des plans parallèles entre eux ; 
et c’est là ce qui peut servir à distinguer l’hyperboloïde à une seule nappe du para­
boloïde hyperbolique, quoiqu’ils aient un mode commun de génération : dans celui-ci, 
toutes les droites génératrices d’un même système sont parallèles à un même plan ; 
tandis que, dans l’autre, les génératrices ont une direction quelconque dans l’espace.

La surface conoïde que nous avons obtenue (n»s 466 et suivants), en supposant 
qu’une droite glisse le long de deux autres, et de manière à rester constamment 
parallèle à un plan , n’est autre chose que le paraboloïde hyperbolique.
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