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Loi de comportement hereditaire des continus irreversibles 
Applications a I' etude dynamique des structures 

J. M. TERRIEZ (GRENOBLE) 

ON PROPOSE un schema en vue de rendre compte du phenomene de !'hysteresis mecamque et de 
l'ecrouissage des materiaux solides: La loi constitutive tensorielle associee ace schema respecte 
le principe de l'objectivite et fournit des comportements conformes aux principaux resultats 
experimentaux. On obtient · une formulation unique rendant compte des effets d'hysteresis, 
de fluage, de relaxation, d'ecrouissage en deformation et en vitesse de deformation. On utilise 
ensuite une methode numerique qui permet l'etude -des structures sous diverses sollicitations 
et }'utilisation de lois constitutives variees. 

Zaproponowano . pewien model maj~cy na celu opisanie zjawiska histerezy mechanicznej 
i wzmocnienia ciala stalego. Tensorowe prawa konstytutywne zwi~zane z tym modelem spel
niaj~ zasad~ obiektywnosci oraz opisuj~ zachowanie si~ materialu zgodnie z waZniejszymi 
wynikami badan doswiadczalnych. Otrzymano sformulowanie pozwalaj~ce opisac efekty histe
rezy, pelzania, relaksacji, wzmocnienia odksztalceniowego w funkcji pr~dkosci deformacji.-' 
Zaproponowano pewn~ metod~ numeryczn~ pozwalaj~~ na zbadanie r6:lnych konstrukcji 
opisanych r6:lnymi r6wnaniami konstytutywnymi, poddanych obci~zeniom dynamicznym. 

Tipe.wxo»<eHa HeKoTopan cxeMa, HMero~an ue.m,ro mmcaTb HBJiewrn MexaHHtiecKoii rucTe
peabi H ynpotJHemm TBep,Aoro Tena. TeH3opHbie onpe,AeJIHIOllUie aaKOHbi, CBH3aHHbie c aroii 
cxeMOH, YAOBJieTBOpHIOT llPHliUHIIY 06'beKTHBHOCTH, a TaK>Ke OllHCbiBaiOT IIOBe,AeHHe Ma
TepHana· COrJiaCHO Ba»<HeHnmM peayJIDTaTaM 3KCIIepHMeHTaJibHbiX HCCJie,AOBaHHH. Tiony
tieHHaH cpopMyJIHpOBKa 1103BOJIHeT OnHCaTb 3cpcpeKTbl rHSTepe3bl, IIOJI3ytieCTH, penaKcaiUJH, 
,AecpopMauHOHHOro yrrp0111;IeHIDI B <I>YJIKUHH CKOpOCTH ,AecpopM&UHH. llpe,wiO>KeH HeKOTO
pbW tiHCJieHHbm MeTO,A, ll03BOJIHIOWH.ii MCCJie,AOBQTb pa3Hble KOHCTpYKIUJH, OIIHcaHHbie 
pa3HbiMH OIIpe,AeJIHIOIUHMH ypaBHeHIDIMH, IIO,ABeprHYTbie ,AHHaMHtieCKHM HarpyaKaM. 

Introduction 

SoLLICITATIONS cyciiques, fatigue, grandes vitesses de deformation, grandes deformations 
sont des facteurs qui doivent etre pris en compte pour garantir les conclusions du dimen
sionnement d'une structure dans des conditions dynamiques. La consideration de ces 
differentes influences sur le comportement du materiau._ reste peu commode. Leur role, 
pourtant, pent etre preponderant dans la tenue de la construction. On remarque meme 
que le probleme de la reponse d'une structure anelastique a des sollicitations impulsion- . 
nelles est encore ouvert. 

\ 

Deux types de schemas ont ete mis en oeuvre pour decrire les situations evoquees 
ci_-dessus. Le premier type, souvent dit a variables intemes, a fait l'objet de nombreux 
travaux. Le second type de schema dont le formalisme est hereditaire n'a ete jusqu'ici 
que peu utilise. 

C'est cette classe de schema que l'on propose ici en vue de rendre compte du pheno
mene de !'hysteresis mecanique et de l'ecr~uissage des materiaux solides. La loi constitu-
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566 J. M. TERRIEZ 

tive tensorielle associee a ce schema respecte le principe de l'objectivite et fournit des 
comportements conformes aux principaux resultats experimentaux. On obtient une formu
lation unique rendant compte des effets d'hysteresis, de fluage, de relaxation, d'ecrouissage 
en deformation et en vitesse de deformation. Le schema est a structure hereditaire en ce 
sens que deux variables sont des fonctionnelles du chargement. 

D'autre part, en matiere de resolution .des problemes aux limites, on utilise une methode 
numerique unique qui permet l'etude des structures sous diverses sollicitations (quasi 
statiques et dynamiques) et !'utilisation de lois constitutives variees. 

La partie I de ce memoire rappelle certaines properietes des modeles rheologiques. 
On en tire les concepts de base d'une loi du comportement des solides anelastiques. La 
partie 11 fournit les hypotheses retenues pour la formulation · tensorielle d'un schema 
a structure hereditaire. En partie Ill on presente quelques illustrations des proprietes 
du schema constitutif et en partie IV son application a l'etude du comportement dynamique 
de structures simples et industrielles. 

1. Introduction des concepts thermomecaniques fondamentaux d'un schema du comportement 
irreversible 

1.1. Rappel de 3 proprletes des modeles symbollques 

L'analogie du comportement des modeles rheologiques constitues de patins et de 
ressorts avec le comportement des solides irreversibles a fait l'objet d'etudes deja anciennes 
(cf, PERSOZ [1] et IWAN [2]). 

Les modeles consideres sont constitues par une suite infinie de couples ressorts-patins. 
On n'utilise que les dispositions classiques, ens'erie ou en parallele, decomposables au 
sens de Persoz (cf. Fig. 1). 

St Sz>St-- - -

FIG. 1. 

1.1.1. Propriete d'homothetie. On fait subir a un modele serie une evolution quelconque telle 
que OA a partir de l'etat neutre. Le modele ayant atteint l'etat A, on lui impose une 
sollicitation de sens inverse (cf. Fig. 2). La branche AB (de rang note ici k = 1) se deduit 
de la branche OA (de rang k = 0) par une homothetie de rapport 2: c'est la regie souvent 
dite de Ma~ing. 
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1.1.2. Aspect algorithmlque. L'etat du modele en A peut etre represente par la ligne OaA 
d'un diagramme oil l'on porte en abscisse le seuil s d'.un couple du modele serie et en 
ordonnee la contrainte -transmise par le patin de seuil s (cf. Fig. 3). 

~--------------~ s 

FIG. 3. 

La premiere bissectrice represente l,.etat mecanique des couples dont le seuil est atteint. 
Les couples dont le seuil n'est pas atteint transmettent une contrainte egale a la centrainte 
actuelle: les points representatifs de leur etat mecanique est sur la droite aA d'ordonnee 
_egale a O'A. 

On reporte l'etat actuel atteint en B: la ligne d'etat est alors Oba,. B (cf. Fig. 4). 

FIG. 4. 
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568 J. M. 'TERRmz 

On met en oeuvre simultanement la regie de Masing et un algorithme dont la definition 
peut etre deduite de la consideration du diagramme. Lors d'une description correcte 
de la correspondance entre a et e, le role de l'algorithme est essentiellement, dans l'exemple 

os 6~'":J 6 

[ E 
DA 

c 

s 

8 8 

FIG. 5. 

presente a la Fig. 5, la mise en evidence de !'effacement des points anguleux A et B de la 
Iigne d'etat. 
1.1.3. Evolution cyclique fondamentale. On considere !'evolution schematisee a la Fig. 6. 

-c 

FIG.6: 

La construction du diagramme associe permet de mettre en evidence une suite discrete 
d'etats de reference a~ representes par les points anguleux de la ligne d'etat (cf. Fig. 7). 

Si on effectue une infinite de cycles symetriques centres, d'amplitude lentement decrois
sante et tendant vers 0, on constate que les differerits elements constitutifs du modele 
retrouvent leur position initiale. 
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1.2. La description thermomecanique d'un comportement toujours Irreversible 

569 

1.2.1. Notion de memolre discrete. La Fig. 4 montre que le modele conserve la memoire de 
l'etat d'inversion (e.,., a A) grace au point anguleux a' de la ligne , d'etat. 

La mise en jeu d'un algorithme permet de determiner la valeur du parametre de Masing, 
de memoriser une·suite discrete d'informations (cf. Fig. 7), d'effacer celles devenues inutiles 
du fait des sollicitations imposees, de selectionner dans la suite des informations memo
risees celle a prendre en compte pour definir la correspondance entree et a lors du parcours 
d',une branche de rang k. 
1.2.2~ Quasl-reversiblllte et schema thermomecanlque. On note egalement qu'a !'inversion en A le 
modele retrouve les proprietes qu'il possedait en 0 a l'etat neutre. 

DE CARBON [3] a note que l'aire du cycle est en O(L1e4
) si L1e est son amplitude 

(cf. Fig. 8). 

FIG. 8. 

Comme l'a montre GuELIN [13], la mesure de l'aire des cycles en O(L1e4 ) est d'une 
importante capitale pour !'interpretation de la thermomecanique des systemes toujours 
irreversibles. 
1.2.3. Interpretation du role de l'algorithme. On niontre [14] que la construction d'un algorithme 
est possible sur la base d'"une fonction d'aide WL, non decroissante par morceaux, qui 

- s'annule a chaque inversion. Le graphe de la fonction permet de distinguer immediate-
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570 J. M. TERRmz 

ment les changements d'arc, le retour sur la courbe de premiere charge et sur toute autre 
branche de !'evolution anterieure. 

On envisage done un critere d'inversion sous la forme suivante: si <5 WL < 0 entre 
t et t+ dt, alors test instant d'inversion t1 • On porte en abscisse la fonction corrigee CWL = 

--= 2WLfw2 et en ordonnee la quantite ( -l)k CWL. 
Cet algorithme permet la determination de la valeur du parametre de Masing w, celle 

de la suite des etats d'inversion memorises et de l'etat de reference associe a !'instant 
actuel (cf. Fig. 9, 10). 

A 

<------·-·---
0 E. 

FIG. 9. 

' W=1 I 
;r----A 

! 

W=2 

FIG. 10. 

/ 

Sur la base des proprietes des modeles symboliques evoquees ci-dessus, le schema de 
!'hysteresis mecanique doit comporter: 

une definition de la correspondance entre e et a, 
un critere permettant de detecter les etats d'inversion a memorise~, 
un algorithme conduisant a la definition du parametre de Masing et au choix de l'etat 

de reference a prendre en compte parmi la suite des etats d'inversion memorises. 
Il est manifeste que I' on peut rapprocher uncertain nombre d'observations experimen

tales du comportement des solides anelastiques et les proprietes des modeles symboliques 
rappeiees precedemment: on note en particulier le comportement essentiellement irrever
sible de toute evolution (aspect conventionnel de la determination d'une limite elastique 
apparition du phenq_mene d'hysteresis aux petites deformations). 
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LOI DE COMPORTEMENT HEREDITAIRE DES CONTINUS IRREVERSIBLES 571 

On sait que plusieurs processus d'.ecrouissage se succedent et se superposent. L'observa
tion des phenomenes microstructuraux met en evidence !'influence de l'histoire de }'evolu
tion. subie par le materiau sur son comportement. 

2. Mise en oeuvre des concepts thermomecaniques dans une Ioi de comportement tensorielle 
a structure hereditaire 

2.1. Hy.,othese fondamentale 

On suppose que les proprietes du solide anelastique resultent de la superposition et de 
!'interaction de contributions dissipatives relevant d'une description hereditaire [6, 7, 8, 13 
et 14]. 

Chacune de ces contributions correspond a trois sortes de processus dissipatifs: 
une premiere contribution a memoire discrete est responsable d'un comportement 

d'hysteresis pure a accomodation immediate comparable a celui des modeles symboli
ques; 

une seconde contribution a memoire continue est associee a la sensibilite des pro
prietes du materiau a la vitesse de deformation; 

une troisieme contribution, egalement a memoire continue, correspond au changement 
de structure, independant de la loi de temps de !'evolution. 

Ainsi, lors d'une evolution infinitesimale, le taux de variation . du tenseur contrainte 
de Cauchy est la somme de trois termes: a a a memo ire discrete, a" et a9 a memo ire continue. 

(2.1) 

Seul av depend de la loi de temps de l'evolution. 

2.2. Contribution d'bysteresls pure 

Le schema a memoire discrete decrivant l'hystetesis pure est de la forme: 

(2.2) 

h est une fonction tensorielle isotrope qui s'annule avec la vitesse de deformation D; 
elle est choisie homogene, de degre- 1 par rapport au temps [4]. 

La definition complete du schema est effectuee a partir de la fonction d'aide WL definie 
par: 

(2.3) d WL = tr(0'0 - O'aR)Ddt. 

Le critere d'inversion est: !'evolution du point materiel s'inverse au temps t si, entre t 
et t+dt, on a 

(2.4) 

L'instant test alors instant d'inversion note t1 • La contrainte O'a a !'instant t1 est contrainte 
d'inversion notee 0'01 • Le calcul de l'evolution entre t1 et t1 +dt doit etre effectue avec une 
COntrainte de reference O'aR egale a la COntrainte d'inversion O'ai• 

A partir de la fonction d'aide corrigee W = 2 WLfw2 on construit un algorithme: 
d(W, dWL) qui determine le parametre w, la suite d~s ; etats d'inversion a memoriser, 
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572 J. M. TERRmz 

la COntrainte de reference UaR a prendre en COmpte pOUr le Ca}CU} de l'evo}ution actuelle. 
Ce choix est effectue parmi les contraintes d'inversion ua1 memorisees au c01irs de !'evolution 
anterieure du point material. 

w£ 

2 ---~--c b 
I · d 
I 

1 I 

0 

0 cc 

0 

e 
lA 
I 

CA 

F 

--t: 

FIG. 11. 

6aR! 

c b 
6A 

;~~~~-R F 6c 

e 

Fi:o. 12. 

FIG. 13. 

0 

F' 
e 

Ec 

. r 

. ~-----:A 
// _____ g_ 

eA 

/.,";," -------- --c-
~~r-~~--------------

cWL 

FIG. 14. 

e r .... 
E 

http://rcin.org.pl



Loi DE COMPORTEMENT HEREDITAIRB DES CONTINUS IRREVERSmLES 573 

Soit l'evolution de la Fig. 11. Les fonctionnelles du chargement w et aaR associees 
a cette evolution se presentent alors comme suit (cf. Fig. 12): La Fig. 13 foumit !'evolution 
correspondante, de la fonction d'aide corrigee. , 

Enfin, le diagrarilme de la Fig. 14 met en evidence Ja suite des etats d'inversion a memo
riser (c = 2/w2

). 

La ligne d'etat qui correspond au point d de la courbe de charge presente bien les deux 
etats d;inversion memorises au cours de l'evolution subie par le point materiel en A et en 
C. Le schema d'hysteresis pure est de la forme: 

(Ja = h(O'a-O'a~' W, D), 

(2.5) c5 WL < 0 avec: d WL = tr(aa- 0' aR)Ddt, 

I1 conceme le comportement de solides assimilables a des continus simples, isotropes, 
isothermes, denues d'ecrouissage. 

En vue de definir commodement les contributions d'ecrouissage O'v et ag, on introduit 
un parametre d'avancement de I' evolution du materiau sous la forme: 

(2.6) 

t 

'YJ = 'Y}oJ tr(O'a~O'aa)Ddt 
0 

oil 'YJo designe un facteur conventionnel defini a partir de caracteristiques du materiau. 

2.3. Schema thermodynamlque assocle 

On considere une evolution quasi-statique d'hysteresis pure. 
P. et P1 notent les puissances des efforts exterieurs et interieurs 

Pe = O'IID. 

Le theoreme de l'energie cinelique fournit: Pe+P1 = 0. 
Soit E l'energie interne du materiau, S l'entropie, f/1 la dissipation intrinseque, n la 

puissance reversible recue et Q le taux de chaleur associe aux irreversibilites internes. 
D'apres la quasi-reversib_ilite du paragraphe 1.2.2., la puissance reversible recue s'exprime 
par 

n = a11RD. 

Ains~ n est une fonctionnelle le la sollicitation. L'equation de Gibbs associee au 
schema constitutif est done: 

E = j +aaRD (I= ToS). 

Compte tenu de la conservation de l'energie E- Q = P ,H la dissipation intrinseque 
est: 

</> = j -Q ==Pe-n= (aa-O'aR)D. 

Le taux de la fonction d'aide WL introduite precedemment vaut done la dissipation intrin-
seque: 
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574 J. M. TERRIEZ 

Le critere d'inversion est done }'expression du second principe de la thermodynamique 
Le viol de ce critere co~duit a changer aaR· Le parametre d'avancement 'YJ represente la 
variation cumulee de la dissipation intrinseque. Sa definition necessite celle du critere 
d'inversion D et de l'algorithme <f>. L'ensemble du schema thermodynamique est done 
etroitement associe a la description hereditaire a memoire discrete de la loi constitutive: 
la puissance reversible est a memoire discrete [8]. 

2.4. Schema de comportement en ·presence d'ecrouissage 

2.4.1. Contribution av d'ecrouissage en vitesse de deformation. On suppose que le terme de contra.;. 
inte dependant de la loi de temps de I' evolution est la somme de deux convolutions: 

l'une entre une fonction tensorielle isotrope de la vitesse de deformation D :fv(D) 
et une fonction memoire scalaire decroissante x(u) du temps interieur u = t- r' a support 
borne par le temps caracteristique tc; 

l'autre entre la fonction fv(D) et la fonction Heaviside H(u) qui joue le role d'une me
moire scalaire parfaite. Une fonction scalaire Av de la variable scalaire 'YJ positive non 
decroissante permet de ponderer !'influence de la contribution visqueuse a memoire par
faite. 

La contribution av est alors de la forme 

(2.7) 

2.4.2. Contribution ag d'ecrouissage en deformation. La forme de la contribution de contrainte 
a9 est analoque a celle de av. La fonctionfv(D) est remplacee par une fonction[g(a9 , a9 -

- a9R), homo gene, de degre- 1 par rapport au temps (la contribution de contrainte a9 

est alors independante de la loi de temps de !'evolution du materiau). 

(2.8) 

2.4.3. Forme de la Ioi constitutive. La contrainte totale a remplace les contraintes CJ0 . , av 
et a9 dans !'expression des taux des differentes contributions (hypothese d'interaction). 
Parallelement a cette evolution reelle, on associe une evolution :fictive dite squelette, 
de:finie par la contribution aa d'hysteresis pure. 

Cette evolution squelette determine le parametre w, les contraintes de reference de 
!'evolution reelle aR et les valeurs du parametre d'evolution 'YJ· Elle est representati:ve des 
grandes lignes du comportement du materiau. Le schema prend alors la forme suivante 

t 

(2.9) a= h(a-aR, w, D)+x(O)fv(D)+ f x'(t-r)fv(r)dr+Av('YJ)fv(D)+ 
lt 

f1 

+cp(O)fg{a, a-aR)+ ~; J cp'('Y)-~)fg{x) :~dx+Ag{'Y))fg{ci, CJ-aR), 
1/1 

(2.10) 
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(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

t 

'Yj = -
1 J tr(d0 -0'aR)D(t)dt, 

'YJo o 

b WL < 0, 

d WL = tr(O'a-O'aR)Ddt, 

3. IDustrations des proprietes du schema constitutif 

3.1. Dlustratfons du comportement d'hysteresis pure 

575 

3.1.1. Formulation et illustrations monodimensionnelles. On considere un milieu continu non ecrou
issable ( comportement squelette ou d'hysteresis pure). 

La fonction tensorielle isotrope h(a- aR, w, D) introduite precedemment definit !'allure 
d'une branche d'evolution entre l'etat de reference actif aR et l'etat actuel du materiau 
(]. 

(2.15) 

h est homogene de degre - 1 par rapport au temps grace au choix [4, 5]: 

a0 = rx0 E 1 +rx3 L1M + rx5 L1N, 

(2.16) 

oil 

al=rxl, 

a2 = rx2 E1 + a4L1M + rx6L1N, 

E1 = tr D, L1M = tr(a-aR)D, 

L1N = tr[(a-aR)(a- aR)D] 

et oil les <Xi sont des fonctions scalaires des invariants: 

L1Sl = tr(a- aR), L1S~ = tr(a- aR)2 , 

L1S~ = tr(a-aR) 3 

et du parametre de Masing w. 
En prenant cx.2 = 3cx.3 +cx.4S1 = 3cx.s+o:6S1 = 0, cx.0 = constante, cx. 1 = constante, 

cx6 = 0 et apres 1~ decomposition de h en parties isotrope et deviatoire, on a: 

S1 = (3rxo+ctl)El, 
(2.17) 

ir = oc1 .D + a4L1M(a- aR), 

cx.o et <>:1 /2 ayant alors le sens des coefficients de Lame. L'expression de la fonction cx.4 
sous la forme: 
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permet d'ecrire: 

• - CXt --
' (2.18) a= ct1D- 2 Y.2 L1M(U-aR). 

w 0 

La branche de premiere charge (evolution a partir de l'etat neutre le long de laquelle 
aR = 0 et w = 1) a ainsi une allure identique a celle que fournit la loi constitutive de 
Prager en tangente hyperboliqu~ puisqu'alors, en monodimensionnel, on a: 

(2.19) 

L'utilisation du schema constitutif complet constitue de (2.17) et (2.18), assoctees au 
critere d'inversion (2.12) et a l'algorithme (2.14) presentes precedemment, conduit, avec: 
cx1 = 0.2·106 MPa et Y0 = 10- 3 cx1 , aux resultats presultats presentes sur la Fig. 15. 

cr/Yo 'i CJ/Yo A 

FIG. 15. Illustrations monodimensionnelles du comportement d'hysteresis pure. 

(J 

2.00£.+02 

FIG. 16. Comportement d'hyster6sis pure. Trajet cylindrique d1 = dz = 0, d3 = f(t). 
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3.1.2. Illustrations tridimensionnelles. L'examen de cinematiqnes irrotationnelles a axes prin
cipaux fixes nous permet d'etudier les proprietes du schema dans le cas tensoriel. 

Les deformees successives sont supposees etre des parallelepipedes rectangles. d1 , d2 

et d3 notent les vitesses de deformation principales; a1 , a2 et a 3 les contraintes principales. 

EXEMPLE 1. 
Soit une evolution lineaire par morceaux de d3 d1 et d2 sont maintenus nuls. La Fig. 16 

represente !'evolution de l'intensite des deviateurs contrainte et deformation: 

( 
8 - )1/2 

a = (3S~)112, Y = 3 Ei . 

Les variations de volume subies par le materiau au cours de cet essai heuristique ne 
sont pas presentees. 

L'evolution de la fonction d'aide WL definie par dWL = tr(a- aR)D est indiquee 
a la Fig. 17. On distingue les etats d'inversion ou WL s'annule et le retour sur la courbe 
de premiere charge ou le materiau oublie !'evolution cyclique. 

(j 

2.00£+02 
£ 

o.oa£+ oo '---'---1---'----'-___J'--.l---'-----'----L.---L-'----'----'-----'-

o.oa£+Oo 1.40£+02 

FIG. 17. Evolution de la fonction d'aide associee au trajet de la Fig. 2. 

EXEMPLE 2. 
La Fig. 18 reunit !'ensemble des resultats obtenus en imposant au materiau un trajet 

circulaire dans le plan a 1 = a 2 • 

EXAMPLE 3 . 
. On impose au materiau un trajet contenu dans un plan perpendiculaire a la trissectrice 

du repere principal. L'absence de couplage entre les parties iso~rope et deviatoire de la 
loi de comportement permet de se restreindre a des trajets contenus dans le plan ortho
gonal en 0 a la trissectrice. 

7 Arch. Mech. Stos. 4/81 
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FIG. 18. Comportement d'hysteresis pure. Trajet circulaire dans le plan a1 = a2 • 

Le trajet choisi est un segment de droite parcouru plusieurs fois: la phase et le deviateur 
varient simultanement. Un exemple est indique sur la Fig. 19. 

3.2. Dlustratlons du comportement en presence d'ecroulssage en deformation 

On suppose que la contribution de contrainte visqueuse est nulle. L'hypothese fonda
mentale donne: 

a= aa+ag. 
La contribution d'hysteresis pure a a a la meme forme que precedemment: 

S1 = (3a:o+ccl)El, 
(3.1) 

iJ = a:1D+ a:4L1M(c1-aR). 

La fonction cx4 sera prise egale a: -cx1 /S~-c(wY0Y ou: §;. = (traa)1
'
2

• 

La fonction j~ (cf. 2.4.2) a une forme identique a celle de hi fonction h. 
I 

fo = a- AE1l- !X4')'4LlM(a- aR), 

cx4 etant une fonction du parametre d'evolution 'YJ· Le parametre A9 est constant. Il est 
considere comrrie negligeable devant !'unite. 

Ainsi Tecrouissage permanent intervient seul: (pas d'ecrouissage transitoire c'est 
a dire pas d'effet de la memoire decroissante a support borne). 
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CfA 
1.80£+02 B 

-- --- ·---· ---· ---- -- ----- ·------ -- - - ------

0.00£ + OOL-L-'--1...-.L....I,...;L-L...l,_l'-'---L..l___l__J._J____j__J._j_......L...l.-l...J,..,;r.....L....L..J~i 
O.OOE+OO 2.60£-03 

2 

FIG. 19. Comportement d'hysteresis pure. Trajet dans le p]an deviatoire na. 

579 

La loi de comportement s'ecrit done (a0 et a 1 ayant le sens des coefficients de Lame 
)., p): 

avec 

oil 

t 

wY0 s2, = .. 1-, 
r c2 

a4. = 

1-y{t -e- ~~}{I -e- a~o ). 

LlrJ = f LlMa(T)dT accroissement du parametre d'evolution depuis l'etat de reference 
11 . 

actif pour la branche k. Le schema depend done des 6 constantes scalaires )., p, Y0 , c, a 1 
00 

et y. 

7* 
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On prend 

J. = 0.15 · 106 MPa, fl = 0.075 · 106 MPa, 

Y0 = 0.2 · 103 MPa, c = 0.9, 

a1 = 300, y = 0.75. 

crYoi 

FIG. 20. Ecrouissage en deformation. Illustration monodimensionnelle. 

(J 

2.00£+02 

J. M. TERRIEZ 

FIG. 21. Ecrouissage en deformation. Trajet tridimensionnel, circulaire dans le plan d1 = dz. 
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Un essai push-pull classique~ a vitesse de deformation constante et alternee ± D0 , est 
presente sur la Fig. 20~ 

Le comportement d'un cube de matiere soumis a un trajet circulaire dans le plan 
d1 = d2 est indique sur la Fig. 21. Une illustration des proprietes du schema constitutif 
muni de la contribution visqueuse av (ecrouissage en vitesse de deformation) est indiquee 
en [14] et [10]. On rend compte de !'influence de la vitesse de deformation sur les courbes 
de charge monotone, des phenomenes de relaxation et de fiuage. 

4. Applications au comportement dynamique des structures 

La resolution du probleme aux limites s'effectue en generant par elements finis !'appro
ximation de la fonctionnelle lagrangienne des membres des equations a prendre en compte 
dans la description du mouvement [9, 10, 11, 12]. 

On presente ici quelques applications a des structures simples et industrielles consti
tuees d'un materiau muni du schema hereditaire. Une discussion generale de la methode 
numerique et son utilisation avec des lois de comportement classiques sont indiquees en 
[14]. 

4.1. Exemples monodimensionnels 

4.1.1. EXEMPLE I. On considere la propagation d'une sollicitation impulsionnelle el) con- . 
trainte appliquee simultanement aux deux extremites d'une tige de longuer I constituee 
d'un materiau dont la loi de comportement tient compte de l'ecrouissage en vitesse de 
deformation. 

On constate que la partie centrale de la barre subit des tractions. (cf. Figs 22 et 23). 

u · 

Fm. 22. Propagation d'une impulsion de contrainte appliquee aux deux extremites d'une barre visco-
6Iastoplastique. 
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0 

Yo/2 

J. M. TERRIEZ 

FIG. 23. Cas de la Fig. 22 evolution de la contrainte dans la partie mediane de la barre. 

FIG. 24. Projection et rebond d'une barre visco-elastoplastique sur un obstacle fixe, rigide. Phase 1 : contact, 
Phase 2: rebond. 

4.1.2. EXEMPLE 2. La Fig. 24 presente la solution obtenue lorsque la tige visco-elastoplastique 
precedente est projetee sur un obstacle fixe. La vitesse d'impact vaut 5 ms- 1

• 

On distinque la phase de contact et celle du rebond de la barre. 

4.2. Exemple d'une structure a symetrle .spherlque 

On considere une coque spherique de rayon interieur r1 , d,e rayon exterieur r2 , d'epais
seur e = r1 /10 . La sollicitation est une impulsion depression a l'interieur de la coque. 
La pression exterieure reste nulle [11]. · 

La loi de comportement du materiau est identique a celle presentee au chapitre prece-
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dent (elle ne tient compte que de la contribution de contrainte due a l'ecrouissage en 
deformation). 

La Fig. 25 indique une propagation le long de l'epaisseur de la coque spherique: con
trainte radiale et contrainte tangentielle a differents instants. 

-0.5Y0 

-0.5'fo 

FIG. 25. Coque spherique elastoplastique ave:c ecrouissage en deformation. Propagation d'une impulsion 
de pression interieure. 

4.3. Exemple d'une structure fndustrlelle bfdfmen&fonnelle 

On traite l'exemple d'une coque mince de revolution encastree a sa base (cf. Fig. 26) 
et sollicitee par une pression interne [10, 12, 14]. Le materiau consistuant la cuve est 
muni de la loi de comportement qui tient compte de l'ecrouissage en deformation. Les 
para metres de la loi sont ceux de Lame: ./., p, (rem places ici par le module d'Young E 
et le coefficient de Poisson v); le pseudo-seuil de plasticite: Y0 ; l'intensite de la consolida
tion y; le parametre de courbure: c .et le parametre d'accomodation a1 • 

La determination des parametres de la loi s'effectue a partir d'essais classiques de 
traction-compression. On prend: 

E = 30 · 106 psi, y = 0.75, 

'V = 0.3 c = 0.9' 

Y0 = 34 · 103 psi, a1 = 300. 
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FIG. 26. Geometrie de la structure axisymetri9ue. 

Les Figs. 27 et 28 presentent la reponse de la cuve a une mise en pression impulsionelle: 
une pression de 65 psi s'etablit en 0.5 10- 5 s. On peut noter la bonne stabilite de la solution 
numerique. 

.s 
li3 

0 

-0.002 

-0.004 

8 -0.006 
.!2 

.._ 
c: E -o.oos 
Cl> 
(.) 

~ 
~ 

1:::! -0.010 

-0.012 

-0.014 

0.0010 0.0020 0.0030 0.0040 0.0050 0.0060 
Temps ens · 

FIG. 27. Deplacement normal du coin de la cuve. 
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FIG. 28. Evolution de la contrainte meridienne au sommet de la cuve. 
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