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Vorwort

den turegreifenten 3lenterungen, welge bei Bei-

tritten Auflage tiefes 23uges jur Ausfilhrung getom?
men fint, fant i@ einen wefentlipen Umbau ter fe
genwartigen vierten Auflage weter nogwentig nog
angemcffen.  -33eriptigungen unt %obefferungen fint
an mehreren (Stellen eingetreten.

©as erfte Kapitel ift jur beforeibenten (Geometrie
©runtlage unt 23orfeule. ©araus ertlart fto feine
ungewohnlige Austeilung, unt warum feine giguren
gegeben Worten; es ift wiinfgenswer¥, tag ter Stu=
tirente jeitig feine 23orjlellungsfraft (ibe.

©er tleinen <Sglufabhantlung, welge Korper be?
trifft, tie groBtenteils im reguldren ©yffem ter 8Dii
neralien auftreten, pabe i@ wieterum SKaum gegdnnt,
©ie Abfipt, fie ausjutehnen, tonnte i@ “ranfpeits
halber nigt verwirtligen.

3m =ai 1853.

Solff.



www.rcin.org.pl



Erstes Kapitel.\den geraden Linie

§ 1L
die 93oraubfeguB, welche fiir ben erften Shell ber ©eometrie

gemacht worben, bafl alle gleichzeitig vorfommenben @untte
unb Sinien in einer ©bene liegen, finbet in bem gegenwartigen
Shelle nicht Statt, fRunfte unb Sinien finb ljier nur bann
in einerlei ©bene ju benfen, Wenn ed befonberd vorau3gefe%t
ober bewiefen ift. §.2

@erabe Sinien unb ©benen werben zuvbrberft von #n
beftimmter Slubbehnung, ober unenblig, angenommen.

©in unft liegt In einer geraben Sinie =>¢i't baler, ber
@unft befinbet fte in ber unenbligen geraben Sinie; einYsinft
ober eine gerabe Sinie liegt in einer ©bene beillt, ber @unft
ober bie gerabe Sinie befinbet fiel) in ber unenblich gebauten
©bene. Siegt ein Yeunft in einer Sinie, fo fagt man,bie Stnie
geBt burch ben $unft; liegt ein @unft ober eine gerabe Sinie
in einer ©hene, fo fagt man, bie ©bene gebt burch ben @unft
ober burg bie Sinie, auch, bi§e ginie geht burch bie ©bene.

S>ur_cE einen gunft fonnen unenblicB viele ©benen gebaeft
Werben, jebe in einer anberen Sage. 3)ur¢ eine gerabe Sinie
gebenb élffen fte8 unenblich viele ©benen benfen, von welchen
Jebe eine anbere Sage [at.

8.4, SehrfaRe. _

1) S>urcp eine gerabe Sinie unb burch einen auRerhalb
berfelben beliebig angenommenen @unft 148t ftef jebedmal eine
©bene legen.
~ "Beweis. 2)enn eine ©bene, welche juvorberft blo burch
bie Sinie gebucht wirb, fann um bie Sinie gebrebt werben, bib
fte ben @unft in lieR aufnimmt.

2) 2)urch brei funfte, welche beliebig angenommen tor
ben, 148t fip eine ©bene legen.



2 Srfied Kapitel. §. 5—8.

~ 23ewei3. 23efinben fto bie brei flinfte in einer geraben

£tnie, fo fallt ber Saft oftte SOeitered in bie Slugen. 23efinben
fig bie brei flinfte nigt in einer geraben Sinie, fo benfe man
burg jwei von ben @unften eine gerabe Sinie, unb ber <Saf
ergielt fto nap 1). o _

3)5)urg jwei gerabe Sinien, welge ftg foneiben, tarnt
jebedmal eine Shene gelegt Werben.

23eweU. $olgt leipt aud 1). _

SOegen bed <Sage3 2) pflegt man ju fagen, brei flnfte
liegen immer in einer ©bene. Sluf @m beruBt ber befannte
Umftanb bed geftfteBend breitgigiger Stéuber.

1) Sille ©benen, we(pe bur@ eine gerabe Sinte itnb burg
einen auBerhalb berfelben angenommenen @unft geben, fallen
in einanber. _ o

2) Sille ©benen, We(pe burg brei finfte geben, bie nigt
in einer geraben Sinie liegen, fallen in einanber.

3) Sille Sbenen, welge burg jwei fto foneibenbe gerabe
Linien geben, fallen in einanber6

$te Sage einer ©bene ift bafjer beftimmt burg eine e
rabe Sinie unb bitr einen aufterfalb berfelben liegenden Q3untt,
burg welge beibe bie ©bette gebt. Sie tft ferner beftimmt
burg brei gunfte, welge ni@t in einer geraben Sinie liegen,
ober burg "wet fto foneibettbe Stnien. o

®ie Obene, welge burg trei nigt in einer geraben Sinie
Iiegienbe ounfte A, B, C gebt, foll bie ©bene biefer brei finfte,
fole@@in bie ©bene ABC genannt werben; unb bie ©bette,
Welge burg jwei fto foneibenbe gerabe Stnien gebt, bie ©bene
biefer Sinien.

8§ 7

2)ur@ vier ober mehr beliebig angenommene @unfte 4Rt

t@ nigt jebedmal eine Obene legen.
enn wirb bur%o brei von ben angenommenen flinften

eine ©bene gebagt, fo tarnt ber vierte @untt, ober jeber ber
tbrigen @unfte, fowol)l in ber ©hene figp beftnbett, ald &uRer
halb berfelben. ) ] ]

£>af ein vierter @unft mit brei attberen flinften in ber
feloen ©bene liege, wirb baBer in ber golge befonberd ¥or
aungefelt ober bewiefen werben muffen.

8§ 8
3wei gerabe Vinien im 9taume fenetben fiQ entweber,

ober ni@t. o o ]
S>gneiben fte jwei gerabe Sinien nigt, fo 1Rt fte #nt



8 9—15.  23on ben geraten Vtnien unb ben Ebenen. 3

Weber bur@ beibe eine ©bene legen, ober ed fann ni@t burg
beibe eine ©bene gelegt Werben. 3m erfteren $all ftnb bie
Sinien parallel, im anberen mdgen bie geraben Sinien winb-
fgiefe Sinien Reilen.
§ 9. Eel?rfaf.
5lile ©benen, welge burg jwei parallele Linien gelegt

Werben, fallen in einanber.

~23eVWWei2)enn folpe ©benen I>aben brei gunfte ge-
meinfoaftlip, welche nigt In einer geraben £inie liegen.

8. 10.
2)ie Sage einer ©bene beftimmt figp baljer au@ burg jwei
parallele Sinien.
| § 1L
~Soerben eine gerabe Sinie unb eine ©bene angenommen,
fo liegt bie Sinie entweber mit allen ihren flnften in ber
©bene, ober bie Sinie unb bhie ©bene haben nur einen @unft
gemeinfeaftlig, ober bie Sinie unb_ bie ©bene haben feinen
ounft gemeinfpaftlip. — ”~aben eine ©bene unb eine Sinie
nur einen @unft gemeinfaftlip, fo fagt man, fte feneiben
fig, unb nennt ben @unft, welgen fte gemeinfoaftlip haben,
ihren  S)urgfenittbpunft; haben eine gerabe Sinie unb eine
©bene feinen *3unft gemeinf§cpaftlicp, fo nennt man fte parallel.
12

Rwei ©benen foneiben fip entweber ober ftnb parallel.
8.13. Sehrfap.

2)ie 2)urefonittSlinie jweier ftg foneibenben ©benen ift
gine gerabe Sinie.

SeWeid. 2)enn wdre bie durgfonitt3linie frumm, fo
tonnten in berfelben brei flinfte angenommen werben, welche
nigt in einer geraben Sinie liegen unb fig in jeber ber beioen
]@ﬁenen befinben, unb bann miiften bie ©benen in einanber
allen.

§ 14

JJian bemerfe fiir bie golge:

S)ie  S)urgfonittOlinie jweier fto foneibenben ©benen
kIJE uanF liegt fowol)l in ber einen ©bene E, ald in ber an-
eren

3k>ei fleh foneibenbe ©benen haben feine anberen flinfte
gemeinfoaftlio n[$ bie ihrer 2)urefonitt3linie.  ©in @unft,
we(gen jwei ffo foneibenbe ©benen gemeinfoaftlip haben,
ift baher febedmal ein @unft ber 2)urgfenittOlinie.

8.15. Sebrfalie.

1) ©ine gerabe Sinie Iiegg in einer ©hene, fobalb jwei

flnfte ber Sinie fig in per ©bene befinben.



4 (Srflec Aapitel. §. 16-18.

23ewei3. 2)ie Einie fann ni$t bie ©bene foneiben,
benn bann hatte fte nur einen @unft mit @r gemein, nog
}‘_ann ft?§ mlltlt;er (Sbene parallel fein; fte muR alfo ganj in ifjr
iegen (8. 11.).

2) (Sine gerabe Einie liegt in einer ©bene, wenn fte einen
ounft mit ber ©bene gemeinfoaftlip tyat, unb habet parallel
mit einer Einie ift, welge in ber ©bene fig befinbet.

23eroei0.  )JZan nehme eine ©bene E an, in @r eine
gerabe Einie AB; man neunte ferner eine gerabe Einie CD an,
lelche mit ber Einie AB parallel ift, unb mit ber ©bene E
einen $unft C gemeinf(paft i@ bat: bie Einie CD befinbet fto,
bem <Safje gemé&l, in ber ©bene E. — S)ie0 ju beweifen bente
man burg bie beiben parallelen Einien AB unb CD eine
©bene F. 2)ie Obene F féllt mit ber ©bene E jufammen,
benn beibe geben burg bie Einien AB unb bur@ ben @unft C.
®ie Einie CD beftni>xt fig in ber ©bene F, bedfjalb aug in
ber ©bene E, welpe mit F einerlei Eage f>at.

§. 16. Eef>rfag.

©ine gerabe Einie ift parallel mit einer ©bene, wenn ein
$unft ber Einie auBerhalb ber ©bene liegt, unb fte mit einer
geraben Einie parallel ift, welge in ber ©bene fig befinbet.

23ewei0. Wtan nehme eine ©bene E an, in ifjr eine
gerabe Einie AB, ferer eine gerabe Einie CD, von welger
ein gunft auBerhalb ber ©bene E liegt, unb Welge mit AB
parallel ift: £)ie Einie CD ift mit ber ©bene E parallel. —
2)ur@ bie parallelen Einien AB unb CD lege man eine ©bene
F. S)ie ©benen E unb F foneiben fto in ber Einie AB.
Sollte man annehmen, bie Einie CD fonitte bie ©bene E in
einem @unfte N, fo miBte ber Bunft N, ba er fowohl in ber
©bene F ald in ber ©bene E ftp befinbet, ein gunft ber
®urefonittOlinie AB beiber ©benen fein; unb bann fgnit
ten fto bie Einien AB unb CD, welged ber Q3oraudfefjun
wiberfprigt.  2)eh<iib ftnb bie Einie CD unb bie ©bene

parallel. ]
§. 17. Eehrfafj.

@inb jwti ©benen parallel, fo ift jebe Einie, welge in
ber einen ©bene liegt, parallel mit ber anberen ©bene.

~Beweis. ®enn fonitte eine folge Einie bie anbere
©bene, fo wirben ftg bie ©benen foneiben.

§. 18. Eebrfa’e.

1) 3ft eine gerabe Einie parallel mit einer ©bene, unb
wirb burg bie Einie eine ©bene gelegt, welge bie erfte ©bene
foneibet, fo ift bie ®urefenitt3linie beiber ©benen parallel
mit ber juerft gebagten Einie.



§ 19, %on ben geraben Einten unb bett Sbenen 5

~23en>eU. 9Jfon benfe eine Shene E, unb eine gerabe
Sinie AB, parallel mit biefer Sbene. 2)ur@ bie Sinie AB
werbe eine (Shene F gelegt, welche bie (Sbene E foneibet. 2)ie
Ayofonitt3linie  ber Shenen E unb F fei CD. Z?ie Sinlen
AB unb CD ftnb, ber Behauptung gemdR, parallel. — ®ie
2inien AB unb CD befinben ftg Ysunagft in einer Shene,
ndmlich in F; fte fonnen bafjer nur ft(g_f(pneiben, ober pa
rallel fein. SRollte man annehmen, baR bie Sinien ftg fonit
ten, fo milte bie £inie AB au@ bie ©hene E foneiben, in
welger CD liegt. Unb ba bied ber Boraupfepung tiber
fprigt, fo finb bie Linien parallel. _

2) <Bgneibet eine gerabe Sinie eine Shene, unb wirb burg
bie Sinie eine Shene gelegt, fo foneibet fie jene Sbene, unb bie
DurgfonittOlinie feneibet jene Sinie in @rem ®ur@fenittd
punfte mit ber erfteren Shene. _

Beweis. Y%Ran benfe eine (Shene E, unb eine gerabe
Vinie AB, welche bie (Sbene E foneir>et.  2)er S)ur@fonittd
punft fei B. S)urg bie £inte AB werbe eine (Shene F gelegt.
SS wirb behauptet, bie (Shene F foneibe bie (Shene E in einer
8inie NQ, welge burg B gebt. — S)ie (Shene E enthalt ben
Aunft B, weil fte von ber Sinie AB in ib>nr gefonitten wirb;
bie (Shene F enthdlt ben Bunft B, weil fte burg AB geht.
Beibe (Shenen haben alfo ben @unft B _Eemein, folglich fipnei
ben fte fte, unb ift B ein qunft ihrer ®urgrenittSlinie
NQ. AB unb NQ ha”n nlin_bem @unft B gemein, unb
fonnen nigt jufammenfallen, weil fonft, gegen bie Einnahme,
AB in E fto befinben miBte, mithin foneiben fto biefe Linien.

§. 19. 2ehrfa¥%.

Sinb jwei Linien parallel, unb tft bie eine parallel mit
einer (Shene, fo ift auch bie anbere mit ber (Shene parallel,
ober fte liegt in ber (Sbene. o

Beweis. SRan nehme jwei parallele Sinien AB unb
CD an, unb eine (Shene E. ®ie Rinie AB fei mit ber Shene
E Earallel. SS wirb behauptet, bie anbere Sinie CD fei #nt
Weber parallel mit ber Sbene E, ober liege in berfelben. —
2)urg hie beiben parallelen Stnien werbe eine Sbene F gelegt.
®iefe ift entweber parallel mit ber Shene E, ober fte foneibet tsie
feloe in einer Sinie N(%, we(pe nach bem vorigen Paragraph

arallel mit AB ift. 3ft bie Shene F parallel mit ber Shene E,
0 ift au@ bie in ber Sbene F befinblipe Sinie CD mit ber
Shene E parallel nach 8§ 17. «Schneiten fich bie Shenen F
unb E, fo ftnb bie Linien CD unb NQ parallel mit AB, alfo
entweber felbfl parallel é3(peil 1 8 16A mn® fertnn CD
parallel mit E nag 8. 16, ober eS fallt CD mit NQ fufani



6 (5rfted Kapitel. §. 20-23.

men unb befinbet fto bann in ber ©bene E. 2)arin liegt

ber Sal.
. 8.20. SeprfaB. o )

Sinb 3ivet Linien parallel, unb fomeibet bie eine von ipnen
gine ©bene, fo wirb biefe ©bene au@ von ber anberen Siitie
gefonitten. _ o

b3eweiS. 2Bollte man annepmen, bie anbere Sinie wére
mit ber ©bene parallel, fo miBte, nap bem vorigen @aragrapp,
bie erfte Sinie mit ber ©bene parallel fein, ober in berfelben
liegen; wollte man annepmen, bie anbere Sinie l&ge in ber
©Obene, fo mifte nap 8§ 15 2) au@ bie erfte fto in ber
©bene beftnben.  53eibeS wiberfprigt ber S3orauSfefung, beS-
palb tritt ber ®al ein.

§ 21. Seprfal3.

Sft jebe von zweien ftg foneibenben Linien parallel mit einer
©bene, fo ift bie ©bene ber Sinien parallel mit biefer ©bene.

53e weis. SDfan nepme eine ©bene E an, unb jwei fiep
foneibenbe Sinien AB unb CD, von welcpen jebe mit ber
©bene E parallel ift. 2)ur@ bie fto foneibenben hinten AB
unb CD werbe eine ©bene F gelegt. iLiefe ift parallel mit
ber ©bene E. — 2)enn wollte man annepmen, bie betben
©benen E unb F fonitten fiep, fo miBte nacp §. 18 bie 2)urg-
fonittSlinie biefer ©benen parallel fein mit jeher von ben ftep
fepneibenben Sinien AB unb CD. 2)a bied nigt nidglicp ift,

erpellet ber SafR.
8. 22. SeprfaR.

5Berben jwei parallele ©benen von einer britten ©bene
gefonitten, fo finb bie ®urefenittSlinien parallel.

h3eweis. 2)ie Sg)urcp onittSlinien beftnben fiep in einer
©bene, namlicp in ber britten. Sie fonnen quer nur parallel
fein ober fip foneiben. Sonitten fte fiep aber, fo miilten
bie beiben erften ©benen ben ®ur@fenittSpunft gemeinfeaft-
lig paben, fiep alfo feneiben, welpeS gegen bie Voraus-
felung ift. DeSpalb ftnb bie 2)urgfonittSlinien parallel.

§.23. 2eprfaf.

Soneiben fto brei ©benen, fo bal jebe bie beiben an-
bereu foneibet, fo ergeben fig brei S?ur fonittSlinien.  S)iefe
2)urofonittSlinien fallen entweber alle brei in einanber, ober
fte fepneiben fte alle brei in bemfelben fBunft, ober fte finb
alle brei mit einanber parallel, b. p. eS ift jebe parallel mit
jeher von ben beiben anberen.

53eweis. 2)ie brei ©Obenen feien A, B, C. ®ie Sinie,
in welcher fip bie ©benen A unb B foneiben, fei AB, bie
2inie, in welger fig hie ©benen B unb C foneiben, fei BC,



§. 24. $on ben geroben Sinten unb ben Ebenen. 7

bie ®durgfonittSlinie her Ebenen A unb C fei AC. — )lan
betrachte zuvorberft gvuei von ben ®urgfenittSlinien, etwa AB
unb AC. Sie liegen in einer (Shene, namlig in A, unb fon-
nen bedfjalb nur entweber in einanber fallen, ober ftg foneU
ben, ober parallel fein, ©er Sal3 wirb baRer erwiefen, wenn
man bartut, bal im erften galt alle brei _GJ_ur(Ef(pnittSIinien in
einanber fallen, im zweiten fto alle brei in bemfelben gunfte
foneiben, im briiten alle brei parallel ftnb.

(S6 mdgen erftenS bie beiben durgfenittSlinien AB unb
AC in_einanber liegen, ©ie Sinie AB beftnbet fig in ber
(Shene B, -bie Sinie AC in ber (Shene C. ©ie Sinie, in tel
@er bie beiben ®urefenittSlinien AB unb AC zufammenge-
fallen ftnb, beftnbet ftcB alfo gleichzeitig in ber (Shene B unb
in ber (Shene C. Sie ift baler bie durgfonittSlinie ber {She
nen B unb C. Sona@ liegen alle brei ®urgfenittSlinien in
einanber.  (Kan erinnere fip baran, bal eine %er_abe Sinie,
welge zwei fto foneibenbe Ebenen gemeinfgaftliop fjaben,
notBwenbig bereu ®urgfenittSlinie ift.% o

SS mdgen zweitens bie beiben 2)ur@fenittSlinien AB
unb AC fI(B foneiben in bem @unfte N. ©er %>unft N liegt
fowoRl in ber Sinie AB als in ber Sinie AC. ©ie 2inie AB
liegt in ber (Sbene B, bie Sinie AC in ber Obene C. ©er
Quillt N beftnbet ftcd bemnag gleigzeitig in ber (Shene B
unb in ber ©bene C. ©ann ift er aber ein gunft ber durg=
fonittSlinie ber Ebenen B unb C. ©ie ©urcBfchnittSlinie BC
fann ni@t mit einer ber anberen durgfenittSlinien zufammen-
fallen, weil fonft alle brei zufammenRelen, alfo bie beiben an-
bereit fig nigt foneiben wirben. ©S foneiben fto baler
alle brei durgfenittSlinien in bemfelben flinfte N.

(Snblip "'mdgen bie beiben d)ur?[s)f(pnlttSIlnlen AB unb
AC parallel fein. SRollte man annefSmen, bie britte ®urg-
fonittSlinieBC fiele mit einer ber beiben anberen durgfonittS--
linien jufammen, fo miften, na@ bem 23iSEerigen, alle brei
®urgfenittSlinien jufammenfallen; unb wollte man anneR-
men, bie britte ®ur@fenittSlinie fonitte eine ber beiben anbe-
ren, fo miBten alle brei fto in bemfeloen @unfte fcBneiben.
ikeibed wadre gegen bie SRBorauSfeBung, baler fann bie britte
S)urefenittslinie (welpe mit jeher von ben beiben anberen in
giner ©bene liegt) nur mit jeber von ben beiben anberen
durgfenittsiinien parallel fein.

©amit ift ber Sal bewiefen.

8.24. 2eRrfal.

Sinb tei gerabe Linien parallel mit einer britten era

ben £inie, fo finb jene Linien parallel.



8 Qrrfied Kapitel. 8. 25.

SemeiS. (Sine gerate Sinte AB fei parallel mit einer
geraten Sinie PQ, eine gerate Sinie CD fei ebenfalls parallel
mit ter geraten £inie PQ. (SS mirt behauptet, tie geraten
Linien AB unt CD feien parallel. — Surg AB unt PQ tenfe
man eine obene E, tur@ CD unt PQ eine Bbene F, burg
AB unt einen Punft N ter Rinie CD eine Rbene G. Sie
Surlg_pf(pnlttSIlr)le ter Ebenen F unt G fei NV. Sie (Ebenen
E, F, G foneiten ftg in ten Linien AB, PQ unt NV. Sie
Sinien AB unt PQ fint Farallel, folglip ift nag tem vorigen
Paragraphen NV parallel mit PQ unt parallel mit AB. 9iun
fallt aber CD mit NV jufammen, tenn beite Sinien fint pa-
rallel mit PQ unt paben ten Punft N gemein, unt ta NV
mit AB parallel ift, fo ift aug CD parallel mit AB.

§. 25. Seprfa%.

Sint jmei figp foneitenbe Linien einzeln parallel mit
jmeien anteren fi% foneitenten Linien, fo fint tie 2dinfel,
melge tie erfteren bitten, gleip ten 5fBinfeln, me(ge tie un-
terer;I liiIoen; unt tie Ebenen ter ftg foneitenten fanien fint
parallel.

Semeis. %on tenfe "mei ftg foneitente Linien AB
unt AC, unt jmei untere fig foneitente Linien A'B' unt
A'C'; unt eS fei AB parallel mit AB, AC parallel mit
A'C. @S mirt behauptet, tie 2Binfel, melge tie unenbligen
geraten Linien AB unt AC bitten, feien gleig ten S33infeln,
melge von ten unentligen geraten Linien A'B' unt A'C' ge-
faltet merten. — Sie Sgenfel AB unt A'B' tenfe man
gleip geriptet, eben fo tie <=genfel AC unt A'C', unt
Ift nur ju geigen, tafi tie SRinfel BAC unt B'A'C' einanter
gleigp fint.  9J%n nehme AB' g(eip AB, A'C' gleip AC
unt tenfe tie Linien AA', BB', CC'. SaS YBierecf ABB'A’
ift_ein Parallelo%ramm, tenn tie gegeniiberftepenben «Seiten
AB unt A'B' ftnb parallel unt gleip. SaS 23ierecf ACC'A'
ift ebenfalls ein Parallelogramm, meil tie «Seiten AC unt A'C’
parallel unt gleip ftnt.  SeSpalb ift BB' g(eip AA, unt
CC' gleip AA' alfo BB' gleigp CC"; ferner ift BB' fomopl
als CC' parallel mit AA', folg(ip BB' parallel CC'. 3)%n
tenfe nog tie Linien BC unt B'C'. Sabur@ entftept taS
23iererf BCC'B', unt tieS ift ein Parallelogramm, meil tie
gpgenqurﬁepenben «Seiten BB' unt CC' parallel unt gleig
int. Sie Linien BC unt B'C' fint glei¢p als Yegeniiberfte
pente Seiten teS lebten Parallelogramms. Sie Sreierfe ABC
itnt A'B'C' haben nun tie tret «Seiten begieplip gleich, fint
alfo congruent, unt beSpalb entlig ift ter 26infelBAC gleig
tem SBinfel B'A'C, Safi tie Ebenen ter fip foneitenten



§ 26—28.  Son hen geraten 2tnien unb ben Ebenen. 9

Linien parallel ftnb, erhellet aup §.21, wenn man junagfi
t>urg bie einen her fig foneibenben Linien eine (Shene bentt.

§. 26.
Sinb baf)er bie <=d>enfel 7sweier 20infe( bejiehlig parallel,
fo finb entweber bie 20infel gleig, ober ihre Summe ma@t
einen geftreeften SQinfel aus.

§. 27.

1) 9Jlan benfe jwei winbfgiefe Linien AB unb CD. $n
ber einen AB nehme man jwei @unfte N unb N' beliebig an,
unb benfe burg fte jwei Linien NQ unb N'Q' parallel mit ber
an_be'rae\ré CD. 2)ie Sinien NQ unb N'Q' bilben gleige 5Binfel
mit AB.

2)enn NQ unb N'Q' ftnb parallel nag §. 24.

2) Yffan benfe jwei winbfgiefe hinten AB unb CD. $n

ber einen AB nehme man einen @unft N beliebig, unb benfe
burg ihn eilte Sinie NQ parallel mit CD; in ber anberen CD
nehme man einen @unft S beliebig, unb benfe burg ihn eine
Sinie SV parallel mit AB. S)er 20infel, Welpenr NQ mit AB
bilbet, ift gleip bem SRinfel, welchen SV bilbet mit CD.
Z;enn hie Sgenfel ber SRinfel ftnb parallel.
3) 9J%n benfe jwei winbfeiefe Sinien AB unb CD.
2)ur@_einen beliebigen, gunft A" ber Rinie CD benfe man
gine Sinie A'B' Iparal el ju AB. 33on bem SOQinfel, welchen
A'B' unb CD bilben, fagt man, er werbe-von ben winb?
foiefen Linien gebilbet.

3wei winbfoiefe 2inien flehen normal auf einanber, wenn
fte einen rechten &Rinfel bilben, u. bgl. m.

20egen 1) unb 2) geht fiir jwel winbfgiefe Sinien fietp
berfeloe SRinfel herbor, gleichviel in welcher ber beiben Linien,
unb wo in ihr, man ben @unft annimmt, burg Welchen man
bie parallele jur anberen benft.

4) Sinb jwei Linien AB unb A'B' parallel unb babei
winbfoief ju einer Sinie PQ, fo bilben fte gleiche S6infel mit
berfelben. ~ (9lipt umgefehrt). )

2)enn eine £inie A"B", welge PQ foneibet unb parallel
ift mit AB, ift aitg parallel mit A'B', unb liefert ben 20in-
feIb V\lée(lg(pen AB mit PQ bilbet, unb Ysugleip ben Ywifpen A'B'
un .

5) Steht baher eine gerabe Sinie normal auf ber einen
von jwei parallelen Linien, fo fleht fie dug auf ber anberen

normal.
8.28. Sehrfap.
(=@neibet eine gerabe 2inie eine (Sbene, unb fleht fte Hor
mal auf jweien geraben Vinien, welge in ber (Sbene liegen
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unb ftd) foneiben, fo fteht fie normal auf jeher geraten Sinie
in her ©bene.
~33eweid. Pfau benfe eine ©bene E unb eine gerate
Sinie AB, weI?e bie ©bene foneibet. 2)er 5)urchfenitteG
punft fei B. Plan teufe ferner irgenb wo In ter ©bene jWei
gerate Linien C'D' unb G'H', welge fig foneiben, unb nehme
an, tie Sinie AB ftelle normal auf jeher von tiefen Sinien.
S)ann foll AB normal fielen auf jeher beliebigen geraten £inie
N'Q', welge fich in ter ©bene beftnbei. — 3ft N'Q" paral-
lel mit her einen von ben Sinien C'D' unb G'H', fo erhellet
ohne 2Beitere5 aus hem vorigen Paragraphen, bafj AB normal
fteht auf N'Q". 2)er Sa$ ift baher nur fir ben gall ju er-
¥veifetr)1, bafj bie Sinie N'Q' jebe her Linien C'D" unb G'H'
oneibet.

2)ur@ Punft B Rig. 1., in welgem bie Sinie AB
unb bie ©bene E figp foneiben, benfe man eine ,2inie CD ffa
rallel mit C'D', eine 2inie GH parallel mit G'H', unb eine
Sinie NQ parallel mit N'Q. %o bem vorigen Paragraphen
fteht AB normal auf CD unb normal auf GH.

Plan nehme BC gleip BD, BG gleip BH, unb jiehe
CG unb DH bid ju ben 2)ur@fenittdpunften N unb Q mit
her Sinie NQ. 2)ie Sinien CG unb DH finb parallel, foneU
bet alfo bie eine von ihnen bie 2inie NQ, fo @ut eS au@ bie
anbere. fielen fie parallel aud mit NQ, fo wiirbe man ftatt
ihrer bie Sinien CH unb DG benfen. 2lu0 her Proportiona-
lit4t erhellet nun fogleig, bafj

BN=bq

iftt, CG gleip DH, unb CN gleip DQ. . .
~ 8lud bem beliebigen Punfte A her Sinie AB jiehe man bie
Linien AC, AG, AN, AQ, AH, AD. 2)a AB normal auf
CD, unb BC gleip BD ift, fo ift AC gleip AD, eben fo
AG gleip AH. 2)a ferner CG gleig ift DH, fo ftnb bie
2)reiecfe ACG unb ADH congruent, unb bedfjalb bie 2dinfel
ACN unb ADQ einanber gleig. 20egen her Oleipheit tiefer
UOinfel unb her Oleigheit her (Seittn AC unb AD, unb CN
unb DQ, ftnb weiter bie 2)reierfe ACN unb ADQ congruent,
unb baraub folgt
AN=AQ.

2)ie 2)reierfe ABN unb ABQ h<then bemnag bie brei
(Seiten bejieh i@ gleicf]. Weithin fteht AB normal auf NQ,
alfo au@ normal auf her barnit parallelen Sinie N'Q".

§. 29
(Soneibet eine gerabe £inie eine ©bene, unb fteht fte habet
normal auf einer jeben geraben Sinie, welge in her ©bene
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liegt, fo fagt man, bie Stnte ftefle normal auf ber
©bene, au@ bie ©bene ftehe normal auf ber Sinie.

SOirb burg einen fRunft, welcher in einer ©bene ftp be
finbet, eine gerabe Sinie gebagt, welge auf ber ©bene normal
ftel)t, fo fagt man, ed werbe auf ber (Shene in jenem @unft
eine Normale errigtet. 233> burg einen untt, Welger
auBerhalb einer (Shene Iieﬁt, eine gerabe Sinie gebagt, Welge
auf ber (Sbene normal fleht, fo fagt man, ed werbe non bem
funfte aud eine Normale au_f_ble_%Sbene gefallt.

<Sgneibet eine gerabe Sinie eine (Sbene, ohne auf berfelben
normal ju fielen, fo fagt man, bie gerabe Sinte unb bie (Sbene
flehen fepief auf einanber. )

_ 8.30. Sefjrfap. _

Sille Normalen, welge in bemfelben @unft einer ©bene
errigtet werben, fallen in einanber. _

S3ewelU. 9J%n ftelle fig eine ©bene E vor, in berfel
ben einen fRunft A, burg ben $unft A eine gerabe Sinie AB,
we(pe normal fleht auf ber ©bene E, unb eine gerabe Sinie
AC, welge ebenfalls normal fielet auf ber ©bene E. ©b wirb
behauptet, bie beiben Linien AB unb AC fallen in einanber.—
W?n lege eine ©bene F burg bie beiben geraben Sinien AB
unb AC. Die Stute, in w>elper bie ©bene F bie ©bene E
foneibet, fei AD. Sn ber ©pene F beftnben figp je%t bie
Sinien AD, AC, AB, unb bie beiben letzteren flehen in bem
ounft A normal auf ber erfteren Sinie AD, beegalb fallen bie
Sinien AB unb AC in einanber.

_ §. 31. Seljrfafc. _

Sille Normalen, welge von bemfelben flinfte auf eine
©bene gefallt werben, fallen in einanber.

S3eweib. W?%n ftelle fip eine ©bene E vor, auRerhalb
berfeloen einen @unft A, von bem @unfte A aud eine gerabe
Sinie AB, welge normal fleht uuf ber ©bene E, unb eine ge-
rabe Sinie AC, welge ebenfalls normal fleht auf ber ©bene
E. Der Behauptung gemaR fallen bie Sinien AB unb AC in
einanber. — 2dollte man annehmen, bie beiben Normalen AB
unb AC fielen ni@t in einanber, fo wirbe in ber ©bene E
bie Sinie BC gezogen werben tonnen, unb baburg ein Dreier!
ABC entfielen, welped fowofyl bei B ald bei C einen regten
20infel hatte. Da bied unmdglich ift, fallen bie Normalen
AB unb AC jufammen.

§ 32. Sehrfap.

Unter allen geraben Sinien, welge von einem funfte as=
jierhalb einer ©bene nacg_ biefer ©bene hin gezogen werben
tonnen, ift bie Normale bie tiirjefte.
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SeWetd. 9J%an nehme eine©bene E an, aulerhalb ber--
felben einen $unft A, félle von bem @unft A eine %.rmale
AB auf bie ©bene, unb jielie von A aud eine jweitc gerabe
Sinie AC na@ ber ©Obene I)in, welge ni@t auf ber Obene E
normal ftef>t.  ©0 wirb bef>auptet bie Normale AB fei fiirder
alo bie anbere Sinie AC. — S)enn jief>t man in ber ©bene E
hie gerabe Sinie BC, fo entfielt ein reghx>infligef ®reiecf ABC,
in ivelgem bie ~)9pOtenufe §C3§r'08er ift alé bie Aathete AB.

©ntfernung eine3 gunfte™ von einer ©bene ift bie
Normale von hem flnfte auf bie ©bene gefallt, fo weit fte
3wifgen biefem funfte unb §ber ©bene ftg belnbet.
. 34,

1) Sille Normalen, welge man von einem fiinfte uRer
halb einer geraben Sinie auf biefelbe fallt, fallen in einanber.

2) Sn bemfelben $unft einer geraben Sinie fonnen dn
enblig viele Normalen auf ber geraben Sinie errigtet werben,
von welgen jebe eine anbere Sage hat.

£enn man fann burg bie Sinie unenblig viele ©benen
legen, von We(pen febe eine anbere Sage bat, unb in feber von
biefen ©benen fann in jenem @unft eine Normale auf ber
Sinie errigtet werben.

8.35. Sef)rfa”.

Sille geraben Sinien, welge in bemfelben ¥%5unft auf einer
geraben Sinie normal fietjenb gebagt werben fonnen, liegen in
einer ©bene, unb biefe ftebt normal auf ber geraben Sinie.

Seweid. 30%n ftetle ft%o eine gerabe Sinie AB vor,
unb errigte in bem beliebigen flnfte B berfelben in Yerfoie
benen Otiptungen bie Normalen BN, BQ, BV, u. f. w. ©b
wirb behauptet, alle biefe %ormalen befinben fto in einer
©bene, welge auf ber Sinie AB normal ftebt. — ®en <Sat;
{u erweifen benfe man juvorberft burg $wei von ben %orma
en, etwa BN unb BQ, eine ©bene E, unb @ue bar, ba alle
tbrigen Normalen von biefer ©bene aufgenommen werben. —
®die Obene E ftebt normal auf ber Sinie AB, weil bie Sinie
AB normal ftebt auf ben beiben in E liegenben geraben Sinien
BN unb BQ. S)aB bie Normale BV ftp in ber ©bene E
befinbet, erhellet folgenbermaBen: Kan ftette fig eine ©bene
F vor, welge burg hie Sinie AB unb burg bie Normale BV
gebt. 5)ie Obene F foneibet bie ©bene E. S)ie 2)urefenittB
Knie fei BX. 2)ie Sinie BX liegt in ber ©bene E; uith ba
AB auf E normal ftebt, bilbet BX mit AB einen regten
SRinfel. Sn ber ©bene F fjat man bie Sinien AB, BV, BX.
®ie Sinien BV unb BX fteben in bemfelben @unfte normal
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auf her Sinie AB, bafer liegen bie Linien BV unb BX in
einanber.  Unb weil ftg¢ BX in ber LSbene E DbeBnbet, liegt
au@ BV in ber Shene E. $n berfeloen 3fBeife 14Rt fto jei=
gen, ball febe ber dbrigen Normalen in ber Shene E liegt,
welge, wie foon oben bemertt worben, normal fteRt auf ber

Sinie AB.
8§ 36. 8et)rfaB.

Sille Sbenen, welge in bemfelben funfte auf einer ge~
raben Sinie normal ftefen, fallen in einanber.

SeWeiS. 3Ran ftelle fto eine gerabe Sinie AB vor,
burg ben beliebigen qunft B berfelben eine (Sbene E, welge
auf ber 2inie AB normal ftet, unb bur@ benfelben @unft B
eine jweite ©bene F, welge ebenfalls auf ber Sinie AB fior
mal ift. S)er 53eBauptung gemdl fallen bie Shenen E unb F
in einanber. — Son hem flinfte B aus jieBe man in ber
Shene E Ilee_l gerabe Linien, BN unb BQ, unb in ber Shene
F ebenfalls jwei gerabe Linien BV unb BS. 2)ie gerabe Sinie
AB fteft auf jeber von ben vier hinten BN, BQ, BV unb
BS normal. 2)aPer befinben ftg biefe Sinien in einer (Shene.
SRit biefer E$bene_f3at hie Shene E bie Sinie BN unb BQ
gemeinfoaft(ip, bie Sbene F bie Linien BV unb BS. 2)ie
Shenen E unb F fallen alfo mit jener Sbene jufammen. Unb
barauS erRellet ber <5afc.

8. 37. Sel>rfag.

5tefen jwei Shenen in verfchiebenen flinften normal auf
einer geraben Vinie, fo finb bie Shenen parallel.

beweis. 9Ran beute eine gerabe Vinie AB, bur@ einen
ounft A berfelben eine Shene E, welpe normal ftelit auf ber
£inie, unb burg einen anberen @unft B ber Sinie AB eine
jweite Sbene F, welge ebenfalls auf AB normal fteft. ®ie
Sbenen E unb F fnb ber -8ePauptung geméR parallel. —
®enn Wollte man annefmen, bie Shenen fgnitten fte, fo
tonnte man in iBrer S)ur@fonittSlinie einen @unft X #nnel
men, unb wenn man bie Linien AX unb BX joge, wirbe
ein Oreietf ABX entftefen, welgeS fowoBl bei A als bei B
einen regten SRinfel Ré&tte. a hieS nipt moglicr ift, tonnen
bie Sbenen ftg ni@t foneiben, fonbern finb parallel.

§ 38 SeBrfaf.

<Sgneibet eine gerabe Sinie jwei parallele Shenen unb
ftelt fie normal auf ber einen biefer Shenen, fo fteBt fie au@
normal auf ber anberen.

Seweis. 9J%n ftelle fich jWei parallele Shenen E unb
F vor, unb eine gerabe Sinie AB, we(ge bie Shenen fipnei
bet. ®ie Stnie AB fteBe normal auf ber Shene E, es wirb
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behauptet, fie flehe aug normal auf her ©bene F. — 260
benfe Irgenb eine ©bene, velpe bie parallelen ©benen fonei-
bet. ©O0 entfielen parallele 2)ur(8f(pnittOIinien. 2)ie £inte AB
ftel)t normal auf ber S)urgfenittOlinie in E, mithin au@ nor--
mal auf ber in F. 2)urg eine {'tveite ©bene fann man eine
jlueite 3)urgfonittOlinie in F erhalten, velge bie erftere fonei-
et unb auf ber AB normal fleht. ®ann ift aber AB nor-
mal auf F.
§. 39. Sehrfap.

<5inb e Sinien parallel unb fleht bie eine von ihnen
auf einer (Shene normal, fo ift auch bie anbere normal auf
biefer ©bene.

Beiveid. 2)enn ba bie eine auf allen Linien in ber
©bene normal fteht, fo fleht au@ bie anbere auf allen Linien
in ber ©bene normal nach §. 27.

§. 40. Sehrfap.

IIS’ﬁehen jivei Linien normal auf einer ©bene, fo finb fie
arallel.

P Beiveid. Nian benfe eine ©bene E unb jivei hinten
AB unb CD, 1velpe auf ber ©bene E normal flehen. ®er
Behauptung geméR finb bie Linien AB unb CD parallel. —
2)ur@ irgenb einen Punft A ber einen 2inie AB benfe man
eine Sinie AB' parallel mit CD. Na@ bem vorigen Para-
graphen fleht AB' normal auf ber ©bene. ©¢ féllt alfo AB
mit AB' jufammen, unb ba AB' parallel mit CD ift, fo ifl
aitg AB mit CD parallel.

8 41. £ehrfafe,

1) Sft eine gerabe 2inie parallel mit einer ©bene, fo ift
bie Sinie dberall g(eig iveit von ber ©bene entfernt.

Beiveid. JNan nehme eine ©bene E an unb eine ge-
rabe Sinie AB, melge mit ber ©bene parallel ift. 2)er Be-
hauptung gemdaR finb alle punfte berSinieAB gleig iveit von
ber ©bene E entfernt. — 2lud jiveien beliebigen Punften A
unb B ber Sinie félle man Normalen AC unb BD auf bie
©bene E, unb jiehe in ber ©bene E bie Sinie CD. £>ie Nor-
malen AC unb BD ftnb parallel, bie Sinien CD unb AB
gleipfatld, nag 8 18. S)ad Bierecf ABDC ift fonag ein
Parallelogramm, unb b~hfllb finb bie Linien AC unb BD ein?
anber gleig. S)er punft B ber £infe AB ftel)t alfo von ber
©bene E fo iveit entfernt, alé ber Punft A. ©ben fo fann
gezeigt iverben, bafll jeber anbere Punft ber Sinie AB eben fo
weit von ber ©bene E entfernt ift, alE ber punft A. ©0 be
ftnben fig beOh[]lb alle Punfte ber Vinie AB in gleichen ®nt
fernungen von ber ©bene E.
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) 2& ©inb jwei Punfte einer geraten Sinie glei(p weit von
einer ©bene entfernt, fo ift bie Sinie mit ter (Shene parallel.

33eweif. 2)ie ©bene fei E, bie gerate Sinie AB, unb
bie beiben Eunfte A unb B her Sinie mdgen gleig weit von
her ©bene E entfernt fein. — 9J%n félle aud ben punften A
unb B bie Normalen AC unb BD auf hie ©bene E, unb
giefle CD. 2)ie Normalen ftnb her 53orauBfe§ung gemél &n
anber gleigp unb na@ 8§ 40 parallel. X>ad 93ierect ABDC
ift bafyer ein Parallelogramm, alfo bie Sinie AB parallel mit
her Sinte CD in her ©bene E, unb bann au@ parallel mit
her (Sbene felbft. _ _

3) Sinh $wei Ebenen parallel, fo ftnb fie dberall g(eio
Weit von einanber entfernt. _

53eweid. ®ie parallelen ©benen feien E unb F. $n
her einen, etwa E, nefyme man jwei Punfte A unb B an, unb
aiefje burg fie eine gerate 2inie. ®iefe Sinie ift parallel mit
her anberen ©bene F, baljer, nag 1), her punft B her ©bene
E eben fo weit von her ©bene F entfernt als her Punft A.
©ben fo folgt, baR feber anbere punft her ©bene E mit bem
Punfte A in gleiger ©ntfernung von F ftefjt, unb bann ftnb
alle Punfte her ©bene E gleigp weit von F entfernt.

4) ©inb brei Punfte einer ©bene, welge nigt in einer
eraten Sinte liegen, von einer anberen ©bene gleig weit ent-
ernt, fo finh bie ©benen parallel.

53eweid. T>enn finb A, B, C bie brei Punfte in her
einen ©bene, fo ftnb bie Sinien AB unb AC mit her anberen
©bene parallel, nag 2), unb bann ift bie ©bene ABC parallel
mit her anberen ©bene, na@ 8.21.

8 42. Seljrfalie.

1) 3ft eine gerabe £inte parallel mit her einen Von jwei
Ptaral_leler] ©benen, fo ift fie ef au@ mit her anberen (wenn
e nigt in tiefer liegt.)

Pew &ie  2)enn bie 2inie ift von her erften ©hene
tiberall gletg weit entfernt, unb ba bie ©benen felbft Gberall
%Iel(p weit abftefyen, fo ift bie 2inie au@ von her anberen

bene gleig weit entfernt, unb bedfjalb mit iljr parallel.

2) <Sgneibet eine gerabe Sinie_bie eine von jwei paralle
len ©benen, fo foneibet fte aup bie anbere.

53eweie. S)enn ware bie Sinie mit her anberen paral
lei, fo miRte fie ed aucg mit her erften fein, nag 1), unb
wollte man anneljmen, bie 2inie lage in her anberen ©bene,
fo ware fte ebenfalls parallel mit her erften, welge6 her 9%0=
auSfefung wiberfprigt.
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3(% 3ft eine (Shene parallel mit her einen von jwei paral-
lelen ©benen, fo ift fte ed au@ mit Per anPeren.

93eivei3. 2)ie Obene ift von Per erfteren Per parallelen
©benen dberall gleigp weit entfernt, Pie parallelen ©benen
finb felbft Uberall gleigp weit entfernt, PaBer ift Pie ©bene ait
von Per anPeren Per parallelen ©benen dberall g(eig weit &nt
fernt, PeSpalb mit ipr parallel.

4) Seneibet eine ©bene Pie eine von $wei parallelen
©benen, fo foneibet fie au@ Pie anPere.
~93eWeid. S)enn Ware fie mit Per anPeren parallel, ober
fiele fie mit Per anPeren jufammen, fo mipte fie mit Per erften
parallel fein, welches Per 93oraubfehung wiberfprigt.

5) Sinb awei ©benen parallel mit einer briten ©bene,
fo ftnP fie felbft parallel.

93eWeil, Yolgt leigt aub 3).

§. 43.

©ine geraPe 2inie AB foneibe eine ©bene E in bem
funfte B unb ftepe foief auf Perfelben. 93on Pern beliebigen
unfte A Per Sinie werbe eine Normale auf Pie ©bene E Ye
fallt; Per 5)urefonittSpunft Per Normale unP Per ©bene fei
C. Dian Penfe Pie geraPe Sinie BC; Piefe foll Pie rojec
tion Per geraPen Sinie AB §zjluf Per ©bene E genannt werben.

’ . 44,

®er 9Binfel, welgen eine geraPe Rinie mit ihrer ®rojec
tion auf einer ©bene bilbet, heifit Per 9? eigung Swintel Per
geraben Sinie gegen Pie ©bene, folepein Per 26infcl, welgen
Pie geraPe Sinie unb Pie ©bene mit einanber bilben.

§. 45. 2eprfa¥s.

<Soneibet eine geraPe Sinie eine ©bene, unb fiept fte foief
auf berfelbett, fo ift Per 9Binfel, welgen fte mit ihrer ®rojec
tion auf Per ©bene bilbet, Heiner als ber 9Binfel, welgen fie
mit irgenb einer anberen Sinie bilbet, bie in ber ©bene liegt
unb burg Pen 2)ur@fenittSpunft ber Sinie unb ber ©bene geht.

93eweil. Sluf einer ©bene E ftefje eine geraPe Sinte
AB foief in bem o@unfte B. AC fei normal auf E unb
treffe bie ©bene in C. ®ann ift BC bie ¢'rojection von AB
auf ber ©bene. 2)urg ben @unft B beule man in ber ©bene
irgenb eine jweite Sinie BD. ©S wirb behauptet, ber 9Binfel
ABC, welgen bie Sinie AB mit ihrer grojection BC hilbet,
fei Heiner, alo ber 9Sinfel ABD, welgen bie £inie AB mit
Per 2inie BD magt. J)fan nehme BD gleich BC, unP jiepe
CD. 2)aB oreiecf ACD ift bei C reqtwinflig, baper ift AD,
als «fpVPotenufe, grober, als Pie «Kathete AC. 5)ie ®reiecfe
ABC unP ABD hiilben bie Seite AB gemeinfaftli, bie
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Seiten BC unb BD gleich, aber bie briten Seiten AC unb
AD ungleich, unb gmar ift AD groRer als AC. ©aber finb
bie V5infel in biefen Oreieefen, melge ben ungleichen Seiten
%egen[]ber liegen, ungleich, unb “mar ift ber 3Joinfel ABD rd
er als ber 2Bintel ABC. ®©arin liegt ber Sa¥.

§. 46. Sebrfal3.

Sluf einer ©bene E ftefye eine £inte AB fchief in bem
Vunfte B. AC fei normal auf E unb treffe bie Shene in C.
©ann ift BC bie fRroj-ection von AB auf AC. ©ureb ben
$unft B beule man in ber (Sbene no@ jmei Sinien BD unb
BF. Sft nun ber SRinfel CBF groBer alS ber QOinfel CBD,
fo ift ber Soinfel ABF groRer als ber Soinfel ABD.

53emei6. Wan nehme BD fomohl als BF gleich BC,
unb jiehe FD, CF, AD unb AF. ©ie ©reieefe CBF unb
CBD haben bie Seite BC fgemeinf(paftli(p, bie Seiten BF
unb BD gleich, unb ber SBinfel CBF ift groBer alS ber ¥5in
fei CBD; baher ift bie Seite CF gréRer als bie Seite CD.
©ie Oreicefe ABF unb ABD h[lben bie Seite AB gemein
foaftlip, bie Seitten BF unb BD gleich, bie Seite AF ift
aber, mie leicht erhellet, groBer als bie Seite AD; unb teS
halb ift ber V3infel ABF grofer als ber 2dintel ABD, el
@eS ju ermeifen mar.

§ 47.

Salt man baher ben V3infel CBF magfen, fo mirb ber
SRinfel ABF junehmen, bis BF in bie Verlangerung von CB
fallt, mo ber V3infel ABF fein Warimum erreicht. @eht man
mit BF (ber bie Verlangerung von CB h[Juws, fo nehmen
bie V3infel mieberum ab. ©ureR ben Bunft B {affen fig tem
na@ jn ber (Sbene uncnblig oft Y%mei Linien sieben, melge mit
ber Sinie AB gleiche V3infel hiben. SS giebt aber nicht brei
Sinien in ber (Shene E, melche bur@ B gehen unb mit ber
auf E foief ftehenben Sinie AB gleiche V3infel machen.

Unb hiibet eine gerabe Sinic AB, melche eine (Shene E
foneibet, mit breien %eraben Stnien in biefer Shene gleiche
Va3infel, fo muB fte auf ber Shene E normal ftel)en.

§ 48. Sehrfatj.

_B”et parallele hinten, melche eine Shene foneiben, hiben
gleiche® Soinfel mit biefer Shene.

~Verneis. Wan nehme eine Shene an, eine gerabe
Sinie AB, melche bie Shene in bem @unfte B foneibet, unb
eine gerabe Sinie CD, melche mit ber Sinie AB parallel ift unb
bie Sbene in D foneiben mag. ©er Veljauptung geman
ftnb bie 9icigungsminfel ber Sintert AB unb CD gegen bie
Shene einanber gleich. — Wan nehme in ber Sinie AB ben
2Bolfj,% (55tottufrie. 2. 5b. o
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gunft A beliebig an, falle von @m aus eine Normale AN
auf bie ©bene; unb jiefye BN. Sn CD neunte man ben
ounft C beliebig an, falle eine %orniale CQ auf bie ©bene
unb éiel)e DQ. ®ie SOtnfel ABN unb CDQ ftnb bie 9ieU
gungStvinfel ber Sinien AB unb CD gegen bie ©bene. Bit
vorberft erhellet bie (55leigl)eit ber 2Binfel BAN unb DCQ.
2)ie <Sgenfel ber 2Binfel finb namlig parallel, AB unb CD
tvegen ber QSorauSfe&ung, AN unb CQ, weil fte normal auf
ber ©bene freben. 2)ie S6infel BAN unb DCQ ftnb aber bie
©omplementStvinfel ju ben 233ittfeln ABN unb CDQ, bafyer
ftnb aug biefe 2dinfel gleig.
8.49. Sebrfafc.

 (Sine_gerabe Sinie, tvelge jtvei parallele ©betten foneibet,
bilbet gleige 9fle|%ung8>vmfel mit biefen ©benen.

b3etveiS. 9J%tt bettle 3ivei parallele ©benen E unb F.
©ine gerabe Sinie foneibe beibe ©benen, bie ©bene E in bent
funfte C, bie ©bene F in bem gunfte D. ©s tvirb behaup-
tet, bie gerabe Sittie bilbe gleige SRinfel mit ben ©benen. —
Sn Dber geraben Sinie nehme man beliebig einen @umnft A,
félle von ifn[] auS auf bie ©bene E eine Normale, unb verléan-
gere biefelbe bis Y%un S)ur@fenitt mit ber ©beneF, auf Wel-
cher fte ebenfalls normal ftel)t. 33er S)urefenittSVunft ber
Normale mit ber ©bene E fei N, ber 2)urgfonittSpunft mit
ber ©bene F fei Q. 9J7an jief>e no@ bie Sinien CN unb DQ.
2)ie Shtnfel ACN unb ADQ ftnb bie OleigungStvinfel ber
Sinie gegen bie parallelen ©benen. 2)ie Siniett CN unb DQ
ftnb parallel, benn tvirb burg bie Sittien AD unb AQ eine
©bene gebagt, fo foneibet biefe bie parallelen ©benen in ben
Siniett CN unb DQ. ®eSljalb finb bie SRinfel ACN unb
ADQ eittanber gleig. . 50

9llan ftelle fip “tvet ©benen E unb F vor, tvelge l(lp
foneiben.  Sn ber 2)ur@fonittSlinie tverbe beliebig ein fRunlt
A angenommen, unb von iljim auS in ber einen ©bene E eine
Sinie AB gezogen, tvelpe auf ber S)ur@fenittSlinie normal
flehtj in ber attberen ©beneF tverbe, ebenfalls von bem f]3unfte
A auS, eine gerabe Sinie AC gezogen, tvelge normal ftefit auf
ber ®urgfenittSlinie. ®er 20infel BAC, tvelgen bie beibett
Normalen bilben, tvirb ber NeigungStvinfel ber beibett
©benen E unb F genannt, folepin ber 2Binfel, tvelgen bie
©benen E unb F mit eittanber bilben. _

~ 2luS §. 25 erhellet, baf? ftop jebeSntal berfelbe Y:eigitngS"
tvitifel ergiebt, gleichviel tvo ber@unftA in ber S)urgfonittS-
linie ber beiben fto foneibenben ©benen angenommen tvirb.
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~Se nagbem ber 9Ieigutt?3tuinfel jtveier Shenen ein reg=
ter ift, ober ein fpiper, ein ftumpfer u. f. tth, fagt man, bie
Shenen fielen re<€ttuinflig auf einanber, ober fp¥snnntiig, ober
ftnmpfioinfltg u. f. to. _

Yevei flo foneibenbe Shenen nennt man auq einen fir

perligen SRinfel.
_ §. 51. 8efjrfa(je. _

o 1& 5)ie Shene, rvelge burclg bie <Sgenfel bed Yieigungp
ivinfel0 jiveier fi¢p foneibenben Ebenen geljt, fteljt normal auf
bereu S)urgfonitt3linie. o _ _

23etveid. S)ie 2)ur(Ff1)n|tt0I|n|e fteljt normal auf jener
Shene, weil fie normal fteljt auf jioeien Linien in berfelben,
namlig auf ben Sgenfe(n bed 9leigung3tuinfelS.

2) (Soneiben fig jioei Shenen, unb wirb ein britte (Shene
gebacpt, tuelge normal fteljt auf bereu Durg@femtt3linie, fo
ilben bie 2)ur<gf(pni§tt§linien_ ber britten (Shene mit ben beiden
erften (Shenen ben 9ieigungOivinfel ber erften Sbenen.

33en>e if. 2)enn bie S)ur@fenittOlinie ber beiben erften
(Sbenen fteljt normal auf ber britten (Sbene, alfo auf ben
2)ur@fonittOlinien in iljr. ]

§. 52. 2etjrfals.

(=oneiben fip jioei (Sbenen, unb benft man eine Sinie,
ivelge normal fteljt auf ber einen (Sbene, unb eine jioeite Sinie,
normal ftefenb auf ber anberen Sbhene, fo ift ber Soinfel,
ivelpen biefe Sinien bilben, gleigp bem YieigungSivinfel ber
Sbenen. o

53eioei™. S)enn bie Sinien ftellen normal auf ben
<Sgenfeln bed 9?%igungdivinfels3.  (OSergl. 8. 45 hed erften

3oeilp.
(p g}ian_ bemerfe fiir bie "olge, bafj bie Normalen jicei
SOinfel bilben, oon ruelgen ber eine ber ¥eigungPtoinfel ber
Sbenen, ber anbere fein «Supplementdioinfel ift.

8. 53. Seljrfap.
_ <telit eine gerabe Sinie normal auf einer Shene, fo ift
jebe Sbene, ivelge burg bie Sinie gelegt wirb, normal auf
Jener Shene.
~ 53eiveig. Stuf einer Shene E fielje in bem qunfre B
eine gerabe Si[]ie AB normal. X>urcl) bie Sinie AB toerbe eine
Shene F 1(‘;elegt. ®er_53efjauptung gemdR iR bie Shene F
normal auf ber Shene E. — ¥%n ber Shene E I]lelje_mam von
bem flnfte B au$ eine 2inie BC, tuelge normal fteljt auf ber
®urefonittOlinie ber beiben Shenen F unb E. 2)er 2finfel
ABC ift ber %cigungdnnnfel ber Sbenen F unb E, unb er
ift, wie auf ber Ysorau¥sfefcitng crijellet, ein recpé[e;r SRinfel.
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8 54. Selrfat3.
~ Stehen jwei Shenen normal auf einanber, unb beftnbet
figp in ber einen Shene eine gerabe Sinie, welche normal fteht
auf ber 2)urefonittdlinie beiver Sbenen, fo fteht biefe Sinie
normal auf ber anberen Shene.

Beweiff. 9Jian ftelle ftgp jWei Sbenen E unb F vor,
welge auf einanber normal flehen, unb in ber einen Shene
E nehme man eine gerabe Sinie AB an, welcfe in bem flinfte
B normal fteht auf ber 2)urgfonittélinie beider Shenen. SS
wirb behauptet, bie Sinte AB flehe normal auf ber anberen
Sbene F. — $n ber Obene F werbe in bem @unfte B eine
Normale BC auf ber Zgur(pf(pnittOIinie errichtet.  2)er 2Binfel
ABC ift ber %oigungowinfel ber beiben Shenen, alfo, ber
Borau3feOung gemdR, ein rechter 208infel. ®ie 2inie AB
fleht normal auf ber Sinie BC, au@ auf ber 2)urefenitt®
linie ber beiben (Ebenen, balg'er auf zweien Linien in ber Shene
F, fomit auf ber Sbene F felbft.

§. 55. Sehrfal.

Stehen jwei Ebenen normal auf einanber, unb fallt man
aud einem fUnfte in ber einen Shene eine Normale auf bie
anbere Shene, fo geht hie %ormale bur@ bie erfte Shene.

Beweis. =an ftelle fi? jwei Sbenen E unb F vor,
welge auf einanber normal flehen. 3n ber Shene E werbe
ein @unft A angenommen, unb von ihm aud eine Normale
AB auf bie Shene F gefallt. X>er Behauptung gemal liegt
biefe Normale in ber Shene E. — 9J?an siehe von hem flinfte
A aus in ber Shene E eine gerabe 8inie AC, welge normal
fteht auf ber !y)urefonittSlinie beiber Sbenen. 9Zag bem vo-
rigen @aragraph fteht bie Sinie AC normal auf ber Shene F.
SlUe Linien aber, Welche bur@ ben qunft A gehen unb auf
ber Shene E normal flehen, fallen in einanber; baljer fallt bie
Sinie AB mit ber Sinie AC jufammen, unb liegt mit ihr in
ber Shene E.

§. 56. Sei)rfalj.

Stehen jwei Ebenen normal auf einanber, unb wirb auf
ber einen Shene in einem @unfte ber S)urefenittSlinie eine
Normale errichtet, fo fallt bie Normale in bie anbere (Shene.

Beweis. 9Jlan benfe $wei auf einanber normal ftehenbe
Shenen E unb F. 5Iuf ber (Shene E werbe in einem @unfte
A ber S)urchfonittSlinie beiber Shenen eine Normale AB er-
richtet. 2)er Behauptung na¢ fallt bie Normale AB in bie
Sbene F. — 9J%n 3ielle von bem @unfte A aus in ber Shene
F eine gerabe Sinie AC, welge normal fleht auf ber ®urg
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fonittBlime. ®ie 2inie AC ift nag §. 54 auf her <Sene E
normal. 2llle geraten hinten, Weﬁ e auf ter ©bene E in Bem
feloen @unft A normal fielen, fallen in einander; taf>er fallt
bhie Stnie AB mit ter Sinie AC jufammen, unb befinbet ftcf)
mit ber festeren in ber ©bene F.

§. 57. Sefjrfa™e.

1) 9)%n benfe jwei ftg foneibenbe ©benen E unb F.
20re 2)urefonittSltnie fei PQ. 3n ber einen ©bene E werbe
ein @¥anft A genommen, unb von ifsm aud eine Normale AB
auf bie anbere ©bene F gefallt. 2)er durgfenittSpunft fei
B. 2lub bem @unfte B in F félle man eine Normale BC
auf bie ®urgfenittSlinie PQ, unb biefe werbe in C getroffen.
9Aan jief>e enbligp bie Sinie AC: biefe ftebt normal auf ber
2)urgtonittSlinie PQ.

23e Weis. AB ftel)t normal auf ber Obene F, alfo au@
normal auf ber Sinie PQ in iljr, unb nag ber Slhnaé&>me fte"
ben BC unb PQ normal auf einanber. ®enft man baber bie
©bene ABC, fo ftebt PQ normal auf ben beiben fto fonei-
benben Linien AB unb BC in berfelben, folglip aug auf ber
Sinie AC.

2) $allt man aus bem @unft A ber ©bene E eine 8ior
male AB auf hie ©bene F, ferner aus hem qunft A eine
Normale AC auf bie Zgur(pf(pnittSIinie PQ ber beiben ©benen
E unb F, Welge biefeloe in C treffen mag, unb jiebt enblig
in F IE’)I(S %oie BC, fo ftebt BC normal auf ber ®urgfonittS
inie PQ.

23eweis. D?%n benfe aus bem gunfte B eine Normale
BX auf bie 2)urgfenittSlinie PQ gefallt, welge PQ in X
treffen mag, unb AX gezogen, %o ber »origen Shtmmer
wirb AX normal auf PQ. ©S fallen alfo AC unb AX ju
famnten, bann aber au@ BC unb BX, unb ba BX normal
ftebt auf PQ, fo ift aug BC auf PQ normal. .

3) gallt man aus bem @unft A ber ©bene E eine $Ror
male AB auf bie ©bene F, in ber ©bene F von B aus eine
Normale auf bie 2?ur(pf(pnittS(inie PQ, unb in ber ©bene E
von A aus ebenfalls eine Normale auf bie 2)urefenittdlinie
PQ, fo treffen bie beiben legieren Normalen benfelben quntt
ber durgfenittSltnie. _ . _

2eweis. 6o bhenfe juvorberft in ber einen ©bene,
etwa F, bie Normale BC auf bie !DurgfonittSlinie gefallt,
unb AC gezogen, fo ftelt, nag 1), AC normal auf berZ%ur(pzf
fonittS(inie. ©ine Normale von A auS auf bie 2)urgfonittS
linie PQ gebagt, fallt mit AC jufammen, trifft alfo mit ber
Normale BC benfelben qunft ber ®urgfenittSlinie.
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8 58. Se7srfals.

~ 2)urg eine gerate 2inie, 1welge ni@t normal fielet auf
einer ©bene, fann jebeSmal eine (Shene gebagt werben, bie
auf jener (Shene normal fleht. _

Y%B8eWeid. HKan benfe eine ©bene E unb eine gerabe
Sinie AB, welge auf ber (Shene E ni@t normal fleht. ©S
wirb behauptet, burg bie £inie AB laffe figp eine Obene F
conftruiren, normal ftehenb auf E. — 2)enn wirb in ber Sinie
AB irgenb ein pitnft B genommen, von iljm aus eine %op
male BC auf bie ©bene E geféllt, unb burg bie Linien AB
unb BC eine ©bene F gelegt, fo b>at man eine ©bene, welge
bur@ bie Sinie AB geht unb auf ber ©bene E normal fteljt

nag 8. 53.
§. 59. Sehrfal3.

Steht eine gerabe 2inie nigt normal auf einer ©bene,
unb legt man burg bie Sinie beliebig viele ©benen, Welche
normal flehen auf jener ©hene, fo fallen alle biefe ©benen in
etnanber.

53 eweis. ©ine Sinie AB flehe nigt normal auf einer
©bene E. 3)urg bie Sinie AB feien beliebi% viele ©benen F,
G, H u. f. w. gelegt, fdmmtlig normal auf ber ©beneE. ©s
wirb behauptet, bie ©benen F, G, H u. f. w. fallen in ein-
anber. — $n ber Sinie AB nehme man irgenb einen @unft B
an, unb félle von ihm aus eine Normale BC auf bie ©bene
E. Xer gunft B liegt in jeber von ben ©benen F, G, H u.f. w.,
bie Normale BC haljer na@ 8. 55 in jeber von ben ©benen F,
G, H u.f. iv., alfo gehen alle biefe ©benen burg biefelben jwei
fto foneibenben Linien AB unb BC, unb fallen in einanber.

8 60. 2ehrfafc- _

Stehen jwei fto foneibenbe (Shenen normal auf einer
britten ©bene, fo foneibet ihre 2)urgfenittSlinie bie britte
©bene unb fleht normal auf berfelben. S

53eweis. 2)enn flanbe bie PurgfenittSlinie nigt nor-
mal auf ber britten ©bene, fo miRten bie beiben erften ©benen
na¢ betn vorigen Paragraphen jufammen fallen.

8 61. 2ehrfap.

3wei parallele ©benen E unb F werben von einer britten
©bene G unter gleigen YleigungSwinfeln gefonitten.

53eWeiS. 3)lan benfe eine Sinie normal jur ©hene G,
unb eine jweite normal auf ber einen von ben parallelen ©be=
neu, etwa E. S)iefe wirb jugleip normal jlur anberen ©hene
F. %a@ 8§ 52 bilben bie Normalen ben 9leigungSwinfel ber
©benen E unb G, jugleig ben ber ©benen F unb G. dar-
aus erhellet ber Saf.
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8. 62. Seftrfa#.

Stegen jwet ©benen E unb F normal auf einer briiten
(Séene G, unb ftnb bte DurgfonittOlinien parallel, fo ftnb bie
©benen E unb F parallel.

53ewei®. 9J%n benfe in ber ©bene E eine Sinie nor-
mal jur Dur(gf(pnittOIi_nie jwifgen ben ©benen E unb G,
unb In ber ©bene F eine Sinie normal jur Durgfenittélinie
jWifgen ben ©benen F unb G. Diefe Sinien fielen normal
auf ber ©bene G, ftnb alfo parallel. Sinbererfeitd finb bie
Dur@fenittOlinien parallel. Die ©benen E unb F geften
bemnag burg fig f?neibenbe bejieb)lip parallele Sinien, unb
bebfyalb ftnb fte parallel.

§. 63. Seftrfafc.

SRerben jwei gerabe Linien non brei parallelen ©benen
gefonitten, fo vergalten ft<g irgenb jwei Stlide ber einen
Sinie  wie bie beiben Stiide ber anberen Sinie, elge mit je-
nen jwifgen benfelben ©benen fte beftnben.

53ewei6. =an benfe irgenb jwei gerabe Linien, unb
foneibe fte burg brei parallele ©benen E, F, G. Die fiinfte,
in welgen bie eine Sinie non ben ©benen gefonitten wirb,
feien bejieblip A, B, C, bie, in welgen hie anbere gefonttten
wirb A" B, C'. 9J%n benfe bie Sinie AC'. Sic fonelbe hte
©bene F in N. 50irb hie ©bene CAC, gebagt, fo erhellet,
baS bie Sinien BN unb CC' parallel fitib. ©ben fo finb
NB' unb AA' parallel. Unb jefct leugtet ein, ba(j jwei Stlide
ber Sinie AC ftg verbalten wie bie Stude ber Sinie AC,, welge
mit jenen jwifgen benfelben ©benen fto beftnben, waftrenb
btefe Stiide ber Sinie AC' ftg Verhalten wie bie Stude ber
2inie A'C' jwifepen benfelben ©benen. Darin liegt ber Saft.

_ 8. 64. Seljrfafc.

Stellen eine gerabe Sinie unb eine ©bene normal auf
einer ©bene, unb fallen fte nigt in einanber, fo finb bie Sinie
unb bie erfte ©bene parallel. o _

53eWet3. 3)?%n benfe eine gerabe Sinie AB unb eine
©bene E, beioe normal ftefenb auf einer ©bene F, of>ne ju-
famntenjufallen. Die Sinie AB unb bie ©bene E finb parallel.
— Durg bte Sinie AB lege man eine ©bene G, welge bie
©bene E foneibet. Die Dur(?tf%nittﬁlinie ber ©benen G unb
E fei PQ. Die ©Obene G fteftt normal auf ber ©bene F,
weil fte burg bie Sinie AB geftt, bie auf ber ©bene F Hor
mal fte)t. Da bie ©benen E unb G auf ber ©bene F Hor
mal fielen, ift gre Dur@fenittSlinie PQ normal auf F, unb
be~jalb parallel mit AB. ~ %un ift bie Sinte AB parallel mit
ber Sinie PQ in ber ©bene E, alfo parallel mit E felbft.
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8. 65. Seljrfafc.

>inb eine gerate Sinie unb eine Sbene parallel, unb ftept
eine Shene normal auf her Sinie, fo ftePt fte au@ normal auf

ber mit ber Sinie parallelen Shene.
93emeiS. Sine gerate Sinie AB unb eine ©hene E
feien parallel. Sine Shene F fiepe normal auf ter Sinie AB.
Sb mirb behauptet, tie (Sbene F fiepe au@ normal auf ter
Shene E. — 9Jlan lege burdp tie Sinie AB eine Shene G,
melge bie Shene E foneibet. S)ie 2)urgfonittb(inie terShe
nen G unb E fei PQ. ®ie Sinien AB unt PQ ftnb parallel,
weil AB mit E parallel ift. S)a AB auf F normal ftept,
ift PQ normal auf F, unt bann au@ bie Shene E, melge

burg PQ gef)t.
§. 66. Sef>rfa%.

3ft eine gerate Sinie parallel mit einer feben von jmeien
fto foneibenben Shenen, fo ift fie parallel mit beren S)urg-
fonittblinie. . _

53emeid. 3|'Pe| Shenen E unb F mégen fig foneiben.
3t>re T>urgfonittblinie fei PQ. Sine gerate Sinie AB fei
parallel fomopl mit ber Shene E, alt mit ber Shene F. 2)er
SBe!jauF_tu_ng gemab ift bie Sinie AB parallel mit ber 5)ur¢-
fonittOlinie PQ. — Kan ftelle fiep eine Sbene G vor, melge
normal fiept auf ber Sinie AB. Stuf ber Shene G fiepen bie
Sbenen E unb F normal na@ § 65. S)at>er ift aug bie
S)urgfonittblinie PQ ber Shenen E unb F normal auf G,
itnb beopalb parallel mit AB.

8. 67. Sel>rfa%.

Siegen Ytuei gerabe Sinien ni@t in einer Shene, fo luft
fiep immer burg bie eine Sinie (beliebig welge) eine Shene
tenfen, melge mit ber anberen Sinie parallel ift.

53emei?d. S{)enn liegen jmei Sinien AB unb CD nigt
m einer Shene, unb legt man burg irgenb einen ~unft A ber
einen Sinie AB eine gerabe Sinie AN, parallel mit ber anberen
CD, unb bann burg bie fto foneibenben Sinien AB unb AN
gine Shene E, fo gept hiefe burg bie eine Sinie AB, unb ift
parallel mit ber anberen Sinie CD.

_ o §. 68. Seprfa¥s.

Siegen émEI gerabe Siniew ni@t in einer Sbene, unb legt
man bur@ bie eine ber Sinien beliehig viele Sbenen, melge
parallel ftnb mit ber anberen Sinie, fo fallen biefe Sbenen in
einanber. ) o S

Gemeio. fielen jmei von ben Shenen ni@t in einaiu
ber, fo fonitten fie fto in ber Sinie, bitrel) melge fie gelegt
mirben; unb ba bie anbere Sinie parallel mare mit jeber ber
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beiben fto fonetbenben ©benen, fo milte fie ed aitp mit P
rer S)urgfonitt3linie fein; bad aber wére %egen hie  %orau”
feBung, balt bie Sinien nigt in einer ©bene ftg beftnben. S)a-
Rer fallen bie ©benen in einanber.

8. 69. SeRrfal.

Siegen jWei gerabe Sinien ni@t in einer ©bene, fo giebt
ed immer jWei ©benen, von welchen bie eine bur@ bie eine,
?ie fa%ngere ur@ bie anbere ber Sinien geht, unb welge paral-
ei ftnb.

<8erueid. 2)enn liegen jwei Sinien ni@t in einer ©bene,
fo Cann man na@ 8§ 67 burg bie eine Sinie eine ©bene legen
parallel mit ber anberen Sinie, unb bann burg@ bie anbere
Sinie eine ©bene, parallel mit ber erfteren ©bene.

§. 70. Seprfal.

Siegen jwei gerabe Sinien ni@t in einer ©bene, unb hat
man burg fte beliebi% oft jwet ©benen gelegit, welge parallel
ftnb, fo fallen alle ©benen in einanber, welge bur@ bie eine
Sinie gelen, eben fo alle, Welche bitrg bie anbere Sinie geben.

Yeew e U. S)enn fielen Swei folge ©benen ni@t in ein-
anber, fo folgte aud 8. 66, bal bie Sinien parallel méren.

8.71. Selrfafl.

Siegen jwei gerabe Sinien nigt in einer ©bene, fo giebt
ed immer eine gerabe Sinie, welge normal fteRt auf einer jeben
von ifnett.

beweis. 9J%n ftelle figp jwet gerabe Sinien AB unb
CD vor, we(pe ni@t in einer ©bene liegen. S)urg bie eine
biefer Sinien, etwa AB, lege man eine ©bene E, bie parallel
ift mit ber anberen Sinie CD, unb bur@ bie anbere Sinie CD
eine Obene F, welge normal fteft auf ber ©bene E. Xvie
Ourgfonitte[inie ber ©benen F unb E fei NQ. 2)ie Sinie
NQ ift parallel mit ber Sinie CD. ®ie Sinien AB unb NQ
foneibeu ftoj benn wére NQ mit AB parallel, ober fiele
NQ mit AB jufammen: fo milsten AB unb CD parallel fein.
S)er S)urgfonitt*punft ber Sinien AB unb NQ fei T. Sn
bem funfte T erripte man auf ber ©bene E eine Normale.
2)iefe fiept normal auf ber Sinie AB. «Sie fiept aber pigleig
normal auf ber Sinie CD, benn fte fallt in bie ©bene F, unb
ftefit normal auf ber mit CD parallelen Sinie NQ. Seite in
T auf ber ©bene E errichtete Normale ftelt alfo auf jeber ber
Sinien AB unb CD normal.

. § 72. SeBrfal. o
©ine Sinie, We(fcpe normal fiept auf einer jeben von jweien
winbfgiefen Sinien, fitefit au@ normal auf ben parallelen ®be
nen, welge burg bie winbfgiefen Sinien gebagt werben fénnen.
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33ewei 6. =an benfe jwei gerate Sinien AB xtnb CD,
Welge nigt in einer (Sbene liegen, unb eine gerate Sinie TV,
welge normal ftel)t auf einer /eben von ihnen, auf AB in T,
auf CD in V. — Surg ben @untt T lege man eine (Shene
E normal auf TV, burg V eine Shene F ebenfalls normal
auf TV. Sie Shene E nimmt bie Sinie AB, bhie Shene F
bie Sinie CD in fig auf, unb beibe Sbenen ftnb ~aralfel. 3n
ben Shenen E unt F Pat man alfo bie praHelen Shenen,
welge burg@ AB unb CD gelegt werben tonnen, unb bie Sinie
TV fielet normal auf tf)[Jen.

. 8. 73. Seljrfafc.

Sille geraten Linien, welpe normal flehen auf jweien
nigt in einer Shene liegenben Linien, fallen in einanber.

Beweis. Senn fielen jwei nigt in einanber, fo wiir-
ben fte parallel fein, weil jebe normal fleht auf ben parallelen
Shenen, welge burg bie winbfgiefen liinien gebagt werben
tonnen, unb bann muRten bie winbfgtefer Sinien in einer
(Shene liegen, namlig in her (Shene, welge burg bie beiten
parallelen Normalen gefit. Sa0 wiberfprigt fto aber.

8. 74. SehrfaR.

Sie gerate Sinie, welge auf jweien winbfpiefen Sinien
normal fteljt, ift firder als jebe anbere Sinie, bie jwci gunfte
her winbfgiefen Linien verblutet. o

Beweis. %on ftelle fto jWei winbfgiefe Linien AB
unb CD vor, unb eine gerabe Sinie TV, welge auf beiten
normal fleht. 9)%an nehme no@ eine gerate Sinie XY du,
welge einen $unft X her Sinie AB mit einem funfte Y her
Sinie CD verbintet, unb nigt mit her 2inie TV jufammenfallt.
Ser Behauptun% gemdR ift bie Sinie TV fiirder als bie Sinie
XY. — Sur@ bie Sinie AB lege man eine (Sbene E parallel
mit her Sinie CD. Sluf her (Sbene E fteht bie Sinie TV nor-
mal na@ 8§ 72, bie Sinie XY aber foief, benn fténbe bie
leRte Sinie auf her (Shene E au@ normal, fo waére fte mit
TV parallel, unb bann miiten bie Linien AB unb CD in
einer Shene liegen. SluS bem flnfte Y falle man eine Nor-
male YZ auf bie (Shene E, unb jiefie XZ. Saburg entfteRt
ein regtwinfligeS Sreiect XYZ. Sie “ypotenufe XY ift
groRer als bie Kathete YZ, alfo au@ groRer als bie Sinie
TV, welge her Jtatl)ete YZ gleigp ift. (SS ift ndmlich fo-
wopl TV als YZ her normale Slbftanb bet £inie CD von her
mit berfelben parallelen (Shene E.)



Zweites Kapitel.
Von den korperlichen Eden.

8 75.
Man nehme einen @unft an, laffe von ihm aus mehr als

jwei gerate hinten na@ beliebigen 9figtungen, bog fo, bal
nie brei auf einanber folgenbe In einer ©bene liegen, fte inS
Unenblige ljin erftrecfen, unb benfe je jwei auf einanber fol-
genbe %oien burcg eine ©bene verbunben. 2)ie ©benen theilen
en unenbligen 9taum in jwei Sheile; feber von biefen Sl)ei=
len ljeifit eine forderliche ©rfe. 3ft folegthin von einer
forderlichen Ocfe bie Diebe, fo bat man von ben beiben for
derligen ©den, welge burg biefeloen ©benen gebilbet werben,
bie vor Singen, bie ben Heineren SReil beS unenbligen Diau-
meS umfaft.

Sn jeber von ben 2inien, welge man von bem juerft an-
genommenen @unft ljat auS?ehen (affen, foneibcn fig jwei
ber ©benen; unb bie Sinjahl ber Linien ift ber Sinjabl ber
©benen gleig. Sebe ber Sinien beift eine Aante ber fordere
ligen ©cfe, ber $unft, von welpem alle Jlanten auSgehen,
ber ©cfdunft. ©ine forderlipe ©cfe l)eift nfantig, wenn
fie n Mauten Rat, ober, was baffelbe ift, burg n ©benen be»
%rénjt wirb, ©ine nfantige forderlige Ccfe wirb au@ ein
orderligeS necf genannt.
~ 3eber SRinfel, welgen jwei auf einanber folgenbe Mauten
bilden, heift ein ©eitenwtnfel, folepgin eine Seite,
feber %oigungSwinfel jweier auf einanber folgenben ©benen
ein 9leigungS winfel, folepgin ein SBinfel ber for
derligen Gcfe.

8. 76.

9)%n ftelle ftg irgenb eine forderlipe Ocfe vor, vertan-»
gere @re fammtltoen Mauten Uber ben ©cfdunft hinaus, unb
benfe bie forderlipe ©cfe, welpe bie Verlangerungen ju an
ten Rat. 2)ie neu erhaltene forderlige ©cfe ift nfantig, wenn
Die erfte nfantig war, bie zweite forderlige ©cfe b[jt Sei
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ten unb alle SOtnfel mit her erften forperligen (Scfe_bejtel)lig
gleigp, unb in berfelben, bog entgegengefepten fReiljefolge.
Selbe (Scfen, obgleig fie alle Seiten unb 3Binfel bejiehlip
Bleicf) unb in einerlei Sage ju einanber tjaben, ftnb wegen ber
entﬁeg_enge_fepten 9tegefo(ge nigt congruent, b. h- fie fonnen
nicht ‘in einanber geftetft werben, fo bap fte fto beefen.

3wei forperltpe (Scfen, von ber Sefpaffenhett, bap bie
Rauten ber einen bie Verldngerungen von ben Rauten ber
anberen ftnb, ober fein fonnen, nennt man Vertical-(Scfen
ober Seeitel-(Scfen.

§. 717

3wei Verticaletfen ftnb im SUlgemeinen nigt congruent,
unb ittngefehri, jwei congruente forperlige (Scfen ftnb im Silk
gemeinen ni@t Verticalecten. ) .

3wei forperlige (Selen, welge alle Seiten unb S3infel
bejiehliq fgleicp haben, unb tn einerlei Sage ju einanber, ftnb
entweber felbft congruent, ober fte ftnb Verticalecfen, unb in
bent festeren Ysall ift jebe™ntal bie eine congruent mit ber Ver-
ticalecfe ber anberen. _ )

Sn jwei forperligen ©reieefen, welpe alle Seiten unb
alle 9Binfel beiel)lict) gleig unb in einerlei Sage haben, welge
alfo entweber congruent ober Verticalecfen ftnb, liegen Bejier
ligp gleigen Seiten gleige Séinfel gegeniiber, unb bejie%lio
gleigen 233infeln gleige Seiten. Um alfo bei jwei forperligen
Oreieefen aud ber Oleigl)eit jweier von @ren Seiten auf bie
Oleigljeit ber gegemiberfteflenben Yffitnfel folieften ju birfen,
unb umgefebrt, ift e6 gleiggiltig, ob bie ©reieefe congruent
ftnb, ober bad eine bad Vert§icalbreiecf bed anberen ift.

. T18.

Sian ftelle fto irgenb eine forperlige (Scfe vor, errigte
auf jeher von ben (Shenen, welge fte begriinden, in bem (Set-
punft eine Normale, unb benfe bie forperli;pe (Scfe, beren
Rauten biefe Normalen ftnh.  ©ie Yweite forperltge (Scfe,
welge bierburg erhalten wirb, Reifst bie Suplplent en toecfe,
ober bie (Srgan jun ge=ecfe ber erften forperligen (Scfe.

8§ 79, Sefjrfap. _

3ebe forperlige (Scfe ift bie Supplementbecfe ihrer Sup-
plenientoecfe. — ) )

Sewei®. 9Kan ftelle fto irgenb eine forperltpe (Scfe
Vor, ©ie Rauten berfeloen mogenAB, AC, AD, AE, AF
u. f. w. fein. Slttf ber (Shene BAC errichte man in bem ch
punfte A eine Normale AB', auf ber (Shene CAD in bem
funfte A eine Normale AC', auf ber (Sbene DAE in bem
finfte A eine Normale AD' u. f. f.unb benfe bie forper-
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lige (Scfe, fooeren Atanten bie Normalen AB', AC', AD' u.f. W.
ftnb. Die leBte (Scfe ift bie Supplementéeife her erften for
Perlicpen (5<fe. wirb beRauptet, bie erfte forperlige (Scfe
ei bie Supplementbecfe iRrer Supplement8erfe. — Den Sal3
ju betveifen ift blof; barjulegen, bal bie JTanten ber juerft
ebagten <icfe normal fteRen auf ben Ebenen ber jiveiten.
ie <%ante AB' fteRt normal auf ber (Shene BAC, alfo nor-
mal auf ber Jlante AC in biefer (Shene; bie staute AC' ftefit
normal auf ber (Shene CAD, beéljalb normal auf ber Aante
AC, welge au@ In biefer (Sbene figp beRnbet bie Aante AC
fteRt alfo normal auf ber Jtante AB' unb auf ber Aante AC,
folglig ift bie Jtante AC normal auf ber (Sbene B'AC'. — Die
Aante AC' fteft auf ber Plante AD normal, ba fte auf ber
(Sbene CAD normal fteRt j bie Aante AD' fteRt normal auf
ber (Sbene DAE, mitBin normal auf ber Jtante AD in biefer
(Sbene: bie Aante AD ift alfo normal auf ben bauten AC'
unb AD', folglip normal auf ber (Shene C'AD. U. f. w.
U. f. w. Der SaR erBellet b%rgnacp.

3wei forperlige (Scfen, von welgen bie eine bie Sup-
plementdetfe jur anberen ift, Baben bie (Sigenfgaft, bafR bie
Seiten ber einen fip mit ben SBinfeln ber anbern einjeln ju
einem_geftrecften SRinfel ergénzen.

Died folgt unm[;ttelbar au8 8. 52 unb au% bem %oran
egangenen @aragrappen.
SO e p§. 81. 2efrfal.

Sinb Ywei forperlige (Selen congruent, fo ftnb aug iBre
Supplementdecfen congruent.

SBeweid. Denn benft man bie con%ruenten lorper[]oen
(Stfeit in einanber gefpoben, baB fte fieR beiten, fo muffen bie
Aanten ifrer Supplementdecfen na@ §. 30 in einanber fallen,
unb mit ifnen bie ©upplementdecfen felbft.

§J. 82  SelrfaR.

Sinb bie Supplementseefen jtveier fi>r?terlicpen (Selen con-
gruent, fo finb biefe l6rperlicBen (Selen felbft congruent.

{BeiveU. golgt unmittelbar aud bem vorigen ®ara
grapl8, tht jebe forperlige (Site bie Supplementbecle ju iRrer
Supplementoeefe abgiebt.

8.83. Selrfal.

Die Supplementoeclen jweier Yerticalecfen finb felbft
SBerticalecfen.

SBeweid. Da bie SBerticaleefen alle Seiten bejieflig
gleig Raben, fo finb map 8.80 alle Sétnfel ber Supplemente
ecfen bejieflig gleig, unb ba bie SRerticaleclen alle SBinfel be-
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giehlicg gleigp haben, ftnb aug alle ©eiten ber SupplementS
erfen bepeljlip %Iei(p.. ®a enblig bie golge in ben ¥Berftcal-
ecfen entgegengefe™t ift, muh fie eS au@ in ben Supplements
etfen fein: golglig finb bie SupplementSecfen Berticalecfen.
g@_ab bie SupplementSecfen bei ber Oleigl)eit ber ©eiten unb
dinfel ni@t congruent fein fonnen, folgt aug inbirect aus
bem vorigen Paragraph.]
§.784. Sel>rfals.

_ ©ie Summe jweier ©eiten eines forperlipen OreietfS
ift grober alo bie britte ©eite.

33en>et3. ©S fei A ber Oifpunlt eined -forperligen
OreiecfS, AB, AC, AD feien bie brei 4tanten beffelben. ©ie
brei Seiten BAC, BAD, CAD feien beMiel)lip n, p, 0. ©er
Behauptun%_ gemab ift bie Summe jweier von biefen ©eiten
groBer als bie britte. — ©S mag betviefen werben, bah bie
Summe ber beiben ©eiten n unb p grober als bie britte
©eite q ift. Sft feon eine ber beiben Seiten n unb p Yrd
her als bie britte ©gite g, ober finb bie brei ©giten einanber
gleip, fo féllt ber Sa¥% ohne SoeitereS in bie klugen. ©ie
ungunftigfte BorauSfefung, welge gemagt werben'Fann, ift
bie, bab jebe einzelne ber ©eiten n unb p Heiner ift als bie
©eite g, unb unter biefer BorauSfefjung foll ber ©a£ bewiefen
Werben.  9)jan &lehe in ber ©bene CAD bie Sinie AG ferge
fialt, bab ber SBinfel CAG gleip n werbe. 9Jian nehme in
ber <Rante AB ben Bunft B beliebig, mage AG gleigp AB,
nehme in AC ben C beliebig, unb lege burg bie punfte
B, C unb G eine ©Obene, Welge bie ftante"AD in bem finfte
D foneiben mag. ©ie Linien BC, CD, BD ftnb bie X>urg"
fonittSlinien ber ©bene BCG mit ben ©benen, welge bas for
perlige Oreieef begrinden. — ©ie Oreierfe ABC unb ACG
finb congruent, benn fie h[lben bie ©eite AC gemeinfaftlip,
bie ©eiten AB unb AG, unb bhie 2Binfel BAC unb CAG
gleip. ©eStjalb ift BC gleip CG. — Sn hem Oreieef BCD
ift bie ©umme ber ©eiten BC unb BD grober als bie Seite
CD; unb Weil BC gleigp CG ift, folgt, bah BD groRer ift als
GD. — ©ie ©reieefe BAD unb DAG haben hie ©eite AD
gemeinfoaftlto, bie ©eiten AB unb AG gleig, bie briiten
Seiten aber ungle_i(p, unb jwar ift BD gréber als DG.
©eStjalb ift ber SBinfel p grober als ber 2dinfel DAG. ©a
ber lepte 20infel gletp q—n ift, fo fat man

p>qg—n
fo(glip n--p > q.

Unb baS war ju erweifen.
©er ©ab gilt nigt allgemein, fonbern nur fiir folge
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forderlichen ®reiecfe, an welgen jede Seite fleiner als ein
geftrecfter 2Btnfel ift. $ieS ftnb inbeB diejenigen, Welche ge
wohnlich, unb in ber 2Inwenbung lediglich, vorfommen. Sluf
forderliche ZRreiecfe etnjugeljen, welche eine Seite h”ben, bie
groRer ift als ein geftrectter SRinfel, ift hier nicht ber Drt.

§ 85. 2ehrfal.

®ie Summe aller Seiten einer forderlichen (Scfe ift fiel
ner als vier regte SBinfel.

23eweis. 3)2an ftelle figp eine nfantige forderliche (Scfe
vor, unb foneibe fte durch eine ©bene, we(pe alle Jtanten ber
felben trifft. 23on ber forderlichen ©cfe wirb durch bie ©bene
ein AOrder abgefonbert, welcher durch n S)reiecfe unb burch
ein necf, baS bie 2)ur<hfonittSebene geliefert 1%at, begrébt ift.
Sie Summe alle Seiten ber forderlichen ©cfe fer x; bie
Summe aller ber 2tdinfel ber n S)reiecfe, welche nicht als
Seiten ber forderlichen Ocfe erfgeinen, fei y; bann ift x-f-y
bie Summe aller 26infel ber n 2)reiecfe, alfo, weil bie Summe
ber 2dinfel eines jeben 2)reiecfS 2R betrdgt,

X-f-y = 2nR.
?In bem erwéhnten Morder finden fi<h n breifantige ©cfen, von
Welgen jede einen 2Binfel ber 2)urchfchnittSebene pir Seite
hat. ®ie Summe ber beiden anderen Seiten einer jeden von
biefen breifantigen ©den ift na@ bem vorigen garagradhef].
groBer als bie dritte Seite. ®ie Summe ber beiden anderen’
Seiten aller n breifantigen ©cfen ift ]y 5)ie Summe ber frit
ten Seiten ift bie Summe aller SRinfel beS necfS, alfo (n—2)
2R. Dtan h<R demnach

y>2nR—4R.
2)ieS fubtrahire man oben; dadurch entfteht

X<4R,
Welches ju beweifen war.

S)iefer Sah gilt nicht allgemein, fonbern nur fiir folpe
forderlichen necfe, welche feine erhabenen 2dinfel enthalten.
®ie Summe aller Seiten eines forderlichen necfS, welches &
habene -JRinfel enthalt, fann fleiner, gleich ober groRer als
hier rechte 2Binfel fein.

§. 86. Sehrfafc.

®ie Summe aller 2dinfel einer nfantigen forderlichen
Ocfe ift groRer als (n—2)2R unb fleiner als n2R.

23eweis. 3)ian ftelle ftg eine nfantige forderliche ©cfe
vor unb ihre SuddlementSecfe. S)ie Summe aller SBinfel ber
forderlichen ©cfe fei x, bie Summe aller Seiten ihrer Sud'
dlementSecfe fei y. ¢rif]n ift we?lean 8. 80

Xy =
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<f)ierau3 folgt juvorberft
X<"n2R.

(S% ift nog bem vorigen @aragradh
<,4R

unb, wenn man bied oben fubtrahirt, folgt ferner
>([1—2) 2R.
Sad ift aber ber Satj.

Sie Summe aller 933tnfel eined forderligen Sreiecfo Iiegt
bafyer jwifgen 2R unb 6R, bie eined forderlichen 9Jiere<%
jwifeen 4R unb 8R u. f f

Slug biefer Sah gilt nigt allgemein.

_ 8. 87. Sel)rfd¥ze. .

1) $tt)ei forderliche X>reiecfe finb congruent, Wenn Yewei
Seiten bed einen einzeln gleig finb jweien Seiten bed anberen,
wenn bie 20infel gleich ftnb, welge von biefen Seiten gebilbet
Werben, unb wenn bie $olge ber Seiten unb bed 2Binfelp in
beiben Sreiecfen biefelbe ift.

$Beroetd. Senn legt man bie Sreiecfe in einanber, fo,
bab bie einen ber gleigen Seiten figp beeten, fo fallen wegen
ber Oleigheit ber SRinfel aug bie anberen gleigen Seiten in
einanber, unb bie Sreiecfe beeten ftg.

2) Rwei forperlige Sreiecfe finb 23erticalecfen, wenn jWei
.Seiten bed einen einzeln g(eig finb jweien Seiten bed anberen,
Wenn bie 3J3infel gleigp finb, welpe Von biefen Seiten gebiU
bet werben, unb wenn hie golge ber Seiten unb bed SRinfelS
im einen Sreiecf entgegengefe%st ift ber golge ber Seiten unb
bed SRinfeld im anberen.

23ewei3. Senn bad eine ber forperligen Sreiecfe ift
alébann na@ 1) congruent mit ber 33erticalecfe bed anberen.

_ §. 88. Sehrfafte. .

1) Rwei fOrperlipe Sreiecfe finb con(I;ruent, wenn fie
eine Seite unb hie baran liegenben 2dinfel bejiehli¢ gleigp
haben unb in einerlei golge. ) ]

53ewei”. Dtan benfe jwei forperlige Sreiecfe, welpe
eine Seite unb bie beiben baran Iiegienben 26infel bejiehlip
gleig haben, unb ftelle fi¢ ¢re Supplementdecfen vor. Sie
Supdlementdecfen haben, wie lei@t erhellet, jwei Seiten unb
bie von biefen gebildeten 20infel bejiehlip glei@, unb finb
congruent nach 1) im vorigﬁen @aragraph- Sann finb aber
bie forderlichen Sreiecfe felbft congruent nag §. 82. .

2) 3wei forperlige Sreiecfe finb 93erticalecfen, wenn fie
eine Seite unb bie beiben baran liegenben SRinfel bejiel)lip
gleich haben, aber hie %olge biefer Stiicfe in beiben Sreiecfen

entgegengefefct ift.
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23eweis. Denn baS eine ift nach 1) congruent mit her
23erticalecfe beS anberen. ]

§. 89. Seljrfafc.

Sinb jwei Seiten eines fi>Yerlictlen DreiecfS gleich, fo
finb bie 933infel gleich, welche biefen Seiten gegentiber flehen.

23em ei 3n hem forderlichen Dreierf 8ig. 2 mdgen
bie Seiten a unb b (b. ¢. bie Seitenwinfel DCF unb DCE)
einanber gleip fein. Der 23efyauptung gemaR finb bann bie
ihnen gg:gen[jberfiebenben 20infel_a unb B (b-h- bie 9leigungS-
winfel ber (Ebenen CEF unb CED, unb CFE unb CFD) &in
anber Yleich. — Sftan beule eine (Shene CDG, welge ben
britten 20infel y beS fOrperligen DreiecfS in jwei gleiche Dbeile
theilt. Diefe XShene gerlegt baS forderliche Dreiecf in zwei
forderliche Dreiecfe, Welgpe 23erticaletfen finb, weil fie zwei
Seiten unb bie von ihnen gehilbeten 233infel bejief)livs gleig
haben, hoch in entgegengefe&ter golge; fie haben namlig bie
Seite DCG_gemeinfchaftlip, bie Seiten a unb b gleich, unb
bie 5Binfel, in welche y geteilt ift. Daraus folgt bie <55leict)-
heit ber 2Binfcl a unb R

§. 90. Sehrfafc.

Sinb zwei 2J3infel eines forderlichen DreiecfS gleich, fo
finb bie Seiten gleich, welche biefen SRinfeln gegentiber flehen.

2eweis. Denn finb zwei Séinfel eines férderlichen
DreiecfS gleich, fo finb bie zugehdrigen beiben Seiten ber
Supplementsecfe gleich, bann, nach bem vorigen @aragraph,
bie SlOinfel ber SipplementSecfe, Welche biefen Seiten gegen-
Uber flehen, bann weiter bie Seiten ber erften (Srfe, welche zu
biefen SBinfeln gehéren. Unb bieS finb biefelben Seiten, bereu
Oieichheit zu erweifen war.

§ 91. SehrfaB.

Stnb zwei 2dinfel eines forderlichen DreiecfS ungleich,
fo finb bie Seiten ungleich, welche biefen SRinfeln gegentber
flehen, unb zwar fleht bem groReren SQinfel bie grofere Seite
gegenlber.

23eweiS. I(SS fei gig. 3 ber 20infel a groRer als her
2Binfel B.  cper "Behauptung gemaB ift alSbann bie Seite a
groBer als bie Seite b. 9) an benfe bie #Shene CEG, welche
von bem groBeren SRinfel einen 2Binfel abf<Yneibet, gleich bem
Heineren (. 3n Y%em forderlichen Dreiecf CEFG Ift bann bie
Seite GCF gleich ber GCE. 2n bem forderlichen

*) 20tr werben Cberall in_ber Bdige «Seiten forderlicher Orejeefe
bureb _)Heine Iate?nif(pe unb 26in$e| fo derl«icher Creieefe hitrg fleine
Biegifpe SugPBaben bejeignen.

SSolff'S ©eometrie. 2. 7%f>. 3
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Sreiecf CDEG betragen bie beiten Seiten DCG unb GCE
Zufammengenomnten nel)r, als hie Seite b, bal)er ift auch
DCG-f-GCF gréRer als b, ober eS ift bie Seite a groRer
als bie Seite b. Unb baS ift ber Sah.

§ 92. Seljrfah.

Sinb zwei Seiten einer forderlichen (Sde ungleich, fo ftnb
bie SRinfel ungleich, welche biefen Seiten gegentiber fielen,
unb jwar fleht ber groReren Seite ber gréRere 933infel gegentiber.

93eweiS. Senn ftnb zwei Seiten einer férderlichen (Scfe
ungleich, fo ftnb bie zugehdrigen 933infel ber SupdlementSecfe
ungleich, unb jwar gehort jur groReren Seite ber Heinere 2din-
fei; ben ungleichen SBinfeln bet SupplementSecfe flehen, nach
bent vorigen Paragraph, ungleiche Seiten gegeniber, unb ba-
her ftnb bie 9Btnfe( ber urfpriingltchen forderlichen (Scfe un-
gleich, unb zwar fo, wie eS Itn Sahe behauptet worben.

§. 93. Sehrféhe.

1) 3wei forderliche Sreiecfe ftnb congruent, wenn bie
brei Seiten beS einen einzeln gleich finb ben brei Seiten beS
anberen, unb wenn bie golge biefer Seiten in beiben Sreiecfen
biefelbe ift.

Siefer Sah Wirb dhnlich bewtefen, wie ber &hnlich lau--
tenbe Sah von ber (Kongruenz ebener Sreiecfe.

2) Bwei forderliche Sreierfe fiinb 93erticalecfen, wenn fte
tr)]iebbrei Seiten bejiehlich gleich, aber in entgegengefehter golge
aben.

93eweis. Senn baS eine ift nag 1) congruent mit
ber 93erticalecfe beS anberen.

§. 94. Sehrféhe.

1) 3tvei forderliche Sreierfe ftnb congruent, wenn bie
brei S33infel heS einen einzeln gleich finb ben brei 2Binfeln
heS anberen, unb wenn bie golge ber SSinfel in beiben
Sreiecfen biefelbe ift

93eweiS. Senn bie SudplementSerfen ber forderlichen
Sreierfe haben bie brei Seiten beziehlig gleich, figb alfo ton
gruent, nach 1) im vorigen Paragraph, unb bann finb €S
auch bie Sreierfe felbft nag §. 82

2) 3wei forderliche Sreierfe ftnb 93erticalerfen, wenn fte
E]ieb brei 20infel bezieht gleich, aber in entgegengefehter golge
aben,

93eweis. Senn baS eine ift nach t) ber 93erticalerfe
beS anberen congruent.

§. 95. Sehrfahe.

1) 3wei forderliche Sreierfe ftnb congruent, wenn zwei

Seiten beS einen einzeln gleich ftnb zweien Seiten beS an-
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feeren, wenn feie SRinfel \ﬂlei(p finfe, n>elge feen einen biefer
Seiten gegentber liegen, Wenn feie Summe feer 2dinfel, roelge
feen anfeeren gegentiber liegen, mefyr ober weniger auSmaqt,
als einen 9eﬁretften 2dinfel, unfe wenn feie golge feiefer Stiicfe
in beifeen Js>reiecfen feiefelbe ift.
SBirfe bewiefen, wie feer al)itlip lautenfee Saft von feer
Bongruenj ebener fy)reie<fe. _
2) Bwei forperlige 2)reiecfe finfe QJerticaletfen, wenn u.f.ro.
) (g 96. Sehrfahe. o
_ 1? 3wei forderliche SDreiecfe ftitb congruent, Wenn jwei
Soinfel beS einen einjeln gleig ftnfe jweien 2Binfeln beS #n
feeren, Wenn feie Seiten gleigp finfe, welge feen einen feiefer
SOinfel gegentiber liegen, wenn feie Summe feer Seiten, welge
feen anberen gegentiber liegen, mehr ofeer weniger auSmaqt,
als einen geftreitten 20infel, unfe wenn feie “olge feiefer Stiirfe
in beifeen 2Dreiecfen feiefelbe ift.
(Zyolgt leigt vermittelft ber SupplementSecfen.
) 3wei forperlige 2)reiecfe finfe Yserticalecfen, wenn u.f.ro.
§. 97. 2ehrfah- . .
SRenn man feen 2Binfel eines gleipfgenfligen forderlichen
2)reiecfS, welger von feen gleigen Sgenfeln ?ebilfeet wirb,
feurg eine (Shene in tjwei gleige Steile tfeilt, fo tljeilt feiefe
(Shene feie bcm 9Binfcl gegentiberftehenbe Seite feeS forperli
@en 2)reiecfS in jwei gleige “f>eife unfe fteht normal auf
berfelben. _ .
b3eweis. S)enn eS finfe, wie leigt erhellet, feie forder-
lichen T>reiecfe 23erticalecfen, in roelge feaS_gl)Iei(pf(penflige for
perlige 2)reiect burg feie Yshene jerlegt wirb.

. 98 ;
=it Seigtigfeit fonnte |§n bem gegenwérti?en A'apitel nog
eine befecutenbe VIn3al)l Von Sahen aufgeftellt werben. 2)ie
mitgetbeilten Sahe reigen fur linferen 3wecf auS. UebrigenS
birfte man fi_%o im Staube fel>en, felbft nog S&he anjureiben
unb ju beroeifen.

3*



Drittes Kapitel.

Von den vorzuglichsten Korpern, unb von der Bestimmung
ihres st e O

I. Vom Prisma.

260 (Mfc fipmYsr s i=L..N . V&t flerabe 8inien m,

jebe parallel mit jeher bet Gbrigen, in beliebiger Sage ju #nan
er, bog fo, baf? nie brei auf einanber folgenbe in einer (Sbene
figp beftnbenunb beule je puei auf einanber folgenbe burg
eine (Shene verbunben. 2)er %ount, rvelgen biefe (Ebenen tm
foliefien, ljeifjt ein pri3matifper Oiaum.

'Sn jeber von ben gebauten parallelen Sinien foneiben
fto jroet (Ebenen. 2)ie YnYal)l ber Ebenen ift ber 8Injaf)l ber
Sinien gleig. Sebe von ben Sinien ljeifit eine Aante be$
prysmatitgen %oump. (Sin pri@matifger Otaum ljeifit rifan
tig ober nfeilig, Ivenn er n Aanten ljat, ober, ivaB baffelbe
ift, bur@ n Ebenen begriinet wirb.

§. 100. Selg'rfafc.

SBirb ein nfeitiger pri3mati %er 9iaum burg 3 Pa
rallele Ebenen ?efwnltten, ivelge bie Jtanten treffen, fo finb
bic 2?ur(pf(pnitt6 iguren congruente necfe, unb bie jtvifgen ben
parallelen Ebenen liegenben Soeile von ben (Sbenen, velge ben
pribmatifen %iaum umfgliefen, finb Parallelogramme.

23err>ei3.  S)ie parallelen S)urofonittdebenen iverben
von einer feben ben pridmatifgen %iaum umfglie“enben (Shenen
in parallelen Sinien gefonitten. 2)araud erhellet leigt, bafj bie
jwifgen ben parallelen (Shenen liegenben 2eile ber (Sbenen,
ruelpe ben pri@matifgen Oiaum umfoliefjen, Parallelogramme
finb. — <5tnb biefe Sgeile Parallelogramme, fo finb bie Sei
teil ber S)urefenittBBguren, alé gegeniberftebenbe Seiten
von Parallelogrammen, bejie%lip g(eig. S)ie Burefenitt0
ftguren haben ferner alle 2dinlel bejief>lip gleig, beim bie
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Seenfel berfeloen finb parallel. ~ Sie Sur@fenittSfigurys
finb bemnag congruent. Unb baO fte netfe finb, wenn ber
priSmatifee 9%aum nfeitig vgar,1 Jiillt in bie Slugen.

9J%n ftelle fip einen priSmatifgen 9taum vor, unb
foneibe benfelben burg jwei parallele Ebenen bergeftalt, bafj
bie Sbenen bie Aanten beb priSmatifeen 9iaumeS treffen. Sie
Shenen @eilen ben priSmatifgen %aum in bret Sljeile. Ser
5XPeil beS priSmatifgen %otmeS, welger jwifgen ben bejben
parallelen Ebenen ft¥s beftnbet, ift ein uberall begrinter Adr
per, unb fyeijtt ein Prisma. SOar ber priSmatifge 9taum
nfeitig, aus welgem baS priSma gefonitten Worben, fo ift
burg Ywei congruente netfe, beren (Ebenen parallel ftnb, unb
burg n Parallelogramme begranjt. ~ Sie beiben congruenten
netfe, beren Ebenen parallel finb, peilen bie ©runbebenen
beS PriSmasS, bie begran”enben Parallelogramme werben Sei-
ten eben en genannt. Sebe Sinie, in welger fig eine ©runb-
ebene unb eine Seitenebene foneiben, Peifit eine ®runbfante,
jebe, in welger jwei Seitenebenen fl(% foneiben, eine Seiten
Fante. Ser normale Slbftanb ber beiben ©runbebenen ljeifjt
bie ~Obe beS PriSmaS. ©in priSma ljeifh nfeitig, wenn
ber priSmatifg>e %oum, aus wel<%em eS gefonitten iff, nfeitig
war; ein PriSma ljeifit normal, wenn bie Seitenebenen
normal auf ben ©runbebenen fielen, fepief, wenn bie Sei
tenebenen ni@t normal ftefyen auf ben ©runbebenen.  5Bei
einem normalen PriSma ftefyen aug bie Seitenfanten normal
auf ben ©runbebenen, unb umgefeljrt, fielen bie Seitenfanten
eines priSmaS normal auf ben ©runbebenen, fo ift baS PriSma
ein normales. Sin PriSma, beffen ©runbebenen Parallelo-
gramme ftnb, fiei*t ein Parallelepipebum; ein folgeS ift
von fe@S Pvrallelogrammen begrénjt, g)e $Wei gegeniiberliegenbe
befinben ftg in parallelen Sbenen, ftnb congruent, unb fonnen
als ©runbebenen betrachtet werben. Sinb fowoftf bie ©runb-
als hie Seitenebenen eines PriSmaS Duabrate, fo &eifit €S
ein SOUrfel, ober ein SubuS, ober ein ~eraeber. Sille
kanten eines SoirfelS finb einanber gleig. Sie Jtante eines
SOurfelS wirb au@ bie Seite beS 29itr e#S genannt.  Sin
SBirfel, beffen. Aante ein gufj, ein Boll u. 1. W. ift, Fjeifjt ein
Aubiffup, Aubifjolt u. f. w.

§. 102. Sef>rfat.

SBei iebem parallelepipebum finb bie gegeniberfteljenben
forperligen Sointel einanber gleig.

53eweis. Sie parallelen Shenen AH unb BG S§ig. 4
Werben von ber Shene FH unter gleichen SRinfeln gefgniitten,
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Nenfo bie parallelen Sbenen BD unb FH von t>er Shene AH.
darauf erhellet, ba bie forderlichen SBinfel an ben gegen=
uberftet)enben Jtanten AD gnblolgG einander gleig find.

Sin_garallelepipebum gig. 4 wirb burg eine diagonal-
ebene AG in jwei breifeitige @ri3men jerfonitten. Stehen bie
Aanten AE unb CG, bur@ welche bie diagonalebene gefiihrt
ift, normal auf ben jene kanten begranjenben Sbenen ABCD
unb EFGH, fo fallen bie beiben breifeitigen @ripmen congruent
auS; flehen bagegen jene kanten nigt normal auf ben fte
begranjenben (Shenen, fo ftimmen jwar bie breifeitigen @riO-
men in ihren Begranjung3fldgen unb fbrderlichen 20infeln
Uberein, laffen fip aber nicht jur derfung bringen.

oo 8104 Sefjrfak
~die breifeitigen qgrlFmen,_ in welge eine diagonalebene
ein “arallelepipebum jerlegt, finb gleich. o

Beweis. (Stehen hie t¥santen, burch welche bie diago-
nalebene ?elegt wirbe, normal auf ben fte begrang')en_ben (She-A
neu, fo fallen bie @riSmen congruent aud, unb finb baler
gleig. (Stehen gig. 4 jene Jtanten foief auf ben fte begran-
Jjenben Shenen, fo wenbe man bad eine @ri3ma ACDEGH
unb bringe ed gegen baf anbere in bie Sage A'CD'E'G'H'
gig. 5. Sine genauere Betrachtung leRri, bal bie Kt‘)ri)er
BCA'D'A unb FGE'HE congruent finb, unb baraud erhellet
bie <Bbleipheit ber beiben breifeitigen @ri3men.

_ §. 105. SehrfaR. _

"arallele_lgeber} von congruenten ©runbebenen unb glei-
chen %ohen finb gleich.

Beweis. 1) die oarallelepipeben gig. 6 mdgen con-
ruente ©runbebenen ABCD unb A'B'C'D' h[]ben, unb gleiche
johen, unb auRerbem mdgen juvdrberft bie Seitenebenen AH
unb A'H', welche an gleichen ©runbfanten AD unb A'D' lie-
gen, einerlei 2dinfel mtt ben ©runbfldgen bilben. 9)?an benfe
bie congruenten @runbfldgen in eine Shene, bie gleigen ®runb=
Fanten AD unb A'D' in eine gerabe Sinie gebracht, bann be-
ftnben fig bie Seitenflachen Al unb A'H' in einer Shene, eben
fo bie gegenuberftehenben BG unb B'G', ferner liegen bie Bbe
reu ©runbfldgen in einer Shene, uno bie Alanten EH unb E'H'
in geraber Sinie. SO giebt figp nun leigt jit erfennen, bal
bie Prismen AEE'A'BFF'B' unb DIIH'D'CGG'C' congruent
ftnb, unb baraud erhellet bie Oleigheit ber Y3aralle(epipet>en.

2) Stimmen feine von ben Soinfeln Uberein, welge an
ben congruenten Orunbfldgen unb an gleigen ©runbfanten
liegen, fo benfe man ein briitet garallelepipebum, heffen ©runb-
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ebene congruent ift mit ben ©runbebenen ber beiben juerft ge
Pagten garallelepipeben, baS mit ihnen gleiche @of)e 1>at, unb
bad mit bem einen von ihnen bie einen 26infel an gleichen
©runbfanten, mit bem anberen bie anberen gleip bat; bad
britte Parallelepipebum ift nach 1) iebem ber beiben erften
gleig, mithin ftnb biefe felbft einanber gleig.

§. 106. RehrfaR.

Sehed Ysarallelepipebum fann in ein normale® parallele
pipebuni verwanbelt Werben, beffen ©runbebenen 9%eptecfe ftnb,
unb bad mit ihm gleiche ©runbpbene unb gleiche <§vbe hat:

33ewet”.- 3()J?an (teile fto irgenb ein @araUelep(pebum
vor, beffen ©runbebene ein 9*f>omboit> fein mag. lieber biefer
©runbebene benfe man ein normale® @arallelepipebum von
gleicher mit bem erften. 5)ad jweite “3arallelepipebum
ift bem erften 1gleich nach bem vorigen ParagraPh; unb feine
Seitenebenen finb 9legtecfe. W?an betrachte fefct eines biefer
Yseptecfe alé ©runbebene, unb benfe Gber bemfelben wteberum
ein normale® arallelepipebtim, welge”, in 33ejug auf jened
9tegtecf als ©runbebene, gleiche Apohe n[]t bem jweiten h«t
2)a0 britte @ara(lelepipebuin ift bem ~Weiten gleich, alfo auch
bem erften, €S ift blofj von Yie%stecfen begrénjt, unb man wirb
erfennen, bal eS mit bem erften gleige ©runbebene h«t unb

gleige Ysohe.
§. 107. 2ehrfafc.

Normale @arallelepipebcn, beren ©runbebenen eongruente
9%eptecte finb, verhalten ftch wie ihre £0hen.

53eWeil8.  SBir nehmen jitvorberft an, bie Rolfen ber
garallelepipeben feien commenfurabel.  Stuf feber ber «gjdhen
benfe man_bie gemeinfpaftlipe ©inljeit abgetragen, unb burg
(eben ber 5"I?elljpunfte eine ©bene gelegt, in febent (parallelegiz
pebum parallel mit ber ©runbebene. ©nthalt bie «fpohe bed
ginen (arallelepipebumd p ©inheiten, bie bed anberen g,
fo wirb bad erfte fparallelepipebum burch bie ©benen in p,
a0 anbere in g garallelepipeben "erlegt, welche fammtligp ton
gment ftnb, wie leigt erhellet, ©6 verhalten fip baher bie
Yearalle(epipeben wie p: g, wélrenb bie Roheit ftp aug Ver®
halten wie p:q. 2)emna@ Verhalten ftg bie “arallelepipeben
Wie bie ~0hen.

20ir nehmen ferner an, bie Roheit ber garallelepipeben
feien incommenfurabel. Dad eine @arallelepipebum fei burch
P, bad anbere burch P: bejeipnet, bie f)6he bed erften "3a-
rallelepipebumS fei AB, bie bef anberen A'B. ©0 wirb te
hauptet, bal fig verhalte

P:P = AB: AB
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Der beweis lafh ficb fir Hefen $all inbirect fiihren.
9)%n nefjme an, eS wére
£ ££
P AB
Dann miite eine Sinie AI'DC befi?al\eél, Heiner als A'B', fo bafl

P' ~ AC

ware. Das Sticf A'C benfe man auf A'B' abgietragen. Die
~otje AB tljeile man in eine fo groBe 2In%af)l von gleichen
Df?/eilen, bal jeber Dljeil Heiner auSfallt als CB', trage einen
folgen Df>eil von A’ aus na@ B' ab, bis ein D”eilpunft
jwifgen C unb B' fallt in D, unb benfe burg D eine ©bene
parallel mit ben ©runbebenen beS "arallelepigebums P'. DaS
Narallelepipebum, wel%es bie %ofy> A'D bat, fei Q. Die
@arallelepipeben P unb Q ljaben gletge ©runbebenen unb
commenfurable <gjéljen, bafger verRégt fig

Q ““ AD
Die obere Oleigung bivib(5re marAIBur(p biefe; baS liefert

F > AC
Diefe Oleigung ift unrigtig, benn ber erfte 23rug ift egt,
ber anbere unegt. Das unrigtige Otefultat ift fjervorgegan
gen aus ber 53erbinbung ber beiben @m vorangegangenen
I%leigungen. Die lebte berfelben ift rigtig, bafjer ift bie
erfte falfg unb bie %nnaljme, welge fie geliefert I>at, b. Ij. €S
fann nigt

£ ££

P'> AB
fein, ©ben fo laBt fip erweifen, bal nigt

b <

fein fann, unb bann tritt bie 53el)auptung ein.

§. 108. Seljrfab.

%ormale @arallelepipeben von gleigen @oljen, unb bereu
C%runbebenen 9iegtecfe finb, vergalten fip wie biefe ©runb-
ebenen.

beweis. Die "arallelepipeben feien burg P unb P'
bejeipnet, bie ©runbebene beS erften ljabe bie gSeiten a unb b,
bie beS anberen bie Seiten a' unb b'. OJMn benfe ein britteS
@aralle(epipebum Q von gleiger <Ewlle mit ben beiben erften,
unb bie ©runbebene beffeiben fei ein iegterf von ben Seiten
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a unb b'. $ur bie garalleleptpeben P unb Q betrachte man
bie Seitenflaichen (ber a als ©runbebenen; btefe finb bann
gleich, unb bie Parallelepipeben verhalten fic?, nach bem vorigen
Para%raph, wie bie ju biefen ©runbebenen gehdrigen @ohen
b unb b W?n h«t ulg;o Q=b:b

?Ur bie Parallelepipeben Q unb P' betrachte man bie Seiten-

lamen Uber b' als ©rugbet;)enen, unb man hat eben fo
P,=a:d

DaS Probuct beiber PLoporltionen liefert

P'= ab:ab
unb baS ift ber Sah.
§. 109. Lehrfah-
Normale parallelepipeben, beren ©runbebenen %ochtecfe
ftnb, verhalten fich wie bie probucte aus ©runbebene in J)éhe.
~Beweis. Die Parallelepipeben feien P unb P', ihre
©runbebenen g unb g', unb bie Yei>hen h unb h'. SRan benfe
ein britteS normales parallelepipebum Q von ber ©runbebene
g unb ber <fwhe h'. %B(p Q§ 10%. \ﬁ'erhélt figp bann

unb nach bem vorigen Paragraph
. QIP'=gls
Das probuct beiber Prlgp%rltlonen liefert

=gh:gh
unb baS ift ber Sah-
. §. 110.
. 2110 ©inheit fur Adrper gebraucht man ben QRiirfel, beffen
Aante bie Langeneinheit ift. Unter bem Inhalt eines Korpers
wirb bie Sahl verftanben, welge beftimmt, wie viel folger
SRiirfel ber Korper enthdlt. 3ft eine beftimmte ©inheit gege-
ben, fo wirb ftie fofort bem 3[]halt beigefiigt; fo fagt man:
ber Inhalt eines Jtorperd fei 100 Aubittufj.
. 111, Lehrfa¥s.

Der Inhalt eine6 priSmaS ift baS Probuct aus ®runb
ebene 1[]

beweis. 1) =an ftelle ftch ein normales parallelepi
ebum P %0n beffen ©runbebene ein 9%eptect ift. Die <fpi>he
eS ParallelepipebumS fei h, ber Snhalt ber ©runbebene, bego-
Ren auf bas Quabrat, welches bie Langeneinheit ber <ji>he jur
Seite hat, fei g. 9Jlan benfe ferner einen 2diirfe( Q, beffen
Adnte jene Léngeneinheit ift: §. 109 verhdlt fto

. P.Q=gh:1
baher ift P=g¢gh+Q

2) W?an ftelle fich ein beliebiges Parallelepipebum vor,
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heffen ©runbebene ein 9Jfjomboib g unb beffen cfiéhe h ift.
%o 8. 106 fann baffelbe in ein normales (parallegepipebum,
beffen ©runbebene ein Oteptecf ift, verwanbelt werben, unb
welpeS mit i>m gleige ©runbebene bat unb gleige Gpdfie.
S)er 3nljalt beS letztem ift nag 1) gleigp gh, baher ift aug
ber Inhalt beS erftern gleict> gh, b. h- gleip bem @robuct aus
©runbebene in Y&ofy.

3) 9J%n benfe ein breifeitigeS @riSnia; feine ©runbebene
fei g, feine cFjofle h. 2)aS breifeitige %3riSma fann als bie
<falfte eines “arallelepipebumS betragtet werben von ber
©runbebene 2g unb ber @ohe h. 2)er 3nflalt beS garallele=
ﬁipebums ift 2gh, baber ber beS breifeitigen @riSmaS gh,
. b+ Qleid) bem @robuct aus feiner ©runbflache in feine 350be.

4) 9)%n benfe enblip ein beliebiges $riSma. ©eine
©runbebene feig, feine obeh. ©affelbe fann immer in rei
fettige @riSmen “erlegt werben, beren ©runbebenen ¢', g", g"'...
fein mdgen, unb welge h “ur ~6be hoben. 2)ie «Summe ber
Inhalte ber breifeitigen ~riSmen ift

'+g''+qg'"'+-) h = gh
baber ift auch be$g3nF9alt b% urflp)rungli(pegn beliebigen HriS
maS gleich gh, b. b- gletp bem Ysrobuct aus feiner ®runb
flage in feine <£jthe.

®amit ift ber Satj ervgieflefz.

Ser Snbalt eines SRurfelS, beffen ©eite a ift, ift hem==
nag a3. Unb ftnb a b, ¢ bie Aanten eines normalen garaU
Ielepirebums, beffen ©runbebenen Yiegtecfe ftnb, fo Ift ber
Snbalt beS garallelcpipebumS abc.

8.113. £ebrfébe.

1) ortSmen verhalten fip wie bie @robucte aus ©runb-
ebene In Ysobe (ftnb alfo gleich, wenn fie gleige ©runbebenen
haben unb_ glei(pe &wben). _

2) eriSmen von gleigen ©runbebenen Verhalten fich wie
ihre <€when. i .

3) oriSmen von gleigen £6ben verhalten fich wie ihre
©runbebenen. _ S

beweis. 9Jian benfe ein @riSma P von ber ©runb-
gbene g unb c"he h, ein “weites P' von ber ©runbebene ¢'
unb .frohe h'/unb €S gerhalt ft(phna(ph 8.111

P =gh:gh

SaS ift baS erfte ©efefc. Sie anberen folgen heraus,

inbem man g = ¢' ober h§= 1?1'4fe$t.

Sie Dberflage eines cpri'SmaS; ergiebt fig in ber Summe
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Der 3nfyalte ter @runb * unb Seitenebenen, tuelge nag te
fannten Sefyren ber ebenen ©eometrie ftg beftimmen.

II. Vom Cylinder.

§. 115.

Man ftelle fig einen Kreis vor, unb eine gerabe Sinie,
mel?e mit ber Peripherie bed Areifed einen Punft gemein-
foaftlip >t, unb nigt mit bem Greife in einer Bbene liegt.
2)ie gerabe Sinie filhre man, parallel mit iljrer erften Sage,
langd ber geripf>erie bed Aveifed, bie fte bie %anje Peripherie
burglaufen ift. ®ie gerabe Sinie betreibt habet eine frumme

sacpe ®iefe frumme Ylage fleit eine cplinbrifge
unb ber %oum, tuelgen fte umfoliefjt, ein cplin-
brl er 9taum.

?lud ber (Sntftet>un% ber cplinbrifgen glage erhellet, baf?
fto in @r unenblig viele %rabe Sinien gieren laffen, rvelge
parallel ftnb mit ber geraben Sinie, bie bie g(age erzeugte.
3ebe folge gerabe Slnle fiei't eine Seite ber cplinbrifgen

Nage.
§. 116. Sel)rfab.

Seneibet man eine cplinbrifge glage burg eine (Shene,
melge mit ber Areigebene parallel ift, fo ift bie S)urgfonittd-
figur ein Jtreid, unb biefer ift congruent mit bem erften.

Perveid. 2)urg ben SKittelpunft M ber Jtreioebene
benfe man eine gerabe Sinie, tuelpe mit ben Seiten ber ep=
linbrif en (%Ia(pe parallel it S)en Punft, in n>elgem biefe
Sinie ur@fenittOfigur foneibet, bejel(pne M. Allan
neE)nle ferner Jroel Seiten ber Cp|lnbl‘lf(K/(|En gldge an, AA'

BB', unb benfe eine (Shene bure MM' unb AA', unb
gine Jtvelte (Sbene burg MM' unb BB'. S)ie Sinien, in Wei-
(&en bie Jtreiéebene von biefen Ebenen gefnitten wirb, feien

A uni) MB, bie, in rt)elgen ble S%ur(pf(pnlttéflgur Qe
fonitten wirb, M'A” unb MB" 5)ie 23ierecfe MM'A'A unb
MM'B'R fif> Parallelogramme, benn bie Sinie MM ift parallel
mit ben Seiten ber cgnmbnfq;en gldge, unb bie Sinien MA
unb M'A" fomofjl, altf hie Sinien MB unb M'B' finb parallel
nag §. 22. (ple Sinien MA unb M'A" ftnb einanber gleig,
eben fo bie Sinien MB unb M'B', a{0 gegenberftehenbe Seiten
von Parallelogrammen; ba aber bie Sinien MA unb MB
gleip ftnb, fo ftnb e$ au@ bie Sinien M'A" unb M'B’; unb
baraué erheIIet bah hie ®urefenitt3figur ein JlreiS |ft tvel
@er fig mit bem erften greife betft.
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9ftan ftelle fip einen ct)linbrifchen Qiaum vor, unb foneibe
ihn burg eine ©bene, Welche mit ber AreiSebene parallel ift.
3wifgen ben beiben Jtreidebenen erhalt man einen tberall be-
grinden Korper: biefer leifit ein ©blinber. 2)ie beiben
Greife, Welche ben ©plinber begriinden, werben feine ®runb
ebenen genannt, bie ben ©plinber begrén”enbe frumme fléche
beitit fein 9Jlantel. ®ie gerabe Sinie, welge bie SRittel-
punfte ber ©runbebenen verbinbet, fyeilt bie Slefe, ber nor-
male Slbftanb ber ©runbebenen bie <Ejobe beS (Splinbers. gie
Slgfe ift jebeSmal mit ben «Seiten beS ©plinberS parallel, ©in
Oplinber heifit normal, wenn bie 3lgfe normal auf ben
©runbebenen fleflt, fief, wenn bied nicht ber gall ift.

§ 118. 8ehrfaf.

2>er Snpalt eined OplinberS ift baS @robuct aus ber
©runbebene in bie «fjope.

23ewelib. Sn bem Greife, welcher bie ©runbebene heS
OplinberS bilbet, benfe man ein reguléres 23ieleef, unb be-
trachte bief als bie ©runbebene eines ft3riSmaS, welches bie
"ope beS OplinberS ©at, unb fo geneigt ift, bah eine «Seiten-
fante in ben Diiantel beS ©plinberS féllt. ©S beftnben fiep
alsbann fémmitliche (Seitenfanten beS @riSmaS in bem Kantel
heS ©plinberS.  2)ieS ftlriSma laffe man in ein anbereS (iber-
geben, welches in gleicher 2deife in bem Oplinber liegt, unb
beffen ©runbebene ein reguléres 93ielect von hoppelt fo vielen
(Seiten als hie beS erften ift. ©ben fo gehe baS zweite priSma
in_ein britteS dber u. f. f, u. f.f. ©S entfiel)t eine %oipe von
Ya3riSmen, bereu ©rédnje ber Oplinber ift, unb mit welchem
baS legte @riSma jufammenfallt. 2)er Snljalt eines jeben ber
@riSmen ift baS @robuct aus ber ©runbebene in hie <Ybhe,
folglich ift auch ber Snpalt beS ©plinberS baS @robuct aus
ber ©runbebene in hie @bl)e.

UebrigenS fann lei?%t inbirect ber (Sah erwiefen werben.
©S fei g ber Inhalt ber ©runbebene, h bie «Ejépe beS ©plin-
berS, fein Snpalt k. aRollte man annehmen ¢S fei

k<gh,
fo fonnte k = gh fein, unter g' eine Raljl verftanben, welche
Heiner ift als g. Sn bem Areife g ift bann ein necf benfbar
von bem Snpalt g. 2)ieS betrachte man als ©runbebene eines
ftlriSmaS von ber $0pe b welcpeS in bem ©plinber liegt.
2)er Snhalt beS ftfriSmaS ift g'h, unb ba baS Prisma Heiner
ift als ber ©plinber, fo fann ber Snpalt beS ©plinberS nicpt
au@ g'h fein, Uberhaupt nicht Heiner als gh. “epnlicp im
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anberen “all  vermittelft eined um  ben (SMinber liegenben
YsUmab.
§. 119.

3ft baBer r ber 9tabiuS ber ©runbebene eined ©plinberS

unb h feine @ope, fo ift ber 3nPalt bed ©plinberd gleig mr2h.
§. 120. SeRrfale.

1) ©RBlinber vergalten ftg wie bie @robucte aud ben
©runbebenen in bie c"oRen.

2) ©plinber von gleigen ©runbebenen verRalten ft wie
itre <qupe[]. . .

3% ©plinber von gleigen £oRen VerRalten figp Wie iRre
©runbebenen.

53e weife folgen Ieicpt§au10'21bem vorigen @aragrapp.

W?n (teile fto einen beliebigen ©plinber vor, unb brei
unmitteloar auf einanber folgenbe Seiten AB, AB', A"B"
beffelben.  2)ie Setten finb parallel. Z%ur(p bie mittlere Seite
AB' unb burg AB benfe man eine ©bene, burg bie Seiten
AB' unb A"B" eine jweite ©bene. Zgie eine biefer ©benen
brefe man um bie mittlere Seite A'B', bi¢ fte mit ber anberen
©bene jufammenfallt, unb bergeftalt, bal bie Seiten AB unb
A"B" Ju verfpiebenen Seiten von A'B' geratBen. @ierburg
anbern hie Seiten A'B' unb AB ifyre gegenfeitige Sage nicft,
ghen fo wenig hie Seiten A'B' unb A"B"; unb e$ ift ein-
leugtenb, ball ber ganje Wiantel bed ©plinberd fto in eine
©]t3err]1e biegen 14Rt, ofne eine 3lenberung feined SnRaltd ju
erfahren.

glagen, welge eine folge Operation julaffen, nennt man

abwirf eibar.
§ 122. SefrfaR.

S)er Hantel eined normalen ©plinberd ift g(eip bem
@robuct aub ber (peripEerie ber ©runbebene in bie "oRe.

SBeweid. 9Jlan benfe ben 9J%antel beb normalen ®plin
berd abgewicfelt. ©r bilbet albbann ein %o@tecf, beffen eine
i=cite bie ~6Re beb ©plinberb, unb beffen anbere Seite bie
Peripherie ber ©runbebene ift. Oaraitb erRellet ber Saf.
%o 9Jlantel beb foiefen ©plinberb bilbet, abgewicfelt
ni@t eine Ysigur, beren 3n[3§|t fto Rier angeben lieRe.

123

~3ft baBer ber 8iabiub ber ©runbebene eineb normalen
Oplinberb r, unb bie «£)oke h, fo britft fto ber iIRantel aub
burg 2mrh
unb bie gefammte Dberflage beb ©plinberb burg
2mnrh-f-2mr?
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ivelped einerlei ift mit
2nr(h--r).

8. 124

S)er 33egriff bed (Si)lifJberd fann bal)in erweitert werben,
ba bie ©runbebene eine gigur fei, welge von irgenb einer
frummen  Sinie, ober von beliebigen frommen unb geraben Li-
nien begranjt ift. Unb immer ift ber 3nljalt bed (Sglinber3
|g_llei(p bem @robuct aud ber ©runbebene in bie <"bl)e, unb ber

antel bed normalen ©plinberd bad @robuct aud bem Um-
fang ber ©runbebene in bie <*bl)e.
§. 125. 2el>rfa0.

Sftan fielie fip einen Korper von beliebiger 53egrdnjung
vor. Ser Kdrper werbe gef(pnitten burg eine Oteilje von Pa—
rallelen (Sbenen. Ser Slbftanb h je zweier auf einanber fol-
genben (Shenen fei ber fleinfte, welcher gebagt iverben fann.
Al A2, A3....Ar_,, A feien bie 5nl)alte ber Sur@fonittS
jtguren in ben auf einanber folgenben (Sbenen. Ser 3nl)alt von
em Shell bed Jtorperd, welger "ig. 7 jwifgen ben (Sbenen
Al unb Az fto befindet, briictt fto aud burg jebe ber beiben
Summen

Alh-f-A2h--A3h-f-....-"Az_Lh
A2h + A3h4-.... 4-Ath

Bew & m1) Srgenb "wei auf einanber folgenbe ngenen
feien An unb An+l  3ft ber 5lbftanb h berfeloen ber fleinfte,
welcher gebagt iverben fann, fo ift ber jtvifgen biefen beiben
(Sbenen befindliche «ftorperttjeil entweder cplinbrife (pridmatifg),
oder ed nimmt ber 4torpertheil von ber einen ber (Shenen jur
anberen hin bloB ju, ober bloR ab. SRollte man n&mlich an-
nehmen, ed fanbe Runahme unb Abnahme Statt, fo miiften
fiel) in bem 3lbftanb h jwei Steile unterfoeiden laffen, ber eine
jur Zunahme, ber andere jur Abnahme gehdrig, unb bann
Wirbe h nigt ber fleinfte benfhare Slbftanb fein.

2) Sft ber Jto'rpertlgerl jbwif(pen ben (Sbenen An unb
An+l cplinbrifg, fo find bie (Sbenen An unb An+l congruent,
unb ber Inhalt bed Adrpertheild bricft fig audé burg Anh
ober burg@ Antlh. Soreitet ber Adrpertljeil von ber einen
ber gebagten beiben (Shenen jur anberen juneljmenb fort, ober
abnehmenb, fo finb bie (Sbenen An unb Antl ungleigp. 3n
biefem galt benfe man Cber ber groBeren (nag §. 124) einen
(Splinber BCDE von ber ~ofe h, ivelger den Atdrpertfjeil
umfolieft, tber ber Heineren einen (Splinber FGHL wvon ber
<f>ghe h, tvelger von bem 4borpertheil umfcbloffen wirb. Sie
Inhalte ber ©plinber finb Anh unb Alltth, bemnag ift ber
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eine von tiefen SluShriicfen groRer als ter SnRalt beS &tér<
pertBeilS, bet anbere Heiner.

3) 2Bir 3|eIEn jevét bie (Summen

+A2h+A3h4------ f-AiNh
unb A2h-]-A3h-j- s 4~Ah
in 53etragt, unb ben SnRalt Q beS "orperd, welger &Wlf(pen
ber erften (Sbene Al unb ber leRten Az Ile?t unb feflen tor
laufig no@ befonberS voraus, ber Korper fei jwifgen biefen
Ebenen cp(inbrifp (anmatlf(p) ober er nefme von ber (Sbene
Aj bis jur (Shene Az Rin blol *u ober bloR ab.

Sft ber Korper cpltnbrifg, fo fallt in bie2lugen, bafRjebe
ber Summen ben SnRalt Q auS riictt. Sereitet ber MorBer von
ber (Shene A, na¢ ber (Sbene Az bloR juneBmenb fort, ober bloR
abneBmenb, fo ift bie eine Summe groBer, bie anbere Heiner
als Q. Ser SnRalt Q beBnbet fig alSbann jwifgen beiben
Summen, unb_ber Unterfgieb jwifcRen Q unb jeber einzelnen
ber Summen ift Heiner als ber Unterfpieb ber Summen.

Sie Sifferenj ber Summen ift

=fe(Ar— Al )h
20egen beS unenbligp Heinen gaftorS h ift biefe Sifferenj
unenbligp Hein, unb ba Q ftg um weniger als biefe Sifferen)
von jeber ber Summen unterfgeibet, fo ift ber Unterfpieb
jwifgen Q unb einer ber Summen burg enblipe 3AWn
ni@t auSbratfbar, unb fallt auler S9etraqt,

Ser Sal} ?Ilt bemnag, wenn ber Adrper jwifgen A,
unb Az cplinbrife ift, ober bloR junefmenb, ober bloR &bnel
menb von ber einen biefer Ebenen jur anberen fortfreitet.

4) Soreitet ber Korper von ber einen ber (Ebenen A,
unb Az jur anberen beliebig fort, halb juneBmenb, halb b
neBmenb 11 f. w., fo fann er burg (Ebenen, welge mit jenen
parallel ftnb, in SReile jerlegt werben, in benen bloB Runalime,
ober bloR SlbnaBme, u. f. W. Statt ftnbet, unb nacp 3). gllt
ltJaS f®|g1;?8 fur biefe SReile, mitBin gilt ¢S aug fiir ben Adr
er fe

DenlerJung, rte Seweid .erma r? pE P 2II'| p=
meugert.  gr | perangqogene nher b r=
geftat thog[]o_ftnb, b ber eme Von bem Aorper@eil um offen wirb,

er anbere en 5tor ergel umfolieft. Sie Kor er WeI(pe im vor icgenben
Bub e in etraéoE mmen werben augen ?Ih[% fol T 53efoa aenbelt
; 3r/1 unb b(%o t tentff{gptt téer S@%\Af/e&ofun er J 2

¢ e°metrje ftnbet had @efch fein ige Darlegun
! ﬁélr ?tellen an efm en Stummem 1) I 2% ; e Raflfe%u ﬂj

1) Srgenb jwei auf einanber folgenbe (Ebenen feien Al unb Antl,
©er vvtfﬁen ifmen beftnblige itorpergeil " foreitet von ber einen %ur

anberen entweber ohne BunalSme ober 2lbnapme fort, ober ed nimmt Dev
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Aorpertpe|l von het e n ©bene jur_anberen pin bloR ju, ober blof
ab well ber lletnfte 2lbft nb h n!)(gt BBm nte unb 2 bn me geflattef.
Seim gort Qritt opne 3una me ober Slhnapme ftnb b|e E enen An un
Anti ongruent unb %Ielq) gele en. wie beim ©pltnber,
en ©benen An unb An+l eftnblt(pen Sor ert&etl
et ne K. 3rc>|f<pen hen Ebenen A,, unb An+> benfe man einen
I|n er o We em An jur (?run ebene. bient, unti inen Awetten Cnn
u er A n+i r Bor rtpeil K “pat mit bem ©plnber Ci hie ®runb
gbene. An gemeln attcf mlt em anberen Cn=1L bie ©runbebene An+1.
Ogreitet ber Aorpert etl K von ber elnen ber ©benenA unb An+! hig
ur an eren ohne 3un Pme ober |ta8 fort, fo mul er gleto fein
ebent gletpen ©p nber Cn o er C+1, beren gort (prltt opng 3u=
é)me o er 2I na me erfol %reltet K von An big An [ une
rlb fort, fo tfl K groRer ao ber pItnbetr) Cn, welger nug Hn
Jug e|<p et bann K von An+] t% An abnepmenb fort, unb Hemer
aﬁg tf plinber Cn+1, Welﬁer bei |efem qortf(prltt nigt abnimmt; &g

rteltet K von An big A(\:n [ abnegmenb fort, fo erpellet in gleiger
©ie Snpalte ber (?&Imber ftnb Anh unb An=th.  Scmnag ifl
= Antlh

entweber
ober Anh K < An<ih

§. 126. .

9)%n ftelle fto gig. 7 unb 8 irgenb jivei Aorper vor,
unb burchfchneibe fie burg eine 9fle|f%e von parallelen Ebenen.
Der Slbftanb h je jiveier auf einanber fofgenben ©benen fei
ber fleinfte, welger gebagt wverben fann. ~<=inb bie Bur¥s
fefjnittéfiguren Al A2, +— Al ber ©benen mit bem einen 3tor
per beueg(mf) gIelct9 ben Durcbfd)nittéfiguren B1, B2, - Bi
berfelben ©benen mit bem anberen Korger fo ift ber Dbell_bed
ginen Adrperd, ivelper Y%mifgen ben ©beiten Al unb Az liegt,
gleich _bem Zfyeil bed anberen "Ulf(pen B! unb Bz

Denn ift Al =B,, Al =B - A1 =By, fo ift

Ah+ A2h4----- -Ar-1h = Blh-—BZh| --{-Bz-1h
unb e$ erhellet ber SaR aud bem vorigen Paragraphen.

I1l.  Von der Pyramide.

8. 127.

Man ftelle fiel; eine forperligpe ©cfe vor, unb foneibe fie
bur@ eine ©bene, ivelpe alle Aanten berfelben trifft. 23on
ber forperlidjen Orfe ivirb habet ein dberall begrénjter Jtorper
abgefonbert:  biefer ljeift eine pprantibe. ©ine @pramibe
beillt nfeitig, tvenn bie furperlltpe ©rfe, aud ber fie erhalten
tvorben, nfeitig tvar. ©ine nfeitige pramtbe ifl burg ein
nerf, |uel(pea bie Durchfchnitt3ebene geliefert hat, unb burg n
Dreierfe begréanjt. DaR nerf, ivelched bie Durchf(pnlttOebene
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geliefert pat, heifit bie ©runbebene ber @pramibe, jebeS von
ben ®reiecfen wirb eine «Seitenebene genannt. ®er (Scfpuntt
ber fOrperligen Ocfe peilt bie SpilRe ber “pramibe, ber nor-
male Slbftanb ber SptRe von ber ©runbebene bie ~Ope.
Sebe ftante, in weé(per fto bie ©runbebene unh eine Seiten-
gbene foneiben, heillt eine ©runbf ante, jebe Aante, in Wei
@er fiep jwei (Seitenebenen foneiben, eine Seitenfante.
8128 SeprfaBe.

1) Siegt bie ©runbebene einer *3pramibe in einem Areife,
unb trifft bie «£)épe ber gpramibe ben 3liittelpunft biefeS Grei-
fes, fo ftnb alle Seitenfanten ber @pramibe einanberugleig.

®ie ©runbebene ber @pramibe fei ABCD—, BerMittel
punft beS «ftreifeS, in welpem bie ©runbebene liegt, feiM, bie
Spile ber @pramibe bejeigne P. ®ie "Ope ber Yspramibe
ift aldbann PM, bie Seitenfanten ftnb PA, PB, PC, PD,--
2)er 53epauptung gemal finb biefe einanber gleip. — 5)lan
henfe bie Sinien MA, MB, MC, MD,—; babur@ entftepen bie
2)reietfe PMA, PMB, PMC, PMD,---. 2lUe biefe ®reiecfe finb
bei M regtwinflig, ba PM normal fiept auf ber ©runbebene;
fie ftnb ferner congruent, weil fie bie ftatpeten gleig haben,
namlip PM geme,i,nf(paftli(p, unb bie anberen Aatpeten gleig,
als 9tabien beS AreifeS. SluS ber ©ongrucnj ber Oreieefe
folgt bie Oleigpeit ber “ppotenufen, unb biefe finb bie Sei
tenfanten. _ _ o _

2) Sinb alle Seitcnfanten einer "3pramibe einanber gleig,
fo liegt bie ©runbebene in einem greife, unb bie <Fwpe ber
fRpramibe trifft ben =ittelpunft biefed AreifeS. _

2)ie ©runbebene fei ABCD,— bie SpiRe P, bie “ope
PM. Zgie Seitenfannten ftnb alSbann PA, PB, PC, PD,—.
Unter ber 93orauSfefung, bal biefe Seitenfanten gletg ftnb,
Wirb behauptet, bie ©runbebene ABCD— liege in einem <ftreife,
unb ber fBuntt M fei beffen 92ittelpunft. — Sian jiepe bie
Sinien MA, MB, MC, MD,—. 5)aburg ergeben fto bie
“reiecfe PMA, PMB, PMC, PMD,--. Sille biefe 2)reiecfe
finb bei M regtwinflig, fie paben bie @ppotenufen gleig, bie
eine ftatpete PM gemeinfoaftlio, unb folglip finb fie ton

ruent. Sius ber ©ongruenj ber !Y)reie(fe erhellet, bal bie
inten MA, MB, MC, MD, — einanber %eicp ftnb, unb bann
liegt bie ©runbebene ABCD — in einem ftreife, unb ber/unft

M, ]E[‘ we(@em bie 66pe bie ©runbebene trifft, ift ber Mittel
punft.

. 129.
(Sine ~pramibe, bereu fammtlige Seitenfanter einanber
glelg Bnb, peift eine gleipfeitige prranube;4e|ne Yleiofei

SRotff'g ©eotneftic. 2. $f).
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tige @pramibe ljeiSt gleichférmig, wenn ifjre ©irunbebene
ein reguldre” necf ift.

§. 130. Sefyrfafc.

3Benn eine forderliche (Scfe t>urg fparallele ©benen ge?
fonitten wirb, fo finb bie DurgfenittOfiguren dhnlich, unb
»erhalten ftg wie bie Duabrate Yerer normalen Sibftanbe »on
hem Otfpunfte.

Soeweid. 97%n [teile fig eine forderliche(Scfe »or, unb
burgfoneibe fie bur(fo_gwei parallele ©benen. Die beiben
DurefonittOfiguren feien ABCD--- unb A'B'C'D'—. Der
Orfpunft fei P.  Um jundeft ju geigen, bafj bie Dur@fenitt0-
ftguren ahnlich ftnb, tfyue man bar, baf fte alle 233infel be-
Teief)lig gleich fgat_)en, unb baf bie Seiten ber einen fip »er-
halten wie bie Seiten ber anberen. —

Da jwei parallele Ebenen »on einer britten ©bene in
parallelen 8inien gefonitten werben, fo erhellet, bafj bie Sinien
AB unb A'B' parallel ftnb, eben fo bie Linien BC unb B'C',
CD unb CD' u. f. W. %o 8. 25 ift baf)er ber 233infel ABC
gleich bem SBinfel A'B'C', ber SRinfel BCD 9leigp bem SRinfel
B'CD' u. f. f, b. I). bie Durofonittdfiguren haben alle 20in=
fei bebsiel) ip gleip. ©f »erhdlt ftg nun

AB: AB' = PA . PA
BC.B'C' = PB . PB'
CD:CD' = PC:PC'
u. f.ow.
babei ift nap 8 63, wenn man burg P eine ©bene benft,
parallel mit ben Durgfonitt3ebenen,
PA:PA' = PB:PB' = PC.PC' = ...
alfo »erhalt fig
AB AB' = BC:BC' = CD:CD' = ...
unb barin liegt, bafj bie Seiten ber einen Dur@fonittOfysur
jto »erhalten, wie bie Seiten ber anberen. Die Bur@fdnitth
ftguren finb bemnag dhnlig.

©5 ift "weitens jii geigen, bah bie Dur@fnitt*figuren
fig »erhalten, wie bie Dluabrate ihrer ©ntfernungen »om ®xf
B.U”ﬁ?- — 9)ian fdlle aud bem Orfpunfte P eine Normale auf
ie eineDurgfonitt3ebene, unb »erldngere fie bié jumDurg
fonitt mit ber anberen. Die Normale fleht auf beiben Bur@
fonitt3ebenen normal. Die @unfte, in welgen bie 9iormale
bie Durofonittéebernen trifft, feien M unb M'. Die Durch?
fonittsfiguren »erhalten fip, Weil fie dhn(io ftnb, wie bie
Uuabrate gleigliegenber Seiten, alfo etwa wie AB2: A'B'2
©$ »erhdlt fi® aber
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AB:AB' = PA PA

unb PA . PA'" = PM:PM'
2)ebh[Tlb vergalten ftg bie Sur@fonitt3figuren wie PM2 :PM'2.
g. 131, Seé>rfa%.’

_ (p;l))ramiben, welge gleipe ©runbebenen unb gleige fed
lien haben, ftnb einanber gleig.

~ MOewei0. 9Jian ftelle figp jwei @pramiben vor, von
gleichen ©runbebenen unb gleigen @igen. Zgle ©runbebene
einer jeben fei g, bie <f)ige einer jeben fei h. 3)ie Y}pramiben
benfe man mit ben ©runbebenen auf eine (S6ene gefteUt, unb
bur(pfépneibe beibe ¥/sramiben bur? eine Obene E, welge mit
jener ©bene parallel ift. Sie Sur@fenittbfiguren feien Q unb
Q. Sie O©ntfernung ber einen Sur@fenittbfigur von ber
<5pY%e ber @pramibe, in we(ger bie Surefenitt3figur fip
hefinbet, ift gleig ber ©ntfernung ber anberen Sur@fnittS
ftgur von ber <Sppe if>rer @pramibe. 3ebe biefer ©ntfernun-
gen fei X. %o@ bem vorigen Paragraph Verhdlt ftg bei ber

ginen @pramibe
o 0:Q = h:xl

0: Q'= h? :x2.
hieraus erhellet, bafi bie beiben Sur@fenittdftguren Q unb
Q' gleip ftnb. Saffelbe gilt fir bie Surgfenittbfiguren
einer jeben Surgfonittbebene E. Sedl)alb folgt nag § 126

ber Satj. _
132, Seljrfa%.

Ser 3nfyalt einer @yramibe ift ber britte Soeil bed Hro
bucted aud ber ©runbebene in hie «)ifle. _ o

53 etoeid. Ser Sa% wirb %uvo'rberft fir bie breifeitige
Qoramibe bewiefen, unb bann auf gpramiben mit beliebig vie
len Seiten audgebehnt.

53ei ber breifeitigen (pf;f)ramibe DN?C, gig. 9, betragte
man baf SreiechN%, beffen Snfyalt g fein mag, als ®runb
ebene; vie <€)ige fei h. Sie breifeitige ppramibe ergédnze mgn
ju bem breifeitigen 343r|’3ma ABCDNQ, welged mit ber brei
feitigen gpramibe biefeloe ©runbebene g unb biefelbe <Ejolje h
bat. bem ~rifma benfe man bie ©benen CDN unb CAN.
Sie ©benen jerlegen bad @ri8ma in brei breifeitige $prami
ben, von WePpen bie urfpriinglipe DNQC bie eine" ift; unb
hiefe brei breifeitigen gpramiben finb einanber gleigp. ©§ ftnb
namlig bie beiben breifeitigen @pramtben ANDC unb ANBC
einanber gleig, weil fie gleige ©runbebenen unb gleige <&ipen
haben, fobalb man bie Sreiecfe AND unb ANB alo ihre
©runbebenen betragtetj unb bie beiben fRpramiben ANDC

3

unb bei ber anberen
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unb DNQC finb gleig, weil fte ebenfalls gleic_he ©runbebenen
unb gleiche Rolfen haben, wenn bie Dreiecfe ACD unb DCQ
ald ©runbebenen %enommen werben. 3ebe ber breifeitigen $p
ramiben ift baljer ber brite Sgeil von bem breifeitigen @riSma.
Der Snhalt beS fRriSmad ift gh, alfo ber Inhalt ber ur-

fpriinglict>en breifeitigen @pramibe DNQC gleich b unb baS

gtr_k])er brite %tyil beS @robucteS aus ber ©runbebene in bie
s0NE.

©ine nfeitige &Pvramit>e (n groBer als 3 angenommen)
fann immer in irgenb eine Slnjaftl breifeitiger @pramiben e
legt werben, bereu ©runbebenen in ber ©runbebene ber nfeiti-
gen @pramibe liegen, unb bie mit ber nfeitigen @pramibe bie
4pifre gemeinfoaft(ip haben. ®er S|‘|1halt ber nfeitigen @p-
ramibe “ergiebt ftg in ber (Summe ber Yshalte ber breifeitigen
@pramiben. Die Summe ber Sntmlte ber breifeitigen $pra
miben ift ber brite Yefuil beS @robucteS aus ber Summe ihrer
©runbebenen in bie gemeinfaftlige @ohe. Die Summe ber
©runbebenen ber breifeitigen @pramiben ift aber bie ®ritnb
ehene ber nfeitigen @pramibe, unb bie gemeinfchaftlige «fpOfte
ber erfteren ift bie «fjohe ber legieren. Daraus erhellet, balf
ber Suftalt einer jeben @pranribe g_lei(%_ ift bem briten Dhell
beS @robucts auS ber ©runbebene in bie gi>he.

§. 133. Sehrféfte.

1) fBpramiben von gleichen ©runbebenen Verhalten fig
wie ihre fpohen: _ _

2) @pramiben von gleichen 4pbhen verhalten ftg wie @re
©runbebenen.

3) gpramiben verhalten figp wie bie @robucte aus ben
©runbebenen in bie <fjbl)en.

Denn hat eine @pramibe P bie ©runbebene g unb bie
£jvhe h, unb eine gpratUibe P' ebenfalls bie ©runbebene g,
aber bie Rdhe h', fo verhdlt fto

p-p,-SL V5"
3

3
Ober P:P' = h:h.
DaS ift ber erfte Sah- ©ben fo ergeben fip bie betben #n
beren Séfte. 5 134

9Jtan ftelle fip irgenb eine @pramibe vor, unb foneibe
biefeloe burg eine ©bene, welpe mit ber ©runbebene parallel
ift. Die @hramibe Wirb baburg in jwei 3@li(e geteilt. Der
Dfteil, welger jwifgen ben beiben parallelen ©benen liegt,
hept eine ab getlirmte fppramibe, ber anbere D¥geil bie
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Srgdnuingfeppramifee. Sine nfeitige abgefunteppramifee
ift von 3ivet conligen netten begrénjt feeren Shenen unfe
gleipliegenfee Seiten parallel ftnfe, unfe von n Y%rape¥een. ®ie
beifeen tonligen nette werfeen feie ®r unfe ebenen feer abge-
fligten Ppramifee genannt, feer normale 2lbftanfe feer ©runfe-
ehenen ljeift feie 3polje.

§. 135.

Sb giebt Adrper, welche abgefiirjten Ppramifeen aljnli
fefyen, ot>ne folge ju fein. SinAorper feer 2(rt ift nur feann eine
abgefurjte Ppramifee, wenn feine parallelen 23egrdnjungbflagen
tonlige Figuren ftnfe, unfe ihre gleigliegenfeen Seiten parallel
laufen.  Sb1aBt fto ndmlip bargun, baff fto albfeann
famnitlige Seitenfanten feeb Abrperb in einem flinfte fynet
feen, fo teal eb eine @pramifee giebt, aub welger jener Korper
erhalten werfeen fanri feafeurg, feal fte feurg eine Shene ge-
fonitten n>irfe, welge mit feer ©runfeebene parallel ift.

Oltan ftelle .fip einen Adrper vor, welger begrénijt ift
feurg jwei dhnliche nette, feeren Sbenen unfe feeren g(eiglie-
genfee Seiten parallel ftnb, unfe feurp n %opevee, feeren jefech
Ju parallelen Seiten 7ruei ?Iel_(pllegenfee Seiten feer nette ljat.
2)ieter Korper ift eine abgefurjte gpramifee. — 2)ie parallelen
arynligen nette feien ABCD:- unfe A'B'C'D"-.  £>ie beifeen
Seitenfanten AA' unfe BB' foneifeen ftoi feer durefonittb-
punft fei P. Sb verhélt fig

BP.BP = AB:AB
AB: AB'= BC:BV
alfo BP:BP = BC:B'C
unfe wegen feiefer Proportion geht feie Seitenfante CC', ver-
Ién?er!, feurg feen Punft P. Sben fo I&t ftg von jefeer fol-
genfeen Seitenfante jeigen, baB fte feurg feen Punft P geht,
alfo foneifeen fto alle Seitenfanten in feemfelben punft.

8§ 136. Aufgabe.
~2)en Snljalt einer abgefiirjten ppramifee ju finfeen, wenn
feie berfeen ©runfeebenen a unfe b, unfe feie ~0f)e h feer abge-
flirjten ppramifee gegeben ftnfe.

Muflofung.  2)er Snljalt feer abgefiirjten ppramifee
ergiebt fto in feer T>ifterenj jwifgen feem 3nljalt feer vollftén-
feigen ppramibe unfe feem SnlYsalt feer Srg&njungbppramifee.

~unbefannte «?tjﬁlje_feer Srganjungbpvramibe be#'ei(pne X.
®ie <fwl)e feer vollftanfeigen ppramibe ift albfeann h-f-x. 2)er
3nfalt feer Vollftnfetgen @pramifee ift, wenn wir a alg feie

groRere ©runfeebene anfe()en, g(eigp a™l ~--x—, feer 3>nl:a(t feer
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©rganjungdppramibe ?3); ber Snfyalt ber abgefirjten @pra-
mibe baljer
a(h--x)  bx
3 3
iber f[ah--(a—Db)x].
gar x bietet fip na@ 8§ 121 hie Oleigung bar
a:b = (h--x)2:xz
aud itjr folgt ya=/b = h-|~x: x
Ja— Db:|/b =h:x
hj/b
X ““ ya—yb

ober X = 'ﬂ/:‘b_tlg_@

2)iefen SRertl) von )fg fubftituiren _mir oben; bad liefert fir
ben 3nfyalt ber abgefunten @pramibe

(@a+2s+h)

8. 137.
Bur E3erepnung ber Dberflage einer %tyramibe, ober einer
abgefirjten ¥Yeramibe, bebarf e$ feiner Einleitung.

IV. Von den_schief abgeschnittenen Prismen und
einigen anderen Korpern.

§. 138

Man ftelle fig ein @ri3ma vor, unb foneibe ed burg
eine ©bene, melge alle Seitenfanten foneibet, unb nipt mit
ben ©runbebenen parallel ift. ®ad @ripma wirb burg biefe
©bene in jivei Korper getf>eilt unb jeber berfelben fieifit ein
foief abgefpnittened gri"ma.

8 139. Aufgabe.

33on einem foief abgefonittenen breifeitigen ¥%s}ri3ma ftnb
bie brei (Seitenfanten a, b, ¢ gegeben, unb ber 3tgalt f ber
auf ben Seitenfanten normal ftefyenben ®urgfenittbebenej
man foll ben Bnfyalt bed foief abgefgnittenen breifeitigen
spridmad beregnen. _ _ )

Elufléfung. ©6 ftelle 8ig. 10 had foief abgefonittene
breifeitige @ridma vor. S?atj 2)reiecf IKL fei bie auf ben
Seitenfanten a, b, ¢ normal ftefyenbe ®urgfenitt3ebene; fein
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Sroalt ift alfo f. Sie >{)bhe bed Sreiecfd, n>elge jur <=eite
KL gehort, fei burg h bejeignet. Wiyon lege eine (Stene burg
bie funfte H, K, L, unb eine jweite ©bene bureb bie gunfte
M, K, L. Siefe ©benen unb bie ©bene IKL jerlegen bad
foief abgefonittene breifeitige @ridma in jwei vierfeitige gv==
ramiben unb in jwei breifeitige. 3ebe ber vierfeitigen ¥fyra-
miben bat bie «fwhe h. Ser Inhalt beiber vierfettigen @yra~-
miben wirb bafyer erhalten in bent britten Sheil bef @robuctd
aud ber Summe ihrer ©runbebenen in ihre gemeinfoaftlige
4jj0he h- Sie ©utnme ber ©runbebenen ift baS Srapej DPQG.
Sa()er ift bie Summe ber Inhalte ber betben vierfeitigen

ramiben glei
Jee (@+b)-KL h
2 '3
ober, ba L-h ber Inhalt f ber auf ben Seitenfanten normal

ftehenben Surofonittdebenen ift, glei
1o (ab)t gleig

3

Sei jeber von ben breifeitigen 7styramiben betragte man IKL
ald O©runbebene. Sie Summe ber Inhalte ber beiben breifei
tigen @tyramiben wirb alobann erhalten in bem britten Sheil
bed @robuctd aub ber gemeinfeaftlipen ©runbebene f in bie
Summe ber «£jol)en, welge ¢ auPinagt. Ser Inhalt beiber
breifeitigen @v~miben ift bemnfa(p

c

s
Sied abbire man ju bem Oberen. Saburg ergiebt fig ber
3nl)alt be3 foief abgefonittenen breifeitigen @ridma3 gleich
(a+byo)f
3

Ser hier gefunbene Sludbrurf ift um fo mehr fur ben
praftifpen ©ebraug geeignet, ald ber Snhalt f ber auf ben
fammtligen Seitenfanten normal ftehenben Sur@fenittSebene
leigt aus ben normalen Slbftdnben ber Seitenfanten von ein-
anber ju ftnben ift, wéljrenb biefe normalen 2lbftanbe fto un-
mittelbar meffen (affen. Sinb 8ig. 16 bw bw normalen Slb-
ftinbe ber Seitenfanten von einanber n, p, g, fo ftnb bie brei
Seit$n bbet:c Sreiecfo tI)KI_]c gleich n, p, q, t:mbﬁb(]ecr 3|(pal'é bed

ie efonittenen breifeitigen @ri3maf brieft fto auf bur
Mef ghgefonftienen breifeitigen ¢rismaP brieft f o v
12 WI+P +q) (n+p-q)(n-P=q)(-n+P=+q)-
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§. 140.

©in tier ober mefyrfeitigeb foief abgefnitteneb @ribma
fann in breifeitige foief ub?ef(pnittene ori“men jerlegt werben.
2)aljer fann man vermittelft beb »origen @aragrapflen au@
ben 3igalt eines foief abgefonittenen Wier ~ ober mefyrfeitigien
@ribmab finben, wenn man nur im Staube ift, bie Yspalte
ber durgfenittbebenen anjugeben, welge auf ben Seiten
fanten ber breifeitigen foief abgefonittenen @ribomen normal
fielen.

s -

9)7an ftelle fig eine @pramibe vor, unb foneibe fie burg
eine ©bene, welge alle Seitenfanten trifft unb nigt mit ber
©runbebene parallel ift. 2)ie ©hene jerlegt bie 5Ysramibe in
Yawei Aorper; ber eine ift eine_gpramibe, unb beifh bie ®r
génjungbppramibe beb anberen Adrperb, welger eine foief &b
gefonittene Ygramibe genannt wirb. )

2)er Sn¥ealt einer foief abgefonittenen pramibe wirb
gefunben, inbem man ben Snbalt ber _voIIfIénblgen @pramibe
unb ben ber ©rganjungbppramtbe ermittelt, unb ben festeren
von bem erfteren fubtrapirt.

©in Korper, weltger von jwei nigt af>nligen 9feqt
ecfen, bereu ©benen unb bereu «Seiten bejie()li? parallel finb,
unb aiperbem von vier Srapejen begrabt ift, beren jebeS
Yawei - be<pel)li Earallele Seiten ber 9ieptecfe ju parallelen
Seiten tyat, ?yeit ein ©belibf. S)ie %o@tecfe werben bie
©runbebenen genannt, ber normale Slbftanb ber ®runb
ebenen pet™t bie <t>Blje beb ©belibf. _ _

S)er ©belibf ljat' mit ber abgefiinten @pramibe 8lebnlie
feit, ohne eine folge ju fein.

g. 143. 2 ufgabe.

2)en 3igalt eines ©belibf ju finben, wenn bie 2lbmef
fungen ber ©runbebenen unb bie <g)ige gegeben finb.

Slufléfung. ©b ftelle $ig. 11 einen ©beliSf vor.
2)ie jufammenftofjenben Seiten beb oberen 9%eotectS feien
gleip a unb b, bie beb unteren gleip ¢ unb d, bie Jjwlje
gleig h gegeben. — 2)ie bauten IG unb KM finb parallel,
eben fo bie A'anten L(%( unb KM, t>atéer ift aug 1G parallel
mit LQ. 2)urg bie kanten LQ unb IG benfe man eine
©bene.  Sie jerlegt ben ©beliSf in jwei fotef abgefonittene
Dreifeitige @ribmen, beren 3nbalte ftg beregnen laffen. 23
tragten wir bab breifeitige foief abgefonittene Bribma, beffen
Seitenfanten LQ, KM unb IG finb; 2)ie JJiaa(je ber Seiten
fanten finb bejief)(ip b, b unb d, ber 3ipalt beb auf biefen
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normal ftehenben Durgfonitt3 ift -y, alfo her 3nt>alt bed

foief abgefonittenen breifeitigen pridmaS felbft
(2b 4~d) ah

. .0 - .
Dad anbere f<Ysief ab?_ef(pnlttene breifeitige @rtema bat bie
Seitenfanten IG, PV, LQ. Diefe ftnb bejiehlip d, d, b. Der
3nljalt ber auf ben Seitenfanten normal ftehenben Durg-

fonittdebene ift (\:P Der S[halt bed foief abgefonittenen-

breifeitigen pripmad bhaf>er
(b 472d)ch
6
Diefer 2lu3brucf tverbe jum oberen abbirt, baburg ergiebt fig
ber Inhalt be Dbeliof gleig
[(2b4- d)a+ (b4-2d) cjh

V. Vom Kegel.

8. 144.

Man stelle fip einen Kreis vor, auferhalb ber ©bene
beffelben einen Punft, unb eine gerabe 2inie, n>elpe burg ben
punft gebt, uno ?egen bie %3eripflerte bed Areifed gelehnt ift.
Die gerabe Sinie fuhre man, wahrenb fie jenen punft nie ver-
14Rt, 1angd ber @eripherie bed Atreifed, hié fie bie Peripherie
%anj burglaufen ift. Die Sinie befgreibt babei eine frumme

lage. Der Jtorper, n>elger von bem Greife, unb von bem-
jenigen Dbeil ber frumnien glage begrénjt ift, ber jmifen
er Areidebene unb bem ermdhnten punft liegt, heiBt ein
ﬁSte%eI, Der punft Iljeift bie Spif3e bed Jtegeld, bie ben
Aegel begréanjenbe frumme ~dge fein 3Jiantel, ber Areid
bie ©runbebene. Der normale Slbftanb ber Spife von
ber ©runbebene wirb bie «Ejol)e bed Aegield genannt. ~ $ebe
gerabe 2inie, welpe bie SpiRe bed Jtegeld mit irgendeinem
Eunft ber Peripherie ber ©runbebene verbinbet, fallt ganj in
en =antel, unb ivirb eine Seite beé Aegeld genannt. Die
gerabe 2inie, ive(ge bie Spifle mit bem SQiittelpunft ber ®runb
ebene verbinbet, heilit bie 2(¢pfe bed A'egelb. ©in étegel heilit
normal, wenn bie 5lgfe normal auf ber ©runbebene fteht
oief, wenn bied nigt ber 8all ift Ylle Seiten eined tor
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malen Jtegelé ftnb, wie (eigt in bie Singen fallt, einanber

gleig.
§ 145, 2ef>rfavs.

SBenn man einen Ategel burg eine ©bene foneibet,
welge mit ber ©runbebene parallel ift, fo ift bie Durgfenitt®
fleur ein <ftreio. )

beweis. Die Spifce bed Aegelé fei A, ber SKittel-
punft ber ©runbebene fei M. folan benfe bie 2lpfe AM bef
Jtege(B; ben @unft, in welgem fte bie Durt%f nittdebene
trifft, bejeigne M. 3n ber Peripherie ber ©runbebene nehme
man “wei Punfte B unb C an, unb benfe bie Seiten AB
unb AC; bie Punfte, in welgen biefe Seiten bie Durg-
fonittSebene foneiben, feien bejiel)lip B" unb C'. 9Jtan benfe
ferner eine ©bene bur@ AM unb AB, unb eine jweite ©bene
burg AM unb AC. DiefezObenen foneiben bie ©runbebene
unb bie mit Uerfelben parallele Dur@fonittSebene in ben Linien
MB unb MC, unb M'B' unb M'C"; unb hie Sinien MB unb
M'B' finb parallel, eben fo bie Linien MC unb M'C. ©b
Verhdlt fto bal)er

AM. AM' = MB: MB'
unb AM:AM' = MC : M'C'
Die brei crften ©lieber ber Proportionen finb betief)lip gleigj
bedhalb ift
MB' = MC

unb baraud erhellet, bal bie Durqfonitt"figur ein Jtreio ift.
§. 146. 3ufal. .

Der Jtreio, welger bie ©runbebene bed Aegeld atw-
maqt, unb ber Atreid, welger bie Durgfonittesftgur ber mit
ber ©runbebene parallelen DurgfonittOebene bilbet, verhalten
fig ju einanber wie bie Duabrate ihrer normalen Slbfténbe
von ber Sp¥%e.

Denn finb bie normalen Slbftanbe ber ©runbebene unb
ber Durgfonitt3ebene bejiehlip AN unb AN', fo verhélt fto
MB:MB' = AM: AM' = AN: AN'
unb ba ftop bie Mreife verhalten wie bie Guabrate ihrer %o-
bien MB unb M'B', fo erhellet ber Saft.

) §. 147. Sehrfafc.

©in Aegel unb eine Pvramibe ftnb einanber gleig, wenn
ihre ©runbebenen gleig finb unb ihre <&when.

beweis. %ol benfe beibe Adrper mit ihren ®runb
ebenen auf einer ©bene ftehenb, unb burgfoneibe beibe burg
gine ©bene, welge mit tiefer ©bene parallel ift. Die ©runb-
ebene be$ Aegels fei g, bie<6ohe h, bann hnt Au® bie Ppra-
mibe bie ©runbebene ‘g, bie Yeohe h; ber normale Slbttanb



§ 148 151 Son feen voniigligflen Kdrpern c. 59

ber 3)urefonittSebene von her Sp¥%e beS Jtegeld fei x, bann
ift au@ bie (Entfernung ber ®urgfenittSebene von ber Sptfte
ber ppramibe . S_Lle 2)urefonittSigur in bem Jtegel fei
Q, bie tn ber ppramibe fei v. (Es verhalt fto bei bem Aegel
g:q=nhl:x2
unb bei ber ppramibe
g:v = h?:x
Sius beiben Proportionen folgt, bafi

=v
ift. (Eben fo wirbe ftg bec} jeber anberen 2)urefenittSebene
ergeben, bafj bie Sgur f(%nittsfigur heS JtegelS gleig fei ber
berppramibe, unb esgal folgt bie “Behauptung na@ 8.126.
8§ 148. Sefyrfaft.
S)er $nfyalt eines JtegelS ift ber britte %t)eil beS pro-
buctS aus ber ©runbebene In bie “ige. )
SemeiS. S)enn ber «Regel ift gleig einer ppramibe,
ruelpe mit @m gleige ©runbebene unb gleige ~ofje hat, unb
ber Inhalt ber ppramibe ift ber britte 5@eil beS ProbucteS
auS ©runbebene unb £6fye.

§. 149. Sefyrfatje.

1) Regel von gleigen ©runbebenen Verhalten figp wie
ore "ol)en.

2) siegel von gleigen <"oflen Verhalten fto wie ihre
©runbebenen.

3) .Regel vergalten figp wie bie Probucte aus ben ®runb
ghenen in bie @cpen.

53e weife folgen leigt aus hem vorigen Paragraph

§. 150.

JJtan benfe einen beliebigen Jtegel. Seine Spge fei S
unb brei unmittelbar auf einanber folgenbe Seiten beffelben
feien SA, SB, SC. S)urg SA unb SB benfe man eine
(Ebene, burcsp SC unb SB_gleipfallS. S)ie eine biefer (Ebenen
werbe um SB gebrept, bis fte mit ber anberen jufammenfallt,
unb bergeftalt, bap bie Seiten SA itnb SC ju Verfoiebenen
Seiten von SB geragen. 53¢ folger 2)rehung bleibt baS
Mierf ABS ungeanbert, eben fo baS !Lreierf OBS, unb eS
erhellet, bafj ber QJfantel beS JtegelS ftg in eine ©bene hiegen
&7, waljrenb fein Supalt berfelbe bleibt. (Er fann alfo ab;

gewicfelt werben.
8§ 151. Seprfap. ) )
2)er9Jlantel eines normalen AegelS ift gleip beinhalt

ben Probuct aus ber Peripherie ber ©runbebene in bie Seite
beS Hegels.
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SeweiS. Utin tenfe ben Sfantel bed normalen Regele
abgewicfelt. @r bi(i>et alébann einen Rreigauffonitt, beffen
%obiu0 hie Seite bed Jtegeld unb beffen Sogen gleig ber
Peripherie ber ©runbebene 1ft. Unb ber Inhalt biefed Rreie
autfcfjnitted ift bad lalbe Probuct aud bem Sogen in bett
Oiabiud. Daraus erhellet ber ©afj. _ )

Der Wtantel beS foiefen Jtegeld 14Et fig l)ier nigt be-
fiimmen.

3ft bafyer r ber OiabiuS ber ©runbebene eines normalen
Regeis, unb b bie Seite beffelben, fo briicft figp ber 3nljalt
beS SKanteld aus burch

mrb
unb bie gefammte Oberflache beS Jtegelo ift gleig
mr2 - -mrb

mr (b —)
8. 152.
9Ran ftelle fte einen Regel vor, unb foneibe ibn burg
gine ©bene, wel<|pe mit ber ©runbebene parallel ift Z?te ©bene
theilt ben Regel in jwei Rorper. Der Rorper, we ?er Jwi
fgen ber ©runbebene unb ber mit igr parallelen Bur@tenittS
ebene ftg beftnbet, fyeilt ein ab gefurjter Regel, ber anbere
R(’jrpler I>eifit ber ©rgén jung's feget ju jenem abgefirjten
Regel.

) ©in abgefiirjter Regel ift burg jwei Rreife, bereu ©betten
Barallel ftnb, unb burg eine frumme glage begrénjt. Die
eiben Rreife beiden bie @runbebenen, bie frumme glage
ber 9lantel beS abgefilrjten .Regele. Die gerabe Serbin
bungSlinie ber 9)iittelpunfte ber ©runbebenen wirb bie 2lpfe,
ber normale 9lbftanb ber ©runbebenen bie <E>0be beS &bge
fUrjten RegelS genannt. Die Seiten eines abgefiirjtenRegelS
finb biejenigen Stiicfe von ben Seiten heS vollftnbigen Re
gele, welge innerhalb beS 9RantelS heS abgeflrjten .Regele
liegen.

’ ©in abgefiirjter.Regel beifit normal, wenn er aus einem
normalen Jtegel erhalten wirbe, ober, wenn feine 2lgfe Hor
mal auf ben ©runbebenen ftebt; ein ab?eﬂ]rjter Regel beifjt
fipief, Wenn er auS einem foiefen Regel gefo[itten worben,
ober, wenn feine %Mofe foief auf ben ©runbebenen fteht 2llle
Seiten beS normalen abgeﬂ]rjten Re%ale ftnb einanber gleig.

§. 153. "Aufgabe.
Den Inhalt eines abgefirjten Regele ju befiitnmen, wenn
bie %obien a unb b ber beiben ©runbebenen unb bie *jébe h
heS abgeflrjten Regeld gegeben ftnb.

wel@eS einerlei ift mit
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Slufléfung. ©er 3nljalt bed abgefilr]ten Aegeld wirb
erhalten in her ©ifferenj jwifgen bem Snialt beé BoUftanbi
gen Jtegeld unb bern 3n¥ealt bed 6rganjungdfegelf. ©ie nigt
pefannte 6pdRe hef (Srganjungofegeles be"eigne x. ©ie £50l]
bef bollftanbigen Jtegeif Ift alobann h-f-x. ©er 3nf>alt bed
bollftanbigen Aegeld ift, wenn a als ber groBere iabiud #n

genommen wirb, glei¢ ma..-Ys%s%s ber 3nljalt bep (Srgén-
0

jungofegel6 ift 0 ber 3nf>alt bed abgeflirjten Ategeld ift

bemna
? na2(h-}-x)  mh2x
3 3~

ober y[azh-J-(a2—b2)x]

$ur x, welped nocB befeitigt werben muB, fyat man bie
©leicbitng:

h x:x=a:b
Slué  berfelben folgt h:x = ab—h b:b

X =y
©iefer Sludbriuf werbe oben fubftituirt; babure entRebt fir
ben 3nf>alt be3 abgefunten Jtegeld

*y [a2h-}-(a-f-b) bh]
ober vV (a2-~ab- -b2).

§ 154. Slufgabe.

©en Snfyalt bed %onteld eined normalen abgefiirjten
Hegels ju berechnen, wenn bie 9tabien a unb b ber ®runb
ebenen, unb bie Seite ¢ bel abgefitnten Aegeld gegeben finb.
~ Sluflofung. ©er %ontel bed abgefirjten Jtegeld ift
bie ©ifferenj Ywifgen bem SRantel bed bollftanbigen Jtegeld
unb bem Hantel bed (Srgénjungdfegeld. ©ie unbefannte
Seite bed (Srgdnjung™fegeld fei y; bie Seite bed bollftdnbigen
JtegelB ift bann c-f-@/. ©er 9Jiantel bed bollftdnbigen Jtegeld
ift, unter a ben groferen Oiabiud berftanben, gleigp ma(c--y),
ber Plantet bed (Sr énjqn%dfegeld rchy; ber %ontel bef ab”
gefligten Regele ift bedljal
na(c- -y) —1b
0Mer n[gc-f-ye —b)%/l]
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80r vy, tvelcpes no@ ju ermitteln ift, >0t man bie ©leigung

c+y:y=a:b
ober cy =a—b:b
barau3 A §

S)iefer 9Bertp tverbe oben fubftituirt, baburg ergiebt fto fiir
ben Diantel bed normalen ab%efltrt/)s;en Aegeld
mic (a--b).

§. 155. Bufap.

2)ie Dberflage etned normalen abgefunten J*egeld, beffen
©runbebenen bie Otabien a unb b ljaben, unb beffen Seite c
ift, briictt fc> bemnag au$ burg
mic (a-f- bg—na2 -f- th?
ttielped gleip ift m[(a-f-c)a+ (b--c)b].

VI. Von der Kugel.
) §. 156.

(Sin Adrper, ivelger fo begrinet ift, bafj alle finfte ber
53egrdnjung von einem innerhalb bed A6rper6 liegenben flinfte
gleig weit entfernt ftnb, pegt eine Augel. 2)ie Segranumg
ber Augel befiehl in einer frummen ﬁ)la(pe.__ Sie wirb bie
Augelfladje genannt. 2)er innerhalh berAugel beftnblige
ounfit, von ivelpem alle flnfte ber Augelflaclje gleig weit
entfernt ftnb, fjeilt ber 3Jli ttelpunft ber Augel, ber !07%ittel-
punft ber Hugelfldge. .

Bebe gerabe Vilnie, vom SOUttelpunft einer Augel bié ju
irgenb einem unfte @rer Augelfladje, fieifst ein 9?abtud
ober ein <fpalbtneffer ber Augel. Bebe gerabe 8inie, tuelge
3wei flnfte einer Augelflacpe verbnbeit, unb burg ben 9Jiit
telpunft gebt, fyeifit ein 2)urmeffer ber Augel.

§. 157.

SIUe %obien einer Augel ftnb einanber gleich, eben fo alle
2)urgmeffer. Unb ein 2>urgmeffer ift bad doppelte bed 9%abiud

berfelben Augel.

8 158. Sebrfape.

1) Bebe gerabe 2inie, bereu normaler Slbftanb vom =it
telpunft einer Augel Heiner ift alp ber 9fabiu3, foneibet bie
Augel, unb bat mit ber Augelflicpe jwei flnfte gemein-
foaftlio.
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2) Sehe gerate Sinie, bereit normaler Slbftanb vom =ih
telpunft einer Augel groRer ift als ber %obiuS, ljat mit ber
Augel feinen ¥%5unft gemeinfaaftlie. _

3) (Sine gerate 2inie, bereu normaler 5(ftaanb vom 8)%t
telpuntt einer Augel gleigp bent Dtabiud ift, Bat mit ber Au-
gelffdpe einen einzigen {3unft gemeinfaftlio, unb bieS ift ber
i3unft, in tuelpem bie Normale aus bem 9llittelpunfte ber
Augel bie Sinie trifft. _ o

Diefe <Sd%e gelten au@ umgefeljrt, unb ffnb leigpt ju
ertveifen.

§. 159.

Sehe gerate Sinie, tvclpe mit ber ~dge einer Augel nur
ginen @unft gemeinfeaftlio ffat, ffeilt eine Sangente ber
Augel fir tiefen ffhmft, unb ber gunft, tvelgen bie Sangente
mit ber AugelffdcBe gemeinfoaftlio ljat, wirb ber 53eruff
rungSpunft genannt.

§.160. 2eqrfdfe. _

1) Sehe gerate Sinie, Welge auf einem %obiuS normal
ftel)t in bem @unfte, n>elgen er mit ber Augelfli“e gemein
ljat, ift eine Sangente ber Augel fir tiefen @unft.

2) 3iel)t man na@ bem SeriifjrungSpunft einer Sangente
einen %obiuS, fo wirb er normal auf ber Sangente.

3) géllt man vom Sftittelpunfte ber Augel eine Normale
auf eine Sangente ber Augel, fo trifft fie ben 53eriiRrungSpuntt.

53etuelfe ftnb leigt ju figren.

8§ 161. Sebrfatj.

933irb eine Augel burg eine ©bene gefenitten, fo ift bie
DurgfonittSffgur ein AreiS.

53eine iS.  Die ©bene gelff entweber burg ben SliitteU
Bunft ber Augel ober nipt. — Die ©bene gefje erftenS burg
en 9Jiittelpunft.  Die Ontfernung eines jeben @unfteS ber
53egrdnjung ber DurgfenittSfigur von bem JJfittelpunfte ber
Augel ift bem ffiabiuS ber Augel gleig. Daljer ift in biefem
gaU bie DurgfonittSfigur ein AreiS, unb ber 9J?ittelpunft
effeloen ift ber Diittelpunft ber Augel, fein 9%abiuS ber Fa-
bius ber Augel. — Die Obene gefle jtveitenS ni@t bur@ ben
9Jiitte(punft.  Der Kittelpunft ber Augel fei M. 3Aan félle
von M aus eine Normale auf bie ©bene. Die Normale treffe
bie ©bene in A. Bmei @unfte ber 53egrdtnung ber Dur@-
fonittSffgur feien B unb C. 9J%n jief>e bie Linien AB unb
AC, MB unb MC. Daburg entfielen ffvei Dreierfe, MAC
unb MAB. Die Dreiecfe finb bei A reottvinflig, ffe ljaben
bie @ppotenufen MB unb MC gfeig, als %obien ber Augel,
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bie Aatliete MA gemeinfaftlip; bie Creiecfe ftnb bemnag
congruent, unb baraud folgt hie EHeigheit ber Simen AB unb
AC. Slug ber Oleipheit btefer Sinien erhellet aber, bafi ipe
12)urgfonittOfigur ein Atreio ift. .

S3ejeignet r ben 9%abiud einer Augel, x bie Entfernung
bef W7ittelpunft3 ber Augel von einer bie Augel burgfeneu
benben Ebene, fo ift ber Otabiud bed Areifea, elger bie

®urefonittOfigur bilbet, gleip 12 — x2.

§. 162. Sehrfahe.

1) Eine Ebene, bereu normaler Slbftanb vom Wittetyunft
einer Augel geringer ift ald ber %obiu”, foneibet bie Augel.
.. 2) Eine Ebene, bereit Entfernung vom 9Jlittelpunft einer
Augel groBer ald ber 9tabiud ift, I>at mit ber Augel feinen
5)3unft gemeinfoaftlio.

3) Eine Ebene, bereit normaler 2lIbftanb vom Kittelpunft
einer Augel gleig bem %obiu™ ift, fjat mit ber Au?_el unb
mit ber Augelfladie einen einzigen Y%Junft gemeinfoaftlig.

2)iefe <S<¥e gelten auct> umgefeljrt.

§. 163.
_ Eine Ebene, tuelge mit ber flache einer Augel einen ein-
|%en Q]bunft" gememfcgaftllcp f>at, I>ei't eine Sertihrung6d
ebene ber Augel fiir biefen @unft, ber 23ert()rungdpunft
genannt wirb.
8. 164. Sehrfahe. B

1) Sebe Ebene, welche auf bem %obiud einer Augel nor-
mal ftet)t in bem @unfte, welchen er mit ber AugelfXadje gs=
meinfeaftligp fyat, ift eine 23erut)rungOebene ber Augel fir
biefen @unft. o _

. 2) 2)ie gerabe Sinie, welge burg beit Kittetyunft einer
Augel unb burg ben Serlihrung6punft einer Serilhrungdebene
biefer Augel geht, fteht normal auf ber 33eri]_hrun?£ebene.

3) Yallt man vom =ittelpunft einer Augel eine %or-
male auf eine 23eriil>runggebene ber Augel, fo trifft fte ben
SBertfljrungeguntt.

4& S%te %ormale, welge in bem S8engrungOpunft auf
einer b3eriilbrungdebene errigtet ift, geht burch ben Diitlelpunft
ber Augel. o

5) Sille Seriihrungdebenen beffelben @unfted einer Augel

fallen in einanber.
§. 165. Sehrfahe.
1) 3ebe gerabe Sinie, welge in einer %oriihrungdebene
liegt unb burg ben Seriihrungdpunft geht, ift eine Sangente
ber Augel fur jenen SBeriihrungopuntt.
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2) gur ben'elben ~unft auf her Dberflage einer Augel
giebt ed unenbltp t>iele Sangenten. Sille biefe Sangenten fie
gen in einer ©bene, unb fie ift 23erufyrung3ebene ber Augel
fur jenen $un(t.

) 8 166. Sefyrfafce. )

1) Soneibet eine Ebene eine Augel, unb wirb van bem
5D%ittelpunft ber Augel eine Normale auf ben "X)urcl)fonitt0-
freio gefallt, fo trifft fte ben ’Sftittelpunft biefed Areifeo.

. Zg) Sie gerabe Sinie, welge burg ben 9Kittelpunft einer
Augel unb burg ben W%ittelpunft eined S)urefonittgfreifed
gefjt, ftef)t auf ber Ebene biefeo Areifed normal.

3) SQirb in bem Sttittelpunft eined Surefonittofreife3
eine %ormale auf ber Ebepe beffelben errigtet, fo gebt fte
burg ben SRittelpunft ber Augel.

.8 167. Sefjrfatje.

1) 233irh eine Augel burg jwei Ebenen gefonitten, Welge
ungleip Weit vom SDHttelpunft ber Augel entfernt ftefjen, fo
finb bie Surgfenitt3figuren Areife von ungleigen <g>albmefc
fern, unb jwar tjat ber Areid ben_groReren «palbmeffer, beffen
Entfernung vom Slijttelpunft ber Augel bie geringere ift.

3B3eweid. Ser fRabiud ber Augel fei r, bie Entfernung
gen ber Surgfenitt3ebenen feien x Unb y. Sann finb bie

%abien ber Surofonittepguren/r2—x2 unb r2—y2;
unb wirb angenommen, baf]
>

2) <5inb jweiSurofonittdfreife einer Augel ting(eig, fo
ftebt ber groRere bem SRittelpunfte néher al6 ber Heinere.
53ewei¥s.  Sem vorigen 1pnlig. _
~3) SBirb eine Augel burg jwei Ebenen gefonitten, welge
gleip weit vom 9Jnttelpunft ber Augel entfernt fielen, fo ftnb
bie SurgfenittBfiguren Areife von gleigen Ysalbmeffern.
33eweU. Senn ift r ber 9%abiu3 ber Augel, unp bie
Ent_fernun? einer {eben ber Ebenen vom SJHttelpunft ber Augel
gleip x, fo ift %er Oiabiud einer jeben ber Surgfonitt3figu
ren gleigp yr? —x2. )
4) <SM% jwet SurgfonittOfreife einer Augel gleig, fo
finb fte gleip weit vom iRittelpunft ber Augel entfernt.
5% Sille’ Ebenen, Welge burg ben D?ittelpunft einer Au-
gel geben, liefern gleige Surgfenitt3figuren, namlig Areife,
beren ¥.abien gleigp bem 9iabiuS ber Augel ftnb.
6) Sille Ebenen, welge eine Augel foneiben, ol>ne burg
Sdolff,S ©eonutrie. 2. £f>. 5
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ben 9Aittelpunft her JtuBel ju geben, liefern alo Sx>urgfgnittS=
Egureln Areife, bereu Yabien Heiner ftnb, ald ber %obiud ber
ugel. ;

7) Unter allen Shenen, welge eine Augel foneiben, fie
fern _bemnag biejenigen Shenen, welge burg ben Sftittelpunft
ber Augel geben, bie groBten 2)urgfenittdfiguren.

8) Bwei bergleigen grofte S)urefonittBfreife einer Au
1(‘;el,_we!(p_e fto foneiben, haben einen ®urgmeffer jur Z)ure
onittOlinie, ljalbiren fto baf>er.

. §. 168.

Die Areife, welge DurgfonittOfiguren ftnb bon Shenen
unb einer Augel, burg bereu 9liittelpunft bie Shenen geben,
beifen gro B te Areife biefer Augel. 2llle Argife, welge Durch?
fonittBfigurcn ftnb von (Shenen unb einer Augel, burg_ beren
Dfittelpunft bie Sbenen nigt geben, werben Heinere Areife
biefer Augel genannt. Auge! reife (ber Areife ber Au?el foh-
len Uberbauet bie Areife beiRen, welge DurgfonittOftguren
finb jwifeen Sbenen unb einer Augel.

8. 169.

9)%n [teile fto eine Augel vor, foneibe fte burq eine
Shene, unb benfe ben Durgmeffer ber Aucf;el, Welger normal
fleht auf bem Areife, ber figp alo DurgfenittBfigur ergab.
Der Durgmeffer he”t bie -2(¢pfe biefed Areifed, unb bie
‘punftei in_Welgen er bie Augelflaclje foneibet, werben bie
®dole hed Areifed genannt.  2Birb bie Augel burg parallele
(Shenen gefonitten, fo heiBen bie fig ergebenben Areife $a-
rallelfreife; ber MarallelfreiS, Welcher bur@ ben JKittelpunft
gebt, beiOt ber 9lequator. @arallelfreife b«@en bie 2lgfe
unb hie @ole gemeinfeaftlip. ~ Seber groBte Areid, welger
lét\%p hie 2lgfe gebt, beift ein IReribianfrei3, folegthin

er

ibian.
. 8 170.

W2an [teile ft eine Augel bor, unb foneibe biefelbe burg
eine Shene. Die Augelflacbe wirb in jwei Zfyile jerlegt: je-
her von biefen Zfytilen wirb eine Salotte genannt. Die
Augel felbft wirb burg bie Sbene gleiofallp In jwei 3gpeile
jerlegt, unb jeber Pon biefen Steilen beift ein Augelab?
fonitt. ®elt bie Sbene burg ben WHitelpunft ber Au%el,
Lq ftnb, wie leigt erhellet, bie beiben Augelabfgnitte, in welge
ie Augel jerlegt wirb, congruent: jeber bon biefen Augelab-
fonitten beilt eine ~albfugel.

. Sin Augelabfonitt ift bon einer Salotte unb bon einem
Areife begranjt.
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%o fielle fiel? einen KuBelobfonitt vor, unb errigte auf
bem if>n begranjenben Kreife in befren iIQittelpunft eine %ior
male: baS Siitcf biefer Normale, melgeS innerhalb beS Ku-
gelabfonittS ftg befinbet, Reifst bie <) 6fye heS KugelabfnittS,
3[Nleip bie <> df)e ber ©alotte, welge ben Kugelabfonitt bez

ranjt. ;
J _JJtlifI.eIabfcpnitte, melge berfelben Aug?el angeboren, unb
gleige Y%i>l)en ffaben, ftnb, mie leicht erhellet, congruent.

§. 171

~ Woan ftelle fto eine Augel vor, unb foneibe fte bur
jmei parallele (Ebenen. DaS (Stucf ber Augelflacf,e, melge
Jmifgen ben beiben parallelen ©benen ftg befinbet, ljeifit eine
Bone, baS Stucf ber Augel, melgeS jmifgen ben beiben
parallelen ©benen liegt, eine_forperligpe Bone.

~ Unter ber $9be einer Bone, ober einer forperligen Rone,
mirb ber normale Slbftanb ber beiben parallelen ©benen ver-
lauben, melge bie BonG ober bie lorperlige 3°[Jo, aus ber
Augel foneiben.

8. 172. Sebrfafc.

. SRenit_eine Kugelfldge unb ber 9Jtantel eines normalen
Aegelo, beffen Sp¥se im 3Kittelpunft ber Kugelfldge liegt, fto
foneiben, fo ift bie Dur@fenittSlinie beiber glagen eine
Kreislinie.

53emeiS. Der 9JHttelpunft ber Kugel fei M. Dergunft,
in melgern irgenb eine Seite beS Kegelmantels unb bie Ku-
gelflage figp foneiben, fei A. Dur@ ben gunft A lege man
gine ©bene, normal auf ber 3lpfe beS Kegels. Die ©bene
fcgneibet bie Kugelfldge in einer Kreislinie, ben Kegelmantel
ebenfalls in einer Kreislinie. Die Stliefe ber Seiten beS Ke-
els, melge jmifeen ber Spitze M unb ber DufgfenittSebene
iegien, ftnb fdmmtlip einanber g(ei(p, namlig gblei(p MA,
melgeS ber %obiuS ber Kugel ift. Daljer Iiecf;t ie Kreis
linie, in melger bie ©bene unb ber Kegelmantel fig foneiben,
jugteig in ber Kugelflage; unb bie Kugelfldge unb ber Kegel
mantel bahen bie Kreislinien gemeinfoaft(ip. Daraus #fyel
let ber Safc.

§. 173/

3Ran ftelle fto eine Kugel vor, unb ben SRantel eines
normalen Kegels, beffen Spifce im 9JMttelpunft ber Kugel liegt.
Der Kegelmantel @eilt fomobl bie Kugelfld(pe als bie Kugel
felbft in %mei Sgeile. Beber von ben Dl)eilen ber Kugelflage
ift eine ©alotte, nag bem vorigen @aragraplj. Seber von ben
Steilen ber Kugel mirb ein KugelauSfonitt genannt.

5
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(Sin “ugelauOfenitt ift von giner (Salotte begrénjt unb
von bem %ortel eines normalen AegelS. 2)te <Mof>e ber (Sa-
lotte, tueléoe ben KcgelauOfnitt begranijt, ljeikt bie”6Re bed
KugelauBfenitto.

(Sin Shuge(auSfct)nitt erfeeint entiveber alé bie Summe
eines KugelabfonittS unb eines normalen Kegel,3, ober als bie
2)ifferenj eines Kugelabfnittd unb eines normalen AtegelS.

Sutveilen mirb eine Ysalbfugel alo ein Kugelausfonitt
betrachtet, bann tvirb bie JtreiSebene, ivelge bie galbfugel He
grénjt, ald Kegelmantel angefeljen.

§. 174. Sefjrfab-

£ g)er 3nljalt einer Kugel, bereu 9%abiuS r ift, ift gleich
TIr3.
Seiveis. (SS fei, 8ig. 12, BC gleich bem Diabiud r;
ABC fei ein Ouabrant, ABCD ein Ouabrat, BD eine S)ia=
onale beffelben, EH eine gerabe Sinie, ivelge parallel ift mit
C. Stan ftelle fto vor, bie gan“e Yigur tverbe um bie 2i-
nie AB gebreht, bis fte wieher ihre erfte Sa(};e erreicht. ~ Sei
biefer S)refyung befgreibt ber Duabrant eine «fpalbfugel, beren
@albmeffer r Ift. S%a$ Ouabrat befgreibt einen normalen (Sy-
linber; ber 9iabiu0 ber ©runbebene beffelben ift r, feine "oﬁe
ebenfalls r. 2)ad !})reiecf ADB beforeibt einen normalen Ke-
gel, beffen OritnDebene ben 9iabiuS r bat, unb beffen «hélfe r
Ift. ®ie Sinte EH enblip befreibt eine (Shene, melge parak
lei ift mit ber (Shene, bie bur@ bie Sinie BC befgrieben wirb.
— S)en Kegel, melpen bad 5)reietf ADB hervorbringt, neunte
man aud bem (Sylinber.  Son bem (Sylinber bleibt ber Korper
tbrig, ivelgen bad 2)reiecf BCD erzeugt. (SS I&fit ftp bar?
@un, bal ber Korper, tvelger burg bad X)reiecf BCD Beforie
ben n>irb, gleig ber opalbfugel ift. Seneibet man narnlig
beibe Korper burg (Sbenen, tuelge mit ber (Shene parallel ftnb,
bie bie Sinie BC "beforeibt, fo ift bei jeher folgen (Shene bie
2)urefonittefigur mit ber galbfugel eben fo grofR, als bie
SZ)[rofonittSftgur mit bem Korper, ben bal S)reietf BCD
liefert; baraud folgt alébann na@ §. 126 bie OleicfyReit beiber
Kérper. — (Sine folcge (Shene ift bie, welche bie Sinie EH
erzeugt. Tiefe (Shene foneibet bie galbfugel in einem Kreife,
beffen Dtabiud EG ift; ben Korper, tvMgen bad Treiecf BCD
liefert, foneibet fte in einem Oiinge, beffen iabien EH unb EF
ftnb. 260 beute ben iabiuS BG, unb ift
EG: =BG? — BE!
(S$ verhdlt fip

BE:EF=BAAD = 1:1
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Datjer ift BE gleich EF, unb ed ift BG = BC = EH. Die
obere ©leidjung geht alfo Uber in

EGl = EH! — ER
bemnad) ift NEG? = nEH!? — nER
b. h- bie beiben in-Otebe fteljenben DurgfonittBfiguren ftnb
einanber gleich. Die "albfugel ift alfo in berSljat gleidj bem
Adrper, welgen bag Dreietf BCD hei ber Umbreijung ljervor-
bringt. — Diefer Adrper ift bie Differenz jwifdjem bem
linber, ben bad Duabrat ABCD, unb hem Aegel, ben bad
Dreierf ADB betreibt. Der Inhalt bed ©plinberS ift mr2 + r,

ober Tir3, ber bed Aegelf ift mre r’ ober %-r"%o Daher ift
ber 3nbalt ber Aalbfugel gleich

weldjed einerlei ift mit -
-J-Tir,

unb ber 3[]I>alt ber ganzen Augel ift bann
f1ir}

53eYseignet d ben Durgmeffer einer Augel, fo ift ber 3n-
halt gleich

ober
md3

§. 175, Slufgaben.

1) Den Inhalt einef AugelabfchnitteS ju berechnen, wenn
ber Jhtablub ber Augel r ift, unb bie ~ope bep Augelabfdjnit-
ted h.

Sluflbfunigb. 3m vorigenParagraphen ift ertannt wor*
ben, bafj bie ~albfugel, weldje bei ber Drehung ber $ig. 12.
um AB burdj ben Ouabranten ABC betrieben Wirb, gleid)
ift bem Adrper, welchen baB Dreierf BCD hervorbringt. —
?lu$ bem bort gefihrten 33eweife erhellet zugleich, bafj ber
Augelabfchnitt, welchen AEG bei ber Dreijung ber gigur um
AB' betreibt, gleich bem Adrper ift, welchen bad Dreierf
FHD bei berfelben  Dreijung erzeugt. Sn bem Snfjalt bed
Mlevst erwédhnten Adrper® wirb man batjer ben 3n%salt bed
Augelabfdmitted erhalten. Der Snfjalt jened Adrpero _ergiebt
ftdj aber in ber Differenz Zwifgen bem Snljalt bed (Splinberd,
ber von bem Otedjterf ADHE befdjrieben wirb, unb bem $n-
halt beS abgefiirjten AegelS, welgen bad Drapej ADFE be#
fdjreibt. — Der %obiuS ber ©runbebene bed (Splinberd ift r,
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bie ~ ift h. Die 9Jabien her ©runbebenen beS #&hgefiirj
ten AegelS finb r unb EF, ivelpe0 gleich BE, ober gleich
r—nh ift, bie <p0fle beS abgefirjten AegelS ift h. Daher briitft
fte ber Inhalt beS Augielabfcbnitts aus burg

nreh —ynh [l -f-r (r—h) -- (r—h) 2]
ober burch

jnh [3rl —r2 —r2 * rh—rl -f* 2rh— h2]
unb biep ift einerlei mit

--1th2 (3r — h).

Diefe Verleitung gilt, fo lange bie «£>the h nicht groBer
ift als ber %obiuS r ber Augel. 3ft bie £6he h grober als
ber %obiuS ber Augel, fo ift bie ~6be heS AugelabfchnittS,
n>elci>er ben erften jur Augel ergénzt, Heiner als ber %obiuS,
ndmlich gleich 2r—h. Der 3nf)alt biefeS AugelabfchnittS
briieft fto alfo nach bem oben erhaltenen 9iefultat aus burg

(2r-h)? [3r-(2r-h)]
Ober Wwrt(2r—h)2 (r- -h) )
Die Differenz #'wifcfeen ber Augel unb biefem Augelabfchnitt
ift ber Augelabfchnitt pir <g)éfle h. Daher ift biefer gleich
) frir3—Yn(2r—h)? (r-~h
ober jri[4r3 — 4r3 -J*hr? —h2r — 4hr? -{- 4h2r — hg]
ober nh2(3r —h). )
3ft alfo r ber 9iabiuS ber Augel, h hie £)6he eined Au-
gelabfonitts, fo ift ber Snfjalt beS AugelabfcbnittS gleich
I.  mh2(3r-h).

2) Den 3[Thalt eines Augelabfchnitted $u berechnen, Wenn
ber OiabiuS a ber ben__Au%eIa fchnitt begrdnjenben AreiSebene,
unb Die VBbe h beS AugelabfcbnitteS gegeben ift.

Sluflbfung. (SS fei $ig. 12 EG gleich a. 3Ran bat
bie Proportion

h:a=a: 2r—h
SIuS berfelben folgt
al
2r—h = V-
al 4- hl
<0 r= 2h

Diefen YawuSbrucf fur r fubftituire man in ber oben unter
| ftebenben Rorniel, baburg erhalt man fir ben Inhalt beS

AugelabfcbnitteS
ll.  mh(3a + h2).

3) Den Inhalt eines AugelabfchnitteS ju berechnen, wenn
ber %obiuS r ber Augel, unb ber %abiuS a ber ben Augelab
fchnitt begrénjenben AreiSebene gegeben ift.
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Slufléfung. 3ludé her Proportion
h:a = a:2r—h
folgt h2— 2hr == —a?
unb l)ierou0 h = r+pr —al
iefen 333%rt(> fur h fubftituire man in fri(3a2 h-[-h3),
welge™ bie Bormel 11 iB; baburcT entfielt fiir Den 3nf>alt bed
AugelabfcTnitte
L yn[2nd =t (a2-]-2r2) yr2 — a2] .
_ Die Areitebene jum %obiud a tfyeilt bie Augel in jwei
AugelabfcTnitte.  Dao obere Vorjei(¥sen gilt fur ben groBeren,
bad untere flir ben Heineren.
§ 176. Aufgaben.
1) Den Bnljalt einer torpedieren Bone._ ju berechnen, wenn
a unb b alo bie Diabien ber begranjenben Areidebeneti unb bie
vEjblie h gegeben ftnb. _ o _
~ Sluflofung. 9Jtan benfe bie gerabe Sinie, welche bie
2Kittelpunfte ber beiben begrér]éenbe,n AreiGebenen verbinbet.
Diefc Sinie ftet)t normal auf beiben Areiebenen, unb ift gleig
h. 9J%n verlangere hie Sinie Uber ben einen (Snbi)unft hinaus
bis jum_Dur@j¥snitt mit ber Dberfldge ber vollftinbig ge
bagten Augel. Die Verlangerung fei x. Der Inhalt ber
torpedieren Bone fann alShann erhalten” werben in ber Bif
ferenlb ber 3nt>alte ber beiben AugelabfcTnitte, von welchen ber
eine bie <®he h-j-x, ber anbere bie <pbhe x fyat. Die AreiS-
ebene, welche ben erfteren begranijt, tal>e ben %obiuS a, bie
welche ben anberen be rén%t, ben %obiud b. Der 3nf>alt ber
torpedieren Bone briicft fich baljer, wenn man bie formet II.
im vorftehenben Paragraph anwenbet, aus burcT
n(h¥sx)[3al 4-(h4-x)2]-frix(3bl Ysx2)
Welches gleich ift
n[3azh + 3a2x + hi + 3h2x + 3hx2+x3-3b2><-x3]
ober gleich
n[3hx? -f-3 (a2 —b? yht)x -- 3a2h- -h3]
~ Der Unbefonnte x muB befeitigt werben.  V?an feRe ben
9iabius ber Augel gleich y; alébann t>at man bie Proportionen
x:b = b:2y —x
h-f-x:a = a:2y —x—nh
SIuS ber erften folgt
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<gjieraud folgt h-|-x:a=ax:bl —hx
azx=bzh-j-b2x — h2x — hx?
hx2-y(a2-b2- -h2)x =hzh
alff 3hx2P3(a2-b2+h2)x=3b2h
Bfen  SBerth jubftituire man in bem fir ben3nljalt ber for-
derlichen $one "gefunbenen Sludbrucf, unb ed entfielt
I. frth(3a2+3b2+h2).

2) 2)en Inhalt einer forderlichen 3o[le ju berechnen,
Wenn a unb b a(d bie %obien ber fte begranjenben AreiS-
ebenen unb r alf ber %obiuf ber Jtugel gegeben finb.

Slufléfung. 2)en 3nhalt ber forderlichen 3one erhdlt
man in a_ b unb r aubgebriirft, wenn man bie <g>ohe ber for
B)_erllcpen 3o[]e vermittelft a, b unb r aubbriitft, unb ben fir
ie «"0he gefunbenen Sludbrucf ftatt h in ber formet I. fub
ftituirt. (%0 ftelle a ben 9?abiu3 ber groReren Areibebene vor,
b ben ber Heineren. 2)ie @ohe h ber forderlichen $[e  brutft
fich albbann aué bure

i —bl =f }r —al
3n bigfem 9(ubbrucf ift 1 — a? negativ {'u nehmen, wenn
beibe Areidebenen auf einer Seite bed SKittelpunfted ber Augel
fich beftnben, ober, mit anberen SfRorten, Wenn ber Wiittelpunft
ber Augel nigt jwifgen beiben AreiSebenen liegt; hie S3unel
ift bagegen pofttiv ju fepen, wenn bie Areidebenen auf Ver-
fpiebenen Seiten bed 9Jfittelpunfteb ber Augel liegen, ober,
mit anberen Soorten, ber 9Jiittelpunft ber Augel jwifgen ben
Areidebenen ftch befinbet.  2)en Slucbriuf fiir bie «gjclje fub-

ftituire man in
frth(3a2 + 3b2+h?2)
ober lieber in fr(3azh-j--3b2h-}-h3)
had liefert
| [3a2}r2-b? -F 3a2}r2-al - - 3b2yVy =hl =F3b2y,r2=1
Wwrl Yrl — b2 — b2yir2-b? == 3rlyr2—al + 3b2yi2—al
- -3r2yr2—b2—3a2}r2—br =k rlyir—al £ a2r2—al]
welge3 einerlei it mt
T[Yi=2aj/rl — a2 -f- 2b2 Yir2 — b2 -{- 4r) Yrl — bl
Y pdrl ~rl —a?)
unb bied liefert fur ben 3[halt ber férderlichen Sone
. Yen[(b2 --2r2)Yrl — bl =f (a2 -j-2r2)y'rl —az]
fier ?ilt’ wig bereite oben erwahnt, =f je nagbem ber 8J?it

telpunft ber Augel nicht Ywifgen ben Areidebenen liegt, ober
jwifeen benfelben.
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S)er 3luSbrucf, n>e(per fur den Inhalt her forderlichen
3one julefct gefunden worben, ift aug vermittelft ber Formel
[Il. im vorigen Paragraphen ju erhalten; bie 53eftimmung ber
Poneigen wirb habet umftédnblicher, bie 9tepnung dagegen
fun, — 3J%n muf nadmlich bemerfen, baf? Jede Jtreidebene
bie Augel in jwei Augelabfchnitte jerlegt, wel%e im 2HIgemei
nen ungleich ftnb, und fi%s um fo mehr von einander tnter
foeiben, je Heiner bie AreiSebene ift; ferner, bag man, um hie
beiden forderlichen $onen jit erhalten, welche durch a, b und
r beftimmt find, den groReren von den Augelabfchnitten, welche
bie AreiSebene jum DiabiuS b abfcfjneibet, ald 3Rinuenb fief]
men, und davon jeden ber Augelabfchnitte fubtrahiren muff,
welche bie AreiSebene jum fRabiuS a liefert. 2)er groBere der
Augelabfchnitte, welchen bie AreiSebene, deren fRabiuS b ift,
ab%neibet, brirft fto nach Ill. im vorigen Paragradh aus

) Y [3r2 + (b2 + 2r2) Vr2 — b2
2)ie Augelabfchnttte, weiche bie AreiSebene, deren 9iabiuS a ift,
liefert, ind
Yen[32+(a24-2r2) yr2— al)
2)ie 2)ifferenj biefer 5luSbrurfe giebt

m[(b2 + 2r2)y,rl — b2 =p(a2 P 2r2)Vr2— a2
welches bereits oben gefunden worben.

3) S)en Inhalt einer forderlichen Rone ju berechnen,
wenn ber 9labiuS r ber Augel, ber 9?abiuS a ber einen hie
forderliche 3one begrénjenben AreiSebene, und bie $6he h ber
forderlichen 3>-ne gegeben ftnb.

Slufléfung. SRan berechne *unéchft den 9tabiuS x ber
anberen AreiSebene; alShann I&fjt fleh ber Snhalt ber férder-
lichen 3oue vermittelft ber formet I. beftimmen. — 2)ie {Ent
fernung beS SRitteldunfteS ber Augel von ber AreiSebene,

welche a jum %obiuS hat, ift yr2—a2. 3ft

h>}r2—al }
fo ift bie (Entfernung beS 3Rittelf)unfte8 ber Augel von ber
e

AreiSebene, bereit 9iabiuS x ift, gleich
h=11 —al
ift dagegen
yri—al>h

fo ift bie (Entfernung beS 9RitteldunfteS ber Augel von ber
AreiSebene jum %obiuS x gleich

Wi —al £h.
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5)aher ift entweber
X! = r2-(h¥%vr2-a2).
ober eS ift X = r2—(r2—a2+h)!
alfo in beiben galten x2 — r2—h2=p2hyir2—a2—r2--al
x! = al —ht=f=2h}f2—al
®en goertt) fur x2 feBe man ftatt b2 in Y%-mh(3a2-{-3b?
4~h2)j babnrct) entfielt fir ben 3nl)a(t ber forderlichen 3one

nh(3a2 + 3al — 3h2 =f 62N T2 Y h2)
unb bieS ift gleich
lll.  mh(3al —h?=p3h}(rl —a2).

8 177. Aufgaben.

1) SDfrin foll ben Inhalt_eines AugelauSfdjnitteS berech-
nen, wenn ber 9fabiuS r ber Augel unb bie £6be h beS Au-
gelauSfchnitteS gegeben ftnb.

Slufléfung. 260 nehme juvorberft bie ~6he h Heiner
an als ben 9iapiuS r. 2)er AugelauSfchnitt ift alSbann bie
Summe eines AugelabfchnitteS unb eines AegetS. 2)er Au
gelabfchnitt hat h jur %ot)e: ®er Aegel hat bie <éwhe r—h;
unb fur ben OiabiuS x feiner ©runbebene hat man bie Pro-
portion

hix = x2r—h
aus welcher fto ergiebt x2 = h(2r—h§)
®er Inhalt heS Augetabfdlinittes ift nach 8 175 | gleich
) Tth? (3r—h)
ber beS AegetS ift gleich mx2(r-h)
ober, wenn man fiir x2 ben 2Berth fe%t
~m(2r—h) (r—h)
dher ift in biefem galt ber Snljalt beS AugelauSfchmtteS
nth? (3r— h) + Y%mh(2r —h) (r — h).

“9Jtan nepme ferner an, bie «£dl)e h fei groRer als ber
%abiuS r. 2HShann ift ber AugelauSfchpitt bie 2)ifferenj jwi-
fpen einem Augelabfchnitt unb_einem Aegel. T>er Augelab-
fchnitt hat h jur ~6pe. ®er Aegel hat bie “6he h—r unb
fir ben YiabiuS feiner ©runbebene hat man bie ©leichung

h:x = x2r—h
aus Welger folgt X, = h(2r—h)
$er Inhalt beS AugelauSfchnitteS ift bafjer

frth? (3r— h)—Jnh(Zr—hf (h—rn)
ober frth? (3r— h)+Y%nh (2r—h) (r—h)
®iefer 9luSbrucf ftimnit Uberein mit bem, welcher fich oben
ergeben hfltte  ®S ift batjer in iebem galt ber 3n%salt beS
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AugelauMcbnitted  gleigp bem lebten OluBbrurf.  (Sr 18t fto
rebuciren, unb ed entftebt
frth [hr- -h(2r — h)-]~ r(2r —h) — h(2r—h)]
ober frth-2r2,
2)aber ift ber 3[]f>alt bed "ugelau?]f(pﬂitteo
l.  -mr2h.

2) Den 3[]f>alt bed Augelaudfchnitted $u berechnen, wenn
gegeben ftnb ber Dlabiud r ber Augel, unb ber %obiud_a ber
Areidebene, welche ben jum Augelaudfchnitt gehdrigen Augel*
abfonitt begrénjt.

Sluflofung. gir bie gbfye x bed Augelaudfchnitted
bat man bie Oleigung

X:a = a 2r—x
%00 @r folgt X2 —2rx = —a?
X = rxfr2 —a2
Diefen 2J3erth fur bie ~obe bed Augelaudfchnitted fe&e man
ftatt h in bem Sludbrucf 1. Daburg erhdlt man fir ben
Snbalt heS Augelaudfdhnitted
. {nr2[rx=}(r4-a)(r-a)l.

3) Den Snbalt eine6 Augelaudfcbnitted ju berechnen, wenn
bie «"Gbe h beffeloen unb ber%obiu3 a ber Areidebene, welge
ben ju ibm gehorigen Augelabfcbnitt begrénjt, gegeben ftnb.
~ Slufléfung. gur ben 9iabiu3 y ber Augel bat man
bie OleYsung

h:a — a:2y—nh.

a2+h
y =—2h—
unb fe& man hiefen SOertb in I. ftatt r, fo ergiebt fto fir
ben 3nbalt bed Augelaudfchnitted

in . (a2+h2)2
liL  =1r-—-- 2h---2-2

?lud ibr folgt

8. 178.

(Sin Adrper, welcher von lauter (Shenen begriinst ift, liegt
um eine Augel, wenn feine fammtligen Segranjungdebenen
Seriibrungbebenen ber Augel ftnb.  Der Inhalt eine6 folgen
AdbrperS ift ber britte Dheil bed @robuctd aud feiner ©ber*
flage in ben %obitw ber Augel.

(Sin Adrper, wdger von lauter Ebenen begrinet ift, Iie?t
in einer Augel, Wenn feine fdmmtligen (Seien in ber Augel*
flache fig befinben.
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§. 179. Pel)rfafc.
Der 3nhalt einer Augel it ber briite 3geil beS @robucts
aus her Oberflache in ben StabiusS.
33eweis. Der Snfjatt her Augel fei k, her Snhalt itjrer
Oberflache f, her 9?abiuS r. Der beweis lafi fig inbirect
flhren. 9)ian nehme jiworberft an, eS fei

k> 3
Dann ift eine 3[Ihl f' benfbar, groBer als f, unb fo, bal
nS
=an benfe um bie Augel einen Adrper, beffen Oberflache F
ift. Der Inhalt biefeS AdrperS ift gleich )F/r Daher fann
ber Inhalt ber Augel, welcher Heiner ift, als ber beS um
fte liegenben AdrperS nigt E/r Uberhaupt nigt groRer fein

als Er
SRan nehme ferner an, es fei

k<¥

3I(Sbann fonnte {r/ ber Inhalt k' einer groReren Augel fein.

Diefe Augel werbe mit ber erften concentrifg angenommen,
unb um bie erfte Augel benfe man einen ebenen Adrper, beffen
33egréanjungSflachen bie Oberflache ber jweiten Augel nicfjt
foneiben. Die Oberfléche biefeS AdrperS fei v, fein Inhalt
g. 9)JJan hat alShann
vr
=T
k' = ?
Die erfte ©(eigung werbe burg bie zweite bioibirt. DasS liefert
1
g -t
Dies ift unmdglich, benn ber erfte 33rug ift e@t, ber anbere
unegt. Daher fann aug nigpt

oo

fein. ©S ift alfo k = V5, «tth bas ift ber SaB,
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§. 180. SeF>rfon.

Der 3nljalt eined AugelauSfdjnitteS ift her brite 2¢ei(
beS "3robuftS aud ber _if)y'L begrénjenben (Palette in ben fRabiud.
2Birb beliefert ivie ber vorangegangene <Salj.

8 181. ~eF>rfa0.

Die Dberflage einer Augel, bereu 9labiuS r ift, ift
gleip 4mr2. .
23en>ei3.  53ejeignet x bie Dberflage ber Augei, fo ift

ber 3nl)alt ber Augel gleip y. Der Sntjalt ber Augel ift
] 4 .
7uglelp ~mtr3.  Daher bie K)lewpung

unb aus ifyr folgt = 4mr _ o _
Die frumme Oberflache ber Jpalbfugel jum Diabiud r ift
bafyer 2mr2, unb bie ganje Oberflache biefer Jpalbfugel 3mr2.

8. 182. Aufgaben.

1g Den 3nfalt einer Kalotte ju beftimmen, wenn ber
DiabiuS r ber Augel unb bie £6fye h ber Kalotte gegeben ftnb.

2luflbfung. Ko bejeigne x ben 3nhalt ber Kalotte.
Der Snfyalt beS JtugelauSfonitteS, welcher ju biefer Kalotte e

hort, ift S/X; er bricft fig aug aus burg frir2h.  Daher ift

Unb inbem man x aud biefer Oleigung entwitfelt, ergiebt fig
fur ben Inhalt ber Kalotte
I. 2mrh.

2) Den Inhalt einer Kalotte ju beftimmen, wenn ber
%obiuS r ber Augel unb ber %obiuS a ber AreiSebene gege-
ben ftnbr ivelge bie Kalotte abfgneibet.

Slufléfung. Ks bezeichne y bie "“0be ber Kalotte.
Dann verhalt fto

y:a = a:2r—y.
hieraus folgt Y  2ry= —a
unb fe&t man in | ftatt h biefen SOerth, fo entgeht fur ben
3nljalt ber Kalotte

Il. 2mr[r= '(r4-a)(r-a)].
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2)ie Jtreidebene jum BiabiuS a tf>eilt bie Atugelflage in
Livei Kalotten, baS obere Vorjeigen entfprigt her groBeren,
a6 untere her Heineren.

3) ®en 3ipalt einer Kalotte ju beftimmen, ivenn bie
"oRe h ber Kalotte unb ber 9?abiuS a ber bie (Salotte #h
foneibenben Jbreidebene gegeben finh,

Slufléfung. S)er 3iobiuS ber Augei fei z. (SS ter

halt fto
h:a = a 2z—h.
ajausS ift
al 4-h?
Z (¥ 2h 1

liefen SRertl) feBe man ftatt r in 1. 2)aburg gebt fiir ben
Snljalt ber Kalotte ljervor
. m(a2- -h2).

Wan ftelle fig eine gerabe Vinte vor von bem “unft,
in Ive(gem_bie ~6Re h bie (Salotte trifft, bis $u irgenb einem
43unft ber &Berip™erie beS AreifeS, melger bie (Salotte #bfonei
bet. 2)iefe Vinie bejeigne 1. (SS ift 2 = a2-{-h2. 5)al)er
bricft fip nag Ill. ber Inhalctj?er (Salotte au@ aus burg

§. 183. Slufgabe.
S)en SnRalt einer Bone ju beftimmen, ivenn ber %obiuS
r ber Augel unb bie “6Be h ber Sone, gegeben finb.
Oluflofung. Wan benfe bie Augelflache vollftdnbig.
Wan_ ftelle figp bie Vinie vor, ivelpe bie Wittelpunfte ber bel-
ben AreiSebenen verbinbet, hie bie 30ne abfgneiben. 3n tie
fer VerbinbungSlinie erhdlt man bie gof)e h. Wan verlangere
hiefe VerbinbungSlinie iber ben einen ihrer (Snbpunfte 1)imaup
bis jum 2)ur@fenitt mit ber Augelfiite. ®ie Verlangerung
fei x. 5)ie 3one erfoeint als Sgifferenj ber beiben (Salotten,
von tt>elgen bie eine bie -£>06e h--x, bie anbere bie @of)e x
hat. 2)ie @ifferen’s biefer Kalotten ift
2nr (h-f- x) — 2mrx.
2)al)er ift ber SnRalt ber 3one gleig
2nrh.

8. 184. VelrfaR. )
1) 3ebe breifeitige @vramibe liegt in einer Augel.
Verneis. (Sine breifeitige YPramibe fei ABCD. Stuf
ber (Sbene beS 2)reiecfS ABC benfe man im Wittelpunft M
heffelben eine Normale errigtet. 3eber ~unft biefer Normale
ift von ben fiinften A, B, C gleip weit entfernt. ?luf ber
(Sbene beS @reierfS ABD benfe man im Wittelpunft Q beS
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X)reiecf0 gleichfalls eine Normale errigtet, unb ed ift jeher
unft berfelben gleich weit von ben flinften A, B, D entfernt.
Soneiben fig bafjer bie Normalen, fo ift ihr '3)ur@fenitt3-
punft gleich weit entfernt von ben vier (S<fen ber @pramibe,
alfo SRittelpunft einer Jtugel: welge um hie "Framl e liegt.
9)7an_benfe von ben flnften M unb Q Normalen gefallt auf
bie Aante AB. (Sie treffen biefe Aante in bemfelben @unft
namlig in ihrer SOiitte. Unb jefct erhellet leicht, bafj bie
juerft gebagten Normalen in einer (Sbene fto beftnben unb
Tt fgnetben. - o o

) $ebe breifeitige “pramibe liegt um eine Augel.

23ewei3.  (Sine brelfe|t|%e opramibe fei ABCD. 2)en
forderlichen SBinfel ber @pramibe an ber Aante AB benfe man
burg eine ©bene palbirt. 3eber @unft biefer ©bene fiept von
ben beiben ©benen ABC unb ABD gleich weit, entfernt, %ol
halbire weiter ben inneren 2dinlel an ber Aante BC, unb
jeber @unft ber neuen “albirungdebene fiept von ben ©benen
ABC unb BCD gleich weit entfernt.  2)ie heiben GpalbirungS”
ebenen_pabejt ben unft B gemein, foneiben fiep alfo in emner
2inie BX, welcpe innerhalb ber @pramibe fto beftnbei, unb
jeber @unft biefer 2inie ftet)t gleich weit entfernt von ben brei
Ebenen ABC, ABD unh BCD. 9J%n halbire enblip ben tv
neren 2Ginfel an ber Aante AC. Seber $unft ber britten
Jpalbirungbebene ftept von ben ©benen ABC unb ACD g(ei
weit entfernt.  ®er ®ur@fonitt3punft X ber britten opalbu
rungéebcne unb ber 2inie BX ift bemnag gleich weit entfernt
von allen vier 23egranéunngFd(pqn ber @pramibe, alfo Mittel«
punft einer Augel, in ber @pramibe.

©06 giebt nog vier Augeln, von welgen je eine bie eine
23egranjung¥eflage ber ~pramibe von aufen unb bie ©erbrev
tungen ber brei {brigen berthrt; unb bicS wirb erfannt, wenn
man bie duBeren SOinfel ber @prantibe palbirt.

§. 185.

53on bem 23egriff ber 2lepnligfeit jweier gerablinigten
ebenen Figuren, fann man ju bem 23egriff ber Skpnligfeit
jweier Adrper fortforeiten. — $toei dpnlige gerablinigte ebene
Figuren finb von gleicher ©eftalt. 3§ieB gilt aug umgefel)tt.
9Jtan barf baPer aucp fagen, Adrper ftnb dpnlich, wenn fte
gleige ©eftalt haben.

Unter ben Slbmeffungen ober 2)imenfionen einer
MJdche, eines Adrperd verfiept man biejenigen Linien, burg
Welge fip ber Snpalt beftimmt.
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Sei éahnlichen Adrpern verhalten fto bie ®imenftonen
hed einen, tuie bie S)imenfionen bed anberen.

Blehnliche Adrper verhalten ftcr wie bie briiten Potenzen
von einerlei S)imenfionen. '2)ied [&fit fig bei jeher Birt von
Adrpern befonberd erweifen, unb ber Seweid ift leigt.

Augeln finb jum Seifpiel &hnlich. ~at eine Augel ben
Qtabiud r, eine g’weite ben 9tabiud t, fo verhalten fi%s biefe
Augeln wie mr 3 cfmit3 b. h- tvie r3.-t3. — Uber man ftelle
fto jwei &hnliche Aegel vor. 2)er Jiabiud ber ©runbebene
bed einen fei r, feine $0he fei h; ber 9iabiu3 ber ®rttnb
ebene be$ anberen fei rl, bie @olje hl (Ss mufj fiel) alébann

vergalten
) rh =rlhl
2)ie Aegel verhalten fc® wie mr2hz{mri2h
ober wie r2h.tih.

Blu6 ber obern Proportion folgt

r
unb r= ?Ur
3n bem Quotienten, welcher bad Serhaltnip ber Aegel aut-
briitft, fefce man einmal ftatt h, bad anbere 9J%l ftatt r feen

efunbenen SBer_tw baburcp ergiebt figp baf Serhéltnih ber
egel einmal glei% -
rn:r

unb bann gleich h3 :hi3.
E)ar(']j ﬁ_ine folgt Gbrigen® feon aud bem anberen, weil r:n
= h:hi

§. 186.

2)ie Formeln flr bie Seftimmung bef Inhalte von Adr»
pern unb ihrer Oberflache, welge man ihrer h&ufigeren Bin
wenbung wegen, bem ©ebédchtnif? ein"upragen hat, ftnb folgenbe.

4) 2)er Snljalt eined priomad ift bad probuft aud ber
©runbebene unb ber <g>ohe. )

2) £>er 3nl)alt einer Ppramibe ift ber britte 54wil
Probucted aud ©runbebene unb <pidhe,

3) S)er Snhalt einer abgefugen ppramibe ift

f (a-p/ab--h)

unter a unb b bie Inhalte ber ©runbebenen, unb unter h bie
~Ohe verftanben.



§. 186. 350n hen voniig[oflen Kérpem K. 81

4) ©er 3ljolt eines foief abgefonittenen breifeittgen

@riSmas ift
(a+ b4-c)f
3
unter a, b, ¢ bie Seitenfanten unb unter f ben 3npalt ber
auf ben (Seitenfanten normal ftefyenben ©urchfd)nittSebene
verftanben.
5) ©er Snfjalt beS ©plinberS ift
mir2h

wenn r ber %obiuS ber ©runbebene unb h bie eFj6fye ift.
6) ©er fOfantel beS normalen ©plinberS ift
2mrh

wenn r ber 9tabiuS ber ©runbebene ift, unb h bie edtje.

7) ©er 3nt>alt eines AegelS ift

jmtr2h

unter r ben %obiuS ber ©runbebene verftanben, unb unter h
bie Jpétje. ) _

8) ©er Kantel beS normeﬂen AegelS ift

mr

unter r ben 0?abinS ber ©runbebene unb unter b hie Seite
verftanben. .

9) ©er Inhalt heS abgeflrjten AegelS ift

y(a=+ab + bs)

unter a unb b bie 9iabien ber ©runbebenen unb unter h bie
<fiblje verftanben. .

10) ©er =antel heS abgeflirjten normalen AegelS ift

nc(a-}-b&

unter a unb b bie %obien ber ©runbebenen, unter ¢ bie Seite
beS abgefirjten AegelS yerftanben.

11) ©er Snljalt ber Augel3 ift

TIr.

Wenn r ben 9tabiuS ber Aitgel yorftellt.

12) ©er Sntjalt beS AugelabfcbnitteS ift

frth? %3r—h) .

Wenn r ben 9iabiuS ber Augel unb h bie @ol>e beS Augel-
abfonitteS bejeignet. )

13) ©er Inhalt beS AugelabfdjnitteS ift

. n(3a2 -ph?) )

wenn a ber YaobiuS ber AreiSebene ift, welche ben Augelab
fonitt begrénjt, unb h bie <0tbe beS AugelabfcfynittS.

14) ©er 2-nljalt ber forderlichen 3»ne ift

¥%mh(3a24-3bz+h2)

SBolffS ©ccnutrif. 2. 2.f). 6
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unter a unb b bie Yiabien her Areife verftanben, WelYe bie
forperltdje Bone begriinden, unb unter b bte £6lje ber férper®
lict>en Bone.
15) Der Snljalt bed Atugezlﬁut‘)'fdjnittet‘j ift
r

wenn r ben %obiu6 ber Auget vorftellt, h bie £i>¢ beS Augel
audfonttted. ) _
16) Die Oberflache ber4Au el ift
ir.
unter r ben 9%abiug ber Augel verftanben.
17) Der Snljfllt einer ?léaloﬁte ift
. nr
wenn r ben %obiuP ber Augel vorftellt, h bie <ji>le ber Kalotte.
18) Der 2>nljalt ber B»gc |hft
mr

unter r ben 9%abiud ber Augel, unter h bie <jofye ber B
verftanben.



Viertes Kapitel,

Berechnungen.

8 187. Aufgaben.

Von einem Parallelepipedum Fig. 13 sind tret jufammen-

ftofienbe kanten a, b, ¢ gegeben unb bie 2Binfel a, B, vy, vve(ge
biefe Aanten b|(t>en man foll bie diagonale x beS garallele-
pipebunid berechnen, Welche von bet (Stfe au3gel)t, in ber jene
Aanten Jufammenftofjen
Slufléfung. (56 ift N bie «Diitte von EG unb von
FH. daher fyat man
X2--cl = 2DN2Y%Y%EG)
DF2yYDH? = 2DN24- FH?
Nierau® entfprlnlgt wenn man fubtrafyirt
F2-{-DH? 4~Y%(EGI — FH2)—
«Run ift

DF? = b2-J-c2-f 2bcCosa
DH? = a2-f-cl 4"2acCosf
EGl = a2 -j- b2 -1- 2abCosy

FH? =. a2-j-bl —2abCosy
diefe SBertfje fubftituire man oben unb ed entfielt
x? = al -f-b2 4~°1 4-2abCosy4-2acCosp- ~2bcCosa
bamit ift bie Aufgabe geloft.
die dlagonalen bed (paralleleplpebumé Welche burg_ bie
%o, ehen, feien bejieNlig x1, x[], ¥t unb ed ift
X = a2-- 2- ~cZ—2abCosy—2acCos>g‘f 2bcCosa
X[2 = a2-}-b2-j-c2 ¥%"2ahCosy — 2acCosP — 2bcCosa
X2 = a2--b24-cp — 2abCosy-4-2acCosp — 2bcCosa
baher folgt
. X2-xi2+xil24-xiill = 4(a2¥sb2¥sC2)
bie Summe ber Ouabrate ber 12 kanten eined @araG
IelepllpebumS ift g(eigp ber Summe ber Duabrate ber vier dia
gonalen
6*
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8. 188. Aufgabe.

Drei 7%ufammenfto®enbe bauten eines parallepipebumS
feien a, b, c, bie 533infel, welge biefe Aanten bilben, a, B, ;
man foll ben Snfyalt beb Parallelepipebumd berechnen.

Slufléfung. Die SBinfei a, £, y mdgen bejiefylich ben
bauten a, b, ¢ gegeniberftehen, unb eS bejeigne D ben punft,
in welgem bie gegebenen brei Aanten jufammenftofjen. Sinf
ber Jtante ¢ nehme man 1)E g(ei¢ 1, unb félle von E auS
egine Normale EF auf bie gegeniiberfteljenbe ©bene ber kan-
ten a unb b. Die ©bene werbe in F getroffen. S3on F aus
falle man eine Normale FG auf a unb eine FH auf b, unb
biefe Aanten mogen betiehi@ in G unb H getroffen werben.
Der 2Binfel EDF, Welgen bie Aante ¢ mit ber gegeniiberfte-
henben ©bene, GDH hbilbet, fei burch x beYseipnet, ben 2Binfcl
FDG bejeigne y, ber 3Binfel FDH ift bann +(y—y.) 9D%n
hat nun DFCosy = DG, ober

1) CosxCosy = CosB
unb DFCos(y—y) = DH, ober
2) CosxCos(y—y) = Cosa
Die Dioifton biefer Oleigungen liefert
CosaCosy = CospCosyCosy -j- CosRSinySiny

ober
(Cosa— CosPCosy)2Cosy? = Cosp2Siny2(Fr—Cosy2)
ober, inbein man aus 1) ben 2Berg fur Cosy fubftituirt
(Cosa—CospCosy)? = Smy2§Cosx2—Cosr32)
= Sin 28inB2—Sinx2§
Siny2Sinx2 = Sinp2Siny2— (Cosa— CosCosy)!
= [Cosa — Cos(B + y)] [Cos(B — y)—Cosa]
=4Sin™>—+ ISINN7 ZI1Stol z|+Isin=2x£:H

Wan betragte bad Parallelogramm aud ben Aanten a unb b
alo  ©runbebene heS Parallelepipebumd, fo ift abSiny ber
Inhalt ber ©runbebene unb cSinx bie ~6he beS Barallelepu
pebumsS, unb fein Inhalt brucft fto aus burg abcSinySinx,
ober burg

touyiLslelasls-+fcasin2= eV FFi<

§ 189. Aufgabe.

~ Drei jufammenftofknbe Aanten einer breifeitigen Ppra-

mibe feien a, b, c, hie SRinfel, we(ge hiefe Aanten bilben a,
B, y, man foll ben 3 @alt ber Yspramibe beftimmen.

Slufléfung. Die ppramibe ift ber britte Dheil beS
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breifeitigen priomad, welgep mit ihm %lel(pe Orunbflage unb
gleige "ofje fyat, mithin Der fegfte Shell bed @arallelepipe-
bunio, welpe3 mit ihm g(eige ~ige I>at, beffen ©runbebene
aber bad hoppelte ift von ber ber Ppramibe. 9ia@ bem vori*
gler] hParagraphen hat man bafyer ben Sntjalt ber ppramibe
gleic

§ 190. Slitfgabe.

Die beiben ©runbebenen a unb b unb bie <g>ohe h_einer
abgefftnten Bpratnlbe ftnb gegeben; man foll burg eine Ebene,
welge mit ben ©runbebenen parallel ift, bie abgefurjte Ppra*
mibe in jwei Sheile theilen, unb ber an ber groReren ©runb*

ebene a liegenbe Sheile foll 3 ber abgeflrjten ppramibe be-

tragen.  Sn welcher Entfernung von ber groReren ©ritnb*
ebene ift bie abgefiirjte ppramibe burg bie Sheilungéebene ju
thJJr(pf(pnelben, unb  welgen 3nh[]lt h"t bie Durgfenitt3-
ebene?

Slufléfung. Die Entfernung ber SheilungSebene von
ber groReren ©runbebene fei x, ber 3nh[]It ber Dur@fenittf<
ebene y, bie £06lje ber Ergdnjungdppramibe fei z.  P?an h«it
bie ©leipungenr

Slué 3) folgt
2lup 2) folgt

ober, wenn man ben 20erth fir h-1-z aud 4) fefct,

Diefen SRerth fubftituire man in 1) ftatt x. EO entfteht,
wenn man h hebt, unb bie @leigung mit y'a—yb multiplicirt
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ober

%o 5) ift

unb bied liefert, wenn man fiir y ben SBBertf) feftt

§. 191. Aufgaben.

1) (SE foU ein (Stylinber an%efertlgt werben, beffen Sn«
halt a unb beffen SDberflage b ift, wie grofj ift ber 9?abiud
ber ©runbebene, unb wie grob ift bie <§dhe ju nehmen?

5(uflbfung. ©er %obiud ber ©runbebene fei x, bie
«fBobe y. Sllébann ift

Yud 1) folat
©iefen 2Berth fefce man in 2); bad liefert

unb fyieraud folgt

(Sine ©leichung, beren 2luflofung ju oerfpieben ift auf gélte,
in welgen a unb b in beftimmten Bahlen ? egeben ftnb.

2) (Sin normaler (Splinter foU ben alt a erhalten,
ber Hantel unb bie eine ©runbebene foden ¢ auSmachen;
wie qgroB ift ber Otabiudé ber ©runbebene unb bie <bohe be6
©Vlinbera?

2luf[ofung. ©er JHabiub fei x, biexddhe y. ©ann ift
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2lub 1) folgt mxy = -|-

Died in 2) gefegt liefert
x3—/n\x+’n\=0.

3) (Sin normaler 6%linber folR ben 3|;|I1alt a befommen,
her SDiantel foll d werben, wie grofj finb ber 9iabiu® ber
©runbebene unb bie ~6™e ju nehmen.

Slufléfung. Der %obiud ber ©runbebene fei X, bie
<fjdl)e y.1 Dann ift

X2y = a
2 2nxy = d
=an bivibire bie erfte Olell/suzng burg bie jweite; bad liefert
a
X d

unb wenn man biefen Sdert6 in 2) fubftituirt, entftebt

§. 192. Aufgaben.

1) Der Inhalt eined normalen Goltnber5 foll a werben,
wie ftnb bie 3lbmeffungen ju nehmen, bamit feine S)berflage
am fleinften audfalle?

Slufléfung. Der 9tabiud ber ©nmbebene fei x, bie
<hoe y Dann ift

X2y =
Die Dberfld(pe bratft fto aus bur(p
2) 2mx2 -f- 2mxy,
21w 1) folgt Xy =

Died in 2) gefegt, liefert fir bie Oberflache
2nx2-f-2-~-, Ober 2°MIX2- --"-j

WelgeB burg 2fx bezeichnet Werben mag.
(& ift

2lud

folgt
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unb feft man btefen 2derth in 1), fo entftept

©0 ift bemnag y = 2x, b. ty. bie «htBe bed (Splinberd muB
gleip bem ®urgmeffer ber ©runbebenen genommen werben,
wenn bie DberPage am fleinften aupfallen fotl.

2) ®in normaler (5%linber foll ben Snfjalt a -erhalten,
wie viel DberBage mufl wenigftend gegeben werben, bamit ber
(Splinber ljerjuftellen fei.

Slufléfung. ®ie DberPage, welche minbeftend gegeben
werben muB, wirb erhalten in ber DberPage bed (jplin-
ber, welger ben Inhalt a unb babei bie f(einfte Oberflage
hat.  %o@ ber vorangegangenen Kummer ift ber 3iabiub ber

©runbebene biefed Oplinberd 7, biegolje 2,7, baler

feine Oberflache:

r
©oll alfo ein normaler (Splinber ben 3nPalt a befom-

men, fo bebarf ed g)u feiner Dberflage wenigftend 3y,2ma2.
2)er 9J2antel bed normalen (%(inber® bom Snfalt a unb
ber fleinften Oberflache briicft fip aud burg

®ie beiben ©runbebenen jufammengenommen ftnb gleich

Daler ift beim normalen (Splinber von ber fleinften Oberflache
ber Hantel bad doppelte von ben beiben ©runbebenen.

3) 2)ie Oberflache eined normalen (SylinberS ift gleich b
ge?eben, we(ped ift ber grofte 3npalt, ben ber ©plinber er*
halten fann?

Sluflofung. Kan berechne juvorberft bie Slbmeffun*
ge_n bed normalen (JplinberS, beffen Oberflage b ift, unb ber
ei biefer Dberflage ben groRten 3nfalt barbietet; unb be-
rechne hierauf ben 3npalt biefed RBplinberd. £>er Yat>iu3 ber
©runbebene fei x, bie <6oPe y: bann ift
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unb ber Snh)alt bricft figp aus turct
2 TIX2y

9u3 1) folgt Xy = 9 X

=an feke biefen 2Bertf) in 2); baS liefert fir ben 3nfyalt bie

Function
ybx — 1ix3

welge fx bejeignen mag.
(S0 ift

?2luS

ergiebt fig

2)er UBerth fiir x werbe in 1) fu&ftituirt. (S6 entfiel)!

®er 3nbalt bed (Sélinberd ift nun

®er groBte Snt)alt alfo, welgen ein normaler Rtylinber be-
tommen tarn, Ysen06e¥s@t bfeinfoll, ift

®er normale (Stylinber, welcher bet feinem SnRalt bie
fleinfte Dberfdge fjat, bietet bei feiner Dberflage jugleig ben
groRten 3nl>alt bar. dJian fonnte baljer bie vorige Yaummer
benufcen unb bie Aufgabe fel>r einfag l6fen, inbem man
3}2nal =b
felste unb aus ber O(eipung a entivicfelte. Unb ed ergiebt
fivs fir ben 3nfyalt a

ober
welge™ mit bem feon gefunbenen 9iefultat Cbereinftimmt.

4) ®er Inhalt eineé normalen @vlinber3 foll a werben.
5Rie ftnb bie Slbmeffungen bed 6f)linberd ju nehmen, bamit
ber 9)lantel unb eine ber ©ruitbebenen jufammengenommen
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am f(einf%en ausfallen. (Der ©tylinber fill an her einen Seite
offen bleiben, iljm foll bie eine ©runbebene fehlen.)
Sluflofung SDer %obiuS ber ©runbebene fei x, bie
er

»>(fle beS ©vlin y. Dann |ft
X2y =

Die Summe beS 3RantelS unb ber einen ©runbebene ift
X2 -J-21Xy

SluS 1) folgt

Dies werbe in 2) fubftituirt; baburg entfielt fir bie Summe
beS Mantels unb ber einen ©runbebene

wel@eS fy bezeichnen mag.
(SS ift ofx — 2my—2"-

NuS

folgt

Olag 1) ift
unt> wenn man fir x ben Stertfy fefct, entfielt

Demnach muf? ber 9?abiuS ber ©runbebene gleich ber £0be
heS (Si;linberS fein.

5) 9delge flache mufi fur ben SWantel unb bie eine
©runbebene eines normalen (Si;linberS wenigftenS ?egeben ter
ben, wenn ber (Sijlinber ben Snljalt a erhalten foll?

Slufléfung. Die gleiche wirb gefunben in ber Summe
heS DiiantelS uni) ber einen ©runbebene beSjenigen (“vlinberd,
ber ben 3nljalt a hat, uni) bei welchem bie Summe beS
ADlanteld unb ber einen ©runbebene am fleinften ift. YaaQ
ber vorigen Kummer ift ber %obiuS ber ©runbebene biefeS

Yoo 7a o
©VltnberS ] bie ~ofje ebenfalls baljer bie Summe
beS =antelS unb ber einen ©runbebene
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n>elge” g(eig tfl

ober 3mal
~ $Ur einen normalen (5%linber, betn feie eine ©runbebene
feljlt unb ber ben 3nf>alt a erhalten foll, bebarf ed alfo an

Oberflache wenigftenS 3yma2.

6? %Ur “einen _normalen ©plinber, bem bie eine ©runb-
ebene tehlen foll, ift bie Oberflaiche b gegeben, man foll beftim-
men, welchen Inhalt ber (Eplinber héchftenS befommen fann.

4uflofung. <Ejat ber (Eplinber bei ber Oberflache b
ben groBten Inhalt, fo ht er jugleip bei biefem Inhalt bie
fleinfte Oberflache. -JRan fetse baljer nach ber vorigen Kummer

Ar 1=b
unb entwicfele ben Snf>alt a. (ES entfielt fir ben Inhalt

b. ¢. her groRte 3nt>alt, Welcher biefem (S%linber geaeben wer-

ben fann, ift

§. 193. Aufgabe.

®on einem normalen (Si;linber 1ft ber 9%abiuS r ber ®runb
ebene unb bie Qtye h gegeben. Dur@ eine ©bene, welche mit
ber Slgfe beS (Eplinberd parallel geht, ift ber (Eplinber in jwei
Dheile geteilt.  Djie (Entfernung btefer (Ebene von ber Slofe
ift a. 9J%an foll bie Inhalte ber beiben Dljeile berechnen, unb
bie Oberflédche eines jeben. S

2luflbfung. Yeber von ben Dheilen ift ein eplinbrifcper
Korper. Der Snhalt eines folgen ift baSgrobuct aus ©runb-
ebene unb gope.  Die ©runbebenen ber _%tu beregnenben Jtor
per ftnb “reiSabfenitte. ~ 3fw 6%abiud ift r unb bie (Sntfer®
nung ber Sehne vom SWl_tteIRun_ft ift a. Die «>ifle eines
eben ber Korper ift h. Die re|Sabf<gn|tte muffen junéchft
erechnet werben. Der jum Heineren 2lbfcbnitt gehdrenbe SD7%it
tgllréugftr?é/vinfel fei a. Diefer 333infe( beftimmt ficf> burg bie

iou

2)er Heinere Areidabfdjnitt ift alobann
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her groRere
Daber ift her Snbalt beS einen Jlérberd aleich

ber bef anbern

Die Dberflage eined jeben ber Adrper befielt aud jtueien
congruenten Areicabfcbnitten, au$ einem 97eqtect, beffen eine
Seite bie Sehne biefer “reidabfenitte, beffen anbere bie egjohe
hift, unb aud einem Dheil bed (Yslinbermante(3. — Streik
abfoutitte finb bereits berechnet.  Den Subalt beS tegterfS
“anjugeben bebarf es ber Sehne. giir bie Sehne y bat man
hie Oleipung

Daraus folgt

Das 9Jeptetf ift baber gleigp 2h}i2? — a4 Der %f)ti( beS
(5i;Unberinantel0 ift baS @robuct aus bem begrénjenben Jtreid-
bogen unb ber £6he h. Der Heinere Kreisbogen ift

ber ardfiere

Die frumme glage, n>elge ben Heineren Korper begrinet, ift
baber

bie. welche ben ardBeren beardiut

Unb bie Dberfldgen ber beiben Jtérper fonnen jefct leicfjt an*
gegeben werben.

§ 194. dufgabe.

5Bon einem FreiSférmigen ©ewdlbe $ig. 14 ift bie ha™e
SReite im Sigten a, hie “»0be im Siebten h, bie (starte ¢, unb
bie Sange d gegeben, man foll ben Snfyalt ber Ueberwdlbung
beftimmen.

Slufléfung.  Der Kérper, beffen Snbalt ju berechnen
ift, gehort % ben (glinbrifpen Kérpern. Der Snhalt ftnbet
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fto taljer in bem ¥Ysobuct aug her (Srunbebene unb ber”dlje.
Die ©runbebene ift ein Diingftﬂcf; bie &pélje ift . — Da
Kingftiirf ju berechnen, bebarf eg her ~alomeffer feiner Greife
unb betf; W?ittelpunftgtvinfelg. Der Heinere Yiobiug fei x.
gur biefen bietet fleh bie ©leicBung bar

Slug iRr folgt
baber
Der WHittelpunftgivinfel a beftimnit fig t>urg bie ©leigung

ober, Wenn man fir x ben Udertl) feft,

Der groBere DCabiup ift c-f-x. Der 3nPa(t beg gréReren Jtreit-
aue¥sfonitte0 brucft flo aug burg

ber beg Heineren burcR

Der 3nfa(t beg Diingftiirfg ift bemnag

ober, wenn man fir x ben SRertR aug 1) fe%,

DaRer ift enblig ber (SubiHnbalt ber ©ewdlbfteine

§. 195/

(% fei BGFE 3%ur 15 ein Yiegtecf. 3n iBm ift bie
Diagonale BF %ezogen. Der SRinfel GBF ift t>urg bie Sinie
BK, ber 2Binfel GFB burch bie Sinie FK in jwei gleiche
DReile geteilt. ®on bem DurgfenittgpunH K ber Dbeiben
<gjalbirung3linien ift bie Stufe KL normal jur Diagonale con-

ftruirt, unb verléngert big jum Dur@fenitt M mit ber %or=
langerung von FE.
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Sei biefer (5onftruction iviro LB gleip LK, unb MK
Bleip MF. ift namlig
L BKL + L KBF =R
ZKBL 4- L KBG=R
uni> ba bie S3infel KBF unb KBG einanber gleig ftnb, fo folgt
ABKL=AKBL.
Daf>er ift LB gleip LK. ferner ift
AFKM + AKFB =R
AKFM + AKFG =R
ba6ei ber SRinfel KFB gleip bem SRinfel KFG, alfo
L FKM = KFM
unb beSljalb MK gleigp MF.

Son L aus Ift mit LB als 9iabiuS ber 53ogen BK e
forieben, von M aus mit MK als %obiuS ber Sogen KF.
Die beiben Kreishogen haben in K eine gemeinfocift(ige Tan-
gente, geben alfo ftetig in einanber {ber. Der Sogen BK
wirb von GB berlhrt, ber Sogen KF von GF. Die frumme
2inie BKF miebegolt ftg re@tSj unb bie ganje Gurve &
foeint auS brei Kreisbogen BK, KP, PQ, von wvelpem BK
unb PQ congruent ftnb, jufammengefeft.

Die frumme £inie BKFPQ fei als bie Sogenlinie eines
©etvolbeS bemt. Die Stirnflache beS ©emélbeS ju erhalten,
ftnb ju ben ermahnten Kreishogen concentrifge Kreishogen
beforieben, bereu «Fmlbmeffer baburg gebildet mirben, baf
man bie «Ejalbmeffer ber erftern Sogen um bie Starfe beS
©emdlbeS verlangerte.

Die halbe SBeite im Sigten fei gleigp a, bie ~0he beS
©emdlbeS im Sigten h, bie Starfe ¢, unb bie £dnge d gege-
ben, man foll ben Snljalt beS ©emdlbeS berepnen.

Der cplinbrifge Korper, beffen Inhalt ju ermitteln ift,
hat jur ©runbebene bie Stirnflache, jur «fpthe d. Die Stirn
flagc befteht aus brei iingftucfen.  Diefe ju beregnen bebarf
eS ber galbmeffer unb ber SDiittelpunftSminfel.

Yo ift TgFBE = 4-
unb, ba AFBE-f-¢ =90°, fo folgt
Cbtgp = —.

Dann ift A= 2?90— )- .
J5ierburg ftinb bie Mtelpunftsminfel ¢ unb A beftimmt.
3ur Seftimniung ber 9iabien ¥ uany fonnen bie Dreierfe
[

FBE unb LME hienen. Diefe Dreietfe finb af>nlig, benn
heS ift regtminflig unb bie URinfel FBE unb LME ftnb gleig,
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weil jeher ben 233infel ¢ ju einem rechten 5dinfel ergénzt.
Daher verhdlt fig

h:BF = LE: LM
h: a=LE EM
G% ift aber, wie leicht erhellet,
LE =a—x
LM =y—x
EM=y—h

Diefe 2derthe felse man in bie Proportionen; baburg entfielt:
h:BF =a—Xx:y—Xx
h: a=a—xy—h.
<gjierau3 folgt
1) hy—hx = aBF —BFx
2) hy—h? = a2—ax.
=an fubtratire bie jweite ©leichung von ber erften; baburg

entfielt

h? —hx =aBF — BFx — a? -f- ax
ober (a-h—BF)x = a2-|-h? —aBF
unb ed folgt

gur BF ot man hie ©leipung a2+h? = BF2j unb wenn
man f)ierau3 ben SBertO von BF entnimmt unb fubftituirt,
ergiebt ftch

Um y ju ftnben, fel>re man %u ber jtveiten ber oberen @leigun*
gen jJurttf. 2lue berfelben folgt

liefen S33ertl) von x fe&e man hem oben gefunbenen gleig;
baburg entfielt o
a2--h2—(a—h)/a24~h?  a2-]-h2—hv
2a a
unb lietaup folgt

b £)ad iingftiitf jum Kittetyunftervinfel ¢ briicft ftg aud
urg

tt>elpee gleig ift
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11360(C + 2X>C:
$>0S Otingftict Y%um TOtelpunftStvinfel A ift g(etcd>
Tt3%<cC + 2y,C

2)ie Stirnflache beS ©enwlbed enthélt jivetmal baS 9?ingftiicf
jum =ittelpunftSivinfel @, unb baS jum -SHttelpunftSn>infel A.
Sie ift tatyer Pleig

[20(c + 2X) + A(c + 2y)].

Unb ber Snlfalt heS ©eWoIb%S enblig bricft fip aus burg
mic

360 %
['2¢ (cra2th8 -(a-h)Vaath2j  (~azfhlt(a-h)ya2thlj j

®ie 9%o0fje @ unb A muffen hierbei auf ®rabe rebucirt fein,
fo lange man vorn 360 beibehdlt. 3nbeffen birfen gzunb A
auch auf jebe anbere (Sitgeit rebucirt werben, wenn man nur
360 auf hiefelbe (Einheit bringt.

§. 196.
®S ift $ig 16. bie l)albe 20eite im Vipten a, bie ">E>e
im Sichten h, bie Starte beS ©ewdlbeS c, bie Sdnge d gege-
ben; man fill erftenS hie Korblinie BLGNQ conftruiren, fo,
bafj fte auS brei Kreishogen jufammengefept fei, bereu jeber
{')um JtittelpunftSwinfel 600 f>at unb 3vueitenS ben Inhalt
er Ueberwolbung berechnen. . _ _

9J7an nehme juvorberft an, bie ®onftruction fei auSge--
fihrt, unb bie brel SWittelpunfte feien M, P, S. 3n bem
funfte L gehen ber Vogen BL unb ber irngft folgenbe Vo?en
ftetig in einanber dber. 2)aS T>reiecf BLM ift g(eigwinflig,
bal)er aug g(eipfeitig.  2)aS S)reietf LGP ift g(eigfpenflig.
9)%an jiefle von E aus bie Sinie EK parallel mit PL, un
Verléngere EK bis jum fé>ur(pf nitt F mit ber Verlangerung
Von BL. S)aS Oreietf BFE ift bem 2)reiecf BLM &hnlich,
alfo gleichzeitig; baS ®reiecf KGE ift bem 2)reterf LGP &hn-
lich, baf>er glei¥sfgentlig.

hiernach er?iebt fo> folgenbe (Sonftruction: 90%an nehme
BE gleich ber falben gegebenen V3gite a, EG normal auf BE
unb glei%s ber gegebenen «£>the h, conftruire Uber BE baS
gleichzeitige ®reletf BFE, neYeme EK gleich EG, jietye 6K
Verléngere GK bis g')um durefd)nitt L mit BF, jtele LM
parallel mit FE unb verlangere LM bis jum 2)urgfenitt
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P mit ber Verlangerung von GE. ©ie gunfte M unb P flnb
al3bann jWei Eittelgunfte; ber britte SRittelpunft S wirb er-
matten, wenn man BE (ber E Iflnaud verldngert, unb ES gleig
EM nimmt, ©er Oiabiud bed erften Sogeng BL ift MB; ben
"weiten Sogen ju erhalten, jiefye man PS, ‘itnb befgreibe mit
PL atd 97abiud ben Sogen LN bid pim ®urgfenitt N mit
PS; ber britte Sogen, welger beni erften congruent ift, hat
SN jitrn Oiabiug.

©ie Yaabien ber concentrifgen duBeren Sogen werben er(>al-
ten, inbem man_bie iabien ber inneren Sogen um c verldngert.

©er SntjaU ber Ueberwotbung ift bad fl3robuct ber Stirn-
fliche unb ber Sénge d. ©ie Stirnflache befielt aud bret
Oiingftticfen.  ©er fliabiué MB fei x, ber Diabiitd PG fei Iy
©er Inhalt bed Yingftiirfef jum 9JHttelpunft M bricft flg
aud burg

= [<O+*>, —x,]

We(pe3 gleich ift fri(c--2x)c.
©aS Dtingfliicf jum jWeiten Wilittelpunft P bricft flop auf burg
Yem(cy2y)c.
©ad Diingfticf jum 3Kittelpunft S ift gleich bem erften. ©er
3toalt ber Stirnflache ift bemnag
-i-me [2(C + 2X) + ¢ + 2y],

($3 finb no@ bie 9iabien ju befltmmen.

©ad Sticf MQ ift gleich y; benn ed ift MP-f-ML
gleich y, unb e$ ift MS gleich MP, unb SQ gleich ML. ©a*
er Y%at man

1) XPy=2a.
©ad ©reieef MSP ift gleigfeitig, baljer ift
MP = 2ME = 2(a—Xx)
unb ba MP2 = ME? -f-PE2, fo hat man bie Oleigung
2) 4(a—x)2 = (a--x) ==(y—h)2.
hieraus folgt, wenn man ben 9Berg fiir y aué 1) fubftituirt
3(a—x)2=(2a—x—h)2
unb biefe Orleigung liefert

SRolff's ©cometrie. 2, %f>. 7
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$ur ben S[ihalt her Stirnfldpe T>atte ftd> oben ergeben
fric[2(c + 2x) + ¢ + 2y].
Dies ift einerlei mit
fric[3c4- 2(x +y) + 2x].
Statt Bxl/sy fefee man 2a, na@ 1), unb fur x-ben gefunbe*
nen SRertb, baburg entfielt fiir bie Stirnflache
fric[5a+ 3¢ +h— (a— h)/3].
Unb ber 3 @alt ber Ueberivolbung ift bann
scd[5a- - 3¢ -f- h — (a — h)/3].

§. 197.

~ (SS fei $ig. 17. bie la(6e ligte 20eite gleich a gegeben,
bie lid)te <€)i*he h, bie Starfe beS ©emélbeS ¢ unb bie Sange d:
man fall erftenS ben Korbbogen conftruiren, fo, bafj er aitS
brei Kreisbogen “ufammengefejt fei, von melgen ber mittlere
ben 9J?ittelpunftSminfel a habe, unb foll jroeitenS ben Snljalt
ber Ueberivélbung berechnen. o

9Jlan benfe bie IgSom‘tructlon auSgefiihrt.  Die brei 9liit-
telpunfte feinen M, P, S. Sn L mogen ber Sogen BL unb
ber folgenbe Sogen ftetig in einanber (bergeben. DaS Dreier!
BLM ift gleipfgenflig, eben fo haS X>reiecf LPG, unb ber

SRinfel LPG ift . D?n jiehe von E auS bie Sinie EK

Barallel mit PL unb verldngere EK bis jum Dur@fenitt F mit
er Serlangerung von BL. DaS Dreier! BFE mirb bem Dreier!
BLM dhnlich, alfo gleipf en_!liq, bafler EF gleich EB. DaS
Dreier! EKG ivirb bem Dreier! PLG &hnlich, bal)er gleip-

foenf(ig, KE gleich GE, unb ber 28infel KEG gleig

~ hieraus erhellet folg?enbe Gonftruction: D?an mache EB
gleich ber gegebenen halben lichten S3eite a, conftruire GE
normal auf BE unb gleig h, siehe Von E auS bie Sinie EF

unter bem %B3infe(  gegen EG geneigt, nehme EF gleig EB,
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Jiellc BF, nel)ine EK gleip EG, %iefle GK, verlangere GK bis
jurn 2)urgfcl>nitt L mit BF, jielle LM parallel mit FE, unb
verlangere LM bis jum S)ur@fenitt P mit her Verlangerung
von GE. M unb P finb Ym>ei 9JZittelpunfte. 2)ad SReitere
ber (Sonftruction ift leicht ju erfennen.

®ie Jiabien x unb y ju beftimmen, bienen bie (Steigungen:
PMSin =ME

PMCos =PE
ober weil PM =y —x ift, ME=a—x, unb PE =y —nh

1) (y—x)Sin = a—x
2) (y—x)Cos*=y-h
Slué biefen (Steigungen folgt
3) ySin + (1 — Sin jx=a
4) (1 —Cos™j y 4-xCos | =h

JRan e_rzeuge_bei y gleiche (Soefficienten unb fubtrafyire als-
bann bie (Sleigung 4) von ber (Sleicfyung 3); baS liefert

ober, wenn man bie Formeln 1—Cosp = 2Sin @2 unb
Sing = 2Sin"pCos ¢ anwenbet

2)er 2Binfel BML ift 90° — ®aber ift bad 9?ing-
ftitf jum 9JJittelpuntt M gleich
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™6 (Fjfc +2kc

ap Qiingftl(f jum =ittelpunft P ift
« 3Vl <c+27¢

S)ap brite Oiingftict ift bent erften gleig.  2)ie (Stirnflache
briicft fto Piernag auf burg

3v4[2(90" — 1) e+ 2x) + =(c+2y)]

ober burg
[1800(cy2x) + 2a(y—x) |

unb ber 3ipa(t ber Ueberrooloung burg
6) med [iY8° (y-"Y) = +c+X]

Slug 1) ergiebt ft
a—xX
y—x="S¥%"
W2an fefe regtB ben 20erg fiir x aud 5), unb €S entfielt
h—a 1

2Sin ¥ ;i_n;(_—_(_:;S_X

Sn 6) fubftituire man biefeit QPerg fur y —x, unb fiir bad
lerte ©lieb x ben SRertl) aud 5), unb ed ergiebt fto ber 3n=
halt ber Ueberwélbung gleig

med_ a_a—h 1 S al
I —i3 135j g_/’\—fa+=qsm4+fh+=c,c°s4
Cos4——S|n£ iny

§ 198. Aufgaben.

1{) ©in normaler Jtegel foll ben SnRalt a unb bie Dber-
fldpe b erhalten, wie groR ift ber Dlabiud ber ©rimbebene
unb wie groB ift bie "bge bed Jtegeld ju nehmen?

3luflofung. 2)er SRabiud ber ©runbebene fei X, bie
Mof>e y. ®ann ift bie Seite bed Aegeld gleip yix2 + y?
unb man Rat bie Oleigungen
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1)

Slud her "Weiten (Sleigung foaffe man tie SfBurjel fort; ba=
burg entfielt

ober 3)
9lag ber (3(eigung 1) iR

liefen Soertfy fnbftituire man tn 3); bad liefert

ober

«fjierauS folgt

Ya0 1) ift

2) ©in normaler Aegel foll ben 3nfyalt a erhalten, fein
Wrfantel foll ¢ werben, wie groR ift ber JXabiud ber @runb*
ehene, Wie groR bie @ipe ju nehmen?

Slufléfung. %o %dbiu3 ber ©rimbebene fei X, bie

y. 2)ann ift
1)
2)
%00 2) folgt
3)
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3

y
Oiefen SBerth fubftituire man in 3); bad liefert

E4—3nay= Ccl

%o 1) ift =

ober
3-=y=+la=0
?’ 3na)>// %o
. 9az
%o0@ 1) ift ferner nzyl = -p-
Died in 3) fubftituirt, liefert
Qaz
m2x4 + - <
6 =2 2 |
ober x —mx =xT =0
ober, wenn man X =z fo,
R S 1]
1c T[

Die Slufléfung ber Oleigungen ift bif auf gialle ju terfehle
ben, in Welchen a unb b in numerifchen 3af)len gegeben ftnb.

3) (Sin normaler Aegel foll ben Inhalt a befommen, bie
©runbebene foll d fein, welche® ftnb bie Slbmeffungen? .
~ Slufléfung. Der %obiud ber ©runbebene fei x, bie
gi>he y.  Dann ift

hot)er

. 8 199. Aufgaben, _

1) (Sin normaler Jtegel foll ben 3nfyalt a befommen, wie

ftnb ber %obiud feiner ©runbebene unb feine <g>ole ju neh-

men, bamit bie Oberflache be$ Regele am fleinften aucfatte?

9luflofung.  Der 9tabiu3 ber ©runbebene fei X, bie

Yholle y.  ~at ein normaler Aegel bei bem 3nljalt a bie

uberfldetje b, fo ift nag 1) im Vorigen Paragraph bie <{olje
heffelben  gleich
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®er Jtegel ift nur fo lange moglig, als tiefer 4uShrucf reel
bleibt. ~9J%an erfennt leigt, bal bte UberfliiBe beS AegelS
niemals ju groB, woBl aber ju flein gegeben werben fann.
2)ie fleinfte Oberfldpe g fir ben normalen Aegel jum $n-
flalt a ift bal>er biefenige, welge ber Oleigung entfprigt

6na’ m
SIuS ber ®leigung folgt

q = 2)9mna2
®ie @ige unfereS AegelS bricft fto nag bem 53iSPerigen
aud burg ’ wenn unter b bie fleinfte Dberflage beS Ae-

gelS verftanben wirb. S)iefe ift 2j9ma2. S)afer Rat man

_ 4y192m2ad
6ma
v=2]%s
ober

Bur YeBeftimmung beS 9fabiuS X bient bie Oleigung
TiXzy = 3a
2)arous ift

ober, wenn man ftatt y ben 538erth fefct,

- - Y&ls

ober n- tfe’
2)afer ift
1 /3a
X = fal \/’
(SS verhalt fictr I)iernag
x:y = 1:2])/2.

2)ie (Seite z heS JtegelS ift yix2 + y2.  <Sefct man x
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gletp 1, fo ift z=/1+8
ober . 1=13

53ei bem normalen Aegel von her fleinften Dberflage ift alfo
hie Ceite baf ®reifage bed 97abiud ber ®runbebene. _
' ZL @in normaler Aegel [oll ben 3nt>alt a befommen, wie
viel Dberflage mufj roenigftend fiir @n gegeben werben, ba?
mit ber Jtegel l)erjuftellen fei? _ .
~ Sluflofung.  Sn 1) ift bereite Igefunben worben, hafj
bie fleinfte Dberfldpe bed normalen “egelé vom 3 @alt a
gleig ift

Sei bem normalen Regel vom Sntyalt a unb ber fleinften
Oberflache briicft ftg bie ©runbebene aub burg

ber Hantel burg 29ma2—yOmaz, welped gleig ift

Ollfo ift bei bem normalen Regel von ber fleinften Oberfléche
ber 9Jfantel bab Dreifage von ber ©runbebene.

3) Die Oberfléche eineb normalen Ategelb ift gleich b ge-
geben, welchen 3nhalt fann biefer Jtegel hogftenb haben?
9lufldofung. (Sin normaler Regel, beffenOberflache bei
feinem 3[]ljalt am fleinften tft, bat bei biefer Oberflache ben
groBten 3nhalt. Dte fleinfte Oberflache eineb normalen .Re-

gelo vom Snbalt a ift nach ber vorigen Shimmer 2/9ma2.
Der groRte Inhalt mbeb normalen Regelb von ber Oberfléche
b, ift ba%er ju entnenmen aub her Oleigung

2}%mx2 = b
unb aub berfelben folgt

4) ©in normaler .Regel foll ben Inhalt a befommen, wie
ftnb ber %obiub ber ©runbebene unb bie <£)ébe beb Jhegelb ju
nehmen, bamit fein Hantel am fleinften aubfalle?

Slufléfung. Der 9iabiub ber ©runbebene fei X, bie
£6he y. Dann ift

1 X2 y == 3a.
Der Kantel briicft ftg aub burg
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?ug 1) folgt

Y)iefen S33ertl) fefce man in 2); baburg ergiebt fig fur ben
Hantel bie gnnftion

ober

2)iefe gunftion ertjalt fiir ben SOertf) von x iljren groRten
2Bertlj, welcher bem Oiabicanben ben groRten SRertt) gielt.
3Jian hilbe hcoRalb

fefce
unb enttt>icfele x. entfielt

unb wenn man in 3) ben Sffiertlj von x fubftituirt, ergieRt fto

(%0 verhalt fto bemnag
x:y = 1)/2

5? 20elge Mcige mufj wenigstens flir ben Dfantel eined

no][ma t]ecn"AegeIS gegeben werben, wenn ber 3nfyalt bep JtegelB

a fein foll?

Sluflofung. 2)ie glage wirb erhalten in bem 9)fantel
ted normalen Jtegel6, welcher bei bem 3 @alt a ben flein-
ften Hantel tjat. %o ber vorigen Kummer ift ber 9fabiud

r>er ©runbebene biefed Aegeld rie Y38 ]/ e

fyer ift ber 3)lantel gleig
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Dies ifi bemnag bie gliige, We(ge wenigftend fiir ben 9J%an*
tel eines normalen Kegels gegeben werben muB, beffen 3nfjalt

a fein foll. . o
6) 50enn ber 9J%ntel eines normalen Kegels ¢ ift, wie

groR fann ber 3nljalt beS Kegels l)i>gftenS fein?

2lufldfung. (5in normaler Jtegel, welger bei irgenb
einem 3nl)alt ben fleinften %ontel I#'at, bietet bel biefem 9san==
tel ben groBten SnRalt bar. Der fleinfte JWantel beS Jtegeld
vom 3nt>alt a ift, nag ber vorigen Kummer,

Y3)36nal

~~2
9)%n ftnbet bafyer ben groRten 3nljalt beS normalen Kegels,
heffen 9J%antel ¢ ift, wenn man x entwicfelt aus ber ®@letgung

unb €S entfielt

ober

§. 200. Aufgabe.

Der %obiuS ber ©runbebene unb bie $6Re eined nor*
malen Kegels feien gleicR r unb h gegeben, man foll ben 9%-
biuk unb ben SftittetyunftSminfel beS KreiSauSfonitteS berede
nen, ber, Hu ginem normalen Kegelmantel jufammengebogen,
ben Hantel biefeS Kegels liefert.

Slufléfung. Der %obiuS heS KreiSauSfonitteS ift bie
Seite beS Kegels, alfo gleigp_

Y2 -|—h2
Der W?ittelpunftswinfel beS KreiSauSfonitteS fei x. Der
SGogen beS KreiSauSfonitteS i3 ber geripl)erie ber @runb*
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ebene bed Kegels gleip, bemnog gleig 2nr. 3/&n tat bie
Proportion

Xx:360° = 2mnrz2nprl + hl
unb barauS folgt

3ft bie «Seite hed Kegels gleigp bem Durgmeffer ber
©runbebene, fo entfpringt l)ierauS x = 180°, unb ber #bge
wirfelte Kegelmantel ift ein “albfreiS.  X>aller muffen bie
Dbertfjeile ber Drigter, bereu man ftg in ben gemifgen 2a
boratorien bebient, jum Durgfenitt ein gleigfeitigeB Dreiecf
gewdhren.

§ 201. Aufgabe.

~ Pon einem Kegel ift ber 9tabiuS r ber ©runbebene, unb
bie <%|(pe h gegeben, ber Kegel foll burg eine ©bene, Welpe
mit ber ©runbebene parallel ift, in jwei Zfyile geteilt ter
ben, welche ftg vergalten wie p:q; man foll bie ©ntfernung
ber 3geilungSebene von ber <Sp¥e beS Kegeln beftimmen, unb
ben 9?abiuS ber Dur@fonittSfigur.

Slufléfung. Die ©ntfernung fei x.  2)er Kegel, Wei
@er bur@ bie SgeilungSebene abgefenitten wirb, ift bem ge
ge_benen Kegel af)n(ig] bie Kegel vergalten ft(f1 hafyer wie bie
ritten Potenzen qrer <&open, b. f). wie x3:h3. Der Kegel,
welcher abgefonitten wirb, foll fto ju bem gegebenen Kegel
Verhalten wie p--p4-q. Datjer pat man fur x bie Oleigung

unb barauS folgt
Der %obiu3d ter Durgfonitteftgur fei y. (E6 »erhélt ‘fig

Soll nur hie (Entfernung ber Durcl)fenitt3ebene von her
Sp¥e bef Aegeld, ober nur ber Oiabiud ber Dur?)fcl)nltté*
ftgur berechnet werben, fo bebarf ed im erften 'gall bloR ber
@of)e h, im anberen bloR bed %obiu™ r bed «Regelt.

§. 202. Aufgaben.

1) Pon einem Kegel ift ber %abiuS r ber ©runbebene
unb bie £6fye h gegeben. 5AuS bem Kegel foll ein ©plinber
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gefonitten werben, Welgerg bed Jtegel ift SWan foll ben

9iabiud ber ©runbebene unb bie Jpolje bed (5tlinberd beftim=-
men. 2)er 6¢linber werbe fo geba@t, bafj bie eine ©riinb-
ebene beffeloen in ber ©runbebene bed Aegeld liegt, unb bie
ert;p{yene ber anberen fig in bem 9)?antel hed Aegeld he
inbet.

Sluflijfun?b ®er 9?abiué ber ©runbebene bed (Spuii-
Sihse

berd fei x, bie « be6 6i;(inberd fei y. 9J%n ljat ble lei-
jungen:
1) Xsy = pmrzh
2) rx = h:h—y.
?lu$ ber jweiten ©leijung folgt
hr—hx
y —_— —

Oiefen SRertl) fetie man in 1); bab liefert
p.n_
X3-rx2-}-- 7' =0

eine ©leijung, beren 2luflofung bis auf galte ju verfjieben
ift, in welchen r, p, g in Bafylen gegeben nb. <D|V|b|rt man

bie ©(eijung burj r3 unb feWt - = z, fo nimmt fte bi be-
quemere ©ejlalt an:

Z3_721 b =

unb ift fyierauS z gefunben, fo ljat man
X = rz.

2) Son einem Jtegel ift ber%obiud r feiner ©runbebene,
unb bie <ofle h ?egeben man foll bie SIlbmeffungen bed groB-
ten (Svii[jt>erd beftimmen, weljer aud bem Jtegel gefjnitten
werben fann.

20uflofung.  2)er %Jabiud ber ©runbebene bed {Splin
berp fei x, bie <¢bfye fei . 2)ann ift

rx=h:h—y
unb ber 2fnt>a(t bed ©vlinberS brirft ft§ aud burj
TIX2Y.

2lué ber Proportion folgt
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hr—hx

y =
unb wenn man tiefen 233ertl) fubftituirt, erhdlt man fiir ben
Snljalt bed (SOlinber0 bie gunftton

h
T[T(rxz — X3).

(S%6 ift 0(rx2—x3) = 2rx— 3x?
unb aud 2rx—3x2 = 0
folgt x = fr.
8r y ljatte fto ergeben
hr— hx
r
ober bgr —X)

welcfyed, wenn man fiir x ben S3ertfy fefct, liefert

§. 203. Aufgabe.

Sie 9iabien a unb b ber ©runbebene, unb bie <ok h
eined normalen abgefilrjten Kegels ftnb gegeben; man foll bie
Oiabien unb ben 9J?ittelpunftSwinfel beS DiingftiirfS berechnen,
welches, ju einem abgefirjten Kegelmantel jufammengebogen,
ben SRantel biefeS abgefiirjten Kegels liefert.

Slufldfun% Ser grofere %obiuS fei x, ber Heinere ?/
Ser grofere 9%abiup x ift bie Seite beS vollftanbigen Kegels,
ber Heinere 9iabiuS y ift bie Seite beS RrganjungSfegelS.
Sic <€hl)e beS vollftanbigen Kegels fei z. Sann verhélt fto

z:z—h = ab
h:z =a—b:a

unb hieraus ift
(SS ift

ober
(56 verhélt fto

U)edfalb ift
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5)er Siittelpunftominfel beS Diingft[_]cfed_ fei ¢., 2)cr
duRere Sogen bed YiingftitrfeS ift ber 4 erlﬁl)erle ber groReren
©runbebene beS abgefiirjten AegelS gleich, alfo gleip 2ma.
2)aper Rat man bie Proportion

0:3600 = 2naz2m-----U/(a — b)2-—h?

unb au$ berfelben folgt
0 = a—15-360°
Y(a-b)? + hl

8 204. Aufgabe.

Son einem abgefurgen Jtegel ftnb bie Qiabien a unb b
ber ©runbebenen uub bie <E)trs h gegeben; ber abgefirjte
AePeI foll _burg eine _%Sbene, welge mit ben ©runbebenen pa-
rallel iB, in jmei 3qei(e getBeilt werben, unb ber an ber gro-
Reren ©runbebene, beren OiabiuS a fein mag, liegenbe ~eil

fod beS abgefiirjten JtegelS auSmacRen; man foll bie Ent-

fernung ber 2¢ei(1[]igSebene von ber groReren ©runbebene Ie
rechnen, unb ben Snpalt ber ®urefenittSPgur.

Slufléfung. ®ie Entfernung ber SReilungSebene von
ber gréReren ©runbebene fei x, ber Oiabtud ber dur@fonittS-
figur fei y. 21ISbann hat man bie ©leigungen:

venx(a2-f-ay¥sy?) = ~Mnh(a2+abyb?)

ober 1) (a24~ay--y2)x = 7s(al -f-ab-- b2)

2) a—y:a—b —x:h

X)ie leMe Oleipung ju erhalten, ftelle man ftg irgenb eine
Seite bed abgefiinten AegelS vor, jieBe von bem Punft, in
ivelgem fte bie Peripherie jum %obiuS b trifft, parallel mit
ber 3lofe beS abgefilgjtten JtegelS eine gerabe Sinie, unb eine
jweite von bem punft, in velgem iene Seite bie Peripherie
er durefenittdPgur foneibet.  Sl(Sbann finben fte jwei
apnlige 2)reiecfe, ivelpe jene Proportion liefern.

YuS 2) folgt
3) x === kh

liefen 2Bertl) fubftituire man in 1), hebe bur@ h unb muh
tipiicire mit a—b; bad liefert
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%o@ 3) pat man ferner

ober, fiir y ben SRertp gefept,

§. 205. Aufgabe.

©ie brei Vinien DG, EH unb FL gig. 18 feien normal
anf ber Vinie GL, unb bejiepligp gleigp a, br c. ©aS Sturf
GH fei g(eip n, baS Stiict HL gleigp g. ®lre bie Stiicfe a,
b, ¢, n, q Ift baS Oreieef DEF an ftg, unb feine Vage ge-
en bie Vinie GL beftimmt. ©ie werbe um hie Vinie

L gebrept, bis fte wieber ipre erfte Vage erreigt. ©aS Oreieef
DEF bureplduft waprenb ber ©repung einen Adrper: ber $n-
palt biefeS AdrperS foll berechnet werben.

Sluflofung. ©ie Srapeje DEHG, EFLH unb DFLG
beforciben wéprenb ber ©repung abgefirjte Jtegel. ©er 3n*
halt beS Korpers, we(pen baS Oreieef DEF befgreibt, wirb
erpalten, wenn man von ber Summe ber ab%efiirjten Jtegel,
welcpe bie beiben erfteren ©raFeje erzeugen, ben abgefiirjten
Jtege(I fubtrapirt, Welgen baS lepte ©rapej pervorbringt. ©er
(Ssrép%t t beS Korpers, welcpen baS Oreieef DEF erzeugt, fei x.

|
x = jnl (a2-}-ab-}-b2)n- -(b2-4-bc- -c2)q—(a2- -ac- -c2)(n--q)]

= Yn[(ab - -b2 —ac— c2)n-- (b? -j- bc— a2 —ac)q]
=%mt(a4-b+c)(b — c)n + (a4-b 4- c)(b—a)q]
= inmca=b4-c)[(b —c)n4- (b —a)q].

©er Snpalt beS O©reieefS DEF wirb erpalten, wenn man
bie Summe ber ©rapeje DEHG unb EFLH um baS Orapej
DFLCIS_verminbert. ©er Snpalt beS Oreieefo DEF ift ba*
per gleig
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ober

ober

23ejeignet man ben 3nl>alt be3 2)reietfd mit f, fo briicft
ftcE bemnag ber Snljalt bed Adrperd, welchen bad ®reierf
DEF beforeibt, aué burg

fri(ayb¥sc)f.
§. 206.

W?an [teile fto $ig. 19 einen normalen (5vlinber vor,
unb fcgneibe @n bur@ eine (Shene, welge burg ben Mittel*
V[nft ber ©runbebene gebt. 2)er Jtorper ABCD, welgen bie
Obene abfeneibet, bert ein flauen ober <fjuf. ®ie grofte
Seite CD mdge bie «£>fbe bed flauen JjeijFen, ber %obiu3
AM ber ©runbebene fein %obiu3.

2lu@ wenn bie (Sbene ABD ni@t burg ben 9AittelpunH
ber ©runbebene _bed (Stylinberd gebt, wirb ber burg bie ©bene
abgefonittene Adrper ein flauen genannt. 20ir werben und
mir mit bem oben erflarten Kdrper befgaftigen.

§. 207. Aufgabe.

2)er Yiabiu3 r unb bie ~obe h eined flauen finb gege-
ben, man foll bie frufhme Dberfldge unb ben 3nbalt bed
flauen beregnen. )

Slufléfung. 2)ie frumme Dberflage bed flauen Sig. 19
n>irb burg bie Seite CD in jwei gleige Steile getl>eilt. (S8
fommt alfo nur barauf an, ben einen SBelgACD ju bereg-
nen. Sftan benfe alle Seiten bed “beiled ACD. Srgenb jwei
auf einanber folgenbe Seiten GH unb G'H' bilben ein Srapej,
beffen fetyc GG' ift. ®er 3nl)alt bed Srape”ed ift groRer alo
GH-GG', unb Heiner ald G'H'GG'. 33e/eignet man bie
auf einanber folgenben Seiten burg si, s?,— sz, bie (Entfer-
nung je zweier auf einanber folgenben Seiten burg g, fo er-
hellet, bal von ben Summen

stg-+s2q-+s3gH------- F¥%-1q
s2q+s3q+s4gqH-——- I-m

bie erfte weniger, bie anbere mehr ailWmagt a($ ben Snbalt
ber glage ACD. X>te S)ifferenj ber Summen

(sz— Shq
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ift aber, wegen bed unenblich f(einen gaftoré g, unenblich
flein, unb ba tie glicbe ACD jwifchen beiben Summen liegt,
fo ift bie Sifferenj %n>ifpen ber flache unb éeber einzelnen ber
Summen burch enblige 3ahlen ni<%t aubbrirfbar, unb fallt
a_ufljer 53etragt. Sebe ber Summen giebt bemnag ben Sn
ljalt ber 8la$e ACD.

9J%an Ielgfe burg bie Seite GH eine (Ebene, parallel mit
bem Surchmeffer AB. Sabur@ ent_fprlngt bag_QlecptectGHQP.
9)%n jiel)e MG, unb G'N normal ju GP. Sie Sreiecfe MGP
unb GG'N ftnb ahnlich; benn fte ftnb rechtwinflich bei P
unb N, unb bie QRinfel MGP unb GG'N ftnb gleig, weil
gher ben 2dinfel NGG' ju einem rechten ergénjt.  (Ser 8%
iudé. MG fteljt némlich normal jur Sangente, alfo auch Hor
mal ju bem Element GG' in ber Sangente.) (E6 verhdlt fig

baber
GG"GN = MG:; MP
= MC: MP
= h:PQ
= h:GH
unb be$h<ilb ift
1 GH'GG' = h'GN

GN ift ber @rojection beé Stirfes? GG, auf bem Otabiud MA
gleich.  SBejeichnen wir baljer bur@ pl, p2, e bie $rojectio
neu ber auf einanber folgenben S ntfernungen ber Seiten, fo
|afjt ftco wegen ber ©leidbung 1) bie erfte ber oberen Sum
men wiebergeben burg
(Pi +P2—=+P3 +...+Pz-)h

Sie Summe fl +p2-+—FPz-i ift berOiabiud MA. Sem
nach ift ber 3npalt ber fliche ACD gleich rh, unb ber 8n
halt ber flache ACBD gleich 2rh.

W2an benfe burg febe Seite unb ben @unft M eine
;Eb_ene gelegt. Sie (Ebenen jerfoneiben ben flauen in Vier
et_tlge Yeramiben GHH'G'M, welche fammtlich ben Otabiud jur
J>i>he haben.  Ser Snljalt bed flauen ift bie Summe ber
Inhalte biefer @pramiben, alfo gleich bem britten Shell beS
@robuftd aud ber Summe ihrer ©runbflaichen 2rh tu bie
glemﬁlnf(pgﬁtllche <bohe r. Sa%jer ift ber Inhalt he$ flauen
gleich  r2h.

§. 208.

(E$ fei Sig. 20 ADC ein Duabrant, berAdrper ADCNFG

ber (ber biefem Duabranten ftehenbe Sljeil eiltet normalen

EplinberS, beffen (Srunbebene ben 9?abiu6 r hat, unb beffen

Ohe h ift. Ser Korper macht ben vierten Sljeil biefcd %a
3d0lff,S ©eoniftrie. 2. Ub. 8
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linber auB. 3)urp bie Sinien AD unb DG werbe eine (Shene
gelegt. ®aburp entfiept ber Korper ADCG, welper bie <g>alfte
einelf flauen itt, ber ben 9|abw T pat unb bie ~ope h.

Tie frumme gldpe ACGN ift gleip -2mrh ober mrh.
Tie frumme 8lape ACG ift nap bem »origen Yaragrappen
gleicl) rh. Taper ift bie frumme glédpe ANG gleich

(%~—D)rh-

Ter Snpalt belt Atorperf ADCNFG ift ar2h. Ter 3npalt
bel AdrperB ADCG ift nap bem »origen Paragraphen gleich
%r2h.  Ter Snpalt beR Aorper ADFGN ift bemnap gleip

) (xm-fHrah.

Tal AreujgeWolbe gig. 21 fiepe Uber einem Cuabrat,
unb bie Sogenlinie fei ein ~albfrei. ©R fallt halb in bie
Singen, bah ber ~f>eii ADFNG ber Aorper ADFNG in gig. 20
ift.  Ter Speil ADFNG, 8ig. 21 erfpeint in bem ©ewdlbe
apt JRal. TalR ©ewodlbe fann baper nach ben eben auRge*
flihrten Seftimmungen berechnet werben.

8. 200.

Woan ftelle ftp einen normalen ©plinber »or, unb fpneibe
ipn burep eine ©bene, Welpe nicht mit ben ©ritnbebenen pa*
rallel it Ter Oplinber wirb baburp in jwei fpief abge*
fpnittene ©plinber %'erlegt. Ter Snpalt unb ber Hantel einel
folpen fpief abgefpnittenen ©plinberl laffen ftp folgenber*
méhen berepnen:

P60 siehe in ber fpiefen TurpfpnittBebene hie gerabe
Sinie, Welpe ben ©nbpunft ber fleinften Seite bef ©plinber
mit bem ©nbpunfte ber gropten »erbinbet, unb lege burp bie
9Jfitte biefer Sinie eine ©bene parallel mit ber ©runbebene bel
OplinberB.  Tiefe ©bene fpneibet »on bem fpief abgefpnit*
tenen ©plinber einen flauen ab, unb eben biefer flauen ergénzt
ben anberen Tpeil bef fpief abgefpnittenen ©plinberl ju
einem »ollftdnbigen normalen ©plinber, fo bah biefer mit bem
fpief abgefpnittenen ©plinber gletpen Snpalt unb gleipen
Wheantel pat. Sft a bie gropte Seite heR fpief abgefpnittenen
©plinberB, b bie fleinfte, fo ift bie Jpdpe jenel »ollftanbigen

©plinber® gleip ——; el fei ferner r ber %obiuP ber ©runb-

ghene heR fpief abgefpnittenen ©plinberf. Ter Snpalt beR
fpief abgefpnittenen OplinberB ift allbann gleip

unb ber SRantel
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§. 210.
UebungSaufgabe.

1) 2delcheS ift ter Snl)alt eined BimmerS, baS 22 gul
lang, 20 $uB breit, unb 16 $ul bech ift?
7040 AubtffuR. _ _ o
2) 2)ie Critnbebene eines ~3riSmaS fei ein reguldres
?Unferf, beffen Seite 30 gufj mift, bie «pdbe beS @riSmaS
ei 20% gul; welches ift ber Snbalt beS $riSmaS?
31742,8- Aubiffu.
3) 2Bie groB ift bie Seite eines 20urfelS ju nehmen,
bamit ber 3[]balt beffeloen 5 AubiffuR werbe?
1,7099— ftuR.
4) S33te groR ift bie Seite eines SRirfelS ju nehmen, Ba
mit er ben 3nb[]lt a befomme?

/a
5) ®ie Seite eines SourfelS ift a, wie groR ift bie Seite

eines SRrfels ju nehmen, beffen Inhalt - vom 3[balt jenes
WUgfeIs Werben foll?

B«

6) (Sin normales @arallelepipebum, heffen ©runbebenen
9ieptecfe finb, bat bie 2lbmeffungen 2 Soll, 4 $oU, 8 Roll;
wie grof finb bie 3lbmeffungen eines l/sl/srallelei)ipebums #'[u
nehmen, welches jenem dhnlich, unb beffen Inhalt bie $alfte
von benr 3nl)alt jenes ara(lele‘)ipebums fein foll?

1,5874— Soll, 3,1748— Boll, 6,3496— Baoll.

7) (Sin normales “arallelepipebum, beffen ©runbebenen
Ysed)terfe ftnb, bat bie Slbmeffungen a, b, c; wel@eS finb bie
Slbmeffungen eines *3arallelepipebumS, baS jenem dhnlich, unb

beffen Inhalt- von bem Bnhalt jenes @araHelepipebumsS ift?
-8 s Vs

8) ¢ie ©runbebene einer @i)ramibe fei ein Duabrat,
beffen Seite 6 Sul mift, jebe Seitenfante ber YeYsramibe meffe
ebenfalls 6 8ufB, welches ift ber 3nl)alt ber Ytyramibe unb
WelceS ift ihre Oberflache ?

20,911— JtubiffuR, 98,3538— Ouabratful.

S;) ILie ~obe einer ~tramibe ift 10 gul. ®ie @vra’

mibe foll burg eine <Sbene, welche mit ber ©runbebene paral-
8*



116 53ierte¥s Aapitel. §, 210.

lei ift, in jwei gleiche 3gcile getheilt iverben. Sn welger (Ent-
fernung von ter <=pile ift tiefe ©hene turg tie “praniite
ju legen?
7,937— guB »on ter Opifle entfernt. )
10) Die ~0pe einer gpramite fei h. Die Y%ramite foll
tur@ eine (Ebene, welpc mit ter ©runtebene parallel ift, in
jwei Dfyeile geteilt werben, bergeftalt, baR ter an ter (=pipe (ie-

gente Dljeil & ter ganzen @pramite inerte. Sn welger (Snt-

}‘ernung non ter Spifle ift tie (Ebene burg tie Bpramite ju
egen.

11) Sie <55runbebenen einer abgetiirjten 3t)romibe feien
Cuabrote, bie Seite be einen meffe 12, bie Seite bed anberen
8 gufj; bie 23erbinbung3linie ber 9JHttelpunfte beiber ©runb*
ebenen fte>e normal auf ben ©runbebenen unb meffe 6 guf.
2Rie grob ift ber Snfyalt ber abgehinten @vramibe unb wie
grob ift tbre Oberflache? = .

Ser Snbalt ift 608 Aubiffub, bie Oberfliche 461,982
Ouabratfub- ] _ _

_12) Ser Snbalt einer ab errg)ten *}eramibe fei 160 Jtu*
biffub, ber Snljalt ber einen ©runbebene fei 16 Ouabratfub,
bie %ot)e fei 12 $ub; welped ift ber Snljalt ber anberen
©runbebene?

10,83- Duabratfub. _ _ o

13) Sie ©runbebenen einer abgefirjten @l)ramibe feien
25 Duabratfub unb 4 Duabratfub, bie <t>the fei 12 gub. Sie
abgefiinte gtyramibe foll bur@ eine (Shene, welpe mit ben
©runbebenen parallel ift, in jwei Sfyeile geteilt werben, we(qe
fich »erhalten wie 2:3.. Ser grébere Styeil foll an ber gro*
Yeren ©runbebene liegen.  Sn welcher Entfernung »on ber
Heineren ©runbebene mub bie Sl)eilung3ebene gelegt werben?

7,1932— qub.

14) Ser 9tabiud ber ©runbebene einef normalen (Splin-
beré fei 3 gub 8 $oll, bie <E)ille 12 $ub 5 Soll Suobecimah
maab; man foll ben Snfyalt unb bie Oberflache bed Eplinberp
berechnen.

524 ~ubiffib 766 .Rubifjoll; 370 Ouabratfit® 76 Dua*
traten.

15) ©in normaler ©plinber foll 120 Jtubifful Snbalt
unb 200 Ouabratful Oberfldche erhalten, man foll ten %o
tiué unt tie ~ope teS OpfinberS beftimmen.



§. 210. ~Berechnungen. 117

®er 9fabiud ift entn>et>er 4,902— gi@ ober 1,2633— g1,
Llj\n/tl) baju bie <t>ilje bejiel)lip 1,5888—0ber 23,9329—

3uoorberft eqellet nag § 192, bafj bie gegebene Ober-
flage bet bem vorgeforiebenen 3[]f)alt ouPreipt. $er 97%a*
bitte ber ©runbebene fei X, bie <¢)ige bed Co(inberS y. W?an
fjat bie ®leipungen:
nx2y = 120
2mx2  2mxy = 200

2Uie ber erfte[] ©leignng folgt

®ieS fubftituire man in her jmeiten Oleigitng, unb ef entfielt

Die ©leigung werbe fiirder vorgeftellt burg

X3 —bx-f-c = 0.
(% ift b negativ, unb in abfoluter <g>infipt 4b3>27c2. Die
@Ieiq_)un% hat alfo brei reelle 20erge. Die (Sarbanifge For-
mel ift baBer jur 2qulofun(f;t ber erhaltenen (Sleigung nigt
braugbar, unb man wirb ft¢ ber trigonometrifgen Munitio-
nen jur ?(uflofung bebtenen. — Da c pofttiv ift, fele man

Sin3y

(% ift

<gjierju ftnbet man

3y = 33°32'43"

y = 11°10'54".
Die tret 20ertt>e von ¥, melge her erhaltenen ©leidjitng ge*
niigen, ftnb
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> /4b
X = ysinYs~ —y)

X = —ASin(Ysn +Yy)
ober, bie 2Berge gefeqt,
X = /~NSinll010'54"

X = /%"Sin48049'6"
X = _"Sin7101054".

®er lejte 233ert]), alo an fig negativ, fann ber Stufgabe nigt
entfpregen.  ®al)er ftnb nur bie beiben erften 2Berge ju he»
rechnen. ift nun erftend

Logx = Log400—Log3 —Logn—+LogS.nl1c10,5r

Log400 = 2,6020600
Logt — Log3 = 0,5228787 — 1
Logl—Logn = 0,5028502—!
Log400—Log3 —Logn = 1,6277889
Log400 —Log3 — Logn 0.8138944
2 )
LogsSinl 1n10'54" = 0,2876236—!
Logx = 0,1015180
X = 1,2633-

ferner ifi:
Logx = -8g400-J.0g3-Logn + L0gSin48°49,6"
0,8138944 +0,8765790-1

0,6904734
baRer nog
X = 4,902
£>ie 2Berge von y finben fto jelst leipt aud ber (Sleigung
mx2y = 120.

16) Slian foU bie Slbmeffun%en bed 9iegtect3 beregnen,
tvelged ben 9J%antel eines normalen (S¥linberS giebt, beffen


LogS.nl
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3nhalt 6000 Duart betrégt, unb beffen 5RabhtS fte jur <£johe
wie 5:2 verhilt.
Die eine Seite bed JiegtectS miBt 2,245— gul3, bie #n
bere 35,267 guR.

17) Der Inhalt eines normalen ©hlinberé foll einen
Soeffel betragen. Der Oiffinber foll nur eine ©runbebene
erhalten (an ber einen Seite offen bleiben). SRie ftnD tie
Slomeffungen bed ‘Svlinbers ju nehmen, bamit bie DberfMge
am fleinften audfalle?

Der Otabiug ber ©runbebene muR 0,82713 guR erhalten,
bie @i>he eben fo viel.

18) ©in ciffinberférmiged 'SgeffelmaaB ift fo conftruirt,
baR e$ bie fleinfte SDberffache h"t. Dad SgeffelmaaP fei ge
h&uft mit einer 20aare, heren £aufungSwinftel ge?en ben $o
rijont a ift.  S3ie viel Aubifjoll betragt bie Hautung?

1024Tga Aubifjoll.

~19) 2Bie ftnb aber bie Slbmeffungen eines H?eRenmaaRed
ju nehmen, bamit bie gehdufte Ylet3e ber 16te Dfjeil biefeS
gehduften Soeffeld fei.
'Der 9tar5)i|W ber ©runbebene 3,9389— Soll, eben fo bie
£ohe.

20) Die hlbe lipte 933eite bed Aappengewdlbed gig. 14
fei 12 gul3, hie ligte «£|jt')he 6 gul3, bie Starfe 2 gul3, bie
Sértl]ge 0 guB; man foll ben SnRalt ber Ueberwdlbung be-
rechnen.

Der Inhalt ift 1780,40 Aubifful,

21) Sei ber ©onftruction ber Aorblinie gig. 15 § 195
fei bie lipte SBeite 120 gul, bie lipte £6he 30 gul, bie
Starfe 5 gul3, bie Sdnge 80 guR; ed foll ber Inhalt ber
Ueberwﬁlbun? gefunben werben.

Der Inhalt ift 61762 AubiffuR.

22) Dtefelben Slbmeffungen feien bet ber ©onftruction
gig. 16 8 196 gegeben; man foll ben Snljalt ber teberwdl
ung berechnen. .

Der Snhalt ift 61373 Aubiffuf.

23) Der Otabiud einer Augel reffe 20 gul3, welche® ift

ber Snhalt bed 933urfelS in biefer Augel.
12316,8- AubiffuB. .

24) ©in normaler Aegel foll 50 Aubiffu Inhalt tefom
men, ber Durgmeffer ber ©runbebene foll fied jur «Ejthe ter
halten wie 2:3; man foll ben 9?abiué unb ben TOtelpunfté
winfel bed AreiSaudfchnittS berechnen, welcher ben Hantel
tiefeS Aegeld liefert.
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Der 9iabiuS ift 7,9543— gub, ber =ittelpunftswinfel
113050'31".

25) (Sin freiSférmtger (traben if 6 gnb tief, oben 10
$ufj, unten 7 gub breit, unb fyat Uberall gleiche Dofftrung.
20irb am oberen dufieren Areife eine ©ebne von 30 gub Sange
genommen, fo betrégt bie «£jobe beS ju biefer ©ebne geboren#
ben 5G0genS 2 Boll.  2Bie grob tfi ber 3nf)alt beS @rabend?

214722,95---- Aubiffub-

26) (Sin normaler abgefiirter «Regel foll 10000 Duart
3nbalt befommen, bie «fwbe foll 2 Yub werben, unb bie
Durgmeffer ber ©runbebenen follen fip verbalten wie 9:10;
man foll bie 3lbmeffungen beS.,_9fiin([;ftuth berechnen, WelgeS
ben 9%antel biefed abgefunten AegelS liefert.

Die %obien finb 21,525- unb 19,3725-- gub, ber W?it#
telpunttéwinfel bat 133,1°. _ )

27) 20ie tief finft eine Augel, beren 9)iaffe baS fpeciftfpe
dewtot 0,84 bat, in Staffer ein,

1,49335—r, unter r ben StabiuS ber Rugel Verftanben.

Die Augel taugt fo tief in baS SRaffer, bab baS burg
fte verbrangte SBaffer fo viel wiegt, als bie Augel. Der ein#
getaugte Sbeil ber Augel ift ein Augelabfdjnitt. Da baS fpe#
cififpe Oewipt ber Augel 0,84 ift, fo mub ber eingetaupte
<Ruge(abfonitt 0,84 ber Augel auSmagenj benn bat eine SRaf#
ferfugel, welge mit jener von gleiger @rcbe ift, baS ﬁS)eW|gpt
z, fo iat jene Augel baS @ewigt 0,84z, unb ein Slbfonitt
ber Soafferfugel, welger 0,84 ber SRafferfugel betrdgt, bat mit
jener Augel gleigeS (Sewigt. (SS fommt baber barauf an,
ie <pofe eines <RugelabfnittS ju finben, Welger 0,84 von
ber Augel auSmagt. — Der 9tabiuS ber Augel fei 1, bie
MN6be beS RugelabfonittS fei x; bann mub fein

fix2(3—x) = 0,84 -frt

woraus folgt

x3 -3x2%3,36 = 0.
Die ©leidjung mub jutwrberft rebucirt werben. 3u bem (Snbe
fefce man

X = y-J-l

unb es entfielt

y3-3y¥sl,36 == 0.

Der.Duotient ift bei biefer Oleigung 27" 16- ober

B 6l2 unb ba berfelbe ein egter 33rug ift, fo b< bie @lei#
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qung torei reelle SBertfye, unb fte i vermitteln ber trigonome-
trisen Functionen auflosbar. Kan fee alfo

Sin3p = y1&" =JN = 0,68.

<Yienu finbet man

3¢p = 42°5037" "
hal>er 0 = 14°16'52"
@0 tfi nun

ober, ba b = 3 ffi,

tfi

(Snbltg

IR
hafyer bat man fiir x bie brei SBertbe
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Seher von tiefen Soerthen entfﬁricfjt her  @leigung
fir x; aber eS féllt in hie Singen, haB nur her erfte her
Slufgabe genligt.  ®aljer ift hie "bfle beS Jtugelabfonittd
1,49335—r, unter r hen %obiuS verftanben.

28) (Sine Galotte, heren opdRe 4 guB betragt, enthalt
%\OO %uabratful&, wie groB ift her Jpalomeffer her zugehdrigen
ugel’

29) S)er Snljalt einer Augel fei g, welgeS ift her Jpalb=
meffer her Augel, unb welgeS hie Oberfldche?

30) 2)ie. Oberfliache einer Augel fei f, welgeS ift her
YiabiuS her Augel unh welches her Snhalt?

31) Gin Augelabfchnitt »erhalt figp "um zugehdrigen Au-
elauSfonitt wie 3:5, welgeS ift hie ~0Re jenes Augetab-
onittS ?

+(3+f}/105) vom 9iahiuS.

32) Gine Augel wirb von zwei parallelen Gbenen gefonit
ten. S)er galbmefter beS einen S)urefonittSfreifeS ift 12 guB,
her beS anberen ift 8 gu, hle,_Gn'n‘ernungh her Ghenen 4 guR.
9%an foll ben «gjalbmeffer her Augel berechnen, hen Inhalt her
3one unb ben her forperligen 3one, Welge von jenen Ghenen
abgefonitten werben.

14'4"2™ 3r10620714601" 5361 Abff. 643 Abfz.

33) $er Snljalt eines normalen AegelS foll 60 Aubif-
ful, her Snhalt beS Mantels 100 Ouabratfu betragen; wie
jtinb hie Slbmeffungen beS AegelS zu nehmen?

3)er 9labtuS her Grunbebene ift entweber 1,809— ober
5,483—, unb habet bie “6Re entweber 17,497— ober
1,905— gukR.

34) Gin normaler Gplinber burgbringt eine Augel her-
geftalt, baR feine Slofe burg ben SRittelpunft her Augel geht,
¥>ie “ohe beS GplinberS ift 2 gul, her %obiuS her @runb
ebene 2 3»H, her 9iabiuS her Augel 5 3vll- ®aS @anze
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befielt aud einem (Stoff, beffen fpeciftfpef Oett>igt 7,5 iff.
2Bie grofj ift bad (55ewigt bed AdrperS?

201,86 @funb.

35) 1L$Sin normaler Aegel burgbringt eine Augel, unb feine
3lofe getff bitrg ben llittelpunft. S)er %obtud ber Augel iff
10, bie "offe be3 Aegeld 35, bie (Sntfernung feiner Sp¥%se
vom 3)?ittetyunft ber Augel 15, unb jebe Seite heS Aegeld
bilbet mit feiner Slgfe einen Séinfel von 13 @raben. 2delged
ift ber Snljalt bed AdrperS ?

5797,7.



Filnftes Kapitel.

Korperliche oder spharische Trigonometrie.

. Grundformeln.

8. 211
Die Seiten eined fbrberligen Dreiecfd werben hier ftetd burg

bie 93ugflaben a, b, c, bie ihnen be%ieF>lip gegentberftefjenben
2Binfel burg a, B, y bezeichnet werben.

§. 212
(80 ift bei jebem forderlichen X>reiect
Cosa = CosbCosc -|~ SinbSincCosa

~ 5Xuf ber_kante, welge ber Seite a gegemiberftel)t, werbe

8ig. 22, DE gleich I genommen, unb burg E eine (Shene
gemacht, normal ju bieter kante DE. Die (Shene foneibet
ie Seitenebenen bed forderlichen Dreiecfd in ben Linien EF,
EG, FG. Die beiben Linien EF unb EG flehen normal auf
DE unb bilben ben SReigungbwinfel a. (Sb ift

EF = Tgb
EG = Tgc
DF = Sech
DG = Secc

~Snbem _man bad duabrat ber Seite FG, ben beiben
Dreierfen EFG unb DFG angeljérenb, zweimal audbrirft, #nt
fleht bie ©leicfyung

Tgh? Tgcl — 2TgbTgcCosa = Sech? -f Seccl —
2SechSeccCosa

(Statt See? werbe 1+ Tg2 gefegt, unb gehoben, bab
liefert
SechSeccCosa = 1 -f- TghTgcCosa
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ober mit CoshCosc multiplicirt
Cosa = CosbCosc -f* SinbSincCosa.

®ie (Slei(pun? [8£t fip in Bejug auf jebe Seite bel
forderlichen S)reiectd anfefcen, unb baburq entftept

1) Cosa = CoshCosc  SinbSincCosa

2) Cosb = CosaCosc -|- SinaSincCosRB

3) Cosc — CosaCosb -j- SinaSinbCosy

§. 213.
@R ift bei jebem forderlichen 2)reietf
Cosa = — CosBCosy -f* SinBSinyCosa

P60 benfe bal (Srgénljungfsbreie(_:f. 2)ie Seiten beffelpen,
we(pe bejiehligp bie 2Binfel a, R, y ju einem geftrecften 20in-
fei ergénzen, feien a', b, c¢', ber 2pinfel, tuelger bie Seite a
ju einem geftrecften ergdnzt, fei a', unb eB liegt a' ber Seite
a gegentiber, %o@ hem vorigen Paragraphen ift

Cosa' = Cosb'Cosc'Sinb'Sinc'Cosa’

®R ift aber Cosa’ = —Cosa, Cosh' = —CosR, Cosc

= —Cosy, Sinb' — SinB, Sine' = Siny, Cosa’ = —Cosa.
Oiefe SRerthe fubftituire man, unb eR entftel)t

— Cosa = CospCosy — Sinf3SinyCosa
n>elpe mit — 1 multiplicirt bie Behauptung ift.

9Jian h<ii bemnag
1) Cosa = —CospCosy -f- SinfSinyCosa
2) CosB —CosaCosy-f- SinaSinyCosb
3) Cosy — CosaCos[3- ~ SinaSinRCosc.

8. 214.
3[1 her ®©leipung

Cosa = CosbCosc 4-SinbSincCosa
fubftituire man 2Cos¥%a2—1 ftatt Cosa, unb ee* folgt

Cosa—Cos(b-~c) — 2SinbSincCos a2
ober .

unb fubftituirt man 1—2Sin%a? ftatt Cosa, fo ergiebt ftg

2)
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§. 215.
Slud her ©leichung
Cosa = — CosfCosy -f- SinfSinyCosa
entfpringt in gleicher SOeife

1)
2)

8. 216.

@(eid)ungen 1) unb 2) in 8. 214 repréfentiren, in-
bem man bie Sud)[laben wedjfelt, bie nacbﬁefyenben fed>p
@letd)ungen: .

~Unter fef>r vielen Kombinationen, ivelge tiefe Oleigungen
julaffen, fyat man ane:
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%o A) if:

unb

®ie 3lbbition biefer betben ©leichungen liefert:

ober

unb hie <Subtraction berfelben ©leidjungen gewahrt:

5Benn man bie ©leichung B[).non ber C) fubtrabirt, bann B)
unb C) abbirt, entfielt in gleicher QBeife:

2)ie ©leichungen 1) hid 4) iverben bie 2)elainbrefdjen
ober ©auRfdjjen ©leidjungen genannt.

8. 217.

Wtan bivibire bie ©leidjung 1) bed vorigen Paragraphen
burd? bie ©leidjung 3), 2) burg 4), 4) burdj 3), unb 2)
burdj 1), bad liefert:

Diefe ©leichungen heifen bie ¥eperfdjen Analogien.
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§. 218.
@Porobuct  ter ©leidjungen 1) unb 2) in 8.214, top
pell genommen, ift:
¢, _ 2JSin (atb+c)Sin7(ath-c)Sinf(a-b+c)Sin~(-a+b+c)
etriot — SmisSmc
eieraup folgt
Sina __ 2}JSin7(atb+c)Sin (a+b-c)Sin¥s(a-b+c)Sin (-ath+c)
Sina ~ SinaSinbSinc
2)er Sluébrucf redjtS ift fpmmetrifdj, anbert ftd) nigt burg
53ertaufgen ber 53udjftaben; mithin ift
Sina _ SinB __ Siny
Sina ~ Sinb ~ Sine
ober
Sina: Sinb: Sine = Sina: SinB; Siny
Uebrigend erhellet fogleidj aud gig. 22, bafR
g ng ) gg

EH
ift, b. fj. SinaSin = SinbSina
ober Sina: Sinb = Sina: Sinf
nnb hierin liegt gleichfalls ba$ oben erhaltene ©efeR.
§. 219.

glr ein forderliches 2)reie<f, in iveldjem ber SRinfel a
ein rechter S33infel ift, gelten folgenbe einfache ©leiefjungen:

SinaSin@ = Sinb
SinaSiny == Sine
CCOE%COSC — ((:Zosa
otgBCotgy = Cosa
C%sbSu%y = CosB
CoscSinfs = Cosy
CotgaTgb = Cos
CotgaTgc = Cos
CotgbSinc = CotgR
CotgcSinb = Cotgy.
Snbem man a = 90° fetjt entfpringen bie ©leidjungen

1) unb 2) aud § 218, bie ©leidjung 3; aud 8. 212 1), bie
©leidjungen 4) 5) 6) aus 8§ 213 1), 2), 3).

=
OLOOO\I@U‘I-&OOI\)!—‘
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2lué 1) folgt
Sinb .
sl = sinfi
Cosa vy
nua 3) N = Cosc

bad ¥hobuct t>iefer Oteigungen ift
CotgaTgb = CoscSinf3
ober 6) angewenbet
CotgaTgb = Cosy
2)a0 ift bie formet 7). (Shen fo finbet fiel) bie 8) aud 2),
3) unb 5).
%o 3) ift
CosbSiny = Cosli
unb ed ift nag 8. 218
Sine Siny
Sinb "~ SinB
alfo, wenn man multiplicirt
CotgbSinc = CotgR.
®ad ift bie ©(eipung 9). <Séen fo finbet figp 10).
Zgie oberen jefyn ©teiebungen reichen au®, um, wenn
a = 90° ift, unb von ben finf (Stiicfen a b, ¢, B, y jwei

gegeben ftnb, bie Cbrigen brei ju berechnen. £}ie Serbinbun-
gen je breier biefer finf ®tiicfe ftnb namlig folgenbe jeFjn:

abec
ab@
aby
ach
acy
afBy
bch
bcy
bRy
cBy

unb bie oberen el_ei(pltn%en entfpregen biefen Serbinbungen.

Oinb bemnag jwei bon ben Sludbriitfen a, b, c, B, y gegeben,

fo ftnben ft% jebedmal unter ben jeijn Oteigungen brei, aud
r

welgen bie brei nigt gegebenen Slucbriirfe fofort figp entneh’
men taffen.

aodotff’3 ©eometrie. 2. 9
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Il. 23erepnung forperlicl>er X>reiecfe.

§. 220. Aufgabe.

®on einem forperligen S)reiecf ftnb jirei Seiten a unb
b, unb ber von ihnen g_ebildete 938infel y gegeben, man fotl
bie britte Seite ¢, unb bie ben Seiten a unb b bejieh i¢ ge
genlberliegenben 2Binfel a unb B bestimmen.

Sluflofung. ®ie Seite ¢ giebt bie Oleigung §. 212
3). 5)ie 2Binfel a unb R beftimmen fig vernittelft ber %o
Berf(pen Analogien §. 217 1) unb 2). 2lug finbet fto ¢ fehr
gquen)w, nagbem a unb R beregnet ftnb, aud 8§ 217 3)
ober 4).

8. 221. Aufgabe.

53on einem fbrperiigen ®reietf ftnb eine Seite ¢ %egeben,
unb bie beiben an berfelben liegenden SBinfel a unb B, man
foll ben britten SQinfel y beftimmen unb bie Seiten a unb b,
melge bepehligp ben SRinfeln a unb R gegentiberftehen.

Sluflofung. 5)ie gSIei(pung §. 213 3) giebt ben 2Rin-
fel y, bie ®leigpungen 8. 217 3)' unb 4) gewdhren bie Seiten
aunb b. 2lug erhédlt man y burg 8. 217 1) ober 2), nag-
bem a unb b beregnet ftnh.

§. 222. Aufgabe.
9ton einem forpe_r(igen 2)reieef ftnb bie brei Seiten a, b,
¢ gegeben, man fol bie 2dinfel a, B, y beftimmen.
2Lufl 6fung. Sie ergeben fip fofort aud §. 214.

§. 223. Aufgabe.
23on einem forperligen S)reiecf ftnb bie brei 2dinfel a, B,
y gegeben, man foU bie Seiten a, b, ¢ ftnben.
Siufléfung. Sie ergeben fto aud 8. 215.

§. 224. Aufgabe.

23on einem forperligen ®reierf ftnb jwei Seiten a unb
b gegeben, unb ber SRinfel a, roelcﬁer ber Seite a gegeniiber
ftebt, man foll bie britte Seite ¢ beftimmen unb bie URtnfel R
unb y, n>elge bepel)lip ben Seiten b unb ¢ gegeniiberftehen.

2luflofung. 9Jian hat juvorberft
SinaSinR = SinbSina
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unb baroue

Sing = Sml?Slna
Sina

Opier ift, wie fiQ bolt> ju ertennen giebt, wenn man bad
forderliche ®reiecf ndher betrachtet,

R Beit>eutig, wenn
a<900,
a>900,
a<900,
a>900,

R fp%, wenn
a<900,
a>90o,

R ftumpf, wenn
a=>900,
a<900,

%opbem R befannt ift, bediene man fto pir 53eftimmun§
her Seite ¢ einer her Formeln §. 217 3), 4%. ®ie 33eftim
mung bed SOinfeld y erfolgt bann vermittelft ber ©leigung 1)
ober 2) in § 217.

8.225. Aufgabe.

33on einem forderlichen ®reiecf finb jWei SBinfel a unb
B gegeben, unb bie Seite a, welge bem 2Binfel a gegeniber
fte%t, man foll ben britten SRinfel y beftimmen, unb bie Sei=
}en b unb c, welge bepelj[ip ben 20infeln § unb y gegentber
iegen.

3luflofung. =an fyat

SinaSin = SinbSina

unb baraud

<Ysier ift
b AWeYseutio. wenn

b fpifc, wenn
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b ftumdf, wenn
>900, a>900, o<f
>900, a<900, o>1800-3.
g Yagbem b ermittelt ift, beftimmen fip ¢ unb y burch
. 217,

§. 226.
Uebung6aufgaben.

1) Bwei Seiten eined forderlichen Dreieck ftnb 70° 20'
50" unb 380 28', ber 2dinfel, welchen biefe Seiten bitten,
ift 52° 30"; man foll bie britte Seite beS X>reiecf3 unb bie
beiben anberen SRinfel berechnen.

®ie britte Seite ift 51° 41' 14", bie beiben anberen
SRinfel ftnb 107° 47' 7" unb 38° 58' 27"

2) (Sine Seite eined férderlichen 2)reietfd fei 69° 50/,
bie beiben baran tie?enben 2Binfel feien 146° 58' 9" unb
42° 54' 47", man foll bie beiben anberen Seiten bed ®reierfd
ftitben unb ben britten Sdinfel.

®ie Seiten ftnb 109° 39' 10" unb 46° 42', ber britte
SRinfel ift 32° 54' 28"

3) S)ie brei Seiten eined forderlichen S)reieefd feien 46°
33" 41", 115° 9" 7" unb 35° 46' 15"; man foll hie brei
SBinfel finben.

Sie ftnb 51° 2, 73° 58' 54" unb 38° 45'.

4 Zgie brei Soinfel eined forderlichen Sreiecfo feien 40°
38' 38", 53° 2' 8" unb 123° 8' 11"; man foll bie brei Sei-
ten berechnen.

Sie ftnb 50°, 70°, 100°.

lll. 93ermifchte Stufgaben.
8.227. Stuf gébe.

93on einem forderlichen %oiecf ftnb hie brei Setten a,
b, ¢ gegeben, man foll bie 2Binfet beftimmen, welche bie bau-
ten mit ben gegeniiberftehenben (Sbenen bitten.

Slufléfung. 5)ie Alante, in welcher hie (Sbenen ber
Seiten a unb b fich foneiben, bitte mit ber (Shene ber Seite
c ben 2dinfel %( 9J%n benfe bie #Sbene bef SRinfeld x. (S0
entfteht baburch ein rechtwinfliged f6rderliche® ®reiecf, welche®
tie Seite a jur “vpotenufe unb bett SBinfel x jur einen Aa-
thete hat- ®er Ysinfet, welcher in bem regtwinftigen fvrper-
lichen 2)retetf ber Kathete X gegentber ftet)t, ift ber 233infel



8. 228. 3torperlige ober fp¢>tirtfpe Trigonontefrte. 133

me(@er in bem gegebenen furperltgen Dreierf her Seite b
gegeniiber ftefyt. %o & 219 1) ift

Sinx = SinaSinB.
Yo § 214 ift

Dad hoppelte ~}robuct tiefer Oleigungen ift

2y1Sin (a-i-btc)SinYs(a-i-b-c)Simn-i-(a-bj-c)Sin (-atbic)
SinaSinc

unb wenn man biefen 20ertf) oben fubftituirt, ergiebt ftg

SinB =

Sinx = -1/ Sin (a-i-bic)Siny(atb-c)Sin (a-b-i-c)Sin (-afbtc).

Die beiben unteren geforberten 20infel luffen fig fyiernug fo
fort angeben.

§. 228. 2 ufgab6e.

Die brei Seiten eined forperligen Dreieck feien a, b, c;
man feil bie 233infel beftimmen, tuelge bie @rofection ber
Aante, in melger bie (Ebenen a unb b ftg feneiben, auf ber
(Shene ¢ mit ben Aanten in biefer (Shene magt.

Slufléfung. Die Aante, in melger bie Ebenen a unb
b fte fcijneiben, bilbe mit ber (Shene c* ben 20infel z.  Die
Yskojection biefer Aante auf ber (Shene c bilbe mit ber Aante,
in melger a unb ¢ fig foneiben, ben SRinfel X, mit ber
<Yeante, in melger b unb ¢ fto feneiben, ben 20infel y. Der
SOinfel y ift gleigp c—x ober g(eip x—cC. %o 8.219 3)
bat man

Die jtueite (Sleigung gilt pigleig fiir ben 8all, bafj ber 36in*
fei y gleip x—c mare, Weil Cos(x —c) = Cos(c—x) ift.
9Jfan bibibire bie jmeite Oleigung burg bie erfte; baS liefert

unb baraud folgt
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CosaSincTgx = Cosb—CosaCosc

Cosb
8 = Felas-"=

4pierin »ertaufclie man a unb b unb fefce y ftatt x, unb ed
folgt jur 53eftimmung bef anberen SRinfelb y

8. 229. ?ufgabe.

®on einem forperligen ®reiecf ift eine <=eite ¢, ber itjr
gegentiberliegenbe 333infel y, unb bie (Summe q ber beiben an®
beren «Seiten gegeben, man fall bad 2)reiecf berechnen.
~ Sluflofung. Zgie eine ber Seiten, beren Summe g ift,
fei x, bann ift bie anbere q—x. S)ie 2Binfe(, we(pe bejief)*
iip ben Seiten g—x unb x gegenuberfteben, feien y unb z.
%o hen Oleigungen 8. 216 3) unb 4) bat man fofort

unb b*tburch ftnbet man bie SRinfel y unb z. %o ber erften
©aurfcben Oleigung b<'t \nan bann weiter

- iM4-(y 4-2)Cos¥
3)  Covi(q — 2x) = EYGACse

worauf fig x ftnbet.

3)lan fann au@ im Slligemeinen in 3) ben SBertb fiir
Sin%(y4-z) na@ 1) fubftituirenbad liefert

Cos¥(g-2x) = =T °P-Cos (q2Sin¥sy?

unb wenbet man hierauf bie Formel an Cosp = 2Cos @2— 1
fo entfteft

8 230. Aufgabe.
%ol einem forderlichen Dreiecf ift eine Seite c, ber iljr
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gegentiberliegenbe SRinfel y unb bie Zgiff_erenj d ber beiben
anoeren Seiten gegeben, man foll baS 2)reiecf berechnen.
_Auflofung.  2)ie eine ber Seiten, bereit @ifferen’s d
ift, fei X, unb e0 ift bie anbere d-J-x; bie QBinfel, Welche be-
7/e|eI)I|dL ben Seiten d--x unb x gegenlberftefjen, feien y unb z.
%o ben beiben erften @auPfeen Oleigungen I>at man

1) §m’%(y + 2} = CosiglGas{y
) Smbuy-z) = Sinfigey

2)abur@ ergeben fto bie 28infel y unb z. S)ie britte ®au”
foe Oleipung liefert aldbattn

3)  Cos¥(d +2x) = c°5lty+~c°sfc

2Bill man im Allgemeinen fubftituiren, fo entfielt
Cos¥s(d4-2x) = s%tlz}cosvec? — Cos d2Cosfy?

unb hierauf, wie in ber vorigen Aufgabe,
Cos(d--2x) = CoscCosecfy2—CosdCotg¥sy2.

8. 231
SBére von einem forderlichen 2)reiecf ein 2dtnfel, bie ge:
genﬂberfteljenbe Seite, unb bie Summe ober bie 2)ifferenj ber
giben anberen Soinfel ?egeben, fo wirbe man, wie in ben
vorftel>enben beiben Aufgaben, bad Dreiecf vermittelft ber
Oaipfgen Oleipungen beregnen.

8. 232. Aufgabe.

53on einem forperligen 2)reietf ift eine Seite ¢, bie Summe
q ber beiben anberen Seiten, unb bie Summe ¢ ber beiben
2Binfel gegeben, Welge an c liegen; man foll bad T>reiecf
beregnen. ) . _ .

Auflofung. ®ie beiben anberen Seiten feien q—x
unb x, bie irrten bepel)(ip gegenuberftel)enben 333infel ¢p-y
unb vy, ber britte 2Binfel fei z. %o §. 216 3) ift

. Cos cCos-j-0
1) Sin z = Cosfg
ierburg ift z beftimmt. %o ber erften unb vierten @aufp
@en Oleigung ift bann weiter o
__ Cos-i-cSin%s
2) Cos (g~2X%) = Cos 7
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Sin-gSin-A

unb 3) <]/8—]/8) - In-gsin-"z

unb tiefe ©leicbungen liefern x unb . )
SRitl man tm Stilgemeinen fubftituiren, fo entfielt

—1, _ CO0sYscCO0s%0SinYs@

8. 233.

(S6 bezeichne ¢ eine ©eite eined forperlicpen Dreiecfd, y
ben i%r gegenuberftepenben SRinfel, g bie (Summe ber anberen
Seiten, d ifjre ®ifferenj, ¢ bie Summe ber an ¢ liegenben
20infel, 0 ihre ®ifferenj. Sft nun gegeben

fo (afjt ficp in jebein tiefer galte bad Dreietf mie in ber vor*
fteljenben Stufgabe vermittelet ber Oauftfgen ©letcpungen be-
regnen.

§. 234. Stufgabe.

SBon bem forderlichen 2)reiecf gig. 23. ift ber SBinfel a
gegeben. DH fei bie projection ber Aante DE auf ber Sei-
tenebene FDG. ﬁSé ift ferner gegeben ber SBinfel HDF %Iei(p
n, rL]an ber SRinfel HDG gletg g. Wan folt bad Dreierf be
rechnen.

Stuftéfung. Der SRinfel HEF fei x, ber SRinfel HEG
fei y, ber Séinfel EDH fei z. %o §. 219 ift

CotgnSinz = Cotgx
CotgqSinz = Cotgy.
hieraus folgt
Cotgqg : Cotgn = Cotgy : Cotgx
Cotgg-j-Cotgn.’Cotgqg-Cotgn += Cotgy-J-Cotgx: Cotgy-Cotgx

Sin([1-j-9): Sin(h—q) = Sin(x  y): Sin(x—y).
SBermittelft biefer Proportion ftnbet man x—y. 5)a n<imlig
X4-y gleich a ift, fo folgt
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A'ennt man aber x—y, fo ftnben fig, weil man aug x%sy
fennt, leigt x unb vy, unb vermittelet tiefer 20infel bie brigen
Stiicfe bel Dreiecfo. )

Die projectton DH ber Jtante DE auf her Seitenebene
FDG fann auBerhalb ber 9dinfelebene FDG liegen. 3n einem
folgen8all wirb nidjt x¥sy, fonbern x—y ober y—xg(ei@
a, unb eb fann aud ber oberen Proportion Xx-f-y entnommen
werben, wdprenb aldbann x—y befannt ift.

8. 235. Aufgabe.

Die brei Seiten bed forderlichen Dreieck gig. 23. finb
gegeben, FG gleich a, FE ?Ieich b, EG R(eicf) c. Durch bie
ante DE ift eine (Sbene gelegt, tuelpe bie Seitenebene FDG
in ber Sinie DH foneibet, unb ed ift ber 2dinfe( HDF gleich
n gegeben. 6o foU ben SOinfel EDH berechnen.

Slufléfung. Der 9dinfel, welcher ber Seite ¢ gegen*
tber ftet)t, fei z. (S0 ift

CosEDH = CosbCosn-j-SinbSinnCosz
Cosc = CosaCosb -j- SinaSinbCosz.

5lud ber Y%n>eiten Oleigung folgt

Piigfen 2Berth fubftituire man in ber erften ©leigung. DaS
iefert

§. 236. Aufgabe.

Die brei Seiten a, b, ¢ eined forderlichen Dreiecfd ftnb
gegeben. Die beiben Seitenebenen b unb c¢ finb Burgfenit
ten burg eine (Sbene, welge burg bie Sp¥se bed forperligen
Dreietfo geht. Die DurgfonittOlinie biefer (Shene in ber
(Shene b hilbet mit ber Aante, in welger bie Seitenebenen b
unb c¢ fte foneiben, ben gegebenen SRinfel b, bie Burg
fonitt3linie ber (Shene mit ber (Shene c bilbet mit berfelben
Jtante ben SRinfel c. Plan foll ben SRinfel beftimmen, el
@en bie Dur@fenittdlinien mit etnanber bilben.

_ Slufldfun?. Der verlangte SRinfel fei x. Der Seite
a fiepe ber P3tnfel z gegeniiber.  Plan pat

Cosx = Cosb'Cosc' -f- Sinb'Sinc'Cosz
Cosa == CosbCoscSinbSincCosz.
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9(ud her jn>eiten Oletoung entwicfele man C'osz, unb fubftu
tuire ben SBertf) in ber erften; baburg entfielt:
CoSx = Cosh-Co.se' + C0Sa — c°5bc°scSinb¥sine-.
! SinbSinc

8.237. Aufgabe.

(Sin gegebener Y%y0infel a liege in einer gegen ben <g>orijont
geneigten (Shene. Die 2dinfel  unb vy, tvelge feine epenfel
mit ber “orijontalebene bilben, finb gegeben. Uftan full ben
5Binfel x beftimmen, ben bie @rojectionen ber <Sgenfel auf
ber “orijontalebene mit einanber bilben. .
(Srfte 3luflbfung. W?an benfe bur@ ben <Sgeite(=~'

punft bed SOinfelé a eine (Shene, rvelge mit ber dporijontal-
ebene parallel ift. Die <Sgenfel bed 20infel3 a bilben mit
biefer (Sbene ebenfalls bie Y%ffiinfel 8 unb y, unb ifre (prolle(:::
tionen auf biefer (Sbene ben 20infel x. (S$ ift ein forper |(pe§
Quiererf entftanben, beffen ©eiten B, a, y, x finb, unb tt)elge
an ber ©eite X jmei regte SRinfel enthalt. 3)hin benfe eine
Diagonalebene, etwa bie, tvelge burg bie Aante git_el)t, in ber
bie (Sbenen a unb y ftg foneiben. Da3 forperlige Q3ieretf
wirb burg biefe (Sbene in $wei forperlipe Dreiecfe %erlegt, von
benen bad eine regtwinflig ift. Die Jtageten bep iepteren
finb y unb X, bie -&ppotenufe fei y, ber y gegeniiberliegenbe
SRinfel fei z. 3)?an I>at alobann

1) SinySinz = Siny

2) CosyCosx = Cosy

Cosa = CosRCosy -f- Sinf3SinyCos(90 — z)

Uber 3) Cosa = CosBCosy -{-Sinf3SinySinz.

3n 3) fubftituire man ben 2&er@ fir SinySinz aud 1) unb
ben 9Berg fur Cosy aud 2); bad liefert

Cosa = CosPBCosyCosx-f-SinfSiny
unb baraud folgt
Cosa — SinBSiny
Cosx — CosRCosy
_ %bbirt man hier $u beiben ©eiten 1 ober fubtrafyirt man
bie Oleigung von 1 = 1, fo ergeben ft¢ bie fur bie 53ereg=
nung mit 2ogarigmen bequemeren Formeln
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3tt>eite ¥uflofung. =an benfe bur<ﬁ ben Soeitel™
punft bed SBinfeld a eine (Sbene, wvelge mit her -jorijontal™
ghene parallel ift, unb burg jeben Spenfel bed SBinfelé a
eine 33erticalebene.  2)ie 2)ur@fonitt3tinie ber beiben Perti-
calebenen fteljt in bem Seqeitelpunft bed S33infelp a auf jener
Morijontalebene normal. ~ 2)er 20infel, me(pen bie 2)urg=
fonittPlinie ber beiben 23erticalebenen mit bem einen <Sgentel
bed 2oinfel3 a bilbet, ift 90 —R, berr melgen fte mit bem
anberen bilbet, ift 90 —y. Zg)le beiben 53erticalebenen bilben
ben verlangten 2Binfel X. Dbegalb ber foiefen (Sbene, in
n>elger ber 2J3infel a fte beftnbet, liegt ein forperligep Preietf,
beffen ©eiten a, 90—=K, 90 —y finb, unb welge3 ben2Binfel
X enthalt, ber Sette a gegenuber. ?lud biefem Dreietf fjat
man bie Oleigung
Cosa == Co0s(90- B)Cos(90 —)

~4-Sin(90 - B)Sin(90 —y)Cosx
ober Cosa = SinpSiny 4~ CospCosyCosx
unb hierauf

ift ber bereits oben gefunbene SluShrttcf, welger nog@
rebucirt worben.

§ 238. Aufgabe.

Jie gunfte A, B, C 8ig. 24. beftnben ftg in einer fjori«
jontalen (Shene. 2)er Yunft D liegt oberhalb biefer forijon
talen Rbene. 2)ie @rojection beS funftes D auf ber Horijon
talen (Shene ift E. SIuS bem @unfte D feien bie SSinfet ADB,
BDC unb ADC, welge be%iel)lip burg a, b, ¢ bejeignet ftnb,
emeffen. ®ie Sage ber sJ3ro[!]ection E in ber horizontalen
?Sbene ift unbefannt. 3n ber horizontalen Shene feien ferner
bie einen ober bie anberen Stiicfe gemeffen, welge tvir nog
befonberS feftfefcen werben. )Jlan foll jebeSmal bie Sage ber
ounfte A, B, C, D, E zu einanber beftimmen.

I. (SS feien no@ gemeffen bie SRinfel BAC unb CAD,
unb bie Seite AB. Ueberhaupt ftnb alfo in bem gegenwarti-
gen "all gegeben bie Stiicfe a, b, ¢, e, f unb AB.

Slufldfung. 1) 5uS ben brei Seiten a, b, ¢ lagt fto
ber 20tnfel £ beS forperligen 2)reietfd beregnen. ®iefer
SBinfel ift gleip € Unb ba e unb f?egeben ftnb, fo fann
man bie Seite d beS forperlipen ®reierfS ftnben, beffen Sei
ten d, e, f finb.

2) S3on bem ebenen ®reiecf ABD ift jefct bie Seite AB,
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her SRinfel BAD unb ber 233infel ADB befannt. ©al¥er fann
man berechnen bie ©eiten AD unb BD, uno ben SBinfel ABD.

3) Yeon bem ebenen Oreiecf ACD fennt man bie[]tag bie
©eite AD, ben Soinfel CAD unD Den Soinfel ADC. JJJa[] fann
baber finben bie ©eiten AC unb CD unb ben SBinfel ACD.

4) 5luS bem ©reiecf BDC, von welgem man bie ©eiten
BD unb CD, unb ben SBinfel BDC fennt, laffen fto bie
©eite BC finben unb bie beiben anbern SSinfel beS Oreiecfd.
2lug baS ©reiecf ABC ift vollftdnbig gegeben.

5) SluS bem forderlichen ©reiecf, beffen Ceiten d, e, f
ftnb, berechne man ben 2Binfel ¢. -~

6) SRan félle bie 9lormale DF auf AB unb jiebe FE.
©er SBirg)feg DFE ift ¢. (SS ift ADSind = DF, unb DFSing
= DE, baber

DE = ADSindSing.

7) 5mS ben regtwinfligen ©reiecfen ADE, BDE unb
CDE, von welchen man bie >gl/gpotenufen unb bie gemeinfafh
lige Jiatbete DE fennt, ftnbet man enblicf> bie ©tiicfe AE,
BE unb CE.

©ann ift aber alled befannt, welgeS erforberlig ift, bie
Sage ber gunfte A, B, C, D, E % einanber ju beftimmen.

[l. (SS feien noch gemeffen hie brei ©eiten beS Oreieefs
ABC unb ber SRinfel BAD.

Sluflofung. 1) QSon bem ©reiecf ABD ftnb bie ©eite
AB, ber Sdinfel BAD unb ber 333infel ADB befannt, Jftan
fann baber berechnen AD, BD, ben Sdinfel ABD.

2) Slug bem forderlichen ©reiecf, beffen ©eiten a, b, ¢
finb, entnehme man ben 23infe( y. ©Oiefeni ift y gleich-

3) $on bem forderlichen Oreiecf, beffen ©eiten k, 1, m
ftnb, fennt man bie ©eite k, bie ©eite m, unb ben SRinfel p.
©aber fann man bie ©eite | ftnben, auch ben SRinfel p, weh
@en bie Sinie BD mit ihrer grojection BE bildet.

4) SluS bem regtwinfligen ©reiecf BDE, von welchem
BD unb F befannt ftnb, entnehme man DE unb BE.

5) SluS bem ©reiecf BDC finbet ftp CD.
6) ?luS ADE ftnbet man AE unb auS CDE nog CE.

[ll. (SS feien nog gemeffen bie ©eite AB unb bie 28in%
fei DAE, DBE unb DCE, welge bejief>(ip burg o, p, T be
Yeeignet fein mdgen.

1) 9J%n hol
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unb Rieraul folgt
s - ABSInCSinp
‘ ¥YSiuo? -j- Sinp2 — 2Si[]3SinpCosa
~2) 93emnittelft DE itnb her gegebenen SBinfel o, p, T
fintet man AE, BE, CE, CD.

3) Sluk AD, CD unb c ftnbet man AC, itnb vermittelfit
BD, CD unb b bie Seite BC.

X)iefe Aufgabe Rat in ber gelbmeRfunft Sntereffe. Sie
geftattet viele anbere galte, ée nag ben Stucfen, welge au-
ier ben SRinfeln a, b, ¢ gegeben ftnb. Xie Stufgabe IaRt fte
baljin erweitern, baR jwei ober meRr flinfte auBerhalb ber
horizontalen ©bene gebraugt werben, unb meBr alf brei finfte
in ber horizontalen ©bene.

§. 239. Stufgabe.

D?n neBme gig. 25 bie Sinien DE unb DF normal auf
einanber an, unb bie Sinie DG normal auf einer jeben ber
beiben Sinien DE unb DF. Xie Sage einer ©bene GLM ift
beftimmt burg bie Stiicfe a, b, c; bie Sage einer jweitett
©bene HFE burg bie Stiicfe n, p, g: man foll ben SRinfel
x beffimmen, welcher von biefen ©benen gebilbet wirb.

~Siuflofung. W?an betrachte juvorberft bafR forderliche
Xreiecf, beffeit Jtanten bie Sinien VS, VH unb VM ftnb. Xie
Seite MVH heffelben fei %/; ir gegentiber liegt ber 233infel x.
Xie beiben anberen SRintel beR Xreiecf? liegen an ben kan-
ten VH unb VM. S3|t<pftabenl|'\>|1 erfparen, flllen biefe 2J3in*
feIiBbbejieBIi(p burg VH unb VM bejeignet werben, ©R ift
alBbann

Cosx = — CosVHCosVM + SinVHSiIinVMCos@
ober
1) Cosx = [ 1-j-TgVHTgVMCos@]CosVHCosVM. *

9)%n betragte ferner ba forperligeXreiecf, beffen Jtanten
bie Sinien HD, HE, HF finb. XieR Xreiecf ift an ber Aante
HD regtwinflig, ef enthalt ben SRinfel VVH; bie im gegen-
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iiberftehenbe Kathete DHF fei z', bie ihm anliegenbe Aatbete
DHE fei z. Qtd ift nach § 219

TgVHSinz = Tgz'
hieraus folgt

erhellet leicht, bal

ift unb ed ift

ober

£ie 2Berthe fir Tgz' unb Sinz fubftituire* man, bad
liefert L

2)
33efamntlid) ift

brtber folgt

3)
. 9%%n betrachte nog baS forderliche S)reiecf, welgeO bie
Linien GD, GM unb GL ju kanten hat. Died Oreiecf ift
an ber Jtante GD recﬁtiuinf(ing;_ gd enthdlt ben SBinfel VM:;
i

hie Kathete DGL, welche bem2BinfelVM gegenuberftel)t, fei t,
bie anbere Kathete DGM fei t. (£$ ift

alfo

dabei ift

nb
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ober

et tDie 2Berté>e fur Tgf unb Sint fubftituire man: baS
iefer

unb fjieraud finbet fto

(Snb(ip ift

ober
@6 ift aber

foYslid), n>enn man fubftituirt

Die 96e_rt|?e aus 2) 3) 4) 5) 6) fubftituire man in 1).
Dabur<% entfielt



Sechstes Kapitel.

Von den sphdrischen Figuren.

8. 240.

Man ftelle ftg eine Augel von einem beliebigen <gjalbmejfer

vor, unb ein forperligeS Treiecf, beffen Spifce im 9ittelpunft
ber Augel liegt. Tie (Seitenebenen beS forperligen TreiecfS
foneiben bie Augelfl®e in brei Sogen grofster Areife. Ter
Tljeil ber Augelfladje, tvelger von biefen brei Sogen um-
foloffen ift, fyeifit ein fpbdrifeeS Treterf. Tie Sogen
ReiBen bie (Seiten beS fpf)arifgen TreiecfS; bie SRinfel
beS fpbdrifgen TreiecfS ftnb bie SBinfel, n>elge bie Tangen
ten bilben, bie in ben (Scfpunften beS fpharifgen TreiecfS bie
Sogen (Seiten) berdhren. .

Sel einem gegebenen YiabiuS ber Augel beftimmen fig
bie Seiten eines fpharifgen TreiecfS burg bie ju @nen Ye
horigen )JiittelpunftS vinfel, unb biefe ftnb bie Seiten beS for
perligen TreiecfS; bie 233infel heS forperligett TreiecfS ftnb
{ugleld) bie 2dinfel beS fpfjarifcfcen TrelecfS. hieraus erhel-
et, ba¥%s AUe SaYse, tvelge fiir fbr%erli(pe Treietfe gelten, aug
fur fph[rifge Treiecfe giftig ftnb, unb bah bie forper(ige
Trigonometrie jugleigp bie fpharifge Trigonometrie abgiebt.

Trei grohte Areife einer Augel, von tuelgen jeber bte
beiben anberen foneibet, verlegen bie Cherflage ber Augel in
aopt f{gfyanf(pe Treiecfe. ) _

er Segriff eines fpbarifgen SierecfS, giinfecfS u. f. w.
wirb fto jeftt ohne Weiteres ergeben.

§. 241

gines fpl)drifgen necfS je %wei benagbarte @cfen benfe
man burg %erabe Linien verbunben. Tie geraben Sinien hiU
ben baS Sel)nen=necf beS fpt)drifgen necfS. Tie gScfen heS
Se()nen-neefS liegen in ben (Scfen beS fpljarifgen nectsS.
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Seftnben ftop tie <Srfen_ beb fBBarif en nerfb in einer
(Shene, fo liegt eb in einem Areife, b. f). feine (Scfen liegen in
einem Areife, nainlig in beut Areife, in n>elgem jene (Sbene
bie Augel foneibet. Dab <5el>nemne(f ift albboann eine ebene
gigur, unb liegt in bemfelben Areife. L o

~ 3ebeb fpbarifge Dreietf liegt in einem Areife, beim feine
brei (Scfpunfte liegen ftetb in einer (Shene. .

Sefinbet fto ein fpParifgeb nerf in einem Areife, fo nto»

gen bie @ole unb bie 3lpfe heb Areifeb jugleip @ole unb
Ipfe beb fpljdrifgen necfb beilen.

8. 242.

_ 1? (Sine Augel iverbe burg eine (Shene gefenitten. Der
9JZittelpunft ber Augel fei M, ein $ol heb Durgfonittbfreifeb
fei P.  Dur@ beliebige finfte A, B, C— ber geripl)erie bebi
Avreifeb benfe man 9Aeribianfreife gelegt, unb eb ftnb bie So»’
gen PA, PB, PC - einanber g(eig. .

Den Durgfenittbpunft ber Vinie MP mit ber Areibebene

heeigne Q. Die regtminfligen_ Dreiecfe MQA, MQB, MQC-
ftnb congruent, weil fte in benAatfyeten Ubereinftimmeii. Da»
fier ftnb bie sKitteIFunftbtt>infeI zweier Sogen gleig, unb beb»
halb bie Sogen felbft.
. 2) Sefinbet fto ein fpbarifoeb netf ABC— in ginem
Areife, unb ift P fein @ol, fo finb bie Sogen grofter Areife
PA, PB, PC— einanber gleig.

9lag 1).

§. 243.

9J?%n benfe eine Augel, auf iRr ein fpb¥%rifeeb necf, ju
ber forperligen (Scfe, Welge beut fpbarifgen necf entfprigt,
Werbe bie Seitelecfe gebagtt biefe liefert bab fpl)drifge <5¢ei-
tel» ober Sertical»necf beb urfpriingligen fpl)drifgen necfb.

§. 244.

<Soeitelbreietfe liegen in parallelen Areifen, bie alfo einer»
lei 5lgfe unb einerlei 7%3ole I>aben, unb biefe Areife ftnb con»
ruent.
: Der JKittelpunft ber Augel fei M, bie <=geitelbreietfe
feien ABC unb A'B'C', wafjrenb AA', BB, CG' Durgmeffer
ftnb.  9J%n benfe bie  >eljnenbreiecfe ABC unb A'B'C'. (Sb
it MA = MA, MB = MB', folglip ift AB = A'B, unb
AB parallel AB'. (Sben fo ftnb AC unb A'C', unb BC unb
B'C' gteip unb parallel. 4piernag ftnb bie <Sgeitelbreietfe con»
gruent, unb it>re (Sbenen parallel. ~ JAitt)in ftnb aug bie Areife,
In welgen fte liegen, congruent unb parallel, unb bie fpbéri»
foen Dreiese beftnben ftg in benfelben Areifen.

2Bolff% ©eonwtric. 2.3.1). 10
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§. 245,

©Phérifche Soeitelbreierfe ftnb gleig. _

2)te S)reietfe feien ABC unb AB'C'. %o bem vorigen
Paragraph fyaben fte einerlei Pole P unb P'. 2)enft man
alfo Stterii>ianfreife burg bie Punfte A, B, C, fo geben fte
%tn leig burg bie Punfte A’ B, C'. 2)ie Sogen PA, PB, PC
nb gleich, eben fo bie Sogen P'A', P'B', P'C' nach §. 242.
9lag@ bem vorigen Paragraphen ftnb bie Areife, in welgen
bie %S(peitelbreierfe fto beftnben, congruent, fte flehen behalb
gleich weit vom PZittelpunft ber Augel entfernt, unb baraud
gelt hervor, bah au@ bie Sogen PA, PB, PC gleip ftnb
ben Sogen P'A', PB, PC. 2)ie gleipfpenfligen 2)reiecfe
PAB un6 P'AB' ftnb bemnag congruent, eben fo PAC unb
P'A'C', unb PBC unb P'B'C. Slug ber (Songrueng) biefer
Sjreiecfe erftef)t fi;p aber bie O(eigpheit ber Sgeitelbreiecfe
ABC unb A'B'C', fowohl Wenn bie gole innerhalb berfelben
liegen, als au@, wenn fte auBerhalb ftg beftnben.

8. 246.

Bwei grofte Areidebenen jerlegen bie Dberfldpe ber Att
gel in vier 3peile. 3eber von biefen Steifen heift ein fphé&
rifped 3weiect. Unter bem 2Binfel eined fpl)drifgen
Sweierfd  wirb ber 2finfel Verftanben, welgen bie groRten
Areidebenen bilben, bie ba3 fph<irifpe 3"eiecf abfgneiben,,
biefer SRinfel wirb au@ gebilbet von ben Tangenten, welge
in einem ber (Scfpunfte bed fphdrifgen 8eiecf’%s  bie groften
Areife beriihren.

8. 247. Aufgabe.

®er 9?abiud einer Augel fei r, ber 26infel eined tharU
foen 3"eiecfd auf berfelben fei a, man foll ben 3ipalt bed
fphdrlf?en Sroeiecfé berechnen.

S uflbfun% 2f?er 3nhalt_ x beo _fplgdrif(pe;n Sweiecfo
verhdlt fto jur Dberfldge ber Augel wie ber FsittelpunftO
winfel a ju 4R. 3)aher I17at man

x:4nr? = a: 360°
unb baraud folgt

Tir2a
X ~ 90r
SeYeeipnet a bad Sogenmaal beS &Rinfeld a, fo ver-
hélt fto
a:2m = a 360.

«fpteratW iR
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— 1800

m
unb €S entfielt, ivenn man .biefen 333ertl) fiibflituirt,
X - 2raa.

§. 248. Aufgabe.
2)en 3nfya(t eines fpt)arifpe[] 2)reietfS ju beftimmen,
beffen 20infel a, B, y fmb in @raben, unb baS auf einer Mit-
gel liegt, bereu 9fabiuS r ift.
luf(6fung. ®S feigig. 26 ABC haS fpfyarifge 2)reiecf.
(SS iR nach bem vorigen @aragrapf>

1) ABC+ABC = ~V4&

2) ABC+ ABC = L s
ferner ift

ABC + ABC = "M%

Sie beiben forderlichen ®reietfe ABC' unb A'B'C ftnb
nag §. 245 g(eip. SaRer ift au@

3) ABC+ABC =
Sie Summe ber Oleigungen 1) 2) 3) ift
2/\BCY (ABC %5A'BC%AB'C-uAB'C) = Yalalnr

Sie Summe, melge in ber Jtlammer ftel)t, magt bie &£>alb
fuge! aus, bemnag_ift

JABC+ 211~ = Zthﬂr%

unb fyierauS folgt
ABE .2+ )—180 2
Sinb a, B, y' in 53ogenmaaf bie 28infel beS fpljdrifeen
Sreietfs, unb brurft man fyierburch ben 3 @a(t aus, fo er-
giebt ftch (@=By'-mr2
8. 249.

Sie Sifferenj =+ B-f-y—180 nennt man ben BrceR;
unb eS fallt in bie 3lugen, baR eS fte bei ber Snljaltsbeftim
*0
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mung prTjarif(per S)reierfc nur uni kn Oiabiud her “ugel unb
kn (Srcefi fyanbelt.
8. 250. Aufgabe.

33on einem fpYedrifgen ®reiecf ftnb jwei (Seiten a unb b
gnfkt)_ ber eingefgloffene SBinfel y gegeben; man foll ben Srcefj
eftimmen.

Slufléfung. 9lag ©auf? Oleigungeii ifi:

sinvat-p) = %, 0)
. Cosy(a--b) ..
Cos-j(ad~R) = C)(/)(sl/gc )'Sm y

bie erftere werbe mit Cos%y, bie anbere mit Sin y multiplicirt,
unb wenn man alébann abbirt, fo entfielt:

SIRAlG 4+ Bl py ... Costhla b)SiniygCosys(a-h)Cosyeyl
ober, wenn man rechte aufloft,

Cos aCos b- ~SinfaSinybCosy
Cosfc

ferner werbe bie erfte ber oberen ©leicbungen mit Sinfy, bie
anbere mit Cosfy muItiFIicirt, unb barauf bie erftere von ber
anberen fubtrafyirt, bad liefert

Cos (a-|-b)—Cos (a—b
Cosf(a--B+y) = (@ %os ¢ ( )
ober:

B) Cosf(a+ R+y) =
2lu6 B) unb A) folgt:
C) Cotg (a4-84-y) —
Shin if

Sinf(a 4-§ 4- y—180) = — Cosf(a4-p4~T)
Cos¥s(ad-R4-y__ 1SO) = Sin (a4d_R4~y)

A) Siny(a4~B4~y) —

+ Sin yCos y

Siny
Cotg aCotg b 4~ Cosy

alfo Tg¥s(a4-34-y-180) = — Cotgf(ad~p 4~y).
Oie lefcte Formel wenbe man auf C) an, bad liefert
Siny

Tg¥(a+B+7~*80) = CotgyaCotg~b 4- Chsy
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unb ljierburg ifi ber ‘%o-eefj venmittelfl Yroeier <=eiten unb be$
eingefolroffenen &Rinfeld gegeben.

§. 251. 3ufgabe.

Q3on einem fpljdrifeben 3)reierf finb bie bret Seiten al
b, ¢ gegeben, man foll ben fpfyarifcfyen (Srcef; beftimmen.

Sluftbfung. 9Jian bemerfe, bafj
Cos y = — Sin (y—180)
Siny = Cos (y—180)
9frip ©ait ©leicbungen ift
Sinf(a-- B): Cosfy = Cosy(a—b): Cos ¢

. Si[]j(a-f-B)--Cos-i-y __ Cos (a—h)— Cosfc
oher Sitiy(a-f-B) 4" Cos y ~ Cos (a— b)--CosyC
Sit%(0-j-p)-4~Sinf(y— 180) __ Cosf(a—b) — Cosec
Sinf(o4-B)—Si[]j(y— 180)  Cosf(a—b)--Cos ¢
ober Sin (a+ByYy-180)Cosf(a+B-yy 180)

U Cos (al4-y— 180)Sinf(ad~R—y4-1S0)

Si[14(@—b 4~ c)Si[y(— a 4- b 4*c)
“ Cos (a— b4-c)COsf(— a4-b4-c)
ferner ift nag ®auf£ @(eid;ungen
Cos{(a4~ R): Sif]%sy = Cos (a4~ b): Cosfc
bnljer
Cos¥s(y—180) — Cos (04~ R) _ 606shkc— Cosf(ad~Db)
Cosy(y—180)4-Cos4(a4-f) ~ Cosvac 4" Cos-i-(a 4~ b)
ober smKa+[§3 7~ 180)Sin4 (a+[3-y+180)
Cos™(a4-[34~T — 180)Cos™-(a4-B- y1/8180)
Si[14(a + b 4~c)Si[14(a% b—rc)
~ Cos-j-(a4~ b 4~ c)Cosf(a 4~ b—)
®ad @robuct ber O(eigungen 1) unb 2) liefert:
TgYs(a4-p4-y-180)
— Vtg+(a+b4-c)tg (ad-b-c)tg™-(a-b4-c)¥%s (-a4-b4-c)
2)ied ift bie S,%suilierfge gonnet.
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§ 252. Aufgabe.

@S ftni> tie 20infel eines fpbdriﬂ%en necfs gleig a, B,
y, O in @raben gegeben, unb ber 9%abiuS r ter Augel, auf
n>elper baS fpbdrifge necf liegt, man foll ben 3nbalt beS
necfs beftimnien.

Slttflofungft;. 92?an verlege baS fpl)drifge necf burg
diagonalen in fpl)drifge dreiecfe; babel ftnbet ftp ber $n-
balt gleig

a+p+7J------ (n—2)180 2
180 m!

Unb ftnb bie SBinfel einep fpb>arifgen necfs in Sogenmaaf
a, B, iS 0'--, f° bricft fip ber 3nf>alt aus burg

[aYe-Pive / 4-O'-------- (n = 2)m]r2.

§. 253.

Jcan (teile ftg eine Augel von einem beliebigen £alb
meffer vor, unb ein fbrperligeS nett von gleigen Seiten unb
gleigen S3infeln, beffen Spifce im SDiittelpunft ber Augel liegt,
das forperlige necf foneibet auf ber Jmigelfldge ein fpbarU
fpeS nect ab von fgleigpen Seiten unb gleigen SRinfeln, unb
VieS fpl)drifge necf tvirb ein regulares fpbdrifeeS necf ge-
nannt.

die (Scfpunfte eined reguldren fpbdrifgen necfs liegen
in einer (Sbene, alfo in ber Peripherie eined AreifeS. Sft ba-
ber ABC— ein reguldres fpbdrifgeS necf, P fein Pol, fo ftnb
bie Dteribianbogen PA, PB, PC— einanber gleig, bie ge_)lei;p-
foenf(igen dreiecfe APB, BPC— ftnb congruent, if>re 2oinfel
am Pol gleigp, unb bie Sogen PA, PB, PC— balbiren bie
SOinfel beS reguldren fpbdrifgen neifS. Unb umgefeljrt, finb
Vie ))teribianbogen PA, PB, PC einanber gleig, unb bilbeit
je jwei auf einanberfolgenbe einerlei SSinfel, fo ift baS fphé-
rifge necf ABC— ein regulares. . .
~ das Bebhen eines regularen fpfyvirifpen necfs ift
ein reguldres necf.

§. 254. Aufgabe.

die Seite eines reguldren gpbdrifcpen necfS fei a, man
foll ben GRinfel beS regularen fpbdrifgen necfs ftnben.
Sluflofung. das regulare fphdrifge necf fei BCDE-—,
ber Pol beffelben fei P. 3gtan benfe bie Sogen grofRter Areife
PB, PC. 3eber SRinfel beS reguldren fpbdrifgen necfs fei x.
?uS bem fpl)drifgen dreiecf BPC bat man bie Proportion:
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SinPC : Sina = Sinéc Sin--ﬁ-
Dlan tfei(e ben &Rinfel BPC burg ben Sogen eines groRten
AreifeS in jivei gleige 3geile. Der Sogen tt>eift Augl_elcp_ bie
Seite a, n>elge bem SRinfel BPC gegeniiber fleht, in jn>ei
g(eige Sgeile, unb ftefyt auf berfelben normal. (Ss entfielen
Ivei _regtminflige flpf)drlf(pe Dreietfe, von tt>elgen baS eine
en Sogen PC jur %ppotenufe hat. SIuS biefem Dreier? ift
SinPCSin----= Sin”
n 2

2lub ber oberen Proportion folgt

SinPCSin
ober

. - 18 180__ a <
SmPCSm--ﬁ-%osh--- = Sm —ZCos —?m—-z '
Diefe théhgung bur@ bie obere bivibirt, baS liefert
Cos--ﬁ-— Cos-Sin-

unb barau” ift
180

Cos--

33er S3infel eined reguldren fphdrifgen netfé fei a, man
foll bie Seite beS reguldren ftodrifgen necfd befttmmen.

Yuflofung. Die Seite fei y. Dann ift nag berSluf
I6fung im vorigen Paragraphen

Cos—
Sin= n

unb barau6 folgt

Cos-l-89
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§. 256. Aufgabe.

(SS ift ber SRinfel a eines regularen fpljrifcfyen necfS in
@raben unb ber OiabiuS r ber Augel gegeben, man fotl ben
Snfjalt beS reguléren fpt)drifgen necfS beftimmen.

Slufléfung. S)er Snfyalt briicft fto aus burd;

na—(n-—2)1800 .,

§. 257. Stufgabe.

WTan foll ben 933infel etnep reguldren fpljarifcfien netfS
beftimmen, roelgeS ben gten 3eeil ber Augelflaiche auSmagt,
auf tuelger eS gebagt mirb.

Sluflofung. 2)er dRinfel beS reguldren fpfyérifcfien necfS
fei x, ber 9iabiuS ber Augel fei y. %o bcm vorigen fara
grap¥s bricft fte ber Snfyalt heS regularen fpljarifcfyen netfS
au$ burg

Nnx-(N-2)180 }
------- Fsg-------Tty

Die Oberflache ber Augel ift 4my2, bafyer fyat man bie ©lei-

pung
nx— (n—2) 180 ? 4mny?
ISO —"™My

unb aus berfelben folgt

nx = — _J (n—2)180

N n
§. 258. Aufgabe.

9Jan foll ein reguldres fpljarifgeS 2)reierf beftimmen,
tvelpeS bergeftalt mieberbolt auf bie Augelflache getragen er
Den fann, bafj bie Augelflécfz)e vollftanbig beberft wirb.

Yauflofung. 9)Jan benfe baS Z%reiecf auf bie Augel
fliche getragen. <Lie Augelfldcbe ift bann burg ein ¥ep e
becft, velgeS aus lauter congruenten regularen fpt>drifgen
2)reierfen befielt. Sn jebem Anoten beS 9iepeS ftéft biefelbe
Vinjafyl von 2)reierfen jufammen: beim bie (Summe aller 2Rin-
fel um einen Anoten betragt vier rechte 2Binfel, unb ba bie
2)reiecfe congruent unb g(eiptvinflig ftnb, fo ftnb immer gleich
viele ber 933infef erforberlip, um Vier reqte 333infel ju bilben.
53ejeignet baljer x ben SRinfel beS gleigfeitigen 2)reiecfS, unb
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ift y bie 9(njnf)l ber Dreierfe, velpe in jebem Jtnoten jufam
menftofjen, fo ift 360

) xT= oy

Sft ferner z bie 2n%oF)l ber Dreierfe auf ber iftugelflage, fo
ift na@ bein vorigen @aragrapF)

+ 5180
ober 2) , + 60
3luk 1) unb 2) folgt
'= + 60 =
z y
Jpieraull ergiebt fig
dy 4 yz = 62

3n biefer biopl)antifoen (Sleigung repréfentirt y alle
biejenigen pofitiven [%anzen 3al)len, fir tvelge z eine pofitive
ganje 3af)l wirb. Daljer Fann y fein

2, 3, 4, 5
unb bann ift z bepeljlip
2, 4, 8 20

unb x
180°, 120°, 90°, 72°.

Die Aufgabe liefert alfo vier Sluflbfungen.  Die erfte Stuf#
[6fung ift unJuIéffi?, beim bal re?ulére fp!jarifge Dreierf, von
telgem jeher SBintel 180° fyat, ift bie galbFugel. Die @bri
gen 2luflofungen ftnb juléffig. (SR giebt bal)er brei verfiebene
reguldre pr>arif?e Dreierfe, welge ber Aufgabe genligen, unb
man Fann bie JtugelfM@e mit brei verfgiebenen 9iepen e
betten, bereu jebeR auB congruenten gleipfeitigen fpbarifgen
Dreierfen befteYst. 3eber 233inFel beR e'rften Dreterf ift 120°;
baR 9lep enthdlt babei vier Dreierfe, unb in jebem Quoten
heffelben ﬁoﬁien brei Dreierfe jufammen. 3eber SBinFel beR
!')Iveiten reguldren fpt)rfrifpen DreierfB ift 90°; baB %ep anR
iefem Dreierf enthalt a@t Dreierfe, unb in jebem Anoten
heR Wefcel ftofjen vier Dreierfe jufammen, 3eber 2BinFel beR
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briten regularen fphOrifgen 2)reiecfS fjat 72°; baS %otj be-
fiehl aus jwawpg 2)reiecten, unb in febem Jtnoten floRen fiinf
ILreiecfe jufammen.

8. 259. Aufgabe.

9)%an foll ein regulares fpl)YerifgeS 23ierect beftimmen,
WelpeS bergeftalt wiebegolt auf bie t/ugelflOge getragen wer-
ben fann, baff bie JtugelfM@e bollftanbig bebecft wirb.

Sluflofung. (SS bejeigne x ben Séinfel beS fpf>drifgen
reguldren QuerecfS. S)ie 2linal)l ber YBierecfe, welge in éebem

knoten auf ber Augelflacfie jufammenftofjen, fei y.  SlISbann
. _ 360
|ft 1) X cc y )

(Ss beYeigne ferner z bie 9lnjal)l ber reguldren fpf>drifgen
33ierecfe auf ber JtugelfMge. 2)ann ift nag §. 257

x 74220 + %180
ober 2)
SluS 1) unb 2) folgt
===
z y
2y -} yz = 42

2)iefer biopljantifgen (S)leipung gemdfj fann y fein
2 ober 3

unb bann ift z bejiehli
2 ober 6.

2)ie erfte 2luflofung ift unbraugbar, beim, wenn y glei
2 ift, wirb x gleich 180° unb baS regulére fph¥arifge Q3lerect,
bei welgem yeber SRinfel 180° mifii, ift bie <fjalbfugel. 2)ie
anbere Sluflofung ift brauchbar, glr y — 3 ergiebt fig x
= 1200. X>aS Qief, welgeS aus biefem reguléren fphdrifchen
23ierect gebilbet ift, unb bie ~ugelflage bebecft, enthdlt fegS
reguldre fpf>arifpe 93ierecfe, unb in jebem Jtnoten beS OtefceS
ftofien brei ber reguldren fpfjarifchen 93iererfe jufammen. (SS
giebt nur ein ¥efc, welpeS aus reguldren -Bieredfen befteht.
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§. 260. Aufgabe.

Mian foll ein regulére# ffg’)arifghe# ?Unfecf beflimmen:
Welche# t>ergeftalt wieberpolt aut bie Augelflache getragen wer-
ben fann, ba bie Jtitgelflage vollftanbig. bebecft wirb.

Sluflofung.  2)en SRinfel be# regularen fptjdrifcien
qunfetf# bejeipne x: bie 3Injabl ber gunfedsez welche in jebem
Anoten auf ber Augelfldcbe pifammenftopen: fei y, bie 9lnjal)l
ber re?uléren f;t))fjanfchen Aunfecfer welge erforberlich ift, bie
Augelflacbe ju bebecfen, fei z. 2ll#bann ift

y 2%

unb nach 8. 257 y

ober 2) 108.
2lu6 ben Gleichungen 1) unb 2) folgt

10z = 4y 3yz
unb hieran# ergiebt fiep
z  iL..
~10—3y
Oiefer biopfjantifgen ©leidjung entfprechenb fanu y fein
2 ober 3
unb babei ift z bejieljlich
2 ober 12.

B erften 26ertl€e finb unbrauchbar. 2)ie anbern liefern
ein brauchbare# reguléare# prérifche# giinfecf. ~ Seber SBinfel
beffelben ift 120°. 2)a# Jlepr welche# au# biefem gunferf
?eb|IQet ift, unb bie Augelf_léch_e bebecft, enthalt jwolf regulare
pbérifcpe glinfetfez unb in jebem Anoten be# 9%Re0 floRen
brei giinferfe jufammen. (S# giebt fein jweite# au# reguldren
ftlinferfen gebilbete# 9ty

§. 261.

fptjérifcben 2)reierfe ermittelt, au# we(%en fich %efe fur bie
Augelflache hiiben laffen: unb ba# reguldre fphérifepe -Biererf,
fo wie ba# reguldre fpljarifcbe giinferf beftimmt, welche# ju
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bemfelben 3mecfe bienen fonn. 2luB reguldren fpfyhifgen
23ielecfen, we(ge mefyr alo fUnf Seiten Oaben, fonnen feine
Ysepe flr bie Jtugelfhige gebilbet werben. Sn jebem Anoten
beS 9%"ed ndml¥s muffen wenigftend bret von ben 33iefe<fen
Yeufammentreffen.  ®ed'salo barf ber 933infel beS reguléren
fp~rifgen Yielecf3 nigt groBer fein als 1200. £>er 2dinfel
eined reguldren fpfjarifdjen necfd, welge3 ben gten 3geil ber
MugelfMge auSmaat, ift nagp §. 257

ng n
720° 2
ober i - 1800---5- 180

unb ift n gleip 6 ober groRer ald 6, fo magen bereite bie
beiben lefcten Summanben 120° aud ober mehr. Unb baraud
erhellet, bah reguldre fpl~rife 33ielecfe von mehr ald fiinf
(Seiten feine Yefce fur bie Augelfh™e abgeben fonnen.

§. 262. Aufgabe.
2)er 9tabiud einer Augel fei r, bie Seiten eined fphdrt
foen Oreiecf0 auf berfelben feien al b, c¢; man foll bie tor
refponbirenben Seiten a', b', ¢, bed SefynenbreiecfS beftimmen.

3luflofung. (S0 ift, wte leigt in bie ?lugen fallt,

a = 2rSin-"-
b' = 2rSin"-
¢ = 2rSin- -

S3ermittelft biefer 9%efu(tate faitn man, wenn ber fRahiud
ber Augel unb beftimmenbe Stlicfe bed fpbpZerifgen ober bed
SEfeiant0 befannt ftnb, alle Stiicfe bed anberen 2)reierff
beregnen,

Sinb jwet fplgén_fcfje 2)reiecfe einer Augel congruent, fo
finb ed auq if>re Sefjnenbreiecfe, unb umgefehrt.

§. 263.

3ft r ber 9fabiu3 einer Augel, a bie Seite eined regula
reu fp~rifgen necfd auf biefer Augel unb a' bie Seite bed
Betfsen fo ift

a — 2rSifly
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inb TJOuei regulare fpfjarifdje necfe berfelben Augel ton
gruent fo fut> e$ au@ tire Seljnen-necfe, unb umgefeljrt.

§. 264.
lieb ungo b eifpiele.
1) ®ie brei SBinfel eined fplfgirifclg')en ®reiecfo feien 54°
17", 63° 19" unb 670 287 ber %obiud ber Au?el meffe 7 gufj,

wie grob ift ber Snbalt bed fpl)drifgen S)reiesd ?
4,33307 Ouabrutfufj.

2} Sgie brei 20infel eined fpl)arifgen 2)reietfo feien 81°

12", 1200 20" unb 790 51', ber @a(btneffer ber Augel fei

860 teilen; welgef ift ber Snfyalt bed fpljarifclien £)reiectb?
1541045,352 Ouabratmeilen.



Siebentes Kapitel,

Von den Polyedern.

I. Allgemeine Gesete.

§. 265.
Jeder Kérper, welger nur von (Ebenen begranjt ift, fyeifjt

ein vielerfiger Aorper ober ein ~olpeber.

§. 266.

Sei jebem olpeber ift bie Anjal)l ber ebenen 9Sinfel
auf feiner Oberflache hoppelt fo grofi alf bie Anjaljl ber
Aanten., ]

3ebe von ben (};erablinigten glagen , tvelge ben Adrper
begriinden, ljat eben fo viele 233infel alo «Seiten. Die Anjaljl
aller ebenen 26infel auf bem Korper ift beninag gleich ber
Amal)l aller Seiten ber SegranjungOflagen. 3ebe Aante bt'
Jtorperd ift gemeinfoaftlipe Seite ju jrveien feiner Segrén
jung™lagen.  Die Anjal{' aller Seiten ber Segranjungofla
@en ift baljer bad Doppelte von ber Anjafjl aller Jtanten bed
Aorperd; unb ba bie Anjafyl ber 2dinfel gleig ift ber Anjat>l
ber Seiten, fo ift au@ bie Anjafrf ber ebenen 2infe( auf ber
?berfla(pe bed Jhorper3 baB Doppelte von ber Atnal)[ feiner
tanten.

§. 267.

Die Anjaljl ber ebenen SRinfel auf ber Dberflage eined
@olpeber3 ift jebedmal eine gerabe Raljl.
Denn fie ift baf Doppelte von ber Anjafyl ber Jtanten.

§. 268.

1) 3ft ein “o@eber von lauter Dreierfen begranjt, ober
von lauter Ysferfen, ober Siebenerfen u. f. N\ fo ift hie An
Yal)l feiner Segranjungoflagen gerabe.
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Denn wére fte ungerade, fo miirbe aug bie 2InjaBl her
eghenen 20infel auf bet Oberfliche be8 gotyeberé ungerabe
fein, ba bie 3lina¥l biefer 2dinfel gleig ift bem “robuct aud
jener ungeraben Rafjl in 3, 5, 7, u. f. f., unb bad @robuct
zweier ungeraben Raljlen ungerabe ausfallt.

2) jebe ber giguren, melge ein “olljeber begrénjen,
von ungeraber <=eitenja%l, fo ift bie 9Inja”l ber $Begranjungd
flachen gerate.

<Sinb 2n-}-1, 2n--1, 2n"-j-1--- bie Seitenjafjlen ber
53egrdn%'ungOfIa(pen, unb ift bie 5In%apl ber Segranpingtfla-
@en v, fo Ift bie 9InjaPl ber ebenen SRinfel auf ber Obertlache
bed @ogeberS gleich

2(n--n'-{-n"4- se) -J-v
unb ba bied eine gerabe 3<@l fein muR, fo ift v, b. R. bie Sin-
jaRl ber Segranuingbflagen, eine gerabe 3<gl:

3) 3ft ein goltjeber begrénjt burg p glagen ton geraber
(Seitenj)afyl iinb (Bur(p v glagen ton ungeraber (Seitenjaljl, fo
ift v eine gerabe 3<qi-

<Sinb 2m, 2m', 2m"-- bie ‘SeitenLarSIen ber 23egran-
pingpflagen ton geraber <Seitenjaljl, unb 2nwl, 2n'--t,
2[1"4~1-- hie Seitenzahlen ber %egranjungSflagen ton un-
geraber Seitenjalll, fo ift bie S!nﬁ'ajl ber ebenen SSinfel auf
er Dberfldpe beé @olheberS gleic

2(m3~m'4-in"3----)-]- 2(n-|-n'-B-n"3----) 3"v
unb ba bied eine gerabe 3<gl ifts fo «ru v gerabe fein.

§. 269.

53ejeignet f bie Sinjaljl ber gldgen, welche ein ~ohjeber
begriinden, k bie SInjahl ber bauten, e bie Injaljl ber (Selen
hed @otyeberd, fo ift

f3-e = k3-2.

Dhm ftelle fip ein Jie(j ton jufammenljangenben ebenen
giguren tor, welche entmeber in einer (Sbene liegen ober nigt.
Die ‘An3af)l ber ebenen giguren fei f', bie Sinjalsl ber Aanten
k', bie 3Injal)l ber (Selen €. 3Jlan ftelle ftp tor, baR ju bein
9leR eine ehene gigur ton &( (Seiten gefiigt werbe, unb biefe
mag y Seiten mit bem 9lef nicht gemein haben. Die gigur
hat bann mit bem 9teB y—1 (Seien nicht gemeinfoaftlig.
Die SinjaBl ber ebenen gi?uren bed neuen 9Re(jeS fei ", hie
ber Jtanten k", bie ber (Selen e". SUShann ift
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) " =r+l
2) k"= Kk-Jy
e'"'=e'+vy-1

S?an abbire bie Oleigungen 1) unb 3), unb fubtrafyire von
bein iefultat bie ®leigung 2); bab liefert

f'+e'"-k" = f,-f-e'-k.
Meraub erteilet, bafi ber Slubbrutf f4~e — k' fir alle 9fieiJe
conftant ift. Sei einem 9hg, tt)elpeb nur eine Y%igur enthalt,
it =1, unb k' =¢', alfo f¥%-e,—k' = 1. Dal)er ift
fir alle Sefce

f'-e'-k' =1

ober f-f-e' = k-}- L
Son hem ¥3o(k>eber, tvelpeb f glagen, k Aanten unb

e Seien hat, nehme man jeft eine g(age hinweg. Daburg
erhalt man ein 9lefc von f— 1 glagen, k bauten, unb e Selen.

Sb ift bafyer

(f—D--e = k-f-1
ober f-j-e = k-f-2
unb bad ift ber Safc.

8. 270.

Sejeignet e bie %ozahl ber Selen eine# @ogeberb, fo ift
bie (Summe aller ebenen SRinfel auf ber Oberflache beb @ope-
berb gleip (e— 2)4R.

Die Seitenzahlen ber einzelnen (Seitenflachen beb @oge-
berb feien n, n', n", n™... Die Summe aller ebenen SRin-
Fel auf ber bberflage beb @ogeberb ift albbann

(n=2)2R + (n,— 2)2R-f- (" — 2)2R V...
ober, wenn unter f bie 2injat)l ber %slagen beb @ogeberb
verftanben wirb,
[n4-n,+n"+1I-------- 2fJ2R.

(Sb ift n-f- [1--n"-]— bie SInjafjl aller ebenen S3infel auf
bem @oeber, unb ba biefe nag §. 266 2k ift, unter k bie
Anzahl ber bauten verftanben, fo ijl ber obere Singbrcf gleig
(k—"1)4R.
Slub bem vorigen Paragraph folgt k—f = e—2. Dieb
fubftituire man, unb eb entfielt fir bie Summe aller ebenen
SRinfel auf ber Oberflache beb @ogeberb

(e — 2)4R.
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§. 271

Die 2(n%at)l her ebenen 2dtnfel auf her Dberfldge eined
@3olteterd ift entweber gleig her breifagen 2Inul)l her %o
granulngSfta en: ober groRer ald bie breifage 2Injal)l ber
BegrdnjungOftdgen.

3ft bad @olpeber von lauter Dreierfen begrénrf, fo ift
bie 2Injapl aller ebenen 233infel auf ber Dberflage g(ei¢ ber
breifagen 3InYsal)( ber SBegranplngiSftacpen. <Sinb nigt fammt==
lige SegranjungoflacRen be3 “olpeberd Dreierfe, fo ift bie
9In"at)l ber ebenen SBinfel groRer ald bie breifage 2lujal)l ber
53egranpingOftdgen.  Darin liegt ber SaR.

8. 272.

Die_2Injal)l ber ebenen SRinfel auf ber Dberflage eined
?olpeberé ift entweber eben fo groB, ober groRer ald bie brei-
ache 2lmab( ber Srfen be3 “olpeberd.

~ Denn an jeber Srfe bed 5f3ogeber” ftnben ftg entweber
brei ber ebenen 233infel, ober meljr berfelben.

§. 273

S bejeigne, wie _f(ron friiher, f bie SIn7zaP( ber Ys8egran-
pingOflagen, k bie 2Injal)l ber Aanten, unb e bie SinjaBl" ber
Selen eined @o@eber3.

Die 3linapl ber ebenen 50infe( auf ber Oberftage bed
@olpeber3 ift nap 8.271 entweber eben fo grof, ober gréRer,
afo bie breifage Sln'afg')l ber 93egranuingdftagen, unb ba bie
2Injaf)l jener SRinfel bad Doppelte ift von ber Sinjall ber
Aanten, fo folgt baS @efeR:

1) 2k = 3f.

Nerait0 laffen ftgp no@ Ytuei @efeRe ableiten baburg,
bal man aud ber (Sleipung

e =k-|-2
f entwirfeit unb k, unb bie SRertlje fubftituirt. SO ergiebt fto
f=k—e-f-2
unb Wenn man biefen 20erg fubftituirt, entftef>t
2k = 3k—3e-j-6
ober 2) 3e ~ k-J-6.

Séolffo Geometric. 2. £f>. 11
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?luS her Oleigung folgt ferner

k = fise-2.
Dies fefe man in 1) unb eS entfielt
2f—2e—4 = 3f

ober 3) 2e = f-f-4.

Die 5lnjaf)l ber ebenen 2dinfel auf ber DberPage beS
olt}eberS ift ferner nag 8. 272 entiveber eben fo grofs, ober
groler, als bie breifage 3lnjal)l ber ©den, unb ba bie 2Injafl
ber SRinfel baS Doppelte von ber 2!njal)l Oer kanten ift, fo
ergiebt figp baS Oefefc

4) 2k ~ 3e.

hieraus ergeben ft¢ wieberum jrvei @efefe, inbem man aus
ber Oleipung f e =k -J- 2 bie SluShritfe k unb e #nt
nudelt, unb bie 20erge fubftituirt. Unb man ftnbei

5) 2f = e4-4
6) 3f=ky6.
§. 274.

2luS ben fegS ©efelen, >velge ber vorige garagrapP &nt
ljélt, finbet fict>
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Oiefe 9iefultate. liefern folgende Tabellen:

Sgim gngt fo ift  ruenigftenp  ipoften3
f K = 3f—6
e Yf=2 2f—4
k f Yek+2 |k
6 vek+2 |k
e f Yee+2 2e—4

k |e 3e—b6

Unb au¢ tiefer Tabelle entspringt n>eiter bie nacbftet>enbe fiir
bie mdglichen @olpeber:

11*
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Sinjafyl ber

23egran-- .
jungégfla(pen bauten (Seien
4 6 4
8 5

" 9 6
9 5

19 6

6 1 7
12 8

1 6

12 7

7 13 8
14 9

15 10

12 6

13 7

14 8

8 15 9
16 10

17 1

18 12

U f w u. f. ro. u. f. IV.

(Sin ~0(9eber bat alfo ivenigffend vier 33egranjung”flogen,
wenigftend fe@S kanten, unb tvenigftend vier (Selen. Jtein
@o@eber I>at fteben Manien.

Jtein @o@eber fann von lauter Figuren begrénjt fein,
tvelpe fe@d ober tnefyr Seiten babcn. S)enn Ratten alle 53e
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gnin*ungSfWaen fegS ober mefjr Seiten, fo mifjte bie %oViljt
ber ebenen SRinfel auf ber OberfLige heS @ogeberS ~ 6f

fein, alfo 2k = 6f, k = 3f; wéhrenb bop k = 3f—=6, alfo

k<3f ift.

Aein "3olveber fann lauter (Scfen haben, welge aus fe@S
ober mehr flachen gebilbet ftnb. Denn fdithen ft(ﬁ an jeber
gScfe feeS ober mehr glagen, fo wére bie Vinjahl ber ebenen
Oiufel auf ber Oberflage beS @olyeber0 — 6e, alfo

2k = 6e, k = 3e; wifyrenb bogpk=3e-6, alfo k<3e ift.

II. 53on ben reguléren Korpern.

§. 275.

)ian ftelle fto eine Augel vor, auf berfeloen baS 9ie$,
WelpeS vier congruente reguldre fdh[rifpe Dreierfe enthalt
(8.258), ju jebem ber fpfjarifgen Dreiecfe baS Sehnen-Dreietf,
unb ben Aorper, welgen biefe Sehnen-Dreiecfe begranjen.
Diefer Adrper heit ein Detraeber.

DaS Detraeber ift von vier_reguldren congruenten Drei-
erfen begranjt. ~ Sehe (Scfe beS AdrderS ift regular unb wirb
von brei gladjen gebilbet. Die VInjahl ber ebenen 2dinfel auf
ber Oberflache beS DetraeberS ift jwolf. Die Sin*al)l ber éSelen
heS DetragberS ift vier, (weil fi¢ an jeber brei ebene SRinfel
ftnben). Die 3lmal)l ber Aanten ift fegS, nach §. 266,

DaS Detraeber ift eine breifeitige @vramibe. Die Augel,
uni welche €S liegt, ift mitber, in welcher eS liegt, concentrifg.
Denn hie Areife, in welchen bie V3egrOnjungSfKigen beS
DetraeberS Iie%en, ftnb Heinere Areife ber Augel, in welcher
baS Detraeber tip beftnbet; bie Areife finb gleich, alfo gleich
weit vom 3Ritte%sunft entfernt.

Ville ebenen 5Binfel auf ber Oberflache heS DetraeberS
ftnb gleip. — Ville forderlichen 2Binfel am Detraeber ftnb
ebenfalls gleigj benn bie forderlichen (Scfen ftnb reguldr, unb
je jwei benachbarte hiiben einen 2J3infel gemeinfoaftlig.

3eber ebene 533infel auf ber Oberflache beS DetraeberS
betrdgt 60°; jeber forderliche SBinfel betragt 70° 31' 44"
Da£3548efctere nbei man leigpt vermittelft ber ®leigung in

§. 276.

)lan ftelle figp eine Augel vor, auf berfelben haS 9%£,
welgeS auS a@t reguldren fdharifcbeit Dreiecfen beftelp, ju
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jebem ber fphérifchen Dreierfe benfe man baS <=et)[]en-X>reiech
unb bann ben Adrper: welcher von biefen Sehnen-Dreierfen
begranjt wirb. Diefer Jtorper heipt ein Oftaeber.

D)aS Oftaeber ift von acht reguldren congruenten Brei
erfen begranjt.  Die (Srfen beb OftaeberS ftnb regular, unb
jebe ift von vier "Iacgen _gebilbet.  Die 2Injabl ber ebenen
28infel auf bem Oftaeber ift 24. Die SInjahl ber (Seien beS
OftaeberS ift fech)B, bie 2lrmab( ber Aanten jwolf.

_ DaS Oftaeber liegt in einer Augel, zugleich um eine
Augel, welche mit jener concentrifch ift.

~ 2(le ebenen SRinfel auf ber Oberflache beh OftaeberS ftnh
leip unb jeber betragt 600. 3lUe forperlictien Sdinfel beS
ftaeberS finb ebenfalls gleich unb jeber betrdgt 109° 28' 16".

8. 277.

JJ7an ftelle fto eine Augel vor, unb auf ber Oberfldche
berfelben hab %ep, welches jwanjig regulére fphérifebe Dreierfe
enthalt. 1Kan benfe bie Sehnen - Dreiecfe ber fphérifchen
Dreiecfe unb ben Adrper, welcher von biefen Sel)nen--Dreierfen
begranjt ift. Diefer Adrper fi(U ein Sfofaeber.

Dad Sfofagber ift begrénjt von “wanjig regularen con»
gruenten Dreierfen.  %ebe ?Srfe beb SfofaeberS ift reguldr unb
wirb von finf flachen gebilbet. Die Shnaljl ber ebenen 2Rin
fei auf bem 3fofagber ift 60. Die 9lnjahl ber (Srfen beb
SfofaeberS ift jwolf; bie 5Injahl ber Aanten breifng.

. Dao 3fofaeber liegt in einer Augel, zugleich um eine
Augel, welche mit jener concentrifch ift.

~ Sille ebenen 2dinfel auf ber Oberflache beS 2ifofaeberS
finb gleich, jeber 60°; alle fbrgerllchen 2Binfel beS 3fofaeberS
finb ebenfalls gleich, jeber 139° 11' 22",

8. 278.

Kan ftelle fig eine Augel vor, unb auf ihrer Oberfléche
haS %op, welches aus fe@S reguldren fpharifchen QSiererfen
hefiehl (8. 259). -Ufan benfe ben Adrper, welchen bie Sei)
BBrererfe begriinden.  Diefer Adrper heifit ein «beraeber,
Sourfel, (Subus.

_ Der 2Burfel ift von fe%qs congruenten Ouabraten begrénjt.
Die (Srfen bes SQiirfelS finb reguldr unb jebe ift von brei
flachen gebilbet. Die 3Injal)l ber ebenen SRinfel auf bem
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S3iirfel ift 24.  Die 2In#'t pl her (Scfen beS Slirfeld ift aeptj
bie ¥tnapl ber Aanten ift jwolf.

der_ SRrfel liegt in einer Augel, pigleip um eine Au
gel.  23eibe Augeln [nb concentrif.

~ 3eber ebene fotvol)l alg feber forderliche S3infel beS SOiir
feie ift ein regter.

§. 279.

D?n ftelle fip eine Augel vor, unb auf berfelben baS
Yaefc, welge0 jwolf regulare fppérifge ginfecfe enthalt (§. 260).
IRan_benfe bie <Sepnen="unferfe ber fpparifgen giinfecfe, unb
hen Adrper, welchen bie Sepnen”itnferfe begriinden.  Dtefer
Adrper fyeifit ein Dobefaeber.

Dad Dobefaeber ift von jwolf reguldren congruenten
glnferfen begrénjt.  Sebe (Scfe bed Dobefaeber” ift reguldr
unb gebilbet von Drei flachen. Die Slnja#t)l ber ebenen SRin-
fei auf ber Cherflage bed Dobefaeber® ift 60. Die SIngahl
ber (Seien bef Dobefaeber™ ift jwanjig, bie Sinjapl ber Aanten
ift breiBig.

. Dad Dobefaeber liegt in einer Augel, jugleip um eine
Augel, welge mit jener concentrifg ift.

Seber ebene SBinfel am Dobefaeber betrdgt 108°, jeher

forderliche SRinfel 116° 33" 54"

8. 280.

3eber Adrper, welger einem Jieft auf Oer Augelflache
LuPepdrt, bad aud congruenten reguldren fppdrifcpen netten ge-
ildet ift, peift ein reguldrer Adrper. Die fiinf Adrper,
welche in ben vorftepenben @aragrappen erflart worben, ftnb
bemnag reguldre Adrper. <sie ftnb bie einigen, welge e$
giebt, ba auBer ben efcen, benen fte jugepdren, feine gebilbet
werben fonnen.

8. 281. Aufgabe.

_Die Aante eined Detraeberd fei a, man foll ben Otabiutf
ber Augel beregnen, in welger bad Detraeber liegt, ben %obiu3
ber Augel, um welgpe b liegt, ben 3npalt bed Setragberd unb
bie Oberflache.

Slufléfung. 5D%n beftimme juvorberft ben 9iabitlW x
ber Augel, in welcper bad Detraeber liegt, [u bem (Snbe
fdlle man von einer (Scfe P bed Detraeber0 eine Normale auf
bie gegenlberftepenbe Seitenebene. Die Normale trifft biefe



168 (Siebentel A'apttel. 8 282.

©eitenebene in @rem 3)?ittelpunft M, unb Pel)t burg ben

Jtittetyuntt ber <Rugel. ~ %on Tiee nach einer (Srfe B Der

(Seitenebene bie gerabe Sinie MB unb verldngere PM bi$ jum

T>urgfenitt Q mit ber Augelfiadje. 2llbbann vega(t fto
PM:MB = MB:MQ

ober, ba M% = 2x—PM ift,
PM:MB = MB: 2x—PM.
$ierauf folgt x = MB2YePMI,

(Sb ift MB jtvei drittel von ber $olje ber (Seitenebene. Die
4Mige ift gleip -~-3, bafyer ift MB = ~]/3.
@0 ift PM? == PB?—MB!?

S)iefe 2Berge fubftituire man oben, unb eb entfielt

~ Ser 9tabiub y ber Augel, um velge bab Setraeber liegt,
ift gletp PM—x. Saljer ift

y =%V6-

Ser Inhalt beb Setraeberb ift ber britte Shell beb @ro-
buctb aub ber Seitenebene unb PM, bal>er gleig

Sie Oberflage beb Setraeberb ift
avs.

§. 282. Aufgabe.

Sie Aante eineb Dftaeberb fei @, man foll ben %obiub
ber Augel beregnen, in velger bab Dftaeber liegt, ben
biub ber Augel, um roelge eb liegt, ben Inhalt beb Dftaeberb
unb feine Dberflage. .

Slufléfung. (Sb iverbe juerft ber %abiue%s x ber Augel
berepnet, in ivelper Dah ©ftaeher liegt. Srgenb eine (Scfe
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be6 Dftaebere fei P. Die vier Grfen, tve(pe junO@ft an P
liegen, feien B, C, D, G. Die (Scfe P ift requldr, unb bie
Sogen groBter Areife PB, PC, PD, PG ftnb gleip. Darauf
erhellet, bal BCDG ein Duabrat ift, unb P ber @ol feiner
Durgfonitt3ebene. 9J%n fdlle von P eine Normale auf bad
Ouabrat. Dte Normale trifft ben SDlittelpunft M bed Oua--
bratS unb geRt burg ben DZittelpunft ber Augel. D?an
verlangere PM bid jum Durefenitt Q mit ber Augelf’e
unb $ieRe MB. 2lIBbann verhalt fig
PM:MB = MB: MQ
ober PM:MB = MB: 2x —PM

unb ev folgt
Die Seite heS Cluabratd ift a. Datier ift

ift
Diefe SBertfye fubflituire man oben; ba6 liefert

(5% ift alfo PM gleig bem %obiud ber Augel. Dafer get)t
bie (Shene bed Ouabrato BCDG burg ben 9Aittelpunft ber
Augel unb jerlegt baf Uftaeber in jtvei congruente vierfeitige
@pramiben.

Den Diabiu6 y ber Augel ju ftnben, um welge bad Df-
taeber liegt, falle man von bem 9J%ittelpunft M ber Augel eine
Normale MV auf eine Seitenebene bed Dftaeberé. (Sine Grfe
bicfer Seitenebene fei K, man jieBe VK unb MK. Die 8inie
VK ift jmei Drittel von ber «ijol)e ber Seitenebene, baRer ift

VK = V3.

(S ift MK, alo 9%abiuS ber Augel, welge um ba$ Dftaeber
liegt, gleip ~vV2, unb MV ift y; baRer tyat man
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unt> y = -/6.

Der 3tgalt M Dftaeberei ift
2-BCDGrPM
3

i " 33
unt> bted ift (—)/2.

Die Dberfloge be$ Dftaeberd ift
2a73.

§. 283. 3lufgabe.

Die Aante eined 3fofoeberS fei a, man foll ben 9iabiu3
ber JfiiBel berechnen, in welger bad Sfofaeber liegt, ben 5%-
biud ber Augel, tun welche ed liegt, ben Inhalt bed Sfofaeberd
unb bie Oberflache beffelben.

3luflofung. $uerft werbe ber %obiu3 X ber Augel
berechnet, in welcher bad Sfofaeber liegt. Srgenb eine (Scfe
bed Sfofaeberd fei P. Die funf ©den, welche junachft an P
liegen, feien B, C, D, E, F. Die (Scfe P ift reguldr, unb bie
Sogen groRter Areife PB, PC, PD, PE, PF finb gletd>. Det*
halb ift BCDEF ein regulare™ giinferf unb P ift ber @ol fei-
ner DurgfonittOebene.  Son P au” fdlle man eine Normale
PM auf baé gunfecf. Die Normale trifft ben Utittelpunft M
beffeloen unb fte geht burg ben 9Jlitte%sunft ber Augel. Wian
verlangere bie Normale bis junt Durefenitt Q mit ber Au*

gelfh%pe unb /eRe MB. (S8 »erhdlt fig

PM: MB = MB: MQ

= MB:2x—PM

unb hieraus folgt
MB2-Y4PM?2
X “ 2PM

MB ift ber DiabiitS beS AreifeS, in welgent baS regulire
Unferlz_f liegt. DaS giinfeef hat a pir Seite. Daher ift be*
anntlig
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alfo

(Sh ift

Diefe 9Berge fubftituire man oben, unb eb entfielt
X = N2(5"+V5)7

Den Oiabiub y ber Augel ju ftnben, um roelge bab3fo-
faeber liegt, falle man aub bem D%ittelpunFt N ber Augel eine
%ormale NV auf eine (Seitenebene beb Sfofagberb, unb pel)e
na@ einer (Srfe K biefer (Seitenebene bie Linien VK unb NK.
(Sb ift NK gleich x, NV gleig y unb

JJian bat bemnag

~ Den 3nb[]lt beb 3fofaeberb ju erhalten, “erlege man eb
in sferamiben, bereu ©runbebenen bie (Seitenebenen ftnb unb
beren (Spi(jen im SRittelpunft ber Augeln liegen. Die®runb*

gbene einer jeben biefer @9ramiben ift —y'3, bie™olje einer

jeben ¥sgramibe ift y, bie 2Injtl ber @vramibcn 20. Der
3nf>alt beb 3fofaeberb ift baljer g(eig
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ober,
ober

ober

Die Dberfloge beR Sfofaeberf ift
5ad3.

§. 284. Aufgabe.

Die Jtante eineR SBurfel® fei a, man foll benOiabiuf her
Atugel berechnen, in welger her Wiirfel liegt, ben fRabiuB
ber Augel, um welge er liegt, ben 3%oa(t unb bie Oberflache
heR SBurfelR.

Sluflofung. Der %obiuB ber Augel, um welche ber
SRirfel liegt, ift gleig

Year
Der %obiup ber Augel, in welger ber aBirfel liegt, ift gleip
fYeO=+y
alfo gleto 3.

Der Inhalt beB SOurfelR ift a3, bie Dberfldpe 6a2.

8. 285. Aufgabe.

Die Aante eineR Dobefaeber fei a, man full ben Oiabiit?
ber Augel beregnen, in welgper baR Dobefaeber liegt, ben
YiabiuP ber Augel, um welge eR liegt, ben 3igalt unb bie
Dberfldpe bef DobefaeberR.

Slufléfung. Der iabiup x berAugel, welpe um bal
Dobefaeber Iiegt, werbe juerft beregnet. Srgienb gine }S‘rfe
beR Dobefaeber® fei P. Die brei (Srfen, welge ber <Scfe P
3unagft liegen, feien B, C, D. Die (Scfe P ift regulér, unb
bie Sogen groRter Areife PB, PC, PD ftnb einanber gleig.
Daher ift BCD ein reguldreB Dreierf unb P ift ber $ol fei
ner Dur(pf(Fnlttgebene._ Dian félle bon P eine Normale auf
bal Drelerf BCD. Die Normale trifft ben SKittelpunft M



§. 285. 33on ben @olpcbern. 173

he6 gsei(pfeiti%en Dreieck BCD unb gel>t verlangert bur@ ben
3ftittelpunft ber Augel. 9J%n ve_rléngiere ‘bie Normale PM
bis pint Durefenitt Q mit ber Augelfladje, unb jiefye MB.
Dann verhélt fig

PM:MB = MB:MQ = MB: 2x—PM
unb ljieraud ift

Die Seite bed gleigfeitigen Dreieck BCD ift hie Diagonale
bed reguldren ~lnfecfS, heffen Seite a ift. Die Diagonale
bed reguldren ginfetfo ift parallel mit ber Seite beffelben,
mit tvelger bie Diagonale feinen 93unft gemeinfaftlip bat.
9J%an siebe eine éive!te Diagonale be¢ gunferfd. Diefe geilt
bie erfte in jroei 3eile, von tvelgen ber eine gleig ber Seite
a bed reguldren gunferfd ift, ber anbere gleigp ber Seite be$
reguldren RebnecfS, 1welged in einem Areife liegt, ber a juin
9Jabiud ljat. Died erhellet Iei%ot aud ben 9dinfeln, ivelge fip
ergeben. Die Seite bep gleigfeitigen Dreiecfé ift baljer g(ei@

-1+V5
ad------ 2 a
ruelgeS einerlei ift mit
1+v5a
a

Die Sinie MB ift #tvei Drittel von ber tfjobe biefed gleigfeitU
gen Dreieck. Daf>er ift

(SS ift
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Bfe  Sdertfie fubftituire man oben unb ed entftefyt

34-0 3—15
X = 6 . 6—---a
276(3-0)
~ 1/6(3%\\/5)a
0fer X = No(3+/5).

S)en 9iabiu3 ¥ ber Augel ju beftimmen, um ivelge had
Oobefaeber Hegt, télle man von bem 9iitte’sunft N ber Au-
gel eine formale NV auf eine ber (Seitenebenen, unb Tiefle
nad> einer (Srfe K biefer Seitenebene bie Linien VK unbNK.
VK ift ber 9%abiu6 bed Areifed, in welchem baé regulare
giinferf liegt, unb bie Seite be$ legieren ift a. JDafyer Ift

2)ie Sinie NK ift x, NV ift y, unb baljer ljat man
y = X2—VK8
¢t3(3+/5) 55

_ 25 4 11V5 2

“ 40 a
~10(25 Y% 11/5).

alfo y

2)er 2inf)alt bed S)obefaeberd I&fH fip angeben, wenn
man iljn betrachtet, als bie Summe von jwolT fiinfteiligen
congritenten @inamiben, von welgen g’)ebe eine Seitenebene bed
S)obefaeberS jur ©runbebene bat, unb beren Spifcen imJAit-
telpunft ber Augeln liegen. 2)ie «£jdlje einer jeben ber gt>ra-
miben ift y, ber Snljalt ber ©runbebene einer jeben ift, unter z
ben Otabiud bed Areifed verftanben, welcher um biefelbe liegt:

3{4/422 —3
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(S ift aber z = VK. afjer ift biefer Snijalt einerlei mit

S5a=V45-+4
41 10

iLer S[]halt bed ®obefaeber™ briicft fich> alfo aué burg
v 1 A-15(5 + 2t5) 1 #-10(:25 + 11/5)

A12(5 + 2/5)(25-]-1 1/5)

- ;/470 - 21005

= <(15 4-7/5).

2)ie Dberflacfye bed 2)obetaeber3 ift
3a2/5(5 + 2/5).

lll.  QJon einigen burg 9ii)omben begranjten
Korpern.

§. 286.

@in @aratle(epipebum, telge0 burg congruente 9i[jom-
ben begrédnjt ift, ljeifst ein 9if>omboeber.

2)ie 9Injaf)l ber ein Oibomboeber begranjenbcn Otyomben
ift fepb. UlUe Aanten bed "Rtéoinboeberﬁ jinb %(ei(p, unb ifyre
Yeal)l ift jmolf.  $ie Sinjabl ber ebenen 2Binfel auf ber
Oberfladje bed ¥ifjomboeber” ift 24; g‘w'olf von biefen 20in-
feln finb ftumpf, bie Ywulf anberen finb fpif; bie ftumpfen
SRinfel finb einanber gleicl> eben fo bie fp%en, unb bie fp¥en
SBinfel finb bie Sui)plementedju ben ftumpfen. $on ben Jlmdlf
forderlichen SRinfeln finb fedjd ftumpf unb einanber glei<%,
fecfyd fpip, unb einanber gleip, unb bie ftumpfen finb bie Sup
plemente ju ben fpipen. ??m 9Jfyomboeber  finber fl(g acljt
(Srfen; in Jeber fto%en brei $(ad)en jufammen.— 3ebeb Otfjom-
hoeber fat jmei glcigfeitige (5rfen, n>e(ge einanber gegenuber
fteben. 5)ie «Seiten biefer gleigfeitigen Wen jinb ftumpf ober
fpib; ftnb fie ftumpf fo bat jebe ber Gbrigen fecfyd Wen jroei
fpi%se «Seiten unb eine ftumpfe; finb fie fpip, fo tyat jebe ber
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tbrigen fepd Scfeit g‘)wei ftumdfe Seiten unb eine fdge. Sine
Scfe eined 9ihomboeberd fann ndmligp nur enthalten

1) brei ftumdfe Seiten,

2) jwei ftumdfe Seiten unb eine fd%e,
3) eine ftumdfe Seite unb jwei fd%e,
4) brei fpifce Seiten,

unb bie $aBe 1) unb 3) fuhren, wie fig Iei?t ju ernennen
giebt, auf baffeloe 9ibomboeber, eben fo bie 8alle 2) unb 42.
Yeermittelft berfelben fepd congruenten Dibomben fonnen alfo
jwei  Verfpiebene 9Jljomboeber begranjt werbenj je nagbem
man hble beiben gleichfeitigen Sefen ftumdffeitig ober fpifcfeitig
entrichtet.

§. 287. Aufgabe.

©ie Aante eined 9?fyoniboebers fei a, bie Seite ber %Ieich-
feitigen Scfen fei a; matt fall bie forderlichen 20infel be%
3i(wmboeberf, bie Dberfldpe unb ben 3nh[]lt berechnen.

_3/4uflofung5. ©er SBinfel ber gleichfeitigen Scfe fei x.
ift nagp 8§ 254

_ Cos6Q0 1
m2x = QOgxa 2Cos a

oure bett férderlichen SSinfei x bef Dthomboeberd fennt
man au@ ben anbereit férderlichen 9dinfel beffelben, benn er
ift bad Supdlement jum erften.

©er Inhalt eitted ber begrdinenben 3¥%homben ift a2Sinaj
bie Dberfldpe bed fRh"mi,oeker" @ baljer 6alSina.
©er 3nh[]It bed 9%fjunrboet>er3 ift nag §. 188

2a3)Sin aSinjaj
ober 2a3Sin- -aySin aSin a.

§. 288. Aufgabe.

SS feien bie beiben ©iagonalen ber 9ihomben gegeben,
welche ein %Iz)omboeber begriinden, man foll bie Jtante bed
9?ljoniboeberd, bie forderlichen 2Binfel, bie Dberfldge unb ben
Sn&alt beftimmen.

_ Slufléfung. ©ie ~dlfte ber ©iagonale, welge bie
Seiten ber gleichfeitigen forderlichen Scfe burcgf(pnelbet, fei p,
bie &>dlfte ber anbereit fei g. ©er SBinfel ber gleigfeitigen
forderlichen Scfe fei x, bie Seite fei y.
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9)fan hat bte Jtante beS OityomboeberS gleich
Vp2+Qq!

alfo

ferner ift nag bem vorigen Paragraph
Si"+x = 2CY%hy = —Vs
alfo

unb

Sine Seitenflache beS 9lbomboeberS ift 2pg, alfo bie
Oberfléche 12pg. Die >he heS 9ihomboeberS wirb erhalten
in bem @robuct auS ber jtanfe in SinySinx, Daher ift ber
Inhalt beS AdrperS gleich

vi(p2 +q2)(3p2 - g2)
2p!

ober gleich 202}3p2—q2.
8. 289.

(SS (affen fto Viele von congritenlen Rhomben hegrénjte
Korper bilben, wenn €S frcifteht ben E]Srfen_ beliebig ftumpfe
unb fpi“e Seiten g)u geben. Die 2Injahl biefer Jtorper wirb
befchranft, wenn jebe ﬁrfe nur ftumpfe ober nur fpi&e Seiten
erhalten foll. 5®ir wollen in bem gegenwartigen Paragraphen
diejenigen Korper auffugen, Welche von eongruenten 9ihomben
begrdnjt unb bereu (Selen nur aus ftumpfen ober nur auS
fpitjen Seiten gebilbet ftnh.

(SS ftelle gtg. 27 einen Dheil ber SBegranunfj eines fol
@en Korpers vor. Die (Srfe A fei ftumpffeitig. Sie ift bann
nothwenbig breifeitig, Well eine forderliche (Srfe nigt mehr als
brei ftumpfe Seiten enthalten fann. Die brei Seiten ber (Srfe

=0(ff,S Ceometrie. 2. 2. 12



178 (Siebentel Stapitel. § 289.

A ftnb einanber gleich, t>aljer ftnb auch ihre SRinfel einanber
gleich, unb bie (Scfe A ift reguldr. — ®ie 9?homben, welche
I>e (Scfe A bilben, hiben bei C, E, G ftumdfe 3Binfel. 2)ed
halb ftnb bie (Scfen C, E, G ber (Scfe A congruent. 3hto
bie (Scfe L ift ber (Scfe A congruent. =

®ie (Srfe B ift fpitfeitig. Rwei Seiten berfelben ftnb
burch bie 9%hom”en ABCD, ABGF, welche jur (Scfe A ge-
horen, gegeben. 5)er SOinfel GBC ift ftumpf, Weil er bem
SBinfel FAD gleich ift. ®ie forderliche (Scfe bei B#u erjeuss
gen, ftnb bfher wenigftend noch jwei fatfce Seiten erforderlich;
Inbeh fonnen mehr noch ald jwei baju verwendet werben,
!%e (Scfe B ift alfo wenigftend vierfeitig, vielleicht mehrfeitig.
203ir wollen fte juvorberft vierfeitig annehmen. — 5)ie (Scfe B
ift gleichzeit fg Sie ift auch gleicbwinflig, benn fie hat mit
jeder ber (Scfen A, C, L, G einen SBinfel gemeinfgaftlich, unb
ie lepteren (Scfen ftnb congruent unb gleichwinflig. 22|e
Scfe B ift baher reguldr. (SS erhellet leicht, bah hie (Scfen
, F, H, M ber (Scfe B congruent ftnb. (2)ie (Scfe D hat jtu
ndchft brei Seiten mit ber (Scfe B gleich, unb bie vierte Seite
EDQ ift gleich ber Seite GBL, weil EDZFAZGB, unb
DQ#CM#£BL ift; ferner finb bie 2Binfel ber (Scfe D gleich
benen ber (Scfe B.) o

Sin beut Korper fommert Uberhaupt zweierlei (Scfen vor,
bie einen ftnb ber (Scfe A, bie anberen ber (Scfe B congruent.
Sille forderlichen 2Binfel bed Adrperd ftnb einanber gleich.

Sa bie breifeitige requlare (Scfe A mit ber vierfeitigen
reguldren (Scfe B gleiche %:Binfel hat, Wahrend bie Seite ber
einen hiefer (IScfen bad SupPIement ift ju ber Seite ber anbe-
ren, fo erhellet, bah bie 6iaute, welche jur Segrditjung bed
Storpero bient, ni@t eine ganj beliebige fein fann. 386 erhel-
let terner, bah bie Seite bed 9thombuf gleiggiltig ift, aber bie
SRinfel beffelben beftimmte finb. Sie Yeeftimmung biefer 2Bin<
fei foll junédchft er,folgen.

H>er fpivee SOinfel bed %hombud fei x, ber forderliche
SRinfel bes jforperd fei y. %o@ 8. 254 haben wir, wegen
ber (Scfe A

1) Sin =
Cos"90 — 2Sin?
unb wegen ber (Scfe B
2)  sin| = Cosd5 _ )2
Co$™  Cos-
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Die Soertf>e flr SinX feteen ruir gleig, unb erhalten
1]
Sin5 Cos?
(SS folgt c°% = /2
unb tjierju ftnbet fig
X = 70°31'44".
Der anbere SRinlel bhed 9i(Jombud ift, al$ Supplement ju X,

gleip 109° 28' 16".
§(uS ber (Sleigung 1) ergiebt fto

_— S
fyieraud folgt Cos. = -----~VASinYe-- 1.
2SinYer 2

Die (SMeigung 2) multiplicire man mit Cos- unb fubftituire
biefen SRerth; bad liefert

/4SinN-t = V2

Sin| = ff3
alfo f = 60«
unb y = 120°

_ 50ir ivollen ferner_ bie ¥njal)l ber 23egrdnjung3fldgen,

(Seien_unb Aanten bed Adrperd auamitteln. .

Die Sinjaljl ber ﬁSelen bef Jtorperd fei e, bie 3Injal)l feix

ner ftumpffeitigen (Selen fei n, bie 9Injal)l feiner fpifcfeitigen

fei . Die Sinjabl ber ftumpfen 2Binlel auf ber Dberflage

bed Adrperé ift gleig ber ber fpifcen. Die ftumpffeitigen (Selen
finb breifeitig, bie fpifcfeitigen ftnb vierfeitig. Daljer ift

3n = 4q
unb N+q =e
12*



180 (Siebentem Aapifcl. 8. 289.

<reraw folgt n = %e
3
q =76

Sie 9hnafyl her ftumpfen 233inlel auf ter OberfKige bep Adr-
perd ift alfo -ye. Sie Summe ber 20infel auf ber Oberfléche

bed Jtdrperd betragt fo viel geRrerfte Soinfel, alo ftumpfe
SRinlel auf if>r vorlommen, (Weil jeber burg einen fpiBen im
Yt)ombuld ju 2R ergdnzt wirb); bie Summe ber SRinlel auf

ber Oberfliche bed Adrperd betragt baljer -Z)A/'G-R. Sie ift aber

na@ 8§ 270 auch gleich (e—2)4R. Sa$ liefert bie @(eU
pung

ye = (e —2)4.
2(u3 ihr folgt e = 14

4
Sie 2Injaljl n ber ftumpffeitigen (Seien ift nun ?e ober 8.

Sebe ift breifeitig. Slifo Rnben P auf ber Oberflache bed
Jtorperd 24 ftumpfe SRinlel.  Seber 9?hombiW enthdlt jWei
ftumpfe 2dinfel. ~ Seoljalb ift bie 3in"ar>l ber begrénjenben
9ihomben jwolf. Slud S. 266 ober aud ber Gleigung

e-f-f = k-2
folgt, bal ber Kdorper 24 bauten hd*

Siefer Adrper tjeifit ein  Otljo m bett * So b eia eher,
au@ (Sranatoeber. " (Sr ift nag bein 53i3herigen von jwolf
congruenten 9il)omben begrénjt. Ser fpitje SBinfel eined foU

en 9%h°mbud ift 70° 31' 44", ber ftumpfe 109° 28' 16".
er forperlige SRinlel bed Jtorperd ift 120°. Ser Koérper
hat 14 (Selen, 2lgt von biefen (Selen ftnb breifeitig unb
ftumpffeitig, bie fe@3 Ubrigen finb vierfeitig unb @re Seiten
ftnb fpip. Sie Slnjahl ber bauten be6 4tbrperS iR 24.

S33ir lehren ju gig. 27 juritf. Sie ftelle einen X"eil ber
Segranjung eined von congruenten %h<>mben begrinden At
perd vor. Sie (Scfe A enthalte Wieberum brei ftumpfe Sei
ten, bie (Scfe B fei aber auf fiinf fpifcen Seiten gebilbet. @3
erhellet leigt, baB bie ftumpffeitigen &Selen bed Aorperd tegu
I&r unb congruent Bnb, eben fo bie fpifcfeitigen; baR an bem
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Korper nur zweierlei (Scfen vorfommer unb baf? alle forper--
ligen 20infel beffelben gleiche @rofje haben. )

Der fpte 2Binfcl be$ 9?fyombud fei x, ber forderliche
SRinfel be$ Adrperd y. Dann ift wegen ber (Srfe A

) Sin| = Cos60 _ 2
Cos™90- j 2Sin?

unb wegen ber (Scfe B

2 Cos360

C°7s
Die beiben 9L0ertf>e fiir Sin  fe%een wir gleich; bad liefert

1 Cos360
2Sin? Cos?

unb Rierju finbet fig X = 63° 26' 6"
Der ftuinpfe 2Binfel bed 9lfjowbud ift baler 116° 33' 54"

YW Sin’z\ = —
25m8
ergieft ficB y == 144°.

Die $unftionen ber 233infel x unb y laffen ftcB vermil
telft (Seiten reguldrer 33ielerfe beftimnien; unb ber SBinfel y
ergiebt fiel) babei ohne Ysilfe ber Dafeln. Die SBeftimmung
mag l)ier 43laB ftnben, weil wir ber gunftionen nocl; in ber
%0 gc bebiirfen.

Der Kittelpunftdwinfel bed reguldren giinfeefS ift 72°.
Der <Sinud von 36° ift baler bie Jpdlfte ber (Seite bed regu-
laren giinfecfo in bem Greife, beffen @a(bmeffer | ift. Slifo ift

Sin36l = +j2(5-/5)
Cos360 = A/'6 %- 2/5
_ L+vs
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®iefen 5derté) fubftituire man in 2). (3% entfielt

Sin% =1-5

n =21
unb ba aucf) Sinl. = /8X

25,n2
X 2 V5 -1

fo folgt Tg2 “* 1-F/5
Nieraud Weiter Togx = 2

Sinx - -2.
bebt>alb JE
i T~ 2
Siu3 % = T
unb Sinx — %é
folgt %Sm——(|+’\5

¢ X
in2 ~ylo + 2V5,
®iefen SRertfy fetie man in 1); bad liefert
g Vo + 2]/5
Sin

®ie Seite bed 3ef>ne(f3 jum ~albmeffer 1 ift

8. 289.

Vs + 5

2)er 9)littelpunftOtt)infel bed Beljnecfo ift 36°.  ®al)er ift

Sinl8) = —1+15
cosl8. = rMmM=.
4

Molglig ift
Sin = Cosl80 = Sin720
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il ;-1
y = 144°,

(S# ift no@ bie 3lnjat)l her degrdnjungOflagen, her (Sefen
unb ber Aanten be# Jtorperd ju beftimnien.

Tie %w(vofyl ber (Srren fer e; bie 3Injopl ber breifeitigen
(Scfen fei n, bie ber finffeitigen g. Tann ift

3n = 5q
unb n-f-q = e
hieran# folgt q=
5
n = 8e

Tie 2Injal)l ber ftumpfen SRinfel auf ber D6erfldge be# Acr
per# ift baler -3-e, bie (Summe aller 393infel auf ber ®ber

fléche be# Korper# alfo ?’(QAe-R, unb mir fyaben bie ©leidjung

u#t ifyr folgt e — 32. A%l

5
9lun ergiebt fiep ferner n = -e = 20, alfo ift bie 3Injaljl ber

ftumpfen SRiitfel auf ber ©berflache be# Adrper# 60, unb bie
2Inja_t2| ber begranjenben []tBomben 30. Tie Vinjafjl ber Aan
ten” ift 60 nacp 8. 266.

Tiefer jmeite Korper ljeit ein Fift@mben 611
taeber. @r ift von 30 congruenten 9i(jomben begriinet. Ter
fptBe SBinfe( biefer 9tBomben ift 63° 26’ 6", ber ftumpfe

16° 33' 54". Ter forperlige SRinfel bed Jlorperd ift 144°.

Ter Jtorper ljat 32 (Stfen.  Bmanjig von biefen (irfen finb
breifeitig unb ihre Seiten finb ftumpf; bie dbrigen 12 finb
fitnffeitig unb bie Seiten ftnb fpitj. Tie 2Injat)( ber bauten
he# Jtorperd ift 60.

SRir fet>ren abermal# ju 8ig. 27 juritf. Tie (Scfe A
Rabe brei ftumpfe Seiten, bie (Sife B fei aber au# fecp# fpi&en
Seiten gebilbet.  Ter fpi(3e SRinfel be# Otfyombu# fei x, ber
forperlipe SOinfel be# Korper# fei y. (E# ergeben fto, mie
oben, bie ®leid>ungen:



184 (Siebentel Kapitel. § 290.

y _ Cos60 _ Sin30

Sin - Sin
Cos30
21u0 ihnen folgt
Tg = Tg30.
Daher ift
unb

Der ftumpfe 20infel bed 9?hombu0 miBt bemnag 120°; unb
ba tiefer nicht a(3 Seite ber férperlichen (Scfe A bienen fann,
fo fann bie ©cfe B nicht aud feefd Seiten gebilbet roerben.

2Bollte man ber (Scfe B metjr alo fe@3 Seiten geben,
fo wirbe ber 533infel X no@ Heiner aitéfallen, unb ber ftumpfe
20infel bed 9?bombud groBer ald 1200. Darauf erhellet, baf
bad Btdpedasber unb bad dipomben-Sriafontaeber bie
einzigen Korper ftnb, bereit Segrdn“ungen aut congruenten
OiRontben  befteljen, unb bereit ©cfen nur ftumpfe ober nur
fpifce Seiten enthalten.

8. 290. Sebrfafc.

~ Sowohl beim Bibjoefener alt beim 8tBomben
Driafontagber ftnbet ein @unft Statt, welcher von allen Se-
granjungbebenen gleich weit entfernt ift; unb biefer punft Ilegt
a, wo bie Normalen ftq foneiben, welche auf jroei benac
barten 9?homben in ben Durchfchnitttpunften ihrer Biagona
len errichtet ftnb.

Seroeit. =an jieRegig. 27 bieDiagonalen ber 9t()onw
ben ABCD unb ADEF. Die Durgfonitttpunfte ber Diago--
nalen feien N unb P. — Son N aut félle man eine %or-
male NX, von P aut eine Normale PY auf bie Jtante AD.
Diefe Normalen treffen benfelben $unft S ber 4tante AD;
benn et finb bie Dreierfe ADN unb ADP congruent, bann
auch bie Dreiecfe ANX unb APY. — Die (Shene NSP fteft
normal auf jebetn ber 9tfomben ABCD unb ADEF. 3[] ben
funften N unb P errichtt man Normalen auf ben %howben.
Die Normalen fallen in bie ©bene NSP, unb foneiben fiel;
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in einem @unfte V. die dreiecfe VNS unb VPS finb ton
ruent. daher finb bie % rmalen NV unb PV gleip. —
?§S erhellet, bal je jWei benachbarte 9ihomben baffelbe 9?eful-
tat gewahrt ~a6em wirben. deshalb treffen bie Normalen,
welche auf ben 9%ho[]6en in n dur(pf?nittSpunften ber
diagonalen errichtet werben, alle in bemfelben @unft jufam-
men, unb finb einanber gleich, das ift ber <=afc.

§ 291. Bufafce.

1) das ¥shomben=dobefaeber fowohl als baS 9Jf)0inben-
Sriafontaeber liegt um eine Augel.
2) 91uS ber Bongruenj ber dreiecfe VNS unb VPS &
hellet, bal ber "20|nfei VSN bie Hélfte von bem furperligen
SBinfel y beS AdrperS ift. der 9%abiuS VN bricft fip ba

her aus burg NSTg . — (Ss fei a bie Seite beS ifwmbus,
x ber fpge SOinfel beffeloen. dann ift NS gleich YaSinx.
dies_erhellet leicht, wenn man von C auS eine Normale auf

bie Aante AD fallt. — der 9iabiuS ber Augel briicft ftg
bemnag aus burg

asSinxTg .

§. 292. 9l ufgdbe.

die Aante eines 9ihombeiudobefaeherS fei a; man foll
ben 9iabiuS ber Augel beregnen, um welge €S liegt, bie Biber
flicbe unb ben Stalt heS BiimfaederS.

Aliflofung. %o bem vorigen garagrapljen briicft fte
ber 9iabiuS ber Augel aus bur@

Y8aSinxTg

unter x ben fpifcen ffiinfel beS 9ihombuS, unter y ben for
perligen 2Bintel beS AdrperS verftanben. @S ift nagp 8. 289

Cotg = /2

CosM =

alfo Sinx = f/2.
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(So ift ferner na@ bemfelben Paragraph Sink = /3, alfo
C°s|= unb Tg = /3. iefe Stertfje fubftituire man oben,
unb eS entfielt fiir ben %obiuS ber Augel

ober

2)ie DberBat?e beS 9J(wmben 8)obefaeberS ift 12alSinx,
ober, wenn man fur Sinx ben 20erth fe%t, 8a2/2.

2)en 3nljalt beS 9U)ombeu- 2)obefaeberS ju  beftimmen,
betrachte man ihn aus 12 “vramiben jufammengefefct, von
we(gen jebe eine Seitenflache jur ®runbebene gat, unb bereu
Spitzen ‘im Sftittelpunft ber Augel figp beftnben, um welche
haS bomben *S)obefaeber liegt.  Wan erhélt fir ben Inhalt

Ye-8a22.a"

ober

§. 293. 3l ufgabe.

S)ieAante eines 9ibomben--SriafontaeberS fei a; man foll
ben 9iabiuS ber Augel berechnen, um welge €S liegt, bie Ober-
fliche unb ben Inhalt beS 97fjomben -Sriafontaeberb.

3luflofung. S)er 9iabiuS ber Augel ift nap § 29t
gleig

faSinxTg"

wenn x ben fpi%en 3Binfel beS 9t¥ombu6 Y. ben forderlichen
2Btnfel beS AdrperS vorftellt. 28918

Sinx = =
0. /10 + 2/5
ferner s n¥ ...........
i y /10 + 2/5
allo @2 —1+/5

= (iJ/SyiOW = ' I"ll'll)'
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20ewt man biefe SBerttje fubfiituirt, entfielt fur ben %obiu6

avIi+f}5.
®ie S)berflage ift P(eig
b | 12a2}5.

Der Snfyrtlt ift



Uebergdnge und Verwandtschaften,

L
Man stelle > ein Detraeber vor. Sluf Jeher von ben vier

®egrdnjungdflagen errichte man in bein 9%ittelpunft eine Nor-
male, nefyme bie Normalen gleip grof, unb benfe (iber jeher
von hen 1/88egranjun/qOﬂacpen eine breifeitige @pramibe, welge
bie Normale 3jur Yolje fyat. Dad Detraeber _fgteljt babur
tiber in ein Yapramiben- Detraeber, unb bied it von jwolf
gleigfeenfligen congruenten Dreiecfen begrénit.
~Den Normalen fann man eine folgpe ®ro"e geben, bafj
je jwei an einer Aante bef Detraeberd jufammenftofienbe
Dreiecfe in eine (Shene fallen. Dad IBpramiben=Detraeber geljt
bann in einen Ké_rger tber, welger von fegS congruenten
9%omben begrénjt ift, unb eb Iafit fto geigen, bafj biefe 9iljom*
ben Duabrate ftnb, ber entftanbene Korper ift alfo ein SRurfel.
Die eine Diagonale ber 9%tjomben ift bie Aante beb De-
traeberb; wir werben geigen, bafj bie jweite iljr gleiq fei. Die
Aante beb Detraeberb fei 1, bann ift jebe @igpe jebeb ber eb
begrénjenben Dreiecfe gleig %p3. Dur@ eine Aante AB beb
Detragberb benfe man eine (Shene normal jur gegenberftefyen-
ben Aante CD. Diefe wirb in ifjrer W?itte Q getroffen, unb
bie (Shene foneibet hab Detraeber in einem Dreiectf ABQ $ig. 28,
beffen Seite AB gleig 1 ift, wcorenb jebe ber Seiten AQ unb
BQ gleig ift y/3. Der an ber Aante CD liegenbe 9iljom==
bub wirb in ber Diagonale GH gefonitten, unb LH unb
NG ftnb bie Normalen auf ben in CD jufammenftofjenben
Detraeberflagen. QL ift ein Drittel von QB. Der SBinfel
AQB ift ber forperlige 20infel beb Detraeberb, unb man fjat

alfo



2. Uebergange unb 9Serir-ant>tfgaften. 189

Deshalb trifft eine von A auf QB gefallte Normale ben
ounft L. %un verhdlt fto
QH AB = QL. BL = 1:2

baljer ift GH = AB. Der 9%h°mbuS ift mithin ein Duabrat,
unb ber Kérper ein SRurfel. -

20enn man in yer>er von jwei parallelen 26||rfelgcpen
eine Diagonale sieht, fo baff biefe Diagonalen regte 2oinfel
bilben, fo ftnb bie an ben ©nbpunften biefer Diagonalen fte
enben Séirfelecfen ©cfen eines DetraeberS, aus bem ber SRir
ei tlervorgef>en fann.  Ueberljaupt laffen fto bie Diagonalen
ber SRurfelflacben als bie bauten jweier gleichen Setraeber
ﬁrlljpplren, unb aus jebem berfelben Iafit fto ber Warfel &
alten.

2

Oftan ftelle fto einen 5Surfel vor.  Sluf jeher von ben
SBegrénJun%Sf"er) erripte. man in ihrem 9Jiitte(punft eine
Normale, nehme bie Normalen gleich, unb benfe (ber jeber ber
53egréanjungSflachen eine vierfeitige @pramibe, Welge bie 8?%r
male jur <{)i>he hat. Der SBiirfel geht baburg Uber in einen
Bprafelben ; unb biefer ift begrénjt von 24 congruenten
g(eigfoenfligen Dreiecfen. o

Die Normalen fann man fo groR benfen, bafi je jwei an
einer Jtante beS SRiirfelS jufammenftoffenbe Dreierfe in eine
©bene geraden. Der @pramiben* SRurfel geht baburg in
einen Korper tiber, welcher von 12 congruenten 9lhom”en
begrénjt ift, unb biefer Adrper ift baS ©ranatoeber.

Y%on foneibe ben SBirfel burg eine ©bene, welche burg
bie WUiitte emner .Kante geht unb auf berfelboen normal fleht.
Die ©bene foneibet bie brei Kanten heS Séiurfeld, welge mit
jener parallel ftnb, gleichfalls in ihren Bitten unb fte%t auf
ihnen normal. Der SRirfel wirb von ber ©bene in einem
Uuabrat gefonitten, we(eS congruent ift feinen SBegrénjun(};]S
flachen, fte enthdlt vier von ben Normalen, unb biefe flehen
auf ben Bitten ber Seiten jenes OuabratS, enbli¢ foneibet
bie ©bene bie vier 9th°>nben, welche an ben gefgnittenen
SBiirfelfanten liegen, in Diagonalen. Diefe bilben ein Bua
brat, beffen ©cfen bie ©nbpunfte ber Normalen ftnb, unb beffen
Seiten parallel finb unb gleich ben Diagonalen heS erfteren
Uuabrats. Die eine Diagonale beS 9?hombuS ift alfo gleich
ber Kante heS SBUrfelS, bie anbere gleich ber Diagonale ju
bem Ouabrat Uber ber Kante.

Die Kante beS SRiirfelS fei gleich 1. ACBD $ig. 29
fei einer ber 9th°mben, welge ben Korper begriinden, in ben

SRolff'« <Yeotnetrte. 2. $f). 13
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n>ir ben SBurfel ljo6en (bergehen laffen. die diagonale AB
fei gleig ber Aante beS SBurfelS, alfu gleich 1; bie anbere
CD ift bann gleich /2, unb €S finbet ftp AC = %v3. daS
dreiecf ABC Ift baljer bem dreiecf ABQ gig. 28 ahnlich, unb
eS ift ber fpipe SBinfel ACB bt>s NhombuS gleich bem férper-
lieBen SBinfel beS detraeberS. 9J?an fann ftcp jeBt leicht Gber-
zeugen, baR ber in Nebe fteé>enbe Kdérper baS bereits friiher
betrachtete ©ranatoeber ift.

9Nan félle bie Normale BQ. die dreiecfe ABQ unb

ACN finb &hnlich, unb eS verhdlt ft
AB:BQ = AC:CN

Ober 1:BQ =fy3: %2 =/3:}2
baraus ift BQ =~ = y6.
260 henfe eine diagonale einer SBirfelflacpe, unb félle aus
ihren (Snbpunften, Normalen auf bie eine ber ihr junadfjft ge-
geniberliegenben Aanten beS ®ranatoeberS.  Sebe ber Nor-
malen wirb gleich ber Sinie BQ, unb eS entfielt ein dreiecf,
in welpem biefe Normalen ben férperlicheit SBinfel beS @ra-
natoeberS bilben.  Nennen mir ihn y, fo h«t man

2 = -} -2 Cosy
alfo Cosy = —%
unb y = 120°.

N?an ftelle fich einen SBiirfel vor unb baS ®ranatoeber,
in welches man ben SBurfel fann dbergehen laffen. die flei-
neren diagonalen ber ©ranatoeberfldchen ftnb bie bauten beS
SBiirfelS, bie groReren diagonalen bilben bie Jtanten eines
OftaeberS. (SS fallt in bie Slugen, baB baS ©ranatoeber auep
hervorgept, wenn man baS O©ftaeber jundchft in ein 4%rami-
ben"©ftaeber Ubergehen, unb bie «fjopen ber bt[] ifletretenen
sBpramiben anwachfen IaRt, bis je zwei an einer Oftaeherfante
ZufammenftoRenbe dreiecfe in eine RBbene geraden. Sin jebem
©ranatoeber ftnben fleh baljer aept Gefen, bie einem SBurfel
Zugehdren, unb bie Gbrigen feeps entfpredjen einem ©ftaeber.
die SBirfelecfen ftnb ftumpffeitig, bie Oftaebereefen fpipfeitig.
SaRt man baS Oranatoeber aus bem SBirfel pervorwaepfen,
fo finb beS ©ftaeberS (Scfen bie pinzutretenben, entfpringt eS
aus hem Oftaeber, fo treten hie SBurfelecfen hinzu.

3

S3ei ber Stellung, welche bie brei Korper SBiirfel, ®ra
natoeber unb ©ftaeber zu einanber einnehmen, ift leiept erficht-
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lip, bal fourg Sibftumpfung her ©ftaeberecfen 2BurfelBagen,
burch 9lbftumpfung ber Solrfelecfen thaeberfldcgen fto bilben,
bur@ 21bftumpfung ber kanten beS Sourfeldo ober ber Jtanten
heS DftaeberS aber Oranatoeberfldpen auftreten. 2)ieS filhrt
ju ben Kombinationen aus biefen Korpern. o

W?an ftelle ftg einen SBirfel vor, unb ftumpfe bie (Seien
ab bur@ Kbenen, tuelge burg bie Bitten ber Solirfelfanten
geben. 2)aburg entfielt ein Korper, welcher als Kombination
beS 20iirfelS unb DftaeberS erfgeint, unb ber burg feps
congruente Duabrate unb a@t congruente gleichzeitige 2)reteefe
begrénjt ift. 5)iefer Adrper fyeifit Kubooftaeber.  ®erfelbe
Jtorper gebt b*r*o” inbem man bie Kefen eined DftaeberS ab-
flumpft bure Kbenen, welge man burg bie Bitten ber Bf
taeberfanten legt.

4

SIKan ftelle ftg ein Dftaeber vor. 2)ie jwolf kanten
bilben brei congruente Duabrate. 9J%n foneibe baS Dftaeber
burg eine Kbene, welge burg bie Bitten jtveier parallelen
Aanten gebt.  Sie ®urefenittSBgur ift ein 9lhombuS, beffen
eine diagonale gleip ber Seite einef folpen DuabratS ift,
waébrenb bie anbere gleich ift einer diagonale. Siefer Difjon
buS ift alfo &hnlich ben @ranatoeberfldgen, fein fp¥ser 2Binfel
ift_gleich bem fbrperligen Soinfel beS SetraeberS, fein fhimpfer
gleich bem beS DftaeberS. $e jwei Dftaeberfldgen, welpe
In_einer Kefe jufammenftoBen, aber nicht in einer Aante, bilben
baher ben 2Binfel beS SetraeberS, unb je vier Dftaeberfldgen,
welche nicht in einer <ftante jufammenftoen, ftnb Setragber
flichen. SaS Dftaeber I&fH fig als Kombination jweier Setraeber
betrachten u. f. m.

5.

iD?%n ftelle ftg ein ©ranatoeber vor. ?luf jeher von fei
neu ftldgen errigte man in bem Surgfemittspunft ber Siago
nalen eine Normale, nehme bie Normalen gleig, unb benfe
Uber jeber Oranatoeberfldge eine vierfeittge @pramibe, welge
hie Normale jur «Odljie b[]t. S>aS ©ranatoeber gebt baburg
in ein Srearaiteber uber, unb bieS ift von 48 ton
gruenten, gleigfgenfligen Sreiecfen begranjt.

2)ie Normalen nehme man weiter fo grof3, bal je jwei
an einer Aante beS OranatoeberS jufammenftolenbe Sreiecfe
in eine Kbene fallen. SaS ppramiben Oranatoeber geht ba
bur@ in einen dtérper Uber, Welger von 24 congruenten ®ier
ecfen begrénjt ift. ~ Siefer Kdrper h” t 2eucitoeber.

13*
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<8$ fei ACBD gig. 29 eine ber Oranatoeberfldpen. 2Bir
fe$en AB = 1, unb €0 ift CD = /2, AC = |/3. $n ber
Seucitoeberfldpe ftefien bie diagonalen auf einanber normal;
bie eine ift gleip AC; mir wollen bie jweite beftimmen. 9J%an

benfe bie Normalen BQ unb NP. ift CQ = |AC, alfo,
ba N bie SKitte von AB ift, aup AP = |AC = T/3
unb NP = BQ=1]/6 (2

der 20infel beR ©ranatoeberd ift 120°. 9J%n benfe in N
gine 9lorma¥s NT auf ber iJSbene errigtet, fo groR3, .bal ber
2Binfel NPT gleig 30° werbe, unb ed ift PT bie falbe jweite
diagonale ber Seucitoeberflage.  Sftan hat nun

PT = NPSec300

demnag ift bie g’)weite diagonale gleig /2. die diagona-
len ber Seucitoeberflape verhalten fto baljer wie #2.- /3
ober wie 4/2 :3/3; fie ftefijen, wie fpon erwahnt, normal
auf einanber, unb ed wirb bie, welge gleip ber Aante bed
©ranatoeberd ift, von ber anberen in jwel Yfyilt geteilt, bie
fto vergalten wie 1. 2.

~fei ASCT gig. 30 eine 2eucitoeberfldpe, AC fei %3,
bann ift ST = |/2, unb ed finbet fto CT = |/5. 9Jtan
benfe aud A eine Normale AV auf CT geféllt; eb verhalt ftg

AV:AC = PT:TC

ober AVIf3 = %2 %5 = /2:/5

unb baraud ift AV = y¥%30.

Jftan benfe ?I% 29 aub ben (Snbpunften ber diagonale
AB Normalen auf bie Seucitoeberfante CT geféllt. Sie wer-
ben gleip AV, unb ed entfielt ein dreietf, beffen Seiten 1,
%230 unb %30 ftnb, unb welged ber Seite | giegen[]ber
einen forderlichen 5%infel @ beb Seucitoeberb enthalt.  Slud
bem dreietf finbet ftg leigt

Cosp = —f.

der an ber fiirjeren Jbante befinblige 2Binfel @' beb 2eucitoe-
berb ift von jenem verfpieben, unb eb finbet fto auf dh[]lide

20¢eife
Ccesg' = —
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9)7an ftelle ftg ein Seucitoeber vor unb baS ©ranatoeber,
aus 1elpem baS Seucitoeber Rervorgefen fann. die fiel-
neren diagonalen ber SeucitoeberflacRen finb bie kanten beS
©ranatoeberS, bie gréReren bilben bie Jtanten eines ®uboof
taeberS. daS Seucitoeber gebt baBer au@ Rervor, inbem man
haS ©ubooftaeber in ein &urbmjﬁaaber {ibergeRen
1ast u. f. n>.

6.

9)lan ftelle fiel) einen SOtrfel vor. Sn ber Wiitte jebeS
ber begrdnjenben Duabrate nefme man eine gerabe Sinie
parallel ju jtveien Seiten beS GuabratS, unb .fEmnletrif(p ju
allen vier Seiten. die Sinien neBme man gleicB, unb fo ge-
legen, baB jebe normal fteRt auf beiten in ben benachbarten
2piirfelpagen, wie ?$i?. 31 €S anbeutet, die Sinien erRebe
man gleigmafig, unb laffe auf folge 20eife (iber jeber SBiir
felflage ein foief abgefonitteneS fpmmetrif?eS breifcitigeS
@riSma fip biloen. die Sinien erBebe man fo weit, bal je
jwei an einer SRurfelfante jufammenftoRenbe glagen in eine
©bene geratfen. daburg entfteBt ein Adrper, welger von
12 congruenten $iinfecfen begrénjt ift. die ©eftalt ber $unf
ecfe Bangit von ber Sange ber Sinien abz ruelge man figp bat
erbeben laffen, unb es fallt in bie Slugen, bal au@ baS tegit
lare dobefaeber in biefer SReife figp bilben I&Rt.

die diagonalen ber glagen beS reguldren dobefaeberS
laffen fto gruppiren ju ben Aanten von fiinf gleigen 2R0r
fein, R)unb aus Jebem biefer Wiirfel fann baS dobefaeber Ixf-
vorgeRen.

7.

=an ftelle fto ein reguldres dobefaeber vor, unb laffe
eS in ein Ypbefatimr tibergeben, dies ift begranjt
von 60 gleigfpenfligen congruenten dreiecfen. die ~0Ren
ber "tngUQetretenen @pramiben laffe man wagfen bis je jwei
an einer dobefaeberfante jufammenftoBenbe dreiecfe in eine
©bene fallen, dabur(% entftelt ein Kbrger, welger von 30
congruenten 9tBomben begranjt ift, unb biefer Adrper ift baS
B'rﬁi%mhimb

er.

53eim 8ffomben jriafontaeber finb bie einen diagonalen
ber 9fBomben bie Aanten beS dobefaeberS, bie anberen aber
bilben bie bauten eines SfofaeberS, fo bal man au@ aus
biefem baS driafontaeber in ber meprfag angewenbeten Sdcife
fann laffen Bervorwagfen.
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_Die %od>nungen fiihren fig fjier in eben fo elementarer
SReife aud, wie in ben friiheren -ftummern. 93emerfen3wertl)
ift, ba? her forperlige 2Binfel bed regularen Dobefaeberfs
gleig ift bem einen SBinfel bed Yiljombu¥%s vom Srialontaeber.

8.

Dad Driafontaeber fann man in ein $pramiben”riafon
taeber Ubergeben laffen, unb hied weiter in einen Adrper,
Welger burg 60 congniente 33ierecfe begrénjt ift Die einen
Diagonalen hed festeren Adrperd finb bie kanten bed Bria
fontaeberS, bie anberen bilden bie Ysanten eined Jtorperd, ber
von 12 congruenten regularen gunfetfen, unb von 20 con--
gruenten gleigfeitigen Dreierfen begrénjt ift Diefer 5Turlper
gel}t fowofyl aud bem Dobefaeber alo auf bem Sfofaeber per-
vor, wenn man bie (Seien burq (Sbenen abftumpft, welche man
bure bie Bitten ber kanten legt; unb aud om latt fto
W}eberum Jener Korper bilben, ber begrébt ift von 60 93ier"
erfen.

9.

Da$ Detraeber gin%_ burg bad “pramiben-Setraeber in
ben SRurfel tber. Sn hiefem erfgeinen Hwel Setraeber unb
fte foneiben figp in einem Cftaeber. — SIW bem Sourfel fo-
wopl wie aud bem Oftaeber gelangt man pim @ranatoeber.
Sn ipm treten (ebedmal Sotirfel unb £)ftaeber auf, fiep in einem
(Subooftaeber fdjneibenb. — ©ranatoeber unb  Ysubooftaeber

gewdhren jebed bad Seucitoeber. 1. f. W.

©rud 6on 3. 8- «Starde in Berlin.
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