


www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



Lehrbuch
der

Geometrie
von

F. Wolff.

Zweiter Theil.
Stereometrie und spharische Trigonometrie.

Vierte verbesserte Auflage.

Mit zwei lithographirten Tafeln.

Berlin.
Verlag von Georg Reimer.

1853.

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



Vorwort

den turφgreifenten 3lenterungen, welφe bei Bei­
tritten Auflage tiefes 23ιιφes jur Ausführung getom? 
men fint, fant iφ einen wefentliφen Umbau ter ge*  
genwärtigen vierten Auflage weter noφwentig noφ 
angemcffen. ∙33eriφtigungen unt ‰befferungen fint 
an mehreren (Stellen eingetreten.

©as erfte Kapitel ift jur befφreibenten (Geometrie 
©runtlage unt 23orfφule. ©araus ertlärt ftφ feine 
ungewohnliφe Austeilung, unt warum feine giguren 
gegeben Worten ; es ift wiinfφenswer⅛, tag ter Stιι= 
tirente jeitig feine 23orjlellungsfraft übe.

©er tleinen <Sφlufabhantlung, welφe Körper be? 
trifft, tie größtenteils im regulären ©yffem ter SDii*  
neralien auftreten, pabe iφ wieterum SKaum gegönnt, 
©ie Abfiφt, fie ausjutehnen, tonnte iφ ^ranfpeits 
halber niφt verwirtliφen.

3m ≡ai 1853.

Solff.
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Erstes Kapitel.Von den geraden Linien und den Ebenen.

§. 1.
Φie 93oraιι∣5feφu∏β, welche für ben erften Shell ber ©eometrie 
gemacht worben, baß alle gleichzeitig vorfommenben φuntte 
unb Sinien in einer ©bene liegen, finbet in bem gegenwärtigen 
Shelle nicht Statt, fßunfte unb Sinien finb ljier nur bann 
in einerlei ©bene ju benfen, Wenn eö befonberö vorau3gefe⅛t 
ober bewiefen ift.

§.2.
@erabe Sinien unb ©benen werben zuvörberft von un*  

beftimmter Slubbehnung, ober unenbliφ, angenommen.
©in φιιnft liegt in einer geraben Sinie ≡>ei^t baßer, ber 

φunft befinbet fteß in ber unenbliφen geraben Sinie; ein⅛ιnft 
ober eine gerabe Sinie liegt in einer ©bene beißt, ber φunft 
ober bie gerabe Sinie befinbet fiel) in ber unenblicb gebauten 
©bene. Siegt ein ⅛unft in einer Sinie, fo fagt man,'bie Stnie 
geßt burch ben $unft; liegt ein φunft ober eine gerabe Sinie 
in einer ©bene, fo fagt man, bie ©bene gebt burch ben φunft 
ober burφ bie Sinie, auch, bie Sinie geht burch bie ©bene.

§. 3.
S>urcβ einen φunft fönnen unenblicß viele ©benen gebaeßt 

Werben, jebe in einer anberen Sage. 3)urφ eine gerabe Sinie 
gebenb (affen fteß unenblicb viele ©benen benfen, von welchen 
jebe eine anbere Sage βat.

§.4. Sehr fäße.
1) S>urcβ eine gerabe Sinie unb burch einen außerhalb 

berfelben beliebig angenommenen φunft läßt fteß jebeömal eine 
©bene legen.

^Beweis. 2)enn eine ©bene, welche juvörberft bloß burch 
bie Sinie gebucht wirb, fann um bie Sinie gebrebt werben, bib 
fte ben φunft in ließ aufnimmt.

2) 2)urcb brei fünfte, welche beliebig angenommen wor*  
ben, läßt fiφ eine ©bene legen.
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2 Srfieö Kapitel. §. 5—8.

23ewei3. 23efinben ftφ bie brei fünfte in einer geraben 
£tnie, fo fällt ber Saft oßtte SÖeitereö in bie SIugen. 23efinben 
fιφ bie brei fünfte niφt in einer geraben Sinie, fo benfe man 
burφ jwei von ben φunften eine gerabe Sinie, unb ber <Sa£ 
ergießt ftφ naφ 1).

3) 5)urφ jwei gerabe Sinien, welφe ftφ fφneiben, tarnt 
jebeömal eine Shene gelegt Werben.

23eweU. $olgt Ieiφt auö 1).
SÖegen beδ <Sa§e3 2) pflegt man ju fagen, brei fünfte 

liegen immer in einer ©bene. Sluf φm berußt ber befannte 
Umftanb beδ geftfteßenö breibeiniger Stäuber.

§.5.
1) Sille ©benen, we(φe burφ eine gerabe Sinte ιtnb burφ 

einen außerhalb berfelben angenommenen φunft geben, fallen 
in einanber.

2) Sille ©benen, We(φe burφ brei fünfte geben, bie niφt 
in einer geraben Sinie liegen, fallen in einanber.

3) Sille Sbenen, welφe burφ jwei ftφ fφneibenbe gerabe 
Linien geben, fallen in einanber.

§. 6.
$te Sage einer ©bene ift bafjer beftimmt burφ eine ge*  

rabe Sinie unb bιtrφ einen aufterßalb berfelben liegenden Q3unft, 
burφ welφe beibe bie ©bette gebt. Sie tft ferner beftimmt 
burφ brei φunfte, welφe niφt in einer geraben Sinie liegen, 
ober burφ ^wet ftφ fφneibettbe Stnien.

Φie ©bene, welφe burφ t>rei niφt in einer geraben Sinie 
liegenbe φunfte A, B, C gebt, foll bie ©bene biefer brei fünfte, 
fφleφφin bie ©bene ABC genannt werben; unb bie ©bette, 
Welφe burφ jwei ftφ fφneibenbe gerabe Stnien gebt, bie ©bene 
biefer Sinien.

§. 7.
2)urφ vier ober mehr beliebig angenommene φunfte läßt 

∣tφ niφt jebeömal eine ©bene legen.
φenn wirb burφ brei von ben angenommenen fünften 

eine ©bene gebaφt, fo tarnt ber vierte φuntt, ober jeber ber 
übrigen φunfte, fowol)l in ber ©bene fiφ beftnbett, alδ außer*  
halb berfelben.

£>a£ ein vierter φunft mit brei attberen fünften in ber*  
felben ©bene liege, wirb baßer in ber golge befonberö vor*  
au^gefeßt ober bewiefen werben muffen.

§. 8∙
3wei gerabe Vinien im 9taume fφneιben fiφ entweber, 

ober niφt.
S>φneiben ftφ jwei gerabe Sinien niφt, fo läßt ftφ ent*  
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§. 9—15. 23on ben geraten Vtnien unb ben Ebenen. 3

Weber burφ beibe eine ©bene legen, ober eö fann niφt burφ 
beibe eine ©bene gelegt Werben. 3m erfteren $all ftnb bie 
Sinien parallel, im anberen mögen bie geraben Sinien winb- 
fφiefe Sinien Reißen.

§. 9. £el?rfa£.
5llle ©benen, welφe burφ jwei parallele Linien gelegt 

Werben, fallen in einanber.
23eWei2)enn folφe ©benen l>aben brei φunfte ge-- 

meinfφaftliφ, welche niφt in einer geraben £inie liegen.
§. 10.

2)ie Sage einer ©bene beftimmt fiφ baljer auφ burφ jwei 
parallele Sinien.

§. 11.
Söerben eine gerabe Sinie unb eine ©bene angenommen, 

fo liegt bie Sinie entweber mit allen ihren fünften in ber 
©bene, ober bie Sinie unb bie ©bene haben nur einen φunft 
gemeinfφaftliφ, ober bie Sinie unb bie ©bene haben feinen 
φunft gemeinfφaftliφ. — ^aben eine ©bene unb eine Sinie 
nur einen φunft gemeinfφaftliφ, fo fagt man, fte fφneiben 
fiφ, unb nennt ben φunft, welφen fte gemeinfφaftliφ haben, 
ihren S)ιιrφfφnittbpιιnft; haben eine gerabe Sinie unb eine 
©bene feinen ^3ιιnft gemeinfφaftliφ, fo nennt man fte parallel. 

§. 12.
ßwei ©benen fφneiben fiφ entweber ober ftnb parallel. 

§.13. Se h rfap.
2)ie 2)urφfφnittSlinie jweier ftφ fφneibenben ©benen ift 

eine gerabe Sinie.
SeWeiö. 2)enn wäre bie Φurφfφnitt3linie frumm, fo 

tonnten in berfelben brei fünfte angenommen werben, welche 
niφt in einer geraben Sinie liegen unb fiφ in jeber ber beioen 
©benen befinben, unb bann müßten bie ©benen in einanber 
fallen.

§. 14.
sJJian bemerfe für bie golge:
S)ie S)urφfφnitt0linie jweier ftφ fφneibenben ©benen 

E unb F liegt fowol)l in ber einen ©bene E, alö in ber an­
beren F.

3κ>ei fleh fφneibenbe ©benen haben feine anberen fünfte 
gemeinfφaftliφ n[$ bie ihrer 2)urφfφnitt3linie. ©in φunft, 
we(φen jwei ffφ fφneibenbe ©benen gemeinfφaftliφ haben, 
ift baher febeömal ein φunft ber 2)urφfφnitt0linie.

§.15. Sebrfäße.
1) ©ine gerabe Sinie liegt in einer ©bene, fobalb jwei 

fünfte ber Sinie fiφ in per ©bene befinben.
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4 (Srfleö Äapitel. §. 16-18.

23ewei3. 2)ie Einie fαnn niφt bie ©bene fφneiben, 
benn bann hätte fte nur einen φunft mit φr gemein, noφ 
fann fte mit ber (Sbene parallel fein; fte muß alfo ganj in ifjr 
liegen (§. 11.).

2) (Sine gerabe Einie liegt in einer ©bene, wenn fte einen 
φunft mit ber ©bene gemeinfφaftliφ tyat, unb habet parallel 
mit einer Einie ift, welφe in ber ©bene fiφ befinbet.

23eroei0. s)JZan nehme eine ©bene E an, in φr eine 
gerabe Einie AB; man neunte ferner eine gerabe Einie CD an, 
iυelcbe mit ber Einie AB parallel ift, unb mit ber ©bene E 
einen $unft C gemeinfφaftliφ bat: bie Einie CD befinbet ftφ, 
bem <Safje gemäß, in ber ©bene E. — S)ie0 ju beweifen benfe 
man burφ bie beiben parallelen Einien AB unb CD eine 
©bene F. 2)ie ©bene F fällt mit ber ©bene E jufammen, 
benn beibe geben burφ bie Einien AB unb burφ ben φunft C. 
Φie Einie CD beftni>xt fιφ in ber ©bene F, beöfjalb auφ in 
ber ©bene E, welφe mit F einerlei Eage f>at.

§. 16. Eef>rfaφ.
©ine gerabe Einie ift parallel mit einer ©bene, wenn ein 

$unft ber Einie außerhalb ber ©bene liegt, unb fte mit einer 
geraben Einie parallel ift, welφe in ber ©bene fiφ befinbet.

23ewei0. Wtan nehme eine ©bene E an, in ifjr eine 
gerabe Einie AB, ferner eine gerabe Einie CD, von welφer 
ein φunft außerhalb ber ©bene E liegt, unb Welφe mit AB 
parallel ift: £)ie Einie CD ift mit ber ©bene E parallel. — 
2)urφ bie parallelen Einien AB unb CD lege man eine ©bene 
F. S)ie ©benen E unb F fφneiben ftφ in ber Einie AB. 
Sollte man annehmen, bie Einie CD fφnitte bie ©bene E in 
einem φunfte N, fo müßte ber *βunft  N, ba er fowohl in ber 
©bene F alö in ber ©bene E ftφ befinbet, ein φunft ber 
Φurφfφnitt0linie AB beiber ©benen fein; unb bann fφnit*  
ten ftφ bie Einien AB unb CD, welφeδ ber Q3orauöfe|jung 
wiberfpriφt. 2)e0h<üb ftnb bie Einie CD unb bie ©bene E 
parallel.

§. 17. Eehrfafj.
@inb jwti ©benen parallel, fo ift jebe Einie, welφe in 

ber einen ©bene liegt, parallel mit ber anberen ©bene.
^Beweis. ®enn fφnitte eine folφe Einie bie anbere 

©bene, fo würben ftφ bie ©benen fφneiben.
§. 18. Eebrfä^e.

1) 3ft eine gerabe Einie parallel mit einer ©bene, unb 
wirb burφ bie Einie eine ©bene gelegt, welφe bie erfte ©bene 
fφneibet, fo ift bie Φurφfφnitt3linie beiber ©benen parallel 
mit ber juerft gebaφten Einie.
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§. 19. ¾on ben gerαben Einten unb bett Sbenen 5

23en>eU. 9Jfαn benfe eine Sbene E, unb eine gerabe 
Sinie AB, parallel mit biefer Sbene. 2)urφ bie Sinie AB 
werbe eine (Sbene F gelegt, welche bie (Sbene E fφneibet. 2)ie
2)urφfφnitt3linie  ber Sbenen E unb F fei CD. 2)ie Sinien 
AB unb CD ftnb, ber Behauptung gemäß, parallel. — ®ie 
2inien AB unb CD befinben ftφ ⅛unaφft in einer Sbene, 
nämlich in F; fte fönnen bafjer nur ftφ fφneiben, ober pa*  
rallel fein. Sßollte man annehmen, baß bie Sinien ftφ fφnit*  
ten, fo müßte bie £inie AB auφ bie ©bene E fφneiben, in 
welφer CD liegt. Unb ba bieö ber Boraιιβfeβιιng wiber*  
fpriφt, fo ftnb bie Linien parallel.

2) <Bφneibet eine gerabe Sinie eine Sbene, unb wirb burφ 
bie Sinie eine Sbene gelegt, fo fφneibet fie jene Sbene, unb bie 
lDurφfφnitt0linie fφneibet jene Sinie in φrem Φurφfφnittδ*  
punfte mit ber erfteren Sbene.

Beweis. ⅛Ran benfe eine (Sbene E, unb eine gerabe 
Vinie AB, welche bie (Sbene E fφneir>et. 2)er S)urφfφnittδ*  
punft fei B. 5)urφ bie £inte AB werbe eine (Sbene F gelegt. 
SS wirb behauptet, bie (Sbene F fφneibe bie (Sbene E in einer 
8inie NQ, welφe burφ B gebt. — S)ie (Sbene E enthält ben 
^unft B, weil fte von ber Sinie AB in il>nr gefφnitten wirb; 
bie (Sbene F enthält ben *βunft  B, weil fte burφ AB geht. 
Beibe (Sbenen haben alfo ben φunft B gemein, folglich fφnei*  
ben fte ftφ, unb ift B ein φunft ihrer ΦurφfφnittSlinie 
NQ. AB unb NQ ha^en nlln beπ φunft B gemein, unb 
fönnen niφt jufammenfallen, weil fonft, gegen bie Einnahme, 
AB in E ftφ befinben müßte, mithin fφneiben ftφ biefe Linien. 

§. 19. 2ehrfa⅛.
Sinb jwei Linien parallel, unb tft bie eine parallel mit 

einer (Sbene, fo ift auch bie anbere mit ber (Sbene parallel, 
ober fte liegt in ber (Sbene.

Beweis. SRan nehme jwei parallele Sinien AB unb 
CD an, unb eine (Sbene E. Φie ßinie AB fei mit ber Sbene 
E parallel. SS wirb behauptet, bie anbere Sinie CD fei ent*  
Weber parallel mit ber Sbene E, ober liege in berfelben. — 
2)urφ bie beiben parallelen Stnien werbe eine Sbene F gelegt. 
®iefe ift entweber parallel mit ber Sbene E, ober fte fφneibet bie*  
felbe in einer Sinie NQ, we(φe nach bem vorigen Paragraph 
parallel mit AB ift. 3ft bie Sbene F parallel mit ber Sbene E, 
fo ift auφ bie in ber Sbene F befinbliφe Sinie CD mit ber 
Sbene E parallel nach §. 17. «Schneiten ftch bie Sbenen F 
unb E, fo ftnb bie Linien CD unb NQ parallel mit AB, alfo 
entweber felbfl parallel (3φeil 1∙ §• 16λ πn^ fertnn CD 
parallel mit E naφ §. 16, ober eS fällt CD mit NQ μιfanι*  
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6 (5rfte0 Kapitel. §. 20-23.

men unb befinbet ftφ bann in ber ©bene E. 2)arin liegt 
ber Saß.

§. 20. Seprfaß.
Sinb 3iυet Linien parallel, unb fφπeibet bie eine von ipnen 

eine ©bene, fo wirb biefe ©bene auφ von ber anberen Sütie 
gefφnitten.

53 e w e i S. 2Bollte man annepmen, bie anbere Sinie wäre 
mit ber ©bene parallel, fo müßte, naφ bem vorigen φaragrapp, 
bie erfte Sinie mit ber ©bene parallel fein, ober in berfelben 
liegen; wollte man annepmen, bie anbere Sinie läge in ber 
©bene, fo müßte naφ §. 15 2) auφ bie erfte ftφ in ber 
©bene beftnben. 53eibeS wiberfpriφt ber S3orauSfeβung, beS- 
palb tritt ber ®aß ein.

§. 21. Seprfaß.
Sft jebe von zweien ftφ fφneibenben Linien parallel mit einer 

©bene, fo ift bie ©bene ber Sinien parallel mit biefer ©bene.
53e weis. SDfan nepme eine ©bene E an, unb jwei fiep 

fφneibenbe Sinien AB unb CD, von welcpen jebe mit ber 
©bene E parallel ift. 2)urφ bie ftφ fφneibenben hinten AB 
unb CD werbe eine ©bene F gelegt. iLiefe ift parallel mit 
ber ©bene E. — 2)enn wollte man annepmen, bie betben 
©benen E unb F fφnitten fiep, fo müßte nacp §. 18 bie 2)urφ- 
fφnittSlinie biefer ©benen parallel fein mit jeher von ben ftep 
fepneibenben Sinien AB unb CD. 2)a bieö niφt niöglicp ift, 
erpellet ber Saß.

§. 22. Seprfaß.
5Berben jwei parallele ©benen von einer britten ©bene 

gefφnitten, fo finb bie ΦurφfφnittSlinien parallel.
53 e weis. 2)ie S)urφfφnittSlinien beftnben fiep in einer 

©bene, nämlicp in ber britten. Sie fonnen bqper nur parallel 
fein ober fiφ fφneiben. Sφnitten fte ftep aber, fo müßten 
bie beiben erften ©benen ben ΦurφfφnittSpunft gemeinfφaft- 
liφ paben, fiep alfo fφneiben, welφeS gegen bie Voraus- 
feßung ift. DeSpalb ftnb bie 2)urφfφnittSlinien parallel.

§.23. 2eprfaβ.
Sφneiben ftφ brei ©benen, fo baß jebe bie beiben an- 

bereu fφneibet, fo ergeben fiφ brei S)urφfφnittSlinien. S)iefe 
2)urφfφnittSlinien fallen entweber alle brei in einanber, ober 
fte fepneiben ftφ alle brei in bemfelben fBunft, ober fte finb 
alle brei mit einanber parallel, b. p. eS ift jebe parallel mit 
jeher von ben beiben anberen.

53eweis. 2)ie brei ©benen feien A, B, C. ®ie Sinie, 
in welcher fiφ bie ©benen A unb B fφneiben, fei AB, bie 
2inie, in welφer fιφ bie ©benen B unb C fφneiben, fei BC, 
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§. 24. $on ben gerαben Sinten unb ben Ebenen. 7

bie ΦurφfφnittSlinie her Ebenen A unb C fei AC. — s)Jlαn 
betrachte zuvörberft gvυei von ben ΦurφfφnittSlinien, etwa AB 
unb AC. Sie liegen in einer (Sbene, namliφ in A, unb fön- 
nen beöfjalb nur entweber in einanber fallen, ober ftφ fφneU 
ben, ober parallel fein, ©er Saß wirb baßer erwiefen, wenn 
man bartßut, baß im erften galt alle brei ΦurφfφnittSlinien in 
einanber fallen, im zweiten ftφ alle brei in bemfelben φunfte 
fφneiben, im brüten alle brei parallel ftnb.

(Sö mögen erftenS bie beiben ΦurφfφnittSlinien AB unb 
AC in einanber liegen, ©ie Sinie AB beftnbet fiφ in ber 
(Sbene B, -bie Sinie AC in ber (Sbene C. ©ie Sinie, in wel*  
φer bie beiben ΦurφfφnittSlinien AB unb AC zufammenge- 
fallen ftnb, beftnbet ftcß alfo gleichzeitig in ber (Sbene B unb 
in ber (Sbene C. Sie ift baßer bie ΦurφfφnittSlinie ber (Sbe*  
nen B unb C. Sonaφ liegen alle brei ΦurφfφnittSlinien in 
einanber. (sKan erinnere fiφ baran, baß eine gerabe Sinie, 
welφe zwei ftφ fφneibenbe Ebenen gemeinfφaftliφ fjaben, 
notßwenbig bereu ΦurφfφnittSlinie ift.)

(SS mögen zweitens bie beiben 2)urφfφnittSlinien AB 
unb AC fiφ fφneiben in bem φunfte N. ©er ⅛>unft N liegt 
fowoßl in ber Sinie AB als in ber Sinie AC. ©ie 2inie AB 
liegt in ber (Sbene B, bie Sinie AC in ber ©bene C. ©er 
Quillt N beftnbet ftcß bemnaφ gleiφzeitig in ber (Sbene B 
unb in ber ©bene C. ©ann ift er aber ein φunft ber Φurφ≈ 
fφnittSlinie ber Ebenen B unb C. ©ie ©urcßfcßnittSlinie BC 
fann niφt mit einer ber anberen ΦurφfφnittSlinien zufammen- 
fallen, weil fonft alle brei zufammenßelen, alfo bie beiben an­
bereit fiφ niφt fφneiben würben. ©S fφneiben ftφ baßer 
alle brei ΦurφfφnittSlinien in bemfelben fünfte N.

(Snbliφ mögen bie beiben ΦurφfφnittSlinien AB unb 
AC parallel fein. Sßollte man anneßmen, bie britte Φurφ- 
fφnittSlinieBC fiele mit einer ber beiben anberen ΦurφfφnittS-- 
linien jufammen, fo müßten, naφ bem 23iSβerigen, alle brei 
ΦurφfφnittSlinien jufammenfallen; unb wollte man anneß­
men, bie britte ΦurφfφnittSlinie fφnitte eine ber beiben anbe­
ren, fo müßten alle brei ftφ in bemfelben φunfte fcßneiben. 
ißeibeö wäre gegen bie SßorauSfeßung, baßer fann bie britte 
S)urφfφnittslinie (welφe mit jeher von ben beiben anberen in 
einer ©bene liegt) nur mit jeber von ben beiben anberen 
Φurφfφnittsiinien parallel fein.

©amit ift ber Saß bewiefen.
§.24. 2 eß r faß.

Sinb z*vei  gerabe Linien parallel mit einer britten gera*  
ben £inie, fo ftnb jene Linien parallel.
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8 Qrrfieö Kapitel. §. 25.

Seme iS. (Sine gerate Sinte AB fei parallel mit einer 
geraten Sinie PQ, eine gerate Sinie CD fei ebenfalls parallel 
mit ter geraten £inie PQ. (SS mirt behauptet, tie geraten 
Linien AB unt CD feien parallel. — Surφ AB unt PQ tenfe 
man eine δbene E, turφ CD unt PQ eine ßbene F, burφ 
AB unt einen Punft N ter ßinie CD eine ßbene G. Sie 
SurφfφnittSlinie ter Ebenen F unt G fei NV. Sie (Ebenen 
E, F, G fφneiten ftφ in ten Linien AB, PQ unt NV. Sie 
Sinien AB unt PQ fint parallel, folgliφ ift naφ tem vorigen 
Paragraphen NV parallel mit PQ unt parallel mit AB. 9iun 
fällt aber CD mit NV jufammen, tenn beite Sinien fint pa­
rallel mit PQ unt paben ten Punft N gemein, unt ta NV 
mit AB parallel ift, fo ift auφ CD parallel mit AB.

§. 25. Seprfa⅛.
Sint jmei fιφ fφneitenbe Linien einzeln parallel mit 

jmeien anteren fiφ fφneitenten Linien, fo fint tie 2δinfel, 
melφe tie erfteren bitten, gleiφ ten 5fβinfeln, me(φe tie un­
teren biloen; unt tie Ebenen ter ftφ fφneitenten fanien fint 
parallel.

Semeis. ‰n tenfe ^mei ftφ fφneitente Linien AB 
unt AC, unt jrnei untere fiφ fφneitente Linien A'B' unt 
A'C'; unt eS fei AB parallel mit A'B', AC parallel mit 
A'C'. @S mirt behauptet, tie 2Binfel, melφe tie unenbliφen 
geraten Linien AB unt AC bitten, feien gleiφ ten S33infeln, 
melφe von ten unentliφen geraten Linien A'B' unt A'C' ge­
faltet merten. — Sie Sφenfel AB unt A'B' tenfe man 
gleiφ geriφtet, eben fo tie <≡φenfel AC unt A'C', unt 
ift nur ju geigen, tafi tie Sßinfel BAC unt B'A'C' einanter 
gleiφ fint. 9J?an nehme A'B' g(eiφ AB, A'C' gleiφ AC 
unt tenfe tie Linien AA', BB', CC'. SaS ⅛Bierecf ABB'A' 
ift ein Parallelogramm, tenn tie gegenüberftepenben «Seiten 
AB unt A'B' ftnb parallel unt gleiφ. SaS 23ierecf ACC'A' 
ift ebenfalls ein Parallelogramm, meil tie «Seiten AC unt A'C' 
parallel unt gleiφ ftnt. SeSpalb ift BB' g(eiφ ΛA', unt 
CC' gleiφ AÄ', alfo BB' gleiφ CC'; ferner ift BB' fomopl 
als CC' parallel mit AA', folg(iφ BB' parallel CC'. 3)?an 
tenfe noφ tie Linien BC unt B'C'. Saburφ entftept taS 
23iererf BCC'B', unt tieS ift ein Parallelogramm, meil tie 
gegenüberftepenben «Seiten BB' unt CC' parallel unt gleiφ 
fint. Sie Linien BC unt B'C' fint gleiφ als gegenüberfte*  
pente Seiten teS lebten Parallelogramms. Sie Sreierfe ABC 
itnt A'B'C' haben nun tie tret «Seiten begiepliφ gleich, fint 
alfo congruent, unt beSpalb entliφ ift ter 2δinfeIBAC gleiφ 
tem Sßinfel B'A'C', Safi tie Ebenen ter fiφ fφneitenten 
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§. 26—28. Son ben geraten 2tnien unb ben Ebenen. 9

Linien parallel ftnb, erhellet auβ §.21, wenn man junaφfi 
t>urφ bie einen her fiφ fφneibenben Linien eine (Sbene benft.

§. 26.
Sinb baf)er bie <≡d>enfel ⅞weier 20infe( bejiehliφ parallel, 

fo finb entweber bie 20infel gleiφ, ober ihre Summe maφt 
einen geftreeften SÖinfel auS.

§. 27.
1) 9Jlan benfe jwei winbfφiefe Linien AB unb CD. $n 

ber einen AB nehme man jwei φunfte N unb N' beliebig an, 
unb benfe burφ fte jwei Linien NQ unb N'Q' parallel mit ber 
anberen CD. 2)ie Sinien NQ unb N'Q' bilben gleiφe 5Binfel 
mit AB.

2) enn NQ unb N'Q' ftnb parallel naφ §. 24.
2) s∑ffan benfe jwei winbfφiefe hinten AB unb CD. $n 

ber einen AB nehme man einen φunft N beliebig, unb benfe 
burφ ihn eilte Sinie NQ parallel mit CD; in ber anberen CD 
nehme man einen φunft S beliebig, unb benfe burφ ihn eine 
Sinie SV parallel mit AB. S)er 20infel, Welφeπ NQ mit AB 
bilbet, ift gleiφ bem Sßinfel, welchen SV bilbet mit CD.

2) enn bie Sφenfel ber Sßinfel ftnb parallel.
3) 9J?an benfe jwei winbfφiefe Sinien AB unb CD. 

2)urφ einen beliebigen, φunft A' ber ßinie CD benfe man 
eine Sinie A'B' parallel ju AB. 33on bem SÖinfel, welchen 
A'B' unb CD bilben, fagt man, er werbe-von ben winb? 
fφiefen Linien gebilbet.

3wei winbfφiefe 2inien flehen normal auf einanber, wenn 
fte einen rechten äßinfel bilben, u. bgl. m.

2δegen 1) unb 2) geht für jwei winbfφiefe Sinien fietβ 
berfelbe Sßinfel herbor, gleichviel in welcher ber beiben Linien, 
unb wo in ihr, man ben φunft annimmt, burφ Welchen man 
bie parallele jur anberen benft.

4) Sinb jwei Linien AB unb A'B' parallel unb babei 
winbfφief ju einer Sinie PQ, fo bilben fte gleiche Söinfel mit 
berfelben. (9liφt umgefehrt).

2)enn eine £inie A"B", welφe PQ fφneibet unb parallel 
ift mit AB, ift aιtφ parallel mit A'B', unb liefert ben 2öin- 
fel, welφen AB mit PQ bilbet, unb ⅛ugleiφ ben ⅛wifφen A'B' 
unb PQ.

5) Steht baher eine gerabe Sinie normal auf ber einen 
von jwei parallelen Linien, fo fleht fie duφ auf ber anberen 
normal.

§.28. S e h r f ap.
(≡φneibet eine gerabe 2inie eine (Sbene, unb fleht fte nor*  

mal auf jweien geraben Vinien, welφe in ber (Sbene liegen 
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10 (Srfleö Kapitel. §. 29.

unb ftd) fφneiben, fo fteht fie normal auf jeher geraten Sinie 
in her ©bene.

33ewei3. Pfau benfe eine ©bene E unb eine gerate 
Sinie AB, welφe bie ©bene fφneibet. 2)er 5)urchfφnitteG 
punft fei B. Plan teufe ferner irgenb wo in ter ©bene jWei 
gerate Linien C'D' unb G'H', welφe fiφ fφneiben, unb nehme 
an, tie Sinie AB ftelje normal auf jeher von tiefen Sinien. 
S)ann foll AB normal fielen auf jeher beliebigen geraten £inie 
N'Q', welφe ficb in ter ©bene beftnbei. — 3ft N'Q' paral­
lel mit her einen von ben Sinien C'D' unb G'H', fo erhellet 
ohne 2Beitere5 aus hem vorigen Paragraphen, bafj AB normal 
fteht auf N'Q'. 2) er Sa$ ift baher nur für ben gall ju er- 
weifen, bafj bie Sinie N'Q' jebe her Linien C'D' unb G'H' 
fφneibet.

2)urφ Punft B ßig. 1., in welφem bie Sinie AB 
unb bie ©bene E fiφ fφneiben, benfe man eine ,2inie CD pa*  
rallel mit C'D', eine 2inie GH parallel mit G'H', unb eine 
Sinie NQ parallel mit N'Q'. ‰φ bem vorigen Paragraphen 
fteht AB normal auf CD unb normal auf GH.

Plan nehme BC gleiφ BD, BG gleiφ BH, unb jiehe 
CG unb DH biö ju ben 2)urφfφnittδρunften N unb Q mit 
her Sinie NQ. 2)ie Sinien CG unb DH ftnb parallel, fφneU 
bet alfo bie eine von ihnen bie 2inie NQ, fo φut eS auφ bie 
anbere. fielen fie parallel auö mit NQ, fo würbe man ftatt 
ihrer bie Sinien CH unb DG benfen. 52lu0 her Proportiona­
lität erhellet nun fogleiφ, bafj

BN=bq 
ift, CG gleiφ DH, unb CN gleiφ DQ.

8luö bem beliebigen Punfte A her Sinie AB jiehe man bie 
Linien AC, AG, AN, AQ, AH, AD. 2)a AB normal auf 
CD, unb BC gleiφ BD ift, fo ift AC gleiφ AD, eben fo 
AG gleiφ AH. 2)a ferner CG gleiφ ift DH, fo ftnb bie 
2)reiecfe ACG unb ADH congruent, unb beöfjalb bie 2δinfel 
ACN unb ADQ einanber gleiφ. 20egen her Θleiφheit tiefer 
ÜÖinfel unb her Θleiφheit her (Seiten AC unb AD, unb CN 
unb DQ, ftnb weiter bie 2)reierfe ACN unb ADQ congruent, 
unb baraub folgt

AN=AQ.
2)ie 2)reierfe ABN unb ABQ h<tben bemnaφ bie brei 

(Seiten bejieh∣iφ gleiφ. Weithin fteht AB normal auf NQ, 
alfo auφ normal auf her barnit parallelen Sinie N'Q'.

§. 29.
(Sφneibet eine gerabe £inie eine ©bene, unb fteht fte habet 

normal auf einer jeben geraben Sinie, welφe in her ©bene 
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§. 30—32. 2?on ben geraten Stnien unb beit Ebenen. 11

liegt, fo fagt man, bie Stnte ftef)e normal auf ber 
©bene, auφ bie ©bene ft ehe normal auf ber Sinie.

SÖirb bιιrφ einen fßunft, welcher in einer ©bene ftφ be*  
finbet, eine gerabe Sinie gebaφt, welφe auf ber ©bene normal 
fte!)t, fo fagt man, eö werbe auf ber (Sbene in jenem φunft 
eine Normale erriφtet. 2J3irt> burφ einen φuntt, Welφer 
außerhalb einer (Sbene liegt, eine gerabe Sinie gebaφt, Welφe 
auf ber (Sbene normal fleht, fo fagt man, eö werbe non bem 
fünfte auö eine Normale auf bie (Sbene gefällt.

<Sφneibet eine gerabe Sinie eine (Sbene, ohne auf berfelben 
normal ju fielen, fo fagt man, bie gerabe Sinte unb bie (Sbene 
flehen fφief auf einanber.

§.30. Sefjrfap.
Sille Normalen, welφe in bemfelben φunft einer ©bene 

erriφtet werben, fallen in einanber.
S3eweU. 9J?an ftelle fiφ eine ©bene E vor, in berfel*  

ben einen fßunft A, burφ ben $unft A eine gerabe Sinie AB, 
we(φe normal fleht auf ber ©bene E, unb eine gerabe Sinie 
AC, welφe ebenfalls normal fielet auf ber ©bene E. ©b wirb 
behauptet, bie beiben Linien AB unb AC fallen in einanber.— 
W?an lege eine ©bene F burφ bie beiben geraben Sinien AB 
unb AC. Die Stute, in w>elφer bie ©bene F bie ©bene E 
fφneibet, fei AD. Sn ber ©bene F beftnben fiφ je⅛t bie 
Sinien AD, AC, AB, unb bie beiben letzteren flehen in bem 
φunft A normal auf ber erfteren Sinie AD, beeφalb fallen bie 
Sinien AB unb AC in einanber.

§. 31. Seljrfafc.
Sille Normalen, welφe von bemfelben fünfte auf eine 

©bene gefällt werben, fallen in einanber.
S3eweib. W?an ftelle fiφ eine ©bene E vor, außerhalb 

berfelben einen φunft A, von bem φunfte A auö eine gerabe 
Sinie AB, welφe normal fleht uuf ber ©bene E, unb eine ge- 
rabe Sinie AC, welφe ebenfalls normal fleht auf ber ©bene 
E. Der Behauptung gemäß fallen bie Sinien AB unb AC in 
einanber. — 2δollte man annehmen, bie beiben Normalen AB 
unb AC fielen niφt in einanber, fo würbe in ber ©bene E 
bie Sinie BC gezogen werben tonnen, unb baburφ ein Dreier! 
ABC entfielen, welφeδ fowofyl bei B alö bei C einen reφten 
2δinfel hätte. Da bieö unmöglich ift, fallen bie Normalen 
AB unb AC jufammen.

§. 32. S e h rf ap.
Unter allen geraben Sinien, welφe von einem fünfte au≈= 

jjerhalb einer ©bene naφ biefer ©bene hin gezogen werben 
tonnen, ift bie Normale bie türjefte.
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12 ©rfleö Äapüet. §. 33—35.

SeWetö. 9J?an nehme eine©bene E an, außerhalb ber-- 
felben einen $unft A, fälle von bem φunft A eine ‰rmale 
AB auf bie ©bene, unb jielje von A auö eine jweitc gerabe 
Sinie AC naφ ber ©bene l)in, welφe niφt auf ber ©bene E 
normal ftef>t. ©ö wirb bef>aιιptetz bie Normale AB fei fürder 
alö bie anbere Sinie AC. — S)enn jief>t man in ber ©bene E 
bie gerabe Sinie BC, fo entfielt ein reφhx>infligeβ Φreiecf ABC, 
in iυelφem bie ^)9p0tenufe AC größer ift alö bie Äathete AB. 

§. 33.
2)ie  ©ntfernung eine3 φunfte^ von einer ©bene ift bie 

Normale von bem fünfte auf bie ©bene gefällt, fo weit fte 
3wifφen biefem fünfte unb ber ©bene ftφ beßnbet.

§. 34.
1) Sille Normalen, welφe man von einem fünfte außer*  

halb einer geraben Sinie auf biefelbe fällt, fallen in einanber.
2) Sn bemfelben $unft einer geraben Sinie fönnen un*  

enbliφ viele Normalen auf ber geraben Sinie erriφtet werben, 
von welφen jebe eine anbere Sage hat.

£enn man fann burφ bie Sinie unenbliφ viele ©benen 
legen, von We(φen febe eine anbere Sage bat, unb in feber von 
biefen ©benen fann in jenem φunft eine Normale auf ber 
Sinie erriφtet werben.

§.35. Sef)rfa^.
Sille geraben Sinien, welφe in bemfelben ¾5unft auf einer 

geraben Sinie normal fietjenb gebaφt werben fönnen, liegen in 
einer ©bene, unb biefe ftebt normal auf ber geraben Sinie.

Seweiö. 30?an ftetle ftφ eine gerabe Sinie AB vor, 
unb erriφte in bem beliebigen fünfte B berfelben in verfφie*  
benen 9tiφtungen bie Normalen BN, BQ, BV, u. f. w. ©ö 
wirb behauptet, alle biefe ‰rmalen befinben ftφ in einer 
©bene, welφe auf ber Sinie AB normal ftebt. — Φeιι <Sat; 
ju erweifen benfe man juvörberft burφ $wei von ben ‰rma*  
len, etwa BN unb BQ, eine ©bene E, unb φue bar, baß alle 
übrigen Normalen von biefer ©bene aufgenommen werben. — 
Φie ©bene E ftebt normal auf ber Sinie AB, weil bie Sinie 
AB normal ftebt auf ben beiben in E liegenben geraben Sinien 
BN unb BQ. S)aß bie Normale BV ftφ in ber ©bene E 
befinbet, erhellet folgenbermaßen: sKan ftette fiφ eine ©bene 
F vor, welφe burφ bie Sinie AB unb burφ bie Normale BV 
gebt. 5)ie ©bene F fφneibet bie ©bene E. S)ie 2)urφfφnittβ*  
Knie fei BX. 2)ie Sinie BX liegt in ber ©bene E; uitb ba 
AB auf E normal ftebt, bilbet BX mit AB einen reφten 
Sßinfel. Sn ber ©bene F fjat man bie Sinien AB, BV, BX. 
Φie Sinien BV unb BX fteben in bemfelben φunfte normal 
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§. 36—38. 53on ben flerαben Sintert unb ben Ebenen. 13

auf her Sinie AB, baßer liegen bie Linien BV unb BX in 
einanber. Unb weil ftφ BX in ber (Sbene E beßnbet, liegt 
auφ BV in ber Sbene E. $n berfelben 3fBeife läßt ftφ jei≡ 
gen, baß febe ber übrigen Normalen in ber Sbene E liegt, 
welφe, wie fφon oben bemertt worben, normal fteßt auf ber 
Sinie AB.

§. 36. 8et)rfaß.
Sille Sbenen, welφe in bemfelben fünfte auf einer ge~ 

raben Sinie normal fteßen, fallen in einanber.
SeWeiS. 3Ran ftelle ftφ eine gerabe Sinie AB vor, 

burφ ben beliebigen φunft B berfelben eine (Sbene E, welφe 
auf ber 2inie AB normal fteßt, unb burφ benfelben sφιιnft B 
eine jweite ©bene F, welφe ebenfalls auf ber Sinie AB nor*  
mal ift. S)er 53eβauptung gemäß fallen bie Sbenen E unb F 
in einanber. — Son bem fünfte B aus jieße man in ber 
Sbene E jwei gerabe Linien, BN unb BQ, unb in ber Sbene 
F ebenfalls jwei gerabe Linien BV unb BS. 2)ie gerabe Sinie 
AB fteßt auf jeber von ben vier hinten BN, BQ, BV unb 
BS normal. 2)aβer befinben ftφ biefe Sinien in einer (Sbene. 
SRit biefer (Sbene ßat bie Sbene E bie Sinie BN unb BQ 
gemeinfφaft(iφ, bie Sbene F bie Linien BV unb BS. 2)ie 
Sbenen E unb F fallen alfo mit jener Sbene jufammen. Unb 
barauS erßellet ber <5afc.

§. 37. Sel>rfaφ.
∈5teβen jwei Sbenen in verfcbiebenen fünften normal auf 

einer geraben Vinie, fo finb bie Sbenen parallel.
beweis. 9Ran beute eine gerabe Vinie AB, burφ einen 

φunft A berfelben eine Sbene E, welφe normal fteßt auf ber 
£inie, unb burφ einen anberen φunft B ber Sinie AB eine 
jweite Sbene F, welφe ebenfalls auf AB normal fteßt. ®ie 
Sbenen E unb F fnb ber s-8eβauptung gemäß parallel. — 
®enn Wollte man anneßmen, bie Sbenen fφnitten ftφ, fo 
tonnte man in ißrer S)urφfφnittSlinie einen φunft X anneß*  
men, unb wenn man bie Linien AX unb BX jöge, würbe 
ein Φreietf ABX entfteßen, welφeS fowoßl bei A als bei B 
einen reφten Sßinfel ßätte. Φa bieS niφt mogliφ ift, tonnen 
bie Sbenen ftφ niφt fφneiben, fonbern finb parallel.

§. 38. Seßrfaß.
<Sφneibet eine gerabe Sinie jwei parallele Sbenen unb 

fteßt fie normal auf ber einen biefer Sbenen, fo fteßt fie auφ 
normal auf ber anberen.

S e w e i s. 9J?an ftelle ftcb jWei parallele Sbenen E unb 
F vor, unb eine gerabe Sinie AB, we(φe bie Sbenen fφnei*  
bet. ®ie Stnie AB fteße normal auf ber Sbene E, es wirb 
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14 @rßeö Kapitel. §. 39—41.

behauptet, fie flehe auφ normal auf her ©bene F. — ‰ 
benfe irgenb eine ©bene, ιvelφe bie parallelen ©benen fφnei- 
bet. ©0 entfielen parallele 2)urφfφnitt0linien. 2)ie £inte AB 
ftel)t normal auf ber S)urφfφnitt0linie in E, mithin auφ nor-- 
mal auf ber in F. 2)urφ eine jtveite ©bene fann man eine 
jιυeite 3)urφfφnitt01inie in F erhalten, ιvelφe bie erftere fφnei- 
bet unb auf ber AB normal fleht. Φann ift aber AB nor­
mal auf F.

§. 39. Sehrfap.
<5inb ⅛ιυei Sinien parallel unb fleht bie eine von ihnen 

auf einer (Sbene normal, fo ift auch bie anbere normal auf 
biefer ©bene.

Beiveiö. 2)enn ba bie eine auf allen Linien in ber 
©bene normal fteht, fo fleht auφ bie anbere auf allen Linien 
in ber ©bene normal nach §. 27.

§. 40. Sehrfap.
Stehen jivei Linien normal auf einer ©bene, fo finb fie 

parallel.
Beiveiö. Nian benfe eine ©bene E unb jivei hinten 

AB unb CD, ιvelφe auf ber ©bene E normal flehen. Φer 
Behauptung gemäß finb bie Linien AB unb CD parallel. — 
2)urφ irgenb einen Punft A ber einen 2inie AB benfe man 
eine Sinie AB' parallel mit CD. Naφ bem vorigen Para­
graphen fleht AB' normal auf ber ©bene. ©ö fällt alfo AB 
mit AB' jufammen, unb ba AB' parallel mit CD ift, fo ifl 
aιtφ AB mit CD parallel.

§. 41. £ehrfä£e,
1) Sft eine gerabe 2inie parallel mit einer ©bene, fo ift 

bie Sinie überall g(eiφ iveit von ber ©bene entfernt.
Beiveiö. sJNan nehme eine ©bene E an unb eine ge­

rabe Sinie AB, melφe mit ber ©bene parallel ift. 2)er Be­
hauptung gemäß finb alle punfte berSinieAB gleiφ iveit von 
ber ©bene E entfernt. — 2luδ jiveien beliebigen Punften A 
unb B ber Sinie fälle man Normalen AC unb BD auf bie 
©bene E, unb jiehe in ber ©bene E bie Sinie CD. £>ie Nor­
malen AC unb BD ftnb parallel, bie Sinien CD unb AB 
gleiφfatlδ, naφ §. 18. S)aö Bierecf ABDC ift fonaφ ein 
Parallelogramm, unb b^hfllb finb bie Linien AC unb BD ein? 
anber gleiφ. S)er punft B ber £infe AB ftel)t alfo von ber 
©bene E fo iveit entfernt, alö ber Punft A. ©ben fo fann 
gezeigt iverben, baß jeber anbere Punft ber Sinie AB eben fo 
weit von ber ©bene E entfernt ift, al£ ber punft A. ©0 be*  
ftnben fiφ be0h∏lb alle Punfte ber Vinie AB in gleichen ©nt*  
fernungen von ber ©bene E.
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§. 42. 23on bcιt gerαben hinten unb ben Ebenen. 15

2) ©inb jwei Punfte einer geraten Sinie gleiφ weit von 
einer ©bene entfernt, fo ift bie Sinie mit ter (Sbene parallel.

33eweiβ. 2)ie ©bene fei E, bie gerate Sinie AB, unb 
bie beiben punfte A unb B her Sinie mögen gleiφ weit von 
her ©bene E entfernt fein. — 9J?an fälle auö ben punften A 
unb B bie Normalen AC unb BD auf bie ©bene E, unb 
giefje CD. 2)ie Normalen ftnb her 53orauβfeβung gemäß ein*  
anber gleiφ unb naφ §. 40 parallel. X>aδ 93ierecf ABDC 
ift bafyer ein Parallelogramm, alfo bie Sinie AB parallel mit 
her Sinte CD in her ©bene E, unb bann auφ parallel mit 
her (Sbene felbft.

3) Sinh $wei Ebenen parallel, fo ftnb fie überall g(eiφ 
Weit von einanber entfernt.

53 eweiö. Φie parallelen ©benen feien E unb F. $n 
her einen, etwa E, nefyme man jwei Punfte A unb B an, unb 
aiefje burφ fie eine gerate 2inie. Φiefe Sinie ift parallel mit 
her anberen ©bene F, baljer, naφ 1), her punft B her ©bene 
E eben fo weit von her ©bene F entfernt als her Punft A. 
©ben fo folgt, baß feber anbere punft her ©bene E mit bem 
Punfte A in gleiφer ©ntfernung von F ftefjt, unb bann ftnb 
alle Punfte her ©bene E gleiφ weit von F entfernt.

4) ©inb brei Punfte einer ©bene, welφe niφt in einer 
geraten Sinte liegen, von einer anberen ©bene gleiφ weit ent­
fernt, fo ftnb bie ©benen parallel.

53eweiö. T>enn ftnb A, B, C bie brei Punfte in her 
einen ©bene, fo ftnb bie Sinien AB unb AC mit her anberen 
©bene parallel, naφ 2), unb bann ift bie ©bene ABC parallel 
mit her anberen ©bene, naφ §.21.

§. 42. Seljrfäße.
1) 3ft eine gerabe £inte parallel mit her einen Von jwei 

parallelen ©benen, fo ift fie eβ auφ mit her anberen (wenn 
fte niφt in tiefer liegt.)

Pew eie*.  2)enn bie 2inie ift von her erften ©bene 
überall gletφ weit entfernt, unb ba bie ©benen felbft überall 
gleiφ weit abftefyen, fo ift bie 2inie auφ von her anberen 
©bene gleiφ weit entfernt, unb beöfjalb mit iljr parallel.

2) <Sφneibet eine gerabe Sinie bie eine von jwei paralle*  
len ©benen, fo fφneibet fte auφ bie anbere.

53eweie. S)enn wäre bie Sinie mit her anberen paral*  
lei, fo müßte fie eö auφ mit her erften fein, naφ 1), unb 
wollte man anneljmen, bie 2inie läge in her anberen ©bene, 
fo wäre fte ebenfalls parallel mit her erften, welφe6 her ‰= 
auSfeßung wiberfpriφt.
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3) 3ft eine (Sbene parallel mit her einen von jwei paral­
lelen ©benen, fo ift fte eö auφ mit Per anPeren.

93eivei3. 2)ie ©bene ift von Per erfteren Per parallelen 
©benen überall gleiφ weit entfernt, Pie parallelen ©benen 
ftnb felbft überall gleiφ weit entfernt, Paper ift Pie ©bene aιtφ 
von Per anPeren Per parallelen ©benen überall g(eiφ weit ent*  
fernt, PeSpalb mit ipr parallel.

4) Sφneibet eine ©bene Pie eine von $wei parallelen 
©benen, fo fφneibet fie auφ Pie anPere.

93eWeiδ. S)enn Wäre fie mit Per anPeren parallel, ober 
fiele fie mit Per anPeren jufammen, fo müpte fie mit Per erften 
parallel fein, welches Per 93oraubfehung wiberfpriφt.

5) Sinb awei ©benen parallel mit einer brüten ©bene, 
fo ftnP fie felbft parallel.

93eWeiß, ⅛olgt leiφt aub 3).
§. 43.

©ine geraPe 2inie AB fφneibe eine ©bene E in bem 
fünfte B unb ftepe fφief auf Perfelben. 93on Pern beliebigen 
φunfte A Per Sinie werbe eine Normale auf Pie ©bene E ge*  
fällt; Per 5)urφfφnittSpunft Per Normale unP Per ©bene fei 
C. sDian Penfe Pie geraPe Sinie BC; Piefe foll Pie φrojec*  
t i o n Per geraPen Sinie AB auf Per ©bene E genannt werben.

' §. 44.
Φer 9Binfel, welφen eine geraPe ßinie mit ihrer φrojec*  

tion auf einer ©bene bilbet, heifit Per 9? eigung Swint el Per 
geraben Sinie gegen Pie ©bene, fφleφφin Per 2δinfcl, welφen 
Pie geraPe Sinie unb Pie ©bene mit einanber bilben.

§. 45. 2eprfa⅛.
<Sφneibet eine geraPe Sinie eine ©bene, unb fiept fte fφief 

auf berfelbett, fo ift Per 9Binfel, welφen fte mit ihrer φrojec*  
tion auf Per ©bene bilbet, Heiner als ber 9Binfel, welφen fie 
mit irgenb einer anberen Sinie bilbet, bie in ber ©bene liegt 
unb burφ Pen 2)urφfφnittSpunft ber Sinie unb ber ©bene geht.

93ewei0. Sluf einer ©bene E ftefje eine geraPe Sinte 
AB fφief in bem φunfte B. AC fei normal auf E unb 
treffe bie ©bene in C. Φann ift BC bie φ'rojection von AB 
auf ber ©bene. 2)urφ ben φιιnft B beule man in ber ©bene 
irgenb eine jweite Sinie BD. ©S wirb behauptet, ber 9BinfeI 
ABC, welφen bie Sinie AB mit ihrer φrojection BC bilbet, 
fei Heiner, alö ber 9Sinfel ABD, welφen bie £inie AB mit 
Per 2inie BD maφt. sJ)ffan nehme BD gleich BC, unP jiepe 
CD. 2)aβ Φreiecf ACD ift bei C reφtwinflig, baper ift AD, 
als «fpVPotenufe, gröber, als Pie «Kathete AC. 5)ie ®reiecfe 
ABC unP ABD hüben bie Seite AB gemeinfφaftliφ, bie 
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gι 46—48. S3on ben aeroben Stnien unb ben Ebenen. 17

Seiten BC unb BD gleich, aber bie brüten Seiten AC unb 
AD ungleich, unb gmar ift AD größer als AC. ©aber finb 
bie V5infel in biefen ©reieefen, melφe ben ungleichen Seiten 
gegenüber liegen, ungleich, unb ^mar ift ber 3Jδinfel ABD grö*  
ßer als ber 2Bintel ABC. ©arin liegt ber Sa⅛.

§. 46. Sebrfaß.
5luf einer ©bene E ftefye eine £inte AB fchief in bem 

Vunfte B. AC fei normal auf E unb treffe bie Shene in C. 
©ann ift BC bie fßroj-ection von AB auf AC. ©ureb ben 
$unft B beule man in ber (Sbene noφ jmei Sinien BD unb 
BF. Sft nun ber Sßinfel CBF größer alS ber QÖinfel CBD, 
fo ift ber Söinfel ABF größer als ber Söinfel ABD.

53emeiö. Wan nehme BD fomohl als BF gleich BC, 
unb jiehe FD, CF, AD unb AF. ©ie ©reieefe CBF unb 
CBD haben bie Seite BC gemeinfφaftliφ, bie Seiten BF 
unb BD gleich, unb ber SBinfel CBF ift größer alS ber V5in*  
fei CBD; baher ift bie Seite CF größer als bie Seite CD. 
©ie ©reieefe ABF unb ABD h∏ben bie Seite AB gemein*  
fφaftliφ, bie Seiten BF unb BD gleich, bie Seite AF ift 
aber, mie leicht erhellet, größer als bie Seite AD; unb beS*  
halb ift ber V3infel ABF größer als ber 2δintel ABD, mel*  
φeS ju ermeifen mar.

§• 47.
Saßt man baher ben V3infel CBF maφfen, fo mirb ber 

Sßinfel ABF junehmen, bis BF in bie Verlängerung von CB 
fällt, mo ber V3infel ABF fein Warimum erreicht. @eht man 
mit BF über bie Verlängerung von CB h∏uιuS, fo nehmen 
bie V3infel mieberum ab. ©ureß ben *βunft  B {affen fiφ bem*  
naφ jn, ber (Sbene uncnbliφ oft ⅛mei Linien sieben, melφe mit 
ber Sinie AB gleiche V3infel hüben. SS giebt aber nicht brei 
Sinien in ber (Shene E, melche burφ B gehen unb mit ber 
auf E fφief ftehenben Sinie AB gleiche V3infel machen.

Unb hübet eine gerabe Sinic AB, melche eine (Shene E 
fφneibet, mit breien geraben Stnien in biefer Sbene gleiche 
V3infel, fo muß fte auf ber Sbene E normal ftel)en.

§. 48. S e h r f a tj.
B^et parallele hinten, melche eine Sbene fφneiben, hüben 

gleiche^ Söinfel mit biefer Sbene.
Vern eis. Wan nehme eine Sbene an, eine gerabe 

Sinie AB, melche bie Sbene in bem φunfte B fφneibet, unb 
eine gerabe Sinie CD, melche mit ber Sinie AB parallel ift unb 
bie Sbene in D fφneiben mag. ©er Veljauptung gemäß 
ftnb bie 9icigungsminfel ber Sintert AB unb CD gegen bie 
Sbene einanber gleich. — Wan nehme in ber Sinie AB ben 

2BoIfj,⅛ (55tottufrie. 2. 5b. o 
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18 (5rjle3 Kapitel. §. 49. 50.

φunft A beliebig an, falle von φm aus eine Normale AN 
auf bie ©bene; unb jiefye BN. Sn CD neunte man ben 
φunft C beliebig an, fälle eine ‰rnιale CQ auf bie ©bene 
unb jiel)e DQ. ®ie SÖtnfel ABN unb CDQ ftnb bie 9ieU 
gungStvinfel ber Sinien AB unb CD gegen bie ©bene. Bit*  
vörberft erhellet bie (55leiφl)eit ber 2Binfel BAN unb DCQ. 
2)ie <Sφenfel ber 2Binfel ftnb namliφ parallel, AB unb CD 
tvegen ber QSorauSfe&ung, AN unb CQ, weil fte normal auf 
ber ©bene ffeben. 2)ie Söinfel BAN unb DCQ ftnb aber bie 
©omplementStvinfel ju ben 233ittfeln ABN unb CDQ, bafyer 
ftnb auφ biefe 2δinfel gleiφ.

§.'49. Sebrfafc.
(Sine gerabe Sinie, tvelφe jtvei parallele ©betten fφneibet, 

bilbet gleiφe 9fleigungS>vinfel mit biefen ©benen.
53 etveiS. 9J?att bettle 3iυei parallele ©benen E unb F. 

©ine gerabe Sinie fφneibe beibe ©benen, bie ©bene E in bent 
fünfte C, bie ©bene F in bem φunfte D. ©s tvirb behaup­
tet, bie gerabe Sittie bilbe gleiφe Sßinfel mit ben ©benen. — 
Sn ber geraben Sinie nehme man beliebig einen φuπft A, 
fälle von ifn∏ auS auf bie ©bene E eine Normale, unb verlän­
gere biefelbe bis ⅛unι S)urφfφnitt mit ber ©beneF, auf Wel­
cher fte ebenfalls normal ftel)t. 33er S)urφfφnittSVunft ber 
Normale mit ber ©bene E fei N, ber 2)urφfφnittSpunft mit 
ber ©bene F fei Q. 9J?an jief>e noφ bie Sinien CN unb DQ. 
2)ie Sßtnfel ACN unb ADQ ftnb bie 9leigungStvinfel ber 
Sinie gegen bie parallelen ©benen. 2)ie Siniett CN unb DQ 
ftnb parallel, benn tvirb burφ bie Sittien AD unb AQ eine 
©bene gebaφt, fo fφneibet biefe bie parallelen ©benen in ben 
Siniett CN unb DQ. ΦeSljalb ftnb bie Sßinfel ACN unb 
ADQ eittanber gleiφ.

§. 50.
9Jlan ftelle fiφ ^tvet ©benen E unb F vor, tvelφe ∣ιφ 

fφneiben. Sn ber 2)urφfφnittSlinie tverbe beliebig ein fßunlt 
A angenommen, unb von iljm auS in ber einen ©bene E eine 
Sinie AB gezogen, tvelφe auf ber S)urφfφnittSlinie normal 
fleht j in ber attberen ©beneF tverbe, ebenfalls von bem f]3unfte 
A auS, eine gerabe Sinie AC gezogen, tvelφe normal ftef)t auf 
ber ΦurφfφnittSlinie. ®er 2δinfel BAC, tvelφen bie beibett 
Normalen bilben, tvirb ber NeigungStvinfel ber beibett 
©benen E unb F genannt, fφleφφin ber 2Binfel, tvelφen bie 
©benen E unb F mit eittanber bilben.

2luS §. 25 erhellet, baf? ftφ jebeSntal berfelbe ¾eigιtngS^ 
tvitifel ergiebt, gleichviel tvo berφunftA in ber S)urφfφnittS- 
linie ber beiben ftφ fφneibenben ©benen angenommen tvirb.
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§. 51—53. $on bett geraten Sittiett unb ben Sbenen. 19

Se nαφbem ber 9leiguttg3tυinfel jtveier Sbenen ein reφ≈ 
ter ift, ober ein fpiper, ein ftumpfer u. f. tth, fagt man, bie 
Sbenen fielen reφttυinflig auf einanber, ober fp⅛nnntiig, ober 
ftnmpfioinfltg u. f. to.

⅛vei fιφ fφneibenbe Sbenen nennt man auφ einen für*  
perliφen Sßinfel.

§. 51. 8efjrfa(je.
1) 5)ie Sbene, rvelφe burφ bie <Sφenfel beö 9fieigungβ*  

iυinfel0 jiυeier fιφ fφneibenben Ebenen geljt, fteljt normal auf 
bereu S)urφfφnitt3linie.

23etveiδ. S)ie 2)urφfφnitt0linie fteljt normal auf jener 
Sbene, weil fie normal fteljt auf jioeien Linien in berfelben, 
namliφ auf ben Sφenfe(n beö 9leigung3tυinfelS.

2) (Sφneiben fiφ jioei Sbenen, unb wirb ein britte (Sbene 
gebaφt, tυelφe normal fteljt auf bereu Durφfφmtt3linie, fo 
bilben bie 2)urφfφnittδlinien ber britten (Sbene mit ben beiden 
erften (Sbenen ben 9ieigung0iυinfel ber erften Sbenen.

33en>e iβ. 2)enn bie S)urφfφnitt0linie ber beiben erften 
(Sbenen fteljt normal auf ber britten (Sbene, alfo auf ben 
2)urφfφnitt0linien in iljr.

§. 52. 2etjrfa⅛.
(≡φneiben fiφ jioei (Sbenen, unb benft man eine Sinie, 

iυelφe normal fteljt auf ber einen (Sbene, unb eine jioeite Sinie, 
normal ftefjenb auf ber anberen Sbene, fo ift ber Söinfel, 
iυelφen biefe Sinien bilben, gleiφ bem 9fieigungSiυinfel ber 
Sbenen.

53eioei^. S)enn bie Sinien fteljen normal auf ben 
<Sφenfeln beö 9?eigungöivinfels3. (ÖSergl. §. 45 beö erften 
3φeilβ.)

9Jian bemerfe für bie ^olge, bafj bie Normalen jioei 
SÖinfel bilben, oon rυelφen ber eine ber ¾eigungβtoinfel ber 
Sbenen, ber anbere fein «Supplementöioinfel ift.

§. 53. Seljrfap.
<⅛5tel)t eine gerabe Sinie normal auf einer Sbene, fo ift 

jebe Sbene, ivelφe bιιrφ bie Sinie gelegt wirb, normal auf 
jener Sbene.

53eiυeig. Stuf einer Sbene E fielje in bem φunfre B 
eine gerabe Si∏ie AB normal. X>urcl) bie Sinie AB toerbe eine 
Sbene F gelegt. ®er 53efjauptung gemäß iß bie Sbene F 
normal auf ber Sbene E. — ⅛n ber Sbene E jielje man von 
bem fünfte B au$ eine 2inie BC, tυelφe normal fteljt auf ber 
Φurφfφnitt0linie ber beiben Sbenen F unb E. 2)er 2βinfel 
ABC ift ber ‰igungδnnnfel ber Sbenen F unb E , unb er 
ift, wie au£ ber ⅛oraιι⅛fefcιtng crljellet, ein reφter Sßinfel.

Q *
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20 (Jrfieö Äapitel. §. 54—56.

§. 54. Sel)rfαt3.
Stehen jwei Sbenen normal auf einanber, unb beftnbet 

fiφ in ber einen Sbene eine gerabe Sinie, welche normal fteht 
auf ber 2)urφfφnittδlinie beiver Sbenen, fo fteht biefe Sinie 
normal auf ber anberen Sbene.

Beweiβ. 9Jian ftelle ftφ jWei Sbenen E unb F vor, 
welφe auf einanber normal flehen, unb in ber einen Sbene 
E nehme man eine gerabe Sinie AB an, welcfe in bem fünfte 
B normal fteht auf ber 2)urφfφnittδlinie beider Sbenen. SS 
wirb behauptet, bie Sinte AB flehe normal auf ber anberen 
Sbene F. — $n ber ©bene F werbe in bem φunfte B eine 
Normale BC auf ber 2)urφfφnitt0linie errichtet. 2)er 2Binfel 
ABC ift ber ‰igungδwinfel ber beiben Sbenen, alfo, ber 
Borau3fe0ung gemäß, ein rechter 2δinfel. ®ie 2inie AB 
fleht normal auf ber Sinie BC, auφ auf ber 2)urφfφnitt^ 
linie ber beiben (Ebenen, baljer auf zweien Linien in ber Sbene 
F, fomit auf ber Sbene F felbft.

§. 55. Sehrfaß.
Stehen jwei Ebenen normal auf einanber, unb fällt man 

auö einem fünfte in ber einen Sbene eine Normale auf bie 
anbere Sbene, fo geht bie ‰rmale burφ bie erfte Sbene.

Be w eis. ≡an ftelle fiφ jwei Sbenen E unb F vor, 
welφe auf einanber normal flehen. 3n ber Sbene E werbe 
ein φunft A angenommen, unb von ihm auö eine Normale 
AB auf bie Sbene F gefällt. X>er Behauptung gemäß liegt 
biefe Normale in ber Sbene E. — 9J?an siehe von bem fünfte 
A aus in ber Sbene E eine gerabe 8inie AC, welφe normal 
fteht auf ber !∑)urφfφnittSIinie beiber Sbenen. 9Zaφ bem vo­
rigen φaragraph fteht bie Sinie AC normal auf ber Sbene F. 
SlUe Linien aber, Welche bιιrφ ben φunft A gehen unb auf 
ber Sbene E normal flehen, fallen in einanber; baljer fällt bie 
Sinie AB mit ber Sinie AC jufammen, unb liegt mit ihr in 
ber Sbene E.

§. 56. Sei)rfalj.
Stehen jwei Ebenen normal auf einanber, unb wirb auf 

ber einen Sbene in einem φunfte ber S)urφfφnittSIinie eine 
Normale errichtet, fo fällt bie Normale in bie anbere (Sbene.

Beweis. 9Jlan benfe $wei auf einanber normal ftehenbe 
Sbenen E unb F. 5luf ber (Sbene E werbe in einem φunfte 
A ber S)urchfφnittSIinie beiber Sbenen eine Normale AB er­
richtet. 2)er Behauptung naφ fällt bie Normale AB in bie 
Sbene F. — 9J?an 3iel)e von bem φunfte A aus in ber Sbene 
F eine gerabe Sinie AC, welφe normal fleht auf ber Φurφ*  
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§. 57. $on ben geraten Stnieit unb ben Ebenen. 21

fφnittβlime. ®ie 2inie AC ift naφ §. 54 auf her <S6ene E 
normal. 2llle geraten hinten, we(φe auf ter ©bene E in bem*  
felben φunft A normal fielen, fallen in einander; t>af>er fällt 
bie Stnie AB mit ter Sinie AC jufammen, unb befinbet ftcf) 
mit ber festeren in ber ©bene F.

§. 57. Sefjrfä^e.
1) 9J?an benfe jwei ftφ fφneibenbe ©benen E unb F. 

2φre 2)urφfφnittSltnie fei PQ. 3n ber einen ©bene E werbe 
ein φ⅛nft A genommen, unb von if»m auö eine Normale AB 
auf bie anbere ©bene F gefällt. 2)er ΦurφfφnittSpunft fei 
B. s2lub bem φunfte B in F fälle man eine Normale BC 
auf bie ΦurφfφnittSlinie PQ, unb biefe werbe in C getroffen. 
9A'an jief>e enbliφ bie Sinie AC: biefe ftebt normal auf ber 
2)urφfφnittSlinie PQ.

23 e Weis. AB ftel)t normal auf ber ©bene F, alfo auφ 
normal auf ber Sinie PQ in iljr, unb naφ ber Slnnaξ>me fte^ 
ben BC unb PQ normal auf einanber. ®enft man baber bie 
©bene ABC, fo ftebt PQ normal auf ben beiben ftφ fφnei- 
benben Linien AB unb BC in berfelben, folgliφ auφ auf ber 
Sinie AC.

2) $ällt man aus bem φunft A ber ©bene E eine 9ior*  
male AB auf bie ©bene F, ferner aus bem φunft A eine 
Normale AC auf bie 2)urφfφnittSlinie PQ ber beiben ©benen 
E unb F, Welφe biefelbe in C treffen mag, unb jiebt enbliφ 
in F bie ‰ie BC, fo ftebt BC normal auf ber ΦurφfφnittS*  
linie PQ.

23 e weis. sD?an benfe aus bem φunfte B eine Normale 
BX auf bie 2)urφfφnittSlinie PQ gefällt, welφe PQ in X 
treffen mag, unb AX gezogen, ‰φ ber »origen 9htmmer 
wirb AX normal auf PQ. ©S fallen alfo AC unb AX ju*  
famnten, bann aber auφ BC unb BX, unb ba BX normal 
ftebt auf PQ, fo ift auφ BC auf PQ normal.

3) gällt man aus bem φunft A ber ©bene E eine SRor*  
male AB auf bie ©bene F, in ber ©bene F von B aus eine 
Normale auf bie 2)urφfφnittS(inie PQ, unb in ber ©bene E 
von A aus ebenfalls eine Normale auf bie 2)urφfφnittδlinie 
PQ, fo treffen bie beiben legieren Normalen benfelben φuntt 
ber ΦurφfφnittSltnie.

23 e weis. ‰ benfe juvörberft in ber einen ©bene, 
etwa F, bie Normale BC auf bie !DurφfφnittSlinie gefällt, 
unb AC gezogen, fo ftel)t, naφ 1), AC normal auf ber2)urφ≈f 
fφnittS(inie. ©ine Normale von A auS auf bie 2)ιιrφfφnittS*  
linie PQ gebaφt, fällt mit AC jufammen, trifft alfo mit ber 
Normale BC benfelben φunft ber ΦurφfφnittSlinie.
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22 (Srfteö 3tαpitet. §. 58—61.

§. 58. Se⅞rfa⅛.
2)urφ eine gerate 2inie, ιυelφe niφt normal fielet auf 

einer ©bene, fann jebeSmal eine (Shene gebaφt werben, bie 
auf jener (Shene normal fleht.

⅛8eWeiö. HKan benfe eine ©bene E unb eine gerabe 
Sinie AB, welφe auf ber (Shene E niφt normal fleht. ©S 
wirb behauptet, burφ bie £inie AB laffe fiφ eine ©bene F 
conftruiren, normal ftehenb auf E. — 2)enn wirb in ber Sinie 
AB irgenb ein pitnft B genommen, von iljm aus eine ‰p 
male BC auf bie ©bene E gefällt, unb burφ bie Linien AB 
unb BC eine ©bene F gelegt, fo b>at man eine ©bene, welφe 
burφ bie Sinie AB geht unb auf ber ©bene E normal fteljt 
naφ §. 53.

§. 59. Sehrfaß.
Steht eine gerabe 2inie niφt normal auf einer ©bene, 

unb legt man burφ bie Sinie beliebig viele ©benen, Welche 
normal flehen auf jener ©hene, fo fallen alle biefe ©benen in 
etnanber.

53 eweis. ©ine Sinie AB flehe niφt normal auf einer 
©bene E. 3)urφ bie Sinie AB feien beliebig viele ©benen F, 
G, H u. f. w. gelegt, fdmmtliφ normal auf ber ©beneE. ©s 
wirb behauptet, bie ©benen F, G, H u. f. w. fallen in ein- 
anber. — $n ber Sinie AB nehme man irgenb einen φunft B 
an, unb fälle von ihm aus eine Normale BC auf bie ©bene
E. X∣er φunft B liegt in jeber von ben ©benen F, G, H u. f. w., 
bie Normale BC baljer naφ §. 55 in jeber von ben ©benen F, 
G, H u.f. iυ., alfo gehen alle biefe ©benen burφ biefelben jwei 
ftφ fφneibenben Linien AB unb BC, unb fallen in einanber.

§. 60. 2ehrfafc∙
Stehen jwei ftφ fφneibenbe (Sbenen normal auf einer 

britten ©bene, fo fφneibet ihre 2)urφfφnittSlinie bie britte 
©bene unb fleht normal auf berfelben.

53 e weis. 2)enn flänbe bie ΦurφfφnittSlinie niφt nor­
mal auf ber britten ©bene, fo müßten bie beiben erften ©benen 
naφ betn vorigen Paragraphen jufammen fallen.

§. 61. 2ehrfaβ.
3wei parallele ©benen E unb F werben von einer britten 

©bene G unter gleiφen 9fleigungSwinfeIn gefφnitten.
53eWeiS. 3)lan benfe eine Sinie normal jur ©bene G, 

unb eine jweite normal auf ber einen von ben parallelen ©be= 
neu,, etwa E. S)iefe wirb jugleiφ normal jur anberen ©bene
F. ¾aφ §. 52 bilben bie Normalen ben 9leigungSwinfel ber 
©benen E unb G, jugleiφ ben ber ©benen F unb G. dar­
aus erhellet ber Saß.
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62—64. Son ben geraten hinten unb ben Ebenen. 23

§. 62. Seftrfa#.
Stegen jwet ©benen E unb F normal auf einer brüten 

(S6ene G, unb ftnb bte Durφfφnitt0linien parallel, fo ftnb bie 
©benen E unb F parallel.

53 eweiö. 9J?an benfe in ber ©bene E eine Sinie nor­
mal jur Durφfφnitt0linie jwifφen ben ©benen E unb G, 
unb in ber ©bene F eine Sinie normal jur Durφfφnittδlinie 
jWifφen ben ©benen F unb G. Diefe Sinien fielen normal 
auf ber ©bene G, ftnb alfo parallel. Slnbererfeitö finb bie 
Durφfφnitt0linien parallel. Die ©benen E unb F geften 
bemnaφ burφ fiφ fφneibenbe bejieb)Iiφ parallele Sinien, unb 
bebfyalb ftnb fte parallel.

§. 63. Seftrfafc.
Sßerben jwei gerabe Linien non brei parallelen ©benen 

gefφnitten, fo vergalten ftφ irgenb jwei Stüde ber einen 
Sinie wie bie beiben Stüde ber anberen Sinie, ιυelφe mit je­
nen jwifφen benfelben ©benen ftφ beftnben.

53 e wei6. ≡an benfe irgenb jwei gerabe Linien, unb 
fφneibe fte burφ brei parallele ©benen E, F, G. Die fünfte, 
in welφen bie eine Sinie non ben ©benen gefφnitten wirb, 
feien bejiebliφ A, B, C, bie, in welφen bie anbere gefφnttten 
wirb A', B', C'. 9J?an benfe bie Sinie AC'. Sic fφneibe bte 
©bene F in N. 5öirb bie ©bene CAC, gebaφt, fo erhellet, 
baS bie Sinien BN unb CC' parallel fitib. ©ben fo ftnb 
NB' unb AA' parallel. Unb jefct Ieuφtet ein, ba(j jwei Stüde 
ber Sinie AC ftφ verbalten wie bie Stüde ber Sinie AC,, welφe 
mit jenen jwifφen benfelben ©benen ftφ beftnben, wäftrenb 
btefe Stüde ber Sinie AC' ftφ Verhalten wie bie Stüde ber 
2inie A'C' jwifφen benfelben ©benen. Darin liegt ber Saft.

_ §. 64. Seljrfafc.
Stellen eine gerabe Sinie unb eine ©bene normal auf 

einer ©bene, unb fallen fte niφt in einanber, fo finb bie Sinie 
unb bie erfte ©bene parallel.

53eWet3. 3)?an benfe eine gerabe Sinie AB unb eine 
©bene E, beioe normal ftefenb auf einer ©bene F, of>ne ju- 
famntenjufallen. Die Sinie AB unb bie ©bene E finb parallel. 
— Dιιrφ bte Sinie AB lege man eine ©bene G, welφe bie 
©bene E fφneibet. Die Durφfφnittβlinie ber ©benen G unb 
E fei PQ. Die ©bene G fteftt normal auf ber ©bene F, 
weil fte bιιrφ bie Sinie AB geftt, bie auf ber ©bene F nor*  
mal ftel)t. Da bie ©benen E unb G auf ber ©bene F nor*  
mal fielen, ift φre DurφfφnittSlinie PQ normal auf F, unb 
be^fjalb parallel mit AB. ¾un ift bie Sinte AB parallel mit 
ber Sinie PQ in ber ©bene E, alfo parallel mit E felbft.
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24 (Srfteö Äapitel. §. 65--68i

§. 65. Seljrfαfc.
∈>inb eine gerate Sinie unb eine Sbene parallel, unb ftept 

eine Sbene normal auf her Sinie, fo ftef>t fte auφ normal auf 
ber mit ber Sinie parallelen Sbene.

93emeiS. Sine gerate Sinie AB unb eine ©bene E 
feien parallel. Sine Sbene F fiepe normal auf ter Sinie AB. 
Sb mirb behauptet, tie (Sbene F fiepe auφ normal auf ter 
Sbene E. — 9Jlan lege burdp tie Sinie AB eine Sbene G, 
melφe bie Sbene E fφneibet. S)ie 2)urφfφnittb(inie berSbe*  
nen G unb E fei PQ. ®ie Sinien AB unt PQ ftnb parallel, 
weil AB mit E parallel ift. S)a AB auf F normal ftept, 
ift PQ normal auf F, unt bann auφ bie Sbene E, melφe 
burφ PQ gef)t.

§. 66. Sef>rfa⅛.
3ft eine gerate Sinie parallel mit einer feben von jmeien 

ftφ fφneibenben Sbenen, fo ift fie parallel mit beren S)urφ- 
fφnittblinie.

53emeiδ. 3∏)ei Sbenen E unb F mögen fiφ fφneiben. 
3t>re T>urφfφnittblinie fei PQ. Sine gerate Sinie AB fei 
parallel fomopl mit ber Sbene E, alt mit ber Sbene F. 2)er 
SBeljauptung gemäb ift bie Sinie AB parallel mit ber 5)urφ- 
fφnitt0linie PQ. — sKan ftelle fiep eine Sbene G vor, melφe 
normal fiept auf ber Sinie AB. Stuf ber Sbene G fiepen bie 
Sbenen E unb F normal naφ §. 65. S)at>er ift auφ bie 
S)urφfφnittblinie PQ ber Sbenen E unb F normal auf G, 
itnb beöpalb parallel mit AB.

§. 67. Sel>rfa⅛.
Siegen ⅛tυei gerabe Sinien niφt in einer Sbene, fo lüft 

ftcp immer burφ bie eine Sinie (beliebig welφe) eine Sbene 
tenfen, melφe mit ber anberen Sinie parallel ift.

53emeiδ. S)enn liegen jmei Sinien AB unb CD niφt 
m einer Sbene, unb legt man burφ irgenb einen ^unft A ber 
einen Sinie AB eine gerabe Sinie AN, parallel mit ber anberen 
CD, unb bann burφ bie ftφ fφneibenben Sinien AB unb AN 
eine Sbene E, fo gept biefe bιιrφ bie eine Sinie AB, unb ift 
parallel mit ber anberen Sinie CD.

§. 68. Seprfa⅛.
Siegen jmei gerabe Sinieιι niφt in einer Sbene, unb legt 

man burφ bie eine ber Sinien beliebig viele Sbenen, melφe 
parallel ftnb mit ber anberen Sinie, fo fallen biefe Sbenen in 
einanber.

6em eiö. fielen jmei von ben Sbenen niφt in einaiu 
ber, fo fφnitten fie ftφ in ber Sinie, bitrel) melφe fie gelegt 
mürben; unb ba bie anbere Sinie parallel märe mit jeber ber
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§ 5θ_ 72, 93<m ben geraten Sintert unb ben Ebenen. 25

beiben ftφ fφnetbenben ©benen, fo müßte fie eö aιtφ mit φ*  
rer S)urφfφnitt3linie fein; baö aber wäre gegen bie ‰raιι^ 
feßung, baß bie Sinien niφt in einer ©bene ftφ beftnben. S)a- 
ßer fallen bie ©benen in einanber.

§. 69. Seßrfaß.
Siegen jWei gerabe Sinien niφt in einer ©bene, fo giebt 

eö immer jWei ©benen, von welchen bie eine burφ bie eine, 
bie anbere burφ bie anbere ber Sinien geht, unb welφe paral- 
lei ftnb.

≤8erυeiδ. 2)enn liegen jwei Sinien niφt in einer ©bene, 
fo Cann man naφ §. 67 burφ bie eine Sinie eine ©bene legen 
parallel mit ber anberen Sinie, unb bann burφ bie anbere 
Sinie eine ©bene, parallel mit ber erfteren ©bene.

§. 70. Seprfaß.
Siegen jwei gerabe Sinien niφt in einer ©bene, unb hat 

man burφ fte beliebig oft jwet ©benen gelegt, welφe parallel 
ftnb, fo fallen alle ©benen in einanber, welφe burφ bie eine 
Sinie geßen, eben fo alle, Welche bιtrφ bie anbere Sinie geben.

⅛ew e U. S)enn fielen §wei folφe ©benen niφt in ein­
anber, fo folgte auö §. 66, baß bie Sinien parallel mären.

§.71. Seßrfaß.
Siegen jwei gerabe Sinien niφt in einer ©bene, fo giebt 

eö immer eine gerabe Sinie, ιυelφe normal fteßt auf einer jeben 
von ißnett.

beweis. 9J?an ftelle fiφ jwet gerabe Sinien AB unb 
CD vor, we(φe niφt in einer ©bene liegen. S)urφ bie eine 
biefer Sinien, etwa AB, lege man eine ©bene E, bie parallel 
ift mit ber anberen Sinie CD, unb burφ bie anbere Sinie CD 
eine ©bene F, welφe normal fteßt auf ber ©bene E. X»ie 
Φurφfφnitte∏inie ber ©benen F unb E fei NQ. 2)ie Sinie 
NQ ift parallel mit ber Sinie CD. ®ie Sinien AB unb NQ 
fφneibeιι ftφj benn wäre NQ mit AB parallel, ober fiele 
NQ mit AB jufammenz fo müßten AB unb CD parallel fein. 
S)er S)urφfφnitt^punft ber Sinien AB unb NQ fei T. Sn 
bem fünfte T erriφte man auf ber ©bene E eine Normale. 
2)iefe fiept normal auf ber Sinie AB. «Sie fiept aber μιgleiφ 
normal auf ber Sinie CD, benn fte fällt in bie ©bene F, unb 
ftefjt normal auf ber mit CD parallelen Sinie NQ. Seite in 
T auf ber ©bene E errichtete Normale fteßt alfo auf jeber ber 
Sinien AB unb CD normal.

§. 72. Seßrfaß.
©ine Sinie, we(φe normal fiept auf einer jeben von jweien 

winbfφiefen Sinien, fitef)t auφ normal auf ben parallelen ©be*  
nen, welφe burφ bie winbfφiefen Sinien gebaφt werben fönnen.
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33ewei ö. ≡αn benfe jwei gerate Sinien AB xtnb CD, 
Welφe niφt in einer (Sbene liegen, unb eine gerate Sinie TV, 
welφe normal ftel)t auf einer /eben von ihnen, auf AB in T, 
auf CD in V. — Surφ ben φuntt T lege man eine (Sbene 
E normal auf TV, bιιrφ V eine Sbene F ebenfalls normal 
auf TV. Sie Sbene E nimmt bie Sinie AB, bie Sbene F 
bie Sinie CD in fιφ auf, unb beibe Sbenen ftnb ^aralfel. 3n 
ben Sbenen E unt F βat man alfo bie praHelen Sbenen, 
welφe burφ AB unb CD gelegt werben tonnen, unb bie Sinie 
TV fielet normal auf tf)∏en.

§. 73. Seljrfafc.
Sille geraten Linien, welφe normal flehen auf jweien 

niφt in einer Sbene liegenben Linien, fallen in einanber.
Beweis. Senn fielen jwei niφt in einanber, fo wür- 

ben fte parallel fein, weil jebe normal fleht auf ben parallelen 
Sbenen, welφe burφ bie winbfφiefen liinien gebaφt werben 
tonnen, unb bann müßten bie winbfφtefeπ Sinien in einer 
(Sbene liegen, namliφ in her (Sbene, welφe burφ bie beiten 
parallelen Normalen gefjt. Saö wiberfpriφt ftφ aber.

§. 74. Sehrfaß.
Sie gerate Sinie, welφe auf jweien winbfφiefen Sinien 

normal fteljt, ift fürder als jebe anbere Sinie, bie jwci φunfte 
her winbfφiefen Linien verblutet.

Beweis. ‰n ftelle ftφ jWei winbfφiefe Linien AB 
unb CD vor, unb eine gerabe Sinie TV , welφe auf beiten 
normal fleht. 9)?an nehme noφ eine gerate Sinie XY du, 
welφe einen $unft X her Sinie AB mit einem fünfte Y her 
Sinie CD verbintet, unb niφt mit her 2inie TV jufammenfällt. 
Ser Behauptung gemäß ift bie Sinie TV fürder als bie Sinie 
XY. — Surφ bie Sinie AB lege man eine (Sbene E parallel 
mit her Sinie CD. Sluf her (Sbene E fteht bie Sinie TV nor­
mal naφ §. 72, bie Sinie XY aber fφief, benn ftänbe bie 
leßte Sinie auf her (Sbene E auφ normal, fo wäre fte mit 
TV parallel, unb bann müßten bie Linien AB unb CD in 
einer Sbene liegen. SluS bem fünfte Y fälle man eine Nor­
male YZ auf bie (Sbene E, unb jiefje XZ. Saburφ entfteßt 
ein reφtwinfligeS Sreiect XYZ. Sie ^ypotenufe XY ift 
größer als bie Kathete YZ, alfo auφ größer als bie Sinie 
TV, welφe her Jtatl)ete YZ gleiφ ift. (SS ift nämlich fo- 
wopl TV als YZ her normale Slbftanb bet £inie CD von her 
mit berfelben parallelen (Sbene E.)
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Zweites Kapitel.
Von den körperlichen Eden.

§. 75.
Man nehme einen φunft an, laffe von ihm aus mehr als 
jwei gerate hinten naφ beliebigen 9fiφtungen, boφ fo, baß 
nie brei auf einanber folgenbe in einer ©bene liegen, ftφ inS 
Unenbliφe Ijin erftrecfen, unb benfe je jwei auf einanber fol­
genbe ‰ien burφ eine ©bene verbunben. 2)ie ©benen theilen 
ben unenbliφen 9taum in jwei Sheile; feber von biefen Sl)ei≈ 
len Ijeifit eine förderliche ©rfe. 3ft fφleφthin von einer 
förderlichen ©cfe bie Diebe, fo bat man von ben beiben för*  
derliφen ©den, welφe burφ biefelben ©benen gebilbet werben, 
bie vor Singen, bie ben Heineren Sßeil beS unenbliφen Diau- 
meS umfaßt.

Sn jeber von ben 2inien, welφe man von bem juerft an­
genommenen φunft Ijat auSgehen (affen, fφneibcn fiφ jwei 
ber ©benen; unb bie Slnjahl ber Linien ift ber SInjabl ber 
©benen gleiφ. Sebe ber Sinien beißt eine Äante ber fördere 
liφen ©cfe, ber $unft, von welφem alle Jlanten auSgehen, 
ber ©cfdunft. ©ine forderliφe ©cfe l)eiβt nfantig, wenn 
fie n Mauten ßat, ober, was baffelbe ift, burφ n ©benen be» 
gränjt wirb, ©ine nfantige forderliφe ©cfe wirb auφ ein 
forderliφeS necf genannt.

3eber Sßinfel, welφen jwei auf einanber folgenbe Mauten 
bilden, heißt ein ©eitenwtnfel, fφleφφin eine Seite, 
feber ‰igungSwinfel jweier auf einanber folgenben ©benen 
ein 91eigungS winfel, fφleφφin ein Sßinfel ber för*  
derliφen ©cfe.

§. 76.
9J?an ftelle ftφ irgenb eine forderliφe ©cfe vor, vertan-» 

gere φre fammtltφen Mauten über ben ©cfdunft hinaus, unb 
benfe bie forderliφe ©cfe, welφe bie Verlängerungen ju Man*  
ten ßat. 2)ie neu erhaltene forderliφe ©cfe ift nfantig, wenn 
Die erfte nfantig war, bie zweite forderliφe ©cfe b∏t Sei*  
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28 3tt*eite⅛ Kapitel. §. 77—79,

ten unb alle SÖtnfel mit her erften forperliφen (Scfe bejtel)liφ 
gleiφ, unb in berfelben, boφ entgegengefepten fReiljefolge. 
Selbe (Scfen, obgleiφ fie alle Seiten unb 3Binfel bejiehliφ 
ßleicf) unb in einerlei Sage ju einanber tjaben, ftnb wegen ber 
entgegengefepten 9teφefo(ge niφt congruent, b. h- fie fönnen 
nicht in einanber geftetft werben, fo bap fte ftφ beefen.

3wei forperltφe (Scfen, von ber Sefφaffenhett, bap bie 
Rauten ber einen bie Verlängerungen von ben Rauten ber 
anberen ftnb, ober fein fönnen, nennt man VerticaI-(Scfen 
ober Sφeitel-(Scf en.

§. 77.
3wei Verticaletfen ftnb im SUIgemeinen niφt congruent, 

unb ittngefehri, jwei congruente forperliφe (Scfen ftnb im Silk 
gemeinen niφt Verticalecfen.

3wei forperliφe (Selen, welφe alle Seiten unb S3infel 
bejiehliφ gleiφ haben, unb tn einerlei Sage ju einanber, ftnb 
entweber felbft congruent, ober fte ftnb Verticalecfen, unb in 
bent festeren ⅛all ift jebe^ntal bie eine congruent mit ber Ver- 
ticalecfe ber anberen.

Sn jwei forperliφen ©reieefen, welφe alle Seiten unb 
alle 9Binfel be^iel)lict) gleiφ unb in einerlei Sage haben, welφe 
alfo entweber congruent ober Verticalecfen ftnb, liegen bejieh*  
liφ gleiφeπ Seiten gleiφe Söinfel gegenüber, unb bejie⅛liφ 
gleiφen 233infeln gleiφe Seiten. Um alfo bei jwei forperliφen 
©reieefen auö ber Θleiφl)eit jweier von φren Seiten auf bie 
Θleiφljeit ber gegemιberftef)enben ⅛ffitnfel fφlieften ju bürfen, 
unb umgefebrt, ift eö gleiφgiltig, ob bie ©reieefe congruent 
ftnb, ober baö eine baö Verticalbreiecf beö anberen ift.

§. 78.
Sian ftelle ftφ irgenb eine forperliφe (Scfe vor, erriφte 

auf jeher von ben (Sbenen, welφe fte begründen, in bem (Set- 
punft eine Normale, unb benfe bie forperliφe (Scfe, beren 
Rauten biefe Normalen ftnb. ©ie ⅛weite forρerltφe (Scfe, 
welφe bierburφ erhalten wirb, Reifst bie Supplent en töecfe, 
ober bie (Srgän jun ge≡ecfe ber erften forperliφen (Scfe.

§. 79. Sefjrfap.
3ebe forperliφe (Scfe ift bie Supplementöecfe ihrer Sup- 

plenientöecfe. —
Seweiö. 9Kan ftelle ftφ irgenb eine forperltφe (Scfe 

Vor. ©ie Rauten berfelben mögen AB, AC, AD, AE, AF
u. f. w. fein. Slttf ber (Sbene BAC errichte man in bem (Scf 
punfte A eine Normale AB', auf ber (Sbene CAD in bem
fünfte A eine Normale AC', auf ber (Sbene DAE in bem
fünfte A eine Normale AD' u. f. f., unb benfe bie förper-
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Iiφe (Scfe, fc>eren Λtαnten bie Normalen AB', AC', AD' u. f. W. 
ftnb. Die leßte (Scfe ift bie Supplementöeife her erften för*  
perliφen (5<fe. wirb beßauptet, bie erfte forperliφe (Scfe 
fei bie Supplementöecfe ißrer Supplement8erfe. — Den Saß 
ju betveifen ift blof; barjulegen, baß bie JTanten ber juerft 
gebaφten <5cfe normal fteßen auf ben Ebenen ber jiveiten. 
Die <⅛ante AB' fteßt normal auf ber (Sbene BAC, alfo nor­
mal auf ber Jlante AC in biefer (Sbene; bie staute AC' fteßt 
normal auf ber (Sbene CAD, beöljalb normal auf ber Äante 
AC, welφe auφ in biefer (Sbene fiφ beßnbet: bie Äante AC 
fteßt alfo normal auf ber Jtante AB' unb auf ber Äante AC', 
folgliφ ift bie Jtante AC normal auf ber (Sbene B'AC'. — Die 
Ä'ante AC' fteßt auf ber Plante AD normal, ba fte auf ber 
(Sbene CAD normal fteßt j. bie Äante AD' fteßt normal auf 
ber (Sbene DAE, mitßin normal auf ber Jtante AD in biefer 
(Sbene: bie Äante AD ift alfo normal auf ben bauten AC' 
unb AD', folgliφ normal auf ber (Sbene C'AD'. U. f. w. 
U. f. w. Der Saß erßellet bemnaφ.

§. 80.
3wei forperliφe (Scfen, von welφen bie eine bie Sup- 

plementöetfe jur anberen ift, ßaben bie (Sigenfφaft, baß bie 
Seiten ber einen fiφ mit ben Sßinfeln ber anbern einjeln ju 
einem geftrecften Sßinfel ergänzen.

Dieö folgt unmittelbar au8 §. 52 unb au⅛ bem voran*  
gegangenen φaragrapβen.

§. 81. 2eßrfaß.
Sinb ⅛wei fbrperliφe (Selen congruent, fo ftnb aιιφ ißre 

Supplementδecfen congruent.
SBeweiö. Denn benft man bie congruenten lorper∏φen 

(Stfeit in einanber gefφoben, baß fte fieß beiten, fo muffen bie 
Äanten ißrer Supplementöecfen naφ §. 30 in einanber fallen, 
unb mit ißnen bie ©upplementöecfen felbft.

§. 82*  Seßrfaß.
Sinb bie Supplementseefen jtveier fi>rperliφen (Selen con- 

gruent, fo finb biefe lörperlicßen (Selen felbft congruent.
ξBeiυeU. golgt unmittelbar auö bem vorigen φara*  

grapß, t)rt jebe forperliφe (Site bie Supplementöecle ju ißrer 
Supplementöeefe abgiebt.

§.83. Seßrfaß.
Die Supplementöeclen jweier ⅛erticalecfen ftnb felbft 

SBerticalecfen.
SBeweiö. Da bie SBerticaleefen alle Seiten bejieβliφ 

gleiφ ßaben, fo finb πaφ §.80 alle Sötnfel ber Supplemente 
ecfen bejieβliφ gleiφ, unb ba bie Sßerticaleclen alle SBinfel be- 
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giehliφ gleiφ haben, ftnb auφ alle ©eiten ber SupplementS*  
erfen beμeljliφ gleiφ. ®a enbliφ bie golge in ben ⅛BerftcaI- 
ecfen entgegengefe^t ift, muh fie eS auφ in ben Supplements*  
etfen fein: golgliφ finb bie SuppIementSecfen Berticalecfen. 
[©ab bie SupplementSecfen bei ber Θleiφl)eit ber ©eiten unb 
Sδinfel niφt congruent fein fönnen, folgt auφ inbirect aus 
bem vorigen Paragraph.]

§. 84. Sel>rfa⅛.
©ie Summe jweier ©eiten eines forperliφen ©reietfS 

ift gröber alö bie britte ©eite.
33en>et3. ©S fei A ber ©ifpunlt eineö ∙forperliφen 

©reiecfS, AB, AC, AD feien bie brei 4tanten beffelben. ©ie 
brei Seiten BAC, BAD, CAD feien be^iel)liφ n, p, q. ©er 
Behauptung gemäb ift bie Summe jweier von biefen ©eiten 
größer als bie britte. — ©S mag betviefen werben, bah bie 
Summe ber beiben ©eiten n unb p gröber als bie britte 
©eite q ift. Sft fφon eine ber beiben Seiten n unb p grö*  
her als bie britte ©eite q, ober finb bie brei ©eiten einanber 
gleiφ, fo fällt ber Sa⅛ ohne SöeitereS in bie klugen. ©ie 
ungünftigfte BorauSfe£ung, welφe gemaφt werben'Fann, ift 
bie, bab jebe einzelne ber ©eiten n unb p Heiner ift als bie 
©eite q, unb unter biefer BorauSfefjung foll ber ©a£ bewiefen 
Werben. 9)jan jiehe in ber ©bene CAD bie Sinie AG berge*  
fialt, bab ber Sßinfel CAG gleiφ n werbe. 9Jian nehme in 
ber <Rante AB ben Bunft B beliebig, maφe AG gleiφ AB, 
nehme in AC ben C beliebig, unb lege burφ bie φunfte 
B, C unb G eine ©bene, Welφe bie ftante"AD in bem fünfte 
D fφneiben mag. ©ie Linien BC, CD, BD ftnb bie X>urφ'∙ 
fφnittSlinien ber ©bene BCG mit ben ©benen, welφe bas för*  
perliφe ©reieef begründen. — ©ie ©reierfe ABC unb ACG 
finb congruent, benn fie h∏ben bie ©eite AC gemeinfφaftliφ, 
bie ©eiten AB unb AG, unb bie 2Binfel BAC unb CAG 
gleiφ. ©eStjalb ift BC gleiφ CG. — Sn bem ©reieef BCD 
ift bie ©umme ber ©eiten BC unb BD gröber als bie Seite 
CD; unb Weil BC gleiφ CG ift, folgt, bah BD größer ift als 
GD. — ©ie ©reieefe BAD unb DAG haben bie ©eite AD 
gemeinfφaftltφ, bie ©eiten AB unb AG gleiφ, bie brüten 
Seiten aber ungleiφ, unb jwar ift BD gröber als DG. 
©eStjalb ift ber SBinfel p gröber als ber 2δinfel DAG. ©a 
ber lepte 20infel gletφ q — n ift, fo fat man

p >q —n 
fo(gliφ n-∣-p >• q.

Unb baS war ju erweifen.
©er ©ab gilt niφt allgemein, fonbern nur für folφe 
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förderlichen Φreiecfe, an welφen jede Seite fleiner als ein 
geftrecfter 2Btnfel ift. $ieS ftnb inbeß diejenigen, Welche ge*  
wohnlich, unb in ber 2lnwenbung lediglich, vorfommen. Sluf 
förderliche 2)reiecfe etnjugeljen, welche eine Seite h^ben, bie 
größer ift als ein geftrecfter Sßinfel, ift hier nicht ber Drt.

§. 85. 2ehrfa⅛.
®ie Summe aller Seiten einer förderlichen (Scfe ift fiel*  

ner als vier reφte Sßinfel.
23 e weis. 3)2an ftelle fiφ eine nfantige förderliche (Scfe 

vor, unb fφneibe fte durch eine ©bene, we(φe alle Jtanten ber*  
felben trifft. 23on ber förderlichen ©cfe wirb durch bie ©bene 
ein ÄÖrder abgefonbert, welcher durch n S)reiecfe unb burch 
ein necf, baS bie 2)ur<hfφnittSebene geliefert I?at, begräbt ift. 
Sie Summe alle Seiten ber förderlichen ©cfe fei x; bie 
Summe aller ber 2tδinfel ber n S)reiecfe, welche nicht als 
Seiten ber förderlichen ©cfe erfφeinen, fei y; bann ift x-f-y 
bie Summe aller 2δinfel ber n 2)reiecfe, alfo, weil bie Summe 
ber 2δinfel eines jeben 2)reiecfS 2R beträgt,

x -f- y = 2 n R.
?ln bem erwähnten Mörder finden fi<h n breifantige ©cfen, von 
Welφen jede einen 2Binfel ber 2)urchfchnittSebene μιr Seite 
hat. ®ie Summe ber beiden anderen Seiten einer jeden von 
biefen breifantigen ©den ift naφ bem vorigen φaragradhe∏. 
größer als bie dritte Seite. ®ie Summe ber beiden anderen‘ 
Seiten aller n breifantigen ©cfen ift y. 5)ie Summe ber brit*  
ten Seiten ift bie Summe aller Sßinfel beS necfS, alfo (n—2) 
2R. sDtan h<R demnach

y>2nR—4R.
2)ieS fubtrahire man oben; dadurch entfteht

x < 4R, 
Welches ju beweifen war.

S)iefer Sah gilt nicht allgemein, fonbern nur für folφe 
förderlichen necfe, welche feine erhabenen 2δinfel enthalten. 
®ie Summe aller Seiten eines förderlichen necfS, welches er*  
habene -Jßinfel enthält, fann fleiner, gleich ober größer als 
hier rechte 2Binfel fein.

§. 86. Sehrfafc.
®ie Summe aller 2δinfel einer nfantigen förderlichen 

©cfe ift größer als (n — 2)2R unb fleiner als n2R.
23eweis. 3)ian ftelle ftφ eine nfantige förderliche ©cfe 

vor unb ihre SuddlementSecfe. S)ie Summe aller SBinfel ber 
förderlichen ©cfe fei x, bie Summe aller Seiten ihrer Sud' 
dlementSecfe fei y. φrt∏n ift wegen §. 80

x -j- y = ∏2R.
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32 3tυeite3 Kapitel. §. 87. 88.

<f)ierαu3 folgt juvörberft 
x<^n2R.

(S⅛ ift nαφ bem vorigen φαrαgrαdh 
y<,4R

unb, wenn man bieö oben fubtrahirt, folgt ferner
χ>(∏ — 2) 2R.

Saö ift aber ber Satj.
Sie Summe aller 933tnfel eineö forderliφen Sreiecfö liegt 

bafyer jwifφen 2R unb 6R, bie eineö förderlichen 9Jiere<⅛ 
jwifφen 4R unb 8R u. f. f.

SIuφ biefer Sah gilt niφt allgemein.
§. 87. Sel)rfd⅛e.

1) $tt)ei förderliche X>reiecfe finb congruent, Wenn ⅛wei 
Seiten beö einen einzeln gleiφ finb jweien Seiten beö anberen, 
wenn bie 20infel gleich ftnb, welφe von biefen Seiten gebilbet 
Werben, unb wenn bie $olge ber Seiten unb beö 2Binfelβ in 
beiben Sreiecfen biefelbe ift.

33 eroet ö. Senn legt man bie Sreiecfe in einanber, fo, 
bab bie einen ber gleiφen Seiten fiφ beeten, fo fallen wegen 
ber Θleiφheit ber Sßinfel auφ bie anberen gleiφen Seiten in 
einanber, unb bie Sreiecfe beeten ftφ.

2) ßwei forperliφe Sreiecfe finb 23erticalecfen, wenn jWei 
.Seiten beö einen einzeln g(eiφ finb jweien Seiten beö anberen, 
Wenn bie 3J3infeI gleiφ finb, welφe Von biefen Seiten gebiU 
bet werben, unb wenn bie golge ber Seiten unb beö SßinfelS 
im einen Sreiecf entgegengefe⅛t ift ber golge ber Seiten unb 
beö Sßinfelö im anberen.

23ewei3. Senn baö eine ber forperliφen Sreiecfe ift 
alöbann naφ 1) congruent mit ber 33erticalecfe beö anberen.

§. 88. Sehrfäfte.
1) ßwei f0rperliφe Sreiecfe finb congruent, wenn fie 

eine Seite unb bie baran liegenben 2δinfel bejiehliφ gleiφ 
haben unb in einerlei golge.

53ewei^. sDtan benfe jwei forperliφe Sreiecfe, welφe 
eine Seite unb bie beiben baran liegenben 2δinfel bejiehliφ 
gleiφ haben, unb ftelle fiφ φre Supplementöecfen vor. Sie 
Supdlementöecfen haben, wie leiφt erhellet, jwei Seiten unb 
bie von biefen gebildeten 20infel bejiehliφ gleiφ, unb finb 
congruent nach 1) im vorigen φaragraph∙ Sann finb aber 
bie förderlichen Sreiecfe felbft congruent naφ §. 82.

2) 3wei forperliφe Sreiecfe finb 93erticalecfen, wenn fie 
eine Seite unb bie beiben baran liegenben Sßinfel bejiel)liφ 
gleich haben, aber bie ⅛olge biefer Stücfe in beiben Sreiecfen 
entgegengefefct ift.
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§. 89—91. 23on ben förperltcfjert Seien. 33

23 e weis. Denn baS eine ift nach 1) congruent mit her 
23erticalecfe beS anberen.

§. 89. Seljrfafc.
Sinb jwei Seiten eines fi>⅛erlict)en DreiecfS gleich, fo 

finb bie 933infel gleich, welche biefen Seiten gegenüber flehen.
23 em ei 3n bem förderlichen Dreierf §ig. 2 mögen 

bie Seiten a unb b (b. ¢. bie Seitenwinfel DCF unb DCE) 
einanber gleiφ fein. Der 23efyauptung gemäß finb bann bie 
ihnen gegenüberfiebenben 20infel a unb ß (b∙h∙ bie 9leigungS- 
winfel ber (Ebenen CEF unb CED, unb CFE unb CFD) ein*  
anber gleich.*)  — Sftan beule eine (Shene CDG, welφe ben 
britten 2δinfel γ beS f0rperliφen DreiecfS in jwei gleiche Dbeile 
theilt. Diefe (Shene gerlegt baS förderliche Dreiecf in zwei 
förderliche Dreiecfe, Welφe 23erticaletfen finb, weil fie zwei 
Seiten unb bie von ihnen gehilbeten 233infel bejief)li⅛ gleiφ 
haben, hoch in entgegengefe&ter golge; fιe haben namliφ bie 
Seite DCG gemeinfchaftliφ, bie Seiten a unb b gleich, unb 
bie 5Binfel, in welche γ geteilt ift. Daraus folgt bie <55leict)- 
heit ber 2Binfcl a unb ß.

*) 2δtr werben überall in ber Böige «Seiten förderlicher ©reieefe 
bureb Heine lateinifφe unb 2δinfel förderlicher ©reieefe bιtrφ fleine 
βtieφifφe Suφβaben bejeiφnen.

SSolff’S ©eometrie. 2. ⅞f>.

§. 90. Sehrfafc.
Sinb zwei 2J3infel eines förderlichen DreiecfS gleich, fo 

finb bie Seiten gleich, welche biefen Sßinfeln gegenüber flehen.
23 e weis. Denn finb zwei Söinfel eines förderlichen 

DreiecfS gleich, fo finb bie zugehörigen beiben Seiten ber 
Supplementsecfe gleich, bann, nach bem vorigen φaragraph, 
bie SlÖinfel ber SιψplementSecfe, Welche biefen Seiten gegen­
über flehen, bann weiter bie Seiten ber erften (Srfe, welche zu 
biefen Sßinfeln gehören. Unb bieS finb biefelben Seiten, bereu 
Oieichheit zu erweifen war.

§. 91. Sehrfaß.
Stnb zwei 2δinfel eines förderlichen DreiecfS ungleich, 

fo finb bie Seiten ungleich, welche biefen Sßinfeln gegenüber 
flehen, unb zwar fleht bem größeren SÖinfel bie größere Seite 
gegenüber.

23eweiS. (SS fei gig. 3 ber 20infel a größer als ber 
2Bιnfel ß. φer ^Behauptung gemäß ift alSbann bie Seite a 
größer als bie Seite b. 9J∣an benfe bie (Shene CEG, welche 
von bem größeren Sßinfel einen 2Binfel abf<⅛neibet, gleich bem 
Heineren ß. 3n ⅛enι förderlichen Dreiecf CEFG ift bann bie 
Seite GCF gleich ber GCE. 2»n bem förderlichen 

3
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34 3roeiie^ Kapitel. §. 92—95.

Sreiecf CDEG betragen bie beiten Seiten DCG unb GCE 
Zufammengenomnten ιnel)r, als bie Seite b, bal)er ift auch 
DCG-f-GCF größer als b, ober eS ift bie Seite a größer 
als bie Seite b. Unb baS ift ber Sah.

§. 92. Seljrfah.
Sinb zwei Seiten einer förderlichen (Säe ungleich, fo ftnb 

bie Sßinfel ungleich, welche biefen Seiten gegenüber fielen, 
unb jwar fleht ber größeren Seite ber größere 933infel gegenüber.

93eweiS. Senn ftnb zwei Seiten einer förderlichen (Scfe 
ungleich, fo ftnb bie zugehörigen 933infel ber SupdlementSecfe 
ungleich, unb jwar gehört jur größeren Seite ber Heinere 2δin- 
fei; ben ungleichen SBinfeln bet SupplementSecfe flehen, nach 
bent vorigen Paragraph, ungleiche Seiten gegenüber, unb ba- 
her ftnb bie 9Btnfe( ber urfprüngltchen förderlichen (Scfe un­
gleich, unb zwar fo, wie eS itn Sähe behauptet worben.

§. 93. Sehrfähe.
1) 3wei förderliche Sreiecfe ftnb congruent, wenn bie 

brei Seiten beS einen einzeln gleich ftnb ben brei Seiten beS 
anberen, unb wenn bie golge biefer Seiten in beiben Sreiecfen 
biefelbe ift.

Siefer Sah Wirb ähnlich bewtefen, wie ber ähnlich lau-- 
tenbe Sah von ber (Kongruenz ebener Sreiecfe.

2) ßwei förderliche Sreierfe fiinb 93erticalecfen, wenn fte 
bie brei Seiten bejiehlich gleich, aber in entgegengefehter golge 
haben.

93eweis. Senn baS eine ift naφ 1) congruent mit 
ber 93erticalecfe beS anberen.

§. 94. Sehrfähe.
1) 3tvei förderliche Sreierfe ftnb congruent, wenn bie 

brei S33infel beS einen einzeln gleich finb ben brei 2Binfeln 
beS anberen, unb wenn bie golge ber SSinfel in beiben 
Sreiecfen biefelbe ift

93eweiS. Senn bie SudpIementSerfen ber förderlichen 
Sreierfe haben bie brei Seiten beziehliφ gleich, fi∏t> alfo con*  
gruent, nach 1) im vorigen Paragraph, unb bann finb eS 
auch bie Sreierfe felbft naφ §. 82.

2) 3wei förderliche Sreierfe ftnb 93erticalerfen, wenn fte 
bie brei 20infel bezieht gleich, aber in entgegengefehter golge 
haben.

93eweis. Senn baS eine ift nach t) ber 93erticalerfe 
beS anberen congruent.

§. 95. Sehrfähe.
1) 3v°ei förderliche Sreierfe ftnb congruent, wenn zwei 

Seiten beS einen einzeln gleich ftnb zweien Seiten beS an-
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§. 96—98. Son ben f0rperliφen (5cfen. 35

feeren, wenn feie Sßinfel gleiφ finfe, n>elφe feen einen biefer 
Seiten gegenüber liegen, Wenn feie Summe feer 2δinfel, roelφe 
feen anfeeren gegenüber liegen, mefyr ober weniger auSmaφt, 
als einen geftretften 2δinfel, unfe wenn feie golge feiefer Stücfe 
in beifeen ⅜>reiecfeπ feiefelbe ift.

Sßirfe bewiefen, wie feer al)iιliφ lautenfee Saft von feer 
ßongruenj ebener f∑)reie<fe.

2) ßwei forpcrliφe 2)reiecfe ftnfe QJerticaletfen, wenn u.f.ro. 
§. 96. Sehrfähe.

1) 3wei förderliche SDreiecfe ftitb congruent, Wenn jwei 
Söinfel beS einen einjeln gleiφ ftnfe jweien 2Binfeln beS an*  
feeren, Wenn feie Seiten gleiφ ftnfe, welφe feen einen feiefer 
SÖinfel gegenüber liegen, wenn feie Summe feer Seiten, welφe 
feen anberen gegenüber liegen, mehr ofeer weniger auSmaφt, 
als einen geftreiften 20infel, unfe wenn feie ^olge feiefer Stürfe 
in beifeen 2Dreiecfen feiefelbe ift.

golgt leiφt vermittelft ber SupplementSecfen.
2) 3wei forperliφe 2)reiecfe ftnfe ⅛erticalecfen, wenn u.f.ro.

§. 97. 2 e hrfa h-
Sßenn man feen 2Binfel eines gleiφfφenfligen förderlichen 

2)reiecfS, welφer von feen gleiφen Sφenfeln gebilfeet wirb, 
feurφ eine (Sbene in jwei gleiφe Steile tf)eilt, fo tljeilt feiefe 
(Sbene feie bcm 9βinfcl gegenüberftehenbe Seite feeS förperli*  
φen 2)reiecfS in jwei gleiφe ^f>eife unfe fteht normal auf 
berfelben.

53 e weis. S)enn eS finfe, wie leiφt erhellet, feie förder­
lichen T>reiecfe 23erticalecfen, in roelφe feaS gleiφfφenflige för*  
perliφe 2)reiecf burφ feie ⅛bene jerlegt wirb.

§. 98∙
≡it Seiφtigfeit fönnte in bem gegenwärtigen Ä'apitel noφ 

eine befeeutenbe Vln3al)I Von Sähen aufgeftellt werben. 2)ie 
mitgetbeilten Sähe reiφen für linferen 3wecf auS. UebrigenS 
bürfte man fiφ im Staube fel>eπ, felbft noφ Sähe anjureiben 
unb ju beroeifen.

3*
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Drittes Kapitel.
Von den vorzuglichsten Körpern, unb von der Bestimmung 

ihres Inhalts und ihrer Oberfläche.
I. Vom Prisma.

‰ (Mfc fiφm⅛r ⅛ i≡L.N.⅛t flerabe 8inien m, 

jebe parallel mit jeher bet übrigen, in beliebiger Sage ju einan*  
ber, boφ fo, baf? nie brei auf einanber folgenbe in einer (Sbene 
fiφ beftnbenunb beule je μυei auf einanber folgenbe burφ 
eine (Sbene verbunben. 2)er ‰unι, rvelφen biefe (Ebenen um*  
fφliefien, Ijeifjt ein pri3matifφer Oiaum.

Sn jeber von ben gebauten parallelen Sinien fφneiben 
ftφ jroet (Ebenen. 2)ie ⅛n⅛al)l ber Ebenen ift ber 8lnjaf)l ber 
Sinien gleiφ. Sebe von ben Sinien Ijeifit eine Äante be$ 
pr⅛matifφen ‰umβ. (Sin priθmatifφer Otaum Ijeifit nfan*  
tig ober nf eilig, ivenn er n Äanten ljat, ober, ivaβ baffelbe 
ift, burφ n Ebenen begrünet wirb.

§. 100. Seljrfafc.
SBirb ein nfeitiger pri3matifφer 9iaum burφ 3⅛vei pa*  

rallele Ebenen gefφnitten, ivelφe bie Jtanten treffen, fo finb 
bic 2)urφfφnittδfiguren congruente necfe, unb bie jtvifφen ben 
parallelen Ebenen liegenben Sφeile von ben (Sbenen, ιvelφe ben 
priθmatifφen 9fiaum umfφlieβen, finb Parallelogramme.

23err>ei3. S)ie parallelen S)urφfφnittδebenen iverben 
von einer feben ben priδmatifφen 9fiaum umfφlie^enben (Sbenen 
in parallelen Sinien gefφnitten. 2)arauδ erhellet Ieiφt, bafj bie 
jιυifφen ben parallelen (Sbenen liegenben 2φeile ber (Sbenen, 
rυelφe ben priθmatifφen 0iaum umfφliefjen, Parallelogramme 
finb. — <5tnb biefe Sφeile Parallelogramme, fo finb bie Sei*  
teil ber S)urφfφnittββguren, alö gegenüberftebenbe Seiten 
von Parallelogrammen, bejie⅛liφ g(eiφ. S)ie Φurφfφnitt0*  
ftguren haben ferner alle 2δinlel bejief>Iiφ gleiφ, beim bie 
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37§. 101. 102. Son ben voη⅜Itφfkn Äöpern k.

Sφenfel berfelben finb parallel. Sie SurφfφnittSfigur⅛ 
finb bemnaφ congruent. Unb baO fte netfe finb, wenn ber 
priSmatifφe 9?aum nfeitig war, fällt in bie Slugen.

§. 101.
9J?an ftelle fιφ einen priSmatifφen 9taum vor, unb 

fφneibe benfelben burφ jwei parallele Ebenen bergeftalt, bafj 
bie Sbenen bie Äanten beb priSmatifφen 9iaumeS treffen. Sie 
Sbenen φeilen ben priSmatifφen 9fiaum in bret Sljeile. Ser 
5XF>eil beS priSmatifφen ‰ιmeS, welφer jwifφen ben beiben 
parallelen Ebenen ft⅛ beftnbet, ift ein überall begrünter Äör*  
per, unb fyeijtt ein Prisma. SÖar ber priSmatifφe 9taum 
nfeitig, aus welφem baS priSma gefφnitten Worben, fo ift 
burφ ⅛wei congruente netfe, beren (Ebenen parallel ftnb, unb 
burφ n Parallelogramme begränjt. Sie beiben congruenten 
netfe, beren Ebenen parallel finb, peilen bie ©runbebenen 
beS PriSmaS, bie begrän^enben Parallelogramme werben Sei­
ten eben en genannt. Sebe Sinie, in welφer fiφ eine ©runb- 
ebene unb eine Seitenebene fφneiben, f>eifjt eine ®runbfante, 
jebe, in welφer jwei Seitenebenen fiφ fφneiben, eine Seiten*  
Fante. Ser normale Slbftanb ber beiben ©runbebenen Ijeifjt 
bie ^öbe beS PriSmaS. ©in priSma Ijeifh nfeitig, wenn 
ber priSmatifφ>e ‰um, aus wel<⅝em eS gefφnitten ift, nfeitig 
war; ein PriSma Ijeifit normal, wenn bie Seitenebenen 
normal auf ben ©runbebenen fielen, fφief, wenn bie Sei*  
tenebenen niφt normal ftefyen auf ben ©runbebenen. 5Bei 
einem normalen PriSma ftefyen auφ bie Seitenfanten normal 
auf ben ©runbebenen, unb umgefeljrt, fielen bie Seitenfanten 
eines priSmaS normal auf ben ©runbebenen, fo ift baS PriSma 
ein normales. Sin PriSma, beffen ©runbebenen Parallelo­
gramme ftnb, fjei^t ein Parallelepipebum; ein folφeS ift 
von feφS Pvrallelogrammen begränjt, je $Wei gegenüberliegenbe 
befinben ftφ in parallelen Sbenen, ftnb congruent, unb fönnen 
als ©runbebenen betrachtet werben. Sinb fowoftf bie ©runb- 
als bie Seitenebenen eines PriSmaS Duabrate, fo ξ>eifjt eS 
ein SÖürfel, ober ein SubuS, ober ein ^eraeber. Sille 
kanten eines SöürfelS ftnb einanbcr gleiφ. Sie Jtante eines 
SÖurfelS wirb auφ bie Seite beS 2δitrfe(S genannt. Sin 
SBürfel, beffen Äante ein gufj, ein ßoll u. f. W. ift, Fjeifjt ein 
Äubiffup, Äubifjolt u. f. w.

§. 102. Sef>rfa £..
SBei iebem parallelepipebum finb bie gegenüberfteljenben 

forperliφen Söinfel einanber gleiφ.
53eweis. Sie parallelen Sbenen AH unb BG §ig. 4 

Werben von ber Sbene FH unter gleichen Sßinfeln gefφniitten, 
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38 ©rittet Äaptfel. §. 103—105.

Λenfo bie parallelen Sbenen BD unb FH von t>er Sbene AH. 
darauf erhellet, baß bie förderlichen SBinfel an ben gegen≈ 
uberftet)enben Jtanten AD unb FG einander gleiφ find.

§. 103.
Sin φarallelepipebum gig. 4 wirb burφ eine diagonal­

ebene AG in jwei breifeitige φri3men jerfφnitten. Stehen bie 
Äanten AE unb CG, burφ welche bie diagonalebene geführt 
ift, normal auf ben jene kanten begränjenben Sbenen ABCD 
unb EFGH, fo fallen bie beiben breifeitigen φriβmen congruent 
auS; flehen bagegen jene kanten niφt normal auf ben fte 
begränjenben (Sbenen, fo ftimmen jwar bie breifeitigen φri0- 
men in ihren Begranjung3fldφen unb förderlichen 20infeln 
überein, Iaffen fιφ aber nicht jur derfung bringen.

§. 104. S e f) r f a h*
die breifeitigen φriβmen, in welφe eine diagonalebene 

ein ^arallelepipebum jerlegt, finb gleich.
Beweis. (Stehen bie t⅛anten, burch welche bie diago­

nalebene gelegt würbe, normal auf ben fte begränjenben (Sbe-^ 
neu, fo fallen bie φriSmen congruent auö, unb finb baßer 
gleiφ. (Stehen gig. 4 jene Jtanten fφief auf ben fte begrän­
jenben Sbenen, fo wenbe man baö eine φri3ma ACDEGH 
unb bringe eö gegen ba£ anbere in bie Sage A'C'D'E'G'H' 
gig. 5. Sine genauere Betrachtung leßri, baß bie Körper 
BCA'D'A unb FGE'H'E congruent finb, unb barauö erhellet 
bie <55leiφheit ber beiben breifeitigen φri3men.

§. 105. Sehr faß.
^arallelepipeben von congruenten ©runbebenen unb glei­

chen ⅛ohen finb gleich.
Beweis. 1) die φarallelepipeben gig. 6 mögen con- 

gruente ©runbebenen ABCD unb A'B'C'D' h∏ben, unb gleiche 
^jöhen, unb außerbem mögen juvörberft bie Seitenebenen AH 
unb A'H', welche an gleichen ©runbfanten AD unb A'D' lie­
gen, einerlei 2δinfel mtt ben Θrunbfldφen bilben. 9)?an benfe 
bie congruenten Θrunbfldφen in eine Sbene, bie gleiφen ®runb= 
Fanten AD unb A'D' in eine gerabe Sinie gebracht, bann be- 
ftnben fiφ bie Seitenflächen Ali unb A'H' in einer Sbene, eben 
fo bie gegenüberftehenben BG unb B'G', ferner liegen bie obe*  
reu Θrunbfldφen in einer Sbene, uno bie Alanten EH unb E'H' 
in geraber Sinie. Sö giebt fiφ nun leiφt jit erfennen, baß 
bie Prismen AEE'A'BFF'B' unb DIIH'D'CGG'C' congruent 
ftnb, unb barauö erhellet bie Θleiφheit ber ¾3aralle(epipet>en.

2) Stimmen feine von ben Söinfeln überein, welφe an 
ben congruenten Θrunbfldφen unb an gleiφen ©runbfanten 
liegen, fo benfe man ein brütet φarallelepipebum, beffen ©runb- 
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§. 106. 107. 25o∏ t>cn twrjiigliφflen Körpern :c. 39

ebene congruent ift mit ben ©runbebenen ber beiben juerft ge*  
Pαφten φαrαllelepipeben, baS mit ihnen gleiche φof)e l>αt, unb 
baö mit bem einen von ihnen bie einen 2δinfel an gleichen 
©runbfanten, mit bem anberen bie anberen gleiφ bat; baö 
britte *βarallelepipebum  ift nach 1) iebem ber beiben erften 
gleiφ, mithin ftnb biefe felbft einanber gleiφ.

§. 106. ßehrfaß.
Sebeö ⅛arallelepipebum fann in ein normale^ parallele*  

pipebuni verwanbelt Werben, beffen ©runbebenen 9¾eφtecfe ftnb, 
unb baö mit ihm gleiche ©runbpbene unb gleiche <ξjvbe hat∙

33ewet^.- 3)?an (teile ftφ irgenb ein φaraUelep(pebum 
vor, beffen ©runbebene ein 9^f>omboit> fein mag. lieber biefer 
©runbebene benfe man ein normale^ φarallelepipebιιm von 
gleicher mit bem erften. 5)aö jweite ^3arallelepipebum
ift bem erften gleich nach bem vorigen Paragraph; unb feine 
Seitenebenen ftnb 9leφtecfe. W?an betrachte fefct eines biefer 
¾eφtecfe alö ©runbebene, unb benfe über bemfelben wteberum 
ein normale^ φarallelepipebtιm, welφe^, in 33ejug auf jeneö 
9teφtecf als ©runbebene, gleiche Λpohe n∏t bem jweiten h«t 
2)aö britte φara(lelepipebuιn ift bem ^Weiten gleich, alfo auch 
bem erften, eS ift blofj von 9ie⅜tecfen begränjt, unb man wirb 
erfennen, baß eS mit bem erften gleiφe ©runbebene h«t unb 
gleiφe ⅛ohe.

§. 107. 2ehrfafc.
Normale φarallelepipebcn, beren ©runbebenen eongruente 

9¾eφtecfe ftnb, verhalten ftch wie ihre £öhen.
53eWeiß. Sßir nehmen jitvörberft an, bie Rolfen ber 

φarallelepipeben feien commenfurabel. Stuf feber ber «gjöhen 
benfe man bie gemeinfφaftliφe ©inljeit abgetragen, unb burφ 
(eben ber 5^l)eιljpunfte eine ©bene gelegt, in febent φarallelepi≈ 
pebum parallel mit ber ©runbebene. ©nthält bie «fpohe beö 
einen φarallelepipebumδ p ©inheiten, bie beö anberen q, 
fo wirb baö erfte fparallelepipebum burch bie ©benen in p, 
t>aö anbere in q φarallelepipeben ^erlegt, welche fammtliφ con*  
gment ftnb, wie Ieiφt erhellet, ©ö verhalten fiφ baher bie 
⅛aralle(epipeben wie p: q, wäßrenb bie Roheit ftφ auφ Ver^ 
halten wie p: q. 2)emnaφ Verhalten ftφ bie ^arallelepipeben 
Wie bie ^öhen.

2öir nehmen ferner an, bie Roheit ber φarallelepipeben 
feien incommenfurabel. Daö eine φarallelepipebum fei burch 
P, baö anbere burch Pz bejeiφnet, bie f)öhe beö erften ^3a- 
rallelepipebumS fei AB, bie be£ anberen A'B'. ©ö wirb be*  
hauptet, baß fiφ verhalte

P : P' = AB : A'B'
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Der beweis läfh ftcf> für Hefen $all inbirect führen.
9)?an nefjme an, eS wäre

£ ££
P' A'B'

Dann müßte eine Sinie A'C befielen, Heiner als A'B', fo baß 
P _ AB 
P' ~ A'C

wäre. Das Stücf A'C benfe man auf A'B' abgetragen. Die 
^ötje AB tljeile man in eine fo große 2ln⅛af)l von gleichen 
Dfyeilen, baß jeber Dljeil Heiner auSfällt als CB', trage einen 
folφen Df>eil von A' aus naφ B' ab, bis ein D^eilpunft 
jwifφen C unb B' fällt in D, unb benfe burφ D eine ©bene 
parallel mit ben ©runbebenen beS ^arallelepipebumS P'. DaS 
^arallelepipebum, welφeS bie ⅛ofy> A'D bat, fei Q. Die 
φarallelepipeben P unb Q Ijaben gletφe ©runbebenen unb 
commenfurable <£jöl)en, bafyer verhält fiφ

P _ AB 
Q “ A'D

Die obere ΘIeiφung bivibire man burφ biefe; baS liefert
Q _ A'D
F ” A'C

Diefe Θleiφung ift unriφtig, benn ber erfte 23ruφ ift eφt, 
ber anbere uneφt. Das unriφtige Otefultat ift Ijervorgegan*  
gen aus ber 53erbinbung ber beiben φm vorangegangenen 
i⅛leiφungen. Die lebte berfelben ift riφtig, bafjer ift bie 
erfte falfφ unb bie ¾nnaljme, welφe fie geliefert l>at, b. Ij. eS 
fann niφt

£ ££
P' > A'B'

fein, ©ben fo läßt fιφ erweifen, baß niφt
£ ∆1lP' < A'B'

fein fann, unb bann tritt bie 53el)auptung ein.
§. 108. Seljrfab.

‰rmale φarallelepipeben von gleiφen φoljen, unb bereu 
©runbebenen 9ieφtecfe finb, vergalten fιφ wie biefe ©runb- 
ebenen.

beweis. Die ^arallelepipeben feien burφ P unb P' 
bejeiφnet, bie ©runbebene beS erften Ijabe bie (Seiten a unb b, 
bie beS anberen bie Seiten a' unb b'. OJMn benfe ein britteS 
φaralle(epipebum Q von gleiφer <£wl)e mit ben beiben erften, 
unb bie ©runbebene beffeiben fei ein 9ieφterf von ben Seiten 
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a unb b'. $ür bie φαrαlleleptpeben P unb Q betrachte man 
bie Seitenflächen über a als ©runbebenen ; btefe ftnb bann 
gleich, unb bie Parallelepipeben verhalten ftcξ>, nach bem vorigen 
Paragraph, wie bie ju biefen ©runbebenen gehörigen φohen 
b unb b'. W?an h«t ulfo

P : Q = b : b'
gür bie Parallelepipeben Q unb P' betrachte man bie Seiten­
flamen über b' als ©runbebenen, unb man hat eben fo

Q : P, = a : a'
DαS Probuct beiber Proportionen liefert

P : P' = ab : a'b'
unb baS ift ber Sah.

§. 109. Lehrfah-
Normale parallelepipeben, beren ©runbebenen ‰chtecfe 

ftnb, verhalten fich wie bie probucte aus ©runbebene in J)öhe.
^Beweis. Die Parallelepipeben feien P unb P', ihre 

©runbebenen g unb g', unb bie ⅛ι>hen h unb h'. SRan benfe 
ein britteS normales parallelepipebum Q von ber ©runbebene 
g unb ber <ξwhe h'. ‰φ §. 107. verhält fiφ bann

P : Q = h : h' 
unb nach bem vorigen Paragraph

Q ■ P' = g ■ s
Das probuct beiber Proportionen liefert

P : P' = gh : g'h'
unb baS ift ber Sah-

§. 110.
2110 ©inheit für Äörper gebraucht man ben Qßürfel, beffen 

Äante bie Längeneinheit ift. Unter bem Inhalt eines Körpers 
wirb bie Sahl verftanben, welφe beftimmt, wie viel folger 
Sßürfel ber Körper enthält. 3ft eine beftimmte ©inheit gege­
ben, fo wirb fte fofort bem 3∏halt beigefügt; fo fagt man: 
ber Inhalt eines Jtörperö fei 100 Äubiffufj.

§. 111. Lehrfa⅛.
Der Inhalt eineö priSmaS ift baS Probuct aus ©runb*  

ebene i∏
beweis. 1) ≡an ftelle ftch ein normales parallelepi*  

pebum P ⅛0η beffen ©runbebene ein 9⅛eφtecf ift. Die <fpi>he 
beS ParallelepipebumS fei h, ber Snhalt ber ©runbebene, bego­
ßen auf bas Ouabrat, welches bie Längeneinheit ber <ξji>he jur 
Seite hat, fei g. 9Jlan benfe ferner einen 2δiirfe( Q, beffen 
Äänte jene Längeneinheit ift∙ §. 109 verhält ftφ

P : Q = gh : 1 
baher ift P = gh • Q

2) W?an ftelle ftch ein beliebiges Parallelepipebum vor, 
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beffen ©runbebene ein 9Jfjomboib g unb beffen cfjöhe h ift. 
‰φ §. 106 fann baffelbe in ein normales φaralle(epipebuιn, 
beffen ©runbebene ein 9teφtecf ift, verwanbelt werben, unb 
welφeS mit if>m gleiφe ©runbebene bat unb gleiφe öpöfje. 
S)er 3nljalt beS letztem ift naφ 1) gleiφ gh, baher ift auφ 
ber Inhalt beS erftern gleicf> gh, b. h∙ gleiφ bem φrobuct aus 
©runbebene in ⅛δfy.

3) 9J?an benfe ein breifeitigeS φriSnιa; feine ©runbebene 
fei g, feine cFjof)e h. 2)aS breifeitige ¾3riSma fann als bie 
<f>alfte eines ^arallelepipebumS betraφtet werben von ber 
©runbebene 2g unb ber φohe h. 2)er 3nf)alt beS φarallele≈ 
pipebumS ift 2gh, baber ber beS breifeitigen φriSmaS gh, 
b. b∙ Qleid) bem φrobuct aus feiner ©runbfläcbe in feine 35obe.

4) 9J?an benfe enbliφ ein beliebiges $riSma. ©eine 
©runbebene feig, feine φobeh. ©affelbe fann immer in brei*  
fettige φriSmen ^erlegt werben, beren ©runbebenen g', g", g"'... 
fein mögen, unb welφe h ^ur ^öbe höben. 2)ie «Summe ber 
Inhalte ber breifeitigen ^riSmen ift

(g'+g"+g"'+-) h = gh
baber ift auch ber 3nF>alt beS urfprungliφen beliebigen φriS*  
maS gleich gh, b. b∙ gletφ bem ⅛robuct aus feiner ©runb*  
flaφe in feine <£jöhe.

®amit ift ber Satj erwiefen.
§. 112.

Ser Snbalt eines SßürfelS, beffen ©eite a ift, ift bem≈= 
naφ a3. Unb ftnb a, b, c bie Äanten eines normalen φaraU 
lelepipebumS, beffen ©runbebenen 9ieφtecfe ftnb, fo ift ber 
Snbalt beS φarallelcpipebumS abc.

§.113. £ebrfäbe.
1) φrtSmen verhalten fiφ wie bie φrobucte aus ©runb­

ebene in ⅛obe (ftnb alfo gleich, wenn fιe gleiφe ©runbebenen 
haben unb gleiφe ξwben).

2) φriSmen von gleiφen ©runbebenen Verhalten ftch wie 
ihre <ξwhen.

3) φriSmen von gleiφen £öben verhalten ftch wie ihre 
©runbebenen.

beweis. 9Jian benfe ein φriSma P von ber ©runb­
ebene g unb c^öhe h, ein ^weites P' von ber ©runbebene g' 
unb .frohe h'/unb eS verhält ftφ naφ §.111

P : P' = gh : g'h'
SaS ift baS erfte ©efefc. Sie anberen folgen heraus, 

inbem man g = g' ober h = h' fe$t.
§. 114.

Sie Dberflaφe eines φriSmaS ergiebt fiφ in ber Summe 
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t>er 3nfyαlte t>er @runb * unb Seitenebenen, tυelφe nαφ be*  
fannten Sefyren ber ebenen ©eometrie ftφ beftimmen.

II. Vom Cylinder.
§. 115.

Man ftelle fiφ einen Kreis vor, unb eine gerabe Sinie, 
melφe mit ber Peripherie beö Äreifeö einen Punft gemein- 
fφαftliφ l>αt, unb niφt mit bem Greife in einer ßbene liegt. 
2)ie gerabe Sinie führe man, parallel mit iljrer erften Sage, 
längö ber φeripf>erie beö Äreifeö, bie fte bie ganje Peripherie 
burφlaufen ift. ®ie gerabe Sinie betreibt habet eine frumme 
g(aφe. ®iefe frumme ⅝laφe f)ei^t eine cplinbrifφe 
glaφe, unb ber ‰um, tυelφen fte umfφliefjt, ein cplin- 
brifφer 9taum.

?luö ber (Sntftet>ung ber cplinbrifφen glaφe erhellet, baf? 
ftφ in φr unenbliφ viele gerabe Sinien gieren Iaffen, rvelφe 
parallel ftnb mit ber geraben Sinie, bie bie g(aφe erzeugte. 
3ebe folφe gerabe Sinie fjei^t eine Seite ber cplinbrifφen 
^laφe.

§. 116. Sel)rfab.
Sφneibet man eine cplinbrifφe glaφe burφ eine (5bene, 

melφe mit ber Äreiöebene parallel ift, fo ift bie S)urφfφnittδ- 
figur ein Jtreiö, unb biefer ift congruent mit bem erften.

Perveiö. 2)urφ ben SKittelpunft M ber Jtreiöebene 
benfe man eine gerabe Sinie, tυelφe mit ben Seiten ber ep= 
linbrifφen glaφe parallel ift. S)en Punft, in n>elφem biefe 
Sinie bie Φurφfφnitt0figur fφneibet, bejeiφne M'. ÄJlan 
nepnie ferner jroei Seiten ber cplinbrifφen gldφe an, AA' 
unb BB', unb benfe eine (Sbene burφ MM' unb AA', unb 
eine jtveite (Sbene burφ MM' unb BB'. S)ie Sinien, in Wei- 
φen bie Jtreiöebene von biefen Ebenen gefφnitten wirb, feien 
MA uni) MB, bie, in rt)elφen bie S)urφfφnittδfιgur ge# 
fφnitten wirb, M'A' unb M'B'. 5)ie 23ierecfe MM'A'A unb 
MM'B'ß ft∏r> Parallelogramme, benn bie Sinie MM' ift parallel 
mit ben Seiten ber cpiinbrifφen gldφe, unb bie Sinien MA 
unb M'A' fomofjl, altf bie Sinien MB unb M'B' finb parallel 
naφ §. 22. φie Sinien MA unb M'A' ftnb einanber gleiφ, 
eben fo bie Sinien MB unb M'B', a{0 gegenüberftehenbe Seiten 
von Parallelogrammen; ba aber bie Sinien MA unb MB 
gleiφ ftnb, fo ftnb e$ auφ bie Sinien M'A' unb M'B'; unb 
barauö erhellet, bah bie Φurφfφnitt3figur ein JlreiS ift, tvel*  
φer fiφ mit bem erften greife betft.
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§. 117.
9ftαn ftelle fiφ einen ct)linbrifchen Oiaum vor, unb fφneibe 

ihn burφ eine ©bene, Welche mit ber ÄreiSebene parallel ift. 
3wifφen ben beiben Jtreiöebenen erhält man einen überall be­
gründen Körper: biefer I)eifjt ein ©blinber. 2)ie beiben 
Greife, Welche ben ©plinber begründen, werben feine ©runb*  
ebenen genannt, bie ben ©plinber begrän^enbe frumme fläche 
beiüt fein 9Jlantel. Φie gerabe Sinie, welφe bie SRittel- 
punfte ber ©runbebenen verbinbet, fyeißt bie Slφfe, ber nor­
male Slbftanb ber ©runbebenen bie <£jöbe beS (5plinber⅛. 2)ie 
5lφfe ift jebeSmal mit ben «Seiten beS ©plinberS parallel, ©in 
©plinber heifjt normal, wenn bie 3lφfe normal auf ben 
©runbebenen flef)t, fφief, wenn bieö nicht ber gall ift.

§. 118. 8ehrfa£.
2>er Snpalt eineö ©plinberS ift baS φrobuct aus ber 

©runbebene in bie «fjope.
23ewei6. Sn bem Greife, welcher bie ©runbebene beS 

©plinberS bilbet, benfe man ein reguläres 23ieleef, unb be­
trachte bieβ als bie ©runbebene eines ft3riSmaS, welches bie 
^öpe beS ©plinberS ©at, unb fo geneigt ift, bah eine «Seiten­
fante in ben sDfiantel beS ©plinberS fällt. ©S beftnben fiep 
alsbann fämmtliche (Seitenfanten beS φriSmaS in bem sKantel 
beS ©plinberS. 2)ieS ftlriSma laffe man in ein anbereS über­
geben, welches in gleicher 2δeife in bem ©plinber liegt, unb 
beffen ©runbebene ein reguläres 93ielecf von hoppelt fo vielen 
(Seiten als bie beS erften ift. ©ben fo gehe baS zweite φriSma 
in ein britteS über u. f. f., u. f. f. ©S entfiel)t eine ‰ipe von 
¾}riSmen, bereu ©ränje ber ©plinber ift, unb mit welchem 
baS Ieφte φriSma jufammenfällt. 2)er Snljalt eines jeben ber 
φriSmen ift baS φrobuct aus ber ©runbebene in bie <⅛bhe, 
folglich ift auch ber Snpalt beS ©plinberS baS φrobuct aus 
ber ©runbebene in bie φbl)e.

UebrigenS fann lei⅞t inbirect ber (Sah erwiefen werben. 
©S fei g ber Inhalt ber ©runbebene, h bie «£jöpe beS ©plin- 
berS, fein Snpalt k. äßollte man annehmen eS fei

k<gh, 
fo fönnte k = g'h fein, unter g' eine ßaljl verftanben, welche 
Heiner ift als g. Sn bem Äreife g ift bann ein necf benfbar 
von bem Snpalt g'. 2)ieS betrachte man als ©runbebene eines 
ftlriSmaS von ber $öpe 1b welcpeS in bem ©plinber liegt. 
2)er Snhalt beS ftfriSmaS ift g'h, unb ba baS Prisma Heiner 
ift als ber ©plinber, fo fann ber Snpalt beS ©plinberS nicpt 
auφ g'h fein, überhaupt nicht Heiner als gh. ^lepnlicp im 
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αnberen ^αll vermittelft eineö um ben (S^linber liegenben 
⅛Umαb.

§. 119.
3ft baßer r ber 9ftabiu5 ber ©runbebene eineö ©plinberS 

unb h feine φoβe, fo ift ber 3nβalt beö ©plinberö gleiφ πr2h. 
§. 120. Seßrfäße.

1) ©ßlinber vergalten ftφ wie bie φrobucte auö ben 
©runbebenen in bie c^ößen.

2) ©plinber von gleiφen ©runbebenen verßalten ftφ wie 
ißre <gwβe∏∙

3) ©plinber von gleiφen £oßen Verßalten fιφ Wie ißre 
©runbebenen.

53 e weife folgen Ieiφt auö bem vorigen φaragrapβ. 
§. 121.

W?an (teile ftφ einen beliebigen ©plinber vor, unb brei 
unmittelbar auf einanber folgenbe Seiten AB, A'B', A"B" 
beffelben. 2)ie Setten finb parallel. 2)urφ bie mittlere Seite 
A'B' unb burφ AB benfe man eine ©bene, burφ bie Seiten 
A'B' unb A"B" eine jweite ©bene. 2)ie eine biefer ©benen 
breße man um bie mittlere Seite A'B', biö fte mit ber anberen 
©bene jufammenfällt, unb bergeftalt, baß bie Seiten AB unb 
A"B" ju verfφiebenen Seiten von A'B' geratßen. φierburφ 
änbern bie Seiten A'B' unb AB ifyre gegenfeitige Sage nicßt, 
eben fo wenig bie Seiten A'B' unb A"B"; unb e$ ift ein- 
Ieuφtenb, baß ber ganje Wiantel beö ©plinberö ftφ in eine 
©bene biegen läßt, oßne eine 3lenberung feineδ Snßaltö ju 
erfahren.

glaφen, welφe eine folφe Operation julaffen, nennt man 
abwirf eibar.

§. 122. Seßrfaß.
S)er Hantel eineö normalen ©plinberö ift g(eiφ bem 

φrobuct aub ber φeripβerie ber ©runbebene in bie ^öße.
SBeweiö. 9Jlan benfe ben 9J?antel beb normalen ©plin*  

berö abgewicfelt. ©r bilbet albbann ein ‰φtecf, beffen eine 
t≡εite bie ^öße beb ©plinberb, unb beffen anbere Seite bie 
Peripherie ber ©runbebene ift. Oaraitb erßellet ber Saß.

‰ 9Jlantel beb fφiefen ©plinberb bilbet, abgewicfelt 
niφt eine ⅛igur, beren 3nβalt ftφ ßier angeben ließe.

§. 123.
3ft baßer ber 8fiabiub ber ©runbebene eineb normalen 

©plinberb r, unb bie «£)öße h, fo brütft ftφ ber sIRantel aub 
burφ 2πrh
unb bie gefammte Dberflaφe beb ©plinberb burφ 

2πrh-f-2πr2
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ivelφeδ einerlei ift mit
2πr(h-∣-r). 

§. 124.
S)er 33egriff beδ (Si)li∏berδ fαnn bαl)in erweitert werben, 

baß bie ©runbebene eine gigur fei, welφe von irgenb einer 
frummen Sinie, ober von beliebigen frommen unb geraben Li­
nien begränjt ift. Unb immer ift ber 3nljalt beö (Sφlinber3 
gleiφ bem φrobιιct auö ber ©runbebene in bie <^bl)e, unb ber 
Hantel beö normalen ©plinberö baö φrobuct auö bem Um­
fang ber ©runbebene in bie <^bl)e.

§. 125. 2eΓ>rfa0.
Sftan fielie fιφ einen Körper von beliebiger 53egrdnjung 

vor. Ser Körper werbe gefφnitten burφ eine Oteilje von pa­
rallelen (Sbenen. Ser Slbftanb h je zweier auf einanber fol- 
genben (Sbenen fei ber fleinfte, welcher gebaφt iverben fann. 
A1, A2, A3. . . . . Az_,, Az feien bie 5nl)alte ber SurφfφnittS*
jtguren in ben auf einanber folgenben (Sbenen. Ser 3nl)alt von 
bem Shell beö Jtörperö, welφer ^ig. 7 jwifφen ben (Sbenen 
Al unb Az ftφ befindet, brücft ftφ auö burφ jebe ber beiben 
Summen

A1 h -f- A 2 h -∣- A 3 h -f-. . . . . -f^ Az_ 1 h
A2h + A3h4-. . . . 4-Azh

SB e w ei1) Srgenb ^wei auf einanber folgenbe (Sbenen 
feien An unb An+1. 3ft ber 5Ibftanb h berfelben ber fleinfte, 
welcher gebaφt iverben fann, fo ift ber jtvifφen biefen beiben 
(Sbenen befindliche «ftörperttjeil entweder cplinbrifφ (priδmatifφ), 
oder eö nimmt ber 4torpertheil von ber einen ber (Sbenen jur 
anberen hin bloß ju, ober bloß ab. Sßollte man nämlich an­
nehmen, eö fänbe ßunahme unb Abnahme Statt, fo müßten 
fiel) in bem 3Ibftanb h jwei Steile unterfφeiden laffen, ber eine 
jur Zunahme, ber andere jur Abnahme gehörig, unb bann 
Würbe h niφt ber fleinfte benfbare Slbftanb fein.

2) Sft ber Jtörpertljerl jwifφen ben (Sbenen An unb 
An + l cρlinbrifφ, fo find bie (Sbenen An unb An+1 congruent, 
unb ber Inhalt beö Äörpertheilö brücft fiφ auö burφ Anħ 
ober burφ An + lh. Sφreitet ber Äörpertljeil von ber einen 
ber gebaφten beiben (Sbenen jur anberen juneljmenb fort, ober 
abnehmenb, fo finb bie (Sbenen An unb An+1 ungleiφ. 3n 
biefem galt benfe man über ber größeren (naφ §. 124) einen 
(Splinber BCDE von ber ^oβe h, ivelφer den Atörpertfjeil 
umfφlieβt, über ber Heineren einen (Splinber FGHL von ber 
<£>öhe h, tvelφer von bem 4borpertheil umfcbloffen wirb. Sie 
Inhalte ber ©plinber finb Anh unb A11+th, bemnaφ ift ber 
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eine von tiefen SluSbrücfen größer als ter Snßalt beS ätör< 
pertßeilS, bet anbere Heiner.

3) 2Bir 3iel)en je⅛t bie (Summen
A1h+A2h+A3h4- - - - - - f-Az^1h

unb A2h-]-A3h-j- •••• 4~Azh
in 53etraφt, unb ben Snßalt Q beS ^örperö, welφer jwifφen 
ber erften (Sbene A1 unb ber leßten Az liegt, unb feßen vor*  
läufig noφ befonberS voraus, ber Körper fei jwifφen biefen 
Ebenen cp(inbrifφ (priSmatifφ), ober er neßme von ber (Sbene 
Aj bis jur (Sbene Az ßin bloß ju, ober bloß ab.

Sft ber Körper cpltnbrifφ, fo fällt in bie2lugen, baßjebe 
ber Summen ben Snßalt Q auSbrüctt. Sφreitet ber Mörper von 
ber (Shene A, naφ ber (Sbene Az bloß juneßmenb fort, ober bloß 
abneßmenb, fo ift bie eine Summe größer, bie anbere Heiner 
als Q. Ser Snßalt Q beßnbet fiφ alSbann jwifφen beiben 
Summen, unb ber Unterfφieb jwifcßen Q unb jeber einzelnen 
ber Summen ift Heiner als ber Unterfφieb ber Summen.

Sie Sifferenj ber Summen ift
=fc(Az — A1 )h 

2δegen beS unenbliφ Heinen gaftorS h ift biefe Sifferenj 
unenbliφ Hein, unb ba Q ftφ um weniger als biefe Sifferenj 
von jeber ber Summen unterfφeibet, fo ift ber Unterfφieb 
jwifφen Q unb einer ber Summen burφ enbliφe 3λWπ 
niφt auSbrütfbar, unb fällt außer S9etraφt.

Ser Saß gilt bemnaφ, wenn ber Äörper jwifφen A, 
unb Az cplinbrifφ ift, ober bloß juneßmenb, ober bloß abneß*  
menb von ber einen biefer Ebenen jur anberen fortfφreitet.

4) Sφreitet ber Körper von ber einen ber (Ebenen A, 
unb Az jur anberen beliebig fort, halb juneßmenb, halb ab*  
neßmenb 11. f. w., fo fann er bιιrφ (Ebenen, welφe mit jenen 
parallel ftnb, in Sßeile jerlegt werben, in benen bloß ßunaßme, 
ober bloß Slbnaßme, u. f. W. Statt ftnbet, unb nacß 3) gilt 
baS ®efeß für biefe Sßeile, mitßin gilt eS auφ für ben Äör*  
ter felbft.

. Denier Jung, ©er pier geführte Seweiö ermangelt ber 2IΠge≈ meuφeit. gr ιu∏∙z tvc∏∏ bje i∏ -j) perangcjogenen (Eplinber ber≈ 
geftalt tnog∏φ ftnb, bafj ber eine Von bem ^orperφeil umfφloffen wirb, 
ber anbere ben 5torperφeil umfφlieft. Sie Körper, welφe im vorlicgenben 
puφe in Setraφt fommcn, werben augenfällig folφe 53efφaffenbeit 
buben, unb beöpatb entfpriφt ber Seweio unferm naφflen 3wecf. 3n 
bev ¾r>∙ a ®e°metrie ftnbet baö @efcß feine voUflänbige Darlegung.

2διr (teilen anheim, ben Stummem 1) unb 2) folgenbe Raffung ju geben:
1) Srgenb jwei auf einanber folgenbe (Ebenen feien A11 unb An+1. 

©er jwtfφen ilmen beftnbliφe itorperφeil fφreitet von ber einen jur 
anberen entweber ohne ßunaßme ober 2lbnapme fort, ober eö nimmt bev 
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Äörpertpeil von bet einen ©bene jur anberen pin bloß ju, ober bloß 
ab; weil ber lletnfte 2lbftanb h niφt 3umφnte unb 2lbnapme geflattet. 
Seim gortfφritt opne 3unapme ober Slbnapme ftnb bie Ebenen An unb 
An + i congruent, unb gleiφ gelegen, wie beim ©pltnber, ober niφt.

2) ©en jwtfφen ben ©benen An unb An+1 beftnbltφen Sörpertpetl 
bejetφne K. 3rc>ifφeπ ben Ebenen A„ unb An + > benfe man einen ©p*  
linber C∏, welφem An jur ©runbebene bient, unb einen jwetten Cn∙n 
über An+1. ©er ßörpertpeil K pat mit bem ©pltnber Cn bie ©runb*  
ebene An gemeinfφaftltφ, mit bem anberen Cn÷ι bie ©runbebene An+ι. 
Θφreitet ber Äörpertpetl K von ber einen ber ©benen A11 unb An+1 big 
jur anberen ohne 3unapme ober Slbitapme fort, fo muß er gletφ fein 
jebent ber gletφen ©pltnber Cn ober Cn + ι, beren gortfφritt opne 3u≈ 
napme ober 2Ibnapme erfolgt. Θφreitet K von An big An÷ι junep≈ 
ntenb fort, fo tfl K größer alö ber ©pltnber Cn, welφer niφt junimmt; 
jugleiφ gebt bann K von An + 1 btg An abnepmenb fort, unb ifl Heiner 
alg ber ©plinber Cn + ι, welφer bei biefem gortfφritt niφt abnimmt; eg 
ifl alfo C∏ ≤ K ∙≤ C∏⅜ i »
Θφreitet K von An big An÷ι abnepmenb fort, fo erpellet in gleiφer 
2δeife Cn > K > Cn+ι

©ie Snpalte ber ©plinber ftnb Anh unb An÷ιh. Scmnaφ ifl 
entweber Anh = κ = An + 1h

ober Anh κ ≤ An÷ιh
§. 126.

9)?an ftelle ftφ gig. 7 unb 8 irgenb jivei Äorper vor, 
unb burchfchneibe fιe burφ eine 9fleif)e von parallelen Ebenen. 
Der Slbftanb h je jiveier auf einanber fofgenben ©benen fei 
ber fleinfte, ιυelφer gebaφt ιverben fann. <≡inb bie Dur⅝*  
fefjnittöfiguren A1, A2, •— Az ber ©benen mit bem einen Jtör*  
per beμet)(icf) gleict? ben Durcbfd)nittöfiguren B1, B2, ∙∙∙∙ Bz 
berfelben ©benen mit bem anberen Körper, fo ift ber Dbeil beö 
einen Äörperö, iυelφer ⅛mifφen ben ©beiten A1 unb Az liegt, 
gleich bem Zfyeil beö anberen ^υifφen B1 unb Bz.

Denn ift A1 =B,, A2 =B2 ∙∙∙∙ Az = Bz, fo ift
A,h + A2h4- - - - - ∣-Az-1h = B1h-∣-B2h-|- - - - - - {-Bz-1h

unb e$ erhellet ber Saß auö bem vorigen Paragraphen.

III. Von der Pyramide.
§. 127.

Man ftelle fiel; eine forperliφe ©cfe vor, unb fφneibe fie 
burφ eine ©bene, iυelφe alle Äanten berfelben trifft. 23on 
ber förperlidjen ©rfe ivirb habet ein überall begränjter Jtörper 
abgefonbert: biefer Ijeifjt eine pprantibe. ©ine φpramibe 
beißt nfeitig, tvenn bie fυrperliφe ©rfe, auö ber fie erhalten 
tvorben, nfeitig tvar. ©ine nfeitige φpramtbe ifl burφ ein 
nerf, iυelφe∂ bie Durchfchnitt3ebene geliefert hat, unb burφ n 
Dreierfe begränjt. Daß nerf, ivelcheö bie Durchfφnitt0ebene
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geliefert pat, heißt bie ©runbebene ber φprαmibe, jebeS von 
ben Φreiecfen wirb eine «Seitenebene genannt. ®er (Scfpunft 
ber f0rperliφen ©cfe peißt bie Spiße ber ^pramibe, ber nor­
male Slbftanb ber Sptße von ber ©runbebene bie ^öpe. 
Sebe .ft ante, in we(φer ftφ bie ©runbebene unb eine Seiten­
ebene fφneiben, heißt eine ©runbf ante, jebe Äante, in Wei*  
φer fiep jwei (Seitenebenen fφneiben, eine Seitenfante.

§. 128. Seprfäße.
1) Siegt bie ©runbebene einer *∣3pramibe in einem Äreife, 

unb trifft bie «£)öpe ber φpramibe ben 3Jiittelpunft biefeS Grei­
fes, fo ftnb alle Seitenfanten ber φpramibe einanberwgleiφ.

®ie ©runbebene ber φpramibe fei ABCD—•, berMittel*  
punft beS «ftreifeS, in welφem bie ©runbebene liegt, feiM, bie 
Spiße ber φpramibe bejeiφne P. ®ie ^Öpe ber ⅛pramibe 
ift alöbann PM, bie Seitenfanten ftnb PA, PB, PC, PD,∙∙∙∙. 
2)er 53epauptung gemäß ftnb biefe einanber gleiφ. — 5)1 an 
benfe bie Sinien MA, MB, MC, MD,-—; baburφ entftepen bie 
2)reietfe PMA, PMB, PMC, PMD,∙∙∙∙. 2lUe biefe Φreiecfe ftnb 
bei M reφtwinflig, ba PM normal fiept auf ber ©runbebene; 
fie ftnb ferner congruent, weil fie bie ftatpeten gleiφ haben, 
namliφ PM gemeinfφaftliφ, unb bie anberen Äatpeten gleiφ, 
als 9tabien beS ÄreifeS. SluS ber ©ongrucnj ber Φreieefe 
folgt bie ΘIeiφpeit ber ^ppotenufen, unb biefe ftnb bie Sei*  
tenfanten.

2) Sinb alle Seitcnfänten einer ^3pramibe einanber gleiφ, 
fo liegt bie ©runbebene in einem greife, unb bie <Fwpe ber 
fßpramibe trifft ben ≡ittelpunft biefeö ÄreifeS.

2)ie ©runbebene fei ABCD,—• bie Spiße P, bie ^öpe 
PM. 2)ie Seitenfannten ftnb alSbann PA, PB, PC, PD,—. 
Unter ber 93orauSfeβung, baß biefe Seitenfanten gletφ ftnb, 
Wirb behauptet, bie ©runbebene ABCD— liege in einem <ft reife, 
unb ber fßuntt M fei beffen 9Df2ittelpunft. — Sian jiepe bie 
Sinien MA, MB, MC, MD,—. 5)aburφ ergeben ftφ bie 
^reiecfe PMA, PMB, PMC, PMD,-∙. Sille biefe 2)reiecfe 
ftnb bei M reφtwinflig, fie paben bie φppotenufen gleiφ, bie 
eine ftatpete PM gemeinfφaftliφ, unb folgliφ ftnb fie con*  
gruent. Sius ber ©ongruenj ber !∑)reie(fe erhellet, baß bie 
Sinten MA, MB, MC, MD, — einanber gleiφ ftnb, unb bann 
liegt bie ©runbebene ABCD — in einem ftreife, unb bers^unft 
M, tn we(φem bie 66pe bie ©runbebene trifft, ift ber Mittel*  
punft.

§. 129.
(Sine ^pramibe, bereu fammtliφe Seitenfanter einanber 

gleιφ ßnb, peißt eine gleiφfeitige fßpraniibe; eine gleiφfei*  
Sßotff’g ©eotneftic. 2. $f). 4
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50 drittes Stapftet. §. 130.

tige φpramibe IjeiSt gleichförmig, wenn ifjre ©irunbebene 
ein reguläre^ necf ift.

§. 130. Sefyrfafc.
3Benn eine förderliche (Scfe t>ιιrφ parallele ©benen ge? 

fφnitten wirb, fo ftnb bie Durφfφnitt0figιιren ähnlich, unb 
»erhalten ftφ wie bie Duabrate ⅛rer normalen SIbftänbe »on 
bem ©tfpunfte.

Söeweiö. 9J?an [teile fiφ eine förderliche(Scfe »or, unb 
burφfφneibe fie burφ gwei parallele ©benen. Die beiben 
Durφfφnitt0figuren feien ABCD∙∙∙∙ unb A'B'C'D'—•. Der 
©rfpunft fei P. Um jundφft ju geigen, bafj bie Durφfφnitt0- 
ftguren ähnlich ftnb, tfyue man bar, ba£ fte alle 233infel be- 
⅞ief)liφ gleich fyaben, unb ba£ bie Seiten ber einen fiφ »er­
halten wie bie Seiten ber anberen. —

Da jwei parallele Ebenen »on einer britten ©bene in 
parallelen 8inien gefφnitten werben, fo erhellet, bafj bie Sinien 
AB unb A'B' parallel ftnb, eben fo bie Linien BC unb B'C', 
CD unb C'D' u. f. W. ‰φ §. 25 ift baf)er ber 233infel ABC 
gleich bem SBinfel A'B'C', ber Sßinfel BCD 9leiφ bem Sßinfel 
B'C'D' u. f. f., b. I). bie Durφfφnittδfiguren haben alle 2δin≈ 
fei be⅛iel)∣iφ gleiφ. ©ö »erhält ftφ nun

AB: A'B' = PA : PA' 
BC: B'C' = PB : PB' 
CD: C'D' = PC: PC' 

u. f. w.
babei ift naφ §. 63, wenn man burφ P eine ©bene benft, 
parallel mit ben Durφfφnitt3ebenen,

PA: PA' = PB: PB' = PC: PC' = . ..
alfo »erhält fiφ

AB: AB' = BC : BC' = CD : CD' = .... 
unb barin liegt, bafj bie Seiten ber einen Durφfφnitt0f⅛ur 
jtφ »erhalten, wie bie Seiten ber anberen. Die DurφfΦnittb*  
ftguren finb bemnaφ dhnliφ.

©5 ift ^weitens jii geigen, bah bie Durφfφnitt^figuren 
fiφ »erhalten, wie bie Dluabrate ihrer ©ntfernungen »om ©<f*  
punfte. —- 9)ian fälle auö bem ©rfpunfte P eine Normale auf 
bie eineDurφfφnitt3ebene, unb »erlängere fie biö jumDurφ*  
fφnitt mit ber anberen. Die Normale fleht auf beiben Durφ*  
fφnitt3ebenen normal. Die φunfte, in welφen bie 9iormale 
bie Durφfφnitt6ebeπen trifft, feien M unb M'. Die Durch? 
fφnittsfiguren »erhalten fiφ, Weil fie dhn(iφ ftnb, wie bie 
üuabrate gleiφliegenber Seiten, alfo etwa wie AB2: A'B'2. 
©$ »erhält fiΦ aber
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AB : A'B' = PA : PA' 
unb PA : PA' = PM:PM'
2)ebh∏lb vergalten ftφ bie Surφfφnitt3figuren wie PM2 :PM'2.

§. 131. Seξ>rfa⅛.'
φpramiben, welφe gleiφe ©runbebenen unb gleiφe feö*  

ljen haben, ftnb einanber gleiφ.
^Öeweiö. 9Jιan ftelle fiφ jwei φpramiben vor, von 

gleichen ©runbebenen unb gleiφen φiφen. 2)ie ©runbebene 
einer jeben fei g, bie <f)iφe einer jeben fei h. 3)ie ¾}pramiben 
benfe man mit ben ©runbebenen auf eine (S6ene gefteUt, unb 
burφfφneibe beibe *J⅛ramiben  burφ eine ©bene E, welφe mit 
jener ©bene parallel ift. Sie Surφfφnittbfiguren feien Q unb 
Q'. Sie ©ntfernung ber einen Surφfφnittbfigur von ber 
<5p⅛e ber φpramibe, in we(φer bie Surφfφnitt3figur fiφ 
befinbct, ift gleiφ ber ©ntfernung ber anberen SurφfφnittS*  
ftgur von ber <Spφe if>rer φpramibe. 3ebe biefer ©ntfernun- 
gen fei χ. ‰φ bem vorigen Paragraph Verhält ftφ bei ber 
einen φpramibe

g:Q = h2 : x2 
unb bei ber anberen

g: Q' = h2 :x2.
hieraus erhellet, bafi bie beiben Surφfφnittδftguren Q unb 
Q' gleiφ ftnb. Saffelbe gilt für bie Surφfφnittbfiguren 
einer jeben Surφfφnittbebene E. Seδl)alb folgt naφ §. 126 
ber Satj.

132. Seljrfa⅛.
Ser 3nfyalt einer φyramibe ift ber britte Sφeil beö φro*  

bucteö auö ber ©runbebene in bie «£)öf)e.
53 etoeiö. Ser Sa(j wirb juvörberft für bie breifeitige 

Qφramibe bewiefen, unb bann auf φpramiben mit beliebig vie*  
len Seiten auögebehnt.

53ei ber breifeitigen φpramibe DNQC, gig. 9, betraφte 
man ba£ SreiecfDNQ, beffen Snfyalt g fein mag, als ©runb*  
ebene; vie <ξ)iφe fei h. Sie breifeitige φpramibe ergänze mgn 
ju bem breifeitigen s43riβma ABCDNQ, welφeδ mit ber breü 
feitigen φpramibe biefelbe ©runbebene g unb biefelbe <ξjolje h 
bat. bem ^ri£ma benfe man bie ©benen CDN unb CAN. 
Sie ©benen jerlegen baö φri8ma in brei breifeitige φprami*  
ben, von We[φen bie urfpriingliφe DNQC bie eine" ift; unb 
biefe brei breifeitigen φpramiben ftnb einanber gleiφ. ,©ö ftnb 
namliφ bie beiben breifeitigen φpramtben ANDC unb ANBC 
einanber gleiφ, weil fιe gleiφe ©runbebenen unb gleiφe <ξ>ιφen 
haben, fobalb man bie Sreiecfe AND unb ANB alö ihre 
©runbebenen betraφtetj unb bie beiben fßpramiben ANDC 

4*  
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unb DNQC fιnb gleiφ, weil fte ebenfalls gleiche ©runbebenen 
unb gleiche Rolfen haben, wenn bie Dreiecfe ÄCD unb DCQ 
alδ ©runbebenen genommen werben. 3ebe ber breifeitigen φp*  
ramiben ift baljer ber brüte Sφeil von bem breifeitigen φriSma. 
Der Snhalt beS fßriSmaö ift gh, alfo ber Inhalt ber ur- 

ßrlifpriinglicξ>en breifeitigen φpramibe DNQC gleich unb baS 
ift ber brüte %tyil beS φrobucteS aus ber ©runbebene in bie 
⅛ohe.

©ine nfeitige ξβvramit>e (n größer als 3 angenommen) 
fann immer in irgenb eine Slnjaftl breifeitiger φpramiben ⅞er< 
legt werben, bereu ©runbebenen in ber ©runbebene ber nfeiti- 
gen φpramibe liegen, unb bie mit ber nfeitigen φpramibe bie 
4pöf»e gemeinfφaft(iφ haben. ®er S∏halt ber nfeitigen φp- 
ramibe ergiebt ftφ in ber (Summe ber ⅛halte ber breifeitigen 
φpramiben. Die Summe ber Sntmlte ber breifeitigen $pra*  
miben ift ber brüte ⅛fμil beS φrobucteS aus ber Summe ihrer 
©runbebenen in bie gemeinfφaftliφe φohe. Die Summe ber 
©runbebenen ber breifeitigen φpramiben ift aber bie ©ritnb*  
ebene ber nfeitigen φpramibe, unb bie gemeinfchaftliφe «fpÖfte 
ber erfteren ift bie «fjöhe ber legieren. Daraus erhellet, ba|f 
ber Suftalt einer jeben φpranribe gleiφ ift bem brüten Dheil 
beS φrobucts auS ber ©runbebene in bie φi>he.

§. 133. Sehrfäfte.
1) fßpramiben von gleichen ©runbebenen Verhalten fiφ 

wie ihre fpohen∙
2) φpramiben von gleichen 4pbhen verhalten ftφ wie φre 

©runbebenen.
3) φpramiben verhalten fιφ wie bie φrobucte aus ben 

©runbebenen in bie <fjbl)en.
Denn hat eine φpramibe P bie ©runbebene g unb bie 

.£jvhe h, unb eine φpratUibe P' ebenfalls bie ©runbebene g, 
aber bie ßöhe h', fo verhält ftφ

p.p,-SL⅛'
3 3

Ober P : P' = h : h'.
DaS ift ber erfte Sah- ©ben fo ergeben fιφ bie betben an*  
beren Säfte.

§. 134.
9Jtan ftelle fιφ irgenb eine φpramibe vor, unb fφneibe 

biefelbe burφ eine ©bene, welφe mit ber ©runbebene parallel 
ift. Die φhramibe Wirb baburφ in jwei 3φt'i(e geteilt. Der 
Dfteil, welφer jwifφen ben beiben parallelen ©benen liegt, 
heφt eine ab getürmte fppramibe, ber anbere D⅛eil bie
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Srgdnμιngfepprαmifee. Sine nfeitige αbgefuηteppramifee 
ift von 3iυeι cφnliφen netten begränjt, feeren Sbenen unfe 
gleiφliegenfee Seiten parallel ftnfe, unfe von n ⅜rape⅛en. Φie 
beifeen tφnliφen nette werfeen feie ®r unfe eben en feer ab ge­
fügten Ppramifee genannt, feer normale 2lbftanfe feer ©runfe- 
ebenen Ijeift feie 3ρolje.

§. 135.
Sb giebt Äörper, welche abgefürjten Ppramifeen aljnliφ 

fefyen, ot>ne folφe ju fein. Sin Äorper feer 2(rt ift nur feann eine 
abgefürjte Ppramifee, wenn feine parallelen 23egrdnjungbflaφen 
tφnliφe Figuren ftnfe, unfe ihre gleiφliegenfeen Seiten parallel 
laufen. Sb läßt ftφ ndmliφ barφun, baff ftφ albfeann 
famnιtliφe Seitenfanten feeb Äbrperb in einem fünfte fφnet*  
feen, fo feaß eb eine φpramifee giebt, aub welφer jener Körper 
erhalten werfeen fanri feafeurφ, feaß fte feurφ eine Sbene ge- 
fφnitten n>irfe, welφe mit feer ©runfeebene parallel ift.

9Jtan ftelle .fιφ einen Äörper vor, welφer begränjt ift 
feurφ jwei ähnliche nette, feeren Sbenen unfe feeren g(eiφlie- 
genfee Seiten parallel ftnb , unfe feurφ n ‰pe⅛e, feeren jefeeb 
ju parallelen Seiten ⅞rυei gleiφliegenfee Seiten feer nette ljat. 
2)iefer Körper ift eine abgefürjte φpramifee. — 2)ie parallelen 
afynliφen nette feien ABCD∙∙∙∙ unfe A'B'C'D'∙∙∙∙. £>ie beifeen 
Seitenfanten AA' unfe BB' fφneifeen ftφ 5 feer Φurφfφnittb- 
punft fei P. Sb verhält fiφ

BP: B'P = AB: A'B' 
AB: A'B'= BC:BV 

alfo BP : B'P = BC : B'C' 
unfe wegen feiefer Proportion geht feie Seitenfante CC', ver- 
länger!, feιιrφ feen Punft P. Sben fo lä£t ftφ von jefeer fol­
genfeen Seitenfante jeigen, baß fte feurφ feen Punft P geht, 
alfo fφneifeen ftφ alle Seitenfanten in feemfelben punft.

§. 136. Aufgabe.
2)en Snljalt einer abgefürjten ppramifee ju finfeen, wenn 

feie beifeen ©runfeebenen a unfe b, unfe feie ^öf)e h feer abge- 
fürjten ppramifee gegeben ftnfe.

^luflöfung. 2)er Snljalt feer abgefürjten ppramifee 
ergiebt ftφ in feer T>ifferenj jwifφen feem 3nljalt feer vollftän- 
feigen ppramibe unfe feem Snl⅛alt feer Srgänjungbppramifee. 

unbefannte «gjölje feer Srgänjungbpvramibe bejeiφne x. 
®ie <fwl)e feer vollftänfeigen ppramibe ift albfeann h-f-x. 2)er 
3nf)alt feer Vollftänfetgen φpramifee ift, wenn wir a alö feie 
größere ©runfeebene anfe()en, g(eiφ a^1 ^--x-, feer 3>nl;a(t feer
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bx©rgänjungöppramibe -y, ber Snfyαlt ber abgefürjten φpra- 
mibe baljer

a(h-∣-x) bx
3 3

über f[ah-∣-(a— b)x].
gar χ bietet fiφ nαφ §. 121 bie ΘIeiφung bar

a : b = (h-∣-x)2 : xz
auö itjr folgt ya =∣∕b = h-|~x: x

]/a — ∣ b : |/b = h : x
hj/b

x “ ya—yb
h(]∕ab ψ b)ober χ = —----- ~—a — b

2)iefen Sßertl) von χ fubftituiren mir oben; baö liefert für 
ben 3nfyalt ber abgefuηten φpramibe

∣(a + ∕⅛ + b)

§. 137.
Bur E3ereφnung ber Dberflaφe einer ¾tyramibe, ober einer

abgefürjten ¾⅛ramibe, bebarf e$ feiner Einleitung.

IV. Von den schief abgeschnittenen Prismen und 
einigen anderen Körpern.

§. 138.
Man ftelle fιφ ein φri3ma vor, unb fφneibe eö burφ 

eine ©bene, melφe alle Seitenfanten fφneibet, unb niφt mit 
ben ©runbebenen parallel ift. ®aö φriβma wirb burφ biefe 
©bene in jivei Körper getf>eilt: unb jeber berfelben fjeifit ein 
fφief abgefφnitteneδ φri^ma.

§. 139. Aufgabe.
33on einem fφief abgefφnittenen breifeitigen ⅛}ri3ma ftnb 

bie brei (Seitenfanten a, b, c gegeben, unb ber 3τφalt f ber 
auf ben Seitenfanten normal ftefyenben Φurφfφnittbebenej 
man foll ben Bnfyalt beö fφief abgefφnittenen breifeitigen 
sβriδmaδ bereφnen.

Eluflöfung. ©ö ftelle 8ig. 10 baö fφief abgefφnittene 
breifeitige φriδma vor. 5)aö 2)reiecf IKL fei bie auf ben 
Seitenfanten a, b, c normal ftefyenbe Φurφfφnitt3ebene; fein 
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Srφαlt ift αlfo f. Sie >ξ)bhe beö Sreiecfö, n>elφe jur <≡eite 
KL gehört, fei burφ h bejeiφnet. Wf∑αn lege eine (S6ene burφ 
bie fünfte H, K, L, unb eine jweite ©bene bureb bie φunfte 
M, K, L. Siefe ©benen unb bie ©bene IKL jerlegen baö 
fφief abgefφnittene breifeitige φriδma in jwei vierfeitige φv=≈ 
ramiben unb in jwei breifeitige. 3ebe ber vierfeitigen ¾fyra- 
miben bat bie «£whe h. Ser Inhalt beiber vierfettigen φyra~- 
miben wirb bafyer erhalten in benι britten Sheil beβ φrobuctδ 
auö ber Summe ihrer ©runbebenen in ihre gemeinfφaftliφe 
4jj0he h- Sie ©utnme ber ©runbebenen ift baS Srapej DPQG. 
Sa()er ift bie Summe ber Inhalte ber betben vierfeitigen 
ramiben gleiφ

(a + b)∙KL h
2 ' 3

KL • hober, ba —ber Inhalt f ber auf ben Seitenfanten normal 
ftehenben Surφfφnittδebenen ift, gleiφ

(a÷b)f
3

Sei jeber von ben breifeitigen ⅞tyramiben betraφte man IKL 
alö ©runbebene. Sie Summe ber Inhalte ber beiben breifei*  
tigen φtyramiben wirb alöbann erhalten in bem britten Sheil 
beö φrobuctδ au6 ber gemeinfφaftliφen ©runbebene f in bie 
Summe ber «£jöl)en, welφe c auβιnaφt. Ser Inhalt beiber 
breifeitigen φv^miben ift bemnaφ

cfr
Sieö abbire man ju bem Oberen. Saburφ ergiebt fiφ ber 
3nl)alt be3 fφief abgefφnittenen breifeitigen φri0ma3 gleich 

(a+bψc)f
3

Ser hier gefunbene Sluöbrurf ift um fo mehr für ben 
praftifφen Θebrauφ geeignet, alö ber Snhalt f ber auf ben 
fammtliφen Seitenfanten normal ftehenben SurφfφnittSebene 
leiφt aus ben normalen Slbftänben ber Seitenfanten von ein- 
anber ju ftnben ift, wäljrenb biefe normalen 2lbftanbe ftφ un­
mittelbar meffen (affen. Sinb §ig. 1θ bw bw normalen Slb- 
ftänbe ber Seitenfanten von einanber n, p, q, fo ftnb bie brei 
Seiten beö Sreiecfö IKL gleich n, p, q, unb ber 3ιφalt beö 
∣φief abgefφnittenen breifeitigen φri3maβ brüeft ftφ au£ burφ 
a —b—|— c ——i_ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

12 W1÷P + q) (n÷p- q)(n-P÷q)(-n÷P÷q)∙
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56 ©ritteö Äapitel. §. 140—143

§. 140.
©in vier*  ober mefyrfeitigeb fφief αbgefφnitteneb φribmα 

fann in breifeitige fφief αbgefφnittene φri^men jerlegt werben. 
2)αljer fann man vermittelft beb »origen φaragrapf)en auφ 
ben 3ιφalt eines fφief abgefφnittenen vier*  ober mefyrfeitigen 
φribmab finben, wenn man nur im Staube ift, bie ⅛φalte 
ber Φurφfφnittbebenen anjugeben, welφe auf ben Seiten*  
fanten ber breifeitigen fφief abgefφnittenen φribmen normal 
fielen.

§. 141.
9)?an ftelle fiφ eine φpramibe vor, unb fφneibe fie burφ 

eine ©bene, welφe alle Seitenfanten trifft unb niφt mit ber 
©runbebene parallel ift. 2)ie ©bene jerlegt bie 5⅛ramibe in 
⅛wei Äörper; ber eine ift eine φpramibe, unb beifh bie ©r*  
gänjungbppramibe beb anberen Äörperb, welφer eine fφief ab*  
gefφnittene ¾φramibe genannt wirb.

2)er Sn⅛alt einer fφief abgefφnittenen ψpramibe wirb 
gefunben, inbem man ben Snbalt ber vollflänbigen φpramibe 
unb ben ber ©rgänjungbppramtbe ermittelt, unb ben festeren 
von bem erfteren fubtrapirt.

§. 142.
©in Körper, welφer von jwei niφt af>nliφen 9tieφt*  

ecfen, bereu ©benen unb bereu «Seiten bejie()liφ parallel finb, 
unb aιφerbem von vier Srapejen begräbt ift, beren jebeS 
⅛wei be<μel)liφ parallele Seiten ber 9ieφtecfe ju parallelen 
Seiten tyat, fyeißt ein ©belibf. S)ie ‰φtecfe werben bie 
©runbebenen genannt, ber normale Slbftanb ber ©runb*  
ebenen pet^t bie <£>ölje beb ©belibf.

S)er ©belibf Ijat mit ber abgefiiηten φpramibe 9lebnliφ*  
feit, ohne eine folφe ju fein.

§. 143. 21 uf gäbe.
2)en 3ιφalt eines ©belibf ju finben, wenn bie 2lbmef*  

fungen ber ©runbebenen unb bie <ξ)iφe gegeben finb.
Sluflöfung. ©b ftelle $ig. 11 einen ©beliSf vor. 

2)ie jufammenftofjenben Seiten beb oberen 9¾eφtecfS feien 
gleiφ a unb b, bie beb unteren gleiφ c unb d, bie Jjwlje 
gleiφ h gegeben. — 2)ie bauten IG unb KM finb parallel, 
eben fo bie Ä'anten LQ unb KM, t>at)er ift auφ IG parallel 
mit LQ. 2)ιιrφ bie kanten LQ unb IG benfe man eine 
©bene. Sie jerlegt ben ©beliSf in jwei fφtef abgefφnittene 
Dreifeitige φribmen, beren 3nbalte ftφ bereφnen laffen. 23e*  
traφten wir bab breifeitige fφief abgefφnittene *βribma,  beffen 
Seitenfanten LQ, KM unb IG finb; 2)ie sJJiaa(je ber Seiten*  
fanten finb bejief)(iφ b, b unb d, ber 3ιφalt beb auf biefen
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§. 144. 53on ben υorjixβtiφfien Körpern it. 57

normal ftehenben Durφfφnitt3 ift -y, alfo her 3nt>alt beδ 
fφief abgefφnittenen breifeitigen priömaS felbft

(2b 4~ d) ah
θ

Daδ anbere f<⅛ief abgefφnittene breifeitige φrtema bat bie 
Seitenfanten IG, PV, LQ. Diefe ftnb bejiehliφ d, d, b. Der 
3nljalt ber auf ben Seitenfanten normal ftehenben Durφ- 

chfφnittδebene ift γ. Der S∏halt beö fφief abgefφnittenen- 
breifeitigen priβmaδ baf>er

(b 4^2d)ch
6

Diefer 2lu3brucf tverbe jum oberen abbirt, baburφ ergiebt fiφ 
ber Inhalt beö Dbeliöf gleiφ

[(2b 4- d) a + (b 4- 2d) cj h_

V. Vom Kegel. 
§. 144.

Man stelle fiφ einen Kreis vor, außerhalb ber ©bene 
beffelben einen Punft, unb eine gerabe 2inie, n>elφe burφ ben 
punft gebt, uno gegen bie ⅛3eripf)erte beö Äreifeö gelehnt ift. 
Die gerabe Sinie führe man, währenb fie jenen punft nie ver- 
läßt, längö ber φeripherie beö Atreifeö, biö fie bie Peripherie 
ganj burφlaufen ift. Die Sinie befφreibt babei eine frumme 
8laφe. Der Jtörper, n>elφer von bem Greife, unb von bem- 
jenigen Dbeil ber frumnien glaφe begränjt ift, ber jmifφen 
ber Äreiöebene unb bem ermähnten punft liegt, heißt ein 
<Stegel, Der punft I)ei£t bie Spiße beö Jtegelö, bie ben 
Äegel begränjenbe frumme ^ldφe fein 3Jiantel, ber Äreiö 
bie ©runbebene. Der normale Slbftanb ber Spiße von 
ber ©runbebene wirb bie «£jol)e beö Äegelö genannt. $ebe 
gerabe 2inie, welφe bie Spiße beö Jtegelö mit irgendeinem 
punft ber Peripherie ber ©runbebene verbinbet, fällt ganj in 
ben ≡antel, unb ivirb eine Seite beö Äegelö genannt. Die 
gerabe 2inie, iυe(φe bie Spiße mit bem SQiittelpunft ber ©runb*  
ebene verbinbet, heißt bie s2(φfe beö Ä'egelb. ©in ätegel heißt 
normal, wenn bie 5Iφfe normal auf ber ©runbebene fteht 
∣φief, wenn bieö niφt ber §all ift ¾lle Seiten eineö nor*  
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58 ©rittet Äapüel. §. 145—147.

malen Jtegelö ftnb, wie (eiφt in bie Singen fällt, einanber 
gleiφ.

§. 145. 2ef>rfa⅛.
SBenn man einen Ategel bιιrφ eine ©bene fφneibet, 

welφe mit ber ©runbebene parallel ift, fo ift bie Durφfφnitt^ 
f⅛ur ein <ftreiδ.

beweis. Die Spifce beö Äegelö fei A, ber SKittel- 
punft ber ©runbebene fei Μ. fölan benfe bie 2Iφfe AM be£ 
Jteqe(β; ben φunft, in welφem fte bie Durφfφnittδebene 
trifft, bejeiφne M'. 3n ber Peripherie ber ©runbebene nehme 
man ^wei Punfte B unb C an, unb benfe bie Seiten AB 
unb AC; bie Punfte, in welφen biefe Seiten bie Durφ- 
fφnittSebene fφneiben, feien bejiel)liφ B' unb C'. 9Jtan benfe 
ferner eine ©bene burφ AM unb AB, unb eine jweite ©bene 
burφ AM unb AC. Diefez©benen fφneiben bie ©runbebene 
unb bie mit üerfelben parallele DurφfφnittSebene in ben Linien 
MB unb MC, unb M'B' unb M'C'; unb bie Sinien MB unb 
M'B' finb parallel, eben fo bie Linien MC unb M'C'. ©ö 
Verhält ftφ bal)er

AM: AM' = MB: M'B' 
unb AM: AM' = MC : M'C'

Die brei crften ©lieber ber Proportionen ftnb be^ief)liιφ gleiφj 
beöhalb ift

M'B' = M'C'
unb barauö erhellet, baß bie Durφfφnitt^figur ein Jtreiö ift. 

§. 146. 3ufa⅛.
Der Jtreiö, welφer bie ©runbebene beö Äegelö atW- 

maφt, unb ber Atreiö, welφer bie Durφfφnittesftgur ber mit 
ber ©runbebene parallelen Durφfφnitt0ebene bilbet, verhalten 
fiφ ju einanber wie bie Duabrate ihrer normalen Slbftänbe 
von ber Sp⅛e.

Denn finb bie normalen Slbftänbe ber ©runbebene unb 
ber Durφfφnitt3ebene bejiehliφ AN unb AN', fo verhält ftφ 

MB: M'B' = AM: AM' = AN: AN'
unb ba ftφ bie Mreife verhalten wie bie üuabrate ihrer ‰- 
bien MB unb M'B', fo erhellet ber Saft.

§. 147. Sehrfafc.
©in Äegel unb eine Pvramibe ftnb einanber gleiφ, wenn 

ihre ©runbebenen gleiφ finb unb ihre <ξwhen.
beweis. ‰ι benfe beibe Äörper mit ihren ©runb*  

ebenen auf einer ©bene ftehenb, unb burφfφneibe beibe burφ 
eine ©bene, welφe mit tiefer ©bene parallel ift. Die ©runb­
ebene be$ Äegels fei g, bie<6ohe h, bann hnt λuΦ bie Ppra- 
mibe bie ©runbebene g, bie ⅛ohe h; ber normale Slbftanb 
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§_ 148_ 151. Son feen voηiigliφflen Körpern :c. 59

ber 3)urφfφnittSebene von her Sp⅛e beS Jtegelö fei x, bann 
ift auφ bie (Entfernung ber ΦurφfφnittSebene von ber Sptfte 
ber ppramibe χ. S)ie 2)urφfφnittSfigur in bem Jtegel fei 
q, bie tn ber ppramibe fei v. (Es verhält ftφ bei bem Äegel 

g: q = h2 : x2
unb bei ber ppramibe 

g: v = h2 :x2 
Sius beiben Proportionen folgt, bafi

q = v 
ift. (Eben fo würbe ftφ bei jeber anberen 2)urφfφnittSebene 
ergeben, bafj bie S)urφfφnittsfigur beS JtegelS gleiφ fei ber 
berppramibe, unb beSf)alb folgt bie ^Behauptung naφ §.126.

§. 148. Sefyrfaft.
S)er $nfyalt eines Jt’egelS ift ber britte ⅜t)eil beS pro- 

buctS aus ber ©runbebene in bie ^iφe.
Sem eiS. S)enn ber «Regel ift gleiφ einer ppramibe, 

rυelφe mit φm gleiφe ©runbebene unb gleiφe ^öfje hat, unb 
ber Inhalt ber ppramibe ift ber britte 5φeil beS ProbucteS 
auS ©runbebene unb £öfye.

§. 149. Sefyrfätje.
1) .Regel von gleiφen ©runbebenen Verhalten fiφ wie 

φre ^ol)en.
2) siegel von gleiφen <^of)en Verhalten ftφ wie ihre 

©runbebenen.
3) .Regel vergalten fiφ wie bie Probucte aus ben ©runb*  

ebenen in bie φcφen.
53 e weife folgen leiφt aus bem vorigen Paragraph

§. 150.
sJJtan benfe einen beliebigen Jtegel. Seine Spφe fei S 

unb brei unmittelbar auf einanber folgenbe Seiten beffelben 
feien SA, SB, SC. S)urφ SA unb SB benfe man eine 
(Ebene, burφ SC unb SB gleiφfallS. S)ie eine biefer (Ebenen 
werbe um SB gebrept, bis fte mit ber anberen jufammenfällt, 
unb bergeftalt, bap bie Seiten SA itnb SC ju Verfφiebenen 
Seiten von SB geraφen. 53ei folφer 2)rehung bleibt baS
2)reierf  ABS ungeänbert, eben fo baS !Lreierf OBS, unb eS 
erhellet, bafj ber 9Jfantel beS JtegelS ftφ in eine ©bene biegen 
lä^t, wäljrenb fein Supalt berfelbe bleibt. (Er fann alfo ab; 
gewicfelt werben.

§. 151. Seprfap.
2)er9Jlantel eines normalen ÄegelS ift gleiφ beinhalt 

ben Probuct aus ber Peripherie ber ©runbebene in bie Seite 
beS Hegels.
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SeweiS. sUtιn t>enfe ben Sfantel beö normalen Regele 
abgewicfelt. @r bi(i>et alöbann einen Rreigauβfφnitt, beffen 
‰biu0 bie Seite beö Jtegelö unb beffen Sogen gleiφ ber 
Peripherie ber ©runbebene ift. Unb ber Inhalt biefeö Rreie*  
auöfcfjnitteö ift baö l)albe Probuct auö bem Sogen in bett 
Oiabiuö. Daraus erhellet ber ©afj.

Der Wtantel beS fφiefen Jtegelö Iä£t fiφ l)ier niφt be- 
fiimmen.

3ft bafyer r ber OiabiuS ber ©runbebene eines normalen 
Regeis, unb b bie Seite beffelben, fo brücft fιφ ber 3nljalt 
beS SKantelö aus burcb

πrb
unb bie gefammte Oberfläche beS Jtegelo ift gleiφ 

πr2 -∣-πrb
we!φeS einerlei ift mit 

πr (b —r)
§. 152.

9Ran ftelle ftφ einen Regel vor, unb fφneibe ibn burφ 
eine ©bene, welφe mit ber ©runbebene parallel ift 2)te ©bene 
tbeilt ben Regel in jwei Rörper. Der Rörper, welφer jwi*  
fφen ber ©runbebene unb ber mit iljr parallelen DurφfφnittS*  
ebene ftφ beftnbet, fyeißt ein ab gefürj ter Regel, ber anbere 
Rörper l>eifit ber ©rgän jung's feget ju jenem abgefürjten 
Regel.

©in abgefürjter Regel ift burφ jwei Rreife, bereu ©betten 
parallel ftnb, unb burφ eine frumme glaφe begränjt. Die 
beiben Rreife beiden bie @runbebenen, bie frumme glaφe 
ber 9)1 antel beS abgefürjten .Regele. Die gerabe Serbin*  
bungSlinie ber 9)iittelpunfte ber ©runbebenen wirb bie 2lφfe, 
ber normale 9lbftanb ber ©runbebenen bie <£>öbe beS abge*  
fürjten RegelS genannt. Die Seiten eines abgefürjtenRegelS 
ftnb biejenigen Stücfe von ben Seiten beS vollftänbigen Re*  
gele, welφe innerhalb beS 9RantelS beS abgefürjten .Regele 
liegen.

©in abgefürjter.Regel beifit normal, wenn er aus einem 
normalen Jtegel erhalten würbe, ober, wenn feine 2lφfe nor*  
mal auf ben ©runbebenen ftebt; ein abgefürjter Regel beifjt 
fφief, Wenn er auS einem fφiefen Regel gefφ∏itten worben, 
ober, wenn feine ⅜Mφfe fφief auf ben ©runbebenen fteht 2llle 
Seiten beS normalen abgefürjten Regele ftnb einanber gleiφ. 

§. 153. Aufgabe.
Den Inhalt eines abgefürjten Regele ju befiitnmen, wenn 

bie ‰bien a unb b ber beiben ©runbebenen unb bie ^jöbe h 
beS abgefürjten Regelö gegeben ftnb.
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Sluflöfung. ©er 3n!jαlt beö αbgefiιηten Äegelö wirb 
erhalten in her ©ifferenj jwifφen bem Snßalt beö boUftänbi*  
gen Jtegelö unb bern 3n⅛alt beö 6rganjungδfegelβ. ©ie niφt 
befannte öpöße be£ (Srgänjungöfegeles be^eiφne χ. ©ie £>ölje 
be£ bollftänbigen Jtegeiβ ift alöbann h-f-x. ©er 3nf>alt beö 
bollftänbigen Äegelö ift, wenn a als ber größere 9iabiuδ an*  
genommen wirb, gleiφ πa..-⅛⅛⅝ ber 3nljalt beβ (Srgän- 

o
jungδfegel6 ift ; ber 3nf>alt beö abgefürjten Ategelö ift o
bemnaφ

πa2(h-}-x) πb2x
3 3~

ober y[a2h-J-(a2—b2)x] 
$ür χ, welφeδ nocß befeitigt werben muß, fyat man bie 
©leicbitng:

h x : x = a : b
Sluö berfelben folgt h:x = a— b:b 

bh
x — - - - - ka — b

©iefer Sluöbriuf werbe oben fubftituirt; bαburφ entßebt für 
ben 3nf>alt be3 abgefuηten Jtegelö

•y [a2h-}-(a-f-b) bh]

ober y (a2-∣~ab-∣-b2).

§. 154. Slufgabe.
©en Snfyalt beö ‰ntelδ eineö normalen abgefürjten 

Hegels ju berechnen, wenn bie 9tabien a unb b ber ®runb*  
ebenen, unb bie Seite c beß abgefitηten Äegelö gegeben finb.

5luflofung. ©er ‰ntel beö abgefürjten Jtegelö ift 
bie ©ifferenj ⅛wifφen bem SRantel beö bollftänbigen Jtegelö 
unb bem Hantel beö (Srgänjungöfegelö. ©ie unbefannte 
Seite beö (Srgänjung^fegelö fei y; bie Seite beö bollftänbigen 
Jtegelβ ift bann c-f-y. ©er 9Jiantel beö bollftänbigen Jtegelδ 
ift, unter a ben größeren Oiabiuö berftanben, gleiφ πa(c-∣-y), 
ber Plantet beö (Srgänjungöfegelö rcby; ber ‰ntel be£ ab^ 
gefügten Regele ift beöljalb

πa(c-∣-y) — πby 
0^er π[ac-f-(a— b)y]
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§ür y, tvelcpes noφ ju ermitteln ift, f>αt man bie Θleiφung 
c + y ; y = a : b 

ober c : y = a —b : b
bαrαu3 y = —ra—b

S)iefer 9Bertp tverbe oben fubftituirt; baburφ ergiebt ftφ für 
ben sDιantel beö normalen abgefitr⅛ten Äegelö 

πc (a-∣-b).
§. 155. Bufap.

2)ie Dberflaφe etneö normalen abgefuηten J^egelö, beffen 
©runbebenen bie Otabien a unb b ljaben, unb beffen Seite c 
ift, brüctt ftcf> bemnaφ au$ burφ

πc (a —f- b) —πa2 -f- πb2
tt)elφeδ gleiφ ift π[(a-f-c)a + (b-∣-c)b].

VI. Von der Kugel.
§. 156.

(Sin Äörper, iυelφer fo begrünet ift, bafj alle fünfte ber 
53egrdnjung von einem innerhalb beö Äörperö liegenben fünfte 
gleiφ weit entfernt ftnb, peφt eine Äugel. 2)ie Segranμmg 
ber Äugel befiehl in einer frummen glaφe. Sie wirb bie 
Äugelflädje genannt. 2)er innerhalb berÄugel beftnbliφe 
φunft, von iυelφem alle fünfte ber Äugelfläclje gleiφ weit 
entfernt ftnb, fjeiüt ber 3Jli ttelpunft ber Äugel, ber !O?ittel- 
punft ber Hugelfldφe.

Bebe gerabe Viinie, vom SOUttelpunft einer Äugel biö ju 
irgenb einem φunfte φrer Äugelflädje, fyeif½t ein 9?abtuö 
ober ein <fpalbtneffer ber Äugel. Bebe gerabe 8inie, tυelφe 
3wei fünfte einer Äugelfläcpe verbnbeit, unb burφ ben 9Jiit' 
telpunft gebt, fyeifit ein 2)urφmeffer ber Äugel.

§. 157.
SlUe ‰bien einer Äugel ftnb einanber gleich, eben fo alle 

2)urφmeffer. Unb ein 2>urφmeffer ift baö doppelte beö 9⅛abiuδ 
berfelben Äugel.

§. 158. Sebrfäpe.
1) Bebe gerabe 2inie, bereu normaler Slbftanb vom ≡it*  

telpunft einer Äugel Heiner ift alβ ber 9fabiu3, fφneibet bie 
Äugel, unb bat mit ber Äugelfläcpe jwei fünfte gemein- 
fφaftliφ.
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2) Sehe gerate Sinie, bereit normaler Slbftanb vom ≡ih 
telpunft einer Äugel größer ift als ber ‰biuS, ljat mit ber 
Äugel feinen ¾5unft gemeinfφaftliφ.

3) (Sine gerate 2inie, bereu normaler 5(ftaanb vom 9J?it*  
telpuntt einer Äugel gleiφ bent Dtabiuö ift, ßat mit ber Äu- 
gelffdφe einen einzigen ξ∣3ιιnft gemeinfφaftliφ, unb bieS ift ber 
⅜∣3unft, in tυelφem bie Normale aus bem 9Jlittelpunfte ber 
Äugel bie Sinie trifft.

Diefe <Sd⅛e gelten auφ umgefeljrt, unb ffnb Ieiφt ju 
ertveifen.

§. 159.
Sehe gerate Sinie, tvclφe mit ber ^ldφe einer Äugel nur 

einen φunft gemeinfφaftliφ ffat, ffeißt eine Sangente ber 
Äugel für tiefen ffhmft, unb ber φunft, tvelφen bie Sangente 
mit ber Äugelffdcße gemeinfφaftliφ Ijat, wirb ber 53eruff*  
rungSpunft genannt.

§.160. 2eφrfdβe.
1) Sehe gerate Sinie, Welφe auf einem ‰biuS normal 

ftel)t in bem φunfte, n>elφen er mit ber Äugelfli^e gemein 
Ijat, ift eine Sangente ber Äugel für tiefen φunft.

2) 3iel)t man naφ bem SerüfjrungSpunft einer Sangente 
einen ‰biuS, fo wirb er normal auf ber Sangente.

3) gällt man vom Sftittelpunfte ber Äugel eine Normale 
auf eine Sangente ber Äugel, fo trifft fie ben 53erüßrungSpunft.

53 e tu e i f e ftnb leiφt ju fiφren.
§. 161. Sebrfatj.

933irb eine Äugel burφ eine ©bene gefφnitten, fo ift bie 
DurφfφnittSffgur ein ÄreiS.

53 eine iS. Die ©bene gelff entιυeber burφ ben SJiitteU 
punft ber Äugel ober niφt. — Die ©bene gefje erftenS burφ 
ben 9Jiittelpunft. Die ©ntfernung eines jeben φunfteS ber 
53egrdnjung ber DurφfφnittSfigur von bem sJJfittelpunfte ber 
Äugel ift bem ffiabiuS ber Äugel gleiφ. Daljer ift in biefem 
gaU bie DurφfφnittSfigur ein ÄreiS, unb ber 9J?ittelpunft 
beffelben ift ber sDιitteIpunft ber Äugel, fein 9?abiuS ber Fa­
bius ber Äugel. — Die ©bene gef)e jtveitenS niφt burφ ben 
9Jiitte(punft. Der sKittelpunft ber Äugel fei Μ. 3Äan fälle 
von M aus eine Normale auf bie ©bene. Die Normale treffe 
bie ©bene in A. ßmei φunfte ber 53egrdtηung ber Durφ- 
fφnittSffgur feien B unb C. 9J?an jief>e bie Linien AB unb 
AC, MB unb MC. Daburφ entfielen ffvei Dreierfe, MAC 
unb MAB. Die Dreiecfe finb bei A reφttvinflig, ffe Ijaben 
bie φppotenufen MB unb MC gfeiφ, als ‰bien ber Äugel, 
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bie Äatljete MA gemeinfφaftliφ; bie ©reiecfe ftnb bemnaφ 
congruent, unb barauö folgt bie EHeiφheit ber Simen AB unb 
AC. Sluö ber Θleiφheit btefer Sinien erhellet aber, bafi iμe 
!Σ)urφfφnitt0figur ein Atreiö ift.

S3ejeiφnet r ben 9?abiuö einer Äugel, x bie Entfernung 
be£ W?ittelpunft3 ber Äugel von einer bie Äugel burφfφneu 
benben Ebene, fo ift ber 9tabiuδ beö Äreifeä, ιυelφer bie 
Φurφfφnitt0figur bilbet, gleiφ ∕r2 — x2.

§. 162. Sehrfähe.
1) Eine Ebene, bereu normaler Slbftanb vom Wttetyunft 

einer Äugel geringer ift alö ber ‰biu^, fφneibet bie Äugel.
2) Eine Ebene, bereit Entfernung vom 9Jlittelpunft einer 

Äugel größer alö ber 9tabiuδ ift, l>at mit ber Äugel feinen 
5)3unft gemeinfφaftliφ.

3) Eine Ebene, bereit normaler 2Ibftanb vom sKitteIpunft 
einer Äugel gleiφ bem ‰biu^ ift, fjat mit ber Äugel unb 
mit ber Äugelflädie einen einzigen ⅛Junft gemeinfφaftliφ.

2)iefe <S<⅛e gelten aucξ> umgefeljrt.
§. 163.

Eine Ebene, tυelφe mit ber fläche einer Äugel einen ein­
igen Q]unft gemeinfφaftliφ f>at, l>ei^t eine Serührungö*  
ebene ber Äugel für biefen φunft, ber 23erü()rungöpunft 
genannt wirb.

§. 164. Sehrfähe.
1) Sebe Ebene, welche auf bem ‰biuδ einer Äugel nor­

mal ftet)t in bem φunfte, welchen er mit ber ÄugelfXädje ge≈= 
meinfφaftliφ fyat, ift eine 23erut)rung0ebene ber Äugel für 
biefen φunft.

2) 2)ie gerabe Sinie, welφe burφ beit sKittetyunft einer 
Äugel unb burφ ben Serührungöpunft einer Serührungöebene 
biefer Äugel geht, fteht normal auf ber 33erührung£ebene.

3) ⅛allt man vom ≡ιttelpunft einer Äugel eine ‰r- 
male auf eine 23erül>runggebene ber Äugel, fo trifft fte ben 
SBertfljrungeψunft.

4) S)te ‰rmale, welφe in bem S8enφrung0punft auf 
einer 53erübrungöebene erriφtet ift, geht burch ben sDiitlelρunft 
ber Äugel.

5) Sille Serührungöebenen beffelben φunfteδ einer Äugel 
fallen in einanber.

§. 165. Sehrfähe.
1) 3ebe gerabe Sinie, welφe in einer ‰riihrungδebene 

liegt unb burφ ben Serührungöpunft geht, ift eine Sangente 
ber Äugel für jenen SBerührungöpunft.
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2) gür ben∣'elben ^unft auf her Dberflaφe einer Äugel 
giebt eö unenbltφ t>iele Sangenten. Sille biefe Sangenten lie*  
gen in einer ©bene, unb fie ift 23erufyrung3ebene ber Äugel 
für jenen $un(t.

§. 166. Sefyrfäfce.
1) Sφneibet eine Ebene eine Äugel, unb wirb van bem 

5D?itteIpunft ber Äugel eine Normale auf ben 'X)ιιrcl)fφnitt0- 
freiö gefällt, fo trifft fte ben ’Sftittelpunft biefeö Äreifeö.

2) Sie gerabe Sinie, welφe burφ ben 9Kittelpunft einer 
Äugel unb burφ ben W⅛ittelpunft eineö S)urφfφnittgfreifeδ 
gefjt, ftef)t auf ber Ebene biefeö Äreifeö normal.

3) SÖirb in bem Sttittelpunft eineö Surφfφnittδfreife3 
eine ‰rmale auf ber Ebene beffelben erriφtet, fo gebt fte 
burφ ben SRittelpunft ber Äugel.

§. 167. Sefjrfätje.
1) 233irb eine Äugel bιιrφ jwei Ebenen gefφnitten, Welφe 

ungleiφ Weit vom SDHttelpunft ber Äugel entfernt ftefjen, fo 
ftnb bie Surφfφnitt3figuren Äreife von ungleiφen <g>albmefc 
fern, unb jwar tjat ber Äreiö ben größeren «palbmeffer, beffen 
Entfernung vom SJijttelpunft ber Äugel bie geringere ift.

33 eweiö. Ser fRabiuö ber Äugel fei r, bie Entfernung 
gen ber Surφfφnitt3ebenen feien x ünb y. Sann ftnb bie 
‰bien ber Surφfφnitteφgιιren ∕r2—x2 unb ∕r2—y2; 
unb wirb angenommen, bafj

_ _ _ _ _ _ χ > y_ _ _ _ _ _
fo ift y,r2 — x2 < y,r2 — y2.

2) <5inb jweiSurφfφnittδfreife einer Äugel tιng(eiφ, fo 
ftebt ber größere bem SRittelpunfte näher alö ber Heinere.

53ewei⅛. Sem vorigen ιφnliφ.
3) Sßirb eine Äugel burφ jwei Ebenen gefφnitten, welφe 

gleiφ weit vom 9Jhttelpunft ber Äugel entfernt fielen, fo ftnb 
bie Surφfφnittβfiguren Äreife von gleiφen ⅛albmeffern.

33eweU. Senn ift r ber 9?abiu3 ber Äugel, unb bie 
Entfernung einer {eben ber Ebenen vom SJHttelpunft ber Äugel 
gleiφ x, fo ift ⅛er Oiabiuö einer jeben ber Sιιrφfφnitt3figu*  
ren gleiφ yr2 — x2.

4) <Si∏⅛ jWct Surφfφnitt0freife einer Äugel gleiφ, fo 
ftnb fte gleiφ weit vom sIRittelpunft ber Äugel entfernt.

5) Sille Ebenen, welφe burφ ben sD?itteIpunft einer Äu- 
gel geben, liefern gleiφe Surφfφnitt3figuren, namliφ Äreife, 
beren ¾abien gleiφ bem 9iabiuS ber Äugel ftnb.

6) Sille Ebenen, welφe eine Äugel fφneiben, ol>ne burφ
SδoIff,S ©eonutrie. 2. £f>. 5 
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ben 9Λittelpunft her Jtußel ju geben, liefern alö 5Σ>urφfφnittS≈ 
ftguren Äreife, bereu ¾abien Heiner ftnb, alö ber ‰biuδ ber 
Äugel.

7) Unter allen Sbenen, welφe eine Äugel fφneiben, lie*  
fern bemnaφ biejenigen Sbenen, welφe burφ ben Sftittelpunft 
ber Äugel geben, bie größten 2)urφfφnittδfiguren.

8) θwei bergleiφen größte S)urφfφnittβfreife einer Äu*  
gel, welφe ftφ fφneiben, haben einen Φurφmeffer jur 2)urφ*  
fφnitt0linie, ljalbiren ftφ baf>er.

§. 168.
Die Äreife, welφe Durφfφnitt0figuren ftnb bon Sbenen 

unb einer Äugel, burφ bereu 9Jiittelpunft bie Sbenen geben, 
beißen grö ß te Äreife biefer Äugel. 2llle Äreife, welφe Durch? 
fφnittβfigurcn ftnb von (Sbenen unb einer Äugel, burφ beren 
sDfittelpunft bie Sbenen niφt geben, werben Heinere Äreife 
biefer Äugel genannt. Äugelfreife über Äreife ber Äugel foh­
len überbauet bie Äreife beißen, welφe Durφfφnitt0ftguren 
ftnb jwifφen Sbenen unb einer Äugel.

§. 169.
9J?an [teile ftφ eine Äugel vor, fφneibe fte burφ eine 

Sbene, unb benfe ben Durφmeffer ber Äugel, Welφer normal 
fleht auf bem Äreife, ber fiφ alö Durφfφnittθfigur ergab. 
Der Durφmeffer he^t bie -2(φfe biefeö Äreifeö, unb bie 

'φunftei in Welφen er bie Äugelfläclje fφneibet, werben bie 
Φole beö Äreifeö genannt. 2ßirb bie Äugel burφ parallele 
(Sbenen gefφnitten, fo heißen bie fιφ ergebenben Äreife $a- 
rallelfreife; ber ^arallelfreiS, Welcher burφ ben sJKitteIpunft 
gebt, beiOt ber 9lequator. φarallelfreife b«öen bie 2lφfe 
unb bie φole gemeinfφaftliφ. Seber größte Äreiö, welφer 
burφ bie 2lφfe gebt, beißt ein slReribianfrei3, fφleφthin 
SWeribian.

§. 170.
W?an [teile ftφ eine Äugel bor, unb fφneibe biefelbe burφ 

eine Sbene. Die Äugelfläcbe wirb in jwei Zfyile jerlegt: je­
her von biefen Zfytilen wirb eine Salotte genannt. Die 
Äugel felbft wirb bιιrφ bie Sbene gleiφfallβ in jwei 3φeile 
jerlegt, unb jeber Pon biefen Steilen beißt ein Äugelab? 
fφnitt. ®eßt bie Sbene burφ ben WHttelpunft ber Äugel, 
[o ftnb, wie leiφt erhellet, bie beiben Äugelabfφnitte, in welφe 
bie Äugel jerlegt wirb, congruent: jeber bon biefen Äugelab- 
fφnitten beißt eine ^albfugel.

Sin Äugelabfφnitt ift bon einer Salotte unb bon einem 
Äreife begränjt.
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‰ ftelle fiel? einen Kuθelαbfφnitt vor, ιιnb erriφte auf 
bem if>n begranjenben Kreife in beffen sIQittelpunft eine ¾or*  
male: baS Siitcf biefer Normale, melφeS innerhalb beS Ku- 
gelabfφnittS ftφ befinbet, Reifst bie <ξ) öfye beS KugelabfφnittS, 
3∏gleiφ bie <ξ> ö f) e ber ©alotte, welφe ben Kugelabfφnitt be≠ 
gränjt.

Jtιiflelabfφnitte, melφe berfelben Äugel angeboren, unb 
gleiφe ⅛i>l)en ffaben, ftnb, mie leicht erhellet, congruent.

§. 171.
W?an ftelle ftφ eine Äugel vor, unb fφneibe fte burφ 

jmei parallele (Ebenen. DaS (≡tucf ber Äugelfläcf;e, melφeS 
jmifφen ben beiben parallelen ©benen ftφ befinbet, Ijeifit eine 
Bone, baS Stücf ber Äugel, melφeS jmifφen ben beiben 
parallelen ©benen liegt, eine forperliφe ßone.

Unter ber $ ö b e einer Bone, ober einer forperliφen ßone, 
mirb ber normale Slbftanb ber beiben parallelen ©benen v er­
lauben, melφe bie BonG ober bie lorperliφe 3°∏o, aus ber 
Äugel fφneiben.

§. 172. Sebrfafc.
Sßenit eine Kugelfldφe unb ber 9Jtantel eines normalen 

Äegelö, beffen Sp⅛e im 3Kittelpunft ber Kugelfldφe liegt, ftφ 
fφneiben, fo ift bie DurφfφnittSlinie beiber glaφen eine 
Kreislinie.

53 em ei S. Der 9JHttelpunft ber Kugel fei Μ. Derφunft, 
in melφern irgenb eine Seite beS Kegelmantels unb bie Ku- 
gelflaφe fiφ fφneiben, fei A. Durφ ben φunft A lege man 
eine ©bene, normal auf ber 3lφfe beS Kegels. Die ©bene 
fφneibet bie Kugelfldφe in einer Kreislinie, ben Kegelmantel 
ebenfalls in einer Kreislinie. Die St liefe ber Seiten beS Ke­
gels, melφe jmifφen ber Spitze M unb ber DufφfφnittSebene 
liegen, ftnb fdmmtliφ einanber g(eiφ, namliφ gleiφ MA, 
melφeS ber ‰biuS ber Kugel ift. Daljer liegt bie Kreis*  
linie, in melφer bie ©bene unb ber Kegelmantel fiφ fφneiben, 
jugteiφ in ber Kugelflaφe; unb bie Kugelfldφe unb ber Kegel*  
mantel bähen bie Kreislinien gemeinfφaft(iφ. Daraus erfyel*  
let ber Safc.

§. 173/
3Ran ftelle ftφ eine Kugel vor, unb ben SRantel eines 

normalen Kegels, beffen Spifce im 9JΠtteIpunft ber Kugel liegt. 
Der Kegelmantel φeilt fomobl bie Kugelfldφe als bie Kugel 
felbft in ⅛mei 5φeile. Beber von ben Dl)eilen ber Kugelflaφe 
ift eine ©alotte, naφ bem vorigen φaragraplj. Seber von ben 
Steilen ber Kugel mirb ein KugelauSfφnitt genannt.

5*
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(Sin ^ugelαu0fφnitt ift von einer (Salotte begränjt unb 
von bem ‰πtel eines normalen ÄegelS. 2)te <^of>e ber (Sa- 
lotte, tυelφe ben Kcgelau0fφnitt begränjt, Ijeißt bie^öße beö 
Kugelauβfφnitt0.

(Sin Sbuge(auSfct)nitt erfφeint entiveber alö bie Summe 
eines KugelabfφnittS unb eines normalen Kegel,3, ober als bie 
2)ifferenj eines Kugelabfφnittδ unb eines normalen ΛtegelS.

Sutveilen mirb eine ⅛albfugel alö ein Kugelausfφnitt 
betrachtet, bann tvirb bie JtreiSebene, ivelφe bie φalbfugel be*  
gränjt, alö Kegelmantel angefeljen.

§. 174. Sefjrfab-
2)er 3nljalt einer Kugel, bereu 9¾abiuS r ift, ift gleich 

f πr3.
Seiveis. (SS fei, §ig. 12, BC gleich bem Diabiuö r; 

ABC fei ein Ouabrant, ABCD ein Ouabrat, BD eine S)ia≡ 
gonale beffelben, EH eine gerabe Sinie, ivelφe parallel ift mit 
BC. Stan ftelle ftφ vor, bie gan^e ⅛igur tverbe um bie 2i- 
nie AB gebreht, bis fte wieher ihre erfte Sage erreicht. Sei 
biefer S)refyung befφreibt ber Duabrant eine «fpalbfugel, beren 
φalbmeffer r ift. S)a$ Ouabrat befφreibt einen normalen (Sy- 
linber; ber 9iabiu0 ber ©runbebene beffelben ift r, feine ^ol)e 
ebenfalls r. 2)aδ !∑)reiecf ADB befφreibt einen normalen Ke­
gel, beffen ©ritnDebene ben 9iabiuS r bat, unb beffen «hälfe r 
ift. ®ie Sinte EH enbliφ befφreibt eine (Sbene, melφe parak 
lei ift mit ber (Sbene, bie burφ bie Sinie BC befφrieben wirb. 
— S)en Kegel, melφen baö 5)reietf ADB hervorbringt, neunte 
man auö bem (Sylinber. Son bem (Sylinber bleibt ber Körper 
übrig, ivelφen baö 2)reiecf BCD erzeugt. (SS läfit ftφ bar? 
φun, baß ber Körper, tvelφer burφ baδ X)reiecf BCD befφrie*  
ben n>irb, gleiφ ber öpalbfugel ift. Sφneibet man narnliφ 
beibe Körper burφ (Sbenen, tυelφe mit ber (Sbene parallel ftnb, 

, bie bie Sinie BC befφreibt, fo ift bei jeher folφen (Sbene bie 
2)urφfφnitt6figur mit ber φalbfugel eben fo groß, als bie 
SZ)∏rφfφnittSftgur mit bem Körper, ben baß S)reietf BCD 
liefert; barauö folgt alöbann naφ §. 126 bie ©leicfyßeit beiber 
Körper. — (Sine folφe (Sbene ift bie, welche bie Sinie EH 
erzeugt. Tiefe (Sbene fφneibet bie φalbfugel in einem Kreife, 
beffen Dtabiuö EG ift; ben Körper, tvMφen baö Treiecf BCD 
liefert, fφneibet fte in einem Oiinge, beffen 9iabien EH unb EF 
ftnb. ‰ beute ben 9iabiuS BG, unb ift

EG2 =BG2 — BE2
(S$ verhält fιφ

BE:EF = BA:AD = 1:1
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Dαtjer ift BE gleich EF, unb eö ift BG = BC = EH. Die 
obere ©leidjung geht alfo über in

EG2 = EH2 — EF2 
bemnad) ift πEG2 = πEH2 — πEF2
b. h∙ bie beiben in-9tebe fteljenben Durφfφnittβfiguren ftnb 
einanber gleich. Die ^albfugel ift alfo in berSljat gleidj bem 
Äörper, welφen baö Dreietf BCD bei ber Umbreijung Ijervor- 
bringt. — Diefer Äörper ift bie Differenz jwifdjem bem 
linber, ben baö Duabrat ABCD, unb bem Äegel, ben baö 
Dreierf ADB betreibt. Der Inhalt beö ©plinberS ift πr2 • r, 

, πr2 ∙ r πr3 ,ober πr3, ber beö Äegel£ ift —, ober -θ-‰ Daher ift 
ber 3nbalt ber Λalbfugel gleich 

weldjeö einerlei ift mit
∙j-πr3

unb ber 3∏l>alt ber ganzen Äugel ift bann
fπr3

53e⅛eiφnet d ben Durφmeffer einer Äugel, fo ift ber 3n- 
halt gleich

ober
∣πd3

§. 175. Slufgaben.
1) Den Inhalt eine£ ÄugelabfchnitteS ju berechnen, wenn 

ber sJtabiub ber Äugel r ift, unb bie ^ope beβ Äugelabfdjnit- 
teö h.

Sluflöfung. 3m vorigenParagraphen ift ertannt wor* 
ben, bafj bie ^albfugel, weldje bei ber Drehung ber $ig. 12. 
um AB burdj ben Öuabranten ABC betrieben Wirb, gleid) 
ift bem Äörper, welchen baβ Dreierf BCD hervorbringt. — 
?lu$ bem bort geführten 33eweife erhellet zugleich, bafj ber 
Äugelabfchnitt, welchen AEG bei ber Dreijung ber gigur um 
AB betreibt, gleich bem Äörper ift, welchen baö Dreierf 
FHD bei berfelben Dreijung erzeugt. Sn bem Snfjalt beö 
^ule⅛t erwähnten Äörper^ wirb man batjer ben 3n⅛alt beö 
Äugelabfdmitteö erhalten. Der Snfjalt jeneö Äörperö ergiebt 
ftdj aber in ber Differenz ⅞wifφen bem Snljalt beö (Splinberö, 
ber von bem 9tedjterf ADHE befdjrieben wirb, unb bem $n- 
halt beS abgefürjten ÄegelS, welφen baö Drapej ADFE be# 
fdjreibt. — Der ‰biuS ber ©runbebene beö (Splinberö ift r,
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bie ift h. Die 9Jαbien her ©runbebenen beS abgefürj*  
ten ÄegelS ftnb r unb EF, iυelφe0 gleich BE, ober gleich 
r — h ift, bie <g>0f)e beS abgefürjten ÄegelS ift h. Daher brütft 
ftφ ber Inhalt beS ÄugelabfcbnittS aus burφ

πr2 h — yπh [r2 -f- r (r — h) -j- (r — h) 2] 
ober burcb

jπh [3r2 — r2 — r2 ~f*  rh — r2 -f^ 2rh — h2] 
unb bieβ ift einerlei mit

∙∣∙πh2 (3r — h).
Diefe Verleitung gilt, fo lange bie «£>öhe h nicht größer 

ift als ber ‰biuS r ber Äugel. 3 ft bie £öhe h grober als 
ber ‰biuS ber Äugel, fo ift bie ^öbe beS ÄugelabfcbnittS, 
n>elci>er ben erften jur Äugel ergänzt, Heiner als ber ‰biuS, 
nämlich gleich 2r—h. Der 3nf)alt biefeS ÄugelabfcbnittS 
brüeft ftφ alfo nach bem oben erhaltenen 9iefultat aus burφ 

∣π(2r-h)2 [3r-(2r-h)]
Ober ⅛π(2r — h)2 (r-∣-h)

Die Differenz jwifcfeen ber Äugel unb biefem Äugelabfcbnitt 
ift ber Äugelabfcbnitt μιr <£)öf)e h. Daher ift biefer gleich 

fπr3—⅛π(2r — h)2 (r-∣~h)
ober jπ[4r3 — 4r3 -J^4hr2 —h2r — 4hr2 -{- 4h2r — hs] 

ober ∣πh2(3r — h).
3ft alfo r ber 9iabiuS ber Äugel, h bie £)öhe eineö Äu- 

gelabfφnitts, fo ift ber Snfjalt beS ÄugelabfcbnittS gleich
I. ∣πh2(3r- h).

2) Den 3∏halt eines Äugelabfchnitteö $u berechnen, Wenn 
ber OiabiuS a ber ben Äugelabfcbnitt begränjenben ÄreiSebene, 
unb Die Vθbe h beS ÄugelabfcbnitteS gegeben ift.

Sluflbfung. (SS fei $ig. 12 EG gleich a. 3Ran bat 
bie Proportion

h: a = a : 2r — h.
SIuS berfelben folgt

a22r— h = v- n
a2 4- h2 

<0 r = 2h
Diefen ¾uSbrucf für r fubftituire man in ber oben unter 

I ftebenben ßorniel, baburφ erhält man für ben Inhalt beS 
ÄugelabfcbnitteS

II. ∣πh(3a2 + h2).
3) Den Inhalt eines ÄugelabfcbnitteS ju berechnen, wenn 

ber ‰biuS r ber Äugel, unb ber ¾abiuS a ber ben Äugelab*  
fchnitt begränjenben ÄreiSebene gegeben ift.
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Sluflöfung. 3luö her Proportion 
h:a = a:2r — h 

folgt h2— 2hr == —a2
unb l)ierαu0 h = r±]∕r2 — a2

Diefen 333ert(> für h fubftituire man in fπ(3a2 h-[-h3), 
welφe^ bie ßormel II iß; baburcT entfielt für Den 3nf>alt beö 
ÄugelabfcTnitteö _ _ _ _ _ _

III. yπ[2r3 =t (a2-]-2r2)]∕r2 — a2]
Die Äreiöebene jum ‰biuδ a tfyeilt bie Äugel in jwei 

ÄugelabfcTnitte. Daö obere Vorjei(⅛en gilt für ben größeren, 
baö untere für ben Heineren.

§. 176. Aufgaben.
1) Den Bnljalt einer torpedieren Bone ju berechnen, wenn 

a unb b alö bie Diabien ber begränjenben Äreiöebeneti unb bie 
v£jölje h gegeben ftnb.

Sluflöfung. 9Jtan benfe bie gerabe Sinie, welche bie 
2Kittelpunfte ber beiben begränjenben Äreiöebenen verbinbet. 
Diefc Sinie ftet)t normal auf beiben Äreiöebenen, unb ift gleiφ 
h. 9J?an verlängere bie Sinie über ben einen (Snbpunft hinaus 
bis jum Durφj⅛nitt mit ber Dberfldφe ber vollftänbig ge*  
baφten Äugel. Die Verlängerung fei χ. Der Inhalt ber 
torpedieren Bone fann a!Sbann erhalten werben in ber Dif*  
ferenj ber 3nt>alte ber beiben ÄugelabfcTnitte, von welchen ber 
eine bie <ξ>i>he h-j-x, ber anbere bie <g>t>he χ fyat. Die ÄreiS- 
ebene, welche ben erfteren begränjt, t)al>e ben ‰biuS a, bie 
welche ben anberen begränjt, ben ‰biuδ b. Der 3nf>alt ber 
torpedieren Bone brücft ftch baljer, wenn man bie formet II. 
im vorftehenben Paragraph anwenbet, aus burcT

∣π(h⅛x)[3a2 4-(h4-x)2]-fπx(3b2 ⅛x2) 
Welches gleich ift

∣π[3a2h + 3a2x + h3 + 3h2x + 3hx2+x3-3b2x-x3] 
ober gleich

∣π[3hx2 -f-3 (a2 —b2 ψht)x -∣- 3a2h-∣-h3]
Der Unbefαnnte χ muß befeitigt werben. V?an feße ben 

9iabius ber Äugel gleich y; alöbann t>at man bie Proportionen 
x:b = b:2y — x

h-f-x:a = a:2y — x — h
SIuS ber erften folgt 

b2 2y — x = —j x
Diefen 20ertf> feße man in bie jweite Proportion. Das liefert 

b2h -4-χ: a = a:- - - - - h1 x
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<ξjierαuδ folgt h-|-x:a=ax:b2 — hx
a2x=b2h-j-b2x — h2x — hx2 

hx2-ψ(a2-b2-∣-h2)x = b2h
αlfθ 3hx2ψ3(a2-b2+h2)x=3b2h
2)iefen  SBerth jubftituire man in bem für ben3nljalt ber för­
derlichen $one gefunbenen Sluöbrucf, unb eö entfielt

I. fπh(3a2+3b2+h2).
2) 2)en Inhalt einer förderlichen 3o∏e ju berechnen, 

Wenn a unb b a(δ bie ‰bien ber fte begränjenben ÄreiS- 
ebenen unb r al£ ber ‰biuβ ber Jtugel gegeben ftnb.

Sluflöfung. 2)en 3nhalt ber förderlichen 3one erhält 
man in a, b unb r aubgebrürft, wenn man bie <g>ohe ber för*  
perliφen 3o∏e vermittelft a, b unb r aubbrütft, unb ben für 
bie «^öhe gefunbenen Sluöbrucf ftatt h in ber formet I. fub*  
ftituirt. (⅛b ftelle a ben 9?abiu3 ber größeren Äreibebene vor, 
b ben ber Heineren. 2)ie φohe h ber förderlichen 3*>∏e  brütft 
ftch albbann auö burφ_ _ _ _ _  _ _ _ _ _ _

j∕r2 — b2 =f }/r2 — a2
3n biefem 9(ubbrucf ift ∕r2 — a2 negativ ju nehmen, wenn 
beibe Äreiöebenen auf einer Seite beö SKittelpunfteö ber Äugel 
ftch beftnben, ober, mit anberen Sfßorten, Wenn ber Wfiittelpunft 
ber Äugel niφt jwifφen beiben ÄreiSebenen liegt; bie S3uηel 
ift bagegen pofttiv ju fepen, wenn bie Äreiöebenen auf Ver- 
fφiebenen Seiten beö 9Jfittelpunfteb ber Äugel liegen, ober, 
mit anberen Söorten, ber 9Jiittelpunft ber Äugel jwifφen ben 
Äreiöebenen ftch befinbet. 2)en Sluöbriuf für bie «gjölje fub- 
ftituire man in

fπh(3a2 + 3b2+h2) 
ober lieber in fπ(3a2h-j--3b2h-}-h3) 
bαδ liefert
|π [3a2]∕r2-b2 =f 3a2]∕r2-a2 -∣- 3b2yV∑≡b2 =f3b2y,r2≡I2 

ψr2 ]∕r2 — b2 — b2yzr2-b2 =j= 3r2 y,r2—a2 ± 3b2yi2—a2 
-∣-3r2)∕r2—b2—3a2]∕r2—bz =⅞= r2 yzr2—a2 ± a2∕r2—a2] 

welφe3 einerlei ift mit _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
∣∙π [∑i=2a2 j/r2 — a2 -f- 2b2 }zr2 — b2 -{- 4r2 ]∕r2 — b2

∑p4r2 ^r2 —a2] 
unb bieö liefert für ben 3∏hαlt ber förderlichen 3one

II. ⅛π[(b2 -∣-2r2)]∕r2 — b2 =f (a2 -j-2r2)y'r2 —az] 
£ier gilt, wie bereite oben erwähnt, =f je naφbem ber 9J?it*  
telpunft ber Äugel nicht ⅛wifφen ben Äreiöebenen liegt, ober 
jwifφen benfelben.
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S)er 3IuSbrucf, n>e(φer für den Inhalt her förderlichen 
3one julefct gefunden worben, ift αuφ vermittelft ber Formel
III. im vorigen Paragraphen ju erhalten; bie 53eftimmung ber 
Poηeiφen wirb habet umftänblicher, bie 9teφnung dagegen 
fιιη. — 3J?an muß nämlich bemerfen, baf? jede Jtreiöebene 
bie Äugel in jwei Äugelabfchnitte jerlegt, wel⅛e im 2HIgemei*  
nen ungleich ftnb, und ft<⅛ um fo mehr von einander unter*  
fφeiben, je Heiner bie ÄreiSebene ift; ferner, bafj man, um bie 
beiden förderlichen $onen jit erhalten, welche durch a, b und 
r beftimmt find, den größeren von den Äugelabfchnitten, welche 
bie ÄreiSebene jum DiabiuS b abfcfjneibet, alδ 3Rinuenb nefj*  
men, und davon jeden ber Äugelabfchnitte fubtrahiren muff, 
welche bie ÄreiSebene jum fRabiuS a liefert. 2)er größere der 
Äugelabfchnitte, welchen bie ÄreiSebene, deren fRabiuS b ift, 
ab⅛neibet, brürft ftφ nach III. im vorigen Paragradh aus

⅛π [3r2 + (b2 + 2r2) √r2 — b2]
2)ie Äugelabfchnttte, weiche bie ÄreiSebene, deren 9iabiuS a ift, 
liefert, find _ _ _ _ _ _

⅜π[32±(a24-2r2))∕r2- a2]
2)ie 2)ifferenj biefer 5luSbrurfe giebt

∣π [(b2 + 2r2)y,r2 — b2 =p(a2 ψ 2r2)√r2- a2] 
welches bereits oben gefunden worben.

3) S)en Inhalt einer förderlichen ßone ju berechnen, 
wenn ber 9labiuS r ber Äugel, ber 9?abiuS a ber einen bie 
förderliche 3one begränjenben ÄreiSebene, und bie $öhe h ber 
förderlichen 3>-'∙ne gegeben ftnb.

Sluflöfung. SRan berechne junächft den 9tabiuS x ber 
anberen ÄreiSebene; alSbann läfjt fleh ber Snhalt ber förder­
lichen 3oue vermittelft ber formet I. beftimmen. — 2)ie (Ent*  
fernung beS SRitteldunfteS ber Äugel von ber ÄreiSebene, 
welche a jum ‰biuS hat, ift y,r2—a2. 3ft

h>]∕r2-a2 
fo ift bie (Entfernung beS 3RittelpunfteS ber Äugel von ber 
ÄreiSebene, bereit 9iαbiuS χ ift, gleich

h÷∣∕r2 —a2
ift dagegen

)∕r2 — a2 >h 
fo ift bie (Entfernung beS 9RitteldunfteS ber Äugel von ber 
ÄreiSebene jum ‰biuS x gleich

]∕r 2 —a2 ±h.

www.rcin.org.pl



74 5Dritte3 Sαpite(. §. 177.

5)αher ift entweber
x2 = r2-(h⅛√r2-a2)2

ober eS ift x*  = r2—()r2—a2±h)2
alfo in beiben gälten x2 — r2—h2=p2hyzr2—a2—r2-∣-a2 

x2 = a2 -—ht≡f≡2h]∕r2—a2
®en äöertt) für x2 feße man ftatt b2 in ⅛-πh(3a2-{-3b2 
4~h2)j babnrct) entfielt für ben 3nl)a(t ber förderlichen 3one

∣πh(3a2 + 3a2 — 3h2 =f 6h∕r2^∙T2 ⅛ h2) 
unb bieS ift gleich

III. ∣πh(3a2 — h2 =p3h}∕(r2 — a2).

§. 177. Aufgaben.
1) SDfrin foll ben Inhalt eines ÄugelauSfdjnitteS berech­

nen, wenn ber 9fabiuS r ber Äugel unb bie £öbe h beS Äu- 
gelauSfchnitteS gegeben ftnb.

Sluflöfung. ‰ nehme juvörberft bie ^öhe h Heiner 
an als ben 9iabiuS r. 2)er ÄugelauSfchnitt ift alSbann bie 
Summe eines ÄugelabfchnitteS unb eines ÄegetS. 2)er Äu*  
gelabfcbnitt hat h jur ⅛ot)e∙ Φer Äegel hat bie <ξwhe r —h; 
unb für ben OiabiuS x feiner ©runbebene hat man bie Pro­
portion

h: x = x: 2r — h 
aus welcher ftφ ergiebt χ2 = h(2r —h) 
Φer Inhalt beS ÄugetabfdjnitteS ift nach §. 175 I gleich

fπh2 (3r — h)
ber beS ÄegetS ift gleich ∣πx2(r-h) 
ober, wenn man für χ2 ben 2Berth fe⅛t,

-~-πh (2r — h) (r — h)
2)aher  ift in biefem galt ber Snljalt beS ÄugelauSfchmtteS 

∣πh2 (3r — h) + ⅛πh (2r — h) (r - h).
9Jtan nepme ferner an, bie «£öl)e h fei größer als ber 

¾abiuS r. 2HSbann ift ber ÄugelauSfchnitt bie 2)ifferenj jwi- 
fφen einem Äugelabfchnitt unb einem Äegel. T>er Äugelab- 
fchnitt hat h jur ^öpe. Φer Äegel hat bie ^öhe h—r unb 
für ben 9fiabiuS feiner ©runbebene hat man bie ©leichung

h : x = x: 2r — h 
aus Welφer folgt χ2 = h(2r—h) 
$er Inhalt beS ÄugelauSfchnitteS ift bafjer 

fπh2 (3r — h)—jπh(2r—h) (h — r) 
ober fπh2 (3r — h)+⅛πh (2r—h) (r — h)
Φiefer 9IuSbrucf ftimnit überein mit bem, welcher fich oben 
ergeben hfltte∙ ®S ift batjer in iebem galt ber 3n⅛alt beS 
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Äugelau^fcbnitteö gleiφ bem Ie⅛teιι 9luβbrurf. (Sr lä£t ftφ 
rebuciren, unb eö entftebt

fπh [hr-∣-h(2r — h)-]~ r(2r — h) — h(2r—h)] 
ober fπh∙2r2.
2)αber ift ber 3∏f>αlt beö ^ugelαuδfφ∏itte0

I. ∣-πr2h.
2) Den 3∏f>alt beδ Äugelauöfchnitteö $u berechnen, wenn 

gegeben ftnb ber Dlabiuö r ber Äugel, unb ber ‰biuδ a ber 
Äreiöebene, welche ben jum Äugelauöfchnitt gehörigen Äugel* 
abfφnitt begränjt.

Sluflöfung. gür bie φbfye x beö Äugelauöfchnitteö 
bat man bie Θleiφung

x : a = a: 2r — x 
‰0 φr folgt x2 —2rx = — a2

x = r±fr2 — a2.
Diefen 2J3ertb für bie ^öbe beö Äugelauöfchnitteö fe&e man 
ftatt h in bem Sluöbrucf 1. Daburφ erhält man für ben 
Snbalt beS Äugelauöfdhnitteö _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

II. {πr2[r±]∕(r4-a)(r-a)J.
3) Den Snbalt eineö Äugelauöfcbnitteö ju berechnen, wenn 

bie «^öbe h beffelben unb ber‰biu3 a ber Äreiöebene, welφe 
ben ju ibm gehörigen Äugelabfcbnitt begränjt, gegeben ftnb.

Sluflöfung. gür ben 9iabiu3 y ber Äugel bat man 
bie Θle⅛ung

h:a — a:2y — h.
?Iuö ibr folgt

a2+h2 
y =~2h~ 

unb fe&t man biefen SÖertb in I. ftatt r, fo ergiebt ftφ für 
ben 3nbalt beö Äugelauöfchnitteö

iπ . (a2+h2)2 
IIL ≡π----- 2h------

§. 178.

(Sin Äörper, welcher von lauter (Sbenen begrünst ift, liegt 
um eine Äugel, wenn feine fammtliφen Segränjungöebenen 
Serübrungöebenen ber Äugel ftnb. Der Inhalt eineö folφen 
ÄörperS ift ber britte Dheil beö φrobuctδ auö feiner ©ber* 
flaφe in ben ‰biιw ber Äugel.

(Sin Äörper, wdφer von lauter Ebenen begrünet ift, liegt 
in einer Äugel, Wenn feine fdmmtliφen (Seien in ber Äugel* 
fläche fiφ befinben.
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§. 179. βel)rfαfc.
Der 3nhαlt einer Äugel ift ber brüte 3φeil beS φrobucts 

aus her Oberfläche in ben 9tαbiuS.
33 e weis. Der Snfjatt her Äugel fei k, her Snhalt itjrer 

Oberfläche f, her 9?abiuS r. Der beweis läfü fiφ inbirect 
führen. 9)ιan nehme jiwörberft an, eS fei

k> 3
Dann ift eine 3∏hl f' benfbar, größer als f, unb fo, baß

fr
k~^3

≡an benfe um bie Äugel einen Äörper, beffen Oberfläche F 
Fr

ift. Der Inhalt biefeS ÄörperS ift gleich y. Daher fann 
ber Inhalt ber Äugel, welcher Heiner ift, als ber beS um

Fr
fte liegenben ÄörperS nιφt y, überhaupt nιφt größer fein 

, frals 3 .
SRan nehme ferner an, es fei

i frk<τ
fr

3I(Sbann fönnte y ber Inhalt k' einer größeren Äugel fein. 
Diefe Äugel werbe mit ber erften concentrifφ angenommen, 
unb um bie erfte Äugel benfe man einen ebenen Äörper, beffen 
33egränjungSflächen bie Oberfläche ber jweiten Äugel nicfjt 
fφneiben. Die Oberfläche biefeS ÄörperS fei v, fein Inhalt 
q. s)JJan hat alSbann

vr
q = T

k' = -3
Die erfte Θ(eiφung werbe burφ bie zweite bioibirt. DaS liefert 

q _ _l 
k' f

Dies ift unmöglich, benn ber erfte 33ruφ ift eφt, ber anbere 
uneφt. Daher fann auφ niφt

i frk"^3
fr ,fein. öS ift alfo k = y, «ttb bas ift ber Saß.
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§. 180. SeF>rfα^.
Der 3nljαlt eineö ÄugelauSfdjnitteS ift her brüte 2φei( 

beS ^3robuftS auö ber if)∏ begränjenben (Palette in ben fRabiuö.
2Birb beliefert ivie ber vorangegangene <Salj.

§. 181. ^eF>rfa0.
Die Dberflaφe einer Äugel, bereu 9labiuS r ift, ift 

gleiφ 4πr2.
23en>ei3. 53ejeiφnet χ bie Dberflaφe ber Äugei, fo ift 

ber 3nl)alt ber Äugel gleiφ y. Der Sntjalt ber Äugel ift
, 4

⅞ugleιφ ^πr3. Daher bie K)leιφung 

unb aus ifyr folgt χ = 4πr2
Die frumme Oberfläche ber Jpalbfugel jum Diabiuö r ift 

bafyer 2πr2, unb bie ganje Oberfläche biefer Jpalbfugel 3πr2.
§. 182. Aufgaben.

1) Den 3nf∣alt einer Kalotte ju beftimmen, wenn ber 
DiabiuS r ber Äugel unb bie £öfye h ber Kalotte gegeben ftnb.

2luflbfung. Kö bejeiφne x ben 3nhalt ber Kalotte. 
Der Snfyalt beS JtugelauSfφnitteS, welcher ju biefer Kalotte ge*

Γ Xhört, ift y; er brücft fιφ auφ aus burφ fπr2h. Daher ift

Unb inbem man χ auö biefer Θleiφung entwitfelt, ergiebt fiφ 
für ben Inhalt ber Kalotte

I. 2πrh.
2) Den Inhalt einer Kalotte ju beftimmen, wenn ber 

‰biuS r ber Äugel unb ber ‰biιιS a ber ÄreiSebene gege­
ben ftnbz iυelφe bie Kalotte abfφneibet.

Sluflöfunq. Ks bezeichne y bie ^öbe ber Kalotte. 
Dann verhält ftφ

y : a = a : 2r — y. 
hieraus folgt y*_  2ry = — a2

y = Γ±√Γ2—a2 
unb fe&t man in I ftatt h biefen SÖerth, fo entgeht für ben 
3nljalt ber Kalotte

II. 2πr[r÷∣'(r 4-a)(r-a)].
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2) ie Jtreiöebene jum θiabiuS a tf>eilt bie Λtugelflaφe in 
jivei Kalotten, baS obere Vorjeiφen entfpriφt her größeren, 
baö untere her Heineren.

3) ®en 3ιφalt einer Kalotte ju beftimmen, ivenn bie 
^öße h ber Kalotte unb ber 9?abiuS a ber bie (Sαlotte ab*  
fφneibenben Jbreiöebene gegeben finb.

Sluflöfung. S)er 3iαbiuS ber Äugei fei z. (SS ver*  
hält ftφ

h : a = a: 2z — h.
3)αrαuS  ift 

a2 4-h2 
z “ 2h ’ 

liefen Sßertl) feße man ftatt r in I. 2)aburφ gebt für ben 
Snljalt ber Kalotte Ijervor

III. π(a2-∣-h2).
Wan ftelle fiφ eine gerabe Vinte vor von bem ^unft, 

in lve(φem bie ^öße h bie (Salotte trifft, bis $u irgenb einem 
4$unft ber ξβerip^erie beS ÄreifeS, melφer bie (Salotte abfφnei*  
bet. 2)iefe Vinie bejeiφne 1. (SS ift 12 = a2-{-h2. 5)a!)er 
brücft fιφ naφ III. ber Inhalt ber (Salotte auφ aus burφ 

d2
§. 183. Slufgabe.

S)en Snßalt einer ßone ju beftimmen, ivenn ber ‰biuS 
r ber Äugel unb bie ^öße h ber Sone gegeben finb.

9luflofung. Wan benfe bie Äugelfläcbe vollftänbig. 
Wan ftelle fiφ bie Vinie vor, ivelφe bie Wittelpunfte ber bei- 
ben ÄreiSebenen verbinbet, bie bie 30ne abfφneiben. 3n bie*  
fer VerbinbungSlinie erhält man bie φof)e h. Wan verlängere 
biefe VerbinbungSlinie über ben einen ihrer (Snbpunfte l)iπauβ 
bis jum 2)urφfφnitt mit ber Äugelfü^e. Φie Verlängerung 
fei x. 5)ie 3one erfφeint als S)ifferenj ber beiben (Salotten, 
von tt>elφen bie eine bie ∙ξ>06e h-∣-χ, bie anbere bie φof)e x 
hat. 2)ie Φifferen⅞ biefer Kalotten ift

2πr (h -f- x) — 2πrx.
2)al)er ift ber Snßalt ber 3one gleiφ 

2πrh.
§. 184. Veßrfaß.

1) 3ebe breifeitige φvramibe liegt in einer Äugel.
Vern eis. (Sine breifeitige ψβramibe fei ABCD. Stuf 

ber (Sbene beS 2)reiecfS ABC benfe man im Wittelpunft M 
beffelben eine Normale erriφtet. 3eber ^unft biefer Normale 
ift von ben fünften A, B, C gleiφ weit entfernt. ?luf ber 
(Sbene beS ΦreierfS ABD benfe man im Wittelpunft Q beS 
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X)reiecf0 gleichfalls eine Normale erriφtet, unb eö ift jeher 
φunft berfelben gleich weit von ben fünften A, B, D entfernt. 
(Sφneiben fiφ bafjer bie Normalen, fo ift ihr '3)urφfφnitt3- 
punft gleich weit entfernt von ben vier (S<fen ber φpramibe, 
alfo SRittelpunft einer Jtιιgelz welφe um bie ^pramibe liegt. 
9)?an benfe von ben fünften M unb Q Normalen gefällt auf 
bie Äante AB. (Sie treffen biefe Äante in bemfelben φunft 
namliφ in ihrer SOiitte. Unb jefct erhellet leicht, bafj bie 
juerft gebaφten Normalen in einer (Sbene ftφ beftnben unb 
ftφ fφnetben.

2) $ebe breifeitige ^pramibe liegt um eine Äugel.
23ewei3. (Sine breifeitige φpramibe fei ABCD. 2)en 

förderlichen SBinfel ber φpramibe an ber Äante AB benfe man 
burφ eine ©bene palbirt. 3eber φunft biefer ©bene fiept von 
ben beiben ©benen ABC unb ABD gleich weit entfernt, ‰ι 
halbire weiter ben inneren 2δin1lel an ber Äante BC, unb 
jeber φunft ber neuen ^albirungöebene fiept von ben ©benen 
ABC unb BCD gleich weit entfernt. 2)ie beiben öpalbirungS^ 
ebenen pabejt ben ψunft B gemein, fφneiben fiep alfo in einer 
2inie BX, welcpe innerhalb ber φpramibe ftφ beftnbei, unb 
jeber φunft biefer 2inie ftet)t gleich weit entfernt von ben brei 
Ebenen ABC, ABD unb BCD. 9J?an halbire enbliφ ben üv 
neren 2Ginfel an ber Äante AC. Seber $unft ber britten 
Jpalbirungöebene ftept von ben ©benen ABC unb ACD g(eiφ 
weit entfernt. Φer Φurφfφnitt3punft X ber britten öpalbu 
rungöebcne unb ber 2inie BX ift bemnaφ gleich weit entfernt 
von allen vier 23egranjungβfΓdφen ber φpramibe, alfo Mittel« 
punft einer Äugel, in ber φpramibe.

©ö giebt noφ vier Äugeln, von welφen je eine bie eine 
23egranjung⅛flaφe ber ^pramibe von außen unb bie ©erbrev 
tungen ber brei übrigen berührt; unb bicS wirb erfannt, wenn 
man bie äußeren SÖinfel ber φpranιibe palbirt.

§. 185.
53on bem 23egriff ber 2lepnliφfeit jweier gerablinigten 

ebenen Figuren, fann man ju bem 23egriff ber Skpnliφfeit 
jweier Äörper fortfφreiten. — $toei dpnliφe gerablinigte ebene 
Figuren ftnb von gleicher ©eftalt. 3)ieβ gilt auφ umgefel)tt. 
9Jtan barf baper aucp fagen, Äörper ftnb äpnlich, wenn fte 
gleiφe ©eftalt haben.

Unter ben Slbmeffungen ober 2)imenfionen einer 
^Uäche, eines Äörperö verfiept man biejenigen Linien , burφ 
Welφe fιφ ber Snpalt beftimmt.
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Sei ähnlichen Äörpern verhalten ftφ bie Φimenftonen 
beö einen, tυie bie S)imenfionen beö anberen.

Blehnliche Äörper verhalten ftφ wie bie brüten Potenzen 
von einerlei S)imenfionen. '2)ieδ läfit fiφ bei jeher Blrt von 
Äörpern befonberö erweifen, unb ber Seweiö ift leiφt.

Äugeln ftnb jum Seifpiel ähnlich. ^at eine Äugel ben 
Otabiuö r, eine jweite ben 9tabiuδ t, fo verhalten fι⅛ biefe 
Äugeln wie πr∣3 cfπt3 b. h∙ tvie r3.∙t3. — über man ftelle 
ftφ jwei ähnliche Äegel vor. 2)er sJiabiuδ ber ©runbebene 
beö einen fei r, feine $öhe fei h; ber 9iabiu3 ber ©rttnb*  
ebene be$ anberen fei r1, bie φolje h1. (Ss mufj fiel) alöbann 
vergalten

r: h = r1: h1
2)ie Äegel verhalten ftcξ> wie ∣πr2hz{πr12hι

ober wie r2h.τι2hι.
Bluö ber obern Proportion folgt

Γι

. hr'unb r = τ-.hj
3n bem Quotienten, welcher baö Serhältnip ber Äegel auö- 
briitft, fefce man einmal ftatt h, baö anbere 9J?al ftatt r feen 
gefunbenen Sßerthj baburcp ergiebt fιφ ba£ Serhältnih ber 
Äegel einmal glei⅛

r3 :rt3
unb bann gleich h3 :hi3.
£)aö eine folgt übrigen^ fφon auö bem anberen, weil r:n 
= h : hi.

§. 186.
2)ie Formeln für bie Seftimmung be£ Inhalte von Äör» 

pern unb ihrer Oberfläche, welφe man ihrer häufigeren Bin*  
wenbung wegen, bem ©ebächtnif? ein^uprägen hat, ftnb folgenbe.

4) 2)er' Snljalt eineö priömaö ift baö probuft auö ber 
©runbebene unb ber <g>ohe.

2) £>er 3nl)alt einer Ppramibe ift ber britte 54wil 
Probucteö auö ©runbebene unb <g>i>he.

3) S)er Snhalt einer abgefuψen ppramibe ift

ß (a-p∕ab-∣-b)
unter a unb b bie Inhalte ber ©runbebenen, unb unter h bie 
^öhe verftanben.
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4) ©er 3∣ιljαlt eines fφief αbgefφnittenen breifeittgen 
φriSmaS ift

(a + b4-c)f
3

unter a, b, c bie Seitenfanten unb unter f ben 3npαlt ber 
auf ben (Seitenfanten normal ftefyenben ©urchfd)nittSebene 
verftanben.

5) ©er Snfjalt beS ©plinberS ift
πr2h

wenn r ber ‰biuS ber ©runbebene unb h bie eFjöfye ift.
6) ©er fOfantel beS normalen ©plinberS ift

2πrh 
wenn r ber 9ftabiuS ber ©runbebene ift, unb h bie e^ötje.

7) ©er 3nt>alt eines ÄegelS ift
jπr2h 

unter r ben ‰biuS ber ©runbebene verftanben, unb unter h 
bie Jpötje.

8) ©er sKantel beS normalen ÄegelS ift
πrb 

unter r ben 0?abinS ber ©runbebene unb unter b bie Seite 
verftanben.

9) ©er Inhalt beS abgefürjten ÄegelS ift
y(a≈+ab + bs)

unter a unb b bie 9iαbien ber ©runbebenen unb unter h bie 
<fjbl)e verftanben.

10) ©er ≡antel beS abgefürjten normalen ÄegelS ift
πc(a-}-b) 

unter a unb b bie ‰bien ber ©runbebenen, unter c bie Seite 
beS abgefürjten ÄegelS yerftanben.

11) ©er Snljalt ber Äugel ift
∣πr3 

Wenn r ben 9tabiuS ber Äitgel yorftellt.
12) ©er Sntjalt beS ÄugelabfcbnitteS ift

fπh2 (3r — h)
Wenn r ben 9iabiuS ber Äugel unb h bie φol>e beS Äugel- 
abfφnitteS bejeiφnet.

13) ©er Inhalt beS ÄugelabfdjnitteS ift
∙∣∙πh(3a2 -ph2) 

wenn a ber ¾αbiuS ber ÄreiSebene ift, welche ben Äugelab*  
fφnitt begränjt, unb h bie <£>öf>e beS ÄugelabfcfynittS.

14) ©er 2∙nljalt ber förderlichen 3»ne ift
⅜πh(3a24-3bz+h2)

SBolff’S ©ccnutrif. 2. 2,f). 6 

www.rcin.org.pl



82 ©rittet Äapüel. §. 186.

unter a unb b bie 9iαbien her Äreife verftαnben, Wel⅛e bie 
forperltdje Bone begründen, unb unter b bte £ölje ber förper^ 
Iicξ>en Bone.

15) Der Snljalt beö Atugelauöfdjnitteö ift
jπr2h 

wenn r ben ‰biu6 ber Äuget vorftellt, h bie ∙ξ>i>^e beS Äugel*  
auδfφnttteδ.

16) Die Oberfläche ber Äugel ift
4πr2 

unter r ben 9?abiuö ber Äugel verftanben.
17) Der Snljfllt einer (Kalotte ift

2πrh 
wenn r ben ‰biuβ ber Äugel vorftellt, h bie <ξji>f)e ber Kalotte.

18) Der 2>nljalt ber B»nc ift
2πrh 

unter r ben 9?abiuö ber Äugel, unter h bie <£jöfye ber B*>∏*  
verftanben.
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Viertes Kapitel.
Berechnungen.

§. 187. Aufgaben.
Von einem Parallelepipedum Fig. 13 sind tret jufammen- 
ftofienbe kanten a, b, c gegeben unb bie 2Binfel a, ß, γ, vve(φe 
biefe Äanten bi(t>enz man foll bie diagonale x beS φarallele- 
pipebuniö berechnen, Welche von bet (Stfe au3gel)t, in ber jene 
Äanten jufammenftofjen.

Sluflöfung. (5ö ift N bie «Diitte von EG unb von 
FH. daher fyat man

x2-∣-c2 = 2DN2⅛⅛EG2 
DF2ψDH2 = 2DN24-∣FH2 

^)ierau^ entfpringt, wenn man fubtrafyirt
X2 = DF2-{-DH2 4~⅛(EG2 — FH2) — c2 

«Run ift
DF2 = b2-J-c2-f 2bcCosa 
DH2 = a2-f-c2 4^2acCosβ 
EG2 = a2 -j- b2 —1~ 2abCosγ 
FH2 =. a2-j-b2 — 2abCosγ 

diefe Sßertfje fubftituire man oben unb eö entfielt 
x2 = a2 -f-b2 4~°2 4-2abCosγ4-2acCosβ-∣^2bcCosα 

bamit ift bie Aufgabe geloft.
die diagonalen beö φarallelepipebumδ, Welche burφ bie 

‰F, G, H gehen, feien bejief)Iiφ xι, x∏, χ∏ι, unb eö ift 
Xι2 = a2-∣-b2-∣~c2—2abCosγ — 2acCosβ -f- 2bcCosα 

x∏2 = a2-}-b2-j-c2 ⅛^2abCosγ — 2acCosβ — 2bcCosα 
x∏ι2 = a2-∣-b24-cβ — 2abCosγ-4-2acCosβ — 2bcCosα 

baher folgt
, x2÷xi2+xi124-xii12 = 4(a2⅛b2⅛c2)

b. I). bie Summe ber Öuabrate ber 12 kanten eineö φaraG 
lelepipebumS ift g(eiφ ber Summe ber Duabrate ber vier dia*  
gonalen.

6*

www.rcin.org.pl



84 33ierie^ Kapitel. §. 188. 189.

§. 188. Aufgabe.
Drei ⅞ufammenfto^enbe bauten eines parallepipebumS 

feien a, b, c, bie 533infel, welφe biefe Äanten bilben, a, ß, y; 
man foll ben Snfyalt beb Parallelepipebumö berechnen.

Sluflöfung. Die SBinfei a, ß, y mögen bejiefylicb ben 
bauten a, b, c gegenüberftehen, unb eS bejeiφne D ben punft, 
in welφem bie gegebenen brei Äanten jufammenftofjen. Slnf 
ber Jtante c nehme man I)E g(eiφ 1, unb fälle von E auS 
eine Normale EF auf bie gegenüberfteljenbe ©bene ber kan­
ten a unb b. Die ©bene werbe in F getroffen. S3on F aus 
fälle man eine Normale FG auf a unb eine FH auf b, unb 
biefe Äanten mögen be^ieh∣iφ in G unb H getroffen werben. 
Der 2Binfel EDF, Welφen bie Äante c mit ber gegenüberfte- 
henben ©bene, GDH bilbet, fei burch χ be⅛eiφnet, ben 2Binfcl 
FDG bejeiφne y, ber 3Binfel FDH ift bann ±(y— y.) 9D?an 
hat nun DFCosy = DG, ober

1) CosxCosy = Cosß 
unb DFCos(γ— y) = DH, ober

2) CosxCos(γ — y) = Cosa 
Die Dioifton biefer Θleiφungen liefert

CosaCosy = CosβCosγCosy -j- CosßSinySiny 
ober

(Cosa — CosβCosγ)2Cosy2 = Cosβ2Sinγ2(Γ—Cosy2) 
ober, inbein man aus 1) ben 2Berφ für Cosy fubftituirt 

(Cosa—CosβCosγ)2 = Sinγ2(Cosx2 — Cosß2) 
= Siny2(Sinβ2— Sinx2)

Sinγ2Sinx2 = Sinβ2Siny2— (Cosa — CosßCosy)2 
= [Cosa - Cos(β + γ)] [Cos(β - y) — Cosa] 

= 4Sin^+lSin^7ZlStolz|+lsin=2±£:H 

Wan betraφte baö Parallelogramm auö ben Äanten a unb b 
alö ©runbebene beS Parallelepipebumö, fo ift abSinγ ber 
Inhalt ber ©runbebene unb cSinx bie ^öhe beS parallelepü 
pebumS, unb fein Inhalt brucft ftφ aus burφ abcSinySinx, 
ober burφ 
touy⅛⅛⅛ s⅛a-±fca sin2=∣⅞√ffi<

§. 189. Aufgabe.
Drei jufammenftofκnbe Äanten einer breifeitigen Ppra- 

mibe feien a, b, c, bie Sßinfel, we(φe biefe Äanten bilben a, 
ß, y, man foll ben 3∣φalt ber ⅛φramibe beftimmen.

Sluflöfung. Die ppramibe ift ber britte Dheil beS 
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breifeitigen priömaö, welφeβ mit ihm gleιφe Θrunbflαφe unb 
gleiφe ^öfje fyat, mithin Der feφfte Shell beö φαrαllelepipe- 
buniö, welφe3 mit ihm g(eiφe ^iφe l>αt, beffen ©runbebene 
aber baö hoppelte ift von ber ber Ppramibe. 9iaφ bem vori* 
gen Paragraphen hat man bafyer ben Sntjalt ber ppramibe 
gleich

§. 190. Slitfg ab e.
Die beiben ©runbebenen a unb b unb bie <g>ohe h einer 

abgefftηten ppratnibe ftnb gegeben; man foll burφ eine Ebene, 
welφe mit ben ©runbebenen parallel ift, bie abgefürjte Ppra* 
mibe in jwei Sheile theilen, unb ber an ber größeren ©runb* 
ebene a liegenbe Sheile foll - ber abgefürjten ppramibe be- 9
tragen. Sn welcher Entfernung von ber größeren ©ritnb* 
ebene ift bie abgefürjte ppramibe burφ bie Sheilungöebene ju 
burφfφneiben, unb welφen 3nh∏lt h^t bie Durφfφnitt3- 
ebene?

Sluflöfung. Die Entfernung ber SheilungSebene von 
ber größeren ©runbebene fei x, ber 3nh∏lt ber Durφfφnittβ< 
ebene y, bie £ölje ber Ergänjungöppramibe fei z. P?an h<rt 
bie Θleiφιιngenr

Sluö 3) folgt

2luβ 2) folgt 

ober, wenn man ben 20erth für h-l-z auö 4) fefct,

Diefen Sßerth fubftituire man in 1) ftatt x. Eö entfteht, 
wenn man h hebt, unb bie Θleiφμng mit y'a —yb multiplicirt
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ober

‰φ 5) ift 

unb bieö liefert, wenn man für y ben SBBertf) feftt

§. 191. Aufgaben.
1) (Sβ foU ein (Stylinber angefertigt werben, beffen Sn« 

halt a unb beffen SDberfIaφe b ift, wie grofj ift ber 9?abiuö 
ber ©runbebene, unb wie grob ift bie <§öhe ju nehmen?

5(uflbfung. ©er ‰biuδ ber ©runbebene fei x, bie 
«öobe y. Sllöbann ift

¾uδ 1) folat 
©iefen 2Berth fefce man in 2); baδ liefert 

unb fyierauö folgt 

(Sine ©leichung, beren 2luflofung ju oerfφieben ift auf gälte, 
in welφen a unb b in beftimmten Bahlen gegeben ftnb.

2) (Sin normaler (Splinter foU ben Inhalt a erhalten, 
ber Hantel unb bie eine ©runbebene foden c auSmachen; 
wie qroß ift ber Otabiuö ber ©runbebene unb bie <δohe be6 
©Vlinberä?

2luf[ofung. ©er JHabiuö fei x, bie»ööbe y. ©ann ift
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s2lιιb 1) folgt πxy = -|-
Dieö in 2) gefegt liefert

x3-Λx+^=0.
π π

3) (Sin normaler 6⅛linber foß ben 3∏ljalt a befommen, 
her SDiantel foll d werben, wie grofj ftnb ber 9iabiu^ ber 
©runbebene unb bie ^ö^e ju nehmen.

Sluflöfung. Der ‰biuδ ber ©runbebene fei x, bie 
<fjδl)e y. Dann ift

1) πx2y = a
2) 2πxy = d

≡an bivibire bie erfte Θlei⅛ung burφ bie jweite; baö liefert 
2a

X “ d
unb wenn man biefen Sδert6 in 2) fubftituirt, entftebt

§. 192. Aufgaben.
1) Der Inhalt eineö normalen Gφltnber5 foll a werben, 

wie ftnb bie 3lbmeffungen ju nehmen, bamit feine S)berflαφe 
am fleinften auöfalle?

Sluflöfung. Der 9tabiuδ ber ©nmbebene fei x, bie 
<^o^e y. Dann ift

1) πx2y = a. 
Die Dberfldφe brütft ftφ aus burφ

2) 2πx2 -f- 2πxy,
s2llW 1) folgt πxy =
Dieö in 2) gefegt, liefert für bie Oberfläche 

2πx2-f-2-^-, Ober 2^πx2-∣--^-j

Welφeβ burφ 2fx bezeichnet Werben mag.
(& ift

2luö 

folgt
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unb fe£t man btefen 2δerth in 1), fo entftept 

©0 ift bemnaφ y = 2x, b. ty. bie «höße beö (Splinberö muß 
gleiφ bem Φurφmeffer ber ©runbebenen genommen werben, 
wenn bie Dberβaφe am fleinften auβfallen fotl.

2) ®in normaler (5⅛linber foll ben Snfjalt a erhalten, 
wie viel Dberβaφe muß wenigftenö gegeben werben, bamit ber 
(Splinber Ijerjuftellen fei.

Sluflöfung. ®ie Dberβaφe, welche minbeftenö gegeben 
werben muß, wirb erhalten in ber Dberβaφe beö (jplin- 
berö, welφer ben Inhalt a unb babei bie f(einfte Oberflaφe 
hat. ‰φ ber vorangegangenen Kummer ift ber 3iabiub ber 
©runbebene biefeö ©plinberö ∣∕^, bieφolje 2^∣∕^, baßer 

feine Oberfläche: 

ober
©oll alfo ein normaler (Splinber ben 3nβalt a befom- 

men, fo bebarf eö ju feiner Dberflaφe wenigftenö 3y,2πa2.
2)er 9J2antel beö normalen (⅛(inber^ bom Snßalt a unb 

ber fleinften Oberfläche brücft fiφ auö burφ 

®ie beiben ©runbebenen jufammengenommen ftnb gleich

Daßer ift beim normalen (Splinber von ber fleinften Oberfläche 
ber Hantel baö doppelte von ben beiben ©runbebenen.

3) 2)ie Oberfläche eineδ normalen (SylinberS ift gleich b 
gegeben, we(φeδ ift ber größte 3nβalt, ben ber ©plinber er* 
halten fann?

Sluflöfung. sKan berechne juvörberft bie 5lbmeffun* 
gen beö normalen (JplinberS, beffen Oberflaφe b ift, unb ber 
bei biefer Dberflaφe ben größten 3nβalt barbietet; unb be­
rechne hierauf ben 3nβalt biefeö ßplinberö. £>er 9fJat>iu3 ber 
©runbebene fei x, bie <6oβe y: bann ift
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unb ber Snl)αlt brücft fiφ aus t>urcξ> 
2) πx2y

b9lu3 1) folgt πxy = 2- - - πx
≡an fe⅛e biefen 2Bertf) in 2); baS liefert für ben 3nfyalt 
Function

ybx — πx3
welφe fx bejeiφnen mag.

bie

(Sö ift
?luS
ergiebt fiφ
2)er üßertb für x werbe in 1) fu&ftituirt. (Sö entfiel)!

Φer 3nbαlt beö (Sölinberö ift nun

Φer größte Snt)alt alfo, welφen ein normaler ßtylinber be- 
tommen tarn, ⅛en06e⅛φt bfeinfoll, ift

®er normale (Stylinber, welcher bet feinem Snßalt bie 
fleinfte Dberβdφe fjat, bietet bei feiner Dberflaφe jugleiφ ben 
größten 3nl>alt bar. sJJian fonnte baljer bie vorige ¾ummer 
benufcen unb bie Aufgabe fel>r einfaφ löfen, inbem man 

3}z2πa2 =b
fe⅛te unb aus ber Θ(eiφung a entivicfelte. Unb eö ergiebt 
fi⅛ für ben 3nfyalt a _ _ _ _ _ _

ober
welφe^ mit bem fφon gefunbenen 9iefultat übereinftimmt.

4) ®er Inhalt eineö normalen @vlinber3 foll a werben. 
5ßie ftnb bie Slbmeffungen beö 6f)linberö ju nehmen, bamit 
ber 9)lantel unb eine ber ©ruitbebenen jufammengenommen 

www.rcin.org.pl



90 SBierteö Sαpitel. §. 192.

am f(einf¾en ausfallen. (Der ©tylinber füll an her einen Seite 
offen bleiben, iljm foll bie eine ©runbebene fehlen.)

Sluflöfung. Der ‰biuS ber ©runbebene fei x, bie 
»£>öf)e beS ©vlinberS y. Dann ift

1) πx2y = a
Die Summe beS 3RantelS unb ber einen ©runbebene ift

2) πx2 -j-2πxy
SluS 1) folgt
Dies werbe in 2) fubftituirt; baburφ entfielt für bie Summe 
beS Mantels unb ber einen ©runbebene 

welφeS fχ bezeichnen mag.
(SS ift ∂fx — 2πχ—2^∙ 

?luS

folgt 

9laφ 1) ift 
ιιnt> wenn man für χ ben Söertfy fefct, entfielt

Demnach muf? ber 9?abiuS ber ©runbebene gleich ber £öbe 
beS (Si;linberS fein.

5) 9δelφe fläche mufi für ben SWantel unb bie eine 
©runbebene eines normalen (Si;linberS wenigftenS gegeben wer*  
ben, wenn ber (Sijlinber ben Snljalt a erhalten foll?

Sluflöfung. Die gleiche wirb gefunben in ber Summe 
beS sDfiantelS uni) ber einen ©runbebene beSjenigen (^vlinberö, 
ber ben 3nljalt a hat, uni) bei welchem bie Summe beS 
^Dlantelö unb ber einen ©runbebene am fleinften ift. ¾aφ 
ber vorigen Kummer ift ber ‰biuS ber ©runbebene biefeS 

3∕ 3∕ a
©VltnberS ] bie ^öfje ebenfalls baljer bie Summe 
beS ≡antelS unb ber einen ©runbebene
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n>elφe^ g(eiφ tfl
ober 3∕πa2

$ür einen normalen (5⅛linber, betn feie eine ©runbebene 
feljlt unb ber ben 3nf>alt a erhalten foll, bebarf eö alfo an 
Oberfläche wenigftenS 3y,πa2.

6) gür "einen normalen ©plinber, bem bie eine ©runb- 
ebene fehlen foll, ift bie Oberfläche b gegeben, man foll beftim- 
men, welchen Inhalt ber (Eplinber höchftenS befommen fann.

s4uflofung. <£jat ber (Eplinber bei ber Oberfläche b 
ben größten Inhalt, fo h^t er jugleiφ bei biefem Inhalt bie 
fleinfte Oberfläche. ∙JRan fetse baljer nach ber vorigen Kummer

3)∕πa z =b
unb entwicfele ben Snf>alt a. (ES entfielt für ben Inhalt 

b. ¢. her größte 3nt>αlt, Welcher biefem (S⅛Iinber qeaeben wer­

ben fann, ift

§. 193. Aufgabe.
®on einem normalen (Si;linber ift ber 9?abiuS r ber ®runb*  

ebene unb bie Qtye h gegeben. Durφ eine ©bene, welche mit 
ber Slφfe beS (Eplinberö parallel geht, ift ber (Eplinber in jwei 
Dheile geteilt. D)ie (Entfernung btefer (Ebene von ber 9lφfe 
ift a. 9J?an foll bie Inhalte ber beiben Dljeile berechnen, unb 
bie Oberfläche eines jeben.

2luflbfung. ⅛eber von ben Dheilen ift ein eplinbrifcper 
Körper. Der Snhalt eines folφen ift baSφrobuct aus ©runb- 
ebene unb φope. Die ©runbebenen ber ju bereφnenben Jtor*  
per ftnb ^reiSabfφnitte. 3fw θ^abiuδ ift r unb bie (Sntfer^ 
nung ber Sehne vom SWittelpunft ift a. Die «£>öf)e eines 
jeben ber Körper ift h. Die ^reiSabfφnitte muffen junächft 
berechnet werben. Der jum Heineren 2lbfcbnitt gehörenbe SD?it*  
telpunftSwinfel fei a. Diefer 333infe( beftimmt ftcf> burφ bie 
ΘIeiφung 

2)er Heinere Äreiöabfdjnitt ift alöbann
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her größere
Dαber ift her Snbalt beS einen Jlörberö aleicb

ber be£ anbern
Die Dberflαφe eineö jeben ber Äörper befielt auö jtυeien 

congruenten Äreiöabfcbnitten, au$ einem 9⅞eφtecf, beffen eine 
Seite bie Sehne biefer ^reiδαbfφnitte, beffen αnbere bie egjöhe 
h ift, unb auö einem Dheil beö (⅛Iinbermαnte(3. — Streik 
αbfφιtitte finb bereits berechnet. Den Subalt beS 9teφterfS 

’anjugeben bebarf es ber Sehne. gür bie Sehne y bat man 
bie Θleiφung

Daraus folgt
Das 9Jeφtetf ift baber gleiφ 2h]∕r2 — a4. Der ⅛f)ti( beS 
(5i;Ünberinantel0 ift baS φrobuct aus bem begränjenben Jtreiö- 
bogen unb ber £öhe h. Der Heinere Kreisbogen ift

ber aröfiere
Die frumme glaφe, n>elφe ben Heineren Körper begrünet, ift 
baber

bie. welche ben arößeren bearäiut

Unb bie Dberfldφen ber beiben Jtörper fönnen jefct leicfjt an* 
gegeben werben.

§. 194. 91 uf gab e.
5Bon einem FreiSförmigen ©ewölbe $ig. 14 ift bie ha^e 

Sßeite im Siφten a, bie ^»öbe im Siebten h, bie (starte c, unb 
bie Sänge d gegeben, man foll ben Snfyalt ber Ueberwölbung 
beftimmen.

Sluflöfung. Der Körper, beffen Snbalt ju berechnen 
ift, gehört ⅛u ben (φlinbrifφen Körpern. Der Snhalt ftnbet
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ftφ t>αljer in bem ¾⅛obuct αug her (Srunbebene unb ber^ölje. 
Die ©runbebene ift ein Diingftücf; bie äpölje ift d. — Dag 
Kingftürf ju berechnen, bebαrf eg her ^αlbmeffer feiner Greife 
unb beg W?ittelpunftgtvinfelg. Der Heinere 9iαbiug fei x. 
gür biefen bietet fleh bie ©leicßung bar

Slug ißr folgt
baber

Der WHttelpunftgivinfel a beftimnit fiφ t>urφ bie Θleiφung 

ober, Wenn man für χ ben Uöertl) fe£t,

Der größere DCabiιιβ ift c-f-χ. Der 3nβa(t beg größeren Jtreiö- 
aue⅛fφnitte0 brücft flφ aug burφ 

ber beg Heineren burcß

Der 3nβa(t beg Diingftürfg ift bemnaφ 

ober, wenn man für x ben Sßertß aug 1) fe⅛t,

Daßer ift enbliφ ber (SubiHnbalt ber ©ewölbfteine

§. 195/
(⅝ fei BGFE 3⅛ιιr 15 ein 9ieφtecf. 3n ißm ift bie 

Diagonale BF gezogen. Der Sßinfel GBF ift t>ιιrφ bie Sinie 
BK, ber 2Binfel GFB burcb bie Sinie FK in jwei gleiche 
Dßeile geteilt. ®on bem DurφfφnittgpunH K ber beiben 
<ξjalbirιιng3linien ift bie Stufe KL normal jur Diagonale con- 
ftruirt, unb verlängert big jum Durφfφnitt M mit ber ‰r= 
längerung von FE.
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Sei biefer (5onftruction iυirb LB gleiφ LK, unb MK 
βleiφ MF. ift nαmliφ

L BKL + L KBF = R 
Z.KBL 4- L KBG = R 

uni> bα bie S3infel KBF unb KBG einanber gleiφ ftnb, fo folgt 
ΔBKL=∆KBL.

Daf>er ift LB gleiφ LK. ferner ift
ΔFKM + ∆KFB = R 
∆KFM + ∆KFG = R 

ba6ei ber Sßinfel KFB gleiφ bem Sßinfel KFG, alfo 
L FKM = KFM 

unb beSljalb MK gleiφ MF.
Son L aus ift mit LB als 9iabiuS ber 53ogen BK be*  

fφrieben, von M aus mit MK als ‰biuS ber Sogen KF. 
Die beiben Kreisbogen haben in K eine gemeinfφcιft(iφe Tan­
gente, geben alfo ftetig in einanber über. Der Sogen BK 
wirb von GB berührt, ber Sogen KF von GF. Die frumme 
2inie BKF miebeφolt ftφ reφtSj unb bie ganje Gurve er*  
fφeint auS brei Kreisbogen BK, KP, PQ, von ιvelφem BK 
unb PQ congruent ftnb, jufammengefeßt.

Die frumme £inie BKFPQ fei als bie Sogenlinie eines 
©etvölbeS benιφt. Die Stirnfläche beS ©emölbeS ju erhalten, 
ftnb ju ben ermähnten Kreisbogen concentrifφe Kreisbogen 
befφrieben, bereu «Fmlbmeffer baburφ gebildet mürben, baß 
man bie «£jalbmeffer ber erftern Sogen um bie Stärfe beS 
©emölbeS verlängerte.

Die halbe SBeite im Siφten fei gleiφ a, bie ^öhe beS 
©emölbeS im Siφten h, bie Stärfe c, unb bie £änge d gege­
ben, man foll ben Snljalt beS ©emölbeS bereφnen.

Der cplinbrifφe Körper, beffen Inhalt ju ermitteln ift, 
hat jur ©runbebene bie Stirnfläche, jur «fpöhe d. Die Stirn*  
flaφc befteht aus brei 9iingftucfen. Diefe ju bereφnen bebarf 
eS ber φalbmeffer unb ber SDiittelpunftSminfel.

⅛β ift TgFBE = 4-

unb, ba ΔFBE-f-φ = 90°, fo folgt 
hCθtgφ = —.

Dann ift λ = 2(90—φ).
J5ierburφ ftnb bie Mtelpunftsminfel φ unb λ beftimmt.

3ur Seftimniung ber 9iabien χ unb y fönnen bie Dreierfe 
FBE unb LME bienen. Diefe Dreietfe finb af>nliφ, benn je*  
beS ift reφtminflig unb bie Üßinfel FBE unb LME ftnb gleiφ, 
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weil jeher ben 233iπfel φ ju einem rechten 5δinfel ergänzt. 
Daher verhält fiφ

h : BF = LE: LM
h : a = LE : EM

G⅛ ift aber, wie leicht erhellet,
LE = a — x
LM = y — x
EM = y — h.

Diefe 2δerthe fe⅛e man in bie Proportionen; babιιrφ entfielt: 
h : BF = a — x : y — x 
h : a = a — x:y — h.

<ξjierαu3 folgt
1) hy— hx = aBF — BFx
2) hy — h2 = a2—ax.

≡αn fubtra^ire bie jweite ©leichung von ber erften; babιιrφ 
entfielt

h2 — hx = aBF — BFx — a2 -f- ax
ober (a—|—h— BF)x = a2-|-h2 — aBF
unb eö folgt 

gür BF f>αt man bie Θleiφung a2+h2 = BF2j unb wenn 
man f)ierau3 ben SBertO von BF entnimmt unb fubftituirt, 
ergiebt ftcb

Um y ju ftnben, fel>re man ju ber jtveiten ber oberen Θleiφun* 
gen jurütf. s2lue berfelben folgt

a2 -4-h2 —hyx = - - - - !- - - - - - - - - —a
liefen S33ertl) von x fe&e man bem oben gefunbenen gleiφ; 
baburφ entfielt _ _ _ _ _

a2-∣-h2—(a—h)∣∕a24~h2 a2-]-h2—hv
2a a

unb I)ietαuβ folgt _ _ _ _ _ _

£)aö 9iingftiitf jum sKittetyunftervinfel φ brücft ftφ auö 
burφ

tt>elφee gleiφ ift
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π360ζc + 2x>c∙
S>αS 9tingftüct ⅛um TOtelpunftStvinfel λ ift g(etcξ> 

π3⅛<c + 2y,c

2)ie Stirnfläche beS ©enwlbeö enthält jivetmal baS 9?ingftücf 
jum ≡ittelpunftSiυinfel φ, unb baS jum ∙SHtteIpunftSn>infel λ. 
Sie ift t>atyer βleiφ

[k2φ(c + 2x) + λ(c + 2y) j.

Unb ber Snlfalt beS ©eWoIbeS enbliφ brücft fiφ aus burφ 
πcd 
360 ×

[^ 2φ ( c}-a2th8 -(a-h)√aath2j ( ^a2fh2 t(a-h)]∕a2th2 j j 

Φie 9‰αfje φ unb λ muffen hierbei auf ®rabe rebucirt fein, 
fo lange man vorn 360 beibehält. 3nbeffen bürfen φzunb λ 
auch auf jebe anbere (Siιφeit rebucirt werben, wenn man nur 
360 auf biefelbe (Einheit bringt.

§. 196.
®S ift $ig 16. bie I)albe 2δeite im Viφten a, bie ^i>E>e 

im Sichten h, bie Starte beS ©ewölbeS c, bie Sänge d gege­
ben; man füll erftenS bie Korblinie BLGNQ conftruiren, fo, 
bafj fte auS brei Kreisbogen jufammengefept fei, bereu jeber 
jum 9JtittelpunftSwinfel 60o f>at, unb 3vυeitenS ben Inhalt 
ber Ueberwölbung berechnen.

9J7an nehme juvörberft an, bie ®onftruction fei auSge-- 
führt, unb bie brei SWittelpunfte feien M, P, S. 3n bem 
fünfte L gehen ber Vogen BL unb ber ιrnφft folgenbe Vogen 
ftetig in einanber über. 2)aS T>reiecf BLM ift g(eiφwinflig, 
bal)er auφ g(eiφfeitig. 2)aS S)reietf LGP ift g(eiφfφenflig. 
9J?an jiefje von E aus bie Sinie EK parallel mit PL, unb 
Verlängere EK bis jum f∑>urφfφnitt F mit ber Verlängerung 
Von BL. S)aS Φreietf BFE ift bem 2)reiecf BLM ähnlich, 
alfo gleichzeitig; baS Φreiecf KGE ift bem 2)reterf LGP ähn­
lich, baf>er glei⅛fφenflig.

hiernach ergiebt ftd> folgenbe (Sonftruction: 90?an nehme 
BE gleich ber falben gegebenen V3eite a, EG normal auf BE 
unb glei⅛ ber gegebenen «£>öhe h, conftruire über BE baS 
gleichzeitige Φreietf BFE, ne⅛me EK gleich EG, jietye *GK  
Verlängere GK bis jum Φurφfd)nitt L mit BF, jte⅛e LM 
parallel mit FE unb verlängere LM bis jum 2)urφfφnitt 
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P mit ber Verlängerung von GE. ©ie φunfte M unb P flnb 
αl3bαnn jWei ≡ittelpunfte; ber britte SRittelpunft S wirb er­
matten, wenn man BE über E lflnauδ verlängert, unb ES gleiφ 
EM nimmt, ©er Oiabiuö beö erften Sogenβ BL ift MB; ben 
^weiten Sogen ju erhalten, jiefye man PS, itnb befφreibe mit 
PL atö 9?abiuö ben Sogen LN biö μιm Φurφfφnitt N mit 
PS; ber britte Sogen, welφer beni erften congruent ift, hat 
SN jitrn Oiabiuö.

©ie ¾abien ber concentrifφen äußeren Sogen werben er(>al- 
ten, inbem man bie 9iabien ber inneren Sogen um c verlängert.

©er SntjaÜ ber Ueberwötbung ift baö fl3robuct ber Stirn­
fläche unb ber Sänge d. ©ie Stirnfläche befielt auö bret 
Oiingftücfen. ©er fliabiuö MB fei x, ber Diabiitö PG fei y. 
©er Inhalt beö ¾ingftiirfeβ jum 9JHttelpunft M brücft flφ 
auö burφ

π≡[<0+*>,-x,]

We(φe3 gleich ift fπ(c-∣-2x)c.
©aS Dtingflücf jum jWeiten Wflittelpunft P brücft flφ au£ burφ 

⅛π(cψ2y)c.
©aö Diingftücf jum 3Kittelpunft S ift gleich bem erften. ©er 
3tφalt ber Stirnfläche ift bemnaφ

-i-πc [2(c + 2x) + c + 2y],
($3 flnb noφ bie 9iabien ju befltmmen.
©aö Stücf MQ ift gleich y; benn eö ift MP-f-ML 

gleich y, unb e$ ift MS gleich MP, unb SQ gleich ML. ©a* 
ber ⅛at man

1) xψy=2a.
©aö ©reieef MSP ift gleiφfeitig, baljer ift

MP = 2ME = 2(a—x)
unb ba MP2 = ME2 -f-PE2, fo hat man bie Θleiφung

2) 4(a — χ)2 = (a--x)2(y — h)2.
hieraus folgt, wenn man ben 9Berφ für y auö 1) fubftituirt 

3(a — x)2=(2a — x — h)2
unb biefe ΘΓeiφung liefert

Sßolff’ö ©cometrie. 2, ⅜f>. 7
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$ür ben S∏hαlt her Stirnfldφe T>atte ftd> oben ergeben
f πc[2(c + 2x) + c + 2y].

Dies ift einerlei mit
fπc[3c 4- 2(x + y) + 2x].

Statt χ⅛y fefce man 2a, naφ 1), unb für χ∙ben gefunbe* 
nen Sßertb, baburφ entfielt für bie Stirnfläche

fπc[5a + 3c + h — (a — h)/3].
Unb ber 3∣φαlt ber Ueberivölbung ift bann

-i⅛cd[5a-∣- 3c -f- h — (a — h)∕3].

§. 197.
(SS fei $ig. 17. bie l)α(6e liφte 20eite gleich a gegeben, 

bie lid)te <ξ)i*he h, bie Stärfe beS ©emölbeS c unb bie Sänge d: 
man fall erftenS ben Korbbogen conftruiren, fo, bafj er aitS 
brei Kreisbogen ^ufammengefe∣jt fei, von melφen ber mittlere 
ben 9J?ittelpunftSminfel a habe, unb foll jroeitenS ben Snljalt 
ber Ueberivölbung berechnen.

9J!an benfe bie (Sonftruction auSgeführt. Die brei 9Jiit- 
telpunfte feinen M, P, S. Sn L mögen ber Sogen BL unb 
ber folgenbe Sogen ftetig in einanber übergeben. DaS Dreier! 
BLM ift gleiφfφenflig, eben fo baS lX>reiecf LPG, unb ber 
Sßinfel LPG ift ∣. sD?an jiehe von E auS bie Sinie EK 
parallel mit PL unb verlängere EK bis jum Dιιrφfφnitt F mit 
ber Serlängerung von BL. DaS Dreier! BFE mirb bem Dreier! 
BLM ähnlich, alfo gleiφfφen!lig, baf)er EF gleich EB. DaS 
Dreier! EKG ivirb bem Dreier! PLG ähnlich, bal)er gleiφ- 
fφenf(ig, KE gleich GE, unb ber 2δinfel KEG gleiφ

hieraus erhellet folgenbe Gonftruction: sD?an mache EB 
gleich ber gegebenen halben lichten S3eite a, conftruire GE 
normal auf BE unb gleiφ h, siehe Von E auS bie Sinie EF 
unter bem ⅛B3infe( gegen EG geneigt, nehme EF gleiφ EB,
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jiel)c BF, nel)ine EK gleiφ EG, ⅛ief)e GK, verlängere GK bis 
jurn 2)urφfcl>nitt L mit BF, jiel)e LM parallel mit FE, unb 
verlängere LM bis jum S)urφfφnitt P mit her Verlängerung 
von GE. M unb P finb ⅛n>ei 9JZittelpunfte. 2)aö Sßeitere 
ber (Sonftruction ift leicht ju erfennen.

Φie sJiabien χ unb y ju beftimmen, bienen bie (Steigungen: 

PMSin∣ = ME 

PMCos∣=PE

ober weil PM = y — x ift, ME = a— x, unb PE = y — h

1) (y—x)Siπ∣ = a-x

2) (y — x)Cos^ = y- h

Sluö biefen (Steigungen folgt
3) ySin∣+ (1 — Sin∣jx = a

4) (1 — Cos^j y 4-xCos | = h

sJRαn erzeuge bei y gleiche (Soefficienten unb fubtrafyire als- 
bann bie (Sleiφung 4) von ber (Sleicfyung 3); baS liefert

ober, wenn man bie Formeln 1 — Cosφ = 2Sin∣φ2 unb 
Sinφ = 2Sin^φCos∣φ anwenbet

2)er 2BinfeI BML ift 90° — ®aber ift baö 9?ing- 
ftütf jum 9JJittelpuntt M gleich
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π^6(Fjfc + 2κ>c •

2)αδ  9iingftü(f jum ≡ittelpunft P ift
. « 3⅛1 <c + 2^c

S)αβ brüte Oüngftücf ift benι erften gleiφ. 2)ie (Stirnfläche 
brücft ftφ βiernaφ au£ burφ

3⅛[2(90" - I) e + 2x) + ≈(c÷2y)]

ober burφ
[1800(cψ2x) + 2a(y—x) |

unb ber 3ιφa(t ber Ueberroolbung burφ
6) πcd [i⅛° (y-"χ) ÷ ÷c ÷ x]

SIuö 1) ergiebt ftφ
a— x

y~x = 'S⅛^
W?an feße reφtβ ben 20erφ für x auö 5), unb eS entfielt 

h—a_ _ _ _ 1_ _ _ _

2Sin y Siny — CoSy4 4 4
Sn 6) fubftituire man biefeit Qβerφ für y —x, unb für baö 
le^te ©lieb x ben Sßertl) auö 5), unb eö ergiebt ftφ ber 3n≈ 
halt ber Ueberwölbung gleiφ

πcd Γ a a—h z a , 1 , , a l
Γ~i3 ⅛jy^-fa+≈cjsm4+fh+≈c,c°s4 
Cos-—Sin- Siny4 4 4

§. 198. Aufgaben.
1) ©in normaler Jtegel foll ben Snßalt a unb bie Dber- 

fldφe b erhalten, wie groß ift ber Dlabiuö ber ©rimbebene 
unb wie groß ift bie ^bβe beö Jtegelö ju nehmen?

3luflofung. 2)er SRabiuö ber ©runbebene fei x, bie 
^of>e y. ®ann ift bie Seite beö Äegelö gleiφ yzχ2 + y2 
unb man ßat bie Θleiφungen
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1)

Sluö her ^Weiten (Sleiφung fφαffe man t>ie Sfßurjel fort; ba=- 
bιιrφ entfielt 

ober 3) 
9laφ ber (3(eiφung 1) iß 

liefen Söertfy fnbftituire man tn 3); baδ liefert 

ober 

«fjierauS folgt 

¾αφ 1) ift

2) ©in normaler Äegel foll ben 3nfyalt a erhalten, fein 
Wfantel foll c werben, wie groß ift ber JXabiuö ber @runb* 
ebene, Wie groß bie φιφe ju nehmen?

Sluflöfung. ‰ ‰biιι3 ber ©rimbebene fei x, bie 
y. 2)ann ift

1)
2) 

‰0 2) folgt
3)
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‰φ 1) ift
3a πxz = — 
y

Φiefen SBerth fubftituire man in 3); baö liefert 
Qa2—4-3πay= cz

ober

= cz

ober

= z fφ,

y3-≤y≡+La=0
y 3πay ‰

9a z‰φ 1) ift ferner πzy2 = -p-
Dieö in 3) fubftituirt, liefert 

9az 
π2χ4 +

6 °2 2 |
x —Ξ2x ÷-∑T

π π
ober, wenn man χ2

3 °2 , θazz —τ2 z +-τ 
ιc π

Die Sluflöfung ber Θleiφungen ift bi£ auf gälle ju verfehle*  
ben, in Welchen a unb b in numerifchen 3af)len gegeben ftnb. 

3) (Sin normaler Äegel foll ben Inhalt a befommen, 
©runbebene foll d fein, welche^ ftnb bie Slbmeffungen? 

Sluflöfung. Der ‰biuδ ber ©runbebene fei x, 
φi>he y. Dann ift

bie

bie

bαt)er

§. t99. Aufgaben, 
normaler Jtegel foll ben 3nfyalt a befommen, wie1) (Sin 

ftnb ber ‰biuδ feiner ©runbebene unb feine <g>ol)e ju neh­
men, bamit bie Oberfläche be$ Regele am fleinften auöfatte?

9luflofung. Der 9tabiu3 ber ©runbebene fei x, bie 
-⅛ol)e y. ^at ein normaler Äegel bei bem 3nljalt a bie 
überfläetje b, fo ift naφ 1) im Vorigen Paragraph bie <ξ>olje 
beffelben gleich

= 0
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Φer Jtegel ift nur fo lange mogliφ, als tiefer s4uSbrucf reel 
bleibt. 9J?an erfennt Ieiφt, baß bte Überflüße beS ÄegelS 
niemals ju groß, woßl aber ju flein gegeben werben fann. 
2)ie fleinfte Oberfldφe q für ben normalen Äegel jum $n- 
f)alt a ift bal>er biefenige, welφe ber Θleiφung entfpriφt:

∖6πa∕ π
SIuS ber Φleiφung folgt

q = 2]∕9πa2.
®ie φiφe unfereS Ä'egelS brücft ftφ nαφ bem 53iSβerigen 

b2auö burφ wenn unter b bie fleinfte Dberflaφe beS Äe- 

gelS verftanben wirb. S)iefe ift 2j∕9πa2. S)aβer ßat man
_  4yz92π2a4

6πa 

y=2]⅛

ßur ⅛8eftimmung beS 9fαbiuS χ bient bie Θleiφung 
πxzy = 3a

ober

2)αrαuS ift
2 a

X = -----πy
ober, wenn man ftatt y ben 538erth fefct,

- - ⅛⅛ 
■■ - tfe’.ober

2)αβer ift
1 ∕3a

= fäl V’x
(SS verhält fict» l)iernaφ

x : y = 1 : 2]/2.
2)ie (Seite z beS JtegelS ift yzχ2 + y2. <Sefct man x
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gletφ 1, fo ift z = /1+8
ober z = 3

53ei bem normalen Äegel von her fleinften Dberflaφe ift alfo 
bie ©eite ba£ Φreifaφe beö 9?abiuö ber ®runbebene.
' 2) @in normaler Äegel [oll ben 3nt>alt a befommen, wie 

viel Dberflaφe mufj roenigftenö für φn gegeben werben, ba? 
mit ber Jtegel l)erjuftellen fei?

Sluflöfung. Sn 1) ift bereite gefunben worben, bafj 
bie fleinfte Dberfldφe beö normalen ^egelö vom 3∣φalt a 
gleiφ ift

Sei bem normalen Regel vom Sntyalt a unb ber fleinften 
Oberfläche brücft ftφ bie ©runbebene aub burφ 

ber Hantel burφ 2∕9πa2—γ∕9πaz, welφeδ gleiφ ift 

9llfo ift bei bem normalen Regel von ber fleinften Oberfläche 
ber 9JfanteI bab Dreifaφe von ber ©runbebene.

3) Die Oberfläche eineb normalen Λtegelb ift gleich b ge­
geben, welchen 3nhalt fann biefer Jtegel hoφftenb haben?

9luflδfung. (Sin normaler Regel, beffenOberfläche bei 
feinem 3∏ljalt am fleinften tft, bat bei biefer Oberfläche ben 
größten 3nhalt. Dte fleinfte Oberfläche eineb normalen .Re- 
gelb vom Snbalt a ift nach ber vorigen 9hιmmer 2∕9πa2. 
Der größte Inhalt χ beb normalen Regelb von ber Oberfläche 
b, ift ba⅛er ju entnehmen aub ber Θleiφung

2}⅝πx2 = b 
unb aub berfelben folgt

4) ©in normaler .Regel foll ben Inhalt a befommen, wie 
ftnb ber ‰biιιb ber ©runbebene unb bie <£)öbe beb Jbegelb ju 
nehmen, bamit fein Hantel am fleinften aubfalle?

Sluflöfung. Der 9iabiub ber ©runbebene fei x, bie 
£öhe y. Dann ift

1) πx2 y ≡= 3a.
Der sKantel brücft ftφ aub burφ
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?Iuö 1) folgt

∑)iefen S33ertl) fefce man in 2); babιιrφ ergiebt fiφ für ben 
Hantel bie gnnftion

ober

2)iefe gunftion ertjält für ben SÖertf) von x iljren größten 
2βertlj, welcher bem Oiabicanben ben größten Sßertt) gießt. 
3Jian bilbe bcößalb

fefce 
unb enttt>icfele x. entfielt

unb wenn man in 3) ben Sffiertlj von x fubftituirt, ergießt ftφ

($0 verhält ftφ bemnaφ
x : y = 1:)/2

5) 2δelφe ^lciφe mufj wenigstens für ben sDfantel eineö 
normalen ÄegelS gegeben werben, wenn ber 3nfyalt beβ Jtegelβ 
a fein foll?

5luflofung. 2)ie glaφe wirb erhalten in bem 9)fantel 
teö normalen Jtegelö, welcher bei bem 3∣φalt a ben flein- 
ften Hantel tjat. ‰φ ber vorigen Kummer ift ber 9fabiuö 
r>er ©runbebene biefeö Äegelö *,ie ⅛⅜ ]/_•

fyer ift ber 3)lantel gleiφ
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Dies ifi bemnαφ bie gliiφe, We(φe wenigftenö für ben 9J?an* 
tel eines normalen Kegels gegeben werben muß, beffen 3nfjalt 
a fein foll.

6) 50enn ber 9J?antel eines normalen Kegels c ift, wie 
groß fann ber 3nljalt beS Kegels l)i>φftenS fein?

2luflδfung. (5in normaler Jtegel, welφer bei irgenb 
einem 3nl)alt ben fleinften ‰ntel ljat, bietet bei biefem 9⅛an≈= 
tel ben größten Snßalt bar. Der fleinfte sJWantel beS Jtegelö 
vom 3nt>alt a ift, naφ ber vorigen Kummer,

}∕3]∕36πa2
~~2

9)?an ftnbet bafyer ben größten 3nljalt beS normalen Kegels, 
beffen 9J?antel c ift, wenn man x entwicfelt aus ber Θletφung 

unb eS entfielt

ober

§. 200. Aufgabe.
Der ‰biuS ber ©runbebene unb bie $öße eineö nor* 

malen Kegels feien gleicß r unb h gegeben, man foll ben 9?a- 
biuß unb ben SftittetyunftSminfel beS KreiSauSfφnitteS berede 
nen, ber, ju einem normalen Kegelmantel jufammengebogen, 
ben Hantel biefeS Kegels liefert.

Sluflöfung. Der ‰biuS beS KreiSauSfφnitteS ift bie 
Seite beS Kegels, alfo gleiφ_

]∕r2 -|~h2
Der W?ittelpunftswinfel beS KreiSauSfφnitteS fei x. Der 
Söogen beS KreiSauSfφnitteS iß ber φeriρl)erie ber @runb*
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ebene beδ Kegels gleiφ, bemnαφ gleiφ 2πr. ⅜n t>at bie 
Proportion _ _ _ _ _

x:360° = 2πrz2π]∕r2 + h2
unb barauS folgt

3ft bie «Seite beö Kegels gleiφ bem Durφmeffer ber 
©runbebene, fo entfpringt l)ierauS x = 180°, unb ber abge*  
wirfelte Kegelmantel ift ein ^albfreiS. X>al)er muffen bie 
Dbertfjeile ber Driφter, bereu man ftφ in ben φemifφen 2a*  
boratorien bebient, jum Durφfφnitt ein gleiφfeitigeβ Dreiecf 
gewähren.

§. 201. Aufgabe.
Pon einem Kegel ift ber 9ftabiuS r ber ©runbebene, unb 

bie φiφe h gegeben, ber Kegel foll burφ eine ©bene, Welφe 
mit ber ©runbebene parallel ift, in jwei Zfyile geteilt wer*  
ben, welche ftφ vergalten wie p:q; man foll bie ©ntfernung 
ber 3φeilungSebene von ber <Sp⅛e beS Kegeln beftimmen, unb 
ben 9?abiuS ber DurφfφnittSfigur.

Sluflöfung. Die ©ntfernung fei x. 2)er Kegel, Wei*  
φer burφ bie SφeilungSebene abgefφnitten wirb, ift bem ge*  
gebenen Kegel af)n(iφj bie Kegel vergalten ftφ bafyer wie bie 
britten Potenzen φrer <ξ>open, b. f). wie x3:h3. Der Kegel, 
welcher abgefφnitten wirb, foll ftφ ju bem gegebenen Kegel 
Verhalten wie p∙∙p4-q. Datjer pat man für x bie Θleiφung 

unb barauS folgt
Der ‰biιι3 t>er Durφfφnitt6ftgur fei y. (Eö »erhält 'fiφ

Soll nur bie (Entfernung ber Durcl)fφnitt3ebene von her 
Sp⅛e be£ Äegelö, ober nur ber Oiabiuö ber Durφfcl)nittδ* 
ftgur berechnet werben, fo bebarf eδ im erften ’gall bloß ber 
φof)e h, im anberen bloß beö ‰biu^ r beö «Regelt.

§. 202. Aufgaben.
1) Pon einem Kegel ift ber ¾abiuS r ber ©runbebene 

unb bie £öfye h gegeben. 5?luS bem Kegel foll ein ©plinber 
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gefφnitten werben, Welφerξ beö Jtegelβ ift SWan foll ben 
9iabiuδ ber ©runbebene unb bie Jpolje beö (5t;Iinberö beftim≈∙ 
men. 2)er 6φlinber werbe fo gebaφt, bafj bie eine ©riinb- 
ebene beffelben in ber ©runbebene beö Äegelö liegt, unb bie 
φeripfyerie ber anberen fiφ in bem 9)?antel beö Äegelö be*  
finbet.

Sluflöfung. ®er 9?abiuö ber ©runbebene beö (Spüii- 
berö fei x, bie «§>öb>e beö 6i;(inberö fei y. 9J?an ljat bie ©lei- 
jungen :

. p πr2h1) πx≡y = --
2) r:x = h:h — y.

?lu$ ber jweiten ©leijung folgt
hr — hx

y = —

Φiefen Sßertl) fetje man in 1); baö liefert
p r3 χ3-rx2-}-- • — = 0q 3

eine ©leijung, beren 2luflofung bis auf gälte ju verfjieben 
ift, in welchen r, p, q in Bafylen gegeben ftnb. Φivibirt man

X w
bie ©(eijung bur j r3 unb fe⅛t - = z, fo nimmt fte bie be­
quemere ©ejlalt an:

Z3_Z2_1_±P = o1 3 q
unb ift fyierauS z gefunben, fo Ijat man

x = rz.
2) Son einem Jtegel ift ber‰biuδ r feiner ©runbebene, 

unb bie <ξjof)e h gegeben; man foll bie SIbmeffungen beö größ­
ten (Svli∏t>erδ beftimmen, weljer auö bem Jtegel gefjnitten 
werben fann.

21 u flöfun g. 2)er 9fJabiuδ ber ©runbebene beö (Splin*  
berβ fei x, bie <ξjbfye fei y. 2)ann ift

r: x = h : h — y
unb ber 2fnt>a(t beö ©vlinberS brürft ft j auö bur j

πx2y.
2luö ber Proportion folgt
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hr — hx
y = ——

unb wenn man t>iefen 233ertl) fubftituirt, erhält man für ben 
Snljalt beö (S9linber0 bie gunftton

πh
—(rx2 — x3).r

(S'6 ift θ(rx2—x3) = 2rx — 3x2
unb auö 2rx—3x2 = 0
folgt x = fr.
§ür y Ijatte ftφ ergeben

hr — hx
r

t hober -(r —x)r
welcfyeö, wenn man für χ ben S3ertfy fefct, liefert

§. 203. Aufgabe.
Sie 9iabien a unb b ber ©runbebene, unb bie <g>oF>e h 

eineö normalen abgefürjten Kegels ftnb gegeben; man foll bie 
9iabien unb ben 9J?itteIpunftSwinfel beS DiingftürfS berechnen, 
welches, ju einem abgefürjten Kegelmantel jufammengebogen, 
ben SRantel biefeS abgefürjten Kegels liefert.

Sluflöfung. Ser größere ‰biuS fei x, ber Heinere y. 
Ser größere 9¾abiuβ x ift bie Seite beS vollftänbigen Kegels, 
ber Heinere 9iabiuS y ift bie Seite beS ßrgänjungSfegelS. 
Sic <ξ)bl)e beS vollftänbigen Kegels fei z. Sann verhält ftφ 

z : z—h = a: b
h : z = a — b : a

unb hieraus ift

(SS ift

ober
(5ö verhält ftφ

Ü)eöf)alb ift
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5) er Siittelpunftöminfel beS Diingftücfeö fei φ. , 2)cr 
äußere Sogen beö 9iingftitrfeS ift ber s43eripl)erie ber größeren 
©runbebene beS abgefürjten ÄegelS gleich, alfo gleiφ 2πa. 
2)aβer ßat man bie Proportion

φ : 3600 = 2πaz2π- - - - - ü/(a — b)2-1—h2
unb au$ berfelben folgt

© = a~⅛-360°
‘ 1∕(a-b)2 + h2

§. 204. Aufgabe.
Son einem abgefuηten Jtegel ftnb bie 9iabien a unb b 

ber ©runbebenen uub bie <ξ)tyε h gegeben; ber abgefürjte 
Äegel foll burφ eine (Sbene, welφe mit ben ©runbebenen pa­
rallel iß, in jmei 3φei(e getßeilt werben, unb ber an ber grö­
ßeren ©runbebene, beren OiabiuS a fein mag, liegenbe ^ßeil 
foö beS abgefürjten JtegelS auSmacßen; man foll bie Ent­
fernung ber 2φei(ι∏ιgSebene von ber größeren ©runbebene be*  
rechnen, unb ben Snpalt ber ΦurφfφnittSβgur.

Sluflöfung. ®ie Entfernung ber SßeilungSebene von 
ber größeren ©runbebene fei x, ber Oiabtuö ber ΦurφfφnittS- 
figur fei y. 21lSbann hat man bie Θleiφungen:

⅛πx(a2-f-ay⅛y2) = ^fπh(a2+abψb2) 

ober 1) (a24~ay-∣-y2)x = ⅞(a2 -f-ab-∣- b2)
2) a — y : a — b — x : h.

X)ie le^te ΘIeiφung ju erhalten, ftelle man ftφ irgenb eine 
Seite beö abgefiiηten ÄegelS vor, jieße von bem Punft, in 
iυelφem fte bie Peripherie jum ‰biuS b trifft, parallel mit 
ber 3lφfe beS abgefiirjten JtegelS eine gerabe Sinie, unb eine 
jweite von bem punft, in ιvelφem jene Seite bie Peripherie 
ber Φurφfφnittδβgur fφneibet. Sl(Sbann finben ftφ jwei 
aβnliφe 2)reiecfe, ivelφe jene Proportion liefern.

¾uS 2) folgt '
a — v3) x =- - - - £ha — b

liefen 2Bertl) fubftituire man in 1), hebe burφ h unb muh 
tipiicire mit a — b; baö liefert
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‰φ 3) pαt man ferner

ober, für y ben Sßertp gefept,

§. 205. Aufgabe.
©ie brei Vinien DG, EH unb FL gig. 18 feien normal 

anf ber Vinie GL, unb bejiepliφ gleiφ a, bz c. ©aS Stürf 
GH fei g(eiφ n, baS Stücf HL gleiφ q. Φl∣rφ bie Stücfe a, 
b, c, n, q ift baS ©reieef DEF an ftφ, unb feine Vage ge- 
gen bie Vinie GL beftimmt. ©ie werbe um bie Vinie 
GL gebrept, bis fte wieber ipre erfte Vage erreiφt. ©aS ©reieef 
DEF burepläuft wäprenb ber ©repung einen Aörper: ber $n- 
palt biefeS ÄörperS foll berechnet werben.

Sluflofung. ©ie Srapeje DEHG, EFLH unb DFLG 
befφrciben wäprenb ber ©repung abgefürjte Jtegel. ©er 3n* 
halt beS Körpers, we(φen baS ©reieef DEF befφreibt, wirb 
erpalten, wenn man von ber Summe ber abgefiirjten Jtegel, 
welcpe bie beiben erfteren ©rapeje erzeugen, ben abgefürjten 
Jtege( fubtrapirt, Welφen baS lepte ©rapej pervorbringt. ©er 
Snpalt beS Körpers, welcpen baS ©reieef DEF erzeugt, fei x. 
(SS ift
x = jπΓ(a2-}-ab-}-b2)n-∣-(b2-4-bc-∣-c2)q—(a2-∣-ac-∣-c2)(n-∣-q)] 
= ⅛π[(ab -∣-b2 —ac — c2)n-∣- (b2 -j- bc — a2 —ac)q] 
= ⅜πt(a 4- b + c)(b — c)n + (a 4- b 4- c)(b — a)q] 
= iπ<a ÷ b 4- c)[(b — c)n 4- (b — a)q].

©er Snpalt beS ©reieef S DEF wirb erpalten, wenn man 
bie Summe ber ©rapeje DEHG unb EFLH um baS ©rapej 
DFLG verminbert. ©er Snpalt beS ©reieefö DEF ift ba* 
per gleiφ
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ober

ober
23ejeiφnet man ben 3nl>alt be3 2)reietfδ mit f, fo briicft 

ftφ bemnaφ ber Snljalt beö Äörperö, welchen baö Φreierf 
DEF befφreibt, auö burφ

fπ(aψb⅛c)f.

§. 206.
W?an [teile ftφ $ig. 19 einen normalen (5vlinber vor, 

unb fφneibe φn burφ eine (Sbene, welφe burφ ben Mittel* 
V∏nft ber ©runbebene gebt. 2)er Jtörper ABCD, welφen bie 
©bene abfφneibet, be^t ein flauen ober <fjuf. ®ie größte 
Seite CD möge bie «£>öbe beö flauen JjeijFen, ber ‰biu3 
AM ber ©runbebene fein ‰biu3.

2luφ wenn bie (Sbene ABD niφt burφ ben 9ΛittelpunH 
ber ©runbebene beö (Stylinberö gebt, wirb ber burφ bie ©bene 
abgefφnittene Äörper ein flauen genannt. 2öir werben unö 
mir mit bem oben erflärten Körper befφaftigen.

§. 207. Aufgabe.
2)er 9fiabiu3 r unb bie ^öbe h eineö flauen finb gege­

ben, man foll bie frufhme Dberfldφe unb ben 3nbalt beö 
flauen bereφnen.

Sluflöfung. 2)ie frumme Dberflaφe beö flauen §ig. 19 
n>irb burφ bie Seite CD in jwei gleiφe Steile getl>eilt. (Sö 
fommt alfo nur barauf an, ben einen Sβei( ACD ju bereφ- 
nen. Sftan benfe alle Seiten beö ^beileö ACD. Srgenb jwei 
auf einanber folgenbe Seiten GH unb G'H' bilben ein Srapej, 
beffen fetyc GG' ift. Φer 3nl)alt beö Srape^eö ift größer alö 
GH∙GG', unb Heiner alö G'H'∙GG'. 33e⅞eiφnet man bie 
auf einanber folgenben Seiten burφ s1, s?,—« sz, bie (Entfer­
nung je zweier auf einanber folgenben Seiten burφ q, fo er­
hellet, baß von ben Summen

stq+s2q+s3qH-------F¾-ιq
s2q+s3q+s4qH------ I-m

bie erfte weniger, bie anbere mehr aιWmaφt a($ ben Snbalt 
ber glaφe ACD. X>te S)ifferenj ber Summen

(sz- Sl)q
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ift aber, wegen beö unenblich f(einen gaftorö q, unenblich 
flein, unb ba t>ie gläcbe ACD jwifchen beiben Summen liegt, 
fo ift bie Sifferenj ⅞n>ifφen ber fläche unb jeber einzelnen ber 
Summen burch enbliφe 3ahlen ni<⅜t aubbrürfbar, unb fällt 
aufjer 53etraφt. Sebe ber Summen giebt bemnaφ ben Sn*  
Ijalt ber §lä$e ACD.

9J?an lege burφ bie Seite GH eine (Ebene, parallel mit 
bem Surchmeffer AB. Saburφ entfpringt baβ 9ieφtect GHQP. 
9J?an jiel)e MG, unb G'N normal ju GP. Sie Sreiecfe MGP 
unb GG'N ftnb ähnlich; benn fte ftnb rechtwinflich bei P 
unb N, unb bie Q’ßinfel MGP unb GG'N ftnb gleiφ, weil 
jeher ben 2δinfel NGG' ju einem rechten ergänjt. (Ser 9?a*  
biuö MG fteljt nämlich normal jur Sangente, alfo auch nor*  
mal ju bem Element GG' in ber Sangente.) (Eö verhält fιφ 
baber

GG': GN = MG: MP
= MC: MP
= h:PQ 
= h: GH

unb be$h<ilb ift
1) GH • GG' = h• GN 

GN ift ber φrojection beö Stürfes? GG, auf bem 9tabiuδ MA 
gleich. SBejeichnen wir baljer burφ p1, p2, •••• bie φrojectio*  
neu ber auf einanber folgenben (Entfernungen ber Seiten, fo 
läfjt ftcp wegen ber ©leidbung 1) bie erfte ber oberen Sum*  
men wiebergeben burφ

(P i + P 2 ÷ P 3 +.....+ Pz-ι)h
Sie Summe p1 +p2+—FPz-i ift berOiabiuö MA. Sem*  
nach ift ber 3npalt ber fläche ACD gleich rh, unb ber Sn*  
halt ber fläche ACBD gleich 2rh.

W?an benfe burφ febe Seite unb ben φunft M eine 
(Ebene gelegt. Sie (Ebenen jerfφneiben ben flauen in vier*  
fettige ⅛ramiben GHH'G'M, welche fämmtlich ben Otabiuö jur 
⅞>i>he haben. Ser Snljalt beö flauen ift bie Summe ber 
Inhalte biefer φpramiben, alfo gleich bem britten Shell beS 
φrobuftδ auö ber Summe ihrer ©runbflächen 2rh tu bie 
gemeinfφaftliche <5ohe r. Sa⅛jer ift ber Inhalt be$ flauen 
gleich ∣r2h.

§. 208.
(E$ fei §ig. 20 ADC ein Duabrant, berÄörper ADCNFG 

ber über biefem Duabranten ftehenbe Sljeil eiltet normalen 
(EplinberS, beffen (Srunbebene ben 9?abiu6 r hat, unb beffen 
^öhe h ift. Ser Körper macht ben vierten Sljeil biefcö ¾*  

3δoIff,S ©eoniftrie. 2. üb. 8
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linberß auß. 3)urp bie Sinien AD unb DG werbe eine (Sbene 
gelegt. Φαburp entfiept ber Körper ADCG, welper bie <g>αlfte 
eineß flauen ift, ber ben 9iabiuβ r pat unb bie ^öpe h.

Tie frumme gläpe ACGN ift gleip ∣∙2πrh ober ⅜πrh. 
Tie frumme §läpe ACG ift nap bem »origen ψaragrappen 
gleicl) rh. Taper ift bie frumme gläpe ANG gleich

(⅛~ — l)rh∙
Ter Snpalt beß Atörperß ADCNFG ift ¼r2h. Ter 3npalt 

beß Äörperß ADCG ift nap bem »origen Paragraphen gleich 
⅜r2h. Ter Snpalt beß Äörperß ADFGN ift bemnap gleip 

(±π-f)r2h.
Taß ÄreujgeWölbe gig. 21 fiepe über einem Cuabrat, 

unb bie Sogenlinie fei ein ^albfreiß. ©ß fällt halb in bie 
Singen, bah ber ^f>eii ADFNG ber Äorper ADFNG in gig. 20 
ift. Ter Speil ADFNG, §ig. 21 erfpeint in bem ©ewölbe 
aφt sJRal. Taß ©ewölbe fann baper nach ben eben außge* 
führten Seftimmungen berechnet werben.

§. 209.
W?an ftelle ftp einen normalen ©plinber »or, unb fpneibe 

ipn burep eine ©bene, Welpe nicht mit ben ©ritnbebenen pa* 
rallel ift. Ter ©plinber wirb baburp in jwei fpief abge* 
fpnittene ©plinber jerlegt. Ter Snpalt unb ber Hantel eineß 
folpen fpief abgefpnittenen ©plinberß laffen ftp folgenber* 
mähen berepnen:

‰ siehe in ber fpiefen Turpfpnittßebene bie gerabe 
Sinie, Welpe ben ©nbpunft ber fleinften Seite beß ©plinberß 
mit bem ©nbpunfte ber gröpten »erbinbet, unb lege burp bie 
9Jfitte biefer Sinie eine ©bene parallel mit ber ©runbebene beß 
©plinberß. Tiefe ©bene fpneibet »on bem fpief abgefpnit* 
tenen ©plinber einen flauen ab, unb eben biefer flauen ergänzt 
ben anberen Tpeil beß fpief abgefpnittenen ©plinberß ju 
einem »ollftänbigen normalen ©plinber, fo bah biefer mit bem 
fpief abgefpnittenen ©plinber gletpen Snpalt unb gleipen 
W⅛antel pat. Sft a bie gröpte Seite beß fpief abgefpnittenen 
©plinberß, b bie fleinfte, fo ift bie Jpöpe jeneß »ollftänbigen 
©plinberß gleip —; eß fei ferner r ber ‰biuβ ber ©runb­
ebene beß fpief abgefpnittenen ©plinberß. Ter Snpalt beß 
fpief abgefpnittenen ©plinberß ift alßbann gleip 

unb ber SRantel
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§. 210. 
UebungSαufgαbe.

1) 2δelcheS ift t>er Snl)alt eineö BimmerS, baS 22 guß 
lang, 20 $uß breit, unb 16 $uß b°ch ift ?

7040 Äubtffuß.
2) 2)ie ©ritnbebene eines ^3riSmaS fei ein reguläres 

günferf, beffen Seite 30 gufj mißt, bie «jpöbe beS φriSmaS 
fei 20⅛∙ guß; welches ift ber Snbalt beS $riSmaS?

31742,8- Äubiffuß.
3) 2ßie groß ift bie Seite eines 20urfeIS ju nehmen, 

bamit ber 3∏balt beffelben 5 Äubiffuß werbe?
1,7099— ftuß.

4) S33te groß ift bie Seite eines SßürfelS ju nehmen, ba*  
mit er ben 3nb∏lt a befomme?

/a
5) Φie Seite eines SöürfelS ift a, wie groß ift bie Seite

eines Sßürfels ju nehmen, beffen Inhalt - vom 3∏balt jenes 
Würfels Werben foll?

3

■« .
6) (Sin normales φarallelepιpebum, beffen ©runbebenen 

9ieφtecfe finb, bat bie 2lbmeffungen 2 Soll, 4 $oU, 8 ßoll; 
wie groß finb bie 3Ibmeffιιngen eines ⅛⅛ralleIepipebιιmS ju 
nehmen, welches jenem ähnlich, unb beffen Inhalt bie $älfte 
von benr 3nl)alt jenes φara(lelepipebumS fein foll?

1,5874— Soll, 3,1748— Boll, 6,3496— Boll.
7) (Sin normales ^arallelepipebum, beffen ©runbebenen 

¾ed)terfe ftnb, bat bie Slbmeffungen a, b, c; welφeS finb bie 
Slbmeffungen eines ^3aralIelepipebumS, baS jenem ähnlich, unb 
beffen Inhalt- von bem Bnhalt jenes φaraHelepipebumS ift? 
∙⅛ ')⅛ ∙⅛

8) φie ©runbebene einer φi)ramibe fei ein Duabrat, 
beffen Seite 6 §uß mißt, jebe Seitenfante ber ⅛⅛ramibe meffe 
ebenfalls 6 §uß, welches ift ber 3nl)alt ber ¾tyramibe unb 
Welc⅛eS ift ihre Oberfläche ?

20,911— Jtubiffuß, 98,3538— Ouabratfuß.
9) !Lie ∣^obe einer ^tz,ramibe ift 10 guß. ®ie φvra' 

mibe foll burφ eine <5bene, welche mit ber ©runbebene paral- 
8*
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lei ift, in jwei gleiche 3φcile getheilt iυerben. Sn welφer (Ent­
fernung von t>er <≡pi0e ift tiefe ©bene turφ tie ^prαnιite 
ju legen?

7,937—• guß »on ter ©piße entfernt.
10) Die ^öpe einer φprαmite fei h. Die ⅛⅛rαmite foll 

turφ eine (Ebene, welφc mit ter ©runtebene parallel ift, in 
jwei Dfyeile geteilt werben, bergeftalt, baß ter an ter (≡piβe (ie- 
gente Dljeil ξ ter ganzen φpramite inerte. Sn welφer (Snt- 
fernung non ter Spiße ift tie (Ebene burφ tie *βpramite  ju 
legen.

11) Sie <55runbebenen einer abgetürjten ^3t)rαmibe feien 
Cuαbrαte, bie Seite beß einen meffe 12, bie Seite beö anberen 
8 gufj; bie 23erbinbung3linie ber 9JHttelpunfte beiber ©runb* 
ebenen ftef>e normal auf ben ©runbebenen unb meffe 6 gufj. 
2ßie grob ift ber Snfyalt ber abgehιηten φvramibe unb wie 
grob ift tbre Oberfläche?

Ser Snbalt ift 608 Äubiffub, bie Oberfläche 461,982∙∙∙ 
Ouabratfub∙

12) Ser Snbalt einer abgefürjten *}⅛ramibe fei 160 Jtu* 
biffub, ber Snljalt ber einen ©runbebene fei 16 Öuabratfub, 
bie ⅛ot)e fei 12 $ub; welφeδ ift ber Snljalt ber anberen 
©runbebene?

10,83- Duabratfub.
13) Sie ©runbebenen einer abgefürjten φl)ramibe feien 

25 Duabratfub unb 4 Duabratfub, bie <£>öhe fei 12 gub. Sie 
abgefiiηte φtyramibe foll burφ eine (Sbene, welφe mit ben 
©runbebenen parallel ift, in jwei Sfyeile geteilt werben, we(φe 
ftch »erhalten wie 2:3.. Ser gröbere Sfyeil foll an ber grö* 
⅛eren ©runbebene liegen. Sn welcher Entfernung »on ber 
Heineren ©runbebene mub bie Sl)eilung3ebene gelegt werben?

7,1932— gub.
14) Ser 9ttabiuδ ber ©runbebene eine£ normalen (Splin- 

berö fei 3 gub 8 $oll, bie <£)öl)e 12 $ub 5 Soll Suobecimah 
maab; man foll ben Snfyalt unb bie Oberfläche beö Eplinberβ 
berechnen.

524 ^ubiffι∣b 766 .Rubifjoll; 370 Ouabratfit^ 76 Dua*
traten.

15) ©in normaler ©plinber foll 120 Jtubiffuß Snbalt 
unb 200 Ouabratfuß Oberfläche erhalten, man foll ten ‰ 
tiuö unt tie ^öpe teS ©pfinberS beftimmen.
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Φer 9fαbiuδ ift entn>et>er 4,902— gιφ ober 1,2633— gιφ, 
unb bαju bie <£>ölje bejiel)liφ 1,5888—ober 23,9329— 
Μ.

3uoorberft eφellet nαφ §. 192, bafj bie gegebene Ober- 
flαφe bet bem vorgefφriebenen 3∏f)αlt αuβreiφt. $er 9?a* 
bitte ber ©runbebene fei x, bie <ξ)iφe beö Cφ(inberS y. W?an 
fjat bie Θleiφungen:

πx2y = 120
2πx2 2πxy = 200

2Uιe ber erfte∏ Θleiφnng folgt

ΦieS fubftituire man in her jmeiten Θleiφιtng, unb e£ entfielt

Die ΘIeiφung werbe fürder vorgeftellt burφ 
χ3 — bx-f-c = 0.

(⅝ ift b negativ, unb in abfoluter <g>infiφt 4b3>27c2. Die 
Θleiφung hat alfo brei reelle 20erφe. Die (Sarbanifφe For­
mel ift baßer jur 2luflofung ber erhaltenen (Sleiφung niφt 
brauφbar, unb man wirb ftφ ber trigonometrifφen Munitio­
nen jur ?(uflöfung bebtenen. — Da c pofttiv ift, feße man

Sin3y

(⅝ ift

<ξjierju ftnbet man
3y = 33° 32'43" 

y = 11° 10'54".
Die tret 20ertt>e von χ, melφe her erhaltenen ©leidjitng ge* 
nügen, ftnb
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> ∕4b
x = ∣ysιn⅛~ —y)

X = —^∣∕ySin(⅛π + y)

ober, bie 2Berφe gefegt,

x = -∣∕-3^Sinll010'54"

x = -∣∕⅛^Sin48049'6"

x = _ ^∣∕^Sin71010'54".

Φer le∣jte 233ertl), alö an fiφ negativ, fann ber Stufgabe niφt 
entfpreφen. Φal)er ftnb nur bie beiben erften 2Berφe ju be» 
rechnen. ift nun erftenö

Logx = Log400 — Log3 —Logπ+LogS.nl 1 c 10,5r

Log400 = 2,6020600
Logt — Log3 = 0,5228787 — 1
Logl—Logπ = 0,5028502—1

Log400—Log3 — Logπ = 1,6277889
Log400 — Log3 — Logπ 0,81389442

LogSinl 1n 10'54" = 0,2876236—1
Logx = 0,1015180

x = 1,2633∙∙∙∙ 
ferner ifiz

Logx = ∣∙θg400 -J.og3-Logπ + L0gSin48°49,6''

= 0,8138944 +0,8765790-1
= 0,6904734

baßer noφ
x = 4,902

£>ie 2Berφe von y finben ftφ je⅛t leiφt auö ber (Sleiφung 
πx2y = 120.

16) SJian foU bie Slbmeffungen beö 9ieφtecf3 bereφnen, 
tvelφeδ ben 9J?antel eines normalen (S⅛IinberS giebt, beffen 
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3nhαlt 6000 Duart beträgt, unb beffeπ 5RabhtS ftφ jur <£jöhe 
wie 5:2 verhält.

Die eine Seite beö sJieφtectS mißt 2,245— guß, bie an*  
bere 35,267 guß.

17) Der Inhalt eines normalen ©hlinberö foll einen 
Sφeffel betragen. Der ©iffinber foll nur eine ©runbebene 
erhalten (an ber einen Seite offen bleiben). Sßie ftnD t>ie 
Slbmeffungen beö (SvlinberS ju nehmen, bamit bie DberfMφe 
am fleinften auöfalle?

Der Otabiuö ber ©runbebene muß 0,82713 guß erhalten, 
bie φi>he eben fo viel.

18) ©in ciffinberförmigeö 'Sφeffelmaaβ ift fo conftruirt, 
baß e$ bie fleinfte SDberffäche h^t. Daö Sφeffelmaaβ fei ge*  
häuft mit einer 2δaare, beren £äufungSwinfel gegen ben φo*  
rijont a ift. S3ie viel Äubifjoll beträgt bie Häufung?

1024Tga Äubifjoll.
19) 2Bie ftnb aber bie Slbmeffungen eines sH?eßenmaaßeö 

ju nehmen, bamit bie gehäufte ⅛flet3e ber 16te Dfjeil biefeS 
gehäuften Sφeffelδ fei.

'Der 9tabiιW ber ©runbebene 3,9389— Soll, eben fo bie 
£öhe.

20) Die h^lbe liφte 933eite beö Äappengewölbeö gig. 14 
fei 12 guß, bie liφte «£jöhe 6 guß, bie Stärfe 2 guß, bie 
Sänge 30 guß; man foll ben Snßalt ber Ueberwölbung be­
rechnen.

Der Inhalt ift 1780,40 Äubiffuß.
21) Sei ber ©onftruction ber Äorblinie gig. 15 §. 195 

fei bie liφte SBeite 120 guß, bie liφte £öhe 30 guß, bie 
Stärfe 5 guß, bie Sänge 80 guß; eö foll ber Inhalt ber 
Ueberwölbung gefunben werben.

Der Inhalt ift 61762 Äubiffuß.
22) Dtefelben Slbmeffungen feien bet ber ©onftruction 

gig. 16 §. 196 gegeben; man foll ben Snljalt ber Ueberwöl*  
bung berechnen.

Der Snhalt ift 61373 Äubiffuß.
23) Der 9tabiuö einer Äugel rneffe 20 guß, welche^ ift 

ber Snhalt beδ 933urfelS in biefer Äugel.
12316,8- Äubiffuß.

24) ©in normaler Äegel foll 50 Äubiffuß Inhalt befom*  
men, ber Durφmeffer ber ©runbebene foll fieß jur «£jöhe ver*  
halten wie 2:3; man foll ben 9?abiuö unb ben TOtelpunftö*  
winfel beö ÄreiSauöfchnittS berechnen, welcher ben Hantel 
t>iefeS Äegelö liefert.
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Der 9iαbiuS ift 7,9543— gub, ber ≡ittelpunftswinfel 
113050'31".

25) (Sin freiSförmtger (traben if⅞ 6 gnb tief, oben 10 
$ufj, unten 7 gub breit, unb fyat überall gleiche Dofftrung. 
2δirb am oberen äufieren Äreife eine ©ebne von 30 gub Sänge 
genommen, fo beträgt bie «£jöbe beS ju biefer ©ebne geboren# 
ben 5ΘogenS 2 ßoll. 2ßie grob tfi ber 3nf)alt beS @rabenö?

214722,95∙∙∙∙ Äubiffub-
26) (Sin normaler abgefür^ter «Regel foll 10000 Duart 

3nbalt befommen, bie «fwbe foll 2 ⅛ub werben, unb bie 
Durφmeffer ber ©runbebenen follen fιφ verbalten wie 9:10; 
man foll bie 3lbmeffungen beS. 9fiingftutfS berechnen, WelφeS 
ben 9⅛antel biefeδ abgefuηten ÄegelS liefert.

Die ‰bien finb 21,525- unb 19,3725∙∙∙ gub, ber W?it# 
telpunttöwinfel bat 133,1°.

27) 2δie tief ftnft eine Äugel, beren 9)iaffe baS fpeciftfφe 
Φewtφt 0,84 bat, in Söaffer ein.

1,49335—r, unter r ben StabiuS ber Rugel Verftanben.
Die Äugel tauφt fo tief in baS Sßaffer, bab baS burφ 

fte verbrängte SBaffer fo viel wiegt, als bie Äugel. Der ein# 
getauφte Sbeil ber Äugel ift ein Äugelabfdjnitt. Da baS fpe# 
cififφe Θewiφt ber Äugel 0,84 ift, fo mub ber eingetauφte 
<Ruge(abfφnitt 0,84 ber Äugel auSmaφenj benn bat eine Sßaf# 
ferfugel, welφe mit jener von gleiφer @röbe ift, baS (S)ewiφt 
z, fo iat jene Äugel baS Θewiφt 0,84z, unb ein 5lbfφnitt 
ber Söafferfugel, welφer 0,84 ber Sßafferfugel beträgt, bat mit 
jener Äugel gleiφeS (Sewiφt. (SS fommt baber barauf an, 
bie <g>of>e eines <RugelabfφnittS ju finben, Welφer 0,84 von 
ber Äugel auSmaφt. — Der 9tabiuS ber Äugel fei 1, bie 
^)öbe beS RugelabfφnittS fei x; bann mub fein 

fπx2(3 — x) = 0,84 ∙fπ
woraus folgt

x3 -3x2⅛3,36 = 0.
Die ©leidjung mub jutwrberft rebucirt werben. 3u bem (Snbe 
fefce man

x = y-J-l 
unb es entfielt

y3-3y⅛l,36 == 0.
Der.Duotient ift bei biefer Θleiφung 27^∙ 1^6- ober 

1 362—i, unb ba berfelbe ein eφter 33ruφ ift, fo b<*t  bie @lei#
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φung t>rei reelle SBertfye, unb fte iß vermitteln ber trigonome- 
tri⅛en Functionen auflösbar. sKan fe^e alfo

Sin3φ = y⅛' = J^ = 0,68.

<⅛ieηu finbet man
3φ = 42° 50'37" "

bal>er φ = 14° 16'52"
@0 tfi nun 

ober, ba b = 3 tfi,

tfi

(Snbltφ

Iß
bafyer bat man für χ bie brei SBertbe
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Seher von tiefen Söerthen entfpricfjt her Θleiφung 
für x; aber eS fällt in hie Singen, haß nur her erfte her 
Slufgabe genügt. Φaljer ift hie ^)bf)e beS Jtugelabfφnittδ
1,49335—r, unter r hen ‰biuS verftanben.

28) (Sine Galotte, heren öpöße 4 guß beträgt, enthält 
200 Ouabratfuß, wie groß ift her Jpalbmeffer her zugehörigen 
Äugel?

29) S)er Snljalt einer Äugel fei q, welφeS ift her Jpalb≈ 
meffer her Äugel, unb welφeS hie Oberfläche?

30) 2)ie Oberfläche einer Äugel fei f, welφeS ift her 
9fiabiuS her Äugel unh welches her Snhalt ?

31) Gin Äugelabfchnitt »erhält fiφ ^um zugehörigen Äu- 
gelauSfφnitt wie 3:5, welφeS ift hie ^öße jenes Äugetab-' 
fφnittS ?

±(3±f}∕105) vom 9iahiuS.
32) Gine Äugel wirb von zwei parallelen Gbenen gefφnit*  

ten. S)er φalbmeffer beS einen 5)urφfφnittSfreifeS ift 12 guß, 
her beS anberen ift 8 guß, hie Gntfernung her Gbenen 4 guß. 
9⅛an foll ben «gjalbmeffer her Äugel berechnen, hen Inhalt her 
3one unb ben her forperliφen 3one, Welφe von jenen Gbenen 
abgefφnitten werben.

14'4"2"' 3□062□'46□" 5361 Äbff. 643 Äbfz.
33) $er Snljalt eines normalen ÄegelS foll 60 Äubif- 

fuß, her Snhalt beS Mantels 100 Ouabratfuß betragen; wie 
jtnb hie SIbmeffungen beS ÄegelS zu nehmen?

3)er 9labtuS her Grunbebene ift entweber 1,809—• ober 
5,483—, unb habet bie ^öße entweber 17,497— ober 
1,905— guß.

34) Gin normaler Gplinber burφbringt eine Äugel her- 
geftalt, baß feine Slφfe burφ ben SRittelpunft her Äugel geht, 
¾>ie ^öhe beS GplinberS ift 2 guß, her ‰biuS her @runb*  
ebene 2 3»H, her 9iabiuS her Äugel 5 3vll∙ ®aS @anze 

www.rcin.org.pl



§. 210. S5ereφnungen. Γ23

befielt auö einem (Stoff, beffen fpeciftfφeβ Θett>iφt 7,5 iff. 
2Bie grofj ift bαδ (55ewiφt beö ÄörperS ?

201,86 φfunb.
35) (Sin normaler Äegel burφbringt eine Äugel, unb feine 

3lφfe getff bιtrφ ben 9Jlittelpunft. S)er ‰btuδ ber Äugel iff 
10, bie ^öffe be3 Äegelö 35, bie (Sntfernung feiner Sp⅛e 
vom 3)?ittetyunft ber Äugel 15, unb jebe Seite beS Äegelö 
bilbet mit feiner 5lφfe einen Söinfel von 13 @raben. 2δelφeδ 
ift ber Snljalt beö ÄörperS ?

5797,7.
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Fünftes Kapitel.
Körperliche oder sphärische Trigonometrie.

I. Grundformeln.
§. 211.

Die Seiten eineö fbrberliφen Dreiecfö werben hier ftetö burφ 
bie 93uφflαben a, b, c, bie ihnen be⅛ieF>liφ gegenüberftefjenben 
2Binfel burφ α, ß, γ bezeichnet werben.

§. 212.
(§ö ift bei jebem förderlichen X>reiecf

Cosa = CosbCosc -|~ SinbSincCosa
5Xιιf ber kante, welφe ber Seite a gegemiberftel)t, werbe 

§ig. 22, DE gleich 1 genommen, unb burφ E eine (Sbene 
gemacht, normal ju biefer kante DE. Die (Sbene fφneibet 
bie Seitenebenen beö förderlichen Dreiecfö in ben Linien EF, 
EG, FG. Die beiben Linien EF unb EG flehen normal auf 
DE unb bilben ben SReigungöwinfel a. (Sb ift

EF = Tgb 
EG = Tgc 
DF = Secb 
DG = Secc

Snbem man baö duabrat ber Seite FG, ben beiben 
Dreierfen EFG unb DFG angeljörenb, zweimal auöbrürft, ent*  
fleht bie ©leicfyung

Tgb2 Tgc2 — 2TgbTgcCosa = Secb2 -f Secc2 — 
2SecbSeccCosa

(Statt See2 werbe 1 + Tg2 gefegt, unb gehoben, bab 
liefert

SecbSeccCosa = 1 -f- TgbTgcCosa
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ober mit CosbCosc multiplicirt
Cosa = CosbCosc -f^ SinbSincCosa.

®ie (Sleiφung Iä£t fiφ in Bejug auf jebe Seite beß 
förderlichen S)reiecfβ anfefcen, unb baburφ entftept

1) Cosa = CosbCosc ψ SinbSincCosa
2) Cosb = CosaCosc -|- SinaSincCosß
3) Cosc — CosaCosb -j- SinaSinbCosγ

§. 213.
@ß ift bei jebem forderlichen 2)reietf

Cosa = — CosβCosγ -f^ SinβSinγCosa
‰ benfe baß (Srgänjungßbreiecf. 2)ie Seiten beffelben, 

we(φe bejiehliφ bie 2Binfel a, ß, γ ju einem geftrecften 2Öin- 
fei ergänzen, feien a', b', c', ber 2βinfel, tυelφer bie Seite a 
ju einem geftrecften ergänzt, fei a', unb eß liegt a' ber Seite 
a gegenüber, ‰φ bem vorigen Paragraphen ift

Cosa' = Cosb'Cosc'Sinb'Sinc'Cosa'

®ß ift aber Cosa' = —Cosa, Cosb' = —Cosß, Cosc 
= —Cosγ, Sinb' — Sinß, Sine' = Sinγ, Cosa' = —Cosa. 
Φiefe Sßerthe fubftituire man, unb eß entftel)t

— Cosa = CosβCosγ — SinβSinγCosa
n>elφeβ mit — 1 multiplicirt bie Behauptung ift.

9Jian h<ü bemnaφ
1) Cosa = —CosβCosγ -f- SinβSinγCosa
2) Cosß = —CosaCosγ-f- SinaSinγCosb
3) Cosγ = — CosaCosβ-∣~ SinaSinßCosc.

§. 214.
3∏ her ΘIeiφung

Cosa = CosbCosc 4-SinbSincCosα 
fubftituire man 2Cos⅜a2— 1 ftatt Cosa, unb ee* folgt 

Cosa—Cos(b-∣~c) — 2SinbSincCos∣a2 
ober •

unb fubftituirt man 1—2Sin⅛a2 ftatt Cosa, fo ergiebt ftφ

2)
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§. 215.
Sluö her ©leicbung

Cosa = — CosβCosγ -f- SinβSinγCosa
entfpringt in gleicher SÖeife

1)

2)

§. 216.
2)ie  @(eid)ungen 1) unb 2) in §. 214 repräfentiren, in- 

bem man bie Sud) [laben wedjfelt, bie nacb[tefyenben fed>β 
@letd)ungen: .

Unter fef>r vielen Kombinationen, ivelφe t>iefe Θleiφungen 
julaffen, fyat man anφ:
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‰φ A) iß:

unb

Φie 3lbbition biefer betben ©leichungen liefert: 

ober

unb bie <Subtrαction berfelben ©leidjungen gewährt: 

5Benn man bie ©leichung B) non ber C) fubtrabirt, bann B) 
unb C) abbirt, entfielt in gleicher QBeife:

2)ie ©leichungen 1) biö 4) iverben bie 2)elaιnbrefdjen 
ober ©außfdjjen ©leidjungen genannt.

§. 217.
Wtan bivibire bie ©leidjung 1) beö vorigen Paragraphen 

burd? bie ©leidjung 3), 2) burφ 4), 4) burdj 3), unb 2) 
burdj 1), baö liefert:

Diefe ©leichungen heißen bie ¾eperfdjen Analogien.
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§. 218.
2)α0φrobuct  t>er ©leidjungen 1) unb 2) in §.214, bop*  

pell genommen, ift:
c,. _ 2]∕Sin∣(a+b+c)Sin7(a+b-c)Sinf(a-b+c)Sin~(-a+b+c)
ol∏0t —. c,. l o 'SmbSmc
φierαuβ folgt
Sina __ 2]∕Sin7(a+b+c)Sin∣(a÷b-c)Sin⅛(a-b+c)Sin∣(-a+b+c) 
Sina ~ SinaSinbSinc
2)er Sluöbrucf redjtS ift fpmmetrifdj, αnbert ftd) niφt burφ 
53ertαufφen ber 53udjftaben; mithin ift

Sina _  Sinß _ Sinγ
Sina ~ Sinb ~ Sine

ober
Sina: Sinb: Sine = Sina: Sinß: Sinγ

Uebrigenö erhellet fogleidj auö gig. 22, baß
EGSinß — EHSina

ift, b. fj. SinaSinß = SinbSina
ober Sina: Sinb = Sina: Sinß
nnb hierin liegt gleichfalls ba$ oben erhaltene ©efeß.

§. 219.
gür ein förderliches 2)reie<f, in iveldjem ber Sßinfel a 

ein rechter S33infel ift, gelten folgenbe einfache ©leiefjungen:
1) SinaSinß = Sinb
2) SinaSinγ == Sine
3) CosbCosc — Cosa
4) CotgβCotgγ = Cosa
5) CosbSinγ = Cosß
6) CoscSinß = Cosγ
7) CotgaTgb = Cosγ
8) CotgaTgc = Cosß
9) CotgbSinc = Cotgß

10) CotgcSinb = Cotgγ.
Snbem man a = 90° fetjt, entfpringen bie ©leidjungen

1) unb 2) auö §. 218, bie ©leidjung 3) auö §. 212 1), bie 
©leidjungen 4) 5) 6) aus §. 213 1), 2), 3).
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2luö 1) folgt
Sinb 
s⅛Γ = sιnfi

Cosa „
nuä 3) M = Cosc
baö ⅛h,obuct t>iefer Θteiφungen ift

CotgaTgb = CoscSinß
ober 6) angewenbet

CotgaTgb = Cosγ
2) aö ift bie formet 7). (Sben fo finbet fiel) bie 8) αuδ 2),
3) unb 5).

‰φ 3) ift
CosbSinγ = Cosß

unb eö ift naφ §. 218
Sine Sinγ
Sinb ^~ Sinß

alfo, wenn man multiplicirt
CotgbSinc = Cotgß.

®aö ift bie Θ(eiφung 9). <S6en fo finbet fiφ 10).
2)ie oberen jefyn ©teiebungen reichen auö, um, wenn 

a = 90° ift, unb von ben fünf (Stücfen a, b, c, ß, γ jwei 
gegeben ftnb, bie übrigen brei ju berechnen. £)ie Serbinbun­
gen je breier biefer fünf ®tücfe ftnb namliφ folgenbe jeFjn: 

a b c 
a b ß 
a b γ 
a c ß
a c γ 
a ß γ 
b c ß 
b c γ 
b ß γ 
c ß γ

unb bie oberen Θleiφιtngen entfpreφen biefen Serbinbungen. 
Θinb bemnαφ jwei bon ben Sluöbrütfen a, b, c, ß, γ gegeben, 
fo ftnben ftφ jebeömal unter ben jeijn Θteiφungen brei, auö 
welφen bie brei niφt gegebenen Sluöbrürfe fofort fiφ entneh' 
men taffen.

aöotff’3 ©eometrie. 2. 9
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II. 23ereφnung forperIicl>er X>reiecfe.
§. 220. Aufgabe.

®on einem forperliφen S)reiecf ftnb jirei Seiten a unb 
b, unb ber von ihnen gebildete 938infel γ gegeben, man fotl 
bie britte Seite c, unb bie ben Seiten a unb b bejieh∣iφ ge*  
genüberliegenben 2Binfel α unb ß bestimmen.

Sluflöfung. ®ie Seite c giebt bie Θleiφung §. 212 
3). 5)ie 2Binfel α unb ß beftimmen fiφ vernüttelft ber ‰ 
perfφen Analogien §. 217 1) unb 2). 2Iuφ ftnbet ftφ c fehr 
bequem, naφbem a unb ß bereφnet ftnb, auö §. 217 3) 
ober 4).

§. 221. Aufgabe.
53on einem fbrperiiφen Φreietf ftnb eine Seite c gegeben, 

unb bie beiben an berfelben liegenden SBinfel a unb ß, man 
foll ben britten SÖinfel γ beftimmen unb bie Seiten a unb b, 
melφe beμehliφ ben Sßinfeln a unb ß gegenüberftehen.

Sluflöfung. 5)ie (Sleiφung §. 213 3) giebt ben 2ßin- 
fel γ, bie Θleiφungen §. 217 3)' unb 4) gewähren bie Seiten 
a unb b. 2luφ erhält man γ burφ §. 217 1) ober 2), naφ- 
bem a unb b bereφnet ftnb.

§. 222. Aufgabe.
9}on einem forper(iφen 2)reieef ftnb bie brei Seiten a, b, 

c gegeben, man foü bie 2δinfel a, ß, γ beftimmen.
21 ufl öfung. Sie ergeben fιφ fofort auö §. 214.

§. 223. Aufgabe.
23on einem forperliφen S)reiecf ftnb bie brei 2δinfel a, ß, 

γ gegeben, man foU bie Seiten a, b, c ftnben.
Siuflöfung. Sie ergeben ftφ auö §. 215.

§. 224. Aufgabe.
23on einem forperliφen Φreierf ftnb jwei Seiten a unb 

b gegeben, unb ber Sßinfel a, roelφer ber Seite a gegenüber 
ftebt, man foll bie britte Seite c beftimmen unb bie Ußtnfel ß 
unb γ, n>elφe beμel)liφ ben Seiten b unb c gegenüberftehen.

2luflofung. 9Jιan hat juvörberft
SinaSinß = SinbSina
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unb bαrαue
Sinß =

SinbSina
Sina

öpier ift, wie fiφ bαlt> ju ertennen giebt, wenn man baö 
förderliche Φreiecf näher betrachtet,

ß δ*υeit>eutig,  wenn
a<900,
a>900,
a<900,
a>900, 

ß fp⅛, wenn
a<900,
a>90o, 

ß ftumpf, wenn
a>900,
a<900,

‰φbem ß befannt ift, bediene man ftφ μιr 53eftimmung 
her Seite c einer her Formeln §. 217 3), 4). ®ie 33eftim^ 
mung beö SÖinfelö γ erfolgt bann vermittelft ber Θleiφung 1) 
ober 2) in §. 217.

§.225. Aufgabe.
33on einem förderlichen Φreiecf finb jWei Sßinfel a unb 

ß gegeben, unb bie Seite a, welφe bem 2Binfel a gegenüber 
ftei)t, man foll ben britten Sßinfel γ beftimmen, unb bie Sei≡ 
ten b unb c, welφe beμelj[iφ ben 20infeln ß unb γ gegenüber 
liegen.

3Iuflofung. ≡αn fyαt
SinaSinß = SinbSinα 

unb barauö

<⅛ier ift
b λWe⅛eutiα. wenn

b fpifc, wenn
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132 gunfte⅛ 5tαpitet. §. 226. 227.

b ftumdf, wenn
β>90o, a>90o, α<β
β>90o, a<900, α>1800-β.

¾aφbem b ermittelt ift, beftimmen fιφ c unb γ burcb 
§. 217.

§. 226. 
Uebungöaufgaben.

1) ßwei Seiten eineö förderlichen Dreieck ftnb 70° 20' 
50" unb 380 28', ber 2δinfel, welchen biefe Seiten bitten, 
ift 52° 30'; man foll bie britte Seite beS X>reiecf3 unb bie 
beiben anberen Sßinfel berechnen.

®ie britte Seite ift 51° 41' 14", bie beiben anberen 
Sßinfel ftnb 107° 47' 7" unb 38° 58' 27".

2) (Sine Seite eineö förderlichen 2)reietfö fei 69° 50', 
bie beiben baran tiegenben 2Binfel feien 146° 58' 9" unb 
42° 54' 47", man foll bie beiben anberen Seiten beö ®reierfö 
ftitben unb ben britten Sδinfel.

Φie Seiten ftnb 109° 39' 10" unb 46° 42', ber britte 
Sßinfel ift 32° 54' 28".

3) S)ie brei Seiten eineö förderlichen S)reieefδ feien 46° 
33' 41", 115° 9' 7" unb 35° 46' 15"; man foll bie brei 
Sßinfel finben.

Sie ftnb 51° 2', 73° 58' 54" unb 38° 45'.
4) 2)ie brei Söinfel eineö förderlichen Sreiecfö feien 40° 

38' 38", 53° 2' 8" unb 123° 8' 11"; man foü bie brei Sei­
ten berechnen.

Sie ftnb 50°, 70°, 100°.

III. 93ermifchte Stufgaben. 
§.227. Stuf gäbe.

93on einem förderlichen ‰iecf ftnb bie brei Setten a, 
b, c gegeben, man foll bie 2Binfet beftimmen, welche bie bau­
ten mit ben gegenüberftehenben (Sbenen bitten.

Sluflöfung. 5)ie Alante, in welcher bie (Sbenen ber 
Seiten a unb b ftch fφneiben, bitte mit ber (Sbene ber Seite 
c ben 2δinfel χ. 9J?an benfe bie (Sbene be£ Sßinfelö x. (Sö 
entfteht baburch ein rechtwinfligeö förderliche^ Φreiecf, welche^ 
tie Seite a jur ^vpotenufe unb bett Sßinfel x jur einen Äa- 
thete hat- ®er ⅛infet, welcher in bem reφtwinftigen fvrper- 
liehen 2)retetf ber Kathete χ gegenüber ftet)t, ift ber 233infel ß,
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me(φer in bem 
gegenüber ftefyt.

¾αφ §. 214 ift

gegebenen fυrperltφen Dreierf her Seite b 
‰φ §. 219 1) ift

Sinx = SinaSinß.

Daö hoppelte ^}robuct tiefer Θleiφungen ift

Sinß =
2yzSin∣(a∙i∙btc)Sin⅛(a∙i∙b-c)Siπ-i-(a-bj∣∙c)Sin∣(-atbic)

SinaSinc
unb wenn man biefen 2δertf) oben fubftituirt, ergiebt ftφ 

Sinx = -1/ Sin∣(a∙i∙bic)Siny(atb-c)Sin∣(a-b∙i∙c)Sin∣(-afbtc).

Die beiben unteren geforberten 20infel luffen fiφ fyiernuφ fo*  
fort angeben.

§. 228. 21 u f ga 6e.
Die brei Seiten eineö forperliφen Dreieck feien a, b, c; 

man feil bie 233infel beftimmen, tυelφe bie φrofection ber 
Äante, in melφer bie (Ebenen a unb b ftφ fφneiben, auf ber 
(Sbene c mit ben Äanten in biefer (Shene maφt.

Sluflöfung. Die Äante, in melφer bie Ebenen a unb 
b ftφ fcijneiben, bilbe mit ber (Shene c* ben 20infel z. Die 
⅛kojection biefer Äante auf ber (Sbene c bilbe mit ber Äante, 
in melφer a unb c fiφ fφneiben, ben Sßinfel x, mit ber 
<⅛ante, in melφer b unb c ftφ fφneiben, ben 20infel y. Der 
SÖinfel y ift gleiφ c — x ober g(eiφ x —c. ‰φ §.219 3) 
bat man

Die jtυeite (Sleiφung gilt μιgleiφ für ben §all, bafj ber 3öin* 
fei y gleiφ x — c märe, Weil Cos(x — c) = Cos(c — x) ift. 
9Jfan bibibire bie jmeite Θleiφung burφ bie erfte; baS liefert

unb barauδ folgt
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CosaSincTgx = Cosb—CosaCosc
Cosb

τ8x = fe⅛-'≡
4pieriπ »ertaufclje man a unb b unb fefce y ftatt x, unb eö 
folgt jur 53eftimmung be£ anberen Sßinfelb y

§. 229. ?l u f g a b e.
®on einem forperliφen Φreiecf ift eine <≡eite c, ber itjr 

gegenüberliegenbe 333infel γ, unb bie (Summe q ber beiben an^ 
beren «Seiten gegeben, man fall baö 2)reiecf berechnen.

Sluflöfung. 2)ie eine ber Seiten, beren Summe q ift, 
fei x, bann ift bie anbere q — x. S)ie 2Binfe(, ιυe(φe bejief)* 
iiφ ben Seiten q — x unb x gegenüberfteben, feien y unb z. 
‰φ ben Θleiφungen §. 216 3) unb 4) bat man fofort 

unb b^tburcb ftnbet man bie Sßinfel y unb z. ‰φ ber erften 
©au^fcben Θleiφung b<*t ,nan bann weiter

. ~ Si∏4∙(y 4-z)Cos⅛c
3) Co⅛(q - 2x) = --------sr---------

worauf fiφ χ ftnbet.
3)lan fann auφ im Slllgemeinen in 3) ben SBertb für 

Sin⅛(y4-z) naφ 1) fubftituirenbaö liefert
Cos⅜(q-2x) = ⅛∣∕c°Φ-Cos∣q2Sin⅛γ2

unb wenbet man hierauf bie Formel an Cosφ = 2Cos∣φ2- 1 
fo entfteßt

§. 230. Aufgabe.
‰ι einem forderlichen Dreiecf ift eine Seite c, ber iljr
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gegenüberliegenbe Sßinfel γ unb bie 2)ifferenj <1 ber beiben 
anöeren Seiten gegeben, man foll baS 2)reiecf berechnen.

Auflöfung. 2)ie eine ber Seiten, bereit Φifferen⅛ d 
ift, fei x, unb eö ift bie anbere d-J-x; bie QBinfel, Welche be- 
⅞iel)lid) ben Seiten d-∣-x unb x gegenüberftefjen, feien y unb z. 
‰φ ben beiben erften Θauβfφen Θleiφungen l>at man

1)

2)

β. 1, i x Cos⅛dCos{γ Sm⅜(y + z) = c‘oHc 

c∙ iz x Sin∣dCos⅛γ Sm⅜(y-z) = sinγc∙

2)aburφ ergeben ftφ bie 2δinfel y unb z. S)ie britte ®au^ 
fφe Θleiφung liefert alöbattn

3) Cos⅛(d + 2x) = c°5lty+^c°sfc

2ßill man im Allgemeinen fubftituiren, fo entfielt
Cos⅛(d4-2x) = s⅛±Γz]∕cos⅛c2 — Cos∣d2Cosfγ2 

unb hierauf, wie in ber vorigen Aufgabe,

2) Cos∣(q~2x) ==

Cos(d-∣-2x) = CoscCosecfγ2—CosdCotg⅛γ2.
§. 231.

SBäre von einem förderlichen 2)reiecf ein 2δtnfel, bie ge≈ 
genüberfteljenbe Seite, unb bie Summe ober bie 2)ifferenj ber 
beiben anberen Söinfel gegeben, fo würbe man, wie in ben 
vorftel>enben beiben Aufgaben, baö Dreiecf vermittelft ber 
Θaιφfφen Θleiφungen bereφnen.

§. 232. Aufgabe.
53on einem forperliφen 2)reietf ift eine Seite c, bie Summe 

q ber beiben anberen Seiten, unb bie Summe φ ber beiben 
2Binfel gegeben, Welφe an c liegen; man foll baö T>reiecf 
bereφnen.

Auflöfung. Φie beiben anberen Seiten feien q — x 
unb x, bie irrten beμel)(iφ gegenuberftel)enben 333infel φ-y 
unb y, ber britte 2Binfel fei z. ‰φ §. 216 3) ift

1) Sin∣z = 
φierburφ ift z beftimmt. ‰φ 
fφen Θleiφung ift bann weiter

Cos∣cCos-j∙φ
Cosfq

ber erften unb vierten @aufp

Cos-i-cSin⅛φ
Cos∣z
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unb
unb

<⅛-⅛) =
Sin-qSin-^z

3)
tiefe ©leicbungen liefern x unb y.
Sßitl man tm Stilgemeinen fubftituiren, fo entfielt 

~1, _ C0s⅛cC0s⅜qSin⅛φ

§. 233.
(Sö bezeichne c eine ©eite eineö förperlicpen Dreiecfö, γ 

ben i⅛r gegenüberftepenben Sßinfel, q bie (Summe ber anberen 
Seiten, d ifjre Φifferenj, φ bie Summe ber an c liegenben 
2δinfel, δ ihre Φifferenj. Sft nun gegeben

fo (äfjt ftcp in jebein tiefer gälte baδ Dreietf mie in ber vor* 
fteljenben Stufgabe vermittelet ber Oauftfφen ©letcpungen be­
regnen.

§. 234. Stuf gäbe.
SBon bem förderlichen 2)reiecf gig. 23. ift ber SBinfel a 

gegeben. DH fei bie projection ber Äante DE auf ber Sei­
tenebene FDG. (Sö ift ferner gegeben ber SBinfel HDF gleiφ 
n, unb ber Sßinfel HDG gletφ q. Wan folt baö Dreierf be­
rechnen.

Stuftöfung. Der Sßinfel HEF fei x, ber Sßinfel HEG 
fei y, ber Söinfel EDH fei z. ‰φ §. 219 ift

CotgnSinz = Cotgx 
CotgqSinz = Cotgy.

hieraus folgt
Cotgq : Cotgn = Cotgy : Cotgx 

Cotgq-j-Cotgn.’Cotgq-Cotgn ±= Cotgy-J-Cotgx: Cotgy-Cotgx 
Sin(∏-j-q): Sin(n—q) = Sin(x y): Sin(x—y).

SBermittelft biefer Proportion ftnbet man x —y. 5)a n<imliφ 
χ4∙y gleich a ift, fo folgt
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Ä'ennt man aber x— y, fo ftnben fiφ, weil man auφ χ⅛y 
fennt, leiφt x unb y, unb vermittelet tiefer 20infel bie übrigen 
Stücfe beß Dreiecfö.

Die projectton DH ber Jtante DE auf ber Seitenebene 
FDG fann außerhalb ber 9δinfelebene FDG liegen. 3n einem 
folφen§all wirb nidjt χ⅛y, fonbern x—-y ober y—χg(eiφ 
a, unb eö fann auö ber oberen Proportion x-f-y entnommen 
werben, wäprenb alöbann χ—y befannt ift.

§. 235. Aufgabe.
Die brei Seiten beö förderlichen Dreieck gig. 23. finb 

gegeben, FG gleich a, FE gleich b, EG ß(eicf) c. Durch bie 
'⅛αnte DE ift eine (Sbene gelegt, tυelφe bie Seitenebene FDG 
in ber Sinie DH fφneibet, unb eö ift ber 2δinfe( HDF gleich 
n gegeben. ‰ foU ben SÖinfel EDH berechnen.

Sluflöfung. Der 9δinfel, welcher ber Seite c gegen* 
über ftet)t, fei z. (Sö ift

CosEDH = CosbCosn-j-SinbSinnCosz 
Cosc = CosaCosb -j- SinaSinbCosz.

5luö ber ⅛n>eiten Θleiφung folgt

Diefen 2Berth fubftituire man in ber erften Θleiφung. DaS 
liefert

§. 236. Aufgabe.
Die brei Seiten a, b, c eineö förderlichen Dreiecfö ftnb 

gegeben. Die beiben Seitenebenen b unb c finb burφfφnit*  
ten burφ eine (Sbene, welφe burφ bie Sp⅛e beδ forperliφen 
Dreietfö geht. Die Durφfφnitt0linie biefer (Sbene in ber 
(Sbene b bilbet mit ber Äante, in welφer bie Seitenebenen b 
unb c ftφ fφneiben, ben gegebenen Sßinfel b', bie Durφ*  
fφnitt3linie ber (Sbene mit ber (Sbene c bilbet mit berfelben 
Jtante ben Sßinfel c'. Plan foll ben Sßinfel beftimmen, wel*  
φen bie Durφfφnittδlinien mit etnanber bilben.

Sluflöfung. Der verlangte Sßinfel fei x. Der Seite 
a fiepe ber P3tnfel z gegenüber. Plan pat

Cosx = Cosb'Cosc' -f- Sinb'Sinc'Cosz 
Cosa == CosbCoscSinbSincCosz.
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9(uδ her jn>eiten Oletφung entιυicfele man C'osz, unb fubftu 
tuire ben SBertf) in ber erften; baburφ entfielt:

CoSx = Cosb-Co.se' + C0Sa ~ c°5bc°scSinb¾ine-.
1 SinbSinc

§.237. Aufgabe.
(Sin gegebener ⅛∑0infel a liege in einer gegen ben <g>orijont 

geneigten (Sbene. Die 2δinfel ß unb γ, tvelφe feine eφenfel 
mit ber ^orijontalebene bilben, finb gegeben. Üftan füll ben 
5Binfel x beftimmen, ben bie φrojectionen ber <Sφenfel auf 
ber ^orijontalebene mit einanber bilben.

(Srfte 3luflbfung. W?an benfe burφ ben <Sφeite(=≈' 
punft beö SÖinfelö a eine (Sbene, rvelφe mit ber öporijontal- 
ebene parallel ift. Die <Sφenfel beδ 20infel3 a bilben mit 
biefer (Sbene ebenfalls bie ⅛ffiinfel ß unb γ, unb ißre φrojec=≈ 
tionen auf biefer (Sbene ben 20infel x. (S$ ift ein forperliφeβ 
QJiererf entftanben, beffen ©eiten ß, a, γ, x finb, unb tt)elφeδ 
an ber ©eite χ jmei reφte Sßinfel enthält. 3)hιn benfe eine 
Diagonalebene, etwa bie, tvelφe burφ bie Äante gel)t, in ber 
bie (Sbenen a unb γ ftφ fφneiben. Da3 forperliφe Q3ieretf 
wirb burφ biefe (Sbene in $wei forperliφe Dreiecfe ⅛erlegt, von 
benen baö eine reφtwinflig ift. Die Jtaφeten beβ iepteren 
finb γ unb x, bie ∙ξφpotenufe fei y, ber γ gegenüberliegenbe 
Sßinfel fei z. 3)?an l>at alöbann

1) SinySinz = Sinγ
2) CosyCosx = Cosy
Cosa = CosßCosy -f- SinβSinyCos(90 — z) 

über 3) Cosa = CosßCosy -{-SinßSinySinz.
3n 3) fubftituire man ben 2δerφ für SinySinz auö 1) unb 
ben 9Berφ für Cosy auö 2); baö liefert

Cosa = CosβCosγCosx-f-SinβSinγ 
unb barauö folgt

Cosa — SinβSinγ 
Cosx — CosßCosy

¾bbirt man hier $u beiben ©eiten 1 ober fubtrafyirt man 
bie Θleiφung von 1 = 1, fo ergeben ftφ bie für bie 53ereφ≈ 
nung mit 2ogariφmen bequemeren Formeln
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3tt>eite ¾uflofung. ≡αn benfe burφ t>en Sφeitel* 
punft beδ SBinfelö α eine (Sbene, ιvelφe mit her -ξjorijontal^ 
ebene parallel ift, unb burφ jeben Sφenfel beö SBinfelö a 
eine 33erticalebene. 2)ie 2)urφfφnitt3tinie ber beiben Φerti- 
calebenen fteljt in bem Sφeitelpunft beä S33infelβ a auf jener 
^orijontalebene normal. 2)er 20infel, me(φen bie 2)urφ≈ 
fφnittβlinie ber beiben 23erticalebenen mit bem einen <Sφenfel 
beö 2δinfel3 a bilbet, ift 90 — ß, berz melφen fte mit bem 
anberen bilbet, ift 90 —γ. 2)ie beiben 53erticalebenen bilben 
ben verlangten 2Binfel χ. Dbeφalb ber fφiefen (Sbene, in 
n>elφer ber 2J3infel a ftφ beftnbet, liegt ein forperliφeβ Φreietf, 
beffen ©eiten a, 90—ß, 90 —γ finb, unb ιυelφe3 ben2Binfel 
x enthält, ber Sette a gegenüber. ?Iuö biefem Dreietf fjat 
man bie Θleiφung

Cosa == Cos(90- β)Cos(90 — γ)
4-Sin(90 - β)Sin(90 — γ)Cosx 

ober Cosa = SinβSinγ 4~ CosβCosγCosx
unb hierauf

2)ieS  ift ber bereits oben gefunbene SluSbrttcf, welφer noφ 
rebucirt worben.

§. 238. Aufgabe.
∑)ie φunfte A, B, C §ig. 24. beftnben ftφ in einer fjori« 

jontalen (Sbene. 2)er ψunft D liegt oberhalb biefer horijon*  
talen ßbene. 2)ie φrojection beS fünftes D auf ber horijon*  
talen (Sbene ift E. SluS bem φunfte D feien bie SSinfet ADB, 
BDC unb ADC, welφe be⅛iel)liφ burφ a, b, c bejeiφnet ftnb, 
gemeffen. ®ie Sage ber sJ3rojection E in ber horizontalen 
(Sbene ift unbefannt. 3n ber horizontalen Sbene feien ferner 
bie einen ober bie anberen Stücfe gemeffen, welφe tvir noφ 
befonberS feftfefcen werben. s)Jlan foll jebeSmal bie Sage ber 
φunfte A, B, C, D, E zu einanber beftimmen.

I. (SS feien noφ gemeffen bie Sßinfel BAC unb CAD, 
unb bie Seite AB. Ueberhaupt ftnb alfo in bem gegenwärti­
gen ^all gegeben bie Stücfe a, b, c, e, f unb AB.

Sluflöfung. 1) 5∣uS ben brei Seiten a, b, c lägt ftφ 
ber 20tnfel ß beS forperliφen 2)reietfδ bereφnen. Φiefer 
Sßinfel ift gleiφ ε. Unb ba e unb f gegeben ftnb, fo fann 
man bie Seite d beS forperliφen ΦreierfS ftnben, beffen Sei*  
ten d, e, f ftnb.

2) S3on bem ebenen Φreiecf ABD ift jefct bie Seite AB, 
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her Sßinfel BAD unb ber 233infel ADB befannt. ©aljer fann 
man berechnen bie ©eiten AD unb BD, uno ben SBinfel ABD.

3) ⅛on bem ebenen ©reiecf ACD fennt man bie∏taφ bie 
©eite AD, ben Söinfel CAD unD Den Söinfel ADC. sJJJa∏ fann 
baber finben bie ©eiten AC unb CD unb ben SBinfel ACD.

4) 5luS bem ©reiecf BDC, von welφem man bie ©eiten 
BD unb CD, unb ben Sßinfel BDC fennt, Iaffen ftφ bie 
©eite BC finben unb bie beiben anbern SSinfel beS ©reiecfö. 
2luφ baS ©reiecf ABC ift vollftänbig gegeben.

5) SluS bem förderlichen ©reiecf, beffen ©eiten d, e, f 
ftnb, berechne man ben 2BinfeI φ.

6) SRan fälle bie 9lormale DF auf AB unb jiebe FE. 
©er Sßinfel DFE ift φ. (SS ift ADSind = DF, unb DFSinφ 
= DE, baber

DE = ADSindSinφ.
7) 5hιS ben reφtwinfligen ©reiecfen ADE, BDE unb 

CDE, von welchen man bie >ξ⅛potenufen unb bie gemeinfφafh 
liφe Jiatbete DE fennt, ftnbet man enblicf> bie ©tücfe AE, 
BE unb CE.

©ann ift aber alleö befannt, we!φeS erforberliφ ift, bie 
Sage ber φunfte A, B, C, D, E ⅞u einanber ju beftimmen.

II. (SS feien noch gemeffen bie brei ©eiten beS ©reieefs 
ABC unb ber Sßinfel BÄD.

Sluflöfung. 1) QSon bem ©reiecf ABD ftnb bie ©eite 
AB, ber Söinfel BAD unb ber 333infel ADB befannt, sJftan 
fann baber berechnen AD, BD, ben Söinfel ABD.

2) Sluö bem forderlichen ©reiecf, beffen ©eiten a, b, c 
finb, entnehme man ben 2δinfe( γ. ©iefeni ift μ gleich-

3) $on bem förderlichen ©reiecf, beffen ©eiten k, 1, m 
ftnb, fennt man bie ©eite k, bie ©eite m, unb ben Sßinfel μ. 
©aber fann man bie ©eite 1 ftnben, auch ben Sßinfel p, weh 
φen bie Sinie BD mit ihrer φrojection BE bilöet.

4) SluS bem reφtwinfligen ©reiecf BDE, von welchem 
BD unb p befannt ftnb, entnehme man DE unb BE.

5) SluS bem ©reiecf BDC finbet ftφ CD.
6) ?luS ADE ftnbet man AE unb auS CDE noφ CE.
III. (SS feien noφ gemeffen bie ©eite AB unb bie 2δin⅛ 

fei DAE, DBE unb DCE, welφe bejief>(iφ burφ σ, p, τ be*  
⅛eiφnet fein mögen.

1) 9J?an hol
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§. 239. ^orperliφe ober fpfrαrifφe Trigonometrie. 141

unb ßierauß folgt
ABSin□Sinp

I / iS ; — . . .. ~ , . ---
)∕Siιισ2 -j- Sinp2 — 2Si∏3SinpCosa

2) 93eπnittelft DE itnb her gegebenen Sßinfel σ, p, τ 
fint>et man AE, BE, CE, CD.

3) Sluß AD, CD unb c ftnbet man AC, itnb vermittelfit 
BD, CD unb b bie Seite BC.

X)iefe Aufgabe ßat in ber gelbmeßfunft Sntereffe. Sie 
geftattet viele anbere gälte, je naφ ben Stücfen, welφe au- 
fier ben Sßinfeln a, b, c gegeben ftnb. Xie Stufgabe läßt ftφ 
baljin erweitern, baß jwei ober meßr fünfte außerhalb ber 
horizontalen ©bene gebrauφt werben, unb meßr alß brei fünfte 
in ber horizontalen ©bene.

§. 239. Stuf gäbe.
sD?an neßme gig. 25 bie Sinien DE unb DF normal auf 

einanber an, unb bie Sinie DG normal auf einer jeben ber 
beiben Sinien DE unb DF. Xie Sage einer ©bene GLM ift 
beftimmt burφ bie Stücfe a, b, c; bie Sage einer jweitett 
©bene HFE burφ bie Stücfe n, p, q: man foll ben Sßinfel 
x beffimmen, welcher von biefen ©benen gebilbet wirb.

Siuflöfung. W?an betrachte juvörberft baß förderliche 
Xreiecf, beffeit Jtanten bie Sinien VS, VH unb VM ftnb. Xie 
Seite MVH beffelben fei y; ißr gegenüber liegt ber 233infel x. 
Xie beiben anberen Sßinfel beß Xreiecfß liegen an ben kan­
ten VH unb VM. S3ιtφftaben ju erfparen, füllen biefe 2J3in* 
fei bejieβliφ burφ VH unb VM bejeiφnet werben, ©ß ift 
alßbann

Cosx = — CosVHCosVM + SinVHSinVMCosφ 
ober

1) Cosx = [_ 1-j-TgVHTgVMCosφ]CosVHCosVM. *
9J?an betraφte ferner baß forperliφeXreiecf, beffen Jtanten 

bie Sinien HD, HE, HF finb. Xieß Xreiecf ift an ber Äante 
HD reφtwinflig; eß enthält ben Sßinfel VH; bie ißm gegen-
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142 günffeö Äapifel. §. 239.

überftehenbe Kathete DHF fei z', bie ihm anliegenbe Äatbete
DHE fei z. Qtä ift nach §. 219

TgVHSinz = Tgz'.
hieraus folgt

erhellet leicht, baß 

iftz unb eδ ift

ober

£ie 2Berthe für Tgz' unb Sinz fubftituire* man, baö 
liefert _ _ _

2)
33efαπntlid) ift

brtber folgt
3)

9J?an betrachte noφ baS forderliche 5)reiecf, welφe0 bie 
Linien GD, GM unb GL ju kanten hat. Dieö Φreiecf ift 
an ber Jtante GD reφtiυinf(ig; eö enthält ben SBinfel VM; 
bie Kathete DGL, welche bem2BinfelVM gegenuberftel)t, fei t', 
bie anbere Kathete DGM fei t. (£$ ift 

alfo

Φabei ift

unb
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§. 239. Sti>rperliφe ober fpp⅛rifφe 2r⅛onometrie. 143

ober

Die 2βertξ>e für Tgf unb Sint fubftituire man: baS 
liefert

unb fjierauö finbet ftφ

(Snb(iφ ift

ober
@6 ift aber

fo⅛lid), n>enn man fubftituirt

Die 9δertl)e aus 2) 3) 4) 5) 6) fubftituire man in 1). 
Dabur<⅛ entfielt
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Sechstes Kapitel.
Von den sphärischen Figuren.

§. 240.
Man ftelle ftφ eine Äugel von einem beliebigen <gjαlbmejfer 
vor, unb ein forperliφeS Treiecf, beffen Spifce im 9)ιittelpunft 
ber Äugel liegt. Tie (Seitenebenen beS forperliφen TreiecfS 
fφneiben bie Äugelfl^e in brei Sogen größter Äreife. Ter 
Tljeil ber Äugelflädje, tυelφer von biefen brei Sogen um- 
fφloffen ift, fyeifit ein fpbdrifφeS Trete rf. Tie Sogen 
Reißen bie (Seiten beS fpf)αrifφen TreiecfS; bie Sßinfel 
beS fpbdrifφen TreiecfS ftnb bie SBinfel , n>elφe bie Tangen*  
ten bilben, bie in ben (Scfpunften beS fphαrifφen TreiecfS bie 
Sogen (Seiten) berühren.

Sei einem gegebenen 9iαbiuS ber Äugel beftimmen fiφ 
bie Seiten eines fpharifφen TreiecfS burφ bie ju φnen ge*  
hörigen s)JιittelpunftS∣vinfel, unb biefe ftnb bie Seiten beS för*  
perliφen TreiecfS; bie 233infel beS forperliφetι TreiecfS ftnb 
jugleid) bie 2δinfel beS fpfjärifcfcen TreiecfS. hieraus erhel­
let, ba⅛ ΛUe Sa⅛e, tvelφe für fbrperliφe Treietfe gelten, auφ 
für fph∏rifφe Treiecfe giftig ftnb, unb bah bie forper(iφe 
Trigonometrie jugleiφ bie fpharifφe Trigonometrie abgiebt.

Trei grohte Äreife einer Äugel, von tυelφen jeber bte 
beiben anberen fφneibet, verlegen bie Cberflaφe ber Äugel in 
aφt fpfyarifφe Treiecfe.

Ter Segriff eines fpbarifφen SierecfS, günfecfS u. f. w. 
wirb ftφ jeftt ohne Weiteres ergeben.

§. 241.
(SineS fpl)drifφen necfS je ⅛wei benaφbarte @cfen benfe 

man burφ gerabe Linien verbunben. Tie geraben Sinien biU 
ben baS Sel)nen≈necf beS fpt)drifφen necfS. Tie (Scfen beS 
Se()nen-neefS liegen in ben (Scfen beS fpljarifφen necfS.
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§. 242—244. 23on be∏ fpbαrifφeιι gtguren. 145

Seftnben ftφ t>ie <Srfeπ beb fpβαrifφen nerfb in einer 
(Sbene, fo liegt eb in einem Äreife, b. f). feine (Scfen liegen in 
einem Äreife, nαιnliφ in beut Äreife, in n>elφem jene (Sbene 
bie Äugel fφneibet. Dαb <5el>nemne(f ift αlbbαnn eine ebene 
gigur, unb liegt in bemfelben Äreife.

3ebeb fρbαrifφe Dreietf liegt in einem Äreife, beim feine 
brei (Scfpunfte liegen ftetb in einer (Sbene.

Sefinbet ftφ ein fpβαrifφeb nerf in einem Äreife, fo ntö» 
gen bie φole unb bie 3lφfe beb Äreifeb jugleiφ φole unb 
δlφfe beb fpljdrifφen necfb beißen.

§. 242.
1) (Sine Äugel iυerbe burφ eine (Sbene gefφnitten. Der 

9JZittelpunft ber Äugel fei M, ein $ol beb Durφfφnittbfreifeb 
fei P. Dιιrφ beliebige fünfte A, B, C— ber φeripl)erie bebw 
Äreifeb benfe man 9Λeribianfreife gelegt, unb eb ftnb bie So»’ 
gen PA, PB, PC - einanber g(eiφ.

Den Durφfφnittbpunft ber Vinie MP mit ber Äreibebene 
be^eiφne Q. Die reφtminfligen Dreiecfe MQA, MQB, MQC- 
ftnb congruent, weil fte in benÄatfyeten übereinftimmeii. Da» 
fjer ftnb bie sKittelpunftbtt>infeI zweier Sogen gleiφ, unb beb» 
halb bie Sogen felbft.

2) Sefinbet ftφ ein fpbarifφeb netf ABC— in einem 
Äreife, unb ift P fein φol, fo ftnb bie Sogen größter Äreife 
PA, PB, PC— einanber gleiφ.

9laφ 1).
§. 243.

9J?an benfe eine Äugel, auf ißr ein fpb⅛rifφeb necf, ju 
ber forperliφen (Scfe, Welφe beut fpbarifφen necf entfρriφt, 
Werbe bie Sφeitelecfe gebaφtι biefe liefert bab fpl)drifφe <5φei- 
tel» ober Sertical»necf beb urfpriingliφen fpl)drifφen necfb.

§. 244.
<Sφeitelbreietfe liegen in parallelen Äreifen, bie alfo einer» 

lei 5lφfe unb einerlei ⅞]3ole I>aben, unb biefe Äreife ftnb con» 
gruent.

Der sJKittelpunft ber Äugel fei M, bie <≡φeitelbreietfe 
feien ABC unb A'B'C', wäfjrenb AA', BB', CG' Durφmeffer 
ftnb. 9J?an benfe bie ∈>eljnenbreiecfe ABC unb A'B'C'. (Sb 
ift MA = MA', MB = MB', folgliφ ift AB = A'B', unb 
AB parallel A'B'. (Sben fo ftnb AC unb A'C', unb BC unb 
B'C' gteiφ unb parallel. 4piernaφ ftnb bie <Sφeitelbreietfe con» 
gruent, unb it>re (Sbenen parallel. sJΛitt)in ftnb auφ bie Äreife, 
in ιυelφen fte liegen, congruent unb parallel, unb bie fpbäri» 
fφen Dreie⅛e beftnben ftφ in benfelben Äreifen.

2Bolff,⅛ ©eonwtric. 2.3.1). 10

www.rcin.org.pl



146 ©e$M Sαpitel. §. 245—247.

§. 245.
©Phärifche Sφeitelbreierfe ftnb gleiφ.
2)te S)reietfe feien ABC unb A'B'C'. ‰φ bem vorigen 

Paragraph fyaben fte einerlei Pole P unb P'. 2)enft man 
αlfo Stterii>ianfreife burφ bie Punfte A, B, C, fo geben fte 
jngleiφ burφ bie Punfte A', B', C'. 2)ie Sogen PA, PB, PC 
ftnb gleich, eben fo bie Sogen P'A', P'B', P'C' nach §. 242. 
9flaφ bem vorigen Paragraphen ftnb bie Äreife, in welφen 
bie (Sφeitelbreierfe ftφ beftnben, congruent, fte flehen be^halb 
gleich weit vom PZittelpunft ber Äugel entfernt, unb barauδ 
gel)t hervor, bah auφ bie Sogen PA, PB, PC gleiφ ftnb 
ben Sogen P'A', P'B', P,C'. 2)ie gleiφfφenfligen 2)reiecfe 
PAB unö P'A'B' ftnb bemnaφ congruent, eben fo PAC unb 
P'A'C', unb PBC unb P'B'C'. SIuö ber (Songruenj biefer 

• Sjreiecfe erftef)t fiφ aber bie Θ(eiφheit ber Sφeitelbreiecfe 
ABC unb A'B'C', fowohl Wenn bie pole innerhalb berfelben 
liegen, als auφ, wenn fte außerhalb ftφ beftnben.

§. 246.
Bwei größte Äreiöebenen jerlegen bie Dberfldφe ber Ätt*  

gel in vier 3φeile. 3eber von biefen Steifen heißt ein fphä*  
rifφeδ 3 w eie cf. Unter bem 2Binfel eineö fpl)drifφen 
3weierfö wirb ber 2βinfel Verftanben, welφen bie größten 
Äreiöebenen bilben, bie ba3 fph<irifφe 3^eiecf abfφneiben,, 
biefer Sßinfel wirb auφ gebilbet von ben Tangenten, welφe 
in einem ber (Scfpunfte beä fphdrifφen 3*veiecf⅛  bie größten 
Äreife berühren.

§. 247. Aufgabe.
®er 9?abiuö einer Äugel fei r, ber 2δinfel eineδ fphärU 

fφen 3^eiecfδ auf berfelben fei a, man foll ben 3ιφalt beö 
fphdrifφen Sroeiecfö berechnen.

Sfuflöfung. 2)er 3nhalt χ beö fpl)drifφen Sweiecfö 
verhält ftφ jur Dberfldφe ber Äugel wie ber ⅛ittelpunft0*  
winfel a ju 4R. 3)aher I?at man

x: 4πr2 = a: 360°
unb barauö folgt 

πr2a
x ~ 90r'

Se⅛eiφnet a bad Sogenmaaß beS äßinfelö a, fo ver­
hält ftφ

a': 2π = a: 360.
«fpteratW iß
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§. 248. 249. 53oπ ben fpfcαπfφen Figuren. 147

- 180α'
π

unb eS entfielt, iυenn man .biefen 333ertl) fiibflituirt, 
x - 2r2a'.

§. 248. Aufgabe.
2)en 3nfya(t eines fpt)arifφe∏ 2)reietfS ju beftimmen, 

beffen 20infel a, ß, γ fmb in @raben, unb baS auf einer Mtt- 
gel liegt, bereu 9fabiuS r ift.

31 u f (6 f u n g. ®S fei gig. 26 ABC baS fpfyarifφe 2)reiecf. 
(SS iß nach bem vorigen φaragrapf>

1) ABC + A'BC = ~⅛

2) ABC + AB'C = ⅛

ferner ift
πr2 yABC + ABC = *.

Sie beiben förderlichen Φreietfe ABC' unb A'B'C ftnb 
naφ §. 245 g(eiφ. Saßer ift auφ

3) ABC + A'B'C =
Sie Summe ber Θleiφungen 1) 2) 3) ift 

2ΛBC⅛ (ABC ⅛A'BC⅛AB'C-μ A'B'C) = ⅛⅛Iπr2.

Sie Summe, melφe in ber Jtlammer ftel)t, maφt bie <£>alb*  
fuge! aus, bemnaφ ift

2ABC + 2πr≈ = 2⅛tlπr≈.y v
unb fyierauS folgt

ABC a + β + l-180ABG “ 180 πr2.
Sinb a', β', γ' in 53ogenmaaβ bie 2δinfel beS fpljdrifφen 

Sreietfs, unb brürft man fyierburcb ben 3∣φa(t aus, fo er- 
giebt ftcb

(a'÷β'÷γ'- π)r2.

§. 249.
Sie Sifferenj ≈ + β-f-γ—180 nennt man ben ßrceß; 

unb eS fällt in bie 3Iugen, baß eS ftφ bei ber Snljaltsbeftim*  
10*  
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148 <≡eφfte⅛ Kapitel. §. 250.

mung fpljarifφer S)reierfc nur uni kn Oiabiuö her ^ugel unb 
kn (Srcefi fyanbelt.

§. 250. Aufgabe.
33on einem fp⅛drifφen Φreiecf ftnb jwei (Seiten a unb b 

unb ber eingefφloffene SBinfel γ gegeben; man foll ben Srcefj 
beftimmen.

Sluflöfung. 9laφ ©auf? Θleiφungeii ifi:

Sin⅛(a-f-β) = Cos∣(a—b)
Cosfc

Cos∙j(a 4~ ß) = Cosy(a-∣-b)
Cos⅛c • Sin∣γ

bie erftere werbe mit Cos⅛γ, bie anbere mit Sin∣γ multiplicirt, 
unb wenn man alöbann abbirt, fo entfielt:

e1∙n1f7 i ft i → Cos⅛(a + b)Siniγ2+Cos⅛(a-b)Cos⅛γ2Sll⅛(α + β+1) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - cθ^~- - - - - - - - - - - - - - - - -
ober, wenn man rechte auflöft,

A) Siny(a4~β4~γ) —
Cos∣aCos∣b-∣~SinfaSinybCosγ

Cosfc
ferner werbe bie erfte ber oberen ©leicbungen mit Sinfγ, bie 
anbere mit Cosfγ multiplicirt, unb barauf bie erftere von ber 
anberen fubtrafyirt, baö liefert

Cosf(a-∣-β+γ) =
ober:

Cos∣(a -|-b) — Cos∣(a—b)
Cos∣c • Sin∣γCos∣γ

B) Cosf (α + ß + γ) = 
2luö B) unb A) folgt:
C) Cotg∣(a 4- ß 4- γ) — Sinγ

Cotg∣aCotg∣b 4~ Cosγ
9hιn ifi

Sinf (a 4- ß 4- γ—180) = — Cosf(a4-β4~T)
Cos⅛(a 4- ß 4- γ _ 1 SO) = Sin∣(a 4_ ß 4~ γ) 

alfo Tg⅛(a4-β4-γ-180) = — Cotgf(a4~β 4~γ).
Φie lefcte Formel wenbe man auf C) an, baö liefert

Tg⅛(a÷β÷7~ *8θ) =
Sinγ

CotgyaCotg~b 4- Cθsγ
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§. 251. 3?on tιen ⅛bαrifφen gtgurett. 149

unb Ijierburφ ifi ber (‰∙eefj υenmttelfl ⅛roeier <≡eiten unb be$ 
eiπgefφΓoffeneπ äßinfelö gegeben.

§. 251. ¾ufgαb e.
Q3on einem fpljärifeben 3)reierf ftnb bie bret Seiten al 

b, c gegeben, man foll ben fpfyärifcfyen (Srcef; beftimmen.
5luftbfung. 9Jian bemerfe, bafj

Cos∣γ = — Sin∣(γ —180) 
Sin∣γ = Cos∣(γ — 180)

9frιφ ©ait ©leicbungen ift
Sinf(a -∣- ß): Cosfγ = Cosy(a — b): Cos∣c

bafyer
Si∏j(a-f-ß)--Cos-i-γ _ Cos∣(a — b) — Cosfc
Siιiy(a -f- ß) 4^ Cos∣γ ~ Cos∣(a — b)-∣-CosyC 

ober
Siι⅛(α-j-β)-4~Sinf(γ — 180) _ Cosf(a — b) — Cos⅛c 
Sinf(α4-β)—Si∏j(γ— 180) Cosf(a— b)-∣-Cos∣c
ober

Sin∣(α+βψγ-180)Cosf(α+β-γψ 180)
υ Cos∣(aß 4- γ- 180)Sinf (a 4~ ß — γ 4- ISO)

Si∏4(a — b 4~ c)Si∏y( — a 4- b 4^c)
“ Cos∣(a — b4-c)C0sf( — a4-b4-c)

ferner ift nαφ ®au£ @(eid;ungen
Cos{(a 4~ ß): Si∏⅛γ = Cos∣(a 4~ b): Cosf c 

bnljer
Cos⅛(γ—180) — Cos∣(α4~ ß) __ θθs⅛c — Cosf(a 4~ b) 
Cosy(γ—180)4-Cos4(α4-β) ~ Cos⅛c 4^ Cos-i-(a 4~ b) 
ober

9 sinKα+ β÷7~ 180)Sin4(α+β- γ÷180)
' Cos^(a4-β4~T — 180)Cos^-(a4-β-γ⅛180)

Si∏4(a + b 4~ c)Si∏4(a 4*  b — c)
~ Cos-j-(a 4~ b 4~ c)Cosf(a 4~ b—c)

®aö φrobuct ber Θ(eiφungen 1) unb 2) liefert: 
Tg⅛(α4-β4-γ-l8O)

— Vtg÷(a÷b4-c)tg∣(a4-b-c)tg^-(a-b4-c)⅛∣(-a4-b4-c)
2)ieö ift bie S,⅛uilierfφe gönnet.
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§. 252. Aufgabe.
@S ftni> t>ie 2δinfel eines fpbdrifφen necfs gleiφ a, ß, 

γ, δ∙∙∙∙ in @raben gegeben, unb ber 9⅞abiuS r t>er Äugel, auf 
n>elφer bαS fpbdrifφe necf liegt, man foll ben 3nbalt beS 
necfs beftimnien.

Slttflofung. 9)?an verlege baS fpl)drifφe necf burφ 
diagonalen in fpl)drifφe dreiecfe ; babei ftnbet ftφ ber $n- 
balt gleiφ

a÷β + 7-]- - - - - - - (n —2)180 2
180 π *

Unb ftnb bie SBinfel eineβ fpb>arifφen necfs in Sogenmaaf 
a,, β', iS δ'-∙, f° brücft fiφ ber 3nf>alt aus burφ

[a'⅛- βz⅛ / 4- δ'-∣- - - - - - - (n - 2)π]r2.

§. 253.
s)Jcan (teile ftφ eine Äugel von einem beliebigen £alb*  

meffer vor, unb ein fbrperliφeS nett von gleiφen Seiten unb 
gleiφen S3infeln, beffen Spifce im SDiittelpunft ber Äugel liegt, 
das forperliφe necf fφneibet auf ber Jhιgelfldφe ein fpbärU 
fφeS necf ab von gleiφen Seiten unb gleiφen Sßinfeln, unb 
VieS fpl)drifφe necf tvirb ein reguläres fpbdrifφeS necf ge­
nannt.

die (Scfpunfte eineö regulären fpbdrifφen necfs liegen 
in einer (Sbene, alfo in ber Peripherie eineö ÄreifeS. Sft ba- 
ber ABC— ein reguläres fpbdrifφeS necf, P fein Pol, fo ftnb 
bie sDteribianbogen PA, PB, PC— einanber gleiφ, bie gleiφ- 
fφenf(igen dreiecfe APB, BPC— ftnb congruent, if>re 2δinfel 
am Pol gleiφ, unb bie Sogen PA, PB, PC— balbiren bie 
SÖinfel beS regulären fpbdrifφen neifS. Unb umgefeljrt, ftnb 
Vie s))teribianbogen PA, PB, PC einanber gleiφ, unb bilbeit 
je jwei auf einanberfolgenbe einerlei SSinfel, fo ift baS fpbä- 
rifφe necf ABC— ein reguläres.

das Sebnen*necf  eines regulären fpfy√irifφen necfs ift 
ein reguläres necf.

§. 254. Aufgabe.
die Seite eines regulären fpbdrifφen necfS fei a, man 

foll ben üßinfel beS regulären fpbdrifφen necfs ftnben.
Sluflofung. das reguläre fpbdrifφe necf fei BCDE-—, 

ber Pol beffelben fei P. 3)tan benfe bie Sogen größter Äreife 
PB, PC. 3eber Sßinfel beS regulären fpbdrifφen necfs fei x. 
?luS bem fpl)drifφen dreiecf BPC bat man bie Proportion:
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§. 255. 53on ben ⅛^αrtfφen giguren. 151

SinPC : Sina = Sin *:  Sin- - - -2 n
sDlαn tf>ei(e ben äßinfel BPC burφ ben Sogen eines größten 
ÄreifeS in jιvei gleiφe 3φeile. Der Sogen tt>ei[t jugleiφ bie 
Seite a, n>elφe bem Sßinfel BPC gegenüber fleht, in jn>ei 
g(eiφe Sφeile, unb ftefyt auf berfelben normal. (Ss entfielen 
jιvei reφtminflige fpf)drifφe Dreietfe, von tt>elφen baS eine 
ben Sogen PC jur ⅛ppotenufe hat. SluS biefem Dreier? ift

SinPCSin- - - - = Sin^∙n 2
2lub ber oberen Proportion folgt

SinPCSin 
ober

. „ . 180,, 180 a _ a_xSinPCSin- - - - Cos- - - - = Sm - Cos — Sιn-∙n n 2 2 2 •
Diefe Φ(eiφung*tυerbe  burφ bie obere bivibirt, baS liefert

Cos- - - - — Cos-Sin-n
unb barau^ ift

180Cos- - - -n

33er S3infel eineö regulären fphdrifφen netfö fei a, man 
foll bie Seite beS regulären ftφdrifφen necfö befttmmen.

¾uflofung. Die Seite fei y. Dann ift naφ berSluf*  
löfung im vorigen Paragraphen

180
Sin ≡

Cos—n

180
unb barauö folgt

Cos- - - -n
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152 Seφfte3 Kapitel. §, 256—258.

§. 256. Aufgabe.
(SS ift ber Sßinfel a eines regulären fpljärifcfyen necfS in 

@raben unb ber OiabiuS r ber Äugel gegeben, man fotl ben 
Snfjalt beS regulären fpt)drifφen necfS beftimmen.

Sluflöfung. S)er Snfyalt brücft ftφ aus burd;
na —(n —2)1800 ,
----------------77.-7:--------------- πri.

§. 257. Stuf gäbe.
WTan foll ben 933infel etneβ regulären fpljärifcfjen netfS 

beftimmen, roelφeS ben qten 3φeil ber Äugelfläche auSmaφt, 
auf tυelφer eS gebaφt mirb.

Sluflöfung. 2)er äßinfel beS regulären fpfyärifcfjen necfS 
fei x, ber 9fiabiuS ber Äugel fei y. ‰φ bcm vorigen *βara*  
grap⅛ brücft ftφ ber Snfyalt beS regulären fpljärifcfyen netfS 
au$ burφ

nx-(n-2)180 β
------- Fsö-------πy ' .

Die Oberfläche ber Äugel ift 4πy2, bafyer fyat man bie ©lei- 
φung

nx— (n — 2) 180 2 4πy2
ISO ~^πy “ q

unb aus berfelben folgt

nx = — _J_(n— 2)180

nq n
§. 258. Aufgabe.

9JJan foll ein reguläres fp!jarifφeS 2)reierf beftimmen, 
tvelφeS bergeftalt mieberbolt auf bie Äugelfläche getragen mer*  
Den fann, bafj bie Äugelfläcf)e vollftänbig beberft wirb.

¾uflofung. 9JJan benfe baS 2)reiecf auf bie Äugel*  
fläche getragen. <Lie Äugelfläcbe ift bann burφ ein ¾ep be*  
becft, ιvelφeS aus lauter congruenten regulären fpt>drifφen 
2)reierfen befielt. Sn jebem Änoten beS 9iepeS ftöf t biefelbe 
Vlnjafyl von 2)reierfen jufammen: beim bie (Summe aller 2ßin- 
fel um einen Änoten beträgt vier rechte 2Binfel, unb ba bie 
2)reiecfe congruent unb g(eiφtvinflig ftnb, fo ftnb immer gleich 
viele ber 933infef erforberliφ, um Vier reφte 333infel ju bilben. 
53ejeiφnet baljer χ ben Sßinfel beS gleiφfeitigen 2)reiecfS, unb
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§. 258. 5Bon fc>en fpbαrifφeπ S⅛urcn. 153

ift y bie 9(njnf)l ber Dreierfe, ιvelφe in jebem Jtnoten jufam*
menftofjen, fo ift

1)
_ 360 

X “ y ’
Sft ferner z bie s2ln⅛αF)l ber Dreierfe auf ber 1ftιιgelflaφe, fo 
ift naφ bein vorigen φaragrapF)

ober 2) z

+ 5180
+ 60.

3luß 1) unb 2) folgt

Jpierauß ergiebt fiφ

'≡ + 60 =
z y

4y —|— yz = 6z

3n biefer biopl)antifφen (Sleiφung repräfentirt y alle 
biejenigen pofitiven ganzen 3al)len, für ιvelφe z eine pofitive 
ganje 3af)l wirb. Daljer Fann y fein

2, 3, 4, 5
unb bann ift z beμeljliφ

2, 4, 8, 20
unb χ

180°, 120°, 90°, 72°.
Die Aufgabe liefert alfo vier 5luflbfungen. Die erfte Stuf# 

löfung ift unjuläffig, beim baß reguläre fp!jarifφe Dreierf, von 
ιυelφem jeher SBinfel 180° fyat, ift bie φalbFugel. Die übri*  
gen s2luflofungen ftnb juläffig. (Sß giebt bal)er brei verfφiebene 
reguläre fpF>arifφe Dreierfe, welφe ber Aufgabe genügen, unb 
man Fann bie JtugelfMφe mit brei verfφiebenen 9iepen be*  
betten, bereu jebeß auß congruenten gleiφfeitigen fpbarifφen 
Dreierfen befte⅛t. 3eber 233inFel beß e'rften Dreierfß ift 120°; 
baß 9lep enthält babei vier Dreierfe, unb in jebem Quoten 
beffelben fto(ien brei Dreierfe jufammen. 3eber SBinFel beß 
jlveiten regulären fpt)rfrifφen Dreierfß ift 90°; baß ¾ep anß 
biefem Dreierf enthält aφt Dreierfe, unb in jebem Änoten 
beß Wefceß ftofjen vier Dreierfe jufammen, 3eber 2BinFel beß 
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154 <Seφfle3 Kapitel, §. 259.

brüten regulären fph0rifφen 2)reiecfS fjat 72°; baS ‰tj be­
fiehl aus jwaιψg 2)reiecfen, unb in febem Jtnoten flößen fünf 
!Lreiecfe jufammen.

§. 259. Aufgabe.
9)? an foll ein reguläres fpl)⅛rifφeS 23ierecf beftimmen, 

WelφeS bergeftalt wiebeφolt auf bie t⅛ugelfl0φe getragen ιυer­
ben fann, baff bie JtugelfMφe bollftänbig bebecft wirb.

Sl u fl o f u n g. (SS bejeiφne x ben Söinfel beS fpf>drifφen 
regulären QüerecfS. S)ie s2lιηal)l ber ⅛Bierecfe, welφe in jebem 
knoten auf ber Äugelfläcfje jufammenftofjen, fei y. SllSbann

ift 1) 
_ 360 

x “ y ’
(Ss be⅜eiφne ferner z bie 9lnjal)l ber regulären fpf>drifφen
33ierecfe auf ber JtugelfMφe. 2)ann ift naφ §. 257

ober

+ ⅛180720
4z

2)

X

SIuS 1) unb 2) folgt
≡+<ω=≡ 
z y
2y -}- yz = 4z

2)iefer biopljantifφen (S)leiφung gemäfj fann y fein
2 ober 3

unb bann ift z bejiehliφ
2 ober 6.

2)ie erfte 2Iuflofung ift unbrauφbar, beim, wenn y gleiφ 
2 ift, wirb χ gleich 180° unb baS reguläre fph⅛rifφe Q3ierecf, 
bei welφem χeber Sßinfel 180° mifü, ift bie <fjalbfugel. 2)ie 
anbere Sluflöfung ift brauchbar, gür y — 3 ergiebt fiφ x 
= 1200. X>aS 9ie£, welφeS aus biefem regulären fphärifchen 
23ierecf gebilbet ift, unb bie ^ugelflaφe bebecft, enthält feφS 
reguläre fpf>arifφe 93ierecfe, unb in jebem Jtnoten beS 9tefceS 
ftofien brei ber regulären fpfjärifchen 93iererfe jufammen. (SS 
giebt nur ein ¾efc, welφeS aus regulären s-Bieredfen befteht.
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§. 260. 261. 93on ben fpbαrifφen Figuren. 155

§. 260. Aufgabe.
s)Jiαn foll ein reguläre# fpfjärifche# günfecf beflimmenz 

Welche# t>ergeftalt wieberβolt auf bie Äugelfläcbe getragen wer­
ben fann, baß bie Jtιtgelflaφe vollftänbig. bebecft wirb.

Sluflöfung. 2)en Sßinfel be# regulären fptjärifcßen 
günfetf# bejeiφne χz bie 3lnjabl ber gunfedsez welche in jebem 
Änoten auf ber Äugelfläcbe μιfammenftoβenz fei y, bie 9lnjal)l 
ber regulären fpfjärifchen ^unfecfez welφe erforberlich ift, bie 
Äugelfläcbe ju bebecfen, fei z. 2ll#bann ift

1)
unb nach §. 257

ober 2) 

- 360x ~ y

108.

s2lu6 ben Gleichungen 1) unb 2) folgt

10z = 4y 3yz
unb hieran# ergiebt fiep

z_ _ _ _ iL.
~ 10 — 3y

Φiefer bioρfjantifφen ©leidjung entfprechenb fanu y fein
, 2 ober 3

unb babei ift z bejieljlich
2 ober 12.

2)ie  erften 2δertl)e finb unbrauchbar. 2)ie anbern liefern 
ein brauchbare# reguläre# fppärifche# günfecf. Seber SBinfel 
beffelben ift 120°. 2)a# sJlepz welche# au# biefem günferf
gebildet ift, unb bie Äugelfläche bebecft, enthält jwolf reguläre 
fpbärifcpe günfetfe z unb in jebem Änoten be# 9?eße0 flößen 
brei günferfe jufammen. (S# giebt fein jweite# au# regulären 
ftünferfen gebilbete# 9le⅛y

§. 261.
• s 2δir t>aben i∏ ben festeren Paragraphen bie regulären 

fptjärifcben 2)reierfe ermittelt, au# we(⅛en ficb ¾eβe für bie 
Äugelfläche hüben laffenz unb ba# reguläre fphärifepe s-Biererf, 
fo wie ba# reguläre fpljärifcbe günferf beftimmt, welche# ju 
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156 Seφfte3 Äapitet. §. 262. 263.

bemfelben 3mecfe bienen fαnn. 2luβ regulären fpfyh,ifφen 
23ielecfen, we(φe mefyr alö fünf Seiten Oaben, fönnen feine 
¾epe für bie Jtugelfhiφe gebilbet werben. Sn jebem Änoten 
beS 9?e^eö ndml⅛ muffen wenigftenö bret von ben 33iefe<feπ 
⅛ufammentreffen. Φeδ⅛alb barf ber 933infel beS regulären 
fp^rifφen ⅛ielecf3 niφt größer fein als 1200. £>er 2δinfel 
eineö regulären fpfjärifdjen necfö, welφe3 ben qten 3φeil ber 
MugelfMφe auSmaφt, ift naφ §. 257

nq n
720° 2ober - - - - - - - 1- 1800- - - - - 180°nq n

unb ift n gleiφ 6 ober größer alö 6, fo maφen bereite bie 
beiben lefcten Summanben 120° auö ober mehr. Unb barauö 
erhellet, bah reguläre fpl^rifφe 33ielecfe von mehr alö fünf 
(Seiten feine ¾efce für bie Äugelfh^e abgeben fönnen.

§. 262. Aufgabe.
2)er 9tabiuδ einer Äugel fei r, bie Seiten eineö fphärt*  

fφen Φreiecf0 auf berfelben feien al b, c; man foll bie cor*  
refponbirenben Seiten a', b', c', beö SefynenbreiecfS beftimmen.

3luflofung. (Sö ift, wte leiφt in bie ?Iugen fällt,
a = 2rSin-^-

b' = 2rSin^-

c = 2rSin-∣-

53ermittelft biefer 9⅞efιι(tate faitn man, wenn ber fRabiuö 
ber Äugel unb beftimmenbe Stücfe beö fpbμ⅞rifφen ober beö 
Sef)nen*!T)reierf0  befannt ftnb, alle Stücfe beö anberen 2)reierfβ 
bereφnen.

Sinb jwet fpljärifcfje 2)reiecfe einer Äugel congruent, fo 
ftnb eö auφ if>re Sefjnenbreiecfe, unb umgefehrt.

§. 263.
3ft r ber 9fabiu3 einer Äugel, a bie Seite eineö regulä*  

reu fp^rifφen necfö auf biefer Äugel unb a' bie Seite beö 
Sel)nen*necfs,  fo ift

a' — 2rSi∏y
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§. 264. 33on beπ fpf>αrifφen giguren. 157

∈inb j0υei reguläre fpfjärifdje necfe berfelben Äugel von*  
gruentz fo fuιt> e$ auφ tf>re Seljnen-necfe, unb umgefeljrt.

§. 264.
lieb ungö b eifpiele.

1) Φie brei Sßinfel eineö fplfärifcljen ®reiecfö feien 54° 
17', 63° 19' unb 670 28'z ber ‰biuδ ber Äugel meffe 7 gufj, 
wie grob ift ber Snbalt beö fpl)drifφen S)reie⅛δ ?

4,33307 Ouabrutfufj.
2) S)ie brei 20infel eineö fpl)arifφeπ 2)reietfö feien 81° 

12', 1200 20' unb 790 51', ber φa(btneffer ber Äugel fei 
860 teilen; welφeβ ift ber Snfyalt beö fpljärifcljen £)reiecfb?

1541045,352 Ouabratmeilen.
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Siebentes Kapitel.
Von den Polyedern.

I. Allgemeine Gesetzte.
§. 265.

Jeder Kőrper, welφer nur von (Ebenen begränjt ift, fyeifjt 
ein vielerfiger Äörper ober ein ^olpeber.

§. 266.
Sei jebem φolpeber ift bie Anjαl)l ber ebenen 9Sinfel 

auf feiner Oberfläche hoppelt fo grofi al£ bie Anjaljl ber 
Äanten.

3ebe von ben gerablinigten glaφen , tvelφe ben Äörper 
begründen, ljat eben fo viele 233infel alö «Seiten. Die Anjaljl 
aller ebenen 2δinfel auf bem Körper ift benιnaφ gleich ber 
Aιηal)l aller Seiten ber Segranjung0flaφen. 3ebe Λante bt’ö 
Jtörperö ift gemeinfφaftliφe Seite ju jrveien feiner Segrän*  
jung^flaφen. Die Anjaljl aller Seiten ber Segränjungöflä*  
φen ift baljer baö Doppelte von ber Anjafjl aller Jtanten beö 
Äörperö; unb ba bie Anjafyl ber 2δinfel gleiφ ift ber Anjat>l 
ber Seiten, fo ift auφ bie Anjafrf ber ebenen 2βinfe( auf ber 
Oberflaφe beö Jborper3 baβ Doppelte von ber Atηal)[ feiner 
Jtanten.

§. 267.
Die Anjaljl ber ebenen Sßinfel auf ber Dberflaφe eineö 

φolpeber3 ift jebeömal eine gerabe ßaljl.
Denn fie ift ba£ Doppelte von ber Anjafyl ber Jtanten.

§. 268.
1) 3ft ein ^oφeber von lauter Dreierfen begränjt, ober 

von lauter ⅛ferfen, ober Siebenerfen u. f. n\ fo ift bie An*  
⅛al)l feiner Segranjungoflaφen gerabe.
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§. 269. 33on ben ^o⅛eber∏. 159

Denn wäre fte ungerade, fo mürbe auφ bie 2lnjaβl her 
ebenen 20infel auf bet Oberfläche be8 φotyeberδ ungerabe 
fein, ba bie 3lιηa⅛l biefer 2δinfel gleiφ ift bem ^robuct auö 
jener ungeraben ßafjl in 3, 5, 7, u. f. f., unb baö φrobuct 
zweier ungeraben ßaljlen ungerabe ausfällt.

2) jebe ber giguren, melφe ein ^olljeber begränjen, 
von ungeraber <≡eitenja⅛I, fo ift bie 9Inja^l ber SBegränjungö*  
flächen gerate.

<Sinb 2n-}-l, 2n-∣-l, 2n"-j-l∙∙∙ bie Seitenjafjlen ber 
53egrdnjung0flaφen, unb ift bie 5ln⅛aβl ber Segraniμιngtfla- 
φen v, fo ift bie 9lnjaβl ber ebenen Sßinfel auf ber Oberfläche 
beδ φoφeberS gleich

2(n-∣-n'-{-n"4- ••••) -J-v
unb ba bieö eine gerabe 3<φl fein muß, fo ift v, b. ß. bie Sin- 
jaßl ber Segranμιngbflaφen, eine gerabe 3<φl∙

3) 3ft ein φoltjeber begränjt burφ p glaφen ton geraber 
(Seitenjafyl iιnb burφ v glaφen ton ungeraber (Seitenjaljl, fo 
ift v eine gerabe 3<φi∙

<Sinb 2m, 2m', 2m"∙∙∙ bie (Seitenjaßlen ber 23egran- 
μιngβflaφen ton geraber <Seitenjaljl, unb 2nψl, 2n'-∣-t, 
2∏"4~1∙∙∙ bie Seitenzahlen ber ⅛egranjungSflaφen ton un- 
geraber Seitenjaßl, fo ift bie Slnjaljl ber ebenen SSinfel auf 
ber Dberfldφe beö φolheberS gleich

2(m 3~ m' 4- in" 3- - - - ) -]- 2(n -|- n' -ß- n" 3- - - - ) 3” v
unb ba bieö eine gerabe 3<φl ift» fo «ruß v gerabe fein.

§. 269.
53ejeiφnet f bie Slnjaljl ber gldφen, welche ein ^ohjeber 

begründen, k bie Slnjahl ber bauten, e bie 9lnjaljl ber (Selen 
beö φotyeberδ, fo ift

f3-e = k3-2.
sDhm ftelle fiφ ein sJie(j ton jufammenljängenben ebenen 

giguren tor, welche entmeber in einer (Sbene liegen ober niφt. 
Die 4Λn3af)l ber ebenen giguren fei f', bie Slnjaßl ber Äanten 
k', bie 3lnjal)l ber (Selen e'. 3Jlan ftelle ftφ tor, baß ju bein 
9leß eine ebene gigur ton χ (Seiten gefügt werbe, unb biefe 
mag y Seiten mit bem 9leß nicht gemein haben. Die gigur 
hat bann mit bem 9teß y — 1 (Seien nicht gemeinfφaftliφ. 
Die Slnjaßl ber ebenen giguren beö neuen 9Re(jeS fei f", bie 
ber Jtanten k", bie ber (Selen e". SUSbann ift
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160 (Siebentel Kapitel. §. 270.

1) f" = r +1
2) k" = k'-J-y
3) e"=e' + y-1.

S?an abbire bie ΘIeiφungen 1) unb 3), unb fubtrafyire von 
beιn 9iefultat bie Φleiφung 2); bab liefert

f"+e"- k" = f,-f-e'-k'.
^ieraub erteilet, bafi ber Slubbrutf f'4~e — k' für alle 9fiepe 
conftant ift. Sei einem 9hφ, tt)elφeb nur eine ⅛igur enthält, 
ift f' = 1, unb k' = e', alfo f'⅛-e,-k' = 1. Dal)er ift 
für alle Sefce

f'÷e'-k' = 1
ober f'-f-e' = k, -}- 1.

Son bem ¾3o(k>eber, tvelφeb f glaφen, k Äanten unb 
e Seien hat, nehme man je£t eine g(aφe hinweg. Daburφ 
erhält man ein 9,lefc von f — 1 glaφen, k bauten, unb e Selen. 
Sb ift bafyer

(f— l)-∣-e = k-f-1 
ober f-j-e = k-f- 2
unb baö ift ber Safc.

§. 270.
Sejeiφnet e bie ‰zahl ber Selen eine# φoφeberb, fo ift 

bie (Summe aller ebenen Sßinfel auf ber Oberfläche beb φoφe- 
berb gleiφ (e — 2)4R.

Die Seitenzahlen ber einzelnen (Seitenflächen beb φoφe- 
berb feien n, n', n", n'". . . . Die Summe aller ebenen Sßin-
Fel auf ber bberflaφe beb φoφeberb ift albbann

(n - 2)2R + (n, — 2)2R -f- (n" - 2)2R ⅛. . . .
ober, wenn unter f bie 2injat)l ber ⅝laφen beb φoφeberb 
verftanben wirb,

[n4-n,+ n" + 1Γ-∣- - - - - - - 2fJ2R.
(Sb ift n-f- ∏'-∣-n"-]— bie Slnjafjl aller ebenen S3infel auf 
bem φoφeber, unb ba biefe naφ §. 266 2k ift, unter k bie 
Anzahl ber bauten verftanben, fo ijl ber obere Slnöbrncf gleiφ 

(k — f)4R.
Slub bem vorigen Paragraph folgt k—f = e —2. Dieb 

fubftituire man, unb eb entfielt für bie Summe aller ebenen 
Sßinfel auf ber Oberfläche beb φoφeberb

(e — 2)4R.
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§. 271—273. Son bcn φolpebern. 161

§. 271.
Die 2(n⅛αt)l her ebenen 2δtnfel auf her Dberfldφe eineö 

s43olt;eterö ift entweber gleiφ her breifaφen 2Inμl)l her ‰ 
granμιng3ftaφenz ober größer alδ bie breifaφe s2lnjal)l ber 
SBegrdnjung0ftdφen.

3ft baö φolpeber von lauter Dreierfen begränrf, fo ift 
bie 2Injaβl aller ebenen 233infel auf ber Dberflaφe g(eiφ ber 
breifaφen 3ln⅛al)( ber SBegranμιngSftaφen. <Sinb niφt fammt≈= 
liφe Segränjungöfläcßen be3 ^olpeberö Dreierfe, fo ift bie 
9In^at)l ber ebenen SBinfel größer alö bie breifaφe 2lιιjal)l ber 
53egranμιng0ftdφen. Darin liegt ber Saß.

§. 272.
Die 2lnjal)l ber ebenen Sßinfel auf ber Dberflaφe eineö 

φolpeberδ ift entweber eben fo groß, ober größer alö bie brei­
fache s2Iιηab( ber Srfen be3 ^olpeberö.

Denn an jeber Srfe beö 5f3oφeber^ ftnben ftφ entweber 
brei ber ebenen 233infel, ober meljr berfelben.

§. 273.
Sδ bejeiφne, wie fφon früher, f bie 5ln⅞aβ( ber ⅛8egran- 

μιng0f!aφen, k bie 2lnjal)l ber Äanten, unb e bie Slnjaßl ber 
Selen eineö φoφeber3.

Die 3Iιηaβl ber ebenen 50infe( auf ber Oberftaφe beö 
φolpeber3 ift naφ §.271 entweber eben fo groß, ober größer, 
afö bie breifaφe Slnjafjl ber 93egranμιngδftaφen, unb ba bie 
s2lnjaf)l jener Sßinfel baö Doppelte ift von ber Slnjaßl ber 
Äanten, fo folgt baS @efeß:

1) 2k = 3f.

^ieraitö laffen ftφ noφ ⅛tυei @efeße ableiten baburφ, 
baß man auö ber (Sleiφung

e = k -|- 2
f entwirf eit unb k, unb bie Sßertlje fubftituirt. Sö ergiebt ftφ 

f = k — e-f-2
unb Wenn man biefen 20erφ fubftituirt, entftef>t

2k = 3k — 3e-j- 6
ober 2) 3e ~ k-J-6.

Söolff’ö ©eometri«. 2. £f>. 11
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162 «Siebentel Sαpitel. §. 274.

?luS her Θleiφung folgt ferner
k = f⅛e-2.

Dies feße man in 1) unb eS entfielt
2f—2e —4 = 3f

ober 3) 2e = f-f-4.

Die 5Injaf)l ber ebenen 2δinfel auf ber Dberβaφe beS 
φolt}eberS ift ferner naφ §. 272 entiveber eben fo groß, ober 
größer, als bie breifaφe 3lnjal)l ber ©den, unb ba bie 2lnjaβl 
ber Sßinfel baS Doppelte von ber 2!njal)l 0er kanten ift, fo 
ergiebt fiφ baS ©efefc

4) 2k ~ 3e.
hieraus ergeben ftφ wieberum jrvei @efe£e, inbem man aus 
ber Θleiφung f e = k -J- 2 bie SluSbrütfe k unb e ent*  
nudelt, unb bie 20erφe fubftituirt. Unb man ftnbei

5) 2f = e 4- 4
6) 3f=kψ6.

§. 274.
2luS ben feφS ©efeßen, >velφe ber vorige φaragrapβ ent*  

Ijält, finbet ficξ>
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Φiefe 9iefultαte. liefern folgende Tabellen:

SBenn ge*  
geben ift fo ift rυenigftenβ ipφften3

f
k F 3f—6

e ⅛f÷2 2f—4

k
f ⅛k÷2 |k

e ⅛k÷2 |k

e
f ⅛e÷2 2e— 4

k |e 3e —6

Unb auö tiefer Tabelle entspringt n>eiter bie nacbftet>enbe für 
bie möglichen φolpeber:

11*
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Slnjafyl ber

23egran-- 
jungδflaφen bauten (Seien

4 6 4

FZ 8 5□ 9 6

9 5
19 66 11 7
12 8

11 6
12 7

7 13 8
14 9
15 10

12 6
13 7
14 8

8 15 9
16 10
17 11
18 12

U. f. W. u. f. ro. u. f. IV.

(Sin ^0(9eber bat αlfo ivenigffenö vier 33egrαnjung^flαφen, 
wenigftenö feφS kanten, unb tvenigftenö vier (Selen. Jtein 
φoφeber l>at fteben Manien.

Jtein φoφeber fann von lauter Figuren begränjt fein, 
ιvelφe feφδ ober tnefyr Seiten babcn. S)enn Ratten alle 53e*  
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gnin^ιιngSfWφen feφS ober mefjr Seiten, fo müfjte bie ‰√ιljt 
ber ebenen Sßinfel auf ber OberfLιφe beS φoφeberS ~ 6f 
fein, alfo 2k = 6f, k = 3f; währenb boφ k = 3f—6, alfo 
k<3f ift.

Äein ^3olveber fann lauter (Scfen haben, welφe aus feφS 
ober mehr flächen gebilbet ftnb. Denn fäitben ftφ an jeber 
(Scfe feφS ober mehr glaφen, fo wäre bie Vlnjahl ber ebenen 
20iιιfel auf ber Oberflaφe beS φolyeber0 — 6e, alfo 
2k = 6e, k = 3e; wäfyrenb boφk≈3e-6, alfo k<3e ift.

II. 53on ben regulären Körpern.
§. 275.

s)Jian ftelle ftφ eine Äugel vor, auf berfelben baS 9ie$, 
WelφeS vier congruente reguläre fdh∏rifφe Dreierfe enthält 
(§. 258), ju jebem ber fpfjärifφen Dreiecfe baS Sehnen-Dreietf, 
unb ben Äörper, welφen biefe Sehnen-Dreiecfe begränjen. 
Diefer Äörper heißt ein Detraeber.

DaS Detraeber ift von vier regulären congruenten Drei- 
erfen begränjt. Sehe (Scfe beS ÄörderS ift regulär unb wirb 
von brei glädjen gebilbet. Die Vlnjahl ber ebenen 2δinfel auf 
ber Oberfläche beS DetraeberS ift jwölf. Die Sln^al)l ber (Seien 
beS DetraeberS ift vier, (weil fiφ an jeber brei ebene Sßinfel 
ftnben). Die 3lιηal)l ber Äanten ift feφS, nach §. 266.

DaS Detraeber ift eine breifeitige φvramibe. Die Äugel, 
uni welche eS liegt, ift mit ber, in welcher eS liegt, concentrifφ. 
Denn bie Äreife, in welchen bie V3egr0njιιngSfKiφen beS 
DetraeberS liegen, ftnb Heinere Äreife ber Äugel, in welcher 
baS Detraeber fiφ beftnbet; bie Äreife ftnb gleich, alfo gleich 
weit vom 3Ritte⅛unft entfernt.

Ville ebenen 5Binfel auf ber Oberfläche beS DetraeberS 
ftnb gleiφ. — Ville förderlichen 2Binfel am Detraeber ftnb 
ebenfalls gleiφj benn bie förderlichen (Scfen ftnb regulär, unb 
je jwei benachbarte hüben einen 2J3infel gemeinfφaffliφ.

3eber ebene 533infel auf ber Oberfläche beS DetraeberS 
beträgt 60°; jeber förderliche SBinfel beträgt 70° 31' 44". 
Daß Sefctere ftnbei man leiφt vermittelft ber Θleiφung in 
§. 254.

§. 276.
s))lan ftelle fiφ eine Äugel vor, auf berfelben baS 9?e£, 

welφeS auS aφt regulären fdhärifcbeit Dreiecfen beftelφ, ju 

www.rcin.org.pl



166 ©iebenteS Äapitet. §. 277. 278.

jebem ber fphärifchen Dreierfe benfe man baS <≡et)∏en-'X>reiecfz 
unb bann ben Äörper z welcher von biefen Sehnen-Dreierfen 
begränjt wirb. Diefer Jtörper heipt ein Oftaeber.

D)aS Oftaeber ift von acht regulären congruenten Drei*  
erfen begränjt. Die (Srfen beb OftaeberS ftnb regulär, unb 
jebe ift von vier ^laφen gebilbet. Die 2lnjabl ber ebenen 
28infel auf bem Oftaeber ift 24. Die Slnjahl ber (Seien beS 
OftaeberS ift fecb)β, bie s2lrηab( ber Äanten jwölf.

DaS Oftaeber liegt in einer Äugel, zugleich um eine 
Äugel, welche mit jener concentrifch ift.

2l(Ie ebenen Sßinfel auf ber Oberfläche beb OftaeberS ftnb 
gleiφ unb jeber beträgt 60o. 3lUe förperlictjen Söinfel beS 
OftaeberS ftnb ebenfalls gleich unb jeber beträgt 109° 28' 16".

§. 277.
sJJ7an ftelle ftφ eine Äugel vor, unb auf ber Oberfläche 

berfelben hab ¾ep, welches jwanjig reguläre fphärifebe Dreierfe 
enthält. sKan benfe bie Sehnen - Dreiecfe ber fphärifchen 
Dreiecfe unb ben Äörper, welcher von biefen Sel)nen--Dreierfen 
begränjt ift. Diefer Äörper f>ei(U ein Sfofaeber.

Daö Sfofaeber ift begränjt von ^wanjig regulären con» 
gruenten Dreierfen. ⅜ebe (Srfe beb SfofaeberS ift regulär unb 
wirb von fünf flächen gebilbet. Die Shηaljl ber ebenen 2ßin*  
fei auf bem 3fofaeber ift 60. Die 9lnjahl ber (Srfen beb 
SfofaeberS ift jwölf; bie 5lnjahl ber Äanten breifng.

Daö 3fofaeber liegt in einer Äugel, zugleich um eine 
Äugel, welche mit jener concentrifch ift.

Sille ebenen 2δinfel auf ber Oberfläche beS 2ifofaeberS 
finb gleich, jeber 60°; alle förperlichen 2Binfel beS 3fofaeberS 
ftnb ebenfalls gleich, jeber 139° 11' 22".

§. 278.
sKan ftelle fιφ eine Äugel vor, unb auf ihrer Oberfläche 

baS ‰p, welches aus feφS regulären fphärifchen QSiererfen 
befiehl (§. 259). -Ufan benfe ben Äörper, welchen bie Sei)*  
nen*33iererfe  begründen. Diefer Äörper heißt ein «beraeber, 
Söürfel, (SubuS.

Der 2BurfeI ift von feφS congruenten Ouabraten begränjt. 
Die (Srfen bes SÖiirfelS finb regulär unb jebe ift von brei 
flächen gebilbet. Die 3lnjal)l ber ebenen Sßinfel auf bem
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S3iirfel ift 24. Die 2lnjαpl her (Scfen beS SJürfelö ift αφtj 
bie ¾tηαpl ber Äanten ift jwölf.

2)er Sßürfel liegt in einer Äugel, μιgleiφ um eine Äu*  
gel. 23eibe Äugeln ßnb concentrifφ.

3eber ebene fotυol)l alö feber förderliche S3infel beS SÖiir*  
feie ift ein reφter.

§. 279.
sD?an ftelle fiφ eine Äugel vor, unb auf berfelben baS 

¾efc, ιυelφe0 jwölf reguläre fppärifφe günfecfe enthält (§. 260). 
sIRan benfe bie <Sepnen≈^unferfe ber fpparifφen günfecfe, unb 
ben Äörper, welchen bie Sepnen^i’tnferfe begründen. Dtefer 
Äörper fyeifit ein Dobefaeber.

Daö Dobefaeber ift von jwölf regulären congruenten 
günferfen begränjt. Sebe (Scfe beö Dobefaeber^ ift regulär 
unb gebilbet von Drei flächen. Die Slnjapl ber ebenen Sßin- 
fei auf ber Cberflaφe beö Dobefaeber^ ift 60. Die Slngahl 
ber (Seien be£ Dobefaeber^ ift jwanjig, bie Slnjapl ber Äanten 
ift breißig.

Daö Dobefaeber liegt in einer Äugel, jugleiφ um eine 
Äugel, welφe mit jener concentrifφ ift.

Seber ebene SBinfel am Dobefaeber beträgt 108°, jeher 
förderliche Sßinfel 116° 33' 54".

§. 280.
3eber Äörper, welφer einem sJieft auf Oer Äugelfläche 

jugepört, baö auö congruenten regulären fppärifcpen netten ge­
bildet ift, peißt ein regulärer Äörper. Die fünf Äörper, 
welche in ben υorftepenben φaragrappen erflärt worben, ftnb 
bemnaφ reguläre Äörper. <≡ie ftnb bie einigen, welφe e$ 
giebt, ba außer ben ¾efcen, benen fte jugepören, feine gebilbet 
werben fönnen.

§. 281. Aufgabe.
Die Äante eineö Detraeberö fei a, man foll ben Otabiutf 

ber Äugel bereφnen, in welφer baö Detraeber liegt, ben ‰biu3 
ber Äugel, um welφe eö liegt, ben 3npalt beö Setraeberö unb 
bie Oberfläche.

Sluflöfung. 5D?an beftimme juvörberft ben 9iabiιW x 
ber Äugel, in welcper baö Detraeber liegt, ßu bem (Snbe 
fälle man von einer (Scfe P beö Detraeberö eine Normale auf 
bie gegenüberftepenbe Seitenebene. Die Normale trifft biefe 
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168 (Siebentel Ä’apttel. §. 282.

©eitenebene in φrem 3)?ittelpunft M, unb βel)t burφ ben 
9Jtittetyuntt ber <Rugel. ‰n ⅞ief>e nach einer (Srfe B Der 
(Seitenebene bie gerabe Sinie MB unb verlängere PM bi$ jum 
T>urφfφnitt Q mit ber Äugelfüädje. 2llbbann veφa(t ftφ 

PM : MB = MB: MQ
ober, ba MQ = 2x —PM ift,

PM : MB = MB : 2x —PM.
a- a c < < MB2⅛PM2$ierau£ folgt x = ——•

(Sb ift MB jtvei drittel von ber $olje ber (Seitenebene. Die
4^iφe ift gleiφ -~-]∕3, bafyer ift MB = ~]/3.
@0 ift PM2 == PB2 —MB2

S)iefe 2Berφe fubftituire man oben, unb eb entfielt

Ser 9tabiub y ber Äugel, um ιvelφe bab Setraeber liegt, 
ift gletφ PM — x. Saljer ift

y =⅛√6∙

Ser Inhalt beb Setraeberb ift ber britte Shell beb φro- 
buctb aub ber Seitenebene unb PM, bal>er gleiφ

Sie Oberflaφe beb Setraeberb ift
a2√3.

§. 282. Aufgabe.
Sie Äante eineb Dftaeberb fei a, man foll ben ‰biub 

ber Äugel bereφnen, in ιvelφer bab Dftaeber liegt, ben 
biub ber Äugel, um roelφe eb liegt, ben Inhalt beb Dftaeberb 
unb feine Dberflaφe.

Sluflöfung. (Sb iverbe juerft ber 9⅛abiue⅛ x ber Äugel 
bereφnet, in ivelφer Dab ©ftaeber liegt. Srgenb eine (Scfe 
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be6 Dftαebere fei P. Die vier Grfen, tυe(φe jun0φft an P 
liegen, feien B, C, D, G. Die (Scfe P ift regulär, unb bie 
Sogen größter Äreife PB, PC, PD, PG ftnb gleiφ. Darauf 
erhellet, baß BCDG ein Duabrat ift, unb P ber φol feiner 
Durφfφnitt3ebene. 9J?an fälle von P eine Normale auf baö 
Ouabrat. Dte Normale trifft ben SDlittelpunft M beö Öua-- 
bratS unb geßt burφ ben sDZittelpunft ber Äugel. %D?an 
verlängere PM biö jum Durφfφnitt Q mit ber Äugelf^e 
unb $ieße MB. 2llβbann verhält fiφ

PM: MB = MB: MQ 
ober PM: MB = MB: 2x — PM 

unb ev folgt

Die Seite beS Cluabratö ift a. Datier ift

ift

Diefe SBertfye fubflituire man oben; baö liefert

(5⅛ ift alfo PM gleiφ bem ‰biuδ ber Äugel. Daßer get)t 
bie (Sbene beö Ouabratö BCDG bιιrφ ben 9Λittelpunft ber 
Äugel unb jerlegt ba£ üftaeber in jtvei congruente vierfeitige 
φpramiben.

Den Diabiuö y ber Äugel ju ftnben, um welφe baö Df- 
taeber liegt, fälle man von bem 9J?ittelpunft M ber Äugel eine 
Normale MV auf eine Seitenebene beö Dftaeberö. (Sine Grfe 
bicfer Seitenebene fei K, man jieße VK unb MK. Die 8inie 
VK ift jmei Drittel von ber «£jöl)e ber Seitenebene, baßer ift

VK = ∣√3.

(Sö ift MK, alö 9?abiuS ber Äugel, ιυelφe um ba$ Dftaeber 
liegt, gleiφ ^√2, unb MV ift y; baßer tyat man

www.rcin.org.pl



170 Siebente Kapitel. §. 283.

unt> y = -/6.

Der 3tφαlt M Dftαeberei ift
2∙BCDG■PM

3
" 3 3

unt> bteö ift -/2.o
Die Dberflαφe be$ Dftaeberö ift

2a2∕3.

§. 283. 31 u f g α b e.
Die Äante eineö 3fofαeberS fei a, man foll ben 9iabiu3 

ber Jfiißel berechnen, in welφer baö Sfofaeber liegt, ben 5?a- 
biuö ber Äugel, tun welche eö liegt, ben Inhalt beö Sfofaeberö 
unb bie Oberfläche beffelben. ,

3luflofung. $uerft werbe ber ‰biu3 χ ber Äugel 
berechnet, in welcher baö Sfofaeber liegt. Srgenb eine (Scfe 
beö Sfofaeberö fei P. Die fünf ©den, welche junächft an P 
liegen, feien B, C, D, E, F. Die (Scfe P ift regulär, unb bie 
Sogen größter Äreife PB, PC, PD, PE, PF ftnb gletd>. Deö* 
halb ift BCDEF ein reguläre^ giinferf unb P ift ber φol fei­
ner Durφfφnitt0ebene. Son P au^ fälle man eine Normale 
PM auf baö günfecf. Die Normale trifft ben sUtittelpunft M 
beffelben unb fte geht bιιrφ ben 9Jlitte⅛unft ber Äugel. Wian 
verlängere bie Normale bis junι Durφfφnitt Q mit ber Äu* 
gelfh⅛φe unb /eße MB. (Sö »erhält fiφ

PM: MB = MB: MQ 
= MB:2x —PM

unb hieraus folgt
MB2-¼PM2

x “ 2PM

MB ift ber DiabiitS beS ÄreifeS, in welφenι baS reguläre 
günfecf liegt. DaS günfeef hat a μιr Seite. Daher ift be* 
fanntliφ
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αlfo

(Sb ift

Diefe 9Berφe fubftituire man oben, unb eb entfielt

x = ^√2(5^+√5)7

Den Oiabiub y ber Äugel ju ftnben, um roelφe bab3fo- 
faeber liegt, fälle man aub bem sD⅛ittelpunFt N ber Äugel eine 
‰rmale NV auf eine (Seitenebene beb Sfofaeberb, unb μel)e 
naφ einer (Srfe K biefer (Seitenebene bie Linien VK unb NK. 
(Sb ift NK gleich x, NV gleiφ y unb 

sJJian bat bemnaφ

Den 3nb∏lt beb 3fofaeberb ju erhalten, ^erlege man eb 
in sf⅛ramiben, bereu ©runbebenen bie (Seitenebenen ftnb unb 
beren (Sρi(jen im SRittelpunft ber Äugeln liegen. Die®runb* 
ebene einer jeben biefer φ9ramiben ift —y'3, bie^olje einer 
jeben ¾φramibe ift y, bie 2lnjtφl ber φvramibcn 20. Der 
3nf>alt beb 3fofaeberb ift baljer g(eiφ
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ober,

ober

ober

Die Dberflαφe beß Sfofaeberß ift
5a8∕3.

§. 284. Aufgabe.
Die Jtante eineß SBürfelß fei a, man foll benOiabiuß her 

Λtugel berechnen, in welφer her Würfel liegt, ben fRabiuß 
ber Äugel, um welφe er liegt, ben 3⅛φa(t unb bie Oberfläche 
beß SBürfelß.

Sluflöfung. Der ‰biuβ ber Äugel, um welche ber 
Sßürfel liegt, ift gleiφ

⅛a∙
Der ‰biιιβ ber Äugel, in welφer ber äßürfel liegt, ift gleiφ 

f⅛O≈+γ

alfo gletφ ^/3.

Der Inhalt beß SÖurfelß ift a3, bie Dberfldφe 6a2.

§. 285. Aufgabe.
Die Äante eineß Dobefaeberß fei a, man füll ben Oiabiitß 

ber Äugel bereφnen, in welφer baß Dobefaeber liegt, ben 
9fiabiuβ ber Äugel, um welφe eß liegt, ben 3ιφalt unb bie 
Dberfldφe beß Dobefaeberß.

Sluflöfung. Der 9ιabiuβ χ berÄugel, welφe um baß 
Dobefaeber liegt, werbe juerft bereφnet. Srgenb eine (S'rfe 
beß Dobefaeberß fei P. Die brei (Srfen, welφe ber <Scfe P 
3unaφft liegen, feien B, C, D. Die (Scfe P ift regulär, unb 
bie Sogen größter Äreife PB, PC, PD ftnb einanber gleiφ. 
Daher ift BCD ein reguläreß Dreierf unb P ift ber $ol fei*  
ner Durφfφnittβebene. sDian fälle bon P eine Normale auf 
baß Dreierf BCD. Die Normale trifft ben SKittelpunft M

www.rcin.org.pl



§. 285. 33on ben φolpcbern. 173

be6 g(eiφfeitigen Dreieck BCD unb gel>t verlängert burφ ben 
3ftittelpunft ber Äugel. 9J?an verlängere bie Normale PM 
bis μιnι Durφfφnitt Q mit ber Äugelflädje, unb jiefye MB. 
Dann verhält fiφ

PM: MB = MB : MQ = MB: 2x — PM
unb Ijierauö ift

Die Seite beö gleiφfeitigen Dreieck BCD ift bie Diagonale 
beö regulären ^ünfecfS, beffen Seite a ift. Die Diagonale 
beö regulären günfetfö ift parallel mit ber Seite beffelben, 
mit tvelφer bie Diagonale feinen 93ιιnft gemeinfφaftliφ bat. 
9J?an siebe eine jiveite Diagonale beö günferfö. Diefe φeilt 
bie erfte in jroei 3φeile, von ιvelφen ber eine gleiφ ber Seite 
a beö regulären günferfö ift, ber anbere gleiφ ber Seite be$ 
regulären ßebnecfS, ιυelφeδ in einem Äreife liegt, ber a juin 
9Jabiuδ Ijat. Dieö erhellet leiφt auö ben 9δinfeln, iυelφe fιφ 
ergeben. Die Seite beβ gleiφfeitigen Dreiecfö ift baljer g(eiφ

l -1÷√5 ad- - - - - - 2 a
rυelφeS einerlei ift mit

1+v5a
2 a

Die Sinie MB ift jtvei Drittel von ber tfjobe biefeö gleiφfeitU 
gen Dreieck. Dαf>er ift

(SS ift

6
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2)iefe  Söertfje fubftituire man oben unb eö entftefyt
3 4-0 3 — 1/5

6 6x = '' - - - - a
2^6(3-0)

_ 3
~ t∕6(3^√5)a

ober x = ^/6(3+/5).
S)en 9iαbiιι3 y ber Äugel ju beftimmen, um ιvelφe baö 

Φobefaeber Hegt, fälle man von bem 9Jiitte⅛unft N ber Äu­
gel eine formale NV auf eine ber (Seitenebenen, unb ⅞ief)e 
nad> einer (Srfe K biefer Seitenebene bie Linien VK unbNK. 
VK ift ber 9?abiuö beö Äreifeö, in welchem baö reguläre 
günferf liegt, unb bie Seite be$ legieren ift a. JDafyer ift

2)ie Sinie NK ift x, NV ift y, unb baljer ljat man 
y*  = X2—VK8

= ¢3(3+/5) 5÷∕5μ2

_ 25 + 11V5 2

“ 40 a
alfo y = ^10(25 ⅛ 11/5).

2) er 2inf)alt beö S)obefaeberδ läfH fιφ angeben, wenn 
man iljn betrachtet, als bie Summe von jwölf fünfteiligen 
congritenten φinamiben, von welφen jebe eine Seitenebene beö 
S)obefaeberS jur ©runbebene bat, unb beren Spifcen imςJΛit- 
telpunft ber Äugeln liegen. 2)ie «£jöl)e einer jeben ber φt>ra- 
miben ift y, ber Snljalt ber ©runbebene einer jeben ift, unter z 
ben Otabiuö beö Äreifeö verftanben, welcher um biefelbe liegt: 

¾∕4z2 — a*.
4
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(S$ ift aber z = VK. Φafjer ift biefer Snijalt einerlei mit

= y∕5(54-2∕5).

5a≈√45+∕5
4 1 10

a2 ----------- --------- :-------

tLer S∏l)alt beö Φobefaeber^ brücft ftcf> alfo auö burφ
y ■ ^-t∕5(5 + 2t∕5) ■ i∕ tθ(∙25 + 11/5)

= ^-/2(5 + 2∕5)(25-]-1 1/5)

n 3 _____________________

= —/470 4- 210/54
= ≤(15 4-7∕5).

2)ie Dberfläcfye beö 2)obetaeber3 ift
3a2∕5(5 + 2/5).

III. QJon einigen burφ 9ii)omben begränjten 
Körpern.

§. 286.
@in φaratle(epipebum, ιυelφe0 burφ congruente 9i[jom- 

ben begränjt ift, Ijeifst ein 9if>omboeber.
2)ie 9lnjaf)l ber ein Oibomboeber begranjenbcn Otyomben 

ift feφb. UlUe Äanten beö ^Rtjoinboeberö jinb g(eiφ, unb ifyre 
⅛al)l ift jrnölf. $ie SInjabl ber ebenen 2Binfel auf ber 
©berflädje beö ¾fjomboeber^ ift 24; jwölf von biefen 2Öin- 
feln finb ftumpf, bie ⅛wυlf anberen finb fpi£; bie ftumpfen 
Sßinfel finb einanber gleicl>z eben fo bie fp⅛en, unb bie fp⅛en 
SBinfel finb bie Supplemente ju ben ftumpfen. $on ben jmölf 
forderlichen Sßinfeln finb fedjö ftumpf unb einanber glei<⅜, 
fecfyö fpip, unb einanber gleiφ, unb bie ftumpfen ftnb bie Sup*  
plemente ju ben fpipen. ?(m 9Jfyomboeber finbeπ fιφ acljt 
(Srfen; in jeber fto⅛en brei $(äd)en jufammen.— 3ebeb Otfjom- 
boeber fat jmei glciφfeitige (5rfen, n>e(φe einanber gegenüber 
fteben. 5)ie «Seiten biefer gleiφfeitigen Wen jinb ftumpf ober 
fpib; ftnb fie ftumpf fo bat jebe ber übrigen fecfyö Wen jroei 
fpi⅛e «Seiten unb eine ftumpfe; ftnb fie fpip, fo tyat jebe ber 
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176 Siebentes Kapitel. §. 287. 288,

übrigen feφδ Scfeit jwei ftumdfe Seiten unb eine fdφe. Sine 
Scfe eineö 9ihomboeberδ fann ndmliφ nur enthalten

1) brei ftumdfe Seiten,
2) jwei ftumdfe Seiten unb eine fd⅛e,
3) eine ftumdfe Seite unb jwei fd⅛e,
4) brei fpifce Seiten,

unb bie $äße 1) unb 3) führen, wie fiφ leiφt ju ernennen 
giebt, auf baffelbe 9ibomboeber, eben fo bie §älle 2) unb 4). 
⅛ermittelft berfelben feφδ congruenten Dibomben fönnen alfo 
jwei Verfφiebene 9Jljomboeber begränjt werben j je naφbem 
man bie beiben gleichfeitigen Sefen ftumdffeitig ober fpifcfeitig 
entrichtet.

§. 287. Aufgabe.
©ie Äante eineö 9?fyoniboeber6 fei a, bie Seite ber gleich- 

feitigen Scfen fei a; matt fall bie förderlichen 20infel be⅛ 
3i(wmboeberβ, bie Dberfldφe unb ben 3nh∏lt berechnen.

¾uflofung. ©er SBinfel ber gleichfeitigen Scfe fei x. 
ift naφ §. 254

_ Cos600 _ 1
m2x — Q0gχa 2Cos∣a

φurφ bett förderlichen SS in fei χ be£ Dthomboeberö fennt 
man auφ ben anbereit förderlichen 9δinfel beffelben, benn er 
ift baö Supdlement jum erften.

©er Inhalt eitteö ber begrdιηenben 3⅛homben ift a2Sinaj 
bie Dberfldφe beö fRh^mi,oe⅛,er^ Φ baljer 6a2 Sina.

©er 3nh∏lt beö 9⅞fjυnr6oet>er3 ift naφ §. 188
2a3}∕Sin∣aSinja3

ober 2a3Sin-∣-a)∕Sin∣aSin∣a.

§. 288. Aufgabe.
SS feien bie beiben ©iagonalen ber 9ihomben gegeben, 

welche ein ¾l)omboeber begründen, man foll bie Jtante beö 
9?ljoniboeberö, bie förderlichen 2Binfel, bie Dberfldφe unb ben 
Sn&alt beftimmen.

Sluflöfung. ©ie ^dlfte ber ©iagonale, welφe bie 
Seiten ber gleichfeitigen förderlichen Scfe burφfφneibet, fei p, 
bie ξ>dlfte ber anbereit fei q. ©er SBinfel ber gleiφfeitigen 
förderlichen Scfe fei x, bie Seite fei y.
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§. 289. Son t>en φolpebern. 177

9)fαn hat bte Jtαnte beS OityomboeberS gleich
Vp2+q2

alfo

ferner ift naφ bem vorigen Paragraph

≡i"÷x = 2C⅛⅛y = —⅛

alfo

unb

(Sine Seitenfläche beS 9lbomboeberS ift 2pq, alfo bie 
Oberfläche 12pq. Die *ξjι>he  beS 9ihomboeberS wirb erhalten 
in bem φrobuct auS ber jtanfe in SinySinx, Daher ift ber 
Inhalt beS ÄörperS gleich

v,(p2 + q2)(3p2 - g2)
2p2

ober gleich 2q2}∕3p2-q2.
§. 289.

(SS (affen ftφ Viele von congritenlen Rhomben hegränjte 
Körper bilben, wenn eS frcifteht, ben (Srfen beliebig ftumpfe 
unb fpi^e Seiten ju geben. Die 2lnjahl biefer Jtorper wirb 
befchränft, wenn jebe (Srfe nur ftumpfe ober nur fpi&e Seiten 
erhalten foll. 5®ir wollen in bem gegenwärtigen Paragraphen 
diejenigen Körper auffuφen, Welche von eongruenten 9ihomben 
begränjt unb bereu (Selen nur aus ftumpfen ober nur auS 
fpitjen Seiten gebilbet ftnb.

(SS ftelle gtg. 27 einen Dheil ber SBegrän^unfj eines fol*  
φen Körpers vor. Die (Srfe A fei ftumpffeitig. Sie ift bann 
nothwenbig breifeitig, Weil eine förderliche (Srfe niφt mehr als 
brei ftumpfe Seiten enthalten fann. Die brei Seiten ber (Srfe 

≡o(ff,S ©eometrie. 2. 2,f>. 12
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178 (Siebentel Stαpitel. §. 289.

A ftnb einαnber gleich, t>αl)er ftnb auch ihre Sßinfel einanber 
gleich, unb bie (Scfe A ift regulär. — ®ie 9?homben, welche 
I>ie (Scfe A bilben, hüben bei C, E, G ftumdfe 3Binfel. 2)eδ*  
halb ftnb bie (Scfen C, E, G ber (Scfe A congruent. 3lιtφ 
bie (Scfe L ift ber (Scfe A congruent.

®ie (Srfe B ift fpi^feitig. ßwei Seiten berfelben ftnb 
burch bie 9¾hom^en ABCD, ABGF, welche jur (Scfe A ge­
hören, gegeben. 5)er SÖinfel GBC ift ftumpf, Weil er bem 
Sßinfel FAD gleich ift. ®ie förderliche (Scfe bei B ju erjeu≈s 
gen, ftnb b∏her wenigftenδ noch jwei fdtfce Seiten erforderlich ; 
inbeh fönnen mehr noch alö jwei baju verwendet werben, 
!∑)ie (Scfe B ift alfo wenigftenö vierfeitig, vielleicht mehrfeitig. 
2ßir wollen fte juvörberft vierfeitig annehmen. — 5)ie (Scfe B 
ift gleichzeitig. Sie ift auch gleicbwinflig, benn fie hat mit 
jeder ber (Scfen A, C, L, G einen Sßinfel gemeinfφaftlich, unb 
bie lepteren (Scfen ftnb congruent unb gleicbwinflig. 2)ie 
(Scfe B ift baher regulär. (SS erhellet leicht, bah bie (Scfen 
D, F, H, M ber (Scfe B congruent ftnb. (2)ie (Scfe D hat jtu 
nächft brei Seiten mit ber (Scfe B gleich, unb bie vierte Seite 
EDQ ift gleich ber Seite GBL, weil ED≠FA≠GB, unb 
DQ≠CM≠BL ift; ferner ftnb bie 2Binfel ber (Scfe D gleich 
benen ber (Scfe B.)

Sin beut Körper fommert überhaupt zweierlei (Scfen vor, 
bie einen ftnb ber (Scfe A, bie anberen ber (Scfe B congruent. 
Sille förderlichen 2Binfel beö Äörperö ftnb einanber gleich.

Sa bie breifeitige reguläre (Scfe A mit ber vierfeitigen 
regulären (Scfe B gleiche ½Binfel hat, Während bie Seite ber 
einen biefer (Scfen baö Supplement ift ju ber Seite ber anbe­
ren, fo erhellet, bah bie θfiaute, welche jur Segräitjung beö 
Störperö bient, niφt eine ganj beliebige fein fann. (Sö erhel­
let ferner, bah bie Seite beö 9thombuβ gleiφgiltig ift, aber bie 
Sßinfel beffelben beftimmte ftnb. Sie ⅛eftimmung biefer 2βin< 
fei foll junächft erfolgen.

H>er fpi⅛e SÖinfel beö ¾hombuδ fei x, ber förderliche 
Sßinfel be⅛ jförperö fei y. ‰φ §. 254 haben wir, wegen 
ber (Scfe A

1) Sin∣ =
Cos^90 — 2Sin^

unb wegen ber (Scfe B
2) Sin| = Cos45 _ ⅛)∕2

X XCos^ Cos-

www.rcin.org.pl



§. 289. 33oπ t>en ¾Jolpebern. 179

y
Die 5δertf>e für Sin- fe⅛en rυir gleiφ, unb erhalten

1 _ ]/2
Sin 5 Cos?

(SS folgt c°⅛∣ = /2

unb tjierju ftnbet fiφ 
x = 70° 31'44".

Der anbere Sßinlel beö 9i()ombuö ift, al$ Supplement ju x, 
gleiφ 109° 28' 16".

§(uS ber (Sleiφung 1) ergiebt ftφ

x 1. /
fyierauö folgt Cos. = - - - - - ~ι∕4Sin⅛-- 1.

2Sin⅛r 2

Die (SMeiφung 2) multiplicire man mit Cos- unb fubftituire
biefen Sßertb; baö liefert

∣∕4Sin^∙-t = √2

Sin| = ff 3

alfo f = 60«

unb y = 120°.
5öir ivollen ferner bie ¾njal)l ber 23egrδnjung3fldφen,

(Seien unb Äanten beö Äörperö auämitteln.
Die Slnjaljl ber (Seien be£ Jtörperö fei e, bie 3Injal)l fei» 

ner ftumpffeitigen (Selen fei n, bie 9Injal)l feiner fpifcfeitigen 
fei q. Die Slnjabl ber ftumpfen 2Binlel auf ber Dberflaφe 
beö Äörperö ift gleiφ ber ber fpifcen. Die ftumpffeitigen (Selen 
ftnb breifeitig, bie fpifcfeitigen ftnb vierfeitig. Daljer ift

3n = 4q
unb ∏ + q = e.

12 *
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180 (Siebentem Äapifcl. §. 289.

r 4<f>ιerαιW folgt n = ?e

3 
q = 7θ.

Sie 9hηafyl her ftumpfen 233inlel auf t>er OberfKiφe beβ Äör- 
12perö ift alfo -ye. Sie Summe ber 20infel auf ber Oberfläche 

beö Jtörperö beträgt fo viel geßrerfte Söinfel, alö ftumpfe 
Sßinlel auf if>r vorlommen, (Weil jeber burφ einen fpißen im 
¾t)ombu0 ju 2R ergänzt wirb); bie Summe ber Sßinlel auf 

24ber Oberfläche beö Äörperö beträgt baljer -yθ∙R. Sie ift aber 
naφ §. 270 auch gleich (e — 2)4R. Sa$ liefert bie @(eU 
φung

ye = (e —2)4.

s2(u3 ihr folgt e = 14.
4

Sie 2lnjaljl n ber ftumpffeitigen (Seien ift nun ?e ober 8. 
Sebe ift breifeitig. 5llfo ßnben βφ auf ber Oberfläche beö 
Jtörperö 24 ftumpfe Sßinlel. Seber 9?hombiW enthält jWei 
ftumpfe 2δinfel. Seoljalb ift bie 31n^aΓ>l ber begränjenben 
9ihomben jwolf. SIuö §. 266 ober auö ber Θleiφung

e-f-f = k —|—2
folgt, baß ber Körper 24 bauten hd*∙

Siefer Äörper tjeifjt ein Otljo m bett * So b eia eher, 
auφ (Sranatoeber. (Sr ift naφ bein 53i3herigen von jwölf 
congruenten 9il)omben begränjt. Ser fpitje SBinfel eineö foU 
φen 9?h°mbuö ift 70° 31' 44", ber ftumpfe 109° 28' 16". 
Ser fbrperliφe Sßinlel beö Jtörperö ift 120°. Ser Körper 
hat 14 (Selen, s2lφt von biefen (Selen ftnb breifeitig unb 
ftumpffeitig, bie feφ3 übrigen ftnb vierfeitig unb φre Seiten 
ftnb fpip. Sie Slnjahl ber bauten be6 4tbrperS iß 24.

S33ir lehren ju gig. 27 jurütf. Sie ftelle einen X^eil ber 
Segränjung eineö von congruenten ¾h<>mben begründen 4tßr*  
perö vor. Sie (Scfe A enthalte Wieberum brei ftumpfe Sei*  
ten, bie (Scfe B fei aber au£ fünf fpifcen Seiten gebilbet. @3 
erhellet leiφt, baß bie ftumpffeitigen (Selen beö Äörperö regu*  
lär unb congruent ßnb, eben fo bie fpifcfeitigen; baß an bem 
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Körper nur zweierlei (Scfen vorfommeπz unb baf? alle förper-- 
liφen 20ιnfel beffelben gleiche @röfje haben.

Der fp⅛e 2Binfcl be$ 9?fyombuö fei x, ber förderliche 
Sßinfel be$ Äörperö y. Dann ift wegen ber (Srfe A

1) Sin| =

unb wegen ber (Scfe B

Cos60 _ 2
Cos^90-∣j 2Sin^

2)
Cos360

c°⅞

Die beiben 9L0ertf>e für Sin∣ fe⅛en wir gleich; baö liefert
1 _ _ _ _ Cos360

2Sin^ Cos^

Tg- =- - - - -- - - -®2 2Cos36u
unb ßierju finbet fiφ x = 63° 26' 6".
Der ftuιnpfe 2Binfel beö 9lf)oιubuδ ift baßer 116° 33' 54".

¾ιW Sin^ = —-—
2 x2Sm5

ergießt fιcβ y == 144°.
Die $unftionen ber 233infel x unb y laffen ftcß vermiß 

telft (Seiten regulärer 33ielerfe beftimnien; unb ber SBinfel y 
ergiebt fiel) babei ohne ⅛ilfe ber Dafeln. Die SBeftimmung 
mag l)ier s43laβ ftnben, weil wir ber gunftionen nocl; in ber 
⅝o∣gc bebürfen.

Der sKittelpunftδwinfel beö regulären günfeefS ift 72°. 
Der <Sinuδ von 36° ift baßer bie Jpälfte ber (Seite beö regu­
lären günfecfö in bem Greife, beffen φa(bmeffer 1 ift. Sllfo ift

Sin360 = ±j∕2(5-/5)
Cos360 = ∕y'6 ⅛- 2/5

_ 1+V5
~ 4
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182 <≡iet>en(ea Äapitel. §. 289.

Φiefen 5δertξ) fubftituire man in 2).
Sin∑ = 1→5

2
Sin2 = ⅛

2S,n2
X 2

Tg2 “ l-F/5
Tgx = 2

Sinx - -2.
√5

τ * _ _2_
δ2 ~ 1 + Vz5

2 Sinx — -7z-]/5
nc,. x2  42Sm--(i+^5

ς. x_ _ _ _ _ _ 2
in2 ylo + 2√5,

Φiefen Sßertfy fetje man in 1); baö liefert
c,. y √Γθ + 2]/5
Sln2 = - - - - - - 4- - - - - -

unb bα aucf)

fo folgt

^ierauö Weiter

bebt>αlb

Siu 3

unb

folgt

(⅜ entfielt

X

√5 - 1  

®ie Seite beö 3ef>ne(f3 jum ^αlbmeffer 1 ift 

2)er 9)littelpunft0tt)infel beö Beljnecfö ift 36°.
Sinl80 = ~1 + *z5 

cosl8. = m≡.
4

-⅛ + √5
2

Φαl)er ift

^olgliφ ift

Sin∣ = Cosl80 = Sin720
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αlfo Σ — 790
2
y = 144°.

(S# ift noφ bie 3lnjαt)l her δegrdnjung0flαφen, her (Sefen 
unb ber Äanten be# Jtorperö ju beftimnien.

Tie ‰(⅛αfyl ber (Srfen fei e; bie 3lnjαβl ber breifeitigen 
(Scfen fei n, bie ber fünffeitigen q. Tann ift

3n = 5q
unb n-f-q = e.

3
hieran# folgt q =

5
n = 8e∙

Tie 2lnjal)l ber ftumpfen Sßinfel auf ber D6erfldφe be# Äör*  
15per# ift baßer -3-e, bie (Summe aller 393infel auf ber ©ber*  o

30fläche be# Körper# alfo -θ^e∙R, unb mir fyaben bie ©leidjung

?lu# ifyr folgt e — 32. ...√∙⅜√
5

9lun ergiebt fiep ferner n = -e = 20, alfo ift bie 3lnjaljl ber 
ftumpfen Sßiitfel auf ber ©berfläcbe be# Äörper# 60, unb bie 
2Injat)l ber begränjenben ∏tβomben 30. Tie Vlnjafjl ber Äan*  
ten ift 60 nacp §. 266.

Tiefer jmeite Körper Ijeißt ein 9iβomben*Triaf  011*  
taeber. ®r ift von 30 congruenten 9i(jomben begrünet. Ter 
fptße SBinfe( biefer 9tβomben ift 63° 26' 6", ber ftumpfe 
116° 33' 54". Ter forperliφe Sßinfel beö Jlörperö ift 144°. 
Ter Jtörper Ijat 32 (Stfen. ßmanjig von biefen (irfen ftnb 
breifeitig unb ihre Seiten ftnb ftumpf; bie übrigen 12 ftnb 
fitnffeitig unb bie Seiten ftnb fpitj. Tie 2lnjat)( ber bauten 
be# Jtörperö ift 60.

Sßir fet>ren abermal# ju §ig. 27 jurütf. Tie (Scfe A 
ßabe brei ftumpfe Seiten, bie (Sife B fei aber au# fecp# fpi&en 
Seiten gebilbet. Ter fpι(3e Sßinfel be# 9tfyombu# fei x, ber 
forperliφe SÖinfel be# Körper# fei y. (£# ergeben ftφ, mie 
oben, bie ®leid>ungen:
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184 (Siebentel Kapitel. §. 290.

y _ Cos60 _ Sin30

2Iu0 ihnen folgt

Sin - Sin

Cos30

Tg∣ = Tg30.

Daher ift 

unb
Der ftumpfe 20infel beö 9?hombu0 mißt bemnaφ 120°; unb 
ba tiefer nicht a(3 Seite ber förperlichen (Scfe A bienen fann, 
fo fann bie ©cfe B nicht auö feeßö Seiten gebilbet roerben.

2BoIlte man ber (Scfe B metjr alö feφ3 Seiten geben, 
fo würbe ber 533infel x noφ Heiner aitöfallen, unb ber ftumpfe 
2δinfel beö 9?bombuö größer alö 1200. Darauf erhellet, baß 
baö 9t1jomben*Dobefaeber  unb baö 9fiβomben-Sriafontaeber bie 
einzigen Körper ftnb, bereit Segrän^ungen aut congruenten 
Oißontben befteljen, unb bereit ©cfen nur ftumpfe ober nur 
fpifce Seiten enthalten.

§. 290. Sebrfafc.
Sowohl beim 9iljomben*Dobefaeber  alt beim 9tβomben*  

Driafontaeber ftnbet ein φunft Statt, welcher von allen Se- 
gränjungöebenen gleich weit entfernt ift; unb biefer φunft liegt 
ba, wo bie Normalen ftφ fφneiben, welche auf jroei benach­
barten 9?homben in ben Durchfchnitttpunften ihrer Diagona*  
len errichtet ftnb.

Sero eit. ≡an jießegig. 27 bieDiagonalen ber 9t()onw 
ben ABCD unb ADEF. Die Durφfφnitttpunfte ber Diago-- 
nalen feien N unb P. — Son N aut fälle man eine ‰r- 
male NX, von P aut eine Normale PY auf bie Jtante AD. 
Diefe Normalen treffen benfelben $unft S ber 4tante AD; 
benn et ftnb bie Dreierfe ADN unb ADP congruent, bann 
auch bie Dreiecfe ANX unb APY. — Die (Sbene NSP fteßt 
normal auf jebetn ber 9tfomben ABCD unb ADEF. 3∏ ben 
fünften N unb P errichte man Normalen auf ben ¾howben. 
Die Normalen fallen in bie ©bene NSP, unb fφneiben fiel;

www.rcin.org.pl



§. 291. 292. 55on t>en ^olpebern. 185

in einem φunfte V. die dreiecfe VNS unb VPS finb con*  
gruent. daher finb bie ‰rmαlen NV unb PV gleiφ. — 
(§S erhellet, baß je jWei benachbarte 9ihomben baffelbe 9?eful- 
tat gewährt ^a6eπ würben. deshalb treffen bie Normalen, 
welche auf ben 9⅞ho∣∏6en in ^n durφfφnittSpunften ber 
diagonalen errichtet werben, alle in bemfelben φunft jufam- 
men, unb finb einanber gleich, das ift ber <≡afc.

§. 291. Bufäfce.
1) das ¾homben≈dobefaeber fowohl als baS 9Jf)0inben- 

Sriafontaeber liegt um eine Äugel.
2) 9IuS ber ßongruenj ber dreiecfe VNS unb VPS er*  

hellet, baß ber 20infe( VSN bie Hälfte von bem fυrperliφen 
SBinfel y beS ÄörperS ift. der 9?abiuS VN brücft fιφ ba*  
her aus burφ NSTg∣. — (Ss fei a bie Seite beS 9ifwmbιιS, 
x ber fpφe SÖinfel beffelben. dann ift NS gleich ⅛aSinx. 
dies erhellet leicht, wenn man von C auS eine Normale auf 
bie Äante AD fällt. — der 9iabiuS ber Äugel brücft ftφ 
bemnaφ aus burφ

∣aSinxTg∣.

§. 292. 91 ufgäbe.
die Äante eines 9ihombeιυdobefaeberS fei a; man foll 

ben 9iabiuS ber Äugel bereφnen, um welφe eS liegt, bie über*  
fläcbe unb ben Stφalt beS 9ihomben*dobefaeberS.

91 li fl ö fu n g. ‰φ bem vorigen φaragrapljen brücft ftφ 
ber 9iabiuS ber Äugel aus burφ

⅛aSinxTg∣

unter x ben fpifcen sffiinfel beS 9ihombuS, unter y ben för*  
perliφen 2Binfel beS ÄörperS verftanben. @S ift naφ §. 289 

Cotg∣ = /2

Cos^ =

alfo Sinx = f/2.
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y
(Sö ift ferner naφ bemfelben Paragraph Sin^ = f/3, alfo 

C°s| = unb Tg∣ = /3. Φiefe Söertfje fubftituire man oben, 

unb eS entfielt für ben ‰biuS ber Äugel 

ober
2)ie Dberβaφe beS 9J(wmben *S)obefaeberS  ift 12a2 Sinx, 

ober, wenn man für Sinx ben 20erth fe⅛t, 8a2/2.
2)en 3nljalt beS 9U)ombeιι-2)obefaeberS ju beftimmen, 

betrachte man ihn aus 12 ^vramiben jufammengefefct, von 
we(φen jebe eine Seitenfläche jur ®runbebene φat, unb bereu 
Spitzen im Sftittelpunft ber Äugel fiφ beftnben, um welche 
baS bomben * S)obefaeber liegt. Wan erhält für ben Inhalt 

⅛∙8a2∕2.a∕∣

ober

§. 293. 31 uf gäbe.
S)ieÄante eines 9ibombeπ--SriαfontαeberS fei a; man foll 

ben 9iabiuS ber Äugel berechnen, um welφe eS liegt, bie Ober­
fläche unb ben Inhalt beS 9?fjomben-Sriafontaeberb.

3luflofung. S)er 9iabiuS ber Äugel ift naφ §. 29t 
gleiφ 

faSinxTg^

wenn x ben fpi⅛en 3Binfel beS 9tyombuδ, y ben förderlichen 
2βtnfel beS ÄörperS vorftellt. 9la⅛ §. 289 iß

Sinx = -Tz

ferner o._y _ /10 + 2/5
s,n2 - - - - - 4- - - - - -

alfo y _ /10 + 2/5
g2 —1+/5

= (i⅛yi0W = . l..,l.,∙,.
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2δeιwt man biefe SBerttje fubfiituirt, entfielt für ben ‰biιιθ
a√l+f]∕5.

Φie S)berf!αφe ift β(eiφ
* j 12a2]∕5.

Der Snfyrtlt ift

www.rcin.org.pl



Uebergänge und  Verwandtschaften.
1.

Man stelle ftcξ> ein Detraeber vor. Sluf Jeher von ben vier 
Φegrdnjungδflaφen errichte man in beιn 9⅛ittelpunft eine Nor­
male, nefyme bie Normalen gleiφ groß, unb benfe über jeher 
von ben ⅛8egranjung0flaφen eine breifeitige φpramibe, welφe 
bie Normale jur ⅛olje fyat. Daö Detraeber geljt baburφ 
über in ein ¾φramiben- Detraeber, unb bieö ift von jwölf 
gleiφfφenfligen congruenten Dreiecfen begränjt.

Den Normalen fann man eine folφe ®rö^e geben, bafj 
je jwei an einer Äante be£ Detraeberö jufammenftofienbe 
Dreiecfe in eine (Sbene fallen. Daö lβpramiben≈Detraeber geljt 
bann in einen Körper über, welφer von feφS congruenten 
9⅛omben begränjt ift, unb eb läfit ftφ geigen, bafj biefe 9iljom* 
ben Duabrate ftnb, ber entftanbene Körper ift alfo ein Sßürfel.

Die eine Diagonale ber 9?tjomben ift bie Äante beb De- 
traeberb; wir werben geigen, bafj bie jweite iljr gleiφ fei. Die 
Äante beb Detraeberb fei 1, bann ift jebe φiφe jebeb ber eb 
begränjenben Dreiecfe gleiφ ⅛pz3. Durφ eine Äante AB beb 
Detraeberb benfe man eine (Shene normal jur gegenüberftefyen- 
ben Äante CD. Diefe wirb in ifjrer W?itte Q getroffen, unb 
bie (Shene fφneibet hab Detraeber in einem Dreiecf ABQ $ig. 28, 
beffen Seite AB gleiφ 1 ift, wcφrenb jebe ber Seiten AQ unb 
BQ gleiφ ift y/3. Der an ber Äante CD liegenbe 9il)om≈≈ 
bub wirb in ber Diagonale GH gefφnitten, unb LH unb 
NG ftnb bie Normalen auf ben in CD jufammenftofjenben 
Detraeberflaφen. QL ift ein Drittel von QB. Der Sßinfel 
AQB ift ber forperliφe 20infel beb Detraeberb, unb man fjat 

alfo
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2. Uebergänge unb 9Serιr∙ant>tfφaften. 189

Deshalb trifft eine von A auf QB gefällte Normale ben 
φunft L. ¾un verhält ftφ

QH: AB = QL : BL = 1:2 
baljer ift GH = AB. Der 9⅛h°mbuS ift mithin ein Duabrat, 
unb ber Körper ein Sßürfel.

2δenn man in χer>er von jwei parallelen 2δiirfelpφen 
eine Diagonale sieht, fo baff biefe Diagonalen reφte 2δinfel 
bilben, fo ftnb bie an ben ©nbpunften biefer Diagonalen Ite*  
genben Söürfelecfen ©cfen eines DetraeberS, aus bem ber Sßür*  
fei t)ervorgef>en fann. Ueberljaupt laffen ftφ bie Diagonalen 
ber Sßürfelfläcben als bie bauten jweier gleichen Setraeber 
gruppiren, unb aus jebem berfelben läfit ftφ ber Würfel er*  
halten.

2.
9ftan ftelle ftφ einen 5Surfel vor. Sluf jeher von ben 

SBegränjungSf^en erriφte man in ihrem 9Jiitte(punft eine 
Normale, nehme bie Normalen gleich, unb benfe über jeber ber 
53egränjungSfIäcben eine vierfeitige φpramibe, Welφe bie 9?or*  
male jur <ξ)i>he hat. Der SBürfel geht baburφ über in einen 
φpramiben*20ιιrfel ; unb biefer ift begränjt von 24 congruenten 
g(eiφfφenfligen Dreiecfen.

Die Normalen fann man fo groß benfen, bafi je jwei an 
einer Jtante beS SßiirfelS jufammenftoffenbe Dreierfe in eine 
©bene geraden. Der φpramiben * Sßürfel geht baburφ in 
einen Körper über, welcher von 12 congruenten 9lhom^en 
begränjt ift, unb biefer Äörper ift baS ©ranatoeber.

⅛‰n fφneibe ben SBürfel burφ eine ©bene, welche burφ 
bie sUiitte einer .Kante geht unb auf berfelben normal fleht. 
Die ©bene fφneibet bie brei Kanten beS Söürfelö, welφe mit 
jener parallel ftnb, gleichfalls in ihren Bitten unb fte⅛t auf 
ihnen normal. Der Sßürfel wirb von ber ©bene in einem 
Üuabrat gefφnitten, we(φeS congruent ift feinen SBegränjungS*  
flächen, fte enthält vier von ben Normalen, unb biefe flehen 
auf ben Bitten ber Seiten jenes OuabratS, enbliφ fφneibet 
bie ©bene bie vier 9th°>nben, welche an ben gefφnittenen 
SBürfelfanten liegen, in Diagonalen. Diefe bilben ein Dua*  
brat, beffen ©cfen bie ©nbpunfte ber Normalen ftnb, unb beffen 
Seiten parallel ftnb unb gleich ben Diagonalen beS erfteren 
üuabrats. Die eine Diagonale beS 9?hombuS ift alfo gleich 
ber Kante beS SBürfelS, bie anbere gleich ber Diagonale ju 
bem Ouabrat über ber Kante.

Die Kante beS SßürfelS fei gleich 1. ACBD $ig. 29 
fei einer ber 9th°mben, welφe ben Körper begründen, in ben 

Sßolff’« <⅛eotnetrte. 2. $f). 13 
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190 Uebergättge unb 33ern>αnbtfφαffeπ. 3.

n>ir ben SBürfel Ijα6en übergehen lαffeπ. die diagonale AB 
fei gleiφ ber Äante beS SBürfelS, alfυ gleich 1; bie anbere 
CD ift bann gleich /2, unb eS ftnbet ftφ AC = ⅛√3. daS 
dreiecf ABC ift baljer bem dreiecf ABQ gig. 28 ähnlich, unb 
eS ift ber fpipe SBinfel ACB bt>s NhombuS gleich bem förper- 
ließen SBinfel beS detraeberS. 9J?an fann ftcp jept leicht über­
zeugen, baß ber in Nebe fteξ>enbe Körper baS bereits früher 
betrachtete ©ranatoeber ift.

9Nan fälle bie Normale BQ. die dreiecfe ABQ unb 
ACN finb ähnlich, unb eS verhält ftφ

AB:BQ = AC:CN
Ober 1 : BQ = f)∕3 : ⅛√2 = /3 : }2

baraus ift BQ = ∕∣ = ∙∣y6.
‰ benfe eine diagonale einer SBürfelfläcpe, unb fälle aus 
ihren (Snbpunften Normalen auf bie eine ber ihr junädfjft ge-- 
genüberliegenben Äanten beS ®ranatoeberS. Sebe ber Nor­
malen wirb gleich ber Sinie BQ, unb eS entfielt ein dreiecf, 
in welφem biefe Normalen ben förperlicheit SBinfel beS @ra- 
natoeberS bilben. Nennen mir ihn y, fo h«t man

2 = ∣-}-∣-2∣Cosy
alfo Cosy = —⅜
unb y = 120°.
N?an ftelle ftch einen SBürfel vor unb baS ®ranatoeber, 

in welches man ben SBürfel fann übergehen laffen. die flei- 
neren diagonalen ber ©ranatoeberflächen ftnb bie bauten beS 
SBürfelS, bie größeren diagonalen bilben bie Jtanten eines 
©ftaeberS. (SS fällt in bie Slugen, baß baS ©ranatoeber auep 
hervorgept, wenn man baS ©ftaeber junächft in ein s4⅛rami- 
ben'©ftaeber übergehen, unb bie «fjopen ber bt∏^ifletretenen 
sßpramiben anwachfen läßt, bis je zwei an einer ©ftaeberfante 
Zufammenftoßenbe dreiecfe in eine ßbene geraden. Sin jebem 
©ranatoeber ftnben fleh baljer aept Gcfen, bie einem SBürfel 
Zugehören, unb bie übrigen feeps entfpredjen einem ©ftaeber. 
die SBürfelecfen ftnb ftumpffeitig, bie ©ftaebereefen fpipfeitig. 
Säßt man baS ©ranatoeber aus bem SBürfel pervorwaepfen, 
fo ftnb beS ©ftaeberS (Scfen bie pinzutretenben, entfpringt eS 
aus bem ©ftaeber, fo treten bie SBürfelecfen hinzu.

3.
S3ei ber Stellung, welche bie brei Körper SBürfel, ®ra*  

natoeber unb ©ftaeber zu einanber einnehmen, ift leiept erficht- 
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4. 5. tUbergänge unb ⅞Bervυaπbtfφafteπ. 191

liφ, baß fc>urφ 5Ibftumpfung her ©ftaeberecfen 2Burfelβaφen, 
burch 9Ibftumpfung ber Söürfelecfen Dftaeberfldφen ftφ bilben, 
burφ 21bftumpfung ber kanten beS Söürfelö ober ber Jtanten 
beS DftaeberS aber Θranatoeberfldφen auftreten. 2)ieS führt 
ju ben Kombinationen aus biefen Körpern.

W?an ftelle ftφ einen Sßürfel vor, unb ftumpfe bie (Seien 
ab burφ Kbenen, tυelφe burφ bie Bitten ber Söürfelfanten 
geben. 2)aburφ entfielt ein Körper, welcher als Kombination 
beS 2δiirfelS unb DftaeberS erfφeint, unb ber burφ feφs 
congruente Duabrate unb aφt congruente gleichzeitige 2)reteefe 
begränjt ift. 5)iefer Äörper fyeifit Kubooftaeber. Φerfelbe 
Jtörper gebt b^r^o^ inbem man bie Kefen eineö DftaeberS ab- 
flumpft burφ Kbenen, welφe man burφ bie Bitten ber Df*  
taeberfanten legt.

4.
S!Kan ftelle ftφ ein Dftaeber vor. 2)ie jwolf kanten 

bilben brei congruente Duabrate. 9J?an fφneibe baS Dftaeber 
burφ eine Kbene, welφe burφ bie Bitten jtveier parallelen 
Äanten gebt. Sie ΦurφfφnittSβgur ift ein 9lhombuS, beffen 
eine diagonale gleiφ ber Seite eineβ folφen DuabratS ift, 
wäbrenb bie anbere gleich ift einer diagonale. Siefer D⅞f)onr^ 
buS ift alfo ähnlich ben Θranatoeberfldφeπ, fein fp⅛er 2Binfel 
ift gleich bem fbrperliφen Söinfel beS SetraeberS, fein fhimpfer 
gleich bem beS DftaeberS. $e jwei Dftaeberfldφen, welφe 
in einer Kefe jufammenftoßen, aber nicht in einer Äante, bilben 
baher ben 2Binfel beS SetraeberS, unb je vier Dftaeberfldφen, 
welche nicht in einer <ftante jufammenftoßen, ftnb Setraeber*  
flächen. SaS Dftaeber läfH fiφ als Kombination jweier Setraeber 
betrachten u. f. m.

5.
sD?an ftelle ftφ ein ©ranatoeber vor. ?Iuf jeher von fei*  

neu ftldφen erriφte man in bem Surφfφπittspunft ber Siago*  
nalen eine Normale, nehme bie Normalen gleiφ, unb benfe 
über jeber Θranatoeberfldφe eine vierfeittge φpramibe, welφe 
bie Normale jur «Öölje b∏t. S>aS ©ranatoeber gebt baburφ 
in ein $pramiben*©ranatoeber  über, unb bieS ift von 48 con*  
gruenten, gleiφfφenfligen Sreiecfen begränjt.

2)ie Normalen nehme man weiter fo groß, baß je jwei 
an einer Äante beS ©ranatoeberS jufammenftoßenbe Sreiecfe 
in eine Kbene fallen. SaS φpramiben*  ©ranatoeber geht ba*  
burφ in einen dtörper über, Welφer von 24 congruenten ®ier*  
ecfen begränjt ift. Siefer Körper h^t 2eucitoeber.

13*
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192 Uebergänge unb 55erwαnbtfφαften. 5.

<8$ fei ACBD gig. 29 eine ber Θrαnαtoeberfldφen. 2Bir 
fe$en AB = 1, unb eö ift CD = /2, AC = |/3. $n ber 
Seucitoeberfldφe ftefjen bie diagonalen auf einanber normal; 
bie eine ift gleiφ AC; mir wollen bie jweite beftimmen. 9J?an 
benfe bie Normalen BQ unb NP. ift CQ = |AC, alfo, 
ba N bie SKitte von AB ift, auφ AP = |AC = f/3

unb NP = ∣BQ = |/6 (2)
der 2δinfel beß ©ranatoeberö ift 120°. 9J?an benfe in N 
eine 9lorma⅛ NT auf ber (Sbene erriφtet, fo groß, .baß ber 
2βinfel NPT gleiφ 30° werbe, unb eö ift PT bie f>albe jweite 
diagonale ber Seucitoeberflaφe. Sftan hat nun

PT = NPSec30o

demnaφ ift bie jweite diagonale gleiφ f/2. die diagona­
len ber Seucitoeberflaφe verhalten ftφ baljer wie f∕2.∙∣∕3 
ober wie 4/2 :3/3; fie ftefjen, wie fφon erwähnt, normal 
auf einanber, unb eö wirb bie, welφe gleiφ ber Äante beö 
©ranatoeberö ift, von ber anberen in jwei ⅛fyilt geteilt, bie 
ftφ vergalten wie 1: 2.

fei ASCT gig. 30 eine 2eucitoeberfldφe, AC fei ⅛∕3, 
bann ift ST = |/2, unb eö finbet ftφ CT = |/5. 9Jtan 
benfe auö A eine Normale AV auf CT gefällt; eb verhält ftφ

A V : AC = PT : TC
ober AV:f/3 = ⅛∕2 : ⅛∕5 = /2:/5

unb barauö ift AV = γ⅛∕30.
sJftan benfe gig. 29 aub ben (Snbpunften ber diagonale 

AB Normalen auf bie Seucitoeberfante CT gefällt. Sie wer­
ben gleiφ AV, unb eö entfielt ein dreietf,beffen Seiten 1, 
-r⅛∕30 unb τ⅛∕30 ftnb, unb welφeδ ber Seite 1 gegenüber 
einen förderlichen 5⅛infel φ beb Seucitoeberb enthält. Sluö 
bem dreietf finbet ftφ leiφt

Cosφ = —f.
der an ber fürjeren Jbante befinbliφe 2Binfel φ' beb 2eucitoe- 
berb ift von jenem verfφieben, unb eb finbet ftφ auf dh∏liΦe 
2δeife

CθSφ' = — f •
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6. 7» Uebergänge unb 93ern>anbtfφβffen. 193

9J?an ftelle ftφ ein Seucitoeber vor unb baS ©ranatoeber, 
aus ιυelφem baS Seucitoeber ßervorgeßen fann. die fiel- 
neren diagonalen ber Seucitoeberfläcßen ftnb bie kanten beS 
©ranatoeberS, bie größeren bilben bie Jtanten eines ©uboof*  
taeberS. daS Seucitoeber gebt baßer auφ ßervor, inbem man 
baS ©ubooftaeber in ein $pramiben*©ubooftaeber  übergeßen 
läßt u. f. n>.

6.
9)lan ftelle fiel) einen SÖürfel vor. Sn ber Wiitte jebeS 

ber begränjenben Duabrate neßme man eine gerabe Sinie 
parallel ju jtveien Seiten beS üuabratS, unb fpmnιetrifφ ju 
allen vier Seiten. die Sinien neßme man gleicß, unb fo ge­
legen , baß jebe normal fteßt auf beiten in ben benachbarten 
2βiirfelβaφen, wie ?$ig. 31 eS anbeutet, die Sinien erßebe 
man gleiφmaβig, unb laffe auf folφe 2δeife über jeber SBür*  
felflaφe ein fφief abgefφnitteneS fpmmetrifφeS breifcitigeS 
φriSma fιφ bilben. die Sinien erßebe man fo weit, baß je 
jwei an einer Sßürfelfante jufammenftoßenbe glαφen in eine 
©bene geratßen. daburφ entfteßt ein Äörper, welφer von 
12 congruenten $ünfecfen begränjt ift. die ©eftalt ber $ünf*  
ecfe ßangt von ber Sange ber Sinien abz rυelφe man fiφ bat 
erbeben laffen, unb es fällt in bie Slugen, baß auφ baS regit*  
läre dobefaeber in biefer Sßeife fiφ bilben läßt.

die diagonalen ber glaφen beS regulären dobefaeberS 
laffen ftφ gruppiren ju ben Äanten von fünf gleiφen 2ßür*  
fein, unb aus jebem biefer Würfel fann baS dobefaeber lχf- 
vorgeßen.

7.
≡an ftelle ftφ ein reguläres dobefaeber vor, unb laffe 

eS in ein φpramiben*dobefaeber  übergeben, dies ift begränjt 
von 60 gleiφfφenfligen congruenten dreiecfen. die ^ößen 
ber ^tngUQetretenen φpramiben laffe man waφfen bis je jwei 
an einer dobefaeberfante jufammenftoßenbe dreiecfe in eine 
©bene fallen, daburφ entfteßt ein Körper, welφer von 30 
congruenten 9tβomben begränjt ift, unb biefer Äörper ift baS 
9iβomben*driafontaeber.

53eim 9fβomben*  jriafontaeber finb bie einen diagonalen 
ber 9fβomben bie Äanten beS dobefaeberS, bie anberen aber 
bilben bie bauten eines SfofaeberS, fo baß man auφ aus 
biefem baS driafontaeber in ber meβrfaφ angewenbeten Söcife 
fann laffen βervorwaφfen.
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194 Uebergänge unb ≤Bern>anbtfφafteπ. 8. 9.

Die ‰d>nungen führen fiφ fjier in eben fo elementarer 
Sßeife auö, wie in ben früheren ∙ftummern. 93emerfen3wertl) 
ift, bafj her forperliφe 2Binfel beö regulären Dobefaeberβ 
gleiφ ift bem einen SBinfel beö 9iljombu⅛ vom Srialontaeber.

8.
Daö Driafontaeber fann man in ein φpramiben^riafon*  

taeber übergeben laffen, unb bieö weiter in einen Äörper, 
Welφer burφ 60 congnιente 33ierecfe begränjt ift Die einen 
Diagonalen beö festeren Äörperö ftnb bie kanten beδ Dria*  
fontaeberS, bie anberen bilden bie ⅛anten eineö Jtörperö, ber 
von 12 congruenten regulären günfetfen, unb von 20 con-- 
gruenten gleiφfeitigen Dreierfen begränjt ift Diefer 5Tυr!per 
gel}t fowofyl auö bem Dobefaeber alδ au£ bem Sfofaeber per- 
vor, wenn man bie (Seien burφ (Sbenen abftumpft, welche man 
burφ bie Bitten ber kanten legt; unb auö φm lä£t ftφ 
wieberum Jener Körper bilben, ber begräbt ift von 60 93ier^ 
erfen.

9.
Da$ Detraeber ging burφ baö ^pramiben-Setraeber in 

ben Sßürfel über. Sn biefem erfφeinen jwei Setraeber unb 
fte fφneiben fiep in einem Cftaeber. — SliW bem Söürfel fo- 
wopl wie auö bem ©ftaeber gelangt man μιm Θranatoeber. 
Sn ipm treten (ebeömal Söürfel unb £)ftaeber auf, fiep in einem 
(Subooftaeber fdjneibenb. — ©ranatoeber unb ⅛ubooftaeber 
gewähren jebeö baö Seucitoeber. II. f. W.

©rud öon 3. 8- «Star de in Berlin.

www.rcin.org.pl



3 n $ α 11

©eite 
(Srfieö Jtapitel.

Son bett geraben hinten unb ben (Ebenen...................................... 1

Breites Äapitei.
Son ben fi5rpertiφeπ <Scfett.........................................................................21

S)ritte3 Äapitel.
Son ben ooηiigliφften Äörpern unb von ber SefHmmung φres3 

Snpaltö unb ihrer Dberpφe...................................................................36
I. Som ^riöma.
II. Som £plinber.................................................................................. 43
III. Son ber sJtyramibe........................................................................48
IV. Son ben fφief abgefφnittenen priemen unb einigen an=

beren Körpern...................................................................................54
v. Som Siegel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
VI. Son ber Äugel.............................................................................62

SSierteö Kapitel.
Sereφnungen . • • ................................................................................. 8⅛

fünftes Äapitel.
körperliche ober fpφarifφe Trigonometrie................................................ 124

I. ©runbformein.

www.rcin.org.pl



IV 3npαlf.

©eite 
∏. Sereφnung Γorperliφer ©reiecfe................................................130
III. Sermifφte Aufgaben................................................................ 132

<Secf)fteö Kapitel.
Son ben fp^arifφen Figuren..................................................................... 144

«Siebentel Kapitel.
Son ben $olpebern......................................................................................158

I. 2(llgenteine ©efefce.
II. Son ben regulären Äörpern..................................................... 165
III. Son einigen burφ 9ibomben begründen Körpern. . . 175

Uebergänge unb Sertt>anbifφaften...........................................................187

www.rcin.org.pl



Taf.1.

www.rcin.org.pl



Tafll.

Lιth,An βt .v L Kra at z,i n B<∙riι n

www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl



www.rcin.org.pl




	Die Titelseite.
	Inhalt.
	Vorwort.
	Erstes Kapitel. Von den geraden Linien und den Ebenen.
	Zweites Kapitel. Von den körperlichen Eden.
	Drittes Kapitel. Von den vorzuglichsten Körpern, unb von der Bestimmung ihres Inhalts und ihrer Oberfläche.
	I. Vom Prisma.
	II. Vom Cylinder.
	III. Von der Pyramide.
	IV. Von den schief abgeschnittenen Prismen und einigen anderen Körpern.
	V. Vom Kegel.
	VI. Von der Kugel.
	Viertes Kapitel. Berechnungen.
	Fünftes Kapitel. Körperliche oder sphärische Trigonometrie.
	I. Grundformeln.
	II. Berechnung kőrperIicher Dreiecke.
	III. Vermischte Aufgaben.
	Sechstes Kapitel. Von den sphärischen Figuren.
	Siebentes Kapitel. Von den Polyedern.
	I. Allgemeine Gesetzte.
	II. Von den regulären Körpern.
	III. Von einigen durch Rhomben begränzten Körpern.
	Uebergänge und Verwandtschaften.



