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PREFACE.

Mettre un lecteur attentif et intelligent en état de
lire tous les ouvrages qui traitent des sciences exactes,
sans lui supposer d’abord aucune instruction prélimi-
naire en Mathématiques, tel est le but que je me
suis proposé dans la composition de ce Traité. Pour
y parvenir, jai dO exposer toutes les doctrines qui
constituent les Mathématiques pures, depuis les parties
les plus élémentaires, I'Arithmétique et la Géométrie,
jusqu'au Calcul intégral le plus composé, sans omettre
aucune des théories générales qui entrent dans I'en-
semble de ce plan.

Une aussi grande multitude d'objets se trouve ren-
fermée dans deux volumes, et I'on se tromperait, si
I'on jugeait que j'aie omis des doctrines utiles, ou
méme des détails intéressans. La lecture de I'Ouvrage
pourra convaincre qu’il est aussi complet qu'on peut
I'espérer, et qu’on y trouve méme plus d'applications
que n’en promet le cadre étroit ou je me suis resserré.
Mais le systeme de concision que j'ai adopté, m'a
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permis de diminuer I'espace sans rien oublier qui soit
véritablement utile, et, je l'espére, sans nuire a la
clarté.

Des long-temps je me suis convaincu que rien n'est
plus contraire au but que doit atteindre celui qui écrit
sur les sciences, que d'entrer, sur chaque objet, dans
des développemens longs et fastidieux. L'auteur, en
disant tout ce qu'il pense, empéche le lecteur de
penser lui-méme ; I'éleve devient incapable de se
passer des secours de son maitre; il prend I'habitude
d’'une pesanteur et d'une prolixité trés nuisibles aux
succes; enfin, I'embarras des détails I'empéche de
suivre le fil des idées essentielles, et il saisit mal I'en-
semble des propositions; les accessoires tiennent dans
son esprit la place des choses importantes. C'est au
professeur a proportionner I'étendue des développe-
mens a la nature d'esprit de chaque étudiant. « Pour
bien instruire, il ne faut pas dire tout ce qu'on sait,
mais seulement ce qui convient a ceux qu’'on ins-
truit. » (La Harpe, Cours de littérature, 2¢ part.,
liv. 11, chap. 111, 2))

Le public parait avoir adopté ce systéme d'instruc-
tion; et le succés qu'ont obtenu les trois premiéres
éditions, me confirme dans I'opinion que j'avais des
avantages de la concision. Il m'eQit été sans doute bien
plus facile de multiplier les volumes, et les personnes
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exercées a écrire sur les mémes matiéres pourront
apprécier les soins qu’il m’a fallu prendre pour réduire
ainsi chaque chose aux dimensions nécessaires.

Je conviens qu'il y a peu d'éléves capables de com-
prendre cet ouvrage sans le secours d’un maitre; mais
dans le long exercice que j'ai fait de I'enseignement,
J’ai reconnu que tous les livres de mathématiques sont
dans le méme cas; les avantages de la concision du
style pouil former I'esprit des étudians sont incontes-
tables, etsi des difficultés en sont inséparables, c'est
au professeur a les lever.

En prenant la peine de comparer cette édition aux
précédentes, on reconnaitra que je n'ai épargné
aucun soin, négligé aucun conseil pour rendre ce
Traité digne de I'approbation des savans et des pro-
fesseurs.

Les travaux récemment publiés par Fourier,
MM. Cauchy, Sturm, et les ouvrages de MM. Le-
fébure de Fourcy, Mayer et Choquet, m’'ont conduit
a étendre beaucoup la partie algébrique; et pour la
mettre au niveau des connaissances actuelles, j'ai été
obligé de refaire presque en entier le second volume.
Jose espérer que l'on trouvera que je ne suis pas resté
au-dessous de la tdche qui m’était imposée.
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I. DES NOMBRES ENTIERS.

Notions préliminaires. Systéme de Numération.

i. Concevons une réunion de choses semblables : pour en
distinguer la grandeur, et la faire apprécier par le discours aux
hommes qui n’en ont aucune connaissance, on en prend une
portion définie et bien connue, mais arbitraire ; cette portion
se nomme unité; il faut ensuite indiquer combien de fois cette
unité est contenue dans l'assemblage dont il s'agit, c’est-a-
dire combien il faudrait réunir de ces unités pour produire un
tout égal a cet assemblage. Cette quotité est ce qu’on nomme
un nombre, ou Une quantité. Ainsi, pour avoir la connaissance
précise de la grandeur d’une chose, autrement que par la per-
ception des sens, il faut d’abord acquérir, par les sens, celle
d’une portion ou unité, puis celle du nombre de fois que la
chose contient cette unité.

T. L i



2 ARITHMETIQUE.

Pour dénommer les différens nombres, on a inventé les mots
suivans : un désigne I'unité ; deux représente la réunion d’une
unité avec une autre unité; trois, la réunion de deux unités
avec une autre, ou celle d’une unité, plus une, plus encore
une; trois plus une donne quatre, et ainsi de suite; l'aug-
mentation successive d’une unité chaque fois engendre les
nombres

zéro, un, deux, trois, quatre, cing, six, sept, huit, neuf.
qu’on représente par les chiffres ou caractéeres
o0, 1, 2, 3, &4, 5 6, 7, 8, 9

L’idée qu’on doit se faire, par exemple, du nombre sept, est six
plus un, qui, d’aprés ce qu’on a dit, revient a cing plus deux,
ou a quatre plus trois, etc.

2. Cette opération par laquelle on réunit plusieurs assem-
blages en un seul, se nomme addition ; on l'indique par le mot
plus, ou par le signe +, gu’on nomme positif, et qui se place
entre les nombres qu’on veut ajouter. Le résultat est appelé
la somme des nombres.

Ajouter plusieurs nombres , ce n’est donc que les réunir en
un seul dont on demande la grandeur, ou exprimer combien
I'assemblage de plusieurs groupes d’objets identiques contient
de fois une portion prise pour unité, et qui a servi de mesure
a chaque groupe particulier. Ajouter 2 avec 3 et avec 4, ou
trouver la somme 2 plus 3 plus 4, c’est réunir, en un seul,
trois systéemes composés I'un de 2, I'autre de 3, et le dernier
de 4 choses.

Le signe = mis entre deux grandeurs indique qu’elles sont
égales; 2 +3+4=9¢lt :2plus 3plus 4 égalent 9; cette
égalité, inéquation, exprime l'addition précédente ; 2+3+4
est le premier membre, 9 est le second. L'inégalité entre deux
quantités se désigne par le signe << ou =; on place la plus
grande du c6té de I'ouverture : 4 < 7,9> 3 s’énoncent 4 plus
petit que 7, 9 plus grand que 3.

Il suit des notions précédentes, que si I'on augmente ou di-
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minue I'un des nombres a ajouter, le résultat sera précisément
plus grand ou plus petit de la méme quantité : la somme ne
serait nullement changée, si I’'on augmentait I’'un de ces nombres
ajoutés, pourvu qu’on diminuét un autre d’autant d’unités. Par
exemple : 4+7 surpasse 4+5 de 2, parce que 7 surpasse 5 de 2;
mais4+7=6+ 5=2 + 9 = 3+8.

3. Il arrive souvent que les nombres qu’on veut ajouter sont
égaux entre eux, tels que 2+2 + 2 +2 =28 : cette espéce
d’addition prend le nom de multiplication, et s’énonce ainsi:
2 répété 4fois, ou 4fois 2, ou enfin 2 multipliépar 4, on I'écrit
2.4, ou 2 X 4 : les nombres 2 et 4 se nomment lesfacteurs ;
2 est le multiplicande, 4 le multiplicateur, et le résultat 8 le
produit.

4. L’addition et la multiplication ont leurs opérations in-
verses. Dans I'addition, 5+4=9, on demande la somme9des
deux nombres donnés 5 et 4. Dans la soustraction, ce ré-
sultat 9 est donné ainsi que I'un des nombres, tel que 5, et I'on
demande l'autre 4 ; c’est-a-dire qu’il faut trouver quel est le
nombre 4, qui, ajouté a 5, donne la somme 9. Cette opération,
qui consiste a recomposer les deux systemes 5 et 4, qui avaient
été réunis en un seul 9, revient visiblement a retrancher 5 de
9, ce qu’on marque par le signe —, qu’on énonce moins, et
qgu’on place entre les nombres, devant celui qu’on veut sous-
traire : 9—b5 =4. Le signe— s’appelle aussi négatif

Concluons de ce qu’on a vu pour l'addition, que, 1° sil'on
augmente seulement le nombre & soustraire d’une ou plusieurs
unités, le résultat sera diminué d’autant ; 20. si I'on augmente
ou diminue les deux nombres donnés de la méme quantité, le
résultat demeurera le méme ; 3°. enfin, le résultat de la sous-
traction de deux nombres marque la quantité dont I'un surpasse
l'autre, et c’est ce qui a fait donner a ce résultat le nom de
différence, excés ou reste.

5. Dans la multiplication, les deux facteurs sont donnés, et
I’'on cherche leur produit; mais si, connaissant ce produit et I'un
desfacteurs, on sepropose de trouver I'autrefacteur, cette opé-
ration est une division. On a 2 X4 =8 ; 8 est le résultat

1.



4 ARITHMETIQUE.

cherché de la multiplication de 2 par 4. Dans la division, au
contraire, on donne 8 et 4, et I'on cherche 2, c’est-a-dire
qu’on demande quel est le nombre qui, répété4fois, produit 8.

On écrit ainsi cette division,8/4 ou 8 : 4 =2, qu’on énonce 8

divisé par 4; 8 est le dividende, 4 le diviseur; le résultat
cherché 2 est le quotient : en sorte que produit et dividende
sont des mots qui désignent le méme nombre, ainsi que di-
viseur et multiplicateur, et que quotient et multiplicande; seu-
lement I'emploi de ces mots dépend du calcul que l'on a
en vue.

6. Avant d’enseigner les moyens d’exécuter ces quatre opé-
rations sur des grandeurs données, il faut former un langage
propre a énoncer tous les nombres, et imaginer des caracteres
pour les désigner : c’est ce qu’on nomme le systéme de la nu-
mération.

Au premier abord il semble nécessaire de créer une multi-
tude infinie de mots pour dénommer tous les nombres, et
autant de caractéres ou signes pour les représenter par I'écri-
ture. Mais les inventeurs eurent une idée ingénieuse qui les
dispensa de recourir a une aussi grande quantité de mots et de
chiffres : cette idée consiste a grouper les nombres par dix, et
a dénommer et écrire ces groupes a part. Ainsi ils sont con-
venus qu’un assemblage de dix unités serait appelé dix, ou une
dixaine, et de nombrer les dixaines comme ils avaient fait les
unités; en sorte qu’une dixaine, deux dixaines, trois dixai-
nes......neuf dixaines, ou ce qui équivaut dix, vingt, trente,
quarante, cinquante, soixante, septante, octante et nouante,
joints successivement aux neuf unités simples, permirent de
compter jusqu’a nouante-neufunités.

De méme, ils ont fait un groupe de dix dixaines qu’ils ont
appelecent, ou une centaine, et ils ont compté une, deux,
trois........ centaines, comme ils comptaient les unités et les
dixaines, savoir : une centaine ou cent, d eux centaines ou deux
cents, trois centaines ou trois cents......... neuf cents. Ces dé-
nominations permirent donc de compter jusqu'a neuf cent no-
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nante-neuf unités, en joignant ensemble les nombres formes de
centaines, de dixaines et d’unités.

Dix centaines furent ensuite appelées un mille, et I’'on forma
les énonciations deux mille, trois mille.......... neu®¥ mille,
selon la méme méthode d’analogie.

Pour transporter cette heureuse invention dans I'écriture,
on convint qu'un chiffre placé a la gauche d'un autre, vau-
drait dixfoisplus que s'il occupait laplace de ce dernier. De la
on conclut qu’on mettrait au premier rang a droite les unités
simples; au rang suivanta gauche, les dixaines; a la troisieme
place, les centaines ; & la quatrieme, les mille, etc. Ainsi I'ex-
pression 23 représente deux dixaines et trois unités, ou vingt-
trois ; de méme 423 équivaut a I’énoncé quatre cent vingt-trois.
Et comme le nombre peut n'avoir pas d’unités, ou de dixai-.
nes, etc., on emploie le chiffre 0, qui n’a par lui-méme aucune
valeur, mais qu’on écrit a la place des chiffres qui manquent,
pour conserver aux autres leur rang. Par exemple, 20, 400,
507, valent vingt, quatre cents, cing cent sept.

Il convient d’ajouter que I'usage a prévalu, pour énoncer les
nombres représentés par 11, 12, 13, 14, 15, 16, de dire onze,
douze, treize, quatorze, quinze et seize, au lieu de dire dix-un,
dix-deux,. .. dix-six, comme on devrait le faire d'apres la
convention générale, ainsi qu’on dit dix-huit, vingt-un, trente-
deux, etc.......... Au lieu de septante, octante et nouante,
on dit plus ordinairement soixante-dix, quatre-vingt et quatre-
vingt-dix, énoncés moins conformes aux regles que nous avons
indiquées, et cependant plus usités.

Cela posé, lorsqu’on aura écrit un nombre quelconque, tel
que 537, pour I'augmenter de 1, il suffit visiblement d’ajouter
1 au chiffre a droite ; on a 537 + | = 538 : de méme 538 + |
=53g. Si ce chiffre & droite est un 9, on le remplacera par
un zéro, en faisant frapper I'augmentation de ! sur le chiffre
du second rang : 53g + 1| =540, car 530 +9 + | =530 + 10
=540; et si le chiffre du second ordre est lui-méme un 9, alors
on remplacera ces deux chiffres 9 par des zéros, en augmentant
de 1| le chiffre du troisiéme rang : 2599 + | = 2.600 ; car
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2500 +99 + i = 2500 + loo, et ainsi de suite : 12999 + |
= 13000: 509 + | =5l0; 10999+ | = 11000. Tout nombre
étant engendré par I'addition réitérée de I'unité, il résulte de
la qubn peut écrire tous les nombres a I'aide de dix carac-
teres F.

(*) Le méme principe peut servir a écrire tous les nombres avec plus ou
moins de dix caractéres; par exemple, si I'on n'a que les quatre chiffres o,
1, 2 et 3, il faudra qu’un chiffre placé a la gauche d'un autre vaille quatre
fois plus que s'il occupait la place de ce dernier : alors 10 exprimera quatre,
Il cing, 12 six, 13 sept, 20 huit, 21 neuf, 200 trente-deux, etc.

Lorsqu’un nombre est écrit dans cette hypothése, on éprouve, pour I'é-
noncer, plus de difficulté que dans le systéme décimal, parce qu’il n’y a plus
de concordance avec le langage ; par exemple, pour lire (3120), on observera
quele 2 vaut4 x2ou8; le!l vaut! x4 x 4ou 16; le3vaut3 x 4 x 4 x 4 ou
192; ainsi (3120) base 4, vaut 8-+16+ 192, ou 216. De méme si la base est
5, c’est-a-dire si I'on ne se sert que des cing chiffres, O, 1, 2, 3et 4; chaque
chiffre vaudra cing fois plus que s’il occupait la place a sa droite; par exem-
ple (4123), exprimé dans ce systéme a cing chiffres, vaut 3+2 x 5—+1 x 25
4 x 125, ou 3+10 + 25 + 500, ou enfin 538.

Donc il faut, en général, former les puissances successives de la base, et
multiplier le chiffre du second rang par la base, celui du troisieme par le
carré de la base, celui du quatriéme par le cube, etc. ; en ajoutant ces pro-
duits, on a la valeur de la quantité proposée. Ainsi (203i3) base 4 = 567,
(40l0) base5 =505, (35151) base 6 = 5035 = (6814) base 9.

Si I'on fait attention au calcul ci-dessus, on verra qu’on peut aussi le faire
comme il suit : prenons pour exemple (4123) base 5; multiplions le chiffre 4
par 5, etajoutons le | qui estadroite, nous aurons 21 ; multiplions 21 par 5,
et ajoutons le 2 du second rang, nous aurons.107; enfin multiplions par 5,
et ajoutons 3, il viendra 538 pour la valeur cherchée. 11 est en effet évident
que par la le chiffre 4 a été multiplié trois fois consécutives par 5, que le 1
I'a été deux fois, et le 2 une fois ; I'ordre des opérations est ici différent;
mais elles sont au fond les mémes que ci-dessus, et elles conduisent plus fa-
cilement au résultat.

Réciproguement cherchons les chiffres qui expriment le nombre 538 dans
le systéme qui a cing caractéres : pour cela, supposons ce résultat connu et tel
que (4123); il suit de ce qu'on a dit ci-dessus, qu’en formant

4 x 5+1=21, puis 21 x 5+2= 107, enfin, 107 x 5+ 3 =538,

ce calcul doit reproduire le nombre proposé. Donc, si I'on divise 538 par 5,
le reste 3 sera le chiffre du premier rang, et le quotient 107 sera la valeur
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7. Que la numération parlée ait précédé la numération
écrite, c’estce qui n’est point douteux, du moins pour les petits
nombres. Mais dans celle-ci, il était si facile de s’élever a des
nombres immenses par la seule juxta-position des chiffres les
uns pres des autres, et les opérations de I’Arithmétique ont dd
produire ces résultats considérables. qu’on n'a pas tardé a re-

des autres chiffres. De méme, divisant 107 par 5, le reste a sera le chiffre du
second rang, et le quotient 21 la valeur des autres chiffres, et ainsi de
suite. Il est clair qu’ici on ne fait que décomposer les opérations qu’on avait
faites.

Donc, en général , pour traduire un nombre donné d'un systéme de numé-
ration dans un autre, il faut diviser ce nombre par la nouvelle base, puis
diviser le quotient par cette base, puis ce second quotient encore par la
base, etc., jusqu’a ce qu’on tombe sur un quotient moindre que cette base.
La série des restes écrits successivement a partir de la droite, dans I'ordre
ou on les a obtenus, formera I’expression cherchée; le dernier quotient sera
le chiffre de I’ordre le plus élevé. Ainsi pour écrire 567 avec 4 caractéres, je
divise 567 par 4, et j'obtiens le quotient 141 et le reste 3 : je divise encore

141 par 4; il vient 35 au quotient, et le reste | ; ® donne 8 et le reste 3;

enfin, 2= 2, le reste est 0. Rassemblons les restes successifs 3, i, 3, 0, et

le dernier quotient, écrits en ordre renversé , et nous aurons (20313) base 4
= 567 base 10.

On verra de méme que, dans les systémes a 6, 9 et 12 caracteres, le nombre
5035 est exprimé par (35i5i), (6814) et (2 ab 7); on désigne ici para et b les
nombres dix et onze dans le systeme duodécimal. Ce dernier systeme pré-
sente des avantages marqués sur le décimal, a cause du grand -nombre de
diviseurs de 12; mais il serait trop difficile de I'établir maintenant, parce
gu’il faudrait changer entiérement nos usages, et méme les dénominations
auxquelles nous sommes familiers dés I’enfance. V. I'Arith. polit. de Buffon,
chap. XXVILI.

Tout ce qu’on vient de dire peut &tre exprimé plus simplement en caracteres
algébriques. Soient i,h,g,... ¢, b, a, les chiffres consécutifs, en nombre n,
qui expriment un nombre N, dans un systéme de numération dont la base
estx, c'est-a-dire que chaque chiffre vaut x fois plus que s'il occupait la
place qui est a sa droite; on a

N=ixn-1 +hxn-2 +........ + X2+ bx+a;

équation d’ou I'on lire tous les théorémes énoncés dans celle note.
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connaitre que I'écriture des nombres n'avait besoin d'aucune
modification pour s'appliquer a tous les besoins, tandis que le
langage adopté p. 4 ne suffisait pas pour énoncer les quaintités
quand leur grandeur était exprimée par plus de quatre clniffres.
Et observez que si I’'on et continué de donner a chaque place
occupée par un chiffre une dénomination particuliére, ainsi
qgu’on l'a fait jusqu'a quatre chiffres, unités, dixaines., cen-
taines et mille, on serait retombé dans I'inconvénient d’em-
ployer une multitude infinie de mots, puisqu’il pouvaity avoir
une multitude infinie de chiffres contigus. Voici le parti a uquel
on s’arréta pour éviter cet inconvénient.

On convint de séparer les chiffres par groupes de trois en
troisf en commencant par la droite ; puis d’énoncer clhaque
tranche a part, comme si elle était seule, en ajoutant seulement
a chacune un mot propre a la dénommer. Ces tranches succes-
sives sont appelées unités, mille, millions, billions ou mil-
liards, trillions, etc. Ainsi pour énoncer le nombre suivant,

trillions, billi. milli. mille, unités.

12, 453, 227, 539, 804,

on appellera chaque tranche respective des noms trilllions,
billions, etc., aprés avoir énoncé la valeur numérique de cha-
cune ; ainsi on lira 12 trillions, 453 billions, 227 millions, 539
mille, 804 unités.

Comme il pourrait y avoir une infinité de tranches, il est
clair qu’on aurait encore besoin, pour I’énonciation, d’unie in-
finité de mots, et que la difficulté n’est que reculée. Mais ce
langage permettant d’appeler des quantités d’une grandeur im-
mense, et qui dépassent tous ceux qu’on peut employer, la
convention satisfait a tous les besoins. Drailleurs quand un

(*) On aurait également pu composer les tranches de 2 ou de 4 chiffres;
mais, dans un nombre donné, il y aurait eu plus de tranches dans un cas et
moins dans l'autre, gn'en les formant de 3 chiffres. En examinant les li-
mites des nombres qui sont d’un usage plus frequent, il est aise de voir qu’on
a pris un milieu convenable entre ces partis.
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nombre excéde une certaine limite, I'enoncer ne sert a rien, et
n'en peut faire concevoir la grandeur.

Cette iidée admirable d’attribuer aux chiffres des valeurs de
positionjndépendamment de leur valeur propre, estsi simple,
gu’il ne faut pas s’étonner qu’elle soit venue a I'esprit des In-
diens, qui nous I'ont transmise par le secours des Arabes ; mais
bien plutét qu’il y ait eu des nations puissantes et éclairées
qui ne les aient pas eues, ou du moins adoptées des peuples
voisins. Les Romains, dont le systéme de numération parlée
était conforme au ndtre , avaient un mode d’écriture tres diffé-
rent. Les; Grecs avaient aussi leur systéme de chiffres tout-a-fait
distinct §

De I'’Addition.
8. Pour ajouter deux nombres, tels que 5 et 4, nous avons
vu (2) qu’il faut dter a I'un de ces nombres successivement

chacunedes unités dont ilest composé pour lesjoindre a I'autre,
opération qui revient a ceci:

(*) Les Romains représentaient ainsi les nombres :

I un. L cinquante. C cent.
11 deux. X dix. D ou 1C cing cents.
111 trois, etc. V cing. M ou CIC mille.

Ces caractéres suffisaient pour exprimer les nombres; on ajoutait les valeurs
propres a chaque chiffre, quand ces valeurs allaient en décroissant de
grandeur numérique de gauche a droite : mais si un chiffre était précédé d'un
autre qui fat moindre, la valeur de celui-ci devait au contraire étre soustraite.
En voici quelques exemples :

VI six. XVI seize. LX soixante. CX cent-dix. DC six cents.
IV quatre. XIV quatorze. XL quarante. XC nonante. CD quatre cents.

On changeait aussi les unités en mille en mettant un trait au-dessus des

chiffres; on écrivait ainsi 10000, X ou CC1CC; 100000, C ou CCCICCC;
2000000 MM.

Le systeme de la numération écrite des Grecs était aussi mal imaginé que
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Mais on sent que, pour des nhombres un peu grands, ce procédé
serait impraticable; nous ne les prescrirons donc que pour des
nombres d’un seul chiffre, et nous supposerons méme que I’ha-
bitude a appris a connaitre de suite le résultat, 5—+4 = 9,
3 +8=11, et tous les autres de méme sorte.

Pour trouver la somme des deux nombres 24 et 37, décom-
posons-les d’abord en 20 + 4 et 30 + 7 ; la somme cherchée est
20 + 30 + 4 + 7. Or, les deux premiéres parties reviennent
visiblement & 2 dixaines plus 3 dixaines, ou 5 dixaines; ainsi la
somme est 50 + 11, ou50 + io—+1, ou enfin 60 + | =61.

On voit qu'il faut réunir séparément les dixaines et les unités
des nombres proposés ; ce raisonnement est général.

Par exemple, prenons 3731 + 349 + 12487 + 54 ; en fai-
sant séparément la somme des unités, puis des dixaines, des
centaines, etc., onaura 15 mille + 14centaines—+20 dixaines
—+21 unités, ou 15000 +1400 + 200—+21 ; mais, opérant de
meme sur ces derniers nombres, on a 16 mille + 6
centaines + 2 dixaines + 1, ou 16621. Ce calcul se
fait plus commodément en écrivant, comme on le voit
ci-contre, les nombres les uns au-dessous des autres,
et faisant correspondre, dans une méme colonne ver-

celui des Romains; les unités, dixaines, centaines étaient désignées par les
lettres consécutives de I'alphabet ; savoir :

Les mille se dénotent par un accent' sous les lettres. Pour donner un
exemple de ces chiffres : signifiait 1=+ 2 +21oo—+ | + 40, ou
144. De méme, = 1607, = 2529. V. Delambre, Astronomie an-
cienne, T. 2.



SOUSTRACTION. 11

ticale, les chiffres du méme ordre. La somme des nombres de
chaque colonne doit étre écrite au bas, si elle ne passe pas 9;
autrement on n'en pose que les unités, et on réserve les dixaines
pour les ajouter, comme simples unités, avec les nombres de
la colonne qui suit & gauche, ce qui détermine a commencer le
calcul par la colonne a droite.

Voici plusieurs exemples d’addition.

Pour le premier, on fera ainsi le calcul : 3 + 8 font 11, 11 + 7
valent 18, 18 + 7 égalent 25, somme desunités3+8+7 + 7
on posera 5 sous le trait, au premier rang a droite, et onjoindra
les 2 dixaines a la colonne suivante : puis on dira 2. plus 8 font
10, plus 1 font 1 1, plus 8 valent 19, plus 2 font 21 ; on pose 1,
et on retient 2 pour joindre aux centaines. 2+7 =29, 9 + 3
= 12...; on a 26 centaines, on pose 6 et on retient 2 ; enfin on
trouve 24 a la 4¢ colonne : on pose le 4 et on avance le 2, c’est-
a-dire qu’on écrit 24 mille. La somme est 246i5.

De la Soustraction.

9. L’habitude d’additionner suffit pour trouver la différence
entre les nombres simples ; par exemple, le nombre qui, ajouté
a 3, donne 7 pour somme, est 4 : ainsi 7 — 3 = 4. On peut
aussi parvenir au résultat, en 6tant de 7 autant d’unités que 3
en contient; 7—3 =6—2=5— 1=4. Accordons par con-
séquent qu’on sache faire la soustraction des petits nombres.

Prenons cet exemple plus composé, 695 — 243. 1l
est visible que, si I'on connaissait le nombre qui
ajouté a 243 donne 695 pour somme, 3 + les unités
de ce nombre, 4 + ses dixaines; 2 + ses centaines devraient
reproduire 695 ; on écrira donc les nombres proposés comme
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pour I'addition, le plus petit en-dessous; puis on retranchera
chaque chiffre infe'rieur de celui qui est au-dessus : on dira
5—3=2, 9—4=5, 6—2=4, et 452 sera  différence
cherchée.

Mais il peut arriver que le chiffre inférieur surpasse
le supérieur. Dans I'exemple ci-contre, on ne peut
Oter8 de 7. Il est clair qu’alors 36 147 devant étre la
somme de 19328 —+le nombre cherché, en faisant la somme
de la 1re colonne, 8 + les unités inconnues, ont donné, non pas
7, mais 17 pour somme; et qu’'on a retenu la dixaine pour la
joindre & la colonne suivante. On doit donc dire, non pas
7—8, mais 17—8 =29, et écrire ce chiffre 9 au rang des uni-
tés. Mais, en continuant I'addition, la colonne suivante est
formée de la dixaine retenue, des chiffres 4, 2, et des dixaines
cherchées; et ajoutant celles-ci a 2 et a la retenue 1, on doit
produire 4 : il ne faut donc pas dire 4— 2, mais 4 — 3 = 1,
qu’on posera aux dixaines. De méme pour les centaines, au lieu
de 1 — 3, on dira 11 — 3 reste 8, qu’on posera; mais on re-
tiendra | pour ajouter au 9 suivant ; ainsi 6 — 10, ou plutdt
16 — 10 =06, etonretiendral; 3—2=1.

En général, lorsque le chiffre supérieur sera le plus faible,
on I'augmentera de dix, puison retiendra un pour lejoindre au
chiffre inférieur qui est a la gauche. On remarquera qu’en effet
le nombre supérieur est augmenté par la de 10, mais qu’on aug-
mente pareillement I'inférieur de 10, ce qui n’altére nullement
la différence (n°4).

Pareillement, dans I'exemple ci-contre, on dira:
9—3=6; 2— 7 nese peut; 12— 7=5, etje
retiens 1; 4 — 6 (au lieu de 4 — 5) ne se peut,

14 —6 =28, etjeretiens1; 0—9 (au lieu de 0 — 8) ne se
peut, 10 —9=1; 0— 8 ne se peut; 10 — 8= 2, etc.

Voici quelques autres exemples de soustraction.
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10. Lorsqu’on veut retrancher un nombre de l'unité suivie
d'autant de zéros que ce nombre a de chiffres, c ést-a-dire de
looo..,, il Faut retrancher le chiffre des unités de 1o, et les
autres chiffres de g. Ainsi, 1000 — 259, se trouve eu disant
10—9=1; puis 9-5=4; 9—2=7, etona 1000 — 259
= 74l méme 1 000 000 — 279 953 = 720 047. Ce calcul
est si facile, qu’il mérite a peine d’étre compté pour une opé-
ration ; on s’en sert pour réduire toute soustraction a une addi-
tion ; voici comment.

Soit demandée la différence 3487 — 269. Il est clair qu’en
décomposant 3487 en 2487 + 1000, la différence avec 259
n'est pas changée, et on aura 2487 + 1000 — 259, ou
2487 —T741=3228. Ainsi, au lieu de soustraire 259, on aréelle-
mentajouté 741. On voit donc qu’on peutretrancher un nombre
d’un autre, en soustrayantle lerde | suivi d'autantde zérosqu’il
a de chiffres, et ajoutant le résultatau 2' nombre donné, pourvu
qu’on retranche ensuite une unité de I'ordre immédiatement
supérieur a celui du nombre & soustraire. On indique celle
derniere soustraction par | placé a I'ordre de chiffres dont
on vient de parler ; ainsi I’opération ci-dessus revient
a 3487 — 259 = 3487 + 1741, calcul qu’on effectue
comme on le voit ci-contre. Observez que 1741, ajouté
au nombre 259, donne zéro, ou 1741 + 259=o0. La
quantité 1741 est ce qu on nomme le complément arithmétique
de 259. En général, pour former le complément arithmétique
d’'un nombre, il faut retrancher tous ses chiffres de 9, et celui
des unités de 10, puis placer | & gauche. Le complément d’un
nombre ajouté a ce nombre donne zéro pour somme. Au lieu
de retrancher un nombre, on peut ajouter son complément arith-
métique.

Lorsqu’il y aplusieursadditionset sous-
tractions successives, 1’nsage descomplé-
mens peut présenter des avantages; par
exemple, 32731 +5729 — 371 — 4834,
prend la forme ci-contre, attendu que les
complémens de 371 et 4834 sont 1629 et
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i5i66. Nous recommandons toutefois d’eviter I'emploi du com-
plément, et de s'exercer a faire les additions et soustractions
colonne par colonne. C’estainsi que, dans notre exemple, aprés
avoir dit9 + i = io,4+i=5, on retranchera 5 de 10 et
on posera 5 au rang des unités du reste ; puis 3+2=25, 7 + 3
= 10; 5— 10 ne se peut; donc 15— 10 =15, qu’on pose aux
dixaines, en retenant | pour joindre aux centaines soustrac-
tives, etc.

De la Multiplication.

11. Nous écrirons le multiplicande le premier ; ainsi
4x52XX2 signifie qu’on répétera 4 cinq fois, et que le pro-
duit 20 devra étre pris 2 fois.

Puisque 4x5 n'est autre que | + 1 + | + | répété 5 fois,

il suffit de prendre chaque unité 5 fois, ou5 + 5+ 5+ 5; ex-
pression qui revient a 5 répété 4 fois : ainsi,
4 fois 5 est égal a 5 fois 4, ou 4 X5=5 X 4,
Ce raisonnement peut étre présenté sous la
forme d’un tableau A, composé de 5 lignes,
dont chacune contient 4 unités. Il est clair
que le nombre des unités est 4 répété 5 fois.
Mais, en renversant le tableau, comme on
le voit en B, on trouve 5 répété 4 fois; le
nombre des unités étant nécessairement le
méme dans les deux cas, le produit de 4 X 5
est le méme que celui de 5x4.

Soitaussi 5 X 4 X 2; comme 5 répété
4 FOIS ST 5+ 5+ 5+ 5,
il reste & prendre 2 fois ce résultat, ou.. 10 + 10 + 10 + 1w,
ou 10 répété 4 fois. Donc 5x4>X2
=5X22>X4. On peut donc changer de place les deux der-
niers facteurs, comme on avu qu’on pouvait échanger les deux
premiers entre eux. Ainsi,

5XxX4x2=4Xx5X2 =5 x2 X 4=2x5X 4=2X4 x5=4x 2 X 5.
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On voit donc qu’on peut intervertir de toutes les maniéres pos-
sibles I'ordre desfacteurs sans altérer le produit.

Démontrons ce théoréme pour plus de trois facteurs : par
exemple, pour 4x5x3>2x9.

Le facteur g ayant la derniére place dans le premier pro-
duit, prouvons qu’on peut le placer ou I'on veut, et d’abord a
I'avant-dernier rang , savoir 4x5x3x2x9=x5x3X9X2.
En effet, les trois premiers facteurs 4x5x3 donnent 60, et il
faut prouver que60Xx2 ><X9=60><9><2, et c’est ce qui vient
d’étre démontré. De méme dans le produit 4 X 5 >3 x 9, on
peut faire passer le 9 avant le 3, savoir 4><5 x<9x3, etainsi
de suite. D’oul I'on voit que, sans changer le produit, on peut
faire occuper successivement toutes les places au dernier facteur
9, les autres facteurs restant dans le méme ordre.

Mais a son tour le nouveau facteur terminal 2 peut étre
mis a tel rang qu’on veut dans chacun de ces résultats , savoir,
AX5X9><X2=4Xx5X.9X2X3=4x5x2X9X3==etc..
Donc en définitive la place de chaque facteur est arbitraire.

12. Lorsqu'il arrive qu’un nombre se multiplie lui-méme plu-
sieurs fois consécutives, comme 3 X 3 X 3 X 3, on dit qu’il est
élevé a une Puissance, dont le degré est marquépar le nombre
defacteurs, qu’on appelle Exposant. Ici 3 est élevé a laquatrieme
puissance , ce qu’on indique par 34 =81 ; 4 est I’exposant ou le
degré. De méme 23=2x2x2=8.0n donne aussi a la deuxiéme
puissance le nom de Carré, et a la troisieme le nom de Cube.

7'ou7x7=49est lecarrede773= 7X7X7 =343 est le
cube de 7.

Le nombre qui se multiplie ainsi lui-méme, ou qui est affecté
d’un exposant, se nomme Racine : ainsi 7 est la racine carrée, ou
seconde de 49, la racine cubique ou troisiéme de 343, la qua-
trieme de 2401, etc. Ces racines s’indiquent par le signe ra-

dical \/,et on place, dans les branches, le nombre qui en
marque le degré.

4
73=343, d’'otl 7= V343 5=625 dou 5 = V625.

Lorsqu'il s’agit de la racine 2e, on se dispense ordinairement
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d’en indiquer le degré, et d'écrire le chffrae 2 sur le radical; en

2

sorte que vV et+v/sont laméme chose : 8 = 64, donc 8 =~/64,
8 est dit la racine, ou la racine carrée de 64.

13.Puisque pour multiplier un nombre (n°® 3), il suffit de
I'ajouter autant de fois qu’il y a d’unitéj dams le multiplicateur,
on voit que, losi I'on multiplie I’'un des facteurs par 2, 3, 4...
le produit est lui-méme multiplié par 2, 3, 4- + En effet, si, au
lieu de 3x5, je prends 12 X 5, chaque fois que j’ajouterai 12
au lieu de 3, je prendrai le quadruple de 3, c’est-a-dire que j'au-
rai pris de trop le triple de 3; le résultat sera donc composé du
produit3 X 5 quadruplé : ainsi, 12 X 5est quadruple de 3 X 5,
parce que 12 est quadruple de 3. Et aussipour multiplier 12 par
5, on peut, si I'on veut, multiplier 3 par 5, et ensuite le pro-
duit 15par 4, parce que 12=3x4.

De méme si I’on divise I’un des facteurs par 2, 3, 4...le pro-
duit sera divisé aussi par 2,3,4.

20.Sil'onmultiple I'un desacteurset qu’on divise I'autre
par un meme nombre, le produit n’est pas changé: 14 X 8
=9 X 16, 14 est double de 7, et 16 I'est de 8.

3°. Lorsque lesfacteurs sont terminés a droite par des zéros,
on peut les supprimer, pourvu qua la suite du produit on en
mette un pareil nombre. Ainsi 300 X 20 devient 3X2, en 6tant
les trois zéros, qu’on restituera a la suite du produit6; on aura
300X20=6000. Eneffet, 300X20=3000 X2, car 300 est décu-
plé (n° 6), et 20 est divisé par 10. Or, dans I'addition de 3000 &
lui-méme, on voit que les trois zéros demeurent dans lasommée,
comme provenant des trois premieres colonnes; la suivante
donne 3>X2=6; donc 6000 est le produit demandé.

1.4 . 11agit maintenant de pratiquer la multiplication de
deux nombres donnés; il se présente trois cas.

ler cas. Les deuxfacteurs n’ayant qu un seul chiffre chacum.
La table suivante, qui est due a Pythagore, se forme en e'crivant
sur une ligne horizontale les 9 premiers nombres, puis ajouta.nt
chacun d’eux 9 fois successives, on écrit ces produits dans ume
méme colonne verticale. Par exemple, 4+4=28, 8+4=122,
12+4=16, 16+4=20, 20+4= 24, etc.
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Table de Pythagore.

Veut-on trouver le produit 7 X 5, il suit de la génération
des divers nombres de ce tableau qu’on cherchera 7 dans la
premiére ligne, et qu’on descendra dans la colonne verticale
correspondante, jusqu’a la case qui est dans la ligne horizon-
tale dont 5 est le chiffre initial ; cette case porte 35, et on a
7X5 = 35. Il importe de se rendre familiers les produits des
nombres simples, afin de ne pas étre forcé , chaque fois qu’on
veut les obtenir, de recourir a cette table, qui n’est elle-méme
formée que par des additions successives.

S’il fallait, ainsi que I’exige la définition (3), ajouter le mul-
tiplicande autant defois quil y a d’unités duns le multipli-
cateur, l'opération deviendrait presque impraticable pour les
grands nombres. VVoyons comment on peut la réduire a la mul-
tiplication des nombres simples.

2¢ cas. Le multiplicateur n'ayant qu’un seul chiffre. Pour
multiplier 2967 par 4, j'imagine, pour un moment, qu’on
veuille en effet exécuter I'addition de 2967 pris 4 fois, ainsi
qu’elle est faite ci-aprés. La colonne des unités ne contiendra
que le chiffre 7 écrit verticalement 4 fois; ainsi cette somme

TI. 2
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sera7 X 4 ou 28onposera8, et on retiendra 2 pour
joindre a la colonne des dixaines, formée du chiffre 6

écrit 4 fois. 11 faut donc dire 6 X 4 = 24, et ajoutant

la retenue 2, on a 26 : ainsi on posera 6 et on re-
tiendra 2, etc. Cette opération revient donc a mul-

tiplier chacun des chiffres du multiplicande par le
multiplicateur, en commencant par la droite : on écrit

les unités de chaque produit au-dessous du chiffre qui

I'a donné, et on retient les dixaines pour les joindre

au produit suivant. Ce procédé n est, a proprement parler,
que I'addition méme , excepté qu’on se dispense d’écrire plu-
sieurs fois le nombre a ajouter.

3¢ cas. Les deuxfacteurs étant composés deplusieurs chiffres.
Multiplier 2327 par 532, c’est répéter 2327,

2 fois, 30 fois, 500 fois, et ajouter le tout.

1. On multipliera d’abord 2327 par 2, comme

on vient de le dire; 20. pour former le pro-

duit par 30, on multipliera 2327 par 3, et

on ajoutera un zéro & droite du produit, d'a-

prés ce qu’on avu (13,3°); enfin, pour répéter 500 fois 2827,
on multipliera par 5, et on ajoutera deux zéros. L’opération
prend donc la disposition ci-dessus, dans laquelle on observe
que, comme les zéros n’influent en rien sur I'addition, on s’est
dispensé de les écrire : alors le produit par 3 a été simplement
reculé d’un rang vers la gauche, et le produit par 5 de deux
rangs. On voit donc qu’ilfautmultiplier I'un des facteurs
tour a tour par chacun des chiffres de I'autre. Chaque produit
partiel doit étre écrit de maniére que ses unités soient placées
au méme ordre que le chiffre du multiplicateur qui les a don-
nées : on ajoute ensuite le tout.

La multiplication des nombres composés dépend ainsi du cas
ou le multiplicateur n’a qu’un chiffre, et celle-ci dépend a son
tour du cas ol chaque facteur n’a qu’un seul chiffre, c’est-a-dire
de la table de Pythagore. Comme il convient d'étre trés exercé
a la pratique de cette opération, nous en mettrons ici quelques
exemples.
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Quant au nombre de chiffres qui composent le produit,
supposons qu’on ait a multiplier 3687 par 968; la facteur 968
est >100 et < 1000; ainsi le produit est entre 368700 et
3687000, c’est-a-dire qu’il a 6 ou 7 chiffres. En général le
produit de deux nombres estformé d’autant de chiffres qu’il
wen afans les deux facteurs, ou un chiffre de moins. Quand
on a 3,—Bfacteurs, le méme raisonnement donne des li-
mites de la grandeur du produit et du nombre de chiffres
qui le composent ¥

De la Division.

15.De nxéme que la multiplication n’est que I'addition réité-
rée du méme nombre, on peut considérer la division comme
une soustraction répetée, le quotient marquant combien de
fois on peut 6ter le diviseur du dividende. Si on veut diviser
8 par 2, et qu’on retranche d’abord 2 de 8, puis 2 du reste 6,
2 du reste 4, et enfin 2 de 2, on arrive au reste zéro ; 2 ayant
pu étre étre soustrait 4 fois de 8, on peut regarder 8 comme
composé de 4fois 2; et par conséquent 4 est le quotient. Il
suit de la que le quotient qui marque combien defois un nom-

f Soienta, B,y..... la quotité des chiffres de divers facteurs, a, b, c...,
dont le nombre estn; il est clair que a<100b< 103, c<<10v; le produit

est<10et ! , ouabc.... rom, en posantm = a+pB-+y...D'ail-

leurs,
ou abc... > 10m-n: donc le produit abc... est compris entre 10m-net10m
il ne peut avoir au-dela de m chiffres, mais il en a plus de m—n. Ainsi le
produit ne peut avoir plus de chiffres que lesfacteurs proposés écrits successi-
vement comme s'ils neformaient qu’un seul nombre; mais il en a plus que cette
quotité moins le nombre desfacteurs.

2..
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bre est répété pour former unproduit, indique aussi le nombre
de fois que le diviseur est contenu dans le dividende; ou, ce
qui équivaut, le dividende contient le diviseur autant defois
gu’ily a d’unités dans le quotient. Donc si I’'on veut for mer 2
parts égales dans 8 unités, il faut diviser 8 par 2; le quotient
4 exprime la grandeur de chaque part.

Le dividende nétant autre chose que le produit d’une mul-
tiplication dont le diviseur et le quotient sont les deux fac-
teurs, il suit de la définition et des propriétés connues (n° 13
que, I.on ne change pas le quotient lorsqu’on multiplie oe
gu’on divise par un meme nombre le dividende et le diviseur
36 : 9 donne le méme quotient que 72 : 18 et que 12 : 3.

2°. Si le dividende et le diviseur sont terminés a droiite par
des zéros, on peut en supprimer a chacun un égal nombre sans
altérer le quotient: 6000 * 200, et 60 ; 2 donnent le mémequo-
tient 30. (Voy. p. 16.)

3°. Si 'on multiplie seulement le dividende, le quotient sera
multiplié parle méme nombre; si I'on multiplie le diviseur,
le quotient sera divisé. Qu’il s’agisse, par exemple, de diviser 24
par 3, le quotient sera 8, ou 24 -3 = 8; mais si I'on double 24,
ce quotient sera doublé, 48 : 3= 16; et si I'on double 3, le
quotient sera réduit a moitié, 24 :6 = 4 _Enfin 48 : 6 = 8§,
c’est-a-dire que le quotient reste le méme quand on double le
dividende et le diviseur.

4°, Lorsqu’on veut exécuter plusieurs divisions successives,
I'ordre dans lequel on les doit effectuer est arbitraire ; onpeut
méme n’enfaire qu’une seule, enprenant pour diviseur le pro-
duit de tous les diviseurs. Si I’on veut, par exemple, diviser 24
par 2, et ensuite le quotient 12 par 3; on obtient 4 pour résultat ;
mais si I’on eQt divisé par 3 d’abord, et ensuite par 2, ou bien
si I'on eQt divisé 24 par 2 X 3 ou 6, on aurait obtenu de méme 4-
Cela résulte de ce que la division par 2 et par 3 revient a sup-
primer tour a tour les facteurs 2 et 3 dans 24, qui est le pro-
duit de 2X3x%x4, ou de 3X2X4.Parlamemeson,
(6x4) :B3X 2)=(6:3)><@4:2)=(6 :2X3) X4

16. Le quotientde 35 : 7 est 5, puisque 35 =7 X 5; mais
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si I'on veut diviser 38 par 7, on décomposera 38 en 35 +3, ou
38 =7 X 5+3; la division ne se fait plus exactement : 35 est
seulement le plus grand produit de 7 contenu dans 38, et 3 est
le reste de cette division.

Si I'on forme tous les produits consécutifs d’un nombre par
1, 2, 3, ... les résultats sont tous divisibles par ce nombre,
ouen sont les multiples. C’est ainsi que 35 est multiple de 7,
ou divisible par 7, tandis que 38 ne I'est point.

En prenant pour dividende et diviseur deux nombres quel-
conques, on doit donc dire que le quotient, multiplié par le
diviseur, donne un produit qui, ajouté au reste ,forme le divi-
dende. Le reste est d’ailleurs moindre que le diviseur, puisque,
si celui-ci y était encore contenu, le produit du diviseur par le
guotient ne donnerait pas le plus grand multiple du diviseur
contenu dans le dividende.

En multipliant toute I'équation 38=7 X 5+ 3,par un
nombre tel que 4, ona i52 = 28 X 5 +12 : le quotient de la
division de i52 par 28, et celui de 38 par 7, est également 5 ;
mais le reste 3 est devenu quadruple. En multipliant le divi-
seur et le dividende par un memefacteur, le quotient nestpas
changé, et le reste est multiplié par cefacteur.

Soient 34 et 24, deux nombres qui, divisés par 5, donnent
le méme reste 4, leur différence 10 doittre multiple de 5,
car 34 =6 X 5+4,24 =4 X 5+4, et retranchant ces deux
équations, ona 10=2 X 5.

17. Latable de Pythagore sert a trouver le quotient, lorsqu’il
n'est exprimé que par un seul chiffre, aussi bien que le divi-
seur. Veut-on diviser 35 par 7, par exemple, on descendra, dans
lacolonne verticale du nombre 7, jusqu’a la case qui contient 35;
elle répond a la ligne horizontale qui commence par 5, en sorte
que 35=17 X 5; donc 5 est le facteur ou le quotient cherché.

Pour diviser 65 par 9, comme onnetrouve pas 65 dans la
9¢ colonne, mais63 et 72, ona65=7 X 9 +2 : on voit que 7
est le quotient, et 2 le reste. IlFfautrendre ces divisions trés
familiéres, afin de ne pas étre obligé de consulter la table de
Pythagore pour les exécuter.
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18. Venons-en aux divisions composées.

lercas. Le diviseur n’ayant qu'un seul chiffre. Soit proposé
de diviser 40761 par 7, c'est-a-dire de trouver un nombre
qui, multiplié par 7, reproduise 40761. Si ce nombre était
connu, on le vérifierait en le multipliant par 7 ; les unités de-
vraient donner le produit ! ; en retenant les dixaines pour les
joindre au produit suivant, on trouverait de
méme 6 aux dixaines; le produit des centaines
donnerait 7; enfin celui des mille, 40. Le quo-
tient n'a point de dixaines de mille, puisque
10000 X 7 donne 70 000, qui surpasse 40761.

Concluons de la que 40 contient le produit de

7 par le chiffre des mille du quotient, eten

outre la retenue faite sur les centaines. Le

plus grand multiple de 7 contenu dans 4Oest 35 ou 7 fois 5,
et 40 est compris entre les produits de 7 par 5 et par 6 ; si I'on
multiplie 7 par 5000 et par 6000, I'un des produits sera donc
moindre , et l'autre plus grand que 4° 761 ; ainsi le quotient
est entre 5000 et 6000, c’est-a-dire que le chiffre des mille est
5, donnépar le plus grand multiple de 7 contenu dans 40.En
retranchant de 4o ce multiple 35, le reste5 est la retenue faite,
dans la multiplication par 7, sur les centaines du quotient. Si
donc on joint a ce reste 5 les autres chiffres 761 du dividende,
5761 sera le produit par 7 des parties inconnues du quotient ;
et pour trouver celles-ci, il ne s'agira que de diviser 5761 par
7, question semblable a la proposée, et qui permet le méme
raisonnement.

On divisera donc par 7 les centaines 57, ou plutdt le plus
grand multiple de 7 renfermé dans 57 : le quotient 8 sera le
chiffre des centaines du quotient, qu’on posera a droite du 5 qui
en est les mille. Observez qu'il est inutile de descendre, prés
du reste 5, toute la partie 761 du dividende, et que, pour for-
mer le dividende partiel 57, il suffisait de descendre prés du 5
le chiffre 7 des centaines. En multipliant 8 par 7, et 6tant le
produit 56 de 57, le reste | est la retenue qui provient des
dixaines, en sorte que, si I'on joint 61 a ce reste, 161 estle pro-
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duit par 7 des dixaines et des unités du quotient : pour les ob-
tenir, il faut donc diviser 161 par 7, et ainsi de suite. Le quo-
tient demandé est 5823.

On voit qu’on trouve tour a tour chaque chiffre du quotient,
en commencantpar l'ordre le plus élevé, et gu’ilfaut sanscesse
descendre prés du reste le chiffre qui suit dans le dividende,
puis prendre le plus grand multiple du diviseur qui est con-
tenu dans le nombre ainsiformé.

Lorsqu’on s'est exercé a ce calcul, on ne tarde pas a recon-
naitre que, dans une opération aussi simple, il est inutile d’é-
crire chaque produit a soustraire, parce que la soustraction se
faitde suite. Ainsi, aprés avoir trouvé que 40: 7 donne le chiffre
5 des mille du quotient, onprendb5 fois 7, et on retranche le
produit 35 de 40 ; le reste 5 s’écrit sous le 0 du dividende; on
y joint le 7 des centaines, et on divise 57 par 7, etc. L’opé-
ration se réduit alors a la forme que nous lui avons donnée
ci-contre. Il est méme remarquable qu’on peut
encore I'abreger en n'écrivant pas chaque reste
pour le joindre au chiffre qui suit dans le di-
vidende : par exemple, 40: 7 donne 5, qu’on
écrit sous 4°; le produit 7 fois 5 ou 35, se
retranche de 40,et I'on conserve dans la mé-
moire le reste 5, pour le joindre au 7 des cen-
taines; 57 =7 donne 8, qu’on écrit sous les 7
centaines : 7 X 8 =56, qui, 6té de 57, donne le reste 1 ce I,
joint au 6 dixaines, donne 16; 16 : 7 = 2, etc. Ce calcul a la
forme trés simple que nous avons indiquée ici.

Voici d’autres exemples de ces divisions.

2e cas. Le diviseur ayant plusieurs chiffres. Proposons-nous
de diviser 1916par329uisque 329X 10 = 3290 qui surpasse
le dividende 1916, leotient est moindre que 10 : ainsi le
quotient n’a qu’un seul chiffre; supposons-le connu, et on le
trouvera facilement en faisant les produits successifs de 329pai
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1,2, 3,... jusqu’a ce que ce produitsoit 1916, ou que la diffé-
rence avec 1916 soit moindre que 329. Soit 5 ce quotient.

1916 étant = 329 X 5+ le reste, si l'on
multiplie par 5 les unités 9, les dixaines 2 et
les centaines 3, et qu’on ajoute le reste , on
devra reproduire 1916. Le calcul indiqué ci-
contre prouve que les centaines 19 du divi-
dende sont formées, i°. du produit 15 des centaines 3 du di-
viseur par le quotient supposé 5; 2°. de la retenue | faite surles
dixaines; 3°.de la partie 3 qui provient de I'addition du reste 271.

Il suit de la que, si I'on pouvait 6ter de 19 ces deux retenues,
le reste 15 serait le produit exact des centaines 3 du diviseur
par le chiffre du quotient; et la division de 15 par 3 ferait
connaitre ce chiffre. Mais comme on ne peut 6ter de 19 la
double retenue qu’on ne connait pas d’abord, on divise 19
par 3, prenant ainsi pour dividende un nombre trop grand: le
quotient qu’on trouve peut étre fautif; mais il ne peut pécher
gue par excés. Dans notre exemple, 19 : 3 donne 6; mais comme
on trouve que 6 X 329= 1974 = 1916, on reconnait que le
quotient suppose est trop fort : on essaie 5; et ie produit 5x329
est 1645 < 1916; ce qui prouve que 5 n'est pas trop fort, et
que par conséquent 5 est le quotient cherché. Otant 1645 de
1916, on trouve le reste 271.

Concluons de 1a que si le quotient est==10, c’est-a-dire 1l'a
gu’un seul chiffre, ilfaut supprimer, a droite du dividende et
du diviseur, un égal nombre de chiffres, et diviser lesparties qui
restent; le quotient sera celui qu’on cherche, ou le surpassera ;
la multiplication servira ensuite a le vérifier §  Voici quel-

(*) C’est surtout lorsque le deuxieme chiffre vers la gauche du diviseur
surpasse 5, que la tentative conduit a poser un quotient trop fort; car, dans
la multiplication du diviseur par le quotient pour reproduire le dividende ,
le produit du premier chiffre & gauche du diviseur doit étre ajouté aux.
dixaines qui ont été retenues. Pour 1435 : 287, par exemple, si I'on dit 14:2
donne 7 ; ce 7 sera trop grand, attendu qu’en multipliant 287 par 7, le pro-
duit 2x7 des centaines devrait étre accru de la retenue 6, provenant de
87 X 7. Mais si I'on suppose 5 pour quotient, comme 87 x 5 donne 4 are



DIVISION. 25

ques exemples de ce calcul. Dans le ler, on divise 72 par 8,
mais ontrouve, par la multiplication, que le quotient9est trop
fort, et on le re'duit a 8.

Proposons nous maintenant de diviser 191 687 par 329. Je
sépare vers la gauche du dividende la partie 1916, qui soit assez
grande pour contenir le diviseur 329 je fais la division de 1916
par 329, en suivant laregle précédente : le quotient est 5, don-
nant le produit 1645 et le reste 271 ; j'é-
cris ces nombres ainsi qu’on le voit ci-
contre : ce nombre 5 est le premier chiffre
du quotient, et désigne les centaines, ou
500, attendu que 1916 exprime aussi des
centaines. En effet, puisque 1916 est com-
pris entre 5 et 6 fois le diviseur 329, cette
partie 1916 étant des centaines, le dividende proposé est lui-
meme compris entre 500 et 600 fois 329 (n° 13, 3°.); donc le
quotient cherché est composé de 500 + des dixaines et des
unités, qu’il s'agit maintenant de trouver.

tenir, et que 14 — 4 divisé par 2 donne en effet 5, il est clair que 5 est le
guotient cherché.

Observez que, si I'on remplace 287 par 300, le quotient seratrop faible,

puisque, ayant augmenté le diviseur, il est contenu moins de fois dans le
dividende 1435. Si I'on veut éviter de longues tentatives, quand le deuxiéme
chiffre vers la gauche du diviseur surpassera 5, on ajoutera i au premier chif-
fre, pour obtenir le quotient supposé; mais lorsque ensuite on voudra Véri-
fier ce quotient par la multiplication, il faudra rétablir le diviseur tel qu’il
était. L'erreur, s’il y en a, consiste alors a donner un chiffre trop faible
pour quotient; et cette erreur est manifestée par un reste qui surpasse le di-
viseur. Dans le cas que nous considérons dans cette note, il y a quelquefois
de I'avantage a doubler, ou tripler,... le dividende et le diviseur, afin d’ame-
ner le deuxieme chiffre de celui-ci a étre <5. Le quotient n'est point altéré
par ce calcul (n° 15, 10.)
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En retranchant du dividende le produit de 3ag par 500, partie
connue du quotient, c'est-a-dire en dtant 1645de 1916, et joi-
gnant au reste 271 la partie 87 qu’on avait séparée, il est clair
que le reste 27187 est le produit de 239 par les dixaines et les
unités inconnues du quotient, plus le reste : d’ou il suit que, si
I'on divise 27187 par 329, on devra obtenir au quotient ces
dixaines et ces unités.

A cette question, semblable a la proposée , le méme raison-
nement s’applique, et I’'on est conduit a la méme conséquence.
Séparons donc le premier chiffre a droite 7, c’est-a-dire descen-
dons seulement le 8 & la droite du premier reste 271, ce qui
donnera 2718 a diviser par 329 : le quotient 8 est, par la méme
raison que ci-dessus, le chiffre desdixaines; du dividende partiel
2718, dtantle produit 329 X 8 = 2632, le reste 86 provient du
produit de 329 par les unités, plus I'excés du dividende total
sur un multiple exact. Enfin, si I'on divise 867 par 329, on
obtient les unités 2, et le reste 209. C’est le méme calcul qui
se reproduit sans cesse, et qui donne tour a tour les divers
chiffres du quotient, en vertu d’un raisonnement qui différe
peu de celui qu’on a fait dans le cas ou le quotient na qu’un
seul chiffre.

Donc, pourfaire une division, ilfaut séparer, vers la gauche
du dividende, les chiffres nécessairespour contenir le diviseur,
diviser cette partie par le diviseur; le quotient n'aura qu’un
seul chiffre, qui sera le premier des chiffres a gauche du quo-
tient cherché, et son ordre sera le meme que celui des unités du
dividende partiel. On multipliera ce quotient par le diviseur;
on retranchera le produit du dividende partiel; a la droite du
reste, on descendra le chiffre suivant dans le dividende pro-
posé, et on recommencera la méme opération, qui donnera le
second chiffre du quotient, de méme ordre que le chiffre des-
cendu. On continuera ce calcul jusqu’a ce que tous les chiffrtes
du dividende soient épuises.

Si I'un des dividendes partiels ne contient pas le diviseur, il
ne faudra pas oublier de mettre un zéro au quotient ; puis o»n
descendra un second chiffre du dividende.
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Au lieu d’écririe chaque produit et de soustraire, il est plus
court d’effectuer a la fois la multiplication et la soustraction.
Par exemple, lorsqu’il a fallu multiplier 329 par 5 et dter de
1916, voici comment on a pu opérer : 59 = 45 unités, qu’on
ne peut dter des 6 unités du dividende 1916 ; mais ajoutez 4
dixaines a ce6, et dites 46 — 45 =1, que vous poserez sous 6.
Comme 1916 aura par la été augmenté de 4o, pour ne pas al-
térer la différence cherchée , il faudra de méme ajouter 40 au
nombre a soustraire, c'est-a-dire retenir 4 dixaines, qu’on join-
dra au produit suivant 2X 5=10; on a donc 14 a Oter de
! dixaine ; on dit de 21 6tez 14, il reste 7, qu’on écrit sous 1,
et on retient les deux dixaines ajoutées ; enfin 5x3 +2=17,
19— 17=2; et on a le premier reste 271.

De méme, pour Oter de 2718 le produit 329 X 8, on dira
8 X 9=72; ajoutant 70 aux unités8, ona 78— 72=26, qu’on
pose aux unités, et on retient 7. Ensuite 2X8-+7 = 23, 6tés
de 1, ou plutét de 31, il reste 8, qu’on écrit
sous 1, en retenant 3; enfin ,3x8+ 3 =27,

Otés de 27, il reste o, qu’il est inutile d’é-
crire, etc. L’opération prend alors la forme
abrégée que nous lui avons donnée ici .

Voici quelques exemples de division.

Reste..

Reste

Reste ..

(*) Ce genre de calcul sert aussi a vérifier chaque chiffre du quotient : on
fait alors I'opération ci-dessus, en procédant en sens contraire, c'est-a-dire
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19. Nous ferons observer que, 1°. la division est la seule des
guatre regles qui commence par la gauche.

Lorsqu’on a trouvé combien de foisun dividende partiel
contient le diviseur, ce chiffre est toujours précisément celui
qu’on doit mettre au quotient. Cependantcomme pour trouver
ce nombre de fois, le procédé indiqué, p. 24, consiste a réduire
le diviseur a son premier chiffre a gauche, il se peut que cette
opération donne en effet un chiffre trop fort : mais I'erreur est
dans ce procédé et non dans le principe ; car une fois qu’on a
obtenu le quotient de cette division partielle, on est assuré que
ce chiffre est juste celui du quotient cherché.

3°. Chaque chiffre qu’on descend en donne un au quotient;
I’un et I'autre sont de méme ordre, en sorte qu’on peut toujours

de gauche a droite; et si quelque soustraction est impossible, a plus forte
raison le sera-t-elle en commencant par la droite, puisque les produits a re-

trancher sont augmentés des retenues. Ainsi, pour ona , etil sagit

d’éprouver le 6 qu’on obtient, c’est-a-dire de s’assurer si le produit 328 x 6
est< 1916, cas ou le chiffre 6 n’est pas trop fort. Commencons la multipli-
cation par les centaines, on dira 3 x 6 = 18; de 19, il reste 1, qui, jointau
chiffre suivant 1, donne 11 dixaines; d’ou I'on ne peut Oter le produit des
dixaines 6 x 2 ou 12; ainsi le 6 est trop fort, et on doit essayer 5.
Observons que, dans toute multiplication, chacune des retenues ne peut
excéder le multiplicateur qu’on éprouve : s’il est 5, il faudrait que l'autre
facteur fOt au moins 10, pour que le produit surpassat 50. Donc , si en fai-
sant I’épreuve, comme on vient de le dire, on trouve quelqu’un des restes
au moins égal au quotient éprouvé, on est assuré que, lorsqu’on fera I'opération
de droite a gauche, et qu’on arrivera a ce méme reste, la soustraction sera

possible, ainsi que toutes les suivantes. Par exemple, pour , on dira

donne 8, qu’on reconnaitra étre trop fort : il faudra donc éprouver 7; ce
qu’on fera ainsi qu'il suit: 3 X 7=21; de 25 il reste  qu’on joint au 6
des centaines de 25643; on a 46 ; puis 7 x 5=35; 46 — 35 donne un reste >7;
ainsi 7 est le quotient cherché. En général, I'épreuve doit &tre poussée jusqu’a
une soustraction impossible, ou jusqu’a un reste au moins égal au chiffre
éprouvé. Si le ler cas arrive, ce chiffre est trop fort; dans le 2e au contraire
il ne I'est pas. Il est rare qu'on soit forcé , pour vérifier un chiffre, de pousser
le calcul jusqu'aux unités, et le plus souvent, on reconnait s’il est bon des la
seconde soustraction
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désigner apriori la quantité de chiffres du quotient, et indi-
quer l'ordre de chacun.
4°. Tout quotient partiel ne peut excéder 9, qui est le plus

grand nombre d’un seul chiffre. Ainsi, pour 170119, on dira, il est

vrai, en 17, combien de fois 1 ? mais, loin de mettre 17 au pro-
duit, il ne faut éprouver que 9, encore ce chiffre est-il trop
fortici ; le quotient n’est que 8, qu’on aurait obtenu de suite en

disant A3, au lieu de — ; c’est ce que prescrit la note, page 25.

5°. Pour éviter les erreurs, il conviendra de marquer d’un
point chaque chiffre du dividende, a mesure qu’on I'aura des-
cendu.

Décomposition en facteurs premiers. Propriétés des
diviseurs communs a plusieurs nombres.

20. On dit qu’un nombre estpremier, lorsqu’il n’est exacte-
ment divisible que par lui-méme et I'unité : tels sont 7,11,2,1.
Deux nombres qui, tels que 21 et , n'ont d’autre diviseur
commun que l'unité, sont dits premiers entre eux

21. Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, tous les
multiples du premier sont aussi divisibles par le second. Si 18
est multiple de 2, 3 X 18, qui revienta 18 +18+ 18, est di-
visible par 2, puisque chaque partie est multiple de 2.

22 Supposons qu’aprés avoir obtenu le produit de 32 par
157, on divise ces trois nombres par un autre quelconque, tel
que 9, examinons ce qui arrivera f : 32 étant décomposé en

(*) Si Ton divise deux facteurs entiers F et F'par un
nombre quelconque n, ils recevront la forme ci-contre,
et ' étant les quotiens entiers, r et r' les restes. En
examinant les termes du produit FF', on reconnait qu’ils
contiennent tous le facteur n, rr' excepté. Donc, en divi-

FFet rr , .
-- doivent

sant le produit par n, on voit que
donner le méme reste.
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9X3+5, si I'on multiplie par la premiere partie sera
un multiplie de 9; etle produit proposé étant divisé par 9, doit
donner le méme reste que 5x 157. Mais de méme 157 se dé-
compose en 9 X 17—+4; multipliant par 5 et divisant par 9,
le reste dont il s'agit est le méme que celui de 4 X 5 ; ainsi le
reste de la division d’unproduit est le méme que celui que donne
le produit des restes des deuxfacteurs.

23. Avant de nous occuper de la recherche des diviseurs des
nombres, probleme d’une grande importance , proposons-nous
de trouver le plus grand nombre qui puisse diviser exactement
deux nombres donnés, tels que 312 et i32 ; c’est ce qu’on ap-
pelle leur plus grand commun diviseur.

Observons que si 132 divisait exactement 312, i32 serait le
plus grand commun diviseur de ces nombres, puisque i32 ne
peut étre divisible par un nombre plus grand que lui-méme.
On essaiera donc cette division, 312 : 132 ; mais on trouve le
quotient 2, et le reste 48, savoir,

312 =2 x i32 + 48.

Divisons toute cette équation par un nombre quelconque 3 qui
divise exactement 312 et i32; ce nombre 3 divisera aussi
2 X i32 (n° 21) ; 48 doit donc étre aussi divisible par 3, puis-
que le quotient 48 . 3, ajouté a celui de 2 X 132, doit
donner pour somme le quotient de 312 : 3, et que ces deux
derniers quotiens sont entiers. Concluons de la que tout divi-
seur commun a deux nombres, divise aussi le reste de la divi-
sion de I'un par Vautre.

Maintenant, supposons que 12 soit le plus grand diviseur com-
mun ci-dessus cherché, et divisons toute I’équation par 12 ; nous
aurons 26 =2 X 11+ 4. Or les quotiens 26 et 11, doivent étre
premiers entre eux, puisque, sans cela, 12 ne serait pas le plus
grand diviseur de 312 et i32. De méme 11 et 4 ne peuvent
avoir de diviseur commun , puisque ce nhombre devrait aussi
diviser 26, savoir, 26 et 11, contre ce qu’'on vient de dire.
Ainsi 12 est a la fois le plus grand diviseur commun de 312
et 132, et aussi de i32 et 48. D’ou l'on voit que la question
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se réduit a chercher le plus grand diviseur commun de i32 et
48, probléme plus simple, puisque 48 < 312.

En raisonnant de méme sur 48 et i32, on prouvera qu'’il
faut diviser 132 par 48; que si la division se faisait exacte-
ment, 48 serait le plus grand diviseur commun cherché; et
que, comme on trouve 36 pour reste, ce diviseur est le méme
gue celui de 48 et 36.

Divisant 48 par 36, on verra que le

plus grand commun diviseur demandé

est celui de 36 et 12 (reste de la divi-

sion de 48 par 36) ; enfin 12 divisant

36, c'est 12 qui est le plus grand diviseur commun de 312 et
i32. On donne au calcul la disposition ci-contre; ou chaque
reste est écrit & la droite du diviseur, pour qu’il occupe la
place convenable a la division subséquente.

Donc pour trouver le plus grand diviseur commun de deux
nombres, divisez I'un par I'autre - divisez ensuite le diviseur
par le reste, et continuez de meme aprendre chaque restepour
diviseur du reste précédent, jusqu'a ce que vous trouviez un
quotient exact; ce quotient sera le plus grand diviseur com-
mun cherché.

Voici encore deux opérations de ce genre, I'une pour 2961
et 799; l'autre pour 115 et 69; les plus grands diviseurs com-
muns sont 47 et 23.

24. Remarquez que, i° les restes étant sans cesse décrois-
sans, on doit arriver a un diviseur exact, ne flt-ce que
I'unité : quand le plus grand commun diviseur est un, les
deux nombres proposés sont premiers entre eux. C’est ce qui
arrive pour 50 et 21. Il est facheux de ne pouvoir reconnaitre
ce cas a priori, puisqu’on a fait tous les frais d'un calcul
inutile.

2° Le plus grand commun diviseur de deux nombres devant
diviser tous les restes successifs qu’on trouve dans I'opération ,
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si I'un de ces restes est un nombre premier qui ne divise pas
le reste précédent, on est assuré que le calcul doit se terminer
par l'unité, seul diviseur des nombres proposés. Par exemple,
pour 824 et 319, on arrive au nombre premier 53 qui ne di-
vise pas 133 : il est inutile de pousser plus loin le calcul pour
conclure que I'unité est le seul diviseur commun.
824 1 319 | 186 | 133 | 53 nombre premier.
211112
3°. Le raisonnement précédent prouve aussi que tout di-
viseur de 3i2 et 132, tel que 3, divise aussi 48, puis 36 et
12, c’est-a-dire tous les restes successifs de I'opération : en
sorte que tous les diviseurs de 12 doivent aussi diviser 312 et
i32, et sont les seuls qui jouissent de cette propriété, savoir,
1, 2, 3, 4, 6 et 12. Donc tout diviseur de deux nombres divise
leur plus grand commun diviseur ; etpour obtenir tous lesfac-
teurs communs & deux nombres, il ne faut que chercher les
facteurs de leurplus grand commun diviseur.
4°, Si, dans le cours des calculs, on reconnait qu’un nom-
bre divise deux restes successifs, on supprimera ce facteur
dans le dividende et le diviseur, et on continuera I’opération;
lorsqu’on aura trouvé le diviseur commun, il faudra le multi-
plier par le facteur supprimé. C’est ainsi que 4830 et 3570 sont
multiples de 10; prenant donc 483 et 357, on fait la division ,
et on a le reste 126, qui, ainsi que 357, est divisible par 3 :
Otant ce facteur 3, on opére sur 119 et 42, dont le commun
diviseur est 7 ; ainsi celui de 4830 et 3570 est 10X3X7=210.
Mais si I’on reconnait que I’'un des restes a un facteur pre-
mier qui ne divise pas le reste précédent, on peut le suppri-
mer, sans que le diviseur commun soit changé. En cherchant
(p. 3I) le plus grand commun diviseur de 2961 et 799, on
voit que le reste 564 est multiple de 12 =3 X 4 : d’ailleurs le
diviseur 799 n’est divisible ni par 3, ni par 2 ; supprimant ce
facteur 12, 564 est remplacé par 47 ; on trouve le quotient
exact 17, ainsi 47 est le plus grand commun diviseur cherché.
Cela résulte de ce qui a été dit (3°).
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25. Si le produit de deuxfacteurs est divisible par un nom-
bre qui soit premier avec I'un d’eux, ce nombre doit diviser
I'autrefacteur. Par exemple, 56 X 45, ou 2520, est divisible
par 15 qui est premier avec 56; je dis que 15 doit diviser 45 ;
car 15 divise visiblement 15 X 45, et aussi 56 X 45 (par hy-
pothése); donc 15 doit diviser le plus grand commun diviseur
(25, 3°) qui est 45, puisque 56 et I5 n'ont que | pour fac-
teur commun.

I°. Deuxfacteurs moindresqu’un nombre premier, nepeu-
vent donner un produit divisible par ce nombre.

20. Le produit de deux nombres premiers ne peut admettre
d’autres diviseurs que ces mémes nombres, outre l'unité' et le
produit méme.

3°. Plusieurs facteurs 5 X 8 X 9 X 11 ne peuvent former
un produit divisible par un nombre premier 3 , qu’autant que
I’'un des facteurs au moins est divisible par 3.

4°.  unproduit est divisible par un nombre non premier, il
faut qu’on retrouve tous lesfacteurs de ce dernier parmi ceux
qui constituent les nombres multipliés. Ainsi 10X70 est divi-
sible par 28, attendu que 28 = 2X2X7; que le premier fac-
teur 2 se trouve dans 10 =2 X 5; et le second 2, ainsi que 7,
dans 70 =2 X 7 x5 : le quotient est 5x5. Mais si quelqu’un
des facteurs du diviseur manquait, la division du produit serait
impossible exactement. Donc, plusieursfacteurs sont pre-
miers avec un nombre quelconque, le produit I'est aussi; et si
ces facteurs sont premiers entre eux, et qu’un nombre soit
divisible par chacun d’eux, il le sera aussi par leur produit, et
par les produits qu’on forme en combinant ces facteurs 2 a 2,

26. 1l n'y a qu’un seul systéeme defacteurspremiers, capable
de produire un nombre donné. Par exemple , 360=23 X 32 X 5
ne peut étre produit par d’autres facteurs premiers, tels que
7X11X2; car on aurait 22X 32 x5=7X 11 X2, et il
s’ensuivrait que le premier membre serait multiple de 7,
contre ce qu’on a vu (4°.). On ne peut donc admettre pour 360,

que les facteurs premiers 2,3 , et 5, etil reste a faire voir qu’on
T. L 3
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ne peut leur donner qu’un systéme d’exposans; qu’on n'a pas,
par exemple, 360 = 2 X 33X 52. En effet, il en résulterait
23.32.5 = 2. 33. 52, ou, en supprimant les facteurs communs,
22=3><5, ce qui est absurde (4°).

Si deux nombres, tels que 7 et 11, sont premiers entie
eux, deux puissances quelconquesde 7 et 11, telles que 73et 1 r,
sont aussi premiéres entre elles; puisque, si elles avaient un
facteur commun, il le serait aussi de 7 et de 11.

Soit un cube exact, tel que 8000 = 203 : si I'on décompose
20 en 4 X 5, 8000 sera le cube de 4 X 5; mais, comme la
multiplication permet d’intervertir I’ordre des facteurs, on a
8000=43X53. On voit donc que chaque facteur se trouve élevé
au cuhe. On peut en dire autant de toute puissance, quels que
soient les facteurs. Donc, si un nombre est une puissance exacte,
en le décomposant enfacteurspremiers, chacun doit étre affecté
déun exposant multiple de la puissance.

27. Pour décomposer un nombre en sesfacteurs premiers,
on le divisera d’abord par 2, autant de fois successives que cela
sera possible, et le nombre proposé sera le produit d’une puis-
sance de 2 par un quotient connu, non divisible par 2. On es-
saiera de méme la division de ce quotient par 3, autant de fois
qgu’il se pourra, et il sera le produit d’une puissance de 3 par
un nouveau quotient connu, non divisible par 3. On continuera
de méme a éprouver si la division est possible par tous les
nombres premiers consécutifs 5, 7, 11, i3........ Le nombre
proposé sera le produit de ces divers nombres premiers, chacun
élevé a une puissance marquée par le nombre des divisions qu'il
a effectuées.

Par exemple, pour 360, on divisera par 2,
puis le quotient 180 par 2, enfin 90 par 2 ;
comme le troisieme quotient 45 n’est plus
divisible par 2, on a 360 = 23 X 45- On di-
visera 45 par 3; on aura 45 =13 X 5, d'ou
360=23X 3! X 5. La décomposition est ici
terminée, parce que 5 est un nombre premier. On donne or-
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dinairement au calcul la disposition ci-contre, afin de mieux
voir la série des facteurs.

On trouve de méme que 2i0=2X3x 5 X 7 (*).

Ce procede' conduit au but par un nombre limite' d’essais. On
sait d’ailleurs que la résolution eu facteurs ne peut produire
qu’un seul résultat (26).

La table qu’on trouve a la fin de l'arithmétique, peut faci-
liter cette opération.

Ce procédé donne aussi le plus grand commun diviseur de
deux nombres; car en décomposant ces nombres en leurs fac-
teurs premiers, ce diviseur est le produit de tous ceux de ces
facteurs qui sont communs, chacun avec le plus petit exposant
dont il se trouve affecté dans I'un et l'autre. Ainsi

le plus grand commun diviseur est 2aX 3—12, comme p. 3i,

28. Il arrive quelquefois que les essais qu’on tente ne réus-
sissent point, et qu’on ne trouve aucun diviseur exact, soit du
nombre proposé, soit de I'un des quotiens auxquels on est con-
duit; alors ce nombre, ou ce quotient, est premier, et on ne
peut en opérer la décomposition en facteurs. Mais on doit re-
marquer que ces tentatives inutiles de division ne doivent étre
poussées que jusqu'a la racine carrée du nombre qu'on veut
diviser. En effet, puisque ce nombre est le produit de sa racine
par elle-méme, et qu’on ne peut faire croitre I’un des facteurs
sans que l'autre décroisse, pour que le produit reste le méme(i3),
on voit que si ce dividende a I'un de scs fadeurs plus grand que
la racine , l'autre facteur doit étre moindre ; en sorte qu’un

(*) Soient«, /3, y..., les nombres de fois qu'on a pu diviser un nombre N

X )
par les nombres premiers a, b, c....; ona N—a x tﬁ X c«y X ...N n'est
divisible (n° 25) que par les divers termes du produit

le nombre des termes du produit, ou la quotité des diviseurs de N, est
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nombre ne peut étre divisible par une quantité qui surpasse si
racine carrée, a moins qu'il ne le soit aussi par une quantité
moindre que cette racine. Or, quoiqu’on n'ait essayé que des di-
viseurs premiers, on est sr que d’autres nombres non premiers
ne pourraient diviser (n° 25, 4° ) ; ainsi I'on a par la reconnu
qu’il n'existe pas de diviseur moindre que la racine du divi-
dende : il n’y en a donc pas non plus qui surpasse cette racine.

Par exemple, 127 n’est divisible ni par 2, 3, 5, 7, ni 11, a
plus forte raison par 4,6, 8, 9 et 10; et comme 1/ 127 est entre
11 et 12, on est assuré que 127 est un nombre premier.

i574 est divisible par 3 et 4, etona i5i4 =20 X 3 X 127 :
on voit ensuite que 5, 7, 11, ne divisent pas 127. Sans pousser
plus loin les tentatives, on reconnait que 127 est premier, et
la décomposition de 524 est terminée.

29. Cherchons maintenant tous les diviseurs d’un nombre
donné. On le décomposera en facteurs premiers, et I'on sait
(n° 27) que si I'on affecte quelques-uns de ces facteurs
d’un exposant quelconque, égal au plus a ceux dont ils sont
affectés dans le nombre proposé, on aura un diviseur de ce
nombre; et qu'il faut effectuer toutes les combinaisons possi-
bles de cette espéce pour étre assuré de n’avoir omis aucun di-
viseur. Voici un moyen de n’oublier aucune de ces combinai-
sons : reprenons I'équation 360 = 23 X 31 X 5; avec 23 on
formera la suite 1, 2,2®, 23; avec 3! on formera 1,3, 3*; enfin ,
5 donnera 1,5. D’abord chacun de ces termes est diviseur de 360:
en outre si I’on multiplie tous les nombres de la premiére suite
par tous ceux de la deuxiéme, et le résultat par tous ceux de la
troisiéme, on aura visiblement toutes les combinaisons; on
sera donc assuré d'avoir tous les diviseurs cherchés, qui sont

Pour 210 =2 X 3 X 5X7» on formera le produit de 1 et 2,
par 1 et 3, par l et5, et par-i et7; et on aura
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30. Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres
doit diviser tous les restes donnés par I'opération indiquée,
cherchons les quotiens successifs de ces divisions. Reprenons
I'exemple de 2961 et 799’ P- ~D
et cherchons combien
est contenu de fois dans la
série des diviseurs. 11 est
d’abord visible qu’il est !
fois dans 47, et 2 fois dans 94 ; on posera ! sous 47 et 2 sous

— 2 X 2-f-1, oub, qu'on écrira sous a35. Ce chiffre 5 a été
obtenu en multipliant entre eux les deux chiffres écrits sous
g4, et ajoutant au produit le 1 qui est a droite dans la der-
niere ligne. De méme, pour obtenir le quotient de 564 par

gu’on posera sous 564- On continuera a multiplier entre eux
les deux chiffres écrits sous 564, et a ajouter le chiffre a droite.
Voici la série des calculs a partir du chiffre 5.

Ce calcul, auquel nous trouverons par la suite (n°5g5)
une grande utilité, peut ici nous servir & composer deux nom-
bres pour lesquels on donne le commun diviseur, le nombre
de divisions nécessaires pour le trouver, et les quotienssucces-
sifs. Aprés avoir écrit ces quotiens formant la deuxiéme ligne,
on en déduira la troisieme ligne par le calcul ci-dessus ; enfin
prenait les deux plus grands résultats, on les multipliera par
le facteur commun proposé.

Voici encore deux exemples, I'un pour N5 et 69, dont le
commun diviseur est 13 qu’ils contiennent 5 et 3 fois; l'autre
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pour 3085 et 910, qui contiennent 617 et 182 fois le divi-
seur 5.

3X. Pour obtenir le plus grand commun diviseur entre les
quatre nombres 150, 90, 40 et 200, on trouvera d’abord celui
de i50 et go, qui est 30; le nombre cherché est donc déja un
des facteurs de 30; puis on trouvera le plus grand commun di-
viseur de 30 et 40, qui est 10 ; enfin celui de xo et 200, qui
est 10 : c’est le nombre cherché. Les quatre nombres proposés
n'ont donc d'autres diviseurs communs que 1,2, 5 et 10. Ce
procédé s'applique a tant de nombres qu’on voudra.

32. Etant donnés plusieurs nombres, tels que 2, 3, 4> 6, 8
¢t 12, cherchons le plus petit nombre divisible par chacun. 1l
est d’abord clair que, puisque 2, 3, 4 et 6 sont contenus exac-
tement dans 8 ou 12, tout nombre divisible par ces deux der-
niers, le sera nécessairement par les autres, auxquels il est
par conséquent inutile d’avoir égard. En composant un nombre
qui renferme tous les facteurs de 8 et 12, on est assuré qu’il
est divisible par tous les nombres donnés ; et si, en outre, il ne
contient que les facteurs de 8 et 12, il est le plus petit divi-
dende demandé. Ainsi, on a 23 X 3, ou 24, pour le nombre
cherché. 011 voit donc que , pour obtenir le plus petit nombre
divisiblepar des quantités données, apres avoirsupprimécelles
quidivisentexactement les autres, on ne s'occupera que de celles-
ci, quon décomposera en leursfacteurs premiers. Le nombre
cherché seraformé du produit de tous cesfacteurs, chacun élevé
a la puissance la plus haute qui l'affecte dans ces divers ré-
sultats.

De méme pour 2, 3, 5, 10, i5, 8, 24, 12 et 6, comme
2, 3, 6, 8et 12 divisent 24, et que 5 divise xo, on n'aura
égard qu'a 10, i5 et 24, ou2 X 5, 3 X 5et 24X 3 le plus
petit dividende cherché est donc 2" X 3 X 5 = 120.
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Des Conditions pour qu’'un nombre soit divisible

33. On dit gu’un nombre estpair, quand il est divisible par 2.
Soit un nombre quelconque, tel que 476; 011 le décompose en
dixaines et unités, savoir, 4704-6=47 X 10 4- 6: la premiere
partie 47 X 10 est divisible par 2 ; il faut donc que la seconde
le soit, pour que le nombre proposé soit un multiple de 2. Ainsi
tout nombre terminé par un chiffre pair jouit seul de la pro-
priété d'étre pair, ou divisible par 2.

En décomposant le nombre en deux parties, dont I’une soit
formée des 2,3, ... derniers chiffres, on voit de méme que,
pourqu ilsoitdivisiblepar\, ilfaut que les deux derniers chif-
fres fassent un multiple de 4 ; pour qu’il le soitpar 8, que les
trois derniersfassent un multiple de 8, eZc.

De méme, un nombre nest multiple de 5 qu autant quil est
terminépar o ou 5. Il n'est divisible par 10, que lorsqu’il I'est
par 2 et par 5, c'est-a-dire lorsqu’il est terminé par un zéro.
On trouverait aussi les conditions de la divisibilité par 25,
50, etc.

34. Un nombre, tel que 27542, revient @.........c..ccocevveervnene.
11 4-4104-5.10 4- ....: pour trouver le reste de la divi-
sion par un autre nombre, tel que 7, divisons 1, 10, io2,io03...,
par 7. Le reste de 1 est 1, celui de 10 est 3; celui de 100, ou
i02, est le carré de 3 (-vo/. n° 22), ou plutdt 9—7 = 2. De
méme celui de 103, ouio” Xio, est2 X 3, ou 6; celui de fo
est 6 X 3= 18, ou 18—14 =4, etc. En multipliant chaque
reste par 3, et 6tant 7, s'il est possible, on aura donc ainsi les
restes successifs 1, 3, 2,6, 4, 5, de la division par 7, des nom-
bres 1, 10, ioa, 103, io< et i0o°; mais arrivé a io6, le reste est
5x 3 =5, ou plutdt i5— 14 — 1. Une fois qu’on retrouve
le reste i, c’est une conséquence du calcul méme qui conduit
a ces résultats consécutifs, qu’on les verra se reproduire pério-
diguement, en sorte qu’en poussant indéfiniment les divisions
par 7 des puissances successives de 10, on retrouvera toujours
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ces restes dans le méme ordre. Les nombres (i, 3, 2,6.4> 5)
qui se reproduisent continuellement, sont ce qu’on nomme la
Période. Le reste de 1046 est le méme que celui de i0’°, de
io'l, io8, io3¥en 6tant les multiples de 6 compris dans 26,
attendu que la période a 6 termes; ce reste est 2. Celui de 1025
est le méme que pour 10, ou 3.

On pouvait d’avance étre assuré de I'existence de cette pé-
riode ; car les restes de ces divisions par 7 étant << 7, il ne doit
au plus y avoir que ces six restes 1,2, 3, 4, 5, 6, qui viennent
seulement dans un ordre différent de celui-ci j on est certain de
ne pas trouver zéro (n° 25), la division ne pouvant étre exacte.
Il s’ensuit donc qu’on doit, aprés six divisions auplus, retom-
ber sur I'un des restes obtenus ; alors la période recommence,
puisqu’il faut reproduire les mémes multiplications. Or si iol§
et io,a donnent le méme reste, la différence io'8 — i0,20u
i0"3 (106—1) est multiple de 7 (n° 16) ; et comme 1 0’a n’a aucun
facteur commun avec 7, il faut (n° 25, 4°-) que iob-i soit
divisible par 7, c'est-a-dire que io6 : 7 donne ! pour reste,
ler terme de la période. Et puisque tout autre diviseur que 7
qu¢ serait premier avec 10, conduit a la méme conséquence,
on voit que quel que soit le diviseur premier avec iode la
suite indéfinie 1, 10, i03, i03. ., . les restes successifs forme-
ront toujours une période, dont les termes seront en nombre
moindre que ce diviseur n'ad’unités; lapériode commence au
premier reste un §

i°. Prenons 9 pour diviseur, le reste de 10 : 9est 1; donc
la période est le seul chiffre | ; c’est-a-dire que toute puissance

de 10, divisée par 9, donne le reste . On peut en conclure

(*) Quand la quotité des termes de la période d’un diviseur premier n’est
pas précisément ce diviseur moins un, elle est partie aliquote de ce nombre.
Cestainsi que, pour i3, la période n'a pas 12 termes, mais seulement 6, et
6 divise 12. De méme, pour le diviseur 11, la période n'a que 2 termes; et 2
est facteur de 11—1, ou 10 : enfin pour 37, la période est formée de 3 nom-
bres seulement, et 36 admet le facteur 3. (Voj. les Recherches arilh. as
Gauss, n° 312 )
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(n°® 22) que 20, 200..., divisés par 9, donnent le reste 2;
que 30, 300.,.. donnent 3; que 4°> 4o0<--« donnent 4> etc.
Or, un nombre tel que 8753 peut étre décompose' en unités,
dizaines...., ou 8000 + 700 + 50 + 3; en divisant par 9,
les restes sont 8 + 74-5 + 3 =23, ainsi le reste de la divi-
sion d’un nombre par 9 est le meme que le reste que donnerait
la somme de ses cliiJJ'res considérés comme exprimant de sim-
ples unités. Rien n'est donc plus aisé que de trouver le reste
de la division d’un nombre par 9 : pour 8753, par exemple,
ce reste est le méme que pour 23, ou 2 + 3 =5. Si la somme
des cliiJJ'res est un multiple de 9, le nombre est divisible pary.

Lorsque deux nombres sont exprimés par les mémes chiffres,
mais dans un ordre différent, ils donnent donc les mémes restes
de la division par 9; leur différence est donc (n° 16) un multiple
de 9. Ainsi, 74029—974" — 64787 =9X 7i43.

20. On verra aisément que ces propriétés appartiennent aussi
au nombre 3. '

3°. Si le diviseur est 7, la période est
1,3,2,6, 4et5. Soitledividendei3527542;
en le décomposant en 2 + 4° + 500
+ 7000+...; les restes de ces nombres, di-
visés par 7, sont respectivement les mémes
que ceux de la période, répétés, 2, 4, 5,

7... fois; on écrira en sens inverse les nom-

bres de la période sous les chiffres consé-

cutifs de la quantité proposée, comme on

le voit ci-dessus; on multipliera ensuite

chaque chiffre par celui qui est au-dessous.

La somme io5 des produits ale méme reste

de ladivision par 7, que le nombre proposé

divisé par 7 ; et comme celui de io5est 0, I'un et I'autre sont
des multiples de 7.

Observez qu’au lieu d’évaluer les quotiens par défaut, on peut
les prendre par excés ; c’est-a-dire qu’il est indifférent de poser
lo}égala 7XX1478+4, oua 7X i4?9—3. Des nombres 1, 3, 2, 6,
4 et 5, qui forment la période, on peut donc remplacer les trois
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derniers par leur supple'inent a 7, ou i, 3 eta, qui seront les
restes soustraits des multiples de 7, c’est-a-dire les restes néga-
tifs(ypfa. La période estréduite aux trois nombres 1,3,2; seule-
ment les produits sont ta 6t additifs et tant6t soustractifs.
Ainsi, I'on partagera les nombres en tranches de trois chiffres,
et il faudra soustraire des autres les produits donnés par les
tranches de rangs pairs. Le calcul se dispose comme on voit ci-
dessus, ou la barre est placée sur les facteurs dont les produits
sont soustractifs. Ici le reste de la division de 13527542 par 7
est le méme que celui de 30 — 23 =7, ou zéro.

4°. De méme pour le diviseur 11, apres avoir trouvé que la pé-
riode est 1,10; on peut remplacer 10 par 11-10, ou 1, dont le pro-
duit devra étre soustrait, c’est-a-dire que la période est-J-1,—,

Donc, si I'on ajoute tous les chiffres de rangs impairs d'un
nombre proposé, qu'on en retranche la somme des chiffres de
rangs pairs, le reste sera celui de la division de- ce nombre
par 11. Pour 732931,0na i14- 9 +3=13, 34-24-7 = 12,
i3—12, ou 1, est le reste de la division de 732 g3i par 11. De
méme, pour 429 180, on aurao-f-i 4-2 =3 ; 84-g4-4 = 2i,
et, comme on ne peut dter 21 de 3; il faudra ajouter a 3 un mul-
tiple suffisantde 11, tel que 22 ; alors on aura 22 4-3 — 21 =4,
qui est le reste cherché. 63 613 est un multiple de 11, puisque
34~64“6— 1—3=i5—4==1

On peut encore opérer ainsi qu’il suit: comme 100 : 1 r donne
1 pour reste, i00’, 1003.... donnent aussi ! : on décomposera le
nombreproposé, tel que 9387928, en tranches de 2 chif-
fres & partir de la droite, sous la forme 28 X "+ S
79. 100 4- 38. 100’4~ 9- 1003, et divisant chaque partie
par 11, le reste sera 28 & 79 4- 384-9, ou la
somme 154 des nombres qui composent les tranches de
2 chiffres : ainsi 9387928 et 154 ont le méme reste de la divi-
sion par 11. En traitant 154 par le méme procédé, on a 55 ou
5 X 11, pour reste, ou plutdt zéro ; le nombre proposé est
multiple de 11.

5°. Si le diviseur est 37, comme 1000 = 27X374-1, les
restes de la division de 1, 1000, 1000°,... sont donc tous
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'unité : pour obtenir le reste de la division par 37
d’un nombre proposé, tel que 99 | 732 | 4°8 | 968,
on opérera donc comme dans I’exemple précédent, 32
mais en formant des tranches de trois chiffres ; ainsi E99
le reste cherché est le meme que pour la somme 2(257
de ces tranches, ou plut6t pour 257 -f- 2. On reconnait que ce
dividende est un multiple de 37 ¥

6°. Pour trouver tous les nombres premiers, moindres
qu’une limite donnée, on écrira la suite des nombres impairs
3,5 7,9, 11...... jusqu'a cette limite : puis, partant de 3,
on supprimera tous les nombres de 3 en 3 rangs, qui sont tous
des multiples de 3; partant de 5, on supprimera tous les termes
de 5 en 5 (multiples de 5), etc. : on laissera subsister les nom-
bres de départ; et les termes non effacés seront tous les
nombres premiers demandés.

Voyez la table donnée a la fin de I'arithmétique ¥

Preuves des quatre Régles.

35. Comme on peut commettre des erreurs dans un calcul, il
est utile de s’assurer de I'exactitude du résultat par une opéra-
tion qui en est la preuve. Pour gu’elle conduise au but qu’0ll
se propose, elle doit étre plus facile a pratiquer que la régle
méme, car elle serait plus sujette a erreur. Ainsi, quoiqu’on
puisse vérifier une multiplication en divisant le produit par I'un
des facteurs, et voyant si lI'autre facteur vient au quotient, on
sent que ce procédé est propre a faire croire que I'erreur serait
moins dans la multiplication que dans la division.

i°. Onvérifie I’addition par I'addition méme. Si I'on a fait le

(*) Lorsqgu’on divise un nombre impair par 6, le reste ne peut étre que t,
30u 5, etsice nombre n'est pas multiple de 3, il ne peut donner pour reste
que - 1 ou—1 (équivalent a 5) : ainsi tous les nombres non divisibles par 2,
ni 3, sont compris dans la forme 6z4- 1, z étant un entier quelconque. Tous

les nombres premiers et leurs multiples, excepté ceux <le 2 et 3, sont de cette
espéce.
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calcul en opérant de haut en bas, on le recommencera de bas en
haut, ou bien on coupera I'addition en plusieurs autres ; ou I'on
ajoutera aux divers nombres donnés des quantités qu’on dtera
ensuite.

On peut aussi commencer ce calcul par la colonne
de l'ordre le plus élevé. Ainsi, dans I'exemple ci- 2 798
contre , lacolonne des mille a 6 pour somme ; etcomme
on en a trouvé 7,7—6, ou 1, qu’on pose sous le 7, 713%23
annonce qu’on a reporté 1 a cette colonne, et que par ! 230
conséquent celle des centaines a donné, non pas 3,
mais i3. Cette colonne ne donne que 11 , i3— 11 —2 est donc
la retenue des dixaines, qui ont fourni 25, etc. ; a la colonne
des unités, on doit trouver o pour différence.

2°. Lapreuve de la soustraction se faiten ajoutant le reste au
nombre soustrait ; on doit retrouver le plus grand des deux
nombres donnés.

3°. Pour la multiplication, on échangera le multiplicateur et
le multiplicande (n° 11) ; ou bien on multipliera ou on divi-
sera les facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura
éprouveé un changement déterminé par ce qu’on a dit n° 13; il
sera aisé de vérifier si cette condition est remplie.

4°, Sil’on multiplie le quotientparlediviseur, etsi I’'on ajoute
le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende (n° 16). 1l
est aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre
preuve de cette regle, en multipliant ou divisant le diviseur et
le dividende par un méme nombre ; le quotient doit rester le
méme (n° 15, 1°).

5°. On pourra aussi Vérifier la division et la multiplication ,
en divisant par un nombre quelconque, les deux facteurs et le
produit, puis voyant si le produit des restes des facteurs est égal
au restedu produit (n°22); comme les restes sont faciles a trouver
pour les diviseurs 9 et 11 (n°34, i°. et4°-)»on les préfére ordi-
nairement pour cet usage. Nous en donnerons ici un exemple.
On a trouvé, page 19, que 53 687 X 908 = 48 747 796. Pour
vérifier ce calcul, ajoutons tous les chiffres de ces trois nombres.



FRACTIONS. an
et supprimons 9 chaque fois qu’il se rencontre ; les restes se-
ront2,8 et 7. Or, 2 X8= 16, et 7 est le reste de 9— puisque

64- 1=7; donc lI'opération n’est pas fautive ; a moins cepen-
dant qu’il n’y aitquelque compensation dans les erreurs, ou des
chiffres déplacés, etc.

Si I'on veut prendre 11 pour diviseur, il faut retrancher les
chiffres de rangs pairs de ceux de rangs impairs dans les trois
nombres (n° 34, 4°-)i on a *8—n =7; 17 —0="17, ou6;

— 27 = — 2 ou 9 (supplément de 2 a 11). Pour que la
multiplication soit exacte, il faut que 7 X 6, ou 42 divisé par 11,
donne le reste 9; ce qui a lieu en effet.

En divisant 700 200 o3r par 683 679, on a 1024 pour quo-
tient, et 112735 pour reste (p 27) : ajoutons les chiffres qui
composent ces nombres, pour trouver les restes de leur division
par 9 : ces restes sont 4 pour le dividende, 3 pour le diviseur, 7
pour le quotient, et | pour le reste; le produit 7 X 3, ou 21 ,
ajouté a un, donne 22, ou 4 ' ainsi 4 doit étre le reste de la divi-
sion du dividende par 9 ; ce qui se vérifie. On dispose le calcul
de ces deux preuves comme il suit :

Il. DES NOMBRES FRACTIONNAIRES.

Nature et transformation des Fractions.

36. Mesurer une chose, c’est donner I’idée précise de sa
grandeur, en la comparant a celle d’une autre de méme espéce,
qui est déja connue, et qu’on prend pour unité. Si I'unité est
contenue un nombre de fois exact, cette quotité est la mesure;
sinon, on peut prendre une autre unité qui remplisse cette con-
dition; car sa grandeur est absolument arbitraire et inde'pen-
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dantede la chose qu’on veut mesurer; en sorte qu’on peut ex-
primer la grandeur de celle-ci par des nombres trés différens,
suivant qu’on prend telle ou telle unité'.

Pour acqueérir la connaissance préalable de plusieurs gran-
deurs ou unités de chaque espéece, on divise I'unité primitive en
portions égales, dont le nombre soit tel, que I’'une des divisions
soit contenue exactement dans la chose & mesurer; et c’est cette
partie qu’on prend pour nouvelle unité. La mesure est alors ce
qu’on appelle une Fraction, c’est-a-dire une ouplusieurs parties
de Punité. Lorsqu’on dit d’une chose qu’elle est les cing sep-
tiemes de I'unité, il faut entendre qu’aprés avoir partage I’unité
en sept parties égales, cing de ces parties ont formé un assem-
blage égal a cette chose.

Il suit de la que toute fraction doit étre énoncée a l'aide de
deux nombres : I’'un qu’on nomme Dénominateur, marque en
combien de parties I'unité est divisée; I'autre, qui est le Numé-
rateur, indique combien on prend de ces parties : dans cing
septiemes, 5 est le numérateur, 7 le dénominateur. On écrit ces
deux nombres en les séparant d’un trait, le numérateur placé
en-dessus, le dénominateur cn-dessous, |. Les fractions i,
s’énoncent une demie, un tiers, un quart. Pour toutes les
autres, on lit les deux chiffres, en ajoutant la finale ieme au dé-
nominateur ; |, ¥ se lisent 5 huitiemes, 7 onziemes.

37. Pour multiplier | par 7, comme chaque septiéme pris 7
fois donne I'unité, nos , produisent 5 unités, ou , X 7=5;
donc toute fraction multipliée par son dénominateur produit le
numérateur.

Il suit de la quey est le quotient de 5 divisé par 7, d’apres la
définition (n°5), c’est-a-dire que toutefractionest le quotientde
la division du numérateur par le dénominateur; et c’est poui
cette raison qu’on a écrit de méme une fraction et une division
Le quotient de 47, divisé par 7, est donc 6 -f- ¥, puisqu’en
multipliant celte quantité par 7, on a 4" 4-5, ou 47- Donc,
au quotient entier d'une division, on ajoute unefraction qui ait le
restepour numérateur, et le diviseurpourdénominateur, on aura
le quotient exact 72312146 : 836p donne 8640 pour quo-
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tient, et 3g86 pour reste ; le quotient exact est donc 8640 4-1||«.
Dong, i° si 1é numérateur et le dénominateur sont égaux, la
fraction vaut !; ce qui est dailleurs visible de soi-méme :

2®. Si le numérateur surpasse le dénominateur, la fraction est
plus grande que I’unité ; on I'appelle un Nombrefractionnaire,
le mot fraction s'appliquant plus ordinairement aux nombres
qui sont< 1. On extrait les entiers contenus dans unefrac-
tion, en divisant le numérateur par le dénominateur ou
divisé par 5, est=7+ H esten effet évident que, notre
unité étant partagée en 5 parties, la fraction contient autant
d’unités qu’on prend de fois 5 parties, ou autant que 37 con-
tient 5.

Réciproquement, pour convertir les entiers en fractions, il
faut les multiplier par le dénominateur : pour réduire 7 en

cinquiémes, on multipliera 7 par 5, et onaura 7 = ; de
méme 8-j-y —y + 1 —
3°. Diviser un nombre par 2, 7,9, n ..., c’est en prendre

la moitié , le 7e, le e, le 1le...

4°, Prendre les ® d’'un nombre, c’est le couper en 7 parts
égales, et prendre cing de ces parts. Il faudra donc diviser ce
nombre par 7, et multiplier le quotient par 5. De ces deux
opérations, on peut faire celle qu’onveut la premiére (p 20,4°-)-
Ainsi, les | de 84 sont 5 fois—=15 X 12 =60, ou=EI12SEi :

, , T 7

les de 4° valent - = — = 10-77.

38. Lorsqu’on augmente le numérateur seul, la fraction croit,
parce qu’on prend un plus grand nombre des mémes parties de
I'unité. Si I’'on augmente le dénominateur sans changer le nu-
mérateur, la fraction diminue; car I'unité étant divisée en plus
de parties, elles sont plus petites,et on en prend un méme nombre
Ainsi, on peut, dans certains cas, reconnaitre de suite quelle est
la plus grande de deux fractions : | | |

1l est aisé de voir qu’en doublant les deux termes d’une frac-
tion, sa valeur demeure la méme ; car si I’on double le dénoini-
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nateur 7 de ?, chacune des parties sera partagée en deux,
puisque I’'unité en contiendra i4 au “ieu de 7. Pour avoir la
méme grandeur, il faudra donc prendre deux parties au lieu
d’une, 4 au lieu de 2........ , enfin 10 au lieu de 5; et  sera =|.
En triplant 7 et 5, on aurait de méme 3-7=$, etc. Donc la
valeur d’unefraction ne change pas lorsqu’on en multiplie, et
par conséquent lorsqu’on en divise les deux termespar un méme
nBmBré ! 8 fizi-Jb-—-12--- 308, === B

Nous conclurons de la que, i°pour amener les fractions ’ et £
a étre affectées d’'un méme dénominateur, multiplions les deux
termes 5 et 7 de la premiére par 4, et les deux ternies 3 et 4 de

la seconde Par ; nous aurons ----- iet -——--0u etff il est

clair que ce calcul, qui ne change pas la valeur des fractions,

leur donne le méme dénominateur 4 X 7—7 X 4- Donc on ré-

duira deuxfractions au meme dénominateur, en multipliant

les deux termes de chacune par le dénominateur de Vautre

fraction. 1l est donc bien facile de distinguer quelle est la plus

grande de deux fractions données; par exemple, |<< | puisque
it %

Le méme raisonnement prouve que, fi I'on a plus de deux
fractions, en multipliant les deux termes de chacune par le
produit des dénominateurs de toutes les autres, on les réduira
au meme dénominateur, qui sera le produit de tous ces déno-
minateurs. Soient } et on multipliera les deux termes
de par 4X7 =28, ceux de | par 3x4= 12> enfin ceux
de par 3X7 =21> Il viendra H» et HT donc 1>y = Ie

La réduction au méme numérateur se fait aussi facilement,
et pourrait également servir a distinguer quelle est la plus
grande de plusieurs fractions.

20. On améne aisément toute fraction a recevoir pour déno-
minateur un nombre donné, qui est un multiple exact de son
dénominateur actuel. Ainsi, -77 peut prendre 60 pour dénomi-
nateur, car 60=>5 fois 12; et en multipliant les deux termes
par 5 on a

Lorsque les dénominateurs 1ic sont pas premiers entre eux,



FRACTIONS. 49

la réduction au méme dénominateur peut donc beaucoup se
simplifier. Pour et on voitde suite qu’en multipliant par 2 les
deux termes de ona-, qui a méme dénominateur que |. De
méme j et g, deviennent £et  Pour et on multipliera7 et
12 par 2, puis5et 8, par 3, etil viendra  et-j*. En général, on
cherchera (n°32) lepluspetit nombre divisible par tous les déno-
minateurs proposés, eton pourra faire servirce nombre de déno-
minateur commun. Par exemple, soient
Apreés avoir trouvé que 24 est le plus petit
nombre divisible par 2, 3, 4» 6, 8 et 12,
on divisera 24 par ces divers nombres,
et I'on aura pour quotiens......................
Multipliant les deux termes de chaque
fraction par le quotient qui lui corres-

La réduction au méme dénominateur est ainsi faite sous la
forme la moins composée.

3°. Toute fraction dont les deux termes contiennent le méme
facteur, prend une expression plus simple par la suppres-
sion de ce facteur, et elle conserve la méme valeur. Si I’'on améne
la fraction a ne plus avoir de diviseur commun a ses deux termes,
il sera désormais impossible de lui faire prendre une forme plus
simple; car si 7 et 11 étant premiers entre eux, on admettait, par
exemple, que 77pQt étre réduita la valeur moins composée

on aurait, en réduisant au méme dénominateur

ou 7X4 =3Xn. Ce qui est absurde (n° 25,4°)» puisque
3x 11 devrait étre divisible par 7.

Ainsi, pour réduire unefraction a unevaleurégaleplus simple
et irréductible, il suffit de supprimer tous lesfacteurs communs
a ses deux termes.

Pour cela, on décompose ces nombres en leurs facteurs pre-
miers (n° 27), et on ne laisse subsister que ceux qui ne sont pas
communs. Il est plus simple de chercher le plus grand commun

diviseur des deux termes (n° 23), et de diviser ces termespar
T. I 4



50 ARITHMETIQUE.

ce diviseur. Ainsi, pour Ny, on a trouvé (p. 3i) que 47 est
le plus grand commun diviseur de 799 et 2961 : divisant ces
nombres par47, on apour la plus simple expression de r/"y-
Nous avons méme indiqué (n° 30) un procédé facile pour dé-
duire les termes cherchésde la série des quotiens qui conduisent
au commundiviseur. Voici le calcul pour les deux fractions

et qu’on réduita et les plus grands communs di-
viseurs étant 27 et 5g. (Z*. n° 30)

Une fraction peut se mettre sous une infinité de formes,
et, sans changer de valeur, on peut I’exprimer par des nombres
trés différens ; mais il est plus aisé de se faire une idée juste
de sagrandeur, lorsqu’elle est mise sous la forme la plus simple.

4°, Lorsque deuxfractionssont égales, lafraction quonfoi me
avec la somme ou la différence des numérateurs et celle des dé-
nominateurs, leur est encore égale. En effet, M, car ces
fractions équivalent a -yy ; les numérateurs sont des multiples
de 7, et les dénominateurs, les mémes multiples de 11 : or, il
est clair que 35+ t4 est également un multiple de 7, et que
55 + 22 est le méme multiple de 11 ; donc =CL.

La soustraction réitérée, terme a terme, simplifie de plus en
plus la fraction composée, sans changer de valeur: si I’'une
est irréductible, les termes de l'autre fraction sont les
produits des deux termes de la premiére par un méme fac-
teur (*).

(*) Cherchons les nombres xety qu’on peut ajouter ou ter aux deux termes

d’une fraction  sans en changer la valeur, ou . En réduisant au

méme dénominateur, il vient ay—bx, et divisant party/,: donc, les

nombres qu'on peut ajouter ou Oter aux deux termes d'unefraction, sans en
changer la valeur, doiventformer unefraction égale a la proposée. 011 voit que
X ne peut étre gu'autant que a—b 1 c’est-a-dire qu’on ne peut ajouter ou
oter le méme nombre aux deux termes d’une fraction que lorsqu’elle est=1.



FRACTIONS. 51
Addition, Soustraction, Multiplication et Division.

39. Rien n’est plus aisé que d’ajouter ou de soustraite des
fractions qui ont méme dénominateur ; on ajoute ou l'on re-
tranche les numérateurs, et le dénominateur reste le méme.

Si les dénominateurs ne sont pas les memes, on commencera
a ramener les fractions a cet état (no 38, I°. et 2°.). Ainsi

vera 120 pour le plus simple dénominateur (no 32) : les numé-
rateurs deviendront 60 + 80 + 72—+ 84+ 56—+ 100 — 45
— 30— 50 ou 327 : ainsi le résultat cherché est ou 2

Lorsque les fractions sont accompagnées d’entiers, on opére
séparément sur les unes et sur les autres. Pour ajouter 3 +1/2

ajouté avec 3 et 4, donne pour la
somme cherchée, 8 +1/4
De méme pour ajouter 11 +3/4,

somme est 23+

Pour dter | + lide 3+12 on Ote Il dell2, et | de 3; on a pour
reste 2+1/4. De 13 #12 si I'on veut Oter 7+ 3, comme on ne
peut oter i de 1/2pn ajoute 1 a 1/2 et
on cherche 3/2-3/4 : on trouve ¥; puis
on ajoute de méme | au nombre 7 a
soustraire (p. 12), et on dit 13—8=5:
ainsi 5+3/4 est la différence cherchée.

40. Multiplier & par 3, c’est ajouter 3 fois 25, ou % +2/5 +2/5 ;
ce qui se réduit a répéter 3 fois le numérateur 2; § X 3 =h
Pour multiplier unefraction par un entier, ilfaut multiplier

*P
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le numérateurpar ventier; on pourraitaussirfz\Vwe/’Ze dénomina-

teur, s'il était un multiple de I'entier ; car | X 2 donne ,
4-
en supprimant le facteur 2 commun aux deux termes, on a|;

I’'opération s’est réduite a diviser par 2 le dénominateur de
On trouve de méme X 36—-"X N*»=2?7; — X 15=

Réciproquement, pour diviser unefraction par un entier, il
faut multiplier le dénominateur, ou diviser le numérateur par
cet entier. Car, si le numérateur est un multiple du diviseur,
comme pour-| : 5, le quotient est visiblement®-, puisque, si
I’on multiplie 7Ypar le diviseur 5, on retrouve le dividende. Mais
si le numérateur n’est pas un multiple du diviseur, comme
pour f: 5, on peut aisément le rendre divisible par 5, en inul-
lipliant les deux termes par 5; on a?;55 la division par 5
donne donc calcul qui a consisté & multiplier le dénomi-
nateur 7 par 5.

4i. Venons-en aux cas ou le multiplicateur et le diviseur sont
fractionnaires; prenons, par exemple, 3 X  D’apres la défi-
nition (n°3) de la multiplication, on veut donc répéter le
multiplicande 3, autant de fois que I'indique le nombre d’unités
du multiplicateur  mais puisque ce dernier facteur n’est que
les £ de l'unité, il est clair qu’on ne veut ici prendre que les
de ce que donnerait | fois 3, savoir les ? de 3. Donc en général
multiplier par  c’estprendre les | du multiplicande ¥

(*) Ces considérations équivalent a donner, avec M. Cauchy, cette défini-
tion de la multiplication : multiplier A par B, c'est opérer sur le nombre A,pré-
cisément comme on opére sur I'unité pour obtenir le nombre B. Ainsi 5 est I'unité
ajoutée cinq fois; donc pour multiplier 3 par 5, il faut aussi ajouter 3 cing
fois. * est I'unité divisée en 7 parties égales, dont on prend I'une cing fois;
de méme , pour multiplier 3 par f, il faut diviser 3 en 7 parties égales, et ré-
péter 5 fois le résultat | ; le produit est  ou, ce qui revient au méme, les “
du nombre 3. C’est ce que M. Lacroix exprime en disant que le produit est
composé avec le multiplicande comme le multiplicateur l'est avec I'unité. Mais
cette énonciation manque de clarté, parce que le mot composé doity étre
pris avec une signification active ou passive, selon que le multiplicateur est
un nombre entier ou une fraction.
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Nous avons vu (n° 37,4° ) que, pour prendre les| de 3, il
faut multiplier 2 par 3 etdiviser par5;| X3=|=3Xf De
méme multiplier | par f, c’est prendre les de ; il faut donc
former 7 parts dans la grandeur £, et en prendre 5, ou multi-
plier j par 5 et diviser le résultat par 7 : la premiére de ces
opérations donne et la seconde

Donc, 1®. pour multiplier deuxfractions, ilfaut multiplier
terme aterme, c’est-a-dire, diviser leproduit des numérateurs
par celui des dénominateurs.

2°, Le produit est plus petit que le multiplicande, quaud le
multiplicateur est une fraction moindre que 1.

3°. On peut intervertir I'ordre des facteurs, comme dans la
multiplication des nombres entiers (n° 11).

4°, Lorsqu’il y a des facteurs communs, il convient de les
supprimer avant d’effectuer les multiplications; par exemple,
pour avoir les % des | des | des g de I'unité, c'est ce qu’on
nomme une Fraction defraction, il faut effectuer le produit

en supprimant

les facteurs 3, 4 et 5.

5°. Le carré, le cube, et en général toute puissance d’une
fraction se forme en élevant les deux termes a cette puissance :
par exemple, le carré de

etc, ; donc si lajractionproposée estirréductible, lapuis-

sance l'est pareillement (n° 26).

6°. Pour multiplier 5348 par Y|, on
pourrait multiplier 5348 par i3 et divi-
ser le produit par 16; mais comme le
multiplicande est un nombre assez fort,
il est plus court de décomposer en
parties aliquotes, c’est-a-dire en frac-
tions qui, réduites, aient ! au numéra-
teur, savoir:

On prendra donc d’abord la moitié de 5348, puis le quart,
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qui est la moitié du résultat qu’on vient
de trouver, puis le seizieme (quart du
produit précédent).

On voit ci-contre le produit de 356
par 23 |; ou I’on a décomposé | en | ou
I, et fou 1.

Pour diviser i par multipliez les
deux termes de 2 par 5 X 7, savoir

. or pour diviser par % , il suffit
de supprimer ici le facteur ce qui donne pour quotient

ainsi il faut multiplier le dividende par

lafraction diviseur renversée.

Le quotient est d ailleurs plus grand que le dividende, quand
le diviseur est moindre que l'unité.

Si les fractions renferment des facteurs communs, il ne
faut pas attendre que la multiplication soit effectuée pour les
supprimer. ? : | est la méme chose que 2 : A— z ou T}

42. Lorsqu’il j" a des entiers joints auxfractions, on les
convertit en nombres fractionnaires (n° 37, 20.). Ainsi

Observez qu’il est souvent plus court
d’exéecuter séparément la multiplication
de chaque partie, et dajouter. Pour
31X 8, on multipliera par 8, d’abord f,
et ensuite 3; on aura | ou 2, et 24; le
produit est donc 26. L’exemple ci-contre
montre le développement du calcul de
45 f X 17 3 : ou multiplie 45 par 17, | par
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1, 45 par |, et 17 par £ : lasomme de ces résultats est 808 [,
produit cherché.

On abrege souvent le calcul en décomposant la fraction qui
multiplie, en ses parties aliquotes, c’est-a-dire en d’autres
fractions qui, réduites ont Vunitépour numérateur, et opérant
pour chacun séparément. Ainsi pour prendre les -4 de n56, on

Dans la division, on peut cliasser le dénominateur du divi-
seur, en multipliant les deux quantités proposées par ce méme
dénominateur, ce qui n'altere pas le quotient (n° i5, i°.). Pour
diviser 2+ par 3  je multiplie ces deux nombres par 6 ; j'ai 14

Des Fractions décimales.

43. L’embarras qu’entrainent, dans les calculs, les deux
termes des fractions, a inspiré I'idée de fixer d’avance le déno-
minateur et de le sous-entendre, ce qui donne lieu a deux sortes
de dispositions, les fractions décimales et les nombres com-
plexes; mais les unes et les autres sont assujetties aux regles
données précédemment, qui seulement deviennent plus simples.
Occupons-nous d’abord des fractions décimales.

On a vu (n° 6) qu’un chiffre vaut dix fois moins que s'il oc-
cupait la place qui est a sa gauche; si I’on continue la méme
convention a la droite des unités dont le rang sera marqué par
une virgule, on verra que le premier chiffre aprés les unités
représentera des dixiemes, le deuxiéme des centiemes, le troi-
sieme des milliemes; etc.. . 3,3 désignera 3 entiers et mA;42>°5

Ainsi la partie qui suit la virgule est le numérateur, et il est
inutile d’écrire le dénominateur, qui est toujours ! suivi d’'au-
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tant de zéros qu’il y a de chiffres aprés la virgule. 1l est donc
bien facile de lire une fraction décimale écrite, ou réciproque-
ment d’écrire une fraction décimale proposée , puisque I’énoncé
méme estle numérateur ou la partie qui suit la virgule, et que
le dénominateur est marqué par le rang de la derniére déci-
male, qui indique combien on doit écrire de zéros a la droite
de i. Parexemple , 8,700201=8 et 700201 millioniémes ; parce
que 1 étant au sixieme rang, le dénominateur est 1000000 : de
méme 354,0063 = 354 4- 63 dix-milliémes. Réciproquement
3 dix-milliémes s’écrito,0003, parce que dix mille porte 4 zéros,
et que la derniéere décimale doit étre au quatriéme rang.

44. On remarquera que, iv. en déplacant la virgule, suivant
qu’elle recule vers la droite ou vers la gauche, le nombre est
multiplié ou divisé par 10 pour un rang, par 100 pour deux
rangs, par iooq pour trois rangs, etc., parce que chaque
chiffre a pris une place qui lui donne une valeur multipliée
ou divisée par 10, 100, 1000; ainsi 342,53 est 10 fois 34,253 ;

2°. On peut, sans changer la valeur d’unefraction déci-
male, mettre ou 6ter un ou plusieurs zéros a sa droite; car on
multiplie alors les deux termes de la fraction par 10, 100,1000...

3°. Deux fractions décimales, formées d autant de chiffres,
ont méme dénominateur. Pour réduire au méme dénomina-
teur, il suffit de rendre égal le nombre des chiffres des frac-
tions décimales, en ajoutant des zéros a la droite de I’une d’elles.

4°. Pour distinguer la plus grande de deux fractions déci-
males, ce n’est pas le nombre de chiffres qu’il faut consulter,
mais la grandeur des chiffres, a partir de la virgule. 0,4 < 0,51,

45. Voyons maintenant ce que deviennent les regles de I'ad-
dition, la soustraction..., lorsqu’il s'agit de fractions décimales.
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Pour ajouter ou soustraire, complétez les nombres de déci-
males en ajoutant des zéros a la droite (n° 44» 3°.) ; puis faites
le calcul a I'ordinaire, comme s'il n’y
avait pas de virgule, saufa la placer au
méme rang dans le résultat. Observez
qu’a proprement parler, les zéros qu’on
ajoute sont inutiles, et qu’il suffit de
donner a chaque chiffre la place qui convient, eu égard a son
rang compté de la virgule.

Voici quelques exemples de soustraction.

46. Pour multiplier les deux quantités 43,7 et 3,gii obser-
vons qu’elles équivalent a et Le produit des numéra-
teurs (n°4>) doit étre divisé par celui des dénominateurs,

Donc, pour obtenir lepro-

duit de deux nombres décimaux, ilfaut multiplier sans avoir
égard a la virgule, et séparer, a droite du produit, autant de
chiffres décimaux quily en a dans les deuxfacteurs.

Voici divers autres exemples de multiplication :

On pourrait exécuter la multiplication en commengant par
le chiffre de I'ordre le plus élevé ; alors chacun des produits
partiels devrait étre avancé d’un rang vers la droite; la pre-
miére ligne serait celle qu’on a coutume d'écrire la derniére;
I'avant-derniere deviendrait la deuxiéme, etc. C’est ce qu’on
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peut remarquer dans l'opération ci-

contre ; on a méme cet avantage, qu’on

trouve d’abord les chiffres de plus haute

valeur et leur ordre, ce qui suffit quel-

quefois. Par exemple, le premier pro-

duitayant donné 7 chiffres, et les quatre

autres multiplicateurs partiels exigeant

qu’on recule les produits de quatre rangs, il y aura en tout
7 4 chiffres au produit. Le nombre 28 qui commence la
premiére ligne est donc suivi de 9 chiffres, ou 28 suivi de 9
zéros. (Voy. p. 19.)

011 peut donc arréter chaque multiplication a tel rang qu’on
veut, et par conséquent obtenir au produit tant de chiffres
qu’on juge a propos. Par exemple, pour obtenir le produit
15,73432 X 322,1179, je déplace les virgules et je fais en
sorte que dans I’'un des nombres, il n'y ait qu’un seul chiffre
entier ; le produit sera donc = 1573,432X3,221179, puisque
J’aurai déplacé la virgule d’autant de rangs vers la droite dans
I’'un, que vers la gauche dans l'autre. Je fais d'abord la multi-
plication par I'entier 3, et la place de
la virgule se conserve visiblement la
méme que dans le multiplicande. Sup-
posons qu’on veuille quatre décimales au
produit. Je multiplie par le 2 des dixié-
mes, et je recule d’un rang a droite, ce
qui me donne 314,6864. La multipli-
cation par les 2 des centiémes, ne doit
commencer qu’au deuxiéme chiffre (3)
du multiplicande, dont on supprime le dernier chiffre 2 a
droite, en le marquant d’un point. On voit en effet que si I'on
voulait conserver le produit en totalité, il faudrait encore le
reculer d’un rang a droite, et que le produit 4 se trouvant dans
la colonne des cinquiemes décimales , devrait ensuite étre né-
gligé. Le facteur 1 des milliémes exige qu’on supprime un se-
cond chiffre du multiplicande, on n’a donc pas égard au 3, et
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le multiplicande est 1534 : pour le i suivant, il est de méme
1573. Le facteur 7 donne 1101 ; le 9, 141.

Pour plus d’exactitude, il est convenable d’ajouter au pro-
duit du premier chiffre les dixaines contenues dans le produit
du chiffre néglige a droite. Par exemple, pour le facteur 7, le
multiplicande est réduita 157 ; mais a 7 X 7 on doit ajouter 2,
provenant du produit supprimé de 7 par 3. De méme 9X i5
est accru de 6, qui est la retenue du produit 9XX7. Dans notre
exemple, le produit demandé est 5068,306, ainsi qu’on peut
s’en assurer en exécutant la multiplication en totalité, et rédui-
sant le résultat aux seuls milliémes.

Voici un autre exemple ou I'on a multiplié deux nombres de
sept chiffres décimaux , et ot I’'on n’a voulu conserver que sept
décimales au produit.

Lorsque les facteurs ne sont qu’approchés, cette regle est
surtout utile; car le procédé général aurait I'inconvénient
d’allonger le calcul pour donner au produit plus de chiffres qu’il
ne faut, attendu qu’on n’y doit conserver au plus que des par-
ties décimales de méme ordre que dans les deux facteurs f

(*) Lorsqu’on multiplie deux nombres a et b, qui ne sont qu'approchés ,
les erreurs étant x ety, le vrai produit est

négligeons xy qui est une fort petite quantité. L'erreur du produit ab est
donc bx-"-qy, et s'affaiblit quand I’un des facteurs est approché par défaut et
l'autre par excés; car x et./ ayant des signes contraires, la somme bx4-ay
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La derniére décimale qu’on obtient par ce procédé est un peu
fautive, a cause de la retenue qui provient des colonnes négli-
gées. On remédie a cet inconvénient en calculant une figure dé-
cimale , outre celles qu’on veut conserver, saufa la négliger
ensuite.

47. Pour diviser des quantités accompagnées de chiffres dé-
cimaux, on en compléte le nombre (pardeszéros) pour qu’elles
en aient autant'une que l'autre, et I’on supprime la virgule; par
Ia le quotient reste le méme, puisque le dividende et le diviseur
sont multipliés par la méme puissance de 10 (n° 15, 1°.). Soit
8,447 a diviser par 3,22; j'écris 3,220, et j'ai 8447 a diviser
par 3220, le quotient est 2, et le reste 2007. Ainsi,

devient une différence. 1l convient donc de choisir des facteurs a et b qui
soient dans ce cas.

Mais s'il en est autrement, ou si I'on ignore dans quel sens chaque nombre
est approché, le terme ay le plus influent de I'erreur, s’affaiblit quandy dé-
croft, c’est-a-dire quand b est tres approché. Ainsi I'erreur du produit ab est
d'autant moindre que le plus petitfacteur b est plus approché.

En général x et y sont toujours < | dans une multiplication de deux frac-
tions décimales, parce qu’il faut supposer qu’on a supprimé la virgule pour
rendre entiers les facteurs a et b, et que si la premiére décimale négligée est
au moins5, on add augmenter de ! le chiffredes unités. Faisonsdoncx=y=¢£,
la limite de I'erreur est £ (a-t-b) : ainsi il sera facile, dans chaque cas parti-
culier, de distinguer les chiffres du produit ab qui sont certa'ins, de ceux qui
ne le sont pas. Par exemple, 53,71 x 1,02 =54,7842; si les facteurs ne sont
gu’approchés, en supprimant la virgule, leur demi-somme ayant 4 figures,
les 4derniers chiffres peuvent étre fautifs ; les 4décimales du produit n’étaient
donc pas utiles a trouver, puisqu’on est incertain s’ils sont exacts. De la ré-
sulte gu’il est avantageux de simplifier le calcul de la multiplication, pourvu
gu’on n'altére que ces chiffres défectueux, qu’on serait d'ailleurs obligé de re~
jeter ensuite. Dans I'exemple cité p. 5g, la demi-somme des facteurs a 9 chif-
fres, et le produit complet 14 décimales; il n'y a donc que les 5 premieres dé-
cimales dont on soit sr : on n’en doit chercher que6 (ou 7 au plus), et en
négliger ensuite une. Le produit est 61,37729.
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Gelteréale se simplifie(*)lorsquele diviseur n’a pas de fractions.

car on peut divisera part les entiers .Silya

plus de de'cimales dans le dividende que dans le diviseur, on est
ramené a ce dernier cas, en déplacant la virgule d’autant de
rangs des deux parts, de maniére que le diviseur devienne un

nombre entier;

Des approximations et des Périodes.

48. L’erreur que I'on commet en négligeant le dernier chiffre
d’unefraction décimale, est d’autant moindre que cette fraction
a plus de figures. Ainsi, lorsqu’on prend 0,4, au lieu de 0,43,
on fait une erreur de 3 centiémes; elle n’est que de 3 milliémes
guand on pose 0,04, au lieu de 0,043. Lorsqu’on se contente de
deux ou trois décimales, et qu’on néglige les autres, c’est qu’on
suppose qu’il n’en résulte que des erreurs trop petites pour mé-
riter qu’'on y ait égard; il est rare qu'on emploie plus de six
ou sept figures décimales.

Le résultat d’un calcul étant 4,837123, on peut prendre 4,8
ou 4,83, ou 4,837.... pour valeur de cette quantité; et
comme elle est*> 4,8 et << 4>9, on v°il que ces deux expres-
sions sont approchées a moins de 7*, I'une par défaut, l'autre

(*) La division éprouve une simplification ana-
logue a celle de la multiplication : par exemple,
320,31768 a diviser par 93,4525, si I'on ne veut
que 4 chiffres décimaux, apres avoir trouvé les
deux premiers chiffres 3,4 & I'ordinaire, on sup-
primera le dernier chiffre 5 du diviseur; de la le
quotient partiel 2, et I'on aura a multiplier g345a par 2, et a soustraire de
2579i8; il restera 71013. On supprimera de nouveau un chiffre au diviseur,
et I'on aura le quotient 7 et le reste 55g7, etc. On aura soin, chaque fois qu’on
négligera un chiffre, d’accroitre le produit suivant des dixaines que donnerait
ce méme chiffre. Du reste, les derniers chiffres du quotient sont défectueux.
Tout cela s'explique facilement.
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par excés. De méme 4,83 et 4,84 le sont a moins de , et
méme on préférera 4,84, attendu que le chiffre suivant est 7,
et que 4,84, approche plus que 4,83. En général, silepremier des
chiffres qu’on supprime est 5 ou plus, ondoit augmenter d’une
unité le dernier chiffre conservé.

49. 1l arrive souvent que le résultat d’un calcul est une frac-
tion irréductible compliquée ; on se contente alors d’une ap-
proximation dont le degré dépend de la nature de la question.
Ainsi, au lieu de supposons qu’on demande une autre frac-
tion plus simple, et qui en différe de moins de |. Il est clair
que si I'on connaissait deux fractions, telles que | et |, dont
le dénominateur f(t 8, et dont les numérateurs ne différassent
que de 1, elles rempliraient I'une et I'autre la condition exigée,
Si était compris entre elles; il s’agit de trouver ces numéra-
teurs 5 et 6. Multipliant ces trois fractions par 8, celles qu’on
cherche seront réduites a leurs numérateurs inconnus dont !
est la différence, et la proposée , qui devient 8x 777 ou
sera encore comprise entre ces numérateurs : mais, en extrayant
les entiers, on trouve que est entre 5et 6; ce sont donc les
numérateurs demandés. En effet, on vérifie aisément que | ne
difféere de 77 que de 777, bien moindre que |. De la cette
régle ¥

Multipliez lafractionproposée par le dénominateur donné ;
I'entier approché du produit (par exces ou par défaut’) est le
numérateur demandé. Pour approcher de 77 a moins de 77, on
multiplie par 11, et on a -77 =6 ou 7 en nombre entier; donc
77 et 77 sont les fractions cherchées. Pour approcher de ¥ a
moins de  ona-y=4? or | a moinsde estentre jet!;
donc 41 et 5 sont les nombres demandés.

(*) Pour approcher d’une fraction g a moins de 7 ; il faut déterminer x

par la condition queq b<T---E1---; multipliant tout par g, il faut que

1; c’est-a-dire que les numérateurs inconnus de nos fractions

sont les quotiens entiers x et r-j-i , par défaut et par exces, de aq divisé par b.
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Appliquons cette régle aux fractions décimales. Proposons-
nous d’approcher de j a moins de ; et multiplions 4 par io,
il viendra+—, qui estentre 5 et 6; donc 0,5 et 0,6 sont les frac-
tions demandées. Pour approcher @ moins de o0,0i, il faut mul-
tiplier par ioo, eton a entre 5j et 58; donc, 0,57 et 0,58
ne différent pas de 0,01 de f. En général, divisez le numérateur
par le dénominateur, et ajoutez au reste de chaque division un
zéro, jusqu a ce que vous ayez obtenu au quotient un chiffre de
I'ordre de I'approximation demandée.

Ainsi  soumisa cette méthode d’approximation, donne 3,5
ou 3,57, ou 3,571, ou 3,5714, ¢+ suivant qu’on veut que la
valeur soit approchée a moins de £, ... De méme

apres avoir donné le quotient entier 4°7, en continuant
la division a I'aide d’un zéro placé aprés chaque reste , donne
407,389..

50. Lorsque aprés avoir ajouté un nombre suffisant de zéros,
la division ameéne le reste zéro, la fraction estexprimée exacte-
ment en décimales. On a exactement 1 = 0,5, 4+ =0,75,
s =0,615, t] = 0,65. Il est aisé de prévoir dans quel cas cela
arrivera ; car la division ne pouvant s'effectuer qu’aprés avoir
multiplié le numérateur par 10, 100, 1000........ il faut, si
la fraction est irréductible, que cette puissance de 10 soit divi-
sible par le dénominateur (n° 25, #°  ce qui suppose qu’il
n’a d'autres diviseurs premiers que 1 et 5, et que le plus haut
exposant de 2 et 5 est la puissance de 10 qu’on emploie &
Donc, pour qu'une fraction irréductible puisse étre conveitie
exactement en décimales, il est nécessaire et il suffit que le
dénominateur ne contienne que des puissances de 9 et de 5,
quel que soit d'ailleurs le numérateur; le nombre de figures
décimales est égal a la plus haute puissance de 2 et de 5.

(*) La lorme générale des fractions réductibles exactement en décimales est

a ]
1" % 57 le nombre des figures est le plus grand des deux exposans m et n; et
si I'un surpasse l'autre de A, la partie décimale esta X 5 oua x 2 selon
quemest ou<n1tsim—n, la partie décimale est a.
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Si ce dénominateur est 23x5' ou 200, il y a 3 figures; par
exemple , 14" = 0,735.

5i. Dans tout autre cas, une fraction ne peut étre exprimée
en décimales que par approximation ; mais, comme les restes
des divisions successives sont nécessairement moindres que le
diviseur, et que le nombre de ces restes est indéfini, on ne tarde
pas a retrouver I’un d’entre eux. On a alors une seconde fois le
méme dividende, qui conduit au quotient et au reste subséquent
gu’on a obtenus alors, et ainsi de suite. On retrouve donc au
quotientpériodiquement les mémes chiffres dans le méme ordre;
et puisque cette période s'établit lorsqu’on retrouve le méme
reste, et que ces restes sont moindres que le dénominateur, la
quotité de restes différens qu’on peut trouver, est au plus ce di-
viseur moins un; donc lapériode est composée de moins de chif-
fres que le dénominateur ria d’unités. Nous indiquerons a l'a-
venir la période , en la plagant entre deux crochets.

de 2, de 3... chiffres; la elle commence dés la virgule ; ici elle
ne prend qu’un, deux... . rangs au-dela.

52. Si le dénominateur n’a ni 2, ni 5pourfacteurj lapé-
riode commencera dés la virgule. Car en réduisant yen frac-
tion décimale, supposons que les restes 5 et 2, donnant les
dividendes 50 et 20, aient pu conduire a deux restes égaux ;
la différence 50—20 serait divisible par 7 (p. 21 ), ce qui est
impossible, puisque les restes 5 et 2 sont << 7, et que 7 n'a 2,
ni 5 pour facteurs. Ainsi deux restes inégaux 5 et 2 ne peuvent
donner le méme reste, et si I’on obtient deux restes égaux,
les restes précédens I'étaient eux-mémes ; et ainsi eu remon-
tant jusqu’au ler reste 3 (*).

. LA - - - . X
(*) Pour réduire une fraction - en décimales, il faut ajouter un zéro pres

de chaque reste : admettons que 10D et 10D’ soient deux dividendes partiels
conduisant au méme reste r; les quotiens étantd et 7', on a
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Mais si le dénominateur de lafraction a pour facteurs des
puissances de 2 et de 5, avec d’autres nombres, la période est
précédée d’autant de chiffres qu ily a d’unités dans I'exposant
le plus élevé de 2 de 5. Car soit proposée la fraction ,
comme 1A0 = 22.5.7, si I’on multiplie par 100, on a...........

période commence dés la virgule : donc, en divisant par ioo,
83 _ 0,59[2857i4] dont la partie périodique est précédée de
deux figures.

Supposons qu’une fraction ; telleque =0,[714285], aitasa
période le plus grand nombre possible de chiffres, c’est-a-dire
autant qu’il y a d’unités dans son dénominateur moins 1. On a
dd obtenir dans les divisions successives tous les restes 1,2,3,...
jusqu’a 6, mais dans un autre ordre : si donc on veut réduire £
en décimales, il est inutile de recommencer le calcul; il suffit
de le reprendre a I'’endroit ou I'on a obtenu le reste 3, et de
faire commencer la période au terme qu’on a déduit de
qui est 4; on a de suite | =[428571]; On voit qu’on a seule-
ment rejeté a la fin les deux premiers chiffres 71 de la premiére
période. De méme = 0,[05203j578947368421], et pour
—~ on rejettera les trois premiers chiffres 052 a la fin, et I'on
aura [631...2i052]. C'est ce qui se voit aisément, en corn—

d’ou retranchant

Or, si b n'a pour facteur ni 2 ni 5, 10 et b sont premiers entre eux; 7—7" est
< 10, puisque chaque quotient partiel n'a qu’un chiffre ; le second membre
ne peut donc étre un multiple de 10, ce qui démontre que cette équation ne
peut subsister que par7 —7'=0jd'ouD=D": c'est-a-dire que le méme r
ne se reproduit qu'autant que le dividende partiel est lui-méme revenu;
donc 7 fait partie de la période, puisqu’elle s'annonce au retour de I'un des
restes déja obtenus. Et comme le reste D doit aussi provenir d’un dividende
qui a déja été employé, il s’ensuit qu’il faut remonter au premier dividende
a, pour trouver l'origine de la période, laquelle commence par conséquent
des la virgule.

I 5
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mencant le calcul pour puisqu’on trouve gue les premiers
chiffres sont 63...

On peut faire la méme chose, lorsque la fraction proposée
n'a pas autant de chiffres que d’unités dans le dénominateur
moins i (*), pourvu que le numérateur de la deuxiem e fraction
soit un des restes obtenus pour la premiére. Ainsi ——o0,[037];
pour on a o, [370] ; pour on o, [703]; parce que 10
est le premier reste, et 19 le deuxiéme dans la division de 1
par 27. Pour 77, il suffit de doubler les quotiens et les restes :
ainsi, 77 =10, (074),77=0,(740),0u plutdto, (407).
On obtient de méme , en multipliant par 5, =0, (185),
~ =0, (85i),yf=0, (5i8).

Voici diverses périodes dans le cas ol le numérateur est | ; on
y a inscrit, pour chaque chiffre de la période, le reste qui I'a
donné, afin d’en pouvoir tirer les périodes, quand le numéra-
teur l'est pas .

Réduisons en décimales une fraction dont le numérateur
soit r, et supposons qu’on obtienne un reste égal au dénomi-
nateur moins un; par exemple, 73, aprés trois divisions,
donne le quotient 0,076 et le reste 12. Pour continuer I'opé-

ration, il faut réduire en décimales

(*) On remarque que, lorsque le diviseur est un nombre premier, si la pé-
riode n’a pas autant de chiffres que ce nombre a d’unités moins 1, du moins
elle en a une quotité , qui est facteur (partie aliquote') de cette différence.

Ainsi -b n’aque6 chiffres a la période; mais 6 est facteur de t3—! (Ve?, la

note page zp, et VArith. compl. deM. Berthevin.)
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il faut donc retrancher de 1 la partie ,076 déja obtenue au
quotient, c’est-a-dire prendre les complémens de tous ses
chiffres a9, savoir, g23; en sorte que 75 = 0,[076923]. La pé-
riode est alors accomplie ; car puisque i33 divisé par i3 a donné
le reste 12, en ajoutant i,ios-|- I doit donner le reste i3, ou

reste | ; la période a donc 6 termes.

Ce qu’on vient de dire sapplique toujours au cas ou la pé-
riode est composée d’'autant de chiffres qu’il y a d’unités dans
le dénominateur moins un, car on est sir d’obtenir (dans un
ordre différent) tous les restes 1, 2, 3, 4, + et Par conséquent
le dénominateur moins un : le nombre des divisions qui don-
nent la période est réduit & moitié. Ainsi pour , neuf divi-
sions donnent le quotient 0,052631578 et le reste 18; prenant
donc les complémens a o, on joint a la suite le nombre

Le procédé suivant permet de prolonger rapidement la par-
tie décimale obtenue, par quelques divisions initiales. Pour 7*
ou trouve 0,05203 avec le reste 3, et il reste a développer
ou 3 X 7g; on multipliera donc par 3 le quotient trouvé et on
écrira ce produit a la suite; savoir 15789; alors le reste est 9,
et il faut multiplier par 9 le quotient total, ou plutdt par 3 le
produit précédent, et ainsi de suite. On donne au calcul la
disposition suivante :

Chaque produit par 3 ajoute cinq figures au résultat, et quand
ce produit a 6 chiffres, le 6e sajoute aux unités du produit
5..
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précédent. On trouve de méme

53. 1l est facile de remonter d’une fraction décimale a sa gé-
nératrice. i°. Si cette fraction est finie, comme 0,75, on I'écrira
sous la forme qu’il s'agira ensuite de réduire (n° 38, 3°.) a
la plus simple expression

2°. Si la fraction décimale n’est qu’approchée , et qu’on n’en
connaisse pas la période en totalité, le probléme admet une in-
finité de solutions. C’estainsi que 0,]5;0,"156,0,"]55,0,1)5i'2, etc.,
repondent aux tractions etc., qui, réduites en dé-
cimales, ont o,pour premiers chiures.

3°. Mais si la période est connue, et qu’elle commence dés
la virgule, comme pour 0,666...... 0,2727... etc.,... on ob-
servera que |, jy, gfg,.... réduites en décimales, donnent
o, [']> °> LOI]> °> [001]... On peut donc, par exemple, regar-
der o, (27) comme le produit par 27 de o, [01] ou ainsi
0,[27] zz-~-ou”™-, De méme, 0,[6] est le produit par 6 de
o,[i] ouA; ainsi 0,[6] = | ou  Donc, pour remonter d’une

fraction décimale périodique a lafraction génératrice, ilfaut
diviser la période par le nombreformé d'autant de g successifs
que la période a de chiffres.

On trouvera ainsi que o

4°. Si la période ne commence pas dés la virgule, on trans-
portera la virgule a I'origine de la période, et on cherchera la
fraction qui est égale a toute la partie périodique : réunissant
cette fraction a I'’entier, on en formera une fraction a deux
termes dont on multipliera le dénominateur par une puissance
de 10 marquée par la quotité des figures de la partie non pé-
riodigque. Ainsi, pour 0,5333..., ie multiplie par 10, et 1'ai

divisant par 10, il vient o,
on prend 88,

divisant par 100, on trouve o,
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Des Nombres concrets et complexes.

54. Jusqu’ici les nombres que nous avons introduits dans nos
calculs sont abstraits, c’est-a-dire que I'unité n’a pas été définie.
Mais ces nombres ne peuvent faire acquérir la notion de la gran-
deur des objets que quand I'unité est connue. Parle nombre 24,
on marque bien que la grandeur a mesurer est formée de 24 fois
I'unité . mais lorsqu’on dit, par exemple, que le jour est coin
posé de 24 heures, on énonce, i°. que l'unité de temps est la
durée d’une heure; 20. que 24 de ces unités durent autant qu’un
jour. Ces sortes de nombres, composés d’une unité particuliere,
qu’on répete autant de fois que I'indique une quantité abstraite,
sont ce qu’on nomme des IXombres concrets : ce sont de véri-
tables produits, dont le multiplicande est I'unité, et le mul-
tiplicateur un nombre abstrait : I'énoncé 24 francs revient a 24
fois unjranc.

Nous devons, avant tout, faire connaitre les dénominations
qui servent a désigner les diverses unités.

i°. L’unité de longueur se nomme Mette ; c’est la dix-millio-
niéme partie de I'arc du méridien de Paris, qui s'étend du
pble a I’équateur.

20. Un carré dont le c6té a 10 meétres est I’'unité de surface ;
on le nomme Are.

3°. Le cube qui a pour c6té la dixieme partie du meétre est
I’'unité de volume: c’estle Litre. On se sert aussi du métre cube,
ou stére, pour mesurer le bois de chauffage.

4°. Le poids d’un cube d’eau qui a pour cOté le centiéme du
metre est I'unité de poids ; c’est le Gramme. Comme le poids
d’un volume croit avec la densité, il faut ajouter que I'eau doit
étre pure, et au maximum de densité, qui est vers 4 degrés
du thermometre centigrade.

5°. L’or et I'argent monnayés doivent contenir — d'alliage,
c'est-a-dire étre a 0,9 defin. L'unité monétaire est le Franc,
piéce d’argent du poids de 5 grammes.

Mais ces unités sont, pour divers usages, ou trop grandes, ou
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trop petites : par exemple, la distance de deux villes et I'épais-
seur d'un livre, exprimées en métres, seraient d’une part un
trop grand nombre, et de I'autre une fraction génante : on a
réuni plusieurs de nos unités de chaque espéce en une seule pour
mesurer les grandeurs considérables, et sous-divisé chacune en
parties propres & mesurer les petites quantités. La longueur de
dix méetres forme le Décametre ; la capacité de dix litres, le
DécaZrtre ; le poids de dix grammes, le Décagramme, etc. La
longueur de cent metres est YHectometre ¢+ le volume de cent
litres, I’'Hectolitre ; cent grammes, YHectogramme ; centares,
t Hectare, etc.; mille metres font le Kilométre ; mille litres, le
Kilolitre; millegrammes, le Kilogramme, etc. ; dix mille mé-
tres valentun Myriamétre, etc., ces nouvelles unités devenant
ainsi de dix en dix fois plus grandes.

On partage de méme le métre, le litre,.... en dix parties;
on nomme Décitnélre, le dixieme du métre ; Décilitre, le dixiéme
du litre ; Décime, le dixiéme du franc, etc. Chacun de ces
dixiémes se partage de méme en dix ; le Centimetre est le cen -
tieme du métre; le Centime, le centiéeme du franc.... ; le Mil-
limétre est le millieme du meétre, etc.

Ainsi, en se réglant toujours sur I’ordre décimal, la nomen-
clature s’est trouvée comprise dans nos six noms d’unités princi-
pales, devantlesquels on place des additifs empruntés a la langue
grecque pour désigner des mesures de dix en dix fois plus
grandes : déca, dix ; hecto, cent; kilo, mille ; myria, dix mille
et les adjectifs dérivés du latin : deci, dix; centi, cent; milli,
mille, pour indiquer des unités de dix en dix fois plus petites.
Par exemple, un kilogramme vaut mille grammes; un centi-
meétre , le centieme du meétre, etc. De méme 3827,5 grammes
valent 3kilogrammes, 8hectogrammes, 2décagrammes, 7gram-
mes et 5 décigrammes; ou, si I'on veut, 3 8,275 hectogrammes,
ou 3,8275 kilogrammes. On énonce ces grandeurs de la maniere
accoutumée aux fractions décimales; la seconde, par exemple,
se lit ainsi : 38 hectogrammes et 0.

11 s’en faut de beaucoup qu’on ait besoin de tou les les espéces
d’unités comprises dans cette exposition; mais on rejette celles
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qui I'ont pas d’usage. Nous dirons donc que le métre est la dix-
millioniéme partie de I'arc du méridien quiva dupdle a I'équa-
teur; I'are est le décamétre carré ; le litre, un décimétre cube; le
stére, un metre cube ; le gramme est le poids d’un centimétre
cube deau distillée au maximum de densité; lefranc est le
poids de 5 grammes d'argent a defin} La conception
simple et grande qui a donné naissance a ce systéme repose sur
cette idée, qu’il faut prendre dans la nature un terme invariable,
le metre, et déduire ensuite de cette mesure toutes les autres:
si quelque catastrophe venaita détruire tous nos étalons, ils se-
raient faciles a retrouver.

Cetadmirable systéme a rencontré une opposition devant la-
quelle on a cru devoir fléchir; on permit I’'usage des anciens
noms : ainsi on traduit le mot hectare par arpent, décalitre par
velte, litre par pinte, hectolitre par septier ; décalitre par bois-
seau, kilogramme par livre, etc. Ce ne fut pas une idée heu-
reuse que de céder ainsi sur la nomenclature ; ce ne sont pas les
noms dont I’'usage estgénant; c’estune habitude, contractée dés
I’enfance, qui a mis nos besoins en relation avec des mesures
qu'il faut changer. Ainsi I’on ne remédia qu’a un mal imagi-
naire, et I’opposition demeura dans toute sa force.

55. Le plus bel éloge qu’on puisse faire des nouvelles mesures
est I'exposition des anciennes. Nous présentons ici le tableau de

(*) Les piéces de 5 francs pesent 25 grammes; 4 de ces pieces pésent un hec-
togramme; 100 francs pesent un demi-kilogramme. On accorde, sur le poids et
le titre des piéces de 5 francs, une tolérance de 0,003 en plus et en moins. Le
kilogramme d'argent pur vaut environ 222 francs. Les pieces de 5 francs ont
37 millimétres de largeur diamétrale; 27 de ces pieces , placées sur une méme
ligne, bout a bout, donnent la longueur du metre; 8 pieces forment a peu
pres 3 décimetres.

Les pieces de 40 fr. pésent 12,go322 grammes; celles de 20 fr., 6,48161 gram-
mes, ou i55 pieces de 20 francs péesent un kilogramme, valant 3ioo francs.
On accorde une tolérance de 0,002 sur le titre et sur le poids, soit en plus,
soit en moins. 34 piéces de 20 fr. et 11 de 40 Ir., placées Ixnit a bout sur une
ligne, forment la longueur du metre. Le kilogramme d’or pur vaut environ
3444 fr- La valeur de I'or monnayé est 15 fois et demie celle de I'argent.



72 arithmétique

celles qui étaient en usage a Paris ; car elles changeaient avec
les provinces, et méme avec les villes d’un méme Etat .

L’unité de longueur se nommait Toise ; elle se divisait en
6 Pieds, chacun de 12 Pouces, et chaque pouce de 12 Lignes.

L’unité de poids était la Livre ib, partagée en 16 Onces 3,
chacune de 8 Gros ou Dragmes 3, divisés cliacun en 72
Grains gr, ou en 3 Scrupules $ (de 24 grains). La livre était
encore partagée en 2 Marcs, de 8 onces chacun, etc. Le signe £
désigne une demie; ainsi 3 iip> veut dire 2 gros et demi.

La livre-monnaie, dite Tournois, était composée de 20 Sous,
chacun de 12 Deniers.

L’unité pour peser les diamans était le Karat, poids de 3,876
grains poids de marc, ou 2 décigrammes; il se divise en 4
grains f*

Le Jour se partage en 24 Heures, I’heure en 60 Minutes',
chacune de 60 Secondes™....

Les étoffes étaient mesurées avec une longueur nommée
Aune, d’environ 44 pouces (43P°,go28 — 43?° ion, 8333).

(*) Ces irrégularités tiennent, soit aux besoins, soit aux usages des pays.
Tant6t on préférait la sous-division par 12, tantdt par 20 : on choisissait des
mesures en relation ici avec les travaux de I'agriculture, Ia avec les consom-
mations. Par exemple, le boisseau ras de blé en grain pesait 20 H>; un septier
de farine pesait 220 tb, etc. ; la livre de Lyon avait 14 onces ; ailleurs elle n’en
contenait que 12, etc.

En faisant disparaitre toutes ces variations, le nouveau systéme a rendu un
service incontestable aux hommes; mais il a malheureusement I'inconvénient
de ne pas étre devenu, par l'usage, en relation avec nos besoins.

(**) La valeur d’'un diamant dépend de son poids, de sa taille, de sa figure,
de son eau ( son éclat et sa transparence)... Pour I'évaluer, d'aprés la regle
de Jefferies, on exprime d’abord le prix du poids d’un karat, 6t I'on multiplie
ce prix par le carré du nombre de karats. Par exemp.le, si le karat vaut
50 francs, un diamant de i33 karats vaut 50 x (i33)’, ou 884 4”° francs. Le

Pitre, diamant de la couronne, du poids de 136 karats -, fut payé 2 mil-
lions et demi, ce qui revient & i34 francs le premier karat. Le Sancy, autre
diamant de la couronne, pése 53  karats. Au reste, la régle de Jefferies ne

subsiste que jusqu’a un certain poids , passé lequel le diamant n’a qu’un prix
daffection.
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Le Boisseau, capacité' de 655,78 pouces cubes, contenait 16
litrons (de 40,986 pouces cubes chaque). Le Septier valait
12 boisseaux, c’est-a-dire 7869,36 pouces cubes ; La Mine, 6
boisseaux; le Minot, 3; le Muid, 144, cest-a-dire 12 sep-
tiers.

Lu Pinte, qui, selon I’ordonnance des Eclievins, devait con-
tenir 48 pouces cubes, n’en avait réellement que 46,95. La
Velte valait 8 pintes; le Muid 288 ; il se divisaiten 2 Feuillettes
ou 4 Quartauts. Le Tonneau valait 2 muids ou 576 pintes. A
Bordeaux, le tonneau contenait 3 muids ou 864 pintes; la
Queue d'Orléans valait 432 pintes.

Récapitulons les mesures ci-dessus énoncées.

Toise. Pieds. Pouces. Lignes. Jour. Heures. Minutes. Secondes.

Livre. Marcs. Onces. Gros. Scrupules. Grains.

Muid. Septiers. Boisseaux. Litrons. Livre. Sous. Deniers.

Quant aux rapports entre les anciennes et les nouvelles me-
sures, voyez a la fin de I’Arithmétique.

Il nous reste a parler des moyens de faire les quatre regles
sur des nombres complexes : on nomme ainsi ceux qui sont
formés d’unités principales et de sous-divisions. Nous n’avons
rien a dire pour les nouvelles mesures qui, n'‘admettant que
des fractions décimales, rentrent dans ce qu’on a enseigné
(nos 45, 46 et 47 ).

56. Pour ajouter ou soustraire les quantités complexes, on
écrit, au-dessus les unes des autres, les parties qui ont une
méme dénomination, et I’'on opére successivement sur chacune>
en commencant par les plus petites. Si la somme d’une colonne
surpasse le nombre d’unités nécessaires pour former une ou
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plusieurs unités de I'ordre supérieur, on les retient, et I'on, ne
pose que I'excédant.

Exemples d’addition :

Toises. Pieds. Pouces. Lignes. Marcs. Onces. Gros. Grains.

Livres. Sous. Deniers. Jours. Heures. Minutes. Secondes

Dans le premier de ces exemples, la colonne des lignes donne
25 lignes j, ou 2 pouces ! ligne |, parce que 12 lignes valent
1 pouce ; on pose donc seulement 1 3, et I'on reporte 2 a la co-
lonne des pouces, qui donne 34, ou 2 pieds 10 pouces ; posez |0
et retenez 2, etc.

Voici quelques soustractions :

Livres. Onces. Gros. Grains. Toises. Pied.*- Pouces. Lignes.

Livres. Sous. Deniers. Jours.  Heures. Minutes. Secondes.
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On voit qu’aprés avoir soustrait 12 grains de 44, on passe aux
gros; mais comme 2—5 ne se peut, on ajoute | once ou 8
gros, et l'on a 10 — 5 = 5; puis on ajoute pareillement une
once aux 12 qu’il faut dter de 9; de sorte qu’on dira 9—13 ne
se peut; ajoutantune livre ou 16 onces, ona 25—13=12, etc...
Cette opération est fondée sur le méme principe que pour les
nombres entiers.

Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 février i650;
Pascal, né le 19 juin 162", est mort le To ao(t 1662 ; Newton,
né le 15 décembre 1642, est moitié 18 mars 1 727. On demande
la durée de la vie de ces grands géometres.

57. Pour la multiplication des nombres complexes, d’aprés
les principes donnés (n°® 42), on opérera séparément sur les
entiers et sur les fractions. On remarquera que le multiplica-
teur doit toujours étre un nombre abstrait (n° 54), destiné a
marquer combien de fois on répéte le multiplicande. Multiplier
12 francs par 3 aunes, ce ne peut étre répéter 12 francs 3 aunes
de fois, mais bien répéter 12 francs autant de fois que lI'unité
est comprise «dans trois aunes, c’est-a-dire 3 fois. Ainsi, lorsque
les deux facteurs paraissent concrets, c’est que la question est
mal interprétée. Au reste, ceci s'éclaircira par la suite.

Il se présente deux cas, suivant que le multiplicateur est ou
n’est pas complexe.

ler cas. On voudrait savoir le prix de 17 aunes | d’une
étoffe qui colte {5 livres 12 sous 6 deniers I'aune ; il est clair
qu’il faut répéter ce dernier nombre 17 fois et  de sorte que
le multiplicateur 17 ’ cesse de représenter des aunes, et de-
vient un nombre abstrait (n° 54 )« On multiplie d'abord
45 livres, puis 12 sous, puis enfin 6 deniers par 17. Le pre-
mier de ces calculs n’offre pas de difficultés. Décomposons 12
sous en io-f-2 : puisque ! livre répétée 17 fois, donne 17 livres,
10 sous ou i livre doit donner la moitié de 17 livres; 2 sous en
donne le dixiéme, ou le cinquiéme du produit de 7o sous. On.
a pour 6 deniers, le quart du produit que donne 2 sous. Ou

prend ensuite les deux tiers du multiplicande, et I'on ajoute le
tout.



JO ARITHMETIQUE.

Voici I'ordre qu’on suit dans ce calcul :
45%  12) &Y

pour io/, la moitié de 17*.

pour 2X, le 10e de 17*, ou le 5e de 8* Lo T,
pour 6*, le j du produit qu’a donné 2X.
pour |, le tiers du multiplicande

pourl.

Dans ce genre d’opérations tout se réduit a décomposer cha-
que fraction en ses aliquotes, comme n° 42. Ainsi iq sous

faudrait donc, pour 19sous, prendre la
multiplicateur, considéré comme des livres. On pourrait aussi

On voit,donc que, pour multiplier une fraction complexe,
aprés l'avoir exprimée en fractions a deux termes, il faut dé-
composer son numérateur eu parties qui divisent le dénomina-
teur; les fractions composantes seront donc réduites a d’autres
dont le numérateur est 1. Par exemple, pour 10 pouces, ou 77 de
pied, on coupera 10 en 6-}-2 4-2, ce qui fera, en "réduisant,
a, let oubienen 4 +4+ 2 qui f°nt f> 5 et B ouen
6 34~ 1 quidonnent |et etc....

Ubservons que si le multiplicateur
n‘a qu’un seul chiffre, il est plus
simple d’opérer comme pour I'addi-
tion. Dans l'exemple ci-contre, on
dira: 7 fois 18 grains= 126 grains =
i gros 54 grains. On pose 54 et on retient 1. Passant au produit
de 4 gros par 7, on a4 X 74-1 =29 gros, ou 3 onces 5 gros;
on pose 5 gros et I'on retient 3 onces, etc.

Pour multiplier i4 s. par 483, il faut prendre les 44 ou "es ts
de 483 livres; on a ou 338,1, ou enfin 338liv. 2 s. Cet
exemple prouve que, pour multiplier un nombre pair de sous,

Liv. Onc. Gros. Grains.
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ilfaut enprendre la moitié, faire leproduit de cette moitié, en
mettant au rang des sous le double des unités de ce produit.
Pour 18s. X 56, comme 56 X 9 =504, on a 50 liv. 8s. ; 80
piéces de 12 s. font 8 X 6 — 48 liv.

2¢ cas. Cherchons la valeur de 36 marcs 6 onces 4 gros d’ar-
gent a 5i liv. i5s. 5den. le marc. On répétera d’abord 5i liv.
15 s. 5 den. 36 fois ; et ensuite autant de fois que 6 onces 4 gros
sont contenus dans le marc : le multiplicateur est abstrait et
cesse de représenter des marcs. Ainsi on ne multipliera d’abord
5i liv. i5s. 5 den. que par 36, ainsi qu’on le voit ci-contre,
d’aprés la regle exposée ci-dessus. Il reste ensuite a multiplier
par la fraction 6 onces 4 gros ; en prenant d’abord pour 4 onces
la moitié du multiplicande total 5! liv. i5s. 5 den., parce que
4 onces équivaut a 7, ou la
moitié d’un marc; pour 2 onces,
on pi;end ensuite la moitié de
ce produit, etc.

Il arrive souvent que, pour
faciliter les calculs, ont fait un
faux produit : par exemple,
si I'on avait eu 14 s. au lieu de
15s., il aurait fallu de méme
faire le produit de ! s., qu’on
aurait effacé apres avoir trouvé
le produit des 5 den.

Voici deux autres exemples :
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58. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur, produit le
dividende, la division doit offrir aussi deux cas, suivant que le
quotient ou le diviseur représente le multiplicateur, etdoit étre
considéré comme abstrait.

1" cas. Si le diviseur est le multiplicateur, lequotient est le
multiplicande et doit étre de la méme espece d’unités que le
dividende, qui représente le produit.

Lorsque le diviseur n'est pas complexe, on opére tour a tour
sur chaque espéce d’unités du dividende, encommencant par la
plus grande. Ainsi, pour diviser 234 15 s. 7 den. par 4 ;
on prendra le quart de 234 liv., qui est $8 liv., avec le reste
2 liv., qu’on réduira en sous pour les joindre: aux 15s. du divi-
dende, 4<> 4- 15 = 55, dont le quart est 13 s., avec le reste 3 s.
ou 36 den.; 36 7= 43den., dont le quart est 10 | den..
le quotient estdonc 58 liv. i3s.

10 | den.

Un ouvrieraregu i5i liv. 14s.
6 den. pour 42 jours de travail;
pour savoir ce qu’il gagnait cha-
quejour, on divisera i5i liv. 14s.
6 den. par le nombre abstrait 42.
On voit ci-contre le détail du

calcul.
Quand le diviseur n'a qu’un seul chiffre, conumc dans le

premier exemple, au lieu de suivre tous les détails de ce type
de calcul, il n’est besoin d’écrire que le quotient, attendu que
la mémoire suffit pour retracer les restes successifs;. C'est ainsi
qu’on en a usé (p. 23), et méme dans les exemples de multi-
plications complexes, lorsqu’il a fallu prendre la moitié, le tiers,
le quart........

Si le diviseur est complexe, mais qu’on doive encore le re-
garder comme abstrait, il faut d’abord faire disparaitre les frac-
tions qui I'affectent : pour cela, on multipliera le dividende et
le diviseur par le nombre qui exprime combien la plus petite
espece d’unités de celui-ci est contenue dans la plus grande.
Cette opération n’altérera pas le quotient (n° i5. i°); et comme
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chaque espéce d’unités du diviseur produira des unités entiéres,
1l sera rendu entier. Ainsi, 42 toises 5 pieds 4 pouces ont codité
554 liv. i3s. Ti den.  on demande le prix de la toise? Il faut
diviser ce dernier nombre par le premier, considéré comme
nombre abstrait. Comme 4 pouces, ou de pied, est contenu
18 fois dans la toise, on doit multiplier les deux nombres pro-
proses par 18. La question devient: 772 toises ont colité 9984 liv.
10s. 8 den.; quel estle prix de la toise? La division de 9984 liv.
10 s. 8 den. par le nombre abstrait 772 donne pour quotient
12 liv. v8 s. 8 den.

De méme, pour diviser 806liv. o s. 10 den. par 17 |, il faut
multiplier par 3, et I'on a2418 liv. 2 s. 6 den. a diviser par 53.
Si le diviseur est 3ni 70 4Rr, on multipliera par 16, parce que
4 gros ou la moitié de I'once, est contenu 16 fois dans le marc.

2¢ cas. Si le diviseur est le multiplicande, il doit étre de
la méme espéce que le dividende ; le quotient est abstrait, et
indique combien de fois I’'un contient l'autre. On fera dispa-
raitre les fractions du dividende et du diviseur, ainsi qu’il
vient d’étrc dit, puis on les regardera I'un et I'autre comme
des nombres abstraits + en effet, 12 liv. contiennent 3 liv. autant
de fois que 12 contient 3.

Par exemple, pour diviser 364 2 s 3den. par 37 liv.
i5 s. 8 den., on multipliera ces deux nombres par 20 >X12 >XX18
ou 4320, parce que le dix-huitiéme de denier est contenu 4320
fois dans la livre. 1l faudra donc diviser 1 575 565 par x63 224,
ce qui donne 9 ylllyz! P°ur faire la preuve par la multiplica-
tion, p. 77, il faut évaluer la fraction en parties de la
toise, comme on va le dire.

Combien de fois i43 liv. 17 s. 6 den. contient-il u liv.? Il
faut multiplier par 40, et diviser entre eux les produits 5755
et 44°» on trouve i3 fois et-".

5¢. Les fractions a deux termes, les décimales et les com-
plexes sont les trois sortes de fractions en usage. Nous savons
déja convertir les deux premieres I'une en lI'autre (p. 63 et 68);
voyons a les changer en la troisiéme, et réciproquement.

On réduit une fraction en nombre complexe, en divisant le
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numérateur parle dénominateur. Ainsi, pour avoir les y de la
livre, on divisera 5 livres par 7, »t I'on aura 14 sous 3 de-
niers

Réciproquement, pour converti» un nombre complexe en
fractions a deux termes, il faut le réduire & sa plus petite es-
péce. Ainsi 14 s. 3 den. y vaut 171 den. 7, ou de den. :
comme la liv. vaut 240 den., on divisera par 240, et I'on aura
HK ou | de liv.

Pour évaluer en sous et deniers lafraction 0,715 liv., il faut
multiplier par 20, et I'on a 14,3s. ; de méme multipliant o, 3 s.
par 12, on a 3,6 den. ; donc ON,715=i4T %.

On réduit une fraction complexe en décimales, en la con-
vertissant d’abord en fraction a deux termes, puis celle-ci en
décimales ( n° 50).

I1l. PUISSANCES ET RACINES.

Formation des Puissances.

60. En multipliant un nombre par lui-méme, 1 2, 3,... .
fois successives, on en obtient les puissances 2, 3, 4». ++ comme
on le voit dans le tableau ci-contre.
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Lorsqu’on veut former une puissance élevée, on peut éviter
de passer successivement du carré au cube, du cube a la qua-
trieme puissance........ Soit demandé 3’7, comme il s’agit de
rendre 3 onze fois facteur, je décompose ii en 3J-4H-4; d
vient 3'1=3TX34X 34. On voit donc qu’/Zfaut décomposer
la puissance proposée en d'autres dont elle soit la somme, et
multiplier ces résultats entre eux ; en sorte que , dans la multi-
plication, les exposons s’ajoutent. Ici, 33 = 27,34=81; en
multipliant, on a 31 = 2187 ; multipliant de nouveau par 81,
on trouve 3““=777 i47-

Observez que 3* X 34 n’est autre chose que le carre' de 34, ou
8i2=656i ; ainsi, multipliant (34)2, ou 656! par 33=27, on
obtient de méme 311 La puissance 12 est 34 x 3* X 34 = e cube
de 34 ou (393, on trouve 312 = 8i3= 53i 441> divisant par 3,
il vient 3“ — 177 i47- En général, décomposez la puissance
proposée en deuxfacteurs ,formez lapuissance indiquée par
I'un, et élevez le résultat a la puissance marquée par Vautre
ou autrement,y;our élever a une puissance, multipliez I'expo-
sant par le degré de lapuissance. \Vor. n° 124). Par exemple,
X ’ J ot
fera donc le carré de 5, on I’élevera au cube, puis le résultat
encore au cube, et I'on aura la dix-huitiéeme puissance;
aprés quoi on divisera par 5 pour avoir la dix-septieme.

remarquera avec quelle rapidité les puissances croissent. La

Extraction des Racines carrées.

61. Le carré d’'un nombre de 2 chiffres, tel que 35, se forme
par la multiplication de 35 par 35, opération qui exige quatre
produits partiels ; i°. 5 X 5, ou le carré des unités ; 3°. 30x5,
ou le produit des dixaines par les unités; 3°. une seconde fois

30 X 5; 4°. 30 x 30, ou le carré des dixaines. Donc le carré
T. L 6
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d’un nombre de 2 chiffres est formé du carré des dixaines, deux
fois le produit des dixaines par les unités, plus enfin le carré
des unités. Ainsi 35’ = 900 4- 300 4- 25 = i2ab.

Pour multiplier 74-5 par 7 4-5, on multiplie 7 et 5 d’abord
par 7, puis par 5, et I'on ajoute ; ce qui donne 7’ 4- 7 X 5d’une
part,et7 X54~53de I'autre. Donc 12’ est=49~b254-2X 35=144-
Donc,' pour faire le carré de 7 45, il ne suffit pas de carrer
7et5, il faut encore ajouter le double du produit de 7 par 5.
Le carré d’'un nombre composé de deux parties se forme des
carrés de chacune, augmentés du double de leur produit. {Voy.
n° 97, T°-)

62. Lescarrésde 10, 100, 1000... sont 100, 10000, 1 000000
ou ! suivi de deux fois autant de zéros qu’il yen a a la racine ;
ainsi tout nombre d’un seul chiffre, ou compris entre ! et 10,
a son carré entre 1 et 100, c'est-a-dire composé de | ou 2
chiffres : de méme tout nombre de 2 chiffres en a 3 ou 4 a son
carré, etc. En général, le carré a le double, ou le double moins
1, des chiffres de la racine (p. 19).

Procédons au calcul de I'extraction des racines carrées. Celles
des nombres de 1 ou 2 chiffres sont comprises dans les tables
nos 14 et 60 : quant aux autres, il faut distinguer deux cas.

ier cas. Si le nombre proposé, tel que 784, a 3 ou 4 chiffres,
sa racine en a deux ; et 784 est composé du carré des dixaines
de laracine, de celui des unités, et du double du produit des
dixaines par les unités. Or, la premiére de ces parties se forme
en aj outant deux zéros au carré du chiffre des dixaines (n°13,3°.);
d’ou il suit que ce carré n’entre dans I'addition de ces trois parties
gu’'au rang des centaines. En séparant les deux chiffres 84, on
Vvoit que 7 contient le carré du chiffre des dixaines, considérées
comme des unités simples, et en outre les centaines produites
par les autres parties du carré.

On prendra la racine du plus grand carré 4 contenu dans 7,
elle sera le chiffre des dixaines cherché : car 7 étant compris
entre les carrés de 2 et de 3, le nombre proposé 784 I'est entre
20’ et 302; ainsi la racine est entre 20 et 30, et I'on a 2 pour le
chiffre des dixaines.
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En retranchant 4 de 7, le reste 3 est la retenue; ainsi 384 est
compose' du carré des unités , plus du double des dixaines mul-
tiplié par les unités.

On forme le produit du double des dixaines par les unités, en
multipliant le double du chiffre des dixaines par les unités, et
mettant un zéro a droite. Ainsi, dans I'addition, ce produit
est compris au rang des dixaines, et contenu par conséquent
dans 38, en séparant de 3-84 le chiffre 4 des unités : 38 contient
en outre les dixaines produites par le carré des unités, et celles
qui proviennent de ce que 784 peut n’étre pas un carré exact.
51 ces dixaines étaient connues, en les 6tant de 38, le reste se-
rait le double produit dont il estici question ; donc, en le divi-
sant par 4, double du chiffre des dixaines, le quotient serait les
unités. Divisons donc 3o par 4, le dividende sera plus grand que
celui qu’on doit employer, et le quotientpourraétre trop grand;
mais il sera facile de le rectifier.

Car si le quotient , ou 9 en nombre
entier, représente en effet les unités, en
placant 9 a c6té du double 4 du chiffre
des dixaines, 49 sera le double des dixai-
nes ajouté aux unités; et 49 X 9 sera
le double du produit des dixaines par
les unités, plus le carré des unités. Or,

49 X 9 =441 = 384; donc 9 est trop

grand. On éprouvera le chiffre 8 de la

méme maniére ; et, comme 48x8=384 ;

qui, retranché du reste, donne o, on

voit que 784 est le carré exact de 28.

On a mis ici le type du calcul, ainsi que

celuide 2735, qui est 52, avec le reste 3i; de sorte que

52 est la racine du plus grand carré contenu dans 2735, c’est-

a-dire celle de 2735—3i ; ou 2704. On trouve ainsi 121 =11.
2¢ cas. On raisonnera de méme si le carré a plus de quatre

chiffres; car alors, bien que la racine en ait plus de deux, on

peut encore la regarder comme composée de dixaines et d’unités;

par exemple, 523 a 52 dixaines et 3 unités.
6..
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Ainsi, pour 2*3 52g, on verra, par-
la méme raison, que le carré des
dixaines, considérées comme simples
unités, est contenu dans 2735 (en
séparant les deux chiffres a droite ,
29), et que la racine du plus grand
carré contenu dans 2”35 donne les dixaines. On a trouvé ci-
dessus 52 pour cette racine, et 31 pour reste ; de sorte que
descendant 29 a c6té de 3i, 3129 est le double produit des
dixaines 02 par les unités inconnues, plus le carré de cesunites ;
supprimant le chiffre 9, on divisera 312 par 104, double des
dixaines 52 ; on aura le quotient 3, qui est les unités de la ra-
cine, ou un nombre plus grand.

Enfin , plagant ce quotient a droite de 104, et multipliant
i 043 par 3, on retranchera le produit 3129 du reste 3129 ; ainsi
523 est exactement la racine cherchée.

Ce raisonnement s’applique a tout nombre; on voit qu’il faut
le partager en tranches de deux chiffres, en commencant par
la droite, ce qui ne laissera qu’un seul chiffre dans la derniére
tranche , lorsque le nombre des chiffres sera impair. Chaque
tranche donne un chiffre a la racine, en opérant sur chacune
comme il vient d’étre dit. Il estdonc bien facile déjuger apriori
du nombre de chiffres de la racine d’un nombre donné. Quand
cette racine n’est pas exacte , le calcul conduit a un reste; nous
allons montrer I'usage de ce reste pour approcher de la racine.

Observez aussi qu’il est inutile d’écrire les divers produits a
soustraire, et qu’on peut, comme pour la division (p.27), faire
a la fois chaque multiplication et la soustraction.
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On peut aussi s’exercer sur lesexemples suivans: \/ 7 283 291
= 2698, reste 4087 ; et VV 3 179089 =1783.

63. On appelle Commensurables ou Rationnels les nombres
qui ont une commune mesure avec 'unité ; tel est parce que
le 5¢ de I'unité est contenu cing fois dans 1, et deux fois dans |.
Mais tout nombre entier, quin’estpas le carré exact d’'un en-
tier, ne saurait I’étre non plus d’'un nombre fractionnaire, et
par conséquentsa racine est incommensurable avec I'unité. Car
s’il y avaitune commune mesure, contenue, par exemple, cing
fois dans l'unité et treize fois dans 7, en sorte que (36) la
racine de 7 fQt représentée exactement par -y = y/ 7, en éle-
vant au carré on aurait =T, ce qui est absurde, ces deux
fractions étant irréductibles (n° 4i, 5°.).

Puisqu’en divisant I'unité en parties égales, on ne peut ja-
mais prendre celles-ci assez petites pour que I'une delles soit
contenue exactement dans 7, et qu’aucune fraction ne peut
étre la valeur juste de ¥ 7, si I'on veut la mesure exacte, il
faut prendre une autre unité (36); a moins qu’on ne se con-
tente d’une approximation , en rendant les parties de I'unité
assez petites pour que la différence entre \/ 7 et un certain
nombre de ces parties, puisse étre négligée comme de peu d’im-
portance. Par exemple, si I’unité contient 100 parties, et qu’on
trouve que 2 unités-f- 64 de ces parties sont< |/ 7, tandis que
65 surpassent 7, c’est-a-dire que 7 soit entre les carrés de
2,64 et 2,65, on dit que 1/ 7 est entre ces nombres, et qu’on
a cette racine a moins de un centiéme. C'est ce qui explique
ce paradoxe, qu’on peut approcher autant qu’on veut de 7,
quoique \/ 7 n’existe pas humériquement.

Si I’on Veut négliger les quantités moindres que le cinquieéme
de l'unité, il faudra donc trouver combien 7 contient de ces
cinquiémes, c’est-a-dire chercher deux fractions, telles que-y
et -y ayant 5 pour dénominateur, dont les numérateurs ne dif-
férent que de 1, et qui comprennent 7 entre elles, ou plutbt
7 entre leurs carrés. Pour obtenir ces numérateurs i3 et i4, con-
cevons les carrés de nos fractions et celui de [/j multipliés par
15; 25 x 7 sera compris entre les carrés des numérateurs in-
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connus, et par conséquent |[/(75X7) ou V sera com-
pris entre ces numérateurs. Or, / tombe entre i3 et i4 ;
donc et — sont les fractions cherchées, ou les valeurs
approchées de \/y, a moins de j, I'une par défaut, I'autre par
exces f.

De méme pour avoir \/ (3 |) a moins de —, on multipliera
3|par N2ou 121; onaurad449|» dont il faudra extraire laracine
en nombre entier : elle est 21, en sorte que \/ 3 ~ est comprise
entre 77, et 77 ou 2. Observez qu’on supprime dans 449 | non-
seulement la fraction  mais méme toute la partie de 449 qui
excede le carré de 21. Pourextraire la racine d’'un nombre avec
une approximation déterminée, on le multiplie par le carrédu
dénominateur donné, et Von extrait en nombre entier la racine
du produit : elle est le numérateur cherché.

64. Si I'on veut approcher a I'aide des décimales, c’est-a-
dire a moins de O,1,0,01il faut multiplier le nombre par
le carré de 10, de 100..,., ce qui revient a reculer la virgule
vers la droite d’autant de fois deux rangs quon veut obtenir de
décimales, en ajoutant un nombre convenable de zéros, si cela
est nécessaire, i/0,34a moins de 0,01 est 777 ~/3000, en reculant
la virgule de quatre rangs, ou 777 X 54 = <>54- De méme
i/5,7, amoins de 777, est 777 § 57000, ou 2,38..

Au lieu de placer une longue
suite de zéros apres le nombre pro-
posé, on peut se contenter d’'ad-

ces zéros par couple, aprés
chaque reste. C'est ce qu’on ob-
servera dans les calculs ci-contre
de ¥ 32i et \/ 2. On voit que pour
avoir une décimale, on se contente
de placer une tranche de deux
zéros prés du premier reste. Pour
une deuxieme décimale, on place

(*) L’unité étant divisée en < parties égales, pour connaitre le plus grand
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ile méme deux zéros aprés le second reste, etc. .. On marque
de suite la place de la virgule dans la racine , et I'on pousse le
calcul de I'approximation jusqu’au degré nécessaire, en mettant
deux zéros aprés chaque reste successif.

La racine d’'unproduitest le produit des racines desfacteurs :

Cette regle, qui est fondée sur ce qu on a dit (n° 60), peut
servir a simplifier les extractions des racines:

65. La racine d’unefraction s’obtient en extrayant la racine,
de chacun de ses deux termes. Ceci résulte de la maniére dont
ou forme le carré

La racine est irrationnelle, lorsque les deux termes ne sont
pas des carrés exacts. Si, par exemple, | pouvait étre une
autre fraction, telle que 77; il en résulterait y = ce qui
est impossible (n° 38, 4°-)- On ne peut donc avoir la racine
gu’en approchant a un degré donné par la nature de la question ;
on procéde alors comme il a été dit (n° 63). Par exemple, ~a
moins de -jy, se trouve en multipliant | par 121 = 1 ia, et I'on
a\/5il =p/5i etneprenantlaracine de5i qu’a moins d’une
unité, on a|Z| comprise entre /- et 77.

Observez que ¥ peut bien étre pris = puisque, si I'on

multiplie cette expression par elle-méme, on trouve | pour pro-
duit. Mais outre que cette double extraction exigerait deux va-
leurs approchées, le degré d’approximation du résultat serait
incertain. 1l arrive souvent que ce degré n’est déterminé qu’'a
la fin du calcul ; cette partie de I'opération doit donc étre di-

nombre x de ces parties contenu dans ~N, c’est-a-dire pour obtenir une

fraction — approchele de V'N a moins d’un ge de I'unité, il faut déterminer x,

c’est-a-dire que x est le plus grand entier contenu
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rigée de maniére a permettre une approximation illimitée. Pour
cela, on multiplie les deux termes delafraction par son déno-
minateur, afin de rendre celui-ci un carré; | devient , en
multipliant haut et bas par 7, et [/j = YU ; On poussera
1/21 jusqu’au degré exigé. Par exemple, si V/21 est prise
— 4,582, c’est-a-dire a moins de 0,001, le septiéme est...
1/| = 0,654, valeur qui ne différe pas d’un sept-millieme.

Si I'on et demandé a moins de y, le calcul e(t de méme
conduitay 21, entre y et|.

66. Les équations suivantes se démontrent en élevant tout
au carré:

Ainsi on peut intervertir I'ordre des facteurs irrationnels, et
multiplier par le méme facteur les deux termes d’une fraction
irrationnelle.

Nous terminerons par plusieurs remarques.

i°. On doit toujours préparer les nombres de maniéere a ne
soumettre que des entiers au calcul de I’extraction.

2°. Le nombre des décimales d’un carré est toujours pair et
double de celui de la racine : on doit ajouter des zéros ou sup-
primer des décimales, pour que cette condition soit remplie
dans tous les cas.

3°. Chaque tranche ne devant donner qu’un seul chiffre, on
ne peut mettre a la fois plus de 9 a la racine.

4°, Le carré d’un entier, tel que 18, étant donné, pour avoir
celui du nombre suivant 19, comme 19 — 18 4- 1, le carré
est 18* mhx 18-f- | (n°6i); on ajoutera donc 37 a 324, carré
de 18, etl’'on aura 361 = 192. En général, quand ona le carré
d’un entier, en ajoutant un, plus le double dece nombre, on a
le carré de I'entier suivant. Il suit de la que dans I'extraction
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de racines carrées, chaque reste doit étre moindre que le double
de la racine qui s’y rapporte ; car si I'on trouvait un reste plus
grand que ce double, il faudrait mettre une unité' de plus a cette
racine.

5°. La preuve de I’extraction se fait par I'élévation de la racine
au carré; il faut qu’en multipliant la racine par elle-méme, ety
ajoutant le reste, on retrouve le nombre proposé; ce reste doit
d’ailleurs étre moindre que deux fois la racine. On peut aussi
appliquer ici la preuve par9, par 11,... exposées n° 35,5°.

Extraction des Racines cubiques.

67. Avant d’extraire la racine cubique, il convientd'analyser
la loi suivant laquelle se forme le cube, qui est le produit d’un
nombre par son carré. En imaginant ce nombre décomposé en
deux parties , on avu(n® 61) que le carré est composé du carré
de lapremiére, du carré dela seconde, et du double de leur pro-
duit.: c’estle systeme de ces trois quantités qu’il faut multiplier
par les deux parties du nombre donné. Or, en les multipliant
d’abord par la premiére, on obtient

i°. Le cube de la ire partie............
2°. 2 fois le carré de la ire x la 2e.
3° La ire x le carré de la 2e.

De méme en multipliant les trois
parties du carré par [la2e du nombre
donné, il vient:

1°. Le carré de la ire x la2e....... .

2°. 2 fois le carré de la 2e x la Ire..

3°. Enfin le cube de la 2e

en réunissant ces six résultats,

on voit que le cube de tout nombre

formé de deux parties, se compose de quatre parties, savoir ;
i°. Ze cube de la premiére; 20. troisfois le carré de la pre-
miere multiplié par la seconde; 3°. troisfois le carré de la
seconde multiplié par la premiéere ; 4°- le cube de la seconde.
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Concluons de la que le cube de tout nombre composé de
dixaines et d’unités est formé du cube des dixaines, troisfois
le carré des dixaines multipliépar les unités, troisfois le carré
des unités parles dixaines, enfin le cube des unités.

68. Le cube de io, i00, i000... est formé de I'unité suivie
de trois fois autant de zéros ; ainsi un nombre de deux chiffres,
c’est-a-dire entre io et 100, a son cube entre ioooet i000 000 ;
il est donc composé de quatre, cing ou six chiffres. En général
le cube d’un nombre a le triple de chiffres de saracine, ouie
triple moins i, ou moins 2.

Les racines des nombres << 1000, n’ayant qu’un chiffre, le
tableau (p. 80) les afait connaitre. Nous partagerons I'extrac-
tion des autres nombres en deux cas.

ier cas. Si la racine n’a que deux chiffres, comme I'est celle
de 21 g52, je remarque que le cube des dixaines cherchées se
forme en cubant le chiffre des dixaines, et plagant trois zéros a
droite (p. 16). Donc en séparant les trois chiffres g52 du nombre
proposé, 21 contient le cube du chiffre des dixaines considérées
comme des unités simples, et en outre les mille qui provierinent
des autres parties. Le plus grand cube contenu dans 21 est 8,
dont laracine est 2 ; c’est le chiffre des dixaines : car puisque 2!
est compris entre les cubes de 2 etde 3, 2ig02 I'est entre les
cubes de 20 et de 3o.

Otons230u 8de 21, il reste i3g52, qui représente les trois au trés
parties du cube : or le produit de trois fois le carré des dixaines
par les unités se forme eu multipliant par les unités le triple du
carré de 2, c'est-a-dire 12, et plagant en outre deux zéros a
droite : ainsi séparant les deux chiffres 5T, le nombre 13g con-
tiendra douze fois les unités, et les centaines produites par les
deux autres parties du cube. En divisant i3gpar 12, le quotient
sera donc les unités, ou un nombre plus grand ; et comme ce
chiffre nepeut excéder g, on prendrag pour le quotient de -[—2.

Il s'agit de vérifier si g est plus grand que les unités. Pour

cela, sous 1200, qui est le triple du carré des dixaines, plagons
le triple du produit des dixaines par g, ou 3,20.g = 540 puis
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le carré de 9 ou 81, cl multiplions la

somme 1821 par 9. Si 9 est le chiffre

des unités, le produit devra étre égal

au reste, puisqu’on forme ainsi les

trois parties que ce reste contient. Ce

produit excéde 18952, d’ou il suit

que les unités sont<”~g. On essaiera

donc 8; et comme en faisant la méme épreuve, on trouve préci-
sément 13952, on reconnait que 28 est la racine cubique exacte
de 2ig52. Ce raisonnement est analogue a celui qu’on a fait
pour la division et la racine carrée (n05 18, 62); on tirera faci-
lement la régle qu’il faut suivre dans ces sortes de calculs.

2¢ cas. Si la racine a plus de deux chiffres, comme pour le
nombre 12 305 472 ooi, on raisonnera comme précédemment
(n° 62, 20.). On verra qu’il faut, i°. couper le nombre en Iran»
ches de trois chiffres, a partir de la droite.

20. Extraire la racine cubique de la derniéere tranche 12, qui
est 2; c’est le chiffre des mille de la racine : retranchant de 12 le
cube 8 des mille, il reste 4-

3°. Descendre & coté de ce reste 4 la tranche suivante 305,
dont on séparera deux chiffres 05 ; et diviser43par 12, triple du
carre du chiffre obtenu. Le quotient 3 doit étre éprouvé comme
on vient de le dire. On reconnait qu’il v a 3 centaines; le reste
est i38.

4°. Descendre prés de ce reste la tranche 472, dont on sépa-
rera de méme 72, et diviser 1384 l)ar 1787, triple du carré
de 28; on posera a la racine le quotient zéro.

5°. Descendreprés du reste la tranche 001, eZ diviser 1384720
par 158700.

Et ainsi de suite. Voici le type du calcul.
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69. On démontrera comme au n° 63, que 10.lorsqu’un nombre
entier, tel que 3, n’apoint de racine cubique entiére, il n’en a
pas non plus de fractionnaire; mais on peit approcher indéfini-

3
ment de cette racine. Pour obtenir \/ 3 4 moins de {, on mul-
tipliera 3 par le cube de 4> et I'on aura 3 X&4, ou 192, dontla
racine cubique est 5 en nombre entier : do.ic * est le nombre dc-

2°. Pour approcher a lI'aide des décimales, on reculera la vir-
gule d’autant defois trois rangs a droite qu’on veut déchiffrés
décimaux : on ajoutera pour cela un nombre convenable de

ze'ros, si cela est ne'ccssaire. Ainsi, pour avoir a moins

3°. Silo nombre propose est entier, on se contentera de pla-
cer, pres de chaque reste, une tranche de trois zéros, jusqu’a
ce qu’on ait obtenu le nombre de chiffres décimaux qu’on dé-
sire (*).

3
Voici le calcul pour 1/477-

(*) Le calcul devient trés long lorsque la racine est un grand nombre : mais
on peut en abréger la partie la plus pénible, qui est la recherche des diviseurs
destinés adonner pour quotiensles chiffres consécutifs de cette racine : ap-
pliquons le procédé a la racine de 4771 Supposons qu’on ait déja trouvé la
partie 7,8 de cette racine, et qu’on veuille pousser I'approximation plus loin :
il faudra faire 3 x 78'; mais on a déja formé la quantité (3<i24-3"44-4") b, en
faisant a — 7 dixaines, 4 = 8 unités , et I'on veut trouver 3a?7 =3 (a bp
=3 (al f 2«A-f-41), quantité qui surpasse 3<i’ 4-3«4 4- b* de ¥2» 4- a42.
Ainsi, a 16-444 Qu* représente le ier trindme, il fautajouter 3a4, ou i68dixaines,
et 242 ou deux fois 64. Ce calcul est indiqué ci-aprcs. Une fois le diviseur
trouvé, on obtient aisément le chiffre des centiémes et le reste, puis le diviseur
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On trouve

4°, La racine cubigue d une traction se trouve en prenant

3 . .
celle de chacun de se:s deux termes : Mais si ces

termes ne sont pas L'um et I'autre des cubes exacts, on prouve,
comme n° 65, que la racine est incommensurable, et qu’on
n’en peut avoir qu’une valeur approchée. Si le degré d’approxi-
mation est donné d’avance, on opérera comme il vient d’étre
dit i°. ;

valeur comprise entre | et i, qui sont les résultats demandés.
Mais si ’'approximation doit demeurer arbitraire, on rendra
le dénominateur un cube exact, et I’on approchera de la racine

du numérateur. Pour on prendra

Nous ne dirons rien ici sur I’extraction des racines quatriemes,
cinquiémes...., pour lesquelles on trouverait des méthodes
analogues aux précédentes; mais nous ferons observer que,
d’aprés ce qu’on a dit, n°60, lorsque le degré de la racine est le
produit de plusieurs facteurs, elle peut se décomposer en racines
successives de degrés moindres. Ainsi de 12 =2 X 2 X 3, on
conclut que la racine douzieme revient a deux racines carrées

subséquent par le méme procédé, etc.
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I
et une racine cubique. Pour \/ 244 i4° 625, ou prendra da-

bord la racine cubique qui est 625, puis (/025 qui est 25, enfin
V 25 — 5, qui est la racine douziéme cherchée. L’extraction
des racines estune opération trés pénible, mais qui sera bientot
rendue facile, parles belles propriétés des logarithmes (n°8;).

IV. Des rapports.

Des Equidifférences et Proportions.

mjo. On compare les grandeurs sous deux points de vue, en
cherchant, ou I’'excés de I'une sur I'autre, ou le nombre de fois
gu’elles se contiennent mutuellement. Le résultat de cette com-
paraison s’obtient par une soustraction dans le premier cas,
et par une division dans le second. On nomme Raison ou Rap-
port de deux nombres le quotient qu’on trouve en divisant I'un
par l'autre. C'est ainsi que 3 est le rapport de 72 a 4» puisque 3
est le quotient de 12 ; 4« On pourrait également dire que le rap-
portde 12 adest ou , puisqu’il estindifférent de dire que le
premier des nombres est triple du second, ou que celui-ci est le
tiers de I'autre. Nous conviendrons a I'avenir de diviser le pre-
mier nombre énoncé par le second.

Le premier terme d’un rapport est Y Antécédent, le second est
le Conséquent.

On sait (n° 4) que la différence de deux nombres demeure la
méme lorsqu’on les augmente ou diminue de la méme quantité,
et gu’on ne change pas un rapport (n° i5) en multipliant ou
divisant ses deux termes par un méme nombre

11 est aisé d'attacher un sens net au rapport des quantités ir-
rationnelles , puisqu’elles n’entrent dans le calcul que comme
représentant leurs valeurs approchées (n°63). Du reste, ce
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rapport peut quelquefois étre connnensurable : ainsi,

71. Lorsque la différence entre deux nombres, tels que io et 8
est la méme qu’entre deux autres 7 et 5, ces quatre quantités
forment une Equidifférence; 10— 8=7—5. Quand le rap-
port de deux nombres est le méme que celui de deux autres, ces
quatre quantités forment une Proportion ; elle résulte de léga-
lité de deux rapports : 20 et 10, aussi bien que i4et7, ont 2 pour
rapport; on a donc une proportion entre 20, 10, 14et 7, qu’on
écritainsi 20 ; 1o IZ 1417, et qu'on énonce 20 est & 10 comme
i“esta Onpeutaussi I'indiquer ainsi —~ ~L_orsque nous
préférerons cette derniere notation, ce qui arriverale plus sou-
vent, nous lui conserverons I’énoncé recu : 20 est a 10 comme
i4 esta 7; et non pas 20 divisé par 10 égale i4 divisé par 7,
quoique ces locutions soient équivalentes.

Les termes 20 et 7 sont les Extrémes, 10 et 14 les Moyens
de la proportion.

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux, on dit que la
Proportionest Continue : telle est la suivante 16 : 24 24 + 36,
qgu’on écrit ainsi H 16 ; 24 + 36. Le second terme se nomme
Moyen proportionnel.

Il est visible que I'idée la plus générale qu’on puisse se faire
de la mesure des grandeurs (n° 36), consiste a avoir leur rap-
port avec l'unité de leur espéce. Ainsi, lorsqu’on dit qu’une
chose est= |, ou est cinqg fois le septieme de I'unité, cela re-
vient a dire que le rapport de cette grandeur a I'unité est le
méme que celui de 5a 7. De méme (nN°63) on mesure I'incoiu-
mensurable \/ y, en remplacant son rapport avec I'unité par
celui de deux nombres, tels que i3 et 5, qui donnent la pro-
portion inexacte, mais approchée, \/ 7 11 :: i3 15.

72. Suivant que les restes de deux soustractions 10—8 et 7—5
sont égaux ou inégaux , ils le seront encore aprés leur avoir
ajouté la somme 8-1-5 des quantités soustractives; ce qui donne
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io+$et 7+8. Donc, lorsqu’on al’équidifférence 10—8=7—35,
la somme des extrémes est égale a celle des moyens ; et récipro-
quement si io-f-5—7+8, ona I’équidifférence 10—8=7—5,
Il est donc bien aisé de trouver un terme d’une équidifférence
connaissant les trois autres termes; car soit demandé le qua-
trieme terme X, les trois premiers étant 10, 8 et 7; puisque
I'inconnue %, augmentée de 10, doit étre = 8 4-7, il faut

Soient pareillement deux rapports pour iuger s’ils
sont égaux ou inégaux, il faut les multiplier par 3X7 produit
des dénominateurs, ona 6 X 7 d’une part, et i4 X 3 de l'autre.
Donc, si I'on a quatre nombres en proportion 6 7 3 :: i4 * 7,
le produit des extrémes est égal a celui des moyens.

Réciproquement, si I'on a quatre nombres 6, 3, i4 et 7, tels
que les produits 6X7 et 3Xi4 se trouvent égaux, on en con-
clura I'égalité de leurs rapports, ou la proportion 6:3:: i4-7,
ou =4 = : donc on peut toujours former une proportion
avec les facteurs de deux produits égaux.

i°. Le produit des moyens devient un carré , s’ils sont égaux.
Donc le moyen proportionnel entre deux nombres est la racine
carrée de leurproduit. Entre 3 et 12, le moyen proportionnel

on pourra former la proportion continue

2°. Si une proportion renferme un terme inconnu, telle que
6! 3 :: 14 1 2?; comme trois fois 14 doit étre égal a six fois I'in-
connue, elle est (n° 5) le quotient de 3 X i4 divisé par 6,
ou =7;donc6; 37 1417. Engénéral, I'un des extrémes
se trouve en divisant leproduit des moyenspar I’extréme connu.
Si I'inconnue était un moyen, on diviserait le produit des ex-
trémes par le moyen connu.

3°. On peut, sans détruire une proportion, faire subir aux
divers termes qui la composent tous les changemens qui con-



PROPORTIONS. 97

(luisent encore a donner le produit des extrémes égal a celui
des moyens.

Ainsi pour6: 3 :: 1417, gNidonne 6 X 7 =3 X i4> (1l
peut

I. Déplacer les extrémes entre eux, ou les moyens entre eux
(ce qu’on désigne par Alternando} ; ainsi,

Il.Mettre les extrémes a la place des moyens (ce qu’on
nomme Invertendo}.

I11.Enfin, multiplier ou diviser les deux antécédens, ou les
deux conséquens, par le méme nombre (n° no).

>j3. En appliquant le théoréme du n°38,4°> a la proportion
30 :6 :: 15 : 3, ou , on trouve

Si I'on fait le produit des extrémes et celui des moyens ,
les produits communs a I’'un et a I'autre, peuvent étre suppri-
més, et il reste les quantités 30 X 3 et i5 X 6, égales d’aprés
la proportion donnée.

Donc, 1°. la somme ou la différence des antécédens est a
celle des conséquens, comme un antécédent est a son consé-
quent.

2°. La somme des antécédens est a leur différence, comme la
somme des conséquens est a leur différence.

3°. Soit une suite de rapports égaux

donc, dans toute suite de

rapports égaux, la somme des antécédens est a celle des consé-
quens, comme un antécédent est a son conséquent.
T. L 7
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4°. Si I'on renverse la proportion donnée, ona 3o ; 15"6;3,
d’ou [Componendo, Dividendo').

- On peut multiplier deux propoilions terrre a terme.
En effet, 30: 15 ** 6 : 3. et2 : 3 ""4.6 donnent les fractions
égales* =f, et| =|; on trouve; en les multipliant.......... ,

Donc, onpeut élever les termes d’une proportion au carré, au
cube, et par conséquent on peut aussi en extraire la racine
carrée, cubique....

Des Reégles de Trois.

fi. Lorsque les élémens d’un probléme peuvent former une
proportion dont I'inconnue est le dernier terme, un calcul
simple (n° 72,2°.) donne la valeur de ce terme : c’est ce qu’on
nomme une Régie de trois. Ainsi 30 ouvriers ont fait 20 meétres
d’ouvrage; combien 21 ouvriers en feraient-ils dans le méme
temps ? Accordons, pour un moment, que les conditions de cette
question soient exprimées par la proportion 30:20 21 : X,
en désignant par x le nombre de métres demandé ; on en conclut

que cette inconnue

Lorsqu’on veut résoudre, a l'aide d’une régle de trois, une
question proposeée, il est nécessaire de s'assurer si la solution
peut dépendre des proportions ; aprés quoi il ne reste d’autre
difficulté qu’a placer les nombres contenus dansla question, aux
rangs qui leur conviennent dans la proportion.

On reconnait que la solution d’une question dépend des régles
de trois, lorsque I’énoncé est formé de deux périodes : les deux
termes de la premiére étant Homogeénes respectivement a ceux
de la seconde, c’est-a-dire, de meme nat ure deux a deux ; etque
de plus ces deux termes peuvent étre mu Itipliés ou diviséspar le
méme nombre sans altérer la solution.

Ainsi, dans notre probléme, 30 ouvriers .
et 21 ouvriers sont homogenes, et lon % 3 met
pourrait multiplier ces deux nombres par



REGLES DE TROIS. 99

4 ou par 3...., sansy rien changer. Si I'on disait, parexemple,
60 ouvriers ont fa.it 20 métres, combien 42 en feraient-ils? Cette
question aurait visiblement la méme solution que la premieére.

Au contraire, le temps qu’une pierre emploie a tomber n’é-
tantpas double lorsque la hauteur est double ; un tonneau n’em-
ployant pas a se vider un temps triple, lorsque sa capacité
est triple, ces élémens ne peuvent faire partie d’une régle
de trois.

76. Aprés avoir reconnu que la solution d’un probléme peut
étre donnée par une proportion, il s’agit d’assigner a chaque
terme le rang qu’il y doit occuper. Le quatriéme et le troisieme
sontd’abord I'inconnue et son homogéne, qui seul peut lui étre
comparé. Le second rapport étant ainsi une fois établi, il restea
former le premier, lequel est composé des deux autres nombres
compris dans le probléme, et homogénes entre eux. Or, la ques-
tion fait connaitre lequel doit étre le plus grand des deux termes
déja poseés, c’est-a-dire de I'inconnue et de son homogene; et,
comme les ante'cédens doivent étre ensemble plus grands I'un et
I'autre, ou moindres que leurs conséquens, il est facile de dé-
cider lequel de ces deux termes homogénes qui restent a placer
doit occuper le premier ou le second rang.

Ainsi, dans la question précédente, apres avoir posé 20 me-
tres : X meétres, on voit que 21 ouvriers doivent faire moins
d’ouvrage que 30, et que le conséquent x est << 20; donc, des
deux nombres 30 et 31 qui restent & placer, 3o est le premier,
etl’ona3o; 21 «; 20; x.

Les deux exemples suivans éclairciront ceci.

Un ouvrage a été fait en 5 jours par 57
ouvriers; combien faudrait-il de jours & 19 ouvr ~Njeurs:
ouvriers pour faire le méme ouvrage? Puis-
qu’on pourrait prendre deux ou trois fois plus de jours et au-
tant de fois moins d’ouvriers, la question dépend des propor-
tions. On placera d’abord 5 jours : X jours; et comme il faut
plus de jours a 19 ouvriers qu'a 5" pour accomplir la méme
tache, le conséquent.rest  que 5; 57 est donc le conséquent du

7-
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premier rapport, etl’on a igouv. ; 57 ouvr.  5jours ’ X jours

x=.5—| 1= 15jours.
>9

Il a fallu 6 métres d’une étoffe large de | pour couvrir un
meuble ; combien en faudra-t-il d’une étoffe large de 3 ? Quoi-
qu’ici les quatre termes soient des métres, on
reconnait que les uns expriment des longueurs | 6 miét.
et les autres des largeurs, et que 6 metreset | X
I’inconnue sont les deux homogenes. Ainsi, la
proportion est terminée par 6 metres : x métres. Or, il faut
moins de longueur a I'étoffe qui est la plus large ; comme 1,
onax = 6; ainsi | est I'antécédent du premier rapport, et I’on
trouve | 6: X, dou#=6 x| XI=6*%

77.Quoiqu’il soit toujours facile de faire ce raisonnement,
en I'évitant on donne plus de rapidité au calcul. On distingue
deux sortes de rapports; le Direct, formé de nombres qui
croissent ou décroissent ensemble : I'un décroit au contraire
qguand l'autre croit, dans le rapport Inverse. Les 30 ouvriers
et 20 metres de la premiére question sont en rapport direct,
parce que plus il y ad’ouviiers, et plus ils font d’ouvrage. Dans
la seconde, au contraire, 67 ouvriers et 5 jours sont en rapport
inverse, parce queplus il y a d’ouvriers, et moins on doit les
employer de jours pour faire un ouvrage.

Lorsque les termes d’une question sont en rapport direct, et
que, dans I’énoncé, les ter nes homogenes se présentent dans le
meme ordre dans les deux périodes de la phrase, ces termes
conservent leurs rangs dans la proportion. Ainsi 30 ouvriers
ont fait 20 metres d’ouvrage, combien 21 ouvriers en feraient-
ils? On pose 30 T 20 ;; 21 I x. Si I'on eQt énoncé ainsi la ques-
tion; 20 metres ont été faits par 3o ouvriers, combien 21 ou-
vriers-en feraient-ils? les termes homogénes ne seraient plus
dans I’ordre voulu ; ils ne s’y présentent dans les mémes rangs
qu’ils doivent occuper dans la proportion, qu’autant qu’en po-
sant la question, on donne le méme ordre aux termes homo-
genes dans les deux périodes de I'énoncé.

Mais si le probléme a ses rapports inverses, les termes doi-
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vent procéder en sens opposés dans la proportion, de sorte
que le dernier des nombres énoncés soit écrit le premier,
I'avant-dernier I second, etc........ ; I'inconnue étant toujours
a la quatrieme place (¥

Un homme a fait une route en 8jouars, mai-
chant 7 heures par jour; combien eat-il mis
de temps s’il edt marché 10 heures par jour? 10
Regle inverse, parce qu’en marchant plus d’heures par jour,
il faut moins de jours pour parcourir la méme distance : ainsi
10 :7 :: 8: x—5j.

Voici quelques exemples des régles de trois :

Heures’\ Jours,
1 8

(*) On peut éviter I'emploi des proportions, dans tous ces problémes, en
réduisant & I'unité I'un des deux termes de la premiére période de I'énoncé : c’est
ce qu’on fait en multipliant les deux termes de cette période , quand ils sont
en rapport inverse, et divisant I'un par I'autre quand ce rapport est direct.
En voici des exemples.

ler cas. Regles directes. On divise I’'un des termes de la premiére période
par l'autre, et I'on remplace ce dernier par i. Dans la premiére question ,
30 ouvriers font 20 metres, etc., comme moins on a d’ouvriers et moins il»

) . 20 . )
font d’ouvrage, on posera : si un ouvrier fait = meétres, combien 21 ouvrier*

. . . 20
en feront-ils? II:'V|demment 21 fois davantage, ou Xx— -x 21 —

2e cas. Régles directes. On multiplie I'un par I'autre les deux termes de la
premiére période, et I'on remplace par ! celui des deux qu’on veut. Dans le
2e probleme, 5 jours ont suffi a 57 ouvriers, etc., comme moins on emploie
d’ouvriers et plus il faut de jours pour faire le travail, 011 peut prendre 57
fois plus de temps et un seul ouvrier, savoir : un seul homme a employé
57 x 5 jours , combien ig ouvriers mettraient-ils de temps? ig fois moins,

Dans tous les cas, le terme qu’on doit réduire a I'unité dans la premiere
période, est celui qui est homogéne, ou de méme espece que le terme donné
dans la deuxiéme période. On fera bien de beaucoup s’exercer a cette sorte
de raisonnement : les questions énoncées dans le texte seront résolues par ce
procédé. On en trouvera un grand nombre d’applications dans le Recueil des
problemes de M. Grémilliet, ainsi que de toutes les régles d’Arithmétique »
cet estimable ouvrage est trés utile pour'former les jeunes gens au calcul
numérique.
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I. Si 17 marcs 5 onces 4] gros d’argent ont
colté 869 livres 15 sous 6 deniers, combien
colteraient 14 marcs 3 onces 2 gros”™ ? Regle
directe ; donc

On simplifie lecalcul (nos 58,2° et 70) en multipliant les deux
ante'cédens par 16; et I'on ai 283" : 869! i5s6d " 23om 5° T x.
On trouve

I1. b escadrons ont consommé un magasin
de fourrage en 54 jours; en combien de jours
9 escadrons I'eussent-ils consommé ? Regle in-

I11. Un vaisseau a encore pour 10 jours de
vivres; maison veut tenir la mer encore i5
jours :a quoi doit étre réduite chaque ration ?
On ne trouve pas ici quatre termes; mais il est
évident que I'un est sous-entendu, et que le probleme doit
étre congu de cette maniére. On donnerait la ration | a
chaque homme, ¢s'il fallait tenir la mer 10 jours; on doit la
tenir i5 jours, que donnera-t-on? Regle inverse : ainsi

IVV. Une fontaine emplit un réservoir en 6 heures , une autre
en 5 heures j, une troisieme enfin en 4 heures | ; en combien de
temps ces trois fontaines, coulant ensemble , empliront-elles
ce bassin? Cherchons quelle portion la 1*“ fontaine emplit en.
1h. Si en 6h un réservoir est rempli, quelle portion le sera en ih ;
dou6:1 | ;x=]. De méme pour les deux autres fon-
taines on a
Ainsi ces trois fontaines coulant ensemble, empliront, par heure,
cette fraction du bassin
Donc, si les 7.d un réservoir sont remplis en ih, combien fau-
dra-t-il d’heures pour emplir 1 ? Lasolutionest1:|ouf =1 2.
Il faudra ! heure pour que les trois fontaines emplissent le
méme bassin. En général, on divisera I’'unité par la somme des-
fractions du réservoir qu’emplit chaque fontaine en ih.
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78. Régles de trois composées. Onraméne souventaux propor-
tions des questions qui renfermentplus de trois ternies donnés.
Il faut alors qu’elles soient formées de deux périodes qui con-
tiennent des nombres homogénes, deux a deux, et variables
proportionnellement. En voici un exemple.

Si 20 hommes ont fait 160 métres -
. X Hommes. Métrés. Jours,
d ouvrage en i5 jours, combien 30 20 160 B
hommes en feraient-ils en 12 jours?

Il se présentera deux cas, suivant
que les termes qui ne répondent pas a I'inconnue sont en rap-
port direct ou inverse. Ici, 20 hommes et i5 jours sont en
rapport inverse ; car plus on emploie d’ouvriers, et moins il est
nécessaire de les occuper de temps pour accomplir une méme
tache ; ensorte qu’on peut doubler, tripler... I'un des nombres,
pourvu qu’on divise l'autre par 2, 3..., et la question reste la
méme. Multiplions 20 hommes par 15, et divisons i5 jours par
i5; il viendra 300 hommes et | jour : de méme multiplions
30 hommes par 12, et nous aurons
360 hommes et | jour. La question
devient donc, si 300 hommes ont
fait 160 metres en un iour. combien
360 hommes en feront-ils en un jour? Le temps étant le meme
de part et d’autre, il est inutile d’y avoir égard, et (*) on a la
regle directe 300 : 160 360 ( X — 192 metres.

Lorsque le rapport est direct, on
procéde différemment. Par exemple,
si 20 hommes ont fait 160 métres en
15 jours, combien faudra-t-il de jours
a 30 hommes pour faire 192 metres?

Plus il y a d’hommes, et plus ils font de métres; 20 hommes

(*) Cest méme a la réduction de ces deux nombres a I’égalité que I'or,
doit tendre. On aurait pu se contenter de multiplier 20 et diviser i5 par5; e
de méme, multiplier 30 et diviser 12 par 4; ce qui aurait réduit les jours au
méme nombre 3 dans les deux cas.
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et 160 metres sont en rapport direct. Ainsi, aprés avoir mul-
tiplié I'une de ces quantités par 2, 3..., il faudra aussi multi-
plier I'autre par le méme nombre. Prenons 192 pour facteur de
20 hommes et 160 métres, puis 160 pour facteur de 30 hommes
et 192 metres, il est clair que le nombre des métres f sera,
dans les deux cas, 192 X 160. On a donc cette question : si
20 X 192 hommes ont fait un ouvrage en i5 jours, combien de
jours seraient 30 X 160 hommes a faire ce méme ouvrage? Cette
régle est inverse et I'on a

ou

On raisonnera de méme dans tout autre cas : le 2e de ces pro-
blémes peut servir de preuve a I'exactitude du itr calcul; et,
en général, en renversant le probléeme, on fera la preuve de
I’'opération. Voici encore un exemple assez compliqué.

Si 40 ouvriers ont fait 300 metres en 8 jours, en travaillant
7 heures par jour, combien 5i
ouvriers seraient-ils de jours & Hommes. Métres. Jours. Heures,
faire 4-"9 métres en travaillant 459 X 6
6 heures par jour?

On verra d’abord que les ouvriers et les heures sonten rap-
port inverse ; on mettra donc 4° X 7 heures d’une part, et
5r xb heures de l'autre, durantune

e . Hommes. Meétrés. Jours,
heure, ce qui donnera lieua la ques- 40X/ Né i
tion indiquée ci-contre, et qu’il est 31x? 49
inutile d’énoncer.

Les heures et les metres sont en rapport direct; on fera
donc 45g multiplicateur des termes de la premiére période, et

(*) On aurait rempli Je méme but avec un facteur plus simple que 192;
voyez ce qu’on a dit pour la réduction au méme dénominateur ( p. 4s) ; n0Ua
avons pris ici 192, pour mieux faire concevoir la conséquence qui sulit.
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300 celui de la seconde : ce qui réduira
le nombre des metres a étre le méme de
part et d’autre. On aura une régle de
trois inverse, qu’on posera ainsi

On peut méme, avant d’eitectuer le calcul, supprimer le fac-
teur 3, dans 300 et 6, puis 9 dans 45g; d’ou

On peut encore éviter ces divers raisonnemens ; car, en les
reproduisant sur chaque terme, comparé a I'inconnue, on voit
que , lorsque le rapport sera direct, le terme devra changer de
place avec son. homogéne ; tandis que s'ilforme un rapport in-
verse, on le laissera ou il est. Enfin, on multipliera tous les
nombres contenus dans chaque ligne, et I'on égalera lesproduits
entre eux. Ainsi, dans la derniere question, les ouvriers et les
jours sont en rapport inverse, ainsi que les heures et les jours;
mais les metres et les jours forment un rap-
port direct : on changera de place seulement 5°x300XIX&
300 et 45g; on formera le produit des nombres
contenus dans chaque ligne, etégalant ihnendra4° X 4~gx8x 7
=5i x300x6X.r, ce qui donne la méme valeur que ci-devant:
en effet, I'inconnue sera le quotient (n°5) de 4° X 479 X8 X 7
divisé par 5t X300x6.

Cette opération peut méme s'appliquer aux réegles de trois
simples.

7g. Régle de société. Trois associés ont mis dans le com-
merce, I’'un 12000 fr., I'autre 8000 fr., le troisieme 4000 fr. Ils
ont gagné 5430 fr., on demande de partager ce gain a raison de
leurs mises.

La somme totale 24°°° fr- a rapporté 5430 fr. On fera donc
ces trois proportions :
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On voit que la totalité des mises est a celle des bénéfices,
comme chaque mise particuliére est au bénéfice qui lui est
échu. La somme des bénéfices doit reproduire 543o.

Soit encore proposé le probléme suivant :

Trois négocians ont mis dans le commerce, savoir, I'un
io ooo fr. pendant 7 mois, I'autre 8000 fr. pendant 5 mois, le
troisieme 4000 fr. pendant 20 mois; on demande quelle est la
part de chacun dans le bénéfice de i500fr.

On remarquera que les mises et les temps sont en rapport
inverse: en les multipliant respectivement, on retombe sur
une regle de la premiére espéce. L’un des associés est suppose
avoir mis 70 000 fr. , le second 4> 000 fr., le dernier 80 000 ;
les temps sont égaux. On trouvera, par la régle précédente,
552 fr.,63... 3i5fr.,7g...63i fr.,58... pour les gains respectifs.

Si I’on cherche d’abord le bénéfice que rapporterait une mise
de 100 fr., on pourra poser aussi, pour chacune, cette propor-
tion : si ioofr. rapportent un tel bénéfice, quel est celui qui
estdd a une telle mise? Le ier terme, ou diviseur, est 100 dans
cette regle de trois. Ainsi toutes ces proportions seront plus fa-
ciles a résoudre, ce qui sera surtout utile lorsqu’il y aura un
grand nombre de sociétaires, puisqu’on est conduit a autant
de regles de trois qu’il y a de parts a faire.

80. Régle d'intérét. On a pour but de trouver la somme due
pour de I'argent prété, sous certaines conditions. Cet intérét se
stipule de deux maniéres : ou en indiquant celui que porte la
somme de 100 fr., ce qu’on désigne par les mots tantpour cent
(5 pour cent s’écrit ainsi : 5 p. 5) ; ou en fixant la somme qui
doit rapporter un franc d’intérét; le Denier i4 signifie que 14
francs rapportent 1 franc.

La relation qui lie ces deux manieres de stipuler I'intérét se
trouve par une proportion. Ainsi le denier 25 équivaut a 4 p- ©
puisque, si I'on pose cette régle de trois, 25 fr. rapportent
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i fr., quel est Tintérét de ioo fr.? on trouve 4 fr» De méme le
denier 2 revient & 50 p. 5, le denier 20 a 5 p.

Pour trouver I'inte'rét de 54000 fr. a 5 p. £ par an, on pose
cette régle de trois : si 100 rapporte 5, combien rapporteront
54000fr. ? Le 4e terme est 540 X 5 == 2700 fr. ; l'inte'rét est, a
ce taux, le 20e du capital.

Souvent I'intérét, au lieu d’étre pris pour un an, I'est pour
un nombre de jours. L’usage du commerce est de faire I'an-
née de 360 jours, ce qui simplifie beaucoup le calcul : car
pour trouver I'intérét de 54000 fr., a 5 p. | par an, pendant
210 jours, on pose cette 2¢ proportion . si 360 jours donnent
2700 fr. , combien 210 jours? Le 4¢ terme est I'intérét cher-
ché. L’opération se réduit, comme on VvOit, &......cccorunene.

On tire de Ia cette régle : Pour trouver Vintérét d’un capital,
multipliez ce capital par le nombre de jours et par le percen-
TAGE, ou tant pour cent, et divisez par 36000.

On abrege ce calcul en observant qu’il revient a multiplier
le capital par deuxfractions, 1'une qui est le nombre de jours
divisé par 6000, et lI'autre le 6¢ du percentage, ce qu’on fait
aisément a I'aide des parties aliquotes de 6000 et de 6, comme
n° 42. Ainsi on supposera d’abord que I'intérétesta 6 p.  ce
qui réduit la 2¢ fractiona | : puis, prenant 3o jours pour la
durée d’un mois, pour 2 mois ou 60 jours, il suffirade prendre
le 100e du capital, en reculant la virgule de deux rangs a
gauche : pour un mois, on ne prend que la moitié de ce ré-
sultat, pour 10 jours le tiers de celui-ci, etc.

Par exemple, quel est I'intérét a 6 p. £ de 5843f,24 du 5
février au 9 septembre, retranchant 5 de 9 on a 4 jours; en
outre il y a 7 mois intermédiaires de 3o jours; mais en ayant
égard aux mois de 28 et de 31 jours, on reconnait qu’il faut
ajouter 2 jours, ce qui fait 7 mois et 6 jours, ou 210 jours.
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Mais si l'intérét est a4 p. 5 par an, il faut multiplier ce
résultat par le 6e de 4T =2 -f- 2 4-1i.

On aurait encore pu remarquer que le 6¢ de
prendre les | de 210, 35.

81. Régle d’escompte. Lorsqu’une somme n’est due qu’a une
époque encore éloignée , et qu’on en obtient sur-le-cliamp le
paiement, on nomme Escompte I'intérét qu’on doitpayer pour
cela Sidoncon a 10 000 fr. a recevoir dans 7 mois, en retenant
I’intérét de cette somme a | p. | par mois, on devra déduire
175 fr., et il restera 9825. Cette maniere d’opérer s'appelle
prendre I'escompte en dehors ; elle est la plus usitée, quoiqu’on
retienne l'intérét de 10 000 fr. , et qu’on ne paie en effet que
9825 fr.

Pour I'escompte en dedans, il ne faut retrancher que I’'intérét
de lasomme qu’on paie. Voici ce qu’on doit faire. Chaque mais,
on devra retenir * fr. par 100 fr. ; donc aprés 7 mois 100 4- ~Mfr.
seront réduits a ioofr. ; on posera donc cette proportion : Si
101’ sont réduits a 100 fr., a combien 10 000 fr. seront-ils ré-
duits. On trouve 9828 fr.,01. En effet, si I'on ajoute a cette
somme son intérét & [p. 100 par mois durant 7 mois, on re-
trouvera 1o 000 fr.

82. La Reégle conjointe tient lieu des regles de trois directes,
et sert principalement quand la solution d’une question dépend
de plusieurs de ces régles liées de maniére a donner un rapport
composeé.

16 pieds anglais valent i5 pieds francais, combien 83 des
premiers valent-ils des seconds? On a

on peut aussi poser les

deux équations
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j5 pieds francais = 16 pieds anglais.
83 pieds anglais == x pieds francais.
Multipliant la ire par 83, et la 2e par 16, il vient

83 X 15 pieds frangais = 83 X iG pieds anglais.
16 X 83 pieds anglais = 16 X X pieds frangais.

donc

Le produit commun i6x 83 conduit ainsi a la méme valeur
que ci-dessus.

Prenons une question plus compliquée. Combien 27 pieds
anglais valent-ils de meétres, sachant que i,3 «meétres valent
4 pieds francais, dont i5 valent 16 pieds anglais. On pose

i,3 metres == 4 pieds francais,

i5 pieds francais = 16 pieds anglais,

27 pieds anglais = x meétres.
D’aprés ce qu’on a vu ci-dessus, les deux premiéres équations
peuvent étre remplacées par leur produit, le ier membre étant
de I’espece du ler terme, et le 2¢e membre de celle du dernier
terme. savoir :

15 X i,3 métres = 4x 16 pieds anglais.
27 pieds anglais = x metres.

De méme, faisant encore le produit, on a

En remarquant I'ordre des équations successives, et le rai-
sonnement qui autorise a les multiplier, on voit que cette
regle s'applique quel que soit le nombre des équations, et qu’il
faut les écrire de maniére que le second membre de chacune soit
de la rnéme espéce d’unités que le premier membre de I'équa-
tion suivante. La regle est posée quand on est arrivé a un
second membre de meme espéce que le terme initial; on
égale le produit de lapremiére colonne a celui de la deuxieme.

Les exemples suivans montreront I'emploi de la régle con-
jointe, et feront concevoir toute son utilité. 1l est commode de
commencer toujours la régle par le terme inconnu Xx.
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On demande le rapport de I’arpent parisien a I'hectare. On
sait que cet arpent est composé de 900 toises carrées : le rap-
port de la toise au métre nous apprend que la toise carrée vaut
3,8 metres carrés. Ces rapports seront donc enchainés ainsi :

X arpens = 1 hectare.

1 hectare = 100 ares.

1 are = 100 m. car.
3,8 m. car = 1 toise car.

900 toises car. 1 arpent.

La regle est pose'e, puisque ce dernier terme est exprimé en
arpens, ainsi que le terme initial. Egalant les produits,

eu divisant les deux membres par 100; donc 100 = 34,2.x

83. Quand on compare des sommes exprimées en monnaies
de divers pays, la régle conjointe prend le nom a*arbitrage ou
régle de changes. En voici des exemples.

La livre sterling vaut 25fr,50, on demande combien il faut
donner de francs pour payer a Londres 120 livres sterling.
On pose

d'ol x = 120 X a5,50 = 3060 fr.

On demande le prix de 100 pistoles d’Espagne, le change
étant de 108 sous de France pour | piastre, sachant d’ailleurs
que la pistole vaut 4 piastres. On a
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Voici une derniére question. Combien ioo pisloles d’Espagne
valent-t-elles de francs, sachant que
i ducat d’Espagne vaut 95 deniers de
gros d’Amsterdam; que 34 sous de
gros valent 1 livre sterling de Lon-
dres, et que 32 deniers sterling va-
lent 3 francs? On sait d’ailleurs que
la pistole d’Espagne vaut xo088 mara-
védis, dont il en faut 375 pour ! ducat; la livre de gros et la
livre sterling sont divisés en 2.0 sous de 12 deniers chaque.
L’ope'ration s’écrit comme on le voit ci-contre, et I'on trouve

ainsi 100 pistoles valent i520fr.

84. Pour convertir une quantité donnée, en sa valeur ex-
primée en une autre unité, il faut avoir le rapport de ces
deux unités, et recourir aux proportions, ou aux regles con-
jointes. La multitude de ces mesures nous empéche de donner
leurs rapports ; nous nous bornerons a établir ceux des mesures
anciennes et nouvelles, tels qu’on les trouve a la page 126.
Voyons quel est 'usage de cette table pour convertir les toises,
boisseaux, arpens.... en métres, litres, hectares.........

On demande combien 5T 5? 8po valent de métres? Je vois,
page 126, que la toise = im,g49; je pose

Combien i3m 5° 7gr; valent-ils de kilogrammes? Je trouve
qu’une livre, ou 2 marcs — ok,48g5; d’ou

Pour convertir 44m,66g en toises, on pose

ou (page 70), multipliant la fraction par 6, et celle du produit

Dans ces calculs, il convient d’exprimer les parties complexes
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en décimales pour faciliter les multiplications. Nous avons
donné, dans la table, page 126, outre les rapports exacts,
d’autres valeurs approchées, dont I'usage est plus facile, et qui
sont suffisamment exactes. (Voy. n° 5¢5.) La table contient aussi
les logarithmes des rapports , afin d’abréger les calculs, ainsi
qu’on va I’exposer p. 116.
Combien un litre ou décimétre cube vaut-il de ointes. sa-
chant que la pinte contient 46,95
pouces cubes et que le pouce cube
vaut 19,8364 centimétres cubes? Ces
rapports s’enchainent ainsi qu’on le
voit ci-contre. Egalant les produits
des deux colonnes, il vient XX *9,8364 X 46,95= 1000,
d’ou x — 1,073 747 pinte, capacité égale a celle du litre.
C’est par de semblables régles conjointes qu’on a déduit la
plupart des nombres du tableau, de ce que le quart du méridien
a 5i30740,74~ ¢+ toises. {Voy. p. 69.)

Des Progressions.

85, Une suite de termes dont chacun surpasse celui qui le
précede, ou en est surpassé, dela méme quantité, est ce qu’on
appelle une Progression arithmétique oupardifférence : tels sont
les nombres 1,4, 7, *0... On I'indique ainsi : 1.4-7-10.13.16...
La raison ou différence est ici 3.

Il est clair que le second terme est égal au premier plus la
raison; le troisieme au second plus la raison, c'est-a-dire au
premier plus 2 fois la raison; le quatrieme est de méme com-
posé du premier plus 3 fois la raison, etc. En général, un terme
quelconque d’une progression par différence est composé du
premier plus la raison répétée autant defois quily a de termes
qui précedent. Donc

i°. On peut trouver un terme quelconque d’une progression
sans calculer tous les intermédiaires. C’est ainsi que le 100e
terme estici =1 3 X 99 ou 298.

2°'. Pour insérer entre 4 et 32, six moyens proportionnels
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par différence, c'est-a-dire pour lier ces deux nombres par 6
intermédiaires, quiforment une progression composee de 8 ter-
mes, je remarque que le dernier ternie 32 de la progression étant
égal au premier 4 augmente' de la raison prise 7 fois ,32 — 4
ou 28, est 7 fois la raison inconnue ; donc laraison = -y-—4 ; et
I'on a la progression 7 4-8>12.16.20.24.28.32.

Pour insérer, entre deux nombres donnés, des moyens pro-
portionnels arithmétiques ou par différence, on divisera la
différence de ces quantités par le nombre de mojensplus un; le
quotient sera la raison.

De méme, pour insérer 8 moyens entre 4 et 11, on trouve

86. Une progression géométrique,.ou par quotient, est une
suite de termes dont chacun contient celui qui le précede, ou
s’y trouve contenu, le méme nombre de fois. Telle est la suite
H3:6:12:24:48: 96;... la raison ou le quotient est 2.

Le second terme est égal au premier multiplié par la raison ;
le troisiéme est égal au second multiplié par la raison , et par
conséquent au premier multiplié par le carré de la raison; de
méme, le quatrieme est le produit du premier par le cube de
la raison, etc. En général, un terme quelconque d’une progres-
sion par quotient est le produit du premier, par la raison
élevée a une puissance marquée par le nombre des termes qui
précédent. On peut donc,

i°. Calculer la valeui’ d’'un terme, sans étre obligé de passer
par tous ceux qui le précédent. Le dixiéme terme de notre pro-
gression ci-dessus est 3 X a) =3 X 5i2 = 1536.

20. Pour insérer 8 moyens proportionnels géométriques
entre 3 et i536, je remarque que la progression doit avoir
10 termes, et que le dernier terme 536 étant égal au premier
3, multiplié par la raison élevée a la puissance 9: si I'on divise
i536 par 3, le quotient 5i2 est la neuvieme puissance de la
raison, d’ou la raison = AI5i2 =2 (p. 93). Donc, pour in-

TI. 8
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sérer entre deux nombres donnés des moyens proportionnels
géométriques, ilfaut prendre leur quotient, eten extraire une
racine d'un degré égal au nombre des moyens plus un : cette
racine sera la raison.

Pour insérer quatre moyens entre 8 et64, il faudrait extraire

5
laracine cinquieme de  ou yS, quantité irrationnelle (n° 63) ;
on ne peut donc assigner exactement ces moyens, mais on en

5 A
approche autant qu’on veut. Laraison est [/'8 = i,5i07 ; ainsi
la progression cherchée est

Des Logarithmes.

&]. Remarquons que les théoremes relatifs aux progressions
par différence deviennent ceux qui se rapportent aux progres-
sions par quotient, en changeant I'addition en multiplication,
la soustraction en division, la multiplication en élévation de
puissances, et la division en extraction de racines. C’est sur
cette observation qu’est fondée la théorie des Logarithmes.

Concevons deux progressions, I’une par quotient, l'autre par
différence, dont les termes se répondent deux a deux , telles que

Chaque terme de la seconde est appelé le Logarithme du
nombre correspondant de la premiére ; o est le logarithme de
i, 2 l'est de 3,4 de 9; Gest le logarithme de 27, etc. Les lo-
garithmes sont donc des nombres enprogressionpar différence,
qui répondent, terme a terme, a d'autres nombresenprogression
par quotient.

Comme les logarithmes n’offrent d’utilité qu’en vertu de pro-
priétés qui supposent que ces progressions commencent, I'une
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par i, l'autre par O; nous ne nous occuperons que de celles
qui remplissent cette condition.

Il suit de ce qu’on a dit (nos 85 et 86). et de ce que nos pro-
gressions commencent, I’une par un, l'autre par zéro, qu’un
terme quelconque est formé de la raison, autant de fois facteur
pour la premiére, et autant de fois ajoutée, pour la seconde,
qu’il ya de termesavant lui. Les sixiemes termes, par exemple,
sont 243, 5e puissance de la raison 3, et 10 qui est 5 fois la rai-
son 2. Ainsi la raison est autant defoisfacteur dans un nombre
quelle est defois ajoutée dans son logarithme.

Si I’'on multiplie entre eux deux termes de la progression par
quotient, tels que 9 et 243 ; la raison 3 sera 7 fois facteur dans
le produit (page81), parce qu’elle I'est 2 foisdans 9, et 5 fois
dans 243 : le produit 9 X 243, ou 2187, sera donc le huitieme
terme de la premiére progression. Mais si I’on ajoute les termes
4 et 10 correspondans dans la progression par différence, la rai-
son 2 sera aussi 7 fois ajoutée dans la somme >4, donc le pro-
duit2)87 et la somme i4 seront des termes correspondans ; ainsi
i4 est le logarithme de 2187 ; donc la somme des logarithmes de
deux nombres est le logarithme de leur produit. Pour multiplier
9 par 27, par exemple, il suffit d’ajouter les logarithmes 4 et 6
qui répondent a ces facteurs, et de chercher le nombre 243,
qui répond & lasomme 10 prise parmi les logarithmes ; 243 est
le produit cherché.

11 suit de la que le double du logarithme d’un nombre est le
logarithme du carré de ce nombre; le triple est le logarithme
du cube; et, en général, en multipliant le logarithme d'un
nombre par unfacteur quelconque, on aura le logarithme d’une
puissance de ce nombre marquéepar cefacleur. Pour g3,on triple
le 4, qui répond au nombre 9 eten est le logarithme; 3x4 =1?
répond a 729 =93,

Les inverses de ces opérations sont faciles a démontrer ; car
le logarithme du quotient plus celui du diviseur devant don-
ner celui du dividende, il s’ensuit que le logarithme du quo-
tient de deux nombres est la différence des logarithmes de ces
nombres. Pour diviser 2.j3 par 27, retranchez 6 de 10, la dif-

8..
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férence 4 est  logarithme de g; ainsi g est le quotient de-
mandé.

De méme aussi, le logarithme de la racine quelcong ue d'un
nombre, est le quotient dlgj logarithme de ce nombre divisé par

le degré de cette racine. 1/ 729 s obtient en prenant le tiers de
12, et cherchant 4 parmi les logarithmes. Le nombre corres-
pondant 9 est la racine cherchée.

88. Si, au lieu de prendre 3 pour raison dela progression
par le quotient, on edt choisi une quantité beaucoup plus pe-
tite, ces propriétés auraient encore subsisté : les quantités dont
cette progression serait composée auraient été plus prés les
unes des autres, et I’'ony aurait trouvé, par approximation, les
nombres 1,2,3, 4, 5,... Concevons donc qu’on ait formé une
progression, dont le quotient e(it été assez petit pour qu’on y
ait trouvé, a trés peu preés, tous les nombres entiers, et qu’on
en ait composé une table, dans laguelle on aurait inscrit ces
nombres et leurs logarithmes, en supprimant d’ailleurs tous les
autres termes intermédiaires :les principes qu’on vient de dé-
montrer auraient également été vrais. Supposons cette table
formée : on voit que

i°. Pour multiplier des nombres entiers donnés, il suffit de
prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter et de
chercher la somme parmi les logarithmes ; le nombre corres-
pondant est le produit cherché ¥

20. Pour diviser deux nombres, on retranchera le logarithme
du diviseur de celui du dividende ; on cherchera le reste parmi
les logarithmes : le nombre correspondant sera le quotient de -
mandé §*

(*) On demande, par exemple, le produit
47X 863 ; la table donne les logarithmes de ces
nombres; on les ajoute, comme on le voit ci-
contre; on.cherche la sommexparmi les legarith-
mes, et la table donne 4° 56* pour le nombre correspondant, qui est le

produit demandé.
(**) Si I'on veut diviser 4056i par 863, la table fera connaitre les loga-
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3°. Pour faire une régle de trois, on ajoutera les logarithmes
des moyens; on en retranchera celui de I'extréme connu : le
nombre répondant au résultat sera I'inconnue (*).

4°. Pour obtenir le logarithme d’une fraction, on retranchera
le logarithme du dénominateur de celui du numérateur : le
reste sera le logarithme demandé. Les tables ne contiennent que
les logarithmes des nombres entiers; ce théoréme en étend
I'usage aux fractions (n°9i, 1.) (**).

5°. Pour élever un nombre a une puissance, on multipliera
son logarithme par le degré de la puissance, on cherchera le
produit parmi les logarithmes; il répondra a la puissance de-
mandée (***).

6°. Pour extraire une racine d’'un nombre, on divisera le
logarithme de ce nombre par le degré de la racine, et I'on cher-

rithmcs Jeeps deux nombres; et, les retranchant, on cherchera la diffé-
rence parmi les logarithmes des tables : le nombre 47 qui y correspond sera
le quotient.

Four la proportion i53 ; 4"9 .. 17 !
apres avoir pris les logarithmes de ces trois
nombres, on retranchera celui du premier
terme 153 de la somme des deux autres; et
observez que cette double opération peut étre
faite d’un seul trait. On peut aussi ajouter le Complément arithmétique du
logarithme de 153 (voyez n° 10), au lieu de retrancher ce log. Le résultat
cherché dans la table parmi les log. répond a 5i, qui est le quatrieme terme
inconnu.

faudra ajouter les logarithmes de ces deux
fractions, ou log 26— log 7 -4- log 28 — log 13. On voit ce calcul effectué ici
d’un seul coup. Le résultat est log 8 : donc 8 est le produit demandé, ce qui
est d'ailleurs visible.
(***) La puissance cinquieme de 17 se trouve en
répétant 5 fois log 17, et cherchant le produit dans
la colonne des logarithmes; il répond au nombre
cherché 17®= 1419857.
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citera le quotient parmi les logarithmes ; le nombre qui s"y rap-
porte sera la racine cherche'e §.

On voit donc que les calculs les plus compliqués sont rendus
trés simples : les multiplications et divisions sont remplacées
par des additions et soustractions ; les éle'vations de puissances
et les extractions de racines sont réduites a des multiplications
et des divisions. Ces admirables propriétés des logarithmes en
rendent l'usage si important, que c’est un devoir de consacrer
la mémoire du célébre géometre écossais Néper, qui en estl'in-
venteur.

89. Formation des tables. 1l s'agit maintenant d’expliquer
comment on peut obtenir les logarithmes de tous les nombres
entiers. Jusqu’ici, nosprogressions par différence et par quotient
sont quelconques I’'une et I'autre ; ainsi, un méme nombre a une
infinité de logarithmes. Nous verrons bient6t la raison qui a

o, 1,2,.... sontles logarithmes de i, T0,100..., il s’agitde
trouver ceux de 2, 3, 4......, qui sont visiblement compris entre
o0 et 1; ceux de 11, 12...99, sont entre 1 et2, etc. On ne peut
obtenir ces logarithmes que par approximation; on se contente
ordinairement de 7 décimales.

Observons que si, dans une progression, telle que
t0.2.4.6.8.10... on omet un terme sur 2 consécutifs, ou
2 sur 3,.... on formera d’autres progressions... .0,4.8.12,...
ou . 0.6.12... On peut de méme imaginer que les progres-
sions que nous avons prises font seulement partie de deux autres
dont les termes étaient beaucoup plus voisins, et dont on avait
omis un certain nombre d’entre eux.

(*) La y/ 1419857 s'obtient en divisant par 5 le log. du nombr» proposé, et
cherchant le quotient parmi les log. de la table. Le nombre correspondant est
17, racine cherchée.
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Aiinsi, concevons qu'on ait insére’ entre i et io un trés grand
nombre de moyens proportionnels par quotient; comme on
monte alors de i a io par des degre's trés serrés, il arrivera que,
parmi ces moyens, on rencontrera les nombres 2, 3, 4>- aun
dix-millioniéme prés. Cela pose', si I’on insere un pareil nombre
de moyens par différence entre o et 1, ceux de ces moyens qui
occuperont le méme rang que 2, 3, 4,- seront les logarithmes
de ces nombres. On raisonnera de méme de 10 a 100, etc.

Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de moyens par
quotient, il faudrait extraire une racine d’un degré tres éleve
(86); mais on évite cette difficulté a I'aide de diverses racines
carrées successives. Par exemple, cherchons le logarithme de 3 ;
le moyen par quotient entre 1 et 10 est... 3,16227766, et par
différence entre o et 1 est 0,5; 0,5 est donc le logarithme de
3,1622.......... nombre déja voisin de 3. Une pareille opération
pour 1 et 3,1622.... d’une part, et pour o et 0,5 de Il'autre,
donne 0,26 pour le logarithme de 1,77827941. De méme entre
1,7782. ..., et 3,1622........ d’une part, etentre 0,25eto0,5 de
lI'autre, on trouve pour moyens 2,37137370 et 0,375. En con-
tinuant de resserrer ainsi ces limites, on trouvera 0,30102999
et 0,47712125 pour logarithmes de 2 et 3.

Ces calculs sont tres pénibles; il est vrai qu’on n’est obligé
de les pratiquer que pour les nombres premiers, puisque les
autres logarithmes s’en déduisent. Mais, malgreé cela, il en reste
assez pour lasser la patience. Aussi n'avons-nous présenté ce
procédé que comme un moyen de concevoir la formation des
tables, nous réservant d’en donner de plus expéditifs (626).

90. Il eataisé maintenant d’expliquer pourquoi on a attribué
la préférence aux deux progressions adoptées. Tout logarithme
est formé d’une partie entiére, qu’on nomme Caractéristique,
et d’une fraction décimale : or,

i°. Les nombres compris entre 1,10, 100,... ont leurs loga-
rithmes respectivement compris entre o, 1,2,.... c’est-a-dire
que le logarithme de tout nombre apour caractéristique autant
d’unités que le nombre a de chiffres entiers moins un; ce qui
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permet de fixer ce nombre de chiffres, lorsque la caractéristique
estdonnée, et réciproquement. Le nombre 543,21 a deux unités
entieresasonlogarithme : et3,477121125 est le logarithme d’un
nombre dont la partie entiére a quatre chiffres. On e'vite sou-
vent de charger les tables de cette caractéristique qui v est
inutile.

2®@. Lorsqu’on veut multiplier ou diviser un nombre par 10,
100, 1000,.... il fautajouter ou 6ter a son logarithme 1,2, 3,....
unités ; d’ou il suit qu’augmenter ou diminuer la caractéristique
de 1,2, 3,.... c’est multiplier ou diviser le nombre correspon-
dant par 10, 100,.... c’est reculer la virgule du nombre de 1,
2, 3,... rangs a droite ou a gauche. Les logarithmes des nom-
bres 3,4578, 34,578, 345,78, ont la méme partie décimale;
seulement les caractéristiques sont respectivement o, 1,2....

Tels sontles avantages que présente le systeme de logarithmes
de Briggs, qui I'ont fait préférer dans la composition des tables.
Nous I'indiquerons a I'avenir par le signe log; ainsi log 5 dési-
gnera le logarithme tabulaire de 5, c’est-a-dire le logarithme
pris dans I'hypothése de deux progressions du n° 89.

()i. Usage des tables. 1l fautavoir des tables de logarithmes
entre les mains pour en concevoir I’'usage ; celles de Callet, de
Borda et Delambre, sont les plus usitées. Nous n’entrepren-
drons pas ici d’expliquer leur usage; mais il est quelques points
qui tiennent a la doctrine méme, et qu’il est bon d’éclaircir.

I. Les log. des nombres << | présentent une difficulté : en gé-
néral (n°88, 4°¢) t faut retrancher le log. du dénominateur de
celui du numérateur pour avoir le log. d’'une fraction ;. mais,
lorsque celle-ci est moindre que 1, la soustraction devient im-
possible. Par exemple, pour multiplier 5 par , comme cela
équivaut a diviser 5 par ¥ il est indifférent d'ajouter log | &
log 5, ou de retrancher log | de log 5 ; c’est alors cette derniére
opération qu’on préféere. On voit donc qu’il faut soustraire le
log. du numérateur de celui du dénominateur, mais qu’on doit
employer.ee log. en sens inverse; c’est-a-dire le soustraire s’il
fallait I'ajouter, ou réciproquement. On donne le nom de
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Logarithmes négatifs & ces valeurs; on les distingue par le
signe — qu’on place devant.

Un peu d’attention suffit pour éviter les erreurs. Voici divers
exemples propres a faciliter I'intelligence de ces calculs.

2°.X—\/j;onodtelog5delog 7, et
on prend la moitié'. Pour trouver le nom-
bre qui répond a ce résultat qui est un
logarithme négatif, on le retranche de 1,
ce qui rend le nombre 1o fois trop grand;
011 a + 0,026g360, qui répond a 8,"5154 i
doncx=o0, 845i54.

3
t/°,00027

f il
3°. X_'A_éa_j,i_i;on prend le tiers

de log 100000—Ilog27, etc. On retranche
log\rde3, cequirendlenombre 1000fois
trop grand; il vient0,2997756, qui
répond a 1,9942 : donc x — 0,0019942.

I1. 11 est préférable d’employer les
logarithmes don lia caractéristique seule
est négative. Ainsi, dans le deuxiéme
calcul log y =1log 5—log 7; on rendra
la soustraction possible, en ajoutant | a
lacaractéristiquede log 5 : mais il faudra
Oter de la différence cette unité ajoutée,
etl’'on auralog|=—1 0,8538720, qu’on écrit 1,8538720.
Le caractéristique est alors seule négative, et il faudra, comme
ci-dessus, y avoir égard dans les calculs subséquens. Ici, ou I'on
doit prendre la moitié, pour éviter les fractions a la caracté-
ristique, ony ajoute 1, et elle devient—2 , et aussi ! au chiffre
8 des dixiemes, qui devient 18 : ces deux additions de I'unité
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positive et négative n'altérent pas le logarithme; la moitié est
connue ci- dessus, log x =i,9269360.

Observez donc, lorsqu’il faudra diviser un log. a caractéris-
tique négative, d’y ajouter assez d’unitéspour qu’elle devienne
un multiple du diviseur, et d’ajouter autant d’unités de dixaines
au chiffre suivant, qui est la premiére des figures décimales. La
premiere et la troisieme opération sont exécutées ici d’apres ces
principes, et I’on peut reconnaitre que le? calculs sont devenus
plus faciles et plus prompts.

4°. On peut, au lieu de soustraire des
logarithmes (10), ajouter leurs coinplé-
nums arithmétiques. Dans la premiére
opération , pour log |, on ajoute au log 3
le complément delog 5. L'avantage qu’on
en retire est a peu prés nul, attendu
qu’on peut faire, d’un seul trait, toutes
ces additions et soustractions.

Lorsqu’on veut exécuter un calcul par log., il convient de
simplifier avant tout les expressions ; ainsi le premier exemple

I11. Pour obtenir les log. desentierscomprisentredeux nom-
bres quelconques, tels que 10 et 20, il faut concevoir qu’on a
inséré un assez grand nombre de moyens par quotient, pour que
parmi ces moyens, trés peu différens les uns dés autres, il y en
mait qu'on puisse regarder, par approximation, comme égaux

a ri, 12, i3,.... c'est-a-dire que ces moyens ne doivent
différer de 11, 12, [3... . que dans I'ordre des décimales né-
gligées.

Dans une progression géométrique, telle que
dont la raison est 4; on a
Ainsi I'excés d’un ternie sur celui qui le précede est le produit
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de celui:cimultiplié parla raison moins un : I'un de ces facteurs
croit avec le rang du terme, l'autre est constant : cet exces
croft donc sans cesse, et il y a moins d’entiers compris entre
8 et 3z, qu’entre 32 et 128.... Pour obtenir les log. de ces en-
tiers interme'diaires, il faudrait y insérer des moyens géomé-
triques en quantités suffisantes, et aussi des moyens arithméti-
ques en égal nombre entre les deux termes correspondans de la
progression des log. La différence constante de celle-ci sera donc
partagée entre un plus grand nombre de termes a mesure que
I’entier croftra ; ce qui démontre queplus un nombre estgrand,
et moins son logarithme différé de celui qui le suit dans latable.
Aussi voyons-nous que leslog. de 1, 10, too.... étanto, 1,2,....
les neufnombres de 1 a 10 se partagent entre eux, quoique iné-
galement, une unité entre leurslog. ; et que les 90 nombres de 10
a 100, les 900 de 100 a 1000... se partagentaussi une seule unité.

La différence entre les log. ne tarde méme pas a devenir assez
petite pour n'affecter que les deux ou trois derniéres décimales,
et & étre la méme dans une certaine étendue de la table. Par
exemple, en se bornant a sept figures seulement, 79 est I’exces
de tous les log. des nombres, depuis 54700 jusqu’a 55300 en-
viron. La différence n’est pourtant pas constante, etsi I'on con-
servait un plus grand nombre de décimales, on la verrait varier
sans cesse.

Ainsi, quoigu’il soit faux de dire que les nombres croissent
proportionnellement a leurs logarithmes, on voit qu’on peut
le supposer sans erreur, du moins pour de grands nhombres, et
dans une petite étendue. Cela posé, soit demandé le log. d’un
nombre qui excéde les limites des tables, tel que 5487343, par
exemple, dans celles de Callet, qui ne vont quejusqu’a 108 mille.
En négligeant 43, on cherche le log. de 54873, qu’on trouveétre
7393587 , et qui ne differe de celui de 54874 que de 79. Puisque
une unité de différence entre les nombres, répond a 79 de difié-
rence entre les log., on posera cette proportion ;

Si | diff. entre les nombres, donne 79 diff. entre les log,
combien 0,43, diff. entre les nombres, donnera-t-il de diff. entre
les logarithmes? cu ! ; 79 0o,/|3 ¢ r = 3j.
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Ainsi 34 estl’excés dnlog. de 54873,43 sur celui de 54873 : en
ajoutant 34 a ce dernier, on a 7393621, et il ne s’agit plus, pour
avoir le log. cherche', que de mettre lacaractéristique, d'apres,
la place que la virgule occupe dans le nombre propose' : ainsi
(n° 90)

Il est inutile de remarquer que dans ! otre proportion 79et 34
tiennent lieu de 0,0000079 et 0,0000084. D’ailleurs les tables de
Callet offrent a chaque différence logarithmique la valeur de
1,2,3,... 9 dixiémes de cette différence, en sorte que le qua-
trieme ternie de la proportion est de suite calculé.

IVV. Pour trouver le nombre qui répond a 1,7893621, on voit
d’abord que ce logarithme, abstraction de la caractéristique,
tombe entre les nombres 5487300 et 5787400 , et que la diffé-
rence entre le log. proposé et celui de 5487800 est 34 ; ainsi on
fera laproportion suivante, 79! 1 :* 34: inverse de celle
qu’on vient d’employer : on trouve X=0,43; ainsi le log.
proposé est celui du nombre 0,5487343.

Voici des régles conjointes ou les log. simplifient le calcul.

I. La toise ou le pied anglais vaut 0,938293 toise ou pied
francais, en trouver la valeur en métre?

H. Un centimétre cube d’eau pése un gramme; combien de
livres pese un pied cube d’eau?
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I11. Dans un pays ou la longueur du pied est de i3 pouces de
Paris, etou laperche vaut 20 pieds, on demande combien cette
perche vaut de centiares, et combien I'arpent de ce pays vaut
d’ares?

Ainsi la perche vaut 49,74 centiares ; I'arpent 49,54 ares.

IVV. Pour montrer comment on a pu calculer les nombres
qui composent le tableau suivant, nous choisirons cetexemple.
En partant de la longueur du metre Iégal, qui est de 443,296
de la toise du Pérou, et sachant que I'ancien boisseau était une
capacité de 655,78 pouces cubes, on demande combien le bois-
seau vaut de décalitres.
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jtf métres valent (a x M) toises ou (6 x M) pieds.
T toises valent (c x T ) metres, P pieds valent (d x P) métres.

80 francs = 81 livres tournois. Pour traduire des francs en livres, ajoutez
le 80e (ou le 8e du 10e, c’est-a-dire un liard par franc). Pour changer des livres
en francs, Otez le 81e, ou le 9e du 9e.

D'apreés les réductions des anciennes monnaies, 5 piéces de 6 livres valent
29 fr.; 4 de 3 livres valent 11 fr. ; le louis vaut 23 fr. 55, et le double louis

At fr. 20.
Rapports approchés.

4 myriametrcs valent 9 lieues de 2.5 au degré, ou de 2283 toises 7.
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TABLE

Des nombresM<==2461 qui sont multiples des nombrespremiers
autres que 2, 3 et 5, avec leur pluspetit diviseur d.

On demande si les nombres 1843, 1907 et 29055 sont pre-
miers, ou quels en sont les diviseurs? I°. la table indique que
1843 est multiple de 19, et=19X97; 20. 1907 est un nom-
bre premier, puisqu’il n’est pas dans la table, et que 2, 3ni 5
ne le divisent; 3°. 29055 est divisible par 3 et5, et le quotient
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I. CALCULS ALGEBRIQUES.

Notions générales.

92. En Arithmétique on a pour but de combiner entre eux des
nombres, selon de certaines regles : en Algebre, ce n’est pas un
résultat numérique qu’on veut obtenir, mais on cherche la ma-
niere dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de
tous les problémes de méme nature, qui ont seulement des
données différentes, exige des calculs semblables pratiqués sur
ces données. Par exemple, l'intérét d’un capital se trouve en
multipliant ce capital par le temps écoulé et par le 100e de I'in-
térét que rapportent 100 francs dans I'unité de temps (n° i50).
L’Algebre s’occupe de la recherche des calculs a faire dans
chaque probleme, etpoury parvenir, on y représente les don-
nées par des lettres a, b, c,.... propres a désigner tous les
nombres , afin de reconnaftre dans le résultat, a travers toutes
les réductions et les modifications, la maniére dont chacune
s’y comporte.

Cherchons, par exemple, le nombre dont le triple est égal
a 100, plus la moitié de ce nombre; nous raisonnerons ainsi :
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3 fois I'inconnue égale ioo plus la moitié

Retranchant de part et d autre ia moitié de
I'inconnue, on a

L’algébriste représente I’'inconnue par x , eta I'aide des signes,
exprime les parties de ce raisonnement, comme on le voit ci-
contre. Ets’il met a au lieu du nombre ioo, il aura

Ainsi, I'inconnue dont le triple est égal a sa moitié, plus
une quantité donnée, est les £ de cette quantité, quelle qu’elle
soit (voyez page 147 )¢

La maniere de démontrer les théorémes peut encore différer
beaucoup en Algébre et en Arithmétique. Veut-on prouver une
proposition? On prendra en Arithmétique un exemple numé-
rigue quelconque, et I’on procédera de maniere a conclure la
proposition, non-seulement pour I'exemple individuel sur le-
quel on a opéré , mais encore pour tout autre. On fera donc un
raisonnementgénéral sur un exemple particulier. En Algébre,
au contraire, on prendra un exemple formé de symboles assez
généraux pour représenter tous les nombres, on pourra raison-
ner d’une maniére qui soit particuliére, et souvent les com-
binaisons seront purement mécaniques. C'est ce que la suite
expliquera mieux (n° 106).

g3. Convenons donc de représenter les quantités connues par
des lettres a, 6, c...; ce sont les nombres donnés qui servent de
base aux raisonnemens, et de la grandeur desquels nous vou-
lons rester maitres de disposer ensuite. Si s est la somme des
quatre nombres a, 6, c etd, nous écrirons s = a -f- b-f- ¢ -f- d.
s=a-"a-j-a~l-a, se réduita s X a, ou simplement
— "a, en oOtant le signe de la multiplication qui devient inutile*
T. I 9
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Le chiffre 4 se nomme Coefficient (*). Si le nombre a doit étre
répété 2,5,7.....n"°'s’ on écrira 2a, 5a, 7a....... na. De méme
on désigne paral, a5, al.....an que aest 2,5,7... n fois facteur,
savoir, aa, aaaaa, etc.

On nomme Terme toute quantité séparée d’une autre par les
signes -f~ ou—ijle bindme a deux termes, tels sont a-}-b,ac—jab\
le trindbme trois-, tels que a-f-b — ¢, ad—"ab —ibe; le poly-
néme enfin a plusieurs termes.

Le trinbme a—b —c désigne qu’aprés avoir 6té b de a, il
faudra encore retrancher edu reste ; ce qui revientaa—(06-f-c);
a— b —b est visiblement égal a a — Tb, de méme...............
a—b—3b—ab=a—6bh.

De la Réductionj VAddition et la Soustraction.

g4« On appelle Réduction I'opération algébrique qui tend
a réunir plusieurs termes en un seul; mais il faut pour cela
que ces termes ne différent que par les coefiiciens, et qu'ils
soient formés des mémes lettres affectées des mémes exposans.
, sont des quantités

irréductibles. On verra aisément que

En général, on ne prend d’abord que deux termes semblables,
et la réduction nefrappe que sur leurs coefficiens, c’est-a-dire
qu'on ajoute ces coefficiens lorsque leurs signes sontles mémes,
et qu’on les retranche s’ils sont différens : on donne ensuite au
résultat le signe commun dans le premier cas, et le signe duplus

(*) On doit bien se gSrder de confondre les exposans avec les coeflicitfis,
«#, par exemple, avec \a : les exposans indiquent la multiplication réiterée
d’une quantité par elle-méme; les coefficiens en marquent I'additi/n ,
ai—a.a.aa, 4da~a-t-a-f-a-f-a : si a représente le nombre 5, ai = 6*5,
et —20.
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grand coefficient dans le second. Les lettres et leurs exposans
demeurent d'ailleurfs les mémes.

On doit attribuer le facteur i aux termes qui n’ont pas de
coefficient (n° 54); # et ac équivalent a ib et tac.

A proprement parler, il n'y a en Algébre ni addition, ni
soustraction, mais biien une réduction lorsqu’elle est possible ;
I'addition et la soustraction restent encore a exécuter dans
a-j-b et a—bh.

Ainsi, pour faire I’addition ci-contre,
on n'éprouvera d’autre embarras que
celui de la réduction , aprés avoir attri-
bué le signe -b au premier terme de
chaque trinéme.

Proposons-nous de soustraire b—c de a; il est certain
qu’on ne changera pas la différence cherchée, en ajoutant ¢ a
ces deux nombres; ainsi b — ¢ deviendra b, a sera changé en
a -f- ¢c; soustrayant b de a -f c, on a

On voit en effet (n° 4) que si I'on ajoute a -f-c—bab —c¢,
on retrouve a. Donc, pour soustraire un polynéme, il faut en
changer tous les signes, et réduire, s’'ily a lieu. Par exemple,

On remarquera que, si le premier terme ne porte aucun signe»
il faut lui attribuer le signe +, afin de rendre applicable la
regle ci-dessus a ce terme comme aux autres. C'est ce qu’'on

fera aussi dans la multiplication et la division, d’aprées le méme
motif.

- De la Multiplication.

96. La multiplication des monomes ne donne lieu a aucune
difficulté: car soit \ab xfjcden changeant I'ordre des facteurs,

9-



152 ALGEB'RE.

on a \.5.ab.cd ou 20 abcd. S’il y a des exposans, comme
en revenant aux principes, on ;rouve aa >aaa ou
aaaaa— a5, de sorte qu’on a ajouté les exposans 2 et 3 : de
méme 8aaf3 X = 32al>L En général, pour multiplier des
rnonom.es, on multipliera leurs coefficient, on ajoutera les ex-
posans qui affectent les mémes lettres; enfin, on écrira a la
suite les unes des autres les lettres différentes. On attribue I'ex-
posant 1 aux lettres qui n’en ontpas.
Multiplions maintenant i-\-b par c-\-d, ce
gu’on indique par (a4~") X (c-j-d). Il est évi-
dent que pour répéter a-}-b autant de fois qu’il y
a d’unités dans c4- d, il fau: prendre a-j-b,c fois,
puis d fois, et ajouter. Mais pour prendre c fois
a-\-b, il faut multiplier séparément a et b parc, de sorte
que (fl4" X.c—ac4-bc, (a-f-b) X d— ad 4- bd, ce qui
donne le produit ac 4- bc 4- ad 4- hd.
Multiplions a—b parc. En prenant le produit
ac de a par ¢, on est suppose avoir ajoute dois a;
mais il fallait multiplier, non pas a, maisa—»b
par c; chaque fois qu’on a ajouté a, on a pris une
quantité trop grande de b unftes, de sorte que le produit ac
doit étre diminué de b pris autant de fois qu’on a répété a,
ou c fois. Otons donc bc de ac, et nous aurons (a—b) X ¢
— ac— bc.
Pour multiplier a—b par ¢ —d, on fait d'a-
bord le calcul précédent; mais au lieu de répéter
a—»b, c fois, il ne fallait prendre a—b que
(c—d} fois : 011 a donc pris d fois de trop (a—b) ;
ainsi, du produit précédent ac— bc, il faut re-
trancher celui de a— Z>par J, ou ad—bd, ce qui donne (n° g5)
(a—b) X (c—d) —ac— bc — ad 4* bd.

La multiplication de tout polyndéme peut toujours étre ra-
menée a ce dernier cas, en représentant par a et ¢ les sommes
des termes positifs de chaque facteur, et par b et d celle des
négatifs ; on retombe ensuite sur le premier cas, quand il s'agit
d’assigner les valeurs de ac, de bc..... En observant ce qui vient
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dette développé, on voit que chaque terme du multiplicande
a été multiplié séparément par chacun de ceux du multiplica-
teur : en outre, quand les deux facteurs partiels monomes ont
eu des signes diffe'rens, leur produit a regu le signe —, tandis
que dans le cas contraire on a mis le signe %

Concluons de la que le produit de deux polynémes se trouve
en multipliant chaque terme de I'un par tous ceux de I'autre,
d’apres la régle donnée pour lesmonomes; puisonprendchaque
produit partiel négativement lorsque sesfacteurs ont des signes
contraires, et positivement lorsqu’ils sont de meme signe (tous
deux 4-, ou tous deux —) F On doit affecter du signe 4- le
premier terme , lorsqu’il n’en porte aucun, comme n° g5.

97. Voici quelques exemples de la multiplication des poly-
némes :

(*) On a coutume de dire que la multiplication comporte quatre regles, pour
les coefiiciens, les lettres, les exposans et les signes. Les premiéres ont été
données pour les monomes ; la quatrieme s’exprime ainsi

4- X 4“ — 4, b X — = — X 4+ = — — X — = 4~

11 semble alors étrange aux oreilles peu faites au langage algébriqued’entcndre
direque— x —donne-f-; I'espece de doute qu’on éprouve tient au vice du
langage ; car il est absurde de prétendre multiplier un signe par un autre : il
ne faut pas attacher un sens rigoureux aux expressionsdont on se sert, qui ne
sont obscures que parce qu’on sacrifie la correction de I’énoncé au besoin de
I'abréger, pour en faciliter I'application. Ce n’est donc pas — qu’on multiplie
par—, pas méme— b par — d, mais bien a—b par c—d-, et la logique la
plus exacte conduit au théoréme que nous avons donné. En un mot, on ne
doit pas appeler le principe dont il s'agit, la Régle des signes, mais bien la
Regle de. la multiplication des polyndmes.



154 ALGEBRE.
Ces exemples nous fournissent des remarques intéressantes.

deux quantités multipliéepar leur différence, donne pour pro-

Coupous a en deux parties quelconques; si a— x désigne
I’'une, l'autre est ~ « + *, et le produit est j a'— xa; cette
quantité est << j aa, tant que x n’est pas nul. Donc, si I'onfait
croitre depuis zéro I’'une desparties d’un nombre a, I'autre di-
minue et le produit augmente ; maisdes que lapremiére partie
devient le produit est le carré de cette moitié, et atteint sa
plus grande valeur, en sorte qu il décroit lorsque la premiére
partie continue de croitre.

Ces théoreémes servent surtout a abréger les calculs : ainsi,
dans le second exemple du n° 97, on reconnait aisément qu’on
cherche le produit de 2a 4- (bc— 'ibl} par 2a — (bc — ib*) :
ainsi I'on doit trouver la différence des carrés de ia et

IV. On trouve que (a2-f-62) (c24-dl} =a’cl b'c* 4-d'dl

-A-b’d*; ajoutant etretranchant iabcd, le produit revient a...

propriété curieuse qui prouve que le produitest décomposable

V. 1l est facile d’obtenir la forme du produit de m facteurs

en effet, pour deux ou
trois facteurs, on obtient les produits
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Or, il suit du procédé méme de la multiplication, que,

i°. Les divers termes du produit ne peuvent éprouver de
réduction entre eux; en sorte que les lettres a, b, c.... nont
ni coefficient numérique!, ni exposans.

2°. Le premier terme est le produit de tous les premiers
termes, et le dernier estle produit de tous les seconds termes
des facteurs : entre ces extrémes, les exposans de x vont en
décroissant d’une unité Je terme en terme, et le produit a,
en général, la forme

3°. Tous les termes doivent étre composés du méme nom-
bre m de facteurs, en sorte que le coefficient A de a?'1-1 ne
doit pas contenir les lettres a, b, c. ... multipliées entre elles ;
que celui B de doit étre formé de produits 2 a 2 de ces
lettres, ou ab, ac, bc........

4°. Si la lettre a entre d’'une maniere quelconque dans I’'un
des coefficiens A, = _, toutes les autres lettres b,c. ... doi-
venty entrer de la méme maniére, puisque le produit ne doit
pas changer en mettant a pour b et b pour a, etc.; donc

A est lasomme de tous les seconds termes des bindmes ;
B est celle de tous leursproduits différens 2 a 2 ;

C celle de leurs produits différens 3 a 3, etc.

Le dernier terme est le produit de tous les seconds termes.

On ne doit pas négliger les simplifications lorsqu’elles sont
possibles. Ainsi, pour(4«£ — 2ac) (6a6— 3ac), on voit que
le premier facteur équivaut & 2a (20—c), et le second a
3a(zb—-c);leproduitest donc 6a’(2Z»--c)aou6a2(46a—"bc-t-c*).

Il y a quelquefois de I'avantage a décomposer les produits
en facteurs (la division nous apprendra bient6t a faire ces sortes
de décompositions) : ainsi, pour 3ffz  3/za -f-py 4- pz, on
reconnaft que les deuxpremiers termes équivalent a 3yz(jffz),
etles deux autres ap (_/-}-z); donc on a (3/z -f-P) X (yffz)-
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De la Division.

08. Soit a le dividende, m le diviseur, g le quotient et r le
reste, r étant << m, toute division donne I'équ. (n° 16)

Pour diviser un inonome par un autre , comme ou peut, sans
changer le quotient, diviser par un méme nombre le dividende
et le diviseur (nos i5 et i3), on supprimera les lettres com-
munes a ces deux monomes, on soustraira les exposans qui af-
fectent les memes lettres, enfn on divisera les coefficiens entre
eux. On voit d'ailleurs que cette regle est I'inverse de celle de
la multiplication (n° 96)

b* disparait dans le troisieme exemple , parce que les deux
termes ont a pour facteur commun.

on ne peut pousser le calcul plus loin, et il restera a diviser
acl* par <xbdi, quand on connaitra les valeurs numériques
de a, b, c, d, e.

Soit proposé de diviser.

Le quotient, multiplié par le diviseur, devra reproduire
le dividende : si lI'on connaissait un ternie du produit
ao5«"-f"4ab—ee 4U* résultat sans réduction de la multiplication
d’un terme donné du diviseur par un terme du quotient, une
simple division donnerait celui-ci. Or, on sait que les termes
ou une lettre quelconque, telle que a, a le plus haut exposant
dans les deux facteurs, donnentau produit un terme qui ne se
réd uit avecaucun autre, puisque cette méme lettre ay porte éga-
lement le plus haut exposant. Les termes 4«6 d’une part, et 2A
de l'autre étant dans ce cas, 4«6 est le produitexact du terme
parle terme du quotient ou a est affecté du plus haut exposant,;
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ainsi ce terme est i;g ou 2a3. Si I’'on multiplie tout le diviseur
par 2a3, et qu’on retranche du dividende, le reste sera le pro-
duit du diviseur par les autres parties du quotient. On est donc
conduit a diviser ce reste par le diviseur, afin d’obtenir ces
parties, ce qui exige qu’on reproduise le méme raisonnement,
et qu’on divise encore par 2a3 le terme du reste ou la lettre a
porte le plus haut exposant.

Pour éviter I'embarras de déméler parmi les termes du divi-
dende, celui ou a porte le plus haut exposant, ainsi que dans
les restes successifs , il est convenable d’ordonner le dividende
et le diviseur; c’est-a-dire de placer, comme on le voit ici,
au premier rang, le ternie ou a porte le plus haut exposant ; au
second rang, le terme ou a porte I'exposant immédiatement
moindre, et ainsi de suite.

On voit qu'apres avoir divisé 4«6 par 2a3, on a multiplié tout
le diviseur par le quotient partiel 2a3, et retranché le produit du
dividende, ce qui a donné un premier reste. On a divisé de nou-
veau par 2«3 le terme 4-10aW, ou la lettre a porte, dans le reste,
le plus fort exposant, ce qui donnepour second terme du
guotient. On a ensuite multiplié le diviseur par ce terme 4-5ula;
on a retranché du premier reste, ce qui a donné un second
reste. Enfin, —4«3£3 : 2a3 =— 2&3 a complété le quotient
parce qu’on n’a plus trouvé de reste.

Lorsqu’on est conduit, comme ci-dessus, a diviser des termes
qui ont pour signes, I'un l'autre —, on donne au quotient
le signe —, afin que, dans la multiplication, on reproduise le
premier terme du dividende avec son signe. Si les termes a
diviser eussent été négatifs I’un etl’autre, le quotient aurait eu
le signe -f-. 1l faut prendre ceci simplement comme un fait de
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calcul, sans chercher a expliquer ce que peut signifier la divi-
sion de deux ternies qui ne sont pas positifs ensemble ; en effet,
il ne s'agit ici que de trouver un systéeme dt termes qui, multi-
plié par le diviseur, d’apres les régles connues, reproduise le
dividende.

Concluons de la que, pour diviser deuxpolynémes, on les or-
donnera par rapport a une meme lettre ; ondivisera le premier
terme du dividende par lepremier du diviseur, et I'on auraun
terme du quotient; on multipliera ce termepar le diviseur, et
on retranchera du dividende : puis l'on traitera le reste de la
meme maniéere. Onpratiquera, pour les divisions partielles, la
régle des signes de la multiplication. Enfin on poussera I’'opé-
ration jusqu’a ce que la lettre suivant laquelle on a ordonné, ait
dans le reste un exposant moindre que dar.s le diviseur.

11 est bien entendu qu’on pourrait ordonner par rapport a b,
ou toute autre lettre commune aux deux facteurs, et méme

dire du plus petit exposant d’une lettre tout ce que nous avons
dit du plus grand.

99. Nous mettrons ici deux autres exemples de division.

En suivant avec attention la narche de la derniére (division,
on voit que si I'on divise an —>m par a— b, les exposans de a
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doivent diminuer, et ceux de b croiitre d’une unité dans chaque
reste et dans chaque quotient; les restes sont donc des binbmes
dont le ler terme est successivemen t an,-J2», am-a6a... Lorsqu’on
arrive au reste abm~!+—bmy la divisiion par (a—b) donne le quo-
tient exact bm~I, en sorte que am—bm est divisible sans reste
par (a—Z*), et I'on a.

Au reste, il est facile de prouver la vérité' de ces équations
en multipliant les seconds membres par les dénominateurs a—b,
a—i, parce qu'on reproduit identiquement les numérateurs
a"'—bm, am—i.

Quand on divise a par i—x, I'opération n'a pas de lin, et
I’on trouve ce quotient indéfini

On peut donc regarder le i"" membre comme la somme des
termes du 2¢; cette fraction est la somme d’une progression
par quotient, qui s’étend a I'infini, dontaestle i'" terme et X
la raison, bi 1 on a, par exemple, . savoir «=2

ontrouve 2 « ou 3, pour la somme de
cette suite prolongée a I'infini. De méme

La fraction décimale périodique 0,(54) revient a............

. En général, si p est la période
composeée de n chiffres, cette fraction est, comme n° 53,

011 ne congoit pas d’abord comment, en ajoutant des termes
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sans cesse croissans et positifs, on pourra trouver — 2 pour
somme. Mais en poussant la division de g par | —X, jusqu’a
4 termes seulement, on ale reste en sorte que le quotient

tion représentant la somme de tous les autres termes jusqu’
I'infini. Mais cette fraction devient ———en faisant a = 1 e
; ainsi, lorsqu’on n’a égard qu’aux premiers termes, ceu:
qu’on néglige forment une somme négative plus grande que !
partie qu’on prend : les deux parties réunies sont icCi...............
Ce paradoxe vient donc de ce qu’on ne peut regarder les n
premiers termes comme une partie plus ou moins grande de

mesure que le nombre n des termes conserves s'accroit ; il faut
donc que x 1+ On dit qu’une série est convergente quand les
termes vont ainsi en décroissant de plus en plus. {T"ojr. n° 618.)

100. On rencontre une difficulté de laquelle il est bon d’étre
prévenu : lorsqu’il y a plusieurs ternies ou la lettre suivant la-
quelle on a ordonné porte le méme exposant, quel est celui qui
doit étre écrit le premier, et que devientalors la démonstration
gue nous avons donnée? Avec une légere attention, on verra
qu’il suffit de mettre dans les termes dont il s'agit, la lettre avec
son exposant en facteur commun, et, entre des parenthéses,
la quantité qu’elle multiplie. On doit regarder alors cet assem-
blage comme ne formant qu’un seul terme. Si I'on a, par exem-
ple, 4«4"i—\a)bc 4- a'cl, on écriraa((4& —4~c + , qu’on
regardera comme n’étant qu’un seul terme.

Un exemple fera voir plus clairement la marche qu’on doit
suivre.
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Nes Fractions et Communs diviseurs.

loi. Tout ce qui a été dit (page 46) sur les fractions numé-
riques, doit se dire aussi des algébriques. Ainsi

i°>.  désigne que I'unité est partagée en b parties, et qu’'on

en prend a; en sorte que le produit b est le numérateura
(n° 37);
Le signe zt s’énonce plus ou moins - il indique qu’0ll doit

prendre Je signe supérieur dans les deux membres, ou, si I'on
veut, I'inférieur dans I'un et I'autre.

102. Cherchons le plus grand commun diviseur D de deux
polyndmes A et B : on nomme ainsi une expression qui divise
exactement ces polyndmes, et telle, que les deux quotiens n'ad-
mettent plus aucun diviseur commun.

I. Si A et B sont divisibles par D, ils sont de la forme
A=Dx, B—Dy-, or en divisant A par B, et désignant le
quotient par q et le reste par R, on a I’équation
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en divisant I'’équation par D : ainsi R doit aussi étre divisible
par D, et de la forme R = Dz, ce qui donne x —jq -{-z.
Tous les diviseurs communs & A et "B le sont aussi du reste R de
la division de A par B,

Maintenant supposons que D soit le plus grand diviseur
communde A et A’, c’est-a-dire que X et y n'aient aucun fac-
teur commun, il s’ensuit que y et z n’en auront pas non plus;
car s’ils en avaient un, on prouverait de méme que ce facteur
diviserait r, et que x et ne seraient pas premiers entre eux.
Donc le plus grand commun diviseur de A e/B, est aussi celui
de B et du reste R de leur division. C’est ce qu’'on a vu n° 23.

Il. Si I'on multiplie ou divise A par une quantité qui soit
premiéere avec B, le plus grand commun diviseur demeurera
le méme. Car soient A et B de la forme A=Dx, B=Dy, X etj’
étant premiers entre eux ; il est visible que D sera encore le
plus grand diviseur commun, si I’on supprime a?, oujf, ou seu-
lement quelqu’un de leurs facteurs, comme aussi si I'on mul-
tiplie A par une quantité z qui soit premiere avec B.

1. Si un polynébme A, ordonné par rapport a a., est divi-
sible par une quantité F indépendante de a, les coefficiens de
chaquepuissance de cette lettre a doivent enparticulier étre di-
visiblespar F. Eu effet, soitMlif-yllaff.. ., le quotient de
A divisé par F, on a donc A—=FManm-f- FHah . or Fne
contenant pas a, il ne peut s’opérer de réduction d’un terme a
l'autre. Donc chaque coefficient conserve le facteur F.

Voici I’'usage de ces théorémes. Si, par la méthode que naus
allons exposer, on cherche le plus grand commun diviseur
entre deux quelconques des coefficiens de A, puis entre ce
diviseur et quelque autre coefficient de A, et ainsi de suite paur
tous les coefficiens, il estclair que si A a un facteur F indépen-
dant de a, comme il devra I'étre de chaque termeen particuler,
on obtiendra ainsi ce diviseur commun F indépendant de a et
I'on axxxaA—FA', A'étant un polyndbme connu, qui n'adnet-
tra plus de facteur sans a. Le méme calcul mettra en c'videicc
dans B le facteur F' indépendant de a, s'il en existe un, et lor.
aura B—F B
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Or, le plus grand diviseur K, entre F et F' est lefadeur in-
dépendant de a, qui est commun entre A et B : c’est-a-dire que
si le plus grand commun diviseur cherché entre A et B, est le
produit QA de deux facteurs, 'un Q contenant a /lI'autre K
sans a, on sera parvenu a connaitre ce dernier, et il ne restera
plus qu’a trouver Q, qui ne peut étre divisible par un facteur
indépendant de a. Une fois K connu, on aura donc F=Ka,
F'— Kfi, d’'ou A=KA'a, B-KB'fi-, 6tant le facteur &£, Qsera
le plus grand commun diviseur entre A'a et B'fi, ou plutét
entre A' et B', puisqu’on peut supprimer aet (If).

Concluons de.la, qu'aprés avoir trouvé les facteurs F et F'
indépendans de «, ou communs a tous les termes, I'un de A,
l'autre de B, on supprimera ces facteurs, ce qui rendra les po-
lynomesplus simples, tels que A" et B' : mais on mettra a part
le facteur /£, commun & F et F'-, on cherchera le plus grand
commun diviseur Q entre A" et B'\ et on le multipliera par K ;
AQ sera celui qu’on demande.

Procédons maintenant a la recherche du facteur Q dépen-
dant de a.

Comme le quotient g de A" divisé par B' doit nécessairement
étre entier, il ne suffit pas ici de procéder comme on I'a fait
sur les nombres. Aprés avoir ordonné les polynémes, ils de-
viendront

A'.. .. Mamn+ M'am' - . ..
B'.... Nan 4- N'an' + . ..

On divisera le premier termeMam par le premier 2Van5 or si
TV contient quelque facteur « qui ne divise pas M, le quotient
n'est pas entier. Pour éviter cette difficulté, comme on admet
qu’on a délivré B' de tous les facteurs communs indépendans
de a, a n’est pas diviseur de B', et I'on a le droitde multiplier™
en totalité par « : alors M deviendra Ma divisible par N. Ainsi
les deux premiers termes seront toujours réduits a I’état conve-
nable pour que la division soit possible, parce qu’on aura 6té
de TV, ou introduit dans &7, les facteurs qui s’opposaienta la di-
vision exacte. On aura soin de faire une semblable opération sur
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chacune des divisions subséquentes qu’exige le théoréme, afin
de rendre tous les quotiens entiers.
Soient, par exemple, les polyndmes

Le commun diviseur entre izoabcdet ivob>*cd estiobcd-, entre
j.obcd et 36aac<?, il estZAc*E On obtient de méme Gac pour fac-
teur commun de tous les termes du second polyndme. Suppri-
mant ces facteurs, les proposés se réduisent a

Mais comme ‘\cd et 6ae ont 2c pour diviseur, on réservera 2c
pour multiplier le commun diviseur entre les polynémes
réduits : 2C est le facteur indépendant de a. Voici la fin du
calcul :

On voit que la division de gaa par 6aa ne pouvant se faire exac-
tement, il a fallu multiplier la totalité du dividende par 2 ; aprés
quoi le quotient 3 a conduit au reste—6"ab-j-g6”3, et la ques-
tion est réduite a trouver le plus grand facteur commun entre
ce bindbme et le diviseur; il faut donc réitérer les calculs de preé-
paration sur I'un et I'autre. Or, on trouve que le binbme a— igE
pour facteur, qu’il faut supprimer; et, comme la division par
(3a—50) réussit, le plus grand diviseur commun cherché est
2c¢ (3a—5b) ou 6ac — 1 obc.

Soit proposé de réduire a sa plus simple expression la fraction

ces polynémes ont respectivement

2 et 3 pour facteurs qu’on peut 6ter sans changer le plus grand
facteur commun des deux termes : le diviseur sera réduit a
~d1— 5oy -J-J-2, et le premier terme du dividende a 3a3. Pour
rendre la division exacte, il faudra multiplier par 4, c’est-a-dire
doubler le numérateur ; ainsi il faut chercher le plus grand com-
mun diviseur de 12a3—! 4A«fa—4z3eMa’ —
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Une premiére division donne le quotient 3« et le reste
3ay + aJr’— 4/3- P°ur rendre de nouveau la division pos-
sible, on multipliera ce reste par 4 ; on pourra aussi supprimer
le facteurj'; et le dividende deviendra iaa3 -f- flay — 167"

Une seconde division conduit au reste igqg/— ig"-a, qui doit
étre pris pour diviseur de 4«a—5q/-{-j'2. On supprimera les
facteurs ig ety- dans ce diviseur, qui devient a—y, et qui di-
vise exactement ; a—Yy est donc le plus grand commun divi-

seur cherché. La fraction proposée se réduit a

Voici le calcul :

En cherchant le plus grand diviseur des deux termes, qui
est 2.a2-f-2a”— D2, on verra de méme que la fraction

Pour la fraction le facteur com-

mun indépendant de a est 3b ; en le supprimant dans les deux
termes, ainsi que 2 au numérateur, on est conduit a chercher
le plus grand commun diviseur entre gaa
iSa-"-a"b—-3az»a4-2"3. On trouve qu’il est 3a4- 2#; ainsi
3b (3a 4- 2b) est celui qu’on cherche, et la fraction se réduit a

On ne doit pas oublier qu’ici, comme au n° oo, il faut re-
garder les termes qui contiennent une méme puissance de la
lettre par rapport a laquelle on ordonne, comme 1le faisant
qu’un seul terme. C’est ce qui a lieu pour la fraction
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La considération des coeliiciens (E-(_<e), (vb™-"-bc—c’)T
(A2— ca),etc., fait bientdt reconnaitre que (Z»-f-c) est un
facteur commun indépendant de a. En le supprimant, on cherche
le plus grand diviseur entre

qgu’on trouve , par le calcul, étre a—%b ; ainsi, celui des deux
termes de la fraction proposée esta (b 4- ¢c)—Db {b -4-c) ; elle se

réduit a

i03. Cherchons le plus petit nombre n divisible par deux
nombres donnés a et b. Ce nombre seraitaxb , si a et b étaient
premiers entre eux / mais soit D un diviseur quelconque de a
et de b, a=Da’', b=Db'; comme Dab'— ab' — db, Dab’

est divisible par a et par b. Mais  est d'autant plus petit que

D est plus grand ; donc la quantité n~Da'br est le plus petit
nombre divisible par a et par b, quand D est leur plus grand
commun diviseur. Ainsi, 312 et 132 ont 12 pour plus grand
diviseur; les quotiens sont 26 et 11; donc 12.26 11—3432
est le plus petit multiple de 012 et i32.

Il. EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

Premier Degré a une seule inconnue.

104. Le degré d’une équation est marqué par la plus haute
puissance de I'inconnue qu’elle renferme : x Zooiiienain,

désigneront les inconnues; n, b, c........ les données. Ainsi,
ax-f- b =ex est du premier degré ; ax!-f- dx— c est du second ;
x3 -f- — r est du troisiéme, etc.

Pour résoudre un probléme proposé, il faut d’abord expri-
mer , par une équation , les conditions qui lient les données aux
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inconnues : cette traduction du probléme en langage algébrique
une fois faite, il faut résoudre I'équation, c’est-a-dire dégager
I'inconnue de tout ce qui I'affecte, et I'amener a la forme x=:A\
A est la valeur cherchée.

Par exemple , un pére a 4 fois I'age de son fils, la somme des
deux ages est 45 ans : quel est I'age de chacun? Soit x I'age du
fils, 4X sera celui du pére; ainsi, X -f- \x doit faire 45 ans, d’ou
5zr =45- Telle est I’équation qui, dans notre probléme, ex-
prime la liaison de I'inconnue aux quantités données 5 et 45.
Il faut maintenant résoudre cette équation, ce qui se fait en
divisant le produit 45 par 5 ; le quotient 9 est l'autre facteur
(n° 5) ; x=9 donne 9 ans pour I'age du fils, et 36 ans pour
celui du pere.

On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu’offre
tout probléme : i°. poser réquation, 20. la résoudre. Nous
traiterons ces deux sujets, en commengant par le second.

i05. L’inconnue ne peut étre engagée dans une équation du
premier degré, que par addition, soustraction, multiplication
et division. Voici les régles qu’il faut pratiquer pour la dégager.

I. Sil'inconnue a quelques coefficiensfractionnaires, multi-
pliez toute I'équation par le nombre qui serait dénominateur
commun (n°® 38, i°. et 20.). Cette opération, sans altérer I'é-
quation, fera disparaitre les diviseurs. Cela revient a réduire
tout au méme dénominateur, puis a le supprimer. Soit, par
exemple,

En multipliant tout par 12, cette équation devient

qui se réduit a 12X— 240 — 8x +— 96.

1. On réunira tous les termes inconnus dans I'un des mem-
bres, et les quantités connues dans Vautre, en donnant un signe
contraire aux termes qui changent de membre; cest ce qu’on
appelle transposer. Ainsi notre exemple deviendra...................

— Sx—2"0—96, ou 4r — <44* 0° v°it en effet qu’en
10..
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effacant ?4° du premier membre 12X— 240, ce qui le réduit
a 17.x, on l'augmente de 240 ; pour ne point troubler I’'égalité,
il faut donc ajouter 240 au second membre. Pareillement, en
supprimant 8x, on diminue de 8x le second membre ; il faut
donc aussi retrancher Sx du premier.

I11. L’équation, d’aprés ces deux régles, sera amenée a la
forme ax=b; D est le produit de a multiplié par x (n°5); en

divisant b par a, le quotient donnera donc x\ ainsi x =

Donc, pour dégager I'inconnue de son coefficient, ilfaut
diviser toute I'équation par ce coefficient.

C’est ainsi que I'équ. \x — i44> donne ce

nombre résout I’équ. que nous nous étions proposée ci-dessus,
c’est-a-dire que les deux membres seront égaux, si I'on met par-
tout 36 pour x; c'est ce qu’on vérifie aisément, car on a
24 4- X8 —20—6 =27 —3 — 8= 16.

IVV. Vne équ. du premier degré n’admet qujune solution; car
on peut toujours la mettre sous la forme (n° io"}ax-\-b—cx-\-d-,
or, si X pouvait avoir deux valeurs a et fi, on aurait les équa-
tions '

et retranchant, on trouverait a (a— (3)=c(«—/3), équ. qui
revient a (a—c) (a—(?) = 0, et ne peut étre satisfaite & moins
qu’on ait et—fi, puisque a et ¢ sont donnés et inégaux.

Voici plusieurs exemples de ces diverses regles :

supprimant la fraction

commune aux deux membres, on

tipliant tout par b, il vient

transposant bm et bpx, on a

ou X (a—bp}—>b (n—=zn); en divisant par a— bp, il vient
enfin
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106. Venons-en maintenant a la principale difficulté, qui
consiste a poser le probleme en équ. Pour cela, on examinera
attentivement I'état de la question pour en bien comprendre le
sens; et donnant, au hasard, une valeur & I'inconnue, on sou-
mettra ce nombre a tous les calculs nécessaires pour s'assurer
s’il convient ou non. On connaitra ainsi la suite des opérations
numériques qu’il faut faire subir au nombre cherché, lorsqu’il
est trouvé, pour vérifier s’il convient en effet au probléme. Enfin
on fera, a I'aide des signes algébriques, sur x représentant I'in-
connue, toutes ces mémes opérations, et I'équ. sera posée.

I. Soit, par exemple, demandé quelle était la dette d’un
homme qui, aprés en avoir acquitté la moitié une premiére
lois, le tiers une seconde, le douziéme une autre fois, se
trouve ne plus devoir que 630 fr.

Supposons que cet homme devait 1200 fr. ; la moitié est 600 ;
le tiers, 400 ; le douziéme, 100 : il a donc payé 1100 fr. ; mais il
redoitencore630; donc il devaiten tout ! ioo-f-630,0u 1730 fr.,
et non pas 1200 fr., comme on I'a supposé. Ainsi, cette hypo-
thése est fausse ; mais il en résulte une suite de calculs qu’on
pratiquera aisément sur >, et qui donnera

Le reste n'a plus de difficulté; en multipliant par 12, on
a i2Xx~6x 4- 4x-ha?4- 7560=11x4-7560; d’ou x = 7560 fr. :
c’est le nombre cherché , ainsi qu'on peut s’en assurer.
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Notre regle, pour poser un probléme en équation, consiste
donc afaire subir a x toutes les opérations qu’onfera sur le
nombre cherché, lorsque aprés Savoir trouvé, on voudra vérifier
s'il répond en effet a la question.

Lavaleur arbitraire attribuée a I'inconnue ne sert qu’a mettre
ces calculs en évidence, et I'usage apprend bient6t a s’en passer.
Voici divers autres problemes.

I1. Quel estle nombre dont le tiers et le quart ajoutés ensem-
ble font 63. Soit x ce nombre, jX en sera le tiers, ~x le quart;

, cette équation se réduit a

Remarquons que, pour obtenir le nombre dont le cinquiéme
et le sixiéme ajoutés forment 22, il faut recommencer de nou-

veau a poser I'équ., puis la résoudre ; on a ainsi

Si donc on veut résoudre a la fois ces deux problémes, et tous
ceux qui n’en different que par des valeurs numériques, il faut
remplacer ces nombres par des signes a, b, c. .. propresa
représenter toutes valeurs, puis résoudre cette question : Quel
est le nombre qui, divisé par a et b, donne s pour somme des
guotiens? On trouve

Cette expression n’est pas, a proprement parler, la valeur de
I’inconnue dans nos problémes; mais elle offre le tableau des
calculs qui les résolvent tous. On donne le nom deformule a
cette expression. Cetteformule montre qu’on a I'inconnue en
multipliant les trois nombres que renferme la question, et
divisant ce produit abs par la somme a-j-b des deux diviseurs;
ou plutét notre formule 1’est qu’une maniere abrégée d'écrire
cet énoncé. L’algébre n’est donc qu’une langue destinée a expri-
mer les raisonnemens, et qu’il faut savoir lire et écrire.
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Tel est I'avantage qu’offre cette formule , que I'algébriste le
plus expert, et I'arithméticien le moins intelligent, peuvent
maintenant résoudre I'un et I'autre le probléme. Mais ce dernier
n'y parviendra qu’en s’abandonnant a une routine aveugle ;
d’ailleursles diverses questions exigent des formules différentes,
et l'algébriste a seul le secret de les obtenir. On voit par la
pourguoi quelques personnes calculent souvent avec une facilité
surprenante sans comprendre ce qu’elles font, quoiqu’elles sa-
chent trouver exactement les résultats.

I11. Lasomme des ages de deux fréres est 5" ans, I'ainé a 7 ans
de plus que I'autre : on demande I’dge de chacun. Soit x I'age du
plus jeune, x -f- 7 est celui de I'ainé ; il faut donc que x ajouté
a X 4- 7donne 57 ; d'ou 2X -f-7—57 et x =25 : le plus jeune
a 25 ans, I'ainé 32 ans.

En examinant I’énoncé de cette question, il sera facile de re-
connaitre qu’elle renferme des circonstances inutiles : elle se ré-
duit visiblement & la recherche de deux nombres dont la somme
est 57 et la différence 7. En général, il convient de dépouiller
les questions de toutappareil étranger, quine peut qu’obscurcir
les idées, et faire perdre la liaison des quantités. C’est un tact
particulier qu’on doit a I’exercice; ni maitres, ni livres, ne
peuvent donner la sagacité nécessaire pour déméler, dans I'é-
noncé, ce qui est indispensable ou inutile.

Pour généraliser le probleme précédent; cherchons les deux
nombres qui ontspour somme, etdpour différence. Soitx leplus

bres cherchés ; le plus grand est X -j- d, OU.......ccccoevrvrrinirinnnn

sont les nombres qui répondent a la question. On prendra la
moitié de la somme, et la moitié de la différence données 1 on
aura leplus grand en ajoutant ces deux moitiés, et le plus petit
en les retranchant I'une de l'autre.
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Une maison composée de deux étages a 15 metres de haut :
le premier est plus eievé que le second de i metre : on de-
mande la hauteur de chaque étage. 75 et ~ sont les moitiés des
nombres donnés : ainsi 7 ' 4-  ou 8 métres, est la hauteur du
premi‘er étage; 7 — T, ou 7 métres, est celle du second.

IVV. Partager un nombre a en deux parties qui soient entre
elles comme m est a n? x étant I'une des parties, pour avoir

lI'autre, on pose la proportion m la somme de

ces parties étant a, on a
Pour partager a en trois parties qui soient entre elles

seront les deux autres:

de société, n° 79 )

V. Un pere a 40 ans, son fils en a 12 ; on demande dans quel
temps le pére aura le triple de I'dge du fils. Dans x années, le
pére aura 4° + x aus, et le fils 12 or, -j- x doit étre
le triple de 12 -f- x - ainsi,

V1. Plusieurs associés, que je nommerait, B, C...., fontun
bénéfice ; et conformément a leurs conventions, A prend sur la
masse commune 10 louis, et le 6¢ du reste ; B prend a son tour
20 louis, et le 6e du reste; Cen prend 30, et le 6e du reste...,
ainsi de suite jusqu’au dernier qui prend ce qui reste. Le par-
tage fait, chacun a une somme égale; on demande la masse,
le nombre des associés et la part de chacun.

Quoiqu’il y ait ici trois inconnues, un peu d'attention fait re-
connaitre que si la masse x était trouvée. en effectuant le par-
tage, on aurait bientdt les deux autres ; ainsi, le probleme peut
cire traité comme s'il N’y avait qu’une inconnue X.



premier degré. 155

Puisque A prend io louis, il reste x—io, dont le 6¢ est

sa part est donc

B prend 20 ; le reste est
la part de B est donc

Puisque ces deux parts doivent étre égales, on a

La masse étant formée de a50 louis, la part de chacun est
- divisant 200 par 50, on trouve 5 pour le nombre

des associés.

VIL Avec un nombre ade cartes, on forme b tas, composés
chacun de c points : la premiére des cartes de chaque tas est comp-
tée pour 11 points, si elle est un as, 10 si elle est une figure ou
un dix.. .. etc. Les autres cartes du méme tas ne valent qu’un
point. Ces tas formés, on vous remet dcartes qui restent, et I’on
demande la somme X des points formés par les seules cartes qui
commencent chacun des tas.

Le nombre des points de chaque tas, multiplié par celui des
tas, ou 2>, est le nombre total des points; si de ce nombre on
retranche les cartes qui ne comptent que pour un point, le
reste sera= Xx. Or, le nombre de ces cartes est a— d— le
nombre b des cartes qui comptent pour plus d’un point. Ainsi,
X—bc—Ca—d—b) ou = i)-|-d—a.

Si I'on a 32 cartes, qu’on fasse trois tas de 12 points, on
aura.r=d 7

VIII. Lorsqu’on a obtenu une formule qui exprime en let-
tres I'inconnue d’un probléme, en regardant a son tour cette
inconnue comme donnée, et quelqu’une des données comme
inconnue, il suflit de résoudre la méme équation par rapport a
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cette derniére, pour obtenir la solution du nouveau probleme
auquel ce changement d’inconnue donne lieu. En général, dans
toute équation, onpeut prendrepour inconnue celle qu’on veut
des lettres qui y entrent. 1l n’est donc plus nécessaire de dis-
tinguer les élémens d’un probléme en données et inconnues ; on
exprime par une équation la relation de ces diverses quantités,
et I’on regarde ensuite comme inconnue celle de ces lettres qu’on
juge a propos. Cette remarque tend a faciliter la résolution des
problémes ou I’'inconnue est engagée d’'une maniére embarras--
sante. Voici un exemple assez compliqué auquel ces considé-
rations peuvent s’appliquer.

La Mécanique enseigne que les temps/, t', des oscillations de
deux pendules sont comme les racines carrées de leurs lon-
gueurs |, T, comptées du point de suspension au centre d’oscil-
lation, out; t' :; V/1* \/ I'; connaissant trois de ces quantités,
on tire la 4* de I'équation I't* — It"\ Mais un pendule fait d’au-
tant plus de vibrations qu’il va plus vite ; les nombres n et ré
d’oscillations faites dans la méme durée quelconque par les
deux pendules I et T, sont donc en raison inverse des temps de
chacune, tZf n': n; donc

Or, I'expérience apprend qu’a Paris, dans le vide, le pendule
a secondes (celui qui bat6o coups par minute, ou 86400 coups
par 24 heures moyennes), a pour longueur

11 est donc bien facile d'évaluer la quotité n' d’oscillations
faites dans un temps donné par un pendule connu, ou récipro-
guement de trouver la longueur I' d’'un pendule, connaissant le
nombre n de ses vibrations dans une durée déterminée. Car
le second membre de notre équation est connu, et il lle s'agit
que de trouver I'un des nombres I' ou n . Le calcul des log.
facilite I’operation.
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Par exemple, quelle est la longueur
d’un pendule qui bat 100 ooo oscillations

en 24 heures? On a I'équ.

n— 386400, n' — 100000; le calcul ci-

contre donne I' en métres; c’est la lon-

gueur du pendule qui bat les secondes,

qguand on divise le jour en 10 heures, I’heure en 100', la mi-
nute en 100".

IX. A et B se sont mis au jeu chacun avec une somme égale :
la perte de A est 12 fr.; celle de By 5™ fr. ; par la, B n'a plus
que le quart de ce qui reste a A. Combien chacun avait-il avant
le jeu? Réponse, 72 fr.

X. Si I'on doublait le nombre de mes écus, dit un homme,
j’endonnerais 8; on accomplit ce souhait trois fois consécutives,
et il ne lui reste rien : combien cet homme avait-il d’écus?
Réponse, 7.

XI. Quel est le nombre qui, divisé par a et b, donne deux

quotiens qui ont d pour différence ? On trouvt

XII. Trouver un nombre dont le produit de ses m parties
égales soit le méme que celui de ses m -4- 1 parties égales (le

produit des 3 tiers égal, par exemple, a celui des 4 quarts).
01l a

XIII. Un chasseur promet a un autre de lui donner b fr.
toutes les fois qu’il manquera une piece de gibier, pourvu que
celui-ci donne c fr. chaque fois qu’il I'atteindra. Aprés n coups
de fusil, ou les deux chasseurs ne se doivent rien, ou le premier
doit d au second, ou le contraire a lieu : on demande une for-
mule propre a ces trois cas, et qui fasse connaitre le nombre x
de coups manqués. Le gain est cfois le nombre n—x des coups
heureux , la perle est b fois x ; d’ot bx—c¢c (n—x)==+:d
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On trouve est nul dans le ler cas; on prend

le signe supérieur dans le 2e, et I'inférieur dans le 3e.

XIV. Une fontaine emplitun réservoir en un nombre d’heures
désigné par h ; une autre peut le remplir en h' heures ; on de-
mande combien ces fontaines mettraient de temps en coulant

ensemble? Réponse, On résoudra facilement le pro-

bleme pour plus de deux fontaines, méme en admettant que le
réservoir se vide (Voy. IV, p. 102)

Remarques sur les Equations du premier degré.

io'j. Les formules algébriques ne peuvent offrir d'idée nette
a l'esprit qu’autant qu’elles représentent une suite de calculs
numériques, donc I'exécution est possible. Ainsi la quantité
isolée b—a ne peut signifier qu’une chose absurde lorsque a
est > b. Il convient donc de reprendre les calculs précédens,
parce qu’ils offrent quelquefois cette difficulté.

Toute équation du premier degré peut étre ramenée a avoir
ses signes tous positifs, telle que (*)

Retranchons cx-j-b de part et d’autre, il viendra ax—cx—d—b,
d’ou

Cela posé, il se présente trois cas : i°>. oud beta">c
20. ou I'une de ces conditions a seule lieu; 3°. ou enfin b "y>d et
c¢”> (i. Dans le premier cas, la valeur (2) résout le probléme,
dans les deux derniers, on ne sait plus quel sens on doit attacher
a la valeur de x, et c’est ce qu’il faut examiner.

(*) On changera les termes négatifs de membre, ce qui sera toujours pos-
sible, puisque rien n’empéche d’ajouter aux deux membres une méme quan-
tité. On ne pourrait pas la soustraire dans tous les cas, puisqu’il faudrait que
les deux membres fussent plus grands que cette quantité soustractive.
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Dans le deuxiéme cas, I’une des soustractions d—b, a—c, est
impossible : soit, par exemple, b=deta =c; il estclairque la
proposée (i) est absurde, puisque les deux termes ax et b du
premier membre sont respectivement plus grands que ceux ex
et d du second. Ainsi, lorsque cette difficulté se présentera, on
sera assuré que le probleme estabsurde , puisque I’équ. n’en est
que la traduction fidéle en langage algébrique.

Le troisiéme cas a lieu lorsque b detc =a; alorson a
deux soustractions impossibles : mais nous avons 6té cx-f-b des
deux membres de I’équation (i) afin de la résoudre, ce qui était
manifestement impossible, puisque chacun est <~cx-f-b. Ce
calcul étant vicieux, nous 6terons ax 4- d de part et d’autre, et
il viendra b —d=cx—ax, d’'ou

Cette valeur, comparée a (2), n’en differe que parce que les
signes sont changés haut et bas; elle ne présente plus d’obscurité.
On voit donc que lorsque ce troisieme cas se rencontre, il an-
nonce qu’au lieu de passer tous les termes inconnus dans le
premier membre, il aurait fallu les mettre dans le second : et
il n'est pas nécessaire, pour rectifier cette erreur, de recom-
mencer les calculs; il suffit de changer les signes haut et bas.

Un des principaux avantages qu’on se propose en Algébre
est d’obtenir des formules propres a tous les cas d’une méme
question, quels que soient les nombres qu’elle renferme (p. 150
et 15i). Or, nous remplirons ici ce but en convenant de prati-
quer sur les quantités négatives isolées les mémes calculs que si
elles étaient accompagnées d’autres grandeurs. Par exemple, si
I'on avaitm +d—betb d, on écrirait m — (b —d);
lorsque m n’existera pas, nous convenons d'écrire encore
d—b=— (b —d), quand b sera > d.

La valeur de %, dans le second cas, devient

et nous dirons que toute solution négative dénote une absurditeé.
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Pareillement, pour diviser le polyndme — & 4-3a6a4-etc.,
par — éia -j- ba H- etc., on divisera d’abord le premier terme
——par—* a, et I’on sait (n° 98) que le quotient a2 a le signe-}-.
Nous en dirons autant de ces quantités isolées — a', — a2; de
sorte que dans le troisieme cas, lavaleur (2) de X aura la forme
_{b_d} se réduita comme elle doit étre (3).
—(c—a)

108. Cette convention, qui n’entraine aucun inconvénient,
réunit donc tous les cas dans la formule (2). Mais on ne doit

pas oublier que les quantités négatives isolées — kK, ----- - ne

sont que des étres de convention, des symboles, qui n’ont au-
cune existence par eux-mémes, et qu’on ne les emploie comme
s’ils en avaient une, que parce qu’on est assuré de remplir un
but important, sans qu’il en puisse résulter d’inconvénient. En
effet, de deux choses I'une : ou le résultat aura le signe —,
et I'on en conclura que le probléme est absurde, le — n’étant
qu’un symbole qui annonce cette absurdité ; ou le résultat aura
le signe-p, etil est prouvé qu’alors il est ce qu’il doit étre, quoi-
que provenu de la division de deux quantités négatives. Con-
cluons de la que :

i°. On a le droit de changer tous les signes d’une équation,
et de la multiplier par une quantité négative. En effet, si I'on
est dans le premier de nos trois cas, I'équation deviendra, il
est vrai, absurde d’exacte qu’elle était; mais la division des
quantités négatives rétablira les choses dans leur état primitif.
Dans le deuxieme cas , I'absurdité du probléme sera encore ma-
nifestée par une valeur négative; etenfin, s’ils’agitdutroisiéme,
le changement de signes aura rectifié le vice du calcul.

2°. Lorsque I'équation sera absurde , on pourra encore tirer
parti de la solution négative obtenue dans le deuxieme cas; car,
mettant—x pourr, I'équ. proposée devient—ax-j-b —rx-f-d,

d’ou x = ------- , valeur égale a (2), mais positive. Si donc on

modifie la question, de maniére que cette équ. lui convienne,
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ce second probléme, qui aura avec le premier une ressemblance
inarquée, ne sera pas absurde, et, au signe pres, il aura méme
solution.

Présentons, par exemple, le probléme V comme il suit : un
pére a 42 ans, son fils en a 12 ; dans combien d’années I'age du
fils sera-t-il le quart de celui du pére? Ona  -f-x=4 (12-f-x),
d’ou x——2; ainsi, ce probléme est absurde. Mais si I’'on
met — X pour X, I'équ. devient 42 — x — 4 (12— %), et
les conditions qui y correspondent changent le probléme en
celui-ci: un pére a 42 ans> son fils en a 12, combien d’années se
sont écoulées depuis I'époque ou I'age du fils était le quart de
celui du pere? On a x = 2.

Quel est le nombre x qui, divisé par a, donne s pour somme
du dividende x, du diviseur a, et du quotient?

Onaad4-x 4—;( =J, doux —Pa(\Sf_la) Or,5i 325, X est
négatif, et la question est absurde ; ce qui était d’'ailleurs visible
d’avance; par exemple, a—u, s=.5; donnent x=—5+. Mais
changeant x en — x dansl’équ., on trouve 11 —xX— —x-5-,
de sorte que x— 57 est le nombre qui, joint au 11e de 5 * et
retranché de 11, donne 5 pour reste. Sous cet énonce, le pro-
bléme a cessé d’étre absurde.

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquieme ajoutés, di-
minués de 7, donnent ce méme nombre? Ona 7x4-52:— 7=X;
d’ou x —— i5. La question est absurde; mais remplagant x
par — x dans I’équ. (ou plutdét—T7 par 4- 7), on verra que i5 est
le nombre dont le tiers et le cinquiéme ajoutés a 7, forment i5.

109. L’équation (2) présente encore deux singularités. Si

«=-C, On ax = —----; mais la proposée devient dans ce cas
ax 4-b —ax 4- d, d’ou b—d-, ainsi tant que b est différent
de d, le probleme est absurde, et n’est plus de nature a étre
modifié comme ci-dessus. En faisant décroitre n, la fraction .

augmente; pourn—7, 77, , les résultats deviennent 2,
100, iooo fois plus grands. La limite est I'nyrni, qui répond
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a N=o0; on voit donc que le probléme est absurde quand la so*
lution est infinie; ce qu’on désigne par le signe

Mais sia:=c et b — d, alors x= et la proposée devient
ax-}-b — ax-"-b ; les deux membres sont égaux quel que soit X,
qui estabsolumentarbitraire. Ainsi, leprobléme est indéterminé,
ou regoit une infinité de solutions, lorsqu’on trouve x = £ dans
I'équ. (i). Voy. n° 114-

Premier Degré a plusieurs inconnues.

i i0. Lorsqu’on a un nombre égal d’inconnues et d’équations,
pour obtenir les valeurs de ces inconnues, on peut opérer de
trois manieres.

I. On tirera de chaque équation la valeur d’une inconnue
comme si le reste était connu; on égalera ces valeurs deux a
deux, et I'on formera ainsi autant d’équ. moins une, qu’on en
avait d’abord ; en répétant ce calcul, on éliminera chaque fois
une inconnue ; puis, lorsqu’on aura obtenu la valeur de la der-
niere, on remontera de proche en proche pour avoir celles des
autres inconnues.

Ain™i, pour 5x—3/ =1, qy—t™x=i3, on tirera

égalant ces valeurs, on équation qui ne

renferme plus qu’une inconnuey’, et d’ou l'on tire 127 -f- 4
= 35y—65; puis, 35y— 12/=65 -f-4 ; ou 23”*=69 ; enfin ,
y =3 : remontant a la premiére des valeurs de X, il vient

Pareillement
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donnent

Chassant les de'nominateurs (io5, 1), on trouve

ou
onen tire 2/=34-1ix =13 4- xy d’'ou x =x ; et remontant
aux valeurs dey et z ci-dessus, on trouve enfin

I1. La méthode des substitutions consiste a tirer, comme ci-
dessus, la valeur de I’'une des inconnues; puis a la substituer
dans les autres équ. : on a ainsi une équ. et une inconnue de
moins, et I’on réitére le meme procédé.

Soient 3r 4-27- =12, 2z —F-=5, x4*y 3z=28; la
seconde donne yy — 5— 2Z; en substituant dans les deux au-
tres, elles deviennent 3.r —4Z =2+ x4-z=3.

Celle-ci donne x— 3—2z, ce qui change la précédente en
9—3z—4z=2; dou z= 1, etparsuite, x=3—z=2,
y—5—2z—3.

I11. Le premier procédé, quoique plus simple que les autres,
est rarement employé a cause de sa longueur ; le second ne sert
guére que quand toutes les inconnues n'entrent pas dans les équ. ;
venons maintenant a celui qui est le plus usité. Prenons

Supposons que a et a soient égaux, en soustrayant I'une de
ces équ. de l'autre, x disparaftra; si a et a! étaient de signes
contraires, il faudrait ajouter les équ. Mais lorsque a eta ne
sont pas égaux, on multipliera la premiére par a , la seconde
par a, et notre condition sera remplie, puisque aa sera le coef-
ficient commun de x (*). On obtiendra donc, en retranchant ces

(*) Si aeta' ontun facteur commun, il ne faut prendre pour multipli-
cateurs respectifs que les facteurs non communs a a et a @', comme pour la
réduction au méme dénominateur (n° 38, i°. et a°.)

T. L N
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produits I'un de l'autre, aby—ab'y — ac— ac'. De méme,
éliminons j-, en multipliant la premiére équation par b' et
la seconde par b, puis retranchant les produits, d'ou
abx — ab'x = bc — b'c. Donc enfin on a

in. En traitant de la méme maniére les équations

qui sont les plus générales a trois inconnues, on trouverait les
valeurs de X, y et z. Mais ce calcul ne permettrait pas de dé-
couvrir la loi des résultats sans recourir a I'induction ; c’est
pourquoi nous le présenterons d’une maniéere un peu différente.
Multiplions la premiére par A- la deuxiéme par k', et de la
somme de ces produits retranchons la troisiéme, il viendra

Les nombres k et k' étant arbitraires, on peut leur attribuer
des valeurs propres a chasser deux inconnues,y et z, par exem-
ple. On posera pour cela les équ.

qui serviront a faire connaitre k et k' ; et I'on aura

Il faut ensuite déterminerk et k', et en substituer ici les valeurs:
mais on peut abréger beaucoup ce calcul. En effet, le numé-
rateur de x se déduit du dénominateur, en changeanta, a , a"
entz, d', d*- et comme k et k' sont indépendans de ces quan-
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thés, la méme chose aura lieu également aprés la substitution
des valeurs de A et k',

Il s’agit donc d’évaluer h' dénominateur, puisque le numé-
rateur s’en déduit en changeant simplement les a en d; les for-
mules B appliquées aux équ. D donnent

d’ou

On réduira au méme dénominateur, qu’on supprimera comme
étant commun aux deux termes de la fraction E, et I’'on aura
pour le dénominateur cherché

En faisant attention a la maniére dont il faut exécuter ces
multiplications, on observera que le calcul se réduita I’'opé-
ration suivante. On prendra la différence hc—cb, entre les deux
arrangemens des lettres b etc; puis on introduira la lettre a
a toutes les places, en commencant par la premiére a gauche,
et changeant de signe chaque fois que a changera de place ; -f- bc
engendrera -f- abc, — bac et -f- bca; — cb donnera — achb,
-{-cab et— cba. Enfin, on réunira ces six termes, et I’'on mar-
guera d’un trait la seconde lettre de chacun, et de deux la der-
niere; le dénominateur K est donc

Pour trouver j-, il faudrait égaler pareillement a zéro les
coefficiens de x et z dans I’équation ci-dessus ; mais la symétrie
des calculs prouve qu’il suffit de changer b en a, et réciproque-
ment dans la valeur de x. On changerait ¢ en a pour la valeur
dez. Concluons de la que, i°. le dénominateur des valeurs de X,
y et z, est le meme ; 2°. le numérateur de chacune se déduit du
dénominateur, en changeant les coefficiens de Vinconnue en les
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termes connus. Ainsi

La loi que nous avons démontrée suit de la nature méme du
calcul ; en sorte que si I’on a quatre inconnues et quatre équ.,

il suffira de chercher le dénominateur commun, et I'on en dé-
duira chaque numérateur ; de plus, ce dénominateur sera formé
suivant la méme loi.

On prend donc les six arrangemens des lettres abc qui servent
de dénominateur ci-dessus (en supprimant les accens), ou
abc — bac 4- bca — etc. : on fait occuper a la lettre J, dans
chacun de ces termes , toutes les places, a commencer par la
premiére a gauche ; puis on change de signe chaque fois que d
passe d’une place a la suivante; enfin on marque d’'un trait la
deuxiéme lettre, la troisieme de deux et la derniere de trois : le
dénominateur commun est

Voici quelques problémes.

I. Une personne a des jetons dans ses mains; si elle en porte
un de la droite dans la gauche, il y en aura un nombre égal
dans chacune ; mais si elle en passe deux de la gauche dans la
droite, celle-ci en contiendra le double de l'autre : on demande
combien chaque main en contient. On trouve

I1. On a acheté trois bijoux dont on demande les prix ; on sait
que celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres,
fait 25 louis ; le prix du deuxiéme, plus le tiers du prix du pre-
mier et du troisieme, fait 26 louis ; enfin le prix du troisieme,
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plus la moitié du prix des deux autres, fait 29 louis. On a

d’ou l'on tirex =8,J"= 18, z= 16.

I11. A, B et Contun certain nombre d’e'cus ; A distribuant
des siens a B et <?, leur en donne autant qu’ils en avaient déja;
B double a son tour ceux qui restent a A et ceux que Ca entre
les mains; enfin C distribuanta A et B, double pareillement les
nombres qu’ils se trouvent avoir ; tout cela fait, chacunen a 16;
on demande combien ils en avaient d’abord, X, jr et z désignant
les nombres d’e'cus respectifs de A, B et C, avant ces distribu-
tions, on trouve ces équ.

dou l'on tire x=20 —>4,z—%¢

112. 1l arrive quelquefois qu'une équation ne peut exister a
moins qu’elle ne se partage en deux autres; ainsi x?-f-j'2=o0,
suppose X — 0 puisque deux carrés étant positifs,
I'un ne peut détruire l'autre, et rendre la somme nulle. De
méme (x—i)a Cy—2)2z=0, donne z=i, et™"=2; et
quoiqu’il 11’y ait qu’une seule équ., c’est comme s'il y en avait
deux. Il faut en dire autant de la question suivante, qui n’a
gu’une seule condition. Trouver deux nombres tels, que si I'on
ajoute 9 au carré de I'un et a 5 fois le carré de l'autre, le ré-
sultat soit le produit du double du second nombre, par 3 plus le
double du premier. On a

qui revient a

C’est par la méme raison que I'équation x2-}-"2-J- | = o est
absurde.

113. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équa-
tion se partage en deux.

Supposons que les élémens d’une question soient liés par
Véquation A -J- ¢ci =B -j- 3 ; queplusieurs de ces élémens soient.
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variables ensemble, cl que I’équation doive subsister dans lous
leurs étatspossibles de grandeur- qu enfin quelques termes A, B,
demeurent constans, tandis que les autres et, fi, seraient va-
riables et susceptibles de décroitre ensemble autant qu’on le
veut} celle équation se partage en deux, Fune A=DB entre les
termes constans } l'autre c¢t =fi entre les termes variables, la-
quelle aura lieupour toutes les grandeurs que la questionpermet
d.attribuer a lafois a a. et fi. En effet, si I'on admet que les cons-
tantes A et B ne sont pas égales, leur différence étant K,
ou A— B—~=x.K, onen tire fi—a”™+K-, lesvariables p et«
conserveraient donc entre elles une différence fixe K, et ne se-
raient pas de nature a pouvoir étre moindres que K, ce qui est
contraire & I'lhypotheése.

C’est ce principe qui constitue la méthode des limites, dont
nous ferons un fréquent usage par la suite. Quand on peutfaire
approcher une grandeur variable A—» d’'une autre A qui estfixe,
de maniére a rendre leur différence 3 moindre que toutegrandeur
donnée, sans cependant qu elles puissentjamais devenir rigou-
reusement égales, la seconde A est dite limite de la premiére
A—¥ Au reste, chaque fois que nous appliquerons ce théoreme,
on fera bien de s’exercer a reproduire le raisonnement ci-dessus,
afin de répandre sur les résultats la clarté convenable; nous
exhortons les étudians a se soumettre a ce conseil, dont ils re-
connaitront Il'utilité. En voici deux applications, propres a
montrer la marche du calcul et du raisonnement.

l. Soient etj/” deux incommensurables, zet t leurs va-
leurs approchées, x ety les différences qui existent entre ces
valeurs et les radicaux; on a z— VVa—Xx, t=\f b—y,
or, les produits rationnels z X t et £/ sont égaux ; donc
VIKIX \/bx.et— |/b X V/ia en représentant par a et fi
tous les termes ou X et y sont facteurs dans chaque membre.
Observez que si I'on pousse davantage I'approximation, les er-
reursy et x décroitront, etcelaautant qu’on voudra, sans que
cette équ. cesse d’avoir lieu ; les facteurs |/ a, \/ b demeurant
invariables, a et (3décroitront indéfiniment : donc I'’équation sc
partage en deux, a X|/™M=V/ X Varet =fi; c'est-
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a-dire qu'onpeut aussi bien intervertir Tordre desfacteurs irra-
tionnels que celui des rationnels.

Il. Soit demandée la valeur 5 de la fraction décimale pério-
dique 0,(54) » d’aprés la notation du n° 5i. En ne prenant que
deux fois la période, et représentant par k la valeur des frac-
tions négligées, on a 5—# = 0,5454 ; multiplions par 100, nous
aurons 100S— iooA = 54754; et retranchant, 99.5— 99A-
=:54 _ 5A . Mais si I'on et pris trois ou quatre fois-' la pé-

riode, ce dernier terme f(t devenu ainsi, I'on

voit qu’on peut faire décroitre indéfiniment ce terme , en méme
temps que I'erreur K, en prenant la période un plus grand nom-
bre de fois; on peutdonc donner a I'éq. la forme 995—«=54—172,
d’ou I'on tire 995=54, et 5= comme on le sait déja. On aen
outre a =/3, quelque nombre de périodes qu’on ait considéré ;
en effet, sil’'on prend la période deux fois, par ex. A=0,0000(54)

la période p étant composée de n chiffres,

114- Les formules d’élimination (fi) présentent quelques par-
ticularités qu’il convient d’examiner. Tant que ces valeurs de x
etjr sont positives, la solution résulte de ces formules, et il n’y
a ni doute, ni difficulté. Mais il peut en étre autrement, ce qui
conduit a trois cas d’exception de nos e'qu. (fi).

i°. X ovijt peut étre négatif; alors le probléme, tel qu’il est
propose, est absurde, et on peut le rendre possible & I'aide d’une
simple modification qu’on trouve en changeant cette inconnue
de signe dans les équ. {A) : le calcul réduit en effcl la question
a n’avoir qu’une seule inconnue, et I'on est ramené a ce qui a été
dit (n° 107).

20. Lorsque les formules (fi) sont infinies, les coefficien
ont des valeurs numériques telles, qu’il en résulte ab—ab'—o,

a - .
ou-=y. Pour connaitre alors la nature de la question
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il faut introduire cette condition dans les équ. (©) ; mettons

donc pour a!, la seconde devient donc

pour que le cas présent ait lieu, il faut que les équ. proposées
soient ax + by—c, b' (ax + by}—bc . Or, elles ne s’accordent

entre elles qu’autant que Cette relation

peut étre satisfaite, ou ne pasl'étre ; si elle n'a pas lieu, le pro-
bleme est absurde, puisque les conditions de la question sont
contradictoires : cette circonstance est annoncée par des valeurs
de x et y infinies. Alors les coefficiens forment une proportion
a;a'l; 616, alaquelle le rapport des termes connus c et c' ne
peut faire suite.

3°. Mais si, outre la relation qui rend le dénominateur nul,

on aencore les deux équations (A) n’équiva-

lentplus qu'a une seule, les deux conditions de la question ren-
trent I'une dans l'autre ; et comme on n’a qu’une équation et
deux inconnues, leprobléme est indéterminé (n° 117). Cela ar-
rive quand les coefficiens de I’équation forment trois rapports
égaux entre eux, a;d ;;b b';;c:c ; etattendu qu’on aaussi
dc = acr, ce cas est mis en évidence par des valeurs de x ety
qui ont laforme f.

Prenons pour exemple ce probléme : deux courriers partent
I'un de A, l'autre de B, et vont dans le méme sens AC-, le
premier fait n kilomeétres par heure, le second m ; la distance
initiale est AB =d-, cherchons a quel instant les courriers se
trouveront a la distance CD — K I'un de l'autre. A parcourt
la distance AC=x dans une durée qu’on trouve par la pro-

. X R R
portion m\ 1 ;; X ; ﬁ; de meme?]/— est le temps que B meta
parcourir BD =y. Si les mobiles sont en méme temps, I'un
en C, l'autre en D, ces fractions sont égales, d’ou nx = my.
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Mais d’un autre c6té AD=x k=zy d: donc I'élimination
donne

C'est ce qui arrive dans le nombre d’heures

En faisant k =0, on a le lieu et I'instant de la rencontre des
deux courriers.

Mais les mobiles seront encore distans de K, aprés que A aura
dépassé B : alors ils auront parcouru I'un AC=:x, lautre
BD'=y, et on aura x—kz=y-\~d-, il suffit donc de changer
le signe de k dans nos équ. C’est une seconde solution du pro-
bleme.

Pour donner a cette analyse plus de généralité, il faut sup-
poser que les courriers sont en route depuis quelque temps, et
que A et B sont des points ou ils se trouvent ensemble. Et si
la valeur de y est négative, comme cela arrive quand m<n
etd = k, cela annonce que le lieu du 2e courrier est situé a
gauche de B, quand sa distance au i*rest=/4 ; I'instant est an-
térieur a l'arrivée en B.

Quand les courriers marchent en sens contraire, il suffira
de prendre n ety négatifs, ainsi qu’on peut s’en assurer direc-
tement. Voyez ce qui sera dit ci-aprés sur I’emploi des signes
négatifs en géométrie.

Sim=n, x ety sont infinis, etle probléeme est absurde : ce
qui vient de ce que les courriers, ayant laméme vitesse, ne
peuvent satisfaire & la condition prescrite. Cependant si d=zky
X et r sont j, etil y a une infinité de points do rencontre; en
effet les mobiles partent du méme point sans que leur distance
change.

Des Inégalités.

Xi5. Les expressions ou entre le signe  pour marquer
quelle estla plus grande de deux quantités, sont des inégalités.
La différence demeurant la méme lorsqu’on y ajoute ou qu’on
¢n 6te le méme nombre , on peut, sans troubler une inégalité fi
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ajouter aux deux membres, ou en &ter des quantités égales, et
par conséquent les soumettre aux mémes calculs que les équa-
tions (n° i05), c’est-a-dire en multiplier ou diviser tous les
termes par un méme nombre, et transposer quelque terme en
changeant son signe. Scit 3x—7=>X4-1i i ; ajoutons 7 aux deux
membres , puis retranchons-en X, nous avons 3x—x=i 14-7,
ou2X> 18; d'ol x *>9. Cette question, Trouver un nombre
dont le triple, diminué de 7, donne un excés qui surpasse ce
nombre plus 11, a une infinité de solutions, puisque toute
guantité = 9 y satisfait.

Plusieurs inégalités, renfermant x, donnent chacune une
limite de cette inconnue; or, i°. si ces limites sont dans le
méme sens, comme X>g et X alors il y a une des inéga-
lités qui dispense d’avoir égard aux autres; 20. si les limites
sont dans des sens opposés, comme x*>g et X < i5, alorson
ne peut prendre pour x que les valeurs intermédiaires. 1l se
peut méme que ces limites s’excluent mutuellement, comme
x=>4etx <3, alors le probleme est absurde, et renferme des
conditions contradictoires.

Quel est le nombre, plus grand que i5, dontle triple, plus 1,
est moindre que le double plus 20 ; et tel en outre que, diminué
de 1 et augmenté de 3, le quotient de cette différence par cette
somme surpasse |? Ces conditions s’écrivent ainsi :

On en tire Il est clair que le
nombre devant étre compris entre 17 et 19, la ire condition
donnée est inutile ; et I'on peut prendre pour x, 17 -*, 17/...,
et un nombre infini d’autres valeurs. Mais si x doit étre entier,
le probléme ne comporte que cette solution x= 18.

Quand onaa beta' < b’ onen tire visiblement

donc, on.peutajouter, multiplier membre a membre, deux iné-
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galilés dont le signe est dans le meme sens; former les puis-
sances, extraire les racines, en conservant les memes signes
d’inégalité : on peut soustraire ou diviser membre a membre
deux inégalités dont les signes sont inverses, en conservant le
signe de I'inégalité qui a fourni les dividendes.

L’expression a non = b, qui désigne que a ne peut étre plus
grand que b, s’écrit souvent ainsi a~b-, elle est soumise aux

mémes calculs que les inégalités simples. Par exemple, quel est
le nombre dont le triple diminué de 2 ne peut étre moindre
que 7, et dontle décuple moins 1, ne peut surpasser 11 plus
6 fois ce nombre? Ces conditions s'écrivent ainsi :

d’ou
ainsi

116. Nous terminerons par une remarque importante. Faisons
varier X dans a—Xx. A mesure que X croft pour s'approcher
de a, a— X, qui est positif, diminue, et devient enfin nul lors-
que X — a; si @ continue de croitre, a— X devient négatif.
Nous exprimerons ces circonstances en écrivanta— x > o, tant
que a — X est positif; et a—x << 0, dés que X surpasse a. Ce
n'est pas qu’en effet il puisse y avoir des quantités moindres
que zéro ; mais il est visible que si I'on convient qu’on traitera
a l'avenir ces inégalités & la maniére des équations, I'une don-
nera a=x, et l'autre r; et ce ne sera qu’une fagon d’é-
crire que a—x est positif dans uu cas, et est négatif dans
l'autre. Nous regarderons donc les quantités négatives comme
moindres que zéro, et lespositives commeplus grandes que zéro;
ce qui n'est en effet qu’une convention commode pour faciliter
les calculs.

Comme a— x 0 donne —x > a, et a™>X, on voit
qu’on n'est pas en droit de changer les signes de tous les termes
d’une inégalité, a moins gm’on ne change aussi =en <<, ou re-
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ciproguement; on ne peut non plus multiplier une inégalité
par une valeur négative, sans le méme changement : ce qui
établit, dans les calculs, une différence importante entre le
mécanisme propre aux inégalités et celui qui convientaux équa-
tions: 1, 2,3... sont des quantités croissantes; et — 1, —2,
— 3... sont décroissantes; on a4<C5 et—4 >—5,

Des Problemes indéterminés.

117. Lorsqu’on n’a pas un nombre égal d’équations et d’in-
connues, il peut arriver deux cas.

ler cas. S’il § aplus d’inconnues que d’equ., leprobleme est
indéterminé, puisqu’on peut disposer arbitrairement de quel-
ques inconnues, afin qu’il n’en reste plus qu’un nombre égal a
celui des équ. : I'élimination fait alors connaitre ces derniéres
inconnues. Les valeurs qui satisfont aux équ., ou au probleme
dont ces équ. expriment les conditions, sont donc en nombre
infini. Cherchons, par exemple, deux nombres X et z, dont la
somme soit 70 ; il faudra trouver deux quantités qui satisfassent
a I'’équation unique x  z=70; d’ot x = 70 — z. On voit que
X ne peut étre connu qu’autant que z est donné; et si I'on met
tour a tour 1,2, 3{... pourz, ontrouverax =69,68, 66’,.. ;
donc | et 69, 2 et68, 3 et66” ... remplissent la condition
exigée, ainsi qu’une infinité de nombres tant entiers que frac-
tionnaires.

Soient demandés trois nombres X, y, z, dont la somme
soit i05, et dont les différences deux & deux soient égales : on

z=105 X—y—y —z, c'est-a-dire trois incon-

nues et seulement deux équ. Ce cas revient au précédent; car,
en retranchant ces équ. pour en éliminer %, il vienty-= 35,
d’'oll X -|-z=170. On fera donc z ou x égal a telle grandeur
qu’on voudra; l'autre inconnue s’en déduira, et ces nombres,
concurremment avecjyr= 35, seront des solutions de la ques-
tion.

Soit encore I'équation X1— ax —y — ay on en tire
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moins que I’'un des facteurs ne le soit; on a donc, a volonté
I’une des équ. X —y ou X —a—Yy. En attribuant a y toutes
les valeurs possibles, il en résultera des valeurs de x qui seules
satisfont au probléme : il suffit que les deux inconnues soient
égales, ou bien que leur somme soit = a, ce qui arrive d’une
infinité de manieres.

La Regle d'alliage peut rentrer dans cette théorie.

i°. Supposons qu’on méle ensemble deux substances qui n’é-
prouvent pas d’action chimique; soientpet q les prix del’unite’
de mesure pour chacune ; le prix total du mélange esty?x -J- qy,
en désignant par x ety les nombres d’'unités mélangées. Mais
le tout est composé de x -f-y unités; donc le prix de chacune est

Ainsi 8 bouteilles de vin a le litre, et 12 a io”, font
20 bouteilles, dont le prix est8X i54-i2X 10 = 24°; donc
le prix de chacune est ou i2J.

On a un lingot d’or formé de 4 Is.il. a 0.g5 de fin (*), et de
5kil. 20,86 ; quel estle titre du mélange? La formule ci-dessus

donne

(*) Lorsque I'or ou I'argent contiennent 0,1 d’alliage, et que le reste est
pur, on dit que le métal est a 0,9 de fin. Autrefois le degré de pureté s’esti-
mait différemment : on partageait par la pensée le lingot d’or en 24 parties,
gu’on nommait karats, de sorte que I'or & 21 karats contenait 3 parties d’al-
liage et 21 d’or pur. Le karat se divisait en 32 parties ou grains, ainsi I'on

TR . .20 12 .
désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties d’or pur, et5 d'alliage.
L’argent se divisait en 12 parties ou deniers, chacune de 24 grains; ainsi un

. N . . . .20 .
lingot d'argent a 10 deniers 20 grains contenait 10 parties ~ de métal pur et

1 dalliage.
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2°. Réciproquement, si I'on demande quelle doit étre la com-
position du mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cher-
che les quantités x et y, connaissant les prix p, ¢ etz; alors
I’équ. F contient deux inconnues, et le probléme est indéter-

miné. On a ainsi I'on y satisfait en prenant

z est d’ailleurs intermédiaire entre p et g. On pourra, outre
ces valeurs, en trouver une infinité d’autres, en les multipliant
ou divisant par un méme nombre quelconque : on aura par la
toutes les solutions entiéres de la question, si I’'on veut que ce
facteur, et z, p et g soient entiers (n° 118).

Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui revienne
a 8r le kilogramme; combien doit-il méler de farine de blé a
ioT. et de seigle a ns le kilo-
gramme? Aprés avoir écrit ces 3
nombres, comme on le voit ci-
contre, on mettrab —y, ou 1, a cote de io; puis io — b, ou
2, prés de y. Ainsi i kilogramme de farine de blé sur 2 de
seigle, répondent au probléme. On peut aussi prendre 2 sur 4,
ou 3 sur 6, etc.

Si I'on donnait une seconde condition pour déterminer le pro-
bléme, on la traduiraitalgébriquement,etl’on éliminerait xety
entrel’équ.(F)etcette derniére. Ainsi, lorsque la quantité x-j-y
du mélange est donnée = m, alors on a

d’ou

Aprés avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera

donc par Dans notre exemple, si I’'on veut que le mélange
r J

des farines pése 2! kil., on multiplierales résultats obtenus i et2,

par de sorte que y Kil. de farine de blé a io”™,
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mélés a i4 de seigle & 7, forment 21 kil. de farine & 8<

De méme soit demandé de former 7764 kil. d’argent a 0,9 de
lin avec de largent a 0,97
et 0,84. L’opération prouve
qu’il faut 3*4S de la pre-
miére, et 4*,06 de la seconde
espece.

On appliquera facilement cette théorie au cas ou! on voudrait
méler ensemble plus de deux substances.

2¢ cas. Si I'ona, au contraire, plus d’équ. que d’inconnues,
leprobléme estplus que déterminé, c’est-a-dire que si I'on éli-
mine toutes les inconnues, il restera, entre les données, un cer-
tain nombre d’équ. auxquelles elles devront satisfaire, et qu’on
nomme, pour cette raison, équations de condition : si elles ne
sont pas satisfaites, la question est absurde ; et si elles le sont,
plusieurs conditions rentrent dans les autres; les conditions
sont en nombre égal a celui des inconnues, et sont expri-
mées par autant d'équ. distinctes, auxquelles les proposées se
réduisent.

Cherchons deux nombres x ety, dont la somme soit s, la
différence d et le produitp : ou X ym=s, x—y —d et
Xy = p. Les deux premiéres équations donnent (n° 106, III)
X —t(s-f-d),y = (s—d); subst.tuant dans la troisieme, on
trouve \p—s‘—dJ. Si les données s, d et p ne satisfont pas a
cette relation, le probléme est impossible ; et si elle subsiste,
I’'une des équ. données est inutile, comme exprimant une con-

dition qui a lieu d’elle-méme, et est comprise dans les deux
autres.

Quelle est la fraction qui, lorsqu'on ajoute m a son numéra-

teur, devient =", et qui est = lorsqu’on ajoute m' a son

dénominateur? En désignant par x ety les deux termes, on a
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L’élimination donne

mais X et y sont entiers; dtnc, ouab —a'b =zb i, ou bien
ce bindbme divise les seconds membres, On a donc une con-
dition , sans laquelle ce probléme est impossible, quoiqu’on
ait eu autant d’équ. que d’heonnues.

118. Cherchons tous les systemes de valeurs entiéres de x
et y qui satisfont a I’équ. indéterminée

a, I, A, étant des nombres d)nnés, positifs ou négatifs, etqu’on
peut toujours rendre entiers. Du reste, a et doivent étrepre-
miers entre eux ; car s’ilsavaient un facteur commun d, en di-

visant tout par d, on aurai ainsi le second

membre devrait étre entier, puisque le premier I'est ; le pro-
bléme est donc absurde quand A n’a pas aussi d pour diviseur ;
et s'il I'a, on peut supprimer ce facteur dans tous les termes.

Soitx=. J = une solution de I'équ. (i), ou aa. "B ~A,
retranchant de I'équ. (i), on trouve a(x—«) =—b(y—/3), et
comme a et b sont premiers entre euXjj-—/3 doit étre un
multiple de a (n° 25), tel que at-, d’ou

En substituant ces valeurs dans I’équ. (i), il est visible qu’elles
y satisfont, quel que soit le nombre entier t, positif ou négatif.
Mais ces expressions sont les seules qui jouissent de cette pro-
priété; carsoit.r—tt',y=/3r, une autre solution, ouo*'4-Z»;3'=A,;
en retranchant de a»4-bfl-X, onaa(@a'—«)=—b —<;
donc™N—/? est un multiple at de a, at, a—»—~t,
valeurs comprises dans la forme (2).

Il suit de la que si I’'on avait une des solutions (« et /3), on
connaitrait toutes les autres, en faisant t= 0,1,2....; et
comme les résultats a,a—b, tt—Tb... £-f-a, /S-f-2a.._,
sont des équidifférences, on voit que toutes les valeurs de x et
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de y forment des progressions arithmétiques, dont les coeffi-
ciens réciproques b et a sont lesiraisons, I’'un pris avec un signe
contraire (elles sont croissantes toutes deux, siaet b ont des
signes différens; I’une est croissarute et I'autre décroissante, dans
le cas contraire ).

i ig. La question est ramenée a trouver une solution x—a,
y—=8. Soita=b : résolvant I'équ. (i) par rapport ajr, et
extrayant les entiers contenus dlans la fraction, on a

k et | sont les quotiens, B et c les restes, de A et a divisés
par b. Le probléme consiste & trouver les valeurs de x qui
rendent B—ex divisible par b. Or, si c=i, en faisant
K-, X . L

g— = entier z, on a z = B— bz, et toute valeur entiére

de z rendra x ety entiers; le probleme sera donc résolu. Mais

. B—cx .
quand c"> i, on posera —--=-= entier z, ou bz-f-cx — B,
et il s’agira de résoudre en nombres entiers cette équ. ou
¢ < b. On opérera donc comme ci-dessus, c’est-a-dire qu’on
résoudra I’équ. par rapport a .z, on extraira les entiers, et il
viendra

// et I' sont les quotiens, et C, d, lesrestes de la division de B
eth par c; il faudra que cette derniére fraction devienne un
nombre entier u; orsiJ=i, onaura C—z=cu, z=C—eu,
et toute valeur entiére de u rendra z entier, et par suite aussi
X ety. Mais quandd i, on pose

Les coefficiens des inconnues successives z,U,V, ... sont Visi-

blement les restes qu’on obtient par la méthode (n° 23) du

commun diviseur entre a et b-, et comme ces nombres sont
T. L. 12
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premiers entre eux, on est assuré d’arriver, en derniére ana-
lyse, & un coefficient — i, qui donnera une relation de la
forme e 4-gs—G, entre les entiers petl, d’ou px=G—gs.
Ainsi tout nombre entier pris pour valeur de $ rendra p entier,
et par suite u,z,x ety : on obtiendra donc une solution du
probléme; leséqu. (2) seront alors applicables.

Un exemple éclaircira ceci. L'équ. 8.r— 0.'jy = j donne

posons

faisons enfin |

égalant cette fraction a v, il vient « =2v— 1. Faisons, par
exemple, =1, nous auronsu—1,z—i,y—3, Zr=n;
donc les formules (2) deviennent

Si I'on edt pris pour v toute autre valeur entiére, on serait
parvenu aux mémes valeurs , quoique différentes en apparence.

Soit p=—-a3, il vientu 7, —10, —29, x=—97,
d'ou x ——97 4- 27/, y ——29 -f- 8/ . mais on peut mettre
t 4- 4. au lieu de z, ce qui raméne aux valeurs ci-dessus. En
faisantt=. .. —2, — 1,0,1,2,.. . on trouve des équidiffé-

rences croissantes, infinies dans les deux sens, dont les raisons
sont 27 et 8, et dont les termes, correspondans deux a deux,
sont autant de solutions de la question , et les seules qu’elle
puisse comporter.

120. Récapitulons tous les calculs, omettant les raisonne—
mens sur lesquels ils sont fondés. Nous avons trouvé les frac-
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lions successives, qui doivent se réduire a des nombres en-
tiers :

les facteurs c, <7, e,. .. sont des restes de divisions, ainsi que
B,C,D,.. . Nous donnerons & ces quantités la disposition sui-
vante, et nous en tirerons un algorithme, ou procédéde calcul
rapide, qui conduira aux valeurs entieres des inconnues

X, Z, u,v...

La irc ligne est formée des diviseurs, dividendes et restes de
I’opération du commun diviseur (n° a3) entre a et b, condui-
sant nécessairement a un dernier terme = i. La 2¢ ligne se
compose ainsi qu’il suit : aprés avoir écrit le second membre A
de la proposée sous a, ondivise A par b, et on écrit le reste B
sous Zi : puis on divise B par ¢, et on écrit C sous c; on divise
C pai’ </, et ainsi de suite, les diviseurs étant successivement
les mémes que dans la irc ligne. On ne tient aucun compte des
quoliens, parce qu’ils sont sans usage.

Quant a la 3¢ ligne, elle est composée des valeurs entiéres
Y,X,Z,... qu’on calcule sur le type des équ. (M), en commen-
cant par la droite. Ainsi pour trouver z, il faut avoir d’abord

calculé u, puis chercher le guotient entier qu’on

écrira sous C. Toutes ces fractions de méme forme doivent se
réduire a des nombres entiers, en ayant soin d’avoir égard
aux signes des produits, des différences et des restes.

On écrit la valeur 3 dessous le coefficient a de x, et celle a
de x sous celui b dey, et I'on obtient ainsi une solution de
I’équ. (i) ; enfin on compleéte ces valeurs par des multiples—bt
et al, conformément aux équ. (2).

Il faut observer que le dernier diviseur de la ire ligne étant
1, le reste qui lui correspond au-dessous est zéro, nombre ter-

12..
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minai de la 2* ligne, et que par conséquent le reste précédent
est la valeur du dernier quotient entier.

On cherche le commun diviseur entre les coefficiens 328 et 229,
et les restes successifs donnent les nombres de la ire ligne. On
écrit le 2¢e membre 1j4l sous 328, on divise par 229, et I'on
écrit le reste i38 sous ce diviseur : on divise i38 par 99, et
I’on écrit le reste 3g sous 99; on divise 3g par 3i, et on écrit le
reste 8 sous 3i, etc. Le reste 2 est la valeur de la derniere in-
connue v; puis on dit 2 X 3i =62, qui retranché de 8, donne
— 54; divisant —54 par 6, le quotient —g est la valeur de u ;
—9X99==—Sgi ' 6tant de 3g, le reste est 4-g30; divisant
par 3i, le quotient est 30, valeur dez; et ainsi des autres. On
a ainsi j — io5, x 68, d’ou

Pour I'équ.

Donc

Ces calculs supposent que la proposée a tous ses termes po-
sitifs ; §’il en était autrement, on prendrait en signe contraire
la valeur de I'inconnue dont le coefficient a le signe —: eton
aurait la solution de I'équ. ax — by = A, ou —ax 4~ by = A,
A étant positif. Par exemple, I'équ. 37027— 153/ = 2001,
'donne
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Résolvons encore I'équ. 29X — 4TT — 112

La derniére inconnue =0, il en faut dire autant des précé-

dentes, jusqu'a v— - =+ ¥, etc. ; ainsi changeant le signe de

121. La proposée est quelquefois susceptible de simplifica-
tions.
i°. S’il y a un facteur commun m entre a et A, en divisant

puisque les autres termes le sont; ainsiy est multiple de m.
Posonsy = my, il vient, en divisant la proposée par m, une
e'qu. plus simple.

Soit 1200X — 6'2/= 1000 ; on fera/ = 200/', et divisant
I’e'qu. par 200, on aura 6x — &]y' = 5; on en tire aisément
y'=—105, y——iooo, Xx=.—55; ainsi

20. Observez que dans toute équidifférence A, A -f- b,
A -t- 2. si I'on divise les a premiers termes par a, tous
les restes sont dijferens, quand a et b sont premiers entre
eux; en effet, si deux termes pouvaient conduire au méme
reste, leur différence serait divisible par a (n° 16), ce qui
est absurde, puisque cette différence est de la forme kb, k
étant < a. Concluons de la que ces a restes inégaux accom-
plissent tous les nombres o, 1, 2, 3....... (a—1), mais
rangés dans un ordre différent ; ainsi, I’'un de ces dividendes
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.A-\-Ib donne zéro pour reste, ou est multiple de a; ety=.i

rend ——un nombre entier. Or, il arrive souvent gu’en

substituant o, i, 2, 3,.... paurj-, on découvre la valeur I<a
qui satisfaita cette condition. Ainsi, pour que (premierexemple)

—g—- soit entier, on faitj- =o, i, 2, 3.... les restes de 37-4-7

divisé par8sont 7,2, 5, o,.. Chaque terme de cette série se forme
en ajoutant 3 au reste précédent, et supprimant 8 de la somme
lorsqu’elle surpasse 8. Il est visible quey=3est la valeur cher-
chée. Au reste, on ne peut regarder ceci que comme un taton-
nement souvent plus long que la méthode générale.

Pour rendre entier

faisons x — o, 1, 2....; cette derniére fraction conduit aux
restes 11,6, 1, 8, 3, 10, 5, o,... en ajoutant sans cesse 7, et
otant 12 lorsque cela se peut; ainsi x = 7 donne le quotient

122. 11 arrive quelquefois que la question ne peut admettre
que des solutions positives ; alors on ne doit plus prendre dans
les formules (2) toutes les valeurs entiéres pour t\ mais on po-
sera a — o, fi -f-at*> o, d'aprés ce qu'on a dit p. 170;
ces inégalités donneront les limites de t.

i°. Si ces limites sont dans le méme sens, elles n’en donnent
qu’une, et la question a une infinité de solutions croissantes
ensemble ; dans ce cas, aet b sont de signes contraires dans la
proposée , car sans cela ax -f- bjr ne pourrait constamment étre
= c. Dans le ler probleme onaz>—"yet | ; ainsi, on
peut prendre Z=o0, 1,2,... maison ne peut donner a Z aucune
valeur négative. Dans le 2¢ probléme p. i80j on at= ou = o,
savoir, t—o, 1, 2, 3, \...

i°. Si ces limites sont, I’une par exces, I'autre par défaut, on
trouve les valeurs intermédiaires que t peut recevoir, et il ny
a qu’un nombre fini de solutions : x croit quand./ décroit, ce
qui exige qucg a et b aient memes signes. 1l pourrait méme s¢
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faire que ces limites s’excluaissent mutuellement, et la question
serait impossible en nombres entiers et positifs. Dans le ler
exemple, p. ibo, on ainsi il ny a aucune
solution positive.

Voici encore diverses applications de cette théorie
Partager 117 en deux parllies, dont I'une soit un multiple de 19

et l'autre de 7; ona

donc es;t un nombre entier. Faisons x= 1

Si I'on veut que les parties de 117 soient positives, il faut en

On ne peut alors satisfaire au probléme que d’une
maniére; Z =0 donne xX— | et y = 14; de sorte que 19 et
98 sont les parties demandées.

Payer 2000 fr. en vases de deux espéces, lesuns a 91Ir., les

autres a 13 fr. On trouve

il faut rendre un nombre entier ; ainsi

y 4> d’ou x = 228; puis enfin

Les valeurs négatives dey indiquent combien 011 recoit de
vases de la 2¢ espéece, en échange de ceux de la ire, pour ac-
quitter 2000 fr. dus. Mais si I'on veut que x ety soient posi-
tifs, il faut que l'on ait

Eu faisantt—1, 2, 3.... 17, on a, poul-
ies 17 solutions de la question, x — 2i5, 202, 189.... 7;
y—5, i4, 23.... i4g. Ainsi, on peut donner 215 vases a
9 fr., et52a i3 fr.; ou, etc.

Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr- contre des
ducats de 9 fr.; il a donné i5 fr. en sus; on demande combien
de sortes de marchés il a pu faire. 01l a 9j'=4,r "h d’ou
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Lorsqu’on veut que x et/ soient positifs, les limites de t coin-
cident,etl’'ona  —i; faisantt=0, 1,2,... onaun nombre
infini de solutions renfermées dans les sériesx =3, 12, 21,
/=3, 7, 11. .., on a donc pu changer 3 roubles contre 3 du-
cats, ou 12 roubles contre 7 ducats, ou etc.

L’équ. 6x— 12/=7 ne peut étre résolue en nombres en-
tiers, parce que 7 n’'a pas le facteur 6, commun a 6 et 12.

Il en est évidemment de méme pourix 4- 3y=— 10, quand
X ety doivent étre positifs : au reste, le calcul le prouve, puis-
qu’il donne x =3/ —5 ety — — it-, et les limitest | et
<O sont incompatibles.

Partager en deux la fraction -, dont le dénominateur

d— ab, est le produit de deux nombres a et b premiers entre

eux; pour cela on fera et I’on devra résoudre en

nombres entiers I'équation ax -\-by=.n.

Ainsi, pour comme 77 = 11X7, onalix4- 7/=58,
dou x =7/ —3, y= 13 —iil; il y a un nombre infini de
solutions, quand doit étre la différence des deux fractions
cherchées; mais si  en est la somme, il n’y a qu’une solution
quirépondal=1; onal| =] 4-

Faire 50 s. avec des piéces de 2 s. et de 18 d. Soient x le
nombre des piéces de 2 s., ety celui des pieces de %s.; on a
2*4-7/= 50, oul/|X = 100; on en tire x = | — 3/
et/ =324-4G en faisant 1=0, — 1, — 2, jusqu'a—8, on
ax=1 4, 7o y=32 28, 24+ Si I’'on prenait aussi les
valeurs négatives de x ou dey, alors les piéces de 2 s. seraient
données en échange de celles de 18 d., de maniére & produire
50 s. de différence.

12.3. La méme méthode s’applique lorsqu’il y a 3, 4--
inconnues et autant d’équ. moins une. En voici divers exemples.

Quel est le nombre A’ qui, divisé par 5 et par 7, donne 4
et 2 pour restes, c'est-a-dire qui rend entieres les quantités
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Désignons par x et y les quotiens respectifs ;

nous aurons
on re'sout cette équation par les moyens indiqués, et I'on a

nombre demandé est I’'un de ceux-ci ; g, 44, 79 0° serait
parvenu plus aisément au résultat, en remarquant que TV=4
rend visiblement la i** fraction un nombre entier, et que tous
les nombres qui jouissent de cette propriété sont compris dans
TV— 4-+-5p; mais on ne doit prendre pour v que les valeurs

qui rendent aussi entiére la quantité on voit

de suite que v— i, et plus généralement v=i 4-7!; donc,
en substituant, N— 9 4- 351

En comptant les feuillets d’un livre 7 a 7, il en reste !;
10 a 10, il en reste 6; enfin 3 a 3, il ne reste rien; combien
le livre a-t-il de feuillets? On suppose que ce nombre TV est
entre 100 et 300. Il s’agit de trouver pour N un nombre qui

rende entieres les fractions La derniere

donne A—3z; les deux autres deviennent
celle-ci exige que zr=2-f- ioi>; ainsi, en substituant, I'autre
se change en donc v=14-7Z,

d’ou z= 12 4-Job et enfin, TV==364-2i0£. Par conséquent,
si I'on fait i=o, 1,2,... on trouve TV=36, 246, 456,. ..
Le livre a 246 feuillets.

Trouver un nombre TV qui, divisé par 2, 3et5, donne 1, 2
et 3 pour restes. On trouve

011 propose de rendre entiéres les trois quantités

voici comment on simplifiera les calculs,.
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Comme 504 =23. 32. 7, 35 =7.5, i6=24, on décompose
les trois fractions en

en extrayant les entiers. On supprime la 3e fraction qui est la
méme que la quatrieme , et la Ire qui est comprise dans la
derniére, car X — | ne peut étre divisible par 16, sans I'étre
aussi par 8. 11 reste donc a rendre entieres les quantités

la Ire donne x=—1 +9l, ce qui change la 2¢ en

soit I'entier z, x=304| + 5040 z.

Lorsqu’on n’a qu’une e'qu. et trois inconnues, on opére ainsi
qu’il suit. Soit 5x + 8y + 72 = 50. En faisant 50 — 72 =u,
on a 5x+ 8y = u, dou I'on lire, par notre méthode, en re-
gardant u comme donné, re-

mettant 50 — 7Z pour u, il vient

z et t sont des nombres entiers quelconques.
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11l1. DES PUISSANCES, DES RACINES ET DES EQUATIONS
DU SECOND DEGRE.

Des Puissances et Racines des Monomes.

124- La régle (p. 81) simplifie I’élévation aux puissances, en
évitant la multiplication réitérée; car soit proposé d’élever a a
la puissance de sorte qu aprés
avoir iorme aa etaP, le produit donnera am. De meme on pourra
décomposer m en trois parties
comme 11° 96, etc........

125. 1l suit des réglés de la multiplication (n°g6), quepour

élever un monome a une puissance , ilfaut multiplier I'ex-
posant de chaque lettre par le degré de la puissance. Ainsi,

On tire encore de la un moyen facile de former certaines
puissances des nombres: cars'l, lorsque m~np, revient a
anP— {anf. Si m—npq... ., on fera la puissance n de a, la
puissance p de an, la puissance q de anv.... De méme pour I'ex-
traction des racines: ainsi, comme 12 = 3.2.2, on trouvera

| A
1/53i44i en prenant la racine carrée, qui est 72g; puis celle
de 729 qui est 27 ; puis enfin la racine cubique de 27 qui est

3=»h/53i44i* n°60.)

Réciproquement, pour extraire la racine me d’'un monome,
on extraira celle de chaque facteur; celte racine se trouve
en divisant chague exposant par m. En effet, pour que a?!/.

soit (/ (a62>9), il suffit que <’D3, élevé au cube, reproduiseaW ;
or, c'est ce qui a lieu d’apres la régle qui préceéde, si I'on a di-
visé les exposaits par 3.
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Lorsque le degré de la racine est pair, on doit affecter cette
racine du signe =; V/9==—3. Cela vient de ce qu’algé-
briguement parlant, pour qu’un nombre m soit racine de 9,
il suffit que ma=29, ce qui a lieu, que m ait le signe -f- ou —
(p. 157). Si le degré dela racine est impair, le signe de la puis-
sance est le méme que celui de la racine :

126. Lesexpressions radicales éprouvent souvent des simpli-
fications. Ainsi

127. Nous avons vu ci-dessus que pour extraire la racine
d’un produit, il faut extraire celle de chacun des facteurs;
or, cela est vrai méme lorsque les extractions ne se peuvent faire

exactement : par exemple, i3/(asZ>) — Va* X\}b, puisque le
cube de cette derniére quantité se forme visiblement en éle-
vant chaque facteur, ce qui donne a?b. En général , de ce que
la racine d’une quantité est le produit des racines de chacun

de ses facteurs (i25), il suit que \n}a y’\{1/b— \mS(ab). Donc,
pour multiplier ou diviser deux quantités affectées du meme
radical, ilfautfaire le produit ou le quotient de ces quan-
tités, et I'affecter de ce radical. Par exemple,



IMAGINAIRES. 18()

En supprimant le radical, (3yanbm)3==.anbm.

128. Comme il n’y a pas de nombre qui, multiplié par lui-
méme, puisse donner un résultat négatif — m, \/—m repré-
sente une opération impossible : c’est ce qui lui a fait donner
le nom &’Imaginaire; y/m est appelée ZiéeZZe. Nous aurons par
la suite (n° 13cj, i°.) occasion de remarquer que ces symboles,
quoique vides de sens, n’en sont pas moins importans & consi-
dérer. Ajouter, multiplier.... de semblables symboles, sont des
opérations dont il est difficile de se rendre raison ; cependant on
convient de faire ces calculs sur les imaginaires, comme si elles
étaient de véritables quantités, en les assujettissant aux mémes
reégles; nous en reconnaftrons I'utilité par la suite.

La regle n° 127 doit éprouver quelques modifications; ainsi
\/— «X |/ —a, n’étant autre chose que le carré de \/—a,
est visiblement —a : or, la regle ci-dessus semblerait donner
pour produit \/ -f- a3 ou a. Mais observons que \Za? est+ a;
I’incertitude du sigue, en général, n’a lieu que lorsqu’on ignore
si al provient du carré de -|-a, ou de celui de —a; or, c’est
ce qui ne peut exister ici, et I’'on a—a pour produit, a I'exclu-
sion de -4- a.
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Le produit

quantité Réelle (n° 97, ni.).

129. 1l suit de la regle (127) que pour élever a une puis-
sance un monome déja affecté d’'un radical, il faut élever a
cette puissance chaque facteur sous le radical. Ainsi le cube
de v/(3aal) est y/™anb3) ; celui de y/2 est 1/8 = 21/2.

Concluons de la que lorsqu’on veut extraire une racine d’un
monome déja affecté d’un radical, il faut, s’il se peut, extraire
la racine dela quantité radicale; ou, dans le cas contraire, mul-
tiplier I'indice du radical par le degré de la racine a extraire.

Ainsi la racine cubique de

i30. On peut donc, sans changer la valeur d’'une quantité
radicale, multiplier ou diviser par un meme nombre les expo-
sons et I’indice du radical, puisque c’est d’une part élever a la
puissance , et de lI'autre extraire la racine;

Par l1a, il devient facile de multiplier et diviser les quantités
affectées de radicaux différens; car il suffit de les réduire a
étre de méme degré ; on multipliera pour cela les exposans et
I’indice du radical par un méme nombre qu’on choisira con-
venablement, comme pour la réduction des fractions au méme
dénominateur (38). Par exemple,
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Des Exposans négatifs etfractionnaires.

131. Nous avons démontre que le quotient

en supposant que m soit  n; sans cela, m—n serait un nom-
bre négatif, tel que —p\ et comme on ignore encore le sens
qu’on doit attacher a a~P, on ne pourrait multiplier a~P par an;
ainsi on ne saurait prouver que an X a"1-" doit reproduire am.

Mais remargquons que l'expression a~P n’a aucun sens par
elle-méme , puisqu’on ne peut y attacher I'idée propre aux

exposans (12). On est donc le maitre de désigner — par a~p,
ainsi que nous le ferons dorénavant. D'apres cela, dans tous
les cas, on pourra dire que car la chose est dé-

montrée, sim N, etelle résulte de notre hypothese, lorsque
m  n, puisqu’en divisant les deux termes par am, on a

L’Algébre apprend a trouver des formules qui, parleur gé-
néralité, conviennent a toutes les valeurs numériques qu’on
peut imposer aux lettres : on doit donc regarder comme un
grand avantage de n’avoir pas besoin de distinguer , dans une
expression algébrique, qui renferme des quantités de la forme

tous les cas qui peuvent résulter des suppositions de m =

ou<n; on mettra et la formule sera vraie

dans toutes les hypothéses (comme au n° 108).

Il faut aussi avoir égard au cas de m~n- alors am~n de-
vient a°®, symbole tout aussi insignifiant par lui-méme que
a~P. Nous conviendrons donc de faire a°=i, puisque alors

— = 1+ L expression a0 est un symbole équivalent a | unité.

Ainsi, lorsque nous rencontrerons dans une formule a° et
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a~P, ces expressions seront faciles a comprendre, en exa-
minant leur origine : a° et a~v n'ont pu provenir que d’une

division —, dans laquelle on avait m =n dans le premier cas,

et n=m -\-p dans le second. D’aprés cette convention, onpeut
faire passer un facteur du dénominateur au numérateur, en
donnant a son exposant un signe négatif; ainsi

- U

Voila donc les puissances nulles et négatives introduites dans
le calcul, par une suite de principes qui ne souffrent aucune
difficulté’. Venons-en aux puissances fractionnaires.

132. La regle donnée pour I’extraction des racines des mo-

némes, prouve que mais il faut pour cela que n
soit un multiple de m, car on tomberait sur un exposant frac-
tionnaire, dont la nature est encore ignorée, et on ne pourrait

n

démontrer qu’en rendant am m fois facteur, le produit seraita”.
On est donc ici dans le méme cas que pour les exposans néga-

n

tifs, et il est visible que an n’ayant aucun sens par soi-méme,

m
on peut lui faire désigner \an; par la les formules pourront
convenir a tous les cas, que n soit ou non multiple de m; ce qui

est conforme au génie de I'Algébre.

n
Donc, lorsque nous rencontrerons am dans une formule , il
sera facile d’en avoir une idée nette, en observant que cette ex-
pression n'a pu provenir que de ce qu’on a voulu extraire la ra-
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cine me de an. La regle donnée pour faire cette extraction est
donc générale dans tous les cas.

sont les expressions de convention attribuées
aux valeurs Mais o, ne doivent point

étre regarde'es ici comme de véritables exposans, dans le sens
attaché a cette dénomination, quoique ces quantités occupent
la place réservée aux exposans. Ce serait donc abuser des ter-
mes que de se croire autorisé a dire, sans démonstration, que
amXari—am+ri, quand m et n ne sont pas tous deux entiers et
positifs. Il en est de méme de la division, de I’élévation aux
puissances et de I’extraction des racines. Démontrons donc que
ces symboles suivent les memes regles que les vrais exposans
entiers et positifs ; qu’on a, quels que soient met?!,

I. S’il s'agit d’exposans négatifs: ona (m, netp étant positifs)

On voit de méme que

De méme on trouve que
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Il. Pour les exposans fractionnaires, on peut d’'abord en
multiplier les deux termes par un méme nombre »; car

On peut donc réduire ai
méme dénominateur les expostns des quantités qu’on veut mul-
tiplier ou diviser entre elles.

Remarquons en outre que ces calculs relatifs a I'exposant frac-
tionnaire permettent de le supposer aussi négatif.

FIL Prenons le cas des exposans irrationnels , et soit par
ex. an~ X «'/3; désignons par z et z les valeurs approchées de
ces exposans, ouz = 1/2-f-7i, z' = |/3-f- A eta”étant des
erreurs, qu’on peut diminuer a volonté, en poussant plus loin
I’approximation. Or, si I'on se contente des valeurs appro-
chées z et z , le produit ne sera lui-méme qu’approché : et en
désignant par a l'erreur qui en résultera, erreur qu’on peut
rendre aussi petite qu’on voudra, on aura exactement

mais plus h et h* seront petits, plus approchera de 1 ; ainsi
on peut donner a ce 2¢ membre la forme avZa+V3 4- (3, 5 dé-
croissant indéfiniment avec et h et h. Egalant les termes
constans (7i3), on trouve <2 X cys=zcy . On prouve-
rait de méme que les exposans irrationnels sont soumis aux
mémes regles que les entiers , dans la division et I'extraction :
c’est d'ailleurs une conséquence de ce qui vient d’étre dé-
montreé.

IV. Quant aux exposans imaginaires, d’apres leur définition
(128), les regles relatives aux quantités réelles s’appliquent
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a celles qui sont imaginaires lorsqu’on veut les livrer au calcul,
quoique celles-ci ne soient que des étres de raison ; ainsi il n’y
a lieu a aucune démonstration.

On facilite quelquefois les calculs par ces principes; par

exemple . pour diviser , on écrira

et réduisant les exposans au méme dénominateur,
il vient

Les polyndmes qui contiennent des exposans négatifs ou frac-
tionnaires sont soumis aux regles ordinaires, et ilconvientd'ac-
quérir I'exercice de ces calculs. La division suivante indique la
marche & observer.

Observez que le quotient peut admettre des exposans négatifs
pour a, et cependant étre exact; or, si la division se fait exac-
tement, il est clair que la somme des moindres exposans de a
dans le quotient et le diviseur, doit donner le moindre dans le
dividende. Ainsi, retranchez les plus petits exposans de a dans
ces deux premiers polyndmes, et vous aurez le plus petit dans
le quotient, si la division se fait exactement. On est donc assuré
gu’on n'est pas dans ce cas, lorsque le quotient est poussé jus-
qu’a un exposant moindre que cette différence.

Des racines carrées et cubiques des Polynémes.

134- i°. Tout nombre composé de n chiffres est entre
ion et ion_I; son carré est donc compris entre ioan et i0’”-a,
qui sont les plus petits nombres de 2n4- | et 2n — ! chiffres;
donc le carré a 2« ou 2n— | chiffres, ainsi qu’on l'a dit (62).

13..
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2°. Soient a et a 4- i deux nombres con.écutifs; leurs carrés

et al4- 4-1 difféerent entre eux de 2zz-f-i; ce qui est
d’accord avec ce qu’on sait (n° 66, 4°-)-

Comme 2« 4“ | représente tous les nombres impairs, on voit
que tout nombre impair est la différence dis carrés de ses deux
moitiés inégales et entiéres; 77=39"—38, 37 =19"—18’,etc.
Du reste nous prouverons en traitant des équ. indéterminées
du 2¢ degré, que lorsqu’un nombre inpair n’'est pas pre-
mier, il y a plusieurs maniéres de faire <ette décomposition.

3°. Si P estle plus grand carré contenu dins A7, k et /A4~ sont
approchés de [/N a moins d’une unité ; r étant le reste entier
que donne Kk, ou TV=£a4-r, comme (k -f-i)*=k*4-k 4- j, en
retranchant ces équ. on a

valeur approchée de {/N.

4°, Lorsqu’on a poussé le calcul de I'extraction jusqu’a con-
naitre plus de la moitié des chiffres de h racine, les autres se
trouvent par une simple division, ce qui abrége surtout les
calculs d’approximation.

En effet, soit N le nombre dont on cherche la racine a4-x,
a étant la partie déja calculée par le procédé ordinaire , et x
celle qui est inconnue et doit compléter la racine, {/N—a-"-x.
Bien entendu que pour donner aux chiffres de a leur valeur
propre, on a di ajouter a la droite n zéros, c’est-a-dire au-
tant que a: a de chiffres, autant qu’il reste de tranches de Ala
descendre prés des restes successifs. Al= a‘“4- vax-j-x* donne

R étant le reste N—a* qu’a donné

a, prés duquel 011 a descendu toutes les tranches de deux
chiffres non encore employées. Cela posé x étant composé de
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n chiffres, x2 en a au plus 2n, tandis que, par hypothése, a
en a au moins n 4- 1, lesquels sont suivis de n zéros; on voit

que a sera = x1, et par conséquent on aura donc

lorsqu’on ne voudra que la partie entiere de

{/N; ce qui arrive toujours, puisque dans les approximations,
et méme pour les racines des fractions, les nombres doivent
étre préparés de maniére a ce que I’extraction ne porte que
sur des parties entieres (n° 66, 1°.).

On divisera donc IX—a2, ou le reste de I'opération qui a
servi a trouver a, par le double de a; et pour cela, on regar-
dera la partie conuue a de la racine comme des unités simples
(en omettant les n zéros qui devraient étre mis a sa droite), et
I’'on supprimera aussi n chiffres a la droite de N.

Ainsi, pour ~/3.37.67.98.17, lestrois ires tranches donnent
d’abord 183 pour racine, et 278pour reste : si donc on divise
27898 par 2 fois i83, ou 366, on aura 76 pour les deux autres
chiffres de la racine, qui est 18376.

De méme, |/2 =1,47"2, en ne poussant I'approximation
(n°64) qu'aux i0000¢s ; pour trouver 4 autres décimales, comme
le reste est 3836, on divisera 38360000 par 2 X i4*42 011
28284 : le quotient est 1356; donc, etc. On trouve

135. Soit proposé d’extraire la racine de

représentons ce polyndme par X. INous dirons, pour abréger,
que le terme ou la lettre a porte le plus haut exposant , est le
plus grand. Soient x le plus grand terme de la racine cher-
chée, y la somme des autres termes; d’ou (n° 97, i°),
X — (X = X"+ 2.ry 4~yl; X' est visiblement le plus
grand terme du carré X, ainsi x2 = <y(i, ou X = 3ma pour
ler terme de la racine, et X = (yiS 4- 6oy 4- JTI Chant
des deux membres, il vient
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y est en général un polyndme, aussi bien que 6aj-; or, j
n‘avant que des termes ou I’exposant de a est moindre que 2,
il est clair que le plus grand ternxe de

produit de ba? par le plus grand terme de y\ ainsi ce dernier
sera le quotient de —12”, divisé par 6aa, double de la racine
trouvée. Il en résulte que—iab est le 2¢ terme de la racine.

racine, a coté de 6a“, double du ier, etsi I'on multiplie par
—zab, en retranchant le produit du reste ci-dessus, on aura

Siy est un polyndme, il est aisé de voir que le plus grand
terme 30a’6? est celui de 22/jr', c’est-a-dire est le produit du
plus grand terme de 22?' par celui dey'. Si donc on divise 30a'A?

par 6a2, le quotient 5b? sera le 3¢ terme de la racine.
Faisons et désignons
par /' la somme des autres termes de la racine : on aura
or, pour retrancher 22 ue A, comme

donc 4- 5b2 a c6té du double 6a2— "ab des deux iers termes
de la racine, et I'on multipliera par le 3¢ terme 5b" ; enfin, 011
retranchera le produit du 2e reste. Comme ¢e produit et ce
reste sont égaux, on
Ainsi la racine demandée est 3a' — lab 4- 5b2.

Voici le type du calcul.

On voit qu’apres avoir ordonné, ilfaulL prendre la racine du
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i*r terme, et continuer Vopération comme pour l'extraction
numérique (n°62). Les exemples suivans montrent que laméme
marche de calculs donne la racine lorsqu’il y a des imaginaires
ou des exposans négatifs ou fractionnaires.

Ce dernier exemple montre comment on doit se conduire
lorsque I'extraction ne peut se faire exactement, ce qu’on re-
connait quand on trouve quelque terme de la racine ou a porte
un exposant moindre que la moitié de son plus faible exposant
dans le carré. Du reste, on aici

136. Le cube de x-j-j- est X'-"x"y (n° 97, 11),
il sera facile d’'appliquer les principes précédens a la recherche
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de la racine cubique d’un polynéme. Nous nous bornerons a
I’exemple suivant :

Aprés avoir ordonné, cherché la racine 3¢ du ler terme 8as,
qui est 2a2, et retranché 8a6, on a un ler reste. On en divise
le ler terme — 36a"Z» par 12a*, triple du carré de 2a2; le
quotient — 3&2 est le 2¢ ternie de la racine. Prés de 12a*, on
écrira — i8a>? -f- g2»*, ou le triple du produit de —3Z» par le
i6r ternie 2al, et le carré de — 322 ; on multipliera ce trindbme
par—3»2, etl’onretrancherale produitdu ler reste. Le résultat
étant zéro, on a de suite 2a2 — 37»2 pour racine cubique exacte :
s’il y avait un second reste, on opérerait de méme sur ce reste.
Nous ne dirons rien ici des racines 4e, 5e...

Equations du second degré.

137. En passant tous les termes dans le iermembre, réduisant
en un seul tous ceux qui contiennent soit %, soit zr2, et opérant
de méme sur tous les termes connus, I'équ. du 2¢ degré prend
la forme Ax*-}- Bx -}~ C~o0, et faisant

on a

équation qui peut représenter toutes celles du second degré a
une inconnue, et dans laquelle p et g sont des nombres connus
positifs ou négatifs.

Divisons x?2 -f-px -p q par x —a, a étant un nombre quel-
conque, il viendra le quotient x 4-a -y-p, et le reste al-}-pa
Ce reste est ou n’est pas nul, selon que a est ou n’est pas racine
de I’équ. proposée (on nomme racines les valeurs qui satisfont
a cette équ., parce qu’on les obtient par une extraction). Donc,
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iout nombre a qui est racine d'une équation du second degré,
donne un diviseur bindbme (x—a) du premier membre de cette
équation, laquelle prend alors lia forme

Or, on demande toutes les valeurs propres a rendre ce produit
nul ; ainsi x a—p jouit aussi bien de cette propriété' que
x-=.a. Donc, i° toute équation du second degré qui aune racine
a, en admet encore une seconde = —(a + p).

2°. Cette équation ne peut avoir que deux racines .-cette pro-
position sera démontrée plus tard.

3°. Les deux racines étant -f~ a et — («+/?), leur somme
est — p, et leur produit est — (a2 -f- ap) — 7» a cause de
a2-}-pa q—-o0; donc, le coefficientp du second terme en
signe contraire est la somme de deux racines, et le terme connu
g en est le produit. Par exemple, pour x2—8x=4-i5 = o,
X —5 est une racine, ainsi qu’on le reconnait en substituant;
on trouve que le premier membre est divisible par x — 5 ; le
quotient est Xx— 3 ; les deux racines sont 3 et 5, dont la somme
est 8, et le produit 15,

4°. 11 est facile de former une équation du second degré dont
les racines A et | soient données; on en fera la somme k |, et
le produitkl, et I’on aura x2— (A-J-Z) x + kl— 0. On pourra
encore former le produit (x—Kk) (x—1). Par exemple, si 5 et
— 7 sont les racines, on multiplie x—5 parx 7 ; ou bien on
prend 5—7=—2; 5x—7=—235 et changeant le signe
de la somme, x2-f-2x— 35 =0 est I’équ. cherchée.

5°. Résoudre I'équ. (1) revient a chercher deux nombres
dont—p soit la somme et -f- < le produit.

6°. 1l peut arriver que les racines k et | soient égales; alors
les facteurs x — k et x —I étant égaux, x2 px + 7 est le
carré de I'un de ces facteurs.

138. Pour résoudre I’'équ. (j), remarquons que si X2-|-px-f- q
était un carré, en extrayant la racine, on n’aurait plus qu’une
équ. du ler degré; comparons ce trindbme a (X -~ n) ou
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xN+zxn” nf n est arbitraire ; ainsi faisons nt= "p, pouir que
les deux lers termes soient égaux de part et d’autre.

Donc, si n*, ou{pa, setrouve = q, xa+Px--<? est lecairréde
*+~P; ce trinbme n’est un carré que quand ip2=0. En reimpla-

soit un carré, ilfaut quon ait entre les coefficient la rellation
B»—4AC =o.

Dans le cas ou la proposée revient a (x-f- 1P)? =zo
et les deux racines sont égales a — £p.

Mais si cette condition n'a pas lieu, ajoutons \p* — g aux
deux membres de I'équ. (i), il viendra

extrayant la racine,

d’ou

Nous avons donné (n° 125) la raison du signe Ainsi, lai va-
leur de x estformée de la moitié du coefficient du  terme en
signe contraire, plus ou moins la racine du carré de cette moitié,
ajouté au terme connu passé dans le 2¢ membre. Dans ch aque
exemple on aura de suite la racine, sans s'astreindre a refaire
les calculs précédens sur le trinbme propose.

Pour X' —8x 4- 15 =0, on trouve

De méme X" -f- ix — 35 donne

13g. Le résultat (2) offre plusieurs cas. Faisons, pour abréger,

en
c’est la quantité qu’on veut rendre nulle par la substitution de
certains nombres pour X.

i°. Si m est négatif; comme %p* est toujours positif, ce cas
n‘arrive que si g est positif dans le premier membre de la
proposée (1), et  -p2. Mais alors la proposée revient a.. ..
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N , <on veut donc rendre nulle la somme de
deux quantités positives, probléme visiblement absurde : et
comme on trouve alors
absurde en lui-méme, servira a distinguer ce cas. Donc, lepro-
bléme est absurde lorsque les racines sont imaginaires, c’est-
a-dire quand est positifdans le ier membre de I'équ. (i), et
que g surpasse le carré' de la moitié du coefficient p du 2e terme.

Cependant nous dirons encore, dans ce cas, que la proposée
a deux racines, parce qu’en assujettissant ces valeurs.............

aux memes calculs que si elles étaient

reelles, cest-a-dire les substituant pour x dans la proposée ,
elles y satisfont; nous ne donnons ceci que comme un fait al-
gébrique. C’est ainsi que les valeurs négatives, quoique vides
de sens en elles-mémes, peuvent servir de solution a une équa-
tion (n° 107) sans convenir au probléme, a moins qu’on n’y
fasse quelque modification.

20. Si m est nul, ce qui exige que g soit
dans le ier membre de la proposée (1), alors
vient au carre de x -f- -p, et les racines sont égalés; c est le
passage des racines imaginaires aux réelles.

3°. «Sim est positif, q doit étre négatif dans le ler membre,
a moins que g ne soit positif, et p2; dansce cas (n°97, 111.)

Tels sont les facteurs du ier membre de la proposée (1) ; les ra-

et le produit \p?—m ou q.
4°. Si m est un carré, les deux racines sont rationnelles.
5°. Si les racines sont réelles et de méme signe, il faut que

Ainsi, quand q est négatif,
les racines ont des signes contraires, et lorsque q est positif
(et << ”p2), leur signe est le méme, mais opposé a celui dep.

Voy. n° 108, 20. pour l'interprétation des racines négatives.
6°. Si g =0, sans recourir a la formule (2), on a
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réelle ou imaginaire, seloi le signe de q.

8°. Quand la proposée ! la forme Axl 4- Bx4-G= o0, le
ler terme ayant un coefficient A, nous avons dit qu’on le dé-
gage, en divisant tout pa- A; mais on peut aussi rendre ce
ler terme un carré, en mutipliant I'équ. par NA: on a

on compare, comme ci-deisus, au carré de 4- n, on voit
qu’il faut prendre n = B, el ajouter BT pour compléter le carré
donc

C’est ainsi qu’on trouve en résolvant par rapport ay I'équ.

négatif, nul ou positif, suivant que les racines sont imagi-
naires, égales ou réelles. Dans les deux iers cas, quelque valeur
qu’on substitue pour X, le multiplicateur de A étant positif, le
produit, ou Ax*-\-Bx C, doit avoir le méme signe que A.
Mais si m est positif, soient a et b les racines réelles, on a

et I'on voit que si I'on donne a x des valeurs plus grandes ou
moindres que a et b, le signe du résultat sera le méme que
celui de A; mais il sera différent si x est compris entre a et b.
Le trindme , qui conservait ci-dessus le méme signe pour toutes
les valeurs de X, change donc maintenant deux fois de signe,
lorsqu’on fait passer x d’un état compris entre a etb, & un
autre qui soit ou > ou < a et b.

On pourra s’exercer sur les exemples suivans
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i~o. I. Trouver un nombrex tel, qu’en 6tant 2 de son carré
le restesoit 1. Onax~—2=1 doux ==+. 3.

1. Partager a en deux parties ttelles, que m fois la ire,
multipliée par n fois la 2¢, donne le produit p. On a

Si I’on veut partager < en deux parties, dont le produit"? soit
donné, il faut faire m =n =1 Comme les racines sont ima-
ginaires lorsque on voit que le produit ne peut surpas-
ser le carré de la moitié de  c.-a-d. que le carré de i a est le
plus grand produit possible gu’on puisse former avec les deux
parties de a (n° 97, 111.).

1. Etant donnés le produitp de deux poids et leur diffé-
rence, trouver chacun d’eux? On a Xy —p, X—y —d; d’'ou

et

IVV. Trouver deux nombres tels, que leur somme a, et celleb
de leurs cubes soient données. De x-\-y — a, x3-f-j3 = b,
on tire as— 3alx  3ax! —b, et faisantbh — af, on a

et

V. Quel est le nombre dont n fois la puissancep est égale a
m fois la puissance

V1. Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais d’un
procés, montanta 800 fr. ; mais trois sont insolvables, et les
autres, suppléant a leur défaut, sont contraintes de donner
chacune 60 fr. outre leur part; on demande le nombre x des



206 ALGEBRE.

payans. On a

au lieu de 8. 1l est aisé d’interpréter la racine négative — 8.
Vil. Ona deux points lumineux A et B (fig. 1), distans
entre eux de AB = a ; I'intensité de la lumiére répandue par A
est m fois celle de B ; on demande le lieu D qui recoitla méme
clarté de part et d’autre, sachaut que la lumiére transmise par
un point lumineux décroft en raison du earré de la distance.

Soient «et & les intensités des lumiéres que communiquent
les foyers A et B a la distance . seront celles que

recoit le point D lorsqu’il s’écarte de A a la distance 1,2,3. .. ;

ainsi, est celle qui répond a I'espace AD = x! et comme
BD = a— X, la lumiére que B transmet a D est on
a donc d’ou en posant

extrayant la racine, on trouve enfin

En général, on doit éviter la double irrationnalité des deux
termes d’une fraction (n° 65), et surtout celle du dénominateur.
Ici, on a multiplié liaut et bas par V/m-"2 i, ce qui a donné
(n" 97, ) pour dénominateur m— i, et pour numérateur
al/7n(]/7n:ti). On en dira autant des cas semblables.

V111. Soitdonnée une fraction”; quel est le nombre x qui,

ajouté, soit au numérateur a, soit au dénominateur  donne
deux résultats dont le ler soit k fois le 2¢, ou

donc



RAPPORTS. 20\]

IV. DES RAPPORTS.

Des Proportion#.

idi. i°, L'équidifférence a.b'.c.d., équivaut a a— b= c—d\
d'ou a 4- d = c + b. Si I’équidifférence est continue, on a

20. Soit la proportion

dou Si la proportion est continue

donne la proportion

De méme
4°, Ajoutons aux deux membres | il vient
5°. Soient une suite de rapports égaux, de
sorte que

En ajoutant toutes les équations on a (n° 73, 3°)

6°. Si
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Des Progressions arithmétiques.

142. Soit la progression ra.b.c. .. . i.k.l, dont estd la
raison, n le nombre des termes; on a les (h—1) équ.

en ajoutant, il vient I=a -}- d {n—1), comme (n° 85).

Cette expression de la valeur du niéme terme de la progres-
sion est ce qu’on nomme le terme général; il représente tour a
tour tous les termes, en faisantn=1, 2, 3...

Soit 5 le terme sommatoire de la progression, c’est-a-dire
la somme de ses n premiers termes; I'on a

ou
et aussi

en écrivant le 2¢ membre en sens inverse. Ajoutons ces equ. ;
comme les termes correspondans produisent la méme somme, as
est visiblement e'gal a a -f- / pris autant de fois qu’il y a d’unités
dans n; ainsi, s-=%n (a-|-Z). On remarquera qu’en général
la somme a -j- 1 des extrémes est la meme que celle de deux
termes qui en sont également éloignés, et est le double du terme
moyen lorsque le nombre des termes est impair.

i43. Reprenons ces deux équations

Nous pourrons en tirer deux quelconques des cing quantités
a, I, d, netd connaissant les trois autres.

Voici divers problémes relatifs a cette théorie.

I. Trouver n, connaissant a, d et 5? L’élimination de | donne
I=an-f- "dn(n—1); dou

Par exemple, un corps qui descend du repos tombe de
4 metres et  dans la ire seconde <de sa chute, du triple dans
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celle qui suit, du quintuple dans la suivante....; on demande
combien il mettra de secondes a parcourir Aoco métres. (For. ma
) La progression

donne 5 = 400> a — 4?9j “ — 2a==9"°" (11 Irouve

6 environ.

Il. Combien une horloge frappe-t-elle de coupsa chaque
tour du cadran? Si elle ne sonne que les heures, on a...
1-4-2-f-3+ ..+ f 12;do0 5=6 x i3—78. Si elle sonne les
demies, ona 2 4-34.. + 4-i3, et $=90.

I11. On a un amas de boulets de canon disposés en progres-
sion par différence, et composé de 18 rangs dont chacun con-
tient 2 boulets de plus que le précédent; on demande combien
il y en a dans le dernier rang et dans I'amas, sachant que le
rang supérieur en contient 3. On a «=3,n=i8, <Z=2; etl'on
trouve /—37, 5= 360.

IV. Entre deux nombres donnés a etZ, insérer m moyens
proportionnels par différence. Comme m4-2=n,ona

Des Progressions par quotient.

144- Soit la progression ab\c d...i\l, la raison
étant g, on a lesn— 1 équations

or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs, il
vient I=aqgn~*, comme »° 86; c’est le terme général. On peut
toujours donner a une progression la forme

donc lespuissances entiéres et successives d’'une méme quantité

g sont en progression par quotient. 1l en est de méme de toute

série de termes dont les ecposans sont en progression par diffé-
T. L a4
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rence, telle que . Celle-ci revient
a la ire en faisant a~bxm, q=rk

Ajoutant nos n— i équations, il vient

Or, en désignant par s le terme sommatoire, on a

donc

Si la progression est décroissante, tout ceci est également
vrai, seulement g << i. Mais a mesure que la série se prolonge,
la somme £ des termes que I’on considére s'approche de plus en
plus de celle 5 de la progression entiére : soit a la différence
5—s, qui est indéfiniment décroissante; de plus le dernier
terme | devient en méme temps aussi petit qu’on veut, po-
sons (n® 113);

On a donc encore comme p. i3q, la somme totale d’une pro-
gression infinie, dontle ler terme est a, et la raison y<”i. Il est
visible que notre raisonnement revient a avoir posé | = o,
comme désignant une quantité infiniment petite.

On rapporte qu’un souverain voulant récompenser Sessa,
inventeur du jeu des échecs, lui accorda un présent que sa
générosité trouvait trop modique : c'était autant de grains de
blé qu’il y a d’unités dans la somme de la progression double
i 02Z4+% ++ étendue jusqu'au 64¢ terme, attendu que
I’échiquier a 64 cases. Cherchons quelle est cette somme. On a
a= 1, <7=2, n=64; d'ou Z=263 et 5 = 2~— 1. Cette puis-
sance a été calculée p. 81, et I'on trouve que s = 18 44" 774
suivi de 12 autres chiffres. Or, un kilogramme de blé ordinaire
contient a peu pres 26i50 grains, et I'on sait qu’un hectare
ne produit guére que 1750 kilogrammes de froment, savoir
45 762 500 grains. En divisant s par ce nombre, on trouve
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que Sessa demandait le produit en blé de 4<>3 milliards d’hec-
tares environ, c’est-a-dire 8 fois la surface entiére du globe ter-
restre, en y comprenant les mers, les lacs, les déserts, etc.
Les équ.

servent a résoudre tous les problémes ou, connaissant trois des
cing nombres a,l,n,q ets, on demande les deux autres. Du
reste, les calculs gu’il faut exécuter ne sont quelquefois prati-
cables que par des méthodes qui ne sont exposées que dans ce
qui suivra. Par ex., @ n ets étant donnés, on ne peut obtenir
< qu’en résolvant I'équ. agn—sq -f- s=a, qui est du degré n.
Lorsque I'exposant n est inconnu, on doit recourir a la doc-
trine des log. n° i47>3°,

Des Logarithmes.

i45. Faisons variera: dansl’équ.j'=ax,et observons les va-
riations correspondantes dey.

i°. Si en faisant.r=0,ona =1;or=1, donc
y = a. A mesure que X croitra depuis o jusqua ! ; et de la a
I'infini, y croitra de ! vers a, et ensuite a I'infini ; de sorte que
guand x passe par toutes les valeurs intermédiaires, en suivant
la loi de continuité,y croft aussi, quoique bien plus rapide-
ment. Si I'on prend pour x des valeurs négatives, on *y~a~x*

Ainsi, plus x croit, et plus cette fraction

y décroit ; de sorte qu’a mesure que X augmente négativement
y décroit de 1 vers 0;y = o0 répond a x infini.

ou./=bx, suivant qu’on prendra X positif ou négatif. On re-
tombe donc sur le méme cas. avec cette différence aue x est do-
sitif lorsaue

3°. Si a— 1, on ay— 1 quel que soit x.

Pourvu que a soit autre que l'unité, on peut donc dire qu'il
y a toujours une valeur pour x qui rend al égal a un nombre
donné quelconque y. L’usage perpétuel qu’on fait des belles pro-

14..
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priétés de I'éguation y = ax exige qu’on fixe des dénomina-
tions a ses parties, afin d’éviter les circonlocutions. On nomme
X le logarithme du nombre y ; la quantité arbitraire et inva-
riable a est la base. Donc le logarithme d'un nombre est I'ex-
posant de la puissance a laquelle il faut élever la base pour
produire ce nombre.

Lorsqu’on écrit Log.y, pour désigner que X est le loga-
rithme du nombrey, ou quey — ax, la base a est sous-en-
tendue , parce qu’une fois choisie, elle est supposée demeurer
fixe. Mais si on la change, on doit indiquer la nouvelle base,
c.-a-d. de quel systeme de logarithmes il s'agit. C’est ainsi que
iol=iooo, 25=32 indiquent que 3 est le logarithme de 000,
et que 5 est celui de 32 ; mais la base est io dans le ifT cas; elle
est 2 dans le second.

146. On tire de la plusieurs conséquences.

i°. Dans tout systeme de logarithmes, celui de 1 est zéro, et
celui de la base a est un.

2°. Si la base a est*> 1, les logarithmes des nombres !
sont positifs, les autres sont négatifs. Le contraire a lieu si
a<l

3°. La base étant fixée , chague nombre n’a qu’un seul loga-
rithme réel ; mais ce nombre a visiblement un log. différent
pour chaque valeur de la base, en sorte que tout nombre aune
infinité de logarithmes réels. Par ex., puisque ga=8i ,34=81.
2 et 4 sont les log du méme nombre 8i, suivant que la base
est 9 ou 3.

4°. Les nombres négatifs n’ont point de logarithmes réels,
puisqu’en parcourant la série de toutes les valeurs de x depuis
— €0 jusqu’a 4-qo, On ne trouve poury que des nombres po-
sitifs depuis o jusqu’a -f-oo

La composition d’une table de log. consiste a déterminer
toutes les valeurs de x qui répondenta §j = i,2,3..., dans

I'équ-T' — ax Si I'on suppose a* = m, en faisant

on trouve
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les log. croissent donc en progression par différence, tandis
gue les nombres croissent eu progression par quotient; o et i
sont les deux le" termes : les raisons sont les nombres arbi-
traires « et m. On peut donc regarder les systemes de valeurs
de x et y qui satisfont I'équ. jy— ax, comme classés dans ces
deux progressions, ce qui met d’accord les deux définitions que
nous avons données des log. (n05 87 et i45).

Le signe Log. sera dorénavant employé a désigner le loga-
rithme d’un nombre dans un systéeme indéterminé; réservant
le signe log. pour les log. de Briggs, dont la base est 10.

147. Démontrons par Algeébre les propriétés des logarithmes.

i°. Soient x et x" les log. des nombresy ety", oux=Log.y,
X — Log. y :onaax—y, ax'=y"; en multipliant et divi
sant ces deux équ. I’'une par l'autre, on obtient

Mais il suit de la définition que les exposans x 4- x" et X —xf

sont leslog. dt

donc

i°. Sil'on éléve a la puissance m I'équ.yy—al, et si I'on en
extrait la racine me, on la définition
donne

ces résultats sont conformes a ce qu’on a vu (n° 88).

3°. Pour résoudre I'’équ. c=ax, dans laquelle c et a sont
donnés et x inconnu, on égale les log. des deux membres et
I’on en tire Log ¢ — x Log a ; une simple division donne donc
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On peut donc trouver la valeur de Vexposant n dans I'équ
I—aq du n° i44» relative aux progressions par quotient

L’inconnue étant x dans I'équ.
on écrit
d'ou
Dans al— b, si z est dépendant de I'inconnue X, et qu’on

un nombre connu

K. il reste arésoudre I’équ. du deqré

Soit,parex., ;onentire
donc équ. du 2e degré qui donne xz=. 2,
et=23.

4°, Soient deux nombresy et j- + m; la différence des log.
pris dans un méme systéme quelconque est

m 7
quantité qui s'approche de Log 1, ou zéro, a mesure que — de-

croit, et qui est d’autant moindre quej- est plus grand : donc
les log. de deux nombresdifferent moins quand ces nombres sont
plus grands et plus voisins. C’est ce qu’on a vu n°gt, III.
i48. Lorsqu'on a calculé une table de log. dans un systeme
dont la base est a, il est facile d’en former une autre dont la
base soit b; car dans I'équ. axs=.y, x est le log. dej- dans le
systéme qui a pour base a : or prenons les log. des deux nom-
bres dans le systéeme b- nous aurons x Log a=. Logy. Ainsi
pour trouver le log. dey dans le 2e systéme, il faut multiplier
X, oulelog. de dansle ler systétme, par Log a: et si I'on mul-
tiplie par Log a tous les log. de la irC table, on en formera une
nouvelle pour la base b. Ce facteur constant Log fl, qui traduit
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ainsi tous les log. du systeme a dans le systéeme b, est appelé
module ; c’est le log. de la premiére base a calculé dans le sys-
teme b ; et si I’'on divise Logy par X, qui sont les logarithmes
d’'un méme nombre quelconque dans les deux systemes, le
quotient sera le module Log a relatif & ces systémes, et par
conséquent sera constant pour tous les nombres.

Lorsqu’il arrive qu’on trouve moins d’avantage a prendre la
base—io0, qua préférer un autre systeme, il est donc aisé,
a l'aide d’une seule table de log., tels que ceux de Briggs, de
calculer toutautre log. dans ce nouveau systéme. Par ex., le log j;

dans le systéeme dont la base est|, est

la base estici ce qu'on veut, et si on la prend = io, tout de-
vient connu, et I’on

cherché.

Pareillement Log j, dans le systéme

ou—i; ce qui est d’ailleurs évident, puisque I'équ. r=ax
devient ici et x est visiblement — 1.

149- 1l importe de s'exercer a I'usage des logarithmes dans
les calculs algébriques ; voici divers exemples :

En ajoutant et 6tant ax du trinbme, il devient (a +x)’ — ax ;

si I'on pose = sera facile a trouver par log., et I'on
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aura donc

Ce calcul résout a" — x3 en ses facteurs et permet I’emploi
des log.

n°. Pour insérer m moyens par quotient entre a et Z3 il
iaut faire d’ou I'on

tire la raison , etlog Les divers

log. des termes conse'cutifs sont 2 log y, 3 log q..., et la pro-
gression est (c'est la génération harmonique de Rameau)

120. La base du systeme étant a, on a a™z— z ; car d’aprés
la définition des log. dans I'’équ. a'=2z, y est le log. de z.

De méme
i3°. Soit x I'inconnue de I'équ. on en
tire il reste donc

arésoudre I'’équ du 2e degré

i5°. La population d’une ville s’accroit chaque année de-";
combien y aura-t-il d’habitans au bout d’un siécle, le nombre
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étant actuellement 100000? Faisons n=iuo0o00; au bout
d’un an, la population sera Aprés I'année
suivante, n deviendra de méme On trouve
ainsi qu au bout de 100 ans, le nombre

des habitans sera

comme le montre le calcul. Si I'accrois-
sement annuel de la population est d’'un
re, on trouve de meme que le nombre primitif n des habitans de-

vient, aprés g années, On peut prendre pour

inconnue I'une des quantités X, n, rou y, les autres étant
données; et I'on trouve

Problémes dépendons des Proportions.

i50. Regle d’'intérét. Ce qu’on a dit n° 80, prouve que le ca-
pital C placé a i pour cent par an ; produit en j jours, I'intérét
simple

et commey peut étre décomposé en parties aliquotes ou divi-
seurs de 6000, et i en diviseurs de 6, on retrouve le procédé de
calcul exposée n° 80.

Jniérét composé. Quand chaque année on laisse le capital
s’accroitre des intéréts échus, voici ce qui arrive. Si r fr. rap-
portent | fr. aprés un mois ou un an, le capital a s’est accru

de -, et est devenu

en faisant pour abréger
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Mais ce nouveau capital a placé durant le mois ou I'an qui
suit, devient de méme a g, o\iag\ Ainsi, on a successivement
aqg\ ag”, ... et aprest fois I'unité de temps, le capital accu-
mulé avec les intéréts échus, est

Cette équ. donnera I’'un des quatre nombres a, t, X et rou q,
les trois autres étant connus. Si I’on veut que I'intérét soit sti-
pulé a tant pour cent, on fera rz = io00, q = i-f- 0,0i X i-
Par ex., un homme destine une somme de io ooo fr. a payer
un bien de 12 ooofr.; il place a cet effet son capital a 5pour cent
par an, ety jointchaque année les intéréts échus : on demande a
quel instant son but sera rempli; on a r=5, r~io”q =73-, puis

d’oul’on tire lavaleurdel’exposantf, parle théoreme n°i47,3°.,
savoir, t— 3 ans et 9 mois environ.

La table ci-jointe suppose qu’un capital de 1000 fr. est placé
a4, 50u6 p. °/0par an; que I'intérét est payé par semestre;
et que chaque intérét est immédiatement joint au capital pour
devenir productif d’intérét.

On y voit qu’une somme de 1000 fr. a 5 p. % I'an» produit
J9g6f,50 au bout de i4 ans, en cumulant sans cesse les intéréts
semestriels.

C’est donc la méme chose de payer actuellement iooo fr.,
ou de donner 1996750 dans i4 ans, quand le taux d’intérét
annuel est 5 p. % : celui qui est obligé de payer i9g6f,50 dans
14 ans, sans intérét, peut escompter, ou se libérer, en payant
de suite seulement 1000 fr.

Ou voit aussi que le capital est doublé en moins de 14 ans
etdemi, a 5 p. % l'an; il serait triplé en 19 ans & 6 p. %.

Quand le capital est 2 ou 3 mille francs, il faut doubler ou
tripler les nombres ci-dessus, et ainsi proportionnellement pour
tout autre capital. Par exemple , 2500 fr. capitalisés avec les
intéréts pendant 12 ans produiront :
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Accroissement de 1000fr.par intéréts composés de 6 en 6 mois,
aux taux de 5 et 6 pour centpar an.

et c’est la méme chose de payer actuellement 2500f, ou de don-
ner 452ir,82 dans 12 ans.

Si I'on devaitpayer3oooofdans5 ans sans intérét, on pourrait
escompter actuellement, en donnant une somme qu’on trouve
par cette proportion : si i280f,08 deviennent 3oo00f, fooo de-
viennent a?=23436f,04» somme a payer de suite, au lieu de
30000 dans 5 ans, au taux de 5 p. % par an.

i5i. Annuités. On nomme ainsi la rente d’un capital a,
calcule'e de sorte qu’en payant chaque anne'e une somme X, qui
soit toujours la méme, cette somme soit formée des inte'réts
échus et d’un a-compte sur le capital, lequel se réduisant ainsi
peu a peu, soit rendu nul aprés un temps déterminé.

Le capital vaut ag apres la 1rc année ; on paie X, et I'on ne
doit plus que a—aqg—x. Apres le 2¢ paiement x, a' se trouve
de méme réduit a a'g— X, ou aq' — gx — X : continuant de
méme & multiplier par g et & retrancher .r, pour avoir ce qui
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reste dd aprés chacune des années successives, on en vient enfin
a trouver que I'emprunteur doit encore apres t années, lors-
qu’il vient d’effectuer son te paiement x: ( n0i 99, 144).

ou
ou

a cause de qr — | 4-r. Si I'emprunteur s’est acquitté, a= o,
et I’on trouve

Du reste, on peut prendre ici pour inconnue l'une quel-
conque (v.p. 154) des quantités x, a, q, rett, les autres étant
données. Les log. sontalors d’un usage trés commode, ou méme
indispensable. S’il faut résoudre I’équ. par rapport a I'expo-
sant Z, on trouve q‘(x 4- a— aq) = X, d’ou (h° 147, 3°.)

De méme, si I’'on veut que I'inconnue soit x ou a, on posera

d’ou

équ. qui donneront x ou a, lorsque y sera connu. Or, substi-
tuant ci-dessus pour a: cette valeur, on trouve (1 --r)y =r'4'L

C’est sur cette théorie que sont établies les rentes dont le ca-
pital et les intéréts s'éteignent a la mort du préteur, et qu'on
nomme'v/ag'eres. On suppose que le préteur doit encore vivre
tannées, lorsqu’il place le capital a, et I'on demande quelle
somme x on doit lui payer chaque année , pour qu’a I’'expiration
de ces tannées il 1l'ait plus droit a aucune somme : cette rente
est donnée par la valeur ci-dessus de x. Si, par ex., I'intérét de
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Toofr. en perpétuel est 5 (5 pour cent, ou le denier 20), on a
r=ao; etsi I'on prend a— 100 fr. pour capital, on obtient

Il est vrai qu’on ne sait pas d’avance combien d'années le
préteur doit encore vivre ; mais on le suppose, d’aprés les tables
de mortalité ; et quoique cette présomption puisse étre fau-
tive, elle devient exacte pour un grand nombre d’individus pris
ensemble, parce que les uns gagnent précisément en durée de
la vie ce que les autres perdent. On sait, par expérience, quelle
est la durée de vie probable d’un individu dont I'age est connu.
La ire ligne est celle des ages, la 2¢ le nombre t d’années qui
restent probablementa vivre. (Voy.I'y/nnu duBur. desLong.)

C’est sur cette probabilité qu’on établit I'intérét des rentes
viagéres. Ainsi un homme de 4° ans pouvant encore espérer

23 ans d’existence,

environ, d’'ou x= 7,4 : le capital doit étre placé en viager
a 7,4 pour cent par an. Les chances réservées aux membres
des sociétés connues sous le nom de Tontines sont aussi réglées
sur le méme systéme.

i52. Escomptes. Soit a le capital, i I'intérét de 100 fr.

par mois, r le denier, t le nombre de mois est 1 intérét ;

ainsi, pour \'escompte en dehors, la somme a payer pour le ca-
pital a est

Pour I'escompte en dedans, il faut raisonner ainsi: puisque
100 ti doitétre réduit & 100, a combien a est-il réduit? d’ou
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Si la somme 5 n’est exigible que dans; mois, et qu’on veuille
avoir égard aux intéréts des intéréts curant ce temps, il faut
recourir a la formule de la p. 218; on trouve que le capital 6'
doit étre réduit a

153. Régles defaussespositions. Soit ax = b I'’équation qui
lie entre elles les parties d’une question ; si I’'on suppose a x
une valeur arbitraire 5, et qu’on I'assujettisse a satisfaire aux
conditions du probléme, ce ne serait que par hasard qu’on
trouverait as — b. Supposons donc qu'on ait as — ¢; en divi-

sant terme & terme par ax — b, on trouve - =7 : ainsi le ré-

sultat qu’on obtient est a celui qu'on doit obtenir, comme le
nombre supposé est a I'inconnue.
Cherchons un nombre dontla 7, le j et le| réunis fassent 456.
Supposons que 200 soit ce nombre; sa moitié, son quart etson
cinquieme forment 190, au lieu de 4°6; ainsi 200 1l’est pas le
nombre cherché : on posera la proportion

Combien faudrait-il de temps pour remplir un bassin a I'aide
de quatre robinets, dont I’un le remplirait en 2 heures, le 2¢
en 3, le 3een 5, le 4e en 6. Supposons qu’il fall(t une heure; le
premier robinet emplirait la moitié du bassin, le 2ele , le 3ele
Jj, le d4ele et comme on trouvet f- I +{ +j= au
lieu de 1, il y avait erreur & supposer une heure; on dira
fl]111 >x—"h—>50 minutes.

Ce procédé, quoique applicable aux regles de société, d'in-
térét, etc., ne I'est pas a tous les problémes du premier degré,
puisque I'’équation la plus générale estax b =ex d.Si
la supposition x = s ne rend pas as -f- b égal a es -j-d, il en
résultera une erreur e, de siorte que as - b — {es d} — e,
retranchant de la ax-*-b—(cx+d) =0, on a (n—<) ($—x)=e.
Une autre supposition s' qui entrainerait I'erreur €', donnerait
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—c) (/—x)=:e" : divisant ces résultats terme a terme, on a

Ainsi, multipliez la ire erreurpar la 2e supposition, et récipro-
quement; retranchez lesproduits, en ayant égard aux signes des
erreurs; divisez ensuite par la différence des erreurs, le quo-
tientsera Vinconnue.. C'est en cela que consiste la regle de dou-
ble fausse position, applicable a tous les problémes du pre-
mier degré.
Dans notre derniere question; la supposi-

tion de x= i\ adonné f, et par conséquent SuPP09 Erreurs.

comme on le von ci-conire, je multiplie en croix, et je re-

Un peére a zfo ans, son fils en a 12; quand
I'age du pére sera-t-il triple de celui du fils
(page 152)? Je suppose 5 ans : le pére aura
alors 45 ans, le fils 17; le triple de 17, au
lieu de produire 4, donne 6 ans de plus. En
supposant 1 an, I'erreur est de — 2. Les produits réciproques
des erreurs par les suppositions donnent 16 pour différence ;
divisant par la différence des erreurs, qui est 8, j'ai 2 : c’est
dans 2 ans que I’'age du pére sera triple de celui du fils.
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LIVRE TROISIEME.

ELEMENS DE GEOMETRIE.

La Géométrie est la science qui se propose de mesurer I'E-
tendue et d’en considérer les formes et les propriétés. Tout
corps a trois dimensions, Longueur, Largeur et Epaisseur ou
Profondeur : les limites qui le déterminent en sont la Surface.
Mais les surfaces d’un corps, en se rencontrant deuxa deux, sont
elles-mémes terminées par des Lignes; les limites qui bornent
les lignes sont des Points. Ce sont ces diverseslimites des corps
qui nous servent a reconnaitre leur Figure.

Quoiqu’il n’y ait pas de corps sans trois dimensions, on fait
souvent abstraction de I’'une d’elles ou de deux : par ex., si I'on
parle de la grandeur d’un champ, ou de la hauteur d’un édifice,
on n'a égard qu’a une surface ou une ligne. Afin de procéder
du simple au composé, par une gradation qui facilite I'étude ,
nous diviserons la Géométrie en trois parties : la premiére
traitera des Lignes, la seconde des Surfaces, la troisieme des
Volumes.

|. Des lignes.

Des Droites, des Angles et des Triangles.

i54- On peut regarder une ligne comme la trace que laisse
un point A (fig. 1) qui se meut vers un autre point B. On dit
que la ligne est droite quand, en la faisant pirouetter autour
de deux de ses points A et B (fig 1), aucun des autres points
de AB, n’éprouve de déplacement: sinon, la ligne est com-
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posée de lignes droites brisées AC,CD,DB (fig. 2) disposées bout
a bout; ou bien cette ligne n’a aucune partie rectiligne et est
appelée Courbe AMB (fig. 3).

Donc i° lorsqu’une ligne AB (fig T) est droite, et qu’on
prend sur son cours deux points C,D, la droite CD qui joint ces
points se confond dans toute sa longueur avec les points de AB;
et si I'on imagine au-dela des extrémitésCetD d’unedroiteCD,
deux autres pointsA etB, tels que la droite ABcoincideavec CD;
ces points A et B sont dits sur le prolongement de la droite CD.

20. Toute droite CD doit étre congue prolongée indéfiniment
par ses deux bouts.

3°. Deux droites qui ont deux points communs, coincident
ensemble.

4°, Deux droites ne peuvent se couper qu’en un seul point,
puisque si elles avaient deux points communs, elles coincide-
raient.

Un Pian est une surface sur laquelle est appliquée toute ligne
droite joignant deux points quelconques de cette surface.
Etant donnés trois points non en ligne droite, on peut tou-
jours faire passer un plan par ces trois points, puisqu’en tour-
nant autour de la droite qui joint deux de ces points, on
pourra faire passer le plan par le 3¢ point : et il est évident que
la position absolue du plan sera alors déterminée, c.-a-d. fixée
de maniere qu'un autre plan ne pourrait contenir ces trois
points sans coincider avec le premier.

155. Lorsgu’on veut ajouter deux lignes droites ou deux
longueurs BC, CA (fig. 1), on porte I'une CA sur le prolonge-
ment de l'autre BC, et la somme est BA—BC-j-CA. Si les
parties BC, CA sont égales, BA est double de CA : on peut de
méme tripler CA, etc.

Pour soustraire CA deBA, on trouve BC=BA—CA; ainsi on
sait retrancher une longueur d’un autre. En général I'addition
ou la soustraction de tant de droites qu’on voudra, la multi-
plication, la division des longueurs sont des opérations faciles
a concevoir.

156. Deux droites CB, CA (fig. 4) n'ayant qu’un seul point

T. L i5
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C commun, ne peuvent enclore un espace ; I'étendue indéfinie
comprise entre ces droites prolongées sans limites, est ce qui'on
appelle un Angle. Le point C de section des deux lignes esit le
sommet de Vangle.

On désigne un angle par la lettre placée au sommet ; et Lors-
gue ce point estconnnun a plusieurs angles, comme fig. 10,12s...,
on distingue ces angles en énongant les trois lettres écrites sur
les cbtés, celle du sommet entre celles des cétés. L’'anglle C
(fig. 4) est aussi désigné par BCA ou ACB.

i6-j. Deux angles ACB, acb (fig. 4) sont égaux, quandl en
les posant I’'un sur I'autre, ils peuvent coincider : appliquions
le coté cb sur CB, les sommets c,C, se confondant, le cotee ca
se couchera sur CA.

Les c6tés d’un angle devant toujours étre considérés conmne
indéfiniment prolongés, on voit que la grandeur d’un amgle
ne dépend pas de la longueur de ses c6tés, longueur qui est
censée illimitée, mais de I'écartement des deux lignes. Qui’on
fasse tourner le c6té BC autour du sommet C(fig. 5) pour' lui
faire prendre la position DC, I'angle BCA devenu DCA, aiura
augmenté de I'angle DCB; DCA est la somme des deux auttres,
BCA la différence entre DCA et BCD ; DCA t= BCA-f-BCD, BCiA=
DCA — BCD. Si BCD =BCA, DCA est le double de BCA : on
comprend ce qu’on doit entendre par le triple d’un angle:, sa
moitié, son tiers, etc.

i58. Lorsqu’une droite BC (fig. 6 et 7 ) tombe sur une a utre
droite AE, elle fait deux angles BCE, BCA qu’on appelbe de
suite ou adjacents. S'il arrive (fig 7) que ces angles soient égraux,
c.-a-d. qu’en pliant la fig. selon CB, la droite CE s'applique
sur CA, les deux angles sont appelés droits, et on dit que lia li-
gne CB est perpendiculaire sur AE.

15g. Tous les angles droits sont égaux. Supposons BC (fiig.8)
perpendiculaire sur AE, et bc sur ae, c.-a-d. les amgles
BCA = BCE, bca— bce. Transportant I’'une des fig. sur l'autre,
appliquons le point ¢ sur C, et la droite ae sur AE; bc dev?ra se
coucher sur BC. Car si on suppose que bc prenne la positioni CF,
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on aurait BCA= BCE, FCA —FCE (hjpo.), ce qui ne peut étre;
car BCA étant << FCA, BCE devrait aussi étre << FCE.

160. Deux angles de suite BCE, BCA (fig. &) ontpour somme
deux angles droits : c’est ce que met en évidence la perpendi-
culaire DC élevée en C sur AE.

Réciproquement, si la somme de deux angles donnés vaut
deux droits, et qu’on accole ces angles comme BCE,BCA (fig.9),
pour les ajouter (u® 157), les deux c6tés extrémes AC, CE seront
en ligne droite. Car si cela n’était pas, que, parex. CH (au lieu
de CA) fat le prolongement de CE, on aurait BCE -f- BCA— 2
droits (liypo.) BCEBCH = 2dr. (n° 160); dont en égalant les
premiers membres, BCA=BCH, ce qui est absurde.

L’angle BCE (fig. 6) qui est plus petit que I'angle droit DCE
est dit aigu; l'angle BCA qui est plus grand que I'angle droit
DCA est dito/&/us. Deux angles adjacens BCE, BCA, ou dont la
somme vaut deux droits, sont appelés supplémentaires; deux
angles sont dits complémentaires quand leur somme vaut un
droit, comme BCE et DCB (fig. 6).

11 est visible que tant de lignes qu’on voudra CB, CF, CD,
dans le méme plan (fig. 10) qui tombent en un point C de la
droite AE, font des angles BCE, BCF, FCD, DCA, dont la somme
vaut deux droits : c’est ce que montre la perpendiculaire CH.

161.Lorsque deux droites BD, AE (fig. 11) se coupent, les
angles BCE, ACD opposésiau sommet sont égaux : car
BCEBCA — 2 dr. (n° 160), ACD-f-BCA —2 dr. Donc
BCE = ACD.

En prolongeant en D (fig. 7) la perpendiculaire BC a AE,
comme l'angle droit BCE = ACD, on voit que Il'angle
ACB—ACD; AE est donc réciproquement perpendiculaire sur
BD, et les quatre angles de la fig. sont droits et égaux.

Tant de lignes qu’on voudra AC, BC, DC. . .. (fig. 12) dans
un méme plan, qui concourenten un point C, forment des an-
gles ACB, BCD, DCE, etc., dont la somme vaut quatre droits;
car les deux perpendiculaires MN, PQ, menées par C, forment

quatre angles droits qui embrassent toutes les surfaces angu-
laires du plan.
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162. Deux lignes droites 1le suffisant pas pour enclore un es-
pace (n° i56), il faut au moins une 3¢ ligne pour limiter
I'étendue. La fig. ainsi formée, telle que ABC(fig. 16) est ap-
pelée un Triangle; elle a trois cotés AB,AC,BC, et trois an-
gles A,B,C. Si les trois c6tés sont égaux (fig. 14), le triangle
est équilatéral ; il est isosc'ele (fig. i5) quand deux cotés seu-
lement sont égaux, AC = BC; enfin il est scal'ene lorsque les
trois cbtés sont inégaux, ABC (fig. i3). Quand il a un angle
droit A (fig. 16), le triangle est rectangle ; on donne le nom
d’hypoténuse au c6té BC qui est opposé a cet angle droit A.

Le sommet C (fig. i3) de I'un quelcongue des angles est
le sommet du triangle, la base AB est le coté opposé; la hau-
teur est la perpendiculaire CD abaissée du sommet C sur la
base AB.

163. Deux triangles ABC, abc (fig. 24) sont égaux lorsque
deux de leurs c6tés sont respectivement égaux chacun a chacun,
comprenant un angle égal, klo—ab, AC~ac, K—a. En effet,
transportons le triangle abc sur ABC, en faisant tomber le
cOté ab sur son égal AB, savoir, a sur A, b sur B; comme
I'angle a = A (hypo.), le c6té ac prendra la direction AC : mais
les longueurs ac AC sont égales (hypo.) donc ¢ tombera sur C,
et par suite bc se confondra avec BC; les surfaces abc, ABC
coincideront en toutes leurs parties, d’'ou B~b, C~c, BC=£c.

164. Lorsqu un triangle ABC(ty. i5) est isosc'ele, les angles
A et B opposés aux cotés égaux AC, BC sont égaux, A = B.
En effet, tirons la droite CD qui coupe en deux parties égales
I'angle C du sommet, savoir, angle ACD — BCD; en pliant la
fig. selon CD, le coté CA prendra la direction CB ; les cotés CA,
CB, étant égaux (hypo.) coincideront; A tombera sur B, AD sur
DB; ainsi A=B.

Dont i°. les trois angles A, B, C (fig. i4) d un triangle équi-
latéral sont égaux.

2’. Langle ADC = BDC (fig. i5), c.-a-d. que ces angles sont
droits (n° j58), et AD=BD, ainsi la droite CD qui divise
par moitiés I'angle C du sommet d’un triangle isoscéle, est
perpendiculaire a la base AB et passe par son milieu D.
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165. Réciproquement, dans un triangle ABCtfig,. 17), sil'an-
gle A—ABC, les coOtés opposés AC, BC, sont égaux ( le trin-
gle est isoscele). Car si I'on n’a pas AC=BC, prenonssurleplus
grand de ces cotés une longueur AD égale a I’autre coté BC, et
tirons BD. Les deux triangles ABD,ABC ont le c6té commun
AB, le co6té AD — BC (constr.)et lI'angle A = ABC (A/po.);
donc ces deux triangles devraient étre égaux (n° i63) , ce qui
est évidemment albsurde.

Donc un trianglle qui a ses trois angles égaux est équilatéral.

166. Deux triaingles ABC, ab c (fig. 18) sont égaux lorsque
leurs trois cotés sont égauxchacun a chacun, AB—ab, AC—ac,
BC—bc. En effet, transportons I’'un des triangles sur I'autre,
en faisant coincider des cOtés égaux AB,u6, et des sommets
A a et B, b, semblablement placés ; il s'agit de prouver que les
surfaces se confondront ensemble. En effet, si cela n'a pas lieu,
il ne pourra arriver que trois cas.

i°. Si les triangles tombent comme ACB, ACD (fig. ig), les
sommets Cet D étant au dehors des surfaces respectives ; comme
le c6té AC =AD (hypo.j, le triangle ACD est isoscéle, et I'an-
gle ACD=ADC (n°i64) | d’ailleurs I'angle BCD  ACD ou ADC.
D’un autre c6té, BD = BC (Vyw.), d’ou I'angle BCD=BDC;
ainsi I'angle ADC << BDC ou BCD. Ces deux conséquences con-
tradictoires prouvent que ce cas est impossible.

20. Si I'un des triangles ABD (fig. 20) est renfermé dans I’au-
tre ACB, tirez DC et prolongez AC et AD vers E et F. Le cOte
AD—AC (h.ypo.); donc I'angle ACD = ADC (n° i6zj), et aussi
les suppléments sont égaux , ECD =FDC (n° 160). Or
ECD=>BCD, d'ou FDC 3>BCD. Dailleurs BD — BC ( hypo. ),
d'ou Il'angle BCD = BD'C; et comme FDC BDC, on a
FDC BCD: conclusions encore contradictoires.

3°. Enfin, le sommet D (fig. 21) de I'un des triangles ABD,
ne peut tomber sur le c6té BC de I'autre ABC, puisqu’on aurait
BD —BC, ce qui est impossible.

167. Prolongeons I'un tdes cotés AC (fig. 22) du triangle ABC,
I'angle extérieur BCD est toujours plus grand que chacun des
angles intérieurs opposés B et A. Car, par le milieu | de BC, et
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le sommet A, tirons une droite indéfinie AIF, prenons IF=AT
et tirons FC. Les triangles IFC,AIB sont égaux, a cause de Al
= IF (conslr.), Bl = IC \hjrpo.) et les ang les 1 opposés au som-
met; donc I'angle B=ICF << ICD.

En prolongeant le c6té BC vers G, on prouve de méme que
I'angle ACG = BAC; et comme l'angle BCD est opposé au
sommet de ACG, on a BCD = BAC.

Il en résulte que 1° la somme de deux angles quelconques
d'un triangle est pluspetite que deux droits : car BAC < BCD;
ajoutant des deux cotés BCA, ona BAC-J-BCA BCD -f- BCA
ou 2 droits.

2°. Un triangle a au moins deux angles aigus; le 3e angle
peut étre aigu, droit ou obtus.

3°. Parunpoint A (fig. 23) pris sur le cdté d'un angle aigu
ACO laperpendiculaire AD menée sur I’autre cdté CO, tombe
dans la surface de cet angle ; car si cette perpendiculaire pou-
vait tomber comme AB dans I'angle obtus ACE, le triangle ABC
aurait unangle droit B, et un angle ACB obtus, dont la somme
serait = 2 droits.

4°. La perpendiculaire menée du. point A pris sur le c6té
d'un angle obtus ACE tombe au dehors de cet angle, c.-a-d.
sur le cdté CE prolongé.

5°. La perpendiculaire CD (fig. i3) menée du sommet C d’un
triangle tombe au dedans de la surface quand les angles inté-
rieurs a la base sont tous deux aigus : elle tombe au dehors,
quand I'un de ces angles est obtus.

6°. D’un point donné, on ne peut mener qu’une seule per-
pendiculaire a une droite ED (fig. 23); car cela est évident si
le point est en D sur la ligne ED; et s'il est au dehors, en A,
en sorte qu’on ait deux perpendiculaires AC et AD sur EO, les
angles en D et C sont droits, ce qui est démontré impossible.

168. Deux triangles sont égaux, quand deux de leurs an-
gles sont respectivement égaux chacun a thacun et qu'ils ont
en outre un coté égal placé de la meme maniére par rapport a
ces deux angles.

i'" Cas. Si les angles sont adjacents au c6té, soit AB = ab
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(fig. 18), Ai=a, B=2. En portant le triangle abc sur ABC, et
faisant coincider les cétés égaux ab, AB, comme l'angle A—a,
le cté ac prendra la direction AC. De méme puisque I'angle B
~b, le c6té bc prendra la direction BC: ainsi le point ¢ tom-
bera sur C, les surfaces abc, ABC, coincideront, d’ou BC = bc,
AC—ac, C=c.

2¢ Cas. Si le coté est opposé a I’'un des angles, soit AB= ab
(6g. 2%), I'angle A ==a, et C=c : supposons que AC soit> ac;
prenons AH— ac, et tirons BH. Le triangle ABH = abc, a
cause de AB—ab (hypo.}, AH =ac (constr.), et I'angle A=a
(hypo.) : donc l'angle AllIB=c; or c=C (hypo.), donc
AHB=C, ce qui est impossible, puisque I'angle AHB est exté-
rieur au triangle BHC (n° 167 ). Donc AC— ac, et les trian-
gles ABC, abc sont égaux (n° i63).

Donc deux triangles rectangles sont égaux, quand, outre les
hypoténuses égales, ils ont encore un angle aigu égal.

Mesure des Distances.

169. Dans tout triangle BAC (6g. 27), de deux c6tés, leplus
grand est opposé au plus grand angle. Si BC )> AC, prouvons
que l'angle CAB)> B. Prenons sur CB la partie CD — AC, et
tirons AD: l'angle ADC, extérieur au triangle ADB, est)> B
(u° 167); mais dans le triangle isoscele ACD, I'angle ADC=CAD;
donc l'angle CAD B, et afortiori CAB > B.

Donc les trois angles A, B, C (fig. i3) d’un triangle scaléne
sont inégaux.

Réciproquement (fig. 27), soit I'angle CAB )> B, il faut que
BC soit >AC : car ces deux cOtés ne peuvent étre égaux, puisque
alors I'angle CAB serait ==B (n“ 164); on lle peut non plus avoir
BC <( AC, car I'angle CAB serait <(B, contre I’hypothése.

170. La longueur d'une droite qui joint deux points en est
laplus courte distance.

1°. Lin cOté AB (fig. 28) de triangle ABC, est toujours plus
petit que la somme des deux autres, AC-j-BC. Prolongeons
AC, prenons CD=CB, et menons BD. Le triangle CBDestiso-
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scele, ainsi I'angle D=xCBD (n° 164) et I'angle ABD>CBD est
aussi =D ; donc (n° j6g) le coté AB << AD ou AC 4-CB.

20. Comparons la droite AB (fig. 25) au contour A1CHB formé
de lignes droites brisées : menons du point A les droites AC,AH
a tous les sommets; nous avons AC< Al 4-IC (i°.) ; de méme
AH < AC f- CH ; d’ou I'on tire afortiori AH<AI-f-IC-f-CH ;
enfin AB< AH-f-HB, d’ou AB< Al-f-IC 4-CH4-HB.

3°. Enfin s’il s’agit du contour courbe AICHB, on tirera des
droites qui joignent les points deux a deux, et la somme de
ces lignes sera = AB : mais puisque le contour formé de lignes
brisées peut approcher autant qu’on veut de la courbe, en ren-
dant les cotés plus courts et plus nombreux, en méme temps
qu’on allonge de plus en plus le contour, il est clair que la
droite AB est plus courte que le chemin courbe.

171. Si d’un point D (fig. 26) intérieur au triangle BAC,
on méne des droites DA, DB, aux extrémités de la base AB,
le chemin extérieur AC-\- CB est plus long que l'intérieur
AD - DB, et I'angle Cest ADB. Prolongeons AD en F,
nous avons AF < AC 4-CF (n° 170, i°); ajoutant FB des deux
parts, comme CF-f-FB = CB, on a AF -f-FB << AC 4- CB. De
méme DB<DF4-FB ; ajoutant AD, on a AD4-DB< AF4-FB :
donc afortiori AD-j-DB  AC 4-CB.

D’un autre c6té, I'angle ADB, extérieur au triangle DFB,
est>DFB(n° 167) : de méme I'angle DFB, extérieur au trian-
gle AFC, est=C. Donc ADB C.

T72. Un contour ACDB (fig. 2) est convexe ou concave, lors-
que toute droite IK ne peut le couper en plus de deux points:
la concavité est tournée du cété de cette droite IK; la con-
vexité regarde I'espace extérieur.

De deux chemins convexes ACDB, AEFGB, qui ménent
de A a B, celui qui entoure Vautre est leplus long. Car en pro-
longeant EF, on a visiblement ICDK>»IK, d’ou ACDB> AIKB'
de méme, AIl-|-EI2>AE, d’ou AIKB>AEKB; et ainsi de
suite; on arrive enfin a ACDB> AEFGB.

La méme chose a lieu pour deux contours curvilignes AEMB

ACB (fig. 3) : car en menant une droite EF qui touche ACB
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en un pointC, onaEF<"EMF (n° 170); d’ou AECFB<"AEMFB.
D'autres tangentes ik, Im, donneront Aiklm B <"AMB; et ainsi
de suite, en diminuant de plus en plus le contour, a mesure
que les cOtés rectilignes deviennent plus courts, et approchent
davantage de la courbe ACB : donc enfin AMB = ACB.

173. Lorsque deux triangles ABC, abc (fig. 29) ont deux
cotés respectivement égaux, AB—ah, AC~ac, et que les an-
gles compris entre ces lignes sont inégaux BAC=bac, le
3e cOté est le plus grand dans le triangle qui a langle opposé
le plus grand, BC"> bc. En effet, faisons I'angle CAD = 0ac,
prenons AD = AB —ab, et menons CD; le triangle CAD —cab,
car AC=ac (hjrpd), AT)—ab et angle CAD—a (constr.). Ainsi
6c = CD qu’il faut prouver < BC. Tirons Al qui coupe par
moitiés I'angle BAD; Al tombe dans I'angle BAC">CAD; par le
point | de section avec BC, tirons 1D. Le triangle AID = A1B,
car AB= AD {conslr.), le c6té Al est commun, et les angles
en A sont égaux (conslr.)", donc ID =B ; enfin, CD<jCl4-ID
ou BC.

174. Réciproquement, si deux triangles ABC, abc (fig. 29)
ont deux cotés respectivement égaux ABx=.ab, AC—ac, et si
les 3es cotés sont inégaux BC*>bc, I'angle a opposé au moindre
coté bc est<"BAC. Car si cela n’est pas, I'angle a est = ou

BAC : or si a = BAC, on doit avoir BC—bhc; et sia BAC,
il faut que ACsoit <”bc, conséquences contraires a la suppo-
sition. Donc a < BAC.

175. Mesurer une droite A (fig. 30), c’est chercher (n° 36)
combien sa longueur A en contient de fois une autre B connue
et prise pour unité. Le plus souvent I'unité B n’est pas contenue
un nombre exact de fois dans A, et en portant B plusieurs fois
le long de A, ontrouve un reste R B : la mesure de la dis-
tance A est alors le Rapport de A a B, qu’on trouve ainsi qu’il
suit. On porte le reste R sur B pour trouver combien de fois B
contient R ; et s’il y a un autre reste R', on le porte sur R ; puis
le nouveau reste R" est porté sur 1V; et ainsi de suite, jusqu’a
ce qu’on arrive a un reste r qui soit exactement contenu dans
le reste précédent. Ce reste r est visiblement la commune me-
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sure de A et de B, c'est-a-dire est contenu un nombre exact m
de fois dans A. et n de fois dans B, d'ot A=mr, B=nr. Le

A mr m m
rapportg=— = —, eton a A = —B. Lorsque, par exemple,

Aestles de B, cela signifie qu’en coupant B en 7 parties égales,
A contient juste 5 de ces parties; la mesure de la distance est
A=y de I'unité B.

L’analogie de cette opération avec celle du commun diviseur
de deux nombres ( p. 30) est facile a saisir, puisque porter B
sur A autant de fois qu’on peut, c’est chercher le quotient de
la division de A par B, etc.

Mais s’il y a toujours un reste a chaque division, I’opération
n'a plus de bornes, et le rapport de A a B est incommensura-
ble> et impossible a exprimer par le rapport de deux nombres
entiers, parcequ’il n'y a aucune longueur, si petite qu’elle soit,
qui puisse étre exactement contenue a la fois dans A et B. On
se contente ordinairement d’une approximation ; en négligeant
celui des restes successifs qu’on juge assez petit pour ne pas
intéresser le résultat (n° 63).

En général, on peut toujours représenter des lignes par des
nombres abstraits, en composer des formules, et les soumettre
aux regles ordinaires des calculs numériques. Dans ces expres-
sions, on entend par la ligne A, le nombre entier ou fraction-
naire qui est le rapport de cette longueur A a celle de I'unité B.
Réciproquement, les valeurs numériques peuvent étre repré-
sentées par des lignes.

Du Cercle, de la Mesure des Arcs et des Angles.

176. La ligne circulaire est celle dont tous les points ABDEF
(fig. 3i) sont dans un plan (n° 154) , et & égale distance d’un
point intérieur C qu’on appelle centre. l.c contour de celte
courbe est une circonférence; la surface qui y est renfermée
est un cercle} les droites égaies CA, CB,... qui partent du
centre et se terminent a la courbe sont des rayons; un diamétre
AE est une droite qui passe par le centre et a ses deux extré-
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mités a la circonférence ; c’est un double rayon. Tous les dia-
métres d’un cercle sont égaux.

Une partie AGB de Ha circonférence est un arc; la droite
AHB qui joint les bouts de I'arc est sa corde ; la surface ACBG
comprise entre deux rayons et I'arc est un secteur ; celle AGBH
qui est enfermée par I'arc et sa corde est un segment.

De la on conclut que i°. un diamétre est laplus grande des
cordes, car BC -J- CA = BA (n° 170, i0.); orBC=CE,donc
CE 4-CA, ou EA>BA.

20. Tout diametre AE oupe le cercle en deux parties éga-
les; en effet, en pliant la fig. suivant AE, les deux demi-cercles
ABE, AFE doivent coincider, car sans cela tous les points
de la courbe ne seraientpas a égale distance du centre C.

3°. Par la méme raison, deux cercles dont les rayons sont
égaux , peuvent étre appliqués I’'un sur l'autre en coincidence,
en superposant les centres ;: deux arcs de ces cercles doivent
aussi se coucher I'un sur l'autre.

4°. Deux diameétres perpendiculaires EA, NF coupent la
circonférence en quatre arcs égaux, qu’on appelle quadrans.

177. Quand deux angles C, ¢ (fig. 32) sont égaux, les arcs
AB, ab, décrits de leurs sommets pour centre, avec le méme
rayon, sont égaux. C’est ce qu’on reconnait en appliquant les
deux fig. I'une sur l'autre, etcb sur CB; car le rayon ca couvre
CA, et l'arc ca se couche sur CA; il y a coincidence entiére.

Réciproquement, si deux angles C, c, comprennent des
arcs égaux, ces angles sont égaux. Cela se voit de méme.

i°. Les arcs égaux ont des cordes égales, quand les rayons
sont égaux; car soit I'arc AHL = DIF (fig. 33); menons les
rayons CD, CA, CL, CF; les triangles ACL, DCF sont égaux,
comme ayant deux cotés égaux, comprenant un angle égal;
donc corde AL=DF.

2°. Réciproquement, les cordes égales soutendent des arcs
égaux ; en effet si la corde ALr=DF, en tirant les rayons, les
triangles CAL, CDF sont égaux, comme ayant les trois cotés

respectivement égaux (n° 166); ainsi I'angle ACL = DCF, et
l'arc DIF = AHL.
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3°. Construire un angle c(fig. 32) qui soit égal a un angle
donné C? Tirez une ligne indéfinie ¢2>, puis avec un rayon quel-
conqgue , et des sommets C, ¢ pour centres, tracez les arcs AB,
ab, celui-ci indéfini. Portez de b en a, sur l’arc ad, la longueur
de la corde AB ; comme les cordes AB et ab sont égales, les arcs
sont égaux ; donc en tirantca, les angles C et ¢ sont égaux. Si
I’on superpose les deux figures, elles seront en coincidence
I’'une sur l'autre.

178. Ajouter deux angles donnés. Faites d’abord I'angle BCA
(fig. 34) égal a I’un des angles proposés, puis BCD égal a I'autre,
eny placant des arcs np, nm respectivement égaux a ceux qu’on
tracera du sommet des angles donnés : alors DCA=BCA-j-BCD ;
et si ces derniers angles sont égaux, vous aurez le double de
I’un d’eux : on en aurait de méme le triple, etc.

La soustraction estaussi facile a faire; car angle......................
BCA=DCA—BCD. Enfin les opérations qu’on veut exécuter sur
les angles se font sur les arcs décrits de leurs sommets pour cen-
tres avec le méme rayon.

179. Mesurer un arc AGD ( fig. 3i), c’est chercher son rap-
porta un autre ABN, de méme rayon, et pris pour unité connue
(n05 36, 71). Si ces arcs étaient rectijiés, c’est-a-dire étendus
en ligne droite, on les traiterait comme il a été dit n° 175 :
mais la rectification n’est nullement nécessaire ici. On porte
sur lI'arc AD, autant de fois qu’on peut, une ouverture de com-
pas égale a la corde de I'unité d’arc AN, et ou obtient ainsi le
nombre de fois que cette unité est -contenue dans I'arc AB. S'il
y a un reste R, on porte de méme la corde de cet arc R sur
I'arc AN pris pour unité, et ainsi de suite, pour trouver la com-
mune mesure des arcs, si elle existe ; enfin tout se passe comme
pour les droites, méme dans le cas ou les arcs seraient incom-
mensurables. Celte construction résulte de ce que les arcs égaux
répondent a des cordes égales.

On peut, comme on voit, ajouter, soustraire, multiplier,
diviser des arcs, enfin les représenter par des nombres, et en
composer des formules.
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Quanta l'unité d'arc, elle est arbitraire; on préfére ordi-
nairement le quadrans AX, ou quart de la circonférence.

Comme on prend le quadrans pour unité d'arcs, on prend
pour unité d'angles I'amgle droit que dans la suite nous désigne*-
rons par D.

180. De deux ares moindres que la demi-circonférence> le
plus grand a une corcde plus grande. Carsi I'arc AIIL  DIB
(fig 33), prenant l'ar<c DIF=AHL, et menant la corde DF,
cette corde DF=AL (m° 177, i°.) s or les deux triangles DCB,
DCF ont deux cOtés é:gaux qui sont des rayons, comprenant
I'angle DCF> DCB; donc le 3¢ c6té DF>DB(n° i73).

Réciproquement, la corde la plus grande soutend le plus
grand arc; car si lacorde AL DB, les triangles ACL, DCB
ont deux cOtés égaux, et le 3¢ AL DB, dont I'angle ACL
= DCB, et I'arc AHL > DIB.

181. Le rapport de deux angles BCA, DON (fig. 35) est le
méme que celui des arcs ba, dn compris entre leurs cotés, et
décrits de leurs sommets comme centres, avec le meme rayon.

i°. Si les arcs ba, dn sont commensurables, leur commune
mesure dx sera contenue m fois dans ba, p fois dans dn, de sorte

que Par chaque point de division X, y. . ., menons

aux sommets O, C, des lignes Ox, Oy...; lesangles proposés
seront de méme coupés en m et p angles égaux xOd, yOX ... ;

donc on a Ces deux relations donnent (*).

20. Si les arcs sont incommensurables, divisons I'un d’eux nd
en un nombre quelconquep de parties égales dx, Xy ..., et por-
tons-les sur l'autre arc ba; soit i le point de division le plus

(*) On ne doit pas oublier que I’égalité de deux rapports constitue une pro-
portion (n° 71). En Géomeétrie, I'usage a prévalude lire ainsi ces sortes d’ex-
pressions, BCA est a DON comme ba est a dn, et de préférer cette locutiom
a I'équivalente, BCA divisé par DON est égale a ba divisé par dn. On doit
en dire autant dans toute la Géométrie élémentaire.
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voisin de a; menons CI. Celaposé, les arcs dn, 2i étant com-
jnensurables, on

I'aie bi=ba-j-ia; donc

Or, ICA et la varient avec le nombre p des divisions de
I'arc nd, et peuvent étre rendus aussi petits qu’on voudra, tan-
dis que les autres quantités resientconstantes; la 2eetla4e frac-
tion sont donc indéfiniment décroissantes, et I'on a, en passant

aux limites (n° 113)

182. Pour trouver le rapport de deux angles, il n’est pas né-
cessaire de faire sur eux I'opération analogue a celle qui a été
indiquée sur les lignes (n° 1"5), et qui serait ici fort embarras-
sante. On substitue au rapport cherché celui des arcs, qui estle
méme. Concluons de la que, i°. le rapport des surfaces des
secteurs est le méme que celui des arcs.

20. Si I’on prend pour unité d’arc dn (fig. 35), I'arc qui est
compris entre les cotés de I'unité d’angle DON, dn et DON
étant chacun I'unité de leur espéce, notre proportion (A) donne
BCA—ba. Ainsi (n9 36 et 71), tout angle apour mesure l'arc
compris entre ses cotés et décrit de son sommet cortime centre (*).

(*) Ceci suppose une condition tacite, car I'angle BAC ne peut étre égal a
I'arc ba-, mais dans I'équation BCA—ba, ce n’est plus un angle et un arc
qui entrent, ce sont deux nombres abstraits qui indiquent combien de fois
I'angle et I'arc contiennent I'unité de leur espece DON et dn : de sorte que

BCA = ba signifie en effet la méme chose que DON = 'JrT» C'est ce ﬁ“'

a également lieu dans toute formule; les lettres qui y entrent ne sont que
des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses mesurées a
leur unité.

C’est aussi improprement qu'on dit qu’un arc est la mesure d’un angle,
puisqu’on ne peut établir de rapports entre deux choses hétérogenes : on doit
entendre par la que les angles croissant dans le mémerapporl que les arcs, le
nombre qui exprime la mesure de I'angle (n° 36), exprime aussi celle de I'arc.
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On prend ordinairement pour unités d'angle et d’arc Il'angle
droit et le quart de circonférence qu’on nomme Quadrans.
3°. Si du sommet C (fig. 36) desangles =" BCA on décrit

deux arcs abd, a'b'd’, le rapport
La grandeur du rayon Cb ou Cb' est indifférente dans la
mesure des angles ; donc les arcs ab et a'b' sont

entre eux comme leurs circonf. entiéres. On ditque ces arcs sont
Semblables.

183. Les angles tracés sur le papier se mesurent a l'aide du
Rapporteur; c’est un demi-cercle divisé en une quantité quel-
congue de parties égales, propres a donner le rapport des arcs
au quadrans ; ce nombre exprime la mesure des angles, ou
leur rapport a I'angle droit. Un semblable demi-cercle, porté
sur un pied et pourvu d’alidades mobiles autour du centre,
pour pouvoir étre dirigées aux objets éloignés , se nomme Gra-
phomeétre, et sert de méme a mesurer les angles dans I’espace.
Au reste, on a construit, dans ce but, desinstrumensde formes
trés variées, et dont nous ne donnerons pas la description, pour
ne pas nous écarter de notre sujet. (Zz. ma Géodésie. )

On a coutume de diviser le quadrans en go parties ou degrés,
chaque degré en 60 minutes , et la minute en 60 secondes; un
angle, ou arc de 18 degrés 54 minutes 55 secondes, s’écritainsi:
i8° 54' 55". Comme les tables et les instrumens ont été con-
struits sur ce mode de division, nous le préférerons a celui qui
est plus moderne et plus simple pour les calculs, qui consiste a
partager le quart de cercle en ioo Grades, le grade en 100 mi-
nutes, la minute en oo secondes. Dans ce systeme, 18° 54' 55"
revient a 18”5455 ou 0,i85455 quadrans.

Des Perpendiculaires, des Obliques et des Paralléles.
184. Par un point A (fig. 23), menez la perpendiculaire AD

sur EF, et les obliques AC, AF, AB. i°. Laperpendiculaire AD
est plus courte que toute oblique AC; 2°. les obliques AC, AF
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qui s’écartent également du pied D de la perpendiculaire sont
égales, et font des angles intérieurs aigus et égaux; 3°. de
deux obliques AC, AB, celle qui s'écarte le plus de ce pied D
est laplus longue, etfait, du méme cété AD, un angle aigu
plus petit, ABD ACD.

i°. Puisque le triangle ACD est rectangle en D, cetangle D
est > ACD (n° 167, 10.), d’ou AD < AC (n° 169); laplus
courte distance d’un point A a une droite EO est saperpendi-
culaire AD : tous les angles ACD, ABD sont aigus.

20. Si CD = DF, les triangles ACD, AFD, qui, outre le cote'
commun AD, et les angles droits D, ont le c6té CD=DF, sont
égaux; d’ou AC = AF, angle ACD = AFD.

3°. Lorsque BD f> CD, l'angle ACB est obtus (n° 167, 4°-)>
donc cet angle ACB = ABC (n° 167, 2°), et par suite AB">AC.
L’angle ABE, extérieur au triangle ABC est = ACB, et prenant
les supplémens, ABC ~ ACD. Ainsi a mesure que les obliques
s’écartent de la perpendiculaire AD, elles deviennent plus lon-
gues, et font avec EF des angles aigus du coté de AD, de plus
en plus petits.

Donc étant donné un point A sur une droite AD perpendicu-
laire @ EO, de ce point, on ne peut mener plus de deux obli-
ques égales entre elles.

185. Réciproquement la ligne AD est perpendiculaire sur
EF, lorsqu’elle est la plus courte distance de A a EF. Car si une
autre ligne AC était la perpendiculaire, elle serait <*AD, contre
I’hypothese.

De méme, si AC=AF, il s’ensuit que CD = DF ; puisque si
CD était > ou << DF, AC serait aussi = ou << AF.

Enfin si AB> AC, on doit avoir BD  CD, puisqu’en sup-
pésant BD— ou << CD, il faudrait qu’on elt BA=e ou < CA,
contre I’hypothése.

186. Concluons de la que si AD ( fig. 37) est perpendiculaire
au milieu D de CF, tout point G, A, de AD est autant éloigné
de C que de F, AC=AF, GC = GF : car ces droites sont des
obliques qui s’écartent également du pied D.

187. Tout point | situé hors de la perpendiculaire AD au
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milieu de CF, est plus voisin de celle des deux extrémités F
qui est du méme c6té que ce point 1; car menant IC, IF et FG,
I'angle GCF = GFG; donc l'angle IFC )> ICF, et le coté
IC = IF (n° 169).

Puisque la propriété du n° $86 d’avoir ses points également
distans des points C et F n’appartient qu’a la perpendiculaire
sur le milieu de CF, elle la caractérise; c’est-a-dire que lorsque
deux points A et H (fig. 38) d’une droite AH sont chacun au-
tant éloignés de C que de F, cette droite AH est perpendicu-
laire sur le milieu de CF.

Pour mener une perpendiculaire AH au milieu d'une droite
CF (fig. 38), des centres C et F, avec le méme rayon quelcon-
que, tracez deux arcs de cercle : si les rayons ont été pris plus
grands que la moitié de CF, ces arcs se couperont en un point
A, qui serasur la perpendiculaire demandée. Refaites la méme
construction au-dessous de CF avec le méme rayon ; les arcs
se couperont en un point H de la perpendiculaire, qui sera AH.
On peut aussi trouver cette ligne, en prenant d’autres rayons
égaux, qui donnent des arcs se coupant en 1, car | sera aussi
I’'un des points de la perpendiculaire.

Cette construction donne aussi le milieu D Aune longueur
CF.

188. Par un point donné mener une perpendiculaire AH
(fig. 3g, 4°) sur une droite indéfinie OU.

i°. Si ce pointest en D sur la droite ( fig. 3g), prenez DC=DF
a volonté, et des centres C et F avec le méme rayon quelcon-
que, tracez deux arcs qui se coupent en A, la droite AD sera
la perpendiculaire sur DB.

2°. Si le point donné est en A (fig. 4°) hors de la droite
DB, du centre A avec un ravonquelconquesuffisamment grand,
tracez un arc CF, coupant DB aux points C et F ; de ces points
comme centres et avec un méme rayon arbitraire, tracez deux
axes qui se coupent soit en Il, soiten I. La droite Al ou AH
est la perpendiculaire demandée.

La perpendiculaire AD ( (ig. 37 ) donne le point D qu’on
appelle la projection de A sur CF : chaque point de CA a de

T L 16
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méme sa projection, et la longueur CD est la projection de AC,
de CG... sur la droite indéfinie CF.

189. Etant donnés deux pointsG etB(fig. 4») et une droite AK
indéfinie, trouver sur cette ligne an point F, tel qu’en le joignant
aux points donnés G et B, les dioites FG, FB fassent des angles
égaux avec AK, savoir, angle GFA — BFK. Menez du point B
la perpendiculaire BD sur AK, prenez CD = CB, et tirez la droite
DG; cette droite coupera AK au point F demandé : caries trian-
gles FCD, FCB sont égaux , d’ou I'angle BFC=CFD=AFG.

Dans I'angle NAC (fig. 42) on donne les points B et G, et
on demande de tirer les droites BF, FL, LG qui fassent des
angles égaux deux a deux avec les cotés de I'angle A, savoir
BFC = LFA , et FLA = GLN. Reproduisez la construction
précédente pour le point B et le c6té AC, c’est-a-dire prenez
CD = BC sur la perpendiculaire BD a AC. Tout point F de AC
donne deux droites FD, FB, également inclinées sur AC : ainsi
la droite cherchée LF doit passer par le point D, qui remplace
B dans la recherche proposée; en sorte qu’il ne s’agit plus que
de savoir tirer du point D deux lignes DL, LG, également in-
clinées sur AN : il faut donc encore reproduire la construction
précédente pour le point D et la droite AN. Ainsi on tirera DH
perpendiculaire sur NA prolongée, on prendra ID —III ; par
le point H, on menera HG qui donnera le point L, puis LD
qui donnera le point F, enfin la droite FB : donc BF, I L et LG
rempliront les conditions voulues.

La méme construction représentée fig. 4" <I°nne le contour
BFLMK, qui joint les points extrémes B et K par une suite de
lignes brisées également inclinées deux a deux sur les cOtés
successifs de la fig. MNAC. On pourra opérer de méme pour
quatre droites formant trois angles, etc. ... Ce tracé résout
complétement le probléme des bricolles au jeu de billard.

190. On dit que deux droites AB, CD (fig. 4") sont paral-
leles quand, situées dans un plan, elles ne se rencontrent pas,
quelque loin qu’on les prolonge. La droite EF qui les coupe
est appelée sécante ; les angles EHB, HID, d’'un méme coté de
la sécante, I'un en dehors, l'autre en dedans des paralléles,
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sont dits correspondons ; les angles alternes sont situés des
deux cotés de la sécante; les internes sont au dedans des pa-
ralléles, les externes sont en dehors ; les alternes-internes sont,
tels que AHI, HID de part et d’autre de la sécante, et entre
les paralléles; les alternes-externes, tels que EHB, CIF, sont
aussi des deux cotés de la sécante, mais en dehors des paral-
leles : dans ces deux derniers cas, les angles ont leurs ouver-
tures tournées en sens contraires , et leurs sommets sont situés
sur les deux paralléles. Les angles internes BHI, HID, et les
externes EHB, FID sont d'un meme c6té de la sécante.

Deux droites AB, CD (fig. 45) sont paralleles quand, étant
dans unplan et coupées par une sécante EF, elles remplissent
I’'une des cing conditions suivantes :

i°. Les angles correspondons égaux, EHB — HII); 2° les
angles alternes-internes égaux, AHI — HID; 3° les angles
alternes-exlernes égaux, EHB = CIF; 4° la somme des an-
gles internes d’'un méme coté, Bill -j- I1ID —i droits; 5° la
somme des angles externes d’un méme c6té, EHB -\-DIF~?..
droits.

ler Cas. EHB = HID; car si les droites AB, CD, se rencon-
traient en O (fig. 44)> 011 aurait un triangle 1101, ou l'angle
extérieur EHB serait  HID (n° 167), contre I’hypothése.

Cas. AHI =HID; si le triangle HOI était possible, on
aurait I'angle extérieur AHI ~>HID, contre la supposition.

3e Cas. EHB = CIF;ces angles étant opposés au sommet
avec les précédens, c’est comme si I'on donnait AllI=HID.

4e Cas. BHI -|-HID = 2 droits; on sait (n° 167, i°) que le
triangle HOI est alors impossible.

5¢ Cas. EHBDIF = 2 droits, comme HID-|-DIF =2
droits, ou en conclut EHB = HID, qui rentre dans le
ier cas.

Deux droites AB, CD (fig. 45) perpendicidaires a une troi-
sieme LM sont paralléles, puisque la figure remplit les cing
conditions ci-dessus. Et en effet, si les droites AB, CD se ren-
contraient en un point O (fig. 44)> OlIl, 01, seraient deux per-

16..
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pendiculaires menées du point O sur EF, ce qui ne se peut
(n° 167, 6°).

191. Les réciproques de toutes ces propositions sont vraies.
En effet, un angle BCA (fig. 46), quelque petit qu’il soit, est
toujours plus grand qu’une bande BCEF formée par deux per-
pendiculaires BC, EF, menées & la droite CD. Car si I'on dé-
crit du sommet C I'arc de cercle bd, avec un rayon quelcon-
que, l'angle BCA sera contenu un nombre fini n de fois dans
I'angle droit BCD, puisqu’il sera contenu autant que I'arc ba
I’est dans le quadrans bad. Portons n parties égales CE,EG,...
le long de la droite indéfinie CD, jusqu’en un point M ; puis
abaissons sur CD des perpendiculaires FE,HG, .. NM, en
tous les points de division. Nous aurons ainsi n bandes BCEF,
FEGH, etc., toutes égales entre elles- car en pliant la figure
selon la droite FE, il est évident que les bandes BE,FG se su-
perposeront en coincidence parfaite. Ainsi la surface de I'angle
droit BCD est formée de n fois I'angle BCA, tandis que n fois
la bande CBEF est moindre que cette surface, ou ...............
n x BCA = n X BCEF, ou BCA > BCEF.

Ainsi la droite CA suffisamment prolongée doit rencontrer
EF quelque part et s’étendre au-dela, puisque la bande BCEF
ne peut contenir I'angle BCA, quelque petit qu’il soit. Toute
droite CA quifait avec CD un angle << un droit doit donc cou-
per laperpendiculaire FE sur CD.

Donc, 1° Lorsque deux droites AB, CD (fig. 4%) paral-
leles, la perpendiculaire LM menée & CD est aussi perpendi-
culaire @ AB; puisque sans cela AB devrait couper CD.
Cela revient a dire que par un point L on ne peut mener
gu’'une seule parallele a CD, savoir AB perpendiculaire
aLM.

2°. Toute sécante EF qui coupe deux paralléles AB, CD,
fait les angles correspondans égaux, EHB —HID; les angles
allernes-internes égaux, AHI—HID ; les angles alternes-
externes égaux, EHB =.CIF. En effet, du milieu K de KI,
soit abaissé LM perpendiculaire sur les deux paralléles (1°);
les deux triangles KIM, LKH seront égaux, a cause des angles
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droits L et M, des amges K opposés au sommet; et de K1=KH,
(constr.}; donc lainfle LHK — KIM; et comme ces angles
sont opposés au sommet avec EHB, CIF, ces quatre angles
sont égaux.

3°. La somme aies angles internes, ou des externes, d'un
méme cO6té, vaut detx droits : car AHI4- BHI = 2 droits, et
AH1=HID (20); d<nc BHI-|-HID=2 droits. De méme
EHB = HID, HID-f-FID = 2 droits, donc EHB-f-FID —
2 droits.

4°, Les angles quefait une sécante en coupant deux paral-
leles, sont égaux qumd ils sont de méme espece, et supplé-
mentaires quand l'unest aigu et I'autre obtus.

192. 1l suit de la eue i° pour mener, par unpoint donné C
(fig. 47) une droite CD parallele a AB, on pourra employer
I'une quelconque des six propriétés précédentes. Par exemple,
d’un rayon quelconque CB et du centre C, on décrira un
arc BI; puis du centre B l'arc CH : enfin, on prendra
I'arc BJ= CH, et Cl sera parallele a AB. Car, en menant la
sécante BC, les angles ABC, BCI seront égaux (n° 177,3°).

2°. Deux droites AC, BD (fig. 4$) paralléles a une troi-
siéme EF sontparalléles entre elles ; car la perpendiculaire Kl
a EF l'est aussi a ses paralleles AC et BD ; celles-ci ne se
rencontrent donc pas (190).

3°. Deux angles CAB, DEF (fig. 4g) dont les cotés sont pa-
ralleles, et I'ouverture tournée du méme sens, sont égaux : car
prolongeant EFen. G, les paralleles AC, ED donnent I'angle
DEF = CGF comme correspondans : a cause des paralléles
AB, GF, on a l'angle CGFxz CAB ; donc CAB = DEF. Si
I'on prolonge un cété EF, les angles DEI et BAC, dont I'ou-
verture n’est pas tournée du méme coté, ne sont plus égaux ;
ces augles sont supplémens I'un de l'autre.

4°, Deux paralléles AB, CD (fig. 47) sont partout équidis-
tantes; car de deux points quelconques A et B, et du milieu E
de AB, menons les perpendiculaires AC, BD, EF sur AB,
elles le seront aussi sur CD ; or, en pliant la figure suivantEF,
ES se couchera sur son égal EA; et a cause des angles
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droits, BD prendra la direction AC, et FD se couchera
sur FC. Ainsi, le point D tombera sur C; d’'ou AC—BD.

ig3. Les parties de deux paralleles AB, CD (fig. 50) inter-
ceptées entre deux autres paralléles BD, AC, sont égales, car
menant BC, on a deux triangles e'gaux ABC, DBC (le c6té BC
est commun et I'angle BCD = ABC, BCA = DBC, comme al-
ternes-internes). Donc AB=CD etBD=AC. Le théoreme pré-
cédent (4°) est un cas particulier de celui-ci.

Réciproquement, si AB = CD et AC =BD, les deux triangles
sont encore égaux, comme ayant leurs trois cOtés respective-
ment égaux; d’ou l'on tire angle DCB = ABC, CDB =BAC :
donc AB est paralléle a CD; AC I'esta BD.

Enfin, si I’on suppose AB égal et paralléle & CD, AC est aussi
égal et parallele a BD, parce que les deux triangles sont en-
core égaux, etc.

fgd4 Sur le c6té Kl (fig. 5i) d’'un angle donné IKC, soit pris
un point quelconque E, et mené ED paralléle a KC; prenons
KE = KF, et tirons KF. Dans le triangle isoscéle KEF, I'angle
EKF=F; mais F =FKC comme alternes-internes ; ainsi, KF
coupe par moitiés I'angle IKC. De méme, prenant FK =FD,
I'angle DKC est moitié de FKC, ou le quart de IKC, etc.
Cette construction sert a diviser I'angle IKC en 2, 4> S... 2n
parties égales.

Des Perpendiculaires et Paralléles considérées dans
le cerclej et des Tangentes.

igs. Tout rayon CD perpendiculaire a une corde AB, la
coupe au milieu E, ainsi que l'arc soutendu ADB (fig. 52),
En effet, les obliques égales AC, CB, prouvent que E est le
milieu de AB (n° i84);en pliant la figure suivant CD, le
point A tombe ;en B ; AD se couche sur DB, ainsi D est le
milieu de I'arc ADB.

196. Le centre C, le milieu E de la corde et celui D de
I'arc, étant en ligne droite, il s’ensuit que toute ligne CD qui
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passe par deux de ces points, passe aussi par le 3e, et est
perpendiculaire a la corde AB. De plus, puisque par un
point C, E ou Z? on ne peut mener qu’une seule perpendicu-
laire a AB, des qu’une droite, passant par I’un de ces trois
points, sera perpendiculaire a AB, on en conclura qu'elle
passe par les deux autres. Donc, de ces quatre conditions, étre
perpendiculaire a une corde, passer son milieu, par le milieu
de I'arc et par le centre, deux étant supposées, les deux autres
s’ensuivent nécessairement.

On peut, au reste, démontrer directement chacun des six
cas compris dans ce théoréme, en le traitant comme celui qui
nous a servi de base.

197. Pour diviser un arc ADB (fig. 52), ou un angle ACB en
deux parties égales, il suffit d’abaisser la perpendiculaire CD
sur la corde AB (n° 187). Comme par le méme moyen on peut
de nouveau faire la bissection de chaque moitié, etc., on sait
diviserun arc ou un angleen 2,4,8... 2" parties égales. (Voy.
n° 194.)

198. Fairepasserune circonférence de cercle par trois points
donnés N, B et D (fig. 53). Menons NB et BD, puis les per-
pendiculaires HE, IF sur leurs milieux E et F. Chacun des
points de HE est autant éloigné de N que de B; ces points
jouissent seuls de cette propriété : ainsi tous les cercles passant
par les points NetB ont leurs centres surla perpendiculaire/Z A:
de méme pour FI relativement a B et D. Donc le point C ou
se coupent I1E et F7, est a la méme distamce de N, B et D, et
remplit seul cette condition : ainsi C est le centre du cercle
unique qui passe par les trois points.

Les perpendiculaires FI et I1E 1le se rencontreraient pas si
les trois points N, B et D étaient en ligne droite (n° 191, i°.),
et le probléme serait impossible. Mais dan s tout autre cas, FI
coupera HE, puisque si FI et I1E étaient paralléles, les droi-
tes BN, BD qui leur sont respectivcmerat perpendiculaires,
11e feraient qu’une seule et méme ligne ; car sans cela on aurait
deux perpendiculaires & HE partant de B, savoir NB et le
prolongement de BD.
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Observez que la perpendiculaire abaissée sur le milieu de la
corde A72, passe aussi par le pont C, puisqu’il esta la méme
distance de N et deZ>; en sorte que les trois perpendiculaires
doivent concourir en €', et qu'on détermine ce centre en se
servant de deux quelconques des trois cordes NB, BD, ND.

Donc, i° deux cercles ne peuvent avoir trois points communs
sans se confondre. '

2°. 1l est facile de trouver le centre d’un cercle ou d’un arc
donné : il suffit d’y marquer trois points A7, Bet D, et de faire
la construction qu’on vient d’indiquer.

199. Une droite ne peut couper un cercle en plus de deux
points, puisque s'il y avait trois points communs, en y me-
nant des rayons, on aurait trois obliques égales (n° 184,30).

Une ligne TG (fig. 54) qui ne rencontre le cercle qu’en un
point F s'appelle 7'angente. Le rayon CF est perpendiculaire
a la tangente en F ; car tout autre point G de cette tangente
étant hors du cercle, CG est*> CE— CF-, donc CF est la
plus courte distance de Ca 7'G, c’est-a-dire que CF est per-
pendiculaire a TG (n° 184, 1)

Réciproquement, si TG est perpendiculaire au rayon CF,
celle droite TG est tangente au cercle. Car tout oblique CG
étant = CF, tout autre point G de TG est hors du cercle.

Ainsi, pour mener une tangente en F au cercle CA, il faut
mener le rayon CFetsa perpend. TG (nos i88et2ia, 1).

200. Etant donnés deux points (fig. 55), Lunen A sur la
droite AT, I'autre en B, cherchons le cercle ABI quipasse en A
et B, et qui touche la droite AT. AB étant une corde, EF
perpend. sur le milieu de AB contient le centre C; ce centre
est aussi sur AG perpend. h AT-, donc il esta I'intersection C.
Ainsi menant les perpend. GA a AT, et FE au milieu de AB,
le point C de section sera le centre ; le rayon sera AC.

201. Les ares AD, BE (fig. 54) compris entre deux cordes
paralléles AB, DE, sont égaux. Car soit le rayon €? *perpend.
a ces deux cordes; on a (tx° ig5) I'arc Ah—BFet Di —FE ;
en soustrayant, il vient ADEB. Les deux cordes peuvent
encore comprendre entre elles le centre C; telles sont AB et
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D'E'; on a alors AF—FB, D,F,—F,E,} en soustrayant
ces deux équations de la demi-circonf FAF' = FBF', il vient
AD'—BE"

La méme chose a encore lieu pour une corde AB et la tan-
gente TG qui lui est paralléle; car le rayon FC mené au point
de contact F, étant perpend. a la tangente, I'est aussi & AB
donc AF— FB.

Des Intersections de Cercles,

i0i.Si deux circonférences C, C' (fig. 56) ont unpoint A com~
mm surla ligne CC' qui contient les centres, elles ne se rencon-
trent en aucun autre point : car en un point quelconque H de
I’'une, menons CH et C'H, nous avons CC ou CA-= AC
<CHA~ DC; o6tant les égales CA et CH, il reste AC<HCt
le point H est donc hors de la circonf. C. Si les centres sont
en C et C" d’'un méme c6té du point commun A, on a CH
ou CA CC" -f- C'H, et retranchant CC, il reste.........
C"A CH, le point H est donc hors de la circonf. C".

La perpend. AT sur CC' au point A, est tangente aux deux
circonf. qui se touchenten A.

Mais si les deux cercles C et C ont en M un point commun
(fig. 5" hors de la ligne qui joint les centres, ces cercles se
coupent. Menons MN perpend. sur CC-, et prenons NI—IM.
Les obliques égales CM et CN prouvent que N est un point de
la circonf. C-, N est aussi sur la circonf. C', car CM— C'N.
Donc ces circonf. ont un 2¢ point commun en N. Un 3¢ point
commun serait impossible (n° 198).

Donc, i° si les circonférences n’ont qu’un seul point com-
mun, il est situé sur la ligne qui joint les centres, et récipro-
quement : en outre, la distance des centres estégale a lasomme
ou a la différence des rayons; caron a (fig. 56) CC— CA-\- CA,
o\CC"— CA— CA, suivant que I’un des cercles est extérieui
ou intérieur a l'autre.

2°. Si les cercles se coupent, la ligne qui joint les centres
est perpendiculaire sur le milieu de la corde commune. Do
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plus, la distance des centres est moindre que la somme des
rayons, et plus grande que leurdifférence; car onavisiblement

3°. Enfin, si les cercles nont aucun point commun, la dis-
tance des centres est plus petite que la différence des rayons
ou plus grande que leur somme, suivant que les cercles sont
ou ne sont pas compris l'un dans l'autre; car on a (fig. 58)

On conclut de la que D étant la distance des centres, R et r
les rayons, on a, lorsque les circonférences

203. Lare'ciproque de chacune de ces propositions est éga-
lement vraie. Si, parex., on aalafoisD <R-}-ret>R—r,
les deux circonf. se coupent; car, i° si elles se touchaient on
aurait D—R r, ou = R—r; et si elles n‘avaient aucun
point de section, D serait=R -J- r, ou <R —Tr.

De méme, si D =R-\-r, les cercles se touchent extérieure-
ment; car si cela n’est pas, il faut admettre I’'une des quatre
autres dispositions. Or, s’ils se coupent, ona D R 4-r, ce
qui est contraire a la supposition; 20 s’ils se touchent inté-
rieurement, on a D=R—r, ce qui ne peut étre, puisque
P = R4-r, etc. (*).

204. Quand on connait les centres et les rayons de deux cer-
cles, pour sassurer s’ils se coupent, ou se touchent, etc.,

(*) En général, lorsqu'on a prévu tous les cas possibles d’un systeme, et
que chacun comporte des conditions qui ne peuvent coexister avec celles que
donnent les autres cas, les réciprogues ont lieu, et se démontrent comme on
vient de le voir ; c’est ce qu’on remarque dans la théorie des obliques, n°® 184,
ainsi qu’au n° 209, etc.
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il n’est donc pas necessaire de décrire les circonf. ; il suffira d’a-
jouter et de soustraire les rayons, et de comparer les résultats
a la distance des centres, pour décider auquel des cing cas pos-
sibles la figure proposée se doit rapporter.

Etant donnés deux points, I'un en A (fig. 55), suruncercle C',
et. I'autre en B, pour décrire une circonf. qui passe par ces points
A et B et touche ce cercle C'en A, on menera la tangente A7\
et le probléme sera ramené a celui du n° 200.

Des Triangles.

205. Lasomme des trois anglesde tout triangle ABC vaut deux
droits (fig. 5y). Prolongeons en CD, I'un des cdtés AC du trian-
gle ABC, et menons CF parallele a AB; les trois angles en C
sont ceux du triangle; car FCD = A comme correspondants;
BCF =B comme alternes-internes : ajoutant ces équa-.
tions, FCD-J-BCF, ou BCD=A4-B ; ainsi Vangle extérieur BCD
d’un triangle ABC est la somme des deux intérieurs opposés A
et B (ce qui généralise le théoreme n° 167). On a donc. .. .
A + B 4- C =2 droits.

Si I'on fait (fig. 60) I'angle MON =A, MOL=B, LOK=C,
la ligne OK serale prolongement de NO. Cette construction fait

connaitre I’un des trois angles d’un triangle, quand les deux
autres sont donnés.

Concluons de la que, i° deux triangles qui ont deux angles
respectivement égaux, sont équiangles.

20. Un triangle peut avoir ses trois angles aigus, mais
il ne peut avoir qu'un seul angle droit ou obtus. ( Tojr.
n° 167, 2°.)

3°. Les deux angles aigus d’un triangle rectangle ABC (fig. 61)
sont complémentaires, B 4- C— un droit D.

4°, Quand la ligne BC tourne sur le point B pour s’écarter de

la perpendiculaire BA, et devient BC', I'angle ABC croit, et

I'angle C décroit, la somme de ces angles aigus restant tou-
jours =D.
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5°. Les trois angles d’un triangle équilatéral étant égaux
(n°® 164), chacun vaut les deux tiers d’un droit.

6°. Dans un triangle isoscéle ABC (fig. 15), A—B et
A-f-B-|-C=2D; donc 2A4-C=2U, A—D—'C,C=2(D—A) :
il suffit de connaitre un seul des angles pour trouver les deux
autres.

70. Deux angles dont les c6tés sont respectivementperpendi-
culaires sont égaux s’ils sont de méme nature , comme BAC,
B'A'C' (fig. 62); ils sont supplémentaires si I'un est aigu et
I'autre obtus, telsque BAC, CA'Q". Car en prolongeant A'B'
et A'C', en D et D', jusqu’a leur rencontre avec AB, AC, qui
leur sont perpendiculaires, les triangles rectangles ADF,
A'D'F ont les angles A et A' égaux, comme compléments des
angles égaux en F.

8°. Quand deux droites AB, CB (fig. 63) vont concourir en
un point, éloigné ou inaccessible B, on peut trouver I'angle B
sans le mesurer actuellement, soit en menant DE paralléle
a BC, qui donne B = ADE; soit en tirant une droite quelcon-
que AC, mesurant les angles A et C, et prenant le supplément
de leur somme A4- C, ainsi qu’on I'a fait ci-dessus.

206. Un triangle est déterminé lorsqu on en connait, 1? Deux
cotés m et n et I'angle k qu’ils forment (fig. 18); on fera
(n° 177,3°), un angle A= et sur les cotés indéfinis AG, AH,
on prendra AC = m, AB = n; enfin on tirera BC.

2°. Un coté n et deux angles k et | adjacents; sur I'un des
cotés indéfinis ba, bc d’un angle a—Kk, on prendra ab—n-,
on menera bc faisant I'angle b = 1, le triangle demandé
sera abc.

3°. Un c6té n, un angle k adjacent, et un angle i opposé. On
cherche d’abord le 3e angle (n° 205) qui est adjacent au c6té n-,
on connait I'angle A, et on retombe sur le cas précédent.

4°. Trois cOtés m, n, p; on prendra (fig. 57) CC'—m, et des
centres C, C, avec les rayons CM=n, C'M =p on décrira
deux circonférences. Les intersections M,N déterminent les
deux triangles égaux CMC', CNC', qui résolvent le probleme.
Les deux cercles ne se coupent qu’autant que m=> n—p
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et<~n-f-p; sans cette double condition, le triangle ne peut
exister (n° 202).

207. Construire un triangle ABC (fig. 64) dont on connait
deuxcotés a, c, et I'angle K opposé a a? Faites I'angle BCA=K ;
sur I'un des cotes indéfinis, prenez CB — au c6té adjacent
donné a; le coté opposé ¢ devra se placer comme BA pour fer-
mer le triangle. Or, du centre B, avec le rayon BA=c, dé-
crivez un cercle AA'; les points A, A' de section avec le coté
AC, déterminerontles triangles ABC, A'BC, qui satisfont tous
deux a la question; on a donc, en général, deux solutions.”/?C,
A'BC; mais il faut distinguer cing cas.

i°. Si le rayon c du cercle est plus petit que la perpend. BD,
¢ BD, le cercle ne coupe pas AC, et le probléme est im-
possible.

20. Si ce rayon égale la perpend., c— BD, l'arc est tangent
en un point D, et le triangle rectangle CBD satisfait seul a la
question. Donc un triangle rectangle est déterminé par deux de
ses cOtés ; et deux triangles rectangles sont égaux, quand I’hy-
poténuse et un coté sont respectivement égaux.

3°. Si le rayon ¢ est = BD et < CB — a, les obliques
BA= BA'sont << BC, et par conséquent situées d’'un méme
coté de BC (n° i3.j); les triangles ABC, A'BC sont I'un et
I’autre conformes aux conditions du probleme ; ce sont les deux
solutions. Remarquons que A est supplément de I'angle CA'B,
puisque le triangle isoscéle ABA' a I'angle A — BA'A , ainsi,
I’'un de nos deux triangles est acutangle, I'autre obtusangle.
Si I'on savait d’avance que le triangle cherché a ou n'a pas
d’angle obtus, l'une de ces solutions se trouverait exclue.

4°. Sic > a, ou BA = BC, les points A et A' tombent des
deux c6tés de BC (fig. 65); on n'a donc qu’une solution ABC.

5°. Nous avons jusqu’ici supposé que I'angle donné K~A
est aigu; s'il est obtus, tel que BA'C, la méme construction
sert encote a donner la solution”™ Z?C(fig. 64), qui est unique,
parce que le triangle ABCxxe peut convenir a la question. Ob-
servez que le coté c opposé a I'angle obtus C doit étre le plus
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grand, et que si I'on eut donné ¢ , le probleme eut été
absurde.

Deux triangles qui ont deux cotés respectivement égaux, et
un angle égal opposé a I'un de ces cotés, sont donc égaux quand
ils sont de meme nature (I'un et I'autre rectangles, ou acutan-
gles ou obtusangles) ¥

208. Les cordes égales CD, AB (fig. 66) sont a égales dis-
tances du centre 0. Menons les perpend. OI, OK; les triangles
rectangles OCI, OAK sont égaux, a cause de Cl et AK qui
sont des moitiés de cordes égales ; donc Ol— OK.

Réciproquement, si 10—OK, les triangles sont encore
égaux ; d’'ou CD — AB.

Si par un point donné M ou d, intérieur ou extérieur au cercle,
on veut mener une corde CD de longueur donnée, on la portera
arbitrairement en AB sur la circonf. ; puis, menant la perpend.
OK, et tragant le cercle KI, la corde cherchée sera tangente a
cette courbe. Ainsi, il restera a mener cette tangente par le
point J/(n°2i2, I1), et on aura les deux solutions du probléme.

209. De deux cordes inégales AB, CD (fig. 6-j), la plus
grande AB est la plus proche du centre 0. Car on a l'arc
AEB = CFD ( n° 180) : prenons I'arc AE — CD, la corde
AE sera= CD, et & la méme distance du centre O; d’ou
OL — Ol. Comme AE tombe en dessous de AB, on a
OI">0G , et par conséquent = OK.

Réciproquement, si OL"> OK, la corde CD est <AB-, car
autrement on aurait CD =ou  AB, d'ou l'on conclurait
OL — ovi < OK, par la proposition directe (noten°203).

210. Résolvons maintenant quelques problémes.

I Inscrire un cercle (fig. 68) dans un triangle ABC, c’est-a-

(*) En récapitulant tout les cas d'égalité des triangles, on peut dire que
deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont trois des parties qui les com-
posent respectivement égales; mais il faut, i°. exclure le cas de trois angles
donnés ; 20. exiger que si I'on a deux angles donnés, ils soientplacés de méme
a I’égard du coté donné; 3°. enfin sous-entendre que s’ils ont deux cotés égaux
et un angle égal opposé a I'un, les triangles soient de méme nature.
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dire tracer une circonférence de cercle qui soit tangente aux
trois cotés. Ce probléme revient & trouver un point O inté-
rieur, qui soita égale distance d es trois cotés du triangle ABC;
car, si les perpend. OE, OD, tOFsont égales, le cercle décrit
du centre O, avec le rayon OE, sera tangent aux trois c6tés
(n° T199)-

Cherchons d’abord un point » a égale distance des deux cotés
AC, AB ; menant Ao, les perpend. égales oe, ofdonnent les
triangles rectangles égaux Aeo, Aof(n° 207, 20.). Donc Ao
divise I'angle A en deux parties égales.

Réciproquement, si la droite Ao coupe l'angle A en deux
parties égales, tout point 0 de cette ligne donne les deux per-
pendiculaires égales oe, of.

Donc , tous les points de la ligne AO sont & méme distance
de AB que de AC, et lespoints de cette ligne jouissent seuls de
cette propriété ; en sorte que A O est le lieu de tous les centres
des cercles langens a ces deux cOtés, et que , par conséquent,
le centre cherché est I'un des pointsde AO. Ce centre doit aussi,
par la méme raison, se trouver sur la droite OB, qui divise
I'angle B en deux parties égales ; il sera donc a leur intersec-
tion O, qui non-seulement sera a égale distance des trois cotés
du triangle, mais encore qui jouira seul de cette propriété. Me-
nons la droite OC-, elle divisera I’'angle Cen deux parties égales,
puisque les deux triangles rectangles ECO, DCO ont I’hypo-
ténuse commune et un cété égal, OD = OE.

Concluons donc de 13,

i°. Qu’onpeut inscrire un eercle dans tout triangle;

2°. Qu’on n’enpeut inscrire quun seul ;

3°. Que le centre est situé a Vintersection de deux lignes qui
divisent en parties égales deux des angles du triangle ;

4°. Que la droite menée de ce centre au 3¢ angle, coupepa-
reillement cet angle en parties égales.

Soit p le contour ou Périmétre du triangle (fig. 68) ; comme
on a AF=AE, BF=BD, CE— CD, on en tire........
p-= 1AF-\--2.BD-{-Q.CD, oup—oAF+2.BC-, d’ol

AF—'-p — BC= AE—'fAB 4- AC — BC).
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Il est donc aisé de trouver les points F, F, et par suite D,
puisque CE—CD-, on pourra résoudre le probléme en faisant
passer une circonf. tangente aux trois cétés, en D, Ej F.

I1. Décrire un cercle (fig. 5T) dans lequel deux droites don-
nées Al)=m, soutendent des arcs doubles I’un de
I'autre? Comme le triangle ADB doit étre isoscele, aprés avoir
tirée AB = m, on décrira des centres A et B, avec le rayon n,
des arcs qui détermineront le point D et le triangle ABD,
auquel il ne s'agira plus que de circonscrire un cercle.

I11. Construire le triangle rectangle 2?y/C(fig. 69), dont un
coté AB de l'angle droit et le périmétre BE sont donnés?
Puisque BC-}- CA = AE, élevons en A laperpend AD—AE-,
nous aurons BC=CD, et le triangle BCD sera isoscéle; ainsi,
CI perpend. au milieu de BD donnera le point C.

IV. Par un point J (fig. 59), mener dans l'angle BCA
une droite AIB qui forme le triangle isoscéle ABC, savoir
AC — BC, et l'angle A — B. L’angle extérieur BCD étant
— A 4- B (n° 205) = 274, si I'on méne CF qui coupe par
moitiés I'angle BCD, FCDsera. — A, et CF parallele a AB.
Donc, il faut tracer CF, et par le point donné I mener AIB
paralléle a CF.

V. Par un point donné M (fig. 66), mener CD telle, que la
partie dD interceptée entre les deux circonfér. concentriques
DB, db soit de longueur connue Z? Si CD est la droite cher-
chée, toute corde AB — CD est a la méme distance du centre,
ou KO — 01, KB = ID, Kb=Id, puis Bb = Dd == Z
Qu’en un point quelconque B on porte la longueur Ide B en b,
entre les deux circonfér.; qu’on meéne la droite bB prolongée
en A; enfin, qu'on trace le cercle OIK tangent a Ab, il le sera
aussi a la droite cherchée CD; il ne s’agira plus que de mener
par le point M une tangente CD a ce cercle IK ; ce sera la
droite demandée.

V1. Construire un triangle rectangle BCD (fig. 64), dont on
connait I'hypoténuse BC, et la somme ou la différence de»
cotés CD, BD de I'angle droit? Soit AD= BD — A'D; les
triangles rectangles isoscéles BAD, B A'Dont les angles A et A’
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égaux a la moitié d’un droit o5,  3°.). Dans le triangle B AC
ou BA'C, outre BC, ou connait donc I'angle A ou A', et le coté
AC ou A'C, et il aise’ de décrire ce triangle. Sur la base
AC ou A'C, on tirera AB ou A'B sous la direction d’'un demi-
angle droit; du centre C, et avec le rayon CB, on tracera un
cercle qui coupera AB ou A'B au sommet B (il y a en général
deux points d’intersection , et par conséquent deux solutions
n° 207) ; il restera ensuite a abaisser la perpend. BD qui ter-
minera le triangle demandé BCD.

Mesure des angles dans le cercle.

211 Nous connaissons la mesure des angles dont le sommet
estau centre (n° 181); cherchons cette mesure lorsque le sommet
est situé d’une maniére quelconque ; et d’abord examinons le
cas ou l'angle est formé par deux cordes, le sommet étant sur
la circonf.; on dit alors que I'angle est Inscrit : il apour mesure
la moitié de I’arc compris entre les cotés.

i°. Si I'un des cbtés AD de I'angle GAD (fig. 70) passe par
le centre C, en menant EF paralléle 8 AG, on a GE— AF
(n°201) ; mais aussi ED=. AF, a cause des angles égaux ACF
et ainsi, E est le milieu de I'arc GD, et I'angle ECD ou
son égal GAD (n° 182,4° ), a pour mesure ED ou la moitié de
l'arc GD.

20. Si le centre C est entre les c6tés de I'angle BAG, en me-
nantle diametre AD, les angles BAD, DA G ayant pour mesure
ies moitiés de BD et de DG, la somme, ou la moitié de l'arc
BDG, est la mesure de I'angle BAG.

3°. Si le centre Cest hors de I'angle, comme pour HAB, on
a de méme j HD et t BD pour mesures des angles HAD, BAD,
en retranchant, on trouve £ 11B pour mesure de I'angle HAB.

4°, Enfin, s'il s'agit de I'angle TAB, formé par une tan-
gente AT et par une corde AB, le diametre AD est perpend.
sur AT, l'angle TAD a donc pour mesure le quadrans ou la
moitié de I'arc AHBD ; celle de BAD est"BD ; la différence de
ces arcs est; AlIB, mesure de I'angle TAB.

T. L. =
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Réciproquement, si un angle BAG ; pour mesure BG, le
sommet A est sur la circonf.; car, si - Br pouvait mesurer I'an-
gle BJG, on formerait I'angle BAG qii aaraiit méme mesure,
d’'ou BIG =BAG, ce qui ne se peut (n° ).

Prolongeons en K le cte HA de l'aigle HAG ; la moitié de
I’'arc GAH est la mesure de I'angle KAG, puisque KAG est
supplément de I'angle HAG.

On verra aisément que

5°. L’angle BAD (fig. 71) inscritdans le demi-cercle, est droit,
car il. a pour mesure la moitié de la demi-circonférence.

6°. Tous les angles inscrits A, C, D,... (fig. 72), qui s'ap-
puient sur le méme arc BE, ayant méne mesure, sont égaux.

70. Si un angle BAE, de grandeur fixe, se meut de maniere
que ses cOtés passent sans cesse I'un en B, l'autre en E, le
sommet prenant successivement les positions. A, C, D,.........
décrira la circonf.

212. On résout divers problémes a l'aide de ce théoreme.

I. Abaisser une perpendiculaire AD (fig. 71) a Vextrémité
d’une ligne AB sans la prolonger. Puisque I'angle A doit étre
droit, toute ligne BD doit étre le diameétre d’un cercle passant
en A (5°.). On décrira donc, du centre quelconque C, un cercle
qui passe en A-, puis par le point B ou ce cercle coupe AB,
on menera le diamétre BD, qui donnera le point D ; DA sera
Ta perpend. cherchée.

I1. Par un point extérieur!) (fig. 73) mener une tangente AD
au cercle CAB. Puisque I'angle CAD, formé par la tangente
et le rayon, doit étre droit, cet angle est inscrit dans le demi-
cercle dont CD est le diametre (5°.). On décrira donc cette cir-
conf. CADB-, elle coupera le cercle proposé CAB au point
de contact A. On aura, outre la tangente AD, une autre so-
lution BD, et il est prouvé que ces deux lignes satisfont seules
a la question.

I11. Partager Jangle quelconque ACB (fig. 74) en Iroisparties
égales. Tracons du sommet C le cercle JFAB ; concevons la
ligne A O tracée de maniére & former I'angle O—z+ ACB. L’an-
gle ACB est extérieurau triangle AOC,d’ou 3 0 ~O-f-OAC;
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et OAC— X O. Mais menant le rayon FC, le triangle isoscele
FAC donne OAC—AFC; or I'angle AFC, extérieurau triangle
OFC, est= O-f-FCO =0"C=20 : il en résulte que I’'angle
FCO— O, et que le triangle FCO est isoscele ; OF— le rayon
CF du cercle.

Le probléeme proposé consiste donc a savoir mener la droite
AO telle, que la partie extérieure OF soit égale au rayon;
I'angle O sera le tiers de I'angle ACB, l'arc BG on FI le
tiers de I'arc AB. Mais il n’appartient pas a la Géométrie élé-
mentaire de donner des moyens de mener cette droite AO:
comme on n’y traite que des propriétés de la ligne droite et du
cercle ,on n’y emploie aussi que la régle et le compas; on verra
d’ailleurs des moyens d’opérer la trisection de I'angle, ce qu’on
ne peut faire ici que par tatonnement.

IVV. Décrire un cercle qui passe en deux points donnés B, E
(fig. 75), et qui soit tel, que les angles O inscrits soient égaux a
un angle donné A; c’est ce qu’on appelle décrire sur une droite
BE, un segment capable de Vangle A. La tangente en E fera
aussi I'angle BEK 1= A — O (n° 211, 4°m); si donc on méne la
droite KEI telle que I'angle BEK soi t=/4, elle sera tangente. La
question est donc réduite a faire passer en B un cercle tangent
a Klau point E (n° 204). On élévera les perpend. CE a KI,
et CG sur le milieu de BE-, C sera le centre.

Cette construction est souvent employée, surtout lorsqu’il
s'agit de former un triangle dans lequel on connait, entre au-
tres choses, un cOté et I'angle opposé, comme dans les ques-
tions suivantes. )

V. Décrire un triangle BDE (fig. 76) dont on connait la
base b, la hauteur h et I'angle A du sommet. Aprés avoir
tracé BE=-b et sa parallele DD', a la distance 11G~li de
BE, on décrira sur BE un segment capable de I'angle donné A,
et les points ou DD’ coupera le cercle, donneront pour solu-
tions les triangles demandés BDE, BD'E.

V1. Soient trois points B, A, C(fig. 77) tracés sur une
carte, fixer le lieu d’un quatrieme point D, connaissant les

17..
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angles BDC'et BDA. On décrira sur BC le segment TiiiB ca-
pable de I'angle BDC, ainsi qu’on vient de le dire, et le point
cherche D fera sur cette circonférence mni, qui est le lieu des
sommets D de tous les angles égaux a BDC. De méme, sur BA,
le segment pgA capable de BDA : le point D seraa I'intersection
des deux circonf. Quand I’'une de ces circonf. passe a la fois
par les trois points ABC, scion que l'autre est ou n’est pas
dans le méme cas, le probléme est indéterminé ou absurde.

Vil. Construire un triangle ABC (fig. 68) dont on connait
la base AB, I'angle opposé C et le rayon OF du cercle inscrit?
Puisque OA et. OB divisent en deux parties égales les angles
A et B du triangle cherché ABC, dans le triangle AOB,
I'angle O, supplément de OAF-f- OBF, ou de * (A-*-B),
est O=?D —; (A-}-B}-, et comme A4-B=jD—C, on
a O=P+ \C. Langle O étant connu, on déterminera le
point O ( piob. V), puis tragant le cercle EDF, qui touche
ABeuF, les tangentes AE, BD achéveront le triangle cherché.

XII1. Etant donnés un triangle A'B'C (fig. 78) et deux
circonf. concentriques AO, CO, construire un triangle ABC
qui ait deux sommets A et B sur la grande circonf., et lI'autre C
sur la petite, et qui soit équiangle avec le proposé A m= A",
B—Bl, C=C.

L’angle A ayant pour mesure * BD, side A’, comme centre,
et du rayon AO on décrit I'arc UT, il sera moitié de BD. 011
prendra donc en un lieu quelconque l'arc BD = 2. 11D, les
cOtés AB et AC passeront par B et D. De plus, I'angle BCD
étant supplément de C', on aura le lieu du sommet C, en dé-
crivant sur la corde BD un segment BCcD capable de cet
angle j.D__C. ladroite DCA donnera le points/, et Je triangle
cherché ABC.

Le point ¢ donne le triangle aBc, autre solution du pro-
bléme; outre qu’on peut attribuer a la corde BD une infinité
de situations, ce qui donne autant de solutions doubles.

213. L’angle BAC, dont le sommet A est en un lieu quel-
conque du plan (fig. 79 et 80), a pour mesure la moitié de la
somme ou de la différence des arcs BC, DE, compris entre les
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cOtés, selon que le sommet A est au-dedans ou au-dehors de la
circonférence.

Menez EF paralléle a DC. 1°Si A est situé dans lacirconf.
(fig. 79), la mesure de I'angle E=BAC est

I BF=1(BC +CF)=] (BC—+DE).

20. Si A est situé hors du cercle (fig. 80), la mesure de
l'angle A = BEFest | BF =1 (CB— CF)= 1(CB — ED).

Ainsi, la mesure de I'angle Aest | (axb), en faisanta=BC,
b=DE. Cette formule est meme générale, car b = o répond
au cas ou le sommet est sur la circonf., et b=a a celui ou il
est au centre.

Lignes proportionnelles. Triangles semblables.

214. Soient deux droites quelconques AH, ah (fig. 81 ); si
sur I'une on prend des parties égales AB, BC, CD....,
et que par les points de division, on méne des paralléles Aa,
Bb, Cc... Hh, dans une direction arbitraire, les parties ab,
bc, cd... gu'elles interceptent sur ah, sont égales entre elles.
Car si I'on méne ai, bl, cm,... paralleles a AH, on aura
des triangles aib, blc, cmd... égaux entre eux, a cause de
ai=bl=cm... =AB=BC=...

Il suit de Ia que AB sera contenu dans AH autant de fois

que ab dans ah, etc. d'ou ; AE ; EH :: ae : eh.

215. Deux droites AH etah (fig. 82) sont coupées en parties

proportionnelles par trois paralléles quelconques Aa, Ee, Hh,
AE ae

1°. Si les parties AE, EH sont commensurables, en portant
'a commune mesure sur AH, elle sera contenue un nombre
exact de fois dans AF. et EH : on retombera donc dan* le
cas ci-dessus, parce que les paialleles a Aa, menées par h*
points de division, couperont ah en paitics égales,
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2°. Si AE et HE sont ircommensurables, divisons AE en
un nombre arbitraire de parties égales, et portons I’'une d'elles
de E vers H; soit / le point de division le plus prés de H;
menons H paralléle a Hh. Cela posé, AE et EI étant com-

mensurables, on et comme El — EH— HI,;

Or, les distances

TI[ et ai peuvent étre rendues aussi petites qu’on voudra, en
prenant le nombre de divisions de AE de plus en plus grand,
les autres ternies étant constans . de sorte que les points
H et h sont les limites de | et i1 Puisque les 2* ternies des
deux membres décroissent indéfiniment, le principe fonda-

mental (n° 113) donne donc encore

Dela proportion démontrée, on tire (n°

216. t7/ieparalléle EB ala base d'un triangle HA.C (fig. 82)
teupe les cotés en partiesproportionnelles, puisque AB— ae,
BC =¢eh; dou

On peut répéter sur le triangle HAC ce qu’on a dit sur la fig.8i.
Réciproquement, si I’'on; EB est paralléle 4 HC-,
car si cela n’était pas, menant HL parallele a EB, on aurait

donc BL—BC.

217. 1l suitde la que, i° lorsqu’on a trois lignes ni, n, p
(6g. 82), pour trouver une quatrieme proportionnelle, c.-a-d.

une ligne x, telle qu’on ait on fera un angle quel-

conque HAC, on prendra sur ses cotés AE—m, AB—nr
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All=p’, puis menant EB et sa parallele HC, AC sera la
quatriéme proportionnelle cherchée x.

2°. Les lignes quelconques AB, AC, AD, AE, AF,........
(fig. 83) parlant d’'un meme point A, sont coupées en parties
proportionnelles par les paralléles BF, bf; car en n’ayant égard

cause des droitesy/Cet AD, etc. Réunissant ces proportions qui
ont rapport commun, il vient

3°. Pour diviser une droite donnée AF (fig. 84) enplusieurs
parties égales, par' ex. en cing, on ménera une ligne quel-
conque indéfinie aF, sur laquelle on portera cinq fois I'ou-
verture de compas arbitraire Fe=ed—dc—, .., puis me-
nant Aa et les paralléles Bb. Ce, Dd, Ee, on aura........
AB=BC=CD=....

4°. Pourpartager une ligne donnée a'F (fig. 85) en parties
proportionnelles a celles d’une autre droite donnée af, on tirera
la ligne quelconque AF, sur laquelle on portera FE—fe,
ED—ed,DC=dc....-, puis menant Aa' et les paralléles Bb'...,
on aura les points de division cherchés e', d', ¢ ....

Sifa est I’'une des dimensions d’une figure, et qu’on veuille
que cette dimension devienne Fa', il faudra changer les parties
fe, fd. .. en Fe', Fd'... L’échelle d’un plan étant, par ex.,
fa, elle est devenue Fa' C'est a cette construction que se
rapporte Yart de réduire un plcn a une échelle donnée.

218. Deux triangles ABC, A'3'C' (fig. 86) dont lesangles sont
respectivement égaux, sontnommés Semblables ou Equiangles:
les cotés de méme dénomination sont appelés Homologues.
Soient A—A", B—B’", C=C - AB est homologue de A'B’,
BCde B'C, ACdeA'C' Lesc6tés homologues se distinguent
en ce gu’ils sont opposés aux argles égaux.

Deux triangles semblables ont les c6tés homologues propor-
tionnels. En effet, placons le triangle A'B'C sur ABC, de
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sorte que le cété A'C' tombe sur son homologue AC de A
en E\ A'B' tombera sur AB de Aen D, a cause de A=A".
Mais I'angle AED— C — C-, donc DE est paralléle a BC, et

I'on de plus. en menant paral-

lele a AB ; et comme BF==.DE-=.B'C, on a enfin

Réciproquement, deux triangles qui ont les cotés homologues

proportionnels,sonlsemblaitles. Enefl'et,
prenons AD—A'B’, et menons DE paralléle a BC, nous avons
et a cause que AD—A'B’le iCr rapport

est commun aux deux proportions ; les autres rapports sont
donc égaux, savoir A'C— AE, B'C'— DE. Les triangles
ADE, A’B'C sont égaux, et par conséquent ABC, A'B'C
sont équiangles.

219. Deux triangles ABC, AB'C' (fig. 86) 7'» ont un angle

égal A=A, compris entre des cotésproportionnels

sont semblables. Car en appliquant A'C de A en E, A'B'
tombera en AD, et A'B'C en ADE. Or, par hypothese, on a

AD AE, s o
Ab ATIIe, donc, DE est parallele a BC (n° 216), et les

triangles ABC et ADE ou A'B'C sont équiangles.

220. Donc (fig. 86), i° deux triangles dont les cotés sont
respectivement paralléles, sont semblables. Cela est évident
pour ABC et A'B'C (n° 192, 3°.); quanta y/&ECet CIH, en
prolongeant les cotés vers Al et //, puis menant A'B' paralléle
a 111 ou AB, on a Iz=A", 11-=. B' comme alternes-internes.
Ainsi, CIfl étant équiangle 8 A'B'C, l'esta ABC. Les cotés
paralleles sont homologues.

2°. Deux triangles ABC, AB'C' (fig. 87), donL les cotés
respectifs sont perpendiculaires, sont semblables; car proion-
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geoiis les cdtés A'C', B'C jusqu’a leur rencontre en F et E
avec AC, les angles C et £ sont complémens, ainsique C et£,
a cause des triangles rectangles ECG, EC'F . donc C=6".
On prouve de méme que A"=. A", B—il". Les cotésperpendi-
culaires sont homologues.

3’. Les lignes AB, AC, AD. .. (fig. 83)partant d’'un méme
point A, coupent en parties proportionnelles deux paralleles
quelconques BF, bf; car les triangles ABC, abc, semblables

donnent . de méme ACD, acd, donnent 1
ac bc Ac cd
L CD BC A CD DE
ainsi lon a . Ol1 a de meme —+ = .
cd bc e

4°, Si les lignes Aa, Ee, Hh (fig. 82) sont des paralléles
équidistantes, E, e, sont les milieux de AH et ah, et réci-
proquement. De plus, Ee est la moitié de (Aa-\-Hhj, puis-
qu’en menant AC parallele a ah, la ligne EB—\ HC, et
Be — Aa=.Ch~ * (Aa~\-Ch). Donc Ee—\(Aa-j-Hh).

5°, C'est sur ces principes gu’est fondée la construction des
Echelles. Aprés avoir porté un nombre quelconque de parties
égales sur une droite indéfinie CI (fig. 88), par ex., 5de C
en Z),on éléve par les points de division des perpend., puis on
porte de méme sur CA, 5 parties égales arbitraires Ca, ac.. . ;
par les points a, ¢, e. ..., on méne des paralleles indéfinies
a Cl- enfin, on tire les Transversales CB, 20 F, i5 G,... Il suit
de cette construction, que puisque Ca,Cc, Ce,... sont|, |,
de CA; ab, cd, eft.. sont de méme 5.++de AB; eo est
= ou (54" -~) de AB, ou enfin — de CD.

On a donc ainsi partagé laligne CD en 25¢’, ce qu’on n'aurait
pu faire autrement d’une maniére aussi distincte, vu la peti-
tesse des parties. On peut se servir de cette échelle pour diviser
une longueur en parties égales : on cherche combien cette lon-
gueur contient de parties de I’échelle, en portant une égale ou-
verture de compas sur une des paralléles indéfinies, et observant
gu’elle réponde a des divisions a peu prés exactes : si, par ex.,
elle tombe de L en 0, la ligne contient 67 divisions. Pour cou-
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per Lo en g, on calcule le ge de 5*, qui est 6, et I'on prend
une longueur de six parties de I’échelle.

Cette échelle est surtout employée pour réduire les lignes
d’un dessin dans un rapport donné : on a coutume de former-
ez) et CAde dix parties, et de numéroter convenablement les
transversales, afin d’en faciliter I’'usage. C’est alors une échelle
de dixmes. { Voy. fig. 8g.)

6°. Voici un autre moyen remarquable de sous-diviser une
échelle en fractions trés petites. Si les longueurs égales AB, CD
(fig. go) sont partagées, I'une en 5, l'autre en 6 parties égales
aux points i, a, 3... et 11, 12..., la longueur A\x, que nous
désignerons par a, sera le 5¢e de AB, a= IAB, et Cx = %AB;
d’olt Au — Ci="~AB—+AB =-"AB, ou | a. Donc, les
regles étant appliquées C en A, D en B, le n° 11 dépassera
len® | de |«, 12 dépassera 2 de |\ a, i3 de |a.-...

D’apres cela, si I'on a trouvé qu’une longueur portée sur I'é-
chelle AB s’étend du point zéro jusqu’en z, elle contient 13 par-
ties, plus la fraction zi3, qu'il faut évaluer. On applique la
regle CD (qu’on appelle Vernier ou IXontis du nom des inven-
teurs) en C'D’ le long de AB,de maniere que C réponde en i;
examinant la suite des divisions, on en reconnait deux qui
coincident, Het 5; ainsi la division 17 dépasse 4 de j a, 16 dé-
passe 3 de 4§ a.. .; enfin :3 dépasse C ou i de jé a=7zi3; cest
la Iraction cherchée, et i3 est la longueur proposée en parties
de l'unité a.

On a soin de faire les divisions serrées, afin que les frac-
tions soient plus petites, et qu’on soit assuré que deux divisions
coincideront toujours sensiblement. Si n—! parties de AB ré-
pondent a n divisions du vernier CD, celui-ci sert a évaluer
lezi’d’une division de I’échelle; etsi la coincidenceestétablie a la

graduation & du vernier, la fraction estz—,. L’entier est donné

par le chilfre de laligne AB, et la fraction par celui du vernier.

L’échelle de la fig. gi a g de ses divisions coupées en 10
sur le vernier AB, qui donne les 10” : les divisions en coinci-
dence sont au n° 6 du nonius, et la longueur de 0 a A est 57,0,
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Le méme principe s'applique a la division des arcs de cercle,
dans les instrumens propres a mesurer les angles. Si lI'on a
divise' (p. 23g) la circonférence en 360 parties égales ou degres,
et chaque degré en deux; qu’une alidade mobile autour du
centre porte a son extrémité un vernier dont 30 parties inter-
ceptent 29 de ces demi-degrés ;ces sous-divisions dunoniusdépas-
serontde-", les demi-degrés, etdonneront ainsi, a
la seule inspection, des 60¢5 de degrés ou des minutes. Si le
zéro de I'alidade est d’abord placé (fig. 36) en a, au n° o du cercle,
et si elle est dirigée a tin objet A, I'instrument restant ainsi fixé
dans le plan des points ACB-, qu’on fasse glisser I'alidade sur
le limbe pour la diriger a I'objet B, le zéro de l'alidade sera
porté sur un point b du cercle, et I'arc ab qui mesure I'angle
proposé ACB sera formé, par ex., de 53 degrés et d’une frac-
tion que le vernier servira a faire estimer en minutes. 1l suffira
d’examiner quelle est la division du vernier qui coincide avec
une de celles du cercle, et de compter son rang a partir de zéro.
A cet effet, on grave les chiffres des divisions du vernier de 5
en 5; on lit ainsi les degrés sur le cercle et les minutes sur
le vernier.

221. Soit un triangle ABC (fig. 92) rectangle en A ; si I'on
abaisse sur I'hypoténuse BC la perpend. AD,\es deux triangles
partiels ABD, ADC seront semblables entre eux et a ABC.
Car I'angle B est commun aux triangles ABD et ABC-, outre
I'angle droit, en D pour l'un, et en A pour l'autre : il suit
done de la que I'angle C est égal a BAD, C—ot. De méme C
est commun aux triangles ADC et ABC, outre I'angle droit;
ainsi (T—~B. Les triangles ABD et ADC ont dailleurs les
cotés perpend. En formant des proportions avec les cotés ho-
mologues, oa trouve que,

i°. Laperpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entre
les deux segmens de I’hypoténuse BC. Car les triangles ABD

et ADC donnent d'ou AD BD%DC.

20. Chaque c6té AB de I'angle droit est moyen proportionnel
entre I’hypoténuse entiére BC et le segment BD correspondant.
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Car les triangles ABD, ABC donnent

AB3— BDx BC; ADC et ABC donnent AC'— DC'/JIC.

3°. Le carré de I'hypoténuse BC est au carré d'un des
cotés BA de Il'angle droit, comme I’hypoténuse BC est au
segment BD correspondant a ce coté. Cela suit de I’équ..........

AB3=BD X.BC, divisée par BC3, puisqu’on

4°. Le carré de I'hypoténuse est égal a la somme des carrés
des deux autres cotés. En effet, ajoutant les équations..........
AB*=z BD X BC, ACI= DCx BC, ou trouve

+ BC(BD -j- DC) = BC*.

Désignant par a, b, ¢ les cOtés opposés respectivement aux an-
gles A, B. C, a étant I’hypoténuse, on a

Cette proposition, la 4% d’Euclide, et la plus importante
de toute la Géométrie, apprend a trouver la longueur de I'un
des cOtés de tout triangle rectangle, connaissant les deux au-
tres; on a en effet,

Rapportant donc les cOtés a, b, ¢ a une unité, on en mesurera
deux (n° i”"5), et I'on conclurapar un calcul simple le nombre
d’unités du troisieme. Soit, par exemple, h—3, c=4> 01
trouve aa=-g-p 16 = d’ota=>5.

La réciprogue de cette proposition résulte des deux sui-
vantes. On peut, au reste, démontrer directement que si... .
AC’ = AD? 4- DC2 (fig. 15), le triangle ADC est rectangle:
car, menons DB perpend. sur CD, et prenons DB=AD ;
le triangle DCB est rectangle, et I'on a CB*-=.DB*-"DC*-
ainsi CB?z=AC¥*, et les deux triangles ACD, BCD sont égaux.
Donc I'angle ADC — CDB = i droit.

222. Le carré d'un coté de tout triangle quelconque est égal
a la somme des carres des deux autres cOtés +: le double du
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produit de la projection de I'un de ces deux cotés sur l'autre
multipliée par ce dernier c6té. On prend -f* quand le premier
c6té dont on cherche la valeur est opposé a un angle obtus,
et— quand ce coté est opposé a un angle aigu.

En effet, si I'angle A (fig. 64) du triangle ABC est aigu, en
abaissant la perpend. BD sur AC, on a deux triangles rec-
tangles CBD, ABD qui donnent

dou

en désignant par a, b, c les trois cotes oc, AL, Ali du
triangle, et faisant AD —x. Or, DC—AC—AD —bh — X
en substituant il vient

Si le triangle proposé a son angle A obtus, comme celaarrive
a A'BC, tout se passe de méme, si ce n’est que
DC — CA'4- A'D =h -f-x, d'ou

Ici x désigne le segment adjacent a I'angle A qui est opposé au
coté a dont on cherche la valeur.

223. Ainsi, lorsque les trois c6tés d’un triangle sont donnés, il
est bien aisé de juger de la nature de chacun de ses angles; on
prendra les perpend. AB et AC (fig. 16) égales aux deux petits
cotéshetc, etl’'on meénera BC; suivant que B Csera <,)>ou=a,
I’angle opposé au grand coté a sera aigu, obtus ou droit : dans
ce dernier cas, BAC serait le triangle méme.

Si les c6tés sont donnés en nombres, aprés en avoir fait les
carrés a', b2 et ¢’, on comparera le plus grand a la somme des
deux autres, et, suivant qu’il sera égal, plus petit ou plus
grand que cette somme, I’angle opposé sera droit, aigu ou obtus.
Le calcul peut méme donner la longueur de la perpend. BD —h
(fig. 64). Car on tire de notre formule

x devient négatif, lorsque I'angle A auquel se rapporte le seg-
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mentx est obtus, comme pour le triangle A'BC . uour leouel
La fraction prend le signe -f- quand
comme fig. 65.
Le second segment de la base est CD =y — b — X1 enfin
la hauteur est (*)

Toutes ces formules se prétent aux log. Soient, par exemple ,
a=:i50, U0 =66, c=iio; on voit que le triangle est pos-

donc l'angle A est obtus ; on trouve

224, 'S'i «l ligne AC (fig. g3) divise en deux parties égales
I'angle A au sommet du triangle BAD, les cOtés AB et AD
sont proportionnels aux segmens BC <Z CD de la base. En
effet, en prolongeant DA en E, jusqu’a la rencontre de BE

paralléle a or, l'angle
Le triangle EAU
e'tant isoscéle, on

225. Les parties de deux cordes BE, DC (fig. g4 ) se
coupent en A, forment des produits égaux (**)..........cccceveune.
BAXdE = DAXxdC. En effet, menant BC et DE, nous
avons les triangles BACS DAE qui sont semblables a cause des
angles (p. 258) inscrits au méme arc, E=C, B=D. Com-

parant les cotés homologues, il vient d’ou.

(*) On peut donc trouver la surface d’un triangle dont on connait les trois
cOtés , puisqu’on a sa base b et sa hauteur h. Dans notre ex. numérique, celte
aire est =766 x 100,017 = 3300,56.

(**) On énonce ordinairement ainsi ce théoréeme et celui du n° 228 : Les
cordes se coupent en parties réciproquement proportionnelles; les sécantes sont
réciproguement proportionnelles a leurs parties extérieures. Nous avons préféré
les énonciations ci-dessus, comme comprises dans une phrase plus claire et
plus facile a se présenter a I'esprit.
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226. La perpend. AD (fig. g5) au diamétre BE se nomme
une ordonnée.

LJordonnée AD est moyenne proportionnelle entre les seg—
mens AB, AE du diametre ; car AD — AC dans la proportion
qui pre'céde. Dailleurs ceci revient au n° 221, i°., puisque
(fig. 92) le triangle rectangle ABC est iuscriptible au demi-
cercle.

Si I'on veut donc une ligne x moyenne proportionnelle entre
deux lignes données met n (fig. 05), on prendra, sur une droite
indéfinie, AB —m. AE —n-, on élévera une perpend. PCau
point A, et sur le diamétre BE on tracera un cercle BDEC-,
AD sera X.

227. 11 résulte aussi de la proposition (n°22i, 20.) que
(fig. 92) la corde AB est moyenne proportionnelle entre le dia-
meétre BC et le segment BD correspondant. On a donc ( fig. 96)

les carrés de deux cordes qui partent d'un meme point de la cir-
conférence sont entre eux comme les segmens du diamétre qui
passe par ce point.

228. 'Foute sécante AE, AC (fig 97) multipliée par sapartie
extérieure AB, AD, donnelemémeproduit, ABX AE =ADXAC :
en menant les lignes DE, BC, on a les triangles sembla-
bles ABC, ADE-, car outre I'angle commun A, ilsont C—E

(p. 268). Ainsi on , d’ou

La tangente AB (fig. 98) est moyenne proportionnelle entre
une sécante quelconque AC e/ sa partie extérieure AD. En effet,
en menant BD, les triangles ABD, ABC sont semblables,
car outre I'angle A commun, ona C—ABD (n® 211, 4°) ; ainsi

Ces théorémes peuvent étre renfermés en un seul ; car, soient
a et b les distances mesurées sur la droite AC (fig. 94, 97)7
d’un point A a la circonférence, ou. AD —a, AC—b-, soient
de méme a' et b’ les parties analogues pour une autre ligne ABE,
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ou. AB=. a'y AEt=-b'-} ou aab = a'"b’"quel que soit I'angle
sous lequel les lignes se coupmt, et en quelque lieu que soit le
point A. Si I'on fait tourner AF. autour de A, les points d’in-
tersection B et E changeront, et lorsque la ligne AB (fig. 97)
sera tangente, B et E coincideront; ainsi a’' = 6', d’ou (Z>=az’.

229. Voici plusieurs problémes qu’on résout par ces divers
principes.

I. Mesurer la hauteur d'in édifice AB (fig. 99). On plante
verticalement un piquet ou jalon DE; puis on dirige un rayon
visuel DB au sommet B, et .'on marque le point C ou il ren-

contre I’horizon ; on tout est ici connu, exceptée

le 4e terme AB, qu’on déteimiue par le calcul (n° 72, 2°.).
On pratique cette opération plus commodément en se servant
des longueurs ACet CE' de 'ombre que projettent les hauteurs
AB, D'E' sur I'horizon.
Il. Mener une tangente a deux cercles (fig. 100). Soit AD'D
cette tangente; joignons les centres par laligne AC' C, et menons

les rayons CD, C'D'; nous avons Mais pour une
sécante Al, en mettant Cl et CI" au lieu de CD et C'D’, on
aura donc CI est parallele 8 CJ".

On menera donc deux rayons paralleéles quelconques ClI,
CI"; la droite Il" ira couper C'C’au point A, par lequel me-
nant la tangente a I’'un des cercles, elle le sera aussi a I'autre.
Lorsque les cercles ne se coupent pas, il y a une seconde solu-
tion en A’, ce qui fait quatre tangentes.

I11. Par deuxpoints donnés C et D ( fig. 98), tracer une cir-
conférence qui louche la droite donnée AB? Cette droite ne
passe pas entre C et D, puisqu’elle couperait la corde CD : en
joignant C et D par une droite prolongée en A jusqu’a la ren-
contre avec AB, AD et AC sont connus, et il s’agit de trouver
AB, car il ne restera plus qu’a faire passer un cercle par trois
points donnés B, C, D (n°® 198). Or, AB est tangente et AC sé-
cante (n° 229), d'ou AB' = ACX AD : on trouvera aisé-
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ment (n° 226) la moyenne proportionnelle entre AC et AD.

Le probleme a deux solutions, attendu qu’on peut porter la
longueur AB en sens opposé ; vojr. n° 329, 111, et la fig. 19-7,
ou A et B sont les points donnes et DD' la tangente.

Si la tangente était donnée paralléle a la corde, comme fig. 54,
ou A, B sont les points donnés, et 7'G la tang., le centre serait
visiblement sur FF' perpend. au milieu de la corde AB, et le
pied F serait le point de contact. Il faudrait ensuite tracer le
cercle qui passe par A, B et F.

V. Décrire un cercle CAB qui passe par un point donné m
(fig. 101), et touche deux droites données DA, BD. On a vu
(n° 2 (o, i)que le centre de ce cercle estsur CD coupant par moitié
I'angle ADB. D’ailleurs la corde ‘m perpend. sur CD est coupée
en o par le milieu : ainsi on ménera cetteperpend. sur CD, on
prendra om— 0i, et il restera a faire passer un cercle par i et m,
qui touche DB ou DA.

Si le point donné est en A sur I’'une des droites, le centre est
a la rencontre C de DC avec AC perpend. a DA.

On sait donc tracer un cercle qui passe par trois points, ou
par deux points et touche une droite, ou par un point et touche
«leux droites, ou enfin un cercle qui touche trois droites don-
nées (n° 210, 1).

V. Tracer un cercle BiA (fig. 101) tangent & deux droites
DA, DB, et a un cercle Km donné. Le centre C est sur CD,
qui coupe en deux parties égales I'angle BDA : de ce centre
inconnu C tragons un cercle 11KG passant parle centre donné
A'; que ce centre K soit transporté en un point quelconque
de HKG, le cercle CAm doit étre tangent a ce cercle mobile.
Considérons celui-ci dans sa position HA , ou il touche DA -
la tangente LH a I'arc HK est perpendiculaire au rayon CH,
et par conséquent parallele a DA. Donc la droite LH est
connue, puisqu’elle est parallele a DA, et distante de DA de
la quantité donnée Km —HA. Il faut en dire autant de L'H'
parallele & DB. Ainsi le cercle HKGH' sera facile & décrire,
puisqu’il est tangent aux droites tracées LH, L'H’, et passe en

A': ce cercle KG a le méme centre C que celui qu’on cherche
T. L 18



2N GEOMETRIE.
il ne reste donc qu’a mener CK, et Cm sera le rayon demandé.
Comme les paralléles LH, L H' peuvent étre menées dans
I'angle D, le probléeme comporte deux solutions, pourvu que
la circonf. Km ne coupe DA, ni DB.
On trouve, dans le 2* Supplément & la Géom. descr. de
M. Hachette, un grand nombre de probléemes de ce genre.
VI. Trouver un point C (fig. 117) sur la circonférence ABD ,
tel que les cordes BC, CD, menées a deux points donnés A et D
de cette courbe , soient entre elles dans un rapport donné

= En supposant le probléme résolu, la ligne CO qui coupe

en parties égales I'angle BCD (n° 224)> donne

on prendra donc le milieu A de I'arc DAB, et I'on partagera
en O la corde DB dans le rapport donné; la droite AO pro-
longée donnera le point C.

VII. Etant données la corde AB —Kk, et la hauteur DE = h
d’un segment ABDE de cercle (fig. 52), trouver, par le
calcul, le rayon DC=rl Le triangle rectangle ADE donne

mais on tire du n° 227, ainsi,

en égalant ces deux valeurs, on trouve On a cou-

tume de donner le nom defléche du segment a sa hauteur DE.

Si é = 3i3 et Ti= 12,32, on trouve r= 1000. Cette formule
peut servir a faire retrouver le centre C d’un arc tracé.

VIII. Par le point 2? (fig. 102) d’intersection de deux cercles,
mener une corde CD qui ait une longueur donnée M. Suppo-
sons le probléme résolu ; menons par le point B une ligne quel-
conque EF, et joignons A avec E, C, F et D; les triangles
AEF, ACD ont I'angle E— C, comme appuyé sur le méme

arc BIA; de méme F— D : ainsi et AC est une

quatriéeme proportionnelle & EF, M et AE\ on prendra donc
FL—M-, on meénera LK parallele a AF, AK

il ne s’agira plus que de décrire du centre”, avec ce rayon AK ,
un cercle qui donnera, par son intersection, le point Cou C :
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‘on a ainsi les deux solations du probléme, qui serait absurde si
I'arc décrit avec le rayon AK était entiérement au dehors du
«cercle AE.

IX. Proposons-nous de couper une ligne CA (fig. i03) en
deux parties telles, que la plus grande ACsoit moyenne pro-
portionnelle entre l'autre partie AB et la ligne entiére AC-,
c'est ce qu’on appelle couper la ligne AC en moyenne et extréme
raison. La proportion AB : BC ““ BC : AC ne peut faire
connaitre BC, parce qu’elle contient une 2¢ inconnue AB ; mais
augmentant chague antécédent de son conséquent (n° ~3, i°.),
comme AC = AB f- BC, ona AC'. BC *“ BC-f-AC’ ACou
AC — BC{BC A- AC); il s’agit donc de déterminer sur AC
un point B tel, que AC soit moyen proportionnel entre BC et
BC A- AC; c’est ce qui aura lieu si I'on construit un cercle
dont AC soit la tangente, BCA-AC la sécante entiére, et BC
la partie extérieure (par conséquent AC la partie interceptée
dans le cercle). Elevons en A la perpendiculaire AD— AC,
menons I’hypoténuse DC; nous avons AC = CE X CF
— CE X {CE 4- CA); donc CE est la longueur inconnue
qu’on doit porter de Cen B; B sera le point demandé f

X. Inscrire un triangle def dans un autre ABC (fig. i05),
c.-a-d. le placer comme DEF, de sorte que d tombe en D sur le
coté AC, etc. En supposant le probléme résolu, et tracant par
les points EFB une circonférence, ainsi que par ADF, on voit
que le segment FOE est capable de I'angle donné B, et le seg-
ment FOD capable de I'angle A{n° 212, 1V). Décrivons donc sur
Je etfddes segmeus capables de B et A. La base AB est donnée,

(*) On peut encore opérer comme il suit (fig. io4). On a trouvé
AC’”=:BC’-bAC x BC=BC x (BC-bAC)=BC x BD,
en prolongeant la ligne AC de CD = CA. E étant le milieu de DC, 011 a ,..
BC=BE— ECBD = BE-b EC; le produit change notre équation en...
AC’ = BE* — EC’; ainsi AC, BE, EC sont les trois cotés d’un triangle rec-
tangle EFG. On ménera donc CF égal et perpendiculaire a AC; tirant I'hy-
poténuse EFet la portant de E en B, on aura le point B. Cette construction
s'applique avec élégance au théoréme n° 2/0.

18..
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et forme une double corde dans lesdeux cercles. Si donc, d’apres
le probleme V111, on décrit en f\a. corde ab = AB, il ne res-
tera plus qu’a mener les lignes ac?, be prolongées en c, et l’'on
aura le triangle abc= ABC, par conséquent on connaitra les
points Z), E, F, puisque BE ~be, etc. Comme on peut mener
la corde ab de deux manieres, le probléme a deux solutions.

Des Polygones.

a30. On nomme Polygone toute figure ABCDEF (fig. 106)
terminée par des droites. Le Quadrilatére a 4 cotés', le Penta-
gone 5, VHexagone (5, I’Octogone 8, le Décagone 1o, ]e Dodé-
cagone 12, le Penlédécagone i5, etc. Le nombre des angles est
le méme que celui des cOtés; car tant que le polygone n’est pas
fermé, chaque c6té qu’on trace fait un angle de plus, etla
figure regoit un coté de plus qu’elle n'a d'angles ; enfin le coté
qui ferme le polygone fait deux angles.

Une Diagonale est une ligne AD (fig. 118) qui traverse le
polygone d’un angle & l'autre. La diagonale AC sépare le
triangle ABC du polygone ABCD. .. de n cOtés, et réduit la
figure 8 ACDEF de n—i cOtés. Chaque diagonale menée de A
sépare de méme un nouveau triangle, et réduit le polygone a
avoir un coté de moins ; enfin, lorsqu’on n'a plus qu’un quadri-
latére ADEF" la seule diagonale AE le partage en deux trian-
gles. Ainsi ily avaitd’abord au tant de diagonales que de triangles
et de cOtés supprimés; mais pour la figure de 4 «6tés, une seule
diagonale donne 2 triangles; donc le nombre de diagonales
gu’on peut mener d’un méme angle A a tous les autres estn— 3;
celui des triangles est n — 2.

Tous les angles de I'hexagone ABCD. . .. sont Saillant;
I'angle A (fig. 107) est Rentrant (n° 172).

231. Pour construire un polygone dont toutes les parties
soientdonnées, aprés avoir pris sur une droite indéfinie (fig. 106),
une longueur AB égale a I’un des c6tés, on formeraen A et B
deux angles BAF , ABC égaux a ceux qu’on sait devoir étre
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adjaceus a AB ; puis ou prendra sur BC et AC les longueurs
données , et ainsi de suite.

Aprés avoir ainsi tracé le:s cotés FA, AB, BC, CD et DE,
le coté FE, destiné a fermier I’hexagone, est déterminé, ainsi
que les angles E et F. Si donc n désigne le nombre des angles
d’un polygone , an sera celui des parties qui le composent,
222—3 est celui des quantités qu’il suffit de connaitre pour pou-
voir le construire. 11 y a donc des relations qui lient entre elles
ces an parties, de sorte qu’on puisse déterminer 2 cotés et un
angle, d’aprés la connaissance des autres parties. Ce probleme
de Polygonométrie ne peut maintenant étre résolu; mais il est
facile d’assigner la relation qui existe entre les angles.

232. Si n est le nombre de cotés et D I'angle droit, lasomme
des angles intérieurs estai) (n—2), ou afois autant d’angles
droits que le polygone a de c6tés moins deux. Car menons d’un
point quelconque intérieur O (fig. 106), les lignes OA, OB
OC. . .; elles formeront autant de triangles OAB, OBC.. ..
qu’il y a de cOtés. La somme de tous les angles est donc deux
droits, répétés autant de fois qu’il y a de cdtés, ou anD.
Mais la somme des angles en O vaut quatre droits : donc on a
anD — C’est aussi ce qui résulte de ce que ces angles sont
la somme de ceux des (n— 2) triangles en lesquels le polygone
est décomposé par ses diagonales (fig. 118).

233. Les quatre angles d’un quadrilatére valent donc quatre
droits. Si cette figure a deux de ses cotés paralléles Aa, Flh (fig. 81),
on lanomme Trapéze ; c'est un Parallélogramme (fig. 108), si
les quatre cOtés sont paralléles deux a deux. On sait d'ailleurs
(n° 193), que la diagonale J3D partage tout parallélogramme
en deux triangles égaux ABD, BCD ; que les angles opposés
sont égaux A — C, B =D que les cotés opposés sont égaux.
Réciproquement, si AB~ DC et AD — BC]} la figure ABCD
est un parallélogramme. Les diagonales AC, BD se coupent
mutuellement en deux parties égales ; cela résulte de I'égalité
des triangles AOD et BOC.

Le Rhombe ou Lozange est un parallélogramme (fig. 109)
dont les quatre cOtés sont égaux -11 est visible que les diagonales
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AC et BD sont a angle droit, parte que les quatre triangles.
AOD, AOB, DOC et BOC sont égaux. Réciproquement,
si AO= OC et DO— OB, afigure ABCD est un parallélo-
gramme, qui devient méme un rhombe, lorsque AC et BD
sont a angle droit.

Enfin, si le parallélogramme ABCD (fig. 110) a I’'un de ses
angles A droit, I'angle opposé C, qui lui est égal, sera aussi
droit; il en est de méme des autres B et D, puisque réunis
ils valent deux droits, et qu’ils sont égaux ; la figure a donc
ses quatre angles droits. C’est pour cela qu’on nomme Rectan-
gle le parallélogramme qui a ses angles droits. Les diagonales
ACy BD sont égales.

Si AB = AD, le rectangle s'appelle Carré; le carre'a donc
les quatre cOtés égaux et les quatre angles droits.

234. La somme des angles extérieurs GAB, BBC...(fig. 111),
formés en prolongeant dans un méme sens les cotés d’'un poly-
gone, vaut toujours quatre angles droits. En effet, les angles
extérieurs sont supplémens des intérieurs adjacens : mais I'angle
AOB est supplément des angles OAB 4- OBA; de méme
BOC l'est de OBC-p OCB, etc; donc la somme des angles
en O ou quatre droits, est la somme des supplémens des angles
ABC, BCD... du polygone : c. g.f. d.

235. Les polygones qui ont les cotés égaux et les angles
égaux sont appelés Réguliers. Un cercle qui touche tous les
cOtés d’un polygone est appelé Inscrit; le cercle est Circonscrit
quand il passe par les sommets de tous les angles.

On peut toujours inscrire et circonscrire un cercle a un poly-
gone régulier ABCDEF (fig. 112). 1°. En effet, divisons les
angles A et B en deux parties égales, par les lignes AO et BO,
et du point O de concours menons OC. Le triangle AB O=BOC,
car AB-=BC; le cote' OB est commun, et I'angle ABC & été
divisé en deux parties égales : donc OA— OC— OB. On prou-
vera de méme que OB= OD = OC, etc.

On voit donc que le point O est le centre du cercle cir-
conscrit au polygone ; que les lignes menées de ce centre aux
angles sont égales ; qu’elles divisent ces angles en deux parties
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«gales; qu’elles forment des triangles isoscéles AOB, DOC...
Enfin que les angles au centre AOB, BOC........ sont égaux
entre eux.

a0 Les cordes AB, BC... . étant a la méme distance du
centre O, les perpendiculaires OG, O1... sontégales (n°208) ;
si donc on écrit du centre O avec le rayon OG une circonfé-
rence , elle touchera tous les cotés du polygone en leur milieu
G, L...

236. Nous savons donc circonscrire et inscrire des circonfé-
rences a un polygone régulier donne'. Le probléme inverse con-
siste a inscrire ou circonscrire un polygone régulier d’un nombre
de cOtés déterminé a une circonf. donnée : or, il s’en faut de
beaucoup qu’on sache résoudre ce probléme en général. Nous
allons exposer les cas dans lesquels on peut en trouver la solution.

Avant, nous remarquerons que , lorsqu’un polygone est ins-
crit, il est .aisé d’en circonscrire un d’un méme nombre de
cOtés, et réciproguement. En effet, soit ABC.... (fig. n3),
un polygone régulier inscrit donné ; aux points A, B~ C.. ..
menons les tangentes af, ab, bc..., leur systéme formera le po-
lygone circonscrit demandé; car, les triangles aAB, bBC.. .
sont égaux et isosceéles, parce que leurs bases AB, BC.. ...
sont égales, et que leurs angles adjacens ont la méme mesure
(n°2ii, 4°.) : doncaB—Bb=A)C=zCc. — I'angle «=6=c...

On pourraitaussi (fig. 112) mener des tangentes par les mi-
lieux g, i, K.. . desarcs AgB, BiC, CkD.. .; abcdej formerait
le polygone demandé : car les c6tés étant paralléles a ceux du
polygone inscrit, les angles sont égaux (n°® 192,3°.) : déplus,
I'angle GOl est divisé en deux parties égales par OB, puisque
B est le milieu de I'arc gi. D’un autre c6té, le triangle gOb—bOi,
et Ob coupe le méme angle gOi en deux parties égales : ainsi
les trois points O, B, b sont en ligne droite, lien est de méme de

. A OB C__0OB
6, C etc, 4de O, Detd...On aldonc a—E?——OF%, 9& = b
d’'ou ab ~bc, puisque AB=BC. Et ainsi des autres cotés.

Cette double construction serait assez pénible : il est préfé-
rable de mener une seule de ces tangentes ab (fig. 112), de la
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conduire jusqu’aux rayons OA, OB prolongés. puis de décrire
du rayon Oa une circonférence , sur laquelle on por te ab autant
de fois qu’il y a de cotés.

Réciproquement, si le polygone circoascrit abcdefesi. donné,
on menera du centre O les lignes a0, bO..., puis par les points
A, B,.., ou elles coupent la circonférence, on décrira les cordes
AB, BC. ...» et le polygone régulier sera inscrit.

237. Puisque la somme des angles au centre est ~D, chacun

vaut  lorsque le polygone est régulier, n désignant le nombre

de c6tés du polygone.
L’angle au centre du triangle équilatéral est donc D,
Celui du carré est D, du pentagone régulier | D,
De I'hexagone “ D, du décagone - D, etc...
La somme des angles a la circonférence (no23i)est iD (jt—2);

chacun vaut donc Ainsi I'angle du carréeest droit ;

celui d*pentagone régulier est | D, de I'hexagone | D, du dé-
cagone Td....

Chaque c6té AB, BC. .. soutend un C désignant

la circonférence.

238. Le c6té FE de I’hexagone régulier inscrit est égal au
rayon OF (fig. 114): car I'angle FOE est le 6¢ de 4 droits, ou
O =j D; les angles égaux E et F du triangle isoscéle OFE
valent ensemble iD— | D ou D : chacun vaut donc | D, et
le triangle OFE a ses trois angles égaux; d’ou FE=OF.

Si I'on joint les angles de deux en deux , on aura le triangle
BDF équilatéral inscrit : comme EO=EF=\c rayon R,
ODEFest un rhombe, les diagonales sonta angle droit (n° 233),
et lO=.EIl—IR-, ainsi (n° 221, 4°%)

d’ou FD —Zi®3. Cest le coté du triangle équilatéral inscrit.
En divisanten 2, 8. .. parties égales lesarcs AB, BC. ..
on aura les polygones inscrits de 12, 2g> 4%+ ++ 3 X a' cOtés.
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23g. Puisque (n°237) I'angle au centre du carré (fig. 110) est
droit, pour inscrire un carré dans un cercle ABCD, on me-
nera deux diameétres perpendiculaires AC, BD, et I'on joindra
leurs extrémités. On voit, en effet, que la figure ABDC a les
quatre angles droits et les cotés égaux. On a

Puisque on voit que la diagonale du carré est in-

commensurable avec son coté (n°63).

On sait donc inscrire les polygones de 47 8, 16.. . 2* cotés.

240. Soit AB (fig. 115) le c6té du décagone régulier inscrit,
I'angle O au centre est j D (n° 23" ); les angles égaux OAB,
OBA réunis valent2D—" D ouf D-, donc chacun vautf D,
c.-a-d. est double de O. Pour trouver le rapport de AB au
rayon AO, divisons I'angle B en deux parties égales par la
droite CB; I'angle ABC = O — CBO, indique que le triangle
OBC est isoscele, d’ou OC— CB. Mais le triangle ACB l'est
aussi, a cause de C~ | D =A; ainsi CB — AB — OC. Or,

on a(n® 224) ou le coté AB

moyen proportionnel entre AC et AO; dailleurs, CO ou
AB<AO donne aussi AC<”AB-, donc(n® 229, I1X)

En divisant le rayon en moyenne et extréme raison, laplus
grande partie sera le coté du décagone régulier inscrit.

AB=BFdonne y/Fpour le c6té dupentagonerégulier inscrit.
On pourra aussi inscrire les polygones réguliers de 20, 40... 5X2’
cotés. Et comme les cOtés de I'hexagone et du décagone sou-
tendent des arcs qui sont le 6¢ et le 10e de la circonférence C,
la différence de ces arcs, ou | C—"C—-"C, est soutendu
par le c6té du polygone régulier de i5 cOtés, et de la ceux de
30, 60.... i5 X 2' cotés.

Tels sont les polygones réguliers qu’on sait inscrire, et
qgu’on peut comprendre dans la formule aX 2', a étant I'un
des quatre nombres 3, 4, 5et 15, et i—0O, ou un nombre
entier et positif quelconque. Quant aux autres polygones , on
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se contente, faute de mieux, de diviser, en tatonnant, la cir-
conférence en un nombre convenable de paties égales. On ré-
sout aussi le probléme a I'aide du compas de proportion et du
rapporteur ; mais comme ces instrumens sort eux-mémes cons-
truits par tadtonnement, on ne peut regarder ces procédés
comme géométriques. La division de la circonférence en par-
ties égales est surtout importante pour faire les instrumens
propres a la mesure des angles. (Voy. la Géom. du Compas,
par Mascheroni.") Comme la trisection de I'angle compléterait
cette opération (n° 212, I11), on s’est long-temps, mais en
vain, efforcé de trouver la solution de cette question. Elle est
maintenant démontrée impossible par le secours de la regle et
du compas seuls (n° 474» 1)e

241. Nous terminerons par I'exposition de quelques pro-
priétés des quadrilatéres inscriptibles au cercle.

. On a, dans le quadrilatere ABCO (fig. 116), y/4-C=2
droits, puisque les angles A et C embrassent la circonférence
entiéere (n° 211); de méme B -f- O = 2 droits. Ainsi, dans
tout quadrilatére inscriptible au cercle, les angles opposés sont
supplémentaires.

Réciproquement, si A-J- C=.B + O — 1 droits, le quadri-
latere ABCO est inscriptible au cercle, puisque si la circon-
férence passant par AOC, ne passait pas en B, I'angle B' ne
serait pas le supplément de O (n° 213).

Donc on peut toujours circonscrire un cercle a tout rectangle
ABCD (fig. iio); les diagonales BD, AC sont les diamétres.

I1. Dans tout quadrilatére inscrit ABCD (fig 117), le pro-
duit des diagonales égale la somme, des produits des cotés
opposes. Car, menons CK qui fasse I'angle KCD-=BCO;
d’'ot BCK — OCD, en ajoutant OCK aux deux membres:
or, l'angle BAC = BDC (n°2ii); ainsi les triangles BAC
et KCD sont semblables. De méme I'angle CBK = CAD, et le
triangle CBK est semblable a CAD. Donc on a
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d’ou KD x 4C= AB'XCD, BK"AC—AD"BC ajou-
tant ces éq., il vient enfin ACyc. BD = AByz CD+ADxBC.

I11. Sidespoints A et B (fig. 108), on abaisse sur la base DC
du parallélogramme ABCD les perpendiculaires AE, BF,
les triangles ADC, BDC donneront (n° 222)

En ajoutant ces équ., comme DE— CFet AB—DC, ona

Ainsi , dans tout parallélogramme, la somme des carrés des
diagonales est égale a la somme des carrés des cotés. La pro-
position est d'ailleurs évidente pour un rectangle (n° 221, 4° )-

Des Figures semblables et de la Circonférence.

242. Ondit quedezzxpolygones (fig. 118) ABCDEF, abcdef
sont semblables, lorsqu’ils sont formés des triangles T et t,
T ett, T'ett"...., respectivement semblables et disposés
dans le meme ordre.

Sur une droite donnée ab, homologue a AB, il est aisé de
décrire un polygone abcd.. .. semblable a ABCD. .. On fera
d'abord t semblable @ T, ce qui ne présente aucune difficulté
(n° 218) ; puis t' semblable a F=, sur ac homologue a AC, etc.

Les polygones semblables ont les angles égaux et les cotés
homologues proportionnels. Car les triangles semblables T et
t ont I'angle B— b, ainsi que lI'angle BCA — bca-, déplus

De méme T' et t' ont I'angle

ACD —acd; d’ou I’'on voit que I'angle B CD =.bcd: en outre,

On prouverait de méme, a l'aide de T" et

t", que I'angle CDF—-cde, et que

Réciproquement, silespolygones ont les angles respectivement
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égaux, etsi deplus etc., les polygones sont

semblables ; car 11—b, et les cO6tés qui comprennent ces an-
gles sont proportionnels, par hypothese; d’ou il suit (n° 219)

que T et t sont semblables, et de plus, et I’angle
BCA —bca. Retranchant ces angles de BCD — bcd , il reste

I'angle ACD = acd; et comine on suppose que

ona , a cause du rapport commun, ce qui

prouve que Bv est semblable & t'; et ainsi de suite.

i°. Les polygones réguliers d’un méme nombre de cbtés sont
des figures semblables, puisque leurs angles sont respectivement
égaux, ainsi que leurs cotés (n° 235).

20. Si apres avoir conduit les diagonales des angles A et a
(fig. 119), on a des triangles semblables chacun a chacun, les an-
gles sont égaux, et les cdtés homologues proportionnels : donc,
si I’'on mene les diagonales d’un autre angle tel que E, e, les
nouveaux triangles composans seront aussi semblables.

3°. Donc deux diagonales homologues quelconques BE, be
(fig.i 19) sont proportionnelles a deux cdtés quelconquesCD, cd,

savoir,

4°, Soient deux polygones semblables ABC... abc... (fig.i 19):
si I'on prend deux cotés homologues quelconques ED, et ed, et
si, de leurs extrémités, on mene les diagonalesa tous les autres
angles, on formera des triangles respectivement semblables,
EDF a edf, EDA a eda, EBD a ebcl, etc...; car les angles
des polygones sont égaux, et les diagonales homologues sont
proportionnelles aux cotes.

5°. Lever unplan n’est autre chose que construire des poly-
gones semblables a ceux que forment, sur le terrain, les
droites qui joignent des points dont la situation respective
est connue. Pour cela, on mesure sur le terrain un nombre
suffisant de parties; puis on décrit ensuite, sur le papier
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(n° 2.18....), d'autres triangles semblables & ceux qui com-
posent les polygones dont il s'agit.

243. Si, dans deux polygones semblables (fig. 1 ig), onmeéne
deux droites Gh, gli, placées semblablement, c.-a-d. cou-
pant les cotés BC, bc en parties proportionnelles, ainsi que
FE etfe, les longueurs GH, gb seront dans les rapports des co-

tés, ou etferont des angles égaux avec ces cOtés. En
effet, soit pris sur BC et bc des points H et h, tels qu’on ait

et menons HE , he. Les triangles I11CE,
lice seront semblables (n° 219) puisque, I'angle HCE~ hce. 1l
s’ensuit que I'angle EHC~ ehc et

Maintenant , en considérant les polygones semblables
ABHEF, abhef si les points G et g coupent les cotés FE etfe
proportionnellement, la ligne GH jouira de la méme propriété
que HE. Donc, etc.

244- D’un point quelconque O (fig. 120), pris dans I'intérieur
du polygone ABC..., menons des lignes OA, OB... aux som-
mets ABC...; prenons sur ces lignes des longueurs qui leur soient

proportionnelles , ou telles gu’on ait

Les triangles OAB, Oab seront semblables, et AB paralléle a
ab. En raisonnant de méme pour OBC, Obc, etc. , on verra
que les polygones ABC... abc.,. ont les cbtés paralléles et
proportionnels, et par conséquent sont semblables.

De méme, sur les lignes Ob, Oa, si I'on prend des parties
OK, Ok proportionnelles aux cbtés ae,AE ; puis OF, ofpro-
portionnelles a ab, AB, etc., les polygones KFG. .. kfg.. .
seront semblables, comme formés de triangles OKI, OKki,
OKF', okf.. ., respectivement semblables.

245. Les périmétres de polygones semblables sont comme
leurs lignes homologues ; car (fig. 118) on a

et le théoreme (n° ~3, 3°.) donne
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Enappliquai! t ceciaux pol ygones réguliers d’'un méme nombre
décotes, on (fig. 121), parce

que les triangles OBI, Obi sont semblables, comme ayant les
angles au centre égaux (n° 235) ; ainsi, les périmeétres des poly-
gones réguliers semblables sont entre eux comme les rayons des
cercles inscrits et circonscrits.

246. La circonférence est la limite des polygones réguliers
inscrits et circonscrits (n° 113). Chaque c6té AB (fig. 122) d’un
polygone régulier étant plus court que I'arc ACB qu’il soutend,
on voit que la circonférence rectifiée est plus longue que le pé-
rimétre de tout polygone inscrit. De plus, prenant C au milieu
de I'arc BCA, on a la corde AB TAC-j- CB, ce qui fait voir
qu’en doublant le nombre des c6tés d’un polygone inscrit, le
périmétre approche de plus en plus de la circonférence, sans
cesser d’étre plus petit qu’elle.

D’un autre c6té, I'arc CAL < CE  EL (n° 172) fait voir
que le périmétre de tout polygone circonscrit est plus grand que
la circonférence; la tangente AK est le demi-c6té du polygone
circonscrit d’un nombre double de cétés (n° 236) ; et comme
KA, perpendiculaire @ AO, est <<I'oblique KE, on a...........
AK  KC<fEC: en doublant le nombre des c6tés d’un poly-
gone circonscrit, le périmétre approche donc davantage de la
longueur de la circonfér. sans cesser d'étre plus grand qu’elle.

P et p étant les périmétres de polygones réguliers semblables,
I’'un circonscrit, I'autre inscrit, et R et ries rayons OC, OJdes

cercles inscrits, on

Or, P diminue en s’approchant de la circonférenceLCB. .

R est constant, et/i—r ou CI décroit indéfiniment lorsqu’on
double successivement les nombres de cdtés de polygones P etp
(n°20g); ce qui prouve que la différence P—p entre leurs pé-
rimétres approche autant qu’on veut de zéro, c.-a-d. que ces
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périmétres approchent indéfiniment de la circonférence, qui
est toujours comprise entre eux , et qui ne leur est jamais ri-
goureusement égale : donc, etc.

247. Les circonférences sont entre elles comme leurs rayons
ou leurs diameétres. En effet (fig. 121), désignons par C et ¢ les
circonférences dont les rayons sont BO — R, bO~r\ par Petp
deux polygones réguliers inscrits ABC.... abc.v. semblables,
enfin par Z et z la différence entre chaque périmetre et la cir-
conférence circonscrite, ou C—P—Z, c—p—z. On en tire

or, P, C, ret c restent constans, Z et z varient avec le nombre
des cOtés, et peuvent devenir aussi petits qu’on voudra; donc
(n° n3)

248. Trouver une ligne droite égale a une circonférence d’un
rayon donné, c.-a-d. rectifer cette courbe. Concevons deux

circonférences C, ¢ de rayons R, r: nous avons cha-

gue circonférence contient donc son diametre le méme nombre
de fois, que nous désignons par jr. Si I’on connaissait ce quo-
tient- constant sr, on aurait donc

Pour déterminer le rapport constant de toute circonférence
a son diamétre, il faut trouver la longueur rectifiée d’une cir-
conférence quelconque, ainsi que celle de son diametre; puis
diviser la premiére par la seconde; le quotient sera le nombre
5r. Pour cela, prenons un polygone régulier quelconque dont
nous connaissions le périmétre , et les rayons r et R des cercles
inscrit et circonscrit ; puis concevons un autre polygone régu-
lier isopérimetre, c.-a-d., d’un contour égal ; et calculons les
rayons r et R' des cercles inscrit et circonscrit a ce dernier.

BE —a (fig. 123) est un c6té de ce polygone, HD un dia-
meétre perpendiculaire, C le centre du cercle BDE-, CA—r,
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CB—R sont les rayons donnés de* circonf. inscrite et circons-
crite. Menons DB, DE, puis la perpendiculaire CG tombant
au milieu G de la corde DE; et par le point G, IG paralléle a
BE ; JG sera moitié de BE (n° 218). Comme l'angle EDB
est moitié de ECB, EDB sera l'angle ai centre, et Gl le
cOté du polygone régulier d’'un nombre double de cétés ;
DF=.r , DG—R seront les rayons de cercles inscrit et cir-
conscrit a ce dernier. Oron a DF—'-DA—z ( DC-j-CA), ou
r'=i (&-f-r); dans le triangle rectangle CGD, DGA=DCxJDF
n° 221,20), ou/i,a=71r", ainsi r' e{R' sont donnés par les équ.

Répétant ce calcul sur le polygone IG, on trouvera de méme
les rayons r" et R" des polygones réguliers isopérimétres d’un
nombre double de cbtés du précédent; puisles rayonsr", R",etc.
on aura ainsi une série de résultats

dont chaque r est la moyenne arithmétique, et chaque R la
moyenne géométrique entre les deux termes précédens. Tels
sont les rayons des cercles inscrits et circonscrits a cette suite
de polygones réguliers isopérimétres d’un nombre de coOtés
continuellement doublé.

croissent, et R, R', R"... . décroissent continuellement. Ces
guantités tendent sans cesse vers I'égalité & mesure que les
cotés deviennent plus nombreux; car BC*—CA'= I)A\ ou
R* — r* — , donne

et a décroit autant qu’on veut, tandis que r augmente. On
voit donc que si I'on superpose tous ces polygones en faisant
coincider leurs centres C,D,... les circonf. inscrites s’en écartent,
et les circonscrites s’en rapprochent de plus en plus. Elles
finissent par ne laisser entre elles qu’un espace aussi petit qu’on
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v eut, dans lequel se trouve trace le polygone régulier. Que I'on
ait poussé le calcul des r et R jusqu’a 10 chiffres décimaux ,
par exemple, et I'on trouvera enfin deux rayons dont ces dix
chiiffres seront les mémes : la distance du polygone a ses deux
circonf. sera nulle dans cet ordre d’approximation, et I'on
pourra prendre le périmeétre de ce polygone pour longueur de
ces circonf,

Soit donc a le c6té du ler polygone de n cdtés; na sera son
contour, et celui de chacun des autres polygones : et si x estle
rayon des cercles inscrit et circonscrit dans I'ordre de déci-
males conservées au calcul, ou celui de la circonf. définitive

Par exemple le c6té de I'exagone inscrita=1, le périmeétre

en tire successivement les résultats suivans :

Dés qu’on arrive a deux rayons successifs égaux X, ce nom-
bre est le rayon de la circonf. isopérimétre qui est=6=25rx;
or X =0, 95492 9662 ; ainsi %= 3,i4' "9 2654. On peut obte-

(*) Le calcul des rayons R est facile par log. ; mais on I'abrege encore par
le procédé suivant. Soit /? =r'4-d, ci étant la différ. des deux rayons entre
lesquels on veut une moyenne géométrique. /?"”= ; on a (n° 135)
en extrayant la racine

Ces formules abrégent les opérations : mais on remarque que si d n'a au plus
que la moitié des chiffres de /, en considérant ces nombres comme entiers,
dl est<<8 r' parce que dl n’aplus que la méme quantité de chiffres que r'.
Pour avoir une valeur de /{'approchée a moins de  on peut donc se contenter
de R'—r'+"d, qui est moyenne arithmétique entre/? et r'. Ainsi dés qu’on
cet arrivé a deux valeurs consécutives de R et /, dont la moitié & gauche de

T. L 19
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nir ainsi w avec telle approximation qu’on veut. Au reste, nous
exposerons des procédés plus expéditifs. On obtient

Si dans I'équ. cire. R=mR, on fait R— 1, et =i, il vient
cire. =tt, et cire. =sr: donc le rapport constant % de toute
circonférence a son diametre exprime aussi la circonf. dont
le diamétre est un, et la demi-circonf. qui a un pour rayon.

Si on limite la valeur & $r = 3,142... on trouve qu’on peut
poser 5r=" = 3 f. Ce résultat tres simple, di a Archiméde,
est adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant 3,1415g3,
a trouve'7r =m, nombre remarquable en ce que les termes
sont formés des trois premiers impairs, répétés 2fois, 113,355.
Ce résultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une er-
reur d’'un centimetre sur une cire, de 18000 metres de rayon
(1 ligne sur 4000 toises de rayon).

Voici une rectification graphique approchée de la circonf.
On a prouvé (nos 238, 23g) que le cOté du carré inscrit est
Ry/'i-, que celui du triangle équilatéral est ZI|/3 : la somme
estR( 24-1/3)ouR X 3,14627.. .., égale, a un demi-
centieme pres, a la demi-circonf. rectifiée. Ainsi, apres avoir
inscrit au cercle proposé , par les procédés connus , un carré et
un triangle équilatéral, on ajoutera le coté de I'un au c6té de
I’autre, et I'on aura, a tres peu pres, une droite égale a la demi-
circonférence.

leurs chiffres est une partie commune, on n'a plus a prendre que des moyen-
nes arithmétiques. C’est ce qui arrive ci-dessus au nombre marqué (*) et a
tous les suivans. Alors il n’est plus nécessaire de calculer ces moyennes suc-
cessives; car soit m un de ces nombres et m-i-J' le suivant, leur moyenne
estm -f- 5<P=m + J d—j <T; et continuant de prendre les moyennes, on trouve

nombres dont la limite est m-f-1<: telle est la valeur définitive des quantités
r et R lorsqu’elles sont devenues égales.
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Lorsque la circonf. C est donnée, et qu’on demande son dia-
meétre D. de C= on t*re

L’arc ACBCag. 122) étantlenéwe delacirconf., ou I'angleO
le niéme de 4 droits, « son nombre de degrés, on a la propor-
tion 1800 : «R :: « : la longueur z de I'arc ACB; donc

IL DES SURFACES.

Aires des Polygones et du Cercle.

249. Une Aire est I'étendue comprise entre les lignes qui
terminent une figure fermée. Les aires Equivalentes sont celles
qui sont d’égale étendue , sans qu’elles puissent coincider par
la superposition.

Deux rectangles AEFD, aefd (fig. 124*) sont égaux lorsque
leurs bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi, ou
AD~adet AE=ae ; on voit en effet qu’on peut faire coinci-
der I'une de ces figures avec l'autre. Mais si I'on compare
le parallélogramme ABCD&au rectangle AEFD, onles trouvera
simplement équivalons, parce que le triangle AEBz= DFC.

Les parallélogrammes ABCD, abcd, qui ont des bases égales
et des hauteurs égales sont équivalens, puisqu’ils équivalent
aux rectangles égaux ADFE, adfe.

Soit un triangle ~Z?C(fig. 125) ; menons CD et BD paral-
leles @ ABet AC- les deux triangles ACB, BCD sont égaux :
ainsi, tout triangle est la moitié d'un parallélogramme de
meme base et de méme hauteur. De sorte que tous les triangles
ACB, AEB, AFB... .., qui ont méme base AB et leurs
sommets sur CF parallele a AB, sont égaux.

250. Comparons maintenant deux parallélogrammes quel-
conques.

'9-
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1°. Les rectangles de méme base sont comme les hauledrs.
En effet, si les deux rectangles ABCD— R, abcd—r(fy,. 126)
ont les bases AB et ab égales, et que les hauteurs AD — H
et ad = h soient coinmensurables, il y aura une longueur ax
contenue m fois dans H et n fois dans h, et I’on aura (n° i56)

. En menant par le points de division X, X", vy, y"..

des paralleles aux bases, les rectangles R et r seront partagés,
I’'un en m, l'autre en n rectangles égaux , et I'on aura

Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de méme

AD en parties égales Ax , X'y......... , et portons I'une sur ad
en xa, Xy. ... ; soit i le point de division le plus voisin de d:
en menant il paralléle a de a cause de la commensu-
rabilité, ou donc on puisque dl

et id sont aussi petits qu’on veut, et que r,B, A, H sont cons-
tans (n° 113).

2°. Les rectangles sont entre eux comme les produits des
bases par les hauteurs. Car (fig. 127) soient des rectangles
AC, ac dont les bases sont AB = B, ab—b : portons I'une
de ces figures sur I'autre, en faisant coincider I’'un de leurs an-
gles droits, ce qui déterminera les rectangles AK —r, et
AH~R’, de méme hauteur Al ; R' ayant méme base AB que
le rectangle AC—R et méme hauteur Al que r, on a donc

3°. Les mémes théorémes ont également lieu pour les paral-
lIélogrammes, puisqu’ils sont équivalensaux rec tangles de méme
base et de méme hauteur. Donc les parallélogrammes sont en-
tre eux comme les produits des bases par les hauteurs.
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abi. Mesurer une aire, c’est chercher le nombre de fois
qu’elle contient une autre aire donnée. Prenons pour unité de
surface, le rectangle abcd, pour mesurer le rectangle ABCI)

(fig. 128); puisque X on portera la base ab sur

AB, afin de savoir combien I’'une est contenue dans I'autre : on
en dira autant des hauteurs ad, AD-, ensuite on multipliera
ces nombres de fois; puisque 3x4==12 -ficontient ici 12 foisr.

Comme les bases et les hauteurs pourraient ne pas se conte-
nir exactement, on dit plus généralement que la mesure d’un«
aire ABCD (fig. 127) est son rapport avec une autre abcd
prise pour unité (nos 36, 71 ); cette mesure est le produit du

rapportI§ des bases par celui H des hauteurs. Il en est de

méme de tout parallélogramme. D’ou il résulte que si I repré-
sente le nombre abstrait X l'aire du parallélogramme est

| fois celui qui est I'unité de la surface.

Si I'on prend pour unité d'aire le carré abcd (fig. 128) dont
le coté est I'unité linéaire, 011 a b — h= 1, d’ouRz=BH.
BH est le produit abstrait des nombres d’unités linéaires con-
tenus dans B et H-, soit encore ce produit BH=I, I'équ. re-
vient a Zi““ | fois le carré pris pour unité d'aire. Ainsi, I'aire
d’un parallélogramme est te produit des nombres de fois que
I'unité linéaire est contenue dans sa base et dans sa hauteur, ce
qu’on exprime d’une maniére abrégée, quoique incorrecte, en
disant queZ'azre d'un parallélogramme est leproduit de sa base
par sa hauteur.

La mesure de I'aire ABCD ( fig. 110) du rectangle qui a ses
cotés égaux est BCxBC; l'aire du carré est donc la seconde
puissnice de son cOté. C’est pour cela que les mots carré et se-
conde puissance sont regardés comme synonymes.

25?2.. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des li-
gnes évaluées en nombres , doit se dire aussi des rectangles qui
ont leurs cotés pour facteurs. Par ex., la proposition (n° 228)
peut s’énoncer ainsi: Le carré construit sur la tangente est égal
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au rectangle qui a pour base la sécante entiére, et pour' hau-
teur sa partie extérieure ; et ainsi des autres.

Le caractere essentiel des démonstrations géométriques est
de réunir la rigueur du raisonnement a une clarté comparable
a celle des axiomes. On ne doit jamais y perdre de vue les ob-
jets comparés : ainsi ces théoremes n'ayant été obtenus que par
des calculs fondés sur la théorie des lignes proportionnelles,
nous donnerons ici une démonstration directe des trois propo-
sitions fondamentales, relatives au rapport des aires. Les au-
tres en dérivent ensuite sans efforts, ainsi qu’on peut s’en con-
vaincre en les reprenant tour a tour.

F1 celui de BC\ on retrouve ainsi la proposition

a et b étant des lignes, et a2, b2, ab des aires.

et de EI—BI : on retrouve donc aussi

264. 11. Soit un triangle AB C (fig.i30) rectangle en A, décri-
vons des carrés BF, BG, AE sur ses trois ctés ; puis menons
les obliqgues AF, BE et la perpendiculaire AL sur I’hypoté-
nuse BC. Les triangles ACF, BCE sont égaux ; car leurs an-
gles en C’se composent de I'angle commun B CA plus d’un an-
gle droit BCF ou ACE-, d’ailleurs, les cotés adjacens sont
BC~ CF, AC— CE, c0tés des carrés. Mais ces triangles sont
les moitiés des rectangles CD, AE, puisque les bases commu-
nes sont CF, EC, et que les sommets A et B sont sur les
bases opposées DL, BA : donc rectangle CL= AE.On prouve
de méme que rectangle BL~ BG, et ajoutant ces équations
BF= AE-}- BG, ou a2=062-|-c2; c.-a-d. que le quarré cons-
truit sur Bhypoténuse est égal a la somme des carrés construits
sur les cotés de I'angle droit (comme n° 221 >4° )-
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Les rectangles CL et BF de méme hauteur sont entre eux

comme les bases DC et BC: ainsi on a

encore

Ces propositions reviennent a celles du n° 221,20. et 3°.

111 Si le triangle ABC n'est pas rectangle (fig. 13i ), et que
I'angle A soit aigu, faites la méme construction que ci-dessus,
et abaissez BK, CM perpend. sur les c6tés opposés. Le méme
raisonnement prouvera que les triangles ACF, BCE sont
égaux, ainsi que les rectangles CL, CK, dont les aires sont
doubles de celles des triangles. Ainsi, rectangle CL—CK —
AE — AK-, rectangle HL~ BM—BG—AM. Or, les triangles
rectangles BAI, AOC sont semblables, a cause des deux cotés
perpendiculaires qui comprennent un angle égal (n° 205, 8°.),
dou AIl AO AB : AC, et Al X AC== A0 X AB, rec-
tangle AK—AM. Ajoutant donWles rectang. CLetBL, il vient
BF — AE - BG —1AK, oua — 4-c¢ —ib x Al
(comme 110 222).

Si I'angle BAC est obtus (fig. i33), la méme construction
donne encore le triangle BCE — CAF, d'OU.......ccccovevvvennnene.
rectang. CL — CK — AE AK : on trouve de méme
BL — BG-\- AK-, ajoutant, il vient BF~AE 4- BG
oy a’—h? -|- c2 4- 26 x Al (comme n° 222).

255. Le c6té du carré équivalent a un parallélogramme est
moyen proportionnel entre sa base et sa hauteur. Car soient B
la base, H la hauteur d’'un parallélogramme, et x le c6té du
carré équivalent, on a xX2—BH. D’aprés cela, pour carrer un
parallélogramme, ou en avoir la quadrature (n° 251 ), portez-
en la base et la hauteur (fig. 92), de B en C, etde B en D, sur
une droite; puis, sur le diamétre BC, décrivez une demi-circon-
férence BAC, qui coupera en A la perpendiculaire DA menée
en D sur BC-. lacorde BA sera le c6té du carré cherché (n° 227).
Si la figure donnée est le rectangle CL (fig. i30), en prenant
BCc=. DL, on ale carré ClI  rect. CL.
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ab6. L aire du triangle est la moitié du produit de sa base B
parsa hauteur H, ou — HB, d’apres ce qu’on a dit (n° 249)'

i°. Le carré équivalent a un triangle donné est x' = BH ;
on a donc la quadrature d'un triangle, en cherchant une
moyenne proportionnelle entre la hauteur et la moitié de la
base, c.-a-d. en prenant (fig. t30) BD égala la moitié de la
base, et BC a la hauteur, et achevant la construction comme
ci-dessus; BG est équivalent au triangle proposé.

20. Les triangles ABF, BIC (fig. 134) qui ont meme hauteur,
sont entre eux comme leurs bases AF, IC.

Pour couper par une ligne BFnn triangle ABC en deux par-
ties qui aient entre elles un rapport donné, il suffit de parta-
ger (n° 217, 4°.) la base AC en deux segmens AF, FC qui
soient dans ce rapport, et de tirer BF.

2.5". Soit un polygone ABDE. ... (fig. 135); menons AD
et sa parallele BC, qui rencontre en C le c6té ED prolongé ;
enfin, tirons AC. Le triangle ABJ) peut étre remplacé par ACD,
qui lui est équivalent; ainsi I'Jfexagone ABDEFG est équiva-
lent au pentagone ACEFG.

En appliquant de nouveau cette construction & ce pentagone,
on le changera en un quadrilatére, puis en un triangle , et en-
fin, si I'on veut, en un carré. On sait donc réduire toutpoly-
gone a un triangle, ou a un carré équivalent.

258. L’aire d’'un polygone s’obtient en le décomposant en
triangles, et cherchant I'aire de chacun. Si le polygone est ré-
gulier comme ABCD. . .(fig. 112), I'aire est égale au périmétre,
multipliépar la moitié du rayon OG du cercle inscrit, qu’on
nomme Apothéme. Car n étant le nombre des cétés, on pren-
dra n fois I'aire AOB d’un des triangles au centre, savoir,

n X AB X\ OG = périmétre X T OG.

25g. L’aire du trapéze AHah(fig. 82) est le produit de sa
hauteurpar la moitié de la somme de ses bases paralléles, ou
parla ligne menée a distance égale de chacune. En effet, me-
nons AC paralléle a ah, puis Ee par les milieux de AH etah;
Ee sera parallele a Hh (n° 220, 4°)- Or, l'aire du parallélo-
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gramme ACha est le produit de sa hauteur par Ch ou Be: celle
du triangle AHC est le produit de cette méme hauteur par
i 11C ou EB; ainsi I'aire AHah est le produit de la hauteur
commune par Ee, ou par hC-\- \ UC, ou enfin par®
(Eoyez, pour Yaire du quadrilatere, n°* 318, V; et 364, V1.)
260. L’aire (fig. 112) du trapéze ABba — - Gg X (AB-f-ab).
En multipliant y/B et apparie nombre des cotés des polygones
réguliers ABCD........ , abcd.. ., on obtient leurs périmétres
P etp. Ainsi, la différence de leurs aires est = Gg (P 4-/?).
Comme Gg tend sans cesse vers zéro, lorsqu’on fait croitre
le nombre des cotés, et que 1 {P-\-p} approche de plus
en plus de la circonférence, cette différence peut étre rendue
aussi petite qu’on veut. Ainsi, I'aire du cercle est la limite des
aires des polygones réguliers inscrits et circonscrits (n° 113)-
iflaire C d’un cercle de rayon R est le produit de la moitié du
rayon par sa circonférence, ou du carré du rayonpar le rap-
port tt de la circonférence au diamétre. En effet, soient «I’exces
de l'aire du polygone circonscrit sur celle du cercle,/? la cir-
conf., et3 I'exces du périmétre du polygone sur la circonf.;
I'aire de ce polygone, ou C-f- «est donc (n°258)=  (/? 4-/3).
Comme les variablesaet S décroissent indéfiniment (*), on com-
parera les termes constans (n° 113), et I'on aura, a cause de/?
=2w R (n° 248),

Soit D le diamétre, on a cercle = | w Da ou a peu prés =
Oxi??.

(*) Observons qu’'on aurait été conduit an méme résultat, si, raisonnant
d’une maniére analogue, mais inexacte, on et négligé les termes*et/3, qui

. doivent disparaitre ensuite : c’est ce qui arrive dans la méthode des infiniment
petits, ou I'on considére la circonférence comme un polygone régulier d’une
infinité de cotés ; car alors Cest l'aire de ce polygone, et p le périmetre, et

I'on trouve C=—. Ce procédé pourrait donc étre regardé comme parfai-

tement rigoureux, si I'on s'assurait apriori g je les termes ainsi négligés sont
infiniment petits. Consultez, a ce sujet, les Réflexions sur la Métaphysique
4U Calcul infinitésimal, par Carnot.
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Lorsque I'aire C du cercle est donnée, le rayon

Un rectangle qui a pour base la demi-circonférence rectifiée,
et pour hauteur le rayon, est égal au cercle ; on a ainsi la so-
lution approchée du fameux probléme de la quadrature du
cercle. Pour le résoudre rigoureusement, ce qui esta peu pres
inutile, il faudrait trouver la valeur exacte de sr.

261. L’aire du secteur AOBI (fig. i36) est le produit de la
moitié du rayon par I'arc AlIB; en effet on a

La longueur de l'arc AIB est connue (page 291 ) : ainsi
Secteur

l'arc AIB étant le de la circonf., et a son nombre de
degrés.

L'aire du segment ALBI est égale a celle du secteur, moins
le triangle AOBL(Nn°® 364, VII).

Aux arcs semblables et concentriques ABD, abd (fig. 168),
circonscrivons des portions de polygones réguliers; le systéme
de ces trapézes formera une aire dont la limite sera ADBabd.
Tl est aisé d’en conclure que I'aire ABDabd comprise entre
deux arcs concentriques est égale au produit de la distance Aa
entre ces arcs, multipliée par la moitié de leur somme, ou par
I'arc a'b'd." décrit a distance égale de I’'un et de I'autre (n°259).

On peut toujours évaluer, par approximation, une aire cur-
viligne, en la considérant comme un polygone dont les cotés
sont forts petits, et la décomposant en triangles ou en trapézes.
Par ex., tragons dans l'aire aADd (fig. 162) les paralleles équi-
distantes Aa, il, bB, kK......... dD, que nous désignerons par
p' p”..., pn>, et menons une perpend. quelconque a'd’ sur
Aai l'aire sera ainsi coupée en trapézes, dont les aires sont
T(p1 (p" 4" *) k. . ., k étant la distance de deux pa-
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ralléles. La somme est aADd=k(\p -}-p" ~{-p".. . + ~An));
ainsi l'aire curviligne est le produit de la distance k entre

lesparalléles, par leur somme- diminuée de la moitié des deux
extrémes.

Comparaison des Surjaces.

262. Comparons les aires des polygones semblables.

I. Les aires de deux triangles semblables ABC, abc (fig. i3-j)
sont comme les carrés de leurs cotés homologues. Car la simili-

tude donne mais les perpendiculaires BD et hd.

aux bases AC, ac, forment les triangles semblables ABD, abd,

(ce qui est conforme au

théoréme 243). Multipliant les deux membres par on a

Il. Les aires de deux polygones semblables ABCD, abcd,
sont comme les carrés de leurs lignes homologues ( fig. 118).
Car la similitude des triangles ABC, abc (n° 242) donne la

proportion on a de méme

réunissant ces rapports égaux, il vient

d’ou

263. Concluons de la que, i°. si I'on construit trois polygo-
nes M, N et P (fig. 138) semblables, de figures quelcongues,
dont les cotés homologues soient ceux d’un triangle rectangle

ABC, onaura
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or, AB* = BC* -f- AC1, donc M~KA-P>= Cette pro-
position étend celle du carré de I'hypoténuse (n° 254) a
tous les polygones semblables; de sorte qu’on peut aisément
construire une figure égale a la différence des deux autres, ou a
leur somme, ou a la somme de tant d’autres qu’on voudra,
pourvu qu’elles soient toutes semblables.

20. Les aires des polygones réguliers d’'un meme nombre de
cOtés sont comme les carrés des rayons des cercles inscrits et
circonscrits. -

3°. Les cercles C, ¢ sont comme les carrés de leurs rayons
R, r, ou de leurs diamétres : car soient a. et /S les excés des ai-
res des polygones circonscrits sur celles des cercles C, ¢;
C-|- a, c-|- 3 seront les aires des polygones ;

d’ou ; puis (n° ii3)

Cela résulterait aussi de ce que C—n R1, c—2rr\

4°. Le cercle qui a pour diamétre I’hypoténuse d’un triangle
rectangle est donc égal & la somme de ceux qui ont pour dia-
meétres les cotés de I'angle droit; de sorte qu’il est facile de
former un cercle égal & la somme ou la différence de tant de
cercles qu’on voudra.

264. Deux triangles ABC, abc (fig. 137), qui ont un angle
égal A = a, sontentre eux comme les rectangles des cotés qui
comprennent cet angle. En effet, les perpendiculaires BD, bd

sur leurs bases donnent (n° 256) or les

triangles semblables ABD, abd donnent

donc

011 peut a l'aide de ce théoréme, résoudre les questions sui-
vantes :

1. Diviser un triangle ABC (fig. i34)('n trois parties égales,
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par des droites FD, FF se joignent en un point donne F sur
'la base AC. Divisons la base en trois également aux points H
met /; comme le triangle CBI est le tiers de CBA (n° 256, 20.),

I'aire inconnue CDF — CBI. Or, on a,

donc ce qui prouve

(n° 216) que DI est parallele & BF, et que, par conséquent,
il faut mener BF, puis ses paralléles HE, DI, et enfin DF,FE.

I1. La méme construction sert a diviser I'aire ABC(j\8. i3g)
en 4> 5. .. parties égales par des lignes FE, F1C, FD', FD :
il faut couper la base AC en autant de parties égales. On sait
donc diviser I’héritage triangulaire ABC, en parts égales, par
des sentiers qui aboutissent a un puits commun F.

I11. Décrire un triangle EIK. qui soit équivalent a ABC
(fig. 14°), dont la base soit El et le sommet situé en un point
K de la ligne donnée NK. Supposons d’abord que les deux
triangles ABC, ADF soient équivalens : comme

ona

ainsi, BF est parallele a DC (n° 216). Donc si I'on veut cons-
truire un triangle EGH= ABC, dontle sommet E soit donné
la base GH étant dans la direction AH de celle du triangle
donné, on menera ED paralléle a AC, puis DC et sa paral-
lele BF, et I'on aura ADF~ ABC; prenant ensuite dans la
direction AC, GH= AF, le triangle GHE sera — ABC, et
remplira la condition demandée. Observez que la méme cons-
truction s’appliquerait encore au cas ou, au lieu de donner le
sommet E, on donnerait la base GH-, on pourrait méme
donner aussi I'angle H : autant de problemes différens qui sont
résolus par le méme procédé.

En prenant EG pour base, on pourra de méme transformer
le triangle EGH en un autre EIL équivalent, qui aurait son
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sommet en /; on aurait changé le triangle ABC en EIL, le
coté El et I'angle 1EL étant donnés. Enfin LK, paralléle a
El, coupe la droite donnée A& au point &, et le triangle
EIK = EIL = ABC résout le probléme proposé. On pour-
rait déterminer le point K en se donnant la longueur 1K, ou
I'angle EKI (n? 212, TV), ou toute autre condition.

Des Plans et des .Angles diedres.

265. De la définition du Plan (n° 154), il suit que,

i°. Leplan est une surface infinie en longueur et largeur.

2°. Trois points, ou deux droites qui se coupent, sont tou-
jours dans un meme plan, et en déterminent la position. En
effet, on peut visiblement concevoir une infinité de plans qui
passent par I’'une des droites, ou par la ligne qui joint deux
des points donnés, puisqu’on peut faire tourner I’'un de ces
plans autour de cette ligne comme sur une charniere. Mais ce
plan s’arrétera dans son mouvement, si I'on fixe hors de la
ligne un point par lequel il doit passer.

3°. Un triangle est toujours dans un plan.

4°. Deux paralléles déterminent un plan.

5°. Deux plans ne peuvent, sans se confondre , avoir trois
points communs en ligne droite : ainsi Vintersection de deux
plans est une droite.

266. Faisons tourner I'angle droit PAB (fig. i4’) autour de
AB, jusqu’a ce que AP fasse, avec une troisieme ligne AC,
un angle droit PAC- on ditalors que AP est perpendiculaire
au plan des deux droites AB, AC.

Si une droite AP est perpendiculaire a deux autres AB, AC,
qui se croisent en A, elle I'est aussi a toute ligne Al tracée par
ccpoint dans le plan BAC des deux dernieres. En effet, éva-
luons I'angle P Al-, pour cela, joignons les trois points P,C,B
quelconques, mais tels néanmoins que AB — AC. Les lignes
PB,PC seront égales, a cause du triangle PAC= PAB. Au
milieu O de la base BC des triangles isoscéles PBC, ABC,
menons PO, AO, qui seront perpendiculaires sur cette base
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BC (n° i63, al.); les triangles rectangles PCO, PAC, ACO
donnent

PC —PPuf COl=AP + AC’, &ECO + AO
éliminant AC il vient PO — AP!-f-AO ce qui prouve que
le triangle AP O est rectangle (p. 268).

Les triangles rectangles POI, APO, AOI donnent
PP=PO + OP,PO =AP +AO ©l = AP—AO ;
douPl — AP *AP ; ainsi I'angle PAI est droit ; PA est
perpendiculaire a toute droite Al, tracée dans le plan MN.

On conclut de 1a que, 1° les obliques PC, PB (fig. 141), qui
s'écartent, également de la perpendiculaire AP, sont égales, et
réciproquement. Cela suit du triangle PAC — PAB.

Les pieds B,E,D,C des obliques égales PB,PE. . . (fig. 1"2)
étant sur une circonférence dont le centre est en A, on voit
que, pour abaisser d’un point P hors d'un plan MN une per-
pendiculaire a ce plan, on marquera trois points E,B,C sur ce
plan, a égales distances de P; le centre A du cercle passant
par ces trois points sera le pied de la perpendiculaire.

2°. Si Bonfait tourner I'angle droit PAB (fig. i4?) autour de
son coté AP, Vautre cdté AB décrira unplan perpendiculaire a
AP : car menanten A le plan MN perpendiculaire a AP, s'il
ne contenait pas la droite AB dans toutes ses positions ; que
I’'une fat, par ex., AD hors de MN, le plan DAP qui coupe-
rait MN selon CA perpendiculaire a .4P, donnerait, dans ce
plan DAP, deux perpendiculaires CA, DA a AP.

3°. Par un point Cou A (fig. 142) , on peut toujours mener
un plan MNperpendiculaire a une droite AP, et Von n’en peut
mener quun seul. Car, soit menée CA perpendiculaire sury4P;
en faisant tourner I'angle droit PAC autour de AP, AC dé-
crira le plan J/A’dont il s'agit.

4°, D’un point A ou P (fig. 142), on ne peut mener qu’une
seule perpendiculaire AP a unplan MN ; elle est laplus courte
distance du pointV au plan : plus une oblique s'écarte de AP,
plus elle est longue. Comme les obliques égales s’écartent éga-
lement dela perpendiculaire, on peut en effet ramener ces di-
verses lignes a étre dans le méme plan. Si I’'on admet, par ex.,
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que Al ~> AC, on prendra AE—AC dans le plan PAI, et
puisque PI  PE —PC, on en tire PI*"> PC.

5°. Deux plans ME, mn (fig. i”3) perpendiculaires a une
meme droite AP ne peuvent se rencontrer; car s'ils n’étaient
pas paralléles, en joignant un point quelconque O de leur li-
gne'd’intersection avec les pieds A et P, les lignes AO, PO se-
raient deux perpendiculaires abaissées d’un point O sur la
méme ligne AP, ce qui est absurde (n° 167, 6°.).

6°. Pour mener d’'unpoint P (fig. 14.Q une ligne PO, per-
pendiculaire & une droite BC, située dans un plan quelconque
MN, on ménera PA perpendiculaire sur ce planMN; puis du
pied A de celle-ci, on abaissera AO perpendiculaire sur BC\
enfin, joignant les points O et P, PO sera la perpendiculaire
demandée. Il suffit, pour s’en convaincre, de prendre sur BC,
OB~OC, de mener AB et AC, puis de répéter la démons-
tration ci-dessus.

Remarquez que le planP™O est perpendiculaire sur BC, ce
qui donne agssi le moyen de mener, par un point donné P, un
plan perpendiculaire a une droite BC.

267. Lorsque deux droites PA, QO (fig. 144) sontparalleles,
le plan MN perpendiculaire a lI'une PA , I'est aussi a l'autre
QO; car, menant dans le plan MN, la droite AO et sa perpen-
diculaire BO ; ici, comme fig. i4l , BO est perpendiculaire
au plan PAO, et par conséquent a QO, qui est dans ce plan
PAO (n° 266). Mais en outre, a cause des paralleles PA, QO
I’'angle PAO étant droit, QOA I'est aussi ; en sorte que QO
est perpendiculaire sur AO et BO, c.-a-d., sur le plan AOB
ou MN.

Réciproquement, deux droites AP, QO, perpendiculaires au
méme plan™AN, sont paralléles entre elles; car, sans cela, on
pourrait mener en A une paralléle a QO, autre que AP-, cette
paralléle serait, aussi bien que AP, perpendiculaire au plan
MN, ce qui serait absurde (n° 266, 4°-)-

Donc, deux lignes Aa et Bb (fig. rfS), paralleles a une
troisieme Ce, sont paralléles entre elles; car, en menant un
plan perpendiculaire a Ce, il le serait aussi a ses paralleles 4a
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et Bb, en vertu de notre proposition : il suit de sa réciproque,
que Aa est parallele a Bb.

268. Les intersections Kl, ki (fig. izp) de deux plans paral-
Ieles MN, mn par unmémeplankKX sontparalléles ; car d’une
partelles sont dans un méme plan, et de I'autre elles ne peuvent
se rencontrer.

Donc, i°. la ligne AP, perpendiculaire au plan MM, Lest
aussi a tout autre plan paralléle mn; car, en menant par AP
un plan quelconque BCcb, les intersections BC, bc étant pa-
ralléles, I'angle bPA est droit. Ainsi AP est perpend. a toute
ligne bc tracée par le point P dans le plan mn.

20. Les paralléles li, KK, interceptées entre deuxplanspa-
ralleles MN, mn, sont égales ; car le plan IKKki de ces lignes
donne les paralléles 1K, ik ; ainsi la figure Ik est un parallélo-
gramme, dou li-=KKk.

Donc deux plansparalléles sont partout a égale distance I'un
de l'autre.

269. Si la droite Ce (fig. i45) estparallele a la ligne Aa,
elle I'est aussi a toutplan AabB quipasse par Aa : puisque Ce
est entierement comprise dans le plan Ac des deux paralléles,
si Ce pouvait rencontrer le plan Ab, ce ne serait que dans I'un
des points de Aa, qui ne serait pas paralléle a Ce.

Etant données deux droites ab, Ce non paralléles, et qui ne
se coupent pas, on peut toujours faire passer par I’une un plan
paralléle a I'autre, et’on n’en peut mener qu’un seul; car, par
un point quelconque a ou b, menbns aA ou bB paralléle a cC,
le plan Ab sera celui qu’on demande.

270. L’inclinaison de deux plans Ab, Ac (fig. 145), qui se
coupent, ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont
écartés I'un de I'autre, est ce qu’on appelle un angle Diédre:
nous le désignerons par baAc, en mettant les lettres aA, qui
marquent I'intersection, entre celles b, ¢, qui se rapportent aux
deux faces.

Les angles rectilignes bac, BAC, qui résultent de I'in-
tersection d'un angle diédre par deux plans paralléles quel-
conques sont égaux. En effet, ab et AB sont paralléles (n°268),

T. L 20
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ainsi que ac et AC\ prenons, sur ces droites, des parties égales
ab = AB, ac— AC; menons Ce, Bb, ch et CB. La figure Ab
donne (n° ig3) Bb égale et paralléle a Aa : de méme la fig. Ac
donne Ce égale et paralléle & Aa. Ainsi, Bb est égale et paral-
lele a Ce, et la fig. Ch est un parallélogramme. On en conclut
CB =cb, et par conséquent le triangle bac —BAC, et enfin,
I'angle bac— BAC.

Concluons de la que, i°. si deux angles bac, BAC dans I'es-
pace ont les cOtés paralléles et I'ouverture tournée dans le méme
sens, ces angles sont égaux. Si I’ouverture est tournée en sens
contraire, ces angles sont suppléinens, comme n° 192, 3°.

20. Les plans de ces angles sont paralléles. En effet, ayant
abaissé au sommet a une perpend. al sur le plan bac, et mené
par le point/, ou elle rencontre le plan BAC, et dans ce plan,
les paralléles 1K, IL, a AB et AC, elles seront paralleles a ab
et ac (n° 267.) Or, les angles lab i lac sont droits et égaux a
alK, alL. Ainsi al est perpend. au plan KIL (n° 266). Donc
les deux plans bac, BAC sont perpend. a une méme droite
(n° 266, 5°.).

3°. Les triangles bac, BAC qui joignent les extrémités de
trois droites égales et paralleles dans I'espace, sont égaux ; les
plans de ces triangles sont paralléles.

27 1. Soient deux angles diédres BAPC, bapc (fig. 146) cou-
pés par des plans BAC, bac perpend. a leurs arétes AP, ap; les
angles diedres sont dans le méme rapport que les angles recti-
lignes BAC, bac, résultant de cette section, et dont les cotés
sont des perpend. menées, dans chaqueface, en un point de
leurs arétes AP, ap.

En effet, 18. en quelque pointé de I'aréte AP que la section
perpend. soitfaite, I'angle £~ fCserale méme (n°270).

2. Si les angles BAC, bac sont égaux , les angles diedres le
sont aussi, puisque ceux-ci coincident, en appliquant I'un sur
l'autre les angles BAC, bac.

3°. Si BAC et bac ont une commune mesure CAX, en la
portant sur CAB et cab autant de fois qu’elle peut y étre con-
tenue, et menant des plans par les arétes AP, ap et les lignes
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de division AX, Ax'..., chaque angle diedre contiendra I'angle
diedre CAPX, autant de fois que CAx est contenu dans CAB
et cab. D’ou il suit que les angles diédres sont entre eux dans
le rapport de CAB a cab.

4°, Si les angles CAB, cab sontincommensurables, on prou-
vera aisément (comme Nn°181,20.) que cette proportion a en-
core lieu.

Concluons donc (n°* 36, 71) qu’un angle diédre apour me-
sure Vangle rectiligne qui résulte de I'intersection de cet angle
diédre par un plan perpendiculaire a son aréte, puisqu’apres
avoir pris cab pour unité d’angle, on peut prendre I'angle
diedre cpab qui lui correspond pour unité des angles diedres,
comme n° 182; de sorte qu’en derniere analyse, les arcs de
cercle servent aussi de mesure aux angles diédres.

Dans la rencontre des plans entre eux, on trouve les mémes
théoremes que pour celle des lignes. Ainsi, les anglesadjacens
de deux plans qui se coupent valent deux droits, et leurs an-
gles opposés au sommet sont égaux. Deux plans paralléles,
coupés par un plan sécant, forment les angles correspondans,
alternes-internes, alternes-externes, égaux; et réciproque-

272. Les plans sont dits perpend. , lorsque, leur angle diédre
est mesuré par angle droit.

La droite AB (fig. i4-7) étantperpend. auplan MN, toutplan
PQ qui passe par cette ligne est perpend. a MN ; car, en me-
nant dans le plan MiVla droite AC perpendiculaire sur jRP,
I'angle BAC est droit (n° 266 ). Donc , i°. pour élever en A la
perpend. AB au plan MN, appliquez sur ce plan le c6té PR
d’un angle droit P AB,et faites tourner cet angle autour de PR
jusqu’a ce que le plan PQ devienne perpend. a MN.

2°. Par une droite, telle que PQ ou AB (fig. 148), on ne
peut mener qu’un seul plan perpend. a MN ; ce plan ABQP
est déterminé par une perpend. AP a MN.

3°. La Projection A d’un point P sur un plan MN est le
pied de la perpend. AP, abaissée du point P sur ce plan.

La projection AB d’une ligne PQ, est la suite des pieds

20. .



308 GEOMETRIE.

de toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de la
ligne sur le plan. Si cette ligne est droite , le systéme de toutes
ces perpend. formera un plan PABQ, perpend. a8 MN : I'in-
tersection AB de ces deux plans est la projection de la ligne
PQ, projection qui est une droite déterminée par celles Aet B
de deux points P et Q.

L’angle qu’une ligne droite fait avec sa projection sur un
plan est ce qu’on appelle I’inclinaison de la droite sur le plan.
Les lignes AB, AO.... (fig. i4i) sont les projections sur le
plan WTVdes droites PB, PO... ; et les angles qu’elles forment
avec ce plan sont PBA, POA...

Si les plans PQ et MN (fig. #7) sont perpend. entre
eux , et qu’on mene dans I'an PQ, la perpend. AB sur leurin-
tersection PR, elle lesera a l'autre plan MN. Car, si I’on méne
dans ce plan MN, AC perpendiculaire sur PR, lI'angle BAC
sera droit, puisqu’il mesure celui des plans : ainsi AB sera per-
pendiculaire sur PR et sur AC (n° 266).

Réciproquement, si les plans PQ et MN sont perpend., et
que, par un point A de leur intersection PR, on éléve la per-
pendiculaire AB au plan MN, elle sera dans le plan PQ-, car,
si elle II'y était pas, en menant, dans ce plan PQ, une perpend.
a PRen A, elle seraitune 2¢ perpend., en ce point, au plan AfA.

Donc, si deux plansPQ, RS (fig. 149) sont perpend. a un
3¢ MN, leur intersection AB est perpend. a MN : car si par-
le point A on veut élever une perpend. a ce plan MN, elle
doit étre située a la fois dans les deux plans PQ, RS.

274~ plus courte distance Oo (fig. i45) de deux droites
aob, AC, qui ne se coupent pas, est la ligne perpend. sur I'une
et lI'autre. Car faisons passer par ab un plantare parallele a AC,
et par AC un plan BAC paralléle auz> (n°20g) : la plus courte
distance cherchée sera visiblement celle des plans paralléles
bac, BAC (n° 268, 2°.). Par ab, on menera un plan balK
perpend. au plan BAC, l'intersection IK coupera AC en un
point O ; enfin élevant Oo perpend. sur le plan BAC, Oo sera
la ligne cherchée.

275. Deux droites AB, CD (fig i50) sont coupées en parties



ANGLES POLYEDRES. 50(j

proportionnellespar trois plansparalléles RS, PQ, MN. En effet,
menons AD, et tirons les droites BD, EF, FG, AC-, EF sera
paralléle a BD (n° 268), ainsi que AC a FG. On aura donc

Des Atngles polyédres.

276. Lorsque divers plans (fig. i5i) ont pour intersections
successives, deux & deux, des droites SA, SB, SC..., qui se
réunissent en un méme point S, I'espace indéfini renfermé
entre ces plans est ce qu’on nomme Angle polyédre ou Angle
solide. Chacun des angles ASB, BSC. .. qui le composent sont
des Angles plans.

Et si cet espace est limité par un plan ABCDE, le corps
SABCDE s’appelle une Pyramide.

Si le polygone ABCDE, qui sert de base a une pyramide,
est régulier, et de plus, si la perpendiculaire SH, abaissée du
sommet S passe par le centre H du polygone, la pyramide est
dite réguliére.

Du reste, on distingue les pyramides, ainsi que les angles
polyédres, par le nombre de faces qui composent I'angle 5 un
angle Triédre a trois faces ; un angle Hexaédre en a six, etc.

277. Tant de lignes SA, SB.... qu’on voudra (fig. 15i),
partant d'un point S, sont coupées en parties proportionnelles
par deux plansparalléles AC, ac; ou, les arétes d’une pyra-
mide SAC sont coupées proportionnellement par un plan ac
parallele asabase. Car lesparalléles AB a ab, BC'a bc... donnent

et comme ces proportions s’enchainent par un rapport commun ,

on trouve

La réciproque se démontre aisément.



310 GEOMETRIE.

278. Lepolygone abc..., quirésulte de la section d’une py-
ramide par un plan ac paralléle a sa base AC est semblable

a cette base. Car on a aussi ., et comme

d’ailleurs les cotés des polygones ABC..., abc... étant paral-
leles, lesangles™ et a, B etb... sont égaux (n° 270), on en con-
clut que ces polygones sont semblables. Cespolygonessontentre
eux comme les carrés des distances au sommet; car, en menant
la perpend. SH sur ABC..., elle couperaabc... en A, et I'on

aura (n° 262) ; mais

donc....

279. Dans tout angle triédre S (fig, i54), I'un quelconque
des angles plans est plus petit que la somme des deux autres:
il n’y a lieu a démontrer la proposition qu’a I'égard du plus
grand angle plan ASE. Prenons donc, dans cette face, I'angle
DSE~FSEN\ puis menant la droite quelconque AB, prenons
sur I'arete SF une partie SC—SD. Les triangles DSB, CSB
sont égaux, et donnent BD — BC-, et comme BA<ZBC-\-CA,
on en uveAD<"AC. Ainsi les triangles ASC, ASD ont I'angle
ASD <C.ASC (n° 173), et par conséquent I'angle

280. Un angle polyédre S (fig. i53) a la somme des angles
plans qui le composent moindre que quatre angles droits. En
effet, puisque I'angle polyédre S est convexe, on peut toujours
le couper par un plan qui donne une base ABCDE, et forme
la pyramide SAD. Des angles de cette base menons les lignes
OA, OB, OC. .. a un point O intérieur et arbitraire : elle
aura autant de triangles qu’il y en a pour former I'angle 5;
et la somme des angles de ces divers triangles sera de part et
d’autre la méme.

Cela posé, on a l'angle plan ABC<Z ABS -f- SBC-, on en
doit dire autant des autres angles triedres C, D...; d’ou il suit
gue la somme des angles du polygone ABC... est plus petite que
la somme des angles a la base dans les triangles SAB, SBC..*
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donc la somme des angles plans en S est, pour compenser, plus
petite que la somme des angles en O.

On nepeut doncformer, avec des polygones réguliers égaux,
plus de cing polyédres; car, i°. chaque angle de I'hexagone
régulier valant | d’un droit (n° 237), ou * D, trois de ces angles
font 4©, et ne peuvent étre employés a former un angle po-
lyédre. A plus forte raison, ne pourrait-on pas employer quatre
hexagones réguliers, ou des heptagones, etc.

20. On ne peut, avec 4, 5. .. pentagones réguliers, com-
poser un angle polyédre, non plus qu’avec 4, 5.. . carrés, ou
6, 7... triangles équilatéraux; car chacun des angles vaut
respectivement f D, 1 D, * D.

3°. Ainsi, le corps dont il s'agit ne peut avoir ses angles
polyédres formés que de trois pentagones réguliers, trois carrés,
5, 4? ou 3 triangles. (Voyez la Géométrie de M. Legendre,
app. aux livres VI et VII : on y démontre qu’on peut en effet
former ainsi les polyédres réguliers & 12,6, 20, 8 et 4 faces. )

281.Deux angles triedres S et s (fig. i52 et 15"}, formés
d'angles plans respectivement égaux ESF = esf, ESG = esg,
FSG=; fsg, ont leurs angles diédres égaux. Car, si I’'on prend deux
arétes égales Sb, sb, et qu’on leur méne les plans BAC, bac
perpend., on aura visiblement les triangles rectangles égaux
SBC~sbc et SBA—sba; d'ou SC—sc, SA —sa; donc le
triangle SCA — sca, et par suite le triangle BACz=z bac. Ainsi
I'angle ABC— abc, ou plutét I'angle diedre ABSC”=. absc. Il
en est de méme des deux autres angles diedres.

i°. Si les angles plans égaux sont disposés dans le meme
ordre, comme dans les fig. i02 et 154 en appliquant la face asb
sur son égale ASB, sbc se placera sur SBC, sc sur SC, et bca
sur BCA : ainsi les corps coincideront.

20. Mais si les angles plans égaux ne sont pas disposés dans
le méme ordre (fig. 154), ASB— A'S'B', ASC=. A'S'C et

BSCz=B'S'C'; alors les angles diédres sont encore égaux, mais
ils ne peuvent plus coincider. Pour appliquer le triangle A'B'C'
sur son égal ABC, il faut renverser le corps S'A'CB’, placer
B'C sur BC, A'B sur AB et A’C' sur AC, l'un des corps
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se trouve situé en dessus de la base ABC, l'autre est en dessous
(fig. 155). Les corps sont alors Symétriques (voy. n°300); car
les pcrpend. SB, S'B sur le plin de la base commune ABC
sont égales.

3°. Il estvisible qu’on pourra encore faire coincider les an-
glestriedres 5 et $ (fig. i5?., 154), s’ils ont un angle diédre égal
formé par deux angles plans égaux et semblablement placés.

4°. Si les angles polyédres S et S' (fig i5i) sont formés
dlangles diédres égaux et d’ang'.esplans égaux, chacun a cha-
cun, et disposés dans le méme ordre, ils seront égaux. Car,
menons des plans par I’'une des arétes SB et par toutes les au-
tres, ils formeront les angles triedres ESAB, ESBD.. . Opé-
rons de méme sur S'; I'angle diédre ESABz=zE'S'A'B', donne
I'angle plan ESB=E'S'B"', etl'angle diedre AESBz=A'E'S'B’,
mais, par supposition, l'angle diedre AESD — A’E'S'D’;
retranchant, il vient BESD = B~E'S'D". Donc l'angle diédre
BESD — B'ES'D’ : et ainsi des autres.

Surfaces des corps.

282. On nomme Prisme (fig. 157) le corps engendré par le
mouvement d’une droite Aa, qui se meut parallelement, son
extrémité A décrivant un polygone quelconque ABCDE, et sa
longueur Aa restant la méme. Si I’Aréte Aa est perpend. au
plan de la Base ABC. . ., on dit que le prisme est Droit.

Comme Aa est égale et paralléle a Bb, Ba est un parallélo-
gramme (n° ig3); il en est de méme de Cb... .; donc toutes
lesfaces latérales d’un prisme sont des parallélogrammes. Une
partie quelconque Aa' de I'aréte Aa engendre aussi des paral-
lIélogrammes Bd, Cb'.. . ., de sorte que le polygone ab'c’. ..
décrit par le point d, ayant ses cotés égaux et paralléles a la
base ABC. . .., ces polygones sont égaux, et leurs plans sont
paralléles (n°270, 2®.). Donc, toute section faite dans un
prisme parunplan paralléle a la base est égale a cette base : les
bases opposées ARC. .., abc. .. sont donc égales et paralleles.
La distance de ces bases est la Hauteur.
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283. L’aire d’unprismeest leproduitd’une arcte Aa(fig. 158)
par le périmétre d’une sectionperpend. a'b'c'.... 1l est visible
que, les deux bases exceptéets, Faire du prisme est la somme
«les aires des parallélogrammoees qui le composent. Si le prisme
est droit, I'aire est le produitt du contour de sa base par une
de ses arétes. En coupant le prisme Ac par un plandb'c. ..
perpend. a I'aréte Aa, et plagant la partie supérieure a'c sous
I'inférieure AC, de sorte que abc. .. coincide avec ABC..., le
prisme deviendra droit. Donc:, etc.

284. Supposons que la base du prisme soit un parallélo-
gramme ABCD (fig. i56); (outre les faces AC, ac égales et
paralléles, on a encore la face Ab égale et paralléle a De, puis-
que les cotés des angles aAB, dDC sont égaux et paralléles
(n° 270). De méme pour les faces Bc, Ad: c’est ce qui a fait
donner le nom de Parallélépipéde au prisme dont la base est un
parallélogramme, puisque 'es six faces sont égales et paral-
leles deux a deux, en sorte que I'on peut prendre I’'une quel-
conque pour base.

Réciproquement, le corps formé de six faces paralléles deux
a deux est un parallélépipede ; car les plans AC, ac étant pa-
ralléles, AB est parallele & ab (n°268), Aa l'esta Bb\ la
face Ab est donc un parallélogramme : de méme pour Bc,
Ad. . .; donc le polyédre peut étre considéré comme engendré
par le mouvement de Aa glissant parallélement sur les cOtés
de ABCD.

Un prisme est déterminé lorsque la base ABC.. . (fig. 157)
et I'aréte génératrice Aa sont données de grandeur et de posi-
tion ; donc un parallélépipéde I’est (fig. 156), lorsqu’on connait
I’'un de ses angles triédres A et les longueurs des arétes Aa, AB
et AD qui le forment.

Si l'arete Aa est perpend. a la base (fig. 166), et si cette
base est un rectangle, le parallélépipéde est Rectangle : tous
les angles y sont droits; chaque aréte est perpend. aux plans
qui la terminent; car on sait que trois droites Aa, AD et AB
étant perpend. entre elles, chacune l'est au plan'des deux au-
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trés (n° 266) ; si en outre les arétes sont égales, le prisme est
nommé Cube.

9,85. Le plan DdbB (fig. 156) qui passe par deux arétes
opposées , donne un parallélogramme dont les diagonales Db,
Bd se coupent en deux parties égales (n° 233) ; les quatre dia-
gonales Db, Bd, Ac, Cd se coupent donc au méme point O; car
Bd coupe Db en son milieu O, et Ac doit aussi couper Db en
deux parties égales.

286. Lorsqu’une courbe quelconque ACDB (fig. 15g) tourne
autour d’un axe AB, elle engendre une Surface de révolution.
Le caractére distinctif de ces surfaces consiste en ce que, quelle
que soit la courbe génératrice ACDB, tout plan perpend. a
I'axe donne pour intersection une circonf. de cercle. Car
la droite DI perpend. & AB, décrira dans son mouvement
un plan perpend. a I'axe (n° 266, 20.); de plus, le point D
conservera toujours la méme distance DI a cet axe.

287. Le Cylindre est un corps engendré par une ligne in-
définie Aa (fig. 160) qui se meut parallelement en glissant sur
une courbe quelconque ABCD. Nous regarderons ici le cy-
lindre comme terminé par deux bases paralléles ABCD, abcd}
la Hauteur est la distance entre les bases.

Inscrivons et circonscrivons des polygones a la base du cy-
lindre : la génératrice, en glissant sur leur contour, décrira
deux prismes, dont le cylindre est visiblement la limite ¥
comme sa base est la limite de leurs bases. Il est aisé de con-
clure de la que,

i°. Toute section faite dans un cylindre parallélement a la
base donne une courbe égale a celle de la base.

2°. L'aire d’un cylindre droit Ac (fig. i6i)esf le produit du
périm'elre de sa base par sa hauteur. En effet, soit C le contour

(*) Cette proposition repose sur celle-ci, qui est analogue a celle du n° 172,
et que nous regardons comme évidente, d'apres I'idée que nous nous formons
de I'étendue des aires : I'aire d’une figure plane est moindre que celle de toute
surface terminée au méme contour ; et de deux surfaces convexes terminées a
ce contour, la plus grande est celle qui enveloppe I'autre.



SURFACE DES CORPS. 315

de la base, » I’excés du périmétre du polygone circonscrit
sur C, en sorte que ce périmétre = C-f-¥ Aa — H-, enfin 5
l'aire du cylindre , et /3 I'excés de I'aire du prisme circonscrit
surb, on aurasS -f- £ =T7(C4-«)> d’'ou (n° 113), 5—#>< C.

3°. Si le cylindre est oblique Ac (fig. 160), la section db'cd’
perpend. a la génératrice forme deux corps Ac', cd qui rap-
prochés par leurs bases ac et AC, qu’on fait coincider, donnent
un cylindre droit. Ainsi, I'aire du cylindre oblique est le pro-
duit de sa génératrice Aa par le contour d’une sectiona'b'c'd’
perpend. a Aa.

4°, Le rectangle qui a pour hauteur la génératrice d’un cy-
lindre droit, et pour base le contour de sa base rectifiée , est
égal a l'aire de ce cylindre. C’est ce que Monge nomme le Déve-
loppement de cette surface. Lorsque le cylindre est oblique,
la section perpend. a l'aréte se développe suivant une ligne
droite dd' (fig. 162) a laquelle toutes les génératrices sont
perpend. Si donc on éléve en divers points d, b', ¢, d, des
perpend. sur lesquelles on portera en dessus et en dessous des
parties aa, dA, b'b, b'B,... respectivement égales aux por-
tions de chaque génératrice, tant en dessus qu’en dessous de
la section a'b’c'd (fig. 160), on aura l'aire aD, terminée par
deux courbes paralléles abcd, ABCD, et qui sera le dévelop-
pement de la surface du cylindre.

5°. On ne considére dans les élémens de Géométrie que les
cylindres dont la base est circulaire : I’ Axe est la droite parallele
a la génératrice et qui passe par le centre de la base. Le Cylindre
droit peut donc étre regardé comme engendré par la révolution
d’un rectangle AOoa qui tourne autour d’un de ses cotés Oo.
Toute section faite parallélement a la base, dans ce corps de-
révolution, est un cercle (i°. et n° 286) égal a cette base.
L’aire est S—ivRH-, H étant la hauteur et R le rayon de la
base (n° 248).

288.L'aire d’'une pyramide s'obtient en ajoutant les aires
des triangles qui la composent : si la pyramide est réguliére,
I'aire est le produitdu demi-contour de sa base par la perpen-
diculaire menée du sommet sur un de ses cotés, parce que ces
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triangles sont égaux, et ont pour hauteur commune celle per-
pend., qu’on appelle Apolhéme.

289. On nomme Cone le corps engendré par une droite
indéfinie AS (fig. i163) assujettie & passer toujours par un point
fixe S, qui est le Sommet, eta glisser sur une courbe donnée
quelconque ABCD. Cette surface est formée de deux Nappes
opposées, réunies en 5. Nous ne traiterons ici que du cas ou
la base est circulaire : I'’Axe est la ligne 50 menée du sommet5
au centre O de la base ; la Hauteur est la perpendiculaire menée
du sommet sur cette base. Quand cette perpend. se confond avec
I’axe, on dit que le cone est Droit (fig. 164), on peut le con-
cevoir engendré par un triangle rectangle ASO qui tourne sur
un c6té SO de I'angle droit. Toute section paralléle & la base
d’un cone droit est un cercle (n° 286).

290. Si I'on inscrit et circonscrit des polygones réguliers
au cercle de la base d’un cone droit (fig. 164), en menant des
lignes de leurs angles au sommet  on formera des pyramides
régulieres, I'une inscrite, l'autre circonscrite au céne, qui sera
visiblement leur limite. Il suit de 1a que

i°. L’aire du cone droit SAC est le produit de la circonf. C
de sa base, par la moitié de sa génératrice SA. En effet, soita
I’'exces du périmétre du polygone circonscrit sur la circonf. C-,
la pyramide circonscrite a pour aire A (C en dési-
gnant par A I'apothéme SA qui est la génératrice. Mais soit 5
I’aire du cone et 3 I'excés de celle de la pyramide sur 5; on
aura S-|"/3 =| A(C-f-m), d'ou (n° 1i3) 5= ; A.C;on a
donc 5 — irAR, R étant le rayon de la base.

20. Si, avec un rayon SA = la génératrice A, I'on décrit un
arc ABD (fig. 168) d’une longueur égale a la circonf. de la
base , le secteur ASD aura la méme aire que le céne (n° 261 ).
Ce sera son développement; les génératrices seront les divers
rayons de ce secteur.

3°. Le cbne tronqué ADda (fig. i(>5) a pour aire le produit
de son coté par la moitié de la somme des circonférences
AC, ac des bases, oupar la circonférence a'd' menée a distances
égales de ces bases. Eneffet, les sections ad, ad sontdes cercles
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(n° 286); l'aire du tronc ADad est la différence des aires des
cones SAD, sad. Si d’'un méme centre S (fig. 168), avec les
rayons SA, sa des génératrices de ces cones, on décrit des arcs
AD, ad; qu’on prenne ABD égal a la circonf. AC de la base
inférieure, qu’on mene les rayons SA, SD, l'arc abd sera

égal a la circonf. supérieure acd; car d’une part

de l'autre (fig. 165), ce méme rapport

donc abd — cire. ac. Il s’ensuit que

les aires des secteurs SABD, Sabd sont équivalentes a celles
des deux coénes, et que l'aire AabdDB l'est a celle du tronc
dont elle est le développement. Donc (n° 261 ) cette aire.........
= Aa X a'h'd! —-AaX"adi AD).

291. La Sphére est un corps (fig. 167 ) engendré par la révo-
lution d’un demi-cercle ADB sur un diametre AB. Dans cette
révolution, un arc quelconque DF ou DE engendre une Zone;
I'arc AD décrit une Calotte ou Zone aune base; le secteur ACD
produit le Secteur sphérique; enfin, le segment ADG engen-
dre le Segment sphérique.

Il suit de la que la surface de la sphére a tous ses points a
égale distance du centre C, et que si I’on fait tourner le cer-
cle générateur ADEBG autour d’un autre diamétre quelcon-
que DH, il produira la méme sphére. Par conséquent, tout
plan qui passe par le centre coupe la sphére suivant le cercle
générateur qu’on nomme un Grand cercle de la sphére.

Un plan quelconque coupe la sphére suivant un cercle; car,
soit DG ce plan; menant le diamétre AB perpend., on peut
supposer que la sphére a été engendrée autour de cet Axe de
révolution (110 286). Le diamétre du cercle est la corde DG ;
c’est pour cela qu’on nomme Petits cercles de la sphéere ceux
dont le plan ne passe pas par le centre. La base d’un segment
sphérique est un petit cercle.

292. Le plan qui n'a qu'un point commun avec la sphére
s'appelle rangent: toute droite menée du centre C ( lig. 167)
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a ce plan, étant plus longue que le rayon CA mené au point
de contact, puisqu’elle ne peut atteindre ce plan qu’en sortant
de la sphére ; ce rayon est donc perpendiculaire au plan tangent
(n° 266, 4°.). Réciproquement, si la ligne CA est la plus
courte ligne qu’on puisse mener du centre a un plan, ce plan
n'aura que le point A commun avec la sphére et lui sera tan-
gent, puisque toute autre ligne menée du centre Cétant>C",
devra sortir de la sphére.

Faisons tourner une tangente quelconque AT, ainsi que le
cercle ADB , autour du diamétre AB, AT engendrera le plan
tangent a la sphére.

2q3. Lorsqu’un polygone ABDI. .. (fig. 169) tourne autour
d’un axe AO, chaque c6té DI engendre un tronc de cbne dont
I'aire (n°290, 3°.) est P/Xcirc. KL K étant le milieu de DI,
et KL perpcnd. sur I'axe AO. Il est donc bien facile d’avoir
I'aire engendrée par ABDI.........

Mais si le polygone est régulier, cette aire devient plus ai-
sée a obtenir; en effet, soit inscrit un cercle, et mené DG pa-
ralléle & I'axe AO de révolution , puis le rayon KC : les trian-
gles DIG, LKC ayant leurs c6tés perpendiculaires donnent

d’ou l'on tire, l'aire du tronc de

cone engendré par HDIM~ DI X cire. KL—DG'X.cwc.. KC.
Cette aire est le produit de la circonf. du cercle inscrit par la
hauteur DG ou 11M de ce tronc.

Il est visible que la méme chose a lieu pour le cylindre en-
gendré par le coté IP parallele a8 AO. Quant au cbne que dé-
crit BA, son aire (n° 290, i°.) est | BA X cire. BI\-, et les
triangles semblables ABN, QCA donnent de méme...........
QA X cire. BN=ANX cire. QC. Il en résulte que la somme
des aires engendrées par la révolution de plusieurs cotés de
polygone régulier, est égale a la circonf. inscrite multipliée par
la somme des hauteurs.

Il suffit, pour notre démonstration, que la portion de po-
lygone générateur soit circonscriptible au cercle : or, la calotte
ou la zone spherique est visiblement la limite de I’aire engen-
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drée par une semblable partie de polygone; d’ou il est facile de
conclure que, 1°. I'aire de la calotte DAG (fig. 167), ou de la
zone sphérique DFNG est le produit de sa hauteur Al ou Kl par
la circonférence d’un grand rercZe. Soit R le rayon de la sphére,
X la hauteur de la calotte engendrée par DA, ou de la zone
décrite par I'arc FD ou FE ; on a ( n° 248).

2°. Ainsi en prenant le diamétre AB pour la hauteur X, on
trouve que l'airede la sphére est le produit de son diamétre par

la circonférence d’un grand cercle, ou quadruple de I'aire d’un
grand cercle; donc

ou environ —D X (3-h|) D, D étant le diamétre.
3°. Pour trouver le rayon de la sphére dont l'aire A est

donnée, on évaluera

\%

4°, Menons les tangentes DE, DG, GF, EF (fig. 170) per-
pend. et paralleles au diametre AB ; le carré EG engendrera,,
dans sa révolution autour de AB, le cylindre circonscrit a la
sphere. L'aire defb" de la zone produite par un arc quel-
conque bf est égale a celle du cylindre ae'e”a!’, puisque leur
valeur est la méme ==dg X cir. AC. 1l en serait de méme
du cylindre entier par le rapport de la sphére; de sorte que
I'aire de la sphére est égale a celle du cylindre circonscrit. Et
sil ony comprend les bases, I'aire de la sphéreest les i decelle
du cylindre, puisque les deux bases étant des grands cercles ,
l'aire entiére du cylindre en vaut 6, et celle de la sphere 4-

5°. Le triangle équilatéral HIK (fig. 170), dans sa révo-
lution autour de HB, engendre le cbne circonscrit a la sphere.
La droite IC coupe par la moitié I'angle HIB, qui est les
d’un droit (n° 164, i°.); I'arc Biest donc le 6¢ de la circonf.,,
et la corde Bi est le coté de I'hexagones=s CB = R, le triangle
Bli est isocéle, li=z Bi=.R" et IC—iR. Ainsi, dans le
triangle CIB, on a IB* — IC* — CB* — SR*, IB — RVSI
cire. IB =iirR"éS (n° 248); enfin l'aire du cbne (n° 290)
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est 67r/Ea, ou 6 fois I’un des grands cercles, et double de sa
base qui est . l'aire totale du cbne est §a-ZT Eny com-
prenant les bases, I'aire du cylindre est 6 grands cercles, celle
du cone 9, et celle de la sphere 4 ; t.-a-d. que l'aire du cy-
lindre est moyenne proportionnelle entre les aires de la sphéere
et du cone circonscrit.

Cette proposition se vérifie de méme pour le cone et le cy-
lindre inscrits a la sphére, ou engendres par le carré et le
triangle équilatéral inscrits au cercle générateur; l'aire totale
du cylindre = 3a-Ji3, celle du coéne = 5 jfTI2, et celle de la
sphere 4'r/L

Des Corps semblables et symétriques.

294. On dit que deux tétraedres sont semblables, quand ils
ont deux faces semblables, placées de la méme maniere, et
formant un angle diédre égal. Tels sont les deux tétraédres S
etS' (fig. 171), lorsque S*C est semblable 8 SAC, B'S'A’
a BSA, et I'angle diédre B'S'A'C' = BSAC.

Les arétes homologues des tétraédres semblables sontpropor-
tionnelles, toutes lesfaces sont semblables, les angles diédres
sont respectivement égaux, ainsi que les angles triedres homo-
logues. En effet, plagons le triangle C'S'A' sur CSA, en faisant
coincider les angles égaux 5 et S', A’C’ tombera en ac pa-
rallelement a2 AC, a cause des angles égaux S'A'C et SAC. De
plus, la face B'S'A" se couchera sur BSA, en vertu de I'égalité
des angles diedres; enfin, lI'angle B'S'A' étant— BSA, S'B'
tombera sur Sb, et B'A" suivant ab parallele a AB. Le tétrae-
dre S' sera donc placé en Sabc ; les plans ABC, abc sont pa-
ralléles, et les angles diédres homologues sont égaux (n° 270).
On voit donc

i°. Qu'un tétraedre SABC coupé par un plan abc paralléle a
I'une de ses faces ABC, forme un tétraedre semblable au pre-
mier ;

20. Que les faces ABC, abc sont semblables, puisque le
plan abc est parallele a ABC( n™ 277, 270) ;
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3*. De méme pour SBC-, shc.

Réciproquement, si les ar'etes homologues de deux tétraédres
sont proportionnelles, ou si les quatre triangles sont respecti-
vement semblables (I’unedes conditions emporte I'autre), les
angles plans en 5 et S' étant égaux, les angles diédres le sont
aussi (n° 281 ); donc les tétraédres sont semblables.

2C)5. Deux polyédres sont dits semblables, lorsqu’en menant
<le deux angles solides homologues des diagonales a tous les
autres angles, les corps sont décomposés en tétraedres sem-
blables et disposés dans le méme ordre.

Toute pyramide SAC ( fig. 151) coupée par un plan ac pa-
rallele a sa base, donne une autre pyramide Sac semblable a
SAC, leurs arétes sont proportionnelles, les angles diédres et
polyédres respectifs sont égaux. En effet, les tétraedres SABE
sabe semblables, donnent les triangles SEB, seb semblables,
et I'angle diedre JSEB — aSeb; mais comme I'angle diédre
ASED = aSed, en retranchant, on trouve que I'angle diédre
JBESD — beSd. Donc les tétraédres SBED, sbed sont sem-
blables, etc (n°* 277, 281 ).

Réciproquement, les pyramides S'A'B'C/. ..., SABC... .,
formées de faces semblables et disposées dans le meme ordre
sont semblables; car les angles triédres qui composent les ba-
ses étant formés d’angles plans égaux, sont égaux ; donc les an-
gles diedres homologues le sont aussi (n°28i ). Drailleurs les
angles plans égaux en SetS' permettent de faire coincider
en Sad. Enfin, les arétes étant proportionnelles par supposition,
les plans AD, ad sont paralléles.

296. Soient la pyramide SAC (fig. i5i) et le corps S'A'C
formé de tétraédres S'A'B'E’, S'E'B'D',S'B'C'D" semblables
a SABE, SEBD. ..; le polyedre S'A'C sera une pyramide
semblable a SAC-, car, puisque les angles AEB, BED, AED
sont dans un méme plan et égaux & A'EB’, B'E'D', A'E'D’,
on a
d’ou
ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le méme

T. L . 21



522 GEOMETRIE.

plan, puisque, s’ils formaient un angle triédre, on aurait
(n° 279) A'E'lY < A'E'B' + B'E'D'. On voit que ce plan
passe aussi par B'CD".

Il suit de la que, i°. deux polyédres semblables sont décom-
posés en pyramides semblables par les plans qui passent sui-
vant les diagonales menées de deux angles polyedres homolo-
gues a tous les autres.

20. Si d’'un point intérieur quelconque, on méne des lignes a
tous les angles, et qu'on les prolonge proportionnellement a
leur longueur, les plans menés par les extrémités de ces lignes
seront paralléles aux faces du polyédre proposé, et en forme-
ront un autre qui lui sera semblable. On trouve ici I'analogue
du théoreme 244-

297. Deuxpolyedres semblables ont leursfaces semblables,
leurs arétes homologues proportionnelles, leurs angles diedres
égaux, ainsi que leurs angles polyédres. Pour s’en convaincre,
il suffit de mener, de deux angles homologues (fig. 172), les
diagonales qui décomposent les corps en pyramides sembla-
bles; les angles polyédres et diédres de ces pyramides seront
égaux , leurs faces seront semblables : or les faces des polyeé-
dres servent de bases a ces pyramides, dont les angles diedres
et polyédres constituent, par leurs systeme, ceux des corps
proposeés.

Réciproquement, si deux polyédres ont les faces semblables
et disposées dans le méme ordre, et les angles diedres égaux ,
ils sont semblables ; car les angles polyedres sont égaux, comme
décomposables en angles triedres égaux (n° 281 ). Faisons donc
coincider I'un de ces angles polyédres avec son homologue, les
autres faces seront respectivement paralléles. De plus, la simi-
litude des faces donne les lignes homologues proportionnelles;
leurs aires sont donc entre elles comme les carrés de ces lignes ;
ce qui prouve que les diagonales de I'un des corps sont le pro-
longement de celles de I'autre (n° 278) : ces corps sont donc
formés de pyramides semblables.

298. Des lignes qui joignent quatre angles polyédres homo-
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logues ABCD,abcd (fig. 172) de deux corps semblables étant

proportionnelles, forment des tétraédres semblables (n° 294).
lien résulte que si des angles ABC, abc de triangles homo-
logues, on méne des lignes a tous les angles DEF-... , def...
de deux polyédres semblables, les tétraédres ainsi formés se-
ront semblables; ceci est analogue au n° 242,4°,
Réciproquement, deux polyédres sont semblables, lorsque
leurs angles étantj oints aux trois angles homologues ABC ,abc,
les tétraédres ainsi formés sont respectivement semblables. En
effet, si les tétraédres DABC, dabc sont semblables, ainsi que
EABC, eabc les angles diedres DACB, EACB seront égaux
a dach, eacb : ainsi I'angle diédre DACE = dace. Drailleurs
les faces DAC, dac de nos tétraédres sont semblables ainsi
quejENC, eac: donc les tétraédres EACD, eacd sont sem-

blables, et on (n° 294).
Soient F,/, 1, i des angles homologues; on aura de méme
ainsi, les corps ont leurs lignes ho-

mologues proportionnelles, et les triangles DFE, dfe homolo-
gues sont semblables : de plus, leurs angles diedres sont
égaux, puisque IDF est semblable a idf, IFE a ife, d'ou
I'angle IFD = ifd, IFE — ife, DFE~dfe. En outre, si les
points DIFE sont dans le méme plan, I’équation...............
IFE = IFD 4- DFE se change en ife — ifd 4- dfe: d’ou il suit
que les points e, f, i étant aussi dans un méme plan, lesfaces
des polyédres sont semblables : enfin les angles polyédres sont
égaux, comme composés d’angles trieédres égaux (281, 4°- )
Ainsi les corps sont semblables (n° 297).

299. Lorsque deux polyédres sont semblables, les aires de
leurs faces sont comme les carrés des lignes homologues de ces
polyédres; mais comme ces lignes sont proportionnelles, on a
une suite de rapports égaux , formés par les faces homologues,
d’ou I'on conclut (comme n° 262, 11) que les aires totales des
polyédres semblables sontentre elles comme les carrés de leurs
arétes homologues.
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On verra aisément que les surfaces de cones ou de cylindres
semblables, c.-a-d. engendrées par deux triangles ou deux
rectangles semblables, sont entre elles comme les carrés de
leurs génératrices. En effet les circonf. C et ¢ des bases sont
proportionnelles aux génératrices A et a; les aires 5 et s le
sonta Cx AetcXa (n0" 287, 5°, et 290, i0.),

De méme les aires des sphéres sont comme les carrés de leurs
rayons , puisqu’elles valent quatre grands cercles.

300. Lorsque deux polyédres sont tels, qu'on peut les pla-
cer I’un en dessus, I'autre en dessous d’un plan MN (fig. 173),
de sorte que les sommets des angles polyedres A,atB ,b...
soient, deux a deux, a égale distance de ce plan, et sur une
perpend. Aa,Bb,... a ce plan, ces deux polyédres sont appe-
lés Symétriques. B étant un angle polyedre du premier corps,
en menant BQb perpend. au plan MN), et prenant QB=Qb, b
sera I'angle homologue du second polyédre.

Les polyédres symétriques ont toutes les parties consti-
tuantes égales. Pour le prouver, plions le trapeéze ABPQ sui-
vant PQ, les lignes AP, aP égales et perpend. silr MN coin-
cideront, ainsi que BQ et Bg ; d’ou AB—ab : donc les lignes
homologues sont égales. D, d, C, c étant des angles polyéedres
symeétriques, on aura BC~bc, AC=ac-, ainsi, le triangle
ABC—abc-, les triangles homologues sont donc égaux. De plus,
le triangle ADC—adc, BDC — bdct ainsi I'angle DCB=dcb,
ACD = acd, ACB —ach. Ov,

i°. Siles plans de ces triangles forment en Cetc des angles
triedres, ils seront égaux : donc les angles diedres et triedres
homologues sontégaux. Ilen estde meme des angles polyedres,
puisqu’ils sont formés d’angles triedres égaux disposés dans le
méme ordre.

a0. Si les points ABCD sont dans le méme plan, comme
I'angle DCB = ACD 4- ACB, on a dcb — acd -f- acb ; d’ou il
suit gpe les points abcd sont aussi dans le méme plan (n° 279),
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donc les faces homologues sont égales, comme formées de
triangles égaux semblablement placés.

30i. Toutparallélépipede ACc (fig. i”4) estformé de deux
prismes triangulaires symétriques ABd, BCd ; les angles diédres
opposés sont égaux, et les angles triedres opposés sont symé-
triques. En effet, les deux corps Aabd, Cchd sont visiblement
des prismes ( n° 282) ; la base BDC ou bdc de I'un sera égale
a ABD. Rapprochons ces prismes triangulaires, en faisant coin-
cider bdc avec ABD, savoir bc avec AD, et de avec AB ; Cchd
prendra la situation AEHIL.Or, les perpend. aF, Cfsur les
bases sont égales (n° 268), 20 on a de plus Aa— Cc et I'angle
AaF—~cCf, ainsi, le triangle AaF—CcF, d’ou AF=cf Par
une raison semblable,fo=DF-t ainsi les triangles égaux ADF,
bcfcoincident, et le point/"tombant en F, fC se porte en FE
sur le prolongement FE de aF. Donc le sommet E ou C est
symeétrique de a : on verra de méme que I, ou B, I'est de d-, et
H ou D, l'est de b.

I1l. DES VOLUMES.

302. Former un prisme droit équivalent a un prisme oblique
AD(fig. 176), la génératrice conservant la meme longueur AC.
Prolongeons les arétes CA, DB, inenons-leur un plan quel-
conque J/iVperp. ; enfin prenons Pp=.BD, menons le plan
op parallele & MN, on aura ainsi le prisme droit Op. Appli-
quons les prismes tronqués BAOP, DCop, de maniére a cou-
cher la base op sur OP qui lui est égale : les génératrices étant
perpend. aux bases, et de pluségales (puisque DB—Pp donne
BP-—pD, et ainsi des autres), les prismes coincideront,
ou oD —OB. Retranchant la partie commune Ap, il reste le
prisme oblique AD équivalent au prisme droit Op.

303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques,
AD, ad (fig. 176) relativement a un plan MN, en sorte que
ce plan soit perpend. aux génératrices. Prolongeons l'aréteZZ/
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en Pd; puis, a partir du poiit P de rencontre avec un plan
quelconque MN perpend., prenons Pbs=PB, Pdz=PD, ou
BD=bd. En raisonnant de méme pour chaque aréte, on for-
mera le prisme ad symétriquea AD.

Les prismes symétriques AD, ad sont équivalens. Car pre-
nons Pp — Pp —BD, et menons les plans op, o'p paralléles
aMN : les prismes OPop, OPo'p'sont droits et équivalensaux
proposés (n° 302 ). De plus, ils sont égaux entre eux, puisqu’en
les appliquant, de sorte que la base o'p' de I'un tombe sur
celle OP de l'autre qui lui est égale, il y aura coincidence.

3c>4- Deux parallélépipédes de méme hauteur et de meme
base sontéquivalens. Pour le démontrer, rapprochons ces corps
de maniere a faire coincider leurs bases inférieures égales ; les
supérieures seront situées dans le méme plan: il se présentera
deux cas.

i°. Si les faces latérales FG, EK (fig. 175) sont dans un
méme plan, les triangles égaux EGH, FIK servent de bases
a deux prismes superposables EHM, FJIN. Domc, en retran-
chant tour a tour ces prismes du corps entier EN, il restera les
parallélépipédes équivalens EFIM, EHNL.

20. Si les faces ont une disposition quelconque, les bases
supérieures AC, ac (fig. 178) seront des parallélogrammes égaux
a ceux des bases inférieures MN, en sorte que les lignes AB, DC,
ab, de seront égales et paralléles; de méme pour AD, BC,
ad, bc. Prolongeons ces lignes, nous aurons le parallélogramme
A'C égala AC et a ac. Or, concevons le parallélépipede qui
aurait pour base supérieure A'C’, et la méme base inférieure
3/Aque les proposés; ce corps sera équivalent a chacun de
ceux-ci, puisqu’il sera, relativement a eux, dans I'état exa-
miné ci-dessus. Les proposés sont donc équivalens.

305. |l est facile de changer un parallélépipéde donné en un
autre rectangulaire équivalent : de chaque angle de la base in-
férieure ABCD (fig. 177), élevons des perpendiculaires a son
plan . on aura un parallélépipéde droit ABEI équivalent au
proposé, gu’il était inutile de tracer dans la fig. Puis, menant
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AF, BG, perpend. sur AB dans la base AC, on formera sur
AG le parallélépipéde rectangle ABHK équivalent a8 ABELI,
puisqu’il a méme base AM et méme hauteur AF.

306. Deuxparallélépipedes rectangles de meme basesontentre
eux comme leurs hauteurs. Si ces hauteurs ont une commune
mesure, on coupera les corps en tranches égales, et I’on rai-,
sonnera comme pour les rectangles (n° 250, 10., fig. 126).0n
démontrera de méme le théoreme pour le cas ou les hauteurs
sont incommensurables.

Les parallélépipedes rectangles P et p de meme hauteur, sont
entre eux comme leurs bases. En effet, plagons ces corps de
maniére a faire coincider I'un de leurs angles polyédres et leur
aréte égale. Les bases seront disposées comme AC (fig. 179)
pour P, et AK pourp ; or, prolongeons IK en H; le parallé-
Iépipéde Q construit sur la base AH et de méme hauteur, peut
étre regardé comme ayante/ pour hauteur, et la face AB pour

base: comparé a P, il donne donc .Mais si I'on prend
la face AIG F pour base des parallélépipedes Q etp, leurs hau-

teurs seront AE etAL - d’ou . En multipliant ces pro-
portions, il vient

Enfin, lesparallélépipédes rectangles P et p sont entre eux
comme lesproduits de leurs bases par leurs hauteurs. Car si les
bases sont AC et AK, et les hauteurs AG et AO, en prolon-
geant les faces de celui qui a une hauteur moindre, tel que p,
jusqu’a la base supérieure de I'autre, on formera un parallé-
lépipede ALFKG=zR, qui aura la méme hauteur H que I'un
P, et méme base AK que l'autrep-, on aura donc d’une part

de l'autre; d’ou
En désignant par H, 1, K les arétes qui forment un angle

triedre A de P, et par h, i, k celles dep, on
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On voitdonc que pour mesurer le volume d’un parallélép. rect.
P, c.-a-d. pour trouver son rapport avec un autre p pris pour

unité (nos 36, 71), on cherchera les rapports entre

les arétes respectives qui forment un angle triedre, et I'on mul-
tipliera ces trois nombres. Représentons par | le.produit de ces
trois rapports; | est un nombre abstrait, et le parallélépipede
qu’il s’agit de mesurer a pour volume | fois celui du parallélé-
pipéde pris pour unité.

Le volume d'un parallélépipede est le produit de sa base par
sa hauteur, quand on prend, pour unité de volume, le cube
qui a pour c6té I'unité linéaire : car h, iet k seront = 1, et
I'on aura Il 1.K pour le volume de P; Il, I et K sont des
nombres abstraits, qui marquent combien les arétes de notre
parallélépipéde P contiennent de fois I'unité linéaire; soit Z
leur produit H.1.LK, I'équ. P = H.I1.K revient & P—1 fois
le cube pris pour unité de volume.

Lorsque 11=.1~K, on a P=ZZ3; de la la dénomination
de Cube donnée aux troisiemes puissances.

307. Donc, le volume d'un prisme est le produit de sa base
par la hauteur : car, i°. s'il s'agit d’un parallélépipede quel-
conque, il est équivalent a celui qui est rectangle de méme
hauteur et de base équivalente (n° 304)>

20. Si le prisme est triangulaire, comme AB Dabd (fig. 174),
en formant le parallélépipede Ac, le volume de notre prisme
est égal a son symétrique BDChdc (n° 303) : donc, chacun
de ces prismes a pour volume le produit de sa hauteur par la
moitié de la base AC, ou plutdt par sa base ABP.

3°. Enfin, si I'on fait passer des plans par la génératrice Aa
(fig. 167) du prisme Ad et par toutes les autres, il sera décom-
posé en prismes triangulaires de méme hauteur; la somme de
leurs volumes sera donc le produit de cette hauteur parla somme
des bases, ou par ABCDE.

On voit aussi que les volumes des prismes de méme base sont
comme les hauteurs, ou de méme hauteur, sont comme leurs
bases.
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308. Le volume V d’un cylindre est le produit de sa hau-
teur H par Vaire B de sa base. En effet, désignons par £ I'ex-
ces de la base du prisme circonscrit sur celle du cylindre, et
par » I'excés du volume de ce prisme sur celui  du cylindre :
B + fl sera la base du prisme, V - « son volume; d’ou
Yy -4-*— (b 4. f) 1l; donc V= BIlI, puisque le volume du
cylindre est la limite (de celui du prisme (n“ 113).

30q. Les pyramides de meme hauteur et dont les bases sont
équivalentes , sont égales en volume. Pour le prouver, coupons
un tétraédre par des plans paralléles a sa base et équidistans.
Soit ACchaB (fig. 180) I'une des tranches : menons par les
points A, C, &, c des paralléles a I'aréte Bb; nous formerons
deux prismes, I'un BDFcba intérieur, I'autre BACebi exté-
rieur au tronc : la différence de ces prismes est le prisme DCea,
qui a méme hauteur, et dont la base CFDA est la différence
entre les bases ABC, abc.

En opérant de méme pour chaque tranche, on aura une série
de prismes d’égale hauteur, tels que De. Or, il est visible qu’en
partant de la base du tétraedre, chaque prisme intérieur DFbB
est égal au prisme extérieur de la tranche suivante; ainsi, en
prenant la différence entre tous les prismes intérieurs et tous
les extérieurs, il ne reste que les prismes DCea, depuis la ire
tranche M'N : cette différence est donc un prisme de méme
hauteur que les tranches , et qui a pour base celle BMN du.
tétraedre. Plus les tranches sont nombreuses, et plus la hauteur
devient petite; on peut donc rendre aussi petite qu’on voudra
la différence entre les prismes intérieurs et extérieurs, et, a
plus forte raison, entre les prismes intérieurs et le tétraedre.

11 est évident que ce raisonnement peut se faire également
pour toute pyramide & base quelconque.

Cela posé, soient maintenant deux pyramidesPetp de méme
hauteur, dont les bases équivalentes reposent sur le méme plan:
coupons-les par une série de plans paralleles a ccs bases et équi -
distans , puis formons pour chacune les prismes intérieurs.
Soient a. et fl les excés des pyramides sur la somme des prismes
intérieurs, dont les volumes sont P—« etp —fl. Or, chaque
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plan paralléle aux bases des pyramides donne des sections équu-
valentes, puisque ces sections sont entre elles comme les bases
(n°278) : donc, les prismes intérieurs sont égaux deux & deux,
dou. )-~«.-=p— et (n° ii3) P=p.

Le méme théoreme a lieu pour deux troncs formés dans nos
pyramides par deux plans paralléles.

3io. Un tétraedre DABG (fig. 183) est le tiers d'un prisme
de meme base et de meme hauteur : car, sur les trois arétes
formons le prisme AE ; en 6tant le tétraedre DABC, il reste
la pyramide quadrangulaire DACEF. Le plan CDF en forme
deux tétraédres : I'un FDEC, qui est égal au proposé, comme
ayant méme hauteur et la basel' DE=zABC" l'autre.............
DACF = DFCE, par laméme raison, attendu que le triangle
AFC—EFC. Nos trois tétraédres étant équivalens, chacun est
le tiers du prisme.

Donc, le volume de toute pyramide est le produit du tiers
de sa base par sa hauteur, puisqu’elle est décomposable en te'-
traédres.

Et comme le cbne est la limite des pyramides circonscrites,
le volume du cone est le tiers de sa base multipliée par sa hau-
teur, ou le tiers du cylindre de meme base et de méme hauteur.

On aura le volume d’un polyédre quelconque en le décom-
posant en pyramides.

3n. Le volume du tronc de prisme triang. ABEF (fig 18z£)
est leproduit de la basepar le tiers des trois hauteurs des angles
triedres F, D, E de la base supérieure. En effet, faisons les
mémes sections sur ce tronc ABEFqu’'au n° 3io; le plan ADC
donne le tétraedre DABC-, le plan DCF coupe la pyramide
quadrangulaire DACEF en deux tétraédres DFCA, DFCE.
Or, on peut , sans changer les bases AFC, EFC, mettre les
sommets de ceux-ci en B, puisque DB est paralléle au plan
ACEF  -Aoy}. Donc on aura lestétraedres B CAF, BCEF: ce
dernier peut méme prendre CEA pour base, puisque les trian-
gles CEF et CEA sont équivalens. Le tronc de prisme est donc
formé des trois tétraédres DABC, FABC, EABC, qui ont
méme base inférieure ABC, et leurs sommets aux trois angles
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triedres FDE de la base supérieure ; donc, etc... Ce théoreme
sert & trouver le volume du prisme tronqué a base quelconque.

312. Le tronc de pyramide quelconque a basesparalléles est
composé de troispyramides de méme hauteur que le tronc, dont
les bases sontlabase injérieure du tronc, labase supérieureetune
moyenne proportionnelle entre ces deux aires. Soient une pyra-
ramide et un tétraédre de méme hauteur, de bases équivalentes,
posés sur le méme plan ; leurs volumes sont égaux. Un plan pa-
ralléle aux bases forme deux troncs, et coupe le tétraédre et la
pyramide suivant un triangle et un polygone qui sont équivalens,
puisqu’ils sont proportionnels aux bases (278) : donc la pyra-
mide et le tétraedre retranchés étant égaux , les troncs le seront
aussi. Il reste a démontrer le théoreme pour le tronc de tétraédre
ABFE (fig. 185).

Le plan ADC donne les deux corps DABC et DACEF:
le plan DFC forme les tétraedres DFEC et DFAC ; or, menant
DG paralléle & AF, ce dernier pourra avoir son sommet en G, au
lieu de D, et deviendra FAGC. Ces trois tétraédres ont méme
hauteur que le tronc ; leurs bases sont ABC, DFE, AGC. Cela
pose.onatn0 -56. '|'55.)ABC AB AGC_AC
conds membres sont égaux a cause des triangles semblables
IEE)ZIJ::, ABC-, doAr"IiD’g; f‘)‘(%‘/?y Done etct

Soient A et B les bases d’un tronc de pyramide , H sa hau-
teur : on a pour le volume *H(A D-\-\éAB).

11 est visible que ce théoreme a également lieu pour le tronc
de cone. Soient R et r les rayons des bases, A —tfR2, 1>=7rr2,
le volume du tronc de ' wH (R? -f- r24- Br).

313. Tout triangle ABC (fig. j86, 187, 188 et 189), qui
tourne autour d’une ligne quelconque Ci située dans sonplan et
passant par un de ses sommets C, engendre un volume égal au
produit du tiers de la perpend. CD = p abaissée de ce sommet
sur la base AB, multiplié par la surfatce engendrée par celle
base AB.
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ier cas. Le triangle CAB tourne autour de I'un de ses cotés
Cl/j (fig. 188 et 18g). Ona vol. CAB —c6ne CAP -{-cbne BAP

vol. CAB =vy) x surf. AB. Cette démonstration convient aux
trois cas ou I'angle A est aigu, droit ou obtus.

2¢ cas. Le triangle CAB tourne autour d’une ligne exté-
rieure Cl (fig. 186); vol. CAB = vol CAIl — vol. BC1
— $P (surf. Al —surf. Bl) = "p. surf

3¢ cas. La base AB est parallele a I'axe CI de rotation
(fig. 187): vol. CAB-=.cfi\n. ABEF-{-cbne CAE—cbne CBF,
ou = cercle CD (AB -f-1 CE — | CF) =..ccnvveirrreee

Ce théoréme sert a trouver les volumes de la sphere, du sec-
teur et du segment sphériques ; car si I’on circonscrit a I’arc de
cercle ADP (fig. 169) une portion de polygone a cotés égaux ,
et qu’on fasse tourner la fig. autour du diametre AO, la révo-
lution compléte de tous Its triangles CAB, CBD, CDIl.........
engendrera un volume — p (surf. AB -f- surf. BD -f- .. .).
Ainsi ce volume est le produit de la surface engendrée par tous
les cotés du polygone, multipliée par la tiers du rayon. Donc

i°. Si le polygone est circonscritau demi-cercle ADB (fig. 167)
de rayon R, désignons par ¢t I'exces de I'aire P de la sphere sur
celle qu’engendre le polygone; par 3 I'excés du volume N de
la sphere sur celui que forme le polygone; on a.....................
17 @=tR (P4-«); dou I'on tire (n° 113) X P\
le volume de la sphére est le produit de sa surface multipliée
par le tiers de ray on, ou celui de I'aire d’un des grands cercles
par les j du rayon (n° 2g3, 20.), ou enfin

Volume Vde la sphére~ =x0,0236 D.\
D étant le diametre 2/1.
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12°. Le ravon R de la sphére qui a V pour volume est

3®. Pour le secteur sphérique DAC, le méme raisonnement
prouve que le volume est égal a la surjace de la calotte multi-
pliéepar letiers du rayon, ou (n° 2g3, le-), la fleche Al étant h,

4°. Si I'on retranche le cone DGC du secteur, le reste est
le segment sphérique ADIG; or le volume du cdne DGC est
= j Cl Xcercle /> =~ClI X DIl;Cl=R—nh}
DP = DC — CI2— zRh — h*; donc

5°. Le cylindre DGFE (fig. 170) et le cone H1K circons-
crits a la sphére AB ont pour volumes, savoir, i°. le cylindre
="xR* X 2.R ou 2%-R}; 2°. le céne {V. n° 293) 3vIP X 5HB,
et comme HB* = HP — IB* —\IIP, on trouve HB = 3/1, et
cone — 3vrR\ Comparant les quantités t irR\ ottlv et 3ttR\
on voit qu'elles sont entre elles comme ) 2 G : q; ce sont les
rapports des volumes de la sphere, du cylindre et du cone cir-
conscrits ; le cylindre est moyen proportionnel entre les deux
autres ; la sphére est les deux tiers du cylindre circonscrit.

314- Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme
les produits des hauteurs par les aires des bases (n° 310), Mais
si ces pyramides SAC, Sac (fig. i5i ) sont semblables, on a

multipliant de part et d’autre par

3i5. Les volumes des polyédres semblables sont entre eux
comme les cubes de leurs lignes homologues. En effet, comme
deux polyédres semblables P,j>, sont <décomposables (n°2g5)
en pyramides semblables S, s, S', en désignant par
Ata, A’ a des lignes homologues de ces pymirades, on a
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D’ailleurs tous ces rapports sont égaux,
puisqu’en vertu de la similitude supposée, on

Donc d’ou (n° 73, 30®)

11 sera aisé de voir que les volumes des sphéres sont entre eux
comme les cubes de leurs rayons; que ceux des cylindres droits
et des cones droits semblables (c.-a-d. engendrés par des rectan-
gles ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux
comme les cubes des longueurs de leurs génératrices, ou de
leurs hauteurs, ou enfin des rayons de leurs bases.

Lespolyédres symétriques ont leurs volumes égaux, puisqu’il
est évident qu’on peut les décomposer en tétraédres symétri-
ques, et que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales.



LIVRE QUATRIEME.

GEOMETRIE ANALYTIQUE.
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I. APPLICATION DE I'alGEBRE A LA GEOMETRIE
ELEMENTAIRE.

Quelques Problémes sur les lignes.

316. Tant que I'Algébre et la Géométrie ont été séparées,
leurs progreés ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque
ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prété des forces
mutuelles, et ont marché ensemble d’un pas rapide yers la per-
fection. C'est a Viete et a Descartes qu’on doit I'application de
I’Algebre a la Géométrie, application qui est devenue la clé
des plus grandes découvertes dans toutes les branches des Ma-
thématiques. (Lagrange, Ecol. Norm., t. IV, p. 40I>)

C'est donc en introduisant dans les formules algébriques les
grandeurs qui composent les parties d’une figure, que nous
transporterons dans la Géométrie toutes les ressources de I’Al-
geébre, et nous parviendrons sans peine a des résultats qu’ils se-
rait difficile d’obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a I'avan-
tage de ne jamais faire perdre de vue I'objet principal, et
d’éclairer la route entiere qui conduit des premiers axiomes a
leurs derniéres conséquences (vo/. n° 252): mais I’Algébre a
bien plus de ressources.

Ces réflexions conduisent a préférer dans la Géométrie élé-
mentaire les méthodes directes, celles qui ne reposent sur
aucun principe étranger, et permettent, pour ainsi dire, d’i-
soler chaque théoréme, en le présentant comme une vérité aussi
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claire que I'axiome d’ou il est déduit. Mais, lorsque les ques-
tions deviennent plus compliquées,cette méthode, qu’on nomme
Synthese, perd la clarté, qui est son plus précieux avantage;
FAnalyse reprend toute sa supériorité , et, par sa féconde in-
fluence, généralise les résultats, simplifie les recherches, et
lorsqu’elle est employée avec adresse, donne a ses artifices une
élégance et méme une clarté a laquelle le mécanisme du calcul
semblait s’opposer. Les problémes suivans serviront de preuve
a ces assertions.

317. Mesurer la distance d’'un point inaccessible D a un
autre point A(fig. i81). On prendra sur I'alignement AD une
partie quelconque AC, et formant un triangle arbitraire ABC,
on en mesurera les cotés AB=c, AC~b, BC — a (*), puis
marquant sur BC un point E quelconque, on dirigera vers D
le rayon’visuel FD; soient AD —x, EC=g, FA=d. La
parallele EG a AB donne

donc

Or,o"DG =DA- GA=DA—{CA— CG),
fir

ou DG~x—b-4-;; en divisant cette valeur parcelle de EG,
on trouve

dou
S'il arrive que BF—AF, ce qu’on est maitre de supposer,

comme ¢ — id, la solution se réduita x—»b

(*) Dorénavant nous désignerons les angles des triangles par A, B, C, et
par a, b, c........ , les cOtés qui sont respectivement opposés.
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Il ne s'agira plus que démettre pour a, b,c,d, et g leurs va-
leurs numériques, ou le nombre de lois que ces lignes con-
tiennent I'unité , pour trouver x exprimé en nombres.

3i8. Quelle est la relation qui lie les cOtés a, b et ¢ d'un
triangle BAC (fig. 117) inscrita un cercle de rayon R ? Menons
le diametreBD, et les lignes AD ,DC ; le quadrilatéere ABDC
donne (n° 241, I1) 2jR6= cX CD -paX AD. Des triangles
rectangles BCD, BAD, rous tirons CD — \/ ("R2—a*),
AD = t/fAZP— ¢*); donc

équation cherchée, qui donne I'une des quantités a,b,c et R,
connaissant les trois autres.

I. Etant données les cordes de deux axes AB,BC, on a donc
b, ou la corde AC d'un arc ABC égal a leur somme.

Si les arcs AB et BC sont égaux, on aa=c, d'ou

€équ. qui donne la corde b d’un arc, connaissant celle a d’un
arc moitié moindre.

I1. 'Trouver le rayon R du cercle circonscrit au triangle
ABC (fig. 11.7). Elevons notre équ. au carré, I'un des radi-
caux disparaitra; transposons ensuite les termes rationnels,

et carrons de nouveau pourchasser l'autre radical, nous trou-
vons

Cette formule ne se préte pas au calcul des lot» : mais le radical
affecte la diffe'rence de deux carrés, qui

chaque facteur souffre la méme décomposition , et I'on a

ou

«n faisant, pour abréger, le périmetre
T. L
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I1l. Trouver I'aire z d'un triangle, connaissant les trois cotés

a, b, c(n°222,fig. 182). Le segment AD — X

or, le triangle ABD donne BD

devient donc

ou

On a donc, pour le rayon du cercle circonscrit, \Rz— abc.
IV. Trouver le rayon r du cercle inscrit au triangle. Les

aires (fig. 68) des triangles AOB, AOC, BOC étant ~cr, £ br,
ar, la somme, est z = pr, d’ou (voy. n° 364, )

V. Evaluer taire (Tun quadrilatére ABCD (fig. 77): me-
nons la diagonale AC = Db, et prenons-la pour base des deux
triangles ABC, ADC\ h et h' étant les hauteurs, l'aire de-
mandée est5 b {h  h'}.

On peut encore opérer comme il suit. Soit ABCD (fig. 191) ;

Cette équ., facile a appliquer, ne convient plus dés que I’une
des perpend. tombe hors du quadrilatére. Ainsi (fig. 192),
il faudrait changer b en—b et b’ en—b'. (Toy. n°* 33g et
364, VI.)

V1. Mener EFperpend. ala base AC du triangle ABC(fig. ig3),
telle que les triangles AEF, ABC soient dans le rapport donné
de m an. Soient b et x les bases AC, AE; h et y les hauteurs

BD, EF; les aires sont Drailleurs
les triangles semblables AEF, ABD donnent ,en fai-

sant AD-k-, donc, éliminant vy,
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avait x  k ou AD, le pointé devrait étre situé vers ZZ, au-
dela de D, et la perpend.a AC séparerait un triangle qui n’est
plus contenu dans ABCx ce cas arrive quand bm  kn, ou

3ig. Connaissant le coté AB —a ffig. 122) d’'un polygone
régulier inscrit, cherchons celui AC=x d’un polygone régulier
dont le nombre des c6tés est double. CO, perpend. sur AB,
donne ("227) AC*—CI X 2CO. Représentant par z le rayon
Ol du cercle inscrit au polygone donné, on a Cl = R—2zt
et Ol'==A0O"' — AD : donc

En faisant, par ex., az=R, on a RVV("— pour le coté
du dodécagone inscrit. De méme a—~R\V/3 (n° 238) donne
X—R pour le c6té de I'hexagone, etc.

On peut aussi trouver le c6té EF—~y d’un polygone régu-
gulier circonscrit, connaissant celui AB — a, qui est inscrit

d’un méme nombre de cdtés. Car les triangles AOI, EOC
donnent

donc

320. C’est ainsi que u = Zi"*/2 donne z= ety-=zs.R
pour le c6té du carré circonscrit (n° 23g); a— R[/3 donne,
pour le c6té du triangle équilatéral circonscrit,yy = 2.R"/3,
ou le double du c6té du triangle inscrit.

Il est facile de déduire de ces formules le rapport approché
vr de la circonférence au diameétre, ou la demi-circonférence w
du cercle, dont le rayon est I'unité (n° 248). Pour cela posons

nos équ. deviendront

Faisant a—1i, on a, pour le c6té du dodécagone inscrit.
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on trouvera X = 0,26i05238. .. pour le c6lé du polygone ré-
gulier inscrit de 24 cétés; et ainsi de suite.

Quatre opérations semblables domineront, par exem-
ple, 0,065438i66 pour le cdté du polygone régulier de 96 cotés;
en mettant cette valeur pour a dans z etjy, on a le cété du po-
lygone régulier circonscrit semblable; et multipliant par 48»
011 a, pour les demi-périmetres de ces polygones 3,i4io
et 3, 1427........ Comme la demi-circonf. % est comprise entre
ces longueurs , on aura donc a-=3,14. . ., en ne prenant que
les décimales communes.

Pour obtenir une plus grande approximation, comme la cir-
conférence approche d’autant plus des périmetres des poly-
gones, que l'on multiplie davantage les c6tés (n° zfa),
faudra recourir a des polygones d’un plus grand nombre de
cOtés. Soit, en général calculé le c6té a d’un polygone inscrit
d’un nombre n de cbtés; on aura, pour les demi-périmétres
de ce polygone et de celui qui est circonscrit semblable ,

NOMBRE DES COTES. DEMI-PERIMETRES DES POLYGONES

on en déduit enfin le nombre zr donné p. 289.

Constructions géométriques.

32t. L'art de résoudre les problemes de Géométrie consiste,
comme on a pu le remarquer (n°* 212, 229...), a les supposer
résolus, a rapprocher les propriétés de la figure de celles qu’on
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connait et qui sont analogues; a trouver ainsi la loi a laquelle
les parties du systéme sont soumises, et a en conclure les in-
connues. Ces procédés exigent beaucoup d’exercice et d’adresse,
et I'on ne peut donner de régles générales pour ces combinai-
sons. L’emploi de I'Algébre , lorsque le choix des inconnues
est fait avec adresse, conduit souvent a des solutions plus élé-
gantes; on sait mieux reconnaitre leur nombre, et I'on juge
facilement si le probleme est possible ou non, déterminé ou
indéterminé.

Concevons gu'aprés avoir résolu un probléme de Géométrie,
on ait construit la figure qui en régle les parties, qu'on ait
désigné par des lettres les longueurs des diverses lignes qui la
composent, et qu’en faisant usage des principes connus, on les
ait liées par des e'qu. ; le calcul conduira bient6t a la valeur
des inconnues. Cela posé, si toutes les lignes de la figure sont
exprimées par des nombres, I’Arithmétique donnera numéri-
guement ces derniéres. Mais il est remarquable qu’on peut as-
signer ces longueurs cherchées, méme sans le secours des nom-
bres, a I'aide de procédés géométriques, qui auront d’autant
plus d’élégance, qu’ils rendront la figure moins confuse. C’est
ce qu’on appelle construire la valeur de I'inconnue.

322. Remarquons, avant tout, que le calcul dont il vient
d’étre question ne peut avoir pour élémens que des rapports
de lignes; en sorte que la ligne A ne peuty étre introduite
qu’en ayant égard a son rapport avec une autre ligne B, qu'on

peut prendre pour unité (n° 175). Alors  représente un nom-
bre abstrait, auquel on peut substituer celui de deux autres

grandeurs quelconques a et b. pourvu gu’on ait

11 n’entre donc, dans les calculs, que des expressions telles
que Or, il suit des regles mémes du calcul, que toutes

combinaisons de ces élémens par voie de multiplication , di-
vision, réduction au méme dénominateur, etc., doit conduire
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a un résultat homogéne, c.-a-d., dont les termes renferment
lousleméme nombre defacteurs. Ainsi, les lettres «,6,c... qui
entrent dans une formule peuvent y désigner des lignes au lieu
de nombres, et les termes doivent étre homogeénes: s’il n’en
est pas ainsi, quelqu’une de ces lignes, telles que r, a di étre
prise pour l'unité, qui n’est dailleurs qu’une longueur arbi-
traire et connue (n° 36). Dans ce cas, on peut rétablir le fac-
teur r partout ou il a dO disparaitre, lorsqu’on a posé r— 1,
c.—a—d., introduire r et des puissances convenables de r dans
les divers termes, afin qu’ils redeviennent homogénes. Pour
que les quantités

représentent des lignes, elles doivent revenir a

En effet, par ex., en faisant évanouir le ra-

dical, devient 2xa= 1 Jxa, qui, en restituant des puissances
convenables de r, devient 2.x‘—Tfl+.ar. Mise sous cette forme,
on peut prendre dans I’expression pour unité tout autre signe
que r, et méme une longueur qui N’y entre pas.

Lorsqu’une formule sera homogeéne, nous en évaluerons le
degré par le nombre des facteurs de I'un de ses termes, si elle
est entiére ; on retranchera le degré du dénominateur de celui
du numérateur, si elle est fractionnaire; enfin, on divisera le
degré de la fraction par I'ordre du radical qui I'affecte, si elle
est irrationnelle. Concluons de la qu’en général, pour qu’une
fraction représente une ligne, c.-a-d. soit linéaire, ilfaut que
chaque terme du numérateur ait un facteur de plus que dans
le dénominateur; et s’il entre un radical, il doit affecter une
guantité de méme degré que lui: le radical carré précédera
une fraction du second degré, etc.; les formules de premiére
dimension, du ier degré, sont constructibles par une
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ligne; celle de seconde dimension par une aire ; enfin celles de
troisieme dimension représenten t un volume : et si elles ne sont
pas homogenes, on les rend telles en distribuant des puis-
sances convenables de la ligne r qui y ae'te' prise pour unité.

3a3. Toutefraction monome linéaire ne peut étre que de la

forme celle-ci, par ex.,

équivaut de sorte qu’on voit que la ligne
d doit étre prise autant de fois qu’il y a d’unités dans le pro-

duit des raDDorts abstraits

i°. La construction de n'offre pas de difficulté ; x est

une quatrieme proportionnelle a c, a et b. On sait la trouver
(n° 217, fig. 82); on pourrait méme faire usage des théorémes
(n°* 225 et 228).

2°. Pour. on cherchera une ligne et I'on
aura ainsi deux 4" proportionnelles donnerontx.
3°. De méme se construit en faisant
. etl'on Il faut trois constructions.

Et ainsi de suite.

324. Pour lafraction polyndme dont

le dénominateur est monome, on écrit

on construit chaque fraction a part, et I'on a trois lignes a
ajouter ou a soustraire.

Cependant si I'on a il sera plus court de faire
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de chercher une 4¢ propor-
tionnelle aux lignes c, a -|-b eta—b.

325. On rend le dénominateur inonone, lorsqu’il ne I'est
pas, en I'égalant a un seul terme de méne dimension, et dont
on prend a volonté tous les facteurs, excepté I'un y quiy est
inconnu, et qu’on détermine ainsi qu’i vient d’étre dit. Par

ex., pour on fera
d’ou et
Cette équ. donnej"; la ire fait ensuite connaitre x.
Pout- ou fera le dénominateur
d’ou l'on tire

une foisj' connu, on a

Le choix des facteurs de I'inconnuey se fait quelquefois de,
maniere a rendre les constructions plus simples; un peu d’a-
dresse et d’exercice facilitent I'application du principe général ;

ainsi x devient x en faisantm

326. Les Constructions radicales se raménenta la forme

J/(ab} est une moyenne proportionnelle entre a et 6; on la
construit comme il a été dit (n° 226, fig. g5) ; on pourrait aussi
la trouver a I'aide des théorémes (n°* 227, 228)

dont a et b sont les autres cotés. Pour Oh prendra
(fie. Q2) dB—a. AC ==b sur deux lianes indéfinies AB. BC
a angle droit; I’hypoténuse B.C est De méme,
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pour [/(a*—Dbl), on tracera, comme ci-dessus, les ligues AB
et AC\ on prendra AB—~Db\ puis du centre B avec le rayon
BC—a, on marquera le point C, AC sera I/(a*—"s). Ou
autrement, sur la ligne BC=a comme diameétre, on décrira
le demi-cercle ABC\puis du centre B avec le rayon /~B—Db,
on marquera le point A\ AC sera y{al — bl).

327. Pour construire toute quantité affectée d’un radical
carré, comme elle doit avoir deux dimensions, on I'égalera a
un produit ay, a étant une quantité qu’on choisira a volonté ;
ety une inconnue; on aura alors a?= [/(ay). La valeur dey
se déduira aisément ; elle sera une fraction qu’on construira
par les principes ci-dessus.

Soit, par ex., ;on fera

d’ou on construira y par une 3¢ et

deux 4e* proportionnelles: enfin on aura
Au reste, le procédé général se simplifie souvent avec un peu

d adresse ; ainsi, pour on fera bd—ay-, dou
De méme

vient Voy. aussi (n° 329, V) la construc-

tion

328.Quoiqu’on puisseconstruire parcette voiex=
cependant la construction du triangle rectangle donne une
solution plus simple : c’est pourquoi il arrive souvent qu’on
raméne a cette forme les quantités radicales. Ainsi,

(fig. ig4), on prend ABz=a, BC~ b ; I'hypoténuse AC esty.

ainsi, sur DCperpend. & AC, on prend CD-"=.c, et AD est 7";
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, et ainsi de suite. La derniere hypo-

ténuse AFest x. {Voj. pour la construction de

on fera indifféremment

d’ou
ou bien

et la construction précédente,
convenablement modifiée donnera*.

Enfin si I'on a

- il ne restera plus qu’'a
obteniry. On fera ¢c* + dl= zaet ab-t-cd—TF, t et t se trou-

veront aisément, et I'on aura

329. Appliquons ces principes a quelques exemples.

I. Partager une longueur P& (fig. 195) en deuxparties CB,
AB, qui soient entre elles dans le rapport donné de m a n.
Soient AC—a, CB~x-, on a AB=a—x, et, daprés la

condition prescrite, d'ou Sur une

ligne quelconque EC, on prendra CD = m, ED=n, sim
et n sont des lignes; si ce sont des nombres, on portera une
ouverture de compas arbitraire m fois de C en D, et n fois
de D en E. On menera AE et sa parallele BD ; B sera le point
cherché.

IL Etant données deux paralléles/EC, DE (fig. 196), et un
pointé, mener par ce point une oblique Al, telle, que la partie
IK comprise entre les paralléles soit de longueur donnée =c.
Menons AG perpend. sur DE, et faisonsAG=a, FG—Db,

I’inconnue] on puis
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On voit d’abord que

le probléme est impossible quant b est )>c, ou FG=JK.
Pour construire cette valeur, du centre F, on décrira ! aveHII'
avec le rayon c; GH sera —b*)", 41 paralléle & FH sera
la ligne cherchée, puisqu’on voit que IG est 4¢ proportionelle
a b, aetGH.

Il y a une seconde solutioin en Al"; c'est ce qu’indique le
double signe de la valeur de x (vojr. n° 338).

11l. Etant donnés deux points A et B (fig. 197 ), et une
droite DD', décrire un cercle quipasse par ces deux points et
soittangent ala droite. llsuffitde trouver le pointT) ducontact.
Soit donc prolongée la ligne AB en C; et fait CD — x, Cl=a,
Ili—b. 1 étant le milieu de AB. La tangente CD donne

Sur | hypoténuse CI on tracera le triangle rectangle I1E C, dont
b et x sont les cOtés de I'angle droit, en décrivant le demi-
cercle CEl, prenant EI=zAl., CE sera x = CD. Ily aune 2¢
solution en £>', & cause de la valeur négative de j?(n° 338).
V. Deux paralléles AE', BF (fig. 198) et leur perpend. AB
étant données, mener une sécante EF, telle que AC, moitié
de AB, soitmoyenne proportionnelle entre les segmens AE,BF.
Soient AE=zx, BF=jr, AC—a-.ona.a’-=zxy-. le pro-
bléeme est donc Indéterminé (n° 117), etle nombre des solu-

tions in6ni. Parmi les diverses maniéres de les obtenir, la sui-
vante est assez élégante.

Soit CD =, D étant le point de rencontre de la ligne cher-
chée EF, avec CD perpendiculaire sur AB en son milieu C;
11" perpend. a CD donne les deux triangles égaux EDI, EDF-,

points E et F d’intersection satisfont a la condition, ainsi



548 GEOMETRIE ANALYTIQUE.
que E' et . Chaque centre D donne ainsi deux solutions
EF, E'F'.

V. Par le point A (fig. 204 ), mener une corde ABD dont
les segmens BA, AD aient entre eux un rapport donné

Menons le diamétreHAG- soit CH”zr, CA=b, AD=X:

par condition Faisons

nous aurons quantité facile & cons-

truire. On pourrait lui donner la forme .

faudrait trouver une moyenne et une 4e proportionnelle ; mais
on doit préférer le procédé suivant. Remplagons le rapport de

— par celui des deux carrés ; sur une ligne indéfinie (fig. 199),

prenons DF et FE, tels qu’on décrivons le
demi-cercle DAE, puis menons ~Fperpend. sur DE, et les

cordes AD, AE\ nous aurons

ainsi x prenons donc AB —k sur AD, prolongé

s'il est nécessaire; BC paralléle a DE, donnera AC — X
(n° 216).

V1. En polygone étant donné, en construire un semblable,
les aires étant dans le rapport connu dem a n. Nommons A
I’un des cotés du polygone donné, x son homologue inconnu ;
les aires étant > m * n d’une part, et aussi U Al | xade

l'autre (n° 262) ; on d’ou On vient

de construire celte expression (fig. 199) ; ainsi x est une lon-
gueur connue. Il ne reste plus qu’a former, sur le c6té x ho-
mologue a A, une figure semblable a la proposée (n° 242). La
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méme construction s’applique aussi aux cercles (n° 263, 3°.);
m et n sont ici des lignes ou des nombres donnés.

Pour trouver le rapport de deuxfigures données semblables,
ABC..., abc... (fig. 118), on prend sur les cotés d’un angle
droit DAE (fig. 199) des parties AB, AC égales a deux lignes
homologues des figures proposées : la droite B C est coupée par
sa perpend. AG en deux segmens BG, CG, qui ont le méme
rapport que ces figures.

VII. Cherchons une figure X semblable & une autre P et
égale a une troisieme Q. P et Q sont donnés : prenons un coté A

de P, et soit x son homologue inconnu, on d’ou

puisque X= Q. Soient M et Al les c6tés de deux

carrés équivalens a P et Q (n° 267), ou deux carrés et AT
qui aient méme rapport que ceux-ci (fig. 199); il en résultera

; ainsi x est 4¢e proportionnelle a M, X et A.

VIII. Trouver deux lignes x et y, qui aient méme rapport
que deux parallélogrammes donnés. Les bases étant B, b, les

hauteurs El, h, on doit avoir Si I'on donne y, une

construction facile (n° 373) fera connaitre x. Mais si ces deux
lignes sont inconnues, I'une est arbitraire ; et I’'on peut prendre

est alors une 4e proportionnelle a h,

H et B. Ce probléme revient a construire un rectangle hx, dont
on a la hauteur h, et dont I'aire équivaut a celle d’un rectangle
donné BH.

IX. Pour construire \/n, on peut prendre une moyenne pro-
portionnelle (n° 226) entre n et 1. On remarque (nos 238, 23g)
que si 'on décrit le cercle qui a I'unité pour rayon, en y ins-
crivant un carré et un triangle équilatéral, leur c6tés sont V2
et V3. Quant a (/5, VV6...., la construction (n°® 328) s’ap-
plique a cette recherche ; car, sur I'angle droit CBA (fig. 194),
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330. L’équation du second degré X2 px—(q suppose une
ligne r prise pourune unité (n° 322}; il faudrait donc remplacer q
par gr, ou plutét par en faisant m? = qr. Les racines de

on les construit

aisément d’aprés les procédés généraux que nous avons indi-
qués ; mais il est plus élégant d’opérer comme il suit.

est moyen proportionnel entre x et p — Xx. Si donc on éléve
(fig. 200) AD — m perpend. sur AB=p, puissi I'on décrit la
demi-circonférence AEB sur le diamétre AB, DE' parallele
a AB donne les points E, E', pour lesquels la perpend. EF
ou E'F' est moyenne proportionnelle entre les segmens du dia-
metre. Les deux racines sont donc x— AF et x— AF".

20. Si I'on a x*—px =m\ comme m est moyenne propor-
tionnelle entre x et Xx —p, avec le rayon AD =~ p (fig. i03),
on décrira le cercle AEF, puis prenant sur la tangente une
longueurAC~m, lasécante CEF passant parle centre, donne

que dans les cas précédens ; seulement les racines sont chan-
gées de signe, puisqu’il suffit de changer a? en—x, pour re-
tomber sur les équ. déja traitées.

X. Soit proposé, par ex., de mener par le point A la corde
BD (fig. 204), dont la longueur soit donnée =c. Conservant

XI. Couper une droite en moyenne etextreme raison - il faut
trouver sur la ligne AC—a (fig. i03) un point B tel que le
segment I 1C—x, soit moyen proportionnel entre la ligne AC,
et le petit segment AB—a—x, d'ou x'=a (a— Xx), et

Le radical est I'hypoténuse CD du triangle rectangle ADC,
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dont le co6té AD — "-ar=\AC-, ce triangle est facile a cons-
truire : on adonc x =— . a 4- CD. Du centre D, avec le rayon
AD, décrivez le cercle EAF', CEest~x\ on porte CE de C
en B, et le probléme est résolu, comme on I'a fait p. 275.
Quant & la 2e racine, elle ne convient pas a la question; pour
I'interpréter (n° 107), il faut changer x en— x dans I'équ. ci-
dessus qui devient¥ —a(a-f-x); etdonne x=|a -f-CD =
CF: on portera CF de C en D, et ce point D donnera DC
moyen proportionnel en DA et CA. Les deux solutions con-
viendront a cette question : Trouver sur la droite indéfinie AC
un point B ou D, tel que sa distance au point C soit moyenne
proportionnelle entre sa distance au point A et la longueur AC.

331. Pour construire les formules de deux dimensions, on
les réduit a deux facteurs BH (comme n° 327); l'un est la
base, I'autre la hauteur du rectangle, dont l'aire a pour va-
leur I’expression proposée. Ainsi, pour x— \/cd(a'—F), on
fera a?—1é™Bl, cd —IP; B et/f seront des lignes faciles a
trouver, et I’on aura X — BH, rectangle connu.

Mais si I’on veut que I'aire cherchée soit un parallélogramme
ou un triangle, etc., comme la base et la hauteur ne suffisent
plus pour déterminer la figure , le probléme admet une infinité
de solutions, et n’est déterminé que si I’'on donne une autre
condition, telle qu’un angle, ou le rapport des cotés, etc.

Pour former un triangle équivalent a un cercle dont le rayon

est R=a on prendra le diameétre iR pour base, et la
hauteur sera une ligne h égale a la demi-circonférence, ou
A——a Ces valeurs se construisent par la fig. 19g.

et il reste ensuite a tracer un triangle dont on prend un angle
a volonté.

332. Touteformule & trois dimensions se réduit & un pro-
duit de trois facteurs, x — ABC, qui sont les dimensions d’uu
parallélépipede rectangle, dont le volume est x. On peut aussi
«OBStruire cette expression par un cube, ce qui constitue la
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Cubature des corps, ou par des tétraedres, des cylindres, etc.

Sur les Signes des quantités dans VAlgébre appliquée
a la Géométrie.

333. Lorsque deux figures ne difféerent I'une de I'autre que
par lagrandeur de leurs parties, qui y sont d'ailleurs disposées
dans le méme ordre, on dit que ces figures sont Directes.
Si les quantités a.yb,c,d....x, qui composent la ire, sont liées
par une équ. X— o, elle a également lieu pour la 2e. Mais si les
deux figures different en outre par la disposition de quelques-
unes de leurs parties, de sorte, par ex., qu’on ait x —a—b
dans la ire et x—b—a dans la 2¢, on dit alors gqu’elles sont
Indirectes (*). L’équ. X =0, qui a eu lieu pour I'une, peut
avoir besoin de quelques modifications pour devenir applicable
a l'autre ; c’est ce qu’il s'agit d’examiner.

En nommant X le segment CD (fig. 190 et ig3) formé par
la perpend. BD sur la base AC du triangle ABC, et a, b, ¢
les cbtés opposés aux angles A*B~C, on a (page 268)

Les figures ig3 et 190 sont indirectes, puisque X—>—AD dans
I'une, et x— AD —b dans I'autre : chacune des formules (2)
n’estdirectementapplicable qu’a I’une des fig. Maislaformule(i)
appartenant a I'une et a l'autre, la substitution de la valeur de
ADy a seule introduit des différences qui, ne provenant que
du signe de x, montrent que I’'une de ces équ. (2) doit se dé-
duire de l'autre en changeant x en—x.

334. En général, si, entre les quantités a, Z» c. .. X qui
composent deux figures indirectes, on a les équ. X= o pour

(*) Carnot, qui est l'auteur de cette théorie, qu’il a développée dans sa
Géométrie de position, nomme corrélatives directes les figures directes, et cor-
rélatives invertes les figures indirectes. Consultez cet excellent ouvrage.
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I'une, etX' = o pour l'autre, il faut qu’il y ait au moins une
«ligne, telle que a, qui soit la somme dans la ire lig., et la diffé-
rence dans la 2¢ de deux autres b et X ; de sorte que a—b—xXx
pour I'une, et a— b-\-x pour l'autre. Or, on peut toujours
concevoir une troisiéme égqu. X==0, vraie pour I'une et I'autre
et telle qu'on en déduise X=0, ou X'= 0, suivant qu’ony
mettra b4- x, ou b — X pour a.

Or, ces valeurs de a ne différant que parle signe de x, X et
X" doivent se déduire I'une de l'autreen changeant X en— Xx.
S’il y avait plusieurs quantités indirectes, il faudrait en dire
autant de chacune d’elles. Indiquons les moyens de reconnaitre
ces quantités. Si I’on fait varier la position des points de la 2efig.
pour la rendre directe avec la ire, en comparant les deux va-
leurs x=b—a et a—»b, on voit que a a di devenir > 6, de
<fb qu’il était; et comme la variation s’est faite en suivant
la loi de continuité, il faut qu’on aiteu a =b : ainsi x a d{
devenir nul.

Par ex., si C (fig. ig3) se meut vers D et dépasse ce point,
afin que la fig. soit rendue directe avec 190 CD, ou X, a été nul
lorsque Ca. passé sur D.

. _ K i ) K
X peut etre = a_p Pour I’'une des fig., et = b _ 5 POUr

l'autre ; alors x aurait passé par I'infini. C’est donc le propre des
quantités indirectes de ne pouvoir étre rendues directes par le
mouvement continu des parties de l'une, sans se trouver dans
I'intervalle devenir zéro ou infini.

Lors donc qu’on a une équ. X = o, entre les lignes a, b, c.. .x
d’une figure, pour obtenir celle X'=0, qui convient a une
figure indirecte, ilfaut simplement changer le signe des quan-
tités indirectes : on reconnait celles-ci en faisant mouvoir les
lignes de Lune desfigures pour la rendre directe avec l'autre;
on distingue alors quelles sont celles des lignes a,b,c. . . x qui
passent par zéro ou par I'infini; ces derniéres peuvent seules
étre indirectes.

Mais ce caractére peut s’offrir sans que, pour cela, les lignes
qui le présentent soient indirectes; il faut en outre que les re-

T L 23
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lations qu’on tire des deux figures, a I'aide des théorémes con-
nus, servent, par leur comparaison , a distinguer les quantités
indirectes, pour leur attribuer ensuite des signes contraires.
C’est ainsi qu’aprés avoir reconnu que CD = x devient zéro
(fig. 193), quand C coincide avec D, on doit ensuite tirer les
valeurs de CD, qui sont AC—AD(f". et AD— AC
(fig. 190) ; ce qui montre que X a un signe différent.

335. Appliquons cette théorie.Dansle triangle ABC (fig. 201),
menons, par un point donné D, une droite DF, et cherchons
le rapport « des deux triangles ABC, AEF. Faisons BC=a,
AC —b, AB = ¢-, menons DI parallele a AC, et soient

(n°® 264). Or, les triangles semblables AEF, DIF donnent

Cette équ. suppose que le point D est dans I'angle 1AC-, maissi
ce point est en D' dans I'intérieur du triangle, on aura une
figure indirecte & la premiére. Faisons mouvoir D vers D’, DI
deviendra D'F, sans que «, b, ¢, ni Faient passé par o ou 00 :
Al devenant Al’, a pu seul étre indirect, et I'est en effet, puis-
que Al — IB— AB et Al' — AB — IB. Notre équ. n'est
donc applicable a ce cas qu’apres avoir changé d en—d, sa-
voir abc (x — d) —fx\

Etsi D se transporte en D", DT passera par zéro pour étre
DT ; on s'assure ensuite que Z)'/' est indirecte, et que”doit
étre changé de signe, tandis que «, b, ¢, d restent comme ils
étaient ; d’oua”c (d—x) =.fx\ Ce cas, comparé au ier, a com-
porté deux indirectes d etFi TF I'est pareillement; mais cette
ligne n’étant pas exprimée par I'une des lettres du calcul, il
n'a pas été nécessaire d’y avoir égard.

Enfin, si la droite DFdoitcouper I'angle FAE' (fig. 201 aw),
il est aisé de voir, en faisant tourner DF pour devenir DE',
que AF deviendra AF' en passant par zéro, et qu’il faut chan-
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ger .ren —x dans I'équ. (©), ce qui lachange en la précédente.

Il est d’ailleurs facile de traiter directement chaque cas, et
«l'arriver aux équ. correspondantes: la théorie que nous expo-
sons est précisément destinée a éviter de recommencer ainsi les
calculs, et a prouver que I'une des équ. renferme toutes les
autres, et qu’on peut en déduire celles-ci par de simples chan-
gemens de signes. Conformément & I'esprit de I'Algébre, une
méme équ. renfermera donc tous les cas; il ne faut que savoir
interpréter cette langue pour en conclure toutes les circons-
tances que peut offrir la question.

336. Comme toute équ. doit donner la valeur de I'une des
lettres qui y entrent, il se peut que précisément cette lettre
soit celle qui a da subir le changement de signe pour pouvoir
s’appliquer a la figure proposée ; alors on en tire une valeur
négative, telle que x = —K, dont il est aisé de comprendre le
sens. En effet, pour obtenir I'équ. >X=0, on a d supposer le
probleme résolu, et construire une figure d’aprés I'état hypo-
thétique des données et de I'inconnue. La solution négative
qu’on obtient annonce que la figure supposée ne peut s’accor-
der avec la question, et qu’en formant cette figure, et la pre-
nant pour base des raisonnemens, on a introduit des conditions
contradictoires. Si I'on change x en—X, I'équ. X'=0 n'ap-
partiendra plus qu’a une figure indirecte; c’est a celle-ci , et
non a la figure supposée, que convient la solution x=Kk. On
devra donc faire mouvoir les points de celte dernieére, jusqu'a
ce que X'—o convienne, en faisant, bien entendu , passer par
0 ou 00 quelques lettres. Alors c’est a la figure ainsi modifiée
gue convient la solution x — k.

Appliquons ces considérations a divers exemples.

I. Etant donné un point D (fig. 201) hors du triangle ABC,
mener la droite DF telle, que les deux triangles AEF, ABC
soient dans un rapport donné et. D étant supposé dans l'angle
IAC, on a trouvé I'équ. (©), page 354, d’ou l'on tire deux
solutions, l'une positive, qui détermine le point F\ l'autre
négative, et qui se rapporte a lafig 201 bis, ou DF'coupe I'an-

23..
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gle F'AE'- cela suit de ce qui a été dit pour les cas ol X est
changé en — x (*).

Par le point D, mener DF qui sépare, dans I'angle indéfini
CAB, un triangle AEF égal a un carré donné qa. Fermons, par
une droite quelconque BC. le triangle ABC, dont nous ferons
I'aire — r\ carré connu (n° 256) ; on suppose r>ou = (. Par
condition, < et rsont données. Voila donc notre rapport connu

a et nous retombons sur le 1" probleme (**).

Il. Etant donnée une corde AD ({g. 202), du point O, ex-
trémité du diametre CB qui lui est perpend. mener une
droiLe OE telle, que la partie FE, comprise entre la corde et
l'arc, soit de longueur donnée m. Soient AB =a, BO—~b,

L’une de ces solutions est positive; elle n’offre aucune diffi-
culté, etse construit aisément: pour interpréter lI'autre, chan-
geant X en — X, nous auronsmr =x? —a'— = BF'—al;

(*.. Voici divers problemes de méme nature. Séparer d'un triangle donné
ABC, un triangle AEF, qui soit 8 ABC dans le rapport connu de m:n;

1°. Par une ligne menée du sommet B, ou d'un point F de la base, fig. 134
(voy. n°® 256 et page 30!) ;

2°. Par une paralléle a la base (voy. page 349)»

3°. Par une ligne EF perpendiculaire a la base AC, fig. <93, page 338.

(**) Si, par le point donné, on méne une droite qui coupe un polygone
quelconque, et en sépare une portion égale a un carré tl, en prolongeant les
deux cdtés occupés par celte droite jusqu’a leur rencontre, l'aire extérieure au
polygone, et comprise dans cet angle, étant désignée par A, celle qui est sé-
parée de ce méme angle est I’ 4- A. Si donc on veut séparer d'un polygone
donné une aire t’ connue, il suffira de prolonger deux cotés quelconques, et
de séparer de I'angle qu’ils forment, I'aire I» + A. On aura soin de comparer
ainsi tous les cotés, deux a deux, pour obtenir toutes les solutions, en né-
gligeant celles ou la sécante se trouve ne couper I'un des cotés qu’a son pro
longement. On pourrait encore, au lieu de donner f, prescrire que la partie
séparée du polygoneJUt & son aire dans le rapport donné de m a n.
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ce qui suppose BF*> a ou BD. Faisons donc tourner OF jus-
qu’en OF'-, on voit qu'alors a, b, x sont demeurés directs;
mais lorsque OF passe en D, FE et FD sont rendus nuis ; de
plus FD — BD — BF et FD=BF'— BD : donc F'D est
indirect & FD. Il en est de méme de F'E'=m . car on a

ou FD est indirecte. Donc la so-

lution qui convient a F' O se trouve en changeant ici ni en—m,
ou, ce qui revient au méme, X en — X.

La question admet donc deux solutions a droite de OB ( et
par conséquent deux a gauche) ; I’'une est donnée par la racine
positive, I'autre par la racine négative (*). Du reste il pourrait
arriver que la question proposée n’admit pas les solutions
indirectes; c’est ce qui a lieu lorsque le probléme exige queFZt
soit pris dans le cercle, et non au-dehors : alors les solutions
négatives deviennent insignifiantes; on en a vu des exemples
n° 330.

I11. Quel est le segment sphérique GADI (fig. 167) dont le
volume est égal a celui du céne CDIG? On a vu, p. 333, que le
secteur DAG =? en faisant la fleche Al— h. d’ailleurs
le cbne CDGI —1 CI X cercle DI— | (r — &) ttA2, eu faisant
la demi-corde DI—Xk. La condition imposée revient a dire
que le cone est la moitié du secteur, d’oti (r— A)A2=r?A;
mais DI est moyen proportionnel entre les segmens du dia-
métre, ou k¥ —h (ir—A); ainsi (2r—A) (r—") —r2, ou
A2—3rA-+-r2—o,eth— r(3rt De ces deux solutions,
celle qui répond a 4- ~/5est insignifiante, puisqu’il faut visi-
blement que h soit <"2r.

337. 1l est un genre de problémes qui se rapportent a cette
théorie, et qui méritent de nous arréter.

(*J Cet exemple prouve que le nombre des solutions d’une question n’est
pas toujours donné par le degré de I'inconnue; pour n’en omettre aucune, il

faut faire varier la figure, la comparer avec toutes ses indirectes , en laissant
toujours les données fixes.
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Supposons qu’il faille déterminer, d'aprés des conditions
données, un point B (fig. 203) sur une ligne fixe CB : on prend
un point arbitraire A, qu’on nomme Origine, et I’on cherche
la distance AB —Xx entre ces deux points. Il peut arriver alors
que I'équ. X — o, qui renferme les conditions du probléme,
admette une solution négative x =—a-, il s’agit d’expliquer
ce résultat.

On a vu que X =a répond au probléme proposé, eny sup-
posant cependant que x devienne indirecte : or, si le point B se
meut vers C pour se placer en B, AB sera nul lorsque B tom-
bera sur A\ ensuite ABdeviendraindirecte; car AB~CB—CA,
et AB'—~ CA—CB'. Si donc rien n’indique, dans le pro-
bléme, que le point cherché soit situé a droite de l'origine A,
il est clair que la distance Xx — a, portée de A en B', c.-a-d. a
gauche, y satisfait. On voit méme que la solution négative
x=—a indique, dans X — o, une absurdité, qui provient de
ce que, pour obtenir cette équ., on a supposé le point cherché
placé en B, a droite de I'origine ; position contradictoire a celle
que la question comporte , puisqu’on a donné a la figure hy-
pothétique, d’aprés laquelle on a obtenu I'équ. X—o, une
forme indirecte de celle qu’elle devait affecter réellement. Cette
erreur est rectifiée en plagant B & gauche de A, en B'.

338. On doit conclure de la que toutes lesfois que le but
d’un probléme est de trouver, sur une ligne fixe, la distance
d’un point inconnu a l'origine, ilfaut supprimer le signe des
solutions négatives que donne le calcul, ~t en porteries valeurs
en sens opposé a celui ol on les avait placées pour obtenir
Véquation.

C'est ce qu’on a pu remarquer dans le probleme (n° 329, I1),
ou I'on a porté aussi I'inconnue G/(fig. 196) de Gen De
méme pour le probléme 111, on a pris CD'= CD (fig. 197),
et D’ a été un nouveau point de contact du cercle cherché avec
la droite DD', etc.

Résolvons encore ce probléme.

Sur une ligue ~C(fig. 203), quel est le point B' dont les
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distances aux points fixes A. et C forment un produit donné
=m’? Soit AC~a, CB'—X; ona AK—a—x, d'ol

11 sera facile de construire cette solution qui est double
(n°® 330). Si X devient imaginaire ; mais il ne faut
pas en conclure qu’il y ait absurdité dans la question; car I'er-
reur peut provenir de ce qu’on a attribué au point cherché B’
une position qui ne lui convenait pas. Plagons-le donc en B,
hors de I’'espace AC, alors CB—x donne AB—x — a, puis

11 en résulte que, 1°. si la question exige que le point de-
mandé soit situé hors de AC, elle n’est jamais absurde, et ses
deux solutions sontl’une en B, I'autre en E\ celle-la provient
de la racine positive, et celle-ci de la négative, oOuUEC— AB.

2e. Si la question exige que le point soit situé entre A et C,
elle est absurde, & moins que m ne soit < | AC, c.-a-d. que
le plus grand rectangle qu’on puisse faire avec les deux parties
de AC est le carré de sa moitié (n° 97, I11.). On remarquera
surtout que l'absurdité indiquée par le symbole imaginaire
résulte précisément d’une erreur de position du point B, ana-
logue a celle qui conduit ordinairement aux solutions néga-
tives; ge qui jette un grand jour sur la théorie que nous avons
développée.

3°. Enfin, si la question laisse la liberté de placer le point
cherché entre A et C, ou en dehors, elle admet 2 ou 4 solutions,
suivantque aest <ou)>m. Dans ce dernier cas, le nombre
des solutions n’est point donné par le secours de I’Algébre seule,
ou plutét I'Algebre donne en effet tout ce qu’elle doit donner,
puisqgu’elle ne rend que ce qu’on lui a confié. Le probléeme 11,
p. 356, est dans le méme cas.

33g. Dans tout probléme de Géomeétrie, il y a comme on
Vvoit, deux choses a remarquer.

i°. Toute équ. n’est vraie que pour la Jtg. d’ou on Va tirée,
tt qui doity demeurer annexée; si I'on veut I'appliquer & une
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autre fig. indirecte a la ire, on devray changer les signes de
certaines lettres désignant les données.

a°. Quand Vinconnue x est négative, I'équ. d'ou elle est dé-
duite est défectueuse en tant quon Tapplique a lafig. directe;
ilfauty changer la distribution des parties, pour I'amener a
donner une valeur de x positive. Par ex., si la longueur x est
comptée sur une ligne fixe, elle devra étre portée en sens con-
traire a celui qu’on a supposé.

340. Pour déterminer la situation d’un point M sur un plan
(fig. 210), on a coutume d’employer le procede'suivant. On
trace deux droites quelcongues Ax, Ay, et parle point M
on meéne les paralleles MQ, MP a ces lignes. Soient...........
MQe=.x—AP, qu’'on nomme MP—y~AQ, qui est
Vordonnée du point M. Si ces longueurs sont données, le lieu
du point M sera connu, puisgu’en prenant AP —x,AQ —v,
chacune des lignes PM, QM, paralléles a Ay, Ax, devra con-
tenir ce point ; il sera donc a leur intersection. Siy = o, le
point est situé sur Ax-, il est sur Ay lorsque xX— o; enfin,
pour le point A, x ely sont nuis; Ax et y/jr sont appelés les
axes, A est Vorigine, I'x et Iy sont des coordonnées de M.

Il est vrai que rien 1le disant a priori, si le point est placé
dans l'angle yAx, plutdt que dans ceux YAX , y'Ax, ou
y'AX', lalongueur x aurait pu étre portée en AP', et de méme
yenAQ'-, de sorte que les quatre points M,N, M", N', satis-
faisantaux conditions données, il y aurait indécision entre eux :
mais il suit de ce qu’on a dit ci-dessus , que, 1®. si le point est
inconnu, le calcul le déterminera en donnant ses coordonnées
X et etselon les signes, on assignera sa position. Nous sup-
poserons dorénavant que les x positives sont comptées de A
vers la droite; et lesj- positives de A vers la partie supé-
rieure. Ainsi, pour les {joints situés dans

a®. Si lepoint estdonné, I’équ. tirée de sa situation supposée
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n’aura besoin d’étre modifiée, quant a certains signes, qu’'au-
tant qu’on ferait varier la position de ce point; et pour éviter
la nécessité de conserver la fig. annexée a I'équ. qui en est ré-
sultée , on suppose ordinairement au point quelconque donné
lasituation M dans I'angleyAx, afin que cette fig. s’offre d’elle-
méme : on distingue aisément ensuite, quand on veut appliquer
la formule a un ex., proposé, s’il y a lieu de changer les signes
des coordonnées x ety de quelque point donne.

L’angle x Ay des coordonnées est le plus souvent droit ; alors
les lignes x ety étant perpendiculaires aux axes, sont les dis-
tances du point M a ces droites, ce qui simplifie le discours et
facilite les constructions.

1. TRIGONOMETRIE RECTILIGNE.

Des Sinus, Cosinus} Tangentes, etc.

34i. Jusqu’ici nous avons plutot évalué les inconnues en li-
gnes qu’en nombres; cependant 011 sent que I'exactitude des
solutions graphiques dépendant de la perfection des instrumens
et de l'adresse avec laquelle on les emploie, pour obtenir des
approximations aussi grandes qu’on veut, on doit préférer I'u-
sage des nombres. Comme on décompose toutes les figures rec-
tilignes en triangles, les opérations géodésiques les plus com-
pliquées se réduisent, en derniére analyse, a des résolutions de
triangles, c’est-a-dire & la recherche de la valeur numérique des
diverses parties qui les composent. La Trigonométrie est la
doctrine qui enseigne ces sortes de calculs.

Il est nécessaire de trouver des équ. qui lient les angles d’un
triangle a ses coOtés, afin que plusieurs de ces parties étant
données, on puisse trouver les autres. L’introduction des an-
gles dans le calcul exige quelques précautions, parce qu’ils ne
peuvent étre rapportés a la méme unité que les lignes. On a re-
marqué que l'angle BCA (fig. 206) serait déterminé, si la po-
sition d’un point, quelconque du cdté BC I'était par rapport
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au coté AC. Décrivons du sommet C, avec un rayon quelcon-
que CK,, I'arc KG\ I'abscisse Clet I'ordonnée IK rectangulaires
déterminent le point /&, et par conséquent I'angle C; méme
une de ces longueurs suffit, parce que le rayon est connu.

L’abscisse (fig. 205) CD d’un point quelconque B de la cir-
conférence s’appelle le Cosinus de I'arc AB-, I'ordonnée BD en
est\e Sinus; on définit ainsi ces lignes : le sinus d'un arcest la
perpendiculaire abaissée de I'une des extrémités de I'arc sur
le rayon qui passe par I'autre extrémité; le cosinus est la dis-
tance du pied du sinus au centre.

342. Si I'on et élevéHG (fig. 206) perpendiculaire sur CA,
et par conséquent tangente en G, l'une des longueurs GH et
CH aurait aussi déterminé I'angle C et I'arc KG : on nomme
HG la Tangente et CH la Sécante de cet arc; ce ne sont plus,
comme en Géomeétrie, des lignes indéfinies. La tangente AT
d’'un arc AB (fig. 205) est la partie qu’interceptent, sur la
tangente menée a l'une des extrémités de cet arc, les deux
rayons qui le terminent} la sécante CT est le rayon prolongé
jusqu’a la tangente.

Lorsque I'arc EB, complément de AB, est déterminé, AB
I’est également; on peut donc fixer la grandeur d’un arc AB ,
en donnaut le sinus G B, latangente EM, ou la sécante CMdu
complément BE\ c’est ce qu’on nomme le Cosinus, la Cotan-
genle et la Cosécante de I'arc AB, ou le sinus, la tangente et
la sécante du complément de cet arc.

343. Le rayon étant donné, la grandeur d’un angle ou d’un
arc dépend de celle de son sinus, ou son cosinus, ou sa tan-
gente, ou sa sécante, ou sa cotangente, ou sa cosécante, qu’on
désigne par Sin, Cos, Tang, Séc, Cot, Coséc. Nous pourrons
donc, dans les calculs, introduire les arcs et les angles, en
nous servant de la méme unité que pour les lignes droites, but
gue nous nous étions proposé. Mais, avant de faire usage de ces
considérations, comparons ces lignes trigonométriques entre
elles, et cherchons les équ. qui les lient, puisqu’il est évident
qu’une seule étant connue, les autres en dépendent.
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Le triangle rectangle BCD (fig. 205) donne CDA-\~BD*=&CB*",
CD est le cosinus, DB le sinus de I'arc AB=a, CB est le
rayon R; donc

Le triangle rectangle CAT donne CT* — CA*4- AT2

Les triangles semblables CBD, CTA donnent

ou

Cette derniére formule prouve que le rayon est moyen pro-
portionnel entre le cosinus et la sécante : du reste, les e'qu. (1),
(2) et (3), suffisant pour exprimer que les triangles CBD ,CTA
sont rectangles et semblables, la 4¢ est une conséquence des
trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder ces quatre rela-
tions comme distinctes; elles n’équivalent qu’a trois. On peut
méme s’en convaincre directement en déduisant I'une quel-
conque des autres par I’élimination.

344- Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus, le
cosinus , la tangente et la sécante de I'arc EB complément de
AB. On peut doncy changer le sinus en cosinus, la tangente
en cotangente, etc.; mais les triangles semblables CBD (ou
CZ?G), et CME, donnent directement ces nouvelles relations ;

on a d'ou

En multipliant les formules 3 et 5, ou comparant les deux
triangles CTA et CME, on trouve que le rayon est moyen
proportionnel entre la tangente et la cotangente, ou
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Enfin, le triangle rectangle CME donne

345. Ces 8 équ., qui n’en forment que 5 distinctes, servent
a trouver les quantités sina, cos a, tanga, cota, seca, coséc a,
lorsque I'une est connue. Il suffit d’'un calcul simple pour éli-
miner. Par ex., (1) donne le sinus quand le cosinus est connu,
et réciproquement ; car

De méme, (2) donne la tangente quand on la sécante, etc... .
346 Parmi ces combinaisons, nous distinguerons la suivante
a cause de son utilité. Cherchons le cosinug, étant donnée la

tangente. De (4), on tire cos et comme (2) donne...

enfin, (3) donnant R sina =cosa X tang a, on a

On appelle AD\e sinus—verse de I'arc AB-, d’ou

347. Par sin a, cos a........ . il faut entendre le sinus, cosi-
nus.. . d’uu arc dont la longueur est a, le rayon étant fixé
= R ; or, celte longueur dépend du rapport de I'arc a, avec le
quadrans, et sa détermination semble exiger un calcul ; mais
lorsqu’on emploie les arcs pour mesurer des angles, le rayon
est tout-a-fait arbitraire; les arcs semblables étant proportion-
nels aux rayons (n° 182, 3°.), ce n’est plus lalongueur absolue a
del'arc quientre dansles calculs, mais son rapportavec le rayon.
Les sinus croissent aussi proportionnellement aux rayons,

I'angle demeurant le méme ( fig. 206), puisqu’on

Le rapport du sinus au rayon s’appelle leStnwj naturel; ilapout
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valeur le sinus de lI'arc semblable pris dans le cercle dont le

layon estizn, puisque sin sont alors équivalens.

Concluons de la que, i®. lorsque le rayon sera ainsi arbi-
traire, ce qui arrive la plupart du temps, nous ferons A~ i,
pour simplifier les formules; d’ou

2°. Mais la supposition R =i rendant les calculs propres
aux cas seulement ou le rayon est arbitraire, si I'on veut réta-
blir les formules dans I'état plus général ou le rayon R est dé-

terminé, on y remplacera sina, cos a.. ., par

ou plutét on distribuera des puissances convenables de A, de
maniére & produire I’homogénéité (n° 322).

3°. Lorsqu’on connaitra la valeur numérique sin a du sinus
d’un arc a, pris pour un rayon R, on aura celle du sinus de l'arc
a semblable, dans le cercle dont le rayon est A””, en multipliant
par le rapport du deuxiéme rayon R' au premier R, car

4°, Dans la mesure des angles, on n’emploie pas la lon-
gueur absolue des arcs, mais leur rapport au quadrans ; ainsi,
par sin a, on entend le sinus d’un arc dont a est le nombre de
degrés. {Voyez n° i83.)

348. L’arc de cercle (de rayon R) dont la longueur est a, ayant
pour graduation (a0), exprimée en degrés et fractions déci-
males, ou (a) en minutes, ou (a") en secondes, cherchons des
relations entre ces quantités. Le rayon étant 1, la longueur de
la demi-circonf. est (page 278)

% est la longueur de i80° ou de 10800 , ou de 648000"; on a
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n(a'™)~ 648000. o; donc en divisant par w, et posant

on a

Ces équ. donnent la longueurs, d’un arc de rayon}\, dont
on connait la graduation, et réciproquement.

Si I'on fait a-=. R, on a.(a®")=ft; p est donc le nombre de de-
grés de l'arc égal au rayon; p, p sont les nombres de mi-
nutes ou de secondes de cet arc. Courbons le rayon sur la cir-
conférence, il y occupera une longueur de (a0) degrés, ou de
(a") minutes, ou de (a") secondes. Prenons ensuite un arc d’un
degré, ou {a*}— 1, le rayon R étant 1 ; nous avons

attendu que les arcs de 1' et de 1* étant tres petits, on peut,
sans erreur sensible, les remplacer par leurs sinus (n° 362). On
conclut de 1a que lorsqu’il entre, dans une expression analy-
tique, un arc de cercle déterminé par sa longueur a, le rayon
étant un, poury introduire a laplace le nombre de secondes (a")
de cet arc, il suffitde remplacerapar (s sin i*; etpar {s") sin 1'
si I'on veut exprimer I'arc en minutes. On trouve

349. Jusqu’ici notre arc AB est < le quadrans (fig. 205) ;
faisons mouvoir le point B de A vers EHA'K... pour lui faire
décrire le cercle entier, et suivons les variations qu’éprouvent
le sinus et le cosinus. En A le sinus = o, le cosinus — R. A
mesure que l'arc AB croft, le sinus augmente, le cosinus di-
minue, jusqu’en E; le quadrans AE a R pour sinus et o pour
cosinus.

Passé 45 degrés sexagésimaux, un arc, tel que 53°, ayant pour
complément 37°, le sinus de I'un est le cosinus de I'autre : ayant
donc une table de sinus et de cosinus , étendue jusqu’a 45°, la
colonne des cosinus est aussi celle clés sinus des arcs complé-
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inentaires, qui sont = Ifi0  on a méme soin d’y indiquer ces
complémens.

Au-dela'de AE—¢p®, le sinus de'croit, le cosinus augmente :
on voit que , pour AEH, les triangles égaux 11IC=BDC ont
H1=BD ainsi, le sinus d’'un arc est le méme que celui de
son supplément. La méme chose a lieu pour le cosinus, car
ICz=CD ; seulement, lorsque I'arc est = t? le cosinus est né-
gatif ( n° 340). Pour la deiui-circonf. AEA", le sinus =0, le
cosinus — —R.

Nous voyons donc que passé go°, les sinus et cosinus se re-
produisent; pour 137° le sinus est le méme que celui de 43°,
qui en est le supplément : on peut méme préférer le cosinus de
47° qui lui équivaut; sin 137°=sin 43°=cos47°-On voit qu’/Z
suffit d’6ter 9 aux dixaines et de changer le sinus en cosinus,
lorsque I'arcpasse go°. Cette remarque est surtout utile lorsque
I'arc est accompagné de minutes et de secondes; de méme

Quant aux autres lignes trigonométriques, on pourrait suivre
de méme sur la figure leurs variations et leurs signes; mais il est
préférable de recourir aux formules 3, 4, 5, 6, puisque I'on
vient de reconnaitre les signes du sinus et du cosinus. On verra
donc que

Dans le premier quadrans tang a, séc a croissent avec a; cota
décroit : sin a est positif dans le second quadrans, tanga, séca
décroissent, cot a croit avec l'arc <z, tang a et cot a sont néga-

Dans les deux autres quadrans, le sinus et le cosinus repre-
nant les mémes valeurs, on voit que tout arc plus grand que
le quadrans, a pour sinus, cosinus, tangente.. . la méme va-
leur, en 6tant 180° autant defois qu’il est possible ; seulement
il faut avoir égard aux signes; ceux du sinus et du cosinus sont
connus et servent a déterminer les autres. Ainsi
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Ces diverses propositions s’expriment ainsi : pour l'arc

Si l'arc passe 4 quadrans, ou 360°, il faut d’abord en retran-
cher toutes les circonférences. On voit maintenant pourquoi les
tables desinus, cos... , ne s’étendent pas au-dela du quadrans,
ni méme du demi-quadrans.

350. Lorsque l'arc est déterminé, son sinus, sa tangente, son
cosinus. .. le sont; mais I’inverse n’est point vrai; ainsi le si-
nus BD ( fig. 205 ) appartient non-seulement a I'arc AB, mais
aussi a son supplément AH, et a ces arcs AB et AH, augmentés
d’un nombre quelconque de circonférences. Tous ces arcs ne
donnent que deux angles supplémens I'un de l'autre. On fera
le méme raisonnement pour les cos. .. On doit donc s’atten-
dre a trouver deux angles pour solutions , toutes les fois que le
calcul aura déterminé le sin ou le cos. . .; il reste ensuite & né-
gliger s’il y a lieu, celle qui ne convient pas au probléeme.

351 En regardant I'arc AF comme étant de signe contraire
a AB, on voit que (page 360)

Formules générales.

352. La résolution des triangles estrenfermée dans un nombre
convenable d’équ. entre les cotés et les angles.

En prolongeant BD (fig. 205), on a BD — z BF, ainsi lest-
nus d’un arc est la moitié de la corde d'un arc double.

Si BF est égal au rayon, il sera le coté de I’hexagone régulier
inscrit (238) ; BAF sera le sixieme de la circonf., et BA sera
le tiers de AE. Le sinus du tiers du quadrans est donc la moitié
du rayon. Les formules (i), (3), (5), donnent
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353. Lorsque l'arc AB (fig. 205) est de 45°, ou la moitié de
AE, le triangle CTA est isoscele; ainsi on a AT—AC, ou
la tangente de 5° est égale au rayon. Donc

354. Soit CAB (fig. 206) un triangle rectangle en A ;si d’un
angle aigu C, avec le rayon CK — 1, on décrit I'arc KG, et si
I’on mene le sinus KI et la tangente HG , ClI sera le cosinus
de C-, or les triangles semblables CKI, CHG, CAB donnent

d’ou
et

Celle-ci est le quotient de la 2e divisée par la ire.
Donc, i°. Vnc6lé de 'angledroit est leproduit de I’hypoté-

nuse par le cosinus de I'angle aigu compris.. .. {A}.
2°. Un coté de I'angle droit est le produit de I'autre coté par
la tangente de I'angle aigu adjacent a celui-ci........ (B).

Nous représenterons les angles par A, B et C, et les cOtés
qui leur sont respectivement opposés par a, b et c. Ainsi, aétant
I’lhypoténuse, A — 90°, on a

355. Si de I'angle 7? (fig. ig3)du triangle quelconque ABC,
on abaisse la perpendiculaire BD, I'angle B sera coupé en deux
angles, qui seront les complémens respectifs de A et C. Nos
théorémes ci-dessus donnent BD—AB . sin A,BD=BC. sinC;
d’ou csin A =asin C; donc

puisqu’on peut abaisser la perpendiculaire de I'angle C ou A.
Ainsi, tout triangle a les sinus de ses angles proportionnels
aux cotés opposés.

T I 24
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En désignant par x le segment DA (222), ona a'zsb'+c'-1bx
mais le triangle rectangle BDA donne DA—B AX cos A, or
X = c cos A ; donc

Si la perpendiculaire BD (fig. igo) tombe hors du triangle,
il faut-f- zbx au lieu de—zbx. Mais comme alors I'angle BCA
est obtus, le cosinus devenant négatif, le signe de—26¢ cos A
redevient positif, et se rétablit de lui-méme ; donc notre for-
mule s'applique a tous les cas (33q).

Les équ. A et B servent a résoudre les triangles rectangles ;
C et D servent pour les triangles obliquangles (Voy. n°® 363).

356. Soient deux arcs (fig. 207) AB~a, cherchons
les sinus et cosinus de leur somme AD, et de leur différence
AK, connaissant les sinus et cosinus de a et p. Menons la corde
DK au milieu 1 de laquelle le rayon CB est perpendiculaire ;
puis les paralleles Elj KHa AC, et les perpendiculaires DP,
IG et KO , DP est le sinus de AD—(y-"$) ; KO est celui de
AK—~i—<C; les cosinus sont CP et CO: ces quatre quantités
sont les inconnues du probléme.

Onvoit que DE —EIll-, DE et IG ont donc pour somme

de méme EI étant la moitié de HK, on a

Il ne reste pluspour obtenir 1G, DE, CG, EIl qu’aappliquer
I’équ. A aux triangles rectangles CIG, DEI, ou I'angle

on a de méme
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d’ou

Ces quatre formules son! d’un usage trés fréquent. Si le rayon,
au lieu d’étre = 1, était R, on mettrait simplement R pour
diviseur des seconds membres (347, 2°-)-

357. Faisons a={3 dans ces formules; en prenant le signe
supérieur, on trouve

a cause de sin*«=i—cos’a. Telles sont les valeurs du sinus et
du cosinus du double de I'arc a (*).

358. Si I'on regarde dans ces équations sin a. et cos a comme
inconnus, etsin aa, cos  comme donnés, il faudra éliminer
entre elles. Mais comme le calcul serait compliqué, on préfére
employer, au lieu de la 1, i=cosa/4-sindct ; alors en ajoutant
Zf, ou en soustrayant, 011 obtient de suite

Si donc on change ici 2ct en et, ce qui est permis, on a

équ. qui donnent les sin. et cos. de la moitié d’un arc. La for-
mule de la page 364 devient ainsi propre au calcul deslog.

35g. Divisons I'une par I'autre les formules E et F, il vient

(*) Pour avoir les sinus et cosinus de 3a, on fait /3= 2a, ce qui donne
sin 3a =sin « cos 2a.4- 6in 2a cos a., cos 3a=etc. ; mais il faut mettre pour
sin 2a et cos 2a leurs valeurs, et il vient
U est aisé de voir gu’en résolvant ces équ. par rapportasin a. et cos a, on au-
rait les sinus et cosinus du tiers; on obtiendrait de méme ceux de 4 a et*a ,etc.

(Voy. ci-aprés, n° 358.)
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Or, si I’on divise les deux ternies du 2e membre par cos » cos /3,

en remarquant que tang on obtient (*)

qui donne la tangente de la somme et de la différence de deux
arcs. Si « on a celle du double,

En divisant I’'une par I'autre les équ. (/), il vient

360. Ajoutons et soustrayons les équ. JE; il vient (**)

(*) On a de méme

Si I'on fait

De méme les formules E et Fdonnent

(**) Le méme calcul sur les équ. E et F, combinées deux a deux, donne
diverses autres formules qui servent a remplacer des sommes et différences
de sin et cos par <_g produits et des quotiens, pour pouvoir faciliter le
calcul logarithmique (Voy. Introd. d’'Euler a I'Anal. des inf."),
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Divisons ces formules I'une par l'autre, et faisons, pour
abréger, «4-/3=C, et «—$=/?; d’ou I'on tire (p. i5i)

Donc

La somme des sinus de deux arcs est a leur différence comme

la tangente de la demi-somme de ces arcs est a la tangente de
leur demi-différence.

d’une autre part

faisant A—go° dans la ir®, et B =. o dans les deux autres,

Faisant dans (M), a=go° 4-«, onatang

Multipliant entre elles les équ. (6), ou (7) et (8), et réduisant
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Formation des Tables de sinus, cosinus....

36i. Jusqu’ici ces formules sont stériles pour nous ; et afin
de les faire servir a résoudre des triangles, il faut d’abord
connaitre les sinus des angles donnés, pour en introduire les
valeurs dans nos équ. ; ou bien, si elles sontdestinées a faire
connaitre des angles, il faut assigner I'arc, le sinus étant donné.
Il est donc nécessaire de former une table de sinus, cosinus...,
qui donne ces lignes, lorsqu’on connait ces arcs, et récipro-
guement.

Concevons donc qu’ayant divisé le quadrans en degrés, mi-
nutes..., et le rayon en un nombre arbitraire de parties
égales, on soit parvenu a trouver combien chaque sin., cos....
contient de ces parties ou unités, et qu’on ait inscrit ces nom-
bres prés de chaque arc ; on aura formé une table contenant,
dans une ire colonne, les graduations des arcs; dans une 2¢ les
sinus, dans une 3¢ les cos... |l suit des équ. i, 3, 5 que’,

Effectuant diverses divisions, on obtient
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quand on a les sinus, un calcul trés simple donne les cos.,
tamg.... ; ainsi, la recherche des sinus doit d’abord nous occu-
per, et I'on a vu (349) n est nécessaire d’en pousser le
calcul que jusqu'a 45% parce qu'au-dela de cetarc les va-
leurs se reproduisent. Ainsi, il s'agit de calculer les sinus et
cosinus de tous les arcs << 45°, le quadrans étant partagé en
degrés, minutes....

La ireéqu. dun® 360, etcelle qu’'on obtient de méme en ajou-
tait les équ. F, deviennent, en posant n—myx,

Si les arcs procédent dans I'ordre %X, 2X, 3X.... (m—i) X,
mjc, (m-j-i) X..., xest lepluspetitarc de la table, et il suit de
nos équ. que si zet sont les sin. ou cos. de deux arcs succes-
sifs (m—1i) x etmx, et p—.cosx, le sin. ou cos. de I'arc suivant
(m-]-1) x, est—ipy—z. Donc, chacun des termes de la série
des sinus et de celle des cosinus dépend des deux termes qui le

précedent , et s'obtient en multipliant ceux-ci par 2p et— i,
et ajoutant.

302. Prenons I'arc AC=zCB=.AL (fig. 122), et menons la
corde AB et les tangentes LE, CE ; nous avons (170)

L'arc <go° a sa longueur comprise entre celles de son sin. et
de satang.; et comme I'cq. 3, page 363, donne

dont le 2¢e membre approche sans cesse de 1, a mesure quex
décroit; Je iera aussi ! pour limite, c.-a-d. que le sinus, I'arc
et la tangente tendent sans cesse vers I'égalité, I’arc restant
intermédiaire.

Ce principe serta calculer le sinus duplus petitarc de la table
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car de tang

calculer x, qui est une fraction déterminée de la demi-circ. 7r,
et par suite Xx—|x3; comme sinx est compris entre ces deux
limites, les décimales communes seront une valeur approchée
de sin x, le rayon étant i; et si X est pris assez petit, comine
sin x etx different de moins en moins , I'approximation pourra
étre étendue a tel ordre qu’on voudra; sin x=a. D’ailleurs r
on a

donc le facteur zp est connu; et partant, de sin 0=0, sinx=al
d’une part; de cos ox =1, cos Xx =p de l'autre, par la loi
ipy—z, on calculera de proche en proche les sin et cos des
arcs 2X, 3%, "\X...

Parex., si x=30", le 180¢ du quadrans est x=0,008726646,
""X3- 0,000000166,x—"x3=0,00872648; ainsi sin 30'=0,008726.
Si la table doit procéder de minute en minute, avec 6 déci-
males, tous les sinus d’arcs 30' sont censés égaux a l'arc ;
sin 1", 2', 3'... sontjj, jj, 3”.... de 0,008726. D'ou I'on voit
qu’il faudra d’abord faire croitre les arcs de 30' en 30', sauf a
les rapprocher ensuite, ce qui sera trés facile : on trouve... .

Le facteur ip est 2—0,000076; ainsi il est aisé de calculer les
autres nombres de la table.

En générai, pour qu’on soit en droit de prendre r =sin X,
il faut que n'ait pas de chiffre significatif dans les décimales
qu’on doit conserver. En veut-on 8, par ex. ? il faudra que les
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8 ler' chiffres de soient des zéro ; etsans calculer X', on voit
qu’on devra descendre a I'arc de iol.

Du reste , il faut prendre plus de décimales qu’on n’en veut
conserver, afiu d’éviter que les erreurs slaccumulent et que
les derniers chiffres soient défectueux. On a soin de vérifier,
d’espace en espace, les résultats obtenus, soit par les formules
des sin(ax/3) et sin 2«, soit en calculant d’avance, parle
méme procédé, lessinus de degré en degré, ou autrement. Nous
donnerons des moyens plus rapides d’arriver aux valeurs des
sin, cos...; mais celui-ci suffit a notre objet.

Au lieu de composer la table avec les valeurs ainsi obtenues,
on préfere, pour la commodité des calculs, y inscrire leurs
log. Comme les sinus sont plus petits que le rayon, il convient
de partager le rayon en assez d’unités pour que le sinus du plus
petitarc de la table soit)>i, afin d’éviter les log négatifs (n°gi).
Dans les tables deCallet, les arcs procédent de io" en io", et
le rayon a io pour log (ou R = 10 milliards ).

Lorsqu’on veut procéder au calcul d’une formule ou le rayon
est pris= 1, il faut donc restituer les puissances de R, que la
supposition de R =i afait disparaitre (p. 364) ; ensuite on
recourt aux tables dans lesquelles log R = io. On peut aussi
laisser R-=i dans laformule, et retrancher io de tous les log.
des sin, cos...., ce qui introduit des caractéristiques négatives.

Par exemple, log sin io°=i,23g6.... au lieu de g,?.3g6.... ;
log tang i°= 2,241g.-.. au lieu de 8,241g.... Ces parties né-

gatives ne sont pas un inconvénient, et on s’habitue aisément
a les employer. (Voy. p. 121.)

Résolution des Triangles.

363. I. Triangles rectangles. Les deux équ. 4, B, résolvent
"ous les triangles rectangles , car elles comprennent les cotésu,
¢, I'hypoténuse a et I'angle C (fig. 206) : de ces 4 quantités,
leux étant données, on peut trouver les deux autres. En éli-
minant C, on obtient meme I'équ. ci' —#b -j- c2, si souvent
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employée. Faisons le rayon = R dans les équ. A (on a log
n=iol

On ne peut rencontrer que les deux cas suivans (*) :

i°. Etant donnés un angle aigu C et un c6té, les deux autres
angles sont connus, puisque ™ = 90°, B=y0o°—<C; les deux
cOtés inconnus s'obtiennent ainsi :

Connaissant I’hypoténuse a, I’équ. (1) donne le coté b.

Si I'on connait le c6té Z* (2) donne c, (1) I’hypoténuse a.

Soient, par ex., C = 33°30', > = 45m,54, les équ. (1) et (2)
prescrivent le calcul suivant :

Cette opération peut servir a trouver la hauteur AB'—<c,
d’un édifice (fig. 208), dont le pied A estaccessible.

Le calcul se vérifie en changeant d’inconnues. ( Voy. p. 154)

2°. Etant donnés deux cotés :

Si I'on connait b etc, I'équ. (2) donne I'angle C; I’hypoté-
nuse a résulte ensuite de I'équ. (1). On peut aussi tirer a de
I’équ. (3); mais elle ne se préte pasau calcul logarithmique.

Si I'on a I'hypoténuse a et le cété b, I’équ. (1) donne I’angle
C; le cbté c résulte de I'équ. (3), ou de

<) Pour résoudre un triangle propose, places au sommet les lettres B, A, C,
en les distribuant aux angles qui s’accordent avec les lettres dont on se sert
dans le texte pour désigner les parties connues ou inconnues, et recourant au
cas dont il e6t question : a, b, ¢, sont les cOtés respectivement opposés aux
angles A, C, B ; et si le triangle est rectangle j A marque I'angle droit. L'équ.
dont il s’agit s’applique ensuite directement
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11. Triangles obliglangles. Il y a 4 cas a traiter.
i0. Etant donnés un coté a et deux angles B, C, le 3e angle A
est connu, et I'on emploie I'équ. C, n° 355.

Soient, par ex., « = 28",852, A=3jj°i", C—'pé’cf; d’ou
I'on conclutB = ;ona

Donc b —44m5656 et ¢ = 45m,i30. Ce calcul serta mesurer
la distance AC, de C a un point A inaccessible, mais vi-
sible (fig. 208) ; il donne aussi la hauteur AB' et la distance
AC d'un édifice dont le pied est inaccessible et invisible ; car,
mesurant une base horizontale A Cetles angles B'CB, B'BC,
qu’elle fait avec les lignes dirigées vers le sommet B', on con-
naitra B'C et I'angle ACB', qu’on peut mesurer sans voir le
pied A, attendu que La droite AC est horizontale. On obtien-
dra donc AB' et AC.

Comme il faut étre exercé aux applications des formules de
la résolution des triangles, nous donnerons ici les valeurs
des cOtés et des angles de triangles, auxquels on pourra
appliquer ces équations. On prend pour données les parties élé-
mentaires qu’on veut; les autres seront les inconnues que le
calcul doit faire trouver. En variantles élémens donnés, on se
proposera divers problémes qui seront résolus par les formules

qu’on a exposeées, et ce seront autant d’exercices utiles de ces
sortes de calculs.

7'riangle rectangle dépreuve.
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Triangle obliquangle d’épreuve.

i°. Etant donnés deux c6tés c, a, et un angle A opposé a

I'un deux, I’e’qu. (A) donne sin C — - S'g . Or, la valeur

de sin C répond a deux angles Csupplémentaires, et I'on a
deux solutions ( les triangles ABC, fig. 193 et 190).

Il est vrai qu’une seule est souvent admissible, ainsi qu’on
I'a vu (n° 207); mais de lui-méme, le calcul conduit a recon-
naitre ce cas, sans y avoir égard spécialement; on forme la
somme A -p C, pour les deux valeurs de C, que donne le
calcul, dans le but d’en tirer I'angle supplémentaire B. Or,

Si A est obtus, on ne peut adopter la valeur de C*>90° ,
puisque A -f- C seraitl1800. Il n’y a donc qu’une solution;
encore faudrait-il que a fit = ¢, puisque si I’on avait a<”c,
notre équ. donnerait sin A sin C, d’ou I'angle aigu supplé-
mentde A moindre que I'angle aigu C, savoir, 180° — A<Z.C,
et par conséquent A-\- C'*> 180°. Ainsi I'absurdité serait mise
en évidence.

Si Aestaigu, et qu'on aita  ou }> c, notre équ. donne
sin C=ou sin A; ainsile calcul conduira a une valeur de
I'angle aigu C<”A, donc le supplément 180°—Cne saurait con-
venir ici,puisqu’en ajoutant”,lasomme est 180°+~—C>i80°.
Ainsi le probléme a toujours une solution, et une seule.

Enfin, si A estaigu, et que a soit<”c, tirons du triangle

rectangle ABD la perpendiculaire BD —p-:z-g--s‘*i ; dou

sin Or, si a<”p, ona sin C~"> B, ce qui estabsurde;



TRIGONOMETRIE RECTILIGNE. 587

si a—p, ona sin C—R, C=goo; le triangle rectangle RDA

convient seul ; enfin, quand a”p, on se trouve dans le seul cas
qui admette les deux solutions.

Tout cela s’accorde avec ce qu’on connait (n°207, fig. 64).
Voici le tableau <des divers cas :

Si A=ou>go°, une' seule solution, B et C sont aigus , a >c;
a<csin A, probléme impossible ;

a—csin A, un seul triangle rectangle, B et A sont aigus ;

<i>csin A et>> ¢, un seul triangle, Cest aigu;
a>csinAet< c, deux solutions, C a deux valeurs supplémentaires.

3°. Etant donnés deux cotés b et ¢, et Vangle compris A ; en
faisant n = £ (C—05), la formule N (n° 360) devient

équ. qui faitconnaitre I'angle

,valeur connue que nous repré-
senterons par m; ainsi nous aurons

d’ol C— m-t-n, B =m—n. Il ne restera plus qu’a trouver
le c6té a par le procédé ci-dessus, i°.

On peut encore poser tang équat. qui donnera l'arc

auxiliaire ¢ ; or, parl’équ. (2), p. 3?2.

Donc I'éq. Ar donne

Ce mode de solution est utile lorsque les cotés b et c, au lieu
d’étre connus en nombres, sontdes expressions monomes com-
posées, ou données par les log. de b etc.

On peut déterminer directement ce cO6té a sans chercher
préalablement les angles, et le faire servir, au contraire, a
trcuver ceux-ci. En effet, reprenons la formule 7?, ajoutons
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et soustrayons vbc, puis mettons pour i — cos A sa valeur
0 «in2 - A(n°358. Il il vient

Cela posé, on cherchera I'angle ¢ qui pour carré

de sa tangente, ce qui est toujours possible , puisqu’il y a des
tangentes de toutes les grandeurs : la valeur de a deviendra
{b—c} V' (i  tanga<p), ou (b—c) séc p, ou enfin, en rendant
la formule propre au cas ou le rayon est R,

Le calcul logarithmique pourra aisément s’appliquer : on aura
d’abord tang tp, et par suite cos <p, puisa. Voici un ex. auquel
nous appliquerons ces deux procédes. Soient ¢ = 87,812 metres,

=. «jifo] metres, y/=/|0O° 56; d'ou ¢ 4- b = 59,389 et
c—b = i6,235.

Donc a—~

S’il arrive que b differe beaucoup de ¢, I'arc ¢p est tres petit,
et cos g presque — 1 ; le calcul n'a plusalors assez de préci-
sion (*). Mais cos//—2 cos"-A—! change I'équ. D en

(*) Il ne faut jamais employer de cos ni de cot d’'arcs trés petits, ou voisins
de 1800; non plus que de sin et tang d'arcs voisins de 90° ou 270°; parce
qu’alors ces lignes changent treés peu pour de petites variations de I'arc. C'est
ce qu’on voit d’apres les tables de log. Pour que le calcul fit exact, il faudrait
donc que les log. fussent approchés a un plus grand nombre de décimales
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Cette derniére fraction est << i, puisque sans cela a serait

imaginaire; on peut donc en supposer la racine égale au sinus
d’un arc ®, savoir:

4°. Etant donnés trois cotés. Pour obtenir I’'un des angles
tel que Aq il faut encore recourir a I'équ. D,

Or, cette expression présente le méme inconvénient que dans
le cas précédent, parce qu’elle ne se préte pas au calcul loga-

rithmique. Mais si I’on met pour cos A cette valeur dans.. ..
sin’|"7=-7(i—cos A}, on trouve

et comme lenuméral, estla différence de deux carrés(n°g7,iii.),
il vient, en rétablissant le rayon ZI,

Cette équation remplit déja le but proposé; mais elle devient
encore plus simple en représentant le périmétre du triangle par
ip—a-f- b -f-c; car on obtient (p. 327)

En se servant de I'éau.

on trouve de
méme

On emploie celle de ces deux équ. qu’on veut, a moins que
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i A ne soit trés petit ou voisin de 90®. ( Voyez la note précé-

dente.)
et la question n'a qu’une solution

On trouvera de méme C=46° 7* et le calcul se Vérifie par la
condition A -\\-B C— i80°.

I11. Siletriangle est isosc'ele. A étant I'angle du sommet, a
la base, on fera b =c dans I’équ. 8 ou 9, et I'on aura

équ. qui fait connaitre- I'une des trois quantités a, b et A.
Observez que si I'on donne un des angles, on connait les
autres par I'équ. Z?=C=90°—\A. {Voy. n° 205, 6°.)

Problémes de Trigonométrie.

364- Da plupart des questions d’arpentage se réduisent a des
résolutions de triangles. Nous offrirons ici quelques-uns de ces
problémes, qui sont d’un usage fréquent.

I. Trouver la distance AC (fig. 209) , entre deux points I'un
et I'autre inaccessibles. On trouvera une base quelconque BD,
et les angles ABC, CBD, ADC, ADB, que font avec elle les
rayons dirigés de ses extrémités B et D vers A et C: on résou-
dra les triangles ABD et CDB (p. 379, i°.); ce qui donnera
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les distances AB, BC, du point B aux points inaccessibles A et
C; et comme on connait, dans le triangle ACI>, deux c0tés
AB, BC, etl'angle compris, on aura enfin AC.

1. Réduire Un angle, unpoint ou une distance a I’horizon.
Il est rare que les signaux soient dans un plan horizontal;
alors ce ne sont pas les angles, les points et les distances ob-
servés, qu'il faut porter dans le tracé du plan, mais bien leurs
Projections horizontales (n° 272). Ainsi, lorsque le signal, vu
de B et de C(fig. 208) estle sommet B' d’un édifice ou d’une
montagne; il faut substituer A a B', l'angle CAB a CB'B,
I'angle ACB a B' CB, etc.

Regardons comme connues, par I’observation ou par le cal-
cul, toutes les parties du triangle B'CB ; comme CA est ho-
rizontal, on pourra mesurer I'angle ACB' (méme lorsque Ane
sera pas visible) ; puis résolvant le triangle rectangle CAB', on
aura CA, et la hauteur AB'. Celle-ci, et I'hypoténuse B'B,
serviront & trouver AB dans le triangle rectangle BAB'. Ainsi
on connaitra les trois c6tés du triangle horizontal CBA, et par
suite les angles qui le forment, et la position du point A.

Soit B' C (fig. 208) une longueur mesurée sur un terrain en
pente; il ne faudra porter dans le plan que la projection AC
sur I'horizon, ou a cos C. Le plus souvent C n’est que d’un
petit nombre de degrés, et la réduction a cos C manque
de précision. {T7. la note du bas de la p. 382.) On préfére cal-
culer I'excés de a sur X, ou e— a—a cos C; or (n° 358)
1—cos C—2 sin2| C, donc e=2« sin2| Cz="aC2, en remplagant
le sin par I'arc qui est trés petit : introduisant son nombre C' de
minutes, ou C—C' sin 1' (n°348), on trouve e=\aC"sin21’, et
la longueur a réduite a I’horizon estx=a—{né/lsin? 1'.

111. Evaluer une hauteur verticale BD — x ( fig. 190)? Si le
pied Dde cette verticale est accessible; on mesurera une distance
horizontale AD, ainsi que I'angle A, et le triangle rectahgle
ABD donnerax—~AD tang A.

Sile pied D est inaccessible, on mesurera une distance AC

dirigée vers D, ainsi que les angles Aet C; et I'on aura........
T. L 25
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xr=AD tang A, x~DC tang C; tirant les valeurs de AD, DC,
et les retranchant on a

heexkg oui i
IVV. Un triangle ABC (fig. 20g) étant donné, trouver le lieu
d'unpoint D, en connaissant les angles ADC = 3 et ADB =Y.
Soient a, b, cles cdtés, A, B, Cles angles donnés du triangle
ABC,eA les angles inconnus ABD=x, ACD-—j. Les triangles
ACD et ABD donnent (équ. C, n° 355).

Soit déterminé un angle p, tel que sa tangente soit

on aura tang , d’ou I'on tire (n° ¢3),

On a donc

La iTedonne F, la 3¢ n; d’ou l'on tire X, y et la position du
point D. On pourra méme calculer AD, CD et BD. Quand
tang n est négatif, n prend un signe contraire dans les valeurs
dexetj'. Si les points A, B, C, D ne sontpas dans un méme
plan horizontal, il fautpréalablemen”les y réduire (*)

(*) L’équ. que nous venons de traiter a la forme A sin x— B siny, et on
connait la somme X =2m. Le probléme que nous venons de résoudre re-
vient, comme on voit, a trouver deux arcs x ety, lorsqu’on connait leur somme
et le rapport de leur sinus; le calcul est rendu propre aux usages logarithmi-
ques. Ainsi on sait résoudre I'équ. A sinx=:B siny =B sin (tm—x).
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Nx>us avons résolu ce probleme graphiquement (n° 212, VI).
V. Trouver l'aire 1 d’un triangle ABC (fig. 182), connaissant
i°. Les trois cotés Quojr. p. 338);

2°. Deux cotés et I’'angle compris ; dans le triangle BCD, on

3°. Uncoté, b etles angles; comme , en mettant

cette valeur dansl’équ. qui précéde, il vient

V1. Trouver I'aire d’'un quadrilatere ABCD (fig. 209), dont
on connait les diagonales AD = D, BC—D' et I'angle AOB =G,
quelles forment entre elles. Cherchons séparément l'aire de
chacun des quatre triangles; d’aprés I'équ. (20.), nous avons,
en ajoutant et désignant par a, 6, c, d, les segmens AO, OD,
OB, OC des diagonales, z= (ac-\- ad-+- bd-]~bc) sin 6. Or,
ce quadrinome revienta (a-4-b).(c-}-d) =D X D'; donc
z—"DD"sin 6.

Concluons de la que les aires de deux quadrilatéres sont
équivalentes lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent
sous le méme angle. (Voy. p. 338.)

VII. Soient A le c6té d’un polygone régulier (fig. 112), n le
nombre des cotés, a le nombre de degrés de I'angle central

le triangle AOB est= AGX.GO : répété n fois, il produit

degrés de I'angle AOB,
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VI1II. 7'rouver I'aire d’une zone sphérique DFNG (fig. 167)?
Cette aire=circ. CDyclK, (n° 2g3); or R étant le rayon CD,
on a

i°. cire. CD—lieR, 20. C7==Zisin«, 3°.CK— RsInu,
a. et <t étant les latitudes des points D et F exprimées en de-
grés, savoir n— OD, al=()!< : donc

et d’apreés les équ. (6) page 373,

On prend a'négatif quand le point Fest situé de I'autre cété
de I'équateur OC, c.-a-d. quand I'équateur est compris entre
les cercles des deux bases.

IX. Soit r le rayon OF (fig. 68) du cercle inscrit au triangle
ABC] dans le triangle AOF, l'angle OAF est moitié de
CAB—A, OF — AF. tangly/, ou r—'p—a} tang A, pétant
le demi-périmétre de ABC (n° 2io,l); c’est une valeur plus
simple que celle du n° 318, IV. On y avu que l'aire zde ABC
estpr\ on a donc z—p (p—a) tang”. Ces équ. peuvent servir
a trouver un angle et un c6té du triangle, connaissant z ou
r, etc...

X. Soit la corde AD —k (fig. 168), I'arc ABD~a qu’elle
soutend, R le rayon SA, le triangle rectangle SAb' donne
Ab'—R sin™a, d’ou k—IiR sin”a. Cette équ. donne la gradua-
tion a d’un arc, connaissant sa corde Kk, ou réciproquement.
Quant a la longueur de cet arc, voy. n° 348.

Voici un usage important de cette formule. On ne peut se
servir aurapporteurlp. 23g) pour former un angle d’'un nombre
de degrés donné, que lorsqu’on ne veut pas une grande exac-
titude. Prenez un rayon arbitraire SA, dont la longueur R soit
mesurée sur une échelle de parties égales trés serrées (p. 265);
notre éq. donne les parties que contient la corde k. Portant
donc sur I'arc ABD une ouverture AD=k, menant SA et
SD, l'angle ASD sera celui qu’on demande. L’erreur de cette
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construction est comprise dans la seule épaisseur des traits.
Nous avons publié, sous le titre de Goniométrie, une table
tres exacte des longueurs des cordes.

XI. Pour avoir I'expression du volume d’un tétraédre quel-
conque, soient™ I'angle de deux faces, C le c6té qui les joint,
H et h les perpendiculaires a cette ligne abaissées des angles
opposeés, hauteurs de ces faces triangulaires ; h sin p est la hau-
teur du tétraédre, \CH est la base; ainsi le volume est
= | CHbh sin <. /

XI1. Soit un quadrilatéere ABCD (fig. 191); désignons par
a, b, cutdles cbtés, et par (ab}, (bc}..., les angles formés par
les cOtés a et b, b etc... En projetant™!), DCetBCs\ir AB,
on a AE—d cos (acf), EF=c cos (oc), FB =b cos (ab) ; et
comme AB — a— AE 4- EF  FB, on obtient

de méme

en remarquant que les projections, qui sont soustractives, ont

pour facteurs des cosinus négatifs. ( Foy. p. 358 et 367.)
Multiplions ces équ. respectives par a, b, ¢, d, puis du 1"

produit, retranchons la somme des trois autres; il viendra

on aurait aussi

et ainsi des autres cotés.

Le méme calcul s'applique au pentagone, etc. En général,
dans tout polygone plan, le carré d’un coté quelconque est égal
a la somme des carrés des autres cotés, moins deuxfois les
produits deux a deux de ceux-ci, par le cosinus de I'angle
gu’ils comprennent.

365. Les lignes trigonométriques servent souvent a faire des
transformations qui rendent les formules propres aux log. ou
a résoudre des équ. En voici quelques exemples.
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I. Trouver par log. la somme de plusieurs quantités ? soit
JT—A (a-f-b). Onsuppose que a et b sont des expressions algé-
briques assez compliquées pour que I'emploi des log. puisse
avoir de I'avantage. Posons

et éliminons a; il vient

multipliant le numérateur par ces lers membres, on a

I’équ. (i) fait connaitre I'arcz. et (i") donne r.

méme méthode.
I1. Résoudre par log. une équ. du 2¢ degré?

Soit posé

cette équ. fera connaitre I'arc 0 : éliminant/?,

Si I'on prend le signe —, I’'équ. 37. p. 372, donne
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Pour le signe comme
étant toujours positif; posons

ce qui suppose que condition nécessaire
pour que les racines soient réelles (n° 189). En changeant < en
— g dans la ire valeur de x ci-dessus et éliminantp, il vient

lorsau’on prend le signe — ; le -4- donne (*).

Dans ces deux cas, lorsque p est négatif, on en porte la valeur
avec son signe dans les expressions (1) ou (4)> ce qui les rend
négatives, puis on obéit a la régle du n° 34g; ou bien on prend
ppositif et on change de signe les deux racines.

I11. Résoudre I'équ. n sin x-|-ccos x—b'i

Posons

éliminant c, il vient

d’ou

I’équ. (1) fait connaitre l'arc p, (2) donne I'arc et par
suite | inconnue X (**).

(*) Chacune des équ. (i) et (4) donne pour $ deux valeurs qui, introduites
dans Tune des deux formules 2 et 3, ou 5 et 6, suffit pour donner les deux
racines.

(**) Soit proposé cette question : construire un triangle ABC (fig. ig3)
avec les cotés donnés AC=h, AB —c, faisant un angle inconnu A =x, qui
soit tel, que le segment CD soit égal a la perpend. FE menée du point donné
F, AF=.n. On a FE=n sin x=CD, AD =c cos X, et I'’équ. AD 4-DC =}
devient celle que nous venons de résoudre.
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Posons
d’ou

d’aprés I'’équ. E. On en tire

Cette équ. donnej-, et I'on trouve ensuite x. Si I'on pose

I1l. EQUATIONS DE LA LIGNE DROITE ET DU CERCLE.

—_ -, /

Equation de la Ligne droite.

366. On nomme équ. d’une ligne BMZ (fig. 211) la relation
qui a lieu entre les coordonnées x et y de chacun de ses points ;
en sorte que si I'on concoit que I'ordonnée PM se meut paral-
lIelementen glissant le long de Ax, et que sa longueur varie en
méme temps que celle de I'abscisse, de maniére que cette équ.
entre x et y soit toujours satisfaite, lI'extrémité M de I'or-
donnée décrira la courbe.

On peut envisager I'équ. de la courbe comme renfermant

(*) Dans le triangle ABC (fig. 20), on connait la base AB =c, et le rap-
portae des deux autres cotés AC, BC; on demande de construire ce
triangle sachant que si des angles inconnus A, B, on retranche les angles
donnés CAD =k, CBD=I, il en résultera un triangle isoscéle ABD. L'in-
connue est I'angle x = DAB — DBA ; la proportionnalité des sinus des angles
CAB — x-"-k, et CBA=x-f- I, aux cdtés opposés b et a, dont le rapport est
connu =m, donne I'équ. ci-dessus, d’ou il s'agit de tirer x.
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deux inconnues x etj'; dont I'une est arbitraire. Qu’on prenne
pour x une valeur quelconque a - s’iil en résulte poury le nom-
bre réel b; le point dont les coordoinnécs sont a etb, que nous
désignerons par le point (a, 6), sera un de ceux de la courbe.
De méme si x=a' donneetc. Notre équ. indéterminée
fera ainsi connaitre une infinité de points dont le systéme est
la courbe méme; et I'on peut employer ce procédé pour en
trouver divers points, s’assurer de la figure qu’elle affecte et
des particularités que présente son «cours. C’est ce qu’on verra
souvent, pir la suite.

Par ex., J-= b est visiblement I'’équ. d’une droite A/A’
(fig. 210), paralléle & 'axe AX, AQ étant—b-, J—O est
I’équ. de l'axe des x. De méme x = a est celle de PM, pa-
rallele & I'axe Ay, AP étant = a; et x — 0 est I'équ. de cet
axe méme.

36”. Cherchons I'équ. d’une droite quelcongue.
i°. Si elle passe par I’origine,telle que Al\ (fig. 212.); de quel-
que point D, N..., qu’on abaisse les ordonnées DC, PN.... ,

on aura touiours- . Soit donc a le rapport

constant de chaque abscisse a son ordonnée , I'équ. de la droite
AN est

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans I’'un quel-
conque de ces triangles, on a (nu354), PN —AP tang A. On
voit que a désigne la tangente de I'angle que la droitefait avec
I'axe des x. Plus I'angle NAP croit, plus a augmente; si la
droite, telle que AN, fait un angle obtus avec les .r positifs,
a devient négatif, et I'équ. prend la forme y = — ax; ici a
est la tangente de I'angle N'AE. On voit en effet qu’alors les
abscisses positives répondent a des ordonnées négatives, et ré-
ciproguement.

Mais si I'angle jAX n’est pas droit, le triangle NAP donne

donc alors a est le rapport des sinus des an-
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gles que la droitefait avec les x et les y : rapport qui doit étre
affecté du signe —, quand la droite est située comme AN".

2° Si ladroite, telle que BIVf ne passe pas par I’origine, en
faisant AB —b — l'ordonnée a Vorigine, et menant AN pa-
rallele a BM, I'ordonnée PML! ouj-, se compose de MN = b
et de PN — ax ; donc on a

b serait négatif, si la droite était telle que B"M".

368. Les quantités x etjr, qui entrent dans I'équ. d’une
droite, sont appelées Eariables; a et b sont des Constantes ;
mais on sent que a et b pourraient varier eux-mémes, et c'est
ce qui arrive lorsqu’on fait prendre a la droite BM une autre
position. jt— ax -\-b appartient a toutes les droites, qui se dis-
tinguent entre elles par les valeurs de a et b.

L’équ. la plus générale du ler degré,

qu’on peutécrire jr—ax -k b.

Prenons AB~b (fig. 212), et menons BM de sorte que

, selon que les coordonnées sont

ou ne sont pas rectangles ; la ligne BM aura/ =ax-J- b pour
équ. ; on voit donc que toute équ. du ler degré appartient a une
droite quon sait décrire.

On peut aussi la tracer en déterminant deux de ses points.

Puisqu’en B I'abscisse est nulle, enfaisant x — o, on doit
trouver Vordonnée a I'origine ; de méme y — o donne lepoint E
oit la ligne coupe I'axe des x. Ceci est général, quelle que soit
la ligne, droite ou courbe. 011 peut donc se servir de ce théo-
réme pour tracer facilement la droite. x=0 Aonney=.b=AB-t

de mémej'=0 donne x —— AE. Par les points E et

ainsi déterminés, on menera EB qui sera la ligne cherchée.
Cependant si la ligne passait par I'origine, oujr="", ce pro-

cédé ne donnerait que ce seul point; mais on ferait x—\—CA,

et on en conclurait jr—a — CD. Il serabon de s’exercera
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décrire les droites qui répondent a des équ. données, telles que

reconnaitre la disposition d une droite, d apres ! equ. qui lui
appartient.

36g. Trouver I'équ. dune droite qui passe par deux points
donnés. Soient (a/, y'} le ierpoint, et (x",y"} le 2* point; I’équ.
de laligne estyy—ax-\-b, a et b sont inconnus ; or, puisque la
droite passe par le point (X', y"), si I'on fait x—x" on devra
trouver y =y'-, partant

retranchant, pour éliminer b, on trouve

C’est I'équ. qui appartient a toutes les droites qui passent
parle point et qui ne sont distinguées enlBe elles que
par la valeur de a, c.-a-d. par leur direction.

Mais si notre droite passe aussi par le point (x",y'); on
trouve de mémey"—y"' = a (x"—a?), d’ou l'on tire

370. Trouver I'angle que forment deux droites entre elles ,
cesdroites étantdonnées par leurs équ. y=ax-j-b, y—ax-"b".
Soient BC la ire (fig. 2i3), a I'angle B qu’elle fait avec A.r;
DC la 2¢, d I'angle qu’elle, ou sa parallele BE, fait avec Ax ,
EBx — d; ainsi a—~ tang <*, a'=tang«'; I'angle cherché est

—» . Oron a (35q)

Si a=fl',les deux droites sont paralléles, puisque =0 , ce
qui est dailleurs visible. Siad 1=0, tang V — co, ainsi
I'angle J7est droit : donc la condition, pour que deux droites
soient paralléles ou perpendiculaires, est
a-=.d... (3), ouad4-1=0... (4-
37 1, Par unpoint donné, mener une droite qui soitparalléle
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ou perpendiculaire a une autre droite, ou qui fasse avec elle
un angle connu. Soient = I’équ. de la droite donnée,
_J—dx-e b' celle de la droite inconnue ; il faut déterminer
«'et U'.D’abord, puisque celle-ci passe par le pointdonné(x',j-")
ona l'équ.j"—y"'—a (x—x'); il reste a trouver «'.
i°. Si la droite estparallelea la ire, on a a=a’; I'équ. (1)
est celle gu’on demande.
2°. Si elle doit étre perpendiculaire, ««-+-1=10; d’ou

3°. Si les droites font entre elles un angle Z*'dont la tang. soit
donnée—ni, on fait m—tang T2', dans I'équ. (2), et I'on a

Par ex., si m—\, on a I’équ. d’une droite inclinée de 45° sur
la proposée ,

372. Trouver lepoint de rencontre de deux droites données.
Soienty=ax -j-b ,y—a'x U’ leurs équ. L’x peut bien étre
le méme pour ces lignes dans toute leur étendue ; mais Iy dif-
fére. Le point ol elles se coupent est le seul pour lequel x et
vy soient les mémes. Si donc on élimine ces variables , on aura
les coordonnées du point de rencontre : ce calcul est facile; il
donne

En général, si I'on éliminex etj"entre leséqu. de deux lignes
courbes, on obtiendra les coordonnées de leurs points d’inter-
section ; c’est méme pour cela qu’en faisan tj-=0, ou Xx—o0, on
trouve les points ou la ligne coupe les axes des X ou desy, car
ces équ. sontcelles de ces axes.

373. Trouver la distance entre deux points donnés. Soient
(®'z y"), (X", y") ces deux points situés en M et N (fig. 214),
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menons MR paralléle a Ax, et le triangle rectangle NMR
donnera MN2— MR2-}- RN? : or, on a

NR—NQ—MP—y"—y', MR—AQ—APz=.x"—X ; ainsi
la distance cherchée MN— J' est

La distance AM du point M a lI'origine
Si les deux points devaient étre situés sur une droite BN

3n4* Trouver la dislance d'un point a une ligne donnée.
Soient y —ax-\-b I’équ. de la droite BC ( fig. 2i5), Mou
M" (x',y") lepoint. Il faut i°. abaisser la perpendiculaire MM’
sur BC-, 20. chercher le point N de rencontre de ces lignes ;
3°. mesurer la distance MNou M'N—J\ Pratiquons ces opé-
rations en analyse. i°. L’équ. de la droite indéfinie MM" qui
passe par le point {X, y'}, et qui est perpendiculaire & BC,
est (5), n° 371 ; 20. on éliminera X ety entre les équ. des
deux droites, et on aura les coordonnées du point 2V d’inter-
section ; 3°. enfin, on mettra ces valeurs pour x", y*, dans la
formule (7).

Mais puisqu’on cherche xX—x et yy—y , le calcul se sim-
plifie en préparant ainsi I'équ. y=ax-}-b :

somme des carrés de ces quantités est

donc on a
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pour la distance cherchée, ou la longueur MN ou M'N de la
perpendiculaire (*).

375. En général, les problemes relatifs a la ligne droite sont
de deux sortes :

i°. Ou, une droite étant donnée, on cherche celui de ses
points (V, j-') qui satisfait & une condition exigée, a et b sont
connus dansy'= ax-\-b\ de plus, la condition a laquelle le
point doit satisfaire étant traduite algébriquement, on a une
seconde relation entre x etj'™. L'élimination fait donc con-
naitre ces coordonnées. On pourrait avoir plusieurs droites et
plusieurs conditions données ; mais les choses auraient encore
lieu d’une maniére analogue.

20. Ou I'on cherche une droite qui satisfasse, par sa position,
a de certaines conditions; alors a et b sont inconnus dans
y~ax-\- b, et le probléme consiste a les déterminer. Or, les
conditions données, traduites en analyse, conduiront & des
équ. qui feront connaitre a et b ; elles ne pourront étre..qu'au
nombre de deux, a moins qu’elles ne comportent elles-mémes
de nouvelles inconnues.

376. Voici plusieurs exemples ou ces principes sont ap-
pliqués.

I. Partager en deux parties égales I'angle que forment
entre elles deux droites données AB, AC (fig. 216). Tragons
deux axes rectangulairesAx , Ay, par le point A de concours
des lignes; leurs équ. sont y—ax, y=.bx, a et étant
donnés. Soit y — kx celle de la droite cherchée AD; il s’agit
de trouver k.

L’angle DAB a pour tangente celle de I'angle
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donc d’ou

On tire de 1a la valeur de A-, et on la substitue dansj==/E.r.
Comme il y a deux racines réelles, k' et A", le dernier terme
— i est leur produit, ou A'A-"-I-i=0; ce qui apprend que les
deux lignes AD, AE, ainsi obtenues, sontaangle droit(n°370).

Si les axes ne passaient pas par I'origine A, I'équ. cherchée
serait j-—y'-=k (x—x'}, k ayant lavaleur ci-dessus, et x', j7
étant les coordonnées du point de concours.

Quand I'une des droites AC est I'axe des X, u—o0, et on a

simplement

11. Etant données les droites AB, Ax (lig. 217), quel est le
point D (y,y'} tel, que, CD étant paralléle & Ax, on ait
AC~—~ CD! Prenons A pour origine, Ax pour axe des X ;
soient Al—m, y —ax I'équ. de AB; enfin menons AD, et
supposons que YY—Kkx en soit I'équ. ; a est donne', et il faut
trouver m, X ety , ou, si I'on veut, X" et k.

Or, le point C est sur AB, et D sur AD-, donc y — am et
y'— kx . Eliminant m et y/, il vient akl-]- 2k — a, équ. qui
prouve (probl. 1) que AD coupe par moitié I'angle BAE : X'
ne restant pas dans le calcul, est arbitraire; ainsi, tous les
points de AD satisfont a la question, qui a une infinité de
solutions.

1. Trouver les équ. des perpendiculaires AF, CE, BD
(fig. 218) menées de chaque angle du triangle ABC sur le coté
opposé, la base AC—b étant prise pour axe des x et I'origine
esten A le sommet B (x',y') détermine le triangle.
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passe en B. Il estaisé d’'avoir de méme celle de la droite BC,
menée par B (x,y ), et C (b, 0); ona donc, pour les équ. de
AB elBC,

De plus CE passe en C (b, 0) ; AF par l'origine ; leurs équ.
sont donc de la forme y=— A {x—b), y-=.Bx-t la condition
d’étre perpendiculaires aux précédentes donne (n° 370)

donc les équ. des perpendiculaires sont

Pour trouver le point O ou elles se coupent, il faut éliminer
x etj’; on trouve 2l—I'abscisse AD du sommet ; ainsi ce
point Oestsur I'ordonnée BD. Donc, lesperpendiculaires abais-
sées des trois angles d’un triangle sur les cotés opposés se cou-
pent en un meme point. En décrivant sur AC la demi-circonf.
AEFC, et par les points F, E d’intersection, menant AF et
CE-, puis enfin, par le point O de concours, tracant BD, on
aura les trois perpendiculaires.

IV. Trouver un cercle tangent aux trois c6tés d’un triangle
ABC ( fig. 68). Cherchons d’abord un point O («, /S), qui soit a
égale distance de AB et AC ; en conservant la notation précé-

dente, I'équ. de AC esty=>)—(/, X, donc les longueurs OE ,

C)F des perpendiculaires sont (u° 3-y4)

On a ACzzzb, et I'on metrh, parce que le point inconnu
O («, 13) peut étre en-dessus ou en-dessous de AC. * et B sont
déterminés par OE—OF, ou«y=,/ Cx't.b)* équ. unique; ce
qui prouve qu’il y a une infinité de points O, a égale distance
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de AB et ACX lesquels, étant sur la ligne dont I'équ. est

sont situés sur deux droites, qui passent par
le sommet A, et font, avec la base AB, des angles dont les tang.
sont Comme le produit de ces tang. se réduit a —i, a

cause de. ces deux droites sont perp. entre elles :
il s’agit de trouver la position de I'une, AO (fig. 68).

Comme tang 7?y/C on a cosy

et en mul-

tipliant haut et bas par c-j-x") : donc OAB = 1BAC-, ce
qu’on sait d’ailleurs (n° 210, 1). Si I'on méne OA et sa perp. ,
coupant par moitié I'angle BAC et son supplément, le centre
cherché sera sur ces lignes. En tragant CO, qui divise par moitié
I’angle C, et sa perpend., puis faisant la méme chose pour B,
les intersections de ces six droites, combinées deux a deux ,
donneront quatre points qui seront les centres des cercles tan-
gens cherchés : I'un est inscrit au triangle, les trois autres sont
tracés extérieurement.

Au lieu de faire les trois perpend. OD, OE, OF égales
entre elles, on pourrait se proposer de trouver le point O
par la condition que les rapports de ces longueurs fussent
donnés.

V. Par le point M (Gg. 219), tracer NQ, qui coupe I'angle
NBXx, et forme le triangle BNQ dont I'aire soit donnée. Bx
et By étant les axes, les données sont tang NBx=za et le
point M («,/?); I'inconnue est BQ =z. L'équ. de NQ, qui
passe en Q [z, 0), est y—A (x—z); cette droite passe aussi

L’équ. de BN est r=ax. Eli-

minant x pour avoir I'jJ- du point commun N, il vient
(A—a)r= Aaz; dou
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Or, menons AM parallele a £A, et faisonsAllrzm. L’équ. de
AM, qui passe en M («, $), est y—fl=a (x—a) : pour le
point A, y =0 ; d’ol am=a« Introduisant ci-dessus am

Cela posé, quelle que soit I'aire donnée, on pourra tou-
jours la transformer en un rectangle, dont la hauteur serait
PM=" et dout k serait la base. On devra donc avoir
kfi-="~ zy, ou z1— ikzzkm—o; ce qui donne deux solu-
tions faciles a construire (n° 330) : la seconde a lieu quand
la droite IMO coupe le supplément de I'angle NBQ. (Voyez
n° 334.)

On pourra s’exercer surles probléemes suivans :

VL Etantdonnées les équ. de deux droites™/?, y*C(fig. 216);
prendre des parties égales AB, AC, calculer la longueur BD
de la moitié de la corde BC, et en conclure I'angle BAC. La
formule doit s’accorder avec (2), n° 3"0.

VIL Dans la méme circonstance, chercher I’équ. de la corde
BC, et celle de sa perpend. AD, dont la direction doit s’ac-
corder avec le probléme 1.

VIII. Les perpend. DO, FO, EO (fig. 220), élevées sur le
milieu des cotés d’un triangle ABC, concourent en un méme
point O. En général, si D et F sont situés d’une maniére
guelconque sur les c6tés AB et BC, mais divisent ces cotés
proportionnellement ( la droite DFest parallele a AC), toutes
les perpend. DO, FOse coupent en des points O situés sur une
méme droite qui passe par le sommet B.

IX. Trouver les équ. des lignes CD, AF, BE (fig. 220),
menées des milieux des cotés du triangle ABC aux angles op-
posés ; prouver gu’elles concourent én méme point G, qui
est aux v de chacune, a partir du sommet de I'angle.

Plus généralement, si sur deux cbotés AB, BC d’un
triangle, on prend des parties quelconques AD, CF propor-
tionnelles a ces cOtés, les droites CD et AFse. coupent en un
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point G, situe sur la ligne menée de I'angle B au milieu £,
du cété opposé.

Consultez le Recueil des propositions de M. Puissant.

Du Cercle.

377. La distance R d’un point £Z (ar,j") a I'origine C(fig. 221)
estR= les axes étant a angle droit; ainsi I’équ. du
cercle est

puisque, pour tous ces points, la distance R est constante.
Le méme raisonnement (équ. 7, p. 397) prouve que

est I'équ. d’un cercle dont le centre a pour coordonnées < et /3.
Quand l'origine est a I'extrémité O du diameétre et—R, £ = o,
et 'on a (x—R)! -\-y2—R2, ou plutét

Si les x ety font un angle y, le triangle CPMa l'angle
P = 1800 — vy, et la distance constante CM=R de tous les
points du cercle au centre G, pris pour origine , est donnée par
I’équ. D (n° 355) : I’équ. est donc

Il est bon de s'exercer a reconnaitre la figure d’une courbe
et ses propriétés d’aprés son équ. : bien que ces choses soient
connues pour le cercle, nous allons, profitant d’un exemple
aussi simple, montrer le parti gqu’on peut tirer des équations
des courbes pour atteindre a ce but.

378. Commey—=. [/(R2—a?), a chaque abscisse (fig.221)
répondent deux ordonnées égales et de signes contraires ; de
sorte que la courbe est coupée par Ox en deux parties qui
coincident lorsqu’on plie la ligure suivant Ox. La méme chose
a lieu pour Dy. En faisant x—o, on aj" =2iz 7, et les points
y et D de la courbe; plus x croit, plus VV(R*—a?), ouj-,
décroit jusqu'a X — R, d’'ouy — o0 : ainsi, la courbe y MA

26..
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s’abaisse sur I'axe des x qu’elle rencontre en A. Elle ne s’étend
pas au-dela de A, car y devient imaginaire. De ces notions
résulte la figure de la courbe.

Toute droite OM menée par le point O (—7?, 0) a pouréqu.
y =a (x-J-B) ; de méme pour A (-_2Z?, 0) , y=a\x—R) est
I'’équ. de MA. Le point M de rencontre de ces lignes a pour
coordonnées

Pour que ce point soit situé sur la circonf., il faut que I'équ.
x"-f-y”"R* soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi aa (i-f-aa")=o0
est I'’équ. de condition qui exprime que les deux cordes se
coupent sur la circonf. On en tirea=o0, oua =o, ou enfin

aa'= o : les deux iTes expriment que , lorsqu’une des
cordes est couchée sur le diameétre , la condition est satis-
faite, ce qui n'apprend rien : lautre i -f- aa’ = o indique
que I'une des cordes ayant une direction quelconque , si
l'autre lui est perpend., le point d’intersection sera sur la
circonférence.

PM est moyen proportionnel entre OP et AP.

La longueur de la corde AM est (H—*)*] ; ainsi
— TRx = zR (R—X); AM est donc moyen pro-
portionnel entre AP et le diamétre AO.
37g. Pour obtenir les intersections d’une droite MN et d’un
cercle NKI (fig.222), on élimine x ety entre les é(\\i.y=ax-]-b
et 11} y*=R2, de ces lignes; il vient

en faisant la distance de la droite au centre

du cercle dont il s'agit (n°® 3"4)s se présente trois cas.
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i°. Si le radical est imaginaire, ou /1, la droite ne ren-
contre pas la circonférence.

2°. Si le radical est réel, ou le cercle est coupé en
deux points ; et comme on peut prendre I'axe des x paralléle
a la sécante MIN, ou a=o0, on trouve x == [/(RI—b2) ; le
signe zt prouve que le rayon perpend. a une corde la coupe en
deux parties égales.

3°. Enfin, s;i le radical est nul, on a J—fi; la droite coupe
la circonf. en un seul point, ou plutdt elle est tangente. Soient
X’, y" les coordonnées du point T de contact, on trouve

d’ou
Or le rayon C7°(fig. 222) mené au point de contact T{x ,y")
ayant pour équ. rz=a .r,on trouve douad —— 1 :ce

ce qui signifie (n° 370) que ce rayon est perpend. a la tangente -
y—a x-\-b devient

c’est I’équation de la tang. au cercle en un point quelconque
(@, y'} de cette courbe.

Si par un point extérieur M (*, /3), 011 veut mener une tang.
MT, il faut trouver les coordonnées X,y du point T de con-
tact : elles doivent satisfaire aux e'qu. du cercle, et », /3, a celle
de la tangente ; donc

L’élimination conduit a des équ. du 2¢ degré en X ety’, en
sorte qu'il y a deux points de contact T et T', et par consgr-
séquentdeux tang. MT, MT' menées par le point donné M.
Mais, au lieu d’effectuer ce calcul, observons que nos deux équ.
1l’out lieu ensemble, il est. vrai, que pour les coordonnées
constantes#', y' du point de contact; mais que, si I'on ne prend
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que la seconde, x ety" deviennent des variables; d'ailleurs,
@y-}-ax—R? estl’e'qu. de la droite TT" qui passe parles deux
points de contact, puisque leurs coordonnées X' ety y satis -
font. Ilestaisé de tracer cette droite (n° 368), et d’en tirer les
points de contact et les tangentes.

y=0 donne I'abscisse du point B, ou la corde T'T coupe

jSou PM, il sensuit que si le point M se meut le long de PM,
les tang. changent de situation; la corde TT" tourne autour
du point fixe B. {T7oy. 413 et 4> |V.)

On peut aussi présenter le calcul de maniére a retrouver le
procédé géométrique (ii°212, I1). Pour cela, retranchons nos
équ. (2), et lle considérons que cette seule différence : x' ety'
sont des variables, et les coordonnées du point Zl ou T* de
contact doivent satisfaire a I'équ. y?—uy-\-x2—ccx=0, qu’on
peut écrire

La courbe a laquelle appartient cette équ. passe donc parles
deux points de contact. Or, cette courbe est un cercle dont le
centre est en m (' a, i £), et le rayon = Si donc
on prend Cp=z"CP, pm—"PM, m sera le centre, et Cm sera
le rayon d’un cercle qui passera par les points de contact cher-
chés 7'et T.

380. Soient deux cercles Cet C (fig. 5*), I'origine en C,
CC'—a sur I'axe des x, leurs équations sont x2-Yy*—R? pour C,
et (x—a)7-{-y2=R"i pour C'. En éliminant xety, on a pour les
points d’intersection

L’abscisse étant simple et I'ordonnée double, la ligne CC, qui
joint les centres, est perpend. sur le milieu de la corde MN.

Il est aisé de tirer de ces équ. les conditions relatives aux cas
ou les cercles se coupent ou se touchent (n° 202) : en effet, le
radical traité comme p. 33*, devient
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Admettons que R soit — ou = R"; les deux i"'s facteurs se-
ront positifs, et il reste a analyser les cas que peuvent offrir
R-}-R'—a et R'-f-a—R.

i®. Si les signes sont les mémes, ils ne peuvent étre —, car
on ne peut avoir ensemble a*>R -|-R' et <"R—R" ; ainsi, des
que le radical est réel, les circonf. se coupent en deux points,
etTonaa R-JRret=R—R"

2°. Si I'un de nos deux facteurs est nul, a— R-\-R’, ou
a—R—R"; d'ouj'=0, T—R, les cercles n’'ontdonc qu’un point
commun sur la ligne qui joint les centres : c’est le cas du
contact.

3°. Enfin, si les signes sont contraires, savoir :

comme la ire de ces deux conditions comprend la 2¢, il s’ensuit
gue les cercles n’ont aucun point commun, quand

381. Voici quelques autres problémes & résoudre.

I. Etant donnés une droite et un cercle, mener une tangente
paralléele a cette droite.

I1. Mener une tangente a deux cercles donnés.

I11. Tracer une circonf. tangente a un cercle et a deux droites
données (le centre estiur la ligne qui divise I’angle donné en
deux parties égales ).

TrajisJormation de coordonnées.

382. L’équ. d’une courbe est quelquefois si composée, qu'il
est difficile d’en déduire les propriétés ; mais il se peut que
cette complication tienne aux axes coordonnés auxquels la
courbe est rapportée. Ou avu, par ex., que le cercle a pour
équations
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celle-ci n'est plus simple que parce que I'origine est au centre.
11 convient donc de savoir transformer I’'équ. d’une courbe, de
maniéere a la rapporter a d’autres axes, afin de simplifier les
calculs.

Les axes coordonnés étant Ai, Ay (fig. 223), sous un angle
A quelconque, supposons qu’on veuille prendre d’autres axes
A'X', A'Y' paralleles aux lers. Soient AB = a, BA'—b les
coordonnées de lanouvelle origine ; AP —X, celles
d’un point M\ A'C—x’, CM—y" les nouvelles coordonnées.
Onan~P=j?P4-~, PM—MCTfCP, ou

Ces valeurs, substituées dans I'égqu. en x etj- d’une courbe, la
traduiront en x' ely*> et I'origine sera transportée en A' {a, b),
a et b doivent d'ailleurs avoir des signes dépendans de la posi-
tion de la nouvelle origine A' relativementa A ; en sorte que,
si elle était située en D, a serait positif et b négatif, et il fau-
drait faire x =x"-j-a, ety —y"'—6, etc.

383. Supposons que les axes primitifs Ax, Ay, étant rectan-
gulaires (fig. 224), on veuille, sans changer I'origine A, en
prendre d’autres, tels que Ax', Ay'.Désignons par (xx') I'angle
XAX' que forment les axes des x et des X ; de méme par (xy)
I’'angle xXAy. Pour un point quelconque M, AP=x, PM—y.
Al,—i, ML—y"; il s'agit d’exprimer x ety, en X', y' et
les angles donnés (xx'), (xy]j, qui déterminent la position des
nouveaux axes. On ax=AK -}-LI, ainsi I’abscisse Xest la
projection sur I'axe des x de la portion de polygone ALM ; de
mémey— LK 4- IM. Or, les triangles AKL , LIM don-
nent (n° 354, A)

Donc

Si les nouveaux axes sont aussi a angle droit (fig. 215),
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C”est ce que donnent directement des triangles AKL, LTM;

car

et de plus x —AK—IL,y—

384- Supposons enfin (fig. 224) les axes Ax, Ay aient
urne inclinaison quelconque, ainsi que Ax', Ay'. Pour passer des
i®r' aux ‘2¢*, résolvons les triangles obliquangles ALK, LMI ;
il vient (n° 355),

d’ou

Quand les axes primitifs Ax, Ay sont obliques, et que les
transformés Ax', Ay' sont rectangles (fig. 225), il suffit déposer
ici (rj-")=go°, ou irjj complément de (jy") ; d’ou

T\ous avons supposé partout que l'axe des x' est situé en
dessus de celui des x, etc., ce qui pourrait ne pas exister daus
un cas auquel on voudrait appliquer ces formules; il faudrait
alors modifier les signes des sin. et cos. d'aprés la regle des
indirectes (n°33g), en comparant la disposition des axes, dans
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I'application qu’on veut faire, avec celle des fig. 224 et 225.
Par ex., si I'axe des x est au-dessous de Ax, on fera sin {rx'}
négatif, cos {xx'} positif. (*)

385. Jusqu’ici nous n'avons déterminé la position d’un point
sur un plan que par ses distances a deux axes ; mais il y a bien
des maniéres différentes de la fixer, ce qui fournit autant de
systémes coordonnés. (Voy. Géométrie de position, par Car-
not, p. 4°3.)

Arrétons-nous aux coordonnées polaires. La position d’un
point M ( fig. 227) est donnée par sa distance AST~ ra un
point fixe A, qu’on nomme pole, et par 'angleMAP”™ que
fait cette ligne AM avec une ligne fixe donnée Ax ; AM est le
Hayon vecteur du point M.

L’équ. polaire d’une courbe MN est la relation entre r et 6,
pour chacun deses points. Si le rayon tourne autour i\eA,
et que sa longueur varie a mesure qu’il tourne, c.-a-d. avec 0,
de maniere que I’équ. entre ret § soit toujours satisfaite, I’ex-
trémité M du rayon vecteur décrira la courbe MA.

Le triangle rectangle AMP, ou AP—x, PM~—y, donne

Ainsi pour passer d’un systétme de coordonnées Xx ety aux
polaires r et 6, il faudra d’abord transformer I’équ. en coor-
données rectangles, si elles sont obliques ; prendre pour ori-
gine le point A, qui doit étre le pdle: enfin la droite AX, a
partir de laquelle on compte les arcsd, devra étre I'axe des x.
Ensuite on mettra r cos 6 et rsin 0 pour x ety.

Réciproguement, si I'on a I'’équ. en r et en 0 d’une courbe,
en éliminant ces variables a I'aide des relations précédentes,
on la traduira en coordonnées rectangulaires x ety.

(1) Au reste, il est toujours plus court et moins sujet a erreur de tirer
directement les formules de transformation de la figure méme qu’on consideére,
en reproduisant sur cette figure les opérations ci-dessus, c.-a-d. en projetant
les longueurs x ety' sur chacun des axes x et/ qu’on veut transformer, ces
projections étant faites dans les directions de ces derniers axes.
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Prenons pour ex. I'équ. (2) (n° 377), du cercle dont le centre
C ((fig. 226) a pour coordonnées « et 3; elle devient par nos
valeurs de x etj":

i°. Pour chaque rayon vecteur r, la distance de I'origine A
a la courbe est double, AM et AN. Les valeurs de r sont
imaginaires pour les inclinaisons & de la ligne AM qui ne ren-
contrent pas le cercle.

20. Le produit des deux racines r", r de r est(n® 137, 3°)

quantité indépendante de 0 ; donc, si d’un point fixe A, on
meéne des droites quelconques, le produit AMXAN Aes deux
rayons vecteurs est constant pour toutes les sécantes.

Selon que le point A est intérieur ou extérieur au cercle, on
retrouve les théoremes nc’ 225 et 228.

3°. Le coefficient du 2e terme est la somme des deux racines
r'" etr' en signes contraires ; faisons AC—m, I'angle CAM=<p ;
il vient «=<p4-r, a,=.m cos Z, (i—msin Z, et

donc AM -J- AN—im cos<p, équ. facilea construire lorsque
connaissant deux des quantités r" -f*  nz et ¢>, on demande
la 3e.

4°. Pour que AM soit tangente, il faut que les racines r" et r
soient égales, et I'équ. (1) un carré exact, ou (n° 138)

Dans le triangle rectangle ATC qui a AC—m pour hypoténuse
etl'angle <p, R est donc le c6té 7'6’opposé acetangle A (n°363) ;
ce qui prouve que la tangente au cercle estperpendiculaire ait
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rayon mené au point de contact. D’ailleurs les racines ' et r
étant égales, on a

ou "—AB'A.AI—AMyé.AN'. la tangente est moyennepropor-
tionnelle entre la sécante et sa partie extérieure.

5°. Ladifférence des racines del’équ. (1) est la corde M/\r=kt

donc m sin . Lorsqu'on veut menerpar un
point A une corde MN qui ait une longueur donnée , on portera
cette corde sur un arc mn (fig. 228) pris ou I'on voudra sui-
te cercle, et la perpendiculaire Cosera la valeur dem sin g>=Co ;

est I'angle opposé a Co dans le triangle rectangle dont I'hy-
poténuse est AC. Donc tracez la circonf. qui a Co pour rayon,
et du point A, menez des tangentes a ce cercle , qui détermi-
neront le triangle CFA pour lequel I'angle A — ¢ : ainsi les
tangentes AM & ce cercle seront«les deux solutions du pro-
bléme, qui ne seront possibles qu’autant que le point A sera
extérieur a ce cercle.

6°. Sans rien Oter a la généralité , on peut prendre pour axe
des x la droite AB (fig. 226) qui joint le pdle au centre, ou
£=:0: or si le pdle est un point / sur la circonf., R—aet I’équ.
(1) se réduita r'—ir R cos &—"0, d'ou r— iR cos 6; c'est
la longueur k d’une corde inclinée de ¢ sur le diametre. Ima-
ginons (fig. 56; un 2¢ cercle tangent au méme pointé, le rayon
étant R’; sa corde sera k'=.iR" cos 6, d'ou k;k':; R:R": les
cordes menées par le point de contact A de deux circonférences
tangentesy intérieures ou extérieuresy sont donc entre elles
comme les rayons.
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IV. SECTIONS CONIQUES.

De VEllipse.

386. On donne ce nom a une courbe ABO (fig. 229), telle
que, pour chaque point Jf, les rayons vecteurs ou distances
MF—z, MF'—zZ' a deux points fixes donnés F et F', qu’on
nomme Foyers, ont une somme constante, z-}-z'=/40=2a.
Pour trouver I'équ. de I'ellipse, prenons le milieu C de FF'
pour origine des coordonnées, AO pour axe des X, la perpend.
BC pour axe des Yy ; on est assuré d’avance, par sa génération,
que la courbe doit étre symétrique, par rapporta ces axes, et
que I'équ. sera fort simple. On doit, en général, préférer le
systeme de coordonnées, qui est propre a faciliter les calculs
et a donner des équ. moins composées.

Soient FC=c, X et y les coordonnées de M; on a dans les

En soustrayant les deux ires, il vient

Ainsi,

Substituant dans la valeur de za ou z'a ci-dessus, on trouve

Faisant x=.0, il vient pour I'ordonnée BC a l'origine. .. .
j*a=al—c*; si I'on représente cette ordonnée par b, on a
donc aa—¢ca ; éliminante?, on trouve enfin pour I'équ. de
I'ellipse,

387. En résolvant, on a
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Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées y égales
et de signes contraires, I'ellipse est telle que ABOD (fig. 230)
symeétrique par rapport a I'axe AO ; elle I'est aussi relativement
a BD, puisque 4“ x et — x donnent la méme valeur dej”.
Ainsi, lorsqu’on plie la figure selon AO ou BD, les parties de
la courbe se superposent et coincident.

y est imaginaire quand xf> =+ a, x l'est pourj- ztb;
donc la courbe est fermée. BC—b est la pins grande ordonnée,
CO—a la plus grande abscisse; AO est ce qu’on homme le
grand axe; BD est le petit axe; A et O sont les sommets, C
le centre. Ainsi, I'ellipse est une corde fermée, telle, que la
somme des rayoqs vecteurs menés des deuxfoyers a un meme
point quelconque est constamment égale au grand axe; cet axe
est la longueur de la droite, quipassant par lesfoyers, tra-
verse la courbe de parten part; les extrémités de cette ligne
sont lessommets, le milieu est le centre.

388. Comparons deux ordonnéesjy,™ d’une méme ellipse, qui
ont X, X'pour abscisses (fig. 230) ; les équ. a'fszb* (a2— xa),

aly'~—bl (a2—x"2) donnent le quotient

or, CP—x, AP—a-\-x, PO—a—x : ainsi les carrés des
ordonnées sont entre eux comme les produits des distances du
pied de ces ordonnées aux deux sommets.

En changeant x en y ety en x, I'’équ. (3) se change en
bly2-{- a2x2=ab2; ainsi elle conserve la méme forme, qu’on
prenne AO ou BD pour axe des x.

38g. Le cercle ANO décrit du centre C avec le rayon a
(fig. 230), a pour équ. Y~"/{a>—x"), o0 Y=PN: com-

parant cette ordonnée a PM (n° 38y ), on Ainsi le

rapport des ordonnées du cercle et de I'ellipse, qui répon-
denta une méme abscisse, est constant et égal a celui des axes ;
Yy est donc toujours K : le cercle renferme Iellipse. Celui
qu’on décrit avec le rayon BC y est au contraire renfermé.
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Cette propriété' fournit une construction fort simple de
I'ellipse. Aprés avoir tracé les axes donnés AO, BD, et les cir-
conf. inscrite et circonscrite (dont les rayons sont b et a), on
mene un rayon quelconque CN, et par les points Q et N, ou
cette droite coupe les circonf., on trace les paralléles aux
axes, QM, NP : leur section M est un point de I'ellipse, car
on a

3go. La définition de I'ellipse donne un autre procédé pour
décrire cette courbe (fig. 229). Aprés avoir tracé les deux axes
AO, BC, du point B comme centre, et avec le rayon CO, dé-
crivez un arc de cercle qui coupera AO en Fet F'; ce seront
les foyers, a cause de I'’équ. b'— & —<* (n° 386). Du centre
F et avec un rayon égal a une portion quelconque de AO, telle
que A O, tracez un arc vers M ; puis du centre F', avec le reste
AK du grand axe, tracez un 2e arc, qui couperale leren M
ce sera un point dela courbe, car FM+FM—AO : on aura de
la sorte quatre points de I'ellipse avec les deux mémes rayons,
en décrivant des arcs des deux cOtés des axes. Le méme procédé
fera connaitre autant de points qu’on voudra de la courbe.

Lorsque I'ellipse a de grandes dimensions, on fixe aux
foyers F et F' les deux bouts d’un fil long de AO, puis on
fait glisser sur ce fil, toujours tendu, un stylet M qui trace la
courbe.

3qi. A mesure que les deux foyers s'éloignent I’un de I'autre,
ou que b diminue par rapporta a, I'ellipse s'allonge et s’aplatit
davantage ; au contraire, si les foyers se rapprochent, elle s'ar-
rondit; enfin, si ces points se confondent, ou a—b, on a. ...

-L xa = al, et la courbe devient circulaire. On peut donc
regarder le cercle comme une ellipse dont les axes sont égaux.

Les équ (1) montrent que les rayons vecteurs de I'ellipse
sont rationnels par rapport aux abscisses X. La distance FC—c
estce qu’on nomme I’Excentricité; z et z deviennent maximum
ou minimum pour ;r==a, savoir, z———: ainsi, de tous
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les points Je I'ellipse, O est le plus voisin, et A le plus éloigné
du foyer F. L'extrémité B du petit axe est a la moyenne dis---
lance de F, car x = 0, donne z=z'= a~BF.

On nomme Paramétre la double ordonnée qui passe par le
foyer; on l'obtient en faisant x— ¢, ou xXi=ai —i2. dans

I’équ. (3); et on trouve est donc le

parametre : c’est une troisieme proportionnelle au grand et au
petit axe.

Pour transporter I’origine au sommet A, il faut changer
X en X—a dans I'e'qu. (3), et I'on trouve aiy! ~b* (iax—xl).

392. Rapportonsl’ellipse a des coordonnéespolaires (n°385),
le pble étant a I'un des foyers F; changeons x en X' + ¢
dans la valeur (1) de FM, et ensuite X' en z cos 0, 6 étant
I'angle MFO; il vient

On désigne par e le rapport de Texcentricité au demi-grand
axe, c-=ae; le pOle est en F, et les arcs 6 sont comptés, a par-
tir du sommet voisin O, dans le sens OMB. Si I'origine est a
l'autre foyer F', et les arcs 6 comptés dans le méme sens, il
faut changer ici e en — e.

De THyperbole.

393. Cette courbe jouit de la propriété que la différence des
rayons vecteurs FFM—FM (fig. 231) est une quantité cons-
tante AO —za—z —=z. Eu placant I'origine au milieu C de
FF', etc..., et reproduisant le calcul du n° 386, on a de méme
7*—za =2a (z'4-z) =\cx; ainsi

Substituant, etc. .., puis faisant cl=a* -f-b2, il vient
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On trouvera, comme au n° 387, que I’hyperbole est symétri-
que, par rapport aux axes FF' et Cy; car on a

Plus x croit tant positivement que négativement, et plus y
augmente; mais on ne peut prendre X == a-, y est nul pour
X —=a : donc la courbe ne s’étend pas entre les deux sommets
A et O; parlant de ces points, elle forme deux branches oppo-
sées; par leurs convexités et indéfiniment étendues, ouvertes
I’une & droite, l'autre a gauche. Le point C est le centre,
AO—ia lepremier axe; I'ordonnée a I'origine est imaginaire,
a?=o0 donneJT=rtf —L Sil'on rend cette quantité réelle
tn changeant de signe sous le radical, la longueur b qu’on ob-
tient, ou Vordonnée centrale rendue réelle, est ce qu’on nomme

le demi second axe, qui n'est plus, comme pour I'ellipse, une
des dimensions de la courbe.

3g4- Les ordonnées y ety (0g. 23a), qui répondent aux
abscisses x et x*, donnent, comme n° 388 ,

On a encore les carrés des ordonnées proportionnels aux pro-
duits des distances de leurs pieds aux deux sommets.

Quand a—b, ona = —« : I'hyperbole est dite équi-
lat'ere.
En changeant.renj’, etjen x, I'e'g. devient ~ —a?x*~a'b\

La forme est la méme, au signe prés du 2e membre; les X sont
comptées sur BD et lesj-sur CP ; I'hyperbole est dite rappor-
tée au centre et au 2¢ axe (comme fig. 257).

Changeant x en I’origine vient au sommet A, et I’équ.
de I’hyperbole est aj-a = 62 (lax '

3g5. Si I'on décrit une ellipse ABOD (fig. 23a) sur les mémes
axes, elle sera comprise entre les deux sommets et allongée
dans le sens des/r ou desj', suivant que a sera  ou b-, ce
sera un cercle si I'hyperbole est équilatére. Ces deux courbes ont
1L 27
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des propriétés analogues, dont on peut voir les détails dans
la Géométrie de position de Carnot, p. i43.

3g6. La définition de I'hyperbole donne un procédé pour dé-
crire cette courbe. Aprés avoir tracé les axes F'F, Cy (fig. 281),
et marque' les foyers F, F', on décrira vers M un arc de cercle du
centre F, avec un rayon quelconque AG ; puis du centre F,
avec le rayon OG on décrira un 2¢ arc; le point M de section
sera sur la courbe, puisqu’on a F*"M—FM— AO. Onaura,
avec les mémes rayons, quatre points de I'hyperbole, puis
autant de points qu’on voudra en changeant de rayons.

Les équ. (4) montrent que les rayons vecteurs de /’hyperbole
sont rationnels par rapport aux abscisses.

Le paramétre, ou la double ordonnée passant par les foyers,

. B 1h*
conserve la méme valeur que pour I'ellipsep —

En raisonnant comme n° 392, on obtient pour I'équ. polaire
de I'hyperbole, le pble étant en F (fig. 231), et faisant I'angle
AFM.—b et c =«e,

397. En comparant les équ. de I'ellipse et dé I’hyperbole ,
on observe que I'une se change en l'autre, lorsqu’on y rem-
place b par b\/—1. Cet artifice de calcul servira & traduire
les formules obtenues pour I’'une de ces courbes en celles qui
conviennent a l'autre.

De la Parabole.

3¢8. Etant donnés un point fixe ou foyer ~(fig. 234) et une
droite quelconque QQ', la parabole est une courbe dont chaque
point Mest a la mémedistance de F que de QQ', qu’on nomme
directrice. Prenons pour axe des X, DFperpend. sur QQ',
pour origine le milieu A de FD=pt et pour axe des y la
parallele AB a QC)'; z/ est visiblement un point»de la courbe.
On a APzzzx, PM—y, QM~ DP, ou z—"p-"-x-, dans le
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triangle FMP, donc en égalant
les valeurs de z, etc., on a/l = 2px, pour Tequ. de la pa-
rabole, courbe qui est symétrique par rapport a I'axe des x
seulement.

Il résulte de la génération de cette courbe, que I'ellipse
dont le grand axe devient infini se change en une parabole.

Deux points (a?, x3},-(y, fi ) d’'une parabole donnent

Les carrés des ordonnées sont entre eux comme les abscisses
correspondantes.

Si la constante op, qu’on nomme paramétre, est inconnue,
et qu’on ait un point de la courbe, on voit que op est 3¢ pro-
portionnelle a I'abscisse et a I'ordonnée de ce point.

Pour tracer la parabole dont on a le paramétre AB~~ ip
(fig. 233), comme y est moyenne proportionnelle entre Ali
et x, on décrira un cercle BCP qui passe en B, et dont le centre
soit en un point quelconque de AO ; AC sera 1’/ qui répond
a I’abscisse AP : ainsi les paralleles CM, PM aux axes coor-
donnés, détermineront un point M de la parabole. On en ob-
tiendra de méme autant d’autres qu’on voudra.

Si I'on fait x—\pz=AF (fig. 234), ona jJ = *xp; ainsi
le paramétre ip est encore, dans la parabole, la double ordon-
née passant par le foyer.

3gc). La génération de la courbe donne un moyen simple
pour la tracer. Ona vu que z=\p  X; ainsi le rayon vec-
teur est encore rationnel. Prenez sur l'axe Ax (fig. 23f), a
partir du sommet A, des distances AD — AF = '~p, F sera
le foyer, la perpend. QQ’' a Ax sera la directrice; et il s'agit
de trouver tous les points M qui sont a égale distance de I’'un
et de l'autre. Menez une ordonnée indéfinie quelconque MM,
puis du foyer F pour centre, avec PD pour rayon, tracez

un arc qui coupera cette droite MM en deux points Met M’
ces points sont sur la cotirbe.

27.
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Pour avoir I'éq. polaire de la parabole, prenons le foyer F
pour pole, et portons-y l'origine, en faisant x — x' 'y dans
3= X; enfin, posons FP, oux' =—— zcosd, I'angle détant

AFM compté du sommet ; il vient

Des Sections d'un c6ne droit par un plan.

400. On demande I'équ. dela courbe AMO (fig. 235), in-
tersection d’un cbne droit IDB par un plan guelconque OA.

Si par I'axe BK on fait passer un plan BDI perpend. au
plan coupant (il le sera a la base, n° 272), I'intersection de ces
plans sera la droite AO, projection de Paxe du cone sur le
plan coupant; c’est ce qu’on nomme I’Axe de la section co-
nique. Par un point quelconque P de cet axe, menons un plan
paralléle a la base D7; ses intersections, avec le cne et le plan
coupant, seront le cercle FMG et la droite PM, laquelle étant
perpend. (n° 2°3) sur FG et AO, est une ordonnée commune
aux deux courbes.

Cela poseé, soient AP—x, PM—y-, cherchons une rela-
tion entre X, y, et les données du probléme, qui sont I'angle
BAO=», l'angle £)/?/ =£ et AB — c. La propriété du cercle
donnej-1=. FP X PG ; trouvons FP et PG.

Dans les triangles AFP, POG et ABO, on a ((?, n° 355)

Or, dans le triangle BHF, I'angle F est complément de 5
donc

et I'on a, pour I'équation demandée,
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Pour obtenir toutes les sections du cdne, il suffit de faire prendre
au plan coupant toutes les positions possibles, c’est-a-dire de
faire tourner la droite AO autour du point A dans le plan BID,
et de changer aussi AB”™c. Il se présente trois cas.

i°. Lorsque » Af-fi— 180°, le plan coupant est paralléle a la
génératrice BI (fig. 236); et la courbe s’étend a I'infini ; en fai-
sant sin (m 4- £) =.0, notre équ. devient (a cause de G, n° 357)

c’est celle d’une parabole (*).

2°. Tant que ce—3 << i80°, le plan coupant rencontre toutes
les génératrices d’une méme c6té du sommet; la courbe est fer-
mée : {A) en est I'’équation.

3°. Enfin, lorsque «-f- fi )> i80°, le plan coupant rencontre
les deux nappes de la surface de part et d’autre du sommet; la
courbe a donc deux branches étendues a I'infiniM'AN’, LO' Q
(fig. 235), dont la courbure est opposée. Or, « -f- §)> i80°
change le sinus du signe, et I'on a

Dans ces deux derniers cas, si I’'on représente par 2a la dis-
tance AO entre les sommets, et par K un coefficient constant,
on a

Les équ. A et C deviennent®™* — K (iaxrfza:l), qui sont celles
de Yellipse et de Vhyperbole rapportées au sommet (n°s 3¢)i
et 3g4).

(*) On aurait pu refaire les raisonnemens précédons; FP (fig. 236) con-
serve la valeur ci-dessus , en y faisant sin et— sin fi ; donc FP de

plus, AL parallele a FG donne le triangle ABL, dans lequel on a



Z|22 SECTIONS CONIQUES.

L’équ. générale des sections coniques, l'origine étant au
sommet, est donc j-' — mx -j- nx1. Elle apparlient

i°. A la parabole, lorsque n =0, (Im=2p);

2°. A Iellipse , quand

3°. Enfin a I'byperbole, lorsque

zfoi. Il n'y a lien & changer a tout ce qui vient d'étre dit,
lorsqu’on fait varier 4 et ¢, c.-a-d. les dimensions du cone et la
distance AB. On ne peut faire = o, ou £=1i80°; car il n’y
aurait plus de cone : ¢ = o suppose que le plan coupant
passe par le sommet. L’intersection est alors un point lorsque
g -4->8  180°j unedroite quand « +/3=i80° (le plan est tangent
au cone) ; enfin deux droites quand » -+ /3= i80°. Le calcul
comprend aussi ces trois cas; car en faisant ¢ = o0 dans ("4),
puis sin (st—3) positif, nul et négatif, on trouve

La i,eéqu. ne peut étre satisfaite qu'autant (n° 112) que X =0,
etj'=o, ainsi elle représente un point; la seconde est celle
iVune droite; la troisieme, enfin, donney = =+ x \V K qui re-
présente deux droites.

Donc, quels que soient le cone et la position du plan cou-
pant, I'équ. CA) est celle des six sections coniques ; ¢ étant = o,
011 a les trois sections qui passent par le sommet; et lorsque ¢
n’est point nul, cette équ. représente une ellipse, une hyperbole
ou une parabole, suivant que le coefficient de x? est négatif, po-
sitifou nul.

402. Etant donnée I'équ. d’une ellipse, d’une hyperbole, ou
d’une parabole rapportée a son sommet, ainsi qu’un cone droit
quelconque, il est facile de placer cette courbe sur le cone,
c.-a-d. de trouver la situation du plan coupant qui la reprodui-
rait; car, dans les deux derniers cas, on connaita, A ct£, et
il s'agit de trouver c et I’angle a, en recourant aux équ.. D. Or
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la irr fait connaitre <, quand on a tiré a. de la 2me : celle-ci dec
vieut par leséqu. | et G, p. 3"1,

Etsi I’équ. donnée est celle d’une parabolej*a=2/>r, I'cqu. li
donnep—zc sind § <3, d’ou I'on tire c, et par suite la position
du plan coupant (fig. 236).

Méthode des Tcmgentes.

403. Si par deux points A/ et Q (fig. 237) d’une courbe
guelconque BA1Q, on méne une sécante SMQ, et qu’on fasse
varier la position de Q sur la courbe, M restant fixe, la sécante
prendra diverses inclinaisons. Si I'on rapproche C de /A/jusqu’a
faire coincider ces deux points, la sécante SQ deviendra TM:
cette droite se nomme Tangente ; cest une sécante dont on a
fait coincider lespoints d’intersection.

L’équ. de toute droite qui passe en un point M (X', y") est

Pour déterminer la tangente TM , il suffit d'assigner a
A —tang 7’la valeur qui conviental’inclinaison de cette droite;
il faut pour cela exprimer en analyse les conditions qui lui
servent de définition.

etj—'—f—A dans I'équ. de la courbe, et réduisant, il sera facile
£
d’en tirer -, qui est la valeur de tang S. Or, tang T est visi-

blement la limite de tang S, lorsqu’on fait varier le point
pour I'approcher de A£7; en sorte que si I'on pose tang T ou
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A= tagg 6'-{- «, a pourra décroitre indéfiniment. Si donc la
valeur - de tang 5 a la formey y étant une quautité in-

variable, et 3 une expression en h et k susceptible de devenir,
avec ces variables, aussi petite qu’on veut, I'équ. A=y -f-fi-f-a
se partagera (n° 113 ; en deux autres, dont I'une, A~y, dé-
terminera A. A est donc ce que devientp+/3, lorsque £ est nul,
c.-a-d. que A est ce que devient le rapportk : li, quand onv
pose k et h nuis.

Concluons de la qu’/zfaudra substituer y' -p k et x' -p li pour
X' ety' dans I'équ. de la courbe, et en tirer le rapportk : h,puis
yfaire ket li nuis ; on obtiendra ainsi la limite de ce rapport,
ou A, et par suite I’équ. (1) de la tangente. (Voy. p. 44°)*

La droite indéfinie A/ZV, perpend. & la tang. au point M de
contact, est la Normale; I'équ. est facile & déduire de celle de
la tang., puisque ces droites passent par le point M (X', j7), et
de plus sont perpend. L'éq. de la normale est (n° 371)

Les longueurs TP, PN, comprises entre les pieds 7, P et
N de la tangente, de I'ordonnée et de la normale, sont la sous-
tangente et la sous-normale. En faisant™ =0 dans nos équ.,
on obtient pour X les abscisses AT et AN des points T et A’.

Il pourrait arriver que la tangente et la normale n'eussent
pas la méme disposition que dans notre figure, et que la sous-
tangentc flt x—x , et la sous-normale x — x; mais alors le
signe négatif qui affecterait les valeurs (3) et (4) indiquerait
cette circonstance (n° 33g).

Les longueurs MT et MN sont appelées aussi, I’'une Tan-
gente, l'autre Normale.

404+ Appliquons ces théoremes a la parabole (fig. 234), dont
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qu on réduit a

Faisant k nul, on a ~r=tang.

Donc la sous-tangente est double de I'abscisse, le sommet A
est au milieu de TP, le pied Tde la tang. est a gauche du
sommet, et la sous-normale est constante et égale au demi-
param'etre, double de la distancefocale AF.

405. Cherchons lI'angle TMF-= V (fig. 233) que fait le
rayon vecteur avec la tangente : ce rayon passe par les points

d’ou

Drapres la valeur de A pour la tangente TM, on a

a cause dej-"’ = ipx’, et en supprimant le facteur commun
~p 4- x . Ainsi tang V—A =tang T, le triangle TMF est
isoscele. Tous les rayons lumineux et sonores SM, qui sont
paralléles a I'axe, se réfléchissent a leur rencontre Af avec la
courbe, et vont au foyer F. De plus, la tangente TM coupe
I'angle QMF par moitié, et est perpend. sur le milieu de QF:
enfin, FM=F1\ ce qui offre un nouveau moyen de mener la
tang TM.

406. Faisons varier le point de contact M (x ,y"), et pla-
cons-Ic successivement en tous les lieux de la courbe, puis
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obseivons les diverses positions qu'affecte la tang., lesquelles

dépendent de son équ., c.-a-d. de I'inclinaison tang et
de I'ordonnée a l'origine, Ai —I—r—\y . Il est aisé de voir

que, i°. au sommet A, X' ety étant nuis, I'axe desy est
tangent; 2°. a mesure que le point de contact M s’éloigne,
X ety croissent, ainsi que Ai, qui est constamment la demi-
ordonnéey, tandis que l'angle Z7diminue.

La tangente prend toutes les inclinaisons ; ainsi il y a toujours
une tangente paralléle a une droite donnée : mais , plus I'angle
7’est petit, plus le contact M et le pied T s’éloignent du som-
met. La paralléle & I'axe répond & une distance infinie. Etant

donc donnée une direction, ou A, on tire aisément./'— — ,

et le point de contact. Par exemple, si A est i, onay'— ' ;
d’ou x'=-"y>; le foyer F répond au point G pour lequel ta
tang. est inclinée de 45°sur I'axe, dans toute parabole.

407. L'équ.yy'p (x-J-x') peut servir a mener une tang.,
sans connaitre le point M de contact (X', y*), pourvu qu’on
donne certaines conditions. Si I'on veut, par ex., qu’elle passe
par un point donné 1 (e, £), notre équ. devient &y'=zp («s-f-a/)’
éliminant avec J"'2— apx’, on aura deux valeurs de x' ety’,
deux points M de contact, et deux tangentes.

Mais I'équ. (Tly—p f«d~a?) étant satisfaite parles coordonnées
des deux points de contact, est I'’équ. de lacorde qui les joint.
y=.0 donne l'abscisse x =— a du point de section avec I'axe,
point commun a toutes les cordes semblables, quel que soit /,
pourvu que son abscisse a. demeure la méme. Ainsi le point f
décrivant une paralléle aux y, les deux tangentes, les points de
contact, les cordes qui les unissent, varient; le point seul
de section de ces cordes avec l'axe reste le méme, et la corde
tourne autour de ce point, qui est tantdt a droite, tantbt a
gauche du sommet, selon que I'abscisse de Z est a gauche ou a

droite du sommet A.
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IM étant la tangente cherchée, qui doit étre perpend. surle
mi lieu de CF, | esta la méme distance de F et de Q ; le cercle
décrit du centre | avec le rayon IF passe par le point C) de la
directrice, lequel devient ainsi connu. QM parallele aux x
donne ensuite M- ou bien on méne IM perpend. sur QFy et
la tangente est tracée. Il ne faut pas craindre que le cercle ne
coupe pas la directrice des que | est extérieur a la courbe; car
le probléme est alors possible, et le point Q doit exister : on a
un 2e point ¢> et une 2e tangente.

408. Appliquons les mémes principes a I’'Ellipse. Changeons

dans I'équ. de cette courbe ; il
vient

d'ou

Cest la valeur de tang S, lorsqu’on veutl’équ. de la sécante
en deux points donnés. Pour la tang., on fera h et k nuis, et
on trouve Il ne reste qu'a substituer dans les

équations du n°® 403 ; on a (fig. 238)

i°. La valeur de A ne change pas, lorsque X' ety" prennent
des signes contraires ; ainsi les tangentes en M et M' sont pa-
ralléles ( fig. 23g).

2°. En faisanty—o dans I'équation de la tangente , on a

CT est indépendant de
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b ; ainsi toutes les ellipses décrites avec le méme axe AO, ont
un méme pied Tpour la tang TM, TQ. .., l'abscisse X'=CP
demeurant la méme. Ainsi, décrivons un cercle AQQO sur le
diamétre AO, prplongeons I'ordonnée PM en ¢> menons la
tang TQ, et nous aurons le point T. C’est un moyen facile de
tracer la tangente a I’ellipse.

3°. y =o dans I'équ. de la norra. donne

(fig. 238) ; ainsi N et M sont situés du méme cété de Cy.
409. Par les points O et A (%a, 0) menez les droites quel-
congues ON, AN (fig. 23g) ; leurs équ. sont

Le point N de rencontre a pour coordonnées ,

Ce point N n’est déterminé qu’autant qu’on fixe les tang,
des directions de AN et ON; mais si elles sont arbitraires,
on peut en disposer de maniéere que l'intersection N soit sur
I’ellipse : on dit alors que ces lignes sont des cordes supplé-
mentaires. Dans ce cas, nos valeurs de x ety doivent satisfaire
a I'équ. a'y -j-b'x'~a b2, ce qui donne a*»**'-J- b‘cta=.0,
ou =0. On exprime donc, que les cordes se cou-
pent sur I'ellipse, en faisant ¢ ou » nul (ce qui napprend

rien), ou Ce signe — provient de ce que a et a'

sont de signes contraires ; car, si NAO est aigu, NOx doitétre
obtus. Tracons un cercle sur le grand axe; l'angle AN'O
étant droit, ANO est obtus. Les cordes supplémentaires du
petit axe forment entre elles un angle aigu ; ce qu’on démontre
de méme.

On prouve ccs. propriétés par I'analyse, ainsi qu’il suit. L'an-
gle 6 = N des deux cordes supplémentaires est donné par
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ClJ éliminant «'.Si a—b, tang d est 0o, ou 0 = 90°; le cercle a
seul des cordes supplémentaires rectangles, et toutes le sont.
Qiuand a >+ b, a et tang 0 ont méme signe : donc les angles
A NO, NOx sont obtus ensemble. Si a et b croissent propor-
tionnellement , I’angle 0 ne varie pas : ainsi, les directions
ON, AN sont constantes, ou les ellipses dont les axes sont
dians -le meme rapport ont les cordes supplémentaires paral-
léles.

Si 6 est donné, « résulte del’équ. du 2¢ degré.

Ja J- a donc deux systemes de cordes supplémentaires qui
forment entre elles un angle donné 0+ et ces cordes sont aisées
a construire : les deux valeurs de « ont méme signe, a cause
du dernier terme -f- b\ Les grandeurs de 0 sont égales, quand

Cette solution sépare les racines réelles des imagi-

naires (n° i3g, 2°.); ainsi les cordes supplémentaires qui
concourent a l'extrémité B du petit axe se coupent sous le
plus grand angle obtus. Si AN est couché sur AO, l'autre
corde est & angle droit; AN tournant autour de A, I'angle N
devient obtus, et s'accroit jusqu’a ce que les cordes passent
en B. Passé ce terme, AN continuant de tourner, I'angle N
diminue et reprend les mémes grandeurs.

Pour obtenir graphiquement les cordes supplémentaires qui
font un angle donné, il faut tracer sir AO un segment de
cercle capable de cetangle ; I'ellipse est coupée en deux points
qui donnent les solutions cherchées.

4io. Toute ligne CM menée par le centre C (fig. 239), a
pour équ.y A’'X; si de plus on veut qu’elle passe par le
point M (x, y), il faut que y'=A'X'-, pour la tangente
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meéne une corde AN, parallele a la ligne CM, qui va du
centre au point de tangence, on a A'—«t, d’ou A—a-, et la
tangente TM est paralléle a la corde supplémentaire NO, ce
qui fournit encore un moyen trés simple de mener une tan-
gente a I'ellipse.

4i i. Faisons décrire la courbe au point de contact M(x",y"),
et suivons la tang. dans toutes les positions qu’elle affecte.
En O, x'—a, y =0, I'’équ. de TM devient x=za : ainsi la
tang. est parait, aux y. A mesure que le point de contact s’é-

leve sur la courbe, x décroit etj-' croit ; donc

décrofit, et crofit ; ainsi le point T s’éloigne sans cesse,

et I'angle MTC diminue, jusqu’a ce qu’en B la tangente de-
vienne paralléle au grand axe. La symétrie de la courbe dis-
pense de poursuivre plus loin cet examen : donc, 1/ ny a point
d'inclinaison donnée qui ne puisse convenir a l'une des tan-
gentes de I'ellipse.

On obtient le point de I'ellipse ou une droite doit la toucher,
sou inclinaison étant donnée, en cherchant x' ety’, lorsque A
est connu; on a pour cela les équ.

On peut également résoudre un grand nombre de problémes
relatifs a la tangente, et qu’on traiterait par une analyse sem-
blable.

Cherchons les segmens Oll, AK (fig. 238) formés par une
tangente quelconque KHsur les tangentes menées aux sommets.
Qna. ayy"-*-b™xx'—a'b*-, faisant x—=.a, lesy sont nos deux
segmens, savoir,

Le produit de ces deux quantités se réduit a b*; donc le pro-
duit des segmens OH, AK, formés par une tangente quel-
conque KH, est constamment égal au carré du demi-petit-axe,
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quelle que soit la direction de cette tangente KII. Nous ver-
rous (p. 434) que les lignes AK et OIl peuvent étre deux
tangentes paralleles quelconques, pourvu qu'au lieu de 2a on
prenne le carré de la longueur Cy, qui leur est parallele.

412. Cherchons Iinclinaison des rayons vecteurs sur latang.
(fig. 238). Soient CF=a, les anglesFMT—3J, F'"MT—I7".
Toute droite qui passe en F (ce, 0), a pour écpx.y—A" (x—st) ;

pour le rayon vecteur FM, qui passe par le

point donné M (a/, j/); mais pour I'inclinaison dela tangente,

En changeant a. en — «, on a pour tang A ' une valeur égale
avec un signe contraire ; on en conclut que les angles F et 17
sont supplémens I'un de l'autre (n* 34g). L’angle FM'F est
aigu et supplément de I'angle obtus F' MT, ou plutdt les angles
aigus F' M1 et FMI’, sont égaux.

Ainsi, les rayons vecteurs de I'ellipse, menés au point de
contact, sont également inclinés surla tangente et sur la nor-
male. Donc, tous les rayons lumineux ou sonores F' M, qui
partent du foyer F', doivent, a leur rencontre en Mavec I'el-
lipse, se réfléchir & I'autre foyer F. En prolongeant F' Mt la
tang TM divise en deux parties égales I'angle FMG, et la nor-
male I'angle F'MF.

4<3. On peut se servir de cette propriété pour mener une
tang. ou une normale en un point donné M de I'ellipse (fig. 238) ;
car, prenant sur le prolongement de F' M, MG—FM, TM
sera perpend. sur le milieu de FG.

Pour mener la tangente TMpar un point extérieur donné I,
cherchons le point M de contact. Supposons le probléme ré-
solu; alors 1 étant a égale distance de Al et de G, le cercle FG,
qui passe en F, et dont J estle centre, passe aussi en G ; mais
F'G=F'M~{-MF=: AO-,donc\e point G est aussi sur le cercle
décrit du centre F' avec le rayon AO.

Une fois ces deux cercles tracés, le point G est connu; on

www.rcin.org.pl
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méne F G, et I'ona le point M de contact. 11 est d’ailleurs
certain que les deux cercles doivent se couper, puisque, sans
cela, le point G n’existerait pas, et le probléme serait absurde;
ce qui ne peut étre, tant que le point I est exte'rieur a I'ellipse:
on a méme deux points G, et partant deux tangentes.

On peut encore traiter le probléme cornu e n0’ 379, 3°., et
407 ; les coordonnéesa, du point donné extérieur K (fig. 280)
devant satisfaire aux équ. de la tang MK et de I'ellipse, on a

I'élimination donnerait pour x et y des valeurs du 2¢ degré.
Ainsi, par le point &, on peut mener deux tangentes MK, NK.
aa@y+bicix—a>b*est i’équ. dela droite £ZTVquijoint les points
de contact, puisqu’elle est satisfaite par x—~x ety—~y". Il est
donc facile de tracer cette droite et d’en conclure ces points ,
et enfin les tang. ; la figure 280 ne suppose pas les coordonnées
rectangulaires.

Commey =0 donne équ. indépendante de b et fi,
CE est constant, quelque part qu’'on prenne le point K,
pourvu que CA — x et le grand axe 2a restent les mémes.
Donc, si K se meut sur BB' paralléle aux y, les tangentes et
les cordes varient; mais le point E reste fixe, méme quand
le 2e axe ib change; en sorte que E a la méme position que
pour le cercle décritdu centre C avec le rayon a. Le point
E, dont I'abscisse est x—a ' a est situé au dedans ou au
dehors de I'ellipse , suivant gne a est = ou << a c.-a-d.
suivant que la droite BB' est en dehors de la courbe, ou la
coupe.

414- Venons-en maintenant a Vhyperbole : on pourrait ici
refaire tous les calculs qu’on vient d’appliquer a I'ellipse ; mais
il suffit de changer dans ceux-ci b en b \/—1 (n° 397). 011 trouve
alors les résultats suivans.

i°. Pour I’inclinaison et I'équ. de la tangente,
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La tangente TM (fig. 231) fait avec I'axe des x un angle aigu :
e:lle est paralléle a celle qu’on ménerait au point M".
On aura de méme I'e'qu. de la normale.

2°. CT=flz , les points M et 7’tombent du n\éme cote'

de l'axe Cjr; comme X' est a, T est compris entre C et le
sommet A.

3°. Pourlesdeux cordes supplémentaires OAretX/V(fig. 240),
onaaa' = fTa ; les deux angles formésavec I'axe des x sont en-
semble aigus ou obtus. L’e'qu. de AN estj-=a.(x—<7); passant
par le point N (X, jr"); on a pour la corde AN, . donc

a. etj-' sont de méme signe, puisque X' = a. Ainsi les angles
des cordes supplémentaires avec I'axe des x sont aigus quand
N est placé comme dans la figure. Ils sont obtus pour la bran-
che supérieure a gauche, etc... Pour la ligne CM et la tang 771/

en M, on on conclutdonc que le procédé (n°4io)

pour mener une tangentea I'ellipse, est applicable ici. Onmeéne
au point M de contactla ligne CM, puis la corde ON paralléle
a CM, et sa corde supplémentaire NA-, celle-ci est paralléle a
la tangente TM.

On trouve, comme (n°4oc)) pour I'angle 0 =zONA des cordes

suppl., ainsi

tang 0 est positif et I'angle 0 est aigu. Si les axes varient dans
le méme rapport, 6 demeure constant.
Quand 0 est connu et qu’on cherche a, il faut résoudre I'e'qu.
dont les racines ne
sont jamais imaginaires et ont des signes différons. L'angle 0
T. L 28
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1I'a pas ici <le limites comme dans le cas de I’elltpse. On peut
construire les deux solutions en décrivant sur AO un segment
capable de I'angle donné 6, que doivent faire les cordes supplé-
mentaires, et menant des droites de chaque point de section
aux deux sommets. Plus « décroit, c.-a-d. plus AN s'abaisse
sur AXx, plus 9 diminue, en passant par toutes les grandeurs
de 90° jusqu'a zéro.

4°. Les angles formés par les rayons vecteurs et la tan-
gente conservent la méme valeur leurs inclinaisons sur

la tangente sont donc les memes, ainsi que sur la normale;
TM divise F' MF (fig. 231) en deux parties égales ; on cons-
truit donc la tangente par le méme procédé que pour lel-
lipse (n° 412)*

Si le point donné est sur la courbe en M, onprend MG=MF,
et I’on abaisse MTperpend. sur le milieu de FG.

Si le point donné est en I hors de la courbe, du centre I
on décrit le cercle FG ; puis du centre F', avec un rayon
F'Gz=F'M—FM=AO, on trace un 2¢ cercle, qui coupe le
ler en deux points ; G étant connu, F'G prolongé en Mdonne
le point de contact M. Du reste, les conséquences du n°
ont également lieu ici

4<5. Faisons parcourir au point de contact M (fig. 241) les
divers points de la courbe. En A (a?-=.a, y=0), l'e'qu. de la
tang. devient x~a ; ainsi DD' tangente au sommet est paralléle
auxy. A mesure que le point M s’éleve sur la courbe, pour
connaitre les positions successives de la tangente, il faut en
déterminer le pied T et les diverses inclinaisons; mais on ne

peut déduire ces angles de la valeur parce que X

et j-'croissent ensemble. Pour lever cette difficulté, mettons
pour ay sa valeur ztb [/(x—a?), et divisons haut et bas par
bx ; il vient
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Or, plus X" croit et plus A et CT décroissent ; en sorte que,
d’une part, le pied T de la tangente approche sans cesse du
centre C sans y atteindre, et de l'autre, I'angle T diminue en
méme temps. Mais cette diminution de T n’a pas lieu indéfi-
niment ; car le radical approche de plus en plus de un et ne
mpeut dépasser ce terme, qu’il n'atteint méme qu'a X'= 00 ;

alors A— =+ aet CT=o0. Du reste, il est inutile de continuer

le mouvement du point M sur les autres parties de la courbe,
a cause de la symétrie.

Pour construire ces expressions, portons au sommet A les
ordonnées AD—AD’—Db, tragons CD et CD'; ces droites ont

pouréqu. y — ztz-x; elles sont les limites de toutes les tan-

gentes, et ne rencontrent la courbe qu'a I'infini : cette courbe

est entierement renfermée dans I'angle QCQ et son opposé.
La tangente fait avec le ler axe un angle compris entre DCA

et un droit; on ne peut donc mener une tangente paralléle a

une droite donnée CI, passant en C, gu'autant que CI est
dans I'angle QCH.

4i6. Quand deux courbes s’étendent a I'infini, on dit que
I'une est asymptote de l'autre , si elle s’en approche de plus
enplus, et si Von peut s’éloigner assezpour que leur distance

soit moindre que toute quantité donnée. L’équ. de I'hyper-
bole est

en développant I/(x2—a’) (p. 199) : le ler terme excepté, X
n’entre qu’au dénominateur ; ainsi tous ces termes décroissent

indéfiniment quand x augmente. L'équ. Y —rt - x appar-

tient donc a deux droites CC>, CQ' (fig. a4i), dont I’ordonnée
PQfi>PIH donne la différence MQ aussi petite qu’on veut. Ces
droites , que nous savons étre les limites des tangentes , sont
donc aussi les asymptotes de I’hyperbole.

28..
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Si I’hyberbole est équilatére, les asymptotes sont a
angle droit.

On trouvera que la propriété démontrée a la fin du n9 411
subsiste aussi pour I’hyperbole.

4-17- Eliminons y entre I’équation de I'hyperbole et celle
y=.kx+17 d'une droite quelconque, pour avoir les points de
section : nous trouvons

Cette équ. du 2¢ degré se réduit au ier quand ou
Une parallele aux asymptotes ne

coupe donc la courbe qu’en un point. (Le ic point de section
est a I'infini.) Pour I'asymptote méme, Zz=o0, et les deux sec-
tions sont a I'infini. En général, on a

et comme y~.kx-}-1, le radical est le méme pour x etj*. Pour
que la droite coupe I’hyperbole, x ety doivent étre réels ; dis-
tinguons trois cas, selon que

Dans le ier cas, la droite n'a qu’un point commun avec I’hy-
perbole ; I'équ. du 2¢ degré devenant un carré, la droite touche
la courbe. (J70y. n° 474-) On peut tirer de la un moyen de
mener une tangente par un point extérieur /7 (x', y) (fig. a3i) ;
car —y’'=k (r—a?) devant aussi étre I’équ. de la droite, on
voit que 1—y'—kx', qui, avec I'équ. ak'=:lybl, détermine
k etz

Dans le 2¢ cas, il y a deux points de section. Posons

et si la droite passe au centre, Z~o,
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Toute droite MM' qui passe par le centre C, et est dans
I'angle asymptotique, coupe la courbe en deux points opposés
M et M', dont les abscisses sont égales en signes contraires ; il
en est de méme des ordonnées, et de CMet CM".

Dans le 3e cas, la droite ne coupe pas la courbe. Si =0, on
a ak= b, la droite passe par le centre et est dans I'angle QCH
( fig. 241); elle est parallele a deux tangentes; tandis qu’au
contraire toute ligne qui est dans I'angle QCQ' coupe la
courbe et n’a aucune tangente paralléle.

les formules générales (B, n° 383) deviennent

Au sommet A, oly=0, ona X'=y', CD=DA, CBAD est
donc un losange, ce qui suit aussi de ce que I'ang. DAC=DCA.
Substituons ces valeurs d'xet y dans a2y2—h2x2—=—az2b2; il
vient X"y=m2 pour I'’équ. demandée. En faisant X'=y", on a
CD=m=+V/(a2+b2) I'on compte les x ety positifs, selon
Cb et CH', I'équ. est xy =——=m?2

On nomme m2 la puissance de I'hyperbole, sila courbe est
équilatére, CBAD est un carré =m?2=1_

De xy=m2on tire que y décroit quand x augmente, et ré-
ciproguement; ce qui prouve que les axes sont en effet des
asymptotes.

Nousavons trouvé que ——=—=—————wmmm  cCe SONt
les axes de I’hyperbole qui sont ainsi connus, lorsqu’elle est rap-
portée a se asymptotes. Les diagonales CA ,DB, du losange
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CDAB, résolvent d'ailleurs le probléme; car 2m sin
DL=CDsin a=m sin a, donnent BD=b.

471 Qultiplions I'équ. xy=m2par sin 2a il vient

le 1" membre (p. 387, V) exprime I'aire du parallélogramme
CPMQ, qui est par conseéquent constante, quelque part quon
prenne lepoint M sur la courbe ; d’ailleurs le 2e membre=1/2ab;
ainsi, I'aire CPMQ estla moitié du rectangle des demi-axes * ce
quisuit aussi de ce que CA=a, BD=betCBAD=CQMP.

420. Une semblable transformation pourrait donner I'équ.
de la tang. TM au point M (X', y*), rapportée aux asympto-
tes; mais on la trouve directement par ce calcul. Cette équ.
est (n° 367),

A étant changeons, comme n° 403, X" ety "en

Telle est la valeur de A pour la sécante MIN; la limite se
rapporte a la tangente; d’ou donc enfin, I'équ.

cherchée est

Faisantyy=o0, on trouve abscisse CT du

pied T de la tangente, et qui est double de CP ; prenant
donc TP =CP, menant TM ,on a la tangente. Comme
triangle SMQ=MTP,le point M de contact est au milieu
de ST.

Puisque CT=2x"et CS=2y', l'aire CST=2X"y'sin2a
(p. 387), ou =ab;l'aire CST est donc constante quelque soit
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le. point M; elle égale le rectangle des demi-axes ; les quatre
triangles TMP, CMP, CMQ, SMQ, sont e'quivalens.

421. L’équ. d’une sécante bb' est y=Kx+L_;y=0nne
le point b' de section par I'asymptote, Ch'=—L_: K_.Elimi-
nant x et y avec on ales points N,N' de section avec
la courbe ; d’oi Kx2+Lx=m2. Or, (n° 137, 3°)— L : K est
la somme des racines = C'a'+aN = Che, ou = Ca"+a'b’;
donaN=a’b, et les triangles Nab, N'a'b' sont égaux ; d’ou
bN=Db'N"Toute sécante a desportions égales comprises entre
1"yperbole et I'asymptote.

On tire de la un procédé facile pour décrire la courbe, lors-
qu’on a un de scs points IV et ses asymptotes. Par ce poinl
menez une droite quelconque bb', prenezlb"NI"bN, N'sera
un 2epoint de la courbe. En répétant cette construction, on
obtient autant de points qu’on veut.

Les abscisses aN , Ca', de N et N',étant x', x", en résol-
vant les triangles abN, bN'O, on trouve

multipliant ces équ. il vient

a cause du dernier terme de I'équ. Or, ce pro-
duit est indépendant de L, et toute paralléle & notre sécante
I'eqt pareillement donné. Donc, deux sécantes ont meme valeur
pour leproduite Nxb'Nque le carré de la demi-tangente
lorsque ces trois droites sont paralléles.

422. Leprocédé du n° 403,pour trouver A dans I'équ. (1),
s'applique a toute équ., quel gque soit I'angle des coordonnées ;
en suivant attentivement ce qu’on y prescrit ; on voit qu’il faut
changer x en x'+h,etydans la proposée, ce qui
donne deux sortes de termes; 1°. ceux qui n’ont ni h, ni k, et
qui, restant quand ces accroisseinens sont nuis, recomposent
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I’équ. de la courbe, et s’entre-détruisent; a°. des termes «dont h
ou k sont facteurs, qui sont destinés & donner leur rapportk'.h,
auquel on substitue //, eny faisant h et k nuis.

Blais il est clair que les termes qui disparaissent de c:e rap-
port sont ceux ou hetk entraient & une dimension suptérieure
a la ire. Donc, si, supprimant les raisonnemens, on s’e n tient
au mateériel du calcul, on voit qu’il faut i°. changerx en x
y en y—k, et développer, en ne conservant que les termes de
xre dimension en h et en k; 20 faire k=Ali et diviser tout par
lefacteur commitnli 4°.enfintirer la valeurde A. Quand nous
serons plus avancés (Z". n°504), nous reconnaitrons que A est
égal a moins la dérivée de I'équ. proposée par rapport a X,
divisée par la dérivée par rapport a y. Substituant dans les
équ. du n® 4>3, on a celles de la tangente et de la normale.

Ainsi, pour j-J-[-?.rj'=2j'-|-x, on trouve d'abord

puis
d’ou
Par ex., le point (j, 1) est sur la courbe, puisque ces coor-

données, mises pour X etjr, satisfont a la proposée; on trouve
A 5, etl'équ delatang., en ce point de la courbe, est

Prenons encore I'équ. fi“mx-f-nx”, qui appartient a nos
trois courbes, suivant les valeurs qu'ont m et n (n° 4<x>) ; ou
trouve

d’ou

423. Quand la tangente est paralléle aux a:, il est clair que
des que la branche de courbe est entierement au-dessous ou
au-dessus de la tangente, Vj- du point de contact est >> ou

que les jr voisines. Ainsi I'équ. “4=0 doit donner I'j" <Juk
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est un maximum ou un minimum ; et on la trouve en élimi-
nant x et y entre A—Q et la proposée. ~-=00 donne les tan-
gentes paralléles aux  c.-a-d. les limites de la courbe dans
le sens des x.

Soit, par ex., Iréqu. pour la-
quelle on trouve ; posant—#4-1=0, et élimi-

nant avec la proposée, on obtient x—3 et i, et J-—2 et 0,
coordonnées des points ou la tangente est parallele aux x;
2 est la plus grande ordonnée, o la plus petite ; la courbe ne
passe pas au-dessous de I'axe des#, qu’elle touche au point
(1, 0). 2/—#=0 donnex—2"21/2, i =+, coordonnées
des limites latérales (n°454, fig- 261).

424, Etant données I’équ. d’une courbe du 2¢ degré, et celle
y=ax-1-{S d’une droite, pour trouver les points de section, il
faut éliminer jr, ce qui conduira a une équ. du 2¢ degré en Xy
de la forme ax'A-bx-\-c~0. Les abscisses des deux points

d’intersection sont , et suivant que ces

racines sont réelles ou imaginaires la droite coupe ou ne
coupe pas la courbe. Si b—\ac—o, les racines sont égales, et
la droite est tangente; car si a et $ étaient arbitraires, en les
faisant varier, la droite changerait déposition, et les deux
points d’intersection seraient d’autant plus rapprochés que
b* — \ac serait plus petit; ces points coincident quand
b'—4ac—°> équ. qui exprime une relation entre « etquand
la droite est tangente. L’une de ces constantes reste arbitraire,
et on peut la déterminer par diverses conditions, ce qui donne
lieu a un grand nombre de problémes. L’abscisse du point de

contact est x~----2(guand celaarrive, a et5 étant donnés, on

trouve que I'équ. en X est un carré exact; on reconnait donc
gue la droite est tangente, et on ale point de contact Ex. :

felimination de y donne # —2X4-1 =0= (x—1)!
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ainsi la droite touche la courbe au point pour lequel X =1,
J—a-

Lorsque faisanty~o0, dans une équ., on trouve(x—x')4—o,
on doit en conclure que la courbe touche I'axe des x au point
(X', 0). Voy. (fig. 261 et25r, nc* 443 et 454 )

Du Centre, et des Diamétres.

425. Le Centre d’une courbe est un point C (fig. 243 et 24%),
qui jouitde la propriété de couper en deuxparties égales toutes
les cordes , telles que MM', menées par ce point. Mettons
I'origine en C; menons PM, P'M' paralléles a I'axe Cy; les
triangles CPM, CP'M' sont égaux a cause de CM—CM'-,
d’ou CP—CP', PM.—P'M"'. Donc, lorsque I'origine est au
centre de la courbe, les ordonnées et les abscisses sont deux
a deux égales et de signes contraires. La réciproque a visible-
ment lieu.

L’angleyCx des coordonnées est ici quelconque.

Donc pour quune courbe ait le centre a I'origine, il est né*
cessaire et il suffit que son équ. ne soitpoint altérée lorsquony
changea en—x , ety en—y.

Appliquons ce précepte & I'’équ. générale du 2" degré

Il est manifeste qu’a/zn que la courbe ait I'origine pour cen-
tre, ilfaut que son équ. ne contienne pas les termes Dy et EX ;
elle sera de la forme dyi-}-Bxy-\-Cx*-\-F=.c>. C'est pour cela
que, par anticipation, nous avons donné le nom de centre au
milieu de I'axe de Iellipse et de I'hyperbole; et il devient
prouvé que toute corde qui passe par ce point y est coupée en
deux parties égales.

Mais une courbe pourrait avoir un centre qui ne fOt pas sitné
a l'origine ; alors il faudrait qu’on pdt I'y transporter; on
changerait x en x'-]-a, y eny'~-b, et I'on déterminerait les
coordonnées arbitraires a et b de la nouvelle origine, de ma-
niére a chasser les termes de ler degré en x* cly. Faisons ce
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calcul pour I'équ. (i) : nous égalerons ces termes a zéro, et il
viendra

d’ou

et la transformée est Ay ‘-\-Bxy -j-Cx {) désignant
le terme tout constant. La courbe du 2edegré adoncun centre
toutes les fois que ce calcul est possible, et elle n’en a quun
seulj mais elle n’en a point dans le cas contraire, qui a lieu
lorsque BI—\AC—p- les équ. (2) sont alors contradictoires
(u° ix4, 2°-)- Cependant, si I'un des numérateurs de a ou b
était en méme temps=o0, l'autre le serait aussi : il y aurait une
infinité de centres, et les équ. (2) rentreraient I'une dans
l'autre (n° 114> 3°)

En général, si a et b représentent des coordonnées varia-
bles, les équ. (2) appartiennent a deux droites, dont I'inter-
section donne le centre; elles sont paralléles lorsqu’il n’y a
point de centre, et elles coincident lorsqu’il y en a une infinité;
les centres sont tous les points de cette droite. Ces cas parti-
culiers s’éclairciront bientét (n°458).

Donc la parabole na point de centre, puisque B3— [\AC
devient 0—4X0=0, pour I'équ. y3™. ipX.

4s6. On dit qu’une ligne est Diameétre d’une courbe lorsqu’elle
coupe en deuxparties égales toutes les cordes paralleéles menées
dans une direction déterminée.

Lorsque deux droites sont réciproquement des diametres
I’'une par rapport a I'autre, onles nomme Diamétres conjugués.
Les axes de I'ellipse et de I’hyperbole sont, par ex. , des dia-
metres conjugués.

Cherchons I'équation d’undiamétre quelconque d’une courbe
du seconddegré. Soity~ax-\-b I'équ. d’une droite; en élimi-
nanty del’équ. (1), on aura une équ. du 2¢ degré, que nous
représenterons par x?2-4-Aa?-f-Z=o, dont les racines, de la forme
r= sont Ics abscisses des points de section de la
droite et de la courbe. Le terme —\k est visiblement I'abscisse
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x'du milieu de la corde : en faisant le calcul indiqué, on aune
a I'’équ. propre a donner k- celte équ. est

a étant constant, si b varie, on obtient les abscisses X du
milieu d’une suite de cordes paralléles : mais si I’on élimine b,
en faisant b=y—ax’, on aura une équ. en X' ety propre a
toutes ces cordes ; ce sera donc I'équ. de la ligne qui les coupe
toutes par moitié ; ainsi I'équ. générale d’'un diamétre, ordon-
née par rapport a a est

il s'ensuit que i°. les diamétres des courbes du 2¢ degré, ou les
lignes qui coupent par moitié tout systeme de cordes paral-
leles, sont des droites, puisque I'équ. est du itr degré ; pour
une direction donnée a des cordes, cette équ. est facile a
construire.
2°. Chaque direction des cordes a son diametre particulier.
30. Tout diamétrepasse par le centre, puisque les coordon-
nées X, y de ce centre (équ. 2) satisfont a notre équ. (3).
Cependant si le centre n’existe pas (la parabole), alors
—\AC=o0-, éliminant C, I'’équ. devient

Le coefficient de x" étant indépendant de a, tous les diameétres
de la parabole sont paralléles entre eux; la direction en est
connue. Comme l'axe est I'un de ces diameétres, et qu’il est
perpendiculaire aux cordes, la condition (4) p. 3g5, se trouve

ici exprimée par————=0> d’ou a— y/ ' "etle valeurde a
substituée dans le dernier terme de I’équ. fait connaitre la po-
sition absolue de I'axe, les coordonnées étant rectangles.

Le méme calcul pour I'équ. générale (3) donne la condition
Z>aa-|-2a (C—A} — 13 qui détermine a dans cette équ., lors-
qu’elle appartient aux axes de I'ellipse et de I’'hyperbole.
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427. Pour que I'axe des X soit diamétre, les cordes étant
paralléles a I'axe des jr, il faut que chaque abscisse donne deux
valeurs égales et de signes contraires pourjr; ainsi, en résolvant
par rapport aj-les équ. du 2e degré, qui jouissent de celte
propriété, il faut qu’on ait j-==:i/A, K contenant x. En
faisant le calcul sur I'équ. (1), il est visible que cette con-
dition n'a lieu qu’autant que cette équ. est privée des termes
Bxy et Dy.

De méme, pour que I'axe desy soit diamétre par rapport a
celui des x, il faut que I'équ. de la courbe ne contienne ni Bxy,
ni Ex. Donc, pour que les deux axes des x ety soient diametres
conjugués, il faut que I'équ. soit privée a la fois des termes
Bxy, Dy et EX, c.-a-d. qu’elle ait forme

Ainsi, I'origine est au centre; I'ellipse et I'hyperbole peuvent
avoir des diametres conjugués, mais la parabole n’en a point.
Tout cela est indépendant de I'angle des coordonnées. Donc

i°. Soit BB' (fig. 243 et 245) un diamétre de I'ellipse ou de
I’byperbole; on a vu (n0 4°S et 4*4) due "es tangentes
IG et HK en B et B' sont paralléles; de plus, elles le
sont aussi au diamétre conjugué Cy, puisque les cordes qui
lui sont paralleles sont coupées au milieu par BB', et qu'a
mesure que ces cordes s'approchent de B ou B’, les deux ex-
trémités se rapprochent; enfin, les deux points de section se
réunissent en A, et la double ordonnée devient nulle. Ainsi,
pour que la courbe soit rapportée a ses diamétres conjugués,
I'axe Cy des ordonnées doit étre parallele a la tangente
menée au point B ou B, ou I'axe Cx des abscisses rencontre la
courbe.

20. Toute ligne CB, menée par le centre C, estun dia-
métre dont le conjugué est parallele a la tangente en B ;
cela résulte de ce que I'’équ. de la courbe rapportée a ce
systeme d’axes, a alors nécessairement la forme (4). Ainsi,

dans l'ellipse et I'hyperbole, il y a une infinité de diameétres
conjugués.



440 SECTIONS CONIQUES.

3°. Quand AO (fig. 239, 240) est le 1" axe de I'ellipse ou
de I’hyperbole, il y a toujours deux cordes supplémentaires,
ON, AN paralléles aux diametres conjugués; et la relation
ata.»xb”=z0, donnée (n09 409, 4*4) Pour I'inclinaison de ces
cordes sur I'axe AO, convient aussi a celle de ces diamétres.
Ils conservent des directions paralléles dans toutes les ellipses
ou hyperboles dont les axes a et » ont méme rapport.

4°. Le probleme qui consiste a trouver des diamétres con-
jugués quifont un angle donné 0 a été résolu pour les cordes
supplémentaires (n° 409) ; 6 a une limite. Cet angle ne peut
étre droit que pour les axes ; dans le cercle, tous les diametres
conjugués sont rectangulaires. Le probléme proposé revient
a former le triangle ONA, connaissant la base AO et I'angle
opposé ZVxx0 ; on décrira donc, sur AO un segment de cercle
capable de l'angle C, et les deux points de section avec la
courbe donneront les positions du sommet ZV. {Voy. n°43i,40-,
et 433.)

5°. Si le diametre conjugué Cy rencontre aussi la courbe,
ce qui a lieu pour I'ellipse (fig. 243), on verra de méme que ZAE
et GH, tangentes en D etD", sont paralléles au ler diametre BB’
Le parallélogramme GJKH est appelé Circonscrit a la courbe.
Mais Cy (fig. 24$) ne rencontre pas I'hyperbole, puisque cette
droite est tracée hors de I'angle des asymptotes (n°4i7, 3 cas).
Le ler diamétre coupe donc la courbe , mais le 2¢ ne la ren-
contre pas.

428. Soient Cx et Cy (fig. 243) les diametres conjugués
d’une ellipse ; on nomme BB' et DD' leurs Longueurs. Fai-
sons CB—~a' et CDz=b'. Or y—o0O donne x=a', x—o
donne y=.b"; ces conditions étant introduites dans I'équ. (4),
on a

ce qui change cette équ. en

qui est celle de I'ellipse rapportée a ses diameétres conjugueés.
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429.Soient pareillement Csc et Cy (fig. 245) les dia-

meétres conjugués de I’hyperbole; CI>—a donne Ba'*=:Q,
car y—o répond a x=a'. De plus Cy ne coupant pas la
courbe, si I’on connaissait I'équ. rapportée aux diametres C,r,
Cy, et quon vouliit trouver le point ou Cf rencontre la
courbe, x =0 donnerait une valeur imaginaire pour y ;
mais ( par les mémes motifs qu’au n° 3g3), changeons
le signe sous le radical, cette valeur deviendra réelle ; repré-
sentons-la par b'; alors x =0 devra donner y'——b'*,
d’exi — Ab™-=z Q, b' ou la demi-longueur du second diamétre
étant Bordonnée oblique qui répond au centre, mais rendue
réelle. Les équations

et en substituant dans (4), on obtient pourl’e'qu. de I'hnyper-
bole rapportée a ses diameétres conjugués

Si I'on prend CD=CD'—b', les paralleles GH, IK & Cr for-
ment le parallélogramme GIKH inscrit dans I’'hyperbole.

Les équ. (5) et (6) pouvant se déduire I'une de l'autre
en mettant b'\/— 1 pour b', il en sera de méme des ré-
sultats de calculs, qu’on est ainsi dispensé de faire pour I’hy-
perbole.

430. En changeant x eny, ety en x, I'équ. de I'ellipse con-
serve sa forme ; toutes les constructions qu’on fera sur I’'un des
diameétres seront donc applicables a I'autre. Si I’on compte les
x sur le 2¢ diametre de I'hyperbole, I'équ. devient

43i. Puisque les équ. de I'ellipse et de I’hyperbole rappor-
tées aux axes et aux diametres sont de méme forme, il est
inutile de reproduire ici les calculs déja effectués pour les axes,
et I'on peut en déduire que

i°. Les carrés des ordonnées PM ( fig. 243 et 245) sontpro-
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portionnels aux produits des distances PB, PB', de leur pied
P aux extrémités B et /27 du diamétre (n° 388 et 3g4).

i°. Deux ellipses qui ont I'une pour axes, et I'autre pour dia-
meétres conjugués, ia et ib’, ont méme équ. ; ainsi, pourcliaque
abscisse, I’'ordonnée est d'égale longueur, mais sous des direc-
tions différentes. Donc, pour tracer une ellipse, lorsqu’on connait
les directions et les longueurs des conjugués CB, CD (fig. ~44),
on prendra sur la perpendiculaire a BB', CK— CK'=CD ;
puis, & I'aide de la propriété des foyers ou autrement, on dé-
crira I'ellipse BKb'K" sur les axes BB' et KK ; enfin on in-
clinera chaque ordonnée PN, suivant PM, paralléle a CD. Si
a —b', BKB'K' est un cercle.

Cette construction s'applique visiblementa I’hyperbole; on
verra qu’il en est de méme de la parabole.

3°. L’inclinaison d’une tangente en un point quelconque
(r»>2Z) etl’équ. de cette ligne, sont pour

I'ellipse,

I’hyperbole,

A n’est plus la tangente de l'angle que cette droite fait avec
I'axe des x, mais bien le rapport des sinus des angles qu’elle
fait avec les deux diamétres conjugués (n° 367).

4°. En ayant égard a la méme distinction, on pourra voir
que le calcul fait' (n° 4°9) Pour les cordes supplémentaires
s’applique ici, et que le procédé qu’on en déduit pour mener
une tangente a encore lieu.Soitdonc menée du centre C(fig. 246)
au point de contact la ligne CM, et la corde parallele B'K,
la tangente TM sera paralléle a la corde BN.

Quand Il'ellipse et le point M de contact sont donnés, il est
aisé de tracer la tangente ; car on trouve d’'abord le centre Cen
menant deux cordes paralleles quelconques, et prenant le mi-
lieu de la corde BB' qui les coupe par moitié; notre construc-
tion s’applique ensuite.

5°. D’un point K (fig. 280), hors de I’ellipse, pris sur une
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droite donnée BB’, menons les tangentes KM, KN, puis le
diamétre DD’ paralléle a BB', et son conjugué CA. L’analyse
du n° 4i3 peut étre reproduite ici; ainsi, I’équ. de la corde
2172V, qui joint les points de contact M et 2V est.................
a"Jfiy -f- b'3a.xz=.d2b™; ce qui permet de construire cette corde,
donne les points M et Al, et enfin les deux tangentes. De plus
si le point K se meut sur BB't la corde MN et les tangentes
varient, mais le point E reste fixe : on a, pour son abscisse,
ax—dz2, elle est inde'pendente de b' et de fi.

6°. La propriété démontrée a la fin du n° 411 subsiste visi-
blement, lorsque I'ellipse est rapportée a ses diamétres conju-
gués, ce qui justifie ce qu’on dit que OH, AK(fig. 238) peuvent
étre deux tangentes paralleles quelconques, (Voy. p. 430.)

Toutes ces constructions ont également lieu pour I'hyper-
bole.

432. Cherchons maintenant les relations qui existent entre
les demi-axes a, b, et les demi-diametres conjugués d, b'.
Reprenons les équ. de la courbe rapportée aux axes et aux
diametres conjugués, et ramenons I'une d’elles a l'autre, a
I’aide d’une transformation de coordonnées. Commencgons par
I’ellipse.

Lacourbe est rapportée aux axes rectangles CA, CM/(fig. 243),
et il sagit de changer les X ety en coordonnées obliques X', y/,
comptées sur les diamétres conjugués CB, CD-, on sait qu’il
faut substituer pour x ety, les valeurs (B, n° 383) dans I'équ.

savoir X=x" cos « +y" cos fi, y=.x" sin « -f-y" sin fi,
a, fi étant les angles que font avec les x les nouveaux axes CB,
CD des x ety'. On obtient

Mais on veut que les nouveaux axes soient des diameétres conju
gués, c.-a-d. que la transformée soit d,y'i-\-b'ix*-=zd)b,i; le
T L . 29
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coefficient du terme en x'§ doit donc étre nul,

n’ sin asin cos a cos /3=0, a? tang a tang/3-|- 2" =0 (i),
en divisant par cos et cos /3.

Cette équ. quialieupour lescordes supple'mentaires (no4og),
s'accorde avec ce qu’on a dit n° 427 des directions de cces cor-
des, des tangentes, et des diametres conjugués.

De plus faisons successivement j* et X' nuis, pour trouver les
longueurs*/, b' des diamétres, il viendra

Pour éliminer a. et (2 entre ces trois équ., on tire les 'valeurs
de sin a et cos ¢t de I'éq. (2), a l'aide de I'équ. sin? a-f-cos™ a =t ;
ona

L’équ. (3) donne de méme (en changeant a en b' et a en C)

Or, en transposant le 2¢ terme de I'équ. (1), et élevant au
carré, il vient

Substituant pour sin’ et cost leurs valeurs ci-dessus, on trouve
aprés avoir supprimé les facteurs communs,

d’ou

Toute I'équ. est divisible par a’—bl\ donc enfin

Ainsi la somme des carrés de deux diamétres conjugués de
I'ellipse est constante, et égale a la somme des carrés des axes.
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Multipliant I’'équ. (2) par (3), on trouve

Retranchant de la parenthése le carré de I'équ. (1), puis divi-
sant par a2ba, il vient

Ce dernier facteur est le carré de sin$ cos a.—sin a. cos/3, ou
s;in (/3—a’)- donc

Fuisque db’sin6 est (n° 364, V, 20.) la surface du parallélo-
giamme CDBK (fig. 243), on voit que le parallélogramme
CK circonscrit a I'ellipse a une aire constante et égale a Faire
du rectangle des axes, quelles que soient les directions des
diameétres conjugués.

Ainsi les trois équ. données par la question, qui étaient 1,
2 et 3, reviennent a 1, 4et 5, savoir

Observez que 3—a. est I'angle 1JCB —( que font les diameé-
tres conjugués” ces lignes étant paralléles a deux cordes supplé-
mentaires, I'équ. (6) résulte aussi de ce qu’on a vu n°® 4°9- Au.

reste, en éliminant a et b, a I'aide des équ. (4) et (5), on trouve
gue (6) revient a

Posons a m=b', pour obtenir les diamétres conjugués égaux.
L’équ, (<j) donne sin 2« =—sin 2,5; ces diamétres sont donc
également inclinés sur le grand axe, de part et d’autre du petit.
L’équ. (6) devient—al tang? a -j- b* =o;
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L'ellipse a donc deux diamétres conjugués égaux, paralléles
aux cordes supplémentaires qui joignent les extrémités des
axes. Ce sont les diameétres qui font le plus grand angle obtus.
Soit CM l'un d’eux (fig. 243); le triangle CPM donne

éliminant y* de I'’équ. d“™ -4- xl—d'b*, ona —\a', résul-
tat indépendant de b. Ainsi, les extrémités des diamétres con-
jugués égaux de toutes les ellipses décrites sur le meme grand
axe 2a, ont meme abscisse -1 a™/2.

433. Quant a I’équ. qui fixe la position des diametres con-
jugués, inclinés sous I'angle 6, elle a été donnée n° 409,

Les cing équ. 4, 5, 6, 7, 8, qui n'en forment que quatre
distinctes, entre les 7 quantités a, b, a', b', a, a' et 6, serventa
en trouver 4, lorsqu’on connait les 3 autres.

Ainsi, dans ce probleme (consultez le n* 42;, 4°*)» trouver les
axes, étant donnés deux diameétres conjugués en grandeur et
en direction, on connait a', br, et 6. Multiplions (5) par rt 2,
et ajoutons a (4). nous avons

Cette équ., comparée a D, n° 355, montre que a bheta—b
sont un co6té dans deux triangles , dont I'angle opposé est
90° g pour I'un, 90°—0 pour l'autre, eta’, b' les deux autres
cOtés.

434. Pour I'hyperbole, sans refaire ces calculs, il suffit de
changer betb,enby—!leth" —1 etlona

qui servent aux mémes usages que pour I'ellipse. On voit donc
que, dans I'hyperbole, la différence des carrés des diametres
conjugués est égale a la différence des carrés des axes, et que
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le parallélogramme inscrit a I’hyperbole est constant et égal
au rectangle des axes.

Si d—Db’, on a a—b, et réciproquement : I’hyperbole équi-
latére a donc seule des diameétres conjugués égaux , et tous le
sont deux a deux. On aencore tang a tang£ — ! : que CA
(fig. soit  Itr axe’ et deux diameétres conjugués
égauxj on a tang MCA = cot y'CA — tang y'Cy, ou
y'Cy — XCx ; et comme I'asymptote SC fait I'angle SCA de
45°, on a SCMe=.SCy" : ainsi, I'asymptote coupe par moitié les
angles de tous les diamétres conjugués de I’hyperbole équila-
t'ere.

435. Les triangles QSM, CMP (fig. 242) sont équivalens
(n® 420), et l'aire CPMQ = CMS — \ ab or (page 387)
CMS — i SM. CM sin 9, 4 étant I'angle CMS des diamétres
conjugués; ou ab—d xXSM sin ( = ab’. sin § (n° 434);
donc SM —Db'. Quel que soit le diamétre CM, la longueur et
la direction de son conjugué est ST. Les diagonales H.l et GK
( fig. 245) du parallélogramme inscrit sont les asymptotes.

Le calcul du n° 416 fait sur I'équ. a"y* — b"x* — — a'b'*
donney —==—, X pouréqu. des asymptotes, quand les dia-

metres conjugués sont pris pour axes. Nous pouvons en déduire
de nouveau divers théoremes.

Faisons x—a ———242); il \enty — b'—MS—MT-,
ainsi M est le milieu de ST (n° 42°), et les asymptotes sont
déterminées par les extrémités S, T des diamétres conjugués
(n° 435).

Pour toute abscisse, il y adeux ordonnées égales et opposées,
guand Cy' est parallele a la tang ST, Cx coupe donc bb' et IV7V'
par moitiés; d'ou bN =Db'N" : et puisque la direction ST est
guelconque, toute corde jouit de la méme propriété (n° 421).

436. Transformons I'équ. de lellipse d ¥ -1-bix* — a*bl,
et prenons d’autres axes aussi rectangulaires quelconques, en
posant (C, n° 383)
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d’ou

« désigne I'angle des x avec les x. Pour trouver les points de
rencontre des nouveaux axes avec la courbe, on fera successi-
vement X'—o et/'—o ; il viendra

A et B sont les distances du centre aux deux points de sec-
tion de la courbe par les axes X' etj7 rectangulaires ; donc

Cette expression étant indépendante de  prouve que si Von
meéne par le centre de I'ellipse deux lignes quelconques a
angle droit, les distances A et B du centre a la courbe comp-
tées sur ces lignes, sont telles que A-a + B—a est cons-
tant.

Le méme calcul pour I’hyperbole donne A~1-"-B~*=a'~l—2>"a
= constante : mais pour concevoir ce qu’exprime B, il faut
imaginer qu’une autre hyperbole conjuguée ayant b pour
ier axe, et a pour 2e, est tracée entre les asymptotes de la
courbe proposée, comme on le voit fig. 253.

437. La parabole n'ayant pas de diamétres conjugués, rap-
portons-laa ses diamétres simples. Pour transporter I'origine A
en un point quelconque (a, b), et changer en outre la direc-
tion des coordonnées, il faut (n° 383), dans y?—2px=o, faire

v et s' désignant les sinus de a et /3, c et ¢ leurs cos. : ce qui
donne

Mais, pour que I'axe des X" soit diamétre par rapporta celui des
Yy, il faut (n° 476) que les termes zss'x'y et ty' {bs —pc’)
disparaissent ; donc =o et bs'—pc' =0, La ite cqu. donne
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/=0, c=1; la 2¢ revient a b tang 0 —py 0 étant I'angle des
x ety, elle déter mine cet angle, ou la direction de I'axey" :
a et b sont arbitraires. Donc les paralléles QS a I'axe Ax sont les
seuls diamétres, ett le sont tous (fig. 2.34). L’équ. transformée est

Mais il suit de la définition (n° 4°6) que, si une ligne est dia-
meétre relativement1 une autre, toute paralléle a cette derniere
peut étre prise pour axe desy : placons I'origine au point M,
ou I'axe des x" coupe la courbe, nous aurons —2/?az=0, d’ou

Parameétre du diamétre MT ; mais

donc (n° 3g8)

Ainsi, le paramétre est le quadruple de la distance de Vorigine
au foyer. Réunissons les équ.

On voit que, lorsqu’on connait deux des quantitésp, p, a, b,
et 0, ou peut trouver les trois autres ( sauf les exceptions ana-
lytiques) et construire la courbe; elle a pour équ. y'"*—apx".

438. De ce [ue les équ. aux axes et aux diameétres sont de
méme forme, on peut tirer les conclusions suivantes.
i°. La construction donnée pour I'ellipse (n° 431, 20.) s'ap-
plique a la parabole, lorsqu’on connait un diametre et son pa-
rameétre ipr.
L’équ. de la tangente en un point quelconque (a/, y")
est —p" (r -j-x )> Pinclinaison sur le diametre est donnég
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parp qui est le rapport des sinus des angles que la tang. fait

avec les axes. Si la tangente doit étre menée par un point ex-
térieur, la construction et les propriétés données n° 407 ont
encore lieu.

3°. La sous-tangente est encore double de I'abscisse; ainsi
I'on ménera aisément la tangente en un point donné, connais-
sant un diametre.

Si I'on a une parabole tracée mam* (fig. a34), on pourra
déterminer un diamétre, I'axe, le sommet, les tangentes, etc.’,
car, en menant deux cordes paralleles quelconques, et joignant
leurs milieux, on aura un diametre ms : tracant ensuite la
corde mmMm' perpend. a Ms, et APi parallélement par le milieu
P, on aura le sommet A. . ..

On remarquera que 2/»'=. Eﬁ; ainsi le paramétre est une troi-
sieme proportionnelle a une abscisse et son ordonnée. On décrira
donc facilement une parabole, connaissant la direction d’un
diameétre Ms sur mt, et un point de la courbe : car les coor-
données x', y* de ce point font connaitre le paramétre ip-,
en sorte qu’ona I'équ. j'a=2p'X, et qu’on retombe sur ce qu’on
a vu.

Discussion des Equations du second degré.

439. Soit demandé de construire les courbes dont I'équ. est

les coefficiens A, B.... sont donnés en grandeurs et en signes.
Les coordonnées seront supposées rectangulaires, attendu que,
sans changer le degré de I’équ., on peut toujours les ramener a
cet état par une transformation (Z£, n° 384). Comme les cour-
bes ont des formes et des propriétés trés différentes, suivant
qu’elles ont ou n’ont pas de centre, nous distinguerons les trois
cas de B2— t\AC nul, négatif ou positif. Pour abréger, nous
ferons, par la suite, B2 —\AC— m.
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44°- La courbe dont il s’agit étant MDM" (fig. 248), na pas
die centre; AXx et Ay sont les axes. Rapportons cette courbe a
di'autres axes Ax', Ay, aussi a angle droit, et cherchons si
I’on peut prendre ces axes tels, que I'équ devienne de la forme

La méme courbe MDM" a pour équ. (a) et (£>), les axes étant
différens, si I'on peut, par une transformation de coordonnées,
réduire I'une & devenir identique avec l'autre. L'anglexAx
des deux axes étant 0, passons de cette derniére a l'autre,
¢ ,-a-d. du systemejy'~x' ayAX, a l'aide des équ. (C, n° 383),
ol nous ferons négatif cet angle | des deux axes x et x', parce
(lue celui x de la transformée (a) est en-dessous de celui x de
I’équ. (£) que nous regardons comme donnée, pour un instant.
Faisons donc dans I'équ. (b)

Puisque le résultat de cette substitution doit étre identique
avec (a), et que le nombre constant F est le méme des deux
parts, il faut que les coefficiens soient respectivement égaux.
Comparons donc, terme a terme, le résultat avec (a); nous
aurons

Nous trouvons ainsi 5 équ. pour déterminer les 4 inconnues
a, e, d, 0; mais en vertu de la condition TP—"AC, (2) rentre
dans les relations (1); en sortequeces 3équ. n’équivalent qu’a 2,
propres a déterminer aet 6, et que le calcul ci-dessus n’est pos-
sible que dans le cas de m~o. Ajoutant les deux ires, il vient

Eliminant ensuite d et centre les équ. (3), on a
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ou

La condition B* z=\AC rend (n® i38) les trois ler’ termes
de I'équ. («) réductibles au carré d’un bindbme, ou Cky-\-Ix) '
alors A et C sont des carrés positifs, dont les racines k etZ sont
réelles. L’infini, ou I'imaginrire, ne peut donc jamais s’intro-
duire dans ces résultats : ce qui prouve que, dans le cas (le
72 =0, on pourra toujours, par une transformation d’axes,
réduire la proposée Ca) & la forme Ch).

Si A ou C était nul, comme B2="AC, B le serait aussi;
la proposée serait donc sous la forme (u), et il N’y aurait pas
lieu @ changer d’axes : et sil’'on avait a la fois A et C nuis,
I'équ. Ca) serait privée de ses trois premiers termes, c.-a-d.
serait au irr degré.

Dans toute équ. proposée ol m=o, on fera donc le calcul
ci-dessus, ou plutdt on posera de suite la transformée (6), aprés
en avoir trouvé les coefficiens a I'aide de nos équ., et construit
le nouvel axe Ax" (fig. 248), d’'aprés la valeur de &, savoir:

Le signe de sin 26 est contraire a celui de B, ce qui apprend si
I'angle 29 est> 180°, c.-a-d. si 9, ou X' Ax étant >» qu’un qua-
drans, I'axe AX" est au-dessous de Ax. De la résulte le signe
du radical qui entre dans les équ. (5), VVa conservant tou-
jours le signe 4-. Du reste, ces coefficiens sont compliqués de
Iirrationnalité Va.

Soit, par ex.,
multipliant par 2, pour mettre en évidence le carré parfait,
nous avons A—4, B=—4, C= ... ; dou a 5,
tang 0= sin — * On prend les radicaux positifs, et I'on

trouve d =o, e 27/5; d'ou 5r's—22/5-f-0=0" Telle
est I'équ. qu’il s'agit de construire, I'axe des x' étant tel, que
I'angle X Ax ait pour tangente (on prendra AE quelconque
et sa perpend. iE} moitié de AE, fig. 248).
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441. Le calcul précédent réduit donc, en générai, la propo-
sée a la forme (&), qu’il s’agit maintenant de construire sur
les axes rectangulaires Ax', Ay (fig. 248). Transportons
I'origine en un point (Zt, £); ces deux lettres désignent des
arbitraires. En changeanty’ et X', eny' 4-k et X h, dans
I’équ. (£), elle devient

Pour déterminer h et k, chassons le terme en y" et le terme
constant (la nouvelle origine sera un point de la courbe);
posons donc

d’ou

Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un
des points de la courbe (*): la transformée est ay'*+ex'=io,
qui, comparée a y'*z=zipx , est I’équ. d’une parabole rappor-
tée a son axe (**), et tournée dans un sens, ou dans le sens
contraire, selon que e est positif ou négatif.

en C, et le parametre est 2.

(fi;. 250), l'origine passe de Aen C, et la parabole est ouverte
dans le sens des X négatifs.

Reprenons enfin I'exemple de la p. 458, déja réduit a

(*) Dans lesfig. suivantes, A désigne la ire origine des coordonnées, Cia
noivelle.

(“) Observez que si I’équ. (J) était la proposée, et que les axes n'y fussent
pai rectangulaires, il ne serait pas nécessaire de les amener a cet état par une
irt transformation, et que les équ. (b) pourraient étre appliquées pour trans-
poser l'origine ; la parabole serait seulement rapportée a I'un de ses diame-

tr», comme n° 4"7? on pourrait alors aussi aisément la construire que si elle
féait a sou axe.
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442. 1l est un cas ou notre calcul ne peut se faire, celui ou
e—o; car h l'entre plus dans le calcul, et demeure arbitraire;
en sorte qu’on a deux équ pour déterminer la seule quantité k.
Posant alors seulement zak-"-dzzzo, nous avons, dans cette
circonstance |,

La nouvelle origine est I'un quelconque des points de la paral-
lele aux x, qui a pour équ. y'=-k.

donne deux droites paralléles aux x , et placées a égales dis-
tances de cet axe. Telle est, par ex., I'équ.

(b) est donc celle d’'une droite paralléle aux x . L’équation
H“4=0 est dans ce cas.

on peut lui donner la forme

Ainsi, le ler membre est plus grand ou plus petit qu’'un
carré, ou méme est un carré exact, selon que "aF est>, <<ou
=xP. On peut aisément voir que I'’équ. (a) offre la méme parti-
cularité, et a, dans ce cas, la forme (/¢/-|-"4"c)2+Q— °>
qui est absurde si Q est positif, du ierdegré si C>=0, et enfin
qui donne deux droites paralleles si Q est négatif. (Voy.
page 481).

443. Tl est donc prouvé que si in =0, I'équ. du 2¢ degré est
celle d’une parabole; mais que des cas particuliers donnent
une droite, deux paralléles} ou méme rZen.
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Quant al'équ.
comme elle revienta (b), ou x est change en j-, ety en X, la
courbe est la méme, rapportée a I'axe des j-: on peut au reste

transporter I'origine comme ci-dessus. Par exemple, I'équ.
x24-3/=2x—i, en prenant AC—i-=h (fig. 20i ), et portant

ouverte du coété desj' négatifs, et 1 axe desy est celui de la
courbe.

paralléles auxj-

444- La courbe aun centre , auguel nous commencerons par
transporter I’origine ; car on ne peut plus ici réduire la proposée
a la forme (6). Faisons donc le calcul du n° 475, et I'équ. («)
sera ramenée a la forme

Cherchons a la dégager du terme xy, c.-a-d. a la transfor-
mer en

Substituons donc, dans cette derniére, les valeurs (c) de y*
et x', et comparons, terme a terme, le résultat a I'équ. (/*),
pour exprimer I'identité ; il viendra

Ces trois équ. serventa déterminer les trois inconnues 0, p et q.
La somme des deux irc' devient p-f g—A-\-C\ formant ensuite
HI—\AC, ou m, en carrant la 3¢ et retranchant quatre fois le
produit des deux autres , il vient

ou m——\pg- Les inconnues p et y, ayant A 4* C pour
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somme et — £ m pour produit , sont les racines de I'équ. du
3e degré,

d’ou

Ces racinesp et g sont visiblement réelles dans le cas actuel.
La différence entre les équ. (x) et (2) est

en recourant a I'équ. (3), on trouve donc

Cette derniére valeur, facile a construire, donne 29, et, par
suite, I'angle 0 d’inclinaison de I'axe des X" sur celui des x : le
signe de tang 20 apprendra si 20 est =ou  go°; mais, dans
tous les cas, 0 est << 90°, et I'axe des x' tombe en-dessus de
celui des x. Drailleurs, sin 20 est toujours positif; ainsip—q
doit étre de méme signe que B : donc g est la plus grande des
deux racines de 1, si B est négatif, et la plus petite, « B est
positif. On saura ainsi distinguer entre elles les racines qu’il
faut préférer pour g et p.
Soit, par ex., I'équ.
en transportant ! origine au centre (n°425), point dont les
coordonnées sont &=  h =—-, la proposée devient....
on a ensuite, pour 1équation (z),
ainsi, B étant positif,
équ. qui reste a construire,
les axes des X ety étant déterminés par tang 20 = oo, d’ou
20 =go°, c.-a-d. que l'axe des x" fait un angle de 45° avec celui
des x en-dessus duquel il est placé. Ces constructions sont sans
difficulté.

445. Ce calcul ne peut présenter aucun cas d’exception. Il
est a observer que ni étant négatif dans le cas actuel, savoir,
B*=. \AC— m, le radical des valeurs de z se réduit a
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Ces valeurs de p et q
sont donc de méme signe que A C, en sorte qu’on peut re-
garder comme positifs p et  dans I'équ. (&), qu’il sagit main-
tenant de discuter. Nous examinerons successivement trois cas,
selon que O est nul, positif ou négatif.

2°. Si Q estpositify la proposée ne représente rien , puisque
I'équ. (g) est absurde, trois quantités positives ne pouvant
s’entre-détruire. C’est ce qui arrive dansl’ex. précédent, quand
on met, au lieu du dernier terme 1, une valeur = 1i.

3°. SiQ est négatif, latransformée (g) devient qy'A-px'—Q-
En faisant tour a tour x' ety’ nuis, pour obtenir les points ou
la courbe coupe les nouveaux axes, on obtient

La courbe

est donc une ellipse , rapportée a son centre et a ses axes
ia et ib.
Si, dans I'ex. précédent, on met —i au dernier terme, on

trouve d’abord y*—fccy -|-5ra=2, les mémes valeurs de z et
de 0, puis I'équ.

qui appartient a une ellipse dant les axes sont

446. Concluons de la que I'équ.générale du 2¢ degré appar-
tienta I'ellipse, toutes lesfois que m est négatif; mais qu’on
trouve deux cas particuliers, qui donnent I'un rien, I'autre un
point. Lorsque m o, les valeurs de z sont de méme signe s
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elles deviennent égales dans le cas du cercle, car p — Q.
Voy. n° 4*4-

447- Tous les calculs du n° 444 conviennent encore ici,
en sorte qu’il faut reproduire la méme transformation et les
mémes valeurs de 9 et z; seulement, comme m 4- 4A C\
m étant positif, le radical est = A  C, et les deux racines
de z sont de signes contraires, en sorte que, dans la trans-
formée (g-), on peut donner le signe -~ a q, et le —ap;
savoir :

Analysons les cas de ) nul, positif et négatif.

est évident qu’on obtient deux droites, CD, CE ( fig. 252),
qui se croisent a la nouvelle origine C, lI'axe des X' coupant
par moitié I'angle DCE qu’elles font entre elles. L'ordonnée

qui répond a X' =1, sert a construire ces droites;
* 2
elle est la tangente des angles DCx , ECX".
Par ex., I'équ. en
transportant I'origine au point (o, — 1), qui est le centre,

Ces constructions n’offrent
aucune difficulté (V. fig. 252).

posant

on pose r'=o, et I'on a

ce sont les demi - axes d'ufe hyperbole, ainsi qu’il suit du
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calcul de la substitution des valeurs qui donne

On a un exemple de ce cas en rempla-
¢ant 4- i, dans le dernier terme de 1equ. precedente, par5;
les valeurs de z,6 sont les mémes, et I’'on a
les axes sont

un calcul sem-
blable, ou seulement le changement de x en y, et en X,
prouve qu’on a une hyperbole dont les axes sont I'inverse des
précédens. Qu’on change 4- i en —3, dans le dernier terme de
I’'exemple ci-dessus, et I'on trouvera les axes
sont la courbe coupe le second des axes coor-
donnes (celui desy ).

448- Faisons varier ¢> dans I'équ. (2). Q étant positif, on a
I'hyperbole MAN, LOI (fig. 2.53) ; et il suit des valeurs des

axes a et b, gu’en prenant et I'abscisse

les droites CD et CD'
sont les asymptotes de toutes les hyperboles, qu’on obtient
a mesure que Q s'accroit; seulement le sommet A s'éloigne
de plus en plus, et la courbe s’ouvre sans cesse davantage.
Si C=o0, on a les asymptotes mémes, qQy*—px'3.— o.
Enfin, si Q devient négatif, on obtient I'hyperbole M’A’~N',
VO'IL, tracée entre les mémes asymptotes, mais dans les au-
tres angles, les sommets A', Of s’éloignant a mesure que Q
augmente.

44Q- Ainsi I'équ. générale du 2¢ degre appartient a I’hyper-
bole, toutes lesfois que m est positif; mais, dans un cas particu-
lier, on trouve deux droites qui se croisent. Les valeurs dezsont
alors de signes différens; et lorsque, abstrac tion faite de ce signe,
elles sont égales, C A\, I'hyperbole est équilatere. Comme
B3 — 4 -AC est toujours positif dés que A et C ont des signes
différens, on est alors dans le cas de I'hyperbole, quelles que
soient les grandeurs de A,B, C... . La méme chose a lieusi A
ou CTeslt nul, c.-A-d. si la proposée est privée de Iéun des car-

: 0
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rés x'* et et méme si ces carrés manquent I'un et l'autre.
Dans ces divers cas, la marche des calculs est toujours la méme :
mais comme daus le dernier elle devient trés simple, nous I'ex-
poserons ici. Soit proposée I'équ.

on transporte l'origine au centre, en faisant Bk -f- E = o,
Bh D—o;dou

en posant Q — DE—BF. Ces expressions ne sont sujettes a
aucune exception. Ainsi I’'équ. proposée est celle d’une hyper-
bole rapportée a des axesparalléles aux asymptotes. L’hyper-
bole est équilatére quand les xy sont rectangulaires (n° 4°6).
Si CD' (fig. 253) est I'axe des r*, CD celui des y, la courbe
est tracée dans les angles DCD', ECE"', si Q est positif; elle
estMAN, LOI; enfin elle est MA'IV', FO'L' quand  est
négatif. Si Q = o, I'équ. proposée appartient aux asymptotes
mémes.

450. 1l convient de remarquer que. dans les cas de ou
<”o, si la proposée est privée du terme en Xy, le calcul de la
discussion est trés simple, et se réduit & transporter I’origine
au centre; il n’est pas méme nécessaire de rendre les coordon-
nées rectangulaires quand elles ne le sont pas, et I’équ. est alors
rapportée aux diamétres conjugués, au lieu de I'étre aux axes.
En effet, soit la proposée
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le centre est au point , C’est-a-dire qu’on a (*)

en faisant
Voici divers exemples de ces calculs.

ne représentent rien ; la ire a pour centre et se réduit a
la 2e ale centre au point et donne

L’équ. appartient au point
L’équ. donne puis

les demi-axes de I’ellipse sont
on prend ~*C==2(fig.255), et I'on trace I'ellipse DFEO, en for-
mant DC~\Z3,C0="VSi les coordonnées étaient obliques,
ces longueurs seraient celles des demi-diameétres conjugués.
Pour on a une ellipse tangente a 1axe
des jc, dont le centre est sur I'axe des ./au point (0,l); on a

L’équ.
en transportant I'origine de”en C(fig. 202),
on prend et I'on trace
Pour le centre estau point
etl'ona On prendra
et’on décrira I’hyperbole, sont les axes

ou les diametres conjugués, selon que les coordonnées sont
rectangles ou obliques.

L’équ.
hyperbole pour laguelle

(*) Les coordonnées du centre s’obtiennent aisément a lI'aide du théoréme
(505), qui apprend a chasser le ac terme d’un polynéme. Si I'on multiplie
respectivement les équ. qui suivent par h et k, et qu’on ajoute, on trouve
Ak 4.Ch'=— +(Dk + Eh), qui sert & réduire la valeur de Q, ainsi qu’on
I'indique plus bas

3o..
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piocher de celle dela fig. 256; seulement la courbe est placée
différemment.

451. 1l résulte, de cette exposition, que I'équ. générale du
2¢ degré présente trois cas : le i"" o0 m==0, qui donne une pa-
rabole . outre les cas particuliers d’'une droite, de deuxparal-
leles, et de rien; le 2e o m est négatif, qui donne une ellipse,
outre les cas particuliers d’un point et de rien; le 3e enfin ou m
est positif, qui répond a I'hyperbole, rapportée soit au ier,
soit au 2e axe, outre un cas qui donne deux droites non paral-
leles. Comme les sections d’un cone par un plan sont précisé-
ment une parabole, une ellipse ou une hyperbole ; et que lors -
gue la section se fait parle sommet, on a une droite, un point
ou deux droites croisées; de nos huit cas, six sont des sections
coniques : ce qui fait dire que toutes les équ. du second degré
appartiennent aux sections d’un cone par un plan. Partout ou
un plan et un coéne existent, il ne peut pas arriver gu’il n’y
ait pas intersection , ou qu’on ait deux paralléles ; d’ou I'on
voit que ce théoréme souffre deux exceptions.

En faisant mouvoir le plan coupant parallélement a lui-méme,
lorsqu’il passe par le sommet, I’ellipse devient un point, la pa-
rabole une droite, I'nyperbole deux droites croisées; c’est ce
qui a fait considérer le point comme une sorte d’ellipse dont les
axes sont nuis; une droite, comme une sorte de parabole;
deux droites croisées, comme une hyperbole (n° 400): ces con-
sidérations n’intéressent en rien la théorie.

452. On obtient la grandeur et la direction des axes princi-
paux par le procédé suivant. Supposons d'abord que les axes
soient rectangulaires, et que I'origine soit au centre ; I'équ. de
la courbe proposée est

Concevons que du centre A, avec un rayon r, on ait tracé un
cercle (fig. 258 bis} ; I'équ. est™-f-y~r* : il y aura, en général,
quatre points de section; pour les obtenir, menons par l'ori-
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gine, une droite AK & I'un de ces points, et soit y=.Mx son
équ.; en éliminant x et y entre ces équ. on trouve

Si le rayonr est donné, cette équ. fera connaitre deux valeurs
de M, ce qui prouve qu’il n’y a que deux droites allant du
centre aux quatre points d’intersection, c.-a-d. que ces points
sont deux a deux sur un méme diameétre. Ces lignes s’obtiennent
en construisant les deux valeurs de A/, qui est la tangente de
leur angle d’inclinaison sur I'axe des x. Quand les racines sont
imaginaires, le rayon r est trop grand ou trop petit pour que
le cercle rencontre la courbe; et si les racines sont égales, les
points de sections coincident deux a deux, et le cercle est tan-
gent a la courbe. La tangente commune a I'un et a l'autre en
ce point, est perpendiculaire au rayon du cercle, propriété'
qui ne convient qu’aux axes principaux. Ainsi les valeurs de M
qui répondentau cas des racines égales sont propres a ces axes.
Alors on a (n° 138)

ou
puis

en extrayant la racine de I'équ. (2) qui est un carré ; on en tire

en posant, pour abréger, y/—C=/4«; donc M=.« = |/ (1 -f- «’).
Ainsi prenez sur I'axe Ax, AD —1, élevez I'ordonnée DI— a,
Alsera J/ Cl 4"a’) : du centre /, tracez le cercle KAK', avec
le rayon A, et les points de section A, A' donneront les di-
rections y/Az, AK' des axes principaux, puisque les valeurs
de M sont les tangentes des angles KAD, K'AD. Ces lignes
sont a angle droit, d’apres la construction ; et en effet le pro-
duit des deux valeurs de M est—! (n° 137). On en tire ensuite
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les deux valeurs de r qui sont les longueurs des axes :

Si  —\AC~—m est négatif, le radical est <7y/-f- C\ les deux
valeurs de rlsont, ou positives, et on a une ellipse; ou néga-
tives, et on n’a rien, ou enfin nulles, Q=0, et on a unpoint A.
Quand m est positif, on a une hyperbole; les valeurs de r2 sont
de signes contraires ; on change le — en-f~pour avoir le 2* axe.
Cependant lorsque Q—o, on a les deux droites AK, AK'. Ce
calcul n est plus possible quand

directions AK, AK' des deux axes. Enfin sont
les longueurs de ces axes, rayons des deux cercles tangens a
Iellipse.

On pourra s’exercer encore au calcul sur I’équation.............

Cette méthode s’applique pareillement au cas ou les coor-
données font un angle y. L’équ. du cercle est alors (n° 377)

éliminant x ety a l'aide de I'’équ. y*=.MX, on a
pour que cette équ. soit un carré, il faut que

ou |

puis

I’équ. (5) qu’on résout a la maniére du 2e degré donne r2; on
peut éliminer ra entre les équ. (5) et (6). Enfin I'’équ. (6) donne
dzZ, et on peut construire I'équ. y = MXx.

453. Souvent on a plut6t pour objet de connaitre la nature et
la forme de la courbe dont on a I'équ., que de la construire ri-
goureusement ; le procédé suivant a I'avantage de donner avec
rapidité ces circonstances, et n’a pas, comme le précédent, I'in-
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convénient d’introduire des irrationnelles dans les coefliciens.

Comme il suit de ce qui précéde, que les lignes comprises
dans I'équ. générale (a) p. 456 sont connues d'avance, il ne faut,
pour lesdistinguer entre elles, que trouver un caractére propre a
chacune : ce caractére est tiré des limites de la courbe, qui sont
trés différentes dans les cas de I’ellipse, de la parabole et del’hy-
perbole. Pour obtenir ces limites, résolvons I'équ. (a) par rap-
port ay-, nous aurons une expression de cette forme,

«, 13, m, n etp sont des constantes connues. (Pq/. p.204.) Cha
que valeur de x répond a deux points de la courbe, tant que
le radical est réel ; s’il estimaginaire, la courbe n’a aucun point
correspondant a I'abscisse dont il s'agit ; enfin, si le radical est
nul, on n'a qu’'un point de la courbe. Les limites sont donc
relatives a I’étendue ou le radical passe de I'état réel a I'ima-
ginaire. Comme en prenant pour X des valeurs suffisamment
grandes, positives ou négatives, le trinbme mx* -j-nx +P re-
coit le signe (i3g, 90.) du plus grand terme znxa; si m est né-
gatif, pour cesvaleurs, le radical devient imaginaire, de sorte
gue la courbe est alors limitée dans les deux sens. Elle serait illi-
mitée , si m était positif; enfin, m nul réduirait le radical a

nx ~pp), et I'on voit que la courbe serait limitée seulement
dans un sens, puisque le signe de nx change avec x.

La nature de nos courbes dépend donc du signe de m, ce qui
nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse gé-
nérale, suivant que m, ou#l—4-", est négatif, positif ou nul.

Mais, avant tout, remarquons que, pour construire Iés or-
données PM, PM (Gg. a58 et 25g), qui répondent a une abs-
cisse AP—x’, il faut d'abord porter parallelement a I’axe des/
(dont la direction est donnée et quelconque) PN=ttx' (;
puis, pour ajouter et soustraire la partie radicale MN=M"N"

Il — onen portera la valeur, de part et d'autre
de 2V, en M et en M’ et /V est le milieu de MM". Tous les
points ZV qui satisfont a I'équ.
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coupent donc les cordes paralléles a Ay en deux parties égales;
ainsi, on tracera la droite BN, qui est un Diamétre de la courbe
(n° 476).

Aux points D et D'd’intersection de la courbe avec son dia-
metre, les équ. (i) et (2) ont lieu ensemble (n° 372), et ces
points sont donnés par les racines de I'équ.

On voit de plus que les ordonnées ED, E'D" correspon-
dantes sont tangentes a la courbe, puisque, le radical étant nul,
la proposée est le carré desj-— ax —fi = o ; ainsi les points
d’intersection sont réunis en un seul, aux points D et D'
(n° 424).

ler Cas. Courbes limitées en tous sens, m négatif.

454> i°. Si les racines de I'équ. (3) sont réelles, en les dé-
signant par a et b, et prenant AE—a, AE'—b (fig. 258),
on aura lestangentes et les points d’intersection cherchés D, D'z
le radical de (1) prendra la forme (/ [ —m {x—d) (x—i)J : il
n’est réel qu’autant que les facteurs x—a, X—b sont de si-
gnes contraires, de sorte que x est compris entre a et b. La
courbe ne s’étend donc qu’entre les limites EF, E'F'; elle forme
un contour fermé; c’est une Ellipse.

Remarquons que, pour obtenir E, E’, on a tiré de (3) des

jugué en cherchant I'ordonnée centrale CO', a partir du dia-
meétre, c.-a-d. lavaleur que prend mx2 nx -hp) lorsqu’on
fait x=h. La courbe étant rapportée a ses diamétres conjugués,
il sera facile de la décrire.

et I'on méne le diamétre BN, dont I'équ. esty —x -f- ] ;
lorsque l'angle yAX est droit, BN fait avec Ax un angle de
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45°. En égalant le radical a zéro, on

donnent le centre C
et les points D, D' d’intersection de la courbe avec le dia-
metre BN. De plus, EF, E'F' sont tangentes et limites, puis-

d’ou I'on voit que r n’est réel qu’autant que
I’'un des demi-diameétres conjugués; I'autre est CD : il est donc

pour la plus grande et la plus petite ordonnée, n° 4”3.
Pareillement donne 1 ellipse

sont 2 et o.

Il est inutile de dire que, dans les constructions, il faut
surtout avoir égard aux signes; ainsi, pour

ona
on construit le diametre BD (fig. 262), dont I'équation est

tangentes ED, E'D" de I'ellipse : C en est le centre, et I'on
trouve b'=1.
20. Si les racines de Véquation (3) sont égales, a étant leur
valeur, le radical équivaut ainsi, (1) de-
bn ne peut donc rendre
y réel qu’en prenant
Ainsi, on n’a qu’un point; ses coordonnées sont connues.
Il est aisé de voir qu’en effet la proposée équivaut ici a
et comme la somme de
deux quantités positives ne peut étre nulle, & moins que chacune
nt le soit en particulier, la proposée se partage d’elle-méme en
deux autres . L équ.
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donne le point dont les coordonnées sontx=i, et y=\.
L’équ. X' -f-j'2— o donne I'origine.

3°. Si les racines de Véquation (3) sont imaginaires, pour
auQune valeur de X, le trinbme—mx  nx -f-p ne peut
changer de signe (n°® 139, 90.)»> ce signe demeure toujours le
méme que celui de son plus grand terme — mx2\..........
\/ (— mx"l 4- nx +p) étant sans cesse imaginaire, la pro-
posée ne représente rien. En effet, cette e'qu. revient alors a
(/—ax—13)24-( —nx—p) — o, dont les deux parties
sont positives et ne peuvent s’entre-détruire; par conséquent il
est absurde de supposer leur somme = 0, puisque la seconde
ne peut étre rendue nulle, comme on I'a fait précédemment.

C'est ce qui arrive pour —aay 4-2ra— 2x4-4=°-

Pour que m, ou B2—\AC, soit négatif, il faut que les trois
le" termes de la proposée (3), Ay?  Bxy-\- Cx2 forment une
quantité plus grande qu’un carré parfait. Dans le ler exemple
ci-dessus, page 472, ces termes sont

Cherchons dans quels cas I'’équ. générale du ie degré est
celle d’un cercle, les coordonnées étant rectangles. Cette équ.
est

I’équ. la plus générale du cercle est
ou

La 1", dégagée du coefficient A de y? doit étre comparable
terme & terme & la 2e. On en tire d’abord A=C, B—o:
donc quand les x et y sont & angle droit, I'équ. du 2* degré
est celle d’'un cercle, lorsqu’elle est privée du terme en xy et
que les coejjiciens de xs et de ya sont égaux. Mais de plus il
faut que D — — E——iA«t, F— A («4" >
d’ou I’on lire
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c.e sont les coordonnées du centre et le rayon du cercle, qu’il
e.st ainsi facile de construire. Remarquez cependant qu'il y a
deux exceptions, savoir quand le numérateur de la valeur
de r2 est nul ou négatif: dans le i'" cas, on a un point unique;
dans le 2e, il n'y a pas de courbe.

On trouve par ex. que I'équ. 2j*2 -f- 2Xa — \y— 1=0
est celle d’un cercle dont le rayon est ¢/ et centre au
point (i, i).

Lorsque les coordonnées sont obliques, on raisonne de
méme en partant de I’équ. (3) n° 3-77.

2¢ Cas. Courbes illimitées en tous sens, m positif.

est moindre qu’un carré.

i°. Quand les racines de Véquation (3) sont réelles,a”AE,
b =AE" (fig. 25g) donnent, comme ci-dessus, les points D
elt D' d’intersection de la courbe et du diamétre BN, et les
tangentes EF, E'F’; puis le radical prenant le forme.............

n'est réel qu’autant que x —a et X—0b
sont de méme signe, c.-a-d. que X esC>ou aeth; x ne peut
donc recevoir de valeurs entrea=—AE etb =AE", et la courbe
s’étend a I'infini de part et d’autre des limites EF, E'F"; ainsi,
elle est une hyperbole.

Pour obtenir le diamétre conjugué de DD', comme le centre C
est au milieu de DD", on fera x—AK — h sous le radical, on
rendra le résultat réel (n°429), et I'on aura ainsi b'. On tire
ensuite la position des asymptotes (n°435). Nous allons au reste
donner bientét (n° 457) un moyen plus facile de déterminer ces
droites.

Soit par ex.,y*—?.xy—Xx'—2/ -f-8x—3=0; on en tire
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Pour trouver le diametre conjugué de Z)Z)', on fait xz=r"ZzZ<=4
dans (2xa—6x-p 4)> etl'onrendreel; ona b = {/ En
prenant D'F'— D'H~ v on forme le parallélogramme
inscrit, dont les diagonales GF'} FH sont les asymptotes de
notre courbe.

2°. Lorsque lesfacteurs de mxa -f- nx + p sont imaginaires,
la courbe ne coupe pas son diametre BN (fig. 2.63) : de plus,
ce trindbme doit toujours conserver le mémo signe que 4- mxl,
quelque valeur gu’on attribue ax(n®° i3g, g0.); donc chaque
abscisse donne toujours des ordonnéesre’elles, la courbe s’étend
a I'infini de part et d’'autre, et elle est une hyperbole disposée
comme on le voit fig. 263.

Quant aux diamétres conjugués, le centre est sur Z?Arqui ne
coupe pas la courbe ; or, si I'origine était au centre, les abscisses
égales et de signe contraire (n° 4°5) répondraient a des ordonnées
égales ; ainsi, le radical devrait étre de la forme [/(mx'* -\-p ) ;
si donc on veut transporter I'origine au centre, il faut faire
.r =y + h; hétant tel, que le 2¢ terme de mx* + nx +P
disparaisse (n° 506); h est I'abscisse du centre ; on trouve

, la méme valeur que ci-devant. Ainsi, on prend

AK-==.h, I'ordonnée KC donne le centre C : faisant ensuite
X—hdans (mx* -j- nx p), il devient = DC —a . Pour
obtenir b', il faut chercher les points de rencontre de BN avec
la courbe; en prenant la partie imaginaire des racines de
mx‘  nx et la rendant réelle, on a KO—KO' pour
les abscisses des extrémités E, E', du diametre conjugué prises
a partir de celle du centre.

Comme les paralléles FH, Glau diamétre BN sont tangentes
a la courbe en Z? et D', les ordonnées O'F, 111 déterminent
aussi le parallélogramme inscrit, et les asymptotes JF, GH.

Soit par exemple on en tire
. le diamétre BN (fig. 203)
a pour équat. ; comme donne

la courbe ne coupe pas BN; de plus,
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étant toujours positif, y est aussi toujours réel ;
ainsi, on a I’hyperbole de la figure 203.
Pour trouver les diamétres conjugués, on construit.............

centre C, et le 2¢ diamétre EE-, de plus, en faisant x=\ dans

3°. Si les racines de I'’équation (3) sont égales, le radical
équivaut et I’équation (i) devient............

savoir

on a donc deux droites qui se coupent au point du diamétre
pour lequel x — a, et qu’il est aisé de construire, puisqu’on a
leurs cqu.; on obtient un 2¢ point de chacune, en posant x=o0,
d'ouy =g +a \ém-t c.-a-d. qu'il faut porter a\/m sur I'axe
des y au-dessus et au-dessous du point ou cet axe coupe le
diamétre. Les droites menées par ces points et par le ler, qui
leur est commun, sont celles dont il s’agit.
Il est clair qu’en transposait et carrant, on a

Ainsi, la proposée est déconiposable en deux facteurs rationnels

par rapport a X ety, et du premier degré , qu’on peut égaler a

zéro indépendamment I'un de l'autre : c’est ce fait analytique

qui explique I'existence de deax droites dans le cas présent.
Soit, par ex.,

donne x — i ; le diametre (fig. 264) BN, l'est donc
coupé en un seul point iVpour lequel DA =1; et comme la
proposée revienta on a deux droites.
donne. ; on prend
et I'on trace les lignes EN, E'N.
Soit proposée I'équ. jri— ixXy—3x* — on en

donne le diamétre riiv
(fig. 205); et I'on voit qu’il n'est pas coupé par la courbe, et
qu’0ll a I’hyperbole J/0, M'O". Le centre est en Cj on prend
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CO—CO'—ik* 0OO" est le i diameétre, puis CE— CE —k
donne le 2¢, £)£)', et les asymptotes IF, 1G. A mesure que k dé-
croftra, la courbe se rapprochera du centre et des asymptotes
qui ne changeront pas ; kK = o0 donne ces droites mémes. Enfin,
si k* prend un signe contraire, I'hyperbole est GD', ID tracée
dans l'autre angle entre les mémes asymptotes, et s’en éloigne
a mesure que k croft.

456. Quand A=. o, la proposée manque du terme en y! et
I’'on ne peut plus opérer comme n° 4”3; mais si I'on change x
eny, etyen ar, ce qui ne produit qu’une inversion dans les
axes, on pourra appliquer nos calculs; il suffira donc d’y
changer C’en A, Den E: Bv—\AC se réduita  m est po-
sitif, et I'on a encore une hyperbole. Au reste, pour discuter
I’équ. privée du terme Ay\ il est préférable de la résoudre
par rapport a a;, et d’opéré»sur I'axe des X d’une maniére ana-
logue a ce qu’on a fait pour celui des y.

Par ex., pour I'équ. a?” — ixXy-"-iXx—3j* + ¢ =0 (fig. 266),

est diametre, c.-a-d. coupe en deux parties égales toutes les
cordes paralléles aux x. L'équation y*-f-y = c—1, donne.. .

\/ (c ce qui donne le conjugué AqDD", et les asymptotes
F'G et FH, dont la seconde est paralléle aux y.

Si c=7], on a les asymptotes mémes ; et si c<”|>on a encore
uneliyperbole entre les mémes asymptotes, mais elle est tracée
en HN et EE' dans les deux autres angles.

457. Dans I'équ. générale (1) (p. 471), le radical affecte la

guantité ajoutant et 6tant pour com-

pléter le carré (n° 138), on a
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Je radical est de la forme V/(z'l— I)-t en le développant par
I'extraction (page 197), on verra, comme nu4ib, qu’on aune
suite de termes ou z — 2272x4- n est au dénominateur, et qui
décroissent quand x croft, leseulicr terme excepté. En négli-
geant donc Z, on a les équ. des asymptotes de notre livperbole

donc, aprés avoir résolu laproposée, complétez le carré sous
le radical ou vous négligerez les termes constans, et vous aurez
les équations des asymptotes.

Il est facile de construire ces équ. ; les droites se croisent au
point qui estle centre, etl’on a un 2¢ point,
en faisant x = o, ce qui donne les ordonnées a l'origine

; on portera vsur I'axe des y, en dessus et en

dessous du point de section de cet axe par le diamétre.
Dans le ier ex., p. 4n5,
ajoutant et otant sous le radical, il devient
négligeant  on a, pour équations des asymptotes (fig. 259),
. Faisante nul, on trouve
il faut porter deBenieti'; Ciet Ci'sont les asymptotes.
Pour | équ. page 477? on a on né-
glige et il vient, pour équ. des asymptotes, Y~xzizix.
La discussion de I'e'qu. devient tres facile quand le terme
en X’, ou en™N“manque; par ex. li.xy-yCx"-YDy-YEXx
donne, en résolvant, effectuant la division, et désignant par
A, kf 1 des coefficiens connus,

Or si I'on construit la droite FC (fig. 266) dont I'équ. est
Bx 4- D = o, cette ligne, parallele aux y, est I'une des asymp-

totes de la courbe ; car plus x décroit vers la limite —. et plus
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j'augmente, devenant infini a cette limite ; ce qui montre que
la courbe s’approche indéfiniment de la droite FC. D’un autre
cOté, en construisant la droite F'G quiapour équ. j '— lix-\-k,
on voit que pour obtenir les points de la courbe qui répondent
a une abscisse quelconque X, on a l'ordonnée en ajoutant a

celle de la droite F'G la longueur et comme plus x

est grand , plus cette fraction est petite, devenant nulle pour x
infini, il est clair que la courbe sapproche de plus en plus de
la droite F' G qui est la 2e asymptote.

Lorsque c'est le terme en X2 qui manque, on résout I'équ.
par rapport a x, et on trouve de méme les deux asymptotes,
dont I'une est parallele aux x. Ainsi quand I'équ. de la courbe
est privée du terme en xa ou en y?2, I'une de ses asymptotes est
parallele a celui des axes coordonnés dont le carré manque.
Cette théorie ne suppose pas que les coordonnées soient rec-
tangulaires.

Soit I'équ. , on a(fig. 266)

I’équ. 2X-1-3 = o0 est construite en prenant Al =— et
menant FH parallele a Ay- I'équ. j—-=1 x 4.1, appartient a
la droite F'G - ce sont les deux asymptotes. Le reste de la
construction est facile (n° 42°)-

De méme pour

les droites GH, FJ (fig. 263), dont les équ. sont3j®*— 3 =0,
X——jj'-}72, sont les asymptotes, la ire paralléle aux x.

Si I’équ. est privée a la fois des deux termes en X et y2,
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les deux asymptotes sont paralleles aux axes, et ont pour équ.

— E, X— — D. On pourrait discuter I’équ. en transpor-
tant I’origine au centre, car I’hyperbole serait alors rapportée
aux asymptotes prises pour axes (n° 427), I'équ. prenant la
iforme Xjr—m*,

3e Cas. Courbes illimitées d’un seul coté, m — o.

X58. Lorsque M=.0, ou £*— ANE~°> |es trois ler termes
<de la proposée, ou Av*-*-Bxy-"-Cx™ formenlun carré(n® i38):

tracé ( fig. 248) le diameétre BN (y = ax -f- 1?), on trouve son
point D d’intersection avec la courbe et sa tangente EF, en

et n'est réel que quand n et
X— a sont de méme signe; donc X est et la courbe est
située commeM'DM, lorsque n est positif; si n est négatif, X
est a, et 'on aODM . La courbe qui s’étend a I'infini d’un
seul coté est donc une parabole.

On peut aisément en déduire le paramétre de ce diametre, a
I’'aide d’un seul point de la courbe, et soumettre la courbe a
une description rigoureuse (n° 438).

Soit 1 équ.

con prendAE=2 (fig. 248), EF
est limite, AB-=\\" DE~Tr, la courbe est située comme M'DM.

Pour on obtient le
méme diameétre; et comme le radical est
la courbe ODA"

Si m et n sont nuis a lafois, I'équ. devient

, on a

i°. Si p est positif, on a deux droites paralléles, qu’on trace
en portant \rp en BD et BD' sur I'axe des Yy (fig. 267), de part
et d’autre du point B ou le diamétre BN rencontre cet axe.

prend AB = AN— 1, BN est le diamétre; puis.
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2°. Si p est nul, on n'a qu’wzie droite : telle
est I’équ. représentée par BN
(fig. 267).

3°. Sip est négatif, ! imaginaire subsiste toujours, et /Z ny
apas de ligne. Telle est I'équ.

En un mot, donne.

on prend et I'on trace

Or, plus k diminue, plus les pa-

ralleles se rapprochent du diamétre BN, avec lequel elles se

confondent enfin lorsque k— 0; si k est négatif, I'’équ. ne re-
présente plus rien.

Quelque point G qu’on prenne sur BN (fig. 267 ), il doit
couper au milieu la partie IM d’une droite quelconque; BN
est le lieu d'une infinité de centres (n° 4s5).

Quand m et n sont nuis ensemble, la proposée revient a

quand p est positif, elle est le
produit de ou X
a meme coefficient; on y satisfait donc en égalant a zéro 1 un
indépendamment de l'autre; 20. si p est nul, la proposée est le
carré de yy— nx— 5, nos deux facteurs sont égaux ; 3°. enfin,
si p est négatif, on veut rendre nulle la somme de deux quan-
tités positives, dont I'une + p ne peut étre zéro, et I'équ. est
absurde. Telles sont les causes qui expliquent I’existence de nos
trois cas particuliers.

Abqg. Il résulte de toute cette analyse que,

I. Si m, ou B*—\AC, est négatif, Ay* -pByx-\-Cx! est plus
grand qu’un carré, C doit étre positif; la courbe est fermée ;
elle est une ellipse, ou un cercle, ou un point, ou rien.

I1. Si m, ou BI—\AC, est positif, Ay*-\- Bxy -j- Cx est
moindre qu’un carré ; la courbe est formée de deux parties illi-
mitées ; elle est«ne hyperbole, ou deux droites qui se ctoiscnt.
On est dans ce cas, si C est négatif, ou s’il manque x% ou/’,
Xy restant.

I1. Sirn, ou BB—\AC — o0, Ay'l Bxy -f- C.r2 est un
carré; la courbe s'étend a I'infini d’un seul coté; elle est une
parabole, une droite, deux paralléles ou rien: quand xy
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mangque, avec un des cariés X! ou y2, on tombe dans ce cas.

460. On peut composer a volonté une équ. du 2e degré, qui
rentre dans celle qu’on voudra de ces circonstances. |l suffira de
recourira I’équ. (1) p. 471, etd’y déterminer arbitrairement les
constantes a, (Z m, .. . ayant soin de composer le radical de
sorte qu’il satisfasse aux conditions requises; ainsi m sera né-
gatif pour une ellipse, et mx! ~r nx — o0 aura ses racines
réelles : m sera positif pour une hyperbole, et suivant que
I’équ. précédente a ses racines réelles ou imaginaires, cette
courbe coupera ou ne coupera pas son diametre, etc. On peut
enfin se donner des conditions qui déterminent toutes les cons-
tantes <*, /3. ... Voici un ex. de ce calcul.

L’hyperbole ponctuée ( fig 205) a I'origine C au centre, le
diametre BN fait avec les x un angle de 45° ; CE — r donne
GH tangente et limite de la courbe; enfin, le diamétre conju-
gué est CO 1: trouver I'équ. de cette hyperbole? Elle est
visiblement et il reste & déterminer m.
Mais x — o donne le radical imaginaire; et changeant le —

est I’éou. demandée.

Si I'on veut que I'’équ. soit celle d’un point, une ou deux
droites, ou rien, on peut opérer de méme; mais il estplus simple
de se conduire comme il suit.

L et M étant de la forme ky 4-1x 4- g, on a

i°. Pour un point, L24- M1 —o0 (p. 473);

20. Pour une droite, £/ = o0 (p. 482);

3°. Pour deux droites, LM—o (p. 477); et si I’on veut que
ces lignes soient paralléles, le rapport des constantes k et 1|
doit étre le méme dans L et M (p. 481);

4°, Pour que I'’équation ne représente rien, A' doit étre un
nombre positif quelconque dans L2 -f* M1 + A ==0 (p. 474 )

461. Apres avoir discuté I'équ. (1), les coordonnées étant
rectangulaires, on peut se proposer dela construire exactement,
sans recourir a la théorie (n° 43g), mais en rapportant la courbe
a un systeme de diamétres. Prenons pour axes des .r'une paral-

3t..
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lele au diameétreJ* = «r4-$, sans changer I'origine, ni I'axe

desj"- Comme tang.

et les équ. B (n° 383) deviennent
. la transformée de (1) est

i°. Si la courbe a un centre, portODS-y I'origine ; et I'équ.
étantainsi rapportéea des diamétres conjugués, recevra la forme
(n° 427) (Q 4* Cx2) : il suffit donc de chasser les termes

ces 2¢’ termes
sont les X" ety" du centre, et I'on trouve

Telle est I'équ. de la courbe proposée, réduite a ses diametres
conjugués. Rien n’est donc plus facile que de construire cette
ligne (n° 43i, 2°-)

, et I'on obtient, pour transfor-

ainsi, apres avoir tracé le diametre BN,

porté l'origine au centre C, comme ou

I'a vu (n° 454), il restera & décrire une ellipse, dont les
demi-diameétres CO, CD, sont égaux a

20. S'il n’y a pas de centre, m==o0, et le radical devient

Y (nkx'4-p) - chassant les termes constans fi etp, l'origine sera

portée au pointou la courbe est coupée par son diametre; savoir,

Aprés avoir dé-

crit le diamétre y 4- fi, I'origine sera prise au point ou il
coupe la parabole; I'axe des y' étant paralléle aux y, et I'axe
des x" le diametre, la courbe sera facile & tracer (n° A381.

DN et DF étant les axes, on a I'équ. , qui est

celle de la parabole MDM'; et comme p. 481, ona AB— |,
AE=DE-2.
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V. PROBLEMES d'analyse GEOMETRIQUE.

De la Génération des Courbes.

462.1. Quelle estla courbe qui résulte de I'intersection conti-
nuelle de deux droites AM, BM (fig. 268) qui tournent autour
de A et B, etsont toujours a angle droit en £T? Prenons les
Génératrices dans une de leurs positions AM, MB : I'origine
étant au milieu C de AB, et AC=.r les lignes AM et MB
qui passent, I'uneen A(—r, 0), et l'autre en B (r, 0), ont
pour équ.

de plus on a

puisque ces droites sont perpend. : les valeurs de a et a', qui ne
satisfont pas a cette condition, répondent a des droites AN et

BN, qui ne sont pas génératrices. Si I'on met — - pour a , les

équ. (1), qui sont celles de toutes les droites passanten A et B,
appartiendront a deux génératrices, dont les directions dépen-
dront de la valeur de a qu’on voudra prendre: la coexistence
de ces équ. fera que x etjr seront les coordonnées CP, PM, du
point de section de ces droites. En éliminant a de ces équations,
X ety seront donc les coordonnées du point d’intersection de
deux génératrices quelconques, puisqu’elles ne sont distinguées
entre elles que par a, qui n’y entrera plus.

Ainsi, I'élimination de a et & entre les équ. | et 2, donne

I’équ. de la courbe cherchée chan -
gent (2) eny't-f- —r2:ona un cercle dontle diamétre est
AB.

Il Si les deux génératrices AM, MB (fig. 269) étaient as-
sujetties a former un angle don né AMB, dont la tangente f(tt,

I’équation (2) serait remplacée par on aurait
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En discutant (n° 450) cette équ., ou
on verra que la courbe est un cercle dont le

ravon est OB donne le centre O.

En général, au lieu de supposer la courbe décrite par un
point qui se meut d’'une maniére déterminée, on peut la con-
sidérer comme engendrée par I’intersection continuelle de deux
lignes (droites ou courbes) données, mais variables dans leurs
positions ou leurs formes, suivant une loi connue. On prendra
ces genératrices dans I'une des positions convenables, et I'on
aura leurs équ., telles que M — o0, A = o : de plus, le chan-
gement que ces deux lignes éprouvent tient a celui de deux
constantes qui y entrent ; mais sont assujetties, dans leurs va-
riations , a une condition donnée P — 0. En faisant de nou-
veau le raisonnement ci-dessus, on prouveraque, si I’'on élimine
ces deux constantes entre ces trois équ., on aura pour résultat
I’équ. de la courbe engendrée.

S’il y avait trois constantes variables, outre P— 0, on de-
vrait avoir une autre équation de condition =o; il faudrait
éliminer ces trois constantes entre les quatre équ. A7—o, A==0,
P =0, Q=o0. Etainsi de suite. .., de maniere a avoir tou-
jours une équ. de plus qu’il n’y a de quantités a éliminer.

S'il y avait moins d’équ. gu’il n’en faut, I'équ. finale seraiten-
core celle dela courbe cherchée; mais il y aurait un ou plusieurs
parametres variables : le probleme serait indéterminég, et I'on y
satisferait par une série de courbes. Lorsqu’il y a autant d’équ.
que de constantes, il en résulte des valeurs de x ety en nombre
fini . on n'a plus que divers points; et s'il y a plus d’équ. en-
core, le probléme est absurde. Tout ceci sera éclairci par des
exemples.

111. Etant données les droites DN, Dx (fig. 270) et un point
fixe A sur I’'une, cherchons la courbe dont chaque point Mest
tel, que la distance MA est égale a la perpend. PArsur Dx.
Concevons cette courbe comme engendrée par I'intersection con-
tinuelle d’une droite mobile PN, perpend. & Dx, par un cercle
KL, dont le centre est fixe en A ; le rayon et la droite variant
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d’ailleurs, de sorte que la condition donnée AM= PN soit
toujours remplie.

les équ. du cercle LK et de la droite PN sont

L’équation de la droite DIX1, qui passe en D (—n, 0), est
1 équation de condition MA — NP devient
Lorsque I'on fait varier la droite et le cercle,
a et [i changent seuls; il taut donc les éliminer a laide des
équ. (i), ce qui donne

le centre C et les axes a et b sont tels, que

Si DN est paralléle a DA, on a un cercle, ce qui résulte aussi
de ce que, par la génération, PN est constant.

3°. Enfin, si *>t, ou EDA, changé en IDA, 45° on a
une hyperbole.

Cette propriété pourrait donner un moyen facile de tracer
nos trois courbes ; elles touchent toutes la droite donnée DE,
DE"',.... en son point de section avec AE (n° 424)

IVV. Imaginons que la ligne AB (fig. 271 ) d’une longueur
donnée se meuve dans I'angle BCA, de maniere que ses ex-
trémités A et B restent toujours sur les cotés de cet angle :
trouver la courbe décrite par un point M donné sur cette ligne
ABI Soient b — AM, a — MB, AC, CB les axes coordonnés
quelconques, etc le cosinus de I'angle ACB qu’ils forment entre
eux;la courbe peut étre considérée comme produite par la sec-
tion continuelle des deux droites mobiles AB, PM, dont les
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equ. sout

Il s’agit de trouver I'équ. de condition entre et, (i ety. Or, le

triangle PMB donne (D, n° 355), en faisant PB = z,
= 4- PM* —icz.PM-, dailleurs les paralléles AC, PM

donnent bz =a X CP : donc on a

11 reste a éliminer z, «, (iety. Mettonsy pour ay -f- £, nous
aurons bz=ax, a*~z*A~y7— icyz-, enfin, chassant z,
a'b* — b*y* -I- a’a? — labexy est I’équ. demandée, qui appar-
tient a une ellipse (n° 454) dont C est le centre.

Lorsque lI'angle ACB est droit, tout le calcul se simplifie
beaucoup: on a I'équ. b'y'-j- a'xl — db*, qui est celle de
I'ellipse rapportée a son centre et a ses axes va, 2b. Il en ré-
sulte un nouveau moyen tres facile de tracer une ellipse. Apres
avoir décrit deux lignes indéfinies Cy, Cx, a angle droit, on
portera, sur une régle M'B, des parties égales aux demi-axes
AM—b, BM—a" puis on présentera cette régle sur I'angle
droit yCx, de maniére que les points A et B soient sur les
cotés de cet angle. Dans cette position, et toutes celles de méme
nature, le point J/sera I'un de ceux de I'ellipse; on marquera
ces divers points, et I'on tracera la courbe qui les joint.

Si le point décrivant est situé en M" sur le prolongement de
AB, la méme analyse conduit au méme résultat, au signe pres
du terme—Ilabexy. Ainsi, en prenant BM' —a, AM'=Db,
AB est la différence des demi-axes, au lieu d’en étre la somme,
et la construction demeure la méme.

V. Si, du foyer F' d’une ellipse (fig. 238), on abaisse une per-
pendic. sur chaque tangente, quelle est la courbe qui passe par
tous les points I de rencontre de ces tangentes et de leurs per-
pendiculaires? d*yy'  b'xx —cCh* est I'’équ. de la tangente au
point (X', y") (n°® 4°")- droite, qui passe par le foyer
(—a, 0), a pour équ. y—=& (x-f-ct); pour qu’elle soit perp.
a la tangente, il faut (n° 370) que A3 satisfasse a I’équation
b*x'—d*y' =0 : les équ. des génératrices sont donc
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Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent de
position avec X ety ; I'’équ. de condition est celle qui exprime
que ce point est sur I'ellipse, ay’? -f- b2x’? = ab2. 1l reste a
éliminer x ety entre nos trois équ. On tire des ires X ety”,
et I’'on substitue dans la 3¢; on trouve

En développant, on a

Le second facteur est v isiblement étranger a la question, puis-
qu’il donne le foyer; lautre donne le cercle circonscrit a
I'ellipse ; c’est la courbe cherchée.

i°. b n’entrant pas ici, le cercle inscrit dans I’'hyperbole ré-
sout la question proposée pour cette courbe (n° 397).

20. Ce cercle est commun a toutes les ellipses décrites sur le
grand axe, et méme au cercle qui se reproduit ainsi lui-méme.

3°. Comme/ —a* est indépendant de &, on trouve le
méme cercle en opérant sur I'un et l'autre foyer.

VI. Pour résoudre le méme probléme pour la parabole
(fig. 234), on verra aisément qu’il faut éliminer x' ety" entre

faut le supprimer : le ler, x=0, donne I'axe des y ; c’est le lieu
des pieds des perpend. (i, fig. 234, P- 427)-

Vil. La parabole NAK (fig. 272) étant donnée, trouver le
lieu de tous les points JZ, tels qu’en menant les deux tangentes

KM et KM, Tangle qu’elle formeront soit toujours égal a un
angle donné M.
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Les tang. a la parabole aux points (=<","), ont
pouréqu. (n°4<>4) fig-272

L'angle KMN, que forment entre elles ces droites (n° 3;0),
a pour tang, Lorsqu’on change les points K et N

de contact, cet angle doit rester le méme ; t est constant; mais
X', y, ', y, varient; il faut les éliminer, et I'on a pour cela,
outre les trois équations précédentes,ya=1.px ,y* = ipx"".
.r' et x" tirées de celles-ci, changent les deux premiéres en

Ainsi, des deux, racines de la ire de ces équ., l'une esty, et

I’e'qu. cherchée est

c’est celle d’une hyperbole ; et comme t n’entre qu’au carré,
I'une des branches est décrite par le sommet M' de I'angle ob-
tus K'M'N, et l'autre par celui M de son supplément NMK.
On trouvera aisément le centre C et les axes de la courbe.

Si I'angle donné M était droit, ou / = 00, on aurait (n° 398)
iX 4~/>=0; en sorte que si de chaque point de la directrice
on mene deux tangentes a la parabole, elles font toujours entre
elles un angle droit.

VI1J. Il arrive souvent que I’équ. méme dela courbe est don-
née, ou presque exprimée dans sa définition, plutét que par sa
génération : ceci mérite a peine de nous arréter. En voici un
exemple : Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est la
moyenne proportionnelle entre celles de deux droites don-
nées, correspondant a la méme abscisse? Il est clair que
jf — ax4- b, j- — ax 4- b' étant les équ. des droites données,
celle de la courbe est
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i°. Si I'une des droites est paralléle aux ac, «'= o0 donne
J-'1 ab'x-4-bb’, qui appartient a une parabole qu’on dé-
crira aisément. Quand a = 0, ¥ — bb' donne deux droites
paralléles, une droite ou rien, suivant les grandeurs et les signes
de b etb' Lorsgqu’on faitabstraction du signe des ordonnées des
droites, outre notre parabole, on en a encore une deuxieme
égale et opposée, et qui a méme sommet.

2°. Si a et a' sont de signes contraires, on a une ellipse;
lorsque aa = — 1, les lignes données sont perpend., et I'on a
un cercle ( on a aussi un point, ou rien).

3°. Enfin, si aet a sont de méme signe, on a une hyper-
bole : quand a—a’', I'une des asymptotes est paralléle aux
droites données, d’ou I'on peut conclure I'autre (n° 450 et 457).
On peut aussi avoir deux droites qui se croisent.

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des signes
des ordonnées, on a a la fois I'ellipse et I'hyperbole décrites
sur les mémes axes, comme fig. 247-

On pourrait varier beaucoup ces problemes. M. Puissant en
a mis plusieurs dans son Recueil de diverses propositions de
Géométrie. En voici quelques autres :

IX. Deux angles de 45°, BAC, BDC (fig. 27a) étant donnés
de position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes A
et D, de sorte que deux cdtés AB, BD se coupent toujours sur
BE parallele a AD. Quelle estla courbe décrite parle point C
d’intersection des deux autres cotés AC,DCI

On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi que
la droite BE.

X. Soit un point M ( fig. 274) tel, que ses distances AM,
BM, a deux points fixes A et B, soient entre elles dans un
rapport donné; quelle est la courbe dont tous les points jouis-
sent de cette propriété?

En quel lieu de cette courbe AM sera-t-elle tangente? Com-
ment déterminer le point M, tels que les distances MA, MB,
MD a trois points fixes A,BetD aient entre elles des rapports
connus ?
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XI. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le lieu
de tous les centres des cercles tangens a I’'un et a l'autre.

€ méme probléme pour deux cercles donnés.

XII. Les c6tés d’'un angle droit glissent sur une ellipse ou
une hyperbole, a laquelle ils demeurent sans cesse tangens;
quelle est la courbe décrite par le sommet (fig. 1'ji) ?

On peut prendre aussi I'angle quelconque, comme au pro-
bléme VIL

XIII. Deux droites AF, CD (fig. 220) tournent autour des
extrémités A et C de la base d’un triangle donné ABC-, trouver
le lieu BE de tous leurs points G d’intersection, en suppo-
sant que D et F sont, dans leur mouvement, a la méme dis-
tance de la base (Voy. n° 376, VIII.)

Problemes qui passent le second degré.

463. Nous avons construit, page 350, les racines des équ.
du 2¢ degré. L’exemple suivant montre ce qu’il faut faire lors-
qu’on est conduit par la résolution d’'un probléeme déterminé
a une équ. ou l'inconnue est élevée au-deld du 2¢ degré. Soit

X+—pox 4~px -j-p"m =o.

Si I'on fait xl =py,on ay'—qy ™™-j-m =o0; la propo-
sée provenant de I'élimination de y entre celles-ci, si I'on
construit les sections coniques qui s’y rapportent, les abscisses
des points d’intersection seront les racines cherchées : ce sont
ici deux paraboles. La proposée aura ses quatre racines réelles,
quand les deux courbes se couperont en quatre points: il n'y
aura que deux points d’intersection s'il n’y a que deux racines
réelles : elles seront toutes quatre imaginaires, s’il n’y a aucun
point commun entre les courbes. Aucas qu’il y elt quelques
racines égales, les deux courbes se toucheraient, etc.

Mais comme I’une des deux courbes est arbitraire, il convient
toujours de préférer le cercle comme plus aisé & décrire. Apres
avoir tracé les deux axes rectangulaires Ax, Ay ( fig. 275), on
décrira I’hyperbole xy—pm entre ses asymptotes ; éliminant
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imi. la proposée devient I'équ. d’un cercle facile & décrire,

Prenez : du centre C, avec le rayon

tracez un cercle ; I’hyperbole sera coupée en des points M, M',
N, N, dont les abscisses AP, AP', AQ, AQ', seront les 4 ra-
cines x cherchées; deux sont positives dans la fig., les deux

autres négatives. Il pourrait n'y avoir aucun point d’inter-
section, ou seulement deux.

équ. d’un cercle et d’une parabole faciles a décrire.

suivant que la proposée contient -f- a2 ou — a2 On construit le
cercle que cette équ. représente; les abscisses des points com-
muns avec la parabole xa= awy, sont les racines cherchées ;
X= 0 répond a la racine introduite.

Pour x3— 3a’x le méme calcul donne

Soit décrite la parabole MA (fig. 276) dont le paramétre est a,
et le cercle CAM, dont le centre est C ( a, 2a), et le rayon
~C’=:«V/5; le point&E/d’intersection a pour abscissex— AP-,
c’est la seule racine réelle.

On peut, par cette construction, obtenir la valeur de \}a.

Etant données deux droites a et b, trouver entre elles deux
moyennes proportionnelles x ety, Ha x\ y \b. Puisque
x1— ay, y2 = bx, en construisant deux paraboles, donta et b
soient les parametres, qui aient I'origine pour sommet coin
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mun, et dont les axes respectifs soient ceux desy et des X ; on
aura, pour abscisse x et I'ordonnée y de leur point commun,
les lignes demandées.

Mais les constructions sont plus simples en employant le
cercle au lieu de I'une des deux paraboles. Ajoutons nos équ.,
il vient a:l -f- y2—ay — bx = 0,etVon retombe sur la fig.276,
ol BC=#a, ABz=\b.

Lorsque b = la, on a x3 — 2a3; ce qui résout le célébre

probleme de la duplication du cube. Si I'on faitZ» = — a,

comme on aan = o al : on peut donc aussi former un cube x

qui soit a un cube donné a', :: m: n.

En général, ces constructions peuvent étre variées de bien
des maniéres; car, puisqu’elles dépendent de deux courbes dont
on a les équ., en multipliant ces équ. par des indéterminées et
les ajoutant; on obtient différentes courbes propres a la réso-
lution du probléeme.

464. Aureste, ilpeutarriverqu’une question proposée comme
déterminée ne le soit pasfvoy. n° 376, I1), ou méme qu’on
puisse en faciliter la solution , lorsqu’elle est déterminée , en la
faisant dépendre d’une autre question qui ne le soit pas. L’ana-
lyse indique d’elle-méme ces modifications ; c’est ce qui va étre
éclairci par les questions suivantes.

I. Etant données deux points A et B (fig. 277), trouver un
3¢ point TU, tel, qu’en menant AM et MB, I'angle MABsod
la moitié de MBA. Faisons AB~m-, les équ. de AM, MB
sont y — ax, y——a {x —m), lorigine étant en A : or,
aeta sontdes tang. d’angles doubles I'un de l'autre; donc...

a'=———(L, 35g). Eliminons a et a' entre ces trois équ.,
et faisons abstraction de<7’ = o, qui n’apprend rien; il vient
V' —3x' -f-imx—o.

On voit que la question est indéterminée, et qu'on y satisfait
en prenant pour M chaque point de I’hyperbole que nous allons
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construire. Faisons AC— CD = | AB; C sera le centre,
A\ et D les sommets ; les asymptotes CG, CH, font avec AB un
angle égal aux deux tiers d’un droit, [Z3 en étant la tangente
( n° 35a); cette courbe MD sera celle dont il s'agit.

Si I’'on veut partager un arc de cercle AEB, ou unangle AKB,
en trois parties égales, on prendra le tiers AC de sa corde AB-,
construisant I’hyperbole ci-dessus, l'intersection avec I'arc
donnera (n°2i2) le tiers EB de I'arc, ouie tiers EKBde I'angle.

Pour résoudre le probléme de la trisection de I'angle, nous
I’avons d’abord présenté sous une forme indéterminée, et méme
plus générale, puisque nous aurions pu de méme trouver le
point d’un arc d’ellipse AEB, ou de toute autre courbe, qui
remplit une condition analogue.

Il. Mener une droite DD’, jr=zax-J- b (fig. 278), de maniére
que la somme des perpend . MD, M'D’, abaissées de deux points
donnés M et M', soit égale a une longueur connue = m. Il s’a-
git de déterminer a et b par la condition MD -f- M'D' — m.

La distance du point M (x , y'} a cette ligne (n° 374) est

en raisonnant de méme pour M' (x", j*"), on a

Cette équ. ne pouvant faire connaitre que a ouZ>, le probléme
est indéterminé : si I’on mety —ax pour b dans (1), on a

c’est I'équ. de la droite cherchée. Transportons I'origine au mi-
lieu de MM', en

La direction de la droite est restée arbitraire ; seulement on
voit que lorsqu’on a choisi a a volonté, I'ordonnée a I'origine
est | m\/ (1 -f-a2); ainsi (n° 3*4) la distance FC—\ m, ce
qui fournit cette construction. Du centre C des moyennes dis-
tances aux axes, on décrira un cercle avec le rayon 4 m : toute
tangente a ce cercle satisfera seule a la condition exigée. C'est
ce que rend évidente la propriété connue du trapeze MDD'M

4°).
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Si I'on e(t donné trois points, il aurait suffi d'ajouter
ax"'——b au ier membre de (i) : en général pour n points,

il faudrait remplacer m dans (2) par o Donc la somme des

perpendiculaires menées de n points sur la droite DD' est—m,
quand DD' est tangent au cercle FC décrit du centre des
moyennes distances avec un rayon FC = la ne partie de m.
111. Etant données deux droites AP, y/£)(fig. 279), cher-
chons un point M, tel que les perpend. MP,MD soient entre
elles dans un rapport donné = n: m. Prenons AP pour axe
des X, A pour origine; AP = X', PM=/; enfiny — ax

pour I'équ. de”ZZLaperp.(n°374)MA par

condition ; d’ou

Donc, tous les points d’une droite AM passant en A, satisfont
a la question. Prenons des parties AC =m, AB=n sur les
perpend. aux droites données, et menons des paralléles BM,
CM, a ces droites; M sera I’'un des points de la ligne cherchée,
puisqu’il satisfait a la condition : cette ligne est donc AM.

Si I'on voulait obtenir sur la courbe MN les points M et N,
qui jouissent de la propriété assignée , il faudrait construire la
droite AM, et prendre scs points d’intersection Met N avec la
courbe.

Le point M pourra étre situé au-dessous de AD-, alors
y/(i 4-fl)) ayant un signe contraire, il faudra prendre AC'=zm
en sens opposé de AC, et la section de Z?Mavec C'1.

IV. D’un point K (fig. 280) menons deux tang. KM, KN a
I'ellipse donnée CMN, et la corde MN qui joint les points de
contact. Si I'on fait parcourir au point K une droite quel-
conque AB donnée, les points M, N varieront ainsi que MN-,
on demande la courbe qui est le lieu des intersections successives
de ces cordes MN.

Menons, par le centre C, CD paralléle & AB, et CA diamétre
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conjugué de Cy ; prenons ces lignes pour axes. En partant de
I’équ. de la tang. a I'ellipse, et exprimant qu’elle passe par un
point donné K (*,£), on aprouvé (413) qu’il y a deux tang.,
et que la corde M2V, qui joint les points de contact, a pour
e'qu. a fiy -\-b '<jx—d'b\ Si I’on place le point K en B, I'équ.
de la nouvelle corde znzisera la méme en changeant £ en (i'. Le
point de section de ces cordes se trouve en éliminant x et y
entre leurs équations. En les retranchant, il vientaf(j3—
ouj—. 0. 11 est donc prouvé que le point de section est sur
I’axe desx, et cela, quels que soient/3,/3"; d’ou résulte que toutes
ces cordes se coupent en un seul point. La méme propriété a
lieu pour I’'hyperbole et la parabole (voy. nos 4i3).

Les principes exposés précédemment suffisent quelquefois
pour discuter les équ. de degrés supérieurs en X et y. Par ex.

d'ou

la courbe (fig. 288) est symétrique des deux cotés de I'axe
des j-, qu’elle coupe aux trois points A, C et B, pour lesquels
X = 0, a et —b. On ne peut prendre X positif<jq mais x peut
croitre indéfiniment au-dela ; ainsi la courbe s’ouvre a I'infini
et ne s’étend pas entre A et C. Dans le sens des x négatifs, elle
forme unefeuille entre A et B, et ne dépasse pas B,

Si az=0, yz=#Lx [/(x-}-b), I'espace AC est nul, et la dou-
ble branche infinie a son point C soudé en A. Si 6=0,...
y—=+.X\/(x—a), la feuille AB se réduit a un pointy/, isolé
de la branche infinie CM.

Soit encore I'équ.

la courbe est symétrique par rapport aux

x et auxy, etsi l'on plie la fig. selon I'un ou l'autre de ces

axes, les parties coincident; X est<~1, et commex— x1 donne

jK=00, deux paralleles aux.7 menées des deux cOtés de cet axe

a la distance 1, sontasymptotesde la courbe qui est entiérement

renfermée entre elles. Enfin 1 ;ainsi la courbe est coin-
T L 32
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posée de deux branches infinies et opposées, séparées par un
intervalle, comme dans la fig. 263, excepté qu’elles sont ren-
fermées entre deux paralléles auxj-, et  dz 1.

Enfin I’équ.
équivaut a
en égalant chaque facteur séparément a zéro, on trouve que la
courbe est formée du systéme d’un cercle B CP (fig. 233) dont le
rayon est i et le centre a I’origine C; et d’une paraboleMAM'".
Les choses se passent ici comme n° 460, 3°.

De quelques autres Courbes.

466. Lorsqu’on donne divers points F,G ,M . .(fig. 211),
il y a une infinité de courbes qui les unissent ; cependant, parmi
celles qu’on peut choisir, il en est une qu’on préfere, comme
étant plus simple que les autres; c’est celle dont I’'équation est
y=A-t-Bx-j-Cx?-l-etc., et qu’on nomme Parabole, parana-
logie avec la courbe que nous connaissons sous ce nom. Apres
avoir tracé deux axes Ax, Ay, et marqué les coordonnées
AD, DF.AC, CG.... des points connus, on comprendra dans
I’égqu. autant de termes qu’il y a de ces points, et il s’agira d’en
déterminer les coefficiens A, B......... par les conditions don-
nées, savoir, que i°. Xx — AD=a donnej-= DF=a; d’ou

dra ensuite éliminer les inconnues A, B,C.. ., afin d’en ob-
tenir les valeurs.

Le calcul peut étre présenté d’une maniére simple et géné-
rale; car, puisque X doit donnery = a, la valeur de y
estde la forme dey=Aa-I~ K, A et K étantcomposés de ma-
niere que x = rende A— 1; et K=o0: ainsi (n° 500),
= (x—«) K'. De plus, quand a? = /3, on aj-=6; donc on
aen général y = Bb-{-L, L étant=(x—(2) L-, de sorte
que, pour allier ces deux conditions,
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A etZ>' étant =1, lorsqu’on fait respectivement X =«, ou =£.
En continuant le méme raisonnement, on verra que

e'qu. ou

en prenant pour chaque coefficient une fraction ayant autant
de facteurs moins i, qu'il y a de points donnés.

On obtientainsil’équ. approchée d’une courbe donnée, mais
tracée au hasard; il suffit d’y distinguer un nombre suffisant de
points, pris surtout aux lieux ou la courbe offre des sinuosités
marquées, et d’en mesurer les coordonnées a, a, .

On pourra ainsi trouver, entre des points isolés F,G,M,Z..,
d’autres points assujettis a la méme loi; et de méme, entre
plusieurs quantités liées par de certains rapports, obtenir une
loi qui puisse servir & faire connaitre, par approximation, quel-
que circonstance intermédiaire. C’est en cela que consiste la
méthode de Vinterpolation, dont I'application est si fréquente
aux phénomeénes naturels. {For. n°’637 etg47-)

Les mémes raisonnemens servent a faire passer une courbe
de nature connue par une série de points donnés: I’'équ. de
cette courbe doit alors renfermer autant de constantes arbi-
traires qu’il y a de ces points, sans quoi le probleme serait
absurde ou indéterminé. Ainsi I'équ. la plus générale du cercle
étant (y————— A)2=r\ on ne peut exiger que cette
courbe passe par plus de trois points connus («, a),  "™),(Y,c),
et I'on aurait, pour déterminer les constantes k, h et r, les
conditions

Si le rayon r était connu , on ne pourrait plus se donner que
deux points, et ainsi de suite.
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En général on peut faire passer une section conigue par
cing points, puisqu’il y a cinq arbitraires dans I'équ. générale
du 2¢ degré, dégagée du coefficient du ier terme.

467. Quelle est la courbeDM, QE (fig. 281) engendrée par
I'intersection continuelle de la ligne BM, qui tourne autour de
B, et d’un cercle MEQ, dont le centre C glisse le long de AC,
de maniere que ce centre soit toujours sur BMI Prenons Ax et
BD pour axes. Soient AC—a, AB—b, CM=.AD~a, les
équ. du cercle, et de la droite BM qui passe en B (0, — b} et
C (u, 0), sont

éliminant ci, il vient

Telle est I'équ. de la courbe proposée, que Nicomede a
nommée Conchoide. Il suit de sa génération qu’elle est formée
de deux branches, I'une au-dessus, l'autre en-dessous de AX,
étendues a I'infini, et dont Ax est I'asymptote; que la plus
grande largeur est en DD', lorsque la droite mobile BM est
perpend. a AX. AB est<”«, alors il y a en D'unnceud; ce
nceud s’évanouit, et ne laisse qu’un point de rebroussement,
lorsque AB—a. {Foy. fig. 282.)

468. Le cercle AFB (fig. 283) et sa tang. BD sont fixes; la
droite AD tourne en A, et AM est toujours pris = FD : quelle
est la courbe des points M? Elle résulte de la section conti-
nuelle de AD ; par un 2e¢ cercle, dont le centre est en A, et
dont le rayon R variable est sans cesse— FD. Les équ. de nos
deux cercles, I'origine étant en A, sont x? 4- y? = R2,
yi=2ax —x2; celle de ADest y — Ax; A et R varient, et
I'on a AM =FD, ou AP—EB. Or, on trouve (nos 372, 354 )

_, ClestI'équ. de condition.
Ellmmant R etA a l'aide de x2-f-yl— R2, y — AX, on a

I’équ. cherchée
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11 résulte de cette équ. que, i°. X ne peut étre = 2a, ni néga-
tif ; ainsi la courbe est renfermée entre Ay et BD ; 20. elle est
symétrique de part et d’autre de AB; 3°. elle passe par I'ori-
gine A (ou elle a un rebroussement) ; 4°- X—a donnNe:
les points H et H', ou la courbe coupe la circonf. directrice,
partagent celle-ci en ses quatre quadrans; 5°. Xx = 2a donne
y = 00: BD est asymptote. Cette courbe est nommée Cissoide
de Diodes.

469. La courbe OB M (fig 284), dont les abscisses AE, AP...
sont les logarithmes des ordonnées correspondantes EF, MP...
est nommée Logarithmique : son équ. est .r =logy, oviy=zax,
a étantla base (n° i45). Il est facile devoir que, r°. la courbe
n'a qu’une seule branche, qui est infinie a droite et a gauche;
20. I'ordonnée AB a I’origine est= 1 3°. soit AE = i — AB,
on a EF—a— labase ; 4°- siaest 1, la partie BM de la
courbe qui est dans la région des x positifs, s'écarte sans cesse
de Ax (le contraire a lieu lorsque a < 1) ; l'autre partie FO
s'approche de A{)', QAX estI'asymptote. 5°. Si I'on prend des
abscisses successives en progression par différence, les ordonnées
correspondantes formeront une progression par quotient.

Les différentes especes de logarithmiques sont distinguées
entre elles par la base a.

470. Formons la courbe des sinus (fig. 289) : I'’équation est
y =sin X. Chaque abscisse X est le développement d’un arc de
cercle dont I'ordonnéey est le sinus, le rayon étant r. Si I'arc
est 0, z-r, 2%-r.le sinus est nul : a partir de I'origine A, et de
part et d'autre, on prend AB=BC=AB'— ... —vr, les
points A.B,B',C,C". .. sont ceux ou la courbe coupe I'axe
des x. L’arc croissant depuis zéro jusqu’a Vvr=AE, le sinus
croit aussi jusqu'a EF=r' mais x continuant de croitre, y
diminue; la portion AFB de courbe est symétrique par rap-
port a FE. Lorsque .r passe AB="r, le sinus devient négatif;
et comme il reprend les mémes valeurs, on a une autre partie
de courbe BDC égale a la premiére. Le cours se continue ains i
a I'infini. Ces courbes ne différent entre elles que par le rayon r,



502 analyse géométrique.

471. Un point M (fig. 185) se meut le long de CM, en méme
temps que CM tourne en C; quand ce rayon mobile était cou-
ché sur CA, Métaiten A ; et I'on exige que AC soit toujours
a AP, comme le quadrans ac esta I'arc décrit a&.On demande
quelle estla courbe AMDB décrite par Al Elle est produite
par I'intersection continuelle du rayon CM et de PMperpend.
a CA. C étant l'origine, soient AC=a, ab=6, CP=«t, les
équ. de CM et PM sontj-"a: tangfl, x = u. Mais la condition

imposée donne éliminons a et6, il vient

Il est aisé de voir, i°. que la courbe est symétrique de partet
d’autre de Cy 20. que arend négatif; 3°. que x="ia
donne les asymptotes QN, Q'N'; x— o0 donney-o X co,
expression singuliére de I'ordonnée CD, et dont nous recher-
cherons plus tard la valeur (n° 756). Dinostrate, inventeur de
cette courbe, lui adonné le nom de Quadratrice, a cause de
I'utilité qu’il lui supposait pour la quadrature du cercle.

472. Si un cercle GM (fig. 290 ) roule sur une droite AB,
le point M, qui originairement était en contact en A, aura
décrit I'arc AM-, et le nouveau point de tangence avec AB
sera en D, de sorte que AD sera le développement de I'arc de
cercle MD. En continuant le mouvement du cercle, le point M
tracera lacourbe AMFB, qu’on nomme Cycloide, Roulette ou
Trocho'ide.

Aprés une révolution compléte, le point M se retrouvera au
contact en B, qui sera un point de la courbe, AB étant la cir-
conférence du cercle générateur : en E, milieu de AB, le dia-
metre FE—ir de ce cercle, est la plus grande ordonnée; la
courbe est symétrique de part et d’autre de I'are FE. La ¢y-
cloide continue son cours a I'infini, en formant en A,B. . . des
rebroussemens.
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Prenons l'origine en A, AP —x, PM=y ; comme.............
AP = AD — PD, on ai'= MD — z, en faisantPD—z ; z est
I’'ordonnée QM du cercle CM, I'abscisse y étant DQ; d’ou
ca=2/y—y*. Or, MD est un arc qui, dans le cercle dont le
ravon est r, az pour sinus ; ce qu’on exprime ainsi :

donc on a

ou

Les travaux de Fermat, Descartes, Roberval, Pascal, Huy-
ghens...., ont rendu cette courbe célébre ; elle jouit de pro-
priétés géométriques et mécaniques tres singuliéres, mais ce
n’est pas ici le lieu de nous en occuper. P'. le second vol.

Si I'on eQt cherché la. courbe décrite par un point du plan
circulaire différent de ceux de la circonférence, on aurait eu
une autre espéece de cycloide. On aurait aussi pu donner au
cercle mobile un mouvement de translation dans I’'un ou I'au-
tre sens, outre celui dont nous venons de parler, ce qui aurait
allongé ou accourci la cycloide. Enfin onauraitpu faire rouler
la circonférence sur une autre courbe : on aurait eu ce qu’on
nomme les Epicycloides. Mais nous ne pouvons qu’indiquer
ces objets.

473. On nomme Spirale une courbe qui est coupée en une
infinité de points par toute ligne passant par un point fixe ou
pole. Les spirales forment un genre de courbes dont la géné-
ration nécessite, pour ainsi dire, les coordonnées polaires.
Telle est celle de Conon, qui porte le nom de Spirale d'Archi-
mede, parce que ce célébre géometre en a le premier reconnu
les propriétés. La droite Al (fig. 286) tourne autour de A,
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pendant qu’un point mobile M glisse le long de Al. Cher-
chons I’équ. de la courbe AM~C, qu'il trace, en supposant
que Al est place' en AC, quand le mobile est en A-, qu’aprés
une révolution, lorsque Al se retrouve en AC, le mobile M
esten C; qu'enfin les espaces AM~r qu’il parcourt sont pro-
portionnels aux angles IAC—6 que décrit Al.

La valeur angulaire 2%- devant répondre aAC=a, on a

est I'équ. cherchée. La courbe passe en A, en C...; les révo-
lutions successives de Al donnent 6§ =2tt, —zpr, =... ; d’ol
r=a, =2a. - - de sorte que, chaque fois, le rayon vecteur
augmente de a. Comme, pour un nombre quelconque k de
révolutions, I'équ.

k étant un entier quelconque, tous les rayons vecteurs s'ac-
croissent aussi de a.

474. Soient menées les perpend. AC, CD (fig. 287), et
décrit du centre C des arcs, tels que PM, égaux en longueur
a une ligne donnée CD=a ; les extrémités M de ces arcs dé-
terminent une courbeNM, dont on trouve aisément I’équ.; car

on doncra =a. L’analogie de

cette équ. avec xyz=-m' a fait donner a cette courbe le nom de
Spirale hyperbolique : on voitd’ailleurs que DE,parallélea AC,
est asymptote. Puisque r—  r n’est nul que quand 6 =00;

etcomme &=2it, = ....... donnent des valeurs de r de plus
en plus petites, la courbe fait autour du pdle des circonvolu-
tions, et n'y parvient qu’apres une infinité de tours.

On a donné de méme le nom de Spirale logarithmique a la

courbe dont I'équ. estO=logr, ou / —a’. 6 croissant, r tcir
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aussi, et le cours de la spirale s’étend a I'infini; niais 0 étant
négatif et croissant, r décroit, de sorte que ce n’est qu'apres
un nombre infini de tours que la courbe atteint le p6le. Elle
participe, comme on voit, des deux précédentes.

La Spirale parabolique a pour équ. r=a-~+ (p6), de
sorte que r—a est moyenne proportionnelle entrepet0: on
reconnaitra aisément la forme de cette courbe.

FIN DU PREMIER VOLUME.
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