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Einleitung.

\? -aum _ ift ein eln_facp§er lbegriff. ©er Yiaunt ift um*,
emblig, ftetig unb tpcilbar.

®er 9iaum ift n[lenblip, Weil bie %onabme, er fei begrénjt, im
SBiberfprug mit figp> felbft fielet; ¢S fanm mamlig auBerhalb einer irgenb*
wo angenommenen (Srénje beB 9taumd ni@tp Yanberep gebagt werben,
als 9ianm ober 9iaum ®orauSfeYsenbe3.

§ 2.

3eber ©peil bef OiaiimB peift ein geometrif@er
Korber, folegtpin ein Kérper. ©ie ®rédnjen ber Kérper
ReiRen ftlagen, bie ©réngen ber glagen 8inien, bieGran==
3en ber hinten funfte.

Korper, Mo@en, Linien unb funfte tonnen inbep atlg
fir fip beftepeito gebagt werben. <So fanit inan fig 3. 33.
eine ~Mage oorftellen, opne 3ugleigp einen Korper 311 beuten,
ben fie begran3t. .

Korper finb tpeilbar, unb jeber ©peil eine® Adrperl ift
feloft ein A'6rper.  ©arilt liegt, bal korper in Unenblige
tpeilbar finb. ©affelbe gilt von, Alagen unb Linien.

Unb ba jeber ©peil einel AdrperR felbft ein Korper ift,
jeber ©peil einer Orlage eine ftlage, jeber ©peil einer 8inie eine
Sinie, fo biirfeit korper nur auf$ korpern 3ufantmengefe¥st be=x
tragtet iverben, ~Md@en aull %slagen, Linien auf hinten; unb
nientalR ténnen Korper perborgepen bur@ 3ufanunenfesuitg von
yslagen, ober Linien burg 3ufaminieufefcung ooit flinften.

Oeometri ge Adrper, glagemn, Sinien unb flnfte finb fiir figp be*
ftel>enb in ber 268irKiteit nigt barfteUbar, fonbern nur (Segenftanbe ber
YBorfteKung. Sn ber 2BirKigfeit haben wir phY%ftfoe Korper, unb in
ihren 53egranjungen gldgen. Sehr fomale glfigen unb ifepr biiiuie
Adrper gelten in ben 2luwenbungen als Linien, fepr Keine g ageu unb
fepr Keine Adrper als finfte.

8 3.
(Sine Vinie ift entineber gerabe ober trunun, eilte %(dge
eben ober trumm. ©ieR finb einfage 33egriffe. (Sine ebene
Noge wirb folegtpin eine (Sbene genannt.



4 (Stnleitnng. 8. 4-6.

3eber bon ben feeiben Gegriffen gerabe unb frumm i tn bem an»
beten fcegriinbet. ©aber fann man feinen biefer "Begriffe einzeln haben
ober ertlaren motten. SBenn alles in ber SRelt gerabe mdre, fo miirben
mir nigtd vom Krummen miffen, aber au@ nigtd bom ©eraben; beim
baf ©erabe mirbe al8banu ohne ben baju notigen Oegenfa¥%s migt als
etmad 23efonbered bemerft werben. 3nbem ef Gerabed giebt unb Smm==
med, tritt 3ebed al« etroad 53efonbered f>erbor im Gegenfals pim Yanberem.
Oletpe 33eroanbuif bat ed 3. $6. mit ben "Begriffen bnntel unb bett, naf
unb trodem, 9iufe unb ~Bewegung, ©titte unb Oeranfo.

%ls Kennjeigen einer (Ebene fann man angeben, bal
bie gerabe 53erbinbungSlinie jeher jicei flinfte berfelben ganj
in fie fallt; ober ball eine gerabe Rinie, tue(pe jtoet funfte
mit ber (Ebene gemeinfgaftlip pat, biefeloe mit allen ipren
funften beruhrt,

hierauf berupt baS befannte SBerfapren, ivelgeS Xegnifer
anmenben, um ju prifen, ob eine %lage eine (Ebene fei. ®ie
bringen namlip bie gerablinige Kante eines SinealS in ber*
fotebenen Yigtungen gegen bie “age, unb fepen ju, ob bie
Kante jebeSmal bie ~dge boIIft'anbi% beriiprt. <So lange bies
nigt gefoiept, ift bie ¥slage feilte (Ebene.

o 4,

Korper, ’\Ia(?en unb Linien peiBen Dtaumgrofiem

Sin @unft it feine ©rofRe, ioeil er ioeber ber Sbermep*
rung no@ ber Sberminberung fépig ift.  ©effen ungea?tet
pflegt man, ber Kiirje toe%en, unter Ytaumgrofen im ¥llge*
meinen au@ flnfte ju berftepen.

8. 5.

©ie Siffenfeaft bon ben %eumgrofen peift ©eometrie.

©ie Ogfefce, toeI% hie ©eometrie fiir geometrifoe Korper
aufftellt, gelten opne Weiteres fur pppfife Korper.
~ Obgleigp hie ©eometrie fig jubdrberft mit ©e%enftanben befgaf”
tigt, melge bloR ber Slorftettung angeboren, fo bat fie bop bad grofte
praltifpe 3ntereffe, unb ift lebiglip aud bem Jprattifd)en SSebirfniff her»
borgegangen, ®©ie abftrabirt bon ber Sltaterie, meil fte bon Sagen pan<=
beit, n>elge bon ber 2)taterie nigt abZangen.

§ 6.
©ie (Geometrie toirb abgetpeilt in niebere ober Sie*
mentar* (Geometrie unb in popere ©eometrie.  ©ie nie*
bere ©eometrie umfallt bie geraben 8inien, bie Sheneit, bie
Korper, toelpe burg Sbenen begriinet finb, unb eine frumme
£inie (bie Kreislinie), bie von ipr abpéngigen %slagen, unb
bhie Korper, tuelge biefe %slagen ju ©rangen pabeit ©ie
popere ©eometrie umfalt bie dbrigen frummen Linien, frum*
men %slagen unb frummen Korper.
UuRerbem tpeilt man bie ©eometrie in ebene ©eome*
trie unb fOrperlipe ©eometrie. ©ie ebene ©eometrie be*



8. 7-12. Erstes Kap. Von den geraden Linien. 5

foaftigt fig mit StangroBen, welgc in einer (S6ene gebagt
werben fénneit; bie fbrperlige (Geometrie mit folgen, welge
nigt in einer (Sbcne gebagt werben ober fig beuten taffen.

©ie nagfolgenben Kapitel enthalten bie ebene (Slemen-
tar-(Geometrie. ~ Stile gle%seitig oortommenben Sinien nnb
flnfte finb batyer in einer (Shene 31t benfen, wenn bieg ang
nigt augbriictlio verlangt fein feilte.

§ 7.

flnfte beutet man auf bem "Bapier n. f. w. burg £upf=
gen an, Sinien burg Strigc. ian bejeipnet @itnfte burg
Yeugftaben.  <*pier werben ba3u bie beg groBen lateinifgen
3lip¥sabety gebraugt.

Bur Sl/si(pnungb_ ber (SIei@Peit, ber Summen u. f. w.
bon 9taumgr¥sn bebient man Tfi¢ ber in ber B”enlepre
iibligen 3eigen.

Erstes Kapitel.
von den geraden Linien.

8. 8
(Sine gerade Linie fann begranjt gebagt werben, b. g.
ton einem funfte big ju einem anbern reigenb, ober man
fann fie beuten einerfeity begrénjt nnb fig anbererfeitg ing
Unenblige erftretfenb, ober fie fann o"ne alle SSegranjung
gebagt werben, itnb im testen $all fagt man folegt¥in, bie
Sinie fei umenblig.

8.9.
X)ur@ einen nnb benfelbett (Bunft finb nnenblig biete
gerabe Sinien benfbar, jebe in einer anberen Sage.
8. 10.
Sille geraben Sinien, bon benen g’ebe burg biefelben "wei
funfte gept, fallen in eine einzige jufammen, fo baf alle bie-
felbe Vage paben.

11
~ ©ie Sage einer gerabe_r§1 Sinie beftimmt fig bafyer burg
tuei flnfte, burg welge fie gefyt.

Hub man bejeignet eine gerabe Sinie babitrg, bal man
jwei grer flinfte bejeipnet, woju man gern @re (Snbpuntte
walflt, wenn fie begrabt ift.

.12

(helfen jwei Sinien Ube? eittanber weg, fo fagt man bon

ifyuen, fie foneiben fig, nnb nennt ben 5Puntt, wclgen fie



6 (SrfteS 3ta!pitel. §. 13-16.

ba, mo fie Gber einanber meggepen, gemeinfooafthp paben,
tpren Ysur@f@nittspuntt. %ot "meien begrinden gera-
ten 8imien, melge in einer (Shene fig befinben, unb nigt
tiber einanber meggcpen, bog (ber einanber meg?epen mir*
ben, meint man fie verldngerte, fagt inan ebenfalls, bafj fie
fig foneiben. <Solge Sinieit peifien au@ convergireube
ober bivcrgirenbe Sinien; unb man fagt, fie convergiren
auf ber Seite, mo fie 3ufammeligepen, unb bibergiren auf ber,
wo fie aus einanber laufen. Oft in ber golge von fig fonei-
benbeit geraben Sinien im 2lligemeinen bic fRebe, fo finb au@
convergirenbe Sinien 51t verfteFen._ ) _ _

3wei gerabc Sinien, melge in einer (Sbere fig befinben,
unb fo Iiegen, baB fie figp nigt foneiben, uog in einanber
fallen, felbft wenn fie unenblip gebagt werben, peifien
(Barallel==Sinien. . ) S

Stellt man fig 3tvei unenblige gerate Linien in einer
(Shene vor, fo finb (berhaupt brei galte moglig, entmeber
bie Sinieit fallen in einanber ober fie foneiben figp ober fie
finb parallel. o

®aS 3eigeun heS “arallelfeinS ift:

unb um anjubeuten, baf? jmei Sinien AB unb CD parallel
finb, foreibt man:

§. 13. ©runbfal.
Seneiben fig jwei gerabe Sinien, fo giebt es feine britte,
welpe parallel ift mit einer jeben bon ipnen.

(Sin  Oruubfa¥% ift ein ©ap, tcffen SSaprpeit ans beit "Begriffen
ofyne »eitere Vermittelung einleugtet, ober fann ober muB jugegeben

»erben.
814 Sepriath. -

Seneibet eine gerabe Sinie bie eine bon jmei paral(e==
leit Sinien, fo foneibet fie au@ hie anbere.

Semeis. ©ernt fonitte fie bie anbere nigt, fo wére
biefe anbere Sinie parallel mit einer jeben bon ben beiben fig
foneibenben Sinien.

§. 15. Seprfap.

Oft eine gerabe Sinie parallel mit ber einen bon jwei
parallelen Simen, fo ift fie es au@ mit ber anberen.
Semeis, ©eint fonittc fie bie anbere, fo mifte fie
na@ bem vorigen @aragrapp au@ bie erftere fomeiben.
§. 16. Seprfap.
Sinb jwei gerabe Siuieu parallel, mit einer britten ge-
raten Sinie, fo finb fie es unter fig.



8 17-19. Von ben geraten Suiten. 7

“Beweis. ©enn ba bie erfte von _%lpnen parallel ift mit
ber britten, unb au@ bic gtueite, fo ift bie gtueite parallel
mit ber einen von 3n>ei parallelen Sinien, namligp mit ber
britten, alfo au@ mit ber anberen, WelgeS bie erfte ift.

(Sin 2ehrfa% wirb burf3 einen 33etueid bargetham. 5Bei Set rfa¥%en
tnuf man bie VerduRBerungen von ben Vehauf>tungen uuterfBeiben. ©er
Vetveid ift bie Vermittelung, vermdge beren bad Butreffen ber Vehaup»
tung in golge ber VerauBerung, b. h- bie SSahrpeit beS Sa%e8 er*
Eellet. Sin SSewe|E beift birect, menn gerabeju aus ber VerduRerung
ie \_/ehanptung_ abgeleitet wirb; inbirect, wenn man jeigt, e§ fei un*
mdglich, baR bie Vepauptung nicht in Erfullung gebe. $n einem in*
birecten VeweiS ift erforberlidh, bal man alle $alle beadjte, weldje ein*
treten fonuen, unb barlege, alle bie fihren auf Viiberfpriictye, welche nif3t
mit ber Vepauptung 3ufamnlenfaUen.
~ ©ammtliBe VerauRerungen eines ZEPrfaheé ‘miiffen jum Veroeife
fiR alo notg)rqenblg er%eben, fouft lage UeherfliiffigeS in ber Voran®
ferumg, tvad ju vermelen ift.

§. 17.

3wei gerate Sinien AB nnb AC (gig. 1), welge von
bemfelben *5pnnft A aus¥sepen, peipen, wenn blof bie Sage ber

Sinien 3n einanber beagtet wirb, ein VRintel.
3ebe ber Sinien, ivclge einen VRintel bilben, peilit ein
Soenfel biefed V3infelS, nnb ber fRuntt, von bem beibe aitS*

gepen, bie <Spi¥ee ober ber Seeitelpuntt.
©ie Uber B unb C pinaitS ttnen Iic]B gebagten Seentel
tpeilen bie ©bene, itt welger ber 2Bintel fig befinbet, in jtvei
peile; jeber biefer SSpeite peit eine SBinteiebene, ©ie
Soentel ‘werben jebeSmal enttveber als bic "Begriindungen ber
einen, ober als hie "Begriindungen ber anberen 2Sinfelebene
angefepen, unb infofern auf hoppelte UReife als VRintel be-

traotet.

(ptpéufig wirb ein2Sintel erflért ats bie Steigung ober bie 9Ibtvei£uug
jmeier fil fRneibenben Sinien. ©iefe Srtldrung 3ielt weniger auf ben
SSinfel als auf bad WtaaR beffelben, tvovon erft fpéter, 311 Anfénge bed
breYseh[ten itapiteld, bie Siebe ift.

§. 18.
VRinfel, welge fig betten tonnen, nennt man gleig.

8. 19.

Siegen jwei VRintel fo neben einanber, bal bie Soeitel==
puntte fiQ betten unb ein Sgent'el beS einen in einem Sgen*
tel beS anberen liegt, fo peiBt ber SRiutel, welgen bie anbe-
ren Seenfel bilben, bie Summe jener beiben SBinfel. ©abei
ift ber SBinfel gemeint, in beffen Sintelebene fig bie in ein*
anber liegenben Sgentel befinben.

©in SRinfel peiRt groBer als ein anberer, wenn es einen
britten SRinfel giebt, fo, bal bie Summe beS anberen unb
heS britten SSlintelS ber erfte 2Bintel ift.



8 Rrfled Aattel. 8. 20-24.

®ie Segriffe: Differenz _zweier 2Binfel, bas nfage eines
5d8infelS, her nie Sheil eines SdinfelS ergeben fig nun oon felbft.

8. 20.
(Sin Sftinfel, beffen Seenfel eine gerate Sinie bitten, fyeiftt
ein geftrecfter 2Binfel.
3eber 2Binfel, welger groBer ift als ein geftrecfter 2Bin<=
fei, beift ein erhabener, jeher, welger Heiner ift, ein bOb*

ter Sinfel.
§. 21. 8ebtfa¥s.
Sille geftredten 2dinfel fint einanter gleig.
Seweis. ©ernt gerate Linien tecfen fig.
8. 22.

SUan bezeichnet einen SRinfel bnrg trei Sugftaben, ton
welgen einer an tie SpiYse, mtb an einen anteren Yunft
eines jeben Sqcnfels einer gefegt Wirt, O©iefe trei Sug==
ftaben fprigt unt foreibt man jeteSmal fo, baB ter an ter
SpY¥e ftebente in tie Dcitte fommt. Seim Seqreiben felst
man ihnen nog taS 56infel/se§(pen:

vor, wenn fie au@ etwas 2IntereS als einen SRinfel bejeig--
nen fonnten.

Silben ztoei Linien AB unt AC, gig. 1, feinen geftrech
ten 5Binfet, fo bejeignet ABAC fowobl bett b<gfery’ ten
erhabenen SRiitfel, welger oon ten Linien gebiltet wirt. Um
tiefe gweiteutigfeit zu bermeiten, ift man iibereingetommen,
jeteSmal ten bi>bfen SRinfel zu terfteben, nut es austriict
i@ z« fagen, wenn ter erhabene gemeint ift.
~ (Sinfager bezeichnet man einen SBinfel tatur¢, baB man
ginen Sugftab teS Heinen griegifoen 2lpbabets in feine
SHnfelebene nahe ter Spge felst. Sei tiefer Sezeignung
fintet feine Bweibentigfeit Statt.

§. 23. debrfavs.

(Sieben 7t>¢i SRinfel a uttb 3, jeher z[] einem triften y
abbirt, gleipe Summen, fo fitth tie SBinfel a nut [ ein-
anber gleio.

SeweiS. (SS fei $ig. 2 ter Sdiufel BAD gleigp bem
Soittfel FEH. Oegt mau tiefe gleigeu SOinfel auf einanter,
fo werben, weil ter SBinfel BAC einerlei mit bem SBittfel FEG
ift, aup tie Sgcufel AC unt EG fig tecfen. datitt tecfen
fig aber tie SOiufel « unt B.

§. 24. 3ufa¥.
Unt ift ein 2dinfel a- -y fqlei einem SBittfel R+°>
habet ter 5dinfel y gleich bem feudel o, fo ift aug ter



§. 25-28. 93on ben geraten 2inien. 9

SOinfel a bem V3infel B gleig; ift aber y groBer als &, fo
ift a Heiner als ; u, bgl. m.

§ 25.

3toei SRinfel, welge einen <Sgeufel gemeinfoaftlip Y%a*
ben, unb beren nigt gemeiufaftlige Sgenfel eine gerabe
Sinic bilben, peifen 9%ebenwintel.

@inb %cbenwinfel gleig, fo peilt jeber bon ipnen ein
regter SRintel, finb fie ungleip, fo peift her groRere ein
ftumpfer, ber Heinere ein fpivser Vhiifel.

3eher <Sgentel eines regten =intelS peilit in Vejiepnng
anf ben anberen <Sgenfel eine Normale.

Dian fagt, eine 8inie ftepe normal auf einer anberen
Vinie, wenn fie repte SRinfel mit ipr bilbet. Vilbet eine
Sinie feine regten VHnfel mit einer anberen diuie, bic fie
fomeibet, fo fagt man, fie ftepe foief auf ipr.

VHrb burg einen @unft A, melger in einer geraben
Vinie CD fig befinbet, eine 8inie AB gebagt, welge normal
fiept auf ber Sinie CD, fo fagt man: es werbe auf ber 8inie
CD in bem 5pnntt A eine Normale errigptet. SRirb burg
ginen @untt A, welger nigt in einer geraben Sinie CD,
no@ in beren Verlangerung fig befinbet, eine 8inie AB ge-
baut, welpe normal fiept auf ber Sinie CD, ober auf bereit
Verlangerung, fo fagt man, es werbe von beut {itnft A eine
Normale auf bie Oiitie CD gefallt.

(Siu reqter SSintel wirb Igurcp

bejeiquet.

§. 26. 8eprfafc.
©llle regten VUntel finb einander gleig.
Vetoeis. ©ernt fie finb bic ~afften ben geftrerften
3Biitfeln, unb biefe finb gleig.

8. 27.

(Sin ftumpfer Vlinfel ift groRer als ein regter VMnlel,
ein fpitjer Heiner, beim ber ftitmpfe ift ber gSrIIérung gemaB
Iq'rd_fser als bie "alfte beS geftrecften VMnlelS, unb ber fpise

einer.

8 28,
$wei Viinfel, welpc ben <Sgeitclpunft gemeinfoaftlip
paben, unb fo liegen, baB bie Sgenfel heS einen als bie
Verlangerungen ber Seente( beS anberen erfgeiueu, peilen
<Seeitelhivintel ober Vertifalwintel.



10 <SrfieS Acipitel. 8. 29-31.

o §. 29. Beljrfa¥s.
Soeitetminfel finb einanber gleip.
33eweis. ©enn jeher her Sgeitelminfel « unb R fttg. 3
er?anzt bett SBinfel y 31t einem geftrecften SBintet, itith baraus
folgt nag §. 23 ihre (SMeigtyeit.

§. 30.

Sinb gtuei in einer ©bene liegenbe Linien AB unb CD,
$ig. 4, von einer britten EF burgfenitten, fo bilben fie mit
biefer a[(Spt bofyle SBinfel «, B, y, & t, vy, 2, 4. ©ic SBin=
fei a, 3, A, y motten_ mir aulRerhalb liegenbe SBittfel
nennen, bie Ubrigen vy, 9, s, y innerhalb liegenbe.

©in auRerhalb liegenber SBinfel nnb ein innerhalb lie=
?enb_er, bereit SBinfelebenen auf berfelben Seite ber burgs=
gneibenben 8iuie fig befinben, nnb melge nigt 9iebenminfel
finb, Reifen ©egenminfel. Solge finb a nnb e, 3 nnb vy,
y unb 2, & nnb ju.

I $mei auRerhalb liegenbe SBinfel, beren SBinfetebenen nigt
auf berfelben Seite ber ur(pchneibeuben Sinie liegen, unb bie
nigt 9lebenminfel finb, Reifen &ufRRere SBegfet mittfei.
Solge finb « unb p, B unb 2.

Bmei innerhalb liegenbe SBinfel, bereu SBinfelebeneu nigt
auf einer Seite ber burgfonetbenben Oinie fig befinben, unb
bie nigt %ebenminfel finb, ReiBen innere SBegfelmiutel.
Solge finb y unb @, & unb «

Bmei auRerhalb liegenbe SSinfel, metgc auf berfelben Seite
ber bur}of neibenben Sinie liegen, Reifen &uflere SB intet.
Solge finb a unb I, R unb fa.

$mei innerhalb liegenbe SBinfel, melgc aitf berfelben
Seite ber burtgfcpneibenben Sinie liegen, Reifen innere SBinz=
fei. So(ge finb y unb 3 unb .

§. 31. Sefyrfafe.
~ 1) Sinb bie SBinfel eined $aarS ber ©egenminfel eit=
aitber gleig, fo finb bie eines jeben fkars einanber gleig.
53emeiS. ©S fei $ig. 4 etma « gleip e. ©ann ift,
meil ct- -3 gleig ift, nag 8.24, B8 gleip y; unb meit
a7 gleip *+2 ift, / gleich 2, enblig, ba & gleigp a, unb
M g(eigp « ift, aup o ?Iei(p Y.

2) Sinb bie SBinfcl eines ~aarS ber &uReren ober ber
inneren SBegfetminfel einanber gleip, fo finb bie eines jeben
\ILIBagrS ber duBeren unb ber inneren SBegfelminfel einanber
gleig.

53emeiS. ©S fei $ig. 4 etwa / gteip y. ©amt ift,
ba.~+d gleip «+a ift, aup & gleip unb, bha y+«



8. 32. 33, 9Son ben Peraben Viniex. 1

g(eip @=p ift, aue o ?Iei(p p; enblig, ba B gleigp v ift,
unb A gleip @, aup B gleigp A
~3) Oft bie Summe eines @aarS bei* &uBeren ober ber
inneren  S)imtel gleip einem geftrectten Soinfel, fo ift bie
Summe eines jeben >BaarS ber duReren itnb ber inneren SRin-
fel gleig einem geftrectten SBintet.

Semeis. (S5 fei $ig. 4 etma «+z gleigp einem ge-
frecften SSintel.  ©ann ift, ba a=/S+A4-p gleigp jmelen
geftrectten Sinteln ift, B+ gleigp einem geftrectten Sintel;
a ferner a4-y+e+\ jmel geftrecfte SBintel betragt, y-H
gleip einem; enblip maept, ba & gleip a, unb @ gleip A
ift, aup O+ einen geftrectten Sdinfel aus.

§. 32. Ve/rfa'c.

1) Sittb bie ©egenmintel glcig, fo finb aug bie duBeren
unb bie inneren 5Begqfelminfel g(eigp, unb bie Summe ber
duBeren SRintel fomopl, als bie ber inneren, ift gleigp einem
geftrectten SBinfel. e _ ]

Semeis. §§S fei $ig. 4 etma a gleip « ©attn ift,
meit « gleigp p ift, aug a gteip ia unb ba f+A einen ge-*
ftrecften 5Binfe(_auSmagt, aitp a+A r?Iei;p einem geftrectten
Yeiutel. Stus 8.31.2) folgt nun, bal bie SRinfel eines je=
bett “RaarS ber &uReren unb ber inneren 20eg@felminfel ein-
anber gleig finb, unb aus 8.31.3), bal bie Summe eines
jeben SaarS ber &uferen unb ber inneren SBintel gteig ift
einem geftrectten Slinfel. ] _ .

2) Sittb bie 2degfelminfel gleip, fo finb au@ bie @e-
genmintel gteig, uttb bie Summe eines jeben YsaarS ber
auBeren unb ber inneren 2dinfel ift gleip einem geftrectten
SRintel. )

Semeis. 0S fei $ig. 4. etma a gleip y. ©ann ift,
meit Y gleig « ift, aup a gleip t; unb es folgt aus 1),
bal bie Summe eines jeben aarS ber &uBeren unb ber in-
neren SHntel gleig ift einem geftrectten SBintel.

3) Oft bie Summe ber &uBeren ober ber inneren S?in-
fei gleip einem geftrectten 20itifel, fo finb bie ®egenminfel
gleig unb au@ bie 2Begfelmintel.

Semeis. 0S fei $ig. 4 etma «-H gleip einem ge-
firecften S>infel. ©amt ift, ba aup *<A gleip einem ge-
ftrecften 2dinfel ift, ber Slinfel a gleip bcm SRintel f, unb
bie Oleigljeit ber Segfelminfel folgt nag 1).

§. 33. 2eYrfals.
~ Sittb bie ®egenminfel glcig, fo finb bie burgfenittenen
Linien «parallel.
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33eweis. (55 fei gig. 4 etwa a gleip e; hamnt ift p
gleip a, unb < gleip e 2Jiam beute ben regts von ber
Sinie EF liegeuben ©peil bei gigur abgefonbert, in bie Sage
$ig. 5 gebragt, unb bann fo auf ben lintS bett ber Sinie
EF befinbligen ©peil gelegt, bal QN in NQ fornrnt.  ©abei
fallt, weil p gletgp a ift, bie Sinie ND in QA, unb weil &
gleigp e ift, bie Sinie QB in NC. 3dollte man mm amiep=
men, bie Sinien AB unb CD fonitten figp auf ber einen Seite
ber fie burgfgneibenben Sinie EF, fo miBten fie fip aitg
auf ber anbern Seite foneiben, welpeS bem 33egriff ber ge-
rate?I ?inie juwiber ift. ©ie burgfenittenen Sinien finb baper
parallel.

3luf biefen Sals ift bas betannte 33erfapren ?egrUnbet, auf
bem ReiBbrett bermittelft ber SReiBfgiene parallele Sinien ju
jeipnenj au@ haS 3eignen paralleler Sinien bermittelft eines
erfoiebbaren ©reiecfs.

8. 34. Seprfap.

Sinb bie 30egfelwintel gleip, ober ift bhie Summe ber
duBeren ober ber inneren SRinfel gleig einem geftrecften Ein-
tel, fo finb bie burgfenitteneu Sinien parallel.

33eweis, ©enn alShann finb bie ©egenwintel gleig.

§. 35. Seprfals.

33ei parallelen Sinien finb bie ®egenwinfel gbtei(p.

33eweis. 0S feien fttg. 6 bie Sintert AB unb CD paral-
lel. Sooltte man annepmeit, bie SRinfel a unb 13 wéren nigt

leip, fo wirbe burg ben ~unft N eine Sinie GH fig beuten

?affen, fo, bal ber 3dintel ENH gleip wére bem 3Bintel B,
unb biefe Sinie GH wirbe, wegen ber Ungleigpeit ber SRin-
fei a unb ENH (= B), niot mit ber Sinie AB jufammen-
fallen tonnen, %o 8. 33. wére aber GH parallel mit CD,
fo baB CD parallel fein miiite mit jeber ber beiben fig fonei-
benben Sinien AB unb GH, welgeS nigt mogligp ift. ©es*
palb fomten bie ©egenwinfel ni@t ungleig fein.

Unterfgeiben fig JWet ©&Re nur infofern, als bie 53orauSfesutg
int einen bie "Behauptung beS anberen ift, unb bie “Behauptung bel%
einen hie 5>oranSfelsnmg im anberen, fo peiftt jeber btefer <Sd%e ber
umgefef>rte beS anberen; 3. 53. § 33 unb g 35. 530t folgen Yealeett
muf jeber betviefen werben, bentt es fomtnt r»or, bal ber eine gilt, ber
umgeteprte nigt, ober nur mit (Sinfdjranfuiig. 2)er allgemeine 3ufant'
men(>ang liegt in golgenbem: wenn unter 53ebiugungen A anbere 23e*
bingungen B eintreten, fo ift eS mdglich, bal unter anberen 23ebingnn*
gen A" hiefelben 53ebingiingett B eintreten; unb bann barf offenbar unter
ben 23ebingungen B nicht gerabe auf A juriictgef(%loffen treiben, g¥%sben
aupfclieflico nur unter bett 53ebingungen A bie B Statt, fo ift timge*
feprt »cn B auf A 31 flieBen; ober 148t fiep ans A auf B (flieBen,
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juglewp unigetebrt aus B auf A, fo geboten A unb B au8fghemtp jn»
Jammen, finben ftet8 gleichzeitig Statt.

8. 36.
~ 33i parallelen 8inien finb baper aug bie ZEe(pfe_Iminfel
gleidS, unb bie Summe ber &uReren unb bie ber inneren
Sinfel ift gleigp einem geftretften 2infel.

§. 37. B8eprfa¥.
Stepen jmei Linien normal auf einer britten Sinie, fo
finb fie parallel.
23emeig. ©ernt ipre ®egenminfel finb gleig.
_ 8 38 Scprfap.
Sinb gtuei Linien parallel, unb 'ift bie eine normal auf
einer britten 8inie, fo ift ey au@ bie anbere.

23emeig. ©enn bei parallelen Linien finb bhie ©egen-

mintel gleig.
8. 39. B8eprfa¥.
_2llle Normalen, melge rott bemfelben @untt auf eine
Qiitie pin geféllt merben, fallen in einanber.
25emeig.  ©ernt fielen 5mei nigt in einanber, fo mif*
ten fie parallel fein magp 8§.37, melpeg fip miberfpriot.
§. 40. Veprfap.
2llle Normalen, melge man in bemfelben @unft auf
einer geraben Sinie errigtet, fallen in einanber.
23emeig. ©ernt regte 2Binfel betfen fig.

§ 41. Seprfap.

28irb auf jebem Sgenfel etneg ni@t geftrecften 2Rinfelg
in einem beliehigen @untt eine Normale errigtet, fo fonei~=
bett figp bie Normalen.

23emeig. Sollte man annepmen, bie Normalen mé=
reu parallel, fo mirbe ber eine <Sgentet beg nigt geftrerften
25Mnfelg (beliebig melger), ba er bie auf ipnt ftepenbe %or=
male foncibet, au@ bie mit biefer parallele Normale beg
anbcren Sgentelg foneiben muffen, unb $mar unter einem
repten 2Binfel, meil bei parallelen Sinieit bie <Begenmiufel
%Iei finb. ©amt méren aber beibe Sgentel beg nigt ge=
redten Sintelg auf ber Normale beg anberen Sgentelg
normal, unb muften na% 8.39 in einanber fallen, melgeg
gegen bie 23oraugfelsung i

§. 42. 8eprfa¥.

Soneiben fig $mei Linien opne auf einanber normal
ju fiepen, unb mirb in iprem ®urefenittgpunft eine %or=
male auf ber einen errigtet, fo féllt fie in bie 2Bintelebene
beg ftumpfen 2Binfelg.
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iBeweig. ©ernt fiele fie in bie SBinfelebene bed fpYeen
SRinfelg, fo miBte ber fpise SRinfel groRer alg eim regter
fein, unb fiele fie in bie anbere Sinie, fo fonnte fie nigt
normal fiepen auf ber erfteren.

§. 43. Seprfa¥.

Sille Sinien, welge bur@ benfeiben “Bunft gepen, parallel
mit einer geraben Sinie, fallen in einanber.

53eweig. ©enn fonitten fie fi(g, fo mifte biefe Sinie
parallel fein mit mepreren fig foneibenben Sinien, welgeg
nigt moglig ift.

§. 44, Seprfa¥.

Sinb bie Seenfel eineg SrsittfeI? ginzeln parallel mit
ben Seenfeln eine? Mweiten SRiitfelg, 1o finb bie SRinfel ent=
Weber einanber glcig, ober ipre Summe ma@t einen (=
ftrecften SBinfel aug.

53eweig. (Sg fei, $ig. 7, ber Seeufel AB Earallel mit
bem Sgenfel DE, ber Sgenfcl BC parallel mit bem Sgen#
fei EF; bann ift jeher ber SBtnfcl a unb B, alg ©egenwinfel,
bem Sdinfel y gleig, folglip a ?Iei(p B.  Sinb aber, $ig. 8,
bhie Sgenfel AB unb DE parallel, au@ bie Sgenfel BC
unb EF, fo finb bie 2dinfel 3 unb y gleicp, alg ©egeuwinfel,
unb bie SRiufel a unb y magen, alg innere SBinfel, Etfamz
mengenommen einen geftrecften Sdiufel aug; begpalb betragt
bie Summe ber Sgiitfel a unb B einen geftrecften SRinfel.

9)lan wirb nun iiberbliden, baR bie SBinfel gleig finb,
wenn beibe Sgenfel beg einen SOiitfely gleipe Shgtung pa=
ben mit beiten beg anberen, ober beibe bie entgegengefeyste 97icp-
hing bon benen beg anberen; unb bafj bie Soiufel fig jit einem
geftrecften 233infel ergénzen, wenn ipre einen Sgenfel gleig,
unb ipre anberen entgcgengefe¥st gerietet finb.

§. 45. Seprfa¥s.

Stepen $ig. 9 “wei fip foneibenbe Sinien EF unb GH
bepepligp- normal auf jweien anberen fig foneibenbeu Sinien
AB unb CD, fo finb bie Sdinfel, welgc bie einen bilbeit, gleig
benen, welge bie anberen bilben.

33eweig. Purg ben durefonittgpunft N ber einen
hon ben fig foneibenben Sinien lege man KL parallel EF unb
SV parallel GH. 3eber boit ben Soinfcln DNB unb SNK wirb
burg ben SRiitfel KND ju einem regten erganzt, ©egpath
ift DNB gleip SNK. %o bem horigen ~aragrapp ift SNK
gleip GQE. Slifo ift DNB gleip GQE, unb baraug erpellet
hag ®efefc.
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Stepen baper bie Sgenfel eines Siitfels normal auf
ben Sgenfeln eines anberen Sinfels, fo finh entmeber bie
Sinfel gleig, ober fie ergdnzen fiep gu einem geftreeften Sinfel.

8. 46. Seprfape.

1) ©ie @albirungSlinien jmeier 97ebe[]minfel ftepeit auf
ginanber normal.

Semeis, ©ernt ift gig. 10 axB=2R, fo ift -Ysa+¥#5=R.

2) &>albirt EF gig. 10 ben Sinfel a unb fiept GH im
Soeitelpuuft N normal auf EF, fo palbirt GH ben Sinfel &.

Semeis. Ylap 1) fiept hie g@a[]>irungslinie bon 3 in
N normal auf EF. ©espalb féllt GH mit ipr jufammen.

§. 47.
Hebungen unb ipraftifeesS.

1) Samt fagt man, bal jmei gerabe Siuieit figp foneiben,
baR fie conbergiren, bibergireit, parallel finb? Sie mirb
bejeignet, bal “mei Sinien AB unb CD parallel finb?

2) SasS ift ein Sinfel? SaS finb hie Sgenfel, bie Sp¥se,
bie Siitfelebeite eines Sinfels? Sann peilen Sinfel gleicp?
SasS ift bie Summe, bie ©ifferenj jmeier Sinfel ? Saun
eift ein Sinfel geftredt, erpaben, popl? SaS finb %=
enmintel? SaS ift ein reqter, ein ftumpfer, ein fpiler
Sinfel? Sie mirb ein Sinfel be3eipm”

3) SaS ift eine Normale? SaS peifit es, eine Normale er-
ripten, eilte Normale féllen? Samt fagt man, eine Sinie
ftepe auf einer anberit foief?

4; aS finb Soeitelminfel, unb melgcS ®efep gilt fiir fie?

5) SaS finb auBerpalb liegenbe Sinfel, initerpalb liegenbe,
(Segenminfel, &uBere unb innere Segfelminfel, dulere itub
innere Stufet? 3n melger Slbpéngigfeit fiepen biefe Sin=
fei bon einanber? Sie miiffeit biefe Sinfel befgaffen
fein, bamit bie burgfouittencn Sinien parallel feien; unb
umgefeprt, mie finb bei parallelen Sinieit jene Sinfel be-
fpaffen ?

Zweites Kapitel.
Von den Dreiecken.

§. 48.
(Sine bon n geraten Linien begriinde (Shene peifit eilt
neef, jebe ber begrdnjenbeit Siitien peiBt eine Seite, jeber
ABunft, in melgem jmei Seiten jufammenftoRen, eine (Sdfe,
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unb bie Summe ber Seiten bet Umfang beS nedS. (Sine
non mef>r als vier Linien begranjte (Shene belft aud® e
Sieled.

©ie 5Inza%l ber (Sden eines neds ift ber Anzahl ber
Seiten gleich-

©er hohle SRinfel, welger fig bilbet, wenn man_eine
Seite eines ©reiedS verlangert, wirb ein Aullerer 5dinfel
bes ©reied'S genannt. Beber von ben beiben SRinfeln beS
©reiedS, welge nigt Jebenwinfel ju bem &uReren SRinlel
finb, beilt ein gegentberliegenber 2dinfel biefes &uleren

S3infels.
§. 49. 8ebrfa¥.

Beter &uRere 5dinfel eines ©reiedS ift gleich ber Summe
feiner beiben gegenlberliegenben SRinfel.

Seineis. <55 werbe, $ig. 11, bie Sinie CD parallel
mit AB gebapt. ©er SBintel DCE ift alShann gleip bem
SBinfel R, benn tiefe SOinfel finb ©egenwinfel ju ben paraC
leien Sinieit AB unt CD, fobalb man AC als burgfeneb
beute 8inie betra tetij unb ber 2diufel BCD ift bem Sfintel
y gleip, benn tiefe feinfel finb innere Sde@felwinlel zu ben
parallelen Linien AB nut CD, wenn man BC als burgfgnei=
benbe-Sinie anfiebt. ©aber ift a gleip B- -y-

§. 50.

Unb weil ber &uRere 20infel eines OreiedS gleich ift
ber Summe feiner gegentberftebenben 26intet, fo ift er gri=
Rer als jeher einzelne berfeiben.

§. 51. Seprfap.

©ie Summe ber brei SBinlel eines jeben ©reiedS ift
gleich einem geftredten SRinfel.

SeweiS. ©a ein &uRerer Soinfel gleip ber Summe
feiner beiben gegentiberftebenben ift, fo wirb bie Summe aller
56infet eines OreiedS erhalten in ber Summe eines &uReren
26infelS unb feines UebenwintclS, unb tiefe ift ein geftredter
Bintel.

8.52.

©ie Summe zweier 5dinfel eines ©reiedS ift halber flei=
ner als ein geftredter SBinfel. ©arauS folgt weiter, bal ein
©reied nie mehr als einen regten ober ftumpfen 5dinfel pw
ben tann, alfo immer zwei fpY%e 50intel enthalt.

§at ein Oreied einen regten 5dinfel, fo Yeift es ein
re_cEtWianigeS ©reied, pat ¢d einen ftumpfen SOinlel, fo
beilit es ftumpfwinflig, pat ed bitter fp¥%c SBinfel, fo Yeeitst
es ein fpipwinfligeS Oreied.
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©ie ©eite eines regtwinfligen ©reiecfs, we(ge bem rech-
ten Vlintel gegentberftept, peiBt bie &§)ppotenufe, jebe ber
beiben anberen ©eiten eine ftatpete.

§. 53.

1% ©inb jWei Linien ton einer britten burgfonitten,
unb ift bie Summe eines VaarS ber inneren Sdintel Heiner
als jwei redete Soiitfel, fo foneiben fiep bie burgfenittenen
Linien, unb $war auf ber ©eite ber burgfpneibenben 8inie,
auf welger jenes MBaar ber inneren SBinfel liegt.

Vetoeis. ks fei, %ig. 4, d+@<2R. Sollte man
annepmen, bie Linien AB unb CD waren parallel, fo péatte
man nacp 8.36. d+¢ = 2R, welgeS gegen bie Voraus*
feYsung ift; baper fcpneiben fiep bie Linien. ~Scollte man an*
nepmen, es fonitten fiep bic ©peile QA utth NC, fo patte man
nacp bem vorgen garagrapp /+0<2R. %S /+<?+«+@
= 4R, unb d+@<2R, folgt aber /~e>2R. ©aper
fcpneiben fiep bie ©peile QB unb ND.

2) ©inb jwei Linien von einer britten burgfenitten, unb
ift bei einem @aar ber (Segenwinfel ber auRerpalb liegenbe
?rﬁf_ier als ber imterpalb liegenbe, fo fcpneiben fiep bie burg*
@nittenen Sinien.

VeweiS. kS fei, $ig. 4, B>¢@. kS ift d+B =2R
unb ba B=>@, fo folgt <J+@ <2R, unb es erpellet ber @ap
aus 1). U. m. byl

PP L .
©tept eine 8inie fepief auf einer anberen, unb wirb von
irgenb einem iBunft ber fepief ftepenben Sinie eine Normale
auf bie anbere Sinie gebaept, fo féllt biefe Normale in bie
Sintelebene heS fp¥%en Voinfels.

Veweis. ©emnt wollte man annepmen, fie fiele in bie
VHntelebeue beS ftumpfen SRintels, fo wirbe auf ber Oeite,
wo bie fepiefftepenbe 8inie unb bie Normale fiep foneiber,
ein Oreieef entftepen, welcpeS einen ftumpfen unb einen reepten
Vlinfel entpielte. ©aS ftreitet aber gegen 8.52. Unb wollte
man annepmen, bie Normale fiele in bie fepiefftepenbe 8iuie,
fo tonnte fie niept normal fiepen auf ber anberen.

§. 55.
OtaumgroRen, welge fiep niept von einanber unterfepeiben,
nennt man congruent.
kongruente neefe Ionnen immer bergeftalt auf einanber
?elegt werben, baR fie fig beefen, unb umgefeprt, neefe, welge
i¢ fo auf einanber legen laffen, bal fie figp beeten, finb con*
gruent.
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©aS 3eigen ber Songruen¥s ift

©iitb jwei nede congruent, fo finb bie ©eiten unb SBin*
fei beS einen einzeln gtcigp ben ©eiten unb Sdinfelit beS an*
bereit. Unb umgefe¥art, guei nede finb congruent, wenn bie
Seiten unb bie SRintcl beS einen eiitgeln gleig finb ben ©eiten
unb ben SRinfein beS anbereit, itnb bie Sa?e ber ©eiten unb

3Bintel ju eiitanber in heibeit Figuren biefelbe ift.

3)amit man auf bie domgrueirs oon gi%uren foliefien barfe, ift
niet ju n>iffen erforberlip, baR alte ©eiten unb SSinfel ubereinftimmen;
eS reigt eine geringere ¥mbaljl aus. S)ie oerfgiebenen gétte, in tvelgen
?emlffe Seiten mtb SSinfel bie Songruen{) bebingen, bilben hie 60ngruend=
dpe. Sie »erben »on ben 3)reie¥een, ber 2Bigtigteit halber, »ottftinbig

aufgefiiprt.
§. 56. Seprfa¥.

©reiede finb congrnent, wenn jwei ©eiten beS einen ein*
{'(e!it gleig finb zweien ©eiten beS anberen, unb wenn bie SBin*
ei gleigp finb, welgpe boit biefeit ©eiten gebilbet werben.

beweis. (Es fei $ig. 12 bie ©eite AB gleigp ber Ceite
DE, bie ©eite AC gleigp ber ©eite DF, unb ber SRinfel a
gteup bem 2Bintel B. — iDian bettle baS ©reied ABC fo auf
aS anbere DEF gelegt, baB bie ©eite AC in bie ipr gleige
DF fommt, alShann werben, weil bie SRinfel a unb R gleig
finb, aug bie gleigen Seiten AB unb DE in eiitanber fallen,
unb bie Oreiede fig bedeit.

_ §. 57. Seprfa¥.

©reiede finb congruent, wenn fie eine ©eite gleip pabeit
unb jwei SBintel, welpe in bem einen ©reied liegen, wie in
bem anberen.

beweis. 1) (Es fei gig. 12 bie ©Oeite AC %Iei(p"ber
Seite DF, ber SRinfel adgleltp bem SRiitfel B, unb ber 20in*
fet y fglei(p bem SRinfel d. — 9Jian beute haS ©reied ABC
fo auf baS ©reied DEF gelegt, bal bie ©eite AC in hie
ipr gleipe DF fommt; batei wirb, weil a gleip B Iift,
hie ©eite AB ber Yiiptnng itadj in DE fallen, unb weil y
gleip d ift, bie ©eite CB in FE; bann bedeit figp aber bie
©Oreiede.

2) (ES fei AC gleid; DF, ber 2Biufel a gleip bem SBiit*
tel /2, unb ber SRinfel ¢ gleip bem SBiitfel 9. — ©a hie
Summe ber brei SRinfel jebeS ©reieds gIei(% ginem geftredten
SRintel ift, foléqt, bal ber 20infel y gteip bem SRiitfel d ift,
unb bie ©reiede finb congruent wie borper.

_ Y%oberS tonnen bie SBinfel aber uigt liegen, als entweber
beibe an ber in beibeit ©reieden gleigett ©eite, ober ber eine
baran, unb ber anbere ipr gegeniiber.
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§. 58. SeprfaYs.
©inb jwei ©eiten eineR OreietfB einanber gleig, fo finb
bie 2Binfel _%Iei(p, welpe biefen Oeiten gegeniiberftepen.
23eineils. (SR fei ftig. 13 bie ©eite AB glei¢ ber ©eite
BC. 2Rirb baR ©reieet ABC no@ einmal gebagt, aber in
ber Sage $ig. 14, fo Werben ang in biefer Sage bie_beiben
Oreietfe fip beeten nag 8. 56: beim el ift AB %ig. 13 gleig
CB gig. 14, CB gig. 13 gleip AB {yig. 14, unb ber 20infel
ABC gig. 13 gleip bent 20infel CBA 8ig. 14. ©amt beeten
fig aber bie 29infel a unb R.
§. 59. Seprfals.
©inb jwci 20infel einel OreieetR einanber gleig, fo finb
hie ©eiten gleig, welpe biefen Sinfeln gegeniiberftepen.
~ 23ewell. (SB fei gig. 13 ber 2Bintel a gleigp bem
20intel B. — 2Birb baR ©reieef ABC no@ einmal gebagt in
ber Sage $ig. 14, fo werben na@ 8§. 57 au@ in biefer Sage
hie Oreieefe fig beeten, fo bal AB gleip BC ift.
§. 60. Seprfap.
©inb bie brei ©eiten eineR Oreleet? einanber gleig, fo
finb bie brei 2dinfel einanber gleig.
2eweil. ©enn ift $ig. 12 bie ©Ceite AB gleip ber
©eite BC, fo ift ber 2Binfel a gleip bem SBSinfel /; unb ift
jugleip AB gleigp AC, fo ift au@ ¢ gleigp 7; bann finb aber
ie brei £Rinfel einanber gleig.
§. 61. Seprfap.
©inb bie brei 20intet eineR OreieefR einanber gleig, fo
finb bie brei ©eiten einanber gleig. _ )
33etueif. ©enn ift $ig. 12 ber 2dinfel a gleigp bem
20intel y, fo ift bie ©eite AB gleicp ber ©eite BC; unb ift
3ugleip a gleich «, fo ift aup AC gleip BC, unb bamt finb
bie brei Seiten einanber glcig.

§. 62.

(Sin ©reieef peilt gleipfpenflig, wenn 3luei Ceiten
beffeiben einanber Plet(p finb, gleigpfeitig, wenn alle brei
©eiten einanber gleip finb, ungleigfcitig, wenn feine
©eite einer anberen gleig ift. ©inb alle 20infel einel OreieefR
einanber gleich, fo peilit e gleicpwintlig; ift fein 2dinfel
einem anbern gleig, fo peift el 1tngleigwintlig.

(Sin gleicpfeitige ©reieef ift gleigwinflig, unb umge-
feprt, ein gleigwintlige ©reieef gleigfeitig.

§. 63.
Siegen congruente ©reieefe fo auf einanber, baB fie fig
beeten, fo liegen fip beefenben ©eiten fig beefenbe 2dinfei
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gegentiber, unb umgefeprt, fiep becfenben 2dinfeln fiep beefenbe
Seiten.  Sinb baper Sig. 12 bie beiben ©reieefe ABC unb
DEF con%ruent, unb wellS man, bal ber 2dinfel % glcicp ift
bem 2Binfel /9, fo finb hie beiben Seiten AB unb EF ein*
anber %elep_; weil man bagegen, baf bie Seite BC gleicp ber
Seite DF ift, fo finb bie %infel a unb @ einanber gteiep.
Ueberpaupt ftepen in  congruenten ©reieefen gleichen Einteln
%tel_epe Seiten gegendber, unb umgefeprt, gleiepen Seiten gleicpe
Rinfel, welcpeS, wegen ber oorangegangenen @aragrappen,
auep bann noep ber Sali ift, wenn bie ©reiecfe gleicpfcpentlig
finb, ober gleiepfeitig.
§. 64. 8eprfal.

Sinb jwei Seiten eines Oreieefs ungteiep, fo finb bie
ipnen gegenuberftepenben SRinfel ungleich, unb jwar fiept ber
groReren Seite ber groRere 2Bintel gegeniber.

23emeis. (5 fei $ig. 15 bie Seite AB groRer als bie
Seite AC. — 2luf ber Seite AB werbe ein Stiief AN ge-
nommen, gleicp ber Seite AC. ©er 2dintel ANC ift bann,
als duBerer SBintel bes ©reieefs CNB, groRer als fein gegen*
tberliegenber 2Kinfel /9. ©as ©reieef CAN ift ?Ieicpfcpentli ,
beSpalb ift ber 2dinfel ACN gileich bem 2Kintel ANC, alfo
auep ber 2SHnfel ACN gréRer als /9. Unb ba enblicp a groRer
ift als ber 2Bintel ACN, fo ift a um fo mepr groRer als /9.

8 65. Seprfap.

~ Sinb {'V\_/ei 220intel eines OreieefS ungleich, fo finb bie
Seiten ungleich, welcpe biefen 20imteln gegeniberftepen, unb
jwar fiept bem groReren 2dintel bie groBere Seite gegeniber.
23eweis. (@S fei gig. 15 ber 23intel a groRer als ber
2Biufel B. Sollte man annepmen, hie Seiten AB utth AC
wadren einanber gleiep, fo mifRten bie iPnen gegentiberftepenben
20infel a unb /9 gleicp fein; unb wollte man annepmen, bie
Seite AC wére groRer als bie Seite AB, fo miiite nacp bem
vorigen @aragrapp ber SRintel /9 groBer fein als a: beibeS
Wiberfpriept ber 23orauSfesung, bal a groRer als R3 ift, beS*

palb tann nur bie Seite AB groRer fein als bie Seite AC.

8. 66.

©aS ungleicpfeitige Oreieef ift baper ungteicpwintlig, unb
bas ungleicowinflige ©reieef ungleicpfertig.

Sm ungleicpfeitigen Oreieef fiept ber groRten Seite ber
grb[&te SBinfel gegendber, unb umgefeprt, bem groRten 2Bintel

ie grofte Seite. Sm recptwinfligen ©reieef Ift bie ?op_pote_*
nufe bie groRte Seite, unb im ftumpfwinfligen Oreieef ift bie
fStgl%e bie grofefte, welcpe bem ftumpfen 27infel gegeniiber*
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3In_ber (f;r('jBten_Seite eines unglei feiti%en Oreietfs lie-
gen jebeSmal fp¥%se Sinfel. ©ie Sinfel, welge an ber brit*
ten Seite eines gleigof%uenﬂigen ©reietfs liegen, finb fpi%k.
Sille Sinfel eines gleigfeitigen Oreiecfs finb fpiYs.

§. 67. Seprfa¥s.

Serben bon einem @itnft A, gig. 16, auBerhalb einer
geraben Sinie BC, mehrere gerabe Sinien AD, AE, AF, AG
nag ber Sinie BC gezogen, bon welgen bie eine AD normal
fiept anf BC, fo ift biete Normale bon allen jenen Sinien bie
flrjefte, unb jebe bon ben Ubrigen Sinien ift groRer als jebe
Porl; benen, Welge jtuifgen ipr nnb ber Normale fig be-
iitben.

33eweiS. ©ie Normale ift bie firjefte Sinie, weil jebe
ber (brigen Sinien @ppotenufe eines regtwinfligen Oreietfs
ift, Welges bie Normale jur emen_AatFete Eat.— Oie Sin*
Tel AEG, AFG finb als &uBere Sinfel groRer als ber regte
Sinfel ADE, bie Oreiecfe AEF, AEG, AFG alfo ftumpf*
winflig, itnb beSpalb ift AF groBer als AE, AG groRer als
AE, unb jugleip AG groRer als AF.

8. 68. Seprfa¥s.
3ft $tg. 16 AD normal aut BC, unb ift AF gréRer als
AE, fo ift aup DF gréRer als DE.

33eweis. Sollte mau annepmeit, eS fei DF gleip DE,
fo miRten bie ©reiecfe ADE unb ADF coitgritent fein, alfo
AE unb AF einanber gleigj wollte mau annepmen, es fei
DE gr6Rer als DF, fo mifte nag bcnt borigen *Paragrapp
AE groRer fein als AF; beibeS Ware ge%en bie 33orauSfe¥sung,
beSpalb fann nur DF groRer fein als DE.

8. 69.
©ie furjefte Sinie, Welpe bon einem 5Burtft nag einer
geraben Sinie pin gejogen werben fann, peilit hie (Sntfer*
nttng, ober ber normale Slbftanb beS funftes bon ber
geraben Sinie.

§. 70. Seprfap.

~ ©ie (Summe jweier Seiten eines Oreiecfs ift groRer als
bie britte Seite.

33eWeis. (5s fei $ig. 17 BN gleip BA gcmagt. ©atttt
ift ber Sinfel BNA gleig” bem Sinfel BAN, ber Sinfel NAC
alfo groBer als ANC, unb befpalb in bem Oreiecf ANC bie
Seite NC groBer als AC, b. p. AB-f-BC groRer als AC.

©ie O©ifferenj jweier Seiten eines Oreiecfs ift baper
Heiner als bie brifte “Seite.
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_ § 71 Oefyrfale.
~ Oreiecfe finb congruent, meint bie brei Seiten heS einen
ginzeln gleig finb beit brei Seiten beS anbereit.

53cmeid. ©S braugt mir gegeigt $u werben, baR folge
Oreiecfe einen SBtnfel gleip fyaben, benn alSbann folgt ¢re
©ougritenj aus 8.56. )

©S Tei gig. 12 bie Seite DE gleip ber Seite AB, EF
gleip BC, itnb DF gleip AC. Sinb nun bie ©reiecfe uu=
gleipfeitig, fo _Ie%e man fie mit @ren groRten Seiten, an
roelgen fp¥e SRinfel fig befinben, neben einanber, mic gig. 18
eS barftelt. ©ie ©reiecfe BCE unb BAE finb gleigpfpen=gj
beSfyalb ift ber Soinfel CBE gle_i(p beut_SBintel CEB, unb
ber “SRintel ABE gleigp bem SRinfel AEB; bann aber ber
SBiitfel ABC gIeipr bem SRiitfel DEF. — Sinb bie Oreiecfe
ABC unb DEF gleigfgenflig, fo lege man fie mit beu brit==
ten Seiten neben einanber, finb fie gleigfeitig mit irgenb
jwei Seiten, unb es fol?t Wie juerft, ball bie Oreiecfe bie
Sdinfel gleip ljaben, melpe beit an eiuanberliegenben Seiten
gegeniiberftefjen.

§. 72. Befyrfal%.

©reiecfe finb congruent, wenn jmei Seiten beS einen
einzeln gleigp finb zweien Seiten beS anbereu, meint bie SBiu=
fei gleip finb, welge beit einen biefer Seiten gegeniiberliegen,
unb menn bie Summe ber SOintel, melge beit anbereit gegen*
Uberfielen, metjr ober weniger betrdgt als einen geftrecften
SBinfel.

~Beweis. ©S fei @g. 12 AB gleip DE, BC gleig EF,
a gleip B, unb /+<3 fei inetyr ober weniger als ein geftrecf*
ter SBiitfel. — Sliait lege baS ©reiecf ABC fo auf baS
Oreiecf DEF, baR bie Seite AB in bie ¢@r gleige DE fornnit;
bann muf, weil a glei?) R ift, bie Seite AC ber 93/4i(ptung
nag in DF fallen; es bleibt aber vorlaufig unbeftimmt, o
ber Buntt C in beit Quillt F fallt, ober vor F, ober iber
F hinaus. SBollte man aitueljmeit, ber $itnft C fiele vor F,
etwa Wie $ig. 19 es barftellt, fo wirbe, ba BC gleip EF
ift, ber SRinfel ECF gleip bem SBiiifel & fein, unb bie
Summe ber SBiitfel y unb & einen geftrecften SBintel betragen;
hieS ftreitet gegen bie S3oraque1/aun?, unb beS¥alb tarnt ber
3duntt C nigt vor F fallen. Sollte man annetymen, ber
ouuft C fiele Ober F %imauS, mic in ftig. 20, fo miilte,
weil EF gleip BC ift, ber SBinfel EFC gleigp y feilt, unb
bann magte bie Summe ber 2dinfel d nith y einen geftrccf*
teil SBinfel aus. ©er Yunft C tarnt ba%er au@ ui@t Uber



8. 73. 74. 53on ben ©reieden. 23

F piuaus fallen, ®emitag liegt C in F, unb bie Oreieefe
beeten fig.
§. 73. 3ufa¥ee.

1) Oreieefe finb congruent, wenn jwei Seiten beS einen
einzeln gleig finb zweien Seiten beS anbereit, unb wenn bie
20infel gleip finb, welge ben gréReren biefer Seiten gegen-
tberliegen.

©ie SBintel, welge ben Heineren biefer Seiten gegen*
Uberliegen, finb fpise SHntel, ipre Summe ift alfo Heiner
als ber geftrecfte SBinfel, unb ber Sa% folgt aus bem hori-
gen (Spa_ragrapp. Sollte man namli¢ annepmen, einer hon
en SBinteln, welge bett Heineren Seiten gegeniiberftepen, fei
eilt repter ober ein ftitmpfer Soutfel, fo muBte ber SBintel,
welger ber groBeren Seite gegeniberfte, gréRer fein als
ein regter, ober als jener ftumpfe SOintel, welpeS i@t fein
Tant, weil jebeS Oreieef jwei fp¥ee Slinfel pat.

2) 9%.ptWinHige ©reieefe finb congruent, weint fie bie
gopotenufe unb eilte Aatpcte gleig paben.
©eint ba regte Siufel -eiuanber ?Iei(p finb, ttnb bie
“ppotenufe bie grofte Seite im regtwintligen Oreieef ift, fo
paben folge Oreieefe jwet Seiten bejichligp gleig, unb beit
Yeinlel, welger ber groBeren hott biefen Seiten gegeniiberftebt.
8.74. 8cYrfals.

(Sept hott einer Ocfe eines ©reieefs eilte 8inic nag ber
gegenuberftepenben Seite, unb finbeit jwei hon ben folgenben
ger Sebiiiguugen Statt, fo fiitboen au@ bie beibeit anberen

tatt:

1) (Slcippeit ber Seiten, welge ben bur@ jene Linien ge-
teilten Sintel bilbeit,

2) (S_Ieki)(ppeit ber Stude, in wclge bie britte Seite getpeilt
wirb,
3) (SIeiquei_t ber SRintel, in Welge ber getpeilte 3Sinfct
getpeilt ift,
4) gSI_ci(ppe_it ber SRiufcl, bie jene Siuic mit ber britten
eite bilbet.
Seweis. Sei $ig.21 finb bie Sebinguitgeit:
1) AB = AC
2) BN =NC
3) a=1=R
4) y=139

0S féllt in bie Singen, baB alle hier Sebiitgungeit Statt
finben, fobalb bie beiten ©reieefe ABN unb ACN congruent
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finb. Um alfo ben Sa% ju erweifen, wirb man nur n[&tgig
paben, aus je dreien ber 53ebingungen bie ©ongruend ber
Oreietfe abguleiten. _

Sinb nun bie 23ebinguitgen unter 1) unb 2) gegeben, fo
i)aben bie ©reiecfe, ba bie Sinie AN in beiben liegt, bie brei
eiten bejieplicp gleicp, unb es folgt ipre ©ongruenj aus bent
britten ©ongruend * Sa¥%s.

ginben bie S8ebingungen unter 1) unb 3) Statt, fo pa-
ben bie ©reiecfe, ba AN in beiben liegt, éiuei Seiten heyep==
licp gleicp unb ben von biefen gebilbcten SRinfel; fie fittb alfo
congruent nacp bem erften Sat von ber ©ongruend ber
Orelecfe.

ginben bie 23ebinguitgen 1) unb 4) Statt, fo finb bie
5Binfel / unb J recpte 2dintel, bie ©reiecfe alfo recptwinflig,
unb paben bie @ppotenufe nnb eine Aatpete Pteip. 3pre
©ongruend folgt baper aus 8. 73 2).
~Sinb bie 33ebingungen 2) unb 3) vorauSgefe¥st, fo paben
bie ©reiecfe 3ivci Seiten hejieplicp gleicp unb bie Vainfel, WE|C1pe
ben einen biefer Seiten ,gec};enﬂberllegen; unb weil bie SRinfel
ABC unb ACB, als SOinfcl heS ©retecfs ABC, jufammen*
genommen Heiner finb als ein geftrecfter 3Binfel, fo ift noc
ie Summe ber 2Binfel, welcpe ben anberen Seiten gegeniiber
liegen, Heiner als ein geftrecfter Voinfel; unb eS folgt bie
©ongruend ber ©reiecfe nacp bem vierten ©ongruend *Sa%.

ftinben bie 5_3eb|n%ungen 2) unb 4) Statt, fo paben bie
Oreiecfe givei Seiten Dbegteplip gleicp unb beit von ipiten ge=
bilbeten 2Binfel, unb fie finb congruent nacp bem erften Coit*
grueud*Sa%.

Yinben enblicp bie idebingungen 3) unb 4) Statt, fo
paben bie Oreiecfe eine Seite gleicp unb d"ei VBinfel, Welcpe
in bem einen ©reiecf Hegen, wie in bem anberen, unb fie finb
congruent nacp bem 3toeiten ©ongruend* Savs.

§. 75. Seprfap. .

SRirb auf ber Wiitte ber britten Seite eines gleicpfcpenf*
ligen ©reiecfS eine Normale erricptet, fo gept fie burcp bic
gegenuberftepenbe ©cfc. o _ )

23eweiS. ©S fei $ig. 21 hie Seite AB gleicp ber Seite
AC, unb N hie 9Jiitte ber britten Seite BC. tUian hcnfe
bie Sinte AN; fie ftept nacp bem vorigen Naragrapp normal
auf BC, bemt ¢S fiubeit bic beiben SBebiitgungen unter 1) unb
2) Statt, ©a aber alle Sinien, welcpe in bem -Builft N auf
ber Seite BC normal fiepen, dufantmenfallen, fo mufl eine in
N auf BC errichtete Normale mit NA dufammenfallen, alfo
burcp A gepen.
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o8 76 Seprfap. . .
~ Sittb jWei Seiten giveicr Oreieefe einzeln einanber gteig,
bie von ipnen ?e_bllbeten Sinfel aber ttngleig, fo finb bie brit*
ten Seiten ungleip, nnb 3war entpélt baS C©reieef bie groBere,
welgeS ben groBeren Sinfel pat.

@S fei gig. 12 bie Seite AB gleip ber Seite DE, bie
Seite BC gleigp EF, ber Sinfel ¢ aber groRer als « Segt
man bie Oreieefe fo auf einanber, baB bie gleichen Seiten
AB unb DE fig beeten, fo muR eine ber Sagen gig. 22,23,24
eintreten.  33¢i gig. 22 erfiept fig fogleip, bal DF grofer
als AC ift. 23er ber Sage gig. 23 ift ber Sinfel p groQer
als a; o gleip 2, weil baS ©reieef CBF glei(pf(penfli(]; ift;
folglig ? grofer als A, unb um fo mehr p groBer als |
baraitS folgt aber, bal bie Seite DF gréRer Ift als bie Seite
AC. 33¢i ber Sage gig. 24 ift p als auBerer Sinfel groRer
als o, alfo_aug groBer als 2, welger Sinfel gleip o Iit, ba
BC gleip EF; unb weil 2 als &uRerer Sinfel grofer ift als
E’ fo_ift um fo mepr p 8rbf&er als p, woraus wieber folgt,
al DF groRer ift als AC.

8 717 Seprfap. _

§)aben jWei Oreieefe jwei Seiten begieptip Plci(p, bie
britten Seiten aber ungfeip, fo finb bie Sinfel ungleig,
welge biefen britten Seiten gegeniberftepen, unb jwar befin-
bet figp in bem Oreieef ber groBere Sinfel, ivelgeS bie gro-
Rere Seite pat.

23eweiS.  ©ernt wollte mau annepmen, bie Sinfel
méren gleig, fo miBten hie Oreieefe nacp bem erfteit Son-
gruenj==Sap congruent fein, welgeS ni@t moglig ift; unb
wollte man annepmen, baS Creieef, tuelges bie Heinere britte
Seite pat, patte ben groReren Sinfel, fo mufte map bem
vorigen iaragrapp gerabe biefe ffeinere Seite bie groRere
fein, tvelges fig wiberfprigt, baper fann nur bas Oreieef
ben groReren Sinfel cntpalten, WelgeS bie gréRere britte

«Seite pat.
& 78 Seprfap. _

~ fabelt_jtvei regttvinflige Creieefe bie gppotenufen %Ielcp,
bie einen Aatpeteit aber itngleig, fo finb au@ bie anberen
Aatpeten ungleig, unb jwar befinbet fiep in bem ©reieef von
biefen anberen Aatpcten bie ffeinere, welgcS von ben erfteren
Aatpeten bie groRere pat; au@ finp bie fpipen Sinfel uit»
gleich, welge an biefen ungleichen Aatpeten liegen, unb jwar
liegt an ber groBeren Aatpetc ber Heinere Sinfel.

23eweis. (Sg mégen gtg. 25 bie bei B unb F regt=
WinHigen ©reieefe mit 1pren gleigen .'pppotenufen neben einy
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anbei* gelegt, unb eg mag bie $atpete DF groRer fein alg bie
StatBete AB. — ©er SSinfel ABF ift groBer alg ber SRin-
fei DFB, unb weil bie SBinfel bei B unb F alg reote SRiitfel
einanber gleig finb, fo ift ber SRinfel CBF Heiner, alg ber
20infel EFB, woraug figp ergiebt, bafs bie Aatpete EF Hei*
ner ift alg BC. Segt man, um no@ bie Ungleigpeit ber
fpiveen SRitfel ju erweifen, bie Oreiecfe mit ipren regten
dinfeln attf einanber, fo baB bie A'atpeteit BC unb EF in
einanber fallen, fo miiffcu fie bie Sage $ig. 26 annepnten,
weil BC groBer alg EF, unb DF groRer alg AB ift, unb eg
folgt fogleip, bak d alg &uBerer Sinfel groler ift alg y, unb
a groRer alg R.
8. 79. Seprfa¥s.

§)aben jwei rcotwinflige Oreiecfe bie @ppotenufen gleig,
bie einen fpY%en SBintel aber uitgleig, fo finb bie anberen
foYeen 20intel ungleigj au@ finb eg bie Aatpeten, welge an
biefett fpiveen Sinfeltt liegen, uitb jwar liegt bie groRere an
bem Heineren 2Binfel.

53ewei?. ©al bie anberen fpiijeit SOinfel uugleig finb,
erfiept fig o?lekr. Sollte, man annepmen, bie an ben nn*
glei(pen SRinfelit liegenbeit Aatpeten Waren gleig, fo miRten
ie Oreiecfe con?ruent fein nag 8. 73 2), Welgeg nigt mfj?*
lip ift; unb wollte man annepmeit, an bem ?rb eren SRittfel
ldge bie groRere atpete, fo flieRe man attf eilten 2diberfprug
gegen ben horigen ~aragrapp; eg mul baper alteg fo fein, wie
eg im Seprfa¥% auggefprogen wiirbe.

8. 80. Seprfa¥s. .

*paben gwei regtwinflige ©reiecfe bie eilten Aatpeten

leip, bie an iptteit liegenben fpYen 20iutel aber ungleio,
0 finb aug bie ?ppotenyfen unb bie anberen U'atpeten un*
gleig, unb jwar finbet fip itt hem Oreieef bie groBere &jp*
potenufe unb bie groRere aithere Aatpete, welgeg ben groReren
SRittfel pat.

%on (iberfiept bie% fegr leipt, fobalb man bie ©reiecfe
fo attf einanber gelegt benft, bal bie regten 29infel unb bie
gleigett Slatpeten fig becfeit.

§. 81. Seprfap. }

&aben jwei regtwinftige O©reiecfe bie eilten Aatpeten
gleigp, bie @ppotenufen aber itngleip, fo finb bie anberen
Sfatpeten ungleig, unb au@ bie an ben gleigen Aatpeteit
liegenben fpieen SRinfel, unb “war pat bag ©reieef bie gré=
Rere anbere Aatpete unb ben groReren SRirctel, in welgem bie
gréRere @ppotenufe fig finbet.
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. «Beweis. ©ernt wollte man annepmen, bte anberen
Aatpcten waren gleidj>, fo miBten bie ©reiecfe nacp bem erften
(5ongruenj=Safc congruent fein. ©aS Ubrige folgt inbireft aus
bem vorigen «Baragrappen.

8. 82.
_ Hebungen unb «Braftifcpe.S.

1) SaS ift ein ©reiecf, ein 33ierecf, u. f. w., ein 33ielecf?
SaS finb bie Seiten, bie (Scfen eines necfs, was ift fein
Umfang? Sarum ift bie %ojapl ber Scfeit eines necfs
ber Singapl feiner Seiten gleicp? SaS ift ein dulerer
Sinfel eines ©reiecfs, ein gegeitiberliegenbcr Sinfel ju
einem &uferen Sinfel? ) _

2) Selcpes @efep gilt fur ben &uBeren Sinfel eines ©reiecfs ?
welcpeS fiir bie Summe aller Sinfel eines ©reiecfs? Aann
ein ©reiecf jwei reepte Sinfel entpalten, ober einen reepten
unb einen ftumpfen Sinfel? SaS ift ein recptWinfligeS, ein
ftumpfwinfligeS, ein fpi%winf(igeS O©reiecf? SaS ift eine
&)ppotenufe, eine A'atpete? o

3) Sann peien Oiaumgr6Ren congruent? Sie viele Sape Uber
hie (?ongruenj ber Oreiecfe finh vorgefommen, unb wie lau*
ten fie?

4) Selcpe (Soefetse finben jwifepen ben Seiten unb ben ipnett
gegenuberftepenben Sinfeln eines Oreiecfs Statt? Sann
peilt ein Oreiecf gleicpfcpenflig, gleicpfeitig?

Drittes Kapitel.

Von den Vierecken.

8. 83.

Jede gerabc Sinie von einer (Scfe eines necfs nacp einer
anberen, bie beiben benaepbarten auSgefcploffen, peilst eine
©iagonale.

8§ 84. Seprfap.

©ie Summe aller Sinfel eines n eefs ift gleicp (n—2) + 2R.

~ 33eweis. SDian benfe aus einem ber (Scfpunfte alle
©iagonalen gezogen. Sic jerlegeu baS neefinn—2 Oreiecfe,
unb bie Summe aller Sinfel biefer Creiecfe ift gleicp ber
Summe ber Sinfel beS necfs; bie Summe aller Sinfel ber
Oreiecfe ift aber (n—2)-2R. — Ober man benfe aus einem
3>unft innerpalb beS necfs Sinien nacp allen (5cfeu gejogen;
baburep entftept Uber jeber Seite ein ©reiecf, unb bie Summe
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aller Soinfet biefer n ©reietfe ift n-2R; wirb pieroon bie
Summe ber SBinfel um jenen 5pmtf/ welge gleigp 2-2R ift,
fubtrapirt, fo erpalt man bie Summe aller 29intel beR netf
gteip_(n— 2)-2R. : : N

©ie eben gefuhrten 23eWeife paben feine allgemeine (%iC
tigfeit, weil ni<Et jebeB netf burcp ©iagonalen, welcpe von
einer (Stfe, ober burcp 8inieit, welche von einem innerhalb beR
netf angenommenen $untt auBgepen, fiep in Oreietfe 3erles=
en lakt. Um ben Sap allgemein 31t erweifen, (teile man
lep ein petf vor, unb laffe el in ein (p+ I)etf iibergepen
baburg, baB man Uber ber einen Seite ein Oreietf beult;
Bat man baB Oreietf auBerhalb bel petf® gebaept, fo féllt in
ie Slugen, baR bie Summe ber SBinfel beR (pwhetff um
einen %eftreeften 5Binfel grofer ift, al® bie Summe ber 20i[]'
fei bel petfB; pat man ef innerhalb bel petfd gebaept, fo
erfiept man bal 9%slipe leiept, wenn man (ber bie neu
entftanbene <§(fe pinauB eine ber Seiten, welcpe biefe (Stfe
bilben, etwal verlangert, ©ie Summe ber 2Binfel einel
(p-j-etfB ift alfo gan3 allgemein um einen geftreeften SRinfel
%rdfser alR bie Summe ber SRinfel beB petfd. Unb weil bie
umme ber SRBinfel cine® ©reieef _%:el? einem geftreeften SSin=
fei ober 3Weien reqten 20infeln ift, fo ift bie Summe ber
20infel einel {'eben 23ieretfp gleig 3wei geftreeften ober vier
repten 2Binfeln, bie Summe aller 2Binfel eine# Aufetf
%Iei brei gieftreeft_en ober fegB regten, hie ber 2dinfel einel
e@Petf gleig vier geftreeften ober a@t reqten u. f. f., bie
Summe ber SRinfel eineB netfR gleip (n—2)-2R.

§. 85. Seprfap.

25ieretfe finb congruent, wenn brei Seiten beR einen ein-
3eln gleip finb breien Seiten beR anberen, unb wenn bie Stu-
fet be3ieplip gleicp ftttb, Welge von bhiefen Seiten gebilbet
werben, (worin liegt, baB bie Seiten in bem einen 93ieretf
eben fo auf einanber folgen miffen wie in bem anberen).

23eweif. l(:§f3 fei $1g. 27 bie Seite AD gleich ber Seite
EH, AB gleip EF, BC gleip FG, ber Sinfel a gleigp bem
Sinfel y, unb 3 qlei(p 0. — Segt man bie 23ierecfe fo auf
einanber, bal bie gleigen Seiten AD unb EH fiep betfeit, fo
miiffen, ba bie Siufel a unb y einanber gleich finb, bie gleU
en Seiten AB unb EF 3ufammenfallen, unb Weil bie Sin-
ei B unb  einanber glci?o finb, aug bie glei%en Seiten
BC unb FG; bann betfeit fig aber bie 23ieretfe felbft.

§, 86.

(Shen fo laBt fiep erweifen, baR netfe congruent finb,
wenn fie n—1 ©eiten unb bie von ipnen gebilbeten Sinfel
be3tepliop gleig paben.



8. 87-90. 5Som ben 2Jiererfett. 29

8 87.
kht Viered, in welgem je jwei gegeniiberftepenbe Seiten
parallel finb, wirb ein Parallelogramm genannt, ein Viered,
in welgem jwei Seiten parallel finb, unb 3wei nigt, peift
ein ©rapej, ein Viered, welgeS feine parallelen Seiten pat,

ein ©rapejoib.
§. 88. 8eprfazs,

©ie gegentiberftepenben Seiten eines Parallelogramms
finb einanber gleig, unb au@ bie gegeniiberftepenben Viinel.

VeweiS.” $n bem Parallelogramm ABCD gig. 28 fei
hie ©iagonale BD gezogen, ©ie Oreiede ABD unb BCD
finb congruent, beim fie paben bie Seite BD gleig, ferner
bie V3intel a unb B als Sdeqfelwinfel ju ben parallelen
Linien BC unb AD, unb bie ©dinfel y unb d als 30egfel=
WinJet 311 ben parallelen Linien AB unb CD. $n congruenten
©reieden fiepen be3iepli? gleipen SOinfeln gleige ~ Seiten
gegenlber, unb barauS folgt, weil a gleig R ift, bal CD
gleip AB, unb, weil y gleid; d ift, bal AD gleip BC ift.
©a ferner in congruenten ©reieden be3ieplip ?Iei en Seiten
gleipe WinJet gegeniberftepcn, fo ift ber ©Rinfel BAD glei
bem SBinJel BCD, unb weil a gleip B ift, unb y gleip o,
au@ ber SRinJel ABC gleip beut SRinJel ADC. Kinfager
folgt bie <¥bleippeit ber gegeniiberftepenben SRinJel, 3. V. ber
bei A unb C, barauS, bal3 jeber einen ber anberen, 3. V. ben
bei D, m einem geftredten ergénzt.

§. 89.

kS verbient bemertt ju werben, baR eine ©iagonale ein
Parallelogramm in 3wei congruente ©reiede tpeilt.

2lug folgt leipt aus bem vorigen Paragrappen, baR bie
Stude, welge 3wei Parallele Linien von heliebig vielen anberen
parallelen Yinien abfoneiben, einanber gleig finb.

§. 90. 8eprfals.

Sinb bie gegeniiberftepenben Seiten eines VieredS einan*
ber gleig, fo ift eS ein Parallelogramm.

VeweiS. kS mogen ftig. 28 bie Seiten AB unb CD
einanber gleip fein, au@ bie Seiten BC unb AD. — Oie
beibeit ©reiede ABD unb BCD paben hie brei Seiten he3iep*
lip gleig, unb finb baper congruent. ©a AB gleigp CD ift,
fo ift ber ©Qiitfel B gleig bem Viindel a, unb weil biefe ViinJel
innere VJegfelwinJel finb 31t ben Linien AD unb BC, fo finb
biefe Linien parallel; ferner finb, weil BC gleip AD ift, bie
VoinJel d unb y einanber gleig, unb ba fie innere 2Begfel=
WinJet finb 31 ben Linien AB unb CD, fo finb aitqp biefe Si*
nien parallel; bann ift aber ABCD ein Parallelogramm.



30 drittes Jtabitet 8. 91-95.

8. 91. 8eprfa¥.
~Siitb _zwei Seiten eines 55icredS parallel unb gleich, fo
ift es ein Parallelogramm. )

S5et»eis. 6S mogen Big. 28 bie Seiten BC unb AD
parallel fein unb gleip. — ©ie beiben Creieefe ADB unb
DBC finb congruent, weil fie hie Seite BD ?Iei(p paben,
ferner bie Seiten AD unb BC, unb bie Siitfel a unb B,
als Segqfelwintel zu ben parallelen Linien BC unb AD.
©a nun BC gleip AD ift, fo ift aup d = y, unb baper
DC parallel mit AB. ©ie anberen gegeniiberftebenben Seiten
heS SbierecfS finh nag ber 53orauSfepung parallel, alfo ift baS
2>iered ein Parallelogramm.

892, Z2eprfa¥s. .

Sinb jwei Seiten eines 23ieredS parallel, unb zwei gegert=
Uberftepenbe Sinfel gleig, fo ift baS SRiered ein parallele*
grarnnt. e .

~ 23eweiS. OS fei Big« 28 bie Seite BC parallel mit ber
Seite AD, unb ber Sintel ABC gleigp bem feintet ADC. —
©ie Sintel a unb B finb als innere Segfelwintel zu bett
parallelen  Sinien BC unb AD einanber gleich, unb ba ber
Sintel ABC gleip bem Sinfel ADC ift, fo finb aug y unb
d gleig, unb bann ift BA parallel mit DC.
8. 93. Reprfap.

Sinb bie rgegenuberftebenben Sintel eines 53ieredS einan*
ber gleig, fo ift eS ein Parallelogramm.

23eweis. S feien Big« 29 hie Sinfel a unb B ein*
anber gleig, aug bie Sinfel y unb d. ©amt ift a+y
glelcp /5+d, alfo 11’et_Je biefer Summen gleig ber £)dlfte von
er Summe aller feintet beS 33ierecfS, welche £>élfte ein ge*
ftredter Siutel ift. ©ie Seiten AD unb BC finb beSpalb
parallel. 4 Unb ba y gleip ¢ ift, fo magt aug a-+d einen
geftredten Sintel aitS, unb es finb nog@ AB unb DC parallel.

§, 94
Sinb  zwei zufammenftoBenbe Seiten eines Parallelo*
grammsS einanber gleig, fo finb alle Seiten beffelben einan*
ber gleich; unb ift ein Sintel eines Parallelogramms_ein
regter feintet, fo ift jeher feiner Sinfel ein regter Sin*
tel. ©aS erftere folgt barauS, bal bie gegeniiberftebenben
Seiten eines Parallelogramms ?Iei(p finb, baS anbere baraus,
ba® wenn von zweien parallelen Simen bie eine normal ift
auf einer britteu, au@ bie anbere auf biefer britten nor*
mal ftept.
§. 95.

6in Parallelogramm, in welgem alle Seiten einanber



§. 96-100. $on ben 53iereden. 31

gleicp finb, petBt eine utaute ober em ycpombus. Stnb
alle 20infel eines Parallelogramms recpte SBintel, fo peifit es
gin 9tapted, finb alle Seiten eiitanber gleicp ttnb alle SBinTet
recpte, fo wirb es ein Quabrat genannt. $ebes anbere
Parallelogramm peifit aucp ein 9ipomboib.

8§ 96. 8eprfals.

Parallelogramme finb congruent, wenn #'wei jufamnteit*
ftoBenbe Seiten beS einen gleicp finb Awei jufammeitfioReuben
Seiten beS anberen, unb wenn bie 2dinfel gleicp finb, welcpe
hon biefeit Seiten gebilbet werben.

23eweis, ©ernt finb bie 23ierede $ig. 27 Parallelo*
gramme, unb finb bie Seiten AD unb EH %Ieicp, ferner bie
Seiten AB unb EF, aucgJ bie 2diitfel a unb y, fo finb bie
Seiten BC unb FG ebenfalls gleicp, unb bie 233intel & unb <;
bann pabeit aber bie 23ierede brei Seiten bejieplicp gleicp
uitb bie boit ipuen gebilbeten 2Binfel, unb finb congruent
itacp 8. 85.

8. 97.
Y)Te<ptede  finb bemnacp congruent, fobalb fie jwei ju*
fammenftoRenbe Seiten gIelcg abeit, bauten, weint fie eine
Seite unb einen Eintel, unb Quabrate, fobalb fie eine Seite

gleicp paben.
§. 98. Seprfap. _

$ebe ber ©iagonaleit eines Parallelogramms tpeilt bie
anbere ©iagonale in jwei gleicpe Opeile.

23ewels. (Es fel ABCD %:ig.30 ein Parallelogramm.—
©ie ©reiede BCN unb ADN finb congruent, Weil fie bie
Seiten BC unb AD gleicp paben, aud; bie 2Biidel a unb B,
fo wie y uith 6, als 2Becpfelwinfel ber parallelen hinten BC
uith AD. 2luS ber %Eon ruenj ber ©reiede unb ber ©leicppeit
ber erwdpnten 2Binfcl folgt, bal CN gleicp AN ift, unb BN

gteid; DN.
§. 99. 8eprfal.
Opeilt jebe ©ia%onale eines 23ieredS bie anbere in jwei
gleicoe ©peile, fo ift baS 23iered ein Parallelogramm.
23eweis. (Es fei $i% 30 AN gleid; NC, unb BN gleicp
ND. — ©ie ©reiede AND uith BNC finb congruent, well
fie jwci Seiten uitb ben boit ipiteit gebilbeten 2Binfel gleicp
paben. ©aper ift BC gleid; AD, ittt a gleicp 13, alfo aucp
BC parallel mit AD. Uitb finb 3wei Seiten eines 23ieredS
parallel unb gleig, fo ift es ein Parallelogramm.
§. 100. Seprfafc.
~3n jebem 9tpombuS ftepen hie ©iagonaleit normal auf
einanber.
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23eWeiS.  (iS fei $ig. 30 ABCD eilt 9tpombuS. —
©ie beiben Oreicefe BCN unb DCN paben bie brei Seiten
bejiegali(p betqr finb bai)er congruent. ©amt finb aber bie
20infel BNC uito DNC gleicp, folglicp bie ©iagonalen normal
auf einanber.

8101 8eprfa¥s. _

Stepen bie ©iagonalen eines Parallelogramms auf ein*
anber normal, fo ift es ein 2ipombitS.

23eweis. Oft gig. 30 ABCD ein Parallelogramm, unb
fiepen bie ©iagonalen normal auf einanber, fo finb bie regt*
winfligeit ©reieefe BNC unb DNC congruent, unb bann ift
BC gleicp CD, alfo ABCD ein 9tpombitS.

§. 102. 2eprfak. _

©ie ©iagonalen eines %optecfs finb einanber gleig.

23eweis, ©enn ift $ig. 30 ABCD ein teptecf, fo ift
haS regtwinflige ©reieef ABC congruent bem regtwinfligen
Oreieef ABD, folglip AC gleip BD.

_ 8103, Seprfa . _

Sinb bie ©iagonalen eines Parallelogramms einanber
gleig, fo ift baS Parallelogramm ein 9teqtetf.

23eweiS. (55 fei $ig. 30 ABCD ein Parallelogramm,
unb AC gleip BD. — ©ie ©reieefe ABC unb ABD finb
congruent, weil fie bie brei Seiten gleig paben. 9luS ber
(5ongruenj ber Creieefe fqlgt bie (%sleigpeit ber 2dinfel ABC
unb BAD. Sinb aber biefe 2dinfel gleicp, fo ift jeber ein
regter SBinfel, unb bas Paéallelogramm ein 9Jeptect.

. 104.

©ie ©iagonalen eines ©uabrats ftepen normal auf ein*
anber unb finb gleigj unb umgefeprt ein Parallelogramm
ift ein ©uabrat, wenn bie ©iagonalen beffelben auf einanber
normal ftepen unb ggei(p finb.

2luS g 100 unb 102, unb aus §. 101 unb 103.

o8 105 Seprfag. _

Sinb jwei Linien parallel, fo finb alle punfte ber einen
Einie gleig weit oott ber anbereit entfernt.

23eweis, ©enn @enft man aus beliebigen Punften ber
einen 8inie Normalen auf bhie anbere geféllt, fo finb alle biefe
Normalen mit einanber parallel nag 8. 37 unb alle einanber

gleip nag §. 89.
§. 106. 8eprfa¥.

Sinb $ig. 31 bie beiben Sinieit AC unb BD parallel
unb gleig, unb wirb burg jeben ber punfte C unb D eine
8inie geté)aept parallel mit ber Sinie AB, fo fallen biefe Siniett
in einanber.



8.107. $on ben Sliereden. 33

Semeis. Bdge man bie Sinie CD, fo miirbe fie paral*
lei merben mit AB. ©ie 8inie, melcpe burcp ben Punft C
?ept utib parallel ift mit AB, muB na¢ 8§43 mit CD jn*
ammenfallen, eben fo bie Sinie, meldf)e burcp ben Punft D
gepenb parallel ift mit AB; baper fal
gebauten Linien felbft jufammen.

§. 107.
Hebungen unb praftifges.
1) SaS ift eine ©iagoitale? Sie viele ©iagonalen pat ein

ned?

2) Sie groB ift hie Summe aller Sinfel eines neds? Sirb
jebe Seite eines neds (ber einen iprer Onbpunfte pinauS
verldngert, fo, bal nicpt an einer 6de $met Serlangerungen
erfcpeinett, unb fallen alle Serlangerungen auRerhalb beS
neas, fo ift bie Summe ber auBeren Sinfel, melcpe babei
Bervorgepen 2.2B. Sarum? SelcpeS (Sefep fiubet fiir
iefe auBeren 2Bimfet Statt, wenn Serlédngerungen inner*
palb beS neds fallen?

3) 3Meneibet man cougruente nede auf %Ieicpe Seife, fo
merben bie ©peile beS einen congruent ben ©peilen heS
anbern.  Unb nede finb congruent, fobalb fie aus con*
gruenten Figuren auf gleiche Seife jufammengefept morben.
Sie 14t fiep baS geigen? ) o

4) Sie tpeilt man bie Sierede ein (8 87)? Sie mieberum
bie Parallelogramme? _ o )

5) SelcpeS finb bie (Scfepe, meldje fir bie Seiten unb Sin*
fei ber Parallelogramme gelten? Sann ift ein Siercd ein
Parallelogramm?  (vier Sépe). — Oft ein Siered ein
Parallelogramm, merni es burcp eine feiner ©iagonalen in
jmei cougruente ©reiede jcrlcgt mirb?

6) Samt finb Sierede congruent? mann Parallelogramme,
Yeecptede, bauten, ©uabrate? o

7) Sas ift vott ben ©iagonalen ju bemerfcit beim paralle*
logramm, bei bem 9tpombnS, bem SRccpted, bem ©uabrat?
Unb mie lauten bie umgefeprten Sdpe? o

8) Senn n puntte gegeben finb, vott melcpeit nicpt brei in
geraber Qinie liegen, mie viele Linien fénnen burcp bie puntte

gebaept merben?

en bie burcp C unb D



34 8. 108-111.

Viertes Kapitel.
\Von der Gleichheit

§. 108.

Flachen nennt man %Iei(p, fobalb fie gleige ©roRe pa*
ben, wenn au;p ipre ©eftalt nocr fo verfgieben ift. ©on*
?_ruente nede finb baper jebeSmal gleip, aber gleige nede
inb nigt jebeSmal congruent.

©er normale 2Ibftanb einer ©de eines ©reieds rott ber
egentiberftepenben Seite, ober bereu Verldngerung, peifit bie
2) pe beS ©reieds fir biefe Seite, welge bann ©runb*
linie genannt wirb.
~ Vel einem Parallelogramm peift ber normale Slbftanb
jweier parallelen Seiten bie &)Ope, unb bann jebe biefer
Seiten eine ©runblinie. o

Vei einem ©rape{ peift ber normale Sibftanb ber beibeit
parallelen Seiten bie “sope.

§. HO.

Serben ©reiede, welge gleige &)ofye paben, mit ipreit
Oritnblinieit an eine gerabe Sinie gelegt, fo liegen bie biefen
©runblinieit ?egenUber epenben ©den In einer geraben Sinie,
welge parallel mit Ijejner Sinie ift.  Unb legt man Paralle*
logramme, welge gelcre (?I e paben, mit ipreit ©runblinten
an eine gerabe 8inie, fo fallen hie biefen ©runblinieit gie?en*
tiberftepenben Seiten in eine gerabe 8inie, welge parallel ift
mit jener Siitie. ©ieS folgit aus 8. 106. Unb umgeleprt,
liegen ©reiede, ober Parallelogramme, ober ©reiede unb
Parallelogramme in ber erwapnten Seife jwifgen parallelen
dinieu, fo paben fie %Ielcpe &)open.

. 111, Beprfap. )

Parallelogramme, welge gleige ©runblinien unb gteige
popelt paben, finb einanber gleig. )

33eWeis, ©ie Parallelogramme $ig. 32 ABDC unb
EFHG mdgen bie ©runblinieit AB unb EF gleip paben unb
bie ju ipnen gepodrigeit £>68e_tt._ — Oltait bettle bie Paralte*
Io?ramme mit ipreit ©runblinien an bie gerabe 8iitie MN
c[]e egt, ©ie ben ©runblinien gegeniiberftepenben Seiten fal*
en babei in eine gerabe 8inie CH, welpe mit MN parallel
ift. ©ie Vierede ACGE nnb BDHF finb congruent, benn
fie paben bhie Seiten AC unb BD gleig, ferner bie Seiten
AE unb BF (jebe biefer Seiten ift 3nfanimengefept aus bem



§. 112-115. Von ber ©leilpeit. 35

Stiicf BE unb einer ber gleichen ©runblinien) unb bie Seiten
EG unb FH, aucp bie von biefen Seiten gebilbeten 3Binfel a
unb B, y unb 9. 3ebeS biefer SBierecfe erfcpeint 3ufammen=
gefegt aus bem 23iere<f BDGE unb einem ber Parallelo-
gramme; beSpalb finb bie Parallelogramme einanber gleicp.
§. 112. Seprfap.

~ &)aben ein Oreiecf unb ein Parallelogramm g_IeicPe ®runb-
linien "unb gleicpe ~Opeit, fo ift bas Oreiecf bie Ysalfte heS
Parallelogramms.

33eweis. ©S mogen %ig. 33 bie (Sruublinien AB unb
EF einanber gleicp fein unb bie w ipnen gehdrige« Ipdpen. —
©as Oreiecf EFG werbe burcp bie Sinien EH unb GH (bie
erftere parallel mit FG, bie anbere parallel mit FE) ju bem
Parallelogramm EFGH erganzt, ©ie Parallelogramme ABCD
unb EFGH paben gleicpe ©runblinien unb gleige &)Open, finb
baper einanber gleicp.  ©ie ©iagonale EG tpeilt baS parat*
lelogramm EFGH in jwei congruente ©reiecfe, beSpalb ift baS
©relecf EFG bie £>dlfte von biefem Parallelogramm, alfo aucp
bie §élfte vom anberen ABCD.

§. 113. Seprfa¥s. .

©reiecfe, welcpe gleicpe (Srunblivien unb gleicpe @Opext
paben, finb einanber gleicp. _

33eweis. ©emnt jebeS ift bie £alfte von einem parat*
tetogramme, baS mit ‘ipnen gleicoe ©runblinie unb gleicpe

©0pe pat.
§ 114. Seprfa¥s.

~3iept matt burcp einen beliebigen punft einer ©iagonale
eines Parallelogramms 3wei Sinien, bie eine parallel mit ber
einen Seite, bie anbere parallel mit einer an jene floRen*
ben, fo tpeilen biefe Sinien baS Parallelogramm in vier
Parallelogramme, unb von ben lepteren finb bie beiben ein*
anbgr gleicp, welcpe nicpt von ber ©iagonale burdpfcpnitten
werben.

33eweis. ©S fei ftig. 34 hie Sinie EF parallel mit ber
Seite AB, unb bie Sinie HG parallel mit ber Seite AD. —
©ann ift EF aucp parallel mit DC, unb HG parallel mit BC.
©araus folgt, baB hie 33ierecfe AHNE, HBFN, NFCG unb
ENGD Parallelogramme finb. ~ Unb ba bie Oreiecfe ABC
unb ACD einanber gleicp finb, aucp hie ©reiecfe AHN unb
ANE, eben fo bie ©reiecfe NFC unb NCG, fo finb bie Parat*
lelogramme HBFN unb ENGD einanber gleicp.

§. 115.

33itbet eine Sinie AB gig. 35 mit einer Sinie CD irgenb

einen 2Bintel, unb ift bie Sinie BN normal auf CD, fo foll



36 Viertes Aapitel. 8. 116-118.

baS Stuef AN bie "Brojection ber Sinie AB auf ber
Sinie CD genannt werben.

§. 116.
~ Oft fernerhin gefagt, ein 9Regteef fei gebilbet aus zweien
Sinien MN unb PO, fo ift bannt gemeint, baS Yiegteef ent»
alte biefe Sinien als jufammenftolenbe Seiten. ©ieS 97eqteef
oll bejeignet werben bureg MN.PQ. ©as Duabrat, beffen
einzelne Seiten gleigp einer Sinie AB finb, werben wir vor»
laufig bejeignen burg AB'L
& 117. Seprfap. .

23ilben jwei Sinien einen %sipen ober einen ftumpfen
Sintel, fo finb bie beiben 97epte<fe einanber gleig, rott benen
baS eine gebilbet ift aus ber einen Sinie itnb ber 5Sprojection
ber anberen auf ipr, baS zweite, aus ber anberen Sinie unb
ber "Brojection ber erften auf ipr. )

23eweiS. @S mdgen, giq. 36 unb gig. 37, AB unb
AC bie beiben Sinien fein; fie bilben in ber erften gigur einen
fpipen, in ber anberen einen ftumpfen Sinfel. %Ss fei CD
normal auf AB, unb BE normal auf AC; bann ift AD hie
grojectioit bon AC auf AB, unb AE bie @rojection bon AB
auf AC. (Ss fei ferner AH normal auf AB, unb AH gleig
AB, fo ift AHLD baS 9%eqtetf, welgeS gebilbet ift aitS AB
unb ber orojection bon AC auf AB; enblip fei nop AG
normal auf AC, unb babei AG gleip AC, unb ¢S ift AGFE
baS Yteptetf, welgeS gebilbet ift aus AC unb ber Yrojection
bon AB auf AC. — Um ju jeigen, bal bie beiben 9Jeqtetfe
einanber gleig finb, beute man bie Sinien CH unb BG. ©ie
Oreieefe CAH unb BAG finb congrnent; beim es finb bie
Sinfel CAH unb BAG gleip, ba jeber aitS bemfelben fﬁipen
Sinfel unb einem regten Aufammenﬂ)efept ift, aug finb bie
Seiten gleip, welge biefe Sinfel bilben, weil AH gleip AB
unb AG I_gIIei(p AC gemagt wirbe. 9limmt man fir baS
Oreieef AHC unb fir bas SRegteef AHLD bie Seite AH als
©ruitblinie, fo paben beibe gleiéoe ‘®runblinien unb 9Iei(pe
£)open; baper ift baS Oreieef AHC bie ~&lfte von bent 7%Regts
e% AHLD. (Sheit fo Paben bas ©reieef BAG unb baS iepteef
AGFE gleige ©runblinten unb %I_ei_(pe £>Gpeit, fobalb man fiir
beibe bie Seite AG als ©runblinie nimmt; baper ift baS
Oreieef BAG bie £>dlfte beS Oiegteefs AGFE. ©ie Oreieefe
finb aber congrueitt; alfo finb bie Hélften ber 97egteefe glei,
unb bie 9ieqteefe felbft.

§. 118. Seprfap.

Sirb Uber jeber ber Seiten eines regtwin!ligen ©reieefs

ein Uuabrat gebaot, fo ift baS Ditabrat (ber ber “ppotenufe



8. 119.120. Bon ber Oteigpeit. 37

fo groB, wie bie beiben ©uabrate iber ben Aatpeten jufam*
mengenommen.

Beweis. (5S fei $ig. 38 BN normal auf AC. 2Ran
betrachte jebeS ber Duabrate (ber hen Aatpeten als ein
%optecf, WelcpeS gebilbet ift aus ber Aatpete unb ber @ro*
jection ber @ppotenufe auf ipr (es ift biefe «Brg!ectlon ber
Aatpete gleicp), unb es folgt aus bem vorigen “aragrapp,
bal baS ©uabrat BCLH gleicp bem Stecptecf CDNM ift, unb
Eas S'Duabrat ABGF gleicp bem 9tecptecf AENM.  ©ariit liegt
er Sap.

Oiefer Sap peift ber «Bptpagoraifcpe Seprfap.

8. 119. Seprtap.

©aS ©uabrat ber Seite eines Oreiecfs, bie einem fpipen
Sinfel gegenuberftept, ift gleico ber Summe ber ©uabrate
ber beibelt anberen Seiten, verminbert um baS hoppelte 9iecpt*
ecf, welcpeS gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb ber
grojection ber anberen auf ipr. _ o

33eineiS. ©aS Oreiectf ABC $ig. 39 pabe bei B einen
@luoen Sinfel, bie Sinie AM fei normal auf BC, bie Sinie

normal auf AB, unb BQ normal auf AC. (5S ift ju
teigen, baf

ober
3luS §. 117 folgt, bal bie mit einerlei rémifcpen Biffern
bejeicpneten 9fecptecfe einanber gleicp finb. ©ie Summe ber
beiben ©uabrate dber AB unb BC ift um bie beiben mit 11l
bejeicpneten 9tecptecfe grofRer, als haS ©uabrat (ber AC.
golglico muB man um AC/i ju erpalten, von ABi14-BCu bie
beiben mit 111 bejeicpneten Yfecptecfe fubtrapiren, ober, ba beibe
einanber gleicp finb, baS eine jweimal. ©aS fRecptecf BHPM
ift aber einerlei mit BC-BM, unb baS <Recptect BGVN mit
BA-BN, weil Bll gleico BC, unb BG gleicp BA ift.
33ei $ig. 40 lapt fiep baffelbe erlernten, wenn man bie
%opte<fc, welcpe mit benen in $ig. 39 einerlei 33ucpftabeit
Baben, noep burep biefelocn romifcpen Bifferit be;fiepnet unb
arauf aeptet, bal ACfi = AESQ—CDSQ ift.  (Snblicp
tiberzeugt man fiep leiept, baB ber Sap noep gilt, wenn

ZACB =R ift
§. 120. Seprfap.
©as ©uabrat ber Seite eines Oreiecfs, bie einem ftitm*
fen Sinfel gegenﬂberftept, ift gleicp ber Summe ber ©ua*
rate Dber beibeit anberen Seiten, vermeprt um bas hoppelte
fRecptecf, welcpeS gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb
ber «Qrojection ber anberen auf ipr.
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2ZemeiS.  6S fei in bem Oreiecf ABC $ig. 41 bet
26infel ABC ftumpf; eS fei AM normal auf CM, CN nor=
mal auf AN, unb BQ normal auf AC. éss ift ju geigen, bal
AC< = ABfi + BC<1+2BC-BM
ober = AB'i4 BC4-2BA- BN fei.
~ OebeS ber 9"eptede CQSD unb CMPL, fei mit | be-
geipnet, jebed ber 9%eptecfe AQSE unb ANVF mit 1l, febeS
ber 9%.¢tecfe BMPH unb BNVG mit 1ll.  2luS §. 117 folgt,
bal bie mit einerlei romifgen 3iffern begeidjmeten 9%o0tecte
einanber gleig finb. ©ie Summe ber beiben ©uabrate (ber
ben Seiten AB unb BC ift um bie beiben mit Il begeipne=
ten 9%ogtecfe Heiner als baS Duabrat (iber ber Seite AC.
z"olglip. muB man, um ACfi ut erhalten, zu ABfi+BC<1 bie
beiben mit Il bezeichneten tegtecfe abbiren, ober, ba beibe
einanber gleig finb, baS eine zweimal.

§ 121. 8ehrfalk.

Oft bas Duabrat einer Seite eines Oreiecfs fglei ber
Summe ber ©uabrate ber beiben anberen Seiten, fo ift ber
ihr gegentberftehenbe 2dinfel ein regter &Rintel.

53emeis. ©enn mollte man annehmen, biefer SBinfel
mére fp%, fo miBte baS ©uabrat feuer Seite gleich fein ber
Summe ber Duabrate ber beiben anberen Seiten verminbert
um baS hoppelte 9tegteci, baS gebilbet ift aus ber einen biex=
fer Seiten unb ber ~rofection ber anberen auf ihr; unb mollte
man annehmen, ber Sintel mare ftumpf, fo miiBte bas Dua=
brat feuer Seite gleich fein ber Summe ber ©uabrate ber
beiben anberen Seiten, vermehrt um bas hoppelte %o(tecf,
melges gebilbet ift aus ber einen biefer Seiten unb ber %rox=
fection ber anberen auf ihr. linb ba beibeS ber 23orauS=
feYeung miberfprigt, fo faitn ber @r gegeniiberftehenbe 2dintel
nur ein regter fein.

8§ 122. 8ehrfals.

Oft baS ©uabrat einer Seite eines ©reiecfs Heiner als
bie Summe ber Duabrate ber beiben anberen Seiten, fo fteht
fener Seite ein fpYeer &dintel gegenlber.

©er 23emeis mirb inbirect gefiihrt, mie ber im vorigen
Paragraph.

§. 123. 8ehrfal.

Oft baS ©uabrat einer Seite eines ©reiecfs groRer als
bie Summe ber Duabrate ber beiben anbern Seiten, fo fteht
fener Seite ein ftumpfer SRinfel gegeniiber.

SSirb inbirect bemiefen.
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§. 124. 8eMrfok
_ ©ie %Summe ber Duabrate jmeier ©eiten eines Creiecfs
ift gleicp bem hogp_elten Quabrate ber %obinbungSlinie bes
Ydtittelpunlts ber britten ©eite mit ber gegentberftepenben (Scfe,
vermeprt um baS palbe Quabrat ber britten Ceite.
23emeis. (SS fei $ig. 42 N bie SQHtte von AC. Sir
paben ju geigen, baf
AB<i+ BCfi = 2BNfi + %AC« ift.
©ie Sinie BN fiept entmeber normal auf AC ober fcpief.
©tept fie normal, fo Aﬁ itacp _bem KQ{Pagoréifcpen Seprfap
|

Bu = BNii+
unb BC* = BNi-j-NCi
folglicp ABa+ BCi = 2BNfi + ANfi + NCit.

3ft aber bie ©eite eines QnabratS bie ~alfte von ber eite
eines anberen QnabratS, fo ift bas erfte Quabrat ber vierte
©peil vom anberen Quabrat, melcpeS man fogleicp Uberfiept,
menn man vier congruente Qitabrate fo jufammenfept, mie
$ig. 43 ¢S geigt, hieraus folgt, bal
AN<i+NC<i = %AC<i
unb baper ift AB<I--BCfi = 2BNt + ACfi.
Otept bie 8inie BN fcpief auf AC, fo benfe man bie
Normale BQ, unb es ift nacp §.119
ABu = BNn+ AN<J-2AN-NQ
unb nacp §. 120 BCa = BN<i% Nd+2NC-NQ
morauS, meil bie %optecfe AN-NQ unb NC-NQ congruent

finb, folgt ) ]
ABfi+ Bd = 2BNu+ ACH.

§. 125

Hebungen unb PraftifcpeS.

1) Sann nennt man $lacpen gteig?

2) SaS ift bie 80pe eines OreietfS, bie ©runblinie? Sie
viele &)open unb Orunblinien pat ein Creiecf? Sas ift
hie 80pe, tvaS finb bie Orunblinien eines Parallelogramms?
Sas Ift bie £)dpe eines ©rapejes?

3) Sann finb Parallelogramme gleicp, mann Oreiecfe? Senn
ein ©reiecf itnb ein Parallelogramm gleicpe Orunblinien unb
@open paben, mie finb fie befcpaffen’

4) &>aben %Ieicpe Parallelogramme ober gleicpe ©reiecfe notp==
mcnbig geiclge Orunblinien unb gleicpe Spbgen?

5) Sie finb Parallelogramme ober ©reiecfe befcpaffen, menn
fie gleicpe ©runblinien paben, aber uitgleicoe ©dpen, ober
menn fie gleicoe &)open paben, aber uitgleicpe ©runbliniett?
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6) Sdenn gleige Parallelogramme ober gleige ©reietfe gleige
©ruitbliitien 7eaben, wie finb bie E>igen BefgaffenP  Ober
wie bie _$Srnnblln|en, wenn iBre Efigeit gleig finb? _

7) 2dem ift baSDuabrat ber “gpotenufe gleipp SRem ift
haS dnabrat ber Seite cine<3 ©reiecfs gleig, bie einem fp¥sen
Sinfel gegeuiiberfte™t? S25em ift baS Duabrat ber Seite
eines Oreietfs glei@, bie einem ftitmpfen 2dinfel gegentiber*
ftefyt? (Gelten biefe S&Re umgefeljrt?  Sie briitft fig bie
Summe ber Duabrate jweier Seiten eines ©rciecfS aus?

8) ©ie Summe ber ©uabrate ber vier Seiten eines Paral-
lelogramms ift gleip ber Summe ber Duabrate ber ©ia*
gonalen. — Unb bie Summe ber Duabrate ber vier Seiten
eines 33ierecfs ift gleigp ber Summe ber Duabrate ber ©ia*
gonalen vermehrt um baS bierfage ©uabrat ber Serbin*
ungslittie ber Bitten beiber ©iagonalen. Sie laffen fig
biefe Sa%se erweifett, unb inwiefern ift ber erfte Sa% eine
golge beS lebten?

Funftes Kapitel.

Von der Proportionalitit der Linien und von der Aehnlichkeit.

126.

3ft eine gerabe Vinie §AB 2bGaS nfage einer geraben Vinte
CD, unter n eine gange 3alg berftanben, fo fagt man, bie
Viuie AB fann bitrg bie Vinie CD gemeffen werben, unb
nennt_bie Vinte CD eilten aliquoten 3@eil ber Vittie AB.

Aanit eine gerabe Vinie AB bitrg eine gerabe Vittie CD
gemeffen werben, fo fanm fie aitg bitrg {'_ebeit aliquoten 5geil
ber Vittie CD gemeffen werben. geber aliquote Seil ber Vi*
nie CD ift alfo eilt aliquote§r 21([)2%” ber Viitie AB.

(Ss it nixt uottywenbig, bal jebe von jwei beliebigen gc-
rabett Vinieit AB unb CD gemeffen werben fann bitrg eine
britte beliebige gerabe Vinie EF. Unb ba hie Viitie EF jebe
Vinie reprafentirt, fo ift es moglig, baR es gar feilte Viitie giebt,
burg welge jebe ber Viitieit AB unb CD figp meffeit liele.

®iebt es eine Vinie, bitrgp welge eine jebe non zweien
Vinien AB uitb CD fip meffen I&Rt, fo fagt man, bie Vinien
AB unb CD finb commeitfurabel; giebt es feine Vinie,
burg welge eilte jebe ber Vinieit AB unb CD gemeffen wer-
ben fann, fo fagt mau, bie Viitiett AB unb CD finb incom-
meitf urabel.
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@inb 3tvet Linien commenfurabel, fo ift immer bie eine
bitrg bie anbere, ober bitrg einen aliquoten Xljeit ber an*
bereu melbar. @inb bagegen gtvei Oiitien incommenfurabel,
fo fanit feine, bitrgp bie anbere, ober bur@ einen aliquoten
2eil ber anberen gemeffen§Wir2b§n.

~ ®inb givei Linien AB unb CD comincnfurabel, fann aber
bie eine, etwa AB, ni@t burg bie anbere gemeffen werben,
fonbern bleibt, uagbent CD fo oft e§ angelt, auf AB getra*
gen ift, jule¥st von AB ein <Stiicf dbrig, welgep Heiner ift
alf CD, fo giebt es immer einen aliquoten %&il von CD,
burg welgen bied <stii<f meBbar ift, unb eB lakt fig bann
burg eine gebrogene Bi®l aitSbriitfen, wie AB aitd CD er*
halten werben fann.

Unb umgefetyrt, briicft eine gebrogene 3a%l «ud, wie eine
2inie AB aug einer 8inie CD erhalten werben fann, fo finb
bie beibeit Linien AB itnb CD commenfnrabel.

®inb 3wei Linien incommenfurabel, fo fann nigt oer*
mittelft einer ganzen ober gebrogenen Baljl bie eine burg bie
anbere auSgebriicft werben; beim bie eine 1Bt fig ni@t anp
ber anberen ober einem aliquoten Sgeil ber anberen jufam*
menfebsen. S ] o

Unb itmgefeprt, ift eine 8inie AB gteigp n-CD, uith ift
n eine irrationale B<Ih™ f0 fi%b bie Sinien AB unb CD in*
commenfnrabel; beim waren fie commenfurabel, fo mifte n
eine gan3e ober eine gebrogemis%@b fein.

@inb AB unb CD 3wei Linien, unb ift AB glei¢p n-CD,
wobei n irgenb eine gange, gebrogene ober irrationale Baljl
fein ma%, fo nennt man bie 8inie CD bie (Einheit, bie
Balp n bat 901aal ber Rinte AB flir biefe (Einheit, unb beit
%o0bru(f n-CD bie Qlbmeffitng ber Rinie AB.

3|'L_ ber 2Imvenbung nennt man gewdpnlip CD bad 9)taaP, unb
fotuo¥sl bie Baljl n, als ben 2ludbriuf n.CD bie 2lbmeffitng.

Unb man fann jest fageit, commenfitrable Sinieit finb
folge, wclge eine gemeiufoaftlipe (Einheit fyabeit, fo baB qre
90laae fir biefe (Sin“eit gange ober gebrogene Balten finb,
incommenfurable 8inien bagegen folge, welge feilte gemein*
foaftlige (Einheit haben, fo bal @re SDTaaRe fir biefe (Einheit
ganje ober gebrogene BfIVV§u waren.

!

"©inb jwei Linien einanber gleig, fo finb fur jebe (Ein*
heit @re 90Zaafe einanber gleig, unb umgefehrt, finb flr ir*
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?enb_ eine (Sinpeit bie 2Raafje zweier 8inien einanber gleig,
0 finb bie Sintert felbft einanber gleig. Sinb guwei Vinien
ungleig, fo finb iljre 2%oafj§ ulnggzlelcp, unb umgefeprt.

23ei einfagen 9tepnung*n mit ben =aafen von Siniert
flprt man nigt 23ugftaben beS tleinen lateinifgen 2lippabets
jur 23eseignung berfeiben ein, fonbern brau@t bie Yeejeigp=
nung ber Siniem 3itr S3e”eipnung iprer 9%eafle. £>at man
3. 23. bie Wiaajse Yseier Linien AB unb CD mit einanber ju
multipliciren, fo begeignet man bad probuct burg AB-CD.

20erben mit ben SUiaafjen von SRaumgréRen algebraifge
Operationen audgefiprt, fo pflegt man ber "irje wegen
fagen, bie Operationen werben mit ben 9ftaum?ro[3en felbft
ausgefiprt.  3ive* Linien mit einanber multipliciren peilt
bemnag, ipre 2)iaafje mit e§ina{1§§r multipliciren.

~ Oad 23erpa|tnijg ber Whaajje jWeier Sinien ift fir j/ebe
(Sinpeit baffelbe. 23erpalten figp 3. 23. fur irgenb eine (%in=
peit bie SDhaafse gtreier Linien wie n:q, fo verpalten figp fiir
Jebe (Sinpeit bie 9Jiaajje ber Sinien Wie n:q.

23erpalten figp bie 9ftaafe zweier 8inien AB unb CD
Wie bie Baplen n unb g, fo fagt man folegtpin, bie Sinien
verpalten figp Wie biefe Baplen, unb briidt ba$ aus burg
bie Proportion AB:CD = n:q.
23erpalten fip gwei anbere Oinien EF unb GH ebenfalls wie
bie “aplen n unb g, fo fagt man, bie Sinien AB unb CD
verpalten fig Wie bie 8iuien EF unb GH, unb foreibt

AB: CD = EF:GH.
Unb werben pier ftatt ber Linien ipre 2N'aaPe gebat, fo pat
man eine rigtige 3aplen= Proportion.

__Sie 3<jhle] nq in bem SSer"dttniffe n:g tonnen immer als
gaitje ober irrationale betrachtet werben; beim Ift bie eine ober jebe
toon ihnen ein 53rug, fo lakt fi(g burdj 2JhitiVlitation jenes Verhalt*
Plggﬁenlm ©ivibenb unb ®©ibifor ber Ylenmer jebe« folgert SBrmches bex
ettigen.

§. 134. SeprfaY.

Sinb  jwei gera_be Btnien von meprereu parallelen Linien
burcgf(pnltten unb finb bie Stide gleip, welge je 3wei be=
nagpbarte parallelen von ber einen jener Suiiett abfgneiben,
fo finb aug bie Stiide gleip, welcpe fie von ber anberen
abfneiben. ) . o
~ 23ewei[s. (Ss mdgen $ig. 44 bie Stide ber Sinie EH
einanber” gleigp fein. — Um ju geigen, baf? hie beiben belie==
bigen Stiide AB unb CD ber Sinie AD einanber gleig finb,
giepe man BV parallel mit HE, unb DQ parallel mit HE.
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©ie SBierede BVEF unb DQGH finb Parallelogramme; he$*
fya[]j finb bie Egegcn'ul_Jerftepen_ben ©eiten berfelben  einanber
leig, unb ba EF gleip GH ift, fo folgt, bafj VB gleip QD
ei. ©ie Oreiede ABV unb CD(% finb congruent; benn fie
paben bie ©eiten VB unb QD %elcp, bie SOintel ABV unb
CDQ al%s Gbegentuinfet ber parallelen Linien VB unb QD (AD
als burgfeneibeube Rinie genommen), unb bie SRintel VAB
unb QCD als ©egenwinfel ber parallelen Sinien VA unb QC.
2tud ber Rongruenj bicfer ©relede folgt bie ®leigpeit ber
Stude AB unb CD. %henfo fattn gezeigt werben, bafj je-
heS anbere ©tld ber Sinie AD gleig ift bem ©tiid CD.

§. 135. Seprfa¥s.
©inb gtvei gerabe Sinien von mehreren parallelen Li-
nien burgfenitten, fo vergalten fig 3tuei Beliebige Stuide
ber einen jener beiben Linien wie bie Beiben Stude ber am
bereu, welge mit ben ©tlden ber erfteren burg biefeiben
parallelen Linien abgefonitten werben. ) _
33eweiS. @S mag gegeigt werben, bap $ig. 45 fig

verpalt
AB:CD = EF:GH.
1?) ©ie Beiben Stiide AB nnb CD feien commenfurabel. —
Wian beule ipre %emeinf(paftli(pe (Sinpeit auf ipnen abgetra*
en, nnb bur@ jeben ©peilpunft eine Sinie parallel mit AE.
?Sntpélt haS ©tud AB n (Sinpeiten, baS ©tud CD q (Sinpei-
ten, fo tpeilen bie burg bie ©peilpunfte gepenben parallelen
8inien nag bem vorigen paragrapp baS ©tud EF in n, unb
baS ©tud GH in q ©peile, welge alle unter fig gleig finb.
Unb ba AB:CD = n:q, au¢ EF:GH = n:q, fo verpdlt fip
AB:CD = EF:GH.
2) @S feien bie ©tude AB unb CD incommenfnrabel. —
Qn biefem Y%aU lafet fid; bartpnn, bafj ni@t, bie %Kaa"e ber
Cinien verftepenb,
AB EF

CD < GH
fein lann, nnb bann verpdlt fid;
AB:CD = EF:GH.
$?an nepme vorlaufi% an, cs fei
B EF

CD = GH'

33ei biefer Sinnapme ift ein ©tld GM bentbar, Heiner als
GH, nnb fo, bap
AB __ EF

CD ““ GM !
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9%on (teile fig eine 3apl [ vor, fo groB, bal -j- EF Heiner

al« HM ift, trage ba« ©tuet — EF von G au« na@ H pin
ab, bi« ein Opeilpnnft P gruifpen H unb M féllt, treibe«
gefeepen muB, ba — EF Heiner al« HM ift, unb giee bie
Rinie PQ nparallel mit EA. ©ie Linien EF unb GP paheit
hie gemeinfoaftlipe (Siupeit — EF; baper ift nag bem erften

25f)eil be« 93ett>eifec:
AB _ EF
CQ ““ GP
©ie obere Oleigung Werl():eQ bltr(pG I:EJiefe bioibirt, ba« liefert

CD “* GM
©ie letate Oleigung ift unrichti%, benu ber erfte Ouotient ift
e@t, ber anbere unegt. ©ie le¥ste Pleigung ift au« einer
33erbinbung ber beiben vorftepenbeit Oleipnngen pervorgegan-
gen, von welgen bie erftere auf einer bloRen Slnnapme ~be-
ruht, bie anbere gegriinbet ift; baper ift bie erfte ©leidjung
falfg unb bie 9lnnapme, welge fie geliefert hat; b. p. e«

fann nipt
¢ AB EF

CD > GH
fein.  (Sben fo geigt man, bal nicht
AB  EF

CD GH
ift; itnb bann tritt bie 23epauptung ein.

_ §. 136. 8eprfa¥.
93erpélt fip 3% 45
AB:BD = EF:FH
unb fiub bie Linien AE unb BF parallel, fo ift aug bie
Sinie DH parallel mit ihnen.
93emei«. 9Jian nehme au, eine von D au« parallel
mit AE %eba(pte Sinie treffe bie Sinie EF in einem punH N;
bann verhdlt figp nag@ bem vorigen Paragraph
AB:BD = EF:FN.
Siu« biefer Proportion unb ber voraitdgefe'sten folgt, bal FN
glei% FH ift. ©er PunH N fallt baper mit bem puntte H,
bie Oinie DN mit ber Siuie DH jufammen, unb ba DN mit
AE parallel ift, fo ift e« aup DH.
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. 8 137. Mrfafc.
Sinb $ig. 46 bie Linien BD unb CE nparallel, fo ver==
patt fig 1) AB:BC = AD:DE
2) AC:AB = AE:AD
3) AC:.BC = AE:DE.
iBetneid. 9)ian bente burg A eine 8inie, parallel mit
bett parallelen dinien BD unb CE, unb es folgen bie pro*
Portionen aus §. 135.
2lnmerfitng.  ©itrd; baS %otauf@en ber inneren ©lie*
ber biefer Proportionen erpdlt man bie Igleicpt>ebeutenben
1) AB:AD = BC:D
2) AC:AE = AB:AD
3) AC:AE = BC:DE.

3) an tput mopl, bie Proportionen in beibeit ©eftalten bem
Oebagtnifj einjuprdgen.  Sie fommen fepr oft in 2Inmenbung.
8..138. 8eprfa¥s.

23erpMt ft in §|%. 46
AB:BC = AD:DE
ober AC:AB = AE:AD
ober AC:BC = AE:DE
fo finb bie Rinieit BD unb CE parallel.
23emeiS. Wian beute bur@ A eine Oinie, parallel mit
ber einen non bett Linien BD unb CE, unb es folgt aus
8. 136. bap BD unb CF parallel finb.
§. 139. Reprfap.
3ft gig. 46 BD parallel mit CE, fo finbet bie Propor*

tiou Statt:

AE:AD = CE:BD
unb bie gleigbebeutenbe

AC:AB = CE:BD.

23emeis. ©eint mirb DN parallel AC gebagt, fo pat

man nag 8. 137
AE:AD = CE:CN
unb ba BDNC eilt Parallelogramm ift, fo ift CN glei¢ BD.
dnmertuitg. ©aS 23ertaufgen ber inneren ©lieber

liefert pier
AE:CE = AD:BD
AC:CE = AB:BD.
§. 140. 3ufa¥s.

SBenn eine ber Proportionen heS vorigen ParagraBpett
Statt finbet, fo finb nigt notpmenbig bie Linien BD unb CE
arallel.  @s tonnen namligp von bem punft C aus {'mei
inien CE unb CO gebagt merben, melge einanber gleich
finb unb nigt jufammenfallen.
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) §. 141. 8eYrfa¥s.
Sinb f%. 46 bie otnien BD unb CE parallel, unb ver-
natt fig ~ AC:AB = CE:BD N
fo Ilegen hie brei flnfte A, D, E in geraber dinie.
3eweiS. ®ur@ bie pimfte A unb D iverbe eine ge-
rabe 8inie gebagt. ©er punlt, in welgem fie hie Sinie CE
foneibet, fel burg V bejelguet. 92a¢ 8. 139 verhdlt fig
AC:AB = CV:BD.
%0S biefer ProEortion unb aus ber, ivetge vorauSgefept wor-
ben, folgt, bal CE gleip CV ift. ©eSpalb liegt ber Punlt
E in bem flnfte V, alfo mit A unb D in geraber 8inie.

8. 142.
©ie S&pe in ben Paragraphen 137 bis 141 gelten aug
bei 3% 47, welges befonberS ju beagten ift.

8 143, ehrfafc. _
©heilt bie Sinie BN ftig. 48 ben 2Binlel ABC in jwei

leige Yfy ki fo verhalt fi
Gleige ¥y ANING = AB:BC.

23eweis. SDlan beule BC verldngert, unb hie Ver-
langerung BQ gleigp ber Seite BA gemagt. ©ie 2Binlet
a unb 3 finb einanber gleich, unb ba ber 2dinlel ABC als
duRerer V3inlel gleich tt+[3 ift ober %Iei_(p 2a, fo muf feine
8alfte y gteip a fein. SluS ber (Gleichheit biefer SBinlel
folgt, baB bie Linien BN unb QA parallel finb. @S verhélt

fig baher
AN:NC = QB:BC
ober, ba QB unb AB einanber gleig finb,
AN:NC = AB:BC.

8. 144. 8ehrfa¥%. . )
3ft d%. 48 ber Punlt N fo gewahlt, bal bie Proportion

<=tatt finbet:

AN:NC = AB:BC
fo theilt bie £inie BN ben 2Binlel ABC in jWei gleige ©he™e

23eweiS. 9)tan mage BQ gteigp BA; bann verhalt fig,

wegen ber vorauSgefeeten Proportion,

AN:NC = QB:BC
bie Linien AQ unb BN finb beSpalb parallel; folgligp ift y
gleé%lg,Junb 0 gleip B, unb ba a gleip B ift, fo Ift ang

| §. 145,
_ O%QEI necfe nennt man Ohnlig, wenn bie Seiten bes
einen figp  einanber verhalten wie bie Seiten beS anberen,
wenn bie 2Binlel beS einen gleig finb ben 2Binleln bes an-
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bereit, unb trenn bie (Seiten nnb SRinfel in bent einen eben
fo jn einanber liegen wie int anberen. o
So wirben bie beiben “infetfe $ig. 49 dpnlig fein,
wenn bie fortlaufenbe Proportion Statt fanbe:
AB:BC:CD:DE:AE = FG:GH:HL:LM :FM
nnb wenn a =R, y=S, t=¢, p=0, unb Yy =\ ware,
akenn bie fortlaufenbe Proportion
AB:BC.CD:DE.:.... = FG: GH:HL :LM: eeee
Statt finbet, fo finb bie Duotienten
AB BC CD DE

FG GH HL LM
einanber gleig, ttnb umgefeljrt, wenn biefe Duotienten einan*
ber %lelcp finb, fo finbet bie fortlanfenbe Proportion Statt.

3it ber fortlaufenben Proportion liegen namlig bie Pro*
Portionen

AB:BC = FG:GH

AB:CD = FG:HL

AB:DE = FG:.LM u. f. W.
nnb rertauf@t man bei ipneit bie inneren ©lieber, fo ergiebt
fig bie ©leicppeit feuer Duotienten, unb umgefeprt, €S fol?en
aud ber Oleigpeit ber Duotienten biefe Proportionen, welge
bann wieber bie fortlaufenbe Proportion liefern.

Oft nun
AB BC _CD_ _ p
FG—GH HL~ ~ g
fo nennen wir bie 3aWt P =b g bie 2>erpaltuif¥saplen
ber Seiten, bas %opdItni p:q ba§ Seitenoerpaltniff
ber apnligen Figuren; unb irgeitb eine Seite AB ber einen
Yeigur unb bhie FG ber anberen, welge figp vergalten wie p:q,
nennt man gleigliegenbe Seiten.
©aS 3eigen ber 3(e'pnligleit ift:

cv

~2)ie Srllarimg toon ber ¥epnligreit ift juna fl unflattoaft, Weil fte
jmei Stebingiingen anfftettt, unb e madglich mare, bal bie eine bie anbere
aup[oloffe. ~Sie mirb inbeB im fotgenben Paragraph unb in §. 155 ge-

rechtfertigt.
§. 146. 8eprfa¥s. )
Durgfoneibet eine gerabe Riitie eilt Oreietf, parallel mit
einer Seite beffelbeit, fo Ift bad burg fie abgefrtittene Oreiect
bem 1trfpritngligen ©reiecf dpnlig. _
"Beweis, S0 fei $ig.46 BD c!oarallel mit CE, bann
verpélt fig AB:BD = AC.CE
unb AB: AD = AC:AE
alfo AB:BD:AD = AC:CE:AE
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unb ba bie ©reietfe ABD unb ACE aitg alle 5Sinfel gleig
paben, fo finb fie dpnlig.
§. 147. 8eprfa¥.
3tvei Creietfe finb apnlig, trenn jtrei ©eiten beS einen
fitff verpalten trie gtrei ©eiten he§ anberen, 'nnb trenn bie
aRinfel gleig finb, tvelge biefe Seiten Silben.
_ 33etreid. Rs fei $ig. 50 AB:BC = DE:EF, nnb a
gleip B. — 960 lege bie Oreietfe fo aufeinanber, baR bie
gleigen 3SStnfel figp betfen. SRegen ber roraitSgefe¥sten Pro-
ortion tverben bie hinten DF unb AC parallel, ©araud folgt
ie Ysepnligfeit ber ©reietfe na@ bem vorigen Paragrapp.
§. 148. S8eprfals. )
~ Creietfe finb apnlig, trenn fie jtrei 2dinfel bejieplip
gleip pabett.
23etreiS.  GY% feien Riig. 50 bie *Mittel a unb R ein*
anber gleigp, au@ bie SBintel K unb d. — SD%n lege bie
Oreietfe fo auf einanber, bafc bie gleichen SRinfel a nnb B
flg betfen. ©a Y) gleigp S ift, tverben bie Linien DF unb
AC parallel; unb baraup erpellet bie 9lepnligfeit ber ©reietfe

nag §. 146.
§. 149. Seprfafc.
Creietfe finb dpnlig, trenn hie brei ©eiten heS einen
figp verpalten trie bie brel ©eiten heS anbereu.
betreib. verpalte fig $ig. 50
AB:AC:BC = DE:DF:EF
tDian nepnte haS O©tiif AN gleip ber ©eite DE, unb AQ
gleip DF. 97a¢ ber 93orauSfeYsung verpeilt fig
AB:AC = DE:DF
alfo aug AB:AC = AN:AQ
beSpalt> ift bie Sinie NQ parallel mit ber Sinie BC, unb ba*
per bab Oreietf ANQ bem Oreietf ABC ftpnlig. (5% ver*

alt fig au
P P AN:NQ = AB:BC
unb, ivegeit ber 53orauSfesung,
DE:EF = AB:BC
tveil aber AN glcip DE ift, fo folgt aus beiben Proportio-
nen, baf bie Rinie NQ gleigp ber Sinie EF fei. ©ie beiben
Oreietfe DEF unb ANQ paben alfo bie brei ©eiten begtep=
lig gleigp, unb finb cougruent; unb ba bie ©reietfe ANQ unb
ABC apnlig finb, fo finh eb au@ bie ©reietfe DEF unb ABC.
§. 150. 8eprfa¥s.
Oreietfe finb apnlig, trenn jtrei ©eiten beS einen fig
verpalten trie jtvei ©eiten beb anberen, trenn bie SRinfel
gleigp finb, tvelge ben einen biefer ©eiten gegeniberliegen,
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nnb wenn bie Summe bet 233infet, welpe beit anberen gegen*
l'étr)serf Illegen, mehr ober weniger betragt, als einen geftredten
infel.

23eweis, Rs mag %ig. 50 fip oerpalten:
A%Z:Ag = DFq:)DE P

¢S fei a gleip /?, unb/~O groBer ober Heiner als ein ge*
ftredter SOinfel.

9t nepnte AN gleid; ber Seite DE, unb AQ gleiﬁ
ber Seite DF.  SRegeit ber oorauSgefe%ten Proportion i
bie Siitie NQ parallel mit BC, baper haS ©reied ANQ d&pn*
lip bem ©reied ABC. ©er SRinfel ANQ ift gleigp bem 2Biit*
fei @, unb ber 2dinfel AQN gleip y. ©ie ©reiede ANQ
unb DEF pabeit bemna@ jwei Seiten begteplip gleigp, bie
2Btnfel ANQ unb R, welge ben einen biefer Seiten gegen*
uberliegen, unb bie Summe ber 2Biufel AQN unb <, bie
ben an erelt_ge?en[]berllegen, ift groBer ober Heiner als ein
geftredter 2dinfel. hieraus folgt bie (Soitgruettj ber ©reiede
AQN unb DEF; unb ba baS eine AQN bem ©reied ABC
apnlig ift, fo ift aug baS anbere DEF ipnt apnlig.

S s 151 ufath o

Oreiede finb apnlig, wenn jwei Seiten beS einen fiep
vergalten wie gruei Seiten beS anberen, unb wenn fie bie
SBinfel gleigp pabeit, welgpe ben groBeren biefer Seiten ge=
genberftepen. 5 152

Sinb bie beibeit ©reiede ABC unb DEF $ig. 50 &pn*
lig, unb legt mau fie fo auf cinanber, bal bie gleigen Soiit*
fel @ unb I3 fig bedeit, fo werben bie beibett Seiten DF
unbbACS parzjlal\lgl, (gorauSgefel;/st namlicF, tﬁf&B glé Seite DE
in bie Seite gebragt werbe, wenn fig AB:BC = DE:EF
verpdlt). ©arauS erfiept mau leigt, ba® wenn jwei Creiede
apnlig finb, jwei Seiten beS eilten figp jebeSmal verpalten wie
bie beibeit Seiten beS anberen, welge mit ben erfteren gleigeit
20iitfelit gegentiber fiepen; Gberpaupt, baB it apnligen ©rei*
edet gleigliegenben Seiten gleicpe_SinfeI gegenlberftepen, unb
gleigen Sffiiitfeln gle|(p§t|egcr:1)’ e Selte]rg.

. 153.  8eprfals.
23t apnligeit ©reiedeit oerpaﬁen fig gleigliegettbe ®runb*
littien wie hie jugepdrigen 8Gpen. _

beweis. " (Ss feien $ig. 51 bie ©reiede ABC unb DEF
apnlig/ unb es oerpaltecfitp ABDE

AC:DF = AB:DE.
©S fei ferner BN normal auf AC unb EQ normal auf DF. —
©ie Oreiede ABN utth DE% finb apnlig, beim fie paben bie
SBolfP» ®fomrtrir, 1. ¢¢. 7h Swft 4
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SB3infet a unb 3 Qteip, unb jebeS enthélt einen regten SRin=
fei (8. 148); baljer bereit fig
AB:DE=BN:EQ.
%0S beiben Proportionen folgt
AC:DF =BN:EQ.
£>0pen, welge ju ?Iei liegenben_ Seiten apnliger ©rei=
ede gehOren, mogen gleig |e%enbe &jopen genannt werben,
©ann Xt fig bei Sa% allgemeiner bapin auSfpregent
<55leigliegenbe ?)open dPnIuper ©reiede vergalten figp wie
gleipliegenbe Seiten. Stan pat namlig
BN:EQ = AC.DF = AB:DE = BC:EF.
) 8. 154. B8elsrfals.
$ebe Aattpete ift mittleres Proportioitalglieb g’u iprer
Projection auf ber E(pBotenufe unb ber @ppotenufe felbft;
unb bie Normale von ber SpY%e bes repten SRinfels eines
reptwinfligen ©reieds auf bie &ppotenufe gefallt, ift mittleres
Progortlonalgll_eb ju ben Stiden ber ¥ppotenufe, in welge
fie biefelbe tpeilt.
beweis. (Ss fei gig. 52 bas ©reied ABC hei B rept=
winflig, unb BN normal auf AC. ©as ©reied ABN ift bem
©reied ABC apnlig, benn jebeS pat einen regten SRinfel unb
ben SRintet a; baper berpalt fig

AN: AB = AB.AC.
feﬁnefr finb bie ©reiede NBC unb ABC aljntigj beSpalb ber*
palt fig

NC:BC = BC:AC.

(Snbtip finb bie ©reiede ABN unb NBC dpnlig, benn jebeS
ift regtwintlig, unb bie SRinlel a unb B finb glei(f, weil
jeher ben =idel y $u einem regten ergénzt; man I?at ba*

per nod;
AN:NB =NB:NC.
§. 155. Seprfas.

3ft gig. 49 B,C'#BC, C'D'#2CD, D'E'#DE, fo finb
bie nede AB'C'D,E, unb ABCDE apnlig.

33eweiS. ©enn es ift

ABAB = ACAC = ADr:AD ==....
batyer B'C:BC = C'D:CD = D'E":DE = ¢+,
unb aufjerbem paben bie nede alle SRinfel gleig,

§. 156. 8eprfals.

Sinb jwei nede apnlig, unb jiept man aus gleigliegen*
beit ©den alle ©iagonalen, fo finb hie ©reiede, welge bei
bem einen ned entfielen, einzeln &pnlid; beit ©reieden, bie bei
bem anberen Verborgenen.
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33en>eiS.  BS feien gig. 49 bie necfe ABCDE unb
FGHLM dpnligp. ©en ©eiten AB, BC, CD, *++ mdgen bie
©eiten FG, GH, HL, --- entsprechen; bie liefen A unb F
finb bann gleigliegenbe. —
(SS oerpélt fig
AB:BC = FG:GH
unb bie SB3infel y unb & finb gleip, barauS folgt bw 2lepn<=
lipfeit ber dreietfe ABC unb FGH nag 8. 147. — 20egen
bet 3lepnligfeit biefer dreietfe be%)élt fig
AC:FH = BC:GH
unb Weil aug CD:HL = BC:GH
fo pat man AC:FH = CD:HL.
ferner finb wegen ber ¥sepnligfeit jener dreietfe bie SBinfel
BCA unb GHF gletp, unb ba f gleip ¢ ift, fo ift ber SRin*
fei ACD gleigp bem SRinfel FHL. %of3 ber ®leigpeit biefer
SRinfel unb aus ber lebten Proportion folgt bie %epuligfeit
ber dreietfe ACD unb FHL. — (Shen fo famt man geigen,
baR bie udoften dreietfe dbnlig finb, unb bann wieber bie
ndoften u. f. w.

§. 157.
~ daper berpalten fip bei apnligen netfen gleigliegenbe
diagonalen wie gleigliegenbe ©eiten.

§. 158. 8eprfal.
die Umfénge Opnliger netfe »erhalten fig wie gleiglie==
genbe ©eiten, ober wie gleigliegenbe diagonalen.
33eweil’. <$S feien bie netfe Sig. 49 dpnlig, bie ©eiten
AB, BC, CD, - - - gleigliegenb ben ©eiten FG, GH, HL, ++:
alfo bie Duotienten
AB BC CD DE
FG GH HL LM 4t 1y,

einanber gIeiqy' bann oerpdlt fip na@ einem bekannten aritp'
wetifpen Oefe%s

AB+ BC+CD+DE+ -VFG+ GH+HL+LM+:- =AB:FG
=b es ift AB:FG = AC:FH.

§. 150.

1) durg einen Punft A fei eilte umenblige gerabe Sinie
gelegt, unb auf ipr ein Punft B beliebig angenommen. Stuf
berfelben Sinie 18t fip jebeSmal no@ ein Punft B' neunten,
fo bal fip oerpélt

AB:AB' = n:q.

(ift aber bie 8tnie bur@ ben punft A in $wei Opeile ges
tpeilt, unb man fann ben Punft B' entweber ftlf bem ©peil
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nehmen, tuetger B entpalt, ober auf bem, ber B nigt ent-
hdlt. ©ie funfte B unb B' peiRen entfpregenbe fiinfte
in 33ejug auf ben Wuntt A unb ba$ SSerpaltnif n:q; ber
ounft A peift 9lepnlipfeil3punft, Spmmetr alpunft,
Yerojectiondpuntt, bad SSerpdltnif n:q peiBe ©runb*
oerpattnil3. ®en >Buntt A nennt man befonberd &aulle*
ren 2lepnligfeitdpunft, unb bie funfte B unb B' &ulere
entfprepenbe flintte, jeben ben &uReren entfpreclpenben ounft
bef anberen, wenn bie funfte auf bemfelben Ypeil ber ge*
raben 8inie (auf einerlei Seite oon A) liegen; bagegcn nennt
man A ben inneren YlepnligfeitSpuntt, unb bie flinfte B
unb B' innere entfpregenbe flinfte, jeben ben inneren ent*
fpregenben “Bunft beS anberen, wenn bie flinfte B unb B'
nipt auf bemfelben Speil ber geraben Sinie (ju entgegenge*
fetsten Seiten von A) liegen. _ o

3u einem c%untte B beftept nur ein dufRerer unb ein in*
nerer entfpregenber ~unft B' in 93ejug auf benfelben Slepn*
lipteitdpunft A unb baffeloe ©runboerpaltnil.

2) durg einen Muntt A $ig. 53 ober %ig. 54 benfe man
beliebig biete unenblige gerabe Sinien, nepme auf ipnen unfte
B, C, D, E, F, G heliebig an, unb faffe biefe guntte ald
gine ©ruppe, ein Spftem non funften auf.

3u jebem @unfte B, C, D+ biefer ©ruppe benfe man
ben &uBeren entfpre(genben Wspnnft $ig. 53, ober ben inneren
gig. 54, fur baffeloe ©runboerpaftni® n:q unb benfelben
auBeren ober _inneren 2lepnligfeitSpunft A. ®aburg ent*
ftept eine jweite O©ruppe, ein “weites Spftem non funften
B, C, D, eee. SBeibe ©ruppen peifen entfprepenbe
©ruppen, entfpregpenbe Spfteme fiir ben Slepnlipfeitd™
punft A unb baS ©runboerpéltni® n:q, unb gwar duBere
entfpre(%enbe ©ruppen, ober innere, je nagbem je groei ent*
fprepenbe flinfte berfelben &ufRere entfpregenbe @unfte finb,
ober innere.

3ebe gerabe Viuie, tnelge bnrg einen tepnligfeit3punft
gept, mag 9lepnligfeitsftrapl, “rojectiond ftrapl,
folegtpin Strapl genannt§ Werben.

. 160.

1) Sinb B unb C jwei fiinfte eines Spftemd, welge
nigt auf bemfelben Strapl liegen, gig. 53 ober %ig. 54, B,
unb C' bie %enen entforegenben  flinfte bed entfpregenbeu
SpftemS, fo finb bie Linien BC unb B'C' parallel.

%o §. 138 unb §. 142.

53efinben fig jwei finfte C unb D, ober B unb F,
eines Spftemd auf bemfelben Strapl, fo liegen bie entfpre*
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@enben flinfte C' unb D', ober B'unb F' auf bem namligen
©trapl, unb bie Stnien CD unb C'D', ober BF unb B'F' fal*
len mit jenem O©trapl, alfo feltft jufammen.

2) ©aS Orunbberpéltnift jweler Opfteme fei n:g. SD%u
benfe irgenb jwei funfte heS erften ©pftemS bur@ eine ge=
rabe Sinie berbunben, bie entfpregenben fiinfte beS jweiten
Opftems gleichfalls burg eine gerabc 8inie oerbitnben, unb
ed berpalten fig biefe Stuten Wie baS ©runbberpdltnif n:q.

Siegen bie jwei flinfte beS erften ©pftemS auf oerfgie*
benen ©traplen, wie etwa B unb C gig. 53 Uber $ig. 54, fo
finb nag 1) bie Sinien BC unb B'C' parallel, unb man pat
nog 8§ 139 (ber §. 142

BC:B'C' = n.q.
23eftnben fig bie jwei @untte beS erften ©pftemS auf bem-
felben ©trapl unb auf einer ©eite bhom 2lepnligteitSpuntt,
wie etwa C unb D, fo pat man

AC.-AC, = n:q
AD:AD' = n:q
alfo AD—AC:AD'—AC' = niq
b.p CD:C'D'=n:q.

lthb liegen bie fiinfte, wie B unb F, ju berfgiebenen ©eiten
heS YepnligteitSpitnlteS, fo pat man

AB:AB' = n:q
AF: AF' == n:q
alfo AB+AF:AB'4-AF'= n:q
h. p BF:B'F' = n:q.

3) Segt man bitrgp jwei bem §Srunboerpéltni8 n:q au=
Berltg ober innerlig entfpregcnbe funfte B unb B' irgenb
Jwet parallele Sinien BX unb B'X', ittth nimmt auf ber einen
BX einen @un!t X beIiebng, fo liegt ber Sun!t X', welger
jenem X na@ bemfelocn ©runboerpaltni Ysteplip auferli
ober innerli¢ entfprigt, auf ber anberen Sinie B'X'.

©emt jieljt man bett ©trapl AX unb bejeipnet X' feinen
®urefenittspnnft mit ber Sinie B'X', fo berpalt fig

AX:AX' = AB: AB' = n:q.

4) Segt man bttrg jwei bem ®runbberpdltnif n:q ent-
fpregenbe *puntte B unb B' gwet Barallele Sinten BX unb
B'X', bie fig berpalten wie n:q, unb bie nag gleiger 9tig-
tung pt beuten finb, wenn B unb B' fig nag aulfen ent-
fpregen, unb na@ eutgegengefelsten Otigtungen, wenn B unb
B' fip na@ innen entfpregen, fo finb bie flnfte X unb X'
bejiepltq duBere ober innere entfpregenbe @untte na@ hem
©runbberpéttnif n:q.

%o 8.141 unb 8.142.
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5) Siegen brei finfte B, C, D eines ©pftems in geraber
Sinte, fo liegen bie entfpregenben funfte B, C', D' heS eni=
fpregemben SpftemS gleichfalls in geraber Sinie.

%o 1) ift bie Sinie B'C' parallel mit ber Sinie BCD,
unb bie 2inie B'D' aug parallel mit ber Sinie BCD. ($5
fallen alfo nag 8. 43 bie Sinien B'C' unb B'D' jufammen unb
bann befinben figp B', C', D' in geraber Sinie. — Unb liegen
bie funfte B, C, D in einem unb bemfelben Strahl, fo be=
finben figp bie finfte B', C, D' in bem mamligen Strahl,
alfo in geraber Sinie.

§. 161.

Senn jeber $unlt einer geraben ober frnmmen Sinie |
als ja einem Spftem gehdrig angefelsen wirb, unb jeber ~Runtt
biefer Sinie feinen entfpregenben Ysunft auf einer gweiten Si=
nie ' hat (wobei 3uglei¢ jeber *Bunft ber gweiten Sinie feinen
entfpregerntben @unlt auf ber erften Sinie finbet), fo nennt man
folge Sinien entfpre@enbe Sinien.

§. 162.

1) (Siner geraben Sinie eines Spftcms enthri(pt eine
gerabe Rinie im anbereu Spftem. <Yet)t bie eine ber Sinien
bitrgp ben 3lehnligfeitSpunft, fo geht au@ bie anbere bitrg
ben 2lehnligteitSpunft, unb bie Sinicn fallen jufammen; geht
bie eine nigt burg ben 2(ehnlifeitSpuntt, fo geht aug bie
anbelrlelni(pt burg ben 2lehnligfeitSpunft, unb bie Sinien finb
parallel.

Ysa@ 8.160 5) unb 1).

2) Brneien parallelen Sinieu beS einen SpftemS entfpre-
gen gvy]gi parallele Sinien beS anberen SpftemS, wie leigt jn
eigen ift,

o 3) Bleien geraben Rinien eines SpftemS, welge fig unter
einem Sintel a foneiben, entfpreTen gwei gerabe Sinien beS
anberen SpftemS, hie fig unter gleipem Sintel a foneiber,
unb bie ®urgfenittspnntte ber Sinien finb entfpregenbe fiinfte
ber Spftemc.

ie Sinien beS einen SpftemS feien BC nnb DF, bhie
entfpregenben beS anberen B'C' unb D'F. ©a BC unb B'C'
parallel finb, eben fo DF unb D'F', fo finb nap 8.44 bie
Sintel gleig, welge non ben Sinien gebiloet werben. — ©er
durgfenittSpunlt non BC unb DF fei N. ©a N in BC
liegt, fo befinbet fig fein entfpregenber “puntt N' in B'C'
ba ferner N {'ugleicp in DF liegt, fo befinbet figp N' gugleip
in D'F, folglig ift N' ben Sinien B'C' unb D'F' gemein, alfo
ihr durefenittSpuntt.
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beliebig vielen Sinien eines ©pftemS, ivelpe fig in
ginem @nntt unter beliebigen 20inteln foneiben, entfpregen
eben fo viele Linien im anberen ©pftem, tuel?e fig in bem
cntfpregenben fRunlt unter benfelben 5Binteln foneiben.

Bleien ©traplen, als Sinien eines ©pftemS betragtet,
entfpregen biefeiben ©traplen als Sinie heS anberen ©pftems,
%nb fbl%rft 3lehnligteitspunft, als PurefenittSpuntt, entfprigt
i felbft.

4) Btuei fig entff)recpenbe necfe finb egnlig.

©enn ipre SBintel finb na@ 3) bejiefilip gleig, unb @re
©eiten fiepen na@ §. 160 2) in einerlei SSerpaltnif.

5) 2le%tlige necfe tonnen in folge Sage gebragpt Werben,
hak fie fio aitperlio entfpregen, aug in folpe, bal fie fig
innerlicl) entfpregen, ) .

2)lan beule jtvei aljnlipe Figuren DEFG + + ¢+ itnb
DEFG ¢+ ¢ |Tpr Seitenverhdltnis fei p:q. ©ie Figuren
laffen fig immer fo legen, baR jivet gleiplicgenbe ©eiten DE
unb D'E' $ig. 53 parallel finb unb bie folgenben EF unb
E'F' gleigp gerigtet. 3%on benfe bie Sinien DD' unb EE',
ipr durgfenittSpunft fei A. gs verhélt figp alsbann

AD: AD' = DE:D'E' = p:q

unb AE:AE' =1i(3:q.

Es finb bemnag bie finfte D unb D', E unb E' entfpre==
genbe finfte in 33egug auf A als anderen StepnligleitSputtlt
unb baS (“runbverhaltni p:q- — <5$ finb bie SRinfel DEF
unb D'E'F' gleip, au@ bie SBinfel DEA unb D'E'A, folglig
au@ bie SRinfel FEA unb F'E'A, unb beSpalb ift EF parallel
mit E'F'; jugleiq verpalt fip EF:E'F' = E:q. ©aper finb
na@ 8. 160 4) bie funfte F unb F' &uBere entfprcoenbe
finfte ju A als 5lehnligfeitspunft unb jum ©runbrerpaltnil}
:g. Unb eben fo folgt weiter, bal alle Ecfpuntte ber &pn=
igen Figuren entfpregenbe fRunite biefer ©pfteme finb. ©ie
Figuren liegen alfo bergefialt, baB fie einen &uReren 9Xehnlig=
teitspunft hoben. — Yiag $ig. 54 faitn man fig in gleiger
SBeife Uberzeugen, haB fip Ohnligen Figuren aug ein innerer
2lehnligfeitspunft geben laRt.

©ie Entfernung ber beiben parallelen Sinien DE unb
D'E' ift glei(pgiiltig. ©aper laffen fig Opnlige Figuren ver-
foiebentlip 0 legen, baR fie einen &uReren SlehnligteitSpuntt
haben, ober einen inneren, ©as ©rnubverpaltni dpuliger
Yeiguren als entfpregenber ©hfteme ift iprem ©eitenverhalb
nik gleig. t
~Z2lehnlige Figuren nennt man Opnlig liegenb, trenn
fie fip entfpregen.
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6) @at man jwei Oh[]lige giguren, unb betragtet beite*
bige (Scfpunfte ber einen als (Scfpunlte einer ~igur, bie ana*
logen (Stfpitnfte ber anberen als Scfpunlte einer gtueiten Sigur,
fo finb bie fo erhaltenen gtuei Figuren ahnlig, unb ha“en
einerlei Seitenverhaltnis mit ben urfpriingligen Figuren.

Molgt leigt barauS, bah &hnliche Figuren als entfpregenbe
fig beulen laffen.

hiervon ift §. 156 ein§befonberer $all.

. 163.

1) 2denn $ig. 62 ober $ig. 63 jwei parallele Sintert BD
unb BD' von 3weielt fig foiteibenben BB' unb DD' gefonitten
werben, fo laitn mau hen ®nrgfenittSpunlt A ber festeren
immer als lehnligleitSpunft betrachten, itnb bte Gur@fenittS*
Eimlte B unb B', D unb D' ber fig foneibemben Sinien mit
en parallelen als figp entfpregenbe Punlte na@ einerlei
©runbberhaltnih. o ]

©ernt wenn man bitrg A eine Sinie beult parallel mit
ben parallelen Sinien, fo folgt nag §. 135 fowohl fur $ig. 62

als fir $ig. 63.
AB:AB' = AD:AD".
2) %o@ §. 139 ober 8 142, ober aup nag 8§ 160 2)

hat man

AB:AB' = BD:BD.
(5s finb bemuag bie OBuotienten

A AD BD

AB' AD'" BD
eittanber gleig, unb jeher briicft baS ©runbverhaltnifi ber bei*
ben Spfteme aus.

§. 164.
Hebungen ttttb ¢raltifpesS.

1) 2dantt fagt matt, eine Sinie fei ein aliquoter Srhoit einer
anberen Sirtie? 90anu he¥su Sinieit commenfurabel, warnt
incommenfurabel? %oS heifft es, jwei Linien AB unb CD
verhalten figp Wie 3wei Bahlen P unb g, ober 3wet Siniett
AB unb CD verhalten fig wie jwei Sinien EF unb GH?

2) 2Benn in einem Oreiecf eine Sinie gebagt wirb, parallel
mit ber einen ©eite bes OreiecfS, welpe Proportionen
fittben Statt? Unb wenn eilte biefer Proportionen Statt
finbet, ift jebeSmal bie Sinie, welge bur@ bie ©he'
pitulte geht, parallel mit ber nigt geteilten Seite beS
OreiecfS?

3) Séenn eine Sittie einen 2Binlel eines ©reiecfS
welge Proportion finbet Statt? ®ilt ber Sa% umgelehrt?
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4) Sag Reifst eg, nette feien aZnligP Sie btete ©é&pe von
ber Olepuligteit ber Creietfe finb borgefommen, unb wie
lauten tie? 20ie ver“atten fig gleigliegenbe ©runblinien
agnli(per Oreiecfe? ) o

5) Seltpe Proportionen treten ein, wenn bei einem regts=
winfligen ©reietf eine Sinie gebapt wirb, welge bnro
bie ©pile beg repten Sinfelg gept, unb normal fiept auf
ber “ppotenufe? _

6) Sie berpalten figp bie Umfange Opnliger nette?

7) Saun nennt man gtuei puntte entfpregenbe puntte, unb
mag berftept man unter bem &uBeren ober bem inneren

9Iepn|iépfeitgpunft, itnb unter einem  S>lepnligfeitgftrapl ?

Sag finb entfpregenbe ©pfteme? Selpe ®efelle gelten
fir entfpregenbe ©pfteme?

8) Sag finb entfpregenbe 8inien, entfpregenbe 8%itten, unb
welge (Shefelee gelten fur fie?

9) ©inb entfprepenbe Figuren Opnlig, unb a%nlipe Figuren
ftetg entfp”enb? )
10) 3%ei Creietfe ABC unb A'B'C' gig. 55 finb apnlig,
wenn bie ©eiten beg einen bon benen beg anberen unter

einerlei Sinfel « gefonitten werben.
Sie lakt figp bag geigen?

11) ©aper finb au@ Oreletfe Opnligp, wenn bie Seiten beg
einen auf ben ©eiten beg anberen normal fiepen.

12) Rg fei $ig. 46 BD parallel mit CE; eg fei AB gleigp
6 guB, BC gleigp 3 gitB, AD gleip 7 8uB, wie biele $ule
mift DE?

?s% EUB"'It fig namlib
erpalt figp némli
) e ? AB:BpC = AD:DE
ober, wenn man bie =taaPe ber 8inien fe%t, unb bag 2DiaaP
bon DE mit x Iw3eignet
6:3 = 7:x

unb pieraug ift X =3|.

13) Scrnt aber AB 29 guB 3 $oll ©itobecimalmaal pat,
BC 15 guR 11 Boll, unb CE 72 guf, Wie groR ift BD?

47 ~up 7 3011 8% Sinien beinape.
berpélt fig wimli
AC:AB = CE:BD.

14% fei ~ig. 48 ber Sinfel ABC beg ©reietfg ABC burg
ie_Sinie BN in ywei gleige Xpeile getFeiIt, eg fei AB
gleip 100 ftuB, AN gleig 30 guB, NC gleigp 50 0=up, wie
grof§ ift BC?

166% $uRk-
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15) ©ie ©reiede ABC unb DEF gig. 51 feien dgn!i(p, bie
SRintel bei A unb D feien glei@, eben fo bie SBintel bei
Cunb F; e$ fei AB gletp 20 guB, BC gleip 12 %up,
DE gleip 15 %up, lvie groR ift EF?

0 guR.

16) SBgnn wieber hie ©reiede ABC itnb DEF S$ig. 51 dpn*
lig, bie ©eiten AC nnb DF gleicplie enb, BN unb EQ bie
§)o%sen finb, AC gleigp 1000 suB, DF gleigp 900 guR unb
EQ gleip 850 gul ift, wie groR ift BN?

944% Yenp.

17) ©ie parallelen ©eiten eines ©rapejeS feien 26 $ull unb
13 guB, bie &)ige fei 9 ftuB, wie groB ift hie Normale,
welge vom ¢urmf?nittSpunﬁ ber nigt parallelen ©eiten

auf bie bem ®urefenittSpuntt jumagft liegenbe ber paral=
leien ©eiten gefdllt werben fanu?

9 ftu.

18) ©aS ©reied ABC gig. 52 fei rcotwinflig bei B, BN
ftepe normal auf ber ¢ppotenufe, AN fei 3 $uB, NC 12
guB, wie groB ift BN, AB, BC?

BN ift 6 g-uB, AB 6,708 ¢+« ftu, BC 13,416 + + +  ftuf.
(5s verhalt fig némli(ljg
AN:N

= NB:NC
AN:AB = AB:AC
NC:BC = BC:AC.

19) £Renn aber AC 20 guR mafke, unb AB 8, wie groR
Ware AN?

3% M.

Sechstes Kapitel.

Von der Proportionalitat der %eradlinigten Figuren, und von deren
Inhaltsbestimmung.

§. 165.

Bezeichnen A und B jwei glad;ett, unb ift A gleip n-B,
Wobei n irgenb eine $apl fein mag, fo peilt bie ftldge B
bie (Sinpeit unb bie 3al)l n baS SDiaal ber $lad;c A fiir
biefe (Sinpeit, au@ nennt man B baS SDlaaR unb n bie
2lbmeffung.

8. 166.

(vs5teige Wepen paben flr jebe <dilgeit gleige Dliaafc;
unb umgeteprt, %lagen finb gleip, wenn @re SDiaale fir
irgenb eine (SinYseit gleig finh.
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§. 167.
©ie 9JiaaPe von “agen bejeignet man bei -einfachen
%o@nungen mit ipnen burg bie 53ejeignung ber Yslagen
felbft, eben fo, wie man fig pir 53ejt;ei(pnung ber 2)iaafje von
Linien ber 5Y%eipnung ber Linien felbft bebient.
§. 168.
53erpalten fig flr irgenb eine (Singeit hie Wtfaalke jweier
%(agen A unb B wie bie Ballen p nnb g, fo verpatten fip
fur jebe (Sinpcit bie SDtaafje ber Yslagen wie p:q, nnb man
fagt, bie Yslagen vergalten figp wie biefe Baplen, unb fe%t bie

Proportion
AB = p:q.

23erpalteu fig jwei anbere %lagen C unb D au@ wie
E)_:q, fo fagt man, bie %Ia(gen A unb B verpatten figp wie
ie %tégen C unb D, unb Dbritft bad aud burg bie pro-
Portion

A:B = C:D.

SRerpalten fig enbli% jwei Linien EF unb GH wie bie
Baplen p unb g, waprenb jwei %slagen A unb B fig eben
fo vergalten, fo fagt man, ed vergalten fiep bie ¥slagen A
unb B wie bie Linien EF unb GH, unb foreibt

A:B = EF:GH.

Unb man pat au@ pier rigtige Ba”en* Proportionen,

wenn man ftatt ber ~tagen unb ftatt ber Linien ipre SKaaRe

gefelst bentt.
§. 169. Odeprfas.
Otepte(fe, wetge eine ©eite gleigp paben, verpatten fig
wie bie ungleigen Ogiten. _ ]
53eweis. mag $ig. 56 bie ©eite AD hed %optecfS
ABCD gleig fein ber ©eite EH bed <Regtetfd EFGH. Co ift

pt geigen, bal
ABCD:EFGH = AB:EF.

1) feien bie ©eiten AB unb EF commenfurabel. 9lian
beute ipre gemeinfaaftlipe (Sinpeit auf ipnen abgetragen, unb
in jebem Opeitpunft ene Normale errigtet.  (Sntpalt bie
©eite AB n (Sinpeiten, bie ©eite EF q Sinpeiten, fo wirb
bur@ bie Normalen ba% O9iegtecf ABCD in n, haS %o(tect
EFGH in g 9"eotecfe jertegt, wetge fammtlip congruent finb.
@3 verpétt fip baper

ABCD:EFGH = n:q
linb AB:EF = n:q
folglig ABCD:EFGH = AB:EF.

2) ©inb bie ©giten AB unb EF incommenfurabet, fo
lakt fip geigen, bafc, bie =aafce verfiepenb, ABCD:EFGH
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nigt groRer ober Heiner fein fann al« AB:EF. 5D%n neunte
borlaufig an, e« fei
ABCD AB

EFGH=EF'
£)ann aiebt e« immer ein ©tiid EM, Heiner al« EF, fo baR
ABCD AB

EFGH “ EM'
$?an bente eine Batyl n, fo groB, bal “<AB Heiner ift al«

MF, ba« <Stii(f ~~"AB bon E au« auf EF abgetragen, bi«

ein X¥eiveuntt P jwifgen M unb F fallt, unb bie Normale
PS, fo hat man, weil hie Sinien AB unb EP commenfurabel

finh, nag 1)
ABCD __ AB
EPSH “* EP

SOtan bibibire biefe (%SIei(&un%_'buréo bie obere, ba« liefert
EFGH__EM

EPSH ~ EP'
E)ie lefcte Oleigung ift nigt moglip, weil ber erfte 23rug
une@t ift, ber anbere e(ptg hafyer fann ABCD:EFGH nigt
groBer fein al« AB:EF. (Sben fo geigt man, bal ABCD:
EFGH nigt Heiner ift, alk AB:EF. Unb bann berhélt fig
au@ in biefem "af:
ABCD:EFGH = AB:EF.
8. 170. 8elufa¥.

Parallelogramme, welge gleige ©rnnbliitien haben, ber=
galten figp wie bie &)ohen. o
- 23ewei«. Wian ftelle fig dber ber ®runbliuie eine«
Leben Parallelogramm« ein  dtegted bor, Welped mit ihm
iefeloe &)olje hat. ©ie Otegte<fe finb begiel/slicp beu Paral-
lelogrammen gleigj unb fie bemalten fig@ na@ bem bo-
_ri%en Paragra(g)hen wie bie @0%en ber Par_al_lelogbramme,
inbem biefe “0%eu bie ungleigen, bie ©runblinien ber Pa=
rallelcgramme aber hie ?Iei(pen ©eiten ber %.pte<fe ab-
9eben. T>al)er oerZalten fiQp bie Parallelogramme wie @re
Us0hen.

§ 171. 8ehrfals.

~ Parallelogramme bon gleigen $6hen bemalten fip wie
bie (Srunblinien.

23ewei«. 5D%n bente (ber ber ©runblinie eine« f'eben
Parallelogramm« ein 9teptetf, welped mit @m gleige %)0"e
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Yat.  ©ie %ogtecfe finb ben Parallelogrammen bejieh[]o
%Ieich; unb fie verhalten figp nagp 8. 169, tueil fie wegen
er (Yleigheit ber ©Ghen eine Seite gleigp halben, Wie bie
(Yerunblinien ber Parallelogramme, welge ihre nngleigen
Seiten finh. ©aber verhalten fi¢ ang bie Parallelogramme
wie @re Orunblinien.

§ 172. Sehrfa¥%.

~ Oreiecfe, welge gleige ©runblinien h”en, verhalten fig
wie ihre @o¥sen. _ _

~beweis. Parallelogramme, welge mit ben Oreiecfen
begiehlip gleige ©rnnblinien nnb &)0%en hflben, verhalten
fip nag 8 170 wie bie Roheit; unb ba bie ©reiecfe bie
Halften von folgen Parallelogrammen finb, fo verhalten fig
au@ bie Oreiecfe wie ihre &)i>hen. 20enn namlig

a:b = niq

fo verhélt figp aug

§. 173. 8eprfa¥.

©reiecfe, welgc gleige &)open paben, vergalten fig Wie
ipre ©ruublinien. )

beweis. ©enn Parallelogramme, welge mit ben ©reu
ecfen bepeplip gleigpc Orunblinten unb &)iJpen paben, »er*
Balten fig  wie bie ©runblinien, mithin »erhalten fig au@
ie Oreiecfe, als bie Hélften folger Parallelogramme, wie
bie (Srunblinien.

§. 174. Seprfa¥s.
Parallelogramme verpalten figp wie bie Probucte aus
©runblinie in E)i)é)e. e o
beweis. (5SS fei $ig. 57 g baS 9JiaaB ber ©runblinie,
h bas Sliaafj ber &)Bpe beS Parallelogramms ABCD, unb ¢'
haS %oafc ber ©runblinie, h' baS 9%.a ber £0pe heS
Parallelogramms EFGH. @s ifl ju geigen, bafs fig verpalt
ABCD: EFGH = gh:g'h'.
9Jian ftelle fig ein Parallelogramm O vor, welgeS mit
beut Parallelogramm ABCD gleige ®ritnblinie, unb mit bem
Parallelogramm EFGH 8Iei(pe &)Ope pat, fo verpdlt fig
ABCD:Q = h:h'

Utth Q:EFGH = g:¢g'
beibe Proportionen multiplicire man mit einanber, baS liefert
ABCD: EFGH = gikg'h'.
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§. 175. 8eprfals.
_ £__©reiede berpalten fid; n>ie bie Probucte aus ©runbliitie
in £0pe.
5detueif. ©ernt Parallelogramme, welcpe mit beit ©rei*
eden glei(ge ©runblinien unb gleicpe &%pen paben, berpalten
fiep wie biefe Probucte, mitpin aucp bie ©reiede, als bie
~alften folger Parallelogramme.

§. 176. 8eprfa¥s.

Parallelogramme, welcpe einen SBinfel gleiqp Mafien, ber*
palten fiep wie bie Probucte ber ©eiten, bon Wel%en er ge=
bilbet Wirh.

beweis. $wei Parallelogramme, ABCD unb AFGH
mdgen bie 20infel bei A gtci(% é)aben, unb ftig. 58 fo auf
einanber gelegt worben fein, bals bie gleiepen SBinfel fiep
bedett. ©attn pat man naep 8§.171

ABCD:ABNH = b:d
ABNH:AFGH= a:c
unb multiplicirt man beibe Proportionen mit einanber, fo

entftept
ABCD: AFGH = ab: cd.

§. 177. 8eprfa¥s.

©reiede, bie einen 20inlel gleiep paben, beri)alten fidp
Wie bie Probucte ber ©eiten, welepe ben SEQinfel bilben.

beweis. Slian beule bie ©reiede jit Parallelogrammen
ergénzt. ©iefe paben alsbann ben Eintel gleich, unb ber*
ﬁalten fid; wie bie Probucte ber ©eiten, bon benen er ge*
Ubet ift; unb bie ©reiede berpalten fiep eben fo, beitit fie
finb bie Hélften ber Parallelogramme.

§. 178. 8eprfa¥s.

3ft 3%. 57 bie ©umnte ber SBintet a unb 13 gleiep einem
g_eftredten SRinfel, fo berpalten fid!'; hie Parallelogramme, wie
ie Probucte ber ©eiten, welge biefe 2Sinfel bilben, h. p. es
berpélt fiep

ABCD:EFGH = ABAD:EFEH.

©emt ba ber 2dinfel y ben SRinfel a ju einem geftreef*
ten erganzt, fo finb bie 5Binfel 3 unb y einanber gleich, unb
e$ berpalten fiep bie Parallelogramme wie ABBC:EFEH,
welcpeS, ba BC gletg AD ift, einerlei ift mit

ABAD:EFEH.

Unb ergdnzt ein SBinfel eines ©retedS einen 20intel
eines anberen ©reieds 311 einem geftredten Sinfel, fo ber-
palten fiep baper aud; bie Oreiede, wie bie Probucte ber ©ei*
ten, bon weldjen jene SRintel gebiloet Werben.
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_ 8 179. 8eprfa¥s. _
~ ¥aelglige Oreiede berpalten fid; ivie bie Quabrate gleip#
liegenber Seiten, ober wie bhie ©uabrate gleigliegenber Egopen.

53etreid. (S0 feien gig. 51 bie Oreiecfc caonli(p, bie
Sinfel a unb 3 einanber gleip. ©ann berfyélt ftaf:

2lud

W

©iefen Sertlj fubftituire man in ber elften Proportion, bad
liefert

AP TW
AABC. ADEF = bl’:l_ *AC: DE'DF

tuelged, trenn man re@t8 DE pebt unb beibe Olieber mit DF
multiplicirt, Ubergept in
AABC:ADEF = AC2:DF2.

Serben bie Linien BN unb EQ als bie &)igen ber ©reD

ecfe angenommen, fo berpalt fig
AC:DF = BN:EQ

alfo AC2:.DF2= BN2:EQ?
unb man bat bedpalb nodj

§. 180.

2le¥enlige nede bereiten fig wie bie ©uabrate g(eto-
liegenber Seiten, ober wie bie (uabrate gleigtiegenber ©ia=
onalen.
! 33eweiS. ©S feien bie nede $ig. 49 6pn|i8, bie Sei-
ten AB, BC, CD, - - - entfpregenb ben Seiten FG, GH, HL, «..
©ie bon ben ©den A unb F aus gezo?enen ©iagonalen jer=
legen bie nede in ©reiede, welge beielpigp dtynlig finb. ©s
berpélt figp baber
AABCIAFGH = AB2zFG]
AACD-.AFHL = CD2.HL? = AB2:FG]
AADEIAFLM = DE2:.LM2= AB2.-FG!
u f.ow.
barauS folgt:
AABC+AACD+AADE+:-- TAFGH+AFHL
+ AFLM + ---- = AB2:FGL
©ie nede bereiten fig bemnagp wie bie ©uabrate ?Ieicpliez
genber Seiten, unb, weil fip gleigliegenbe ©iagonalen wie
?Ieupllegenbe Seiten berpatten, aud; wie bie Guabrate gleig-
legenber ©iagonalen.
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©er lpier geflhrte 23eweig gilt ni@t allgemein, weil nigt
jebed necf burg Linien, welge von einer (Scfc auSgeveen, fig
In Oreieefe "erlegen lalt. ©en beweis aIIFemein u fihren,
benfe man ein peel ABCDr e+ unb ein ¢m ahnligeS AB'C'D"---,
bie Seiten AB, BC, CD, eeee feien gletliegenb ben Seiten;
A'B', B'C', CD', »++v. ligber jwei gleigliegenbe Seiten, etwa
BC unb B'C' beule man jwel afymlipe ©reieefe BCQ unb
B'C'Q', bie entweber beibe innerhalb ber peefe liegen, ober
beibe auBerhalb, ©ie peefe gehen baburg in §p4-l)eefe liber,
wetge wie leigt pu geigen ift, afynlig finb. (Ss werbe ange-
nominell, bie peefe verhalten figp wie bie ©uabrate gleich*

liegenber Seiten, alfo
ABCD:-<A'B'C'l)"-+-- = BC2B'C"

ift BCQIB,C'Qr = BC2B'C2
©aljer auX
BCD---:+BCQ:A'B'C'D"- + B'C'Q' = BC2:B'C"
ober ABQCl) :AB'QCD": =BC2.B'C2

33erYealten fip bemnag bie aI%nIi(pen ecfe wie bie ©uabrate
leigliegenber Seiten, fo verhalten fto au@ bie aluiligen
p4-l)edys wie bie ©uabrate gleigliegenber Seiten, 2iun Oer-
balten figp ab[]lipe ©reieefe wie bie ©uabrate ?Iet(pllegenber
Seiten, folglip au@ bie ahnligeit 23ierecfe, welge mau aud
ihnen ersalten tann, bann weiter bie &hnlichen Y%mifeefe, in
welge man fie tann (bergehen laffen n. f. f. u. f. f.
) §. 181. 2ebrfal. o

Sinb M, P, Q brei dntige neefe, unb geben brei gteig==
liegenbe Seiten non ihnen, ju einem C©reieef jufammenge-
felst, ein regtwinfliged Oreieef, fo ift bad neef, beffen Seite
~ygotenufe geworben, gleip ber Summe ber beibeit anbereit
n eefc.

93eWeis. fei $ig. 52 ABC baS erhaltene rcotwinf-
lige Oreieef, AC fei &"%>otenufe unb Seite von bent n ecf M,
BC fei Seite von P, unb AB Seite von Q. — ©a ahnlige
neefe fip wie bie “weiten "otetnen ber 9iaafie gleigliegeuber
Seiten verhalten, unb ©uabrate ahnlige Figuren finb, fo
hat mau

hieraus folgt
ferner %at man
9lifo verhélt fig
unb baher ift
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8. 182.
©er vori%e Sa% gift oup umgefehrt. 3ft mamlig ba«
ned M gleid; her Summe her beiben t%m &hnlichen nede P
unb Q, fo geben tret gleig>liegeube Seiten AC, BC unb AB
ein regtioinfligeS ©reied, in tvelpem AC gpotenufe tvirb,
tvenn AC ju M gehort.
©ernt gehért BC jn P, alfo AB 31 Q, fo hat man

P:Q = BC2:AB! = BCtCABI
hieran« P+Q:Q = Bd+ ABi; ABi
ober M:Q = BCli-f- ABi< AB'i.
ferner hat man

M:Q = AC ABfi
baher ift

ACs = BC<I+ABIi
alfo ba« ©reied ABC reqtmintlig, unb AC feine ~¢Potetlufe

§. 183.

3« Einheit fir slagen gebraugt man in ber %tven=
bung allgemein bacjenige ©uabrat, beffen Seite bie feftgefefcte
Léngeneinheit ift. Unb bie 3fthC ivetpe beftimmt, tvie viel
folger ©uabrate ein ned enthélt, he*t ber 3npalt be«
ned« fiir jene« ©uabrat al« Einheit. ©ber mit auberen
Porten, ift A ein ned, B bac ©uabrat, beffen Seite bhie
Léngeneinheit ift, unb ift A = g:B, fo ift bie 3ahl q ber
3[halt be« ned« A fiir bie Einheit B. $ft eine beftimmte
Einheit gegeben, fo hangt man fie bem 3ipalt an, fagt j. 53.
ber Inhalt einer %signr fei 6 ©uabratruthen.

§. 184. Lely'fa¥s.

©er Inhalt eine« Parallelogramm« ift ba« fRrobuct au«
ber ©runblinie in bie £>0he.

33emei«. @« fei $ig. 57 ABCD ein Parallelogramm,
hie $ahl g ba« 9Diaaf feiner (Srunblinie, bie gabt h ba«
SD7aafs feiner &)ohe, unb MQSP ba« ©uabrat, tvelged bie Lan=
enehgeit jur Seite hat, fo bal bie 3ahl @tn« ba« Wiaall
einer ©runblinie ift unb jugleid? ba« MiaaB feiner «pohe.

97a¢ 8.174 hat mau .

ABCD: MQSP = ghil-I

unb h*erau« folgt ABCD = gh-MQSP.

8. 185.
3ft bemnag bie 3alj>t a ba« SDtaal ber Seite eine« ©ua-
brat«, fo ift a2 ber Inhalt beffeiben, unb finb bie 3ahlen b
unb ¢ bie SD7aaPe ber jufammenftoBenben Seiten eine« 9¥egtzs
ed«, fo ift bc fein Inhalt.

2BIff, % ©eometrie. 1.i%%. TteYaufl. 5
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~ 8.186.  8eprfafc.
©er 3[palt eines ©reieds ift bie Halfte heS ProbuctS
aus ©runblinie in £0pe.
53etueiS. ©enn ein ©reied ift bie &alfte eines Pa-
rallelogramms, melgeS mit ipm gleige @runblinie unb gleige
&)bpe pat.
§. 187. 8eprfafc.

©inb bie 3aplen a nnb b i*e 2ft<W ber parallelen ©ei-
ten eines £rapejeS, unb ift bie $apl h baS 9Jiaafs feiner &)bpe,

fo ift ber 3npalt beS ©rapejeS gleidj>
53etveis. 9Jian bente 8ig. 59 P}I]E ©iagonale CE.  ©er
Onpalt beS ©reiedS CDE ift gteic> ' unb ber Onpalt beS

©reieds CEF gleig folgligp ber 3npalt beS ©rapejeS gtei

§. 188.

Um ben Onpalt eines neds !')u erhalten, gertegt man es
burg ©iagonalen in ©reiede, ober bur@ anbere Linien in
©rapeje, Parallelogramme, beftimmt bann tta@ ben vorftepen*
ben 8eprf¥en bereit Onpalte, unb bie ©umme biefer Onpalte
liefert ben Onpalt beS neds.

~ ©er Onpalt einer von trummen Linien begriinden Bbemne
tvirb naperungstvetfe gefunben, tvenn man ftatt ber trummen
Sinien gebrogene Linien beult, tvelpe nag bem 9lugeumaaf]
mdglipft genau ein ned von einerlei (Ykope mit ber von ben
fritmmen Linien begrénjten (Sbene liefern, unb bann ben 3n=
?al_t beS neds beregnet.  SDIan erpalt ben Onpalt ber trumm-
inigten BY%ur um fo genauer, je Heiner man bie Ogiten beS
neds annimmt. _ ) o

Um ben 3npa(t einer (Shene gig. 60, tvelge von jtvei
parallelen Linien, au“erbem aber von trummen Linien begranjt
Ift, ndperungstveife anjugeben, tarnt man ben normalen 5Ib-
ftanb AB ber parallelen Linien conftruiren, iptt in irgetth
eine %ojapl gleiger Srpeite tpeileit, burg jeben ©peilpuntt
eine Normale conftruiren, unb hie ©peile, In tvelge bie Rbene
burg biefe Normalen gertegt tvirb, als Xrapege berepnen.  Oft
EF gleig a, bie folgenbe 8inie gleig b u. . f., ber normale
Yibftanb je gtxoeier folger Linien gleip h, fo ergiebt fip fir
ben Onpalt ber <Shene
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naljerungsweife, unb um fo genauer, je Heiner h ift.

(Shen fo finbet man beit 3nl)alt einer <Stene wie $ig. 61,
Wenn man bie &ufjerfteu 2lbfenitte als SDreiecfe beregnet,
nderungSWeife gleig

h-[a4-b4-c+---- -q].

§. 189.

<3bleige Yelagen fyabeit flr jebc (Siwpeit gleige Bn”atte;
unb umgefeljrt, ftlagen finb gleigp, wenn fir irgenb eine Rin=
geit @re 3ipalte gleig finb. Unb ift bie Summe niedrerer
Yelagen gleigp ber Summe mehrerer anberer Mageu, fo ift
bie Summe ber 3u¥altc ber erftercn gleig ber Summe ber
3nl;alte ber anbereit. ) _

hierin liegt ein all%emelnes Arinjib, aéo Welgem fig
algebraifge Oleigungen Biiben laffen. . 3ft Ij 3. bie Rafyl a
bas %oafj ber Eppotenufe, unb finb bie Ysalgen b unb c bie
9)iaafe ber Stat eten eines regtwinfligen ©reieds, fo finbet
xwifgen bicfett Bafylett bie algebraifge (Yaleigung Statt:

al = bl + cl

ober ift bie 3~1 a baS SDcaajj ber Seite eines OreieifS, bie
einem fpY%en 20intel gegendberfteljt, finb bie 3°/en b unb ¢
hie SRaajje ber beibeit anberen Seiten, ift eublip n baS 2)iaafj
von ber @rojection ber Seite, bereu 2D|aafg') a ift, auf ber,
bereu SDiaafe b ift, fo I'at man jwifgeu biefen 3aWI hie
algebraifgc Gleichung:

§. 190.

_ Hebungen unb PraftifgeS. o
1) 3SaS Reifst eS, jwei-*agcn A unb B verhalten fip Wie
jwei 3<@len p unb g? ober jwei Blagen A unb B verhalten
fig Wie jwei anbere {ylagen C unb D; ober jwei {[]agen

A unb B verhalten fip wie jwet dinien EF unb GH?
2) 2Rie verhalten figp Parallelogramme von gleigen ®runb*
liniert, ober Parallelogramme von gleigen £wfyen? 3Gie
verhalten fig Parallelogramme Uberhaupt? %sie verhalten
fig. Oreietfe, wenn fie gIei(fe (Srunblinten hoben, —ober
gleupe Roheit, unb wie verhalten fip ®reiecfe {berhaupt?
Bie verhalten figp Parallelogramme, welge einen 3dintel
gleigp hében, ober Yereietfe, welge einen 3dinfel gleig ho=

ben? 2Bie verhalten fip ¥hnltge netfe?
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3)

5)
6)

7)

8)

10)

11)

12)

<Sepdted "a7Ze>itel. 8. 190.

SRaS verfielet man unter beut Inhalt einer $igur? SBie
wirb ber Inhalt eines Parallelogramms gefiillten, eines
©uabrats, eines Oreiecfs, eines ©rapejeS?
©en 3n%ealt eines Parallelogramms_ju beftiiitnieii, wenn
bie ©runblinie 68 unb bie ?)ol)e_ 25 $uR ©ecintalmaal
miBt. ©ber meint bie ©runblinie 59,5 unb bie 86I%
6,78 $ul ©ecintalmaal fyat. Ober wenn hie ©runblinie
8,7 guB unb bie £)dlje 9,56 $oll ©ecintalmaall ift. ©ber
ben 3npalt in ©uobecimalmaal a_itjugiebeit, ‘wenn_ bie
Oruitblinie 9° 8" bie &)o%se 57" ©ecintalmaal® ift. Ober
ihn in ©ecintalmaal anjugeben, wenn bie ®runblinie
68,751° unb bie £)ofye 5,89' ©uobecimalmaall wére.
17007, 403Cr4100". 801310 720". 5Q°84Q'
55Q". 33Q° 747 52Q".
Soie grofj ift bie ©runblinie eines ©reiecks, wenn feine
Qi>§ye4 2288 unb fein 3nljalt 20 ift?

20ie groB ift bie &)bhe eines ©rapcjeS, wenn feine Far_al*
Ieleln2 Seiten 32 unb 18 futb, unb 300 fein 3nhalt ift?

©e_r'lnhalt eines OrapejeS fei 140, bie eilte ber parat*
leleit Seiten fei 16, bie ¢Jofye 10, wie grofs ift bie an*
beria2 ber parallelen Seiten?

Oie Kat_heten eines rechtwinkligen ©reiecks finb 3,57 unb
8,299bZW|e groR ift bie ©ppotenufe?

©ie ¢&)hpotenufe eines rechtwinkligen ©reiecks fei 15,7,
bie eine Kathete 5,38, wie groR ift ber Supalt beS
©reiecks?
39,67 -.-..

©ie normalen ¥bftdnbe ber parallelen Seiten eines ©ra*
e"eS von beut ©urchfchnittspunkt ber nicht parallelen
eien 6 unb 18, bie kleinere ber parallelen Seiten fei 11,
wie2 6%08 ift ber Inhalt heS ©rapejeS?

(Sine Seite eines necfs fei 8,5, wie groR muR bie gleich*
liegenbe Seite eines necfs genommen werben, baS jenem
ahnéigl unb 1 non ihm fein foll?

3wei gleigliegenbe Seiten zweier &hnlichen necke finb 3
unb 4, wie groB muf bie gleigliegenbe Seite eines n ecfs
genommen werben, bas jenen necken ahnlich unb gleich
ihrer Summe, ober gleich ihrer ©ifferenj, ober beffen Um*
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13)
14)

15)

16)

17)

18)

19)

ten, me
jwei Stiit

fang gleip ber Summe, ober Oiffereng ber Umfénge
jener fein foll?

5. 2645 ... 7. L
©er 3[palt eines ©nabrats fei 37 Ouabratfufj, toie
grofj ift bie Seite bes ©uabrats?

6,082 .... ftufe.
©ie O©iagonate eines ©uabratS fei 12 $ufj, mie grofj ift
ber 3npalt bes CluabratS?

72 ©uabratfufj.
©ie brei Seiten eines Oreietfs feien 12 $ufj, 10 gufj,
8 8ufj; mie grofj ift bie “rojection ber Seite, melge
i0 $ufj pat, auf ber, ioclge 8 gufj mifjt?

11
©ie Dbrei Seiten eines ©reietfs feien 6, 8 unb 10 %ujj,
toie ?_rofj_lﬁ bie 8inie, melge bie SDiitte ber Seite, bie
8 gufj mifjt, mit ber gegeniiberftepenben <5tfe berbinbet?

7,211 .... fro.
B™ei Seiten eines ©reietfs feien 6 unb 10 gufj, bie
8inie, ¥%>elpe hie Wlitte ber briiten Seite mit ber gegen*
tiberftepenben Rtfe berbinbet, meffe 7 $ujj, wie grof] ift
bie brite Seite?

8,717-..-
©ie £0pe eines gleigfeitigen Creietfs fei 306'8 " Oito*
becimalmaafj, wie grofj ift bie Seite nnb ber $npalt?

401'3 . 7Q0450 1207,
©ie parallelen Seiten eines ©rapejeS feien 56 unb 80
YRutpen, bie eine ber ni@t parallelen Seiten meffe 34 %o
tpen, bie anbere ber uiept parallelen Seiten fiepe normal
auf ben parallelen; mie grofj ift ber 3npalt bes Sra*
pejes?

1637,65Q0.

Siebentes Kapitel.

Von der harmonischen Proportion und von ben Transversalen.

§. 191. Lehrsatz
Verden zwei parallele Linien von breien Linien Igef(pni_t*
melsrpe fig in einem @nntt foneiben, fo berpalten fig
e ber einen bon ben parallelen Linien toie hie beiben

Stutfe ber anberen, ioelge mit jenen burg biefelben fig fonei*
berben Sinien abgefgnitten finh.
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~ 23eweis. @S feien gig. 62 ober $ig. 63 BD unb B'D'
bie beiten parallelen Siitien, AB, AC, AD bie brei fig in
einem Punft A foneibenben. 2lap 8. 137 unb §. 142 ltft

alshann

AB _ AC _ AD

AB' ~ AC' ~ AD"
Die Pitnfte B unb B, C unb C', D unb D' finb bemitag
g;ig. 62 &uRere, gig. 63 innere entfpregenbe funfte fiir A als
Ve%enligteitspun't, uné)ces fol((:;ltD ttaQ é).DlGO 2)

BC ~ CD' — BD
Sieher biefer Duotienten ift ttamligp beut ®ritnbber!jaltniR
B: AB' gleip) ober
BC:CD = B'C: CD
BC:BD = B'C"BD
CD:BD = C'D" BD'
unb baS ift ber Sal.
§. 192. 8el)rfav.
Sinb ftig. 62 ober $ig. 66 bie Linien BD unb B'D' pa=
rallel, finbet eine ber Proportionen
) BC:CD = B'C" CD'
2) BC: BD = B'C" BD'
3) CD:BD — CD" BD
Statt, unb foneiben fig jwei ber brei Linien BB, CC', DD,
fo gelst bie britte burg bereit DurgfonittSpunft.
23eweis. 2IuS Ijeber ber brei Proportionen laffen fig
bie beiben anberen ableiten. So folgt j. 23. aus 1)
BC:BCyY CD = B'C"BC % CD'
ober BC:BD = B'C"BD.
Dies ift hie giveite Proportion, ¥e%nlig folgt 3) aus 1)
u f.f (Ss finben alfo bie brei Proportionen gleigjeitig
Statt, unb es ift gleiggiltig, welge von @ncn voraltS?efe%t
ift. — Seneiben fig etwa bie hinten BB' unb DD', fo be-
trapte man A als ¥setynligfeitSpuntt, unb eS briitft BD: B'D'
bas ©runbverdltnif aus (8. 163). Diefem ift wegen ber
Mweiten Proportion BC: B'C' gleig, unb eS fol%]t aus 8. 160 4),
bal C unb C' entfpregenbe Puufte finb, alfo bie Sinie CC'
bitrg A gel)t. Unb afmligp folgt ber Sa¥% wenn BB' unb CC',
ober CC' unb DD' als bie beiben fig foneibenben Linien voraus-

gefetst werben.
8.193. 8elufa¥s.
Seneiben fig bie brei hinten BB, CC, DD' $ig. 62
ober $ig. 63 in einem puuft, unb finbet eilte ber Proportionen
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1) BC:CD = B'C:CD'

2) BC:BD = B'C.BD

3) CD:BD = CD": BD'
Statt, fo finfe feie hinten BD unb B'D' parallel.

beweis. $ft eine Per brei Proportionen vorauSgefept,

fo finfeen, tvie im vorigen Paragraphen naggewiefen, au@ bie
beiben anberen Statt. ~206are nigt BD parallel mit B'D', fo
miite von B an« eine anbere Sinie BQ befielen, parallel mit
B'D' nnb bann hétte manBlrclal(\Ip §. 191

Q = BC:CD
wegen ber 23orauSfe¥%sung BC : CD = B'C" C'D'
alfo BN:NQ = BC: CD

nnb ed miiften nag 8. 138 CC' nnb DD' parallel fein, welgeS
ber SBoranSfesung wiberfprigt.

2)%an bente eine unenblige gerabe Sinie, auferhalb ber*
feloen einen Puntt A, nnb bitrg A eine “weits unenblige
gerabe 8inie, Welpe bie erfte in einem Puntt X foneibet.
2Jian beule bie jweite Sinie um ben Punft A gebreht bis fie
mit ber erften parallel wirb. ©er ®urgfonittSpuntt X lduft
babei auf ber erften Sinie bis ins Unenblige. ©Girb bie
©rehung in berfeloen 9vigtung weiter fortgefe¥st, fo fommt
ber anbere ©heil feer “weiten 8inie jum dPurefenitt, unfe feer
GurefenittSpuntt bur@lOuft feie erfte Sinie vollftanbig.  33ei
fortgefeyster ©repitug ber “weiten Shiie in einerlei tigtung
bur@lOuft ber ®urefonittSpunlt bie erfte Sinie ftets in einerlel
9tiptung. . - - o

3weli Barallele dinien laffen fig l)iernag als jwei fig
foneibenbe betragten, bereu ®ur@fonittspunlt in bie Unenfe*
ligteit gericft ift.

. 195,

(Sine unenblige gerabe Rinie wirb bitrg einen beliebig
auf ipr an%e_nommenen_Puntt in jwei 5rheite geteilt, bereu
jeber einerfeits burg tiefen Puntt begranjt, anbererfeits un*
enbli ift, nnb bie beiben Yseile finh einanber gleip. Unb
nimmt man auf einer unenbligen geraben Sinie jwei Puntte
an, in beliebiger enbliger (Sntfernung von einanber, fo theilt
eher ber Puntte bie 8inie in jwei gleige ©heile, nnb jeher
er ©heile, in welge bie 8inie burg beit einen Puntt geteilt

ift, ift gleig jebem ber ©heile, in welge ber anbere Puntt hie
Rinie jerlegt.
§. 196.

1) %wuf einer unenbligen geraben Oinie gig. 64 feien
$wei puntte A unb B beliebig angenommen.  3tr*ifden feen
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funften A unb B 18"t fip auf. teer geraten Sinie immer ein
Puntt X beuten, fo baR figp berpalt
AX:BX = n:q
wéprenb n unb q beliebige reelle Ballen borftellen; unb es ift
einlettgtenb, baB nur ein folger Puntt X jwifgen A unb B
beftept.  (SS fei M hie SDiitte beS ©tiicfes AB. Oft baS Ver==
péltniB n:q gleip 1:1, fo liegt X in M; ift n:q gréRer als
1, fo liegt X auf bem ©peil MB, unb ricft in B felbft, fo-
halb n:q fglelcp n:o wirb; ift n:q Heiner als 1, fo befinbet
{llv(pbx auf bem Xpeil AM unb ricft in A, Wenn n:q gleig
Irb 0:q.
2)aS Verftdubni ju erleigtern tarnt man bon bett finf-
ten A unb B aus, ju entgegengefe¥eten ©eiten ber Siuie AB,
gwei parallele hinten AC" unb BC beuten, bie fig berpalten
Wie n:q, unb bie dinie CC". ©iefe liefert in iprem ®urg*
fonittspuntte mit. AB ben Puntt X, bernt es berpalt fig
AC":BC = AX:BX. Oft nun AC" = BC, fo ift AX =
BX u. f. W.

2) (Ss beftept aber febeSmal no@ ein “weiter Punft Y,
entweber auf ber (iber B, ober auf ber (iber A pinauS liegen®
ben Verldngerung ber Sinie AB, fo baR fig berpalt

AY:BY = nuq.

3ft n:q gleip 1:1, fo liegt Y in unenbliger (Sntfernung, ift
n:q %rtiBer als 1, fo befinbet figp Y auf ber ber B pinauS
liegenben Verlangerung unb riicft in B, wenn n:q ?Ieltp n.o
wirb; ift n:q Heiner als 1, fo liegt Y auf ber Verldngerung
tber A pinauS, unb ricft in A, wenn n:q gleip wirb o:q.
(Ss beftept jebesmal nur ein folger puntt Y, mit Slitsnapme
beS YsalleS, in welgem Y in ber Unenbligteit liegt, unb bann
fowopl in ber einen, als in ber anberen 9tiptung figp annep-
men [aRt. o o ]

%o pier fann man fig bie <Sage berfinnligen, inbem
man bon ben fiinften A unb B aus, auf einerlel ©eite bon
AB, jwei parallele Linien AC' unb BC beult, bie figp berpalten
wie n:q, unb bie Riitie C'C, bie in iprem ®urefenittSpnntt
mit AB ben Punft Y barbietet.

3) Verhdlt ftgp AXBX =n.q
unb jugleig AY:BY =n:q
fo bat man bie Proportion
AX:BX = AY:BY.

Sine folge Proportion peift parmonif, bie hier Punfte
, B, X, Y peilen parmomif@e punfte, bie puntte A unb
B jugeorbnete Puntte, eben fo bie Punfte X unb Y. —
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®aS Vertaufcpen her inneren ©lieber liefert bie Proportion
XA YA = XB:YB
unb biefe Proportion ift gleichfalls parmonifcp.

4) 5Dtan ftelle fiep vor, ber Punft X bewege fiep von M
aus bis B, nnb weiter bis ins Unenblicpe, wéprenb befténbig
bie parmonifepe Proportion

AX:BX = AY: BY

erfllt wirb: fo tommt inbeffen Y auf ber (ber B pinauS lie=
genbeit Verlangerung aus ber Unenbligfeit per, erreicht ben
Punft B gleichzeitig mit X, nnb geht weiter bis M; nnb [&fjt
man Y fi? fortbewegen nacB A, nnb ber A pinauS ins Um
enblicpe, fo tommt X auf ber dber A pinauS liegenben Ver-
ldngerung aus ber Unenblicpfeit per, erreicht gleichzeitig mit Y
ben Punft A, unb gept weiter bis M. — ®er Punft M tpeilt
bie unenblicpe gerabe Siuie in zwei Halften, ©ie Puntte X
unb Y befinben fiep beibe immer gleichzeiti auf ber einen ober
auf ber anberen von biefen Halften, unb es liegt immer, wie
fepon oben erwdpnt, ber eine zwifepen A unb B, ber anbere
niept zwifgen A unb B.

5) 3u jeben beliebigen brei Pitnften A, B, X faitn ftets
ber vierte parmonifepe punft gebaept werben, unb biefer ift
bitrep jene brei vollfommen beftimmt.  Siegt ber eine von ben
brei puntten, etwa X, in ber 9)iitte zwifgen ben beiben an-
beren A unb B, fo befinbet fiep ber vierte jenem zugeorbnete
F_armonifepe punft in unenblicper Entfernung, unb um?_efe r,
iegt einer von ben parmonifepen Puntten in ber Unenblicpfeit,
fo befinbet fiep ber ipm zngeorbnete in ber 5Diitte zwifepen ben
beiben dbrigen.

§. 197.

SDJan beute eine unenblicpe gerabe 8inie, unb auf berfelben
vier parmonifepe puntte A, B, X, Y. Slujjerpalb ber geraben
Sinie nepme man einen Punft Q beliebig an, itnb lege bitrep
ipn unb bitrep jene parmonifepen Puntte vier unenblicpe gerabe
Siitien QA, QB, QX, QY. ©olcpe vier Sinien nennt man

armonifepe Sinien, parmonifepe ©trapleit, unb bie
urep zngeorbnete Puntte A unb B, ober X unb Y, gepenben
jugeorbnete Rinien ober O©traplen. _ _

Vefinbet fiep X in ber SDtitte von AB, fo liegt ber vierte
parmonifepe punft Y in ber Unenblicpfeit, nnb ber ©trapl QY
gept parallel mit AB, unb umgefeprt, legt man ben @trapl QY
parallel mit AB, fo gept ber zngeorbnete QX burep bie SDcitte
von AB.
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_ 8.198. 8ebrfals. o

®ur@ feier barmonifge ©trabten wirb jebe gerabe Sinie,
welcp_eI nigt burg ihren ®urgfenittgpuntt gebt, b monife
eteilt.
: 53eweig. 5Bir unterfoeiben gtuei galte. ©ie 8inie ift ent*
Weber mit einem ber “armorifgen ©trabtet parallel ober nigt.

1) (59 »erhalte fig gl)g 65

AX = AY :BY.

©ie 8inien QA, QB, ?X, QY finb alghann barmonifge ©trab*
len. S'V' fei eine Beliebige Sinie parallel mit einem ber lar==
monifgen ©trabtet, etwa QA. Um 31t beweifen, ba§ S'V'
barmonife geteilt fei, ift nag 8 196 5) barjugun, bafj
B'S' gteip B'V' ift. Pur@ ben @nnft B, in welgem ber
Otrabt QB, ber jenem Otrabt ?A jugeorbnet ift, bie tinie
AB fonelbet, lege man SV parallel QA, nnb eg »erhélt fip

nap 8. 137
AY:BY = AQ:BV

nnb nag § 142  AX:BX = AQ:BS

alfo, ba bie lintg ftebenben ©uotienten gleig finb
AQ:BV = AQ:BS

@ierang folgt BV = BS
nnb bann ift nag §. 191 ang B'V' = B'S.

2) Sir dnbern unfere 23oraugfeYsung, nnb nehmen an,
bie feier burg ben fRitnlt Q geljenben Linien cT;ig. 65 feien feier
barmonifge ©trabten, bie Vinie AB aber fel eine belighige
9inie, welge fammtlige ©trabten fgneibet nnb nigt bitrg
ihren ®durefenittgpuntt gebt.  dPitre irgienb einen ber feier
durgfenittgpunfte A, B, X, Y, etwa B, legen Wir eine Sinie
VS parallel mit bem ©trabl QA, ber bnrg ben “nnft A gebt,
we.k%er jenem B jugeorbnet ift. Unter 1) ift bereitg bewiefen,
bafj barmonifpe ©trabten eine 9inie, welge parallel mit einem
bon ihnen ift, barmonifq theiten, begbalb ift hier BV gleigp BS.

Yaun »erhélt fig
AY:BY — AQ: BV

nnb AX:BX = AQ:BS
folglig, ba BV gleip BS ift,
AX:BX = AY:BY.

©amit ift ber ©aE erwiefen.
§. 199. Oebrfa¥se.

1) ©teben %wei jugeorbnete barmonifge ©trabten auf
einanber regtwintlig, fo b<M%en fie bie Sintel, welge bie
beiben anberen jugeorbneten ©trabten bilben.

23eweig. ie ©trabten QA, QB, QX, QY gig. 65
feien b<wttonif, unb bie beiben jugeorbneten QA nnb QB
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mdgen auf einanber regtiointlig fiepen. ©atm folt QA ben
2Bintel V'OX, QB ben SBintel XQY palbiren. — 9)lan benfe
VS_?[araIIeI QA. 9lagp 8. 38 fiept VS normal auf QB; unb
ed ift, na@ bem »origen "Paragrapp, BS gleigp BV; beSpatb
finb nag 8.74 bie SRintel SQB unb VQB einanber gleig.
g@ie ®leigpeit ber Sittfel V'QA unb XQA folgt jept nag
.46 2).

2) )palbirt ber eine bon hier parmontfgen ©traplen ben
2Binfel, toelgen feine beiben benagbarten Straplen Silben,
fo fiept er normal auf bem tpm jugeorbneten ©trapl, unb bie-=
fer palbirt alfo ben SRtnfel, ber bon ben ipm benagbarten
©traplen gebilbet wirb. )

beweis. (Ss werbe angenommen, QB palbire ben
2Bintel XQY. VS fei parallel mit bem @trapl QA, ivelger
jenem QB jugeorbnet ift. ©amt ift BS gleip BV, unb ba
Z.SQB = Z VQB, fo folgt nagp §. 74, bajj OB normal fiept
auf VS, alfo au@ normal auf ber bamit parallelen QA.

3) <Sgneiben fig hier Simen QA, QB, QX, QY in einem
puntt, fiepen gmei bon ipnen, QA unb QB, auf einanber
regtiointlig, unb palbirt bie eilte bon biefen, QB, ben 20iufel
XQY, toelger bon ben beiben anberen gebiloet wirb, fo finb
bie hier hinten parmonifge ©traplen. -

beweis. ®ur@ einen beliehigen $unft B ber Sittie QB
beute man eine Sinie SV parallel mit QA. SV ftept bann
normal auf QB, unb ba au¢@ bie SBintel SQB unb VQB gleig
finb, fo folgt nag §. 74, bap SB glcig ift BV, itnb barauS
erpellet ber ®ap (8, 197).

4) 3rgenb gwei fig fonetbenbe Stuten QX unb QY unb
bie &>albirungSlinien QA unb QB tprer SSinfel finb parmo=
nifge ©traplen. _ o _ .

53eineiS. ©ie @albirungSlinien ber SBinfet fiepen nag
§. 46 auf einanber normal, biger erpellet baS </fel aus 3).

~ 8.200. 8eprfa . _
26cnn man $ig. 66 bei einem ©reietf ABC ben einen
Eintel burg bie Stute AX, unb feinen %lebenn.nutel burg bie
Siitie AY palbirt, fo berpélt fig
BY : CY = BX: CX = AB: AC.

beweis. 9lag Ag heS vorigen "ara(grappen finb bie

vier bur@ A gepenbeit Sinicn parmouifge ©traplen, beSpalb

berpélt fip

BX:CX = BY: CY
unb nag §. 143 bergalt fig

X:CX = AB: AC.

©arau$ erpellet ber Oap.
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©ie Proportion BY:CY = AB:AC tafst ftp au@ ertoei=
feit, tnbem man AQ gletp AC nimmt, CQ gie%t, unb Obnlig
fotiefst mie in §. 143,

8.201. Seprfa¥s.
33erbatt fip $ig. 67 ober $,i§' 68
AX:BX = AY:BY

unb AX'rB'X'= AY'BY'
fo foneiben fig bie brei 8inien XX', BB' unb YY" enttoeber in
einem Punft, ober fie finb parallel.

93etoeix. $mei bet gebauten hinten, etwa XX' unb BB'
foneiben fig entmeber, ober fie finb parallel. (S« merbe juerft
angenommen, XX' unb BB' fgneiben fig in 0. Dcan beule
bie Sinie. QA, eine jmeite bitrg bie beiben Punfte Q unb Y,
unb bejeigne ben d)ur(pf(pnlttég)nnft ber leptern 6inie mit AB'
bitrg Z. Siegen ber erfteren ber boraudgefe¥eten Proportionen
finb bie bur@ Q gepeuben vier dinien parmonifge ©traplen.
Sie tpeilen alfo AB' parmonifg, unb e« ift Z ber vierte par-
monifge Puntt ju ben breieit A, B, X' féllt bemnag
Z mit Y' jufammen, unb bie Sinie YY" mit ber QY; folglig
gept YY' burg ben Punft Q. — ©inb gt>ei ber Linien, etwa
XX' unb BB' parallel, fo fann bie britte YY' nigt eine ber
erfteren fomeibcn,* bemt fonitte fie bie eine BB', fo miBte,
na@ bem eben (ErWiefeiten, au@ bie anbere XX' bnrg ben
®urefonittdpuuft geben, unb bann fonitten fig bie beiben
erfteren, welped fig wiberfprigt.

(Eben fo 14Rt figp geigen, baR aitg bie Linien XY', X'Y
unb BB' fig in einem Pum;t étggeiben.

(Ein vollftanbige« SRierecf entftept, wenn man bie <Sei=
ten eine« SStered« unenblig benft.  $eper Punft, in welgem
jwei ©geiten eine« vollftanbigen SSiered« fig T@neiben, Felﬂt ein
(Edpunft, eine (Scfe be« SRiered, &ebe erabe 8tnie, Welge burg
/el (Eden eine« vollftanbigen Sliered« gebt, opite mit einer
©eite jufammen ju fallen, eine ©iagonale. éEln volIftédnbigc«
23iered %ig. 69 Dbat fepd (Edpitnfte A, B, C, D, E, F unb
brei ©iagonalen, AC, BD, EF. ©inb ftig. 70 jWci ©eiten
gine« vollftdnbigen SSieretfc AD unb BC parallel, fo fallt ipr
durefenittdpunft F in_unenblige (Entfernung, unb bie bitrg
ben Ye>urefonittdpuuft E ber nigt parallelen ©eiten AB unb
CD gepenbe ©iagonale ift hen parallelen ©eiten parallel,
©inb Je jwei ge?eniiberftepenbe ©eiten eine«  vollftanbigen
SBiereef« parallel, fo liegen ?tuel (Edpitnfte in ber Unenbligfeit,
unb bamit au@ bie burg fie gepenbe ©iagonale. (Ein voll=
ftdnbige« SRiered ift ein Rinienfpftem, feine gldee.
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_ 8.203. Sehrfo¥s. _ ]

Rebe diagonale eines vollftdnbigen 33ierectS ift harmouife
(f:letel_lt, unb Jinar finb bie beiben (Stfpunfte, melge auf ihr
1o finben, jivei zusammengehorige harmouifge Puntte, unb
bie beiben funfte, in ivelpeu fie von ben auberen diagonalen
gefouitten wirb, bie jtvei dbrigen jufanimengetycrigen Ysarino'
nifgen @untte.

33emeiS. 5Dfan beule $ig. 69 zu ben brei Linien AB,
AX, AD bie (in ber ~igur ni@t angegebene) vierte harmonifgpe
Biuie AV. @ie liefert, nag 8. 198, auf ber 8inie BD zu ben
brei flnften B, D, X ben vierten Ysarmonifgen Puntt X*
9%on beule ferner zu ben brei Linien CB, CX, CD hie (nigt
ezeichnete) vierte “arnteuifge 8inie CS: unb fie liefert, nag
g. 198, auf ber Sinie BD zu ben brei guntten B, D, X gleich-
falls beit vierten harniouif7een 5punft X'. die Siiiien AV unb
CS foneiben fig bemnag, unb i1hr durgfenittspurtt X' liegt
auf ber Sinie BD. — die Rinie AV liefert, uag §. 198, auf
ber Sinie EF aug ju ben brei flnften E, F unb Y ben
vierten harutonifgen. Puutt Y'; unb bie Sinie CS liefert
leiofalls zu beit funften E, F unb Y ben vierten harinoni=
@en “uutt Y'. die Linien AV unb CS f(gneiben fig bem==
nag in einem Punft Y', tvelger figp auf ber Siitie EF hes
finbet. — der durg@fenittspuntt ber Linien AV unb CS liegt
alfo auf ber 8inie BD unb zugleip auf ber 8inie EF, unb i
folglip ihr durgfenittspunft Z. 3n biefem Puntt Z wirb
alfo ber vierte harmonifge' Puntt X' zu beiten B, D, X, unb
zugblei(p ber vierte h™utonifge Y' zu ben funften E, F unb
Y bargeboten. — daf%e auq bie britte diagonale AC h<[]>
monife geteilt fei, folgt in gleiqlJer 3deife, iubem man zu ben
Linien BA, BX, BC bie vierte Ysarmonifge 8iuie beult, unb
bie zu ben breien DA, DX, DC.

derfelbe 33eiveiS pafit fur $ig. 70.
~der ©afj gilt enblig aug fur baS Parallelogramm, benn
bie eine_diagonale liegt in ber Unenbligfeit, unb bie auberen
beiben finb palbirt. s 204

3ebe dinie, tuelpe beliebige anbere 8inieu foneibet, Yeifit
eine dransverfale.

33efinben fig auf einer beliebigen Rinie Puntte A, B, C, D
u. f. tv., unb wirb bie Sinie von einer dransverfale in bem
Pnnft X gefonitten, fo nennt mau bie Stiicfe AX, BX, CX,
DX u.f. f. bie 3Ibf@nitte biefer %rauSverfale.

SBirb flir ein dreiecf eine gerabe Siitie als dranSver®
fale gebagt, fo foneibet fie entiveber zivei ©eiten unb bie
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Verlangerung bet britten, ober fie foneibet bie Verlangerungen
aller brei ©eiten. ©ies erhellet, wenn ntan $ig. 71 fo ber
erften gigur bie 2tanSverfale XY einmal um ben gunft X,
unb einmal um ben @untt Y gebreljt beult.

) 8. 205. 8eYsrfals.

2Berben $ig. 71 brei figp foncibenbe gerabe Linien AB,
AC, BC von einer £ransverfale XY gefonitten, fo bilberi fig
feps 3lbfonitte, unb baS %robuct AX.BZ.CY folger brei
3Ibfonitte, welge ni(% eilten ©nbpuntt gemeinfaftlip tyaben,
ift gleip bem BX. CZ AY ber brei (brigen.

33eweis. 3luS einem ber durgfonittSpun!te ber brei
Linien, etwa A, jiefye man AQ parallel jur £ranSverfale;

bann ift
AX:BX = QZ:BZ
CY:AY = CZ:QzZ
unb bie grobucte ber duBeren unb ber inneren ©lieber liefern
AX-.CY-BZ = BX«AY.CZ.

_ ~8.206. "8eprfats. )
33efinben fip $ig. 71 bie Yeuntte X, Y, Z in folger

Stellung baf
AX-BZ-CY = BX.CZ-AY

fo liegen bie flinfte X, Y, Z in geraber 8inie.

33eweis. 9Jian benfe bur@ X unb Y eine gerabe dinie,
unb begeigne ben fBunft, in welgcm BC rott biefcr Rinie
gefonitten wirb, unb von bem es vorldufig unbeftimmt ift,
ob er mit Z jufammenfallen werbe, bitrg Z'. 3'U i>er erften
3igur befinbet fig t' auf BC felbft, in ber “weiten auf
ber Verldngerung von BC (8. 204). Yia@ bem vorigen

@ap ift
AX-BZ'.CY = BX.CZ-AY.
£)ie vorauSgefetste Oleiguitg bivibire man bitrg biefe; baS

liefert
Bz:BZ' = CZ.CZ
barauS folgt
BzdhCz:CZ = BZ'+CZ0CZ'
h. p. BC:CZ = BC: Czr.

©eStyalb ift CZ gleip CZ', alfo liegt Z in Z', b. fy. mit X
unb Y in geraber Sinie.
8.207. Seprfap.
3nnerhalb ober auBerhalb heS ©reietfs ABC $i%. 72
ober 7ig. 73 fei ber "3unft N beliebig genommen, unb burg
ihn unb bie ©den heS ®reiedS feien bie Sransverfalen AY,
BZ, CX gelegt; bann ift baS Vrobuct AX-BY-CZ breier nigt
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LufummenftoBenben 3lbfonitte gleigp bem ~robuct BX-CY-AZ
pi* (brigen.
33eweis. ftur baS ©reied ABY betragte man CN als
©ranSnerfale, nnb es ift nad; § 205
AX-BC-YN = BX:YC-AN.
$ir baS ©reied AYC werbe BN als XranSoerfale betrachtet,

unb es ift
AN-BY-CZ = YN-BC-AZ.
©aS 5frobuct beiber EGIeichungen aber liefert
AX-BY-CZ = BXCYAZ.

§. 208. 8eprfaYs.
Sie%en $ig. 72 ober $ig. 73 bhie funfte X, Y, Z ber-

geftalt, bafj

AX-BY-CZ = BXCYAZ
fo foneiben fid; bie Linien AY, BZ unb CX in einem unb
bemfelben 5Bunfte.

33eweiS. ©er ©urd;fd;nittspunft ber beiben Linien BZ

unb CX fei N. ©urd? A unb N beute man eine gerabe Sinie,
unb ber ®urefenittSpunft berfeiben mit BC werbe burg Y'
bezeichnet. ©ann ift ua@ bem Porigen Sal3:

AXBY'CZ = BXCY'AZ.
©ie borauSgefelte (Gleipung werbe burg biefe binibirt; es

entfielt
BY:BY' = CY:CY.

BY+CY:CY = BY'zLCY" CY'
ober BC.CY = BC:.CY"
(Ss ift bemnag CY' = CY, alfo befinbet fip Y'iit Y, es fallt
bie Sinie AY mit ber AN jufammen, unb barauS erhellet bas
(Gefef.

©arauS folgt

§. 209. 8el)rfa¥s.

%uS einem beliebig innerhalb ober auBerhalb eines ©reieds
ABC %ig. 74 ober $ig. 75 angenommenen @unft N feien Nor-
malen NX, NY, NZ auf bie «Seiten heS ©reieds geféllt ober
auf bereu 3Serldiigermtgen.  3lIShann ift

AX2+BY,+ CZl = BX,+CY2+AZ.

33eweig, Nian beide bie Linien NA, NB, NC, unb briitfe

bereu ©uabrate hoppelt aus; baS liefert bie (Gleitungen:
AX2+NX] = AZ2+NZ)
BY2+NY? = BX2-J-NX*
CZ2+NZ) = CY2+NY!

unb hie «Summe biefer (Gleigungen giebt baS (GefeR.
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8. 210. Sef>rfav.
Siegen gig. 74 ober $ig. 75 bie funfte X, Y, Z berge*

ftalt, ha%
AXa+BY2+CZ! = BX2+CY2+AZ)
fo foneiben fip bie in X, Y, L bejie%lip auf AB, BC, AC
erripteten Normalen in bemfelbeit $untt.
~ 33etvei8. ©ie beiben in X unb Y auf AB unb BC er*
ripteten Normalen mdgen fig in Nfpneiben, unb man félle
von N eine Normale auf AC, tvelge biefe Sinie in Z' treffen
mag. Yia@ bem vorlgen Maragrap¥s ift bann
AX2+BY2+CZ'? = BX2+CY2+AZ"
Oiefe (SJleigung tverbe von ber vorauSgefe%sten fubtraf>irt. ®S

entfielt
CZ?—CZ'1 = AZ2—AZ"
ober CZl—AZ! = CZ7—AZ"
ober (CZ¥%AZ)(CZ-AZ) = (CZ'+-AZ")(CZ'-AZ)
ober ba CZ+tAZ = CZ'+-AZ' = AC ift
CZ=tAZ = CZ'tAZ'
fyierju tverbe CZd=AZ = CZ'=LAZ
abbirt, unb €S folgt CZz = CZ.
©eSfyath fallt Z' in Z, bie Normale in Z alfo jufantmen mit
ber in Z', unb baraus erteilet ber Sa¥s.

§. 211
©ie Sinien von beit (Scfen eines ©reietfS na@ hen Mitten
ber gegeniberfteljenben ©eiten Yeifien bie Mittellinien beS

©reiecfs.
8 212. Se’rfa’e.

1) @S fei 8ig. 72 ober ftig. 73 BZ bie Mittellinie jur
©gite AC heS Oreietfs ABC. $n BZ fei ber un!tN belie*
bigb angenommen.  ®ur@ N lege mau bie Siitieit CX unb AY,
unb beitfe bie Sinie XY; biefe tvirb parallel ju AC.

23etvelS. (Ss ift nag §. 207

AX-BY:-CZ = BX-CY-AZ
unb es ift AZ gleip CZ, ba Z hie Mitte ift von AC,
alfo l;at man AX-BY = BX-CY
ober AX:BX = CY:BY
unb barauS erhellet haS ®efe|. o )

2) 3ieYst man $ig. 72 ober $ig. 73 bei einem Creietf
ABC eine Sinie XY parallel jur einen ©eite AC, bann bie
©ransverfalen AY uitb CX, unb bur@ bereu ®urgfonittSpunlt
N bie Sinie BN, fo ift hieS hie Mittellinie jur Seite AC.

33etveiS. @S ift BX:AX = BY:CY

alfo AX-BY = BX-CY
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ferner ift AX-BY-CZ = BXCYAZ
fviglio ift CZ = AZ, alfo Z bie SOiitte von AC.

_ _ §. 213. 8etyrfafc. _
~ ®ie brei 9Jittellinten eilte# Oreied# foneiben fip in
ginem Punft.

Semei#. T>em finb $ig. 72 X, Y, Z bie Bitten bei

©eiten, fo ift
AX = BX
BY = CY
CZ=AZ

mithin AX-BYCZ = BXCYAZ.

unb e folgt ba# (#5efels an# 8. 208.

8. 214. tfeprféafce.

1) ©inb %ig. 72 AY, BZ, CX hie Mittellinien he# Oreied#
ABC, fo finb bie ©reiede ABN, BCN, ACN cinanber gleig.
3ebe# ift alfo ber britte 2qeil he# ©reied# ABC.

Semei#. ©ie Oreiede ABY unb ACY finb gleip, meil
fie gleipe ®runblinieit Yaben unb einerlei £ml)e; eben fo bie
©relede NBY unb NCY; baljcr ift

ABY—NBY = ACY —NCY
b. %. ANB = ANC.
3it gteiger S)eife folgt, bafe ANB glei¢ BNC ift.

2) 3Bbe 3Kittellinie ift burg jebe ber beiben dbrigen fo
geteilt, bafc bad na@ ber (Sde liegeube ©tiid fid; pt bem
anbereit mie 2:1 verhdlt, ©a# na@ ber ©gite liegeube ©tuet
ift bemnag ber britte 2@eil ber ganjcit £inie.

Semei#. Wian beule bie Siitie XY. ©ie mirb mag
§. 212 parallel mit AC. Uitb man pat

AN:YN = AC:XY = BC.BY = 2:1.

8. 215. Seprfape.
1) ©ie brei Linien, melge bie SRintel eine# Oreied#
pall>iren, foneiben fig in einem Puuft.
Semei#. (5% feien $ig. 72 AY, BZ, CX bie Linien,
melge bie Slinfel be# ©reied# ABC palbiren, %o §. 200

verpalt fig
AX:BX = AC:BC
BY:CY = AB:AC
CZ:AZ = BC:AB.

©a# Probnct biefer Proportionen liefert
AX-BYCZ:BX-CYAZ = 1:1
ober AX-BY-CZ = BXCYAZ
unb barau# erpellet ba# ®efep.

JiBplfP« ahomftrir. 1.1$. 7UWuft. R
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2) ©ie brei 8iuieit, iveldje jwei &ufjere 3Biufel eilte«
Oreiecf« Yealbiren unb beit inneren 3dinfel, bet nigt 9%eben*
winfel ju einem jener ift, foneiben fig iit einem Punft.

33ewei«. ©ie Linien AY unb CX gig. 73 mogen be«
©reiecf« ABC &ufjere 2diufel bei A unb C tyalbiren, bie Sinie
BZ pathire beit inneren Soinfet bei B. (S« verhdlt fto uag

200

8.
AX:BX = AC:BC
BY:CY = AB:AC
CZ:AZ = BC:AB.

©a« probuct ber Proportionen liefert
AXBYCZ = BXCYAZ
unb barau« erteilet ba« ®efels.
§. 216. 8etyrfaee.

1? ©er punft, in welgem bie brei £)albiruiig«linien ber
SBSinfel eine« ©reiecf« fig foneiben, ift bon beit brei Ceiten
gleio Weit entfernt.

3emeix, Oie Linien AY unb BZ gig. 72 mdgen bie
30infel BAC unb ABC he« ©reiecf« ABC ljalbiren.  -Dian
benfe bon @rent ®urefenittdpunft N Normalen auf bie ©ei*
ten geféllt, unb bie punfte, in welgen hie ©eiten AB, BC, AC
bon beit Normalen getroffen werben, feien betieplip burg X,
Y', Z' Bejeigitet. ©ie Oreiecfe ANX' unb ANZ' fiitb coit*
gruent, benn fie haben AN gcmeiuf@aftli, fiitb regtwinflig,
itith e« ift ZNAX' = ANAZ', weil AN ben SBiufel BAC

albirt. ©arau« folgt, bap NX' gleip NZ' ift. (Eben fo fiith
ie ©reiecfe BNX' unb BNY' congruent; unb be«fyalh ift NX'
gleip NY', ©arin liegt ber ©at.

2) ©er Punft, in Welgem bie brei Linien figp foneibeu,
welge jwei &ufjere SRinfel eine« ©reiecf« palbiren, unb beit
inneren Sinfel, ber nigt OlebenwinM ju einem jener ift, liegt
hon ben ©eiten be« ©reiecf« (ober bereit Verldngerungen)
gleig weit entfernt.

Vewei« att $ig. 73 Wie ber ju 1).

§ 217. 8ely-fal.

©ie brei Linien, welge auf beit ©e'teit eilte« Oreiecf«
in bereit 9Jlitten normal ftelsen, foneiben fig in einem punft,

Vewei«. ©inb ffi?. 74 X, Y, Z bie SDlitteit ber ©ei*

0

ten be« ©reiecf« ABC, ift
AX? = BX!
BY? = CY!
CZl = AZ)

folgli AX2+BY?2+CZ! = BX2+ CY1+ AZ)
unb e« erhellet ber ©ah au« 8§. 210.
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§. 218. 8eVsrfols.
®er @unlt, in toelgent bie Normalen fig foneiben, bie auf
beit (Seiten eines ©reieds in bereu Bitten errigtet finb, liegt
von beit brei ©den gleigp weit entfernt.

23 etoeis.  (Ss fei %ig. 74 X bie 9Jiitte von AB, unb XN
normal auf AB, Y bie 9)iitte von BC, unb YN normal auf
BC. %on beule bie Linien NA, NB, NC. ©a AX gleip BX
ift, unb bie 30infel bei X reqte finb, fo erhellet aus §. 74
hafi NA gleid) NB ift. Shen fo ift NB gleip NC.

) §. 219. 8ehrfa%.

©ie brei)igen eines ©reieds fotieiben fi@ itt einem ~unft.

33emeis. (Es feien $ig. 76 AY, BZ, CX bie %igen
beS ©reieds ABC. “nbem matt hie Duabrate ber Seiten
jtveifag auSbriidt, erhalt ntatt

AX2+CX? = CY2QAY!
BY2+AY! = AZ2yBZ!
CZ2+BZ! = BX2+CX2
©ie Summe biefer d)lei((%mt?eu ift
AX2+BY4+CZ = BX2+CY1+ AZl
unb eS erhellet baS (Ykfe’e ans 8. 210.
8. 220. 8eYsrfaks.

©er Quillt N, in ivelgent bie %iittelliuien eines ©reieds
fig foneiben, ber %unft Q, in ivelpem bie @igen fip fonei=
bett, unb ber durefenittSpindt Q" ber Linien, bie auf bett
©eiten in bereit SOcitten normal flehen, liegen in geraber 8U
nie, unb es verhalt fid, NQ:NQ' = 2:1.

SRemeiS. (ES feien gig. 77 AA', BB', CC' bie 9Jittel=
linien beS beliebigen ©reieds ABC. (5s verhdlt fid;

NA:NA' = NB:NB' = NC:NC' = 2:1.
©eSfyalb fiitb bie ©reiedc ABC unb A'B'C' entfpregenbc %i==
gureit fir N als inneren 21e¥nligfeitspmdt unb baS Orunb=
Verhdltnis 2:1.  ©iv §)0%en bes ©reieds ABC unb hie beS
©reieds A'B'C' finb alfo entfpregenbe Siniett, unb @rc ®ure-
fonittspunfte Q unb Q' etttfpregenbe fiinfte. ©eSltalb be*
finbett fid; O unb Q' mit N in geraber Sittie, unb es ver=
Yaalt fid) NQ:NQ' = 2:1. ©ie Roheit beS Oreieds A'B'C'
fiito aber, ba bie Seiten beiber ©reiede als eutfpregenbe Ot=
niett parallel gehen, ungleich hie Linien, lvelge attf bett Seiten
beS ©reieds ABC in bereit Bitten normal flehen, <5s er=
hellet alfo baS (“efe¥s.
8. 221. 8ehrfa7s.

1)Seneiben fid> fammtlige Siitien, luelpe auf bett Set==
ten eines neds in bereit Bitten normal flehen, itt einem (Bunlt,
fo ift berfelbe von allen (5den gleid) weit entfernt.

6*
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23eweis.  9lan jieY%e von biefent flnfte Linien nach
alten Seien beS netfs. ®aburg entfielt (iber jeher ©eite ein
gleigfpenfligeS Oreietf. $ebe von beit gezogenen hinten ift
b?S_half_ %|EI([J her benachbarten, worin liegt, baR alle einanber
gleig finb.

2) 3ft ein Quillt von allen Seien eines netfs gleigp weit
entfernt, fo gehen burd; @n bie fammtligen Siitien, welge
anf ben ©eiten in @ren Dritten normal flehen.

23eweis.  9)Zan siehe von bem funfte na@ %'eber Stfe
gine Sinie, fo entfielt Uber jeber ©eite ein gleigfpeufligeS
Creietf. ©iefe Oreietfc haben jenen @nnft alb (Sctpnnft, Wei*
@er ben britten ©eiten gegenilberfteho, gemeinfaftlig, nnb
bnrg benfeiben gehen bie erwéhnten Normalen nag §. 75.

3) Ss fantt nur ein $unft ©tatt finben, welger von
allen Seien eines netfs gleip weit entfernt ift.

23eweis. ©ernt wollte man annehmen, es fanben mel*
rere folger funfte ©tatt, fo miften burg jcben von ihnen
bie fammtligen 8inien ge'sen, welge anf ben ©eiten in iYren
Bitten normal flehen, nnb bas ift bem 23egriff ber geraben
£inie ptwiber.

8. 222.

Sin onnft, ber von allen Selen eines netfs gleich weit
entfernt ift, heiBt ber Mittelpnntt beffelben.

RebeS Oreietf h«t einen Witetynnft, aber ni@t jebeS
netf; beim es ift uigt nogwenbig, ball bie 8tnien, welgpe auf
ben ©eiten eines netfs in bereu 9JHtten normal flehen, fammt=
litt> bur@ einen nnb benfelben @unft gehen.

Uchtes Kapitel.

Von Kreise

§. 223.

Eine Ebene, welche so begranjt ift, bad alle flnfte ber
23egranping von einem innerhalb ber Shene liegeuben ipunft
gleich *veit entfernt finb, he%t ein Kreis. ©ie 23egranjung
Ift eine in fid; jitritffehrenbe frumine Siuie. @ie wirb bie
Kreislinie ober bie erivherie heS KreifeS genannt. ©er
innerhalb eines KreifeS befinblipe @nnft, von wclgem alle
Ranfte ber gerghe[le gfleich ~eit entfernt liegen, he¥st ber
9?illelbunll beS KreifeS.
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Otebe gerate 8inie vom Witittelpnnft eines Streifes bis ju
irgenb einem flinfte feiner "Beri perte tyeifit ein OtabiuS eher
ein Spalbmeffer tiefes Streifes.

§. 224,
~ Sille Stabien eines Streifes finb, ber Erflarung gemag,
einanber gleig.

8. 225.

Oft bie Entfernung eines fuinftes von bem 2Dtittetyunft
eines Streifes Heiner als beffen OtabitS, fo liegt ber Yanntt
in bem Streife; ift bie Entfernung heS flinftes vom Mittel*
mnft gleiop bemodfitabinS, fo befinbet er fig in ber 5f3eripferie;
ift fie grofer als ber 9iabiuS, fo befinbet er fig auRerhalb
bes Streifes, nnb umgefel>rt.

§. 226.

SBirb innerhalb einer Gberall begriinden Ebene ein Quillt
angenommen, unb burg iljn eine itneitblige gerate Sinie g&>-
bacg)t, fo foneibet fie bie 23egranumg ber Ebene wenigftenS
in Ysei funtten. ©ieS liegt in bem begriff ber geraten Viuie
unb in bem begriff ber tberall begriinden Ebene.

®el)t baller eine unenblige gerate 8inie bnrg einen @untt,
welger Innerhalb eines Streifes fip befinbet, fo foneibet fie
bie Yeeri @erie heS Streifes wenigftenS in jwei flnften.

§. 227. 8elufalze.

1) 3ebe gerate Rinte, bereu normaler 5(bftanb vom Wiit*
telpuntt eines Streifes geringer ift als ber 9tabiuS, foneibet
bie "Beri gerie biefeS Streifes in jwei funften.

eweis. Es fei $ig. 78 ber normale Slbftanb MC ber
Sinie AB vorn 2)tittelpuntt M beS Streifes Heiner als ber
OtabiuS. ©er )Bitnft C befinbet fip innerhalb beS Streifes;
unb ba bie Binie AB burg tiefen qunft gelg, fo foueibet
fie bie SPeryfyerie heS Streifes wenigftenS In $wei funften,
<sie foneibet bie erifgerie aber in uipt mefyr als jwei
flnften; beim wenn A nnb B jwei ®ur@femtts mnfte ber
8inie AB mit ber erifgerie beS Streifes fiith, fo ift eine be=
liebige Sinie MD ober ME nag 8. 67 allemal Heiner ober
groRer als ber 9tabiuS MB (ober MA), alfo ift jeher anbere
ounft ber Oinie AB entweber néljer am 9)iittelpunH ober
weiter von @m entfernt, als bie @erifocrie, liegt halber ent*
Weber innerhalb ober auferhalb bes Streifes, nut nigt in
beffen sPeriferie.

2) Eine gerate Riiiie, bereit normaler Slbftanb vorn 9)lit==
telpunft eines Streifes groBer ift als ber 9tabiuS, fyat mit ber
geriperie tiefes Streifes feinen @nnft gemeinfoaftlio.
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50etoei3. 3ft gig. 78 bie %ormale MF gréRer als bet
%obiuS, fo ift eine anbere Ohne MG um fo meljr groRer als
ber OtabiuS. ®©aljer fiub alle funfte ber Sinie FG meiter
bom Sllittelpunft entfernt, als bie @eri erie, fo bal jene mit
biefer feinen ~unft gemeiufoaftlip tyat.

3‘) (Sine gerabe 8inie, bereu normaler 2lbftanb bom 9liit=
tetyunft eines Greifes gleip bem OtabiuS ift, fyat mit ber
<Perijgerie biefeS Streifes nur einen iRunft ?emelnfcpaftll(p, unb
bieS it ber @muft, in melgern bie Normale vom 50%ittelpunft
heS Streifes bie 8inie trifft.

Semeis, ©ermnt ift$ig. 78 bie 8inie MH normal auf
HN unb babei gleigp bem 9tabiuS, fo liegt ber “Bunft H in
ber @eri}gerie,aber feinanberer Ysunft N ber Sinie HN,
meil jebe anbere8inie MN groBer ift als ber YiabiuS MH.

4) Spat eine gerabe 8inie mit ber @erifgerie eines Strei==
feS jmei flnfte gemeinfoaftlip, fo ift @r normaler ¥bftanb
bom 9Jlittelpunft Heiner als ber 9tabiuS.

Semeis, ©eitn mare er gleigp bem Fabius ober gro-
Rer als berfelbe, fo miBte bie Rinie mir einen Qitnft mit ber
(Beri @erie gemein fyaben ober feinen.

5) 8at eine gerabe 8inie feinen iBunft mit ber (Beri-
foerie eines Streifes gemein, fo ift ¢@r normaler Hbftanb vorn
Wittetyunft biefeS Greifes groRer als ber 9tabiuS.

Semeis, ©enn mare er @m gleip ober fleiner, fo
miBte bie Sinie einen @unft ober jmei flinfte mit ber geri-
pljerie beS Streifes gemein tyaben.

6) &)dt eine gerabe Sinie mit ber @eri}gerie eines Grei-
fes einen einzigen @unft gcmeinf aft?i(p, fo ift ¢@r normaler
Yibftanb bom -Viittc%sunft biefeS Streites gleigp bem 97abinS.

Semeis, ©ernt mare er fleiner ober groRer, fo milte
bie Stnie jmei flnfte ober gar feinen @unft mit ber "eri=
@erie gemein ljaben.

§. 228.

$ebe gerabe Rinie, melge mit ber g)eri @erie eines Strei*
feS jmei funfte gemeinfeaftlip ljat, fyeilt eine (Secante heS
Streifes, unb baS @tiicf bon ¢r, melgeS innerhalb beS Strei-
fes liegt, eine @efrne. $ebe <Seljne, mclge bitrg ben 9Ht-
tetyunft gefyt, mirb ein dnrmetfer genannt.

3ebe gerabe Sinie, melge mit ber @eri gerie eines Streifes
nur einen ~unft gemeinfoaftlio l;at, fyeift eine Tangente heS
Streifes flr biefen *Bunft, unb ber Ysmift, melgen bie Rinie
mit ber sPeri}oerie gemein ljat, ber SerUljrungSpunft.
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53on einer eecantc unb von einer <=¢Y%ne fagt man, fie
fneibe, von einer ©angente, fie bertihre ben A'eiS ober
beffen @ervsherie,

8. 229.
3eber durgmeffer ift bas ©opRelte von hem 9iabiuS
feines Greifes. _ o _
Sllle Ys)urgmeffer eines Greifes finb einanber gleig.

§. 230. 8eYerfale.

1) 3che gerabe Rinie AB fg%ig. 78, bie foief flent auf
einem 9iabiuS MA in bem flnfte, melgen er mit ber iReri-
RBerie heS AreifeS gemeinfeaftlip hat, ift eine ©ecante.

53eiveiS. ©ernt ikr normaler 5I6ftanb vom 9JlittelBimtt
heS Greifes ift Heiner als ber iabiltS.

2) 3ebe gerabe Sinie, bie auf einem 9tabiuS normal fleht
in bem iRiinft, tvelgen er mit ber “eriBljerie gemein fyat, ift
eine ©angente beS AreifeS fir biefen iBimft.
~b3elveis. ©ernt ilr normaler Ybftanb vom =ittelpuntt
ift bem 9%abiuS gleio.

_3) ©ie 9%abien, ivelpe na@ ben PurgfenittSPunlten
einer eecante geben, flehen foief auf berfelben.

$3eiveis. ©ernt ftédnbe einer auf ¢r normal, fo milte
hie ©ecante ©angente fein.

4) 3ieht t=H ttagp bem 53erigrungspunft einer ©angente
einen 9iabiuS, fo fleht er normal auf ber ©angente.

53eivciS.  ©ernt ftanbe hie ©angente foief auf bem
IRabiuS, fo mifte fie bie sPeri}qerie beS Greifes foneibem.

5) (Sine Sinie, iuel(re auf einer ©angentc in ihrem 53c*
rihrungSRunfte normal fleht, gel)t bitrg ben 5uitteYsumtt beS
Greifes.

53eiveis. ©er iabiuS 31t bem 33erii*rungSpuntt fleht
normal auf ber ©angente; unb ba alle Linien in einanber
fallen, tvelge auf ber ©angente in bem %oi@ritngSpunft nor-
mal fteljen, fo féllt bie gebagte Normale in ben 9iabiuS, unb
geht mit i%m bitre beit Wi'ittelpunft.

6) gallt man vom 9Jiittetyimlt eine Normale auf eine
©angente beS Greifes, fo trifft fie ben 53erigrmtgSpunit.

53cmeis.  ©er YiabiuS 3l bem 53erigritngSfmnltc fleht
normal auf ber ©angente; unb ba alle Linien in einanber
fallen, tvelpe vom WiIittelBunlt aus auf bie ©angente bin
normal %eba(pt iverben, fo fallt bie ermdhnte Normale in ben
OtabiuS 3ll bem 53eriihrungSpPnntte, trifft ihn alfo mit ihm,

7) Sllle ©angenteu filr benfelben Yawult eines Greifes fal-
len in einanber.
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33etueis.  ®enn fie fielen normal auf bemfelben Fa-
bius in hemfelben @nurft. . _

8) (Sine gerabe 8inie, welge eine Tangente in bem Se-
riprnngSpunfte foneibet, foneibet ben Kreis.

SeweiS. ©enn berihrte fie @n, fo miifte fie mit ber
Xangente jitfantmenfallen.

_ § 231 _
 Reber SRintel, welger bon gwei 9tabien eines KreifeS ge-
bilbet ift, beffen Sp%e alfo im Wiittel >unft liegt, fyeifit ein
<IR|tteI>unttSW|nfeI[£ feber Slinfel, welger von jweiSefy*
nen gebilbet wirb, nnb beffen Sp%se in ber "eripZerie liegt,
ein Oeripl)eriewintel.

3ebeS Stiitf ber Kreislinie %eift ein Sogen.

3eber von ben Sqcilen, in bie eine <Sefme einen Kreis
jerlegt, Reifst ein Kreis ab fepnittj jeher bon ben 2geilen, in
ie jWei Otabien einen Kreis jerlegen, ein KreiSanSfonitt.

©in KreiSauSfonitt ljeifit ein Dnabrant, wenn bie @n
begrdnjenben Otabien einen regten Sintel bilben, ein <Sep
tant, wenn ber 2dintel, Welgen fie bilben, gleigp 7R ift.

Sian fagt, eine Seltne, ein Sogen, ein 2ittetyunftS==
wintel, ein Kreisabfenitt nnb ein KreiSanSfonitt gehdren ju
einanber, wenn bie Seltne unb ber Sogen @re (Snbpunlte ge=
meinf(p_aftlicf Ilaben, nnb bie Sgenfel heS 2)iittelbnnttSWintelS
burg biefe “en%suntte gelfen.

§. 232. 8elfrfavs.

Sinb jwei Wiittelfjunftswhifel eines KreifeS einanber
gleig, fo finb bie baju gehdrigen Seinen einanber gleig, bie
bajn gehdrigen Sogen, KreiSanSfonitte nnb  KreiSabfgnitte
congrnent. _ o )

SeweiS. ®ie (%leigfycit ber Seinen folgt ans ber @on-
grnenj ber S)reiecfe, welpe (Statt finbet, weil fie IlWEI Sei-
ten nnb ben von @nen gebilbeten SRintel gleip [iaben. —
Oegt man bie K'reiSanSfonitte fo aufeinanber, baf bie gleigen
Yeintel fig betten, fo muffen figp aug bie Sogen betten, weil
beibe Gberall gleip weit bon ben fig betfenbeit Seite¥snnt-
ten ber S3intel entfernt finb. — (%S betten fip alfo bie Sos=
gen nnb bie KreiSauSfonitte, nnb weil babei bie Seinen in
einanber fallen, fo betten fig an@ bhie KreiSabfonitte.

§ 233. Oefyrfafc.

Sinb jwei 9liittepunftSWinfel eines KreifeS ungleig, fo
finb bie baju gehdrigen Seinen, Sogen, KreiSanSfonitte nnb
Kreisabfenitte nngleig.

SeweiS. O©ie Ungleipfyeit ber Seinen folgt ans §. 76.
£ie Ungleipfyeit ber Sogen, KreiSauSfonitte nnb KreiSab=>
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fonitte fallt in bie Slugen, fchalb man fie auf einanber legt,
fo bafj bie einen 9tabien fig betfen.
. 8. 234 Seqrfa¥s. _ ]
<bteide Seinen, Sogen, StreiSauSfonitte, StreiSabfnitte
heffelben Streifes (Iéaben gleige SDlittelpunftsminlel.
iBemeis. ©enn mdren biefe ungleig, fo miBten aitg
hie Seinen, 33ogen u. f. m. ungleicp fein.
_ §. 235. OQel)rfa%. _ )
Ungleiche @efrnen, Sogen, StreiSauSfanitte, StreiSabfnitte
heffelben” AreifeS Yaben ungleiche Wiittelpunftsmintel.
Semeis, ©ernt maren biefe gleip, fo méren es au@
bie «Seinen, Sogen u. f. m.

§. 236.
3eber ®urgmeffer tl)eilt fomoljl ben .StreiS, als beffen
(peripb)cric in jmei congruente 2geile.
ernt bie 2@eile beS Streifes finb StreiSauSfouitte, unb
bte 2qeile ber "Berifgerie Sogen, melge gleigen 9)littelpunftS-
minteln jitgefyoreit. :
. 237.

$eber von ben 2gei(en eines Greifes, in melge er burg
eginen durgmeffer jerlegt ift, fyeifct ein &)albfreiS.

§ 238. Mrfa¥s. o

1) 8allt man von bem Wiittetyunft eines Streifes eine
Normale auf eine ©einte, fo trifft fie bereit 9DHtte, unb tfyeilt
ben éur <Se%lle gehorigen Wittetyunftsminfel, fo mte ben So-
gen ber <Selute in jmel %eime Soeile.

Semeis. SS fei $ig. 79 M ber Wuttefyunft heS Strei-
fes, unb bie 8inie MC normal auf ber <Seljue AB. — ©ie
Linien MA unb MB finb einanber gleig, als 9tabieu, unb bie
SRintel a unb B, als regte SBinfel, bafyer ift nagp 8.74 AC
gleip CB, unb / gleigp d, unb beS¥%alb nce ber Sogen AH
gleip bem Sogen BH.

2) ©ie 8inie, melpe ben 59iittel mnttsmiuf'el einer <Seluie
ljalbirt, ftefyt normal auf berfelben.

~ Semeis, ©emt ift $ig. 79 y gleip d, fo ift, ba AM
gleip BM, nag 8. 74 a gleig /.

_3) . Serbinbet man ben Wiittelpunft eines Streifes mit ber
Dtitte einer ©efyne bitrg eine gerabe Siitie, fo fteljt biefe 9inie
normal auf ber ©eljne.

~Semeis. _@s fei AC gleip CB, unb ba MA gteip MB,
fo ift, nap 8§ 74, a gleip R.

42) ©ie 8i[]ie, melge burg beit Sltittetyuutt eines Strei-

fes unb_bure bie 2Kitte eines SogenS gefyf, ift normal auf
beffen ©ebne.
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iBeiveiS. ©enn fie tpeilt ben Mittelpunftsminfel ber
©epne in_jmei gleige £pei(e. o _

SE) ©ie 8imte, melpe bitrg feie Mitte einer ©epne unb
burg hie Mitte ipreS 330genS getjt, ift normal auf ber ©epne.
_35emeis. ©ie 8iuie, melge bur@ ben Mittelpunkt beb
AreifeS unb burg bie Mitte ber ©epne gept, ftept normal
auf ber leYsteru, unb palbirt ben 23ogen ber ©epne; unb hie
im ©ap ermépnte Rinie fallt mit jener jufammen.

6) (5rriptet mau in ber Mitte einer ©epne eine %or-
male, fo gept fie bnrg ben Mittelpunkt. _ _

33emeiS.  ©ernt haS ©reietf AMB ift gleigfeuflig,
unb errigtet man in ber 9Jiitte ber britten ©eite AB eine
Norm§ale7,5 fo gept fie burg bie gegeniiber ftepeube (Scfe M,
uag 8. 75.

7) ©aper gepen alle Normalen, bie in ber 9Jitte von
Oepiteit eines <=reifes errigtet finb, burg benfeloen fRunkt,
namlig bitrgp ben S02ittelpuntt.

8) Sgneiben fig jmei ©epnen in ipren Mitten, fo finb
fie ©impmeffer. o

33emeis. ©enn alshann foneiben fig bie Linien, melge
auf ipnen in ipren Mitten normal fiepen, in biefen Mitten,
bie beSpalb im Mittelpunkt beS Greifes liegen.

9) $mei ©epnen, bie nigt ©uwpmeffer finb, foneiben
fig niemals in ipren Mitten.

33emeiS. ©enn fonft méren fie ®urgmeffer.

§. 239. Seprfape.

1) ©inb gmei ©epnen eines AreifeS einanber gleig, jo
finb fie gleip meit vorn Mittelpunkt entfernt.

33emeiS. Bs feien 8ig. 79 bie beibeit ©epnen AB
unb EF einanber Iei% — Man beuke bie Normalen MC
unb MG. Oic treffen bie Mitten ber ©epnen. ©a bie ©ep-
neu gleigp finb, fo finb ¢S aug ipre "afften CB unb GE;
ferner ift MB gleip ME; bie regtmintligen Oreieefe MCB
unb MGE pabeit baper bie Eg@potenufe unb eine Aatpete
gleig, unb finb congment.  ©eSpalb ift MC gleip MG;
b. p., bie normalen 3lbftinbc ber ©epnen vom Mittelpunkt
finb glei(p. )

) ©inb jmei ©epnen eines AreifeS gleip meit vom Mit-
telpunkt entfernt, fo finb fie einanber gleig.

2emeis. (Ss fei $ig. 79 bie Normale MC gteiep ber
Normale MG. ©a ang MB gleip ME ift, folgt bie (50tv-
gruenj ber beiben regtminfligen ©reieefe MCB unb MGE.
3Begen ber (Sou_grueng biefer ©reieefe ift CB gleip GE, unb
beSpalb AB glei¢p EF.
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§. 240. 8efyrfalse.

1?] ©inb jwei ©ebnen eines AreifeS ungleig, fo finb fie
ungleich weit vom Wiittelpunft entfernt, nnb jwar fielet bie
groBere bem 2)iittegnntt néher als bie Heinere.

"Beweis. (S0 fei BY%. 79 bhie ©ebne EF groRer als bie
©ebne AB. — SQian benfe bie Normalen MC nnb MG. Oie
treffen bie Bitten ber ©ebnen. %on ift GE (bie S&(fte ber
©ebne EF) groRer als CB (bie Halfte ber ©ebne AB); bie
reptwinfligen ©reieefe MCB nnb MGE fyafcen bafyer bie &i
potenufen MB nnb ME g(eip, bie einen Katheten aber uns
gleig, nnb baranS folgt nag 8. 78, bal MG Heiner ift als
Ik}/_IC,Hb._ b- bie groRere ©ebne fleht bem SDiittepnnH néher, als

ie Heinere.

2) ©inb jwei ©ebnen eines AreifeS nngleig weit vom
2)iittetynnft entfernt, fo finb fie felbft nngleig, nnb jwar ift
bie bem 9Jiittequnft naher ftefyenbe gréRer, als bie von @m
entferntere.

"Beweis. 0S fei $ig. 79 bie Normale MG Heiner als
bie Normale MC. — ©ie regtwinfligen ©reieefe MCB itnb
MGE fyaben bie &opotemtfen gleig, bie einen Katheten aber
u_ngleitg, alfo ift, nagp § 78 GE groRer als CB, ba%er ang
hie ©ebne EF groBer als AB.

3) ©er ®nromeffer ift groRer als jebe anbere ©ebne
beffelben Greifes.

~Beweis, ©a bie ©nmnie jweier ©eiten eines ©reieefs
gr_ijBer ift als bie britte ©eite, fo ift irgenb eine ©ebne EF
%ig. 79 Heiner als bie Beibeit 97abien ME nnb MF jufammeit-
genommen. ©er ®nromcffer ift aber glcip jweien 9%abien.

4) 3ft $ig. 80 HL ®nromeffer, nnb BC normal anf
bemfelocn, fo ift von allen ©ebnen, bie bnrg ben ynmft A
geben, BC bie Hcinfte, nnb jebe ber dbrigen ift fgzrd er, als
J;cebg von bencn, welge. jwifgen @r nnb ber fleinfteit fip be=
inbeit.

"Beweis. Um gn jeigen, baB BC bie Hcinfte ©ebne fei,
conftrnire man burg A ene anbere ©ebne DE, nnb bereit
normalen ¥bftanb vom SDIitteIFunft, MN. MA ift bann als
gopotennfe groBer als MN, folglip BC Heiner als DE; nnb
ba DE. jebe ©ebne repréfeiitirt, welpe bnrg A gebt, fo ift
BC Heiner als jebe anbere bnrg A gelegte ©ebne. Um ben
anberett ©heil beS ©aijeS ut erweifen, benfe man no@ bie
©ebne FG, unb falle vom WUttetynnft M anf fie bie %or#
male MP. ©ie Oreieefe AMP nnb AMN finb regtwinHig nnb
haben hie @bpotenufe AM gcmeinfoaftlioj nehmen wir alfo
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ben SBinfet MAP Heiner an, als beit SJinfel MAN, fo ift nag
8. 79 MP Heiner als MN, folglip FG groRer als DE.
Slug ift AG groBer als AE, bentt AP ift groRer als AN,
nnb PG groBer als NE.
§. 241

5D%n fagt, ein (DiittelpitiiftSwinfel, ober ein ~Beri*erie=
winfel ftefyt auf bem Sogen, we(gen feine Sgenfel abfgnei-
ben, nnb ber in feiner Sointelebene fig befinbet.

Oteilen ein @eri}geriewintel nnb ein 2)?ittel|. mnHsminfel
auf bemfelbett Sogen, fo ift ber “ertpljeriewintel bie Halfte
beS SOitttetyunHswinfels.

SewelS. (S6 ift $ig. 81 baS ©reiect MBC glei(pfgenﬂ
lig, alfo ber 5Binfel MCB gleigp bem “ergl)eriewintel 8. —
©er =ittelpunHSWintel a ift als &uRerer SSiufel beS Oreietfs
MCB gleigp ber (Summe ber gegenu6erliegenben 533intel, ba-
fier ift a gleip 2R. _

Sei 8ig. 82 ift nag bem eben erwiefenen $all

Z QMC = 2:QBC
unb AQMA = 2.QBA
alfo, wenn_man fubtraljirt,
Z.QMC—Z.QMA = 2[Z,QBC-Z.QBA]
a=20.

Sei gig. 83 ift ttag hem erften galt
ZQMC = 2Z.QBC
unb AQMA = 2-AQBA
beibeS abbirt_liefert
AQMC+AQMA = 2 AOBCrAQBA
b. fy. « =20,
Sinbere als biefe $dlle fomten nigt eintreten.

©er <Sa% gilt au?o bann, wenn ber DHittclpunltSWittel
geftreeft ober ergaben fein follte, welgeS in bertelben SOgifc
gegeigt Wirb.

8. 243. 8eYsrfalze.

1) Sille *Berifgeriewintel, welge auf gleichen Sogen eines
ftreifeS fteljeit, finb einanber gleig. .

SeweiS. ©ernt jeher Ift bie &)alftc beS 9diittclpunftS-
winfels, welger mit @m auf gleipem Sogen fielet.

2) "erigeriewinfel eines Greifes, welge auf imgleigen
Sogen fielen, finb mtgleig.

SeweiS. ©er Heinere Sogen laBRt fig als 50beil beS
groReren beuten; ba%er ift eilt Sgeil von bem “ertfgerie*
Wintel auf bem groReren Sogen gleigp bem @eri @eriewintel
auf bem Heineren Sogen.
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~.3) Oiith Peri}geriewiufel eine? Greife? g(eip, fo fiub
bie ABogeit gletp, auf beiten fie fielen.

53ewei?, ©eint waren bie 53ogen ungleig, fo miit=
ten €? aug bie peripberiewinfel fein.

8. 244, (Ilefyrféfce. _ _

1) 3eber perip%seriewiutel, welger auf einem Ralbfreife
ftetjt, ift ein regter %3infel.

53emei?. ©enn ber 9Wittelpunft?winfel, ioelper mit
om auf gteigent 53ogeit ftelst, ift gleip 2R.

2) Oft ein Perip¥eeriewiutel ein regter Séinfet, fo ftebt
er auf einem qa¥sfreife.

Yeeh>eid. ©er fReripberiewintel auf einem &)albfreife
ift ein regter 5diutel, uub gleige @eripberiewintel fielen auf
gleigen 53ogell.

3) (7?7 fei 8ig. 81 AB ®urgmeffer, BC ©ebne: -eine
in C auf BC errigtete Normale gel)t burg A.

iReh)ei?. 9D%n beute CA, uub ber 50infel BCA ift
ein regter nag 1). ©ie in C crrigtete Normale féllt nag
8. 40 mit CA jufammen, gel>t alfo burg A.

§. 245, 8eprfdke.

12 3ebe ©ebne, welgc boit einem dnbpunft eine? ®ure--
rneffer? au?gel;t, ift mittlere Proportionale ju ¢rer Projection
auf beut Surgnteffer uub beut ®urgnieffer felbt.

2) Uub fallt man au? irgenb einem pinifte ber Peri*
Pberie eilte Normale auf einen ®uremeffer, fo ift bie Yor=
male mittlere Proportionale jit ben Ctiitfeu be? ®uremef*
fer?, in Welge fie qu tpeilt.

53eh)ei?. Oft lnlmli(p_$ig. 86 EF ein ®urgmeffer,
ET ©ebne uub TN normal aitf beut ®nremeffer, fo ift ba?
Oreiect ETF bei T retg winllig, itnb e? folgt beibe? au? §. 154.

. 246.  Yet[]-fab.

_ ©er Soinfel, Welgen eine ©angente mit einer ©ebne
Cilbet, bie von bem 53erlbruitg?pitnft au?gebt, ift gleig je«
bem peripberiewinfel, ber auf bem 53ogen fte%st, welger in
ber SRiitfelebene be? erften 5Rinlel? liegt.

~ 53ewei?, ©ie ©ebne gcpc burg hen WUttel_ﬁ)unIt. J&er
5dinfel, ivelpen fie al?banit mit ber ©angieitte bilbet, ift ein
regter SBintel, uub jcher Peripberiewinfel, welger auf bem
53ogen ftefyt, ber in ber (Sheite biefe? 5Bintel? liegt, ftept
auf einem "albfreife, ift alfo aitg eilt regtcr S8inM.

©ie ©ebne gelte nigt burg ben Woittelpiinft uub bilbe
mit ber ©angente einen fpYsen SOittfel $i% 84. — HSllle
Peripberiewinfel, welge auf gleigent 53ogeu ftebeu, fiub ein*
anber gleig. ©er ©ab wirb beninag erwiefen, wenn mau
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jeigtl ba3 irgenb eilt “eripperieminfelf melger auf bemt So*
gen ftept, ber in bei SBiilMebeite von a liegt, gleip a ift.
Jian Ijlepe beit ®itrgmeffer AD itnb bie ©eptte BD. ©er
5Binfel ABD ift ein regter SMnfel; beSpalb magen bie 2diw
fei BAD uttb R jufantmengenommen eilten recpteit 20infel
aus. ©ie Slinfel BAD uub a betragen aber atg einen
regten 2dinfel. ©eSpalb ift a gleip B.

Silbet enblig fyig. 85 bie ©epite BA mit ber ©angente
AC einen ftumpfeu SBinfel «, fo %ietg)e matt bett duremeffer
AD uttb bie <Sepne DE, uub es finb bie SOinfel CAD uub
AED eittaither %Iei(p, als regte Slinfel, ttnb bie “eripperie®
miitfel BAD itnb BED, meil fie auf einem Sogen fiepen;
folglig ift aug pier 3 glcip a.

§. 247. Seprfape.

1) $ft eine ©angente parallel mit einer ©eptte, fo ift
ipr SerlipruitgSpunft bie 9)Htte von bern Sogen ber ©eptte.

Semeis, ©er 9tabiuS, melger tag beut SeriiprungS*
puiift gept, ift normal auf ber ©angente, beSgalb auQ Ior=
mal auf ber mit ipr parallelen ©epite, uub ber @afe folgt
aus §. 238 1). . _

2) (Sitte ©angente ift parallel mit einer <Sepite, fobalb ipr
SerliprungSpunft bie 9Jiitte von bettt Sogen ber Sepite ift.

Semeis, ©ettit foivopl bie ©angente als bie Oepite ift
normal auf beut 9tabiuS, ber itag beut SeriipriiiigSpiintt gept.

3) @inb jmei ©angenten parallel, fo ift bie 8inie, mclge
ipre SerUprungSpuiifte verinnbet, eilt ®uremeffer.

SemciS. ©eint bie Normale, melge auf ber einen in
ipretn SerngritngSpiinIt errigtet mirb, gept burg bett 9tit=
telpunft uttb ftept normal auf ber anbereit, trifft baper bereu
SertiprimgSpunft.

4) <Siub jmci ©epneit parallel, fo gept bie 8tuie, melge
ipre Bitten verbinbet, burg bett 9)iittelpunft bes Greife«.

~Semeis, ©ettit erriptet matt attf ber SDiitte ber einen
(Sepite eilte Normale, fo gcpt biefe burg bett sittelpunft,
ftept normal auf ber anbereit, utth trifft alfo bereit 9)iitte.

5) ©inb jmei ©epitett parallel, fo finb bie Sogen gleig,
melge jmifgen ipitett fig befinbeit.

Semeis. (S feien $ig. 79 hie <Sepnen EF utth DL
parallel, =an jiepe bie Sinie EL. ©ie 2fiulel DLE uttb
LEF finb gleig, als innere S>eqfelmintel gu bett parallelen
$Sepnen. ©ie Siitfel finb “eripperieminfel; "itnb 1tagp §. 243
[inb bie Sogen %Iei(p, auf betten gleige fReripperiemintel eines
AreifeS fiepen, ©aper ift ber Sogen DE glei@ bettt Sogen LF.
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~ 6) 3ivei ©ebnen finb parallel, meun bie Sogen gleigp
finb, tuelge jivifgen ib[len fig befinben.

Semeis. (Ss fei $ig. 79 bet Sogen DE gleigp bem
Sogen LF. ©ie "3erip¥erietvintet DLE unb LEF, lvelge auf
ben gleigen Sogen DE nnb LF fiepen, finb gleigp, nap 8. 243,
nnb ba fie als innere Slegfelminfel gu ben ©ebnen DL unb
EF erfoeinen, fo finb biefe parallel.

§. 248. 8eprfa¥se.

1) Soneiben figp jmei ©ebnen, fo ift baS "Rrobuct aus
ben ©tiiden bet einen ‘gleig bein @robuct aus ben ©tiiden
ber auberen. . . .

Seineis. <8 feien fyig. 86 AB nnb CD hie ©ebnen,
©ie ©reiede NAC unb NDB finb dpntig, benn es finb bie
S) intet CAB unb CDB gleip als @erggerieininfel auf bem-
fetten Sogen, eben fo bie SRintel ACD nnb ABD. ©aber

rerpétt fid) NANC = ND:NB

NA-NB = NC-ND.

2) 2)ian beute bur@ ben @untt N alle mogligen ©et*
neu, unb es fei TQ bie fleinfte. ©ie fleinfte ©ebne fiept
na@ 8. 240 4) normal auf bem burg N getpenben ®uremef-
fer, ift alfo birdp> N paltirt, unb baljer ift NT-NQ = NT2
Unmittelbar na@ 1) l;at man nun

-NB = NC-ND = NE-NF = NG-NH = eeee = NT

3) (SS fei $ig. 87 NT ©angente heS KreifeS, NB eine
heliebige ©ecante; unb eS ift

NA-NB = NT2

Seineis. ©ie ©reiede NTA unb NTB finb aqlig,
beim fie %aben ben Sintel bei N gcmeinfoaftlio, unb bie

intet NTA unb TBN finb gleigp nad; §. 246. ©aber oer-

halt fid;
NA:NT = NT:NB

NA-NB = NT2

4) 9)an beute $ig. 87 bitrg N alle moglipen ©ecanteu

nnb man bat fofort nad; 3
NA-NB = NC-ND = ---- = NT2

5) ©ie «Stiide NA unb NB $ig. 86 nnb 8%. 87 finb
bie Yabfouitte, melge mau erhalt, inbcm man von N einmal
bis jur Kreislinie %ebt, unb von N micbernm bis jur Kreis-
linie. ftig. 86 finb bie %bf%llitte NA unb NB ber einjelnen
©ebnen ungleigp, nnb nur bie Ybfenitte NQ unb NT ber
fleinften ©ebne finb gleig. ftig. 87 finb bie lbfonitte NA

unb haS liefert

unb bas liefert
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unb NB bet einzelnen Secauteu ebenfall« uttgleigt unb bret>t
man eine Secante NB um ben 5fwift N bic fie jur Tan-
gente NT geworben, fo finb ifyre ®nrefonittdpunlte A unb
B einanber néher geriidt unb jule¥st in T jufammengefalleit:
eine Tangente NT fanit baher angefefjeit werben al« eine Ses=
cante, bereu 9lbfonitte einanber gleip finb, nédmlid; NT unb
NT.  %od/ biefeit 33etragtungen taffen fip bie (S5efelee biefe«
Paragraphen al« ein Oefe%s auffaffen unb andfpregeul, iidnv
lieB: ~ Skenit man burg einen beliebigen pnnft alle «Sehnen
ober Secanten fir einen Strei« beult, fo finb bie probucte
einanber gteig, bie einzeln au« beit %bfonitten je einer Sinie
gebi(bet finb, alfo gleip bem Duabrat eine« ¥bfcPnittys ber
Siitie, bereu Yibfonitte _(};teieBe ®rofe hcten. _

®er SRerth NT2 hgif3t fowohl bei Y%ig. 86, al« bei <¥%- 87
bie POten3 be« puidte« N.

8. 249. Oehrfape.

1) Soneiben fig jwet Tangenten eines Streife«,™ finb
bie Stude von ihnen gleip, welge jwifgen ihrem T>urg-
fouittYspunft unb ben 5ertihrung«punfteit liegen; unb bie gerabe
Sinie, welge burdd ben Turefenittspnnft unb ben Mittel-
pnnft be« Greife« geht, theilt ben SSlinfel, wetgen bie Tan=
genten hilben, ing’wei gleige Theile. .

ibewei«. S« felen $ig. 88 bie Oinieit BA unb BC
Tan?enten, unb A unb C ihre Séeriihrung«puntte. ©ie re@t-
winfligen ©reiede MAB unb MCB haben bie &ppotenufe ge-
meinfaftlip, unb bie Statisten MA unb MC gleigj fie finb
baher coitgruent, itnb baratt« folgt, baf BA gleid; BC, unb
a gleid; /5 ift.

2) Theilt eine 8=e ben SRiitfet, welgen gn>ei fip fonei=
benbe Tangenten eines Streife« bilben, in jwei gleige Theile,
fo geht fie burg ben S)iittelpuntt.

23eweix. T)ie Siitie MB $ig. 88 gehe hitreR ben Otit-
telpuntt unb ben T)ur@fouittdpituft ber Tangenten. —  Sie
theilt uac% bem vorigen Sap ben Sinfe(, welgen bie Tan-
genten bilben, in IJwel gleige TReite. lle Siitien, welge einen
Eintel in jwei %ei(pe TReite theilen, fallen aber in einanber;
baher muf? jebe Rinie, welge beit SRiitlel ABC in jwei gleige
TReite theilt, in bie Sinie BM fallen, unb mit ihr burq ben
Wilittelpunlt gehen.

§. 250.

Siegen faninitlige Rdeit eines ned« in ber Peripherie
eine« Streife«, fo fagt man, ba« ned liegt in biefent Streife,
ober ber Strei« liegt um ba« ned; unb finb famnitlige Sei-
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te[] eined netfs Tangenten fir einen Aireis, fo fagt man, bas
netf liegt um tiefen AtreiS, ober bei Aireis liegt in bem ne<f.
§. 251. 2efyrfa%.

3ebeS ©reied liegt in einem Greife; unb ber Muittelpunft
biefeS AtreifeS ift ber $unft, in welgem bie Siuien figp fonei=
ben, bie auf ben Bitten ber Seiten beS ©reietfs normal fielen.

53eweis. ©iefer Spunlt ift nag §. 218 von allen (Scfeit
heS ©reietfs gleigp weit entfernt; bafyer muf; ber AtreiS, wel=
@er @n jum SDiittelpunft, unb feine Entfernung von einer (Srfe
jum SRabiuS fyat, alle (5efen beS ©reiecfs in feine @erip>erie
aufnesmen.

§. 252.

©er AtreiS, toelger um bas regtwinflige ©reiecf liegt,
Yt bie &ppotenufe jum ®urgmefferj unb ber AtreiS, welger
bie 1¥sotenufe jum Tur@metfer 7Zat, nimmt bie britte Grefe
heS reqtwinfligen Oreiects in feine ~eri”erie auf.

§. 253. SeZsrfal.

_ _Oreied Iieg\t um einen AtreiS; unb ber Uiittelpuntt
biefeS Greifes ift ber ABuntt, in bem bie Sinien fig foneiben,
welge bie 2Binfel beS ©reieds tyalbiren. _

53eweis. %o 8. 216 finb hie Normalen, von biefem
Quillt auf bie Seiten bes ©reieds gefallt, einanber gleij
bafyer werben fiir ben Atreis, welger @n jum aliittetyunft, unb
eine_ber Normalen jum 97abiuS fyat, hie brei Seiten beS
©reieds Tangenten.

254

8. :
5Segen 8.216 giebt es brei Atreife, von benen jeber bie
gine Seite eines ©reieds unb bie 53erlangerimgen ber beiben

anberen bertihrt.
§. 255. 8eYrfals.

Siegt ein ned in einem Aireife, unb finb feine Seiten
einanber gleig, fo finb feine 5Binfel einanber gleig. _

SBemeis. I\%%Iel(pe Seinen eines AtreifeS fyaben glel?e
HttetyunttSivinM, bafyer aug) gleige 53ogen. &)ierauS erfielt
i, baf; alle SBintel beS ncds auf gleigen 53ogen fielen, unb
baraus folgt, bafj alle einagbeg %Iekp finb.

. 256.

®inb alle Seiten eines neds einanber gleigp, aug alle
SRinfel, fo beift baS ned ein regulares ned.

3eber 5dinfel eines reguldren neds ift gleig

"-;I’r-ZR.
£>aS regulare ©reied ift baS gteipfeitige, unb baS regn-
lare 23ieretf Ift bas ©uabrat.

AdolfP« ©epmttrie. 1. 1%. Tte SXufl 7
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§. 257. Sely-fave.

©ie Sinieu, melge bie SOiufel eines reguléren necf« ljat-
biren, foneiben fig in einem Quillt, unb tiefer "3unft ift ton
allen (Seien be« necf« gleigp wett entfernt, alfo 9dltittetyunft
eine« AreifeS, ter nm ba« necf liegt. _ )

53emei«. (S« fei $ig. 93 ABCDE ein 2@eil ton ber
53egrénjung eine« reguldren necf«, bie oiuie DM tljeile ben
5Binfel CDE in jmei gleige Steile, bie Sinie CM ben 5Bintel
BCD, ©a hie %eteilten SRintet einanber gleigp fiub, fo finb
e« au@ hie 5dinfel a itnb  al« @re ~alften; barau« folgt,
bal jundct bie 8inie DM gleig ift ber dinie CM. [«
merbe bie 8inie BM ?eba(pt. ©ie Oreiecfe MCB unb MDC
finb congruent, benn fie ljaben bie ©eiten MC unb MD gleig,
au@ bie ©eiten CB unb DC, unb bie 5dinfel y unb a. ©a-
fyer ift BM Pl_ei(p CM, < gleig /2. Unb ba bie 5Btnfel ABC
unb BCD gleig finb, unb [ bie ~alfte ton BCD ift, fo ift
0 bie "&lfte ton ABC, unb bie VinieBM tfyeilt ben SBintel
ABC in gtuei %Iei(pe Speile.  23on ber £inie AM tonnte eben
fo gegeigt merben, bal fie gleip BMift, unb baB fie ben
SCRintel bei A ljalbirt u. f. f. IS« fiubbafyer alle Linien, ton
ben @(fen na@ bent untt M tyiit, einanber gleip, unb jebe
fyalbirt ben 5oinfel, ton beffen ©pife fie aucgetyt. 5lUe Sv
nien, bie einen 2Binfel ljalbiren, fallen in einanber. ©aran«
folgt ber ©afc.

8. 258. SetyrfaYs.

©ie Sinien, melge auf ben Weilten ber ©eiten eine« re-
gularen necf« normal fielen, ge"en burg ben 9Jiittegnnlt be«
treife«, ber um ba« necf Iie?t, uub fiub einanber gleig.

h3emeix, ©ie Oeiten finb ©gignen biefe« Streife«, be«=
fyalb %elten bie Normalen, melge auf ityren Bitten fielen,
burg ben 9)iittelpuuft, uub ba ferner bie ©eiten gleig finb,
fo finb @re (Entternungen bont Yiittetyunft, b.  jene Yor*
malen, einanber gleig.

§. 259.

~ $ebe« reguldre necf liegt baller um einen Strei«, unb
biefer ljat einerlei Wtittelpuuft mit bem Streife, in melgem

e« liegt.
8. 260.

%60 bemerfe:

1) baB alle bie ©reiecfe congruent finb, in melge ein
regulare« necf bur@ bie Sinien gerlegt mirb, bie von feinen
<Scfen na@ bem SOiittelpunft be« Streife« ge%eu, in melgem
ba« necf liegt, uitb bal
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2) her SRinfel eines folgen ©reiecfs, melger am Mittel«
punft liegt, gleip — R ift, méhrenb jeher her beiben anberen'

eip ift 2  2r,

§. 261. 8pfa

©ie Seite beS reguldren SeSecfS ift gleigp bem 9iabiuS
heS Greifes, melger um baffelbe liegt.

53emeis. 5SDian beute Linien tmm 9JHttetyunfte uag ben
fnbpunften einer Seite. 3eber 2Binfel beS ©reiecfs, melpeS
baburg entfielt, ift gleip %R (na@ bem »origen Paragraph),
haS Oreieef alfo ein gleigfeitigeS, bafyer bie Seite beS Se@S-
eefs gleigp bem 9tabiuS.

8. 262. 8efyrfak.

Siegen ein reguléres giinfeef unb ein reguldres Befnietf
in_bemfelben Greife, fo ift baS Oreieef, tuelgeS bie Seite heS
LeiinfedS, bie Seite beS Yseh[Te(fs, unb ben %obiuS beS Srei«
feS ju Seiten ljat, regtmintlig, unb bie Seite beS Aiinferfs
ift feine &ppotenufe.

53etuelS. 0S fei 8ig. 94 AB bhie Seite beS reguldren
Minfeefs, M ber 2)iittelpunft beS fireifes. ©ie 8inie MC hal«
bire ben 58infel AMB; AC unb BC finb bann Seiten beS
requldren 3ehnecfS. ferner fei MQ normal auf AC.

3n bem Oreieef ADC ift AQ gleigp QC, unb bie 5Binfel
bei Q finb repte 5dinfel, baléer ift AD gleip DC, unb ber
SOinfel a gleigp bem 5Binfel 5. Unb ba a gteig y ift, fo ift
aug B3 gtelp y.

©ie Oreieefe ADC unb ACB finb Ohnlig, benn fie pa«
ben bie 5Sinfel B unb y glei, unb ben 5Bintel a gemein«
foaftlipj eS »erhdlt fchp alfo

AD:AC = AC:AB
unb barauS folgt AD-AB = AC*

©ie Sdinfel ¢ unb (g finb einanber gleig; benn 0 ift
uag 8. 260 gleip %R, unb @ ift %R, meil ber 5Bintel AMB
uug 8. 260 gleip %R ift, MC ben 5Biutel AMB balbirt, unb
MQ ben 5Sinte( AMC.

Reiter finb nun bie ©reieefe MDB uub MAB &>nlig,
benn fie haben bie 5Bintel @ unb 0 gleig, unb ben SRinfel
¢ gemeinfoaftlioj es verhdlt fig baher

DB: MB = MB: AB
morauS felgt DB-AB = MB.

E)ierju abbire man
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haS liefert (AD+DB)AB = AC2+-MB!?
ober AB' = AC2+MB!
lénblsbSaranS erteilet bet ©afc nagp §. 121, mit Stiidfipt auf

§. 263. 8eprfals.

Sei bem O©reiecf ABC ?lg 95 fei ber SSiiitel BAC burg
bie Viuie AX, fein 92ebenminlel bur@ AY in jmei gleige Xfyeite
getfyeitt, bann ift

AXl = ABAC-BXCX

AY? = BYCY—ABAC.

Semeis. Wian benfe beit*reiS, melger umbaSCreie(f
liegt, verlangere AX bis jnm d)ur(pf(pnltt D mit bem Greife
unb giepe CD. ©ie Oreiecfe ABX unb ACD finb dpnlig,
beim ma@ ber SorauSfetjung ift Z.BAX Ie| Z.CAX, unb
bie SRinfel bei B unb D finb gleig, als /4er|pper|em|nfel auf
hemfelben Sogen. ©eS£aIb verpélt fig

AB:AX = AX+DXIAC
baS liefert AX2-f-AX DX = AB AC
ober, weil nag 8.248 AX.DX = BX-CX

AX2+BX-CX = ABAC
unb barauS erhellet bie erfte <<bleigung.

9)an verlangere anbererfeits AY bis jum ®ur@fenitt E
unb giefye CE.  ©amt finb bie ©reiecfe ABY nnb ACE &pn*
lig. (Ss ift ndmlig, ba AY beit &uBeren 2Binfel palbirt,
Z.CAY gleip Z.EAB, alfo Z BAY gleip AEAC, unb &S
finb bie 3Binfel bei B unb E gleig, als |[3er|pper|em|nfel auf
bemfelben Sogen. ©eSpalb t;at man

ABAY = EY—AY:AC

alfo ABAC = AY-EY—AY!
lflr}b fyierauS, iitbem man na@ §. 248 BY ' CY ftatt AY -EY
efet

AY? = BYCY—AB-AC <

melgeS hie gtueite ®@leigung ift.
©ie erfte Oleigung W|rb gemionlio bargeftellt unter ber

$orm
AX2+-BXCX = ABAC.

§. 264. 8eprfas.

©er 3fnpalt eines Oreietfs ift gleip bem @robuct feiner
brei ©eiten, bivibirt bnrg ben hoppelten ®urgmeffer beS
freifes, melcper um baS ©reied liegt.

Semeis, ©ie 9)iaaBe ber brei ©eiten beS O©reiedS
EFG $ig. 96 feien a, b, ¢. Wlan jiepe ben durpmeffer
GH, beffen Wiaap d fein mag, unb bie ©epue FH. — ©aS
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Orciecf GFH ift regtminllig bei F, fein 3nljalt baber gleig
——@Oie Oreiecfe EFG uitb GFH fyaben bie 2Binfel B

unb o gleig, als {Beri}gerieminfd, mdge auf einem Sogen
fielen, oerljalten fig alfo mie bie grobucte ber Seiten, melge
hiefe SJintel bilben. (8 bejeigne X ben 3[]ljalt beS Oreietfs
EFG, bann ift

unb baraud folgt

§. 265. 8el)tfals. )
Sei jebem Sieretf, melgeS in einem Areife liegt, er-
gdnzen fig bie gegentiberftefyenben 2dinfel git einem geftretften

=ntel.
Semeis. SDian giefye $ig. 97 bie SRabieit MA unb MC,

fo ift / = 2«
6 =28
alfo /=0 = 22&1%/5&
ober 22R=2(a+AN
mithin 2R=a4-R

unb bann ang bie Summe ber Sziitfel BAD unb BCD gleig
ginem geftrecften Slintel tiagp §. 84.

§. 266. 8efyrfal.

Sei jebem Siererf, melgeS in einem Greife liegt, ift bas
Srobuct ber “Diagonalen gleig ber Summe ber FsBrobucte aus
ben gegenberfteljenben Seiten. _ _ _

Semeis. (0S fei $ig. 98 ber Slinfel EFN gteip beni
50intel HFG gemagt. ©amt finb bie ©reieefe EFN unb HFG
al)nlig, meil fie bie eben genannten S>intel gleig fyabeit unb
hie Soinfel « unb B; eS verhalt fig bafyer

EN:b = d:qg

morauS folgt ) ENﬂ = bd. ) o

ferner finb bie Oreieefe NFG uith EFH deotlig, meil fie bic

20infel y unb 0 glcig fyaben unb bic SRintel @ unb p, (von

biefen ift namlte jeber jufammengefe¥st aus bem SMutel NFH

uitb einem ber gleichen S3intel HFG unb EFN); alfo verhalt fig
NG:c =a:q

unb baraus folgt NG-q = ac.

hierzu abbire man EN+q = hbd

baS liefert ~ (ENTWUNG)q = acybd

ober pq = ac + hd.
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3[1 gleiger 2Beife e(rjgiebt fip baS (Hefets fir bie ~alle,
hafc bie Sinie FN in bie diagonale FH, ober in hie 5Binfet==
ebene beS SRtntelS HFG geréty.

Oiefer Savs fyeipt ber @tolemaifge 8eljrfals.

8.267. Oefyrfa¥s.
©ie ©Oiagonalen eines 23ierecfs, melges in einem Greife
liegt, oerfyalten figp mie hie Summen ber "Rrobucte aus ben
Seiten, melge an @ren (Snbpuntten jufammenftojen.
23eweis. (Ss bejeigne x ben X>urgmeffer bes Greifes
ftig. 98. ®ann brii<ft fig ber Rnfyalt beS ©rcietfs EFG aus

bur@-Ys, ber 3ntyalt bes ©reiecfs EGH burg "%-,alfo
ber 3igpalt bes 23iere<fS EFGH burg (ad—=bt3s erter ¢

ber 3nfyalt beS Oreiecfs EFH gleig ber bes ©rciecfS
FGH gleig hafyer ber 3ntyalt bes SRierecfs aug gleig
(ab-)-cd)q.

2X

(ad¥sbc)p = (abscd)q
unb baraus folgt
p:qg = ab+cd: ad-f-bc.
. 8 268. delpfovs. S
33ei jebem 23ierect, ivelpeS nm einen $reis liegt, finb bie
Summen ber gegeniiberftefyenben Seiten gleig.
beweis. ®enn finb $ig. 99 E, F, G, H bie 23en'p==
rungSpunfte, fo ift

alfo

ober

8. 269. 8elufa¥s.
Sinb bie Summen ber gegentberfteljenben Seiten eines
93ierecfs einanber gleigp, fo liegt bas 25ierecf um einen 3$reis.
~Beweis. (SS feien P%. 99 bie Summen ber e%en*
iiberfteljenben  Seiten bes SRierecfs einanber gteig.  Sollte
man anneljmen, ber Kreis, welger bie Seiten AB, BC nnb
CD berdihrt, werbe von AD ni@t beriihrt, fo tonnte von A
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<ntS eine Tangente AN an beit JtreiS gelegt treiben, unb bann

hatte ntan
AB+CDrpDN = BC+AN
ober AB 4- CD = BC+AN=DN.
Yiap bei 230raque1/sung ift
AB 4- CD = BC4-AD
baljer mifte ANzLDN = AD

fein, tuelped nigt mi>glig ift.
8. 270. 8efyrfa¥se.

1) 23ei jebem in einem Greife liegenben <=e@3e<f befinben
fip bie brei_Tur(pfépnittantnfte bei gegeniberftetyenben «Seiten
in geraber Sinie.  ©egennberftefyenbe «Seiten finb bie erfte unb
vierte, streite unb fiinfte, britte unb fegfte «Seite, irgenb eine
als erfte genommen.

23etueiS. iDian faffe ftig. 100 brei nigt jiifammenftoRenbe
Seiten, etma bie erfte, britte unb fiinfte ins 2tuge, unb fir
baS Treiccf PQR, melges biefe Silben, betragte man bie ubri-
gen brei Seiten heS <SegSe<fS als Transversalen. Tann ift

nag §. 205
BP-CQ-YR = BR-CP-YQ
XP-DQ-ER = XR-DP-EQ
AP-ZQ-FR = AR-ZP-FQ.
ferner t;at man nag §. 248
BP-AP = CP-DP
DQ-CQ = EQ-FQ
ER-FR — BR- AR.
2Benn man nun hbie erften brei ®leigungen mit einanber mul-
tolicirt unb bie le%tern brei (Sle;?ungen beagtet, fo entfielt
XP-ZQ-YR = XR-ZP-YQ.

Tie funfte X, Y, Z befinben fig auf ben Seiten heS Treicrfs
I;Ql/R, folglip nag 8.206 in geraber Sinie, unb™baS ift ber
a’/s

2) Wian beule in einem Greife ein beliehiges gunferf.
Ter Sdpuntt, in melgem bie erfte nnb bie finfte Seite ju=
fammenftoRen, fei A, Ter TnrofenittSpuntt jmifgen ber
erften unb vierten Seite, ber jmifgen ber jtveiten unb fiinften
Seite, unb ber @untt, in melpem bie britte Seite unb bie
Tangente in A fig foneiben, liegen in geraber 8inie.
~ 23emeis. 9Han taffe ftig. 100 baS Se@Secf ABCDEF
in ein Ainfetf (bergeben baburg, bal bie Seite AF fip um
ben @untt F brebt bis A in F fallt, méfyrenb BA bie ni«
@ige Trel)ung nm B magt. 2Sigrenb bie Seite AF fi@
verkleinert, &nberit bie flnfte Z unb X iQre £age, bleiben
aber ftetS in geraber Siitie mit Y. $m lesten 2lugenblicf,
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ivo AF oerfetuinbet, toirb AZ jur Tangente in A (ober F)
unb fo erhellet baS <Soefelt aus 15 _ _ _
3) SBenn man in ber "Beripfyeiie_eines Greifes brei funfte
A, B, C heliebig toéfylt, fir fie Tangenten benft, unb bie
©ecanten AB, AC, BC, fo befinben fig bie brei dur@fonitts*
flinfte jmifgen ben Tangenten unb ben @nen gegentberttefyen*
ben ©ecanten in geraber 8inie.
53etueis. ftolgt aus 1), trenn man brei ni@t jufammen*
ftofjenbe ©eiten bes Ye@SccfS oerfominben, in Tangenten (ber*
gelten 14Rt.  SERill man baS (5efe’s gerabeju eriveifen, fo
betrapte man fiir baS ©reietf, melpeS bie Tangenten bilben,
bie brei)©ecanten als XranSberfalen unb verfahre a*nlig
toie in 1).
%oljnligp taffen fip meljr <"efelee aus 1) ableiten.
8. 271 Sel)rfavs. _ _
E)er 3nfyalt eines jeben necfs, tvelpes um einen Streis
liegt, Ift gleip bem falben "Brobuct aus ber ©umme ber ©ei*
ten in ben YiabiuS biefeS Streifes.
53emeiS. 3Kan beute 8inien von hem SJattetynntt beS
Streifes na@ allen Seien beS necfs. ©ieS mirb baburg in
Oreiecfe jerle(f;t, melge fammtlip ben 9tabiuS beS Streifes jur
&)ige ljaben, fobalb man bie ©eiten heS neefs als ©runblinien
annimmt.  3ft bafyer r ber OtabiuS beS Streifes, unb_finb
a, b, c, d eees bie ©eiten beS necfs, fo brieft fig ber 3[vsalt
beS necfs aus burg
ar br er dr

§ | |

unb bies ift gleig
(@a+b+c+dn----- )
2

§. 272
©inb bafyer a, b, ¢ bie ©eiten eines ®reiecfS, unb ift r
ber OtabiuS beS Streifes, um melgen baS Oreieef liegt, fo ift

ber -3[7ljatt beS O©reieefs gleig

Unb ift a bie ©eite eines reguIéLrien necfS, r ber 9tabiuS
beS Streifes, um toelgen baS neef liegt, fo ift ber 3nl>alt heS

necfs glelp —g—

8. .
Siegen brei funfte nigt in einer geraben Sinie, fo ift
megen 8. 251 ein Streis benfbar, in beffen fBeri gerie fie fig
befinben. ~ 53ier ober mel)r fBunfte liegen aber ni@t immer
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in her “eripfyerie eine« KreifeS; benn e« ift nicf>t nothmenbig,
baB eine Kreislinie, melge bur@ brei von ben flinften gebt,
no@ einen gegebenen ~untt in fig aufnimmt.

§. 274. Befyrfal.

~ <=inb 8ig. 102 bie 233infet a unb B einanber gleip, fo
liegen bie flnfte A, B, C, D in ber SBeripfyerie eine« Greife«.

Semei«. Sollte man annebmen, bie Kreislinie, melge
burg bie finfte A, B unb D gebt, fonitte bie Sinie AC nigpt
in bem Quillt C, fonbern in F, fo muRten bie SRintel ¢ unb a
einanber gleigp fein, al« geript)erielviufet auf bemfelben Sogen,
©aitn mdre aber d gleig B, melges uigt mOglig ift, meil 0
al« duRerer SBinfel groRer ift al« B. Sollte man annebnten,
jene Kreislinie fonitte bie 8inie AC in G, fo milte e %Iek&
a, alfo aug gleigp R fein, ma« wieber nigt mogli ift, ba
grofer ift al« «. ©ie dinie AC fanit baber nur in C von
Jener Kreislinie gefonitten werben.

8. 275. 8ehrfals.

~ 1) 3ft VW 103 ber S3infel 3 gleig, bem SBintel a, fo
nimmt bie Kreislinie, fiir tvelpe AC in A Xangente ift, unb
bie ben Buntt B enthalt, aug ben Quillt D in fig auf.

Semei«, ©ie Kreislinie mirb von ber Vinie AD (=
fonitten, meil biefe bie Tangente in bem Serigrungspunft
foneibet.  Sollte man nun annebmen, bie Kreislinie fonitte
bie Sinie AD uigt in D, fonbern etwa in E, fo milte y
gleip a, alfo ang gleigp R fein, méhreub bog y al« &uRerer
Sdintel groBer al« B ift; unb mollte man annebmen, fie fonitte
bie Sinie AD in F, fo mifte ¢ gleip a fein, unb baber aug
gleip B, mabrenb B groBer ift al« & ©ie Kreislinie Tann
baber bie Sinie AD nur in bem Quillt D treffen.

~2) Sft 3% 103 ber SBintel a gleigp bem SRinfel 3, fo
nimmt bie Kreislinie, melge von AC in A beriihrt mirb, unb
bie burg D geht, ben *Bunlt B in fip auf,

Semeis, ©ie Kreislinie unb bie Oinie AB foneiben
fig, meil AB bie Tangente in bem SeriibrungSpunft foneibet.
SBollte man annebmen, bie KreiSliuie unb bie Viuie AB fonit=
ten fig nigt in B, fonbern etma in G, fo miilte ber SKinfel
ADG gleig a, alfo aug gleip 3 fein, melgeS nigt moglig ift.

3% ®inb gig. 84 hie SMnfel a unb y einanber gteig, fo
ift bie Vinie AC in bem (Bitnft A Tangente fur ben Kreis,
beffen @erysberie bie funfte A, B, E enthdlt,

Semeis. (g5 ¢j ad Suremeffer. ©ie SHntel B unb
¥finb gleip als “erivhericmintel, melge auf einem Sogen
lehen; y ift gleip @) beSvath ift aug R gleip a. ©er SMn=



106 2(pteS AaRitel. §. 276-278.

tel B ergdnzt ben 50intel BAD ju einem regten Sintel, unb
ha R gleigp a ift, ergdnzt au@ a ben 5Bintel BAD ju einem
repten 553intel; bann ift aber AC normal auf bem Sure-
meffer AD, unb in bem “Bunft A Tangente fiir ben Areif,
beffen SRerip”erte bie flinfte A, B, E enthilt.

8. 276. 8eYrfals.

Oft z%: 104
NANB = NCND
fo liegen bie feier guntte A, B, C, D in ber “eripfyerie eine«
Streife«.
h3emei«. 5Vian benfe bitrg bie brei funfte A, B, C
einen Arei«. ©ie Sinie CN mirb bon ber Areiclinie no@ in
ginem @untte Q gefonitten, meil CN burg ben quntt N gefyt,
melger innerhalb be« Streife« Iie%\tl. Sll«bamt ift
NANB = NCNQ
nag ber 53orau«fe£ungl
ANB = NCND

be«"alb ND gleip NQ; ber $untt D liegt alfo in bem *Bunft
Q unb mit biefem in ber Strei«linie, melge burg A, B, C gefyt.
8§ 277. deYrfals.
Oft ftig. 105

NANB = NCND

fo liegen bie feier flnfte A, B, C, D in ber 5Beripl)erie eine«
Greife«.

53emei«. ©ie Strei«linie, melge hie brei funfte B, A, C
enthélt, foneibet bieRinieNC; beim mare bie« nigt ber galt, fo
tonnte NC nur Tangente in bem ~untt C fein, unb bann mare
alfo NC? = NCND
melge%s nigt mogli ift, meil NC Heiner ift al« ND. stimmt
man nuu an, bie Vinie NC merbe bon ber Strei«linie auRer
in bem SRunft C, no@ in bem ~untt Q gefonitten, fo ift

NANB = NC-NQ
alfo megeit ber 33orau¥sfeteung
ND = NQ

folg(ip befinbet fig D in Q unb mit O tn jener Strei«linie.
§. 278. 8efyrfafe.

1) Oft 0% 87
NT2 = NA NB

fo nimmt bie Strei«linie, melge bon NT in T bertihrt mirb,
unb bie bitrg ben gunft A geljt, ang ben $unft B in fig auf.

b3emeix. ®ie ©reiede ANT unb BNT finb Oljnlig,
beim fie fyaben ben 5Binfel ANT gemeinfgaftlip unb na@ ber
53orau¥sfedaimg berfyélt fip
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NA:NT = NT:NB.
©eSljalb finb bie 2Bintel ATN unb ABT gleigp unb &S folgt
ber So¥% aus §. 275 1)
2) Oft W 87
NT2 = NA NB
fo nimmt bte Kreislinie, welge ton NT in T berigrt wirb,
unb bie burg ben ~untt B gelp, beit Quillt A in fip auf.
23etoeiS. (5s finb wie In 1) bie SBinfel ATN unb ABT
gleig itnb bas (Sefe%s folgt aus §. 275 2).

3) 3ft 3%. 87
NT! = NA-NB

fo ift bie Sinie NT in beut @unft T Tangente fur bie KreiS=
littie, welge burg bie flinfte A, B, T gefyt.

23eweis. ?%s finb wie jubor bie Eintel ATN unb ABT
gleig itnb ber Sa% folgt aus §. 275 3).

8. 279. MrfaYs.

3ft hie Summe ber gegeniberfteenben 29iutel eines
23ierecfS gleig einem geftredten 26tnfel, fo liegt baS 23iere<f
in einem Kreife.

23eweis. (5s fei $ig. 106 bie Summe ber 2Binfel a
unb 3 gleigp einem geftredten 29iufel.  2Bollte matt antteljmen,
bie Kreislinie, welge burg bie funfte D, A, B gefyt, fonitte
bie Sinie DC nigt in C, fonbern etwa itt E ober in F, fo
miRte y ober 8 bett 2Bintel a ju einem geftredten erganzen,
alfo gleigp R fein; uith baS ift nigt mijglig, ba ber eine gro-
Rer, ber attbere Heiner ift als R.

8. 280. 8etjrfals.

Kreife, welge gleige 9labien fyaben, finb congruent.

23eweis. 9egt man bie Kreife fo auf eiitanber, bafs bie
Nittetpunfte fig beden, fo beden fip aug bie “erifgerieen,
Weil fie Uberall gleig weit non ben SQiittelpuntten entfernt finb.

§. 281. 2efyrfal.

Oeden figp jwei Kreife, fo liegen t>re Ufittelpunfte itt
eiitanber unb i%re Ytabien finb %Iei(p.

23eweis. Wian beute flir bie Kreife einen gemeiufoaft*
ligeit durgmeffer, uitb ein folger ift jebe Seltne, bie bitrg
@re beiben Wttetyuntte gefyt. ®er 9JHttepnntt eines jeben
ber Kreife liegt iit ber SDHtte heS durpniefferS, unb ber i%-
bius eines jeben ift beffeit Halfte.

8. 282, Betyrfa%s.
®(eige Sebneii, welpe unFIeupelt Kreifen angeboren, tya*

ben ungleige 9)iittegituttswiufel, uith jwar ljat bie Sefyne beit
groRem, welge bem Heinern Kreife juge7sort.
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Seiveib. fei gig. 107 AB gleig CD, her 9tabiubNC
groRer alb her dtabiub MA, MF normal auf AB, unb NG
normal auf CD. — ®©ie regtivinfligen X)reiecfe MAH unb NCL
haben bie Staketen AH nnb CL gleig, bie “i>f>oteuufen aber
ungleig, unb bafyer ift nag 8§.81 ber SBinfel AMH ?rbrser
alb ber S3intel CNL, folgligp ber SMutel AMB groRer alb ber
Eintel CND. 5 283

©ie gerabe 8inie von ber SDiitte cinch Sogenb bib jur
2)iitte feiner «Sehne, tvirb bie Spéhe beb Sogenb genannt.

§. 284. %ohrfads.

(Gleiche Sehnen, ivelge ungleigen Streifen angehdren, haben
Sogen tooit ungleichen £60hen, unb jtoar hat ber Sogen bie
grolere &)Ohe, tuelger bem Heineren Streife angehort.

Setoeib. ©ernt eb ift gig. 107 ber SBintet FMB groRer
alb ber SMnfel GND (na@ 8§.282), alfo ber SRinfel MFB
Heiner alb ber SHntel NGD unb bebhalb nag 8. 80 bie St==
thete FH groRer alb hie Stakete GL.

8. 285. 2ehrfa¥s.

Sehnen, tvelpe ungleigen Streifen angehdren, unb bereu
DHttepunftbivinfel gleip finb, verhalten Tig tvie bie Fabien
ber Streife. )

Semeib. ftolgt aub ber 5(ehn(igteit ber ©reiecfe.

§. 286. 8ehrfals.

$roei necfe finb congruent, wenn fie n—1 Seiten bejiehi
lig gleigp unb in berfelben ft-olge haben, jebeb in einem @alb=
treife liegt, unb beffen durgmeffer feine nte Seite ift.

Seweib. Wtan beute von ben SDiittelpuntten Linien na@
ben #_Scfen gezogen. ©ie albfreife finb congruent, beun wd*
reit fie ungleig, fo mirbe wegen 8. 282 bie Summe ber 3)iit-
telpunttbwiutel in bem einen girQBer ober Meiner fein, alb bie
Summe ber SiittegunHbwinfel in bem auberen, wahrenb jebe
gleip bem ?eftrectten SRintel ift.  Sinb aber bie ©albtreife
congruent, fo finb bie 2Dlittetpunttbwinfel ber bejieh[Je glei=
@en Seiten einander gleig, baljer bie ©reiecfe Gber ihnen
congruent unb bebljalb bie S3rntel an ihnen bejieh[o gleig.
©araub erfieht fip, ba%t bie necfe nog alle S3infel gleip ha-
ben, unb bann finb fie congruent.

§. 287. 8ehrfa¥%.
~ 3wei necfe finb congruent, wenn fie alle Seiten bejiehs
lip gleig unb in berfeloen golge haben, unb jebeb in einem
Streife liegt.

Seweib. 260 beute von ben SOtittelpuntten Linien nag
ben (5cfeu gezogen, ®©ie Streife finb congruent, beim waren
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fie unglei;p, fo milte wegen § 282 hie Summe ber Mittel*
punttswinfel in bem einen groBer ober Heiner fein, als bie
Summe  ber 9)iittelbuuttsmintel in bem anberen, wigrenb jebe
leigp gtveien geftretften SRinfeln ift. ~ Sinb bie Greife congruent,
o finb bie Sogen ber bejiekri(p gleichen Seiten gleigp. ©arauS
folgt, bal bie nette no@ alle SBintel gleip Ysabeu, (fie fte%en
auf gleigen Sogen), unb bann finb fie congruent.
8. 288.

Greife, bereu =ittetyunfte in einanber liegen, Reifen
concentrifpe Streife; Streife, bereu Diittetyuutte uigt in
einanber liegen, ejcentrifge Greife.

©ie gerabe Sinie, welge jwifgen ben 9)littelpuntten g'weier
ejxentrifgen Streife, au@ bie unenblige, welge burg fie ge*
bagt werben fann, “eit bereu Zentrale.

§. 289.

(Soncentrifge Streife, welge ungleige 9tabien haben, beeten
fip nipt. ©ie Peripherie beS einen Ift weiter bom Buttel-
punft entfernt, als bie beS anberen unb jwar Uberall gletg
viel weiter,

©er ehene 9taum, welger jwifien ben fReripfyerieen jweier
concentrifpen Streife von ungleigen O9tabien liegt, fyeilt ein
oting. ©ie Oifferenj ber 9tabien Yeift bie SreitebeS 9tingeS.

§. 290.

Siegt ein fRuntt ber Segrdnjung einer dberall begriinden
(Shene A innerhalb einer dberall begriinden (Shene B, ein jwei*
ter punft ber Segrdnjung ber erfteren #Shene A aber anfer=
halb ber anberen (Shene B, fo foneiben fig bie Segranjungen
ber beiben Ebenen wenigftenS in jwei flnften.

8. 291. 8ehrfYsYse.

12 Rft bie Zentrale zweier Streife Heiner als bie Summe
@rer &>albmeffer, unb groBer als bie ©ifferenj berfelben, fo
foneiben fig bie Peripherieeit ber beiben Streife in jwei Punf-
ten; biefe funfte befiiiben fip ni@t auf einer Seite ber gem
tréate, i%re gerabe SerbinbungSlinie fteljt normal auf ber (Sen==
trate, unb beibe finb gleig weit von ber Neutrale entfernt.

Seweis. (Ss mogen $tg. 108 MunbN bie &Rittelpuntte
ber beibeit Streife fein, MN @re Zentrale. BC fei ®urgmeffer
beS Streifes jum SOiittelpunft N; bann finb NB unb NC 9ta=
bhien, ©er %obius beS anberen Streifes fei burg r bejeiguet.

9lag ber SorauSfe unguft

N<r+BN
alfo MN—BN<r

ober MB<.r
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heSljalb befiubet fip ber SBuntt B ber SPeri gerie beS regts
liegenben Streifes innerhalb beS tinfd liegenben Streifes.  $er*
ner ift nag ber VorauSfe ung
MN>r—NC
alfo  MN¥%NC>r
ober MC”>r

unb ba¥er liegt ber qunft C ber SPeroljerie heS reqtS lie-
genbeit Streifes auBerhalb beS linfs -liegenben. 9iag bem ho-
rigen SParagra}e foneiben fig alfo hie SPerof>erieen ber
beiben Streife wenigftenS in gtuei finften. Von biefen @ure-
fonittspunften (es ift nog nlcgt entfieben wie viele ejiftiren)
fann feiner in ber Zentrale ober in bereu Verldngerung hor=
fommen, weil im erffeit $all bie Zentrale gleigp ber Summe
ber Ipalbmeffer fein muRte, im anberen gleigp ber Oifferen™.
RS tonnen au@ ni@t jwei durgfenittspunfte auf einer Seite
ber Zentrale liegen; beim menn D unb G d)ur(pf;pnittSpunfte
méren, fo miften bie hinten MD unb MG als fRabien eines
Streifes einanber gleigp fein, jugleig bie Simen ND unb NG;
ift aber MD gleip MG, fo Ift ber SBinfel MGD gleig bem
SRinfet MDG, alfo ber Eintel NGD groRer als ber Eintel
NDG, folglip ND groBer als NG, tvelgeS fip wiberfpriot.
©a nun Weber in ber Zentrale felbft nog in bereu Verlan-
gerung ein durgfenittSpuntt moglig ift, unb auf jeher Seite
ber Zentrale nur einer _fig finben fann, fo giebt es nigt
mel?r als “wei ®urefenittSpunfte, unb fie liegen uigt auf
berfelben Seite ber Zentrale. — @S mdgen G unb H bie
®urefonittS mntte fein, ©ie Oreiecfe MHN unb MGN finb
congruent, weil fie bie brei Seiten gleig fyaben. %oS ber
(Yongruenj ber ©reiecte folgt bie Gbleipl>eit ber SRinfel a
unb B. SIuS ber (Yeleip¥eit biefer Vlintel unb ber ®leiglfeit
ber Seiten MG unb MH folgt, bal y gleig 3 ift, unb HQ
gleip GQ, fo baB bie Sinie GH normal auf ber Zentrale fielet,
unb bie beiben fiinfte G unb H gleigp weit von ber Zentrale
entfernt finb. o . _

2) Yt bie Zentrale jweier Streife groBer als bie Summe
orer Ysalbmeffer, fo Yaben bie JReripfyerieen feinen SRuntt ge=
meinfgaftlip, unb jeber .Streis liegt auBerhalb beS anberen.

Verneis. (SS fei MN $ig. 108 bie (Zentrale.- — "Sollte
man_annefymen, bie @eri @erieen galten einen SBunl't gemeil=
foaftlio, fo wirbe, wenn ber fRunft innerhalb ber Zentrale
lage, etwa in B, bie Summe ber galbomeffer MB unb NB
gleip ber Zentrale fein, wenn er aber in ber Verlangerung
ber Zentrale, etwa in C, ober auBerhalb berfelben ldge, etwa
in H, fo miBte bie Zentrale Heiner fein, als bie Summe ber
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Spalbmeffer; benn im erfteren gatt mére foon ber %obiuS MC,
unb im anberen méren bie %obien MH unb NH, als jmei Sei*
len eines Oreied'S, groRer als bie Zentrale. ®ie Peripherieen
ber Greife haben baiyer leinen Punft gemeinfgaftlig.

(5s fei nnn NB %obiuS beS re@tS liegenben «Streifes, r
JtabinS beS linfs liegenben. — 2luS ber VorauSfeYsung

MN> rsBN
folgt MN—NB = r
ober MB =,

nSafyer liegt ber Punft B ber »Peripherie beS regts liegenben
.gre_l;eSz unb ber Areis felbft, auBerhalb beS linfs befinbligen
Sreifes.

3) Sft hie Zentrale jmeier Greife Heiner als bie X)iffe*
renj orer &>alomeffer, fo haben bie Peripherieen feinen Punft
ge81e|nf(paftli(p, itnb ber eine AreiS liegt ganj innerhalb beS
anberen.

53emeis. SOottte man annehmen, hie Feripherieen hét-
ten in ber Zentrale einen Punft gemeinfyaftlig, fo miite bie
Zentrale gleigp ber Summe ber ¢>albmefier fein; ba aber bie
Zentrale Heiner ift als bie ©ifferenj ber &>albmeffer, unb biefe
Heiner als ber groRere &>albmeffer, fo ift bie Zentrale gemiR
Heiner als bereit Summe. Sollte man annehmen, bie Peri*
Pherieen hatten in ber Verldngerung ber Zentrale einen Punft

emeinfoaftlip, fo milte bie ©ifferenj ber 9tabien gleich ber
?Zentrale fein.  ~Sollte man enbli¢p amtehmeit, fie hatten auler-
halb ber Zentrale einen punft gemeinfoaftlip, etma beit punft

H, fo mare
MN+NH > MH
alfo MN = MH —NH
b. h- bie Zentrale groBer als bie VDiffereng ber ~albmeffer.
®ie peripherieen h<ie]] bemnag feinen Punft gemeinfoaftlio.
— «Ss fei nun NC %obtuS beS eilten «Streifes, r 9iabiuS beS
anberen.  5luS ber VoraiiSfeR/llmg
N << r—NC
folgt MNYsNC<r
alfo befinbet figp ber Punft C ber Peripherie heS erften Grei-
fes innerhalb beS anberen. ©aitn liegt aber jeher pmitft fei*
iter PeriPherie_ unb ber A'reiS felbft innerhalb beS anberen.
4) Y%ft bie Zentrale jmeier Streife gleigp ber Summe ihrer
<palbmeffer, fo haben bie Peripherieen einen einzigen Punft
gemeinfoaftlip, per in ber Zentrale fip befinbet, unb jeber
Atreis liegt auBerhalb beS anberen.
Verneis. $ft MN bie Neutrale, unb NB ber 9tabiuS
beS eilten «Streifes, fo ift MB ber 9iabiuS beS anberett. —
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©ie geri}oerieeu Ysoben bett Quillt B ber &Zentrale gemeinfcpaft*
lip. Sie fonnen aber feinen jmeiten iunft in ber Zentrale
ober in bereit Verlangerung gemeiufeaftlip fabelt, meil fonft
gtuei Jtabien eines AreifeS ungleig fein muRten; aitq feinen
auBerhalb ber Zentrale, weil fontt bie Zentrale Heiner mére
als bie Summe ber 9tabien. Y%ft nun NC %obiuS beS regts
liegcnben Greifes, r %obiuS heS anberen, fo ift, ba foon MN

groRer als r ift,

MN=+NC>r.
©eSfyalb liegt ber ounft C ber “erifperie beS re@tS befinb=
ligett Greifes auRerhalb beS anberen AreifeS, unb au@ ber
AreiS felbft.
_ 52 3ft bie Zentrale jmeier Greife gleip ber Oifferen;
ifyrer %e>albmeffer, fo fyabett bie gerifgerieen einen @unft ge=
meinfoaftligp in ber Verldngerung ber Zentrale, unb ber eine
Areis liegt gattj innerhalb beS anberen.

Verneis. Oft MN bie Zentrale unb MC ber 9iabiuS beS
einen Greifes, fo ift NC ber beS anberen. ©ie @erifgerieen
fyaben ben @unft C ?emeinfgoaftli(p, ber in ber Verlangerung
ber Zentrale fip befinbet. Sie fonnen aber feinen jmeiten
ABunft in ber Verlangerung ber Zentrale gemeinfeaftlio Y%a=
beit, meil fonft jmei Jtabien eines jebeit ber Greife unglei
fein mUften; aucsp feinen in ber Zentrale, weil fonft bie (Seit*
trale gleio ber Summe ber &)albmeffer mére, melges Iitigt
moglip ift, meil fie als bereit ©ifferenj fleiner ift als ber
gréRere; enblio aug feinen auBerhalb ber Zentrale, etma in H,
bentt alsbann mére

MN+NH> MH
alfo MN > MH—NH
b.  bie (Zentrale groBer als bie ©ifferenj ber iabien. Oft
nun NB 9labiuS heS einen Greifes, r 9tabiuS beS anberen,

fo folgt aus
MN = r—NB
MN<r+NB
MN—NB <'r
b. ). MB <r.

©ajier befinbet fto ber @unft B ber “Peripherie beS erfteren
Greifes innerhalb beS anberen, alfo aug ber ftreis felbft inner*
fyalb bes anberen.

6) Soneiben figp bie "Beripl>erieett jmeier Greife, fo ift
@re Zentrale fleiner als bie Summe ifyrer &)albmeffer, unb
Yeugleip grofer als bereit ©ifferett™.

Verneis. ©ernt mare bie Zentrale groRer als bie Summe
ber &)albmeffer, ober fleiner als bie Oifferettj berfelbett, ober
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iodre fie flleip her Summe ober her ©ifferen$ her &)alb*
meffer, fo hétten >k “eripherieen bei Greife gar feinen ober
nur einen @unft gemeinfoaftlio.

7) &)aben bie @eripherieen gtueier Greife feinen "Bunft
emeinfeaftlio, unb liegt jeber Arei« auferhalb be« anberen,
0 ift bie Zentrale groRer al« bie Summe ber "albmeffer.

$olgt inbirect.

8) &)aben bie *Peripherieen gtueier Greife feinen ~Bunft
emeinfeaftlip, unb liegt ber eine “treid innerhalb be« anberen,
0 ift bie Zentrale Keiner als bhie ©ifferenj ber galbmeffer.

golgt inbirect.

9) ¢&jaben bie **Peri @erieen gtueier Greife nur einen funft
emeinfeaftlio, unb liegt jeber A'rei« auBerhalb be« anberen,
0 ift bie Zentrale gleip ber Summe ber &>albmeffer.

3nbirect.

10) &>aben bie @erip“erieen gtueier Greife nur einen
$unft gemeinfaftlip, unb befinbet fip ber eine $rei« in=
nerpalb be« anberen, fo ift bie Zentrale gleip ber O©ifferenj
ber &>albmeffer.

3nbirect.

11) ?aben bie @eri gerieen freier Greife einen $unft ge-
meinfeaftlip, ber nigt In ber Zentrale liegt, fo foneiben
fig bie sPeri Yeerieen.

Vetoei«. ©ernt bie Zentrale ift ffeiner al« bie Summe
ber 9iabien, unb jugleig groRer al« bereit ©ifferen;.

§. 292.

fabelt bie “Beripherieen jtoeier Greife nur einen $untt ge*
meinfoaftlip, fo fagt man, bie Greife berihren fi@, unb
nennt biefen $unft beu Verlhrung«punft ber Greife.

Dian fagt jtoei Greife berihren fig bon aufen, toenn
jeber auferhalb be« anbern liegt, unb gtuei Greife beriihren
{)i(?_ kE>on innen, wenn ber eine fig innerhalb be« anberen
efinbet.

§. 293. 8eprfals.

Verlpren fig jtoei Greife, unb erriptet man auf ber
Zentrale ober bereu Verldngerung, in bem Verigrungdpunft
eine Normale, fo ift biefe Sangeute fiir einen jeben ber bet*
ben Greife.

Vetoei«, ©enn fie fteht normal auf einem Otabiu«
eine« jeben ber Greife.

§. 294. Oehrfafc.
@aben gwei Greife in bemfeiben Qunft eine gemein*

foaftlige San%ente, fo bertihren fig bie Greife in biefem
SHMp ®tvmetrft. 1.~ 7te Jlufl, 8
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unft, liegen fie aber auf einer (Seite her ©angente unb
nben fie gleige Yiabien, fo fallen fie in einanber.
93em>eig. ©ernt bie Zentrale ift bann gleig bei (Summe
ober gleigp ber Oifferenj bei "albmeffer; uitb befinbeu fig
bie ftreife auf einer (Seite ber ©angente, unb ljaben fie gleige
<-palbmeffer, fo liegen bie SOiittelbunfte in einanber unb bie
Greife beeten fig.

_ 295.  Vefyrfays. _

fabelt bie “erYYserieen freier Areife brei @untte ge~
meinfoaftlig, fo fallen fie in einanber.

SeinelS. <Simb A, B, C biefe brei qunfte, fo liegt
ber 2ftittetyuntt eines jeben ber Greife in ber Normale, ioelge
in ber 50iitte bon ber <Sefme AB fig beuten l&fjt, gugteip
in ber Normale auf ber Dritte ber ?Sefme BC. ©er ¥hit-
telpunft eines jeben ber Greife ift baller ber ®urefenittS*
>unft M biefer Normalen, unb weil MA 9JabiuS eines jeben
ift, fo betten figp bie Greife.

§. 296. YeeYarfals.

Maben jwei Greife in bemfelben ~uutt A eine gemein*
foaftlipe ©angentc, unb fyaben @re Yarifgerieen aufjerbem
einen *Buntt B gemeinfoaftlip, fo betten fig bie Greife.

SeweiS. ©er Diittelpuntt eines jeben ber Greife liegt
in ber iuie, welge in bem Quillt A auf ber ©angente nor*
mal fielet, jugleig in ber 8inie, ivelge auf ber Sefme, AB
in bereu SQZitte normal fielet. ©er SRittetyunft eines jeben
AreifeS ift alfo ber ®urgfenittSpuntt M biefer Normalen, unb
ba MA Ysalomeffer eines jeben ift, fo betten fip bie Greife.

§. 297.
(Sin ftreis ift bitrg brei flnfte feiner “ergYserie he=
ftimmt; au@ bitre eine 8inie, ivelge in einem gegebenen flinfte
©angente fur @u ift, unb no@ einen @nnft feiner @erijperie.

§. 298. ¢

3ft ein SBinfel a baS nfage eines S3inte(S R, fo wirb
3 bie Yeitgeit unb n baS 9J7aafj beS SOintelS a fur biefe
(Sin”eit genannt. ) ] )

Unb ift ein Sogen B eines «reifes bas nfage irgenb
einer Ginie C, fo tyeifit C bie Ghgeit, unb n baS 2D7aaf] heS
SoaenS B fir biefe (Sinljeit o

(SS berfteljt figp nun bon felbft, was es %eifjt, jwei SMufel
ober xtvei Sogen bereiten fig tvie gluei gegebene Balten :c.

SBinfel fowofyl als Sogen tdnnen commenfurabel ober
incommenfurabel fein.
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§. 299. 2eYrfafc.
3ivei S3ogen eines Greife« vergalten figp wie @re 9AIt*
telpunftstvinfel.
jReiveiS. 1) ®inb bie SRinfel commenfurabel, fo féllt
her <Sa% leigt in bie %ogen.
2) ©inb bie 2dintel incommenfurabel, fo &Rt fig jeigen,

hafj ftig. 109 nipt
] Tug ¢ AB a

ACD'55M]
fein fann, unb bann tyat man aug in biefem galt
AB:CD = a:R.
Sollte man namli¢ anne%men, es mare
AB  a
Ch'cB
fo fomtte

AB vy
CD ““

fein.  Wtan beute nun—CD Heiner als FB, unb von A

aus na@ B aufgetragen, bis ein 2geityunft jivifgen F unb
B in Q fallt, bann ift na(’pAQll ]

CD ““ B

®ie vorige <Sbleigung biviRiée man bur@ biefe, bas liefert
_z
AQ o

tvelges ni@t 1nogtigp ift. <Shen fo fattn ertviefen tverben,
bal au@ nigt B a

CD >~R

fein tamt.
§. 300. 3itfa¥s.
3eber 33ogen verhdlt fto jur “ertpBerie beS Streifes,
bem er angefyort, mie fein 50Htte%unftSivintel ju 2-2R.

8. 301. “ef>rfak.

3tvei StreiSauSfonitte eines Greifes vergalten fig tvie
iYare 2)Httetyunttsmintel.

33etuels toirb gefilhrt mie ber in §.299.

§. 302.

©alet verhalt fig ein Streisausfonitt ju bem Streife,

ivelpem er angefBRrt, mie fein $iittetyunttStt>inlel ju 2-2R.
8*
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§. 303. 8ehrfaY.
©ie peripherieen jweier Streife verhalten fiQ tuie iYre
SRabien. o
SBerveid. ($s fei g¥%. 110 bie Peripherie beS Streifes,
heffen @albmeffer a ift, gleich P, bie beS anberen gleich Q.
Sollte man annehmen,P es ware
. a

0 b
fo mifte es eine Baljl Q' grd[&er als Q geben, fo bal
a

1 —_— b 1
Um ben Streis, beffen Peripherie Q ift, lakt fig ein necf
benfen von bem Umfang O'; nm ben anbern Streis benfe
man ein necf, baS jenem d&hnlich ift, unb fe¥%e feinen Umfang
gleich P'.  ©ie Umfénge biefer &hnlichen necfe verhalten fi@
wie gleigliegenbe ©eiten, nnb, wenn DE unb HL als folge
angenommen werben, wie DE $n HL. ©ie O©reietfe DME
unb HNL finb &hnlich; bie 2Bmtel ber necfe bei D unb H,
unb bei E unb L finb ndmlidp gleidj>, unb bie Linien MD,
ME, NH, NL ljalbiren biefe SBinfel, woraus erhellet, baf
bie Oreiecfe jwei =infel gleich haben, ©aber verhdlt fig
DE:HL = a.b x
alfo ift auch

unb ba

ift, fo miikte P glewp P' fein, wéhrenb bog P' groRer ift als P.
®ben fo fanit gezeigt werben, bal Yy nigt Heiner fein

fann als §/ unb bann muB fig verhalten

2>ie Umfange jtoeier reguldren nede toerf>altext fip wie bie Sei-
ten, unb biefe wie bie 9tabien ber Greife in tuelgen bie nede liegen.
5Dlan benfe bie nede von mefr unb mehr Seiten; fie geRen jule¥%st in
bie Greife Uber, alfo »erhalten fig aud> bie Umfange ber Greife wie
ihre %obiet.  ¥efnlip roirb man auf bie Séfce in § 306 unb 309

gefihrt.
8. 304. 8efyrfa¥%.
3ivei Sogen ungleicher Greife, meldjpe gleige Mittel*
Wnttsminfel haben, verhalten fig wie ihre “eriph'erieen, ober
ie ihre fRabien.
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SBeWeiS.  $eber sBogeit »erhdlt fig git feiner A'reiS=
linie, rote fein 9JHttelpunftSWinfel ju 2-2R; ba¥%er berhalten
fig bie SBogen wie ihre @eribYserieen, unb biefe berhalten fig
wie bie SRabien.

§. 305. 8ehrfals.

£wei SBogen ungleicher Greife, welge ungleiche Mittel*
mnftswinfel ["at>en, berhalten fig wie bie SBrobucte aus ben
SRabien in bie aftittetyunftSwintel.

SBeweis, ©er eine SBogen fei b, fein SXabiuS r, fein
SDlittelbunftSWinfel a, ber anbere SBogen fei b, fein SRabiuS r,,
fein 9JHttelpunttSWinfel a'.  9Jian beute einen SBogen X, bef-
fen %obittS r unb beffen 9JlittelpunftSWintel a' ift; bann ber-

Yealt fig b:x=a a

x:b'=r:r,
uito wenn man bie ®@leigungen mit einanber multiplicirt, ent-
fielet b:b'=ra:r'a'.

. . § 306. 8ehrfak

©ie 3nljatte zweier Greife berhalten fig ibie bie ©ua-
brate ihrer 9tabien.

SBeweis. @S fei Mig. 110 P ber Inhalt beS Greifes,
heffen &>alémeffer a ift, unb Q ber -3[]%alt beS anberen, bef=
fen galbmeffer b ift.

fian nehme borlaufig an, eS waére

P £
0 > b2
©ann ift eine $aht Q' gréRer als Q benfhar, fo baf;
L_ £
. Q' ~ bl
9)ian benfe um ben Areis, beffen Inhalt Q ift, ein necf bon
bem Inhalte Q' ferner nm ben anberen AreiS ein necf,
toelges jenem &hnlich ift unb beffen 3nhalt P' fein mag. ©ie
necfe berhalten fip wie bie ©uabrate gleigliegenber ©eiten:;

etwa
P _ DE
0" ““ HL?
berhalt fig DE:HL = a:b
bahet* £ —£
Q' A )
unb ba aug £",—

0 b?
fo mii te P gteigp P' fein, welges nigt mogligp ift. ©eShdlb
fann nigt grofer fein als p-
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(Sben fo l&fjt fig no«pe’/veifen,2 baB nigt
a

Q<P
fein famn.  Unb bann verhalt fi(£
P:Q = a~b*.

o §. 307. 8efyrfak. _ _
3tvei JheiSaitSfonitte, beren W7itte(punftswinfel gleig
finb, bie aber ungleigen Greifen angehdren, verhalten fiQ wie
bie ©uabrate ber 97abien. _ o
53eweis.  3eber 5t're|Sa_qu<Ipn_|tt Verhdlt fig ju feinem
Greife wie fein SRittelpunttStointel ju 2-2R; baper verhalten
fio bie ltreiSaitSfonitte wie bie Greife, unb biefe vergalten
figp wie bie ©uabrate ber 9iabien.
§. 308. deljrfa%s.
$wei “reiSauSfonitte, welge ungleigen Greifen ange-
boren unb beren WiiittelpunttSWintel ungleigp finb, verhalten
fig wie bie probncte aus ben 5D7ittelpunttSWinfeln in  bie
©uabrate ber fRabien.
53eweis ift bem in § 305 Opnlig.
§. 309. 8ehrfal.
©er 3nbalt eines Areifes ift gleicp bem halben Probuct
aus feiner Peripherie in ben fRabiuS. 3
53eweiS. (Ss fei $ig. 111 F ber “itpalt beS AreifeS,
beffen 91abiuS r unb beffen Peripherie p ift.
JRan nehme vorldufig an, es waére

danm ift eine 3apl p', groBer al« p, bentdar, fo ba

2Ran benfe um ben ft'reid ein necf Don bem Umfang p'; ber
3ntyalt beffelben ift gleig baf>er lann ber 3n”alt be«

Greife«, ber Heiner ift alb ber bed netfd, nigt —, Uberhaupt

nigt groRer al« fein.
Sollte man anne%men, e« mare

fo tonnte ber Inhalt F' eines groReren Areifes fein, ©ie-
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(er toerbe mit bem erften concentrifp, unb um ben erften
irgenb ein ned gebagt, beffen ©eiten aber nigt bie Yseri=
foerie be« greifen Streife« fYeneiben.  3Rau felse ben Umfang
be« ned« gleip v, ben 3 alt beffe(6en gleip Q; bann ift

hie« bitrg

biribirt liefert

trelpe¥s nigt mbglig ift, weil ber erfte 23rug e@t, ber anbere
uneqt ift.
©aper tarnt mtr
F — Prn
—t

§. 310. 8eprfa%.
©er 3npalt eine« Strei«ait«fd?nitt« ift ba« palbc Probuct
au« feinem Sogen in feinen Otabiit«.
Semei«.  Sejeignet x feinen -3nyalt, r feilten Dtabiu,
b feinen Segen, p feine Mreictinie, fo ift ber 3npalt feine«

Streife« gleig ttnb e« rerpdlt fig

fein.

morau« folgt

L §. 311. 8eprfals. _

Sy8irb in einem Greife ein reguldre« ned unb ein regu-
ldre« 2ned gebagt, aitg um biefen Arei« ein reguldre« ned
unb ein reguldre« 2ned, feYst man ben 3n%salt be« re?ularen
ned« im Streife gtelp v, ben be« 2ned« im Streife gleig qg,
ben be« ned« um ben Strei« g(eidp V, unb beit be« 2ned« um
ben .Strei« gleigp O, fg/ finben folgenbe Proportionen Statt:

N RY
V.Q =v+q:2v.

Semei«. IS« fei 3Ys 112 AB bie Seite be« reguld-
ren ned« im Streife. ©ie Sinie ME palbire ben SBhtfel AMB;
bann ift AE hie Seite be« reguldren 2ncd« im Streife. CD
fei ©angente in E, unb ift bann Seite be« reguldren ned«
nut beit Strei«. ©ie Linien MF unb MG enblip mdgen bie
Ysintel AME unb BME palbireit, bann ift FG bie Seite be«
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reguldren 2nerfd_um ben $rei«, meil uamliQ ber SBinfel FMG
bte Halfte be« SSinlel« AMB aeivorben.
%on ift

unb
atfo oerpdlt fig

ober
ferner ift

baper berpélt fig

fo baf
@3 tfi ferner
folglip verhalt fiep

ober
9lun verpalt fid)

alfo

Unb baper verhalt fig

%ocf) biefen Formeln fonnen bie 3npalte g unb Q'be« re*
gularen 2necf« in einem Greife unb be« reguldren 2netf« um
benfelben ftrei« beftimmt werben, fobalb bie Inhalte v nnb V
be« reguléren ned« in biefem Greife unb be« reguléren netf«
um ihn Mannt finb. )

SIBir wollen  beifpiel«weife einen Aret« beulen, beffen
&)alomeffer r ift, ben 3n%salt be« reguldren SRierecf« bereg~=
neu, welche« in biefem Greife liegt, unb ben 3nhalt be« re'
guldren SRierecf« um biefen Arei, bann burg bie verfielen-
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bett gormeln bett 3nl)alt beS 2(qptetfs finbett, baf in bie-
femf Gfrelfe liegt, unb bett beS Ya@teds, bas um @n liegt,
u.

©er 3[)70lt beS reguldren SBieretfS im Greife ift 2r2
©ernt bejeipnen mir bie ©eite mit X, fo ift ber 3nl>alt x2,
unb beulen mir oom 9Jlittelpunlt Sinien na@ ben Snbpunlten
einer ©eite gejogett, fo erhalten mir ein reptmintliges Oreietf,
melgeS x jur “ppotenufe ljat, méfyrenb jebe ftagete g(eip r
ift. ~ “~olghg ift x2 = 2r2 .

©er 3[]fyalt beS reguldren StierecfS um ben Areis ift,
mie fi g|6I(P uberfielt, 4r2.

SRir" fe%sen biefe 2Bertl)e in ber erften formet ftatt v
unb V; babur@ erhalten mir ben “yn“att_beS reguldren %ot=
etfs, melgeS in bem Greife liegt, gleip yYeri = 2,82843...-r2]
unb feveen mir fie in bie jmeite Formel, fo ergiebt figp ber
3nljalt beS reguldren %ote%S um ben AreiS gleio

2-4r)- 2r?
2r¥s2,82\W-"3/431371--18

Oubftituiren mir bie eben gefttinbenen Spalte ber Slotetfe in
jenen Formeln, fo liefern fie bie ber <Segjel)netfe it. . f.

§. 313.

SRermittelft ber $nfyalte ber reguléren._netfe, melge in
einem Greife liegen, unb berer, bie um ben Areis liegen, fann
ber 3n%salt beS Greifes felbft beftimmt merben.  SReittt man
ttOmligp bie ©ubftitution beS vorigen Paragraphen fortfe¥t,
fo finbet figp, baB ber 3npalt beS reguldren 1024edS, mel*

es in bent Greife liegt, beffen cralbmeffer r ift, gleig
,14157----r) ift, unb ber beS reguldren 1024ecfS, bas um
on liegt, gleip 3,14160----r2 ©er Qigalt beS AreifeS ift
groRer als ber beS reguldren 1024ecfS In @m, juglei@ lli=
ner als ber beS regularen 1024ectS, melges ttm @n liegt;
baljer ift mit einer ©enauigleit bon brei ©ecimalftellen ber
3n7ealt bes Greifes felbft gleip 3,141 ----r2

§- 314.

. Qure aunagtifoc Unterfupuugen 140t fig auf leigterem
SOege finben, baB ber 3npalt eines Greifes, melger r jum
YiabiuS 17at, gleiq ift

3,14159265358979323846 ----r2.

§. 315.
©ie 3a%l, mit ber r2 multiplicirt merben muB, um ben
3igalt heS Sreifes ju erhalten, beffen &>alomeffer r ift, b>
jeigmet man burg m
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«Statt her $afyl n tarnt man fid> néfyerung«fteife eine«
her 53riige bebienen:

Sie werben bur@ Agttenbriige gefunben.
316

X>ie iReripfyerie eine« Greife«, beffen &)albtneffer r ift,
ift gleip 2mr.
®enn bejeignen Wir bie “Reri*erie bnrg p, fo ift

unb hieran« folgt  p = 2mr.
§. 317.
~ 3ft alfo ber Otahiu« eine« Greife« r, fein Durgmeffer d,
fein 3nYzalt f, feine (Berllf(perle p,2f0 ift

f=mr
2) p =2mr
3) f==Indl
4) p = nd.

§. 318.
- 33egeict>net a ben 3nYsalt eine« StreidauYsfnittd, b ba«
Oiaafj be« Sogen« jum 9tittelpuntt«ttnntel «, unb ift r ber
Otabiu« be« Greife«, fo ift

1) a=Y&mp
2) b=Ys"r-
enn e« berfyalt fi
2) fy a:°>gr2 = a:4R

Uub b:2rcr == a: 4R
unb barau« ergeben fig bie obigen Formeln.
§. 319. .

S« werbe gig. 89 ober $ig. 90 ein Arei« gebagt unb
ein _¥Bun_ft X. THitrg ben $unft unb ben Wiittetyunft M be«
ftreife«yiege mau eine gerabe Oinie. 3%re ®urgfonittysbunfte
mit ber @eri@erie be« Greife« feien A unb B.  $u ben
brei flnften A, B unb X benfe man ben inerten barmonO
foen Buntt Y. ®ie beiben jugeorbneten funfte X unb Y
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Yeiflen bann @ ote bes AreifeS, au@ kuirb jeher oon biefen
Zunlten ber @ol bes anberen genannt.

2Benn man burg ben einen "Bol X ober Y eine gerabe
Sinie bentt, normal auf AB, fo fyeifg')t folge 8inie bie 7J50lare
beS anberen "BunlteS Y ober X, unb biefer anbere ~unlt ber
5R0l jener polare.

@inb bafyer ein ~unlt Y unb eine Sinie CD gig. 89
ober gig. 90 als $ol unb polare horauSgefest, fo befinbet
fip ber $ol X non Y in CD, uub bie flinfte X, Y unbjber
aftittelpunlt M bes Greifes Befinben fig in einer geraben Cinie,
unb biefe fteljt normal auf CD.

~33efinbet figp ber eine @ol im SRittelpunlt bes Streifes,
fo liegt ber anbere in ber Unenbligleit; befinbet figp ber eine
in ber “er@¥seriez fo fallt ber anbere mit @m jufammen
(8. 196), unb feine @olare ift Tangente bes Areifed fiir ben
ool als 33erigrungSpunlt.  Unb umgeleljrt, jebe Tangente ift
polare @reS 23erigruttgSfmnlteS.
§. 320. 8el)rfa¥se.’

1) Soneiben fip Rig. 89 jmei Sangenten CY unb DY,
beult man bie gerabe 8ittie, melge burg @ren tDur;pf(pmtts-
punlt Y unb ben 2[]ittegunlt M beS AreifeS geljt, ferner bie
gerabe Rinie burg bie SBerifyrungSpunfte C unb D ber San*
genten, fo finb ber ®urefenittSpunlt X biefer Linien unb
er S)urefenittspunlt Y ber Sangenten "3ole beS Streifes,
unb bie burg bie %ouljrungSpunlte gefyenbe Rinie CD ift.bte
polare heS funftes Y, In toelgem bie Sangenten figp foneiben.

3BeineiS. %o@ 8.249 ift CY gleip DY, uub ber SS3in=
fei CYD bur@ bie Simie YM I>alGirt; bager ftefyt nap §. 74
CD normal auf YM. Wian beule bie Binien CA unb CB.
©er 3pinfel ACB ift ein regter als "ery¥serieminlel auf bem
<talbfreife. <SS ift Z BCX gleip Z.CAX, weil jeber biefer
50inlel_ben 3dinlel ACX ju einem regten ergdnzt, unb Z.BCY
gleip Z.CAX nap 8 246. (Ss ift bemnap Z-BCX gleigp
Z-BCY, unb ba \Pugtei(p CB normal ftefyt auf CA, fo finb
CA, CB, CX, CY Zarmonifge (Strahlen” [8. 199 3)], alfo
A, B, X, Y tyarmonifge @unlte, unb X unb Y 5fole beS
Greifes; unb enblig ift CD, als normal fte%zenb auf MY, bie
polare bes «BunlteS Y.

2) <Sgneiben fip $ig. 89 eine Sangente CY unb eine
bur@ ben Yiittelfmnlt geljenbe Secante MY, unb toirb burg
ben 35erdl)rungspunlt C eine 8inie CD gebagt, normal auf
ber ©ecante MY, fo flsb ber S)urefenittSpunlt X jtuifen
ber Rinie CD unb ber @ecante MY, unb ber S)urgfenitts*
punlt Y JWifgen ber Sangente CY unb ber ©ecante MY
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5Bole beb ftreifeb, unb bie Sinie CD ift bie polare heb $unt*
teb Y, in we(gpem bie ©angente bie ©ecante trifft.

Seweib. %o 1) gefyt hie polare beb "Bunfteb Y burg
C unb fteljt normal auf MY, baljer fallt fie mit ber Sinie CD
?el%ﬁgegenwértigen Sa%%eb jufammen, unb baraub erhellet er
elbft.

§. 321
1) @inb fti?. 89 X unb Y $olc beb Areifeb jum 3Kit*
telpuntt M unb 9tabiub r, fo ift
MXMY = r2
SOlan beute ben Otabiith MC, unb eb verhalt fip
MX:MC = MC:MY
unb baraub folgt ber <Sa%.

2) Umgetetyrt, befinben figp auf einer geraben Sinie MY,
welge bur@ ben 2ftittel ntnft beb Areifeb gefyt, jwei flnfte
X unb Y, unb ift MX MY =r2, fo finb bie @untte X unb
Y ™ole beb Areifeb.

WIlan beute XC normal auf MY, unb ben 9fabiitb MC,

leigp r. ©ie Oreietfe XMC unb MCY finb Ofyulig, beim fie
?yaben ben 3Bintel XMC gemeinfoaftlip, unb uap ber Sor*
aubfelsung ift

MX:MC = MC:MY.
©er SRintel MXC ift ein regter, alfo au?o MCY. ©ann ift
CY ©angente, unb hie flnfte X unb Y finb *ifole.

3) @inb X unb Y @ole eineb Areifeb, X" unb Y' $ole
beffeloen Areifeb, fo liegen bie oier flnfte X, Y, X', Y, in
ber ’Zggi(pf?rie eineb Streifeh.

[

MX-MY = MXMY',
beim jebeb ift r2 nag 1) unb eb folgt ber <$af? aub §. 277.
8 322. 2elufa¥s.
2Birb $ig. 89 ober gig. 90 ein @uutt Y unb beffen
polare CD gebagt, unb bur(g beit guuft Y eine @ecante EF
gelegt, fo wirb bie ©ecante burg ben $reib, hie polare unb
en "Buuft Y Ysarmonife geteilt, unb jwar finb bie ®ure*
fonittbpuntte mit bem Greife jwei jugeorbnete @untte, ber
®urefenittbpunft mit ber polare unb jener lifimtt Y bie
beiben anberen. )
53eweib. ®dur@ Y unb ben SDiittelpuutt M beb Arei*
feb lege man eine gerabe Sinie; bann finb A, B, X, Y lar*
monifge flnfte, FA, FB, FX, FY tyarmonifge Strahlen,
©ie Strahlen FA unb FB fielen auf einanber normal, unb
beb¥ealb ift ber SBinfel EFB gleip bem SBintel GFB, folg*
lig ber Sogen EB gleigp bem Sogen GB, unb weiter (wie
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teigt erhellet, wenn man bie ©eljne EG beult) ber aRintet
EXB gleigp bem SBinfel GXB. ©a nun gugteig XY unb XD
auf einanber normal flehen, fo finb XE, XF, XY, XH Ijar*
morifge Strahlen, alfo E, F, Y, H fyarmonifge flinfte, itnb
bas ift ber ©afc.

§. 323. 8eljrfa¥e.

1) 8egt man burg einen beliebigen ~Bunft Y $i%. 91
ober $ig. 92 jwei ©ecanten flr einen Areis, betrachtet bereu
durefonittSpuntte A, B, C, D mit bem A'reife als vier (>%
puntte eines vollftdnbigen SSiererfS ABCDEF, unb jene @e=
canten als E‘)\_Nei ©iagonaleu beffelbeu, fo ift bie britte ©ia-
gonale EF bie polare jenes flinftes Y.

beweis. 9lap 8. 203 finb bie ©iagonaleu YC unb
YA Yearmonifg geteilt, bergeftalt, ba® N ber vierte t)armo-
nifge @unft itt yt A, B unb Y, unb O ber vierte ju C, D
unb Y. ©ie @olare bes funftes Y liefert nap 8. 322 bie-
feloen vierten parmonifgen flinfte N unb Q; fie hat alfo
mit ber ©iagonale EF bie beibeit finfte N unb O gemein,
itnb fallt mit qr jufammen.

2) 8egt man %ig. 91 ober ftig. 92 burg einen "unft
Y beliebig viele <Secanten, fo befinben fig bie ®urefonittS-
punfte ber ©raitsverfalen AD unb BC, AH unb BG, CH unb
DG u. f. tt>, AC unb BD, CG unb DH, AG unb BH u. f. f.
in geraber 8inie, namligp auf ber polare ju bem $unft Y.

Unmittelbar nag 1).

8. 324, Beljrfa¥se. )

1) SBerben $ig. 89 ober %ig. 90 ju ben fammitligen
finften einer beliebigen geraben Vinte XX' bie polaren ge*
bagt, fo foneiben fi@ biefe in einem @untt, unb jtvar in
bem ~ol Y jener Sinie XX'. o .

Yeetveis. @S ift nur nétljig, jit jeigen, baR bie polare
irgenb eines flinftes X' ber Omie XX' burg@ ben %ol Y
berfeloen geht. — ©er "ol ju X' fei Y'. ©ie gunlte X, Y,
X', Y, liegen ma@ 8. 321 3) in ber "Peripherie eines Greifes.
YXX' ift ein regter SBinfel, beSljato XY ®urgmeffer biefeS
Greifes; unb ba hie polare ju X' in Y' normal fleht auf
XY, fo geht fie na(g 8. 244 burg Y.

2) Umgetefyrt, bie “ole von Linien, tvelge fig in einem
ounft foneiben, befinben fig in beffeu polare.

SBetveig.  ©er Quillt fei Y. 3§Ian benfe burg ¢n
irgenb eine gerabe Sinie QY, @r "ol fei Z ©er @unft Y
befinbet fip in ber Sinie QY, beShalb geht itag 1% feine
polare burg Z, b. p, ber spol Z ber Sinie QY befinbet fig
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auf her polare bes Limites Y. Rben fo liegen bie $ole
aller burg ben ~unlt Y gebaoten Linien auf beffen polare.
8. 325. 8ehrfalze. .

1) 53ei jebem Se@Secf, melgeS um einen Areis liegt,
foneiben fig bie brei diagonalen, toelpe gegeniiberftetyenbe
©efyunlte oerbinben, in einem “urlt. ) _

53emeiS 3)ian beule $ig. 101 bas SegSccf im Greife,
beffen Rcfen bie 53erigrungS >unlte bon ben «Seiten bes um
ben AreiS liegenbeit SegSecfS finb. @S ift A'B' polare bes
gunlteS B, E'D' polare ju E. da¥ser ift ber durgfenitts-
punlt X ber Linien A'B" unb E'D' nag 8. 324 *Rol ju BE.
(Sben fo ift bet dur@fenittspunlt Y i'toif(pen B'C' unb FE'

ol ju CF, unb ber durgfonittspunlt Z jtoifpen C'D' unb

'F SRl ju AD. %o@ 8 270 liegen bie funfte X, Y, Z
in_geraber oitiie, folglip foneiben figp nag 8. 324 ihre polaren
BE, CF, AD in einem qutnlt.

2) SDian beule ein dreietf unb einen ber Greife, toelge
bie brei Seiten berilhren; bie brei geraben 8inien, ioelge burg
bie @(fen unb bie gegeniiberfteljenben 23erigrung3punlte gehen,
foneiben fig in einem $uuft, _

53etoeiS. das dreiecf fei ABC, bie 53erubrungS*unlte
auf ben Seiten AB, BC, AC feien bejiel}lip X, Y, Z. 3)tan
betragte AXBYCZ als ein SeqSecf, bei toelgem bie Sinlel
X, Y, Z einzeln gleigp einem geftrecften 5Binlel finb ober
gleig 97ull, unb baS (S%fe’s erhellet aus 1). 5lug ergiebt fip
bas Goefelt leipt aus §. 208, inbem man §. 249 beagtet.

3n af>nliger Beife taffen figp mehr defelee aus 1) ent-
nehmen.

8. 326.

1) Stuf einer geraben Sinie $i%. 113 feien jmei fiinfte
A unb B beliehig gem<olt, M fei bie 20iitte ,mifgen ihnen,
ferner fei ein @unft X tt>illtiprlip auf ber Vinie angenom-
men. (SS ift alSbann

AX8—BX* = =2ABMX
je nagbem AX gr6Rer ober Heiner ift als BX, ober in ber
untergeleglteu $igur X reqts ober linls bon M fig befinbet.

(#S liege X jmifgen M unb B. dann ift
AX = AM¥%BMX
BX = BM-MX
alfo  AX-f-BX = AB
AX—BX = 2MX

unb  AX8-BX$ = 2ABMX.
3n gleiger SReife ergiebt figp baS Ghefels, wenn X regts
iber B hinaus fig befinbet, ober jmifgen A unb M, ober
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linfS Uber A %inouS, inbem man jebeSmal AX burgp AM
unb MX, unb BX burg BM unb MX auSbricft.

2) Das “robuct x2AB-MX, atfo au@ bie Differenz
AX2—BX* nimmt alte 2Berge jtvifgen 0 unb+ oo, unb
zmifgen 0 unb—ocoan, mé&~renb ber $untt X non M aus
bie unenblige Vinie na@ ber einen, unb nag ber anberen
9Ugtung buroelauft.

Die Differenz AX2—BX? barf man halber jebem poft=
tiven ober negbativen reellen SRertlj gleiq fedsen. .

3) 33efinbet fip auf unferer Vinie AB no@ ein 5punft
Y, unb ift AX2—BX2 = AY2—BY?, fo liegen bie funfte X
unb Y in einanber.

©inb bie Differenzen gleip, fo fiub beibe bofitto, ober
beibe negativ; junagft alfo liegen beibe flinfte X unb Y auf
einerlei ©eite von M. %S ber ®leictgeit ber @robucte
2AB-MX unb 2AB-MY folgt- MX = MY, alfo fallen bie
funfte zufammeit.

SRirb bemnap AX2—BX2 einem beliebigen ¥>ofitiven ober
negativen reellen 20ertfy c glei(pgefel/gt, fo ift baburg bie
Vage heS funftes X vollfommeu beftimmt. Derfelbe befinbet
fig mit B ober mit A auf einerlei ©eite von M je nagbem
¢ Y>ofitiv ift ober negativ. Unb feYeen mir

2AB-MXgAB!
= AB
fo folgt MX><=M2~,
(Ss liegt alfo X in A ober B, ober auBerhalb biefer fiinfte,
ober jivifgen benfelben, je nagbem c¢ in abfoluter %infipt
gleip AB? ift, ober groBer ober Heiner als AB2
4) %of Dber Vinie AB ftelie VX normal, unb eS fei V
ein beliebiger ®unft ber Vinie VX. Dann ift immer
AV2—BV] = AX2—BX]

Denn es ift AV? = AX2+V X
BV? = BX? + VX!
folglig AV2—BV! = AX2—BX2.

, 5) 8at man auf einer geraben Vtuie brei fiinfte A, B
unb X, befinbet figp auBerhalb biefer geraben Vinie ein @unft

S, unb ift

AS?—BS] = AX2—BX!
fo liegt ber @umft S in ber Vinie XV, melge auf AB in X
normal ftebt.

~ 2Dlan beule burg S eine Normale SY auf AB, unb es
ift nach 4)
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atfo megen ber 230rau§fe1/su1t

AX2—BX. = AY2-BY!
9lag 3? befinbet fip Y in X, bie %ormalett XV unb YS
fallen alfo H’ufammen, unb baranS erhellet ber <Sal.

6) Sllle g@unfte S alfo, fir ivelpe AS2—BS? gleig
einem gegebenen 2Berge PQ? ift, befinben fip auf einer ge*
raben Vinie, unb biefe fte"st normal auf AB in bem @unlt
X, fir t>elpen AX2-BX1? §g|(§i§p7 ift PQ2

9Jian beule 3t0ei Freife, @re 97abien feien r unb r,,
ore 9)Httelpunfte M unb M, 3@re (Zentrale ift bann alfo
MM,. ~ 2)?an beule bie gerabe Rinie, bereit funfte S bie @i
genfoaft Ysaben, bafc

MS2—M,S2 = r2—r/.
©iefe gerabe Sinie 7ift bie SYsorbale ber beiben Greife,
au@ bie 8inie ber gle|(pe§n ?:‘Z%tenjelt.

1) &at hie (tgorbale g’)iueier Greife M unb M,, bereit
9iabien r unb r, finb, mit ber “erip%erie beS eilten Areifed,
etia M*&, einen ~uult Q gemein, fo ge’st bie "eri}gerie hed
anberen %reifets burg benfeloen Quillt Q.

©ernt bann ift MQ2—M,Q2 = r2—r(2, uitb ba MQ =r
ift, fo muB MQ =r, fein, unb bann ift O ein @uult ber
Areidliitie M.

2) &)aben bie “erip*>erieen jtveier Greife M unb M,
bereit %obien r unb r, finb, einen Quillt Q gemein, fo gefyt
@re (S¥orbale bur@ benfelben $nnit Q.

©ernt alfbann ift MQ2—M,Q? einerlei mit r2—r,2, folg*
lig Q ein Quillt ber (tporbale. _
~3) <Soneiben fig jtvei Greife, fo geljt gre Coorbale burg
iQre %elben 2C)Dur(pfcpnlttSpunIte, ift alfo ©ecante beiber Greife.

7aQ 2).

4) 33erigren fig jtoei Greife, fo ?etyt @re C=gorhale burg
beit 23eril)rmtg$bunlt, uub ift gemeinfoaftlipe Xangente.

9%ap 2), unb toeil fie normal pir Zentrale fteljt.

€abert gtuei Greife feilten unft gemein, fo Yat @re
Coorbale mit feinem 0011 @uen eilten “Bunft gemein, uub fie
liegt 3tuifeen beit Greifen, menit wigt ber eine ber Greife
innerhalb bed anberen fig befinbet. _ _

©ernt ljatte bie Cporbale mit bem einen einen $untt
gemein, fo milte nag 1) aug ber anbere bur@ benfelben
@unft geteen, unb es fyétten beibe Greife biefen Quillt gemein,

) Soll hier unb ferner beYsery’ ber Streik beffen 2Jlittetyunt!t M ift.
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gegen bie $orau$fefung. Siegt her eine Streik ni@t innerhalb
bed anberen, fo nw’% bie (Y%sporbale jwifgen beiben fig befinben,
Weil alShann r2—r2<MM>? ift.

8. 329.

~ 1) SBenn man ftic};. 114 ans einem beliehigen ~unft Q
bei (Sfyorbale jweier Streife, bei nigt innerhalb ber Streife liegt,
an jeben ber Streife eine Sangente legt, fo finb hiefe Sangen*
ten QA unb QB einanber gleig.
ift

atfo

b t

alfo

2) 2Senn man bur?o einen @unft V ber SYsorbale, wel*
@er innerhalb ber Streife fip befinbet, flr jeben ber Streife
bie ileinfte Seime legt, fo finb biefe fleinften ©ebnen CC' unb
DD' einanber gleig.
ift

atfc
b.i.
alfo

3) @mb g-ig. 114 jtt>ei fig foneibenbe Tangenten AQ
unb BO ytx>eier Greife einauber aleich, fo befinbet figp iBr
S)urefenittSbunft Q mtf ber <Sl}orbabe biefer Streife.

%S ift alShann

MQ2—r? = M,Q*-r

ober MQ2—M,Q2 = r*—rl
alfo Q ein sBunft ber (Yhorbale.

4) ©inb bie bitrg einen ~untt V geljenben fleinften Seve*
nen CC' unb DD' jweler Streife einanber gleig, fo ift V ein
ABuntt @rer Shorbale;

(Ss ift alshann _
r2-MvV., = r2-MyV,
ober MV*—MV] = r2—r?
folgligp V ein @untt ber Sljorbale.
52) 3ebe gemeinfoaftlipe Sangente jweier Streife wirb
burg bereu Qgorbale Ysalbirtj unb umgetetyrt, bie 2)iitte jeber

emeinfepaftlipen Sangente zweier Streife befinbet figp auf bereu
%cporbale.

2iaQ 1).

MOplfF* ©epnutrie. Tte Ylur, 9
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8. 330.

1) Bwei Greife poben fir jeben quuft iprer (Sporbale
gleige Yeotenjen.

©ernt es finb bie Tangenten, ober lleinften ©epnen, gleig.
(Vergl. §. 248).

2) 8egt man burg einen Quillt Q ber (Sporbale gtueter
Greife eine ©ecante AA' flir ben einen AreiS, unb eine BB'
fir ben anberen Areis, fo befinben ftg bie flnfte A, A', B, B,
in welgen fie bie Greife foneibeti, in ber “eripperie eines
Greifes.

©ernt es ift QA-QA' = QB-QB', unb ber Safe folgt
aus 8. 277 ober §. 276.

§. 33L

3u_brei beliebi%en Greifen A, B, C heftepen brei (>Yeor-
baten, eine ju A unb B, eine ju A unb C, eine gu B unb C.

§.332. Seprfap.

©ie brei (Sporbalen breier Greife A, B, C, foneiben fid>
entweber in einem unft, ober fie finb parallel, ober fie fallen
in einanber.

33eineiS. ©ie Fabien ber Greife A, B, C feien bejiep-
tig r, r, r,, — Oie YJMitelpuntte ber brei Greife befinben
fid> entweber in geraber Vinie ober nigt. — 3uerft tt>erbe
gorauSgefe¥st, bie SDiittelpunfte befinben fig ni@t in geraber
QOinie. ~ ©ie Zentralen bilbeit bann ein ©reiecf ABC, auf beffen
©eiten, ober bereu Verlangerungen bie (Sporbalen normal fie==
1EJe_n. (Ss feien X, Y, Z bie flnfte, in welgen bie ©reiecfs-
eittn AB, BC, AC, ober ipre Verlangerungen bejteplio bon
ben (Sporbalen ber %reif¢ A unb B, B unb C, A unb C ge-
troffen werben, ©amt ift

AX2-BX? = r2—rl
BY?—CY? = r2--r]
CZ22—AZ! = r2—r!

alfo AX2+BY?24-CZl = BX2YCY2+AZ

unb beSpalb f(glteibeu fig bie brei Sporbalen in einem Quillt. —
BweitenS werbe oorauSgefe¥st, bie brei 9)iittelpunfte befinben
fip in einer geraben £inie. $ebe ber Sporbalen fiept bann
normal auf berfelben.  3Birb nun angenommen, jwei ber Spor-
baten, etwa bie ber Greife A unb B, unb A unb C fallen in
einanber, unb bejeignet X ben qunlt, in welpem fie bie
gerabe 8inie ABC treffen, fo ift
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AX2-BX?! = r2-rl
AX2—CX? = r2—r’
atfo BX2-CX? = r2—rl

beS¥alb ift X jugleigp ein $mtft her briiten (Sljorbale, unb
bie brei Boorbale Ile?en, ba fie fcimmtlip auf ber geraben
Sinie ABC normal fielen, in einanber; mirb aber angenom*
men groei ber (Sliorbaleit feien parallel, fo ift bie britte pa=
rallel “mit einer Ijeben bon @nen, beim fiele fie mit einer
7:ufanunen, fo fielen na@ bem eben <Srtviefenen alle brei ju*

fammen, ©arin liegt ber <Sal.

8. 333.
<=gueiben fig bie (Sfyorbalen breier Streife, fo f>e%t @r
ourefenittSfmntt ber (Styorbalpunft ber Greife, aug ber
ounft ber gleigen “Botenjen.

§. 334.

1) <Soneiben fig gtuei Greife, unb fielen bie %obien,
Xuelge na@ bem einen ®urefonittspunft getyen, normal auf
einanber, fo fielen ang bie, ioe(ge 1ta@ bem anberen gefeit,
auf einanber normal.

©enn es finb $ig. 115 bie ©reietfe MPM, unb MQM,
congruent, ift alfo MPM, ein regter SRinfel, fo ift aue MQM,
ein folger.

2) <=@ueiben fig 3tvei Streife, unb fte%sen bie nag ben
CDurﬁfcpnittSf.muften geZsenben Otabien normal auf einanber,
fo ift jeher von biefen %obiem beS einen Streifes Tangente beS
anberen Streifes; es fielen alfo aug bie Tangenten an ben
durefonittSpunften normal auf einanber.

3?]_ 50lan fagt jroei Streife foneiben fi@ re(ptminf_li?,
wenn bie 9labien nag ben Ye>urgfonittspuntten regte SRinfel
bilben, ober, t>aS baffelbe ift, meint bie Tangenten an beit
durefouittspunften auf einanber normal fielen.

4) 3ft Y%ig. 115 M,P Xangeute beS Streifes M, unb beult
man ben Y%reis, beffen SDtittegimft M, unb beffen 9iabiuS M,P
ift, fo foneiben beibe Streife fig regtmin[]ig.

5) dkenn man $ig. 114 aus einem “uuft Q ber (Shor*
bale jweier Streife M unb M, eine Tangente QA an einen ber
Streife legt, unb mit biefer Xangente als 9tabiuS einen Streis
beforeibt, beffen 9)itteYsuuft Q ift, fo foneibet biefer Streis
bie beiben erften regtwinf'lig.

6) Unb taft fig aus bem (S@orbagunft breier Streife
eine Tangente an einen ber Streife legen, unb befgreibt man
9*
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mit tiefer ©angente vom Rfyorbalpunft aus einen Streis, fo
foneibet tiefer tie trei elfteren Streife reqtwinllig, unb YaeiZet
i%r ©rtl)ogoualfreis.

§. 335.

1) $u einem Streife M feien X unb Y %3ote, eben fo X'
unb Y'.  ©er Strcib, n>elger bur@ bie pole X, Y, X', Y' gebt,
unb ber urfpriiuglige Streis foneiben fid; regtwiuf(ig.

©er eine durlfouittSpitnft beiber Streife fei Q. ©ann
ift nagp §. 321 MQI = MX:MY, folglig ber 9tabiuS MQ beS
Streifes M ©angente bes anbereu Streifes, unb beSlJath fgnei==
ben bie Streife fip regtn>inllig.

2) £>at man einen Streis M, beffen OiabiuS r fei, unb
3> SRole beffelben X unb Y, ge%t burg X unb Y bie Speris
plherie eines Streifes V, unb legt man bitrg ben 2)tittelpunft
M eine gerabe dinie, tvelpe ben Streis V In ben flinften C
unb D foneibet, fo finb C unb D @ole beS Streifes M.

©ernt es ift

MC MD = MX:MY = r2

3) Soneiben fip $ig. 115 jivei Streife regtminllig, unb
legt man burg ben SQlittelpunlt M beb einen Streifes eine
erabe 8inie, ivelpe ben anbereu foueibet, fo finh bie ©urd>-
onittspunfte X unb Y @ole beS erfteren Streifes.

©enn es ift MP ©angente unb

MXMY = MP? = r2

§. 336.

1&'9)ian beule ftig. 116 jtoei Streife, @re 9Jlittelpunlte
feien unb M’ if>re 9tabien r unb r'.  %of ber Neutrale
beule man bie gunite X unb Y fo baB fi¢ verhalt

XMX = MY:MY = rir'.

©ie %unlte M, M, X, Y liegen alshann fyarmonifp.  33¢-
traptet man mut X als &uReren %obnligleitspunlt, fo finb
bie @unlte M unb M" &uRerlich entfpregeube flinfte nacg bem
Orunbtoer¥saltuif r:r'; unb gieht man in einem ber Streife,
ettt>a M, einen beliebigen 9iabiuS MB, in bem anberen parallel
bamit unb gleid; gerigtet beit 9tabiuS M'B', fo finb aup B
unb B' auperlip entfprepcnbe @unfte nad; bemfeloen ®runb-
verealtnip P. 160]. Unb betrachtet man Y als inneren 2le¥n=
igfeitspunlt, fo entfpregeu fid) M unb M' innerltg nag bem
runbierbaltni r:r', unb, ioenn man ben 9tabiuS MB beliebig
beult, ben M'B" parallel bamit unb entgegengefept gerigtet,
aud> bie SRunlte B unb B".

3tvei gatn beliebige Streife finb bafyer jebeSmal entfpre-
@enbe Figuren, unb jwar foivobl &uBerlich als innerlig.
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2) %olipren fig jtuei Streife von auBen, fo ift her 5=
ripritngSpuntt ipr innerer, bertipren fie figp von innen, fo ift
her SBerlpntngSpunft ipr duRerer 9(epnligteitSpuntt.

3) Wiatt (teile fto jmei Streife vor. [3n bem einen beute
matt einen %obius beliebig, iit beut anberen einen 9tabius
arallel mit_jenem, O©ie gerabe Stnie, melge burg bie in
en “eripperieen liegenben Snbpitnfte folger parallelen Ytabien
gept, foneibet bie Zentrale beiber Streife jebeSmal in bem einen,
ober in bem anberen von jmei bestimmten funften, je nagbem
bie 9iabien in gleicher ober in entgegengefepter Otigtung ge-
bagt mirben.

©ettn i’ebe folpe Sinie ift auBerer ober innerer Yepiu
ligteitsftrapl, trifft alfo bett auBeren ober inneren %epnlig-
feitspuntt.

4) 3ft A Yepnligfeitspnntt jmeier .Streife M unb M', unb
berlihrt ein ¥epnligfeitsftrapl AT ben einen Atreié M, fo be-
rihrt er aitg ben anberen M’, ift alfo gemeinfoaftlipe Tan-
gente beiber Streife.

©enn ber bem 9iabiu3 MT entfpregenbe 9tabiuS MT
muB, als parallel mit MT, normal fiepen auf AT.

5) Unb nmgefeprt, bie gemeinfeaftlipen Tangenten jmeier
Streife gepen bitrg ben einen ober ben anberen Olepnlip<=
feitspunft. . _

©enn bie Yiabien tiacp ben 33erupruugSpunften finb
parallel.

6) ©ie ditRerlicp ober innerlig eutfprecpenbe gigitr eines
Streifes M fiir irgenb einen SBnnft X als %opnligfeitspitnft
unb ein beliebiges ©runbberpaltni p:q ift ein streis.

Wiatt jiepe gig. 116 XM, uttb nepme barauf M' fo, hafc
fig oerpalt XM:XM' = p:q. SD?%n giepe jmei ©traplen XB
unb XC unb nepme barauf bie flinfte B' unb C' fo, bal fig

berpalt
XB:XB' = XC:XC' = p:q
unb es eutfprecFen bei ber Sage iit ber %sigur bie SRuitfte
M, B', C' éitRerlicp betten M, B, C. (Es berpalt fig alShantt
MB:MB = MC.MC

unb ba MB = MC ift, fo ift aitg MB' = M'C. ©a C (eben
SBunft ber eripperie M borftellt, fo erpellet, baB bie bem
Greife M On%erllcp entfpregenbe ftigitr fur X als SlepnligfeitS-
pitnft unb bas ®runbberpdltniR p:q ein STreiS M' ift. ~ <Shen
fo folgt baS (%befe’s, meint matt X als inneren SlepnligfeitS==
pitnft bennfct.
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8.337. 2eprfa¥.

1) Sffiemt matt $ig. 117 ober gig. 118 burg ben auffes
ren ober burg ben inneren %opnligteitspuntt S jiveier Greife
einen SlepnligfeitBftrapl legt, nnb bie Stabien nag ben vier
durefonittppuntten B, C, B', C' jiept, fo finb biefe 9tabien
ju jioeien parallel, nantlip MB nnb M'B', nnb MC nnb M'C,
anbererfeits ju Eveien nigt parallel, nainlip MB nnb M'C',
nnb MC nnb” M'B..

©aff bie einen parallel finb, erpellet baraud, baff M nnb
M, B nnb B, C nnb C' entfpregenbe funfte finb, baff bie
anberen fig foneiben ans §.14.

2) 3luei funfte B nnb C', ober C nnb B', in einem
9lepnligteitgftrapl, tvelge nigtparallelen 9%obien pigepbren,
peiffeit potenjpaltenbe flinfte.

3) 5Dlan_verlangere bie 97abien MB nnb M'C' big jum
X)urefenitt E.  ©ab ©reied BEC' ivirb gleigfgenflig; benn
eg ift BEZB'M', alfo BEC'oB'M'C'. (Sin Areig, ber E jum
Wicittelpuntt nnb EB jum 97abiug pat, berUBrt baper bie gege=
benen Greife. (Sben fo, tvenit man bie %iabien MC nnb M'B'
big jum durefenitt F verldngert. $n 8ig. 117, tvo S &u=
fferer 2lepnligteit3p>nnft ift, iverben beibe gegebenen Greife von
bem briten E ober F in gleiger SSeife beriprt, nOmlig beibe
von innen ober beibe von auffen; in ftig. 118 bagegen, ivo S
ben inneren Xepnligfeitgpunft vorftellt, finb bie gegebenen Areife
von hem briiten E ober F in ungleiger 5Beife Berlprt, ber
eine von auffeit, ber aitbere von innen.

4) Umgeteprt, iverben jioei Greife M nnb M' von einem
briten E bertiprt, fo gept bie Binie, ivelge hie %oiiprungd==
Bunfte verbinbet, bur einen ber 2lepnligteitdpunfte, nnb jsvar

ur@ ben dufferen ober bur@ ben inneren, ge nagbem bie 33e=
riprnng in g(eiger ober ungleléper Steife Statt finbet.

©enn albbann ift EB = EC', alfo Z-EBC' = Z ECB,
uith, wenn man ben %obiug MC giept, ZMCB = MBC =
M'CB, folglig finb bie 9labieu MC nnb M'C' parallel, nnb ber
Satj erpellet ans bem vorigen fRaragrapp.

5) SDlan beule in jtvei potenjBaItenben funften B nnb
C' ©angenten fur bie Greife M nnb M'; ber ®urgfenittg-
pitm;t G ber ©angenten befinbet fig auf ber (Sporbale ber
Greife.

©enn bie ©angenten finb gleigp, Weil fie ptgleip ben
Itreig E berlpren.

6) Umgeteprt, legt man von einem @unlt G ber #Spor-
bale bie ©angenten GB nnb GC' an hie Greife, fo befinben
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fip bie %oi_if%/r_ung"unfte B unb C' in geratet Vinte mit einem
ter e nligfeitgbuntte.

=an errigte tie Normalen BE unt C'E. ®ag OPreietf
BEC' mitt qtl)eltpf(penfllg. ~@in A_rel%/ljum SRittelpunft E unt
9iabiug EB beruhrt alfo tie Streife M nnt M,, unt eg erhellet
ter <Sa% aut 4).

7) Statn man tur@ einen %otjnligfeitgbunft zweier Streife
irgent eine gerate Vinie legt, fo fint tie Pole ter Vittie fir
tiefe Streife entfpregenbe Punfte, befinben fig alfo in geratet
Vinie mit jenem 9le%sntigfeitgpuntt.

SDian teufe tie Vtnie SC. £)ie Tangenten BQ unt B'Q',
mit CQ unt C'Q' fint eutfbregente 8inien, folgligp fint @re
d)ur(pﬂ?nittgfpnnfte Q unt Q' entftrepente Punfte, nut ut*
gleip fint fie tie Pole ter Sinie SC. Unt teuft man tie
Sinie SQ, fallt auf fie tie Normalen MQ unt M'Q', fo fint
Q unt Q' entfpregente Punfte, unt tann weiter, wie leigt
erhellet, aug iljre Pole N unt N'.

8) ©ie Tant];enten an ten vier funften B, C, B, C'
bitten ein Parallelogramm; tie eine diagonale teffeloen GH
ift tie (Stjorbale ter Sfreife, tie anbere QQ' gest tur@ ten
2Xe ntiptertyspmitt S.

®ie Tangenten QB unt Q'B' fint parallel, weil tie ju=
gehorigen 9iabien et fint, eben fo tie anteren, alfo ift
QHQ'G ein Parallelogramm. Tag Uebrige ergellet an« 5)
unb 7).

9) (Sg fei STT' gemeiufeaftlipe Tangente ter Greife,
(wenn aber S innerhalb ter Streife figp befintet, fo feien ST
unb ST' tie falben fleinften @eémen), nut eg ift

SB-SC' = SC-SB' = ST-ST.

<§y fint B unb B' entfpregenbe punfte, eben fo C unb C/,
unb T nut T, beggalb ift
SB:'SB' = SC:SC' = ST:ST.
Tarattg folgt 1; SB'SC'= SC SB'
2) SB-ST' = ST-SB,
ferner ift 1tap §. 248
3 ST!? = SB-SC.

Tag Probuct aug 2; unb Sé) liefert
4) ST-ST' = SC-SB'
unb aug 1) unb 4) egellet ter <Sa%.

Tag Probuct SB-SC' ift bemnag flr alle potettpalten*
bett punfte von bemfelben Statt). T>enft man j. 53. einen
Zweiten ©tratet SV, fo ift

SB-SC' = SC-SB' = SP-SV' = SV-SP' = ST-ST'
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10) 3tt*et potenjRaltenbe (Bunfte eines <StraBIS unb gtuei
potenjBaltenbe funfte eines ,weiten ©traBls liegen in ber
ripRerie eines AreifeS; j. 53. B, C', P, V' ober B, C', V, P!,
ober C, B', P, V' ober C, B, V, P.

Yap 9) nnb 8. 276 ober 277.

§. 338.
1) Bs werbe gig. 119 ein Sireis M gebacRt nnb eine gerabe
8inie A'B', nnb burd; ben 9JiittelBunft M beS Streifes eine
gerabe Sinie SO normal auf A'B'.  9egt man burcl S eine
beliebige <Secante SA, fo ift

SA-SA' = SO-SV
nnb legt man bur@ O eine beliehige <Secante OB, fo ift
OB OB' — QS-QV

©ie ©reiede SQA nnb SA'V fin 'éBnIid), Weil fie ben
SRinfel bei S r?emeim‘q)aftliq) Raben nnb regtwintlig finb; ba-

Rer berRalt fic

o SA: SO = SV:SA'
folglig ift SA-SA'=-- SO-SV
©ben fo erRellet bie anbere 53efauPtung ans ber Ylet>ntigfeit
ber ©reiede OBS nnb OVB' )

©er <Sa% bleibt giftig, wenn bie Sinie A'B' ben AreiS M
fcBneibet ober bertihrt.  3m leBten $alle gelt baS dréhnet
SO-SV in SO? (iber.

2) $ur alle non S auSgeRenben ©ecanten finb alfo bie
~robucte SA-SA', SC-SC' u. f. w. von (];Ieicfiem SRertR; eben
fo fur alle ©ecanten, welcBe bnrcf O gelegt finb.

3) S3ier funfte Wie 0» V, A, A" ober A, A, C, C' ober
V, S, B, B' ober B, B, D, D' liegen in ber YeripPerie eines
Streifes.

%oCB 8. 276 ober 277.

4) Yean erriclte in A" bie Normale A'K auf A'B', nnb
jieRe burcB M nnb A bie Sinie MA his K, fo ift KA gleig
KA', nnb ein Areis, ber K ptm SD7ittelpuntt unb KA jum
%obius Rat, berlfrt baler ben Sirois M in A oon auBen nnb
bie 8inie AB'in A'. Unb erricBtet man B'L normal auf A'B',
unb gieft MB bis L, fo ift LB = LB', unb ein AreiS, heffen
9Jiittelpuntft L unb beffen 9tabiuS LB ift, berlfrt ben AreiS
M in B von innen, unb bie Rinie A'B' in B

©enn bie Oreiede AA'K unb ASM finb aBnlick, eben fo
hie ©retede BLB' unb BMO-

5) UmgefeRrt, berlBrt ein Sfreis ben SireiS M in A von
auBen unb bie 9inie A'B"in A', fo geBt bie 8inie AA' burg S;
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unb beriihrt ein $rei« ben Arei« M in B oon innen unb bie
9inie A'B' in B', fo getjt bie Sinie BB' burg Q.

) fei X bet, Surgfonittdpuntt jfrifpen AA" unb VM.
Sie Sreiecfe AKA' unb AMX ftnb ahnlig, freit fie bie 20in==
fei bei A al« Sgeitelminfel, bie Bei K unb M ate 20eqfel=
frintel gleigp hoben. AKA' ift gletofgenllig, alfo an(f AMX,
folglip ift MX = MA = MS. Bben fo im anberen %alle.

2Inmert. SDte Keinen ¥s6tueigurtger, ruelge eintreten, wenn A'B' ben

Kreis M fdimeibet ober bertihrt, wirb man leigt anffteUen tonnen.
Sie gerabe finie A'B' 4Rt fip als Kreislinie pt einem umnenblig
groBen %abinS betrachten, nnb bann tritt bie Analogie biejer ©&fRe
mit benen beS toorigen @aragra#)en ferteor.

§. 339.

1) 9an ftelle fig gfrei Greife toor, M unb M' $ig. 120
ober $ig. 121, ber Olabiu« beb erften fei r, bie Peripherie be«
Greife« M' gepe nigt burg ben Shittelpunft be« Atreifed M,
unb e« foneibe ber Areid M' ben Srei« M nigt regtfrinltig.
PBenn man feben piinft ber Peripherie be« Streife« M' al« pol
be« Streife« M betragtet, fo liegen bie zugehdrigen >pote in ber
Peripherie eine« Streife« M", ber 2DUttelpuntt M ift &uBerer
ober innerer 3lehnligteitbpunft ber Streife M' unb M", unb bie
(Shorbalen ber brei Greife falten in einanber.

Sur@ M benfe man bie Secante AB unb gig. 120 bie
Sangente, gig. 121 bie hélbe tleinfte Sehne MT fiir ben
Strei« M, unb e« feien A', B', T' bezieh[Jo bie pole ber
Puntte A, B, T. %a@ 8. 335 ift

MT-MT' = MA MA' = MB:MB' = rt.

ferner ift MT? = MA-MB

nnb e« fOI%I burqi_ Sioifion

T:MT' = MB:MA' = MA:MB'.

Sie puntte T unb T, A unb B', B unb A" finb bemnag
entfpregenbe puntte fur M al« 9tehnligteitBpnntt unb ba«
©runboerhéltni? MT:MT', unb eben fo flr g)ebe anbere Se=
cante MC bie Puntte Cnnb D', Dunb C. Unb ba bie puntte
T, A, C, D, B be« einen Spftem« in ber Peripherie eine«
Greife« liegen, fo befinben fig aug bie be« entfpregenben <Sp*
ftem« in ber Peripherie eine« Greife«.

Sie puntte M, M, M" liegen, ba M ¥ehnligfeityzpunit
ber Streife M' unb M" ift, in geraber 8inie, itnb bie brei
(Shorbalen .ber Greife, al« normal ftehenb auf biefer 8inie,
miffelt entfreber parallel fein ober in einanber fallen. 5Dian
beule einen Stra¥sl MBB', unb in ben poteuzhaltenben punf=
ten B unb B' Sangenten flir bie Streife M' unb M". Sie
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Tangenten mégen figp in V foneibenj nag §. 337 5) ift BV
gleip B'V. a B unb B' @ote filr ben «reis M finb, fo
foneibet ber «reis, beffen 5DZittetpunft V' nnb beffen 9labiuS
VB ift, ben «reis M regtwinflig in G. ift alfo VG ©am
gente fir ben «reis M. 9lnn finb bie brei ©angenten VB,
VB', VG einanber gleig, beshalb ift V ein Punft in feber ber
brei Verbalen, bie alfo jufammenfallen.

2) ©ie «reife M' nnb M" nennt man confugirte «'reife
bes «reifes M, ber «reis M heiffe ber PotenjireiS ber «reife
M' nnb M".

3) (Hebefit gig. 122 bie Peripherie beS «reifes M' bur@
ben SDiittelpuntt beS «reifes M, nnb betrachtet man bie Puntte
ber Peripherie M' als Pole beS «reifes M, fo befinben fig
bie zugehorigen pole in einer geraben 8inie, nantligp in ber
Shorbale beiber «reife.

5D%it beute bie Zentrale MM’ es fei Q' ber Pol heS
flnftes Q, QA" ftebe normal auf MM’ unb MA fei eine
burp M gelegte beliebige ©ccante beS «reifes M. Y@

§. 338 1) ift
MA-MA'" = MQ-MQ'

MQ-MQ' ift gleigp r\ alfo ift MA-MA' gleigp r2, unb beshalb
A' ber Pol heS flinftes A, unb ba MA jebe <Secante bor=
ftellt, fo ewpellet, baff bie Pole aller flinfte ber Peripherie
in ber Normale Q'A" liegen. — 9lag 8. 338 finb A unb A
bie 53erigrungSpuntte eines «reifes K, melger ben «reis M'
unb hie gerabe Sinie Q'A" berlhrt, $lr ben «reis M' bente
man in A bie ©dugente, unb fie fgneibe Q'A" in V. VA ift
jugleip ©angente flr ben «reis K, beshalb ift VA gleig
VA'. (Sin aus V mit VA beforiebener «reis geht burg A
unb foneibe ben «reis M in G. A itnb A" finb Pole beS
«reifes M, beShalb f(g/neibet ber «reis V ben «reis M regt-
rointlig, unb es ift VG ©angente fir ben «reis M. ©ie
(Veleigneit ber ©angenten VA nnb VG bebingt, baff Q'A" (Shot*
bale Ift ber «reife M unb M.

4) <Seneibet ber «reis M' ben «reis M regth)intlig, fo
fallt ber confugirte «reis M" mit bem «reife M' 3ufammen.
[%0gl. §. 335 3)].

8. 340.

Yfian (teile fig jmei «reife M nnb M' vor, unb alle
mogligen lderiihritngsfreife, von tvelgeit jeber bett «reis M
nnb gugteip ben «reis M' berlhrt, ©iefe SerlihrungSfreife
wollen wir in jtvei «laffen theilen, unb jur erften «taffe
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alle bie Streife regnen, tuelge bie Greife M mtb M' betbe oon
aufen, ober beibe bon innen berlhren, jur jioeiten Stlaffe ha=
gegen biejenigen jafylen, melge ben einen ber Streife M, uitb
M' bon auBen berlhren, ben anberen bon innen. $ebe Alaffe
ioerbe ioieberum in jioei. (Gruppen gefonbert; bie eine ®ruppe
ber erften Stlaffe umfaffe bhie Streife, toelpe bon auBen berill=
reu, hie anbere bie, melge bon innen beriihren; bie eine
Gruppe ber jioeiten Stlaffe beftepe au« ben Streifen, me(ge ben
einen ber Streife M unb M' bon auBen, ben anberen bon innen
beriihren, bie anbere au« benen, melge umgefebrt ben an*
bereit bon aufen berihren, ben erfteren bon innen. £)ie
beiben Critppeit jeber Stlaffe nennen mir bertoanbte ®rup*
beit, ©ie bermanhteit Gruppen geben in einaitber Uber bur
gemeil?f(p%‘tli(pe Tangenten ober ®urgfonittspunfte ber Streife
M unb M

8. 341.

1) Sterben jmei Streife M' unb M" bon jmeieit Streifen
B' unb B" berlhrt, unb gehdren hie Streife B' unb B” ber
erften Stlaffe an, fo gebt bie (S4jurbale biefer Streife burg
ben duBeren 2lebttlipteitdpuntt A ber Streife M' unb M", ge*
horen bie Streife B' unb B" ber jmeiten Sttaffe an, fo gebt
ihre Sk!)orbate burg ben inneren Slebuligfcityspunft ber Streife
M' unb M",

(S« mogen S$ig. 123 bie Streife B' unb B" ber erften
Stlaffe angeboren (gleipbiet ob einerlei (Gruppe ober ni(pt;
unb C, C', D, D' felen bie 23erlibrung«puntte. %a@ 8. 337 4
?eben bie Linien C'C itnb D'D bitrg beit &uBeren %obnlig*
eitcpunlt A ber Streife M' uitb M", unb ua@ 10) beffelbeit
Paragraphen befinben fi¢ bie @untte C, C', D, D' in ber
Peripherie eilte« Streife«.  SDian heute biefeit Strei« V. T>ig
Linien C'C uitb D'D fiito jmei von ben brei Shorbaleit ber
Streife V, B', B", unb ba fie fig in A foneiben, fo gebt aitg
bie britte C*borbale, b. i. bie ber Streife B' unb B" burg beit
Slebnligleityspunft A.  E£)ax ift ber eine 2@eil he« @ape;
Obntig folgt ber anbere.

2) SRenit man bur@ ben %ebnligfeitBpuntt ber Streife M'
unb M", burg melgen bie Bbot'bale ber Streife B' unb B" gebt,
eine Tangente an eilten ber leYstern Streife legt, unb mit biefer
Xangente al« 97abiu« einen Strei« beforeibt, ber jenen %bn=
lipfeitYspuntt jum 9D7ittelpunft b”t, fo finb bie .Streife M' unb
M" conjugirte Streife biefe« Streife.

Slian beule gig. 123 fantmtlige Yeerigruugbtreife ber er*
fielt Stlaffe. ®ie @borbalen je jmeier von ihnen geben burg
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ben duReren lepnligteitSpunft A. AT fei ©angente an einem
bei Greife, B'.  (Sin mit AT befgriebener Areig A wirb ade
Areife ber erften Alaffe re(ptmlntll% foneiben, beSljath finb
C, C, ehen fo D, D' n. f. tv. 5Bole beb Areifeb A, folglip M'
b M" conjuglrte Greife beb Streifeb A, (Shen fo ergiebt fig
ber <Sa% im anberen $all.

8. 342.

©ie Greife M' nnb M" finb 93erigrungSfreife ber Greife
B' nnb B", nnb fie gehdren alb folpe (Gruppen an, bie fig
beftimmen nag ben ©ruppeu, anb melgen B' nnb B" genom=
men finb. Yla@ einer geftftellung biefeb 5S3ersa(tniffeb mirb
man im (Ysanjen folgenbeb ®efef erlernten:

2Renn |r?enb jmei Greife gebagt werben nnb @re fammb
ligen gemeinfoaftligen %oigrnngbfreife, fo enthalt bie (IS Qor=
bale ber erfteren Greife bie fammtligen &uBeren ¥:eljnligleitp-
punl'te je jmeier 23erigmutgblreife, bie einer (Sruppe angeboren,
nnb hie fammtligen inneren Sleljnligfeitbpunfte je ~freier 336>
riprungbfreife anb bertoanbten ©ruppen; ber duBere %o|€)ﬂ—~
lipleitSpunlt ber erften Greife ift gemeinfoaftliger (5¢orbaO
punft ber YeriiYsrungblreife anb ber erften Alaffe, ber innere
2leljnligteitdpmutt ift gemeinfoaftliger (%orbalpunft ber 3wei*
ten Alaffe bon 23erigrnngbfreifenj bie 23erigrungdlreife ber
erften Alaffe paben einen gemeinfoaftlipen Drtljogonaltreib,
beffen 3luittelpunlt ber_auBere 9le Enll(pmepuntt ber jiterft ge*
bagten Greife ift, bie Greife ber “weiten klaffe paben ebenfalls
einen gemelnf(paftll en ©rtpogonallreis, nnb fein SDMttelpnnTt
ift ber innere Yanligleitspunlt ber gnerft gebagten Greife;
enblig finb bie erften beiben Greife conjugirte Greife 3l Jebem
ber ermahnten ©rtpogonallreife.

§. 343.

©rei Greife M, M", M" paben brei &uRere 3Iei)nlig0teit1/s*
Funfte nnb brei innere, ©ie brei duferen Slepnlig eitSpunIte
iegen in geraber 8inie, nnb ferner liegt jeber aulere 9lepnlip-"
feitspnnlt mit ben beiben inneren OlepnligfeitSpnnften in gera=
ber 8inie, tuelpe ni@t pt |pm I\%e poren.

(SS feien $ig. 124 M', M", M™ bie J)littelpunfte ber
Greife, ipre Jiabien feien r', r " bie &uBeren %opnlipleitS==
puntte feien A, A", A™, bie mneren F, 1" 1™ Y%lan beule
bitrg bie beiben funfte A' nnb A" eine gerabe Oinie gelegt,
unb bon ben 9)littelpunlten aus brei parallele Linien M'Q’,
M"Q", M™Q™ gezogen, melpe hie Viite A'A" in fiinften
£ Q", Q", foneiben. ©ann berpalt fig
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folgli
wegen(p tiefer Proportion gefyt bie 8inie Q"Q™, h. fy, A'A"
burg ben Punft A™; alfo liegen bie Pnnfte A', A", A™ in
geraber Rinie. (*ben fo folgt, bafd fig A, I", I'"" in geraber
Vinie befinben n. f. W,

®ie 8inien A'A"A™, A'1"I'™, A"I'™, A™I'l'" nennt man
©pmmetrallinien, 3lef>nlipfeitblinien ber brei Greife.

344.
Uebungen unb PraftifeeS.

1) SaS ift ein AreiS, bie Peripherie eines Greifes, ber SDIit
telpunft, ber 9fabiuS? SaS ift eine Secante, eine Sepne,
ein Xurgmeffer, eine Xangente, ber %oi@rungSpunft einer
Xangente? Sann ift eine dinie Secaiite, ober Xangente?

2) SaS ift ein WitelpunftSWinfel, ein peripperiewinfel?
Sas ift ein ~reiSabfonitt, ein HreiSauSfonitt, ein Duabrant,
ein Septant? Sann finb Sepneit eines Greifes gleigp, wann
ungleip7 Sann finb 33ogen eines AreifeS gleiclp, wann um
gteidip?  Sann  finb “reiSauSfonitte ober SlreiSabfonitte
cottgrnent?

3) Senn ein 9JiittelpunftSwintel unb eilt peripperiewinfel
auf gleigen idogen fiepen, wie finb fie befoaffenP Samt
finb peripperiewinfel gleig, wann ungleich? (Gelten biefe
Sape umgefeprt? Samt ift ein Peripperiewinfel ein rechter
Sinfel?

4) Selge Proportion tritt ein, Wenn eine 8inie auf einem
Xuromeffer normal fiept? welge jwifgen einer Sehne,
iprer Projection auf einem Xnrgmeffer, ber von bent einen
(Snbpunft ber Seltne aitSge™t, unb bem X}urgmeffer?

5) Senn eine Xangente von einer Sepne im 33eriiprungSpunft
gefonitten Wirb, WelgeS ®efep finbet fiir bie Sittfel Statt,
welpe bie Sepne mit ber Xangente bilbet?

6) Selpes (#5fele finbet Statt, wenn jwei Sepnen fig fouei=
ben, welgeS wenn jwei Secatiten fig foneibeu, wenn eine
Xangente unb eine Secante fig foneiben, wenn jwei Xam
genten figp foneibenP Waffen fig biefe @efepe als ein ®e-
fele jufammenfaffen?

7) Samt fagt man, ein necf liege in einem Greife, ein necf
liege um einen Areis? Selge Figuren liegen in einem
Greife, welge unt einen Areis? Siegt ein necf, welges
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unt ober in einem Greife liegt, jebeSmat {')uglei(p in ober
um einen Streis? So ift ber YHttegunft beS Streifes, in
welgem ein ©reied liegt; wie finbet man ben &Kittelpuntt
beS Streifes, um welgen es liegt? Sie wirb ber Mittel*
Aunft beS Streifes gefunben, in welgem eilt regulares necf
liegt, wie ber Wttetyunft beS Streifes um ben es liegt?
Sem ift bie ©eite beS reguldren <=e@SedS gleigp? SelgeS
Oefe%s finbet «Statt jWifgen ber «Seite heS requldren §unf*
eds, ber beS re%uléren $efyneds, unb bem OtabiuS beS Strei=
feS in welgem beibe Figuren liegen?

8) Sie bridt figp baS “robuct jweier Seiten eine# ©reieds
aus? Sie brudt figp ber 3nYalt eines ©reieds aus burg
bie brei Seiten unb ben JtabiuS beS Greifes, in tuelpem
eS liegt? SRSie bridt fig ber 3nljalt aus burg bie brei Sei-
ten unb ben 9tabiuS heS Streifes, um ben es liegt? Sie
bridt fip ber Snljalt eines jeben nedS aus, welgeS um
ginen Streis liegt?

9) Selpe Oefese gelten bei einem 23iered, welpeS in einem
Streife liegt? SaS ift bei einem 23iered ju merten, toelgeS
um einen Streis liegt? Selpe toon biefen (Sefe¥sen finb um*
gefeZert werben? SelgeS (S5efels gilt Gom Se@Sed im Greife,
00m Se@Sed um einen Streis?

10) Sann liegen vier fiinfte in ber iBeri erie eines Streifes?

11) Sann fyeifien Streife concentrif, ejxentrif7 SaS ift
gine Zentrale? SaS Reifst es, jwei Streife berlhren fi¥'>?
Sie muR bie Zentrale befgaffen fein, bamit jwei Streife fiQ
foneiben, ober fid; beriihren aufjer einanber liegenb, ober
fio berthren, ber eine innerhalb beS anberen liegenb? Sie
muf] bie Zentrale befgaffen fein, bamit bie @eri gerieen
zweler Streife einen @unft gemeinfaftlio Yaben unb ber
eine auBerhalb beS anberen liege, ober ber eine innerhalb
heS anberen?

12) Sobnrg beftimmt fig ein Streis?

13) Sie vergalten fid, jwei 330gen eines Streifes? Sie jwei
StreiSauSfon~tte? Sie verhalt fig ein %ogen jur fBerqYserie
feines Streifes; wie ein StreiSauSfquitt jn feinem Streife?

14) Sie vergalten fid; bie erip¥eerieen jweier Streife; wie
bie “n"alte?

15) Sie ver?alten fip jwei 53ogen, ober jwei StreiSauSfonitte
Jweier ungleigen Streife, wenn bie WtittetyunftSWinM gleig
finb; wie, wenn hie SDiittegunttSwinfel 1tngleigp finb?

16? Sie bridt fip ber 3n”alt eines Streifes bur? feine
>Berifgerie unb feinen OiabiuS aitS? Sie bridt fig ber
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3n¥ealt eines “reiSauSfemtteS aus burg beit Sogen unb
ben DlabiuS?

17) SBSenn r ber 9iabiuS eines Greifes ift, wie britft fig bie
csgercpl)erie ans, wie ber Inhalt? S3elge 3alg be3eipnet n?

Renn r ber YiabiuS eines YreifeS ift, a ein SiittelpunttS=
winfel, wem ift ber Sogen jn biefem SDiittetyunftSwinfel
gleig, wie grofj ift ber AreiSauSfdjnitt? Séelge Sriige
briitfen 1 anna%ernb ans?

18) 2Renn man (ber ben ©eiten, eines re?twinfligen OretecfS
Greife beforeibt, fo ift ber Areis, beffen ®urgmeffer bie
Lofx>tenufe ift, gleigp ber ©itmme ber beiben anberen Greife.

19) 3ft ein AreiS gleigp ber ©nmme 3weier anberer Areife,
fo wirb baS Oreletf, welpeS bie durgmeffer zu ©eiten
hat, re(ptwinfli?, nnb ber y)urgmeffer beS erfteren ftreifeS
feine @Yspotenute.

20) SOaS finb @ole eines AreifeS, polaren? Svslge (Y5efelse
g_elten fur bie jRole, polaren? $u toelgen ("efetsen fiihren
ie Yaevenligfeits mntte ber Greife?

21) (Sine Sehne meffe 9 $ufj; fie werbe nm 3 $ufj verleim
ert, unb von bem Snbpunft werbe eine ©angente an ben
sreis gelegt; wie gro™ wirb bie ©angente?

6 M-

22) ©er 9fabiuS eines Mreifes fei 8 $u$, bie eines Ro-

gens 5 M> ivie grof) ift bie Sehne biefe3 Segens?
14,8323 eeee M.

23?1 ©er YiabiuS eines Greifes fei r, bie £>0tye eined Segens
, wie groR ift bie Sehne beS SogeuS?

2v(2r—h)h.

24) (Sine Sehne tneffe 12 M, bie £0he beS zu?ehérigen
SogenS 3 M, tuie groR ift ber %obiltS beS Greifes?

% M-

25) Sine Sehne fei a, bie &itye beS zugehdrigen Segens b,
tvie grofz ift ber %obitS heS AreifeS?

a2-f-4b*
8b_ )

26) ©er UiabiuS eines Areifes fei 12 M), eine Sehne 8 M,

wie grofj ift bie £>6he beS zur fehlte gehdrenben Segens?
0,6862 .... ober 23,3137 ---- "Aun

27) ©er %obiuS eines AreifeS fei r, eine Sehne a, wie groB

ift bie ~)6he beS SogettS, Welcher zur Sehne gehért?
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28) ©er YtobiuS eines AreifeS ift 8 guf; in beut Greife bes
fiflben figp jwei parallele <Sepnen, bie eine miBt 12 $uB,
bie anbere 10 gul3, wie weit finb bie ©epnen von einanber
entfernt?

0,9534 ssee $uR, ober 11,5365 gui.

29) ©er YiabiuS eines AreifeS ift r, jwei parallele @epnen

(int a unb b, nie groB ift bie (Entfernung ber ©epnen?

30?3 ©er %obiuS eines Greifes fei 5'; wie grol muf ber %=

iuS eines Greifes genommen werben, heffen “eripperie
3% mal fo groB als bie jenes AreifeS fein foll? unb Wie
gro muR ber SRahitiS fein, wenn ber 3npalt 3| mal fo
groR als ber jenes Greifes werben foll?

17V. 9,354’

31) (Es ift ein AreiS gegeben, beffen OtabiuS r ift; Wie groR

muB man ben 9tabiuS eines Greifes nepmen, beffen @erippe=

rie von ber “eripperie jenes AreifeS werben foll? ober

wie groB ben %ebiuS, wenn ber 3npalt — vom 3npalt bes
erfteren werben foll?

32) ©er %obittS eines ffreifeS fei 8', ber eines attbern 5,6',
wie groB mufR ber 9tabiuS eines ffreifeS fein, ber gleicp ift
ber Summe ober ber Qifferettj jener ffreife; unb wie ?r_oB
muR ber 9tabiuS eines Streifes fein, beffen Yeeripperie gleicp
ift ber Summe ober ber ©ifferettj ber “eripperieen jener
ffreife?

9,76'..-. 5,71'we 136'.... 24.

33) ©er 9tabiuS eines Streifes fei a, ber eines anberett b,
Wie groR ift ber SRabiuS eines ffreifeS, welcper gleicp ber
Summe ober gleicp ber Oifferettj jener Streife Ift? 2die
groR ift ber 9tabiuS eines Streifes, beffett @eripperie gleicp
ber Summe ober ber O©ifferem ber [Beripperieett jener
ffreife ift?

Vva*+b2 a=xb.

34) 3ft r ber OtabiuS, d ber ©urcpmeffer, p bie “eripperie
uSttb k ber 3npalt eines ffreifes, fo finben bie ®leicpungen
tatt
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%0S @nen folgt

®ur@ bie brei elften Formeln finbet man ben durg=
meffer, bie *Berifoerie nnb ben 3n7alt eines Areifes, tvenn
fein 9iabiuS gegeben ift. ) S
®ur@ bie Formeln 4) 5) 6) ben 9tabiuS, bie gerip¥serie
unb ben 3[]%alt, wenn man ben durg meffer tennt.
®ure bie Formeln 7) 8) 9) erhdlt man ben SRabiuS,
ben durgmeffer unb ben 3n7zalt, wenn bie Perip¥serie
betanut ift. o
X)ur@ bie Formeln 10) 11) 122) ben 9iabiuS, ben durg=
meffer unb bie [>erifgerie, wenn ber 3nljalt gegeben ift.
35) ©er QiabiuS eines Streifes fei 5,2, tvie groR ift ber
duremeffer, bie gerifgerie, ber 3nfyalt?
10,4. 32,672 84,94
36) ©er durgmeffer eines Greifes fei 10, wie groB ift ber
YiabiuS, bie >Peri gerie, ber 3%s(altP
5 31,4159--- 78,539-.-

37% 0S fei bie “eripl®erie eines Streifes 100, wie groR ift
er %obius, ber 3nbalt?
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382)_ ©er 3Ml)cilt eine« Greife« fei 50, wie gro%s ift feer %60
iu«, bie "eriptyerie?
3,98-25,06--
392} 23ejeipnet r ben Dtabiu«, a ben 9)?ittelpuntt«wiufel, b
en  zugehorigen Sogen, ben 3[]f>att be« zugehdrigen

Areicau«fchnitt«, fo finben bie (Y%Heigungen (Statt:

Nu« ihnen folgt

Die Formeln 1) unb 2) liefern beit Regelt unb ben
Areidaudfonitt, wenn ber9fabiud unb ber SOilittelpunftS*
wintel gegeben finb.

Die Formeln 3) unb 4) liefern beu Breipaudfonitt nnb
ben 9JtittetyuuftpWintel, wenn ber Oiabiud unb ber No-
geil gegeben finb.



8. 344. <Jom Greife. 147

©ie Formeln 5) unb 6) liefern ben 23ogen unb ben 2Ditt-
tetyunftswintel, wenn ber BlabiuS unb ber Areisaus*
fonitt gegeben finb.

©ie Formeln 7) unb 8) liefern ben YiabiuS unb hen
AreiSauSfonitt, wenn ber 20gen unb ber 9DiittelpunftS*
winfei gegeben finb.

©ie Formeln 9) unb 10) ben YiobiuS unb ben 23ogen,
wenn ber ~reiSauSfenitt unb ber 9Jiittetpunfto =
wintel gegeben finb.

©ie -Formeln 11) unb 12) ben BiabiuS unb ben 2D7ittet=
punttswinfel, wenn ber 230gen unb ber Slreisausf@nitt
gegeben finb.

40) ©er BiabiuS eines Greifes fei 1, ber 3)iittelpunftswinfel
VOR, wie grof ift ber 23ogen unb ber 3n¥salt beS Areio=
auSfonittSP

0,01745 sees 0,00872 eoee

41) ©er BiabiuS eines JtreifeS fei 1, ber 23ogen Yem, Wie

groR ift ber “reiSauSfenitt unb ber 9liittelpunttSwinfel ?
0,52359---  %R.

42) ©er BiabiuS eines Greifes fei 2, ber “reiSauSfouitt -2,

wie groR ift ber 23ogen unb ber BliittelpunftSWinfel?
6,283-.-. 2R

43) (Sin 230gen fei T¥atr, ber SAittetyunttSWinfel R, wie groB
Ift ber BiabiuS unb ber $reiSauSfd)nitt?
0,2. 0,0314.

44) (Sin ~reiSaiiSfonitt fei 20, ber SDiittegunftSwintel %R,
wie groR ift ber BiabiuS unb ber 23ogen?
6,18---. 6,47-..-

45) (Sin 23ogen fei 5, ber _’_\,reiSa_qucruitt 5, wie groB ift ber
BiabiuS unb ber Wiittetyiinftswinfel?
2. 1,59--R.

46) ©er 9)iittelpuuftSWinfel fei %R, ber BiabiuS r, wie rer*
t?étztofl(p bgr 3ogen jur ©efyne?
ie n:3.

47) 2QRie groB ift ber 3n%salt eines Billiges, wenn bie &)alb*
meffer feiner concentrifgen Greife 60 unb 40 finb?
6283,1853-...

48) SBie groB ift ber 3nfalt eines BiingeS, wenn a unb b
bie &>albnieffer feiner concentrifgen Greife finb?
n(a+b)(a—ub).

10*
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§. 345,
49) 2diegrofj ift bie 33reite eine« SRittge« (b. %. feie Oiffe*
renj feiner %obien), wenn her beB SFHnge« a unb

ber” gréRere 9tabiu« b ift?

50) ©er 3n%alt eine« Otilige« fei g, ber groBere dtabiuS a,
tote grofe ift ber Heinere Otabiu«?

51) ©er 3nf>alt eine« Otinge« fei g, ber Heinere Otabiu« fei
C, wie gro% ift ber groRere O9tabiu«?

T+

52) (Sitte gerabe Stnie, welge itéfyerung«Weife gleig ber @e-
riptyerie eine« Areife« ift, wirb erhalten, wenn man ba«
Oreifage be« ©urcfymeffer« um bett finften 3geil von ber
<Seljne be« Duabranten vermehrt.

3ft ber 9tabiit« be« ftreife« g(eigp r, fo ift bie "erg%erie
be« Greife« gleip  6,2831853 ----r
bie in ber angegebenen 2Beife conftruirte 8inie aber glei

6,2828427--r.
©ie Oifferenj betrégt baveer nur
0,000342 ----r.

Neuntes Kapitel.

Constructionen.

§. 345.

Construiren fyeift hier, Linien, Figuren u. f. w. jeignen,
fo, bafi fie ge?ebenen 33ebingungen entfpregen.  2Bir unter=
foeiben bei folgem (Sonftruiren bie t¥eoretifge (Sonftruction,
b. 1. bie %ogabe, ober bie Ermittelung be« SSerfafyren,
unb v bie praftifge (Sonftruction, b. lj. ba« 3eigptten felbft.
©ie t">eoretifge (Sonftruction ift bebingt burg bie SBer¥seuge,
bereit man figp beim 3eignen bebienett barf.  2Bir febseu
hier oorau«, bafj matt fig, abgefefyett von bett gewdhnlichen
3eigenxWhtaterialieit, be« Sineal« bebiette unb be« 3irlel.
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SD2e™>r ober ioeniger Hilfsmittel geftatten ober erpeifgen ein
anbereS Serfapren.

o §. 346. Stufgébe. o

®S ift Blé;. 125 ein ©reied EHL gegeben, man feil ein
gWeiteS ©reied jeiguen, ivelpeS tiefem congruent ift.

SluflBfung. SRan mage AB gteip EH, foplage non

B aus mit her 3irMbffnnng HL einen Sogen, von A aus

ginen Sogen mit her 3irMoffnung EL, unb jiepe von bem

funfte D, in melgem tiefe Sogen fi¢ foneiben, gerate Li-

nien nag B unb nag A. ©aS ©reied ABD ift bem Oreied

EHL congruent, weil es bie brei ©eiten mit ipm gleig pat.

§. 347. Aufgabe.
@S ift $ig. 125 eine £inie AB gegeben, in ifyr ein Aunft
A, man foll burg A eine Sinie jeignen, melge mit AB ei*
neu gegebenen SMnfel a bilbet.
Slufléfung. 9)lan nepme auf ben <=genteln heg £0in*
felS « bie @untte H unb L beliebig, unb jeigne Uber AB
ein Oreied, tnelgeS bem ©reied EHL congruent ift.

Sim einfagften fuprt man biefe Ronftruction aus, intern
man mit einer beliebigen girfeeloffnuiig bie <Sgentel beS 2Bin=
tels a von E aut foneibet, etwa in G unb F, mit berfelben
©effnung von A aus einen Sogen CQ feglégt, tiefen Sogen
ton Q aus mit her ©effnung FG foneibet, unb burg ben
GurgfenittSpunft C unb burg A eine 8inie geignet.

§. 348. Aufgabe.

@S ift gig. 126 eine Sinie AB gegeben, auperpalb her*
feiten ein ~unft C, man foll bitrd; C eine Sinie jeignen,
Welge parallel ift mit AB.

Slufléfung. SluS bem beliebigen f3uidt B her 8inie
AB fgplage man mit ter girleldffnun% BB “en Sogen CA,
mit berfelben “irfeloffnung non C aus ben Sogen BD, utage
BD gleip AC, unb jiepe CD, fo ift CD parallel mit AB.
©enn wirb bie 8inie BC gebagt, fo ift Z-ABC = BCD.
Sergi, vorig. §.

©her man fglage $ig. 127 non bem beliebigen sPunft
N aus mit NC als Fabius einen Sogen, melger bie Sinie
AB foneibet, mage ED gleip GC, unb giefie CD, fo ift CD
parallel mit AB.

8. 349. Siufgabe.
Sinen gegebenen SRinfel a fyig. 128 in gwei gleige
Steile ju tpeilen.
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Yauflofung. 2Dfon foueibe mit einer beliebigen 3irfel*
6ffnrnng von A aus feie <Sgenfel beS 2BintelS, etwa in B
unb C, mit berfelben ober einer anberen beliebi?en Offnun
f(gluge man von B nnb C aus gwei Sogen, welge fig in
ober in D' foneiber, nnb Ygigue eine %erabe 8inie bur(g A
unb D, ober A unb D'; biefe ljalbirt ben SRinfet a. %oS
ber (Songruenj ber Oreietfe ABD unb ACD, ober ABD' unb
ACD', folgt bie Otigtigfeit ber (Sonftruction.

. §. 350. Aufgabe. _

(Sine gegebene Sinie AB $ig. 129 in jwei gleige 2¢eile
$u feilen. o o _

Slufléfitng.  SDYit einer beliebigen “irlel6ffnung folage
man von ben (Subpuntten A uub B aud gtuei Sogen, welge
fio foneiben, etwa in C, unb fyalbire ben SRintel ACB; bie
@albirungSlinie biefeS aBinfels eilt bie 9inie AB in jWei
gleige Stylte, tiap §. 74. Um aber ben SBinfel ju ljalbiren,
pat man nur ni>t%ig, mit einer beliebigen girfeloffnung oon
A unb B gwei Sogen ju folagen, welge figp foneiben, etwa
in G, unb bann burg G unb C eine Rinie ju conftruiren.

§. 351. Aufgabe.

(Ss ift ftig. 130 eine gerabe Sinie AB gegeben, in @r
ein oufttt C, mau foll in bem (Buuft C eine Normale auf
AB errigten.

Slufléfung. 907an @eile ben geftretften WinJet ACB
in jwei gilelqge 3geile. o _

~ Sollte in bem Snbpuntte B ber 9inie AB eine Normale
errigtet werben, nnb tonnte man bie Sinie {ber B fyinauS
picpt \verléngern, fo conftruire man in einem anberen $untt
er Sinie AB eine Normale, unb bur@ B eine inie, welge
Barall_el_ ift mit ber Normale. Ober man neunte beliebig In
er Sinie AB einen @nntt C an, fglage von B unb C aus
mit einer beliebigen 3irteloffnung jwer Sogen, welge fig
foneiben, etwa in D, jiefe CD, mage DE gleip CD, unb
tyty EB, fo ift EB normal auf AB; benn ber gunft B liegt
in ber gerife"erie beS AreifeS, welger CE jum Ourgmeffer
fiat, alfo ftefyt ber 2dinfel CBE auf einem *)albtreife unb
ift ein regter 20intel.

8. 352./ Aufgabe.

(5s ift $ig. 129 eine gerabe Sittie AB gegeben unb aufeers
ljatb berfelben ein ~unft C, man foll von C aus eine %or#
male auf bie Oinie féllen.

¥anflOfitng.  Oliit einer beliebigen Birfeloffnung foneibe
man von C aus bie Oinie AB in jwei flnften, etwa in D
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unb E, unb Patbire beu 2Bintel DCE. ©ie Spalbiruitgblinie
ift normal aur AB mag §. 74.

(Sollte man von einem @unft E gig. 130, ber gegen bab
(Snbe einer 8inie AB liegt, eine Normale auf bie Siriie féllen,
unb fonnte AB Uber B piitaub ntot verldngert werben, fo
conftruire man irgenb eine Sinie normal auf AB, unb jiepe
burg E eine 8inie, lvelge mit ber Normale parallel ift.
Ober man jiepe |r?e_nb eine Sinie EC, ivelge AB fomeibet,
tpetle fie in Y%n>i gleige £pei(e, unb wenn D hie Wiitte von
CE ift, fo foneibe man von D ait$ mit ber 3irfelbffnung DE
(ober DC) bie Sinie AB, n>elgeb in B gefpepen mag. EB
ift bann normal auf AB.

. 8 353, Aufgabe.

Rb fiith brei gerabe Siniett MN, PQ, TV gegeben, man
foll bie vierte ~roportionallinie pt ipueit conftruiren, b. p.
man foll eine 8inie XY conftruiren, fo bap fig verpélt

MN:PQ = TV :XY.

?lufléfung.  9Jiau jeigne einen beliebigen poplen Sétn*
fei a $ig. 131, mage AB gleip MN, BC gleip PQ, AD
gleip TV, jiepe BD, unb CE parallel mit BD, fo ift DE bie
verlangte  8inie XY;ober man nepme AB gleip MN, AC
leip PQ, AD gleip TV, jiepe BD, unb bamit parallel CE,
0 ift AE bie gefupte 8tnie XY; ober mau magc AB Eglei(p
MN, AD gleigp PQ,AC gleip TV, jiepe BD, unb CE pa=
rallel mit BD,fo ift AE bie geforberte Binie. II. f, tv.

8. 354. Aufgabe.

£u jweien gegebenen Linien MN unb PQ bie mittlere
<Broportiomallinie ju jeignen. o

Sluflofuug.  ?(uf einer geraben 2inie gig. 132 nepme
man AB gleip MN, BC gleip PQ, befgreibc uber AC einen
&albfreib, unb errigte in B bie Normale AD. Sie ift bie
verlangte dinie, benu eb verpalt fi

AB:BD = BD:BC
b. p. MN:BD=BD:PQ.
Ober man nepme gig. 133 AC gleip PQ, AB gleigp MN,
beforeibe Uber ber groferen Sinie AC einen “albfret¥s, unb
conftruire bie <Sepne, bereu "rogectlon bie Heinere Oinie AB
ift.  2)iagt mau BD normal auf AC, fo ift AD biefe Sepne
unb bie verlangte Sinie, benu ch verpélt fig
AB:AD = AD.AC
b. i MN:AD=AD:PQ.
_ §. 355. Aufgaben. ) _

1) (Sine gegebene gerabe Sinie PQ, ftig. 134 in n gleige

Epeile ju tpeilen.
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~ Slufléfung.  2ftan gPiee ~«on bem einen Subpuntt P
gine 8inie PD, melge mit (f ginen beliebigen poplen Sdinfel
bilbet, auf bie Sinie PD trage man «on P_au« nmal ein be=
liebige« ©tuet PCI gielle «on bem le%ten ©peilpunft, toelger
D fein mag, eine 8inie nag hem anberen (Snbpunft Q, mtb
au« jebem ber Ubrigen ©Fellpunfte eine £inie parallel mit
DQ; biefe parallelen tpeilen na@ §. 134 bie 8inie PQ in
n gleige Opeile. o _ _ _
~ 2)Sine ?egeber_le gerabe Rinie PQ in n ©peile gu tpeilen,
bie fiQ «erpalten wie gegebene gange 3algen a, b, ¢, d----
Sluflofung. ~ Von bem einen Snbpunft P au, %|? 134,
giepe man eine Sinie PD, melge mit PQ einen Dbeliebigen
popleit SRinfel bilbet, auf PD trage mau bon P au« (ayb
+C+d-----) mal ein beliebige« Stiid PC, bon bem lebten
©peiipuuft D giepe man eine 8inie uag Q, unb bom aten,
(a+b)ten, (a-f-b+c)ten u. f. m. ©peilpunft eine Sinie
rallel mit DQ; bie parallelen Linien tpeilen PQ in ber ber-
langten SReife. ©ie« féllt in bie Singen, menn mau au«
allen Opeilpunften Linien parallel mit DQ benft.

§. 356. Stufgabe.

3u breien in geraber Sinie befinbligen @untten bem hier«
ten parmonifgen punft gu conftruiren.

Slufléfung. Sinb %ig. 64 bie Punfte A, B unb Y
?egeben, unb fillen A unb B al« gugeorbnete Punfte gelten,
0 giepe man gleipgeriptet, aber fonft beliebi?, bon A unb B
an« bie Parallelen AC' unb BC, foneibe fie mittelft einer
beliebigen burg Y gelegten 8inie YC, «erléngere bie eine AC'
tber pinau«, mag@e bie Verldngerung AC" gleip AC,
unb giepe CC", unb e« ift ber dJur(pf(pnitthunft X gmifgen
CC" unb AB ber «erlan?te Punft. — Sinb A, B unb X
gegeben, unb A unb B al« gugeorbnete punfte, fo %iepe man
entgegengefelst gerigtet, fonft beliebig, bie Parallelen AC"
unb BC, foneibe ftie mittelft einer burg X gelegten 8inie
XC, berldngere AC", mage AC' gleip AC", unb giepe C'C;
bie le%ste Sinie foneibet AB in bem «erlangten Punft Y.

8. 357. Slufgabe.

Sin ©reied gu geignen, gu melgem gioei (Seiten unb
ber SRinfel gegeben finb, melgen fie bilben.

Slufléfung.  97an mage bie Sg@enfel be« VMnfel«
gleig ben gegebenen Seiten, unb giepe bie britte Seite.

§. 358. Slufgabe.

Sin ©reied gu geigiten, gu melgem eilte Seite unb gtoei

Sdinfel gegeben finb.
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Slufléfung.  ©ollen bte beiben SZBinfel an bet gege=
beiten Seite liegen, fo trage man fie baran, nnb verléngere
bie anberen Sgenfel bis fie fig foneiben.

Soll ber eine 2Bintel a an ber Seite AB liegen, ber
anbere B @r gegendber, fo trage man $ig. 135 an AB ben
SBinfel a, neunte C in AC beliebig, mage ben SBintel ACD
gleigp B, nnb conftruire BE parallel mit CD. ABE ift bad
verlangte Oreiecf.

©ie Summe ber SBinfel a nnb 3 muR Heiner fein, als
ein geftrecfter Sintel.

§. 359. Aufgabe.

(Sin ©reiect ju jeignen, ju toelpem bie brei Seiten
gegeben finb.

SInfl6fung. 2lu« ben (Snbpunften ber einen Seite e
foreibe man mit ben anberen Seiten al« Otabien Sogen,
nnb_jiepe nag beren durgfenittyspuntt Linien von ben @nb=
punfteit ber erfteu Seite. ) .

©ie brei Seiten muffen bergeftalt gegeben fein, bal bie
Summe je freier groBer ift al« bie britte, weil fonft bie
Sogen fig nigt foneiben.

§. 360. Aufgabe.

(Sin ©reiecf ju Seipllen, pi ivelgem jtvei Seiten ge%ez
ben finb unb ber S3infel, ivelger ber groBeren von hiefen
Seiten ge?enUberIiegt. _ _ ) )

Yauflofung. %o hie Heinere Seite AB $ig. 136 trage
man ben gegebenen SGSinfel a, befgreibe von B au« mit ber
roBeren Seite al« fRabiu« einen Sogen, ber in C hen Sgem
ei AC foneiben mag nnb jiepe BC, fo ift ABC ba« ver*
langte Oreiecf. _ _ _

Oft ber gegebene 2Binfel ein reqter, fo beforeibe man
lieber Gber ber groBeren Seite einen “albtrei«, trage von
iBrem einen (Snbpuntt bie Heinere Seite al« Sepne ein, itnb
3iepe bie britte Seite be« Oreiecf«.

§. 361

 Sollte ein ©reiecf gejeignet werben, 31 tvelpem jivei
Seiten gegeben finb unb ber 5Binfel, tvelger ber Heineren
gegentiberliegt, fo trage man Oig. 137 an bie groRere Seite
AB ben SRinfel a, beforeibe mit ber Heineren al« fRabiu«
von B au« einen Sogen, n>elper in ben beiben funften C
unb C' ben Sgentel AC foneiben tarnt, unb jebe« ber ©reiecfe
ABC unb ABC' pat bie gegebenen Seiten, unb ben gegebe-
nen 3Sinfel ber Heineren Seite gegeniiberliegend.
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§. 362.

Sinb nede, welge biefetben hinten unb 2Binfel, in ber=
feloen Sage qu einaitber, enthalten, congruent, fo fagt man,
jene Sinien unb SOirtfel, in jener Sage ju einanber, beftimmen
aS ned, unb nennt fie beftimmenbe Stiide beffelben.

Solten alfo gegebene Stuten unb 20inM, in einer gege-
benen Sage ju einanber, beftimmenbe Stiide eines neds fein,
fo ntufj fig

13 tberhaupt aus ipnen ein ned conflruiren laffen, unb

2) muffen alle nede congruent fein, welge jene Stude
in ber gegebenen Sage pt einanber enthalten.

~ Oiefelben Sinien unb 3Binfel tonnen in einer Sage bes
fimmenbe Stiide eines neds fein, in einer anbereit nigpt.

33eftimmenbe Stiide eines ©reiedS fitth j. 33. jwei Sei-
ten unb ber von ipiten gcbilbcte Siiitel; eine Seite unb jwei
SBinfel, berett Sage ge_?[en jene Seite gegeben, unb bereit
Summe Heiner als 2R ift; bie brei Seiten, wenn bie Summe
je jweier grofjer ift als bie britte; ghoei Seiten unb ein £6in*
fei, welger ber gréReren Seite gegeniiberliegt.
_ £)ie Sage jweier funfte pt einanber beftimmt fig burg
bie gerabe Sinie, welge bie flinfte verbinbet. %>ie Sage
eines britten fiinftes gegen bie beiben erften faitit beftimmt
werben bur@ bie gerabe Sinie, welge oon bem britten @untte
itap einem ber erften unfte gept, unb bur@ ben 3Binfel,
welgen biefe Sinie mit ber erften Sinie bilbet; ober burg
bie beiben Sinien, welpe von hem britten flinfte ma@ ben
beiben erften funften gepeit; ober burg bie 3Binfel, welge
biefe Sinien mit ber erften Sinie bilbeit, u. f. w., Uberhaupt
burg ~wei Stiide. Um bie Sage eines vierten flnftes
gegen bie brei erwdhnten flinfte ju beftimmen, finb eben fo
Jwei Stude erforberlig; u. f. W.© ©ie Sage von n flnften
$u einanber, welge in einer ESbene_Iie en, Ju beftimmen, be-
barf es bemnag 1+-(n—2)2, b. i. 2n—3 Stide. — Unb
beSpalb muffelt aug, um en ned pt beftimmen, von beim
feloen 2n—3 Stide, némlid; Sinien (Seiten, ©iagonalen)
unb SBiitfel, welge biefe Sinien bilbeit, 1gtegeben werben.

Jtigt burg jebe 2n—3 Stiide ift ein ned beftimmt.
3[t %llgemeimen beurtpeilt man leipt wépreub ber (Sonftrmc-
tion felbft, ob mit ﬁegebenen Stiiden ) _

1) ein ned Uberhaupt conftruirt werben fénite’, unb Weldje

33ebingungen bie Stide erfilllen miiffen, bamit bie
Sonftrnction moglig fei,

2) ob bie gegebenen Stuide beftimmenbe feien, b. p. ob

alle nede congruent fein werben, bie fie enthalten.
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Saffen  fig toerfdg')>ieberte necfe jeignen, von benen jebeg
gegebene Stuide in berfeiben Sage TJT'u einanber enthalt, fo
tarnt bieg baran liegen< bafs bie feftgefevete Sage ber Stiide
mehrere nede juldlt, au@ baran, bafl} 3l wenlg? Stlide ge=
eben finb. Salt figp gar teilt ned 3eipllen, Welpeg ?egebene
tude in einer feftgefesten Sage jn einanber Ysat, fo tarnt
bieg baran liegen, baR aus ¢nen Uberhaupt fein necf gebilbet
werben fann, aug@ baran, bal bie Aitjapl ber gegebenen
Stlde 311 groR ift. Saffen fiz{f) berfpiebene nede aug gege=
benen Stiiden conftrniren, fo fagt man, bag necf fei unbe*
ftimmt, ift bie Anzahl ber ?f_gebenen Stiide ju groR, fo
fagt man, bag necf fei (berbeftimmt. )

(Sin ©reied ift 3. 53. unbeftimmt, wenn 3wei Seiten
unb ber ber Heineren gegennberftesenbe 2Binfet, ober wenn
bloR 3wei Seiten gegeben finb; eg ift bagegen tberbeftimmt,
wenn brei Seiten unb ein Sointel gegeben finb, unb ber 2Bin==
fei nigt bon felbft in bem ©reied fig finbet, welpeg man
aug ben Seiten #'ei(pnen fann. _

Cb ein necf bnrg gegebene Stiide unbeftimmt ober (ber*
beftimmt fei, erfennt man im Allgemeinen leigt bei ber Son*
ftruction felbft.

§. 363. Aufgabe.

(Sin 53iered 31t jeignen, 31t welgem bie hier Seiten nnb
ein SRinfel %eg_eben finb. ) .

Anflotuitg. TDian nehme $|?. 138 AB ttith AC auf
ben Sgenfeln beg gegebenen ARintely a gleip ben Seiten,
Welgpe biefen 5Bintel bilbett follen, befereibe mit ber Seite,
welge an AC floken foll, bon C aug einen 53ogen, nnb mit
ber bierten Seite bon B aug. Seneiben fig biefe 53ogen
zweimal, in D nnb D', unb liegt ber eine durgfenittgpunft
D innerhalb beg ©reiedg ABC, fo enthalt jebeg ber S3ierede
ABCD unb ABCD' bie gegebenen Stlide, unb bie Aufgabe
ift unbeftimmt.  Seneiben fip bie 53ogeit 3weimal, in E
ttnb E', unb liegt ber eine durefenittgpunft innerhalb ber
SRSinfelebene ACP, ober innerhalb ber ifointelebeite ABQ, wie
E, fo erhalt man nur ein 33iere<f BACE', unb bie Aufgabe
ift beftimmt. ©er ®urgfenittgpunft E ift 1ligt brauchbar,
weil bie Sinien AB unb CE fig fonciben, alfo mit AC unb
BE fein 53iered im gewohnligen Sinn abgeben, berlhren
fig bie 53ogen, etwa In N, fo erhdlt man fein 5Mered, eg
fei benn, bal man, im $all N fig in ber 53infelebene von
a befinbet, bag ©reied ABC alg ein 53iered anfehen wollte,
beffen vierte (Scfe N ift, unb bag an biefer einen geftredten
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SRinfel fyot. @aben bie Vogcit feinen ~unft gemeinfaftlig,
fo erhdlt man fein Viered.
8 364. Aufgabe.

(Sin Viered gu conftruiren, ju rvelgent brei ©eiten unb
jivei 28infel gegeben fitth. _ _

Yauflofung. ©ie %ofgabe bietet verfgiebene $élle bar.

©ie VMnfel fallen von ben gegebenen ©eiten gebilbet
»erben. — Oftan fese biefe unter ben gegebenen Sinfeln ju-
fammen, unb @ele bie vierte Ceite.

~2) ©ie SRinfel follen an ber einen von ben gegebenen
©eiten liegen, melge mit ber ni@t gegebenen Ceite 3ufanv
menftoBen. +— 50lan ,,I_e%e $ig. 139 an biefe gegebene Oeite
BC hie gegebenen SQinfel a unb 3, neunte gleip ber
jtveiten gegebenen ©eite, unb beforeibe von A aus mit ber
britten einen Vogen. ©cf>neibet Dbiefer Vogen ben ©dientet
CD in ben funften D unb D', unb liegen beibe funfte auf
bem O©Rentei heS V¥nfelS a, fo ift jebeS ber Vierede ABCD
unb ABCD' bas verlangte, unb hie Aufgabe ift unbeftimmt;
liegt aber ber eine von hiefen funften auf bem ©d;enfel,
ber anbere auf ber Verléngberung C% beffelben, fo erhalt
man nur ein Viered, unb bie Aufgabe ift beftimmt. Ve=
rukrt ber Vogen ben O©cfyenfel bes SRinfelS a, fo ergiebt
fig ein beftimmteS Viered; erreicht er ben ©dientet nicPt,
fo lalt fid) fein Viered bilben. 1L f. io.

3) ©ie Va3infel fallen figp an ber nigt gegebenen Ceite
befinben. — 2D2an lege an eine beliebige Sinie BE bie beb
ben &Rinfel « unb /9, $ig. 140, neunte BA é;lei(p ber einen
gegebenen Ceite, EF gt!el(p ber 3iveiten, Y%efye FD parallel EB,
unb foplage mit ber britten ©eite von A ans einen Vogen;
foneibet Dbiefer bie Sinie FD in ben funften D unb D', fo
giele man DC unb D'C' parallel mit EF, unb jebes ber
Vierede ABCD unb ABC'D' ift baS verlangte, »ernt namli
bie funfte D mth D' innerhalb ber SRinfelebene von a fal-
len; féllt aber D' auBerhalb berfelben, fo giebt €S nur baS
Viered ABCD. 1l f. io.

SDlan tfyut »oljl barait, fyier mtb .0berall in ber golge
fa_mmt}_icp_e fhalle aufjufugen, ivelpe in Velielutng auf Ve-
fimmtljeit, Unbeftimmgeit unb Wgligfeit ©tatt finben.

4) ©oll enblig einer ber SRinfel von Ijetten %egebenen
©eiten gebilbet fein, ber anbere ifynt gegentberliegen, fo ueljme
matt $ig. 141 auf ben ©djenfeln beS erfteren SBinfelS a AB
mtb AD gleip ben ©eiten, bie ¢@n bilben follen, %icfle BD,
unb conftruire aus BD, ber britten gegebenen ©eite unb bent
anberen VSinfel 3 bas ©reied BCD.
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§. 365. Aufgabe.

Sin 23ierecf 3u conftrniren, 31 melgem 3mel ©eiten unb
foorei SRinfel gegeben finb.

A ufléfuiifq. ©ollen hie beiben gegebenen ©eiten 3u-
fammenftofjen, fo felse man fie unter bem gehorigen Ysinfel
an einanber (e? ift aug ber vierte SRintel befannt), trage
an bie nigt 3ufammenftOBenbeu Snben bie Sdintel, rvelge an
ihnen liegen feilen, nnb verldngere bie jule¥st erhaltenen Linien
hid 3u ihrem ®urefenitte.

©ollen bie beiben gegebenen ©eiten einanber gegeniiber-
liegen, fo trage man $ig. 142 an bie eine AB bie 2Binfel a
unb 3, an ben beliehigen puntt E ben britten 2Bintel /,
mage EF gleig ber jmeiten gegebenen ©eite, 3iehe FD paral=
(et mit EB, nnb DC parallel mit FE, fo ift ABCD bag ver-
langte 23ieretf.

) § 366. Aufgabe.

Sitten Areig 31t conftrniren, beffen Peripherie burti) brei
gegebene Punfte gelst, rvelge nigt in einer geraben Sinie liegen.

2luflofung. Wlan 3ielle von bem einen biefer Punfte
na@ jebem ber beiben anberen eine gerabe 8inie, unb er-
rigte in ber 9Jiitte einer jeben biefer Linien eine Normale,
©er ®urefonittgpunlt beiber Normalen ift ber 20littelpunlt,
unb fein 2Ibftaub von einem ber gegebenen Punfte ber Ba-
bing beg verlangten Areifeg.

; 367. Aufgabe.

Sitten Areig 311 conftrniren, luelcger gine gerabe Sinie in
einem gegebenen Punfte A beriihrt, nnb beffen Peripherie einen
anberen gegebenen Punft B in fig aufnimmt.

9luflofnng. 9llan errigte auf ber gegebenen Sinie in
A eine Normale, 3ielle bie £itie AB, unb errigpte in bereu
Wiitte aug) ene Normale. ©er ®urgfenittgpunlt beiber
Normalen ift ber' SDiittelpunft, unb_fein 2lbftanb von A ober
von B ber 9tabiug beg verlangten Areifeg.

§. 368. Aufgabe,

©en 2Rittelpnntt eineg gegebenen Areifeg 311 beftimmen.

2lufléfung.  Wian 3ie|2)e eine ©ebne, unb errigte in
bereu PDHtte eine Normale; ber ©he™ berfelben, tuclger in=
nerhalb beg Streifeg liegt, ift ein durgmeffer, unb feine 9)iitte
ber 9liittelpnnft. o _

©ber man 3iehe 3tvei nigt parallele ©ebnen, unb errigte
auf ber 9)iitte einer jeben eine Normale, ©er Ye>urgfonittg=
punlt biefer Normalen ift ber 9)iittelpuuft.
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8 369. Aufgabe.

3“ her “eripl>erie eines Streites ift ein >punft gegeben,
man fall fir tiefen $nnft eine Tangente beS Streifes con-
ftruiren.

Yauflofung.  2)iait gie™>e na@ bem gegebenen "Runft
ben OtabiuS, unb errigte auf biefem in jenem “unft eine
Normale. Sie ift bie Tangente.

Sollte man aber gig. 143 in bem 7untt A eine Tan-
ente conftruiren, nnb tonnte man 31t bem 9)tittelpuntt beS
treifes nicgt gelangen, fo jieee man eine Se¥sne AB, jeigne
tiber berfelben einen @erip¥eeriemintel a,.unb mage ben 20in=
fei BAC gleigp a, fo ift AC hie verlangte Tangente, Uber
man ttefyme AD gleip AB, 3ie™e hie Seltne BD, unb AC
(parallel mit @r.

8. 370. Aufgabe.
<Ss ift ein Streis gegeben unb aufjerfyalb beffelben ein
iBuntt A, man fiill bon biefem [>Buntt aus eine Tangente fiir
ben Streis conftruiren.

_ Sluflijfung.  9)%u verbinbe gi%. 144 ben W_sEunft A
mit bem Wtittelpunft M beS gegebenen Streifes, befgreibe dber
AM als Turgmeffer einen Streis, unb jie%se bon A aus bie
Linien AB unb AB! na@ ben Turgfenittspuntten ber
riptjerieen.  Tiefe Linien finb Tangenten. Tenn beult man
bie 9tabien MB unb MB', fo finb bie Téinfet MBA unb MB'A
regte ToinfeL

Staun man 311 bem 9)iittelpunft beS Streifes nigt gelan-
gen, fo g|efg)>e man gig. 145 von A aus eine Secaiite’ AD,
beforeibe Uber AD einen galbtreis, errigte bie Normale CE,
befreibe von A aus mit AE als 9tabiuS einen 33ogeu, iveC
@er ben Streis in ben funften B nnb B' foneibet, unb fliee
bie Sinien AB unb AB'. $ebe biefer dinien ift eine Tan-
ente fir ben %ege_benen Streis.  Tenn tvirb bie 8inie AE ge=
apt, fo verhalt fip
AC:AE = AE:AD
unb ba AB fotvolg als AB' gteip AE ift, fo verhélt fig aug
AC:AB = AB:AD
unb AC:AB'= AB":AD
unbf_b%raus folgt nag 8. 278, baffi AB unb AB' Tangen*
ten finb.

- 8. 371, Aufgabe.
©S ift ein Streis gegeben unb eine gerabe Riitie, man foll
eine Tangente fir ben Streis conftruiren, ivelge mit biefer
Sinie parallel ift.
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YauflOfung. 9)Zon falte von bem 9JHttetpunft beS
feS eine Normale auf bie gegebene 8inie, unb in ben finf-
ten, in tuelgen biefe %ormale bie “eripperie bes AreifeS
foneibet, conftruire man Sangenten fur ben AreiS. Sie
werben ber gegebenen 8inie_parallel.

Samt man z bem 2Rittelpuntt bes SreifeS nigt gelan=
gen, fo 3ielie man eine Sepne parallel mit ber ge%ebenen
Vinie, errigte auf ber 9)iitte ber Sepne eine Normale unb
conftruire In_bem funfte, in welpem bie Normale bie $e<
ripperie foneibet, eine Saugente.

§. 372. Aufgabe.

(Es ift ein 5treif gegeben unb eine gerabe Rinte, man
foll fur ben Sreis eine Sangente conftrniren, tvelpe mit bei-
gegebenen Stute einen gegebenen Eintel hilbet.

3/ztquiqung_._ SDlan jiepe burg einen beliebigen “uuft
ber gegebenen Sinie eine jrveite Sinte, tuelpe mit ipr ben
9egebenen Soinfel bilbet, unb conftruire na@ bem vorigen
lsaragrapp fur ben Sreis eine Sangente, tvelge mit Dei-
zeiten Stute parallel ift.

§. 373. Aufgabe.

(Einen Sreis jn_conftrniren, tvelger brei gegebene fig
fonetbenbe Stttiett beriiprt.

%auflofung. 9)ian palbire z/i ber 20infel, tvelge bie
Linien bilbeit, bie aber ni@t an hemfeiben SmrofenittSpunfte
fip befinben; ber ~unft, in tuelpem bie galbirungSlimen fig
foneiben, ift SOcittelpunft, unb fein normaler 5lbftanb von
einer ber %egebenen 8inien JtabiuS eines ber vier Greife,
tvelge ber Aufgabe entfpregen.

8. 374.

Unb follte ein SreiS couftrnirt werben, ber Ze* paral-
leie Sinien unb nog eine britte Sittie berdprt, ivelge bie pa*
rallelen 8inien foneibet, fo palbire man ein "Raar innere
ober duRere 20ittfel;. ber S)urefenittBpunft ber tpalbirungS'
linien ift ber 2JJittelpuntt eines ber zel pto mogligen Greife.

) §. 375. Aufgabe. )

<Ss ift ein reguldres netf gegeben, man foll beit Sreis

conftrniren, ivelger um baffelbe liegt, unb ben, tvelger in
ipm  liegt.

3luflofung. Wait errigte auf ber Witte jwcier nigt
Barallelen Seiten Normalen, ober man palbire ze* Sotnfel,
ie ni@t gegendberliegen, ivernt n eine gerabe Bapl ift; ber
g_)'untt, inwelgent bie Normalen, ober bie “)albirnngSlinien
i foneiben, ift ber Wittelpunlt eines #ebelt ber Greife, bie
(Entfernung biefes flnftes von einer (Scfe ift ber 97abiuS beS
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AreifeS, n>elger um haS necf liegt, unb her normale %bftanb
beS puufteS von einer ©eite ber JiabiuS beS anberen Greifes.
.8 376. Aufgabe.

(5« ift ein Areis gegeben, man foll ein regulares <SegSecf,
Oreiecf, .Rtvolfetf, S53ierunbivamige(t u., ein reguléres 23ieretf,
Yaptect, Sepjei>ne¥s, u. conftruiren, tvelgeS in biefem Greife liegt.

Yauflofuug. ©ie Oeite heS reguldren ©edH'>Seth ift ber
JtabiuS. ©ie Rtfpuntte beS reguldren ©reiecfs finb ber erfte,
britte unb funfte Bcfpunft beS reguldren Se@Se<fS, irgenb
einen als ben erften angenommen, ©er WfittelpunttSivinfel
beS reguldren BtvblfedS ift bie £&lfte vom 9liitte¥sunttSivinfel
beS reguléren Se@SedS u. f. f. . -

©ile (Sdpuntte beS regularen 33ierecfS fiub bie untte,
in benen jivei auf einanber normal ftepenbe ®nromefter bie
Peripherie treffen, ©er SDZittelpunftsminfel beS reguléren
Yaptetfs ift bie Halfte vom 90Mttetpuntisn>infel beS reguldren
Oieretfs u. f. n>, 5 377

1) 3ft S¥: 146 baS Oreiecf ABC bei A re(ptminfli%
ift bie ftYapete AC bie £>dlfte von ber Statpete AB, unb C
gleip AC, fo verhdlt fI%
AB:BD = BD:AB—2BD.

9Dian beute mit CA als Fabius einen Y%Jreis conftruirt,
beffen Qdtittelpuntt C ift. ©ie Cinie AB tvirb ©angente fiir
biefen Areis, unb es verhdlt fip nag 8. 248

BE:AB = AB:BD

heSpalb

AB:BE—AB = BD:AB—BD
ober ba DE gleip AB ift
AB:BD = BD:AB—-BD.
2) $ft eine dinie AB gegeben, unb foll man eine Rinie
x conftruiren, fo bal fig verhalt
AB :x = x: AB—X
fo tvirb man baper gig. 146 ein regtminf(igeS ©reiecf con-
ftruiren, beffen eine Aatpete AB, beffen anbere AC aber bie
£)alfte von AB ift, unb von ber &ppotenufe bie anbere $a=
tpete AC abfeneiben. 3n bem ©tutf BD ber &ppotenufe
erhdlt man bie verlangte Vinie x.
3) £Rirb eine Sinie x conftruirt, fo bap fip verhalt
AB:x = x:AB —Xx
fo fagt man, bie Sinie AB tverbe na@ bem &uf3eren unb
mittleren 23erpaltnifi, ober in ftetiger Proportion
getpeilt. =an nennt biefe Sonftruction au@ ben golbenen
©djnitt.
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4) Sinb $ig. 147 fot Seiten AB nnb AC beR Oreiecf

ABC eitiamber gleifg\, unb oerpalt fie
= BC:AB —BC

fo ift ber SRSinfel a baB ©oppe|te heR SBmfetR R.

9)?an nepme AD gleicp BC, fo ift CD gleicp AC—BC
ober gleicp AB—BC, unb eR oerpalt fiep

AB:BC == BC:CD.

©ie Oreieefe ABC unb BCD, toelcpe ben SOintel a gleicp paben,
finb baper &pnlicp. ©arau folgt, bal ber SBinfel CBD
gleicp B, unb ball BD gleicp BC ift, alfo auep gleicp AD.
©e8palb ift ber SBinfel DBA gleicp B, mitpin a gleicp 28.

©ie Summe aller SBinfel biefeR ©reiecfB &kt fiep, ba
a gleicp 21 ift, burep 5/5 5aEBbruc£eF? Unb auf

ergiebt fiep

R
alfo a
5) Sft ftig. 147

fo oerpélt fiep
AB:BC = BC:AB—-BC.

©ie £inie BD tpeile ben 2Bintel ABC in jtoei gleicpe Opeile,

©er &Rinfel ABD ift bann glelcF B, unb ber 20intel BDC

gleicp 28, b. p. gleicp a ©e[38a

= BC
alfo CD = AC— AD
= AC —BC

5 = AB — BC.
Unb weil ber SOinlel ABC palbirt ift, oerpélt fiep
AB:BC = AD:CD
ober AB:BC = BC:AB—BC.
§. 378. Aufgabe.
Qu einem gegebenen Greife ein reguléreR 3epnecf, Ysfecf,
B"onjlgiecf 23iergigecf u. f. to. ju conftruiren.
5Inflbfung. 5Dian beule nacp ben Bnbpuntten einer Seite
beR regularen 3ePnecfl %obien gezogen, ©aburep entftept ein
Oreieef. %ocp 8. 260 ift ber £Rinfel beffeiben, toelcper am
WuUttelpuntt liegt, %R, jeber ber beiben anberen SRinfel %R,
20egen heB vorigen ParagrapPen finbet alfo, toenn r ben %o
biuls, z bie ©eite beR BepnectB in biefem Greife bejeiepnet, bie
Proportlon Statt
rz = z.r—z
Um baper bie Seite beB reguléren 3ePne(fp $u erpaltcn,
nepme man $ig. 148 bie beiben Otabien MA unb MF nor=

©»lfp« ©eometrie. 1. %>, Tte «lufl.
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mal auf einaitber, mage MD gleip bem %alben %obiuS, unb
DB gleip DM, fo ift AB bie Seite beS reguldren 3eWi%y
welpe¥s In biefem Greife liegt.

Um bie Seite heS regularen ~inferfs ju erhalten, mage
man DC gleip DA, fo ift aup MC bie Seite beS reguléren
3efyne<fs, alfo (wegen *Baragrap’ 262) AC bie Seite beS regu-
laren "UnfetfS In biefem Greife.

©er 2llittelpunftSwinfel heS reguléren 3toanjige§f8 ift bie
Halfte vom Wiittegunttys3wiutel beS reguldren 3efyite(tS u. f. to.

§.379. Aufgabe.

3n einem Greife ein reguldres gunfjeljnecf, Oreifjiged
u. f.w. ju conftruiren.

duflofung. ©er 9)iittelpunftswiufel beS reqularen gunf*
jefynecfs ift gleich V%R. ©ies ift bie ©ifferenj jwifpen bem
SDlittelpunftSWinfel beS reguldren Se@SetfS glei% |R, unb bem
heS regbularen 3elenecfs gleig %R. 3ft batyer gig. 148 PO bie
Seite beS reguldren Sc@Se¥sS, unb PV bie Seite beS reguléren
3etyned¥%, fo ift VQ bie Seite beS reguldren ftunfjefynedS.

©er WUttelpunftStoinfel beS reguldren C©reifjigecfs ift bie
£)élfte vom 2DUttelpunttSWinfel beS reguldren gmifjefynetfs u.f. w.

§. 380.
8Ur bie meiften ber luer ni@t erwdhnten reguldren 23ieR
etfe fyat man bis je%t feine (Sonftruction Fefunben; flir mange
Yeat man fie entbecft, bog ift fie ju weitldufig um angewenbet
ju werben.
Soll man in einem gegebenen Greife ein liier nigt er
wafynteS reguldres 23iele(f jeipmen, fo mufj man bie Seite
beftelben verfugsweife beftimmen.

§. 381. Aufgabe.
(Ss ift eine gerabe Sinie gegeben, matt foll ein reguldres
necf conftruiren, welgeS biefe Sinie jur Seite I:at.
2tuflofung. Ss fei ftig. 147 BC bie gegebene Seite.

2)?an mage jeben ber SRinfel ABC unb ACB glei¢p -—- R;

alShann ift A ber 2D7ittelpunft, unb AB unb AC finb 9fabien
beS Greifes, in welgem baS verlangte necf liegt. $ener SRin*
fei fann erhalten werben, inbem man juitddjjft in einem belie*
bigen Greife ein reguldres netf f>erftellt.

8. 382. Aufgabe.
Um einen gegebenen ~reis ein reguldres netf ju jeignen
2luflofung.  ®S fei $ig. 149 M ber 3KitteYsunft beS
gegebenen AreifeS. =an conftruire juerft bie Seite CD heS
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reguldren nedb, tvelpeb in beut gegebenen Greife liegt, giefje
MQ normal auf CD, unb conftruire fir ben puntt O bie Tan-
gente AB. Sie ift bie ©eite beb verlangten reguldren nedb.
Um eb vollftanbig g’)u erhalten, beforeibe man mit MB alb 9ia=
biub einen Areib, ber mit bem gegebenen concentrifg ift, unb

trage in ipm AB herum.

§. 383. Aufgabe.

Sin gegebeneb ©reied ABC in ein gleigfgenfligeb 7w
vertvanbeln, b. h- eilt glei?])f(pentligeb ©reied ju conftruireu,
n>elgeb bem gegebenen gleich Ift.

Sluflofung. 3J%n siehe $i%. 150 CD parallel mit AB,
errigte in ber 9Jiitte N von AB bie Normale ND, unb siehe
AD unb BD. ©ab ©reied ADB ift bab verlangte, tvegen ber
Paragraphen 74 unb 113.

§. 384. Aufgabe.

Sin ©reied ABC in ein anbereb ju vermanbeln, bab einen
gegebenen SBinfet hat.

3/4uftofun]9. %o siehe ftig. 150 CD parallel mit AB,
mage ben 2Sinfel BAD ?Ieicp bem gegebenen SRinlel, unb bab
©reied BAD ift bab verlangte.

8. 385. Aufgabe.

Sin ©reied ABC in ein anbereb ju vertvanbeln, bab eine
gegebene ©eite hat.

Ofl6fuitg. 9)ian siehe $ig. 150 CD parallel mit AB,
mage bur@ einen 3irtelfplag AD gleip ber gegebenen Ceite,
unb ABD ift beb verlangte ©reied. _ _

Srrei@t man mit bem 3[delfolage bie Rinie CD $ig. 150
nigt, ober méare bie 53ebingung gegeben, bal ber 2Binfel CAB
fig uigt &nbern barf, fo nehme man Yig. 151 AD gleig ber
%e%ebenen ©eite, jiepe BD, CE parallel mit DB, unb ADE ift

ab verlangte ©reied. — ©ie Oreiede ADE unb ABC finb
einanber gleich, fte "ab ©reied ABD gemeinfoaftlidj> pa=
ben, unb bie ©reiede BDE unb BDC gleich fi«b.

Unb feilte man $ig. 151 bem ©reied ADE ftatt AD bie
g_rbf&ere ©eite AC geben, opne ben Sdinfel DAE 3t dnbern, fo

iepe man CE, DB parallel mit CE, uub ABC ift bab vem

laugte Oreied.
§.386. Aufgabe.
Sin gegebeneb ©reied ABC in ein anbereb ju vertvam
beln, tvel<€eb gine gegebene "ope pat.
YauflOfuitg. 5%1an 3eigne gig. 152 BN normal auf AB,
unb gleig ber gegebenen &)ope, siehe ND pfﬂaLIeI mit AB,
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verlangere AC big D, unb gebe bem O©reiecf ABC ftatt AC
hie ©eite AD, opme ben 2dinfel bei A ju d&nberii.

Sollte hag ©reiecf ADE hie Heinere £0pe AQ erhalten,
fo sielipe man QC parallel mit AE, unb ?ebe hem O©reiecf ADE
ftatt AD bie ©eite AC, opne ben SRlintel bei A ju &nbern.

8.387. Aufgabe.
Sin Parallelogramm ABCD in ein anbereg 3l vertrau*
beln, tvelpeg einen gegebenen 2dinfel pat.
Yauflbfung. Zglan mage 8% 153 hen URinfel ABF
gIeidg'J> bem gegebenen, jiepe AE parallel mit BF, unb ABFE
ift bag verlangte Parallelogramm.

8. 388. Aufgabe.

Sin Parallelogramm ABCD in ein anbereg ju vertrau*
beln, melqi)eg eine gegebene ©eite pat.

YuflBfung.  3)lan ntage $ig. 153 burg einen Yevrttl*
folag AE gleip ber gegebenen ©eite, giepe BF parallel mit
AE, unb ABFE ift bag verlangte Parallelogramm.

3ft in biefer SOleife bie Sonftruction nigt aungBrbar, ober
fullte man bie SBiufel beg Parallelogrammg ABCD beibepalten,
fo mage mau gig. 154 BE gleig ber gegebenen ©eite, vepe EQ
parallel mit BD, giepe QB, enblip NF parallel mit BE, unb
eg ift BEFG bag verlangte Parallelogramm (nag 8. 114).

8.389. Aufgabe.

Sin Parallelogramm ABCD in ein anbereg ju vertvan*
beln, tvel<€eg eine gegebene &)Bpe pat.

Yauflpfung. Shan nepme ftig. 154 DV normal auf DB
unb gleig ber gegebenen £>Gpe, 3iepe VQ parallel mit DB, bann
QB, unb NF parallel mit AB. BEFG ift bag verlangte pa*
rallelogramm.

§. 390.

~ ©ie Aufgaben in ben beiben vo_rftei)enben Paragrappen
finb au@ vermittel)! beg Umftanbeg ju Iofen, bal $ig. 154
bie Parallelogramme NGDC unb NFEA einanber gleig finb.

§.391. Aufgabe.
~Sin gegebeneg Oreiecf in ein Parallelogramm ju ver*
ivanbeln.

Yanflofung. Silan conftruire ein Parallelogramm, tvel*
cpeg mit bem Creietf gleipe ©runblinie pat, unb beffen £>Gpe
bie Halfte ber beg ©reietfg ift; ober ein Parallelogramm, mel*
@eg mit bem O©reiecf gleige £0pe pat, unb beffen Gbritnblinie
palb fo groR ift, tvie bie Srunbltnie beg Oreiecfg, $ebeg ber
Parallelogramme ift bem ©reietf gleig.
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) §. 392. Aufgabe. o

Bin gegebenes Parallelogramm in ein Oreiecf ju foe=
tvanbeln.

Sluflofitng.  Wian jeigne ein ©reiecf, ivelpeS mit bem
Parallelogramm gleige (Ysrunblinie fiat, nnb beffen &)bf>e bop*
pelt fo groR ift, als bie beS Parallelogramms; "ober ein
Oreiecf, ivelpeS mit bem Parallelogramm gleige Ipofe fyat,
nnb beffen ®runblinie baS 35op~elte Ift non ber beS parallelo=

gramms.
8. 393. Slufgobe.

(Sin (I;egebenes necf in ein (n—l)ecf ju oermanbeln.

Slitfléfung. (Ss fei $ig. 155 ABCDE e bas gegebene
necf. 5Dian jiefye eine diagonale BD, tvelge von bem necf ein
Oreiecf abfgneibet, tyer BCD, giee CC' parallel BD, verléan-
gere ED bis C', nnb gietie BC', fo ift, weil bie ©reiecfe BDC
nnb BDC, einanber gleigp finb, ABC'E -+ gleip ABCDE 1,
nnb ljat eine (Scfe weniger, weil bie (Sdfe D verloren gegangen ift.

n berfelben 233eife fann man Von ABCE esee gine (Stae
fortfoaffen n. f. f., bis ein Oreiecf bleibt.

Soll man ein requldres necf in ein Oreiecf vertvanbeln,
fo jeinJne man ein Oreiecf, n>elgeS ben Umfang beS necfs jur
®runblinie, nnb ben 9iabiuS bes im necf liegenben Greifes jur
Qige fiat. @S ift baS verlangte.

§ 394. Aufgabe.

(Ss ift ein necf gegeben, man foll ein jtveiteS jeignen,
ivelpeS @m Ofmlip 1ft nnb eine gegebene Vinie jur einen
Seite_fyat.

S5luflofung. Ss fei %ig. 156 ABCD bas gegebene
necf, A'B' bie gegebene Seite. -Dian mage ben 2dinfel «
gleip bem %sinfel a, ben SRinfel [, gleigp bem 3Binfel 3, y'
gleigp y, & gleip & u. f. f, unb baS necf A'B'C'D' weee ift baS

verlangte.
§. 395. Aufﬁ;abe.
(Sin Duabrat ju jeiguen, ivelgeS gleig ift ber Summe
jtveier gegebenen Duabrate.
Slu It_ifun%. 3KA jeigne ein regttvinfligeS ~ Drciecf,
haS bie Seiten ber %egebenen Duabrate ju AatBeten ljat. ®ie
"gpotenufe ift bie Seite beS verlangten QitabratS.

§.396. 2(ufgabe.
(SS finb jtoei Duabrate gegeben, man foll ein brittes
jeignen, baS gleig iprer ©ifferen; ift. o _
?lufléfung.  Jian jeigne ein regtlvinfliges ®reie<f,
haS hie Seite bes groReren von ben gegebenen Ditabraten jur
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&Ysppotenufe, unb bie ©eite bes anberen jur einen ftatigete pat.
©ie jtveite A'atpete ift ©eite heS verlangten ©uabratS.

§. 397. Aufgabe.
~ (Sin ©uabrat ju jeigmen, ivelges gleip bem nten Xf>eit
eines gegebenen ©uabrats  ift.

Y4uflOfitng.  9)Zan conftrnire ju ber ©eite AB bes ge=
gebenen OuabratS unb bem nten ©peil berfelben bie mittlere
proportionale, ©ie ift bie ©eite beS verlangten DuabratS.
©enn ift x biefe mittlere Proportionale, fo folgt aus

WAB X = X:AB

bal X2 = —AB!

.ft n
ift.

©ie ©eite beSjenysen OtiabratS, 1velgeS palb fo groR
Wie ein gegebenes ift, erpdlt man in ber palben ©iagonale,
unb bie ©eite bes Duabrats, baS gleicp bem vierten ©peil
eines gegebenen DuabratS ift, in ber £alfte von ber Oeite
heS gegebenen (uabrats.

Unb filll man ein Duabrat jeignen gleip — eines gege=
benen ©uabrats, fo conftrnire man bie mittlere proportionale
ju ber ©eite bes gegebenen Uuabrats unb berfelben.

§. 398. Aufgabe.
Bs finb jtvei dpnlicpe netfe gegeben, man foll ein britteS
ipnen &pnlicpeS jeignen, bas gleig iprer Summe ift.
¥uflOfung.  5%on conftrnire ein regttvinfligeS Oreiecf,
haS jtvei gleigliegenbe ©eiten ber ?egebenen netfe ju Aatpeten
pat. ©ie M)ppotenufe biefeS Oreietfs ift ©eite bes verlangten
netfs, unb pat man eine folge, fo fann eS nag 8. 394 con*

ftruirt werben.
§ 399. Aufgabe.
RS finb jwei apnlige netfe gegeben, man foll ein britteS
ipnen apnligeS jeignen, baS gleig iprer ©ifferenj ift.
Slufléfung.  WIlan contirnire ein regtwinfligeS Creietf,
baS eine ©eite beS groReren gegebenen netfs jur gbpotenufe
pat, unb bie gleigliegenbe ©eite beS anberen jur einen “a==
tpete. ©ie jWeite Ysatpete ift Oeite beS verlangten netfs.
§. 400. Aufgabe.
Rin netf ju jeignen, ivelgeS einem gegebenen necf apnlig

unb gleip — beffelben ift.
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2(uflofung. ©ie mittlere [Broportionallinie jur einen
Seite be« gegebenen netf« unb berfelben ift bie gleigliegenbe
Seite be« gefugten netf«.

§. 401. Aufgabe.
finb_jtvei Streife gegeben, man foll einen britten jeigp=
nen, ber fgilei(p ilyrer Summe ift.

Uluflofung.  9Jiait conftruire ein regttviullige¥s Creietf,
ba« bie Oiabienber gegebenen streife ju “at¥eeten 1%at. ®te
otypotenufe ift ber Diablu« be« verlangten Streifet, foenn finb
a unb b hie %obien ber gegebenen Streife nnb ift ¢ ber fo
conftruirte iabiu%, fo ift

cl = a2yb?
alfo aug@ mc? = mal+ mb?,

8 402. Aufgabe. o
finb jtvei Streife gegeben, man foll einen britten jeig=:
nen, ber ?Iel(p orer y)if eren% ift.

Yauflofung. 3ftan conftruire ein regttvinlliged Oreiecf,
ba« ben Qiabiu« be« groReren gegebenen Streife« jur “gpotenufe
unb ben be« anberen jur einen Statfyete ljat ©ie anbere fta*
ttyete ift ber 9iabiu« he« verlangten Streife.

§. 403. Aufgabe.
(Sitten  Strei« ju jeignen, ber glei@ eine« gegebenen

Streife« ift. L o
Yauflbfung. ®ie mittlere *Proportionallinie jitbem%o

bin« be« gegebenen Streife« unb ju — biefe« Oiabiit« ift ber

9iabiu« be« verlangten Streife.

) §. 404. Aufgabe. .
3n einer geraben Stute ben @unft ju beftimmen, tvelper
von jtvei ?e?ebenen flnften gleig tveit entfernt ift.
~ Yuflbfung. Slian jtefye von bem einen biefer (Buntte
bi« ju bem anberen eine gerabe RBinie, unb errigte in beren
SDlitte eine Normale. T)er ¥Junft, in tvelpcm bie formale
hie gegebene dinie foneibet, ift von beit beiben gegebenen lifunf*
ten gleig tveit entfernt. ‘
. 405.

©ie %ofl0fuitgen ber vorfteveenben Aufgaben finb fo ein*
fap, bafj fie fip, bei genauerer Stenntnifc ber Se’rfae, leigt
ergeben., 3e%t mdgen Aufgaben folgen, beren %uflOfung vieb
leigt nigt fo halb in bie Singen fallt, ftann man bie Stuf*
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[6fung einer gegebenen %ofgabe nidj>t ohne meitereg entberfen,
fo neunte man an, fie fei ?eldft, unb fuge Linien ober 5Binfel,
bereit Ronftrnction jur Slufléfung fihrt.

§. 406. Aufgabe.

Rg ift 8%: 157 ein SRintel CAD gegeben, in feiner 2dinfel==
gbene ein "Bunft B, man foll bitr¢ B eine Sinie CD jeignen,
fo bal BC ?Iei(p BD merbe.

Sluflofung. £Rare bie Aufgabe geléft unb BN parallel
CA gezo?en, fo mirbe NA gleip ND fein; unb umgefefyrt, ift
BN parallel CA, unb NA ggelq) ND, fo ift aup DB gi|el(p BC.

SOian jiepe bafyer BN parallel CA, mage ND gleigp AN,
unb giehe DB, unb egi ift bieg bie verlangte 8inie.

>atte fi¥%s vergalten follen
DB:BC = p:q

fo mirbe man ND gleig p-FAN haben nehmen miffen.

§. 407.

Rg verbient beagtet ju merben, baR bie %oflofungi einer
%ofgabe nur bann rigtig ift, menn bie Schliiffe, melge bei
ber Verleitung gemagt murben, in ber umgeteprten $olge ihre
©iltigfeit ni@t verlieren.

§. 408. Aufgabe.

T>rei gegebene gerabe Vinien fo an einen @unlt A gig. 158
ju tra?en, all ihre anberen Rnbpuntte B, C, D in eine gerabe
Cinie fallen, unb baR BC %Iei(p CD merbe.

Stuflofung. SBére bie Aufgabe gel6ft, unb ~dtte man
CE gleip AC gcmagt, fo mare ba?_S)reletf CDE bem ®reied
CBA congruent (benn eg ift CD gleip CB, CE gleigp CA, unb
2Bintel DCE gleip BCA), unb DE gleip AB. 5fon bem
X)reierf ADE pat man hie brei Seiten.

@60 nef>me baher AE hoppelt fo groR alg bie mittlere
AC ber brei [g:egebenen Sinien, conftruire mit ben beiben am
bereu Uber AE hag ®reiedi ADE, giehe DC, mage CB gleigp
DC, unb giepe AB, fo ift bie Aufgabe geloft.

Tiefe Aufgabe ift nigt verfgieben von ber: ein Oreietf
ju conftruiren, ju melgem jmei Seiten unb bie SWittellinie
er britten gegeben finb.

§. 409. Aufgabe.

Rg finb ftig. 159 gmei convergirenbe Cinien AB unb CD
gegeben, man foll aug bem quntt Q eine Biuie QN gieren,
me(ge mit ben gegebenen Oiitien gleige SCRintet bilbet.
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Slufléfung.  2Bare bie 3lufgabe geléft, E Beliehig ?enomz
men, unb EF parallel AB gezogen, fo maren bie 2Sinfel EFQ
unb EQF etnanber gleig.

~ 2Jian neunte baper E beliebig, mage EF parallel AB unb
gleip EQ, unb gie"e QF his N, fo ift bie Aufgabe geldft.

§. 410. Aufgabe.

@S finb $ig. 159 jmei convergirenbe Linien AB unb CD
gegeben, man fall eine 8inie conftruiren, bie ben SBinfel in jmei
gleige 2geile tl}eilt, melgen bie convergirenben Linien bilben
mirben, menn man fie bis ju @rem ®urefcf>nittOpurnft ver=
langerte.

Siuflo fang. SKan conftruire na@ hem vorigen Fpara==
gra@ burg einen beliebigen quutt O eine £inie QN, melge
gleige SBintel mit ben gegebenen Siuien bilbet, unb errigte in
@rer 3D%tte eine Normale. ©iefe ift bie verlangte 8inie.

§. 411. Aufgabe.
(s finb gmei convergirenbe Sinien AB unb CD gig. 160
%egeben unb ein (ﬂunlt E; man foll burg E eine Sinie con-
ruiren, melge burg ben ®urefenittSpunlt ber Linien AB
unb CD ﬁeljt, fobalb alle bis $n @m verlangert merben.
Slufléfung. 9)Jan gie"e burg E eine Sinie AC, melge
bie beiben gegebenen Linien foneibet, mit AC nparallel bie
Vinie BD. Soare in BD ber "Runtt F fo beftimmt, bafj
AE:EC = BF:FD
fo mirbe megen §. 192 EF bie verlangte Sinie fein.
Um ben @unft F jlu erhalten, gie*e man BC, EG parallel
mit AB, unb GF parallel mit CD, unb eS verhélt fig
AE:EC = BG:GC
unb BF:FD = BG:GC
folgli AE:EC = BF:FD.
®inb bie convergirenben Linien AB itnb EF gegeben, unb
foll man burg C eine Sinie conftruiren, melge burg beren
®urefenittspuutt gept, fo gie>e man CA, DB parallel mit
CA, ferner BC, EG f|?arallel mit AB, bann GF, unb CD pa-
rallel mit GF; CD ift hie geforberte Sinie.

8 412. Aufgabe.
@S finb %ig. 161 eine gerabe Ointe CD unb jmei gunfte
A unb B gegeben, man foll in ber Sinie ben ~unlt N beftim*
men, melger fo liegt, bafc menn man AN unb BN gie¥st, bie
20infel @ unb R einanber gleig merben.
Sluflbfnn?. MRére bie Aufgabe geléft, unb pétte man
AN verléangert, fo mirbe y gleip a, alfo aug gleigp 3 gemor=
ben fein, nnb ivenn BF normal auf CD fténbe, EF gleigp BE.
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~ SDlan conftruire baper BE normal auf CD, mage EF
gleip BE, unb jiepe FA. Ser Surg@fenittepuntt N ift her
verlangte "Buntt.

8§ 413. 3itfals.
3iept man na¢@ irgenb einem anberen @uutte O ber Sinie
CD von A eine gerabe 8inie, unb von B, fo ift bie Summe
ber beiben Sinien AQ unb BQ groRer, als bie ber Siniett AN
unb BN. Senn ziept man QF, fo ift
Q + QF > AF
baper au@ AQ + QB = AN + NB.
(50 ift namtip QB gleip QF, unb NB gleigp NF.
Siefer Umftanb getoinnt wegen befannter pppfifalifger
®efefe befoitbered 3utereffe.

8. 414. Aufgabe.

Cte ift ein Streid unb ein ~unft A gegeben, man foll
burg ben "Bunft eine Sepne conftruiren, ivelge eine gegebene
Sange pat. _ . _
~Slitflofung.  3rgenbmo in bem Streife conftruire man
eine Sepne bon ber gegebenen Sange, falle bom SRittelpuntt
auf fie eine Normale, beforeibe mit ber Normale als Otabiuf
einen Strete, ber mit bem erften concentrifg ift, unb conftruire
flr ben zweiten Strete eine Sangente, ivelge burg A gept.
Sie giebt bie berlangte Sepne.

8. 415. Aufgabe.

finb gt>ei Streife gegeben, man foll bie geraben Sinien
conftruiren, ioelge gleichzeitig beibe Streife berihren.

(Srfte Sluflofung. (S8 berlihre $ig. 162 AB beibe
Streife; man giee NE parallel BA, unb ef ift ME gleig ber
Stfferenz ber beiben Otabien, unb baR Sretecf MEN bei E
regttvinflig.

Wtan befreibe baper iber ber Zentrale MN einen Spalb-
trete, mage bie Sepne ME ?Ieicp ber ©ifferenj beiber 9tabien,
Ziege NE, nepme NB normal auf NE, verlingere ME bif A
unb ziepe AB. Siel3 ift eine ber verlangten Sangenten.

Unb nimmt mau MF gleigp ber Summe ber Jtabien, unb
ND normal auf NF, fo ift aug CD Sangente fur beibe Streife.

%opnlig finbet man no@ ztvei Sangenten.

Yanbere %uflOfung. SOian conftruire vermittelft pa=x
ralleler %obien bie OlepnlipfeitBpunfte ber Streife, unb Ieﬂe
von jebem auR bie Sangenten an einen ber Streife; fie beri
ren jugleig ben anberen.
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o 8. 416. Aufgabe. o

Ss ift ein StreiS gegeben unb eine gerate t'inie, man foll
einen “weiten StreiS conftruiren, welger ben gegebenen StreiS
berihrt, unb aulgp bie gerate Sinie in einem gegebenen $unft.

_ Brfte Sluflofung. Gta fei gig. 163 her StreiS, beffen

fiittelpurtft C ift, her gegebene, unb N fei her lifunft, in Wei*
@em bie Sinie AB berihrt Werben fall.

©er Oftittetyuntt beS verlangten Streifes befinbet fig in
her 8inie, welge in N auf AB normal ftefyt. SBére F tiefer
Wilittelpunlt, fo miBte FG gleidj> FN fein, unb, wenn man
NID' gllglij(p bem 9tabiuS beS gegebenen Streifes nimmt, FC
gleip FD.

Diian errigte baljer in N eine Normale auf AB, nefyme
ND gleig bem 9tabiuS beS gegebenen Greifes, jielie CD, unb
errigte in ber Stitte E von CD eine Normale. ©er F4funtt
F, in welgem tiefe Normale bie guerft conftruirte foneibet,
ift ber SDUttelpuntt beS verlan?ten Streifes.

~Unb nimmt man ND' gleip bem 9tabiuS beS gegebenen
Streifes, unb errigtet in ber 2Qiitte E' von CD' eine Normale,
fo ift ber ~untt F', in welgem biefe Normale bie in N fie==
Yseube foneibet, Wiittelbunft eines Weiten Streifes, welger hie*
felben 23ebingun%en erfullt. o

_Ynbere 3luflbfung. @S fei $ig. 119 M ber gegebene
StreiS, VC' bie gegebene 8inie, A' ber qunft, in welgem bie*
felbe beruhrt werben foll. _ .

Dlan lege bur@ ben SDUtteXpunft M beS Streifes bie
Sinte SV normal aut VC', jielie SA', A'K normal auf VC,
unb MA bis K, fo ift K 9Aittelpuntt, KA 9tabiuS eines Strei*
fes, welger ben Ysorberungen ent¥%rigt. Unb giet man
A'Q, YM bis K', fo ift K' 2Dtittelsunft, K'Y 9tabiuS eines
Mweiten.  (%ogl. 8. 338.)

§. 417. Aufgabe.

@S ftnb $ig. 164, 3Wei finfte A unb B unb eine gerate
Sinie EF gegeben; man foll einen Streis conftruiren, beffen
@eri gerie bitrg jene funfte gel)t, unb ber bie gerate 8irmie
bertihrt.

<2rfte %luflofung. ©ie gerate 8inie AB wirb gez
meinfoaftlipe Borbale aller Streife, welge burg bie finfte
A unb B geljen. ©ie ©angenten, welge aus einem belieht*
gen Qunlte "ber (5porbale "an folpe Greife gelegt Werben,
finh einanber gleig. 9)lan conftruire baljer burg bie flinfte
A unb B irgenb einen StreiS M, verlangere AB bis jum
®urefenitt C mit EF, lege von C aus eine ©angente CD
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an ben flreig M, neunte CE = CF = CD, mnb conftruire ei*
neu U'reig burg bie funfte A, B, E, unb einen gweiten burg
bie 5pimfte A, B, F. $eber von biefen Greifen entfprigt ber
Aufgabe.

Sinbere Slufléfung. W?an benfe bie Sinie AB big 3lt
ihrem Tmrofonittgpuntte C mit ber Sinie EF. 2R&re F ber
23eriihrung$puntt, fo hatte man nach §. 248

CF* = AC-BC.
£)ag @ti<f CF ift alfo mittlere @roportionale ju AC unb BC,
unb wirb erhalten, inbem man iber AC einen &%lbtreig be*
foreibt, BD normal auf AC nimmt, unb CD gie[t  Unb magt
man CF = CE = CD, fo finb E unb F bie SBeritlj>rung¥spunfte,
Wie vorher.
_ _ 8 418. Aufgabe. L

(59 finb, $ig. 165, gwei flinfte A unb B unb ein Areig
M gegeben; man foll einen ~reig conftruiren, tvelger burg
bie beiben @untte gebt unb beit gegfbenen Avreig berihrt.

Yauflofung.  %>urg bie funfte A unb Ie?e man ir*
genb einen Areig V, welvser bett gegebenen Areig foneibet in
finften C, D. ©ie Sinie CD_ ift (5horbale ber Greife M unb V,
bie Sinie AB (Shorbale heg Areifeg V unb beg ?u conftruiren*
ben retfeg, ber ®urefenittgpuntt P biefer Linien alfo (Shor*
balpunft ber brei Greite. (Sine von P an hen Areig M gé)legte
Tangente PE ober PF ift bie (Shorbale beg A'reifeg M unb beg
gefugten Areifeg. £egt man baher burdp> A, B unb E einen
5irei%, unb einen gweitett burg A, B unb F, fo genigt jeber
von biefen Greifen ber Aufgabe.

§. 419. Aufgabe.

(5g finb, gig. 166, gwei gerabe Sinien EF unb GH gege*
ben unb ein @untt A; man foll einen Areig conftruiren, beffen
JKittelpuntt auf ber Sinie GH liegt, ber burg ben ~unft A
ge”t unb bie Rinie EF berihrt,

Slufléfung.  SDian conftruire AB normal auf GH unb
HB gleip AH. (Stu Areig, beffen DiHttelpunft in GH fig be*
finbet unb ber burg A geht, nimmt B in feine Peripherie auf,
unb umgefehrt, ber 3)Httelpunft eineg Streifeg, ber burdf bie
Puntte A unb B geht, liegt in GH. (5¢ tommt alfo barauf
an, einen =reig ju conftruiren, ber bitrcp bie flinfte A unb B
geht unb ber bie Sinie EF berihrt, eine Aufgabe, bie in 8.417
geloft it 6o erhdlt gwei Greife, bie ben ftorberungen ent*

fpregen.
§. 420. Aufgabe.
(59 finb, $ig. 166, ein $reig %ber burg bie gerabe Vinie
EF repréafentirt tverbe), eine gerabe Sittie GH unb ein puntt
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A g?]egebe_n;_ man foll einen BreiS conftruiren, beffen 9)iittelpunft
in her Sinie GH liegt, beffen Peripherie bnr¢ A geht, unb
her ben ?egebenen Streik EF berihrt

%utlOfung. Es toerbe AB normal auf GH unb HB
gteip HA conftruirt.  (Sin Areis, welger burg bie finfte
A unb B geht unb ben gegebenen AreiS EF berihrt, ift bei
verlangte, £)ie Aufgabe tommt auf §. 418 qurixd, unb es er=
geben fig jwei Greife, bie ben Oorberungen entfpregen.

§. 421. Aufgabe.

Es finb, g-ig. 167, g’)wei gerabe Oinien EF unb GH ge*
gben unb ein AreiS M, beffen 9tabiuS r ift; man foll einen
reis conftruiren, beffen SDiittelpunft in ber 8inie GH liegt
unb ber ben AreiS M unb bie Rinie EF berihrt.

Yauflbfung. Rn ber Entfernung r von EF gtelse man

gine gerabe Sinie AB parallel mit EF. %o¢ 8. 419 conftruire
man bie beiben Areife, bereu 3)tittelpunfte in GH liegen, unb
welge burg ben Miittelpuntt M gehen unb_bie Sinie AB hes
ruhren. Oft H SRittelpunft eineo biefer Areife, fo verfiige
man ben 97abiuS biefeS Greifes um r, unb befgreibe von H
aus mit bem vertlrjten 9iabiuS einen AreiS: biefer berihrt
bann offenbar ben AreiS M unb bie 9iuie EF. ®o erhalt
man juna@ft gtuei Areife, wie fie verlangt wirben, unb biefe
bertihren ben AreiS M von aufen. — 9)ian jiehe weiter in
ber Entfernung r von EF _bie Sinie A'B' parallel mit EF,
conftruire nag 8. 419 bie Areife, bereu Wiiittelpuntte in GH
Iiegen, bie burg ben DHttelpunft M gehen unb A'B' beriihren,
unb beforeibe Areife, welge mit ben eben erhaltenen concen*
trifg, bereu %obien aber um r groBer finb. ES ergeben fig
Wieberum jwei Areife, welge ber Aufgabe gentigen, unb fie
berlihren ben Streik M von innen. ®ie Aufgabe geftattet alfo
vier %ofldfungen.

8.422. Aufgabe.

Es finb jwei Areife ge%eben unb eine gerabe Oinie; man
foll einen ArelS conftruiren, beffen 9)iittelpuntt auf ber geraben
Rinie liegt, unb ber bie beiben gegebenen Areife beriihrt.

_ Sluflofung. E$ feien, Oig. 168, bie Areife M unb M'
mit ben %obiem r unb r' bie gegebenen, bie gerabe Sinie fei
GH. Wr7an verminbere ben 9iabiuS r heS AreifeS M um
ben 97abiuS beS anberen AreifeS, unb beforeibe mit bem
vertUr#'ten 97abius einen AreiS, ber mit jenem Areife M con«
centri 8 ift- %o® 8. 420 conftruire man bie beiben Areife,
bereu Qliittelpuntte auf GH liegen, bie burg ben 9)iittelpunft
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M' gehen unb ben ffreiS pim %obiuS r—r" berthren. ©er
eine tiefer ffreife berlihrt ben leYeteren ffreiS von aulen, feer
anbere von innen, ©en 9iabiuS bes elfteren biefer ffreife
verminbere man um r', ben 9iabiuS bes anberen verldngere
man um r', unb befereibe mit ben neuen SRabien ffreife, bie
mit ben vorigen concentrifg finb. Wian erhdlt baburg gnei
ffreife, bie ber %ofgabe entfpregenj ber eine bertihrt bie gege*
benen ffreife von aulen, ber anbere ber(hrt beibe von innen. —
Leiter verldngere mau ben 91abiuS r um r', beforeibe mit
r+r' einen ffreiS, ber mit bem ffreife M concentrifg ift, unb
benuee ben ffreid jum 9iabiuS r4-r', tvie ben jum 9labiuS
r—r'. ©aburcfy ergeben fig nog jtvei ffreife, tvelpe ber
Aufgabe geniigen.

§. 423. Aufgabe.

6S finb brei gerabe Sinien AB, A'B' unb PQ gegeben;
man foll einen ffreiS conftruiren, beffen 9Rittetyunft auf ber
Sinie PQ fig befinbet unb ber bie beiben anberen geraben 2i'
nien bertihrt.

Yanflofung.  ©er Wiittetyunft beS verlangten ffreifes
liegt au@ in ber Rinie, ivelge ben 3Sinfel fyalbirt, ber von ben
Sinien AB unb A'B' gebilbet tvirb. 9Ran conftruire bafyer bie
&)albirungSlinien ber SRintel, tvelge von AB unb A'B' gebil*
bet werben: jeher von ben ®nrfenittSpunlteu P unb Q bie*
fer “albirungSlinien mit ber 8inie PQ ift 3Rittelpunft eines
ffreifes, tvelger ber- Aufgabe geniigt.

§. 424. Aufgabe.

0S finb gtvei gerabe Linien gegeben unb ein ifunft; man
foll einen ffreis conftruiren, ber burg ben ~unft gelst unb
ber bie heiben geraben Linien beriihrt.

Auflofung.  ©er Diittelpunft heS ffreifeS befinbet fig
in ber 8inie, tvelpe ben SRintel ljalbirt, ben bie gegebenen
Linien bilben, unb in beffen SRinfelebene ber iBunft liegt.
Sin ffreiS, beffen 9Rittelpunlt in ber gebagten &>albirungS*
inie fig befinbet, unb ber eine ber gegebenen Linien beriihrt,
beriihrt aug bie jtveite; bie Aufgabe fommt baljer auf
§. 419 jurtf.

8. 425. Aufgabe.

6S finb atvei gerabe Rinien %egeben unb ein ffreiS; man
foll einen ffreiS conftruiren, ber ben gegebenen ffreiS unb bie
beiben geraben Linien berlhrt.

Yauflbfung. ©ie Aufgabe flhrt (0%nlig ber vorigen)
auf 8. 421 jurct.
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8. 426. Aufgabe.

ISS finb $ig. 169 jwei Greife M unb M' gegeben unb
ein $untt A, man feil einen SBreiS B conftruiren, tvelger bte
Streife M unb M, berithrt unb beffen “eripfyerie bur@ ben
ounft A Fe . .

Yauflofung. berlihre ber Areid B bte gegebenen
Streife von aullen in ben flinften P unb Q, unb es geljt bie
dinie PQ burg ben &duBeren Yeb>nligfeit*untt S ber gegebenen
Streife.  SKan jiefye AS unb ben beliebigen %opnligfeitSttrapl
ES. ©antt ift nap §. 248 unb 8. 337

SV-SA = SQ-SP = SF-SE
unb beS¥alb befinben fig bie flnfte A E, F, V in ber geri-
pperie eines Greifes. hieraus erhellet folgenbe (Sonftruction.

QJiatt conftruire ben &uBeren Yefmligfeitspitnft S ber
Streife M unb M', lege bur@ @n bie beliebige <=ecante SE,
burg bie brei finfte A, E unb F ben SBreiS K, jielse AS,
unb conftruire nag §. 418 ben Streis, tvelger burg A unb V
gept unb einen ber Greife M unb M' bertihrt, (tvoju ber SBreiS K
benu¥st tverben tarnt) unb biefer SBreiS berdihrt jugleig ben an-
beren. =an erhdlt jtoei folger Streife, unb vermittelft beS
inneren ¥eYsnligteitS )unfteS nog jivei, fo bal Uberhaupt hier
Streife ber Aufgabe entjpregen.

§. 427. Aufgabe.

finb fttg. 170 ein $rei«M, eine gerate Sinie VG unb
ein guntt A gegeben, man feil einen Strei« conftruiren, beffen
Yeeripfyerie bur@ ben @ixnft A geljt, unb ber ben gegebenen
Streis M unb bie gerabe 6inie VG berihrt.
Yauflofung. @« [teile B ben verlangten StreiS vor,
C unb C' feien bie %oi@rung@in%o.. W?n lege burg M
bie Sinie SQ normal auf VG, beute SC unb gielle SA, fo ift
nag §. 338

unb na@ §. 248
folglig

unb bes™alb befinden figp bie flnfte V, Q, A, X in ber
"eripfyerie eine« Greife«. @« erhellet baller folgenbe (Som
ftruction: .

Bn lege burg V, Q unb A einen Arei« K; berfelbe
liefert in feinem jmeiten Pur@fenitt mit SA ben 5funlt X.
®ur@ A unb X lege mau einen StretS, ber VG bertihrt, unb
biefer ift ber verlangte B. ©er %oiivaungPpunft C, fi[]bet
fip nap 8.417 vermittelet ber von G au« au K gelegten
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©angente GH.  3)tan erhalt %tuei folger ftreife unb vermittelft
ber 8inie AQ nod> jtoei, alfo tm ®anjen fcier ftreife, tvelge
ber Aufgabe entfpre¥een.

8.428. Aufgabe. .

0S ift, W 171, ein ftreis M geg{eben, eine gerabe Oinie
PQ unb ein ftreis K; man foll einen ftreis conftruiren, tveU
d>er ben ftreis K beriihrt, unb ber mit bem ftreife M bie
Vinie PO |jur Slforbale fyat. o .

YauflOfung. Wian conftruire bie (Y%orbale CD ber bei=
hen Be ebenen fireife. ©er ©urcf%/fdjmittspunftP ber Rfyorba*
le« unb CD ift ber (Yfyorbal%unft ber beiben gegebenen
unb beS gefligten ftreifeS. ©urd; P gelft alfo aug bie dfyor=
bale heS Areifeg K unb heS ju conftruirenben, unb biefe
(Sfyorbale ift gemeiufeaftlipe ©angente ber lebten ftreife.
W?an lege bafyer von P aus bie ©aitgenten PT unb PT' an
hen ftreis K, unb es finb T unb T' 53erii%rungSpunfte beS
ftreifeS K unb jtueier leigt ju conftruirenben ftreife, bie beibe
ber Aufgabe entfpregen.

. ~ 8.429. Aufgabe. _ .

(*S finb brei ftreife gegeben; man foll einen ftreis con=
ftruiren, ber bie gegebenen brei ftreife beriihrt.

Yauflofnng. <Ss finb ad;t verfoiebene ftreife mbglig,
tvelge ber Aufgabe entbrechen. ©eitn es finb erftenS |Jtvei
ftreife mdglich, von ivel%en ber eine hie gegebenen von aufien,
ber anbere fie Von innen bertihrt, ferner fann es %tvei ftreife
geben, von tvelgen ber eine jtvei ber gegebenen ftreife von
auBen, ben briiten von innen berihrt, ber anbere umgefebért
jene [jJtvei von innen unb ben briiten von aufen. Unb ba jeher
von ben gegebenen ftreifen als biefer britte auftreten fantt, fo
giebt es moglicheriveife no@ jiveimal jtvei %oiivsrungSfreife ber
festeren ©attung.

SBir ivenben uns juerft jur Sonftruction ber beiben 23¢*
riifyrungsfreife, von n>elpen ber eine hie brei gegebenen ftreife
fammtlig von aufen, ber anbere fie fammtlid; von innen he=
riiljrt.  5luS 8. 342 erhellet, baB bie duBere ©bmmetrallinie
ber brei gegebenen ftreife bie (Sfyorbale ber beiben iBeriil}rungS=
freife ift, unb baR ber Orthogonaltreis ber gegebenen ftreife
mit beiben 23eriihrung%tStreifen bie S¥sorbale gemeinfoaftlich hat.
©aber folgenbe (Sonftruction: ®ian conftruire

1) bie auBere <Sntmetratlinie ber brei gegebenen ftreife,

2) ben ©rtl:ogonalfreis ber gegebenen ftreife,
3) na@ §. 428 bie beiben ftreife, tve(ge mit bem Ortho-
gonaltreis bie <=t*mmetrabe jur CYorbale haben unb einen
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ber trei %egebenen Streife beruhren; bie Streife beriihren bann
au@ hie beiben anberen unb finb bie »erlangten.

2Bir tvenben nn$ weiter lJ;ur Ronftruction ber beiben 93e=
rihrungStreife, von tvelgen ber eine gtuei »en ben gegebenen
Streifen, A unb B, von auBen, ben britten, C, von mnnen he=
rihrt, ber anbere bagegen bie beiben Streife A unb B von innen
beriihrt, unb ben britten C non aufjen. ylag 8. 342 befinben
fig bie inneren ©pmmctralpunfte ber Streife A unb C, unb
B unb C auf ber Yarbale ber in %be fteljenben 23erigruhgp*
treife, unb ber Crt%sogonalfreid ber gegebenen Streife hat mit
ben Serigrung3freifeu bie Ysrbale gemeinfyaftlip. ©ie
Ronftruction biefer YserigrungSfreife erfolgt bemnag wie bie
ber g’)uvor betrachteten, nur ba’% bie innere ©pmmetrallinie ber
%ege enen Streife, melge bie inneren ©pmmetralpuntte ber

reife A unb C unb B unb C enthalt, an bie ©teile ber aupe=
ren ©pmmetrallinie tritt.

©ie beiben no@ (brigen paare von 23eruhrungSfreifen
ergeben fig in berfeiben Uteife vermittelft ber beiben Ubrigen
inneren ©pmmetrallinieit.

©ie Sluflofung ber Aufgabe &Rt fip nun Uberhaupt foL
genbermafjen auéfge(pelu 5Dian conftruire .

1) bie vier ©pmmetrallinien ber gegebenen Streife,

2) ben ©rthogonalfreis ber gegebenen Streife, _

3) hie vier Yeaare von Streifen, von tvelgen jebes mit bem
©rthogonalfrei« eine ber vier ©pmmetraleu jur (3%orbale hat,
unb einen ber gegebenen Streife beriihrt.

~ 3Bweite Sluflbfung. ©ie a%ot mcgligen %ofihrungp=
treife h«n fig in vier ~aare gefonbert, von tuelgen jebed
burg eine ber vier ©pmmetralen ber gegebenen Streife er=
halten mirbe. Wian ftelle figp irgenb ein "Baar biefer
rihrungéfreifc vor. ©ie flnfte, in melgen Irgenb einer ber
brei gegebenen Streife, etwa ber Streik C, $ig. 171 a, von hen
beiben iGerithrungstreifen K unb K' berihrt wirb, feien P
unb Q. ©ie ginte PQ geht, na@ §. 337 unb 8. 342, burg
ben ©horbalpunft S ber brei gegebenen Streife. Wtan beule
hie gemeinfoaftlipen ©angenten in ben funften P unb Q; fie
foneiben fig in einem flnfte V, ber in ber (Sh>orbale VL ber
23erlihrung$treife liegt Sunb hie eine ber ©hmmetralen ber
gegebenen brei Streife ift). (5% folgt bied, weit PV, QV, LV
bie (*herbaten ber Streife C, K, K' finb. 9htn ift aber PQ
polare bef MePunfted V fir ben Streik C. Unb ba bie pola-
ren alter finfte ber Siuie LV burg ben ">ol N biefer Stnie
gehen, fo geht au@ PQ burg biefen @ol N. ¢&)iernag hat

man H’frEet funfte ber Sinte PQ, ndmlich ben r.’igorbalpuntt S

20dfT b ffieomctrie, 1.J&. 7te%ofl.
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ber brei gegebenen Streife unb ben “Rot N ber Stymmetrale LV.
©ie Sinie PQ beftimmt aber bie 33eriilfrung$punfte P unb Q
auf bem Streife C. 3lus bem ©efagten ent¥ringt folgenbe
(Souftruction: Wtan conftruire

1) bie vier Stymmetralen ber brei gegebenen Streife,

2) ben IS@orbagunft ber gegebenen Streife,

3) filr jebe Stymmetrale bie Bole in ben brei Streifen,

4) lege man burg ben (Ytorbatyunft unb burg feben
@ol eine Sinie. ©iefe Sinien foueiben bie gegebenen Streife
in ben funften, in melgen fie von ben giefucpten Streifen be==
riort merbem  2Dian erhdlt jmolf $ole, alfo gtvotf Linien, bie
burg ben Peorbalpunft unb bie Yole geYeeu, unb vier unb
%manjig 33erdrungSpunfte.  SBie bie %o ufyrung8buitfte Sus
ammen gehoren, ift nag ben Stymmetralen ju beurteilen.
SSermittelft ber brei "Bole jeher einzelnen Stymmetrale ergeben
fig namlip fe@S 33eru%srungS mnfte, unb biefe entfpregen
bem SRaar ber 3%eriifyrung$freife, melgeS biefer Stymmetrale
jugeljort (bergleige erfte %quOfun%). ©ie fegs 33eriil)rungS'
{mutte, j. 33. bie man vermittelft ber &uBeren Stymmetrale
erhalt, geboren bem aar ber Streife, hcffen einer bie gege=
benen Streife fammtlio von auBen, beffen anberer fie von innen
beriihrt.

Olipt fur jebe brei ganj beliebig angenommenen Streife
befielen bie a@t 33erigrungStreife, mie mir fie eben befpro*
@en ljaben; bie 3Inja¥%l ber 33crigrimgStreife unb bie 3irt
ber 33erigritng Yangt von ber Sage ber gegebenen Streife
ah. — $iir brei Streife, bereit 2)uttel mufte uigt in gera*
ber Sinie liegen, von melgen feiner innerhalb eines ber
beiben anberen figp befinbet, no@ einer mit einem ber anbe=
reu einen SRuntt gemein Ifat, befielen bie a@t 33erufyrungS*
freife, mie fie oben aufgefiifyrt murben. giebt Sagen, hie
gar feinen 33eriifsrungSfreis geftatten (j. 33. menn ber Streis
B im Streife A, unb C auRerhalb A ober innerhalb B Iieg?,
anht;ere, in melgen 33erigrungSfreife einer 33erigritngsmeife
fehlen, u. f. m.

8.430. 5(ufgabe.

(Sin ©reieef 3u conftruiren, 311 melgem gegeben finb eine
(Seite, bie «Summe ber beiben anberen Seiten unb ein
3dinfel.

. 3qu|bfu_ng._ 12 ©er 30infel foll an ber gegebenen Seite
liegen. (S§ fei %ig. 172 ABC bas Oreieef, AB bie gegebene
Seite, a ber gegebene 3Binfel.
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Verldngert man AC, unb mag@t bie Verlangerung CD
gleip ber ©eite BC, fo ift AD bie gegebene «Summe ber ©ei-
ten AC unb BC, unb bag ©reiecf BCD ift gleigfoenflig.

Sin bie gegebene ©eite AB trage man bafyer ben gegebenen
Vlinfel a, mage AD gleigp ber gegebenen ©umme ber anbe==
ren beiben ©eiten, 3ie"e BD, errigte in ber 2DHtte N von BD
bie Normale NC, unb 3iel}e BC, unb eg ift ABC bag ver=
langte ©reiecf.

2) ©er SBinfel a foll ber gegebenen Seite gegeniiber liegen.
(Sg fei $ig. 173 ABC bag Crelerf.

Verlangert man AC unb magt bie Verlangerung gleig
BC, fo ift AD bie gegebene ©umme ber anberen beiben Sei=
ten, bag ©reiecf BCD gleipfpenflig, unb ber Vlinfel CDB

gleip —
Sin bie gegebene ©umme AD trage man bafyer ben Sin=
fei T foneibe von A mit ber gegebenen ©eite ben Sgenfel

BD, welpeg in B gefoellen mag, errigte in ber SD2ite N
von DB bie Normale NC, unb ABC ift bag verlangte
©reied. _ _
~ 2JMtan faitn mit AB uo@ einmal in B' foneiben, unb er=
rigtet man in ber 2Dlitte N' von B'D hie ¥ormale N'C', fo
geniigt bag Oreiecf AB'C' ebenfaUg ben Vebingungen.

©ie beiben ©reiede ABC unb AB'C' finb congruent,
beim fie ljaben bie ©eiten AB unb AB' gleig, jebeg fyat ben
SBintel a, unb bie Sdinfel & unb e finb einanber glelgj eg
ift immlip y alg &uRerer SRinfel bey ©reiedg ABD gleig

alfo unb aug ber SRinfel & ift gleig

§. 431. Slitfgabe.

E)Sin ©reied 31l 3eignen, 3l1 ivelpem eilte ©eite, bie Oiffe-
ren3 ber beiben anberen Seiten unb eilt SBinfel gegeben finb.
~ Sluflofung. 1) Soll ber 33infel ber flcinereit von ben
nigt gegebenen Seiten gegentiberliegen, fo tragg; man 8ig. 174
an bie gegtt)abene Seite AB beit gegebenen Soinfel a, nelune
BD gleig ber ©ifferer}{ ber anberen Seiten, 3ieIL>e AD, erripte
in ber SDlite N von AD bie Normale NC, uito ABC ift bag
verlangte ©reiecf.

2) Soll ber SRiitfel ber groRferen von ben mi@t gege-

benen Seiten gegeniberftefyen, fo trage man 8ig. 175 ben
12*
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gegeBenen V3intel « an bte gegeBene ©eite AB, mage AD
glei(p her Oiffereng ter anberen iSeiten, jiee BD, errigte in
ei 5Dlitte N von BD hie Normale NC, unb e« ift ABC ba«
verlangte ©reiecf.
_ 3(); foll ber SRinfel ber gegebenen Seite gegentiber
liegen. — (S« fei 8ig. 176 ABC ba« v_erlan%te ©relea, BD
bie gegebene ©ifferenj; von betn beliehigen flinfte E in CD
benfe man bie Sinie EF parallel mit CA gezogen, bann ift ber
26infel DEF gleigp a, unb EF gleip ED.

9Jian neunte baYser auf einer beliebigen Sinie ein beliehige«
Stuct ED, mage ben SRinfel DEF gleip a, DB gleig ber
gegebenen ©ifferenj, EF gleip ED, jieBe DF, foneibe mit ber
gegebenen Seite BA von B au« bie Oiuie DF, unb gielie AC
parallel EF, fo ift ABC ba« verlangte Oreiecf.

§. 432. Aufgabe.

(Sin ©reiecf ju “eigmen, ju tvelpem eine Seite, bie Oiffe=
ren¥s ber an it>r liegenbeit Vdinfel unb bie Summe ber anbereu
Seiten ge?eben finb.

Yauflofung. (S« fei gig. 177 ABC ba« verlangte Oreiecf,
AB bie gegebene Seite, a bie gegebene ©ifferenj ber an @r
liegenben SGinfel. — 2D%an verldngere BC unb mage bie Ver-
ldngerung CD gleigp ber Seite AC, fo ift BD bie gegebene
Summe ber beiben Seiten BC unb AC, ba« ©reiecf ACD ift

gleigpfgenflig, ber 20infel ACD gleigp 2x-f-a, mitZin ¢+X+/XU
gleip R, folglip, trenn man AG normal auf AB conftruirt,
ber 2Bintel GAD gleigp Yy

9Jcan errigpte baller auf ber gegebenen Seite AB bie %or=
male AG, mage hen Vliitfel GAD g(ei¢ 0 foneibe von B

au« mit ber gegebenen Summe ber anbereu Seiten ben Sgen=
tel AD in D, errigte in ber 2)iitte N von AD bie Normale
NC, unb ABC ift ba« verlangte O©reiecf.

8. 433. Aufgabe.

(Sin ©reiecf jn 3eignen, it tvelgem eine Seite, bie Oiffe*
renj ber an @r liegenben SOinfel, unb bie ©ifferenj ber an=
bereu beiben Seiten gegeben finb.

YauflOfnng. ((]S« fei gig. 178 ABC ba« verlangte
Oreiect, AB bie gegebene Seite, a hie ©ifferenj ber an @r
liegenben SBinfel, BD hie ©ifferenj ber anberen beiben Seb
ten. — ©a« Oreiecf CAD ift gleigpfgenflig, batyer ber 2Binfel
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CDA gteigp bem ©intel CAD. ©er erftere biefer ©intel ift
x4-DAB, ber anbere x%sa—DAB. %0S

x+DAB = x+a—DAB
folgt DAB = ¥%a.

Start trage baper art bie gegebene ©eite AB bett ©intet
BAD gleigp Ysa, foneibe bett Seentel AD von B ans mit ber
gegebenen ©ifferenj BD, errigte in ber Siitte N von AD bie
Normale NC, unb baS O©reieef ABC ift baS verlangte.

©ie Oinie AD tann mit BD no@ einmal in D' gefonitten
werben, unb errigtet matt in ber Slitte N' von AD" bie Sor==
male N'C', fo ift aup ABC' ein ®reiecf, wie man es jeig==
nen feilte.

©ie beiben ©reieefe ABC ttnb ABC' finb congrnent.

8. 434. Aufgabe.

(Sin ©reieef ju jeipnen, Wenn gegeben finb: eine Ceite,
%q balin gehorige £>6pe, unb ber biefer ©eite gegeniiberliegenbe

intel.

Slufléfung.  Stuf ber gegebenen ©eite AB gig. 179 con=
ftruire man BD normal, unb gleigp ber ge?ebenen Ya)ige, jiepe
DC parallel BA, mage hen ©intet BAE gleigp bem gegebenen
©intet, conftruire einen A'reis, flir trelpen AE ©angente unb
AB ©epne ift, unb wenn biefer in C unb in C' bie Rinie DC
foneibet, fo ift jebeS ber beiben ©reieefe ABC unb ABC' baS
verlangte.  S3eibe ©reieefe finb congrnent.

8. 435. Aufgabe.

(Sin ©reieef ju conftruiren, trenn baju gegeben finb: ein
©intel, bie ©0pe, tvelpe ju ber @m gegeniiberliegenben Oeite
geport, ttnb eine ber anberen £0pen.

Sluflofttng. @S fei gig. 180 ober 181 ABC ber ge=
gebene ©intel. — Stan conftruire BD normal auf BC unb
gleip ber <pope auf biefem Segentel, jiepe DA parallel mit
BC, beforcibe (ber AB einen Areis, trage bie anbere gegebene
$6pe BN als Sepne ein, ttnb jiepe AN bis C, fo ift ABC baS
verlangte ©reieef.

8. 436. Aufgabe.

(Sin ©reieef ju conftruiren, trenn baju gegeben finb: bie
(Summe jtveier ©eiten, unb bie @bpen, trelpc jit biefen ©ei=
ten gehdren. o )

Slufléfung.  (SS fei $ig. 182 ABC haS Oreieef, AB
unb AC feien bie ©eiten, bereit Summe gegeben ift, CF unb
BE bie ju biefen ©eiten gehdrigen Sdpen.

@3 fei BG gleip AC gemagt, GN parallel BE, unb BH
parallel AN gezogen, bann ift AG gleip ber gegebenen
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Summe her Seiten AB unb AC, bas ©reiecf BGH congruent
bem X)rete(f ACF, alfo GH gleip ber gegebenen @ige CF,
ferner HN gleig ber “sige BE, mithin GN gleip ber Summe
ber gegebenen Ysigen.

SKan conftruire batyer bas regttvinllige Oretetf AGN,
ju toelgem man bie E(pBotenufe AG, gleip ber %egebenen
Summe ber Seiten, unb bie eine Stattete GN gleip ber
Summe ber gegebenen @Ofyen fyat, errigte in H bie Stormale
HB, unb neunte AC gleip BG, fo ift ABC bad verlangte

X)reiecf,
§.437. Aufgabe.
~ (Sin ©reied ju %ei(pnen, ju melgem bie Summe aller
Seiten unb #lve| SRinfel gegeben finh.
Sluflotung. (SS feien $ig. 183 ABC bas Oreietf, a
unb 13 bie beiben gegebenen SBinfel. — SSirb AD gleigp AB,
unb CE g(eip CB angenommen, fo ift DE bie gegebene Summe

aller Seiten, ber 20infel EDB gleip , unb ber SBintel DEB

gleig

SDian conftruire ba%er bas ©reietf DEB, ju ive(gem man
bie Seite DE unb bie beiben baran liegenben Soinfel fyat,
errigte in ber SDHtte M von DB bhie Normale MA, in ber
iVcitte N von BE bie Normale NC, unb ABC ift haS »er*

langte ©reiecf.
§. 438. Aufgabe.
(Sin ©reierf ju jeignen, ju ivelgem bie Summe aller
Seiten, ein SRinfel, unb bie @o™e auf einem feiner Sgenfel

gegeben finh. _ ) _

Slufléfung. (Ss fei DE ftl?. 184 bie Summe ber
Seiten, DG normal auf DE unb gleigp ber gegebenen tpige,
GC parallel mit DE, ber SBintel EDC ?Iei(p ber tpélfte beS
gegebenen SBintelS a, NA fei in ber SDlitte non DC normal,
MB in ber 5Dtitte non CE; bann ift ABC bas »erlangte

Oreied.

8. 439. Aufgabe.
~(Sin reie<f $u jeignen, wenn bie Summe aller Seiten,
ein 505tnfel unb bie %ige, ioelge ju ber @m gegeniiberfteleen*

ben Seite gehort, gegeben. finb. )
Stuftofung. (Ss fei $ig. 185 ABC haS COreietf, a ber
gegebene SBinfel, EG bie @ige jur Seite AB.
Stimmt man BE gleip BC, AD gleip ACan, fo ift
DE bie gegebene Summe aller Seiten, ©enft man ferner
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ben Avreis, tuelf?er um baB ©reietf EDC liegt, unb ift M ber
Waittelpuntt beftelben, fo finb bie Sintel MDC imb MCD ein=
anber Tgle_lcp, unb ba au@ bie SRinfel ADC ltith ACD gleich
finb, fo ift ber 5Bintel MDA gleip bem 2Bintel MCA, eben
fo ber SBinfel MEB gleig¢ bem SBinfel MCB. ©ie Summe
ber beiben SRinfel MDA unb MEB ift bcger gleip a, unb
Weil MD gleigp ME ift, fo finb beibe 2Binfel gleich, folglio

ift jeber —1

Wian conftruire baljer EG normal auf ber gegebenen
Summe aller Seiten DE, unb gleip ber gegebenen £)éfye,
Yielpe GC parallel mit ED, mage jeben ber VMntel DEM unb
EDM gleip ber £>élfte beR gegebenen SBinfeld a, beforeibe
mit MD hen Vogen DE, gebe nag feinem d)ur(pfcpnittBPu_ntt
C mit GC hie Seinen DC unb EC, erripte in bereu %titte
bie Normalen NA unb QB, unb ABC ift bal verlangte
Oreiecf. durg C' fattn man ein jmeiteR, biefem congruenteR
T)reie(f befommen.

§. 440. Aufgabe.

(Sin SRierecf ju conftruiren, ju tuelgem gegeben finb: jtvei
Seiten, ber von g)nen gebilbete SSinfel, unb bie beiben SRinfel,
ivelpe von ber diagonalel, bie burg bie Sp%e beR erften
SBinfelR ]gef>t, mit ben anberen Seiten gebilbet merben.

Sluflofung. (SR fei 8ig. 186 ABCD baB Vierecf, AB
unb AD mdgen bie gegebenen Seiten, a, [3, y bie gegebenen
20intel fein, _

2Rirb ber Areil gebaot, tuelper burg bie finfte B, C, D
gebt, ferner bie Sefme ED unb bie Tangente FD, fo ift ber
2dinfel BDE gleig /9, unb ber 5Bintel EDF gleig y.

%gian conftruire batyer baR ©rciecf ABD, ju melgem man
bie beibeit Seiten AB unb AD unb ben SDRintel « Yat, mage
ben Eintel BDE gleig /S, ben SRinfel EDF gleig y, conftruire
ben Areif, flr tvelgen DF Tangente ift, unb beffen “eripbfs
rie burg B gebt, jietse bur@ ben X)urefonittB¥unft E unb
{)/ur(pfA bie Sinie AE bif C, unb ABCD ift baR verlangte

ierecf.

$e nagbem ber V3intel B Deiner ober groBer ift alf ber
SBintel BDA, fallt ber guntt E auf CA ober auf bie Ver-
langerung von CA dber A hiitau. 3ft ber Sdintel B glei
bem Sointel BDA, fo liegt bal Vierect in einem Greife, un
bie Aufgabe ift unbeftimmt.

Oiefe Aufgabe beiRt bie *>Potfyemotfpe Aufgabe. Sie
ift in ber prattifgen (Geometrie von 3Bigtigteit.
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§. 441. Aufgaben.
1) (5 ift $ig. 187 eilt &albf'reig gegeben, man fotl in
bemfetben ein ©uabrat conftruiren. .
Slufléfung. (59 fei ABCD bag ©uabrat. SDian benfe
irgenbtoo FG normal anf bem ®urgmeffer, unb burg ben
SDi'ittelpuntt M bie Sinie MC. ©ann verpalt fig
MB:BC = MF:FG.
(59 ift BC hal ©oppelte von MB, mitpitt FG bag ©oppelte
von MF.
9Jran conftrnire baper eine Normale FG, hoppelt fo groR
alngF, unb jiepe MG; ber Quillt C, in toelgem bie iReripperie
unb bie Sinie MG fig foiteiben, ift eine (5tfe beg ©uabratF.
2?) (5 ift $ig. 188 ein ©reietf ABC gegeben, man foll in
bemfetben ein ©uabrat conftruiren. )
Slufléfung. SKan nepme E beliebig auf AC, errigte
ED normal, conftrnire DF parallel AC unb gleip DE, unb
giepe AF. ©er durgfenitt F' 3n>ifgelt AF unb BC ift ein
(5<founft beg verlangten Duabratg, wie erpellet, wenn man A
alg 9lepulipfeitbpimtt betragtet.

§. 442. Aufgabe.

9Jian foll bei einem <=pieltifp ben ©reppunft beftimmen.

Sluflbfun%. ©er Oreppunft Q $ig. 189 ift bergeftalt
ju beftimmen, baB bag Stepte<t ABCD, n>elgeg ein palbeg
©uabrat ift, um Q gebrept, in bie Sage AB'C'D’ geratpe, bel
ivelger AD' gleip It DC. ©amit AB in bie Sage A'B'
fomme, mut Q gleigtveit entfernt fiepen von AB unb Von A'B',
alfo in ber "albirungglinie beg 2dinfely AEF, b. p. in ber
©iagonale DE heg ©uabratg AEFD fi@ befinben. Unb ba=
mit AD in bhie Sage A'D' geratpe, mul Q gleiptueit von AD
unb A'D' liegen, alfo in ber Sinie, ioelge ben SRintel bei D'
palbirt; unb biefe gept von D' na@ ber Piitte N von EF.
Q ift baper d)urcpf?onittgpunft ber ©iagonalen beg ©uabratg
Uber EN, unb eg ift EQ ber vierte ©peil von ED.

§. 443. Aufgabe.

(5g ift ftig. 91 ein Areig gegeben, aufjerpalb beffelben ein
Muntt Y, man foll von Y aug bie ©angenten an hen Areig
legen, fiep baju aber lebiglip beg Sinealg bebienen.

Slufléfung. 260 jiepe brei beliebige Secauten YB, YD,
YH, bie Sinien AD, BC, AH, BG, ferner EK, fo ift bieg "fo=
lare ju Y; unb man barf nur bie ®urgfemttgpuntte “ivifgen
bem Greife unb ber polare mit Y verbinben, um bie ©angen*
ten 31 erpalten.
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~ Sill man fir einen in einer Kreislinie gegebenen >punft
eine Dangente conftruiren, bloR burg 3eignen geraber 8inien,
fo ift ein %ofa¥eren aus §. 270 2) ju entnehmen.

8. 444,
3n bem Dreiecf ABC %ig. 190 fei DE nparallel AB.
9Jian jiefye BD, bann EA itnb CF', ferner EF unb CG', EG
unb CH', u. f. iu,, unb es finb BF, BG, BH u. f. . bejieplip
%, % % u. f. tt). von AB.
BF ift %AB na@ 8. 212. 3in bem bollftanbigen 23iere<f
CEG'F' ift bie Diagonale BF parmonifg geteilt; beSpalb ver-

halt fig
AF.GF = AB:GB = 2AF.GB
unb es folgt
GB = 2GF
alfo BG = BF = %AB.

2Reiter ift in bem bollftdnbigen S3ierecf CEH'G' bie Diagonale
BG parmonif(E Ggeteilt; besgalb berpélt figp
‘HG = FB.-HB = 3FG:HB

U. f. th.

Zehntes Kapitel.
Berechnungen.

§. 445.  Aufgabe.
Die Zahlen a, b, ¢ finb als bie SDlaa"e ber brei ©eiten
eines DreiecfS gegeben, man foll feinen 3npalt berechnen.
S5luflbfung. @S fei $ig. 191 bie Sinic x normal auf
ber ©eite a. Der 3[]fyalt bes Dreietfs ift alSbamt
ax
~)~
unb eS tommt barauf an, X ju ermitteln, gur x bietet fip
bie (9leigung bar
* = b2—y!

3e napbem ber ¢ gegeniberftepenbe Sintel a fp% ift ober
ftumpf, fyat man na@ 8. 119 ober §. 120
¢l = a2+b2=f=2ay
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t)ieraup folgt

©iefer %ogbrucf fir % behdlt ®iltigteit, au@ trenn her 2Bin==
fei a ein regter ift; beim algbann oerfominbet y, unb eg ift
a2+bl = ct.  9%.n fubftituire ibn oben, unb eg entlielt

©en eben erhaltenen %ogbrutf fur bie &)ige x fee man in
baburg ergiebt figp fur beit 3ipalt beg ©reiecfg

©em Ysabicanben lafst fig eine fiir bie 53erepnung be-
quemere ®eftalt geben, Rg ift namlig

©al)er brii(ft figp ber 3nhalt beg ©reiecfg aup aug bure

3[] biefem Olugbrua erfgemen bte 53uq taben a, b, ¢ in glei*
@er SReife; unb ber 3n%att beg Oreiecfg héngt non ben Sei-
ten in gleicher 2Beife ab.

Slugbricfe, in ivelgen bie 53ugftaben in gteiger SReife
bortommen, nennt man fhmmetriftg. SYemmetrifge 2lug=>
briicfe dnbern fig uigt, menn man bie S3ugftaben in ihnen
beliebig mit einanber oertaufet.

©ie Formeln I. unb 1. finb bem (“ebagtn¥s ehy@ragen.
Sie fommen oft jur %.menbung.

§. 446. Aufgabe.

©ie Bafyl a fei bag SDcaafd ber britten Seite eineg gleig==
foentligen ©reiecfg, ba? %o0a7s einer jeben ber beiben glei-
@en Seiten fei bie $ahl b, man foll ben 3nljalt beg ©reiecfq
beftimmen. _ )

Yauflofung. Ya@ ber Formel Il. im horigen sPara-
grafgen ift ber 3nljalt gleig
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8.447. Aufgabe.

©te 3al)l a fei bas 9)aafi einer jeben non hett ©eiten
gine« gleigfeitigen ©reiecfS, man foll ben 3nfyalt beS ©reietfs
heftimmen.

Stuftofung. Wian felke in ber Formel 1I. in §. 445 a
ftatt b nnb ftatt c; babitro ergiebt fig ber 3nfyalt heS ©reu
ecfS gleig i

yiBa-a-a-a = ~-V/3

§. 448. Stufgabe.

©ie Oeite eines gteipfeitigen Oreiecfs ju finbeit, beffen
3nfyalt q ift. _ o _
Stuftéfung. SDian Yeat na@ 8. 447 fiir bie ©eite x bie

(%eleigung
1=Ye
SS or felgt x = N = — 3)3qv3

§. 449. Stufgabe.

©aS 2)7aafj ber gleigen ©eiten eines gleipfgenfligen
Creietfs ju beregnen, beffen Snfyalt ¢ nnb beffen britte Ceite

a ift.
Stufléfung. s baS =ac@ x jeher ber gteigen ©ei-
ten tjat man na@ 8. 446 bie Oteigung.

- V(2x+a)(2x-a) = ¢
Stus berfelben folgt

x = J-ylégl+a

§. 450. Stufgabe.

©ie britte ©eite eines gteigfpenlligen ©reietfs ju bereg=
neu, wenn jebe ber gteigen ©eiten b, nnb ber 3”alt q ift.

Stuftofung.  3lian Y%at fiir bie britte ©eite x bie
(Yeteigung
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9uS qr folgt
4hx2—x4 = 16g*
x4—4bix24-16q. == 0

X = }2bo+}4abi—16q!

= y.2[b'+)(b5+2q)(b8-2q)]

SS gelten beibe Ysoneigen. ©eitn es giebt jtoei gleig*
f(%enflige ©reietfe, beren 3nf>alt g ift, unb bie b als Jliaa
jeber ber gleichen Seiten tyaben, baS eine mit einer groReren

ritten Seite unb ?_erlngerer] baju gehorigen 8ofye als bas
asnbtere, unb beibe Tliefern biefelbe ©leicfmng fiir iljre britte
gite.

Oer %oSbrttﬁf flr x wirb imagindr, fobalb 2g>b
©er groBte UQertl] beS 3[%altS q ift balp>er Y02 b. fy. ber
groite SQVgalt, Welpen baS Oreietf betommen tann, ift bie
télfte beS DuabratS Uber b. 3ft g = %bl, fo uerfotuinbet
bie innere SBurjel unb es wirb

X = y2I = ybt+b™
woraus erhellet, baB alsbann bie gleichen Sgentel einen reg-
ten 26infel einfoliepen.

§. 451. Aufgabe.
3tt*ei Seiten eings OreietfS finb a unb b, ber 3[]%alt
ift g, bie britte Seite ju beregmen.
~ 2luflofung. (Ss bejeipne x bie britte Seite, ©ann
ift nap 8.4451.
== y4albl— (a2P bl —x2)?
hieraus folgt
162 = 4alb2—(a2¥s-h2—x2)?
a2yb2—x? = x2}ah’—4q!
X = Ya2+b2=p2/(ab+ 2q)(ab— 2q).
gs gelten beibe SPorjeigen. )
er %oSbrmf flir x wirb imagindr, Wenn 2g>ab ift;
besfyalb barf q fyOgftenS gleig %ab gegeben Werben, unb als*
bann ift L
X = ha*4~hl
b. ). bas ©reieef ift regtwiutlig unb feine Aatljeten finb a

unb b
§.452. Aufgabe.
©ie Batylen a, b, ¢ feien als bie 50iaaBe ber .hofyen eines
Oreieefs gegeben, matt foll bie Seiten unb ben 3n”a't Yeffelx
beit berechnen.
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Slufléfung. (58 ift 3%. 192

1) ax = by
beim jebes ift bei hoppelte 3[halt, eben fo
2) ax = =
unb 3) ax = BAX+Y + Z)(X+Y-Z)(X-Y+2Z) (-x+ytf-z)

%S 1) folgt

aus 2)
ax

C
biefe aRertpe fubftituire man in 3); baburg entfielt

1,7 | ax Nax\V_ . ax ax ax axy ax ax\
ax=%y (X+ Jr+ CNA\*+ T--X>*-F+TX-X+r +-)

unb hieraus folgt
2ab2c:z

W(ab-f-ac+bc)(ab + ac—bc)(ab—ac-f-bc)(—ab-f-ac+bc)

Ss ift nipt fower einjufeljen, baf? y erhalten wirb, wenn
man in bem fur x gefunbenen SluSbrutf dberall a unb b ver-
tatet, unb z, wenn man a mit ¢ verwegfelt. daburg er*
hélt man fogleig

2a2bc?

/(ab+ac4~bc) (ab + ac—bc) (ab—ac[]-bc) (- ab-f-ac+bc)

2azbtc?

Um ben 3ipalt beS ©reietfs zu erhalten, multiplicire
man eine ber gefunbenen ©eiten mit ber zur};ehdrigen £)ohe, unb
bivibire baS "%robuct burg 2. ©er 3igalt ergiebt figp gleip

azb2cl

W(ab 4-~p~bc) (ab + ac—bc)(ab—ac-f-bc) (—ab + ac—+bc)

§. 453. Siufgabe.

©ie Moope zweier ©eiten eines Oreietfs feien bie 3ah*
len a unb b, baS Maaf; ber Mittellinie zur britten Oeite
fei ¢, man foll bie britte ©eite unb ben 3nfyalt heS ©reietfs
berechnen.

Slufléfung.  Man hat fiir bie britte ©eite x bie
(Sleigung
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unb aud @r folgt

©eit 31palt beS ©reieds éu befiimmen verlangere ntan
8ig. 193 bie Mittellinie EG, unb mage GH gleigp EG. ©a$
©reied GFH ift bem ©reied GDE cougruent. ©aS ©reied
EFH ift bespalb gleigp bem Oreiecf DEF, unb ber 3%qalt bep
©reiedS EFH, alfo aug ber bep ©reiede DEF, bridt fig au$
burg

| Y(a+b+2c) (a4-b—2c)(a-b¥s2c)(—a+by2c)

©affelbe tarnt man burg bie formet 8. 445 I. erhalten,
trenn man ftatt ¢ beit 2Bertl] von x fubftituirt, unb rebucirt.

§. 454. Aufgabe.

©ie brei Mittellinien eines ©reiedd finb gilei(p a bunbc
gegeben, matt foll bie ©eiten unb bett Yepalt bef Oreieds

beregiten. o _ )
Sluflbfuug. Matt fyat bei $ig. 194 fiir bie ©eiten X,

y, z bie (Yleigitnger

ober

Man abbire biefe brei ©leidmitgen, ba¥% liefert

53on ber (55leipung 7) fubtrafyire man bie ®leigung 4); ba=
burg entfielt

§)ieraud ergiebt fig, trenn man vy ftatt z feYst unb b mit
¢ vertaufot

unb trenn man x ftatt z fe%t unb a mit ¢ vertaufot



§. 455. 456. 53eregmnngen. 191

©ie 2Bertpe holt y unb x ergeben fich aug, tvenn man
bie ©leidjmng 6), unb bann bie 5%, oon 7) fubtrapirt
@« ift nog ber 3npalt be« ©reietf« DFG ju beftimmen. —
©a« Oreiecf DFG ift ba« Oreifadjje he« Creietf« DNG. Sfon
biefem bat man bie beibeit ©eiten DN unb GN unb bie 3)littel==
(inie. NQ ber britten ©eite. 9la@ bem hdrigen Paragraph ®
ber 3npalt be« ©reiecf« DNG gleig
%V Gjcd¥eh4~2-Y6a) (YaCc+%sb-2- a)(Yec- bw2-¥sa) (- c4-Yab-f-2-Y4a)
=1 %yla+b+c)(@a+b—c)(@a—b-f-c)(—a-+b «c)
alfo ber 3npalt be« ©reiecf« DFG
Ye(a+l)+c)(ad-b—c)(@—b4-c)(—ad-b4d-c)
©affelbe %ofultat ergiebt fig bermittelft ber formet I.
in Paragraph 445.
§. 455. Aufgabe.

©ie hier ©eiten eine« Orapeje« feien a, b, ¢, d, man
fett ben 3npalt be« ©rapeje« berechnen.
¥auflOfung. @« fei bie 8inie x normal auf ber ©eite a
3ig. 195. ©er 3nYealt be«4©t;apeje« ift albann gleich
a -

-X
3)lan beute HN parallel GE, fo ift HN = ¢, NL = a—Hb,
X jugleigp £>6pe fur ba« ©reiecf NHL. %o 8. 445 ift

3 - = Ys}(a-b 4- c4-d) (a-b4-c-d) (a-b-c4-d) (-a4-b4-c4-d)

A
fyierau« folgt
X= /(a-b4-c4-d) (a-b4-c-d) (a-b-c4-d)(-a4-b4-c4-d)

Oiefen Sdertp fubftituirt man oben, unb e« entftept fiir ben
3npalt be« ©rapeje«
i - Niiy(a-b4-c4-d)(a-b4-c-d)(a-b-c4-d)(-a4-b4-c4-d)
a—)
tvofiir no@ gefegt tverben tarnt
1 YA VT (a-b)f (c-d)] [(a-b)-(c-d)] [(cfd)t(a-b)J [(c-j-d)-(a-b)]

§.456. Aufgabe.

©ie 9Jiaape ber hier ©eiten eine« 23ieredd, iveldj>ed in
einem Avreife liegt, fiitb bie 3a%len a, b, ¢, d, mau foll ben
3npalt be« SRiered«, feilte ©iagonaleit unb ben Otabiu« he«
Avreife« beftimmen.

Yauflofintg.  W?an berldngere $ig. 196 bie ©eiten FG
unb EH bi« pu iprern ©urtpfepnitt K. ©ie ©reiede EFK
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umb GHK fmt> apnlig, beim eR ift a gleigp ¢, Weil eber bie*
fer adinfel ben SOMnfet B jn einem ?_eftredten erganzt, unb
Z.K ift gemeinfoaftlip. (58 verhdlt fig baper
AEFKz AGHK = b2 dl
EFK— GHK:GHK = b2-d2: d

ober EFGH : GHK = b2—d2:d?

unb tyierauf folgt, bco ber -3rgatt bel 23ieretf gleig ift
2=RGHK

©er 3[]fyalt beR OreiectB GHK ift aber gleig

Y(d+x+y)(d+x-y)(d-x+y)(-d+Xx+y)
= WV(d+x+y)(d+x-y)[d-(X-y)](-d+x +Y)
$ur 33eftimmung bon x uttb y %at man bie Proportionen

X:d —c+y:b
yd=a x:b
%of3 ipnen folgt
b P ’ bx —dy = cd
by —dx = ad

%60 abbire bie levsteren (Sleigungen, unb el entfielt
b(x+ y)- d(x+y) = (a%c)d
X+y = bXad
ferner fubtrapire man bie streite biefer (Sleigungen bon ber
Uber ¢r fteYeenben, bak liefert
b(x—y) +d(x—y) = (c—a)d
c—a
X—y = b+dd
©ie SRertpe fur x + ((5/ unb X—y fetse man in ben %oBbrmf
fur ben 3npalt bel ©reiecf? GHK; er gept tber in

unb fubftituirt man biefen SluBbrmf fir bal Oreietf GHK in
bem oben ftepenben %ofbrmf fiir ben 3npalt beR SSieretfR, fo
erhdlt man ben Inhalt beffeloen gleich

aRir paben bet ber Verleitung biefer formet angenom-
men, baB gruei gegeniberftepenbe «Seiten bel SSierecfl berldm
gert fip foneiberj ef fragt fip bafyer, ob bie Formel ben
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3npalt liefert, trenn feie gegentberfteljenben ©eiten parallel
finb. $n tiefem $all méren bie gegeniberftepenben Sintel
gleigp, unb ba fie fig jit einem geftrecficn 2Binfel ergénzen, fo
miRte jeher ein rcd>ter SRinlel, ba$ 33ieretf felbft alfo ein
Oteteted fein, ©amt mére fein 3npalt gleid> ab, unb meiter
c gleid; a, unb d gleigp b. Unb fe%t man in ber gefunbenen
Formel a ftatt c, unb b ftatt d, fo gept fie Uber in

©ie ift hat>er outg flr tiefen {yott giftig.

ftlr bie ©iagonaten z unb t bed S8ieredi3 fiat inan bie
(Steigungen

SDian mutttylicire beibe mit einanber, bad liefert
, __ (ac--bd) (ad-j-bc)
ab 4-cd
bibibirt man bie erfte burg bie 3tueite, fo ergiebt fig

alfo ift

unb

(Sine ®leidjung fiir ben iobiud r beR Streifes ergiebt fiep,
menn matt ben 3i@alt bcd 3HereefS mit )ilfe ton r audbriieft,

unb beit r entpaltenben 9ludbrud fiir ben 3igalt bem fepon
gefunbenen gleid; fe¥t.

©er 3[palt bed ©reiedd EFG ift gleid; ber bep
©reiedd EGH gleid; -~-, folgtip ber he$ 2>iererfd gleiep

(ad¥sbc)z . ,
----- Yed pat man fir r bie ®leiepnng
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%S it)r folgt

— (ad¥sbc)z
a+b+c—d) (a-f-b—csd) (a—Db-|- c+d) (—a-J-b-f-c+d)

gur z fefe_man bcn okm gefunbenen ¥Bertfy, unb es entfielet

§. 457. Aufgabe.
®ie biet ©eiten eines 25icrc(fS, melges in einem Greife
unb 3Ligleip nm einen $reis liegt, feien a, b, ¢, d, man foll
ben Ysn%ealt heS S3ieretfs berechnen, ben Fabius beS UreifcS,
in tt>elgem baS 33iere<f liegt, unb ben iabiuS beb AreifcS,
um ivelgen €S liegt.
Yauflbfung.  ©a baS 93ierect in einem Greife liegt, ift
fein ffnfyalt gleiop~~
") (a+b-H—d) (a-f-b—c¥%d) (a—b-H-f-d) (—a+b+c+d)
SRSeit es um einen Sreis liegt, ift
ayc = b-f-d
unter a unb ¢ bie SQloo"e jtoeier gegeiliberfteljenben ©eiten
gebapt. Unb fe¥st man in ber gormel fir ben Ysealt iberall
b-f-d ftatt a¥sc unb ayc ftatt b-+d, fo gel;t fie dber in
V2b-2a-2d-2c = "abcd
gur ben 9labiuS beS Greifes, in tuelgem baS 23ierc(f liegt,
ergiebt figp uag bem vorigen @aragra @
| /(ab 4-cd) (acthéc) (ad¥%-bc)
abc

41
glir ben 9iobiuS x heS Greifes, um tvelgen baS 23jere<f
liegt, tyat man, meil (a+b.+c+d)x tem gnha(t Ve
(Sleigung

%S thr folgt
ober ba

§, 458, Aufgabe.
©aS SD7aaf bes 9labittS eines Greifes fei bie 3alj>l r,
man foll bie ©eiten unb bie 3[]ljatte ber conftruirbaren i'c3ll’
laren ne<fe berechnen, toelge In ober um biefeit Mrcis liegen.
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Oluflofung. 1% (S$ fei gi%. 197 AB bie ©eite beS regu=
laren ©reiects, melped In bem ftreife liegt. 9%on benfe vom
H}te[punft M bie Linien MA unb MB; bet 2Binfel AMB ift
gleigp %R. 9Jlan verlangere AM bis C; ber SRinfcl BMC ift
gleip |R, baS Oreiecf MBC baper glcicpmintlig unb bebpalb
BC gleicp r.  Unb weil ber Séinfel ABC ein rcepter ift, fo pat
man fir bie ©eite x bed reguléren Oreiehts bie ®leicping
xX2—=r2 = (2r)
%05 ipr folgt X = r/3.

2) Ss bejeiepne y bie ©eite bcd reguldren SSierecfS, melz=
cpeS in bem Streife liegt. — tam beute na@ ben Pnbpurtten
berfelben bie Fabien gezogen. entftept ein recptmiufligeS
©reieht, in melhpem y bie gé)ppotenufe, unb jebe Statpete gleitp
r iftt 6o pat baper

Y2 = r2+r2 = 2r
y = r/2.

3) (SS bejeiepue z haS haaP ber ©eite hed reguldren
3epnehfS, melcpeS in bem Streife liegt. Dlacp §. 377 finbet bie
Proportion Statt

9ud ipr folgt

z2-}rz = r2

1- -wWis>
©ie 2durjel barf nur pofitiv genommen Werben, meil fonft z
negativ ausfallen miirbe, 6o pat baper____

4) (£0 fei t baS SDtaafs ber ©eite beS reguldren ftliifccfs
in bemfelbeu Streife.  9lag 8. 262 pat man bie ®leidpung

folglie ift
ober, wenn mau ben Neuner lieber rational fiept,

13*
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5) £>4tte man eilte Formel, burg mclge fte bie Seite
heS reguldren 2neds in einem Greife angeben lieRe, fofealb bie
Seite heS reguldren neds in bem Areife betannt mare, fo
miirbe man burg bie Seite bes 3eh[]edS bie bes gmanjigeds
berechnen foulten, bnr@ bie Seite beS 3mainigedS bie beS
SBterétgedS u. f. m., eben fo burg bie Seite bes Sbiereds bie
besf I(ptede, burg bie Seite bes %ptcdS bie bes Se@jehnedS
u fomou fom

(Ss fei $ig. 198 p bie Seite heS reguldren nedS; ber
9ittelpitnftsmitdel AMB fei burg@ MC in jmei gleige 2¢eile
geteilt, ©ie Rinte q ift bann bie Seite heS reguléren 2neds;
MC ift normal auf AB, mtb D bie Sliitte non AB. ©er 310
halt beS ©reieds MCB briidt fip aitd burg

p
~4
ber 3nl)alt beffeloen ©reieds ift ferner glcip

AY(2r+q)(2r-q)

man tyat batyer bie Oleigung

pr = qy4r—aql
SRirb aus berfelben q entmidelt, fo erhdlt man eine formet,
:cnel(pe fttJie Seite beS 2nedS. liefert, memt bie beS neds be=
annt ift.

%0S ber GHeigung folgt
qd—A4rlql = —pirl
q = /2r2x}y4rl—pirl
©ie Seite q beS reguldren 2ncdS im Greife ift beim SceSed

bem OtabiuS gleig, bei heit mcitcren 2ncden Heiner als ber
%obiuS, melpeS ans 8. 7G folgt. @S ift alfo g<r, unb

ba Y2r2>r ift, fo erhellet, bal bie innere SRitrjel negativ
genommen merben mu.

9Jian hat bemnag
q = yr(2r-y4arn—p)
2)ian feYee hier flott p baS 2D%al ber Seite bes regitlé*

reu ©reieds, nOmlip r/3, fo ift q baS 5Qiaaf ber Seite beS
reguldren Se@SedS|[ biefc ift baher gleig

W (@2r—Y4r2—3r2)
= 2r-r) =r
melgeS fgon aus §. 261 betanut ift.
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~Sc¥st man ftott p bie Seite bes regularen Scoserfs, fo
ift g bie beS ~odlfects; biefc ift alfo gleig

W@r—y4ar2—rnl

= r/l2—/3
u. f. tv.

6) Ss feien $ig. 199 bie Seinen m unb n gegeben,
itnb BD fei Ys)urgmetfer. ftlr bie Sefyne x, melge jur %)iffc=
renj ber 9ittegunttsmiufcl ber Schneit m unb n gehdrt,
fyat man bie (SMeiguitg

2rx+[z = my
i@ renb y = /4r2—n

unb z = Y4r2—m]
ift, fo bafj folgt .

m JAri— ni—n 14r2— m
X — 2r

Sefct man l)icr ftatt m bie Seite beS Se@Setfs, ftatt n
bie beS getytterfs, fo erhdlt man bie Seite beS guitfjefynctfs.
®urg fie tarnt mau bermittelft ber formet in 5) bie Seite
bes Oreijjigetfs it. f. m. finben.

7%) £)er 3ipalt eines rﬁ?uléren ncrfs briicft fig aus
bitrg bas ljalbe @robuct bcS Umfangs in beit normalen W
ftanb einer ber Seiten vomn SDiittelpunft bes Greifes, in tucl=
@em baS nett liegt. 3fi a bie Seite bcS netfs, r ber 9labiuS
bes ArcifeS, in n>elgem es liegt-, fo ift ber normale 3lbftaub
bes 2JiittetyunttS rott einer Seite gleig

folgligp ber 3[)%att feced nerfd flteig
WYz(2r+a)(2rn)

8) «Sollte matt hic_Seite x eines regularen nerfs bcreg=
nen, mclpcs nm einen AreiS liegt, be[fen %obittS r ift, fo be-
regne inan jnerft hic Seite a beS reguldren netfs, bas in bic-
(cm Streife liegt. 5htS ber Proportion &% 200
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erhalt matt bann

2ar
VY(2ra-a)(2r—a)
©er 3nljalt beftimmt fip nag_ §. 272. o
(Spater werben wir auf einfacherem SRege bic Seite unb
ben 3n7zalt einc jeben reguldren necfs berechnen tdnnen, wenn
ber 9tabiuS beS AreifeS, in ober um welgen es liegt, gege=

ben ift.
) §. 459. Aufgabe.
©ie Ullaafje ber brei Seiten eines ©reiecfs finb a, b, c,
es foll ber 9tabiuS bcS Greifes beregnet Werben, in Welgem
bas Oreieef liegt. o _ )
Slufléfung.  W7an bejeigne ben 9tabiuS mit x. ©er

3[balt beS Oreiecfs brieft figp aus bitre ©aber bat
man fir x bie (Sleigung
= 4 Tz(a=+ b-f-c)(a+b——c)(a—byc)(—a4-b- -c)

alfo

8.460. Siufgabe.
©ie Dbrei Seiten eines ©reiecfs finh a, b, c, es fill ber
labittS eines jeben ber Greife beregnet werben, welge bie
Seiten beS ©reiecfs beriihren.
Slufléfung.  Sitan bejeigne ben 9tabiuS hes Greifes,
welger in beut ©reieef liegt, mity. ©er 3nljalt beS Creiecfs

brieft fip aus burg .(a=b=c/. ttith man pfit (“eipumng

9uS il)r folgt

@S fei $ig. 201 y' ber 9tabiuS heS Greifes, welger bie
Seite ¢ itnb bie Verldngerungen ber beiben anberen Seiten
berigrt, M ber Hiittelpunft biefeS AreifeS. ©er 3[]balt beS

©reiecfs DMF ift gleig ber beS ©reiecfs DME gleip ~-
unb ber beS ©reiecfs EMF gleig ©er Inhalt beS ©ret=
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«<fS DEF ift ba’er

unb man l;at fur y' bic (Meigung

aub toelger folgt

®urg Vertt,'egSlung ber Vugftaben finbet fig ber %o
biuS y" beS Greifes, n>elger bie Seite b unb bie Verlange-
rungen ber bcibeit anberen Seiten beriihrt, gleig

i Aa~~B4~cj(a-i-b—c)(—ad~b-j-c)
"l a—byc
unb baB ber YtabiuS y" beS Greifes, lvelger bie Seite a unb

bie Verldngerungen von ben Seiten b unb ¢ berihrt, fig
auSbriicft burg

§. 461. Aufgabe.

Sliulttylicirt man bie SlitSbritfe fiir bic 9iabicn biefer
vier Areife mit einanber, fo entfielt

vk (a4-b4-c)(a4-b-c)(a-b4-c)(-a4-b4-c)
unb nimmt man hieraus bie pocitc SRurjel, fo erhalt man

4i(ad-bi~c)(ad-b—c)(a—bd~c)(—ad-b4d-c)
ivelpcs ber 3ipalt beb Oreietfs ift.  ©icfer brieft figp bem=
nag ans bnrg

§. 462. Stufgabe.

©ie Bahlen a unb b feien bie 9JtaaPe %tueier Seiten
eines Oreieefh, ¢ fei bas 9JiaaB ber 8inie, ivclpc ben VSii==
fei in jivei gleige Soeilc tfyeilt, beit jene Seiten bilbcit; es
follbbic britte Seite mth ber 3ipalt heS ©reietfS berechnet
werben.

Slufléfung. ®ie Stiitfe ber britten Seite $ig. 202 mo=
gen x unb vy bejcigneit. SDian bat hie ©Icigungent
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%on multiplicire beibe Oleigungen mit einander; bas liefert
X=yYs(6b--)

unb bitoibire bie erfte ®leigung burg bie gYueite, fo er-
giebt fig

y =/tHab~)
®ie britte Seite DF ift bafyer gleig

atfo entftebt fur bie britte Seite

Ober man felse an

2lub ber streiten Oleigung folgt

a

x = LLEv
Oiefen 2Bertlj> fubftituire man in ber erften; eb entfielt
a(a-f-b—a)v2 = (a+b)2(ab—-c2)

nnb baraub ergiebt fig flir bie britte Seite v ber oben ge*
funbene ZBertlk

Um ben [3ttljalt bed ©reiecfe jn finben, verlangere man
EF (ber E ljinaue, nnb mage bie Verlangerung gleip a.
©ie Oreiecfe DEF unb DEN Yaben, wenn man FE unb EN
alp  ©runblinien betrachtet, glcige &)b%enj beefyalb ver>-

tydlt fig
ADEFzZADEN = b:a
unb ljieraub ift ADEF = -~-ADEN

©er 3[]fyalt beb gleipfeenfligen ©reiecfe DEN ift gleig
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(50 ift z parallel mit c, baljer pat man bie Proportion
cz = bla+b

%og i%r folgt = -"-(a¥sb)

©en SBertl; fur z fnbftitnire man, unb ¢S ergiebt figp ber
3nljalt bcé ©rciedd DEN gleig

Ls(a+h) 2a+"va+h)] [2a— Yy (a+Db)j

= 1p (a+b)VI2ab + (a + b)c][2ab-(a+ b)c]
%olglig ift ber 3npalt bes ©reiedd DEF gleig
[2ab4-(apb)c] [2ab—(a + b)cj

©er Sludbrud fur ben 3ipalt bed ©reiede DEF ergiebt
fig aug, trenn man in ber Formel §. 445 |. ftatt ¢ ben fiir
DF gefunbenen SRertlj fe%t, nnb bann rebncirt.

8. 463. Aufgabe.
©er 3nfyalt eine« regttrintligen ©reieds fei a, bie
potenufe b, man foll bie Aatpeten bcregnen.
SInfléfung. ©ie "at'seten mdgen bur@ x unb y be-
jeignet merben.  SD%n ljat bie CD[ei(pun_%]en
Xy = 2a (jebe§ ift ber hoppelte 3ipalt)
X2yl = bl : o
260 mnltiplicire hie “erfte ®leioung mit 2, abbire fie jur
jtoeiteu, unb fubtrafyire fie bann au@ von @r, baS liefert
X+y = )b2+4a
X—y = 1b2—4a
Yeibe Oleigungen abbire man, unb fubtrapire bann bie leptc
von ber rorljergepenben, baburg entftept
Mbs-4-4aH- Vb2—4a
X ~2 272727
_ pb2y4a—yb2—ia

§. 464. Aufgabe.
©ie (Summe ber Beibeit ftatpeten eines rcottvinligen
Oreiedd fer a, bie &)ipc auf ber “ppoteimfe fei b; eh feilen
bie Seiten uitb ber Ys@alt bed ©reiedd berechnet toerben.
Slufléfung. 2J2au bejeigne bie ABgeten bur@ X unb y}
bie Eppotenufe fei z. 2Ran Yat bie Oleigungenz
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1) x+y =a
Zf Xy = bz
3) X2+yl = 71

©ie zweite (Sleigitng werbe mit2 multivlicirt unb bann
jur britten abbirt, baburg entfielt
(x+y)* = z+2bz
9lag ber erften (Slel(pltng ift

X+y) = al
Oiefe (Yteipung werbe von ber vorigen fubtralurt, baf liefert
2+2bz—a2 0 _
unb baraitS folgt = —bZt/a2+b2

©ie SRurjel barf nur pofitiv genommen werben, weil bie g==
potenufe z nigt negativ fein tarnt.

Um x nnb y ju beftimmen, potenjire man bie erfte ®lei«
eung mit 2, multiplicire bie jweite mit 4, uitb fubtrafyire
barauf bie jweite von ber erften. (£$ entfielt

—y)N = al—4bz
ober, wenn man fir z ben 20ertfy felst, nnb aus ber ©leigimg
bie gweite SBurjel nimmt

x—y = Yal+4b(b—Val+hl)
©ie hefite (Sleignng abbire man jur ®leipnng 1), unb fub-
tra¥sire fie von @r, unb es ergiebt fig

_ a-f- Ya2v-4b (b—Yya2+"b)j

a—al+ 4% (b— Jza2-4-h2)
y J—

8. 465. Aufgabe.

©er 3nl)alt eines regtwintligen ©reieefd fei a, ber Um«
fang b, man foll bie feiten berepnem
Slufléfung. ©ie Aatlieten feicit bitrg x unb y bcjeio-
uct, bie Egpotenufe burg z. 9Jian lat bie ®leiguugen
‘f X+ty+z = b
2) Xy = 2a (jebcd ift ber bobpcltc 3nYsalt)
3) Xyl = 7]
9)iau” multiplicire bie jweite ®leigpnng mit 2, unb abbire
fie jur britten, bad liefert
4)  (x+y) = da+2z
9)iait fetje in ber erften (“Meigung z auf hie rcote «Seite, unb
potenjire bie ®leigpung mit 2. 1S« cutftelg
5  (x+y) = b2—2bz¥%-2
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Oiefe ©leidjung fubtro%sirt man von 4), babitrdj ergiebt fig
0 = 4a—b2¥%-2bz

mth B‘teraug 7 = b2— 4a

Um x mtb y 3l erhalten fete man in 1) z redjtSylun=
tber itnb fubftituire bafr ben gefunbenen SBertlj; baburdj

entfteljt
6> X+y = f—%%t?"
©ie letzte ©leidtuug potenjirc man mit 2 nnb fubtratyirc bon t7r

4xy = B8a
nnb man erhalt
* L, =Mme-—-
V(4a- —b2)2—32ab2
ober ) X-y = U—T-Vg--------

©ie (¥bleigungen 6) itnb 7% abbire _man, nnb tadger fub=
trafyire man audj 7) bon 6), baburdj ergiebt fid)

unb

ober

8.466. Aufgabe.
©er 3igalt eines Oreietfs fei a, ber Umfang b, eine
8§17 h, inan feil bie ©eiten beftimmen.
Sluflofnng 53ejeignet man bie ©eiten mit X, vy, z
nnb toirb bie gegebene @bl)e auf bet ©eite x angenommen, fo
l;at man bie (%leigungen

=S ber erten <Dle|cpu1tg folgt
y = b—x—z
aus ber jtveiten
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9ftan mult¥slicire bte britte ®leidjmng mit 4, quabrire fie bann,
unb fc¥e barauf flr y ben 2Bertfy, fiir ben Yeattor x +y+z
aber b; bad liefert

16a? = b(b—2z)(2x + 2z—b)(b—2x)

ober, menn man fir x ben =ertl) - - felt,

ober  16ah? = b(b—2z)(4ap2hz—bh)(bh — 4a)
©icfe ®leipmtg bioibire man bur bébh—4a), mtb 16fe regth
bie klammern auf; baburg ergiebt fiQ

6azh
b(gh fa) ~ 4f b+2bhz—h2h—8az—4hz2-f-2bhz
uub l)ieraub folgt

$ur y tann fig uigtb anberco ergeben, weil c6 mit z
in gleigen 23epellungen ftefyt. ©afyer gelten beibe 23orjeigen
ber SBurjel. R&fjt man fir z bad eine gelten, fo liefert bab
aubere y. ©ab Oreied ift bedbalb gleigpfeentlig, fobalb

8 467. Aufgabe.
(Sitte «Seite ciiteh Oreietfs fei a, hie @igeit auf beit atu
bereit Seiten feien b unb ¢; man foll bie anberen Seiten unb
bett -3nfyalt bereqiten.
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5Inflofung. ©ie jur &)ige b gehdrige ©eite fei mit X,
bie britte ©eite mit y tit;jei(bpnet. (BS ift
X = Cy.
©ie ©reiche DHE unb FGE $ig. 203 finb <onlig, tveil fie
ben SRtnfel Bei E gewneinfaftligp fyabeit unb fcbed regttuinflig
ift. ©edljalb nerfyalt If:_I(IHI

'EG = b:c
$e napbem ber 2dintel DEF fp% ift ober ftumpf fyat man
FH+xHE = x
NGd=GE =y
alfo +HE = X—FH = x—)ma2—W

+GE = y—DG = y—
©iefe SOertlje fubftitnire mau oben, unb e§ entfielt
X—ha2—b2:y—a2~cl = b:c____ o
ober 2) by—cy = blali—c2—c al—0bl
g 1) folgt  3) y = %

©ie$ in 2) fubftituirt, liefert

alfo ift
©en Sertfy von x fubftitnire man in 3) unb c§ entfielt

©er 3i@alt brii(ft figp aud bitrg

§. 468. Aufgabe.
ift eine ©eite eines Oreietfdo gleigp a, bie ju @r ge-
hérige (Ipicge gleigp b, unb uo@ eine Spofye gleigp ¢ gegeben,
inan foll bie anbcrcn ©eiten beregnen.
Yatflofung. gSs_fei X bie ju ¢ gehdrige ©eite, y bie
anbere.  %lud ber Gbleigung

folot

©ie “rojection FG von ber ©eite EF auf ber ©eite DF
ftig 204 "briicft fip aus burg
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©aljer ift

§. 469. Aufgabe.

53ott einem Oretctf ift eine ©eite gegeben gleigp a, bie
nige barauf gleip b nnb bie Summe bet beiben anberen
©elten glcigp ¢, man feil biefe ©eiten einzeln beregnen.

SInflofujng.  93ejeignet man bie ni@t gegebenen ©eiten
burg x nnb y, fo %at man bie ©leipnngenz
yx+y =¢
2) 2ab = Aa+x+y)(a+x-y)(a-x4-y)(-a-f-x+y)
9Jion quabrire bie jmeite ®leipnng, nnb fele ¢ ftatt x=yI
haS liefert

fyierans folgt

mirb biefe (Sleipnng jn 1) abbirt, bann ang bon 1) fnbtrafyirt,
fo ergiebt fig

§. 479. Aufgabe.
©ie eine ©eite eines Oreietfs fei a, bie £)dlje auf einer
ber anberen ©eiten b, mtb hie Summe ber anberen Ceiten c,
man foll bie anberen ©eiten einzeln nnb ben Bigalt beregiten.
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Slufléfitng. ©ie Seite, ivelge jur S6pe b gepdrt, fei
mit x bejeignet, bie anberc ift bann ¢—x, nnb man pat bie
(Sleigung

x = Yal—b2+yi(c-x)2—h?
SDan feee bie erfte Sunel auf bie linte Seite, nnb gitabrire,
baS liefert
x2—2xYaz2--b2pa2-b? = c2-2cx-}-x2—bhl
X = (c+a)(c-a)
. 2[6=F% + ™) (a-hj]
©er 3npalt ift
(ct+a)(c—a)b
4[c=p-(a+b)(a-b)J

8.471. Aufgabe.

9Son einem ©rapej finb gegeben ber 3E|palt a, bie &)ppe
b, bie beiben nigt parallelen Seiten ¢ nnb d; man foll bie
parallelen Seiten berechnen.

Slufléfung. Sinb 8ig. 205 hie Linien EL nnb FM
normal auf GH, fo |ft

= )wc2—h?
= Yd2—m
unb man pat fiir x ble ©Ie|cp|mg
X4-X-}-Yc2 — bl + yd2— b2»

woraus folgt — ___
« 2a—b [J(c+b) (c—b) +}(d + b)(d—b)j

20elge 5S3orj%eigen ben =uneln ju geben finb, pangt von
ben befonberen féllen ab.

§. 472. Aufgabe.

@S fei $ig. 206 bie Normale CD ‘glcup b gegeben, baS
Stiid DN gleltp a, ber 9tabiuS bcS AreifcS g(eip r; man foll
bad SOlaaR x ber Normale NM berechnen, fo, baR ein Arcis,
r>elper M fJm Siittelpunft, nnb MN jum dtabiuS pat, ber
alfo bie Sinie ND in N beriihrt, an@ ben gegebenen AreiS
beruprt.

5luflofung. 260 jiepe MC. @S muR MQ gICiFtP X
fein.  9Jian beute CE normal auf NM. dabnrg entftept
ein rcgtmintliges ©rcied MCE, beffen @ppotenufc gleig
X +r, maprenb bie Aatpete ME gleip x —b, hie anbere
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gleip a ift. 9)Jom bat baber bIC ’\IeLgmtgg

Yus il;r folgt
xX2--2rx +r2 = xl—2bx+ b2+a2
2(b-J-Nx = a2yb,—r2
x = a2+ ((b=r)(h-r)

2(bwr)

giebt einen feiten 5treiS, ivelger bie gegebene the

in N itnb beit gegebenen Streik in Q' von innen berihrt,

gt ben OtabinS 'y biefed “weiten Areife® bat ntan bie
Oleigung

(y—r)2 = (y—Db)2-f-a2
Voraus folgt

§. 473. Aufgabe.
(So fei Big- 207 bad @tu(f AE ber nte %tyi( von AC,
CD ber nte Xbe™ Oon EG»  hei* nte Stbeil von AB; ber
3nbalt beS ©reietfs ABC fei q; man foll ben 3n%alt bed

©reieefs GHI berechnen.
Slitflofitng.  9Jtan Aiefee EV varallel CB, unb ed ift

alfo
mitbin alt(i)
hieraus folgt

Bir beit 3nbalt bed ©reieefd6 CDI, unb fir ben bed
Oreietf« BFH ntufi figp berfelbe 3ludbrmf ergeben. Yauu ift
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§. 474. Aufgabe.
ift eine gerablinigte ftigur gegeben, unb eine 3a%l p
al« @r Onfyalt, man foll bie Sinfyeit beftimmen, nap welger
bie ©eiten bei $igur gemeffen worben.

Yauflofung. =an neunte eine beliebige 8inie AB al«
§_5il(peit,_ unb beregne ma@ i%r ben 3n%ealt bei Ysigur, Welger
i@ gleip g ergeben mag. 53ejeignet man nun bie gefupte
(5ngeit mit XY, fo ift ber 3wpalt p -XY  unbz jug(eig

q-AB2
p-XY. = g-AB!
st XY = ABY}-3-

§. 475. Aufgabe.

fei ~ig. 208 AB bie ©eite be$ Preietfd, an trelper
hie_beiben fE%en SRintel liegen; baS 9)iaaP biefer Ceite fei g,
had Yeaa™ Yew £>0lfe h; man foll bie hinten x nnby bereg-

nen, fo bafj ba$ %Regtect MNQP gleig hont ®reietf fei.
Yauflofung. 5Dian %at fur x unby bie Oleigungenz

< , n_gh
U ¥ = Tr-v

2) xh—y = gh
Oie erfte 6Heipung bibibire man burg bie 3tueite, bad liefert
yt hy — n h*

unb barauf folgt

>- Yeg*|"<--Vg]
%o@ ber erften (Sleipung ift )

LY
ober, trenn man fiir y beit eben gefunbenen %odbrmf fefct
unb ben Neuner rational niagt,

X = FL1=F11—2A]

f ft©teilt man fi]gp bie ©eite|b3]£t i? berﬂftigurlffebr erinbbor,
i Ysepte(f MNOP Y/ in; lafct
0 S‘apllﬁ?aﬁeomgﬁt. ef 9. '\%8 %uf[e e Tiein, ?C man bann
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bie Seite y maofeu, fo nimmt juuagft bag ieotetf ju;
wenn aber y fo grofs Wirb, baB eg fig ber h nahert,
fo fyat bag Jiegtetf mieber abgenommen, unb fcort fort ab=
junelfmen, m<orenb y magft. hieraus lafct fid; erlernten, bafj
ed tiog ein jmeiteg f>igereg teptett M,N,O,P, giebt, melpeg

— beg Sreiedg ift. ftir bie Seiten x, unb y, beg jmeiten
Yieptedg fiat man hie Oleigungen

n gh
™ = m'T
x/h—y, = g:h

Siefe él/sHeicpuugen unterfeeiben fig von betten fir bag
erfte %o@ted nur baburg, baB fie x, unb y, enthalten, mo
in Letten x unb y vortommt. Sie liefern_bemnag fiir x, unb
y, biefelbett SBertlje, melge mir bereitg fir x unb y erhalten
Ysaben, unb bie oberen 53orjeigen in @iten gemélen bag fyixs
bere, bie unteren bag ttiebrigere Yieqte.

Sie SRurjet in bett 2Bergen fir x utth y mirb inta*

gindr, fobalb  groRer ift alg % Sag 8%egtetf fatttt baveer

fyopfteng bie Halfte vorn Sreietf augmagen, unb itt biefem
1/@Sa tlyflt y bie Halfte ber £>0fye beg Sreiedg, x bie Hélfte ber
runblinie.

Sie Aufgabe in §.472 geftattet jwei Sltiflofungen, unb jebe roirb
brrg eine befonbere Oletpung erfien ®rabed erlangt. Sie Aufgabe
bed gegenwartigen “aragralben geftattet jwei 2Xufli5fungen, welgpe bur
eine unb biefelbe (Sleigumg jweiteit ®rabed fto ergeben. 3n §. 458 3
wirb bie ©eite bed regularen 3ebnecfd in einem greife jttm  Siabiité r,
fir welge nur ein Séertb befielt, uermittelft einer Olctoumng jweiten ®ra>

bep gefunben. Siefe 33ei biele jeigeit, bal ber @rab ber Oleigung, %_u
welger eine Yufgabe fiig>rt, unb bie Shqatyl ber 2lufti>fungen, welge fie
julaBt, migt in einer feften 53gjiel ung ftefyen.  Sie ¥%njal} ber Ywflbfun==
gen muf bafyer aud ber %otur ber Sinfgabe beurtbeilt werben.

8. 476.
Uebungen unb *Praftifeeg.

1) 2Rie brudt fte ber 3ntyalt eitteg Sreiedg aug, meint a,
b, ¢ bie 3)2aafe feiner bret Seiten finb? ?3me| Formeln).
2) 2Bie britft fig ber Swpalt eitteg gleigfpenfligen Sreiedg
aug, menit jebe ber beibett gleipen Setten a, unb b bie britte
Seite ift? $Rie brudt fid; ber 3ipa(t eitteg gleipfeitigen

Sreiedg attg, meint jebe Seite a ift? _ _
3) 2Benn a, b, ¢, d bie vier Seiten eitteg 53ieredq fitth, mel==
dteg in einem Streife liegt, mie britft fid; ber 3[]%olt aug?
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4) ©ie forei Oeiten eines ©reiecfs feien a, b, c, mie briicft
fig bie &)tyc ans, tuelpe jur ©eite ¢ gehort?
©ie ift g(eip ’A\-]/(a+b+c) (a+b—c) (a—b-f-c) (—a+b+c)
c

5) ©er 3nfyalt eines ©reiecfs, beffen ©eiten a, b, ¢ finb,
briicft fich aus burch

53ejeipnet man

fo ift

unb ber 3nfyalt beS ©reiecfs tarnt auSgebriicft tverben burdb
]is(s—a) (s—b) (s—¢)
Oiefe formet ift fur numerifoc Yeguungen in mangen
fallen bequemer als bie erftere.
6) ©en 3J[]tyalt eines ©reiecfs ju beredeten, beffen ©eiten 4,
6 unb 12 finb.
7) ©en 3[]Ifalt eines ©reiecfs anjugeben, beffen ©eiten 25,3,
22,86 unb 20 finb.
217,42 ...
8) 2Bie %rofj finb hie Jpdtyen biefes ©reiecfs?
17,18 esee 19,02 oo 2174
0) 3ebe1(<)©8ei2te eines Oreiecfs fei 5, wie grofj ift fein $nfyalt?

10) SRie brofe ift jebe ©eite eines gleichzeitigen ©reiecfs ju
neunten, bamit fein 3;npalt 100 werbe?

15,13 ....
11) ©ie parallelen ©eiten eines ©rapejes finb 7 unb 5, bie
nigt parallelen 3 unb 4, wie groB ift ber 3n¥%saft"
17,4287
12) ©ie brei 8opett eines ©reiecfs finb 8, 10, 12, man feil
bie ©eiten unb ben 3itpalt beS Oreiecfs beredeten.
15,047 .... 12,037 ... 10,031 .- 60,188--.
13) ©ie brei Mittellinien eines ©reiecfs finb 9, 10, 5,6;
man feil bie ©eiten unb bhen 3ttlfalt finbett.
12,26..-. 11,16 -.. 18,4-. 33,346412;
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Elftes Kapitel.

Einige Bestimmungen von grosten und Kleinsten Werthen.

8. 477.

Die Bestimmung der groften ober fleinften ABertfye magt
ginen befonbereu 3it*eig ber SD?atteniatif auS: bie Sefyre vom
(GroBten unb Qteinften.  Sie erforbert im AII?emeinen bie
Aenntnifl ber hoheren 3lnalhfiS. 3ntoeilen 4Rt fig inbel ein
grofter ober fleinfter ZBertf%/ anj einfach Geftinimen, wie wir
es ju (Snbe von 8 475 unb friiher gefeteen Yaben. £>ier fol=
gen no@ einige S&fce, welche bergleigen 33eftimmnngen ent»

halten.
8. 478. Odefyrfal.
33on alten 9te(gtetfen, welge benfelbeit Umfang 3 ljaben,
ift baS Duabrat baS grofRte.
beweis. 3tbei jufammenftofenbe Seiten eines folgen

9ieqtecfS betragen —.  9lehmen wir fie ungleich an, fo fann
A
bie eine auSgebricft werben bnrg -4-x, bie anbere burg

Y —X. ©er 3nhalt heS Yiegte<fS ift bann gleip
(Tt +x)(Tt—x)
= (¥=)-X
(Sv wirb alfo am groRten, wenn x = 0 ift. ©ann ift aber
jebe Seite — unb baS 9tegtccf ein Duabrat.

8. 479.  Odefyrfa¥. )
$on allen Oreiecfen, welge “bie eine Seite gleich a ha»
ben, waljreub bie Summe ber beiben anberen Seiten b ift,
ift _baSTlemge bas groRte, in welgem biefe Seiten einanber
gleig finb.".
t beweis, ¥e(meen Wir bie beiben Seiten, bereu Summe
b ift, ungleich an, fo fann bie eine anSgebriicft werben burg

— 4-X, bie anbere bur¢g ~——x, unb ber 3nljalt beS Orei»
ecfs ift bann gleich
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uub biefer Yausbrucf ift am groRten, trenn x gleig O, jebe ber
anbereit ©eiten alfo — ift.

8. 480. 8elyfals.

230n alten Oreietfeit, wclge jwei ©giten Degiefylict> gleig
fyaben, ift baS'eniﬂ)e baS grofte, bel welgem biefe ©giten einen
regten 2Binfel bilben. _ _

IBett>eif. Gs fei $ig. 209 baS ©reictf ABC hei A rept*
Winflic[l,_ baS Oreieef AB'C bei A ftnmwainHi%, unb es fei
AB, gleip AB. Tie £)ifye B'N ift als Ysagete beS regtwinf=
ligeit ©reieefs NB'A Heiner als bie ,fofotenufe B'A, alfo aug
Heiner als BA, fotglip ift 4AC.AB groRer als %AC.B'N,
b. I). ber 3ipalt beS regtwinHigen ©reietfs ift groer als ber
beS ftumbfwinHigen.  Ghen fo folgt, baR er ang groBer ift als
ber beS fpiewin[Jigen Oreietfs AB"C.

§. 481
23on_allen Parallelogrammen, we_ﬁpe jwei  ptfanimen=
ftolenbe ©eiten bejiefylip gleig ljaben, ift ba%er bas Yiegterf

bas grofte.
§. 482. 2eljrfa¥s.

©aS groRte ton allen neefen, wclge n—1 ©eiten bebiel
lig %Ieicp, bie nte aber nngleigp haben, liegt in einem Streife,
nnb feine nte ©eite ift dnromeffer beffelben.

23eweis. Gs ftelle $ig. 210 ABCDEF baS groRte netf
oor, welgeS aus ben gegebenen ©eiten AB, BC, .... EF g=
hiloet werben Tann. — ©er 253inlel ADF muR ein rcoter fein,
©enn ware er lein regter, fo Wirbe ein nog groReres nett
erhalten werben, wenn man bie ~igur ABCD fo berfgpbe, bal
ber SBiutel ADF ein regter wirbe, nnb bann AF gbge. Oft
baljer nufer neef baS groRte, fo ift jeher ber 20infel ABF,
ACF n. f. w. ein repter. ©amt liegt aber baS nerf in einem
Streife, unb bie Sinie AF ift durgmeffer.

§. 483. 8efyrfal.

Siegt $ig. 210 baS neef ABCDEF in einem Streife, unb
ift AF beffen ®urgmeffer, fo ift bieS neef baS grofte, welgeS
ans ben gegebenen ©eiten AB, BC, .... EF unb einer beliebig
ju wafyletthen AF gebilbet werben faitn.
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ibeweid. ©aS groBte necf, WctocO bte n—1 Seiten
AB, BC, e EF enthélt, liegt iit einem Streife, unb bie nte
Seite ift beffen X‘)ur(pmeffer. Otag 8.286 ift baS grofte necf
congruent mit unferem, fo baR baS unfrige baS groflte ift.

) 8. 484. 8efyrfak.

Oaben jwei neefe alle Seiten bepefylip gleig, unb liegt
baS eine in einem Streife, fo ift ¢S gréRer als baS anbere.

23e weis. ﬁSs mogen $ig. 211 bie beiben neefe ABCDE
nnb A'B'CD'E" alle Seiten bejie™ip gleig haben. Um f'n Leiz
gen, baB baS im Streife liegenbe ABCDE groRer ift als baS
anbere, giee man von einer (5cfe, etwa D, ben ®urgmeffer DM,
get>e AM nnb BM, nnb conftruire tber ber mit AB gleigen
Seite A'B' ein ©reieef AB'M' congrnent bem ®reiect ABM.
X)aS necf DCBM ift bann von allen neefen, welge bie Seiten
DC, CB, BM tyaben, bas grofte, alfo groBer als D'C'B'M', wenn
bieS nigt mit jenem congruent, alfo felbft baS groRte ift, was
nigt fein foll. "(Shen fo ift DEAM groBer als D'E'A'M'.  $olg-
lip ift AMBCDE gréRer als AM'B'C'D'E', nnb ba ABM conss
gruent AB'M', aup ABCDE gréRer als AB'CDE'.

§. 485. 8el)rfaYs. ) _
®aS grofte necf, welpeS ans n gegebenen Seiten gebilbet
werben fann, liegt in einem Streife.
beweis, ©enn ldge es nigt in einem Streife, fo wirbe
bas in einem Streife liegenbe nog groRer fein.

§. 486. Sel)rfa¥s.
Siegt ein necf in einem Streife, fo ift es bas groRte, weD
@eS ans feinen Seiten gebilbet werben fann. _
2Beweis.  X)aS groRte necf, welpeS ans ben n Seiten
gebilbet werben fann, liegt in einem Streife, nnb ift nagp §. 287
congruent mit bem necf unfereS SaYseS.

§. 487. Sefyrfals. o _

T)aS groRte von allen neefen, welge gleigp viel Seiten
unb benfelben Umfang I&aben, ift baS regulére.

beweis. (Ss mull junOoft in einem Streife Iie%en, unb
es miffen alte Seiten einanber gleig fein, ©ernt Wollte man
annelunett, es wéren $ig. 212 "wel “MtfammenftoBenbe Seiten
AB unb BC ungleigp, fo wiirbe, wenn man AB' gleigp B'C
unb AB'+B'C gleip AB+BC bad;te, baS necf AB'CD-- glei-
@en Umfang unb é;(ei(p viel Seiten mit ABCD ... fyabeit, unb
groRer fein als baS festere. @s miffen bemnag je jwei ju==

fammenftoRenbe Seiten g(eig fein, unb bann finb alle Seiten
einanber gleig.
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8.488. defyrfaYs.

~ ©in Aivcits_ift groBer al« ein nerf, beffen Umfang gleig
feiner @eri gerie ift.
2eWei«. ©« muB gezeigt werben, bal ber Areid gro-
Rer ift als ba« %mme netf, alfo ba« reguldre, roeld;ed mit
m gleichen Umfang %at. S« fei bic @erigerie be« A'ei*
e« p, fein Anljalt g, fein tabiu« r; ber Umfang be« netf«
ift bann au@ p, fein 3wpalt fei q, ber 9tabiud be« barin
liegenben ftreife« fei r'.  2)ian bente no@ nm bett gegebenen
$rei« ein reguldre« netf, unb fele beffen Umfang gleigp p",
ben 3ipalt gleip g". ©« ift bann

mnb baljer verhdlt figp
qg.q =rr

©ie Umfange jtoeier regula'ren nerfe 'vergalten fig tote bie 9ta=
bien ber Greife, nm tvelge fie liegen; baYer fyat man
r.r

folglip verhélt fig

qq — qq
Itnb ba g" groBer ift als g, fo muR q groBer alb g, b. fy.
ber Arcis groRer als baS grofte nc% fein, ivelpcS mit @m
gleipen Umfang tyat.

§. 489. Sefyrfafc.

Silben gig. 213 bie beiben hinten AD nnb BD gleige
SBintel mit bcr Sangente EF in bem SerigrmigSpunft D, fo
ift re Summe Keiner als bie Summe freier Sinien, welge
[ag irgenb einem anberen @unft D' ber -Bcripfyerie beS Arei=
1eS von A nnb B gebagt werben.

23etueiS. ©enn es ift nagp §. 413

AD + BD < AE + BE
nnb ba BD'+D'E>BE

fo ift um fo meljr
AD + BD < AD'%BD..
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Zwolftes Kapitel.

Construction algebraischer Ausdruicke.

§. 490.

3ft ein atgebraifd)er AuSbrud als baS 9%afj einer um
befannten Riitie %egeben, wéprenb jeher 33ugftab, |r>ebdRer in
iljm vortommt, baS Wfaafj einer gegebenen 8inie vorftellt, fo
fiepen im Allgemeinen jwei 28ege auf, fig hie nnbetannte 8inie
ja verfgaffen. Sie fann erfteuS babitrd? erhalten werben, bafs
man bie gegebenen Linien nag irgenb einer Rinpeit mifjt, bie
SDlaafje ftatt ber fie bejcigneitben 93ugftaben In jenen alge-
braifgen AuSbrud felst, ipn numerif@ berechnet, nnb enblicp
auf irgenb einer gcraben Oinie bie (Siupeit, bereu man fid; be*
biente, fo viel Piial abtragt, wie bie gefunbeme numerifge Baljl
beftimmt. BweitenS fann bie Sinie oft baburdj erpalten wem
ben, balj man fie in ber SBeife heS neunten Kapitels vermit-
telft ber gegebenen Sinieit conftruirt, fo bafj ber algebraifge
AuSbrud jpr -Oiaay fein ntitfj.

@S fei j. 53./a2+bl bas 2Dtaafj einer Gnbefannten dinie,
es feien jwel Linien gegeben, bereit Sftaafje bie 53u§>ﬁaben a
nnb b reprafentiren, nnb man_ finbe bei bem SLKeffeit biefer
Linien mit irgeitb einer (Sinpeit, bafs bie eilte 3, bie anbere
4 (Sinpeiteit enthalte, fo wirb fiir biefe (Siupeit baS Siaafa ber
nnbefannten Siitte /94-16 = 5 fein, nnb biefelbe erpalten wer==
beit, wenn man anf irgenb einer geraben 8inie 5 folger (Sin-
peiten abtrdgt, ®S fallt aber in bie Au%en, bafj bie Itnbe=
fannte tfinie bhie @ppotenufe beS regtwinfligen ©reieds ift,
welgeS bie ?egebenen Linien jn Statpeten pat.

~Um auf bem festeren SEdegc bie Linien gu erpalten, bereit

bX)iaafs ein gegebener algebraifger AttSbrud ift, braugt man
Lligt bie numerif%en Baplen ju ermitteln, tueltf) fiir_irgenb
eine (Sinpeit bie 2D%aafje ber gegebenen 8inien finb, weil man
bitrd? fie feloft bie nnbetannte 9inie bilbet, bent algebraifgen
AnSbrud gemaf{'.

3ft ein allgemeiner algebraifger AuSbrud gegeben, be-
jeignen hie 53ugftaben, bie er entpdlt, bie 9Jiaafe von Linien,
welge gegeben finb, itnb conftruirt man burd; biefe gegebenen
Sinieit eilte Siitie, beren 9Kaafi jener algebraifge AuShrud ift,
fo pflegt man 31 fagen, ber a(gebraifge AuSbrud werbe
conftruirt.
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§. 491.

Oie algebraifgen %oShriicfe, feeren Ponftruction fip un=
mittelbar ergiebt, finfe folgenbe:

©ie (Sonftritction ber betten erften %oSbriicfe bebarf fei®
ner (Srérterung.

©ic Sinie, beten 5%0f% her britte %oSbrucf ift, wirb
erhalten in ber vierten Proportionallinie ju ben brei Linien
C, a unb b. ©ernt ift eine 8inie x conftruirt, fo bo% fig
berpélt

©ie Sinie, beten 50caaf] g_ab ift, erpalt man in ber mitt-
leren Proportionale ju ben hinten a nnb h. ©enn ift eine
dinie x fo conftruirt, bafe fiep verhélt
a:X = xXb
fo ift X = )ab

©ie 8inie, bereu SOiaaf, ) a2-f-bl ift, wirb erpalten in ber
£>ppotenufe eines regptminfligen ©reiecfS, melcpeS ju ftatpeten
bie Sinien a itnb b pat. ©ernt bejeiepnet x bie @ppotenufe,

fo- it X = azveb)
alfo X = yayb?
©ie £inie, bereu Wiaafj jal—bl ift, wirb erpalten in ber
anberen "atpete bcs recptminfligen ©reiecfS, melcpeS bie Sinie a

jur gppotemtfe, itnb bie Sinie b %ur_einen Sl'atpete pat, ©enn
ejeizenet x bie anbere ftatpete, fo ift
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8. 492.

%ofcer ben oben angefiihrten fegs %oShru(fen giebt es
1o@ anbere, bereit Bonftrudion fig In %ewiffeit Oélleit nag
bent einen ober bem anberen Serfalse Dber erfteren Kapitel
ausfiihren Iafst. ~ Gti ift inbef nigt nothwenbig, biefelbcn
Yeeranjnjie"en, ba bie (Eonftrnctionen, welge burg fie bewirft
werben tonnten, fig burg bie angefihrten %oSbrityee vermit=
tetn laffen.

8. 493.

(>at ein algebraifger %oSbrucf, ber conftrnirt werben foll,
nipt foon hie ®eftalt eines ber SluShriitfe in §. 491, fo fefye
man ju, mit welgem er bie meifte Slehnligteit hat, unb fitge
ihn, ohne feinen Serth ju &nbern, fo umjuformen, bafi er
beffen (v5eftalt annimmt.

CfS laffen fig hid”u nigt wohl allgemeine Siegeln auf*
ftellen, au@ finb nigt alle SluSbriicfe conftrnirbar.  Grillige
Soeifpiete mogen jeigeit, wie folge Umformungen gefgehen.

1) %on foll ab conftruiren. ]
Oft bie Einheit gegeben, fo fel.e man — ftatt ab, nnb

bie vierte Proportionale pt 1, a unb b ift bie verlangte Viitie.
Oft bie Einheit nigt gegeben, fo téfjt fig ab nigt conftruiren.
UebrigenS féllt in bie Singen, bafi mau bie 3\aa%e a unb b
nigt als numerifge Bahlen jit ermitteln braugt.

Bn  conftrrire jucrft felse bie gefunbene Vinie

gleip n, unb conftruire bann y=. 3leth(ip lifet fig ™

conftruiren, Uberhaupt jeber Quotient, beffen .Réljler ein {Bros=
bnct ift, itnb beffen Neuner aug ein %robnct ift, welgeS aber
einen Baftor weniger fyat als ber 3"&"er

3) )znab 31l conftruiren, wenn n eine nntnerifge
rationale 3a®l ®-

%on felse bafiir }zna-b.
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D%n conftruire pterft —j, fetse bie gefunbene Stnie glei
n, unb conftruire bann J]c.

5) f?'—: wenn n eine numerifoe rationale $afyl ift.

Sjan fexe bafir a,

6) }zal + ab.
5Dlon fefec bafir i(a + b)a.
7) ]al + bc.

=an conftruire J‘3i nnb bejeignet q bie gefunbene SU
nie, fo ift bc gleigp qga, bofyer aitgp za2+bc gleip }za, + qga,
wofir man fe%en tarnt yi(a+q)a.

Ober man conftruire yibcj ift p bie gefunbene Sinie, fo
ift bc gleip p2, nnb bann au@ yal+hc gleigp yial+ p?

8) }ab=xpq.

=an conftruire 3 unb 6Gejeignet n bie gefunbene Sinie,

fo ift na gleig pg, alfo aug Yabd=pq gleigp Jzab=Lna, Wofiir
man felen Tann }z(bxn)a.
9) zalThb2~+ 2cd

2Jian conftruire  za*+b2, unb begeignet p bie gefnnbene
Sinie, fo ift p? gleip a2+b2; conftruire ferner }:2c-d, unb
ift g bie fyier gefunbene Sinie, fo ift g2 gleigp 2cd, uitb bann
ift yia,+b2d=2cd gleip p2x+q2
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unb tiefer %obbruct giebt Einleitung ju her (Sonftruction

§. 378.
§. 494,
£)ie donftruction algebratfger E(udbriicfe 1aBt fig benigen,
bie (Sonftruction von Linien 3I1 finbeit, bereit 2Aaafje ui@t ge-
geben finb, bie aber aitdgefpropene 33ebingungen erfullen feilen.
260 kann namlig g‘)n einer unbekannten 8inie baburg gelangen,
ba® man 3unagft bie 2)7aaPe ber ge(f;ebenen Linien bitrg be*

liebige 33noftaben be3eiguet, bat Ditaafj her unbekannten Siitie

berechnet, unb bann bett gefunbenen " algebraifgen Slu*oruck
conftruirt. $n folgem Olalle Pflegt man 311 fagen, bie Gon*
ftruction fei burg 9%egmtng gefitnben.

§. 495. Aufgabe.

(Sin Duabrat jit conftrniren, melped einem gegebenen
9iegtect' gleig ift.

Slufléfung. %Bejeignet man jmei an einauber ftoRenbe
Seiten he§ gegebenen Otegted’%s mit a unb b, bie Seite be§
31 conftruirenben Dnabrats mit x, fo muR

X* = ab
fein, hieraus folgt X = Jlab
©ie Seite bct verlan?ten DuabratS mirb alfo erhalten in ber
mittleren Proportionallinie ju ben Seiten a unb b.

§. 496.

Sollte man ein gegebene Parallelogramm in ein Duabrat
oermanbeln, fo bejeigue man hie eine Seite mit a, bie baju
gehorige £mpe mit b, unb verfielt man unter x bie Seite bep
Ouabrat¥s, fo pat man

X2 = ab
x = sab

Sollte ein ©reieck in ein Oitabrat rermanbelt merben,
fo mlrbe, meint a bie eine Seite, b bie £mpe ju berfelben,
unb x bie Seite bef Duabratd bejeignet,

fein, alfo

unb bie Seite be# £luabrat# erpaltcit merben in ber mittleren
Proportionallinie 31 ber einen Seite be# Oreietf# unb ber pal*
ben baju gehéri?en &)ope, ober in ber mittleren Proportional*
linie 3t ber Halfte ber einen Seite unb bereu &)ope.
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Sollte man enblig ein necf in ein Duabrat oertuanbeln,
fo toerwanble man juerft bad nc<f in ein ©reiecf, unb bann
ba« ©reiecf in ein ©uabrat.

§. 497. Aufgabe.

(8« ift 8ig. 214 ein ©reiecf ABC gegeben, man foll bie
eine Seite BC mit einer gegebenen Sinie MP parallel legen,
opne bafs ber Qnpalt be« ©rcietfd, ober ber SERinfel, ive(gen
bie anberen ©eiten bilben, fip &nbert.

Slufléfuug. 5Dian jiepe BQ parallel mit MP, fo Wirh
bie Aufgabe au@ geloft, inbem man BC parallel mit BQ legt.

%on neunte an, B'C' fei parallel BQ, ba« ©reiecf AB'C'
gleip bem Oreiecf ABC, unb bejeigne bie gegebenen Linien
AB, AC, AQ mit d, ? n, bie unbetannten AC' unb AB' mit
x unb y. ©ie Oreiecfe AB'C' unb ABC paben ben SRintel
bei A gleig, verpalten ftp alfo Wie bie (Brobucte ber Seiten,
u>elge 1pn bilben, unb ba bie ©reiecfe gleig fiub, fo fiub e«
au@ biefe "robucte, man pat benma¢@

1) xy = Hg
ba ferner BQ unb BC parallel fiub, ift

®af @robuct beiber ©leicfmngen liefert
X2 = gn_
alfo X = lgn

unb bilibirt man bic erfte (Meiginig bin,g bie jtueite, fo
entfielt

@3 ift nur n('jtpi?, gine ber Linien x unb y pt conftrui=
ren. ©er Slucbruct fur x ift ber einfagere. Um x ju er*
alten, befgreibe man uber g einen "albfrei«, unb errigte bie
ormale QF, bann ift AF bie Siniex; nimmt man nog AC
gleip AF, unb jiept C'B' parallel mit QB, fo ift ber “orbe-
rung gengt.
Oiefelbe Sluflofung gilt fur $ig. 215.

©ie Aufgabe tommt ofter jur %otuenbung.
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§. 498. Aufgabe.

(Sin gegebenes ©reied ABC fo jit verWaubeln, bafR eS
einem auberen gegebenen ©reied DEF aljnli¢p werbe.

OluflOfung. 3uerft verwanble man haS ©reied ABC
in haS A'B'C', welgeS einen SBintel a beS ©reieds DEF pat,
mage bann $ig. 216 ben 2dimtel A'B'Q gleip bem SRintel
DEF, unb lege nag bem vorigen garagra@ bie ©eite B'C'
parallel mit B'Q.

©elfte man ein gegebenes ned in ein ©reied verivanbeln,
welgeS einem gegebenen ©reied conlig ift, fo verwanble man
juerft baS ned in ein ©reied, unb bann bieS fo, bal es bem
gegebenen ©reied a%uliop werbe.

8. 499. Aufgabe.

(Sin %e?ebenes tngleiofeitigeS ©reied in ein gleigfeitigeS
ju verwanbeln.

Slufléfung.  an jeigne irgenb ein gleigfeiliges ©reied
unb verwanbele magp bem vorigen @aragrapf> baS gegebene
©reied fo, bal es jenem aljnli¢p werbe. — 1(SS_fel J. 1S, baS
©reied ABC %ig. 217 gegeben. 2D%n conftruire Tber AC
baS gleipfeitige ©reied ACD, unb jielie BE parallel mit AC.
SRirb bie Sinie AE gebagt, fo erhdlt man ein ©reied ACE,
welpeS bem gegebenen ©reied gleig ift, unb mit bem gleig*
fettigen ©reied ACD ben SOintel bei C gemeiufoaftlio Ijat.
3n bem O©reied ACE muf bafyer uog bie ©eite AE parallel
mit AD gelegt werben itad; §.497. 3u bem jielje
man EF parallel AD, mage CH gleid; ber mittleren @ro=
portionaltitie jwifgen CA unb CF, unb jielie HI parallel FE,
unb HCI ift baS gleigfeitige ©reied, welgeS gleid; ift bem
©reied ABC.

2lubere 5luflOfung. 23ejeiguet x hie ©eite beS ju
Pilbenben %Iei feitigl9 ©reieds, y bie ©dbe, fo bat mau jww
@en x un )5p nie s?elcpung

ober-

ober
3ft g bie eine ©eite unb h bie baju gehdrige £6be beS ge-
gebenen ©reieds, fo ift

2) xy m= gh
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50%an quabrire biefe Oleigung, baS liefert

Xyl = gihl
unb aus ber (Sleipmtg 1) folgt

®ad “robuct beiber (Sleipmtgen ift

mib memt man bie erftere burg bie anbere biribirt, entftefyt

yl = -igZhd
©aljer ift X = J¥&hi
unb y = iighd

Otatt bep %o8brikfeS fiir x fann man felen

ober

ober

Um ben leYsten %oSbrucf jn conftrniren, nmfj man juerft bie
mittlere Proportionallinie ju g unb g bilben.  S3egeignct

mau biefe mit p, fo 1&4Rt fig yz2hp feleert ftatt 2h /Q-- -

@S wirb alfo x erhalten in ber mittleren proportionale ju
2h unb p, ober jn h unb 2p.

Statt heS wuSbrucfS fiir y fann gefegt werben
2tg*hi
1z=— (),
©ie (Sonftruction biefeS YuSbrmfS ift ciufager als bie beS
Yusbrufs flir x.  Um fie auSjufiipren, befgreibe mau pinagft

B'ig. 218 (iber g ein gleigfeitiges Oreiect Al)C, unb falle bie
Oige DL; bann ift
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baljer fann ftatt At j g2-(- -) gefebst tverfcoen

h=DL
50ian f’gi(pne BF parallel mit AC unb bis in bie Verlangerung
von LD, bann ift FL gleig h; beforeibe dber FL einen ¢>alb
freis, nnb errigte bie Normale DE, alShann ift LE gleig
th- DL, alfo LE bie @ige beS verlangten gleigfeitigen ©rei*
edS; magt man nog LB' gleip LE, jiept B'A' parallel mit
DA, nnb B'C' parallel mit DC, fo ift AB'C' baS gleipfeitige
©reied, n>elpeS bem ©reied ABC gleig ift.
Soll man ein necf in ein gleigfeitigeS ©reied verivan=
beltt, fo verivanble man baS ned jnerft in irgenb ein ©reied,
nnb bieS bann in ein gleigfeitigeS.

§. 500. Aufgabe.
~ (Sin gegebenes ©reied in ein ©rapej p vertvanbeln, von
ivelgem hie eine ber parallelen ©eiten unb bie beiben baran
liegenben SBinlel gegeben finb.

Sluflofung.  9%on verivanble 3iterfs baS ©reied fo, bafj
es bie gegebene ©eite beS ©ra€eje8 unb baran einen ber ge-
gebenen Sdinfel belommt.  Unb 'ift $ig. 219 ABC baS erhal-
tene ©reied, AC bie piteingebragte ©eite beS ©rapejeS, a ber
Blnelngebra(pte Séiitfel, fo mage man ben 2Binfel ACD gleid;
em qnberen gegebenen SRinfel (3, verldngere BA nnb DC bis
jum ®urgfenitt 0, unb lege in bem ©reied QBC bie Oeite
C parallel mit AC.

Ulnbere Uluflofuitg.  9Jian vertvanble baS gegebene
©reied in baS ABC 8ig. 220, 1ivelgeS bie ©eite AC beS
©rapejeS, baran ben einen ge%ebenen VSinfel a pat, unb
m_a%e ben 2Binfel ACD glei¢p bem anberen gegebenen SBiit-
fei B. SDian nehme ait, ANEC fei baS verlangte ©rapej,
unb bejeipne AC mit g, bie bajit gehorige $6pe beS Oreieds
mit h, NE mit x, unb bie £0pe heS ©rapejeS mit y, fo
hat man

o 1) (x+9)y == gh.

Um eine 3ivette G)leigung ju erhalten, jiepe man BD pa-
rallel mit AC, nnb CL parallel mit AB; bann finb bie
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©reieefe CLD nnb CSE apnlig, nnb €S verpalt fig
LD:SE = h:

ober, wenn man BD mit p bejeignet,

2 —g:X—g = h:
&)ierand folgt ) P9 d y

bicR in 1) gefegt liefert

2(uB bet (SMeigung 1) folgt

ober fir x ben 20ertlj gefelét

©er %opbru<f fiir x, namlig ]ZP? ift leipter ju con=
ftruiren.  Um bie Sonftruction auBjuftiljren, befgreibe man,
ba BD gleigp p, unb BL g(eip g Ift, uber BD einen Spalb-
trei, unb crrigte bie Normale LF, bann ift BF bie Seite x
bef ©rapejel’; unb magt man BM glcig BF, jieljt ME parallel
mit BA, unb EN parallel mit CA, fo ift ANEC bal Orapej,
melgef 31t conftruireit mar.

8§ 501. Aufgabe.

@B ift gig. 221 ein SBinfel ABC gegeben unb auBerhalb
beffelben ein ~Runtt.D, mau foll burg 1) eine 8inie DC cou-
ftruiren, bie von ber SShifelebeue ein ©reiecf ABC abfgneibet,
melcpe(g glei? eginem gegebenen nett ift.

qulf ung. 9Jian betrapte ABC alf baR verlangte
©reiecf. S$iel)t man DE parallel AB, fo finb bie Oreieefe
DEC unb ABC apnlig, Verhalten fig alfo ivie bie ©itabrate
glel(pllegenber Seiten.  2Dian bejeigne bie Normale DF mit h,
al Stlef BE mit m, baf Stiicf BC mit x, unb ben 3igpalt
be neeff, bem baR ©reieef ABC gleip fein foll, mit g; bann
verhélt fig
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*pierailS folgt hx2 = 2maq¥s2gx

ESS ift aber g nigt baS 9%oaf] einer Sinte, fonbern ber Snpalt
es qegebenen neds. 9Jian verwanble beM}alb baS ned in ein
p

9iecpted, %ebe biefem bie Rinie h éur einen Ceite, unb hejeigne
bie baranftofwnbe ©eite mit p, bann ift

g = ph
alfo Yo = p

unb man lann fepen X = pzhy(p+2m)p

®ie SRurjel barf nur pofitiv genommen werben, weil fie gro*
fser ift als p, unb X nicpt negativ fein fann.

Um x ju conftrniren macpe man EG gleip m, BJ gleicp
p, betreibe tber GJ einen albtreis, unb erriete bie %or*
male BL; bann ift JL gleid) Y(p+2m)p. stimmt man alfo
JC gleicp JL, fo ift BC gleig
P4-/(p4-2m)p

unb wirb eublicp DC gejogen, fo ift bieS bie Rinie, welcpe von
ber SRinfelebene beS SOinfelS ABC ein Oreied abfgmeibet,
wie es geforbert war.

8. 502. Aufgabe.

(5s ift 8ig. 222 ein SBiufel ABC %gzgeben unb innerhalb
beffeloen ein @unftD, man foll burd) D eine Sinie AC con*
ftruiren, bie von ber SRintelebene ein ©reied ABC abfcpneibet,
WelcpeS gleid? einem gegebenen ned ift.

%u_ﬂofung. Biept man DE parallel mit AB, fo ift
baS Oreied DEC bem ju conftruirenben ABC dpnlkp, unb ba*

per verpélt fiep
DEC:ABC = EC”:BC’
ober, wenn man bie Normale DF mit h, baS ©tlid EB mit

m, BC mit x, unb ben SnPaIt.beS gegebenen neds, bem baS
©reied ABC gleicp fein foll, mit q bejeicpnet
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EieraitS folgt

%otoattbelt man baS gegebene ned in ein teptetf, baS h ju
giner ©eite %at, unb Teeidmet bie aitbere Seite burd; p,

fo wirb g == ph, unb = p, alfo

X = pxj(p-2rn)p
~%oPer ber £iuie AC ift burg beit Quillt D uod> eine
Jlveite A,C, benfbar, ivelge von ber SSintelebene ein ©reied

A,BC, von bent gegebenen 3npalt abfépueibet, unb wegen ber
YsefynYeeit ber ©reiede DEC, unb A,BC, l;at ntan bie ©leidjmng

DEC,:ABC, = EC*.BC

(x,—m)h ), 2

U %' ~q = (X'—m) X

Oiefe ®lei$ung ift von ber oben fte"enben fiir x nur baburg
verfoieben, ball fie x< enthélt. ©afyer ift aud>

X, = px}(p-2m)p
Stei x wirb alfo bie SRurjel pofitiv ju nehmen fein, bei x,
negativ. Um bie (Sonftruction auSjuflpren, neunte ntan EG
gleip m, BJ gleig p, beforeibe ber BJ einen &)albfreiS, unb
erriete bie Normale GL; bann ift JL gleig

Z(p-2m)p
9ftagpt man JC uitb JC, gleid; JL, fo ift

BC = p+=}(p—2m)p
unb BC, = p—y(p—2m)p
unb wirb CD bis A unb CD bis A, gezogen, fo ift jebe ber
Linien CA unb C,A, bie verlangte.

$n beut 3luSbrud pxy(p--2m)p wirb bie SBurjel ima==
ginair, fobalb p Keiner ift als 2m, unb er ift bann uigt utepr
baS Wiaal ber Linien X, X,, weit bie 9)iaaPe berfeloeu nur
abfolute Balten fein tonuen. ©er tleinfte 2Bertl), ivelgen F
annepmen barf, ift 2m; fir biefen gept bie Surret in 9tull
tiber, unb x foivopl als x, wirb gleid; 2m. @s muB bager
bas ned, bem haS abjufepneibenbe ©reied gteid; gemadpt werben

ober
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foflz fo groR gegeben feimz bafe p nigt Heiner als 2m ausfallt.
Unb baS Heinfte ©reietf, bal von bem gegebenen SRintel ver=
mittelft einer bur@ ben @unft D gepenben 8inie abgefonitten
Werben Tann, wirb erhalten, wenn man x gleip 2m nimmt.
Um b_ieS_nog) ontletif jit beweifen, mellen wir annei)_zz
men, ¢S fei gig. 223 BC gleip 2m, unb jeigen, baf? bie belie-
bige £inic FG ein Oreiecf FBG abfgneibet, WelgeS grofer ift,
als baS ®reiecf ABC. @S ift ndmligp CD gleigp DA (weil CE
gleip EB, unb DE parallel AB ift), unb wirb CQ parallel BA
gezogen, fo paben bie ©reiecfe CQD unb ADF eine Seite unb
Jmei 2Binfel bejieplig gleip, welge in bem einen ©reietf lie-
gen wie im anbereu, finb alfo congruent, unb barauS erpellet,
all bas ©reiecf FBG um baS ®reie<f CQG gréRer ift als ABC.



Zweiter Abschnitt.

Trigonometrie.
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Dreizehntes Kapitel.

Einleitung zur Trigonometrie.

8. 503.
Sin SBinfet ift beftimmt, fobatb er als baS nfage eines an*

bereit Eintels gegeben ift, welger als (Sin¥eit feftgefeyst wiirbe.

©er regte 20inlel Ift natirliche (Sin%eit, man thjeilt ihn
in 90 gleidje "Y&fyxk, welche ®rabe genannt werben; einen
®rab tpeilt man in 60 gleige ©heile, welge 9)1inuten heilen,
eine 9linute in 60 gleiYse Yfyx%f bie man ©ecunben nennt,
eine ©ecunbe enblich in 60 gleiche ©heile, unb jeher ron hie*
feit ©heilen heilt eine ©ertie. a (%rabe, b Minuten, ¢ <Se*
cunbeit, d ©ertien bezeichnet man burdj alb'c"d™. 3m 'A*
gemeinen rermeibet man bett (Gebrauch ber ©ertien, nnb beftimmt
©heile ber ©ecunbe in ©ecimalbricheit ber Secnnbe. 3n beit
Sinwenbttngen bebient man fiep thatfachlich beS ®rabeS als
Einheit, nnb bricft jebeit Séinlel bur¥s ®rabe n.f w. ans,
auch wenn er groBer als ein regter ift.

(Sin 5Bintel beftimmt fig auch baburg, baB man angiebt,
ber jwifgen feinen Sgenteln befinblipe Sogen eines Greifes,
beffeit 9iabiuS ganz beliebig ift, nnb beffeit SDcittelpnnft im

<Sgeitelpunft beS Eintels liegt, fei oon ber Peripherie;

ober ba man bie Sénge biefeS SogenS angiebt, unb baS 9D?al
beS 9iabinS.

__©ie Sefitmmung von 2dinfeln burg bie San?e beS So*
geitS wirb am einfagften, wenn man beit 9iabinS gleig 1 fefet;
unb man ift allgemein barin Ubereingetommen, hen 9iabiuS
leich 1 ang'uitehmen, fobalb man Slintel bitrch bie Sénge beS
0genS beftimmt.

~ 3ft ein SBiutel baS nfage beS jur Oiigeit gewdhlten
20infelS, ober ift n baS 2RaaB beS jwifgen feinen <=genfeln
liegenben Sogens, beffen galbmeffer gleich 1 ift, fo heilt bie
Bapl n baS S%laaf& bes SoittfelS.  Unb ift fernerhin boit einem
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20intel a bie 9%bhe, fo foR « bie 3aljl repréfentiren, welge
bab i%00f heb aRinfeld ift.

§. 504.

Siegen gtuei Siniett AB unb AC in einanber, unb tuirb
bie eine, etwa AC, um ben @untt A gebrelg)t, bib fie Wieber
mit AB jufammenfédt, fo tyat fie waljrenb bet ©retyung efe
méglichen Eintel mit ber anberen Siitie gebilbet.

S6irb ein $reib gebagt, beffen W?itteIPu_nft A, unb beffen
&albmeffer wiptul)rlig, am  bequemften gleigp 1 ift, fo tarnt
ebe beliebige ©reljung ber Sinie AC beftimmt ( enteffenz Wer-

en bur@ bie Sange beb 33ogeub, Welgen fie bttrglief, unb

bab 1tog bann, wenn fie bie @erijperie melgmalb burglaitfen
fein foRte. . . ) _

©er begriff beb SRiittelo werbe baljin erweitert, ball Wir
jebeit 2Bintel alb burg Oretyting entftanben betragten, unb alb
fein SDcaaR bie Sénge beb 230§;enb fur ben &>albmeffer 1 felsert
WoReit, welpen bie gebrefyte Sinie bitrglaufen ift.

(Statt beb 93ogenb tarnt man fig ber entfYsregenben Y=
jatyl ®rabe alb 2)iaaP bebietten. _

$tt bem erweiterten "Begriff giebt eb SRintel, bereu $?aal

groRer ift alb 2m, ober bie groBer finb alb 4R ober 360°.
- 3ft a<2m, fo ift ein 2dintel, beffen 2D%aB a ift, von
einem anberen, beffen 9Jtaa n-2tr¥sa ift, unter n eilte ganje
3a¥sl verftanben, in ber Sirtligteit nigt berfieben, wo7l
aber ber (SmtfteYsung nag.

3unO@ft werben wir unb beh ©rabmaaleb bebietteit, bab
330genmaall wirb in fpdteren 2geilen ber magematifgen
3Biffenfpaften gebraugt.

8. 505.
~ ©er Sointel BAC gig. 224 fei fp%j anb beliebigen gunf==
leit C, C', C" ber <Sgeutel feien Normalen auf ben anberen
Seeutel gefallt; bwibirt man jebe Normale bltrcF hie &ppo=s
tenufe beb regtwintligen ©reietfb, welgeb fie abfgneibet, fo
finb bie Quotienten p—

AC Aa AC
einatther gleig.

©ernt bie Oreietfe ABC, AB'C', AB"C" finb Olfnligp, weil
fie ben SRintel bei A genteiufoaftlig fyabeit unb regtwinflig finb.

§. 506.

~ ©er Quotient, welger erhalten Wirh, wenn man aub b=
liebigen quntten ber <Sgentel eineb fp¥en 2dintelb a Normalen
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auf ben anberen <Speufel fallt, unb jebe Normale bivibirt
bnrg bie &ppotenufe beS reptmiutligen T)reietfs, tt>elgeS fic
abfoneibet, Yetft ber «Sinns biefeS fpi%sen SintelS «, unb
wirb burg ]
Sin a

beYeeignet. . _ _ _

Um ben <SimitS eine« fp¥en 2dinfelS 311 erhalten, ljat
mau uur notfyig, ans irgenb einem @unt't beS einen ;SEJe ==
feto eine Normale auf ben anberen 3Il féllen, unb biefe 3u
bivibiren bltr%o bie gopotemife beb regtminfligen TreietfS,
ivelgeS fie abfgneibet. _ )

Tie "ppotenitfe ift groBer als jebe $atljete; beSfyalb er-
giebt fig fur ben (Sinus eines fpi%een Eintels ein egter 23rug.

8. 507.
@inb 3tuci fo¥%e Tointet ungleig, fo finb it>re <Simiffe
ungleig, unb ber beb groBeren ToiiitelS ift ber groRere.
@S fei B'ig. 224 ber SSinfel BAD groRer als ber Ein-
tel BAC; eS fei AD glcip AG, DE normal auf AB, unb CB
normal auf AB. 97ap 8.79 ift DE groRer als CB. Ta*

er au
fer aug DE CB

AD=AC
b. Ii. Sin BAD = Sin BAC

8. 508.
~ Tie Oinuffe 3tveier berfgiebenen ft%en 2diufel finb ba-
ljer niemals einanber gleig. Yseber fpiYse SOinfel 17at beSljalb
einen alleinigen <SiuuS, unb umgete¥rt, 31 jebem als <SinuS
1gegebenen epten 53rug gehort ein beftimmter fpiveer TRinfel,
bofbaf& ber Soinfel ben ®innS, unb ber ®inuS ben SRiufct
eftinunt.

SGRéren bie <Sinuffe aller fp%en S3infel berepnet unb ta*
bel(arifo 3ufammengetragen, fo lieBe fig eine folpc Tabelle
bemivseu, um burg Sinien bie SDlaafe von TRinlelit, unb mit*
gefeiert, mit &pilfe von TRinfeln Linien 31t finben. )

@0 fonnte man 3. Q3. bie fp¥en SBinfel bes rcottvint*
tigert Treiccfs ABC gig. 224 beftimmen, wenn bie &ppotenufe
NC Flelc% p 9egeben Ware unb bie "atBetc BC gleigp g; um
u0mlip ben Ysttel BAC 3ll erhalten, birfte mau in ber Ta-

belle mir ben 20infel auffugen, beffen «Sinus — ift.  Unb
ware bie @igotemife AC gleig p gegeben unb ber 29infel BAC,
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fo fonnte man hie “agete BC Bereguenj heim be3eignet x
biefe Aatljete, fo 7sat man bie O(etourmg

Sin BAC = -

folglich p Sin BAC = x _ _
man wirbe alfo x er7zattem, wenn man ben ©inuS bes Sin-
feie BAC au$ jener ©abeile entndhme unb mit p multiplicirte.

§. 510.
(s fei ftig. 224 BAC ein fpYeer SBnitel; aus beliebigen
funften C, C', C" ber <Sgentel feien bie Normalen CB, CB,
C"B" auf ben anberen <Sgenfel gefallt; wirb von jebem ber
entftanbenen regtw;nH|gen Oreietfe bie Aatliete, an weiter
ber aRinfel BAC liegt, burg bie éppotenufe bivibirt, fo finb
bie Duoctienten
AB AB' AB"

. . AC AC' AC"
einanber (%Ieycp. S _ _ .
©ernt bie entftanbenen redj>twinfligen Oreietfe finb Ofynlig.

, § 511,
. ©er Quotient, welger erhalten Wirb, wenn man aus fe=
liebigen flinften ber <Spenfc| eines fp%en 2dintels a Normalen
auf ‘ben anberen <Sgentel fallt, unb bei jebem entftanbenen
re;ptW|an|(1;en Oreietr bie (atfyete, an _Welc?er ber fpYee SBim
fei a liegt, burg bie ¢ppoteniife biribirt, %eifst ber (Sofia US
biefeS SfinfelS a, unb wirb be"eignet bitrg

Cos a

~ ©er (Sofinus eines SRinfelS wirb erhalten, wenn man aitS
irgenb einem funfte bes einen <SpenfelS eine Normale auf
ben anberen fallt, unb bie Aat‘ete beS entftanbenen re@twinb
ligen Oreietfs, an welper ber fpitee "Rinfel liegt, burg bie
¢opotenufe bivibirt. . -

_ ©er_(Sofinus eines fp¥en SRintels. ift ein eqter 23rug,
Weil bie éppotenufe groBerglftSzillzs bie Aatljete.

Sinb jwei fpi%e SIBinfellltnP eig, fo finb ifyre (Sofinuffe

ungleip, unb ber groRere SRinfel tyat ben Heineren (Sofinus.

~ ©enn |ft,§|?. 224 ber 2dinfel BAD groRer als ber
2Bintel BAC, ift ferner AC gleip AD, DE normal auf AB,
unb CB normal auf AB, fo ift nag 8 79 AE Heiner als
AB, folglig
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§. 513.

@3 giebt focger nicht jwei ftkitee Sinlel, welche einerlei
#ZofinuB hatten. 3eber fpi%ee Sinfel Yat bedhdlb feinen be-
onberen Rofinu«, unb umgefehrt, ju jebem al« Sofinu« ge=
ebenen echten Brug gehort ein befonberer Sinfel. 5Diit an-
eren Sorten, e« ift bnrg ben Siitfel fein Sofiitu«, nnb burg
ben (Sofinu« ber baju gehégge fp¥ee Sinfel beftimmt.

514

Unb Wéren bie Bofinuffe aller fp%en Sintel berechnet,
nnb jufammengetragen, fo fonnten fie wie bie <Sinuffe benu¥st
werben, um bur@ Linien Sinfel, unb burg £nlfe von Sinteln
Linien nt beftimmen. 5 515

9lu« ben Duotienten Sinn« unb Rofiitu« laffen figp an-
bere bilben, welge ahnlich wie jene bienen.

Die Duotienten Sinu« unb Sofinu«, unb bie au« ihnen
gebilbeten fpéterlju erfldrenben ljeifjen, auch bei jeber (*rwei>-
ternng ber Begriffe, trigonometrifge Muttttionen, unb
bie Lehre bon thnen unb von ihrer Benu%ung tjeifct Trigo™
nometrie.

Die Trigonometrie t"eilt man in analtytifge Trigono=
metrie, ebene Trigonometrie unb fbharifche ober torier*
lipe Trigonometrie. W?an berftelst unter ber analtytifgen
Trigonometrie bie Lehre bon ben trigonometrifgen Munitionen,
unter ber ebenen Trigonometrie bie 2Inwenbung biefer Munf=
tionen auf Berechnungen, wenn alle Linien in einer <bene lie*
gen, unb unter forderlicher ober fphérifcher Trigonometrie bie
Yanwenbung biefer Munitionen auf Berechnungen, waobei nicht
alle Linien in einer (Sbene fig befinden.

Tabellen, welche bie berechneten trigonometrifgen Munt*
tionen ober bereu Logarithmen enthalten, nennt man trigono-
metrifge Tafeln.

Vierzehntes Kapitel.
Von den trigonometrischen Funktionen.
§. 516.
fei Mig- 225 CD normal auf AB; bann ift aC ber

©inug, unb AD ber Sofinu« be« fpi%sen Sintel« a, wo au@
ber gunft C in bem Scheutet AC angenommen feilt mag.
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SBére bet @untt C in bet (Entfernung 1 von A an%ez
nommen, b. h-, mahlte man AC als (Einheit, fo mirbe ber

(Sinus von a gleig O - CD fein, unb ber (EofinuS von a

gleig AD AD, mobei aber unter CD bie 3ahl verftanben

merben muRte, melge baS 9)iaaf von CD ift, fur AC als (Sin-
heit; eben fo unter AD bie $ahl, bie baS 9)aaP ift von AD,
fur AC als (Einheit. .

W?an beule einen Areis, beffen Sljittelpuntt A ift, unb ber
hie (Singeit ptm @albmeffer fyat, unb taffe alle fpit%en 5dinfel
entfielen burgp ©rehmtg bes SgemtetS AC. (Es ergeben fig
bie Sinuffe aller fpYen 20inlel in ben EDiaaRett ber Normalen,
bie von bem quntt, in melgent ber eine Sgentel (ettva ber
fip brehenbe) bie Peripherie foneibet, auf beit auberen Spen==
fel gefallt finb, unb bie (Eofitiuffe in ben Stutfen bes auberen
IS_(penfeIS, melge jmifgen bem Segeitelpuitlt unb bem Sinus
iegen.

§. 517.

SRir erweitern je%et ben begriff beS Sinus baljin, baR mir
unter SimtS irgenb eines aBinfels verfielen baS 9JlaaB ber
Normale, bie von bem Punft, in melgern ber bemegte Spenfel
bie Peripherie bes Greifes foneibet, ber 1 jum @albmeffer unb
ben Seeitelpuntt jum Ystelpuntt hat, auf ben auberen Sgen=
fei ober beffen Verlangerun? geféllt ift.

(Eben fo fei ber Vegriff bes (EofinuS bahnt ermcitert, baf
mir unter bem (EofinuS irgenb eines SBinfels verfielen baS
SRaaR von bem Stiicf bes feftftehettben SeetifelS, mclocs jmi-
fpen bem Seeitelpunft unb bem Sinus liegt. )

So mdre, menn $ig. 225 ber &)albmeffer bes AreifcS gleig
ber (Einheit ift, baS 3JiaaB von C'D' ber SimtS- beS SOBinfelS
BAC', bas 93iaaB von C'D" ber Sinus beS erhabenen 2infels
BAC", bas Mlaap von C"D™ ber SimtS bes erhabenen SEdin==
leis BAC™; ferner baS PfiaaB von AD' ber (EofinuS bes 29ir-
fels BAC', eben fo AD" ber (EofinuS von BAC", mtb AD"™
ber (EofinuS von BAC™. ©abei ift ber SimtS, mie ber (Eo*
finttS, uigt groRer als (Eins.

§. 518.

2)tan maot leigt bie Vemerfung, ball menn « ein fpYser
VJtinfeI ift, bie 8inicn einatther gleig finb, bereit 5QiaaBc mir-
unter

Sina, Sin (2R—a), Sin (2R-f- «), Sin (4R—a)
verftehen, unb auRerbem ift
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Sin? = Sin(n-4Ry”™)

was aug 3 fir eilt Stintel feilt mag, unter n aber eilte gattje
Safyl verftanben. : -

(Sheit fo fiitb bie Siuieii eiitanber gleig, bereu SDcaafje wir
un§ unter

Cosa, Cos (2R—a), Cos(2R-{-a), Cos (4R—e«)
vorftellen, unb fiir jebeit SRinfel 3 ift

Cos 3 = Cos(n+4R+/?)

unter n eine ganje 3afyl gebaot.

©urd; bie Erweiterung finb feine neuen BafileiiWerthe fir
bie Sinuffe uitb Eofinuffe von 5Binfelit, welge grofer ein
regter SRinfel finb, %erborgegangen. Es fiat jeher SSittfel, bei-
groRer als ein regter ift, feinen Sinus unb feinen EofinuS
gemeinfeaftlip mit einem SRittfel, welger einen regten ni@t
Uberfteigt.

§. 519.

~ SRahreith bie fp¥een SRiitfel unb ihre Sinuffe, ober iljre
(Sofinitffe, fid; gegenseitig beftimmteu, tritt jelt eilte Unbeftimmi==
ljeit eilt, iitfoferit uigpt mehr jeber URiufel feilten alleinigen

inus unb EofiituS, beitfeloen int ©egentljeil mit aitheren

2Sinfe(u gemeinfoaftlip fiat, fo bal berfiebene 2Biufel gleige
Sinuffe unb Eofiituffe fyaben, unb ju bemfelbeit Sinus ober
EofinuS verfoiebete 2Binfcl gehdren.

©iefe UnbeftimmtYseit wirb jum Stl;eil gehoben bur@ einen
Umftanb, wetger fig int folgenbeit Paragraphen erdrtert finbet,
unb ift anberert 5r¥%gilS itotljwenbig, Wie man iit ber $olge er-
tennen wirb.

§. 520.

Es fei $ig. 226 YX eilte gerabe Sinie. ©ie beibeit Stiicfe
B'A unb AB erfgeinen juuagft als jwei gleiggiltig neben ein-
anbei befinblige Sinieit, uitb @re SDlaale finb abfolute Bahlen.
2limmt mau ait, bie Shtie AB fei entftanbeit, iitbern ber Punft
B fig von A aus in ber iiptinig AX bewegte, unb bie Sinie
AB', iitbeiii ber Pitiift B' fid; bewegte von A in ber 9iigtimg
AY, fo finb hie beibeit Sinien nigt mehr glei(pgiltig, fottbern
haben eine 53gjiehung ju eiitanber, itdmlid; bie ber Entftehung
ober ber Sage in entge?eugefe%ter gtiptung. Es entfielt bie
grage, ob unb wie bicfe Soejiehitity fip an beit 9)Zaaen ber
Sinieit_ertennbar niagt. o

Soll man von A aus auf YX eine Siitie tragen, bereu
9wap p—q ift, fo famt mau, weint fp—q = rift, von A
aus, etwa na@ X hin r Einheiten auftragen, unb baburg bie
Sinie AB erhalten, ©iefeloe Siuie crgiebt fig, weint man
juerft von A aus uad; X hin P Einheiten auftragt, wobei
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man bis C tommen mag, unb bann wieber von C aus nag
A pin q Rinpeiten. Unb feilte man_in berfeloen SSSeife eine
Sinie auftragen, bereit 9ftaajj p—aq ift, wéprenb aber g um
r groRer ift als p, alfo p—q = —r, fo foiinte man nigt
anberS als juerft p Piupeiten von A aus ma@ X pin tragen,
uito bann g (Sinpeiten bon C aus na¢@ ber 9U(ptm|? CA, wo*
bei man jit einem Quillt B' gelangen mirbe, ivelger um r
(Sintyeiten Uber A pinauS na@ Y pin fi(g befinbet.  ©aS 2JiaapB
ber Sinie AB erfoeint pierbei als bie $apl +r, bas ber Sinie
AB' als bie £apl —r-

Oie "ntftepun? ben Linien in eutgegeitgefepter SRigtmig,
ober bie entgegengefeste Sage bon Sinien laBt benitiag ipre
%oafle, mit 23ejiepung barauf, ju pofitiven unb negatiben Bap*
len werben, ©pne jene 33ejiepung fiitb bie 9JiaaBe bon Sinien
jebeSmal abfolut.
 ©gerfelbe Oegeufa¥s tritt ein, wenn man in einer <Shetie
eine gerabe Sinie beult, unb auf ben verfgiebenen ©eiten bie*
fer Sinie Normalen errietet, ©ernt jebe ber Normalen, (ber
bie erfte Sinie piitaitS verlangert, erfeeint in jwei Xpeile ge*
tpeilt, bereit Sage entgegengefept ift.

§. 521.

©ie ©innffe, Welge im erften itith int “weiten ©uabran*
ten gig. 225 fiep befinbeit, paben biefelbe Sage in 23ejug auf
ben ©urdjmteffer BB', unb bie, welge im britten unb vierten
©uabranten liegen, pabeit unter fip aug biefelbe Sage, Rs
ift aber bie Sage ber ©inuffe int erften unb “weiten ©uabran*
ten ber Sage ber ©inuffe im britten unb vierten ©uabranten
entgegengefetet o ]

©aper finb bie ©inuffe im britten unb vierten ©uabranten
negativ, waprenb wir bie im erften unb *weiten ©uabranten, welge
junaft als abfolute 3aplen erfgeineit, pofitiv neptnen ntiffei.

Ye)ierburg hbefeitigt fip, fo viel es ndtpig Ift, bie oben

erwdpnte Unbeftimmtpeit.  ©ernt ift eilt coter 23rugp =+

als ©inuS %egeben, fo tarnt ber baju .?epc'jrige SBiitfel mir ein
fpiteer a, ober ber ftumpfe 2R—a feilt, ober einer ber SSiitfel

4RY%-a, 6R—a u. f. w.; ift aber----als ©inuS gegeben,

fo fault ber jugepdrige 2Binfel nur 2R-J-a fein, ober 4R—a,
ober 6R4-a u. f. w.
§. 522.

3ft ferner gefafgt, ein Soinfel liege im nten ©uabranten,
fo foll barunter verftanben werben, fein bewegliger Sgenfel
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liege in tiefem Quabronten. %o tverbeit tvir fagen, eine
Munition Hege im nten Quabranten, fobalb ber baju gehérige
SRinfel im nten Quabranten fig befinbet.
§. 523.

£)ie (Yofinuffe ber 2dinfel, tvelge im erften itnb vierten
Quabranten liegen, paben einerlei Vage (von A nag B), eben
fo bie, tvelge im jtveiten unb britten Quabranten fig befinben
(von A nag B"); nnb e§ ift bie Va%e ber festeren entgegen*
gefelst ber Vage ber erftererr, baper finb bie Sofinuffe im erften
unb vierten Quabranten pofitiv, bie im jtveiten unb britten

negativ.
§. 524.

©te Quotll'en%en T?-r-]? unb" ~§-O-siqnennt "man big Zan*
) 0s a Sin a -
gente unb bie Sotangente be$ Sinlelé a, unb bejeignet

fie burg
Tga unb Cotga

%oPerbem pflegt man ben Quotienten g bie Gecante,

ben Quotienten bie Rofecante, bie Qifferenj 1—Cosa

ben ©inu«verfu$, bie Oifferenj 1— Sina ben (Zofinu3*
verfuS hed £Rintel$ a ju nennen, unb burg
See a, Cosec a, Sinv a, Cosinva

ju bejeiguen.
8. 525.
~<Sinb a unb R fpi%e SBintel, unb ift a gréRer als R,
fo ift Sina>> Sin
Cos a << Cos R
alfo Tga>Tg5s

Cotga << Cotg
See a = See 3
Cosec a <C Cosec §
Sinv a>» Sinv R
Cosinv a << Cosinv 3
3eber fp%se 2Binfet pat feine befonbere /Tangente, So*
tangente, ©ecante u. f. tv.,, fo bal ber fpitee SRintel feine
Tangente u. f. tv., unb umgeteprt bie /Tangente u. f. tv. ipren
fpifcen StRintel beftimmt. ®ie 2Binfel, tvelge ?rbfser als
ein regter finb, paben biefe Munitionen in abfoluter &)in-
fipt gemeinfeaftlip mit ben Einteln, tvelge einen regten
nigt iiberfteigen. Qaraud entfte%st auq fyier eine Unbeftimmt*
Yelt, bie fig inbef bei ben Munitionen Tg, Cotg, See unb
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ch]gsec_: burg bie pofitiven unb negativen SRSertfye lgnlanglig
efeitigt.

ie Munitionen Tangente, (Sotangente u. f. tv. taffen fig
alptlip mie Sinus unb (SofinuS benupen, um Linien unb 2Binlel
egentettig 31 beftimmen. ©ie M= Itionen Secante, gSOfecante
inusverfus unb ( %ofmusverfns finb jiemlig tiberfluf ig.  2Jiit
(Sinus, Softmts, ©angente unb (5otangente reigt mau in ben
3/4nn>enbun(f;en bequem auS; ber Munitionen SinuSverfuS unb
RofinuSvertuS tverben mir uns ui@t bebienen.

§. 526.

©ie Siuuffe im erften unb jmeiten ©uabranten finb po=
fitiv, bie im briiten unb vierten negativ, bie (Sofinuffe im
erften unb vierten Duabranten finb pofitiv, bie int jtveiten
unb britten negativ, ©aper folgt aus ben (Srflaruugeit in
8. 524, hafj bie Tangenten im erften unb britten Quabranten
pofltlv bie int_freiten ttnb vierten negativ finb, eben fo bie
Sotangenten. ©ie Secanten 7sahben mit ben (Sofmuffen bie
Sofecanten mit ben Sinuffen einerlei S3or“eigenj ttttb _bie
Sinusverfus fomopl als bie SofinuSverfuS finb immer pofitiv,
beitn €S ift 1 — Cosa unb 1—Sina ftetS pofitiv, ba Cosa
nipt >1, unb Sina uipt >1.

2)|an Yeat beninag

Munition ©uabrant

| i m v
Sin 4-  + —
Cos ”w
Tg -+ J— -+ J—
Cotg 4+
See + — — o+
Cosec 4- 4 - —
Sinv + + + +
Cosinv + o+ 4 o+

8§, 527.

@S fei MI% 227 ber &)albmeffer beS AreifeS gleip 1. ©ie
Normale CD ift bann ber Sinus, bas Stiill AD ber (Sofintts
beS 2BinlelS BAC. <5s fei ferner BE normal auf AB. ©amt
finbet bie Proportion Statt:

CD: AD = BE:AB
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ober Sin BAC: Cos BAC = BE : 1
tooran« folgt gg — SInBAC
Cos

©a« SD700i3 her 8inie BE ift boYer feie Sangente be« SOinfel«
BAC. (Shen fo ift, wenn B'F normal auf AB' fiept, ba«
202aaf] von B'F in abfoluter &)infigpt bie Sangente be« 3din=
fei« BAF, B'G hie be« erpabeneit SBinfctd BAG; unb in BH
l:at man bie Sangente be« erhabenen 3dinfel« BAH.

SRirb bie entgegengefevste Sage bermtffigtigt, fo erfpeinen
bei biefer (Sonftrnction bie Saitgenten im erften unb jtoeiten
Cluabrantcn pofiib, bie im britten unb feierten uegatife, todp=
renb bie Sangenten im erften unb britten Duabranten pofitib
finb, itnb bie im “weiten unb feierten negatio.

%iimnit man bie Sangenten be« jioeiten unb britten Qua®
brauten nigt auf ber Normale, tt>elge in bem @unft B' fiept,
fonbern auf ber, toel(ge in B errigtet ift, "u toe ({)em (Silbe bie
beloegligen <Speufel ber 3diufel dber bett <Sgeitelpuntt piiian«
feerlangert werben muffen, fo erpélt man bie Sangeiiteu biefer
uuabranten au@ in Ysiepuing auf bie %o3eiett rigtig. @o
ift 3.33. BF' bie rigtig liegenbe Sangente be« SRintel« BAF,
unb BG' bie be« erhabenen 3dinfel« BAG.

SRill man baper eine Siuie conftruireit, bereit 9)iaap bie
Sangente irgenb eine« SRintel« ift, fo errigte man auf bem
feftftepciiben <Sgenfel, in feinem Sur@fouitt8punft mit ber
Peripperie, eine Normale, unb berlangere ben ben>egligeit
Soenfel bi« jum Surg@fenitt mit biefer Normale, ©a« Stutf
berfelben, toelge8 gwifecn ben ®urefenittdpunften liegt, ift
bie Sangente be« SRinfel«, boraugefe%t, bafs man bie San®
genten be« erften Ouabranten %>ofitiv nimmt.

9)ian pat ferner bie Proportion

AC:AD = AE:AB
ober 1: CosBAC = AE:1

wwa"p WV AE = COspA<"

©a« ZRIaafj bon AE ift baper bie Secante be« SBinfel« BAC.
(Sben fo finh AF', AG', AH bie ©ecauteit bon bem SRinfel
BAF, unb bon ben erhabenen 3dinfeln BAG unb BAH, unb
e« fallt in bie 3lugen, baB bie negatiben @ecanteu in ber
SSerlangerung ber bewegligen <Sgentel fig befinben.
geriter 1ft BD gteio 1—Cos BAC, alfo Sinv BAC, u. f. m.
©ie fir Saugente n. f. f. conftruirten Siuieti paben in
man@en gélten ber %otuenbung ipren ¥infcen.
SBslff'« QJfometrle. 1.1¢p. 7k2lufl. 1G
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(Ss laffen figp ang Sinieit conftruiren, bereit W7aa%e bie
(Sotangenten wu. f. tv. fiith.

8. 528.
~SSJenn ber bemegtipe Sqenfel it bent feftfte"enben fig
Befinbet, fo ift 9lull baS 9)iaafi heS SdinfelS, tuelgen bie
Senfel bilben.

Sofft man einen fpiYeen 2dinfel abne7smen, fo tvirb na@
8.507 ber Sinns forttvcorenb Heiner, ithb nag §.512 ber
#SofmuS grofer.  Miillt enblip ber betveglipe Sqenfel in ben
_eftfge_lfesnben, fo verfominbet ber Sinns, nnb ber SofinuS tvirb
jtt RinS. _ _ .

Sofft man einen fp¥%en 2dinfel magfen, fo tvagft ber Si==
nuS, aber ber RofimtS nimmt ab, bis bei 90° ber Sinns jn
(Sins tvirb, nnb ber (SofiitnS verfotvinbet. )

©a ber Sinus von 00 gleip 0, von 90° aber 1 ift, unb
ber (SofinuS von 00 8Ieicp 1, von 90° gleitlp 0, fo ift bie ©an*
gente von O0 gleig 0, von 900 gleip % gleip <x>, bie Rotan*
gente von 00 gleig % glcigp oo, von 900 gleip O, bie Secante
von 00 gleip 1, von 900 gleigp % gleip oo n.f. m.
~3u hbeit 20ergen ber Munitionen im erfteit Duabranten
finb burg bie (Sriveiterung beS Begriffs feuer Munitionen fiir
Sinns no@ 0 unb 1, foOr (SofinuS 1 unb 0, fiir ©angente
no@ 0 unb oo wu. f. tv. MNinugetreten. 3« ben Ubrigen ©ua*
brauten mieber"oleit fig in abfoluter @infigt biefeloen SOerge.

©er Sinus bur;plauft im erfteit ©uabraitteit alle 20erge
von 0 bis 1, ber 6ofitnS alle S28erge von 1 bis 0, hie ©an*
gente alle 28erge von 0 bis oo, bie Secante alle 20ertyse von
1 bis oo, u. f. tv. Ueberljaupt aber bur@lOuft ber Sinus alle
SSJerge Ijtvif en +1 unb —1, eben fo ber (SofiititS, bie ©an*
gente alle S¥s3erge jivifpen —oo bis oo u. f. f.

8. 530.

(SS ift, unter n eine gante 3al)l verftanben:
1) Sin0 = 0 11) 'CosR = 0
2) SinR = 1 12) Cos2R = —1
3) Sin2R = 0 13) Cos3R = —0 =0
4) Sin3R = —1 14) Cos4R =1
5) SindR = —0 = 0 15) Cos (4n+)R = 0
6) Sin (4n¥)R = 1 16) Cos (4[14-2R = —1
7) Sin(4n+2)R = 0 17) Cos(4n--3)R=—0=0
8) Sin(@n+3)R = —1 18) Cos 4nR = 1
9) Sin4nR = —0 =0 19) TgO = 0
10) CosO = 1 20) TR = % =
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21) Tg2R = —0 =0 28; Cotg 2R = — o0

22) Tg3R = % = oo 29) Colg3R = 0

23) Tg4R = —0 = 30) CotgdR = — oo

24) Tg(2n+HR = oo 31) Cotg(2[1+1)R = 0
25) Tg 2n+23R =-0=0 32; Cotg(2[14-2)R =—0
26) Colg0 = oo 33) See O=1 _

27) CotgR = 0 34) See R = oo jt.f.m.

ivelgeS figp teicgt ergiebt, wenn man beit vorigen @aragra@,
bie (Srlldruitg ber Munitionen unb ilye pofitiven unb negati-
ven 20crge beagtet.

§. 531

~ Munitionen, lu_clf@e it im erften Duabranten liegen,
finb in abfoluter &)infigt ben Munitionen im erften Ouabran=
ten gleip. ©aljer laBt fig jebe Munition, ivelge ni@t im
erften Duabranten liegt, tvicbergebeit bur@ eine Munition im
erften Qnabranten. $11 bem (Silbe beftimme inan juvorberft
benSRintel im erften Duabrantcn, beffen Munition in  abfoluter
&)infigt gleip ber gegebenen nigt int erften Duabraf]ten be=
finbligen ift, unb gebe feiner Munition bad %o4eigen, melpcd
ber gegebenen Munition julommt. ©er SRinlel im erften Suiia=
branten giebt fig leigt au§ ber M%ur ju erlcnnen.

3ft « ein fptyeev 2Kinfe(, fo tff, unter n eine ga]sc3afyl
toerftanbeit,

16*
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(SS ift namlip Sin (2R—a), wie fig aus bet %Vsur er-
ficht, in abfoluter %infigt gleig Sin a, nnb beibe finb pofitiv.
ferner iftSin(2R+a) in abfoluter &)iufigt gteip Sina, aber
ber erftere ift negativ, baper Sin(2R4-a) = — Sina u. f. f.
©ie Formel 15) ergiebt fig burg ©ivifion von 1) burg 8) u.f.f.

SBermittelft biefer Formeln Icifit fig ber Sinus, ber Ro-
fitiuS, bie Sangente, bie Rotangente n. f. tv. eines SRinfels,
ber in irgenb einem ©uabranten liegt, nnb ber wigt pR ift
(beffen Munitionen ber vorige >Baragra¥ beftimmt) anSbriden
bnro ben Sinus, ben (SofinuS, bie Sangente, bie (5otait
gente eines SRinfels im erften ©nabranten. ©abei muB bas
%)caaB beS HRinfelS auf bie gornt p-2R>ta, unter a einen
fpivsen XRinfel verftanben, gebragt werben, welgeS leigt ge-
@epen fann.

21m fyanfi?ften lommeit bie Formeln 1), 8?, 15), 22) in
% Wenbung.  Ya@ %nen ift, wenn jwei SBiufel fig jn einem
geftredten erganzen, ber Sinus beS einen gleig bem ©iuitS heS
anberen, ber (SofinuS beS einen gleigp bem (5ntgegengefe¥eten
vom BofinnS beS anberen, hie Sangente nnb Rotaugeitte beS
einen %|el(|) bem (5ntgegengefebsten ber Sangente nnb (Sotans=
gente beS anberen. ©ie Ubrigen Formeln braitgt man nigt
bem G5eba(£tni[3 einLupr'agen. }

3wei 2diufel, bie fig 3lt einem geftredten SOinfel ergénz
jen, nennt man Snpp lernentsw intel.

§. 532.

9Jlagt bie Summe jweier fp%en SBintel einen regten
SRinfel aus, fo ift ber Sinus beS einen gleig bem (SofinuS
beS anberen, bie Sangente bcs einen gleigp ber (Sotangente
beS anberen, bie Secante beS einen gleig ber (Sofecante heS
anberen, ber Siuusverfus beS einen gleip bem RofinuSbcrfuS
heS anberen.
f _ﬁ@enn ift Mig. 224 CB normal auf AB, alfo a+5 = R,
0 i



8. 533. 53om ben trésomotmetrifgen “unftiotten. 245

uub baroud folgt

aRinfel, _bereu «Summe eiueu regteu SRiutel mtSmaot,
nennt mau (Zom 4erneut Steintet.

§. 533.
3ft a eiu tyivser SRiutel, fo ift

SDJuu bEJel(&ﬂe beu Somplemeutsnuufel 3 «, welger fpis
feiu mitfj, mit &, bauu |ft uag 8. 531

ober
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A

" 2hitg biefe Formeln bienen, um gunttionen irgenb eines
Duabrauten auf ¥unftionen bes erften Giuabranten ju rebuciren.
SDian braugt fie ui@t bent ©ebagtng einjuprageit.

8. 534.
3ft a ein gaitj beliebiger SBinfet, fo ift

©ernt

unb
alfo
ferner ift

unb
hatyer au¢
_gur a als fp¥%en SRinfel fiub bie Formeln bereits im
vorigen “paragra)g erliefen.
3ft « = pR, unter p eine ganzj;e $afyl oerftanben, fo ift,
ba p l;eine ber formen 4nY-l, 4ng2, 4n-j-3, 4n b>abeit mufj,
entmeber

unb babei entmebcr

atfo febeSmal
ferner ift

unb habet

—Sin (4n+2)R =
—Si[](4n-f-3)R =
—Sin 4nR —
bager aitq Cos (R+a) = —Sina
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Oft enblip a irgenb ein anbercr 2dinfel, fo fann ftatt o
gcfedst merben pR-=/, unter y einen fp¥eeit aRinfel verftanben,
Uito p muR eine her Y%ormen 4n-f-1, 4n%s2, 4n%-3, 4n haben,
©aber ift enttveber

Sin(R+a) =

ober

ober

ober

unb habet
Oos«

ober

ober

ober
beShalb immer
unb eben fo folgt, %18 aug in tiefem $all

S

(R4-a) = —Sina ift.
5(nbere gélte als bie erwahnten lbniten ui@t eintreten.
§. 535.

2Sir hUben_%ig. 225 ben <Spenfel, bttrg beffen Sewegttng
alle 9Bintel gebilbet werben, fig in her tiptung BCC' bewe=
gen laffen. Silben Wir einen 5%infel, beffen Sogenmaafs p—q
fein feil, baburg, bal wir ben beweglichen <Sgenfel juerft in
her 9tigtung BC fiihren, bis er ben Sogen p burgtanfer ift,
unb bann in her entgegcngefc¥sten 9iigtnng, bis er ben Sogen g
gema@t hat, fo tomnien wir, wenn gq>p, unb p—q = —r
I, in ber iiptitng BC" nm hen Sogen r (iber B hinaus, unb
bas Otaafj bes 20tufelS, Welgpcr burg Drehung in ber Siig=
tung BC™ gebilbet wirb, erfeeinf als nePatlv_e $ahl.

©ie 9JiaaPe ber SMntel werben alfo ju pofitiven unb
negativen Bahlen, fobalb wir bie S3inlel burg Drehungen in
entgcgeugcfel/sten tiptungen hervor?ehet_t laffen. _

Unb ift eine negative £ahl als Siaal eines SlinfelS ge=
?_eben, fo werben wir benfelben bitten, intern wir ben beweg*
ipen <=gentel gunagft in ben vierten Quabranten ruden,
unb bemgeméf? bie pofitiven unb negativen Berthe feiner gitnU
tionen beurteilen. § 536

Oft a eilt beliehiger SUttlcl, fo ift
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E)ie 6eiben erften Formeln ergeben fig bei bet 53etrag<
hing ber M¥nr, bie Ubrigen folgen aus ben erften.

©ie Mvrmelit bienen, Munitionen negativer SRinlel burg
Munitionen pofitiver Sinlel auSjubrutfen.

Sir werben bie Munitionen negativer Sinlel ptnagft nigt
weiter beagten.  Oft hbafyer von einem beliebigen Sintel a bie
97che, fo ift unter a eine pofitive 3alg ju verfielen.

§. 537.
23eim “otenjircn trigonometrifger Munitionen ljdngt man
@iten ben Yspoucuten unmittelbar an, ofyne fie in Alammerit
ju foliepen. Dhan foreibt j. 53. Sin @m ftatt (Sin <jp)n.

8. 538. 8eZrfas.
0S ift, unter a einen beliebigen Siitfel verftauben,
Sina?4-Cosal = 1
53eiveiS. 1) Oft « = 0, fo ift Sina = 0, aber
Cosa — |
batyer ~ Sin a2--Cosal = 04-1 = 1.
2) Oft a — P'R?_unter p eine % nje 3a|)| geba(%
ift enttveber Sina = %tl unb babei Cos a = d=0, ober eS
ift Sin« = £0 unb babei Cosa = +1, baljer
Sina24~Cosal = 14-0 =
ober Sin <24-C0s «? = O-j-1 = 1
3) Oft a irgenb ein anberer Sinlel, fo bilbeii Sin a,
Cos « unb ber 97abiuS beS Greifes ein re t|U|nII|ge6 Treletf
i tuelpem ber 9iabiuS als Eppotennfe erfgeint, unb bes%alb

ift, bie Munitionen mdgen POfItIV ober negatlv fein,
Sin‘a2-- Cos a2 =

{Mir jeben Eintet a ift
©emnt es Ift

§. 540.
3mifgelt ben Munitionen Sin a, Cosa, Tga, Cotga,
See «, Cosec «, Sinv @, Cosinva fiubcu bie (S(eidniioen Statt:
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IuS ihnen &Rt fip, wenn eine ber angefiihrten gnnftionen
gegeben ift, jebe her Ubrigen entwickin. ©abei werben burg
eine Munition alle Ubrigen auSgebriirft.
92unmt man ben Sinus als gegeben an, fo folgt aus 1)
Cosa = yil—Sinal .
unb bann ans ben Ubrigen ®(eidjmngen, inbem man biefen
20erth fur Cosa fnbftitnirt:

Sfodre ber Rofiiuts gegeben, fo hétte man aus 1)
unb bann aus 2)
~ Oft eine ber anberen ftunftionen gegeben, fo fupe man
jurtagft ben Sinus unb ben SofinuS, “weil fig alle Ubrigen
Ounftionen burgpB Sinus unb (SofimiS_auShriitfen.

Sollten bitrg Tg a hie Ubrigen Oniiftionen ermittelt
werben, fo hétte man

unb barauS

ferner
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Aiir Colga fyat man nag §8.539

Joa
©ie Secante ift gleig = +Tg“2 u.ftr.
SSenn bie Sotangente gegeben ift, felgt <onlig

u f. f.

©er 3igalt bicfeS @aragray™en lomiut in %trenbnug,
trenn aus einer (Slcigung, ruelge rerfgiebene trigonometrifoc
Munitionen_beffelben SoinlelS enthalt, eine jener Munitionen g')u
entmideln ift 2)ian briieft namti¢p bnrg bie ju enttritfelnbe
Munition bie Gbrigen Munitionen aus, unb [6ft bie ®leigitng

na@ ber erfteren auf.

8. 541.

%o0@ §. 540 I&Et fig, tt>enn her numerifge SOertl; einer
Munition eines SRinfels betannt ift, her numerifge SBcrtlj g’eher
anberen Munition beffelben 53intelS beftimmen.  So ift 3. 33.
her Sinns von 30° = 4, namlig ?llei(p her Halfte her Seltne
ju 60°, tuelpe gleigp bein 9tabiuS ift, unb man finbet nun ben

(SofinuS hon 30° gleip /1—4 = 4/3, bie Tangente hon 30°
gleip — = 4/3, bie Rotangente gleigp /3 u.f. m. Tie Tan-
gente hon 45° ift, trie aus ber gigur leigt exqcllet, gleip 1;
halser ber Sinus hon 450 glei@ 72 = 4/2, ber (5ofinnS ehen*

falls gleip 4v2, bie Sotangenfe gleigp 1 u. f. m.

©ie eben gefunbenen 3alemuerttje merfe matt, ioeil fie
3Binfel betreffen, bie in ber 3Imoenbung fydufig benu’st mer-
ben. ©urdj 8. 532 folgt nog Sin 60° = 4/3, Cos60) = 4,

8. 542.
©ie numerifpen 3Berge ber trigonometrifgen Munltio=
nett Sinus, EofinnS, ©angente tittb Eotaugente fitth bereg==
net. SDiatt finbet fie, ober @re Oogariomcn, itt bett trigo-
nometrifgen ©afeltt, bereit Einrigtuug unb Eb5ebrang aus
@rer Einleitung ju entnehmen ift. ©ie S3erepnung ber Muni*
tionen ift nigt mit &)ilfe ber 8inien, fonbern burg Ytepen
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gefehen.  S)iefe 9tegen werben in ber Bafylenleijre enttoicfelt,
In welger ben trigonometrifgen Munitionen Uberhaupt eine
anbere allgemeinere Sebeutn[]f 5t ¥sit wirb.

§. 543. Vehrfalse.

<5inb ¢ unb [ jwei beliebige SRinlel, fo ift
1) Sin («+/? Sin a Cos/54-Cosa Sin/?
2) Cos(a Cosa Cos/?—Sina Sin//
3) Sin (a—/) Sin a Cos/?—CosaSini5
4) Cos(a—NR)

Cosa Cos/?4-Sin a Sinf}

Semei$. | 2Benn ber eine ton ben Sinleln « unb B
beliebig, ber anbere %oll ober ein rcoter =inlel ift, erfielst
fig bie Aigtigleit ber Magnetit vermittelft ber Paragraphen
530 unb 536. (5% fei 3.53. a gleig 9iitll itnb B beliebig, fo ift

Sin (a4-B) = Sin R
SinaCosf8 = O-Cos/5 = 0
Cosa Sin B == 1-Sin B = SinB
alfo Sin (a 4- Bg = Sina Cos B 4- Cos a Sin
ober Sin (a—MR) = Sin(—R) = —Sin R
Sin a Cos/? = O-Cos// = 0
Cosa Sin B = 1+SinB — SinR
folglich Sin (a—/5) == Sina Cosf3—Cos a Sin [.
5Ieh|‘\|i(p in_bett tbrigen Mallett, welge lucr eintreten tonnen.

I. (50 fei a fowolp alo B ein fpitjer Slintel.

a) (50 fei MiR-228 M 2mittelpunlt bed Greifes unb ber
dritromctfer fei glcip (5itlS. ®ie Séinfel ABC, ADC, BDE
finb repte. ©egljalb unb weit ber duremeffcr <5ind ift, hat
matt BC = Sin @, AB = Cosa, CD = Sin 3, AD = Cos B,
BD = SinBED — Sin(a4-5). [©entt BED unb BAD ftehen
auf bemfelben Sogen]. %o 8§. 266 ift aber

AC-BD b. h« 1+Sin (a4-/5) = Sin a Cos ~4- Cos a Sin R.
£ritt bie Vage MiB- 229 ein, fo ift BAD 4-BED = 2R
nach 8.265, utth SinBED = Sin (a4/J) nagp 8.531.
b) Sei benfelbett Sorausfefeitngen hat man an Mi- 230
Cos a Cos 3 = Sin a Sin I54-AD-BC
ober, bha AD = 1 ift,
BC = Cos a Cos [3—Sin a Sin [

Btt ift BC = Cos BCE, unb BCE ift <y-]-f beim ACM
ift gleip a, weil MC = MA, unb ACB ift glelp B, weil biefe
5Bintel auf glcigpem Sogen ftehen, 9)ian hat baljer

Cos (a4-(5) = Cosa CosB — Sin a Sin 3.

Mn ber Vage Mik- 231 ift

Sina Sin// = Cosa Cos/? 4-AD-BC
ober —BC =1 Cosa Cos/?—Sina Sinf.



252 33teraefyHtef ~a >itet. 8. 543.

(Sb ift BC = CosEBC. (Shift MBA = a, metl MB = MA,
unb ABC+/? = 2R, h. % a+EBC+ R = 2R, folglip
Cos(a+2) = — CosEBC = —BC, hal)er (jat man mieberiim

Cos (a+1/$) — Cosa Cos 8 — Sin a Sin B,
) ¢ Sq 232 ift_unter gleigen SBoraubfe¥sungen
ina Cos B = Cos a Sin 3+ Al)BC
ober, ba AD = 1 ift
BC = Sin a Cos 3—Cos a Sin 3
unb BC ift Sin BEC, méfyrenb BEC = BAC = a— U ift.

d? gig. 233 ift, M alb Witittelpunft, nib ben ®ure-
meffer gleig (Siub gebaép
1.BD = Cosa Cos B+ SinaSinR
unb eb ift BD = Cos EBD = Cos (a—I3), benn MBA ift glei
a, ba MB gleip MA, unb DBA ift gleigp R.

[1l.  1Im bie allgemeine Oiltigfeit Ijuna(pft ber beibett er-
fteii Formeln barjutfyun, ermeifen mir folgenben befonbern Sa¥%s
3ft fiir irgenb jmei 2dinfel x unb y
in (x+y) = Sin x Cosy + Cosx Siny
Cos(x+y) = Cosx Cosy —Sin x Siny
fo ift aug _ _
Sin f(R4-x)+yl = Sin (R+x) Cos y+Cos (R+x) Siny
Cos f(R+x)+y = Cos(R+x) Cos y—Sin (R-[ix) Siny
(Sb ift namlig lta(p §. 534
Sin(R4-x4-y) = Cos (x+Y)
mofiir mir feYscn mollcit
Cos x Cos y— Sin x Sin 'y
ferner Cos(R+x+y) = —Sin (x+Y)
unb bafiir mag gefct merben
—Sinx Cosy — Cos x Sin'y
SRegeit beffelben “Paragraphen ift
Cosx = Sin (R+xg
—Sin x = Cos(R+x
alfo, menn mau fubftituirt,

Sin (R+x+y) = Sin (R+x)Cosy + Cos(R-f-x) Siny
Cos(R+x+y) = Cos(R+x) Cosy—Sin (R+x) Siny
©ieb ift rigtig, fo lange bie Ysormeln fiir Sin (x +vy) unb
Cos (x +y) gelten, ®ariit liegt, bafj, menn bie Formeln
elten fir Sin x+g ) unb_ Cos EZx+y) fie au@ gelten fiir

in[(R+Y)+y] unb Cos [(R+x)+Y].

IV. @ure I unb II. ift ermiefeu, haf? bie gorntelii fir
Sin(a+5) unb Cos(a+9) gelten, menn a unb [ irgenb
jmei 2Binfel im erfteu Quabrantert borftellen, Qo eingefoloffeit.
©ann gelten nag Ill. au@ bie Formeln fir Sin [(R+«) + (]
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itnb Cos [(R¥s-0)4-9], (tvoBci R-j-a 900 unb jeben 5Binfel
be« freiten Guabranteii repréfentirt). ©e«palb gelten fie nag
111, aug fir Sin f(2R4-a)4-/?] unb Cos [(2R+ g)4 [?], bann
fur Sin [(3Rya)4-/?J unb Cos [(3R+a)4-R] u. f. m. fir
Sin [(nR¥&-a)-}-/?] unb Cos [ gnR4 a 4 -17]; b % b|e erften “or=
mein gelten, trenn ber eine SRintel in |rge|tb einem Duabram
ten, ber anbere im erften liegt. ©eiten bie Formeln, trenn a
anj beliebig ift unb 3 im erften Ouabranten fig befinbet,
0 gelten fie triebernm uwag Ill. fur Sin [a4-(R /E)I unb
Cos [a4 §R4 8)} u, f.fouf f fur Sin[a4- (nR g )] unb
Cos [a 4- (nR 4- /?)], b. fy. fiir ganj beliebige Sinfel.

Um bie Formeln 3) unb 4) nufere« Safce« allgemein $u
betreifen, feYeeu trir in
Sin (a + B) — Sin a Cos B 4- Cosa Sin
Cos(a + 8) = Cosa Cos 13— Sin a Sin
y—=R ftatt a; baburg entfielt

1) Siny = Sin (y—R) Cos B 4- Cos¢—R) Sin

2) Cos/ = Cos{y-B) Cos B—Sin (/—=R) Sin B
unb enttricfeln pierait« Sin %/—B) unb Cos (/— [2

SBir mnltipliciren bie (Sleiguttg 1) mit Cos (3, bie an
bere mit Sin B, ba« liefert

Cos/? Sin/ = Sin (/—R) Cos Bi- - Cos (/—=R) Sin /?Cos B
Sin B Cos/ = Cos (y-) Cos 3 Sin B— Sin (/—=R) Sinft
unb trenn trir fubtrapiren
Sin/ CosB—Cos/Sinl3 — Sin¢—/?)[Cos/?1+ Sin B'i] ober
ba nap 8.538 Cos/l4-Sin Bl = 1 ift
3) Sin (/—B) = Sin/ Cos B— Cos/Sin
20ir multipliciren ferner bie ©leiguug 1) mit Sin 3, bie ©(ei*
Qitug 2) mit Cos/?, fr entfielt
Sin / Sin 8 = Sin (/—/?) Sin B Cos/?4- Cos¢’— /?) Sin Bt
Cos/Cos/? = Cosi—/?)Cos/?2—Sin¢—)S nCosf3
Soeibed abbirt, liefert
Siry Sintf4-C0s/ Cos/? = Cos¢’—/?)[Cos/?24- Sin/?]] ober
4) Cos (/—I?) = Cos/ Cos 34- Sin/ Sin/?
Unb fe¥sen trir in 3) unb 4) ftatt /, ba« jeher Sinfel fein
fantt, lieber a, fo gabeit mir allgemein giltig bie beiben lebten
Formeln be« SaYseh.

S3ermittelft ber Formeln biefe« Paragraphen irirb ber
Sinu« unb ber (Sofimt« einer Summe ober einer ©ifferenj
Ltreler SSinfel au«gebriicft burg ben Sinn« itnb ben Rofinu«
er einzelnen =infel.
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§. 544.
©ie Formeln
I) Sin o2+ Cos a2 — 1
I1) Sin (a+/) =Sin a Cos B-\- Cosa Sin [}
1) Cos(a +/2) = Cosa Cos/?—Sin a Sin 3
IV) Sin (a—R'") —Sin a Cos 3—Cosa Sin/?
V) Cos(a—/?) = Cosa Cos/? + Sin aSin [}
finbeu bei 33erepnungen, Welche vermittelft trigonometrifger
Munitionen angeftellt werben, vielfache SInwenbung.

%oS ihnen taffen fig anbere ableiten, entweber baburg,
baff man ben SRinfeln befoubere "Berthe beilegt, ober ba=
burg, bav man bie Formeln oerbinbet, ober, inbem beibcS
?efwlel?. £)ie Weitung ber nothwenbigften Formeln mag
fier folgen:

a) 9)%an felse in ber jweiteit Formel a ftatt 3, unb fie
gelp Uber in

Sin 2a = 2SinaCosa

ober wenn man - ftatt a felat

Sina = 2Sin — Cos
Oiefe Formeln bienen, ben Sinus irgcnb eines SRinfelS
burg@ ben Sinus unb ben RofiuuS beS h<diwn SBimfetS anSz=
gubrticfen.
b) Udirb in IIl) a ftatt B gefe'dt, fo enlftel/t

1) Cos2a = Cos a2— Sin &
ober wenn man — ftatt a felst

2 A 2
Cosa = CosM-—Sin”-
2 2

gNiernag 146t fig ber RofimiS irgecnb eines SBinfelS bitrg ben
SinuS_unb ben (SofinuS beS halben SBinfelS auShriicfen. — aBill
man Cos2a blojj burg Sina wiebergeben, fo fetse man uag
I) 1— Sina! ftatt Cosa, unb es entfteht

2) Cos2a = 1—Sina2—Sinal = 1—2 Sina
Unb will mau Cos 2a lebigli burg Cosa auSbriden, fo
foreibe man Wegen I) 1—Cosa? ftatt Sin a2.  ®abur@
entfteht

3) Cos2a = Cosaz—(1—Cosa?) = 2Cosa*—1

5lus Cos 2a = 1—2 Sinal

folgt 1—Cos 2a = 2 Sinal
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uub -~ ftatt a gefelst

5lu§
folst

unb y ftott a geforiebcn

©te Formeln 4) unb 5) finben fig aug feljr einfag,
inbem man

unb
abbirt unb fubtrafyirt.
ferner folgt, ivei( nag

¢) ©ab 9lbbireu ber Formeln II) unb IV) liefert
ba$ <Subtrabiren bet Formel IV) von ber 5Vormel II)
©te (Summe ber Formeln 1) unb V) ift
bie ©ifferenj ber formet V) unb 1lI)

Dlan felse

unb co folgt
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Oiefe 20ertyse fnbftituire man, unb es entfielt

%o hiefen Formeln %éf&t fio ftatt ber (Summe ober ftatt
ber Qifferen; Ltveler <Sinuffe ober (Sofiuuffe ein @robuct fe¥sen.
(Sie finb von befonberer 2Bigtigfeit.

©ivibirt man bie Formel 5) burd) 7), fo folgt

unb hie ©ivifton von 7) in 6) liefert

SBirb 9) burg 10) bivibirt, fo entfielet

©all @robuct ber beiben Formeln 5) unb 6) giebt

ober, tveil nag a) Sina = 2 SinCosift,

12) Sin/*—Sin & = Sin (+<5) Sin (/—0)
©ie 9Jiultiplication ber Formeln 7) unb 8) liefert eben fo
13) Cos<P—Cos/? = Sin ¢~-<5) Sin (/—<))
o tcl) 9Jian bivibire bie jtveite Formel burg bie britte, baS
iefer
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ober 3afyler unb 9lenner burg Cosa Cos/5 bibibirt uitb Gberall
Tg Matt 8e ™M

©ivibtrf man bie vierte Formel burg bie fiinfte, fo ergiebt
fich eben fo

2Birb bie brite Formel bnrg bie 5rueite bivibirt, fo entfielt

unb baraiw, wenn man 3alper nnb Vcenner biircp bin« binp
bivibirt

SSermittelft biefer Formeln brrnft man bie Xangente unb
bie (Sotangente einer Summe ober einer ®ifferenj jweier SOin-
fei burg bie Tangenten unb bie (Yotaugenten ber einzelnen
Séinfel au$.

<Se¥st man iit 1) unb in 3) a ftatt 3, fo folgt

Bur befferen Ueberfigt mdgen bie bibber entwirfelten
Formeln unb einige leidet aud i%nen ab3uleitcnbe 3ufOmmelu
getragen werben:
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% mmern, toelpe fernerhin angegeben finb, bejie%een fig
auf btefe Formeln. 516

£)te Ysebuctionen, tuell e bie Formeln in §. 531 unb
8. 533 bewirten, (affen figp leipt vermitte(ft bet gemein 3),
4), 5), 6) audfigrer.
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(50 fei L 23. Sin(3R4-03 aeaeben. (St ift
©ber e fei gegeben

2Réare gegeben

3[Ngleig erhellet, baR bie auf bem gegenwértigen 2Bege
gewonnenen 9fefultate flir jebeit beliebigen adintel a gelten.
$n gleicher SRSeife ergiebt fig, baff fiir jeben SRinfel a

ift, alfo aug
§. 547.
aijp ) : .
Sina+Sin"+Sin7 = 2[SinYs(a-}/S)Cos¥(a—2)4-Sin4/CosV]
%o@ ber 25orauteteung ift 4 (a——+ = R, fOX9('gJ\
Si[]i(a=%s) = Cos Yy, uilb Sin .~ = Cos¥s(a+")

Oiefe 20ert¥se fubftituire man, unb ed entfielt
SinaySin™+ Siry = 2C0s4[C0s4(a—")+Cos (a¥%#b)]
= 4Cos¥sa COsditf Cos-¥#/ an
Rben fo ergiebt fig bie zweite Formel.
§. 548.
2lud ber (9leigung
a Sin xpb Cosx = ¢

l&fjit figp Sin x entwitfeln, wenn /1—Sinx? ftatt Cosx ge-

fegt wirb; ober Cosx, wenn man Sinx bur@ ]/I— Cosx?
erfelat. 3t erfien 3all entfielt

aSinx+b/1—Sinx2 = ¢
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imb hierauf folgt

Slehnlig im anberen $all.

$ir bie 53erepnimg mit Logarithmen ift ber gefunbene
Slubbruct imbequem, ftommt eb mi@t barauf an, gerabe Sin x
ober Cosy ju entwicfelit, fo tarnt man folgenben SBeg ein-
folagent %ian biribire bie ©leigung bitrg a ober bnrg b,
etwa bitrg a, imb eb entftebt

©ie Tangenten burglaufen alte Scrt¥%e von —<p> bib + ool
hedtjali giebt eb einen 20infel y, beffen ©angente — ift, uith
ber in ben trigonometrifgen ©afeln tarnt gefunben werben.
Sllait fete Tge ftatt —, imb eb entfielt

ober, mit Cos ¢ multiplicirt,

®itr ben 20ertfy fur Sin (¢>+x) finbet mau rermittelft ber
©afelit ben SRintel y>+x, imb bann X, wenn mau @ fubtrtirt.

§. 549.

(Sb fei ein 2dinfel x burg eine von ben fegb gimftioiien
Sin, Cos, Tg, Cotg, See, Cosec gegeben. <Sgliefen wir bie
S33intel attb, welpc 360° (berfteigen, fo bleibt ber 2Bintel x
infofern nubeftimnit, alb er in einem ober in einem anberen
©uabrauten liegen tarnt, beim jebe bcr angefiihrten gunftionen
iftin jwei ©uabranteit pofitiv =b in jwei ©uabrauten negativ.
eit Eintel 31t beftimmen finb jwei ftunttionen erforber-
lip, welge ui@t in jwei Duabranteu baffelbe 93orjeigelt ge=

meinfthaftlip fihren. ~ Bwei beftimmeube Yeunttionen finh
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Es feien j. 53. Sin unb Cos gegeben. ©inb beibe Muni*
tionen pofitit>z fo liegt her SBinlel im erften Duabranteit, finb
beibe negativ, iin britten. 3ft ber ©inuS pofitiv, ber Eofi*
mtS negativ, fo befinbet figp ber S33inlel im “weiten Duabrau*
ten; ift ber ©inuS negativ, ber EofinuS pofitiv, fo liegt ber
20iulel im vierten, .

~aufig finb fonftige Umftanbe belannt, welge “ur 53qftim==
mung eines 5BinlclS beitragen. 23o0¢igliQ ju beagten ift ber
Mall, bafts ber SERiulel x ni@t 1SO0 erreichen lann, e 3. 53,
trenn er einem Creiecf angeliort. $n biefem gall reigt jebe
Munition jur 53eftimmung beS SBinlelS ans, wclge In ben
beiben erften Duabranten verfgiebene S3orjeigen fuhrt, alfo
jebe ber Munitionen

Cos, Tg, Cotg, See.
Sin ober Cosec allein beftimmt ben 5dinfel nigt, aber burg

Sin A ober Cosec A ift ber 50inlel feftgeftellt, weil y < 90°,

fo lange x<180u.

Sinv ober Cosinv, als ftets pofitiv, lafct ben Cuabranten
unentfgieben. 5hte lann eine biefer Munitionen in 53erbinbuu
mit einer ber fegs oben angeflihrten nigt jur 53eftimmuug be
2BinlelS bienen, weil bann immer beibe Munitionen in jwei
Suuabranten haffelbe 3eigen (+) gemeinfoaftlip filhren. Sinv
ober Cosinv ift nur braugbar, wenn fonftige Umfténbe ben
Duabranten feftftelleu.
~ 5luS ben trigonometrifgen tafeln taffen fip bie Muni*
tionen Sin, Cos, Tg, Cotg eines jeben SRinlels entnehmen,
unb umgelehrt, vermittel™ ber tafeln lann jeber 5Biulel er*
halten werben, fir welgen beftimmenbe Munitionen ermit*
telt finb.

§. 550.

Hebungen unb “raltif@csS.

1) 5Rie wirb ein 5dimlel beftimmt? 56ie wirb ein 5dinlel
betragtet bei ber Erweiterung beS 53egriffS?

2) 5RaS verfielet mau unter bem Sinus unb unter bem Eo*
fimiS eines Ys%en SRinlels? deshalb ift burg ben SiituS
ober bnrg bhen EofinuS ein fp%er 58inlel beftimmt?  5Rie
finb bie 53egriffe beS ©inuS unb beS EofinuS erweitert
worben? ©inb hei ber Erweiterung in abfoluter &)infigpt
neue 3ahlemverthe fiir ©inuS unb EofinuS hervorgegangen?
3ft bei bem erweiterten 53egriff beS ©inuS unb beS EofinuS
bur@ ben Sinus ober bur@ ben EofinuS ein 5dinlel he*
ftimmt? 5Belge 53orjeigen lat ber Sinus, welge ber



§. 550. %ol ben trigonometrifgen ginittioner. 263

(Eofinu$?  Sie viele Sinlel gehdren 31t einem gegebenen
Sinus, ober ju einem gegebenen (SofinuS?

3) SaS verftehen mir unter ber Tangente, ber Rotangente,
ber Secante, her Sofecante, bem <SinuSverfuS unb bem
(SofinuSverfuS eines Sinlels? Sie mirb bie Ysangente ccn-
ftruirt, mie bie Secante, ber ©iiutsoerfus? Selge SSor==
geigen haben Tangente, Uotaugente, ©ecante, Rofecante,
iSinuSverfuS, (SofinuSverfuS?

4) Selge Sertl?e burelauft ber Sinus, ber @ofinuS, bie
Tangente, u. f. m.?

5) Senn jmei Sinlel 3ufammengenOmmen einen geftrecften
Sinlel auSmagen, mie finb bie ©inuffe ber Sinlel befgaffen,
mie bie Sofinuffe, bie Yangenten u. f. m.?

6) Senn bie Summe jmeier Sinlel einen regten Sinlel be-
tragt, bur@ melpe Munitionen beS anbereit Sinlels briicft
fig ber Sinus, ber (SofinuS, bie Tangente tt. f. m. beS einen
Sinlels aus?

7) Sie entfielt ein Sinlel, beffen Whaafj eine negative $atyl
ift? Sie laffen fig bie Munitionen negativer Sinlel burg
Munitionen pofitiver Sinlel anSbriiden?

8) Selge (Gleigungen finben 3mifgen ben a@t Munitionen
gines Sinlels Statt? Senn eine Munition eines Sinlels
gegeben ift, mie I&fjt fip jebe ber Cbrigen finben?

9) SaS ift Sin(a-/S) unb maS ift Sina+ Sin/?? SaS ift
Sin (a—/9) unb maS ift Sina—Sin/?? SaS ift Cos(a-]-9)
unb maS ift Cosa+Cos/9? SaS ift Cos (a—/9) unb maS
ift Cos a— Cos /9? SaS ift Cos a2+Sina* unb maS ift
Cosa2—Sina2? SaS ift Sin 2a, unb melge 2(uSbriide
hat man fur Cos2a? SaS ift 1 + Cosa unb maS ift
1—Cosa? Sas ift Tg(a-f9), Tg (a—=R), Colg (a"9),

Cotg(a—R), Tg2a, Cotg2a? SaSift2Sina™--Cos“l  ?

2Bad ift 2Sin ~-iNSin unt> toad ift 2 Sin ¥ JNSinA-A?
A

A A A

u. f.w.
10) Ysie loffen fig feie nad)ftet)euben Formeln Verleiten?
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Funfzehntes Kapitel.

Trigonometrische Berechnung der Dreiecke.

§. 551. Aufgabe.

Die Hypotenuse eines rechtwinkligen ©reietfs fei a, einer
ter f£%en Udintct fei @, man feil bie Aatljeten nnb ben 3n=
fyalt beS ©reietfs berechnen. )

?lufléfnng. ©ie bem SRintet « gcgenitberliegenbe Aa-
tfyete fei x, bie anbere y. ©amt ift

— = Sina
a
— — Cos a
a

fotglig 1) x = aSina

2) y = aCosa
©er 3nfya(t beS Oreietfs ift bas ljalbe *3robnct ans ben “a=
treten, bemnag glei@
a2Sina Cos a

2

©ie %ofultate unter 1) unb 2) fommett oft jur 2Imuen-
bnng. ¥saq ifynen ift jebe S?att?%tc gteip bem ~robnct ans her
Otypotenufe in ben @innS heS SRinfelS, tuelger ber Aatfyete
gegenu'berftefyt, ober in ben (SofinuS beS an ber Sfatsete tiegen-

elt fpeen SRintelS.
8.552. Aufgabe.

(Sine itatfyete eines reottvin[Jigen ©rciecfS fei a, ber an
ifyr liegenbe fp¥e SSinfet a, eS folt bie anbere JTatfyete, bie
@typotenufe nnb ber 3[fyalt berechnet toerben.

SInflofititg.  (Ss bejeigne x bie anbere Aatljete, y bie
Obtootennfe.  ©@aitn ift
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9%oll bivibire bie erfte <Bleipuug bitrg bie jlveite, baS liefert

1) 77 = Tg«
alfo 2) x = aTga
3lup ber streiten ®leigung folgt

3) Y - Cos a

©er 3lpalt be$ Oreiecfs ift bad I;albe "Brobuct aus ben
Aatf}cten, alfo gleig
alTga

2
SSére ftatt beS an ber Aatljete a liegenben fp¥ebtt SRiiv
leis « ber iljr gegentibertiegeubc SRinfel 3 gegeben, fo triirbe,
weil Tga gleip Cotg 8 unb Cosa gleigp Sin/? ift, (8. 532)

= aSeca

fein, unb ber 3nljalt gleig

a® Cotg R
2
©ie Otefultate unter 1), 2), 3) fommen oft jur 2I[]
wenbung.
§. 553.

1) SBenn in einem Greife, beffen )urgmeffer d ift, eine
beliebige Seltne a gebagt wirb, unb irgenb eilt ~eri gerie*
WinJet a ber ©eljite, fo ift

a = dSina

Oft 0% 234 bie <Setyue uigt X ltr(Em ffer, fo gehort pt
or eilt fgil/ser “eriptjeriewintel, wie BGE, unb ein ttumpfer,
BCE, unb ¢d ift BGE+BCE = 2R, alfo Sin BGE = SinBCE.
=qt_beute ben d)urcspm_eﬁer BF tttth bie Seljite EF, itub es
ift BEF ein regter SRiitfel, beSlalb nog §. 551

a = dSin BF
mithin aug a == dSin BGE = d Sin BCE.
~ Oft bie Cefytte Guromeffer, fo ift jeber @rer @eri gerie*
Winfel ein regter, alfo dSina = d Sin 90° = d.lI = d._

2) Sinh ba%er Oig. 235 a, b, c, bie brei ©eiten eines

greiecfs, «, B, y bie i7nen begefylip gegeniiberfteeubeii SBilt<=
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fei, unb_beg'et_(pnet d ben durgmeffer bes ArcifeS, we(per um
bas ©reiecf liegt, fo ift
a = dSina, b = dSin/J, ¢ = dSiny.

§. 554.
(Ss feien $ig. 236 a, b, c bie brei «Seiten trgenb eines
%@éei_?tfs, a, B, y bie @nen begeplip gegeniberftepenben Soinfel.
Ift
1) aSinBB = bSina
2) aCosB + bCosa =c¢
9Jion pat
Sina Sinf} — SinB Sina
©er durgmeffer bes A'reifeS, tt>elger um bas ©reied liegt,
fei d unb es folgt
d SinaSin8 = dSin BSina
ober wegen heS vorigen Paragraphen
aSin = bSina
Leiter ift
Sina Cosl3+ Cosa Sinll = Sin(a-f/S) — Siny
alfo  dSina Cosjl+ dSin/?Cosa = dSin®
ober a Cos/?+b Cosa = ¢
©iefe Verleitungen gelten, Wie au@ bie SRintel a unb 3
befpaffen fein mdgen. 5lug vermittelft §. 551 ergeben fig
hie ®leipungen einfagp, wenn man attS becm durefenittSpuntt
ber Seiten a unb b eilte Normale auf bie Seite ¢ fallt; man
muB bann aber, je nagbem einer ber SRinfel ait c, etwa B,
ein fpiteer, ein regter ober ein ftumpfer SSinfel ift, brei ~alle
befcnberS betragten. _ _
ONtS ber erften (“sleipung_folgt bie Proportion
a.b = Sina: SinR

h. h- jwei Seiten eines ©reiecfS verhalten fip, Wie bie Si*
nuffe ber SRinfel, welge ihnen gegeiitbcrftepen.

ferner ift a:¢c = Sina:Siny
bapcr folgt a:b:c = Sina:Sinl3Siny
h. %. bie brei Seiten eines OreiecfS verhalten fip, wie bie
Sinuffe ber ihnen gegenliberftepenben SBinfel.

§. 555.
Sinb a, b, ¢ bie Seiten eines OreiecfS, a, B, y bie ihnen
belieblip gegeniiberftebenben 2Binfet, fo ift
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ober, was hoffe[]>e fagt
1) (a+b) Sin = ¢ Cos

2) (a—b)Cos-*- = c¢ Sin

%00 bem vorigen ~arogra@ verhélt fig
a:b:c == Sina : Sin/?: Sin/
©arauS folgt a4-b:c = Sin a¥sSin % Siny
— 2Sin ﬁ’§~ﬁcos— .2Sin~Cos?
2 2 2
@ier fyebt fig Sin gegen Cos¥%-, baj +y=3s = 90°

unb man l;at bie gormel 1). geruer folgt
a—b:c = Sina—Sin/?: Sin/
= 2Cost*@--Sin  -™:2Sin -*-Cos-"-
2 2 2 2

= Sin™™CosF
unb bhaS ift bie génnet 2).

©ie gormeln 1) unb 2) wollen wir bie (9auBfgen
<3bteigitngen neunen.  Sie taffen fig borgeigaft anwenben.

8. 556. Aufgabe.
igwei Seiten eines Oreietfs feien a unb b, ber von ifynen
gebilbete Eintet fei /, man foll bie britte Seite, bie anberen
50infel unb ben 3nfyalt beS ©reiecfs berechnen.
Yauflofung. %S ift gig. 237
xSiny = aSin/
xCosyd~a Cos/ = h.
Um x ju entwitfeln, muffen Siny unb Cosy elimi.nirt wen
ben. It bem (5nbe f%e man in ber “weiten G)leigung
a Cos / re@ts hintber, unb quabrire bann beibe ®leigungen.
®aburg entfielt
x2Sin y? = al Sip-T
x2Cosy? = b2—2ab Cos~+ al Cos~7

unb wenn man abbirt
(Siny24-Cosy)x? = (Sin2+Cos?)al+ h2—2abCos
ober weil Sin2+ Cos? = 1 ift
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~ ©er YatSbrmf flr x ift jur %oe@nung mit Bogaritl)men

ni@t bequem. glne beffcre (%eftalt nimmt er au, wenn man

(a4-b),—2ab ftatt a24-b? fe%t, unb rebucirt. (5% entfte7st
X®

= (apb)*—2ab— 2abCosy
= (ayb)2—2ab(1+Co9)
2) x® = (a+b)*-4abCos-"-? (11)

©ber man felse (a—b)24-2ab ftatt a2-f-b2, unb es entfielt

©er 2Binfel y Yuirb aus beit oberen ©(eigungen erhalten,
wenn man in ber jweiten a Cosy auf bie repte Ceite felt,
unb bann bie erfte burch bie anbere bivibirt. (SS entftebt

©er britte 2Siufel finbet fid), fobalb y ermittelt ift, in ber
Oifferenj 2R—y-y.

©er SluSbrud fir Tgy ift jur 53eregnung mit Soga-
ritimen nigt wotylgeeignet.  ©esljalb nog folgenbe 53eftim=
mimg ber SSinfel y unb z. R3s berfydlt fip

baYser
ober

ober ba

hieraus folgt

23ermittetft ber ©afeln finbet man jeYt

unb es ift

folglig
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©ie &jige heS Oreiecfs, wetge jit b gehort, britft fidj
aud burd; aSin y-, bet 3igpalt beS ©reieds ift hafyer

6)
©ie %ofultate unter 1), 4), 6) finb ju werten.

_f%lnbere Slufléfuug. %o ben Oaipfgen “teigun-
gen i

SQian quabrire biefe ®leidj>ungen unb abbire fie, unb eb ent=
fteljt unter Sinwenbung ber formet §. 545 1)

ein %oShrittf, welcher bequemer jur numerifgen %oe@nung
ift, als ber unter 1). ferner bioibire man bie untere G5(ei=
@ung burg bie obere, bas liefert

unb ba$ ift ber %obbriuf unter 5). Yab ber ®leigung 7)
ergiebt fig bie (SMeigung 2), wenn man Si[]42burg 1—Cos.~7
erfest, bie “eigung 3% Inbem man Cos burg Sin auShriicft,
unb bie 1) wenn man bie Mammern I6ft unb §. 545 1) an=
tnenbet. entfielt

Sefyr einfag ergiebt figp x mit &)ilfe ber "Rrojection von
einer ber gegebenen Seiten auf ber anberen. 3ft namlip v
bie “rejectiou bon a auf b, fo ift nagp 8 119 unb §. 120

x! = a*4-bl=p2bv
todljrenb v fig immer burg —a Cosy aitbbriicft, ba=
fyer atfo

8. 557.
(Es feien a, b, ¢ bie Seiten eines OreiecfS, %fei ber
SRintel, weldjer ber Seite ¢ gegenlberfteljt, unb h hie &)blje
jur Seite c; bann ift
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©ie Oteigungen 1) uub 2) finb Umformungen her @lei=
gitngen 2) unb 3) im vorigen Paragrafeit; fie ergeben fig,
wenn man c ftatt x felst nnb bte lebten ©lieber re@td ent*
ivi(felt. %o 6) im vorigen Paragraf ift

Oiefen 2dertl) feYse mau in 1) unb 2) fur ab, unb e$ ent*
fielen bie Oleigungen 3) unb 4).

§. 558. Aufgabe.

SSon einem Oreiecf feien gegeben eine ©eite unb jivei
SRSittfef, man fotl bie anberen ©eiten, ben briten 2RinM unb
beit 3ntyalt berechnen.

YauflOfnng.  ©er britte SRintel ivirb erhalten, wenn
man von 2R bie Summe ber beiben gegebenen SRiufel fitb-
trafyirt.  9QJlan bejeigne hie gegebene ©eite mit a, bie au ifyr
liegenben SRintel mit 3 unb /, beit it’r gegentberltegeitben
UBlutel mit a, bie ©eite, tue¥se [ gegendberftefyt, mit X, bie
britte ©eite mit y. ©attn verhdlt fig

beSfyalb ift
ferner
unb baraud ift
©er 3[halt briirft figp nap §. 556 6) aud burg

ober, fir x ben SOertfy gefelt, burg
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§. 550.

8. 559. 560.

SInfgabe.

©ie brei ©eiten eines ©reiecfs feien a, b, ¢, man feil
bie 2Binfel nnb bett 3[]ljalt berechnen.

5Lufld fnn g.

©er 333infet, ruelger ¢ gegeniberliegt, fei x,

nnb man ljat nag 1) in 8§ 557

r, X 1/a+b+c)(a+ b—c)
C°ST = V------ Ygmmmmmm

ober nap —= —»

Sin/\ = .|/(a-b + e)(-a+b_+c)

2 2r
©ie SGRttrjeln  finb pofitib ju
als 90°.

ab
nehmen, weil ¥%x Heiner ift

©urd? 33ertaufpnng ber 23upftaben ergeben fig bie an-

beren 2dinfel.
©er 3ntyalt beS Oreiecfs

ift

ober, Wenn matt bie oberen S83erth>e fubftitnirt, gleig
Iy(a+b¥% c)(a+b—c)(a— b¥c)(—a+ byc)
welches bereits 8. 445 gefunben wnrbe.

8. 560.
~ 3n>ei ©eiten eines Oreietfs feien a unb b,'ber SginTel,
ivelper a gegeniiberliegt, fei «, man foll bie britte ©eite, bie
anberen SBintel nnb ben 3nfyalt berechnen.

8lufléfung. ®ie britte
geniiberﬁeljenbe ABinfel mit vy,

gjeidjmet. ®ann ift
asSiny =
X ==
aSinz =
YuS ber erften GHeigung folgt
B Smy =

baber ift

©eite merbe mit x, ber b ge<
ber x gegeniberfte*enbe mit z

b Sin a
b Cos a+ a Cosy
x Sin a

b Sin a
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9D7on fete tiefen SBert%s ftatt Cosy in ter “weiten ®Ieid;mig.
©ad liefert

©ie SSurjel muft fwfitiv ober negativ genommen werten, je
nacktem Cosy pofitiv oter negativ ift. Oft a gréRer alt b,
fo iftg/ Heiner alt R, mit Cosy pofitiv, alfo aud; tic SOnr-
jel. Oft a Heiner alt b, fo fann y fowoljl fp¥% alt ftumpf
fein, ter (%ofinut alfo pofitiv oter negativ, nut tarnt gelten
fir tie SRurjcl beite Sponeidj>cut.

%ot ter triften ®leid;mig ergiebt fid;

oter
©er O[|%Alt triidt fid; aut turd;

Wetdjet gleid; ift

§. 561.
Hebungen nut qraftifet.

1) SRenit tie tptyRotcmife einet red;twinHigen Creiedt a,
einer ter fpi%sen SRiulel a ift, wie truden fid; tie Aiatle=
ten tet ©reicdt aud, mit Ivem ift ter Owp<dt gleid;?

2) Syenit eine yrafi)ete einet red:tivhilligen ©rciedt a ift,
ter taran licgente fpiee SBiidel a, wie triidt fid) tie
antere $atlete ant, wie tie £)t;potennfe, wie ter On/It?
Hut Wie triden fid; tie _ﬁSeiten ant, wenn nigt ter an
ter Aatlictc a liegente ~Bildet a, fentern ter il;r gegen®
Uberliegente &Riidel 3 gegeben ift?

3) 2Beldie ®Ieid;uugcii finten jwifeen ten trei Seiten einet
©reiedt mit ten Omiftionen ter SRinfel Statt?

4) SRenn jwei Seiten einet Oreiedt a mit b fint, ter
aikintel, weld:en fie bitten, a ift, wie triidt fid; tie tritte
Seite ant, wie ter On%a™ SReldje ®leigung fintet
auBertem Statt? ) _ o _

5) SBenn eine Seite einet ©reiedt a ift, mit tie taran lies
genten SSJinfelZ? mit y fint, wie tridt fid; ter Onbalt aut?
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6) MRill man bad Gbefelt 8. 556 4) ans ber ftigur abfeiten,
fo fdjfage man $ig. 238 mit ber ffeineren Seite b einen
Spalbtrels ]Jtlepe bie Sctync GE, nnb CH parallel mit GE.
StiShann ift CF = a+b, CG = a—b, Z FEG =R,

Z FHC = R, ZFCH = Z FGE = Y%AFDE = =4,

XU

AECH = Z-FCH-y = &sl-y = nnb  ep
verhalt fid;

ober

7) 3roei Seiten eines ©reieds feien 305,9 nnb 216, ber
Sintel, weld/cn fic bifben, fei 63°10', man foll baS ®rcied
beredeten. }

3nnadn™t beftimme man bie SOinfet X nnb y, von benen
ber erftere ber Seite 305,9 gegennberftefyen mag.  ©a$n
fyat man

Otun ift

affo

nnb ba

Rebt bat man fiir bie britte Seite z
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(S0 ift aber

©er 3nfyalt ift
unb man fyat

alfo ift her 3n¥eatt gleip 29479,9.

8) SBon einem ©reied fcieit gegeben eine Seite gleip 658,5
nnb bie barait liegenben SRinfet gleid; 120° 15' nnb 26° 10'
man feit bas ©reied berechnen.

©er britte =nfel ift 1800-146025' = 33035".
Gs bejeigne x bie Seite, welche bem ftumpfen 2dinfet
flegentiberftebt; man tjat

Gs ift

d-iir bie britte Seite y bat man

atfo
unb eR ift
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©er 3[7%alt ift

nnb ed ift

mithin her 3wpalt 149311.

9) ©ie ©eiten ciiied OreiecfS feien 65, 56, 28, matt fill bie
Sinfel berechnen.

(*g bejeigne X ben 3Binfeb, Ivelger ber ©eite 65 gegen-
iiberftefyt, bann ift

unb e% ift

gur ben Sinfel y, welcher ber ©eite 28 gegeniiberftelt,
fyat man
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Unb ed ift

©er hiittc 20infcl crgiebt ft¢ nun in  180u—x—y
= 590I'56".

10) ivei ©eiten eines Creiects feien 259,3 nnb 95,81, bet
2dinfcl, welcher ber %rdﬁeren gegennberftelst, fei 137015,
man folt bas ©reiccf berechnen.

©er SRinfcl, ive(pcr ber Heineren von beit gegebenen
©eiten gegeniiberftetjt, fei y. Bs verhalt fiel;

hafyer ift

nnb man fyat

©er brittc 2Binfcl ift 1800-137015'--y = 28013'28".
3'Ur bie britte ©eite x bat matt

baranS X ==
unb es ift

Logx = 2,2568540
hepYzalb x = 180,65
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©er <Vnfalt beS Oreiecfs ift

nnb mir fyaben

fotglip ift ber 3ipalt glcip 5874,58.

11) ©ie &gpotenufe eines req;ttuinfligen ©rcieefs fei 59,87,
einer ber fpY%en Ointet 37°18', man feil baS Oreieef
berechnen. ] _ _ _ _

©er anberc fp¥%e ©intet ift 52042', bie Ratljeten finb
36,28—. 47,62 —, ber $nl)att ift 863,93 —

12) Sine Atatfyete eines reqttt>inftigen Oreieefs fei 274,243,
ber an it;r liegenbe fpYse ©intet 43°1820", man foll baS
Oreieef beregnen. ) . _

_©er anbere fpi%e ©infel ift 46°41'40", bie anbere $a*
tljete 258,483, bie &ppotennfe 376,859.

132)_ ©ic E(?tpotenufe eines rcptwinftigen OreierfS fei 376,8,

ic eine ftattycte 324,36 man foll baS ©reieef beregnen.
©ic anbere biagete ift 191,75, ber fp¥%e ©infel, n>etper
an ber gegebenen Yeatfyete liegt, 30°35'25".

14) ©ic Statuten eines rcotwinfligen ©reiccfs feien 159,3,
378,95, man foll baS ©reieef beregnen.

©ic otypotennfe ift 411,07, ber ber Heineren 5tagcte
anliegenbe” Ys¥se ©infel 67011'58™.

15) 3roei «Seiten eines ©reiecfs feien 678 nnb 429, ber
©infel, ioelgen fie bilben, fei 53°18', man foll baS ©reieef
beregncn.

©ic brittc Seite ift 544,12, bie anbereit ©infel finb
87029'31" nnb 39°12'29".

16% (Sine_Seite eines Oreieefs fei 35,79, bic baran liegen*
en ©infel feien 31037'46", 108°10'10", man foll bie
anberen Seiten finben.

Sie finb 29,078, 52,683.

17) Oie brei Seiten eines Oreiecfs feien 360, 378, 400,
man foll bie ©intet finben.

Sie finb 5502'18", 59022'26", 65’35'16"

18) 3mei Seiten eines Oreieefs finb 568,91, *507,32, ber
©intet, tuelper ber groReren biefer Seiten gegeniiberftefyt,
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i‘ﬁb63015|12"’ man foll bie britte Seite nnb bic Eintel
inben.
die britte Seite ift 572,431, bet SBinfcl, ivelger 507,32
egeniberftet}t, 52046'51". ) _
19? iuci Seiten eines dreietfs finb 363, 489,87, bcr 5Bin-
fei, tt>clocr ber Heineren Seite gegeniiberftefyt, ift 38°12',
man feit ben SBintel finben, welgcr ber groReren gegen*
uberfielt.
(Sr ift entmeber 56°34'6" ober 123°25'54".

Sechszehntes Kapitel.

Trigonometrische Berechnung der Vierecke und Vielecke.

§. 562. Aufgabe.

Zwei zusammenstotzende Seiten eines Parallelogramms
feien a nnb b, ber Eintel, mclgen fie bilben, ift a, man foll
bie diagonalen nnb ben 3igalt beregnen.

Yauflofnng. die diagonale, iuclgc bem SBintel a
gegeiiiiberliegt, ift nagp 8.556 gleig

1a2Yeh'i—2abCosa

bic anberc diagonale ans einem ber dreieefe, in luclge fie
haS Parallelogramm jerlcgt, glcio

ra24-b2— 2ab Cos(2R— a)

= Jza2+ b2-f-2ab Cosa

die $Rpe beS Parallelogramms, Welge auf b ftetyt, ift aSina,
besfyaib fein 3ipalt

abSina.

§. 563.
die vier Seiten eines SRieretfS, iuclgcS in einem Streife
liegt, feien a, b, c, d, man foll bie Sfdinfel nnb beit 3igalt
berechnen.
%inflofnng. der SCRinfel, ivelgen bie Seiten a nnb
b cilifolief3en, fel x, bann bilben ¢ nnb < ben SBintel 2R—x.
das dnabrat ber diagonale, mclgc biefen SRinteln gegen*
nberftept, briieft fip nag 8§.556 2) ans bnrg
(a--b)2—4abCos¥ex?
nnb na@ 3) beffeloen Paragraphen bnrg
(c—d)24-4cdSin(R — ¥x)2
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£)cdjer ift

Ober man bricfe baS Dnabrat bcr diagonale na@ jenen
Formeln aus burg

unb burg
nnb €S entftebt

©beit fo finben fig bic anberen SBintel.
©er 3wpalt beS SRierecfs briieft fig ans burg

ober, wenn man bie 2Berge fir Sin — nnb Cos— fnbfli-
tuirt bnro

Sinb a, b, c, < bie Seiten eines 23ierecfS $ig. 239, a,
R, y bic SBinlel beffeloen, welge von d nnb a, a nnb b,
b nnb ¢ gebilbet werben, fo ift
1) a Sin a-J-b Sin (a+/? —2R)-f-c Sin (a%-B- -y—4R) = 0
2) aCosa+ bCos(« + /5—2R)WcCos(a-f-B+y—4R) = d
2)ian félle bie Normalen FL, GM, FN, nnb man ljat

b(ger
ferner ift
alfo

ober
folglio ift

ferner bat man
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foY%sHo
aCosa+b Cos (0 4-B—2R) -f-c Cos (a4-B4-y—4R)
= EL-f-FN+MH = d
©ie (Gleichungen gelten fir jebe$ beliebige 23icrecf, nnb

fie merben bei jebem einzelnen naggcmiefen vermittelft %or=
malen, bie man conftrirt, mie ed tyler gefoe¥een ift.

ift
Sin («+/5—2R) = —Sin («4-/5)
Cos(ad4”¥5—2R) = —Cos(a4’¥5)
nnb, meint mir ben vierten 2Binfel & bcd 23icrecfd cinfiifyren,
Sin (a+ /?+y—4R) = Sin (—J) = —Sin4§
Cos(aH-B+~—4R) = Cos(—9) — Cos<5
Oiefe Ukrtfye fnbftitnirc man oben, nnb cd cntftetyt
3) aSina— bSin(a¥%")—cSind = 0
4) aCosa—-b Cos (a4-/5) 4-c Cos ¢ = d
?n ber leYsten gorm merbcn mir unB ber (Ysleignngen bes
ienen.

§. 565. Aufgabe.
350n einem SRierecfe finb brci ©eiten nnb jmei Eintel
gegeben, man feil bie vierte ©eite, bie anberen SBinfct nnb
ben 3n%alt berechnen.

¥anflofnng. £>ie Slufgabc bietet verfgiebene gdlte bar

na@ bhcr Sage ber gegebenen Udinfel jn ben gegebenen ©eiten.

[ £)ie gegebenen 2dintel mcrben von ben gegebenen

©eiten gebilbet gig. 240.
Otag bent vorigen @aragrab?s ljat man bie GS5leignngen
bSin R—<cSin (/>+/)—xSiny = 0
bCos,5—cCos(J4~)+xCosy = a
ober

XxSiny = bSin/5— cSin¢54y)

XCosy = a—-1h Cos /54-c Cos (/54-/)
9Jlan gnabrire beibe G)teipnngen nnb abbire; ba$ liefert

X2 = a24"b*4~82—2ab Cos [ 4- 2ac Cos (/54-/)
—2bc[Cos5Cos(54-)4-Sin/5Sin(5-)]

ober
1) X2 = a?4-b24~cl— 2abCos54-2acCos(54~)— 2bcCos’
nnb ®ivifion geméhrt
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©er 3[]fyolt be$ 53iered%s ift
4 [axSiny + bcSinYy]
ober, fiir xSiny ben cheren 333crtfy gefeqt,
3) 4 [=b Sin B— acSin (B- -y) % bcSin y]

1. ©ie gegebenen SGRinfel befinben fig an ber einen
bon beit gegebenen ©eiten, tuclge mit ber unbekannten Ceite
SufammenftoRen, gig. 241.

Toran tyat bic ®letpungen

aSin a—bSin (a-1-B)—cSiny = 0
aCosa-—bCos(a +/48)+cCosy = X
%0S ber erfteu ©leidjung folgt

baljer ift

©iefen 20ertfy fubftituire man in ber jiveiteu ®Ieitf;ting, uub
es entfielet

2) x = a Cos a—b Cos(a-J-/?) =t]zc2— [a Sin a—b Sin (0+/50]?
©er 3inYaalt ift
4[abSinvJ-f-cxSiny]
ober bie Serttje aus 1) uub 2) fubftitnirt
|[abSin B-!r [aSina— b Sin (a+ $] (a Cosa—b Cos(a + By
=t}c2—[a Sina—b Sin + |
[ll. ©ie gegebenen 20inkel liegen Y%ig. 242 an ber um
bekannten Okeite.
9Jian bat bic Olcigimgen
asin a—bSin (a--y)—cSin3 =0
aCosa—bCos(a¥sy) + cCos<] =
2luS ber erfteu Glleicnng folgt

batjer ift

Oiefeit 2Bertlj fnbftituire inan iit ber jiveiten ©leidjung unb
c« entftebt

9)tan ljat ferner bie ©leidjung
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hierin fubftituire inan flr x beit SSertty, unb fie liefert

©er 3[tyalt be$ 33ieretf’s ift nap I. 3) gleig
% fax Sin a—acSin (« + ~)-+cxSin 5]
= Y[(a Sin a-j-c Sind) x—acSin (a-]<))]
ober, trenn man fiir x beit SBertty fevt
= 4[a2SinaCosa+c2Sin <5C0s<]
d=(aSina-[-c Sin <J)yh2—(aSin a— cSingd)]]
IV. ©ie befannten SOinfel liegen gig. 243 cinanber ge-
gendiber.
ift x2¥sa2—2axCosa = b2-+c2—2bcCos’
unh barauttd

1) x = aCosa=t}h? +c2—2bcCosy—a2Sina’
ferner ift
cSinz—bSin¢-%z)—aSina = 0
unb baraud felgt
(c—b Cos)Sinz—aSina = bSin/ Cosz
(c— b Cosy)2Sinz?— 2aSina(c — bCos)Sinz4*a2Sinal
= b2Siny2-b2Sin2Sinz!
(b2 + c2—2bcCo09%)Sinz2—2a Sina(c — bCos™)Sinz
= b2Sin2—a2Sina?
sinz = P+7 =317 (,j—bcs™sina

+}al(c-b Cos)2Sina2y (b2Siny?2- a,Sina*)(b2+c*-2bcCos)]

ober
__a(c-bCos) SinazLb Sinvyb24-ci-2bcCos~alSinal
Nz b24*c*—2bcCos’
©er 3nljalt ift
4[axSina+ bcSiny]
Werin flr x ber 2Bertfy ju fcleen.

8. 566. Aufgabe.
33en einem SSicrcif finb jwei Seiten gegeben itnb brei
SRintel; man feil bie beibeit anberen Seiten unb ben 3nl>alt
beregnen.
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%nflbfnng. | ©ie gegebenen (Seiten ftofsen 5itfoin=
nter, $ig. 244.  ©er vierte ©intet ift bcfannt.  %on tyat
bie Ys(eipnngen

a Sina— b Sin (a 4Y) —xSin &
bSiny —a Sin (34* 7) —y Sind
nnb atid itjnen

=0
=0

_aSina—bSin(a-{-")

X Sind
__ bSiny—aSin(/?4-y)
' Sind '
©er 3i@att ift
[aySina+bxSiny]
__abSinaSin/-alSinaSin(/?+")4-abSinaSin;'-b2Sin/Sin(a+/9)
2Sind
ober, ivciut man Sin¢5Ysz) bnrrf, —Sin(a4-d) nnb Sin(a4-p)
bnro —Sin@4-d) erfelst, gteig
azSin a Sin («4- d)-|- 2ab Sina Sin y-j- b2SinySin (/4-d)
3) 2sinod '

Il. ©ie gegebenen Seiten ficfyen $ig. 245 fig gegeniiber.
(Seift aSina—xSinanysg—cSind =0

cSin/—y Sin(7--d)—aSinR =0
aSina— cSind
X — Sin(a4-B)

_ ¢Siny—aSin/5 __ aSin/S—cSiny

— Sing+d) Sin(ay9)
©er igalt ift ) _
| [ay Sin a -f- cxSin 7]
al Sina Sin 3—c? Sin / Sin d
- 2Sin(a4-7J)
Oft a4-B=180°, fo finb x nnb y parallel, nnb bae
SBiererf ift nnbeftimmt.  ©ann ift
aSina = cSind
aSinf3 — cSiny
Sin(av%) = 0
nnb bie %cebriicfe fur X, y nnb beit Ontyatt erhalten bie

Ocrm g.
§. 567. Aufgabe.
53on einem 33ierect finb hie vier Seiten gegeben nnb
ein ©intet, man feit hie Ubrigen ©intet nnb beit Ontjalt
berechnen.
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Auflofttng. (% feien a, b, ¢, d bie ©eiten, ber ge-
gebene =infel a werbe gebitbet bon a nnb d. ©et 2Binfel,
welgen a nnb b bilben, fei bnrg x, ber, welgen b nnb ¢
bilben, bnrg y bejeignet.

~ ©ie beit 220intetn a nnb y gegeniiberfte"enbe ©tagottale
fei h. %o 8. 556 ift
h? = a24~d2—2adCosa
= (a-}~d)>—4adCos a?
= (a—d)2-{-4ad Sin¥% o
%o@ 8.565 |. 1) fyat man bie O(eigitng
cl = b2--al+ d2—2adCosa+2hd Cos(a-f-x)— 2abCosx

Yaup r folgt
aCosx —dCos(a-J-X) = == -----m-m-

nnb, wenn mir ber 4iiine wegen beit ¥ndbrmf re@t8 bnrg
g bejeipnen
(a—d Cos a) Cosx--d SinaSinx = q
d? Sina2— d2Sina2Cosx?
— g2—2q(a—d Cosa) Cos x + (a— d Cosa)2Cosx?
h2Cosx2—2q(a— dCosa)Cosx = d2Sina2—q!?

« = q(a—dCosa)zh/q2(a—oj|é;osa)2+(d25ina2—q2)h2

LOS

©er 9labicanb ift
d2h2Sina?-f-g2(a2—2adCosa+d2Cosa2 — a?—d2y2adCosa)

ober d2Sina2(h2—aq?)
®emnag it
p _ g@a—d Cosa)zrtd Sin a yh2—q?
COosX = h%
RO ift aber
b2—cl+ 1
= - 2b------

atfo fﬁtfq?(h—qﬁ — (b+h)2-cl][c2—(b—h)2
(beph+c) (b%-h—(ﬁéc+ b-h) (c—b+h)

[(b + c)*-bi][Iti — (b—c)*]
4b)
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uttb man tyat nunmehr
1) Cosx
_ (b2- c2%h?) (a - d Cosa) =td Sin «/[(b + c)2- h] [h2-(b-c)2
2bh?
$iir 33eftimmung bes SRinfetS y bient jebe ber ®lei*

dmngen .
(b¥sc)2—4bcCosjy! = hl
(b—-c)2+4bcSin Y%y2 = h?

5(b ber erften folgt

aus ber anberen
3)

©er Bnfyalt beS 33ierectS briicft fid> aud burg
4[adSina+ bcSiny]
= 4[adSina- -2bcSin4yCos4y]
4) = hp«dSina¥s b Y(b + c)2 -hi] [h2—(b—c)2)]
«Statt h? ift in 1) bis 4) einer ber oberen SBertfye ju fetten.

8. 568.
Oft EFHKL gig. 246 ein beliebiges Otinfetf, fo ift
1) aSina4- bSm?a—B—ZR) -f- cSm(a +/’\+z—4R)
+ dSin(a¥s-"+z4-"—CR) =
2) aCosa¥-b Cos(a¥s2— 2R)-f- cCos(atjy5+z— 4R)
+d Cos (a-j#jH-Z-H—g") = &
9)ian félle bie Normalen FM, HN, KS, FP, KQ, unb (ber*
jeuge fig junaoft, baf
ZHFP = a+"™-2R
ZHKQ = 4R—(a4V+r)
Z KLE = 6R—(a+M4+7+d)
©amt ift aber aSina- -bSin(a4-5—2R) = HN
cSin(« + " +z—4R) +d Sin (a +/S+/ + &—GR) = —HN
unb barin liegt bie erfte 6Heiguug.
ferner ift
aCos«4-bCos(ad4-/S—2R) + cCos(a-f-"4-z—4R) = ES
d Cos t—GR) = —LS
morauS bie jmeite Formel fig crgiebt.
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(Sdift Sin O+15-2R) = —Sin («+/?
Sin O+/5+/—4R) = Si[10%+z
Sin O+/"+/+~—6R) = Sin (—*) = —Sin*
Cos(a+5-2R) I = —CosO+$
Cos(a+5+~—4R) = CosO+~>,<)

Cos O+5++<5—6R) = Cos(—*) = Cos*

Oiefe SRerttje fubftitnire man oben, itnb e$ entftetjt

Sg aSin a—b Sin(a+/S) + cSinO+’\+zg—(l Sint =20

4) aOos«— bCosO-+¥s+ cCo0sO+/5+/) + dCos* = ¢

) 8. 569. Aufgabe.

53ou einem ginfed 8ig. 247 finb vier Seiten a, b, ¢, d
unb bie von itjnen gebilbeten =infel /5, y, & gegeben, man
fotl bie finfte Seite, bie Gbrigen SOinfel itnb ben 3igalt be=
rechnen.

2Inftofnng.  %o@ bem vorigen @alagra@ tat man
bie (Stcigmigen

b Sin /5—c¢ Sin¢J+)) +d Sin ¢(5++<5)-xSiny = 0

bCos/?— ¢ Cos O+7) + d Cos(s +y + <5 + xCosy = a
ober

X Siny = b Sin/9—c Sin O+) + d Sin¢5++<J)

xCosy = a—h Cos/5+c Cos O + 7)—d Cos(9 -+ <))
B)u  gnabrirc unb abbire biefe ®leigungen, bae liefert

1) x2 = a2+b2+c*+d2—2abCos5+2acCos(5+z)
— 2ad Cos(5++<)) — 2bcCos’+ 2bd Cos(+<5)—2cdCos J
©ie Oivifion gcméfyrt

( _ bSin/5—cSinO+7) + dSinO+7+))

a—b Cosb+cCos(%e+ 7) — dCOsO + 7 + @)
3)iom beute bie ©iagonale NQ unb ber 3 @a(t bece fyiinferfe
briieft fig aus, unter %civenbrng von §. 565 I. 3), bnre
4 fax Siny+bcSin 7— bd Sin (7+ <?) + cd Sin ]

ober, wenn man fur xSiny ben oberen 2Berq fe¥t, bitrg

4 [ab Sin 3— acSin (3 + 7) + ad Sin O4~"+ <) + bcSin/

—bd Sin (/ + <) 4~ cd Sin (5
_ 8. 570.

Oteigungen itnb Stefultatc, conlip beneii in §.568 unb
8.569 taffen fig fur bad Se@3cd, Siebenect u. f. f. fiir bae
ned Verleiten.

$n 3<gtenfatfen flirrt man bie 33ereqitung von neden
oft baburg aud, baff man fic in ©rciede jerlcgt, unb biefe

vermittelt ber gegebenen Stlide itnb ber nad) nnb nag ge-
fanbenen bereguet.
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) ) §. 571. Aufgabe. )
©ie Seite unb ben 3n7Zalt eines reguldren neds anju=
geben, unb ben 9tabiuS heS Greifes, um weldjeu es liegt,
wenn r ber ~albmeffer beS Streifes ift, in bem baS [led fig
befinbet. ) _
Stufléfuug. ©er jur Seite x heS reguldren neds ge=

ljorenbe SOQiittelpunftSwinfel ift —+ ©cnft man bom Mittel’
pnuft auf x eine Normale gefallt, fo felgt

2 zrg",ZF

X = 2rSirr11—
©er 3igalt eines ber ©reiede, in Welpe baS ned burd;
Fabien jerlegt Wirb, bie nag feilten Bdeit gelten, ift %r2Sin-,
hafyer ber 3lgpalt beS neds gleid;

1/an-rZSinT

©er 9tabiuS r, bes Streifes, um welgen baS ned liegt, ift

8. 572. Aufgabe.

©ie Seite nnb ben 3n¥salt eines reguldren neds ju be-
regnen, nnb ben 9tabiuS bes Streifes, In welgem es fig
befinbet, wenn r, ber JtabiuS beS Streifes ift, um Welgeit
haS ned liegt.

YanfliJfitng.  9)tan beule bom Witelpmitt itad; beit
Bnbbnnlteu einer Seite x gerabe Linien gezogen, unb falle
eine Normale bhom 9Jiittelpuuft auf biefe Seite, ©amt ift

X rt 2R
=r-= , N-
«Ifo X = 2r,Tg"

©er 3[]%salt hcS entftanbenen ©reieds ift Yer,x, mithin
ber beS neds

Ner %Ro>w3 r be$ Jlrerfed, in weldjeni bad ne<f lieft, ift
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§. 573. Aufgabe.

Oie Cgite eine« regularen netf« fei a, man fiill ben
Otabiu« be« Streife« berechnen, in ivelgem ba« netf liegt,
ben Otabiu« he« Streife«, um welgen e« liegt, unb ben $n=
f>alt be« netf.

SInfléfung. S« bejeigue x ben 9%abiu« be« erfteren
Streife«, y ben be« anbereu. 9lagp 8.571 tyat man fir x
hie ®leigung

unb barau«

9lag § 572 ift

alfo

©er 3[1%a(t bed necfs briicft figp aus burg

ober fiir y beit Sertfy gefe%st, burg

§. 574. Aufgabe.
©er Sinlalt eine« reguléren netf« fei g, man fiill ben
Otabiu« be« Streife« fiitben, in tuelpem ba« netf liegt, ben
Uiabiu« be« Streife«, um melgen c« liegt, unb bie ©eite
he« netf.
Slufléfitng.  ©er Qtabiu« be« erfteren Streife« fei X,
ber be« anberen y. (5« ift nag §. 571

he«fyalb

tOiHfT« ©fontetric. Tte Yaufl. 19
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%o0@ 8. 572 fyat man

alfo

93ejeidmet z Vie ©eite be« necf, fo ift

barau«
ober, fiir y ben 90ertts gefefct,

§. 575.
~ £le Oeiten uub bie 3|'|Ig')ulte ber reguléren nedie, welche
in einem ge%ebenen Streife, ober um i%n gebagt werben t6U'
neu, baten beftimmte Sertlje. ©e«l?alb giebt €d itigt ttoti*
wenbig in einem gegebenen Greife ein re?ulare« necf, beffen
©eite ober beffen 3nbalt eine belleb|_% eftgefelste 3abl -
©o ift j. 93. in einem %eget_)enen Greife fein reguldre« necf
benfbar, beffen ©gite grofier ift, al« bie be« regularen Gedj>«=
ed« uub jugleigp Heiner, al« bie be« regularen ftiinfed«.
Unb ba, wenn von reguldren necfeit bie Diebe ift, unter n
eine ganje $abt oerftauben werben muB, fig aber fir n
beliebige 3aWu ergeben foitnen, wenn e« au« G5leiguugen
entwickelt wirb, fo finb im %Hgemeinen folge Aufgaben Uber
reguldre nede nid>t aufjuldfen, in benen n al« unbekannt
erfoeint. _ _
©ollte aber bie 3a”™ x beftimmt werben, fo bal ba«
requlare xed in bem Greife, beffen ~albmeffer r ift, bie ©eite
a babe, fo fydtte mau uag 8. 571 fir x bie (%leigung

unb barau«

hierin mifte man ftatt x nag unb uag@ bie 3afylen
3, 4,5 (.).R fnbft'%tuiren, unb jufe™en, ob fiir eine biefer 3<®'

len Sin--i— = 7Wil’b. 3ft ba« nigt ber $all, fo giebt e«
feine Sluflofung.



8.576.577. Siebzehnte« %o-mifgte %ofg. j. trig. :c. 291

Siebehtes Kapitel.

Vermifchte Aufgaben zu trigononietrischen Berechnungen.

§. 576. Aufgabe.

Von einem Dreieck find eine Hohe gleich h und zwei
Eintet a unb 3 gegeben, man fott bie Seiten nnb ben 3n=
halt bed ©reiecfs berechnen.

$litflofung. ©er britte SBintet ift 2R—a—~{, nnb
mag bnrg y bejeipnet merben. ©ie ju h gehdrige Seite fei
X, bie anberen feien y unb z; ben Seiten X, y, z mdgen be*
jie%lig bie 3Bintel a, 13, y gegemtberftef)en. ?éé ift bann

©er igalt ift gleig

8. 577. 5luf'gabe.

SRott einem ©reietf finb Muei &tfpen a unb b unb ein
SBMnfet a gegeben, man fotl bie Seiten, bie anberen SRintet
unb ben berechnen.

YuflOfung. |- mag ber 3%inM « beiben £)dfyeit
?egen[]berliegen, ©ie Seiten, wc(ge ju a unb b gehoren,
gien x unb y, bie britte Seite fei z.  ©amt ift
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®er 3[7%alt ift

S8e"eigmet v ben 2Binfel, welcher x gegeniiberftelft, w
ben y gegeniberliegenbeit, fo ift

Sinv = — Sinw == —
z z

ober fir z ben UQertR gefegt

Il liegt o einer ©eite gegentber, jit Welger eine
ber gegebenen @O%eit, etwa a, gehdrt.  Pie COeiten,
welge thtJ a unb b gehoren, feien x unb y, bie britte z.
dann |

©ie 2Bertlfe von y unb z aus ben lebten Gleichungen
fnbftituire man in ber erften; es entfielt

RS ift ferner
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ober, wenn man fir x bem SEderth felt
ab o
y — (?—Db8)Siua lac°S"=+vH2==aZSino*]

©er 31@alt finbet fig leigt burg x ober y.
$ur 23eftimmung beS 2dintels v, welger y gegeniber'
fteht, fyat man

Sinv = —
z

ober, ba z = —%— ift,
Sina '

Sinv = 5

©ie ?luf(6fungen flr x unb y finb unbrauchbar, wenn
b=a $n biefem galt ift x =y, unb trenn man in ber
WTitte von z eine Normale errigtet, fo ergiebt fig
z _ b _ b a
2Cosa 2SinaCosa — Sin2a Sin2a

. al
Jur ben Inhalt folgt hierauf "2 bin 2a '

8. 578. Aufgabe.
(SS finb bie Roheit eines ©relecfs gleich a, b, ¢ gege-
ben, man foll bie 4Liintcl beS ©reiecfs berechnen.
Slufléfung. ©ie SRinfel, burg bereu <=geite%unfte
bie &bhen a, b, ¢ gehen, mégen bitrg X, y, z bezeichnet fein,
©ie @robufte, welge hervorgehen, wenn man jebe ©eite eines
Oreiecfs mit ber p ihr gehorenben £>6he multiplicirt, finb
gleich, benn jebes ift ber hoppelte 3i@alt beS Oreiecfs.
©araitS folgt, bap givei £6hen eines ©reiecfs figp umgefehrt
verhalten, wie bie ©eiten, ju beneit fie gehdren, alfo aug
umgefehrt, wie bie O©iniiffc ber SRinfel, welpe biefen ©el-
ten gegenuberftehen. ipierauS folgt weiter, ba% bie ~robnfte
leip finb, welpc man erhélt, wenn man jebe ipShe mit bem
imtS beS 2dinfelS mult¥slicirt, von beffcn Seiteqimft fie
auSgeht.  2Dcart h"t bemnag
1) aSinx = bSiny
2) aSinx = cSinz = cSin(xyy)
ober 3) aSinx = c¢ SinxCosy-f-cCosxSiny

25>irh biefc ®leigung mit b multiplicirt, unb ftatt b Siny
na@ ber erften Oleigung a Sinx gefelst, fo entficht

abSinx = bcSinxCosy+acSinxCosx
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ab = bcCosy + acCosx
ober 4) ab—acCosx = bcCosy

260 quabrire biefe (Bleichung, multlt[))llcwe bie ®leiguug 1)
mit ¢, quabrire fie ebenfalls, unb abbire bie quabrirten ®lei=
bbungen bas liefert

alfo

Um 31 rebuciren, abbire man 31t beiben Seiten 1. GS entfielt

ferner folgt, wenn man bie ®leidj>ung 5) bon 1 =1 fubtrafyirt

§. 579. Aufgabe.
%ol einem S)rcie<f ift eine «Seite gleip ¢ gegeben, feie
@ige barauf gteid> h unb ber 2Binfel y, welger c¢ gegen*
Uberftefyt, man fo[] bie anberen Seiten berechnen.

Stnftofung. ®ie nnbefannten Seiten feien x nnb .
Ysaap 8.557 3) itnb 4) fyat man bie Oleigungen

ober

unb .bie ¥bbition unb Subtraction biefer ®leigitngen ge-
teuren x unb y.
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. §. 580. %u fgabe. _

(Sine Seite eines Sreiecfd fei a, bie Summe ber anberen
Seiten b, ber bon biefen gebilbete SBhikel a, man foll bie
anberen Seiten berechnen unb bie ni@t Eegebenen Sinket.

SInfléfung. Sie eine ber unbekannten Seiten fei x,
bie anbere ift bann b—x, hie f?nen gegeniiberfte¥senben Sin-
ket feien y unb z. 9kap ®aull ®leigungen %at man

1) b Siny = aCos ?-~-I-

2) (2x—Db)Cos-*- = a Sin y---
2 A
%0S 1) folgt

3) Cos-L- = TS.n-
iooburg fig bie SSintet y unb z beftimmen. ?luS 3) folgt
Sin |2 . = ?IaZ—bZSin 43)

Sieg in 2) gefe%t liefert fofort
X = 4[bzt—

_ 8§ 581. Aufgabe. _ _

33on einem Sreiect finb gegeben eine Seite gleigp c, bie

@ige barauf gleip h, bie Summe ber anberen Seiten gleigp

a, man foll bie anberen Seiten unb bie Sinket bes Sreiecfs
beregnen.

Oluflbfung. Sie eine ber unbekannten Seiten fei X,
bann ift bie anbere a—x; ber Sinket, tvelger ¢ gegeniber
fteljt, fei y. S)an fyat nap 8.557 3) unb 4)

a2—c? = 2chCotg4y
c2—(a—2x)2 = 2chTg¥y
?2luS ber erften (Ysleigung folgt

aite ber jtoeiten
a—2x = /cl—2chTgdY
unb, wenn man fur Tgdy ben Sertty aus 1) felt
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§ 582. Aufgabe.

2301t einem Oreiecf finb gegeben feie Summe jtveier Seb
ten a, bei von @nen gebilbete &Binfel y unb bie (jige h,
welge jur britten Seite gehdrt, man feit bie ©eiten heS
SDreietf's beregnen. . ,

?hlflbfnn%. (Sine ber Seiten, beren Summe a | ift,
fei x, bann ift bie anbere a—x, bie britte Seite fei y. 5U%n
Yot 1tag 8.557 3)

a2—y? = 2hyCotg?
Gdaraup ift
1) y = —hCotg¥~+]za2+ h2Cotg y!?
®en 3nYsalt jtoeimal auSbrittfenb erhdlt man bie ®leigung
hy = (a—X)xSirv/
unb aud ihr

tiber fiir y ben SBertfy gefegt
2) x = xy'Y+sBNhCog ---/a,+h=Co%"

§. 583. Aufgabe.
23on einem T>reiecf feien gec};eben bie eine Seite gleig a,
ber @r gegeniiberftclienbc Eintel a, unb bie Oiffercitj ber
anberen Seiten gleigp d, man fett biefe Seiten berechnen unb
bie £8infel an ber Seite a.
Stuflofttng.  ©ie heit Seiten dyy unb x gegeniber*
fteYsenben Sointel feien y unb z. 9lag ®anfj ®leipungen ift

2) folgt
Ipierait¥s

unb je%t aitd 1)
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_ §. 584. Aufgabe. . _
33on einem ©reiect fei gegeben eine «Seite c, bie £>Gfye
barauf h, bie ©ifferenj bei anbereit ©eiten d, man foll biefe
anberen Seiten unb bie SRinfel be$ X)reie(f% berechnen.

Sluflofitng.  £)ie ffeinere ber unbefannten Seiten fei
X, bie anbere Ift bann d-f-x, ber SBintel, welger ¢ gegen*
Uberfielt, fei y. @3 ift nag 8. 557 3) nnb 4)
(dp2x)2—c2 = 2chCotg y
c2—dl = 2chTg y
B ber jtveiten Oleipnng folgt

anb her erften

nnb, wenn man fiir Cotg%y foen 2Bertfy nadj 1) felt,

_ 8. 585. Aufgabe. o

250n einem O©reiccf finb gegeben hie ©ifferenj 3tueier

©eiten gleig d, ber bon @nen gebilbete SRinfel gleig v,

nnb bie "6l;e, melge jur briten ©eite gehodrt, gteip h> man
feil bie ©eiten beb Oreiectb berechnen.

_ Yatflofnitg. Die ffeinere ber ©eiten, bereu Oifferen;
d ift, fei x, bie groBere ift bann d-j-x, bie britte fei y.
slbbann ift nag §. 557 4)

nnb baraiib

ferner ift

alfo

ober
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§. 586. Aufgabe.

5%n einem Oreiecfe finb gegeben eine ©eite gleigp b, bie
©ifferen™ bet baran liegenben SSinfel gleip a, bie Summe
ber anberen ©eiten gleigp a, man foll biefe ©eiten nnb bic
5BinTe( be$ ©reiedfé finben.

Shiflifung. ©ie eine von ben ©eiten, hereu ©umme
a ift, fei x, bie anbere ift bann a—x, ber SBinfel, ivelgeu
hiefe ©eiten feitben, fei z. 97ap (SauP (Steigungen Yat man

+, wenn X hie groBere, —, wenn X hie Heinere ber ©eiten
borftellt, bereu ©umme a ift.
1) folgt fofort

beShalb ift
bie« in 2) bivibirt liefert

8. 587. Aufgabe. .

SBon einem C©reiecf ift eine ©eite gleigp a gegeben, bie
Oifferenj ber an iljr liegenben SRintel gleip a, nnb bic
Oifferen) ber anberen ©eiten gleigp d, eS follen bie SRintel
nnb bie ‘anberen ©eiten be%s ©reicch beregnet werben.

2litflbfung. ©ie Heinere ber ©eiten, bereit Oifferenj
d ift, fei x, bie anbere ift bann dy-x, ber aRintet, tvelgen
biefe ©eiten bilben, fei z. 3iag (Sau% (Sleiguitgen ift

Ui« 2) folgt
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©aljer ift
©ie« in 1) fubftituirt liefert

§. 588. Aufgabe.

©ie (Summe aller Seiten eine« Oreietf« fei a, Yivei
SBinfel feien a unb B, man feil bie Seiten unb ben Y%nfyalt
be« ©reietf« berechnen. )

dluflofung. ©er britte URinfel, iveter fip in 2R
—« —[3 ergiebt, werbe mit y bejeignet, bie Seiten mdgen
X, Yy, z fein, ©iefen Seiten Dbejietyl¥s gegeniber nel/me man
bie SBintel a, B, y an. 5l(«bann ift

X:y:z = Sina: Sin[3: Siny
X+Yy=+2z . X = Sina4-Sin/94-SinSina

alfo, ba x4-y-f-z = »

aSina
X — Sina 4- Sin [34-Siny
ober, inbem man 8§ 545 7) unb § 547 1) antvenbet
_ asSind«
X — 2Cos4"™Cosdy
(Shqi fo ergiebt fig
_ a Sin4/9 . asin.~
2Cos4«Cos4/ 1 2 CosdaCos4N

©er 3nfyalt be« Oreietf« ift

§. 589. Aufgabe.

Sfon einem 53ieretf fimb Yivei jufammenftopenbc Seiten
a unb b gegeben, ber Soinfel a, lvelgen fie bilben, unb hie
Eintel 3 unb y, welche bie ©iagouale, bie burg bie SpYee
oon a %efyt, mit beit anberen Seiten macfyt; man foll ba«
33ierccf berechnen.

Muflofung. 260 bejeigne gig. 248 ben einen U=
betannten XBiitfel be« SMeretf« mit x, ber anbere ift bann
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4R—a——y—X, Wofir gefelst werben mag ¢p—x.
oerbélt fich

©aS orobuct biefer Oleignngen ift

unb barattg folgt

©urd; ben Eintel x %at man ben SRiitfel @—x, unb
bag 23iered tarnt bermittelft ber O©reietfe berconet werben,
in welge bie ©iagonale eg tt>eilt. ©ieg ift bie %.fl0fimg
ber @otYsenotfoen Aufgabe burd; ¥.egnnng.

Siegt bag 2Siere<f in einem Greife, fo ift @=2R, alfo
Sing =0, Colgp = -oo, unb eg entfielt Cotgx = co-co,
welgeg unbeftimmt ift. 23ergl. 8. 440.

8. 590. Aufgabe.

33on einem 23iere<f $ig. 249 finb gegeben bie ©eiten BE
gleip a unb bie Sdintet a, B, y, 6, man foll bie ©eite CD,
gleid; x, berechnen.

Yanflbfung. berfyalt fig
CE : a = Sin(a%-9) : Sin(ay”™ +vy)
DE : a = Sin/5: Sin (B-f-y Y J)
Yieraud folgt

9hm ift

nnb wenn man bie ¥@ertl)e fnbftituirt
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8. 591. Aufgabe.
550n einem 33ierecf gig. 249 finb gegeben bie <=eite CD
gleich a, unb bie SSRinfel a, B, y, 6, man feil bie Seite BE,
gleig X, berechnen.

Yauflofung.  9Dian hat ivie im vorigen Paragraph,
ba a unb x ver auf(pt finb, junagft

unb barauS

§. 592. Aufgabe.
23on einem 33ieretf $ig. 249 finb gegeben bie ©eite BC,
gleig a, nnb bie 2Binfel a, B, y, 3, man folt bie ©eite DE,
gteig x finben, nnb bie ©eite’ CD.

¥anflbfnng. vergabt fig
a:BE = Sin": Sin(a+/J+y)
BE :x = Sin¢J+y+d): Sin/?
ober, beibe Proportionen mit einanber multiplicirt,

morand folgt
Leiter ift

uub aus CE, x unb 9 beftimmt fip CD.

8. 593. Aufgabe.
S)on einem 93ierecf BCDE gig. 250 finb bie diagonale
BD gleip a unb bie an Ilegenbelt aRinfel a B, y, d
gegeben, man foll bie anbere diagonale CE, g(eip X, be*
rechnen.
Slufléfung. 2Dlan het
1) a:BC = Sin(a-%"y): Siny
2) a:BE = Sin (/?+<$): Sin &
3) x = ] BC2+-BE2—2BC-BE Cos(«+/?)
?luS ber erften ®leigung euttvicile mau BC, aus ber jtveiten
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BE, unb fuSftituire foie 2Bertl>e in bet britten, ba« liefert

8.594. Aufgabe.

Poit einem 33iere<f BCDE gig. 250 finb gegeben bie
diagonale CE gleigp a unb bie 3Sinfel a, B, y, 0, n>elge
an ber anberen diagonale BD liegen, man foll bie diagonale
BD, gleig X, berechnen.

Slitflofttng.  diefe Auf%abe unterfoeibet fi<B von ber
vorigen nur baburg, bal a unb x vertaufet fiub, be«”alb ift

§. 595. Aufgabe.

$on einem Pierecf finb bie diagonalen a unb b unb
ber &Rinfel, ioelpen fie Silben, gleip a gegeben, man foll ben
3nfyalt be« 2Sierect3 beftimmen.

Sluflpfuitg. duréo hie (IScfen be« SSierecfd benfe man
Linien parallel mit ben ia?ona en, diefe Linien Silben ein
Parallelogramm, beffeit jufammenftoRenbe ©eiten gleig beit
diagonalen, alfo gleigp a unb b finb, unb bie beit SRinfel a
ober ben ©upplement«ivinfel ju a Silben, das Parallelo-
gramm ift no@ einmal fo groR, al« ba« 23iererf, unb ba
ber -3[t}alt be« Parallelogramm« ab Sina ift, fo ift ber be«
Pieretf« gleig

_ - 8 596. Aufgabe.

33011 einem Pieretf $ig. 251 finb bie ©eiten a, b, ¢, d,
gegeben, unb ber 2diutel a, tt>elgen bie diagonalen bilben,
man foll ben 3ipalt be« 33ierecf« beftimmen.

Slufléfung. ian be’eigne bie ©tihfe, in ive(ge bie
diagonalen fig tfyeilen, mit X, y, z, v. @« ift

SSon ber ©@umme ber <¥5(eipungeu 2) unb 4) fubtrapire
man bie ©umme ber (Yleipuugen 1) unb 3); ba« liefert



§.597.598. Sermifpte Aufgaben ju trigomom. <8eregttuttgen. 303

baper ift

Senn man biefe ®leipnug mit ——multiplicirt, fo entftefyt

liifd bie Summe_ von bem 3itpalten her vier Oreiecte, in
welpe bie Oiagoitaleit ba§ S3iere<f Aerleg%en. ©ie Summe
jener 3npalte magt ben 3ipalt hed PieretfS aus, uiib bafyer
Ift berfelbe gteig
] (b2-j-d2— a2—c2)Tga
©ie Aufgabe ift unbeftimmt, wenn a = R.

~ . 8.597. Aufgabe.
Bs finb gig. 252 gegeben a, b, a, B, y, man foll x
beftimmen. _
Yauflbfung. verhalt fig
a:GD = Sina: SinC
GD : b%:-x == SinF : Sin (/?+/)
b: GE = Sin/: SinF
GE :a+x = SinC: Sin (a+")
©aS @robuct biefer Proportionen ift
ab : (a+x)(b-f-x) = SinaSin/: Sin(a-J)Sin(?+/)
niib baraud folgt

'8 598. Aufgabe. .

©eu _eines JoreiSabfonitteS ju  beftimmen, wenn
ber Otabiud r uiib ber 9JiitteipuuttSWinfel a ift. .

Yauflbfung. ©er ~m’att wirb, im galt a Reiner als
2R ift, gefuitben, wenn man von bem %oeiSau8fonift haS
Oreiect fubtrapirt; ift a gleip 2R, fo ift ber SheiSabfgnitt
?Ien% bem 5lreiSaitSfonitte, ift a groBer als 2R, fo ergieht
I ber %'malt, weint man juni YeeiSauSfonitt baS Oreierf
abbirt.  ©er 3ipalt beS SlreiSabfonittS briicft figp bemuag
jebeSmal aus burg
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toelpeS einerlei ift mit
Ya(T1- Y/8-SiNK)

§. 599. Aufgabe.

©er OtabiuS beS Streifen, in melgem ein Oreiecf liegt,
fei a, ber OtabiuS beS AreifeS, um ben baS ©reiecf liegt,
fei b, man foll bie Zentrale biefer Greife beregnen.

Slufléfung. SS fei $ig. 253 MN bie Zentrale. ©er
erhabene Sintel CME ift als 9)iittelounf'tSibinfel baS ©op*
pelte bon bem @er¥riett>intel y.  SBirb MQ normal auf
CE gebagt, fo ift ba%ser ZVMC =", beSt%alb AQCM =y -R,
unb ber SBinfel NCM ift gleig

=an Ysat jelst

folglio

SRirb x2 aus hem Oreietf NEM auSgebriidt, fo finbet fig
eben fo

9)?an fubtratjire biefe ®leigpmtg bon ber horigen, baS liefert
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beider

§. 600. Aufgabe.

SSon einem Oreieef ift gegeben bie ©nmme zweier ©gi=
ten gleich a, bie britte ©eite b unb baS SBerdltnip ber Sin==
fei an ber britten ©eite gleip 2:3, man foll bie SBinfel beS
©reiecfs berechnen unb bie ©eiten, bereit ©urnnte a ift.

Slufléfung. ©ie SRinfel an ber britten Cgite feien
3x unb 2x, bie @nen bezieh[]o gegentberffehenben ©eiten
a—Yy unb y; ber britte SRinfel z brieft fid; aus burdj 2R—>5x,
alfo ift %z = R—|x, unb beS%alb Y%at man, inbem man bie
@auvsfgen ©leidjmngen anfelst

%S 1) folgt

ober

SluS ber zweiten Oleigung entfpringt
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hiervon fubtrcgite man hie Oleidjmng 3) itnb e$ entfielt

atfo
ober ben SS3erth) von Cosx fubftituirt
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Achtzehntes Kapitel.

Theilungen durch Construction.

§ 601. Lehrsatz.
Sind Fig. 254 die Linien BB' und GC' parallel, fo finb bie

beiben ©reiecfe ABC' unb AB'C einanber gleig.

23eineiS. @ie T>reiecte BB'C unb BB'C' paben, wenn
man BB' als (Y%rnnbliuie nimmt, biefelbe ©runblinie unb
gleige £)ofye, finb baper einanber gleigp. ©aS ®reietf ABC'
erfeeint jufammengefe’st aus ben ©reiecfen ABB' unb BB'C,
unb baS ©reieif AB'C aus ben Oreierfen ABB' unb BB'C;
baraitS erfi%)t fiep, bap baS ©reiecf ABC' gleicp ift bem

Oreieef AB'C.
§. 602. Seprfap.
@inb $ig. 255 bie brei 8imien AA', BB, CC' parallel,
fo finb bie beiben ©reieefe ABC' unb A'B'C einanber gleiep.
53eineiS. @S finb bie Oreiecfe CC'A itnb CC'A" eir==
anber gleicp, eben fo bie ©reiecfe CC'B unb CC'B'"; baper ift
CCA—ACCB = ACCA'—ACCB'
b. p. AABC' = AABC
2lucp finb bie Oreietfe AB'C unb A'BC' gleicp.
§. 603. 8eprfals.
@inb $ig. 256 ober 8%s. 257 bie beiben Linien BB' unb
CC' parallel mit ber Sinie DA, fo finb bie ®reiecfe ABC
unb AB'C' einanber gleig.
23eineis. ﬁiS fino $ig. 256 bhie SMreie<fc ADC unb
QDC‘ _]gtinanber gleicp, aitcp hie ©reictfe ADB unb ADB;
aper i
P AADC-AADB = AADC'-AADB'
b. p. AABC = AAB'C'
23ei $ig. 257 finb bie Oreiecfe ADC unb ADC', unb
ADB unb ADB' einanber gleicp, bespalb
AADCY%AADB = AADC'AADB!
b. p. AABC = AABC
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Unb fallt $ig. 258 bie.Sinie BB' mit bet Sinie DA ju-
famnten, fo ift baS ©reiecf ADC gleich bem ©reiecf ADC'.

§. 604, Se”rfa%.
<Sinb $ig. 259 ober $ig. 260 bie Simen AB' unb DB
parallel, aug@ bie Sinien AC' unb DC, fo finb bie leiben
©reiecfe ABC unb DB'C' einanber gleig.
~23eineiS.  33i ftig. 259 fyaben biefe Oreiecfe baS
©reiecf BDC gemeinfoattlip, ivafyrenb baS Oreiecf DCA
%Ieup bem Orelecf DCC' unb baS ©reiecf DBA gleigp bem
reiecf DBB' ift.
Unb lei $ig. 260 ift:
ABC = ADBC'—BDA—ACC
unb DB'C' = ADBC'—BDB'—ACD
iodfyrenb BDA gleip BDB', unb AC'C gleip ACD ift.
$allt ftig. 261 bie Sinie AB' mit DB_jufammen, fo folgt
na@ 8. 601 bie ®leig¥eeit ber Oreiecfe ABC unb DBC.

§. 605. 2lufgabe.

RS ift $i%. 254 baS Oreiect ABC' gegeben unb ber
Aennft C, man fill von C aus eine Sinie CB' I%leljen, fo bal
haS ©reiecf AB'C gleig merbe bem Oreiecf ABC..

2lufléfung.  9dian jiefye CC', bamit parallel BB
AB'C ift bas verlangte ©reiecf nag §. 601.

i §. 606. 2lufgabe.

0S ift $i(};. 255 haS Oreiecf ABC' gegeben unb ber
@Bnuft C', man foll von C aus bie Sinien CA" unb CB' jieljen,
fo baB bas Oreiecf A'B'C gleigp bem ©reiecf ABC' merbe.

Anfléfung.  lan jiefye CC', bamit parallel BB' unb
AA'. AB'C ift bas verlangte ©reiecf ivegen 8.602.

) §. 607. Aufgabe.

0S ift $ig. 256 bas Oreiecf ABC gegeben unb bie Sinie
DC', man foll bie Siuien AB' unb AC' conftritiren, fo baR
baS ©reiecf AB'C' gleigp fei bem O©reiecf ABC.

2luflofung. SRan gie"e AD, bamit parallel BB' unb
CC. AB'C' ift haS verlangte ©reiecf nag 8. 603.

8. 608. 2Infgabe.

0S ift $ig. 259 ober gig. 260 haS C©reiecf ABC itnb
ber 5Bunft D gegeben, man foll von D aus bie Sinien DB
unb DC' Mieleu, fo baR baS ©reiecf DB'C' gleig werbe bem
Oreiecf ABC.

A itfldfunP. SDtan jielje DB, bamit parallel AB', bann
DC, unb parallel bamit AC'. ©aS O©reiecf DB'C' ift baS
verlangte ivegen §. 604.
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§. 609.

SBirb %ig. 256 baR ©reiccf AB'C' conftruirt gleich bem
Oreiecf ABC, ober $tg. 259 ober 260 bal ©reiecf DB'C'
gleich bem ©reiecf ABC, fo wollen wir im erfteren ftall fa=
gen, bal ©reiecf ABC werbe von ber Sinie DC auf bie Oinie
DC', im anberen, bal Oreiecf werbe von bem Punft A auf
ben Punft D Ubertragen.

©ie Sa%e unb (Sonftructionen in ben Para%raphen 601
bi® 608 begriinben bie %owanblitngen, welche bei ber %uf-
[6fung ber folgenben Aufgaben vorfommen.

§ 610. Aufgabe.

Sin Oreiecf bitrg Linien, bie von einer (Scfe be Oreiecfl
auBgehen, in n Speile ju t%eiten, wetge fip wie gegebene
3afylen verhalten. )

~ Auflofung.  2D%n theile bie ber (Scfe r?egenuberftehenbe
Seite bel Oreiecfd in n Yetyite, welpe ball gegebene Per-
héltnifi haben, u[lb jiel)e von ber (Scfe nag jebem Srheilpitnft
gine gerabe Sinie.

©al Oreiecf wirb baburg in n Oreiecfe jerlegt, welge
gleiche £>6he halBeu, fiep alfo verhalten wie ihre ©runblinien,
unb biefe flehen in bem gegebenen %ohaltnif.

8. 611. Aufgabe.

(Sin ©retetf ABC bur@ dinien, welche von einem in
einer Seite AC gegebenen Punft D auBgehen, in n Oheile
theilen, bie ein gegebeneB SSerhdltnil hflben.

2lufléfung.  20lan theile ftig. 262 juerft bie Seite
AC, in welger ber punft D fig befinbet, in n Sheile =P
bem gegebenen %ohaltnifj.

) $iehe man von D nach ber gegeniiberfteheiiben (Scfe
bie Sinie DB, unb von ben Sheilpimften M, P, Q, s parallel
mit DB bie Sinien MM, PP', QQ)', eee,

3) bie Linien DM', DP', DQ":, unb bie Xljeilung ift
gefoehen.

©ernt werben bie 8inien BM, BP, BQ --- gebagt, fo
entfielen bie ©reiecfe ABM, MBP, PBQ u. f. w., welge bal
gegebene %ohaltuip h”ben, unb bie erhaltenen Shce finb
biefen ©reichen gleich. (SR ift nédmlich DQ'C gleich BQC
nach § 601/ DQP' Mqleich BPQ nag §8.602 u.f w. (Subli
ift DP'BM' gleip BMP, weil DBP' gleich DBP ift unb DBM'
gleich DBM.

8. 612.
Soll baf ©reiecf ABC von D auB in n gleiche Speile
geteilt werben, fo theile man AC in n gleiche Sheile, jiepe
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von hen dufjerften ©peilpunften M unb bie Sinien MM’
unb QQ' parallel mit DB, trage CQ' fo oft auf CB, als es
angept, AM' fo oft auf AB, als es angept, unb jiepe von
D nag ben ©peilpunften in CB unb in CA gerabe Sinien.

©ernt ift CQD gleich -~ ABC, fo ift, wenn man QP'

gleip CQ' gemagt pat, ait¢ QPD gleip — ABC, unb
baS 23ierecf DP'BM' mufR ebenfalls ABC fein, fobalb je«

ber ber Ubrigen ©peile ABC ift.

§. 613.

Siegt ber *Bunft D in einem ber ©peilpuntte M, P, Q,
fo iftJ))B ©peilungSlinie, unb alle ©peile werben Creiecfe.

Soll man baper in ber Seite AC einen “umtt &uge«
ben, von Welgem aus baS ©reiect ABC in n Oreietfe gerle?t
werben tarnt, bie ein gegebenes SRerpéltnifj paben, fo tpeile
mau bie Seite AC in n ©Opeile nag bem ge(};ebenen Serplt«
nif?, unb jeher ©peilpuntt ift ein folger "Buntt.

8§ 614. Aufgabe.

<5in Oreictf ABC in n ©peile ju tpeilen, Welge ein ge«
gebeneS SRerpaltuiB paben, burg Siuien, welge von einem
innerpalb heS ©reiecfs gegebenen ~3unft D auSgepcit.

Oluflofung. 9Jtan tpeile giterft eine ber Seiten, etwa
AC ftig. 263 in n ©peile nag bem gegebenen 93erpaltnil;

2) giepe man bur@ D unb bie ber getpeilten Seite ge«
geniiberliegenbe <Scfe B, bie Sinie BE, von ben ©peilpunften
M, P unb R, parallel mit AB, bie Sinien MM', PP' unb RR',
von beit ©peilpunften Q unb S bagegen, parallel mit CB,
bie Sinien QQ' unb SS'; o

3) giepe man bie Sinie DA, parallel bamit bic Sittien
M'M", P'P" uitb R'R", ferner CD unb bamit parallel bie
Sinien Q'Q", S'S™;

4) giepe man DM", DP", DR", DQ", DS".

®itr biefe Siviett unb burg DB ift baS ©reietf in ber
verlangten SOeife getpeilt.

Serben bie Sinieit BM, BP, BR, BQ, BS gebaot, fo
entftepen bie ©reietfe ABM, MBP, PBR u. f. W., welge bas
gegebene SBerpaltiiifj paben, unb eS IRt fip nagweifert, baf;
bie erpaltenen ©peile biefen Creierfen gleig finb.



8. 615. Rettungen bur@ Sonpructiom. 313

@S ift ndmlich BDM" gleip ABM. X)emm, wenn man
nog AM' benft, fo ift ABM gleip ABM'; ABM' unb BDM"
R/?RﬁnD aber BM'M" gemeinfeaftlio, unb M'M"A ift gleich

ferner ift M"DP"A gleipMBP. Um hieS [gu heweifen,
geigt man, bal ABDP" gleich ABP ift, bann muf§ M"DP"A
gleich MBP fein, weil BDM" gleichift ABM. @S ift aber,
frenn man AP' bentt, ABP gleip ABP', unbABDP" unb
ABP' hoben ABD gemeinfaftlip, wéhrenb ADP" gteig
ADP' ift.

Um gu geigen, bal P"DR" gteigp PBR ift, beweift man,
hal ABDR" gleich ift ABR; weil ndmlich ABDP" gleich ABP
ifi, fo mul bann P"DR" gleip PBR fein. 2Birtb AR' ge*
bagt, fo ift ABR gleich ABR'; ABDR" unb ABR' haben aber
ABD gemeinfoAftllg, unb ADR" ift gteip ADR' u. f. w.

§. 615.

©oll bas ©reiecf ABC gig. 264 bon D aus in n gleiche
Xheite Seqeitt werben, fo treibe man eine Oeite, etwa AC
in n gleige S%(peile, giehe bitrg D bie Sinie BE, bon ben
duBerften SrheilYsunften M unb S bie Linien MM' parallel mit
AB, unb SS' parallel mit CB, ferner M'M" parallel mit DA,
itith S'S" parallel mit DC, trage baS ©tiicf BS" fo oft es
angept auf BC, unb BM" auf BA, unb jiepe enbli¢p nach
ben Yshet%ttnften tu AB unb BC von D aus gerabe Sinien.
3ebeS hon ben erhaltenen ©reiecfen BDS", S"DT, BDM",

M"DP U. f. W. ift — ABC.

Um bie 5LhettungSlinien SIt befommen, welche bon D nach
ber ©eite AC begehen, bcrldngere man eine ber anbe=
reu ©eiten, etwa BA, unb trage bon bem lebten Yspeilpunft P
aus haS Otuet BM" zweimal auf, tvoburgp man bie flinfte
Q unb R erhalten mag. ©ic “reiecfe PDQ unb QDR finb
richtige ~hetle. Wnt ftc in baS ©reiecf ABC jn bringen, Uber*
trage mau bie ®reiecfe ADQ unb QDR bon ber Sinie AR auf
hie ©eite AC. ©ieS gefgieht, inbem man QQ' unb RR'
parallel mit AD, unb DQ" unb DR' gieht. PDQA fowohl,

als QDR' ift bann ~ ABC. SSenn mau baller baS Ctiicf

QR' von R' ans nach C hut auftragt, fo oft es angeht, fo
erhdlt man bie Ubrigen funfte in ber ©eite AC, na% hcneit
hon D aus “hetlungSlinien jn giehen finb.
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§. 616. 2lttfgabe.
ift ein ©reied ABC gegeben unb auperpalb beffelben
ein onntt D, man feil baS ©reied in n Opeile tpeilen, bie
ein %egebenes Verpéltni® paben, burd> Linien, roelge ton bem
onnft D auSgepen.

Slufléfung.  W?ait tpeite iuterft baS ©reied ton einer
(Sde aus in n proportionale ©peile, ABM, MBP u. f. io. gig. 265.
©ann conftruire man na@ §. 501 burd) ben %)untt D eine
Sirtie M'M", ioelge ton ber Vlintelebene beS SKinfelS bei A
gin Oreied AM'M" abfeneibet, gleip bent ©reied ABM,
ferner burg D eine dinie P'P", bie ton berfelben Sdinfelebene
ein Oreied abfgneibet, ioelgeS gleig ift bem ©reied ABP
u. f. f. fangen bie ©peilungSlinien an bie Verldngerung ton
AC jit treffen, fo feueibe man ton ber SBintelebene heS
SdintelS bei B termittelft einer burg D gepenben 8inie R'R"
ein ©reied R'BR" ab, baS gleigp bem ©reied RBC ift u. f. io.

, _ §. 617. Slitfgabe. _ _
(Sin ©reied ABC $ig. 266 burg Sinien, ioelge mit ber
ginen Seite BC parallel finb, in n ©peile jtt tpeilen, bie ein
gegebenes Verpaltnil® paben.

Slufléfung. Stellt man fig tor, baS ©reied ABC
fei ton einem ber (Snbpuntte ber Sinie BC, etioa ton B aus,
in n proportionale ©peile ABM, MBQ e getpeilt, fo iolrbe
man nur notpig paben, in ben ©reiedeit ABM, ABQ, ABP---
Ibie Seiten BM, BQ, BP nag 8§ 497 mit BC parallel 5t
egen.

! SDlan tpeile baper eine ber anbereu Seiten, etioa AC in

n Opeile nag hem gegebenen VerpaltniB, beforeibe tber AC
einen SpalbfreiS, errigte in bem ©peilpunft M bie Normale
MM, mage AM" gleid; AM' unb jiepe M"M™ parallel mit
BC, fo ift M"M" eine ©peilungSliitie; ferner errigte man
in bem “weiten ©peilpuidt O bie Normale QQ', maepe AQ"
gleip AQ" 1tnb jiepe Q"Q™ parallel mit BC, fo ift Q"Q™
bie jtoeite ©peilungSlinie u. f. Io.

§ 618. Aufgabe.
(Sin ©reied ABC gig. 267 burg Oinieit, loelge mit ei-
ner gegebenen 9inie DE parallel finb, in n ©peile ju tpeilen,
bie ein gegebenes Verpaltnif paben.

Uuflofitng. SOare baS ©reied ABC ton B aus in
n ©peile ABM, MBP, e getpeilt nad; bem gegebenen Ver-
paltiii, fo tourbe man nur nétpig paben, in ben ©reiedeit
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ABM, ABP, CBS, CBQ--bie ©eiten BM, BP, BS, BQ
nag 8. 497 parallel mit DE ju legen.

Wian tyeile baper AC nag@ hem gegebenen 33erhaltnif
in n STfyeile, gielie BF parallel DE, beforeibe Uber AF einen
)albfreis, erripte in bem Seeilpuntt M bie Normale MM',
mage AM" gleidj AM' nnb pe¥e M"M™ parallel mit BF,
fo ift M"M™ eine 2@eilungSliniej eben fo verfdhrt man bei
jebem ber (brigen 5l ljeilpuntte in AF.  ©amt beforeibe man
aug dber FC einen &>albfreis, errigte in bem Ypeilpnntt S
bie Normale SS', mage CS" gleip CS' nnb jielie S"S™
parallel mit BF n. f. f.

§. 619.

©ie 5lpeilnng eines Sbierecfs ober 23ieletfS gefoiept fyauPC
faglig, inbem man es in ein Oreietf vermanbelt, baffelbe
von einer (Sefe aus tYeeitt, mtb bann bie erhaltenen SI¥%gite,
ivelpe ©reiede finb, burg Uebertragen in baS 53iered ober
53ieled nnb in bie vorgeforiebene Vage bringt, menn fie nigt
foon ganj nnb beit gegebenen 53ebingitngen gemaR in bem
33ierect ober 33ieled fig befinben feilten.

§. 620. Aufgabe.
(Sin 23iereef ABCD in n 2qeile 31t ttjeilen, melge ein
gegebenes %ohdltnijs 7aben, bttrcl; Vinien, bie von einer Grefe,
etiva B, ausgehen.

Slufléfung.  Wian  verivaiiblc $ig. 268 juerft baS
SBieretf in ein ©reietf, beffen eine (Etfe B ift. $it bem (Snbe
gietye man BD, parallel mit BD bie Vinie CE, nnb wenn
man nod; BE beult, fo ift ABE baS bent 33icrccf gleige
Oreietf;

2) tfyeile man bie ber Cftfe B gcgeniberlicgenbc ©eite AE
beS ©reieefs na@ bent gegebenen %opdltnifi in n Speile;

3) jic*e man na@ beit iit AD liegenben Zcpeilgunften
M, P von B aus Vinien, nnb bie ©reietfe ABM, MBP finb
verlangte XQeile beS 33ierecfd.

4) Boge man von B na@ beit dbrigen 2geilpunften Q,
S ?erabe inien, fo mirben bie Oreiette PBQ, QBS jmar
verlangte “peile fein, aber ni@t gauj innerhalb bes iRieretfs
fig befinben. 2Son bent ©reietf PBQ liegt haS ©reietf PBD
innerhalb beS SHeretfS; um DBQ hitm¥sbringen, ubertrage
man ¢S von AE auf BC, ivelgeS gefgieht, inbem man
QQ Barallel DB jiept, nnb bann BQ', hierauf (bertrage
man baS folgenbe ©reietf QBS von AE auf BC, melgeS
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audgefuprt tvirb, inbem man SS' parallel DB unb bann BS'
jiept u. f. io.
daffelbe gilt fur $ig. 269.

8. 621. Stufgabe.
(Sin 33iere<f ABCD in n Xpcile ju tpeilen, beren 23er-
paltnitj beftimmt ift, fo, bap alle ¥silungptinien von einem
in einer Seite gegebenen @unft E aubgepen.

OluflBfung. iian vertvanble juerft baR 23iere<f in
ein ©reiect, bergeftalt, baf, bie Seite bed 23ierecfd, in ivel=
cper ber *Bunft E gegeben ift, in eine Seite bed Oreiecfd
fallt, ober felbft Seite bed Oreiecfd tvirb. Um bied auSju*
fiipren, jiepe man $ig« 270 BD unb bamit parallel CF; ABF
ift bann bas Oreiect. _ o

2) tpeile man bie Seite AF bed Oreiecfs, in ivelcper ber
ountt E liegt, nacp bem gegebenen S3erpaltng in n £peile.

3) giepe man von E nacp ber qbegenijberftepeuben (Scfe
be$ Oreleefs bie Sinie EB, unb mit biefer parallel aus je*
hem £peilpunft eine Viitie, tvoburep man bie Sinien MM', PP',
QQ', WV, SS' erpalt.

4) giepe man nacp ben flinften M', P', OS ivelcpe in
ben Seiten bed 23ieretfd liegen, von E aus Simen, ©ieS finb
verlangte £peilung$linien. ~ ©ernt es ift AEM' gleicp ABM
nacp 8. 601, M'BP'E gleicpo MBP, weil EBM' gleicpo EBM unb
EBP' gleicp EBP, unb P'EQ" ift gleicp PBO nacp §. 602.

_5? Serben bie Sinien EV', ES' gebaept, fo finb bie
Oreiecte O'EV', V'ES' verlangte Xpeile bcS iRiercefs, weil
fic wegen 8. 602 gleicp OBV, VBS finb. X)a fie jum 5Speit
auRerhalb beS SSierecfS liegen, fo muffen fie burep lieber:
tragen von BC auf CD in baS 23ierecf gebracht »erben.
®aS gefepiept, inbem man EC, parallel bamit V'V* unb S'S",
unb bann EV" unb ES" jiept.

8. 622. Aufgabe.
‘Sin 53ierect ABCD burep Sinien, »elcpe von einem in*
nerpalb beS 23iere<fS ge%eb_enen fRunft E auSgepen, in n Xpeile
ju tpeilen, bereu SRerpaltnip gegeben ift.

Slufléfung.  Olian ver¥auble juerft baS 23ierecf in
ein S)reiecf. $u bem (Silbe jiepe man $ig. 271 BD, parallel
bamit CF; ABF ift bann bem 2Sicrecf gleig.

2) tpeile man eine Seite AF bed OreiecfS in n tpeile
nacp bem gegebenen 2>erpaltnip, »obitrcp fiep bie Xpeilpuulte
M, P, O----ergeben mdgen;



§. 623. Teilungen burg (Sonftruction. 317

3) bringe man bie O©reietfe ABM, MBP, PBQ:-in
haS Vieretf, her Vebingung gemaB, bafR alle £peilungSlinien
hott E auSgepen. _

igiept man BE, EM, BM' parallel mit EM, unb EM,
fo ift EBAM' gleip bem 5Mpeil ABM, benn beibe paben ABM'
gemeinfeaftlig, unb BM'E ift gleip BM'M.

$iept man EP, parallel bamit BP' unb bann EP', fo
ift M'EP' gleip MBP nag §. 604.

$iept man EQ, parallel bamit BQ', unb sége man no@
EQ', fo mirbe megeu § 604 P'EQ' gleip PBQ fein. Von
PEQ" liegt P'ED im 23ierecf. Um DEQ' piiteinjubringen,
Ubertrage mau DEQ' bott AQ' nag DC, melgeS gefoiept,
inbem mau Q'Q" parallel DE jiept. Von EDQ" liegt mie*
ber nur EDC im 93ierccf, unb um no@ ECQ" pineinjubrin*
gen, 0bertrage man es bon DQ" ttap CB, mobitr¢g man
enblicf EQ™ erpélt.

enbere 1uflofuug. Diau bermanble $ig. 272 haS
23ierecf ABCD in haS oreietf ABF, tpeile baS ©reiect bon
E aus liag bem gegebenen VerpdltniB in n_Xpeile unb
bringe bie Y%peile, melge nigt foon bie gepdrige Sage er*
palten, in biefelbe.

£atte man bie £peiluttgSlinien EB, EM, EP, EQ, ES, ET,
EV erpalten, fo mifiten bie Siniett ES, ET, EV attberS ge*
legt merben. Um ES rigtig ju legen, pat man baS Oreiect
EDS bou AF nag DC gu Ubertragen, mobitrg man ES'
erpdlt. Um EV nag ber berlangten 2S5eife ju legen, jieé)e
man VV' parallel mit EB, unb EV', moburg EVB nag BC
Ubertra%en ift.  Sublig dbertrage man EBT bon BF itag
BC, unb ECT' bon BC auf CD, moburg ET" fig ergiebt.

8. 623. Aufgabe.

<Sin Vieretf ABCD burg Sinien, mclge bon einem au*
Rerpalb beffelbeu liegenben flnfte E auSgepen, in n Opeile
ju tpeilen, bie ein gegebenes Verpdltni pabett.

Muflofung. 5Dian bermanble juerft baS 23ierect in ein
©reietf unb tpeile baffeloe. ©ie erpaltenen ©peile mdgen
burg q, q, q°, g™ - bejeignct feilt. Purep bett *unft E
$ig. 273 lege matt eine Sinie, melge bott bem Sintel ADC
gin Oreiccf gleip q abfoueibet, bann eine zweite, bie bon
bemfelben ©oittfel ein ©reiccf gleip q+q' abfeueibet tt. f. f.
<Sonitte  bie jei)t folgenbe ©peilitttgSlinie bie VerlanPerung
bon DC, fo berlangere man AD unb BC bis F, unb foneibe
bott bem V3infel F eilt ©rciecf ab gleip DFC+g+qg'+q",
bann eins gleip DFC+q+qg'+q"+q™ tt. f. m.; unb fangen
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hie SgetlungSlinien an bie Verldngerung von DA #u treffen,
fo foneibe man bon bem V3inte( ABC ein X)reie<f gleigp gx

ab u. f.w.

§. 624. Siufgabe.
(Sin Viered ABCD burg Sinien, welge mit einer ©eite
AB beffelben parallel finb, in nSTpeite ju tpeilen, bereu Ver=
péttnip beftimmt ift.

Slufléfuitg.  90tait berwanble baS Viereif ABCD ftig.273
in ba? Oreietf DCG, unb tpeite heffen ©eite DG na@ hem
gegebenen Verhdltnis in n SLpeite. _

£)ann lege man in bem ©reied DCM hie ©eite CM
parallel mit AB, eben fo in bem ©reied DCP bie ©eite CP
parallel mit AB u. f. f.

Seneiben bie parallel mit AB gelegten Siitien bie Ver-
langerung von DC, fo lege mau in ben ©reieden FCP, FCQ....
hie ©eiten CP, CO parallel mit AB.

§. 625. Aufgabe.
(Sin Viered ABCD burg Sinien, welge mit einer ge*
gebenen Sinie HK parallel finb, in n Steile ju teilen, bie
ein gegebene? Verhdltnis 7saben $ig. 273.

Slufléfung.  Wr7an verfahre wie bei ber »origen Stuf*
gébe,l nur baff man bie Sinien CM, CP, CQ... parallel mit
HK' legt.

§. 626.

9lag ben Eier ausgefiiprten Teilungen Wirb man ba?
Verfahren entnehmen fonnen, welgc3 bel ber 2I>eilung bon
ginfeden unb bon Vielehen anjuwenben ift.

3m AII%emeinen wirb man ba? ned in ein ©reied ber-
wanbeln, biefe? teilen, unb bie Xl)eile, welge nicgt foon
bie gehorige Sage fyaben, burg Uebertragen in biefelbe brin-
gen, wenn bie Xpeilung bon einer (5rfe, bon einem $untt
in einer ©eite, o”er hon einem ~unft innerhalb gefoefyeu
foll; unb wenn fie bon einem @umit auBerhalb ober parallel
mit einer gegebenen Sinie audjufigren ift, wirb man bie ga=
ragrafoen 497 unb 501 benuY%em, um bie Yilnug¥linien
fig ju -berfeaffen.
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Neunzehtes Kapitel.

Theilungen durch Rechnung.

) _ §. 627. A\fgabe.
ﬁnr Oreietf DEF burg Linien, meTd% von ter (fde D
ausgehen, in n £fyeile jit tiyei(em, bie figp bemalten wie
TVt e
Sluflofung.. 3ft a bas 2ftaaf} her Seite EF, welge
ber (5tfe D gegeiiliberfteht, fo trage” man $ig. 274 auf EF
StiiJe EG, GH, HL, emee ab, gleip - -,," t,

t+r+*r+.. " 1+ v+EN D eeee> D hutlh t'ef,im:

men fig bie funfte in EF, na@ benen bon D aus /ais
lungSlinien ju gieren finb. 33ei hiefem 23erfahren Wirb ein
%eYiler, ber bei "ber 23eftimmung eines Sqeilpuntted etwa he*
gangen wirb, auf alte Gbrigen SMeilpunfte_Ubertragen. ©aS
Ju bermeiben trage man lieber bie Stutfe EG, EH, EL, sese

oot SkM t+t,+ (,,+

t+ ,+at,+— (" +»9,
t+vHar + ... (11,

Ober mau tljeile ben Inhalt f beS ©reiecfs in ber ber=
langten Soeife, unb wenn g, ¢, g", *** bie erhaltenen X¥seile
finb, fo hat mglr%é)g Oleigungen

ina =
bEHSIna = 23q4_-q')
bELSina = 2(g--q'+q") u. f. f.
aus welgen folgt

EG=b~1 EH=b~ (+p el=FYhle+ '+

, _ 8. 628. 2 ufgabe. ,

~ (Ein Oreietf DEF %|g. 275 bur@ Linien, Welge bon einem
in einer Seite EF %ege enen 5Bunft G ausgehen, in n ©he’e
ju theilen, bie fi berhalten wie € t" t" v

. Slttflbfnn%. ©Oie Seiten bes Oreieifs mbgen a, b, ¢
fein, ber unft G fei beftimmt bur@ GF gleip g; bie Summe
t+t'4-1"H---- Dbejeipne s. SRat betragte GH, GK, GL
als ©heutigSlinien, bann ift
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FH:HK = t:V
FH: KL = tt" u. f. f
unb baber

FH=—t HK=—V, KL= —t"uff
s ps ps

Ober man felse
pFH:ab = t's
PFK :ab = t=t"s
pFL :ab = t-j-I'+1"s u. f. f.
mib entwidele baraud
FH = p_st’ FK = T(tl/st') u. f. f.
Ober man tfyeite ben 3nfyatt f beS ©veiecfS, unb wenn
bie 34)ei(c q, (', 1: finb, fo fyat man
pFHSIna ==
pFKSina = 2%q+q‘)
pFLSina = 2(g+q'+-q") u. f-f-
unb barauS
FH=-A_q, FK =-A-(g+q’) u.ff
Stnax

Y
©ben fo beftimmen fidp bie £tjeilpuntte auf ED.

§. 629. Stufgdbe.
(Sin ©reietf DEF gig. 276 burg Linien, Welge von
einem innerhalb beffelben gegebenen “Bunft G ausgeben, in n
Steei(e ju treiben, bie fig verhalten wie € "t oo

Slufléfung.  ©er @uuft G fei beftimntt bitrgp bie
«Normale a' unb ba§ ©tiicf a". 5D%n beregme ben 3ipalt f
bed ©reieds, unb tfyeite ihn in n Y&ile nag bem gegebenen
%ovsaltni6. ©ie Ysile mdgen g, g, q", ++++ fein, %o¢p EF
jie7e man eine beliehige 9inie als 2geilung¥linie, etwa GE.
Bur 53eftimmung ber anberen 2@eilungSlittien GH, GK, ++ e,
welge na@ EF gehen, bat man

EHa = 2q

2
barauS EH = ~7g u. f f

Aommt _man mit ben ©_hc’\uIISP"nw". auf bie %olam
geru_ng von EF, fo muffen bie 2geilungSlinien nag FD bin
eftimmt werben, fo ba%s man junagft bad bYsau8 gefallene
©reietf GFV unb bann bie folgenben ©beile erhdlt, ©ie
na@ FD gebenben ~leititngelinien beftimmen fig eben fo
wie bie ju CF gehorenben, wenn bie Normale b' befannt
ift.  ©iefe briicft fig aué burd;, a"Sin®—a'Cos/. $ennt



8. 630-632. 3%eilungen burd> Stegnung. 321

man bie b%e h auf a unb bie “rojection p von b auf &,
fo tafjt fig ftatt Sin/ felsen unb -- ftatt Cos/, Woburg

entfielt
h, _a"h—a'p

b
©ie gljeilpunfte auf ED finbet man Wie bie auf DF.

§. 630.
©oll ein ©reied geteilt werben burg Linien, bie von
ginem ~uuft aubgeljen, welcher aufeerfyalb beb ©reiecfb gege-
ben ift, fo berechne man ben 3[balt beb ©reietfb, t">eite i%n
unb bringe 8§ 501 in %owenbung, bemalte aber ¢ in bem
%obbrmf flir x bei unb beredjne benfelben numerifo.

8. 631. nfgabe.

Sin ©reiecf DEF $ig. 277 hitrcp 8inien, ¥%>elge mit einer
©eite EF parallel fiub, in n Ysile pt tfyeilen, bie fig feer-
galten wie € V. 1" vers

5Inflofung. Sine her anberen ©eiten, etwa DF, fei
a, bie ©untrne t+t'Yst"J----- bejeipne s. ©inb GG', HH,

LL’, .... XljeilungSlinien, fo tyat man
DG2:a* = t:s
DH2 al = t-j-V: s

DL2 &l = t=t'+ " :s n. f. f.
Oelshalb ift

u. f. f. ©ber man beregne ben 3n%alt beb Oreiectb, tfyeile
iljn, unb wenn q, g, q", *'*e* bie Ysile finb, fo %at man

unb baraub

8. 632. Aufgabe.
Sin ©reiecf DEF gig. 278 bnrg Linien, welge mit ei-
ner gegebenen £inie parallel finb, in n X%eile ju tfyeilen, bie
fivs wie T t" 1" +ov perbalten.
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~ YauftOfumg. ian jiepe DQ parallel mit ber gegebenen
Sinie unb beftimme QF glei%s m. ©ie Seite EF fei a, hie
Summe I=I"'+t"4---- fei s. Sinb GG, HH', LL" 2¢ei*
lungblinien, fo verhélt fi%

FGG'DEF = I:s

FHH" DEF = t+1"s u. f. f.

DEF:DQF =am

be”olb DEF = DQF
unb bied fubftituirt
FGG" WDQF =ts

W?an bat aber

FHH":~DQF = t+I':s u. f f.
ober mit — multiplicirt
FGG,: DQF = m—t: S

FHH'DQF = —(t+1):s u. f.f,

91un finb bie ©reierfe FGG', FHH' u. f. f. aljnlip beut Oreietf
DQF, alfo folgt

unb barauf o
FG = pt, FH = M@+I1") u f f

T?an bann au@ ben 3igalt f be$ Oreietfs tfyeilen, unb
pat bann, meint bie Xpeile g, ¢, g", +++ finb, bie Gleipungen

alfo
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o §. 633. Aufgabe. _
Sin Gieret! ABCD burg Stuten, ruetge von einer Scfe
tE_\?gslgehen, in n Sfyei(e tu tlteilen, bie fip bereiten ivie

~Slufléfung. SDIatt berechne bett 3nhalt f bed SRieretfS
itnb tfyeile ihn nag betn gegebenen SSerhdltniR. ©ie 5M¥%gile
mégen q, g, ", ++ ¢ fein. Um bie 2%eilungSlinien ut er-
halten, melge %ig. 279 na@ FG gehen, beftimme man bie
Normale EV gleig a, nnb hat alshann

FK-a =29 u. f f.

beMalb FK = —q tt. f. f

ober man benu%e bie Seite b nnb bett SOittfel a, nnb hat
b-FKSina = 2q u.f. f

baraud FK=, 2—q u ff.
bSina
Shenfo beftimmen fiep bie S¥eeityuntte auf HG.
8. 634.

3ft ein S3iereg pt teilen burcp Sinien, toelge hott einem
*Bunft ausgehen, ber in einer Seite gegeben ift, fo verfahre
matt Wie .bei ber horigen Aufgabe. Soll ein 23ielecf geteilt
werben burcp Sittien, welcpe hott einem 3htuft auPgepen, ber
innerhalb beffelben liegt, fo gefcpiept bie £peilung Wie in

8. 629.
§. 635. Aufgabe.

Sin 23ierecf gu t*eilen burcp Sinien, welcpe bott einem
@unft audgepen, ber auBerhalb bed 33ierecfS gegeben ift.

SInflofuiig.  Sinb feilte Seiten bhe$ 23ierectS parallel,
ober hat es jtoel parallele Seiten, ber ~unft aber eine folcpe
Sage, baB feine ber ~he”ullS"nien beibc parallele Seiten
foneibet, fo berecgne matt bett 3npalt bes 53ierccfS, tpeile
ihn, itnb bringe 8.501 in Slnwenouttg, wie ei 8.623 ge-
f¥epett ift, nur behalte matt q it bem %uSbrucf fir x, unb
berecpne benfelbett nttmertfcp. _

£at aper $ig. 280 baf 33ierc<f parallele Seiten unb ber
*Bunft H eine folcpe Sage, baB SpeilungSlittien beibe parat
leie Seiten fcpneibett, fo berecpne man bett 3npalt bed 23ier=
ecfs, tpeile |Btt, unb fcpneibe junécpft bott bem SBittfel EFG
na@ §. 501 Y%peilc ab, bis bie 3oeilitttgSliuiett bie S3erlan==
geruttg bott FG treffen. 3ft HP bie le%te 2@eilnugdliuie
tlap FG, f0 ~ePe wan HG, itnb ermittele bett 3ttpalt RPGS,
umﬂju finben, Welgen 3[Tha P “as S>ierecf SGKT erhalten
muf3, bamit es bad borgenannte 31t bem £pe|£12rgl/s, ber
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bitrg bie hinten HP unb HK afyitfgneiben tft. =an félle bie
Normale HV unb ermittle bereit Stiitfe a unb b. 3ur 23eftim*
mutig ber £peilungelinie HK bienen bann bie ©leicpmtgen

%00 bet "Weiten folgt
3) x+y:x = a¥%2b : a%b
unb bioibirt man 1) bnre 3), fo entfielt
2(a+bh)
X ~ a(a¥s2b)P
SRére q ber nagfte £fyeil, fo fyétte man

unb baraus
ober, wenn man lieber GM ermittelte, aud dpnligen (Ysleigungen

8. 636. Aufgabe.

(Sin 33ierect ju tpeilen burcfy Riiticn, melge mit einer
Seite beffelben parallel fiitb.

YauflOfung.  9)7att beregne beit 3npalt f bed 23ierecf3
unb t¥seite ipn. ©ie £peile mogen g, g, g, +* fein. Sol==
len $ig. 281 bie 5I’pei|un%1/slinien parallel mit ber Seite a
gepen, fo beftimme man bie Normale h unb bie mit a pa=
rallele 8inie b. glr bie 2@eilungplittie HH' ift atébann

unb, mentt von E eine Sinie parallel mit FG gebaut tvirb,

bied in 1) fubftituirt giebt
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©ie 2Bunel ift negativ jn ttepmen.
Um x' 31l finben, barf man nur in bem fir x gefun*

beiten %oBbrmf q+q' ftatt q fe(wn. 3ule¥st faf][] ttod> bad
©reted EFL 3t tpeilett fein.

©ie ©beilungglinie HH' tafst fid; aud; bitrd; DH, ?teidj> Z,
beftimmen. 97a¢ 8. 566 |. 3) pat man fir z bie ®Ieid;ttng

weil aber HH' parallel mit DG, fo ift
Sin(a-J~d) = Sin2R = 0

Sin/5 = Sin®
Sin (5-)-<5) = Sin[AR—(a+y)] = —Sin(ayy) (4)
Sind = Sina

Oiefe Poertpe, oben gefelst, liefern

~_ (Sollte bap ©raP_ejb DEFG gig. 282 geteilt werben bitrd?
Rinien, bie parallel fitth mit einer ber ni%t parallelen Seiten,
gttoa mit DE, fo jiepe man buvd? bie Bitten M ttnb O ber

nid}t parallelen Seiten bie Sittte MQ jie ift gleich> -Y8~)>

tpeile fie na@ beut gegebenen SRBerpaltnifi ttito conftruire bur
hie ©peilpunlte Linien parallel mit DE. ©ie bRid?tigfeit be
Perfaprend erhellet, wenn man F'G' parallel mit DE beult,
woburd) ein Parallelogramm DEF'G' pervorgept, bad g(eio
be#Jt Orapej ift, unb ba$ in ber verlangten Sdeife geteilt
erfoeint.

8. 637. Aufgabe.

CSiit Piered DEFG gig. 283 bttrd; Linien, welche mit
einer gegebenen Rinie parallel finb, in n ©peile 3t tpeilen,
bie figp wie gegebene Ballen verhalten.

Sluflbfung. SOlan beredete beit 3ipalt bed Pieredp,
unb tpeile bettfelben in bie verlangten ©peile q, g ", +* e,
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jiepe FH parallel her gegebenen Sinie, feneibe von bem
Oreiecf GFH parallel mit FH <=tii(fc ab gleio g q+(?'----,
bann von bem SSieretf HFED parallel mit FH juerft baS
«Stiicf, tvelped ben testen «Streifen be& ©reietfo ju einem
verlangten S¥seit ergdnzt, tvemt er nigt felbft ein folger
tvdre, nnb baranf bie dbrigen 2geile.

) - § 638. Aufgabe. _

(% finb gig. 283 bie ©eite a nnb bie baran liegenben
Sinfel a nnb y gegeben, man fotl bnre eine Binie KK',
ivelpe mit ber Sinie DG ben SRinfct B hilbet, ein 33ierect
DKK'E abfoneiben, beffen 3nfyalt g ift.

Slufléfung. %o 8. 566 I. 3) ift

barau3 folgt

(% ift aber

fo bafi entftebt

8. 639. Aufgabe.
(% finb ftig. 284 bie 8inie DE gleip a, baS Otiicf EF
?Iei(p b nnb bie 5Sinfel a ititb y gegeben, man fott ben 2Bin-
ei x finben, fo baf? bas 23ieretf DEFG ben 3[]fyalt q erhalte.

Slufléfung. SOian bat nach 8.566 I. 3)
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unb es ift y = 4R—a—y—x, Wofir gefelst werben mag
(—x. Subftitiiirt man bieS ftatt y in ber oberen (Meigung,
fo entftept
a’SinaSin(a+@-x)+2abSinftSinx4-b2SinxSin@=2qSin(¢-x)
a2Sina Sin(o¥s@) Cosx—a2SinaCos(a+@)Sinx+2ab Sina Sinx
4-b2Sin @Sinx == 2gSin ¢p Cosx—2q Cos@ Sinx
a’Sina Sin(ay”))Colgx- a2SinaCos(a-f-@) + 2ab Sinapb? Sing
= 2gSin@Cotgx — 2qCos@
__ a2SinaCos (a+@) — 2abSina—b2Sing—2qCos¢p
0,""><— a2SinaSin(ay@) —2gSing

8. 640. Aufgabe.

(5S finb (_gig. 284 hie Seite DE gleip a, haS Stile! EF
gleip b unb bie SRinfel a unb y gegeben, matt fall baS
Stltf DG gleigp z beftimmeu, fo baR baS 23iercet DEFG ben
3[palt q pabe.

2Inflbfitng.  %o@ §. 565 I. 3) pat man

azSin a —bz Sin (a:I- v)4-ab _S_i_n_yEq

nnb baraus folgt

_ 2g—absSin/
' — aSinu— bSin(av¥®)
§. 641.

©ie bret vorftepenben A[Sarqgr%)pe_lt finben bei ©peilungen
%Wenbung, ber erftere, wenn hie ©peilnngSlinieit parallel mit
einer gegebenen Rinie fein, bie anberen, wenn fie von @nnften
auSgepen feilen, welge in Seiten fip befinben. _

(BBS fei 3. 23. ein neef ABCDE Yig. 285 ua¢@ einem vor*
gef(prt_eb_enen 23erpaltnif 311 tpeilen burg 8inien, welge mit
er Rinie PQ parallel finb. — SDiau bercgne ben 3npalt bes
neefy unb tpeile ipn ma@ bem gegebenen 23erpdltnif. ©ie
Opelle bes “npalteS mdgen fip gleip t, V, 1", eeee ergehen.
Bn  pepe aus jeber von ben CSifen B, E, C eine 8inie paral-=
lei mit PQ, nnb beregue bie ~m"abtc ber Figuren ABF,
BGEF, GCIIE u. f. W.© 3c nagbcm ber 3npalt Volt ABF
?rbﬂer ober Heiner ift als t, muR bie erfte ©peilyngSlinie
IntS_ober regts von BF fallen. $ft ABF groRer als t, fo
foneibe man ein ©reietf AMN ab von bem Bmpalt t. $ft t
groBer als ABF nab Keiner als ABGE, fo foneibc mau ein
23iereg BM'N'F ab von bem 3itgalt I—ABF n. f. f., welgcS
nag ben vorftepenben Séapeu fig auSfitpren laRt.

9'ca$ bem, was bisper vorgetommen ift, blrfte man im
Staube fein, bie ©peiluug von 23iele<fen auSjufiipren.
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_ §. 642. Aufgabe. o _

~ ©a« Vierecf BCDE f'[l?._286 ift burg bie 8imie HK in

Stvei X"eite geteilt, man feil bie Sinie FG jiefyen, fo bafl

jebed von ben Vieretfeit EFNH unb HNGB einen aeaebenen
nfyalt befomme.

Slufléfung.  SQJan verldngere bie Sinie HK bis $u ben
durefenitten mit ben Verldngerungen ber ©giten DE unb BC.
©ie Rinie LM itnb bie Oreteefe ELH unb KCM erfgeineit als
gegeben. LM fei gleip a. 5Quan ermittle ben 3n7salt p, tuel=
@en bal ©reietf LNF, unb ben 3i@alt g, ben GNM ljabeit
muB, bamit jebem ber Vierecfe EFNH unb HNGB ber bes
ftimmte 3n7zalt werbe. SlIBbamt tyat man fir LN, gteig X,
itnb fur ben SRinfel y, tuobnrg fig GL volltommen beftimmt,
bie (Sleigitngen

9nR ifynen folgt

SDlan bioibire 3) burg 2p, 4) bitrg 2q unb fnbtroZire bann
3) von 4), baR liefert

unb fyieraitR ergiebt fig
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Slut 3) finbet man .
c®lgy = 2p““Cotga

tooritt nog fir x ter V3ertlj ju fe¥sen ift.
3ft p==q, fo ift her Yeutormf fiir x unbraugbar. 9(I$-
fcann ged>t aber 5) Uber in

nnb baraut ift

©tnb bie ©eiten BC nnb DE parallel, fo fitth 3 nnb a
einanber gleich, nnb ber erftere Yautbrncf fir x geht dber in

——(p=x/7q), ber anbere in -%-

©d?neiben bie Verlangerungen rott ED nnb BC beibe bie
eine Verlangerung bon HK, etwa $i9. 287 bie Uber K hinaus-
liegenbe, fo ermittle man tote borYer ben 3nYsalt bon LNF
gleip p, bett bon MNG gleich g, nnb et finben bie Gleichun-
gen Otatt

iau# _tbetten bie Unbetannten fidj &hnlich toie oben enttoicfeln
affeit.

3ft $ig. 288 hie ©eite ED parallel mit ber Jittie HK,
fo berldngere man ED nnb HK bis junt ®urgfenitt mit ber
Verlan erun? bon BC. WV befannt laffeit fid) betrachten bas
Otlicf MV gleich a, ber Vlinfel a, bie ©reiecfe CKM, CDV.
207an beftintme ben 3nhalt P bet Oreiecfs VFG, fo baf?
EFGB bie ©iiutme ber gegebenen 3ul)a(te bon EFNH nnb
HNGB t};um 3igalte habe, 1lllb ben 3ntyalt ql bet ©reieefo
MNG, fo bal fur HNGB ber beftimmte 3nljalt bleibt, ©te
Sinie FG beftimmt fip burg bie Otiiefe x nnb . ber-
hélt fip aber

toorant folgt
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gerner ift xySin/5 = 2q
y=-%6-=2q(Vp-q) =_2 (_
y  xSin/5 a/Si[Vs aSin/2n I
Sinb enblip gig. 289 bie betten Seiten ED ttub BC mit
HK parallel, unb bezeichnet p bett R'npalt, Welgen HNFE,
q beit, welchen BGNH befommctt (oll, fo bat man

2luS 3) folgt

nito fbftituirt matt pter bie 3Sertpe von ax unb bz aitS 1)
unb 2), fo entfielt

Woraus folgt

%0@ 1) ift no@

®nre x unb y beftimmt fip aber FG.

§. 643.
UebnngSaufgaben 311 ben Steilungen.

1) 3|'| e*tter Ogite eines Oreieds ift ein Puntt gegeben, man
fall ‘bermittelft einer Siitie, ivelpe burg biefen Punlt gelo,
ba$ S)reied in gt>ei gleige Steile teilen, ober in jmei
Steile, tuelge fid; berlgalten mie p: Q.

2) innerhalb eines S)reiedS ift ein @unft gegeben, man fall
haS ©reied bermittelft einer 8inie, tuelge burg biefen Punft
gelt, in 3i0ei glcige Steile teilen, ober in jtoei Steile,
n>el(ge fig bertalten wie p: q.

20irb burg 8. 502 aitSgefigrt. _ _

3) $n einer Ceite, ober innerhalb eines SrapejeS, ober eines
Parallelogramms, ober eines SrapesoibS ift eilt piudt %ez
geben, man fotl baffelbe in jtoet ?Ici(pe Steile teilen, Ober-
In jinei Stelle, tt>elpe fip bertalten toic p:q, bermittelft
einer 8inie, ioelge bnrg feiten Punlt ge™.
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4) (Sin ©reiccf ABC gig. 290 in_brei gleipe ©peile jn tpei-
(en, fo bafj ber eine Sl FGH ein bem Oreietf ABC
apnli(peE ©reiect unb jeher bet anberen Steile ein ©ra*
pe$ werbe.

dian I;at
AABC : AFGH = BC2:GH? = 3:1

alfo GH= BC-
Oft CD gleip %BC unb DE normal auf BC, fo ift
CE — ] BC:5"-  SERan mage CM gleip CE unb jiepe

MN parallel mit CA. SRirb bon irgenb einem @imtt G
ber Sinie MN bie 8imie GH parallel mit BC unb GF ps==
rallel mit BA gezogen, fo ift immer FGH apnli¢p mit ABC
unb babei % bon ABC. Stimmt matt ater G in ber SDHte
bon MN, fo werben bie idebinguitgen ber Sluf%abe erfilllt,
weil bann NGFA gleip GMCH unb NGB gleip GBM,
alfo BGFA gleip BGHC, mitpin jebeé ein ©rittet von
ABC wirb.

5) ©al} Oreietf ABC %ig. 291 burg bie mit AC parallele
Sittie DE unb bitrg bie auf AC normale Rinie FG in brei
gleige Steile jtt tpeilen.

Wiait ttepine BE gleip .~bC - titib jiepe DE paraD

lei mit AC, fo ift BDE eitt ©rittet bon ABC. SDian jiepe
ferner bitrg bie Sliitte P bott AD parallel mit AC bie
Sinie PQ, palbire biefe unb conftruire bitrgp bie SDiitte M
bie Normale FG. FG tpeilt bal ©rapej in ywei gleige
©peile, welgep figtbar wirb, wenn inan QV parallel
mit AD _jiept. _

6) 9ian fell g-ig. 292 bett Piinft D beftimmen, fo bafe bie
©reietfe ABD, BCD unb ACD -«iitattber gleig werben.

W?2an tpeile eine Seite, etwa AC, in brei gleige Opeile,
jiepe bon bem ©peilpuitft M bie 9inie MD parallel mit
AB,I hon N bie Sinie ND parallel mit CB; D ift ber
ounlt.

7) 2die wirb matt berfai)rctt, wenn in bett brei borftepeuben

"~ Aufgaben fig bie ©Opeile wie in:n:p berpalten fallen?

8) ©als Parallelogramm ABCD giéq. 293 burg 8inien, welge
bon bett Punlteit E, F, G aullgepctt, in vier Opeile jtt
tpeilen, bereit %opciltnip gegeben ift.

Oran tpeile AD in hier ©peile, bie bal gegebene Sr==
péltnifj paben. $on ben Opeilpunlten M, N, Q jiepe matt
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MM’ NN, QQ' parallel mit AB. © ie Parallelogramme,
in metge ABCD bitrg biefe 8imien “erlegt Wirb, paben
ba%e oorgefcpriebene SRerpéltnifi.  $iept mau je%st burd; bie
9Jiitte H von MM' hie 8inie EE', fo ift bied eine richtige
XpeilungBlinie; beitn ba bie ©reiede EHM' unb EHM gleig
finb, fo ift AEE'B gleicp AMMB. (Sheit fo erpélt man
FF' unb GG'. ©a aber GG' bie ©Opeilungblinie FF' fcpnei==
bet, fo g’)iepe man GF', parallel bamit G'G", unb bann
GG", moburdp GF'G" gleicp GF'G' mirb, alfo GG" braug=
bare ©peiluugdlinie.

Sie mirbe man berfapren muffen, menn ABCD ein
©rapejoib mare?



Anhang.

1.
Die Mitten X, Y, Z bet diagonalen eine« vollftanbigen

9Siereds Rig. 294 befinben fiep in geraber 8imie.
~ Meiveid, 9)an jiepe burcp X bie inie PQ parallel
mit CD, unb eb Ift P bie 9JHtte von AE, Q bie 9)iitte von
AD. S%n giepe ferner PZ, fo ift, ba P_unb Z bie Wiitten
von AE unb EF finb, PZ parallel mit AF, unb R bie SQiitte
von DE. dedpalb gept QR bnrep Y unb ift parallel mit
AE. die «Seite BF, mit ivelcper feine von biefen Linien
parallel ift, betragpte man als XranSVerfale fiir baS dreieef
ADE aud beit brei brigen ©eiten, unb es ift
AB-CE.DF = BE-CD-AF
ober, maS baffelbe fagt
2QY-2PX-2RZ = 2RY-2QX-2PZ
b. p. PX-QY-RZ = QX-RY-PZ
unb beSpalb befinben fiep X, Y, Z in geraber 8inie.

2

33ei jebein vollftanbigen 23iereef ABCDEF gig. 295 fin=
ben bie ©leiepungen ©tatt
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33eivet¥s.  $ebe «Seite beS noUfténbigen ShieretfS be-
traute man als OranSoerfale beS Oreietfs aus ben brei
tbrigen Seiten, ©as getna%rt bie Gleigitugen

1) AD-CE-BF = DF-AE-BC

2) AC-BE:DF = CEBDAF

3) BC -DE AF = CF-BE AD

4) BD-AE-CF = DE AC BF
unb bie "probitcte ans ben Gleigungen 1) nnb 2), 1) unb 4),
1) nnb 3) liefern bie Gleignngen 1, II, Il

3

Sirb $ig. 296 ein oollftaubigeS SRieretf ABCDEF bitrtf;
eine ©ranSoerfale gefonitten, fo finben folgenbe Gleigimgeit

(Statt
. AX-BZ.CY-DT = BXCZDYAT
II. AX-EY-CZFT = EX-CY-FZ.AT
. BX-EY-DT-FZ = EXBZFTDY
bie man jur befferen Ueberfipt ber 9ieife nagp auf bie ein-

fachen 33iere<fe  ABCD, AECF unb BEDF bezichen mége,
unb bann leigt in Sorten auSfpregen lantt.

33erveis.  %oS ben ©reietfeu ABC unb ACD ift
AX-BZ.CV = BXCZAV
AVCYDT = CVDYAT

©aS "Brobuct beiber Gleigungen liefert bie Gleigung I.
?luS ben Creietfen AEC itnb AFC bat man
AXEYCV = EX CY AV
AVCZFT = CVFZAT
unb baS ~robuct biefer Gleigpungen gemahrt bie Gleigung I1.
%uS ben ©reietfen BEF unb DEF entspringt
BX-EQFZ = EXFQBZ
FQ-EY-DT = EO-DY-FT
unb baS “robuct liefert 111.

3«fU
Gebt gig. 297 bie ©ranSVerfale burg bie Gtfe E, fo fallen
bie gunfte X unb Y mit E jufammen, unb bie Gleigung I.
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gelt Uber in
AE-BZ-CE-DT = BE-CZ-DE-AT
wofiir wir fe¥sen
AE-CE _ AT-CzZ
BE DE ““ BZDT
©ie Oleiguugen 1. unb III. aber fallen aus.

4

~ SBenn man gEl . 298 aus ben (Senmlten E unb F auf
einer ©iagonale eines bollftdnbigen 53iereds ABCDEF
OranSherfalen EXY unb FZU E)iefyt, unb bitrg ifyre dure==
fouittspunlte X, Y, Z, U mit ben ©giten bie geraben Linien
U, ZY, XZ, UY legt, fo befinben fig bereu QurefonittS'
punfte auf ben anberen ©iagonalen.
53emeis. (Ss ift nag bem oorftc¥senben 3ufa’s
EAEC AY<CX
EB-ED ~ BXeDY
1S FA-FC AUCZ
1w FB+FD *> BU'DZ
9lag 2 finb bie beiben Quotienten jur Sinlen eiuauber gleig,
folglip finb bie regts gleig, unb bas liefert
1) AU-BX-CZDY = BU-CX-DZ-AY
5luS bem ©rciecf BDC ift
2) BX-CZ:.DQ = CX:DZ-BQ
Bn  Dbioibire 1) burg 2); cs entfielt
AU-DY-BQ = BUAYDQ
unb beSljalb befinben fto U, Y, Q in geraber 8iuie.
5luS bem ©reiecf ABC ift
3) AU-BX-CP = BUCXAP
1) burg 3) bibibirt liefert
CZ-DY-AP = DZAYCP
unb beS7alb befinben fip Z, Y, P in geraber Sinie.
©arin liegt ber ©ak.

©er ©ab bleibt giltig, wenn einer ber flnfte E unb F
in bie Unenblipteit riicft, ober Wenn beibe in bie Unenb=
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lipfeit riden. ©amt werben bie von fo(dj>ent "Bunft aus*
g enben brei 8inien parallel. — ©eSpalb befinbet fiﬁo_”!'. 53
%ig. 34 bei ®urcofemittS imft ber Linien EG unb auf
ber ©iagonale AC, unb eben fo foneiben fip HE, FG unb
BD in einem $unft.

5.

5Senn %ig. 298 brei 8inien, Welpe von einem @unft E
auSgel)en, gefonitten werben bitrg brei Linien, welpe von
ginem ounft F ljerfomnten, fo gefpiept baS in nenn @unt*
ten, burg welge fig agtjeljn neue Linien Ie?_en taffen, unb
biefe verfallen in fegsmal brei Linien, welge fig foneiben in
einem @unft.

%o ber vorigen Kummer,

Erweiterungen, inbem man.einen ober mehrere ber flinfte
E, F, A B +++vin bie Unenbligteit rutft.

6.

SBon einem @unft N $ig. 299 geben brei 8inien aus.
Sluf jeber berfeloen finb jwer quntte A, A', B, B, C, C',
beliebig genommen, itnb burg gerabe Linien verbmtben.
©ie Seiten ber ©reiecfspaare ABC unb A'B'C', AB'C unb
A'BC', ABC' unb A'B'C, ABC unb AB'C' fgneiben fig ber*
geftalt, bal bie brei ®urgfonittSpunfte analoger Seitenpaare
in geraber Oinie liegen.

53eweis. 5lUS ben Oreiecfett NAB, NBC, NAC pat
matt, bie Linien A'B', B'C', A'C' als ©rauSverfalen ttebmenb

NA'BB'AX = AA'NB'BX
CC'NB'BY = NC'BB'CY
AA'NC'CZ = NA'CC'AZ

©aS @robuct ber Oleigungen ift
AX-BY-CZ = BXCYAZ

unb bedalt> befinben figp X, Y, Z in geraber Rinie.

%os hen ©reichen NAB', NCB' unb NAC bat matt

AA'B'TNB = NA'ATB'B
B'BNC'CU = NBCC'B'U
NA'CC'AZ == AA'NC'CZ
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daS “robuct biefer ®leigungen getrtort
BTCUAZ = ATB'UCZ

deshalb liegen T, U, Z in geraber Sinie.
9luS ben dreieden NAC,, NBC' unb NAB pat man

NC-AA'.C'V == C'CNA'AV
C'C:NB'BU = NC-BB-C'U
BB"NAAX = NBAA'BX
alfo
AX-BU-CV = BX-C'U-AV
unb beSpalb befinben figp X, V, U in geraber Sinie.
2(epnlip fir bic funfte T, V, Y.
das ®efef bleibt gutig, trenn N in bie lIneubligfeit
ridt, b. % bie Linien AA', BB', CG' parallel finb.

7

Serben jtrei convergirenbe Linien AQ, A'Q S3ig. 300
von beliebig rieten Linien gefonitten, tvelge ron einem
ounft N auSgepen, unb jiept man bie Xransrerfalen AB',
A'B, BC, BC u. f. tr., AC', AC, BD', BD u. f tr., AD,
AD wu. f tr. u f tr., fr befinbett fig bereu durgfenittS=
punfte X, Y u. f tr. in geraber Binie mit bem fRuuft Q.

b3etrei®. 3] bem vollﬁanbi?en 53iercd QBXB' ift bie
diagonale AA' burg bie diagonalen BB unb QX parmo~=
nife getpeilt; beSpalb ift QX vierter lharmotiifgcr Strapl
ju QA, QA unb QN. $n bem 53iered QCYC' ift bie dia*
gonale BB' parmcnifg getpeilt; beSpalb QY vierter parmo=
nifoer @trapl ju benfelbeu ©traplen QA', QA, QN. U. f. tr.
die Sinieu QX, QY, 92 u. f. tr. fallen bemnag jufamnieu,
unb barin liegt ber YaYs.

S'eber ber @urtte Qhunb N fann in bie Uncnbligfeit
riden, unb bas (%efe’s behdlt ©iltigfeit.

8

$n einem Greife $ig. 301 fei ein 23iered ABCD he-
forieben. dur@ bie (Seien lege man dangenten. <Sie bit-
ten ein ttm ben flreiS liegcnbeS SSiered EFGH. die inne-
ren diagonalen beiber 33ierecfe fonciben fig in  bemfelbeit
ABunft N, fie finb bie polaren ber (Sdeit X, Y, Z, T, biefe
befinben fig beSpalb in geraber Sinie, unb if>re £age ift
Zsarmouife.

«Dplff« drpmthif. 1.£S>. Tte Yaul, 22
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33etoeiS. 6S ift NY polare ju X, NX polare ju Y
(8.323). E tft $ol ju DA, G @ol ju CB, alfo EC po-
lare su X. 0S fallen beSljalb NY unb EG gufammeit, eben
fo NX unb FH. die diagonalen beiber 33ierecfe foneiben
fig bemnag in bemfelben @unft N. 3lun ift Z "ol gt AC,
T $ol su BD. die polaren ber finfte X, Y, Z, T fonei*
ben fig in bemfelboen $nntt, alfo befinben fip bie funfte
in geraber Sinie. EG, HF, ZT finb bie diagonalen beS
um ben Areis liegenben 23iere<fs, beSfyalb X, Y, Z, T %ar*
monifge funfte.

Segt man burg bie 6den X unb Y bes 93ierecfS ABCD
Saugenten au ben Streis, fo bitbeit fie ein SRierecf beffen in*
nere diagonalen gleigfalls bitrgp ben @untt N ge¥en. —
die funfte P, Q, R, S finb bie %oufyrungSpuufte biefer
Sangenten. das SSieretf PQRS unb bas ans nuferen San*
gejlten fielen in benfelbcn SBejte*ungen ju einanber, wie bie
Rierecfe ABCD unb EFGH. daraus erteilet bie 23eljaup*
tung. ferner erhellet, bal ber fiinfte unb fegste ocfpunft
beS 93ierecfs PORS figp auf ber polare XY heS funftes N
befinben. — 06ben fo, trenn man bie 23ierecfe in 33etragt
giet>t, tuelpe bie Saiigentenpaare au ben oOnbfmnfteu ber
diagonalen AC unb BD bilben mit ben Sangeuteupaaren
aus X ober ans Y.

9.

Bu gweien Streifen M unb M' gig. 302 feien Q itub S
bie 9lebnligfeitShitnfte unb es fei tber QS ein Streis gefpla*
gen. Yeirb aus irgenb einem Quillt P ber “eri@erie bie*
feS Streifes ein Sangentenpaar an ben Streis M unb ein
Streites an ben Strcis M' gelegt, fo ift ber SBintel, ivelgen
bie Sangenten beS einen $aareS bilben, glcig bem SBiufel,
ben bie beS anberen SRaareS bilben. 5luS jebem @untte ber
sPeri gerie beS Streifes Uber QS werben alfo bie Streife M
unb M' unter gleigeu 3Biufeln gefehlt.

~ 3etueiS. o ?en[]gt, ju geigen, hafj ber 2diufel MPA
glel? ift bem SOinfel M'PB.  die iabicn ber Streife M unb
M' feien r unb r'. die hinten PM, PQ, PM' unb PS finb
7earmonifge ©tragen, unb PQ unb PS fielen auf einanber
reptwinf(ig, besf>alb ift ber 3Binfel MPM' burg@ PQ ljalbirt.
6S verhalt figp bemnag

PM:PM' = MQ:M'Q = r:r' = MA:M'B

sugleigp finb MAP unb M'BP regte 3Binfel, folglich bie drei*
eefe MAP unb M,BP li@, unb beStyalb Z.APM = Z.BPM'.
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10

(S% fei gig. 303 bie <Sepne AB bed Duabranten in brei
?Iei(pe ©peile geteilt, unb burg bie ©peilpunfte N itnb O
gien hie %obien ME nnb MF gelegt, 3iept man EF, nor==
mal baranf EH nnb FG, enblip HG, fo ift EFGH ein
©uabrat.

i6eioeib. MC palbire ben SBinfel AMB. igunagft ¢~
pellet, bafs EFGH ein iegtecf, nnb MD glei¢ DH ift.
oerpdlt fig
EH:MD = PH:DP = NA:VN =2 :1
folglig ift
EH = 2MD = 2DH = GH
alfo bad 33ierecf ein Dnabrat.

11.

©er ®urgmeffer AB be« Greife« "ig. 304 fei in n
gleige ©peile getpeilt. 9Jiit AB feien anb A nnb B 230gen
gef%u[agen, Welge fig in N nnb Q foneiben. 2Iud N nnb
Q feien burg ben 2ten, 4ten, Gten u. f w. ©peilpunft 8=
nien gelegt: biefe tpeilen bie @eripperie hed Greifes genau
ober naperun?Swelfe inn ?Iet(pe Opeile.

SSir mellen ben aliittelpunftbtoinfel x ber erften <=eite AC
beftimmem  ©er 9tabin% beb Greifes fei 1. oerpélt fig

QM:CD = ME:DE = ME:MD—ME
g« ift ME=MA—AE=1—H =

unb biefer %u8bru<f werbe bitrqg q be“eignet. ©ie obere
Proportion gept (ber in
V3: Sinx = ¢ Cosx—q
unb hieraus folgt
02— q2Cosx? = 3Cosx2—6qCosx¥s-3q?
(3+q2)Cosx2—6qCosx4-2qt ==
ober burg 2g2Cosx? bioibirt
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ober, iitbem man fir q beit SOSertd felt,

Cosx = ------ Yg — —.

3n—yn2+16n-32

~ SeY%t man hierin 3, 4, 6 ftatt n, fo erhdlt man, genau
jutreffeub, ben 2RittelpunftSWintel beS regularen ©reletfS,
VieretfS, Se@SecfS; werben anbere Batylen ftatt n gefelt,
fo ergiebt fig fiir x nur ndherungSWeife ber 9liittetyunttS*
WinJet beS neifS; bie Slbweigungen fiito beim giiitfetf, Sie-
bene(f, u. f. io. gering, unb nehmen ju, Wahrenb n junimmt,
©ie ©eite heS ?Unfetfs erhdlt man ein (Geringes ju fleiit,
bie beS SiebenetfS unb alle folgenben jit groB.  9)lan fann
fip begniigen, bie erfte ©eite AC vermittelft eines ber flinfte
N ober Q ju conftruiren unb AC im Greife I;eritmirageit;
es finbet inbef? eine SluSgleipung ©tatt, Wenn man verfahrt,
Wie oben ift angegeben worben.

12.

©ie ©eite beS reguldren Oiebenetfs im Greife $um
M>albmeffer 1 ift gleigp 0,86776 ees, ber Sinus von 60° ift
0,86602 «=em, alfo mit einer Oiffercnj von 0,0017-- gleig
ber ©eite beS Oiebenects. ©ie £>0he beS gleigfeitigen
Oreietfs jur ls>eite r giebt bc_nlnag ndherungSWeite bie ©eite
beS regelméRigen Sicbencd’%s im Greife beffen 9tabiuS r ift,
mit ber Oiffereitj 0,0017---r.

13.

lieber einer gegebenen Siitie AB werbe ein gleigfeitigcS
Oreietf ACB beforieben, unb cs ift C 9Hitte%unft, ACB
Witelpunftswinfel beS reguldren Se@SedS aitS ber ©eite AB.
3Dian coitftruire CD normal auf AB, verlangere CD (ber C
hinaus, uitb nehme bie Verlangerung CE g(eip CA. ©amt
ift E Stiittetpunlt beS reguldaren Bwolfed'S aus AB. 2¢eilt
man CE in fegs gleige ©leile, fo fiitb bie 2@eilpuntte ita-
ljerungSweife bie 92I|ttel/suutte heS regularen Oiebeitccfs, %pC
etfs, YleunetfS u. f. w. aus AB. 9Jiait verldngere CE (ber
E hinaus unb neunte bie Verldngerung EF gleip EA.
©amt ift F OJiittelpunlt beS regularen VleruanIWan"lge_th
tber AB. Unb wirb EF in jwolf gleipe Oheile geteilt,
fo fiitb bie 2@eitpuntte iidherungsweife bie Diittetymifte beS
regeflméf&igen ©reijehnerfS, Vierjeh[etfS it. f. W. (ber AB.
u f w
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14.

©er Umfang eines Greifes ift tt(gerungStheife gteig
bem Umfang hcS regtibinfligen ©reietfs, beffen eine .ftagete
% bom Yemromeffer, nnb beffen anbere baS ©of>>elte ber er=
ften, alfo - bem ®nremeffer ift.

©er Umfang hcS Oreiecfs ift nm 0,000096 ----r groRer
atS ber beS ftreiteS, unter r ben 97abinS berftanben.

Zur Trigonometrie.

l.

3ft a+ fixr = 180° fo ift
1) Sin aCos/?4-Cosa Sin/? = Sin/

2) Sina4-Sin: Siry = CosYs(a—/?):Sin4/

3) Sina—Sin/?: Siry = Sin (a—1R): Cos.”

4) (Sina-j-Sin/?4-Sin/) (Sin «4-Sin/?—Sin/)
= 4SinaSin/?Cos|/!

5) (Sina— SinBYSin/)(— Sina-j-SinB + Sin/)
= 4 Sina Sin/?Sin 47

6) Sina24-Sin/?2—Sin/l = 2SinaSin/?Cos/

23eineiS. ©ie Pleigung 1) liegt barin, bak
Sin(a4~/?) = Sin/.

2) (ES ift Sina4-Sin/? = ZSi_n-l/s}a_+/7/s)C_3031/s(a—B)
= 2CosY#Cos4(a—~R) nnb Sin/ ift glcip 2Si[]4"Cos /.
2leljnlip ergiebt figp 3)

4) ift baS @rcbuct ber ®leigitngen 1) nnb 2) in §. 547.

5) 97a¢ 8. 547 2) ift

Sina— Sin/?4-Siry’ = 4Sin aSin ¥%/Cos |/?

— Sin a 4-Sin/?4-Siry = 4Sin¥7Sin Y¥CosYza
nnb baS @robnct bicfer ®lcigungen giebt nnfere ®leipnng 5).

6) ?hiS 4) felgt
(Sina4- Sin B)i—Sin/2 = 4SinaSin*Cos¥#?

Sina24- Sin/?22—Sin/] = 4SinaSin/?Cos|/—2Sina Sin/?
2SinaSin/?(2Cos4/’—1)
2SinaSin/?Cos/.
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(5« feien @, b, c bie ©eiten einef T)reiedS: a, B, vy
bie ifynen bejietyli% gegeuiiberfte®enben SSinfel, d fei bet ®mnre=-
meffer beS Greife«, welcher um ba$ O©reied liegt, giir ben
3Y%alt beS Oreietfd ergeben fig folgeube Oludbri(fe

®er 3nbalt heS Oreictfs ift nach §.264 gleid>

2d

unb nag 8. 553 ift a = dSina, b = dSin/?, ¢ = dSin/.
26enn man biefe SBerttje fubftitnirt entfielt ber erfte %o0brutf;
ber. streite gebt berbor, trenn man blo% fiir ¢ benSRerth felst.
©er britte 2lu«bru(f entspringt aus bcm erften, inbem man
ibn mit Sin« multiplicirt unb biribirt, unb al felt ftatt
d2Sina2. ©a« “robuct ber Formeln 4) unb 5) in ber rcran-
gebenben Kummer ift

(SinaSin/?-f-Sin/) (Sina-}-Sin/?— Sin/) (Sina— Sin/?-}-Sin/)
(—Sina-J-Sin/?-}-Sin/) = 4Sina2Sin/?2Sin/2.
Oiefe (Wigung trerbe mit td! multiticirt, ttnb c« entftebt
@+bd~c)(@a--b—c) (a—b-}-c) (—a-}-b-}c)
= }d4Sina2SinB2Sin2

©er %odbrmf retd ift uag 1) ba« Duabrat reut Inhalt be«
Oreietf«, alfo ift ber 3nbalt gleip bem %odbruct unter 4).

1.
©inb a, b, ¢ hie ©eiten eine« Dreierfd, a, [, y bie

ifynen bepefylip gegeniiberftefyenben 2dintetz unb ift h bie7eb¥se
auf ber ©eite c, fo ift
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~ ©er Onrcfymeffer bed =reife3, in melgem ba$ Oreietf
liegt, fei d. ©ie (Y%leipung 1) folgt baraud, bafe a = dSina,
18= dSin/S ift. ©ie Oleipnng 2) entfielt, menn man bie

S%igung 1) in 1. mit d multiplicirt. ©ic Oleigitngen 3;
unb 4) geYsen* fyeroor, wenn man in ben Oleigungen I. 2
nnb 3) bic 53cigaltniffe pir hinten im 3<gler uni* Kenner
mit d mnltiplicirt. ©ie ®Icignng 52 ergiebt fip bnre ©t-
vifion ber ®leigitng 3) in bie O(eignng 4). ©Oie (W5(ei=
<Ipnn en 6), 7), 8) entfielen, inbem man bie Oleigpnngen

. 6?, 4), 5) mult¥slicirt mit d2. (b ift

nnb bie ®teigungen 9; nnb 10) Serben erhalten, wenn man
in ben ®leipnngen 7) nnb 8) ab burg biefen 20ertfy er*
fevet. @3 ift

Sin/ = Sin/ACosa + CosS Sina
= Sin/JCosa + ySin«?— Shl/J2Sinal
ober, mit d multiplicirt
¢ = bCosa+-a*-b*sinal
nnb ba$ ift bie Formel 11).
V.

©inb nnn gegeben jmei ©eiten a nnb b eines ©reierfe
nnb ber SRintel /, melgen fie bilben, fo ergeben fig bie



344 20n$anag

felj)tenben  Stnlel vermittelft ber Gbleipung 5) bet vorigen
%ommer, bie britte ©eite ¢ wirb burg jebe bei ®leigungeit
6), 7), 8) bargeboten, &)at man bie brci Oeiten eines E>rei=
els, fo erlangt man bie 'Sdinfel burg bie ®leiguug 7) ober
8). U.f w. SInwcnbungen ber ®leigungen 3), 4), 9), 10)
bietet baS fiefyeljnte Kapitel.

%S ben ®leigungen 9) nnb 10) ergeben fip fur ben
3fYealt beS ©reictfs bie SluShrihfe

4(a-|-b+c) (a+b—c)Tg y
Ye(a-bysc)(-a+b + c)Cotgdy
bereit Probuct ben 2luSbrucf II. 4) gewdhrt. ©erfelbe %0S-

briuf wirb burg baS probuct ber Oleigungcn 7), 8) ge=
Wonnen.

(Sp fo[qte hier ber <Solufi eintreten. Einigen iaum,
her auf bcm 1Bogen bleibt, 31l nu¥een, mdge eine 1detragtumg
pia¥s nehmen, welge fig auf bie @&fce in ben Paragraphen
205 bis 208 bezieht, unb ifyren 3ufanimen¥saug aufbectt.

SRan beule ein ®reiecf ABC, bie (Seiten beffelben un=
enblip. ¥nf ber 8imie AB werbe ein gunft X beliebig an=
genommen, auf BC ein Puiift Y, auf AC ein Punft Z. ~fer-
ner werbe ui ben Puntten A, B unb X ber vierte harmo=
nifge Punft X' gebagt, 311 B, C unb Y ber vierte parmo=
nifee Y', ju A, C, Z ber vierte hnwtonifoe Z'. %fian hat
alsbanit bie (Ysleigungen

1) AX:BX = AX"BX'
2) BY:CY = BY"CY"
3) CZ.AZ = CZ:AZ
unb ihr Probuct liefert
AXBYCZ.BXCYAZ = AX'BY'CZ BX'CY"AZ
SRirb vorauSgefe¥st, ed fei

fo ift aug
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%0S 1) folgt
AX:AX' = BX:BX'
tjierburg bivibire man bte (Sleigung 4), unb es entfielt
6) AX'BY:-CZ = BX"CY-AZ
Vermittelft 2) mtb 3) folgt in gleiger 33Seife
7) AXBY'CZ = BX-CY-AZ
8) AX-BY-CZ' = BX-CY - AZ
UMb Ofyuligp crgiebt figp an« 5)
9) AX-BY'CZ'= BX-CY"AZ'
10) AX'BY-CZ' = BX'.CY-AZ'
11) AX'BY'CZ =BX'-CY"AZ

~©efen mir atfo bie (Steipung 4) voraus, fo treten bie
(Sleigungen 5) bis 11) ein.

Bu Vejitg auf bie Sage ber quntte X, Y, Z finb nag*
fteljenbe %alte ju_miterfoeiben. _ o

a) bie funfte X, Y, Z befinben figp auf beit ©eiten
heS Creietfs felbft, unb bann liegen bie jugeorbneten fiinfte
X', Y, Z' auf beit Verlangerungen.

1?) es befinben fig jmei ber flinfte etwa X unb Y auf
ben ©eiten, ber britte Z auf ber Verlangerung, unb bann
X', Y' auf ben Verlangerungen, Z' auf ber Ceite.

y) €S liegt ein @unlt X auf ber ©eite, bie beibeit Y
unb Z befinben figp auf ben Verldngerungen, unb bann liegt
X' auf ber Verlangerung, unb es befinben fig Y' unb Z' auf
ben ©keiten.

d) eS befinben fig bie brei flnfte X, Y, Z auf beit Ver-
langerungen, alfo bie jugeorbneten X', Y', Z' auf heit Ogiten.

3ItS jeber Ecfe heS ®reietfS beute ntan bie ljarmonifgen
Otrauten na@ beit l)armonifgen mitten auf ber iljr gegen*
tberfte"enben ©eite. ~ 3n>ei ©traljleu aus jeber Ecfe fallen
mit Oreiecfsfeitcit jufammen, unb es entfielen fegS neue
Sinieit, uOmtip AY,” AY', BZ, BZ', CX unb CX.

X)ie Strahlen na@ bhen finften X, Y, Z ténnen mir
in ben galten a‘)T unb y) fig in einem ~puntt foneiben, unb
bie flnfte fetbft tonnen nur iit bett galten unb 4) in
geraber Siitie fiQ befinben.

Otag biefeit Erorterungen unb wna@ beit iBaragra}gen
206 mtb 208 geben fip folgenbe (Scfckse Jit ertcinicit:

©gneiben fl? bie ©trauten na@ ben "untten X, Y, Z
in einem Quillt, fo liegen bie jugeorbneten "uutte X', Y', Z'
iit geraber Sinie; es befinben "fi% ferner je jmei ber "untte

22*
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X, Y, Z unb ber gitgeorbmete heb dritten in geraber £inie,
unb bie ©trabten nag@ je einem ber flinfte X, Y, Z unb
na@ ben jugeorbneten bet beibeit dbrigen foueiben fig in
einem “uuft.

33efitiben fip bie funfte X, Y, Z in geraber Sinie, fo
fo[leiben fip bie ©trableu ua@ ben %ugeorbneten_ finften
X,, Y, Uin einem (pmlt;g[ e« foueiben fig ferner bie Otrab®
len ju je jmeictt ber finfte X, Y, Z nnb bem jugeorbneten
be« britten in einem @unft, unb jeher ber funfte X, Y, Z
liegt mit beu jugeorbneten funften ber beiben (brigen in
geraber Rinie.

©ie ©trabten CX, AY, BZ mdgen fig in einem @un!t
foueiberr, unb er fei burgp N bejeipitet. ©amt foneiben fi
bie ©trabten CX, AY', BZ' bie ©trabten CX', AY, BZ' un
hie CX', AY', BZ gleichfalls in einem *Bunft, unb bie funfte
feien bejie%s(ip R, P, Q. ©ie flinfte N unb P befinben fig
auf bemfelben ©trabt AY, alfo in geraber Rinie_mit A, eben
fo N unb Q in geraber £inie mit B, N unb R in geraber
Sinie mit C; ferner liegen Q unb R mit A in geraber 8inie,
R unb P mit B, P unb Q mit C. ©ie ©trabten ber funfte
X', Y', Z' hilben alfo ein ©reiecf POR, auf beffen ©eiten bie
funfte A, B, C fig oorfinben, unb hie ©trabten CX, AY,
BZ geben burg bhie (Scfett beb ©reiecf« PQR unb feneiben
fig in einem @unlt N; auf ben ©eiten be« ©reiecf« erfgei=
nen alfo b<[]=onifge @nnfte, unb bie jugeorbneten ju A, B,
C finb Y', Z, X'

SBenn bie ©trabten CX, AY, BZ bie 2dinfel be« ©reiecf«
ABC bntbiren, fo finb biefelbeit ©trabten bie &)oben be«
Oreiecf« PQR. Unb memi man in einem Oreiecf hie gufj*
punfte ber @dben burg gerabe Sinien verbinbet, fo gebt ein
©reiecf beroor, in melgem jene ~Obel nl« “albirnng«linien
ber Sdinfel aixftreten.
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Fig.1-47. TAF. I.



Fig. 48-94. TAF. Il.
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Fig. 133-185. TAF. IV.
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Fig. 234-277. TAF. VI.



Fig. 278-304. TAF. VII.
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