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1 Bei der Untersuchung der Veranderungen, die bei einem
yorgelegten  Kurbelmechanismus  hinsichitlich der Gestalt der
Koppelcurve eintreten, wenn der beschreibende Punkt in der
Koppelebene wandert, erlangen drei bestimmte Curven dieser
Ebene eine ausschlaggebende Bedeutung, nédmlich die Polcurve jj,
die Uebergangscurve q — d 1. der Ort der Systempunkte,
welche Koppelcurven mit einem Selbstbertihrungspunkt erzeugen
— und der Ort u der Ball’schen Punkte, d h. derjenigen
Systenpunkte, deren Bahnen einen Flachpunkt (Undulationspunkt)
besitzen. Denn jede Koppelcurve hat im Allgemeinen drei end-
liche Doppelpunkte; davon geht jedesmal einer in eine Spitze
Uber, falls der beschreibende Punkt aufp liegt, und an Stelle
dieser Spitze tritt ein isolirter oder ein Knotenpunkt, wenn der
Systenpunkt in der néchsten Unmgebung des vorigen, aber ausser-
halb p auf der einen oder der entgegengesetzten Seite von p
gewahlt wird In analoger Weise theilt die Cune q die Koppel-
ebene in 2nel Gebiete, so dass den Punkten des einen Koppel-
curven mit drei reellen Doppelpunkten, denen des anderen solche
mit einem reellen und 2nei conjugirt imagindren Doppelpunkten
zukonmen !).  Nimmt man endlich in der Nahe von w aber auf
entgegengesetzten Seiten dieser Curve, zwei Systempunkte an, so
unterscheiden sich ihre Bahncurven dadurch von einander, dass
die eine 2anel (reelle) Indexionspunkte mehr besitzt als die
andered. Durch die Cunen p, g u wird die Koppelebene in
eine Anzahl von Feldern zerlegt, und dann ist klar, dass alle
Punkte desselben Feldes Koppelcurven beschreiben, die hinsicht-

D Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve, Zeitschr. f. Math. u.
Phys. 1889, S. 303 u. 372, sowie 1891, S. 69. — Ueber die Gestaltung der
Koppelcurven fur besondere Féalle des Kurbelgetriebes, daselbst 1891, S. 11.
— 2 Ueber die angenaherte Geradfuhrung mit Hilfe eines ebenen Gelenk-
vierecks, daselbst 1893, S. 36. — Allievi, Cinematicadellabiella piana, Napoli
1895, p. 59.



40

lieh ihrer Doppel- und Inflexionspunkte, also Uberhaupt hinsicht-
lich ihrer Gestalt, denselben Charakter aufweisen.

Die Cunen p und u sind fir jeden wvorgelegten Kurbel-
mechanismus  leicht zu construiren, indem man die Bewegung
umkehrt, also bei festgehaltener Koppelebene fur beliebig viele
Lagen des urspringlich festen Gliedes die Pole und die Ball’-
schen Punkte ermitteltd. Man erhdlt sie femer als die beiden
Einhillenden aller in der Koppelebene liegenden Kreise, die im
Verlauf der Bewegung der Reihe nach zu Wendekreisen werden.
Beziiglich der Qune p liegen fur specielle Félle des Kurbel-
mechanismus  auch bereits einige analytische Untersuchungen
vorld; wir venollstindigen sie im ersten Theile dieser Arbeit,
indem wir uns vor Allem mit dem allgeneinen Fall eingehend
beschéftigen. Im 2weiten Theil wenden wir uns zu der bisher
Uberhaupt noch nicht behandelten Cune u, beschrénken uns
aber in der Hauptsache auf zwei besonders einfache Falle des
Gelenkvierecks. Dabei wollen wir u zur AbklUrzung des Aus-
drucks als die Flachpunktcurve der Koppelebene bezeichnen.

Von der Uebergangscurve q kennen wir bisher zwar eine
Reihe geometrischer Eigenschaften, doch fehlt es noch an einem
Verfahren, um diese Curve, analog wie p und u, ihrer Definition
entsprechend punktweise zu construiren. Diese Licke soll im
dritten Theile ausgeflllt werden, indem gezeigt wird, wie man
fur jede Koppellage die Systenpunkte findet, die augenblicklich
einen Selbstberthrungspunkt ihrer Bahn durchschreiten.

I. Die Polcurve p.

2. In Fig 1 bedeutet A B B A €in beliebiges Gelenkviereck
mit dem festen Glied As, die Verlangerungen der Arme A A
und BB schneiden sich im Pol der gezeichneten Koppellage
AB. SezeNnWIrAA = a, BB = b, AB = ¢, AB= d, Aty = r,
Bty = S, SO ergiebt sich¥

*) Bezuglich der Construction des Ball'sshen Punktes vergleiche:
Beitrage zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, Zeitschr. f. Math. u. Phys.
1897, S. 259. — 2 Roberts, On the motion of a plane under certain

conditions, Proceedings of the London Mathematical Society IIl, p. 312;
On the pedals of conic sections, daselbst, p. 94.
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mithin

oder

Die letzte Gleichung gilt fur die Pole aller
Koppellagen, doch haben wir dabei das Vor-
zeichen von r oder s in das entgegengesetzte zu
verwandeln, wenn in der jeweilig betrachteten
Figur der Punkt auf derselben Seite von A
oder B liegt, wie der Punkt A beawn B. HiIr
jeden Punkt der Polcurve p genlgen also die
Coordinaten r und s entweder der Gleichung (1)
oder eirer der drei folgenden Gleichungen

Multipliciren wir (1) mit (4), (2) mit (3) und hierauf diese
beiden Producte mit einander, so erhalten wir die Gleichung
der Polcurve p in der Form

oder
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Bezeichnen wir fermer mit x und y die rechtwinkligen
Coordinaten von” furr A als Anfangspunkt, A B als positive x - Achse,
so wird

H —, und wWir erkennen’ sofort, dassp Iim AI'Igen”einen
eine Curve achter Ordnung ist Sie ist symmetrisch in
Bezug auf die Gerade AB.

Durch Vertauschung von ¢ und d verwandeln sich (5) und (6)
in die Gleichung der Polcurve fir die ungekehrte Bewegung,
d h der Polbahn n in der Ebene des festen Gliedes d.

3. Um zundchst die Beziechungen der Polcurve zu den
imagindren Kreispunkten zu ermitteln, bestintmen wir ihre
Schnittpunkte mit dem Geradenpaar

setzenalso iN(6) r2= m (2# —m), S-= (m — ¢) (2x — m — ©),
wobel m vorlaufig jeden beliebigen Werth haben kann. Hier-
durch ergiebt sich eine Gleichung sechsten Grades in #, und
2nar bekommt das Glied mit x6, welches ausschliesslich vom
2neiten Klammerausdruck geliefert wird, den Factor

Dieser verschmindet nur fur

dann geht aber der Factor von x'a Uber in

bleibt also im Allgemeinen von Null verschieden. Wir schliessen
hieraus, dass die Polcurve die imagindren Kreispunkte
im Allgemeinen zu Spitzen hat. Die zugehdrigen imegindren
Tangenten schneiden sich auf As in einem reellen funkte F,

dem Focalcentrum wvonp, mit der Abscisse aze

Pc . .
DaB F= AF —c¢ — m—_—&lst, so theilt das Focal-

centrum die Koppelstrecke A B aussen im Verhéaltniss
a2:b2
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Specielle Falle. Ist ¢ — d, so verschwindet in der Gleichung

fur x auch der Factor von aA und das folgende Glied verwandelt sich in
a* b4 e8
144 ~ g x*= Die imaginaren Kreispunkte sind also als Selbstbertihrungs-

punkte der Polcurve aufzufassen; jeder von ihnen zahlt fur zwei unendlich
benachbarte Punkte in der Geraden, die ihn mit dem Punkte F verbindet.
— Sind die Arme a und b einander gleich, so wird F unendlich fern. Die
imaginaren Kreispunkte behalten dann den Charakter von Spitzen der Pol-
curve, aber mit der unendlich fernen Geraden als Tangente.

4. Neben den imagindren Kreispunkten besitzt die Cunve p
vier weitere unendlich ferne Punkte. Construiren wir in
Fg 1p in der Weise, dass wir das Glied A B festhalten und

Fig. 2. fur verschiedene Lagen von aB die Pole er-

im mitteln, so ergeben sich die unendlich fermen
A Punkte vonp aus denjenigen Lagen von A R, bei
deren Aa\\BB ist Um sie zu finden, zeichnen

Fig. 3.

B

wir Uber A8 das Dreieck A B w mit den Seiten 4Tkt = a -f- b,
Bw = d (FAg 2), sowie das Dreieck AB*'ji mit den Seiten
A~ = a— 6, Bw = d (Fig 3). Verstehen wir in beiden
Figuren unter ip den Schnittpunkt von A8 und A und machen
auf A B die Strecke A © entgegengesetzt gleich B ip, so gehen
durch den Punkt ($ jedesmal zwnei Asymptoten von p, die eine
bezw parallel zu oder die andere symmetrisch dazu
in Bezug auf A B. Dann ist

A® _ BS$S _ _ b

B® Mip Noa’
d h die Asymptoten theilen die Koppelstrecke aB
innen und aussen im Verhaltniss b:a.

Die vier Asymptoten von p konnen theilweise oder sammt-
lich imagindr sein  Die in Hg 2 angedeutete Construction ist
namlich nur ausfuhrbar, wenn das Dreieck A B w miglich ist,
d h fur

a--b< ¢c-fd .
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Ebenso ergiebt sich aus Fig. 3 fur die Existenz des zweiten

Asymptotenpaares die nothwendige und hinreichende Bedingung
ja_ &> |c_ d | (1.

Die Fguren 2 und 3 bestimmen gleichzeitig die Asymptoten

der Polbahn ;r; die Curvenp und n besitzen denmnach immer

gleich viel Asymptoten.

Diese Bealitdtsverhéltnisse stehen in unmitteloarem Zu-
sammenhang mit der Ublichen Eintheilung der Kurbelmechanismen,
an die wir zundchst kurz erinnemm wollen. Man spricht be-
kanntlich von einem Doppelkurbel-, Schwingkurbel- oder Doppel-
schwingmechanisimus, je nachdem von beiden Armen a und 6
oder nur von einem oder von keinem Arm volle Unndrehungen
in der Ebene des festen Gliedes ausgefuhrt werden konnen.
Bei einem Doppelschvwingmechanismus schwingen entweder beide
Arme 2wischen je awel Grenzlagen, die in Bezug auf das feste
Glied symmetrisch sind, oder alle Bewegungsvorgange finden
zundchst nur auf einer Seite des festen Gliedes statt, so dass es
einer Oeffnrung des Gelenkvierecks bedarf, um die Koppel auf
die entgegengesetzte Seite zu bringen. Wir unterscheiden diese
beiden Falle bezw als Doppelschwingmechanismus erster und
2neiter Art.  Ist fermer bei einem Gelenkviereck die Summe des
grossten und kleinsten Gliedes kleiner als die Suntme der beiden
anderen Glieder, so erhalten wir einen Doppelkurbel-, einen
Schwingkurbel- oder einen Doppelschwingmechanismus 2weiter
Art, je nachdem wir das kleinste Glied, oder eines der beiden
ihm benachbarten Glieder, oder das gegenuberliegende Glied
feststellen. Ist dagegen die Sunmme des grssten und kleinsten
Gliedes grosser als die Summe der beiden anderen, so entsteht
auf alle Falle ein Doppelschwingmechanismus erster Art.  Der
singulare Fall, in welchem die genannten Sunmmen einander
gleich sind, mbge vorlaufig ausgeschlossen bleiben.  (Vergl. Art. 7))

Wir wollen nun zun&chst voraussetzen, der bisher betrachtete
Kurbelmechanismus sei ein Doppelkurbelmechanismus.  Dann ist
d dss Kleinste Glied, also entweder die Koppel c, oder einer der
Arme, etwa a, das grisste unter sammitlichen Gliedern. Im
ersten Falle ist nach Voraussetzung ¢ -f-d < a -{- b ud
c—d>> |a— 1 |; die Bedingungen I und Il sind also nicht
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erfullt, d h die CGurven p und % besitzen Uberhaupt keine
reellen Asymptoten. Zu denselben Ergebniss gelangen wir im
2weiten Falle; dann ist ndmlich nach Voraussetzung a -f-d <<b -f- ¢
alsoa—b<ic—d und c-\-d<i a b. Machen wir jetzt
das Glied A B fest und A beweglich, so entsteht ein Doppel-
schmingmechanismus  zweiter Art mit n als Polcunve und p als
Polbahn, und wir erhalten somit den Satz: Bei jedem Doppel-
kurbelm echanismus und bei jedem Doppelschwing-
mechanismus zweiter Art sind die Asymptoten von Pol-
curve und Polbahn sammtlich imaginar. — In analoger
Weise ergiebt sich: Bei jedem Schwingkurbelmechanismus
haben Polcurve und Polbahn vier reelle Asymptoten;
dagegen sind im Falle des Doppelschwingmechanismus
erster Art immer nur je zwei dieser Asymptoten reell.

5 Die Endpunkte A und B der Koppelstrecke sind
Brennpunkte und zugleich vierfache Punkte der Pol-
curve. Setzen wir namlich in Gleichung (5) r2= 0, so folgt

(52 &2)2(S2 _ C4 — O

von den beiden Geraden r2= 0, welche die imagindren Kreis-
punkte mit A wverbinden, berthrt also jede die Cunep in einem

Punkte des Kreises s2= b2 und hat in A mit p vier zusammen
fallende Punkte gemein. Dass p in A einen vierfachen Punkt
besitzt, ist auch geometrisch unmittelbar ersichtlich, denn bringen
wir das Glied AB in eine solche Lage, dass der Punkt B in die
Cerade aB fallt, so ist der zugehdrige Pol identisch mit A.
Dann ist AB entweder = ¢ -f- & wie In Hg. 4, oder — ¢ — f
wie in Fg 5 und zu jeder von beiden Lagen des Punktes B
gehdren 2wei in Bezug auf A B symnetrische Lagen des Gliedes
AA. Diese sind die vier Tangeten von p im Punkte A.

Damit nun Fig. 4 Uberhaupt miglich und demnach das eine
Tangentenpaar von p reell sei, muss
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b-)-c<Ca-j-d (
sein, und fur Fg. 5 lautet die analoge Bedingung

Jo —c < Jla—d | (V).
Ebenso ist im vierfachen Punkte B das eine Tangentenpaar
reell fur
a-f-c<Chp-fd (V)
und das andere fur
la—c > Jo—d | V).

Untersuchen wir jetzt die verschiedenen Arten des Kurbel-
mechanismus hinsichtlich der Realitat der betrachteten Tangenten
und beginnen wieder mit dem Falle des Doppelkurbel-
mechanismus, so ist d das Kleinste Glied. Ist dann die
Koppel ¢ das grosste Glied, mithin ¢ -(- d <(a b, SO bestehen
2zwischen den vier Gliedlangen a, b, ¢, d jedenfalls die Be-
zichungen b 4—<>>a—4d, c—b«<a—d, a-\-c b d
ud ¢ —a<~b — d.  Andererseits fuhrt die Annahme, dass
einer der Arme, z B. a, das grosste Glied sei, zu den Un-
gleichungen a A- d <c.b c,ca—d~r> \b —C |, « €€ &F&
und a — ¢ <Cb — d; den Bedingungen (I11) bis (VI) wird also
in beiden Fallen nicht gentigt, d h die Tangenten der Pol-
curve p in A und B sind sdmmtlich imaginar.

Werden dieselben Ueberlegungen auf einen Doppel-
schwingmechanismus zweiter Art angewendet, so zeigt sich,
dass dann die Polcunve in jedem der Koppelendpunkte vier
reelle Tangenten hat. Diese CQune ist aber die Polbahn
fur den Doppelkurbelmechanismus, der durch Umkehrung der
Bewegung aus dem zuletzt betrachteten Mechanismus hervorgeht,
d h: Bei jedem Doppelkurbelmechanismus sind die
Tangenten der Polbahn in den Endpunkten des festen
Gliedes sdammtlich reell.

Im weiteren Verlauf der Untersuchung gelangen wir durch
wiederholte Armendung der bisherigen Schlussweise noch zu
folgenden Ergebnissen: Bei jedem Schwingkurbelmechanis-
mus haben Polcurve und Polbalm im Endpunkte des
grosseren Armes (der Schwinge) vier reelle, im End-
punkte des kleineren Armes (der Kurbel) vier imaginéare
Tangenten. Bei jedem Doppelschwingmechanismus
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erster Art besitzen beide Curven in jedem ihrer vier-
fachen Punkte zwei reelle und zwei conjugirt imaginare
Tangenten.

6. Weitere Doppelpunkte der Polcurve. Aus Glei-
chung (5) ergiebt sich sofort, dassp die Schnittpunkte der Curven

und

zu Doppelpunkten hat. Wir bedienen uns nun wieder recht-
winkliger Coordinaten mit A als Anfangspunkt, A B als .ic-Achse,
schreiben also die beiden letzten Gleichungen in der Form

und

Gleichung (7) stellt eine circulare Qurve vierter Ordnung
dar mit Doppelpunkten in A und B, (8) einen Kegelschnitt mit
der Hauptachse A\ beide Cunven schneiden sich also ausser in
A und B noch in 2nei Punktpaaren und C2 2)2, deren
jedes in Bezug auf A B synmetrisch ist Setzen wir zur Ab-
kiirzung

so folgt aus (8)

demnach geht Gleichung (7), urter Weglassung des Factors
c2x(c — x), Uber in

oder

Hieraus ergiebt sich fur die Doppelpunkte G und B x der
Polcurve
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und fur die Doppelpunkte c2 und 1)2

Damit sind aber noch nicht alle Doppelpunkte von p er_
mittelt. Multipliciren wir namlich in Artikel 2 zunéchst Glei-
chung (1) mit (2) und (3) mit (4), so finden wir die Gleichung
von p in der Form

ud hiemach sind Doppelpunkte von p auch die Schnittpunkte
der Cunen

und

oder

und

Die erste dieser Gleichungen représentirt .eine circulare
Cunve vierter Ordnung mit Doppelpunkten in A und B, die
2weite eine circulare Cune dritter Ordnung mit einem Doppel-
punkte in A und einem einfachen Punkte in B\ wir erhalten
denmach von A, B und den imagindren Kreispunkten abgesehen
wieder vier Schnittpunkte, die in Bezug auf A B paarweise
symretrisch liegen. Die Elimination von x- -f- y2 liefert nach
einfacher Rechnung fur die Abscissen dieser Schnittpunkte die
Gleichung

Der erste Factor giebt gleich Null gesetzt wieder den Werth
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x — xi und damit die bereits bekannten Doppelpunkte cx und
B X; dagegen entspricht dem zweiten Factor ein neues Paar won
Doppelpunkten C3 D3 mit der Abscisse
c{n2— 2b2) __c(a2— b2 \~c2 — d2)
% — 2W— a2— by -~ 2(c2 — d2

Da jeder der vierfachen Punkte A und B fur sechs Doppel-
punkte zahlt, so haben wir mit Einschluss der imagindren Kreis-
punkte bis jetzt im Ganzen 20 Doppelpunkte der Polcurve er-
mittelt. Nun besitzt eine Curve achter Ordnung nie mehr als
21 Doppelpunkte; diese Anzahl kann aber bei der Curve p nicht
erreicht werden, weil p in Bezug auf A B symmetrisch ist.  Wir
kennen also bereits sammtliche Doppelpunkte von p und ge-
langen somit zu dem Satz: Die Polcurve hat ausser den
imagindren Kreispunkten und den vierfachen Punkten
A und B im Allgemeinen noch sechs (reelle oder imagi-
nare) Doppelpunkte, die in Bezug auf A B symmetrisch
liegen. Sie ist also vom Geschlecht eins.

Fg. 6 zeigt die Polcune p fir den in FHg 1 bis 5 dar-
gestellten Schwingkurbelmechanisnmus.

Specieile Falle. 1. Ist a4 -f- b* = c4 -]- d4 d. h. stehen die Diago-
nalen des Gelenkvierecks ABBA fur jede Koppellage auf einander senk-
recht, so wird xx = 0, x3= cund yx= yi = 0; die Punktpaare C1? DI

und C2 D 2 fallen also bezw. zusammen mit A und B. In diesem Falle
sind die durch Fig. 4 und 5 bestimmten Tangenten von p mit einander
identisch; die Polcurve hat folglich in A und B je zweimal einen Selbst-
berthrungspunkt.

Il. Fir d4= a4-j- &4 -j- c4 ist gleichfalls x1 = 0, x3= c, aber

Il1. Ist a4 -f- d4= 54 -f- ¢4, so wird xt = co, yx= o uUNd x3 = ¢,
y3 — 0. Die Polcurve hat also ausser den imaginaren Kreispunkten nicht
mehr vier verschiedene unendlich ferne Punkte, sondern zwei unendlich
ferne Doppelpunkte C,, Z), und die durch Fig. 2 und 3 bestimmten
Asymptotenrichtungen fallen zusammen. Ueberdies vereinigen sich die
Doppelpunkte c3 und b 3 mit dem vierfachen Punkte B, so dass p an
dieser Stelle (nicht aber in A) zweimal einen Selbstberihrungspunkt be-
sitzt. — Das Analoge gilt im Falle a4 -f- c4= f&* -f- d4

IV. Fir ¢ = d wird x3 = ao, und die Doppelpunkte c3, b 3 fallen
mit den imaginaren Kreispunkten zusammen, die dadurch den Charakter
von Selbstberihrungspunkten annehmen. (Vergl. die Bemerkung am
Schltsse des Art. 3.)

V. Soll & = x3 sein, so ergiebt sich durch Einsetzen der fir xx und

Festschrift. t



Fig. 6.
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¢ — xs gefundenen Werthe in die Gleichung sofort
die Bedingung

oder

oder

Dann ist aber auch x1 = x3, d. h. die drei Paare von Doppelpunkten
cv Dp, (2, D2; c3, D3 vereinigen sich zu einem Paar dreifacher
Punkte C, o der Curve p. Aus der letzten Gleichung folgt

oder, wenn gesetzt wird,

+ cosy — — (cos a cos B + sin rsin B) = — cos(a * R).

Verstehen wir also unter «, g, y irgend drei Winkel, deren Summe
180° betragt, und unter d eine beliebige Strecke, und bilden wir das
Gelenkviereck AB B A aus den Seiten a = d cos«, b=d cos® C= dcosy
und d, so hat die zugehorige Polcurve p zwei dreifache Punkte c
und b ; jeder von beiden beschreibt also eine Koppelcurve mit drei
Spitzen. — Berechnen wir fur den Punkt c aus Gleichung (8) die Werthe
von r und s, so finden wir leicht

Wir erhalten demnach (7, indem wir die Winkel « und & bezw. in
B und A an die Koppelstrecke antragen *).

7. Ausartungen der Polcurve in speciellen Féallen
des Kurbelmechanismus. Wir beginnen mit der Betrachtung
des durchschlagenden Kurbelmechanismus, setzen also
wvoraus, im CGelenkviereck /1B B A sel die Sunme 2weier Glieder
gleich der Sunme der beiden anderen Glieder. Dabei haben
Wir zu unterscheiden, ob die einander gleichen Sunmmen wvon je
2nel gegenlberliegenden oder von je 2wei benachbarten Gliedem
gebildet werden.

l. st
= 2(— ab -(- ac -f- bc), so gehen die Gleichungen (1) bis (4)
Uber in

J) In anderer Weise von Cayley gefunden. On three-bar motion,
Proceedings of the London Mathematical Society VII, p. 1414*
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Bilden wir nun wieder die Gleichung der Polcunve durch
Multiplication dieser vier Gleichungen, so wird das Product

die Polcurve zerfallt also in die doppelt z&hlende Ge-
rade AB und eine Curve sechster Ordnung p. Diese hat
wiederum Spitzen in den imagindren Kreispunkten und ausser-
dem 2wei unendlich feme Punkte, die durch Fig 3 bestimmt
sind Die Punkte A und B sind Doppelpunkte von p\ die zu-
gehdrigen Tangenten liefert Fg. 4 Ueberdies schreidet p die
Cerade A B noch in 2nei Punkten, den beiden Polen der Durch
schlagslage des Gelenkvierecks®. Da die Cunve p ausser A und
B und den imagindaren Kreispunkten noch die sechs mit G\ bis
D 3 bezeichneten Doppelpunkte besitzt, so ist sie vom Geschlecht
Null.  Nun ist bekanntlich die Koppelcurve, die irgend ein
Punkt der Koppelebene beschreibt, eire tricirculare Cunve
sechster Ordnung, die im Allgemeinen drei, im gegerwértig vor-
liegenden Sonderfalle aber vier Doppelpunkte hat, also bezw.
vom Geschlecht Eins oder Null. Hieraus ergiebt sich, dass die
Polcurve p in beiden Fallen von gleichem Geschlecht
ist, wie die Koppelcurven, die zu dem jeweilig be-
trachteten Kurbelmechanismus gehoren.

Il. Sei fermer die Summe 2neier benachbarten Glieder gleich
der Summe der beiden anderen Glieder, z B. a -f-d = b -J ¢
Dann wird der Ausdruck a2-\-b2 -f: c2—d2= 2 (ab -)- ac — b0C),
und dieser Werth geht aus dem unter 1. gefundenen henvor durch
Vertauschung von b mit —b. Nun enthdlt die Gleichung (5)
der Polcurve die Gliedlange ¢ nur in der Verbindung a2 -f- b2
-f- c2— d2 und im Uebrigen nur gerade Potenzen von b\ wir

* Vergl. Burmester, Kinematik I, S. 113, sowie Fig. 334.
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schliessen hieraus, dass in den beiden mit 1. und Il. bezeichneten
Féallen die Gleichungen der Polcurve sich nur durch die ent-
gegengesetzten Vorzeichen der

Gliedlange b unterscheiden

werden. Der Fall Il. bedarf

daher keiner besonderen Unter-

suchung.

8. Wenn imFalle I. a= «

und b= ¢ ist, so erhalten

wir einen gleichschenkligen

Kurbelm echanismus(Fig.7).

Dann zerfallt bekanntlich jede der Koppelcunven in eine gawisse
Cune vierter Ordnung und einen Kreisl), und auch die Polcune
erleidet eine weitere Ausartung. Gleichung (1) verwandelt sich
namlich gegermartig in

mithin spaltet sich die Polcune in die vierfach zdhlende Gerade
A B und eine Qune vierter Ordnung p mit der Gleichung

oder

Setzen Wir hier s2= p2-j- r2— 26r cos gp, Wobei @ den
Winkel B Aty bedeutet, so ergiebt sich die Gleichung von p in
der Form

d h p ist eine Pascal’sche Curved). In der That, machen
wir in Hg 8 auf AB die Strecke A Ao= A°A = a und be
zeichnen mit den vierten hammonischen Punkt zu B, A,
mit 'p0 den vierten harmonischen Punkt zu B, A°, A, Mit0 den

Mittelpunkt von '‘p0$ h so wird
folgich A O = -3~ 2 imdO5= — o0 o= 5 Wir

) Vergl. Burmester, Kinematik I, S. 331. — *) Roberts, a a 0., S. 94.
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erhalten daher p, indem wir Uber Ap als Durchmesser den
Kreis t beschreiben und auf den durch A gehenden Strahlen
wvon ihren Schnittpunkten mit f aus die Strecke 0M1° beiderseits
abtragen. — Der Punkt A ist ein Doppelpunkt von p. Wie sich

Fig. 8.

aus Hg. 4 ergiebt, gehen seine Tangenten durch die Schnitt-
punkte des um A mit dem Radius a beschriebenen Kreises und
der Geraden 1, die in B auf AB senkrecht steht Die imagi-
naren Kreispunkte sind wiederum Spitzen von p\ die zugehdrigen
Tangenten schneiden sich im Mittelpunkte  von !, denn dieser
theilt A B im Verhéltniss a262 (Art. 3). Die Qune p ist hier-
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nach von der vierten Classe. Durch jeden der imagindren Kreis-
punkte geht folglich nur noch je eine Tangente, und diese
Tangenten treffen sich «in B. Fir s2= 0 folgt ndmlich aus
Gleichung (9)

d h die Geraden s2 — 0 sind Tangenten von p (Art. 5).
9 Ista= budc= d 0 geht Gleichung (1) Uber in

die Polcurve zerfallt also in die vierfach zéhlende Gerade aB,
die doppelt z&hlende unendlich ferme Gerade und die Cunve

d h einen Kegelschnitt p, der A und B zu Brennpunkten und
die Gliedlange a zur Hauptachse hat. Das Gelenkviereck A B B A
liefert gegerméartig einen Parallelkurbelmechanismus, der
in einer der beiden Durchschlagslagen in einen Zwillings-
kurbelmechanismus Ubergehen kann. Im ersten Fall ist die
Polcurve die urnendlich ferme Gerade, und jeder Koppelpunkt
bewegt sich auf einem Kreise vom Radius ax im 2wneiten Fall
ergiebt sich als Polcurnve der Kegelschnitt p, und die einzelnen
Punkte der Koppelebene beschreiben Curven vierter Ordnung®.

10. Zu weiteren Sonderfallen gelangen wir durch die An-
nahme, in dem betrachteten Celenkviereck seien anel benach
barte Glieder, z B. b und d, unendlich gross. Diese Sonderfélle
sind zuerst von Roberts behandelt worden?, und wir erhalten
die betreffenden Resultate ohne Weiteres aus den vorstehend
entwickelten allgemeinen Formeln der Artikel 2 bis 6, indem wir
dort b = 00, d = 0 und d — b gleich irgend einer endlichen
Lange setzen

Il. Die Flachpunktcurve u

11. Wir verstehen wie bisher unter As B A einen beliebigen
Kurbelmechanismus mit den Gliedlangen AA — a, BB = b,
AB — ¢ AB = d (Fig 9. Fur die augenblicklich betrachtete

b Burmester, Kinematik I, S. 302. — 2 A. a 0., S. 312 und 314.
Yergl. auch ,Uber die Gestaltung der Koppelcurven etc.“, a a 0., S. 15
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Koppellage A B, die AB in p schreidet, sei der Pol, t die
gemeinsame Tangente von Polbahn und Polcurnve, w der Wende-
pol und k der Ball'sche Punkt, also L tr A = A

Fig. 9

dann dienen zur Bestimmung der Punkte w und
die an anderer Stelle *) abgeleiteten Gleichungen

Bezeichnen wir wieder die Strecken und Bty bezaw mit
ruds und femer Ak mit \ B kK mit s\ s0 folgt aus dem
Dreieck

Nun ist

ud «k — p w sinx5 schreiben wir also zur Abkirzung tan a
— X, tanB = I, tany = (i, tand = v, S0 finden wir mit Rick-
sicht auf (12) und (13) nach einfacher Rechnung

b Beitrdge zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, a. a 0., S. 258
und 259.
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(V)
ud analog

(15)
Aus der Figur ergiebtosidﬁ weiter

es ist also

Die Elimination von /t, x, A ft, v zwischen (14), (15) und
den vier Gleichungen (16) wirde zu einer Gleichung zwischen
a &c d r ud s fuhren, die fur die Ball’'schen Punkte aller
Koppellagen gilt, d h zur Gleichung der Flachpunkteurve u
der Koppelebene. Wesentlich einfacher gestaltet sich aber die
Ableitung dieser Gleichung bei dem speciellen Kurbelmechanis-
mus, zu dem wir nunmehr Ubergehen.

12 Der Zwillingskurbelmechanismus. In Fig. 10 ist
ABBA e€n Antiparallelogramm, also A A — BB — a
AB=AB = c Unter Beibehaltung der friher elngefuhrten
Bezeichnungen wird tidentisch mit s ud g — — @Gy = — 0;
die Gleichungen (12) und (13) gehen daher Uber in

und

Verstehen wir also unter © den Schnittpunkt von w k mit
~ £ so folgt
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Hieraus ergiebt sich fur die Construction des Ball’schen
Punktes k die einfache Regel: Man ziehe durch zu BB e€ine
Parallele, die A in 2, AA in & schneidet, errichte in & zu
AA e€in Loth und bestimme seinen Schnittpunkt < mit i3]);
dann ist k der Fusspunkt des Lothes von © auf iR2. Bedeutet
namlich % den Schnittpunkt von i35 und A B, S0 ist

also Z QyUQ = x — Die Gerade tyk geht auch durch den
Schnittpunkt von B A mit der Parallelen durch £ zu AA.
Aus den Kreisvierecken A ¥<6% und 2 k B% folgt

mithin ist auch A 91k 2 ein Kireisviereck, also
Ebenso zeigt man, dass
ist; denmnach ist auch
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d h die Normmale der Bahncurve des Punktes k halbirt den
Winkel Ak B. Hieraus folgt eine zweite Construction des
Punktes k: Man ziehe J23 und IRU J_iRZ., sonie B8 U und
iRB L B und falle von iR auf 1133 ein Loth; dieses trifft U3
in k. Da namlich die Punkte i, 33 A, k ein Kreisviereck
bilden, soist Z Ak% = Z Z33iB = Z ZiRi? etc.

Wenn in der Koppelebene die Polcurve p bereits gezeichnet
vorliegt, so liefert die letzte Construction zu jedem Punkte i3
von p den entsprechenden Punkt k der Flachpunktcurve w
und 2nar ohne Benutzung der zugehdrigen Lage des Gliedes aB.
Die hiemach zwischen den CQurven p und u bestehende Be-
ziechung fuhrt nun in einfachster Weise zur Gleichung wvon u.
Es ist ndmlich A A ~ k

und

folglich

oder mit Arvendung der friher gebrauchten Bezeichnungen

Aus den Dreiecken A k B und folgt fermer
und

Nun ist aber also
oder nach (17)

Dabei gentigen r und s der Gleichung (11) der Polcurve jj,
die wir auch schreiben konnen



60

Bringen wir mit Hulfe von (17) die beiden letzten Gleichungen
auf die Form

so ergiebt sich durch Elimination von

mithin lautet die vollstindige Gleichung der Hachpunktcurve

oder, wenn zur AbkiUrzung r2-(-s2= Vv, r2—s2= w Qe
setzt wirg,

Bezeichnen wir mit 0 den Mittelpunkt von A B , mit x undy
die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes k fur O als Anfangs-

punkt und 0A als positive z-Achse, so wird

Durch Einfuhrung dieser Werthe verwandelt sich (19) in eine
Gleichung sechsten Grades, welche nur gerade Potenzen wvon x
und y enthalt, und 2war ist das Glied sechsten Grades, von einem
constanten Factor abgesehen, gleich(x2-\-y22{(C2— a2 x 2— a2y 2}.
Die Hachpunktcurve ist also eine in Bezug auf die gewdéhlten
Coordinatenachsen symnetrische bicirculare Curve sechster
Ordnung. Ilhre Asymptoten

sind identisch mit den Asymptoten eines Kegelschnittes, der a
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und B zu Brennpunkten und a zur Hauptachse hat, d h der
Polcune p. In Fig 11, welche fur das in FHg. 10 gezeichnete
Gelenkviereck die Curven p und u darstellt, ist ¢ >> a, also p
eine Hyperbel.

Verstehen wir unter ~ und die Schnittpunkte von p
mit dem Halbkreis Uber dem Durchmesser A B, unter k x und
k 2 die entsprechenden Punkte von u, so folgt aus der wvorhin
abgeleiteten  2wneiten Fig. 10

Construction des

Ball sehen Punktes

sofort, dass k x und k 2

mit den Fusspunkten

der Lothe zusammen

fallen, die von ™ und

$2 auf A B gefallt

werden.  Nun ent

sprechen k x und k.2

aber auch denjenigen

Punkten von p, die zu und 2 in Bezug auf A B symmetrisch
liegen; sie sind also Doppelpunkte von u. Die Gerade A B
schneidet u Uberdies in denjenigen Punkten k o und k°, die den
auf ihr liegenden Scheiteln 7 und vonp entsprechen. Nach
17) ist

bedeutet denrmach OO den vierten harmonischen Punkt zu A,
B, /10, also den Krummungsmittelpunkt von p fur den Scheitel
€0, so ist k o der Mittelpunkt von 900Q

Setzen wir in (18) r' = 0, so ergiebt sich

\on den beiden Geraden, die den Punkt A mit den imagi-
naren Kreispunkten verbinden, hat folglich jede mit u vier zu
sammenfallende Punkte gemein; die Punkte A und B sind also
singulére Brennpunkte von u. — Durch das in Artikel 3 an-
gewendete Verfahren finden wir fermer, dass die Cunve u 2nei Focal-
centra hat, und 2waer auf A B oder auf der Mittelsenkrechten
dieser Strecke, je nachdem czs~a ist.  lIhr Abstand vom Punkte 0
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ist im ersten Falle
im 2wneiten

Die Curnven p und u berthren sich nur in den beiden unend-
lich femen Punkten vonp; denn setzen wir in Gleichung (18)
r —s = gasor -)-s = 2r — « so folgt

oder

Wir erhalten also vier verschiedene Werthe von r und mit-
hin vier verschiedene Paare von Schnittpunkten der Curvenp und u.

13 Der gleichschenklige Kurbelmechanismus.
Wir betrachten einen zweiten Sonderfall des in FHg 9 dar-
gestellten Mechanismus, indem wir annehmen, es seiAa B= AA = a,
AB = BB = b (Fg 7). Dannisty = a 6 = &, mithin nach
Gleichung (13) %= 180°—a d h
Ziehen wir daher ~ © JaB bis AB, soist
Gleichung (12) vernandelt sich gegerwartig in

folglich wird

dh

der Punkt k liegt also symnetrisch zu © in Bezug auf Bty.
Hieraus folgt weiter, dass die Dreiecke Btyk und BAty ein
ander ahnlich sind; mithin ist

Gebrauchen wir nun wieder die Bezeichnungen Bty = s,
B K = s und setzen Uberdies Z.ipj5J. = 0, A KB A = fr,
so finden wir, dass entsprechende Punkte und k der Cunvenp
und u durch die Gleichungen mit einander verknupft sind
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20)

Betrachten wir endlich die Strecken 8 ™ und B k bezw. als
die geomretrischen Bilder der complexen Grissen

so konnen wir das soeben erhaltene Resultat auch in folgender
Weise aussprechen: Die Flachpunktcurve u entsteht aus
der Polcurve p durch conforme Abbildung der Koppel-
ebene auf sich selbst mittelst der Function

Die Eigenschaften der Cune u ergeben sich denmnach ohne
Weiteres aus den in Artikel 8 ermittelten Eigenschaften der
Gune p. — Spalten wir die letzte Gleichung in

und

und bezeichnen mit E die urspringliche, mit E' die transformirte
Koppelebene, so erhalten wir z2wischren E und E die folgende
ein- vierdeutige Beziechung: Einem reellen Punkte c' (x, y9)
von E entsprechen in E 2nei reelle Punkte 0, Gx und 2nei
conjugirt imeginare C2 C3, namlich die vier Schnittpunkte der
durch die Gleichungen (21) und (22) dargestellten Hyperbeln;
sind s\ d* die Polarcoordinaten von c', so folgt fir ¢ und c\

und flr

Ist c unendlich fem, so wird cx identisch mit

ebenso vereinigen sich c2 und c3 zu einem reellen unendlich
fermen Punkte ~ Dem Punktb A der Ebene
ist in e ein Punktquadrupel zugeordnet, dessen einer Punkt mit
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A zusammenfallt, dagegen sind B und die imagindren Kreis-
punkte 1 und J drei selbstentsprechende Punkte von £ und E
insofern, als fur jeden dieser Punkte das ganze zugeordnete
Quadrupel mit ihm selbst identisch ist. — Einer in g beliebig
angenommenen Geraden g entspricht in E eine Hyperbel o\
den acht Schnittpunkten von y und p sind also in ' ebenso
viele Schnittpunkte von g* und u zugeordnet, d h die Curve m
ist von der achten Ordnung. Geht aber g durch einen der
drei selbstentsprechenden Punkte B, 1, 3, so zerfallt g in 2wnel
Geraden, die sich in denselben Punkte schrneiden. Es entsprechen
z B der Geraden c'1 die Geraden c1 und cxJ, wvon deren
die eine den Punkt C2 die andere den Punkt c3 enthalt Nun
zahlt der Punkt 1 doppelt unter den Schnittpunkten von p mit
ci1 und cxin\n folglich hat v mit c*1 in 1 vier zusammen
fallende Punkte gemein, d h die imagindren Kreispunkte sind
vierfache Punkte von u. Da fermer p in 1 eine Spitze mit
der Tangente 1 F besitzt, so fallen die vier Tangenten von u
in 1 mit der Geraden nach dem Punkte F* zusammen, der in e
dem Punkte F der FHg. 8 entspricht, und ' ist demnach das
einzige Focalcentrum wvon u. — Die Gerade B 1 entspricht
sich selbst bei der Transformation von E in E; der Punkt B
ist folglich ein Brennpunkt von u von der besonderen Be-
schaffenheit, dass jede der Geraden, die ihn mit einem der beiden
imagindren Kreispunkte verbindet, ausserdem noch vier zusammen-
fallende Punkte mit u genein hat

Schreidet p die Gerade | der Fig. 8 in den Punktpaaren
or, G ud H, ffj, so entspricht jedem won ihnen in £ ein
einziger Punkt c' bezaw H' der Geraden A B, also jedesmal ein
Doppelpunkt von u. Ein dritter Doppelpunkt von u ist der
Punkt A, den £ und ' entsprechend gemrein haben. — Da die
Abbildung, die p in u Uberfuhrt, eine conforme ist, so folgt
weiter, dass die Tangenten in je 2wei entsprechenden Punkten
vonp und u mit den von B nach diesen Punkten gehenden
Strahlen gleiche Winkel bilden. Die Curven p und u berihren
sich daher in ihrem gemeinsamen Doppelpunkte A.

Um noch die Krimmung in entsprechenden Curvenpunkten
zu untersuchen, bezeichnen wir zundchst ganz allgemein mit &
und k irgend 2wei entsprechende Curven von £ und £, mit
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P, @, r drei unendlich benachbarte Punkte von fc mit
die zugeordneten Punkte von k und setzen B P -
L
Fig. 12
i
(Fig. 12). Nach einer wvorhin gemechten
Bemerkung bildet das Curverelement P' @ mit
BP' denselben Winkel wie P mit PP, ud
das Analoge gilt von den Elementen ¢'r1 und
QR\ mithin ist

Aus (20) folgt aber
also wird

Ferner ergiebt sich aus den Dreiecken 8 P @ und PP' @

und

Nun ist
also

hieraus folgt

Verstehen wir jetzt unter p und €' bezaw die Krimmungs-
radien von k und k' in P und P, so erhalten wir

Festschrift.
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Dabei bedeutet o den Winkel, den die Tangente von k in
P mit B P einschliesst — Wir wenden die gefundene Formel
an auf den sich selbst entsprechenden Punkt A der Curven p

udu Firr= 0 und cos = . folgt aus Gleichung (10)

ab b

9 ~~ ya2_ fji — sin(p’

die beiden Krummungsmittelpunkte des Punktes A der Polcurve
liegen daher auf der Geraden I Dermnach wird g sin = b,
und da auch s = b ist, so geht Gleichung (23) Uber in q' = p;
d h die Curven p und u osculiren einander in ihrem
gemeinsamen Doppelpunkte A. Dieser zadhlt also achtfach
unter den 32 Schnittpunkten von p und w und dasselbe gilt von
jedem der imagindren Kreispunkte. Die Ubrigen acht Schnitt-
punkte sind in Fig. 8 imaginar.

Ill. Die Uebergangscurve q.

14. In Fig 13 ist ABB A Weder ein beliebiger Kurbel-
mechanismus; fur die gezeichnete Koppellage A B sollen die-
jenigen Punkte der Koppelebene bestimmt werden, die augen-
blicklich einen Selbstbertihrungspunkt ihrer Bahn durchschreiten.

Angenonmmen, der Punkt @ genlge der gestellten Aufgabe,
so existirt eine 2neite Koppellage A B\ fur welche er sich wieder
an der mit @ bezeichneten Stelle befindet, es ist also A AB @
= A A'B'Q Die Geradenpaare A A, BB und A A\ BB’
schneiden sich beaw. in den Polen 78 und der betrachteten
Koppellagen; mithin sind “Sqo und "3 @ die Normalen der Bahn-
cune des Punktes @, und da diese Qune in @ einen Selbst-
berthrungspunkt haben soll, so liegen die Punkte /3 "3 und @
auf eirer Geraden. Die sechs Geraden von A und B nach
73 73 @ sind entsprechende Strahlen aneier perspectiven Strahlen-
biUschel; dabei halbiren Aq@ und BQ bezw die Winkel ty Aty
und ~3'R$. Der vierte harmonische Strahl zu Aty, Aty und
A Q st daher senkrecht zu A @; ihm entspricht im anderen
Bischel das Loth in B zu 3 @, und die beiden Lothe schneiden
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sich auf im vierten harmonischen Punkte D zu 8 /8 und o.
Die Punkte A, B, @, D liegen also auf einem Kreise, dessen
Mittelpunkt sich auf R befindet Markiren wir nun auf jedem

vO

der durch A und B gelegten Kreise die beiden Endpunkte des

nach  gehenden Durchnmessers, so erhalten wir bekanntlich eine

specielle circulare Qunve dritter Ordnung @ die als Focalcurve
5*
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bezeichnet wird¥). Diese Focalcurve @ die 5 zum Focalcentrum
ud A und B zu Grundpunkten hat, ist demnach der erste
georetrische Ort des gesuchten Punktes . Sie ist, wie nur
beilaufig bemerkt sei, stets zweitheilig, weil ihre Grundpunkte
reell sind

Aus der Gleichheit der Winkel A @A und Bg B folgt
fermer, dass Z AQ A — L BqgB und folglich Z A gB
= Z A @B ist, und diese Beziehung gilt bekanntlich far alle
Punkte der Koppelebene, die sich augenblicklich Uberhaupt in
einem Doppelpunkte ihrer Bahn befinden. Der Punkt o liegt
daher auf einer zweiten Focalcurve /, dem Ort der Brennpunkte
aller Kegelschnitte, welche die Seiten des Vierecks AB B A be
rihren. Die Qune/ geht durch A, B, B, A, ound durch den
Schnittpunkt £) von A und AB. lhr Focalcentrum ist der
Schnittpunkt = der den Dreiecken 3 AB, tyAB, A A ud
£)B B unmgeschriebenen Kreise, und ihre Mittellinie geht durch
die Mittelpunkte der Strecken A, BA und 5f). Da die Punkt-
paare A< B, B, A\ J9 aus jedem Punkte von/, also z B. auch
aus §3 durch eine synmetrische Involution projicirt werden, so
bildet die Tangente der Curve in o mit R denselben Winkel
wie oA mit P£); sie fallt denmach zusammen mit der Tangente
der Polcurve p.

Die Curvengund/ haben ausser 53 A, B und den imagindren
Kreispunkten noch vier Punkte mit einander gemein; fur jede
Koppellage giebt es also im Allgemeinen vier System-
punkte, die sich augenblicklich in einem Selbst-
berUhrungspunkte ihrer Bahn befinden. — In Fg. 13
schrneiden sich @ und / in vier reellen Punkten @,B, s, T.
Die Figur zeigt die Bahncurve des Punktes q.

15. Betrachten wir die Seite A B des gegebenen Gelenk-
vierecks als fest und zeichnen die Strecke ae in einer Reihe
neuer Lagen AiBu A~B2... SO erhalten wir durch Wieder-
holung der eben ausgefUhrten Construction die Focalcurven cpi

\

) Vergl. Schréter, Ueber eine besondere Curve dritter Ordnung,
Math. Annalen V, S. 50, sowie Durege, Ueber die Curve dritter Ordnung,
welche den geometrischen Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschar
bildet, daselbst, S. 83.
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und /x g2 und f2... beaw mit den Schnittpunkten ox, Ru
Su Tx\ @s, R2, S2, T2 ..., und dann ergiebt sich als Ort dieser
sammtlichen Punktquadrupel die Uebergangscurve q.

Im Focalcerntrum £ der CQune/ schneiden sich die durch
A A ud f), B B gelegten Kreise; es ist also L AAF

— L As»F= ABBFUMW™NAFA = L A$SA — L BFB,
dh A FAA ~ A FBB, mithin
FA _ AA
FB ~ ~BB '
Dasselbe gilt auch von den Focalcentren Fx, F2 ... der
Curnven f2 ... Diese Focalcentra erfillen daher den Kreis,

der die Strecke A B innen und aussen im Verhéltniss A A .B B
theilt, und dessen Mittelpunkt auf A B liegt.

Da die Bahncurve des Punktes @ in ihrem Selbstberthrungs-
punkte 2nel unendlich benachbarte Doppelpunkte besitzt, so geht
durch o auch die z7u+ unendlich benachbarte Curve der Schar
[, fx,f2 ... Die Qunen/, fx,/2... umhillen daher eirerseits
die Uebergangscurnve g, andererseits die Polcurve p.

Nach friheren Darlegungen® ist q eine Curve zehnter
Ordnung mit Doppelpunkten in A und 8 und vierfachen Punkten
in den imagindren Kreispunkten. Ausser den vier eben genannten
singuldaren Punkten haben die Cunven p und g noch 36 Punkte,
darunter 12 BerUhrungspunkte, mit einander gemein). — \Von
den 30 Schnittpunkten der Curven ¢ undf entfallen je vier auf
die imagindren Kreispunkte und je zwei auf die Punkte A, B,
Q. R, s, T. Die ubrig bleibenden zehn Schnittpunkte sind solche
Punkte der Koppelebene, die sich augenblicklich in einem ge-
wohnlichen Knotenpunkte ihrer Bahn befinden, und deren Bahn-
auneD in ihrem weiteren Verlauf noch einen Selbstberihrungs-
punkt aufweisen¥

1) Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve, a a 0. S. 303 u. 372. —
*) Beitrdge zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, a. a. 0. S. 271.
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