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Fondée par le célebre analyste norvégien Al}el, la théorie de ses
intégrales a recue depuis un grand développement grice aux travaux
d’Abel lui méme et de géometres allemands: Jacobi, Richelot, Gipel et
Rosenhain, surtout de Riemann et de ses disciples comme Roch, C. Neumann,
Koenigsberger, Prym, Krazer, Weber, Thomae; ensuite de Clebsch et
Gordan et de leurs disciples — Lindemann, Klein, Burkhardt, beaucoup de
Noether; enfin de Weierstrass, Schottky, Hettner, Dedekind et H. Weber;
en France de Ch. Hermite, Briot et Bouquet, Elliot, Raffy, Appell, Gour-
sat, Picard, Poincaré et d’autres. Il y a bien & distinguer maintenant cinq
doctrines principales en cette théorie, les noms des fondateurs desquel-
les nous avons eu le soin de souligner. La premieére entre elles, celle de
Gopel et de Rosenhain, la plus rapprochée de celle d’Abel par 1’époque
de sa fondation, en est la plus éloignée par ses principes: on sait que
ces savants ont cherché, et non sans succes, d’étendre aux fonctions abé-
liennes la méthode inverse de Jacobi dans la théorie des fonctions ellip-
tiques, qui prend les fonctions © pour point de départ. Malgré les con-
tributions que lui ont faits depuis plusieurs des savants eminents, men-
tionnés plus haut, et tout récemment encore M. Wirtinger, elle reste
encore en arriere des autres. Celle de Riemann, basée sur la considération
des surfaces a feuillets superposés, nommées d’apres iui, et le principe
de Dirichlet, est la plus cultivée et la plus répandue. Elle est déve-
loppée dans son célebre mémoire presque tout a fait sans caleul *). En

*) Clest ce que Jacobi a prédit 'an 1835: | Diese Theorie muss durch einfache
Betrachtungen durchgefiithrt werden, und man wird in ihrer Ausbildung keine Rechnung
mehr brauchen, welche durch die Intensitit der Gedanke ersetzt wird. Diese Theorie
muss daher nothwendig der Glanzpunkt der Mathematik werden, weil hier die Resul-
tate ohne Rechnung unmittelbar zur Anschauung gelangen®“. Lecon 69-me sur les
,Elliptische Transcendenten“, ou l'on trouve une digression sur les intégrales hyper-
elliptiques. (Extrait d'une copie manuscripte des cahiers, faites par Rosenhain
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restant pour toujours admirable et un témoin du grand génie de Riemann,
elle a pourtant les deux inconvenients: d'une part celui d’étre synthétique
et d’autre d’emprunter ailleurs les fonctions ©. C’est ce qui a suggéré a
Clebsch et Gordan I'idée de construire cette théorie sur une autre base,
en liant la théorie des intégrales abéliennes avec celle des courbes algébri-
ques. L’étude conjointe de ces deux théories les a aménés par le théoreme
d’Abel aux fonctions Tgn(x), qui conduisent aux fonctions ©. Mais le
chapitre, consacré aux fonctions Te_q(x), est I'un des plus difficiles de
leur livre tellement, que Briot a préféré dans sa ,Théorie des fonctions
abéliennes®, apres étre arrivé au probleme d’inversion, d’exposer la théorie
des fonctions © indépendamment de Tén(x)’ comme l'a fait Riemann.
Cette maniere de traiter les intégrales abéliennes conjointement avec la
théorie des courbes algébriques a beaucoup contribué aux progrés d’ana-
lyse et de géométrie, mais ne parait pas étre naturelle et ne rend que
plus difficile la premiere théorie, en lui ajoutant les difficultés de la
deuxieme. Elle a recu depuis beaucoup de perfectionnements, surtout de
la part de M. Noether, qui I'a rapproché de celle de Weierstrass; mais
malgré ca elle est moins répandue que celle de Riemann, et parait étre
peu a peu abandonnée.

Toutes les trois théories sont beaucoup éloignées des considérations
d’Abel — aussi par rapport a la généralité, car pour amener les con-
clusions jusqu’a la fin, on y devait introduire des restrictions diverses; la
derniére, dont il nous reste a parler, celle de Weierstrass, longtemps la moins
connue des toutes, méme en Allemagne, mais la plas naturelle, la plus
simple et la plus élégante, s’y rattache le plus étroitement. Chez Weier-
strass toute la théorie se développe naturellement d’une identité, trouvée
par Abel dans le mémoire: ,Petite contribution a la théorie de quelques
fonctions transcendantes“ ™), (pour les transcendantes d’un ordre plus élevé
encore), — résultat, qui est obtenu plus tard aussi ‘par M. Noether.
Weierstrass tire de 1a en premier lieu les relations entre les périodes des
intégrales de premiére et de deuxieme espéces, analogues a la relation
connue de Legendre dans la théorie des fonctions elliptiques; les formes
des intégrales normales de deuxiéme et de troisieme espece, et le
théoreme de ’échange de parametres et d’arguments pour les derniéres;

d’aprés les lecons de Jacobi en 1835, comme je ’ai entendu de mon pére et aussi de
L. Kronecker. Ces lecons sont trés dignes de voir le jour, — mon avis, partagé aussi
par L. Kronecker.)

*) V-me mémoire de la nouvelle édition de ses oeuvres, § 2.
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les fonctions primaires (Primfunktionen) et les expressions par elles des
intégrales des trois espeéces, de méme que des fonctions algébriques
rationnelles de la méme irrationalité, de laquelle dépendent les intégra-
les; de 13, comme un simple corollaire, le célebre théoréme d’Abel; d’un
cas particulier de celui-ci il arrive au probleme de Jacobi; en exprimant
les sommes des intégrales de deuxieme espece et aussi celles de troisieme
espece en fonction de celles de premiere, ayant les mémes limites supé-
rieures, il trouve, que les sommes des intégrales fondamentales de
deuxiéme espece pour les valeurs des arguments augmentées de certai-
nes constantes, sont les dérivées partielles d'une méme fonction
auxiliaire, par laquelle tout peut étre exprimé, aussi les sommes des
intégrales de troisiéme espece; le théoreme d’Abel pour ces derniéres
dans un cas particulier conduit de suite, en passant du logarithme au
nombre, & la fonction © générale, dont les propriétés diverses se dédui-
sent ci-aprés de sa définition elle-méme, de méme que son développe-
ment en série.

Telle est la belle théorie du célebre analyste allemand.

Tous ces résultats sont tirés et démontrés par Weierstrass a ’aide des
développements en séries pour les divers endroits de ,l'image algébrique®
(algebraisches Gebilde), défini par I’équation algébrique f(x,y) =0, — les
développements, dont on n’a besoin de savoir le plus souvent que la forme,
— et il parait que c’est cette méthode de démontrer, qui a été le plus
remarquée, plus que la théorie elle-méme. Mais tous ces résultats
peuvent étre obtenus aussi par d’autres moyens, plus algébriques, comme
I’a montré M. Noether. M. Noether traite cependant la théorie, & la ma-
niere de Clebsch et Gordan, a V'aide des considérations et du langage
géométriques et des variables (coordonnées) homogenes, ce qui exige du
lecteur des connaissances considérables en géométrie et en théorie des
formes — connaissances étrangeres a la théorie qui nous occupe. Jai
tenté a rendre son analyse purement algébrique et surtout a rempla-
cer sa méthode pour la recherche du genre et des fonctions adjointes
par une autre plus simple et plus directe, ce que jai réussi a faire
en 1893%). Alors jai écrit en russe mes ,Eléments de la théorie
des intégrales abéliennes“, un livre, qui donne une exposition de
la belle théorie de Weierstrass la plus simple, la plus proche des
éléments d’Analyse, et les moyens d’explorer a fond directement

*) Annales de I’Ecole Normale supérieure. An 1893, No V; aussi: Bulletin des
sciences mathématiques, méme année, février.
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chaque cas particulier. Pour rendre I'exposition de la théorie plus
facile et plus compréhensible au lecteur, je m’ai permis de recourir
aux surfaces de Riemann, lesquelles donnent un moyen trés commode
pour indiquer briévement le chemin d’intégration, et de démontrer quel-
ques propositions qui s’y rapportent, & la maniére de Riemann et de
M. C. Neumann; mais je ne suppose chez le lecteur aucune connaissance
antérieurement acquise de ces surfaces; et en général, les connaissances
préalables sont réduites chez moi au minimum possible, celui des éléments
d’algebre supérieure, du calcul différentiel et intégral et des éléments de la
théorie des fonctions d’une variable complexe, qu’on trouve dans les cours
usuels. (Le plan de 1'ouvrage montre la table des matidres détaillée ci-jointe.)

Ce livre fut imprimé ’an 1895 par la Société mathématique de
Kharkow. Mais ma langue maternelle présentant un obstacle a sa
propagation dans les pays, ol l'on s’intéresse le plus & cette théorie,
je me suis décidé d’en faire une édition francaise, apres y avoir apporté
quelques améliorations.

Pendant que je cherchais vainement un éditeur pour mon livre
qu'on jugeait a tort étre plus spécial qu’il 'est en réalité *), il vient de
paraitre a Kieff I'an 1897 un autre livre russe sur le méme sujet, du a
I'étude du mien, appartenant & Mr. le prof. Ermakoff. J’y ai trouvé
quelque chose, dont j’ai jugé bon de profiter pour 1’édition francaise; mais
g’étaient principalement mes propres recherches ultérieures, publiées
depuis dans les ,,Communications de la Société Mathématique de Kharkow*,
dans le ,Compte-rendu du deuxiéme Congrés international des Mathé-
maticiens, ténu a Paris du 6 au 12 Aot 1900, — ,Sur I’évanouisse-
ment des fonctions © de plusieures variables“, et dans le tome CXXVI du
,2Journal fiir die reine und angewandte Mathematik* de Crelle, sous
le titre: ,Ubergang von den Abelschen Integralen zu den Thetafunktionen®,
d’apres lesquelles sont faites les corrections et les changements dans cette
édition de mon livre. L’impulse au dernier travail cité m’a été donné par
le IV. Band des ,Mathematische Werke von K. Weierstrass“ contenant
ses ,Vorlesungen uiber die Theorie der Abelschen Transcendenten®, qui
vient de paraitre enfin 'année 1902 et était trées utile pour moi, lors-
que j’ai repris la révision de mon travail. Le dernier chapitre jai
écrit de nouveau d’aprés mes derniers mémoirs cités tout & I’heure.

*) Que Dintérét ne manquait pas au sujet de mon livre, on I’apercoit de ce
fait, que presque en méme temps avec le mien étaient publiés les livres des Mrs.
Appell et Goursat (Paris, 1895), H. Stahl (Leipzig, 1896), Baker (Cambridge, 1897).
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La méme année avec les , Vorlesungen de Weierstrass a paru le livre
des Mrs. K. Hensel et G. Landsberg: ,Theorie der algebraischen Funk-
tionen einer Variabeln und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und
Abelsche Integrale“. Leipzig, 1902, consacré & l'exposition de la cinquieme
théorie des fonctions algébriques et des intégrales abéliennes, due a
Mrs. R. Dedekind et H. Weber; mais je ne pouvais pas en profiter, leur
exposition du méme sujet différant beaucoup de la mienne. Par la
méme raison, aussi le livre de Mr. H. J. Baker: ,An introduction to
Abel’s theorem and allied Theory, included the theory of the theta“.
Cambridge, 1897, ne pouvait apporter des changements dans mon expo-
sition, qui reste nouvelle jusqu’a nos jours, différant tout a fait des
autres expositions tant amtérieures, que postérieures d’elle.

Ma tache était de rendre la théorie des intégrales abéliennes
exempte de toutes les difficultés étrangeres au sujet méme, qui ne sont
dues qu’aux méthodes employées par divers savants pour son développe-
ment et son exposition, et en présenter les éléments sous la forme na-
turelle et simple, sans sacrifier pour cela de la généralité, — comme on
I'a fait le plus souvent, — et en déduisant en méme temps la théorie
des thétafonctions de celle des intégrales elles-mémes. J’ai des raisons
pour penser que ma tache n’était pas sans succés, que mon livre peut
étre trés utile pour ceux, qui voudraient se faire une idée nette de la
belle théorie des intégrales abéliennes en marchant directement vers le
but, sans dépenser beaucoup de temps et d’énergie pour les études pré-
paratoires, qu’exigent les autres expositions, — et que mon exposition n’est
pas sans intérét scientifique méme pour les savants distingués.

C’est pourquoi je prend la liberté de mettre devant le monde
savant 1’édition francaise de mon ouvrage, pour qu’elle rende a la
science et aux étudiants le service, dont elle est capable, dans tous les
pays, ou l'on s’intéresse aux intégrales abéliennes.

Cette édition, entiérement nouvelle pour les étrangers, présentera
pour mes compatriotes une deuxiéme édition de mon livre, paru il y a
quinze ans en langue russe, — revue, corrigée, complétée de notes et en
partie refaite de nouveau. ,

Je n’ai cité que les ouvrages, dont je me suis servis en écrivant ce
livre et puis en préparant son édition francaise. Les indications plus
completes de la littérature des intégrales abéliennes on trouvera dans le
livre de Mr. Baker, aussi dans le livre bien connue de Géométrie ana-
lytique de Clebsch-Lindemann, lequel est traduit en francais.
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Je ne puis pas terminer ce préface sans exprimer ma profonde re-
connaissance & Mr. le Ministre de I'Instruction publique L. A. Kasso
pour la subvention considérable, qu’il m’a assigné-des ressources du
Ministére, lorsque j’ai commencé l'impression de ce livre, et aussi aux
Mrs. E. Billon et F. Erfurt, possesseurs de I'imprimerie de A. Bohnke,
comme pour les conditions allégées de payement, autant pour leur em-
pressement de remplir toutes les exigences d’un ouvrage mathématique
sur un sujet si sérieux.

M. Tikhomandritzky.

Gatschina,
le 16 Septembre 1911.
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Eléments de fa théorie des intégrales abéliennes.

Partie I-re (algébrique).
[Introduction.

1. Soit donnée une équation algébrique irréductible:
F(z,y) =0 (1)
entre les deux variables = et y, du degré m en z et du degré » en ¥.
En différentiant cette équation on aura la rélation suivante entre leurs

différentielles:
dx dy :
—— T 2
F(2y) Fy(=y) @
en multipliant les deux membres de cette égalité par une fonction quel-

conque rationnelle des variables .z et ¥, soit f (z,y), et en intégrant,
nous aurons sous la double forme

9 cl
lz dy
(z,y . = — f(x,y) —r— (3)
Jf )Fy(x,y) F (2,9
Vintégrale abélienne la plus .générale. C’est & cette forme que peut
étre ramenée toute autre intégrale d’une fonction rationnelle de z et
de y, liées par I'équation (1), comme
J (z,y)dz: B
on n’a qu'a multiplier et diviser la fonction ®(z,y) par Fy‘(z,y); alors,

en posant
' O (z,9) F) (z,y) = fl=, ), (5)

on aura l'intégrale du coté gauche de I’égalité (3).

M. TIKHOMANDRITZKY. 1
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2 Introduction. §1, 2

Si I'on prend z pour la variable indépendante, alors la fonction
rationnelle la plus générale de = et de y pourra toujours étre réduite
d’aprés Abel a la forme

(6) Sy = ..{%.2.

n—1 . -
f(z,y) et ¢ (z) étant des fonctions entieres de leurs variables, la pre-
miére du degré »—1 par rapport & y; de cette maniere l'intégrale du
cOté gauche de I’égalité (3) prend définitivement la forme:

n—1

(7 : f,y) dz

Y(z) Flyzy)

C’est sous cette forme, adoptée par Abel, que nous allons étudier les
intégrales abéliennes, cette forme étant plus naturelle et plus simple que
la forme homogéne d’Arongold, adoptée par 1’école de Clebsch et Gordan.

2. A chaque valeur de z il correspond d’aprés I’équation (1) du
§ précédent » valeurs de y, généralement diftérentes entre elles; aussi
I'intégrale (7) n’aura un sens déterminé que si I'on donne avec la suite
continue des valeurs de la variable z:

(1) T e it
la suite des valeurs correspondantes de ¥
(2) Yoy Y1 Yoy o v -t Yas X,

c’est-a-dire telles, que pour chaque valeur de 7 on a identiquement

% m n .
(3) F (2, y:) = 0.%)
C’est pourquoi on écrit souvent les intégrales abéliennes définies de
cette maniere: e,

n—

f(z,y ) dx
) f V@ T’

(2o, Yo)

L’ensemble des valeurs particulieres z;, y; des variables z et y, satis-
faisant 1dent1quement a la condition (3), on nomme d’aprés Briot et

*) L’ensemble complet de toutes valeurs des deux variables x et y, satisfaisant
identiquement & cette équation, Weierstrass a nommé ,das algebraische Gebilde®, c.-i.- d.
»l'image algébrique*.
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8.2 Introduction. 3

Bouquet un point analytique®), et la variation de I’ensemble (2, y) de
(@, ¥o) & (X, Y) par la série continue des ensembles (zi9:), z; et ¥,
désignant les membres correspondants des séries (1) et (2), le mouvement
du point analytique suivant ce chemin. En parlant du point 2, nous
entendrons toujours par la le point du plan, dont l'abscisse est égale
a la partie réelle de z et I'ordonnée au coéfficient de )/—1, en sup-
posant cette variable compléxe. Ces parties de la variable compléxe z,
variant toutes les deux dans une certaine dépendance l'une de Iautre,
le point représentant du plan, le point z, comme nous dirons, décrira
une certaine courbe, qui sera fermée, lorsque le point # sera arrivé au
point de départ. Une construction analogue pourra étre faite pour la variable
y dans un second plan; alors a chaque point # du premier plan cor-
respondront en général » points différents dans le second (et a chaque
point ¥ du second plan m points, en général différents, du premier), qui
décriront autant des courbes dans ce second plan, lorsque le point z
décrira. une courbe dans le premier. Si le point x décrira dans son plan
une courbe fermée, les 7 points correspondants de y décriront chaqu’un
dans le sien les courbes quipourront n’étre pas fermées, du moins quel-
quesunes. On dit d’un point analytique (z,%) qu’il a décrit une courbe
fermée, lorsque ce nest pas seulement le point # qui a décrit une telle
courbe dans son plan, mais aussi le point représentant la valeur choisie
des » valeurs correspondantes de y I'a fait dans le sien. En considérant
les deux plans en méme temps, on fait usage d'une méthode applicable
aux fonctions de plusieurs variables indépendantes compléxes en nombre
quelconque; mais pour I’étude des intégrales abéliennes sont beaucoup
plus appropriées les surfaces de Riemann a feuillets multiples super-
posés qu'on trouvera décrites dans le premier chapitre de ce livre.
Weierstrass s’en passait dans ces lecons; mais si I'on pénétre plus pro-
fondement dans ses éxpressions, on peut rémarquer leur emploi implicit,—
tellement sont elles naturelles dans cette théorie. Mais alors leur em-
ploi explicit est préférable, car I'auteur en gagne la facilité d’exposition,
le lecteur celle de la présentation et de lintelligence de l'exposé. Le
secours que nous nous permettons de ces surfaces ne sera pas en contra-
diction avec le caractere purement analytique, que nous désirons don-
ner 4 notre exposition de la théorie, car nous ne les emploierons que

*) Weierstrass Pappelle ,eine Stelle des algebraischen Gebildes“, c.-a.-d. ,un lieu
de I'image algébrique“.
1*
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4 Introduction. 50280

comme un moyen clair et précis pour indiquer le chemin d’intégration,
c’est-a-dire, la suite des valeurs correspondantes de z et de ¥, par
lesquelles passe le point analytique d’une limite de l’intégrale a 1’autre.

3. Les propriétés de lintégrale abélienne [(7) § 1] dépendent en
premier lieu du caractére de la fonction algébrique implicite y de z,
définie par I’équation (1) § 1, en second lieu de celui de la fonction

n—1
rationnelle des deux variables z et y:f(z;(s);

mencer 1’étude des intégrales abéliennes par I'étude de la fonction algé-
brique y de z, définie par I’équation irréductible (1) § 1, — ce qui fera
l’objet du premier chapitre, oi nous ferons connaitre aussi les sur-
faces de Riemann, comme nous I'avons déja dit, — et puis passer a I’étude
des fonctions rationnelles de z et y, — ce qui fera Dl'objet du second
chapitre; c’est 1a aussi, que nous allons déduire Iidentité fondamentale,
dont nous avons fait mention dans la préface; les chapitres suivants
seront consacrés & I’études des intégrales et la derniere a celle de la
fonction- ©.

donc nous devons com-
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Chapitre I

Les propriétés d’une fonction implicite, définie par une équation
algébrique irréductible.

4. De l'équation irréductible

m n

EAriy) =10 (1)
ou l'on a
Fa,9) =@y @y ™+ . fas(@)y + ful@), 2)

m m m m
fo@), fi(@),... [ a=1(2z), fu(z) étant des polynomes du degré m en =z,
on tire pour chaque valeur de cette variable » valeurs de la variable v,
qui sont en général finies et différentes entre elles, comme 1'on sait;
il n’y a d’exception que pour les valeurs de z satisfaisant & 1’équation

fo(x) =0, 3
lorsque quelquesunes des valeurs de y deviennent infinies, et aussi pour
celles qui avec les valeurs correspondantes de ¥ satisfont outre I'équation (1)
encore a I'équation o

F(z,y) =0, (4)

lorsque plusieurs des valeurs de y devieénnent égales entre elles. En élimi-
nant ¥ de I’équation (4) & I'aide de I'équation (1), on aura 1'équation.

A(x) =0, : (5)
ou l'on a e
A@) =[fy@)" 7 TT F)(x,9,), (6)
=1
Yys Yoy - - - Yn 6tant les n valeurs de y pour la valeur considérée de z.

La fonction A(z) s’appelle le discriminant de 1’équation (1) par rapport
a y; 'équation (5) donne les valeurs de z, pour lesquelles plusieurs des
valeurs de y, défini par Déquation (1), deviennent égales entre elles.
Le résultant des équations (1) et (4) ne differe que par un facteur
numérique de celui des équations (4) et celle-ci:

"F(a‘a?/)—?/Fy’(%y): 07 (7)
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6 Chapitre L 8§ 4, 5.

qui sont toutes les deux du degré n»—1 en y; donc le discriminant A(x)
sera du degré 2(n—1) par rapport aux coéfficients de I’équation (1),
et comme ceux-ci sont du degré m par rapport & z, nous emr concluons
qu’il sera du degré

(8) 2m(n —1)

par rapport a x. Le degiré du discriminant deviendra inférieur a ce
nombre, lorsque quelquesunes de ses racines s’éloigneront & l'infini. Donc
pour le nombre des valeurs de « finies ou infinies, donné par la for-
mule (8), I’équation (1) pourra donner des valeurs égales pour y; mais
il est possible que ces valeurs de z ne seront pas toutes distinctes,
autrement & dire, ’équation (5) pourra avoir des racines égales. Les
valeurs distinctes et finies de x seront déterminées par 1’équation d’un
certain degré p < 2m(nw—1) par rapport a x:

(9 Al(x) =0,

en désignant par A,(z) le quotient de la division du polynome A(z) par son le
plus grand diviseur commun avec sa dérivée A'(z), c'est-a-dire, en posant

(. A,(2)=A(2) : D [A(z), A(2)].

5. L’ensemble de toutes les paires des valeurs correspondantes de
z et de y, réelles ou imaginaires, satisfaisant a I’équation (1) § 4,
K. Weierstrass appellait limage algébrigue (das algebraische Gebilde);
‘chaque paire des valeurs correspondantes de z et de y il appellait un lieu
de Uimage algébrique (eine Stelle des algebraischen Gebildes); si # ne
satisfait a aucune des équations (3) ou (9) § 4, alors il appellait un
liew ordinaire; autrement ce sera un lieu singulier. Les lieux, ou au
moins une des variables x et y reoit une valeur infinie, Weierstrass
appellait les lieuz infiniment-éloignés (unéndlichferne Stelle des algebraischen
Gebildes). Briot et Bouquet appellaient les valeurs de z qui satisfont &
I'une des équations (3) ou (9) § 4, les points singuliers algébriques;
en particulier ceux, ou ¥ prend une valeur infinie, mais tellement que

! 1 ) : ; . 3
son inverse -- devient nul, ils appellaient les pdles, ceux ou quelques-

unes des valeurs de y deviennent égales, les points critiques algébriques.
Riemann appellait ces derniers les points de ramification (Verzweigungs-
punkt) *). Les raisons de toutes ces dénominations seront éxpliquées plus
bas. Un point singulier peut étre a la fois un pole et un point critique
algébrique, si notamment en ce point plusieures des valeurs de y devien-
nent infinies.

*) Traduction de Mr. G. Simart dans sa Thése (Commentaire sur deux mémoires
de Riemann); Mr. C. Jordan les appelle les points de branchement ,Cours d’Ana-
lyse“, T. II,
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§ 6. Chapitre L 9

6. Pour les valeurs de x, qui satisfont a la fois aux équations:

m I m
fo(@)=0 et fu(2) =0, (1)
quelquesunes des valeurs de y seront égales a zéro, d’autres seront

infinies. On peut éviter cette circonstance par l'introduction d’une nou-
velle fonction au lieu de y, en posant

Y8 (2)

et en déterminant la constante ¢ de maniere, que le dernier coefficient
de I’équation transformée, qui sera

F(z, ¢, (3)

et le premier, qui restera le méme [ (z), n’auraient pas des racines
communes, c’est ce qui est toujours possible: on n’a que de chercher
le plus grand diviseur commun de |

m n

F,o et f@);
le dernier reste ne dependra que de c¢:
#(e);
il suffit de donner & ¢ une valeur différente des racines de I’équation
¢ () =0,

pour que ¢(c) soit différent de zéro, et alors les équations

m

f@)=0 e  F@ze)=0

m
n’auront pas des racines communes. Si le premier coefficient f,(z) n’est
qu'une constante, par exemple I'unité, alors ¥ ne deviendra infini pour
aucune valeur finie de z; par analogie avec les fonctions rationnelles entiéres
on nomme toute fonction algébrique y, définie par I'équation de la forme

V@ YT AE Y e @Y @) =0, (4)

o f,(x), f,(x), ... fa(x) sont des fonctions rationnelles entiéres, — une
fonction algébrique entiére (ganze algebraische Funktion, Kronecker).
Si I'on pose dans I’équation (1) § 4

y=—3, (3)

on aura, aprés avoir chassé les dénominateurs, 1'’équation suivante pour
déterminer z:

@) T @) fo @) e @) [ @]+
@ @) =0,

(6)
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8 Chapitre L 816, T2

d’out I'on voit que ¢ sera une fonction algébrique entiere de z. Ainsi
par la substitution (5) I'étude de la fonction # est raménée a 1'étude
de la fonction algébrique entiere z. C'est ce qu'a fait Kronecker dans
son mémoire sur le discriminant®), et est arrivé ainsi i trouver ses
propriétés importantes par la voie purement algébrique. Mais pour notre
but cette transformation de 1’équation donnée est nfillement indispen-
sable, et nous n’en tirerons qu’une seule conséquence importante, c’est
que la fonction ¥ ne devient infinie que d’un ordre fini. En effet, si =

est une racine multiple de 1’équation f,(x) =0 d’ordre k, on aura par
I'équation (5):

7 - lim (z —a)* =Ty aell e ! LML S

(7) dia & A ISIRE e T

(x—a)k "”:“ k!
N . . o - k op s
ou # _ sera finie, car la fonction 2 est entiére, et ou £, ®(2) est diffé-

rente de zéro.

7. Soit maintenant 2 un point ordinaire, (c’est-a-dire différente des
racines des équations [3] et [9] § 4); alors & =2 correspondront »
valeurs finies et différentes de y, que nous désignerons ainsi:

(1) ol R R
toutes les différences
(@) Y=Y

seront donc finies et différentes de zéro au point z”. Si z se déplace
infiniment peu, en recevant 1’accroissement infiniment petit dz"”, chacune
des valeurs (1) de ¥ recevra un accroissement infiniment petit, dont la
valeur principale sera pour ,:

(3 g =(—F, @) : F,*y"))dz";

donc toutes les valeurs de y seront des fonctions continues de z au
voisinage de 2, et comme cest un point quelconque choisi & volonté
parmi les points ordinaires, on en conclut, que toutes les valeurs de ¥
restéront finies et continues, et parconséquent aussi leurs différences (2),
qui seront en outre différentes de zéro, — tant que x n’arrivera pas a
I'un des points singuliers: la plusieurs de ces différences peuvent devenir
égales & zéro ou & l'infini, et z continuant a4 se mouvoir plus loin,
il y aura lieu a lincertitude par rapport a ce, lesquelles des deux
séries des valeurs de y, ayant un terme commun en ce point, doit on
regarder comme un prolongement naturelle de 'une des séries antérieu-

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 91, S. 301.
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B 5 8. Chapitre L 9

res des valeurs de y, car plusieurs s'y rattachent par la loi de conti-
nuité. Voila pourquoi ces points sont-ils nommés les pdints critiques;
voild aussi pourquoi Riemann les a nommé les points de ramification:
en ces points plusieurs séries des valeurs de y deviennent des prolonge-
ments de plusieurs antérieures par la loi de continuité.

8. Si le point z, apres avoir décrit une courbe fermée, ne conte-
nant & son intérieur aucun des points singuliers, revient au point de
départ 2%, chacune des valeurs de ¥ y reprendra sa valeur initiale par
la loi de continuité, car aucune des différences ¥, — Yy, ne deviendra pas

nulle en aucun des points du chemin décrit par =. Si au contraire la
courbe fermée, décrite par z, contiendra a son intérieur un point de
ramification, il pourra arriver, qu’apres le retour de 2 en % on recevra
¥ au lieu de y, @, si a ce point critique les deux valeurs y, et ¥, de v
deviénnent égales entre elles: y,= y; car un tel chemin par la déformation

continue peut-étre amené a passer par le point critique mentionné, et
alors le passage par la loi de continuité de I'une & l'autre des deux
valeurs de ¥ qui y deviennent égales, est possible. De cette maniere
apres le retour du point # au point de départ 2% par un chemin entou-
rant un point de ramification, on pourra recevoir au point 2® aulieu de la
série primitive des valeurs de y, (1) § 7, cette autre:

J1.0, y( A y;:), PRVL o (1)

1"

composée cependant des mémes éléments, que la premiére,— car a ce
point % il nen existe pas d’autres, — mais disposés dans un ordre diffé-
rent. L’effet du retour de z au point de départ par un tel chemin sera
donc exprimé par la substitution : :

(0) (0) 0) (0)
Yoou Vol il

0 _© © o (2)
y(.), y(A) 4O ....3/;)

Ici, lorsque y, reprend sa valeur initiale, on aura ¢, = h; mais
il est impossible qu'il serait ainsi en tous les points critiques pour
chaque indice; car alors chaque y,, reprenant touwjours sa valeur ini-
tiale quelque soit le chemin fermé qu’on ait suivi, serait une fonction uni-
forme, finie et continue a l’exclusion de certains poles; ce serait donc
une fonction rationnelle de z:

(@) (3)

mais alors on aurait

F(z,3) =f,(z) n(y— %) @

=)
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10 Chapitre L 8,9,

ou tous les facteurs seraient rationnels; parconséquent 1’équation
£ m n
5
F(z,y)=0

contrairement a I’hypotése ne serait pas irréductible. Done, du moins
aux quelquesuns des points critiques appartiendront des substitutions de
la forme (2), ou les égalités

t,=h

n’auront pas lieu pour toutes les valeurs de 4. L’ensemble de toutes ces
substitutions forme évidement un grouppe qui est dailleurs tranmsitif,
c’est-a-dire, qui permet de passer de l'une quelconque des valeurs de
¥ au point 4 chacune des autres. En effet, si le systéme des racines:

(5) | 5 AR, s

ou l'on a p<<n, était de la sorte, que chaque chemin fermé ne faisait
que de permuter ces valeurs entre elles sans les faire s’échanger avec
aucune des valeurs réstantes de y, alors toute fonction symmétrique des
valeurs (5) serait une fonction uniforme, et comme elle est aussi finie
et continue & ’exception de certains poles, elle serait une fonction ra-
tionnelle de z; on pourrait donc former alors une équation du degré p
aux coefficients rationnels, qui aurait les valeurs (5) de y pour ses
racines; mais les racines d’une équation irréductible du degré » ne peu-
vent satisfaire a aucune équation d’un degré moindre; donc la suppo-
sition que nous avons faite par rapport au systéme (5) des racines, porte
une contradiction et doit parconséquent étre rejetée.

9. Toute substitution de la forme (2) § 8 peut-étre décomposée en
une suite des substitutions circulaires: il faut pour cela écrire apres
chaque élément celui, qui doit le remplacer dans la substitution consi-
derée, en commencant a volonté par un quelconque et en continuant
cette opération jusqu'a arriver i celui, par lequel on a commencé;
alors on prend un des éléments qui n’entrent pas dans le cycle écrit,
et on répéte la méme opération avec lui, et ainsi de suite, jusqu'on a
épuisé toutes les lettres de la substitution. Un élément qui doit étre
remplacé par lui-méme, fait & lui-seul un cycle. Chaque cycle s’écrit
entre les paranthéses a part. Par exemple la substitution
1) ( Y1Y2Y595Y5Y6 Y2 Ys Yo Yo

Yo2Y3Y.Y: Y8 Y5 Y6 Y5 Y2 Y10
est composée de quatre cycles: du premier, du second, du troisieme,
du quatriéme ordre, — Jordre d’une substitution circulaire étant égal

au nombre des lettres, formant le cycle. Un cycle du second ordre,
c’est-a-dire & deux lettres, se nomme une transposition. Tout autre cycle

) :(yl Y Y, yq) (ys ys) (Y Yy Y) (yl())
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est équivalent a4 une suite des transpositions en nombre d’une unité
moindre de son ordre (composées d'une premiere lettre du cycle et de
chacune des autres). L’ayant en vue on peut dire, qu'il appartient a
chaque point critique algébrique son propre répartition des racines qui
y deviennent égales, en plusieurs groupes, dont les éléments s’échangent
entre eux dans Uordre circulaire, lorsque x décrit un cercle infiniment-
petit autour de ce point.

10. Si l'on connait les points de rammcatxon et les groupes circu-
laires qui appartiennent a chacun d’eux, on peut toujours indiquer la
valeur, avee laquelle ¥ reviendra au point de départ z, cette valeur au
moment de départ étant yfo), aussitot qu’on donne la forme du chemin.
En effet, chaque chemin qui conduit du point 2% au point X, peut-étre
réduit par une déformation continue, accomplie de maniére a4 ne pas
passer par aucune des points critiques, & une suite déterminée des che-
mins de la forme bien déterminée, notamment: du point #” suivant une
droite au point infiniment-voisin du point critique, autour de ce point
critique sur un cercle, décrit de lui comme du centre avec un rayon
infiniment-petit, puis par la méme droite au point de départ &% enfin
directement de 2 a X suivant une ligne droite ou courbe, mais qui
n’'entoure pas déja aucun des points singuliers. Si le chemin donné est
fermé, on a X =ux,, et la derniere partie du chemin réduit n’existe plus
alors. Les chemins de la forme particuliére, décrits tout & I’heure, ont
été considerés déja par Cauchy, surtout par Clebsch et Gordan, qui
les nommaient Schleife, et par Briot et Bouquet qui leurs ont donné le
nom des lacets. Chaque lacet ou n’a aucune influence sur la valeur
de y, — c’est dans le cas, ou la valeur considerée forme a elle seule un
cycle, — ou la change en une autre, qui la suit dans le cycle de la
substitution, appartenant au point singulier consideré.

11, Riemann a imaginé une surface spéciale, composée de plusieurs
feuillets, propre & représenter uniformément le systéme entier des
valears de la fonction algébrique implicite y, définie par I’équation (1)
§ 4. Prenons » plans coincidants & la maniére de = feuillets de papier,
posés l'un sur l'autre; prenons pour les axes des parties réelles des
valeurs de x les droites superposées dans ces plans; pour les axes des
parties imagingires prenons aussi les droites superposées, perpendicu-
laires aux premieres; marquons dans chaque plan les points représentants
de 27, et y fixons dans chaque feuillet une valeur déterminée de la
suite (1) § 7, par exemple dans le premier feuillet *) la valeur l/o dans
le second la valeur y(.zo’, ... enfin dans le n-ieme la valeur y,. ; puis
marquons tous les points de ramification et y joignons en idée entre

*) En comptant du haut en bas.
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eux les feuillets, correspondants aux valeurs de y qui, devenant égales
entre elles au point singulier consideré, forment un méme cycle, en se
permutant dans l'ordre circulaire autour de ce point:; ensuite faisons
des coupures suivant des lignes superposées, allant de chaque point de
ramification a infini, dans chaque feuillet, de maniére a ne pas croiser
ni soi-méme, ni l'une P'autre; enfin joignons le coté droit de chaque
coupure avec le coté gauche de la méme coupure dans 'autre feuillet,
qui porte la méme valeur de y. Ainsi dans Iexemple (1) § 9 on
joignera le coté droit du premier feuillet avec le coté gauche du second,
le cOoté droit de celui-ci avec le cdté gauche du troisieme; le coté
droit du troisieme avec le cOté gauche du quatrieme, enfin le coté
droit du quatritme avec le coté gauche du premier; puis le cbHté
droit du cinquieme avec le coté gauche d’huitieme et vice-versa; ensuite
le cOté droit du sixieme avec le coté gauche du neuvieme, le coté droit
de celui-ci avec le coté gauche du septieme et le coté droit du septieme
avec le coté gauche de sixieme; enfin le c¢oté droit du dixiéme avec son
coté gauche. Cest, parceque si nous passons du coté gauche d’une cou-
pure & son cOté droit en montant le coté gauche de la coupure jusqu'au
point de ramification, en décrivant ensuite un cercle infiniment-petit
autour de ce point dans le sens positif *), etenfin en déscendant suivant
le coté droit au point vis-a-vis du point de départ, nous y arrivrons
avec ¥,, si nous étions parti avec y,; avec ¥,, si nous étions parti avec
Y,; avec y,, si nous étions parti avec y,; avec ¥,, si nous étions parti
avec ¥,; parconséquent a droite dans le premier feuillet ¥ aura la méme
valeur qu’a gauche dans le second, a droite dans le second la méme qu’a
gauche dans le troisitme, et ainsi de suite. — Par la ligne de coupure
il n’y a pas de passage dans le méme feuillet d'un coté a 'autre de cette
ligne; car en passant cette ligne nous déscendons ou nous nous levons
dans un autre feuillet. C’est pour cela qu'on a nommé ces lignes les
lignes de passage, tandis que les points de ramification, qui en sont les
origines, Riemann appelait aussi Windungspunkte, que nous -voulons
traduire par les points hélicoidauz, car autour de ces points la surface
de Riemann ressemble une surface hélicoidale, avec le pas de vis infi-
niment-petit.

Sur la surface construite de la maniere décrite en chacun de ses
points la fonction ¥ aura une valeur unique, complétement déterminée:
si I'on mene sur cette surface une ligne du point 2 au point X, en
suivant cette ligne nous arriverons au dernier point avec une valeur de
tout & fait déterminée, notamment avec celle, qui est attachée a ce point
dans le feuillet, ou le point X est donné. On peut, en effet, ramener ce

*) Qui est contraire au mouvement de l'aiguille d’'une montre.
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chemin par une déformation continue & une suite des lacets, qui en par-
tant du point 2 dans le feuillet, ou il est donné, marche vers un point
de ramification, situé dans ce feuillet, en ’entourant passe dans un autre
feuillet, ol il retourne au point «”, situé dans ce second feuillet par
un chemin superposé au celui dans le premier, pour marcher vers un
autre point de ramification en ’entourant passer dans le troisieme feuillet,
y retourner par un chemin superposé au second chemin dans le point z©
de ce troisieme feuillet, et ainsi de suite, enfin pour passer de «” au
point X par le chemin situé dans le feuillet, o est donné ce dernier
"point. En le rapprochant de ce qui a été dit au § 10, on comprend de
suite, qu’en effet mnotre fonction y sera une fonction uniforme de la
variable z sur la surface de Riemann, que nous avons construit, nommée
ainsi d’apres son celébre inventeur. i

12. Imaginons maintenant une sphére de diametre égal a 1'unité,
composée de n feuillet, qui soient tangentes au point O (ou I'on a z=0)
aux feuillets de la surface de Riemann (que nous supposerons horison-
tale pour fixer les idées): le feuillet intérieur de la sphere au feuillet
inférieur de la surface de Riemann, le second feuillet de la sphére au
second de la suirface de Riemann, et ainsi de suite; enfin le feuillet
extérieur de la sphére au feuillet supérieur de la surface de Riemann.
Apres avoir construit son diametre OO, passant par le point O de contact,
transportons tous les points de la surface de Riemann dans le feuillets
correspondents de la sphere suivant les droites, qui les joignent respecti-
vement au point O de la spheére, diametralement opposé au point O de
contact. Les points de ramification passeront ainsi dans les points déter-
minés de la sphere, d’oit partiront les lignes sphériques, dans lesquelles
seront transformé les lignes de passage de la surface de Riemann;
suivant ces lignes nous fairons des coupures, dont les cotés droit nous
joignerons ci-apres avec les cotés gauches des autres feuillets de la méme
maniére, que nous l'avons fait dans le plan: nous aurons alors wunre
surface sphérique de Riemann, ou simplement la sphére de Riemann,
construite pour la premiere fois par Mr. C. Neumann, avec les points
hélicoidaux et les lignes de passage. Ces dernieres sur la surface sphe-
rique se rencontrent au point O' de la spheére, qui néanmoins pourra
étre un point ordinaire — c’est lorsque chaque point, pris dans un
feuillet quelconque y revient aprés avoir décrit un cercle autour du
point O'; il sera au contraire un point hélicoidal, si les points pris dans
quelquesuns des feuillets n’y reviennent pas apres avoir décrit un cercle
autour de lui.—Si l'on imagine un plan tangent & la sphére au point O,
composé de n feuillets, dont le feuillet supérieur est tangent au
feuillet intérieur de la sphére, le second au second de la sphere etc.,
puis qu'on transporte les points de la sphére suivant les droites qui les
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joignent au point O de la sphere dans les feuillets correspondants du
plan, on aura, apres y avoir fait des coupures suivant les lignes de
passage et joigné leurs cotés droits avec les cotés gauches de la méme
maniere (jue plus haut, une surface de Riemann antipode, comme |'a
nommée Mr. C. Neumann, trés propre a I'étude de la fonction ¥ pour
les valeurs trés grandes de . — Au passage de la surface horisontale
de Riemann & la surface antipode il correspond la transformation de

I’équation donnée par la substitution = — xl,. — Sur la surface antipode

les lignes de passage forment une étoile, dont les rayons partent du
point O vers chacun des points de ramification. .

18. S'il arrivait, que le point O’ était un point hélicoidal, la con-
struction de la surface de Riemann pourrait étre modifiée ainsi. Prenons
un point ordinaire quelconque, soit @, et joignons le avec chacun des
points de ramification, qui se trouvent a distance finie de I’origine (#—0);
tracons aussi une ligne allant a I'infini; apres cela faisons des coupures
suivant toutes ces lignes et rejoignons leurs bords comme nous l’avons
fait plus haut: nous aurons alors une surface de Riemann plane, que
nous transformerons ensuite en la sphére de Riemann & la maniére
du § précédent. Nous aurons ainsi une surface sphérique qui différera
de celle du § précédent en ce, que le point de rencontre des lignes de
passage sera maintenant un point ordinaire, comme cela n’était aupara-
vant que dans le cas, ou le point O' était un point ordinaire. Mais on
a nul besoin dans cette modification en construction de la sphére de
Riemann, car le circuit du point O’ est équivalent au circuit de tous les
points de ramification situés a distance finie du point O, (2=0), et nous
n’en fairons pas d’usage.

14. Les surfaces de Riemann sont @ connexion multiple. On appelle
une surface fermée simplement connexe, si toute courbe fermée tracée
sur la surface la divise en deux parties telles, qu’il est impossible de
passer de l'une a l'autre autrement, qu’en croisant cette ligne; la sphere
ordinaire en présente un exemple. Mais il y a d’autres surfaces, ou ’on
peut tracer de telles courbes fermées, qui ne forment pas une séparation
complete des parties adjacentes de la surface, de la sorte qu’on peut
passer de l'une & l'autre sans franchir ces lignes; telle est, par exemple,
la surface d’'un anneau: si l'on y trace une courbe méridienne, on
pourra passer d’un coté de cette ligne a I'autre par une paralléle; sil’on
y trace une parallele, on pourra passer d’un cOté de cette ligne a lautre
par une méridienne; parconséquent ces courbes fermées, la méridienne
dans le premier cas, la parallele dans le second, ne forment pas une
séparation complete des parties de notre surface leurs adjacentes. La
surface d’un anneau est donc & connexion multiple.
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On appelle le genre d’une surface fermée le nombre le plus grand
des courbes fermées, ne se rencontrant pas, qu’on peut tracer a la fois
sur la surface sans faire par la une séparation complete des parties de
la surface adjacentes a ces lignes. Si 'on ne peut tracer aucune courbe
de cette sorte, la surface sera dite de genre zéro; telle est la sphere
ordinaire (a un feuillet). Si I'on ne peut tracer qu'une seule courbe
n’empéchant pas la communication entre les parties adjacentes de la
surface, elle sera dite du premier genre; si I'on peut tracer deux courbes
de la méme sorte, pas plus, la surface sera dite du second genre; géné-
ralement, si l'on peut tracer de telles courbes en nombre p a la fois et
pas plus, la surface sera dite du genre p. La surface d’'un anneau sera
du premier genre, car on ne peut pas tracer a la fois plus d’une méri-
dienne sans empécher la communication des parties adjacentes, ou plus
d’une parallele: deux méridiennes, ou deux paralléles, empécheront déja
la communication des parties séparées par elles. Une méridienne et une
parallele, tracées a la fois sur la surface, pérmettront de passer d’un
point quelconque de la surface & tout autre; mais ce n’est que celle de
ces lignes, que l'on a tracé la premiere, qui peut-étre regardée comme
fermée; l'autre, aboutissant aux deux bords différents de la premiere,
est une fransversale. Si I'on fait des coupures suivant ces lignes, la
premicre sera une coupure fermée (Riickerschnitt), 1'autre wne coupure
transversale (Querschnitt). La surface d’un poids de commerce & une
anse présente un autre exemple d'une surface du premier genre; la sur-
face d’un tel poids & deux anses présentera l’exemple d’une surface du
deuxieme genre; en général la surface d'un tel poids & p anses pourrait
étre un exemple d’une surface de genre p, car on peut tracer autour
de chacune des anses une courbe fermée, qui prises ensemble n’empéche-
ront pas de passer d'un coté a I'autre de ces lignes sans les croiser et
seront en nombre p *). Chaque coupure fermée abaisse d’une unité le
genre de la surface, en augmentant de deux unités le nombre de ses
bords, si elle ne fait pas la séparation complete des parties adjacentes
de la surface: une coupure transversale, allant d’un bord d’une coupure
fermée a lautre, n’influe pas sur le genre, mais unit en un seul les
deux bords de la premiere coupure.

15. Nous allons maintenant démontrer la proposition, mise a la téte
du § précédent, qu'une surface de Riemann est & connexion multiple.
Il suffit pour cela de montrer, qu'on peut toujours tracer sur cette sur-
face des lignes fermées, qui ne constitueront pas une séparation compléte
des parties adjacentes de la surface. Laissons le point 2, en partant

*) Une plaque d'une épaisseur quelconque, percée de p trous circulaires, présente
aussi un bon exemple d'une surface du genre p. -
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d’un point fixe quelconque 2%, pris dans le feuillet supérieur, de se

mouvoir vers un point hélicoidal « d’ordre k, situé dans ce feuillet, de
déscendre, aprés avoir fait les £—1 tours autour de lui dans le k-ieme
feuillet, compté de haut en bas; de marcher dans ce feuillet vers
un autre point hélicoidal & d’ordre [, aprés les I—1 tours faits
autour de lui déscendre dans le feuillet %+ /-ieme, compté du haut en
bas, et ainsi de suite; enfin apres étre arrivé & un feuillet, d’ou il y a
un passage dans le premier feuillet, de passer par cette ligne dans ce
premier feuillet pour y retourner au point de départ #%. On aura ainsi
une ligne fermée, qui ne formera pas la séparation complete des parties
adjacentes de la surface, car nous avons laissé en plusieurs endroits les
issues dans le premier feuillet aussi que dans les autres, (on peut par
exemple auprés du point @ s'élever du k-ieme feuillet dans le premier)
pour atteindre l'autre coté de la courbe fermée que nous avons tracée,
par d’autre lignes de passage. (Voir le dessin a la fin du livre.). La
surface de Riemann est donc en effet une surface a connexion multiple.
Dans chaque cas particulier, lorsqu'une telle surface sera donnée, on
pourra tracer toutes les courbes, ne constituant pas la séparation complete
des parties adjacentes de la surface, et en comptant leur nombre, déter-
miner ainsi le genre de la surface. C'est ce qui est facile a faire dans
le cas des surfaces hyperelliptiques de Riemann, a deux feuillets, qui se
rapportent & lirrationalité, définie par ’équation
y*— B(z) =0,

R(z) désignant un po’ynome du degré 2p+ 1 en z *) et en quelques
autres cas **). Dans le cas général on réussit de recevoir une formule,
qui relie le genre de la surface avec le nombre de feuillets et le nombre
et les ordres des points de ramification, a l'aide des considérations
nouvelles, que nous empruntons & M. C. Neumann (l. ¢.) ci-dessous.

*) Voir: Tikhomandritzky, M. L'inversion des intégrales hyperelliptiques. Khar-
koff, 1885 (en russe). Dans ce cas particulier on préfére pourtant une autre construction
de la surface de Riemann. En désignant par ag, a;, ay, ... @y les racines du poly-
nome R(z), on meéne des droites de @y, & @y (¢==1, 2... p) et de a; & Pinfini pour
faire suivant chacune d’elles une coupure et rejoindre ci-aprés les deux feuillets en croix,
pour un observateur regardant le long de ces lignes; on aura ainsi p - 1 lignes de
passage ; on entoure chacune des p premieres de ces coupures dans le feuillet supé-
rieur d'une ligne fermée elliptique — A, autour de la conpure a@;;_,a,;, ne rencon-
trant pas lune l’autre; on aura ainsi en tout p lignes fermées, qui n’empécheront pas
de passer de 1'une & l'autre coté de ces lignes sans les franchir: pour passer du coté
interieur de la ligne 4, & son cdté extérieur on n’a qu'a de déscendre par la ligne de
passage a,_ 1dy; daus le feuillet inférieur pour s’élever de la par la ligne de
passage a,00 dans le feuillet supérieur et d’y marcher vers le point vis-d-vis du
point de départ, situé & l'autre bord de la coupure A4,.
**) C. Neumann. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1884.
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16. M. C. Neumann & donné le nom d’une surface élémentaire i
la surface simplement connexe & un.contour fermé: telles sont les surfaces
d'un cercle, d’un ellipse, d’'un rectangle, d’une trapéze, etc. Riemann
définit le dégré de connexion d’une surface par le nombre des coupures
transversales qu’il en faut pour la transformer en une surface élémen-
taire, de telle maniere: si I'on n’a besoin d’aucune coupure pour trans-
former la surface donnée en une surface élémentaire, ¢’est-a-dire lorsqu’elie
est déja sans cela élémentaire, son degré de connexion sera l'wn: on dit
d’une telle surface qu’elle est simplement connexe; si I'on n’a besoin
que d’une seule coupure transversale pour la dite transformation, le
degré de connexion d’une telle surface sera exprimé par le nombre 2:
I'exemple d’une telle surface présente une surface plane, limitée par
deux circonférences concentriques; si 'on aura besoin de deux coupures
transversales — le degré de connexion sera exprimé par le nombre 3:
en général le degré de connexion d’une surface sera exprimé par le
rHombre g+1, lorsqu’on aura besoin de ¢ coupures transversales pour la
transformer en une surface élémentaire. Le degré de connexion d’une
surface donnée surpasse donc d’aprés Riemann d'une unité le nombre
des coupures transversales capables de la transformer en une surface
élémentaire. Ces surfaces seront nommées simplement, doublement,
triplement, en général ¢+ 1-ment-connexes, suivant le nombre ¢ des
coupures, nécessaires pour leur transformation en des surfaces élémentaires.

Pour la surface fermée, comme 1’est la sphere de Riemaunn, le degré
de connexion sera exprimée par le nombre

2p 1, (1)

surpassant d'une unité le double de son genre. Soient en effet

e R @)

toutes les courbes fermées, qu'on peut tracer a la fois sur la surface
donnée sans faire par la une séparation complete des parties adjacentes
de la surface; d’aprés la définition méme de ces lignes il est possible
de passer d’un cOté au point vis-a-vis de I'autre coté de chacune de ces
lignes suivant d’autres lignes qui ne coupent pas ni elles-mémes, ni les
lignes (2); nous les désignerons, ces autres lignes, par

B, BBl (3)

ainsi, que ce sera la ligne B, , suivant laquelle on passe d'un coté de
la ligne A, au point vis-a-vis de l'autre coté de la méme ligne. Si nous
fairons des coupures suivant les lignes (2), notre surface fermée sera
transformée en une autre i 2p contours; aprés avoir fait des cou-

¢ ! i p
pures suivant les lignes (3), nous aurons réunis en un seul contour, .\

M. TIKHOMANDRITZKY. 2&.;‘\
D\
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les deux bords de chaque coupure fermée, ce qui nous donnera une
surface au nombre des contours a moitié moindre, c’est-a-dire a p
contours. Si l'on trace maintenant une ligne C; d’un point de la ligne
B; vers un point de la ligne 4;;1 de maniere qu’elle ne coupe pas ni

soi-méme, ni aucune des autres lignes O, ni les lignes A4; B; — on
aura en tout p — 1 de pareilles lignes:
(4) O, v U

— et si P'on fait des coupures suivant elles, tous les p contours, rec¢us
auparavant, seront réunis en un seul. Ainsi au moyen des p coupures
transversales (3) et p —1 coupures transversales (4) [aprés avoir fait
» coupures fermées suivant les lignes (2)], en tout au moyen de 2p — 1
coupures transversales on aura transformé la surface de Riemann en une
surface a contour unique et de genre zéro, car une coupure suivant
chacune des lignes A; l'abaisse d’une unité, tandisque les coupures
suivant les lignes B; et C; sont sans aucune influence sur le genre.’
Nous avons regu donc au moyens des coupures décrites une surface du
genre zéro a un seul contour fermé, ca veut dire, une surface élémen-
taire. Mais les coupures tracées peuvent étre envisagées autrement encore:
la premiere, faite suivant 4, est une coupure fermée, la seconde —suivant
B,, est une coupure transversale; 1’ensemble des coupures C, -4, on
peut regarder comme une seule coupure transversale, parcequ’elle
commence en un point de la coupure B, et finit dans son propre
point antérieur®); B, et C,+ A,, et en général tous les B; et tous les
O 41 bour t==1,2,3,... p— lseront toutes des coupures transver-
sales, ainsi qu’on aura en tout 2p —1 coupures transversales et une coupure
fermée. Mais cette derniére aussi pourra étre enregistrée avec les autres,
transversales, si I’on convient avec M. C. Neumann de regarder toute
surface fermée comme une surface ouverte, avec un orifice infiniment
petit et parconséquent avec un contour infiniment petit. Ainsi il viendra
que la surface de genre p se transforme en une surface élémentaire au
moyen de 2p coupures transversales, et parconséquent elle est une
surface 2 p - 1-ment connexe. — Riemann désignait sa surface en état
naturelle par la lettre 7' et apres sa transformation en une surface
élémentaire a laide des coupures indiquées par 7".

17. 1l n’est pas difficile de verifier, que par ces coupures notre
surface est en effet transformée en une surface élémentaire, c’est-a-dire
simplement connexe a un seul contour. Avant tout c’est la derniére
circonstance qui se verifie aisement. Convenons de nommer positive celle
des deux directions de la coupure 4,, qu’il faut suivre pour avoir a

*) g-formiger Querschnitt en allemand.
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gauche les points de ramification qui sont entourés de cette ligne; la
méme chose nous entendrons par les mots la direction positive de la
ligne B; quant a ligne C,, sa direction positive sera celle, qu’il faut
suivre pour aller de B; vers A4,.,. Apres avoir pris pour point de départ
celui, qui se trouve a lintersection des lignes 4, et B, du coté droit
de chacune de ces lignes par rapport a leurs directions positives, nous
suivrons la direction positive de A4,, parconséquent nous irons sur son
¢Oté droit et viendrons au point vis-a-vis du point de départ sur le
cOté opposée de B, c’est-a-dire sur son coté gauche; d’ici nous partirons,
en suivant dans la direction négative le coté gauche de B,, pour venir
au point opposé, situé sur le coté gauche de A,; en suivant mainte-
nant le coté gauche de A, dans la direction négative, nous arriverous
au point vis-a-vis du point de départ, situé sur le coté droit de B, ; en
suivant ce coté dvoit de B, dans la direction positive, nous arriverons
a l'origine de la courbe C,, qui se trouve sur le coté droit de B,. En
suivant le coté droit de C, dans le sens positif jusqu’a son embouchure
dans le coté droit de A,, en marchant plus loin sur le coté droit de 4,
jusqu’au point de son rencontre avec la ligne B, qui est & coté droit
de la premicre ligne et a c0té gauche de la deuxiéme, nous allous conti-
nuer notre chemin sur le coté gauche de celle-ci dans le sens négatif
jusqu’au point de son rencontre avec la ligne A, sur le cOté gauche de
celle-ci, que nous suivrons ci-aprés dans le . sens négatif jusqu’a son
point de rencontre avec la ligne B, situé sur le coté droit de cette ligne,
ipres quoi nous irons sur ce coté droit de B, jusqua Dorigine de la
ligne C,, dont le coté droit nous suivrons jusqu'a son embouchure dans
le coté droit de la ligne A,; et ainsi de suite: sur chacune des paires
des courbes C,+ 4, , et B, nous aurons a répéter la méme chose;
enfin nous arriverons a l'origine de la ligne C,_; sur le c¢oté droit de
la ligne B, ;. En allant d’ici sur le coté droit de C,—; dans le sens
positif jusqu’a son embouchure sur le coté droit du dernier 4, puis en
suivant ce coté dans le sens positif, nous arriverons au point de son
rencontre avec la ligne B, sur le coté gauche de la derniere; d’ici nous
irons sur le coté gauche de B, dans le sens négatif jusqu’a son point
de rencontre avec A4, sur le coté gauche de celui-ci; en suivant ce coté
gauche dans le sens négatif, nous arriverons au point de son rencontre
avec B, sur le coté droit de cette ligne, que nous suivrons en sens
positif jusqu’au point de son rencontre avec A4, sur  le coté droit de
toutes les deux courbes. D’ici nous marcherons sur le coté droit de A,
dans le sens positif jusqu'a I’embouchure de C,_y, sur le coté gauche de
la derniére, que nous suivrons en sens négatif jusqu’a son origine sur
le coté droit de B, y; d’ici nous irons sur le coté droit de B, ; en
sens positif jusqu’a son point dejrencontre avec A, _; sur les cotés droits

2%
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20 ; Chapitre L § 17, 18.

de toutes les deux courbes; et ainsi de suite jusqu'au point de ren-
contre de B, avec A, sur les cotés droits de tous les deux, c’est-a-dire
jusqu'au point de départ ¥). La surface 7" a donc en effet un contour
unique. Maintenant il n’y a rien de plus facile que de se convaincre de ce,
quon peut passer d’un point quelconque de la surface 7" a tout autre
point de la méme surface: on n’a que de méner de chacune de ces
points une ligne sur cette surface vers un point arbitraire de son
contour, par exemple le plus proche de lui.

oy différence entre le nombre des coupures transversales qui
transforment un systeme donné des surfaces en un certain nombre des
surfaces élémentaires, et ce nombre lui-méme est un nombre constant,
caractéristique pour le systéme donné des surfaces.

Pour démontrer cette proposition, supposons en suivant M. C. Neu-
mann, qu'un systéme donné S des surfaces a l'aide des coupures trans-
versales @, en nombre v, se transforme en un autre systeme S', composé
d’un nombre « des surfaces élémentaires, et que le méme systéeme S i
laide des autres coupures transversales ¢, en nombre v, se transforme
en un troisitme systtme S°, composé d’un mnombre &’ des surfaces
¢élémentaires. Si nous tracerons l'un aprés 'autre les deux systemes des
coupures transversales ¢' et ¢, notre systeme S sera transformé en
nombre A des surfaces élémentaires, que nous allons calculer maintenant.
Aprés qu'on aura tracé les coupures ¢ le systeme S sera transformé
en le systeme S', et ce systeme, composé de «' surfaces élémentaires,
nous transformerons maintenant a l'aide des coupures ¢". Celles-ci, par
leurs intersections avec les coupures ¢ en un nombre 4 de points seront
divisées en d’autres @, dont le nombre sera égal a la moitié du nombre
de leurs extremités; ces dernieres se trouvent les unes sur les contours
du systeme donné des surfaces S — leur nombre est égal a 2v', — les
autres aux points d’intersection des ¢ avec des ¢, — le nombre de
celles-ci est égal a 28; donc le nombre total des extremités des coupures
Q" est égal a 2v'-4-28; parconséquent le nombre des coupures "
elles-mémes est égal a v"'--8. Mais la surface élémentaire étant divisée
en deux parties par chaque coupure transversale, donc chaque nouvelle
coupure transversale augmentant d’une unité le nombre total des surfaces
élémentaires, dont était composé le systtme S', leur nombre, apres que
seront tracées les v'+4 & coupures transversales ¢, sera augmenté de
v+ 0 unités, et on aura parconséquent

(1) A—a'L v 15;
De la méme maniere, en commencant par tracer les coupures ¢, et
puis faisant les coupures ¢, on aura pour le méme nombre A des

*) Voir la deuxiéme figure & la fin du livre.
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surfaces élémentaires, sur lesquelles sera découpé le systéme S par
I'ensemble des coupures ¢ et ¢, cette autre expression:

A=a"+v+8; (2)
en comparant entre elles les deux expressions (1) et (2) du nombre A4,
on trouve:

. . " "
Voo G Y Lt

) (3)

ce qui démontre la proposition enoncée. Ce nombre constant pour un
systeme donné S des surfaces, augmenté de deux unités, M. C. Neumann
appelle le nombre fondamental (Grundzahl) du systéme des surfaces S.
et le désigne par la lettre N, ainsi qu’on aura:

N=v—ua'+29. (4)

19. Chaque coupure transversale nouvelle abaisse d'une unité le
nombre fondamental du systeme donné.

En effet, supposons qu’apres avoir transformé le systéme donné des
surfaces S, dont le nombre fondamental soit N, en un autre systéme
S’, dont ‘le nombre fondamental soit N, a l'aide d’une seule coupure
transversale ¢, il faut faire encore v coupures ¢,, ¢,,. .. ¢y, de méme
nature pour transformer le systéme donné S en a surfaces élémentaires;
alors on aura par la formule (4) du § précédent

N=v+4+1—a+2; ! (1)
mais le systtme S’ se transformant en  surfaces élémentaires a I'aide
de v coupures transversales ¢,, ¢,, ... g,, on aura par la méme formule

N=v—a-}2; (2)
en comparant les formules (1) et (2), on trouve
N=N'+1, (3)
c’est ce qu’il fallait démontrer.

Chaque coupure fermée n’a aucune influence sur le nombre fonda-
mental du systeme.

En effet, supposons qu'un systeme donné S soit transformé en un
autre S' par une coupure fermée s; tracons maintenant une coupure
transversale ¢ suivant une ligne qui joint un point quelconque de s
avec le point le plus rapproché du contour du systéme: cette coupure le
transformera eu un nouveau systeme S”. Soient N, N, N" les nombres
fondamentaux des trois systemes. Mais 1’ensemble des coupures: fermée s
et transversale g peut encore étre envisagé comme une seule coupure
transversale », qui transforme directement le systeme S en S"; donc,
d’apres le premier théoréme de ce § on aura: '

N=N'+1, (4)
N'= Nt (5)
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22 Chapitre I § 19, 20.
d’out il suit que

(6) N =N

. q o

20. Nous allons maintenant appliquer ces théorémes a la surface de
Riemann. Nous avons vu dans le § 16 que la sphere de Riemann 7 &
I’aide d’une coupure fermée A, et 2p — 1 coupures transversales B; et
Ci+ Aiyy, © étant =1, 2, 3,... p— 1, se transforme en une seule
surface élémentaire T'; on a donc ici v'=2p—1 et «'=1; parcon-
séquant on aura:

(1) V—a=2%—1—1=2p—2.

Maintenant nous allons choisir un autre systeme_des coupures ferniées
et transversales et calculer les nombres v’ et a ' pour cet autre systéme.
Supposons qu’il se trouve sur notre sphére de Riemann » groupes des points
hélicoidanx superposés, dont le groupe ’-ieme contient )\(2’ points hélicoi-
daux d’ordre % (c’est-a-dire qui joignent chacun % feuillets), ou k=1, 2,
Bas s 7\‘:’ est donc un entier positif, qui peut étre égal a zéro pour
quelquesunes des valeurs de %%*). Tragons maintenant dans le feuillet
supérieur de la sphére de Riemann deux cercles paralleles de telle
maniere, que toutes les » groupes des points hélicoidaux soient projétées
du centre de la sphere dans la zOne comprise entre ces deux cercles, et
coupons suivant ces derniers tous les » feuillets de la sphere: on aura
ainsi 2» coupures, qui seront toutes fermées. Apres cela tragons sur
le feuillet supérieur de la spheére r lignes, allant d’un cercle a l'autre
de maniére, que dans l'interval compris entre les deux lignes voisines il
ne se projete du centre qu’un seul groupe des points hélicoidaux super-
posés, et coupons suivant ces lignes tous les » feuillets de la sphere: les
coupures recues seront. toutes transversales et en nombre rr=Vy"
Cherchons maintenant le nombre a" des surfaces élémentaires que présen-
tera notre sphere de Riemann apreés toutes ces coupures. En premier
lieu nous aurons 2» calottes, découpées de la sphere par .les coupures
fermées; quant au nombre des surfaces élémentaires qui se trouveront
dans chacune des r parties de la zone, comprises entre les coupures
transversales, leur nombre se trouve ainsi. Dans la partie, ou se trouve
le groupe h-ieme des points hélicoidaux, chaque point hélicoidal d’ordre
k, joignant & feuillets ensemble, enléeve & — 1 feuillets de leur nombre
total »; mais chacune de ces parties de la surface a un seul point héli-
cvidal d’ordre % est une surface a un seul contour, du chacun point de
laquelle on peut passer a tout autre de ses points, donc une surface

*) Pour £ =— 1 nous aurons un point ordinaire.
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¢lémentaire. Parconséquent le nombre des surfaces élémentaires dans la
partie considérée de la sphere de Riemann sera égal a

n—Zki"(L——]) (2)
et le nombre total des surfaces élémentaires:
h=nr
o= <n _2 )\,(‘"(L-l)) 3)
} B !
On aura done ;
h=r I-*J @)
v-—a_Mz—V(n—?),‘h (L»«l))—?n (4)
=1 =2
ou, en simplifiant:
h=r l.':y
( -
Pl R (5)

=1 k=2

En portant cette valeur de v'—z" et de méme la valeur de vi—a,
tirée de 1'égalité (1), dans 1'égalité (3) § 18, nous aurons:

; 9% —2=—1w—2, (6)
ou 'on a posé:
h==r k= =gi , X ;
w= EZA[‘(L—I) (7)
h=1 k=2

c'est le nombre total des points hélicoidaux simples, équivalents a tous
les points hélicoidaux effectifs de notre sphére de Riemann. Riemann
nommait un point hélicoidal simple celui, autour du quel deux valeurs
seulement de y ce permutent entre elles, ¢’est-a-dire, dont la substitu-
tion est une transposition. Comme une substitution circulaire d’ordre %
est équivalente a la succession de & — 1 tramspositions, on dit de ce
point hélicoidal d’ordre £ qu’il est équivalent & &— 1 points hélicoidaux
simples.
De I’équation (6) on tire laformule de Riemann:

2p=w—2n+2; (8)

qui exprime le nombre total des coupures transversales, indispensables
pour la transformation de la sphere de Riemann en une surface élémen-
taire, par les nombres w et n. En divisant par 2 les deux membres de
I’égalité (8), on aura le genre p de la sphére de Riemann exprimé par
les mémes nombres:

p:;w—n-f—l. (9)
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(On en tire de suite la remarque que % est un nombre pair, car p et »
sont des entiers). Ainsien connaissant le nombre total w des points hélicoi-
daux simples, équivalents & la totalité des points hélicoidaux effectifs de
la sphére de Riemann, nous aurons aussitdt par cette formule le nombre
p qui exprime son genre. C’est Riemann qui a désigné ce nombre par p.
Clebsch, en considérant 1’équation fondamentale

m n

comme l'équation d’une courbe fondamentale, a nommé ce nombre le genre
de la courbe (Geschlecht) et le désignait par la méme lettre. Cayley
appellait ce nombre le defect de la courbe, parcequ’ il indique de combien
le nombre des points doubles et des points de rebroussement de la courbe
est au-dessous de leur nombre maximal, que peut posséder en général la
courbe de méme ordre. Weierstrass appellait ce nombre le rang de
Uimage algébrique, défini par 1'équation (10), et le désignait par la lettre p.
Comme a I'image algébrique, défini par I'équation (10), il correspond une
sphere de Riemann toute déterminée, on pourrait transporter ce terme
sur la surface de Riemann. Weierstrass lui-méme avait défini le rang par
le théoreme suivant:

»Il existe pour chaque image algébrique un tel nombre entier positif
p, qu’ on peut toujours former une fonction rationnelle de (z,¥) et de
(«',y) [F (2 y)=0] qui serait égal & o' au point (z',%) et de méme
encore aux p points arbitraires:

(11) (@, 0,), (@5, by), . . . (a5, by)

du méme image algébrique [donc F'(a,,b,) — 0] tandis qu’il n’existe aucune
fonction rationnelle de z et y qui serait égal a4 co' seulement en ces
derniers points.“

La démonstration de ce théoreme, donnée par Weierstrass dans ses
le¢ons & I’Université de Berlin, nous ne reproduirons pas cependant ici;
au chapitre suivant nous verrons que ce nombre, augmenté d'une unité.
¢~ 1, ou, d’aprés Riemann et Clebsch, p -1, est le moindre nombre
possible des points, ou la fonction rationnelle des variables z et y, lides
par I'équation (10), devient égale a oo!, qui peuvent étre donnés arbi-
trairement ¥).

21. Pour trouver le nombre w, il faut, comme on le voit par la
formule (7) du § précédent, déterminer le nombre et les ordres de tous
les groupes circulaires des valeurs de y qui deviennent égales entre elles,

*) Autrement, qu’il n’existe pas des fonctions devenant=—oo' en un nombre de
points moindre que p 4+ 1, quon pourrait donner & Yarbitraire.
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pour chaque point de ramification, tandis que les valeurs elles-mémes de
z et de y aux points, ou quelquesunes des valeurs de la derniére vari-
able deviennent égales entre elles, on n’a pas besoin de connaitre. Une
méthode pour déterminer le nombre et les ordres de tous les groupes
circulaires des valeurs de ¥ qui deviennent égales entre elles en un point
de ramification dans le cas le plus général de I'équation (10) a été donnée
par Briot et Bouquet dans la 2-me édition de leur théorie des fonctions
elliptiques [4°], 'mais sous la forme, qui suppose connues les valeurs de
« et de y aux points de ramification. Ces dernieres cependant ne peu-
vent ¢étres tirées des équations, qui les définissent, qu’approximative-
ment, c’est ce que ne suffit pas dans plusieurs cas importants; d’ailleurs
le nombre p étant rationnel, il doit étre aussi trouvé au moyen des opé-
rations rationnelles. La premiere “méthode pour, déterminer le nombre
» au moyen des opérations rationnelles a été donnée par M. Noether *),
la seconde par M. Raffy*¥); mais ces méthodes, toutes les deux exigeant
une transformation de D’équation donnée en une autre, ou la forma-
tion des nouvelles équations, ne sont pas directes et sont loin d’étre
simples en leur théorie. C’est pourquoi nous avons cherché une méthode
plus simple et plus directe, et nous avons réussi de montrer dans notre
article sous le titre: ,Esquise d’'une méthode pour déterminer le genre
et les courbes adjointes d’une courbe algébrique donnée au moyen des

opérations rationnelles“ ***) qu’il suffit pour ce but d’algorithme du plus
grand diviseur commun. Dans l'ouvrage cité nous nous sommes con-
formé & D'exposition de Briot dans sa ,Théorie des fonctions abéliennes®;
ici nous allons traiter la question conformément a la forme (1) § 4 de
I'équation fondamentale, qui détermine I'image algébrique, en nous appuiant
sur le chapitre premier de l'ouvrage cité de Briot. — Comme par
la substitution de | aulieu de z et de 1,; aulieu de y I'étude de la fonc-
tion aux points infiniment éloignés de I'image algébrique se raméne &
son étude aux points situés & distance finie de l'origine, nous pouvons
nous restreindre a montrer, comment on détermine le nombre et les
degrés des groupes circulaires des valeurs de y, satisfaisant & 1'équation
(10) [(1) § 4], qui deviennent égales entre elles aux points situés a
distance finie de l'origine.

*) Rationale Ausfithrung der Operationen in der Theorie der algebraischen Funk-
tionen. Math. Ann. Bd. 23, S. 340.
#¥) Recherches algébriques sur les intégrales abéliennes. Ann. de 1'Kicole Normale.
T. 12, p. 105, et Détermination du genre d’une courbe algébrique. Math. Ann. Bd.
23, 8. 527.
##%) Bulletin des sciences mathém., 2-me série, t. XVII, février 1893, et Annales
de I’Ecole Norm. 3-me série, \o V, 1893,
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22. Soit @ un point critique, ou quelquesunes des valeurs de ¥
deviénnent égales i b nous aurons parconséquent a la fois:

N n

(1) F(a,b)-—-0,
(2) : A (a)==0.

En posant dans I’équation fondamentale (1) § 4 # — a5, y=0b-+7et en
développant son premier membre suivant la série de Taylor, nous aurons
une équation de la forme:

(3) : 2 A =0,

m n

les coéfficients 4,5 étant les valeurs des dérivées de F(z,y) par rapport
a z jusqua lordre m et par rapport a ¥ jusqu'a l'ordre » pour z —«,
y=~0, divisées par certains nombres entiers. Ces valeurs ne seront con-
nues que lorsque les valeurs @ et b le seront; mais pour déterminer le
nombre et les degrés des groupes circulaires en lesquelles seront répar-
ties les valeurs de y égales a b pour x=a, il suffit de savoir, lesquels
de ces coéfficients 4,g seront égaux a zéro pour z=a, y = b; car alors
on connaitra les exposants = et 3 dans tous les termes réstants de I'équa-
tion (3), et ce n'est que de ces exposants que dépendent, comme nous
le verrons plus bas, le nombre et les degrés des groupes circulaires en
question.

Dans le § suivant nous allons montrer qu’on peut toujours repré-
senter par des paires d’équations (sans racines égales) de la forme :

& (x; .1/) = 07
|4 @) =0,

les systemes des valeurs de z et de ¥, qui, en satisfaisant aux équatious
(1) et (9) § 4, rendent en méme temps nulles les dérivées choisies de

m n

F'(x,y) par rapport & « et & y, en sorte qu'en sousentendant par z-—a
et y=b les solutions de la paire d’équations (4), on saura desuite les-
quels des coefficients 4,5 dans I'équation (3) seront égaux a zéro sans
connaitre les valeurs mémes de a et de b, et cela seulement a l'aide
des opérations rationnelles, notamment celles d’algorithme du pius grand
diviseur commun.

~ 23. Soit donné le systéme suivant de p équations a deux inconnues
xvety:
(1) 7.1(‘1"’.7/):0’ fz(x7:'/) =0, .... f,,(-%,y):(L

on demande de trouver leurs solutious communes, s’il en éxiste, ou de
prouver dans le cas contraire leur incompatibilité.

Prenons les deux premiéres équations du systéme (1) et cherchons
leurs solutions communes par la méthode du plus grand diviseur com-

(4)
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mun ; d’aprées le théoreme de Labatie *) ces solutions pourront étre repré-
sentées par une suite des paires d’équations de la forme:

2, (2,y) =0,

Lt (1=1,2,8,...9) (2)

Si I'équation suivante du systémé (1), savoir:
fu(@,9) =0, (3)
a des sclutions communes avec les deux premieres des équations (1),
elles doivent se trouver parmi les solutions de l'une ou de l'autre des
paires d’équations (2); nous allons donc chercher par la méme méthode
les solutions communes & l’équation (3) et la premiere des équations (2),
¢’est-a-dire
2z, 9)=0; i 8 LARD

d’apres le méme théoreme de Labatie elles seront représentées par les
paires d’équations suivantes:
e Rl (1=1,2,8,.~.0) )
J—1,2,0,... 0t .
".Ji,j(x):0§ l ®)

cherchons maintenant le plus grand diviseur commun des fonctions ¥, (x)

@)

et .
0, @ =D (4@),%,@); ' (6)

s'il arrive que
LAY e (7)

(ou en général a une constante) — identiquement, alors on en conclura
que parmi les solutions de la paire d'équations (5), pour les valeurs
considérées de ¢ et j, il n’y a pas des solutions communes a trois pre-
mieres équations du systeme (1); dans le cas contraire la paire d’équations:

%@y =0, E

&i,j (.Z‘) - ) (8)

)

donnera les solutions communes des trois premieres équations (1). Si
l'identité (7) aura lieu pour toutes valeurs des indices ¢ et j, cela
signifiera que les trois premieres équations, et parconséquent le systéme
entier des équations (1), sont incompatibles. Si pour quelquesunes des
valeurs des indices ¢ et j I'identité (7) n’aura pas lieu, alors les trois
premieres des équations (1) seront compatibles, et leurs solutions com-

*) Voir Serret, Cours d'algébre supérieure, 3-me éd., p. 193; aussi notre ,Com-
pendium d’algébre supérieure*, 2-me éd. Kharkoff 1892. Chap. XIV, § 214, p. 299
(en russe).
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munes seront données par les. paires d’équations (8) pour ces valeurs
de 7 et j. En joignant dans ce dernier cas a chacune de ces paires
d’éqnations (8) la quatrieme équation du systeme donné (1) et en traitant
chacune de ces combinaisons de la méme maniére, nous parviendrons
ou de prouver l'incompatibilité des quatre premieres des équations (1)
et parconséquent du systeme entier, ou de représenter les solutions
communes des quatre premieres équations du systéeme par les paires
d’équations de la forme:

(9) b, @) =0,

En continuant de combiner toujours chacune des paires d’équations,
représentant les solutions communes des % premieres des équations
données (1) avec I’équation suivante, on arrive: ou 1°: & démontrer
I’incompatibilité de ces £-1 premieres des équations (1) et par suite
de tout le systéme donné, ou 2° & représenter les solutions communes
a toutes les équations du systeme donné (1) par une série des paires
d’équations de la forme:
#(z, y) — 0,
(6} U(x) =0.

Ici les équations du systeme (1) pourraient étre quelconques; si
nous supposons maintenant que la premiere est I'équation fondamentale
donnée :

m n

(11 o TG =0,
a seconde .
(12) Fy(2,9)=0,

et les autres ont chacune pour son premier membre l'une des derivées
m n

partielles de Z7(xz,) par rapport aux variables z et y, choises & volonté,
on parviendra a la proposition de la fin du § précédent *).
24. Apres avoir choisi de toutes les manitres possibles les dérivées

m n
partielles de #'(z,y) par rapport 4 z et a y, on aura, en joignant les
équations qu’on recoit en les ézalant a zéro, aux équations (11) et (12)
du § précédent, autant de systémes d’équations de la forme (1) du méme §,

*) Cette méthode a été donnée par nous pour la premitre fois dans l'article:
,Recherches des points singuliers des courbes: algébriques planes®, qui fait partie du
tome II de la 2-me série des ,Communications de la Société mathématique de Khar-
koff*, I'an 1889 (en russe), et puis dans la 2-me éd. de notre ,Compendium de I'algébre
supérieure”, mentionné plus haut, Ch. XIV, p. 296 (en russe).

www.rcin.org.pl



§ 24. Chapitre I. 29

dont on représentera les solutions par les paires d’équations de la forme
(10) du méme §.
Soit maintenant
¢z, y) =0, )
: [ s (1)
y@)=0 |

I'une des paires d’équations qui donnent les solutions de I'un de ces
- systemes. En sousentendant par a et b 1'une des solutions de la paire
considérée d’équations (1), nous saurons a priori, lesquelles des dérivées

m n

partielles de F(z,y) par rapport a4 z et & y sont nulles pour z -—a,
#=>5; aprés les avoir omises dans le développement de I'équation
F'(a+¢&, b-+1)=0 par la série de Taylor, nous aurons une équation de
la forme:

EA%';T]&E{J‘:O, (2)

ou tous les exposants = et 3 nous seront connus. On trouvera parmi les
termes de cette somme du moins un seul, qui contient : seulement, et
du moins un seul qui contient v seulement: dans le cas contraire soit
une puissance de {—=x —a, soit une puissance de 1—y — b, sortirait en
facteur commun de tous les termes de la somme dans (2), et parconsé-
quent I'équation donnée (11) du § précédent ne serait pas irréductible
Contrairement & la supposition faite. Prenons maintenant & I'exemple de
Newton un systéme des axes rectangulairs et portons sur 'axe horisontal
les valeurs de =, sur I'axe vertical les valeurs de (: alors au chaque
terme de la somme en (2) il correspondra un point (3) du plan, ayant
« et 3 pour ses coordonnées.

RN &« AL

En supposant & et 7 infiniment-petits, on déterminera les termes
de la somme en (2) d’un ordre le moins élevé comme il suit. Soit 2, la
plus petite valeur des « dans les termes, ou l'on a 3=0, et B3, la plus
petite valeur des 3 dans ceux, ou l'on a «=0; le point M, avec les
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coordonnées (%,,0) se trouvera donc sur l'axe Oz, et le point M,, avec
les coordonnées (0, B3,) sur I'axe Of3. Prenons maintenant une droite, qui
coincidait d’abord aveec 'axe Oa, et faisons la,tourner dans le sens de
l’aiguille d’'une montre autour du point M, jusqu'au moment, ou elle
viendra a rencontrer un ou plusieurs des points («,3); soit M, le dernier
de ces points rencontrés par la droite; en ce moment faisons tourner la
droite, toujours dans le méme sens, autour de ce point M, jusqu’a ce
- quelle rencontre une nouvelle série des points, dont le dernier soit M,;
alors tournons la droite, toujours dans le méme sens, autour de ce dernier
jusqu’a la rencontre avec encore une nouvelle série des points (2,3), et
ainsi de suite jusqu'a ce, qu’en tournant la droite dans le méme sens
autour d’un point M, , elle aura rencontré outre plusieurs autres points
(2,0) aussi le point M, de l'axe Of, avec les coordonnées:«—0, 3=,
Par les positions successives de la droite est déterminée de cette maniere
une ligne polygonale M, M, M,... M, M, ... M, , M, — que nous allons
désigner dorénavant par P, — composée de h cités:

.

Y K WA SRR VR

convexe vers l'origine. Tous les points («,(3), qui se rapportent aux diffé-
rents membres de la somme en (2), ce trouveront ou sur cette ligne, ou
au-dessus d’elle par rapport a l'origine. Arrétons notre attention sur le
coté C., comme le représentant de tous les autres. Son équation d’apres
la formule de Géometrie analytique pour la droite passant par les points
M(2,3) et M, (x ), sera:

-
(@ B
l 1+1 417 Vit

(3) a

Z-»étant une fraction irréductible, que nous avons désigné, pour abréger.

par p. On tire de cette équation:

| ' S 1 (s e [# &
(4) T e e e e e TPl PO

cela donne la valeur de l'ordonnée [ & l'origine des coordonnées pour la
droite C, (c’est-a-dire ODB). Si nous fairons la substitution

(3) n= ok,

ou p est déterminé par la formule (3), dans I'équation (2), elle prendra
la forme:

(6) E Al

et parconséquent ap--f sera l'exposant du degré d’'un terme (=,3) de
la somme, lorsque 7 est exprimé en Z par la formule (5); il sera repré-
senté par l'ordonnée a l'origine de la droite menée par le point (z.3)
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parallélement au c6té C. Si on prolonge ce coté jusqu’a son rencontre
avec les axes Oz et OB aux points A et B respectivement, on verra de
suite que toutes ces ordonnées a l'origine seront plus grandes que celle
qui est déterminée par la formule (4) et correspond aux points situés
ur le coté . — Pour avoir la valeur principale de » dans l'expression
(5) de m par & il faut égaler a zéro la somme des termes en (6) du
degré le plus bas en &, c’est-a-dire, la somme de ceux, qui correspondent
aux points, situés sur le coté C. En réjetant le facteur commun de tous
ces membres — la puissance de £:E%THi—gw +3=k%::* T Fiss, nous
aurons pour déterminer la valeur principale de » I’équation:

Azﬂ'jl,vj" +2/A'13 2 o AaiHB‘.Hvziﬂ =0, (7)
ou laccent (') attaché au signe de la somme doit rappeler, qu’elle ne
s'étend qu'aux termes de la somme en (6), correspondant aux points
situés sur le c¢oté C, de la ligne polygonale P, pour lesquels les expo-
sants « sont parconséquent liés par D’équation (4). La valeur v=—0 ne
répondant pas A notre question — car alors le développement de 4 suivant
les puissances ascendantes de Z commencerait par une puissance de &
plus élévée que la p-me, — on peut diviser 'équation (7) par v%i+1, apres
quoi elle devient:

Aﬁi‘qi'u’l,'—az'+-|+2'Aa3@1—a1'+J+A et § 1 (8) :

% qfieg
La fraction i{— étant irréductible, il suit de I'équation (3) que

ﬁ"r,’- j]'.Qs l

(9
fli—d 7.:[); { )
131’4-1—131"' rkiqﬁ\‘ (10)
8=, =hp; |
des dernieres égalités de chaque paire on tire encore celle-ci:
1—a,, =k~ k)p; (11)

a l'aide de la seconde égalité (10) et de la derniere on peut représenter
ainsi I’équation (8):

Aqigi.kap—FE'Aagv(k"‘ Bp+ e =0 (12)
Tous les exposants ici sont des multiples de p; donc, en posant
ph— 0 (13)
on aura
A s Wb Agabehpg - g =0, (14)
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ou simplement

(14)) L=o,
en posant pour abréger:
- ! . — 1
(15) L,.:Aaﬂgi i 3 Aggh k; LTA%HE_H

Aprés avoir tiré de I’équation (14) k.~ valeurs de A on trouvera pour
chacune d’elles de I’équation (13) p valeurs de v, savoir:

I o A
(16) v, ,a"i/A, (j=0,1,2,...p—1)
en désignant par = une racine complexe primitive de 1'équation
(17) gfs 12=0;
parconséquent en posant

=Y

(18) i

o

En portant la valeur de v, de 1'équation (16) dans I’équation (5), nous
aurons pour la valeur pr1nc1pale de 7:

Qe
- o S
(19) et ¥
Si £ décrira un cercle d’un rayon infiniment-petit autour du point £=0
q 2g=
comme centre, le facteur 2 gagnera le multiplicateur e ? ,et 'expression
(19) sera changée en celle-ci:
20+9=,,
,7,,1,)7 — _1 }l i (I,
(20) e Ve,
aprés un second tour elle se changera en
2(j+2w -
_;L]‘,.q._ Vit > 7
(21) e Va P,

apres le troisieme en 8
2(0+39)7

P ? 5
(22) e Vaee,
ete.; entm apres les p—1 tours en celle-ci:

2[j+@—4l= 1

o

(29) 61wt Vier,

mais les nombres

(24) JyJ+a J+2¢ J+3¢....5+@— 1),
présentant d’apres le mod.p la série des nombres

(25) i (0 B L
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a Dordre pres, les valeurs (19), (20), (21), (22), (23) représenteront
toutes les valeurs que donne la premiere formule, c'est-a-dire (19),
pour =0, 1, 2,... p—1, dans un ordre changé. Pour avoir cet ordre il
faut écrire ces valeurs aux points de division d’un cercle en p parties
égales et prendre apres le premier celui, qui en est éloigné de g -divi-
sions, aprés cet autre prendre celui, qui est éloigné de cet autre de ¢
" divisions; et ainsi de suite jusqu'a étre arrivé au premier point, ce qui
aura lieu nécessairement apres qu'on a ajouté de cette maniere (p—1)g
divisions, car encore ¢ divisions ajoutées, on aura en tous pq divisions
ajoutées, ce qui est =0 (mod. p). Du mdde, par lequel on a regu les
formules (19) — (23), on apercoit qu'en effet les valeurs principales des
p valeurs de m répondant & une racine simple de I’équation (14), forment
un groupe, dont les éléments se permutent dans 'ordre circulaire, lorsque
£ décrit un cercle infiniment petit autour de la valeur §=0. — II est
vrai cependant, que ce qui a été dit tout a 1’heure, ne se rapporte en
ce moment qu’aux valeurs principales des quantités m; mais il n’est pas
difficile de démontrer, que les valeurs complétes de ces quantités suivent
la méme loi. Soit en effet

7= (v, + M), (26)

ol 7; est un infiniment petit, la valeur complete d’un élément du groupe;

apres que le point £ aura décrit un cercle infiniment petit autour du
point £ =0, la quantité & droit dans 1’équation (26) se changera en celle-ci

2ax =
(0;+T)E e P :(vi+q+ﬁ}61’ )E*‘; (27)

il faut démontrer que cette quantité ets égale a 7.,. Supposons le con-
traire: qu’elle ne lui est pas égale; mais alors elle sera égale a une
autre de ces quantités, soit 7, .., de la sorte, qu'on aura

.
L m v _I)Ey. R Lt
v]+q+n]e _1]_j+q+r" 3 (28)
ou, en portant ici aulieu de 7, ., son expression et divisant tout par t*s
oqr.
& ;—r V=1 o ;
VM58 =Y Nidgers (29)

ce qui pourra étre écrit encore ainsi:
L4

vj-‘-q—vj-l-q-l-r:n‘;‘-!-q-#r_n'e o ) (30)

P
M. TIEHOMANDRITZKY. 3
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34 Chapitre L § 24, 25.
ou, en portant ici aulieu des v leurs expressions d’apres la formule (16):

Gtz 2+atns V_i) wr

@) Vi <6 2 o

mais’ ici nous avons & gauche une quantité qui est différente de zéro,
si 'on n’a pas r=0 (mod. p), tandisqu’a droite nous avons une quantité
infiniment petite; il vient donc une contradiction de I’hypothése (28);
donc elle doit étre rejetée. Ainsi en effet les valeurs complétes des 7,
correspondantes & une racine simple de I’équation (14), forment un groupe
de p éléments, en se permuttant dans le méme ordre circulaire que
leurs parties principales, conformément & ce, que nous avons vu au § 9.

11 correspond donc & chaque racine simple de 1’équation (14) un seul
groupe circulaire de p valeurs de y, qui deviénnent égales & & pour z—a.
Si toutes les racines de I'équation L,—0, qui correspond au coté C, de
la ligne polygonale P, sont différentes entre elles, nous aurons %, groupes
circulaires d’ordre p.

25. Mais si I’équation (14) du § précédent aura des racines égales,
a chaque racine de multiplicité » il correspondra » valeurs de » égales
entre elles; parconséquent chacune des valeurs approximatives de 1,
dont vt forme la partie principale, sera de multiplicité ». Dans ce cés
il ne suffit plus de la premiére approximation pour séparer les racines
qui deviénnent égales & b pour z—a; il faut trouver & ce but la valeur
principale de 7' dans I’expression exacte de 7:

, &)
i IR o8 ;

Jjta+r

(1) n=(v47)E",

c’est-a-dire il faut faire une deuxiéme approximation.

Avant de montrer comment on le fait, nous devons montrer,
comment peut on, sans connaitre @ et b, parvenir & savoir, pour
lesquelles des solutions de la paire d’équations (1) du § précédent
Péquation L,=0 [(14') du § précédent], appartenant au coté C, du
polygone P, n’aura pas des racines égales, pour lesquelles elle aura
de pareilles. Pour les premiers notre probleme de détermination cu
nombre et des degrés des groupes circulaires des valeurs de y, dev:-
nant égales a & pour z=a, d’aprés le § précédent sera résolu de la premicre
approximation pour le coté consideré C,; car nous avons vu, qu'on auwa
k. groupes d’ordre p. Si cela aura lien pour tous les cotés du polr-
gone P, c’est-a-dire que les équations L, =0 pour toutes les valeurs de ¢
n‘auront que des racines simples, nous saurons le nombre et les degris
des groupes circulaires en chacun des points analytiques, représentés pir
cette paire d’équations. On aura le nombre de ces points analytiqu:s
[si Pon suppose que chacune des deux équations de la paire est déa

www.rcin.org.pl



8§25, 26. Chapitre L 35

délivrée des facteurs multiples, ce qu’on pourra toujours faire d’aprés la
méthode connue de l’algebre supérieure, et c’est ce que nous supposerons
dorénavant toujours déja fait], en multipliant 'exposant du degré de la
premiere équation par rapport a y par I'exposant du degré de la deuxieme
par rapport a Z.

Nous allons donc maintenant montrer la méthode pour reconnaitre,
si équation L =0 aura des racines multiples ou non pour quelquesunes
des solutions de la paire d’équation (1) du § précédent, et lorsqu’elle
en aura, pour lesquelles de ces solutions cela aura lieu.

26. L’équation
B0 (1)

[(14) § 24] (dans laquelle nous remplacerons @ et b, ces quantités étant
inconnues, par x et y) aura par rapport a l'inconnue A des racines égales
alors, quand le plus grand diviseur commun de L, considerée comme
une fonction de A seul, et de sa dérivée du premier ordre par rapport

a cette variable:
D|\L ——d - 2

sera une fonction de A et non pas ume quantité indépendante de A, ou,
a parler autrement, lorsqu’ auront des solutions communes I’équation (1)
en A et 'équation:

ar,

V- i @)

En les cherchant par la méthode du plus grand diviseur commun nous
aurons besoin, peut-étre, de multiplier les dividendes par quelques
facteurs de la forme o(z,y) et de faire sortir des diviseurs de la méme
forme, communs a tous leurs termes; parconséquent il y aura lieu pour
le théoreme de Labatie, par lequel les solutions communes des équations

(1) et (3) seront représentées par les paires d’équations de la forme:
p
P, y; M) =0, :
'7‘( & =408 Y (4)
./,y)(xa y)=0.

Mais les coéfficients de diverses puissances de A en L, et parconséquent

dL; A : S
aussi en 54 sont des fonctions des valeurs de « et ¥, qui sont définies

dh
par la paire d’équations (1) § 24; par cette raison nous devons chercher,
pour lesquelles des solutions de la paire citée d’équations est satisfaite
la deuxieme de ces équations, c’est-a-dire:

£0(2,9) = 0. (5)
3'
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En cherchant les solutions communes de cette équation et de I'équation
(6) %(2,9) =0

[premiére de la paire cité: (1) § 24] par la méthode du plus grand
diviseur commun, on les représentera d’aprés le théoreme de Labatie
par les paires d’équations de la forme:

K5 bale
0 (I);. (x,:l/):(), A=118 )
7 (R} —4,2,...

t'e(,,")(x)=0;

mais les valeurs de z doivent satisfaire a la seconde équation de la
paire (1) § 24, c’est-a-dire

(8) Y(2)=0;

¢’est pourquoi nous devons chercher le plus grand diviseur commun de
U(@) et de $(z), qui soit 67 (x):

(i)

9) 0, (@) = D(4(@), v, @)).

Alors les solutions de la paire (1) § 24, qui satisfont & I’équation (5) du
§ présent, et, parconséquent celles, pour lesquelles les équations (1) et
(8) du § présent auront des solutions communes, seront représentées par
les paires d’équations:
@)
. ®,”(z, y)=0,

(10) (i)

eh J)(x):()’
pour les valeurs de Iindice %, pour lesquelles 6,‘1‘"”(95) n'est pas égal
identiquement & l'unité (ou & une autre constante en général), et les
valeurs de X elles-mémes, qui sont des solutions communes aux équations
(1) et (3), parconséquent les racines multiples de la premiere, par les
systémes des trois équations de la forme:

(4)
1 @, y:)=0,
1) 2z, y)=0,

@)

0, (@)=0.

En éliminant les solutions, représentées par la paire d’équations (10)
des solutions, représentées par la paire d’équations (1) § 24, on aura
celles-la de cette derniére paire (1) § 24, pour lesquelles I’équation L =0
n’aura pas des racines égales. Si l'on désigne par €(z) le plus petit
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multiple de toutes les Gﬁf‘i’(x) [dont chacun n’aura pas des facteurs égales,
car déja ¥(x) n’a pas des pareils]: j

8@ =H(...00)...). ' (12)

les solutions de la paire d’équations (1) § 24, pour lesquelles I’équation
L=0 n’auta pas des racines égales, seront les solutions des paires
d’équations suivantes:

?(x, y) = 0;

‘.9( s } (13)

Yz):8(x)=0, |

et
(4,J)

oz, y): ¢’,, (2, y) =0;
IL’])(x): ’

ou % j, h parcourent la méme suite des valeurs que dans (11). Ce sont
ces-mémes équations, dont on a parlé a la fin du § précédent. Les degrés
de ces équations sont connues; parconséquent sera connu le nombre des
points de cette cathégorie.

27. Pour les recherches ultérieures il est indispensable de séparer
les racines de I’équation L, =0 d’une multiplicité déterminée de celles
d’une autre multiplicité ; c’est ce qu'on pourra faire ainsi. Une racine A
de I'équation L,—0 sera de la multiplicité r-ieme, 8’il satisfaira outre les
équations (1) et (3) du § précédent aussi aux équations suivantes:

@I &L, L,

-d)@:O, 'ﬁ:(), W_:r:(), (1)

(14)

pourquoi nous allons chercher, lesquelles des valeurs de A, déterminées
par les systémes de trois équations (11) § 26, satisfont a la premiere
des équations (1), & deux premieres, a trois premieres, et ainsi de suite;

enfin a toutes les équations (1), par la méthode du § 23. Pour rendre

plus simple I’exposition des calculs a faire, nous écrirons sans les indices
I'un des systémes (11) du § précédent:

I(z,y;0) =0,
P(z,y) =0, (2)
O(z)=0 :
Cherchons maintenant les solutions communes de la premiére de ces
équations et de la premitre des équations (1) du § présent, en regardant
z comme connue; alors d’aprésy le théoréme de Labatie ces solutions
seront représentées par des paires d’équations de la forme:
fi(z,y; 1) =0, }
Py(z,9)=0;
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mais et y doivent satisfaire aux deux dernieres des équations (2); par
cette raison nous allons chercher les solutions communes des équations
®(z,y)=0 et @,(x,y)=0; elles seront représentées par des paires
d’équations de la forme:
@ 1(z,y)=0,

B(z)—0;

z devant satisfaire & la derniére des équations (2), on cherchera le plus
grand diviseur commun des fonctions O(z) et B(z), soit H(z):

(5) B(z) =D (6(z), B(2));

alors les solutions communes de la premiére des équations (1) et de la
premiére des équations (2) seront représentées par le systeme de trois
équations:

1(z,y) =0,
=) =0;

fi(z, y;1)=0,
(6) :

et les points analytiques, ou cela aura .lieu, par la paire des deux
derniéres de ces équations, savoir par la paire:

{ (@, y) =0,

™ 9(z) = 0.

En éliminant ces solutions des solutions des deux dernieres des équations
(2), on aura des paires d’équations, qui serviront a déterminer celles
des valeurs de z et de y, pour lesquelles I’équation L,=0 n’aura pas
d’autres racines multiples que doubles; et de méme en éliminant les
solutions de (6) de celles de (2), on aura des systemes d'équations pour
déterminer ces racines doubles. En désignant par §(z) le plus petit
‘multiple commun de toutes les ©(z) qui correspondent & la méme
équation premidére du systéme, il est clair, que les paires d’équations:

[ P9 =0,

® | 6@): (@)=,
et

% 2 ‘I)(.T, y) (I)l(xa ?/):Oa
) { ¥(x)=0,

représenteront les points analytiques, ou I'équation en A L,—0 n’aura
que des racines doubles, tandisque les systémes de trois équations:

J f(z,9,1)=0,
(10) B(z,9) =0,

| 0@ 3@ =o0;
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f(z,y;0) =0,
D(z,y) : y(z,y) =0, (11)
%(z) — 0; .
f@,y;0) 1\ (z,9:0) =0, l
1z, ) =0, ' (12)
¥(z) =0; ]

z

serviront chacun & déterminer ces racines doubles de I’équation en
A L=0. -

En combinant de la méme maniere les systemes d’équations (6)
avec la seconde des équations (1), nous représenterons les racines
triples de 1’équation en A L, =0 par les systémes d’équations de trois
formes (10), (11) et (12), et les points analytiques, ou cela aura lieu,
par les paires d’équations de la forme (8) et (9); quant aux points
analytiques, ou I'équation L,=0 aura des racines de multiplicité supé-
rieure a la troisiéme, ils seront représentés par les paires d’équations
de la forme (4), et les valeurs elles-mémes de A par les systémes d’équa-
tions de la forme (6). Et ainsi de suite jusqu’au moment, ou I’on
arrivera a la derniere des équations (1), quand on aura représenté
par les paires d’équations de la méme forme (4) les points analytiques,
ou l'équation L, =0 aura des racines de multiplicité r-ieme, qui elles-
mémes seront représentées par les systemes de trois équations de la
méme forme que le systeme (6).

28. Apreés avoir montré, comment on trouve les paires d’équations,
qui déterminent les points analytiques, o I’équation L, =0 a des racines
A d’une multiplicité r-itme, et aussi les systemes de trois équations,
qui déterminent ces racines A de multiplicité r-ieme, nous allons montrer
maintenant, comment faut il procéder, pour trouver les secondes appro-
ximations des valeurs 7 [§ 25].

Soit

q)(x: y) =0,
Ya) =0

f(x,y, )‘) =0,
(1)

Pun des systemes de trois équations, qui déterminent les racines de
Iéquation L,=0 de multiplicité r-itme; les deux derniéres de ces
équations déterminent les points analytiques, ou cela a lieu. Comme on
a A=1", on pourra écrire ce systtme de maniére, qu'il donnera direc-
tement les valeurs de v:

P(z,y) =0, (2)

f(z,y,0") =0, '
Yz)=0.
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La valeur complete de 7 sera représentée dans ce cas par la formule
(1) § 25, savoir:

(3) * =+t

ou v est déterminé par la formule (16) § 24, et chacune de ses p valeurs,
correspondantes a la racine du multiplicité r-itme de 1’équation L =0, qui
est déterminée par le systeme (1) de § présent, sera repetée r fois;
pour séparer 'une de l'autre les valeurs de m ayant la méme partie
principale, il faut déterminer la valeur principale de %' dans la formule
(8). Dans ce but nous poserons

(4) } =%

alors, vu que }L:%, on aura d’apres (3):

(5) n=(+7)&"

En portant ces expressions de & et m par & et m' dans I’équation (2)
§ 24 et disposant le résultat suivant les puissances de £ et i’ nous
aurons entre ces quantités 1’équation

(6) S 4, eP=o,

ou les coéfficients A.;l@r sont des polynomes en v avec les coéfficients-
fonctions linéaires de ceux des Aag, qui entrent dans I’équation (2)

§ 24 et sont des fonctions des valeurs de z et y, qui & son tour repré-
sentent les solutions des deux derniéres des équations (1). I1 peut arriver
que pour quelquesunes des valeurs de », déterminées par le systeme

(2), quelquesuns des polynomes Agig en v deviennent égaux a zéro;

par cette raison il faut avant tout chercher celles des solutions du
systéme (2), pour lesquelles certains des coéfficients, choisis parmi les

! 3N / N , .
Aygr, deviennent égaux i zéro, en combinant pour cela de toutes les

manieres possibles les équations, qu'on regoit en égalant ces polynomes
a zéro, avec le systéme (2) du § présent. Par la méthode identique &
celle, qui était exposée aux §§ 26 et 27, nous arriverons i représeunter
les solutions du systéme (2), pour lesquelles les polynomes choisis entre
les A;rBr deviénnent égaux a zéro, par les systemes de trois équations
de la méme forme, que (2). Soit

l fl(x: Y,v) =0,

(7) i (I'l(x:y):(),
' | v@=0,
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I'un de ces systemes *).  En réjétant. de 1’équation (6) les termes, dont
les coéfficients s’annulent pour les solutions du systéme (7), nous serons
en état de construire, comme cela était fait au § 24, a l'aide d’un systéme
des axes des coordonnées rectangulaires Oa' et Of', une ligne polygo-
nale P, convexe vers l'origine des coordonnées, qui commence au -point
(@, 8= 0), o désignant la plus petite des valeurs «', pour lesquelles on a
8'=0, et va jusqu'au point (¢=0, 8,), B, désignant la plus petite des
valeurs f', pour lesquelles on a 2=0. Au chaque coté C; de cette ligne
polygonale P' correspondront des groupes spéciaux des termes du degré
inférieur par rapport a &, lorsqu'on aura posé

IR A (8)

en désignant par — p' le coéfficient angulaire de ce coté C),, dont D’équa-
tion sera:

LI I‘: 5t (: !
E’ F.T_\ ,+l :j!h:p'r. (9)

— !
%y —0 a :1”_1 p

2

Pour avoir la valeur principale de », il faut égaler & zéro la somme
des termes, qui contiénnent la puissance de £ la plus inférieure, qui

sera £’ 2+ By ; 1l faut donc égaler a zéro la somme des termes, dont les

exposants o', B’ correspondent aux points, qui se trouvent sur le coté
C,, ce qui nous donnera 1’équation:

Ay 0%+ N A+ Ay o %41 =0, (10)

+l‘jl +1

En réjétant la solution »'=0 comme étrangére i la question par la méme
raison que plus haut, nous pourrons diviser cette équation par v'%'+1, et

alors elle prendra la forme:

A;"’r:‘:.’ e +1—}—2 Aa 50 -+1+A =0 (11)

+1Pl /41

*) Par rapport & la premiére de ces équations il est important de remarquer,
que s’ lui satisfait une valeur du radical v — 'p/ A, toutes les autres valeurs du méme
radical lui satisfairont aussi, A étant le méme. En effet, toutes ces valeurs se distin-

guent 'une de Dlautre par le facteur ¢/ [d’aprés (16) § 24], qui ne peut pas entrer
dans les équations (7), car celles-ci sont tirées au moyen des opérations rationnelles
d’autres équations qui ne contidnnent pas cette quantité. 1lsuit de 14, que f;(z, v, v) ne
contient que les puissances de v avec les exposants multiples de p, comme la premiére
des équations (7) et parconséquent ne dépend que de vP=1.
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!

Mais ;17 étant une fraction irréductible, il suit de I’égalité (9):

p—B.=Fkg
a2 | g
et

4 ) — L 3
(18) {BH R_kq

o ai”+1 =Ry

en retranchant les derniéres de ces équations I'une de l’autre, on aura:

(14) a'—ape = ks —Fk)p

a l'aide de ces égalités, en posant

(15) ) v =\,

(16) L'-r: a’l’ I)\ "+E A vgr;\ v + a1+13;+1

nous réduirons I'équation (11) & la forme:
(17) P

A chaque racine A" de cette équation il correspondra d’aprés (15) p’
valeurs de ¢ de la forme:

(18) vy=¢ l/A (J'=0,1,2,...p'—1)

' e g :

ou ¢—=e? , et parconséquent p' valeurs approchées de 7', savoir:
’ P

(19) e

alors que les valeurs précises seront données par la formule:

(20) n;,= (v, + ;)

Si 'on porte cette valeur dans la formule (5) du § présent, on aura

(21) 1= (0,4 (v, + ) ¥ ) ¢
mais par (4) de ce § on a:
1
(22) =
en portant cette valeur de &' dans (21) et en ouvrant les parantheses, on aura
w'+q
(23) n=v E”+(v +nz)E 2

www.rcin.org.pl



§ 28, 29. Chapitre I 43

ol j=0,1,2,...p—1%);4=0,1,2,... p—1, ainsi que cette for-
mule donnera pp’ valeurs pour 7, et parconséquent pour ¥y =0b--v. Ces
valeurs forment un groupe de pp' éléments, car le second terme de cette
formule ne reprend sa valeur primitive qu’aprés les pp’ tours, apres

. : I R ¢ A
lesquels reprendra sa valeur initiale aussi le premier, car TEN3 S
On le démontre. pour la partie principale des valeurs de 7, aussi bien
que pour les valeurs complétes de la méme maniére comme en § 24;
pourquoi nous ne nous en arréterons pas. Quant au nombre de ces
groupes d’ordre pp’, il sera égal au produit du nombre des racines
simples de 'équation L, —— O par I'exposant de la plus haute puissance
de h=0" dans la premieére des équatious (7) du § présent, car chaque
racine simple de I’équation L, =0 pourra se combiner avec chacune des
racines de DIéquation cité tout a I’heure, et cela pour chacun des points
analytiques, représentés par les deux derniéres équations du systéme
(7). Pour la racine de multiplicité r-ieme de DI’équation L, =0 on a
besoin d’une nouvelle approximation, c’est-a-dire, on a besoin de trouver
la valeur principale de 7" dans la formule

A=) (24)

représentant la valeur compléte de 7' pour chaque valeur de v, qui
correspond & la racine de multiplicité »'-ieme de 1'équation L,=0. Mais
pour cela il faut montrer auparavant, dequelle maniére peut-on savoir,
pour lesquelles des solutions de systeme (2) du § présent 'équation L,—0
en A aura des racines multiples, pogr lesquelles elle n’en aura pas.

29. Nous allons chercher par la méthode du plus grand diviseur
commun, en prenant A" et v pour les inconnues et x et y pour les
quantités données, les solutions communes des deux équations

L:.,=0, (1)
dL;
7171 =0; (2

d’aprés le théoreme de Labatie elles seront représentés par les paires
d’équations suivantes:
f(x,y,v,)\').:o, 1

fz(x: Y, ’U) - 0, ] . (3)

ot les valeurs de z, ¥, v doivent satisfaire au systéme d’équation (7) du
§ précédent; par cette raison on cherchera les solutions communes aux

*) Voir la remarque plus haut.
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équations f,(z,y,v)=0 et f,(x,y,v)=0, en prenant v et ¥ pour les”
inconnues, et d’aprés le théoreme de Labatie on les représentera jar
les paires d’équations de la forme:

{ f3(1', Y, v)=0,

(4 i
) 9, (z, Y) =0,

ou z et y doivent satisfaire aux deux derniéres des équations (7) du
§ précédent; pourquoi on cherchera les solutions communes aux équations
D, (2z,9)=0 et v,(z,y)=0; d’aprés le méme théoréme on les représentera
par les paires d’équations de la forme: :

‘I>2(x, 1/) = 0’
) {%m:m

ou z doit satisfaire 4 la derniere des équations (7) du § préeédert;
pourquoi on cherchera le plus grand diviseur commun de ¢,(z) et ¥,(2),
soit O(x):

) 8@ D[ @)

alors les solutions communes des équations (1) et (2) en A' pour Bs
valeurs de «, y, v satisfaisant aux équations (7) du § précédent, seront
représentées par le systeme suivant de quatre équations:

l J(@,y,v,1)=0,
f3(.2?, Y, ’l)) s Os
@ D, (2,9) 0,
(‘)(J‘) =
L ]

Les trois dernieres de' ces équations caractérisent ceux des. poinfs,
caractérisés par les équations (7) du § précédent, pour lesquels I’équatiors
L,=0 en X' a des racines multiples; celles-ci elles mémes sont donnés
par la premiere de ces équations, pour les valeurs de z, ¥, v, satisfaisait
aux trois de derniéres ces équations (7). Pour avoir ceux des points caracti-
risés par les équations (7) du § précédent, ou 'équation L,=0 n’'a que ds
racines simples, il faut éliminer des solutions du systéme (7) du § précédert
les solutions des trois dernieres des équations (7) du § présent. Si I'm
désigne par 9(z) le plus petit multiple des toutes les O(z) [pour la méne
équation supérieure en (7)], alors les solutionsdu systéme (7) du § précédert
qui en restent aprés la dite élimination des solutions des trois dernier:s
des éduations (7) du § présent, seront représentées par les systémus
suivantes. des trois équations:

fi(,9,0) =0,
(8) Py(x,y) =0,
di(z) 2 0(x) =10;
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k] f](xhyvv):())
®,(2,y) : Ry(z,y) =0, (9)
B(z)=0;

fi(@, 9, 9): £, 4, 0) =0,
(2, 9)=0, (10)
0(z) =0.

Par rapport a toutes ces groupes d’équations on peut-faire la méme
remarque, que nous avons -fait au § 28 par rapport a I'équation (7),
savoir, qu’elles ne dependent effectivement que de v"=2, car elles sont

satisfaites par toutes les valeurs du radical f/f pour la méme valeur
de A; par cette raison on peut parler du degré de ces équations par
rapport a A. Alors d’apres la remarque faite a4 la fin du § 28 le nombre
des groupes circulaires d’ordre pp  sera égal i la somme des produits
du nombre des racines simples de I’équation L,—0 en A" par I'exposant
du degré de la premiere équation de chacune des trois systemes d’équations
(8), (9) et (10) par rapport a A, et cela pour chaque point analytique
representé par la paire des deux dernieres des équations du méme
systeme.
Pour les solutions, representés par le systeme (7) du § présent, on
a besoin d’une nouvelle approximation, troisiéme; mais pour cela il faut
connaitre auparavant le degré de multiplicité de chaque racine multiple
de Téquation L,=0; comment peut on l'atteindre, — il sera montré au
§ suivant. :
30. Pour déterminer le degré »' de multiplicité des racines A" de
I'équation L,=0, déterminées par le systeme (7) du § précédent, nous
allons chercher pour lesquelles des valeurs de z, ¥, v ces valeurs de A’
satisfont a la premiere, aux deux premiéres, aux trois premiéres, enfin
a toutes les équations de la suite:
L), BL;,

=i,
B it O, i e i
T gk e v A P e

(1)

Comme ces équations sont de la méme forme que la premiére des équations
(7) du § précédent, alors, en joignant au systéme cité la premiére des
équations (1) savoir:

aL, y

o, @)
nous allons chercher, comme dans le § précédent, pour lesquelles des
solutions de ce systéme (7) elle est satisfaite. Ces solutions seront repré-
sentées par les systemes des quatres équations de la méme forme que
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le systéeme (7) du § précédent lui-méme. Soit 'une d’elles representé par
le systeme:

f'(x, 7, 0,8 ) =0,

fo(@, y,v) =0,

®,(,y) =0,

8'(.73) = 0, "

en éliminant ces solutions des solutions du systeme (7) du § précéden,
nous représenterons les solutions de ce systéme, qui caractérise les points
analytiques, ot l’équation L,=0 n’a que des racines doubles, par les
systémes suivantes des quatre équations (ol B'(z) désigne le plus petit
multiple commun de toutes les O'(x), se rapportant & la méme équation
supérieure du systéme):

(3)

f(x7 y) ’0’ )\'):0’
f(@,y,v,)=0,
Q,(z, y) —0,
0'(z):0'(z) = 0;

f(x7 y) v’ A’):O,
fg(xy.y, v) = O’
D,(z,y): Pyz.y) =0,
0'(z)=-0;

S @,y,0,0)=0,
(@, u,0) : f3(2,y,v) =0,
P (z, y) =0,
0'(z) —0;
f(xv 1/7 ’0, )") :f(x’ _7/, 'U, )‘I) = 09
l 1@, y,v)=0,
oy (z,y) =0,
Hi(z)=0.

(4)

(5)

(6)

En joignant i chaque systéme des équations (3) la seconde des équatiors
(1), savoir:

a3 L,
(8) =

anvs

)

et en traitant de la méme maniére le systéme recu ainsi, nous repri-
senterons les racines triples A" de I'équation IL,=0 par les systémes
semblables aux systémes (4)—(7), et les racines de la méme équation d'uie
multiplicité plus grande par les systémes de la forme (3). En joignant a
ce systéme d’équations I’équation suivante de la suite (1) et en traitait
le nouveau systtme de la méme manidre, nous arriverons enfin, en coi-
tinuant de le faire, 4 représenter les racines ' de I'équation L,—=0 (e
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multiplicité »-iéme par les systémes d'équations de la forme (3), tandis
que les racines de multiplicité inférieure seront représentées par les
systemes de la forme (4)—(7).
31. Soit
' f’(‘rv y» v! ;‘,) = 07

f'(@,y,v) =0,

‘I)'(xs y)—0, (l)

0'(z)=0

un des systémes qui déterminent les racines A" de I’équation L,=—0 de
multiplicité »-itme. Comme on a A'—v""', on pourra représenter ce systéme
sous la forme:
S (@y,0,9")=0,
I'(x,y,v)=0,
l ®'(z,y) =0, @
0'(z)=0.

Pour une racine A" de I'équation L, =0 de multiplicité »'-iétme la quantité
n aura 7' valeurs approchées de la forme (8) § 28 égales entre elles;
on aura donc besoin d’'une nouvelle approximation, troisieme. Dans ce
but nous poserons:

E=E (3)

alors nous aurons d’aprés (24) § 28:
0=+ ¢, (4)
o v' est 'une des p' valeurs de 1’7 N, et A" la racine r-ime de I’équation
L,=0, parconséquent 'une des solutions du systéme (1); en introduisant
les variables £ et 1" & l'aide de (3) et (4) dans 1’équation (6) du § 28
(sans les termes, dont les coéfficients A'; ., sont égaux i zéro en vertu

des équations (7) § 28), on aura, aprés avoir disposé le résultat suivant
les puissances des nouvelles variables, I’équation de la forme:

" = g
24" EF =0, (5)

dont les coéfficients Aap seront les polynomes en v ayant pour ses
coéfficients les fonctions linéaires de Ayg, qui sont les polynomes en v
avec des coéfficients fonctions linéaires des Aalg, parsuite des fonctions
rationnelles de z et de . Pour quelquesunes des valeurs de z, y, v, v,
satisfaisant aux équations (2), quelquesuns des coéfficients Aag peuvent

s'annuler; pour les trouver, ces valeurs des variables z, y, », »', nous
alons chercher les solutions communes du systéme composé des équations
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(2) et de ceux, qu'on aura en égalant a zéro certains coefficients choisis
parmi les 4, . dans I'équation (5). Soit

fll(x, Y, v,v)=0,

f; @y,v)=0,
®) P, (z,4) =0,

0)(z')=0,

I'un des systémes qui donnent les valeurs cherchées des variables; alors,
en supposant qu'on a donné aux variables z, y, v, v’ dans I'équation
(5) les valeurs satisfaisantes a ce systeme (6) d’équations, nous saurons
les termes qui restent dans I’équation aprés avoir réjété ceux, dont les
coéfficients sont nuls, et parconséquent tous les exposants a”, 3"; nous
pourrons donc construire la ligne polygonale P’ et pour chacun de ses
cotés, comme C,, I'équation:

() i == 0;

du degré %, par rapport a ', ou

® - iy

si I'on pose

(9) LR
i —3(;1 i

oy . . R LV, )
2 S ! (BB

]
¢+ 1

celles de l'autre. Ici nous pouvons, de méme que cela était fait par nous
a la premieére et a la deuxieme approximations, séparer des solutions du
systéme (6) d’équations celles, pour lesquelles I’équation (7) en A" n’aura
que des racines simples; ces solutions seront représentées par les systemes
de quatre équations de la forme (4)—(7) § 30, tandis que celles pour
lesquelles la méme équation aura des racines multiples — par un systéme
des quatre équations de la forme (3) du méme § 30. Pour les premiéres
la troisieme approximation suffira pour répartir les valeurs égales de y en
groupes circulaires, car la valeur compléte de m aura la forme:

ag, By 6étant les coordonnées de 1'une extrémité du coté C,,, et a,, , B

4 w+q (»'9+4¢)p"'+q"

(11) =t P4 ot B ()t e

ou » désigne l'une des p valeurs 1’7A— pour la méme valeur de A, »' I'une
~des p' valeurs de ’;/7 pour la méme valeur de X', " I'une des p" valeurs
de ¥/A" pour la méme valeur de X'. Chaque valeur de I'un de ces
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radicaux pouvant se combiner avec chacune des deux autres, le nombre
des valeurs de 7, représentées par la formule (11) pour les valeurs
choisies de A, A', X", sera égal au produit pp’p’. Apres avoir réduit
tous les exposants dans la formule citée au méme dénominateur pp'p’,
on verra de suite, que chacune de ces valeurs de m ne reprendra sa
valeur initiale qu’aprés les pp'p” tours faites par & autour de sa valeur
nulle; aprés un moindre nombre des tours elle se changera en une
certaine autre d’entre elles; on pourra donc les placer dans un tel ordre,
que chacune d’elles sera changée en la suivante, et la derniére en la
premiére, lorsque £ décrira un cercle infiniment petit autour de sa valeur
nulle (comme en § 24); ces valeurs forment donc un groupe circulaire
d’ordre pp'p’. 11 y aura autant de ces groupes, qu'il y a d’unités dans
le nombre égal au produit du nombre des valeurs de A par le nombre
des valeurs de A" pour chaque’ valeur de A, puis par le nombre des
valeurs de A" pour chaque combinaison des valeurs de A et de A'.

La remarque faite au § 28 s’étend aussi sur les équations (6): elles
ne contiénnent aussi que les puissances de v avec les exposants mul-
tiples de p, les puissances de v avec les exposants multiples de p', ainsi
que les premiers membres de ces équations on peut envisager comme
les fonctions de X et A'. Alors si i, estle degré de la seconde des équations
(6) par rapport a A, p, le degré de la premiére de ces équations par
rapport a A, v, le nombre des racines simples de ’équation L,=0, le
nombre des groupes circulaires d’ordre pp'p" formées des valeurs de ¥
représentées par la formule (11) sera égal a

RO (12)

Nous aurons le nombre de toutes les groupes circulaires du méme ordre
en tous les points analytiques, représentés par les deux derniéres de
équations (6), en multipliant ce nombre (12) par le nombre des points
analytiques, représentés par cette paire d’équations, le nombre, qui sera
égal au produit d’exposant du degré par rapport a y de la troisieme de
ces équations (6). par D'exposant du degré par rapport a z de la qua-
trieme de ces équations.

32. Dans le cas, olt ’équation L) =0 aura des racines multiples, on
aura besoin de la quatrieme approximation, qui nous aménera aux
mémes opérations. La marche a suivre en ces opérations s’est déja assez
bien montrée dans les §§ précédents pour qu'on aurait besoin d’en
assister davantage. En continuant ces opérations, s’il se présentera la
nécessité des approximations ultérieures, on arrivera enfin infailliblement
a une équation L)=0 en 1, dont toutes les racines seront simples,
et alors seront connus les nombres et les degrés des tous les groupes
circulaires en chaque point analytique singulier, et parconséquent le

M. TIKHOMANDRITZKY. &
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nombre w [(7) § 20]. Les systemes, qui caractériseront chaque point
singulier, seront composés toujours de plusieures équations avec les
inconnues z, ¥," v, v,.. " 1’ dont le nombre dans chaque équation ira
en décroissant de la plemlere équation a la derniére d’une unité, la
derniére des variables de chaque équation n’entrant plus dans les équations
suivantes. Si les exposants des degrés de ces équations par rapport a celle
des variables A=1v", A'=0v”, .. . A\"V=o""DPCD" (car pour ces équations
la remarque du § 28 aura lieu aussi) qui n’entre pas dans les équations
suivantes, seront p,p', 1", ... """, et le degré de I’équation L((r)MO par

rapport & AW =ov®?") sera u®, le nombre des groupes circulaires de 'ordre

(1) ppp ... pr— p"
sera égal au produit
(2) R R R

et pour tous les points singuliers de la méme cathégorie leur nombre
sera égal au produit de ce nombre (2) par le nombre des points singuliers
de la cathégorie considerée, qui est égal au produit de I'exposant du
degré de l'avant-derniére équation par rapport a y par l'exposant du
degré de la derniere équation par_rapport atx. Les valeurs de y, formant
un groupe circulaire, seront représentées par la formule:

9 rgt+4q e+ + 7" @

(3 y=bHoRr4ot W fot MY (@) ) e,

¢, étant une fonction entiere de tous les p et ¢ accentués antérieurs,
qu’on calcule d’apres la méme régle, que les numérateurs des exposants
précédents, et qui consiste en ce, que le numérateur dexposant qui
précéde immédiatement, est multiplié par p avec l'indice suivant et
puis augmenté de la quantité g correspondante, ainsi:
Q= {(<<((qp'+q')p”+ ¢)pr"+q" )p‘"’+ “”) .+
(4)
b q(r—2)> p=D1 q(r—l)} P 1-g",

De la formule (3), ou » doit prendre chacune des valeurs de V X

v’ chacune des valeurs de 1/ 4 . )v chacune des valeurs de ]/ A, . .. enfin
r

v chacune des valeurs de 1p/ A, pour un systeme déterminé des valeurs

o o )\(r), choisies dans leur totalité en nombre (2), il est visible

de suite, que chaque valeur de y ne reviendra a son état primitif qu’apres

les pp'p"...p" tours faits par & autour de sa valeur zéro; pour un

nombre inférieur des tours elle se changera en une autre de méme
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§ 32, 33, 34. Chapitre L 51

groupe, de la sorte, qu’elles pourront étre disposé dans un tel ordre, que
chacune d’elles se changera en la suivante et la derniere en la premiere;
d’ou il suit que celles, qui correspondent au systeme choisi des valeurs
de A N,...A" forment un groupe circulaire de l'ordre donné par la
formule (1), et que le nombre de ces groupes sera donné par la
formule (2).

33. Pour la détermination du genre de la surface de Riemann il
était non seulement indispensable, mais aussi suffisant de connaitre le
nombre et les degrés de toutes les groupes circulaires en chaque point
analytique singulier; mais pour la construction de la surface de Riemann
cela n'est pas encore suffisant: il faut savoir encore desquelles des
valeurs yio), y(zo) b yf‘o’ de la fonction ¥ pour z—z° (x(o) étant un point
ordinaire), sont les éléments de chaque groupe circulaire, en chaque
point singulier, des prolongements analytiques. Pour cela il faut connaitre
les valeurs de # et de ¥ en ces points déja avec une grande approximation.
Les paires des équations, par lesquelles elles étaient représentés dans
les §§ précédents, rendent ce probleme plus facile. Des valeurs précises
on n’a pas besoin, pour reconnaitre desquelles des quantités y(:”, y(;’, & .yflo"
sont des prolongements analytiques les éléments, qui se permuttent
en lordre circulaire, lorsque x décrit un cercle infiniment petit autour
du point singulier considéré: il suffit, si I'on peut rendre 1'approximation
aussi grande qu’il le faut; alors, en calculant avec la précision pas
moindre de celle-ci les prolongements analytiques de y(lo), yio’, G yﬁ”, nous
serons en état de repondre a la question, lesquelles de ces prolongements
analytiques forment le groupe circulaire, et en quel ordre elles se per-
muttent autour du point consideré *). Cela fait pour chaque point singulier,
on pourra construire du moins approximativement les points hélicoidaux
et les lignes de passage.

34. Pour le calcul des prolongements analytiques des valeurs de u
au point z=u=,, il faut recourir au développement des fonctions en séries.
Pour des points analytiques ordinaires on pourra le faire, en développant
la fonction ¥ suivant les puissances de z par la série de Taylor; de cette
maniére on aura aux environs du point (z,,%,), le développement suivant:

y:yo+yb(x—x0)+f—2y8(x—x0)°+.... (1)

Si Ton représente # — x, par une série convergente, disposée suivant les
puissances croissantes entieres et positives d’une variable auxiliaire ¢,
qui devient égale a zéro pour ¢=0, on aura en portant cette série dans

*) On trouve un nombre suffisant d’exemples pour cela dans la Théorie des

fonctions elliptiques par Briot et Bouguet, 2-¢ €éd. 4°. Paris 1875, p. 57 et les -
suivantes. , (w"'b
. PO S
\!\‘ ‘i‘.}‘f
A f;\)
‘S;.'/ N 3
: : N\
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52 Chapitre I. § 34.

la série (1), les variables # et y exprimées toutes les deux par les séries
disposées suivant les puissances croissantes entiéres et positives de ¢:
@ x=x43+ P, (¢),

Y=Yo+tPy(%),
ou le ‘P allemand désignera toujours, d’apres Weierstrass, une série disposée
suivant les puissances croissantes entieres et positives de la variable
(Potenzreihe). Aux points de ramification la série de Taylor n’est pas
applicable; mais pour de tels points aussi on peut trouver des expressions
analogues au (2). Si l'on pose dans la formule (3) § 32:

Iplt (r)
() w'p'...p
(3) piof :
et porte les expressions recues dans les formules z=a--£, y—=b-+7, on
aura une telle paire des fonctions:
)
LS, (r)ppp...p
r=a+t )

)2 .-1’(")+ £ @ T I % o
£ 5

(4) y=b+ot"

e ( l+ 1) /I_I_ /1 g (r) R |
Y E(r)(qp ke L r e (v(')-}—n(')) E(r)gr,

4

+

@, étant donné par la formule (4) § 32. Ici 1", en reprenant sa valeur

initiale en méme temps que £ sera développable en une série suivant
les puissances croissantes, entiéres et positives, de £, Les formules (4)
donnent done z et v développés en séries suivant les puissances croissantes
entieres et poisitives de A qui seront convergentes pour les valeurs de
{7 suffisament petites. Elles resteront convergentes, si on y remplace
£ par son expression par la variable auxiliaire ¢ en forme d'une série
disposée suivant des puissances croissantes, entieres et positives, de cette
variable: R(¢). Mais lorsqu’au point analytique ordinaire wunre paire des
fonctions de la forme (2) (Funktioneupaar) représentait ’élement d’image
algébrique, il en faut plusiewurs au point de ramification (r—a, y=—0b),
car la paire (4) est le représentant de toutes celles, qu’on aura, en
donnant & v,v,0",...v" toutes leurs valeurs. On appelle pour cela ces
lieux de l'image algébrique les lieux a plusieurs éléments (mehrelementige
Stellen; Nother, Weierstrass).— La représentation des éléments d’un image
algébrique par des pareilles paires des fonctions joue un rdle important
dans la théorie de Weierstrass dans son propre exposition, ou toutes les
démonstrations sont fondées sur une pareille représentation des éléments
d’un image algébrique®). Nous n’aurons besoin d’une pareille représenta-

*) Voir: Biermann. Theorie der analytischen Funktionen. Leipzig 1887, p. 205 et
les suivantes. Aussi: J. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. IV. Berlin 1902.
Vorlesungen iiber die Theorie der Abelschen Transcendenten. 4°.
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tion que tres rarement, pourquoi nous ne voulons pas entrer en plus de
détails sur ce sujet.

35. Le nombre N, des lacets binaires au point de ramification
(a, b), ou, ce qui est la méme chose, le nombre Jui équivalent des points
doubles, autour desquelles seulement deux des valeurs de y s’échangent
entre elles, (le nombre égal, rappelons le, au celui des transpositions,
-auxquelles est équivalente chaque substitution décomposée en circulaires),
dans le cas, ou les équations L,—0 n’ont, pour tous les cotés du polygone
P, que des racines simples, sera donnée par la formule:

h—1

n b 2 ki(p ( 1 )

car pour le coté C, nous aurons &, groupes circulaires d’ordre p,. On peut
I’exprimer, ce nombre, encore autrement:

h—1 h—1 h—1 h—l h—1 .
N,,,thkip EL “E(a——-aiH) Aa = Gy — 27» (2)

=0 =0
La derniére formule peut étre recue aussi par ce raisonnement: «, des
valeurs de vy deviennent égales; donc les «, lettres, dans la substitution,
appartenant au point de ramification considéré, se repartissent en %, groupes
circulaires d’ordre p,, ou i=—0, 1, 2,...kh—1; le nombre des transpo-
sitions équivalent a un groupe circulaire d’ordre p, est p,—1; tel est aussi
le nombre des lacets binaires, si on rejette celui, qui remplace la derniére
lettre du cycle par la premiere; parconséquent le nombre total des lacets
binaires pour le point (@, ) est égal au nombre des transpositions équi-
valentes, lequel est égal au nombre des lettres de la substitution moins
le nombre des groupes circulaires, desquels elle est composée. — Dans
le cas, ou l'on a besoin des plusieures approximations consécutives, la
formule, qui donnerait le nombre des lacets binaires au point de ramifi-
cation consideré, recoit-on d’une maniere la plus facile par le raisonne-
ment suivant, du a Briot ).

Dans ce cas aussi le nombre des lacets binaires sera égal au nombre
des valeurs de y qui deviénnent égales au point consideré, moins le
nombre des groupes circulaires, sur lesquels se répartissent ces valeurs
égales de y. Maintenant i chaque racine simple A"’ de I'équation L,(r)—O
il correspond un groupe circulaire d’ordre pp'p”...p"), comme nous
I’avons vu au § 32; quant au nombre des racines simples de cette équation,
il est égal au degré de 1’équation moins la somme des ordres de multi-
plicité de toutes ses racines multiples; cette somme est égal & la somme
des degrés de toutes les équations de lapprommatlon suivante: L((r+1)f~0

*) Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879, § 12, p. 19.
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54 Chapitre L 885,86

N . 1 . . pikt{
par rapport a la variable ot correspondante, comme il suit des considé-

rations des §§ 24— 31 (voir les équations (8) § 24, (11) § 28), et la
somme des degrés des equations qui correspondent au méme polygone
PUHY st égale a a"’“’ (v. la formule (2) du § plésent) parconséquent

le nombre total des groupes circulaires de 101d1e pp'p ... p" au point
(a,b) sera égal a :
(3) 2 km—Z,M S)T-H),

ou la premiere somme s’étend a toutes les équations de I'approximation
r-+1-ieme et la seconde a toutes les équations de Iapproximation sui-
vante. Ainsi le nombre de toutes les groupes circulaires formés des valeurs
de y qui deviénnent égales & b pour #—a, sera donné par la formule:

(2 kX )+ (Zlk'— WAy SR
n (Zg_gk(g—Z)_Zg_1 oy—l)) i Eg ; W n,

si Pon avait besoin de ¢ approximations successives, — ou les sommes
L se rapportent 4 tous les cdtés de la ligne polygonale P; L & tous
des (P, P'); L, a tous des (P, P', P");...enfin L,y & tous des
T B s B P(q Y). Si Ton retranche ce nombre du nombre «, de
toutes les valeurs de ¥, qui deviénnent égales & & pour z=—a, on aura
le nombre cherché de tous les lacets binaires au point («,b):

Nyp=to+ D 0t Dot ... +2, o -
=k —2‘70'—2275'—— 8754 —Zg_l A

36. On appelle suivant Briot le degré du point analytique I’exposant
de la puissance de #—a—£t qui entre comme facteur dans le discrimi-
nant. Pour déterminer ce degré, il faut revenir a I'égalité (6) § 5, qui
définit le discriminant, et aux formules des §§ précédents, qui expriment
les approximations consécutives de y. Dans I'égalité (6) § 5, définissant

(4)

(5)

le discriminant, entre le produit ]_IE, (T, 9) = H?ﬂf—y), que nous allons
maintenant discuter. La substitution z=—a--£, y-—b-+, 7=vt" rameéne
la fonction F(%, ;) d’apres le § 24 a cette forme:

(1) PG,y = Fa+t, bty = Thr o),

en différentiant cette égalité par rapport a v, on aura:

(2) 0F(z,y) oy _ pan+B0FG),
dy op 5 o2
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§ 36. Chapitre L 55

mais on a
f?y A (p)
e ov P (3)

en divisant par cette égalité la précédente, on aura:

OF(‘E Y »(ai'—l)f"‘""ﬂid_ﬁ‘l@) 4)

dy v ( :

Le produit des facteurs du discriminant, qui se rapportent i la valeur
de y=0 pour z=«, prendra en vertu de I'égalité (4) la forme:

n—1
Tk, p [(2,—1)4-¢
Il oF(@,y) _ ;i=0 St o i]H 0F,(&v) (5)
sy it e

car v a kp valeurs, aux quelles correspond le méme facteur S
Mais d’aprés (10) § 24 a,—a,  =kp, et B,,, —B,=kq;: en vertu de ces
égalités on pourra transformer I’exposant de £ dans la formule (5) de
cette maniére:

h—1 h—1
Ekxp [(ai_ 1)P+@i] :Zki [(ai—l)q—l_ppp]:
i=0 i==0

—2 1{—1_ai)(ai_l)+pi(al——ai+l)]:
it (6)
: E (ai@‘t-f-l 1a1+1+ pi— F’H-i) =

a 'a(acgi+1_ ﬁz“1+1 )—By

ce nombre nous désignerons par D, pour abréger, ainsi qu'on aura
h—1

D ZE(thi-{-] 7 leiaﬂ-l) — B (7
=0
En portant cela dans 1’égalité (5) nous aurons

A 4 )
H (.t/y) e @ubnr)F(E 1) (8)

-

Tel sera le degré de é=z-—a dans le discriminant, lorsqu’il suffira
d’une premiére approximation pour répartir les valeurs de y, égales a b
pour Z=—a en groupes circulaires; car alors le produit a droite en (8) ne
contiendra aucune puissance de £ en facteur; mais il en sera autrement,
si I'on aura besoin d’une deuxiéme approximation pour la répartition des
valeurs de y en groupes circulaires: alors ce produit contiendra une
puissance de & en facteur. Pour la deuxiéme approximation nous avons
posé [§ 28]:
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9) E=t"

(10) v—0v,+7, n':v'E'w;

ou v, désigne I'une des valeurs approchées de v; alors on aura:
(1) : F ) — e Thop ey,

En différentiant cette égalité par rapport & v, on aura:

(12) OFy(G0) 00 By OF, (),
ov Pl PP A ¢
mais on a
2 : oo __ oq .t
{14) 5 i o

en divisant par cette équation la précédente, on aura:

OF, (5, v) (o —1) p'+B; 0F,(E'0")
(14) o i R Ay~ i
D’apres cela on aura: ;
OF (5, v) _ X pkyp'[(2;—1) p' 48] yp 0F:(E,0)
(15) H“ rsgtes R : H"'Eu/_’

car v, a p valeurs et »' k/p' valeurs, aux quelles correspond le méme
facteur en (14). Mais pour un seul des polygones P' on a:

2 kep (- 1) p+Br) = 2, kel (@ — 1) g + Bip) =

: 1‘2,,(0!;'3;'44— B;’G;I-H) —B= 5D’ab,
o la somme s'étend & tous les cotés d'un polygone P’ déterminé, tan-
disqu’en (15) elle s’étendait 2 tous les cotés de tous les polygones P
Ayant égard a I’égalité (9) et en portant la valeur de I'exposant de &'

de I'égalité (16) en (15) et de la en (8), nous aurons dans le cas, ou il
suffira de deux approximations successives:

(16)

=17 H?'F_(()z’_@:g@ab'{—z‘@;bn @Ez(ji)

Quand on aura besoin d’une troisitme approximation, on posera [§ 31]:
L g

(19) i, - Pkl

v, étant l'une des valeurs approchées de ¢', et de la méme maniere
qu’auparavant on aura:

(20) F?(E’ﬂ]’) == 2”1"1""0" + By Fa(E") 'U”)’
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d’on I'on tirera, en différentiant par rapport & »” et divisant le résultat
par la dérivée de v' par rapport a o":

OFYE, o) ulaln— 1) p"+ 8) 0F, (E",0")
avl 4E (’U" X (21)

Le facteur a droit sera le méme pour les pp' combinaisons des valeurs
de v, et de v, et pour k',,p/ valeurs de v"; donc on aura

IT- L Lol dats "pr’k;'np”((a:u— 1) p"+ ) 9% OFEv") -
CE "
o (22)
_ X | g pal i, OFy(E",0") *)
; b 3
e a 61)”
et parconséquent

oF (z,y) a+u®a —{—.J'Da OF. ’v') ;
11 e o ibsRBbe i § G (23)

En continuant ces considérations, on arrivera dans le cas, ou ’on aura
besoin de g approximations successives, a cette égalité:

HdF(rc, 9 _ D 1 OFy (8971, o= 1))

oy o= : &)
ou l'on a posé pour abréger:
‘Dab s, S>ab + zlgab + 22®:b + LAE + Zlf/-lmgb_l)’ (25)

Ce nombre D, est1l’exposant dudegré du point analytique z—a, y—b.
Ici les signes des sommations s'étendent & tous les polygones subordonnés
jusqu’'a celui, qui a le méme indice avec le signe de la somme.

37. Retranchons maintenant le nombre N, du nombre D ,; la diffé-
rence sera un nombre pair, comme on le verra plus loin; ce nombre
est d’une grande importance dans notre théorie, pourquoi nous voulons
nous arréter un instant sur sa considération.

En effectuant la dite soustraction, on aura:

‘Dab— 'Nnb S
=D,—a+ Dkt
+2,00—2, %+ 2+
420, B+

s 2 (-\(J——l) 2 (f/—i) +Z L("/_l).

Mais on a, en désignant par I la sommation ne s’étendant qu'a un seul
polygone PY:

(1)

*) Car en vertu de (9) et (8) on a: &"PF'—EP =%,
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58 4 Chapitre L 8 874

I gab—_a(l_*_2 k o
@ o .
l :go[(aa p¢+1_ Oy B)+k]—ag—B,=2,;
=i
] 7 ' y
[ @ab—-ao-{-zlk:
(3) hl—l ! ! ! ' . ! L L
l =_% [(avﬁt'“_ % 4aB) F R ] — o — B =25
G—_ =), N 701
i Q“\’a‘zz o +2y—l B =
ety
i (—1) pl—D )] (g—1) (9—1)
Y { & 7( % [( *it—1) k3’14('7'-’) 4. z(q-—i)x,‘.p (y—“) i(y—i)] %
¥ =0
| u—l) (g=1) __ogle—1, ° .-
{ Bh('l—l)_ A
ol les 291, 2%, ... 2%7~ " ne sont pour le moment que des signes

abrégés pour les expressions & gauche, qui sont évidement des nombres
entiers; mais on verra plus loin que ce sont en effet des nombres pairs,
car nous démontrerons plus bas que tous les A, etc. sont des nombres
entiers. En vertu de ces égalités, en posant '

(5) A=+ E,ﬁ;ﬁ' Zz?l:b—}— : +Zq—191(g_1)
Pégalité (1) pourra Cétre présentée plus simplement ainsi:

(6) D,—N,=24,,

d’ot 'on aura

(7) D,=N,+24,

L’ayant en vue, on peut présenter ainsi le discriminant:

® - A=[Tez-a"=TTe—a"([Iec—a*),

les produits s’étendant a4 tous les points de ramification (@, b), qui ne
-sont pas a linfini.

En posant
(9) L= H({r__a)Nab’
(10) W=([T-- a,)A"”)g,
on pourra écrire plus simplement
(11) : A0y,

Le premier facteur, V, Kronecker appellait *) le facteur essentiel du
discriminant (wesentlicher Faktor), le second, W, le facteur non-essentiel

“) Kronecker. Diskriminante der algebraischen Funktionen einer Variabeln.
Journal de Crelle. Bd. 91, S.301.
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(ausserwesentlicher Faktor). M. Nocther appelle le premier, V, Ver-
zweigungsfaktor, Pautre, W, Doppelfaktor, car le premier donne, étant
égalé & zéro, les valeurs de x aux points de ramification de le fonction
4, situés dans le fini, 'autre est un carré parfait. Le dernier correspond
aux points de ramification, qui s’enlevent mutuellement, d’aprés lexpres-
sion de Riemann (sich aufhebende Windungspunkte). Si 'on pose:

N=2> N, (12)
A=34,, | a8

o les sommes s’étendent & tous les points de ramifications (a, b), qui
ne se trouvent pas & linfini, alors N sera le degré du facteur essentiel,
et 24 le degré du facteur non-essentiel. Comme le nombre

P=3.0 (14)

ou la somme s'étend aux mémes points de ramification (@, b), est le degré
du discriminant A(z) par rapport a x, on aura '

D= N-+24, (15)

[ce qu’on recoit du reste, en sommant 1’égalité (7) par papport a tous les
points (@, b), et en prenant égard a les égalités (12)—(14)]. Si tous les
points de ramification sont situés dans le fini de limage algébrique *),
alors on aura d’apreés le § 5 pour le degré du discriminant le nombre
2m(n—1); donc on aura alors:

D=2m(n—1), (16)
et en vertu de I’égalité (15):

N-+24=2mn —1). (17)

Dans le cas que nous considérons maitenant, d’aprés cette égalité la
recherche de l'un des nombres N et 4 se raméne & la recherche de
lautre. Ayant en vue que w (§ 20) désigne le nombre total des points
hélicoidaux simples, équivalents & la totalité des points hélicoidaux
effectifs de la sphere de Riemann, et qu'a un point hélicoidal simple
il correspond une transposition des deux valeursde ¥, parconséquent un
lacet, nous en concluons, que

w—IN (18)

En portant, en vertu de cette égalité, N aulieu de w, ou, _d’aprés (170
A dans la formule de Riemann (9) § 20, nous aurons les deux expres-

*) Comme on le suppose généralement dans les livres sur les fonctions abéliennes
écrites en francais.
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sions suivantes du genre p de I'image algébrique considéré et de la
sphére de Riemann correspondante :

(19) ]):%N—n—i—];
(20) p=(m—1)(n—1) — A.

Ces formules donnercnt de suite la valeur de p, s’il réussit de présenter
le discriminant sous la forme (11), c'est-a-dire, le décomposer en les
facteurs - essentiel et non-essentiel. Mais les formules a partir de la (16)
dans le cas, ou il y aura des points de ramification a l'infini — c’est
ce qti’on reconnaitra de suite, apres avoir calculé le discriminant d’apres
la formule (6) § 4, par 'abaissement de son degré effectif au-dessous
de 2m(n—1)*) ne seront vraies, que si I'on ajoute aux nombres N et 4,
calculés par'les formnles (12) et (13), les nombres pureils se rappor-
tant aux points de ramification situés aux lieux infiniment éloignés de

Pimage algébrique défini par D’équation F(z,y)=0, [car autrement dans
ce cas I’équation (17) n’aurait pas lieu] et qu’on trouvera par les mé-

*) C’est ce qu'on rencontre dans la théorie des intégrales hyperelliptiques, qui
dependent de l'irrationalité, définie par 1’équation:

(a) y*— R(x)==0,

R(z) désignant un polynome du degré m. Le discriminant de cette équation est:
=2 e el

(b) A(m):ﬂ1 2y, =+ 2V R(z)- -2V R(z) = — 4 R(z);
i

son degré est m; mais d’aprés la formule (16) du § présent il devrait étre égal a
2m, car on an—2; donc m desracines du discriminant sont & I'infini. Si 'ona m=—2p,
c’est-a-dire si m est un nombre pair, & la valeur =00 correspondront deux points
0' de la sphere de Riemann, un dans chaque feuillet, dans chacun des quels

tomberont p:g— des infinis de la fonction y, comme on s’en assure sans difficulté

en posant &= . Ces racines infinies du discriminant, # — co, appartiendront dans le
cas consideré au facteur non-essentiel du discriminant. Si Pon aura m—2p -+ 1, alors

il correspondera & x =— oo un seul point O' de la sphére de Riemann, qui sera héli-
coidal; en posant pour cela z — ;15, on verra, que pour t—0 il doit étre y=—oc0™; par-
conséquent s infinis de la fonction de y tomberont dans ce cas aussi dans le point O'.
Mais de ces m=2p -{-1 racines infinies du discriminant & son facteur non-essentiel
appartiendront 2p—m—1 et un seul au facteur essentiel. Ainsi dans le cas de I’équa-
tion (a) et m=—2p toutes les racines du facteur non-essentiel du discriminant et dans
le cas de m=—2p 4 1 aussi une racine du facteur essentiel s’éloignent & linfini, et le
discriminant se réduit au polynome R(z), qui est le produit des facteurs linéaires
du facteur essentiel du discriminant, qui repondent A ses racines, situées & distance
finie de Dorigine.

La méme chose aura lieu en général pour les fonctions algébriques entiéres
[§ (7)]; lorsqu’elles auront des branchements & Dinfini, le discriminant aura des

racines & Dinfini, et son degré sera inférieur & 2m(n —1).
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thodes exposées aux §3 précédents apres avoir transformé léquation
fondamental (1) § 4 par la substitution, rappellée a la fin du § 21.

La méthode pour décomposer directement le discriminant en ses
facteurs essentiel et non-essentiel a été donnée par L. Kronecker dans le
mémoire cité plus haut. Nous l’avons exposé pour la forme (1) § 4 de
I’équation, dans la 1-re édition (en langue russe) de ce livre, mais
comme, nous n’en aurons pas besoin dans la suite, nous I’omettons ici
pour passer a la demonstration de ce que les nombres o, A’ ... AY"Y
sont des nombres entiers.

38. 11 suffit évidement de le faire pour le premier de ces nombres,
car les autres ont une expression analogue. — Par 1’égalité (2) du §
précédent, nous avons

h—1
“o’{"ﬁz.
Ay — 22( /1 T s z‘+lpi+ki>_ 9 ”

apres avoir ajouté en crochets la quantité identiquement nulle

(1)

% 44841 — %q Bipr, OD peut présenter ainsi cette formule:
h—1
AL @+ Bh
52[(,1,:5%((0:1 %) Bt o G — 8D+ 7‘71}_‘ (2)
h—1

en ajoutant et retranchant la quantité 42-120(0!1—&, +1) P> on en aura:

h— a4
U 2(@1 a ) BBy y) — Bt B+ kt) e
(3)
h— . a0+ﬁl
i E< — ) BBy + k’) e T

ayant en vue, que %3, et «,3, sont égaux a zéro, car on a B,=—0,
@,==0; en retranchant de chaque facteur binome en parantheses une
unité, on donnera a cette expression la forme: i

h—1

W= é2<(a1_ by D BBy Bk (=g ) +

=0 ; (4)
n “n+|’h :
+(P;+ pr,'_vrl)—l_ki— Tap== GEL=Y
h—1 ‘
d’ou, comme la somme = 2 (@,—a, +l).__ o, et parconsequent sera dé-
truite par— -2 du dernier terme, et comme en outre cela, en transportant
B

8, + dans le terme suivant de la somme, le dernier e sortant des

www.rcin.org.pl



62 Chapitre L § 38, 39.

paranthéses sera aussi détruit par —%" du dernier membre en (4), on
en tirera définitivement:
h—1
5 g =311 8 k—1)+
( ) nbﬁzo ? (ai_ai+1_l)(l4+@;+1_1)+ i—l~ I p;.
=

Mais le produit
1
(6) - 3(%_‘ o ,— 1) @+ BiH_ 1)

représente le nombre des points (#,3) qui se trouvent a l'intérieur de
la trapeze, dont les coOtés paralleles sont les ordonnées B; et [3:+1 des
deux extrémités du coté C,, et les autres I'axe O« et le ¢oté C; lui-méme,
nombre augmenté de la moitié du nombre k;—1 des points situés sur le
coté lui-méme, sans les points extrémes, comme on le verifie aisement,

: A ; g 1
en construisant la figure®); & ce nombre il v est ajouté encore ?(ki_l)

et le nombre B, des points situés sur le cOté droit du trapeéze; donc
Pexpression en parantheses {} représente le nombre de tous les points

situés a Dintérieur du trapeze, sur le coté C; lui-méme et sur son ordonnée
extréme a droite, 3,; donc enfin toute I’expression (5) représente le nombre
total des points, situés sur la ligne polygonale P elle-méme et au-dessous
d’elle, a I’exclusion des points situés sur les axes Oz et Of. Ce nombre
U, est donc un entier, c’est ce qu’il fallait démontrer. Il jouera un role
important dans le chapitre suivant. — La signification du nombre 2, donne
le moyen le plus simple de le trouver: on n’a que de compter les points
situés sur le polygone P et au-dessous de lui a l'exclusion des axes
Oa et OB.

39. Le nombre 2, ne séra égal & zero que lorsque la ligne poly-
gonale P se réduit & la droite joignant le point (%, B—0) avec le point
(x=0, B,=1); car alors il n’y aura sur le polygone P d’autres points
que ses extrémités, qui, se trouvant sur les axes Oax et OB, ne doivent
pas étre comptés, de méme que les points situés au-dessous de lui, qui
seront tous situés sur 'axe 0«**). Et en effet, dans ce cas la formule (1)
du § précédent donne pour ~—1:

*) Voir: Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879, § 5, p. 9.

**) Cest ce qu’on a dans le cas hyperelliptique (voir la note du § 37) pour les
points de ramification, situés a distance finie de origine, qui sont donnés par 'équation
R(z)=0. En effet, la substitution: z—a -+ & % =—=0-1 transforme 1’équation:
y?— R(x) =0 en celui-ci:

2 ' " b (m) =
7 —R(@) §—R'(@) 75— -+ —R™(@) oy =0,

et I'on voit de suite, que a,—2, B, =P,=1, car R'(a)7£0.
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l | 0 31__ l 0 1 -
mab:§ (a0p1—‘3o°‘1’7 1)_(1‘__121—”‘5(“0“*_ 1)_1 ;— =0

car on a dans le cas consideré 3,—f3,=1, §,—=0, donc Bl—Boil, et par-
conséquent en vertu de 10 § 24 aussi k—=F,—1. Mais on a

__ 0F(z,y) LA
0,1 ——or g 09 3 (l)

p | z=0a,y=b

A

parconséquent dans le facteur non-essentiel du discriminant n’entrent pas
seulement les facteurs correspondants a ceux des points (z—=a, y—b),

pour lesquels on a:
oF (2,y)
ox

*+0; : (2)

quant aux valeurs de @z, qui avec les valeurs correspondantes de y satis-
font outre des équations:

& ("E; ?/) =0, (3)
oF (z,y) __
W().l/i o= et 0’ (4)
aussi a I’équation
Ol (e u)ss 5
: i AL ] (5)

infailliblement du moins le point (2=1, 3=1) se trouvera sur le poly-
gone P on au-dessous de lui, et parconséquent le nombre A , ne sera pas
égal a zéro; pourquoi du moins un seul facteur (£ —a) entrera, et, de plus,
élevé au carré [(8) § 37], dans le facteur non-essentiel du discriminant.

Ainsi un facteur non-essentiel n’apparait dans le discriminant, et,
de plus, encore élevé au carré, que pour les valeurs de z, pour lesquelles
toutes les trois équations (3), (4), (5) ont des solutions communes; et
inversement, pour les valeurs de x, pour lesquelles les trois équations
(3), (4), (5) ont des solutions communes, il apparait toujours et, de plus,
élevé au carré, le facteur non-essentiel, qui répond a une telle valeur
de z. C’est sur cette remarque qu’est basée la méthode de Kronecker
pour décomposer le discriminant en ses facteurs essentiel et non-essentiel.
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Sur les fonctions rationnelles de la variable indépendante
et de sa fonction implicite, définie par une équation
algébrique irréductible donnée.

40. Soit R(z,y) une fonction rationnelle des variables z et y, liées
par ’équation algébrique irréductible:

sa forme la plus générale est d’aprés Abel la suivante:
n—1
T )
(2) B(@,9) ="y

ou f(z,y) et ¢(z) sont des fonctions rationnelles entiéres de leurs variables,
dont la premiere est du degré »—1 par rapport a y. Il est évident que
la fonction ZR(z,y) est uniforme sur la surface de Riemann, construite
pour la fonction y de x définie par I’équation (1); mais la proposition
inverse est aussi juste: ,toute fonction # uniforme sur toute la surface
de Riemann pour la fonction algébrique y définie par I'équation (1),
continue et finie a exclusion de quelques poles, est une fonction rationnelle
de z et y“. En effet, en désignant pour le moment par ¥,,¥%,,...y, les
valeurs de y, et par 2,,2,,...2, les valeurs de z (qui n’ont pas besoin
d’étre toutes différentes), correspondantes a4 la méme valeur de z, on
aura par la formule de Lagrange:

. n ﬁi(y‘) Z;‘
3 Z"—gl Y—9 ¢ (¥)’

ou l'on a fait
(4) ' o@)=T1v—y,);
j=1

en développant le second membre suivant les puissances de ¥, on aura
une fonction entiére de y du dégré »—1, ayant pour ses coéfficients
des fonctions symmétriques de y,, qui, s’exprimant rationnellement en
fonction des coéfficients de 1’équation (1), seront des fenctions rationnelles
de z, comme des fonctions continues uniformes de z, n’ayant que des
poles; donc le second membre de (3) sera une fonction rationnelle des
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variables = et y, entiere dudegré n»—1 par rapport a la derniére, c’est-
a-dire de la forme (2); c’est ce, qu’il fallait démontrer®).

Les valeurs de z et de y, pour lesquelles, ou, a dire autrement,
les points de la surface de Riemann, ou l'on a

R(z,y)- (5)

z étant une valeur donnée, se trouveront en résolvant le systeme des
équations (1) et (5), ou, ce qui cst la méme chose en vertu de (2),
celui-ci:
F(x7y) 07
n—1 } (6)
f(z, y)—z4(x) 0.

D’apres le théoreme de Labatie les solutions de ce systéme seront repré-
sentés par les paires d’équations suivantes:

.f"(x:y”e)j' 0, l

0,(x,2)=0, ] M

dont les premiers membres sont les fonctions irréductibles de leurs
variables dans le domaine de rationalité (z,y,2) et (z,2) respectivement,
car on peut toujours latteindre a I’aide d’'un nombre fini d’opérations
rationnelles. On sait**) aussi, que le produit de toutes les secondes équa-
tions des paires (7), c’est-a- dxre

H 0,(z,2) = (8)

sera le résultant du systeme (6) par rapport & y; cette équation (8)
détermine toutes les valeurs de x, pour lesquelles aura lieu I’équation
(5), aprés quoi on tirera de la premiere des équations (7) les valeurs
correspondantes de y. Il n’est pas cependant difficile de se convaincre,
que toutes les fonctions O,(z, 2) ne différent entre elles que par des facteurs
constants. En effet, soit ¥, 'une des valeurs de y, qui satisfait & I’équation (5)
pour la valeur donnée de # et la valeur consideré de z et parconséquent
a Pune de paire des équations de la forme (7), par exemple justement a
P’équation (7): on aura alors identiquement:

0,(z,2) =0, ; (9)
ou, d'apres (5):
0, (z, Ria,,)) =0 (10

*) Weierstrass. Lecons sur la théorie des intégrales abéliennes (1875—1876).
**) Serrel. Cours d’Algébre supérieure. T. I, éd. 3-me, p. 208, la formule (12),
ou notre ,Compendium d’Algébre supérieure“. 2-e éd., p. 803 (en russe).

(371

M. TIKEOMANDRITZKY.
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66 Chapitre II § 40.
¥, satisfait donc .a I’équation:
(11) Bi(;r,R(x,y)) 0;

mais a cause de l'irréductibilité de I'équation (1) toute autre de ses racines,
comme ¥, satisfaira aussi a I’équation: c’est-a-dire, on aura aussi

i oo 0,(z, R(z,y,) 0,

xz étant un point ordinaire®). On voit donc, que si 'équation (9) est
satisfaite par la valeur z,— R(z,y,), elle sera aussi satisfaite par chacune
des autres valeurs de z pour la valeur considérée de z, savoir:

(13) z2,=R(z,y,), -2,—R(x,y,),...2,= R(z,y,).

Cela est vrai pour chaque valeur de l'indice 7; donc toutes les équations (9)
pour i—1,2, 3, ...A auront, pour la méme valeur de z, des solutions
communes, savoir (13); étant toutes irréductibles, chacune doit diviser
toutes les autres; donc toutes ces fonctions ©,(z,2) ne pourront différer
entre elles que par les facteurs constants. En réjétant ces facteurs
constants et en désignant les fonctions apres cela simplement par O(z,2),
on aura pour le résultant (6) I’expression:

)
(14) [6(x,2)] 0.
Donc = satisfait a une équation irréductible:
(15) O(x,2) -0,

—lorsqu’on a A=—1, ou & l’équation, dont le premier membre est une
puissance d’une équation irréductible, quand > 1.

On peut obtenir le résultant des équations (6) par rapport a ¥ aussi
au moyen des fonctions symmétriques, et alors on aura, d’aprés ce que
nous venons de démontrer:

‘ o7 5 (6=, 2)\"
(16) 1131 ‘\_Z*L (w,y,{)> = (@@ ) :
en désignant par ¢,(x) le coéffieient de la plus haute puissance de z dans
O(z,2), comme il suit de la comparaison des coéfficients des plus hautes
puissances de # dans les deux membres de D'égalité. 2" étant la plus
haute puissance de # dans O (z,2), la comparaison des mémes termes
donne encore 3

(17) n=—7pK,

*) — une supposition, faite pour avoir des valeurs de y toutes différentes afin
de profiter la propriété connuc des équations irréductibles; du reste x pourra étre
aussi voisin d’un points singulier que 'on voudra.
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d'ot 'on conclut, que p, c’est-a-dire le nomhre des valeurs diffirentes
de la fonction z ~R(x,y) pour la méme valeur de z est toujours un
diviseur de n; donc, si # est un nombre premier, alors on aura toujours
p—n. On voit encore par l’égalité (16), quant » n’est pas un nombre
premier et »>1, que pour la valeur donnée de z il correspond a chaque
valeur de z A facteurs dans le produit & gauche, parconséquant A valeurs
de y. S1l arrive, que A=1, alors a chaque valeur de « pour la valeur
donnée de # il correspondra une seule valeur de y *); donc & chaque
paire (z,2) il correspondra une scule valeur de y, parconséquent, pour
L1 y sera une fonction uniforme de (z,2). Dans ce cas on n'aura qi'une
seule des éjuations f(x,y,z):o [(7)], qni sera d’ailleurs du premier degré
par rapport a y; parconséquent, dans ce cas ¥ sera une fonction rationnelle
des variables z et z. Ce cas A —1 ss présentera toujours, lorsque » sera
un nombre premier, parconséquent p=mn.

Si le degré de la fonction O(xz,2) par rapport a z est ¢, alorsla
fonction 72 (z,y) aura la valeur # en ¢k points de la surface de Riemann;
car il correspondra A valeurs de y a chacune des ¢ valeurs de z, comme
on I'a vu plus haut. Ce nombre

}"—_—q)‘ (18)
sappelle le degré de la fonction rationnelle R(z,y) de z et y. Il ne peut
pas étre en général plus petit que p +1, p désignant le genre de I'image
algébrique (1), quelques cas spéciaux exceptés, comme on le verra
plus loin.

41. Le cas, ou I'on a A>1, peut étre ramené & celui, ot I'on a A=1,
par une transformation linéaire. Il suffit pour cela de poser

x=x'—hy,
y=v ; X
ou, ce qui est la méme chose,
x4+ hy,
i } )
Y=Y,

en désignant par % une constante, qui doit étre déterminée de la maniere,
que toutes les valeurs de z', pour lesquelles avec les valeurs correspon-
dantes de y' la fonction R(z,y) recoit la valeur donnée 2, soient diffé-
rentes. Par la substitution (1) les équations (6) du § précédent se trans-
forment en celles-ci: :

F(z'—hy,y)=0, \} 3
f@—hy,y)—24(z—hy)=0; ) o

*) Les divers points x sur la surface de Riemann, ot R z,y) prend la valeur z,
ne scront pas superposés dans ce. cas,
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68 Chapitre IL § 41, 42.

en éliminant ¥ entre ces équations, on aura d’apreés le § précédent un
résultant de la forme:

B(x',z I8

()=

i h(@)

8(z',2) étant irréductibles car, comme nous I'avons vu au § précédent,
le résultant sera une fonction irréductible, ou une puissance d’une telle
fonction. Mais alors ¢ sera -déterminé en fonction de =’ par 1'équation
(5) ; B(2',2)=0,

qui sera du degré p par rapport a z', car autrement on ne saurait avoir
pour la valeur donnée de z p paires (z,y), ol non seulement y, mais
aussi tous les z' seraient différents entre eux, comme il le doit étre en
vertu des égalités (2), ou tous les y sont différents (car le point (z, ¥)
est un point ordinaire, et A d’aprés la supposition a recue une telle
valeur, qu’aucune des égalités: .

(6) .’E,—%—h_IA 1:17./. _{_ h.’/j
ne soit pas satisfaite; ici, comme toujours, les valeurs correspondantes de
z et y portent le méme indice); mais alors par (18) du § précédent il

doit étre A'=1, car on a maintenant ¢ — p. .
42. Prenons maintenant deux fonections rationnelles de z et y:

(1) ¢ R\(,y),
(2) 1= Ry(z,y),

dont. la premiere soit du degré p, la seconde du degré v dans le sens
expliqué a la fin du § 40. En éliminant z et y de ces deux équations a

*

I'aide de I'équation (1) du § 40, on aura une équation entre % et y:
(3) : PEm) -0,

qui sera du degré p par rapport a m et du degré v par rapport a :.
Cette ¢quation (3) sera. irréductible, ou une puissance d’une équation
irréductible. En effet, si les paires des valeurs correspondantes des vari-
ables z et y: ;
(4) (xlﬂ?/l)’ (xl7 y?‘)' (‘t:ny:s)) i oyt (xp’?/p.)

sont celles, pour lesquelles on a R (z,y)=—=7%; alors le produit

"

(5) H (\71 ST R‘!(xf’ -1/1))

=3
sera le résultant de I’équation (2) par rapport au systéme d’équations:
® l R (z,y)—:=0.
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Ce produit (5) se réduira donc, tous les calculs faits, & la fonction ®(%,v),
par rapport a laquelle aura lieu la proposition énoncée. Pour le démontrer,
posons comme dans le § précédent:

r=z+hy, |

Y=y, J
ou A~ doit étre choisi de la manicre, que toutes les valeurs de chacun des
éléments de la paire (z,,¥,), pour lesquelles on a R, (2,y) =%, soient
différentes; alors d'apres le § précédent les variables ' et 2 seront liées
par D’équation irréductible:

(1)

Q(z,5) =0, e (8)

laquelle sera du degré p par rapport a z', et en méme temps y s’expri-

*

mera rationnellement en fonction de £ et 2', ainsi qu’on aura
y—R(2,%), (9)

ou I désigne une fonction ratiennelle de ses variables. En vertu de cette
égalité (9) les égalités (7) prennent la forme:

&= _,’Ij'—-ll-R(x" E)’ l 10
u— R J 2

donc z et y s'exprimeront rationnellement par @ et . En désignant par
(2, y,) les valeurs, en nombre p, de la paire (z',%'), pour lesquelles on

»

a R (z,y)="%, on aura d’aprés (10):
z, =z, — hR(z,%), )

1

y=d o 5

en portant ces valeurs dans le produit (5), et en désignant par Rs(x",,i)
ce, que devient I?,(z,,y,) par cette substitution, on aura d’apres le § 40:

1

o /0y(E,) \ )2
= Rty =08 (12)
I (a—Ru)) = (i )
— aprés avoir exprimé la fonction symmétrique, qui est a gauche, des
racines z, de l'équation (8) par ses coéfficients, — ol ©,(5,7) est une
fonction irréductible de ses variables. Mais cela ne sera autre chose que
le résultant de I’élimination de x et y des équations (1) et (2) a l'aide
de I'équation (1) § 40; donc ,
4 8,(5,m) \* .
(. my= ("), (13)

by(8)

c’est ce, qui exprime notve proposition. En désignant par p, le degré de
0,(%,7m) par rapport a 7, on aura

po)‘o:("y (14)
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commie il résulte de la comparaison des degrés de m dans les deux membres
de 1'égalité (12). —Si nous avions commencé par I’élimination de z entre
les équations (1) § 40 et (2) du § présent, nous serions arrivé a la con-
clusion, que la méme fcnction ©,(5,7) est du degré g, par rapport a %,
tel, qu'on a

(.1_5) &A=V,

c’est ce qui finit a démontrer notre proposition par rapport a ®(%,7). Si
A, =/ 1, les nombres p, et g, seront X, fois moindre que les nombres v

et v respectivement, et les variables Z et m seront liées par I'équation:

b ¥ 9 Vs
(16) 8, =0;
parconséquent a chaque valeur de : correspondront p, valeurs différentes
de 7, car ©,(%m) est irréductible, et & chaque valeur de 1 correspondront
¢, valeurs différentes de % Si I'on a 2, =1, alors il devient: p,—y,
¢,=—v, ¢t les variables £ ¢t 7 seront liées par I’équation irréductible:
N :}'
(17) 82(24 TI) =0.

Dans ce cas remarquable, d’aprés le § 40, la variable ', clle aussi,
s’exprimera rationnellement par z et 7 *), et en conséquence des formules
(10) de méme les variables « et y. Ainsi dans le cas en question chaque
paire: celle des variables z et y, liées par I’équation
(18) F(z,y)=0,
et celle des variables z et 7, liées par I’équation:

v 1
(19) ® (%, 7) =0,
s’expriment rationnellement 1'une par l'autre. Dans ce cas recoit-on non
seulement 1’équation (19) de I’équation (18) par une substitution 1ation-
nelle, mais aussi cette derniere équation de 1'équation (19) par une sub-
stitution rationnelle. Les deux équaticns (18) et (19) seront donc ration-
nellement-réversibles. L’ensemble de toutes les équations rationnellement-
réversibles forme une classe d’équations. (Riemann).

43. Toutes les équations rationnellement-réversibles définissent des
fonctions algébriques de méme genre, qui est aussi celui des surfaccs de
Riemann correspondantes — c’est ce qui permet de démontrer aisement
cette proposition importante. D’apres la définition que nous avons donné
au § 14, le genre de la surface de Riemann, répondante a 1'équation

m n

F(z,y)=—0, est le nombre le }lus grand des courbes fermées, qu’on peut

*) L'équation (12) étant le résultant de 4 = R,(«',&) par rapport & I'’équation (8).
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tracer sur cette surface en méme temps sans empécher par cela la com-
muniquation des parties de la surface adjacentes a ces courbes; nous
avons désignées ces courbes en § 16 par 4,(k-=1,2,...p). Lorsque =
aura décrit 'une de ces courbes, 4, par exemple, alors y reviendra a

sa valeur initiale; donc aussi les fonctions rationnelles des variables z et y:
i~ R(z,9) (1)
1= R,(%, y) (2)

reprendront leurs valeurs initiales, et parconséquent le point (%,7) décrira
sur la surface de Riemann correspondante a 1’équation

®Em) =0, (3)

qui relie ces variables entre elles, une ligne fermée aussi «,, car £ et 7
reviendront a leurs valeurs initiales, laquelle en outre n’empéchera pas
la communication des parties de cette surface, adjacentes a elle, «,. En
effet, si le point (z, ) passe de I'un coté de la ligne 4, au point vis-a-vis
de l'autre par une ligne qui ne la croise pas de méme que les autres
de ces lignes, par exemple par la ligne B, alors a cause de I'uniformité
des fonctions R, (z,y) et B,(z,y) sur la premiere surface de Riemann, rela-

m n
tive a l'équation F'(z,y)- 0, la méme chose fera le point (%,7) sur la
Yy P

surface de Riemann relative a I’équation (I)(E,:q)zo, par rapport a la
ligne «,. Ainsi a chaque ligne fermée A, sur la premiére surface de
Riemann il correspondra sur ’autre une ligne fermée «, de méme nature;
done le nombre de ces dernieres lignes ne peut pas étre moindre que
celui des A,. Mais a cause de la réversibilité rationnelle des équations
F(z,y)=—0 et ®(5,m)=0, le nombre des lignes fermées A4, ne peut pas
non plus étre moindre que celui des lignes fermées «,; donc les deux
nombres sont égaux; c’est ce qui démontre notre proposition.

Remarque. Les deux lignes de différentes catégories, comme A, et

m n
A, sur la surface de Riemann relative a I'équation F(z,y)=0 ne peu-

!

vent engendrer deux lignes #, et «, d’'une méme catégorie sur la sur-
NP

face de Riemann, répondant a I’équation P(%, Er]):(); car les lignes d’une
méme catégorie sur l'une des surfaces de Riemann aussi bien que sur
lautre, peuvent étre recues l'une de l’autre par une déformation con-
tinue, ce qui est impossible pour les lignes des différentes catégories,
car les points de ramification, qu’entourent ces diverses lignes, ne sont
pas les mémes, du moins quelquesunes.
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44. Nous passons maintenant de ces considérations générales a la
considération des fonctions rationnelles d'un point (z,y) de I'image al«ré-
brique défini par I’équation elgébrique irréductible

m n

(1) F(z,y)—0,

plus spéciales, mais qui jouent un rdle fondamental dans la théorie qui
nous occupe, semblable a celle des fractions simples dans la théorie des
fractions rationnelles. On arrive aux conditions qui les définissent, en
envisageant les formes diftérentes qu'on peut donner & I’expression
* Y ds
(2) f(.l‘ y) dt
F(z,y)’

qui, multiplié par df, figure sous le signe d’intégration dans l'intégrale
. v

abélienne, f(;s, y) désignant une fonction rationnelle de x et de y des dégrés
p et v respectivement, aux points critiques, c'est-i-dire aux points de
ramification et aux lieux infiniment éloignés de Pimage algébrique de
differentes catégories. Quant aux points de ramification, nous avons déja
expliqué au § 34 comment peut-on exprimer en fonction d’une variable
auxiliaire ¢ les variables z et y aux environs de ces points; passons donc
aux lieux infiniment éloignés.

a) Pour tous les points, ou 'on a a,=0, ¥y — oo, on fait la substi-
tution:

3) y=5

alors, en vertu de I’équation (1) ayant F'(z, _)_0 on aura:

k(& ?1/) B, ‘\”—; (n —1)a, (1-1,>—+ 28, ()4

; o L pibal e o .k — n— n
(4) +an_1—nyF(x,'r;>' 7,.:é|“.+2a2y Foot(n—2)a, 5"+

w n-—1

+(’l— ])an—l?_ln__2+nan-{,,.l—l]:yn—-)I (.Z‘ y )’

en posant
m n—I1 ;

Fz,9)=—a—2a,§—...—(n—2)a, 5" "—(n-1)a, §" —

(5) —n-1,
e 1T
en faisant encore
AL i i v

(6) f<x’ 1‘,» '.,V'fx(‘l" ,'/),

. o
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on réduira l'expression (2) a la forme:

X ke dx

—n—2~y f,(z,y) dt

Y g (M
Fi(z, v )

b) Pour les points, ot I'on a z=cv et ¥ fini, on pose:

1
s (8)
donc on aura _
dx 1 dz
dt ~— ~ zar’ 9)
en faisant ;
o) 1, meel
Fy <>E",/> —,Erm'l'2(z! Y )7 (10)
% *1‘ : i
f(50) @), (11)

A

on réduira 'expression (2) a la forme:

gy dE
f‘.’('ryy) dt
ma—

F,(Z, v )

— M—2—1.

o (12)

¢) Pour les points, ou I'on a z =ov et ¥y =co, on fait & la fois les
deux substitutions (3) et (8), ou, ce qui est la méme chose on fait la
derniére substitution, c’est-a-dire (8), dans la formule (7). Alors, ayant
égard a (9) et en posant

m
m n—1 1 n—1. mn—1

3 PR s
Fo(@,5)=F,(3.7 )= —a Fa@ 7, (13)
Iy
~ s e R e
1i(2,9) f,(i,y)»: — (&), (14)
X
on réduira l'expression (2) a la forme:

P (*_" Z) dzw

m—2— w9y 1= YT
= “5 2 4__*77‘7‘;(71. (15)

Fy(&7)

Maintenant, la fonction rationnelle de z et de ¥ peut toujours étre
déterminée — ct cela seulement a Vaide des opérations rationnelles, —
de maniere:

1°) quen tous les points de ramification de la fonction ¥ de z, définie
par I'équation (1), qui se trouvent dans le fini, son degré par rapport a
la variable auxiliaire # (§ 24) soit égal & celui de lexpression;

, d .
F (2,9): ?1}{ (16)
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74 Chapitre II. § 44.

par rapport a la méme variable ¢;
2% qu’en tous les points, ou l'on a a,=—0, y=—ov, sment égaux les
degrés, par rapport a la variable ¢, des expressions:

>V m n—1

(17) L@y et Fg): o,
3% qu'aux points, ou 'on a #=ov, ¥ fini, soient égaux les degrés

par rapport i ¢ des expressions:

(TR m n—I1

(18) f‘:("i}”) et F(l ./) dt

4") qu’aux points, ot l'on a =00, y=oo, soient égaux les degrés
par rapport & ¢ des expressions:

v
. Y . ll 1% m n—1 I
(19) ED=fzz) e FEI):GE

(ot 'on a conformément a (13) et (5):
@)  FyE 7 )= — @t 28,5+ 85, ... +ad gm0,
a, étant le résultat de la substitution de ; aulieu de z dans «,, multi-

plié par z";) — la valeur de la variable auxiliaire ¢ étant supposée
infiniment petite.
Alors D’expression

v

(21) /(z‘ J) dz
F' (x Y) at

restera finie en tous les points de la premiere catégorie; sera de méme
n—=2—y

ordre que ¥ | 7o ©n tous les points de la seconde catégorie, de

= m—2—

méme ordre que x #1__, en tous les points de la troisi.éme, et enfin

de méme ordre que le produit z™ ** | _  .y" > __ en tous les
T= y=

points de la quatrieme catégorie.

Les fonctions rationnelles de x et y qui satisfont o toutes ces con-
ditions, seront appellées fonctions adjointes a Uéquation (1), suivant
M. Noether (adjungierte Kurven). Les plus remarquables des functions
adjointes sont celles, pour lesquelles on a p=m —2, v=n—2: avec
ces fonctions I’expression (21) sera toujours finie; on les désigne d’apres
Riemann par

m—2 n—2
(22) ?(z,9)
et on les nomme fonctions adjointes de premiére espéce; ensuite les fone-
tions adjointes

m—1 n—1

(23) Wz, y)
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§ 44, 45. Chapitre IIL ARy
pour lesquelles I'expression (21) reste finie aux points de la premiére
St 1] : i
catégorie et est du méme ordre que 7 | =_o BUX points de la deuxieme,

. =
1| b 1] 1 (

que Zi_ o — de la troisitme, et que le produit

: —de la
xT _1~0 Y| y=0

quatriéme. Elle est aussi d’une grande importance dans notre théorie.
45. Nous allons maintenant montrer, comment peut on déterminer effec-
[

g . ¥ (B Y . .. 3
tivement la fonction f(z,y) de maniére & remplir ces conditions. A la
premiére approximation on aura d’aprés (4) § 36:

IF(x,y) (3= 1) p+B; 90F.(E0), (1)
()] A du-a?

»

en posant :=2%", nous donnerons a cette égalité la forme:

0F(2,y) __p(o—1)a-Bp OF, @, v) |
oy : ; r)nr % @)

mais comme on a z=a--:=a-:7, on en tire par la différentiation:
dz =3
=" (3)
en divisant (2) par (3), on aura:

iF(z,y) . dz  (,—1)q+ @—Dp+1 1 oF(E" ), "

) i | ) " E i (
ainsi s’exprime ce quotient pour chaque valeur de », qui est une racine
de léquation L,==0[(14") § 24 en vertu de (18) § 24]. En posant

o v

r=a-+5% y==>0-+m aussi dans la fonction f(z,¥), on aura:

1 “’

M % 'W ’y:l" = ’U'+;)' X e ) + ey *
fa,y) = 76""7' =4 tEB7’a (11 - #)

oAt (5)
il AU

w a droite étant donnée pdat la formule (3) du § 24, et en posant ici
¢ =% Dégalité suivante:
Py
f(z,y)—ETOHPE @ ), ' (6)

En la comparant avec ’expression (4), on voit que pour le coté C,
du polygone P (dont le coéfficient angulaire est —u) il doit étre:

nat+Ep=@—1q+E—1)p+1, (7)

*) La lettre p. & droite et celle & gauche ont des significations tout & fait différentes
quon ne doit pas confondre.
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. ; g g QH I Y) AT . g
afin que les fonctions f(z,y) et i soient des infiniment-pe-

tites de méme ordre pour la valeur infiniment-petite de &. On peut donner
a la condition (7) une forme plus simple, en posant

(8) '=y-—1, T RS T
alors elle devient:
®) La+ip=aq+Bp+1,
et le polynome (5):

I T
(10) f@,y)=2 Ban' ™5,

— si lon désigne encore ses coéfficients simplement par B,; aulieu de
By—1,5-1. Apres ce changement I'égalité (6) prend la forme:

.p. ) 7 Tk Rty P
(11) f(x’!/):; (/5 )q+(0' )Pfl(: ,U).
Si T'on divise (9) par p, on aura:
& - 1
(12) ]/ip+°1:11'|‘“+l3,'+?) 3

le degré de la fonction f(alc,y) pour £ infiniment petit étant plus élevé
que a,p--{, il en suit, que tous les B.;, qui correspondent aux points (1,3),
situés sur le polygone P et au-dessous de lui, doivent étre égaux & zéro:

(13) B.;=0;

c’est ce qui donne les conditions 1°), auxquelles doivent satisfaire les

P‘ v
coéfficients du polynome f(z,y), pour qu’il présente ce, que nous avons

nommé une fonction adjointe a I'équation (1) du § précédent. Les coéffi-

cients B.; sont des fonctions linéaires des coéfficients de f(::,g/), car ils

sont les valeurs des derivées de différents ordres de cette fonction par

rapport a « et & y, divisées par certains nombres entiers, pour z—a,

y=b. Si :

(14) { 7(1)11/)~0,
: L (®)=0

est la paire d’équations, qui déterminent un tel point (a, ), pour lequel
v est une racine de Dléquation IL,=0, le premier membre de (13) doit
s’annuler pour toutes les solutions de la paire d’équations (14); parconsé-
quent I'expression 3.3 (ot nous écrirons maintenant z, y aulieu de «, b
respectivement) doit, étant disposée suivant les puissances descendantes
de y, éire divisible par = (r,y) pour toutes les valeurs de x, qui satisfont
a Déquation 4(z)=0; pourquoi, apres avoir divisé B.',;, par 2 (z,y), nous
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§ 45, 46. b Chapitre Il 77

poserons égaux a zéro les coéfficients du reste de la division: nous aurons
ainsi une série d’équations, qui doivent étre satisfaites par toutes les
solutions de 1’équation ¥(z)-=0; parconséquent le premier membre de
chacune de ces équations doit étre divisible par ¢(z); par cette raison
nous poserons égaux a zéro les coéfficients de chaque puissance de z
dans les restes de leur division par %(z): c’est ce qui nous donnera les
v v

relations cherchées entre les coéfficients de la fonction f'@, ¥), qui seront
linéaires par rapport a eux.

46. Ces conditions sont également indispensables, comme dans le cas,
ol v est une racine simple de I'équation L,=—0, de méme dans celui, ou
elle est une racine multiple; mais dans le dernier cas des nouvelles
conditions s’y ajoutent, car dans ce cas on a besoin d’une seconde approxi-
mation pour trouver la répartition en groupes circulaires des valeurs de y.
qui deviennent égales a b pour x=—a. Dans ce dernier cas on aura
d’apres le (14) du § 36:

OF(5,v) g'("lz'“‘) p 13 0F3 (3,0, (1)
dv av' ’

si Pon y pose d’aprés (18) du méme §:

np ! (2)

P
-
L3

avr

cette égalité se transforme en celle-ci:

' i ' SR ! i
OF(G,0) (= 0q 3,0 0F,E ", v), 3
o e ov' ik ( )

en le portant dans le (2) du § précédent, on aura:

IF(@y) _ (2 —~0g+p polay—)a +Eyp 0FE" )
e . F R AR asn i e (4)
dy dv
Mais d’apreés (3) du § précédent et (2) du § présent on a:
de dx df e SO i |
Vd&"': dE' - dE ==ps B S ) (5)

en divisant (4) par (5), nous aurons:

QF(.IJ,I/) 4 ‘_Jx (=1 a+@,—Dp+1 :”(’;"—l)ql'*'(ﬂ’l’_‘)p"*‘l X
a‘y b d&l’ —_—— [
e A (6)
1 AR (55 0 )
o™ S~
En faisant la substitution
v=v+7 (7)
oul v, est une racine multiple de 'équation L,—0, dans la fonction £,(:",v),
puis en posant

R

e abih (8)
E’: E”y’ ] (9)
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78 Chapitre IL § 46.

on aura pour le coté C,, du polygone P':

{ P ' —=1,,8'—1
l f(¢ ,U)ZEBT/VT]Y. 3 =
(10) BT Lt I e
| ALl (7 —1)q'+(3;~1) p' ,.,p .
t = LE",?);

en le portant dans le (11) du § précédent, nous aurons:

(11) [(;’;) g((z g+ (3 —1)1’ rv((.—i)q+('>,-1)p f(,,,p e

Pour chaque racine de I’équation L, —0 on a
b T4+ p=ag+Bp+1,

comme nous l'avons vu au § précédent; maintenant, en comparant (11)
avec (6), on trouve, qu’il doit étre encore:

(13) Yo a0, p' =, ¢ 4B, p'+1,

pour le coté €, du polygone P. D’ici on tire, comme plus haut, la
conclusion, que pour toutes les Y et &, qui correspondent aux points,
situés sur le polygone P’ et au-dessous de lui, il doit étre:

(14) By =0.

Ces Bz, sont les polynomes en v,, que nous disposerons suivant les
pulssances de cette quantité (laquelle nous désignerons maintenant simple-
ment par v); les coéfficients de ses puissances seront les fonctions liné-
aires des BTO, parconséquent des polynomes en z et y, dont les coéffi-
cients seront les fonctions linéaires des coéfficients de la fonction cherchée

f'(ar,y). Les valeurs de v sont déterminées par les systemes des trois
équations de la forme:

l 2.(2, 9, 0) =0,
(15) ¢, (2,y) =0,

‘ ':Jl(x):o

pour toutes les solutions de ce systeme doivent étre remplis les condi-
tions (14); pourquoi nous diviserons B:(va! par 7,(x,y.v), aprés I'avoir
disposé suivant les puissances descendantes de v, et poserons égaux a
zéro les coéfficients de toutes les puissances de v dans le reste recu:
nous aurons une série d’équations avec les inconnues z et y, qui doivent
Gtre satisfaites par toutes les solutions des deux derniéres des équations
(15); par cette raison, aprés avoir disposé chacun de ces coéfficients

.

www.rcin.org.pl



§ 46, 47. Chapitre IL 79

suivant les puissances descendantes de ¥, nous les diviserons par ¢,(7,¥)
et poserons égal a zéro chacun des coéfficients des restes de la division:
on aura des équations avec une seule inconnue x, qui doivent étre satis-
faites par toutes les solutions de I'équation ¢,()--0; donc, apres les
avoir disposé suivant les puissances décroissantes de z, nous les divise-
rons par ¢,.(x): en égalant & zéro les coéfficients de chaque puissance
de z dans les restes regus, on aura les équations cherchées entre les
5y

coéfficients de f(fc, y), linéaires par rapport a eux.

47. Ainsi on trouve les conditions pour les coéfficients de la fonction

9 Vv
adjointe ]"(ir, y), lorsqu’on a besoin d'une deuxieme approximation pour
répartir en groupes circulaires les valeurs de y, qui deviennent égales
a b pour x==a. Ces conditions seront suffisantes, lorsque »' est une racine
simple de l'équation L,=0; mais si elle en sera une racine multiple,
alors & l'aide de la troisieme approximation on aura de la méme maniere
pour le coté C), du polygone P":

IF(z,y)  de  (%=Da+@E=0)p+1 (01 ¢+ —)p'+1y

s (U
R AR o &
s g @ DE+ o=+t 1 OF, @Y, v
2 pp'p" ov'! A
et aussi
fla,y) =5 OV IHOR pGe=h) dH G0V | @)
\ ,,’J(Y;,',,_j)q”—{»(&;j,,—l)p" ru"" " l
X' fa(E y V)

En comparant ces deux expressions, vu les (12) et (13) du § précédent,
on trouve, qu’il doit étre aussi:

" "oy

1 g+ 80" =al.q"+8, 9" +1, (3)

d’out il suivra a son tour, que pour toutes les valeurs de 7" et &", cor-
respondantes aux points, situés sur le polygone P et au-dessous de lui,
on doit avoir: {

BY”'\)H ’0' (4)

Tei B”T”a” sont des polynomes, disposés suivant les puissances descen-
dantes de »', dont les coéfficients sont les polynomes, disposés suivant
les puissances descendantes de v; les coéfficients de ces derniéres sont
les polynomes, disposés suivant les puissances descendantes de 7 avec
des coéfficients, qui sont des polynomes, disposés suivant les puissances
descendantes de x, dont les coéfficients sont les fonctions linéaires des
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v

coéfficients de la fonction cherchée f(x,y). Les valeurs de v' sont déter-

minées par des systémes de quatre équations de la forme:

D, (z,y,0,v) =0,

ZZ (‘r’ y? v) 0)

2y (2, y) 0,

Yo () —0;

les équations (4) doivent avoir lieu pour toutes les solutions de ce systeme;
donc nous diviserons BM apres les avoir disposé suivant les puissances

descendantes de v’ par ®,(x,y,v,v'); les coéfficients du reste de la divi-
sion nous poserons égaux a zéro: nous aurons ainsi les équations, qui
doivent étre satisfaites par toutes les solutions des trois derniéres des
équations (5); par cette raison ndus diviserons le premier membre de
chacune des équations recues aprés les avoir disposé suivant les puis-
sances descendantes de v, par y,(z,y,v) et poserons égaux a zéro les
coéfficients des toutes les puissances de » dans les restes de la division:
nous aurons ainsi des équations entre y et z, qui doivent étre satisfaites
par toutes les solutions des deux dernieres équations (5); pourquoi nous
diviserons le premier membre de chacune d’elles apreés les avoir disposé
snivant les puissances descendantes de ¥, par ¢,(z,y) et poserons égaux i
zéro les coéfficients des puissances de y dans les restes recus: on aura
ainsi les équations avec la seule inconnue 2z, auxquelles doivent satisfaire
toutes les solutions de la derniére des équations (5); donc nous divise-
rons les premiers membres de ces équations par ¥,(%) et nous poserons
égaux a zéro les coéfficients des puissances de = dans les restes rccus:
on aura ainsi les conditions nouvelles pour les coéfficients de la fonction
!}. W

adjointe f(2,7) en forme des équations linéaires par rapport a aux.

De la méme maniere il faut oppérer plus loin, si I'on aurait besoin
de la quatrieme approximation et des approximations ultérieures pour

répartir en groupes circulaires les valeurs de y, égales & b pour z=—a.

(5)

o v
48. La détermination de la fonction adjointe f(2,y) conformément
aux autres conditions du § 44 demande des opérations analogues. Ainsi
aux points, ou z est égal & I'une des racines de I'équation @,—0 (soit @)

1
et y—oo, en posant x—a--&, y — 5> On awra:
0 v
s R T, o [ St (SR T2 B W ¢ P L [T RPN
(1) [EP=2B,y 't = etClrae 5
ou l'on a _4/:77&”, p:;, et

-(2) fO¢ 8= B.; = g 7 S 1) :’<+(5—6i);

www.rcin.org.pl



§ 48. Chapitre II 81

,m l

1. ;¥> ZA g 7aE‘J ?E cu+tj;F(1)(E U)’U (3)
ou I'on a

D O PO gl (4)

car & cause de a,—0 y sera le facteur commun de tous les termes en (3).
En différentiant 1'égalité (8) par rapport a v, on aura:

3 1
a5 ’F(x,l>—ﬁ"”20Fo(%ly)> g g%t +w<‘.’fﬁmfi‘_’)‘ + FMe, v)) (5)
Y

d’ot 'on trouvera, en ayant égard a (4) § 44 et a (3) lui-méme:

m n— P T ) o = ()]
Fyz, )= Detd [(n—l)F“’(s, ) — 5o 0) ”)] (6)
En posant dans (1) et (6) £=%" et en divisant la derniére égalité par
dx  d: p—1
F=g=pt" (@)
on aura:
IJ i l S :
fi(x, §)= g =D+ G l)pf W’ 3, (8)

m n—1
Fl(":lel) E(“1_1)9+(§1—1)P+1[( 1)1'1 (EP v) — _3F (5 J (9)
g’
parconséquent pour que les degrés de (8) et (9) soient égaux, on doit
avoir:

‘(IQ+a[p::a,-Q+?1p+]1 (10)
d’ott 'on conclut, que pour tous les points (y,%), qui correspondent aux
points, situés sur le polygone P, construit pour le point singulier consi-
déré maintenant, et au-dessous de lui, doivent avoir lieu les équations:

B,;=0. (11)
Les premiers membres de ces équations sont des fonctions de , dont

p. N
les coéfficients sont des fonctions linéaires de ceux de la fonction 7(z,¥);
ils doivent s’évanouir identiquement pour toutes les racines de 1’équation

#(z) =0, (12)
qui donne les racines de l’équations @,—0 pour lesquelles devient nul
un groupe des coéfficients désignés dans la formule (6) [ou I'on doit

porter auparavant I’expression (4) de la fonction F ade (§,)]; parconséquent
on égalera a zéro les coéfficients du reste de la division de Bﬁ par

M. TIRKHOMANDRITZKY. : 6
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©(z): on aura ainsi des nouvelles conditions auxquelles doivent satisfaire

). ¥
les coéfficients de la fonction /(z,¥), linéaires par rapport a ces coéfficients.
De la méme maniére on trouvera les équations entre les coéfficients

P’ v
de la fonction /(z,#), linéaires par rapport a eux, qui resultent des

p. v
conditions d’adjonction, imposées a la fonction f(x,y) aux points de la
troisitme et de la quatrieme catégories *). En désignant par (@,b) un

*) Pour 'image algébrique hyperelliptique les conditions d’adjonction ne viennent
que des points de la quatrieéme catégorie, comme il résulte de la remarque faite dans la
note marginale au commencement du § 39. En transformant 1’équation hyperelliptique:

2‘9 “+1

(a) y»2—R('xz )=0,
par la substitution x:%, y-__i on aura lequatlon
(b) 529“—,«7213,( 3 ):o.
en posant

20+1 APt

2 1
© B( % )=2"1R (T)

si A est le coéfficient de la puissance z20t1 dans (a), alors la valeur principale de
7, déterminée par I’équation

(d) FFH_ 524 —o,
sera égal a

. s iay
(e) Y Vi z X
En posant Z—t°, on aura:

d

(f) qt = 21,

g L
@ e i

mnl

La partie principale de la valeur de la fonction F,(%, ¥ )=—2y R, ( r )[v (20)
§ 44] sera maintenant

(b) ERY A
m n =
et parconséquent la valeur principale de F,(, 37):37‘ sera égale &
(@ j )/ 4 ¢%.
2p—1 0
La fonction adjointe de la premiére espéce ¢( x , ) dans notre cas a la forme:
20—1 o [ 554
(i) 9( @ J)_kox RS W END VAP PR
aprés la substitution w::, y:% elle donnera la fonction:
2p—1 0 a
(k) o Z ,Y) =+ AT+ KT +'2P 1% it
CIO WA B R T ol SR YL *
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point de ramification quelconque, se trouve-t-il dans un lieu fini ou infini
de I'image algébrique, et par A, le nombre des points (2,3) situés sur
le polygone P correspondant et au-dessous de lui, et de méme pour
les polygones subordonnés, en un mot — le nombre définie par la for-
mule (5) § 37, on aura le nombre total A4 des équations linéaires entre

P v

les coéfficients de la fonction /(x,7), qui résultent des conditions d’ad-
jonction, par la formule:

45 % A, (13)

la somme s’étendant maintenant (d’apres la remarque faite a la fin du
méme §) a tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis
de l'image algébrique, défini par 1’équation:

F(x,y)=0. ‘ - (19)
Remarque importante. Chacune de toutes les A équations Bﬁ:o,
1},’(,5,:0, BT'";)":O, ... de Briot, que -nous avons recu dans les

§§ 45—48 a la premiere, a la deuxieme, a la troisiéme, . . . approxima-
tions pour déterminer les coéfficients de la fonction rationnelle générale

. v m n

f'(a!c, y) de maniére quelle soit adjointe & 1'équation F'(z,y)—0, est indis-
pensable, leur ensemble est suffisant pour cela. Il en est de méme des
nos équations d’adjonction que nous avons déduit par notre méthode des
opérations rationnelles des équations de Briot, les notres étant des
combinaisons linéaires de celles-ci en méme nombre, comme il est
aisé a voir.

Ces équations ne sauraient pas étre dépendantes les unes des autres
dans le cas général, ne I'étant pas dans le cas particulier hyperelliptique,

cette fonction doit étre de méme ordre infiniment petite que la quantité (i); donc on
doit poser

)\ozi.l:lr‘,:-nz)p_l:O; I
en portant ces valeurs dans (j), on aura pour la fonction adjointe de la premiére
2p—-1 0
espece @( x , y) l'expression suivante:
20—-1 0 o1 o—2 g )
g( @ :y):)‘p"v = )‘p+lx +"'+"2{;—2m+,‘2p_1v (m)

tous les coéfficients restant arbitraires ici. On aura donc p fonctions indépendantes de
premiére espéce. Le méme nombre on trouve par la formule de Riemann [(9) § 20] pour
le genre de cet image algébrique: on a dans le cas consideré: n—2, w—2p+1+4+1—
=2(p+1); donc %wzp—l-l et p:v;—w——n-l—]:p—}—l——2+ 1=p. On verra plus
loin que le nombre des fonctions adjointes de premiére espéce, indépendantes entres

elles, est toujours égal au genre de Uimage algébrique, défini par I'équation (14) du
§ présent.

6!
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(c’est, dont il est aisé de s’assurer par le calcul direct des fonctions
20 +1
adjointes & 1’équation »*— R ( pa; ) =0, facile & faire*);) mais pourtant
la possibilité d’une telle dépendance dans des cas particuliers ne parrait
pas d’étre exclue par cela a priori; il faut donc discuter de preés ce point
important de notre théorie *¥).
Les équations, exprimants les conditions d’adjonction, étant linéaires

v
par rapport aux coéfficients cherchés de la fonction adjointe f(;, y), pour
que g d’elles soient des conséquences des autres d’entre elles, il faut,
qu’évanouissent certains déterminants, dont les éléments sont composés
des coéfficients de 1'équation fondamentale (14),-et contiennent aussi les

p. v
exposant ¢ et v de la fonction /(, ¥); mais ces derniers étant des nombres
abstraits,. on aura ainsi des rélations entre les coéfficients seuls de
I’équation fondamentale, lesquelles auront lieu pour toute autre fonction
—1 v v—1
adjointe comme /( «z,y) et f(z, y ). Pour s’en assurer, il n’y a qu'a
appliquer les équations d’adjonction respectivement aux fonctions adjointes
=Ny u v—1
réductibles zf( = ,y) et yf(z, y ): la forme des équations restera la méme,
seulement la notation des inconnues subira un changement legéere. Il en
p-1 v—1
sera de méme pour la fonction /( # ,y ). En effet, chaque produit

de la forme
=1 v=1

(15) (az+ba+o)f( 2 , 9)=F(@y)

sera aussi une fonction adjointe, comme le second facteur a gauche, des
degrés p et v par rapport & z et & y respectivement, mais réductible
(zerfallende adjungierte Kurve). Les coéfficients de la fonction adjointe

f_'(;, g;) satisfairont donc a toutes les équations, que donne notre méthode

pour la fonction adjointe f(:, ;), et cela quelques soient les a, b, ¢. En

prenant a—b—0, c¢=1, on en tirera les équations, auxquelles doivent

satisfaire les coéfficients de la fonction aajointe f'(p; l, v;). Ces équations

auront la méme forme que celles pour la fonction /(z, 3;), les coéfficients

Ek de celle-ci devant ' * se réduisant a }‘;;:_1 de la fonction f(y..;l,vg;‘)
. g1

& o
devant »'~*, le coéfficient 3, devant 2"’ dans z, se réduisant & Br_1,:—1

*) V. les notes marginales aux §§ 48 et 56.
#¥) Briot (1. c. p. 20) suppose ces relations distinctes.
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p.—1
devant "~ dans a_1. Ces équations, étant en méme nombre A, égale-
ment indispensables et suffisantes que celles, qu’on trouve pour les coéffi-
p—1 v—1
cients de la fonction f'(‘x, # ) en lui appliquant directement notre
méthode, seront équivalentes a ces dérnieres, et comme les premieres ne
different que par la notation des inconnues de celles pour la fonction
). v b

]“(Ix, y), ¢ d’entre elles seront les conséquences des autres, et par suite
la méme chose aura lieu pour les dernieres, et cela en vertu des mémes
relations entre les coéfficients de I’équation fondamentale.

Nous sommes donc maintenant en présence des mémes circonstances

p—1 v—1 PV

pour la fonction f( #, ¥ ), quauparavant pour la fonction /(z, ). En
continuant ces considérations, nous arriverons de proche a proche a la
conclusion, que des A équations d’adjonction g seront les conséquences
des autres de ces équations pour chacune des fonctions adjointes précé-

m—2 n—2

dentes jusqu’a la fonction f( z, y ) [que nous désignerons désormais
m—2 n—2

par ¢( « , ¥ )] inclusivement. Mais alors les 2p—2 zéros variables de
cette derniere fonction adjointe [d’apreés la formule (20) de § 50] formeront
une multiplicité (eine Schaar) de dimension p—1--¢, cc?~!1% tandisque,
comme l'ont démontré M-rs Brill et Noether *) par les considérations
géométriques a I'aide du théoreme du reste (,Restsatz“), elle ne peut
pas étre que de dimension p—1: co?—1, On doit donc avoir g=—0, c’est-a-
dire, les équations d’adjonction sont indépendantes entre elles dans tous
les cas*¥).

49. Le nombre des coéfficients de la fonction f(z,y) est donné par
la formule:

(b +1)(v+1); (1)
mais comme dans le cas p=m,v=mn les valeurs de cette fonction en

tous les points de I'image algébrique, défini par l'équation (14) du §
précédent, sont ézales aux valeurs de la fonction

u—m V—n m n

BV ;
f@,y)+yr(z, y)F(,y), _ (2)

ou y( # , vy ) désigne une fonction entiere des variables z et y des
degrés marqués au-dessus, avec (p—m-1)(v—n-1) coéfficients indéter-

*) Brill et Noether. Math. Ann. Bd. VII, § 4. ‘
*¥) Une démonstration directe n’étant pas encore donnée jusqu’a présent, nous

reproduirons la démonstration citée des M-rs Brill et Noether sous la forme un peu
modifiée dans 1', Appendice®.
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minés, on peut profiter de cette indétermination afin de donner & un
méme nombre des coéfficients de la fonction des valeurs fixées une fois
pour toutes, par exemple, égales & zéro; alors il restera un tel nombre
des coéfficients indéterminés : :

l (r+DE+1)—(—m+1)(v—n+1)=
(3) ; =mv+1)+n(p+1)—mn—
b o
qui doivent satisfaire aux conditions d’adjonction mentionnées plus haut,

o
en sorte qu'il reste définitivement dans la fonction adjointe f'(z,y)
seulement

@) my 4 np—(m—1)(n—1)+1— 4

des coéfficients indéterminés, A étant déterminé par la formule (13) du
§ précédent. Lorsqu’on a u<m, v<n, alors le nombre des coéfficients
indéterminés sera égal a ’

(5) (r+1D)E+1)—4;

dans le cas p=—m—2, v=n—2 — de la fonction adjointe de la premiere
m—2 n—2

espéce ¢( 2 , ¥ ), on aura pour le nombre de ses coéfficients qui restent
arbitraires, 1’expression

(6) (m—1)(n—1)—A=p

— d’apreés le (20) du § 37 (conformément a ce, que nous avons devancé
dans la note marginale du § 48). Dans le cas p=m —1, v—n—1, — celui

m—1 n—1

de la fonction adjointe ¢( 2 , ¥ ), on aura pour le nombre de ses
coéfficients indéterminés l’expression:

(7) ’IIZ)Z—A:‘.p—i-Qn_f_n__ 2 i

: 50. Les valeurs de la variable z, pour lesquelles on aura
. “ v

(D) (@, y)=0,

seront déterminées par I'équation, qui résulte de I’élimination de y de
I'équation (1) a l’aide de I’équation fondamentale

(2) F(z,y)=0,

savoir de I’équation:

: ) n _P. v

3 o@)=a; [T/ y)=0. ]

Le degré de cette équation par rapport & = est égal a

(4) my--un,
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car elle est du degré v par rapport aux coéfficients de I’équation (2),
qui sont du degré m en z, et du degré » par rapport aux coéfficients
de D’équation (1), qui sont du degré p en 2. Mais entre les racines de
cette équation (3) on trouvera les valeurs, qui correspondent aux points
de ramification (a,b), et le facteur z—a, correspondant a un tel point,
entrera dans la fonction ®(z) au degré 24,. En effet, d’aprés (11) du
§ 45 nous avons dans le voisinage de ce point:

f(;, ?‘/):E'(Y'—l)q—*_(s’_l)pfl(E'p, v); (5)
mais d’apres le (9) du § 45 on a: :

1q+3p=uq+hip+1; (6)

parconséquent

BV Q Kuia b it
f(@,y) =T PP TI—a=2p 2 ), )

le méme facteur correspond aux p valeurs de v pour chaque racine de
I’équation L, =—0 du degré %, par rapport & A, qui répond au coté C,du
polygone P; donc le produit des facteurs de ®(z), répondants a ce coté
prendra la forme

Wy Ly R Ay o2 _
H f(z, y]) 2 E'P["["ﬂ%‘fj/k,’]’ﬁ‘ki kq—kp] H’l(E ‘”, v); (8)

mais on a kig=031—03;, kip—a—a;q [(10) § 24]; parconséquent, et en
vertu de £"=E, on le réduira a celui-ci:

v q a A 2 ‘ o AN )
H f(z, !//) Sk (2 B0 — 8, %41 e e Bepr— 2 (2, “/—H)] H fl(i" ,2). (9)

En formant des pareils produits pour les autres cotés du polygone P et
en les multipliant on aura, vu que 3,—0, #,=—0:

h—l
[1r (e, y)—:= il w - MR

ce qui pourra d’aprés (1) du § 38 étre présenté ainsi:

Y (4841— 1“;’+1+ki)_°‘0

[1/@y) =TI E", ). (11)

Dans le cas ol A est une racine multiple de I’équation L,=0, on
trouvera de méme pour le produit & la droite de (11) cette expression:

M1r¢" o= E", ), (12)

la somme I s'étendant sur tous les cdtés des toutes les lignes poly-
gonales P', qui se rapportent i toutes les racines multiples de toutes
les équations L =0 pour tous les cotés de la ligne polygonale P; car
le facteur extérieur
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£ [(a 3;4—1 —By “;'+t)'_(i3;"+1 —Bp)— (o — “.:‘+1)J
restera le méme pour p valeurs de v= lp/}\, a chacune desquelles corres-

pondent p' valeurs de II/T , — pourquoi il entrera pp° fois; mais on
a &' —t"=t et cela pour chaque coté du polygone P et celui de
P’, qui lui est subordonné; donc on aura le facteur, écrit en (12). En le

portant dans (11), on aura: i

TR ol 4
(19) [Trs=t""T"%a]] 1 e, 0)

. p! ' T . 2 o ' . A

ou I'on a »° =X, A" étant une racine de I'équation L, = 0. Ici de mémes
tous les facteurs du produit & droite qui répondent & une racine multiple
de cette équation, auront en facteur la méme puissance de £"; la méme

puissance de £ entrera dans tous les facteurs du produit, en nombre

2y . ’ N i S e " I’”’-—u“
ppp, qui répondent a toutes les valeurs de v:llf}\ ti= 1/)\ V=YX
pour les valeurs choisies de A, X, 1, car les coéfficients de I’équation
L, =0 de la troisitme approximation dépendent de A et A, comme on

I'a vu en § 28 (remarque marginale); parconséquent le facteur:
et [y By g— 0oy g Bye) — (Biny g — Bir) — (2 — 20 1. 1)]

entrera élevé a la puissance pp'p” pour chaque combinaison des valeurs-
de A, M, 1" qui répondent au chaque coté de P et de tous les polygones

g rp'p" £ rp’ L 11 "

lui subordonnés P’ et P’, et, comme on a £ =4 =%, on auga:

(14) [Tre" )= [T o

la somme X%, s’étendant a tous les cOtés des polygones P’ qui répon-
dent & tous les polygones P’, qui a leur tour répondent & tous les cotés
du polygone P. En portant le produit des (14) en (13), on aura:

e ]_[/(x,y) 2(91""+>:’91;‘b+3291";b)Hf;(i‘ " ).

En continuant les mémes considérations, on trouvera pour le résultat
définitif, qu'on doit avoir:

\ 2 A ‘ v )
(16)  ®(@)=a]] (2, y)=6>" a1, (s0—01 e u—a))’
=1 :

A étant déterminé par la formule (5) du § 37, (en comprenant, pour

plus de simplicité, sous le signe [ | & droite aussi tous les autres facteurs
du produit & gauche, qui se rapportent aux valeurs de ¥, différentes de b
pour z=a). On voit de cette formule que la valeur z=a, qui répond
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au point hélicoidal (a, b), sera pour I'équation ®(x) =0 une racine de
multiplicité 24, (car &é=xz—a). Parconséquent il y aura aux points
de ramifications 24 zéros de la fonction ®(z), le nombre A étant déter-
miné par la formule (13) du § 48, ou, -— rappelons le —, la sommation
s’étend a tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis
de limage algébrique (2); car Péquation ®(x)=0, résultante de 1'élimi-
nation de y entre les équations (1) et (2), aura pour ses racines aussi
les valeurs de z, pour lesquelles ces deux équations (1) et (2) en ¥
auront pour racines communes des valeurs infinies de y *); la présence
des valeurs infinies de 2 entre les racines de I’équation ®(z) = 0 on
reconnaitra par I'abaissement de son degré effectif au-dessous de la valeur
donnée par la formule (4).

Outre ces 24 zéros, communes a toutes les fonctions adjointes, la

}J. v
fonction adjointe f'(z,y) aura d’autres zéros, variables d’une fonction a
I'autre, en nombre:

mv—+pn — 24, Mt LD

P. v
Le nombre des coéfficients indéterminés de la fonction f(z, v) dans le
cas de p=m, v=mn, d’aprés la formule (4) du § précédent étant

my+pn—(m—1)(n—1)+1—4, (18)
le nombre de leurs rapports & un méme d’entre eux sera égal a
my+pn— (m—1)(n—1)— 4; (19)

en retranchant ce nombre du nombre (17) des tous les zéros variables
de la fonction ®(), on aura un reste: :
(m—1n—1)— A=p; (20)
- lL ~
donc, le nombre des zéros de la fonction adjointe f(x, yJ, surpassant
de p le nombre de ses coéfficients arbitraires, on voit que p de ces zéros
ne peuvent pas étre assignés a volonté, mais sont complétement déter-

minés par les autres. Dans le cas de p=m—2, v=n—2, le nombre
m—2 n—2
des rapports des coéfficients arbitraires de la fonction ¢( 2 , ¥ ) & 'un

d’eux d’apres (6) du § précédent étant égal a
m—1)n—1)—A4—1—=p—1, (21)
et le nombre de ses zéros variables étant égal a
m(n — 2) +n(m —2)—24 —

=2{m—1)n—1)—A4—1}=2(p—1), (22)

¥) Voir Serret. Cours d'algébre supérieure. 3-me- éd. Paris, 1866. T. I, p. 641.
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on voit que de 2(p—1) zéros de la fonction adjointe de premicre espece

ne peuvent étre donné arbitrairement qu’une moitié seulement: p —1,

et que les autres en sont parfaitement déterminés. Dans le cas p—=m—1,

v=n—1, le nombre des rapports des coéfficients arbitraires de la fonc-

m—1 n—1

tion adjointe $( #, y ) a I'un d’eux, d’aprés (7) du § précédent est

égal a:

(23) mn—A4—1=p-+m-+n—2,

tandisque le nombre de ses zéros mobiles est égal a

mn—1)+nm—1)—24 =

=2mn—m—n—2A4 —

(24) =2p+m-tn—1)—m—n—=

=2p+m-+n—2;
en le comparant avec le nombre précédent, on voit que pour la fonction

m—1 n—1

adjointe ¥  , ¥ ) le nombre de ses zéros variables, qui sont déter-
minés par les autres, est aussi égal a p, le genre de l'image algébrique,
comme dans le cas de p.=m, v=nun.
51. Soient
v v

(1) Yz,y) et %@y

deux fonctions adjointes, comme la fonction f(;, y) des sept derniers §§,
des mémes degrés respectivement par rapport & x et y, contenant chacune
d’apres (4) du § 49

(2) my+un—(m—1)(n—1)+1—4

coéfficients arbitraires. Comme des fonctions adjointes elles seront aux

points de ramification toutes les deux du méme ordre que le quotient
OF (xz,y)  dx

(3) . s

et parconséquent d’'un ordre égal; comme des fonctions adjointes des

mémes degrés par rapport a z et a y respectivement, elles seront du

méme ordre aussi aux points infiniment-éloignés de 1'image algébrique

m n

(4) F(z,y)=0;
parconséquent leur rapport
By
L Y(x,y)
(5) .
7. (2, y)

présente une fonction, qui a une valeur finie en tous les points singuliers
de I'image algébrique (4). Quant aux points ordinaires, on peut toujours,
en supposant les nombres p et v suffisament grands, de finir la déter-
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mination des fonctions (1) de maniére, que ¢ deviendra =co! aux m' points
fixes de la surface de Riemann correspondante & (4), choisis a volonté.
En effet, pour qu’il serait possible de le faire, il faut et il suffit, que

(L)

le nombre des rapports des coéfficients arbitraires de la fonction Z(éc, 1)
A T'un d’eux soit plus grand que m':

my+ny — (m—1)(n—1) — A >m}
; g
alors*®) on peut toujours déterminer la fonction y(z, %) d’une telle maniere,
quelle devient un zéro du premier ordre: 0', aux m' points donnés; aux
coéfficients qui resteront apres cela indéterminés, on peut donner des
valeurs quelconques, choisies & volonté; alors tous les zéros restants seront

gy
complétement déterminés. Aprés cela, la fonction ¢(x,y) étant de méme
degré par rapport a z, respectivement & ¥, on peut la déterminer de
maniére, qu'elle devient un zéro du premier ordre, 0', & chacun de ces

- N
zéros restants de la fonction y(z,y), dont le nombre est
my+np — 24 —m', (6)

si seulement ce nombre ne surpasse pas le nombre des rapports des
!J. v |
coéfficients de la fonction ¢(z,y) & Pun d’eux, c’est-a-dire, si l'on a
I'inégalité suivante:
mv +np—24 —m'<mv+np—(m—1)(n—1)— A4,

ou en transportant tous les termes a droite:

0 << m—[(m—1)(n—1)—A4A|, (7)
¢’est-a-dire — d’apres (20) du § précédent —, si 'on a
m' > p. (8)

Le nombre des coéfficients arbitraires, qui restent aprés cela dans la fonction
z [(5)], sera égal a

m—p-+1, 9)
en ¥ comprenant le facteur commun des tous les termes. Ce nombre ne
peut pas étre inférieur a 2. En effet, les mémes infinis, que la fonction #,
aura aussi la fonction 2z 3; donc on aura toujours

; m—p-+-1=2, (10)

d’ou il suit

m=p+1. ; (11)
Ainsi, quand on a m'=p-1, notre probléme est toujours possible, car alors
la fonction 2, définie par I’équation (4), ne deviendra en effet infinie du

*) Si Pon.a m/>>p; le cas de m'=p sera discuté a part plus loin.
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premier ordre oo', qu'aux m' points donnés. Le plus petit nombre des
points analytiques, ou la fonction rationnelle des variables z et y, liées
par I’équation (4), doit devenir —co!, qui peuvent étre donné & volonté,
est donc p-+1. [Cette proposition Weierstrass a pris pour la définition
méme du genre (Rang) de I'image algébrique (4), et a montré dans ses
lecons, comment peut-on construire une fonction, qui deviendrait —oo!
au point (2', %) de l'image algébrique et encore seulement aux p points
fixes (a, b,) (t=1, 2, 3,...p), pris arbitrairement. Il a donné le nom de
principale a cette fonction et 'a désigné par H(z,y; «', ¥'); il en a déduit
ensuite toutes les autres fonctions*).] — Le nombre des coéfficients arbi-
traires, qui en restent apres cela, sera, comme nous I’avons vu, égal a

(12) m'—p+1;

mais ce n’est qu'une limite inférieure de ce nombre, car il peut arriver,
que les zéros de la fonction étant choisis au hasard, quelques-unes des
équations de conditions ne seront que les conséquences des autres. Leur
nombre précis est déterminé par le théoreme de Riemann-Roch (Riemann-
Roch’sche Satz); on le déduit plus aisement d’une autre forme, sous
laquelle peut étre présentée la fonction en question comme on le verra
au § 68. — En ayant égard aux valeurs de z aux points, ot notre fonction
doit devenir =co!, on voit que la fonction la plus générale, uniforme sur
la surface de Riemann du genre p, dépend en général de

(13) om'—p+1

constantes arbitraires. D’apres les valeurs données de ces points analy-
tiques elle se détermine a l'aide des opérations rationnelles, et ce n’est
que la recherche de la valeur de y qui correspond & la valeur donnée de z,
qui exige la résolution de I'équation (4). — Si I'on a m'=p, alors la
construction d’une fonction, qui ne devient =oo! qu’aux p points donnés,
n'est possible qu’a I’aide des fonctions adjointes de premiere espece, comme
on le verra plus loin.

52. Toutes les équations, qui se déduisent I'une de l'autre par une
transformation rationnelle, forment une classe d’équations, qui déterminent
une classe des fonctions algébriques, comme on I'a vu au § 42. Toutes
les fonctions rationnelles de z et de ¥ liées, par une équation de la classe,
forment un systéme des fonctions algébriques i la méme branchement,
aussi lorsqu’on introduit I'une d’elles, par exemple &= R (z,¥),[(1)§42],
comme variable indépendante. Ainsi chaque équation nous amene & une

*) Voir la note de M. Hettner: Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen
zwischen zwei verinderlichen Grossen, welche ecine Schaar rationaler eindeutig umkehr-
barer Transformationen in sich selbst zulassen. Gottinger Nachrichten 1884, ou
K. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. 4. Berlin, 1902. S. 60 und folgende.
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classe de systemes des fonctions algébriques & la méme branchement,
qui se transforment I'une en l'autre par lintroduction d'une fonction du
systétme comme variable indépendante de la maniére, que toutes les
équations de la méme classe conduisent & la méme classe de systemes
des fonctions algébriques, et inversement chaque classe de systemes de
telles fonctions conduit & une méme classe d’équations (Riemann) *).

Si le genre de I'image algébrique, défini par I’équation F'(z,y)=0,
est égal a p, et une fonction L des variables z et y devient en p points
égale & o' et parconséquent prend chaque valeur en p points de la
surface de Riemann correspondante, alors le nombre des points de
ramification de la surface de Riemann pour I’équation qui détermine 2
en » ’apres la formule (6) de § 20 sera

w=2(p+p—1), (1)

tandisque le nombre des constantes arbitraires, que contient une telle
fonction, est d’aprés (13) du § précédent égal a4 2p—p-1. On peut les
déterminer, et celda d’un nombre fini de manieres, de la sorte, qu’un
nombre égal des points de ramification prendra une place déterminée sur
la surface de Riemann; les autres des points de ramifications en nombre

2u+p—1)—Qu—p+1)=3p—3, (2)

restant arbitraires et variant d’une classe de systémes des fonctions a
méme branchement a l'autre, ont été nommés par Riemann les modules
de la classe (Klassenmoduln)**), comme les constantes, qui la déter-
minent.

53. Apres ces considérations d’un ordre général passons maintenant

m—2 n—2 m—1 n—1
a Détude spéciale des fonctions adjointes @( 2z, y ) et ¢( a, y),
toutes les deux étant d’une valeur fondaméntale dans la théorie des

intégrales abéliennes, — en commencant par celle de premiére espece,
m—2 n—2

o(z,y ). — Le nombre des coéfficients arbitraires de cette fonction
m—2 n—2

o( z,y ) dapres la formule (6) du § 49 est égal a p: parconséquent
la fonction la plus générale de premiére espece est une fonction linéaire
homogéne avec des coéfficients arbitraires de p fonctions particuliéres de
méme espece, ol les coéfficients arbitraires mentionnés tout & I’heure ont
recus p systémes des valeurs particuliéres, choisies a volonté, ainsi que
ces fonctions se trouvent aux moyens des seules opérations rationnelles;

*) Voir Riemann. Gesammelte Werke. 2. Auflage. Leipzig, 1892. Theorie der
Abelschen Funktionen. § 12. S. 119.
) L. c. § 120.
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par cette raison on pourrait les nommer naturelles *). Nous désignerons les
p fonctions naturelles de I’espece considérée par

28 m—2 n—2
(1) el z,9);
alors la fonction générale de premiere espece s’exprimera ainsi:
m—2 n—2 P m—2 n—2
(2) : ?(@,9)=2C3 (=, ).
=

Dans cette formule on peut toujours déterminer les constantes arbi-
m—2 n—-2

traires C; de maniére, que la fonction ¢( z, ¥ ) s’annulera en p—1 des
points donnés:

(3) (ap b ) (aoa b ) * wie. s (a]" bI’))

(plus des zéros nous ne pouvons pas assigner arbitrairement i cette
fonction” d’apreés le § 50), et dans le point restant prendra l'unité pour
valeur, si seulement les points (a,5;) [(3)] sont tels, que le déterminant

oy
1,1 k »
7 m—2 n—
(4) 'ﬁ( ’ b ) 70,
4
(est différent de zéro). En effet, en portant les valeurs (3) dans la for-

m—2 n—2

mule (2) et en désignant maintenant par ¢,( # ,y ) celle des fonctions
adjointe de premiére espece, qui doit étre égale a Dunité pour z=—a,,
y=~>, et & zéro aux toutes les autres des points analytiques (3), ainsi
qu’on aura

m—2 n—2

(5) ,'?k(ak,b/g):ly
m—2 n—2
(6) L."k( az 9 bz)“:o, (lzl')

nous aurons pour déterminer les constantes C; le systéme suivant d’équa-
tions:

m—2 n—2 m—2 n-2
1= 1(191(ak7b )+C-°2(ak;b )%‘ +C,§p(ak7bk))
(7) m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2

0=03,(0,,6)+C3,(a,,8)+ - +0C5,(a,b)

on1=1,2,8,...k—1,k+1,...p. En éliminant les constantes Cj des
m—2 n—2

équations (2) et (7), nous aurons pour déterminer la fonction 2,( z, ¥y )
I’équation suivante, en forme d’un déterminant:

*) Dans le cas hyperelliptiques en se rapportant & la formule (m) de la note
marginale du § 48, on appercoit de suite, que pour ces derniéres on peut prendre

o 2P7% .2, 1. (Jacobi, Richelot.)
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w@,y) 2@,y) %@,y)... 3=2,9)... 3(2,y)
0 al(anbl) '.-oz(a]’bl) e ';k(al)bl)"' '.3,,(%51)
0 ?1(ay by) 33(ay,0,) ... 3,(a5,0,) ... F,(ay, b))
Gt s T S
1 @.(a,.0,) G.0a;0,). .. 9lda, bk). oo Bp(a, )

‘ 0 ’:;1(01), bp) §2(a1;' bp) by W ABATRS. k(ap’ bp) g 'AB])(ap, bp)
m—2 n—2

(ot I'on a omis les exposants m—2, et n—2 de la fonction ¢( z , v )
par rapport & = et & y pour simplifier la formule). Le systeme des fonc-
tions de premiere espece:

m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2

(T, y) 9 ®,9)....0(2,9), (9

déterminées ainsi, s'appelle un systeme normal et les points analythues
(8) — les points fondamentauz du systeme *).
Comme on a

el l, ): A (10)

-—car les éléments de ce déterminant, situés sur sa diagonale principale,
sont égaux chacun a l'unité, et les autres & zéro,— toute autre fonction

m—2 n—2
de premiére espece ¢( « ,y ) pourra étre également représentée en
fonction linéaire des éléments du systeme normal. En effet, soit

m—2 n—2 m—2 n—2

o(2,y)= 2,0,?,(90 Y); (11)

en posant ici # =a,, y =">,, on aura d’aprés (5) et (6):

m—2 n—2 .
"?(ak’bk):Ck; (12)
en le portant dans (11), nous aurons:
m—2 n—2 [ m—2 n—2 m—2 n—2

?(z,9)=2¢(a,b)e(2,y) (13)

=1

*) Dans le cas hyperelliptique, en supposant R(z)—P(x)@(z), ou l'on a:
4 p
P(z) =11 (z—ay_,), Q(x)=AIl (x—a,,), Weierstrass prenait pour les points fonda-
=1 =1 =
mentaux (3) les racines de ’équation P(r)=0, et pour le systéme normal des fonctions

a’”)—-, (=1, %;...p), 67
- “2k—1

adjointes de premiére espéce le systéme des fonctions =

dement de premiére espéce, étant du degré p—1 seulement, qui s’annulent pour
x=ay, 4, (I=Fk), mais pour x£=a,, , prennent la valeur P’(“21.-—1) aulieu de '1’}mité.
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En particulier, on pourra exprimer par les éléments du systeme
normal aussi les éléments du systéme naturel:
Les constantes C, peuvent étre trouvées aussi de la manitre sui-
vante. Si («,8)(¢=1,2,...p) sont les points analytiques, ol la fonc-
m—2 n—2
tion ¢( z , y ) devient nulle, excepté le point (z,, 3,), ou elle devient égale
»
a D'unité, alors, en remplacant dans (11) (z,¥y) par («; ), on aura un
1

systeme d’équations analogue a (7), d’ou I'on trouvera:

(14) )h+k—2 D;,k
ou I'on a
s s & i P
: m—2 n—2
(15) Dn9d s ity

et ou D,, désigne le mineur de ce déterminant, répondant & 1’élément,

qui est placé a l'intersection de la ligne /A-ieme avec la colonne /Z-iéme.
En comparant les deux expressions de Cj, on aura la formule:

m—2 n—2 a+k—2 DI
hk
(16) nh( ak’b’l’ ap?)”’“( ) Tl_,
ou nous avons écrit la fonction, en placant entre les parantheses aussi
ses points fondamentaux, comme des constantes caractéristiques pour elle

et attaché l'indice & a la lettre ¢ pour indiquer celui des points (a,,x

ot elle prend exceptionnellement pour valeur I'unité aulieu de zéro.
Nous désignerons cette fonction quelquefois d’une autre maniere, en
écrivant apres les variables: z,y les zéros arbitraires de la fonction, puis
ses zéros non-arbitraires, en les séparant des premiers par un trait ver-
tical, ainsi:
m—2 n—2 »—1

(17) o(2,Y; 2,9, ! ),

r—1 »—1
ou les (z,,y,) sont les zéros arbitraires, tandisque les (z,¥,) les zéros

1 1

p—1
non-arbitraires. Si l'on prend les (z),y)) pour les zéros arbitraires, on
1

p=1
recevra les (z,y) pour les zéros non-arbitraires, les zéros de la fonc-

1
tion adjointe de la premieére espece étant déterminé par la moitié de
leur nombre total 2(p—1).
5%. On aura des fonctions adjointes de premiere espece particulieres,
tout a fait déterminées, en nombre fini, dites tangentielles, en cherchant

»
de déterminer les constantes C, dans D’expression (11) du § précédent de
1
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maniére, que chacun des zéros de la deuxieéme catégorie coincide avec
I'un de la premiére, ou mieux dire — que les 2(p—1) zéros coincident
deux a deux, car les p—1 premiers cessent aussi d’étre arbitraires dans
ce cas. Mais lorsque le point (z,y)) coincide avec le point (z,,7,), le
dernier zéro devient double; la droite, qui les joignait, devient tangente
au point (x,,y,) a la courbe .

e p—1

?(2, 95y, | 7,9)=0, (1)
de méme qu’a la courbe fondamentale

m n

F(z,y)=0; (2)

done, en différentiant ces deux équations et en éliminant la dérivée
dy

dx’

on aura une troisiéme équation:

)9 OF 09 0F

i i . (3)
a laquelle doivent satisfaire z, et y,. En éliminant y des équations (1)

et (3) a l'aide de I'équation (2) on aura deux équations de la forme
suivante: g

D (z; ?z) ==l (4)
Wiz C)=0, (5)

P
homogeénes par rapport aux constantes C, du dégré » par rapport a ces
1

derniéres, DP’expression (11) du § précédent de la fonction adjointe en
étant du premier. Les fonctions en (1) et (3) étant adjointes, ces équa-
tions en « aurons aussi des racines indépendantes des valeurs des con-

P
stantes C; mais ces racines nous sont déja connues, car elles satisfont
1
a I'équation (9) du § 4, savoir:
Ay() =03 (6)

on pourra donc i l'aide des simples divisions débarrasser les équations

(4) et (5) de ces racines, et on aura deux équations plus simples, aussi
»

homogenes par rapport a C:
1 1

2, 6) =0, &)
W, (z, ) =0, (8)
4 1

qui doivent avoir p—1 racines communes; donc leurs premiers membres
auront dans ce cas un plus grand diviseur commun du degré p—1. En

M. TIEHOMANDRITZKY. 7
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98 Chapitre IL § 54.

le cherchant par la méthode des divisions successives, arrétons ces opé-
rations au moment, ol nous serons arrivé a un reste du degré p—2; en
égalant & zéro chacun de ces p—1 coéfficients, qui seront des fonctions

P i 5
des C,, homogenes aussi par rapport a eux, on aura p—1 équations
1

pour déterminer leurs rapports i l'un d’eux, par exemple a C,. Ces
équations, étant algébriques, le nombre des valeurs de ces rapports

G i is
C-’(pour i=1,2,...p—1) sera en général fini d’apres le théoréme de
»

Bezout *). En les portant dans Davant-dernier reste et 1’égalant aprés
cela & zéro, on aura I'équation pour déterminer les valeurs de z aux
points-zéros de la fonction adjointe de premiere espece construite avec

»
ces valeurs des C,; la valeur correspondante de y on trouvera ci-apres, en
1

cherchant la racine commune des équations (1) et (2), aprés y avoir
porté la valeur considérée de z et dans la premiere aussi les valeurs

b 4
trouvées des C,. Le nombre de pareilles équations pour z sera égal au
1

- v
. N - . i .

nombre des solutions du systéme d’équationsen 5+ (1=1,2,...p-—1).

»
*) Il serait infini, si quelquesunes des équations entre les 6’ (i=12,...p—1)

])
étaient les conséquences des autres, c’est ce qui ne peut avoir lieu que dans les cas
particuliers, ot les coéfficients de 1'équation fondamentale seraient liés entre eux par
certaines équations. — En appliquant le procedé du texte au cas hyperelliptique, on
appercevra par la forme, laquelle prennent dans ce cas les équations (4) et (5), que
Prle

les fonctions Wi 5 de Weierstrass (v. la note marginale du § 53) sont de la caté-

T o |
% ; ; ) L B
gorie considérée maintenant, car la fohction 7—a. ) devient le plus grand divi-
il
seur commun de leurs premiers membres, lorsqu’on y fait C,=0 pour k=1l. — Clest
p—10
ce qui est aisé & voir & priori, car la fonction ¢ ( «, %) étant formellement indépen-
dante de ¥, ses zéros sont superposés deux & deux aux points de la surface de Riemann
a deux feuillets, correspondante & I'image hyperelliptique; donc ses racines ne peuvent
se confondre deux & deux qu’aux points de ramification, les autres valeurs égales de y
’ 2p-+1
ne pouvant répondre qu'aux valeurs différentes de x, car 1’équation b>—R( 2z )=0
n’a pas des racines égales. De méme en raisonant géométriquement: I’équation
p—1 0
¢( x , y)==0 représente l’ensemble de p—1 droites perpendiculaires & I’axe des z,
2p+1
lesquelles coupent la courbe fondamentale y>— R( 2 )=—O0 chaqu’une en deux points;
celles-ci se confondent en un seul point double, lorsque ces droites passent par les
points doubles de la courbe fondamentale, dont les abscises sont les racines du polynome
2041
R( x ) et les ordonnées toutes égales & zéro.
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Ce nombre sera aussi le nombre des fonctions adjointes tangentielles de
premicére espece. Il n’est pas pourtant facile de le trouver par la consi-

dération du systeme de ces équations en U a cause de leur trop grande

généralité; mais il sera déterminé par dfautres considérations dans le
dernier chapitre de ce livre, out I'on trouvera égal a
N3 W' 114 )
55. A l'aide des fonctions adjointes de premiere espece, que nous
avons étudié au § 53, on pourra construire une fonction qui devient infinie
du premier ordre: co' aux p points donnés, —pourva qu’ils satisfassent
a la condition, qu’une certaine fonction adjointe de premiere espece s’annule,
quand on remplace les variables # et u par leurs valeurs en ces
points*¥), — et qui contient deux constantes arbitraires. En effet, posons
m—2n—2

R _z_f’f"( . 1)

m—2 n—2

Eﬁm( 27 K1

et déterminons les rapports des toutes les @i a 3, de maniere, que le
2

dénominateur s’annule a p—1 des points donnés: 0'; on pourra si-apres
donner & P, une valeur arbitraire (par exemple prendre ,=1), car dans
)

(1) on a 2p—1 rapports descjz et 9‘ a {3,. Mais ce dénominateur devient
0' encore en p —1 d’autres pomts, qui sont déterminés par les premiers;
déterminons donc les coéfficients =, du numérateur de la maniére, qu’il
s’annule en p—2 de ces derniers points; cette condition nous donne
p—2 équations linéaires entre les coéfficients o, dont deux restent par-
conséquent arbitraires**), et nous aurons ainsi une fonction, qui devient 0!
en p points, dont I'un est déterminé par les autres p—1 de ces points,
et qui contient linéairement deux constantes arbitraires. Les fonctions
qui deviennent égales & o' en w points de la surface de Riemann,
v étant <p, sont des fonctions spéciales, que nous laissons de coté.

m—1 n—1

56. Passons maintenant a I’étude de la fonction adjointe ¥( « , 7 ).
D’apres (7) § 49 elle contient linéairement, outre un facteur constant
commun a tous ses termes, encore

*) On pourra consulter pour les courbes adjointes tangentielles aussi le livre de
H. Stahl: Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. § 32, S. 257.
**) Car d’aprés le § 50 on ne peut donner arbltralrement que p — 1 zéros dune
fonction adjointe de premiére espéce.
*¥%) Dans le cas général, lorsque les zéros donnés ne forment pas un groupe
spécial (Noether); dans le dernier cas le nombre des constantes arbitraires est donné
par le théoréme de Riemann-Roch (§ 68). (V. H. Stahl, 1. c. § 11, S. 81 und folgende).

7%
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(1) : pt+tm4n—2
coéfficients indéterminés, et d’apres (24) § 50 elle a
(2) 2p+m+n—2

zéros mobiles, c¢’est-d-dire variants d’une fonction & 'autre de la méme
espece; mais de ce nombre seulement p--m-+n—2 zéros peuvent étre
donnés arbitrairement, aprés quoi les p restants seront complétement
déterminés. On peut toujours assujettir cette fonction a la condition de
prendre la valeur 0' pour toutes les solutions du systeme d’équations:

[F(z,y)—0,
(3) [a:c—i—by—,Lc:O,

deux solutions exceptées, que nous désignerons par (%,4,) et (n,y,). En
éliminant ¥ de la premiére de ces équations a laide de la deuxieme,
on aura pour déterminer z 1'équation
n

(4) F(;, —Z+ =0

du degré m-n par rapport i l'inconnue z; y étant d’aprés la deuxiéme
des équations (3) une fonction uniforme de z, on voit, que le nombre
total des solutions du systeme (3) est égal & m+n. Quelquesunes de ces
solutions pourront étre infinies: cela aura toujours lieu, si le coéfficient
a, de I'équation fondamentale est effectivement du degré moindre que
m*): alors le degré de 1’équation (4) s’abaissera au-dessous de m+n, ce
qui signifiera que quelquesunes des racines de cette équation se sont
éloigné a linfini; la valeur correspondante de ¥ sera aussi infinie dans

m—1 n—1

ce cas. La fonction ¥( # , ¥ ) ne deviendra pas nulle que pour celles

de ces solutions, qui correspondent a Z et & 7m; pour toutes les autres,

finies ou infinies, on aura
m—1 n—1

(5) Y(z,y)=0.

En portant ici la valeur de y, tirée de la deuxiéme des équations
(3), on aura l’équation:

® e

du degré m -+ n—2 par rapport a linconnue z, qui doit étre satisfaite
par toutes les racines, finies ou infinies de 1’équation (4) a I’exception
de £ et de m; donc on doit avoir:

- %) Cest ce qui aura toujours lien dans le cas d’¢quation hyperelliptique

2041
y*—R( & )=0, ol le degré de a, est un zéro aulieu d’étre égal & 2p41.
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n
et iy ax +¢
v(m;l “,”fftf) F_<x’ b ) (7)
4 Gt Y @—HE—1
Apres @onf.;eﬁ“ectue la division a droite, on n’a qu'a égaler les coéf-

ficients ?des émes puissances de 2 dans les deux membres de cette

égalité 'gl};'f}vmr les équations linéaires entre les coéfficients de la fonc-
tion ¢( Qg 9 ), qui serviront a les déterminer. Il y aura en tout m+n—1
équations; tandis que le nombre total des coéfficients de la fonction avec
la consﬁﬁlte C sera d’apres (7) du § 49 égal & p+m-+n; donc on tirera
de ces Equations les expressions de m-+n—1 des coéfficients en fonctions
linéaires da- p autres et de la constante C, ainsi qu'il restera encore p-~1
coéfﬁmﬁtsandetermmés, C y compris *). Cette fonction adjointe, déter-

35

o - m—1 n—1
) @nge cas hyperelllpthue la fonction U( « , v ) aura la forme:

.=

Mx,y):eo(z)wol(x), (a)
ou l'on aura: .
2p
bo(2) = 2@ + 2,2 fag,  atay, (b)
2P P )._ o n
6,(z) =B 48,8274 . By @By (e)

L’équation (4) de ce § prendra maintenant la forme

ax +¢ 2p-+1

(-2 al =0, @
étant seulement du degré 2p--1 aulien d’étre du degré 2p+3, (car m—4-n=—=2p--
+1-42=2p+43), elle aura deux racines infinies. Si maintenant £ et v sont deux
racines finies de cette équation, la fonction (a) devra avoir de méme deux racines
infinies; donc la valeur de la fonction:

20 1 =
W@ n=5"7y -
1

k]

) =i Y (©)

8l| =%
QQ||)—'ID-‘

ou l'on a posé:
(.1;)_a0+alx+a2m o e Ef=agta P daytt oyt (f)
Bo(2) = o+ By @+ BB+ - +Bop B =By+-By P 4Byt 4 - Byt (@)

pour ¢ infiniment petit doit étre elle-méme infiniment petite d’un ordre de deux umte
plus élevé, que 'ordre de la quantité

i
Fy(z,y): 5T (h)
dont la valeur principale est égale (d’aprés (i) de la note marginale au § 48) &
VA, (0
aulien d’étre du méme ordre, comme lexigent les seules conditions d’adjonction; donc

on doit poser: : <
ao:%:azz-'-249_1:%:@0:0: - G4)
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-minée de la maniere décrite, est dite de troisiéme espéce. La fonction
générale de troisiéme espece, contenant linéairement p-1-1 constantes arbi-
traires, est une fonction ljnéaire des p+1 fonctions adjointes de troisiéme
espece particulieres, qu’on aura en donnant les valeurs particuliéres a
ces constantes. On verra dans le § suivant, que toutes ces fonctions, apres
avoir été divisées par axz-+by-+c¢, ne different entre elles, outre un facteur
constant, que par la fonction adjointe générale de premiere espéce

m—2 n—2
2( « , y ). Pour déterminer le facteur constant on assujetit la fonction 2
une nouvelle condition, comme on le verra plus loin.

et I'on aura:
2p0—1
(k) 'J(x ?/)—9\.(%)44-9( z );
quant aux autres coéfficients, on les trouvera en résolvant les équations, que donnera
la comparaison des deux membres de I'équation:

v ax 4 c\? 2p+1
25 < )—- B2
1 0 P ( ax-{—- ) 0 b
O] o( 2) o+ x( “f')- (@—E)(x—m)
On peut cependant sans faire ces calculs tirer de cette équation la forme usuelle
2p 1

de la fonction Y (2, %) pour le cas consideré, donnée par Riemann. En posant pour
abréger

(m) Y—=— f—w:- 2

2p+1 ;
et en portant dans (I) »* aulieu de R( 2 ), qui lui est égal en vertu de 1’équation
hyperelliptique, on aura, aprés avoir tout transporté a droite:

o—1 2p—1 Y2 — g2
0=— ou s R
(n) (z)Y—06,( « )+C(ic—E)(x———‘q)
en ajoutant cette égalité avec (k), on aura:
6 5% o ey T b
(0) ‘l’(xsy)— n(-/")(.‘/— I E)(x—'ﬂ)
Mais en vertu de (m) on a lidentité:
() ax +by+c=b(y— Y);
en divisant par elle 1’égalité précédente, nous aurons:
2p 1
(@ o LR A P i L 1

a.z:—{—by-}-—c_fo“(x) DE—6@E—):

Le second membre & droite peut étre transformé ainsi: de I’équation de la droite pas-
sant par les points:

@) (v = VR® ) et (n ¥y = l/%)
on tire
.’I,] i ?/E
® vY="1_F@—b+y;
n—§&
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57. Comme on a

F(E)ye) =0 et F(m yvl):(), (])
out ’on a en vertu de la deuxiéme des équations (3) § 56:
£
ye_____a,;—c‘ ot yn:_wq:-c, (2)

on pourra, en posant encore pour abréger
o xX >
= 5 ax -+ ¢ ( 3)

b

yeprésenter I'équation (7) du § précédent ainsi
 F,y) FEy) Fnyy)

m—1 n—1

1 = "—"—c‘—_ ) E 4)
$(z,y)= E—n)(x—E)(x—mn) l :c Y i
b s B :

(dout 'on appercoit de suite la divisibilité par z—E&, z—m, £—x du,
second facteur du second membre de cette équation). A laide de cette

‘parconséquent on aura:
&=
v+ Y~II+JE+————(-”—'E)—-
G+ 9 —2+2 -8+ (v, ~ 9= — )

- (t)
Sgan
(y+y )(u’v—-)—(y+y~)(w—q)
: n—¢
et par suite
PR SRR 3 Byl B ol P
(x—8B(@—mn) ""’](13—5._.’0—~Q>' (u)

En le portant dans (q) et en posant d’aprés (23) § 57
C=b(E—m) : )
on aura définitivement la forme cherchée de la fonction

2p 1
Y(z,y) .'l+?/~ y+‘/)
ax—{—by-{-c——(}c—; © — —f—ﬂ(:c), (w)

p—1 —1
en posant pour abréger ; o( 2 )=0( 2 ). Ce polynome n’est qu'une fonction adjointe
de premiére espéce; en l’enlevant, on aura de méme une fonction adjointe de troi-
sieme espéce (divisée par ax-by-f-¢), qui prendra la forme :

_<K@+V@_KE@+@E)

z—£ x—n

(x)

en vertu de (r). C'est 1a la forme usuelle de cette fonction dans le cas hyperelliptique.
(V. notre ouvrage: L’inversion des intégrales hyperelliptiques. Kharkow, 1885. Ch. I,

p. 8, formule (6) [en russe]). W
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m—1 n—1
formule il est aisé de trouver la valeur de la fonction 4( z , ) pour
*=%, Y=Y, et de méme pour =, y=y,. En retranchant la deuxieme
colonne de la premiere et en divisant la premiére colonne du 1esultat par
z—E, on aura, vu (1):
mtnct o F@)—FE )

3 ?
x— x—E&

en faisant approcher indéfiniment le point (z, ¥) du point (%, Y: ), on aura
a la limite

o c dF'(k, ;I/E)
(6) (¢t 1y§):€°_*1‘]";{é'”";
mais on a :
dF Gy, OFGEy) OF(, v a v
(7) —_— = +_k el

s e e ag

et on tire des équations (2):
d?/k %
(8) dc '— D =

[aussi d’aprés I’équation de la drgite passant par les points (%, J) et
(1, yn)] en le portant dans (7) et de la en (6), on aura:

m—1 n—1 C OFE, ‘/E) 0F(g, 7/")
(1 a>?< i

O W= telF -0+ —F0,—).

De la méme maniére en trouve:
m—1n=1 g =4 C ()1’(!],1/1-) 01-‘( (5] 1/1] :
10 v,y =— s (P e+ - = 17))
m—1 n—1
On voit par ces formules, que les valeurs de la fonction ~,/( Z YD)
aux points (&, JE) et (v, y,) sont indépendantes des coéfficients de cette

m—1 n—1
fonction. Donc si 'on désigne par ¢,( #°, » ) une autre fonction adjointe

de la méme espece, dont le nombre d’apres le § précédent est ot Ja

différence
m—1 n—1 m—1 n—1

(11) pvl(x v)~——v(x )

deviendra nulle aux points (¢, 7.) et (4, #,), comme la fonction az -+ by + ¢,
et aux points infiniment proches de ces points sera infiniment petite
d’'un ordre pas inférieure que cette derniére. En la divisant par cette
derniére, on aura une fonction &

m—1 n—1 m—1 n—1 -

(12) [Cl,ln«(w 2/)—(Vv(sv,?/) :(ax by + o),

www.rcin.org.pl



§:61. Chapitre II 105

qui reste finie pour toutes les m+n solutions du systeme d’équations (3)
du § précédent, le numerateur s’annulant en méme temps que le déno-
minateur pour ces solutions, comme il suit de ce qui précéde, — de sorte

qu’elle n’aura que 2p—2 zéros mobiles —, et qui satisfiera a toutes les
conditions, auxquelles satisfait la fonction adjointe de premiere espece
m—2 n—2 d

¢( 2,y ). Pour les points de la premiére catégorie [(1°) du § 44,] cela
est évident, car la fonction en crochets est adjointe et le diviseur az--by-+-c
est fini et différent de zéro en ces points; donc elle est de méme ordre
N y dzx ; S o
que la fonction F,(x,y): 4 en ces points. Pour les points de la deuxiéme
catégorie le quotient de la division de l’expression en crochets par cette
. » 5 . . 1 - . A,
derniere fonction devient infini comme 5 bour #=0; mais .de la méme
manieére devient infinie en ces points la fonction az--by--c;-donc le
» s 4 : £ dx
quotient de la division de l'expression (12) par la fonction F),(z,y): =
restera fini, et parconséquent les deux fonctions seront de méme ordre.
Les mémes considérations s’appliquent & D’expression (12) aux points de
la troisieme catégorie et nous conduisent au méme résultat. Quant aux
v i et 1 1
points de la quatricme catégorie, en posant ==, Y= i on aura

-

m—1 n—1 dx m—1 n—1 dzp
v( z , y);lt" i Yo T, ¥ ) g (13)
(az + by +)F, (x,) (ay+ bz + i) Fy(z,7)
m:l n—l‘
I' (z,y) étant déterminéé par I'équation (21) du § 44 et ,( 2,7 ) par

mln——

I’équation analogue & (14) § 44; les deux fonctions 4,(Z , ¥ ) et F',(Z, y) :- dt
étant du méme ordre d’aprés les conditions d’adjonctlon il parrait que

1
i Lend ponr. £=—0,: ¥—0;
mais on a vu au § précédent, que les points de la quatrieme catégorie
n’existant que dans le cas, ou a, est du degré inférieur & m, I'équation (4)
du § précedent et parconséquent I’équation (6) du méme § auront des

m—1 n—1
racines infinies; donc la fonction ¢( 2z , ¥ ) aura des nouveaux zéros a
m—1 n—1

infini, et parconséquent ¢,(x , ¥ ) sera d’un ordre plus élevé au moins

I’expression (13) devient infinie comme

] 7 o dee 3 & R
d’unc unité, que F,(z,¥): e Donc aussi aux points singuliers de la
quatriéme categorle I’expression (12) ne sera pas d’un ordre moins élevé

que F,(z,9): dt On en’ conclut que le quotient de la division de

m—2 n—2
Uexpression (12) par une certaine fonction »( # , ¥ ), de premiere espece,

sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la sphére de
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Riemann; mais une telle fonction ne peut étre qu’une constante*). Donc
on aura:

m—1 n—1 m—1 n—1 m—2 n—2

1) [gn(e,9)—54(7,9)|: @ty ra=9(z,v),

d’ou 'on tire:.

m—1 n—1 m—1 n—I1 m—2 n—2
(15) b(z,y)=0C(z,y)+(ax+by+eo)e(z,y),
en désignant simplement g(—,‘— par C,, et en liant le facteur C, du second

m—2 n—2

terme avec les coéfficients arbitraires C; de la fonction ¢( z , ¥ ) [(11)
§ 53]. C’est ainsi, que s’expriment 'une par l'autre deux fonctions diffé-

m—1 n—1

rentes de troisieme espece Y( z , y ), déterminées de la maniére expli-
quée plus haut a V'aide de 1'équation:

(16) ax+by+c¢=0,

[en parlant géométriquement, qui s’annulent en tous les points d’inter-
section de la droite (16) avec la courbe fondamentale, les points (&, 7.) et

(n,yy) exceptés]. Les p--1 coéfficients, qui restent apreés cela indéter-
minés, sont les p coéfficients arbitraires de la fonction générale de la

¢

m—2 n—2
premiére espéce #( z , y ) et le facteur C,. On voit par la formule (15),
que la demande d’avoir un zéro au point (%,%.) ou au point (n,y,) outre
les zéros déja fixés, ou cette autre d’avoir ses p zéros sur une courbe
m—2 n—2 m—1 n—1
adjointe #( z , ¥ )=0, pour la fonction ¢,( # , y ) la réduit au dernier
terme du second membre de cette équation (15), car en y rem-
m—1 n—1
placant (z,y) par un de ces point (z,y), on en regoit: C,4( = , ¥ )=0,
m—1 n—1

d’on il suit Cy=0, car ¥( Z , ¥ ) est finie et différente de zéro.

Bour 2=k, Y=Y, la fonction ax--by--c¢ s’annule; mais son rapport
a z—E sera une quantité finie différente de zéro; la méme chose aura
lieu pour I'autre point z—=m, Y=Y, En effet, on a

dy.
(17 wityte) TV

- — 9,

xr—cz M'ZE /]

*) En effet, une fonction symmétrique des toutes les valeurs d’une telle fonction,
qui se rapportent & la méme valeur de , serait alors une fonction uniforme, finie et
continue sur toute la sphére ordinaire (4 un feuillet); donc elle serait une constante;
on pourrait donc former une équation A coéfficients constants, dont la fonction en
question serait une racine; donc cette fonction se réduirait & une constante, c’est ce
qu’il fallait démontrer.
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mais le point (c,y) se trouvant sur la courbe fondamentale, c’est- a dive

les valeurs £, Y satisfaisant a 1’équation F(x y) 0, on aura:
oK (§, .’/E) OF(E, JE.) d.’/;
(" Sl vt i (18)
dy, b = 5
en portant la valeur de r.ZE, d'ici en (17) et de méme la valeur de 5
de (8), nous aurons

IF (s, g/E) IF (s, yE)
e ﬂ—E)*‘r P) ¥ (.’/,}— '!/E)
g Y.
aztbyte|l b ¢ Ly e
ra ey Bl IFC,y;)
, . j
D’ici et de (9) il suit, que
m—1 n—1
: (x,y.) C
Wap [(aw+ by+o)F, (z,y) & )]x:f—m:;)' (20)
De la méme maniere on trouvera, que
m—1 n—1 -
b dlewyow) __] e o
e [(am+bu+c)F(x,y) L g 7 e (21)
car on a
F(n, yq) OF (n, yq)
| | o e Vi g (T
i 9@ty +e e A oy, *l (22)
il ’w:'q_; §ea-) 0F (n, y-) i
%
m—1 n—1
Si I'on pose, pour finir la détermination de la fonction 4( z, ¥ ):
C=bEt—m), (23)
les équations (20) et (21) deviendront: -
(m—l n—1 )
2 SO ety i 4
lin [yt omen @ 9aze=—1 G
(m—l n—l) 2
. vl o Yy e 1
lin | o O]y ="+ 1 e
De la suivent pour la fonction:
: (m—l n—l)
W=,y
@ty roF@y )
telles développements: au voisinage du point (E,ye):
m—1 n—1
Yz, y) 1
(az+by+e) Fyx,y) —z— T Rle—b), (27)
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et au voisinage de I'autre point (7, g/,'):
; n—1n—1

L ANE T R -
i (a“’—{“by—{‘c‘)F’;(a},y)—Tm +B,@—n),

en désignant par la lettre allemande P une série, ordonnée suivant les
puissances entieres et positives de 1'argument. ;
Nous avons supposé dans ce qui précede, que les points (£,7.) et
(n,yn) étaient différents des points de ramification. Si 'un d’eux, par
exemple (E,ye), se confondait avec un point de ramification d’ordre p, on
poserait z-——t=#%" et on définirait la fonction de troisieme -espece

m—1 n—1 :
(o, y) § i ¢ : ; }
m par la condition, qu’aux environs de ce point on aurait:

: (m—l n—l) dx
Y(z,9) g 1 &
(29) e + B@;

il faudrait donc pour ce point de ramification modifier le§ conditions
d’adjonction de mauniére, que 1'ordre de la fonction

p : (m—'—l n—l)
: y(z, ¥y
(30) az by -¢
pour ¢ infiniment petit serait inférieur d'une unité de celui de la fonction:
; dx
(31) F)(z,9): 5

aulieu de lui étre égal, comme I'exigent les conditions d’adjonction. — Si
Pautre point (7, yn), lui aussi, venait & tomber en un autre point de
ramification, on procéderait de la méme maniére.—Si le point de rami-
fication, dans lequel tomberait 1'un des points (&, ye) ou (1,7,) se trou-

verait a Dinfini, on n’aurait qu'a poser z—¢ ", si I'ordre de ce point
était p’, et puis continuer de la maniére indiquée pour le premier cas. —
Il faut encore remarquer, que lorsque le point (E,yE) coincide avec un
point de ramification, un certain nombre d’autres points d’intersection

m n

de la droite ax—+by—-+c=0 avec la courbe fondamentale F'(z,7)=0 y
viennent & tomber aussi, c'est ce qui augmentera le nombre de zéros de

m—1n—1

la fonction 4( #, ¥ ) en ce point de la sorte, que sa valeur aux environs

de ce point pourra étre infiniment petite d’un ordre plus élevé, que

Pexigent les conditions d’adjonction™).

*) Dans le cas hyperelliptique il n'y a aucune condition d’adjonction pour

les points de ramification, situés dans le fini, (comme on I’a vu dans la note margi-
2 1 :

nale du § 48); il n’y en aura pas aussi pour la fonction ¢(z, ) dans le cas con-
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58. La fonction

m—1 n—1

vz, y) (1)

ax+ by-+c
m—1 n—1
Y(z , y ) étant la fonction adjointe a I’équation

m n

F(z,y) =0, 2)

déterminée au § 56 par la condition de s’annuler pour toutes les paires
paire

des valeurs de z et y, satisfaisants a I’équation (2) conjointement avec
cette autre: ;

azr-+by-+c¢—=0, (3)

sideré; car en posant x=—a; + ¢> et parconséquent y’:t]/R’(a,‘)—}-t?‘B(t?), comme on
a aa, 5.0 4 ¢=0, on aura aux environs de ce point:

az4-by4-c=bY R(a) t+ CR,(#), (@)

20 1
!
quantité infiniment petite du premier ordre. On aura dans ce cas la fonction M2 g)

ax-+ by—+c
en posant E=a, dans la formule (x) de la note marginale du § 56, ce qui la réduira,
cette formule A la suivante:

5 (V@_ 4 %H/Fm)_ e

r—a; x—n

Dans le cas, ou le point (n,y,l) tomberait dans le point O' & Dinfini, (qui est de rami-
20 1
fication pour m=2p - 1), lordre de la fonction ¥,(z,y) doit étre d'une unité moindre,

d’aprés le texte, que dans la note mentionnée, de ses deux zéros a l'infini 'un se chan-

geant en le point (7, Yq)s OU elle ne doit pas s’annuler; donc §, ne sera plus égal

20 1
a zéro, et la fonction ¢(x,y) prendra la forme:

204 p—1 2p
Y(2,y)=0,( = )y-+0,(x). (c)

SRR o =5, et ayant

Comme en vertu de (v) de la note citée on aura:
&1 L= | we=co

égard a (m) de la méme note, on aura au lieu de I'équation (I) de la note citée du
§ 56 la suivante:
p—1 20 T
a3 ‘ Y>—R( x
0,( & )Y40,(x)=b *ﬁ)s @
2p
en’ éliminant 6,(x) a laide de celle-ci de la précédente et en divisant le résultat

par (p) de la méme note, on aura:

20 1 :
A Cah.s AR S i~ D o
azfbytec b ol®)— % (€)

www.rcin.org.pl



110 Chapitre IIL § 58.
a l'exclusion des solutions:
(4) .ow=t Y=y =, Y=y,

sera dorénavant désignée, d’aprés M. Noether, par P_,‘ (2,93 a',b), ainsi
qu’on aura

m—1 n—1

Wae.w) W 4
® ax+by4c PE.,‘(.??, Y, a,-; b,)

—si elle devient =0' aux points (a,b) (i=1,2, 3,...p). Ces valeurs

.

a,, ,) peuvent étre données arbitrairement, a la seule condition: le

détermmant
11 3
m—2 n—2
(6) Mo a,, b)‘io
V4
m—1 n—|{ ®

en effet, en désignant par ¢,( 2, ¥ ) une fonction quelconque particuliere
de cette espéce, nous aurons d’aprés (15) du § précédent:

B L A
m—1 n m—1 n—1 e

Y( =, iz , 9

(M) a‘.'lE«I-by—?I/-c) ai—{—bj—{/-c) 2’0 ‘J( Fa BN

m—2 n—32
(en changeant les roles de ¢ et ¢, et en écrivant au lieu de ¢(z , ¥)
son expression par le systéme fondamental des fonctions de premiére
espéce, [(11) §53]); en posant ici z=a,, y=>b, (i—1, 2,...p), nous aurons
pour déterminer les constantes C; conformément & la condition prescrite
un tel systéme d’équations:

m—1 n—1

b a,, b ) m—2 n—2

(8) O: aa+bb +0 +ZC;1‘] ',' :, b;’ ))
@
ayant yE:—aET+, on tirera de (m) de la note citée: Y:yé—%(x—E)1 ce qui
changera (e) en celle-ci:
2 1
Yay) 1 N s 7’+”"_|_

® aztbyfe b ()T g TP

et en y remplacant » et . par leurs expressions en 2 et Z respectivement, on aura
y 3
pour la fonction cherchée définitivement:
; 2p 1 ks A
(2,9 =1 VR@+VREG
g —0(C x)— e )
ax+by+c r—E

en posant encore:
1o gt a p—1
(h) : 3 % (2)+ 5 =0(=),
— évidement aussi une fonction adjointe de premiére espéce. — On vérifie aisement,
que la fonction (g), divisée par 2)/ R (z): —, pour z=t"* devient infinie comme

= pour T =)
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(2=1,.2,:8,. :-p). on en tite:

Do
Ck: ae—— -—D ] (9)
ou l'on a
111 m—{2 n—2
D:ii 9,( 2, 8,)], (10)
p|

. k Ay . P .
et ou D désigne ce, que devient ce déterminant, lorsqu’on y remplace
la colonne k-ieme par

m—1 n—1
Jl( a. ’ b) :
aa, +6i)~—}_—>c_— (1:172737---1)) (11)

Le numérateur et le dénominateur de Iexpression (9) de C, sont des
fonctions alternées des paires (a,5), et parconséquant C, en sera une

fonction symmétrique. Nous entendrons dorénavant™) par (a', b,) les points
fondamentaux du.  systeme normal des fonctions adjointes de premiere
espece ;i("';z 172) [(9) § 53]; alors la fOIlCthIl adjomte de I'espéce con-
sidérée la plus genérale, avec des zéros aux points (=, 3) sera donnée

Q’apres (15) du § précédent, en vertu de (5) par la formule.

m—2 n—2

}‘
Pey(@, 4; 9,,8) = Py, f/,a,,b, +e(z,9) (12)

ou l'on a
—2n—2 m—2 n—2

o(z,9) 21., 1), (13)
les constantes q étant maintenant déterminées par la formule, qui résulte

» » f
de (9) aprés le changement de («,,b) en (z,3,) et de la fonction (11)
1 1
r
P Bl b
en L, (aj pj a.1 ;

On peut déterminer ces constantes encore d’une autre maniére.
En posant z—a,, y=0, dans 1'équation (12) et (13), on aura

m—2 n—2 m—2 n—2

»
PEq(akabk;aulp{):?( a,, bk > (?( a, 1‘) CL!
et par suite:
Ck:‘PE"](ak’bL’ ',ﬁ), (14)

*) Le § suivant excepté.
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en portant les valeurs de C, de (14) dans I'égalité (12), on aura:

m—2 n—2

(' »
(15) Pen(%?lﬂ.-iai):Paq(-T.-?ﬁa )“_z P-q( /i1 ,9a,’3).,( Y )

En comparant (14) avec (9), on aura:

(04 » D"
(16) Pzn(ak’bl.’azi#i)“‘ D
ou l'on a maintenant

- " m—2 n—2
(17) D=fl¢,( 2, ,B)

. ’

k ) / . ' o
et D™ gen déduise en remplacant la colonne k-ieme par
= r
(18) PE‘r‘(a,ﬂ;‘j,‘; a/,-i b},) (i:l: 27--~P)
t R » .
Dés ce moment c’est toutes ces fonctions PEY‘(x, y;a, {3‘.), qui seront nom-
1

mées fonctions adjointes de troisieme espéce, et les constantes & et 7,
avec les valeurs correspondantes de y, leurs parametres. Les points (5, y.)
et (n, y,]) de la surface de Riemann on pourrait nommer les point;-
parametres *).

m—1 n—1
Nous désignerons quelquefois la fonction 4( # , y ) aussi de cette
maniere:
m—1 n—1

(19) v,y x,,u,‘ )

- ‘l ’ . . U ! ’ . .
ou les (z,,y,) sont ses zéros arbitraires et (x,.,y,,) ses zéros non-arbitraires.
’ 1

Va
On peut dans la formule (7) déterminer les constantes CJ. de telle
1

maniere, que les 2p zéros variables de la fonction a gauche de cette
équation de\iénnent égaux deux a deux. On trouvera les valeurs des

constantes C et aussi les valeurs des zéros doubles (:c,,y) de la fonction

considérée, par la méthode, que nous avons donnée dans le § 54 pour
déterminer les fonctions adjointes tangentielles de premiére espece; mais
ici les unes valeurs comme les autres seront dépendantes des points
(£, y.) et (n,y,), & cause de polynome axz-+by-c, qui figure dans

Péquation (7) et qui, égalé i zéro, représente la droite, qui joint ces
deux points. En portant ces valeurs dans l’équation (7), nous aurons
l’une des fonctions adjointes tangentielles de troisicme espece. En effet,

') Welerbtrass définit autrement la fonction de troisiéme espéce (v. Hettner, 1. c.);
une nouvelle définition a donné aussi M. Ermakoff; nous avons préféré celle de Briot
et Bouquet, qui appartient & Clebsch et Gordan, dans la forme que lui a donné M. Noether,
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§ 58, 59. Chapitre IIL 113

en égalant cette fonction a zéro, on aura une courbe adjointe de troi-

sieme espéce, qui sera tangente ‘a4 la courbe fondamentale F'( :'t”,;):o

aux points (x{f;r/‘),y étant confondu, en chacun, deux points de son inter-
1

section avec celle-ci. Nous reviendrons encore & ce sujet plus loin.

59. La fonction adjointe de troisitme espéce avec les paramétres
¢ et m est complétement. et uniformément définie par ses zéros, les
constantes C; entrant linéairement dans son expression, donnée par les
formules (12) et (13) du § précédent. A T'aide de cette remarque on
peut aisement démontrer plusieures des propriétés de ces fonctions, qui
jouent un rdle important dans la théorie des intégrales abéliennes™).
La premiere propriété s’exprime par 'égalité suivante:

Pec(x Y, a',b‘H—Pcn(x Y; a‘,b) PEn(‘”’ U a., b,). (1)
Pour démontrer cette égalité on n’a besoin que de remarquer, que

la fonction a gauche est une fonction adjointe, qui devient co' aux points
@, ye) et (n,¥,) de maniére que

Per 4+ P,
lim (M(x—z) Gt (2)
z,y r=

(car on a d’aprés (24) § 57 vu (5) § 58:

lim |- ~—v~( ——E)> =—1, lim (-—,PC" (x—5) =)
(2,y) =% Fy(z,y) ="t

(P:"H)’n )
li pe > — =1, 3
im Fio0) (x—m) (3)

(car on a d’apres (25) § 57 vu (5) § 58:

et

P, P,
lim (Fy(m’J)(x—ﬂ)) __q:O, lim (F( ,y)( —n)) i =+1,)
comme la fonction & droite en (1), tandis qu’au point (&, yt) on aura:
e (P::+Ptn( ——C)) I @
Fu( =

(car on a d’aprés les formules citées des §§ 57 et 58:

P. P
lim ( = (x —C)) :C:+1’ lim ( (x— C))

Fy(a, y) \Fy(x,y)

_r:_l)’

=

*) Suivant M. Noether. 2. Note. S. 2—3 (l. ¢.).

M. TIRHOMANDRITZKY. 8
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114 Chapitre II § 59, 60.

—donc c’est un point ordinaire pour le premier membre de I’égalité (1),
comme pour le second; on a de plus
(5) (Pe+Py,) —=0

DE=g == b
pour toutes les valeurs de i: 1:1,2,3, ...p; mais par toutes ces pro-

priétés la fonction P&y,(x,?/; a

i’l

b)) est définie completement; d’ou suit 1'éga-

lité (1), qu'il fallait démontrer.
On peut écrire 1’égalité (1) encore de cette maniere:

525 »
(6) 'PEY](E) .7/7 aii bl‘)_'— PCn(x’ y; ay"lb,') R P‘:::(x’ y’ a, 3 le)
ou, en changeant m et C I'un contre l'autre:
»
(7) PEq(szva,’b. C(x y:a,' ,)- ‘q’;(x)y;a,';bi)a

[ce qu'on démontre du reste de la méme maniére que I'égalité (1)]. Si
I’on permute ici les lettres £ et 7, le second membre de I’égalité changera
seulement le signe; donc on aura

n(x Y, a’,: b )_'—‘PE‘q(x) yaa,)b)

Les deux derniéres égalités expriment des propriétés nouvelles de la fonction
considérée: la derniére, que la fonction P:, est une fonction alternée des
deux parametres, £ et =, c’est-d-dire qu’elle ne change que de signe,
lorsqu’on met un paramétre & la place de l'autre, d’ou il suit a son tour
qu’elle s’annule pour &=m, Y: =Yy [ce que du reste on voit par (7),]
Pavant-derniere — qu’elle se décompose en une différence des deux
semblables fonctions, dont chacune ne dépend que d’un seul de ses
parametres.
60. Revenons a I’équation (15) § 58:
—2 n—2

»
(1) Pey(y;0,8)= ,](x,y,a,,b)wtzz’;n(a,,bj,a,,@)y,(x Y )

En posant ici suivant Mr. M. Noether:

=l rg =, a=a l
(2 + } < = } A TR P
) By=y) B,=0b, pp:b,, j
et ayant égard a ce, que
V4
(3) PEn(xy Y. %, Y, ajébj)___'())
»
(4) PEY] (a,l; b;; z, Y, ajé b]) =0,
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§ 60, 61. Chapitre IL 115

pour =2, 3,...p, NOUS aurons:

s m—2 n—2
OZPE'q(x’ Y; ac‘ibz')"}—PEq(anbnx Yy, a b)%( z,Y) (5)
d’ou il suit:
P m—2 n— 2
Pg,](x,y; a‘.;b,.):—PE,] (a,b;2,y,a b) o.(z (6)

c'est-a-dire, que si aprés avoir transposé dans la fonction P:, (z, y,a‘,b)

m—2 n—2
(z,y) avec (ay,b,) on multiplie le résultat par —e,(z , y ), on aura la

méme fonction; et en général, si l’on transpose (z, J) avec (a,,b,) et

m—2 n-—2
multiplie le résultat par —¢,( 2 , ¥ ), on aura la méme fonction
PE"] (x’ ?/7 (l',b')
m—2 n—2
Py, (@, 4,0,y b)=— Py (a,, by b 2, y; ,,bm( z,9) (T

61. En posant dans legahte (7) § 59:
n=E+A%,

on aura apres Pavoir divisé par —A%, en vertu de (8) § 59:

»
'-|—A’ £(, .'/va,, b) Ach(m: Y b;)‘ 1
At " - ' @)

en approchant AZ indéfiniment & zéro, la fonction & droite aura pour
limite la dérivée de P: par rapport a & la fonction & gauche — celle,
m—1n—1

en quelle se change la fonction —’;( +rbu?i|-) = lorsqu'on pose en (7)

§ 56 m=Et et C=—0A: — d’apres (23) § 55 (en parlant géométrique-
ment, lorsque la sécante az-}by-+-c=0, menée par le point (&, y),
devient la tangente au méme point a la courbe fondamentale).

Cette double dérivation de la nouvelle fonction permet démontrer aise-
ment ses propriétés principales. Celle, qui est exprimée par le premier
membre de 1'égalité (1), montre de suite que c’est une fonction adjointe,
qui devient —co? au point (£, ye) ou, en parlant autrement, qui devient oo!
en deux points coincidants. C’est ce, qui permet de recevoir cette
fonction par la méthode de § 56 et celle de § 59 — pour les fonctions
adjointes tangentielles de cette espéce, en prenant pour axz--by—c—=0
la tangente a la courbe fondamentale au point (&, ye). En outre, on voit
par cette définition, qu'elle ne dépend nullement de ¢ qui figure formelle-
ment & droite dans cette égalité. Du reste il n’est pas difficile de démontrer

8*
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116 Chapitre II. » § 61.

I'indépendance de la mnouvelle fonction de C ainsi: en différentiant par
rapport a £ I’égalité (7) § 59, nous aurons:

dP~ (x y,a,, b,) dPE:(x,y,al, 1)
@ S e |
car le second terme a droite de I’égalité mentionnée est indépendant de %;
mais ici la fonction a gauche peut étre recue de celle & droite en
remplacant C par m: la fonction, conservant sa valeur malgré ce changement,

P
ne peut pas dépendre du second parametre de la fonction P:, (x Y;a,, b‘.).

0F(§y 7/")
Nous désignerons cette fonction aprés lavoir multiplié par 7707 , par
£

P
E:(z,y;a,,b), de sorte que:
3 :

OF, y:) dI’.q(x y,ai,bz)

(3) Ey(x, y,ai,bi)— J:‘W i

S

r
11 est facile de voir par cela, que pour z=a,, y=>0,, on aura E:(z,y;a,b,)=0.
5 i |

Cette définition de la fonction donne de suite la forme de son développement
aux environs de point (%, 7.): d’aprés (5) § 58 et (27) § 57 nous avons:

? F'
) Pyyf@,930,0)=—"2 1 g, —t);

parconséquent

» Fy(z,y) - FJ(~,7/ )
) By yia by = o 9.9

On appelle cette fonction (8) — fonction adjointe de deuxicme espéce.
On peut recevoir de la méme maniere les fonctions de deuxieme espece

-

d’ordre élevé avec un seul parameétre %, qui deviennent pour x:i, Y=Y,

infinies d’ordre plus élevé. En différentiant la fonction P, (z, y; a,, b,) k fois

OF (%, ye)
par rapport a ¢ et-en multlphaut le résultat par *d»y——" , ONn aura une
fonction, qui sera désignée ainsi: :
k .
(1 » . PGy, 4 P(®yia,b)

k—1) 3 :
(6) EE (x, ?/§a,i b() o dl/'& ¥ d';k A Ry

*) En regarda.nt F, comme le signe de la dérivée par rapport a 7, nous écrirons
les valeurs particuliéres de x et y A leurs place entre les paranthéses seulement, de

&)
sorte qu'on aura toujours: F &,y: )* S
g
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Quelquefois l'opération de la différentiation % fois de suite par rapport
a & suivie de la multiplication par F (%, y.), sera désigné par D, ainsi
que les équations (3) et (6) prendront la forme:

» p
Ex(x,y; %, b) =D P:,(2,y; a,,b,) 5 (7)

(1‘ ysa’u i) D" -‘q(x Jaau ,) (8)

Toutes ces fonctions deviennent nulles pour z=a ,y=—b,. En différentiant
k fois I'égalité (4) par rapport a & et en multipliant le résultat par
IF(Eyy) :
“—, c’est-a-dire, en effectuant Dopération D;’, nous aurons au voi-

0y
sinage du point (5,7.):
L,(l —1) » Fy(n./) F,,(m ?/)
3 (al y7ap i)_' i b) %k(x_g) (9)
z—&

La relation entre les fonctions adjointes de la deuxiéme espece avec
le méme parametre, mais qui différent entre elles par leurs zéros, sera

recue, si 1’on effectue 'opération D: sur ’égalité (1) du § précédent; nous
aurons alors d’apres (8):

(h i) (k— 1)( m—2 n—2

(x./,a,,ﬁ) B (xJ,a“b)JrZE ayb; ,,B) (@, y ). (10)

En transposant la somme & gauche et en échangeant entre eux les

systemes (a,, B,) et (a,,b), on aura la relation:

(k—1) melnsd

» (k—i)
EE (.Z' Y pij) E (‘Tyy,a,;b)—z{Eg ,7 19 ‘)A’( z,Y )’ (11)
=

m—2 n—2

en désignant par g, (@, y ) le systeme normal, dont les points fonda-

b 4
mentaux sont («,3). Pour £==1 nous aurons:
1

m—2 n—2

P
Eg(x,y;a,iﬁi):Ez(x,y,a” 4) ZE(GJ, i 1764)(‘91( z, y) (12)

62. Dans le cas, ou le point (%,7.) se confond avec 1'un des points

fondamentaux, par exemple avec (a,, b,), les formules des §§ précédents
deviénnent illusoires. En effet, on voit par la formule (7) § 60 qu'on aura

»
alors Pak,](x,y; a.., b)—co pour chaque valeur de z, car on a:

Pa,;n(ak’b ahbp ris I: nbk 1,.’1?,_/, k+1’bb+17 R 5 ap‘bp):OO’ s (l)
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118 5 Chapitre II § 62, 63.

les valeurs de la variable et de paramétre étant égales, ou, a parler
autrement, les points représentants la variable et le paramétre de la
fonction de troisieme espéce étant confondus. Dans ce cas M. M. Noether *)
prend la fonction adjointe de troisiéme espece:

(2 a 'q(x Y, aubn cee gy k l)alﬂbk’ak+l’bk+1’ cena ,b ):

ou le point (a,, ,) est un point différent de (a,, ,), choisi arbitrairement
a la seule condition de n’étre pas situé sur une méme courbe

m—2 n—2

¢(z,y)=0 avec les autres zéros de la fonction, et a l'aide de l'opé-
ration Dy, en déduit les fonctions adjointes de la deuxiéme espéce avec
le parametre @,, que nous désignerons ainsi:

(3) Eyz,y)=D, Pa ,](.’L' Y3000, .00 b 0,00,0,,,,0,,, . -“,nbp)§
(4) EX V9= D‘ oA YT L AR N T o TR R T AN

k513" k413 °
Les formules (5) et (9) du § précédent sont applicables & ces fonctions,
c’est-a-dire qu'aux environs des points (a,, b,) elles seront développables
en séries de la méme forme, qu'on recoit en y changeant % en a,. —
On peut nommer points fondamentaux secondaires les points: j

) (@b, (@b)) . .. (a,B)).

63. Pour déduire de la méme maniére les fonctions adjointes de
deuxieme espece dans le cas, ou leur paramétre tombe en un point de
ramification, situé dans le fini ou a linfini, on doit commencer par con-
sidérer le cas, ou le point-parameétre (5)?/5) se trouve aux environs d’un

tel point, mais n’y tombe pas encore: alors la formule (5) du § 57 reste
applicable. Supposons, que le point (§, y&) se trouve aux environs du point

de ramification (=, ) d’ordre p; alors on pourra poser [d’aprés (4) § 34]:
(1) E==a+-t¥;
comme la droite az--by-}-¢=—0 passc par ce point, on aura:

aa-tc¢+at” e UL
(2) pp=— TG = 3,
en posant pour abréger:
B ML
(3) Y Brio
En portant ces valeurs dans la formule (5) § 57, nous aurons:
'm a’.’lE—}—C mu_’_" a P-\
e n—1 Flax,—— —Flatt",p——=
(4) (D( xlﬁamﬁ--c): C ( ¥ b > ( b /.
; ; b ap z—a—1"

*) Uber d1e algebraische Differentialausdriicke. 2-te Note. (Sitzungsberichte der
physik.-medic. Societit zu Erlangen. 14. Jan. 1884.) M. Ermakoff construit autrement
la fonction de deuxiéme espéce dans ce cas.
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§ 63. Chapitre II. 119

Pour calculer la valeur de cette fonction au point-parametre, prenons
d’abord sur la droite axz-by-+c=0 un point trés proche de lui, lequel,
tombant aux environs du point (z, B), pourra étre représenté en vertu
de (3) par

2 axr-+c

x:a—l—tp', e, :B—%—t”; (5)

en portant cela dans la formule (4), on aura:

m n— ; i _iﬁ % olm y' ;_i
<a+1t“ ;3_12 > ) C ; ( +j”ﬁ lt*‘) 2F< 4+ _bl r**)’ »
“_”H“t' E—O (P T BT e L el T

* en ses facteurs. En approchant ¢ de =z, on

apres avoir décomposé ¥ in
aura a la limite'

"= n—1 m n
B e C _1_ i f o e A T
(a-}—'t ?—“- ) a—n-{--:' = dtl’(q—{—» N o ), ()
mais on a
- 3 / 5445 B ; T Sg2
;;;F(a—}- 8 — ~1”>_ [be (a-{—t‘ i Z )-— aF, <a+‘:~ B _%Tp)] g1
donc, et en posant en vertu de la convention exprimée par (23) § 57:

O=b (a—n-+r¥), 8)
on aura définitivement la valeur cherchée:

r‘

m—1 s

¢ (a7, f—5 *)=F (a1, B—5 ) —aF (a+", f—5).  (9)
La fonction
az+by+e=a(a-+t")+by+c—at"+b (y—B) (10)

[en vertu de la premiere des équations (5) et de (3)], le point analy-
tique (a—{—t”, y) étant celui de I'image algébrique définie par 1’équation

m n

F(xz,y)=—0, deviendra nul pour {—r=, la droite az-}-by--c—0 passant par
le point-parameétre; donc son rapport a ¢—-= prendra pour f—t la

0 i g ;
forme --; on trouvera sa vraie valeur d’apres la regle connue:

@ g . d )
at™ +b(y ﬁ)i a_l..o y )p.'tp' Y (11)
t—rt l t=1
Cdy _dy dw dy ot dy :
car o= - o= -wi*7; quant & o=, , on aura sa valeur par
Péquation

Fi(a,y)+ Fy(z,9) =0, (12)
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120 Chapitre IL § 63.

aprés y avoir posé z—a-+z", y—@——': En le portant en (11), on aura:
oy & at? +by+c _[aF;(a-}-r*‘,(?—~1*‘)—bF;(a+r”,E—71*‘)];”*"1
) t=7 .

G p
F(“+~ n*_'b"' )
En divisant (9) par (13), on trouve:

n—1
m—1 = _
'!J(a+t”,ﬁ—‘gt")] Fyat*,F—5 )
t -

at’ b (y—P) e

.
’

(14) lim [(t——'r)

donc on aura i
m—1 n—1 (g

< YOz, 9)a
(15) lim [( —1) — ———] *—l,
(ax+b1/+c)1<y(x Y)
z et y ayant ici les valeurs (5). Il suit de 13, qu’aux environs du point-
parametre treés rapproché du point de ramification d’ordre p. on aura

m—1 n—1 dx
(16) u( z ’ ,' )dt ol sB(t )
(@z+ly+o) F)(z,y) ey =

ou, en vertu de (5) § 58:

—T)’

y
T
(17) -7)(‘77 Yy, a n ) m?/

¢ et y. étant donnés ici par les formules (1) et (2) du § présent. Pour
t==0 I’équation (16) devient I’équation (29) § 57; donc la fonction avec
le parametre au point de ramification méme est la limite de celle qui
figure en (16) [ou (17)], pour ==0. Les coéfficients de cette dernicre
dépendent de la variable t; en différentiant I'équation (17) une fois,  fois
par rapport a la variable t, on aura les formules:

dz
3 3 A B i
(18) 0:.[P57](x,!/,a b) - ,,(-’C;J)] (t_t)ﬁ‘B,(t );
da:
J 1 _
(19). od [ & (@, y’a'ib‘)F( y)] _(t'I’:WTjL;B’(tT—T)'

(en posant 1.2.3...l=1!). Les limites des fonctions & gauche pour =0
définiront les fonctions de deuxitme espéce avec le parametre au
~ point («,8) de ramification d’ordre p. Pour ces derniéres on aura donc:
dx

20)  lim {2 [Pz, %“t;”f’mw,)]} ==+ B0
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§ 63. Chapitre II. 121
dx

!
im {7 [P sagh) =]} ==+ BO. ()

F (@)
Aux points de ramification la dérivée Fy ,,_/,.) étant égale a zéro,
lopération D, introduite d’ apres M. Noether au § 61, doit étre remplacée
par lopération di:—. *)

Dans le cas, ou le point-parametre coincide avec un point de
ramification d’ordre p', situé a D'infini, il faut commencer par poser

!

=t o (22)

PRS- RO m—1 n—1
*) Dans la note marginale du § 56 nous avons trouvé pour la fonction Wl yd

ax by ¢

dans le cas hyperelliptique l'expression donnée par la formule (z);.cherchons ce

qu'elle devient lorsque le point (Z,7.) tombe en point «(a; 0), a; étant une racine
2041 1

de R( « ). En posant Z=—ga,+ 72, I'expression cité sera changé en celle-ci:

(l/R(’v)+Tl/R‘(ag)+l2R"(0)T‘+ VIEHVI@)_

et (. ol —
x a‘ % x |

(a)

en posant x=—a,t, on donnera au premier terme en paranthéses la forme:

1tV R'(a) + 15 R'(a) P+ - +rVR'(a,)+, ra B(@) @+
RAT P o R 1T A T e ; (®)

en multipliant (a) apres cela. par (t—r), on trouvera que pour #-—t le produit

deviendra égal a ]/R' (a.)+ R"(a)~~+ ; donc on aura aux environs du point

tE=a, + 2 1/P_r]/R (a; )+1 zR”(a) 24 pour la fonction (a) un développement
de la forme:

V g{mp +i5Ba) )< e e e

ot ¢

Si l’on pose maintenant en (a) et (¢) t=—0, on aura pour la fonction I'expression (b)
de la note marginale du § 57, et aux environs du point (a;,0) le développement :

R(x R(x & s
(V (@ VR@+V1 (ﬂ)z_}/_(ﬂ?w(n, @

:x:—a‘ r—

qu'il est aisé de vérifier directement.
En différentiant par rapport a t I'expression (a) et puis posant t=—0, on trouvera:

a{I/R(x>+wVi'w,)JEﬁR"(aor’qL--- VR(w>+V'i%(—n)} 5
T=0

ot

r—a,—1? z— A( )
=l e
VR(@) VER@)

b S G re 2
r—a; t

2

(car z—a; = 12)) conformément & la formule (20) de ce §.
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alors, en vertu de I’équation de la droite az-+0by+¢=0, on aura

HSR ar—P'—}—c
(28) gt ot

et par suite d’apres la formule (5) du § 57:

(24)' ab(ma?l,—”“_””lj“):c'F(w’_ 5 AR T

(& — ") (@ —1) ;

n " /
m ax+c>—ﬁ,<rfur _a:“p—i—c>

! .
en posant #—¢ ", on lui donnera la forme:

n n
n-1 AT g g PR e gt 1
% : e S e G e SR L
1 mt_w at—" iz _CF<t i ) ) F(‘t , B )¥
7 Htomg )_ —B =Py b T
(T Al T i)
(25) b (AN L
—p. " —p
vl A0 +c) ( e S SR
C.t F(” B O St LR o

T, PO R R T S R R B e
0 5

d’ou il suivra pour f=—r:
m—1 n—1

gl lﬂ)“bFé(f—w’—ﬁ i};"iﬁ—aﬂ}(rw,_ E.‘.*’L'ﬂ)*),

b

en posant C—=0(x—"—7) conformément 2 (23) § 57. De la méme maniere
comme plus haut on trouvera:

__p.’ __P
'-—w_‘i,i‘?>_ '(—.u' i'i,_if)
@tbyte| __o-wet - il T b A 3
l—T t=x F‘( —p at_y'/—}-c
A

En divisant (26) par (27), on aura:

; 3 "J('/l7 ) y) Zh b
(28) lim (aaT{- b?/-F5>t= == g ;
d’ou il suivra pour la fonction & gauche le développement :
—.!
n— — N BT [ > C

3 (nx l’ny l) i : Fy(T o —— b,t;)

(29) % cxmcilia s Sagener o U ) 8
—p.! 35 ar—p! —+e

aux environs du point ot y__—~—b—~', et parsuite pour le

produit de celle-ci par — . I (x y) cette autre:

*) Le second facteur du dénominateur se réduisant & — p/v# 11 comme

celui du numérateur: * . — plv HTl— B
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m—1 n—1 f]x,
Wz, w) R L

ax+by+c Fy(x,y)

=L 4@y, (30)

en entendant par et y leurs expressions en #, ou en vertu de (5) § 58:°

dr
P, (0,90, b) o == L+ B(E—). (31)
BT R iy VAR
En diftérentiant cette égalité une fois, ¢ fois par rapport a =, on aura
les deux suivantes:

dr
0 ; Pl dt - X e
0?<P5n(m’ %%%) 5 y)> ==y T, (32)
d:c
o s t_l. £
o<t <P ( i zi i) F;/(x 7/)) (—rl+1+s1 ( (53)

qui définissent les fonctions adjointes de deuxiéme espece, ayant son
point-parametre aux environs du point O de la sphére de Riemann.
En posant t=—0 dans les formules (31) — (33), on aura les équations:

dr

1
3 i ¢
(P;.q(x) Y; a{; 1) FJ(QL‘ ./))'r A t +;-B( )) (34)
dr
0 13, __1_ N
})?(ng)(x y,a lb) F1 (m 1/)> — 2 + s;‘>1(t)1 (35)
: dx
0 2 dt G 1A .
(;I(PEY] (xa Yysa ,9 b,) yf(;; Z/)) A tl+1 + S‘Bl(t)’ (36)

qui définissent les fonctions de troisieme et deuxiéme especes avec
le point-paramétre au point O de la sphere de Riemann. *)

*) Pour appliquer cette méthode au cas hyperelliptique posons dans la formule (w)
de la note marginale du § 56, 'q:r_z; ayant égard a4 la formule (x) de la méme
note, nous aurons:

2p 1

TN T o (I/R(”)—FVR(C) ol LB

ax+by+c

ot R,(t?)==2®*tY(R:—2); mais on a:

1 > .'Ar:p'r2P
2 p—1_20—2 R
e ——— 1} at3-| 22 P +1_m2, (b)
en portant cela en (a) et en posant
p—l
We e ‘/13,,‘(’ D (14avttatett o 4R Y =0, 2 ), ()
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124 : Chapitre II. § 64.

64. Si I'on a une fonction

f(z,y)
1) w@) ’

[f(z,y) étant une fonction adjointe & 1équation fondamentale], qui
devient—=co” au point (£ #.)*), alors on peut toujours déterminer les

constantes AI,A,,,...AV , et B de la sorte, que la fonction

f (z,9) (k—1) __h(=zy)
(2) o(z) =~ v—kE (l‘ yvan 4) BP:‘! (‘Z yvagv 4) t,l(m)

ou I'on a ¢,(#)=¢():(z—%)", ne deviendra plus infinie en ce point, et
alors on aura:

f(@,y) —1 z,Y)
i Lo ZAHE“ \@,30,,0) + BPx (w30, b) + 08,
Pour le démontrer, prenons la somme des résultats recus, aprés avoir
divisé cette égalité par F)(z,y), en y remplacant y par toutes ses valeurs
Y1y Yss - - - Y, répondants & la méme valeur de z: nous aurons une fonction
symmétrique de ces valeurs:

nous aurons:

20 1 P Sl
@ v@y) b VR@TVERE) = VR4 VE@
ax—+by—+4c  * x—E 1—z1?

en posant ici t=0, on aura la formule (g) de la note marginale du § 57. En diffé-
rentiant cette formule (d) par rapport & T et puis posant t=0, on trouvera pour la
fonction adjointe de deuxiéme espéce l’expression:

20 1 .
(e) 0 Y(=Y) ) St
(o: (ax+by —|—e) =0 ¥4

en désignant par A le coéfficient de la plus haute puissance de x dans le polynome

dx
2041
R( « ). On vérifie aisement que cette fonction aprés étre multipliée par *ﬂﬁ, ol
E(2)

I'on a m:t‘z, sera développable en série de la forme:

) ~;§+‘B(t°),

le signe du premier terme étant contraire & celui de la formule (20) du texte, car
ici c’est le second point-parameétre qui s’est éloigné & Dinfini, et non le premier.
(C’est ce, qu'on trouverait aussi par la méthode de la note marginale du § 57, car

¢ E—
lim<ﬁ>:b;_2 t_ =0, et la seconde partie de I'équation (d) de la note
20+1
2
citée deviendra —bw)
L STl

*) Que nous supposons d’abord ordinaire.
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§ 64. Chapitre IIL 125

n )

O P L
: cP(x) ﬁy(.’l) ;) F (a: 7/1

=1

(4)

n

2 P» (-’L‘ﬂ/pa,, 4) 2 fl(“’:f’/j) 1
i s L e

=

qui s’exprimera latlonnellement par z. Multiplions cette égalité, dont les
deux membres seront apres cela des fonctions rationnelles de = seul,
par (z—%)" et différentions le résultat obtenu par rapport & z v—%k—1
fois de suite, aprés quoi y faisons z—=§&. Comme d’aprés (9) § 61 on a
au voisinage de xz=¢, Y=Y,

(@—8)'E: (a, y,al,bp_zvp(cy) Fiz,n)@—H"" '+
(5)
+$l(x*'g (x—'g) ’
on voit aussitdt, qu’apres avoir différentié v—k—1 fois 1’équation (4)
et y posé ensuite =%, on n’obtiendra un résultat différent de zéro que
de celui des termes de la somme, pour lequel on a /=%, notamment
celui-ci:

l

dv—l —1 L‘Sh 1)(1' 1/ a,, 1) ]- o
—g) ————— ey e SR Ny A T A D
(Z[L'/—] 1 (‘T C) F (’E,y) (V k 1) .”(-7 y:) )’ (6)

D= ';',7/{/: Y

il est aisé de voir, que les deux derniers termes en (4) disparaissent aussi
apres les opérations mentionnées, de sorte que nous aurons l'égalité:

* Ml 1o f@y) 1 , ;

gl o ¢ apat — MO —k—1IF (& 9,) Ay

r?xv_k_1<(x E) g (r) 7}(-%,?/1‘)).’1):5 5 (‘/ l) ?/( 'Z/Q) k2 (7)
=

d’ou I'on aura:

= 1 N e B A 0N G
Sv=rpae d PG 'dxv__k_1<(x 3 2 '@ F@ yf)>m:§. (8)

Le coéfficient B, d’aprés la formule (27) § 57, sera trouvé apres v—1
différentiations, et 'on aura:

28 : 3 f(xa% :
B—— (V—l)’ de v—l <( E) Z 9 () F (% yj >x:E (9)

*) En supposont que c'est Yy qui devient =Yg; les au&es valeurs de % en seront

différentes, (&, y;) étant un point ordinaire.
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126 Chapitre IL § 64, 65.

Dans le cas, ou (&, yE) coincide avec 1'un des points de ramification,
on doit poser z—:=t" p étant le nombre des valeurs de y qui se
permutent circulairement autour du point (Z, 1/) et porter la valeur de z,

tirée de cette équation, dans 1'égalité (4), multipliée par —'_ptp g ; puis

la multiplier par ¢’ et ensuite continuer de la méme maniére, comme
précédement. Sil’on a £=cv et ce point est de ramification d’ordre p’, il

faut poser z=¢"', multiplier I'égalité (4) par %:—p't"' et puis

! . . L3N
encore par t', et ensuite continuer de la manieére précédente. On aura
ainsi dans ce dernier cas, en accentuant tous ce qui se rapporte a lui,
la formule suivante pour le coéfficient 4, ,:

n
) e (i Y1 2
e e P iR p § :f(f » Yp—v') T
yi—k! — e l:‘ e ) f VL
(10) By —k' —1)! dev' ¥ 1 o o(t7) F(t ",y(L) ) Jt=0

- les fonctions de la deuxiéme espece étant définies dans ce cas par les
formules (35) et (36) du § 63. On trouvera de la méme maniére, que

(L U .
o SR R e Y v L
V—1)! gp'—1 : ot?) F (t"’ ,/m %

=1

Cette regle suit immédiatement des conditions d’adjonction. (Voir les
88 44 et 46.)

65. On peut réunir en un seul, suivant Abel, tous les termes du
développement (3) du § précédent, se rapportant & un méme infini de la
fonction donnée, que nous avons trouvé la. Il suffit de montrer, comment
peut on le faire pour le premier des cas, que nous y avons considéré,
celui, ou (%, yé) est un point ordinaire a distance finie de I'origine. Aprés
avoir changé dans les formules (8) et (9) du § précédent = en z, portons
les expressions que nous avons trouvé la pour les coéfficients, et aussi

aulieu des fonctions E:(k”” (z,y; a‘, bl) leurs expressions tirées de (3) et (6)

§ 61, dans les termes mentionnées de 1’égalité (3) du § précédent; nous
aurons pour ces termes: -
y=d

@ ! 4
Y, 41 B{(@,9:0,0)+BPs, (z, y;0, 0)=*)
k—1 7

v—1 n . k z
: i1 /'(z,ym) i d PEn(m,y; az,i bi)
= e—t)" ] — o
kl(v—k—1)! g, Y—*—1 b W) F, (9], az*
k=0 =t 4 S ons

s
*) Le dernier terme pouvant étre réuni & la somme en posant k=0, la dérivée
d’ordre 0 étant la fonction elle méme.
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§ 65, 66. Chapitre IL 127

1 dv—l - ”j ﬂzyyi_j)) Pgn (x}y; ali)] bg)
e e YT (1)
(v—1)! dz %(2) F, (z,yif)) .

‘=1 B=2¥

— d’apres la formule de Leibnitz. [On comprend sans doute, qu'on a ici:

F(z,y7)=0]. De la méme maniere, dans le cas, ou (%, ye) tombe dans

un des points hélicoidaux a Dinfini, les termes correspondants du déve-
loppement (3) se réunissent en un seul suivant:

n 8 2 r Al
p @t [ GNVETL,) Py (@yagb)e @)
FarT e e At ety ;
bioRie _ o7 F,(v7,y) e
=1 T
en indiquant par la notation y“2,, qu’on doit remplacer = par ™", aprés
avoir calculé la fonction symmétrique des valeurs de y, que présente

cette somme.
66. Soient maintenant

El,yel, 52,y52, G Er,ygr, (1)

v n—1
les infinis de la fonction adjointe f (Z'(.Z)) , situés dans le fini, c’est-a-dire
pour lesquels & a une valeur finie, d’ordres v,, v,, . . . v, respectivement, et
Ell’y?l’ Eé’?/gy Ry E'Ir”yi,.,’ (2)

ceux, qui sont a Pinfini, c’est-a-dire pour lesquels £ a une valeur infinie,
d’ordres v, v,, ... v, respectivement, quelquesuns des points (1) et (2) pouvant
tomber dans les points de ramification. Apres avoir formée la fonction

[ 4
PEI +(@,9;a,0) on peut, d’aprés § 64, séparer de la fonction donnée une
i ;

partie telle, que la fonction restante f;("'z;j)/) ne deviendra plus infinie au
1
»
point (51,?/:1)2 aprés avoir ensuite formée la fonction P: ., (#,y;a,0) on
g ) 1
< ¢ . [z, y) : falz, )
peut séparer de la fonction P une partie telle, que le reste e
ne deviendra plus infini au point (&,, yE); et ainsi de suite; enfin on
2
fr—i(xa y)

arrivera a la fonction — —,
?,_1(x)

des points (1). En traitant de la méme maniére cette derniére, on

qui ne deviendra plus infinie en aucun

»
:»0,), aTaide de laquelle, d’apres le § 64,

'1
: : f(z,y)
on pourra séparer d’elle une telle partie, que -la fonction restante e

construira la fonction Py . (z,y;a
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128 - Chapitre IL § 66.

ne deviendra plus infinie au point (£, y.); en continuant, on arrivera
C

enfin & la fonction %Jr—";l(—(;;—), qui ne deviendra plus infinie en aucun
r—4or'—1

des points (1) et (2), mais qui peut étre en un seul point (v, j,,) pourrait

devenir = oo, Cette fonction devant rester finie pour les points a Iinfini,

son degré par rapport a y doit étre égal a #»— 2, d’aprés § 44, et le

degré de la fonction f r+r—1(#,y) par rapport & x doit surpasser de m—2
le degré de ¢,, . _,(z). Le degré de fr+r,_1(x,y) par rapport a y étant
égal 4 n—2, et cette fonction devant s’annuler pour » valeurs de ¥, qui

correspondent en vertu de I’équation F(z,y)—0 a chaque racine de
’ . (‘Pr f— (CL‘) \ ~
I'équation %:0, et & »—1 des valeurs de y correspondants a la

racine 7 de 'équation ¢, ,_,(z) =0, tous les coéfficients de chaque puissance
de y dans le polynome f,4+,—i(z, y) doivent étre divisibles par le
frgr—1(, )
@y p—1()
une fonction entiere de x et y des degrés m—2 et n—2 respectivement,
qui ne deviendra pas parconséquent infinie au point (m,y,). Etant
d’ailleurs adjointe, elle ne sera pas autre chose qu’une fonction adjointe
m—2 n—2

de premiere espeéce ¢( x , y ). Les constantes Cj, qui entrent dans son
expression [(13) § 58], se déterminent & I'instant: on n’a que de poser
x=a,, y=>b, aprés avoir écrit toute la décomposition en éléments simples
avec des coéfficients indéterminés; alors a droite il ne restera que C,,
et I'on aura:

polynome ¢, .. () de sorte, que la fonction se reduira a

IR f(a, b))
(3) C= “e(ay)

Ainsi on aura définitivement pour notre fonction la décomposition suivante
en éléments simples:

fi%f)ﬁ o 2 {L'EXAV’_I (x R a‘,b )+ B;, Py (@, s af,bi)}
» Vr— 9
(4) Z { ZAV/ —k (’T y)a,ab )+-BhP{: "q(x y, a ib") +

m—2n-—-2

+-21 ”’? z,9).
J=

J

Aux environs du point (n,y,) toutes les fonctions P:, deviénnent

Fymy,) ? b
—oco! comme -~ pour z=n [car (n,y,) est un point ordinaire];
z—
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§ 66. Chapitre 1L 129

mais notre fonction restant finie en ce point, comme il est démontré
tout & I’heure, on doit avoir: :

EB}L'+2Bh: ’ (5)
A'=1 h=1
ou, en portant aulieu de B), et B, leurs valeurs, tirées de (11) et (9) § 64:

' —p! ()]
s ' = e (at A ) Syl
y ]),, d ,,_ T';l 3 T 'pl" Lo, ¥ : |
-\ : T P i
A(vh —l)‘ (lt '/' o(z ,,ph Fy(th,”h', y__p;u)

j=1 T=0

; “h! I (6)

¥ ol L e ( e )V/,S‘f(!hy "E 1 o
Zl (v,—-l)' l'vh_l BT Ch il 9(z;,) F;(zh ,?/‘gjhj) 2= &1
=

=

En portant aulieu des A4 et B leurs valeurs tirées des formules
(8) —(11) § 64, on donnera, d’apres les formules (1) et (2) § 65, a la
décomposition en éléments simples de la fonction considérée la forme
suivante:

»

p
' Py, —p' .
(e N\ P avtf g NV P @ ai)
Rt 2 . 3 —_—— _— —
#(®) (,,,—1)v w 1\ A | o (i)

R T s
-~ Fu(rh W, / P ) T}, =0

r —1 ~ (2 1/, Eh’ 7 (@, azii b,)
it LA et v i ;
_1)1 =1 (é‘h ;,) ‘F(Z/, Fyl(z} s ! ﬁ— (7)

Y:) Siis
J=1 Zh “h—=h

»

0 f((” b. ) m—2 n—2
Z way E oY)
=1

=

La premiere somme a droite représente le résidu <intégrale de la
fonction de (2, y,):

/(2,1/) Pzn(xy.lvan .)

8
¢(2) F”(z, ¥.) (8

par rapport a ses infinis, se trouvant aux points O de la surface de

Riemann, tandis que chaque terme de la seconde somme est le résidu

par rapport a linfini, situé au point (§,, #. ) de la méme surface, respecti-
Sh

vement. Abel désignait la premiere somme par la lettre IT, placée devant

I’expression (8), (car d’apres l'autre définition de résidu c’est le coéfficient

de t " dans le développement de la fonction considérée suivant les
puissances de la variable #).

M. TIKHOMANDRITZKY. 9
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130 Chapitre IL § 67.

67. On a vu au § 51, qu’il est toujours possible de former une
m n

fonction adjointe, uniforme sur la surface de Riemann pour F'(z, y)=0,
qui devient ==co' en m' points, si l'on a m >p. Supposons qu’on a
m'=v—1-p, v étant >>1; alors la condition m'>p est remplie. Suppo-
sons que les v—1 points, ou la fonction cherchée devient —oo', se con-

»
fondent avec le point (£,7.), et les autres avec les points (a,, b,) de la
o 1

sorte, que.la fonction aura un infini d’ordre v—1 au point (%, 7.), et un
»

infini simple & chacun des points (a,b). Soit f(x, y) cette fonction;
G

en la différentiant et multipliant aprés par F,(z,#), on aura la fonction
Drf (z,y) qui aux mémes points deviendra respectivement égale & co” et
a co?; parconséquent, en lui appliquant ce qu’on a démontré au § pré-
cédent, on aura (suivant M. Noether, 1. c.):

v—1 p

sz(x’ ,7/) ZEA\‘—hE‘Eh-U('T: Y; a4y, bi) i
r=1 1

P
(1) +k§lBkEk(x,y;(zi,bl,...a,‘,_l,Z),',_l;a;,b;‘;a,‘.+‘,bk+1,...a1),bp)-}—
m—2 n—2
+e( 2, 9)

les fonctions PE,‘, P, . ne pouvant pas entrer dans ce décomposition en

a1
éléments simples, car alors les développements en series suivant les
puissances de (z—£) ou (z—a,) contiendraient les termes en (z —&)™*, ou
(x—a,)™", que ne peut pas contenir le développement de la derivée d’une

fonction algébrique, uniforme sur la surface de Riemann, la différentiation
abaissant les degrés d’une unité. A 'aide de cette formule on peut ex-

)
%

k<<v—2 et par les E, (z,¥;...a’,,b,,..), ot k=1,2,3...p. De la méme

r o » ¥
primer la fonction E ™ (z,y;a,,b,) par celles des EX(z,y;a,b), ou
S 1 S

?
oa s v—3 . .
maniére on peut exprimer E. “(z,%;a,b,) par des pareilles fonctions
ks : |
d’ordre moindre au point (%, %.) et ainsi de suite. De cette maniere, en

portant chaque pareille expression dans les précédentes, on arrive au ré-
sultat suivant:

m—2 n—2

V— » 2 I ' '
2) Ef(,9;0,,0)=D,8(z,y) + XBE(@,y;...a,b,..)+e( z,y).
s 1 k=1

En portant ces expressions dans 1'égalité (4) du § précédent, nous
Iz, y)
#(x)
des termes, dont le premier sera la dérivée D, d’une fonction algébrique

aurons une formule de réduction de la fonction donnée a la somme
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rationnelle de z et de y, les autres—Iles fonctions £, et P: ,, multipliées

7.7/’
¥ s m—2 n—2
par des constantes, enfin le dernier la fonction de premiere espece ¢( 2 , v ).

— On peut faire cette réduction aussi d’'un coup. En effet, d’aprés le § 51
on peut toujours former une fonction ®(z,y), qui deviendra aux points:

(El’ygl)i (52’:’/52)"' '(E‘r’ yEW) (3)
infinie d’ordres respectivement égaux a

Vl_l’ V2—1,~--V._13 (4)

»
et aux points («,b) égale a co', le nombre des points étant plus grand
1

que p; la dérivée D, de cette fonction deviendra aux mémes points infinie
d’ordre v, v,, ... v, et 2 respectivement. Cette fonction, (et parconséquent
aussi sa dérivée), contiendra d’apres (9) § 51 linéairement un nombre égal &

AU 1)+p—p+1fz<v—1)+1 S

=1 %
des coéfficients 1ndetermmes, qui pourront étre déterminés de mamere
que la fonction

flz,y) :
9 () ﬁqu)(x: i/) (6)

ne devienne infinie aux points (3) que du premier ordre; alors elle

pourra étre décomposée seulement suivant les fonctions E (,y;...a,,0,,...),

? m—2 n—2
Pim(’x %“,-1’ b) et ¢.( « , y ). Apres avoir déterminé les coéfficients de ces
fonctions comme cela était montré au § 64, et la constante restante par la
condition, que la fonction ne devienne pas infinie au point (7, yn), on aura:

f(x, 1
‘{(’a(:w)/)— D @(.’L‘ Y) +291LE1¢(7; y, > k, k, <)
m—2 n—2 (7)
+2§B PE @, y’at’b1)+ Zgh"?k( z,Y )

Apres avoir formé la fonction ®(z,y), on tirera d’ici aisement —
pour ¥, en vertu de (5) § 61, et pour B, en vertu de (27) § 57 —
les formules suivantes pour les coéfficients ¥, B, et @;:

(— &) - f(a, 1
%z:_{ﬁ;(w,;/) [?Tx%)_pf@(x’y)]} Tyt G
?/—bz
flz,y) \ : S
B=— i e y)[ ) D;D(x,y)])}fel, t=12...n0 | o
y-‘llel
6= _p @ y—u E(x,y;...a,b,..)_ .a=1,2,...p)
1) g e\ 1% A 8 Tt fho o B

9‘
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De ces coéfficients les B, sont liés entre eux par la relation (5) du
Az, y)
#(2) :
68. Revenons de nouveau & la fonction

§ précédent, la fonction étant finie au point (v, y,]).

(1) P

-t b,

§2°g

r
z,Ya
1
pour y considérer cette fois (£, #.) comme des variables, liées entre elles

par l’équation fondamentale, et ('q,y,l) et (z,y) comme des constantes.
Ce sera une fonction algébrique de &, [car P::.,l(x,?/;ai;bi) a été recue a
l'aide des opérations rationnelles sur les quantités qui y entrent,] uniforme
sur la surface de Riemann pour F('E", ;E):O. Elle devient —oo' aux
points (2,7) et (“111:17,) de cette surface: par rapport au premier cela

suit de ce, que pour i—=z, y.=y, le parametre et I'argument étant

égaux entre eux, elle devient égale a o' par sa définition méme, donnée
au § 57; quant aux derniers cela suit de 1’égalité (7) § 60, ou le premier
facteur du second membre devient égal a o' pour ¢=a,, 7. =0,, tandis

que le second reste fini et différent de zéro, car il ne dépend pas
de & — La fonction

»
(2) . CPE’_(JC, Y, a,‘) b,) _:~ C
| 1

représentera une fonction la plus générale, uniforme sut la surface
de Riemann pour I'(,¥.)——0, qui devient égal & oo' aux p-+1 points

de cette surface, savoir:
»
(3) (z,9), (a,-I b).

Si nous posons maintenant:
m' r
(4) O, y,)— U,)-gh_zl CiPeq v 5 %, b),%)
L
nous- aurons une fonction de (%, -'/E)’ uniforme sur la surface de Riemann

m n

pour F'( y.)—0, laquelle d’aprés ce que nous avons dit tout & I’heure

deviendra égale a oo' aux points:

*) M. Noether. 2. Note (Erlangen), § 8, la premiére formule. Une formule plus
générale (pour les cas des infinis co¥) on trouve a la page 3-me de sa 4-me note. 1886.
Nous nous contentrons & considérer ici le cas de v=1.
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m’

t . q.). 5
( hlyeh) ( )
— notamment, d'aprés (4) § 61, au point (¢, 7. ) comme
i Tk
Fy(=/.-) ?/g’;k)
Sk (6)
k. & —%

pour £=¢£,, —et, en général, encore aux points fondamentaux, car
d’aprés (7) § 60 on a:

1'41 ? m—=2 n—2

VA
P, (@ ya,b)——P (a,b;a,b;2,9,a,b)9( 2,y ), (M
SN 1 1 E41
par suite au point (a,, b,) comme
F(alubh) m~9n 2
EC’L ll 1 . ;]) (8)
m'
pour E=a,. Mais si l'on détermine les constantes C, de maniére qu'on ait:
1
m' m—2n—2
lzlohlvlok( E’]z’ysl):o? (k:l’ 2,. p) (9)

alors la fonction @ (&, y.), définie par I'équation (4) restera finie aux points

fondamentaux, et ne deviendra infinie oo’ quaux m' points (5), comme
la fonction (5) § 51.

Si tous les p équations (9) seront indépendantes I'une de l’autre,
alors le nombre des constantes arbitraires dans la fonction (4) sera égale a

e o KLY S (10)

mais si ¢ équations entre les équations (9), pas plus, sont les consé-
quences des autres, alors le nombre des constantes arbitraires en (4) s’éle-
vera jusqu'a

mEYl-ptg, (11)
En effet, supposons pour fixer les idées, que ce soient les p—¢ premieres
des équations (9), qui sont indépendantes; alors les déterminants d’ordre
p—gq, formés des éleménts de la matrice:
s

1

m—2 n—2

'?'/( E-/L s :’/';-h)

3

(12)

»—gqi

ne seront pas tous nuls, tandis que ceux d’ordre p— ¢+ 1, formées des
éléments de la matrice, qu’on recoit de celle-ci, en lui ajoutant une
p— q -+1-ieme ligne des éléments:

m —2n—

‘.7,)_7_*_1( ‘-I)y (h=1,.5.m") (]3)
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tous seront nuls; parconséquent on pourra toujours trouver telles p —q
(LR 0) a®

constantes o, a,,. .. Ay g qu'on ait
m—2 n—2 m—2 n—2
w,, S 51
(14) Za ( Eha./* E ‘fp_q.*.l( E)nygh)*o

pour les valeurs de %, répondantes a I'un des déterminants d’ordre p— g
de la matrice (12), lequel est différent de zéro. Mais alors la méme
équation (14) aura lieu aussi pour toutes les autres valeurs de h: car

en remplacant les a pa1 leurs valeurs tirées des équations (14) dans la
fonction

m—2 n—2 s m—2 n—2

(15) Fooh e 2““’?]( E," yh R

on aura pour le résultat le quotient des deux déterminants: au numé-
rateur celui de I'ordre p —¢q -+ 1, qui sera = 0 pour i=¢,, y=y, , et au
=h

dénominateur celui du systéme des équations (14), qui est différent de

zéro. On laura pour toutes les valeurs de ! de 1 a g. Toutes ces fonctions:
m—2 n—2 m—2 n—2

(16) L8, 9) (G=12...p—q) et Pp—giil E ' Y:) 1=1,2,...9)

seront d’ailleurs linéairement indépendantes entres elles: en effet si ’on

avait
m—2 n—2 m—2 n—2

(17) 23’?( & y)+2#,.p S =0

en posant ici §=¢,, Y=Y, on aurait pour toutes les m’' valeurs de h,
h

en vertu de ce qui vient d’étre .démontré, les relations:

m—2 n—2

as) - 2@;3( 5, 9;)=0;

donc les p—¢q premieéres équations ne sauraient étre indépendantes entre

pr—q
elles, comme on 1’a supposé. Ainsi ij(). Alors I'équation (17) se réduirait

a

en vertu de (15) a celle-ci:
e B : 2 n—2 m—2 n—2
(19) O RALT AT er, RN,

=

mais une telle relation n’existe pas entre les fonctions adjointes de

q
premiére espéce fondamentales. Donc aussi 8, —0. Les fonctions (15) étant
i

ainsi indépendantes de méme entres elles, on pourra remplacera les ¢
derniéres des équations (9) par celles-ci:

'
il m—2 n—2

(20) 209, 5,0, )=0,
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lesquelles se réduisent en vertu de (i4) & des identités. Donc aprés ce
changement il ne restera des équations (9) que les p—¢ premiéres.
Par suite dans I’expressions (4) on aura m'--1—p--¢ coéfficients indéter-
minés. C. q. f. d.

Done, ,s’il existe q fonctions adjointes de premicre espéce, linéaire-
ment indépendantes, lesquelles s’annulent en tous les points (5), alors la
fonction algébrique la plus générale, qui devient infinie co' en ces points,
contiendra d’une facon linéaire et homogeéne en tout m'—p-q-+1
constantes arbitraires®. .

C’est-la le célebre théoréme de Riemann-Roch (Riemann-Roch’sche
Satz), dont nous avons fait mention au § 51%).

69. La dérivée de cette fonction par rapport a £, multipliée par ¥ ;(E,ye),
deviendra en vertu de (3) et (5) § 61 au point (z,y) égale & co® comme

F(a,9) - F, G, vp)
S e T gre (1)

»

pour E=w, Yy.=y; aux points (a,, 0,) par la méme formule, en vertu
1

de (7) § 60 elle deviendra égale & co? comme

F;/(ak, by) - F”(E, ya) m—2 n—2
a1 (2)
pour £=a,, ¥,=b,.
De la symmétrie de la formule (1) par rapport a (z,y) et (%, y&) on

conclut, que la fonction de (z,y)
p

Dszq(E:, Y. a:: bi) ——D:P:.,,(Z', Y a,, b,) (3)
e o 1

restera finie au point x—E&, Y=Y: et seulement aux points z=a, y=>0,

.

deviendra égale 4 co® comme son premier terme, car le second s’annule
en ces points. -Quant au point (7, yn), les deux termes n’en dépendent
que formellement, comme on I'a vu au § 61 [(2)].

Par cette raison, en considérant dans la formule (3) z comme

variable indépendante, on peut décomposer cette fonction suivant les
m—2 n—2

E(,y;...8,b,...)(=1,2,...p) et ¢( 2, 4)*"), dont elle sera

*) V. Klein-Friecke. Elliptische Modulfunktionen. Bd. I. Leipzig, 1890. § 5,
pp. 546—549, Aussi Forsyth. Theory of functions of a complexe variable. Cambridge,
1893. § 240. pp. 457—462. Des autres demonstrations on trouvera dans l'article des
Mrs. Brill et Noether: ,Uber algebraische Funktionen und ihre Anwendung in der
Geometrie“. Math. Annal. Bd. VIL S. 269—310, et dans le livre des Mrs. Hensel et
Landsberg, cité au Préface.

™) En vertu de la formule (4) du § 64, ou I'on doit poser Bj,—0, les fonctions
de troisieme espéce ne pouvant pas y entrer maintenant par la méme raison qu’au §
précédent, va la formule (2).
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136 Chapitre IL § 69.

une fonction linéaire avec les coéfficients, qui dépendront de (%,%.). On
aura ainsi

,,‘( g/.,a,,b,) —D: :Pep(2,y; aj,b)_
(4) ]'j m—2 n—2
=2 0GB @ g5, b )+Z bWEvIe( @,y ).

Comme la transposition de (7, y) avec (£, ¥.) A gauche de cette égalité
n’en fait que changer le signe, de la sorte qu’aussi par rapport a (£, ¥.),

=

si I'on regarde ¢ comme la variable indépendante, la fonction 4 gauche
posséde les mémes propriétés, on en conclut que les fonctions y,(&, y:) et

9,8, yE) deviénnent aussi —oo? aux points (@, b,) et parconséquent sont
décomposable de la méme maniére, ainsi qu’on aura:

m—2 n—2

8 G »42<AME<4 Yoo @b ) ha( E, Y, ));
; i ; m—2 n—2

(6) ':J,.,(E, ye) *_‘7_‘21<P1,-j1%'(;a 3/5, see a_’,’o b.,- g ) o !‘LI,«J"‘PJ‘( 3 ’ .1/5 ))

En portant ces dé\'eloppements dans I'égalité (4), nous aurons:

DP ( Y. b)-—DP,,(x Yy, a b)~

t‘ i 4’ i
2 .7; I s L m:2 n—2 5 ; ;
;1 ,%‘1 i(k,{,-E,»(E, AR N Y () ))Lk(x,y; . agsnL ke
: A ek : m—2n—2 m—2 n—~2 ]
-+ (p,l:/,Efj(:,ys;...rzj., AR ok Y yz))',a,‘( z,9)

:
Cette expression doit changer son signe par la transposition de (. %)
avec (5, 9.); on doit donc avoir:

(8) =A==
et
(9) )\I’.:j T P’j}.‘

pour toutes les valeurs de £ et j de 1 a p. Si 'on multiplie maintenant
I'égalité (4) par (z—a,)? et si I'on y pose ensuite z=a,, y=>~,, alors
d’apreés (2) [apres y avoir changé (£, y.) en (z,y) et vice versa] on aura

a gauche
m—2 n—2

(10) Fi(a,b). Fyz, 93 ¢, 9,),%

*) le second terme & gauche s’annulant pour z—a,, y=2>,.
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et a droite d’apres (5) § 61 (pour &-=—a,) appliquée a la fonction
BAg Y- 8,0 5.5

—F (a,b) . Fi(2,9) 1,E, 9.); (1)
donc il doit étre:
m—2 n-2

parconséquent d’apres (5) et (9) on aura:

R R T e T e S (13)
et ensuite d’apres (9):

}LJ/»:*}\;QZO’ p'l;l; i:_}\I:'I;:_}_l' (14)

En portant ces valeurs dans I'égalité (7) nous aurons:

D,Pm(ﬁ, Y a,, b) D Pe,(z, y,a b Jee

P m—2 n—2
=h§{—eok< EL 0B g . aub )+ (15)
m—‘Z n—2 \ m—2 n—2
(13(' Ysie o @ )+24v,,1 o E ,yg))@,,( x,y)},

ou
y »
D.EPJ?T](E) y:a a,-, bi)‘—D‘:'P:-q(.Z‘, Y, al,, bi ey
3 1 T 1

m—2 n—2 m—2n—2

P
:,21{7’/--( z,y )EGEY. ...a,b..)—9( E,, )E,,.(x,f;.--a;b},.,---)}Jr (16)

m—2 n—2 m-—-2 n—2

+2 Tl e, v )55 )

Mais comme on a p,——p;, et parconséquent p,,——up,, =0, on peut
présenter la double somme de cette maniere:

o P m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2
7222%(.,‘( @ y)o( ) —a(t, w92, ¥)); (D)
=17
en portant cette expression dans 1’égalité (16) et en posant
Picks 1 :
= = e 1
-— ainsi qu’on aura
€ = Cips (19)

ou ¢,, pourra étre différent de zéro, (car pour j—Fk les deux termes en
accolades dans (17) se détruisent), nous aurons:
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» »
D, Pt 9,30, b)—D.P, (v,4;,0,b)=

k=1

m—=2 n—2 m—-2 n—2
(20) —2{”1‘( z,y )(E (; J’-a c. ;,v h )‘|‘ch .J( 3 ‘I/E )>_

m—2 n—2 m—2 n—2 }

—"?1‘( 3 1y5)< ,‘(’E Yoo /a k ) ;c;u (x ./))

En posant pour abréger:
. m—2 n—2

(21) Ek(xvy) (x Y. m h )+EckJYJ( z,Y )
on pourra écrire ainsi l’égalité précédente:

D,P,(, ye,a b) DP (xJ,a,b)_
(22) m—2 n—2 m—2 n—2 ]

_2 l‘?k( z,y ) (‘1y§)"".3k( 3 7yg )E/.(x7y)1'

C’est la cette identité remarquable, d’ou se développe chez Weierstrass
toute la théorie des intégrales abéliennes. Chez Abel lui-méme on trouve
une identité semblable dans le mémoire: ,Petite contribution a la théorie
de quelques fonctions transcendantes* § 2*), mais déduite pour d’autres
transcendantes; pour les intégrales abéliennes cette identité a été trouvée
pour la premiére fois par Weierstrass et communiquée pour le cas
hyperelliptique dans le ,Program“ de Braunsberg, 1849, pour le cas
général dans ses legons sur cette théorie a I’Université de Berlin; plus tard
cette identité a été retrouvée indépendamment de lui par M. Noether **).
Nous avons suivi M. Noether dans I’exposition de ce sujet™*¥).

70. La fonction E,(z,y), définie par 'équation (21) du § précédent,
est une fonction adjointe de la deuxiéme espeéce, qui devient égale i co?
au point (a,,b,), mais qui a des valeurs arbitraires aux autres points
fondamentaux grace aux constantes arbitraires ¢,;, qui entrent dans le
second terme en (21); les points fondamentaux, n’étant pas caracté-
ristiques pour cette fonction, sont omis dans sa notation. — Si I’on
transporte dans I’égalité (22) les termes, précédés du signe (—), dans
l'autre membre, elle prendra la forme:

#) V-me mémoire de la nouvelle édition desses oeuvres. T. I.
**) Ueber die algebraische Differentialausdriicke. 3. Note. Sitzungsberichte der
physikalisch-medizinischen Societat zu Erlangen. Sitzung v. 14, Januar 1884.

%) Pour le cas des intégrales hyperelliptiques nous l'avons déduit dans notre
ouvrage sur l'inversion de ces intégrales d’nne maniére élémentaire. M. Béliankine
I’a fait de nouveau d’une maniére trés simple dans sa note: ,Démonstration de I'iden-
tité de Weierstrass dans la théorie des intégrales hyperelliptiques“, Annales de
I'Université de Kieff, 1900; aussi dans le Bulletin de la Société physico-mathématique
de Kazan. 2, IX no 2. 1899.
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m—2 n—2
D, P y.,a,, z)+E=;>k( VA
(1)

F 4 m—2 n—2
=D,P, (= J,G,.b)JrE.L( z, y)EGy,).
En posant:
m—2 n—2

H(z,y|%y,)=D.P, (=, y,a.,b)+2<ph( z,y )E,, ) (2)

on pourra écrire 1'égalité (1) plus briévement ainsi:

E
5 Y-
<

x,y):H(x,y[E,yE). (3)
La fonction, définie par 1’équation (2) est une fonction adjointe de la
deuxieme espece, qui devient égale a oo au point (&, ¥. ), et qui prend
au point (a,, ,‘) la valeur E( j) tout & fait arbitraire, comme il a été
expliqué tout a l'heure; les pomts fondamentaux n’étant pas caractéristi-

b4
ques pour la fonction H(x,¥|% ».), on a omis les constantes (a,, b,) dans
b 1

sa notation; le point (%,%) est le parametre de cette fonction®). L’égalité (3)
exprime une propriété caractéristique de la fonction de ne pas changer
en valeur par I’échange du paramétre (£, y.) avec 'argument (z,y). On

appelle normale cette fonction de deuxiéme espece. En faisant coincider
le parameétre (&, ya) avec le point (ag, bg), la seconde partie de I’équation (2)
prendra la forme indéterminée ~o-—oco, dont la vraie valeur se trouve
par I'équation (1) égale a Eg(x, ¥); ainsi on aura:

H(z,y|a, b, = Ey(x, Y), (4)
c’est-a-dire, que la fonction fandamentale généralisée de seconde espéce
E (2,9) n'est qu'un cas particulier de la fonction normale H(x,y;E,ys),
celui— ou le parameétre (573/5) coincide avec le point fondamental (a,, b,).
En vertu de (4) on pourra écrire I’équation (2) de cette maniére:

m—2 n—2

H(x,f.E,yg):DEPE,‘(wy,a,,b Z.A z,y)HGEy,. a,b). (5)

Quoique les quantités (a bi) entrent dans cette expression de la

fonction adjointe normale de deuxleme espece, elle n’en dépend pourtant
que formellement. Pour le montrer, remplagons dans D’équation (1) § 60

*) Wem'strass désigne de cette maniére le quotient du second membre d’equa
tion (2) par ¥ (r,«) Notre H(x,y|%,y.) est la méme que HE(x) de Mr. M. Noether

2. Note (Erlangen) § 6; aussi: Math, Ann. Bd. 87, p. 448.
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P'un par l'autre les deux systémes des points fondamentaux (“;» b,) et

(a,. 8,); nous aurons:

m—2 n—2

4
(6) P (x J,a',b)—P (x Y;a 1,1:)+21) (a/,“, 2 blelz, ¥y ; al,,ﬁ)

par l'opération D: on en tire:

m—2 n—2

] 1] I i ,
(1) D.P, (0,95, 0)=D,.P, (5,5;%,8) ZDI (B 205 (7 0 5,8,

Aprés le méme échangement des pomts fondamentaux on aura par la
m—2 n—2
formule (13) § 53 pour la fonction «,( = , ¥ ) cette expression:

m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2

(8) ( 1/)"‘2‘?/;( 7‘7@ )‘(;(x ./) 1,3) (k:],2,...]l)

En portant ces expressions des deux fonctions dans 1'équation (5), nous
en aurons:
1o 4 A
H(,y|%9) =D, P, (2,9 %, B) +
(9)

m—2 n—-2 p m—2 n—2

+Z‘f}( z,¥,; pg)ll) P (a 0 ,9 i)+2“’k( a sl'j )H().%'lapb;\)}

mais I'expression en parantheses {} n’étant d’apreés (5) autre chose que
H(a, B, .), qui est égal en vertu de (3) & H(E,yE (a;, B,), cette expression
de la fonction normale de seconde espece prend aussitdt la forme:

m—2 n—2

(10) H(x,y|%y,)=D.P, (= ./,“,,ﬁH'Zﬁ?,( Z,9; ,,Fﬂ)H( y:lo,B),

qui ne differe de celle, donnée par 1'équation (5), que par les points
fondamentaux. Donc, ces points pouvant étre remplacés par tous autres,
la fonction H(z,y % ».) n’en dépend pas effectivement. C. q. f. d.

La possibilité démontrée de remplacer dans les équations (2) et (3)
»

les points fondamentaux (ai, b) par d’autres (=, 8,), permet de conclure,
1

que la propriété fondamentale de la fonction normale de deuxieme espéce,
exprimée par 1'équation (3), appartiendra aussi aux fonctions fondamen-
tales généralisées de deuxiéme espece vu 1’équation (4).

71. La fonction de la variable (z,y.)

?
(]) Pzi(x" l’/’:: x,‘; .7,’1)

construite a la maniere de celle de la variable (&, 7.), donnée par la
formule (1) du § 68, jouera un grand role dans notre théorie; c’est
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871 Chapitre IL 141

pourquoi nous allons la considérer ici de plus pres. Elle a p--1 infinis co!
aux points:

I)
@, 9') (x,.iyi) (2)

et p--1 zéros 0' aux points
(4
CYARCORZN )

nous allons considérer ce qu’elle devient dans les deux cas particuliers
r

suivants: 1) lorsque 'un des points (@,y,), par exemple (xp,z/p), viendra
: X

oy i
a coincider avec le point (E,ys); 2) lorsque les points (:v,,l y,) viénnent sur

m—2 n—2

une courbe adjointe de premiere espece: ¢( z, y )= 0. Pour rendre
cette étude plus facile nous donnerons une autre expression de la méme
fonction (1). A cet effet, pour plus de clarté, nous allons modifier un
peu pour le moment la notation adoptée par nous dans les §§ précédents
des fonctions adjointes de premiére et de troisieme especes, en écrivant
apreés leurs zéros arbitraires aussi leurs zéros nonarbitraires, en les sépa-
rant des premiers par un trait vertical, de maniére que

m—2 n—2

P_“l ! ! -~
o 2,9, x,.,z/,! £, 98607 (4)

représentera une fonction éd]’ointe de premiere espece de la variable
(#,y.), ayant ses p—1 zéros arbitraires aux points (ﬂlf’f;i;/i) et ses p—1
p—1
zéros nonarbitraires aux points (x;; ¥,), de méme que
p—1 P

Pt )@ 2, Y35 9: | 2, 92) ™) (5)
la fonction adjointe de troisidme espéce de la méme variable (2,7,), avec
J_eS\ parameétres aux points (z,y) et (z,y), ayant ses p zéros arbi-
tralires aux points (ag:y,) et (€, ~7/5), et ses p zéros nonarbitraires aux points
(a"li Ya,)- Ces derniers zéros sont completement déterminés par les para-

metres et les zéros arbitraires, c’est-a-dire par lgs points:

T Pl 2
(x 3 (:Up, ?/p); (x,-iy,-)r &, ;’/';-)7 ! (6)

*) Voir la formule (17) § 53.
##) Voir la formule (19) § 58.
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1)—1
ou, — comme les deux systémes (z,,/,) et (z, y) des zéros de la fonc-
tion (4) déterminent complétement 1'un l’autre, — par les points,
] T 1 ? k
(7 @.y), @,9), Gv),

comme le sont les zéros de la fonction (1), autres que (%y.). Le pro-
duit de la fonction (1) par la fonction (4):

m—2 n—2 p—1

(8) P,y w,,y) o( 2,952, Y, lw,,y)

sera une fonction adjointe, (car tel est le second facteur), qui deviendra

infinie o' seulement aux deux points (z',y') et (= y) les autres infinis
-1
du premier facteur (zv,, ¥;), étant les zéros de l'autre, et qui aura ses

»

z6éros aux points (%, ye), (x;, y;) et aux points (a,., Y, ), dont les premiers -
1 1 i
peuvent étre considéré comme arbitraires, vu la reprocité des deux sys-
p—1 p—1
témes des points (z,y,) et (z,, y.). Cette fonction ne sera donc autre
1 1

chose, que la fonction (5), ou n’en différera que par un facteur constant;
celui-ci pouvant étre compris dans le signe de la fonction (4), qui n’est
définie par ses zéros qu’a un facteur constant preés, nous pouvons par

suite écrire:
m—2 n—2 p—l P
(9) P,y w,,y)«( 2,Y:3%,Y, lx,,y) Pt (8 Y6 0 Y3 & Y | 2, 0 ),

d’ou 'on aura de suite la formule cherchée:
p—1
Pac’ x(z)"/sz "/4» ~-;UE | a4,7/ )
(10) "P (Q"J xo’-/\)7 e e n—Z =1 ;
°C 29,500y, | T )

Lorsque le point (z,,y,) viendra coincider avec le point (%,7.), ou
»—1
avec I'un des points (z),y,), par exemple avec le point (z _vy]',_l),
1

»
c’est ce qui aura lieu dans le second cas, ou les p points (z,y,) viennent
1

sur une courbe adjointe de premiere espece, — comme l'un des deux
infinis de la fonction (5) sera absorbé par I'un de ses zéros arbitraires,
I'un de ses zéros nonarbitraires, soit («,,9,,), doit venir a tomber, en
I'autre infini (2',y') de la fonction pour I’absorber, car il n’existe pas
des fonctions adjointes qui auraient un seul infini. Donc dans les deux
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cas la fonction (5) se réduira a une fonction adjointe de premiére espece:
dans le premier cas a
m—2 n—2

"( & yz’x,ay Iagayd ¢ (11)
a quoi on aura, comme il est aisé a voir:
p—1 r—1
(aiiyai):(xiiy")’ (12)
dans le second a

m—2n—2 p—2 p—1

( Z’y x,ay‘a al/»- a;;.”/ai) (13).

sans avoir D'égalité (12), et la fonction (1) se réduira dans le premier
cas a l'unité, dans le second a

m—2 n—2 p—2 p—1 :
o( #z, Y5 -7";-,?/;:5,?/5 i ai'yai)
1 |
R L T (14)
‘x"( 2, Y, 5%,Y; |1-T‘uy,’)

72. Avant de quitter la partie algébrique de notre théorie pour
passer a la partie transcendante, traitant les intégrales abéliennes et
leur inversion, il nous reste a développer encore une notion mnouvelle,
due & Mrs. Brill et Noether *), et dont les progrés recents de la théorie,
qui nous occupe, ont signalé toute Pimportance, — celle des points cor-
residuauz (Mrs. Brill et Noether) ou équivalents (Mr. F. Klein). On sait
par le § 68, qu’il est toujours possible de former une fonction, ayant les
p-+1 infinis arbitrairement donnés:

@9 @), (1)

et un zéro en un point arbitraire, par quoi les p zéros restants seront
parfaitement determmes si le zéro donné est (&, yE), les autres seront

désigné ici par (E J: ), de sorte que le systtme complet des zéros de

notre fonction sera represente ainsi:
»
£ o ¥
(’J y;’:)’ (",‘iysi)l (2)

si le zéro donné sera (m,y,), les p zéros restant seront désigné par
¥

(71,-; ym), en sorte que le systeme complet des zéros sera:
»
9,0 (1,9, ) (3

*) Math. Ann. Bd. VII 1873. S. 272—278.
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144 Chapitre II [0,

Les deux systemes des point (2) et (3), formant les zéros des deux
fonctions de (2,9,):

P
(4) Pzg(xr Y, xil’ .7/5)
et

»
(5) Pyl y; 2,9),

ayant les mémes infinis aux points (1), sont ceux, que Mrs. Brill et
Noether ont nommé corresiduauxr et M. F. Klein équivalents; nous
adopterons la derniére dénomination, comme indépendante de toute consi-
dération géométrique. Le quotient de ces deux fonctions:

P
PZI’[(w, Y; xia :’/l)

1
(6) e

; 13
Pye(z, s T y)

sera une fonction de (z,y,,) qui restera finie aux points (1) [et notam-
ment égale a l'unité au point (z,y), comme il résulte de (27) § 57 et
(5) § 58,] qui aura les points (3) pour ses zéros et les points (2) pour
ses infinis comme la fonction:

. P
(7) Pz‘q(;) ya, :-,'i y&f);
on peut parconséquant définir aussi les points équivalents deux sys-
temes des points, dont 'un représente les zéros, I'autre les infinis d’une
méme fonction de degré p+1, (7). [§ 40].

Les deux fonctions (6) et (7), ayant les mémes zéros 0 et les
mémes infinis o', ne peuvent différer I'une de lautre que par un fac-
teur constant; on aura donc:

> Ppy(, y; r,p )
(8) 'PZ’I](E-’ ya; Ei, y; ) =cC —‘_71,* 1
s Pyy(, 932, 9)

La constante ¢ pourra étre déterminée de deux maniéres, c’est ce
qui conduit ayx résultats intéressants. En premier lieu, en posant
z=x, y,—y, on aura d’apres la remarque faite plus haut sur la valeur
du quotient a droite en (8)

v

: (4
(9) 0= Pyt 95,9, )

D’un autre coté, en chassant le -dénominateur dans I'équation (8), de
sorte qu’elle prendra la forme: ;

p 4 v
(10) 'PZE(xs .% x,i y,) PZQ(Eﬂ 'Z/E; Eil’ ./'JIE) = PZI‘(x7 ?/7 x,”?/i)7
- 2 % 1
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872 Chapitre IL 145
on pourra y poser:

2 =A% (11)
aprés avoir divisé le premier facteur a gauche et multiplié le deuxiéme

par Af, par quoi la valeur du produit ne sera pas changée, faisons y
tendre AE vers zéro; comme d’apres (4) du § 61 on a:

L ;
lim A% P‘::-}—AE,-Q (E> ys; E'l’ ?/EJ.) { AE—0= FJ/(E) yg)v (1 2)
et d’aprés (1) du méme §:
P |
B L AR L (19)
‘v A% |d=0— ~ & ;

on aura a la limite, en se rappelant de la signification du symbole D), :
: » ?
'DE_P’;"Q(‘T, Y x,—;?/,-):CPET[(ﬂ”, Y, x,-i y,‘)v (14')

d’ou I'on trouvera:
»
D. P, (®.4;2:54)
goien 4 P
£ ot e e ——-—:DelogPEn(x, Y, Y,). (15)
P (@52, 9,) .
e 1

En comparant les deux formes de ce résultat avec le premier, donné
par I’équation (9), on aura les deux formules:

p »
Pr & 9:3%,9. )=D, log Py (2,4 2, 4,); (16)
5 e s 1
i 3 » A P »
P:mq(*,.'y';-a ’1;?/51)"1511(503 ‘!/, x,"ly,'): DEPE‘q(xi y; x,'vlyi)) (17)

qui nous seront, toutes les deux, trés utiles plus loin. La derniere, si
Pon y considére (n,y,) comme viriable, représente a gauche le pro- -
duit de deux fonctions, dont chacune a pour ses zéros les infinis de
I'autre; on pourra les nommer a juste titre inverses 1'une de I'autre *).
Les zéros et les infinis étant du premier ordre, ce produit restera tou-
jours fini et parconséquent se réduira A une constante, — c’est ce qu’on
voit par le second membre de I'équation (17) qui d’aprés (2) § 61 ne
dépend pas de 7.

Le premier membre de la méme équation (17) étant symmétrique
par rapport aux systemes (1) et (2), on en conclut:

2 ?
D Py, y: @, 4) = DoP (s ¥ 82 9 ), (18)
*) V. Ermakoff. ,Théorie des fonctions abéliennes sans les surfaces de Rie-

mann“. Kiew, 1897. (Annales de I'Université de Kiew) (en russe.)

M. TIKHOMANDRITZKY. 10
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146 : Chapitre IL § 72.

une relation fort importante. Elle exprime aussi la proposition sur
I’échange de parameétre avec l'argument dans le cas de I'équivalence des
systemes de points formés du point variable et des points fondamentaux,
de méme que I'égalité (1) § 70 'exprime dans le cas général. Les deux

membres de la derniétre ne dépendant que formellement des (a,, b,)

comme il y a été démontré plus haut, nous pouvons,~sans détruire cette
égalité, remplacer, comme le remarque M. Noether, ces points dans la

P
fonction du second membre par (z,,y,), dans celle du premier par
1

P
(§,%,); alors elle prendra la forme:
1
m—2 n—2

D, Py, (2, y,w,,y)+2<» (z,9; x,,!/)ﬂn( Y)=

m—2 n—2

=DF (v .,,y,>+zx (¢ ?/y Bz (,9),

93 1‘T

(19)

— ou nous avons introduit dans la notation des fonctions adjointes de
premiere espeéce leurs points fondamentaux, ces points n’étant pas main-
tenant les mémes dans les deux membres (que nous avons en outre
transposé) En vertu de (18) cette égalité prend la forme:

m—2 n—2

P m—2 n-2 P s
(20) E@k( T, 9; x;,Jl)E 6y D=2 (5, v 55 0B (2, ),

=1
ou, en vertu de (4) § 70:

m—2 n—2 P m—2 n—2 P

(21) 2&1’1;( z, Y, x,vJ)H( _/.-‘ ksy/, Z”k( 'y y-—v ,’-/ )H(xy\ k7~/)'

=1 k=1

une identité intéressante, dont nous nous avons servi dans I’édition russe
" de ce livre pour démontrer d’aprés M. Noether deux propositions impor-
tantes.
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Partie II~-me (transcendante).

Chapitre Il

Reduction des intégrales abéliennes aux intégrales des
trois especes; les propriétés caractéristiques des
intégrales de chaque espéce.

73. La formule (4) § 66 donne la décomposition de la fonction
f(l( ;/), uniforme sur la surface de Riemann pour F'(z,y)=0, en e]émems

B d

simples; en multipliant les deux membres de cette formule par F(x )
z,Y

et en intégrant de z, & 2, (z,,¥,) étant un point ordinaire de I'image

algébrique F'(z,y) =0, on aura:
f(w Y)- AR
J ¥ F 7,(90, n

x

2 ]'_]‘/L’, (x"/’a’ibi)Fy(, )——{—B (/Pz'n(z‘ J’a’{b)F (ru) G
v -kf
=1

Ty

(1)
(1. 1) dw 4 . i
ap 3 - = B P s ; ‘!b TP +
(z,9; ail b) - 11 (@ /)+ hf E;J'I(x y a‘i ) F, (z,9)
Iz =1 31
P x
f(aj’ J) (m—2 n—2
@, Y
+2 #la) Yy (x 2
=3 o

De méme en multipliant par F‘l I’égalité (7) § 67 et en inté-
Yy 4
grant de Zy 4 %, on aura:

10*
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148 Chapitre IIL § 73.

xZ

flw,y) dz - !
[ O T LS

v :
i E eaind el L) B
(2) ‘ZQI’J k(za y’ ak k Fﬂ(’L‘ ’I/) Z / (x y '1 i)Fy(', 1/)
b=zl Zo

fic=1

z

m—2 n—2 )
or,y )
FJ/(%’/)

Lo
ou l'on a:

xT

(c‘) ”(m—2 n;..) Z ('”x_“ "72) dx L3
( B Rt u(r ) 7 Fy(x,y)

To

Ces formules réduisent l'intégrale abélienne générale aux intégrales
de trois espece:

de la premicre espece:

4

2 m—2 n—2 dx
: /( SRy

To

il y° en a p différentes linéairement indépendantes; ensuite

de la deuxicme espéce:

x

C]
P

) z, Y, a., b
1) / (z,y 2 )Iw *:
et

) ) lr

: T b

II ) !/ k(T’ y i s )]‘1.7/ (‘T; 7/)

de cette dernieére catégorie il y’ en a aussi p différentes; enfin:

de la troisicme espéce:

z

11T P, (x,y;a, & Wil
) f”‘( Y )1’4(7 n

Ty
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§ 74. Chapitre IIL 149

74. Les intégrales de premiere espece restent finies et continues

sur toute la sphere de Riemann, comme il suit de ce, que nous avons
m—2n—2 dx
W(z,y )dt
vu au § 44, savoir, que la fonction ————( 3
@,y

point de la sphere de Riemann. C’est la la propriété caractéristique des
intégrales de premiere espéce.

Les intégrales de deuxiéme espece deviennent infinies en un seul
point, qui peut étre a une distance finie ou infinie du point #-==0; savoir:
Iintégrale II) au point (&, _/) infinie d’ordre k: o', et lintégrale II)
au point (a,,b,) infinie du premier ordre: co'. En effet, si (#,y,) est
un point, situé dans le voisinage du point (,yg) et dans le domaine de
la convergence uniforme de la série P (z—=2) de la formule (9) § 61, on
aura d’apres cette méme formule, en 'intégrant:

est finie en chaque

(k—1) :
; b T il
f’ & l)l"(,)f wna) ot
: : 4 1
A s, I sTB( B .
e 9 s SEme, (om0 4 T
@—8&)* (x,— ) y Fy@,n)

z,

-

ici la derniére intégrale reste finie pour z-—%, car telle est la fonction
sous le signe de l’intégration; aussi sont finis les termes premier et troi-
siéme, indépendants de la variable z, tandisque le second devient " ot
il suit ce que nous en avons dit. En particulier, pour %# =1, l'intégrale

x

3 v dx
E (z,y;a,b)——— 2
J :’( 2 i ')FJ/(-P,?/) . @
deviendra — oo' comme la fonction
F!II Es?/E) : (3)
s

pour z =% D’aprés la remarque faite 4 la fin du § 62 ces résultats
s’appliquent immédiatement a I'intégrale II') (§ 73), qui devienne — o'
au point (a,, b,) comme 1’expression:

:Ziy(ub bk) (4)

a:—ak

pour z—a,. Ces derniers intégrales de la deuxieéme espece devenant
chacune =oo' a4 'un des points fondamentaux, on peut les appeler n-
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150 Chapitre IIL § 74.
tégrales fondamentales de la deuxieme espece, et 1'intégrale (2) — nté-
grale génévale de la deuxieme espéce avec le parametre (5,y.). L’inté-
grale 1I) § 73 peut étre appellée Uintégrale générale de la deuzieme espece
d’ordre %, car elle devient —oo" au point (%, ¥.).

L’intégrale de la troisiéme espece posS‘ede? deux infinis logarithmi-
ques: l'un au point (E,y) ou elle devient infinie comme —log(z-—7%)
pour z—=¢E&, lautre au pomt (0, Yy ), ou elle devient infinie comme

“+log(x—m) pour z-—v. En effet, par (27) et (28) § 57 et (5) § 58 on
a aux environs des pomts parametres correspondants:

ik 1 : iy
() "(x Y @ 2 ') Ty(r 7/) e Y B—9),
i i .m_l,, m el o
(6) ‘P:f‘q(xy Y a,-lv b )F,,(w Z/) + ¥ (& 7]),

en désignant par (z,,y,) un point pris au voisinage du point (E,yz) dans
le domaine de convergence uniforme de la série R(z — %), et par (z,, y,)
un point pris au voisinage du point (1, y,]) dans le domaine de conver-

gence uniforme de la série ' (z— =), on aura, en multipliant ces éga-
lités par dz et en intégrant:

x x,

o » i 4 dx
.P‘,‘ x, ;a 1]‘- e TR T (T ,b)
/ o5 %% % i w ] 5% R

[ n :
—log (x — &)+ log (z,— %)+ /‘B(x—i)da:;

x

P (@ y'apb)—d'l' .P (x 'z'apb) iV -
Jlindgrs B A TR 77. Fiads 4" Fyx,y)

(8) el

+10ﬂ(x— )*log(rhn)—{—J Px—m)dx:

dans les deux formules les derniers termea des seconds membres restent
finis pour z-—£, respectivement z — v, car telles sont les fonctions sous
le signe de l'intégrale; les autres termes, les seconds exceptés, sont des
quantités finies, indépendantes de z, d’ou il suit ce que nous avons dit.
C’est 1& la propriété caractéristique des intégrales de troisieme espeéce.
On remarquera les coéfficients des termes logarithmiques dans les formu-

les (7) et (18), et que la somme de ces coéfficients est ézale a zéro.
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§ 75, 76. Chapitre IIL 151
o d AT
75. En multipliant (7) et (8) § 61 par AF"({'* et en intégrant de
Yy x)y
z, & «, on aura les relations suivantes entre les intégrales de la deuxiéme
espece de différents ordres et celle de la troisiéme espece :

z x
¢

. f dx

E: .Z‘,Z;(t 4 =1 P:'r -’E,?;a,[), el b S 1
v// "( ¥ il i) Iv‘/(r 7/) EJ : ‘( x s ,) ‘P‘//(E y) ( )

. i I . 3

sy PUPRIOEE QRIS | (O L TR T M L 2
J £ ( » Y5 i 1) Fy(z,y) £ gvz( Y ] ,) r (x y) ( )

car on peut ici changer l'ordre de la différentiation et de l'intégration.
De la méme maniére on tirera de (3) et (4) § 62 les relations suivantes:

x 2z
il ¢
’ 1l } dx ‘
E W (O R iR Pt O as B e
/ ROt e )1'1/(9” Y) a"’./ Mo G o b A Fy(@,y) @
(l 1) oo dx 1 ) T dx
b o) ————— = P Si Y. ,b = o=
f A e D”"f A e

76. L’intégrale de troisidme espeéce, que nous avons considéré au

»
§ précédent, a une dérivée, qui s’annule aux points fondamentaux (@ b)) ;
3°

4
une autre, dont la dérivée s’annule aux autres points: («,, (), en differe
1

par une fonction linéaire des intégrales de la premiere espéce. En effet,

en multipliant D’égalité (1) § 60 par —ﬁ»—;iw
Yy

et en intégrant de z, a

r, Oon aura:

x

f P, (z, y,al,S)Fy(’ )_f e !/,a,, ,)1 (1 y)

Zo

el D
TZ -T(a [”i’p)j (x J)Fy(v‘vy)

En effectuant I'opération D: sur les deux membres de cette égalité,
va (1) du § précédent et (7) § 61 on aura:
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152 Chapitre IIL § 76, 7.

x z

: ? dx X
f i) S i/ B g50,0) g+

¢ T,

x

; : E b ; P m-s2n—2 dx
o E(aj’ j"a:'ipi)+ ‘P( z,Y )FET)

J=1 %z

en effectuant 1'opération D'E‘ sur (1), vu (2) du § précédent et (8) § 61,
on aura

x x

; (/ 1) (’- 1) » “dr
) ’ ) o x ) ')b' _/~—‘:"
j ke B F.I( y) » 1 1 )Fv(-v,y)
(3) o Zo .

(k—1) m—2 n—2
E a., g @ R By
2 (a;,, ,@)j 20 9) s

o

Les formules (2) et (3) expriment une proposition analogue pour les
intégrales de deuxiéme espeéce avec le parametre au point (%, 7.).

77. En multipliant D’égalité (21) § 69 par = of o0 ikté
: Fl/(x) 7/)

grant de z, a4 z, on aura:

x z

dx
E e E b )
f i y,) f e )l«tu(x,y)+
(1)
m—2 n—2
26*4 (e 9) Ty

=1

cette intégrale nouvelle de la deuxiéme espeéce differe donc aussi de sa
correspondante entre les intégrales fondamentales de deuxiéme espéce par
une fonction linéaire des intégrales de premiére espece, dont les coéffi-
cients, des constantes, satisfont, rappellons-le, & I’égalité (19) § 69. Nous
appellons aussi fondamentales ces derniéres intégrales de la deuxiéme
espéce, mais plus générales. — Comme on a

T

(2) D fb (@, 9) — F,( 3 =E,(2,9)

Zo
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Q7T Chapitre IIL 153
on peut écrire 1'égalité (2) § 70 de cette maniere:

H(x’y‘,":;yg):

-

» i

P m—2 n—2 e
:D5<P54,‘(x,1 ;al.ibi)-{—Z',ak( z,y) | E (_, Y. )FJ(H Q (3)

e
en multipliant cette égalité par ,dfr——) et en intégrant de z, a z, on aura:
(=, y
H 3 =4 P =2, b — 4
f (x)y ’J)F,( ?/) 5{&f y]('x J’al )1']/(.1: 9)
MR . : (4)
W e ° m—2n—2 qn ]
+Z 2l @
f k( J) '/(wJ)] 4 ,J) '/(IJ)J
k=15 %

Le premier terme du second membre de cette formule est I'intégrale de
la deuxieme espece (1) § 75; parconséquent I'intégrale de son premier
membre, qui en differe par une fonction linéaire des intégrales de pre-
miere espece, est aussi de la deuxieme espéce. On appelle cette inté-
grale Uintégrale normale de deuxieme espéce: le point (&, yE) en est le
parametre. L’égalité (4) nous montre que cette intégrale peut étre
recue a l’aide de opération I)S’ exécutée sur l'intégrale:

P RE
J Y(‘T y7a,1 ,) F(l‘, J)+
s , (5)

By, ),,;A_ N T e
+2 S§ F’/( 1:'/ ) 'k( ¥ y) 1/ ',;—)}

g EO To

o ar

qui, différant de l'intégrale de troisieme eéspéce (le premier terme) par
une fonction linéaire des intégrales de premiére espeéce, est aussi une
intégrale de la troisieme espéce.

L’intégrale normale de deuxiéme espece se réduit a Taide des
fonctions algébriques aux intégrales fondamentales de deuxieme espece.

En multipliant I’égalité (1) § 70 par 9 of en intégrant de z, a =z,

F./( » Y )
on aura, en se rappellant de (6) § 59:
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154 Chapitre IIL 8775

xZ

: »
m—2 n—
P Goge0)+ Y ol u-)[L 9 5
4 y
Lo

k=1

(6) :c‘ 9 ' x

] T, m—2 n—2
:._I): P; 1%,y A E E’ = §
/ (e, () e+ Y i ygfm 229) e s

o =1 %o

le second membre de cette égalité ne différe pas essentiellement du second
membre de 1'égalité (4), car, en y ouvrant les crochets, on aura le second
membre de (6); donc on a:

3
H(z, -
: ,/ (@ y] ,Jt) F'/(”C,’/)
(7) P
m—2 n~—2

Ir 1/ a‘,b')_}_ : s”* j -E (x y) 1" (J ’/)
Yy

c’est ce, qui démontre la proposition énoncée, car le premier terme i
droite est une fonction algébrique de 2, uniforme sur la surface de

m n
Riemann pour F'(z,y)=0.

En multipliant ’égalité (4) par Fi0) et en intégrant de %, a &, en
N TE

ayant égard a (6) § 59, nous aurons:

i 2,y | (lE 7:
j / ( .F,,(r 7/) 1’7/( ,J>
(®

:j i lengiond) ~u(r!/)+2

Cette intégrale ne differe que par la lettre, désignant le second para-
meétre de l'intégrale de troisieme espéce (5); parconséquent elle est aussi
de troisitme espece. En effectuant sur elle l'opération Dz, on aura
I'intégrale normale de deuxieme espeéce, tandis que nous l'avons déduit
de cette derniere au moyen de l'intégration par rapport a la variable ;
voila quel est le lien entre ces deux intégrales d’especes différentes.
L’intégrale (8) s’appelle ’intégrale normale de troisieme: espéce; les points

iy

m—2 n—2

k( y)F'/( y) } ey )]'"/(-7",7/

Lo

nv.
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(5,9.) ct (5,¥.) en sont les parametres. On comprend bien, sans doute,
que les chemins d’intéeration de xy A z et de £, a £ ne doivent pas se
croiser, car autrement l'intégrale n’aurait pas de sens. — En multipliant
I'égalité (3) § 70 par o5 i

Ff/("ﬂ/) I’J(»:J)
de x,, et par rapport a Z de %, suivant les chemins qui ne se croi-
sént pas, on aura:

et en intégrant par rapport a z

-

xz

(I.r £ 4
fH(- Y.|2,9) - F,,(- y*) 1<,,(x, J). []711(1 y|5, 9. )F;(T;SFU( y,) (9)

Zo

nr\
ATy

o

Cette égalité exprime la propriété caractéristique de l'intégrale normale
de troisieme espece de rester invariable en sa valeur par 1’échange des
parametres et des limites. Elle démontre ,le théoréme de Véchange du
parametre et de Vargument*. — La méme proposition pour Pautre
forme de l'intégrale normale de troisieme espece peut étre déduite- de
la méme maniere de 'égalité (1) § 70; en la multipliant par la meme
quantité et en intégrant entre les mémes limites, on aura:

- -

< x <
9

4

ik, | m—2 n—2 d:
J ZIR g > E (z,1 — i
[ L ’) u(,y) .a/ i J)F'/(7 v) /?‘( J)I’v( J)

k=1 %
2 (10)

N CPATL .(m_‘,“
/ ~)F1/(,,J) 4 )mw)

1‘0

i
v

S

4y

=

5 P

, L@ b) S
5 " E z ) az’ i
. . ,,(, 2

o k=1

v

)

A laide de la formule (1) § 69, qui donne le mode de devenir
infinie aussi de la fonction H (z,y| ‘,_/) en vertu de (2) § 70, on peut
appercevoir facilement de (9) que lmtéorale normale de troisieme espece

devient l'infinie logarithmique, lorsque I'argument devient égal au para-
meétre, car on a :

x

dvd- dz R, TR
J - menia

pour l'autre parameétre on aura -+ log(z—=%,)-+C. La méme chose est aussi
visible de I'égalité (10).

78. Si l'on trace sur la sphére de Riemann une courbe du point
(n,yn) au point (5, Y.), ou I'intégrale de troisitme espece devient infinie,
de maniére quelle ne croise pas ni soi-méme, ni les lignes 4, et B,

oo
)
Ly
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156 Chapitre IIL § 78, 79

(h=1,2,...p): alors cette ligne sera une coupure de la fonction, repré-
sentée par lintégrale de troisieme espéce, ayant ces points pour para-
metres: sur les deux cotés opposés de cette ligne les valears de l'inté-
grale considérée seront différente de 2wi: en passant du droit a gauche,
I'intégrale recevra l'accroissement de —2xi. En effet, le point (z,¥)
décrivant un cercle infiniment petit autour du point (%, yg) dans le sens

positif, 'intégrale recevra un accroissement de —2=%¢ grice au terme
—Ilog(z—¢&) de son développement pour le point considéré; de méme, le
point (z,y) décrivant un cercle infiniment petit autour du point (v, Yq)
dans le sens négatif, I'intégrale recevra le méme accroissement grace au
terme +log(z —m) de son développement pour ce point; mais I'un ou
Pautre des deux cercles doit on décrire, si I'on veut passer de lautre
“coté de la ligne sans la croiser.

79. Pour simplifier les formules nous voulons introduire une nota-
tion abrégée des intégrales des trois especes a ’aide des grandes chiffres
Romains: I, II, III, qui présentent cette avantage, qu’on peut écrire les
limites des intégrales et -indiquer a l’aide d’un indice, attaché au bas ou
en haut des chiffres les différences individuelles de chaque intégrale de la
méme espece, de la maniere suivante: :

a) l’intégrale fondamentale de premiecre espéce:

z

z m—2n—2
e B -
(1) ot 10 A J)F,,(r,_/) (k=1,2,...p)
b) l'intégrale générale de premiére espece:
(o ‘ m—2 n—2 3
2 I=[¢(z,y
( ) Lo 4/ ( )F./(x ./)
en vertu de (11) § 53 on aura:
z P z
(3) = 2,1 05
xy k= Zz,
¢) lintégrale fondamentale de deuxiéme espece:
: - 0 ‘ot dx
(4) IL=]E(z9...a0b..)———; (k=12,...p)
%, 4 Fy(z,y)

Zo

d) l'intégrale fondamentale de deuxieme espece plus générale:

z

(5) II _/E( y)FJ(rw) (k=181 )

o
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§ 79. Chapitre III 157

en vertu de (4) on tirera de (1) § 77 la relation:
II IIh+z *=1,2,...p) (6)

ot l'on a ¢,=—c,, du reste ces constantes étant arbitraires;
e) I'intégrale de deuxiéme espece avec le parametre au point (%, ¥.)

ayant la dérivée, qui s’annule aux points fondamentaux:

J‘

I’It =1 Bz, a,, b f
To 5 ( 4 i )Fv(l v’ (M
f) le méme intégrale d’ordre élevé: i
-1 : (-1 » du
II:I_ ke E:l_ z,y,a.,b S 8
. (Byie,b) o Fios) (8)

Lo
g) lintégrale normale de deuxiéme espece avec le parametre au
point (%, ¥.):

xz

N o
%g (Z J ) F’/('C) ’/) (9)
h) la premiére intégrale de troisieme espece:
Iﬁ" = a]’- (z,y;a pb) ... 080 (10)
o A iy iy I'i ] IF';(T) :'/)’

o
i) l'intégrale normale de troisieme espece avec les parametres aux
points &, .7/5) et (tor./ )

IiIE: i,, == Hx = = 11
0 Rt (=% yg)FV(T ”) Fr/(C ?/r) ()

elle s’exprime ainsi par la prece(lente en vertu du (8) § 7

IiL, , =101 + 2 IEI L. (12)

»

FAM

Pégalité (10) du § précédent, qui exprime le théoreme de I’échange du
parametre et de l’argument prendm maintenant la forme:

,l E

m,, ‘ZH,I,_III_E ,ZI;L 1, (13)

k=1 x4 :‘ k=1 £
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158 Chapitre IIL S 7980

Les formules, qui montrent, comment dérivent l'une de Pautre les
intégrales normales de deuxiéme et de troisicme espéce, prennent la
forme:

HI; . I1;
(15) I f%,FU(E J)
%

En effectuant sur lintégrale normale de troisieme espéce l'opération
k \
DE’ on aura d’apres (8):

(16) Ilék—llfi Dg IIIE’ £

qui differe de DI'intégrale (8) par une fonction linéaire des intégrales (1),
comme il suit de la formule (8) § 77; c’est pour cela, que nous en avons
modifié un peu la notation.

80. Les formules (1) et (2) § 78 pour la réduction des intégrales
abéliennes & celles de trois especes, aprés ¥ avoir introduit les notations
abrégées des intégrales, prendront la forme suivante, plus simples:

x

5 y vl,—l
j fey ar x| B,y I“""#Bh I , }

¢(x) F,/(;r Y) h~1l SR z R
a0~

e z (k1) £ fla, by %
+2l 2 Av H +BhIaIcIE'h"‘j a 21 Y II

xz P

» z,
@) f(@,9) : _dz (x y) — B (x,, Y,) + 2 QIkl]h _[_223 IIl,,+I
o(x) Fi( (x'y) o =

Zo

Si on multiplié I'égalité (7) § 66 par _(—) et lintegre de z, a z,

on aura la formule équivalente a (1), mais plus serrée, si I'on 7 mtlodult
les notations nouvelles des intégrales, savoir:

xz

f(z,y) 3 dxz :]IAf(Z,?/;) Iilo
f ¢(@) F,(x,7) ¢ F,(2,9,) = "
(3) %o

v

V— ’b)f
—2 T LA 2 e i o +2 _
G—1)! @ ¢(F, (2,9 <9(a e

2=00
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§ 80. ' Chapitre IIL : 159

fe,y) =
ou la lettre II devant I’expression —— '"***HL - désigne d’apres
( )F”(Z yz) z, E=Q0

Abel la somme des résidus de cette fonction par rapport a ses infinis,
situés aux points 0' de la sphere de Riemann.

A laide de la relation (12) § 79 et en vertu du théoreme de
I’échange du parametre et de largument chez lintégrale normale de
troisieme espece on pourra transformer la formule (2) en celle-ci:

flz,y) dx :
f ¢ (x) Fy(z,y) =2(@,4) — Do, Yo) +

o)
+ 3, nﬁmhm ,+2 (@ zshi’i)’
f=1 o) A=l

les coéfficients ¥U,, B,, €, des intégrales des trois especes étant déter-
minés par les formules (8) § 67. — Les intégrales des deux premieéres
espéces étant fondamentales, et parsuite indépendantes les unes des autres,
et les infinis des intégrales de troisieme espece étant logarithmiques,
on voit de suite, que les conditions nécessaires et suffisantes pour que
I'intégrale du premier membre de cette formule se réduise 4 une fonc-
tion algébrique, sont *): '

” &
52(I.':0 (k=1,2,...p), 3Bk:O (h=1,2,...7), (SL—_ZS‘BI:IIIL:O (k=1,2,...p), (5)

=1 7

les troisiemes se réduisant en vertu des deuxiemes a celles-ci:
8,0, oratial (6)

Si de ces équations les deuxiémes n’auront pas lieu, mais seule-
ment les équations premieres et troisiemes, c’est-a-dire, qu’on aura:

c'h

A —0, Z"I»III.-:O’ (k=1,2,...p) @)
et en outre:
%ll 'SBI : hy —i
Yol e il i
S R ny S =@ (=12...5) (8
ou tous les nombres #,, #, 4+1>---7,_, sont des entiers, alors on aura:
C h' Ehy‘-—‘
21% III,, zQ (n 111, 5 n,+1m, L ) )
Rz =1
3

‘) Vo\ez Weierstrass. Werke. Bd. IV. S, 267.
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160 . Chapitre IIL : § 80.

En désignant par ¢(z,y) une fonction rationnelle de z et y, laquelle
devient infinie aux limites supérieures des intégrales (entre paranthéses)

de 'ordre marqué par le coéfficient de la méme intégrale, et égale a
zéro au point unique (v, y,‘) de T'ordre égal & la somme de ces coéfficients:

(10) e e (g

a la condition, que cette somme n’est pas inférieure & p-{-1, on aura
d’apres le théoreme d’Abel (v. le Chapitre V de ce livre) 1’égalité suivante:

»ln

qu oy

n;
v.(ﬂc ¥)
I l In nJ_, IIIx i ,b ('170:./0)

(11) n..IIL, AEEE
'I‘

en vertu de laquelle I’égalité (4) se réduria a celle-ci:

z

46 f fog). ds g by~ g S ARG, HE9)

(@) Fy(x,y) szt Y (@oy Y0)
Ly
Donc les équations (7) et (8) expriment les conditions nécessaires et
suffisantes pour que l'intégrale abélienne se réduise aux fonctions algé-
briques et logarithmiques *).

La méme voie a suivre se présente le plus naturel dans les
recherches ayants pour but de trouver les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu’une intégrale abélienne du rang donné se réduise aux
celles des rangs inférieurs, c’est-a-dire se rapportants aux images algé-
briques des genres inférieurs. Pourtant, vu le caractére spécial de cette
question d’une part et des grandes complications de l'autre, qui peuvent
s’y présenter et nous entrainer loin hors des limites imposées a nous
par le titre du livre, nous laissons d’y revenir a 'autre occasion, — sans vou-
loir empécher par cela quelqu'un de nous y devancer,—en se conten-
tant ici de l'indication faite.

*) D’une maniére semblable L. Koenigsberger a traité le méme probléme dans
le cas hyperelliptique. Voyez ses ,Vorlesungen iiber die Theorie der hyperelliptischen
Integrale®. Leipzig, 1878. Achte Vorlesung. S. 130 — 153.
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Chapitre 1V.

Fonctions primaires. Relations entre les périodes des intégrales.

81. En revenant a l'identité (22) § 69 multiplions ses deux membres

par % et l'intégrons suivant la courbe fermée 4,; alors le second
(&Y,
<

g
terme de son premier membre, qui sera réduit a dPE.,] (x,y;aii, b)) apres
la dite multiplication, donnera le zéro apreés lintégration, car le chemin

fermée A, rameéne a sa yaleur initiale la fonction de (¢ y;) Py 0@ Y5, b,),

qui est uniforme sur la surface de Riemann pour F(E,ye):o, étant une
fonction rationnelle de (E,ye), [§ 68]. En introduisant encore les notations

suivantes pour les intégrales des trois especes, prises suivant la courbe
fermée A, dans le sens positif *):

. m—2 n—2 s
/.k( § :yr) "": [,‘:(th, =11

) Fy&, ¥:) )

3 ‘II = 2
u,,/ B9 0 =y = | @
S Py agb) =1L, =09, (3)

F,
4y (c,J ) Ay

— car la derniére intégrale sera une fonction du point (2,y), tandis que
les deux premitres sont des quantités constantes,— on aura:

P

B l m—2n—2 P
D“Q(xa y),, :Z l"lk;. T 1.( z,Y ) (thEk(xr f’/) ’ (4)
k=1

) C’est-a-dire par rapport auquel la partie intérieur de 4, sera a gauche.

M. TIKHOMANDRITZKY. 11
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162 Chapitre IV. 81.

V7]

et en divisant par F(z,v):

d E S
! Ly :Z w(e.v)_, Byl
(6) dz (@ 9)s k_llnkh Fy(x,y) Fy (@, y)
La derniere égalité nous montre, que la fonction 2(z,y),, définie par

I’équation (3), a une dérivée algébrique, uniforme sur la surface de

m n

Riemann pour F(z,y)—0, mais avec les coéfficients transcendants o, et
7, d6finis par les équations (1) et (2). L’équation (5) définit la fonction
4 une constante additive pres; 14 derniere sera déterminée, si 1'on in-
tegre cette égalité en commengant du point (z,,%,); une fonction recue
de cette manieére, qui s’annule pour z=z,, y=y,, nous désignerons par
Q(z,y: ,,9),; alors on aura:
: » z z

(6) 0, v; 20,90 =3 (n,‘,,lk—m,,hlzlk).
D’un autre coté, on tire de I’équation (3), & cause de ce que par (6)
§ 59 on a:

»

? ? .
(M Porlt, 0538, 8) — Pu(®, 930, 5) =P, . (5,9,30,,3),
cette autre expression de la méme fonction:
(8) Q(z, y; o, o), =111,
(4;)

De ces deux expressions (6) et (8) de la fonction Q(z,y;z,,¥,), on dé-
duit aisement toutes ses propriétés. De la premiére expression on voit,

a

que cette fonction sera finie et continue & moins que le point (z,7) ne
(4

vient pas se confondre avec I'un des points fondamentaux (a, 4 ), ot elle
1

devient infinie du premier ordre: oo!, comme I’expression:

F:’/(akil;l
G Gl 5

(9) see

pour z=ea, ainsi qu’il suit de I’équation (6) d’aprés (4) du § 74. Quand
le point (z,y) arrive sur la ligne 4,, la formule (8) devient illusoire,
tandis que la formule (6) montre, que notre fonction aura encore une valeur
finie; mais cependant cette valeur ne sera pas la méme sur les deux bords
de la ligne A,: cette ligne sera donc une coupure de cette fonction, qui
recoit un accroissement fini, lorsque le point (z,y) passe a travers d’elle
d’un coté a l'autre. En effet, pour que la formule (8) conserve le sens,
lorsque le point (z,y) vient sur le chemin d’intégration 4,, il faut changer
un peu ce chemin auprés du point (z,7), en faisant le point (E,yé) de-
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§ 81, 82. Chapitre IV. 163

vier le point (z,y), en décrivant autour de lui, comme du centre, un
demicercle d’un rayon infiniment petit du coté droit ou du coté gauche;
mais dans ces deux cas on n’obtient pas le méme résultat: le chemin,
qui laisse le point (z,y) & sa gauche, peut étre transformé en celui, qui
le laisse a sa droite, plus un autre suivant un cercle entier de rayon
infiniment petit autour de lui dans le sens positif, ainsi que la valeur
de la fonction 2(z,y;%,¥,),, lorsque le point (z,7) est situé aupres du
chemin A4, de sa coté gauche, sera égale a celle, qu’a la fonction,
lorsqu'il est situé de sa coté droite, plus la valeur de l'intégrale, prise
suivant le cercle infiniment petit autour du point (#,7) dans le sens
positif; mais cette derniére est égale a —2w¢, car au voisinage du point
(z,y) on a par (4) § 61:

‘F”/(H y )

b o yE,a b)_ —L‘B (t—2). (10)
Ainsi la valeur de la fonction Q(z, y; 70,¥,), & gauche du chemin 4,, ou,
a parler autrement, a lintérieur de la courbe fermée A,, sera de 2w
moindre qu’a droite de cette ligne, autrement — & l'extérieur de cette
courbe, ainsi qu’en passant. par cette ligne fermée de son intérieur a
lextérieur, la fonction Q(z,y; 7y, y,), recoit brusquement l’accroissement
de --27i, en passant de l'extérieur a l’intérieur celui de —2wi. Durant
que le point (z,7) ne passe pas a travers de cette ligne, la fonction
Q(x,y;2,Y,), reste uniforme; mais comme a cause de la connexion
multiple de la surface de Riemann le point (z,y) peut autant de fois
que 'on veut passer i travers de la ligne 4, dans le méme sens, on
concoit, qu’en chaque point de la surface de Riemann la fonction
Q(z, y: x,,9,), aura un nombre infini des valeurs, qui différent entre
elles par un multiple de 2=i, par 2¢gwi, ¢ étant un entier quelconque,
positif ou négatif.

82. De méme en intégrant lp méme identité (22) § 69, aprés avoir

multiplié par »A,(iia‘/ , suivant le chemin fermé B, dans le sens positif,
et en posant: g
o, o 1)
( B/,.) Pl §,9:) 7 F//(»J/) = On (
[Eew = =l =, @)

3w F:/(», Ye)  Bw)

(B/qu( y”a‘ib’)F”( y")—‘gl —Q(za?/)/n (3)
h)

1%
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164 : Chapitre IV. § 82, 83.

on aura:

r

E m—2 n—2 2 R

(4) D*Q (.Z‘, y)h:Z nl.h v k( z,Y ) (DM k(x7 y) ’

k=1 ;
et en divisant par F, (z, y):

m—2 n—2
: [ E,(, 1/)[
Q o r @ ( TJ‘J__) ’

(5) (xl y)h 2 Ih F?/(w ’I/) wkh Fy(x ./)!

d’ot il suivra, que la fonction @'(z, »), a une dérivée algébrique, uniforme
m n

sur la surface de Riemann pour F(z,y)=—0, ayec les coéfficients transcen-
dants o et =,,. En intégrant 1'égalité (5) sur le méme chemin qu’en
le § précédent, du point (z,,¥,) au point (z, ), on aura, — en désignant
la fonction €'(z,y), qui s’annule pour z=z,, y=y,, par 2'(z,¥: %y, Y,),
P’égalité suivante:

p z

(6) Q' (@, ¥; Zgy Yo)i— (TIU, I ‘”;{h g;.) »
et aussi de I’équation (3) d’aprés (7) du § précédent cette autre:
d ) 0
(7) ‘9(‘”’ Y, xm yo)h:HL'. To*
(Br)

De ces deux expressions on tire de la méme maniére, qu'au § précé-
dent, la conclusion, que la fonction 2'(x,y;2,, ¥,), est finie sur toute la
sphére de Riemann, les points fondamentaux exceptés, ou elle devient
infinie: co! comme ;

(S) bt (’0;/, Ei(i_b‘;:)v

pour z=a,, et uniforme tant que le point (z,%) ne passe pas i travers
de la ligne B,; en passant par cette ligne de lintérieur a D’extérieur,
elle recoit I'accroissement de + 2=4, en passant de Dextérieur a linté-
rieur celui de —2x¢, de maniére qu’en chaque point de la sphere de
Riemann elle a une infinité des valeurs, qui différent entre elles par
2q'wi, ¢' étant un entier positif ou négatif; enfin, comme la fonction du §
précédent, elle devient égale a zero pour z—z, ¥ =1, (en négligeant
les multiples de 2xi).

83. Chaque contour fermé nous améne a une pareille fonction, qui
cependant ne sera qu’une fonction linéaire des 2p fonetions 2 (z, ¥; 2., ¥, ),
et 2(x,y; 20, 9,),, ayant pour coéfficients des nombres entiers. En
effet, un contour fermé quelconque peut étre réduit- & une suite dé-
terminée des courbes 4, et B, (h=1,2,...p), suivies dans I'un ou
I'autre sens, et encore des contours fermés infiniment petite autour des
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§ 83, 84. Chapitre IV. 165

points de ramification, qui cependant donneront les intégrales égales a
z6ro, ces intégrales étant prises suivant les chemins infiniment-petits des
fonctions, qui y restent finies, comme on le voit par les formules (5) des
deux §§ précédents; en désignant maintenant par m, le nombre, qui

indique de combien de fois le chemin d’intégration 4, a été suivi dans
le sens positif plus souvent que dans le sens négatif, et par », le nombre
qui indique la méme chose pour la courbe B,; en désignant encore par

Q(z,9;2,,9,) la fonction qui se rapporte au chemin fermé considéré, on
aura l’égalité:

- B

R(x, ¥; x,, Yo) :I;Zl i m/.Q (2, Y3 Ty Yo)s + "hgv(x: Y5 %o, .?/o)/,} ) (l)

et aussi cette autre (en vertu des équations (6) des §§ 81 et 82):

o P z %
R(z, y; 2o, Ys) :g(ﬁ" ;[k -, I}k) ’ (2)

en désignant par ®, et par 7, les valeurs des intégrales I, et II, de pre-
miere ét deuxieme espéces, se rapportant au méme chemin, ainsi qu’on a:

P
o, :,21 (m,0,,+ n,0,,), : (3)
- 1’
M= 2 ('mh"lkh - nhnkh)' (4)

84. Les quantités o, et o, (h=1,2, 3 ..p) sont les périodes ) de

lmternalel de premieére espece; les quantltés My et My (B=1,2,8,...p)

sont, les perzodes de I’intégrale II,_. de deuxieme espece. Tout chemin, qui

mene du point (z,,%,) au point (z,7) peut étre réduit par une déformation
continue & une suite déterminée des chemins 4, et B, (h=1,2,3,...p),

suivis d’un chemin déterminé, qui amene directement du point (z,,¥,) au
x x

point (2,%); ainsi, qu’en désignant par I, et II, les valeurs des intégrales
I Zo %o

qui se rapportent a ce dernier chemin, leurs valeurs se rapportants a tout

autre chemin seront données par les formules:

+o,= A+2 T 90)s (1

i
i—-'l

+M,= k+2(mhnkh+nhn;rh)’ (2)
o

*) On demgne ces périodes par le nom des périodes cycliques. E. Picard.
Traité d’Analyse. T. II, p. 392.
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166 Chapitre IV. § 84, 85.

Ly 7, (h=1,2,3,...p) étant des entiers quelconques, positifs ou
négatifs. Entre les périodes des intégrales de premiére et de deuxieme
especes il existe des relations intéressantes et importantes pour notre
théorie, qu'on déduit aisement des égalités (6) des §§ 81 et 82; c’est ce
que nous montrerons dans le § suivant.

85. Dans les égalités mentionnées faisons le point (2,y) décrire la
courbe fermée A, ou nous supposerons g=~h; ce chemin ne rencontrera
pas ni A4, ni B,; par conséquent les fonctions R(z,y;z,,¥,), et
Q(z, y; 2, 9,), reprendront leurs valeurs initiales, et leurs accroissements
seront égaux a zéro, tandis que les intégrales

(1) ik et fIk 5

qui entrent dans les seconds membres de ces égalités, recevront respec-
tivement les accroissements

(2) D et nky;

kg
en retranchant des égalités recues apres que le point (z,y) a décrit le
chemin 4, les mémes égalités & I'état primitif, on aura les relations
suivantes entre les périodes des intégrales des deux premieres especes:

P :
s }‘Zdl (M@, — @y,) =0,
P
(4) E(nkhwky — 0.7 Iry) =40 (b g)
=1

ot dans la derniére on a indispensablement %-/g, tandis que la premiere
aura lien aussi pour h—g, car alors chaque terme de la somme sera
identiquement égal a zéro. De méme, si Ion fait le point (z,y) décrire
le chemin fermé B, o I'on a .-/~g, on tirera des mémes égalités (6)
§§ 81 et 82 par la méme raison les égalités:

Il
(5) 1;‘1(1‘“'(”@ — OuM,) =0,
qui ne differe de (4) que par le facteur (—1), et
P
(6) 21 ("ik,,“’;.y e wkh"’b,.g) =0,
k=

qui aura lieu aussi pour =g, chaque terme de la somme devenant alors
identiquement nul. Si I'on fait, dans la méme égalité (6) § 81 le point
(#,y) décrire la courbe fermée B, dans le sens positif, comme il passera

en vertu de cela du coté gauche de la ligne 4, & son coté droit, la fonction
Qz, y; 20, y,), recevra l'accroissement 2z4, et I'on aura 1'égalité:
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§ 85, 86. Chapitre IV. &1
Vi ; :
E (M@ — QM) = 2w (7
=1

En faisant le point (z, %) décrire la méme courbe B, dans le sens positif
dans Dégalité (6) § 82, nous aurons l'égalité (6) du § présent pour
g—h, c'est-a-dire une identité; si 1l'on fait, dans la méme égalité (6)
§ 82, le point (z,y) décrire la courbe A, dans le sens positif, comme
il passera en vertu de cela du cdté droit de la ligne B, a son cdté gauche,

la fonction 2'(z,y; %o, ¥,), acquerra l’accroissement — 2=z, et l'on aura
Pégalité:

p «
’Zl(nkhwkh — O Ny) = — 2xi, (8)

x qui ne differe que par le facteur —1 de la précédente.
Ainsi nous avons re¢u*) entre les périodes des intégrales de pre-
mieére et deuxieme especes quatre relations différentes, que nous allons
réunir, vu de leur importance, dans cette table:

P
—
k‘:}‘,l(nk"wﬁw — OMy,) =0, (1)
P .
20,0, — 0,1,)=0,  (Fg) (1)
I ,
kz‘-‘l(nkhwl.‘h R wk,[’]kh) = 27t£, (III)
RE v oy ik
%(ﬂkhwky — (th‘qk”) s 1) (IV)

86. A l'aide de ces relations il est aisé de calculer le déterminant
d’ordre 2p, dont les éléments sont les périodes des intégrales de premiére
et deuxieme espece, savoir:

Aty Pyp Nogr Garahosiee i B U
Tz @12 Moo “op v g Ve
7]11/ (!)11‘ Tl?p (.021' S A "lﬁ, wpp _A (1)
P MR A Y
Ml “1r T Y s Mot ©p1
Nig ©ig Mg @y + - - Mg @
4 2 »2
’ wl ! w! ' 4 (Df
M @ Moy P+ ¢ - Mpp “pp

*) Par la méthode de Weierstrass, donnée dans ses lecons sur la théorie des
intégrales abéliennes.
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168 : Chapitre IV. § 86, 87.

qui est en méme temps le déterminant du systeme de 2p équations liné-
aires (6) §§ 81 et 82, lorsqu’on y considére comme inconnues les inté-

grales I, et II, (k=1,2,3,...p). Effectuons p fois la permutation circu-
o Ty

laire des lignes horisontales: cela introduira le facteur (—1)(21)—1“’:

=(—1)"; puis transposons entre elles les colonnes verticales de chaque
paire 1-re et 2-me, 3-me et 4-me,...; c’est ce qui introduira encore
une fois le facteur (—1)”, qui avec l'autre donnera (—1)2”:—{—1; main-
tenant multiplions les colonnes de rang pair par —1; cela introduira de

nouveau le facteur (—1)”, ainsi qu’on aura:

’ ' ! ! ’ '
By Tl Oa S lle s Rt iy e
¢ o L) y | ’ Sy
Ot =o e Dos' Tl ooy Tl OO 2
‘ (.0, ’ 0.)/ ' ' '
(2) | 1ip ——-qlp 2p —n2p SRRETT - (.Dpp _n]:]: _(_l)l‘A
e W TR i e MR S e 18
| ®12 e P M - - Qg T
s :
J 0)117 _7‘1[1 (1)21, _1]21; SR 0)[/1; _n/;p

En multipliant les déterminants (1) et (2) d’aprés la regle connue, on
aura en vertu des formules (I) — (IV) du § précédent:

'2m'o...ooo...o§
Fo R LT SO LD
Pl L el e L el g ) 2.2
‘.:Z——A
(8) e e e T
B e Tty N R € 0
M LA e e gt

ou, le déterminant se réduisant au terme principal:

(4) - (—1)°(2ni)®=(—1)"A?%
d’ou l'on tire
(5) A == (2m)".

87. Le déterminant du systeme des 2p équations (6) §§ 81 et 82,
linéaires par rapport des intégrales de premiere et deuxiéme especes

I, et II, (k=1,2,...p), étant ainsi différent de zéro, le systéme pourra
X, z,

0 0
étre résolu par rapport a ces intégrales; c’est ce que nous allons faire
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§ 87. Chapitre IV. 169

par la méthode des multiplicateurs indéterminés. A cet effet nous mul-
tiplierons les équations

x

{m,,}ﬂ, H ] Q(x, ; T, Yo), (1)

par Ay, et les équations

” % I
E{”’Iih,ﬂlk =9 I}/} = & (5,7 0o Yk 2 @)

par —A,, et apres les avoir ajouté, en prenons la somme par rap-
port & A de 1 & p; en changeant l'ordre des sommations par rapport a
h et & &, on aura:

P P

ya
kzl ]2 ()\;hnkh gltnl\h) I ? Jhwkh gh l.h) H ( )
— l_ 3

Zl" 9(1‘ U,xo,yo)/ } 9(1‘ 7/,xo,7/o)/,}

Si 'on veut avoir d’ici l'intégrale Ig, on doit poser:

r
IZI()\;/I;TIHI w0 )\ghn}.‘h ): O’ (k 34: 9 (4)
7 4 i
hgi()_\”’m!/" 2 )‘gmgn) i ks (5)
2‘()\_/11 K f/]lw}.']l): 0’ (6)

d'ou I'on aura les valeurs de A, et Ay Clest ce qu'il est aisé de faire
en vertu des relations (I) —(IV) du § 85. Pour trouver A, multiplions
les équations (4) par o, (5) par oy, (6) par —m,; et ajoutons les
produits regus pour £A—1, 2, ... p; en ordonnant le résultat suivant les 2,
nous aurons:

s

- )\gl ‘ ‘nkh R0 e k)m]g 0712(7‘“, Mo ;]“qkj)}:wgi; (7)

>

c’est ce qui se réduit d’aprés (I)—(IV) § 85 a celle-la:

— Ay — 2mi) = wyy, (®)
d’on T’ou trouve:
k 1
Aol — g Sl ; (9
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170 Chapitre IV. § 87.

Pour trouver A, multiplions les équations (4) par o, (5) par o o (6)
par %, et ajoutons les produits recus pour k=1, 2, 3. p, en
ordonnant le résultat suivant les A, on aura:

P

p "
| ' ’ ’ N % ' ’ ’ A
Sc z,%‘n{}‘yhk;(n*h‘”kf — Ouy) — A %l(%‘”kj — Ouly) [ =9y
et cela se réduira d’apres (I)—(IV) § 85 au suivant:
By 2 ¥, =,
d’ou V'on trouvera:
(12) Vo=

i} 2nt @°

En portant les valeurs de A et A de (9) et (12) dans I'égalité (3), on

aura I’expression cherchée de l’mtegrale de premiére espece par les
fonctlons Q(Z, Y5 Xy, yo)]. et 9 (xr Y; %o 3/0)/, .

z 1 :
(13) 1 -12} ‘,]h“‘(xy.l/;xo:yo)h_myhg(x,y; xo,yo)h g

Si I'on veut avoir I'expression de lintégrale de deuxieme espece
¥ 3
II, par les mémes fonctions, on doit déterminer les facteurs indéterminés
Zo

A et A par les équations:

P

(14) 2 (}\;/’t’qkh Sy )‘ylm;{-/,) =0,

i ,ZJ( o Crn ™ g/, “) k=£9)
| <

(16) h‘_:‘l(,\f/hwyh—}‘thyh):— I

Pour trouver )\yj, multiplions les équations (14) par o, (15) par —,,
(16) par —MN et ajoutons les produits regus pour £—=1,2,...p; en or-
donnant le résultat suivant les A, on aura:

Va

Il
(17) 24 ARD 21 (M@ — /.-/f'lkj) I )‘gn /:S:“l(nkhwkj s w;.-hnl.j)} =

cela se réduira d’apres (I)—(IV) § 85 au suivant:

(18) e "W‘('—?‘T” :“’lw-,
d’ou I'on trouvera

1
(19) A i ™ i Mg
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Pour déterminer A , multiplions les mémes équations respectivement par
w,’tj, ;ﬂ;," —n;j et ajoutons les produits obtenus pour k=1,2,...p;
apres avoir ordonné le résultat suivant les A, on aura:

II
1

p- 11 g,,Z(m,, i Culiy) —h B0y — @umy) (=T, (20)
ce qui se réduira d’apres (II)—(IV) § 85 a celui.la:
)\;/j ; 2ﬁi:'r];u., (21)
d’ou T'on trouve:

(22)
En portant les valeurs de A - et )\’. de (19) et (22) dans 'égalité (3),

on aura [D’expression cherchée de lintégrale II de la deuxieme espece

par les fonctions 2(z,¥;%,,¥,), et 2 (z,y; O,Jo)h

z

1 '
I}{/ 2m>:‘ ‘fiJ,,J(x Y Zos Yoy — nghQ (z, y; Zoy Yo | - (23)

Les formules (13) et (23) font montrer tres bien la périodicité des
intégrales de premiere et deuxieme espeéces: si le point (z,y) décrit la
courbe fermée A, dans le sens positif, toutes les fonctions 2, et < re-
prendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonction Q'(z,y;,,¥,),, qui

recevra l'accroissement — 2w, car le point (z,y) passera de lextérieur a
I'intérieur de la courbe fermée correspondante B,, d’ou résulteront pour

les intégrales I et II les accroissements © , et 7, respectivement; si le

xo zo

point (z,y) décrira dans le sens positif la courbe fermée B,, toutes les
fonctions 2, et 2, reprendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonc-
tion Q(z,y;x,,¥,),, qui recevra l'accroissement 2w, car le point (z,¥y)
passera de lintérieur & lextérieur de la courbe A4, d’ou résulteront

pour les intégrales I et II d’apreés les formules (13) et (23)les accrois-

sements respectifs o i €t 71
Si 'on passe de I'un pomt quelconque de la lxgne ¢, au point vis-a-vis
a l'autre bord de cette méme ligne par une ligne qui ne rencontra aucune

» ) 4
des ligne A4, et B,, alors chacune des fonctions 2, et @) reviendra a
1 1

sa valeurs initiale d’aprés les §§ 81 et 82 et d’aprés -les formules (13)
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1.7 : Chapitre 1V. § 87, 88.

et (23) la méme chose en résultera pour les intégrales L et II,; le. mo-

dule de périodicité par rapport & ligne ¢, est donc égal a zéro.

88. En portant les valeurs des A et ' des équation (9) et (12) du
§ précédent dans les égalités (4), (5) et (6) et des équations (19) et (22)
dans les équations (14), (15) et (16) du méme §, on aura des relations
suivantes entre les périodes des intégrales des deux premiéres especes:

p '
(1) I_l(wymkh e wyhnkh) =0,
: » . ‘ :
(2) }Zl(wy"nﬂh e wylln!/h) = 21””
P ;i i
(3) lzl(wthkh v w_qhwkh) R 0,
P :
(4) ’Zl(nyhnkh s "Iy;,"lu,) = 07
? ' :
(5) 1231(11 O — M,00) =0,
Q 3 ! .
(6) ,Zl(nghmyh i ‘T,!/hmyh) —_ — 2112,

dont les deux derniéres ne difféerent pas essentiellement de (1) et (2)
respectivement, tandis que les autres présentent des relations nouvelles.
Les deux premieres ressemblent respectivement les équations (IT) et (III)
du § 85, mais en different en ce, que la sommation s’effectue ici suivant
le second indice, qui se rapporte a la courbe de intégration, tandis que
dans les formules citées du § 85 la sommation s’effectuait suivant le
premier indice, se rapportant & l'intégrale du systéme fondamental. La
formule (3) a été recue par Riemann*) d’aprés le théoreme de Cauchy,
en intégrant I'expression

(7) 1,.4dl,

suivant le contour de la surface élémentaire 7", en quelle se transforme
la surface de Riemann par les coupures faites suivant les lignes 4,, B,, C,
(h=1,2,...p) [§ 16]. L’expression (7) reste toujours finie a l'inté-
rieur de cette surface élémentaire, pourquoi l'intégrale prise suivant
son contour dans le sens positif, par exemple, d’aprés le théoréeme
de Cauchy sera égale a zéro; d’un autre cOté, cette intégrale pourra

*) V. Riemann, B. Werke. 2. Aufl, S. 131. (Theorie der ,Abelschen Funk-
tionen, § 20.)
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§ 88. Chapitre IV. 173

étre décomposée en une somme des intégrales, se rapportant a cha-
cune des lignes 4,, B,, C, (h—=1,2,...p), dont chacune est suivie

une fois dans le sens positif, I'autre dans le sens négatif. Quant a la
x

d %

gz L — elle aura les mémes valeurs sur les deux bords de
%o

chacune de ces lignes, étant uniforme sur la surface de Riemann; la

fonction

z
méme chose est a dire des valeurs de Iintégrale I, (comme aussi des

Z
autres intégrales fondamentales de deux premiere esopéces) sur les lignes
C,, qui seront les mémes sur ses deux bords, le module de périodicité
étant égal & zéro sur ces lignes d’apres le § précédent, en vertu de quoi
les intégrales relatives aux lignes C, donneront en somme le zéro; sui-

x
vant la ligne 4, au contraire les valeurs de l'intégrale I, & droite de
’ a . Zo . ~ .
cette ligne sont plus de v, qua gauche d’elle aux points vis-d-vis, car
on passe de l'un coté & 'autre en suivant pendant l'intégration la ligne
B, dans le sens négatif; parconséquent la somme des deux intégrales,

se rapportants a cette ligne 4, sera égale &

: =
: / mghdlk = Pon®n> (8)
[A[) 0

x
suivant la ligne B, l'intégrale I, a des valeurs moindres de o  sur le

e gh
coté droit de cette ligne, qu’(aux points correspondants de son coté
gauche, que l'on suit le premier pendant l’intégration, car on passe
de ce coté & l'autre en cheminant le long A, dans le sens négatif;
parconséquent les intégrales se rapportants a la courbe B, donneront en
somme:

. z
P ' §
_.,/ “’ahdz" = 9P 9
(Bh) 0

En ajoutant les égalités (8) et (9), en sommant ensuite par rapport a
h de 1 & p, on aura le premier membre de 1'égalité (3) de Riemann.

De la méme maniere on peut recevoir les formules (1) et (2). Pour
la premiére on n’a qu’a intégrer suivant le contour de la surface élémen-
taire 7" D’expression:

z

d
k da
o

I

i,,: (10)

les mémes considérations nous conduisent au premier membre de I'équa-
tion (1) (changé du signe); quant a son second membre on le regoit, en remar-
quant, que les deux facteurs de ’expression (10) restent partout finis, excepté
le point (a,b,) pour le premier facteur, qui y devient infini co' comme
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174 Chapitre IV. § 88.

f }L (a4, by)
r—ay

égal & zéro 0' comme z—a, pour z=a,, le produit reste fini méme en

ce point; I'expression (10) restant partout finie sur la surface de Riemann
T', son intégrale, prise suivant le contour de 7" est d’apresle théoréme

de Cauchy égale a zéro. — On supposait £/ g; lorsqu’'on a k=g, alors au

point (ag, bg) le premier facteur devient infini comme

S
A

pour z—a,; mais au méme point le second facteur devenant

(11)
a:—ag
pour z—a,, et 'autre égal a
(12) s
Fa,b)’

lintégrale considérée, pouvant se réduire a l'intégrale autour du point
(a,, b,) suivant un cercle infiniment petit, aura pour sa valeur —2=i, vu
que ce point est a droite du chemin d’intégration; c’est ce pourquoi on
aura I’équation (2), changé du signe.
En intégrant 1’expression

@x d x
(13) 1}7 Exgk
suivant le contour de 7", on arrive de la méme maniére au premier
membre de D’équation (4): quand & son second membre, on trouvera de
cette manitre sa valeur. A I'aide de (6) § 79, on aura:

x d x z d x P x d x
(14) I, & 0,=1, 2 T+ 5o, T, 21
o & Ty o e y

IU

en intégrant, d’aprés (1) et (2) qui sont déja démontré, on aura:

oA / IrI,,de,‘.: / ﬁydfﬁ%« S o -

Iy %o E 'y %o xy

d’aprés la méme formule (6) § 79 on aura:

z z R & x P I x

b, S lLell— Wl S f Lall,
(T %o Xy (T") %o xy =t Ty % z
Le premier terme & droite est nul, car au point (a, b,) le premier fac-
teur devenant infini comme (11), l'autre s’annulant comme (z—a,) pour
xz—a,, la fonction i intégrer reste finie en ce point; au point (z,,b,)
le premier facteur restant fini et I’autre devenant —co? comme
F, (a, by)

(@—a)?
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pour z=a,, le résidu est nul. Quant a la somme, tous les termes, ou
j=k, sont par la méme raison égaux a zero; il ne reste a considérer

que l’intégrale

f Lol

(T) Ty Ty
Pour le trouver, remarquons que la fonction:

a%(i ;) (17)

Ty Tp
n’a qu'un seul infini double au point (a,,?,), en y devenant —oo® comme

: (18)

~—ay

pour Z=—a,; donc on aura

J &(LIL) @ (19)

() To o
mais comme on a
(I, IL) I° IL+II, s I,, (20)

on aura, en intégrant cette égalité suivant le méme contour, en vertu
de (19):

o= | Lalky [T ek, - @

([") Lo o (). o x4
d’ou l'on tire, en ayant égard a la valeur trouvée plus haut™) de la
deuxiéme intégrale:

Lid Il = - o= (22)

(T % @

En portant cette valeur dans (16), on aura —2m’.cyk pour celle de

l'intégrale de son premier membre, laquelle étant mise dans I'égalité (15),
nous donne:

JL G e A v b0 (23)

() o £

en vertu de (19) § 69, parquoi I'équation (4) est aussi démontré par la
méthode de Riemann.

%
*) Dans le cas plus générale de Dintégrale II,. > \ >

% x :\ N
'%‘*f:é"(
. A

e\
AT
@
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89. La fonction 2(z,y;z,,¥,),, définie par 'équation (8) § 81, en
chaque point de la surface de Riemann possede une infinité des valeurs,
qui different 1'une de l’autre par un multiple de 2=z, et est finie sur
toute la surface de Riemann A Pexception des points fondamentaux

g
(a,,b,), ou elle devient infinie: co', comme I'expression (9) du méme §.
1

Si 'on prend cette fonction pour I'exposant d’une puissance du nombre e
(la base du systéeme naturel des logarithmes), on aura une fonction trans-

. cendante:

1) E(z, y;%,,¥4,),= eg(x’ Y3 %oy Yo),, ;

% E : +=2¢qni
qui sera uniforme sur toute la surface de Riemann, car on a ¢ = — 1,

b4
partous finie et différente de zéro a I'exception des points (a,,6,) qui
¢

en seront des points singuliers essentiels (wesentlich-singulire Stellen,
Weierstrass), car elle y prendra toute valeur, grice au facteur

£y (e, B

(2) pl e

qui s’en détache, si 'on développe la fonction €, en une série suivant
les puissances de x—a,, convergente dans le voisinage de ce point
[(9) § 81]; pour z==z,, y =y, elle devient égale & l'unité, son exposant
Q(z, ¥; %4 Yo),, devenant égal a zéro:
(3) E(@, 90, o), sk

12=1%0, Y=o
Par ces propriétés la fonction E(z,y;,,Yy,), est définie completement;

car- soit E (z,y;xy,Y,), une autre fonction pareille, uniforme sur la
surface de Riemann, partous finie, égale a4 I'unite au point (z,, %), et aux

P
points (a,,b,) caractérisée par le facteur (2); alors le quotient
A .
By(®, 43 %0, Yo)
(4) E (@, y; @0, Yo),
sera. une fonction -finie et continue sur toute la surface de Riemann pour
m n p
F(z,y)=0, méme aux points (a,,b,), car le facteur (2) disparait du
1

quotient (4), quand on remplace ses deux termes par leurs développe-
ments, ayants lieu au voisinage de ce point. Mais alors ce quotient est
une constante *), qui ne peut étre que l'unité, car il prend cette valeur
au point (z,,y,). C'est ce qu'il fallait démontrer.

*) V. la premiére note marginale du § 57.
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De méme, en prenant pour lexposant d’une puissance du méme
nombre e la fonction Q'(z,y;z,, y,), définie par 1’équation (7) § 82 et
qui posséde les mémes propriétés que la fonction (z,y;,y,),, on aura
une nouvelle fonction:

R'(z, Y; Zo,
E(x) Y; Xy, .1/0)/,: € ( i JO)I[ ) (5)

de méme uniforme sur toute la surface de Riemann, finie et différente
p

de zéro partous a I'exception des points (@,,0,), qui en seront les points
1

essentiels, car grice au facteur:

. Fy(a,b)

p W p— a, \ (6)

qui s’en détache apreés le développement de ’exposant de e en une série
convergente au voisinage du point (@, 0,), elle y prendra toute valeur;
au point (z,, ¥,) elle deviendra égale a l'unité:

E(2, 43 @0, o), =1 ()
2= %oy Y = Yo

La fonction E'(z,y;,,¥,), est complétement déterminée par ces
propriétés; c’est ce qu’on démontre de la méme maniére que pour la
fonction (1).

Iy a en tout 2p fonctions de la forme (1) et (5) qui différent
entre elles par les facteurs (2) et (6), ou =1, 2,...p, qui s’en détachent
aux points singuliers essentiels pour la méme valeur de Dindice %, se
rapportant au point singulier considéré. Weierstrass les a nommé fonc-
tions primaires (Prim-Funktionen), de premiére espéce — ajoutons-nous,
car nous rencontrerons encore d’autres fonctions, qui portent le méme
nom. La fonction plus générale de méme espece, qu’'on aura, en prenant
pour I’exposant de la puissance du nombre e la fonction plus générale
Q(x, Y5 %0, Y,) qui se rapporte a un, chemin fermé quelconque, et que
nous désignerons ainsi:

= Q 2.9 T3,
E(x, y; 2o, yo) =€ ( : yO)’ ®)

en vertu de (1) § 83 se décompose en produit de puissances positives
ou négatives des fonctions primaires, considérées tout a 1’heure:

",

- 2 74 . mp, g
.E(.’L', l/a xo: yo):H <E(.§C, y, Zo, yO)h) (E ($, y’ x07y0)h> g (9)

M. TIKHOMANDRITZKY. 12
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Weierstrass a démontré de plus, que toute fonction E(z,y;z,,v,),

m n

uniforme sur la surface de Riemann pour F(z,y) —0, finie, différente de
pv

zéro et continue a l'exception des points (a,,b,), qui seront pour elle
1

des points singuliers essentiels a cause du facteur, qui s’en détache au
voisinage de ces points, de la forme

. Fofan. )

(10) e

pour le point (a,, b'k), nest que la fonction E(z,y;z,,v,), définie par
I’égalité (8), les constantes ¢, se réduisant absolument & des fonctions
linéaires des périodes des intégrales de premiére espéce a coéfficients
entiers. Pour démontrer cette proposition de grande importance, remar-
quons avec Weierstrass que la dérivée logarithmique d’une telle fonction,
multipliée par Fy'(x, 9), étant uniforme sur la surface de Riemann,

r
finie et continue & ’exception des p poles du second ordre (a,,b,), ou
e~ 1

elle devient infinie en vertu de (10) comme:
F,(ay, b) F,(x, 9)

(11) TG ((c—ak)’

pour z—a,, y—=~=,, sera, en vertu de la proposition de § 40, une
fonction rationnelle de (z,y) et adjointe, qui par la méme raison qu’au
§ 67 pourrait étre représentée en fonction linéaire des fonctions adjointes
des deux premieres especes seulement; on aurait donc:

il R m—2n—2
(12) DIIOg@(-’”, Y5 %o, ?/0) :EIQI,E;X% y)_:"‘htph( z,Y )>,

s 1
en comparant les coéfficients du terme avec Foay dans les développe-

ments des deux membres de cette égalité, on trouve de suite en vertu
de (11) et de la formule (5) § 61, appliquée en vertu de (21) § 69 aux
fonctions considérées de deuxiéme espéce:

> (13) )‘/.-:Ck'
En changeant pour plus de symmétrie p, en ¢,, on pourra écrire I'équa-

tion (12) de cette maniere:

7 m—2n—2 \
(14) D, log €(z, y; 2,, yo):é(%Eh(«'v, N—ewl 2,y ));

I

G : 1 g A
en la multipliant maintenant par - o et dn intégrant suivant les

F,(z,y)
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§ 89, 90. " Chapitre IV. 179

courbes 4,, B,,(k=1,2,...p), on aura le systéme suivant de 2p équations

b 4 ?
linéaires en ¢, et ¢,:
1 1

»

2¢,wi :,;1 (€M — €9 (15)
. < : R

2¢;™ :gl(chnhk_chwhk)’ (16)

(pour £=1,2,3,...p),q,et g, étant des entiers, car le logarithme d’une
fonction uniforme, comme 1'est &(z,y;x,,¥, d’aprés notre supposition,
ne peut recevoir autre valeur apres le retour de (z,y) au point de dé-
part que celle, qui differe de la primitive d’un multiple de 2wi. Pour
trouver ¢, multiplions I'équation (15) par ., 'équation (16) par — o

et prenons aprés cela la somme de toutes ces équationspourk—1,2,3,...p;
nous aurons en vertu-de (1), (2), (3) de § 88:
7
6= 24,9, —49,); (17

c’est ce qui démontre notre proposition. On trouvera de la méme ma-
niere, que

P
Cy:kgl(qmyk—qk’i,,k) s (18)

On voit que ¢, et c; ont la forme (3) et (4) § 83; ce sont donc les
périodes correspondantes des intégrales de premiére et de deuxiéme

especes. En intégrant (14), aprés I'avoir multiplié par «—‘i e de (z0,%,)
5 ’
a (z,y), et en passant du logarithme au nombre lui-méme, on aura pour
G(z,y; 9, ¥Y,) une expression analogue au (8) en vertu de (2) § 83.

90. En prenant les logarithmes, on tire des équations (1) et (5)
du § précédent:

' Q (&, ¥: 20, Yo), = l0g E (2, 4; %, Y,), ‘ (1)

Q' (@, y; %0, Yo), = l0g E'(2, y; o, Yo),- (2)

En portant ces expressions dans les équations (13) et (23) § 87,
nous aurons les expressions des intégrales de premicre et de deuxiéme
especes par les fonctions primaires de la premiére espéce:

1 '
I, AT ER “’,1 lOgE('E: Y Zoy Yo)a — h]OgE (=, y; 2, ?/o)h}: (3)

b4
£
=1
@ l ? 3
M= Z.{n log £ (2, 4; @0, Yo), — ng,,logE(r,J,xo,yo)} it Ch)

12*
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180 : Chapitre IV. § 90, 91.

Par les mémes fonctions primaires de la premiére espece et par les
fonctions primaires de la deuxiéme espece s’expriment aussi les inté-
grales de troisieme espéce, comme nous le verrons au § suivant, et les
fonctions algébriques, uniformes sur la surface de Riemann pour

m n

F(z,y) =0, comme on le verra dans le chapitre suivant, et parconsé-
quent l'intégrale de la deuxienie espéce avec le paramétre (&, ys), qui se
réduit & l’aide d’une fonction algébrique uniforme sur la surface de Rie-
mann considérée, aux intégrales fondamentales de deuxiéme espéce d’apres
la formule (7) § 77.

91. On tire de ’équation (13) § 79:

b—-(a

1) HLE __11 g b

J;

z, E

8

(]

(RIRSIN

e

posons maintenant:
£

3 p
iy e L P by u by
E.O » To » Lo & 1 ?

0

dg

I—:Q 5 Y ) ‘E-’ y Goo .
v (@, %0, Y0 | % Y S0 Y )

ST,

Cette équation définit une fonction de (z,y), qui sera uniforme sur
la surface de Riemann, tant que le point (z, ) ne passe pas parla ligne
d’intégration allant du point (%,%,) au point (E,yE); sur la ligne

“0

d’intégration elle méme le point (z,y) ne peut pas se trouver, car alors
'intégrale n’aura pas de sens; il faut alors, en intégrant, le devier sui-
vant un demicercle infiniment petit, en le laissant du coté droit ou du
coté gauche de la ligne d’intégration, et il en suivra alors, comme en
§ 81, qua gauche de la ligne d’intégration la valeur de la fonction
sera moindre de 27 qu’a sa droite, de sorte que (z,y) traversant de
gauche a droite cette ligne, notre fonction regoit 1’accroissement brusque
de +2wi, et —2n¢, i (2,y) la traverse en sens inverse, c’est-a-dire de
droite & gauche. Aux extrémités de la ligne d’intégration la fonction
devient infinie: au point (E,yE) comme

(3) —log ¢ —2) | ,

lz=§
et au point (&, yE) comme

0
(4) +log (E,— ) 1 ;
. ¥

au point (z =z, y=1y,) elle devient égale a zéro et aux points (ak, b,)

a l'infini du premier ordre: oo!. En effet, pour le point (z,), situé au
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§ 91. Chapitre IV. 181

voisinage du point (a,,b,), on aura daprées (7) § 60, (4) § 61
et (5) § 58:

. m—2n—2
"P],-( g ?/E)

? (%)
1),‘1.(5’%'“:’6:) P (a b:a. b _,E,ye,,_,a

A B »Y FGy)
m—2 n—2 m—2 n—2 (5)
17(0‘1[1 L) (IDA( 3,?/») "r"k( £ i)
= y g (a z) B
G—2  F,Gyp) ’ FyGyy

[en comprenant, dans le second terme, le facteur constant F;,(ak,b) sous
le signe P(a, — x)]: en multipliant cette égalité Dar d: et en intégrant
de £, a & on aura d’ici:

m—2n—2
a 1,(%1)) P €, y)
3 " : - R(a,— d:
/P R R e /B(“ e .

d’ot il suit que pour z=—a,, y—>b, notre fonction devient infinie: o,
comme
F () f 1

— k
a,—x £

20

; (M)

=0

le second terme de I'égalité (6) étant fini pour z—a,.

Comme le point (z, %), grice a la connexion multiple de la surface
de Riemann peut autant de fois, qu'on voudra, passer a travers de la
ligne d’intégration dans le méme sens, on en conclut, que la fonction
Q(a:,y;xo,g/o‘.’é,ye;Eo,yEo) aura en chaque point de la surface de Rie-

mann une infinité des valeurs, différentes entre elles par des multiples
de 2mi. Si 'on prend maintenant cette fonction pour 1’exposant d’une
puissance du nombre e, on aura une fonction nouvelle:
; Qz, ¥; o, Yo | &; Y3 Boy Y
E(,y; 20,40 & 03 Eo’?/g‘):e (@Y %0, %0 | 5,92 (,J;U), (8)
=() .

m n

qui sur toute la surface de Riemann pour F'(z,y)=0 sera uniforme,
Va

finie et continue a Iexception des points (a,,b,), qui en seront les points
3

singuliers essentiels, car en développant I’exposant en une série suivant
les puissances de z-—a,, convergente au voisinage du point (@, b,), on
faira s’en détacher le facteur:
F, a )
d i ©)
aG—z E
b
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182 Chapitre IV. § 01.
grice auquel elle recevra toute valeur en ce point, — et du point (E,yg),
ou elle devient infinie: o' en vertu de (3), car on a

(10) e—log(E_x): A

E—a
au point (&, yE) elle devient égale a zéro: 0' en vertu de (4), car on a
)

log (€, —
(11) g A

au point (2, %) elle devient égale a I'unité, I’exposant dans la formule
(8) s’annulant en ce point:

=E—u;

(12) B (@, 432 0 | & Y550 ¥ ) e

) =% Y = Yo
Cette fonction s’appelle la fonction primaire de deuxiéme espéce:
elle a un seul zéro [au point (E"’yﬁo)J’ un seul infini [au point (£ 4,)], et
» -
» points singuliers essentiels (a,,5,). Par les propriétés énumérées elle
1

est définie & un facteur primaire général de premiére espéce prés. En
effet, soit

(13) E (@, 437090 |6 U5 %0 )

une autre fonction qui, étant uniforme sur la surface de Riemann, a un

zéro au point (Eo,yE ), un infini au point (%,%.), p points singuliers

0 S

1}

essentiels (a,,0,), caractérisés par des facteurs dutype (9), et qui devient
1

égale & l'unité au point (z,,y,); le quotient

Ex(2, Y320, Yo | & Y o, ¥ )

E (@, y; %o, % | & Y3 S0, Vg )

(14)

sera une fonction uniforme sur la surface de Riemann considérée, sans
11
zéros et sans infinis, mais avec les p points singuliers essentiels (a,,?,),
1
car au point (a,,b,) le quotient des facteurs du type (9), I'un du numé-
rateur, 'autre du dénominateur, se réduira a

I”a,b)
o y(l. I._m

—— k
x—ay;

(15)

€ ’

les intégrales i,‘, comme ayant les mémes limites, ne pouvant différer
3 .

entre elles queo par une fonction linéaire des périodes, a coéfficients

entiers, c’est ce qui est ®, d’aprés (3) § 83, et qui devient égale & I'unité

au point (z,, ¥%,); ce quotient ne sera donc autre chose, que la fonction

E (z, Y;,,Y,), définie par Pégalité (8) § 89, c’est ce qu’il fallait démontrer.
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§ 92. Chapitre 1V. 183

92. En prenant les logarithmes, on tire de I'égalité (8) du § pré-
cédent:
Lz, ¥; %o Yy ‘ Jn £0, '/- ) — log E(x Y5 %0, Yo 1 ) JH €01 Us ’) (1)

en le portant dans I'égalité (1) du § précédent, présentée d’abord, d’aprés
(2) du § précédent, sous la forme:

x g z B 2 ) ¢
I‘I]%;EOZQ(‘Z‘H/, m!/olc 1/,., 0 7/* +Z!IEI]I‘IILIA‘[’ (2)

i
= , < %o Eu %o

-
=

on aura:

z

pi.d
m, —10gE(-’L' l/7 0 1/0!2‘ '/»-: oer Z{[

o

AV p—] VY

k- l (3)

-’50

la premiére de ces formules donne l’expression de l’intégrale de troisiéme
espéce par la fonction @, la seconde par la fonction primaire de la
deuxiéme espece, pour laquelle les paramétres de D’intégrale sont: le
premier (%, y,) I’infini, le second (Eo,y,) le zéro.—Si l'on porte ici aulieu

des intégrales I et II leurs expressions par les fonctions primaires de

la premiere espece, tlrees des formules (3) et (4) § 90, on aura:

i 3¢ o ¢ §
S 2 1 A_%(’nk,,!f— o, g ) log E(z, y; xo, Yo)a— (4)
P £ 4 : l
—,Zl (n’f’l £/~_ Ok lefk) log E'(z, y; %,, yO)hl :

Les coéfficients des logE(...), et logE'(...), dans cette formule peuvent
étre aussi exprimées par les fonctions primaires de premiere espece. En
effet, a Paide des égalités (1) et (2) § 90 on pourra représenter les
équations (6) § 81 et (6) § 82 de cette maniere:

@

P
logE(z, y; @, ?/u)/,:zl <nkh Ik wlrh H > (3)

1o G Vo o) _é,(m, I—o, H) (6)

en changeant dans ces formules (z,%) en (E,ye), puis en (Eo,ys ), et en
< 0

retranchant le dérnier résultat du premier, on aura:

o :
z('lkh I/c_ O g >

k=1 §0

E(E, yE’ Lo, 3/0)

1% log E(Gm 7/& 5 Loy yo) (7)
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184 - Chapitre 1V. § 92.

v

g 3
8 'l —o Il )=10
(8) h;(nkhg(l: mkheol-> g
En portant ces expressions dans I'égalité (4), on aura D'expression de
Iintégrale de troisitme espece par les fonctions primaires des deux
especes:

Ev(ga .2/5; o, ?/o)h
B vy 150w,

I£IE,EO =1log E(x, y; Zo, Yo | & Yp Eos ?/Eo) -

E'g, yg; Lo, 3/0),,

1
(9) i 2ri 2 lOg E'(E, :’/E 5 Loy '1/0);: lOg E(T’ Y To, :Ilo)"—

=1
1 E(§, ?/E? Lo, yo),, I ; }
0g E (&, ‘1/50; x,, yo)/. lOg < (x, Y5 Zos yo)h t
Il est indispensable de rappeler, qu'on entend sous le log dans toutes
ces formules celle de ses valeurs, qui s’évanouit, lorsque la quantité
située sous ce signe devient égale a I'unité; c’est alors seulement que
ces expressions sont tout a fait déterminées.

On tire des formules précédentes les diverses expressions des pé-
riodes de P'intégrale de troisiéme espece. Sil’on fait le point (z,y) décrire
la courbe fermée A4, dans le sens positif dans les égalités (4) et (9), on
aura, en retranchant du résultat recu les mémes formules a I'état pri-
mitif, les égalités suivantes:

) £ H E(E, ye; 4, 10)
80 ' i A 2 Y5 Tos Yoy
(10) {g gk +kéa1<“’ikg gzr— oy, {E !,.-) =+ log -E(gojy'go‘; o, Yo),’

si I’on fait décrire le point (2,7) la courbe B, dans le sens positif,
on aura:

0 AL R L EG s T,
(11) g})&,ﬁ(ﬁ +z§—1<nk”£f— o IE{;.) =-log qu‘;@;;m;
car en suivant le chemin A, on passe du coté extérieur au coOté inté-
rieur de la ligne fermée B, et parconséquent l'accroissement de log
EY(...), sera égale a —2mi; en suivant le chemin B, on passe du
coté intérieur de la ligne A, a sont codté extérieur, parconséquent I’ac-
croissement de logK(...), sera égale a -+-2=i. En outre le passage du
point (z,y) a travers de la ligne de lintégration [formule (3)] donne le
2p+1-ieme période de l'intégrale de troisieme espece *), savoir:

(12) omi.

*) On le nomme le période polaire. E. Picard. Traité d’Analyse, T. II, p. 392.
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Les périodes de l'intégrale normale de troisieme espece s’obtiénnent
sans difficulté des dernieres formules du § présent. D’apres (12)
§ 79 on a:

o
I HI Y9 1
At o (13)

donc d’aprés (10) du § présent (premiére forme) on aura:

(e R
I, , = 2%1 ) (14)
) gk

De la méme maniére on trouvera d’aprés (11) du § présent

? E
I, ¢ =X, - ‘ (15)

(B, & 2‘ ‘AJEf
Nous désignerons quelquefois ces périodes par ¢, et C;, ainsi qu’on aura:
t =Ml (16)
g (AJ)‘;’EO ‘
Lt (17)

®, 168

Dans ce qui précede, nous avons exprimé par les fonctions primaires
de premiere et de deuxieme espéces les intégrales abéliennes de toutes
les trois especes d’aprées Weierstrass; dans le chapitre suivant nous
montrerons d’apres lui, que toute fonction algébrique, uniforme sur la
méme surface de Riemann, s’exprime aussi par les fonctions primaires:
de la on aura de soi-méme le théoreéme célebre d’Abel.

*) Vuque I, =0,
R
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Chapitre V.

Expression d’une fonction rationnelle de (z,%), uniforme sur la
surface de Riemann, par les fonctions primaires.
Théoréme d’Abel.

93. Nous avons montré dans le § 51 de quelle maniére peut-on
déterminer une fonction de (,%), qui deviendrait égale a co! aux m' points
donnés de la surface de Riemann, & quoi il reste encore m'—p--1
des coéfficients indéterminés, par rapport auxquels cette fonction sera
linéaire et homogene. De ces coéfficients m'—p peuvent étre déter-
minés de maniere, que la fonction devient égale 4 0' en m'—p points
de la surface de Riemann, donnés arbitrairement; le facteur commun de
tous les termes qui restera encore indéterminé aprés cela, se détermine
par la condition, que la fonction prénne en un point de la surface de
Riemann, donné arbitrairement, par exemple (z,, ¥,) (différent des points
singuliers et des points fondamentaux) une valeur donnée, I'unité par
exemple. Sans la derniére condition la fonction sera déterminé a un
facteur constant pres; soit

_ Y=y
5 *=Ca
une telle fonction; en posant ici =2,y =y, on aura d’apres la der-
niére condition:
q 1 Y=o Yo) .
@ Sk 77.(“'0: Yo)’

en divisant par cette égalité la précédente, on aura:

3 '!J(x7 y). '!J(moxy )
3 =\ d/. TR Je):,
®) f @) 7@ o)

Désignons les m' zéros de cette fonction par
(4) (a,, ya.-)’ (6=1,2,3,...m")

et ses m’ infinis par

(5) (z,v); b=—1,2:8,:..m)
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§:93; 94. Chapitre V. 187

ces derniers tous peuvent étre donnés arbitrairement, tandis que des
premiers seulement m'—p peuvent 1'étre, les p restants étant alors
completement déterminés, (ou a linverse).

94. D’apres le § 91 on peut toujours construire une fonction pri-
maire de (z,y):

E(@,y;20, 40| 2,5 ;3% Y ) (1)
qui en un seul point (%,y,) devient égale a zéro O' et en un seul

point (z,y,) infinie co! du premier ordre, qui devient en outre égale a
I'unité au point (z,,7,); elle aura, comme nous ’avons vu, p points sin-

4
guliers essentiels (atj,1 ) (les points fondamentaux). Aprés avoir formé

m' des pareilles fonctions et puis leur produoit:

I_Il E(®,y; %0, Yo | 2,590, y“/)’ (2)
on aura une fonction, qui de méme que la fonction (3) du § précédent,
sera uniforme sur toute la surface de Riemann, deviendra égale a zéro
0' aux points (4) du § précédent et a I'infini o' aux points (5) de
méme §, enfin a l'unité au point (zy,%,), comme la fonction mentionnée
tout a ’heure [(3) § 93]; palconsequent le quotient:

Y(z, y) Uz, ¥\, \
</(~” ,,/) /(xo,./o /];IE('Z y)xo’yo x,h/ (X I/a) (3)

sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la surface de
Riemann a lexceptxon des p points (ak, b,), qui en seront les points sin-

guliers essentiels, car au voisinage de ces points se détachent d’elle en
vertu de (9) § 90 les facteurs de la forme:.
Bod l’v,';gaﬁ'f b!L) m Zi

4% - (4)

—L .
=1 o :

e (tk
et qui devient égale a 1’unité au point (x,¥,); ce ne sera donc, d’apres
le § 89, autre chose que la fonction primaire de premiere espéce
E(z,y;2,,9,), les sommes

v,
m’ i

big (5)

i=1 a;

se réduisant d’apres le § 89 aux fonctions linéaires des périodes de
l'intégrale avec les coéfficients entiers. (C’est ce qui est déja un ré-
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188 Chapitre V. § 94.

sultat important en soi-méme, comme on le verra plus loin). D’ou il
suivra, que

m'

() tRte HE (@ %5 %0 Yo | 29,3219, ) - E (z,y; %0, Yo) -

7@, ¥)" 7(x, Y0)

Les chemins d’intégration des m' intégrales, qui entrent d’apres (8)
§ 91 dans la définition des fonctions primaires E(...|...) de la deuxiéme
espeéce, sont tout a fait arbitraires; le chemin d’intégration de Iin-
tégrale, qui entre dans la définition de la fonction E’(x,y;xo,yo), pourra
étre réuni au celui qui entre dans la définition du dernier facteur du
produit en (7), pourquoi ce facteur se confondra avec le dernier du pro-
duit, de sorte, qu'en le supposant déja fait, on pourra écrire la derniére
formule plus simplement ainsi:

M et T e,
ou déja seulement les m'— 1 chemins d’intégration, a l'aide desquelles
sont définis les m'— 1 premiers facteurs du produit, sont tous
a fait arbitraires, et celui du dernier facteur doit étre choisi d’une ma-
niére convenable, afin que cette égalité soit juste.

On voit ainsi qu’en effet toute fonction rationnelle de (z, ¥), uniforme
sur la surface de Riemann considérée, peut étre décomposée en facteurs,
savoir les fonctions primaires de la deuxieme espéce, répondant chacune
a l'une des paires, composée chacune d’un zéro et d'un infini de la fonc-
tion donnée, associés a volonté, et uniformes sur la surface de Riemann
considérée. — Nous avons supposées différentes seulement dans la notation

m'

toutes les paires (:v,, i/) et toutes les paires (a,,ua) tandis que de fait

quelquesunes des premieres entre elles, de méme que quelquesunes des
secondes entre elles, peuvent étre égales; dans ce cas dans les séries (4),
respectivement (5) du § 93, chaque paire doit étre écrite autant de fois,
qu’il y a d’unités dans I’exposant de son ordre de multiplicité: alors
dans le cas des zéros et des infinis multiples autant des facteurs a droite
dans 1’équation (8) s’annuleront a la fois, ou deviendront respectivement
infinis. Il y a une différence ici avec la décomposition en facteurs pri-
maires d’une fonction rationnelle sur une sphere ordinaire en ce, que les
facteurs primaires sur la surface de Riemann ne sont défini qu’a un fac-
teur primaire de premiére espeéce pres (voir le § 91) pour chaque paire
compusée d’un zéro et d’un infini de la fonction donnée, et sont des
fonctions transcendantes, tandis que dans le cas de p=0 — celui de la
sphere ordinaire, ils sont algébriques, rationnels.
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95. Sil'on prend les logarithmes des deux membres de 1'égalité (7)
du § précédent, on aura, ayant égard aux égalités (2) et (8) § 91:

(4
) ! gﬁff ¥) - 1%y, Yo)
Efl” G g o ’)Iv (& yg) i/(v V. u(wo,yo)} 1)

Cette équation exprime le théoreme d’Abel pour les intégrales de troi-
sieme espece: ,la somme des intégrales abéliennes de troisieme espece
avec les paramétres (z,y) et (z,,,), prises des zéros aux infinis d’une
fonction algébrique donnée, uniforme sur la surface de Riemann pour

m n

F(z,y)=0, est egal au logarithme du quotient des valeurs de cette fonc-
~tion aux points analytiques qui répondent aus paramétres de I'intégrale®.

La fonction & droite dans 1'équation (1), ne dépendant pas des points
fondamentaux, on aura de méme:

. $(2,9) . 7.0, y0)| .
Z[ n (1 U3 % p)ﬁ (s,ag) IOg{x(x,w.'!J(xo,yo)i’ (2)

done, en retranchant d’ici la précédente, on aura d’aprés (12) § 58
’équation suivante:

m' zy

- —2n—2 de
E $(E 4 ) =0
‘ / p( €,9) Filio (3)
=1 " y §

a.
1

qui exprime le théoréeme d’Abel pour les intégrales abéliennes de premiére
espéce: ,la somme des valeurs des intégrales de premiere, espece, prises des
zéros aux infinis d’une fonction algébrique, uniforme sur la surface de Rie-

m n
mann pour I'(z,y)=0, est égale & zéro“.
En particulier on aura:

| m—2n-—2 dt
Zf e o T 2

ou, plus briévement:
m' %y

» Ih:O. (5)

=ta
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190 Chapitre V. § 95.

Cette équation n’est pas en contradiction avec la valeur, que nous
avons recue pour son premier membre au § 94, en démontrant la for-
mule (6) du méme §, car 1a tous les chemins d’intégration étaient
arbitraires, et ici, comme dans la formule (7) du § précédent et dans
toutes les formules du § présent, le chemin dans la derniére intégrale
ne l’est plus; si I'on veut laisser aussi ce chemin arbitraire, on doit
ajouter au son second membre une fonction linéaire des périodes de
I'intégrale avec des coéfficients entiers, et on aura alors le résultat du
§ 94. On doit ajouter les fonctions linéaires des périodes des intégrales
correspondantes aux seconds membres d’autres formules du § présent,
si I'on préfere de laisser arbitraire dans ces formules aussi le chemin
d’intégration dans la derniere intégrale. :

On appergoit qu’il existe une liaison intime entre le théoréme
@’Abel et la décomposition d’une fonction rationnelle de (z, ), uniforme

m n

sur la surface de Riemann pour F'(z,y)=0, en facteurs primaires: pour
avoir la derniére avec toute la rigueur on devait démontrer préalable-
.ment la proposition sur la somme (5) du § 94, qui n’est autre chose,
comme on l’a vu tout & I’heure, que I’expression du théoréme d’Abel
pour les intégrales de premitre espece; mais alors on recoit de suite le
théoreme d’Abel pour les intégrales de troisieme espéce (et des toutes
les autres, comme on le verra de suite). D’un autre coté, on pourrait
obtenir I'équation (2) directement par d’autres méthodes, par exemple
par celle d’Abel lui-méme ¥) ou par celle de Briot**): alors, en passant
du logarithme au nombre lui méme, on aura en vertu des formules
citées au commencement de ce § la décomposition de la fonction
¥(,9) , Y(T Yo)

i ***).
22 y) * (20 %0)

en facteurs primaires

En multipliant 1'équation (3) du § présent par II, et en sommant

suivant & de 1 a p, aprés avoir ajouté le résultat & recevoir a 1'équa-
tion (2), on aura d’apres (12) § 79:

2

I

7

! (I'- ‘
—log | ¥ (@ ) - 1(Z0 Vo)l
(6) IIJL,IU =log {x 9 - Y(@0r 1)

*) Donnée dans le mémoire XII (oeuvres comp. T. I) pour l'intégrale abélienne
la plus générale. Mr. Sylow (T. II, p. 195—196) a indiqué les corrections qu’il faut
porter dans la formule, donnée par Abel, et que 1'on trouve faites dans I’édition russe
de mon livre sur les éléments de la théorie des intégrales abéliennes.

**) Dans sa ,Théorie des fonctions abéliennes“. Paris, 1879, p. 70.

*+*) Voyez la formule (17) p. 395 du livre des Mrs. Appell et Goursat: Théorie
des fonctions algébriques et de leurs intégrales. Paris, 1895.
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§ 95. Chapitre V. 191
ce qui exprime le théoréme d’Abel pour Uintégrale normale de troi-
sieme espece.,

En effectuant Popération D, sur cette égalité, on aura d’aprés (14)
du méme § 79: ’

G Y(z, )
lop B ie s
fz——l Ia{r 2 IIOO YACN)) (7)

ce qui exprime le théoreme d’Abel pour l'intégral normale de deuxiéme
espece.

~ En général nous aurons donc une fonction algébrique a droite de
P’égalité (7); mais dans un cas particulier, fort important pour le der-
nier chapitre de ce livre, elle se réduit a zéro, comme pour les inté-
grales de la premiere espece. Cela arrive notamment dans le cas, ou les
fonctions ¢ (z,y) et y(z,y) sont les fonctions adjointes de deuxiéme
espece, qui devieunent —oo® au point (z,7), ou l'intégrale de deuxieme
espece, qui figure a gauche de 1’équation (7), devient infinie —oo!. En
changeant la notation de parameétre en (&, ye), nous aurous en effet,

d’apres I'équation (5) du § 61 aux environs de ce point (&, yE):

Fya,y) - F)(Evy)
Yo =—""Ggr— +TE@—9), ()

Fy(@,y) - (6, vg)
o3 e STRRRENARH " 5 SR L e 7. (8)

donc on aura:

Y(@,y) _ 1+Bi(z—8) (e —Ep
L&Y 14 Ry —E) - (2 —8)?

(1)

en prenant le logarithme et puis en différentiant par rapport a £ nous
aurons:

a log <'#(a:, y)>  —Ri(z—b) - (z—ER— Ty(z— §) - 2(z—F) <

B8 (a8 By —E) - 2@—§)
14+-By(x—E) - (@—&)»?

c’est ce qui s’annule évidemment, lorsqu’on y pose: z=¢, Y=Y, Donc

©)

dans le cas cas particulier considéré, aulieu de I’équation (7) nous au-
rons cette autre:

2 g =o. (7
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192 Chapitre V. §795.

En revenant & I’équation (7), on peut lui donner une autre forme,
qui rend plus visible le caractere algébrique de son second membre. En
effectuant I'opération D_, indiquée seulement dans I'équation (7), nous
aurons:

Y(z,y) DY (zy)  Dyy(x,9)
() D. log (x(w,y)) b(z,y) (o9
_ 1@y D4, y) — b(@,y) Dot (2, 1)
Yz, y) 1.(2, y)
et
& [ Dy@ 9 =b,(@9) F (@9 —@y) F2y),

| Dy, =7, F (@ y) — 1, (@, y) - T2, ),

et comme on a

m n

(10) F(z,y)=0,
on pourra donner & l’équation (7) cette forme:

B F,y) ¢, 7(z,9)

__——___| F(z,y) ¢.(=,9) x(zy

(11) ;I = y)/(m = ’( ; Yj”( ) /‘( )
F(z,y) ¢,(x,9) 1,(2,9)

Cette égalité exprime le théoréme d’Abel pour Uintégrale normale de la
deuxieme espéce avec le parametre (z,y): ,la somme des valeurs des
intégrales normales de la deuxitme espece avec le paramétre (z,y)
prises des zéros aux infinis d’'une fonction algébrique, uniforme sur la

m n
a

surface de Riemann pour I'(z,y)=0, est égale a une fonction algébrique
de ce paramétre, également uniforme sur la méme surface®.

En effectuant 1’opération D% sur les deux membres de I'égalité (6),
on aura, vu (16) § 79, le théoreme d’Abel pour les intégrales abéliennes
de la deuxicme espéce d’ordre I avec le paramétre (x,y):

[k 1] D k VIJ(,’B‘ ?/)
(12) %‘19 D, log <x (@, ?f)) :

Dans toutes ces formules, rappeilons le encore une fois, les chemins
d’intégration de toutes les intégrales a 1'ecception d’une seule, étaient
tout a fait arbitraires; pour la derniére le chemin d’intégration de-
vait étre choisi d’une maniére convenable pour que ces égalités aient
lieu, comme il suit de ce, qu'on a dit au § 93. Si 'on voulait laisser
indéterminé aussi le chemin d’intégration dans cette derniére inté-
grale, on devrait ajouter, comme nous 1’avons remarqué plus haut, aux
seconds membres de toutes ces égalités une fonction linéaire des périodes
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des intégrales respectives avec les mémes coéfficients entiers, car les
intégrales prises entre les mémes limites suivant d’autres chemins en
différront par une fonction linéaire des périodes a coéfficients entiers.

96. Il est aisé maintenant d’obtenir 1’égalité, qui exprime le théo-
reme d’Abel pour lintégrale abélienne la plus générale: apres avoir
changé dans la formule (3) § 80 z, et z respectivement en o et z,, et
pris la somme des résultats obtenus pour les valeurs de¢ de 1 & m/, en
changeant ’ordre de différentiation et de sommation, on aura d’aprés (6)
du § précédent, la formule donnée par Abel lui-méme dans son célebre
mémoire (le XII-ieme de la nouvelle édition de ces = Oeuvres), présenté
en 1826 a I’Academie des sciences de Paris, savoir:

2 / Kon9) e, il M) il (*fJ(z, z/;)-x(n,yv,)>
9 (x) ﬁ‘;(x,.,y,.) A ¢ (2)F,(2,1,) g 12 .) - b0, yn) gix
(1)

" g . o f(z y(’) Ue, ) 10 Y, :
TR 1) i —.,‘) 108(—. T ——> +C,
1y W(Z)F,,(n ) 12y, ) - v ys) ),

:Eh

la constante C étant ajoutée pour laisser arbitraires tous les chemins
d’intégration *).
97. 11 a été montré dans le § 51 et les suivants, qu'on peut toujours
m

former une fonction, uniforme sur la surface de Riemann pour F'(z, g’;) =0
qui deviendrait =o' en m' points donnés de la surface, aprés quoi il
reste m'—p -+ 1 coéfficients indéterminés, par rapport auxquels cette
fonction sera linéaire homogeéne, et que m'—p rapports de ces coéffi-
cients & I'un d’enx peuvent étre déterminés de maniére, que la fonction
deviendra égale a zéro 0' aux m —p points de la surface de Riemann
choisis arbitrairement; les p zéros restants seront trouvé d’apres ces
données, en résolvant 1’équation du degré p par rapport & z, qu'on re-
m n

coit par I'élimination de y de I'équation fondamentale F(z,y) =0 et de
celui qu'on aura en égalant a zéro la fonctien cherchée, et par la divi-
sion ci-aprés du résultat trouvé ainsi par le produit des facteurs de la
forme 2 —a, répondants aux zéros de la fonction, donnés arbi-
trairement.

*) En employant toute fois notre notation, plus claire que celle d’Abel lui-méme
dans le mémoire cité, et aussi plus correcte. (Voyez la note de M. Sylow dans le
1I vol. des oeuvres de N. H. Abel (p. 195—196). Les signes des deux premiers termes
chez nous sont contraires & ceux d’Abel; en transposant les limites des intégrales &
gauche on restitue la concordance compléte.

M. TikHOMANDRUTZK Y. 13
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194 Chapitre V. § 97.

Dans cette proposition les zéres et les infinis de la fonction peu-
vent évidement étre échangés les uns avec les autres (comme il est

aisé de le voir, en cherchant i aulieu de 2); parconséquent on peut

toujours former une fonctlon, qui deviendra égale & 0' aux m' points

m'

donnés arbitrairement, («, Ja) et & co' aux m'— p points, donnés arbi-

trairement, par exemple (x,., y)(@=p+1,p-+2...m);enfin égale i 'unité
au point (z,,y,); cette fonction deviendra —oo' encore en p points, qu'on
déterminera d’aprés les points énumérés en résolvant une équation
algébrique du degré p, qu'on aura aprés avoir divisé par le produit des
facteurs linéaires, répondants aux infinis donnés de la fonction cherchée:
(—a,,).. (x —=z,,), le résultat de I’élimination de y entre P’équation

N 1 : . L&
F(z,y)=0 et — = 0. Alors, en transportant & droite la somme des inté-
grales, ayant pour leurs limites supérieures ces infinis de la fonction
cherchée: (z,,y) ¢=1,2,3,...p, nous aurons les égalités suivantes:

1

(1) > Ih~—ZI

=p+41 a; =1 a;
(2) é’ f]':[ —_— ﬁ: Ii’j[ +10 !u(.’l‘ /l/) /(xOv yo)l
=p+1 a; o =1 q; oyl (VACA/2R L1EM yo)l i
e P F(z,9) ¢ (,y) 7.(2) | |
2 O RS, Fiz,y) (z,y z, 0
(3) .‘=%11(,I o 2:11,,1’ Yz, y) 1@, ¥) A5 9) oY) 1Y) |
: ; F(z,y) 92, 9) 1, (2.9) |
2 J @,9,) _____2 f () . S
i=p+41 a, V(w) ¥ (.77‘,’1/’ i ¢ () F;l(m/"”i) n
19, v (2, 1/,.).‘/.(*1, Y|
(4) +1II S OF (5,7 log (Z(z, ,) . b0, yrﬁ)\g:m
P
1 f(z,J o) Y (2, y i (% ¥)
_Z (/ e i —1 <(z "’l) Z Ly (J)A 0“< >> G
) $()F,(&y,) 1@y . Y(u Y/ e

R
Ces égalités montrent & nous, que les sommes d’un nombre quel-
conque m'—p des intégrales se réduisent toujours 4 un nombre con-
stant p des intégrales de la méme espéce, dont les limites supérieures
sont déterminés complétement par leurs limites inférieures et les limites
inférieures et supérieures des autres m'—p intégrales de la méme espéce,
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ou directement, comme les intégrales de premiere espece, ou a I'aide
des fonctions algébriques et logarithmiques. Cette proposition n’est qu’une
autre expression du théoreme d’Abel. Les mémes égalités nous montre-
ront, si 'on transporte les deux sommes des intégrales d’un membre a
Pautre de ces égalités, comment les sommes des p intégrales s’expri-
ment par les sommes des autres intégrales, dont aussi les limites su-
périeures sont donné arbitrairement.

Si 'on préfere laisser dans les formules (1)—(3) tous les chemins
d’intégration arbitraires, on doit ajouter a droite une fonction linéaire
des périodes, comme on I'a fait dans la formule (4), ou C désigne une
telle fonction en vertu de ce, qui a été dit & la fin du § 95.

98. Au cas particulier, ou le nombre m' a la valeur minimale, c’est-
a-dire, si l'on a

m=p+1, (1)

les premiers membres des égalités (1)—(4) du § précédent se réduiront
4 un seul terme, tandis que les seconds conserveront ses p intégrales; de
cette maniere, dans ce cas particulier (1), chaque intégrale abélienne peut
étre échangée contre une somme de p intégrales de la méme espece,—
une observation, qui peut étre utile quelque fois. Dans le cas (1) notre

!!"(xy 1/) . ) X 1 2 ll+1 . { 4
@y U devient égale a4 co' aux points (a:,.i v) et & zéro O

fonction

p+1
aux points (a, yaj), dont les p premiers sont déterminés d’apres l'un
1

d’eux, par exemple (z,, 9, ,), et d’aprés les p-+1 zéros¥), ne sera
autre chose, que la fonction:

s
'P”'a/:-q-t(xl"*'i’ Ypi1) x"i ?/,‘)’ (2)

P
de (z,y), déterminée au § 68, lorsqu'on prend (x"i y,) aulieu de

ya
(a,,b) pour les points fondamentaux: elle devient en effet, d’aprés le § 68,
1

égale a4 O! pour =  ,¥=Y,, ., €t & o' pour T==z,y=y,
(¢=1,2,...p). Ecrivons, pour simplifier, «' aulieu de «,, ,, et z' aulieu
de z, ,, y' aulieu de ¥, ,; alors la fonction (2) sera représentée ainsi:

*) Aprés avoir échangé entre eux les deux systémes équivalents des points dans
Péquation (16) § 72, on lui donnera la forme: .

2 4
Py (@932, 9;) = D, log P\ 5,938, 9 )

et c’est la fonction & droite qui sera déterminée d’aprés les données énumérées, par
la méthode du § 68.

13*

www.rcin.org.pl



196 : Chapitre V. § 98, 99.

Va
(3) ' Px,a'(x » Y ;x,'iyl-))
et les égalités (5), (7) et (6) du § 95 prendront la forme:
' P z
(4) L+2IL=o;
: o 7=1al,
z! l'1 J:-‘,» : : v
®) L4+ 31L =D, 1g (P, @' 1/52,9,);
gt =liae 2 1
z' . zy p,_l'(x’ayl; x,;,?/f)
(6) HL’Z"_}—Z 111, ., = log — ]
a! — 2 a,(x', Y Tl
PR Ty 1

En vertu de I’équation (16) § 72, on pourrait donner & I'équation (5)
cette forme:

g

z' o P , P
(7) IIx—I—ZII :PZ' a'(x,y; 9,,%),
o =Ly i 178
si l'on a:
p i ya s i V2 "
(8) @ 9); (B9 )20 (@, 9,1); (3,9, ) (%, 4% (& 4,y )

en employant pour I’équivalence le signe de Kronecker.

Remarque. Les intégrales, prises entre les mémes limites suivant
le méme chemin, mais en le sens inverse, donnant un zéro pour somme,
on pourra en profiter, afin d’établir une correspondance arbitraire entre
les limites inférieures et supérieures des intégrales.

99. Le théoréme d’Abel est réversible, c’est-i-dire, que si ont
lieu les égalités (5) § 95, savoir:

m' %

(1) 2L=0, @=125s..p

alors, dans le cas m' >>p,on peut toujours former une fonction algébrique
uniforme sur la surface de Riemann considérée, qui sera = 0' pour
x=0,y=y, et =oco! pour 2=z, y=y, (+=1,2,3,...m’). En effet
en formant le produit:

m'

(2) AT E@ ywi, 90| 2,952, 1,)

*) M. Noether. 3. Note, § 12.
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on aura la fonction algébrique en question, décomposée en facteurs pri-
maires; car ce produit posséde les propriétés suivantes: sur la surface

m n

de Riemann pour I(z,y)= 0 il est une fonction uniforme, finie et con-

m’

tinue a Dexception des points (z,.y), ou il devient =oc'; aux points
1

m’

(2,,y,) il est =0', au point_ (2o, ¥,) il est =4, dont la valeur est donné
1 [

» .

arbitrairement; aux points (a,, b,) de chaque facteur du produit se dé-
1

tachant d’aprés (9) § 91 un’ facteur de la forme:

F(a,b)% :

Y\ Tk

a,—x i:t (3)
e )

du produit complet sera détaché le facteur:

Pk A
El/(ak’ bl.) ": =

Z L (4)

en vertu de I'égalité (1) du § présent, —avant que le point (2, ) viendra
tomber au point (2,.b,); ce point sera donc un point ordinaire pour le
produit (2). Mais une telle fonction est d’aprés le § 40 une fonction ra-

m n
tionnelle des variables z,y, liées par 1'équation F(z,y)=0. Si l'on a
m'=p, alors, comme on I'a vu au § 53, on ne peut pas donner arbi-

p o
trairement tous les points (z,,y,), mais seulement p —1 de ces points,
1

et le dernier point doit étre choisi de maniére qu’il serait avec les
m—2 n—2

autres un zéro d’une certaine fonction adjointe ©( ., y ) de premiére
espéce (en parlant géométriquement — qu’on pourrait faire passer par
I'ensemble de ces p points une courbe adjointe de premiére espeéce); si
cette condition est remplie, alors la formule (2) donnera aussi dans ce

Va
cas la fonction cherchée; siI’on prend les p points (zct.l,y,.) arbitrairement,

alors une pareille fonction n’existe pas, comme nous le savons déja.
Cette observation de Weierstrass trouvera son application au chapitre
suivant.
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Chapitre VI.

Le probléme de Jacobi.

100. Dans I'équation (1) § 97, que nous écrirons maintenant ainsi:

(1) ‘211_-—_%101‘:, k=1, 2,...p)

tous les a, et de méme tous les z, a droite, peuvent étre donnés arbi-
trairement, aprés quoi tous les z, & gauche, et parconséquent tous les
y, correspondants, seront complétement déterminés. Si nous faisons
varier tous les z, & droite dans D’équation (1) de la maniére, que la
somme des intégrales du second membre conserve sa valeur,— nous la
désignerons par v,, ainsi qu’on aura

' (t,-

(2) o Ik:vk, (k=1,2,...p)

ou tous les v, sont des quantités déterminées, — alors les z, du premier
membre de la méme équation (1) ne varierons pas en général. En effet,
en vertu de (2), I’équation (1) prendra alors la forme:

®) i

g2

i

h-—th

(£=1,2...0)

R

supposons que de méme pour un autre systéme des valeurs des z, par
exemple z/ (1=1,2,...p) on aurait aussi:

(4) ZI __.l),.’ (k':1121~-~p)

i | a

en retranchant 1’égalité précédente de celle-ci, on aurait:

P I
(5) é} (=1.2,..p)

mais alors on pourrait former une fonction uniforme sur la surface de

Riemann pour F(z,y) = 0, qui deviendrait égale & co' seulement aux p
Il

points (z,,¥,), comme cn I'a démontré au § précédent; mais cela ne peut
) :
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avoir lieu, comme on I'a vu aussi au § c1te que sitoutes les valeurs des
ll

- avec les valeurs correspondantes de 1/ satisfont a 1’équation:
l

m—2 n—2

o( %, ¥ )=0, . (6)

dont le premier membre est une fonction adjointe de premiére espece,
r

ou, en parlant géométriquement, lorsque tous les points (z, ¥, seront
1

situés sur une courbe adjointe de premiére espece. A I'exception d’un
tel systéme particulier des valeurs de v, (k=1,2,...p), qui améne les

14
points (z,,y,) dans la position, ou ils se trouveraient sur une courbe
1

adjointe de premiere espéce, cela ne peut pas donc avoir lieu, et pour
chaque systeme des valeurs de v, (k=1,2,...p), différent de celle qui

ameéne (es points (a;,, J) sur une courbe adjointe de premiére espece, le
systeme des valeurs (x J) sera unique et déterminé.

Dans le cas partlculler, ou l'on prend les points fondamentaux
(u{; b) pour les points (ai.l,:ya'), nous désignerons ces sommes par u,, ainsi
qu’on aura:

E I:u (k=1,2,...p) (7)

=1 “4

r

r
Dans le cas exceptionnel, out le systéme donné des valeurs des u, sera
1
tel, que tous les (z,y,) satisferont & I’équation
1

m—2 n—2
"o(z,y)=0, (8)
les sommes des intégrales des premiers membres des équations (7) pour-
ront étre réduites, — et cela de plusieures maniéres — a d’autres som-

11
mes, de p—1 intégrales seulement. En effet, si les points (z,y) sont
1

situés sur la courbe (8), comme on peut toujours former une autre fonc-
tion de méme espeéce:
m—2 n—2

?(z,9) )
qui deviendra nulle aux p—2 autres zéros de la fonction ¢( z , ¥ ) et
encore a I'un des points fondamentaux, par exemple (a,, b)), la fonctlon
formée par leur quotient:

m—2 n—2
pe¥_Ea oot | (10)
e( ©,y)
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V4
deviendra infinie: oo! seulement aux points (z,,y,) et égale a zéro 0' au
1 p—1

point (a,,b,) et encore aux p—1 autres points (z),7)); mais alors on
1
aura d’apres le théoreme d’Abel:

—% p %

(11) SLALx =0,
= Zl. al x

i=l+1 i

ou, en ajoutant la méme chose aux deux membres de cette égalité,

1/

| -1}

(12) Z I 2 I+ Z

le, =Hg
ce qui démontre la proposition énoncée, le second membre de cette éga-
lité ne contenant en effet que p—1 intégrales

Par ces équations (12) les variables u,,, et par suite aussi les va-
riables 1/,,, sont données en fonctions de p—1 paramétres (z,¥)
1

(t=1,2,...1—1,1+1,...p); ces derniers cependant ne sont pas indé-
pendants, mais sont liés entre eux par une équation. En effet, pour que

»r
les points (:c,,y) pouvment se trouver sur une courbe adjointe de pre-

m—2 n—2
miére espece @( 2,y )=0, il faut daprés le § 53, qu'on ait: le
déterminant

11 D
I m—2 n—2 p

(18) (’)! (w,,J)
en élevant cette équation a la deuxiéme puissance, on aura a gauche

une fonction svmmétuque des paires (x,,y) par conséquent une fonction

des variables v,,, comme on le verra plus loin, parsuite aussi une fonction
1

p
des variables #,; en portant dans cette équation leurs expressions, tirées
1

des équations (12) en vertu de (7), on aura une équation entre les paires (2, %))
(¢=1,2,...1—1,l1-41,...p). Delail suit que les équations (12) ne con-
tiennent réellement que p—2 parameétres indépendants*). Comme une
variable complexe par toutes ses valeurs forme une multiplicité de 2 dimen-

v 4
sions, les valeurs des p variables u dans le cas général en forme-

ront une de 2p dimensions, tandls que dans le cas exceptionnel seulement
de 2p —4 dimensions**).

*) Clebsch u. Gordan. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1866.
S. 184—186.
*%) Weierstrass. Werke. Bd. 1V, S. 460.

www.rcin.org.pl



§ 100, 101. Chapitre VI 201
Aingi a part le cas exceptionnel, on voit, que pour les valeurs constantes
p ]) . ) . .
de v, celles de (z,, %,) le seront aussi; au contraire, si 'on fait varier
1 | »

infiniment peu quelquesunes des variables v,, les premiers membres des
. 1

équations (4) varieront aussi, c’est ce qui ne peut avoir lien sans, que
variassent quelquesunes des intégrales qui y entrent, c¢’est ce qui ne peut pas

arriver a son tour sans que variassent quelquesunes des quantités x (et
parconséquent les valeurs correspondantes de y) Donc, en umservant
levrs valeurs, tant que conservent les siennes les quantités 1i,,, et variant
en méme temps que ces derniéres, les quantités %7,' (et par suite les
valeurs correspondantes de ) sont des fonctions des quantités ?,,, et de
plus telles, qu’a chaque systéme des valeurs des 1:1’,, correspond un seul
systeme compléetement déterminé des valeurs des %” (et des leurs corres-
pondants :t?i.), de sorte qu’apres le retour des variables ?,, a leurs valeurs
initiales, les valeurs des paires (x,.;y,.) ne pourront que de se permu-
ter entre elles, & D’abstraction du cas exceptionnel, ou les points
(x,.];)y‘.) seront aménés par le systeme donné des valeurs des 1?,, a otre

situés sur une courbe adjointe (6) de premiere espece, le cas, ou elles
restent indéterminées.

La considération des limites supérieures des intégrales de premiere
espece comme des fonctions des sommes des leurs valeurs s’appelle lin-
version des intégrales abéliennes; le probleme de Jacobi consiste dans la
recherche des expressions analytiques des ]imites des intégrales par les
sommes des leurs valeurs, cest—é. dire des x (et aussi des % /) par 1?,,

Nous verrons plus loin, que les x seront donnes par les racines d’une
1

équation du degré p, dont les coéfficients sont des fonctions uniformes

v
des variables v,.
1

P ya
101. La définition des variables z, en fonctions de «, par les équa-
1 1

tions (7) du § précédent est équivalente a celle par un systeme des
équations différentielles, qu’on déduit des équations mentionées (7) en
les différentiant, et la condition supplémentaire dlavoir z—a,y=0b;

v »
(1=1,2,...p) pour ?,,:0. En différentiant les équations (7) du § précé-
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dent, on aura, vu Iéquation (1) § 79, le systeme suivant des équations
différentielles:
) 4

. S‘ m—2 n—2 (I.L'i
(1) '.‘rk( x{)yi)‘,,f—w":dum (k=1,2,...p)

poas 1'_1,(1'1 YD)

ou y, est la valeur de y¥ pour z=x,. En résolvant ces équations par

dx;
rapport 8 ————, on trouvera
T SEas)
?
i—1 ' Foed: Dk
(2) dg,=(-1) F(,9) S 1) 5 du,
k—1
D désignant le déterminant
m—2 n—2 m—2 n—2 m—-2 n—2
o2 ,9,) 9(2,,9,) . e(z,,9,)
m—2 n—2 m—2 n—2 m—2 n—2
?Q(xlyyl) ?2(‘22"1/3)' "?2(1‘”»?/‘0)
m—2n—2 m—2 n—3 m—2 n--2
(3) Do 2 20Y) w(Z0) . - L 9(2,,0,)
‘m—.2 u.— 2. m—2 n—2 ';t éu 3 2
"?p(xi’yl) "?p(xzfyz)' 'Ap( P‘y)k

et D,, son mineur, quon déduit en effacant la ligne k-leme et la colonne

i-ieme. On voit par cette formule, que les variables x seront des fonc-

r
tions holomorphes des variables #,, tant qu on n’aura pas D=0, ce qui
1

arrivera, lorsque quelquebunes des paires (x., y,) deviendront égales entre
m—2 n—2

elles, ou lorsque les points (:v,,y) arriveront sur la courbe ¢( =z , ¥ )—0;
— le dernier cas sera celui de 1’1ndetermmatlcn que nous avons déja consi-
déré au § précédent. Dans le cas, ol quelquesunes des x et leurs corres-

pondants y,, deviennent égaux, — car dans ce cas ausel le déterminant
D sera =0, ayant alors quelquesunes des colonnes identiques, — les
fonctions symmétriques des paires (x

(4) S @;,9))

ne cesseront pas de rester holomorphes. En effet, en prenant la dérivée
partielle de cette fonction par rapport a la variable indépendante u,,
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dont elle dépend par lintermédiaire des (x,z/) et ayant en vue, que

par (2) on a:
Ox

Y 0§ ik ZF(x,,y) S s (5)

Ou

et que la derlvee partielle complete de S(z 1/) par rapport & z, est

égale a I’ expressnon :

EN e

3 »
oy ) vk [as oF 48 01«]
' oz, oy, Oy, ox

F ,/(x,, Y,)

(6)

nous aurons:

08(a, ,y) JH=2p, [ 98 oF a8 oY, (7)
—_—_— (_I kb [()xi . 0_'-11 o 05’1' : 0.13,»] o

la somme a droite est un déterminant, quon déduit du déterminant D
en y remplacant les éléments de la ligne k-iéme respectivement par

08 oF 9§ oF e
w, oy, Gy LA

et parconséquent elle deviendra nulle de méme ordre, que le détermi-
nant D), lorsque quelquesunes des paires (x.,,/,) deviendront égales entre

»
elles; parconséquent les dérivées partielles de S(x y) par rapport a t:

resteront finies et déterminées, & la condition que les points (z... ;)
1

ne viennent pas en méme temps sur une courbe adjointe de pre-
miere espéce: dans ce dernier cas [) sera un zéro d’un ordre plus élévé
que cette somme, et parconséquent les dérivées partielles en question
deviendront infinies: nous aurons alors de nouveau le cas d’indétermi-
nation, mentionné plus haut. Il suit de la que, labstraction faite du cas

exceptionnel de lmdetermmatlon, b(x ,y) sera une fonction uniforme et
continue des variables tlt En partlculler les sommes Ex; seront des
fonctions uniformes, finies et contmues des variables Zl,‘,:tant des fonc-
tlons symmétriques des paires (x _/ ); de la il suivra a son tour, que

les ac seront les racines d’une equatlon du degré p:

*?o(fllk)w" i (?,,)x"_' + ek ¢p_1(zl¢k)x + n'f,,(flzk) 20, (8)
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r p
ou %o(%,),...%,(x,) sont des fonctions uniformes, finies et continues des
1 1

p ¢ .
variables #,, qui s'annulent toutes & la fois pour les systemes des va-
1
p P m—2 n—2
leurs des ?,‘. qui ameénent les points (qu;) sur la courbe 9( z , ¥y )=0,
lorsqu’aura lien le cas de Dlindétermination. On appelle ces fonctions
abéliennes. Plus généralement, si I'on a une fonction .
__ Yz, y)
— ’
72, y)

9) . z

toute fonction symmétrique des résultats obtenues en y remplacant (z,y)
» b4

par (z,,¥,), étant une fonction uniforme des variables #, par I'intermédiaire
1 1
P

des (z,,y,), sera aussi une fonction abilienne. Les valeurs d’une telle fonc-
1

. . I’ . 7’ .
tion aux points (z,,¥,) seront de méme les racines d’une équation algé-
1

brique de degré p, dont les coéfficients seront des fonctions abéliennes.
Remarquons encore, que d’aprés la formule (16) § 53 Pégalité (2)
du § présent peut étre représentée aussi de cette maniére:

Va
y FALVTE: m—2n—2 v
(10) dx,.:Fy(x,y) (e ,b, ;xjiyj)duk,
=1
(ayant en vue le changement admissible des lignes horisontales d’un dé-
terminant en lignes verticales et vice versa) et parconséquent:
£ m—2 n—2

oz, ' »
() o = Fr@: )2y, b 535, ).

102. Des sommes des intégrales de deuxiéme, et aussi de troisieme
espece, toutes prises d’un méme point quelconque ordinaire (2, ¥,) aux
points (x'.?y'.), qui répondent aux limites supérieures des intégrales de
premiére espéce, qui entrent dans les égalités (7) § 100 définissant les
variables %k, savoir les sommes:

p %

(1) ;HL’ (k=1,2,...p)
de méme les sommes

p %
©) 1.
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§ 102. Chapitre VL 205
et

v Lot
21, 3)

ou £ en 7m désignent les parametres, étant des fonctions symmétriques
. . . p

des limites supérieures des intégrales, seront des fonctions des variables u,
y 1

. » ;

par lintermédiaire des (x,ig/'.), et de plus —a part les valeurs des
P

u, pour lesquelles les intermédiaires restent indéterminées, — (1) et (2)
1

uniformes, c’est-a-dire, recevant une seule valeur pour le systeme donné
des valeurs des variables ?,,, la dernieére, (3) — multiforme, recevant au
contraire pour ce systeme des valeurs des variables z?,, une infinité
des valeurs, qui différent toutes entre elles par des multiples de 2w,
En effet, si les variables i?,, reprénnent leurs valemis initiales, les paires
des quantités (x,.],:y'.) reprendront aussi leurs valeurs initiales & Iordre
prés, peut étre, —c’est ce qui pourra arriver, si les variables :1;,, passe-

raient par celles de leurs valeurs, pour lesquelles quelquesunes des ra-
cines de I’équation (8) du § précédent deviennent égales entre elles, —
mais le changement de lordre des limites des intégrales ne pourra pas
faire varier des sommes comme (1) et (2), et ne peut faire varier
que de

2471, (4)

g étant un entier positif ou négatif, des sommes comme (3), si quelques

chemins d’intégration, en se déformant pendant la variation des quan-
P

tités w,, auraient passé par des points (E,ys) et (7, yn), qui répondent
1

aux parametres, ou ces intégrales ont des infinis logarithmiques. Nous

nommerons les sommes des intégrales (1) et (2) les transcendantes abe-

liennes de deuxieme espéce, et les désignerons, en modifiant un peu la

notation de Weierstrass de cette maniere:

Pz I
;{Ik:‘](?h)k’ (k=1,2,3,...p) (5)

P Zy
2. =Jw,),; (6)
1 .

=1
TU

www.rcin.org.pl



206 Chapitre VL § 102, 103.

et les sommes des intégrales (3) les transcendantes abéliennes de troisieme
espece, et les désignerons ainsi:

(1) p 4 H‘Igfﬂs-q(%»)-

En effectuant I'opération DE sur cette derniere égalité, nous aurons en
vertu de (14) § 79 et (6) du § présent:

» »
(8) DI, ()= J(w,),.

A I'inverse, en vertu de (15) § 79 et (7) du § présent, on tirera de
I’équation (6) par lintégration:

ds
=
&

Vi Va
9 H»- L —= 2T Jemr i
®) enl1) f J(7")5Fy(5,!/5)
7
Dapres (7) § 77 et (9) § 79 on aura aussi:
P P m—2 n—2 ? s P
(10) ), = Jo( &,y ) I@)+ZP, G ysia,b),

]I
ou le dernier terme, étant symmétrique en (z ,y,), s'exprimera aussi en
-
Vi
fonction des #,.
1

103. La transcendante abélienne de deuxiéme espéce, définie par
I'égalité (5) du § précédent, et parconséquent cette autre, qui en differe
par une constante additive:

»
(1) C, + J(ff,-.),,
deviénnent égales a oo' comme la quantité
F (a,b)
Yrin' ik
(2) A

k

b 4
pour z=a,, d’apres (4) § 74, chaque fois que les variables #, recoivent
3 1
b 4
les valeurs, pour lesquelles I'un des points (z,,y,) vient a coincider avec
1

p »
le point (a,,5,). Pour les valeurs des u,, qui aménent les points (z,,¥,)
1 1

sur une courbe adjointe de premiere espece, elles restent indéterminées
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p P
avec (z,¥,); pour toutes les autres valeurs des variables «,, elles seront
1 1

des fonctions finies et continues de ces variables, et uniformes, comme
nous lavons vu au § précédent. — La transcendante abélienne de deu-
xieme espece, définie par 1’équation (6) du § précédent, sera semblable-
ment uniforme, finie et continue pour tous les systemes des valeurs des

p
variables #,, a 1'exception de celles, qui amenent quelquesuns des points
1
Il
(xiiy,.) en coincidence avec le point (&, yg), car alors les intégrales de la

somme (6) du § précédent, recevants (5,7.) pour limite supérieure, de-
viendront égales a o' comme la quantité

gl el (3)

r—5k

-

pour z=£%, comme il suit de (3) § 74 et des §§ suivants. On peut'le
voir aussi par la formule (10) du § précédent: en effet de la maniére
semblable & (3) devient infini un terme de la derniére somme en (10)
du § précédent d’apreés le § 68 et la formule (4) § 61 (ou il faut trans-
poser z avec £). D’apres le méme § et la formule (7) § 60 il deviendra
infini aussi au point (a,,b,) comme la quantité

m—2 n—2 Fz;(“k’bk)

== {E B Ll 0
#ul € yE) < by

(4)

our z,—a,; mais de la méme maniére, seulement avec le signe -+, de-
i k o] L]

i »
vient infini le terme de la premiére somme, qui contient J/(«,),, tan-
- 1
1)
dis que les autres y réstent finis; parconséquent en ces points (a,,b,) la
1

: 2
fonction J("")E aura une valeur finie.
1

Quant & la transcendante abélienne de troisieme espeéce, elle deviendra
infini avec I'un des termes de la somme (7) du § précédent comme

— log (x,' Tl E)’L‘:E - (5)
P

pour chaque systéme des valeurs des variables #,, qui ameéne le point
1

(#,,9,) au point (% 9,), et comme
+ IOg (.’tj s "l)wj = (6)

r
pour chaque systéme des valeurs des variables #,, qui améne le point
1

(#;,y;) au point (n,y,), comme il suit de (7) et (8) du § 74, et
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p p
devient indéterminée pour les valeurs des u, aménant les points (z,,¥,)
1 1

sur une courbe adjointe de premiére espece.
Vi
104. Si dans les formules (7) § 100 les points (z,,y,) décrivent
) 1
des chemins fermés quelconques, ces derniers se réduisant a une suite
déterminée des courbes fermées AJ. et Bj (J=1,2,...p), les égalités en

question deviendront:

P % . »
(1) igl }k e —{—72 (o410,
. :

P
ou & gauche les (z,,y,) ont les mémes valeurs qu’en égalité (7) § 100, mais
1
les chemins d’intégration seront déja des autres, notamment composés des

p
chemins anciens et des chemins fermés, qu’auront décrits les points (=, 7).
1

p
— Les fonctions symmétriques des (xz.l, y,), comme par exemple la somme.

o (@ Y0 »
2 R
® Stets— .

— comme nous les voulons désigner des maintenant, en produisant cette
notation de leurs nom: ,abéliennes, —ne seront pas changées par cela
en leur valeur algébrique, et parconséquent nous aurons:

Bei : »
3) Ab{ut B0, 1,0,)) = ABG).
Les fonctions abéliennes sont donc des fonctions périodiques de leurs

P
variables u,; elles possédent notamment 2p systemes de périodes simul-
1

.
tanées distinctes, car chaqu’un des nombres 7Inj et ;lzj peut étre égal a zéro
et a Lunité. y !

Qnant aux transcendantes abéliennes de deuxitme et de troisitme
espices, les sommes des intégrales de deuxiéme, respectivement de
troisiéme espéce, qui les définissent d’apreés les égalités (5) et (7) § 102,
se changeront apres cela respectivement en les suivantes:

gy »
(4) 1214 IT, +21 (g tnm),  (k=12...p)
— Zy J=
et :
£ g
(5) 21 IHE;q - Zl (m;5,+n.0)+ 271,
=1 Jj= :
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ou conformément au (16) et (17) § 92 on a posé:

CJ:IHE,I, ¢ =111, (6)

b
(4)) @)
les premiéres sommes étant ici respectivement les mémes, qu’aux (5) et

; Va
(7) § 102. Ainsi, lorsque les variables «, recoivent les accroissements
1
' &
(!.),‘: ( J h1+n]w) (7)

J=1

les transcendantes abéliennes de deuxieéme espece forndamentales (comme
on pourrait les nommer, ces fonctions étant définies a I’aide des inté-
grales fondamentales de deuxieme espeéce), recoivent les accroissements:

p
T =2 (m 17, (8)
j=
et les transcendantes abéliennes de troisieme espece les accroissements:
~ 7’
E=2(m L +n L)+ 2, (9)
j=1
ou les my, n; (j=1,2,...p) dans toutes les trois formules (7), (8) et

(9) désignent les mémes nombres entiers, positifs ou négatifs, ainsi qu’on
aura:

J(“/.+ 8,), = J(“/.)/;_*" N (10)
p » *
IIEV](ult_i*_ G)Ix) :Hﬁq(i‘/.)+ C (1 l)

Ces fonctions possédent donc la périodicité de la seconde espeéce,
d’apres la terminologie de Ch. Hermite.

En passant a la transcendante abélienne de deuxieme espéce plus
générale, avec le parametre (&, y,), pour laquelle a lieu 1'égalité (10)

§ 102, ‘nous remarquons, que la derniere somme de son second membre
étant une fonction symmétrlque des paires (x,,J) est une fonction abé-
lienne des variables :4,,, et parconséquent reprendra sa valeu1 quand ces
variables recevront les accroissements 3?},,, de sorte que toute la varia-
tion de cette transcendante, provenant de I’accroissement des variables
z?,, de é;"’ que nous désignerons par 7l;, ainsi qu’on aura

Vi
.= ; mn, +n ), (12)

M. TIKBOMANDRITZKY. 14
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— g’exprimera par la formule:
m—2 n—2

(13) m—E%( E L %)

En donnant ici aux nombres m;, n; les valeurs 0, I'un excepté, que nous
poserons — 1, nous aurons:
A m—2 n—2

(14) ey =2 €0 )y
. m—2 n—2
(15) —Z o & Y, JLIPR

105. Les dérivées partielles des transcendantes abéliennes de
b4

deuxiéme et de troisieme espéces par rapport aux variables #, on ob-
1

tient de cette maniére. En différentiant 1’équation (6) § 102 par rap-
port a la variable #,, ayant en vue que son premier membre n’en dé-

»

pend que par l'intermédiaire des (z,,¥,), on aura d’apres le (9) du § 79
1

et (11) du § 101:

? 2 .
OJ(tlt;,)E e RS SR
N H,y,|5 )9 &, b,; xjiyj) &
(1) 5

=H(a, "‘E'/E) DP (ak’ z’x 7/)

—en vertu de I’équation (10) § 70 pour z—a,, y —b,, [ou l'on aurait
» p
changé préalablement (a,., 8,) en (x,.,y.]. En faisant coincider le point

(&, ye) avec (a,b,), on regoxt d’ici la formule:

"J(11‘h)z m—2 n =8 o1 p
0“1: H(x,s-/ ’alsbl)wj( ak) k’ J,?/)

=1

(2) P
’D P q(a].) L! iyj)’

car par I'équation (4) § 70 (écrite avec ! pourg) et (21) § 69, (écrite avec
! pour k), on a pour E=a,y.=b:
(3) H(aka bk I an b;) :El(am bk) = Czka

en supposant ! & k; pour /=% la seconde forme du second membre de
l’équation mentionnée devient illusoire, en prenant la forme occ —co *).

) La seconde expression pour la dérivée de J(1: ), par rapport & w, correspond

a la formule (4) § 48 de notre ouvrage sur linversion des intégrales hyperelliptiques
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En passant a 1’égalité (7) § 102 pour en déduire la dérivée par

»
rapport & u, de la fonction Han(u,,), remarquons, que d’aprés le théo-
1

réeme de 'échange de parametre et de l’argument on a:

m, (i~ 31, _2 @

. =1 o =i

done, en différentiant par rapport & #, on aura:

» »
Tﬁj(_?‘th_) __Z _"_ﬁ] g, (5)
ou, e ox, . %0 O, §
ce qui prendra en vertu de 1'égalité (11) du § 101 et (14) du§ 79 la forme
suivante: -
P Ak g :
&1 11‘11 m—2 n—2 . p
B A LS e ?xj;%)l},-- i
=1

Si Pon change maintenant dans la formule (7) § 77 = et x, respecti-
vement en £,7; puis (j, b)) en (z; yj); enfin (E,yg) en (a,b,), on aura,

en employant la notation abrégée des intégrales de deuxiéme espéce,
cette autre:

Iy

? 2 m—2 n—

];rlIk :})E'I(ak’ b“xji y_])_i‘zll'f,( a}_ ’ b}.’x J)Hz ’ (7)
en se rappelant (pour le premier membre) de (4) § 70. En vertu de
celle-ci on pourra représenter la dérivée cherchée de cette autre maniere:

3 »
lv::EII —I)Er‘(ak’ bh;x,iy) (8)

‘On pourrait aussi recevoir cette formule a 'aide de 1'autre propriété
caractéristique de l'intégrale normale de troisieme espéce, celle, qui
nous a conduit & la formule (9) § 102. En différentiant cette derniére
formule par rapport & #,, nous aurons d’aprés (1) du § présent:

(p. 89), citée déja plus haut;elle était certainement connue de Weierstrass, parce qu’on
peut la tirer sous la forme un peu différente, et pour le cas de ¢;;; —0, de la formule
(29) § 4 de son mémoire: ,Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Crelle Journ.
Bd. 47. Dans le cas des fonctions abéliennes générales les secondes formes de (1) et
(2) ont été données (la seconde pour le cas ¢;=—0) pour la premiére fois par
Mr. V. Ermakoff dans son mémoir, cité au § 72.

14*
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-

<

? £
0l () oJ(th)E &
iy ¥ 3
(9) Ouk _f duk F(C, P) H(”yﬁ\a“b")p( £y ,.) PEr(al»’ L,ﬁ y)

m n
en se rappelant de la propriété de la fonction P&v,’ exprimée par 1'équation
(1) § 59 et de l'autre, par laquelle elle s’annule, lorsque ses paramétres
deviennent égaux. En vertu de (4) § 70 et (5) § 79 le premier terme

du second membre de cette équation est identique a II,; on aura donc
n

la méme formule (8). De celle-la on revient a la form‘ule (6) a Tlaide
de (7) #).
106. La formule (8) du § précédent pourra étre présentée encore

d’une autre manieére fort importante. En désignant par (&, Y “,J ) et

par (7, yp,n“,Jn ) deux systemes équivalentes au systeme de pomt
(a,,0,:2 j),—c’est'ce qu'on pourrait désigner, en imitant L. Kro-
necker, amsi:

. 4 4 . ? 2
(1) (ak, b"’xliyf)m(<'y5’Ek‘{yﬁh,)m(n’yn’ n[n‘l’.y.qk[‘)Q_
on aura en vertu de (17) § 72 vu (18) de méme § I’analogue de (16):
(2) P, (ak, 5. ,,JJ)fD logP, (¢ J-,m Ye ),
en le portant dans I’équation (8) du § précédent, nous aurons:

()I[Eyl(?h) g
(3) WT_—IIL—D IOgPH ‘r( J"’ ’U"/P )

Mais d’aprés I’équation (5) § 98 on a:

(4) ) 211 =D, Jog B, (t.95 by ¥, ),
) =1 nlq
d’ou T'on tire:
3 » ki St
(5) H —D, log (E Yes ;”,./»- )—— ZH P ZIH —(C\ g]])

ki

*) L’expression (8) de la dérivée par rapport a w, de la fonction abélienne de
troisitme espéce appartient aussi & Mr. Ermakoff (1, c.). Elle correspond, dans le cas
hyperelliptique, & la formule (4) § 47 p. 85 de notre ouvrage citée.
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en le portant dans 1’équation (3), nous aurons:

? .
oIl (uy) » Mk p Sk

=G+ 2T, —(G,- ZH (6)

C’est cette formule que nous avions en vue de déduire. Les constantes
C, sont tout & fait arbitraires dans ces expressions pour £=1,2,...p.

r
Il nous reste introduire dans cette formule les variables 2{,,. Afin de le

faire, remarquons, que par le théoréme d’Abel [(4) § 98] on a:

L
;lu

2, L =0; (M

=1 z;

2 Hnr

»
en lajoutant avec 1'équation (7) § 100, qui définit les variables «,,
on aura: ;

3 » Ewi
I+ : Ih (8)
!lk = (li
d’ou I'on tire:
P E‘kt‘ ar
2
2‘ Ih = uh+ Ih 2 ; (9)
=1 a;, E
De la méme maniére on trouve i
P n}kl ag
: In =u,+1,. (10)
=1 a;

En se rapportant a I’équation (5) § 102, qui définit la transcendente
abélienne de deuxieme espece fondamentale, on appercoit de suite, qu’apres

r
Pintroduction des variables u, dans ’équation (6), elle prendra la forme:
- .

o
O ()

P a ’
5= Ck—i—J(uh-i—}‘h)k—(Ck—}—J(u I;.) ) (11)

2 r
107. Les dérivées partielles par rapport & «, de la transcendente
1

abélienne de troisiéme espeéce s’expriment donc par les transcendentes
de la deuxieme espéce, dont les arguments different de ceux de la pre-
miére par certaines constantes. Les dérivées partielles de ces dernieres

r
fonctions par rapport & #, s'expriment par les formules, qu'on déduit
1

4 »
de (2) § 105, en y changeant (x].,yj) en (E,j,ye ), notamment:
1 1 Sl
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24
aJ(“h'i‘!h)t i
(1) o 2R € — Da,an(“k’ b, E”i yeli).
De méme on trouve ;
(')J(uh—f- I;:),‘
(2) T:ckl e am(“n z’Ekv?/* )

Les deux systemes des points, figurant sous le signe de P dans ces
équations, sont respectivement les zéros, et les infinis d% la fonction de z:
»
P o(aibe
(3) Z;( 15 05 41?/:)

»
'PzE(akY bk; x:”l yl)

r
— car le zéro (E,yE) et les infinis (z,y) étant communs aux deux
; 1

membres de la fraction, elle y reste finie; par p+1 infinis et un zéro
les p zéros restants de la fonction du dégré p-+1 [§ 40], uniforme sur
la surface de Riemann considérée, étant completement déterminés, cette
fonction (3) ne differe que par un facteur constant de la fonction

(4) P, (a,b;; k,,yem);
parconséfuent les deux systemes suivants de points:

P
(5) (ak, k’ ”!ysli) et (al’bl;ghiy&lﬂ');

sont équivalents [§ 72]; mais alors en vertu de (18) § 72 on aura:

(6) Dalpam(akv iz El ’y& )_-Dak-P (au 1 L,»yek‘),
et comme on a en outre par (19) § 69
(7) Cli= C,

on en conclut que les seconds membres des égalités (1) et (2) sont
égaux; donc les premiers le sont aussi: -

p Bk
0J<u,.+lh>, oJ(u,.ﬂh),, .

®

ou, 5 o o, :

*) Cette démonstration de la formule (8), donné pour le premier fois par
M. Ermakoff (1. c.) est extension sur les intégrales abéliennes générales de celle, que
nous avons donné pour les intégrales hyperelliptiques dans notre ouvrage sur leur
inversion, citée plus haut. Dans I’édition russe de ce livre nous avons donné la démon-
stration de M. Noether: Ueber das Jacobische Umkehrproblem. Sitzungsberichte der
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-

La quantité & est tout a fait arbitraire. Cette égalité nous montre,
que les fonctions

p o
J(u,nltl,,)k =l 8 (9)

» 4 :
sont les dérivées partielles par rapport & #; d’une certaine fonction des
1

mémes variables indépendantes. La méme chose aura lieu par rapport
aux fonctions qui en different par des constantes arbitraires:

p Ik
Cot 1), k=123,..9) (10)
S >

lesquelles seront aussi les dérivées partielles par rapport aux variables
» v
u, d’une certaine autre fonction des mémes variables. En la désignant
: ;
par

? @

DQ(u, w3040, ; (1)
1

r
. 0
si elle s'annule pour #,=u,", on aura:
1

p © -
ay, 0®(u, |1u,, 3 043%)

P
Cert-J (- L= s (12)
g A
et parconséquent
0 (t;) » ? 3
d(p(uhl“h 10 ) =k21<0k+ J(uh-*l_!:h)k) ot (13)
= ¢

Le point (E,ya) étant tout a fait arbitraire, on pourra le faire coincider

avec le point (z,,¥,); alors nous aurons un cas particulier de cette fonc-
tion, que nous désignerons de la méme maniére, en omettant seulement &,
de la sorte qu'on aura:

P (o) 2 p Lk
A, w,C)=3 (c,‘jLJ(th1r L),) du,. (14)

La fonction (13), plus générale, peut aisement étre raménée & celle-ci,
particuliere. En effet, on a:

o G
IE,.ZI,.—L; (15).

physikalisch-medicinischen Societat zu Erlangen. Sitzung v. 16. Juni 1884. Cette nou-
velle démonstration est plus symmétrique, comme la deuxi®me démonstration de
Mr. M. Noether, donnée par lui dans les Math. Ann., Bd. 87, S. 483.
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216 Chapitre VL § 107."
parconséquent 1’égalité (13) prendra la forme :

A, 1), Cp38) = 2 (¢, 4T, 1 +I,,) =
(16) | i

P aj p i
=3 (¢ IO L), dn=ae0, 4, 0),

— si I'on pose

£
(17) '”/.:”/,_I/ﬁ (h=—1:27" ip)
d’ici il suit, que
? ? (o)
(18) B, |y, ;) =2, u,, C)+C.

5 r
. . 0 . .
. Pour déterminer la constante C, posons u,—«"); alors, si l'on fait
1

£

(19) vﬁf):uj‘o)— L =100
on aura
()
(20) 0= vln |uh h)—*— 07
en retranchant cela de (18), nous aurons:
2 (o) 2 (o) ()
(21) P(u,| uy, Ci3 &) =@ (v, | w,, , C)) — P(v, Jtz, C,),
1 1

ou, en portant aulieu de v, et v;o ) Jeurs expressions, tirées des égalités
(17) et (19):

-

? (o S ? (o P (o
(22)  B(v,] uyy G 8=, — L, [, C) — D (s I,, | uy, C,).
zy 1

De D’égalité (14) il suit que la fonction

P p$

(23) D (u, !“,. : C)~‘2 / (C J(u,.—FI,,)k) du,
(o) 1z
Vintégrale étant prise suivant une courbe dans Uespace & p dimensions
» p |

du point (geg)) ) jusqu’aw point (alt,‘), en évitant les points, ow la fonction
a intégrer devient infinie ou indéterminée. La fonction plus générale, dé-
terminée par I’équation (13) sera représentée par une intégrale semblable
a (23), ou a la place de z, figurera &.

De cette définition de la fonction on déduit aisement ses propriétés
principales, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.
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108. En multipliant I’égalité (11) § 106 par d«, et en sommant par
rapport & £ de 1 & p, on aura d’apres (13) du § 107:

Al (1) = A, 05 Oy m) — A (v, 13 00); W
en intégrant cette égalité, on aura:
I, (1)~ IT, ()=, o2, Gy — (o, €38, @
ou, d’aprés (22) du § précédent:

7 1
HEn(") 1, (u(")) B, 1, m(o) ghyid ‘I)(u(ﬂ)_I |u‘°) a0

" h h2~h
. (3)
— (@, I lu§°’,0h)—<p(u‘°)—1 lu(,j’,ch>
En effectuant I'opération 1), sur cette égalité, on aura:
»
I (1)), — J(u‘°> =
(u —1 m ) € oo(u‘°>~:1 Tu0c 4)
N RemLpRG LR e
& Ouh - o (€,9:)
ou, d’apres (12) et (15) du § précédent:
J(Zh) J(u‘“’)E o
! (5)
© m—2 n—2
Z J(uh+1 — 1), —J(u, +I Ih)h} P & » U )

109. Revenons maintenant aux formules (4)— (6) § 98. La pre-
miere de ces égalités peut étre représentée ainsi:

IA ,LI ZI:O (1)

t—la, =1a; .

ou, en transposant les termes précédés du signe (—) dans 'autre membre
de I'égalité, de cette maniere:

S +I_u+v,, @

i=l1a, i=1a,;

www.rcin.org.pl



218 Chapitre VL § 1009.

en posant:

3) eeley ;

Dans les égalités (5) et (6) du § 98 changerons la notation des para-
metres, en écrivant & 7 aulien de z, z,, et ensuite décomposons chaque
intégrale sous le signe de sommation en une différence des deux autres,
Nnous aurons:

(4) ‘lI" g ¥ y 11"'_24 H 'I):: log (1):7,(.%', .’/‘; .CU:: .Ui)\}>
3 S 1 /

1—1 z, =1

ce qu'on peut en vertu de (6) § 102 et (2) du § présent représenter
ainsi:

(5) ]IE—'—J(U ) —J(u, -—v wl'): log <1’: ,(x',g/';x.i‘// )>;
3 c ca /1 ]

et de méme:

»
) l. ;
I :1'(‘1"Iy Yy, T{v .7/,)

(6) HI_, ~ZIH— —VHI q = log : S

— 1 ] P
7 1)1‘11(‘1;" Y’ 1‘2.1 I/I)

ou, d’apres (7) § 102 et (2) du § présent:

»
Py, 52,29,

! ‘ P ?
(7) M, +1, (v, —1II, (w,+v,)=log -
a oL B0 >l 1 r (D’ ,/!. r I/,)
T".Z"l ’. "'/i-l

On peut former aussi une fonction, qui deviendra égale a4 oo' aux
p+1 points, dont » restent les mémes (x'.;'y’.) qu'auparavant, et le
dernier sera le point («',y,), et qui devient égale & 0' au point (2, ¥);
alors on aura d’aprés le théoreme d’Abel:

'

®) L.;hﬁ

_d’ou l'on trouvera, comme plus haut:

? 57- rq a

©) ' SL=31+]=u-0+s

k>
& a /fl a’ &
i

ou l'on a

(10) Z(”‘«/‘Dm*f 7, 0k),

g=
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—car le chemin d’intégration pourra étre un autre,— et d’aprés le
théoreme d’Abel pour les intégrales de troisitme espéce dans le cas
considéré:

PE.,L’ (a' Yol " y‘)

L o y 5 ,
III’;',- I*EIII:T‘*E III:_']: log : (i1)
il ol e wx (R e [T

[ 4
Pr z' (1" ‘1/:1,’ 90“12/1)

d’ott nous arriverons comme plus haut a la formule:

a’ v ) ? cx - ;c,(i 7/,1I,m1'./,)
I},IE.T[? X H;.,'(?/.) ) H;'T‘(“h T v)=log| — ”‘1} el (12)
; ‘r‘,x'(a’ya’;xfl’ Y,)
en posant pour abréger:
Damies e ok Tk T Tt (13)

Si I'on ajoute les égalités (7) et (12) et si I’on prend égard a ce, que, le
chemin de (¢,y,) & (v,2') et puis de (2',y') a («,yy) étant fermé,
d’apres (14) et (15) § 92 on a en général:

x'

V X.; g ook :
O, + Il = 2g'wi -+ X, 1 = 2¢'mi - Zm(l ), (14)
a! z' k=1 o
ol
P‘
e ;:%1(mﬂn’f:/ ) (15)
on aura la fermule suivante:

b 4 p
PE, 1,(,E’, y's J'i{ Y,) - Pf,x’ (o, Yot (vil, Y;)
log| ——— 17 )= agmi+

N b
P, o @95 x,wly,-) Py (@Y 2 i Y )

(16)
» v p

-2 e (w,) — I, (wy+v,) — e (w,—v,),
1 ot 1 ik 1

car en vertu des formules (11) et (9) du § 104 et des formules du
§ 92 citées tout a I’heure, on a

& 5
1T, (- ;; ®,)=2q m~2nkl : 51‘(14,.? v,) (17)
it h
En posant pour le moment:
ir g P (0 ;
-‘r (“/. ) (I)(”h l/.l‘u’/A » G ‘I’(ul 1 u,‘ ,G)=0, (18)
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on a d’aprés (3) du § précédent:

T (o)
1

r o T2 ¢ .
(19) UE‘I}(?I;) =0+ ®(w,— I"IIUI' » ) — ®(u,— I,, u, , C,)+24, i,

o

: 3°.@
(20) I (u, = v,) = C' + & (w, = v,— }{'iu" »C,)—

N
— Py, v,— I 1w, C)+24q,m,
g 1

(9, pouvant avoir des valeurs différentes pour les deux signes =).

vertu de ces formules I'équation (16) prendra la forme:

: b 4 P
I)E’ a'(x“ Yy, xiiy,') : PE’xr(a" ya’ : mﬂlyi) 4
log —_— — =2Qmi+

P - »
Py al@a¥s I PRSP CINE iy Y,)

17 @ $2 @
+ 2[®(u,— I;.Iu’h » Gy) — ®(w,— I;.iuh yO) =

En

(21) Ly
@ Sp
=0, o l 4, , C,) + ®(u,+v,— I"ll u, C) —
LIE ) Er
5% (I’(“h“ L I,, l Uy Ch) < (b(“h' T I/. : o Ch)'
110. En passant du logarithme au nombre et en posant, pour
. abréger:
? () D(u, \puiﬂ), C,)
(1) e(uhly uh’Ch):e 1 )

—notation, introduite par Jacobi, d’ou vient la dénomination ¢héta-
fonction pour cette nouvelle fonction, on tirera de I'équation (21) du

§ précédent cette autre:
» P
Ps,al (=, y'; w{; Y;) - PE,E,(GI, Yyl xzif’/,-)

r »
P @ Y5209) Py (@Y, i ¥:)

£r © $r o
0 (w4 v,— Ihjluh » Cp) - 0 (uy— v,— Ih1’ u,, Cp)
o _ z,
RS ¢ 2 (o) 2
[e(uh_ Ih l u}; ’ C},)]

Ty

& @ =—
1 72 @ NP

0 (u+v,— 1, i"}, » Cp) - 0(u—v,—T, l uy,, Cp)

Zo

Zo

N2
[e(uh_ Ilr l Uy C}l)]2

Lo
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Dans cette égalité les dénominateurs des deux membres on tire de leurs
numérateurs respectifs par le changement de £ en m; on en conclut que
le rapport des numérateurs des deux membres est une fonction, qui ne
change pas sa valeur, si 'on remplace & par 7, qui en est parconséquent
tout & fait indépendant; c’est-a-dire que ce rapport ne dépend pas du
point (E,yg). En le désignant par ¥, nous aurons donc ’égalité suivante:

p & p
A PR 4 4 . oy
1 ’;‘al(.x 'Y a‘x,‘iy,‘) g P&-x’(a 7yan x“lyi)_

¢ (O] ; p (0) ¢
O (u;,+v,— T {luh ,0h)- G(uh-—-z*h—]h jlu,l ,Ch) (3)
= i - A ;

LB T
[@ (“h_ Ilz i L 011)12
Lo

Cette formule correspond a celle de la théorie des fonctions elliptiques,
qui donne I’expression de la fonction @(#)— @(v) par O(u), [ou par o(u)],
et a celle de la théorie des fonctions hyperelliptiques, qui donne I’ex-

pression de la fonction % par les O -fonctions *). En considérant &

-gauche & comme ‘variable indépendante, nous avons la une fonction uni- -

m n

forme sur la surface de Riemann pour F'(z,7)=—0, qui devient égale a
oo? aux p points (z;yl.). Au point (#',%) et aussi au point (&, y,)
elle est finie et différente de zéro, car l'un de ses facteurs de-
vient =oo!, lorsque lautre devient —0'. Chaque facteur a gauche
est une fonction symmétrique des paires (x'.; v,), comme il suit de ce,
qu'on a dit au § 58 apres la formule (11); parconséquent leur pro-
duit le sera aussi, et parsuite il sera une fonction des variables ft,,.
Considérée comme une fonction de ces variables il devient —oo® pour lles
valeurs des %,,, qui amenent 'un des points (x:{yi) en (&, ys); la méme

chose a lieu par rapport a second membre de (3), o, comme nous le

P
verrons au chapitre suivant, le dénominateur [O(u, —1I, | ", C))]* devient

Lo
»
égale a 0° pour les mémes systemes des valeurs des #,; il suit de 1a,
X
14
que V sera par rapport & chacune des variables indépendantes u, sépa-
1

rément une fonction uniforme (car © I’est comme on le verra plus bas),
continue et toujours finie; parconséquent par rapport & chacune de ces

*) La formule (4) sur la page 101 de notre ouvrage, déja citée, sur I’,Inversion
des intégrales hyperelliptiques“. Kharkow, 1885 (en russe).
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222 _ Chapitre VL S 11051113
variables une constante, c’est-a-dire une grandeur, qui est indépendante
de ces variables. Par cette raison on peut la déterminer, en donnant

»
aux variables #, des valeurs particulieres quelconques, par exemple
1

P »
en posant u,=0; alors tous les (z,y,) viendront i tomber en
P 1 1 3
(a,5,), et nous aurons de Dégalité (3):
: :
8(’0} _{h 1 uh ’ Ch)e( v _Ilz ( uh ’ Cll)

(4) Pa,(.’t',y';a b)P (“ Y nanb)_V— . » % :
(0(~1, i CY?

d’out I'on aura V7. On peut P’éliminer de I'égalité (3), en la divisant par
cette égalité (4); on aura alors:

» p
-PEa'(x" ?/'; x,‘l’ ?/'-) .Pgt,(a’, ?/al; mta ?/1)

PEal(xli Ui a,f b;). PE (y "at’ b )
(5) Ep E (0)

- [6(— I;, | “h ,CY 9(“;;"‘”1; Ih “h » )8 (w,—v,— I, 1‘ w5 Gy

P Zo o *)

0) 2 (o)
8(v,— Ih | “; 10,0 (—1, Ih | “h ) z)[e(“h_ﬁlhiuh , G’
Zo a

111. De I’équation (1) du § précédent, qui définit la nouvelle fonction
4

O(u, |u)), C,), on tire
1

(1) |u(°) C)=10g O (u, {u‘) C,)

En vertu de cette égalité on peut donner la forme suivante & 1’égalité
(3) § 108:

IR
R i i 0 (u, — ]h{uh ,C )8 (u;, —1, | uh ,Cp)
(2 IO (u)—I, (u)=log
EY,‘ 1 E’] 1 ; P © P (0)
6 (w,—1, “h G0, I;, f uy, »Ch)
Si on pose
s P 2"
(3) ”5.,‘(11”;,) :':21 :[LE[EY] s

en commencant l'intégration par les mémes valeurs des z,, par lesquelles
nous l'avons fait pour les intégrales de premiere espece en (7) § 100,
on aura évidement:

*) Cette. formule présente une analogie compléte de la formule (6) p. 104 de
notre ouvrage citée plus haut.
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1) =IT. (u,)—1II, (c
E‘q(th)— E,q(’lll’h)"“ E'f)(?h)’ (4)
et parconséquent d’apres (2) nous aurons

r (0)
) @(u, —Ih l “h )C],)e(‘_‘Ih ‘ Up, Ae
I (u,)=log ’,’ %o : (5)
< 1h % %)
9(“ —I;, 1 "h 3 )9( Ih } Uy, ,Cl,)

En effectuant 1’opération DE sur les deux membres d’égalité (2), nous
aurons d’apres (8) § 102:

: Sr @
o 5 £ 1 08 (v, —1, |1"h » Ch)
(0 0
J(lfh)g 53 J(?{/"))E T P )— l;uk T
0,
=1 8("/.‘1 |’“'h »Cw)
- (6)
LA O
0G(uh ——I l U, , C},) gy
> 1 B R )
- o, Tk 1 D

P (o
ou—1.| u‘h), )

In

car le coté droit de l’égalité (2) dépend de &£ par l'intermédiaire des

quantités (v, ——I ) et (u(o)—I ) Quant aux expressions des fonctions J(u )

Z“ 1 z,

par les fonctions ©, on les aura en vertu de (12) § 107, en dlﬁ'érentlant
- (1) par rapport a #,, c’est ce qui donnera:

k(o)
ae("h | w, , Cy)
1
S (7)

p 8k
C—~J(u,,+1h)_ -

»
i O (uy, | "1. C)

» P %
d’ou l'on trouve, en changeant u, en uh—Ih:
1

08(u;,— I, | “20): Cw)
) ] ot %)
e e
e(uh_ II.|1uII ’ Ch)
o

Ainsi les transcendantes abéliennes de deuxiéme et de troisiéme
espéces sont raménées aux O-fonctions. Si I’on prenait de telles syste-

p »
mes des valeurs des variables #,, qui amenent tous les points (z,,¥),
: ¥

un seul excepté, au point (x,,7,,) alors des p termes de la somme des
intégrales de troisitme et de deuxieme espeéces qui définissent respec-
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224 Chapitre VL § ‘151, I

p D.
tivement les transcendantes H, (u,_) et J(u,, ):, p—1 se réduiront a zero,

et il n’en restera qu un seul, qui sera expnme ainsi de méme par les
0- fonctlons

112. Les valeurs d’une fonction symmétrique quelconque des valeurs

Y(z,y) . i
@) MUX points (z,,y,) seront connues, lorsque seront
LAy 1

connues les valeurs des fonctions symmétriques simples, comme on le
sait par l'algebre supérieure; quant & ces derniéres, on les trouvera de

de la fonction

m'

la maniére suivante. Désignons par (ai,ya) les zéros, par (p,.,ys_) les
infinis de la fonction: .

Y(z,y)
W 1., 9) :

ou 2 est une valeur donnée arbitrairement; les derniéres, c¢’est-a-dire
m'

(pi’yﬁ4)’ étant les zéros de la fonction y(z,¥), sont invariables; les pre-
1

miers varieront avec 2. Alors d’aprés le théoreme d’Abel [(6) § 95]
nous aurons:

\ & 403 ]
1T Dyl o
@ A S AN
u(zco, Y, o 3

ot (z,y) et (z,y) sont des points quelconques ordinaires de la sur-
m n

face de Riemann pour F'(z,y)=—0. A gauche on peut échanger les para-
metres avec les limites des intégrales, aprés quoi nous aurons: -

wo v )
’ O
(3') Z]}(‘,Iﬁz‘,“i Y 100 U(z,, yﬂ }
=1 —g
VACHEA ’

» » b4 » : -
En posant ici x::f[, y:glj_l,, x«::‘fw y;:l;i, et en ajoutant les résultats

obtenus ainsi, on aura d’aprés (3) du § précédent:

o 2 b, y;)
0 P H(‘/(‘ -)_Z)I
(4) H@.a (u,l):log — 1
s i 8T H< (a5, b;) z)l

1.(a;, b))

V4
(& droite IT désignant le produit).
G |
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§ 112. Chapitre VL 225

Le premier membre de cette égalité peut étre, d’aprés (5) du §
précédent, présenté ainsi:

m' m'

Bi p
B 9(“1‘—I l uy C,,)O(—I | uiy Cy)
Z Héi,ai(g»h)—z log— 2~ L i

i = 8w Juh,ch)e(—l Iuﬁi”. Cy)

en le portant dans I'égalité précedente et en passant des logarithmes
aux nombres, nous aurons:

% p
m 6 (uy, — Ih | ";O), Cw)
1'0

=

L (4 ) =t Per

H(y( y;)‘z> 8ty —1y [y’ C) §
. = j £

ﬁ(u(” J) >——_h % p (o)— . (6)

@) 7 m'e(—gﬂhlu;.,oh)

J =1 ﬁi
o (I, |uf’, Cy)
Io
Aprés avoir multiplié a gauche le numérateur et le dénominateur par

(—1)?, nous multiplierons les deux membres par le dénominateur du
coté gauche; posons alors

m O (u, —I/, | u Ch)

=1

i 0 (u —Ihlu(o)C) :
b ( h 1 A° h
g J’ J o 7____:N. Z
Pl s )) ; K¢
m! 6(-—1), ‘uh ,Ch)
=1 F’i s

u©
e( guhl 7 C)
ce N sera une quantité, qui dépend de z comme explicitement, tant par

lintermédiaire des quantités (a,, ya) qui dependent aussi de #, comme

on I'a déja remarqué plus haut. En développant suivant les puissances de 2
le produit qui reste aprés cela au premier membre de 1’égalité (6), on aura:

ZP—Z—I[‘MlZP_i‘*‘MZzp—z—}_"'+MII—12+M;7:N’ (8)

ouw M, M,, ... M, sont les fonctions symmétriques simples des valeurs de

. U y o » < . ..
la fonctions ;g: Z—; aux points (z,,7,), que’l'on cherche. Apres avoir choisi
4 1

arbitrairement p valeurs de 2, soit:
By Wiy ol 9)

M. TIKHOMANDRITZKY. v 15
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226 Chapitre VI 8- T1ev NNy,

et déterminé pour chacune de ces valeurs, comme 2,, les valeurs corres-
pondantes o) avec les valeurs correspondantes de y, et emsuite les va-
leurs correspondantes de N, que nous désignerons respectivement par

(10) NN N,

R
d’aprés la formule (7), nous aurons le systeme de p équations linéaires
par rapport aux quantités cherchées M,, M,,... M, savoir:

(1) GrMel Myt Mo M =N,
P
pour k=1,2,...p. En le résolvant, on aura les quantités M, en forme
P 1
des fonctions linéaires des quantités N,,qui s’expriment par les fonctions©,
i ;

¥4
ou les valeurs de w, sont considérées comme des quantités données.
1

Quand on aura trouvé les quantités M, , M,,...M, on obtiendra les

' .y .
_valeurs ;((z' Z’; de notre fonction en résolvant I’équation:
(12) s+ M - Mye" ™ o+ M, 2+ M =0 F)
113. Quand on aura les valeurs de la fonction
__9(=z,9)
M =@y

»
aux points (z,,y,), alors les valeurs de toute autre fonction:
; 1

_ W=z, y)
() =X@,9)

aux mémes points pourront étre trouvées de la maniére suivante. For-
mons de la méme maniere, comme nous l’avons fait au § précédent, les
équations, qui seraient satisfaites par les valeurs aux mémes points de
la fonction

k. B(x,y) (Y, )\
(3) Z.8 =3 en)

L (%) 30 L 0 s
pour k=0,1,2,...p— 1. En désignant par M, les coéfficients de la puis-
sance p — l-ieme de 'inconnue dans chacune de ces équations, nous aurons

PN . LI T N qJ xi’ ?/z) .
un systéme de p équations linéaires par rapport a Z,,,:;ix ) savoir:
W\ Iy
N *) : ;
(4) DZdt=—M .  (k=0,13...p—D*)

*) Voir: Clebsch u. Gordan. ,Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzié,_1866.
§ 42. 8. 142.
*¥) Voir: Clebsch u. Gordan. Ibid. S. 143.
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§ 113, Chapitre VL : 2217

En résolvant ces équations on aura les valeurs de Z, en fonction
rationnelles de 2, respectivement et des quantités connues. I est & re-
marquer, que cette expression de Z, par 2, ne le contiendra pas a une
puissance plus élevé que p —1 ¥). Conformément au théoreme connue
sur la forme générale d’une fonction rationnelle d’une racine de I'équation
algébrique on peut la rendre, cette expression, entiere par rapport & z,
du degré p—1, car en multipliant le numérateur et le dénominateur par

ce dernier —le déterminant
gl g p
K gk ‘
P 1

on aura au dénominateur le discriminant de 1'équation (12) du § précédent.

Si ’on prend en particulier

e sioe: o (5)

¢ étant une constante, on aura de la méme maniere I’équation pour dé-
terminer les #,, qui sera de la méme forme que I’équation (12) du § pré-
cédent. En effet, on aura en premier lieu une équation en 2; en y
introduisant son expression par z, tirée de 1'équation (5), nous la trans-
formerons en une équation avec l'inconnue #, qui sera de méme degré,
la substitution (5) étant linéaire. Aprés cela on obtiendra les valeurs
correspondantes de » par la méme méthode, qu'on a donné tout a I’heure
pour la détermination de Z,. En effet, en prenant W(z,y) =y, X(z,y) =1,
nous aurons Z = y **). De cette maniére y, sera exprimé par z, en forme
d’un polynéme du degré p—1 par rapport a z,, dont les coéfficients, de

r
méme que ceux de I’équation, qui détermine les valeurs des =z, seront
1
des fonctions rationnelles de diverses O-fonctions. Pour les systémes des
. ;
valeurs des variables #,, pour lesquelles s’annulent tous les coéfficients
1

de D'équation en z (apres avoir chassé les dénominateurs), les valeurs

) ¢
des z, resteront indéterminées, comme on a déja expliqué plus haut.
3 :

*) Voir: Briot. ,Théorie des fonctions abéliennes®. Paris, 1879. Chap. XIII,
pp. 160—162. 3
*) Ibid. pp. 163—164.

15%
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Chapitre VII.

Les fonctions Thétas.

114. Aprés avoir montré, comment on résout le probleme de Jacobi
a aide des thétafonctions, nous allons développer ici leurs propriétés
principales, en partant de leur définition méme par ’équation (1) § 110,
ou ’exposant du nombre e est défini par 1’équation (23) du § 107, a
laquelle nous avons réduit dans le méme § la fonction plus générale,
qui d’aprés la remarque faite & la fin de ce § serait définie par ’équation:

P ug

(1) 20, u, €,59) EJ”<C +, Ih) au,

—en intégrant suivant une courbe dans I'espace & p dimensions du point
» » :
(?2’)) au point (:{,,). En prenant la fonction (1) pour I’exposant du nombre ¢,

on aurait une fonction plus générale:

P (u, 1 u<°’ C,;%)
(2) @(u’h I ,“5‘0), Ch, ’) =€ )

qui n’est pas pourtant indispensable, car d’apres les équations (22) du
§ 107 et (1) du § 110 on a:
() G(u, — I/, l "h ,Cy)
(3) G)(uh U, 0y )= ——2—

(0)
9(";; ’—I" ’ 1% G

Les propriétés de thétafonctions dépendant de celles de la fonction
1 4

<I)(u,.|u;°’, C,), on doit commencer par discuter ces dernieres. Dans les
¥

premieres recherches on pourra méme au lieu de celle-ci étudier la fonc-
tion plus générale définie par I’équation (1) de ce §, & laquelle revient
la premiere, lorsque le point (£, ys) tombe dans le point (z,, ¥,), pris pour
limite inférieure des intégrales de deuxieme espece.
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14

115. La fonction ®(u, |u)’, C,:%) reste finie et continue tant que
1

4 p %k
les arguments des fonctions J(u,+1,), (k=1,2,...p) sous les signes de
Bag

l'intégration ne recoivent pas des valeurs, pour lesquelles ces fonctions
deviennent infinies. Les arguments mentionnés peuvent étre réduit a
des sommes de p intégrales a l'aide du théoréme d’Abel; on pourrait

p %
faire la méme chose pour les fonctions J(u,+1I,), elles-mémes, si le
1g

théoréme d’Abel ne devenait pas illusoir pour les intégrales de deuxieme
espece, lorsque l'un des limites de ces intégrales coincide avec leur

parametre. Pour obvier a cet obstacle il faut recourrir & la méthode
p %
des limites; c’est pourquoi aulieu de la fonction J(u,,+I,,)k nous allons

considérer d’abord ‘celle-ci:
p
J(uhﬂh)k, (1)

(#',y') désignant un point rapproché de (a,.b,), mais non pas coincidant
avec lui. Alors en posant

TI + EZE I. ' @)

on aura en vertu de (5) § 98:
How) ﬂ-I) s BUH o 2,11411 — Dylog(Puste, 9323)), @)

=1 u, =1 x,

4
(“,,ya) étant les autres que (£,y.) zéros de la fonction:
’ 3
P
Pz,E(x Y ;x,‘iy,-) (4)

de la variable indépendante (z,7,), ayant ses p -1 infinis aux points
r ' '

(«',y) et (z,,y). Au moment, ou nous fairons coincider le point (z',%")
! :

avec le point (a,,b,), le second membre de 1'égalité (3) contiendra une

expression indéterminée de la forme co—oo; pourtant il restera fini et

déterminé. En effet, aux environs du point (a,,b,) on a d’aprées le § 74:

fL. fi"‘—’l’l LB (@ —a,), 5)

et d’apres (4) et (5) du § 617
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230 Chapitre VIL § 115, 116.

Da;.Pﬂkc(z ¥ x,, y)

: i
Dq,log (Pake @y, y,)) = =
y LA )

0F (a3, b;) OF (2, y') IF (=, y")
7] %, .0 TF 3o !
iy (@'—a,)? \ SB (x —a ) -’E’—ak =+ 5132(.1' —ak) =
© e
s ob,, o' —a, i ; z'—a, 95
'“l: d—a,  OF(,y) Pol _“él [1 oT(xTT) Pole~ lil‘
%' %'
o0F (a,,b,)

abk '
AL By

donc la différence

2 P
7 —_ 7 . ] — il s
(7 I&Ik- D,klog(PakE(x, y,w,ly,)) B(z'—a,)

sera finie et déterminée, et parconséquent il en sera de méme de la
p %
fonction J(u,,—{—I,,),‘ Il en sera autrement pour les valeurs spéciales

X 14
des w,, qui amenent quelquesuns des points (xl,y) au point (E yE), ou
1

m—2 n—2

tous ces points sur une courbe adjointe de premiére espece ¢( # , ¥ )=0:
b 4

dans ces deux cas, comme on I'a vu au § 71, I'un des points (a‘,?/a,)
1

viendra toujours tomber dans le point (z,%’), en sorte qu'a la limite,
p oy
oi ce point coincidera avec (a,,0,), la somme EHk deviendra infinie, —

=1 %,

r
dans le second cas les autres des points (@, ya) restant, en vertu de

—1
légalité (12) du §71 indéterminés comme les (x y) Parconséquent la

p %k
fonction J(umLI,,),‘ devient infinie dans les deux cas mentionnés; allons

voir de plus pres de quelle maniére le devient elle.
»
116. Soit (,,y,) I'un des points (z,,%,) qui tombent en (5,9.); alors
1 .

on aura pour (z',y') trés rapproché de (a,b,):

0F (a;, b))
L ™ :
(1) ng + IEIk 5= IxE‘ = —;r:";;‘h‘_" + P(z'—a);
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§ 116, Chapitre VIL 231

quant & la partie algébrique en (3) du § précédent, elle pourra d’abord
étre représentée en vertu de (7) § 59 et (2) § 61 de cette maniére:

D, P, («y;= ,.'I)
aj GLTI i
D log (P (x y’ i'yi)) P 5 (2)
Popn @952, ) — Pey@,952,9,)

De la formule (6) § 70, aprés le changement des (a',@) en (z, y'.),
on tire:

Py (2, x.,y)—P-n(x ysa, b) ZPgn(x y,a,, ,).o,(x Y x,,y) (3)

d’ot l'on aura dans le cas, ou quelquesuns des points (x,, Y,),—par
exemple les ! premiers, —seront trés pres du point (%,.):

b 4
Py (2, y ;a:,.i )=
OF (x;,y;)
S » L ——bvy;_v m—'2 n—‘2 »
s E-n(”’”;“qbr)“é & TR W 0)e(e )y Zay)— @
n—2 n——2
0 P, (@, 9; ,.b)?,( z .,y x.,y)

J=+1
En portant cela dans I’équation (2), de méme que les développements
du premier membre du dénominateur et du numérateur de la méme

formule (2), et de la et de la formule (1) dans I'équation (3) du § pré-
cédent, on trouve aisement *), que

z' ST
lim { III,‘ — Dy, log (Pak,E (@, y = y,.)>} =

@, ¥") = (ag, bp)

OF(xJ-, ;) (5)
! T m—2 n—2 p
e § 3 !
=2 gt h bzt K,

K, désignant I'ensemble des termes qui restent' finis & la limite et ne

contiénnent pas des puissances négatives des (z; —E) Donc on aura dans
le cas considéré:

OF (x; ?/j)
o ¥ A g PR n—2

C+ J(uh—i—Ih)kzzmx—_oy_f—— % ( a, ’,y )+ L,, (6)
1E =L "

*) Le résultat des substitutions indiquées en (2) pouvant étre soumis d’abord &
la transformation indiquée en (6) du § précédent.
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232 ; Chapitre VIIL § 116,9117;
L, désignant la somme des termes ne contenants pas des puissances né-
d b4
gatives des (z;—E£). Aprés avoir multiplié cette équation par du,, en
1
sommant par rapport & £ de 1 a p et en intégrant le résultat du point
» » r
(zlo(hl)) au point (llb.), tous les deux désignant les valeurs des variables u,
pour lesquelles sont convergents les développements (4), (5) et (6), on
aura en vertu de (1) § 114 et (10) § 101:

dm

u].. .
P (u, |u(°) (s t)=— (I)(u(')| u“’) £ E)—{—JZ/ E+k2=1~/ L, du,—

(7) A N0

1
=log [T (z,— 9+,
=1

? 4 »
1 5
zP désignant les valeurs des ; pour u.h—u ) et M D’ensemble des ter-
1 s !

]
mes ne contenants pas des puissances négatives des (z,—t). En portant
cette expression dans I'équation (2) § 114, on aura: )

1
(8) O(u, Tu;"), ;=TT (@~ .M
g =1

d’ou il suit que pour les valeurs des variables u,,, pour lesquelles / des

points (x,,y) (par exemple les L premiers) tombent en (¢, J,), la fone-
tion @(uh\u(o) » &) devient =0" En vertu de (3) § 114, on voit, que

la méme chose aura lieu pour la fonction Q(z, ~I iu(o’ G-

11 suit de Tanalyse précédent que la fonctlon B(uh|u§‘°’, C,) sera

=0, lorsque / des points (z,, y ) tombent en (z,,¥,), avec lequel coincide

pour elle le point (&, yE) On pourrait lui appliquer directement le méme
analyse.

% .
117. Dans le second cas, celui, oit les points (z,y) viennent sur
1
m—2 n—2
une courbe adjointe de premiere espece «( z , ¥ )=0, la fonction (4)
§ 115 se réduaira, d’apreés le (14) § 71, & la fonction:

m—2 n—2 p’—2 —1
1)- o( #, y,;x,-,y:-;E, Ye | a,,ya,)

m—2 n—2 1 ’

o( =z y,,x,,y,lx,,v)
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P

qui aura p infinis aux points (z,.y),—car on a z, __x s W yp_i,—
1

et p zéros aux points (5,7.) et (a{, ya,), les points (a:;,y;), étant les
hd 1.4 1 .

zéros communs du numérateur et du dénominateur. On aura donc dans
ce cas par le théoreme d’Abel:

0= ZI+L, (h=1,2,...p) (@)

=1z,
-

en ajoutant cette équation avec (7) § 100, qui définie les variables
P

u,, On aura:

1

..

1)—1
= I,,+I,,, (h=1,2,...p) (3)

=1 a; a,

mais c’est justement la méme forme, que prend en vertu des équations
(12) § 71 T'expression de #, dans le premier cas, lorsque (z, y,) tombe
en (&, y) Donc a l'aide de I’équation (2) qui existe toujours dans le

0
second cas, celui-ci est ramené au premier. Donc la fOIlCtIOIl O(u, 1 u‘ OuY

devient aussi égale a zéro dans le cas, ol les (x 1/,) vxennent sur la
m—2 n—2
courbe o( 2 , y )=0, dailleur identiquement, (&, ?/) étant quelconque et
—1
(a:,, y,) restant indéterminés.

La méme chose aura lieu pour la fonction ©(u, \ u(o) C,): elle deviendra

»
aussi identiquement nulle pour les valeurs des u,,, qui ameénent les points

»
(Tr?/) sur une courbe adjointe de premiére espece D’apreés le § 100
dans ce cas u se réduiront toujours a une somme de p—1 intégrales.
l

118 La fonction ®(x, luﬁf”,C &) devenant mﬁme comme logarithme
de z,—& pour z=f, d’apres la formule (7) § 116, on en conclut, .que
pour chaque systeme des valeurs données des variables 1;,, elle aura une
infinité des valeurs, différant entre e]les de 2¢=i, ¢ étant un nombre

2¢w P ©
entier, positif ou négatif. Comme on a e _] la fonction O(u, !u;l A i)
1
n’aura qu'une seule valeur. Donc la fonction ©(x, l u C,;t) est uniforme,

toujours finie — parce qu’elle s’annule la, ou tI)(u,_|u(°), C,;%) devient
infinie, — et continue, — autrement a dire — holomorphe pour toutes

b4 3
les valeurs des #,; elle s’annule dans les deux cas: ou lorsque quel-
1 &
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quesuns des points (xl,y) tombent en (&, J,), ou lorsqu’ils viénnent tous
m—2 n—-2

sur une courbe adjointe de premicre espéce o( = ,y )=0, et dans ce
dernier cas identiquement, c'est-a-dire — (£ y.) étant quelconque, et

o :
(z,,y,) restant indéterminés.
1
119. Nous allons maintenant déterminer la variation, qu’éprouve une
4
thétafonction, lorsque les variables #, s’accroissent des périodes simulta-
1

nés; en vertu de (3) § 114 on peut se restreindre maintenant & la fon-
tion particuliére, définie par les équations:

P
(1) P (o) q)(“ ’u’ C}.)
8("1; 'u}, ) Ch):e )
1
5 o aj,
p ' 4

(2) D(u, ] s ) 121 / (Ck»-f— J(uh—i—lh)‘) du

«(0) %o

1

Nous désignerons les périodes simultanés pour les deux espéces des
intégrales de la méme maniere, comme au § 104:

»

(3) &, :jgi, (mo, +no),
2

(4) e :J_le (mjn],-j Jr‘",”lkj) s

de sorte que, d’apres (10) § 104, on aura:
p
(5) J(“ ;,)], J('f},)k ’wl' i]L

11 importe de remarquer avant tout, que les valeurs de la fonction
J(u,,) sont toutes différentes, le cas d’ mdétermmatlon excepté. Soient en

et’fet deux systemes de valeurs des variables u,.

Vi
=31,
(6) uh 1:21 aih
(7) u, —2 I
g la

et supposons qu’on a plus généralement:

p V4
(8) J(cio',;) o J(?fl ;
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4
c’est-a-dire, que les valeurs correspondantes de la fonction <J(u,), ne
|

different que par 7,, le cas d’égalité y étant compris comme particulier.
On aura en méme temps:

"

SgLs 211,,', RN ®)
J({;",;) J(uh)h ZII | (10)

les intégrales étant prises sur les mémes courbes respectives dans les deux
égalités; domc, si le coté droit de la deuxieme se réduira a 7,, le coté

droit de la premiére se réduira & &,, et de plus (z; y) v1endront a tom-
14

ber en (z,¥,) [§ 100]. Si 7, se réduira & zéro, alors tous les m et n seront
1 ¥

P

des zéros, parsuite aussi ®, se réduiront a zéro; donc la fonctlon J(u,,)k
1

ne peut avoir des valeurs égales que pour deux systémes identiques des

P
valeurs des variables u,; donc elle aura des valeurs différentes pour des
1

4
systemes différents des valeurs des variables u,, c. q. f. d. — Apres cette re-
1

marque passons au probléme que nous nous avons posé.
120. En changeant #, en #, --&, aux limites supérieures des inté-
grales dans I’équation (2) du § précédent, nous aurons:

wt oy

: N
P (u, o, \u() )= 2/ <k+J(uh—l,—£h)k>dukz

4G, (1)

/ (€I, £ h)l du, | 2 / c,ﬂ J(u, —f—I))duk,
Ir—l 12z

(f’) “I. +m
en négligeant 2¢gw¢ et en remplacant pour cela le signe — par le signe=
On trouve aisement le second terme & droite en vertu de 1’égalité (5)
du § précédent. En effet, on aura consécutivement:

t‘k+a’k pak Y b aj.
S (o da Ty du= [ (AT +8,+1,),) du,=
945 ol KO e -
k k k (2)
“f v aj. ':k s aj.
= [ (O+T L) 5) du= (04700, L)) o5, (=)
o : o v
X k
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236 Chapitre VII. § 120.

et parconséquent:
yt&;

P : p Ik
2 (Ck—}—J(uh—iLIIh)k) du,—
V4 P ag ?
(3) El C,+J(u, TIII« )L> di‘k+§ f)k(uk—"g:)):

P
=®(u, [ u;), Ch)-}—glﬂk(uk~ui_")) !

En passant au premier terme du coté droit en (1), remarquons,

quon a:
4 “E:)-l- G)l % ay. b (T)k .
g \ P
,Z‘ / ( k+J(uh—1'—Ih)k> d“k:k;l 0/1 (Ck+J(uh+ﬂll«;)+I,')k> du, —
— ©) o = 0 . Zo
@

k=1

= {e/ (Ck—{;J(uh_Jr_z’;:‘)_}_i:)k) / < T (4 J_U(o)ﬁhn,;) )du ’
0 o 16)

mais on a aussi:
':’k 0

ak : ak
. / (0k+J(u,,+,’l;2o>_+zIO,,),,) du— / — (O+T @, +1,),) =
{a, s,
0
—/— k—{—J(-—u +u(°)+1 )L+n,‘> :/ (C’ + (u, —{-u(")*I )A>duk—f 57,8,
$0; —10,

4 »
—en changeant %, en —u, dans la premiére partie de I'intégrale; par-
v 1 1t

conséquent on aura:
(0, ~ +1

» »,, Tk 8
6) X / ( k+J(uh+Ih) duk = / C—{—J(u"_}_,;;;l)_{_zlt.h)k)d'uk—{—kzzlgmwk.

©) e
En vertu de (3) et (6) l’équation (1) devient:

O (u,+, 1 uy,Cp) = (u, lu“”,C,,)+
- o8 , 1%
+ Dy +38,)+ 3 f (O T2+, au
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121. ‘Pour évaluer le dernier terme du second membre de cette
P »

égalité, nous allons introduire 2p constantes indéterminées u\” et J, pour
1 )

les déterminer convenablement apres, en remarquant, que I'on a:
+i0,

k_l/ <C +J(u, +u(°)—i—Ih)L> du, =

& ! 1)
_2(0 J)mk+2/ ( k+J(uh+ﬁ;°’+Ih)k>du

ou le dermer terme a son tour peut étre représenté de cette maniére:

v ng

P P i, S
/ < k+J(uk+@1¢§:)+IIh)k) du,=

s |

# % bt a a
& 0 4 2o *
g1 (J(u,.+gé,’+}u,,>k—J(uﬁ«ff,’ﬁ{h)k) dut @

k
g
+2/ J (Tt Tt )+ 1),) du,
P— wk 2

Le premier terme du second membre se trouve aisement, car on a:
+io,

P P %k P ]
; / (J("h " 71‘:) : +in1) I+ 2_1‘2)) +;‘:[h)k) du, =

(o 1~
R T +1“’L

:k;l,/ J(u +Ih)kdu —2 / J(ulx+Ih)L

/ J(uh+I Sy 3 / J(uh—i—I ) du, =" (3)
3 e
)13, k39

_(c) (0)

}‘—1/ {J(u ——(D +Ih)’” J(u +2wk+1 ) ,du __24 / 'mdu =1

(0)
Ve

a c
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238 Chapitre VIL § 121,/ 12%

En portant cette valeur dans I’équation (2) et de la dans ’équation (1),
on aura:

+30
2
k§1 / (Ck—%— J (w, - ufl")—i— I )k>du
() Fiid
» oo
= 1.21 [(Ck— J,) o,— (@0— uf ))n,‘] —}—2 / 7.4 J(ur,,—i-?lt;) +;h)k)d“k»
— J w‘ 0

ou le dernier terme, pour étre évalué, exige que l'on détermine con-

4 7
venablement les constantes indéterminées «{” et o/,. Il nous suffit de con-
1 1 3

naitre une valeur quelconque de ce terme, car toutes les autres en

different d’'un multiple de 2w¢, comme 2¢=i, qui nous peu importe,

s
car e q”:l.

122. Si I’on pouvait déterminer ces constantes de maniére que ’on

»
ait pour toutes les valeurs des variables u,:
1

(1) +dJ(— uh+u(°)+1h)k — (7, +J(u+u +I))

(k=1,2...p)— et c’est ce qui est toujours possible, comme nous le verrons
dans la suite,—on pourrait calculer trés-bien le dernier terme en (4) du §
précédent. En effet, en multipliant 1’égalité (1) par — du,, en sommant

pour £=1,2,...p et en intégrant le résultat suivant ume courbe du
» P

point (—i&,,) au point (+%G:,,), on aura:
1 1
log _‘o) _11() a;
@) 2‘4 J wtJ(—u + +Ib)k>d“ z / ( St (w+ " +£)}.)k>duk;
O —1ay

—P’égalité, qui prouve, qu’alors Iintégrale prise du premier point
» »

Ve Vi :

(—5®,) au second (-{—5 ®,) suivant une courbe quelconque dans 1’espace
1

a p dimensions est égale l’autre, prise entre les mémes points dans le

sens inverse suivant la courbe symmétrique de la premiére par rapport

. . . p z b Y 240 p 2

a l'origine u,—0, et parconséquent égale a la moitié de celle, prise
1

sur la courbe fermée, composée de toutes les deux mentionnées. 11 ne

reste donc que de faire un choix convenable d’une pareille courbe, avec
i

le centre de symmétrie en wu,=0, pour pouvoir calculer 'intégrale
3 :
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cherchée. Nous allons choisir pour cela une ligne brisée, dont la figure
ci-jointe, faite pour le plan de la variable w,, permettra de faire une
idée; des lignes brisées analogues doivent étre imaginées dans les plans
de chacune des autres variables:

191>

bC:%BC:%nlm;d); MC:CG:%mWW GE:ln ' VE—ET—

g %>

On a ici: AB=m0,, BC =nwo, (parconséquent Ob :% AB:%m

:%ma‘”w TP:%nsw;a, et ainsi de suite. Le parallelogramme HL
est le symmétrique de GK; le parallelogramme US est le symmétrique
de TR, et ainsi de suite. Les variables, en partant des sommets cor-
respondants des parallelogrammes correspondants dans leurs plans doivent
varier sur le coté AB suivant la proportion:

duy Gl duy agie du,, e i dup (4)
B L i, SIS O :
o PR T “n “n

sur le coté BC suivant la proportion:

dul_duz__ _duk_ *dup )
S e R e
bl ¢ RN | bt 5 | “p1

et ainsi de suite. Les points finales, comme P et ¢ dans le cas de

p =3, représentent, comme il est aisé de voir, respectivement les points

g el Ly
—}——z—mk et —?wh'

L’intégrale, prise dans le sens positif, indiqué [Sar les fléches, sui-
vant le contour entier de la figure, est égale évidemment & la somme
de pareilles intégrales, prises suivant le contour de chaque parallelo-
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240 Chapitre VIL L §ae2

gramme. Pour le parallelogramme centrale ABCD de notre figure, vu que

B L 4 B AR R

. . cl cl cl ] Tl
Fufsfrfafofofof.
4 B 0 in 4 D B 4

nous aurons:

P +imywpy » ay. * ay.
—(0) A O
P / It I (w,— ”1 hi—’_ “, +th)1.»_ S Itz 0,0+, "'IIh)k} du,+-
g m 4 Wy " 1 0
P 'j’ ”1"”};1 o ay. ]
—(o —(0) —
+121/ : J(uh—{— mlwhﬂ— w, I),c J—J(u,— 1ooh}—k u, +a:r[")"]du"—
= , %
s s
(6) 9 +im oy - +imwg
= 21 / (—ngm,) duﬁ—Zl / m 0, A, =
o —imoy —ingoy,

—m”12 (Mg @My ©py) =My 1270,

— d’aprés la formule (ITI) § 85. Pour le parallelogramme MGEK, vu que

R R
e B T
M (e E K M K G M

nous aurons:
+§mawpy

- / lJ i (45 m % hﬁ_ 2 1Ot ’_‘(0)_}‘ Ih)l.

—LImywp,

ok e J(”h_}"% ©,t3 ”1‘”};1"’ 7,00+ U +Ih)k1 -+

3n0), 2
V4 o it %
3 © |
+1;1 ; / { b s (uh+ mlw“+2nlmm+ My, i, | IIh)k_
R )
7 B R VS PROREE P E, TR I) du, =
( k T 5 % T 3% hl 3 MO Wi =

+imawpy
s

aj
1 Pl i =0
‘lJ (w3 m:‘”m'i‘ 3 MO W, 1 }h)k_
0

I
T
s

ay
1 1 —(0)
|
—J @ t5m 3 h1+ "’1‘;%17_ 3 7,050+ W, + II)L} Uyt

!

P
1
! .
T ]2 ] le‘qkz . 5 n2(1)k2,
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et pour son symmétrique NHFL, vu que

H F i N Nk F L
Jofefrf=fefo [
N RS iy > H b3 5
de méme:
+§ mowiy

?

ay
] ) PRl —(0)
- I Iy J (w,— 53 m o, — 3 "fx‘”m“*‘ “y +th)k+
Ui —imyopy L
1 Lk il
1 ! ! 0,
+ It (u— ™% 5 ”1‘:’;.1_ g MWt W, 1 }h)k] du,+
0

= %
32 Wio
i P

V4 ag
1 1 ' 1 —o)
¥ 21 / {Jﬁ‘ J (—gmo—3 "3 Mo®,t ), th)lf—
°

du,= (8)

a
-—J——J(u—lmm .08 by
k v S 11h1+2m2wh2+uh +zh)l:
0
1
o ‘j‘z"‘a‘”k-z

-2/

1
S

Ny 1 § g e —(0) a]:k
—J (U —zmo,—5 ’:1“’/11‘{‘ w, + - Wit
0

a
1 1 1), 1 ' —(0)
PR S "1‘1’1.1"‘ 3 Mooty 1 Ih)k du,+

o

o (u

P
1 '
: Z —mm,,) - (—sn,0,);
—t‘_l( M) (— 57 00);

pour leur ensemble, en ajoutant (7) et (8), nous recevrons:

” +imywpy i +§my0pg
/ Y ? ’ !
A-—Z1 / (0 0yt 72,m3) d“k‘*'k_z_il / — (my Myt 1My 1) duy -
' —§mywp, x i LT

(9)

P 4
S ' ] = $
+k—lm2 "= MMy ;:21 (M@ Na®se) = MyMy - 271,

—d’aprés la méme formule (III) § 85. Pour le parallelogramme VTPR
et son symmétrique WUQS les calculs restent les mémes avec cette
différence, que la place de m,o, et de n,0,, prendront myo,, et n,

. 1 . 1
respectivement, et la place de 5 m o, 45 no, la somme: 5-m o, +

P 1 / - il s

+ 5 O T 5 Mgt 5 1,0,, de sorte que la partie de I'intégrale sui-
vant le contour entier de la figure, qui leurs corresponde, sera égale a
myn, . 2xi. (10)

Et la méme chose aura lieu pour chaque paire suivante des parallelo-

grammes symmétriques par rapport a O: les calculs seront toujours les
mémes avec la différence, que la place de m,o,, et de n,0, occuperont

M. TIKHOMANDRITZKY. i 16

www.rcin.org.pl



242 Chapitre VIL § 122, 123, 124.

chaque fois les périodes se rapportant au parallelogramme considéré, et

la place de - m u)“—l— 5 "4@; occupera la demisomme de tous les périodes
précédents; de sorte que pour la partie correspondante aux derniers paral-
lelogrammes on aura

(11) ‘ m,n, . 2%i.

En ajoutant tous les résultats précédents: (6), (9), (10)... (11), on aura
pour la valeur de l'intégrale prise suivant le contour entier:

V4
(12) 2mi Yy m,n,
=1
et parconséquent pour la valeur de l’intégrale cherchée:
"‘lwk
$ Ll B
(13) / (Jk—1—J(uh u,, + ,) )du _rz%m n,
s (.l)k .

123. En portant ce résultat dans la formule (4) § 121 et de la
dans la formule (7) § 120, nous aurons:

M D (u, -+ wh\ u, C,)=d(u, y WY, C,) +

S & = ©), - ~ ) G :
+}§‘1[(O"_Jk)m"—(uk it )] —}“,gl[nk(uk—“i +§wk)+m,‘nk 7).

En prenant les deux membres de cette congruence (mod. 2wi) pour
I’exposant du nombre ¢, on aura en vertu de (1) § 117 et de ce, que

em:—l, I’équation fonctionnelle de thétafonction:
- P @
O(u,+d, | w,,C)=

(2) = (o) Joos
kank 2,[(0’ J,)o,— (i, — 1]):] 2"1;,('4 “;. +§m,‘) Vi
—(—]) ¢ O, |u,,C,)
1
elle exprime la variation, qu’éprouve une thétafonction, lorsqu’on fait
accroitre les variables des périodes simultanées
124. Aulieu des parametres u” et C nous allons maintenant intro- .
1

»
duire les autres: p,, et v,,, en posant:

(1)

—(0) O] iR
j 4 K _zl(f*j(“kj A= V_,'mkj) *)
J==
(B==12:.00m)

y4
l Ck o Jk S —E(Pfﬂk, + V,-“']',,j) ’

»
*) On aura alors: 112"’::172’)+2(y.ju>kj+vjw’b)
Jj=1
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§.124. Chapitre VII. 243

c’est ce qui est tou]ours pOSS1b1e cal le déterminant de ces 2p équations
avec 2p inconnues pL,, et V, n’est autre chose que le déterminant A du

§ 86 [formule (1)] qui est égal & =(2ni)” d’aprés (5) du méme §, et
parconséquent différent de zéro. Du reste on résout ces équations aise-
ment & l'aide des relations (I) — (IV) du § 85 entre les périodes des
intégrales abéliennes de 1-re et de 2-me espéce. En effet, en multipliant
la premiere des équations (1) par nkq, la seconde par u) et les ajoutant
pour k=1,2,...p, on aura en vertu des équations mentlonnées

S ' —(0) ©, , }
k§1 [(Cl‘ i Jk) A (uk Ty )"Iky] = — 2me. B, ‘ (2)

de méme, en multipliant la premiére par —N;, €t la seconde par ©, , 0N aura
apres la sommation en vertu des mémes relations entre les périodes:

S —(0) (©) )
Agl [(C’f—Jk)wky—(uk —uk )‘nky]: an.vy' (3)

En multipliant maintenant 1'équation (2) par n,, 1’équation (3) par m, et
en les sommant apres l'addition de g—1 & g—p, on aura en vertu de
(8) et (4) du § 119:

P p4
B el ol ) e T .
2 [(C =)0~ (@ — )i, ] = 2w 3] o,m, — ). (4)
r
Nous allons aussi changer les variables u, en d’autres, en posant:
{ ‘
R
Uy — U, = Uy, (B=1.9, ) 6)

et la notation méme de la fonction, en écrivant:

' © 27 (o e
O(u, +u, l w, » C,) = 6(u,; ph,vh). (6)

En vertu des équations (4), (5) et (6), 1’équation (2) du § précédent
prend la forme:

& £y . o (7
Zm sz’;(vymy—pgny) gink(uk—{—éwk)
®(uh+mh’9‘h’vh) foo l) e ¥ & e(uh;l;‘mvh):

— en écrivant de nouveau u, pour u,.

En posant dans cette équation soit m,—1, soit #,—1 et les autres
m, et n, égaux a zéro, on aura les formules:

P
) 1
+-2mi.v, 1.%‘11]’” (w,+ 3 @)
P

»
6(uh—|—mhl'iph, et O(u

WP )i
(8)
5 — 973, !-‘ 2"1“(“ +2 k,)
8(1"1z+w;nzi s Vi) = O(u,; [izh,vh),
16*
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244 Chapitre VIL § 124, 125.
plus simples. Il y en a 2p; par leurs application répétée on revient a
la formule générale (7)%).
»
L’ensemble des nombres (v,,v,) s’appelle la caractéristique de la fonc-
1

tion ©, chacun des nombres p, et v, Uélément de la caractéristique.
125. La plus simple des toutes les thétafonctions, sans doute, sera
celle, pour laquelle on a

(1) DRSS v, =0, =12, p)
c’est-a-dire, dont tous les éléments de la caractéristique sont les 76ro8;
nous la désignerons plus simplement, en posant:

(2) O3 01, 0,) =O(1,).

Les équations (8) et (7) prennent pour elle effectivement la forme plus
simple:

ZY]“(U + «, ) P’

O(u, —l—w”)_e"— 6(11th)
@ Z "11.1(“k+ Byl
G(uh—}— mm):e (uh);
Zm n, 2"’1:‘(“;:'1“2 2
) By +a,)= (- e ;).

Des équations (1) du § précédent il suit, qu’avec (1) on aura aussi:
(5) C,=J,, '(4) = “(0) (k=1,2,...p)
et qu'a l'inverse ces dernitres ont pour conséquence les équations (1) du

§ présent, le ‘déterminant des équations mentionnées étant — = (2xi)".

Z0)

Comme les quantités u ne sont pas arbitraires, on ne sait pas

d’avance, si 'on pourralt Ies prendre pour limites mféneures de l'intégrale
dans I’équation (2) § 119, qui définit la fonction (I)(n,. l u(o) C,): on doit donc
un peu modifier la deﬁmtlon naturelle de cette fonctlon Si I'on prend un

point différent du point u ) pour limite inférieure de I'intégrale curviligne

dans l'espace & p dunensxons on ne changera cette fonction O(u, |u( ,C,) que

) On trouvera ces calculs dans notre ouvrage: ,L’inversion des intégrales
hyperelliptiques“. Kharkow, 1885 (en russe). Ch. V, § 59, p. 114, qui restent les
mémes pour ce cas particulier, car I'équation fonctionnelle pour thétafonction (9), donnée
ibid. & la p. 113, est identique & 1’équation (7) de ce §.
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§ 125, 126. Chapitre VIL ; 245

d’'une constante additive et parconséquent la fonction © que d’un facteur
constant, c’est ce qui ne fera changer en rien ses propriétés caractéris-
tiques. Comme d’apres le § précédent les limites supérieures doivent étre

1’
- —0 : P s
changées en u +u,‘), nous prendrons aussi pour les limites inférieures les

0)

quantités u( )+u , ou les u " désignent des quantités choisies arbitraire-

1
1
ment a la seule condition que u‘ )+u” ne soit pas un lieu singulier, et

définirons alors une fonction (I)(ur,,) par l’équation:

uk-}— ui) ey
D)= *I’(w“))LE / (Tt +1,),) du, ©)
(1) i
L +’

c’est ce qu'on pourra, en vertu de (2) § 119, écrire aussi de cette maniere:
@(uh)*‘b(u(’))+(1)(u +u(°) ‘ u("-{—z(") J.); (7)
on peut aussi donner cette forme a 1’équation (6):

(I'(u )_(b(u(')) -+ 2 / <7 ~+J (u, ~I—u(°)—1—Ih) > . (8)

(.)

(I>(u“’) est une constante arbitraire.
En appliquant & la fonction (I)(u,.) Péquation (1) § 123, c’est ce qui

est possible en veftu de (7), on aura

A | e P p ;
tl)(uﬁ;w,_) = ‘1’(110,.)*r k_z,l[nk(uk—{— & &)+ mknkm], 9)
d’ou il suivra pour la fonction: .
»
D(u,) :
ok (10)
justement I’équation de la forme (4); on pourra donc poser:
»
§ fb(vf,.)
@(uh):e : (11)

cette équation, de méme que I’équation (4) ne détermmant la fonction
(-)(uk) qu’a un facteur constant pres.

126. Weierstrass appelait cette fonction (11) thétafonction sans
parametres; on pourrait la nommer fondamentale 3 juste titre, car la
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plus générale, considérée auparavant, se raméne aisement a celle-¢i. En
effet, on peut représenter I’équation (2) § 119 de cette maniére:

(1) (I)(uh|u(°) C)__ZJ (C J)du/—{—Z/ J+J(uh+1h))du

(u)
h “x

: o’ , . ] J :
en supposant, que le point #, —u,” n’appartient pas aux lieux singuliers,
1

on tirera de la formule (1) la suivante:
(o)
D(u, |uw,,C,)=
1

uk—ﬁk

(l]..
@) —2(0 — ), — u®) - 2 / (Jk+J(uh-|—7:—of,°)+Ih)k> du, =
W0 : oy
v
= 30— )00 )+ i, L) — 2 ),

en vertu de (8) du § précédent; donc, en prenant pour I’exposant du
nombre e les deux membres du (2), on aura:

g 21(0 J ), —ul) 6(u,‘—- W)
(8) 8(“;;1“1:’ h)_‘e

(0) v _(0)
0 (u;, — w, )

oY 0 .
En changeant ici u, en u, " on lui donnera la forme:

©f,0 @ 2(0 Gl e d g u,,-—uff))
(4) Buyt-uy’ |0y, O =¢ 6 (u f.”’i a‘,i’))

S 0 —(0; §oiiis
en remplagant ici C,—J, et u“ u‘h) par leurs valeurs, tirées des

équations (1) § 124, et en employant la notation (6) § 124 de la fonc-
tion considérée, nous aurons:

g —AZ E(Mkﬁ V), G(u;.+V(u o+ w,.,))
(B)  Bw;m,v)=e S

¢ £ (554 wih)

12%7. Passons maintenant a D’étude des équations (1) § 122, que
nous y avons posé et utilisé pour le calcul du dernier terme de la for-
mule (4) § 121. On peut écrire ces équations sous la forme:

2(0)

aj. p a. .
(1) I (—uyt +}h)k+«7(“h+7ﬁ)+}h)k:—2Jm (k=1,2,...p)
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qui nous montre, que les sommes des fonctions & gauche doivent se ré-
duir aux constantes. Ces fonctions de deuxiéme espece dans les p équa-
tions, représentées par (1), ne different entre elles que par les para-
meétres, qui se trouvent placés dans I'un ou lautre des points fonda-

4 E

mentaux (a,,b,); on peut généraliser la question sur la possibilité des
3

équations (1) et chercher, s’il est possible de trouver des valeurs des

V4
constantes u, telles, qu’on ait
1
X P <4 s - ¥
J(— uh—i— “h)e -+ J(uh~}l— uh)E —er CE ; 2)

P
J(u,). désignant une fonction de deuxiéme espéce avec le parameétre au
1 °

point (E,ye), et O’E une constante, qui peut dépendre de ce point. En

posant i 4
R u/1+ uh: vh; uh+ uh: wh 4 (h: 1’ 27 2 'p) (3)

nous pourrons écrire I’équation (2) de cette maniere:
» V
Il et I ) = Uy )]
En différentiant cette €quation par rapport & la variable #,, on aura:

0T(0); 0T (m,)y

e ow 9 (5)
En posant : p
» & p & !
v":f_-:}‘"i }'h ) W= _21 I(. > (6)
on aura par la formule (1) § 105:
0J(:1;.'h) 1 r "
—%k— :H(ak’ b;; & ye) e DEPE'Q(ak’ bk; in{ ye.-) 3
i q
0J(@§11)5 : : » ™
_—0wk :H(akv bk ! 57 y&) e 'DE‘Pg.q(aks bh; sziyE‘) v

En portant ces expressions dans 1’équation (5), nous aurons:

§ &y N

comme on & ici k=1,2,...p, cette équation nous montre, que la fonc-
tion de la variable (z, #):

4 5 p o
DEPg,q (z: Y, x&. : y';-l.) 3 DEPEn(x’ Y; xE:i y&) (9)

» P
DB, (@ b3 3}, ) — DB, (ay b, 9) =03 ®)
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s’annule en tous les points fondamentaux (ak, b,); mais cette fonction,

étant la différence de deux fonctions adjointes de deuxieme espece avec
le méme parametre en (£, y) n’est autre chose qu’une fonction adjointe

m—2 n—2

de premiere espece ¢(z ,y ); or celle-ci se réduit identiquement a
zéro, lorsqu’elle s’annule en tous les points fondamentaux, comme il suit
de la formule (2) § 53; donc on aura identiquement:

» B
(10) . DEPE")(.%y;iniyEi):DEPE“Q(x’y;xEsl’yEI)’

d'ou il suit, que les deux cdtés de cette égalité représentent la méme
fonctlon adjointe de deuxiéme espece avec les 2p zéros: (avE ,1/&) et
(z E’y’ ); seulement & gauche ce sont ceux du premier groupe qu’on

considere comme les zéros arbitraires, tandis qu'a droite ce sont ceux
du second. Cette fonction pourra étre construite, par la remarque du
§ 61, de la maniére expliquée en § 56 pour la fonction adjointe de troi-
sitme espéce, en prenant seulement aulieu de la droite ax 4 by 4 c¢=0
la tangente a la courbe fondamentale au point (Ezyg)’ parconséquent la
droite lE:O’ en posant pour abréger

() S Sl el
i =t @)+ g (0 — )
. ¢ A o e

m—1 n—1

on aura alors, en désignant par ',TJE la fonction ¢( 2 , ¥ ) dans ce cas:

_ m—1n—1 P
oo L2 'JE( xz,Yy 7'7: ,JE,r E’yE,)
(12) DEPE.,](‘T» y;xe,iy&.) :DEPE"](x’ Y; x&iye’) T e ZE
En ajoutant les équations (3), on aura:
(13) 2?7,]:')},. + w3 (r=12,. .p)

en portant ici les valeurs (6) de », et de w,, cette équation deviendra
pour h=1.2"¢.\p:

I” . 1&

(14) 2ﬁ:é(lf+,) (! ,,+f5)—221h,

et permettra de calculer les valeurs de ces constantes, qui rendent pos-
sible D’équation (2): en effet, apres avoir déterminé algébriquement la

B! r
fonction t'/e (12), en prenant arbitrairement (xé ,yé_), on saura aussi les
.11 7

]I
zéros non-arbitraires de cette fonction: (:cci, ygi), et parsuite on pourra
]
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calculer les intégrales en (14), aprés avoir choisi les chemins d’intégra-
tion & Parbitraire. On apercoit de suite, que les équations (14) déter-

P
minent les #, aux périodes pres.
1 P
Si I'on fait tendre #, aux zéros, les v, et w, tendront vers «, tous les
s §

» V4
deux, pour A=1,2,...p; donc les (IIE" y. ) et les (9c§,yE ) tendront &
'1 £l 11 1
p
coincider respectivement aux points (CE" Y, ), cest-d-dire les points
L8 -
(xéi,y'ez) et (x::_'f,ygi) tous les deux avec le méme point (cE ’ yc‘E ), et cela

pour chaque valeur de l’indice 2 de ¢=1 & ¢=—p. La fonction (12) tendra
alors a la fonction

< m—1n—1 P
(2, y e Ve, | G Yeg) (15)
% :
et les équations (14) a celles-ci:
P CE'.
ou, =201, , (@=12..p (16)
1=1a;
d’ou I'on tire:
% p kg pj °ky p a4
u, = II”:.ZJlI"——ZI‘I"; 4 = el ), (17)
=1 a, =12, =12

5 ;
Les nouvelles formules (16) donneront pour les u, les mémes valeurs
1

que les anciennes (14); en effet, avec la fonction
— m—1 n—1 g 2 ;
‘!JE( xz,Y ;mél"yEilez"y'Et')
m—1 n—1 » (18)

‘;5( Ly Y1300 ch‘_ilcauycH)

on aura d’aprés le théoréeme d’Abel en prenant convenablement le der-
nier chemin:

i “’E.‘ ;
2 (I, +1,)=o, (19)
G %
d’out l’on tire:
P P 65 p °E;
2k L= B 1 (20)
=1 \a,; a; . t=lay
L’équation ;
- m—1 n—1 P
1 y [k
VE( z ) I’/ L] CE‘.) ?/EHI c&z" ycgl)""o ¥ & (21)
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250 Chapitre VII § 127,

représente une courbe adjointe fangentielle de deuxiéme espéce, nommée ainsi
a raison de ce que les points de son intersection avec la courbe fonda-
mentale F(x y)_o coincidant deux a deux, elle est tangente a celle-ci

p
aux points (c, : yc ) Le probleme de la détermination d’une pareille

courbe est un probleme algébrique, dépendant de la résolution d’un
nombre fini des équations algébriques, et parconséquent il a un nombre
fini de solutions. Nous avons donné aux §§ 54 et 58 la méthode pour
déterminer ces fonctions *); mais ce qui est important de remarquer ici,
c’est que ceés solutions se répartissent en deux classes, suivant que la
courbe est propre de cette espece, ou qu'elle est le produit de la
droite l,;.:O par la fonction adjointe tangentielle de premiére espéce,
c’est-a-dire, lorsque 1’équation (21) se réduise i celle-ci:

m—2 n—2 p—1

(22) (2. 95¢08,1009,)=0,

(eine zerfallende adjungierte tangentielle Kurve) c’est ce qui arrive d’apres
le § 71, lorsqu’un zéro arbitraire et parconséquent un zéro nonarbitraire
tombent au point (%, ye), pour le cas considéré maintenant — lorsqu’un

point de contact de la courbe tangentielle tombe en (£, y,) Dans le cas
- de la courbe adjointe tangentlelle propre de deuxneme espéce — nous dirons

de la 1-e classe, — les points de contact (c, ,yc ) dépendent du point

G, yE), dans celui de la courbe adjointe tangentlelle de la deuxieme
espece, impropre,—nous dirons de la 2-e classe,—les points de contact

r—1
(¢,,y,) en sont indépendants; (c’est — pourquoi la lettre & ne figure pas
1

dans leurs notations). Comme un des zéros de la fonction _qu dans ce
second cas tombe en (&, y,), la formule (17) se transforme en celle-ci:

p—1 % p %
(23) =, +1 2L, a=12. .9
=1z, x, =1z,
ou, en posant
p—-1 p %
(24) i e ZIh—ZIh, (h=1,2,...0)

=1 a, =1z,

plus simplement:

(25) w —-uh)—}—I (F=1,2;":.p)

*) Voir aussi: H. Stakl. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896.
§ 28, S, 257.
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Dans ce cas un seul terme — le dernier — dépend du point (5, ¥,),

tandisque dans la formule (17), qui reste la méme pour les solutions de
la premiere classe, en dépendent tous les p termes de la premiere somme.
— La fonction adjointe tangentielle de la premiére espece, qui figure
dans 1’équation (22), se détermine aussi par la condition, que ces zéros
coincident deux a deux, algébriquement, et le probleme de sa détermina-
tion posséde un nombre fini des solutions, plus petit, que pour la fonction
'135, car ces solutions ne font qu’'une partie de celles-1a [(§ 54)].

128. La constante C. peut étre déterminée toujours par la premiére

méthode dans le cas des solutions de la premiére classe, aussi que celles
de la seconde. On a

P P 1’2‘, r IEi
Te) =21 J0,),=2 IL; (1)

donc l'équation (4) du § précédent peut étre présenté de cette maniere:

29 (ﬁ;+1:]f;>:05'

=1 "z,

(2)
Cette équation permet toujours déterniiner CE’ car en prenant arbitrai-

V4
rement les points (xei,y'a) on saura les autres: (avé i y’el); quand aux che-
1

mins d’intégration — elles doivent étre les mémes, que dans les équa-
tions (14) § 127. Pour les solutions de la premiere classe on pourra
P

poser #,—0, cest ce qui réduira (z.,¥.) et (xg_, yé‘) a (CE~’ Yy, ) et
1 =t s l‘ 4 1 a’

I’équation (2) prendra la forme

p G
_ L,.;]‘;{§:CE’ : (3)
d’ou I'on aura .
Lo, = ﬁ ﬁ (4)
2% T an’

»
mais pour la seconde classe un des points (CE,-’ y, ) venant & coincider
1 7%

avec le parametre (%, yE) de Vintégrale de seconde espéce, ces formules

deviennent illusoires et on doit appliquer une autre méthode, si ’on ne
veut pas employer la formule (2).
En remplacant dans 1’équation (2) § 127 w, par u, + u,, on aura:

» T
J(— lf")i + J(uh—i— 2uh)5 & CE ;
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en posant ici
p 9
Y
(6) w=g=22hL, @G=13..p
=1z,

les chemins d’intégration étant ici les mémes, que dans 1’équation, qui

r
définit la fonction J(#%,)., notamment:
1 ®

» Do
) Taop,= S 1.,
nous aurons:
»
(8) J(T c), )E: 0 ’

les chemins d’intégration se réduisant & un point (z,,y,)*); parconséquent
P’équation (5) nous donnera:

o
(9) C, =T (e, +28,),,
1

— une formule qui est juste aussi pour la premiére classe. Cette for-
mule a été donnée par Weierstrass.

129. En retranchant 1’équation (17) § 127 des équations (6) du
méme §, on aura:

P S V4 EI
(1) -ty =0, =X I w,=w,—o%, =21 ,
G =1cp. =1 ¢
. ) E
parconséquent
xe ’7”

171 S P EI
(2) 2L=-2X1,

=1 cp =1 C:f

— c’est ce qui suit du reste directement de 1équation (19) du méme §.
En retranchant de méme I’équation (4) § 128 de chacune des équations
(1) du méme § et en posant avec Mr. H. Weber*¥):

4 B
(8) Z(w)y = =5 Oyt T (4 +70);,

P Z,
*) Car —‘h:Z I,, ou les chemins sont les mémes qu’en (6), mais parcourrus

=19 p
dans le sens inverse; on aura donc en (7) & droite E IIE:O.
=1 %o

**) Uber das Additionstheorem der Abelschen Funktionen. § 6. J. v. Crelle.
Bd. 70, S. 193.
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nous aurons (d’apres (1) et (4) § 128) pour la premiére classe:
0

=1 L'P

en retranchant (3) § 128 de (2) du méme §, on aura:

n

ﬁ]H+iIf-0 ' )

=1 tr =1

done, en vertu de (4) nous aurons:
4
Z(~1uh)€_ Z(“h)g’ (6)

c’est-a-dire que la fonction (3) est impaire, lorsqu’elle est de la pre-
mitre classe. Mais la méme chose a lieu aussi pour la seconde, seule-
ment les équations (4) et (5) devenant illusoires, on doit partir de
I'équation (2) § 127: celle-ci peut étre représenté ainsi:

1 b e 1 Bk
— g CetJ (- ) =— (~ 5 Ot T (u,+ ), ) (7)

c’est ce qui revient A (6) en vertu de (3); pour la deuxieme classe la
constante OE est donnée par la formule (9) § 128, et les valeurs de —u,

et de », par les formules:

u

’ !
p—1 & pr . 1 1%

—u,‘:Z1 L+1; u —Z!I,l +Ih A (8)
J=1 ¢ E =1 ¢
et en vertu de (19) § 127 on aura:
p—1 Cl ~jl ’l C[I
3 1,l+1,,__ (3 I,, +I,l>, ©)
car ’équation (19) § 127 existe aussi lorsque les fonctions '\TJE en (18) § 127
appartiennent aux classes différentes.
130. Les deux c]asses des fonctions Z (u )E presentent une différence
essentielle pour le point u =0: celles de la premiére y s’annulent; celles

de la seconde y devxennent infinies co'. En effet, d’aprés (7) et (4) du
§ 128 et (16) du § 127 on a pour la 1-ére classe:

5. b

J(u Z II (1)
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P
en posant #,—0 dans I’équation (3) du § précédent, on touvera donc:
1

P
(2) Z(0,);=0.
Pour la seconde classe on a en vertu de (23) § 127:
p—1%
(3) = 1 Jth,
1:10
donc on aura d’apres (7) § 128:
p—l ¢

et parconséquent cette fois, en posant u,,::O dans I’équation (3) § 129
on aura: :

(5) Z (0 )l: Tt
131. Nous allons maintenant comparer entre elles les diverses solu-

4 ; ”
tions de notre probléme. ILes constantes u, et CE sont représenté par -
1

des sommes des intégrales abéliennes, respectivement de premiére et de
deuxieme espéces; mais les valeurs de ces intégrales dépendant du chemin
d’intégration, nos constantes ne sont déterminées par les formules des §§
précédents qu’a des périodes respectives pres; cependant tous les valeurs
des u et de CE’ qui ne dlfterent que par les périodes correspondants,
1
donnent la méme fOIlCthIl Z(u,,)E, car si dans I’équation (3) § 129 on
1 1 4

zO& par —505—115 en
vertu de la formule (9) § 128, mais comme on a:

remplace u,, par u,,—{—w,,, on doit remplacer —

? Py
(1) T @t + 8,), = (1w, + ), +

on voit de suite que I’expression de Z(u,,)E par la formule (3) § 129
restera la méme. Done, on ne pourra obtenir les fonctions Z("")E diffé-

rentes entre elles qu’a ’aide des courbes adjointes tangentielles dlﬂ”erentes
11 nous reste donc & comparer entre elles les solutions, répondantes aux
différentes courbes adjointes tangentielles.
Si 'on prend au lieu de la fonction (15) § 127 une autre fonction
analogue:
(@, 95 ¢, yc'&,lll ¢ Yei,)
(2) A
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§ 131. Chapitre VIL 255
on aura par les formules (17) § 127 et (4) 128:

Y, (3)

P
Lo=Y1; (4)
a l’aide de la fonction

21y p
(U] cel 3 hel '
7 E("‘Cy Y; cEl" Yer i CE:" chi)

13
2 W (5)
V(@ Y Yo | O Ye,)
d’aprés le théoreme d’Abel on aura:
P cél’ c&t‘
22(1,,—1;,):2(«2;1—@,):0, (*r=1,2,...p) (6)
1= Lo Ty
et parconséquent = o,; et en vertu de (7)) du § 95;
P C'Ef CEf :
22 (IIE—— IIE) = Cg-—— CE = O, (7)
=1 o Zo
— parconséquent :;]E’ les chemins d’intégration étant les mémes, ot 'on a:
. .
&= g(mjw,ﬁ no); (h=1,2,...p)
j; (8)
7]52].:1(7”]'7]5] e nj‘n:j) >
donc on aura:
[ . 1 S
W, = Uy + 5 @ 5 #=1919) (9
T | L=
30:=3C+5%- (10)

Ces formules conservent leur forme aussi dans les cas, ou 'une des
deux fonctions en (5), ou méme toutes les deux, seront remplacées par
une fonction de la deuxieme classe:

m—2 n—2

»
Lo( 2, 950,9,10.9), )

et pour la premiere, (9), reste la méme aussi la maniére de 1’obtenir;
quant a la secon(}e, (10), — on aura par la formule (9) § 128:

' B ik e B & %
UE:J(Ch—i—2uh)E:J(Ch—I—2?1&h+u)h)E:J(ch—1|—2uh)E+1]E: CE—',—Y]E. (12)
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»
132. Si I'on porte les valeurs de u, et de %CE des équations (9) et
1
(10) du § précédent dans la formule:
5% 4 1 . Ao
(1) Z (7'1”;,)5 T —505""7(“/.'1_?"’1. )E’
formée d’apres (3) § 129 avec les nouvelles constantes, on aura:
» 1 1 2l
(2) Z’(’l’fh)gz—?cg_'2_715+J(uh+7'1"h+ —2“"5)57
et en vertu de la formule, rappellée:
T A 5
(3) . Z (@1"11)5’— Y "IE‘I‘Z(MAT'Q—‘DI;)E :

Cette formule peut étre obtenue aussi de la maniére suivante, qui fait
sortir aussitot la propriété de la nouvelle fonction d’étre impaire. On a
en vertu de la formule (3) § 129 et de la propriété de la fonction de

p
deuxieme espece o/ (u,,)‘E [§ 104], rappellée en formule (1) § 131:
: -

P r (i
(4) Z(’“’h'f' mh)EZZ(qi,ch )E - e ;
LRI £ §ie ;
en remplagant ici w, par u,— o, et en retranchant 7, des deux
1 1

membres de cette équation, on aura, vu que d’aprés (6) § 129:
" AT e » ik
(5) Z(uhTEwh)E:~Z(—uh—li-§wh)i,
cette équation:
! 5 ol 3o Lle e
(6) Z(u,quaw,,)s_gnzz_(Z(_ uh—{l—gwh),—gng,

qui démontre la propriété énoncée de la fonction définie par 1'équation
(3). En comparant cette équation transcrite a l'aide de (3) § 129 avec
cette formule on arrive aux relations (9) et (10) du § précédent.

133. La formule (3) du § précédent ramene toutes les fonctions

r
Z(“h)é 4 l'une d’elles. Aprés I’avoir choisi arbitrairement, on pourra
1

désigner les autres avec Mr. I1. Weber *) de cette maniere:

g, £ £

My, Moy ... M 4 m,| P
(1) [ —1 , ,—2, . i ] ("’h): - Z[ —1] (“")E’

Ny, Mgyt my, 40 4S 1151. 1

#) Zur Theorie der Umkehrung der Abelschen Integrale. J. v. Crelle. Bd. 70. § 8.
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en posant:
/l

my, ) Seis ;s e

215G Stk il (R
1

»

ot les quantités o, et 7. sont définies par les équations (8) § 131.
1

-
4
S

i

_ l on peut nommer la caractéristique de la

1

L’ensemble des nombres [

|

fonction (2) par rapport a la fonction Z(?i),,),, car ce' concept est relatif
a la fonction, prise pour la fondamentale, et la caractéristique changela
avec celle-ci d’apres une loi, du reste, tres s1mple En changeant u en
1{h+w dans léquatnon (2) et retranchant 271, de ses deux memlbres,
les quantités t;),, et n, étant définies, par les équations analogues au (8)

§ 131, on aura, comme il est aisé de voir:

e Ha a3k ©

donc relativement a la fonction (2) cette nouvelle fonction aura pour la

m-
caractéristique L:l’ ], et on peut écrire:
1]

£ 2 ?
m;—m;’| » g m; [ m;7] P
7| 5t ﬁj](‘:h)e*z[ ][ 5 Ja “)
£y
On trouve de méme, en partant de la fonction Z[%'J]('tlb,,)el
1]
: ? Z
7 mn; ~|—m b3 n; 3)
5 +7 7= [1 ][ A[cae

De ces formules on déduit cette loi de composnion des caractéristiques:
» r

saifi= 2 = A
ORI U B il d (Rl e e
7 _i_ e 1] s l] 1.7 s 1.7 -
qui est commutative, comme on le voit, et s’énonce ainsi: pour composer
deux caractéristiques il ne faut qu’ajouter leurs éléments correspon-
dants: ces sommes des éléments correspondants des caractéristiques com-

posantes seront les éléments correspondants de 1la caractéristique
résultante.

M. TIKHOMANDRITZKY. y 17
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-134. Les éléments de la caractéristique peuvents étre réduit i I'une
des deux valeurs: O et 1, car, comme nous l'avons vu au § 131, les
avtres, en différant de l'une de celles-ci par un nombre pair, ne con-

»
duiront pas a des nouvelles fonctions Z(u )P, car les valeurs des con-
?
stantes «, et de C’ différeront des sousentendues maintenant par des
1
périodes simultanées. Chacun des nombres m et n pouvant recevoir in-
g/

dépendamment des autres deux valeurs, 0 et 1, le nombre des solutions
différentes sera égal a 9%, Elles seront réparties en deux classes; en dé-
signant par .N;p) et Ng) les nombres des solutions de la premiére, res-
pectivement de la deuxieme classe, nous aurons une premiére relation
entre ces nombres:

(1) Nir) 9 N(p)

2p

Il n’est pas facile de trouver directement la diﬁérence de ces nombres:

) ()
NI f e Ne . Nous verons tout a I’heure, que N est le nombre des ca-
ractérlsthues pour lesquelles on a:

P
(2) ,=2'1 m;n; = 0 (mod. 2),

et Ng) le nombre de celles pour lesquelles on a:

(3) 2 m;n, =1 (mod. 2);
=
on appelle les premieres paires et les secondes — wmpaires. Désignons
Iv(p—I) (p—1) 3

par N, et N,  les mémes nombres pour le genre p—1. En ajou-
tant aux éléments

.| mp——l
p——1

| my | my |- -

(4) g

une colonne nouvelle, on appercoit de suite, que seulement dans le der-
nier cas de ces quatres possibles:

1]
) HE
les sommes en (2) et (3) saugmentront d’une unité, et parconséquent

la caractéristique passera dans Pautre des deux catégories. Donc on
aura les relations suivantes:

() BNI(P_U—}—NU‘ 1)

ol 1

(p—1) (p—1)

=N", N 43NS =N

188
en retranchant la seconde de la premiére, on aura:

(p—1) (p—1) (p)

) oN" " NF )=nN"— N2,
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En changeant ici » en p—1, puis en p—2,... enfin en 2, et en multi-
pliant entre elles les équations recues, nous aurons:

(N(l) (1)) S lvlp) NIP) (8)

mais dans le cas de p—=1 toutes les caractéristiques possibles sont celles,

que nous voyons en (5); donc on a N( )—3 Nm—l Nm (1)_2
la derniére équation devient:
o pr) p (9)
Des équations (1) et (9) on tire de suite: . -
N(p):zp—l(2ﬁ+ 1), - (10)
N =g @ —1). " (1)

135. Aprés ces recherches générales sur I'équation (2) § 127 reve-
nons aux p équations (1) du méme §. Pour satisfaire par le méme sys-

2(0)
teme des valeurs u, & toutes ces équations, qui sont comprises en (1),
1
on doit faire emploi des solutions de la seconde classe, car alors seule-
P
ment «, auront la forme (25) § 127, ou (5, ye) doit étre remplacé par
b |

(a,,b,) pour I'équation (1), % recevant les valeurs 1,2,...p. En vertu
de Péquation (9) § 128, va qu'en (1) § 127 le lieu de CE tient —2.J,,
nous aurons alors:

7o) gk :
J,=— ( +204, +I,,))k. O=53 b (1)
b
Comme les valeurs de zli(o), données par la formule (24) § 127:
70 ST
u, —tzl}h %}h, B=1,%...p) (2)

et les valeurs (1) de J, ne sont définies qu'aux demipériodes correspon-

dants pres par ces formules, on aura ainsi 9" thétafonctions différentes,
dont chacune peut étre prise pour thétafonction fondamentale, par la-
quelle s’exprimeront toutes les autres par la formule (4) § 126. Comme

2(0) 2
les autres valeurs des constantes u( et J, en vertu des formules (9) et
(10) § 131 sont: .

u/z + § wlz’ (h:l, 2,...p) (3)
Jk—Enk’ (e=1,2;. . 1) 4)

¥) Voyez H. Stahl. Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. S. 214—215.
17*
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260 Chapitre VIL § 185, 136.

posons dans la formule (4) § 126:
<) JASE O B

(5) %, —h, =5, (h=1,3,...9)
o
(6) Ck—sz_g"lp (B=1.2,.:.p)

et nous aurons

P
72 T, 0 (1, +2,)
(7 O(u,-- (°’ju(°) O)z=e = A
9('2'?};)

»
en supposant toute fois, que 9(% w,) est différente de zéro, car autre-
1
ment cette formule serait. illusoire. En comparant les équations (5) et (6)
avec les équations (1) § 124, on voit qu’elles deviendront identiques,

A ) w
si 'on prend ph:%mh, v,=—5#,; donc en vertu de (6) § 124 on peut

- écrire ainsi la derniere équation:

(8) O (u,; s 7% 1 ) =e =1 ook ity

186. Une autre formule exprimant 1’une par lautre les deux théta-
fonctions, dont les paramétres sont liés par les relations (5) et (6) du §
précédent, qui aurait lieu dans tous les cas, on tire de la formule (8)

» »
§ 125. En désignant par @ (u,,) ce, que devient fb(uh) lorsqu’on remplace

( et J, respectivement par les valems (3) et (4) du § précédent,

IlOllS aurons:

2 | 5 1 i
(I’l(':h) 1(“( fex Z 4 (J ¥y it J (w, F"() 7 Ot Ih)k) du,—=
u}e
Ut oy
B ik : “ [ .
O =Z-tne-it 8 sl e
k=1 0
uk +§“’k
1 L — (1) (l)p 1 -
= —_2_].;17‘,‘(“’" uh )+(p(u),+ 9 0')},) _q')(uh —ql— 2‘0')};)!
donc aussi
1 &=
P _72-121 i Yk
el(‘;th) € 9(?lh+ 2 wlz)
@ e
0,(w,") i 1 .Uy, g
(-)(uh —1{———2— Eu"h)

Www.rcin.org.pl



§ 136, 137. Chapitre VIIL 261

d’ott ’on aura

1=
_gkgl-qkuk Vi
0,(u,)=K(m ,n)e ] O(u,,—i- 58), (3)
en posant pour abréger
(s

61(111;:)) iR 2PN, :
i e ki

PR s e(tg)-}{ : ;)

1

2yt O et : L o
Les u, étant arbitraires ici, on peut toujours les choisir de maniére,
1

que ni © (u ), ni 8( u, + cu,,) ne soient égaux a zéro. L’arbitraire paralt

ici & cause de ce, que la fonetion théta n’est défini par D’équation, d’ou
nous sommes parti, qu’a un facteur constant pres. La formule (2)
a lieu dans le cas, ol m; et 7, sont des nombres entiers quelconques,
comme on le voit par la méthode employée ici pour la déduire.

137. Toutes les thétafonctions, que nous avons considéré dans les
deux derniers §§, jouissent de la propriété d’étre paire ou impaire. En
effet, en vertu des équations (8) et (11) du § 125 nous avons:

ok
log G(u,‘) = q:(W) + z / I Ao (u,+ u‘°’+ I,,)k) du,; (1)
(l) %o

done
%
d lo«rew ) —2( T+ u‘°’+ L)) du,; @)
ici le second membre ne change pas de valeur, en vertu de (1) § 122,
lorsqu’on change Z,. en —Z,,; donc on a:
1 1
» »
dlog O(— u,) = dlog 8(1:,,), (3)
1
et en l’intégrant:

p »
e (_luh) =00 (t:h) ) (4)

en désignant par C une constante. Pour la trouver remplacons de nou-

» p
veau w, par —u, ici; nous aurons:
1 i

b 4 ?
8() = CB(—); @)
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en multipliant les égalités (4) et (5) entre elles, nous aurons, en rédui-
sant ci-apres:

(6) 1=0",
d’ou l'on aura:
(7) Ce==2 11,

En portant ceci dans 1'équation (4), nous aurons
¥4 ¥
(8) @(_. ,l:],) == e(?h)y

ce qui démontre la proposition énoncée. On voit par cette démonstra-
tion, simple et élégante, due a Mr. V. Ermakoff, qu’elle est une consé-

quence immédiate des conditions (1) § 122, auxquelles nous avons assujeti
P 2 2(0) ¥ :
les paramétres o/, et w, , que nous avons introduit d’abord pour mener
1 1

a fin nos calculs de 1’équation fonctionnelle de théta générale. Les con-
ditions mentionnées, qui forment un lien entre la théorie de cette fonc-
tion et celle des courbes adjointes tangentielles, trouvées et utilisées pour
la premiére fois par Clebsch et Gordan dans leur ,Théorie des fonctions
abéliennes®, prennent donc leur origine dans la nature des choses.
Lorsque dans I’équation (8) aura lieu le signe supérieur, la fonction

b4
O(u,) sera paire, autrement— impaire. En posant dans le dernier cas
1

P
#, =0, nous aurons:
1

]I }l
(9) 8((1)],):: _‘6((1)/4):01
»
la fonction O(«,) étant finie et continue; donc pour cette fonction impaire
1
on aura:
P »
(10) log©(0,) = ®(0,) = —cv,
1 1

et parconséquent les fonctions

(11) J

2oy, T
k—}—Juh»%—qlth +Ih)h, (Bi=1:2, . .p)
o

qui en sont les dérivées partielles par rapport & #,, sont de la deuxieme
r

classe, car celles de la premiére classe restent finies pour #, =0, comme
1

on l'a vu au § 130. Donc les fonctions de la premiére classe aménent
aux thétafonctions paires, celles de la deuxitme classe aux thétafonc-
tions impaires. Pour que ces derniéres conduisent aussi aux thétafonc-

¥
tions paires, on devrait avoir ©(0,) —0?% et pour cela, la fonction ad-
1
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§ 137, 138. Chapitre VIL 263
jointe tangentielle de la premiére classe dégénerant en celle de la

deuxieme, deux des points (c, : J ) devraient venir a tomber dans le
sl

‘point (§,y.), c’est ce qui ne peut avoir heu dans le cas général, en
exigeant des certaines relations entre les coéfficients de 1’équation

m n

F(z,y)=0. Par suite le nombre des thétafonctions paires est égal au
nombre des fonctions de la premitre classe, c’est-a-dire a 2 (2" 1),
comme on l'a vu au § 134, tandis que le nombre des thétafonctions
impaires est égal au nombre de celles de la seconde, c’est-a-dire a
ot O LY

138. Toutes ces thétafonctions, paires et impaires, on déduit aise-
ment de la thétafonction fondamentale d’une maniére analogue a celle

?
que nous avons employé au § 133 pour la fonction Z(x,)..
1 -

En remplacant dans I’équation fonctionnelle de thétafonction fonda-
mentale [(4) de § 125]:

@(uh-iia,,):(q)":‘ B sl dps (-)(%h) | (1)

; ? S 8ep ik
les variables u, par u, - ®, et puis en multipliant les deux membres
1 1

g
de D’égalité recue par e o~ , On aura:
i % »
—T 4N 2 g B
e O(u, - 2 ®)==x(—1) e 0(—“;,+'§mh)’ 2)
1 : )

ou l'on doit prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que la fonc-
tion théta fondamentale est paire ou impaire. En posant pour un
moment

——-E'Y]kuk ?
s m My ,) =6 s 8(u,,+ ®,), (3)

on voit par (2), que cette fonction sera de méme parité que la théta-
fonction fondamentale, lorsqu’on aura

2 m,n, =0 (mod. 2), (4)
=1
et de parité contraire, lorsqu’on aura
P
> i, = 1(mod. 2). (5)
=i
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"En vertu de I’équation (4) de § 125 on aura pour la fonction (3),
b 4 »
en y changeant «, en w, &, cette équation:
1 1

P
’;‘}‘Z:lik (uk '}" 'I’k)

f(u +wh h? h) =8 7. G‘)(’u ;é; +6))l):
£
[6) o s oy o Zn,,(u ). Zm(u,Hr Bbg®)
=(—=1)" e B(u,+ 5 )=

P
,glmk e ;’;(;’k &, — mk) Znh(uh + = »
=(—1) e 3 f(w,;m i n,),

ou, comme d’aprés les relations de Weierstrass entre les périodes des
intégrales abéliennes des deux premitres espéces (I—1IV) § 85 on a:

Ry oA .1 = "EH
(7 L§1 5 (1,8, —w,‘"']k):2mL§1(§mknk—§nkmk) ;
définitivement:
. P ot
(8) fu, -+, By, ) =
S |

zgmknk 21:3‘%{(511,‘77% —m nk) 27;,‘(%7—2 Y &

:(_1) e g 5 f(uh;ﬁl’h,ﬁh)-
1

En comparant cette équation avec 1'équation (7) du § 124, on apercoit
de suite, que la derniere devient identique i cette équation (8), en y

1 ¥ s,
prenant p,=om,, v,=g#, pour toutes les valeurs de Dindice & de

»
1.a p; donc la fonction f(u,; m,, n,), définie par I'équation (3), me
|

»
differe de la fonction O(u,; %ﬁzh, %ﬁh) que par un facteur constant. En
1

$ 4
le désignant par K(m,,n,), ‘comme dans le § 136, nous pouvons donc
1

écrire, en ayant égard aussi a P’équation (2), cette double équation:

1 i ! kK Py
O, 5 h’gnl)_K(mh’ ) % 8(“1.71"2““’/1):
g B
kank 5 21 %,

s iy B 2 == A
SN ALY K(mh;nh)e e 6(—-uh—l{—f;wh).

~ R

(9)
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Comme on a dans le cas de m;, »,, m, 7n, entiers:

r i 3
2m b (;r%kmk mn,) 5 (m,n, +n,m,)
S =(=nH™ : (10)
et
mn +mn, +nm =m+m)(n,+n)—mmn,, (11)

on pourra maintenant écrire 1’équation (8) de cette maniére:

O(u,+o,

»4"4

18 b
& TR RAT (12)

Zﬁkﬁ Z(mk i m’k)(n '*”k) an(ukl 2 ) ¥, By
=(_1)k_1 (—I)L* e(uh’z"hh’o_h)

»
139. En posant u,—0 dans Iéquation (2) du § précédent, on aura:
1

kank 12
8( )——(—1)‘—‘ 8(;,)- (1)

Dans le cas de

»
2 ﬁzkﬁk

) R ey D
cette équation (1) ne peut avoir lieu que lorsqu’on a
1.£
4
donc la fonction théta fondamentale s’annule pour o= %-w dans le cas

(5) du § précédent, lorsqu’elle est paire, et dans le cas (4) du méme §,
lorsqu’elle est impaire. On appelle les caractéristiques, satisfaisantes a la
congruence (4), paires, et celles, qui satisfont & la congruence (5), ¢m-
paires; on peut transporter cette dénomination sur les demipériodes cor-
respondantes et exprimer ainsi le résultat obtenu:

»La fonction théta fondamentale s’annule pour les demipériodes im-
paires, lorsqu’elle est paire, et pour les demipériodes paires, lorsqu’elle
est impaire.“

V4
En posant wu, _—21— , dans D’équation (9) du § précédent, on aura
Oy 343y Mys y 1) =0 @
lorsque
O
8(3 (@3, ))=0, (®)
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parconséquent, dans le cas, ou théta fondamentale est paire, lorsqu’on
aura

P
(6) X(m, -+ m)(n,+-1,) = 1(mod. 2)
k=1
et dans le cas, ou théta fondamentale est impaire, lorsqu’on aura

7
(7) E(’mkﬁ"_lk)(nk 1;',,)7 O(mOd 2)
k=1

Ces zéros sont les plus remarquables; ils étaient nommé par P. Po-
krowsky *) les zéros principaux de thétafonction considérée; dans le cas
de p=1 il n’y a pas d’autres; mais dans le cas de p>>1 il y en a une
infinité d’autres, comme il suit des formules (7) et (12) du § 100, d’apres

Vg
lequelles #, se réduisent dans ces cas aux fonctions de p—1 variables,
A

liées par une équation.

140. Aprés avoir déduit les propriétés principales des fonctions
théta générales de leur définition méme par les équations (1) et (2)
du § 119, nous pouvons maintenant passer aux thétafonctions spéciales.

Les intégrales de seconde espece, considérées jusqu’a présent, étaient
les plus générales, qui s’expriment d’apres la formule (6) § 79 ainsi:

S ©
(1) H H ,2% L, (k=1,2,...p)
n =1
II‘O’ étant une intégrale particulitre de méme espeéce. Les constantes c, ;

satlsfont rappelons-le. & la seule condition, que soit ¢, =¢ . En falsant
le point (z,y) décrire la courbe A4, ou B,, I'intégrale (l) s’accroitra
respectivement de

(2) T = 7‘;(: TZ cl.] gh?

gn de (h=1,2,...p)
(o) Il

(3) T]M T‘Lh 261] Jh*

On peut maintenant déterminer les constantes ¢, par la condition,
qu’on ait:

4
© it
(4) 71//: —\_‘;chjmjh_(}’ (h=1,2, .8
si le déterminant
1.\1 J oy
Sl |
() 9_‘(1:)1 %)

P

*) P. Pokrowsky. Théorie des fonctions ultraelliptiques de la 1-re classe. Moscou,
1887, (en russe), p. 199, § 25. Aussi & voir: Recueil Mathématique (Sbornik). Moscou,
t. XIII, p. 245 et 409.
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de ce systéme d’équations est différent de zéro. On peut le supposer,
car par une transformation linéaire A coéfficients entiers des périodes —
c’est ce qui revient a remplacer les courbes A, et B, primitives par
d’autres, composées de celles-la, — toujours peut on faire, qu’il en soit
ainsi. La maniére la plus simple d’arriver a ce but serait a remplacer
quelquesunes des lignes en o,, (h=1,2,...p) du déterminant (5) par
les lignes en o, (h=1,2,...p), car tous les déterminants possibles
déduits de cette maniere de 2 (5) ne peuvent pas étre =0, car alors
d’apres le théoréeme connu de Laplace sur les déterminants le détermi-
nant A [(1) § 86] serait de méme — 0, tandis qu’il est — = (2nz)™, ”  comme
on a trouvé la. — En posant

%= g5y ©)
on tirera des équations (4): kL
Bty h§1 Qghns’: ; : (7)
En permutant ici % et g, on aura:
= 2 QM Sl)l (8)
Il est aisé de s’assurer, que la COI_]dlthIl
Pt 9)

est remplie par ces valeurs (7) et (8), et cela en vertu des relations de
Weierstrass (I) § 85, qu'on pourra écrire de cette maniére:

» 7
121 Mg ®u= ; ©g M - (10)

En multipliant cette égalité par @ 2, et en sommant par rapport &
q et r de 1 a p, nous aurons:

p» »
2 Elggmlq 29" - 2, qg‘lquwlqzlgkrnlr; (11)

mais & gauche la somme par rapport & r est —1 seulement pour l=#F,
autrement a zéro; de méme a droite la somme par rapport a g est =1
seulement pour ! =g, autrement & zéro; donc cette égalité (11) se réduit
a celle-la:

P P
N
gngn "qzrz;"lQ 8 (12)
Cette égalité ayant lieu pour les intégrales générales de deuxiéme espece

x
. . . - . 0 .
aura lieu aussi pour les intégrales particulieres II;) ; mais alors en vertn

des équations (7) et (8) elle se réduit a 1’égalité (9),0qui est ainsi démontrée.
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En portant la valeur de ¢, au lieu de ¢y — c'est ce qui est permi
en vertu de (9), — d’apres (8) dans D’équation (3), on aura:
1(0) ’ (©)
(13) L j;lehggl.lnjl

En multipliant cette équation par «, + % w,, et en sommant le produit

par rapport & £ de 1 & p, nous aurons pour l'exposant de e dans le
second membre de la deuxiéme des équations (3) § 125 dans le cas
spécial considéré une expression de la forme suivante:

(14) anh (u L) ‘”Ah) _me)(“ﬂ_ 2 I.h E mjh 2‘ (0) 29}.1(“

Elle deviendra plus simple si 1'on pose:

»
(15) 1219” =,
? p
(16) ‘ZIQH Ht

On aura, c’est ce qui est important de noter:
amn b ki
Pour le démontrer, il faut partir de 1’équation (3) du § 88 (de Riemann),

qu'on peut écrire ainsi:

P P
LY
(1 8) ;l mgm wkm:nél wgmw;‘m 4

m—

En multipliant cette égalité par @ @ et en sommant par rapport a g
et £ de 1 i p, nous aurons:

p p p
(19) é HZ ym z Q,w I.m_mzly; A m 2 Q0 Lm.

mais a gauche la somme par rapport a % est —1 seulement pour m=—~"
autrement a zéro; a droite la somme par rapport & g est —1 pour m—I[,
autrement a zéro; donc cette équation revient i celle-ci:

(20) 2 gl yh—z 2,94,
ou le second membre se déduise du .premier simplement par la permu-

tation de % et /, tandisque le premier d’aprés (16) est égal & t,; par
suite le second est égal a 7,; I’équation (17) est donc démontrée.
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Les équations (15) et (16) peu\ ent étre tout de suite résolues par
rapport a u, la premiére et & , la seconde. En multipliant chacune
de ces equatlons par ©, et en sommant par rapport aldelap,en

vertu de ce, que la somme ZQ =1 seulement pour k=g, autrement
a zéro, nous aurons:

7 gl (9=1,2,...p) (21)

S
_
e
<

'
(.Dgh

1l

wgl‘tlh’ (gvh:l’27" 'p) (22)

I

en ayant égard pour la derniere a (17). En portant la valeur de u, et
celle de o, des équations (21) et (22) pour g=Fk dans le premier terme
du coté droit de 1’équation (14), et en transformant son second terme
a l'aide des équations (15) et (16), on aura un résultat, qui pourra étre
présenté ainsi:

p P P
/ | R v SIS (o (©0)
gln wty+ D) 0)= g(vz‘f" 9 i )lgl(nl:h =My Op) » (23)

en réunissant les deux termes & droite aprés y avoir changé pour
cela la lettre sommatoire j en k. Mais d’aprés les relations de Weier-
strags (IT) et (III) § 85 la somme en % a droite se réduit & zéro pour
l=h, et & —2=i pour !=Fh; donc on aura définitivement cette équation:

& L : 1
Azlnkh(uk +3 ;) = —2%i(v,+ 2 gk (24)
ou d’aprés (16) on a
291./. 7 (23)

L’expression (24) sera l'exposant de e dans la deuxiéme des équations

(3) § 125; dans la premitre en vertu de I’équation (4) il se réduira & zéro.

141. En portant #,+o,, aulieu de #, dans I’équation (15) de § pré-

cédent et en marquant pour le moment la nouvelle valeur de v; par la

lettre %, placée en haut entre paranthéses, nous aurons d’aprés (15) et
de ce que

= =
pAFE e M

les deux égalités suivantes:

o®
Ve =0 G=n

vi"):v -+1

(2)
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En portant dans la méme équation (15) du § précédent u,|o,, aulien

de u, et en désignant par vj(."" la nouvelle valeur de v; qui en résulte,
nous aurons d’apreés les équations (15), (16) et (17) du § précédent:

(3) M=yt =19,

b 4 »
En introduisant maintenant les variables v, aulieu de w, dans les
1 1
équations (3) § 125, appliquées au cas spécial considéré de la fonction
» »
fondamentale ©(w,), que nous désignerons par ©,(u,) dans ce cas spécial
1 Tri

¥ 4 r
et par 9(v,), lorsque y seront introduit les variables v, aulieu de u,, de
1 1 1

sorte qu’il sera
» g 4
(4) 80(7’:;,): 0(:)),) )
nous aurons:
(6) B(vy,v,,...7,_,,, “}‘1!”k+1-°-”p):ﬂ(”n”z"--”k_u”/.-'”k+1w--"’p)3

: 1
e 2mi(v,+ 57

‘ sl
(6) S(vl—kbr”,vff—rgk,...vp»ftpk) 2 B 9(vy,95,..-9,)

La premiére de ces équations peut étre de suite généralisée ainsi:

(1) (o, +my, v+ my, .. .0, +m)=8(v,,0,,...9,);

» »
dans la seconde nous changerons n, fois »; en v,--7;, et multiplierons
1 1

les résultats; nous aurons:

Sayryie o e
(8) {)(vhkif)nk'rhk) = 2“2(""0* 7y ‘kk) '.)(;") )
1 1

de la méme maniére nous aurons aussi:

. 1
—2mi(n,0,- $mT

» . ) ?
(9) o, +n,)=e L1 B(,);

| 1
en changeant ici v, en v, 1, (pour 2=—=1,2,...p) et en multipliant le
résultat par I'égalité (8), apreés une réduction facile nous aurons:

—2~:z<nv - 0,0+ (r“ ) 2tnn

4
(10) Do+ )=e o T T wmn Sy ).

n

*) car 2(2h- 1)z=ne.

h=1

www.rcin.org.pl



§ 141. Chapitre VIL 271

En répétant cette opération p fois, on aura la formule:

[ § o .
. s Qm\%"ﬂ’j +3¢® (’;‘h)> v
8 (v, Enjt,”.) ea ﬂ(’ll),‘) : (11)

ou l'on a posé pour abréger:
w(n,)y 2 1:“ RO e (1)

v Va
En changeant dans cette formule (11) v en v,+m,, m étant des
1 r
nombres entiers, on aura d’apres (6) et ayant égard a ce, que Enjm]

est un nombre entier, la formule la plus générale:

p P —nian(Qv ZTMl »

{}(U _!_m’lx :»—' 4 1711.'&,”.) =€ £ {}("1",')’ (13)
=

h

ou l'on a porté aulieu de ';(1?,‘) son expression d’aprées 1'équation (12).
En remplagant ici z]z’h QALS U, == é mhié Epnjt,,j, vu que o

1 1 =1
:(—l)q lorsque ¢ est entier, et ayant en vue qu'a cause des relations
(15) du § précédent entre les anciennes variables Z et les nouvelles Z la
thétafonction fondament‘tle (4) du § présent est une fonction pane

aussi des variables v c¢’est-a-dire. qu'on a
1

B(~0) =), - a

NOuS aurons:
ISR T e
[3 | i S
¥ (v, +gm, 4,— ‘lenj‘hj’—

15)
Em n, —mw Zn 20, 3 » ( :
1 = 9 iRl B i 7
ol ke ) e (—v,+3m o Ejzlnjtly') )

ou, en multipliant les deux membres de cette égalité par

P ?
3 1 1
e Zi”k(vk+ iy E:nj:hj)
1

Ep X =t , cette autre équation:

7
» vk 5
» “7’21”1;("’,,*1— g™t ﬂ%”,'t;,,)

(16)
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En posant
v .
‘"Lk P‘ iy 7}11 Mmy- * * mp 4 by
{)[i‘k] e sl (1SR
P 1 1 P
i w2, (v, +=m, - Dn.1,)
i 1|7 1 ;e | ¥ 2 * 4 y = | gl
=3(v,+ -1 m"T Ejz_lnjthi) e :

on pourra écrire I’équation précédente de cette maniere:

14
» 2 » 3
(18) o] w]@=- y AT Rl SN

(17)

Cette équation fait voir que la thétafonction, définie par I’équation (17),
est paire ou impaire, suivant que l’'on aura

(19) Em n, = 0 (mod. 2)
=1
ou
P
(20) Elmknk =1 (mod. 2).

Les fonctions, définies par I'équation (17), sont donc de la méme nature
que celles, dont nous nous sommes occupé au § 138, & un facteur con-
stant pres. La raison de notre chois actuel pour celui-ci sera visible
dans le § suivant. — Si contrairement a I'usage on prendrait pour théta
fondamentale une fonction impaire, on n’aurait qu’a placer le signe (—)
- devant les seconds membres des équations (15) et (18).

»
142. On voit par I’équation (5) du § précédent, que la fonction 9(v,)
» 1
est une fonction périodique des variables v,, et comme elle est toujours
-

finie et continue, elle est dévéloppable d’aprés le théoréme de Fourier
en une série inﬁnie a p entrées de la forme:

+oo 4o +oo 2mZm v,
==
(1) l}(’Uh) _Zml Zmz Emh mlmz.,.mhe ;
Les coéfficients 4, g mp 7 AP de ce développement se déterminent
1h

le plus aisement de cette mamére Portons ce développement aulieu de

{}(v) dans les deux membres de I’équation (13) du § précédent, (en y

supposant toute fois m =0 et apres y avoir transporté le facteur expo-

nentiel 4 gauche); en employant la notation abrégée des coéfficients et
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des sommes multiples (en imitant Riemann), facile & comprendre, nous
aurons, apres avoir introduit le facteur exponentiel sous le signe de

sommation :
+: » 72%27",‘%
VN AT S
—o0 $ =1 1/' (2)

»
+o0 \p Y, ((m -n,) 20, + (2m, -47)2-:H [>
__(Zm> AP e ==l

\ oo W 1 TI
[I
i ¥ (my 4 n,.)20,
En comparant les coéfficients de e *=! dans les deux

membres de cette égalité, on aura:

Z,(Qm **“,l)z T,

=P s (3)

mp + ", ';'h ¢

v p
pour toutes les valeurs de m,. En posant m,‘:O, on en aura:
1

‘lZTu Ly
dr e ol N (4)
”Il 1 ;.

Les coéfficients, déterminés d’apres cette formule, satisfont a 'équation (3);
car en substituant l’expression de A L obtenue de (4) par le chan-
] d

gement de 7, en m,, dans I’équation (3), on aura & droite justement
I’expression de Am;. 41'_”’., recue d’apres (4), en y changeant », en m, +n,
1

ayant en vue l'identité:

b4

“2_ (mm - 2mn,-|-nn)= Z (m,--n,) (m,+n). (5)
En portant 1’expression des coéfficients Aﬁh de I'équation (4) dans
le développement (1), on aura: !
4 P
& Fdaiip m?h;] mk(2vk":'1§’umz)
sa=(32,) e S T
—co"tf =1

Vg
< A P % 5 T .
ou 'on a posé A";: 1, pour déterminer définitivement la fonction 3(21‘)-
1 g

Ainsi nous avons re¢u l'expression analytique de la fonction théta
de Jacobi et Riemann. On pourrait la nommer aussi la fonction théta

M. TIKHOMANDRITZKY. : 18
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avec la caractéristique zéro. Pour avoir I’expression analytique des autres
thétafonctions, paires ou impaires, avec des caractéristiques différentes de

]l
zéro, on n'a que de porter le développement de 8(111h) fondamentale,

présenté par la formule (6), dans ’équation (17) du § précédent, définis-
sant ces autres thétafonctions, aprés y avoir changé la notation des
éléments de la caractéristique par les lettres latins en celle par les
lettres grecques p et v. En introduisant le facteur exponentiel sous le
signe de sommation multiple, on aura pour I’exposant de ¢ dans le terme
général:

P P

;. L P
N Q & 1 1
m% I m, (20, + v, %'v[‘cm "%Tmm/) Fv(9 g Wy 4’21 I.Iv/) Y

(7) v I R v,
= m; (m, 27)‘72(11,{ ) ;r—%'»k,(m, g l :
car on a en réunissant dans une somme double les termes avec T;:

Va

& 4 : 1 -
Z ‘A-zlml;vl B sl ds e
k=1

Va
~

? § 5 %
®)=r lzm,’ ~m,m l
/.-,12:1 W AL s 4 G =l

v, e Vi Yy
|mk2"'m 2’ f’)’:/{"/l 3 ]:

N

QU Vi )
:/.-;Z:f"" (mk 2)(m, | ,2);

donc on aura:
¥ r b

sy oyt B AP0+ D 5 mt5)]
(9) t‘}[%:](?;h):(Em,) o T & .
1 L4 =3

-0

Cette expression est tout & fait semblable a célle, donnée par la for-
mule (6); elle s’en déduit, en ajoutant a la variable », la moitié de
I'élément supérieur correspondant p, de la caractéristique, et a la lettre

sommatoire m, la moitié de 1'élément inférieur correspondant v,. Voila
p
mZn,‘( m,- 12 ")
pourquoi nous avons choisi e ta pour le facteur
constant dans I’équation (16) du § précédent: de cette maniére nous
avons recue la forme usuelle de cette fonction.

143. Ayvant trouvé l'expression analytique de la fonction théta de
Jacobi, nous avons trouvé par Ia les expressions de toutes les autres,
car on peut exprimer sans difficulté les derniéres, et en premier lieu la
thétafonction fondamentale générale (avec ¢, tout a fait arbitraires, mais

satisfaisant toujours a la condition (9) § 140), par la fonction de Jacobi.
On n’a pour cela que de décomposer les ¢, en deux parties chaqu'un,
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s

dont 1'une soit la valeur déterminée par la formule (7) § 140, que recoit
cette constante pour la fonction théta de Jacobi, c’est-a-dire de poser:

(o) i
2 Qgh"‘”l ) ky’ (1 )

mais en vertu de (6) § 79, [ou (1) § 140,] vu (6) § 128, on a:

r S BN b
’[(i“/.)/.-':t J(?’h /(n-) Z;'Cki(“j Ok (2)
e
en portant ici aulieu de ¢, sa valeur tirée de (1), on aura:
3,9 P 2
J (l:/,)/;: J (11‘/,)/.- _421 521 Qjmk/.( o ‘) Ebﬂj(u (3)
J=1 k=
ou, en posant
» r g
1 0 0) s
’[(blth)s;) e '](,lfh)(l.:)ké, Jlln(l/l i ()')’ (4)
Jike = |
plus brievement:
B 7 () < : :
’](11‘}1);- S '](Q:,,)l' = 21ka (“j+ C,) (5)
J:
En posant ici
a,‘.
—— i —() |
U, =, 2 (“/f T’I/f): (h==A:2. 0 p) (6)
~ Tous aurons:
1 ?_0) "/-. 0 © '"I.
’II;: B4 2 'I- \(\(‘./I’; E 2 (1u/f l,‘ ) AP ] Z ]l‘l(u I G0 C,.), (7)

ou I'on a d'apres (4):
Ill._
() 1, o) \O
T=—33( G2+ 1)) =
(8)

ay

3 J(c +2(7"‘ - I,,) Z Q1@+ Lt o).

k .
En remplacant dans I’équation (o) u par u, q~?(,)+l,l et en ajou-
Zo

tant au résultat lequatlon (7), nous aurons:

'11{1",(”/: | 1(n)_L_ Ih)L e (o) I(M j[_u(o)_l_I (O Zbkj A (9)

Maintenant remplacons ici 17‘,,0’ par

1 =
A5 O A=1,%59) (10)
18*
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$h étant une période; alors d’apreés (4) § 135 J, et J,(f) seront changés

respectivement en
=) W 1=
(11) f J,— 2"h et Jk:J,‘—-2~11,‘,

%k étant la période de Dintégrale de deuxieme espéce, qui répond
p

aux ,; nous aurons:
1

(12) ’Eﬁ‘J(M,{-‘r ’lib(o)[ I)—‘J() J(u 1(°)r I)(!) | 2 b

v
Supposons maintenant que (15" sont de celles périodes, qui rendent

la fonction & gauche de I'équation (12), de méme que la partie corres-
pondante & droite, une fonction de 1-re classe; alors, aprés avoir multi-
plié cette équation (12) par dw, et sommé par rapport a lc de 1 ap

nous allons l'intégrer de u, —0 nous aurons ainsi:

121 / <j" i 8 121":))*% }hh) du, =
0 0
(1 3) o aj

B s ' P’
' 7)) () (1) .
=3 [ (JO+de+ a4 L), Jau, g D byuus
= 2 1=t

en vertu de Péquation (8) § 125 on peut présenter cette équation de
cette maniere:

"y - P =), -, P 5 y
i q)(lf”)—q)(?") N (?")_q) (?")"‘1’2121 byyth;t, 3 )
-

en prenant les deux membres de cette équation pour I'exposant du
nombre ¢, en vertu de I’équation (11) du méme § 125 nous aurons:

8(“/) ')(u), Z-I bkju i
(15)

v e(o, ) e“’(o,,)

Cette équation donne l'expression d’une thétafonction générale (celle du

cOté gauche) par une thétafonction spéciale et paire (celle du coté

droit). Parmi celles-ci se trouve la fonction © (u ), (4) du § 141. Si I'on
b4

suppose que dans I’équation (10) les 15 5 ©, sont prlses d’une telle maniére
1

qu’elles nous conduisent justement & la fonction Oo(u aulieu de
l’equatlon (15) nous aurons: ~

*) Car en vertu de (12) § 140 et (1) du § présent il suit de (19) § 69 la méme
relation entre les b;;, cest-d-dire: b, — b
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P
9 » 1
8@,) 8y 5 X byt
1 1 k=1
IR e - @4
80,  0,0,)

V
Portons ici les valeurs des u
1

»
en v,, tirées de I'équation (21) du
§ 140; en posant L

h

»
1 .
’72712 O P R (a7

k, j=1

nous aurons la formule suivante:

V2

= 9 » .
e(uh) 8(’1)]’) T Z 3911’09”/‘
: 1 e h=1 (18)

60, 9O
1 1

qui donne l’expression d’une thétafonction fondamentale paire par la fonc-
tion de Jacobi. Les autres thétafonctions s’exprimant par la fondamen-
tale, comme on la vu aux §§ 126, 135 et 136, il n’est pas difficile
d’avoir aussi leurs expressions par la fonction de Jacobi; mais, nous
nous bornant aux éléments de la théorie des intégrales abéliennes, il
nous suffit d’indiquer cette possibilité.
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Appendice.

Complément au § 48.

1. Théoreme des restes (Restsatz). Partageons tous les zéros va-

: P11
.riables d’une fonction adjointe /,(«, y) en deux groupes, contenant le pre-
mier ¢, zéros, le second £ . Soit donnée encore une autre fonction ad-

e

jointe f,(#,y), qui aurait parmi ses zéros variables les ¢, zéros du
premier groupe et encore d’autres R, zéros; de méme soit donnée une

). Y,
troisieme fonction adjointe 7"3(13133 ,ys), qui aurait parmi ses zéros variables
les R, zéros du second groupe des zéros variables de la premiére fonc-
tion et encore d’autres @, zéros, de maniere que les groupes des racines
variables des trois fonctions f,, f,, /, soient:

i GQI et Gh,1 pour Fiid
) (AR ¢ n e d:
! GQ:; . G”] f f‘

Les deux groupes G, et G,, ayant le méme reste G, sont dits corré-
1 : 2 1
siduauz; aussi les deux groupes GQ et GQ sont corrésiduaux, ayant le
1 3

méme reste G,. Maintenant, on peut trouver une quatriéme fonction
1

o .
adjointe /,(#,y), qui aurait pour ses zéros variables les groupes

GQ3 et Gﬁx' En effet, posons:

(2)  fufo=0.f+V.F,

en entendant par F' la fonction F'(x,y), formant le premier membre de
I’équation, qui définit 'image algébrique; en remplacant ici le paire
(z,y) par un point quelconque de I'image algébrique considéré, on ré-
duira le second membre de I’équation (2) a son premier terme ./, qui
s’annule avec son second facteur pour chaqu’'un des zéros de l'un des
groupes GO[ et G’*‘l’ pour lesquels s’annulent respectivement les facteurs

. et f, de son premier membre; mais celui-ci s’annule aussi pour les
2 3 9’
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zéros des groupes G, et GQ, pour lesquels s’annulent respectivement
3 3

/> et [,; comme /,, ne s’annule pas en ces points, c’est ® qui doit s’an-
nuler en ces points. Mais ¢ doit encore remplir aussi tous les condi-
tions d’adjonction; car (en ne considérant que les points de 1’image
algébrique), aux environs de chaque point singulier I'ordre infinitésimal
du produit /,.f; est double de celui de f,, toutes les trois fonctions -
e G étant adjointes Donc P ne sera pas autre chose que la fonction

adjointe f4(x 1/ ), dont les exposants p, et v, sont déterminés par les
équations:

b : Pait”'a" 5 (3)
que donne la comparaison des dégrés de z, respectivement de y des
deux membres de I’équation (2). D’apreés (17) § 50 on doit encore avoir:

mv,+np,—24=0Q,+ R, ; (4)

mais cette équation est, en vertu de (3), une conséquence des équations
analogues pour les fonctions £, /., f,, savoir:

my,+np, —24=0Q,+ R, ; l
oyt sy — 24=Q, | R, )
my, - np,— 24—=0Q,+ R ; l

3

en effet, en retranchant la premiére de la somme des deux autres, de
ces équations, on aura justement I’équation (4), car des équations (3)
on tire:

== M Mar= s l (6)
V= o YV l

Il suit de la la proposition que nous avions en vue: ,Si deux groupes
G, et G, sont corrésiduaux par rapport au groupe GO’ ils le seront

1
par rapport a tout autre n'roupe G o) qui est résidual au groupe G’
par rapport & l'un d’eux G,

On appercoit par cette pzoposition que la conception des groupes
corrésiduaux est indépendante du groupe particulier, pris pour le reste
commun de ces groupes.

2. 1l suit des formules des §§ 49 et 50, que dans le cas, ou parmi
les équations d’adjonction il y aurait un certain nombre s, qui seraient

les conséquences .des autres, on aurait entre le nombre N ") des rap-

v

ports des coéfficients indéterminés de la fonction adjointe f(x, y) & l'un
d’eux et le nombre Ngl‘ " de ses zéros variables cette inégalité:
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(1) Niﬂ,v)>N£W)_p ’
m—2 n—2

lorsque p>m—2, v>n—2, et pour la fonction adjointe «( z , y ),
pour laquelle p=m-—2, v—»n—2, cette autre: :

(2) N;m—‘z, n—2) > Nim_z. n—2)_p 4iq
Comme on a par le § 50:

3) N gy

la derniére inégalité pourra étre représentée ainsi:
(4) : e Y T

v

Partageons les NS"’ Y zéros variables de la fonction adjointe f(a: Y) en
deux groupes de @ et de R zéros, de sorte qu'on aura:

(5) Q-{ R 1v(l 3 )
en retranchant cette égalité de l'inégalité (1) et en transposant c1—apres
¢ dans I'autre membre, nous aurons l'inégalité:

— (1, v)
(6) N, —R>Q-p.
!L v
Si les I relations, qu'on aura en remplacant (z,y) dans la fonction f(z,y)
par ses zéros du groupe G, ne seront pas toutes indépendantes, le
nombre ¢ des coéfficients qui restent apres cela indéterminés, sera plus

grand, que ng"")-——R; on aura:

(7) q>N(l’ R
parconséquent on aura a fortiori en vertu de (6):
(8) 7>Q—p.

De la méme maniére, en partageant en deux groupes G, et G, les
m—2 n-2

zéros variables de la fonction <( # , ¥ ), nous arriverons pour cette
fonction adjointe, en vertu de (2), a I'inégalité:
(9) Q,>/Q_‘pﬂl'1)

g désignant le nombre de ses coéfficients, qui restent indéterminés.

3. Nous démontrerons maintenant le

Théoréme inverse, au dernier résultat. ,L’ensenible des points ana-
lytiques, formant I’'un des groupes de la famille *) (eine Schaar) G;, lorsque

*) Nous employons ce mot aulieu de ,série linéaire” pour abréger.
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le nombre @ des points d’un groupe et le nombre g des parametres
indéterminés satisfont & I'inégalité (9) § 2, pourra toujours appartenir

m—2 n—2

aux zéros variables d’une fonction adjointe ¢( # , ¥ ) de premiere espece
(ou, en langage géométrique, on pourra toujours mener une courbe ad-

m—2 n—2

jointe «( z , ¥ )=0 par les points de chacun des groupes de la famille
G, lorsque Dinégalité (9) § 2 a liew)“.

Le théoreme a évidement lieu, lorsqu'on a ¢g=0 et @ <p—1,
I'inégalité (9) § 2 étant satisfaite par ces valeurs de g et de @, car le
nombre des coéfficients indéterminés n’étant pas d’apres (4) § 2 infé-
rieur & p—1, on pourra toujours les déterminer dans ce cas de maniére,

m—2 n—2

que les @ points du groupe soient les zéros de la fonction o( z , ¥ );
supposons donc que le théoréme soit juste pour les groupes de la fa-

mille Gi’lqi'l)), et démontrons qu’elle sera alors juste aussi pour les grou-

pes de la famille G} dans le cas de I'inégalité (9) § 2.

En passant de la famille des groupes szl a la famille des grou-
pes Gg nous ajoutons un point au groupe et un parametre seulement,

m—2 n—2
tandis que en passant de la fonction adjointe <( = , ¥ ) & la fonction
m—1 n—1 ‘
adjointe f( # , ¥ ) on augmente le nombre des coéfficients indéterminés
de m-+n—1 unités ;2 8i 2donc par le groupe qui on peut mener une
m—2 n—!
courbe adjointe »( 2 , ¥ )=0 *), on pourra par le groupe GQ mener une
m—1 n—

1
courbe adjointe f( # , ¥ )=—0. Prenons pour cela 'un des groupes de
la famille G,g, menons une droite par un point variable (a,yu) de ce
groupe, et par les autres ®—1 points du méme groupe faisons passer

m—2 n—2
la courbe adjointe «( z, y )=0, c’est ce qui est possible d’apres la
suposition faite de la justesse du théoréme dans le cas de Gz__‘l, I'iné-
galité (9) § 2 étant satisfaite par des nombres ¢—1 et @—1, lorsqu’

elle I'est par les nombres ¢ et ¢. L’ensemble de la droite par le point
m—2 n—2
b

('l,ya) et de la courbe adjointe 2( 2, ¥ )=—0 formera une courbe ad-

—~ m—1 n—1
jointe (réductible) f( # , ¥y )=0, et le reste des @ points, lesquels
-nous avons pris, sera formé par les m-+»—1 autres que (e, Y,) points

d’'intersection de la droite menée par (, y,) avec la courbe fondamen-
tale, et des 2p— 2—(Q—1) autres points (variables) d’intersection de

*) En adoptant, pour abréger, le langage géométrique des Mrs. Brill et Noether.
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m—2 n—2

la courbe 4( 2z, ¥ )—0 avec la méme courbe fondamentale, qui forme-

ront ensemble le reste aussi pour toutes les autres groupes de la famille

m—1 n—1

G, daprés le théoréme des restes [§ 1]. Les courbes /( z , y ) =
de degré m +n — 2, découpant ces groupes de @ points, étant rencontré en
m-+n—1 points par notre droite, menée par le point (o, y,), se ré-

m—2 n—2
duiront a I’ensemble de cette droite et d’une courbe adjointe ¢( = , ¥ )=0;

les @ points de chaque groupe de la famille considérée seront donc
découpés sur la courbe fondamentale par ces dernieres courbes adjointes.
Le théoréme inverse est donc démontré.

Mais alors on doit avoir

(10) Q<2]) e 21
m—2 n—2

car le nombre des zéros variables de la fonetion <( #, y ) est égal
a 2p —2. Il en suit, que les familles des groupes de ¢ points, Gé, pour
lesquelles ait lieu I'inégalité (9) § 2, n’existent pas dans le cas, ou I'on
aurait @ > 2p—2.

4. On en tire cette conclusion importante, que les familles des
groupes Gj,_,. satisfaisant & l'inégalité (9) § 2, pour lesquel d’aprés (9)
§ 2 on aurait
(11) a>p—1,

ne sauraient pas étre de dimension plus grande que p —1. En effet, si 'on
avait ¢=p, on pourrait, en prenant un point quelconque (B, Y, ) de la
courbe fondamentale, former la famille

»
(1 2) G2p—-1

des groupes de 2p-—1 points, contenant chacun le point (3, Yy ,), pour
laquelle P'inégalité (9) § 2 aurait lieu, car on a

(48 i=;: P=2p-+1+p+l=p;

mais alors on pourrait, d’aprés le théoréme inverse, faire passer par les
2p —1 points de chacun des groupes de la nouvelle famille une courbe

m—2 n—2

adjointe ¢( # , ¥ )=0, c’est ce qui est impoussible, comme on I'a vu
tout & ’heure [(10)]. .

La dimension ¢ de la famille des groupes G, ,, ayant p—1 pour
sa limite inférieure et ne pouvant le dépasser méme d’une unité, doit
étre égal a :

(14) p—1.
Chg
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24
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*
F
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rationnellement en fonction
des coéfficients de ’équa-
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d’un points

quant

.
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ramification,
les feuillets
transformées
on préfere
en un
— 2n,
deviennent

m n
F(z,y)
la seconde
)
a;,—a

o
—B,

'

-1

satisfaisantes

not1s (r)
r a'p''p'" . .. p
vt

.
b

-

g-1)
l'(S’—")-f 1
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()

de y, et de z, lesquelles,
revenant en méme temps que
2 & leurs valeurs initiales
seront

d’un point
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!J‘ v
_#a (L,
71l
' .(/ al

EBYI;)I’Y‘ 3
7 5

L
a eux
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Page. Ligne. Aulien de: . Lises:
83 14 B:{nlau x Ly O B_{ " 0" ——— 0
84 20 (ax +bx+c¢) - (ax 4+ by +¢)
oy Sy .
885 7 Ay f(@,y,)
91 27y y
4 P
95 27 Q) = Al (z —a,,) RQ)=AIl(z —a,,)
=1 i=0
] m—1 n—1 m—1 n—1
108 '8 v(x y) (z,7)
” ” C
105 19 (21) (20)
A 20 (14) (19)
(%) (%)
: gl ¢ ) g .
112 4 =3 =
P
114 14 Py (z,y; at, 0) = (8) P,y a',bt):~
m—2 n—2 m—2 n—2
115 2 bj)wl( z,9) a,,b)o]( T4
a 18 55 % 57
3 26 59 58
121 17 ‘/R'(a.)—L i—12R"(a.) L l/R'(a‘.)—{— = R'(a)v+. .-
20 ‘/_Ifi('“ ):': 1. ziR (a,) 4 + _‘/R’(a,i)‘l—f?-éR”(a,.) o T
g 5 t— t—t
s _ VE(a,) VR (@)
» 27 _=- T = — 2
A B I gy 8
122 8  ~F(x -0 ) —F(v 2 )
i Y&y il s OO
% 15 lim (ax_{_by +”)t~r lim (‘(t 7) Ay iy c>t:r
123 9. (B R,
5 Gy c
124 28 lim (\ o 4, lim (z = )
2p+1 2p+1
G 29 ¥—R( z ) Y>-R( z )
126 16 46. 63.
130 28 B E, : BE,
134 g o

7—q p—q
137 11 b.

) i
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restant
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donné pour le premier fois

!

a.
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