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Préface.

Fondée par le célèbre analyste norvégien Abel, la théorie de ses intégrales a reçue depuis un grand développement grâce aux travaux d’Abel lui même et de géomètres allemands: Jacobi, Richelot, Grôpel et 
Rosenhain, surtout de Riemann et de ses disciples comme Roch, C. Neumann, Koenigsberger, Prym, Krazer, Weber, Thomae; ensuite de Clébsch et Gordan et de leurs disciples — Lindemann, Klein, Burkhardt, beaucoup de Noether; enfin de Weier strass, Schottky, Hettner, Dedekind et H. Weber-, en France de Ch. Hermite, Briot et Bouquet, Elliot, Raffy, Appell, Gour- sat, Picard, Poincaré et d’autres. Il y a bien à distinguer maintenant cinq doctrines principales en cette théorie, les noms des fondateurs desquelles nous avons eu le soin de souligner. La première entre elles, celle de Güpel et de Rosenhain, la plus rapprochée de celle d’Abel par l’époque de sa fondation, en est la plus éloignée par ses principes: on sait que ces savants ont cherché, et non sans succès, d’étendre aux fonctions abé- liennes la méthode inverse de Jacobi dans la théorie des fonctions elliptiques, qui prend les fonctions 6 pour point de départ. Malgré les contributions que lui ont faits depuis plusieurs des savants eminents, mentionnés plus haut, et tout récemment encore M. Wirtinger, elle reste encore en arrière des autres. Celle de Riemann, basée sur la considération des surfaces à feuillets superposés, nommées d’après lui, et le principe de Dirichlet, est la plus cultivée et la plus répandue. Elle est développée dans son célèbre mémoire presque tout à fait sans calcul*).  En 

*) C’est ce que Jacobi a prédit l'an 1835: „Diese Théorie muss durch einfache 
Betrachtungen durchgeführt werden, und man wird in ihrer Ausbildung keine Rechnung 
mehr brauchen, welche durch die Intensitât der Gedanke ersetzt wird. Diese Théorie 
muss daher nothwendig der Glanzpunkt der Mathematik werden, weil hier die Resul- 
tate ohne Rechnung unmittelbar zur Anschauung gelangen“. Leçon 69-me sur les 
„Elliptische Transcendenten“, où bon trouve une digression sur les intégrales hyper- 
elliptiques. (Extrait d'une copie manuscripte des cahiers, faites par Rosenhain 
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VIrestant pour toujours admirable et un témoin du grand génie de Riemann, elle a pourtant les deux inconvénients: d’une part celui d’être synthétique et d’autre d’emprunter ailleurs les fonctions 0. C’est ce qui a suggéré à Clebsch et Gordan l’idée de construire cette théorie sur une autre base, en liant la théorie des intégrales abéliennes avec celle des courbes algébriques. L’étude conjointe de ces deux théories les a ainénés par le théorème d’Abel aux fonctions T^(x), qui conduisent aux fonctions 0. Mais le chapitre, consacré aux fonctions jC. (x), est l’un des plus difficiles de leur livre tellement, que Briot a préféré dans sa ,,Théorie des fonctions abéliennes", après être arrivé au problème d’inversion, d’exposer la théorie des fonctions 0 indépendamment de Tz (x), comme l’a fait Riemann.
<«ïiCette manière de traiter les intégrales abéliennes conjointement avec la théorie des courbes algébriques a beaucoup contribué aux progrès d’analyse et de géométrie, mais ne parait pas être naturelle et ne rend que plus difficile la première théorie, en lui ajoutant les difficultés de la deuxième. Elle a reçu depuis beaucoup de perfectionnements, surtout de la part de M. Noether, qui Ta rapproché de celle de Weierstrass; mais malgré çà elle est moins répandue que celle de Riemann, et parait être peu à peu abandonnée.Toutes les trois théories sont beaucoup éloignées des considérations d’Abel — aussi par rapport à la généralité, car pour amener les conclusions jusqu’à la fin, on y devait introduire des restrictions diverses; la dernière, dont il nous reste à parler, celle de Weierstrass, longtemps la moins connue des toutes, même en Allemagne, mais la plus naturelle, la plus simple et la plus élégante, s’y rattache le plus étroitement. Chez Weierstrass toute la théorie se développe naturellement d’une identité, trouvée par Abel dans le mémoire: „Petite contribution à la théorie de quelques fonctions transcendantes" *),  (pour les transcendantes d'un ordre plus élevé encore), — résultat, qui est obtenu plus tard aussi par M. Noether. Weierstrass tire de là en premier lieu les relations entre les périodes des intégrales de première et de deuxième espèces, analogues à la relation connue de Legendre dans la théorie des fonctions elliptiques; les formes des intégrales normales de deuxième et de troisième espèce, et le théorème de l’échange de paramètres et d’arguments pour les dernières; 

d’après les leçons de Jacobi en 1835, comme .je l’ai entendu de mon père et aussi de 
L. Kronecker. Ces leçons sont très dignes de voir le jour, — mon avis, partagé aussi 
par L. Kronecker.)

*) V-me mémoire de la nouvelle édition de ses oeuvres, § 2.
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VIIles fonctions primaires (Primfunktionen) et les expressions par elles des intégrales des trois espèces, de même que des fonctions algébriques rationnelles de la même irrationalité, de laquelle dépendent les intégrales; de là, comme un simple corollaire, le célèbre théorème d’Abel; d’un cas particulier de celui-ci il arrive au problème de Jacobi; en exprimant les sommes des intégrales de deuxième espèce et aussi celles de troisième espèce en fonction de celles de première, ayant les mêmes limites supérieures, il trouve, que les sommes des intégrales fondamentales de deuxième espèce pour les valeurs des arguments augmentées de certaines constantes, sont les dérivées partielles d’une même fonction auxiliaire, par laquelle tout peut être exprimé, aussi les sommes des intégrales de troisième espèce; le théorème d’Abel pour ces dernières dans un cas particulier conduit de suite, en passant du logarithme au nombre, à la fonction 0 générale, dont les propriétés diverses se déduisent ci-après de sa définition elle-même, de même que son développement en série.Telle est la belle théorie du célèbre analyste allemand.Tous ces résultats sont tirés et démontrés par Weierstrass à l’aide des développements en séries pour les divers endroits de „l’image algébrique" (algebraisches Gebilde), défini par l’équation algébrique /(r, y) — 0, — les développements, dont on n’a besoin de savoir le plus souvent que la forme, — et il parait que c’est cette méthode de démontrer, qui a été le plus remarquée, plus que la théorie elle-même. Mais tous ces résultats peuvent être obtenus aussi par d’autres moyens, plus algébriques, comme l’a montré M. Noether. M. Noether traite cependant la théorie, à la manière de Clebsch et Gordan, à l’aide des considérations et du langage géométriques et des variables (coordonnées) homogènes, ce qui exige du lecteur des connaissances considérables en géométrie et en théorie des formes — connaissances étrangères à la théorie qui nous occupe. J’ai tenté à rendre son analyse purement algébrique et surtout à remplacer sa méthode pour la recherche du genre et des fonctions adjointes par une autre plus simple et plus directe, ce que j’ai réussi à faire en 1893*).  Alors j’ai écrit en russe mes „ Eléments de la théorie des intégrales abéliennes“, un livre, qui donne une exposition de la belle théorie de Weierstrass la plus simple, la plus proche des éléments d’Analyse, et les moyens d’explorer à fond directement 
*) Annales de l’École Normale supérieure. An 1893, JêV; aussi: Bulletin des 

sciences mathématiques, même année, février.
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VIIIchaque cas particulier. Pour rendre l’exposition de la théorie plus facile et plus compréhensible au lecteur, je m’ai permis de recourir aux surfaces de Riemann, lesquelles donnent un moyen très commode pour indiquer brièvement le chemin d’intégration, et de démontrer quelques propositions qui s’y rapportent, à la manière de Riemann et de M. C. Neumann; mais je ne suppose chez le lecteur aucune connaissance antérieurement acquise de ces surfaces; et en général, les connaissances préalables sont réduites chez moi au minimum possible, celui des éléments d’algèbre supérieure, du calcul différentiel et intégral et des éléments de la théorie des fonctions d’une variable complexe, qu’on trouve dans les cours usuels. (Le plan de l’ouvrage montre la table des matières détaillée ci-jointe.)Ce livre fut imprimé l’an 1895 par la Société mathématique de Kharkow. Mais ma langue maternelle présentant un obstacle à sa propagation dans les pays, où l’on s’intéresse le plus à cette théorie, je me suis décidé d’en faire une édition française, après y avoir apporté quelques améliorations.Pendant que je cherchais vainement un éditeur pour mon livre qu’on jugeait à tort être plus spécial qu’il l’est en réalité *),  il vient de paraître à Kieff l’an 1897 un autre livre russe sur le même sujet, du à l’étude du mien, appartenant à Mr. le prof. Ermakoff. J’y ai trouvé quelque chose, dont j’ai jugé bon de profiter pour l’édition française; mais s’étaient principalement mes propres recherches ultérieures, publiées depuis dans les «Communications de la Société Mathématique de Kharkowk‘, dans le «Compte-rendu du deuxième Congrès international des Mathématiciens, ténu à Paris du 6 au 12 Août 1900“, — „Sur l’évanouissement des fonctions 6 de plusieures variables", et dans le tome CXXVI du «Journal für die reine und angewandte Mathematik“ de Crelle, sous le titre: «Übergang von den Abelschen Integralen zu den Thetafunktionen", d’après lesquelles sont faites les corrections et les changements dans cette édition de mon livre. L’impulse au dernier travail cité m’a été donné par le IV. Band des „ Mathematische Werke von K. Weierstrass" contenant ses «Vorlesungen über die Théorie der Abelschen Transcendenten", qui vient de paraître enfin l’année 1902 et était très utile pour moi, lorsque j’ai repris la révision de mon travail. Le dernier chapitre j’ai écrit de nouveau d’après mes derniers mémoirs cités tout à l’heure.
*) Que l’intérêt ne manquait pas au sujet de mon livre, on l’aperçoit de ce 

fait, que presque en même temps avec le mien étaient publiés les livres des Mrs. 
Appéll et Goursat (Paris, 1895), H. Stahl (Leipzig, 1896), Baker (Cambridge, 1897).
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IXLa même année avec les „Vorlesungen“ de Weierstrass a paru le livre des Mrs. K. Hensel et G. Landsberg: ,, Théorie der algebraischen Funk- tionen einer Variabeln und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Intégrale". Leipzig, 1902, consacré à l’exposition de la cinquième théorie des fonctions algébriques et des intégrales abéliennes, due à Mrs. R. Dedékind et H. Weber ; mais je ne pouvais pas en profiter, leur exposition du même sujet différant beaucoup de la mienne. Par la même raison, aussi le livre de Mr. H. J. Baker \ „An introduction to Abel’s theorem and allied Theory, included the theory of the thêta". Cambridge, 1897, ne pouvait apporter des changements dans mon exposition, qui reste nouvelle jusqu’à nos jours, différant tout à fait des 
autres expositions tant antérieures, que postérieures d’elle.Ma tache était de rendre la théorie des intégrales abéliennes exempte de toutes les difficultés étrangères au sujet même, qui ne sont dues qu’aux méthodes employées par divers savants pour son développement et son exposition, et en présenter les éléments sous la forme naturelle et simple, sans sacrifier pour cela de la généralité, — comme on l’a fait le plus souvent, — et en déduisant en même temps la théorie des thétafonctions de celle des intégrales elles-mêmes. J’ai des raisons pour penser que ma tache n’était pas sans succès, que mon livre peut être très utile pour ceux, qui voudraient se faire une idée nette de la belle théorie des intégrales abéliennes en marchant directement vers le but, sans dépenser beaucoup de temps et d’énergie pour les études préparatoires, qu’exigent les autres expositions, — et que mon exposition n’est pas sans intérêt scientifique même pour les savants distingués.C’est pourquoi je prend la liberté de mettre devant le monde savant l’édition française de mon ouvrage, pour qu’elle rende à la science et aux étudiants le service, dont elle est capable, dans tous les pays, où l’on s’intéresse aux intégrales abéliennes.Cette édition, entièrement nouvelle pour les étrangers, présentera pour mes compatriotes une deuxième édition de mon livre, paru il y a quinze ans en langue russe, — revue, corrigée, complétée de notes et en partie refaite de nouveau.Je n’ai cité que les ouvrages, dont je me suis servis en écrivant ce livre et puis en préparant son édition française. Les indications plus complètes de la littérature des intégrales abéliennes on trouvera dans le livre de Mr. Baker, aussi dans le livre bien connue de Géométrie analytique de Clebsch-Lindemann, lequel est traduit en français.
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X Je ne puis pas terminer ce préface sans exprimer ma profonde reconnaissance à Mr. le Ministre de l'instruction publique L. A. Kasso pour la subvention considérable, qu’il m’a assigné des ressources du Ministère, lorsque j’ai commencé l’impression de ce livre, et aussi aux Mrs. E. Billon et F. Erfurt, possesseurs de l’imprimerie de A. Bohnke, comme pour les conditions allégées de payement, autant pour leur empressement de remplir toutes les exigences d’un ouvrage mathématique sur un sujet si sérieux.
M. Tikhomândritzky.

Gatschina, 
le 16 Septembre 1911.
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Éléments de la théorie des intégrales abéliennes.Partie I-re (algébrique).
Introduction.

1. Soit donnée une équation algébrique irréductible:
m n

F(x,y) = O (1)entre les deux variables x et y, du degré ni en x et du degré n en y. En différentiant cette équation on aura la rélation suivante entre leurs différentielles:
_ dx  ____ dy .
F„(x,y) F'x^ySen multipliant les deux membres de cette égalité par une fonction quelconque rationnelle des variables -x et y, soit f(x,y), et en intégrant, nous aurons sous la double forme

= - (3)
J J *x(x,y)

l'intégrale dbélienne la plus .générale. C’est à cette forme que peut être ramenée toute autre intégrale d’une fonction rationnelle de x et de y, liées par l’équation (1), comme
$<S>(x,y)dx-, * (4)on n’a qu’à multiplier et diviser la fonction par F'(x,y); alors,en posant

(x, y) Fÿ\x, y) =f(x, y), (5)on aura l’intégrale du côté gauche de l’égalité (3).
M.Tikhomàsdritzkï. 1
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2 Introduction. §1,2.Si l’on prend x pour la variable indépendante, alors la fonction rationnelle la plus générale de x et de y pourra toujours être réduite d’aürès Abel à la forme
n — 1

/'(#, V ) et (æ) étant des fonctions entières de leurs variables, la première du degré n — 1 par rapport à de cette manière l’intégrale du côté gauche de l’égalité (3) prend définitivement la forme:
C’est sous cette forme, adoptée par Abel, que nous allons étudier les intégrales abéliennes, cette forme étant plus naturelle et plus simple que la forme homogène d’Arongold, adoptée par l’école de Clebsch et Gordan.2. A chaque valeur de x il correspond d’après l’équation (1) du § précédent n valeurs de y, généralement différentes entre elles; aussi l’intégrale (7) n’aura un sens déterminé que si l’on donne avec là suite continue des valeurs de la variable x\ 
la suite des valeurs correspondantes de y\ 
c’est-à-dire telles, que pour chaque valeur de i on a identiquement
C’est pourquoi on écrit souvent les intégrales abéliennes définies de cette manière:
L’ensemble des valeurs particulières x(, y( des variables x et y, satisfaisant identiquement à la condition (3), on nomme d’après Briot et

*) L’ensemble complet de toutes valeurs des deux variables x et y, satisfaisant 
identiquement à cette équation, Weierstrass a nommé „das algebraische Gebilde", c.-à.-d. 
„ l’image algébrique".
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Introduction. 3§ 2.Bouquet «n point analytique*),  et la variation de l’ensemble (x, y) de (x0, I/o) à (X, F) par la série continue des ensembles (a\, «/,), x, et désignant les membres correspondants des séries (1) et (2), le mouvement du point analytique suivant ce chemin. En parlant du point x, nous entendrons toujours par là le point du plan, dont l’abscisse est égale à la partie réelle de x et l’ordonnée au coéfficient de |/—1, en supposant cette variable complexe. Ces parties de la variable complèxe x, variant toutes les deux dans une certaine dépendance l’une de l’autre, le point représentant du plan, le point x, comme nous dirons, décrira une certaine courbe, qui sera fermée, lorsque le point x sera arrivé au point de départ. Une construction analogue pourra être faite pour la variable 
y dans un second plan ; alors à chaque point x du premier plan correspondront en général n points différents dans le second (et à chaque point y du second plan m points, en général différents, du premier), qui décriront autant des courbes dans ce second plan, lorsque le point x décrira, une courbe dans le premier. Si le point x décrira dans son plan une courbe fermée, les n points correspondants de y décriront chaqu’un dans le sien les courbes qui pourront n’être pas fermées, du moins quel- quesunes. On dit d’un point analytique (x, y) qu’il a décrit une courbe fermée, lorsque ce n’est pas seulement le point x qui a décrit une telle courbe dans son plan, mais aussi le point représentant la valeur choisie des n valeurs correspondantes de y l’a fait dans le sien. En considérant les deux plans en même temps, on fait usage d’une méthode applicable aux fonctions de plusieurs variables indépendantes complexes en nombre quelconque; mais pour l’étude des intégrales abéliennes sont beaucoup plus appropriées les surfaces de Riemann à feuillets multiples superposés qu’on trouvera décrites dans le premier chapitre de ce livre. Weierstrass s’en passait dans ces leçons; mais si l’on pénétre plus profondément dans ses éxpressions, on peut rémarquer leur emploi implicit,— tellement sont elles naturelles dans cette théorie. Mais alors leur emploi explicit est préférable, car l’auteur en gagne la facilité d’exposition, le lecteur celle de la présentation et de l’intelligence de l’exposé. Le secours que nous nous permettons de ces surfaces ne sera pas en contradiction avec le caractère purement analytique, que nous désirons donner à notre exposition de la théorie, car nous ne les emploierons que 

*) Weierstrass l’appelle „eine Stelle des algebraischen Gebildes“, c.-à.-d. „un lieu 
de l’image algébrique“. 1*
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4 Introduction. 2, 3.comme un moyen clair et précis pour indiquer le chemin d’intégration, c’est-à-dire, la suite des valeurs correspondantes de x et de y, par lesquelles passe le point analytique d’une limite de l’intégrale à l’autre.3. Les propriétés de l’intégrale abélienne [(7) § 1] dépendent en premier lieu du caractère de la fonction algébrique implicite y de x, définie par l’équation (1) § 1, en second lieu de celui de la fonction H— 1
f(x y )rationnelle des deux variables x et y. \ , donc nous devons com- mencer l’étude des intégrales abéliennes par l’étude de la fonction algébrique y de x, définie par l’équation irréductible (1) § 1, — ce qui fera l’objet du premier chapitre, où nous ferons connaître aussi les surfaces de Riemann, comme nous l’avons déjà dit, — et puis passer à l’étude des fonctions rationnelles de x et y, — ce qui fera l’objet du second chapitre; c’est là aussi, que nous allons déduire l’identité fondamentale, dont nous avons fait mention dans la préface; les chapitres suivants seront consacrés à l’études des intégrales et la dernière à celle de la fonction-0.
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Chapitre I.
Les propriétés d’une fonction implicite, définie par une équation 

algébrique irréductible.

4. De l’équation irréductible
où l’on a

m wî m ni
f0(x), • • • fn-i (æ), fn(z) étant des polynômes du degré m en x,on tire pour chaque valeur de cette variable n valeurs de la variable y, qui sont en général finies et différentes entre elles, comme l’on sait; il n’y a d’exception que pour les valeurs de x satisfaisant à l’équation
lorsque quelquesunes des valeurs de y deviennent infinies, et aussi pour celles qui avec les valeurs correspondantes de y satisfont outre l’équation (1) encore à l’équation
lorsque plusieurs des valeurs de y deviènnent égales entre elles. En éliminant y de l’équation (4) à l’aide de l’équation (1), on aura l’équation
où l’on a
jq, ?/2, • • • 3/n étant les n valeurs de y pour la valeur considérée de x. La fonction A(æ) s’appelle le discriminant de l’équation (1) par rapport à y, l’équation (5) donne les valeurs de x, pour lesquelles plusieurs des valeurs de y, défini par l’équation (1), deviènnent égales entre elles. Le résultant des équations (1) et (4) ne diffère que par un facteur numérique de celui des équations (4) et celle-ci:
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6 Chapitre I. §4,5.qui sont toutes les deux du degré n — 1 en y; donc le discriminant A(.r) sera du degré 2(«—1) par rapport aux coéfficients de l’équation (1), et comme ceux-ci sont du degré m par rapport à x, nous en- concluons qu’il sera du degré(8) 2m(w—1)par rapport à x. Le degré du discriminant deviendra inférieur à ce nombre, lorsque quelquesunes de ses racines s’éloigneront à l’infini. Donc pour le nombre des valeurs de x finies ou infinies, donné par la formule (8), l’équation (1) pourra donner des valeurs égales pour y, mais il est possible que ces valeurs de x ne seront pas toutes distinctes, autrement à dire, l’équation (5) pourra avoir des racines égales. Les valeurs distinctes et finies de x seront déterminées par l’équation d’un certain degré y- < 2m(n— 1) par rapport à x'.(9) M*)  = O,

*) Traduction de Mr. G. Simart dans sa Thèse (Commentaire sur deux mémoires 
de Riemann); Mr. G. Jordan les appelle les points de branchement „Cours d’Ana- 
lyse“, T. II.

en désignant par At(a;) le quotient de la division du polynôme A(.r) par son le plus grand diviseur commun avec sa dérivée ^(x), c'est-à-dire, en posant(10) A^^A^zPtA^A»].5. L’ensemble de toutes les paires des valeurs correspondantes de 
x et de y, réelles ou imaginaires, satisfaisant à l’équation (1) § 4, 
K. Weierstrass appellait l’image algébrique (das algebraische Gebilde); chaque paire des valeurs correspondantes de x et de y il appellait un lieu 
de l’image algébrique (eine Stelle des algebraischen Gebildes); si x ne satisfait à aucune des équations (3) ou (9) § 4, alors il l’appellait un 
lieu ordinaire-, autrement ce sera un lieu singulier. Les lieux, où au moins une des variables x et y reçoit une valeur infinie, Weierstrass appellait les lieux Z«/îmmew^éfo^«és(unèndlichferne Stelle des algebraischen Gebildes). Briot et Bouquet appelaient les valeurs de x qui satisfont à l’une des équations (3) ou (9) § 4, les points singuliers algébriques-, en particulier ceux, où y prend une valeur infinie, mais tellement que son inverse y devient nul, ils appelaient les pôles, ceux où quelques- unes des valeurs de y deviènnent égales, les points critiques algébriques. 
Riemann appellait ces derniers les points de ramification (Verzweigungs- punkt) "). Les raisons de toutes ces dénominations seront éxpliquées plus bas. Un point singulier peut être à la fois un pôle et un point critique algébrique, si notamment en ce point plusieures des valeurs de y deviennent infinies.
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§ 6. C h a p i t r e I. 76. Pour les valeurs de xt qui satisfont à la fois aux équations:
quelquesunes des valeurs de y seront égales à zéro, d’autres seront infinies. On peut éviter cette circonstance par l’introduction d’une nouvelle fonction au lieu de y, en posant

y~z-fc, (2)et en déterminant la constante c de manière, que le dernier coefficient de l’équation transformée, qui sera
et le premier, qui restera le même n’auraient pas des racinescommunes, c’est ce qui est toujours possible: on n’a que de chercher le plus grand diviseur commun de
le dernier reste ne dépendra que de c:
il suffit de donner à c une valeur différente des racines de l’équation
pour que <p(c) soit différent de zéro, et alors les équations
n’auront pas des racines communes. Si le premier coefficient /0(a?) n’est qu’une constante, par exemple l’unité, alors y ne deviendra infini pour aucune valeur finie de par analogie avec les fonctions rationnelles entières on nomme toute fonction algébrique y, définie par l’équation de la forme

m ni moù ... fn(%) sont des fonctions rationnelles entières, — une
fonction algébrique entière (ganze algebraische Funktion, Kronecker). Si l’on pose dans l’équation (1) § 4
on aura, après avoir chassé les dénominateurs, l’équation suivante pour déterminer z:
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8 Chapitre I. § 6, 7.d’où l’on voit que z sera une fonction algébrique entière de x. Ainsi par la substitution (5) l’étude de la fonction y est raménée à l’étude de la fonction algébrique entière z. C’est ce qu’a fait Kronecker dans son mémoire sur le discriminant*), et est arrivé ainsi à trouver ses propriétés importantes par la voie purement algébrique. Mais pour notre but cette transformation de l’équation donnée est nullement indispensable, et nous n’en tirerons qu’une seule conséquence importante, c’est que la fonction y ne devient infinie que d’un ordre fini. En effet, si a 
mest une racine multiple de l’équation = 0 d’ordre on aura par l'équation (5):

où sera finie, car la fonction z est entière, et où /o(A)(a) est différente de zéro.7. Soit maintenant xh} un point ordinaire, (c’est-à-dire différente des racines des équations [3] et [9] § 4); alors à x—x(Q) correspondront n valeurs finies et différentes de y, que nous désignerons ainsi:
toutes les différences
seront donc finies et différentes de zéro au point æ(0’. Si x se déplace infiniment peu, en recevant l’accroissement infiniment petit dx^, chacune des valeurs (1) de y recevra un accroissement infiniment petit, dont la valeur principale sera pour «//.
donc toutes les valeurs de y seront des fonctions continues de x au voisinage de a?(0), et comme c’est un point quelconque choisi à volonté parmi les points ordinaires, on en conclut, que toutes les valeurs de y restéront finies et continues, et parconséquent aussi leurs différences (2), qui seront en outre différentes de zéro, — tant que x n’arrivera pas à l'un des points singuliers: là plusieurs de ces différences peuvent devenir égales à zéro ou à l’infini, et x continuant à se mouvoir plus loin, il y aura lieu à l’incertitude par rapport à ce, lesquelles des deux séries des valeurs de «/, ayant un terme commun en ce point, doit on regarder comme un prolongement naturelle de l’une des séries antérieu-

*) Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 91, S. 301.
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.§ 7, 8. Chapitre I. 9res des valeurs de y, car plusieurs s’y rattachent par la loi de continuité. Voilà pourquoi ces points sont-ils nommés les points critiques; voilà aussi pourquoi Riemann les a nommé les points de ramification: en ces points plusieurs séries des valeurs de y deviènnent des prolongements de plusieurs antérieures par la loi de continuité.8. Si le point æ, après avoir décrit une courbe fermée, ne contenant à son intérieur aucun des points singuliers, revient au point de départ #(0), chacune des valeurs de y y reprendra sa valeur initiale par la loi de continuité, car aucune des différences ?/. —ne deviendra pas nulle en aucun des points du chemin décrit par x. Si au contraire la courbe fermée, décrite par x, contiendra à son intérieur un point de ramification, il pourra arriver, qu’après le retour de x en on recevra 2/}0) au lieu de y.(0), si à ce point critique les deux valeurs y, et y, de y deviènnent égales entre elles: y.~ y., car un tel chemin par la déformation continue peut-être amené à passer par le point critique mentionné, et alors le passage par la loi de continuité de l’une à l’autre des deux valeurs de y qui y deviènnent égales, est possible. De cette manière après le retour du point x au point de départ æ10’ par un chemin entourant un point de ramification, on pourra recevoir au point #(0) au lieu de la série primitive des valeurs de y, (1) § 7, cette autre :
composée cependant des mêmes éléments, que la première,— car à ce point rrl0) il n’en existe pas d’autres, — mais disposés dans un ordre différent. L’effet du retour de x au point de départ par un tel chemin sera donc exprimé par la substitution :

Ici, lorsque yh reprend sa valeur initiale, on aura = mais il est impossible qu’il serait ainsi en tous les points critiques pour chaque indice; car alors chaque yh, reprenant toujours sa valeur initiale quelque soit le chemin fermé qu’on ait suivi, serait une fonction uniforme, finie et continue à l’exclusion de certains pôles; ce serait donc une fonction rationnelle de x\

mais alors on aurait
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10 Chapitre I. 8, 9.où tous les facteurs seraient rationnels; parconséquent l’équation
contrairement à l’hvpotèse ne serait pas irréductible. Donc, du moins aux quelquesuns des points critiques appartiendront des substitutions de la forme (2), où les égalités

i. = hhn’auront pas lieu pour toutes les valeurs de li. L’ensemble de toutes ces substitutions forme évidement un grouppe qui est d’ailleurs transitif, c’est-à-dire, qui permet de passer de l’une quelconque des valeurs de 
y au point £(0>à chacune des autres. En effet, si le système des racines:
où l’on a p<fn, était de la sorte, que chaque chemin fermé ne faisait que de permuter ces valeurs entre elles sans les faire s’échanger avec aucune des valeurs réstantes de y, alors toute fonction symmétrique des valeurs (5) serait une fonction uniforme, et comme elle est aussi finie et continue à l’exception de certains pôles, elle serait une fonction rationnelle de x ; on pourrait donc former alors une équation du degré p aux coefficients rationnels, qui aurait les valeurs (5) de y pour ses racines; mais les racines d’une équation irréductible du degré n ne peuvent satisfaire à aucune équation d’un degré moindre; donc la supposition que nous avons faite par rapport au système (5) des racines, porte une contradiction et doit parconséquent être rejetée.9. Toute substitution de la forme (2) § 8 peut-être décomposée en une suite des substitutions circulaires', il faut pour cela écrire après chaque élément celui, qui doit le remplacer dans la substitution considérée, en commençant à volonté par un quelconque et en continuant cette opération jusqu’à arriver à celui, par lequel on a commencé; alors on prend un des éléments qui n’entrent pas dans le cycle écrit, et on répété la même opération avec lui, et ainsi de suite, jusqu’on a épuisé toutes les lettres de la substitution. Un élément qui doit être remplacé par lui-même, fait à lui-seul un cycle. Chaque cycle s’écrit entre les paranthèses à part. Par exemple la substitution
est composée de quatre cycles : du premier, du second, du troisième, du quatrième ordre, — Vordre d’une substitution circulaire étant égal au nombre des lettres, formant le cycle. Un cycle du second ordre, c’est-à-dire à deux lettres, se nomme une transposition. Tout autre cycle
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§ 9, 10, 11. 11Chapitre I.est équivalent à une suite des transpositions en nombre d’une unité moindre de son ordre (composées d’une première lettre du cycle et de chacune des autres). L’ayant en vue on peut dire, qu’^ appartient à 
chaque point critique algébrique son propre répartition des racines qui 
y deviènnent égales, en plusieurs groupes, dont les éléments s'échangent 
entre eux dans l'ordre circulaire, lorsque x décrit un cercle infiniment- 
petit autour de ce point.10. Si l’on connait les points de ramification et les groupes circulaires qui appartiènnent à chacun d’eux, on peut toujours indiquer la valeur, avec laquelle y reviendra au point de départ x, cette valeur au moment de départ étant y(?\ aussitôt qu’on donne la forme du chemin. En effet, chaque chemin qui conduit du point Æt0) au point X, peut-être réduit par une déformation continue, accomplie de manière à ne pas passer par aucune des points critiques, à une suite déterminée des chemins de la forme bien déterminée, notamment: du point Æt0) suivant une droite au point infiniment-voisin du point critique, autour de ce point critique sur un cercle, décrit de lui comme du centre avec un rayon infiniment-petit, puis par la même droite au point de départ æ(0>; enfin directement de æ(0) à X suivant une ligne droite ou courbe, mais qui n'entoure pas déjà aucun des points singuliers. Si le chemin donné est fermé, on a X = x0, et la dernière partie du chemin réduit n’existe plus alors. Les chemins de la forme particulière, décrits tout à l’heure, ont été considérés déjà par Cauchy, surtout par Clebsch et Gordan, qui les nommaient Sclileife, et par Briot et Bouquet qui leurs ont donné le nom des lacets. Chaque lacet ou n’a aucune influence sur la valeur de y, — c’est dans le cas, où la valeur considérée forme à elle seule un cycle, — ou la change en une autre, qui la suit dans le cycle de la substitution, appartenant au point singulier considéré.11. Riemann a imaginé une surface spéciale, composée de plusieurs feuillets, propre à représenter uniformément le système entier des valeurs de la fonction algébrique implicite y, définie par l’équation (1) § 4. Prenons n plans coincidants à la manière de n feuillets de papier, posés l’un sur l’autre; prenons pour les axes des parties réelles des valeurs de x les droites superposées dans ces plans; pour les axes des parties imaginaires prenons aussi les droites superposées, perpendiculaires aux premières; marquons dans chaque plan les points représentants de z(0), et y fixons dans chaque feuillet une valeur déterminée de la suite (1) § 7, par exemple dans le premier feuillet *)  la valeur y(°\ dans le second la valeur y(^\ . .. enfin dans le w-ième la valeur y(»\ puis marquons tous les points de ramification et y joignons en idée entre

*) En comptant du haut en bas.
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12 11.Chapitre I.eux les feuillets, correspondants aux valeurs de y qui, devenant égales entre elles au point singulier considéré, forment un même cycle, en se permutant dans l’ordre circulaire autour de ce point; ensuite faisons des coupures suivant des lignes superposées, allant de chaque point de ramification à l’infini, dans chaque feuillet, de manière à ne pas croiser ni soi-même, ni l'une l’autre; enfin joignons le côté droit de chaque coupure avec le côté gauche de la même coupure dans l’autre feuillet, qui porte la même valeur de y. Ainsi dans l’exemple (1) § 9 on joignera le côté droit du premier feuillet avec le côté gauche du second, le côté droit de celui-ci avec le côté gauche du troisième; le côté droit du troisième avec le côté gauche du quatrième, enfin le côté droit du quatrième avec le côté gauche du premier; puis le côté droit du cinquième avec le côté gauche d’huitième et vice-versa; ensuite le côté droit du sixième avec le côté gauche du neuvième, le côté droit de celui-ci avec le côté gauche du septième et le côté droit du septième avec le côté gauche de sixième; enfin le côté droit du dixième avec son côté gauche. C’est, parceque si nous passons du côté gauche d’une coupure à son côté droit en montant le côté gauche de la coupure jusqu’au point de ramification, en décrivant ensuite un cercle infiniment-petit autour de ce point dans le sens positif *),  et enfin en déscendant suivant le côté droit au point vis-à-vis du point de départ, nous y arrivrons avec ?/2, si nous étions parti avec y,; avec y^ si nous étions parti avec

Qui est contraire au mouvement de l'aiguille d'une montre.

?/2; avec y4, si nous étions parti avec y3; avec yv si nous étions partiavec y4; parconséquent à droite dans le premier feuillet y aura la même valeur qu’à gauche dans le second, à droite dans le second la même qu’à gauche dans le troisième, et ainsi de suite. — Par la ligne de coupureil n’v a pas de passage dans le même feuillet d’un côté à l’autre de cetteligne; car en passant cette ligne nous descendons ou nous nous levons dans un autre feuillet. C’est pour cela qu’on a nommé ces lignes les 
lignes de passage, tandis que les points de ramification, qui en sont les origines, Riemann appelait aussi Windungspunkte, que nous voulons traduire par les points hélicoïdaux, car autour de ces points la surface de Riemann ressemble une surface hélicoïdale, avec le pas de vis infiniment-petit.Sur la surface construite de la manière décrite en chacun de ses points la fonction y aura une valeur unique, complètement déterminée: si l’on mène sur cette surface une ligne du point a?(Oj au point X, en suivant cette ligne nous arriverons au dernier point avec une valeur de y tout à fait déterminée, notamment avec celle, qui est attachée à ce point dans le feuillet, où le point X est donné. On peut, en effet, ramener ce 
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13§11,12. C h a p i t r e I.chemin par une déformation continue à une suite des lacets, qui en partant du point dans le feuillet, où il est donné, marche vers un point de ramification, situé dans ce feuillet, en l’entourant passe dans un autre feuillet, où il retourne au point æ(0), situé dans ce second feuillet par un chemin superposé au celui dans le premier, pour marcher vers un autre point de ramification en l’entourant passer dans le troisième feuillet, y retourner par un chemin superposé au second chemin dans le point x^' de ce troisième feuillet, et ainsi de suite, enfin pour passer de æ(0) au point X par le chemin situé dans le feuillet, où est donné ce dernier point. En le rapprochant de ce qui a été dit au § 10, on comprend de suite, qu’en effet notre fonction y sera une fonction uniforme de la variable x sur la surface, de Riemann, que nous avons construit, nommée ainsi d’après son célébré inventeur.12. Imaginons maintenant une sphère de diamètre égal à l’unité, composée de n feuillet, qui soient tangentes au point O (où l’on a x—0) aux feuillets de la surface de Riemann (que nous supposerons horison- tale pour fixer les idées): le feuillet intérieur de la sphère au feuillet inférieur de la surface de Riemann, le second feuillet de la sphère au second de la surface de Riemann, et ainsi de suite; enfin le feuillet extérieur de la sphère au feuillet supérieur de la surface de Riemann. Après avoir construit son diamètre OO1, passant parle point O de contact, transportons tous les points de la surface de Riemann dans le feuillets correspondents de la sphère suivant les droites, qui les joignent respectivement au point O' de la sphère, diamétralement opposé au point O de contact. Les points de ramification passeront ainsi dans les points déterminés de la sphère, d’où partiront les lignes sphériques, dans lesquelles seront transformé les lignes de passage de la surface de Riemann; suivant ces lignes nous fairons des coupures, dont les côtés droit nous joignerons ci-après avec les côtés gauches des autres feuillets de la même manière, que nous l’avons fait dans le plan: nous aurons alors une 
surface sphérique de Riemann, ou simplement la sphère de Riemann, construite pour la première fois par Mr. C. 'Neumann, avec les points hélicoïdaux et les lignes de passage. Ces dernières sur la surface sphérique se rencontrent au point O' de la sphère, qui néanmoins pourra être un point ordinaire — c’est lorsque chaque point, pris dans un feuillet quelconque y revient après avoir décrit un cercle autour du point O'; il sera au contraire un point hélicoïdal, si les points pris dans quelquesuns des feuillets n’y reviènnent pas après avoir décrit un cercle autour de lui.—Si l’on imagine un plan tangent à la sphère au point O',composé de n feuillets, dont le feuillet supérieur est tangent aufeuillet intérieur de la sphère, le second au second de la sphère etc.,puis qu’on transporte les points de la sphère suivant les droites qui les 
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14 Chapitre I. § 12, 13, 14.joignent au point 0 de la sphère dans les feuillets correspondants du plan, on aura, après y avoir fait des coupures suivant les lignes de passage et joigné leurs côtés droits avec les côtés gauches de la même manière que plus haut, une surface de Riemann antipode, comme l'a nommée Mr. C. Neumann, très propre à l’étude de la fonction y pour les valeurs très grandes de x. — Au passage de la surface horisontale de Riemann à la surface antipode il correspond la transformation de l’équation donnée par la substitution # = -1;. — Sur la surface antipode les lignes de passage forment une étoile, dont les rayons partent du point O' vers chacun des points de ramification.13. S’il arrivait, que le point O' était un point hélicoïdal, la construction de la surface de Riemann pourrait être modifiée ainsi. Prenons un point ordinaire quelconque, soit a, et joignons le avec chacun des points de ramification, qui se trouvent à distance finie de l’origine (æ=0); traçons aussi une ligne allant à l’infini; après cela faisons des coupures suivant toutes ces lignes et rejoignons leurs bords comme nous l’avons fait plus haut: nous aurons alors une surface de Riemann plane, que nous transformerons ensuite en la sphère de Riemann à la manière du § précédent. Nous aurons ainsi une surface sphérique qui différera de celle du § précédent en ce, que le point de rencontre des lignes de passage sera maintenant un point ordinaire, comme cela n’était auparavant que dans le cas, où le point O' était un point ordinaire. Mais on a nul besoin dans cette modification en construction de la sphère de Riemann, car le circuit du point O est équivalent au circuit de tous les points de ramification situés à distance finie du point O, (rr = O), et nous n’en fairons pas d’usage.14. Les surfaces de Riemann sont à connexion multiple. On appelle une surface fermée simplement connexe, si toute courbe fermée tracée sur la surface la divise en deux parties telles, qu’il est impossible de passer de l’une à l’autre autrement, qu’en croisant cette ligne; la sphère ordinaire en présente un exemple. Mais il y a d’autres surfaces, où l’on peut tracer de telles courbes fermées, qui ne forment pas une séparation complète des parties adjacentes de la surface, de la sorte qu’on peut passer de l’une à l’autre sans franchir ces lignes; telle est, par exemple, la surface d’un anneau: si l'on y trace une courbe méridienne, on pourra passer d’un côté de cette ligne à l’autre par une parallèle; si l’on y trace une parallèle, on pourra passer d’un côté de cette ligne à l’autre par une méridienne; parconséquent ces courbes fermées, la méridienne dans le premier cas, la parallèle dans le second, ne forment pas une séparation complète des parties de notre surface leurs adjacentes. La surface d’un anneau est donc à connexion multiple.
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15§ 14, 15. Chapitre I.On appelle le genre d'une surface fermée le nombre le plus grand des courbes fermées, ne se rencontrant pas, qu’on peut tracer à la fois sur la surface sans faire par là une séparation complète des parties de la surface adjacentes à ces lignes. Si l'on ne peut tracer aucune courbe de cette sorte, la surface sera dite de genre zéro; telle est la sphère ordinaire (à un feuillet). Si l’on ne peut tracer qu'une seule courbe n’empêchant pas la communication entre les parties adjacentes de la surface, elle sera dite du premier genre; si l'on peut tracer deux courbes de la même sorte, pas plus, la surface sera dite du second genre; généralement, si l'on peut tracer de telles courbes en nombre p à la fois et pas plus, la surface sera dite du genre p. La surface d’un anneau sera du premier genre, car on ne peut pas tracer à la fois plus d’une méridienne sans empêcher la communication des parties adjacentes, ou plus d’une parallèle: deux méridiennes, ou deux parallèles, empêcheront déjà la communication des parties séparées par elles. Une méridienne et une parallèle, tracées à la fois sur la surface, pérmettront de passer d’un point quelconque de la surface à tout autre; mais ce n’est que celle de ces lignes, que l’on a tracé la première, qui peut-être regardée comme fermée; l'autre, aboutissant aux deux bords différents de la première, est une transversale. Si l'on fait des coupures suivant ces lignes, la première sera une coupure fermée (Riïckerschnitt), l’autre une coupure 
transversale (Querschnitt). La surface d’un poids de commerce à une anse présente un autre exemple d'une surface du premier genre; la surface d’un tel poids à deux anses présentera l’exemple d’une surface du deuxième genre; en général la surface d’un tel poids à p anses pourrait être un exemple d’une surface de genre p, car on peut tracer autour de chacune des anses une courbe fermée, qui prises ensemble n’empêcheront pas de passer d’un côté à l'autre de ces lignes sans les croiser et seront en nombre p *).  Chaque coupure fermée abaisse d’une unité le genre de la surface, en augmentant de deux unités le nombre de ses bords, si elle ne fait pas la séparation complète des parties adjacentes de la surface: une coupure transversale, allant d’un bord d’une coupure fermée à l’autre, n’influe pas sur le genre, mais unit en un seul les deux bords de la première coupure.

*) Une plaque d'une épaisseur quelconque, percée dep trous circulaires, présente 
aussi un bon exemple d’une surface du genre p. •

15. Nous allons maintenant démontrer la proposition, mise à la tête du § précédent, qu’une surface de Riemann est à connexion multiple. Il suffit pour cela de montrer, qu’on peut toujours tracer sur cette surface des lignes fermées, qui ne constitueront pas une séparation complète des parties adjacentes de la surface. Laissons le point x, en partant 
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16 Chapitre I. § 15.d’un point fixe quelconque a;(0), pris dans le feuillet supérieur, de se mouvoir vers un point hélicoïdal a d’ordre It, situé dans ce feuillet, de déscendre, après avoir fait les 1 tours autour de lui dans le &-ième feuillet, compté de haut en bas; de marcher dans ce feuillet vers un autre point hélicoïdal b d’ordre l, après les l — 1 tours faits autour de lui déscendre dans le feuillet 7c + Z-ième, compté du haut en bas, et ainsi de suite; enfin après être arrivé à un feuillet, d’où il y a un passage dans le premier feuillet, de passer par cette ligne dans ce premier feuillet pour y retourner au point de départ rr(0J. On aura ainsi une ligne fermée, qui ne formera pas la séparation complète des parties adjacentes de la surface, car nous avons laissé en plusieurs endroits les issues dans le premier feuillet aussi que dans les autres, (on peut par exemple auprès du point a s’élever du Æ-ième feuillet dans le premier) pçur atteindre l’autre côté de la courbe fermée que nous avons tracée, par d’autre lignes de passage. (Voir le dessin à la fin du livre.). La surface de Riemann est donc en effet une surface à connexion multiple. Dans chaque cas particulier, lorsqu’une telle surface sera donnée, on pourra tracer toutes les courbes, ne constituant pas la séparation complète des parties adjacentes de la surface, et en comptant leur nombre, déterminer ainsi le genre de la surface. C’est ce qui est facile à faire dans le cas des surfaces hyperelliptiques de Riemann, à deux feuillets, qui se rapportent à l’irrationalité, définie par l’équation
y2 R(x) = O,

R(x) désignant un polynôme du degré 2p 4- 1 en x et en quelques autres cas *) **).  Dans le cas général on réussit de recevoir une formule, qui relie le genre de la surface avec le nombre de feuillets et le nombre et les ordres des points de ramification, à l’aide des considérations nouvelles, que nous empruntons à M. C. Neumann (1. c.) ci-dessous.
*) Voir: Tikliomandritzky, AI. L’inversion des intégrales hyperelliptiques. Khar- 

koff, 1885 (en russe). Dans ce cas particulier on préféré pourtant une autre construction 
de la surface de Riemann. En désignant par a0, at, a2,. . . a2p les racines du poly
nôme R(x), on mène des droites de a2«-t à 2 ... p) et de a0 à l’infini pour
faire suivant chacune d’elles une coupure et rejoindre ci-après les deux feuillets en croix, 
pour un observateur regardant le long de ces lignes; on aura ainsi p + 1 lignes de 
passage ; on entoure chacune des p premières de ces coupures dans le feuillet supé
rieur d’une ligne fermée elliptique — Ai autour de la coupure «2|_,a2l-, ne rencon
trant pas l’une l’autre; on aura ainsi en tout p lignes fermées, qui n’empêcheront pas 
de passer de l’une à l’autre côté de ces lignes sans les franchir: pour passer du côté 
intérieur de la ligne Ai à son côté extérieur on n’à qu’à de déscendre par la ligne de 
passage a2i— i a a dans le feuillet inférieur pour s’élever de là par la ligne de 
passage ~a0co dans le feuillet supérieur et d'y marcher vers le point vis-à-vis du 
point de départ, situé à l’autre bord de la coupure At.
, **) C. Neumann. Théorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1884.
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§ 16. 17Chapitre I.16. M. C. Neumann à donné le nom d’une surface élémentaire à la surface simplement connexe à un contour fermé: telles sont les surfaces d’un cercle, d’un ellipse, d’un rectangle, d’une trapèze, etc. Riemann définit le dégré de connexion d'une surface par le nombre des coupures transversales qu’il en faut pour la transformer en une surface élémentaire, de telle manière: si l’on n’a besoin d’aucune coupure pour transformer la surface donnée en une surface élémentaire, c’est-à-dire lorsqu’elle est déjà sans cela élémentaire, son degré de connexion sera Vun\ on dit d’une telle surface qu’elle est simplement connexe; si l’on n’a besoin que d’une seule coupure transversale pour la dite transformation, le degré de connexion d’une telle surface sera exprimé par le nombre 2: l’exemple d’une telle surface présente une surface plane, limitée par deux circonférences concentriques; si l’on aura besoin de deux coupures transversales — le degré de connexion sera exprimé par le nombre 3 : en général le degré de connexion d’une surface sera exprimé par le îlombre q+1, lorsqu’on aura besoin de q coupures transversales pour la transformer en une surface élémentaire. Le degré de connexion d’une surface donnée surpasse donc d’après Riemann d’une unité le nombre des coupures transversales capables de la transformer en une surface élémentaire. Ces surfaces seront nommées simplement, doublement, triplement, en général q + 1 -ment-connexes, suivant le nombre q des coupures, nécessaires pour leur transformation en des surfaces élémentaires.Pour la surface fermée, comme l’est la sphère de Riemann, le degré de connexion sera exprimée par le nombre2^ + 1, (1)surpassant d’une unité le double de son genre. Soient en effet-^3’ • • • • -Ap (2)toutes les courbes fermées, qu’on peut tracer à la fois sur la surface donnée sans faire par là une séparation complète des parties adjacentes de la surface; d’après la définition même de ces lignes il est possible de passer d’un côté au point vis-à-vis de l’autre côté de chacune de ces lignes suivant d’autres lignes qui ne coupent pas ni elles-mêmes, ni les lignes (2) ; nous les désignerons, ces autres lignes, par
B2, B3,.... Bp (3)ainsi, que ce sera la ligne B, , suivant laquelle on passe d’un côté de la ligne Ai au point vis-à-vis de l’autre côté de la même ligne. Si nous fairons des coupures suivant les lignes (2), notre surface fermée sera transformée en une autre à 2p contours; après avoir fait des coupures suivant les lignes (3), nous aurons réunis en un seul contour A”

e'V 
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18 § 16,. 17.Chapitre I.les deux bords de chaque coupure fermée, ce qui nous donnera une surface au nombre des contours à moitié moindre, c’est-à-dire à p contours. Si l’on trace maintenant une ligne C, d’un point de la ligne 
Bi vers un point de la ligne + i de manière qu’elle ne coupe pas ni soi-même, ni aucune des autres lignes Cj, ni les lignes Ai, Bif — on aura en tout p — 1 de pareilles lignes:(4) Cv C2, C3,.... Cp—i— et si l’on fait des coupures suivant elles, tous les contours, reçus auparavant, seront réunis en un seul. Ainsi au moyen des coupures transversales (3) et 7) — 1 coupures transversales (4) [après avoir fait 
P coupures fermées suivant les lignes (2)], en tout au moyen de 2p — 1 coupures transversales on aura transformé la surface de Riemann en une surface à contour unique et de genre zéro, car une coupure suivant chacune des lignes Ai l’abaisse d’une unité, tandisque les coupures suivant les lignes -B, et Ci sont sans aucune influence sur le genre.’ Noùs avons reçu donc au moyens des coupures décrites une surface du genre zéro à un seul contour fermé, ça veut dire, une surface élémentaire. Mais les coupures tracées peuvent être envisagées autrement encore: la première, faite suivant Alf est une coupure fermée, la seconde — suivant 
B}, est une coupure transversale; l’ensemble des coupures CirA2 on peut regarder comme une seule coupure transversale, parcequ’elle commence en un point de la coupure B{ et finit dans son propre point antérieur*);  B2 et C24-M3, et en général tous les B, et tous les C/ + -4i+1 pour «'= 1, 2, 3, . . . p — 1 seront toutes des coupures transversales, ainsi qu’on aura entout2y> —1 coupures transversales et une coupure fermée. Mais cette dernière aussi pourra être enregistrée avec les autres, transversales, si l’on convient avec M. C. Neumann de regarder toute surface fermée comme une surface ouverte, avec un orifice infiniment petit et parconséquent avec un contour infiniment petit. Ainsi il viendra que la surface de genre p se transforme en une surface élémentaire au moyen de 2p coupures transversales, et parconséquent elle est une surface 2p 1-ment connexe. — Riemann désignait sa surface en état naturelle par la lettre T et après sa transformation en une surface élémentaire à l’aide des coupures indiquées par T.17. Il n’est pas difficile de vérifier, que par ces coupures notre surface est en effet transformée en une surface élémentaire, c’est-à-dire simplement connexe à un seul contour. Avant tout c’est la dernière circonstance qui se vérifié aisément. Convenons de nommer positive celle des deux directions de la coupure A., qu’il faut suivre pour avoir à

') o-fôrmiger Querschnitt en allemand.
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19§ 17. Chapitre I.gauche les points de ramification qui sont entourés de cette ligne; la même chose nous entendrons par les mots la direction positive de la ligne B.; quant à ligne C, sa direction positive sera celle, qu’il faut suivre pour aller de B, vers Après avoir pris pour point de départcelui, qui se trouve à l’intersection des lignes At et Bx du côté droit de chacune de ces lignes par rapport à leurs directions positives, nous suivrons la direction positive de Ait parconséquent nous irons sur son côté droit et viendrons au point vis-à-vis du point de départ sur le côté opposée de B{, c’est-à-dire sur son côté gauche; d’ici nous partirons, en suivant dans la direction négative le côté gauche de B1} pour venir au point opposé, situé sur le côté gauche de Al; en suivant maintenant le côté gauche de At dans la direction négative, nous arriverons au point vis-à-vis du point de départ, situé sur le côté droit de B,; en suivant ce côté droit de Bt dans la direction positive, nous arriverons à l’origine de la courbe qui se trouve sur le côté droit de B,. En suivant le côté droit de C\ dans le sens positif jusqu’à son embouchure dans le côté droit de A2, en marchant plus loin sur le côté droit, de A , jusqu’au point de son rencontre avec la ligne B2 qui est à côté droit de la première ligne et à côté gauche de la deuxième, nous allons continuer notre chemin sur le côté gauche de celle-ci dans le sens négatif jusqu’au point de son rencontre avec la ligne A, sur le côté gauche de celle-ci, que nous suivrons ci-après dans le sens négatif jusqu’à son point de rencontre avec la ligne B2 situé sur le côté droit de cette ligne, après quoi nous irons sur ce côté droit de B., jusqu’à l’origine de la ligne C2, dont le côté droit nous suivrons jusqu’à son embouchure dans le côté droit de la ligne J.3; et ainsi de suite: sur chacune des paires des courbes C.-\-Ai , t et B.^ nous aurons à répéter la même chose; enfin nous arriverons à l’origine de la ligne Cp_i sur le côté droit de la ligne Bp_i. En allant d’ici sur le côté droit de dans le senspositif jusqu’à son embouchure sur le côté droit du dernier Ap, puis en suivant ce côté dans le sens positif, nous arriverons au point de son rencontre avec la ligne Bp sur le côté gauche de la dernière; d’ici nous irons sur le côté gauche de Bp dans le sens négatif jusqu’à son point de rencontre avec Ap sur le côté gauche de celui-ci; en suivant ce côté gauche dans le sens négatif, nous arriverons au point de son rencontre avec Bp sur le côté droit de cette ligne, que nous suivrons en sens positif jusqu’au point de son rencontre avec Ap sur le côté droit de toutes les deux courbes. D’ici nous marcherons sur le côté droit de Ap dans le sens positif jusqu’à l’embouchure de Çp_i, sur le côté gauche de la dernière, que nous suivrons en sens négatif jusqu’à son origine sur le côté droit de B?_t; d’ici nous irons sur le côté droit de By)_i en sens positif jusqu’à son point de^rencontre avec Ap_t sur les côtés droits 
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20 § 17, 18.Chapitre I.de toutes les deux courbes; et ainsi de suite jusqu'au point de rencontre de avec sur les côtés droits de tous les deux, c’est-à-dire jusqu’au point de départ *).  La surface T a donc en effet un contour unique. Maintenant il n’y a rien de plus facile que de se convaincre de ce, qu’on peut passer d’un point quelconque de la surface T' à tout autre point de la même surface: on n’a que de méner de chacune de ces points une ligne sur cette surface vers un point arbitraire de son contour, par exemple le plus proche de lui.18. La différence entre le nombre des coupures transversales qui transforment un système donné des surfaces en un certain nombre des surfaces élémentaires, et ce nombre lui-même est un nombre constant, caractéristique pour le système donné des surfaces.Pour démontrer cette proposition, supposons en suivant M. C. Neumann, qu’un système donné 5 des surfaces à l’aide des coupures transversales q , en nombre v', se transforme en un autre système S', composé d’un nombre a' des surfaces élémentaires, et que le même système /S à l’aide des autres coupures transversales q", en nombre v", se transforme en un troisième système S", composé d’un nombre a des surfaces élémentaires. Si nous tracerons l’un apiès l’autre les deux systèmes des coupures transversales q' et q", notre système S sera transformé en nombre A des surfaces élémentaires, que nous allons calculer maintenant. Après qu’on aura tracé les coupures q le système 5 sera transformé en le système S’, et ce système, composé de a' surfaces élémentaires, nous transformerons maintenant à l’aide des coupures q". Celles-ci, par leurs intersections avec les coupures q' en un nombre o de points seront divisées en d’autres Q", dont le nombre sera égal à la moitié du nombre de leurs extrémités; ces dernières se trouvent les unes sur les contours du système donné des surfaces S — leur nombre est égal à 2v", — les autres aux points d’intersection des q" avec des q', — le nombre de celles-ci est égal à 23; donc le nombre total des extrémités des coupures 
Q" est égal à 2v"-f-22; parconséquent le nombre des coupures Q" elles-mêmes est égal à v"4-6. Mais la surface élémentaire étant divisée en deux parties par chaque coupure transversale, donc chaque nouvelle coupure transversale augmentant d’une unité le nombre total des surfaces élémentaires, dont était composé le système S', leur nombre, après que seront tracées les v"q-8 coupures transversales Q", sera augmenté de v"-|-o unités, et on aura parconséquent(1) A — a'ff- v"-j- 6.De la même manière, en commençant par tracer les coupures q", et puis faisant les coupures q, on aura pour le même nombre A des

!) Voir la deuxième figure. à la fin du livre. 
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§ 18, 19. Chapitre I. 21surfaces élémentaires, sur lesquelles sera découpé le système 5 par l’ensemble des coupures q et q", cette autre expression:
en comparant entre elles les deux expressions (1) et (2) du nombre A. on trouve:
ce qui démontre la proposition énoncée. Ce nombre constant pour un système donné S des surfaces, augmenté de deux unités, M. C. Neumann appelle le nombre fondamental (Grundzahl) du système des surfaces S. et le désigne par la lettre 2V. ainsi qu’on aura:

19. Chaque coupure transversale nouvelle abaisse d'une unité le nombre fondamental du système donné.En effet, supposons qu’après avoir transformé le système donné des surfaces S, dont le nombre fondamental soit N, en un autre système 
S', dont le nombre fondamental soit N', à l’aide d’une seule coupure transversale q, il faut faire encore v coupures qv, q.,, . . . qv, de même nature pour transformer le système donné S en a surfaces élémentaires; alors on aura par la formule (4) du § précédent
mais le système S' se transformant en ot surfaces élémentaires à l’aide de v coupures transversales qx, q2, . . . qy, on aura par la même formule
en comparant les formules (1) et (2), on trouve
c’est ce qu’il fallait démontrer.Chaque coupure fermée n’a aucune influence sur le nombre fondamental du système.En effet, supposons qu’un système donné S soit transformé en un autre S' par une coupure fermée s; traçons maintenant une coupure transversale q suivant une ligne qui joint un point quelconque de s avec le point le plus rapproché du contour du système: cette coupure le transformera eu un nouveau système S". Soient N, N', N" les nombres fondamentaux des trois systèmes. Mais l'ensemble des coupures: fermée s et transversale q peut encore être envisagé comme une seule coupure transversale r, qui transforme directement le système S en S"\ donc, d’après le premier théorème de ce § on aura:
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22 Chapitre I. § 19, 20.d'où il suit que(6) N'=N,c. q. f. d.20. Nous allons maintenant appliquer ces théorèmes à la surface de Riemann. Nous avons vu dans le § 16 que la sphère de Riemann T à l’aide d’une coupure fermée At et 2p — 1 coupures transversales et C, -f- * étant =1, 2, 3, . . . p— 1, se transforme en une seulesurface élémentaire T; on a donc ici v'=2p—1 et a'=l; parcon- séquant on aura:
Maintenant nous allons choisir un autre système_des coupures fermées et transversales et calculer les nombres v" et a ' pour cet autre système. Supposons qu’il se trouve sur notre sphère de Riemann r groupes des points hélicoïdaux superposés, dont le groupe A-ièine contient points hélicoïdaux d’ordre k (c’est-à-dire qui joignent chacun le feuillets), où 7v = l, 2, 3, . . .gh\ À(^ est donc un entier positif, qui peut être égal à zéro pour quelquesunes des valeurs de k *). Traçons maintenant dans le feuillet supérieur de la sphère de Riemann deux cercles parallèles de telle manière, que toutes les r groupes des points hélicoïdaux soient projétées du centre de la sphère dans la zone comprise entre ces deux cercles, et coupons suivant ces derniers tous les n feuillets de la sphère: on aura ainsi 2n coupures, qui seront toutes fermées. Après cela traçons sur le feuillet supérieur de la sphère r lignes, allant d’un cercle à l’autre de manière, que dans l’interval compris entre les deux lignes voisines il ne se projète du centre qu’un seul groupe des points hélicoïdaux superposés, et coupons suivant ces lignes tous les n feuillets de la sphère: les coupures reçues seront, toutes transversales et en nombre rn = v". Cherchons maintenant le nombre a" des surfaces élémentaires que présentera notre sphère de Riemann après toutes ces coupures. En premier lieu nous aurons 2n calottes, découpées de la sphère par Jes coupures fermées; quant au nombre des surfaces élémentaires qui se trouveront dans chacune des r parties de la zone, comprises entre les coupures transversales, leur nombre se trouve ainsi. Dans la partie, où se trouve le groupe A-ième des points hélicoïdaux, chaque point hélicoïdal d’ordre 

k, joignant k feuillets ensemble, enlève k — 1 feuillets de leur nombre total n; mais chacune de ces parties de la surface à un seul point hélicoïdal d’ordre k est une surface à un seul contour, du chacun point de laquelle on peut passer à tout autre de ses points, donc une surface
*) Pour k — \ nous aurons un point ordinaire.
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§ 20. Chapitre I. 23élémentaire. Parconséquent le nombre des surfaces élémentaires dans la partie considérée de la sphère de Riemann sera égal à
et le nombre total des surfaces élémentaires:
On aura donc
ou, en simplifiant:
En portant cette valeur de v" —a" et de meme la valeur de v'—a', tirée de l’égalité (1), dans l’égalité (3) § 18, nous aurons:
où l'on a posé:
c'est le nombre total des points hélicoïdaux simples, équivalents à tous les points hélicoïdaux effectifs de notre sphère de Riemann. Riemann nommait un point hélicoïdal simple celui, autour du quel deux valeurs seulement de y ce permutent entre elles, c’est-à-dire, dont la substitution est une transposition. Comme une substitution circulaire d’ordre est équivalente à la succession de k — 1 transpositions, on dit de ce point hélicoïdal d’ordre k qu’il est équivalent à k'— 1 points hélicoïdaux simples.De l'équation (6) on tire la formule de Riemann:
qui exprime le nombre total des coupures transversales, indispensables pour la transformation de la sphère de Riemann en une surface élémentaire, par les nombres w et n. En divisant par 2 les deux membres de l’égalité (8), on aura le genre p de la sphère de Riemann exprimé par les mêmes nombres:

www.rcin.org.pl



24 C h a p i t r e I. § 20, 21.(On en tire de suite la remarque que rv est un nombre pair, car p et n sont des entiers). Ainsi en connaissant le nombre total w des points hélicoïdaux simples, équivalents à la totalité des points hélicoïdaux effectifs de la sphère de Riemann, nous aurons aussitôt par cette formule le nombre p qui exprime son genre. C’est Riemann qui a désigné ce nombre par p. 
Clebsch, en considérant l’équation fondamentale
comme l’équation d’une courbe fondamentale, a nommé ce nombre le genre de la courbe (Geschlecht) et le désignait par la même lettre. Caijley appellait ce nombre le defect de la courbe, parcequ’ il indique de combien le nombre des points doubles et des points de rebroussement de la courbe est au-dessous de leur nombre maximal, que peut posséder en général la courbe de même ordre. Weierstrass appellait ce nombre le rang de 
l’image algébrique, défini par l’équation (10), et le désignait par la lettre p. Comme à l’image algébrique, défini par l’équation (10), il correspond une sphère de Riemann toute déterminée, on pourrait transporter ce terme sur la surface de Riemann. Weierstrass lui-même avait défini le rang par le théorème suivant:„I1 existe pour chaque image algébrique un tel nombre entier positif P, qu’ on peur, toujours former une fonction rationnelle de (x, y) et de (a?', y') [F (x y ) = 0] qui serait égal à œ1 au point (x', y) et de même encore aux p points arbitraires:
du même image algébrique [donc F(a„Z>,) = 0] tandis qu'il n’existe aucune fonction rationnelle de x et y qui serait égal à cxd1 seulement en ces derniers points."La démonstration de ce théorème, donnée par Weierstrass dans ses leçons à 1‘Université de Berlin, nous ne reproduirons pas cependant ici; au chapitre suivant nous verrons que ce nombre, augmenté d’une unité. p -;-l, ou, d’après Riemann et Clebsch, p -J-1, est le moindre nombre possible des points, où la fonction rationnelle des variables x et y, liées par l’équation (10), devient égale à <xd, qui peuvent être donnés arbitrairement *).21. Pour trouver le nombre w, il faut, comme on le voit par la formule (7) du § précédent, déterminer le nombre et les ordres de tous les groupes circulaires des valeurs de y qui deviènnent égales entre elles,

*) Autrement, qu’il n’existe pas des fonctions devenant = <x>1 en un nombre de 
points moindre que p -|- 1, qu'on pourrait donner à l’arbitraire.
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25§21. C h a p i t r e I.pour chaque point de ramification, tandis que les valeurs elles-mêmes de 
x et de y aux points, où quelquesunes des valeurs de la dernière variable deviennent égales entre elles, on n’a pas besoin de connaître. Une méthode pour déterminer le nombre et les ordres de tous les groupes circulaires des valeurs de y qui deviennent égales entre elles en un point de ramification dans le cas le plus général de l'équation (10) a été donnée par Briot et Bouquet dans la 2-me édition de leur théorie des fonctions elliptiques [4°], mais sous la forme, qui suppose connues les valeurs de 
x et de y aux points de ramification. Ces dernières cependant ne peuvent êtres t irées des équations, qui les définissent, qu’approximative- ment, c’est ce que ne suffit pas dans plusieurs cas importants; d’ailleurs le nombre p étant rationnel, il doit être aussi trouvé au moyen des opérations rationnelles. La première méthode pour déterminer le nombre 
p au moyen des opérations rationnelles a été donnée par M. Noether *),  la seconde par M. Raffy**\  mais ces méthodes, toutes les deux exigeant une transformation de l'équation donnée en une autre, ou la formation des nouvelles équations, ne sont pas directes et sont loin d’être simples en leur théorie. C’est pourquoi nous avons cherché une méthode plus simple et plus directe, et nous avons réussi de montrer dans notre article sous le titre: „Esquise d'une méthode pour déterminer le genre et les courbes adjointes d'une courbe algébrique donnée au moyen des opérations rationnelles" ***)  qu’il suffit pour ce but d’algorithme du plus grand diviseur commun. Dans l’ouvrage cité nous nous sommes conformé à l’exposition de Briot dans sa „Théorie des fonctions abéliennes": ici nous allons traiter la question conformément à la forme (1) § 4 de l’équation fondamentale, qui détermine l’image algébrique, en nous appuiant sur le chapitre premier de l'ouvrage cité de Briot. — Comme par la substitution de ’r aulieu de x et de -- aulieu de y l’étude de la fonction aux points infiniment éloignés de l’image algébrique se ramène à son étude aux points situés à distance finie de l’origine, nous pouvons nous restreindre à montrer, comment on détermine le nombre et les degrés des groupes circulaires des valeurs de y, satisfaisant à l'équation (10) [(1) § 4], qui deviènnent égales entre elles aux points situés à distance finie de l’origine.

♦) Rationale Ausführung der Operationen in der Théorie der algebraischen Funk- 
tionen. Math. Ann. Bd. 23, S. 340.

**) Recherches algébriques sur les intégrales abéliennes. Ann. de l’École Normale. 
T. 12, p. 105, et Détermination du genre d’une courbe algébrique. Math. Ann. Bd. 
23, S. 527.

***) Bulletin des sciences mathém., 2-me série, t. XVII, février 1893, et Annales 
de l’Ecole Norm. 3-me série, .V V, 1893.

www.rcin.org.pl



26 Chapitre I. § 22, 23.22. Soit a un point critique, où quelquesunes des valeurs de y deviénnent égales à nous aurons parconséquent à la fois:
En posant dans l’équation fondamentale (1) § 4 x=.a-\-z, y=b-\-y\ et en développant son premier membre suivant la série de Taylor, nous aurons une équation de la forme:

m nles coefficients A^j étant les valeurs des dérivées de F(X y) par rapport à x jusqu’à l’ordre m et par rapport à y jusqu’à l’ordre n pour x — a, 
y~b, divisées par certains nombres entiers. Ces valeurs ne seront connues que lorsque les valeurs a et b le seront; mais pour déterminer le nombre et les degrés des groupes circulaires en lesquelles seront réparties les valeurs de y égales à b pour x = a, il suffit de savoir, lesquels de ces coefficients seront égaux à zéro pour .r = «, y = b-, car alors on connaîtra les exposants a et 3 dans tous les termes réstants de l’équation (3), et ce n’est que de ces exposants que dépendent, comme nous le verrons plus bas, le nombre et les degrés des groupes circulaires en question.Dans le § suivant nous allons montrer qu’on peut toujours représenter par des paires d’équations (sans racines égales) de la forme : 
les systèmes des valeurs de x et de y, qui, en satisfaisant aux équations (1) et (9) § 4, rendent en même temps milles les dérivées choisies de 

m n
F(x, y) par rapport à # et à y, en sorte qu’en sousentendant par x — a et. y=b les solutions de la paire d’équations (4), on saura desuite lesquels des coefficients A^ dans l’équation (3) seront égaux à zéro sans connaître les valeurs mêmes de a et de Z», et cela seulement à l’aide des opérations rationnelles, notamment celles d’algorithme du plus grand diviseur commun.23. Soit donné le système suivant de p équations à deux inconnues 
x et y.

on demande de trouxer leurs solutions communes, s’il en éxiste, ou de prouver dans le cas contraire leur incompatibilité.Prenons les deux premières équations du système (1) et cherchons leurs solutions communes par la méthode du plus grand diviseur com-
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§23. Chapitrel. 27mun ; d'après le théorème de Labatie *) ces solutions pourront être représentées par une suite des paires d’équations de la forme:
Si l’équation suivante du système (1), savoir: 
a des solutions communes avec les deux premières des équations (1), elles doivent se trouver parmi les solutions de l’une ou de l’autre des paires d’équations (2); nous allons donc chercher par la même méthode les solutions communes à l'équation (3) et la première des équations (2), c’est-à-dire 
d’après le même théorème de Labatie elles seront représentées par les paires d’équations suivantes : 
cherchons maintenant le plus grand diviseur commun des fonctions (a?) et 
s’il arrive que 
(ou en général à une constante) — identiquement, alors on en conclura que parmi les solutions de la paire d’équations (5), pour les valeurs considérées de i et j, il n’y a pas des solutions communes à trois premières équations du système (1); dans le cas contraire la paire d’équations: 
donnera les solutions communes des trois premières équations (1). Si l’identité (7) aura lieu pour toutes valeurs des indices i et j, cela signifiera que les trois premières équations, et parconséquent le système entier des équations (1), sont incompatibles. Si pour quelquesunes des valeurs des indices i et j l’identité (7) n’aura pas lieu, alors les trois premières des équations (1) seront compatibles, et leurs solutions com-

*) Voir Serret, Cours d’algèbre supérieure, 3-me éd., p. 198; aussi notre „Com- 
pendium d’algèbre supérieure", 2-me éd. Kharkoff 1892. Chap. XIV, § 214, p. 299 
(en russe).
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28 Chapitre I. § 23, 24.munes seront données par les paires d’équations (8) pour ces valeurs de i et j. En joignant dans ce dernier cas à chacune de ces paires d’équations (8) la quatrième équation du système donné (1) et en traitant chacune de ces combinaisons de la même manière, nous parviendrons ou de prouver l’incompatibilité des quatre premières des équations (1) et parconséquent du système entier, ou de représenter les solutions communes des quatre premières équations du système par les paires d’équations de la forme: (9)En continuant de combiner toujours chacune des paires d’équations, représentant les solutions communes des k premières des équations données (1) avec l’équation suivante, on arrive: ou 1°: à démontrer l’incompatibilité de ces Æ-|-l premières des équations (1) et par suite de tout le système donné, ou 2° à représenter les solutions communes à toutes les équations du système donné (1) par une série des paires d’équations de la forme : (10) Ici les équations du système (1) pourraient être quelconques; si nous supposons maintenant que la première est l’équation fondamentale donnée : (U)a seconde
et les autres ont chacune pour son premier membre l’une des dérivées 

m npartielles de F (x,.y) par rapport aux variables x et y, choises à volonté, on parviendra à la proposition de la fin du § précédent *).24. Après avoir choisi de toutes les manières possibles les dérivées m iipartielles de F (x,y) par rapport à x et à y, on aura, en joignant les équations qu’on reçoit en les égalant à zéro, aux équations (11) et (12) du § précédent, autant de systèmes d’équations de la forme (1) du même
*) Cette méthode a été donnée par nous pour la première fois dans l’article: 

,,Recherches des points singuliers des courbes algébriques planes“, qui fait partie du 
tome II de la 2-me série des „Communications de la Société mathématique de Khar- 
koff", l’an 1889 (en russe), et puis dans la 2-me éd. de notre „Compendium de l’algèbre 
supérieure", mentionné plus haut, Ch. XIV, p. 296 (en russe).
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§ 24. Chapitrel. 29dont on représentera les solutions par les paires d’équations de la forme (10) du même §.Soit maintenant
l’une des paires d’équations qui donnent les solutions de l’un de ces ■ systèmes. En sousentendant par a et b l’une des solutions de la paire considérée d’équations (1), nous saurons à priori, lesquelles des dérivées 

m npartielles de F(x,y) par rapport à x et à y sont nulles pour x — a, 
y~b\ après les avoir omises dans le développement de l’équation + &-f-7]) = 0 par la série de Taylor, nous aurons une équation dela forme:
où tous les exposants a et t3 nous seront connus. On trouvera parmi les termes de cette somme du moins un seul, qui contient ; seulement, et du moins un seul qui contient t] seulement: dans le cas contraire soit une puissance de z = x— a, soit une puissance de?) — y — b, sortirait en facteur commun de tous les termes de la somme dans (2), et parconsé- quent l’équation donnée (11) du § précédent ne serait pas irréductible Contrairement à la supposition faite. Prenons maintenant à l’exemple de Newton un système des axes rectangulairs et portons sur l’axe horisontal les valeurs de a, sur l’axe vertical les valeurs de (3: alors au chaque terme de la somme en (2) il correspondra un point (a,p) du plan, ayant a et 3 pour ses coordonnées.

En supposant 6 et tq infiniment-petits, on déterminera les termes de la somme en (2) d’un ordre le moins élevé comme il suit. Soit a0 la plus petite valeur des a dans les termes, où l’on a t3 = 0, et (30 la plus petite valeur des [3 dans ceux, où l’on a <x = 0; le point avec les
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30 C h a p i tre I. § 24.coordonnées (%,0) se trouvera donc sur l’axe Oa, et le point Jf/z, avec les coordonnées (0, t30) sur l’axe Ot3. Prenons maintenant une droite, qui coincidait d’abord avec l’axe Oa, et faisons la. tourner dans le sens de l’aiguille d’une montre autour du point Mo jusqu’au moment, où elle viendra à rencontrer un ou plusieurs des points (a,P); soit le dernier de ces points rencontrés par la droite; en ce moment faisons tourner la droite, toujours dans le même sens, autour de ce point Mx jusqu’à ce • qu’elle rencontre une nouvelle série des points, dont le dernier soit Jf2;alors tournons la droite, toujours dans le même sens, autour de ce dernier jusqu’à la rencontre avec encore une nouvelle série des points (a,P), et ainsi de suite jusqu’à ce, qu’en tournant la droite dans le même sens autour d’un point elle aura rencontré outre plusieurs autres points(a,p) aussi le point Mh de l’axe Op, avec les coordonnées-— 0, j3 — pfl. Par les positions successives de la droite est déterminée de cette manière une ligne polygonale M2... M. Jf.+1 . MhX Mh — que nous allonsdésigner dorénavant par P, — composée de h côtés:
convexe vers l’origine. Tous les points (a, P), qui se rapportent aux différents membres de la somme en (2), ce trouveront ou sur cette ligne, ou au-dessus d’elle par rapport à l’origine. Arrêtons notre attention sur le côté C., comme le représentant de tous les autres. Son équation d’après la formule de Géométrie analytique pour la droite passant par les points et (a.+1, sera:

étant une fraction irréductible, que nous avons désigné, pour abréger, par y. On tire de cette équation:
cela donne la valeur de l’ordonnée p à l’origine des coordonnées pour la droite (c’est-à-dire OB\ Si nous tairons la substitution
où y est déterminé par la formule (3), dans l’équation (2), elle prendra la forme:
et parconséquent au. — ,3 sera l’exposant du degré d’un terme (a,p) de la somme, lorsque est exprimé en c par la formule (5); il sera représenté par l’ordonnée à l'origine de la droite menée par le point
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§ 24. Chapitre I. 31parallèlement au côlé C.. Si l’on prolonge ce côté jusqu’à son rencontre avec les axes Oa et OfS aux points A et B respectivement, on verra de suite que toutes ces ordonnées à l’origine seront plus grandes que celle qui est déterminée par la formule (4) et correspond aux points situés sur le côté Cv — Pour avoir la valeur principale de v dans l’expression (5) de t] par il faut égaler à zéro la somme des termes en (6) du degré le plus bas en c’est-à-dire, la somme de ceux, qui correspondent aux points, situés sur le côté C.. En réjetant 'le facteur commun de tousces membres — la puissance de nousaurons pour déterminer la valeur principale de v l’équation:
où l’accent (') attaché au signe de la somme doit rappeler, qu’elle ne s’étend qu’aux termes de la somme en (6), correspondant aux points situés sur le côté C. de la ligne polygonale P, pour lesquels les exposants a sont parconséquent liés par l’équation (4). La valeur ne répondant pas à notre question — car alors le développement de vj suivant les puissances ascendantes de ; commencerait par une puissance de ; plus élévée que la p-me,— on peut diviser l’équation (7) par «A+i, après quoi elle devient:
La fraction étant irréductible, il suit de l’équation (3) que

des dernières égalités de chaque paire on tire encore celle-ci:
à l'aide de la seconde égalité (10) et de la dernière on peut représenter ainsi l’équation (8) :
Tous les exposants ici sont des multiples de donc, en posant
on aura
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32 Chapitrel. § 24.ou simplement(14') A=0.en posant pour abréger:
Après avoir tiré de l’équation (14) ki valeurs de À on trouvera pour chacune d’elles de l’équation (13) p valeurs de v, savoir: 
en désignant par s une racine complexe primitive de l’équation 
parconséquent en posant
En portant la valeur de tr de l’équation (16) dans l’équation (5), nous aurons pour la valeur principale de tq:
Si ; décrira un cercle d’un rayon infiniment-petit autour du point ; — O 
comme centre, le facteur gagnera le multiplicateur e? ,et l’expression (19) sera changée en celle-ci: 

après un second tour elle se changera en 
après le troisième en

♦etc.; enfin après les p—1 tours en celle-ci: 
mais les nombres 
présentant d’après le mod.j> la série des nombres
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§ 24. Chapitre I. 33à l’ordre près, les valeurs (19), (20), (21), (22), (23) représenteront toutes les valeurs que donne la première formule, c’est-à-dire (19), pour j—0, 1, 2,. . . p—1, dans un ordre changé. Pour avoir cet ordre il faut écrire ces valeurs aux points de division d’un cercle en p parties égales et prendre après le premier celui, qui en est éloigné de q divisions, après cet autre prendre celui, qui est éloigné de cet autre de q ' divisions, et ainsi de suite jusqu’à être arrivé au premier point, ce quiaura lieu nécessairement après qu’on a ajouté de cette manière (p—l)q divisions, car encore q divisions ajoutées, on aura en tous pq divisions ajoutées, ce qui est =0 (mod. p\ Du mode, par lequel on a reçu les formules (19) — (23), on aperçoit qu’en effet les valeurs principales des 
p valeurs de t) répondant à une racine simple de l’équation (14), forment un groupe, dont les éléments se permutent dans l’ordre circulaire, lorsque ë décrit un cercle infiniment petit autour de la valeur £ —0- — Il est vrai cependant, que ce qui a été dit tout à l’heure, ne se rapporte en ce moment qu’aux valeurs principales des quantités tj; mais il n’est pas difficile de démontrer, que les valeurs complètes de ces quantités suivent la même loi. Soit en effet
où 7]'. est un infiniment petit, la valeur complète d’un élément du groupe; après que le point 6 aura décrit un cercle infiniment petit autour du point S = 0,1a quantité à droit dans l’équation (26) se changera en celle-ci
il faut démontrer que cette quantité ets égale à f\j+q. Supposons le contraire: qu’elle ne lui est pas égale; mais alors elle sera égale à une autre de ces quantités, soit 7]y+9+r, de la sorte, qu’on aura 
ou, en portant ici aulieu de 7]/4.?+r son expression et divisant tout par 
ce qui pourra être écrit encore ainsi :

II. T IK H O M A N D R I T Z K T.
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34 Chapitre I. § 24, 25.ou, en portant ici aulieu des v leurs expressions d’après la formule (16): 
mais’ ici nous avons à gauche une quantité qui est différente de zéro, si l’on n’a pas r=O (mod. p), tandisqu’à droite nous avons une quantité infiniment petite; il vient donc une contradiction de l’hypothèse (28)* donc elle doit être rejetée. Ainsi en effet les valeurs complètes des i), correspondantes à une racine simple de l’équation (14), forment un groupe de j) éléments, en se permuttant dans le même ordre circulaire que leurs parties principales, conformément à ce, que nous avons vu au § 9.Il correspond donc à chaque racine simple de l’équation (14) un seul groupe circulaire de p valeurs de ?/, qui deviènnent égales à b pour x=a. Si toutes les racines de l’équation L.=0, qui correspond au côté Ci de la ligne polygonale P, sont différentes entre elles, nous aurons k. groupes circulaires d’ordre p.25. Mais si l’équation (14) du § précédent aura des racines égales, à chaque racine de multiplicité r il correspondra r valeurs de v égales entre elles ; parconséquent chacune des valeurs approximatives de Y], dont v^' forme la partie principale, sera de multiplicité r. Dans ce cîs il ne suffit plus de la première approximation pour séparer les racines qui deviènnent égales à b pour a; il faut trouver à ce but la valeur principale de vf dans l’expression exacte de tj: 
c’est-à-dire il faut faire une deuxième approximation.Avant de montrer comment on le fait, nous devons montrer, comment peut on, sans connaître a et b, parvenir à savoir, pour lesquelles des solutions de la paire d’équations (1) du § précédent l’équation L.=0 [(14) du § précédent], appartenant au côté 0 eu polygone P, n’aura pas des racines égales, pour lesquelles elle auia de pareilles. Pour les premiers notre problème de détermination eu nombre et des degrés des groupes circulaires des valeurs de y, devenant égales à b pour x=ay d’après le § précédent sera résolu de la premiè’e approximation pour le côté considéré 0.; car nous avons vu, qu’on aiva 
k. groupes d’ordre p. Si cela aura lieu pour tous les côtés du polT- gone P, c’est-à-dire que les équations Z/.=0 pour toutes les valeurs de i n’auront que des racines simples, nous saurons le nombre et les degrés des groupes circulaires en chacun des points analytiques, représentés pir cette paire d’équations. On aura le nombre de ces points analytiques [si l’on suppose que chacune des deux équations de la paire est dé;à
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§ 25, 26. Chapitre I. 35délivrée des facteurs multiples, ce qu’on pourra toujours faire d’après la méthode connue de l’algèbre supérieure, et c’est ce que nous supposerons dorénavant toujours déjà fait], en multipliant l’exposant du degré de la première équation par rapport à y par l’exposant du degré de la deuxième par rapport à x.Nous allons donc maintenant montrer la méthode pour reconnaître, si l’équation L=O aura des racines multiples ou non pour quelquesunes des solutions de la paire d’équation (1) du § précédent, et lorsqu’elle en aura, pour lesquelles de ces solutions cela aura lieu.26. L’équation (i)[(14) § 241 (dans laquelle nous remplacerons a et b, ces quantités étant inconnues, par x et y) aura par rapport à l’inconnue X des racines égales alors, quand le plus grand diviseur commun de L., considérée comme une fonction de À seul, et de sa dérivée du premier ordre par rapport à cette variable: 
sera une fonction de X et non pas une quantité indépendante de X, ou, à parler autrement, lorsqu’ auront des solutions communes l’équation (1) en X et l’équation:
En les cherchant par la méthode du plus grand diviseur commun nous aurons besoin, peut-être, de multiplier les dividendes par quelques facteurs de la forme v(x,y) et de faire sortir des diviseurs de la même forme, communs à tous leurs termes; parconséquent il y aura lieu pour le théorème de Labatie, par lequel les solutions communes des équations (1) et (3) seront représentées par les paires d’équations de la forme:
Mais les coéfficients de diverses puissances de X en L. et parconséquent aussi en sont des fonctions des valeurs de x et y, qui sont définies par la paire d’équations (1) § 24; par cette raison nous devons chercher, pour lesquelles des solutions de la paire citée d’équations est satisfaite la deuxième de ces équations, c’est-à-dire:
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36 Chapitre I. § 26.En cherchant les solutions communes de cette équation et de l’équation 
[première de la paire cité: (1) §24] par la méthode du plus grand diviseur commun, on les représentera d’après le théorème de Labatie par les paires d’équations de la forme : 

mais les valeurs de x doivent satisfaire à la seconde équation de la paire (1) § 24, c’est-à-dire 
c’est pourquoi nous devons chercher le plus grand diviseur commun de

Alors les solutions de la paire (1) § 24, qui satisfont à l’équation (5) du § présent, et, parconséquent celles, pour lesquelles les équations (1) et (3) du § présent auront des solutions communes, seront représentées par les paires d’équations: 
pour les valeurs de l’indice h, pour lesquelles 0^J,(^) n’est pas égal identiquement à l’unité (ou à une autre constante en général), et les valeurs de X elles-mêmes, qui sont des solutions communes aux équations (1) et (3), parconséquent les racines multiples de la première, par les systèmes des trois équations de la forme:

En éliminant les solutions, représentées par la paire d’équations (10) des solutions, représentées par la paire d’équations (1) § 24, on aura celles-là de cette dernière paire (1) § 24, pour lesquelles l’équation L.=0 n’aura pas des racines égales. Si l’on désigne par 8(x) le plus petit
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J 26, 27. Chapitre I. 37multiple de toutes les C',M}(æ) [dont chacun n’aura pas des facteurs égales, car déjà û(æ) n’a pas des pareils]:
. les solutions de la paire d’équations (1) § 24, pour lesquelles l’équation Z—O n’aura pas des racines égales, seront les solutions des paires d’équations suivantes:

et
où j, h parcourent la même suite des valeurs que dans (11). Ce sont ces-mêmes équations, dont on a parlé à la fin du § précédent. Les degrés de ces équations sont connues; parconséquent sera connu le nombre des points de cette cathégorie.27. Pour les recherches ultérieures il est indispensable de séparer les racines de l’équation L.=O d’une multiplicité déterminée de celles d’une autre multiplicité; c’est ce qu’on pourra faire ainsi. Une racine X de l’équation L.—O sera de la multiplicité r-ième, s’il satisfaira outre les équations (1) et (3) du § précédent aussi aux équations suivantes:
pourquoi nous allons chercher, lesquelles des valeurs de X, déterminées par les systèmes de trois équations (11) § 26, satisfont à la première des équations (1), à deux premières, à trois premières, et ainsi de suite; enfin à toutes les équations (1), par la méthode du § 23. Pour rendre* plus simple l’exposition des calculs à faire, nous écrirons sans les indices l’un des systèmes (11) du § précédent:
Cherchons maintenant les solutions communes de la première de ces équations et de la première des équations (1) du § présent, en regardant 
x comme connue; alors d’après le théorème de Labatie ces solutions seront représentées par des paires d’équations de la forme:
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38 Chapitre I. § 27.mais x et y doivent satisfaire aux deux dernières des équations (2); par cette raison nous allons chercher les solutions communes des équations q>(æ, t/)=O et O/a?, î/) = O; elles seront représentées par des paires d’éouations de la forme: 
x devant satisfaire à la dernière des équations (2), on cherchera le plus grand diviseur commun des fonctions O(.r) et 0(æ), soit &(æ): 
alors les solutions communes de la première des équations (1) et de la première des équations (2) seront représentées par le système de trois équations : 
et les points analytiques, où cela aura .lieu, par la paire des deux dernières de ces équations, savoir par la paire:
En éliminant ces solutions des solutions des deux dernières des équations (2), on aura des paires d’équations, qui serviront à déterminer celles des valeurs de x et de y, pour lesquelles l’équation L.=O n’aura pas d'autres racines multiples que doubles; et de même en éliminant les solutions de (6) de celles de (2), on aura des systèmes d’équations pour déterminer ces racines doubles. En désignant par Ô(a?) le plus petit multiple commun de toutes les 0(o?) qui correspondent à la même équation première du système, il est clair, que les paires d’équations: 
et 
représenteront les points analytiques, où l’équation en X L =0 n’aura que des racines doubles, tandisque les systèmes de trois équations:
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§ 27, 28. Chapitre I. 39

serviront chacun à déterminer ces racines doubles de l’équation en X L.—O.I En combinant de la même manière les systèmes d’équations (6) avec la seconde des équations (1), nous représenterons les racines triples de l’équation en À L.= 0 par les systèmes d’équations de trois formes (10), (11) et (12), et les points analytiques, où cela aura lieu, par les paires d’équations de la forme (8) et (9); quant aux points analytiques, où l’équation L.=0 aura des racines de multiplicité supérieure à la troisième, ils seront représentés par les paires d’équations de la forme (4), et les valeurs elles-mêmes de À par les systèmes d’équations de la forme (6). Et ainsi de suite jusqu’au moment, où l’on arrivera à la dernière des équations (1), quand on aura représenté par les paires d’équations de la même forme (4) les points analytiques, où l’équation L.=0 aura des racines de multiplicité r-ième, qui elles- mêmes seront représentées par les systèmes de trois équations de la même forme que le système (6).28. Après avoir montré, comment on trouve les paires d’équations, qui déterminent les points analytiques, où l’équation L.—o a des racines À d’une multiplicité r-ième, et aussi les systèmes de trois équations, qui déterminent ces racines X de multiplicité r-ième, nous allons montrer maintenant, comment faut il procéder, pour trouver les secondes approximations des valeurs [§ 25].Soit 
l’un des systèmes de trois équations, qui déterminent les racines de l’équation Z.= O de multiplicité r-ième; les deux dernières de ces équations déterminent les points analytiques, où cela a lieu. Comme on a X = rp, on pourra écrire ce système de manière, qu’il donnera directement les valeurs de v:
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40 Chapitre I. § 28.La valeur complète de sera représentée dans ce cas par la formule (1) § 25, savoir: 
où v est déterminé par la formule (16) § 24, et chacune de ses p valeurs, correspondantes à la racine du multiplicité r-ième de l’équation Z. = 0, qui est déterminée par le système (1) de § présent, sera repetée r fois; pour séparer l’une de l’autre les valeurs de -q ayant la même partie principale, il faut déterminer la valeur principale de vf dans la formule (3). Dans ce but nous poserons 
alors, vu que p-=—, on aura d’après (3):
En portant ces expressions de £ et -q par £' et -q' dans l’équation (2) § 24 et disposant le résultat suivant les puissances de V et tq' nous aurons entre ces quantités l’équation 
où les coéfficients -4aw sont des polynômes en v avec les coefficients- fonctions linéaires de ceux des -4^, qui entrent dans l’équation (2) § 24 et sont des fonctions des valeurs de x et y, qui à son tour représentent les solutions des deux dernières des équations (1). Il peut arriver que pour quelquesunes des valeurs de v, déterminées par le système (2), quelquesuns des polynômes Aaip en v deviènnent égaux à zéro; par cette raison il faut avant tout chercher celles des solutions du système (2), pour lesquelles certains des coéfficients, choisis parmi les , deviènnent égaux à zéro, en combinant pour cela de toutes les manières possibles les équations, qu’on reçoit en égalant ces polynômes à zéro, avec le système (2) du § présent. Par la méthode identique à celle, qui était exposée aux §§ 26 et 27, nous arriverons à représenter les solutions du système (2), pour lesquelles les polynômes choisis entre les deviènnent égaux à zéro, par les systèmes de trois équations de la même forme, que (2). Soit
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§ 28. Chapitrel. 41l’un de ces systèmes *). En réjétant de l’équation (6) les termes, dont les coéfficients s’annulent pour les solutions du système (7), nous serons en état de construire, comme cela était fait au § 24, à l’aide d’un système des axes des coordonnées rectangulaires Oa' et Op', une ligne polygonale P', convexe vers l’origine des coordonnées, qui commence au point («o, 0), «o désignant la plus petite des valeurs a', pour lesquelles on a? —0, et va jusqu’au point («'=0, ^,), désignant la plus petite des valeurs P', pour lesquelles on a a —0. Au chaque côté 0', de cette ligne polygonale P' correspondront des groupes spéciaux des termes du degré inférieur par rapport à lorsqu’on aura posé 
en désignant par — jx' le coéfficient angulaire de ce côté C'.,, dont l’équation sera:
Pour avoir la valeur principale de v', il faut égaler à zéro la somme des termes, qui contiènnent la puissance de C' la plus inférieure, qui sera 1 ‘J’'; il faut donc égaler à zéro la somme des termes, dont les exposants a, P' correspondent aux points, qui se trouvent sur le côté C'.,, ce qui lions donnera l’équation:
En réjétant la solution v'= 0 comme étrangère à la question par la même raison que plus haut, nous pourrons diviser cette équation par + et alors elle prendra la forme:

*) Par rapport à la première de ces équations il est important de remarquer, 
que s’il lui satisfait une valeur du radical v — X, toutes les autres valeurs du même 
radical lui satisfairont aussi, X étant le même. En effet, toutes ces valeurs se distin
guent l’une de l’autre par le facteur J [d’après (16) § 24], qui ne peut pas entrer 
dans les équations (7), car celles-ci sont tirées au moyen des opérations rationnelles 
d'autres équations qui ne contiènnent pas cette quantité. 11 suit de là, que (æ, y, v) ne 
contient que les puissances de v avec les exposants multiples de p, comme la première 
des équations (7) et parconséquent ne dépend que de vp — l.
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42 Chapitre I. § 28.Mais étant une fraction irréductible, il suit de l’égalité (9): 
et 
en retranchant les dernières de ces équations l’une de l’autre, on aura: 
à l’aide de ces égalités, en posant 

nous réduirons l’équation (11) à la forme:
À chaque racine X' de cette équation il correspondra d’après (15) p' valeurs de v' de la forme : 

où z'—eP , et parconséquent p' valeurs approchées de r/, savoir: 
alors que les valeurs précises seront données par la formule:
Si l’on porte cette valeur dans la formule (5) du § présent, on aura 
mais par (4) de ce § on a: 
en portant cette valeur de dans (21) et en ouvrant les paranthèses, on aura
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§ 28, 29. Chapitre I. 43où j = 0, 1, 2, ... jp — 1 *);  j'= 0, 1, 2, . . . p'— 1, ainsi que cette formule donnera pp' valeurs pour tj, et parconséquent pour = Ces

*) Voir la remarque plus haut.

valeurs forment un groupe de pp' éléments, car le second terme de cette formule ne reprend sa valeur primitive qu’après les tours, après g g£ lesquels reprendra sa valeur initiale aussi le premier, car ^P — ^PP, On le démontre, pour la partie principale des valeurs de tq, aussi bien que pour les valeurs complètes de la même manière comme en § 24; pourquoi nous ne nous en arrêterons pas. Quant au nombre de ces groupes d’ordre pp', il sera égal au produit du nombre des racines simples de l’équation L'., = 0 par l’exposant de la plus haute puissance de \ = vp dans la première des équations (7) du § présent, car chaque racine simple de l’équation L'., = 0 pourra se combiner avec chacune des racines de l’équation cité tout à l’heure, et cela pour chacun des points analytiques, représentés par les deux dernières équations du système (7). Pour la racine de multiplicité r'-ième de l’équation L'., = 0 on a besoin d’une nouvelle approximation, c’est-à-dire, on a besoin de trouver la valeur principale de v/' dans la formule (24)représentant la valeur complète de pour chaque valeur de v', qui correspond à la racine de multiplicité r'-ième de l’équation £/,.=0. Mais pour cela il faut montrer auparavant, dequelle manière peut-on savoir, pour lesquelles des solutions de système (2) du § présent l’équation Z/,=0 en X' aura des racines multiples, poyr lesquelles elle n’en aura pas.29. Nous allons chercher par la méthode du plus grand diviseur commun, en prenant X et v pour les inconnues et x et y pour les quantités données, les solutions communes des deux équations 

d’après le théorème de Labatie elles seront représentés par les paires d’équations suivantes: 
où les valeurs de x, y, v doivent satisfaire au système d’équation (7) du § précédent; par cette raison on cherchera les solutions communes aux
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44 Chapitre I. § 29.équations /ifa?, y, «0=0 et f2(x, y, v) — O, en prenant v et y pour les’ inconnues, et d’après le théorème de Labatie on les représentera yar les paires d’équations de la forme: 
où x et y doivent satisfaire aux deux dernières des équations (7) lu § précédent; pourquoi on cherchera les solutions communes aux équations »P1(rr, 3/) = O et (p/rc, ?/) —0; d’après le même théorème on les représentera par les paires d’équations de la forme: 
où x doit satisfaire à la dernière des équations (7) du § précéder!; pourquoi on cherchera le plus grand diviseur commun de û/æ) et û2(a), soit 0(ùù: 
alors les solutions communes des équations (1) et (2) en X' pour tes valeurs de x, y, v satisfaisant aux équations (7) du § précédent, seroit représentées par le système suivant de quatre équations:

•Les trois dernières de ces équations caractérisent ceux des points, caractérisés par les équations (7) du § précédent, pour lesquels l’équatiois -Z7,=O en X’ a des racines multiples; celles-ci elles mêmes sont données par la première de ces équations, pour les valeurs de x, y, v, satisfaisait aux trois de dernières ces équations (7). Pour avoir ceux des points caractérisés par les équations (7) du § précédent, où l’équation Z'.,=O n’a que d*s racines simples, il faut éliminer des solutions du système (7) du § précédeit les solutions des trois dernières des équations (7) du § présent. Si l’m désigne par le plus petit multiple des toutes les 0(æ) [pour la mène équation supérieure en (7)], alors les solutions du système (7) du § précédeit qui en restent après la dite élimination des solutions des trois dernièns des équations (7) du § présent, seront représentées par les système suivantes des trois équations:
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§ 29, 30. Chapitre 1. 45

Par rapport à toutes ces groupes d’équations on peut faire la même remarque, que nous avons -fait au § 28 par rapport à l’équation (7), savoir, qu’elles ne dépendent effectivement que de vp=X, car elles sont satisfaites par toutes les valeurs du radical y À pour la même valeur de À; par cette raison on peut parler du degré de ces équations par rapport à À. Alors d’après la remarque faite à la fin du § 28 le nombre des groupes circulaires d’ordre pp sera égal à la somme des produits du nombre des racines simples de l’équation !/'.,=0 en X' par l’exposant du degré de la première équation de chacune des trois systèmes d’équations (8), (9) et (10) par rapport à À, et cela pour chaque point analytique représenté par la paire des deux dernières des équations du même système.Pour les solutions, représentés par le système (7) du § présent, on a besoin d’une nouvelle approximation, troisième; mais pour cela il faut connaître auparavant le degré de multiplicité de chaque racine multiple de l’équation 2Z,=0; comment peut on l’atteindre, — il sera montré au § suivant.30. Pour déterminer le degré r de multiplicité des racines À’ de l’équation Z/,=0, déterminées par le système (7) du § précédent, nous allons chercher pour lesquelles des valeurs de x, y, v ces valeurs de À' satisfont à la première, aux deux premières, aux trois premières, enfin à toutes les équations de la suite:
Comme ces équations sont de la même forme que la première des équations (7) du § précédent, alors, en joignant au système cité la première des équations (1) savoir: 
nous allons chercher, comme dans le § précédent, pour lesquelles des solutions de ce système (7) elle est satisfaite. Ces solutions seront représentées par les systèmes des quatres équations de la même forme que
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46 Chapitre I. § 30.le système (7) du § précédent lui-méme. Soit l’une d’elles représenté par le système: 

en éliminant ces solutions des solutions du système (7) du § précédent nous représenterons les solutions de ce système, qui caractérise les points analytiques, où l’équation 2Z,=O n’a que des racines doubles, parles systèmes suivantes des quatre équations (où 9\x) désigne le plus petit multiple commun de toutes les 0'(æ), se rapportant à la même équation supérieure du système) :

En joignant à chaque système des équations (3) la seconde des équatiois (1). savoir: 
et en traitant de la même maniéré le système reçu ainsi, nous représenterons les racines triples X' de l’équation Z/,=0 par les systèmes semblables aux systèmes (4)—(7), et les racines de la même équation d’uie multiplicité plus grande par les systèmes de la forme (3). En joignant à ce système d’équations l’équation suivante de la suite (1) et en traitait le nouveau système de la même manière, nous arriverons enfin, en coi- tinuant de le faire, à représenter les racines X' de l’équation L'.,— 0 te
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§ 30, 31. Chapitre I. 47multiplicité r'-ième par les systèmes d’équations de la forme (3), tandis que les racines de multiplicité inférieure seront représentées par les systèmes de la forme (4)—(7).31. Soit 

un des systèmes qui déterminent les racines X' de l’équation 2Z,=0 de multiplicité r’-ième. Comme on a X'=v'p', on pourra représenter ce système sous la forme:

Pour une racine X' de l’équation ZZ—0 de multiplicité r'-ième la quantité V aura r valeurs approchées de la forme (8) § 28 égales entre elles; on aura donc besoin d'une nouvelle approximation, troisième. Dans ce but nous poserons: 
alors nous aurons d’après (24) § 28: 
où v' est l’une des p valeurs de ^X', et X' la racine r’-ième de l’équation £ , = 0, parconséquent, l’une des solutions du système (1); en introduisant les variables et à l’aide de (3) et (4) dans l’équation (6) du § 28 (sans les termes, dont les coefficients ^L’a»^r sont égaux à zéro en vertu des équations (7) § 28), on aura, après avoir disposé le résultat suivant les puissances des nouvelles variables, l’équation de la forme:
dont les coéfticients seront les polynômes en v ayant pour sescoéfficients les fonctions linéaires de qui sont les polynômes en vavec des coéfficients fonctions linéaires des parsuite des fonctions rationnelles de x et de y. Pour quelquesunes des valeurs de x, y, v, v', satisfaisant aux équations (2), quelquesuns des coéfficients A'' peuvent a P s’annuler; pour les trouver, ces valeurs des variables x, y, v, v', nous alons chercher les solutions communes du système composé des équations
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48 Chapitre I. § 31.(2) et de ceux, qu’on aura en égalant à zéro certains coefficients choisis parmi les Æ'„0„dans l’équation (5). Soit 

l’un des systèmes qui donnent les valeurs cherchées des variables ; alors, en supposant qu’on a donné aux variables r, y, v, v dans l’équation (5) les valeurs satisfaisantes à ce système (6) d’équations, nous saurons les termes qui restent dans l’équation après avoir réjété ceux, dont les coéfficients sont nuis, et parconséquent tous les exposants a", nous pourrons donc construire la ligne polygonale P" et pour chacun de ses côtés, comme l’équation: 
du degré par rapport à X", où 
si l’on pose 

a,’,’,, P,-n étant les coordonnées de l'une extrémité du côté G.,',, et a’û+P ?'„+1 celles de l’autre. Ici nous pouvons, de même que cela était fait par nous à la première et à la deuxième approximations, séparer des solutions du système (6) d’équations celles, pour lesquelles l’équation (7) en X’’ n’aura que des racines simples; ces solutions seront représentées par les systèmes de quatre équations de la forme (4)—(7) § 30, tandis que celles pour lesquelles la même équation aura des racines multiples — par un système des quatre équations de la forme (3) du même § 30. Pour les premières la troisième approximation suffira pour répartir les valeurs égales de y en groupes circulaires, car la valeur complète de y aura la forme: 
où v désigne l’une des p valeurs ]/À pour la même valeur de X, v' l’une des p' valeurs de j/X' pour la même valeur de X', v" l’une desp" valeurs de y X" pour la même valeur de X". Chaque valeur de l’un de ces
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§ 31, 32. 49Chapitre I.radicaux pouvant se combiner avec chacune des deux autres, le nombre des valeurs de 7], représentées par la formule (11) pour les valeurs choisies de À, X', X", sera égal au produit ppp . Après avoir réduit tous les exposants dans la formule citée au même dénominateur ppp", on verra de suite, que chacune de ces valeurs de ne reprendra sa valeur initiale qu’après les pp'p tours faites par E autour de sa valeur nulle; après un moindre nombre des tours elle se changera en une certaine autre d’entre elles; on pourra donc les placer dans un tel ordre, que chacune d’elles sera changée en la suivante, et la dernière en la première, lorsque l décrira un cercle infiniment petit autour de sa valeur nulle (comme en § 24); ces valeurs forment donc un groupe circulaire d’ordre ppp. Il y aura autant de ces groupes, qu’il y a d’unités dans le nombre égal au produit du nombre des valeurs de À par le nombre des valeurs de X' pour chaque*  valeur de X, puis par le nombre des valeurs de X" pour chaque combinaison des valeurs de X et de X'.La remarque faite au § 28 s’étend aussi sur les équations (6): elles ne contiènnent aussi que les puissances de v avec les exposants multiples de p, les puissances de v avec les exposants multiples de p\ ainsi que les premiers membres de ces équations on peut envisager comme les fonctions de X et X'. Alors si |x. est le degré de la seconde des équations (6) par rapport à X, p.', le degré de la première de ces équations par rapport à X', v1',, le nombre des racines simples de l’équation I/„=O, le nombre des groupes circulaires d’ordre ppp formées des valeurs de y représentées par la formule (11) sera égal à
Nous aurons le nombre de toutes les groupes circulaires du même ordre en tous les points analytiques, représentés par les deux dernières de équations (6), en multipliant ce nombre (12) par le nombre des points analytiques, représentés par cette paire d’équations, le nombre, qui sera égal au produit d’exposant du degré par rapport à y de la troisième de ces équations (6). par l’exposant du degré par rapport à a; de la quatrième de ces équations.32. Dans le cas, où l’équation Z''„=O aura des racines multiples, on aura besoin de la quatrième approximation, qui nous amènera aux mêmes opérations. La marche à suivre en ces opérations s’est déjà assez bien montrée dans les §§ précédents pour qu’on aurait besoin d’en assister davantage. En continuant ces opérations, s’il se présentera la nécessité des approximations ultérieures, on arrivera enfin infailliblement à une équation L’^)=O en X(,), dont toutes les racines seront simples, et alors seront connus les nombres et les degrés des tous les groupes circulaires en chaque point analytique singulier, et parconséquent le 

M. Tikhomandbitzky. 4
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50 Chapitre I. § 32.nombre w [(7) § 20]. Les systèmes, qui caractériseront chaque point singulier, seront composés toujours de plusieures équations avec les inconnues x, y, v, v,... v , dont le nombre dans chaque équation ira en décroissant de la première équation à la dernière d’une unité, la dernière des variables de chaque équation n’entrant plus dans les équations suivantes. Si les exposants des degrés de ces équations par rapport à celle des variables . <x(r-1)=»(r-1)*>(*'-1), (car pour ces équationsla remarque du § 28 aura lieu aussi) qui n’entre pas dans les équations suivantes, seront p, p', p.",... et le degré de l’équation parrapport à v(Op(r) sera p(r), le nombre des groupes circulaires de l’ordre 
sera égal au produit 
et pour tous les points singuliers de la même cathégorie leur nombre sera égal au produit de ce nombre (2) par le nombre des points singuliers de la cathégorie considérée, qui est égal au produit de l’exposant du degré de l’avant-dernière équation par rapport à y par l’exposant du degré de la dernière équation par.rapport àjr. Les valeurs de y, formant un groupe circulaire, seront représentées par la formule:
Qr étant une fonction entière de tous les p et q accentués antérieurs, qu’on calcule d’après la même règle, que les numérateurs des exposants précédents, et qui consiste en ce, que le numérateur d’exposant qui précédé immédiatement, est multiplié par p avec l’indice suivant et puis augmenté de la quantité q correspondante, ainsi:

De la formule (3), où v doit prendre chacune des valeurs de y'X, 
v chacune des valeurs de v chacune des valeurs de yX", . . . enfin 
v(r) chacune des valeurs de y X(r\ pour un système déterminé des valeurs de À, À', X"... X(r), choisies dans leur totalité en nombre (2), il est visible de suite, que chaque valeur de y ne reviendra à son état primitif qu’après les pp'p".. . p(r) tours faits par $ autour de sa valeur zéro; pour un nombre inférieur des tours elle se changera en une autre de même
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§ 32, 33, 34. Chapitre I. 51groupe, de la sorte, qu’elles pourront être disposé dans un tel ordre, que chacune d’elles se changera en la suivante et la dernière en la première; d’où il suit que celles, qui correspondent au système choisi des valeurs de X, X',... X<r> forment un groupe circulaire de l’ordre donné par la formule (1), et que le nombre de ces groupes sera donné par la formule (2).33. Pour la détermination du genre de la surface de Riemann il était non seulement indispensable, mais aussi suffisant de connaître le nombre et les degrés de toutes les groupes circulaires en chaque point analytique singulier; mais pour la construction de la surface de Riemann cela n’est pas encore suffisant: il faut savoir encore desquelles des valeurs y^\ y^\ ... y(̂  de la fonction y pour æ=æ(0) (æ(0) étant un point ordinaire), sont les éléments de chaque groupe circulaire, en chaque point singulier, des prolongements analytiques. Pour cela il faut connaître les valeurs de x et de y en ces points déjà avec une grande approximation. Les paires des équations, par lesquelles elles étaient représentés dans les §§ précédents, rendent ce problème plus facile. Des valeurs précises on n’a pas besoin, pour reconnaître desquelles des quantités y^, y(^,.. .y^ sont des prolongements analytiques les éléments, qui se permuttent en l’ordre circulaire, lorsque x décrit un cercle infiniment petit autour du point singulier considéré: il suffit, si l’on peut rendre l’approximation aussi grande qu’il le faut; alors, en calculant avec la précision pas moindre de celle-ci les prolongements analytiques de y^\ y^\ . . . y„\ nous serons en état de repondre à la question, lesquelles de ces prolongements analytiques forment le groupe circulaire, et en quel ordre elles se permuttent autour du point considéré*).  Cela fait pour chaque point singulier, on pourra construire du moins approximativement les points hélicoïdaux et les lignes de passage.34. Pour le calcul des prolongements analytiques des valeurs de y au point x=x0, il faut recourir au développement des fonctions en séries. Pour des points analytiques ordinaires on pourra le faire, en développant la fonction y suivant les puissances de x par la série de Taylor; de cette manière on aura aux environs du point (^0,y0), le développement suivant:

*) On trouve un nombre suffisant d’exemples pour cela dans la Théorie des 
fonctions elliptiques par Briot et Bouquet, 2-e éd. 4°. Paris 1875, p. 57 et les 
suivantes.

Si l’on représente x — xQ par une série convergente, disposée suivant les puissances croissantes entières et positives d’une variable auxiliaire t, qui devient égale à zéro pour ^=0, on aura en portant cette série dans 
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52 Chapitre I. § 34.la série (1), les variables x et y exprimées toutes les deux par les séries disposées suivant les puissances croissantes entières et positives de
2 I y=yo+*$ 3(0,

*) Voir: Biermann. Théorie der analytischen Funktionen. Leipzig 1887, p. 205 et 
les suivantes. Aussi: K. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. IV. Berlin 1902. 
Vorlesungen iiber die Théorie der Abelschen Transcendenten. 4°.

où le $ allemand désignera toujours, d’après Weierstrass, une série disposée suivant les puissances croissantes entières et positives de la variable (Potenzreihe). Aux points de ramification la série de Taylor n’est pas applicable; mais pour de tels points aussi on peut trouver des expressions analogues au (2). Si l’on pose dans la formule (3) § 32: 
et porte les expressions reçues dans les formules x=a-\-t, y~b-\-f\, on aura une telle paire des fonctions:
(4)
Qr étant donné par la formule (4) § 32. Ici ïj(r), en reprenant sa valeur initiale en même temps que ^(r), sera développable en une série suivant les puissances croissantes, entières et positives, de £(r). Les formules (4) donnent donc x et y développés en séries suivant les puissances croissantes entières et poisitives de £ , qui seront convergentes pour les valeurs de ç(r) suffisament petites. Elles resteront convergentes, si l’on y remplace B(r) par son expression par la variable auxiliaire t en forme d’une série disposée suivant des puissances croissantes, entières et positives, de cette variable : (£). Mais lorsqu’au point analytique ordinaire une paire des
fonctions de la forme (2) (Funktionenpaar) représentait l’élement d’image algébrique, il en faut plusieurs au point de ramification (x—a, y=b), car la paire (4) est le représentant de toutes celles, qu’on aura, en donnant à v,v',v",. . toutes leurs valeurs. On appelle pour cela ces lieux de l’image algébrique les lieux à plusieurs éléments (mehrelementige Stellen; Nôther, Weierstrass).— La représentation des éléments d’un image algébrique par des pareilles paires des fonctions joue un rôle important dans la théorie de Weierstrass dans son propre exposition, où toutes les démonstrations sont fondées sur une pareille représentation des éléments d’un image algébrique*).  Nous n’aurons besoin d’une pareille représenta
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§ 34, 35. Chapitre I. 53tion que très rarement, pourquoi nous ne voulons pas entrer en plus de détails sur ce sujet.35. Le nombre Nab des lacets binaires au point de ramification (a. b), ou, ce qui est la même chose, le nombre lui équivalent des points doubles, autour desquelles seulement deux des valeurs de y s’échangent entre elles,, (le nombre égal, rappelons le, au celui des transpositions, auxquelles est équivalente chaque substitution décomposée en circulaires), dans le cas, où les équations £,=O n’ont, pour tous les côtés du polygone P, que des racines simples, sera donnée par la formule: 
car pour le côté CV nous aurons £ groupes circulaires d’ordre p.. On peut l’exprimer, ce nombre, encore autrement:
La dernière formule peut être reçue aussi par ce raisonnement: a0 des valeurs de y deviènnent égales ; donc les a0 lettres, dans la substitution, appartenant au point de ramification considéré, se repartissent en àç. groupes circulaires d’ordre px, où i—Q, 1, 2, ... h — 1; le nombre des transpositions équivalent à un groupe circulaire d’ordre p{ est p{—1; tel est aussi le nombre des lacets binaires, si l’on rejette celui, qui remplace la dernière lettre du cycle par la première; parconséquent le nombre total des lacets binaires pour le point (a, b) est égal au nombre des transpositions équivalentes, lequel est égal au nombre des lettres de la substitution moins le nombre des groupes circulaires, desquels elle est composée. — Dans le cas, où l’on a besoin des plusieures approximations consécutives, la formule, qui donnerait le nombre des lacets binaires au point de ramification considéré, reçoit-on d’une manière la plus facile par le raisonnement suivant, du à Briot *). 'Dans ce cas aussi le nombre des lacets binaires sera égal au nombre des valeurs de y qui deviènnent égales au point considéré, moins le nombre des groupes circulaires, sur lesquels se répartissent ces valeurs égales de y. Maintenant à chaque racine simple X(r) de l’équation £^=0 il correspond un groupe circulaire d’ordre pp'p '. .. p(r\ comme nous l’avons vu au § 32; quant au nombre des racines simples de cette équation, il est égal au degré de l’équation moins la somme des ordres de multiplicité de toutes ses racines multiples; cette somme est égal à la somme des degrés de toutes les équations de l’approximation suivante: £([r+1i) —0

*) Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879, § 12, p. 19.
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54 Chapitre I. § 35, 36.par rapport à la variable correspondante, comme il suit des considérations des §§ 24 — 31 (voir les équations (8) § 24, (11) § 28), et la somme des degrés des équations qui correspondent au même polygone P(’+1), est égale à «o41) (v- formule (2) du § présent); parconséquent le nombre total des groupes circulaires de l’ordre pp'p ... p(r} au point (a,&) sera égal à 
où la première somme s’étend à toutes les équations de l’approximation r-j-l-ième et la seconde à toutes les équations de l’approximation suivante. Ainsi le nombre de toutes les groupes circulaires formés des valeurs de y qui deviennent égales à b pour x=a, sera donné par la formule: 

si l’on avait besoin de g approximations successives, — où les sommes S se rapportent à tous les côtés de la ligne polygonale P; à tous des (P, P'); S2 à tous des (P, P', P"); . . . enfin à tous des (P, P, P". . . P('/_1)). Si l’on retranche ce nombre du nombre % de toutes les valeurs de y, qui deviènnent égales à b pour x~a, on aura le nombre cherché de tous les lacets binaires au point («,&):
36. On appelle suivant Briot le degré du point analytique l’exposant de la puissance de x— a=; qui entre comme facteur dans le discriminant. Pour déterminer ce degré, il faut revenir à l’égalité (6) § 5, qui définit le discriminant, et aux formules des §§ précédents, qui expriment les approximations consécutives de y. Dans l’égalité (6) § 5, définissantle discriminant, entre le produit J~]Fy(x, y)= ]"[—, que nous a^ons maintenant discuter. La substitution z-a-f:, y=b-j-ri, ramène

v m hla fonction x(x,y) d’après le § 24 à cette forme: 
en différentiant cette égalité par rapport à v, on aura:
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§ 36. C h ap i tr e I. 55mais on a 
en divisant par cette égalité la précédente, on aura:
Le produit des facteurs du discriminant, qui se rapportent à la valeur de y~~b pour x~a, prendra en vertu de l’égalité (4) la forme: 
car v a Àrp valeurs, aux quelles correspond le même facteurMais d’après (10) § 24 a.— a. l = ]c.p, et — ^=^2; en vertu de ces égalités on pourra transformer l’exposant de ; dans la formule (5) de cette manière: 

ce nombre nous désignerons par 2)^ pour abréger, ainsi qu’on aura
En portant cela dans l’égalité (5) nous aurons

Tel sera le degré de z~x—a dans le discriminant, lorsqu’il suffira d’une première approximation pour répartir les valeurs de y, égales à & pour x—a en groupes circulaires; car alors le produit à droite en (8) ne contiendra aucune puissance de ; en facteur; mais il en sera autrement, si l’on aura besoin d’une deuxième approximation pour la répartition des valeurs de y en groupes circulaires: alors ce produit contiendra une puissance de C en facteur. Pour la deuxième approximation nous avons posé [§ 28]:
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56 • Chapitre I. § 36.
où vr désigne l’une des valeurs approchées de alors on aura:
En différentiant cette égalité par rapport à v', on aura: 
mais on a 
en divisant par cette équation la précédente, on aura:
D’après celà on aura: 
car vx a p valeurs et v' k!p' valeurs, aux quelles correspond le même facteur en (14). Mais pour un seul des polygones P on a: 
où la somme s’étend à tous les côtés d’un polygone P' déterminé, tan- disqu’en (15) elle s’étendait à tous les côtés de tous les polygones P. Ayant égard à l’égalité (9) et en portant la valeur de l’exposant de B' de l’égalité (16) en (15) et de là en (8), nous aurons dans le cas, où il suffira de deux approximations successives:
Quand on aura besoin d’une troisième approximation, on posera [§ 311: 
tq étant l’une des valeurs approchées de v', et de la même manière qu’auparavant on aura:
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§ 36, 37. Chapitre I. 57d’où l’on tirera, en différentiant par rapport à v" et divisant le résultat par la dérivée de v' par rapport à v":

Le facteur à droit sera le. même pour les pp' combinaisons des valeurs de zq et de v' et pour k'^p" valeurs de v"; donc on aura 
et parconséquent

En continuant ces considérations, on arrivera dans le cas, où l’on aura besoin de g approximations successives, à cette égalité: 
où l’on a posé pour abréger:

Ce nombre Dab est l’exposant du degré du point analytique x^a,y—l). Ici les signes des sommations s’étendent à tous les polygones subordonnés jusqu’à celui, qui a le même indice avec le signe de la somme.37. Retranchons maintenant le nombre N ab du nombre Dab, la différence sera un nombre pair, comme on le verra plus loin; ce nombre est d’une grande importance dans notre théorie, pourquoi nous voulons nous arrêter un instant sur sa considération.En effectuant la dite soustraction, on aura:

Mais on a, en désignant par E. la sommation ne s’étendant qu’à un seul polygone F0) :
*) Car en vertu de (9) et (8) on a: Ç,pp —
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58 Chapitre!. § 37.

où les 22la&, 2'2la6, . . . 22l^_1) ne sont pour le moment que des signes abrégés pour les expressions à gauche, qui sont évidement des nombres entiers; mais on verra plus loin que ce sont en effet des nombres pairs, car nous démontrerons plus bas que tous les etc. sont des nombres entiers. En vertu de ces égalités, en posant 
l’égalité (1) pourra être présentée plus simplement ainsi: 
d’où l’on aura
L’ayant en vue, on peut présenter ainsi le discriminant: 
les produits s’étendant à tous les points de ramification («, &), qui ne sont pas à l’infini.En posant 
on pourra écrire plus simplement
Le premier facteur, F, Kronecker appellait *) le facteur essentiel du discriminant (wesentlicher Faktor), le second, W, le facteur non-essentiel

Kronecker. Diskriminante der algebraischen Funktionen einer Variabeln. 
Journal de Crelle. Bd. 91, S. 301.
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§37. Chapitre I. » 59(ausserwesentlicher Faktor). M. Noether appelle le premier, V, Ver- 
zweigungsfaktor, l’autre, TF, Doppelfaktor, car le premier donne, étant égalé à zéro, les valeurs de x aux points de ramification de le fonction 
y, situés dans le fini, l’autre est un carré parfait. Le dernier correspond aux points de ramification, qui s'enlèvent mutuellement, d’après l’expression de Riemann (sich aufhebende Windungspunkte). Si l’on pose: 
où les sommes s’étendent à tous les points de ramifications (a, &), qui ne se trouvent pas à l’infini, alors N sera le degré du facteur essentiel, et 2-4 le degré du facteur non-essentiel. Comme le nombre
où la somme s’étend aux mêmes points de ramification («, 6), est le degré du discriminant A(æ) par rapport à x, on aura 
[ce qu’on reçoit du reste, en sommant l’égalité (7) par papport à tous les points (a, ?>), et en prenant égard à les égalités (12) — (14)]. Si tous les points de ramification sont situés dans le fini de l’image algébrique*), alors on aura d’après le § 5 pour le degré du discriminant le nombre 2m(n—1); donc on aura alors:

D = 2m(n— 1), (16)et en vertu de l’égalité (15):7V + 2 A = 2m (n — 1). (17)Dans le cas que nous considérons maitenant, d’après cette égalité la recherche de lun des nombres N et A se ramène à la recherche de l’autre. Ayant en vue que w (§ 20) désigne le nombre total des points hélicoïdaux simples, équivalents à la totalité des points hélicoïdaux effectifs de la sphère de Riemann, et qu’à un point hélicoïdal simple il correspond une transposition des deux valeurs de y, parconséquent un lacet, nous en concluons, que
w = N. (18)Eu portant, en vertu de cette égalité, N aulieu de w, ou, d’après (17), 

A dans la formule de Riemann (9) § 20, nous aurons les deux expres-
*) Comme on le suppose généralement dans les livres sur les fonctions abéliennes 

écrites en français.
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60 • Chapitre I. § 37.sions suivantes du genre p de l’image algébrique considéré et de la sphère de Riemann correspondante :
Ces formules donneront de suite la valeur de p, s’il réussit de présenter le discriminant sous la forme (11), c’est-à-dire, le décomposer en les facteurs essentiel et non-essentiel. Mais les formules à partir de la (16) dans le cas, où il y aura des points de ramification à l’infini — c’est ce qu’on reconnaîtra de suite, après avoir calculé le discriminant d’après la formule (6) § 4, par l’abaissement de son degré effectif au-dessous de 2m(n—1)*) ne seront vraies, que si l’on ajoute aux nombres N et A, calculés par les formules (12) et (13), les nombres pureils se rapportant aux points de ramification situés aux lieux infiniment éloignés de

m nl’image algébrique défini par l’équation F(x,y) = 0, [car autrement dans ce cas l’équation (17) n’aurait pas lieu] et qu’on trouvera par les mé-
*) C’est ce qu’on rencontre dans la théorie des intégrales hyperelliptiques, qui 

dépendent de l’irrationalité, définie par l’équation:
(a) y2— R(x) — O,
-R(rr) désignant un polynôme du degré m. Le discriminant de cette équation est :

son degré est m; mais d’après la formule (16) du § présent il devrait être égal à 
2wi, caron an—2; donc m des racines du discriminant sont à l’infini. Si l’on a m— 2p, 
c’est-à-dire si m est un nombre pair, à la valeur x — co correspondront deux points 
O' de la sphère de Riemann, un dans chaque feuillet, dans chacun des quels 
tomberont des infinis de la fonction y, comme on s’en assure sans difficulté

en posant x = —. Ces racines infinies du discriminant, x — cv>, appartiendront dans le 
cas considéré au facteur non-essentiel du discriminant. Si l’on aura m—2p -j- 1, alors 
il correspondera à rc = œ un seul point O' de la sphère de Riemann, qui sera héli
coïdal; en posant pour cela x — on verra, que pour i=O il doit être y—ce”*; par- 
conséquent m infinis de la fonction de y tomberont dans ce cas aussi dans le point O'. 
Mais de ces «i = 2p -f-1 racines infinies du discriminant à son facteur non-essentiel 
appartiendront 2p=m—1 et un seul au facteur essentiel. Ainsi dans le cas de l’équa
tion (a) et wi=2p toutes les racines du facteur non-essentiel du discriminant et dans 
le cas de wi = 2p -1- 1 aussi une racine du facteur essentiel s’éloignent à l’infini, et le 
discriminant se réduit au polynôme 7?(æ), qui est le produit des facteurs linéaires 
du facteur essentiel du discriminant, qui repondent à ses racines, situées à distance 
finie de l’origine.

La même chose aura lieu en général pour les fonctions algébriques entières 
[§ (7)]; lorsqu’elles auront des branchements à l’infini, le discriminant aura des 
racines à l’infini, et son degré sera inférieur à 2m(n— 1).
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§ 37, 38. Chapitre I. 61thodes exposées aux §§ précédents après avoir transformé l’équation fondamental (1) § 4 par la substitution, rappellée à la fin du § 21.La méthode pour décomposer directement le discriminant en ses facteurs essentiel et non-essentiel a été donnée par L. Kronecker dans le mémoire cité plus haut. Nous l’avons exposé pour la forme (1) § 4 de l’équation, dans la 1-re édition (en langue russe) de ce livre, mais comme, nous n’en aurons pas besoin dans la suite, nous l’omettons ici pour passer à la démonstration de ce que les nombres 2In6, Sl'a6,.. . sont des nombres entiers.38. Il suffit évidement de le faire pour le premier de ces nombres, car les autres ont une expression analogue. — Par l’égalité (2) du § précédent, nous avons
après avoir ajouté en crochets la quantité identiquement nulle «ï+i^'4-i — 011 peut présenter ainsi cette formule:

j h—1en ajoutant et retranchant la quantité 2 (ai— 011 en aura:
Z 7=0

avant en vue, que %p0 et «Z1pZt sont égaux à zéro, car on a po = O> 0^ = 0; en retranchant de chaque facteur binôme en paranthèses une unité, on donnera à cette expression la forme:

1 A—1 1d’où, comme la somme y 2 —®» + i) ==‘2’ao parconséquent sera dé-
z t=0truite par — du dernier terme, et comme en outre celà, en transportant gpj+1 dans le terme suivant de la somme, le dernier -y-, en sortant des
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62 Chapitre I. § 38, 39.parantlièses sera aussi détruit par —y du dernier membre en (4), on en tirera définitivement:
Mais le produit 
représente le nombre des points (a,0) qui se trouvent à l’intérieur de la trapèze, dont les côtés parallèles sont les ordonnées 0i et 0,-+i des deux extrémités du côté Cf, et les autres Taxe Oa et le côté C, lui-même, nombre augmenté de la moitié du nombre 7^—1 des points situés sur le côté lui-même, sans les points extrêmes, comme on le vérifié aisément, en construisant la figure*); à ce nombre il y est ajouté encore — (k — 1) et le nombre 0,. des points situés sur le côté droit du trapèze; donc l’expression en parantlièses représente le nombre de tous les points situés à l’intérieur du trapèze, sur le côté C, lui-même et sur son ordonnée extrême à droite, 0t.; donc enfin toute l’expression (5) représente le nombre total des points, situés sur la ligne polygonale P elle-même et au-dessous d’elle, à l’exclusion des points situés sur les axes Oa et 0^. Ce nombre 2la6 est donc un entier, c’est ce qu’il fallait démontrer. Il jouera un rôle important dans le chapitre suivant. — La signification du nombre donne le moyen le plus simple de le trouver: on n’a que de compter les points situés sur le polygone P et au-dessous de lui à l’exclusion des axes 
Oa et 00.39. Le nombre Slo6 ne séra égal à zéro que lorsque la ligne polygonale P se réduit à la droite joignant le point (a0, 0=0) avec le point (a—0, 0A=1); car alors il n’y aura sur le polygone P d’autres points que ses extrémités, qui, se trouvant sur les axes Oa et 00, ne doivent pas être comptés, de même que les points situés au-dessous de lui, qui seront tous situés sur l’axe Oa**). Et en effet, dans ce cas la formule (1) du § précédent donne pour 7<=1:

*) Voir: Briot. Théorie des fonctions abéliennes. Paris 1879. § 5, p. 9.
**) C’est ce qu’on a dans le cas hyperelliptique (voir la note du § 37) pour les 

points de ramification, situés à distance finie de l’origine, qui sont donnés par l’équation 
JR(rc) = O. En effet, la substitution: x — a -1- $, y — 0 —|—transforme l’équation: 
y*— RÇx) — O en celui-ci: 

et l’on voit de suite, que a0 = 2, ^ = 3,-1, car _R'(a)ÿ£0.
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§ 39. Chapitre I. 63
car on a dans le cas considéré ^=^ = 1, Po=0, donc —30=l, et par- conséquent en vertu de 10 § 24 aussi k.= k0=l. Mais on a 
parconséquent dans le facteur non-essentiel du discriminant n’entrent pas seulement les facteurs correspondants à ceux des points (x=a, y=b), Dour lesauels on a: 
quant aux valeurs de x, qui avec les valeurs correspondantes de y satisfont outre des équations: 
aussi à l’équation 
infailliblement du moins le point (a—1, P=l) se trouvera sur le polygone P on au-dessous de lui, et parconséquent le nombre ne sera pas égal à zéro; pourquoi du moins un seul facteur (x— a) entrera, et, de plus, élevé au carré [(8) § 37], dans le facteur non-essentiel du discriminant.Ainsi un facteur non-essentiel n’apparait dans le discriminant, et, de plus, encore élevé au carré, que pour les valeurs de x, pour lesquelles toutes les trois équations (3), (4), (5) ont des solutions communes; et inversement, pour les valeurs de x, pour lesquelles les trois équations (3), (4), (5) ont des solutions communes, il apparait toujours et, de plus, élevé au carré, le facteur non-essentiel, qui répond à une telle valeur de x. C’est sur cette remarque qu’est basée la méthode de Kronecker pour décomposer le discriminant en ses facteurs essentiel et non-essentiel.

www.rcin.org.pl



Chapitre II.
Sur les fonctions rationnelles de la variable indépendante 

et de sa fonction implicite, définie par une équation 
algébrique irréductible donnée.

40. Soit une fonction rationnelle des variables x et y, liéespar l’équation algébrique irréductible: 
sa forme la plus générale est d’après Abel la suivante: 
où f(x^y) et <?(#) sont des fonctions rationnelles entières de. leurs variables, dont la première est du degré n—1 par rapport à y. Il est évident que la fonction R(x,y) est uniforme sur la surface de Riemann, construite pour la fonction y de x définie par l’équation (1); mais la proposition inverse est aussi juste: „toute fonction z uniforme sur toute la surface de Riemann pour la fonction algébrique y définie par l’équation (1), continue et finie à l’exclusion de quelques pôles, est une fonction rationnelle de x et «/“. En effet, en désignant pour le moment par yït y2,... yn les valeurs de y, et par zv z2,...zn les valeurs de z (qui n’ont pas besoin d’être toutes différentes), correspondantes à la même valeur de rr, on aura par la formule de Lagrange: 
où l’on a fait 
en développant le second membre suivant les puissances de y, on aura une fonction entière de y du dégré n — 1, ayant pour ses coéfficients des fonctions symmétriques de yv qui, s’exprimant rationnellement en fonction des coéfficients de l’équation (1), seront des fonctions rationnelles de x, comme des fonctions continues uniformes de x, n’ayant que des pôles; donc le second membre de (3) sera une fonction rationnelle des
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§ 40. Chapitre II. 65variables x et y, entière du degré n—1 par rapport à la dernière, c’est- à-dire de la forme (2); c’est ce, qu’il fallait démontrer*).

*) Weierstrass. Leçons sur la théorie des intégrales abéliennes (1875-—1876).
’*) Serret. Cours d’Algèbre supérieure. T. I, éd. 3-me, p. 203, la formule (12), 

ou notre „ Compendium d’Algèbre supérieure14. 2-e éd., p. 303 (eu russe).

Les valeurs de x et de y, pour lesquelles, ou, à dire autrement, les points de la surface de Riemann, ou l’on a (5)
z étant une valeur donnée, se trouveront en résolvant le système des équations (1) et (5), ou, ce qui est la même chose en vertu de (2), celui-ci: (6)
D’après le théorème de Labatie les solutions de ce système seront repré' sentés par les paires d’équations suivantes:

(7)dont les premiers membres sont les fonctions irréductibles de leurs variables dans le domaine de rationalité (x,ytz) et (x, z) respectivement, car on peut toujours l’atteindre à l’aide d’un nombre fini d’opérations rationnelles. On sait**)  aussi, que le produit de toutes les secondes équations des paires (7), c’est-à-dire: (8) sera le résultant du système (6) par rapport à y\ cette équation (8) détermine toutes les valeurs de x, pour lesquelles aura lieu l’équation (5), après quoi on tirera de la première des équations (7) les valeurs correspondantes de y. Il n’est pas cependant difficile de se convaincre, que toutes les fonctions O/x, z) ne diffèrent entre elles que par des facteurs constants. En effet, soit yk l’une des valeurs de y, qui satisfait à l’équation (5) pour la valeur donnée de z et la valeur considéré de x et parconséquent à l’une de paire des équations de la forme (7), par exemple justement à l’équation (7): on aura alors identiquement: (9)ou, d’après (5): (10) 
M. TlK H OMAN DRITZ K Y. 5
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66 Chapitre II. § 40.
yk satisfait donc à l’équation: 
niais à cause de l’irréductibilité de l’équation (1) toute autre de ses racines, comme yt, satisfaira aussi à l’équation: c’est-à-dire, on aura aussi 
x étant un point ordinaire*). On voit donc, que si l’équation (9) est satisfaite par la valeur z k—~R(x,y^, elle sera aussi satisfaite par chacune des autres valeurs de z pour la valeur considérée de x, savoir:
Cela est vrai pour chaque valeur de l’indice i\ donc toutes les équations (9) pour ï=l, 2, 3, . . . X auront, pour la même valeur de x, des solutions communes, savoir (13); étant toutes irréductibles, chacune doit diviser toutes les autres; donc toutes ces fonctions 0,(^,^) ne pourront différer entre elles que par les facteurs constants. En réjétant ces facteurs constants et en désignant les fonctions après cela simplement par Q(x,z\ on aura pour le résultant (6) l’expression:
Donc z satisfait à une équation irréductible: 
— lorsqu’on a X=l, ou à l’équation, dont le premier membre est une puissance d’une équation irréductible, quand X>1.On peut obtenir le résultant des équations (6) par rapport à y aussi au moyen des fonctions symmétriques, et alors on aura, d’après ce que nous venons de démontrer: 
en désignant par <|q(æ) le coéffieient de la plus haute puissance de z dans 0(æ,£), comme il suit de la comparaison des coéfficients des plus hautes puissances de z dans les deux membres de l’égalité. zr étant la plus haute puissance de z dans Q(x,z), la comparaison des mêmes termes donne encore

*) — une supposition, faite pour avoir des valeurs de y toutes différentes afin 
de profiter la propriété connue des équations irréductibles: du reste # pourra être 
aussi voisin d’un points singulier que l’on voudra.
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§ 40, 41. Chapitre II. 67d'où l’on conclut, que p, c’est-à-dire le nombre des valeurs différentes de la fonction z =R(x,y) pour la même valeur de x est toujours un diviseur de w; donc, si n est un nombre premier, alors on aura toujours 
p=n. On voit encore par l’égalité (16), quant n n’est pas un nombre premier et X> 1, que pour la valeur donnée de z il correspond à chaque valeur de x X facteurs dans le produit à gauche, parconséquant X valeurs de y. S’il arrive, que X=l, alors à chaque valeur de x pour la valeur donnée de z il correspondra une seule valeur de y*); donc à chaque paire (x,z) il correspondra une seule valeur de y, parconséquent, pour X 1 y sera une fonction uniforme cle (x,z). Dans ce cas on n’aura q l’une seule des équations f{x,y,z)—Q [(7)], qui sera d’ailleurs du premier degré par rapport à y ; parconséquent, dans ce cas y sera une fonction rationnelle des variables x et z. Ce cas X_ 1 se présentera toujours, lorsque n sera un nombre premier, parconséquent p=n.Si le degré de la fonction z) par rapport à æ est q, alors la fonction J? (a-, y) aura la valeur z en q'r points de la surface de Riemann; car il correspondra X valeurs de y à chacune des q valeurs de x, comme on l’a vu plus haut. Ce nombre
s’appelle le degré de la fonction rationnelle de x et y. Il ne peutpas être en général plus petit que 7>-rl, p désignant le genre de l’image algébrique (1), quelques cas spéciaux exceptés, comme on le verra plus loin.41. Le cas, où l’on a X> 1, peut être ramené à celui, où l’on a X—1, par une transformation linéaire. Il suffit pour cela de poser 
ou, ce qui est la même chose,
en désignant par h une constante, qui doit être déterminée de la manière, que toutes les valeurs de x, pour lesquelles avec les valeurs correspondantes de y la fonction reçoit la valeur donnée z, soient différentes. Par la substitution (1) les équitions (6) du § précédent se transforment en celles-ci:

*) Les divers points x sur la surface de Riemann, où R jc,y) prend la valeur z, 
ne seront pas superposés dans ce. cas.
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68 Chapitre II. § 41, 42.en éliminant y entre ces équations, on aura d’après le § précédent un résultant de la forme:
8(a?',^) étant irréductibles car, comme nous l’avons vu au § précédent, le résultant sera une fonction irréductible, ou une puissance d'une telle fonction. Mais alors z sera déterminé en fonction de x par l’équation 
qui sera du degré p par rapport à x, car autrement on ne saurait avoir pour la valeur donnée de z p paires (x, y), où non seulement y', mais aussi tous les x seraient différents entre eux, comme il le doit être en vertu des égalités (2), où tous les y sont différents (car le point (x, y) est un point ordinaire, et h d’après la supposition a reçue une telle valeur, qu’aucune des égalités: 
ne soit pas satisfaite; ici, comme toujours, les valeurs correspondantes de 
x et y portent le même indice); mais alors par (18) du § précédent il doit être X' = l, car on a maintenant fl = p.42. Prenons maintenant deux fonctions rationnelles de x et ?/: 
dont la première soit du degré p, la seconde du degré v dans le sens expliqué à la fin du § 40. En éliminant x et y de ces deux équations à l’aide de l’équation (1) du § 40, on aura une équation entre ; et y.

qui sera du degré p par rapport à ç et du degré v par rapport à ;. Cette équation (3) sera- irréductible, ou une puissance d’une équation irréductible. En effet, si les paires des valeurs correspondantes des variables x et y: 
sont celles, pour lesquelles on a 7?1(^7,y) = ç; alors le produit 
sera le résultant de l’équation (2) par rapport au système d’équations:
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§ 42. Chapitre II. 69Ce produit (5) se réduira donc, tous les calculs faits, 'à la fonction <h(;,r(), par rapport à laquelle aura lieu la proposition énoncée. Pour le démontrer, posons comme dans le § précédent: 
où h doit être choisi de la manière, que toutes les valeurs de chacun des éléments de la paire (a*'., y.), pour lesquelles on a J?, (#',»/') = £, soient différentes; alors d'après le § précédent les variables x et ; seront liées par l’équation irréductible: 
laquelle sera du degré u par rapport à x, et en même temps y' s’exprimera rationnellement en fonction de B et x', ainsi qu’on aura 
où R désigne une fonction rationnelle de ses variables. En vertu de cette égalité (9) les égalités (7) prennent la forme: 
donc x et y s’exprimeront rationnellement par x et En désignant par (a?., 2/’) les valeurs, en nombre p-, de la paire (x1, y'), pour lesquelles on a Jt.(x.y)— on aura d’après (10): 
en portant ces valeurs dans le produit (5), et en désignant par JR3(a;',$) ce, que devient Rjx^y) par cette substitution, on aura d’après le § 40:
— après avoir exprimé la fonction symmétrique, qui est à gauche, des racines x. de l’équation (8) par ses coefficients, — où 02(;, tj) est une fonction irréductible de ses variables. Mais cela ne sera autre chose que le résultant de l’élimination de x et y des équations (1) et (2) à l’aide de l’équation (1) § 40; donc
c’est ce, qui exprime notre proposition. En désignant par p2 le degré de par rapport à on aura
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70 Chapitre II. § 42, 43.comme il résulte de la comparaison des degrés de q dans les deux membres de l'égalité (12). — Si nous avions commencé par l’élimination de^entre les équations (1) § 40 et (2) du § présent, nous serions arrivé à la conclusion, que la meme fonction v,) est du degré par rapport à tel, qu’on a 
c’est ce qui finit à démontrer notre proposition par rapport à <!>(;, q). Si1, les nombres p.2 et q2 seront À2 fois moindre que les nombres y. et v respectivement, et les variables ’z et q seront liées par l’équation: 
parconséquent à chaque valeur de ; correspondront p.2 valeurs différentes de q, car 62(Lq) est irréductible, et à chaque valeur de q correspondront 
q.2 valeurs différentes de ;. Si l’on a À2=l, alors il devient: p2~p, 
q2=v, et les variables ; et q seront liées par l’équation irréductible:
Dans ce cas remarquable, d’après le § 40, la variable x', die aussi, s’exprimera rationnellement par ; et q*), et en conséquence des formules (10) de même les variables x et y. Ainsi dans le cas en question chaque paire: celle des variables x et y, liées par l’équation 
et celle des variables ; et q, liées par l’équation: 
s’expriment rationnellement l’une par l’autre. Dans ce cas reçoit-on non seulement l’équation (19) de l’équation (18) par une substitution lation- nelle, mais aussi cette dernière équation de l’équation (19) par une substitution rationnelle. Les deux équations (18) et (19) seront donc ration
nellement-réversibles. L’ensemble de toutes les équations rationnellement- réversibles forme une classe d’équations. (Riemann).43. Toutes les équations rationnellement-réversibles définissent des 
fonctions algébriques de même genre, qui est aussi celui des surfaces de Riemann correspondantes — c’est, ce qui permet de démontrer aisément cette proposition importante. D’après la définition que nous avons donné au § 14, le genre de la surface de Riemann, répondante à l’équation 

m n
F(x,y) = 0, est le nombre le ) lus grand des courbes fermées, qu’on peut

*) L’équation (12) étant le résultant de vj = i?3(æ',£) par rapport à l’équation (8).
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§ 43. Chapitrell. 71tracer sur cette surface en même temps sans empêcher par celà la com- muniquation des parties de la surface adjacentes à ces courbes; nous avons désignées ces courbes en § 16 par Ak (k = 1,2, . . . p). Lorsque x aura décrit l’une de ces courbes, Ak par exemple, alors y reviendra à sa valeur initiale; donc aussi les fonctions rationnelles des variables x et y.

et 
reprendront leurs valeurs initiales, et parconséquent le point ($,'q) décrira sur la surface de Riemann correspondante à l’équation 
qui relie ces variables entre elles, une ligne fermée aussi afc, car t et rt reviendront à leurs valeurs initiales, laquelle en outre n’empêchera pas la communication des parties de cette surface, adjacentes à elle, ak. En effet, si le point (x, y) passe de l’un côté de la ligne Ak au point vis-à-vis de l’autre par une ligne qui ne la croise pas de même que les autres de ces lignes, par exemple par la ligne Bk, alors à cause de l’uniformité des fonctions 7?/^,y) et R^y) sur la première surface de Riemann, rela- 

m ntive à l’équation F(x,y) O, la même chose fera le point sur la V [J.surface de Riemann relative à l’équation <P($,7j) = O, par rapport à la ligne Ainsi à chaque ligne fermée Ak sur la première surface de Riemann il correspondra sur l’autre une ligne fermée ak de même nature; donc le nombre de ces dernières lignes ne peut pas être moindre que celui des Ak. Mais à cause de la réversibilité rationnelle des équations 
F(x,y)~0 et <!>(;, ï]) = O, le nombre des lignes fermées Ak ne peut pas non plus être moindre que celui des lignes fermées ak; donc les deux nombres sont égaux; c’est ce qui démontre notre proposition.

Remarque. Les deux lignes de différentes catégories, comme Ak et m nAp sur la surface de Riemann relative à l’équation F(x,y)-=O ne peuvent engendrer deux lignes et a' d’une même catégorie sur la sur- V [J.face de Riemann, répondant à l’équation d>(;,t)) = 0; car les lignes d’une même catégorie sur l’une des surfaces de Riemann aussi bien que sur l’autre, peuvent être reçues l’une de l’autre par une déformation continue, ce qui est impossible pour les lignes des différentes catégories, car les points de ramification, qu’entourent ces diverses lignes, ne sont pas les mêmes, du moins quelquesunes.
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72 Ch ap i tre II. §44.44. Nous passons maintenant de ces considérations générales à la considération des fonctions rationnelles d’un point (x,y) de l’image algébrique défini par l’équation elgébrique irréductible 
plus spéciales, mais qui jouent un rôle fondamental dans la théorie qui nous occupe, semblable à celle des fractions simples dans la théorie des fractions rationnelles. On arrive aux conditions qui les définissent, en envisageant les formes différentes qu’on peut donner à l’expression 
qui, multiplié par dt, figure sous le signe d’intégration dans l’intégrale abélienne, f(x, y) désignant une fonction rationnelle de x et de y des dégrés P et v respectivement, aux points critiques, c’est-à-dire aux points de ramification et aux lieux infiniment éloignés de l’image algébrique de differentes catégories. Quant aux points de ramification, nous avons déjà expliqué au § 34 comment peut-on exprimer en fonction d’une variable auxiliaire t les variables x et y aux environs de ces points; passons donc aux lieux infiniment éloignés.a) Pour tous les points, où l’on a <zo = 0, y = on fait la substitution:

m |alors, en vertu de l’équation (1) ayant —) = 0, on aura: 

en posant 
en faisant encore
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§ 44. Chapitre II. 73on réduira l’expression (2) à la forme:
b) Pour les points, où l’on a x = <x> et y fini, on pose: 

donc on aura 
en faisant 

on réduira l’expression (2) à la forme:
c) Pour les points, où l’on a x — et y — <x>, on fait à la fois les deux substitutions (3) et (8), ou, ce qui est la même chose on fait la dernière substitution, c’est-à-dire (8), dans la formule (7). Alors, ayant égard à (9) et en posant 

on réduira l'expression (2) à la forme:
Maintenant, la fonction rationnelle de x et de y peut toujours être déterminée — et cela seulement à Vaide des opérations rationnelles, — de manière:1°) qu’en tous les points de ramification de la fonction y de x, définie par l’équation (1), qui se trouvent dans le fini, son degré par rapport à la variable auxiliaire t (§ 24) soit égal à celui de l’expression;
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74 Chapitre IL § 44.par rapport à la même variable t;2°) qu’en tous les points, où l’on a «o = O, y — <x>, soient égaux les degrés, par rapport à la variable t, des expressions:
3°) qu’aux points, où l’on a a? = cc, y fini, soient égaux les degrés par rapport à t des expressions:
4°) qu’aux points, où l’on a # = <x>, ?/ —œ, soient égaux les degrés par rapport à t des expressions:

(où l’on a conformément à (13) et (5): 
ak étant le résultat de la substitution de -=■ aulieu de oc dans a/t., multiplié par #’”;) — la valeur de la variable auxiliaire t étant supposée infiniment petite.Alors l’expression
restera finie en tous les points de la première catégorie; sera de même ordre que 3/w-2—i-=0 en tous les points de la seconde catégorie, de même ordre que _=0 en tous les points de la troisième, et enfinde même ordre que le produit æ"*~2~,x __0 . -=0 en tous lespoints de la quatrième catégorie.

Les fonctions rationnelles de x et y qui satisfont à toutes ces con
ditions, seront appellées fonctions adjointes à Véquation (1), suivant M. Noether (adjungierte Kurven). Les plus remarquables des fonctions adjointes sont celles, pour lesquelles on a = m— 2, v = n — 2: avec ces fonctions l’expression (21) sera toujours finie; on les désigne d’après Riemann par 
et on les nomme fonctions adjointes de première espèce', ensuite les fonctions adjointes
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§ 44, 45. Chapitre II. 75pour lesquelles l’expression (21) reste finie aux points de la première catégorie et est du meme ordre que l-i_ q aux points de la deuxième, que 1 _ „ — de la troisième, et que le produit 1 . il —de la
■£ ; x=u X y=0 y I y=0quatrième. Elle est aussi d’une grande importance dans notre théorie.45. Nous allons maintenant montrer, comment peut on déterminer effec- tivement la fonction de manière à remplir ces conditions. A lapremière approximation on aura d’après (4) § 36: 

en posant ; = nous donnerons à cette égalité la forme: 
mais comme on a x = a-\-' = a on en tire par la différentiation: 
en divisant (2) par (3), on aura: 
ainsi s’exprime ce quotient pour chaque valeur de v, qui est une racine de l’équation L. = 0 [(14') § 24 en vertu de (13) § 24]. En posant

;x v# = «-]-S, 2/ = ^ + ^ aussi dans la fonction f(x,if), on aura: 

jx à droite étant donnée pdf la formule (3) du § 24, et en posant ici £ = ;'7', l’égalité suivante:
En la comparant avec l’expression (4), on voit que pour le côté C. du polygone P (dont le coéfficient angulaire est —u) il doit être:

*) La lettre p à droite et celle à gauche ont des significations tout à fait différentes 
qu’on ne doit pas confondre.
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7G Chapitre II. § 45.
dF (oc if) d ocafin que les fonctions f(x,y) et —: soænt des infiniment-petites de même ordre pour la valeur infiniment-petite de On peut donner à la condition (7) une forme plus simple, en posant 

alors elle devient: 
et le polynôme (5):
— si l’on désigne encore ses coéfficients simplement par aulieu de Après ce changement l’égalité (G) prend la forme:
Si l’on divise (9) par ]), on aura:
le degré de la fonction f\x,y) pour V infiniment petit étant plus élevé que il en suit, que tous les By^qui correspondent aux points (7,8),situés sur le polygone P et au-dessous de lui, doivent être égaux à zéro: 
c’est ce qui donne les conditions 1°), auxquelles doivent satisfaire les coéfficients du polynôme f(x,y), pour qu’il présente ce, que nous avons nommé une fonction adjointe à l’équation (1) du § précédent. Les coéffi- p. Vcients P.p sont des fonctions linéaires des coéfficients de f(x,y\ car ils sont les valeurs des dérivées de différents ordres de cette fonction par rapport à « et à y, divisées par certains nombres entiers, pour 
v=b. Si 
est la paire d’équations, qui déterminent un tel point (a, &), pour lequel 
v est une racine de l’équation Z.=0, le premier membre de (13) doit s’annuler pour toutes les solutions de la paire d’équations (14); parconsé- qnent l'expression Byg (où nous écrirons maintenant x, y aulieu de a, b respectivement) doit, étant disposée suivant les puissances descendantes de y, ê:re divisible par ?(j?, y) pour toutes les valeurs de x, qui satisfont à l’équation *b(.-r)=O; pourquoi, après avoir divisé B.,7j par q(x, y), nous
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§ 45, 46. Chapitre II. 77poserons égaux à zéro les coéfficients du reste de la division: nous aurons ainsi une série d’équations, qui doivent être satisfaites par toutes les solutions de l’équation ù(^)—0: parconséquent le premier membre de chacune de ces équations doit être divisible par XX); par cette raison nous poserons égaux à zéro les coéfficients de chaque puissance de x dans les restes de leur division par XX): c’est ce Qni nous donnera les
U Vrelations cherchées entre les coéfficients de la fonction f\x, y), qui seront linéaires par rapport à eux.46. Ces conditions sont également indispensables, comme dans le cas, où v est une racine simple de l’équation 7L.=0, de même dans celui, où elle est une racine multiple; mais dans le dernier cas des nouvelles conditions s’y ajoutent, car dans ce cas on a besoin d’une seconde approximation pour trouver la répartition en groupes circulaires des valeurs de y. qui deviennent égales à b pour x~a. Dans ce dernier cas on aura d’après le (14) du §36: 

si l’on y pose d’après (18) du même §: 
cette égalité se transforme en celle-ci: 
en le portant dans le (2) du § précédent, on aura:
Mais d’après (3) du § précédent et (2) du § présent on a: 
en divisant (4) par (5), nous aurons:

En faisant la substitution 
où Vj est une racine multiple de l’équation L.=0, dans la fonction puis en posant

www.rcin.org.pl



78 Chapitre II. § 46.on aura pour le côté C.'„ du polygone P : 

en le portant dans le (11) du § précédent, nous aurons:
Pour chaque racine de l’équation L.—Q on a 

comme nous l’avons vu au § précédent; maintenant, en comparant (11) avec (6), on trouve, qu’il doit être encore: 
pour le côté C., du polygone P. I)’ici on tire, comme plus haut, la conclusion, que pour toutes les y' et 3', qui correspondent aux points, situés sur le polygone P et au-dessous de lui, il doit être:
Ces sont les polynômes en que nous disposerons suivant lespuissances de cette quantité (laquelle nous désignerons maintenant simplement par î>); les coéfficients de ses puissances seront les fonctions linéaires des P.^, parconséquent des polynômes en x et y, dont les coéfti- cients seront les fonctions linéaires des coéfficients de la fonction cherchée 
t\x,y). Les valeurs de v sont déterminées par les systèmes des trois équations de la forme:
pour toutes les solutions de ce système doivent être remplis les conditions (14); pourquoi nous diviserons par 7A(x,y,v), après l’avoirdisposé suivant les puissances descendantes de v, et poserons égaux à zéro les coéfficients de toutes les puissances de v dans le reste reçu : nous aurons une série d’équations avec les inconnues x et y, qui doivent être satisfaites par toutes les solutions des deux dernières des équations (15); par cette' raison, après avoir disposé chacun de ces coéfficients
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§ 46, 47. Chapitre II. 79suivant les puissances descendantes de y, nous les diviserons par ^,(.r, y) et poserons égal à zéro chacun des coéfficients des restes de la division: on aura des équations avec une seule inconnue x, qui doivent être satisfaites par toutes les solutions de l’équation ^(r)—0; donc, après les avoir disposé suivant les puissances décroissantes de x, nous les diviserons par ôj-r): en égalant à zéro les coéfficients de chaque puissance de x dans les restes reçus, on aura les équations cherchées entre les
U Vcoéfficients de /"(a;, y), linéaires par rapport à eux-47. Ainsi on trouve les conditions pour les coéfficients de la fonction O. Vadjointe f(x,y\ lorsqu’on a besoin d’une deuxième approximation pour répartir en groupes circulaires les valeurs de y, qui deviènnent égales à b pour x=.a. Ces conditions seront suffisantes, lorsque v est une racine simple de l’équation Z/,=0; mais si elle en sera une racine multiple, alors à l’aide de la troisième approximation on aura de la même manière pour le côté C'.', du polygone P": 

et aussi

En comparant ces deux expressions, vu les (12) et (13) du § précédent, on trouve, qu’il doit être aussi: 
d’où il suivra à son tour, que pour toutes les valeurs de 7" et ô", correspondantes aux points, situés sur le polygone P et au-dessous de lui, on doit avoir:
Ici sont des polynômes, disposés suivant les puissances descendantes de v', dont les coéfficients sont les polynômes, disposés suivant les puissances descendantes de v; les coéfficients de ces dernières sont les polynômes, disposés suivant les puissances descendantes de y avec des coéfficients, qui sont des polynômes, disposés suivant les puissances descendantes de x, dont les coéfficients sont les fonctions linéaires des
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80 Chapitre II. §47, 48.
coéfficients de la fonction cherchée ffay). Les valeurs de v' sont déterminées par des systèmes de quatre équations de la forme:

les équations (4) doivent avoir lieu pour toutes les solutions de ce système; donc nous diviserons après les avoir disposé suivant les puissancesdescendantes de u par 4», (r, y, v, v') ; les coéfficients du reste de la division nous poserons égaux à zéro: nous aurons ainsi les équations, qui doivent être satisfaites par toutes les solutions des trois dernières des équations (5); par cette raison nôus diviserons le premier membre de chacune des équations reçues après les avoir disposé suivant les puissances descendantes de v, par et poserons égaux à zéro lescoéfficients des toutes les puissances de v dans les restes de la division: nous aurons ainsi des équations entre y et x, qui doivent être satisfaites par toutes les solutions des deux dernières équations (5); pourquoi nous diviserons le premier membre de chacune d’elles après les avoir disposé suivant les puissances descendantes de y, par v3(x, y) et poserons égaux à zéro les coéfficients des puissances de y dans les restes reçus: on aura ainsi les équations avec la seule inconnue x, auxquelles doivent satisfaire toutes les solutions de la dernière des équations (5); donc nous diviserons les premiers membres de ces équations par ty2(x) et nous poserons égaux à zéro les coéfficients des puissances de x dans les restes reçus: on aura ainsi les conditions nouvelles pour les coéfficients de la fonction adjointe f(x,y) en forme des équations linéaires par rapport à aux.De la même manière il faut oppérer plus loin, si l’on aurait besoin de la quatrième approximation et des approximations ultérieures pour répartir en groupes circulaires les valeurs de y, égales à b pour x~a.48. La détermination de la fonction adjointe f{x,y) conformément aux autres conditions du § 44 demande des opérations analogues. Ainsi aux points, où x est égal à l’une des racines de l'équation a0—0 (soit «) et en posant x—a-H, y=l, on aura: 
où l’on a
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§ 48. Chapitre II. 81et 
où l’on a 
car à cause de «o=O y sera le facteur commun de tous les termes en (3). En différentiant l’égalité (3) par rapport à v, on aura: 

d’où l’on trouvera, en ayant égard à (4) § 44 et à (3) lui-même:
En posant dans (1) et (6) $ = $ z et en divisant la dernière égalité par 
on aura: 

parconséquent pour que les degrés de (8) et (9) soient égaux, on doit avoir : 
d’où l’on conclut, que pour tous les points (7,6), qui correspondent aux points, situés sur le polygone P,, construit pour le point singulier considéré maintenant, et au-dessous de lui, doivent avoir lieu les équations:
Les premiers membres de ces équations sont des fonctions de x, dontles coéfficients sont des fonctions linéaires de ceux de la fonction ils doivent s’évanouir identiquement pour toutes les racines de l’équation 
qui donne les racines de l’équations a0—O pour lesquelles devient nul un groupe des coéfficients désignés dans la formule (6) | où l’on doit porter auparavant l’expression (4) de la fonction _F(1) (ë,v)]; parconséquent on égalera: à zéro les coéfficients du reste de la division de B.^ par

M. Tikhomandritzky. 6
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82 Chapitre IL § 48.œ(«): on aura ainsi des nouvelles conditions auxquelles doivent satisfaire les coéfficients de la fonction linéaires par rapport à ces coéfficients.De la même manière on trouvera les équations entre les coéfficients F Vde la fonction /’(#,?/), linéaires par rapport à eux, qui résultent des F Vconditions d’adjonction, imposées à la fonction f(x,ÿ) aux points de la troisième et de la quatrième catégories *). En désignant par (a, b) un
*) Four l’image algébrique hyperelliptique les conditions d’adjonction ne viennent 

que des points de la quatrième catégorie, comme il résulte de la remarque faite dans la 
note marginale au commencement du § 39. Eu transformant l’équation hyperelliptique :

par la substitution X——, y = on aura l’équation x y

en posant 

si A est le coéfticient de la puissance #2P+1 dans (a), alors la valeur principale de 
ÿ, déterminée par l’équation 

sera égal à

En posant xzzt2, on aura:

La partie principale de la valeur de la fonction 
§ 44] sera maintenant 

et parconséquent la valeur principale de

La fonction adjointe de la première espèce cc( x , y) dans notre cas a la forme:

après la substitution x — y=ÿj e^e donnera la fonction:
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§ 48. Chapitre II. 83point de ramification quelconque, se trouve-t-il dans un lieu fini ou infini de l’image algébrique, et par A(tib le nombre des points (a,;3) situés sur le polygone P correspondant et au-dessous de lui, et de même poulies polygones subordonnés, en un mot — le nombre définie par la formule (5) § 37, on aura le nombre total A des équations linéaires entreles coéfficients de la fonction qui résultent des conditions d’adjonction, par la formule: 
la somme s’étendant maintenant (d’après la remarque faite à la fin du même §) à tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis de l’image algébrique, défini par l’équation:

Remarque importante. Chacune de toutes les A équations
B^=Q, ... de Briot, que nous avons reçu dans les§§ 45—48 à la première, à la deuxième, à la troisième, . . . approximations pour déterminer les coéfficients de la fonction rationnelle générale p. v m n
f(x,y) de manière qu’elle soit adjointe à l’équation F(x, 2/)=0, est indispensable, leur ensemble est suffisant pour celà. Il en est de même des nos équations d’adjonction que nous avons déduit par notre méthode des opérations rationnelles des équations de Briot, les nôtres étant des combinaisons linéaires de celles-ci en même nombre, comme il est aisé a voir.Ces équations ne sauraient pas être dépendantes les unes des autres dans le cas général, ne l’étant pas dans le cas particulier hyperelliptique,
cette fonction doit être de même ordre infiniment petite que la quantité (i) ; donc on 
doit poser

en portant ces valeurs dans (j), on aura pour la fonction adjointe de la première 
2p—1 o

espèce <p( x , y) l’expression suivante: 

tous les coéfticients restant arbitraires ici. On aura donc p fonctions indépendantes de 
première espèce. Le même nombre on trouve par la formule de Riemann [(9) § 20] poul
ie genre de cet image algébrique: on a dans le cas considéré: n~2, w —2p +1 H- 1 = 

loin que le nombre des fonctions adjointes de première espèce, indépendantes entres 
elles, est toujours égal au genre de l’image algébrique, défini par l’équation (14) du 
§ présent.
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84 C h a p i tr e IL § 48.(c'est, dont il est aisé de s’assurer par le calcul direct des fonctions 2p+1adjointes à l’équation y3—R ( x )=O, facile à faire*);) mais pourtant la possibilité d’une telle dépendance dans des cas particuliers ne parrait pas d’étre exclue par celà à priori; il faut donc discuter de près ce point important de notre théorie **).Les équations, exprimants les conditions d’adjonction, étant linéaires
p. Vpar rapport aux coéfficients cherchés de la fonction adjointe f(x, y), pour que q d’elles soient des conséquences des autres d’entre elles, il faut, qu’évanouissent certains déterminants, dont les éléments sont composés des coéfficients de l’équation fondamentale (14),-et contiennent aussi lesexposant q et v de la fonction f(x, y); mais ces derniers étant des nombres abstraits, on aura ainsi des rélations entre les coéfficients seuls de l’équation fondamentale, lesquelles auront lieu pour toute autre fonctionadjointe comme Pour s’en assurer, il n’y a qu’àappliquer les équations d’adjonction respectivement aux fonctions adjointesréductibles la forme des équations restera la même.seulement la notation des inconnues subira un changement légère. Il ensera de même pour la fonction En effet, chaque produitde la forme

sera aussi une fonction adjointe, comme le second facteur à gauche, des degrés p- et v par rapport à x et à y respectivement, mais réductible (zerfallende adjungierte Kurve). Les coéfficients de la fonction adjointe _ q *'
f(x, y} satisfairont donc à toutes les équations, que donne notre méthode p. Vpour la fonction adjointe f(x, y), et celà quelques soient les a, b, c. En prenant c—1, on en tirera les équations, auxquelles doiventsatisfaire les coéfficients de la fonction adjointe Ces équations

p- vauront la même forme que celles pour la fonction /(«, y), les coéfficientsde celle-ci devant se réduisant i de la fonction
r p.devant le coéfficient devant x'J-~l dans <xfc se réduisant à

*) V. les notes marginales aux §§ 48 et 56.
**) Briot (1. c. p. 20) suppose ces relations distinctes.
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§ 48, 49. Chapitre IL 85
p.—îdevant x^~l dans a*_i.  Ces équations, étant en même nombre A, également indispensables et suffisantes que celles, qu’on trouve pour les coéffi- (X—1 V—1

*) Brill et Noetlier. Math. Ann. Bd. VII, § 4.
**) Une démonstration directe n’étant pas encore donnée jusqu’à présent, nous 

reproduirons la démonstration citée des M-rs Brill et Noether sous la forme un peu 
modifiée dans l’„Appendice“.

cients de la fonction /'( x , y ) en lui appliquant directement notre méthode, seront équivalentes à ces dérnières, et comme les premières ne diffèrent que par la notation des inconnues de celles pour la fonction
P V

t\x, y), q d’entre elles seront les conséquences des autres, et par suite la même chose aura lieu pour les dernières, et cela en vertu des mêmes relations entre les coéfficients de l’équation fondamentale.Nous sommes donc maintenant en présence des mêmes circonstances }X —1 V —1 fX Vpour la fonction /’( x , y ), qu’auparavant pour la fonction f(x, y). En continuant ces considérations, nous arriverons de proche à proche à la conclusion, que des A équations d’adjonction q seront les conséquences des autres de ces équations pour chacune des fonctions adjointes précé- wt—2 n—2dentes jusqu’à la fonction f( x , y ) [que nous désignerons désormais 
m—2 n—2par ?( x , y )] inclusivement. Mais alors les 2/>—2 zéros variables de cette dernière fonction adjointe [d’après la formule (20) de § 50] formeront une multiplicité (eine Schaar) de dimension p— l+q, ocp~1+», tandisque, comme l’ont démontré M-rs Brill et Noether *)  par les considérations géométriques à l’aide du théorème du reste („Restsatz“), elle ne peut pas être que de dimension p— 1: œ?-1. On doit donc avoir #=0, c’est-à- dire, les équations d’adjonction sont indépendantes entre elles dans tous les cas**).49. Le nombre des coéfficients de la fonction y) est donné par la formule: 

mais comme dans le cas p-^m, les valeurs de cette fonction en tous les points de l’image algébrique, défini par l’équation (14) du § précédent, sont égales aux valeurs de la fonction
désigne une fonction entière des variables x et y desdegrés marqués au-dessus, avec (p-—m + l)(v—w-1) coéfficients indéter-
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86 Chapitre IL § 49, 50.minés, on peut profiter de cette indétermination afin de donner à un même nombre des coéfticients de la fonction des valeurs fixées une fois pour toutes, par exemple, égales à zéro; alors il restera un tel nombre des coéfficients indéterminés:
qui doivent satisfaire aux conditions d’adjonction mentionnées plus haut,P- \ en sorte qu’il reste définitivement dans la fonction adjointe f(x, //) seulement
des coéfticients indéterminés, A étant déterminé par la formule (13) du § précédent. Lorsqu’on a u<w, v<w, alors le nombre des coéfticients indéterminés sera égal à
dans le cas — 2, —2 — de la fonction adjointe delà première

m—2 n—2espèce »( x , y ), on aura pour le nombre de ses coéfticients qui restent arbitraires, l’expression
— d’après le (20) du § 37 (conformément à ce, que nous avons devancé dans la note marginale du § 48). Dans le cas — 1, v=n—1, — celuide la fonction adjointe on aura pour le nombre de sescoéfficients indéterminés l’expression:(7) mn — A —p -|- w + n — 1.50. Les valeurs de la variable x, pour lesquelles on aura
seront déterminées par l’équation, qui résulte de l’élimination de y de l’équation (1) à l’aide de l’équation fondamentale
savoir de l’équation:
Le degré de cette équation par rapport à x est égal à
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§ 50. Chapitre IL 87car elle est du degré v par rapport aux coéfficients de l’équation (2), qui sont du degré m en x, et du degré n par rapport aux coéfficients de l’équation (1), qui sont du degré p. en x. Mais entre les racines de cette équation (3) on trouvera les valeurs, qui correspondent aux points de ramification («,&), et le facteur x—a, correspondant à un tel point, entrera dans la fonction au degré 2X&. En effet, d’après (11) du § 45 nous avons dans le voisinage de ce point: 
mais d’après le (9) du § 45 on a: 
parconséquent 
le même facteur correspond aux p valeurs de v pour chaque racine de l’équation L.= 0 du degré 7<\ par rapport à A, qui répond au côté C. du polygone P; donc le produit des facteurs de <!>(£), répondants à ce côté prendra la forme
mais on a —[t, ktp=at-—a<+1 [(10) § 24]; parconséquent, et envertu de on le réduira à celui-ci:
En formant des pareils produits pour les autres côtés du polygone P et en les multipliant on aura, vu que po=0, «/t=0: 
ce qui pourra d’après (1) du § 38 être présenté ainsi:

Dans le cas où À est une racine multiple de l’équation £, = 0, on trouvera de même pour le produit à la droite de (11) cette expression:
la somme s’étendant sur tous les côtés des toutes les lignes polygonales P', qui se rapportent à toutes les racines multiples de toutes les équations 1^ = 0 pour tous les côtés de la ligne polygonale P; car le facteur extérieur
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88 C hapitre IL § 50.

w—restera le même pour p valeurs dev=yX, à chacune desquelles corres-
X— »pondent p valeurs de y X'? — pourquoi il entrera pp fois; mais on a =£'p=j-, et cela pour chaque côté du polygone P et celui de 

P, qui lui est subordonné; donc on aura le facteur, écrit en (12). En le portant dans (11), on aura: 
où l’on a v'1 —l', X' étant une racine de l’équation 77, = 0. Ici de mêmes tous les facteurs du produit à droite qui répondent à une racine multiple de cette équation, auront en facteur la même puissance de la même puissance de 5"' entrera dans tous les facteurs du produit, en nombre 
pour les valeurs choisies de X, X', X", car les coéfficients de l’équation 77’, = 0 de la troisième approximation dépendent de X et X', comme on l’a vu en § 28 (remarque marginale); parconséquent le facteur:
entrera élevé à la puissance pp'p pour chaque combinaison des valeurs de X, X’, X" qui répondent au chaque côté de P et de tous les polygones lui subordonnés P et. P", et, comme on a 1 ''1 — = on aura:
la somme s’étendant à tous les côtés des polygones P qui répondent à tous les polygones P', qui à leur tour répondent à tous les côtés du polygone P. En portant le produit des (14) en (13), on aura:

En continuant les mêmes considérations, on trouvera pour le résultat définitif, qu’on doit avoir:
Aab étant déterminé par la formule (5) du § 37, (en comprenant, pour plus de simplicité, sous le signe n à droite aussi tous les autres facteurs du produit à gauche, qui se rapportent aux valeurs de y/ différentes de b pour x = a). On voit de cette formule que la valeur x~a, qui répond
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§ 50. Chapitre IL 89au point hélicoïdal (a, b), sera pour l’équation $(#) = () une racine de multiplicité 2Aob (car t — x—a). Parconséquent il y aura aux points de ramifications 2-4 zéros de la fonction le nombre A étant déterminé par la formule (13) du § 48, où, — rappelons le —, la sommation s’étend à tous les points de ramification, situés aux lieux finis ou infinis de l’image algébrique (2); car l’équation «I>(rr) = 0, résultante de l’élimination de y entre les équations (1) et (2), aura pour ses racines aussi les valeurs de x, pour lesquelles ces deux équations (1) et (2) en y auront pour racines communes des valeurs infinies de «/*); la présence des valeurs infinies de x entre les racines de l’équation <!>(#) = 0 on reconnaîtra par l’abaissement de son degré effectif au-dessous de la valeur donnée par la formule (4).Outre ces 2A zéros, communes à toutes les fonctions adjointes, la p- *fonction adjointe f(x> y) aura d’autres zéros, variables d’une fonction à l’autre, en nombre:
. ’JLe nombre des coéfficien fs indéterminés de la fonction f\x, y) dans le cas de d’après la formule (4) du § précédent étant 

le nombre de leurs rapports à un même d’entre eux sera égal à 
en retranchant ce nombre du nombre (17) des tous les zéros variables de la fonction ‘P(^), on aura un reste: 
donc, le nombre des zéros de la fonction adjointe f(x, ÿj, surpassant de p le nombre de ses coéfficients arbitraires, on voit que p de ces zéros ne peuvent pas être assignés à volonté, mais sont complètement déterminés par les autres. Dans le cas de \i — m— 2, v = w— 2, le nombre 

m—2 n—2des rapports des coéfficients arbitraires de la fonction <?( x , // ) à l’un d’eux d’après (6) du § précédent étant égal à 
et le nombre de ses zéros variables étant égal à

*) Voir Servit. Cours d’algèbre supérieure. 3-me éd. Paris, 1866. T. I, p. 641.
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90 Chapitre II. § 50, 51.on voit que de —1) zéros de la fonction adjointe de première espèce ne peuvent être donné arbitrairement qu’une moitié seulement: p— 1, et que les autres en sont parfaitement déterminés. Dans le cas p=m— 1, v=m—1, le nombre des rapports des coefficients arbitraires de la fonc- 
m —1n—1tion adjointe x , y ) à l’un d’eux, d’après (7) du § précédent est égal à: 

tandisque le nombre de ses zéros mobiles est égal à

en le comparant avec le nombre précédent, on voit que pour la fonction 
m—1 h—1adjointe «K ® , y ) le nombre de ses zéros variables, qui sont déterminés par les autres, est aussi égal à p, le genre de l’image algébrique, comme dans le cas de p. m, v 3= n.51. Soient 

deux fonctions adjointes, comme la fonction f(x, y) des sept derniers §§, des mêmes degrés respectivement par rapport à x et //, contenant chacune d’après (4) du § 49 
coéfficients arbitraires. Comme des fonctions adjointes elles seront aux points de ramification toutes les deux du même ordre que le quotient 
et parconséquent d’un ordre égal: comme des fonctions adjointes des mêmes degrés par rapport à a? et à y respectivement, elles seront du même ordre aussi aux points infiniment-éloignés de l’image algébrique 
parconséquent leur rapport 
présente une fonction, qui a une valeur finie en tous les points singuliers de l’image algébrique (4). Quant aux points ordinaires, on peut toujours, en supposant les nombres p et v suffisament grands, de finir la déter-
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§51. Chapitre II. 91mination des fonctions (1) de manière, que z deviendra =cc1 aux m' points fixes de la surface de Riemann correspondante à (4), choisis à volonté. En effet, pour qu’il serait possible de le faire, il faut et il suffit, que le nombre des rapports çles coéfficients arbitraires de la fonction /(#, y/) à l’un d’eux soit plus grand que m':

p v alors1') on peut toujours déterminer la fonction /(#,?/) d’une telle manière, qu’elle devient un zéro du premier ordre: O1, aux m points donnés; aux coéfficients qui resteront après cela indéterminés, on peut donner des valeurs quelconques, choisies à volonté; alors tous les zéros restants serontJJl V complètement déterminés. Après cela, la fonction t/) étant de même degré par rapport à respectivement à y, on peut la déterminer de manière, qu’elle devient un zéro du premier ordre, 0l, à chacun de ces[X V zéros restants de la fonction '/(x, y), dont le nombre est
si seulement ce nombre ne surpasse pas le nombre des rapports des p- 'Jcoéfficients de la fonction ty(x,y) à l’un d’eux, c’est-à-dire, si l’on a l’inégalité suivante: 
ou en transportant tous les termes à droite: 
c’est-à-dire — d’après (20) du § précédent—, si l’on a
Le nombre des coéfficients arbitraires, qui restent après cela dans la fonction 
z [(5)], sera égal à
en y comprenant le facteur commun des tous les termes. Ce nombre ne peut pas être inférieur à 2. En effet, les mêmes infinis, que la fonction z, aura aussi la fonction donc on aura toujours 
d’ou il suit
Ainsi, quand on a notre problème est toujours possible, car alorsla fonction z, définie par l’équation (4), ne deviendra en effet infinie du

*) Si l’on.a le cas de m'=p sera discuté à part plus loin.
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92 Chapitre IL § 51, 52.premier ordre œ1, qu’aux m points donnés. Le plus petit nombre des points analytiques, où la fonction rationnelle des variables x et y, liées par l’équation (4), doit devenir =oo‘, qui peuvent être donné à volonté, est donc 2?+l. [Cette proposition Weierstrass a pris pour la définition même du genre (Rang) de l’image algébrique C4), et a montré dans ses leçons, comment peut-on construire une fonction, qui deviendrait =œ’ au point (x', ÿ) de l’image algébrique et encore seulement aux p points fixes («., &.) (i=l, 2, 3,.. . p), pris arbitrairement. Il a donné le nom de 
principale à cette fonction et l’a désigné par H(x, y; x', ?/'); il en a déduit ensuite toutes les autres fonctions*).]  — Le nombre des coéfficients arbitraires, qui en restent après cela, sera, comme nous l’avons vu, égal à

*) Voir la note de M. Hettner-. Ueber diejenigen algebraischen Gleichungen 
zwischen zwei verânderlichen Grôssen, welche eine Schaar rationaler eindeutig umkehr- 
barer Transformationen in sich selbst zulassen. Gôttinger Nachrichten 1884, ou 
K. Weierstrass. Mathematische Werke. Bd. 4. Berlin, 1902. S. 60 und folgende.

(12) m'—7> + l;mais ce n’est qu’une limite inférieure de ce nombre, car il peut arriver, que les zéros de la fonction étant choisis au hasard, quelques-unes des équations de conditions ne seront que les conséquences des autres. Leur nombre précis est déterminé par le théorème de Riemann-Roch (Riemann- Roch’sche Satz); on le déduit plus aisément d’une autre forme, sous laquelle peut être présentée la fonction en question comme on le verra au § 68. — En ayant égard aux valeurs de x aux points, où notre fonction doit devenir =00’, on voit que la fonction la plus générale, uniforme sur la surface de Riemann du genre p, dépend en général de(13) 2w’—7> + lconstantes arbitraires. D’après les valeurs données de ces points analytiques elle se détermine à l’aide des opérations rationnelles, et ce n’est que la recherche de la valeur de y qui correspond à la valeur donnée de x, qui exige la résolution de l’équation (4). — Si l’on a rri=p, alors la construction d’une fonction, qui ne devient — œ1 qu’aux p points donnés, n’est possible qu’à l’aide des fonctions adjointes de première espèce, comme on le verra plus loin.52. Toutes les équations, qui se déduisent l’une de l’autre par une transformation rationnelle, forment une classe d’équations, qui déterminent une classe des fonctions algébriques, comme on l’a vu au § 42. Toutes les fonctions rationnelles de x et de y liées, par une équation de la classe, forment un système des fonctions algébriques à la même branchement, aussi lorsqu’on introduit l’une d’elles, par exemple 8 — H^x, y), [(1) § 42], comme variable indépendante. Ainsi chaque équation nous amène à une 
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§ 52, 53. Chapitre II. 93classe de systèmes des fonctions algébriques à la même branchement, qui se transforment l’une en l’autre par l’introduction d’une fonction du système comme variable indépendante de la manière, que toutes les équations de la même classe conduisent à la même classe de systèmes des fonctions algébriques, et inversement chaque classe de systèmes de telles fonctions conduit à une même classe d’équations (Riemann) *).

*) Voir Riemann. Gesammelte Werke. 2. Auflage. Leipzig, 1892. Théorie der 
Abelschen Funktionen. § 12. S. 119.

**) L. c. § 120.

m nSi le genre de l’image algébrique, défini par l’équation F(x, y) = 0, est égal à p, et une fonction C des variables x et y devient en p. points égale à œl et parconséquent prend chaque valeur en p points de la surface de Riemann correspondante, alors le nombre des points de ramification de la surface de Riemann pour l’équation qui détermine C en x d’après la formule (6) de § 20 sera 
tandisque le nombre des constantes arbitraires, que contient une telle fonction, est d’après (13) du § précédent égal à 2p—pfi-1. On peut les déterminer, et celà d’un nombre fini de manières, de la sorte, qu’un nombre égal des points de ramification prendra une place déterminée sur la surface de Riemann; les autres des points de ramifications en nombre 
restant arbitraires et variant d’une classe de systèmes des fonctions à même branchement à l’autre, ont été nommés par Riemann les modules 
de la classe (Klassenmoduln) **),  comme les constantes, qui la déterminent.53. Après ces considérations d’un ordre général passons maintenant 

m—2 n—2 ni—1 «—1à l’étude spéciale des fonctions adjointes ?( x , y ) et 'X x , y ), toutes les deux étant d’une valeur fondaméntale dans la théorie des intégrales abéliennes, — en commençant par celle de première espèce, 
m—2n—2

'?( x , y ). — Le nombre des coéfticients arbitraires de cette fonction 
m—2 n—2<X x , y ) d’après la formule (6) du § 49 est égal à p; parconséquent la fonction la plus générale de première espèce est une fonction linéaire homogène avec des coéfticients arbitraires de p fonctions particulières de même espèce, où les coéfticients arbitraires mentionnés tout à l’heure ont reçus p systèmes des valeurs particulières, choisies à volonté, ainsi que ces fonctions se trouvent aux moyens des seules opérations rationnelles;
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94 Chapitre II. § 53.par cette raison on pourrait les nommer naturelles *). Nous désignerons les 
p fonctions naturelles de l’espèce considérée par
alors la fonction générale de première espèce s’exprimera ainsi:

Dans cette formule on peut toujours déterminer les constantes arbitraires C. de manière, que la fonction points donnés: s’annulera en p— 1 des
(plus des zéros nous ne pouvons pas assigner arbitrairement à cette fonction d’après le § 50), et dans le point restant prendra l’unité pour valeur, si seulement les points (a/} b) [(3)] sont tels, que le déterminant
(est différent de zéro). En effet, en portant les valeurs (3) dans la for- 

m—2 n—2mule (2) et en désignant maintenant par x , y ) celle des fonctions adjointe de première espèce, qui doit être égale à l’unité pour x = ak, 
y~bk et à zéro aux toutes les autres des points analytiques (3), ainsi qu’on aura
nous aurons pour déterminer les constantes C. le système suivant d’équations:
où 1 — 1, 2, 3,... k— 1,7ù4- 1,.. .p. En éliminant les constantes Cy des »n—2 n—2 équations (2) et (7), nous aurons pour déterminer la fonction x , y ) l’équation suivante, en forme d’un déterminant:

*) Dans le cas hyperellip tiques en se rapportant à la formule (m) de la note 
marginale du § 48, on apperçoit de suite, que pour ces dernières on peut prendre

,... æ,l. (Jacobi, Richelot.)
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§ 53. Chapitre II. 95

m—2 n—2 (où l’on a omis les exposants m—2, et n—2 de la fonction <?( x , y ) par rapport à x et à y pour simplifier la formule). Le système des fonctions de première espèce: 
déterminées ainsi, s’appelle un système normal et les points analytiques (3) — les points fondamentaux du système *).Comme on a
— car les éléments de ce déterminant, situés sur sa diagonale principale, sont égaux chacun à l’unité, et les autres à zéro,— toute autre fonction 

m—2 n—2de première espèce <?( x , y ) pourra être également représentée en fonction linéaire des éléments du système normal. En effet, soit 
en posant ici x — ak, y — lk, on aura d’après (5) et (6): 
en le portant dans (11), nous aurons:

*) Dans le cas hyperelliptique, en supposant R(x')=P(x) Ç(æ), où l’on a: 
P P

P(a;) — II (#—Q(x)— .AIT (æ—a2i), Weierstrass prenait pour les points fonda- 
»=1 *=1

mentaux (3) les racines de l’équation P(æ) = O, et pour le système normal des fonctions 
P(æ)

adjointes de première espèce le système des fonctions -------------, (&=1, 2,... p), évi-
œ—a2i-l

dement de première espèce, étant du degré p —1 seulement, qui s’annulent pour 
Æ=a2z_i, mais pour æ = a2,._1 prennent la valeur P1) aulieu de l’unité.
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96 Chapitre II. § 53, 54.En particulier, on pourra exprimer par les éléments du système normal aussi les éléments du système naturel.Les constantes Ck peuvent être trouvées aussi de la manière suivante. Si (a,.,?,) (ï=l,2, . . . p) sont les points analytiques, où la fonc- 
m—2 n— 2tion <p( x , y ) devient nulle, excepté le point (a/t, où elle devient égale 

pà l’unité, alors, en remplaçant dans (11) (#, y) par («,, p,), on aura un
isystème d’équations analogue à (7), d’où l’on trouvera: 

où l’on a 
et où D'hk désigne le mineur de ce déterminant, répondant à l’élément, qui est placé à l’intersection de la ligne A-ième avec la colonne A-ième. En comparant les deux expressions de G, on aura la formule: 
où nous avons écrit la fonction, en plaçant entre les paranthèses aussi ses points fondamentaux, comme des constantes caractéristiques pour elle, 

pet attaché l’indice A à la lettre ? pour indiquer celui des points (a , 3.), îoù elle prend exceptionnellement pour valeur l’unité aulieu de zéro.Nous désignerons cette fonction quelquefois d’une autre manière, en écrivant après les variables x, y les zéros arbitraires de la fonction, puis ses zéros non-arbitraires, en les séparant des premiers par un trait vertical, ainsi:
p~\ ,où les (x., yt) sont les zéros arbitraires, tandisque les (x^y) les zéros î ip—i non-arbitraires. Si l’on prend les (#',?/') pour les zéros arbitraires, on î

p-irecevra les (%,,y) pour les zéros non-arbitraires, les zéros de la fonc- îtion adjointe de la première espèce étant déterminé par la moitié de leur nombre total 2(p—1).54. On aura des fonctions adjointes de première espèce particulières, tout à fait déterminées, en nombre fini, dites tangentiélles, en cherchant 
pde déterminer les constantes C. dans l’expression (11) du § précédent de
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§54. Chapitre IL 97manière, que chacun des zéros de la deuxième catégorie coïncide avec l’un de la première, ou mieux dire — que les 2(p—1) zéros coïncident deux à deux, car les p—1 premiers cessent aussi d’être arbitraires dans ce cas. Mais lorsque le point (x'v y^) coïncide avec le point (xk, yk), le dernier zéro devient double; la droite, qui les joignait, devient tangente au point (xk,yk) à la courbe 
de même qu’à la courbe fondamentale
donc, en différentiant ces deux équations et en éliminant la dérivée on aura une troisième équation:
à laquelle doivent satisfaire xk et yk. En éliminant y des équations (1) et (3) à l’aide de l’équation (2) on aura deux équations de la forme suivante:

phomogènes par rapport aux constantes C. du dégré n par rapport à ces dernières, l’expression (11) du § précédent de la fonction adjointe en étant du premier. Les fonctions en (1) et (3) étant adjointes, ces équations en x aurons aussi des racines indépendantes des valeurs des con- 
pstantes C.; mais ces racines nous sont déjà connues, car elles satisfont à l’équation (9) du § 4, savoir: (6) on pourra donc à l’aide des simples divisions débarrasser les équations (4) et (5) de ces racines, et on aura deux équations plus simples, aussi 

phomogènes par rapport à C :
î ’

qui doivent avoir —1 racines communes; donc leurs premiers membres auront dans ce cas un plus grand diviseur commun du degré p—1. En
M. TlK HOMANDniTZK Y. 7
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98 Chapitre IL §54.le cherchant par la méthode des divisions successives, arrêtons ces opérations au moment, où nous serons arrivé à un reste du degré p— 2; en égalant à zéro chacun de ces p—1 coéfficients, qui seront des fonctions 
pdes C , homogènes aussi par rapport à eux, on aura p— 1 équations i'pour déterminer leurs rapports à l’un d’eux, par exemple à Cp. Ces équations, étant algébriques, le nombre des valeurs de ces rapports Ĉ-(pour i=l, 2,... p— 1) sera en général fini d’après le théorème de 

^pBezout *). En les portant dans l’avant-dernier reste et l’égalant après cela à zéro, on aura l’équation pour déterminer les valeurs de x aux points-zéros de la fonction adjointe de première espèce construite avec 
pces valeurs des C ; la valeur correspondante de y on trouvera ci-après, en îcherchant la racine commune des équations (1) et (2), après y avoir porté la valeur considérée de x et dans la première aussi les valeurs 

ptrouvées des C . Le nombre de pareilles équations pour x sera égal au
1 7nombre des solutions du système d’équations en

*) Il serait infini, si quelquesunes des équations entre les

étaient les conséquences des autres, c’est ce qui ne peut avoir lieu que dans les cas 
particuliers, où les coéfficients de l’équation fondamentale seraient liés entre eux par 
certaines équations. — En appliquant le procédé du texte au cas hyperelliptique, on 
appercevra par la forme, laquelle prennent dans ce cas les équations (4) et (5), que 

P(æ)
les fonctions ------------- de Weierstrass (v. la note marginale du § 53) sont de la caté-

X~ a21— 1

gorie considérée maintenant, car la fohction devient le plus grand divi
seur commun de leurs premiers membres, lorsqu’on y fait C) =0 pour — C’est

p-1 o
ce qui est aisé à voir à priori, car la fonction cp ( x , y) étant formellement indépen
dante de y, ses zéros sont superposés deux à deux aux points de la surface de Riemann 
à deux feuillets, correspondante à l’image hyperelliptique; donc ses racines ne peuvent 
se confondre deux à deux qu’aux points de ramification, les autres valeurs égales de y 

2p-pl
ne pouvant répondre qu’aux valeurs différentes de x, car l’équation ô2—R( x )=.O 
n’a pas des racines égales. De même en raisonant géométriquement: l’équation 

p—1 o
cp( x , y) = 0 représente l’ensemble de p—1 droites perpendiculaires à l’axe des x, 

2p+l
lesquelles coupent la courbe fondamentale y2—x )=0 chaqu’une en deux points; 
celles-ci se confondent en un seul point double, lorsque ces droites passent par les 
points doubles de la courbe fondamentale, dont les abscises sont les racines du polynôme 

2p-f-l
x ) et les ordonnées toutes égales à zéro.
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§ 54, 55, 56. Chapitre IL 99Ce nombre sera aussi le nombre des fonctions adjointes tangentielles de première espèce. Il n’est pas pourtant facile de le trouver par la consi-C,.dération du système de ces équations en p- à cause de leur trop grande généralité: mais il sera déterminé par d’autres considérations dans le dernier chapitre de ce livre, où l’on trouvera égal à
55. A l’aide des fonctions adjointes de première espèce, que nous avons étudié au § 53, on pourra construire une fonction qui devient infinie du premier ordre: œ1 aux points donnés, — pourvu qu’ils satisfassent à la condition, qu’une certaine fonction adjointe de première espèce s’annule, quand on remplace les variables x et y par leurs valeurs en ces points**), — et qui contient deux constantes arbitraires. En effet, posons

Pet déterminons les rapports des toutes les 0. à de manière, que le 
2dénominateur s’annule à p—1 des points donnés: O1; on pourra si-après donner à une valeur arbitraire (par exemple prendre ^ = 1), car dans 

p p(1) on a — 1 rapports des a. et p. à Mais ce dénominateur devient 
1 2O1 encore en p — 1 d’autres points, qui sont déterminés par les premiers ; déterminons donc les coéfficients a. du numérateur de la manière, qu'il s’annule en p — 2 de ces derniers points; cette condition nous donne 

P—2 équations linéaires entre les coéfficients dont deux restent par- conséquent arbitraires***), et nous aurons ainsi une fonction, qui devient œ1 en p points, dont l’un est déterminé par les autres p— 1 de ces points, et qui contient linéairement deux constantes arbitraires. Les fonctions qui deviennent égales à œ1 en points de la surface de Riemann, P étant <p, sont des fonctions spéciales, que nous laissons de côté.
ni —1 n—156. Passons maintenant à l’étude de la fonction adjointe 6( x , y ). D’après (7) § 49 elle contient linéairement, outre un facteur constant commun à tous ses termes, encore

*) On pourra consulter pour les courbes adjointes tangentielles aussi le livre de 
H. Stahl: Théorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. § 32, S. 257.

**) Car d’après le § 50 on ne peut donner arbitrairement que p — 1 zéros d une 
fonction adjointe de première espèce.

***) Dans le cas général, lorsque les zéros donnés ne forment pas un groupe 
spécial (Noether); dans le dernier cas le nombre des constantes arbitraires est donné 
par le théorème de Riemann-Roch (§ 68). (V. H. Stahl, 1. c. § 11, S. 81 und folgende).

7*
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100 Chapitre IL § 56.
coéfficient.s indéterminés, et d’après (24) § 50 elle a 
zéros mobiles, c’est-à-dire variants d’une fonction à l’autre de la même espèce; mais de ce nombre seulement p-\-m+n — 2 zéros peuvent être donnés arbitrairement, après quoi les p restants seront complètement déterminés. On peut toujours assujettir cette fonction à la condition de prendre la valeur 0l pour toutes les solutions du système d’équations: 
deux solutions exceptées, que nous désignerons par (;,«/.) et Cn,^). En éliminant y de la première de ces équations à l’aide de la deuxième, on aura pour déterminer x l'équation 
du degré m-\-n par rapport à l’inconnue x\ y étant d’après la deuxième des équations (3) une fonction uniforme de x. on voit, que le nombre total des solutions du système (3) est égal à m+n. Quelquesunes de ces solutions pourront être infinies: cela aura toujours lieu, si le coétficient 
a0 de l’équation fondamentale est effectivement du degré moindre que m*): alors le degré de l’équation (4) s’abaissera au-dessous dem + w, ce qui signifiera que quelquesunes des racines de cette équation se sont éloigné à l’infini; la valeur correspondante de y sera aussi infinie dans 

m—1 h —1ce cas. La fonction x , y ) ne deviendra pas nulle que pour celles de ces solutions, qui correspondent à ; et à tj; pour toutes les autres, finies ou infinies, on aura
En portant ici la valeur de y, tirée de la deuxième des équations (3), on aura l’équation: 

du degré m-\-n—2 par rapport à l’inconnue x, qui doit être satisfaite par toutes les racines, finies ou infinies de l’équation (4) à l’exception de ; et de iq; donc on doit avoir:
*) C’est ce qui aura toujours lieu dans le cas d’équation hyperelliptique 

2p+i
y2 —Jéf x ) = O, où le degré de est un zéro aulieu d’être égal à 2p—1-1.
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§ 56. Chapitre IL 101

Après avoir! effectué la division à droite, on n’a qu'à égaler les coéf- ficients des mêmes puissances de x dans les deux membres de cette égalité peutf avoir les équations linéaires entre les coéfficients de la fonc- w^-1 n-1tion 5 # ), qui serviront à les déterminer. Il y aura en tout m-\-n — 1 équations, tandis que le nombre total des coéfficients de la fonction avec la consente C sera d’après (7) du § 49 égal à jo-f-m+w; donc on tirera de ces équations les expressions de m-\-n—1 des coéfficients en fonctions linéaires dé p autres et de la constante C, ainsi qu’il restera encore jp-pl coéfficifeftts--4ndéterminés, C y compris*). Cette fonction adjointe, déter- 
_______Z ~

*) J3àn$Je cas hyperelliptique la fonction ô( x , y ) aura la forme: 

où l’on aura:

L’équation (4) de ce § prendra maintenant la forme

étant seulement du degré 2p-}-1 aulieu d’être du degré 2 p -J- 3, (car —2p-|-
-|-1 -j-2 — 2 p-|—3), elle aura deux racines infinies. Si maintenant c, et rj sont deux 
racines finies de cette équation, la fonction (a) devra avoir de même deux racines 
infinies; donc la valeur de la fonction: 

où l’on a posé: 

pour t infiniment petit doit être elle-même infiniment petite d’un ordre de deux unité 
plus élevé, que l’ordre de la quantité 

dont la valeur principale est égale (d’après (i) de la note marginale au § 48) 

aulieu d’être du même ordre, comme l’exigent les seules conditions d’adjonction; donc 
on doit poser:
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102 C h a p i tr e IL § 56.minée de la manière décrite, est dite de troisième espèce. La fonction générale de troisième espèce, contenant linéairement j> + l constantes arbitraires, est une fonction linéaire des 2)4-1 fonctions adjointes de troisième espèce particulières, quJon aura en donnant les valeurs particulières à ces constantes. On verra dans le § suivant, que toutes ces fonctions, après avoir été divisées par ax-\-by-\-cy ne diffèrent entre elles, outre un facteur constant, que par la fonction adjointe générale de première espèce 
m—2 n—2

?( x , y )• Pour déterminer le facteur constant on assujetit la fonction à une nouvelle condition, comme on le verra plus loin.
et l’on aura: 

quant aux autres coefficients, on les trouvera en résolvant les équations, que donnera 
la comparaison des deux membres de l’équation:

On peut cependant sans faire ces calculs tirer de cette équation la forme usuelle 
2p 1

de la fonction <1» ( x, y) pour le cas considéré, donnée par Riemann. En posant pour 
abréger 

et en portant dans (1) y2 aulieu de R ( x ), qui lui est égal en vertu de l’équation 
hyperelliptique, on aura, après avoir tout transporté à droite: 

en ajoutant cette égalité avec (£), on aura:

Mais en vertu de (wi) on a l’identité: 

en divisant par elle l’égalité précédente, nous aurons:

Le second membre à droite peut être transformé ainsi: de l’équation de la droite pas
sant par les points: 

on tire
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§ 57. Chapitre II. 10357. Comme on a 
où l’on a en vertu de la deuxième des équations (3) § 56: 
on pourra, en posant encore pour abréger 
représenter l’équation (7) du § précédent ainsi

(d’où l’on apperçoit de suite la divisibilité par x—x—ttj, ;—tq du. second facteur du second membre de cette équation). A l’aide de cette
parconséquent on aura: 

et par suite

En le portant dans (q) et en posant d’après (23) § 57 

on aura définitivement la forme cherchée de la fonction

1 P-1 A P-1
en posant pour abréger y90( æ) = Q(æ ). Ce polynôme n est qu’une fonction adjointe 
de première espèce; en l’enlevant, on aura de même une fonction adjointe de troi
sième espèce (divisée par ax-\-by-\-c'), qui prendra la forme: 

en vertu de (r). C’est là la forme usuelle de cette fonction dans le cas hyperelliptique. 
(V. notre ouvrage: L’inversion des intégrales hyperelliptiques. Kharkow, 1885. Ch. I, 
p. 8, formule (6) [en russe]).
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104 . Chapitre -II. § 57.m—1 n — 1formule il est aisé de trouver la valeur de la fonction 6( x , ?/ ) pour 
y=y„ et de même pour x—t\, y=yr. En retranchant la deuxième colonne de la première et en divisant la première colonne du résultat par 

x— on aura, vu (1): 
en faisant approcher indéfiniment le point (x, y) du point (;, yj» on aura à la limite 
mais on a 
et on tire des équations (2):
[aussi d’après l’équation de la drqite passant par les points (;,y.) et 01, 2/^)1; en le portant dans (7) et de là en (6), on aura:
De la même manière en trouve:

1 III---- X 71-----xOn voit par ces formules, que les valeurs de la fonction x , y ) aux points ($, yJ et (*], yT() sont indépendantes des coéfficients de cette 
ni—1 n—1fonction. Donc si l’on désigne par ù,( x', y ) une autre fonction adjointe de la même espèce, dont le nombre d’après le § précédent est <x/+1, la différence 

deviendra nulle aux points (S,y;) et X, y J, comme la fonction ax + ly + c, et aux points infiniment proches de ces points sera infiniment petite d’un ordre pas inférieure que cette dernière. En la divisant par cette dernière, on aura une fonction
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§ 57. Chapitre II. 105qui reste finie pour toutes les mfi-n solutions du système d’équations (3) du § précédent, le numérateur s’annulant en même temps que le dénominateur pour ces solutions, comme il suit de ce qui précède, — de sorte qu’elle n’aura que 2i>—2 zéros mobiles —, et qui satisfiera à toutes les conditions, auxquelles satisfait la fonction adjointe de première espèce 
ni—2 n—2<p( x , y ). Pour les points de la première catégorie [(1°) du § 44,] cela est évident, car la fonction en crochets est adjointe et le diviseur ax-'-by-^c est fini et différent de zéro en ces points; donc elle est de même ordre que la fonction JF^(rr, ?/);^ en ces points. Pour les points de la deuxième catégorie le quotient de la division de l’expression en crochets par cette dernière fonction devient infini comme 1 pour p=0; mais de la même manière devient infinie en ces points la fonction ax-j-by-j-c; donc le quotient de la division de l’expression (12) par la fonction F^x^y):^ restera fini, et parconséquent les deux fonctions seront de même ordre. Les mêmes considérations s’appliquent à l’expression (12) aux points de la troisième catégorie et nous conduisent au même résultat. Quant aux , . x 1 1points de la quatrième categorie, en posant x = - , y—■ -, on auraj ty

m—1 n—1
F.,(x, ÿ) étant détenninéé par l’équation (21) du § 44 et ^3( x ,ÿ ') par 

m—1 n—1 _ _l’équation analogue à (14) § 44’; les deux fonctions ô3( x , ÿ ) et F3(x, ÿ) étant du même ordre d’après les conditions d’adjonction, il partait que l’expression (13) devient infinie comme pour x—0, ÿ—0;mais on a vu au § précédent, que les points de la quatrième catégorie n’existant que dans le cas, où a0 est du degré inférieur à my l’équation (4) du § précédent et parconséquent l’équation (6) du même § auront des 
m—1 n — 1racines infinies; donc la fonction ^( x , y ) aura des nouveaux zéros à 

m—1 n—1l’infini, et parconséquent ^3( x , ÿ ) sera d’un ordre plus élevé au moins d’une unité, que F3 (#, ÿ) ;Donc aussi aux points singuliers de la quatrième catégorie l’expression (12) ne sera pas d’un ordre moins élevé que F3(x, y) : —. On en conclut que le quotient de la division de m—2 n—2l’expression (12) par une certaine fonction ?( x , y ), de première espèce, sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la sphère de
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106 Chapitre II. § 57.Riemanu; mais une telle fonction ne peut être qu’une constante*). Donc on aura: 
d’où l’on tire:.

(Jen désignant simplement par Co, et en liant le facteur du second >n—2 n —2terme avec les coéfficients arbitraires Ci de la fonction ?( x , y ) [(H) § 53]. C’est ainsi, que s’expriment l’une par l’autre deux fonctions diffé- m—1 n —1rentes de troisième espèce ]>( x , y ), déterminées de la manière expliquée plus haut à l’aide de l’équation:(16) ax-\-by^-c = 0, [en parlant géométriquement, qui s’annulent en tous les points d’intersection de la droite (16) avec la courbe fondamentale, les points (5, y5) et (v],?/fi) exceptés]. Les y>4_l coéfficients, qui restent après cela indéterminés, sont les coéfficients arbitraires de la fonction générale de la 
m—2 n—2première espèce x , y ) et le facteur C*o. On voit par la formule (15), que la demande d’avoir un zéro au point (;,y:) ou au point (v), yZj) outre les zéros déjà fixés, ou cette autre d’avoir ses p zéros sur une courbe 

m—2 n—2 m—1 n—1adjointe 'f(x , y )=0, pour la fonction ]q( x , y ) la réduit au dernier terme du second membre de cette équation (15), car en y rem- 
m—1 n—1 plaçant (x,y) par un de ces point (x,ÿ), on en reçoit: Coô( x , y )=0, 

m—1m—1d’où il suit Co=0, car û( x , y ) est finie et différente de zéro.Pour x=£, y—y^ la fonction ax-\-by-\-c s’annule; mais son rapport à x—t sera une quantité finie différente de zéro; la même chose aura lieu pour l’autre point x—t}, y=yf. En effet, on a

*) En effet, une fonction symmétrique des toutes les valeurs d’une telle fonction, 
qui se rapportent à la même valeur de serait alors une fonction uniforme, finie et 
continue sur toute la sphère ordinaire (à un feuillet); donc elle serait une constante; 
on pourrait donc former une équation à coéfficients constants, dont la fonction en 
question serait une racine; donc cette fonction se réduirait à une constante, c’est ce 
qu’il fallait démontrer.
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§ -57. Chapitre IL 107mais le point (ç,ys) se trouvant sur la courbe fondamentale, c’est-à-dire 
’ m nles valeurs satisfaisant à l’équation ^(z, y)=0, on aura:

dîZ$ aen portant la valeur de d’ici en (17) et de même la valeur de y de (8), nous aurons

D’ici et de (9) il suit, que
De la même manière on trouvera, que 
car on a

in—1 n—1Si l’on pose, pour finir la détermination de la fonction '!>( x , y ): 
les équations (20) et (21) deviendront:

De là suivent pour la fonction: 
telles développements: au voisinage du point (^,y;):
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108 • Chapitre IL § 57.et au voisinage de l’autre point : 
en désignant par la lettre allemande $ une série, ordonnée suivant les puissances entières et positives de l’argument.Nous avons supposé dans ce qui précède, que les points (£,«/>.) et étaient différents des points de ramification. Si l’un d’eux, par exemple (S,^), se confondait avec un point de ramification d’ordre p, on poserait x—l = et on définirait la fonction de troisième espècepar la condition, qu’aux environs de ce point on aurait:
il faudrait donc pour ce point de ramification modifier les conditions d’adjonction de manière, que l’ordre de la fonction

I i -pour t infiniment petit serait inférieur d'une unité de celui de la fonction:
aulieu de lui être égal, comme l’exigent les conditions d’adjonction. — Si l’autre point Cq, lui aussi, venait à tomber en un autre point de ramification, on procéderait de la même manière. — Si le point de ramification, dans lequel tomberait l’un des points (£,«/-) ou se trouverait à l’infini, on n’aurait qu’à poser x = t~psi l’ordre de ce point était _p', et puis continuer de la manière indiquée pour le premier cas. — Il faut encore remarquer, que lorsque le point coïncide avec unpoint de ramification, un certain nombre d’autres points d’intersection m nde la droite ax-]-by-\-c=0 avec la courbe fondamentale F(x,y)=0 y viennent à tomber aussi, c’est ce qui augmentera le nombre de zéros de 

m— 1 m—1la fonction ’X x , y ) en ce point de la sorte, que sa valeur aux environs de ce point pourra être infiniment petite d’un ordre plus élevé, que l’exigent les conditions d’adjonction*).
*) Dans le cas hyperelliptique il n’y a aucune condition d’adjonction pour 

les points de ramification, situés dans le fini, (comme on l’a vu dans la note margi- 
2p 1

nale du § 48); il n’y en aura pas aussi pour la fonction y(x, y) dans le cas con-
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§ 58. Chapitre II. 10958. La fonction
étant la fonction adjointe à l’équation

déterminée au § 56 par la condition de s’annuler pour toutes les paires des valeurs de x et y, satisfaisants à l’équation (2) conjointement avec cette autre:
ax-\-by-\-c~^, (3)

sidéré; car en posant X—a,t'2 et parconséquent y~t /TÎ'faJ + tnVt2), comme on 
a aal 6.0 4- c—O, on aura aux environs de ce point;

quantité intiniment petite du premier ordre. On aura dans ce cas la fonction

en posant ^~ai dans la formule (x) de la note marginale du § 56, ce qui la réduira, 
cette formule à la suivante:

Dans le cas, où le point (tj, y-^ tomberait dans le point O' à l’infini, (qui est de rami- 
2p 1

fication pour m = 2p 4- 1), l’ordre de la fonction ’^-\x,y) doit être d'une unité moindre, 
d'après le texte, que dans la note mentionnée, de ses deux zéros à l’infini l’un se chan
geant en le point (/],y.^), où elle ne doit pas s’annuler; donc ne sera plus égal 

2p 1
à zéro, et la fonction b(x ,y) prendra la'forme:

Comme en vertu de (v) de la note citée on aura et ayant

égard à (m) de la même note, on aura au lieu de l’équation (1) de la note citée du 
§ 56 la suivante:

2p
en éliminant ^(x) à l’aide de celle-ci de la précédente et en divisant le résultat 
par (p) de la même note, on aura:

www.rcin.org.pl



110 Chapitre IL §58.à l’exclusion des solutions:
sera dorénavant désignée, d’après M. iNoether, par ainsiqu’on aura
— si elle devient —(ÿ aux points (i—1,2, 3,. . .p). Ces valeurs

p ’peuvent être données arbitrairement, à la seule condition: ledéterminant
en effet, en désignant par une fonction quelconque particulièrede cette espèce, nous aurons d’après (15) du § précédent:
(en changeant les rôles de et et en écrivant au lieu deson expression par le système fondamental des fonctions de première espèce, [(11) § 53]); en posant ici x=a., y=bi (t= 1, 2,.. .p), nous aurons pour déterminer les constantes C, conformément à la condition prescrite un tel système d’équations:

changera (e) en celle-ci:

et en y remplaçant et y, par leurs expressions en .r et ç respectivement, on aura 
pour la fonction cherchée définitivement:

en posant encore:

— évidement aussi une fonction adjointe de première espèce. — On vérifie aisément, 
que la fonction (g), divisée par 2 (rc) :, pour x = t~? devient infinie comme
1 dt

— pour f=0.
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§ 58. Chapitre IL 111(i=l,2, 3,...p); on en tire: 
où l’on a 
et où D(i) désigne ce, que devient ce déterminant, lorsqu’on y remplace la colonne fc-ième par
Le numérateur et le dénominateur de l’expression (9) de Cl; sont des fonctions alternées des paires (a., &.), et parconséquant Ck en sera une 

pfonction symmétrique. Nous entendrons dorénavant*) par («,,&,) les points fondamentaux du système normal des fonctions adjointes de première 
m—2 n—2espèce ?.( x , y ) [(9) § 53]; alors la fonction adjointe de l’espèce con- psidérée la plus générale, avec des zéros aux points (<*, , P,) sera donnée d’après (15) du § précédent, en vertu de (5) par la formule: 

où l’on a 
les constantes C étant maintenant déterminées par la formule, qui résulte

p pde (9) après le changement de (».,ù.) en («.,?.) et de la fonction (11) î i
pen (a., Py;a.,6.).On peut déterminer ces constantes encore d’une autre manière.En posant x=ak,y=bk dans l’équation (12) et (13), on aura 

et par suite:
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112 Chapitre IL § 58.en portant les valeurs de Ck de (14) dans légalité (12), on aura:
En comparant (14) avec (9), on aura: 
où l'on a maintenant 
et D(/,) s’en déduise en remplaçant la colonne /v-ième par
Dès ce moment c’est toutes ces fonctions Pct(æ, ai, &)> Qui seront nom- ’ I 11 1mées fonctions adjointes de troisième espèce, et les constantes $ et v], avec les valeurs correspondantes de y, leurs paramètres. Les points (£, yj) ç et h, yj de la surface de Riemann on pourrait nommer les points- paramètres *).

m — 1 n—1Nous désignerons quelquefois la fonction >i( x , y ) aussi de cette manière :
p poù les (x.,y) sont ses zéros arbitraires et (x.,y') ses zéros non-arbitraires.> ‘i ' i

pOn peut dans la formule (7) déterminer les constantes C. de telle îJ maniéré, que les 2p zéros variables de la fonction à gauche de cette équation deviènnent égaux deux à deux. On trouvera les valeurs des 
p , pconstantes CL et aussi les valeùrs des zéros doubles (x.,yj de la fonction P îconsidérée, par la méthode, que nous avons donnée dans le § 54 pour déterminer les fonctions adjointes tangentielles de première espèce; mais ici les unes valeurs comme les autres seront dépendantes des points ($,?/.) et (iq,yy), à cause de polynôme ax -\-by c, qui figure dans l’équation (7) et qui, égalé à zéro, représente la droite, qui joint ces deux points. En portant ces valeurs dans l’équation (7), nous aurons l’une des fonctions adjointes tangentielles de troisième espèce. En effet,

•) Weierstrass définit autrement la fonction de troisième espèce (v. Hettner, 1. c.); 
une nouvelle définition a donné aussi M. Ermakoff; nous avons préféré celle de Briot 
et Bouquet, qui appartient à Clebsch et Gordan, dans la forme que lui a donné M. Noether.
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§ 58, 59. Chapitre IL 113en égalant cette fonction à zéro, on aura une courbe adjointe de troi- 
m n sième espèce, qui sera tangente à la courbe fondamentale y)=0 

paux points (æt., y,.), y étant confondu, en chacun, deux points de son inter- îsection avec celle-ci. Nous reviendrons encore à ce sujet plus loin.59. La fonction adjointe de troisième espèce avec les paramètres ç et 7) est complètement et uniformément définie par ses zéros, les constantes C entrant linéairement dans son expression, donnée par les formules (12) et (13) du § précédent. A l’aide de cette remarque on peut aisément démontrer plusieures des propriétés de ces fonctions, qui jouent un rôle important dans la théorie des intégrales abéliennes*). La première propriété s’exprime par l’égalité suivante:
Pour démontrer cette égalité on n’a besoin que de remarquer, que la fonction à gauche est une fonction adjointe, qui devient co1 aux points ($, y-) et (-^y^) de manière que
(car on a d’après (24) § 57 vu (5) § 58:
et
(car on a d’après (25) § 57 vu (5) § 58 :
comme la fonction à droite en (1), tandis qu’au point (C, yz) on aura:
(car on a d’après les formules citées des §§ 57 et 58:

♦) Suivant M. Noether. 2. Note. S. 2—3 (1. c.).

M. Tikhohandritzky.

www.rcin.org.pl



114 Chapitre IL § 59, 60.— donc c’est un point ordinaire pour le premier membre de l’égalité (1), comme pour le second: on a de plus 
pour toutes les valeurs de i: «=1,2,3, . . .p‘, mais par toutes ces pro-

ppriétés la fonction P^ (#,«/; a., P) est définie complètement; d’où suit l’éga- ilité (1), qu’il fallait démontrer.On peut écrire l’égalité (1) encore de cette manière: 
ou, en changeant p et C l’un contre l’autre:
[ce qu’on démontre du reste de la même manière que l’égalité (1)]. Si l’on permute ici les lettres B et tq, le second membre de l’égalité changera seulement le signe; donc on aura
Les deux dernières égalités expriment des propriétés nouvelles de la fonction considérée: la dernière, que la fonction P^ est une fonction alternée des deux paramètres, H et nq, c’est-à-dire qu’elle ne change que de signe, lorsqu’on met un paramètre à la place de l’autre, d’où il suit à son tour qu’elle s’annule pour B = [ce que du reste on voit par (7),]l’avant-dernière — qu’elle se décompose en une différence des deux semblables fonctions, dont chacune ne dépend que d’un seul de ses paramètres.60. Revenons à l’équation (15) § 58:
En posant ici suivant Mr. M. Noether: 
et ayant égard à ce, que
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§ 60, 61. Chapitre IL 115pour é=2, 3,.. .p, nous aurons: 
d’où il suit :

p c’est-à-dire, que si après avoir transposé dans la fonction y; a.,&.)
m—2 n—2

(x,y) avec (a15\) on multiplie le résultat par —<pt( x , y ), on aura la même fonction; et en général, si l’on transpose (x, y) avec (ak, b^ et 
m—2 n—2multiplie le résultat par —<?k( x , y ), on aura la même fonction 

p
PzT,(x,y, a.,bt):

61. En posant dans l’égalité (7) § 59: 
on aura après l’avoir divisé par —A£, en vertu de (8) § 59: 
en approchant A; indéfiniment à zéro, la fonction à droite aura pour limite la dérivée de P^ par rapport à £, la fonction à gauche — celle, m—1 n—1

# y ) en quelle se change la fonction , ? V lorsqu’on pose en (7) § 56 iq=É et C=—6A;— d’après (23) § 55 (en parlant géométriquement, lorsque la sécante ax-\-by-\-c — 0, menée par le point (£, y J, devient la tangente au même point à la courbe fondamentale).Cette double dérivation de la nouvelle fonction permet démontrer aisément ses propriétés principales. Celle, qui est exprimée par le premier membre de l’égalité (1), montre de suite que c’est une fonction adjointe, qui devient =oo2 au point (^«/^ ou, en parlant autrement, qui devient œ1 en deux points coïncidants. C’est ce, qui permet de recevoir cette fonction par la méthode de § 56 et celle de § 59 —pour les fonctions adjointes tangentielles de cette espèce, en prenant pour ax-\-by-\-c—Q la tangente à la courbe fondamentale au point (;, yj. En outre, on voit par cette définition, qu’elle ne dépend nullement de qui figure formellement à droite dans cette égalité. Du reste il n’est pas difficile de démontrer
8*
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116 C h ap i tr e II. §61.l’indépendance de la nouvelle fonction de C ainsi: en différentiant par rapport à ; l’égalité (7) § 59, nous aurons:
car le second terme à droite de l’égalité mentionnée est indépendant de mais ici la fonction à gauche peut être reçue de celle à droite en remplaçant C par iq: la fonction, conservant sa valeur malgré ce changement,ne peut pas dépendre du second paramètre de la fonctionNous désignerons cette fonction après l’avoir multiplié parde sorte que:

PIl est facile de voir par celà, que pour y—b., on aura E<-Z(x,y‘,a., b^—O.Cette définition de la fonction donne de suite la forme de son développement aux environs de point (?,y»)'. d’après (5) § 58 et (27) § 57 nous avons: ç
parconséquent
On appelle cette fonction (3) — fonction adjointe de deuxième espèce. On peut recevoir de la même manière les fonctions de deuxième espèce d’ordre élevé avec un seul paramètre qui deviènnent pour x—^, y~infinies d’ordre plus élevé. En différentiant la fonction foispar rapport à ; et- en multipliant le résultat par on aura unefonction, qui sera désignée ainsi:

*) En regardant F't/ comme le signe de la dérivée par rapport à y, nous écrirons 
les valeurs particulières de x et y à leurs place entre les paranthèses seulement, de

sorte qu’on aura toujours:
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§ 61, 62. Chapitre II. 117Quelquefois l’opération de la différentiation 7c fois de suite par rapport à suivie de la multiplication par -F (£, #:), sera désigné par Dz, ainsi que les équations (3) et (6) prendront la forme:

Toutes ces fonctions deviennent nulles pour x=a.,y=b.. En différentiant 
k fois l’égalité (4) par rapport à ç et en multipliant le résultat par 
àF&yj c’est-à-dire, en effectuant l’opération D>, nous aurons au voisinage du point

La relation entre les fonctions adjointes de la deuxième espèce avec le même paramètre, mais qui différent entre elles par leurs zéros, sera reçue, si l’on effectue l’opération sur l’égalité (1) du § précédent; nous aurons alors d’après (8):
En transposant la somme à gauche et en échangeant entre eux les

p psystèmes (a 3.) et (a., ô ), on aura la relation:
1 ' i *

m—2 n—2en désignant par ® ( # , # ) le système normal, dont les points fonda- 
pmentaux sont (a.,{L). Pour k— 1 nous aurons:

62. Dans le cas, où le point (B,^) se confond avec l’un des points fondamentaux, par exemple avec (aA, 7\), les formules des §§ précédents deviènnent illusoires. En effet, on voit par la formule (7) § 60 qu’on aura 
palors Pa r(x,y, a.^b^—co pour chaque valeur de x, car on a:À' ‘ *1 1
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118 - Chapitre II. § 62, 63.les valeurs de la variable et de paramètre étant égales, ou, à parler autrement, les points représentants la variable et le paramètre de la fonction de troisième espèce étant confondus. Dans ce cas M. M. Noether *) prend la fonction adjointe de troisième espèce: 
où le point («', b'k) est un point différent de (ak, bk), choisi arbitrairement à la seule condition de n’être pas situé sur une même courbe 

m—2n—2ç( x , y )=O avec les autres zéros de la fonction, et à l’aide de l’opération Dak en déduit les fonctions adjointes de la deuxième espèce avec le paramètre a., que nous désignerons ainsi:
Les formules (5) et (9) du § précédent sont applicables à ces fonctions, c’est-à-dire qu’aux environs des points (ak, bk) elles seront développables en séries de la même forme, qu’on reçoit en y changeant ; en ak. — On peut nommer points fondamentaux secondaires les points:

63. Pour déduire de la même manière les fonctions adjointes de deuxième espèce dans le cas, où leur paramètre tombe en un point de ramification, situé dans le fini ou à l’infini, on doit commencer par considérer le cas, où le point-paramètre se trouve aux environs d’untel point, mais n’y tombe pas encore: alors la formule (5) du § 57 reste applicable. Supposons, que le point (B, y^ se trouve aux environs du point de ramification (a, p) d’ordre p; alors on pourra poser [d’après (4) § 34]: 
comme la droite ax-[-byc—Q passe par ce point, on aura: 
en posant pour abréger:
En portant ces valeurs dans la formule (5) § 57, nous aurons:

*) Uber die algebraische Differentialausdrücke. 2-te Note. (Sitzungsberichte der 
physik.-medic. Societât zu Erlangen. 14. Jan. 1884.) M. Ermakoff construit autrement 
la fonction de deuxième espèce dans ce cas.
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§ 63. Chapitre IL 119Pour calculer la valeur de cette fonction au point-paramètre, prenons d’abord sur la droite ax-[-by-\-c—Q un point très proche de lui, lequel, tombant aux environs du point (a, P), pourra être représenté en vertu de (3) par 
en portant cela dans la formule (4), on aura: 
après avoir décomposé t’'—v' en ses facteurs. En approchant t de t, on aura à la limite: 
mais on a 
donc, et en posant en vertu de la convention exprimée par (23) § 57 : 
on aura définitivement la valeur cherchée:

La fonction
[en vertu de la première des équations (5) et de (3)], le point analytique (a+^, y) étant celui de l’image algébrique définie par l’équation 

m n
F(x,y)=O, deviendra nul pour la droite aa?+fo/+c=0 passant par le point-paramètre; donc son rapport à t — t prendra pour t=x la forme on trouvera sa vraie valeur d’après la règle connue:
car quant on aura sa valeur parl’équation
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120 Chapitre IL § 63.après y avoir posé ^=a + T^, t/=J—En le portant en (11), on aura:
.7 'En divisant (9) par (13), on trouve: 

donc on aura 
x et y ayant ici les valeurs (5). Il suit de là, qu’aux environs du point- paramètre très rapproché du point de ramification d’ordre y. on aura 
ou, en vertu de (5) § 58:
$ et y» étant donnés ici par les formules (1) et (2) du § présent. Pour t=0 l’équation (16) devient l’équation (29) § 57; donc la fonction avec le paramètre au point de ramification même est la limite de celle qui figure en (16) [ou (17)], pour t=0. Les coéfficients de cette dernière dépendent de la variable t; en difiérentiant l’équation (17) une fois, l fois par rapport à la variable t, on aura les formules:

(en posant 1.2.3 ... Z=Z!). Les limites des fonctions à gauche pourx^O définiront les fonctions de deuxième espèce avec le paramètre au point (a, h) de ramification d’ordre p. Pour ces dernières on aura donc: 
dx
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§ 63. Ch a p i t r e II. 121
Aux points de ramification la dérivée Fy(^,y-) étant égale à zéro, l’opération -Ds, introduite d’après M. Noether au § 61, doit être remplacée par l’opération . *)Dans le cas, où le point-paramètre coïncide avec un point de ramification d’ordre p-', situé à l’infini, il faut commencer par poser
*) Dans la note marginale du § 56 nous avons trouvé pour la fonction

dans le cas hyperelliptique l’expression donnée par la formule (x);. cherchons ce 
qu elle devient lorsque le point (5, y;) tombe en point (a,, 0), a,- étant une racine

l’expression cité sera changé en celle-ci:

en posant aj=a.-|-t2, on donnera au premier terme en paranthèses la forme:

en multipliant (a) après cela par (t— t), on trouvera que pour t~-z le produit

deviendra égal à donc on aura aux environs du point

pour la fonction (a) un développement
de la forme:

Si l’on pose maintenant en (a) et (c) r=0, on aura pour la fonction l’expression (b) 
de la note marginale du § 57, et aux environs du point (a,, 0) le développement :

qu’il est aisé de vérifier directement.
En différentiant par rapport à r l’expression (a) et puis posant r = 0, 011 trouvera:

(car x — ai=.t2,') conformément à la formule (20) de ce §.
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122 Chapitre II. § 63.alors, en vertu de l’équation de la droite ax-\-by-\-c~Q, on aura 
et par suite d’après la formule (5) du § 57: 
en posant x=t on lui donnera la forme: 

d’où il suivra pour
en posant —tj) conformément à (23) § 57. De la même manièrecomme plus haut on trouvera:

En divisant (26) par (27), on aura: 
d’où il suivra pour la fonction à gauche le développement :
aux environs du point et parsuite pour leproduit de celle-ci par y) cette autre:

*) Le second facteur du dénominateur se réduisant comme
celui du numérateur:
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§ 63. C h a p i t r e II. 123
en entendant par x et y leurs expressions en t, ou en vertu de (5) § 58: •
En diflërentiant cette égalité une fois, l fois par rapport à t, on aura les deux suivantes: 

qui définissent les fonctions adjointes de deuxième espèce, ayant son point-paramètre aux environs du point O' de la sphère de Riemann. En posant t—0 dans les formules (31) — (33), on aura les équations: 

qui définissent les fonctions de troisième et deuxième espèces avec le point-paramètre au point O de la sphère de Riemann. *)
*) Pour appliquer cette méthode au cas hyperelliptique posons dans la formule (w) 

de la note marginale du § 56, kj=t , ayant égard à la formule (x) de la même 
note, nous aurons: 

en portant cela en (a) et en posant
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124 Chapitre II. § 64.64. Si l’on a une fonction
[t\x, y) étant une fonction adjointe à l’équation fondamentale], qui devient = coau point ($, t/J*), alors on peut toujours déterminer lesconstantes Alf x42, ... Av_t et B de la sorte, que la fonction 
où l’on a cp1(a?) = <p(a;) :(rc —ne deviendra plus infinie en ce point, et alors on aura:
Pour le démontrer, prenons la somme des résultats reçus, après avoir divisé cette égalité par t/), en y remplaçant y par toutes ses valeurs 
y„ y^ • • • yni répondants à ia même valeur de x\ nous aurons une fonction symmétrique de ces valeurs:
nous aurons: 

en posant ici t = 0, on aura la formule (g) de la note marginale du § 57. En diffé- 
rentiant cette formule (d) par rapport à t et puis posant r —0, on trouvera pour la 
fonction adjointe de deuxième espèce l’expression: 

en désignant par A le coéfficient de la plus haute puissance de x dans le polynôme
dx

2P+1 ..
R( x ). On vérifie aisément que cette fonction après être multipliée par —-----, où

l’on a æ=t—2, sera développable en série de la forme: 

le signe du premier terme étant contraire à celui de la formule (20) du texte, car 
ici c’est le second point-paramètre qui s’est éloigné à l’infini, et non le premier. 
C’est ce, qu’on trouverait aussi par la méthode de la note marginale du § 57, car

et la seconde partie de l’équation (d) de la note

citée deviendra

♦) Que nous supposons d’abord ordinaire.
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§ 64. Chapitre IL 125

qui s’exprimera rationnellement par x. Multiplions cette égalité, dont les deux membres seront après cela des fonctions rationnelles de x seul, par (x — £)v et différentions le résultat obtenu par rapport à x v —7c —1 fois de suite, après quoi y faisons x — t. Comme d’après (9) § 61 on a au voisinage de x—t, y—y.-.

on voit aussitôt, qu’après avoir différentié v— le — 1 fois l’équation (4) et y posé ensuite #=;, on n’obtiendra un résultat différent de zéro que de celui des termes de la somme, pour lequel on a l — k, notamment celui-ci : 
il est aisé de voir, que les deux derniers termes en (4) disparaissent aussi après les opérations mentionnées, de sorte que nous aurons l’égalité: 
d’où l’on aura:

Le coéfficient B, d’après la formule (27) § 57, sera trouvé après v—1 différentiations, et l’on aura:
*) En supposont que c'est qui devient —y* ; les au^ges valeurs de y en seront 

différentes, (c, y») étant un point ordinaire.
ç
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126 Chapitre IL § 64, 65.Dans le cas, où (£, y.) coïncide avec l’un des points de ramification, on doit poser æ —ç=£p, p étant le nombre des valeurs de y qui se permutent circulairement autour du point (£, t/^), et porter la valeur de tirée de cette équation, dans l’égalité (4), multipliée par ~=pt}^~1; puis la multiplier par f1 et ensuite continuer de la même manière, comme précédement. Si l’on a et ce point est de ramification d’ordre p', ilfaut poser x = t~p', multiplier l’égalité (4) par = —et puis encore par f*', et ensuite continuer de la manière précédente. On aura ainsi dans ce dernier cas, en accentuant tous ce qui se rapporte à lui, la formule suivante pour le coéfficient
■ les fonctions de la deuxième espèce étant définies dans ce cas par les formules (35) et (36) du § 63. On trouvera de la même manière, que

Cette règle suit immédiatement des conditions d’adjonction. (Voir les §§ 44 et 46.)65. On peut réunir en un seul, suivant Abel, tous les termes du développement (3) du § précédent, se rapportant à un même infini de la fonction donnée, que nous avons trouvé là. 11 suffit de montrer, comment peut on le faire pour le premier des cas, que nous y avons considéré, celui, où (B, y.) est un point ordinaire à distance finie de l’origine. Après avoir changé dans les formules (8) et (9) du § précédent x en £, portons les expressions que nous avons trouvé là pour les coéfficients, et aussi aulieu des fonctions JS1/7 - n (x, y\a{, b^) leurs expressions tirées de (3) et (6) § 61, dans les termes mentionnées de l’égalité (3) du § précédent; nous aurons pour ces termes:

*) Le dernier terme pouvant être réuni à la somme en posant £ = O, la dérivée 
d’ordre O étant la fonction elle même.
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§ 65, 66. Chapitre II. 127
— d’après la formule de Leibnitz. [On comprend sans doute, qu’on a ici : 

m nP(<er, yp’)) = 0]. De la même manière, dans le cas, où (£, tombe dans un des points hélicoïdaux à l’infini, les termes correspondants du développement (3) se réunissent en un seul suivant:
en indiquant par la notation y^lpn qu’on doit remplacer x par t p', après avoir calculé la fonction symmétrique des valeurs de y, que présente cette somme.66. Soient maintenant

p. W—1
/Yu 7/ )les infinis de la fonction adjointe situés dans le fini, c’est-à-direpour lesquels É a une valeur finie, d’ordres vn v2,. . . vr respectivement, et

ceux, qui sont à l’infini, c’est-à-dire pour lesquels ; a une valeur infinie, d’ordres vp v^,... vr, respectivement, quelquesunsdespoints(l)et(2) pouvant tomber dans les points de ramification. Après avoir formée la fonction ?P^ .q(æ, y; a., &t) on peut, d’après § 64, séparer de la fonction donnée unepartie telle, que la fonction restante ne deviendra plus infinie aupoint après avoir ensuite formée la fonction
Ci

onpeut séparer de la fonction une partie telle, que le restene deviendra plus infini au point et ainsi de suite; enfin onarrivera à la fonction qui ne deviendra plus infinie en aucundes points (1). En traitant de la même manière cette dernière, onconstruira la fonction à l’aide de laquelle, d’après le 8 64,on pourra séparer d’elle une telle partie, que la fonction restante
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128 C h a p i t r e II. § 66.ne deviendra plus infinie au point (E't, y.')\ en continuant, on arrivera çienfin à la fonction qui ne deviendra plus infinie en aucundes points (1) et (2), mais qui peut être en un seul point Cq,yf) pourrait devenir = co1. Cette fonction devant rester finie pour les points à l’infini, son degré par rapport à y doit être égal à n — 2, d’après § 44, et le degré de la fonction y) par rapport à x doit surpasser de m —2le degré de <pr+Le degré de fr^r,_x(x, y) par rapport à y étant égal à n — 2, et cette fonction devant s’annuler pour n valeurs de y, qui 
ni ncorrespondent en vertu de l’équation F(x, ?/)=0 à chaque racine del’équation des valeurs de y correspondants à laracine vj de l’équation ?r|.r<_1(Æ)=O, tous les coéfficients de chaque puissancede y dans le polynôme doivent être divisibles par lepolynôme de sorte, que la fonction se réduira àune fonction entière de x et y des degrés m—2 et n—2 respectivement, qui ne deviendra pas parconséquent infinie au point Cq,^). Etant d’ailleurs adjointe, elle ne sera pas autre chose qu’une fonction adjointe 

m—2 n—2de première espèce x , y ). Les constantes Cjt qui entrent dans son expression [(13) § 58], se déterminent à l’instant: on n’a que de poser 
x=ak, y=bk après avoir écrit toute la décomposition en éléments simples avec des coéfficients indéterminés; alors à droite il ne restera que Ck, et l’on aura:
Ainsi on aura définitivement pour notre fonction la décomposition suivante en éléments simples:

Aux environs du point ("G, «/-) toutes les fonctions P^ deviènnentest un point ordinaire];
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§ 66. Chapitre II. 129mais notre fonction restant finie en ce point, comme il est démontré tout à l’heure, on doit avoir: 
ou, en portant aulieu de Bh, et Bh leurs valeurs, tirées de (11) et (9) § 64:

En portant aulieu des A et B leurs valeurs tirées des formules (8) — (11) § 64, on donnera, d’après les formules (1) et (2) § 65, à la décomposition en éléments simples de la fonction considérée la forme suivante :

La première somme a droite représente le résidu intégrale de la fonction de (£, y.): 
par rapport à ses infinis, se trouvant aux points O' de la surface de Riemann, tandis que chaque terme de la seconde somme est le résidu par rapport à l’infini, situé au point (SA, 2/- ) de la même surface, respecti- vement. Abel désignait la première somme par la lettre II, placée devant l’expression (8), (car d’après l’autre définition de résidu c’est le coéfficient de L1 dans le développement de la fonction considérée suivant les puissances de la variable t).

M. Tikhomandritzky. 9
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130 Chapitre II. § 67.67. On a vu au § 51, qu’il est toujours possible de former une 
m n fonction adjointe, uniforme sur la surface de Riemann pour F(x, «/)—o, qui devient = œ1 en m' points, si l’on a m>p. Supposons qu’on a m'=v— 1-Rp, v étant >1 ; alors la condition m >p est remplie. Supposons que les v — 1 points, où la fonction cherchée devient = <x>1, se con- 

p fondent avec le point (B, y J), et les autres avec les points (a , b.,) de la? 4 1sorte, que la fonction aura un infini d’ordre v — 1 au point yO), et un
pinfini simple à chacun des points («.,&.). Soit i\x,y) cette fonction; ?i * Jen la différentiant et multipliant après par F'y(x,y\ on aura la fonction 

y) qui aux mêmes points deviendra respectivement égale à et à œ2; parconséquent, en lui appliquant ce qu’on a démontré au § précédent, on aura (suivant M. Noether, 1. c.): 

les fonctions P^, Pa^ ne pouvant pas entrer dans ce décomposition en éléments simples, car alors les développements en sériés suivant les puissances de (x—£) ou (x—ak) contiendraient les termes en — ou 
(x—que ne peut pas contenir le développement de la dérivée d’une fonction algébrique, uniforme sur la surface de Riemann, la différentiation abaissant les degrés d’une unité. A l’aide de cette formule on peut ex-

P Pprimer la fonction y; atb^ par celles des E^\x, y, a.^b^ où—2 et par les Ek (x,y; ...a k, b'k,..), où k = 1, 2, 3 .. .p. De la même
v-3 pmanière on peut exprimer E, (x, ?/; a„ b,) par des pareilles fonctions * îd’ordre moindre au point (£, y.) et ainsi de suite. De cette manière, en portant chaque pareille expression dans les précédentes, on arrive au résultat suivant:

En portant çes expressions dans l’égalité (4) du § précédent, nous 
f (oc ?/) xaurons une formule de réduction de la fonction donnée -7— ■ à la somme

<p(®)des termes, dont le premier sera la dérivée T)x d’une fonction algébrique
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§ 67. Chapitre II. 131rationnelle de x et de y, les autres—les fonctions Ek et P? multipliées
m—2 n —2 par des constantes, enfin le dernier la fonction de première espèce ( x , y ). — On peut faire cette réduction aussi d’un coup. En effet, d’après le § 51 on peut toujours former une fonction <&(x, y), qui deviendra aux points: 

infinie d’ordres respectivement égaux à
pet aux points égale à ce1, le nombre des points étant plus grandque7>; la dérivée Dx de cette fonction deviendra aux mêmes points infinie d’ordre vn v2, . . . vr et 2 respectivement. Cette fonction, (et parconséquent aussi sa dérivée), contiendra d’après (9) § 51 linéairement un nombre égal à

des coéfficients indéterminés, qui pourront être déterminés de manière que la fonction ' * 
ne devienne infinie aux points (3) que du premier ordre; alors elle pourra être décomposée seulement suivant les fonctions Ek(x,y\... a ,b',...),Après avoir déterminé les coéfficients de cesfonctions comme celà était montré au § 64, et la constante restante par la condition, que la fonction ne devienne pas infinie au point (t], y^), on aura:

Après avoir formé la fonction y), on tirera d’ici aisément —pour 8lz en vertu de (5) § 61, et pour 53z en vertu de (27) § 57 — les formules suivantes pour les coéfticients s2lz, 53 z et :
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132 Chapitre II. § G7, 68.De ces coefficients les sont liés entre eux par la relation (5) du
x§ précédent, la fonction -y—y étant finie au point (tj, y^).68. Revenons de nouveau à la fonction

pour y considérer cette fois ($, yj comme des variables, liées entre elles par l’équation fondamentale, et (tj, yTj) et (#, y) comme des constantes.
pCe sera une fonction algébrique de ê, [car Ptr(x,y; a., a été reçue à

1 'il’aide des opérations rationnelles sur les quantités qui y entrent,] uniforme 
m nsur la surface de Riemann pour F(£,yh) = O. Elle devient =cv)1 aux

ppoints (rr,y) et (a &) de cette surface: par rapport au premier celà î 'suit de ce, que pour t=x, y^=y} le paramètre et l’argument étant* égaux entre eux, elle devient égale à co1 par sa définition même, donnée au § 57; quant aux derniers celà suit de l’égalité (7) § 60, où le premier facteur du second membre devient égal à œ1 pour y; = tandisque le second reste fini et différent de zéro, car il ne dépend pas de ç. — La fonction
représentera une fonction la plus générale, uniforme sur la surface de Riemann pour F($,y^)=0, qui devient égal à aux y-pi points de cette surface, savoir:

Si nous posons maintenant:
9 nous aurons une fonction de ($, y?), uniforme sur la surface de Riemann 

m npour yc)=0,’ laquelle d’après ce que nous avons dit tout à l’heure deviendra égale à aux points:
*) M. Noether. 2. Note (Erlangen), § 8, la première formule. Une formule plus 

générale (pour les cas des infinis co';) on trouve à la page 3-me de sa 4-me note. 1886. 
Nous nous contentrons à considérer ici le cas de v=l.
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§ 68. Chapitre II. 133
— notamment, d'après (4) § 61, au point comme
pour £ = — et, en -général, encore aux points fondamentaux, card’après (7) § 60 on a:
par suite au point (afc, bk) comme
pour Mais si l’on détermine les constantes de manière qu’on ait:
alors la fonction 2/-), définie par l’équation (4) restera finie aux points fondamentaux, et ne deviendra infinie œ1 qu’aux m' points (5), comme la fonction (5) § 51.Si tous les p équations (9) seront indépendantes l’une de l’autre, alors le nombre des constantes arbitraires dans la fonction (4) sera égale à
mais si q équations entre les équations (9), pas plus, sont les conséquences des autres, alors le nombre des constantes arbitraires en (4) s’élèvera iusau’à
En effet, supposons pour fixer les idées, que ce soient lesp—q premières des équations (9), qui sont indépendantes; alors les déterminants d’ordre 
p—q, formés des éleménts de la matrice:
ne seront pas tous nuis, tandis que ceux d’ordre p— <z+l, formées des éléments de la matrice, qu’on reçoit de celle-ci, en lui ajoutant une 
p—î+l-ième ligne des éléments:
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134 Chapitre II. § 68.tous seront nuis; parconséquent on pourra toujours trouver telles p— q constantes a^, . a^_g, qu’on ait
pour les valeurs de h, répondantes à l’un des déterminants d’ordre p— q de la matrice (12), lequel est différent de zéro. Mais alors la même équation (14) aura lieu aussi pour toutes les autres valeurs de h: car en remplaçant les a<l) par leurs valeurs tirées des équations (14) dans la fonction
on aura pour le résultat le quotient des deux déterminants: au numérateur celui de l’ordre p—(?-}- 1, qui sera = 0 pour lh, y-y-_ , et au dénominateur celui du système des équations (14), qui est différent de zéro. On l’aura pour toutes les valeurs de l de 1 à q. Toutes ces fonctions:
seront d’ailleurs linéairement indépendantes entres elles: en effet si l’on avait
en posant ici on aurait pour toutes les m valeurs de h,en vertu de ce qui vient d’être démontré, les relations:

J—- ».donc les p — q premières équations ne sauraient être indépendantes entre 
p—gelles, comme on l’a supposé. Ainsi B— 0. Alors l’équation (17) se réduirait îen vertu de (15) à celle-ci:

mais une telle relation n’existe pas entre les fonctions adjointes de 
gpremière espèce fondamentales. Donc aussi P'=0. Les fonctions (15) étant ainsi indépendantes de même entres elles, on pourra remplacera les q dernières des équations (9) par celles-ci:
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§ 68, 69. Chapitre II. 135lesquelles se réduisent en vertu de (14) à des identités. Donc après ce changement il ne restera des équations (9) que les p — q premières. Par suite dans l’expressions (4) on aura m'4-1—p-fq coéfficients indéterminés. C. q. f. d.Donc, „s’il existe q fonctions adjointes de première espèce, linéaire
ment indépendantes, lesquelles s'annulent en tous les points (5), alors la 
fonction algébrique la plus générale, qui devient infinie en ces points, 
contiendra d'une façon linéaire et homogène en tout m—2>4-^+l 
constantes arbitraires''1,.C’est-là le célèbre théorème de Riemann-Roch (Riemann-Roch’sche Satz), dont nous avons fait mention au § 51*  **)).

*) V. Klein-Friecke. Elliptische Modulfunktionen. Bd. I. Leipzig, 1890. § 5, 
pp. 546—549. Aussi Forsyth. Theory of functions of a complexe variable. Cambridge, 
1893. § 240. pp. 457—462. Des autres démonstrations on trouvera dans l’article des 
Mrs. Brill et Noetliev. „Über algebraisclie Funktionen und ihre Anwendung in der 
Geometrieu. Math. Annal. Bd. VII. S. 269—310, et dans le livre des Mrs. Hensél et 
Landsberg, cité au Préface.

**) En vertu de la formule (4) du § 64, où l’on doit poser Bh~0, les fonctions 
de troisième espèce ne pouvant pas y entrer maintenant par la même raison qu’au § 
précédent, vu la formule (2).

69. La dérivée de cette fonction par rapport à $, multipliée par Ffe,yf), deviendra en vertu de (3) et (5) § 61 au point (x, y) égale à co2 comme
ppour Ç=x, y-~y\ aux points (ak, bf) par la même formule, en vertu de (7) § 60 elle deviendra égale à œ2 comme

De la symmétrie de la formule (1) par rapport à (x,yj et (S, yfj on conclut, que la fonction de (x, y)

restera finie au point x=t, y—y-, et seulement aux points 2/=^jdeviendra égale à œ2 comme son premier terme, car le second s’annule en ces points. Quant au point (v|, yTj, les deux termes n’en dépendent que formellement, comme on l’a vu au § 61 [(2)].Par cette raison, en considérant dans la formule (3) x comme variable indépendante, on peut décomposer cette fonction suivant les
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136 Chapitre II. § 69.une fonction linéaire avec les coéfficients, qui dépendront de ($, yÇ). On aura ainsi

Comme la transposition de (.r, y) avec (£, à gauche de cette égalité n’en fait que changer le signe, de la sorte qu’aussi par rapport à (S, y;), si l’on regarde ; comme la variable indépendante, la fonction à gauche possède les mêmes propriétés, on en conclut que les fonctions xfc(£, et deviènnent aussi 2 aux points (ak, bk) et parconséquent sont décomposable de la même manière, ainsi qu’on aura:

En portant ces développements dans l’égalité (4), nous aurons:

Cette expression doit changer son signe par la transposition de (x, y) avec (£,yc); on doit donc avoir: 
et
pour toutes les valeurs de le et j de 1 à p. Si l’on multiplie maintenant l’égalité (4) par (x—ak)2 et si l’on y pose ensuite y—l>k, alorsd’après (2) [après y avoir changé (S, y-) en (rr, y) et vice versa] on aura à gauche

*) le second terme à gauche s’annulant pour a?=a/., y = bk.
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§ 69. Chapitre II. 137et à droite d’après (5) § 61 (pour appliquée à la fonction• • •):
donc il doit être: 
parconséquent d’après (5) et (9) on aura: 
et ensuite d’après (9):
En portant ces valeurs dans l’égalité (7) nous aurons: 

ou

Mais comme on a |xy — — et parconséquent —p.'.fc==O, 011 Peut présenter la double somme de cette manière: 
en portant cette expression dans l’égalité (16) et en posant

ainsi qu’on aura 
où ckk pourra être différent de zéro, (car pour j—k les deux termes en accolades dans (17) se détruisent), nous aurons:
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138 Chapitre IL § 69, 70.

En posant pour abréger: 
on pourra écrire ainsi l’égalité précédente:

C’est là cette identité remarquable, d’où se développe chez Weierstrass toute la théorie des intégrales abéliennes. Chez Abel lui-même on trouve une identité semblable dans le mémoire: „Petite contribution à la théorie de quelques fonctions transcendantes14 § 2*),  mais déduite pour d’autres transcendantes; pour les intégrales abéliennes cette identité a été trouvée pour la première fois par Weierstrass et communiquée pour le cas hyperelliptique dans le „Programu de Braunsberg, 1849, pour le cas général dans ses leçons sur cette théorie à l’üniversité de Berlin; plus tard cette identité a été retrouvée indépendamment de lui par M. Noether**).  Nous avons suivi M. Noether dans l’exposition de ce sujet***).

*) V-me mémoire de la nouvelle édition de.ses oeuvres. T. I.
*♦) Ueber die algebraische Differentialausdrücke. 3. Note. Sitzungsberichte der 

physikalisch-medizinischen Societât zu Erlangen. Sitzung v. 14. Januar 1884.
***) Pour le cas des intégrales hyperelliptiques nous l’avons déduit dans notre 

ouvrage sur l'inversion de ces intégrales d’une manière élémentaire. M. Béliankiue 
l’a fait de nouveau d’une manière très simple dans sa note: ^Démonstration de l’iden
tité de Weierstrass dans la théorie des intégrales hyperelliptiques". Annales de 
l’üniversité de Kieff, 1900; aussi dans le Bulletin de la Société physico-mathématique 
de Kazan. 2. IX no 2. 1899.

70. La fonction Ek(x,y), définie par l’équation (21) du § précédent, est une fonction adjointe de la deuxième espèce, qui devient égale à æ2 au point (ak, bk), mais qui a des valeurs arbitraires aux autres points fondamentaux grâce aux constantes arbitraires ckj, qui entrent dans le second terme en (21); les points fondamentaux, n’étant pas caractéristiques pour cette fonction, sont omis dans sa notation. — Si l’on transporte dans l’égalité (22) les termes, précédés du signe (—), dans l’autre membre, elle prendra la forme:
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§ 70. Chapitre II. 139

En posant: 
on pourra écrire l’égalité (1) plus brièvement ainsi:
La fonction, définie par l’équation (2) est une fonction adjointe de la deuxième espèce, qui devient égale à <x>2 au point (S, yz), et qui prend au point (tfA, bk) la valeur -E7k(S, yc) tout à fait arbitraire, comme il a été expliqué tout à l’heure; les points fondamentaux n’étant pas caractéristi- 

pques pour la fonction H(x, y y„), on a omis les constantes (ak,&) dans ; îsa notation; le point (E,y) est paramètre de cette fonction*). L’égalité (3) exprime une propriété caractéristique de la fonction de ne pas changer en valeur par l’échange du paramètre (5, y;) avec l’argument (x, y). On appelle normale cette fonction de deuxième espèce. En faisant coïncider le paramètre avec le point (ag, bg\ la seconde partie de l’équation (2)prendra la forme indéterminée co—co, dont la vraie valeur se trouve par l’équation (1) égale à E (x,y)\ ainsi on aura: 
c’est-à-dire, que la fonction fandamentale généralisée de seconde espèce 
Eg(x,ÿ) n’est qu'un cas particulier de la fonction normale H(x, y t,yj, celui — où le paramètre ($, y.~) coïncide avec le point fondamental («9, bff).En vertu de (4) on pourra écrire l’équation (2) de cette manière:

pQuoique les quantités (ap ?>.) entrent dans cette expression de la fonction adjointe normale de deuxième espèce, elle n’en dépend pourtant que formellement. Pour le montrer, remplaçons dans l’équation (1) § 60
*) Weierstrass désigne de cette manière le quotient du second membre d’équa

tion (2) par F'(x,y). Notre H(x, y | Ç, y,.) est la même que JE(x) de Mr. M. Noether
“ ç ç

2. Note (Erlangen) § 6; aussi: Math. Ann. Bd. 37, p. 448.
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140 Chapitre II. § 70, 71.
pl’un par l’autre les deux systèmes des points fondamentaux (a., b{ ) et 

p i(ap Pf); nous aurons: 
par l’opération Dt on en tire:
Après le même échangeaient des points fondamentaux on aura par la 

m—2n—2formule (13) § 53 pour la fonction x , y ) cette expression:
En portant ces expressions des deux fonctions dans l’équation (5), nous en aurons:

mais l’expression en paranthèses {} n’étant d’après (5) autre chose que [3. «/;), qui est égal en vertu de (3) à H(£,y„ (L), cette expressionde la fonction normale de seconde espèce prend aussitôt la forme: 
qui ne diffère de celle, donnée par l’équation (5), que par les points fondamentaux. Donc, ces points pouvant être remplacés par tous autres, la fonction H(x,y\^y^ n’en dépend pas effectivement. C. q. f. d.La possibilité démontrée de remplacer dans les équations (2) et (3) 

p ples points fondamentaux (a., b^ par d’autres (af, ^), permet de conclure, que la propriété fondamentale de la fonction normale de deuxième espèce, exprimée par l'équation (3), appartiendra aussi aux fonctions fondamentales généralisées de deuxième espèce vu l’équation (4).71. La fonction de la variable (^, y/J
construite à la manière de celle de la variable donnée par laformule (1) du § G8, jouera un grand rôle dans notre théorie; c’est
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§ 71. C h api tr e II. 141pourquoi nous allons la considérer ici de plus près. Elle aj)+l infinis œ1 aux points: 
et zéros 0'*  **) aux points

*) Voir la formule (17) § 53.
**) Voir la formule (19) § 58.

nous allons considérer ce qu’elle devient dans les deux cas particuliers 
psuivants: 1) lorsque l’un des points (#.,?/.), par exemple (# , y?), viendra
1 pà coïncider avec le point (;,^); 2) lorsque les points (^,^) viennent sur

* 1
m—2n—2une courbe adjointe de première espèce: <p( oc , y ) = 0. Pour rendre cette étude plus facile nous donnerons une autre expression de la même fonction (1). A cet effet, pour plus de clarté, nous allons modifier un peu pour le moment la notation adoptée par nous dans les §§ précédents des fonctions adjointes de première et de troisième espèces, en écrivant après leurs zéros arbitraires aussi leurs zéros nonarbitraires, en les séparant des premiers par un trait vertical, de manière que

représentera une fonction adjointe de première espèce de la variable p-iayant ses p—1 zéros arbitraires aux points (oct,y^ et ses p—1
p—i,zéros nonarbitraires aux points de même que 

la fonction adjointe de troisième espèce de la même variable (#, yz\ avec les paramètres aux points (oc, y') et (x y), ayant ses p zéros arbi-
1traires aux points (x'.,y'.) et (s, y J, et ses p zéros nonarbitraires aux points 

p i(aq^a )• ^es derniers zéros sont complètement déterminés parles paramètres et les zéros arbitraires, c’est-à-dire par lçs points:
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142 Chapitre II. §71.
p-i p—1ou, — comme les deux systèmes et (æ',y) des zéros de la fonction (4) déterminent complètement l’un l’autre, — par les points, 

comme le sont les zéros de la fonction (1), autres que (;,«/;). Le produit de la fonction (1) par la fonction (4): 
sera une fonction adjointe, (car tel est le second facteur), qui deviendra infinie co1 seulement aux deux points (æ',?/') et (a:, les autres infinis du premier facteur, (x y\ étant les zéros de l’autre, et qui aura ses î

p—i ( pzéros aux points (£, y»), (x' y.) et aux points (*.. y ), dont les premiers; î î aipeuvent être considéré comme arbitraires, vu la reprocité des deux sys- 
p—i p—itèmes des points (x ,y .) et (x1., y ). Cette fonction ne sera donc autre î 'i ‘chose, que la fonction (5), ou n’en différera que par un facteur constant; celui-ci pouvant être compris dans le signe de la fonction (4), qui n’est définie par ses zéros qu’à un facteur constant près, nous pouvons par suite écrire: 

d’où l’on aura de suite la formule cherchée:

Lorsque le point (xp,yp} viendra coïncider avec le point G,?/*), ou 
p—i

avec l’un des points (x't.,y‘.), par exemple avec le point (xp_1,yp_l), — 
pc’est ce qui aura lieu dans le second cas, où les p points (x., y.) viènnent sur une courbe adjointe de première espèce, — comme l’un des deux infinis de la fonction (5) sera absorbé par l’un de ses zéros arbitraires, l’un de ses zéros nonarbitraires, soit (a7,,«/ap), doit venir à tomber, en l’autre infini (x',y') de la fonction pour l’absorber, car il n’existe pas des fonctions adjointes qui auraient un seul infini. Donc dans les deux
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§ 71, 72. Chapitre II. 143cas la fonction (5) se réduira à une fonction adjointe de première espèce: dans le premier cas à 
à quoi on aura, comme il est aisé à voir: 
dans le second à 
sans avoir l’égalité (12), et la fonction (1) se réduira dans le premier cas à l’unité, dans le second à

72. Avant de quitter la partie algébrique de notre théorie pour passer à la partie transcendante, traitant les intégrales abéliennes et leur inversion, il nous reste à développer encore une notion nouvelle, due à Mrs. Brill et Noether *), et dont les progrès recents de la théorie, qui nous occupe, ont signalé toute l’importance, — celle des points cor- 
residuaux (Mrs. Brill et Noether) ou équivalents (Mr. F. Klein). On sait par le § 68, qu’il est toujours possible de former une fonction, ayant les .p+1 infinis arbitrairement donnés: 
et un zéro en un point arbitraire, par quoi les p zéros restants seront parfaitement déterminés; si le zéro donné est (^,yf), les autres seront désigné ici par (£., y. ), de sorte que le système complet des zéros de1 Vnotre fonction sera représenté ainsi:
si le zéro donné sera (ï],«/ïi), les p zéros restant seront désigné par 

p(■^l,,^.), en sorte que le système complet des zéros sera:
*) Math. Ann. Bd. VII. 1873. S. 272—273.
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144 Chapitre II. §72.Les deux systèmes des point (2) et (3), formant les zéros des deux fonctions de (#, y J: 
et 
ayant les mêmes infinis aux points (1), sont ceux, que Mrs. Brill et Noether ont nommé corresiduaux et M. F. Klein équivalents-, nous adopterons la dernière dénomination, comme indépendante de toute considération géométrique. Le quotient de ces deux fonctions: 

sera une fonction de (#, qui restera finie aux points (1) [et notamment égale à l’unité au point (x,y), comme il résulte de (27) § 57 et (5) § 58,] qui aura les points (3) pour ses zéros et les points (2) pour ses infinis comme la fonction: 
on peut parconséquant définir aussi les points équivalents deux systèmes des points, dont l’un représente les zéros, l’autre les infinis d’une même fonction de degré 7)4-1, (7). [§ 40].Les deux fonctions (6) et (7), ayant les mêmes zéros O1 et les mêmes infinis oo1, ne peuvent différer l’une de l’autre que par un facteur constant; on aura donc:
La constante c pourra être déterminée de deux manières, c’est ce qui conduit aqx résultats intéressants. En premier lieu, en posant 
g=x, yz=y, on aura d’après la remarque faite plus haut sur la valeur du quotient à droite en (8)
D’un autre côté, en chassant le dénominateur dans l’équation (8), de sorte qu’elle prendra la forme:
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§ 72. Chapitre II. 145on pourra y poser: 
après avoir divisé le premier facteur à gauche et multiplié le deuxième par A$, par quoi la valeur du produit ne sera pas changée, faisons y tendre Ai- vers zéro; comme d’après (4) du § 61 on a: 
et d’après (1) du meme §: 
on aura à la limite, en se rappelant de la signification du symbole I^: 
d’où l’on trouvera:
En comparant les deux formes de ce résultat avec le premier, donné par l’équation (9), on aura les deux formules: 

qui nous seront, toutes les deux, très utiles plus loin. La dernière, si l’on y considère (t), yT) comme variable, représente à gauche le produit de deux fonctions, dont chacune a pour ses zéros les infinis de l’autre; on pourra les nommer à juste titre inverses l’une de l’autre*). Les zéros et les infinis étant du premier ordre, ce produit restera toujours fini et parconséquent se réduira à une constante, — c’est ce qu’on voit par le second membre de l’équation (17) qui d’après (2) § 61 ne dépend pas de vj.Le premier membre de la même équation (17) étant symmétrique par rapport aux systèmes (1) et (2), on en conclut:
*) V. Ermakoff. „Théorie des fonctions abéliennes sans les surfaces de Eie- 

mann“. Kiew, 1897. (Annales de FUniversité de Kiew) (en russe.)

11. Tikhomandritzky. 10

www.rcin.org.pl



146 Chapitre II. § 72.une relation fort importante. Elle exprime aussi la proposition sur l’échange de paramètre avec l’argument dans le cas de l’équivalence des systèmes de points formés du point variable et des points fondamentaux, de même que l’égalité (1) § 70 l’exprime dans le cas général. Les deux 
p membres de la dernière ne dépendant que formellement des («,•,&,) î comme il y a été démontré plus haut, nous pouvons,"sans détruire cette égalité, remplacer, comme le remarque M. Noether, ces points dans la pfonction du second membre par (#.,«/.), dans celle du premier par 

>. p(£.,Q; alors elle prendra la forme:

— où nous avons introduit dans la notation des fonctions adjointes de première espèce leurs points fondamentaux, ces points n’étant pas maintenant les mêmes dans les deux membres (que nous avons en outre transposé). En vertu de (18) cette égalité prend la forme: 
ou, en vertu de (4) § 70: 
une identité intéressante, dont nous nous avons servi dans l’édition russe de ce livre pour démontrer d’après M. Noether deux propositions importantes.
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Partie II-me (transcendante).
Chapitre III.

Réduction des intégrales abéliennes aux intégrales des 
trois espèces; les propriétés caractéristiques des 

intégrales de chaque espèce.

73. La formule (4) § 66 donne la décomposition de la fonction 
y) T,m n' uniforme sur la surface de Riemann pour I (æ, y)=0, en éléments ? (X)simples; en multipliant les deux membres de cette formule par —------

Fy{x,y) et en intégrant de x0 à x, (xQ, y0) étant un point ordinaire de l’image 
m nalgébrique F(x,y) = O, on aura:

clocDe même en multipliant par —— l’égalité (7) § 67 et en inté- 
Fy(x, y}grant de x0 à x, ou aura:
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148 Chapitre III. § 73.

où l’on a:

Ces formules réduisent l’intégrale abélienne générale aux intégrales de trois espèce:
de la première espèce'.

il y’ en a p différentes linéairement indépendantes; ensuite 
de la deuxième espèce:

çt

de cette dernière catégorie il y’ en a aussi p différentes; enfin: 
de la troisième espèce:
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§ 74. Chapitre III. 14974. Les intégrales de première espèce restent finies et continues sur toute la sphère de Riemann, comme il suit de ce, que nous avons 
m — 2n—2 dx
x > y )dt vu au § 44, savoir, que la fonction----- -,----------- est finie en chaque
Fv&, y)point de la sphère de Riemann. C’est là la propriété caractéristique des intégrales de première espèce.Les intégrales de deuxième espèce deviènnent infinies en un seul point, qui peut être à une distance finie ou infinie du point # —0; savoir: l’intégrale II) au point (B,y;) infinie d’ordre k: et?, et l’intégrale II) au point (ak, bk) infinie du premier ordre: co1. En effet, si (tfpyj est un point, situé dans le voisinage du point (S, yt) et dans le domaine de la convergence uniforme de la série —;) de la formule (9) § 61, on aura d’après cette même formule, en l’intégrant: 

ici la dernière intégrale reste finie pour a; = $, car telle est la fonction sous le signe de l’intégration; aussi sont finis les termes premier et troisième, indépendants de la variable x, tandisque le second devient <*>', d’où il suit ce que nous en avons dit. En particulier, pour k = l, l’intégrale 

deviendra — œ1 comme la fonction 
pour x — l. D’après la remarque faite à la fin du § 62 ces résultats s’appliquent immédiatement à l’intégrale II') (§ 73), qui devienne =<x>1 au point (ak, bk) comme l’expression: 
pour x — ak. Ces derniers intégrales de la deuxième espèce devenant chacune =œ1 à l’un des points fondamentaux, on peut les appeler in-
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150 Chapitre III. § 74.
tégrales fondamentales de la deuxième espèce, et l’intégrale (2) — inté
grale générale de la deuxième espèce avec le paramètre ($,yf). L’intégrale II) § 73 peut être appellée l'intégrale générale de la deuxième espèce 
d'ordre li, car elle devient =œz au point (ç, y J.L’intégrale de la troisième espèce possède deux infinis logarithmiques: l’un au point (ç,//s), où elle devient infinie comme — log(#—;) pour æ = l’autre au point (y\,yf), où elle devient infinie comme +log(«—*1) pour x = 7]. En effet, par (27) et (28) § 57 et (5) § 58 on a aux environs des points-paramètres correspondants:

en désignant par (x^yf) un point pris au voisinage du point dansle domaine de convergence uniforme de la série î?(æ — ;), et par (æ2, y2) un point pris au voisinage du point (t), î/t) dans le domaine de convergence uniforme de la série ^\(ir—-q), on aura, en multipliant ces égalités par dx et en intégrant:

Jdans les deux formules les derniers termes des seconds membres restent finis pour respectivement x~r{, car telles sont les fonctions sousle signe de l’intégrale; les autres termes, les seconds exceptés, sont des quantités finies, indépendantes de x, d’ou il suit ce que nous avons dit. C’est là la propriété caractéristique des intégrales de troisième espèce. On remarquera les coéfficients des termes logarithmiques dans les formules (7) et (18), et que la somme de ces coéfficients est égale à zéro.
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§ 75, 76. Chapitre III. 15175. En multipliant (7) et (8) § 61 par ——r- et en intégrant de 
x0 à x, on aura les relations suivantes entre les intégrales de la deuxième espèce de différents ordres et celle de la troisième espèce : 

car on peut ici changer l’ordre de la différentiation et de l’intégration. De la même manière on tirera de (3) et (4) § 62 les relations suivantes:

76. L’intégrale de troisième espèce, que nous avons considéré au
p§ précédent, a une dérivée, qui s’annule aux points fondamentaux (« ,&,);

une autre, dont la dérivée s’annule aux autres points: (a.,?,), en diffère ipar une fonction linéaire des intégrales de la première espèce. En effet, en multipliant l’égalité (1) § 60 par —r—— et en intégrant de x0 à 
x, on aura:

En effectuant l’opération D-- sur les deux membres de cette égalité, vu (1) du § précédent et (7) § 61 on aura:
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152 Chapitre III. § 76, 77.

en effectuant l’opération D\ sur (1), vu (2) du § précédent et (8) § 61,on aura

Les formules (2) et (3) expriment une proposition analogue pour les intégrales de deuxième espèce avec le paramètre au point (;, yX

n. En multipliant l’égalité (21) § 69 par -,dx et en inté- 
fv(x, y)grant de x0 à x, on aura: 

cette intégrale nouvelle de la deuxième espèce diffère donc aussi de sa correspondante entre les intégrales fondamentales de deuxième espèce par une fonction linéaire des intégrales de première espèce, dont les coéffi- cients, des constantes, satisfont, rappellons-le, à l’égalité (19) §69. Nous appelions aussi fondamentales ces dernières intégrales de la deuxième espèce, mais plus générales. — Comme on a
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§77. Chapitre III. 153on peut écrire l’égalité (2) § 70 de cette manière:

en multipliant cette égalité par (-r — et en intégrant de x0 à x, on aura: ?/)

Le premier terme du second membre de cette formule est l’intégrale de la deuxième espèce (1) § 75; parconséquent l’intégrale de son premier membre, qui en diffère par une fonction linéaire des intégrales de première espèce, est aussi de la deuxième espèce. On appelle cette intégrale l'intégrale normale de deuxième espèce', le point (B, 2/z) en est lé 
paramètre. L’égalité (4) nous montre que cette intégrale peut être reçue à l’aide de l’opération ZL, exécutée sur l’intégrale: 

qui, différant de l’intégrale de troisième espèce (le premier terme) par une fonction linéaire des intégrales de première espèce, est aussi une intégrale de la troisième espèce.L’intégrale normale de deuxième espèce se réduit à l’aide des fonctions algébriques aux intégrales fondamentales de deuxième espèce. En multipliant l’égalité (1) § 70 par —— et en intégrant de x0 à x,
Fy(x, y) on aura, en se rappellant de (6) § 59:

www.rcin.org.pl



154 Chapitre III. § 77.

le second membre de cette égalité ne diffère pas essentiellement du second membre de l’égalité (4), car, en y ouvrant les crochets, on aura le second membre de (G); donc on a: 

c’est ce, qui démontre la proposition énoncée, car le premier terme à droite est une fonction algébrique de a?, uniforme sur la surface de
m nJtiemann pour F(x,y) = O.En multipliant l’égalité (4) par - et en intégrant de =0 à £, enayant égard à (6) § 59, nous aurons:

Cette intégrale ne diffère que par la lettre, désignant le second paramètre de l’intégrale de troisième espèce (5); parconséquent elle est aussi de troisième espèce. En effectuant sur elle l’opération Dt, on aura l’intégrale normale de deuxième espèce, tandis que nous l’avons déduit de cette dernière au moyen de l’intégration par rapport à la variable voilà quel est le lien entre ces deux intégrales d’espèces différentes. L’intégrale (8) s’appelle l’intégrale normale de troisième espèce-, les points
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§ 77, 78. Chapitre III. 155G,?/-) c't ('O,en sont les paramètres. On comprend bien, sans doute, que les chemins d’intégration de x>n à x et de £0 à £ ne doivent pas se croiser, car autrement l’intégrale n’aurait pas de sens. — En multipliant l’égalité (3) § 70 par -------—— et en intégrant par rapport à x
Fy&y-j

sde xn, et par rapport à ; de 50, suivant les chemins qui ne se croisent, pas, on aura:

Cette égalité exprime la propriété caractéristique de l’intégrale normale b de troisième espèce de rester invariable en sa valeur par l’échange des paramètres et des limites. Elle démontre „le théorème de Véchange dit 
paramètre et de l’argument“. — La même proposition pour l’autreforme de l’intégrale normale de troisième espèce peut être déduite de la même manière de l’égalité (1) § 70; en la multipliant par la même quantité et en intégrant entre les mêmes limites, on aura:

A l’aide de la formule (1) § 69, qui donne le mode de devenir infinie aussi de la fonction I7(x,y'ç,yk)t en vertu de (2) § 70, on peut appercevoir facilement de (9) que l’intégrale normale de troisième espèce devient l’infinie logarithmique, lorsque l’argument devient égal au paramètre, car on a 

pour l’autre paramètre on aura +log(.r—;0)+C. La même chose est aussi visible de l’égalité (10).78. Si l’on trace sur la sphère de Riemann une courbe du point 
(tj, y-J au point (;, ?/»), où l’intégrale de troisième espèce devient infinie, de manière qu’elle ne croise pas ni soi-même, ni les lignes Ah et Bh
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156 Chapitre III. § 78, 79.
(h= 1,2,.. .p); alors cette ligue sera une coupure de la fonction, représentée par l’intégrale de troisième espèce, ayant ces points pour paramètres: sur les deux côtés opposés de cette ligne les valeurs de l’intégrale considérée seront différente de 2iu: en passant du droit à gauche, l’intégrale recevra l’accroissement de —2m’. En effet, le point (a:, y) décrivant un cercle infiniment petit autour du point -) dans le sens positif, l’intégrale recevra un accroissement de —2m grâce au terme —log(a;—£) de son développement pour le point considéré; de même, le point (a?,y) décrivant un cercle infiniment petit autour du point dans le sens négatif, l’intégrale recevra le même accroissement grâce au terme + log(a: — tj) de son développement pour ce point; mais l’un ou l’autre des deux cercles doit on décrire, si Fou veut passer de l’autre •côté de la ligne sans la croiser.79. Pour simplifier les formules nous voulons introduire une notation abrégée des intégrales des trois espèces à l’aide des grandes chiffres Romains: I, II, III, qui présentent cette avantage, qu’on peut écrire les limites des intégrales et indiquer à l’aide d’un indice, attaché au bas ou en haut des chiffres les différences individuelles de chaque intégrale de la même espèce, de la manière suivante:a) l’intégrale fondamentale de première espèce:

b) l’intégrale générale de première espèce: 
en vertu de (11) § 53 on aura:

c) l’intégrale fondamentale de deuxième espèce:
d) l’intégrale fondamentale de deuxième espèce plus générale:
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§79. Chapitre III. 157en vertu de (4) on tirera de (1) § 77 la relation: 
où l’on a ckj=cil;, du reste ces constantes étant arbitraires;e) l’intégrale de deuxième espèce avec le paramètre au point (Ê,?/5) ayant la dérivée, qui s’annule aux points fondamentaux:

f) le même intégrale d’ordre élevé:
g) l’intégrale normale de deuxième espèce avec le paramètre au point
h) la première intégrale de troisième espèce:
i) l’intégrale normale de troisième espèce avec les paramètres aux points et (Ê0,y5 ):

S *0

elle s’exprime ainsi par la précédente en vertu du (8) § 77: 
l’égalité (10) du § précédent, qui exprime le théorème de l’échange du paramètre et de l’argument, prendra maintenant la forme:
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158 Chapitre III. § 79, 80.Les formules, qui montrent, comment dérivent l’une de l’autre les intégrales normales de deuxième et de troisième espèce, prennent la forme:

En effectuant sur l’intégrale normale de troisième espèce l’opération on aura d’après (8):
qui diffère de l’intégrale (8) par une fonction linéaire des intégrales (1), comme il suit de la formule (8) § 77; c’est pour cela, que nous en avons modifié un peu la notation.80. Les formules (1) et (2) § 73 pour la réduction des intégrales abéliennes à celles de trois espèces, après y avoir introduit les notations abrégées des intégrales, prendront la forme suivante, plus simples:

Si l’on multiplié l’égalité (7) § 66 par —— et l’intègre de x0 à on aura la formule équivalente à (1), mais plus serrée, si l’on y introduit les notations nouvelles des intégrales, savoir:
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§ 80. Chapitre III. 159
où la lettre II devant l’expression désigne d’aprèsAbel la somme des résidus de cette fonction par rapport à ses infinis, situés aux points 0' de la sphère de Riemann.A l’aide de la relation (12) § 79 et en vertu du théorème de l’échange du paramètre et de l’argument chez l’intégrale normale de troisième espèce on pourra transformer la formule (2) en celle-ci:

les coéfficients s2l/t, 53^, des intégrales des trois espèces étant déterminés par les formules (8) § 67. — Les intégrales des deux premières espèces étant fondamentales, et parsuite indépendantes les unes des autres, et les infinis clés intégrales de troisième espèce étant logarithmiques, on voit de suite, que les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’intégrale du premier membre de cette formule se réduise à une fonction algébrique, sont*):
les troisièmes se réduisant en vertu des deuxièmes à celles-ci:

Si de ces équations les deuxièmes n’auront pas lieu, mais seulement les équations premières et troisièmes, c’est-à-dire, qu’on aura:
et en outre:
où tous les nombres sont des entiers, alors on aura:

*) Voyez: Weierstrass. Werke. Bd. IV. S. 267.

www.rcin.org.pl



160 Chapitre III. • § 80.En désignant par d'/#,*/) une fonction rationnelle de x et y, laquelle devient infinie aux limites supérieures des intégrales (entre paranthèses) de l'ordre marqué par le coéfficient de la même intégrale, et égale à zéro au point unique 0q,2/f) de l’ordre égal à la somme de ces coéfficients: 
à la condition, que cette somme n’est pas inférieure à p -|-1, on aura d’après le théorème d’Abel (v. le Chapitre V de ce livre) l’égalité suivante: 
en vertu de laquelle l’égalité (4) se réduria à celle-ci:

Donc les équations (7) et (8) expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’intégrale abélienne se réduise aux fonctions algébriques et logarithmiques *).La même voie à suivre se présente le plus naturel dans les recherches ayants pour but de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une intégrale abélienne du rang donné se réduise aux celles des rangs inférieurs, c’est-à-dire se rapportants aux images algébriques des genres inférieurs. Pourtant, vu le caractère spécial de cette question d’une part et des grandes complications de l’autre, qui peuvent s’y présenter et nous entrainer loin hors des limites imposées à nous par le titre du livre, nous laissons d’y revenir à l’autre occasion, — sans vouloir empêcher par cela quelqu’un de nous y devancer, — en se contentant ici de l’indication faite.

*) D’une manière semblable L. Koenigsberger a traité le même problème dans 
le cas hyperelliptique. Voyez ses „Vorlesungen liber die Théorie der hyperelliptischen 
Intégrale". Leipzig, 1878. Achte Vorlesung. S. 130—153.
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Chapitre IV.
Fonctions primaires. Relations entre les périodes des intégrales.

81. En revenant à l’identité (22) § 69 multiplions ses deux membres par —-dz et l’intégrons suivant la courbe fermée A ; alors le second
ç pterme de son premier membre, qui sera réduit à dPç.Ax,y\a.,b^ après la dite multiplication, donnera le zéro après l’intégration, car le chemin 

pfermée Ah ramène à sa valeur initiale la fonction de (J^yJ P^tx, y\a., b^
m nqui est uniforme sur la surface de Riemann pour _F(ç, y^)—Q, étant une fonction rationnelle de (£, y^, [§ 68]. En introduisant encore les notations suivantes pour les intégrales des trois espèces, prises suivant la courbe fermée Ah dans le sens positif*):

— car la dernière intégrale sera une fonction du point (x,y\ tandis que les deux premières sont des quantités constantes, — on aura:

*) C’est-à-dire par rapport auquel la partie intérieur de Ah sera à gauche. 
M. T IK HOM AN D KITZ K Y. H
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162 Chapitre IV. § 81.et en divisant par Fy(x, y)\

La dernière égalité nous montre, que la fonction Q(x,y)h, définie par l’équation (3), a une dérivée algébrique, uniforme sur la surface de m nRiemann pour F(x,y)=O, mais avec les coéfficients transcendants et définis par les équations (1) et (2). L’équation (5) définit la fonction à une constante additive près; là dernière sera déterminée, si l’on intègre cette égalité en commençant du point Cro>yo); une fonction reçue de cette manière, qui s’annule pour x=x0,y=yQ, nous désignerons par 
Q(x,y: xQ,y0\\ alors on aura:
D’un autre côté, on tire de l’équation (3), à cause de ce que par (6) § 59 on a: 
cette autre expression de la même fonction:
De ces deux expressions (6) et (8) de la fonction 2(æ,y,x0,y0)h on déduit aisément toutes ses propriétés. De la première expression on voit, que cette fonction sera finie et continue à moins que le point (x,y) ne 

pvient pas se confondre avec l’un des points fondamentaux (a , 6 ), où elle 
’i 'devient infinie du premier ordre: œ1, comme l’expression: 

pour x=ak ainsi qu’il suit de l’équation (6) d’après (4) du § 74. Quand le point (x,y) arrive sur la ligne Ah, la formule (8) devient illusoire, tandis que la formule (6) montre, que notre fonction aura encore une valeur finie; mais cependant cette valeur ne sera pas la même sur les deux bords de la ligne Ah: cette ligne sera donc une coupure de cette fonction, qui reçoit un accroissement fini, lorsque le point (rr,y) passe à travers d’elle d’un côté à l’autre. En effet, pour que la formule (8) conserve le sens, lorsque le point (x,ÿ} vient sur le chemin d’intégration Afi, il faut changer un peu ce chemin auprès du point (x,y), en faisant le point ($,ÿE) de-
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§ 81, 82. Chapitre IV. 163vier le point (#,«/), en décrivant autour de lui, comme du centre, un demicercle d’un rayon infiniment petit du côté droit ou du côté gauche; mais dans ces deux cas on n’obtient pas le même résultat: le chemin, qui laisse le point (x, y) à sa gauche, peut être transformé en celui, qui le laisse à sa droite, plus un autre suivant un cercle entier de rayon infiniment petit autour de lui dans le sens positif, ainsi que la valeur de la fonction 2(rr,?/;a;0,y0)A, lorsque le point (x,y) est situé auprès du chemin Ah de sa côté gauche, sera égale à celle, qu’ a la fonction, lorsqu’il est situé de sa côté droite, plus la valeur de l’intégrale, prise suivant le cercle infiniment petit autour du point (x, y) dans le sens positif; mais cette dernière est égale à —2m, car au voisinage du point 
(x,y) on a par (4) § 61:
Ainsi la valeur de la fonction Q(x,y, x0,y0)h à gauche du chemin Ak, ou, à parler autrement, à l’intérieur de la courbe fermée A/t, sera de 2m moindre qu’à droite de cette ligne, autrement — à l’extérieur de cette courbe, ainsi qu’en passant par cette ligne fermée de son intérieur à l’extérieur, la fonction Q(x,y;x0,y0)k reçoit brusquement l’accroissement de +2m, en passant de l’extérieur à l’intérieur celui de —2m. Durantque le point (x,y) ne passe pas à travers de cette ligne, la fonction
Q(x,y;x0,y0)h reste uniforme; mais comme à cause de la connexionmultiple de la surface de Riemann le point (x, y) peut autant de foisque l’on veut passer à travers de la ligne Ah dans le même sens, on conçoit, qu’en chaque point de la surface de Riemann la fonction 
Q(x, y; x0,y0)h aura un nombre infini des valeurs, qui diffèrent entre elles par un multiple de 2m, par 2qm, q étant un entier quelconque, positif ou négatif.82. De même en intégrant même identité (22) § 69, après l’avoir multiplié par —r~~—, suivant le chemin fermé £>z dans le sens positif, et en posant:
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164 Chapitre IV. § 82, 83.on aura:

d’où il suivra, que la fonction 2\x. y)h a une dérivée algébrique, uniforme 
m nsur la surface de Riemann pour F(x,y)=O, avec les coéfficients transcendants (ü'kh et En intégrant l’égalité (5) sur le même chemin qu’enle § précédent, du point (rr0, ÿ0) au point (.r, y), on aura, — en désignant la fonction Q'(x,y)h qui s’annule pour x=x0, y~y0, par 2'(æ, y; x0, y0)h, l’égalité suivante: 

et aussi de l’équation (3) d’après (7) du § précédent cette autre:
De ces deux expressions on tire de la même manière, qu’au § précédent, la conclusion, que la fonction Q\x,y -,x0, y0)h est finie sur toute la sphère de Riemann, les points fondamentaux exceptés, où elle devient infinie: œ1 comme 
pour x = ak, et uniforme tant que le point (x,y) ne passe pas à travers de la ligne Bk-, en passant par cette |igne de l’intérieur à l’extérieur, elle reçoit l’accroissement de + 2m, en passant de l’extérieur à l’intérieur celui de —2m, de manière qu’en chaque point de la sphère de Riemann elle a une infinité des valeurs, qui différent entre elles par 2#’m, 4 étant un entier positif ou négatif; enfin, comme la fonction du § précédent, elle devient égale à zéro pour x = x0, y — yn (en négligeant les multiples de 2m).83. Chaque contour fermé nous amène à une pareille fonction, qui cependant ne sera qu’une fonction linéaire des 2p fonctions 2 (a?, y; x0, y0 )h et Q(x,y,x0,y0)h, ayant pour coéfficients des nombres entiers. En effet, un contour fermé quelconque peut être réduit- à une suite déterminée des courbes Az et Bh (A= 1, 2,. . .j>), suivies dans l’un ou l’autre sens, et encore des contours fermés infiniment petite autour des
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§ 83, 84. Chapitre IV. 165points de ramification, qui cependant donneront les intégrales égales à zéro, ces intégrales étant prises suivant les chemins infiniment-petits des fonctions, qui y restent finies, comme on le voit par les formules (5) des deux §§ précédents; en désignant maintenant par mh le nombre, qui indique de combien de fois le chemin d’intégration Ah a été suivi dans le sens positif plus souvent que dans le sens négatif, et par nh le nombre qui indique la même chose pour la courbe Bh\ en désignant encore par 2(æ, y,x0, y0) la fonction qui se rapporte au chemin fermé considéré, on aura l’égalité: 
et aussi cette autre (en vertu des équations (6) des §§ 81 et 82): 
en désignant par et par les valeurs des intégrales Ik et IIk de première ét deuxième espèces, se rapportant au même chemin, ainsi qu’on a:

84. Les quantités œA/( et œ'A (7i=l, 2, 3,... jp) sont les périodes *) de
Xl’intégrale Ifc de première espèce; les quantités f\kh et tqkZ1 (fe=l, 2, 3,. . .p) æo

Xsont les périodes de l’intégrale II;. de deuxième espèce. Tout chemin, qui ®0mène du point (a?0,t/0) au point (#,?/) peut être réduit par une déformation continue à une suite déterminée des chemins Ah et Bh (h=A,2, 3,. . .p), suivis d’un chemin déterminé, qui amène directement du point (x0, y0) au
X Xpoint (x.y)-, ainsi, qu’en désignant par Ifc et IIk les valeurs des intégrales «O *0qui se rapportent à ce dernier chemin, leurs valeurs se rapportants à tout autre chemin seront données par les formules:

*) On désigne ces périodes par le nom des périodes cycliques. E. Picard. 
Traité d’Analyse. T. II, p. 392.
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166 Chapitre IV. § 84, 85.(A=l, 2, 3,... étant des entiers quelconques, positifs ou négatifs. Entre les périodes des intégrales de première et de deuxième espèces il existe des relations intéressantes et importantes pour notre théorie, qu’on déduit aisément des égalités (6) des §§ 81 et 82; c’est ce que nous montrerons dans le § suivant.85. Dans les égalités mentionnées faisons le point (x,y) décrire la courbe fermée Aÿ, où nous supposerons g^h’, ce chemin ne rencontrera pas ni ni Bh-, par conséquent les fonctions Q(x, y-,x0, y0)h et
Q'(x,y\x0,y0)h reprendront leurs valeurs initiales, et leurs accroissements seront égaux à zéro, tandis que les intégrales 
qui entrent dans les seconds membres de ces égalités, recevront respectivement les accroissements 
en retranchant des égalités reçues après que le point (x,y) a décrit le chemin Ay les mêmes égalités à l’état primitif, on aura les relations suivantes entre les périodes des intégrales des deux premières espèces: 

où dans la dernière on a indispensablement h=Èg, tandis que la première aura lieu aussi pour h—g, car alors chaque terme de la somme sera identiquement égal à zéro. De même, si l’on fait le point (x, y) décrire le chemin fermé By, où l’on a h^g, on tirera des mêmes égalités (6) §§ 81 et 82 par la même raison les égalités: 
qui ne diffère de (4) que par le facteur (—1), et 
qui aura lieu aussi pour h=g, chaque terme de la somme devenant alors identiquement nul. Si l’on fait, dans la même égalité (6) § 81 le point 
(x, y) décrire la courbe fermée Bh dans le sens positif, comme il passera en vertu de cela du côté gauche de la ligne Ah à son côté droit, la fonction 
Q(x, y; x0, y0)h recevra l’accroissement 2k?, et l’on aura l’égalité:
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§ 85, 86. Chapitre IV. 167
En faisant le point (x, y) décrire la même courbe Bh dans le sens positif dans l’égalité (6) § 82, nous aurons l’égalité (6) du § présent pour 
g—h, c’est-à-dire une identité; si l’on fait, dans la même égalité (6) § 82, le point (#, y) décrire la courbe Ah dans le sens positif, comme il passera en vertu de cela du côté droit de la ligne Bk à son côté gauche, la fonction Q'(x,y\ x0, y0)h acquerra l’accroissement —2~i, et l’on aura l’égalité: 
qui ne diffère que par le facteur —1 de la précédente.Ainsi nous avons reçu*) entre les périodes des intégrales de première et deuxième espèces quatre relations différentes, que nous allons réunir, vu de leur importance, dans cette table:

86. À l’aide de ces relations il est aisé de calculer le déterminant d’ordre 2p, dont les éléments sont les périodes des intégrales de première et deuxième espèce, savoir:

*) Par la méthode de Weierstrass, donnée dans ses leçons sur la théorie des 
intégrales abéliennes.
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168 Chapitre IV. § 86, 87.qui est en même temps le déterminant du système de 2p équations linéaires (6) §§ 81 et 82, lorsqu’on y considère comme inconnues les inté-
X Xgrales IA et IIfc (k=\, 2, 3,.. .p). Effectuons jp fois la permutation circu-
*0 ^0 -laire des lignes horisontaies: cela introduira le facteur (—l)*^ 1)P= —l)7'; puis transposons entre elles les colonnes verticales de chaque paire 1-re et 2-me, 3-me et 4-me,... ; c’est ce qui introduira encore une fois le facteur (—l)p, qui avec l’autre donnera (—l)2p=—1; maintenant multiplions les colonnes de rang pair par —1; cela introduira de nouveau le facteur (—l)7', ainsi qu’on aura:

En multipliant les déterminants (1) et (2) d’après la règle connue, on aura en vertu des formules (I)—(IV) du § précédent: 

ou, le déterminant se réduisant au terme principal : 
d’ou l’on tire

87. Le déterminant du système des ‘Ip équations (6) §§ 81 et 82, linéaires par rapport des intégrales de première et deuxième espèces 
X XIfc et IIfc (&=1,2, . étant ainsi différent de zéro, le système pourra *0être résolu par rapport à ces intégrales; c’est ce que nous allons faire
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§ 87. Chapitre IV. 169par la méthode des multiplicateurs indéterminés. A cet effet nous multiplierons les équations 
par et les équations 
par —et après les avoir ajouté, en prenons la somme par rapport à h de 1 à p\ en changeant l’ordre des sommations par rapport à 
h et à 7v, on aura:

XSi l’on veut avoir d’ici l’intégrale Iy, on doit poser: 

d’où l’on aura les valeurs de et C’est ce qu’il est aisé de faire en vertu des relations (I) — (IV) du § 85. Pour trouver \j, multiplions les équations (4) par (5) par (6) par — tikj et ajoutons les produits reçus pour &=1, 2, . . .p\ en ordonnant le résultat suivant les À, nous aurons: 
c’est ce qui se réduit d’après (I)—(IV) § 85 à celle-là: 
d’on l’ou trouve:
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170 Chapitre IV. § 87.Pour trouver X^., multiplions les équations (4) par (5) par «A, (6) par —7]^, et ajoutons les produits reçus pour k = l, 2, 3 .. .p\ en ordonnant le résultat suivant les À, on aura: 
et cela se réduira d’après (I) — (IV) § 85 au suivant: 
d’où l’on trouvera:
En portant les valeurs de X et X' de (9) et (12) dans l’égalité (3), on aura l’expression cherchée de l’intégrale de première espèce par les fonctions 2(.r, y, x0,y0)h et Q'(x,y,x0, y0)h:

Si l’on veut avoir l’expression de l’intégrale de deuxième espèce
XIL? par les mêmes fonctions, on doit déterminer les facteurs indéterminésÀ et X' par les équations:

Pour trouver X^., multiplions les équations (14) parœ^., (15) par — (16) par —et ajoutons les produits reçus pour k—1,2, . . .p', en ordonnant le résultat suivant les À, on aura: 
cela se réduira d’après (I) —(IV) § 85 au suivant: 
d’où l’on trouvera
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§87. Chapitre IV. 171Pour déterminer multiplions les mêmes équations respectivement par œj ,——7]'/y et ajoutons les produits obtenus pouraprès avoir ordonné le résultat suivant les X, on aura: 
ce qui se réduira d’après (II)—(IV) § 85 à celui là: 
d’où l’on trouve:

En portant les valeurs de À/; et X'. de (19) et (22) dans l’égalité (3),
Xon aura l’expression cherchée de l’intégrale II de la deuxième espèce par les fonctions

Les formules (13) et (23) font montrer très bien la périodicité des intégrales de première et deuxième espèces: si le point (x, y) décrit la courbe fermée A/; dans le sens positif, toutes les fonctions Qk et S2't reprendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonction Q\x, y\^yQ\. qui recevra l’accroissement —2rà, carie point (a?, y) passera de l’extérieur à l'intérieur de la courbe fermée correspondante Bk, d’où résulteront pour
X Xles intégrales Iy et II les accroissements œ * et respectivement; si le Xq Xqpoint (x,y) décrira dans le sens positif la courbe fermée Bk, toutes les fonctions 2/( et 2'/t reprendront leurs valeurs initiales, exceptée la fonction 2(æ, y, a?0, y0)k, qui recevra l’accroissement +2kî, carie point (x,y) passera de l’intérieur à l’extérieur de la courbe Ak, d’où résulteront

X Xpour les intégrales I et II d’après les formules (13) et (23) les accrois- sements respectifs œ/Æ etSi l’on passe de l’un point quelconque de la ligne ct au point vis-à-vis à l’autre bord de cette même ligne par une ligne qui ne rencontra aucune p pdes ligne A/t et Bk, alors chacune des fonctions et Q'h reviendra à sa valeurs initiale d’après les §§ 81 et 82 et d’après les formules (13)
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172 Chapitre IV. § 87, 88.
X Xet (23) la même chose en résultera pour les intégrales Ifc et IIfc; le. mo- 
XO X9dule de périodicité par rapport à ligne cz est donc égal à zéro.88. En portant les valeurs des À et X' des équation (9) et (12) du § précédent dans les égalités (4), (5) et (6) et des équations (19) et (22) dans les équations (14), (15) et (16) du même on aura des relations suivantes entre les périodes des intégrales des deux premières espèces: 

dont les deux dernières ne diffèrent pas essentiellement de (1) et (2) respectivement, tandis que les autres présentent des relations nouvelles. Les deux premières ressemblent respectivement les équations (II) et (III) du § 85, mais en diffèrent en ce, que la sommation s’effectue ici suivant le second indice, qui se rapporte à la courbe de l’intégration, tandis que dans les formules citées du § 85 la sommation s’effectuait suivant le premier indice, se rapportant à l’intégrale du système fondamental. La formule (3) a été reçue par Riemann *) d’après le théorème de Cauchy, en intégrant l’expression 
suivant le contour de la surface élémentaire T', en quelle se transforme la surface de Riemann par les coupures faites suivant les lignes Bh, Ch (^ = 1, 2, . . . p) [§ 16]. L’expression (7) reste toujours finie à l’intérieur de cette surface élémentaire, pourquoi l’intégrale prise suivant son contour dans le sens positif, par exemple, d’après le théorème de Cauchy sera égale à zéro; d’un autre côté, cette intégrale pourra

*) V. Riemann, B. Werke. 2. Aufl., S. 131. (Théorie der .Abelschen Funk- 
tionen, § 20.)
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§ 88. Chapitre IV. 173être décomposée eu une somme des intégrales, se rapportant à chacune des lignes Ah, Bh, Ch (à=l, 2, . . .p), dont chacune est suivie une fois dans le sens positif, l’autre dans le sens négatif. Quant à la 
d xfonction I. — elle aura les mêmes valeurs sur les deux bords de chacune de ces lignes, étant uniforme sur la surface de Riemann; la

Xmême chose est à dire des valeurs de l’intégrale 17 (comme aussi des «Oautres intégrales fondamentales de deux première espèces) sur les lignes C&, qui seront les mêmes sur ses deux bords, le module de périodicité étant égal à zéro sur ces lignes d’après le § précédent, en vertu de quoi les intégrales relatives aux lignes Ch donneront en somme le zéro; sui- 
Xvant la ligne Ah au contraire les valeurs de l’intégrale Lz à droite de , «Ocette ligne sont plus de <o qu’à gauche d’elle aux points vis-à-vis, car on passe de l’un côté à l’autre en suivant pendant l’intégration la ligne 

Bh dans le sens négatif; parconséquent la somme des deux intégrales, se rapportants à cette ligne Ah, sera égale à
Xsuivant la ligne Bh l’intégrale Iff a des valeurs moindres de <o sur le côté droit de cette ligne, qu’aux points correspondants de son côté gauche, que l’on suit le premier pendant l’intégration, car on passe de ce côté à l’autre en cheminant le long dans le sens négatif; parconséquent les intégrales se rapportants à la courbe B/t donneront en somme:

En ajoutant les égalités (8) et (9), en sommant ensuite par rapport à 
h de 1 à p, on aura le premier membre de l’égalité (3) de Riemann.De la même manière on peut recevoir les formules (1) et (2). Pour la première on n’a qu’à intégrer suivant le contour de la surface élémentaire T l’expression: 
les mêmes considérations nous conduisent au premier membre de l’équation (1) (changé du signe); quant à son second membre on le reçoit, en remarquant, que les deux facteurs de l’expression (10) restent partout finis, excepté le point (ak, b J pour le premier facteur, qui y devient infini co1 comme
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174 Chapitre IV. § 88.mais au même point le second facteur devenantégal à zéro O1 comme x—ak pour x~ak, le produit reste fini même en ce point; l’expression (10) restant partout finie sur la surface de Riemann 
T', son intégrale, prise suivant le contour de T' est d’après le théorème de Cauchy égale à zéro. — On supposait l^g\ lorsqu’on a lt—g, alors au point (« ,^ ) le premier facteur devient infini comme 
pour x=ag, et l’autre égal à 
l’intégrale considérée, pouvant se réduire à l’intégrale autour du point (aÿ, M suivant un cercle infiniment petit, aura pour sa valeur —2~z, vu que ce point est à droite du chemin d’intégration; c’est ce pourquoi on aura l’équation (2), changé du signe.En intégrant l’expression 
suivant le contour de T, on arrive de la même manière au premier membre de l’équation (4); quand à son second membre, on trouvera de cette manière sa valeur. A l’aide de (6) § 79, on aura: 
en intégrant, d’après (1) et (2) qui sont déjà démontré, on aura: 
d’après la même formule (6) § 79 on aura:
Le premier terme à droite est nul, car au point (ag, bg) le premier facteur devenant infini comme (11), l’autre s’annulant comme (x—ag) pour 
x=ag, la fonction à intégrer reste finie en ce point; au point bk) le premier facteur restant fini et l’autre devenant =œ3 comme
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§88. Chapitre IV. 175pour x—ak, le résidu est nul. Quant à la somme, tous les termes, oùsont par la même raison égaux à zéro; il ne reste à considérer que l’intégrale
Pour le trouver, remarquons que la fonction: 
n’a qu’un seul infini double au point {ak, bk), en y devenant = cc2 comme 
pour x=ak; donc on aura 
mais comme on a 
on aura, en intégrant cette égalité suivant le même contour, en vertu de (19): 
d’où l’on tire, en ayant égard à la valeur trouvée plus haut*) de la deuxième intégrale:
En portant cette valeur dans (16), on aura —2ira.c t pour celle de l’intégrale de son premier membre, laquelle étant mise dans l’égalité (15), nous donne: 
en vertu de (19) § 69, parquoi l'équation (4) est aussi démontré par la méthode de Riemann.

*) Dans le cas plus générale de l’intégrale

www.rcin.org.pl



176 Chapitre IV. § 89.89. La fonction 2(Æ,y; æ0,?/0)/(, définie par l’équation (8) § 81, en chaque point de la surface de Riemann possède une infinité des valeurs, qui diffèrent l’une de l’autre par un multiple de 2 tu, et est finie sur toute la surface de Riemann à l’exception des points fondamentaux («A, \), où elle devient infinie: co1, comme l’expression (9) du même §. îSi l’on prend cette fonction pour l’exposant d’une puissance du nombre e (la base du système naturel des logarithmes), on aura une fonction trans- ■ cendante:
qui sera uniforme sur toute la surface de Riemann, car on apartous finie et differente de zéro à l’exception des pointsen seront des points singuliers essentiels (wesentlich-singulâre Stellen, Weierstrass), car elle y prendra toute valeur, grâce au facteur
qui s’en détache, si l'on développe la fonction 2/t en une série suivant les puissances de x—ak, convergente dans le voisinage de ce point [(9) § 81]; pour x = x0, y~y0 elle devient égale à l’unité, son exposant 
Q(x, y; x0,y0)h devenant égal à zéro:
Par ces propriétés la fonction E(x,y;x0,y0)h est définie complètement; car soit Eï{x,y\x0,yQ\ une autre fonction pareille, uniforme sur la surface de Riemann, partous finie, égale à l’unité au point (æo,.?/o), et aux 

ppoints (aA, êj caractérisée par le facteur (2); alors le quotient
sera une fonction finie et continue sur toute la surface de Riemann pour 

m n p

F(x,y) = O, même aux points (ak,bk), car le facteur (2) disparait du iquotient (4), quand on remplace ses deux termes par leurs développements, ayants lieu au voisinage de ce point. Mais alors ce quotient est une constante *), qui ne peut être que l’unité, car il prend cette valeur au point (x0, y0). C’est ce qu’il fallait démontrer.
*) V. la première note marginale du § 57.
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§89. Chapitre IV. 177De même, en prenant pour l’exposant d’une puissance du même nombre e la fonction Q\x,y',x0, y0}h définie par l’équation (7) § 82 et qui possède les mêmes propriétés que la fonction £(#, y,x0, yf)k, on aura une nouvelle fonction: 
de même uniforme sur toute la surface de Riemann, finie et différente

pde zéro partous à l’exception des points (a4, bk), qui en seront les points essentiels, car grâce au facteur: 
qui s’en détache après le développement de l’exposant de e en une série convergente au voisinage du point (a&, bk), elle y prendra toute valeur; au point (x0, yf) elle deviendra égale à l’unité:

La fonction E'(x, y; x0,y0)lt est complètement déterminée par ces propriétés; c’est ce qu’on démontre de la même manière que pour la fonction (1).Il y a en tout 2p fonctions de la forme (1) et (5) qui différent entre elles par les facteurs (2) et (6), où h — 1, 2,...p, qui s’en détachent aux points singuliers essentiels pour la même valeur de l’indice 7c, se rapportant au point singulier considéré. Weierstrass les a nommé fonc
tions primaires (Prim-Funktionen), de première espèce — ajoutons-nous, car nous rencontrerons encore d’autres fonctions, qui portent le même nom. La fonction plus générale de même espèce, qu’on aura, en prenant pour l’exposant de la puissance du nombre e la fonction plus générale 
Q(x, y,xa,yf) qui se rapporte à un chemin fermé quelconque, et que nous désignerons ainsi: 
en vertu de (1) § 83 se décompose en produit de puissances positives ou négatives des fonctions primaires, considérées tout à l’heure:
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178 ’ Chapitre IV. §89.Weierstrass a démontré de plus, que toute fonction E(x, y,x0, y0), 
ni nuniforme sur la surface de Riemann pour F(x,y)=O, finie, différente de 
pzéro et continue à l’exception des points («*,&*), qui seront pour elle ides points singuliers essentiels à cause du facteur, qui s’en détache au voisinage de ces points, de la forme

pour le point (ak, bk), n’est que la fonction E(x, y, #0, y0), définie par l’égalité (8), les constantes ck se réduisant absolument à des fonctions linéaires des périodes des intégrales de première espèce à coéfficients entiers. Pour démontrer cette proposition de grande importance, remarquons avec Weierstrass que la dérivée logarithmique d’une telle fonction, multipliée par F'(x,y), étant uniforme sur la surface de Riemann,
pfinie et continue à l’exception des p pôles du second ordre (ak, bk~), où ielle devient infinie en vertu de (10) comme:

pour x — ak, y — bk, sera, en vertu de la proposition de § 40, une fonction rationnelle de (x, y} et adjointe, qui par la même raison qu’au § 67 pourrait être représentée en fonction linéaire des fonctions adjointes des deux premières espèces seulement; on aurait donc:
en comparant les coéfficients du terme avec dans les développements des deux membres de cette égalité, on trouve de suite en vertu de (11) et de la formule (5) § 61, appliquée en vertu de (21) § 69 aux fonctions considérées de deuxième espèce:
En changeant pour plus de symmétrie qA en cA, on pourra écrire l’équation (12) de cette manière:
en la multipliant maintenant par et en intégrant suivant les
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§ 89, 90. Chapitre IV. 179courbes Ak, Bk, (&= 1,2,.. .p\ on aura le système suivant de 2p équations
p p,linéaires en c. et ciA ?

(pour 1, 2, 3,.. .p\ qk et qk étant des entiers, car le logarithme d’une fonction uniforme, comme l’est @ (x, y ; xQ, yü) d’après notre supposition, ne peut recevoir autre valeur après le retour de (x, y) au point de départ que celle, qui diffère de la primitive d’un multiple de 2 tu. Pour trouver c/t multiplions l’équation (15) par l’équation (16) par —œ^., et prenons après cela la somme de toutes ces équations pour k— 1, 2, 3,.. .p; nous aurons en vertu de (1), (2), (3) de § 88: 
c’est ce qui démontre notre proposition. On trouvera de la même manière, que
On voit que c et ont la forme (3) et (4) § 83; ce sont donc les périodes correspondantes des intégrales de première et de deuxième espèces. En intégrant (14), après l’avoir multiplié par , de (x0,y^

F y y}à (x, y), et en passant du logarithme au nombre lui-même, on aura pour 
&(x,y;x0,y0) une expression analogue au (8) en vertu de (2) § 83.90. En prenant les logarithmes, on tire des équations (1) et (5) du § précédent:

En portant ces expressions dans les équations (13) et (23) § 87, nous aurons les expressions des intégrales de première et de deuxième espèces par les fonctions primaires de la première espèce:
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180 Chapitre IV. § 90, 91.Par les mêmes fonctions primaires de la première espèce et par les fonctions primaires de la deuxième espèce s’expriment aussi les intégrales de troisième espèce, comme nous le verrons au § suivant, et les fonctions algébriques, uniformes sur la surface de Riemann pour 
m n

FÇx.y) = 0, comme on le verra dans le chapitre suivant, et parconsé- quent l’intégrale de la deuxième espèce avec le paramètre (B, yC, qui se réduit à l’aide d’une fonction algébrique uniforme sur la surface de Riemann considérée, aux intégrales fondamentales de deuxième espèce d’après la formule (7) § 77.91. On tire de l’équation (13) § 79: 
posons maintenant:

Cette équation définit une fonction de (x, y), qui sera uniforme sur la surface de Riemann, tant que le point (x, y) ne passe pas parla ligne d’intégration allant du point (^,2/=) au point (-,2/J; sur la ligne d’intégration elle même le point (x, y) ne peut pas se trouver, car alors l’intégrale n’aura pas de sens: il faut alors, en intégrant, le devier suivant un deroicercle infiniment petit, en le laissant du côté droit ou du côté gauche de la ligne d’intégration, et il en suivra alors, comme en § 81, qu’à gauche de la ligne d’intégration la valeur de la fonction sera moindre de 2m qu’à sa droite, de sorte que (x,y) traversant de gauche à droite cette ligne, notre fonction reçoit l’accroissement brusque de 4-2m, et —2m, si (x,y) la traverse en sens inverse, c’est-à-dire de droite à gauche. Aux extrémités de la ligne d’intégration la fonction devient infinie: au point $,y^ comme 
et au point (£0,2C ) comme

*0

au point (x = x0, y = y0) elle devient égale à zéro et aux points à l’infini du premier ordre: œ1. En effet, pour Je point (x,y), situé au
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g 91. Chapitre IV. 181voisinage du point (ak, b^, on aura d’après (7) § 60, (4) § -61 et (5) $ 58:

[en comprenant, dans le second terme, le facteur constant Fy(ak,bk) sous le signe — #)]; en multipliant cette égalité^jar d; et en intégrant de £0 à £, on aura d’ici: 
d’où il suit que pour x~ak, y—bk notre fonction devient infinie: ce1,comme 
le second terme de l’égalité (6) étant fini pour x=ak.Comme le point (x, y), grâce à la connexion multiple de la surface de Riemann peut autant de fois, qu’on voudra, passer à travers de la ligne d’intégration dans le même sens, on en conclut, que la fonction 
Q(x,y, x0,y0 y>.-,t0,y.. ) aura en chaque point de la surface de Rie-mann une infinité des valeurs, différentes entre elles par des multiples de 2m. Si l’on prend maintenant cette fonction pour l’exposant d’une puissance du nombre e, on aura une fonction nouvelle: 
qui sur toute la surface de Riemann pour F(x,y)=0 sera uniforme,

pfinie et continue à l’exception des points (ak, bk), qui en seront les points îsinguliers essentiels, car en développant l’exposant en une série suivant les puissances de x—ak, convergente au voisinage du point (ak, bk), on faira s’en détacher le facteur:
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182 Chapitre IV. § 91.grâce auquel elle recevra toute valeur en ce point, — et du point ($,?/,.), où elle devient infinie: co1 en vertu de (3), car on a 
au point (Ê,^) elle devient égale à zéro: O1 en vertu de (4), car on a 
au point (x0, y0) elle devient égale à l’unité, l’exposant dans la formule (8) s’annulant en ce point:

Cette fonction s’appelle la fonction primaire de deuxième espèce’. elle a un seul zéro [au point )J, un seul infini [au point ($, y;)], et
p

p points singuliers essentiels (ak, bk). Par les propriétés énumérées elle est définie à un facteur primaire général de première espèce près. En effet, soit
une autre fonction qui, étant uniforme sur la surface de Riemann, a un zéro au point (50,)> un in^ni au Point P points singuliers

’O ■»
pessentiels (ak, & J, caractérisés par des facteurs du type (9), et qui devient égale à l’unité au point Gr0,y0); le quotient

sera une fonction uniforme sur la surface de Riemann considérée, sans 
pzéros et sans infinis, mais avec les p points singuliers essentiels (ak, bk), car au point (ak,bk) le quotient des facteurs du type (9), l’un du numérateur, l’autre du dénominateur, se réduira à

çles intégrales Ift, comme ayant les mêmes limites, ne pouvant différer
’0entre elles que par une fonction linéaire des périodes, à coéfficients entiers, c’est ce qui est d’après (3) § 83, et qui devient égale à l’unité au point (^0,y0); ce quotient ne sera donc autre chose, que la fonction 

Ê (x,y’,x0,y0), définie par l’égalité (8) § 89, c’est ce qu’il fallait démontrer.
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§ 92. Chapitre IV. 18392. En prenant les logarithmes, on tire de l’égalité (8) du § précédent: 
en le portant dans l’égalité (1) du § précédent, présentée d’abord, d’après (2) du § précédent, sous la forme: 
on aura: 
la première de ces formules donne l’expression de l’intégrale de troisième espèce par la fonction 2, la seconde par la fonction primaire de la deuxième espèce, pour laquelle les paramètres de l’intégrale sont: le premier (B, y.) l’infini, le second (ê0,2L) le zéro. — Si l’on porte ici aulieu

X Xdes intégrales Ifc et II,. leurs expressions par les fonctions primaires de
XQ Xqla première espèce, tirées des formules (3) et (4) § 90, on aura:

Les coéfficients des logK(.. .)A et logK(. . .)A dans cette formule peuvent être aussi exprimées par les fonctions primaires de première espèce. En effet, à l’aide des égalités (1) et (2) § 90 on pourra représenter les équations (6) § 81 et (6) § 82 de cette manière: 

en changeant dans ces formules (a?, y) en (?, y»), puis en ($0, V- ), et en retranchant le dérnier résultat du premier, on aura:
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184 Chapitre IV. § 92.
En portant ces expressions dans l’égalité (4), on aura l’expression de l’intégrale de troisième espèce par les fonctions primaires des deux espèces:

Il est indispensable de rappeler, qu’on entend sous le log dans toutes ces formules celle de ses valeurs, qui s’évanouit, lorsque la quantité située sous ce signe devient égale à l’unité; c’est alors seulement que ces expressions sont tout à fait déterminées.On tire des formules précédentes les diverses expressions des périodes de l’intégrale de troisième espèce. Si l’on fait le point (x, y) décrire la courbe fermée AtJ dans le sens positif dans les égalités (4) et (9), on aura, en retranchant du résultat reçu les mêmes formules à l’état primitif, les égalités suivantes: 
si l’on fait décrire le point (x, y) la courbe B,, dans le sens positif, on aura: 
car en suivant le chemin Aff, on passe du côté extérieur au côté intérieur de la ligne fermée Bff, et parconséquent l’accroissement de log -E'C •-)(/ sera égale à —2~î; en suivant le chemin B,,, on passe du côté intérieur de la ligne Aff à sont côté extérieur, parconséquent l’accroissement de log2^(...)^ sera égale à +2o. En outre le passage du point (x,y) à travers de la ligne de l’intégration fformule (3)] donne le 2^4-1-ième période de l’intégrale de troisième espèce *), savoir:(12) 2to.

*) On le nomme le période polaire. E. Picard. Traité d'Analyse, T. II, p. 392.
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§ 92. Chapitre IV. 185Les périodes de l’intégrale normale de troisième espèce s’obtiènnent sans difficulté des dernières formules du § présent. D’après (12) § 79 on a: 
donc d’après (10) du § présent (première forme) on aura:
De la même manière on trouvera d’après (11) du § présent
Nous désignerons quelquefois ces périodes par et Ç ainsi qu’on aura:

Dans ce qui précède, nous avons exprimé par les fonctions primaires de première et de deuxième espèces les intégrales abéliennes de toutes les trois espèces d’après Weierstrass; dans le chapitre suivant nous montrerons d’après lui, que toute fonction algébrique, uniforme sur la même surface de Rieïnann, s’exprime aussi par les fonctions primaires: de là on aura de soi-même le théorème célèbre d’Abel.
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Chapitre V.
Expression d’une fonction rationnelle de (x, y\ uniforme sur la 

surface de Riemann, par les fonctions primaires. 
Théorème d’Abel.

93. Nous avons montré dans le § 51 de quelle manière peut-on déterminer une fonction de (x, y), qui deviendrait égale àœ1 aux m points donnés de la surface de Riemann, à quoi il reste encore m— p +1 des coéfficients indéterminés, par rapport auxquels cette fonction sera linéaire et homogène. De ces coéfficients m'—p peuvent être déterminés de manière, que la fonction devient égale à 0l en m'—p points de la surface de Riemann, donnés arbitrairement; le facteur commun de tous les termes qui restera encore indéterminé après cela, se détermine par la condition, que la fonction prènne en un point de la surface de Riemann, donné arbitrairement, par exemple (x0, y0) (different des points singuliers et des points fondamentaux) une valeur donnée, l’unité par exemple. Sans la dernière condition la fonction sera déterminé à un facteur constant près; soit 
une telle fonction; en posant ici x = x0,y = y0, on aura d’après la dernière condition: 
en divisant par cette égalité la précédente, on aura:

Désignons les m zéros de cette fonction par 
et ses m' infinis par

www.rcin.org.pl



§ 93, 94. Chapitre V. 187ces derniers tous peuvent être donnés arbitrairement, tandis que des premiers seulement m—p peuvent l’être, les p restants étant alors complètement déterminés, (ou à l’inverse).94. D’après le § 91 on peut toujours construire une fonction primaire de (x, y): 
qui en un seul point (a., ya ) devient égale à zéro O1 et en un seul point (x., yt) infinie œ1 du premier ordre, qui devient en outre égale à l’unité au point (x0,y0); elle aura, comme nous l’avons vu, p points sin- 

pguliers essentiels (a., (les points fondamentaux). Après avoir formé m des pareilles fonctions et puis leur produit: 
on aura une fonction, qui de même que la fonction (3) du § précédent, sera uniforme sur toute la surface de Riemann, deviendra égale à zéro O1 aux points (4) du § précédent et à l’infini œ1 aux points (5) de même §, enfin à l’unité au point (a?0, yu), comme la fonction mentionnée tout à l’heure [(3) § 93]; parconséquent le quotient:
sera une fonction uniforme, finie et continue sur toute la surface de 

pRiemann à l’exception des p points (afc, 6 J, qui en seront les points sin- îguliers essentiels, car au voisinage de ces points se détachent d’elle en vertu de (9) § 90 les facteurs de la forme:.
et qui devient égale à l’unité au point (^0,?/a); ce ne sera donc, d’après le § 89, autre chose que la fonction primaire de première espèce 
Ê(x,y,x0,yQ'), les sommes 
se réduisant d’après le § 89 aux fonctions linéaires des périodes de l’intégrale avec les coefficients entiers. (C’est, ce qui est déjà un ré-
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188 Chapitre V. § 94.sultat important en soi-même, comme on le verra plus loin). D’où il suivra, que
Les chemins d’intégration des m' intégrales, qui entrent d’après (8) § 91 dans la définition des fonctions primaires de la deuxièmeespèce, sont tout à fait arbitraires; le chemin d’intégration de l’intégrale, qui entre dans la définition de la fonction 7/;æ0, z/0), pourra être réuni au celui qui entre dans la définition du dernier facteur du produit en (7), pourquoi ce facteur se confondra avec le dernier du produit, de sorte, qu’en le supposant déjà fait, on pourra écrire la dernière formule plus simplement ainsi: 
où déjà seulement les m'— 1 chemins d'intégration, à l’aide desquelles sont définis les m‘— 1 premiers facteurs du produit, sont tous à fait arbitraires, et celui du dernier facteur doit être choisi d’une manière convenable, afin que cette égalité soit juste.On voit ainsi qu’en effet toute fonction rationnelle de (x, y), uniforme sur la surface de Riemann considérée, peut être décomposée en facteurs, savoir les fonctions primaires de la deuxième espèce, répondant chacune à l’une des paires, composée chacune d’un zéro et d'un infini de la fonction donnée, associés à volonté, et uniformes sur la surface de Riemann considérée. — Nous avons supposées différentes seulement dans la notation 

m' m'toutes les paires (x,y.) et toutes les paires (a.,va), tandis que de fait î î 1quelquesunes des première^ entre elles, de même que quelquesunes des secondes entre elles, peuvent être égales; dans ce cas dans les séries (4), respectivement (5) du § 93, chaque paire doit être écrite autant de fois, qu’il y a d’unités dans l’exposant de son ordre de multiplicité: alors dans le cas des zéros et des infinis multiples autant des facteurs à droite dans l’équation (8) s’annuleront à la fois, ou deviendront respectivement infinis. Il y a une différence ici avec la décomposition en facteurs primaires d’une fonction rationnelle sur une sphère ordinaire en ce, que les facteurs primaires sur la surface de Riemann ne sont défini qu’à un facteur primaire de première espèce près (voir le § 91) pour chaque paire composée d’un zéro et d’un infini de la fonction donnée, et sont des fonctions transcendantes, tandis que dans le cas de p—Q— celui de la sphère ordinaire, ils sont algébriques, rationnels.
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§ 95. Chapitre V. 18995. Si l’on prend les logarithmes des deux membres de l’égalité (7) du § précédent, on aura, ayant égard aux égalités (2) et (8) § 91:

Cette équation exprime le théorème d’Abel pour les intégrales de troi
sième espèce: „la somme des intégrales abéliennes de troisième espèce avec les paramètres et (#o>//o)> prises des zéros aux infinis d’une fonction algébrique donnée, uniforme sur la surface de Riemann pour 

m n »
F(x, y)=O, est égal au logarithme du quotient des valeurs de cette fonction aux points analytiques qui répondent aux paramètres de l’intégrale".La fonction à droite dans l’équation (1), ne dépendant pas des points fondamentaux, on aura de même: 

donc, en retranchant d’ici la précédente, on aura d’après (12) § 58 l’équation suivante: 

qui exprime le théorème d’Abel pour les intégrales abéliennes de première 
espèce: „la somme des valeurs des intégrales de première,.espèce, prises des zéros aux infinis d’une fonction algébrique, uniforme sur la surface de Rie- 

m nmann pour ^’(rc,<*/)=0, est égale à zéro“.En particulier on aura: 

ou, plus brièvement:
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190 Chapitre V. § 95.Cette équation n’est pas en contradiction avec la valeur, que nous avons reçue pour son premier membre au § 94, en démontrant la formule (6) du même §, car là tous les chemins d’intégration étaient arbitraires, et ici, comme dans la formule (7) du § précédent et dans toutes les formules du § présent, le chemin dans la dernière intégrale ne l’est plus; si l’on veut laisser aussi ce chemin arbitraire, on doit ajouter aù son second membre une fonction linéaire des périodes de l’intégrale avec des coéfficients entiers, et on aura alors le résultat du § 94. On doit ajouter les fonctions linéaires des périodes des intégrales correspondantes aux seconds membres d’autres formules du § présent, si l’on préfère de laisser arbitraire dans ces formules aussi le chemin d’intégration dans la dernière intégrale.On apperçoit qu’il existe une liaison intime entre le théorème d’Abel et la décomposition d’une fonction rationnelle de (x, y), uniforme m nsur la surface de Riemann pour F(x,y)=0, en facteurs primaires: pour avoir la dernière avec toute la rigueur on devait démontrer préalable- . ment la proposition sur la somme (5) du § 94, qui n’est autre chose, comme on l’a vu tout à l’heure, que l’expression du théorème d’Abel pour les intégrales de première espèce; mais alors on reçoit de suite le théorème d’Abel pour les intégrales de troisième espèce (et des toutes les autres, comme on le verra de suite). D’un autre côté, on pourrait obtenir l’équation (2) directement par d’autres méthodes, par exemple par celle d’Abel lui-même*)  ou par celle de Briot**):  alors, en passant du logarithme au nombre lui même, on aura en vertu des formules citées au commencement de ce § la décomposition de la fonction

*) Donnée dans le mémoire XII (oeuvres comp. T. I) pour l'intégrale abélieune 
la plus générale. Mr. Sylow (T. II, p. 195 —196) a indiqué les corrections qu’il faut 
porter dans la formule, donnée par Abel, et que l’on trouve faites dans l’édition russe 
de mon livre sur les éléments de la théorie des intégrales abéliennes.

**) Dans sa „Théorie des fonctions abéliennes". Paris, 1879, p. 70.
***) Voyez la formule (17) p. 395 du livre des Mrs. Appéll et Goursat: Théorie 

des fonctions algébriques et de leurs intégrales. Paris, 1895.

en facteurs primaires ***).
XEn multipliant l’équation (5) du § présent par IIA. et en sommant

• ÏOsuivant k de 1 à p, après avoir ajouté le résultat à recevoir à l’équation (2), on aura d’après (12) § 79:
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§ 95. Chapitre V. 191»ce qui exprime le théorème d’Abel pour l’intégrale normale de troi
sième espèce.En effectuant l’opération Dj: sur cette égalité, on aura d’après (14) du même § 79: 
ce qui exprime le. théorème d’Abel pour l’intégral normale de deuxième espèce.En général nous aurons donc une fonction algébrique à droite de l’égalité (7); mais dans un cas particulier, fort important pour le dernier chapitre de ce livre, elle se réduit à zéro, comme pour les intégrales de la première espèce. Cela arrive notamment dans le cas, où les fonctions ty(x,y) et 3/) sont les fonctions adjointes de deuxième espèce, qui deviènnent =œa au point {oc, y}, où l'intégrale de deuxième espèce, qui figure à gauche de l’équation (7), devient infinie =oox. En changeant la notation de paramètre en (S, ^), nous aurons en effet, d’après l’équation (5) du § 61 aux environs de ce point (S, ^): 

donc on aura: 
en prenant le logarithme et puis en différentiant par rapport à nous aurons: 

c’est ce qui s’annule évidemment, lorsqu’on y pose: x—l,y=.y^. Donc dans le cas cas particulier considéré, aulieu de l’équation (7) nous aurons cette autre:
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192 Chapitre V. § 95.En revenant à l’équation (7), on peut lui donner une autre forme, qui rend plus visible le caractère algébrique de son second membre. En effectuant l’opération Dx, indiquée seulement dans l’équation (7), nous aurons : 

et comme on a 
on pourra donner à l’équation (7) cette forme:

Cette égalité exprime le théorème d’Abel pour l’intégrale normale de la 
deuxième espèce avec le paramètre (x,y): „la somme des valeurs des intégrales normales de la deuxième espèce avec le paramètre (x,y) prises des zéros aux infinis d’une fonction algébrique, uniforme sur la 

m nsurface de Riemann pour F(x, y)=O, est égale à une fonction algébrique de ce paramètre, également uniforme sur la même surface“.En effectuant l’opération Dx sur les deux membres de l’égalité (6), on aura, vu (16) § 79, le théorème d'Abel pour les intégrales abéliennes 
de la deuxième espèce d’ordre k avec le paramètre (x,y):

Dans toutes ces formules, rappelions le encore une fois, les chemins d’intégration de toutes les intégrales à l’ecception d’une sjeule, étaient tout à fait arbitraires; pour la dernière le chemin d’intégration devait être choisi d’une manière convenable pour que ces égalités aient lieu, comme il suit de ce, qu’on a dit au § 93. Si l’on voulait laisser indéterminé aussi le chemin d’intégration dans cette dernière intégrale, on devrait ajouter, comme nous l’avons remarqué plus haut, aux seconds membres de toutes ces égalités une fonction linéaire des périodes
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§ 95, 96, 97. Chapitre V. ' 193des intégrales respectives avec les mêmes coefficients entiers, car les intégrales prises entre les mêmes limites suivant d’autres chemins en différront par une fonction linéaire des périodes à coéfficients entiers.96. Il est aisé maintenant d’obtenir l’égalité, qui exprime le théorème d’Abel pour l’intégrale abélienne la plus générale: après avoir changé dans la formule (3) § 80 x0 et x respectivement en ae. et x., et pris la somme des résultats obtenus pour les valeurs de i de 1 à m', en changeant l’ordre de différentiation et de sommation, on aura d’après (6) du § précédent, la formule donnée par Abel lui-même dans son célèbre mémoire (le XH-ième de la nouvelle édition de ces Oeuvres), présenté en 1826 à l’Academie des sciences de Paris, savoir: 

la constante C étant ajoutée pour laisser arbitraires tous les chemins d’intégration *).97. Il a été montré dans le § 51 et les suivants, qu’on peut toujours 
m n former fonction, uniforme sur la surface de Riemann pour l\x,y} = 0, qui deviendrait — œ1 en m' points donnés de la surface, après quoi il reste m—p + 1 coéfficients indéterminés, par rapport auxquels cette fonction sera linéaire homogène, et que m—p rapports de ces coéfficients à l’un d’eux peuvent être déterminés de manière, que la fonction deviendra égale à zéro O1 aux m'—p points de la surface de Riemann choisis arbitrairement; les p zéros restants seront trouvé d’après ces données, en résolvant l’équation du degré p par rapport à x, qu’on re- m nçoit par l’élimination de y de l’équation fondamentale F(rr,z/)=O et de celui qu’on aura en égalant à zéro la fonctien cherchée, et par la division ci-après du résultat trouvé ainsi par le produit des facteurs de la forme x — a, répondants aux zéros de la fonction, donnés arbitrairement.

*) En employant toute fois notre notation, plus claire que celle d’Abel lui-même 
dans le mémoire cité, et aussi plus correcte. (Voyez la note de M. Sylow dans le 
II vol. des oeuvres de N. H. Abel (p. 195—196). Les signes des deux premiers termes 
chez nous sont contraires à ceux d’Abel; en transposant les limites des intégrales à 
gauche on restitue la concordance complète.

M. TlKHOMANDr.tTZKY. 13
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194 Chapitre V. § 97.Dans cette proposition les zéros et les infinis de la fonction peuvent évidement être échangés les uns avec les autres (comme il est-aisé de le voir, en cherchant * aulieu de s); parconséquent on peuttoujours former une fonction, qui deviendra égale à O1 aux m' points
m'donnés arbitrairement, (a ya) et à œ1 aux m—p points, donnés arbi- 1 <trairement, par exemple (x., y) (i=p-\-1, p + 2.. . m); enfin égale à l’unité au point (^0, î/0); cette fonction deviendra =cv>1 encore en p points, qu’on déterminera d’après les points énumérés en résolvant une équation algébrique du degré p, qu’on aura après avoir divisé par le produit des facteurs linéaires, répondants aux infinis donnés de la fonction cherchée: 

(x— x.^)...(x— xm,), le résultat de l’élimination de y entre l’équation 
m n |

F(x, y) = 0 et — = 0. Alors, en transportant à droite la somme des intégrales, ayant pour leurs limites supérieures ces infinis de la fonction cherchée: (x.,yt) «—1,2,3,...^, nous aurons les égalités suivantes:

Ces égalités montrent à nous, que les sommes d’un nombre quelconque m'—p des intégrales se réduisent toujours à un nombre constant p des intégrales de la même espèce, dont les limites supérieures sont déterminés complètement par leurs limites inférieures et les limites inférieures et supérieures des autres m'—p intégrales delà même espèce,
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§ 97, 98. Chapitre V. 195ou directement, comme les intégrales de première espèce, ou à l’aide des fonctions algébriques et logarithmiques. Cette proposition n’est qu’une autre expression du théorème d’Abel. Les mêmes égalités nous montreront, si l’on transporte les deux sommes des intégrales d’un membre à l’autre de ces égalités, comment les sommes des p intégrales s’expriment par les sommes des autres intégrales, dont aussi les limites supérieures sont donné arbitrairement.Si l’on préfère laisser dans les formules (1)—(3) tous les chemins d’intégration arbitraires, on doit ajouter à droite une fonction linéaire des périodes, comme on l’a fait dans la formule (4), où C désigne une telle fonction en vertu de ce, qui a été dit à la fin du § 95.98. Au cas particulier, où le nombre m' a la valeur minimale, c’est- à-dire, si l’on a
m'—p+l, (1)les premiers membres des égalités (1)—(4) du § précédent se réduiront à un seul terme, tandis que les seconds conserveront ses p intégrales; de cette manière, dans ce cas particulier (1), chaque intégrale abélienne peut être échangée contre une somme de p intégrales de la même espèce,— une observation, qui peut être utile quelque fois. Dans le cas (1) notre 

<L>(x v) t' + 1fonction qui devient égale à œ1 aux points V,) et à zéro O1
p+1aux points (a ya ), dont les p premiers sont déterminés d’après l’un 

3 ! jd’eux, par exemple Gr, +p + et d’après les ~H 1 zéros*;, ne sera autre chose, que la fonction:
de (x, y), déterminée au § 68, lorsqu’on prend aulieu depour les points fondamentaux: elle devient en effet, d’après le § 68,
de xP^v y aulieu de ÿy,+1; alors la fonction (2) sera représentée ainsi:

*) Après avoir échangé entre eux les deux systèmes équivalents des points dans 
l’équation (16) § 72, on lui donnera la forme:

et c’est la fonction à droite qui sera déterminée d’après les données énumérées, par 
la méthode du § 68.
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196 Chapitre V. § 98, 99.
et les égalités (5), (7) et (6) du § 95 prendront la forme:

En vertu de l’équation (16) § 72, on pourrait donner à l'équation (5) cette forme: 
si l’on a: 
en employant pour l’équivalence le signe de Kronecker.Remarque. Les intégrales, prises entre les mêmes limites suivant le même chemin, mais en le sens inverse, donnant un zéro pour somme, on pourra en profiter, afin d’établir une correspondance arbitraire entre les limites inférieures et supérieures des intégrales.99. Le théorème d’Abel est réversible, c’est-à-dire, que si ont lieu les égalités (5) § 95, savoir:
alors, dans le cas mon peut toujours former une fonction algébrique uniforme sur la surface de Riemann considérée, qui sera = 0* pour æ = , V = Vat. et pour x = x/, y = y( (i= 1,2,3,... h/). En effeten formant le produit:

*) M. Noether. 3. Note, § 12.
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§ 99. Chapitre V. 197on aura la fonction algébrique en question, décomposée en facteurs primaires; car ce produit possède les propriétés suivantes: sur la surface 
m nde Riemann pour F(x, y) — 0 il est une fonction uniforme, finie et con- m'tinue à l’exception des points (#..?/,)> où il devient = ool; aux points m'(a ,ya) il est =0*, au point (ar0, y0) il est =A, dont la valeur est donné 

’i *
parbitrairement; aux points (afc, \) de chaque facteur du produit se détachant d’après (9) § 91 un’facteur de la forme: 

du produit complet sera détaché le facteur: 
en vertu de l’égalité (1) du § présent, — avant que le point (x, y) viendra tomber au point (aA,Z\); ce point sera donc un point ordinaire pour le produit (2). Mais une telle fonction est d’après le § 40 une fonction ra- 

m ntionnelle des variables x, y, liées par l’équation F(x, y) = 0. Si l’on a 
m'=p, alors, comme on l’a vu au § 53, on ne peut pas donner arbi- 

ptrairement tous les points (#.,?/.), mais seulement p — 1 de ces points, 'f 'et le dernier point doit être choisi de manière qu’il serait avec les 
m—2 n—2autres un zéro d’une certaine fonction adjointe <d( x , y ) de première espèce (en parlant géométriquement — qu’on pourrait faire passer par l’ensemble de ces p points une courbe adjointe de première espèce); si cette condition est remplie, alors la formule (2) donnera aussi dans ce 

pcas la fonction cherchée; si l’on prend les p points arbitrairement,alors une pareille fonction n’existe pas, comme nous le savons déjà. Cette observation de Weierstrass trouvera son application au chapitre suivant.
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Chapitre VI.
Le problème de Jacobi.

100. Dans l’équation (1) § 97, que nous écrirons maintenant ainsi: 
tous les a , et de même tous les x. à droite, peuvent être donnés arbitrairement, après quoi tous les à gauche, et parconséquent tous les 
y. correspondants, seront complètement déterminés. Si nous faisons varier tous les x. à droite dans l’équation (1) de la manière, que la somme des intégrales du second membre conserve sa valeur, — nous la désignerons par ainsi qu’on aura 
où tous les vk sont des quantités déterminées, — alors les x. du premier membre de la même équation (1) ne varierons pas en général. En effet, en vertu de (2), l’équation (1) prendra alors la forme: 
supposons que de même pour un autre système des valeurs des par exemple x. (z = 1, 2,. . .p) on aurait aussi: 
en retranchant l’égalité précédente de celle-ci. on aurait:
mais alors on pourrait former une fonction uniforme sur la surface de 

m nRiemann pour F(x, y) = O, qui deviendrait égale à ce1 seulement aux p 
ppoints (x., y), comme en l’a démontré au § précédent; mais cela ne peut
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§ 100. Chapitre VI. 199avoir lieu, comme on l’a vu aussi au § cité, que si toutes les valeurs des 
P p
x. avec les valeurs correspondantes de i). satisfont à l’équation:
t’ i'

dont le premier membre est une fonction adjointe de première espèce, pou, en parlant géométriquement, lorsque tous les points (x., y) seront 
x 1situés sur une courbe adjointe de première espèce. A l’exception d’un tel système particulier des valeurs de vk (k=l, 2, . . .p), qui amène les 

ppoints (x.,y) dans la position, où ils se trouveraient sur une courbe îadjointe de première espèce, cela ne peut pas donc avoir lieu, et pour 
chaque système des valeurs de vk (Æ=l,2,. . . p\ différent de celle qui 

p
amène les points (x ,,y ) sur une courbe adjointe de première espèce, le 
système des valeurs (x , y.) sera unique et déterminé.Dans le cas particulier, où l’on prend les points fondamentaux 

p p(«.,&.) pour les points (at,2/a)> nous désignerons ces sommes paru*, ainsi î i »qu’on aura:
pDans le cas exceptionnel, où le système donné des valeurs des uk sera

p 1tel, que tous les (a;., v.) satisferont à l’équation
'i '

les sommes des intégrales des premiers membres des équations (7) pourront être réduites, — et cela de plusieures manières — à d’autres som- pmes, de jp — 1 intégrales seulement. En effet, si les points (x.,y) sont situés sur la courbe (8), comme on peut toujours former une autre fonction de même espèce:
qui deviendra nulle aux p—2 autres zéros de la fonction pt.encore a 1 un des points fondamentaux, par exemple (a^bj), la fonction formée pur leur quotient:
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200 Chapitre VI. § 100.deviendra infinie: gxd1 seulement aux points et éffale à zéro O1 aupoint (az,Z»z) et encore aux p—1 autres points mais alors onaura d’après le théorème d’Abel:
ou, en ajoutant la même chose aux deux membres de cette égalité,
ce qui démontre la proposition énoncée, le second membre de cette égalité ne contenant en effet que p—1 intégrales.

pPar ces équations (12) les variables w/(, et par suite aussi les va- p 1riables vh, sont données en fonctions de p — 1 paramètres (a/., y) t(t=l,2,...Z—1, Z-f-1,.. ./>); ces derniers cependant ne sont pas indépendants, mais sont liés entre eux par une équation. En effet, pour que 
ples points (x y.) pouvaient se trouver sur une courbe adjointe de pre- 
1 m-2 n —2mière espèce <p( x , y )=0, il faut d’après le § 53, qu’on ait: le déterminant

en élevant cette équation à la deuxième puissance, on aura à gauche 
pune fonction symmétrique des paires (a;., y.),-par conséquent une fonction 

p ' i 'des variables vh, comme on le verra plus loin, parsuite aussi une fonction î
pdes variables wA; en portant dans cette équation leurs expressions, tirées des équations (12) en vertu de (7), on aura une équation entre les paires (a;', ?/') (i=l,2, ...Z—1, Z-j-1,.. ,p). De là il suit que les équations (12) ne contiennent réellement que p—2 paramètres indépendants*). Comme une variable complexe par toutes ses valeurs forme une multiplicité de 2 dimen- 

psions, les valeurs des p variables uh dans le cas général en formeront une de 2p dimensions, tandis que dans le cas exceptionnel seulement de 2p— 4 dimensions**).
*) Clebsch u. Gordan. Théorie der Abelschen Funktionen Leipzig, 1866. 

S. 184-186.
**) Weierstrass. Werke. Bd. IV, S. 460.
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§ 100, 101. Chapitre VI. 201Ainsi à part le cas exceptionnel, on voit, que pour les valeurs constantes 
p pde v. celles de (.t , v.) le seront aussi; au contraire, si l’on fait varier î ’i pinfiniment peu quelquesunes des variables les premiers membres des équations (4) varieront aussi, c’est ce qui ne peut avoir lien sans, que variassent quelquesunes des intégrales qui y entrent, c’est ce qui ne peut pas 

p arriver à son tour sans que variassent quelquesunes des quantités x (et 
p 1parconséquent les valeurs correspondantes de y). Donc, en conservant î pleurs valeurs, tant que conservent les siennes les quantités vh, et variant• , 1en même temps que ces dernières, les quantités x,- (et par suite les1 p valeurs correspondantes de y) sont des fonctions des quantités vh, et de p iplus telles, qu’à chaque système des valeurs des vh correspond un seul p 1

système complètement déterminé des valeurs des x. (et des leurs corres- 
p 1 ppondants y), de sorte qu’après le retour des variables vh à leurs valeurs i' P iinitiales, les valeurs des paires (x ,y) ne pourront que de se perinu- îter entre elles, à l’abstraction du cas exceptionnel, où les points 

* p p
(x^yf) seront amènes par le système donné des valeurs des vk à être situés sur une courbe adjointe (6) de première espèce, le cas, où elles restent indéterminées.La considération des limites supérieures des intégrales de première espèce comme des fonctions des sommes des leurs valeurs s’appelle l’in
version des intégrales abéliennes-, le problème de Jacobi consiste dans la recherche des expressions analytiques des limites des intégrales par les 

p ppsommes des leurs valeurs, c’est-à-dire des x. (et aussi des y.) par v/(.p i‘ i iNous verrons plus loin, que les x. seront donnés par les racines d’une
î1équation du degré p, dont les coéfficients sont des fonctions uniformes 

pdes variables
i p p101. La définition des variables en fonctions de uk par les équations (7) du § précédent est équivalente à celle par un système des équations différentielles, qu’on déduit des équations mentionées (7) en les différentiant, et la condition supplémentaire dlavoir a.,

p
(i=l, 2,.. .p) pour uk = 0. En différentiant les équations (7) du § précé-
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202 Chapitre VI. § 101.dent, on aura, vu l’équation (1) § 79, le système suivant des équations différentielles: 
où y, est la valeur de y pour x=x. En résolvant ces équations parrapport à on trouvera
D désignant le déterminant

et Dkl son mineur, qu’on déduit en effaçant la ligne ft-ième et la colonne 
pï-ième. On voit par cette formule, que les variables x seront des fonc- 

ptions holomorphes des variables wfc, tant qu’on n’aura pas D=0, ce qui 
1 parrivera, lorsque quelquesunes des paires (•£,.,?/ .) deviendront égales entre 

p * ni—2 »—2elles, où lorsque les points (#,•,«/,) arriveront sur la courbe ?( x , y )=0;— le dernier cas sera celui de l’indéterminaticn, que nous avons déjà consi- 
pdéréau§ précédent. Dans le cas, où quelquesunes des x , et leurs corres- îpondants yt, deviennent égaux, — car dans ce cas aussi le déterminant

D sera =0, ayant alors quelquesunes des colonnes identiques, — les fonctions symmétriques des paires 
ne cesseront pas de rester holomorphes. En effet, en prenant la dérivée partielle de cette fonction par rapport à la variable indépendante uk,
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J5 101. Chapitre VI. 203dont elle dépend par l’intermédiaire des et ayant en vue, quepar (2) on â:
et que la dérivée partielle complète de l par rapport à x. estégale à l’expression:
nous aurons:
la somme à droite est un déterminant, qu’on déduit du déterminant P en y remplaçant les éléments de la ligne Æ-ième respectivement pal
et parconséquent elle deviendra nulle de même ordre, que le détermi- 

pnant P, lorsque quelquesunes des paires {xvy^ deviendront égales entre 
i p pelles; parconséquent les dérivées partielles de S(x.,y\ par rapport à wk j i ./ i

p resteront finies et déterminées, à la condition que les points {x..y^ ne viennent pas en même temps sur une courbe adjointe de première espèce: dans ce dernier cas P sera un zéro d’un ordre plus élévé que cette somme, et parconséquent les dérivées partielles en question deviendront infinies: nous aurons alors de nouveau le cas d’indétermination, mentionné plus haut. Il suit de là que, l’abstraction faite du cas 
pexceptionnel de l’indétermination, S(x.,y.) sera une fonction uniforme et 

p 1 V \continue des variables uk. En particulier les sommes seront des 
i p «=ifonctions uniformes, finies et continues des variables w&, étant des fonc- p 1tions symmétriques des paires (x ,y)‘, de là il suivra à son tour, que

11 *
ples x. seront les racines d’une équation du degré p:
î
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204 Chapitre VI. § 101, 102.sont des fonctions uniformes, finies et continues des
p •variables u qui s’annulent toutes à la fois pour les systèmes des va- î
p pleurs des qui amènent les points (^,-,2/,) sur la courbe lorsqu’aura lieu le cas de l’indétermination. On appelle ces fonctions 

abéliennes. Plus généralement, si l’on a une fonction .
toute fonction symmétrique des résultats obtenues en y remplaçant (x, y) 

p ppar étant une fonction uniforme des variables uk par l’intermédiaire
des (a;,.,?/.), sera aussi une fonction abclienne. Les valeurs d’une telle fonc- 

ption aux points (x.^yf) seront de même les racines d’une équation algébrique de degré p, dont les coéfficients seront des fonctions abéliennes.Remarquons encore, que d’après la formule (16) § 53 l’égalité (2) du § présent peut être représentée aussi de cette manière:
(ayant en vue le changement admissible des lignes horisontales d’un déterminant en lignes verticales et vice versa) et parconséquent:

102. Des sommes des intégrales de deuxième, et aussi de troisième espèce, toutes prises d’un même point quelconque ordinaire (x0, y0) aux 
ppoints (x y Y qui répondent aux limites supérieures des intégrales de îpremière espèce, qui entrent dans les égalités (7) § 100 définissant les 
pvariables savoir les sommes: 

de même les sommes
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§ 102. Chapitre VI. 205et 
où $ en tq désignent les paramètres, étant des fonctions symmétriques

p des limites supérieures des intégrales, seront des fonctions des variables uh 
p x ' 1par l’intermédiaire des (a?., y.), et de plus — à part les valeurs des î

p

uh pour lesquelles les intermédiaires restent indéterminées,— (1) et (2) îuniformes, c’est-à-dire, recevant une seule valeur pour le système donné
pdes valeurs des variables uh, la dernière, (3) — multiforme, recevant au 
1 pcontraire pour ce système des valeurs des variables wA une infinité des valeurs, qui diffèrent toutes entre elles par des multiples de 2kz.

pEn effet, si les variables uh reprènnent leurs valeuis initiales, les paires 
p 1des quantités (£,,«/,) reprendront aussi leurs valeurs initiales à l’ordre 1 pprès, peut être,— c’est ce qui pourra arriver, si les variables «A passe- îraient par celles de leurs valeurs, pour lesquelles quelquesunes des racines de l’équation (8) du § précédent deviènnent égales entre elles, — mais le changement de l’ordre des limites des intégrales ne pourra pas faire varier des sommes comme (1) et (2), et ne peut faire varier que de

q étant un entier positif ou négatif, des sommes comme (3), si quelques chemins d’intégration, en se déformant pendant la variation des quan- 
ptités uh, auraient passé par des points (£, y-) et (tq, y ), qui répondent î ç r‘aux paramètres, où ces intégrales ont des infinis logarithmiques. Nous nommerons les sommes des intégrales (1) et (2) les transcendantes abé- 

liennes de deuxième espèce, et les désignerons, en modifiant un peu la notation de Weierstrass de cette manière:
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206 Chapitre VI. § 102, 103.et les sommes des intégrales (3) les transcendantes abcliennes de troisième 
espèce, et les désignerons ainsi:
En effectuant l’opération D. sur cette dernière égalité, nous aurons en vertu de (14) § 79 et (6) du § présent:
A l’inverse, en vertu de (15) § 79 et (7) du § présent, on tirera de l’équation (6) par l’intégration:

D’après (7) § 77 et (9) § 79 on aura aussi:
où le dernier terme, étant symmétrique en s’exprimera aussi en

Ffonction des uh. î103. La transcendante abélienne de deuxième espèce, définie par l’égalité (5) du § précédent, et parconséquent cette autre, qui en diffère par une constante additive:
deviènnent égales à œ1 comme la quantité

ppour % — ak, d’après (4) § 74, chaque fois que les variables uh reçoivent 
ples valeurs, pour lesquelles l’un des points (x.,y) vient à coïncider avec 

p ple point (ak, bk). Pour les valeurs des qui amènent les points (x.,y) î ’i 'sur une courbe adjointe de première espèce, elles restent indéterminées
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§ 103. Chapitre VI. 207
pavec (x ,yY pour toutes les autres valeurs des variables u., elles seront fi ides fonctions finies et continues de ces variables, et uniformes, comme nous l’avons vu au § précédent. — La transcendante abélienne de deuxième espèce, définie par l’équation (G) du § précédent, sera semblablement uniforme, finie et continue pour tous les systèmes des valeurs des 

pvariables «A, à l’exception de celles, qui amènent quelquesuns des points » 1
(x y) en coïncidence avec le point (;,?/.), car alors les intégrales de la 1 ’ çsomme (6) du § précédent, recevants ($, y.) pour limite supérieure, deviendront égales a œl comme la quantité
pour x=E, comme il suit de (3) § 74 et des §§ suivants. On peut le voir aussi par la formule (10) du § précédent: en effet de la manière semblable à (3) devient infini un terme de la dernière somme en (10) du § précédent d’après le § 68 et la formule (4) § 61 (où il faut transposer rc avec $). D’après le même § et la formule (7) § 60 il deviendra infini aussi au point (aA, &A) comme la quantité
pour mais de la même manière, sçulement avec le signe 4-, de-

pvient infini le terme de la première somme, qui contient J(wA)A, tan-
pdis que les autres y rèstent, finis; parconséquent en ces points (ak, bk) la 

pfonction J(wA)^ aura une valeur finie.Quant à la transcendante abélienne de troisième espèce, elle deviendra infini avec l’un des termes de la somme (7) du § précédent comme
pour chaque système des valeurs des variables qui amène le point(#•,?/,.) au point (£, et comme

ppour chaque système des valeurs des variables ma, qui amène le point î
(xp y?) au point comme il suit de (7) et (8) du § 74, et
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208 Chapitre VI. § 103, 104.
p pdevient indéterminée pour les valeurs des u, aménant les points (x.,y) î îsur une courbe adjointe de première espèce.

p 104. Si dans les formules (7) § 100 les points (x y) décrivent îdes chemins fermés quelconques, ces derniers se réduisant à une suite déterminée des courbes fermées Aj et B. (J = 1,2,.. .^), les égalités en question deviendront : 
où à gauche les (^,-,2/,) ont les mêmes valeurs qu’en égalité (7) § 100, mais les chemins d’intégration seront déjà des autres, notamment composés des 

p chemins anciens et des chemins fermés, qu’auront décrits les points (x., y,).

p— Les fonctions symmétriques des(a;,y.), comme par exemple la somme.
i

— comme nous les voulons désigner dès maintenant, en produisant cette notation de leurs nom: „abéliennes“, — ne seront pas changées par cela en leur valeur algébrique, et parconséquent nous aurons:
Les fonctions abéiiennes sont donc des fonctions périodiques de leurs 

pvariables «A; elles possèdent notamment 2p systèmes de périodes simul- i
p ptanées distinctes, car chaqu’un des nombres m. et «.• peut être égal à zéro , • î îet à 1 unité.Qnant aux transcendantes abéiiennes de deuxième et de troisième espèces, les sommes des intégrales de deuxième, respectivement de troisième espèce, qui les définissent d’après les égalités (5) et (7) § 102, se changeront après cela respectivement en les suivantes:
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§ 104. Chapitre VI. 209où conformément au (16) et (17) § 92 on a posé: 
les premières sommes étant ici respectivement les mêmes, qu’aux (5) et

p(7) § 102. Ainsi, lorsque les variables uh reçoivent les accroissements 
les transcendantes abéliennes de deuxième espèce fondamentales (comme on pourrait les nommer, ces fonctions étant définies à l’aide des intégrales fondamentales de deuxième espèce), reçoivent les accroissements: 
et les transcendantes abéliennes de troisième espèce les accroissements: 
où les nj (j=l, 2,.. .p) dans toutes les trois formules (7), (8) et (9) désignent les mêmes nombres entiers, positifs ou négatifs, ainsi qu’on aura :

Ces fonctions possèdent donc la périodicité de la seconde espèce, d’après la terminologie de Ch. Hermite.En passant à la transcendante abélienne de deuxième espèce plus générale, avec le paramètre Pour laquelle a lieu l’égalité (10)§ 102, nous remarquons, que la dernière somme de son second membre 
pétant une fonction symmétrique des paires (#.,?/.), est une fonction abé- îplienne des variables w/t, et parconséquent reprendra sa valeur, quand ces 

1 pvariables recevront les accroissements ô>A, de sorte que toute la varia- îtion de cette transcendante, provenant de l’accroissement des variables
p p
uh de que nous désignerons par f., ainsi qu’on auraî î ’
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210 Chapitre VI. § 104, 105.— s’exprimera par la formule:
En donnant ici aux nombres m., nj les valeurs 0, l’un excepté, que nous poserons =1, nous aurons:

105. Les dérivées partielles des transcendantes abéliennes de 
p deuxième et de troisième espèces par rapport aux variables uk on obtient de cette manière. En différentiant l’équation (6) § 102 par rapport à la variable uk, ayant en vue que son premier membre n’en dé- pend que par l’intermédiaire des (x.,y), on aura d’après le (9) du § 79

îet (11) du § 101:

— en vertu de l’équation (10) § 70 pour x — ak, y = bk, [où l’on aurait 
p pchangé préalablement (a ,[3.) en (#.,ÿ.)J. En faisant coïncider le point î î(£,2^) avec («z,b,), on reçoit d’ici la formule:

car par l’équation (4) § 70 (écrite avec l pour//) et (21) § 69, (écrite avec 
l pour le), on a pour $~«z, = 6Z:(3) H(a„ bk | bj = Ëfa, bfc) = cft,en supposant pour l — le la seconde forme du second membre del’équation mentionnée devient illusoire, en prenant la forme ce —oo *).

p
*) La seconde expression pour la dérivée de <7(w/()z par rapport à uk correspond 

à la formule (4) § 48 de notre ouvrage sur l’inversion des intégrales liyperelliptiques
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§ 105. Chapitre VI. 211En passant à l’égalité (7) § 102 pour en déduire la dérivée par
prapport à uk de la fonction remarquons, que d’après le théorème de l’échange de paramètre et de l’argument on a: 

donc, en différentiant par rapport à uk on aura: 
ce qui prendra en vertu de l’égalité (11) du § 101 et (14) du§ 79 la forme suivante:

Si l’on change maintenant dans la formule (7) § 77 # et x0 respecti- 
p pvement en puis (a , & ) en (#•,«/ ); enfin (;,îa) en (a , b^, on aura,

•'l J J Y J çen employant la notation abrégée des intégrales de deuxième espèce, cette autre: 
en se rappelant (pour le premier membre) de (4) § 70. En vertu de celle-ci on pourra représenter la dérivée cherchée de cette autre manière:

On pourrait aussi recevoir cette formule à l’aide de l’autre propriété caractéristique de l’intégrale normale de troisième espèce, celle, qui nous a conduit à la formule (9) § 102. En différentiant cette dernière formule par rapport à uk, nous aurons d’après (1) du § présent:
(p. 89), citée déjà plus haut; elle était certainement connue de Weierstrass, parce qu’on 
peut la tirer sous la forme un peu différente, et pour le cas de clk = 0, de la formule 
(29) § 4 de son mémoire: „Zur Théorie der Abelschen Funktionen“, Crelle Journ. 
Bd. 47. Dans le cas des fonctions abéliennes générales les secondes formes de (1) et 
(2) ont été données (la seconde pour le cas clk~ 0) pour la première fois par 
Mr. V. Ermakoff dans son mémoir, cité au § 72.

14*
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1212 Chapitre VI. § 105, 106.

en se rappelant de la propriété delà fonction P^ , exprimée par l’équation(1) § 59 et de l’autre, par laquelle elle s’annule, lorsque ses paramètres deviennent égaux. En vertu de (4) § 70 et (5) § 79 le premier terme 
f-du second membre de cette équation est identique à IIfc; on aura doncla même formule (8). De celle-là on revient à la formule (G) à l’aide de (7) *).106. La formule (8) du § précédent pourra être présentée encore 

pd’une autre manière fort importante. En désignant par ($, ) etpar ) ^eux systèmes équivalentes au système de point
p

(ak,bk;xj,yj),— c’est ce qu’on pourrait désigner, en imitant L. Kro- necker, ainsi: 
on aura en vertu de (17) § 72 vu (18) de même § l’analogue de (16): 
en le portant dans l’équation (8) du § précédent, nous aurons:
Mais d’après l’équation (5) § 98 on a: 
d’ou l’on tire :

*) L’expression (8) de la dérivée par rapport à de la fonction abélienne de 
troisième espèce appartient aussi à Mr. Ermakoff (1. c.). Elle correspond, dans le cas 
hyperelliptique, à la formule (4) § 47 p. 85 de notre ouvrage citée.
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§ 106, 107. Chapitre VI. 213en le portant dans l’équation (3), nous aurons:
C’est cette formule que nous avions en vue de déduire.’ Les constantes 
Ck sont tout à fait arbitraires dans ces expressions pour k=l,2,.. .p. 

pIl nous reste introduire dans cette formule les variables wA. Afin de le îfaire, remarquons, que par le théorème d’Abel [(4) § 98] on a: 
en l’ajoutant avec l’équation (7) § 100, qui définit les variables on aura: 
d’où l’on tire:
De la même manière on trouve:
En se rapportant à l’équation (5) § 102, qui définit la transcendente abélienne de deuxième espèce fondamentale, on apperçoit de suite, qu’après 

pl’introduction des variables uh dans l’équation (6), elle prendra la forme:
i

• P107. Les dérivées partielles par rapport à uk de la transcendente abélienne de troisième espèce s’expriment donc par les transcendentes de la deuxième espèce, dont les arguments different de ceux de la première par certaines constantes. Les dérivées partielles de ces dernières 
pfonctions par rapport à u s’expriment par les formules, qu’on déduit 1K PPde (2) § 105, en y changeant en ), notamment:

7i 7 yt
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i214 Chapitre VI. § 107.
De même on trouve
Les deux systèmes des points, figurant sous le signe de P dans ces équations, sont respectivement les zéros, et les infinis de la fonction de

— car le zéro et les infinis (x,y) étant communs aux deuxÇ 1 'membres de la fraction, elle y reste finie; par _p4-l infinis et un zéro les p zéros restants de la fonction du dégré jp+l [§ 40], uniforme sur la surface de Riemann considérée, étant complètement déterminés, cette fonction (3) ne diffère que par un facteur constant de la fonction 
parconsétpient les deux systèmes suivants de points: 
sont équivalents [§ 72]; mais alors en vertu de (18) § 72 on aura: 
et comme on a en outre par (19) § 69 
on en conclut que les seconds membres des égalités (1) et (2) sont égaux; donc les premiers le sont aussi:-

*) Cette démonstration de la formule (8), donné pour le premier fois par 
M. Ermakoff (1. c.) est l’extension sur les intégrales abéliennes générales de celle, que 
nous avons donné pour les intégrales hyperelliptiques dans notre ouvrage sur leur 
inversion, citée plus haut. Dans l’édition russe de ce livre nous avons donné la démon
stration de M. Noether-. üeber das Jacobische Umkehrproblem. Sitzungsberichte der
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§ 107. Chapitre VI. 215La quantité ; est tout à fait arbitraire. Cette égalité nous montre, que les fonctions
psont les dérivées partielles par rapport à uk d’une certaine fonction des mêmes variables indépendantes. La même chose aura lieu par rapport aux fonctions qui en diffèrent par des constantes arbitraires: 

lesquelles seront aussi les dérivées partielles par rapport aux variables
p -
uh d’une certaine autre fonction des mêmes variables. En la désignant par 
si elle s’annule pour on aura:
et parconséquent
Le point (S, 2/-) étant tout à fait arbitraire, on pourra le faire coïncider avec le point (x0, y0\, alors nous aurons un cas particulier de cette fonction, que nous désignerons de la même manière, en omettant seulement de la sorte qu’on aura:
La fonction (13), plus générale, peut aisément être raménée à celle-ci, particulière. En effet, on a:
physikalisch-medicinischen Societât zu Erlangen. Sitzung v. 16. Juni 1884. Cette nou
velle démonstration est plus symmétrique, comme la deuxième démonstration de 
Mr. M. Noether, donnée par lui dans les Math. Ann., Bd. 37, S. 483.
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216 Chapitre VI. § 107.’parconséquent l’égalité (13) prendra la forme :

— si l’on pose
d’ici il suit, que

. Pour déterminer la constante C, posons alors, si l’on fait
on aura
en retranchant cela de (18), nous aurons:
ou, en portant aulieu de vh et v\^ leurs expressions, tirées des égalités (17) et (19):

De l’égalité (14) il suit que la fonction
l’intégrale étant prise suivant une courbe dans Vespace à p dimensions 
du point jusqu’au point (wft), en évitant les points, où la fonction

à intégrer devient infinie ou indéterminée. La fonction plus générale, déterminée par l’équation (13) sera représentée par une intégrale semblable à (23), où à la place de figurera tDe cette définition de la fonction on déduit aisément ses propriétés principales, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.
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§ 108, 109. Chapitre VI. 217108. En multipliant l’égalité (11) § 106 par duk et en sommant par rapport à & de 1 à p, on aura d’après (13) du § 107: 
en intégrant cette égalité, on aura: 
ou, d’après (22) du § précédent:

En effectuant l’opération D» sur cette égalité, on aura: ç

ou, d’après (12) et (15) du § précédent:

109. Revenons maintenant aux formules (4) — (6) § 98. La première de ces égalités peut être représentée ainsi: 
ou, en transposant les termes précédés du signe (—) dans l’autre membre de l’égalité, de cette manière:
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218 Chapitre VI. § 109.en posant:
Dans les égalités (5) et (6) du § 98 changerons la notation des paramètres, en écrivant z,?] aulieu de x, x0, et ensuite décomposons chaque intégrale sous le signe de sommation en une différence des deux autres, nous aurons: 
ce qu’on peut en vertu de (6) § 102 et (2) du § présent représenter ainsi: 
et de même: 
ou, d’après (7) § 102 et (2) du § présent:

On peut former aussi une fonction, qui deviendra égale à œ1 aux 
. . pp+1 points, dont p restent les mêmes (x y) qu’auparavant, et lei ’dernier sera le point (a', yai), et qui devient égale à O1 au point (x',y'); alors on aura d’après le théorème d’Abel: 

d’ou l’on trouvera, comme plus haut: 
où l’on a
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§ 109. Chapitre VI. 219— car le chemin d’intégration pourra être un autre, — et d’après le théorème d’Abel pour les intégrales de troisième espèce dans le cas considéré: 
d’où nous arriverons comme plus haut à la formule: 

en posant pour abréger:
Si l’on ajoute les égalités (7) et (12) et si l’on prend égard à ce, que, le chemin de «ya') à (y',x) et puis de (x',y') à «ya') étant fermé, d’après (14) et (15) § 92 on a en général: 
où
on aura la formule suivante:

car en vertu des formules (11) et (9) du § 104 et des formules du § 92 citées tout à l’heure, on a
En posant pour le moment:
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220 Chapitre VI. § 109, 110.on a d’après (3) du § précédent:

(72 pouvant avoir des valeurs différentes pour les deux signes ±). En vertu de ces formules l’équation (16) prendra la forme:

110. En passant du logarithme au nombre et en posant, pour abréger :
— notation, introduite par Jacoln, d’où vient la dénomination théta- 
fonction pour cette nouvelle fonction, on tirera de l’équation (21) du § précédent cette autre:
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§110. Chapitre VI. 221Dans cette égalité les dénominateurs des deux membres on tire de leurs numérateurs respectifs par le changement de £ en -rç; on en conclut que le rapport des numérateurs des deux membres est une fonction, qui ne change pas sa valeur, si l’on remplace £ par ï), qui en est parconséquent tout à fait indépendant; c’est-à-dire que ce rapport ne dépend pas du point (Ê,2/t). En le désignant par F, nous aurons donc l’égalité suivante:

Cette formule correspond à celle de la théorie des fonctions elliptiques, qui donne l’expression de la fonction ^(«) —^(v) par 0(w), [ou par a(w)]> et à celle de la théorie des fonctions hvperelliptiques, qui donne l’expression de la fonction par les 0 - fonctions *)• En considérant à gauche ; comme ‘variable indépendante, nous avons là une fonction uni- 
m nforme sur la surface de Riemànn pour _F(.z-, ?/) = O, qui devient égale à 

pœ2 aux p points (#.,?/). Au point (x, y') et aussi au point («', ya>) îelle est finie et différente de zéro, car l’un de ses facteurs devient =oo‘, lorsque l’autre devient =0l. Chaque facteur à gauche 
pest une fonction symmétrique des paires (x.,y.), comme il suit de ce, qu’on a dit au § 58 après la formule (11); parconséquent leur pro- 

p- duit le sera aussi, et parsuite il sera une fonction des variables uh.
iConsidérée comme une fonction de ces variables il devient =œ2 pour les 

p pvaleurs des uh, qui amènent l’un des points (x.,y) en (S,yOi la même î *i 4 çchose a lieu par rapport à second membre de (3), où, comme nous le 
£ pverrons au chapitre suivant, le dénominateur [0(wA — IA ^A0), CA)]2 devient *o i
pégale à O2 pour les mêmes systèmes des valeurs des wA; il suit de là, 
1 pque V sera par rapport à chacune des variables indépendantes uh séparément une fonction uniforme (car 0 l’est comme on le verra plus bas), continue et toujours finie; parconséquent par rapport à chacune de ces

*) La formule (4) sur la page 101 de notre ouvrage, déjà citée, sur l’„Inversion 
des intégrales hyperelliptiques“. Kharkow, 1885 (en russe).
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222 Chapitre VI. § 110, 111.variables une constante, c’est-à-dire une grandeur, qui est indépendante de ces variables. Par cette raison on peut la déterminer, en donnant 
paux variables uh des valeurs particulières quelconques, par exemple 

p pen posant «A = 0; alors tous les (x.,y) viendront à tomber en 
pi * î

(a., 6.), et nous aurons de l’égalité (3): 

d’où l’on aura V. On peut l’éliminer de l’égalité (3), en la divisant par cette égalité (4); on aura alors:

111. De l’équation (1) du § précédent, qui définit la nouvelle fonction
En vertu de cette égalité on peut donner la forme suivante à l’égalité (3) § 108:
Si l’on pose 
en commençant l’intégration par les mêmes valeurs des x., par lesquelles nous l’avons fait pour les intégrales de première espèce en (7) § 100, on aura évidement:

*) Cette formule présente une analogie complète de la formule (6) p. 104 de 
notre ouvrage citée plus haut.
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§111. Chapitre VI. 223
et parconséquent d’après (2) nous aurons

En effectuant l’opération ZC sur les deux membres d’égalité (2), nous aurons d’après (8) § 102:

car le côté droit de l’égalité (2) dépend de ; par l’intermédiaire desquantités Quant aux expressions des fonctionspar les fonctions 0, on les aura en vertu de (12) § 107, en différentiant (1) par rapport à c’est ce qui donnera:

d’où l’on trouve, en changeant

Ainsi les transcendantes abéliennes de deuxième et de troisième espèces sont raménées aux 0-fonctions. Si l’on prenait de telles systè- 
p pmes des valeurs des variables uh, qui amènent tous les points (x.,y), i îun seul excepté, au point (rr0, y0,) alors des p termes de la somme des intégrales de troisième et de deuxième espèces qui définissent respec-
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224 Chapitre VI. § 111, 112.tivement les transcendantes se réduiront à zéro,et il n’en restera qu’un seul, qui sera exprimé ainsi de même par les ©-fonctions.112. Les valeurs d’une fonction symmétrique quelconque des valeursde la fonction aux points seront connues, lorsque serontconnues les valeurs des fonctions symmétriques simples, comme on le sait par l’algèbre supérieure; quant à ces dernières, on les trouvera dela manière suivante. Désignons par les zéros, par lesmîinis de la tonction:
où z est une valeur donnée arbitrairement; les dernières, c’est-à-dire m'(P,., 3/^), étant les zéros de la fonction /(#,y), sont invariables; les premiers varieront avec z. Alors d’après le théorème d’Abel [(6) § 95] nous aurons:

où (x, y') et (#', y0) sont des points quelconques ordinaires de la sur- 
m n vface de Riemann pour F(x,y)=o. A gauche on peut échanger les paramètres avec les limites des intégrales, après quoi nous aurons:

En posant ici et en ajoutant les résultatsobtenus ainsi, on aura d’après (3) du § précédent:

(à droite désignant le produit).
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§ 112. Chapitre VI. 225Le premier membre de cette égalité peut être, d’après (5) du § précédent, présenté ainsi:
~0 •*'0en le portant dans l’égalité précédente et en passant des logarithmes aux nombres, nous aurons:

Après avoir multiplié à gauche le numérateur et le dénominateur par (—l)p, nous multiplierons les deux membres par le dénominateur du côté gauche; posons alors

ce N sera une quantité, qui dépend de z comme explicitement, tant par m'l’intermédiaire des quantités (a .,ya ), qui dépendent aussi de z, comme î 1on l’a déjà remarqué plus haut. En développant suivant les puissances de zle produit qui reste après cela au premier membre de l’égalité (6), on aura:
où M,,... M sont les fonctions symmétriques simples des valeurs de fjj (qq qj\ P 9 ula fonctions aux points (#.,?/.), que'l’on cherche. Après avoir choisiarbitrairement p valeurs de z, soit:

M. Tikhomandritzkt.
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226 Chapitre VI. § 112, 113.et déterminé pour chacune de ces valeurs, comme zk, les valeurs correspondantes aj*> avec les valeurs correspondantes de //, et ensuite les valeurs correspondantes de N, que nous désignerons respectivement par
d’après la formule (7), nous aurons le système de p équations linéaires par rapport aux quantités cherchées Miy M2,... M, savoir:

vpour & = 1,2, ...p. En le résolvant, on aura les quantités en forme P 1des fonctions linéaires des quantités Nh,qui s’expriment par les fonctions 6, 
p 1où les valeurs de ult sont considérées comme des quantités données, îQuand on aura trouvé les quantités on obtiendra lesvaleurs de notre fonction en résolvant l’équation:

113. Quand on aura les valeurs de la fonction
aux points alors les valeurs de toute autre fonction:
aux mêmes points pourront être trouvées de la manière suivante. Formons de la même manière, comme nous l’avons fait au § précédent, les équations, qui seraient satisfaites par les valeurs aux mêmes points de la fonction
pour & = 0,1, 2,.. ..p—1. En désignant par Jfj } les coéfficients de la puissance p — 1-ième de l’inconnue dans chacune de ces équations, nous auronsun système de p équations linéaires par rapport

*) Voir: Clebsch u. Gordan. „Theorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1866. 
§ 42. S. 142.

**) Voir: Clébsch u. Gordan. Ibid. S. 143.
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§ 113. Chapitre VI. 227En résolvant ces équations on aura les valeurs de Z. en fonction rationnelles de respectivement et des quantités connues. Il est à remarquer, que cette expression de Z. par ne le contiendra pas à une puissance plus élevé que p — 1 *).  Conformément au théorème connue sur la forme générale d’une fonction rationnelle d’une racine de l’équation algébrique on peut la rendre, cette expression, entière par rapport à zi du degré p— 1, car en multipliant le numérateur et le dénominateur par ce dernier — le déterminant

*) Voir: Briot. «Théorie des fonctions abéliennes". Paris, 1879. Chap. XIII. 
pp. 160—162.

**) Ibid. pp. 163—164.

on aura au dénominateur le discriminant de 1 équation (12) du § precedent. Si l’on prend en particulier
B étant une constante, on aura de la même manière l’équation pour déterminer les x., qui sera de la même forme que l’équation (12) du § précédent. En effet, on aura en premier lieu une équation en 0; en y introduisant son expression par x, tirée de l’équation (5), nous la transformerons en une équation avec l’inconnue x, qui sera de même degré, la substitution (5) étant linéaire. Après cela on obtiendra les valeurs correspondantes de y par la même méthode, qu’on a donné tout à l’heure pour la détermination de Z.. En effet, en prenant y) = y,~K(x,y) — 1,nous aurons Z— y **).  De cette manière y. sera exprimé par x. en forme d’un polynôme du degré p — 1 par rapport à xt, dont les coéfficients, de

• pmême que ceux de l’équation, qui détermine les valeurs des x, seront des fonctions rationnelles de diverses 0-fonctions. Pour les systèmes des 
pvaleurs des variables uk, pour lesquelles s’annulent tous les coéfficients de l’équation en x (après avoir chassé les dénominateurs), les valeurs 

pdes xi resteront indéterminées, comme on a déjà expliqué plus haut.
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Chapitre VII.
Les fonctions Thétas.

114. Après avoir montré, comment on résout le problème de Jacobi à l’aide des thétafonctions, nous allons développer ici leurs propriétés principales, en partant de leur définition meme par l’équation (1) § 110, où l’exposant du nombre e est défini par l’équation (23) du § 107, à laquelle nous avons réduit dans le même § la fonction plus générale, qui d’après la remarque faite à la fin de ce § serait définie par l’équation:
— en intégrant suivant une courbe dans l’espace à p dimensions du point

P P(«/'’’) au point (w/(). En prenant la fonction (1) pour l’exposant du nombre e, i îon aurait une fonction plus générale:
qui n’est pas pourtant indispensable, car d’après les équations (22) du § 107 et (1) du § 110 on a:

Les propriétés de thétafonctions dépendant de celles de la fonction P4>(wA «Ao), CA), on doit commencer par discuter ces dernières. Dans les premières recherches on pourra même au lieu de celle-ci étudier la fonction plus générale définie par l’équation (1) de ce §, à laquelle revient la première, lorsque le point (£, //5) tombe dans le point (x0, pris pour*limite inférieure des intégrales de deuxième espèce.
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§ 115. Chapitre VIL 229115. La fonction reste finie et continue tant queles arguments des fonctions sous les signes de
- «9l’intégration ne reçoivent pas des valeurs, pour lesquelles ces fonctions deviennent infinies. Les arguments mentionnés peuvent être réduit à des sommes de p intégrales à l’aide du théorème d’Abel; on pourraitfaire la même chose pour les fonctions elles-mêmes, si lethéorème d’Abel ne devenait pas illusoir pour les intégrales de deuxième espèce, lorsque l’un des limites de ces intégrales coïncide avec leur paramètre. Pour obvier à cet obstacle il faut recourrir à la méthodedes limites; c’est pourquoi aulieu de la fonction nous allonsconsidérer d’abord ‘celle-ci:

(x‘, ?/') désignant un point rapproché de (ak, bk), mais non pas coïncidant avec lui. Alors en posant
on aura en vertu de (5) § 98:

étant les autres que zéros de la fonction:
ç

de la variable indépendante (#, y^, ayant ses p 4-' 1 infinis aux points 
(./,y") et Au moment, où nous fairons coïncider le point (x ,y')avec le point (ak, bk\ le second membre de l’égalité (3) contiendra une expression indéterminée de la forme co — œ; pourtant il restera fini et déterminé. En effet, aux environs du point (ak, bk) on a d’après le § 74:
et d’après (4) et (5) du § 61;
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230 Chapitre VIL § 115, 116.

donc la différence
sera finie et déterminée, et parconséquent il en sera de même de la 

p akfonction Il en sera autrement pour les valeurs spéciales
p 1 £ pdes uh, qui amènent quelquesuns des points (#.,«/.) au point (;, yJ, ou i i çtous ces points sur une courbe adjointe de première espècedans ces deux cas, comme on l’a vu au § 71, l'un des pointsviendra toujours tomber dans le point (x',y), en sorte qu’à la limite,où ce point coïncidera avec (ak, bk), la somme deviendra infinie, —dans le second cas les autres des points restant, en vertu del’égalité (12) du § 71, indéterminés comme les Parconséquent lafonction devient infinie dans les deux cas mentionnés; allonsvoir de plus près de quelle manière le devient elle.116. Soit (x ,y,) l’un des points qui tombent en alorson aura pour (%,y) très rapproché de (afc,\):
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§ 116. Chapitre VIL 231quant à la partie algébrique en (3) du § précédent, elle pourra d’abord être représentée en vertu de (7) § 59 et (2) § 61 de cette manière:

De la formule (6) § 70, après le changement deson tire:
d’où l’on aura dans le cas, où quelquesuns des points parexemple les 1 premiers, — seront très près du point

En portant cela dans l’équation (2), de même que les développements . du premier membre du dénominateur et du numérateur de la même formule (2), et de là et de la formule (1) dans l’équation (3) du § précédent, on trouve aisément *), que

Kk désignant l’ensemble des termes qui restent finis à la limite et ne contiènnent pas des puissances négatives des (x.—$). Donc on aura dans
J 1le cas considère:

*) Le résultat des substitutions indiquées en (2) pouvant être soumis d'abord à 
la transformation indiquée en (6) du § précédent.
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232 Chapitre VIL § 116, 117.
Lk désignant la somme des termes ne contenants pas des puissances né- 

pgatives des (æ—S). Après avoir multiplié cette équation par duk, en sommant par rapport à 7c de 1 à p et en intégrant le résultat du point 
p p(u\') au point (wA), tous les deux désignant les valeurs des variables u, î î îpour lesquelles sont convergents les développements (4), (5) et (6), on aura en vertu de (1) § 114 et (10) § 101:

désignant les valeurs des et M l’ensemble des termes ne contenants pas des puissances négatives des (æ.—S). En portant cette expression dans l’équation (2) § 114, on aura: 1
pd’où il suit que pour les valeurs des variables uh, pour lesquelles 7 des 

p 1points (x y ) (par exemple les 7 premiers) tombent en (f, la fonc-
J?tion 0(uA | , CÀ, E ) devient =0*. En vertu de (3) § 114, on voit, que

la même chose aura lieu pour la fonctionIl suit de l’analyse précédent, que la fonction sera=0z, lorsque Z des points tombent en (#0,y0), avec lequel coïncidepour elle le point (^^c). On pourrait lui appliquer directement le même analyse.
p117. Dans le second cas, celui, où les points (æ.,y.) viennent sur *i: ‘

m—2 n—2uue courbe adjointe de première espèce <?( x , y )=0, la fonction (4) § 115 se réduira, d’après le (14) § 71, à la fonction:
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§ 117, 118. Chapitre VIL 233qui aura p infinis aux pointset p zéros aux points les points étant leszéros communs du numérateur et du dénominateur. On aura donc dans ce cas par le théorème d’Abel: 
en ajoutant cette équation avec (7) § 100, qui définie les variables p
u., on aura: 
mais c’est justement la même forme, que prend en vertu des équations (12) § 71 l’expression de uh dans le premier cas, lorsque (xp, y^ tombe en (;, y»). Donc à l’aide de l’équation (2) qui existe toujours dans le second cas, celui-ci est ramené au premier. Donc la fonction devient aussi égale à zéro dans le cas, où les i viennent sur lacourbe d’ailleur identiquement, étant quelconque etrestant indéterminés.La même chose aura lieu pour la fonction elle deviendraaussi identiquement nulle pour les valeurs des qui amènent les pointssur une courbe adjointe de première espèce. D’après le § 100dans ce cas se réduiront toujours à une somme de p—1 intégrales.118. La fonction devenant infinie comme logarithmede pour x.=\, d’après la formule (7) § 116, on en conclut, queppour chaque système des valeurs données des variables uh elle aura une infinité des valeurs, différant entre elles de 2q~i, q étant un nombre entier, positif ou négatif. Comme on a e2q>'t='i, la fonction 0(wA wA0), CA;É) 1pn’aura qu’une’seule valeur. Donc la fonction 0(ma u(0), Ca;S) est uniforme, toujours finie — parce qu’elle s'annule là, où (zqj , CA ; $) devient infinie, — et continue, — autrement à dire — holomorphe pour toutes 

ples valeurs des wA; elle s'annule dans les deux cas: ou lorsque quel- î
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234 Chapitre VIL § 118, 119.
pquesuns des points (x., y) tombent en ou lorsqu’ils viènnent toussur une courbe adjointe de première espèce et dans cedernier cas identiquement, c-est-a-dire étant quelconque, etrestant indéterminés.119. Nous allons maintenant déterminer la variation, qu’éprouve une 

pthétafonction, lorsque les variables uh s’accroissent des périodes simulta- înés; en vertu de (3) § 114 on peut se restreindre maintenant à la fon- tion particulière, définie par les équations:

Nous désignerons les périodes simultanés pour les deux espèces des intégrales de la même manière, comme au § 104:

de sorte que, d’après (10) § 104, on aura:
Il importe de remarquer avant tout, que les valeurs de la fonctionsont toutes différentes, le cas d’indétermination excepté. Soient eneffet deux systèmes de valeurs des variables

et supposons qu’on a plus généralement:
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§ 119, 120. Chapitre VIL 235c’est-à-dire, que les valeurs correspondantes de la fonction nediffèrent que par r\k, le cas d’égalité y étant compris comme particulier. On aura en même temps:

les intégrales étant prises sur les mêmes courbes respectives dans les deux égalités; donc, si le côté droit de la deuxième se réduira à le côté droit de la première se réduira à ùA, et de plus ) viendront à tom- 
p 1 P Pber en (x' ,y') [§ 100]. Si xik se réduira à zéro, alors tous les m et n. seront i P 1 1 Pdes zéros, parsuite aussi ùA se réduiront à zéro; donc la fonction J(uA) î îne peut avoir des valeurs égales que pour deux systèmes identiques des 

pvaleurs des variables uA; donc elle aura des valeurs différentes pour des 
1 psystèmes différents des valeurs des variables wA, c. q. f. d. — Après cette remarque passons au problème que nous nous avons posé.120. En changeant en wÂ. + Æ’i aux limites supérieures des intégrales dans l’équation (2) du § précédent, nous aurons:

en négligeant ‘2q~i et en remplaçant pour cela le signe = par le signes. On trouve aisément le second terme à droite en vertu de l’égalité (5) du § précédent. En effet, on aura consécutivement:
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236 Chapitre VII. § 120.et parconséquent:

En passant au premier terme du côté droit en (1), remarquons, qu’on a: 

mais on a aussi :

p p— en changeant uh en —uh dans la première partie de l’intégrale; par- î 1conséquent on aura:

En vertu de (3) et (6) l’équation (1) devient:
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§ 121. Chapitre VII. 237121. «Pour évaluer le dernier terme du second membre de cette
p pégalité, nous allons introduire constantes indéterminées et Jk pour les déterminer convenablement après, en remarquant, que l’on a: 

où le dernier terme à son tour peut être représenté de cette manière:

Le premier terme du second membre se trouve aisément, car on a:
! 1 *
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238 Chapitre VIL § 121, 122.En portant cette valeur dans l’équation (2) et de là dans l’éqfuation (1), on aura:

où le dernier terme, pour être évalué, exige que l’on détermine con- p pvenablement les constantes indéterminées et Jk. Il nous suffit de con- î* înaître une valeur quelconque de ce terme, car toutes les autres en diffèrent d’un multiple de 2m, comme 23m, qui nous peu importe, 
2qr.i _car e =1.122. Si l’on pouvait déterminer ces constantes de manière que l’on 

pait pour toutes les valeurs des variables uh:
1

—et c’est ce qui est toujours possible, comme nous le verrons dans la suite,—on pourrait calculer très-bien le dernier terme en (4) du § précédent. En effet, en multipliant l’égalité (1) par —duk, en sommant pour £=1,2,...^ et en intégrant le résultat suivant une courbe du, on aura:

— l’égalité, qui prouve, qu’alors l’intégrale prise du premier point 
p p(—au second suivant une courbe quelconque dans l’espace
1 1à p dimensions est égale à l’autre, prise entre les mêmes points dans le sens inverse suivant la courbe symmétrique de la première par rapport 

, . . pa l’origine ^A=O, et parconséquent égale à la moitié de celle, prise sur la courbe fermée, composée de toutes les deux mentionnées. Il ne reste donc que de faire un choix convenable d’une pareille courbe, avec 
ple centre de symmétrie en wA = O, pour pouvoir calculer l’intégrale
1
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§ 122. Chapitre VII. 239cherchée. Nous allons choisir pour cela une ligne brisée, dont la figure ci-jointe, faite pour le plan de la variable uk, permettra de faire une idée; des lignes brisées analogues doivent être imaginées dans les plans de chacune des autres variables:

est le symmétrique de GK-, le parallélogramme US est le symmétrique de TR, et ainsi de suite. Les variables, en partant des sommets correspondants des parallélogrammes correspondants dans leurs plans doivent varier sur le côté AB suivant la proportion: 
sur le côté BC suivant la proportion:
et ainsi de suite. Les points finales, comme P et Q dans le cas de 
p — 3, représentent, comme il est aisé de voir, respectivement les points

L’intégrale, prise dans le sens positif, indiqué par les flèches, suivant le contour entier de la figure, est égale évidemment à la somme de pareilles intégrales, prises suivant le contour de chaque parallelo-
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240 Chapitre VII. § 122.gramme. Pour le parallélogramme centrale AB CD de notre figure, vu que 
nous aurons:

— d’après la formule (III) § 85. Pour le parallélogramme MGrEK, vu que 
nous aurons:
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§ 122. Chapitre VIL 241et pour son symmétrique NHFL, vu que 
de même: 

pour leur ensemble, en ajoutant (7) et (8), nous recevrons:

— d’après la même formule (III) § 85. Pour le parallélogramme VT PU et son symmétrique WÜQS les calculs restent les mêmes avec cette 
vant le contour entier de la figure, qui leurs corresponde, sera égale à
Et la même chose aura lieu pour chaque paire suivante des parallélogrammes symmétriques par rapport à O : les calculs seront toujours les mêmes avec la différence, que la place de w2œ/2 et w2œ/.-2 occuperont

M. T I K H O M A. N D R 1 T Z K Y. 16
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242 Chapitre VIL § 122, 123, 124.chaque fois les périodes se rapportant au parallélogramme considéré, etla place de occupera la demisomme de tous les périodesprécédents; de sorte que pour la partie correspondante aux derniers parallélogrammes on aura
En ajoutant tous les résultats précédents: (6), (9), (10).. . (11), on aura pour la valeur de l’intégrale prise suivant le contour entier:
et parconséquent pour la valeur de l’intégrale cherchée:

123. En portant ce résultat dans la formule (4) § 121 et de là dans la formule (7) § 120, nous aurons:

En prenant les deux membres de cette congruence (mod. 2ni) pour l’exposant du nombre e, on aura en vertu de (1) § 117 et de ce, que 
em=— 1, l’équation fonctionnelle de thétafonction :

elle exprime la variation, qu’éprouve une thétafonction, lorsqu’on fait accroitre les variables des périodes simultanées.
P(o'i P124. Aulieu des paramètres et Ck nous allons maintenant intro- 

p p 11duire les autres: et vA, en posant:î î

*) On aura alors:
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§ 124. Chapitre VIL 243c’est ce qui est toujours possible, cai le déterminant de ces 2p équations 
p pavec 2p inconnues |i/( et v n’est autre chose que le déterminant A du î î§ 86 [formule (1)] qui est égal à ±(2m)p d’après (5) du même §, et parconséquent différent de zéro. Du reste on résout ces équations aisément à l’aide des relations (I) — (IV) du § 85 entre les périodes des intégrales abéliennes de 1-re et de 2-me espèce. En effet, en multipliant la première des équations (1) par — la seconde par œ'A7/ et les ajoutant pour k=l, 2,.. .p, on aura en vertu des équations mentionnées:

de même, en multipliant la première par —7]/(/ et la seconde par œ on aura après la sommation en vertu des mêmes relations entre les périodes:
En multipliant maintenant l’équation (2) par ngy l’équation (3) par et en les sommant après l’addition de g—\ à g~p, on aura en vertu de (3) et (4) du § 119:

Nous allons aussi changer les variables en d’autres, en posant:
et la notation même de la fonction, en écrivant:

En vertu des équations (4), (5) et (6), l’équation (2) du § précédent prend la forme:
— en écrivant de nouveau uh pour u'h.En posant dans cette équation soit mf=l, soit «;=1 et les autres 
mk et nk égaux à zéro, on aura les formules:
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244 Chapitre VII. § 124, 125.plus simples. Il y en a 2/_>; par leurs application répétée on revient à la formule générale (7)*).
pL’ensemble des nombres (pA, vA) s’appelle la caractéristique de la fonc- îtion 0, chacun des nombres qA et vA l’élément de la caractéristique.125. La plus simple des toutes les thétafonctions, sans doute, sera celle, pour laquelle on a 

c’est-à-dire, dont tous les éléments de la caractéristique sont les zéros; nous la désignerons plus simplement, en posant:
Les équations (8) et (7) prennent pour elle effectivement la forme plus simple:

Des équations (1) du § précédent il suit, qu’avec (1) on aura aussi: 
et qu’à l’inverse ces dernières ont pour conséquence les équations (1) du § présent, le déterminant des équations mentionnées étant =rt(2~t)z>.

f(0)Comme les quantités w, ne sont pas arbitraires, on ne sait pas îd’avance, si l’on pourrait les prendre pour limites inférieures de l’intégrale dans l’équation (2) § 119, qui définit la fonction <P(«A u\ Ch): on doit donc un peu modifier la définition naturelle de cette fonction. Si l’on prend un point différent du point u\' pour limite inférieure de l’intégrale curviligne1 pdans l’espace à p dimensions, on ne changera cette fonction tI)(uA |wA ,CA)que
*) On trouvera ces calculs dans notre ouvrage: „L’i aversion des intégrales 

hyperelliptiques“. Kbarkow, 1885 (en russe). Cb. V, § 59, p. 114, qui restent les 
mêmes pour ce cas particulier, car l’équation fonctionnelle pour thétafonction (9), donnée 
ibid. à la p. 113, est identique à l’équation (7) de ce §.
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§ 125, 126. Chapitre VIL ' 245d’une constante additive et parconséquent la fonction 6 que d’un facteur constant, c’est ce qui ne fera changer en rien ses propriétés caractéristiques. Comme d’après le § précédent les limites supérieures doivent êtrechangées en nous prendrons aussi pour les limites inférieures lesquantités , où les désignent des quantités choisies arbitrairement à la seule condition que ne soit pas un lieu singulier, etdéfinirons alors une fonction par l’équation:

c’est ce qu’on pourra, en vertu de (2) § 119, écrire aussi de cette manière:
on peut aussi donner cette forme à l’équation (6):

est une constante arbitraire.
pEn appliquant à la fonction <I»(uA) l’équation (1) § 123, c’est ce qui î est possible en vertu de (7), on aura:

d’où il suivra pour la fonction:
justement l’équation de la forme (4); on pourra donc poser:
cette équation, de même que l’équation (4) ne déterminant la fonction 

p •0(wA) Qu’à un facteur constant près.126. Weierstrass appelait cette fonction (11) thétafonction sans 
paramètres', on pourrait la nommer fondamentale à juste titre, car la
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246 ’ Chapitre VIL § 126, 127.plus générale, considérée auparavant, se ramène aisément à celle-ci. En effet, on peut représenter l’équation (2) § 119 de cette manière:

en supposant, que le point n’appartient pas aux lieux singuliers,on tirera de la formule (1) la suivante:

en vertu de (8) du § précédent; donc, en prenant pour l’exposant du nombre e les deux membres du (2), on aura:

En changeant ici uh en uh-\-u(k} on lui donnera la forme:

en remplaçant ici Ck — Jk et “1°’—par leurs valeurs, tirées des équations (1) § 124, et en employant la notation (6) § 124 de la fonction considérée, nous aurons:

127. Passons maintenant à l’étude des équations (1) § 122, que nous y avons posé et utilisé pour le calcul du dernier terme de la for- • mule (4) § 121. On peut écrire ces équations sous la forme:
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§ 127. Chapitre VII. 247qui nous montre, que les sommes des fonctions à gauche doivent se ré- duir aux constantes. Ces fonctions de deuxième espèce dans les p équations, représentées par (1), ne diffèrent entre elles que par les paramètres, qui se trouvent placés dans l’un ou l’autre des points fonda- 
pmentaux (ak,èfc); on peut généraliser la question sur la possibilité des équations (1) et chercher, s’il est possible de trouver des valeurs des 

pconstantes w/( telles, qu’on ait1
désignant une fonction de deuxième espèce avec le paramètre au point ($,«/;;), et Cj. une constante, qui peut dépendre de ce point. En posant 

nous pourrons écrire l’équation (2) de cette manière:
En différentiant cette équation par rapport à la variable on aura:
En posant 
on aura par la formule (1) § 105:

En portant ces expressions dans l’équation (5), nous aurons: 
comme on à ici k= 1, 2,.. .p, cette équation nous montre, que la fonction de la variable (x,y):
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248 Chapitre VIL § 127.
ps’annule en tous les points fondamentaux mais cette fonction,étant la différence de deux fonctions adjointes de deuxième espèce avec le même paramètre en (£, yX n’est autre chose qu’une fonction adjointede première espèce or celle-ci se réduit identiquement àzéro, lorsqu’elle s’annule en tous les points fondamentaux, comme il suit de la formule (2) § 53; donc on aura identiquement:

d'où il suit, que les deux côtés de cette égalité représentent la mêmefonction adjointe de deuxième espèce avec les 2p zéros:seulement à gauche ce sont ceux du premier groupe qu’onconsidère comme les zéros arbitraires, tandis qu’à droite ce sont ceux du second. Cette fonction pourra être construite, par la remarque du § 61, de la manière expliquée en § 56 pour la fonction adjointe de troisième espèce, en prenant seulement aulieu de la droite axbyc = Q la tangente à la courbe fondamentale au point parconséquent ladroite ^ = 0, en posant pour abréger
on aura alors, en désignant par la fonction dans ce cas:

En ajoutant les équations (3), on aura:
en portant ici les valeurs (6) de vh et de ivh, cette équation deviendra pour h= 1, 2,... p:

et permettra de calculer les valeurs de ces constantes, qui rendent possible l’équation (2): en effet, après avoir déterminé algébriquement lafonction en prenant arbitrairement on saura aussi leszéros non-arbitraires de cette fonction: et parsuite on pourra
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§ 127. Chapitre VII. 249calculer les intégrales en (14). après avoir choisi les chemins d’intégration à l’arbitraire. On aperçoit de suite, que les équations (14) déter- pminent les uh aux périodes près.î pSi l’on fait tendre uh aux zéros, les vh et wh tendront vers uh tous lesdeux, pour h — 1, 2, .. .p; donc les tendront àcoïncider respectivement aux points c’est-à-dire les pointstous les deux avec le même point et celapour chaque valeur de l’indice i de i = 1 à ï=p. La fonction (12) tendra alors à la fonction
et les équations (14) à celles-ci:
d’où l’on tire:
Les nouvelles formules (16) donneront pour les uh les mêmes valeurs ique les anciennes (14); en effet, avec la fonction

on aura d’après le théorème d’Abel en prenant convenablement le dernier chemin:
d’où l’on tire:

L’équation
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250 Chapitre VII. § 127.représente une courbe adjointe tangentielle de deuxième espèce, nommée ainsi à raison de ce, que les points de son intersection avec la courbe fonda- 
m nmentale F(x, ?/) = 0 coïncidant deux à deux, elle est tangente à celle-ci 

paux points (c\ ,yc ). Le problème de la détermination d’une pareille «T ç»courbe est un problème algébrique, dépendant de la résolution d’un nombre fini des équations algébriques, et parconséquent il a un nombre fini de solutions. Nous avons donné aux §§ 54 et 58 la méthode pour déterminer ces fonctions *); mais ce qui est important de remarquer ici, c’est que cés solutions se répartissent en deux classes, suivant que la courbe est propre de cette espèce, ou qu’elle est le produit de la droite l. — Q par la fonction adjointe tangentielle de première espèce, c’est-à-dire, lorsque l’équation (21) se réduise à celle-ci:
(eine zerfallende adjungierte tangentielle Kurve) c’est ce qui arrive d’après le § 71, lorsqu’un zéro arbitraire et parconséquent un zéro nonarbitraire tombent au point (S,^), pour le cas considéré maintenant — lorsqu’un point de contact de la courbe tangentielle tombe en (£,y.). Dans le cas de la courbe adjointe tangentielle propre de deuxième espèce — nous dirons ?delà 1-e classe, — les points de contact (ct ,yc ) dépendent du point ç*i ?»■(X,?a); dans celui de la courbe adjointe tangentielle de la deuxième espèce, impropre,—nous dirons de la 2-e classe,—les points de contact 

p—i(<v, y(.) en sont indépendants ; (c’est — pourquoi la lettre $ ne figure pas dans leurs notations). Comme un des zéros de la fonction dans ce second cas tombe en (5, ys), la formule (17) se transforme en celle-ci: 
ou, en posant 
plus simplement:

*) Voir aussi: H. Stahl. Théorie der Abelscheo Funktionen. Leipzig, 1896. 
§ 23, S. 257.
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§ 127, 128. Chapitre VIL 251Dans ce cas un seul terme — le dernier — dépend du point (£, î/c),s tandisque dans la formule (17), qui rèste la même pour les solutions de la première classe, en dépendent tous les p termes de la première somme. — La fonction adjointe tangentielle de la première espèce, qui figure dans l’équation (22), se détermine aussi par la condition, que ces zéros coïncident deux à deux, algébriquement, et le problème de sa détermination possède un nombre fini des solutions, plus petit, que pour la fonction 6,, car ces solutions ne font qu’une partie de celles-là [(§ 54)].1 C 128. La constante C. peut être déterminée toujours par la première méthode dans le cas des solutions de la première classe, aussi que celles dp la sprnndp On a.
donc l’équation (4) du § précédent peut être présenté de cette manière:
Cette équation permet toujours déterminer Cz, car en prenant arbitrairement les points i on saura les autres: quand aux chemins d’intégration — elles doivent être les mêmes, que dans les équations (14) § 127. Pour les solutions de la première classe on pourraposer c’est ce qui réduiral’équation (2) prendra la forme
d’où l’on aura
mais pour la seconde classe un des points venant à coïncideravec le paramètre de l’intégrale de seconde espèce, ces formulesdeviènnent illusoires et on doit appliquer une autre méthode, si l’on ne veut pas employer la formule (2).En remplaçant dans l’équation (2) § 127 ult par + on aura:
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252 Chapitre VIL § 128, 129.en posant ici 
les chemins d’intégration étant ici les mêmes, que dans l’équation, qui * définit la fonction notamment :
nous aurons : 
les chemins d’intégration se réduisant à un point (^0,y0)*)’, parconséquent l’équation (5) nous donnera:
— une formule qui est juste aussi pour la première classe. Cette formule a été donnée par Weierstrùss.129. En retranchant l’équation (17) § 127 des équations (6) du même §, on aura: 
parconséquent
— c’est ce qui suit du reste directement de l’équation (19) du même §. En retranchant de même l’équation (4) § 128 de chacune des équations (1) du même § et en posant avec Mr. H. Weber**):

où les chemins sont les mêmes qu’en (6), mais parcourras

dans le sens inverse; on aura donc en (7) à droite

**) Über das Additionstheorem der Abelschen Funktionen. § 6. J. v. Crelle. 
Bd. 70, S. 193.
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§ 129, 130. Chapitre VIL 253nous aurons (d’après (1) et (4) § 128) pour la première classe: 
en retranchant (3) § 128 de (2) du môme §, on aura: 
donc, en vertu de (4) nous aurons: 
c’est-à-dire que la fonction (3) est impaire, lorsqu’elle est de la première classe. Mais la même chose a lieu aussi pour la seconde, seulement les équations (4) et (5) devenant illusoires, on doit partir de l’équation (2) § 127: celle-ci peut être représenté ainsi: 
c’est ce qui revient à (6) en vertu de (3); pour la deuxième classe la constante C» est donnée par la formule (9) § 128, et les valeurs de — uh et de u par les formules: 
et en vertu de (19) § 127 on aura: 
car l’équation (19) § 127 existe aussi lorsque les fonctions en (18) § 127 appartiennent aux classes différentes.

p130. I .es deux classes des fonctions Z(uA). présentent une différence
p 1 çessentielle pour le point uA=0: celles de la première y s’annulent; celles de la seconde y deviènnent infinies ce1. En effet, d’après (7) et (4) du § 128 et (16) du § 127 on a pour la 1-ère classe:
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254 Chapitre VII. § 130, 131.
pen posant uh~0 dans l’équation (3) du § précédent, on touvera donc: i

Pour la seconde classe on a en vertu de (23) § 127 :
donc on aura d’après (7) § 128:
et parconséquent cette fois, en posant dans l’équation (3) § 129on aura :

131. Nous allons maintenant comparer entre elles les diverses solu- rtions de notre problème. Les constantes uh et CL sont représenté par i çdes sommes des intégrales abéliennes, respectivement de première et de deuxième espèces; mais les valeurs de ces intégrales dépendant du chemin d’intégration, nos constantes ne sont déterminées par les formules des §§ précédents qu’à des périodes respectives près; cependant tous les valeurs 
p_des uh et de Ct, qui ne diffèrent que par les périodes correspondants, î 5 pdonnent la même fonction Z(uA)s, car si dans l’équation (3) § 129 on

vertu de la formule (9) § 128, mais comme on a:
on voit de suite que l’expression de par la formule (3) § 129restera la même. Donc, on ne pourra obtenir les fonctions différentes entre elles qu’à l’aide des courbes adjointes tangentielles différentes. 11 nous reste donc à comparer entre elles les solutions, répondantes aux différentes courbes adjointes tangentielles.Si l’on prend au lieu de la fonction (15) § 127 une autre fonction analogue:
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§131. Chapitre Vil. 255on aura par les formules (17) § 127 et (4) 128: 

à l’aide de la fonction 
d’après le théorème d’Abel on aura: 
et parconséquent = œA; et en vertu de (7') du § 95;
— parconséquent les chemins d’intégration étant les mêmes, où l’on a:

donc on aura:

Ces formules conservent leur forme aussi dans les cas, où l’une des deux fonctions en (5), ou même toutes les deux, seront remplacées par une fonction de la deuxième classe: 
et pour la première, (9), reste la même aussi la manière de l’obtenir; quant à la seconde, (10), — on aura par la formule (9) § 128:

www.rcin.org.pl



256 Chapitre VII. § 132, 133.*
p_, i132. Si l’on porte les valeurs de et de des équations (9) et (10) du § précédent dans la formule: 

formée d’après (3) § 129 avec les nouvelles constantes, on aura: 
et en vertu de la formule, rappellée:
Cette formule peut être obtenue aussi de la manière suivante, qui fait sortir aussitôt la propriété de la nouvelle fonction d’être impaire. On a en vertu de la formule (3) § 129 et de la propriété de la fonction de 

pdeuxième espèce ^(wj. [§ 104], rappellée en formule (1) § 131:
î ç

en remplaçant ici et en retranchant des deuxmembres de cette équation, on aura, vu que d’après (6) § 129: 
cette équation: 
qui démontre la propriété énoncée de la fonction définie par l’équation (3). En comparant cette équation transcrite à l’aide de (3) § 129 avec cette formule on arrive aux relations (9) et (10) du § précédent.133. La formule (3) du § précédent ramène toutes les fonctions pZ(uA)5 à l’une d’elles. Après l’avoir choisi arbitrairement, on pourra désigner les autres avec Mr. II. Weber *) de cette manière:

*) Zur Théorie der Umkehrung der Abelschen Intégrale. J. v. Crelle. Bd. 70. § 8.
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§ 133. Chapitre VIL 257en posant:
où les quantités sont définies par les équations (8) § 131.
L’ensemble des nombres on peut nommer la caractéristique de lafonction (2) par rapport à la fonction car ce concept est relatifa la fonction, prise pour la fondamentale, et la caractéristique changera

pavec celle-ci d’après une loi, du reste, très simple. En changeant uh en 
p _ ] _ i«A-j-œA dans l’équation (2) et retranchant de ses deux membres, • i p _ çles quantités œA et étant définies, par les équations analogues au (8) î ;§ 131, on aura, comme il est aisé de voir:

donc relativement à la fonction (2) cette nouvelle fonction aura pour la
caractéristique et on peut écrire:

On trouve de même, en partant de la fonction
De ces formules on déduit cette loi de composition des caractéristiques:
qui est commutative, comme on le voit, et s’énonce ainsi: pour composer deux caractéristiques il ne faut qu’ajouter leurs éléments correspondants: ces sommes des éléments correspondants des caractéristiques composantes seront les éléments correspondants de la caractéristique résultante.

M. Tikhomandritzky. 17
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258 Chapitre VII. § 134.134. Les éléments delà caractéristique peuvents être réduit à l’une des deux valeurs: 0 et 1, car, comme nous l’avons vu au § 131, les autres, en différant de l’une de celles-ci par un nombre pair, ne con- 
pduiront pas à des nouvelles fonctions Z(uh)^ car les valeurs des con- 

p î «stantes uh et de C. différeront des sousentendues maintenant par des i pppériodes simultanées. Chacun des nombres ni. et w. pouvant recevoir in- dépendamment des autres deux valeurs, 0 et 1, le nombre des solutions différentes sera égal à 2 • Elles seront réparties en deux classes; en dé- (p) (p)signant par TVj et Nn les nombres des solutions de la première, respectivement de la deuxième classe, nous aurons une première relation entre ces nombres:
Il n’est pas facile de trouver directement la différence de ces nombres: 
ractéristiques pour lesquelles on a:

le nombre de celles pour lesquelles on a: 
on appelle les premières paires et les secondes — impaires. Désignons par N}P 1 et ' les mêmes nombres pour le genre p— 1. En ajoutant aux éléments 
une colonne nouvelle, on apperçoit de suite, que seulement dans le dernier cas de ces quatres possibles: 
les sommes en (2) et (3) s’augmentront d’une unité, et parconséquent la caractéristique passera dans l’autre des deux catégories. Donc on aura les relations suivantes: 
en retranchant la seconde de la première, on aura:
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§ 134, 135. Chapitre VIL 259En changeant ici p en p— 1, puis en p— 2,... enfin en 2, et en multipliant entre elles les équations reçues, nous aurons:
mais dans le cas de p=l toutes les caractéristiques possibles sont celles,que nous voyons en (5); donc on ala dernière équation devient:
Des équations (1) et (9) on tire de suite:

135. Après ces recherches générales sur l’équation (2) § 127 revenons aux p équations (1) du même §. Pour satisfaire par le même sys- £(O)tème des valeurs uh à toutes ces équations, qui sont comprises en (1), on doit faire emploi des solutions de la seconde classe, car alors seule- £ment u. auront la forme (25) § 127, où (£,y,) doit être remplacé par î ç(afc, &fc) pour l’équation (1), k recevant les valeurs 1,2, ...j). En vertu de l’équation (9) § 128, vu qu’en (1) § 127 le lieu de CL tient —2«7ftl nous aurons alors:
Comme les valeurs de données par la formule (24) § 127:

et les valeurs (1) de Jk ne sont définies qu’aux demipériodes correspon- dants près par ces formules, on aura ainsi 2 thétafonctions différentes, dont chacune peut être prise pour thétafonction fondamentale, par laquelle s’exprimeront toutes les autres par la formule (4) § 126. Comme
P(0) Ples autres valeurs des constantes u/; et Jk en vertu des formules (9) et (10) § 131 sont: 1 1

*) Voyez H. Stahl. Théorie der Abelschen Funktionen. Leipzig, 1896. S. 214—215.
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260 Chapitre VII. § 135, 136.posons dans la formule (4) § 126:
et nous aurons

en supposant toute fois, que est différente de zéro, car autrement cette formule serait illusoire. En comparant les équations (5) et (6) avec les équations (1) § 124, on voit qu’elles deviendront identiques,si l’on prend donc en vertu de (6) § 124 on peutécrire ainsi la dernière équation:

136. Une autre formule exprimant l’une par l’autre les deux théta- fonctions, dont les paramètres sont liés par les relations (5) et (6) du § précédent, qui aurait lieu dans tous les cas, on tire de la formule (8) 
p p§ 125. En désignant par ce, que devient <h(wA) lorsqu’on remplace
î î

_(0)wA et respectivement par les valeurs (3) et (4) du § précédent, nous aurons:

donc aussi:
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§ 136, 137. Chapitre VIL 261d’où l’on aura
en posant pour abréger:

Les étant arbitraires ici, on peut toujours les choisir de manière,que ni ne soient égaux à zéro. L’arbitraire paraitici à cause de ce, que la fonction thêta n’est défini par l’équation, d’où nous sommes parti, qu’à un facteur constant près. La formule (2) a lieu dans le cas, où et nj sont des nombres entiers quelconques,comme on le voit par la méthode employée ici pour la déduire.137. Toutes les thétafonctions, que nous avons considéré dans les deux derniers §§, jouissent de la propriété d’être paire ou impaire. En effet, en vertu des équations (8) et (11) du § 125 nous avons:
donc
ici le second membre ne change pas de valeur, en vertu de (1) § 122,lorsqu’on change donc on a:
et en l’intégrant:
en désignant par C une constante. Pour la trouver remplaçons de nouveau par ici; nous aurons:
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262 Chapitre VIL § 137.en multipliant les égalités (4) et (5) entre elles, nous aurons, en réduisant ci-après:
d’où l’on aura:
En portant ceci dans l’équation (4), nous aurons
ce qui démontre la proposition énoncée. On voit par cette démonstration, simple et élégante, due à Mr. V. Ermakoff, qu’elle est une conséquence immédiate des conditions (1) § 122, auxquelles nous avons assujeti ? £(0)les paramètres Jk et uh , que nous avons introduit d’abord pour mener à fin nos calculs de l’équation fonctionnelle de thêta générale. Les conditions mentionnées, qui forment un lien entre la théorie de cette fonction et celle des courbes adjointes tangentielles, trouvées et utilisées pour la première fois par Clébsch et G-ordan dans leur „Théorie des fonctions abéliennes“, prennent donc leur origine dans la nature des choses.Lorsque dans l’équation (8) aura lieu le signe supérieur, la fonction p0(uA) sera paire, autrement — impaire. En posant dans le dernier cas 
p
ah = O, nous aurons:

1

la fonction ' étant finie et continue; donc pour cette fonction impaireon aura:
et parconséquent les fonctions
qui en sont les dérivées partielles par rapport à uk, sont de la deuxième 

pclasse, car celles de la première classe restent finies pour uh = 0, comme on l’a vu au § 130. Donc les fonctions de la première classe amènent aux thétafonctions paires, celles de la deuxième classe aux thétafonc- tions impaires. Pour que ces dernières conduisent aussi aux thétafonc- ptions paires, on devrait avoir 0(OA) = O2, et pour cela, la fonction ad- î
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§ 137, 138. Chapitre VII. 263jointe tangentielle de la première classe dégénérant en celle de ladeuxième, deux des points devraient venir à tomber dans lepoint c’est ce qui ne peut avoir lieu dans le cas général, enexigeant des certaines relations entre les coéfficients de l’équation 
m n

F(x,y) = 0. Par suite le nombre des thétafonctions paires est égal au nombre des fonctions de la première classe, c’est-à-dire à 2*'_1(27’-[-1), comme on l’a vu au § 134, tandis que le nombre des thétafonctions impaires est égal au nombre de celles de la seconde, c’est-à-dire à 2;'~1(27'- 1).138. Toutes ces thétafonctions, paires et impaires, on déduit aisément de la thétafonction fondamentale d’une manière analogue à celle 
pque nous avons employé au § 133 pour la fonction Z(wA),.î 5En remplaçant dans l’équation fonctionnelle de thétafonction fondamentale [(4) de § 125]:

les variables et puis en multipliant les deux membres
de l’égalité reçue par , on aura:
où l’on doit prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que la fonction thêta fondamentale est paire ou impaire. En posant pour un moment
on voit par (2), que cette fonction sera de même parité que la thétafonction fondamentale, lorsqu’on aura
et de parité contraire, lorsqu’on aura
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264 Chapitre VII. § 138.En vertu de l’équation (4) de § 125 on aura pour la fonction (3),en y changeant cette équation:

ou, comme d’après les relations de Weierstrass entre les périodes des intégrales abéliennes des deux premières espèces (I — IV) § 85 on a: 
définitivement:

En comparant cette équation avec l’équation (7) du § 124, on aperçoit de suite, que la dernière devient identique à cette équation (8), en y prenant = —m/(, vA=—nA pour toutes les valeurs de l’indice h de1 à p; donc la fonction définie par l’équation (3), nediffère de la fonction que par un facteur constant. Enle désignant par 'comme dans le § 136, nous pouvons doncécrire, en ayant égard aussi à l’équation (2), cette double équation:
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§ 138, 139. Chapitre VIL 265Comme on a dans le cas de n m n entiers:
et
on pourra maintenant écrire l’équation (8) de cette manière:

139. En posant dans l’équation (2) du § précédent, on aura:
Dans le cas de
cette équation (1) ne peut avoir lieu que lorsqu’on a
donc la fonction thêta fondamentale s’annule pour dans le cas(5) du § précédent, lorsqu’elle est paire, et dans le cas (4) du même §, lorsqu’elle est impaire. On appelle les caractéristiques, satisfaisantes à la congruence (4), paires, et celles, qui satisfont à la congruence (5), im
paires-, on peut transporter cette dénomination sur les demipériodes correspondantes et exprimer ainsi le résultat obtenu:„La fonction thêta fondamentale s’annule pour les demipériodes impaires, lorsqu’elle est paire, et pour les demipériodes paires, lorsqu’elle est impaire.“En posant dans l’équation (9) du § précédent, on aura
lorsque
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266 Chapitre VII. § 139, 140.parconséquent, dans le cas, où thêta fondamentale est paire, lorsqu’on aura 
et dans le cas, où thêta fondamentale est impaire, lorsqu’on aura

Ces zéros sont les plus remarquables; ils étaient nommé par P. Po- 
krowsky *) les zéros principaux de thétafonction considérée; dans le cas de p = l il n’y a pas d’autres; mais dans le cas de _p>l il y en a une infinité d’autres, comme il suit des formules (7) et (12) du § 100, d’après 

plequelles uh se réduisent dans ces cas aux fonctions de p — 1 variables, îliées par une équation.140. Après avoir déduit les propriétés principales des fonctions thêta générales de leur définition même par les équations (1) et (2) du § 119, nous pouvons maintenant passer aux thétafonctions spéciales.Les intégrales de seconde espèce, considérées jusqu’à présent, étaient les plus générales, qui s’expriment d’après la formule (6) § 79 ainsi:
étant une intégrale particulière de même espèce. Les constantes c..satisfont, rappelons-le, à la seule condition, que soit c./c~c^. En faisant le point (x,y) décrire la courbe Af/ ou l’intégrale (1) s’accroîtra respectivement de 

ou de
On peut maintenant déterminer les constantes c*. par la condition, qu’on ait: 

si le déterminant
*) P. Pokrowsky. Théorie des fonctions ultraelliptiques delà 1-re classe. Moscou, 

1887, (en russe), p. 199, § 25. Aussi à voir: Recueil Mathématique (Sbornik). Moscou, 
t. XIII, p. 245 et 409.
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§ 140. Chapitre VII. 267de ce système d’équations est différent de zéro. On peut le supposer, car par une transformation linéaire à coéfficients entiers des périodes — c’est ce qui revient à remplacer les courbes Ah et Bh primitives par d’autres, composées de celles-là, — toujours peut on faire, qu’il en soit ainsi. La manière la plus simple d’arriver à ce but serait à remplacer quelquesunes des lignes en (Ji — 1, 2,.. .p) du déterminant (5) par les lignes en œ/A (h —1, 2,.. .p), car tous les déterminants possibles déduits de cette manière de 2 (5) ne peuvent pas être =0, car alors d’après le théorème connu de Laplace sur les déterminants le déterminant A [(1) § 861 serait de même =0, tandis qu’il est (2kî)27', comme on a trouvé là. — En posant 
on tirera des équations (4):
En permutant ici 7c et g, on aura:
11 est aisé de s’assurer, que la condition
est remplie par ces valeurs (7) et (8), et cela en vertu des relations de Weierstrass (I) § 85, qu’on pourra écrire de cette manière:
En multipliant cette égalité par 2^2^ et en sommant par rapport à 
q et r de 1 à p, nous aurons: 
mais à gauche la somme par rapport à r est = 1 seulement pour 7 = k, autrement à zéro; de même à droite la somme par rapport à q est — 1 seulement pour l — g, autrement à zéro; donc cette égalité (11) se réduit à celle-là:
Cette égalité ayant lieu pour les intégrales générales de deuxième espèce

Xaura lieu aussi pour les intégrales particulières II^0); mais alors en vertu 
x°des équations (7) et (8) elle se réduit à l’égalité (9), qui est ainsi démontrée.
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268 Chapitre VIL § 140.En portant la valeur de c Â. au lieu de ck. — c’est ce qui est permi en vertu de (9), — d’après (8) dans l’équation (3), on aura:
En multipliant cette équation par et en sommant le produitpar rapport à k de 1 à p, nous aurons pour l’exposant de e dans le second membre de la deuxième des équations (3) § 125 dans le cas spécial considéré une expression de la forme suivante:
Elle deviendra plus simple si l’on pose:

On aura, c’est ce qui est important de noter:
Pour le démontrer, il faut partir de l’équation (3) du § 88 (de Riemann), qu’on peut écrire ainsi:
En multipliant cette égalité par Q et en sommant par rapport à g et k de 1 à py nous aurons :
mais à gauche la somme par rapport à k est = 1 seulement pour m — h autrement à zéro; à droite la somme par rapport à g est =1 pour m—l, autrement à zéro; donc cette équation revient à celle-ci:
où le second membre se déduise du premier simplement par la permutation de k et l, tandisque le premier d’après (16) est égal à tw; par suite le second est égal à x//t; l’équation (17) est donc démontrée.
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§ 140, 141. Chapitre VII. 269Les équations (15) et (16) peuvent être tout de suite résolues par rapport à u? la première et à œ'Z/ la seconde. En multipliant chacune de ces équations par œ , et en sommant par rapport à l de 1 à p, envertu de ce, que la somme seulement pour lc—g^ autrementà zéro, nous aurons:

en ayant égard pour la dernière à (17). En portant la valeur de uk et celle de œ'./; des équations (21) et (22) pour g=k dans le premier terme du côté droit de l’équation (14), et en transformant son second terme à l’aide des équations (15) et (16), on aura un résultat, qui pourra être présenté ainsi:
en réunissant les deux termes à droite après y avoir changé pour cela la lettre sommatoire j en A. Mais d’après les relations de Weier- strass (II) et (III) § 85 la somme en k à droite se réduit à zéro pour et à —2~£ pour l=li\ donc on aura définitivement cette équation:
où d’après (16) on a
L’expression (24) sera l’exposant de e dans la deuxième des équations (3) § 125; dans la première en vertu de l’équation (4) il se réduira à zéro.141. En portant uk-{-<ükh aulieu de uk dans l’équation (15) de § précédent et en marquant pour le moment la nouvelle valeur de vj par la lettre li, placée en haut entre paranthèses, nous aurons d’après (15) et de ce que
les deux égalités suivantes:
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270 Chapitre VIL § 141.En portant dans la même équation (15) du § précédent aulieude uk et en désignant par iv '} la nouvelle valeur de v qui en résulte, nous aurons d’après les équations (15), (16) et (17) du § précédent:
r 1En introduisant maintenant les variables aulieu de w, dans les équations (3) § 125, appliquées au cas spécial considéré de la fonction 

p pfondamentale 0(w/t), que nous désignerons par 0o(ma) dans ce cas spécial p 1 1 p pet par B(vA), lorsque y seront introduit les variables vA aulieu de wA, de sorte qu’il sera
nous aurons:

La première de ces équations peut être de suite généralisée ainsi:
dans la seconde nous changerons nk fois et multiplieronsles résultats; nous aurons:
de la même manière nous aurons aussi:
en changeant ici vh en (pour h — 2,...p) et en multipliant lerésultat par l’égalité (8), après une réduction facile nous aurons:
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§ 141, Chapitre VII. 271En répétant cette opération p fois, on aura la formule:
où l’on a posé pour abréger:

En changeant dans cette formule étant desnombres entiers, on aura d’après (6) et ayant égard à ce, queest un nombre entier, la formule la plus générale:
où l’on a porté aulieu de son expression d’après l’équation (12).En remplaçant ici vu quelorsque g est entier, et ayant en vue qu’à cause des relationsdu § précédent entre les anciennes variables et les nouvelles la

A Xthétafonction fondamentale (4) du § présent est une fonction paire 
p ,aussi des variables v/(, c’est-à-dire, qu on a 

nous aurons: 

ou, en multipliant les deux membres de cette égalité par
cette autre équation:
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272 Chapitre VII. § 141, 142.En posant

on pourra écrire l’équation précédente de cette manière:
Cette équation fait voir que la thétafonction, définie par l’équation (17), est paire ou impaire, suivant que l’on aura
ou
Les fonctions, définies par l’équation (17), sont donc de la même nature que celles, dont nous nous sommes occupé au § 138, à un facteur constant près. La raison de notre chois actuel pour celui-ci sera visible dans le § suivant. — Si contrairement à l’usage on prendrait pour thêta fondamentale une fonction impaire, on n’aurait qu’à placer le signe (—) • devant les seconds membres des équations (15) et (18).142. On voit par l’équation (5) du § précédent, que la fonction fi(^) 

p iest une fonction périodique des variables vh, et comme elle est toujours finie et continue, elle est dévéloppable d’après le théorème de Fourier en une série infinie à p entrées de la forme:
Les coéfficients Am m m ^=Ap de ce développement se déterminent 

1 - P jle plus aisément de cette manière. Portons ce développement aulieu de 
p»(v/() dans les deux membres de l’équation (13) du § précédent, (en y 
1 psupposant toute fois = O et après y avoir transporté le facteur exponentiel à gauche); en employant la notation abrégée des coéfficients et
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§ 142. Chapitre VII. 273des sommes multiples (en imitant Riemann), facile à comprendre, nous aurons, après avoir introduit le facteur exponentiel sous le signe de sommation :

En comparant les coéfficients de dans les deuxmembres de cette égalité, on aura:
pour toutes les valeurs de En posant on en aura:

Les coéfficients, déterminés d’après cette formule, satisfont à l’équation (3); car en substituant l’expression de J* , obtenue de (4) par le changement de nh en dans l’équation (3), on aura à droite justementl’expression de An , reçue d’après (4), en y changeant «/( en
A j Aavant en vue l’identité:

En portant l’expression des coéfficients de l’équation (4) dans le développement (1), on aura: 1

où l’on a posé pour déterminer définitivement la fonctionAinsi nous avons reçu l’expression analytique de la fonction thêta de Jacobi et Riemann. On pourrait la nommer aussi la fonction thêta
M. T I K H O M A N D R 1 T Z K Y. 18
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274 Chapitre VIL § 142, 143.avec la caractéristique zéro. Pour avoir l’expression analytique des autres thétafonctions, paires ou impaires, avec des caractéristiques différentes de 
pzéro, on n’a que de porter le développement de h(^) fondamentale, présenté par la formule (6), dans l’équation (17) du § précédent, définissant ces autres thétafonctions, après y avoir changé la notation des éléments de la caractéristique par les lettres latins en celle par les lettres grecques y- et v. En introduisant le facteur exponentiel sous le signe de sommation multiple, on aura pour l’exposant de e dans le ternie général: 

car on a en réunissant dans une somme double les termes avec 

donc on aura:
Cette expression est tout à fait semblable à celle, donnée par la formule (6); elle s’en déduit, en ajoutant à la variable vk la moitié de l’élément supérieur correspondant de la caractéristique, et à la lettre sommatoire mk la moitié de l’élément inférieur correspondant vfc. Voilà
pourquoi nous avons choisi e ' “ pour le facteurconstant dans l’équation (16) du § précédent: de cette manière nous avons reçue la forme usuelle de cette fonction.143. Ayant trouvé l’expression analytique de la fonction thêta de 
Jacobi., nous avons trouvé par là les expressions de toutes les autres, car on peut exprimer sans difficulté les dernières, et en premier lieu la thétafonction fondamentale générale (avec ch/ tout à fait arbitraires, mais satisfaisant toujours à la condition (9) § 140), par la fonction de Jacobi. On n’a pour cela que de décomposer les c/7 en deux parties chaqu’un,
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§143. Chapitre VIL 275dont l’une soit la valeur déterminée par la formule (7) § 140, que reçoit cette constante pour la fonction thêta de Jacobi, c’est-à-dire de poser:
mais en vertu de (6) § 79, [ou (1) § 140,] vu (6) § 128, on a:
en portant ici aulieu de c sa valeur tirée de (1), on aura:
ou, en posant
plus brièvement:
En posant ici
nous aurons:
où l’on a d'après (4):

En remplaçant dans l’équation et en ajoutant au résultat l’équation (7), nous aurons:
Maintenant remplaçons ici par
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276 Chapitre VII. § 143.étant une période; alors d’après (4) § 135 Jk et seront changés respectivement en
étant la période de l’intégrale de deuxième espèce, qui répondaux nous aurons:

Supposons maintenant que œ sont de celles périodes, qui rendent îla fonction à gauche de l’équation (12), de même que la partie correspondante à droite, une fonction de 1-re classe; alors, après avoir multiplié cette équation (12) par duk et sommé par rapport à 7c de 1 à p 
pnous allons l’intégrer de w. — 0; nous aurons ainsi:
î

en vertu de l’équation (8) § 125 on peut présenter cette équation de cette manière: 
en prenant les deux membres de cette équation pour l’exposant du nombre e, en vertu de l’équation (11) du même § 125 nous aurons:

Cette équation donne l’expression d’une thétafonction générale (celle du côté gauche) par une thétafonction spéciale et paire (celle du côté 
pdroit). Parmi celles-ci se trouve la fonction 0O(«, ), (4) du § 141. Si l’on 

il 1suppose que dans l’équation (10) les 9-mz. sont prises d’une telle manière 7 1 . .qu’elles nous conduisent justement à la fonction aulieu del’équation (15) nous aurons:
*) Car en vertu de (12) § 140 et (1) du § présent il suit de (19) § 69 la même 

relation entre les bk-, c’est-à-dire: b-k = bkj.
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§ 143. Chapitre VIL 277

p pPortons ici les valeurs des uh en vh, tirées de l’équation (21) du § 140; en posant 
nous aurons la formule suivante: 

qui donne l’expression d’une thétafonction fondamentale paire par la fonction de Jacobi. Les autres thétafonctions s’exprimant par la fondamentale, comme on l’a vu aux §§ 126, 135 et 136, il n’est pas difficile d’avoir aussi leurs expressions par la fonction de Jacobi; mais, nous nous bornant aux éléments de la théorie des intégrales abéliennes, il nous suffit d’indiquer cette possibilité.
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Appendice.
Complément au § 48.

1. Théorème des restes (Restsatz). Partageons tous les zéros va- P-i viriables d’une fonction adjointe /j(o;, y) en deux groupes, contenant le premier Q, zéros, le second Rr Soit donnée encore une autre fonction ad-
P'2 yJ2jointe f2(x,y), qui aurait parmi ses zéros variables les zéros du premier groupe et encore d’autres R., zéros; de même soit donnée une 

p' 3 '^3troisième fonction adjointe f3(x,y), qui aurait parmi ses zéros variables les Rt zéros du second groupe des zéros variables de la première fonction et encore d’autres Q2 zéros, de manière que les groupes des racines variables des trois fonctions f\, f2, f3 soient:

Les deux groupes G 1( et G/;, ayant le même reste G^, sont dits corré- 
siduaux; aussi les deux groupes G et G sont corrésiduaux, ayant le même reste GJ{. Maintenant, on peut trouver une quatrième fonctionadjointe qui aurait pour ses zéros variables les groupes6-^ et Gf;^. En effet, posons:

m nen entendant par F la fonction F(x,y), formant le premier membre de l’équation, qui définit l’image algébrique; en remplaçant ici le paire 
(x, y) par un point quelconque de l’image algébrique considéré, on réduira le second membre de l’équation (2) à son premier terme 4>./\, qui s’annule avec son second facteur pour chaqu’un des zéros de l’un des groupes Gy et GK , pour lesquels s’annulent respectivement les facteurs /2 et f3 de son premier membre; mais celui-ci s’annule aussi pour les
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§ 1, 2. Appendice. 279zéros des groupes GR et G , pour lesquels s’annulent respectivement /2 et /‘3; comme fv ne s’annule pas en ces points, c’est $ qui doit s’annuler en ces points. Mais 4» doit encore remplir aussi tous les conditions d’adjonction ; car (en ne considérant que les points de l’image algébrique), aux environs de chaque point singulier l’ordre infinitésimal du produit /2./3 est double de celui de t\, toutes les trois fonctions /*,, /î’ /a étant adjointes. Donc d> ne sera pas autre chose que la fonctionadjointe dont les exposants et v4 sont déterminés par leséquations:
que donne la comparaison des dégrés de x, respectivement de y des deux membres de l’équation (2). D’après (17) § 50 on doit encore avoir:
mais cette équation est, en vertu de (3), une conséquence des équations analogues pour les fonctions fx, f2, fz> savoir:

en effet, en retranchant la première de la somme des deux autres, de ces équations, on aura justement l’équation (4), car des équations (3) on tire:
Il suit de là la proposition que nous avions en vue: „Si deux groupes 
G R sont corrésiduaux par rapport au groupe 6rç , ils le serontpar rapport à tout autre groupe G , qui est résidual au groupe G^ par rapport à l’un d’eux GROn apperçoit par cette proposition que la conception des groupes corrésiduaux est indépendante du groupe particulier, pris pour le reste commun de ces groupes.

2. Il suit des formules des §§ 49 et 50, que dans le cas, où parmi les équations d’adjonction il y aurait un certain nombre s, qui seraient les conséquences .des autres, on aurait entre le nombre des rap-
. P- v vports des coéfficients indéterminés de la fonction adjointe f(x, y) à l’un d’eux et le nombre ' de ses zéros variables cette inégalité:
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280 Appendice. § 2, 3.
lorsque et pour la fonction adjointepour laquelle cette autre:
Comme on a par le § 50:
la dernière inégalité pourra être représentée ainsi:
Partageons les zéros variables de la fonction adjointe endeux groupes de Q et de II zéros, de sorte qu’on aura:
en retranchant cette égalité de l’inégalité (1) et en transposant ci-après 
Q dans l’autre membre, nous aurons l’inégalité:

tx V Si les II relations, qu’on aura en remplaçant (x, y) dans la fonction f(x,y) par ses zéros du groupe Gn ne seront pas toutes indépendantes, le nombre q des coéfficients qui restent après cela indéterminés, sera plusgrand, que on aura:
parconséquent on aura à fortiori en vertu de (6):

De la même manière, en partageant en deux groupes Gy, et GR, les 
m — 2 n —2zéros variables de la fonction <p( x , y ), nous arriverons pour cette fonction adjointe, en vertu de (2), à l’inégalité:

q désignant le nombre de ses coéfficients, qui restent indéterminés.3. Nous démontrerons maintenant le
Théorème inverse, au dernier résultat. „L’ensenible des points analytiques, formant l’un des groupes delà famille *) (eine Schaar) G^ lorsque
*) Nous employons ce mot aulieu de „série linéaire" pour abréger.
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§3 Appendice. 281le nombre Q des points d’un groupe et le nombre q des paramètres indéterminés satisfont à l’inégalité (9) § 2, pourra toujours appartenir 
ni— 2 n—2aux zéros variables d’une fonction adjointe <?( x , y ) de première espèce (ou, en langage géométrique, on pourra toujours mener une courbe ad- 

m—2 n—2jointe <p( x , y ) = 0 par les points de chacun des groupes de la famille 
Gç, lorsque l’inégalité (9) § 2 a lieu)“.Le théorème a évidement lieu, lorsqu’on a q~0 et Q <ip—1, l’inégalité (9) § 2 étant satisfaite par ces valeurs de q et de Q, car le nombre des coéfficients indéterminés n’étant pas d’après (4) § 2 inférieur à p — 1, on pourra toujours les déterminer dans ce cas de manière, 

m—2 n—2 que les Q points du groupe soient les zéros de la fonction ©( x , y ); supposons donc que le théorème soit juste pour les groupes de la famille G^~^ïv et démontrons qu’elle sera alors juste aussi pour les groupes de la famille G^ dans le cas de l’inégalité (9) § 2.En passant de la famille des groupes à la famille des groupes GqQ nous ajoutons un point au groupe et un paramètre seulement, 
m—2 n—2tandis que en passant de la fonction adjointe ©( x , y ) à la fonction 

m—1 n—1adjointe f( x , y ) on augmente le nombre des coéfficients indéterminés de m-\-n— 1 unités; si donc par le groupe GQi on peut mener une 
m—2 n—2courbe adjointe ©( x , y )=O *), on pourra par le groupe G Q mener une 
m—1 n—1courbe adjointe f( x , y )=O. Prenons pour cela l’un des groupes de la famille Gq, menons une droite par un point variable (a, y^) de ce groupe, et par les autres Q—1 points du même groupe faisons passer 

m—2n—2la courbe adjointe <?( x , y )=O, c’est ce qui est possible d’après la suposition faite de la justesse du théorème dans le cas de Gq~_^, l’inégalité (9) § 2 étant satisfaite par des nombres q — 1 et Q—1, lorsqu’ elle l’est par les nombres q et Q. L’ensemble de la droite par le point 
m—2 n—2et de la courbe adjointe ?( x , y )=0 formera une courbe ad-

_ m—1 n—1jointe (réductible) /'( x , y ) = O, et le reste des Q points, lesquels nous avons pris, sera formé par les m-\-n— 1 autres que (a, y J points d’intersection de la droite menée par (a, ya ) avec la courbe fondamentale, et des 2jp— 2—(Q—1) autres points (variables) d’intersection de
*) En adoptant, pour abréger, le langage géométrique des Mrs. Brill et Noether.
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282 Appendice. §3,4.la courbe avec la même courbe fondamentale, qui forme
ront ensemble le reste aussi pour toutes les autres groupes de la familled’après le théorème des restes . Les courbesde degré m 4-w — 2, découpant ces groupes de Q points, étant rencontré en + « — 1 points par notre droite, menée par le point (a,y ), se réduiront à l’ensemble de cette droite et d’une courbe adiointeles Q points de chaque groupe de la famille considérée seront donc . découpés sur la courbe fondamentale par ces dernières courbes adjointes.Le théorème inverse est donc démontré.Mais alors on doit avoir
car le nombre des zéros variables de la fonction est égalà 2p — 2. Il en suit, que les familles des groupes de Q points, G-q, pour lesquelles ait lieu l’inégalité (9) § 2, n’existent pas dans le cas, où l’on aurait Q>2p—2.4. On en tire cette conclusion importante, que les familles des groupes satisfaisant à l’inégalité (9) § 2, pour lesquel d’après (9)§ 2 on aurait
ne sauraient pas être de dimension plus grande que^ — 1. En effet, si l’on avait q=p, on pourrait, en prenant un point quelconque (P, yf) de la courbe fondamentale, former la famille
des groupes de 2p—1 points, contenant chacun le point (P,yg), pour laquelle l’inégalité (9) 8 2 aurait lieu, car on a

p = 2p — 1 — p 1 — p ;mais alors on pourrait, d’après le théorème inverse, faire passer par les 2p— 1 points de chacun des groupes de la nouvelle famille une courbeadjointe c’est ce qui est impossible, comme on l’a vutout à 1 heure [(10)].La dimension q de la famille des groupes ayant p—1 poursa limite inférieure et ne pouvant le dépasser même d’une unité, doit être égal à(14) p — 1.
C. q. f. d.
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