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8.1,
Historisches.

Obgleich schon in der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts
complexe Functionen mehrfach untersucht wurden, weiterhin
Kiihn die Darstellbarkeit complexer Grossen in der Ebene im
Jahre 1750 bemerkte, und Laplace in der Integration auf
complexem Wege ein michtiges Instrument zur Bestimmung
von Integralen gefunden hatte, so ist dennoch die wahre Be-
deutung der Einfilhrung complexer Grossen erst von Gauss
darin erkannt worden, dass durch die Erweiterung der Variabilitat
des Argumentes gewisse Eigenschaften, die allen Funectionen als
solchen zukommen, hervortreten — Eigenschaften, die bei der Be-
schrinkung des Argumentes auf reelle Werthe nur als singulire und
mehr oder minder zufillige erscheinen mussten. Indess hat Gauss
seine analytischen Untersuchungen so dargestellt, dass in ihnen
die complexen Grossen iiberall nur verhiillt auftreten, und es ist
zuerst Cauchy gewesen, der in seinen Schriften die com-
plexen Variabelen consequent in Anwendung gebracht und dadurch
den Grund zu einer Theorie der unbeschrinkten Variabilitit ge-
legt hat. ¢
In neuerer Zeit ist durch die glinzenden Arbeiten Hrn. Rie-
mann’s, meines hochverehrten Lehrers, diese Theorie in ein
wesentlich neues Stadium getreten, insofern von ihm zuerst in
ausgedehnterer Weise das Princip benutzt worden ist, Functionen
nicht durch explicite Formeln, sondern durch ein sie vollstindig
charakterisirendes System von Bedingungen zu bestimmen und aus
diesen ihre weiteren Eigenschaften abzuleiten; die thatsichliche
Darstellung der Function hat dann erst dass Schlussglied der
ganzen Theorie zu bilden. Es wird durch ein solches Verfahren

nicht allein der Zweck erreicht, ohne cinen Apparat von Formeln
1*
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und mehr oder minder grosse Complication der Rechnung, unter
stetem Bewusstsein des Wesentlichen die Theorie einer Function
zu entwickeln, wie hiefiir die Abhandlung des Hrn. Riemann
iiber die hypergeometrische Reihe ein ausgezeichnetes Beispiel
gibt, sondern es ist dies auch der eigentlich natiirliche Weg, um
Functionen zu behandeln, die ihrer Natur nach sich einer Dar-
stellung durch explicite Formeln nur widerstrebend fiigen.

Von diesen Gesichtspunkten ausgehend, habe ich die Theorie
der Euler’schen Integrale, die vermoge grosser Eleganz und um-
fassender Anwendungen zu den interessantesten Theilen der Ana-
lysis gehort, einer Bearbeitung unterworfen; dieselbe hat mich
nach Erledigung einer Voruntersuchung iiber die Exponential-
grosse dazu gefiihrt, ein hochst einfaches System von Bedingun-
gen aufzustellen, durch welches die Legendre’sche Function
I'(2) eindeutig bestimmt wird. Aus demselben folgen mit Leich-
tigkeit die bisher bekannten Siitze iiber Producte solcher Fun-
ctionen. Auf die Entwickelung der bekannten Euler’schen semi-
convergenten Reihen fiir I" (#) und die damit zusammenhingen-
den Untersuchungen, bin ich an dieser Stelle unicht eingegangen,
da die Theorie der Functionen grosser Zahlen ein fiir sich ge-
schlossenes Gebiet bildet, aus dem ich hier nicht Aphorismen
geben mochte. Ich entwickele dann ein Integral, das fir jeden
Werth des Argumefltes seine Bedeutung beibehilt und leicht alle
charakteristischen Eigenschaften von I' () erkennen lidsst. Durch
Aenderung des Integrationsweges kann man aus demselben ohne
Weiteres die bisher bekannten mannigfachen Formen des Inte-
grales fiir I (x) oder 1: I (z) erhalten.

Was das Euler’sche Integral erster Gattung, die von
Binet mit B (p,q) bezeichnete Function betrifft, so habe ich dar-
auf verzichtet, fiir diese Function zweier Variabelen ein stets giil-
tiges einfaches Integral aufstellen zu konnen. Solange indess p
einen positiven reellen Theil hat, lidsst sich ein Integral fiir
B (p, q) angeben, das fiir jeden Werth von ¢ seine Bedeutung
beibehiilt; ebenso, wenn (—p-—¢) einen positiven reellen Theil
hat, ein Integral, das fiir alle entsprechenden Werthe von p und ¢
seinen Sinn nicht verliert. Dieses Integral liefert durch Specia-
lisirung der drei willkiihrlichen Constanten, welche dasselbe ent-
hilt, und verschiedene Annahmen des Integrationsweges mit
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Leichtigkeit die verschiedenen Formeln, in die von den Analysten,
hiufig durch einen grossen Aufwand von Rechnung und besondere
Kunstgriffe das Euler’sche Integral transformirt worden ist.

Es konnte natiirlich nicht meine Aufgabe sein, alle Integrale,
durch welche I'(z), B (p,q) oder die reciproken Werthe derselben
dargestellt worden sind, zu entwickeln und ich habe mich in die-
ser Hinsicht auf diejenigen beschrinkt, die entweder ihrer Eleganz
oder sonstiger Eigenthiimlichkeit wegen von besonderem Interesse
zu sein schienen. Ebenso wenig habe ich neue Transformationen
der Euler’schen Integrale unternommen, da es ohnehin scheint,
als ob bei Anwendungen die allgemeinen Formeln in den meisten
Fillen die zweckmissigsten sein werden. Denn es rechtfertigt sich
der bisherige Gebrauch der verschiedenen Formeln allein dadurch,
dass die tramsformirten Integrale fiir verschiedene Gebiete des
“Argumentes é;iiltig bleiben, also je nach den Bediirfnissen das eine
oder andere Integral angewandt werden musste.

Be1 der iiberaus grossen Literatur unseres Gegenstandes und
bei der Gewohnheit der meisten Mathematiker, die Schriften ihrer
Vorgiinger nicht zu citiren, war es mit mancherlei Schwierigkeiten
verkniipft, die Stellen aufzufinden, in denen die betreffenden Theo-
reme zuerst angegeben worden sind. Es konnen deshalb meine
(Citate, namentlich die aus Euler’schen Abhandlungen, eine voll-
stindige Authenticitit in dieser Beziehung nicht iiberall bean-
spruchen,

Die ersten Untersuchungen iiber die spaterhin als Eule r’sche
Integrale bezeichneten Functionen sind in der beriihmten:,,Arith-
metica infinitorum sive nova methodus inquirendi in curvilineo-
rum quadraturam aliaque difficiliora matheseos problemata® von
Wallis (zuerst 1655 erschienen) niedergeiegt — einem Werke,
dessen etwas beschwerliches Studium durch den offenen Ein-
blick in die Werkstitte eines eminenten Geistes in schonster
Weise belohnt wird. Wallis geht dabei von dem Grenz-
werthe aus, durch welchen das Integral

1
{ z =l (1—2) gy do=2DB(p,q)

dargestellt wird und zeigt, dass B (p,q) und B (p-}4%, q) durch
numerische Facultiten dargestellt werden konnen, so lange p
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und ¢ positive ganze Zahlen sind. Durch Induction findet er
ferner, dass B (p-{-4, ¢+ %) unter derselben Voraussetzung fiir p
und ¢ gleich einem Producte numerischer Facultiten in B (351)
sein muss und entwickelt schliesslich fir B (4,4) == sein be-
riilhmtes unendliches Product, das spiter Euler Veranlassung
gegeben hat, fiir die zu interpolirenden Glieder in der Reihe
1. 2. 3. ..z ein unendliches Product aufzustellen.

Der erste Bericht iiber diese Untersuchung, an die sich die
Ermittelung von I' (,}).:]/n unmittelbar anschliesst, die Dar-
stellung der numerischen Facultiten durch Integrale erster und
zweiter Gattung, sowie der Ausdruck des Integrales erster Gat-
tung durch drei Integrale zweiter Gattung findet sich in den Brie-
fen Euler’s an Goldbach aus dem Jahre 1729 ). Die erste
diesen Gegenstand betreffende Abhandlung: ,,De progressionibus
transscendentibus seu quarum termini generales algebraice dari
nequeunt 2)“ bildet die Grundlage aller spiteren ausserordentlich
zahlreichen Untersuchungen Euler’s iiber diese Integrale und
die mit ihnen eng zusammenhingenden unendlichen Producte.
Die durchgefiihrte Bezeichnung des Integrales erster Gattung
durch die Nebeneinanderstellung seiner Variabelen — ein Be-
weis der klaren Auffassung desselben als besoudere Transscen-
dente — finde ich zuerst in der Abhandlung: ,,Observationes

g : 5 p—1 n Z‘_l x
circa integralia formularum j x 1—2) dz, posito post

integrationem x=—13%)“. Dasselbe ist fiir die Integrale zweiter
Gattung erst geschehen in der Arbeit: ,,Evolutio formulae in-

3 m
tegralis ;v‘/ _ld.z'(lx)W, integratione a valore =0 ad z=1
g

extensa ).

1) Correspondance math. et phys. publ. par P. H. Fuss, Peters-
burg 1843. 1. Bd. 8. 3—7 und 11-18.

) Comment. Acad. Scient. Imp. Petropolitanae, Bd. 5. 1738. 8. 36.
Es wird im Folgenden bei Citaten akademischer Abhandlungen stets
das Jahr des Erscheinens des betreffenden Bandes notirt werden.

3) Miscell. Taurin, Bd. 3. 1766. S. 156.

*) Novi Comment. Petrop. Bd. 16. 1772. S. 91. und Euleri In-
stit. cale. int. Bd. 4. S. 78.
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Die Entwickelung des wichtigen Integrales

» rno1

a fp=ml
L+ : ST
ist zuerst gegeben in den beiden gleichzeitigen Abhandlungen:
»Theoremata circa reductionem formularum integralium ad circuli
quadraturam® und ,,De inventione integralium, si post integra-
tionem variabili quantitati determinatus valor tribuatur *)“, wenn
gleich die Ermittelung dieses Integrales, unbestimmt genommen,
nach der bekannten Methode durch Zerlegung in Partialbriiche
schon viel alter ist.

Ehe ich zu den Untersuchungen iibergehe, die den Gegen-
stand der folgenden Abhandlung ausmachen sollen, erscheint es
mir zweckmissig, in aller Kiirze diejenigen Sitze aus der Theorie
der complexen Variabilitit, die ich im Folgenden anzuwenden
haben werde, zusammenzustellen. Nachdem von Hrn. Rie-
mann ,die allgemeinen Voraussetzungen und Hiilfsmittel zur
Untersuchung unbeschrinkt verinderlicher Gréssen‘ in classischer
Weise aufgestellt worden sind?) werde ich nur eine Repro-
duction zu geben haben und ich wiirde angestanden haben, nur
ein Wort an dieser Darstellung zu #ndern, wenn ich nicht auf
einige Punkte etwas ausfiihrlicher einzugehen hitte, als es a. a.
0. geschehen ist. Was die Beweise der anzufiihrenden Sitze be-
trifft, so sind dieselben direct oder indirect in dem verdienst-
vollen Werke der Hrn. Briot und Bouquet?®) enthalten, das
sich in den Hinden aller Mathematiker befindet.

§. 2.
Grundlagen der complexen Functionentheorie.

Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise wird im Folgenden
an der von Kiithn*) gegebenen Darstellung festgehalten werden,

1) Miscell. Berol. Bd. 7. 1743. S. 91 u. ff.
) Crelle’s Journal. Bd. 54. S. 101.

. 1,’)4’%‘hé0rie des fonctions doublement périodiques. Paris 1859.
*) Meditationes de quantitatibus imaginariis construendis et radi-

cibus imaginariis exhibendis. Novi Comment. Acad. Imp. Petrop.
Bd. 3. 1753. 8. 170.
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nach der die complexe Grosse 2==x -}-yi reprisentirt wird darch
einen Punkt mit der Abscisse 2 und der Ordinate y in einer
unendlichen Ebene, die man entweder als Fliche mit unendlich
entfernter, etwa kreisformiger Begrenzung, oder als eine ge-
schlossene Fliche — etwa unendlich grosse Kugel — ansehen
kann. Diese beiden Vorstellungen, von denen die letztere be-
sonders instructiv zu sein scheint, unterscheiden sich fiir end-
liche Punkte nicht von einander; jener die Ebene begrenzende
unendlich grosse Kreis degenerirt aber bei der zweiten An-
schauung in einen einzigen Punkt, den Unendlichkeitspunkt.

Eine Function von z=—az-}y¢ (fonction monogéne nach
Cauchy!) nennt nun Hr. Riemann eine Grosse w, die sich
mit 2 der partiellen Differentialgleichung

ow 0w

yiir i

gemiss dndert. Die ganze Theorie der Functionen complexer
Variabelen ist also als eine ausgefiihrte Theorie dieser Differen-
tialgleichung zu betrachten. Die erste Folgerung, die sich aus
derselben ziehen lisst, ist die, dass sich eine solche Function
stets nach dem Taylor’schen Lehrsatze in eine Reihe nach
aufsteigenden Potenzen .von (¢ — @) entwickeln lasst, sobald sie
in einem mit mod (¢—a) um a beschriebenen Kreise iiberall
einen und nur einen endlichen bestimmten Werth hat. Sind
daher die simmtlichen Derivirten dieser Function fir z—=a
gegeben, oder ist, was hiemit im Wesentlichen zusammenfillt,
die Function selbst auf einer endlichen Strecke von a aus be-
kannt, so ist sie dadurch fiir die ganze Kreisfliche bestimmt.
Von dieser Kreisfliche aus kann man nun die Function nach
allen Seiten hin fortsetzen und durch Wiederholung derselben
Operation sie fiir alle Theile der Ebene bestimmen, in der
z=—=ua-}yi dargestellt wird; nur hat man zu beriicksichtigen,
dass bei dieser Fortsetzung kein Punkt iiberschritten wird,
in dem die Function nicht end}ich und bestimmt ist. Es

1) Ich benutze diese Gelegenheit, um auf ein weniger bekanntes
»Mémoire sur les intégrales définies* aufmerksam zu machen, das
die erste Arbeit Cauchy’s iiber diesen Gegenstand ist; es ist schon
am 22. August 1814 der Pariser Akad vorgelegt, aber erst 1827 er-
schienen (Mém. prés. p. div. sav. & I’Ac, d. sciences. Bd. 1. S.599. u. ff.)
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geht hieraus hervor, dass eine auf einer endlichen Strecke ge-
gebene Function durch einen gegebenen Flichenstreifen, in dem
sie stets endliche Werthe hat, nur auf eine Weise fortgesetzt
werden kann:

Es ist aber hiebei keineswegs ausgeschlossen, dass, je nach
dem die Fortsetzung auf dem einen oder dem anderen Wege
geschieht, fiir denselben Punkt sich mehrere Werthe der Function
ergeben konnen. Man nennt eine Function, bei der dieser Fall
eintritt, mehrwerthig, nennt aber eine Function innerhalb eines
Theiles der Ebene einwerthig oder monodrom, wenn sie, in einer
endlichen Strecke dieser Ebene als gegeben gedacht, immer den-
selben Werth beibehilt, man mag sie durch einen innerhalb des
Ebenenstiickes liegenden Weg fortsetzen, durch welchen man
will. Jeder mehrwerthigen Function kommen gewisse ausge-
zeichnete Punkte zu von der Beschaffenheit, dass wenn man die
Function um sie herum fortsetzt und wieder zu dem Anfangs-
werthe zuriickkehrt, dieselbe einen anderen Werth angenommen
hat. Diese Punkte nennt Hr. Riemann Verzweigungspunkte.
Ein solcher Verzweigungspunkt ist z. B. fiir (x—a)#, wo w eine
beliebige complexe Zahl bezeichnet, der Punkt x==a; lisst man z
von einem Punkte 2=, ausgehen und geht um z=—a herum .
wieder zu w ==, zuriick, so wird die Function bei diesem Umlaufe
den Factor e 247 erhalten haben. Nur wenn u eine reelle ganze
Zahl ist, wird 2=—=a kein Verzweigungspunkt sein. In jedem
Ebenenstiicke, welches den Punkt z=—a weder in sich enthilt,
noch umschliesst, ist die Funetion (2— a)# monodrom. Ebenso
ist a==a fiir log (v—a) ein Verzweigungspunkt; bei jedem
Umlaufe um denselben #ndert sich log (2—a) um 27,

Es besteht nun ein wesentlicher Unterschied der algebrai-
scheén und transscendenten mehrwerthigen Functionen darin, dass
erstere nach einer endlichen Anzahl von Umldufen ihren ur-
spriinglichen Werth wieder erlangen, withrend dies bei letzteren
im Allgemeinen nicht der Fall ist. Sieht man ganz von ersteren
ab, so ist einleuchtend, dass die Untersuchung mehrwerthiger
Transscendenten ungemein erleichtert werden wird, wenn man
sich von der Vieldeutigkeit der Function fiir einen und denselben
Werth des Argumentes befreien kann. Zu diesem Zwecke denkt
sich Hr. Riemann die Ebene in bestimmten von den Verzwei-

»
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gungspunkten ausgehenden Linien zerschnitten, so dass die Fun-
ction innerhalb des nicht zerschnittenen Theiles der Ebene mono-
drom ist, d. h. man denkt sich gewisse Linien festgesetzt, durch
welche die Variabele niemals gehen darf und die als Begrenzung
der Ebene angesehen werden. Zerschneidet man z. B. die Ebene
der x in einer von z=—a bis 2==ow gehenden sonst willkiihr-
lichen, nur sich selbst nicht schneidenden — mnicht verknoteten
— Linie, so kann z niemals um 2=« herumgehen und es wird
(#— a)w fiir jeden Punkt der Ebene eine bestimmte Bedeutung
haben, sobald man seinen Werth nur in einem einzigen Punkte
festsetzt. Ebenso wird bei derselben Zerschneidung log (z—a)
in der zusammenhingenden Ebene monodrom bleiben. Nimmt
man specieller an, die Ebene wiire in der negativen reellen Achse
zerschnitten und log z sei fiir reelle positive z reell, so wird
die im Allgemeinen willkiihrliche ganze Zahl m in log (re¢i)
=logr— (@ 2mm)i, wo log r stets reell vorausgesetzt ist, so
bestimmt werden miissen, dass fir ¢ =0, log (re®?) reell ist,
also m==0. Setzt man also log (re®i)=1log r—} @i, so wird der
Logarithmus, da ¢ niemals iiber +-z wachsen kann, in dem unzer-
schnittenen Theile der Ebene iiberall monodrom sein. Der Lo-
garithmus eines unendlich dicht iiber der negativen reecllen
Achse gelegenen Punktes, fiir den ¢p=—n ist, wird danach logr
~+-7ni sein; der Logarithmus eines unendlich dicht unter der
selben Achse gelegenen Punktes ¢ = — 7 ist dagegen log 7 — mi.

Ist nun beidemal r dasselbe, so wird der Logarithmus zweier
unendlich nahen Punkte der negativen Achse, deren einer iiber,
deren anderer unter der Schnittcurve liegt, um 277 verschieden
sein. Es wird im Folgenden hiufig von der Zerschneidung der
Ebene .von £==0 bis 2= -} auf der reellen positiven Achse
Gebrauch gemacht werden. Nimmt man dann log (—2) fiir nega-
tive reelle x als reell an, so ist log (—re®i)=logr—{(p —n)7 zu
setzen, wobei wiederum log » stets reell angenommen werden soll.
Wenn ¢=-|-m, so ist log(—re9i)=logr in der That reell; fiir
¢ ==0 hat man log(— re®i)=logr— mi, fiiv p =2m, log (— r e9i)
=log r-ni. Ganz dieselben Zerschneidungen lassen sich auch
fiir (— 2)#= enlog(—2) in Anwendung bringen.

Die Function (z — a)# ebenso wie log(z—a) hat nur einen
Verzweigungspunkt im Endlichen. Ebenso gibt es auch Functionen

.
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mit mehreren Verzweigungspunkten im Endlichen, wie denn
(x—a)r(x—10b)¥, wo u, v keine reellen ganzen Zahlen sind, oder
log (x—a) (2-—0b) einfache Beispiele von Functionen mit zwei
endlichen Verzweigungspunkten abgeben. Um (2— a)&(2—0b)?
monodrom zu machen, wird man z B. die Ebene in einer von
2=a nach s = und einer von £== nach =05 gehenden, nicht
verknoteten Linie zerschneiden konnen. Nur in dem Falle, dass
(e+-») eine reelle ganze Zahl ist, wird das System der Schnitte
ein anderes sein miissen. Man sieht nidmlich ein, dass bei einem
Umlaufe um 2=a oder 2=0 ein anderer Werth erreicht werden
wiirde, nicht so aber, wenn @ und b zugleich umlaufen werden, in-
sofern die Function bei einem solchen Umlaufe den Factor
¢2(p+») ni=—1 erhilt. Es geniigt also, um (z—a)#(z—>)?in
diesem Falle monodrom zu machen, dass die Ebene in einer, 2=a
und 2=0> verbindenden, nicht verknoteten Curve zerschnitten
wird. Ebenso sieht man, dass (x— a)# (2 —b) ¥ (2 —¢) ¢ wo keine
der Zahlen u. v, g, wohl aber ihre Summe (g --v--p) eine reelle
ganze Zahl sein soll, die drei Verzweigungspunkte a=a, b, ¢ hat
und dass sie monodrom wird, wenn man die Ebene in irgend einer,
die Punkte a, b, ¢ verbindenden, nicht verknoteten Curve zer-
schneidet.

Ich beschrinke mich auf diese Bemerkungen, welche die Art
und Weise, nach welcher ich spiter die Ebene zu zerschneiden
haben werde, in das geniigende Licht setzen, und fiige iiber Inte-
grale complexer Functionen noch Folgendes hinzu: 1)

Aus der partiellen Differentialgleichung, der die complexen
Functionen iiberhaupt geniigen miissen, folgt mit Leichtigkeit,?)
dass das Integral [f(z) dz, ausgedehnt iiber eine geschlossene
Curve, innerhalb deren die Function iiberall monodrom, stetig
und endlich ist, verschwinden muss, dass also das Integral zwi-
schen zwei festen Punkten. auf zwei verschiedenen Wegen er-
streckt, denselben Werth hat, wenn man diese beiden Curven
in einander iiberfiilhren kann, ohne dabei durch einen Punkt

") Vergl. Riemann, Crelle’s Journal. Bd. 54. 8. 105.

?) Vergl. Riemann, Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie
cligglFunctionen einer veridnderlichen complexen Grosse. Gottingen
D - O
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hindurchzugehen, in dem die Function mehrwerthig, unstetig
oder” unendlich ist.

Wird die Function f(2) in dem Punkte 2=—=a unendlich gross
erster Ordnung, so ist das Integral, ausgedehnt iiber die Begren-
zung eines den Punkt 2=« einschliessenden Ebenenstiickes, inner-
halb dessen die Function iiberall monodrom, stetig und mit Aus-
nahme von z=—=a endlich ist, gleich dem Integrale in derselben
Richtung, ausgedehnt iiber einen unendlich kleinen, um z=—=a
beschriebenen Kreis und man hat daher, je nach der Integrations-
richtung

S (@) dz =270 lim (z — a) f ()
L=

Es ist schon von Cauchy!) bemerkt worden, dass das iiber

eine geschlossene Curve ausgedehnte Integral

Jadtogfiards=° log /@ f } é:))dz = |2 (8, —8,)

wo S, die Summe der Exponenten ist, nach denen die monodrome
Function f(2) innerhalb der Integrationscurve unendlich gross
wird und S, die Summe der Exponenten, nach welchen /() inner-
halb desselben Gebietes unendlich klein wird. Es folgt hieraus
nach einer Bemerkung des Hrn. Riemann unmittelbar, dass eine
Function in der ganzen Ebene ebenso oft unendlich klein, als un-
endlich gross werden muss.

Eine Function von 2, die in keinem Punkte der Ebene und
auch fiir 2= 0 nicht unendlich wird, ist, wie sich erweisen lisst,
eine Constante. Jede mit z sich wirklich éndernde Function von
2z muss daher mindestens in einem Punkte unendlich gross und
nach dem eben angefiihrten =Satze auch mindestens in einem
Punkte unendlich klein werden. Diese beiden Punkte konnen

1
aber auch, wie hiefiir ¢ ein einfaches Beispiel darbietet, in einen
zusammenfallen.

') Dieser Satz, der in der Theorie algebraischer Gleichungen
zur Bestimmung der Anzahl complexer Wurzeln, die zwischen gege-
benen Grenzen liegen, dienen kann, ist von Cauchy zuerst in einer
lithographirten Abhandlung ,,Calcul des indices des fonctions®, Turin

1831, sggter in anderer Form im 25. Hefte des Journ. de I'ée. polyt.
Paris 1837. S. 176 dargestellt.
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Die Exponentialgrosse.

Es sei @ (z) eine monodrome stetige Function, die fiir jeden
endlichen Werth des Argumentes # von Null und Unendlich ver-
schieden bleibt und der Functionalgleichung ¢(z-1)==q¢ (2)
geniigt.

Man bemerkt zunichst, dass diese Function stets in eine
Reihe nach aufsteigenden Potenzen von 2:

@ a,
n n
Sy
n=0 n!

p(2)=

entwickelt werden kann und es wird nun zu untersuchen sein, wie
die Coefficienten a,, dieser Reihe aus den gegebenen Eigenschaf-
ten von ¢ (z) abgeleitet werden konnen und in wie weit sie durch
dieselben bestimmt sind.

Infolge der Functionalgleichung ¢ (z-}1)=¢(2) wird die
Function ¢ () fiir 2=+ o endlich, von Null und Unendlich ver-
schieden bleiben. Soll daher ¢ () im Allgemeinen keine Con-
stante sein, so muss die Function bei der Anniiherung an den
Unendlichkeitspunkt von der Seite der positiven imaginiren
Achse her unendlich gross und bei der Anniherung von der
Seite der negativen imagindren Achse unendlich klein werden,
oder umgekehrt. Es muss aber nach den Bemerkungen auf S.12
in diesem Falle die Function auf der Seite der positiven ima-
giniiven Achse in derselben Weise unendlich gross, als auf der
Seite der negativen imaginiren Achse unendlich klein werden, so
dass ¢ (z) p (— ) fiir jedes unendliche # von Null und Unendlich
verschieden sein wird. Da dies Product fiir endliche Werthe
von x ebenfalls endlich bleibt, so ist ¢ (2)@(—=2) eine Constante
und zwar [¢(0)],% also

¢(2) p(—2) =ay,?

Die Derivirte ¢'(z), die derselben Functionalgleichung
¢’ (24 1)=¢ () geniigt, wird wie ¢ (z) nur in dem Unendlich-
keitspunkte unendlich werden kénnen und muss in ihm unend-
lich werden, wenn sie nicht constant sein soll. In allen andern
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Punkten muss ¢'(«) einen endlichen Werth haben; es fragt sich
aber, ob ¢'(z) nicht fiir endliche z zu Null werden kann.

Integrirt man /'dlog ¢(2) iiber die Begrenzung eines Rect-
angels mit den Eckpunkten 2=z, {1, 2} ¢i+1, z-+¢7, wo
die im Allgemeinen complexe Grosse z und die reelle ¢ nur so ge-
wihlt werden miissen, dass (p'(x) auf der Begrenzung des Rectangels -
nicht verschwindet, so ergibt sich zuniichst, dass das Integral
_/dlogrp'(x) vonz=2z bis 2=z-+1,=log ¢’(¢4- 1) —log¢'(z) und
da ¢'(z-+1)=¢'(z), gleich Null ist. Ebenso verschwindet das
Integral von #=—z-}-¢i-}-1 bis 2==2z-}-¢/ genommen. Ausser-
dem aber ist das Integral von 2=z} 1 bis 2=2z-}¢i|1 dem
Integrale von 2=—=z-}¢¢ bis 2=z entgegengesetzt gleich und.es
heben sich die Integrale iiber diese parallelen Seiten gegenseitig
auf, so dass

Sdlogg'(z)=0 1
Da ¢'(2) in diesem Rectangel nicht unendlich gross werden
kann, so ist dieses Integral :—t 271, S also S=0, wobei S die

Summe der positiven Exponenten darstellt, nach welchen ¢'(z)
innerhalb dieses Rectangels unendlich klein wird. Es wird somit
@' (2) innerhalb der Fliche des Rectangels nicht verschwinden und,
da man die ganze Ebene mit solchen Rectangeln iiberdecken kann,
so geht hieraus hervor, dass ¢’(2) fiir keinen endlichen Werth von
2 unendlich klein werden wird. Man gelangt auf diese Weise zu
dem Resultate, dass ¢’(2) die simmtlichen zur Definition von ¢ (z)
dienenden Eigenschaften ebenfalls besitzt, und es ist leicht, durch
Fortsetzung des soeben angewandten Verfahrens nachzuweisen,
dass allgemein ¢ m(z) die gleichen Eigenschaften besitzt. Es wird
somit auch qm(x) gm(—z) constant =[¢ (m)(0)]? also:

¢ (m)(2) @ (M)(--2)=a,,*

sein. Diese Gleichungen geniigen nun, um die Coefficienten der
Entwickelung von ¢ (z) nach Potenzen von z bis auf ¢, und a, zu
bestimmen. Da némlich:

a a
pm)(2)=a, + ﬂill_ m+-2 BYIETA,

b Hive < 9]
a 1 a
¢ (n)(—z)=a,, — "ll_,‘_ - m;_? z? —

www.rcin.org.pl
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so gibt der Coefficient von 22 in dem Producte dieser Reihen die
recurrirende Gleichung

U I -2 amz-}— 1
die aus zwei Coefficienten alle iibrigen eindeutig bestimmt. Nehmen
wir a, und a; willkiihrlich, so geniigt

a n
b
Q. ==5a (—)
n 0
age

dieser Gleichung und wir haben daher

D an 1
¢p(2)=a, = ~ =a, 0%
P n=0n\a, $

Nun soll aber ¢ (z-} 1)==¢ () sein, also e% =1, welche Glei-
chung durch die Annahme a, =2k n1a,, erfiillt wird, wo £ eine
beliebige ganze Zahl, die Null mit eingeschlossen bedeutet. Es
geniigt daher a,e2 k2 =i allen obigen Bedingungen und ist auch
die einzige ihnen geniigende Function, so dass man jetzt den Satz
aussprechen kann:

Die Exponentialgrésse @ (2)==ce2kzni  wo ¢ ganz willkiihr-
lich, % eine beliebige ganze Zahl, ist die einzige monodrome ste-
tige Funetion von z, die fiir alle endlichen Werthe von Null und
Unendlich verschieden ist und der Functionalgleichung ¢ (2--1)
= (z) geniigt.

Fiigt man ausserdem die Gleichung ¢(0)=1, woraus sich
¢==1 bestimmt, und die Bedingung hinzu, dass ¢(2) fiir alle
reellen Werthe von 2 reell sein muss, so geniigt diesen Voraus-
setzungen nur die Annahme £=0, d. h. ¢ () muss eine Constante
und zwar ¢ (z)==1 sein. Die Bedingung, dass ¢ (=) fiir alle reel-
len Werthe von 2 reell sein muss, kann indess noch dahin reducirt
werden, dass fiir irgend eine endliche Strecke der reellen Achse
¢(z) reell ist, weil dann in dieser simmtliche Derivirte von ¢(z)
reell sein miissen und ¢(z), nach dem Taylor’schen Lehrsatze in
der reellen Achse fortgesetzt, in derselben iiberall reelle Werthe
erhilt. Als einfaches Corollar zu dem vorstehenden Satze ergibt
sich daher folgendes Theorem:

Eine monodrome, stetige, fiir alle endlichen Werthe des Ar-
gumentes von Null und Unendlich verschiedene Function von z,
die den Gleichungen ¢(z—--1)=¢(x), ¢(0)==1 geniigt und auf
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einer endlichen Strecke der reellen Achse reell bleibt, ist eine
Constante ¢ (2)=1.

Es ldsst sich dieser Satz auch auf eine einfache Art direkt
nachweisen: Zunichst ist klar, dass ¢(z) stets nach dem Tay-
lor’schen Lehrsatze entwickelt werden darf und daher ¢ (2)
von jener reellen Strecke aus in der reellen Achse fortgesetzt,
iiberall in derselben reelle Werthe annehmen muss, so dass
¢(0), ¢’(0), ¢”(0), . . . reell sind. Es wird somit die Entwicke-
lung von ¢(z) nach aufsteigenden Potenzen von z nur reelle
Coefficienten haben und, wenn ¢ (p-|-qi)= P-}-Q7 gesetzt wird
auch ¢ (p — qi)=P— Qi sein, wo p, ¢, P, Q reelle Grissen
sind. Man sieht hieraus, dass ¢(p-¢i) und ¢(p—¢7) mit
unendlich wachsendem ¢ entweder beide endlich bleiben, oder
beide zu gleicher Zeit unendlich gross oder unendlich klein
werden. Im ersten Falle ist ¢ () constant; der zweite kann
nicht eintreten, weil dann ¢(z) niemals unendlich wiirde; ebenso
ist der dritte Fall unmoglich. Es muss also ¢ (z) nothwendig
eine Constante sein, die sich aus ¢ (0)=1 bestimmt.

Diese Sitze, die ihre volle Giiltigkeit behalten, wenn man die
formell allgemeinere Functionalgleichung q(z --m)=¢(z) wo m
eine reelle Zahl bedeutet, zu Grunde legt, fithren unmittelbar
zu folgenden Theoremen?):

Eine monodrome, stetige, fiir alle endlichen Werthe des Ar-
gumentes von Null und Unendlich verschiedene Function f(z),
die fiir alle reellen Werthe von x reell ist und itberall der Fun-
ctionalgleichung

f(a4m)=nf(z)
geniigt, wo m und n > 0 reelle Zahlen sind, ist durch diese Be-
dingungen bis auf einen reellen constanten Factor bestimmt.

Der Beweis dieses Satzes liegt auf der Hand : Gébe es nem-
lich zwei Functionen f(z), die allen diesen Bedingungen geniig-
ten, so wiirde ihr Quotient ¢(z) alle in dem letzten Satze ange-
fiihrten Bedingungen erfiillen, also eine, und zwar reelle Con-
stante sein.

') Es lassen sich diesen Siitzen noch manche andere allgemei-
nere Formen geben; ich habe jedoch, um Weitliufigkeiten zu ver-
meiden, vorgezogen, sie in der Weise aufzufithren, wie sie im Folgen-
den Anwendung finden werden.
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Den Bedingungen geniigt:
1 x
fl@)=cem zlogn:cn_ﬁ
wo ¢ eine reelle Constante und fiir log n der reelle Logarithmus zu
wihlen ist. Es ist dies die einzige Losung obiger Functionalglei-
chung unter den angegebenen Voraussetzungen.
Als specieller Fall hievon erscheint
e logm =
f(@)=cem —=cmm
als Losung.der Functionalgleichung

fl@4m)=mf(z)

f(@)=ce®Wym—p
als Losung der Gleichung:
St =mf@)
wobei m > 0 stets reell gedacht wird.

Eine monodrome, stetige, fiir alle reellen Werthe von 2 reelle
Function f(z), die fiir alle geraden Zahlen . . . — 4, — 2,0, 2,
~ 4, ... unendlich klein erster Ordnung wird, fiir alle iibrigen
endlichen Werthe von 2 aber von Null und Unendlich verschieden
bleibt und der Functionalgleichung

fla+2=/()
geniigt, ist durch diese Bedingungen bis auf einen reellen constan-
ten Factor bestimmt.

und

Der Quotient zweier Functionen, denen alle diese Eigen-
schaften zukimen, wiirde nimlich nach dem obigen Satze eine
reelle Constante sein. Da nun f(2) =sin 2z diesen Bedingungen
geniigt, so ist

f@)=csinan

wo ¢ reell, die allgemeinste und die einzige Losung.

TR

Die allgemeine Definition der Function I'(z) und ihre
wesentlichen Eigenschaften.

Eine monodrome Function I"(2), die mit Ausnahme der nega-

tiven ganzen Zahlen x=—=0, — 1, —2, ... iiberall im Endlichen
stetig, von Null und Unendlich verschieden, fiir eine endliche
2
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Strecke der reellen Achse reell ist, und den Gleichungen
rz4+1)=zI'(z),

I'(1)=1 geniigt, ist durch diese Bedingungen vollstindig be-

stimmt.

Zunichst ist zu bemerken, dass aus der Functionalgleichung
I'(z—1)=u=a I'(2) folgt, dass die Function fir 2=0, —1, —2,

. . unendlich gross erster Ordnung wird. Da 1:[(z) fiir alle
endlichen Werthe von 2 endlich und stetig bleibt, so kann 1:
Y & (.z) von der Strecke der reellen Achse aus, in welcher es reell
ist, mittels des Taylor’schen Lehrsatzes iiber die ganze reelle
Achse reell fortgesetzt werden. Der Nachweis', dass es nur eine
Function geben kann, welche den Bedingungen fiir I"(z) geniigt,
kann nun genau wie zuvor durch die Bemerkung gefiihrt werden,
dass der Quotient ¢ () zweier, alle diese Bedingungen erfiillenden
Functionen iiberall im Endlichen von Null und Unendlich ver-
schieden, fiir die reelle Achse reell und der Functionalgleichung
¢@(2-1)=q@(z) unterworfen ist, also eine Constante sein muss,
die sich aus I'(1)=1 der Einheit gleich bestimmt.

Ist nun I"(z) auf diese Weise vollstindig definirt, so kann
man den Satz aufstellen:

Die allgemeinste monodrome, stetige Function f(z), die mit
Ausnahme der Werthe £==0, —1, —2, . . . iiberall im Endlichen
von Null und Unendlich verschieden bleibt, und der Functional-
gleichung

fle4-1)=zf(2)

f@y=ce2*<m(y)
wo ¢ eine beliebige Constante nnd % eine ebenfalls beliebige ganze
Zahl bedeutet. .

Der Beweis dieser Behauptung ist leicht zu fiihren. Denn
der Quotient f(x): I'(x) wird iiberall im Endlichen von Null und
Unendlich verschieden sein und der Gleichung ¢ (z—1)=g(z)
geniigen miissen, ist also eine Exponentialgrosse ¢e 2k zmi,

Was nun die wesentlichen Eigenschaften dieser Function I" (z)
betrifft, so folgt unmittelbar aus der Definition, nach der 1: I'(xz)
fiir alle endlichen Werthe von 2 einen endlichen Werth hat, dass
dieser Quotient 1:I'(z) in eine fiir alle Werthe von & conver-
girende Reihe nach aufsteigenden Potenzen von 2 entwickelt

geniigt, ist

NN TN Aara nl
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werden kann — ein von Hrn. Weierstrass zuerst bemerktes
Theorem. 1) .

Das Product I"(2) I'(1—2) bleibt von Null und Unendlich
verschieden mit Ausnahme aller ganzzahligen Werthe von z, fiir
welche es unendlich gross erster Ordnung wird; es ist reell fiir
alle reellen # und verindert seinen Werth nicht, wenn  mit (z-}-2)
vertauscht wird. Denn es ist I'(z-}-2)=(2}1) z I'(z) und
Irl—a)=(—a) (—2—1) I'(—2—1), also I'(2) I'(1—2)=
I'(2-}-2) I'(—2—1) und somit darf nach dem letzten Satze des
§. 3. dieses Product == ¢: stnan gesetzt werden. TUm die Con-
stante ¢ zu bestimmen, geht man anstatt von I'(2) I'(1—a)=
¢ :sman bequemer von der hieraus abgeleiteten Gleichung
I'(z-+1) I'(l — 2)==ca: sinzmw aus, und erhilt wenn 2=0 ge-
gesetzt wird: c—=mn, so dass sich also:

') I'l—a)=

T

sinan
eine seit Euler 2) hiufig behandelte Formel, ergibt:
Der Quotient:
n—1

i
T(w)T(x—l——ﬁ).. I(z+ v )
I (zn) =/ 5)
wo n eine ganze positive Zahl bedeutet, wird fiir keinen endlichen
Werth des Argumentes  Null oder Unendlich., Setzt man ferner

(x—{—l) statt 2, so erhilt man leicht
n

1 1
.f(x + =)= —f(2)
es sind daher alle Bedingungen erfiillt, die nach §. 3.
f)=ce """ "=cn" "
ergeben. Die nur von n abhiingige Grosse ¢ wird in der bekann-
ten Weise gefunden, indem man 2=—=0 setzt, wodurch

r)r() ()=

erhalten wird. Multiplicirt man diese Gleichung mit
Mol n—2 R
P o028y (g )=

1) Ueber die Theorie der analytischen Facultiten. Crelle’s
Journal Bd. 51. S. 40.
*) Novi Comm. Acad. Petrop. Bd. 16. 1772. S. 121. )
2* o
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so findet man

n 7 7 c\2
s 17 | o 3 - n—luz(_n_) -
sin—-m SN ome e SN —n
n—1
und hieraus c:(2n)T]/n, wo die positive Quadratwurzel zu
nehmen ist, so dass man schliesslich : ;
n—1
I'(z) F(J‘+Tl) 5 I"(a:—l— ";l ):(2n)Tn']2*mI(nz’)

erhiilt — das bekannte Gtauss’sche Multiplicationstheorem,!) das
fiir #==0 schon von Euler gegeben ist.

Durch verschiedene Methoden,?) deren Entwickelung hier zu
weit fiilhren wiirde, kann man aus der obigen Definition ableiten,
dass der Quotient

I(2): e (z—3)logz—2

fiir unendliche Werthe von 2 von Null und Unendlich verschieden
bleibt. Eine einfache Verification zeigt iibrigens, dass dieser
asymptotische Werth der obigen Definition von I'(z) entspricht,
insofern man aus demselben unmittelbar folgern kann, dass
I'(z-+1): () mit unendlich wachsendem z unendlich gross
erster Ordnung wird, ‘was mit der Gleichung I'(z-f1)=aI'(x)
iibereinsimmt. Ueberhaupt kann man I'(z) auch durch folgende,
diese Transscendente vollstindig bestimmende Eigenschaften de-
finiren:

Es ist I'(2) eine monodrome Function von z, die fiir alle end-
lichen Werthe von 2 von Null und Unendlich verschieden bleibt
mit Ausnahme der Werthe £=0, —1, —2, .. ., in denen sie un-
endlich gross erster Ordnung wird, die fiir unendliche Werthe des
Argumentes unendlich wird wie eCe—8) gz~ ynd fiir welche
P(y==1"18t.

Es folgen hieraus ebenfalls mit Leichtigkeit die vorstehends
angefiihrten Relationen zwischen verschiedenen I'(2); es wird aber
nur in scltenen Fillen moglich sein, an einem vorliegenden Aus-

1y Disquis. cireca seriem infinitam . . . Comment ree. soc. Got-
tingensis Bd. 2. 1813, a a. 1811-13. Vergl. ferner Dirichlet: Sur
les intégrales Eulériennes. (Crelle’s Journal. Bd. 15. 8. 261.)

’z’Man kann hieriiber u. A. einsehen die Abhandlung des Hrn.
Lipschitz: Ueber die Darstellung gewisser Functionen durch d. Eu-
ler’sche Summenformel. Crelle’s Journ. Bd. 56. 8. 11.
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drucke die in dieser Definition angezogenen E!genschafteﬁ direct '
nachzuweisen und auf diesem Wege das Auftreten von I (z) zu
erkennen.

Ich bemerke noch, dass die monodrome Function I'(z) auch
einen monodromen Werth als asymptotische Function haben
muss und dass der in letzterer auftretende Logarithmus so zu
bestimmen ist, dass derselbe auf der negativen reellen Achse
unstetig und fiir positive reelle Werthe von » reell wird.

Bei den vorstehenden Untersuchungen ist es noch unentschie-

. den geblieben, ob es iiberhaupt eine Function I'(z) gibt, die allen

vorgeschriebenen Bedingungen geniigt. Der Nachweis, dass dies

in der That der Fall ist, erledigt sich durch folgende explicite
Darstellung einer solchen Function:

Da I'(z) fiir alle negativen ganzen Zahlen unendlich gross
erster Ordnung wird, so stellt man I"(2) durch einen Ausdruck dar,
der im Nenner die Factoren #, 21, 22, in. inf. enthiilt und
wird, damit die einzelnen Factoren zur Einheit abnehmen, zu-
néachst:

: o @ade o iy e
I‘(x)—nfzwx(xﬁ— b)) oo (@kn)
zu setzen haben, Wwo ¢ (2) fiir reelle Werthe von z reell, stets von
Null und Unendlich verschieden und so beschaffen sein muss, dass
I'(»-1)==2I'(z); diese letztere Bedingung gibt fiir ¢ (z) die
Functionalgleichung
lim 2@+1)

-t

und, wenn man das endliche x gegen das unendlich wachsende
n vernachlissigt ¢ (z-1)=n@(2). Man erhilt daher nach
§ 3., ¢ (z)=c¢n=, wo die Constante ¢ noch von »n abhingen kann
und so zu bestimmen ist, dass das unendliche Product convergirt.
Gauss?!) hat gezeigt, dass die Annahme ¢c=1 dieser Bedingung
geniigt und man hat daher:

¢ (z)

=limg ()

..... . n z
ool e “.’fw P Al e

1) Comment. rec. soe, Gott. Bd. 2. a. a. 1811-13.
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— eine schon vom Euler?!) bemerkte und vielfach angewandte
Formel.

§. 5.

Darstellung von I'(¢) durch ein bestimmtes Integral und
Transformationen desselben.

Um I'(z) durch ein bestimmtes Integral darzustellen, wird
es, da [' () fiir alle negativen ganzen Zahlen unendlich gross
wird, zweckmiissig sein 1:I"(#) oder 1:I'(—=x) durch ein Integral
auszudriicken ,.welches stets endlich, stetig und monodrom blei-
ben muss. Um nun auf die Differenzengleichung

1 &
r—a Ta—a
das geniale Verfahren Laplace’s?) anzuwenden, nach welchem
das Integral einer solchen Gleichung = [¢®udt gesetzt und u
als Function von ¢ bestimmt wird, muss man bedenken, dass ¢
im Allgemeinen eine mehrwerthige Funection von ¢ ist und also,
um die Untersuchung in-geniigend allgemeiner Weise zu fiihren,
die Ebene in einer von ¢=0 bis {— w gezogenen Linie zu durch-
schneiden ist. Ich wihle zu diesem Zwecke die Achse der reellen
positiven ¢ und bestimme log (—¢) in (— &) 2 = exlog(—1) reell
fiir negative reelle ¢. Setzt man dann:
I—Ti—.x)—:/(—t) T udt

so erhilt man mittels obiger Gleichung:

[{o(—= )%= (— ) *}uds =0

0
und, wenn (—¢)%=w, also x(—¢) x_lz———~£ gesetzt wird :
ow - -
/(—ﬁ_w) wdt =0

Diese Gleichung wird nun durch theilweise Integration in
wu —fw (E;—%;—l—u) =0

1) Comm. Aec. Petrop. Bd. 5. 1738, 8. 36 vergl. auch Nov.
Comm. Aec. Petrop. Bd. 13. 1769. S. 3.

?) Mém. sur les approximations des formules qui sont fonctions
de tres-grands nombres. Mém. de math. et de phys. de I’Acad. roy.
d. sc. Paris 1785. Annéde 1782. 8. 1 u. ff. vergﬁ ferner Théorie des
probab. Paris 1820. S. 126.
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verwandelt, und wird, indem man w als willkiihrliche Grosse
ansieht, erfiillt, wenn fiir beide Grenzen des Integrales u ver-

schwindet und %—L;—}—u.:o, d. h., u—ce—tist. Es wird aber

im Allgemeinen u==¢e¢—* nur fiir {==-}- verschwinden und
man darf deshalb

1 e e z,—tg
F TP ¢ [ (—)"e ¢

—+x
setzen, wo von t=—-} o« oberhalb der Abscissenachse in einer
Curve, welche die positive Achse nicht schneidet, bis ¢ =—=-- un-
terhalb der Abscissenachse zu integriren ist. Um die Constante ¢
zu bestimmen, kann man 2= —1 nehmen; dann wird die linke
Seite der Einheit gleich und da in diesem Falle die Function unter
dem Integralzeichen monodrom ist, das Integral von {=-} 0 um
t==0, herum nach ¢=—-}- « zuriick, gleich dem in einem unend-
lich kleinen Kreise um #=—=0 genommenen Integrale. Letzteres

ist aber = — 277 und man hat daher die Gleichung 1—=— ¢.2 =7,
also:
271'[: +03 z i
g cE S g s e el N R Tl
1) y ) [ (—t) e ¢
—+»

Dieser Integralausdruck geniigt nun ausser der Functional-
gleichung I'(z-1)==2I'(x) und I'(1)=1 auch allen anderen
Bedingungen. Er ist eine stetige, endliche, monodrome Funection
von &, die nur verschwindet, wenn die Integrationscurve die
vollstindige Begrenzung eines Theiles der Ebene bildet, in wel-
chem die Function endlich bleibt. Das ist aber nur der Fall,
wenn x eine positive ganze Zahl ist, in welchem Falle 1: I'(—u)
verschwinden soll. Ist iiberhaupt der reelle Theil von z > —1,
go darf man, ohne dass das Integral unendliche Elemente erhilt,
den Integrationsweg unendlich dicht an der reellen Achse ent-
lang fiihren und zwar oberhalb derselbcn von ¢=- o bis t=0
und unterhalb von ¢=0 bis t==-} w. Dann erhilt man:!)

') Ich bemerke, dass sich im Folgenden, wenn nicht das Gegen-
theil bemerkt ist, das Zeichen = stets nur auf die reellen Theile
der vorkommenden Grossen beziehen soll.
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D
—-si’nxn/ r* e"dr:l—ﬂ(%;) , & >—1
0
wobei 7 reell und log r in r % —¢ zlog 7 yeell zu nehmen ist. Man
sieht also, dass I'(—uw) fiir positive reelle Werthe von z reell ist
und es werden somit in der That alle Bedingungen erfiillt, welche
die Function definirten.

Man kann von dieser letzteren fiir 2 >-—1 geltenden Glei-
chung aus auch riickwiirts zu dem obigen Integralausdrucke (1)
gelangen, indem man die vorstehenden Schliisse in umgekehrter
Ordnung auf einander folgen lisst. Von einer anderen Form der
letzten Gleichung ausgehend, ist auf diese Weise mein hochver-
ehrter Lehrer Hr. Scheibner!) schon vor lingerer Zeit zu
einem fiir alle Werthe von z giiltigen Integrale fiir I"(x) gelangt.

Fiihrt man in (1) af statt ¢ als Integrationsvariabele ein, wo a
eine reelle positive Zahl bezeichnet, so hat man:

- :
) /(—-t)”e"atdtz——(ﬂ_ﬁ—"li(_‘z)— , a >0
—+®
wobei log a in ™! = e@+1D10g@ 1ee1) zu nehmen ist.

Die Bedingung, dass a reell und positiv, kann leicht dahin
erweitert werden, ‘dass der reelle Theil von a positiv sein muss.
Betrachtet man niimlich beide Seiten der vorstehenden Gleichung
als Functionen von @, so sieht man zunichst, dass das Integral im
Allgemeinen endlich und stetig bleiben wird, so lange nur der
reelle Theil von a positiv ist; unter dieser Bedingung wird auch
die rechte Seite eine stetige, monodrome Function von a sein,
und, da die beiden Seiten der Formel (2) fiir reelle positive a als
einander gleich nachgewiesen sind, so folgt ihre Gleichheit fiir
complex¢ @ mit positivem reellen Theile, also allgemein fiir
a > 0 aus den Bemerkungen auf S. 8 u. 9.

Es folgt aber weiter, dass sich, wenn der reelle Theil von
2< 0, also (—t) % fiir unendliche ¢ verschwindet, beide Seiten
auch noch stetig @ndern, wenn man den positiven reellen Theil von

1) Ueber die asymptotischen Werthe der Coefficienten in den
nach der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwickelungen. Ber.
d. kon. sichsischen Ges. d. Wiss. zu Leipzig. 1856. S. 46 ff.
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@ unendlich klein werden lisst, da in diesem Falle die Exponen-
tialgrosse e—at iiberhaupt nur endliche Werthe annehmen kann.
Die Gleichung (2) bleibt also unter der Voraussetzung 2 <0 auch
noch giiltig, wenn der positive reelle Theil von @ verschwindet.

Nach diesen Bemerkungen ist es nun leicht, die verschiedenen
Integrale fiir I'(z) und 1:I'(2) darzustellen, die bisher auf die
verschiedensten Weisen abgeleitet worden sind.

Ich habe schon bemerkt, dass sobald 2 >-—1, der Integra-
tionsweg unendlich dicht an die reelle Achse herangeriickt werden
darf. Lésst man dies in (1) und (2) geschehen und vertauscht
mit (#—1), so erhilt man die Gleichung:

o o)
3) /rx—l et dr=ol (%) 5 50
0
durch welche Legendre I'(z) definirt hat, und aus (2):
o E(@) ¢ wa>0
—Lg=aF QfSDer s
4) {rx e dr “a: a>0

wo log r und log a in r8—1 — g (e—=1logr 114 o2 =209 iy
reelle positive 7 und @ reell zu nehmen sind. Setzt man in (4)
a=a-}-Bi=/0e%!, so findet man durch Zerlegung in den reellen
und imaginidren Theil die von Euler!) gegebenen Formeln:

5) ffz—le—arcosﬂrdrz F(;:)*cos (zq) .

0 ¢ ( x>0
‘ a >0

® T
6) jrx~1e—afsinﬂrdr:—(‘gl) sin(z@) ‘

9 z

0
Is ist nach den vorstehenden Bemerkungen erlaubt, so lange
2< 0 in (2), « unendlich abnehmen zu lassen; die Integration
durch Null hindurch ist aber nur erlaubt, sobald 2 >—1. Man
hat also, wenn wieder £ mit (z — 1) vertauscht wird fiir a=—=g7:

7) frx—le—ﬂ“dr (J i ?" , +1>2>0

1) De valoribus integralium a termino variabilis # =0 usque ad
z=ow extensorum. Euleri Inst. cale. int. Bd. 4. S. 337.
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und durch Trennung des Reellen und Imaginiren:

') M
(8) z—1 L) @
{r cosfrdr— Ty cos(x 7,
= U3>a3510
I'(2)
9) [rea—lgngrdr——-
B e bt
wobei # als positive reelle Grosse angesehen werden soll.
Diese letzteren Gleichungen kann man wauf eine nicht unin-
teressante Weise durch Aenderung des Integrationsweges auch
direct aus (2) ableiten.

sin(z %)

Wird in (2)2>>—1 angenommen, so ist, wie schon bemerkt,
die Integration durch Null hindurch erlaubt. Ausserdem aber
bleibt, so lange x < 0 ist, (—¢) % e — @t auch endlich fiir unend-
lich wachsende ¢ mit Ausnahme von ¢=— —w. Man darf also
unter der Bedingung 0 > 2> — 1 als Integrationsweg die ima-
ginire Achse von ¢=-} © 7 durch Null hindurch nach t=—w® 7
withlen. Dann wird fiir ¢==7¢ von ¢{=— -} ©¢ bis {=0

.
log(—¢) :lo_g (——re—él)zlogr ——g 7

also
(—=Ff=r%¢ 2
zu setzen sein; fiir t=—=-—77 von =0 bis t=—=— ® ¢
log (—t) =log(— 7'e3%i)=lo 1'+1‘2'
13
und daher

T .
2z pmeTT Y
gesetzt werden miissen und somit nach (2)
R
10 re IO R B, S, - LB o
(10) 0/ cos(ra+2a,)dr_ax+lr(_x) s

Man kann nun der Gleichung (2) noch eine andere zur Seite
stellen: Es ist nimlich klar, dass (—t)Ze+at, wo a >0, fiir
alle unendlichen Werthe von ¢ mit Ausnahme von ¢ ==-}- o unend-
lich klein wird, sobald 2 <0, dass also das Integral
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o
(1) / (=fp et agi==¢ 2;8
—®
‘wenn es zwischen zwel von (=} % verschiedenen unendlichen
Punkten auf einer die reelle positive Achse nicht schneidenden
Curve genommen wird, weil in diesem Falle die Integrationscurve
ein Ebenenstiick begrenzt, innerhalb dessen die Function stetig
und endlich ist. Setzt man & > — 1 voraus, so darf man, wie
oben, durch die imaginéire Achse integriren und erhilt:
P
(12) / 7'x’cos(ra—gi~)dr:0 0>2>—1
0 : a> 0
Addirt und subtrahirt man (10) und (12), so erhilt man die bei-
den von Euler gegebenen Integrale (8) und (9)*).
Vertauscht man in (1) und (11), 2 mit (—z2), so erhiilt man:

+w
—at .
1 S R b Bl
( [_w(—‘t)x dtT_ 271 o)
SIS a>0
“+at
(14) /ﬁ)x‘dtzo

Es wird nun, sobald # >0 ist, in beiden Integralen erlaubt
sein, als Integrationsweg eine mit der imaginiven Achse parallele

auf ihrer negativen Seite liegende Gerade zu withlen. Setzen wir
daher i =-—/k-}-77, wo k& eine im Allgemeinen complexe Zahl mit
positivem reellen Theile bedeutet, so erhiilt man:

(15)/ g0 sk 9w oimayal oy
ke T ) o

Wi a>0
(16) /J_“iidr;o
~w(/c—}—7'z')x

£ 0

A Vergl hieriiber Laplace, Théorie des probabilités. Paris 1820

S. 482 u. ferner Cauchy, Mém. prés. p. div. savans. Bd. 1.
S. 631 und 635

.
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Das erste dieser Integrale hat fiir a=—1 zuerst Laplace ent-
wickelt.!)

Legendre hat diese Integrale auf eine interessante Weise
transformirt.2) Integrirt man nimlich in (13) und (14) auf einer
geraden Linie von t=—=— 1wt bist=—1-—® 7y so darf man
fiir den Theil des Integrationsweges, der oberhalb —1 liegt

1 :
t:—l-—]—itanq;:—-me_q”

. 1 .
(—t)xz( )xe—an
cos @

von (pz;— bis ¢—=0; fiir den anderen Theil

und

t=—1—itanp—— co—le"’i
s

(——t)x:‘(&:g—q))xe‘“”i

von ¢ =0 bis gp::g setzen, wo log cos ¢ in
1 )a:ze—xlogcosq)
cosQ

als Logarithmus einer positiven Zahl immer reell zu nehmen ist.
Man erhilt auf diese Weise die beiden Integrale :

und

b7
17y [2  cos®* —2gcos(atanp—axg)d = T gz—1l,—a
( ){ P o AliH 1€ g
k1
(18) 2 008%2—2¢ cos(atan gtz qg)dp=0 a>0
0

Das erste dieser Integrale ist das Legendre’sche; addirt
oder subtrahirt man beide, so erhilt man die hochst eleganten
Formeln:

1) Mém. de I’Acad. d. sciens. 1785. 8. 60. u. Théorie d. probab.
S. 126. Fernere Literatur: Cauchy, Journal de I'école polyt. 19 Heft.
S. 569, Cauchy, Mém. sur 1. int. déf. pris. entre lim. imag. S. 34
und 36. Poisson, Journal de I'école polyt 19. Heft. S. 481, Liou-
ville, Crelle’s Journal Bd. 13. S- 231.

*) Legendre, Exercices de caleul intégral. 3. Theil. Des
quadratures S. 354. Vergl. ferner: Lobatschewsky, Mém. Kasan
18356, S. 211; Kummer, Crelle's Journal Bd. 17. 8. 235.
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k13
(19) [2 gogo—2 ¢ PRI o
{ s @cos(atang)cos(zg)dg iT@) e
5 4 a>0
(20) f2 cos® 2 ¢ sin(atan @) sin(zg)dg =3 F(aﬂ)a z—1 —a
0

Es ist hiermit eine Reihe von Transformationen des Euler’-
schen Integrales zweiter Gattung auf einem so einfachen und
natiirlichen Wege entwickelt, dass die ausserordentliche Frucht-
barkeit dieser Methode wohl keinem Zweifel unterliegen kann.

§. 6.

Die allgemeine Form des Euler’schen Integrales erster
Gattung.

Die Function von z:
(2—a)P (z—b)I(xz—c) P12

in der a, b, ¢, p, ¢ beliebige complexe Constanten bedeuten,
hat die drei Verzweigungspunkte a, b, ¢; sie wird fiir unendlich
grosse Werthe von 2 unendlich klein zweiter Ordnung und #ndert
ihren Werth nicht beim Umlaufe um den Unendlichkeitspunkt
2= . Ebenso wird die Function nach einem Umlaufe um alle
drei Verzweigungspunkte, da die Summe der Exponenten eine ganze
Zahl betrigt, denselben Werth wieder annehmen, nach dem Um-
laufe um einen oder zwei dieser Verzweigungspunkte aber einen
Factor erhalten, der so lange p, ¢ oder (—p —¢) nicht ganze
Zahlen sind, von der Einheit verschieden ist. Es wird also, um
(@—a)P (2—0)9(z—¢)~ P~ 92 in der Ebene monodrom zu
machen, geniigen, die drei Verzweigungspunkte @, b, ¢ durch
eine sich selbst nicht scheidende und nicht geschlossene Curve
zu verbinden und sich in dieser die Ebene zerschnitten zu
denken. Wir wollen dabei die Vereinbarung treffen, dass a
und ¢ stets die Endpunkte dieser Curve sein sollen, so dass a, b, ¢
auf der Curve nacheinander folgen. Dann wird es moglich sein,
die Function so zu bestimmen, dass sie ausserhalb dieser Curve
stets monodrom , endlich und stetig ist.

Das Integral dieser Function iiber irgend eine geschlossene
Curve, die innerhalb des unzerschnittenen Theiles der Kbene liegt,
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also die Verbindungslinie von a, b, ¢ nicht trifft, wird stets gleich
Null sein. Denn eine solche Curve zerschneidet die Ebene, die
nach den Bemerkungen auf S. 8 als eine geschlossene Fliche an-
gesehen werden soll, in zwei Theile. In einem dieser Theile werden
die Verzweigungspunkte enthalten sein; in dem anderen wird die
Function iiberall — mag in -ihm der Unendlichkeitspunkt einge-
schlossen sein oder nicht — stetig, endlich und monodrom sein;
das Integral iiber die Curve, als Begrenzung dieses Theiles be-
trachtet, wird daher stets verschwinden miissen.

Wird nun im Folgenden stets angenommen, dass ¢ einen
reellen Theil hat, der grosser als — 1 ist, so darf man das Inte-
gral, ohne dass es seinen Sinn verliert oder unendlich wird, bis
zu dem Verzweigungspunkte & selbst fortsetzen. Das Integral

b

-{(1’— a)P (2—0) 1 (z—¢) P92 da>

ausgedehnt iiber eine Curve, die auf der einen Seite des Schnittes
in b beginnt, in einer beliebigen Curve um ¢ herum geht und auf
der anderen; Seite des Schnittes wiederum in b endigt, wird nach
dem eben Bemerkten dem Integrale gleich werden, das iiber
eine in demselben Punkte- b beginnende, um ¢ in & nlicher Weise
herumgehende und auf der anderen Seite wieder in 0 endi-
gende Curve ausgedehnt ist.

Sind a, b, ¢ bestimmte, von einander verschiedene Grossen, so
konnen diese beiden einander gleichen Integrale, so lange ¢ > —1,
fiir keinen Werth von p unendlich oder unstetig werden, da sie
iber eine endliche Curve ausgedehnt sind, auf der die zu inte-
grirende Function niemals unendlich oder unstetig wird ; wohl aber
gibt es Werthe von p, fiir welche diese Integrale verschwinden.
Diese Werthe miissen so beschaffen sein, dass fiir dieselben einer
der Punkte a, ¢ aufhirt, ein Verzweigungspunkt zu sein. Dies ist
aber nur moglich, sobald p oder (p—|- ¢t 2) positive oder nega-
tive ganze Zahlen sind. Ist niimlich p eine ganze Zahl, so ist
z=a kein Verzweigungswerth und das Integral von 6/ um a
herum nach & zuriick ist {iber eine Curve ausgedehnt, welche die
vollstindige Begrenzung eines Flichenstiickes bildet, innerhalb
dessen die Function monodrom bleibt. Wenn nun p eine ganze
negative Zahl ist, so ist diesesIntegral gleich dem Integral in einem
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unendlich kleinen Kreise um den-Punkt 2=='¢ herum, in dem die
Function unendlich gross wird, hat also einen endlichen Werth;
ist aber p eine ganze positive Zahl (die Null mit eingeschlossen)
so ist die Function innerhalb des von der Integrationscurve einge-
schlossenen Gebietes iiberall monodrom, endlich und stetig; das
Integral wird also in diesem Falle verschwinden.

Dasselbe Integral von 6 um @ herum nach b zuriick, kann aber
ausserdem noch in einem anderen Falle verschwinden. Die Inte-
grationscurve zerschneidet nimlich die Ebene in zwei Theile, in
deren einem sich der Punkt x=—a, in deren anderem sich der
Punkt 2==¢ befindet. Es wird daher das Integral auch ver-
schwinden, wenn (p-}¢-}-2) eine ganze negative Zahl ist, in
welchem Falle die Integrationscurve die vollstindige (dussere)
Begrenzung eines Flichenstiickes bildet, innerhalb dessen die
Function iiberall monodrom, endlich und stetig ist.

Ebenso zeigt sich, dass das Integral von & um ¢ herum, das
dem um o genommenen Integrale gleich ist, ebenfalls nur ver-
schwinden kann, sobald p eine positive ganze und (p—}-q —-2) eine
negative ganze Zahl ist, in beiden Fillen die Null eingerechnet.

Das betrachtetete Integral wird daher, sobald @, b, ¢ constante,
von einander verschiedene Werthe sind, fiir alle ganzzahligen
Werthe von p und (—p —¢q —2) unendlich klein werden, sonst
aber stetig und von Null und Unendlich verschieden bleiben.

Nachdem die Wurzelwerthe des Integrales, als Function von
p betrachtet, gefunden sind, ist es nothig, das Integral in Bezug
auf seine Abhiingigkeit von a, ¢ einer Priifung zu unterziehen.
Nehmen wir zu diesem Zwecke an, a nihere sich unendlich dem
Verzweigungswerthe &, so wird sich das Integral unendlich dem
von b um ¢ genommenen Integrale

b
b
i z—b\p+q 2—0b
(x— )Pt (z—c) P4 2dp—=—— | (2 SaE
/\x ¢ SRR o l)——cf (x—c) d(x—c)
b b X
nihern ; das letztere Integral ist, unbestimmt genommen:
sogeisg 1 .r~b)p+q+1
~ b—cptg+41 (l—-c

und es ist nun die Differenz dieses Ausdrucl;es fiir' 2=b
oberhalb der Schnittcurve und unterhalb letzterer zu bilden,

WWW.rcin.
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Beide Werthe werden ‘sich nur durch einen Exponentialfactor
unterscheiden und es wird daher diese Differenz unendlich wie

(z—b) P+9+1 fiir 2==0, und zwar unendlich kléin oder unend-
lich gross, je nachdem (p-}-¢-}-1) > 0 oder < 0 ist. Das Integral
wird daher, mit (¢—b) —p—¢—1 multiplicirt, fiir a==b von
Null und Unendlich verschieden bleiben. Wemn man ¢ unendlich
dicht an b heran riicken lisst, so findet man durch ein dhn-
liches Verfahren, dass das Integral unendlich wird, wie
(x—b)—p—1 fiir a=b, so dass also das Integral, mit
(b —¢)p+1 multiplicirtt, von Null und Unendlich verschieden
bleibt. Lisst man @ unendlich nahe an ¢ heran riicken, indem
man die beiden Endpunkte der Schnittcurve einander unendlich g
nihert, ohne die Curve selbst unendlich klein werden zu lassen,
so wird sich die Funetion (z—a)p (z—0)¢ (z—¢) —P—9—2
einer von p unabhiingigen Function beliebig annihern; die Ord-
nung, in der das Integral fiir @ = ¢ unendlich gross oder unend-
lich klein wird, ist daher von p unabhiingig und wird durch Spe-
cialisirung des Werthes von p unten erhalten werden.

Man sieht nun hieraus, dass, wenn mit ¢ eine nur von ¢, a, ¢
abhiingige Function bezeichnet wird:

b
/b(”‘“”’ @b (e—0 P I~ 2de= , ¢>—1

Qa—bP eI+ —o—?—1F(p)
gesetzt werden kann, wo F'(p) ‘eine Function von p bezeich-
net, welche fiir alle ganzzahligen positiven Werthe von p und
(—p—q—2) unendlich klein wird, sonst aber iiberall stetig,
von Null und Unendlich verschieden ist.
Um nun zunichst #'(p) genauer zu bestimmen, setze ich das
Integral in die Form

f =) (=hten

und leite hieraus nach einer bekannten Reductionsformel:

S L Ly i o
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c—b -y o p1 piscong B niy |
SRR e

a—b p+1 x—-c z—-c z—¢
ab; das erste Glied dieses Ausdruckes ist zwischen den Grenzen
b und b zu nehmen und wird, ¢ > — 1 vorausgesetzt, verschwin-

den, so dass man, beide Integrale iiber denselben Integrations-

weg ausgedehnt:

b
f(m—a)p(.tv—-b)q(.-r—-c)_p*q_2dm::
b

b
o e ok g RS g e AN P ST Bt A
=3 B e—o T 01— £?
erhilt. Nun ist

b
Jae—a) T a— 0 ie—) P I P d=
b

Qa—)? T 24—y~ P~ 2p(pt1)

und somit:
Fipy=—1L ﬂ’{"f F(p--1)

Die Bedingungen, dass /(p) nur verschwindet, wenn p oder
(— p— q¢— 2) ganze positive Zahlen (die Null eingeschlossen) sind,
sonst aber iiberall von Null und Unendlich verschieden ist, und
die vorstehende Functionalgleichung, werden offenbar erfiillt

wenn

sad ¢ (P)
O = FpFq+® _
gesetzt wird, wo nun ¢ (p) eine monodrome, stetige, iiberall von
Null und Unendlich verschiedene Function bezeichnet, fiir welche
@ (p-+1)=@(p) ist. Man hat daher ¢ (p)==ce2p k=i zu setzen,
wo ¢ eine von p nicht abhiingige Constante, die in  mit einge-
rechnet werden kann und £ eine beliebige ganze Zahl bedeutet,

Man kann hienach:
b
/(x—a)p(x—b)q(.r—c)_p_9—2(].7
b
' Fat1p - ;
=Q (a=0F T (b—0) rc=p r(erq 12

—p 1
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setzen, wobei man von Exponentialfactoren e2kpmi absieht, die
von der willkiihrlichen Bestimmung der vieldentigen Potenzen ab-
hiangen.

Um nun das von p nicht abhingige Q zu bestimmen, kann
man fiir p einen solchen Werth wihlen, dass sich das Integral
direct finden ldsst. Ein solcher ist z. B. p—=-—1; dann ist ¢ kein
Verzweigungspunkt mehr, wohl aber wird in ihm die Function
unendlich und man hat:

b
Seop Qe e Ak Sty )0
[&_b)_(x_c)_ da-:?nz'(a—l))q(a—c) -
b r—a

also aus der vorstehenden Gleichung
Q=2ni - I'(q+1) - (a—e)— 11

so dass man nun in folgender Gleichung das Resultat aller dieser
Betrachtungen darstellen kann:

b
b/(:v-—n)’”(a-—b)‘-’@—o)”"‘“‘gdz: yq>—1

: P+y+1 i —q—1 I(g-+1)
2 ni(a—0b) (0 ' ¢) (a—c) —p) [(ptgF9)

Dieses Integral, das fiir alle p gilt, ist wohl die allgemeinste
Form des Euler’schen Integrales erster Gattung und man kann
aus demselben leicht alle speciellen Formen desselben, die ent-
weder die von Binet!) mit B (p, ¢) bezeichnete Function oder
deren reciproken Werth darstellen, ableiten.

Tiir den directen Gebrauch ist es zweckmiissig, anstatt dieser
einzigen Gleichung ein System von 6 Formeln, die sich aus diesem
einen Integrale durch einfache Vertauschungen ergeben, aufzu-
stellen:

b
M [(a—a)? @—5Te—a) P I P do= ", ¢> =1
b

Por L (Sgeal e SRR s FR(OH-T)
S Ll vy ey

1) Journal de 1'école polyt. 27. Heft. S, 131.

2ai(b—e)
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b
@ [=a? T a0 @~ de= , g>—1
]

; P+9+1 —q—1 mt pnd F(g+1)
2ni(b— bk oo B
at(b—c) (c—a) (a— ) Y=y —}—(]+2

b
(8) /b(z-——a)q(:v—b)p(:v _c)—p—q— Q== Y

@ [(e—a) P 1 e—0)P (0—)  do= , p> —1
b

. m.(b_c)P-FQ"i‘l (C___a)_p— ; (a—b) q;‘(l_ﬂ?(;:&,),+o)
b

(5){@——@” @) P 1 0 lds = , —p—g—2>_1

P e ) i e P g r( ;I?(*B
b

(6){‘($_a)q (x~b)_p_q—2(¢z:—c)pdx: s —p—g 2 S

; s G pt+a+1 P S pass b
27t (b—c) (c—a) (a—0) Fm)
Es ist in allen diesen Gleichungen die reelle Zerschneidung
vorausgesetzt und stets von & um a oder um ¢ herum nach b zu
integriren. Da die Function unter dem Integralzeichen auch fiir
unendliche Werthe von 2 endlich und stetig bleibt, so ist es ohne
Weiteres erlaubt, diese Integration auch durch den Unendlich-
keitspunkt hindurch gehen zu lassen.

§. 7.

Transformationen des Euler’schen Integrales erster
Gattung.

Bleibt man bei der Gleichung (1) des §. 6 stehen, so sieht

man, dass, wenn ausser ¢ >— 1 auch p > —1 vorausgesetat wird,
8¥
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der Integrationsweg unendlich dicht an der @, b verbindenden
Schnitteurve entlang genommen werden kann und man findet auf
die schon bei dem Integrale zweiter Gattung angewandte Weise :

b
: DA p>_1
{(x— - a) p(m——b)q(;c——c) G o P g >—1

a

Qisz'itj)n/(.'c—a)p(x—b)q(x__u)—l’—‘l—2 T
b

und somit:

g1

N—p—1, e p+q+1r(p+1)r(q+1)
([)—-—~() ((, '—(l) (l)——a) T(p+q+2)

Setzt man hicrin a=0, b=1, so findet man:

b
1) [(.r—a)p(.r —b)q(:v——c)mp‘_q—gdx:. ) PR

1

% / at(1—a, , 1. T4t p>—1°
¥ 1.9
(;(;——(;)p '*_(.I"l -
0

APt Tlptet?) g> -1

In dieser von Abel?) auf ganz andere Weisc entwickelten For-
mel ist die Ebene in einer 2==0, 1, ¢ der Reihe nach verbinden-
den C(urve zu zerschneiden. Liésst man ¢ in das Unendliche
riicken, so wird, indem man beiderseits mit ¢p-9-2 multipli-
cirt, die gewdohnliche Euler’sche Gleichung2?):

1
) s iafrap s s o B (PPNTg4A)y sl
{l S e y e S

1) Oeuvres compl. Bd. 1. S. 95 und Crelle’s Journ. Bd. 2. S, 24.

*) Comment. Acad. Petrop. Bd. 5. 1738. 8. 38 Man sieht
iibrigens leicht, wie man von dieser Gleichung, nachdem man ihre
Giiltigkeit fiir jedes p hergestellt hat, auf mein allgemeines Integral
zuriickgehen kann. Die drei Verzweigungspunkte von zP (1—z)4
sind =0, 1,9 und man gelangt zu dem obigen Systeme von 6 For-
meln, indem man an die Stelle von x einen rationalen Ausdruck
ersten Grades von z setzt, der fiir #=0, 1, « die Werthe a, b, ¢
in irgend einer Reihenfolge annimmt. Es ldsst sich aber die hie-
bei alfs Grundlage angenommene Gleichung (3), da sie keine unbe-
schriinkte Veriinderung von p gestattet, direct nur durch mchr oder
minder complicirte Operationen entwickeln.
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erhalten, wobei der Exponentialfactor, den man der rechten Seite
aller vorstehenden Gleichungen hinzufiigen darf, in der entspre-
chenden Weise bestimmt werden muss.

Lisst man in (1) 6 ins Unendliche wachsen, so erhilt man,
nachdem beiderseits mit b ¢ dividirt ist:

4) /(x—a) P (z—¢) L P
0

e o g 8 kst AU G B et
Tlp+q-+2) e S

Setzt man noch specieller a==0, ¢== —1, wo nun die Ebene
auf der reellen Achse von =0 bis #=-}-® und von 2= —
bis x== — 1 zu zerschneiden ist, so hat man:

® p
5) z PR LR KT, ) i o
(14-2)P+a+2 I'ip+q+12 g>—1

— eine ebenfalls von Euler herriihrende Formel.

Benutzt man die Formel (5) des §. 6., worin — p——q> 1
sein soll und ldsst in ihr b in’s Uncndliche wachsen, so hat man:

6) [(a—a)? (@—0) ! dv=2ai(c—a)? T T T r Eiﬁ)r(f:;;
=pg>l

Wenn man hierin die Integration von a==-} w ¢ bis r=—o1
auf der imaginiren Achse vornimmt, indem man a >0, ¢< 0
voraussetzt, so hat man:
—+®
dx

(@i—a)? (2i—¢)

P+Q> 1, c<0: “>O

In dieser interessunten, von Cauchy gegebenen Formel ) ist,

Cp+g—1)

) — )\l —Pp—¢
Smke Gl IR 7

q

wenn @ und ¢ etwa als reell vorausgesetzt werden, die Ebene vol
x==a bis x=-}-® und' von' 1==-— o bis x=¢ in nicht ver-

) Mém. sur les int. déf. pris. entre d. lim. imag. S. 34.
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knoteten, die imaginire Achse nicht treffenden Linien zu zer-
schneiden.

Ich gebe noch die Ableitung einer Transformation des
Luler’schen TIntegrales, bei welcher die Integrationsvariabele
keine Curvenstrecke, sondern die einer solchen entsprechenden
Winkelgrosse ist:

Setzt man in (1) des §. 6. a==0, b=1, so ist es erlaubt, die
Integration in dieser Gleichung auf einen durch den Punkt z=1
mit der imaginiren Achse parallel gezogenen unendlichen Geraden
vorzunehmen. Setzt man dann ¢==o und vertauscht p, ¢ mit
— p, — ¢, so erhilt man:

dx ; Ir'(i—q)
=2 st
/(x—l)q(—-x)p ‘TR =g 21

Der gedachte Integrationsweg von z==1 parallel mit der ima-
giniren Achse bis #==1-}- % und ebenso von 2=1— o ¢ bis
x=1, darf dann auch hier noch angewandt werden, sobald die
Function unter dem Integralzeichen fiir unendliche & endlich
bleibt, also wenn p--¢ >0. Die Verzweigungspunkte sind
£=0, 1, © und man denke sich die Ebene in der positiven Achse
zerschnitten. Setzte man nun fiir den Theil des Integrationsweges
von £ =1 bis =1} i

z=1-4itanp= e®i

cos@

go hat man von ¢ =0 bis= - zu integriren und

(——:c) —(cas(p

zu setzen. In dem Integrale von z=1— w7 bis =1 setze
man analog

0_
2

. kU .
)pep(fp —m) (x—1)T==tanlpe 7 ¢

1 2n—eq)i
e
cos

integrire also von (p:;} bis =0 und setze:

(—x)p:(colq))p B

wobei fiir cosP ¢, tanq ¢ diejenigen Potenzen dieser positiven
reellen Grossen zu nehmen sind, die fiir reelle p und ¢ reell wer-

a=1—7"tang=

(p—mn)i WAL
o ,(x—l)qztalL‘que+"2_ 98
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den. Setzt man diese angegebenen Werthe in dem obigen Inte-

grale (8) ein, so erhilt man leicht:
k7

2
9) fco.sP‘Qcpcot Ypcos{(p4 L) n—po} dg=
0

F(=g)as o 19
"T(pL@—p—q) ' p+qg>0
Unter denselben Bedingungen kann man nun dieser Glei-
chung eine andere zur Seite stellen. Zerschneidet man nimlich
die Ebene von 2==-}1 iiber =0 nach 2=-— c in der reellen
Achse, so wird das Integral

dx

o _/ (z=1)e(—a)p ™

sein, wenn es von x=—-}1 iiber irgend eine, jene Schnittcurve
nicht treffende, nach 2=—1 zuriickkehrende Curve ausgedehnt
wird. TUnter der obigen Voraussetzung p-¢ >0 wird man hie-
fiir die durch 2=1 mit der imaginiren Achse parallel gezogene
Gerade substituiren diirfen. Dann ist fiir den ersten Theil des
Weges von 2=1 bis x_—_l—l—ooz'

(——x)P:( )P = (m-—l)'l:tanqq)e;—qi
cosq ;
fiir den zweiten Theil von s=—=-}1—w ¢ bis 2=--1
—poi -
— )P — p —1) 99— q q
(—=) _(cosq)) e » (a—1) I=tanlge ™2

und man findet auf dieselbe Weise:
T

2 .
11) JeosP2qcot Ipcos|Lgn- dp=0, il e
){ geot Igeos{iqn-tpo} dp O

Hieraus folgt

kL2
7
J—cos—qn/co Zpeot I peosppdy

]
2

o 4
—sin ?qno COSP“Q,’;CM Topsinpgpdeg
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und nun ans Gleichung (9):
e = C(ptq=—1)
2 T

so dass man die beiden von Cauchy!) gegebenen Formeln:

k3
11) (2 z Llp+q9—1)
sne P ¥ q —_ " e L
{(0.5 geotTqpcosppde o [(p)C(q)
k11

x_ Optg—1)
2sinsqn (p) I'(q)

+1>q, p+¢>0

12). 3 h
‘/cosp'2 peotTpsinppdep—
0

erhilt.

Zu denselben Formeln gelangt man auf eine hievon ganz ver-
schiedene Weise, indem man in der (1) Gleichung des §. 6.
a=0, l==-+}1, e==—1 setzt und die Ebene von 2==0 iiber 2=-4-1
auf der reellen Achse bis 2==-} o, dann durch den Unendlich-
keitspunkt hindurch yon 2=—=— bis #==—1 wiederum auf der
reellen Achse zerschneidet. Danu ist es erlaubt, die Integration,
von 2=-}1 anfangend durch einen Kreis, der um 2==0 mit der
Einheit als Radius beschrieben ist, bis wieder zu 2=} 1 zuriick
auszufiihren. Setzt man dann entsprechend 2==¢ ¢, so erhiilt man
durch einfache Transformationen zwei Integrale, die sich von den
obigen nicht wesentlich unterscheiden.

') Recherche d’une formule générale qui fournit 1. valeur d. 1
plupart d. int déf. Anmnal. de Gergonne, Bd. 17. 8. 126.

Leipzig, Druck von A, Edelmannn.
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