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VORWORT.

Die Bemerkung, dass dieselbe elegante Methode, durch
welche Cauchy zur Begriindung der Taylor - Maclaurin’schen
Entwicklungen gelangt war, auch benutzt werden konne zur
Begriindung der Legendre-Laplace’schen Entwicklungen, musste
fast nothwendig den Eindruck hervorrufen, als seien die ge-
nannten Entwicklungen nur einzelne Bruchstiicke eines noch
unbekannten grosseren Ganzen. Fast nothwendig also
musste der Gedanke sich erheben, ob jene Cauchy’sche Methode
nicht vielleicht hinleiten konne zur Entdeckung neuer Ent-
wicklungen, welche, statt nach Potenzen oder Kugelfunctionen,
nach irgend welchen anderen Functionen fortschreiten.

Bei einem Versuche dieser Art durften wohl solche

- Functionen die meiste Aussicht auf giinstigen Krfolg dar-
bieten, welche zu den Kugelfunctionen in irgend einem Grade
der Verwandtschaft stehen. Verwandt mit den Kugelfunctionen
sind aber, wie meine Untersuchungen iiber Wirme und Elek-
tricitit (Borchardt's®Journal. Band 62, Seite 42) zufilliger
Weise gezeigt haben, die Bessel’schen Functionen J~.

So lag es denn nahe zu untersuchen, ob man nicht mit
Hiilfe jener Cauchy’schen Methode zur Begriindung von Ent-
wicklungen gelangen kimne, welche fortschreiten nach diesen
Bessel’schen Functionen. Die vorliegende Schrift wird zeigen,
dass derartige Entwicklungen in der That existiren, und die
allgemeinen Gesetze derselben feststellen. ' Sie wird zeigen,
dass diese nenen Entwicklungen in gewisser Hinsicht sogar ein-
facher sind als die Legendre’schen Entwicklungen, ebenso
einfach wie die Taylor’schen. Sie wird niimlich zeigen, dass
die neuen Entwicklungen, #ihnlich wie die Taylor’schen, hin-
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v VORWORT.

sichtlich ihrer Convergenz und Giiltigkeit gebunden sind an
Gebiete von circularer Begrenzung, wihrend die Legendre-
schen Gebiete von elliptischer Begrenzung besitzen.

Uebersicht und Verstéindniss meiner Untersuchungen wer-
den erleichtert werden durch einige vorliufige Bemerkungen
iiber den Gang derselben.

Um die Cauchy’sche Methode verwenden zu konnen, ent-
wickle ich #m ersten Abschnitt den Ausdruck (y—a)—!, auf
iibrigens sehr hypothetischem Wege, in eine nach den J”(x)
fortschreitende Reihe, und bezeichne die von y abhingenden
Coefficienten dieser Entwicklung mit e, 0" (y), wo &, eine
Zahl reprisentirt, welche fiir n=0 den Werth 1, fiir »>0
den Werth 2 hat. Nachdem die so erhaltenen Functionen
0" (y), ebenso wie die J»(z) selber, einer niheren Betrachtung
unterworfen sind, folgt sodann im zweiten Abschnitl eine
Untersuchung von entgegengesetzter Richtung und von vollig
strengem Charakter. Diese Untersuchung nimmt ihren Aus-
gang von der vorhin gefundenen Reihe, deren allgemeines
Glied gleich &, J"(x) 0" (y) ist; sie zeigt, dass diese Reihe
convergent sein muss, sobald mod @ < mod y, und
dass sie ferner im Falle der Convergenz gleich-
werthig sein muss mit dem Ausdruck (y—a)—*. Diese
Ergebnisse bilden den eigentlichen Kern der Theorie.

Mit grosser Leichtigkeit fithrt nun die Cauchy’sche Methode
zu dem Resultat, dass eine gegebene Function, welche hin-
sichtlich ihrer Eindeutigkeit und Stetigkeit gewissen Be-
dingungen entspricht, immer entwickelbar ist in eine nach
den' J» fortschreitende Reihe, oder auch in eine nach den
J* und 0" fortlaufende Doppelreihe. Aus diesen Angaben
wird bereits ersichtlich sein, dass die neu eingefiihrten Functio-
uen 0" zu den Bessel'schen Functionen J” in analoger Be-
ziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter Art zu denen
erster Art, d.i. wie die 0” zu den P". Demgemiss scheint
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’

es mir erlaubt und zweckmissig, die J” als Bessel’sche
Functionen erster Art, die 07 als Bessel’sche Functio-
nen zweiter Art zu bezeichnen.

Die Kugelfunctionen P* und 0~ sind bekanntlich zu ein-
ander complementir in Bezug auf eine gewisse Differential-
Gleichung zweiter Ordnung, némlich die beiden particuliren
Losungen dieser Gleichung. Anders verhilt es sich mit den
Functionen J» und 07; denn die Besselsche Differential-
Gleichung, welcher die J» Gentige leisten, wird durch die
0" keineswegs erfiillt. Allerdings wiirde man durch ein-
fache Operationen eine andere Differential-Gleichung zweiter
Ordnung, in Bezug auf welche J» und 0" jenen complemen-
tiiren Charakter besitzen, mit Leichtigkeit aufzustellen im
Stande sein; wahrscheinlich aber wiirde diese Gleichung von
complicirter Natur werden.

In Bezug auf die Bessel'sche Differential-Gleichung ist
die Function J” also nicht complementir zu 07, sondern
complementiir zu einer gewissen anderen Function ¥”, deren
Untersuchung den Gegenstand des dritten Abschnittes ansmacht.
Im vierten Abschnit! endlich werden gewisse partielle Diffe-
rential - Gleichungen behandelt, bei deren Integration die
Functionen J» und ¥” eine #hnliche Rolle spielen, wie die
Kugelfunctionen P” und 0” bei der Integration der bekannten
Differential - Gleichung des Potentiales.

Alles, was im Gebiet der Bessel’schen Functionen im
Laufe der Zeit zu Tage getreten ist, zu einem einheitlichen
Granzen zu verbinden, diirfte eine schwierige Aufgabe sein.
Die vorliegende Schrift hat keine solche universelle Tendenz;
sie beriihrt nur diejenigen Punkte jenes Gebietes, welche nicht
zu fern abliegen von ihrer eigenen individuellen Richtung.

Tiibingen, den 7. April 1867. -

C. Neumann,
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Es diirfte angemessen sein, aus der vorstehenden Literatur nament-
lich zwei Siitze hervorzuheben, weil sie verwandt sind mit dem Gegen-
stande der vorliegenden Untersuchungen. Es sind folgende:

Fourier’scher Satz. Die Function

22 at a8
o il e R T B T R el
verschwindet fiir unendlich viele reelle Werthe von 2. Bezeichnet man
diese ihrer Grisse nach geordnet mit &, so kann jede innerhalb des
Intervalles 0.....1 willkiirlich gegebene Function f(x) in eine nach den
J9 (& x) fortschreitende Reihe entwickelt werden.

Schlémilch’scher Satz. Bezeichnet man die Hilften der ganzen
Zahlen 0, 1,2, 3,4,..... mit », s0 kann jede innerhalb des Inter-
valles 0 . . . .z willkiirlich gegebene Function £ (x) in eine nach den J°(n2)
[oder auch nach den J'(na)] fortschreitende Reihe entwickelt werden.

#) Leider ist mir dieser Aufsatz erst bekannt geworden nach
Beendigung des Druckes. Ich ersehe aus demselben, dass die Ent-
wicklungen, welche ich Seite 39 gebe, schon von Schlomilch gefunden
sind.
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die deutlichere Ausdrucksweise substituirt werden :
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Einleitung.

Erinnerung an die Kugelfunctionen.

§ 1. Cauchy’s Theorem.

Sind die Werthe einer Function f(z) eindeutig und stetig
innerhalh eines endlichen Gebietes 9, so sind sie darstellbar
durch ein Integral, welches hinlduft @ber den Rand von 9. Ist
nimlich ¢ irgend ein Punct innerhalb 2, und sind z die Rand-
puncte von 9(, so gilt die schon von Cauchy aufgestellte Formel:

(1) Flep=dant J'f (2) &=

2mi z—c ’

wo die Integration positiv herumliuft um (.

: Besitzt die Fliche 20 mehrere, etwa » Randcurven, so ver-
1 wandelt sich das Integral in eine Summe von 7 Integralen, jedes
' derselben hinerstreckt iiber je eine der » Randcurven.
| Was die positive Umlaufung von 2 anbelangt, so ist (na-

mentlich mit Bezug auf den Fall mehrerer Randcurven) Fol-
gendes zu bemerken. Zu Grunde gelegt wird bei dieser Aus-
drucksweise ein in der zEbene festgesetztes Coordinatensystem
von solcher Beschaffenheit, dass der im Anfangspunct Stehende
und in der Richtung der reellen Achse Fortsehende die Richtung
der imaginiren Achse markiren wiirde mit ausgestreckter Linken.
Dies vorausgesetzt, ist bei jeder Randcurve von 9 unter der po-
sitiven Richtung diejenige zu verstehen, in welcher die Curve
durchwandert werden muss, falls man das angrenzende Flichen-
gebiet bestindig zur Linken haben will.*)

*) Vergl. hieriiber, sowie in Betreff der Ableitung der Formel (1)
meine ,,Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’schen Integrale
Seite 71 und 86.

Neumann, Theorvie d. Bessel’schen Functionen. 1
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2 Einleitung.
§ 2. Kugelfunctionen und Bessel’sche Functionen.

Dass sich die Cauchy’sche Formel (1.) nicht allein zur Be-
grindung der Taylor’schen Euntwicklung nach Potenzen, son-
dern ebenso gut auch zur Begriindung von Entwicklungen, welche
nach Kugelfunctionen fortlaufen, mit Vortheil verwenden lisst,
habe ich in einer fritheren Abhandlung*) gezeigt. Gegenwiirtig
beabsichtige ich zu zeigen, wie man auf ganz analogem Wege
zur Begriindung von Entwicklungen gelangen kann, welche fort-
schreiten nach den Bessel’schen Functionen.

Zwischen den Kugelfunctionen einerseits und den Bessel’schen
Functionen andererseits findet, namentlich was Entwicklungen
nach diesen beiderlei Functionen anbelangt, ein hoher Grad von
Uebereinstimmung statt. Um diese moglichst deutlich hervortre-
ten zu lassen, werde ich zunichst die schon frither in Betrefl
der Kugelfunctionen erhaltenen Resultate in Kiirze zusammenstel-
len, und sodann erst iibergehen zu dem eigentlichen Gegenstande
dieser Abhandlung, niimlich zu den Bessel'schen Functionen.

$ 8. Integral-Eigenschaften der Kugelfunctionen.

Die Kugelfunctionen erster und zweiter Art, P”(z) und 0" (z),

sind particulire Losungen der Differential-Gleichung
;F 2z oF 1
@) o o i )

und werden in der von Heine festgesetzten Normalform*¥) darge-
stellt durch folgende Integrale:

n
3 PRl3) = i/ S -
) (2 “eo (z4 V22—1 - cos @) * T

P
= ;17/.(: — V2 =1 cos w)" do,
0

o AN [ do i N
(4) Q (Z) ——J E:—i—l/;—?;T . cos im)n-(—f 121/"1 ,
0

*) Niimlich in meiner Schrift: ,,Ueber die Entwicklung einer Func-
tion mit imaginiirem Argument nach den Kugelfunctionen erster und
zweiter Art. Halle, 1862,

##) Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen. Seite 14, 15 und 59.
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Einleitung. 3

wo das Vorzeichen der zweideutigen Grosse J/z? — 1 so zu wiihlen -
ist, dass der Bedingung
() mod (z + J/2*—1) > 1
Gentige geschieht.
Diese Functionen P2, 0 besitzen folgende Integral-Eigen-
schaften:
o B2 B dn e s
(©6) JO" (&) 0"(9)dz=0
SP" () 0" ()
Die Integrationen sind hier tber eine Ellipse mit den Brenn-
puncten + 1 in positiver Richtung hinerstreckt zu denken, oder
auch hinerstreckt zu denken iwiber irgend welche andere geschlos-
sene Curve, in welche eine derartige Ellipse, ohne mit der ge-
radlinigen Strecke — 1 - - - 4 1 in Berithrung zu kommen, durch
Dehnung und Biegung deformirt werden kann.
Ferner reprisentiren m, n beliebige (gleiche oder verschie-
dene) Zahlen, und % eine Constante, welche

_(6.4) Por L tler o g 0

T 2241
ist, jenachdem m, n gleich oder verschieden sind.

§ 4. Entwicklung nach Kugelfunctionen.

Ebenso wie man die Taylor’sche Entwicklung nach steigen-
den oder fallenden Potenzen aus der Cauchy'schen Formel (1.)
dadurch ableitet, dass man den in jener Formel unter dem In-

1 - : 3
tegral stehenden Bruch A entwickelt nach der Binomischen

Reihe:
1 1 & o a8

) ﬁ—7+?+?+_f+ ....... 3

ebenso bin ich (in der erwihnten Abhandlung) zu der Entwick-

lung einer Function nach den Kugelfunctionen erster oder zwei-

ter Art dadurch gelangt, dass ich jenen in (1.) enthaltenen Bruch

71_0 entwickelt habe mit Halfe der Heine’schen Reihe:

B I = 0°) P') + 30 () PMa) + 5 0) ()
' + T P )+

Denkt man sich unter «, y irgend zwei complexe Variable, also
irgend zwei Puncte auf der zEbene, und denkt man sich ferner
auf dieser Ebene ein System confocaler Ellipsen mit den Brenn-
g

a4

h
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4 Einleitung.

puncten + 1, so bleibt die vorstehende Reihe (wie aus Heine’s
Untersuchungen hervorgeht) convergent und galtig, so lange der
Punct « auf einer engeren, der Punkt y auf einer weiteren El-
lipse sich befindet, Mit Riicksicht hieraul fiithrt nun die Cauchy'-

sche Formel (1.), wenn man den Bruch z__l—_(. mit Hiilfe der Hei-
ne’schen Reihe (8.) entwickelt, zu folgenden Resultaten.

Erster Satz. Eiur jede Function [ (z), welche innerhall einer
Ellipse mit den Brennpunclen + 1 eindeutiq und stetig bleibt, exi-
stirt eine Entwicklung :

9) [f(z) =y P°(2) + oy P'(2) + ay P2(z) + - - - - - .
welche giltig*®) ist fir alle Puncte im Innern der Ellipse.

Zweiter Satz. Fir jede Function [ (z), welche eindeulig und
stetig bleibt auf der von zwei confocalen Ellipsen mil den Brein-
punclen + 1 begrenzten ringfirmigen Fliche, existirt eine Entwick-
lung:

(10)  fl)=u P() + o P'(2) + 0 P2(&) + - - - - -
+ By 0°(2) + B, 0'(2) + B, [l R O )
welche giillig ist fitr alle Puncte jener ringfirmigen Fliche.

Die constanten Coefficienten « und «,f in diesen Entwick-
lungen (9.) und (10.) konnen unmittelbar erhalten werden durch
Anwendung der in (6.) aul'gefﬁhr-ten Integraleigenschaften. Ebenso
ergiebt sich mitHilfe dieser Integraleigenschaften augenblicklich, dass
bei einer gegebenen Function f(z) die Ausfithrung der Entwicklung
(9.) oder (10.) immer nur auf einerlei Art miglich ist.

Die angegebenen beiden Sitze haben in neuester Zeit eine
wichtige Erweiterung erhalten durch eine Untersuchung von Thomé.
Thomé zeigt namlich *#), dass die Entwicklungen (9.) und (10.),
ohne Beeintrichtigung ihres Giiltigkeits - Gebietes, beliebig oft
nach z differenzirt werden konnen.

#) Wenn eine Entwicklung giiltig genannt wird innerhalb irgend
welcher Grenzen, so versteht sich von selber, dass sie innerhalb die-
ser Grenzen auch convergent ist. Denn die Convergenz ist ein noth-
wendiger Bestandtheil der Giiltigkeit. :

In gleicher Weise betrachte ich (wie hier zu bemerken nicht iiber-
fliissig sein wird) das Endlichbleiben einer Function als einen noth-
wendigen Bestandtheil ihrer Stetigkeit.

##) Borchardt’s Journal, Bd. 66. Seite 337.
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Erster Abschnitt.

Definition und Eigenschaften der Bessel’schen
Funectionen.

§ 5. Die Bessel’schen Functionen erster Art J”.

Die neuen Entwicklungen, welche den eigentlichen Gegen-
stand der gegenwirtigen Abhandlung bilden, laufen fort nach
zweierlei Functionen J”(z) und 0"(z), welche in ihrer gegenseiti-
gen Beziehung grosse Aehnlichkeit zeigen ' mit den Functionen
Pr(z) und 0"(z), welche indessen nicht ein und derselben Diffe-
rential - Gleichung zugehoren.

Die Function J”(z) ist identisch mit der Bessel’schen
Function. Sie ist eine particulire Losung der Gleichung:

2 F 1 oF -
oy e Gl e oo (g ) doeg
und dargestellt durch die stets convergente Reihe:

zn 22 24
(Za) M=l s b ey )

Um diese Reihe®) (namentlich mit Bezug auf den Fall n=0) in
unzweideutiger Weise hinzustellen, ist es gut, sie so zu schrei-
hen:

o 2t

D e e T e i g b ):

wo IIn die von Gauss eingefithrte Function vorstelll, wo also

#) Das Gesetz, nach welchem diese Reihe fortschreitet, ist leicht
zu iibersehen, Das niichstfolgende Glied in der Parenthese wiirde

lauten:
26

T 2-4-6-21+2-2n+4-2nF6

Die Vorzeichen sind alternirend.

WA .rcin.org.pl
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6 Erster Abschnitt.

TIO—1,

= W22 TI3 =M 9:.13, etc. etc.
ist. Durch weitere Anwendung dieser Gauss’schen Function kann
die Reihe fir J”(z) auch so dargestellt werden:

1 z \» 1: z \n+2
24 Ay) — — | Sl sl
(2.¢) s o HOHn( 2 ) HlHn+1( 2 )
1 z \n+4
iy e o S B
Endlich kann der Werth von J”(z} auch ausgedriickt werden ver-

miltelst eines bestimmten Integrales, namlich:
7T

[ e ) e %fcos (z sin 0 — no) do.

0

- Diese letzte Formel bildet, beiliufig bemerkt, die urspring-

liche Definition von J*(z), wie sie von Bessel gegeben wurde.*)
Ausserdem hat Bessel noch folgende andere Integral - Darstellung
gefunden:

7
an : ®
i T R s P T E 5 w in2nz
) Jiz)=—= N T nj cos (z cos w) sin*w do,
0
welche spater von Jacobi von Neuem abgeleitet wurde durch An-

wendung einer sehr merkwiirdigen allgemeinen Methode. #*)

§ 6. Entwicklung von cos (z sin ®) und sin (z sin ®) nach
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von w.

Die Formel (2.d) kann so geschrieben werden:
7

3. J"(z)=%] [cos (zsin w) cos nw + sin (z sin ) sin no| do.
0
Hieraus ergiebt sich leicht:
7T

' 1 [ s
4.a) J(z) = T'—,_/ cos (z sin w) cos nw dw fiir jedes gerade n,
y ;
und andererseits:

~¥) Bessel: ,,Untersuchung des Theils der planetarischen Stérungen,
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abhandlung. der Math,
Classe der Berliner Akademie, aus dem Jahre 1824. S, 22.

##) Jacobi: ,,Formula transformationis integralium definitorum, Crelle’s
Journal Bd, 15. Seite 13.
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen, 7

k4
4.0) J"(2) :% j sin (z sin o) sin 7o dw  fiir jedes ungerade »,
0

Aus den Formeln (4. ) und (4.5) aber folgt unmittelbar, dass
die Entwicklungen von cos (z sin ®) und sin (z sin @) nach den
Cosinus und Sinus der Vielfachen von o mit Coefficienten behaf-
tet sind, welche identisch sein miissen mit den J”(z). So erge-
ben sich die (schon von Bessel aufgestellten) Formeln:

(5.a) cos (zsinw)=J%z) + 2J%z)cos2m + 2 J4(z)cosda 4 +-------
(5.0) sin (zsinw)=2J!(z)sin w42 J?%(z)sin3 0+ 2 J%z)sin Do 4 ++-+-
Hieraus folgen leicht die spiter nothwendigen Formeln:

(6. a) 1=J7%p) 4+ 273%2) + 2J%=) + 2J%2) + - -+ --
(6.0) 2= 2:1JY2) 4 2:3J3(2)+2:5J3(2)+2-TJ7(z) + - - - - 3
denn (6.«) ergiebt sich aus (5.a), sobald man =0 setzt; und
(6.6) wird erhalten, wenn man (5.5) nach o differenzirt, und so-
dann wiederum w=0 setzt.

Die Gleichungen (6.«,5) lassen sich iibrigens, mehr sym-
metrisch, auch so darstellen:
(T.6) 1= () 4 & I2(s) 4, (2) +egd(a) 4 oo
(1.0) z=1¢&,J1(2) + 3e;J3(z) + be;, J°(z) +Te;J(z) + ----- ’
wo &, eine Constante vorstellt, welche spater noch vielfach benutzt
werden soll, welche = 1 ist fir » == 0, und = 2 ist fir » > 0.
Die Entwicklungen (5.a,b) fithren, wie hier beilaufig be-
merkt werden mag, zu einer nenen gemeinschaftlichen Darstel-
lung simmtlicher Functionen J durch ein bestimmtes Integral.
Substituirt man nimlich in jenen Entwicklungen n 4 —Z an
Stelle von @, so erhéalt man:
(8.a) cos (zcosm) =J" — 2 J%cos 20 4 2 J cos 4y — 2 J% cos 67

+2J8cos8n_....-’
(8.0) sin (zcosn) = 2 J! cos n — 2J° cos 3y +2 J° cos By
=% T cos (R S ;

wo JO, J%, J2. .- - - zur Abkiirzung gesetzt sind fiir J9(z), J1(z), J*(z), - - - -

Durch Benutzung der Grosse i =}/ —1 kénnen wir diesen
Formeln folgende Gestalt verleihen:
(9.4) cos (zcosm) == J® 4 2i2 J2cos 2y + 2i1 J4cosdn + 2i6 I cos 6y
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8 " Erster Abschnitt.

(9.6)  isin(zcosy) = 2¢ J' cos n + 2i% J3cos 3y 4 24 J°cos by

SIS T
Hieraus folgt durch Addition:
n=—eo

(10) eizcosn — 2 ¢, 47 J" cos ny,
n=0

wo die Summation iber alle positive ganze Zahlen hinlauft, und
¢, die vorhin eingefihrte Conslante vorstellt.

Aus dieser Entwicklung (10) ergiebt sich nun unmittelbar
(statt J» setzen wir wieder J”(z)):

n
(11) ) = - / ¢ <031 cos i diy,
0
oder, was dasselbe ist:
’ kA
(12) T Lf;t-l)—"fe"”"sﬂ cos nn dn,
0

eine Formel, welche, ebenso wie die Formeln (2.4) und (2.4"),
giltig ist far jedes beliebige n.

§ 7. TUebergang von der Bessel’schen Function erster
Art J” zu den Functionen zweiter Art 0”.

Die Untersuchungen dieses § werden provisorischer Na-
tur sein, nimlich angestellt werden auf Grund und mit Halfe
hypothetischer Voraussetzungen.

Es handelt sich darum, neue Functionen aufzustellen, welche
einer gewissen vorgeschriebenen Anforderung Geniige leisten. Un-
sere erste hypothetische Voraussetzung besteht darin, dass diese
vorgeschriebene Anforderung iiberhaupt erfilllbar ist, besteht also
in der Annahme, dass die gesuchten Funklionen wirklich exi-
stiren.

Von dieser Hypothese aus fithrt ein directer, vollig siche-
rer, aber hochst beschwerlicher Weg zu jenen unbekannten
Functionen hin. Diesen Weg werden wir nicht betreten. Wir
werden einen andern, indirecten Weg einschlagen, der aller-
dings bequem, aber ausserst unsicher ist, der namlich nur pas-
sirhar sein wird mit Zuhiilfenahme von drei Voraussetzungen,
die wiederum vollig hypothetischer Natur sind.

Ob also die Functionen, zu welchen wir in solcher Weise
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen, 9

gelangen, der vorgeschriebenen Anforderung wirklich Geniige lei-
sten, wird durchaus zweifelhaft sein. Und dieser Zweifel wird
erst beseitigt werden in spiteren §§.

Es seien « und y zwei belicbige complexe Variable, geome-
trisch also dargestellt durch irgend zwei Puncte in der zEbene.

Ferner seien J%(z), J'(x), J*«), - - - - die dem Argument « ent-
sprechenden Bessel’schen Functionen. Endlich mogen mit 0%(y),
0'(y), 0y), - - - - die dem Argument y entsprechenden unb e-

kannten Functionen bezeichnet werden. Die vorgeschrie-
bene Anforderung, der diese unbekannten Functionen genii-

gen sollen, lautet:

(La) -2 = T'(a) 0(y) +27(2) 0'(5) +27%(a) 0*y) +27%x) 0°()
und kann also, mit Benutzung der frither eingefihrten Con-
stanten :

&=, Bi—ble— e =g = eyl
auch so ausgedriickt werden~
1
(1.5) P Z’e,, J"(@) 0" (y)-

Die unbekannten Punct1011011 0" (y) sollen namlich, wird gefor-
dert, von solcher Beschaffenheit sein, dass diese Gleichung (1.,0)
entweder allgemein stattfindet bei vollig freier Beweglichkeit der
Puncte «, y, oder wenigstens staltfindet, so lange die Bewegung
jener Puncte beschriankt bleibt auf irgend welche Flachen-
gebiele.

Unsere erste Hypothese l)esteht wie schon angedeutet,
darin, dass die einer selchen Anforderung entsprechenden Func-
tionen 0 (y) wirklich existiren. Von dieser Hypothese aus fahrt
ein leicht findbarer directer Weg zur Aufstellung jener unbe-
kannten Functionen.

Wir schlagen einen andern, indirecten Weg ein, und be-
ginnen mit folgenden Betrachtungen. Versteht man bei irgend
einer Function / (x, ») oder f unter A und 4’ die Operationen:

ot fi A
af =004 L0y g
i) f of 1+
’ % Y
Af=zt & ST+ /)

so ergiebt sich

www.rcin.org.pl



10 Erster Abschnitt,

(y w) JJtiF ¢ 37%:

.xzd(‘/_) s TR

(y—a)3 + y——x’

oder

oder, wenn man die Differenz y—a = u setzt, und » an Stelle
von « einfihrt,

22 4 (y_—l;) sy (y—u) 2y —u) 5 (y—;u)z,

ud

1 22
S ke e U S T

ud
oder, wenn man nunmehr » wieder ersetzt durch seine eigent-
* liche Bedeutung y—a:
atd (y_éiw) 3 (yiz_{/;)e 730 (,j—x)" e 1+y (y+x)
Diese Formel kann, wie leicht zu iihersehen, auch so dargestellt
werden:

Py =p LY B 4T — it

und kann daher mit Benutzung des in (2) eingefithrten Opera-
tionszeichens 4" auch so geschriehen werden:

(3) w“f(yi )-JUQ =) — & + ).

Die Gleichung (1. «, b), deren Benutzung gestattel ist auf
Grund unserer ersten Hypothese, fithrt nun mit grosser Leich-
tigkeit, jedoch mit Herbeiziehung einer zweiten Hypothese,
zu den Formeln:

(1_ ) Z‘ & 0" (y) AJn(a),

al J(z) 4°0"(y).

Die hiebei erforderliche zweite Hypothese besteht in der An-
nahme, dass jene durch irgend welche unbekannten Functionen
0" (y) erfilllbare Gleichung (1.«,5) giiltig bleibt bei wiederholter
Differentiation nach x, .

Die Substitution der Werthe (4) in die Gleichung (3) liefert
() y+a=23¢ (J” (@) y*4"0"(y)— 0" (y) -2 47" (@)-

0

4
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen. 11

Nun genugt die Bessel’'sche Function J”(x) der (Seite 5 angege-
benen) Differential-Gleichung

2 Jn () 1 aJn (x)

0x?

n
0= o = (1 E) JB(%)
welche mit Anwendung des in (2) eingefithrten Operationszei-
chens 4 auch so darstellbar ist:

n2
0= 4J"(x) — —5 J*().
Substituirt man diesen Werth von 4J”(z) in (5), so erhilt man
(6) y+e=2e @) (40 —n0m(y))

Hier haben wir das Binom y 4 « vor uns, entwickelt in eine
nach den J*(a) fortschreitende Reihe, deren Coefficienten repri-
sentirt sind durch Functionen von .

Eine. derartige Entwicklung des Binoms y + x lasst sich
leicht noch in anderer Weise erhalten, namlich durch Benutzung
zweier fritherer Formeln (Seite 7), welche, wenn man den dor-
tigen Buchstaben z mit « vertauscht, so lauten:

L=, J(x)e F e T2 () Feg i) s 4 onee

x=1e J' (x) + 3¢&5 J3 (x) + Hey J°(x) + - - - - -
Wird die erste dieser Formeln mit y multiplicirt, und sodann
die zweite hinzuaddirt, so ergiebt sich

(M y+ae=c¢g-yl@+ &yle) + ey Sta)+ -
+ &1 Jx) + &-37%(x) + &-5%(x) + - - - -,

eine Entwicklung, welche, ebenso wie die in (6), fortschreitet
nach den J*(x) und Coefficienten besitzt, die unabhidngig von
« sind.

Die drifte Hypothese dieses § besteht in der Annahme,
dass diese beiden fiir das Binom y 4 « erhaltenen Entwicklun-
gen (6) und (7) unter einander identisch sind, Sie fithrt uns
augenblicklich zu den Formeln:

yr Al 0n(y) — n0"(y) =y fiir jedes gerade n,

@®)

y: A4 0" (y) — n20"(y) =n fiir jedes ungerade »,

Formeln, welche, mit Riicksicht auf die Bedeutung von 4’, in
ihrer ausfithrlichen Gestal{ so lauten:
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12 Erster Abschnitt.

02 07 (y) 3 00(y) } i1 0" (y) = 3 ad
ye Y + 7 ; 75 (1 n ”—2 ) (]/) e (ger €es 71),

2 On .
Ui Z/?(z/)_i__d_
Eine etwas l)cquemcw Gestalt elllallen diese Differential-Gleichun-
gen, wenn man
(10) 0" (y) = y*~* Q*(y)
substituirt. Fir die Functionen £”(y) ergeben sich alsdann die
Gleichungen:
0?82 (y) + 2n+1 aﬂ"(y) + () s

2

oy? 7 yn

/ n
() = it (ungerades ).

(gerades =),

(11)
0*Qn(y) o 2n41 E).Q," (1/)
oyt Y

Fiir diese letzleren (Jlelcllungen lassen sich gewisse parti-
culiare Losungen leicht ﬁnden mil Hilfe der Ansitze:

C,

y) ==
(12)

Qr(y) = ,/"+1 ar J,,_H = J”+5 + - - (ungerades n).

+ Qr(y) = y—,,%_—i (ungerades n).

e y"+2 e J,,+4 T O (gerades n),

Die Constanten C lassen sich ndmlich ohne Mithe der Art be-
stimmen, dass den Gleichungen (11) Geniige geschieht. Auch
findet man, dass diese € nur bis zu einem gewissen Range Werthe
besitzen, spiter aber verschwinden, dass also die vorstehenden
Ansitze zu particuliren Losungen fihren von geschlossener
Gestalt.

Hieraus ergeben sich dann unmittelbar entsprechende parti-
culare Losungen fiir die urspriinglichen Differential - Gleichungen
(9). Sie lauten:

i) == (1+

(13) 12 (2—12) (n2—3° (n2—12) (2 — 32) (n2—5?)
n< ——+n )"_)_‘_l’., n n (+

n(n?—22) n?(n2—22) (n?—42)
7 o Cium
(gerades n),

L0 (y)= P 7t Y5

(ungerades u).
Diese Werthe besitzen eine geschlossene Gestall. Denn die
in den Parenthesen befindlichen Reihen brechen von selber
ab, wie man augenblicklich erkeunt.
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen. 13

Die vierte und letzte Hypothese dieses § besleht end-
lich in der Annahme, dass die eben -gefundenen particuliren
Losungen der Differential - Gleichungen (9) identisch sind mit den
gesuchten Functionen, d.i. mit denjenigen Functionen 0"(y),
durch welche die in (1) gestellte Anforderung erfullt wird.

Dass solches in der That der Fall ist, wird spater mit vol-
ler Strenge nachgewiesen werden. Um aber diesen Nachweis
fithren zu konnen ist es erforderlich, dass wir die erhaltenen
Functionen 0”(y) niher ins Auge fassen. Um dabei eine gros-
sere Symmetrie mit unseren fritheren Untersuchungen iiber die
Functionen J”(z) zu erzielen, werden wir den Buchstaben y ver-
tauschen mit z.

§ 8. Die Bessel’schen Functionen zweiter Art 0~

Die beiden Differential - Gleichungen (9) kionnen (wenn man
den Buchstaben y mit z vertauscht) zusammengefasst werden in
die eine Gleichung:

rRF 3 OF 21
49 Sr+ - 5+ (1_ )F::g,,,

wo dann g, eine gegebene Function von =z vorstellt, von ver-
schiedener Bedeutung je nach dem Werthe von »; nimlich:

1
g —1 fiir jedes gerade =,
(14.a)
n
gn = % fiir jedes ungerade n.

So hypothetisch die Untersuchungen des vorhergehenden §
auch sein migen, mit voller Gewissheit geht aus ihnen hervor,
dass dieser Differential - Gleichung (14) geniigt wird durch eine
Funetion 07(z), welche, jenachdem n gerade oder ungerade ist,
dargestellt wird durch eine der beiden Formeln:

0n(z) = %( 14 :; n¥(nk = 2% + n?(n?——?%)(n'l—i?) Ak )

. 26

(gerades n),

(15.a) @&

07(z)= %<1+ "2_:__‘2124. (”;—1:4("2 32)_,_ "2—;12)(—';3?,),("\2::’3?), s

(nngerades n).
Diese Formeln sollen von jetzt ab als die Defini-
tion der Function 07(z) angesehen werden. Aus ihnen er-
giebt sich, um einige Beispiele anzulithren:
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14 Erster Abschnitt.

0(s) = 1,
(15.4) 0 = 5 + &
o= dg g
und andererseits:
0's) = 55
(15.4") 0% = 2 + %,
e T S

Allgemein erkennt man aus den Formeln (15,4) und mit
Riicksicht auf das Abbrechen dieser Formeln, dass 07(z) eine

, A 1
ganze rationale Function von — vom (n 4 1) Grade

ist, welche verschwindet fir z = oo.

Die beiderlei Werthe, welche 0" (z) besitzt, jenachdem 7 ge-
rade oder ungerade, konnen, auf etwas kiinstliche, fir einige
Untersuchungen aber vortheilhafte Art, in gemeinsame Form ge-
bracht werden. Setzt man nimlich:

A" =il o
At i

A —non,

4" = n-(n—1) (n+1),

4" = n-(n—2)n(n+2),

A" = n-n—38) (n—1) (n+1) (n+3),

4" =n-n—4) (n—2)n(n+2) (n+4),

u. s. w., mithin alloemem.
Ay =n-(n—p+3) (n—p+5) (n—p+T) - (n+p—3)
und selzt man ausserdem:
o l)e 1— (—1)n+»
2 2 &
'so dass also 4,4, den Werth O oder 1 besitzt, jenachdem » -+ p
eine gerade oder ungerade Zahl ist, so erhilt man fiir jedes be-

liebige n:

s — , folglich 1,4, —

p:w
(15.a") 07 2) i ==e 3 el g 04, a3,
p=1
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Die obere Grenze dieser Summe kann nimlich = oo gesetzt wer-

den,

weil die bei der Summation entstehende Reihe von selber

abbricht mit einem gewissen Gliede. Bei geradem n verschwin-
det der Factor 4 fir jedes gerade p, so dass nur ungerade
Potenzen von z tibrig bleiben. Und ebenso sieht man, dass nur
gerade Potenzen von z iibrig bleiben werden, sobald » unge-
rade ist.

Eine andere und weit einfachere Darstellungsart ergiebt sich

fir die Functionen 07(z), wenn man die als Definition hinge-
stellten Ausdriicke (15.4) in umgekehrter Weise (nach stei-
genden statt nach fallenden Potenzen von z) ordnet. Man findet
alsdann fir jedes beliebige » den Werth:

(15.

» 27 1n 1 22 z4
b) &0 (z) 2 z"+1< + 22n—2 + 2-4- 271;-§§n—4+'.;'.") ¢

wo unter &, wiederum jene schon oft gebrauchte Constante zu
verstehen ist, welche den Werth 1 hat fir » = 0, den Werth 2
fir » > 0. Diese Formel zeigt eine iiberraschende Aehnlichkeit
mit der fir J”(z) auf Seite 5 angegebenen Formel (2.2). Sie
leidet aber an der Unbequemlichkeit, dass der in Parenthese ste-
hende Ausdruck nicht von selber abbricht, des Abbruchs aber
bedarf. Das letzte jenem Ausdruck noch einzuverleibende
Glied lautet, jenachdem n gerade oder ungerade ist, entweder:

n

2:4.---n-20—2:2n—4.n

(gerades 7),

oder:

an—1

2:4:0on—1:2n—2-2n—4 - n41 (ungerades n).

Bemerkt mag noch werden; dass die Formel (15.5) auch so

darstellbar ist:

(15.¢)

i )+ O R ]

Der in Parenthese stehende Ausdruck bedarf hier wiederum

des

oder:

Abbruchs. Sein letztes Glied lautet entweder:
H 71.—
A L (gerades n),
H ]IVI i
o (:) (ungerades 7).
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Die Function 07 (z) ist, wie schon (Seite 14) bemerkt
wurde, zu charakterisiren als eine ganze rationale
Function von % vom (n41)" Grade, welche verschwin-
det fiir z==00. [IHiermit steht, wie man augenblicklich tber-
sieht, in unmittelbarer Beziehung der Abbruch der Ausdriicke
(15.b,¢). Diese Ausdriicke sind namlich, dies konnen
wir als allgemeine und stets giiltige Regel hinstellen,
jederzeit so weil fortzusetzen, als es vertriglich ist
mit dem eben genannten Charakter der Function 07(z).

Endlich kann die Function 07 (z) auch dargestellt werden
durch ein bestimmtes Integral. Von den Ausdriicken (15. ) aus-
gehend findet man ohne erhebliche Anstrengung®):

(15.d)  07(z) = J Can b T o £ Sk
0

2zn41

Schon die #ussere Gestalt der Functionen J und 0 verrith,
wenn man einen Blick auf die Formeln (2.5) Seite 5 und (15.0)
Seite 15 wirft, eine gewisse Zusammengehorigkeit dieser Func-
tionen, ihnlich derjenigen, welche zwischen den Kugelfunctionen
P und 0 stattfindet. Dass eine solche Zusammengehorigkeit wirk-
lich vorhanden ist, wird die weitere Untersuchung deutlich her-
vortreten lassen.  Mit Riicksicht hierauf mag es mir gestattet
sein, den Namen der Functionen J auszudehnen auf die 0, nim-
lich die J als Bessel’sche Functionen erster Art, die 0
als Bessel’sche Functionenzweiter Art zu be-
zeichnen. ; ;

Ein Mangel in der erwdhnten Analogie besteht allerdings
darin, dass P und 0 particulire Lésungen ein und derselben
Differential Gleichung sind, wihrend die Functionen 7 und 0 ver-
schiedenen Differential-Gleichungen zugehoren, nimlich den Glei-
chungen (1.) Seite 5 und (14.) Seite 13.

§ 9. Integral-Eigenschaften der Bessel’schen Functionen
; erster und zweiter Art.

Die Function J”(z) wird durch eine Reihe (Seite 5) darge-
stellt, welche nach positiven ganzen Potenzen von =z fortliuft,

#) Die Ableitung dieser Formel unterdriicke ich, weil von ihr im
Folgenden kein Gebrauch gemacht werden wird.

www.rcin.org.pl



Definition und Eigenschaften der Bessel'schen Functionen. 17

und welche (ebenso etwa wie die Reihen fiir sinz und cosz)
convergent ist fiir alle Puncte der zEbene. Daraus folgt:

(1) Die Function J*(z) ist auf der z Ebene allenthalben eindeutiy
und stetig. Gleiches gilt von ihren sammtlichen Ableitungen.
Andererseits ergiebt sich aus der fir 0”(z) hingestellten Defini-
tion (Seite 13.):

(2)  Die Function 0*(z) ist von der Form:

@)=+ o ar e+

wo d, B, C,”--- G, H Constante, und zum Theil = O sind. Sie
ist daher eindeutig und sletig in allen Puncten der = Ebene, ausser
im Puncte 0. Gleiches gilt von ihren Ableitungen.

Aus (1) ergiebt sich unmittelbar:
(3) T PR dre= 0,
wo die Integration auf der zEbene hinerstreckt sein kann tber
eine beliebige in sich zuriicklaufende Curve, und wo m,n irgend
zwei beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen vorstellen.
Ebenso ergiebt sich aus (2), dass die analoge Formel

) Jom(z) 07(z) dz = 0,
giiltig sein wird, sobald die in sich zuricklaufende Integrations-

Curve ein Gebiet umgrenzt, welches den Unstetigkeitspunct 0
der Functionen O nicht in sich enthalt. Beachtet man aber,

dass das Integral
g
zP 29’ :

hinerstreckt tiber einen um jenen Punct O beschriebenen Kreis,
verschwindet, sobald p, ¢ positive ganze und von O verschie-
dene Zahlen sind, so ergiebt sich mit Ricksicht auf die in (2)
angegebene allgemeine Form der Functionen O augenblicklich,
dass die Gleichung (4) an die eben gemachte Beschrinkung nicht
gebunden ist, dass sie vielmehr, ebenso wie (3), giiltig sein wird
fir jede beliebige in sich zuriicklaufende Inlegraliogs-Curve )

*) Streng genommen, muss vorausgesetzt werden, dass die Inte-
grations-Curve den Punct 0 nicht beriihrt, weil sonst der Ausdruck
unter dem Integral unendlich gross werden wiirde in dem Augenblick,
wo die Integration diesen Punct passirt. Dieselbe Voraussetzung wird
auch noch spiiterhin in diesem § gemacht werden. Sie liegt so deut-
lich zu Tage, dass ihre jedesmalige Erwihnung iiberfliissig erscheint.

Neumann, Theorie d. Bessel’'schen Functionen, 9
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Um endlich drittens die Integfale von der Gattung
) j J™(2) 0" (z
zu untersuchen, gehen wir wruck auf die Differential - Gleichun-
gen. Setzen wir zur Abkiirzung J”(z) = J und 0" (z) = 0, so
lauten jene Gleichungen (Seite 5 und 13) folgendermassen:
R

(6)
20 3 20
e e Gt s A

und konnen, wie leicht zu tibersehen, auch so dargestellt werden:

e g Sk S0,
(1)
8210 + 727 3é~ (1_ ) 20 — 20n-

Hieraus erglebt sich, wenn man die erste Gleichung mit
— 20, die zweite mit J multiplicirt, und dann beide addirt:

0%20 azJ 1 020 = SRR
(Jﬁﬂ e Bﬁ) 3 z (" bl e 20 ’o‘:) ¥ )
| TN
o 71:* " 20 = 29,
oder, wenn man zur Abkurzuno T = a‘ — 20 %:: U setzt:

"+l + m —n)"f e
oder wenn man mit z multiplicirt:
Vb v+ m2— ) IO = 2,
oder, was dasselbe ist:

8) 05;[/ + (m?*— n% JO = 2%, J.
Integrirt man diese Gleichung uber eine beliebige in sich

zuricklaufende Curve, so’ergiebt sich:

(9). . (m* — n?) [J0dz = [ 2¢, Jdz. -
Das Product 2%, ist (zufolge des Werthes von g, Seite 13)

entweder — z, oder =— n. Demnach ist z%,J, ebenso wie J sel-

ber, auf der zEbene iiberall eindeutig und stetig, das iiber jene

Curve hinerstreckte Integral f 2%g, Jdz also = 0. Somit verwan-

delt sich die Gleichung (9) in:
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(10) (m? — nz)fJOdz =0

oder ausfibrlicher geschrieben, in:

(10. @) (m* — n?) fJ"‘ 2 0% (z)dz == 0.
Hieraus folgt, dass

(11) JIm(2) 0" (2)dz = 0

sein muss, so oft die Zahlen m, » verschieden sind.

Zu untersuchen bleibt schliesslich noch der Werth des Inte-
grales (11) fir den Fall » = . Nach den Definitionen von J”(2)
und 0"(z), Seite 5 und 15, ist

J*(2) :2»"11?"(1 + az® + b2t 4 - - -),
on ]
:T_F';O +azt 4 Bt 4o-on),
wo a, b, ... a, 3, .... Constante sind, auf deren Werthe es
hier nicht weiter ankommt. Hieraus folgt durch Multiplication:

e "(2) 0() =4 (1 + 422 + Bt 4 --.),

wo A, B, ... ebenfalls Constante sind. Integrirt man diese
Gleichung wber irgend eine in sich zuricklaufende Curve, so er-

halt man
& fJ"(z) 0" (2)dz = %

Hieraus aber folgl, dass das Integral
(12) & [J"(2) 0" (2)dz = 2mi, oder = 0
sein muss, Jenachdem das von der Curve umgrenzte
Gebiet den Punct O enthalt, oder nicht enthalt. Vor-
ausgesetzt wird dabei, dass die Integration um dieses Gebiet her-
umlauft in positiver Richtung.

Die einzelnen Ergebnisse in (3), (4) und (11), (12) konnen
folgendermassen zusammengefasst werden.

Versteht man unter f eine auf der z Ebene in geschlossener
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration, so gel-
ten die Formeln :

&, 0" (2)

JIm(z) Jr(z)dz = 0,
(13) fO”’(z 0" (z )dz =0,
SIm(2) 0 (2)dz = &,
wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind.
9

www.rcin.org.pl



20 & Erster Abschnitt.

Wenn das von der Integrations- Curve umgrenzle Gebiet den
Punct O nicht enthalt, so ist jederzeit
dere="0)}
Enthilt aber jenes Gebiet den Punct O in sich, so ist
k=22 oder =0,
&n
jenachdem die Zahlen m, n gleich oder verschieden sind.

Um jede Ungenauigkeit zu entfernen; ist schliesslich noch
zu bemerken, dass einige der hier aufgefihrten Formeln ungil-
tig werden, sobald die Integrationscurve den Punct O beriihrt;
wie sich solches sowohl aus der Beschaffenheit dieser Formeln,
als auch aus ihrer Herleitung leicht erkennen lasst. Andere Aus-
nahmefalle existiren nicht.

§ 10. Recurrirende Eigenschaften der Bessel’schen Func-
tionen erster und zweiter Art.

Die Definitionen der Functionen J und O fithren, wie so-
gleich erlautert werden soll, zu folgendem merkwiirdigen Satz.

Fir jedes beliebige n (ausgenommen n = 0) ist:

2?%1(:) P Ju—1(z'> — JnH(),
(14.a)
2206 — gr-1() — orki(a)

Auf den Fall n =0 sind diese Formeln schon desshalb nicht an-
wendbar, weil J=1(z) und 0—'(z) okne Definition geblieben sind.
Diese Liicke findet ihre Ausfillung in den Formeln

ol [z)n s

0z - Sz, :
(14.5)
20 0(~
008"(-) A 01 (:)

In Bezug auf diese Relationen herrschi also zwischen den beiderlei
Functionen J und O die vollstandigste Uebereinstimmunyg.

Die Relationen fir die J lassen sich auf Grund der festge-
setzten Definition:
zn 22 24
o) M=oy sa (1 gl Y Ty e T TR e g )
mit solcher Leichtigkeit beweisen, dass ein naheres Eingehen
hierauf uberfliissig erscheint,
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen. 21

Mehr Miihe macht der Beweis bei den 0. Was zuniichst den
Fall » = 0 anbelangt, so ergiebt sich die Relation (14.%) augen-
blicklich aus den (Seite 14) gefundenen Werthen:
0°(z) = —, L) — .

Hlb—‘

Um die den ubrigen Fallen » > O entsprechende Relation (14.q)
zu beweisen, gehen wir aus von der Formel

(16) o) —= g oA 2T
(welche Seite 14 besprochen ist). Aus dieser folgt:
' 02=Yz) == ZBhuyp h A" 1 2P,

(17) OREL ) By s bt 5,
007(z) N y—pP—
% = — Ep 1,,_'_1, AP T 1.

Die Summationen X sind hier erstreckt itber p —1, 2,3, ----. oo.
In den drei Ausdriicken (17) sind die Coefficienten von z—2 fol-
gende:
}‘n—]-p—l Apn~1 >
(17.a) Aagptr 4T,
— (p—1) Aupp—1 A1
Diese Coefficienten nun miissen, falls jene Ausdriicke (17) der
Relation

2 007(z) — Oon—1 (z) 2k O”+1(Z)

0z
geniigen sollen, von solcher Beschaffenheit sein, dass
(16) — 2(p—1) hup—1 4" p—1=hp 14" 7" — hugp 1 " +1

ist. Die Indices der drei 2 (nimlich n» + p — 1 und 2 4+ p 4 1)

sind entweder beide gerade oder beide ungerade, die Grossen A

selber also von gleichern Werth; so dass die zu erfiillende Glei-

chung sich reducirt auf:

17) — 2(p—1) L1 = ANt — A2l

Dass diese nun aber wirklich erfullt wird, zeigt sich augenblick-

lich, wenn man fiir die 4 ihre Werthe (Seite 14) substituirt.
Von Bessel selber wurde bereits eine Relation entdeckt, wich-

tig fir eine recurrirende Berechnung der Functionen J.

Er fand namlich:
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22 Erster Abschnitt.

Fir jedes beliebige n (ausgenommen n = 0) ist
(18) R0 s e el

eine Relation, welche auf den Fall n=0 schon desshalb nicht an-
wendbar ist, weil J—'(z) ohne Definition geblieben ist.

Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich, mit Zu-
grundelegung der Formel (15), durch eine einfache Rechnung
leicht uiberzeugen.

Subtrahirt man von der Relation (18) die in (14.4) aufge-
stellte Relation:

8 e AN TR (2) — Jn+i(z),
so ergiebt sich:
(19) SAFely s el g JERL(2),
Diese letztere Relation hat vor den fritheren den Vorzug, dass
sie nicht allein fir » > O gill, sondern auch noch giltig ist fir
n=20. Denn fir » =— 0 verwandelt sie sich in

(19.qa) oy 5_%0;(‘2_ = J1(z),

eine Formel, welche identisch ist mit (14. ). Somit konnen wir
folgenden Satz hinstellen. )

- Far jedes beliebige n (inclusive n = 0) ist;
(20) ) = 2y — 228,
eine Relation, welche je zwei aufeinanderfolgende der Functionen J
miteinander verbindet.

Bei den Functionen O Eigenschaften zu entdecken, welche
denen in (18) und (20) analog waren, ist mir nicht gelungen.
Die in diesem § angegebenen Relationen sind fir die Bessel’schen
Functionen erster Art, namlich fiir die J, schon von Bessel sel-
ber abgeleitet worden*), und zwar mit Hilfe einer Methode von
bemerkenswerther Einfachheit, welche hier kurz angegeben wer-
den mag. Die Formel (Seite 6):

7

JE2) = %J.cos (nw — z sin w) do

0

#) 1. e. Seite 31 und 34,
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Definition und Eigenschaften der Bessel’schen Functionen. 23

verwandelt sich, wenn man zur Abkiirzung

(21) U= nw — z sin o
setzt, in:
%
(22) Sz l;j cos U do.
T
0
Gleichzeitig wird alsdann:
4
(23) e — %/ cos (U — o) do,
i
¥
(24) Jrtl(z) — nl'/ cos (U + o) do.
0

Nun ist, wenn man z als constant, und nur o als variabel an-
sieht (nach 21):

dsin U=cos U dU=cos U (ndo — z cos o dw),

und wenn man nun nach o integrirt zwischen O und 7:
W=l & gt
[sin U:I =y jcos Udo — z / cos U cos o do.
=0 0 '0
Diese Gleichung verwandelt sich mit Riicksicht auf (21) und (22) in,
b 4

O=nmJ'(z) — z | cos U cos o dw,
0

und liefert daher:
b4

(25) %j cos U cos o do= " Jn(z),
0

Nun ist allgemein:
2 cos U cos w=cos (U—w) + cos (U + o),
mithin:

/E<cos(U—w)+cos (U + co))dco.

.
0

b4
i e 1
—Jcos U cos o' do— —
T ¥4
0

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (23), (24), (25):
(26) WPl = I=10) + IH),
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24 Zweiter Abschnitt.

Ferner ergiebt sich durch Differentiation der Formel (22)
nach z:

Jn
8 __./ sin U sin o do,

oder, was dasselbe ist:

7
3ng(1) = %f(cos(U—w) — cos (U+ co)) do,
0

also mit Rucksicht auf (23), (24):
@7) 22720 — ety — Jrbipy),

Die Formeln (26) und (27) sind aber identisch mit den in (14)
und (18) aufgestellten Relationen.

Ein noch anderer Weg zur Herleitung dieser Relationen ist
von Anger*) eingeschlagen. Anger geht aus von den (Seite 7
angegebenen) Entwicklungen der Ausdriicke cos (z sin o) und
sin (z sin o).

Zweiter Abschnitt.

Entwicklung nach Bessel’schen Functionen.
§ 11. Convergenz gewisser Reihen, deren Glieder durch
Bessel’sche Functionen ausgedriickt sind.

Wir bezeichnen mit R und R?? folgende Reihen

n—aw

(1) st I (@) 0"(y),
__ "5 opdn(z) 0107(y)
(2). BEE = nfo 0 up oy

und werden untersuchen, wie die Argumentie x, y beschaffen
sein miissen, damit diese Reihen convergent sind.

¥) Anger: ,,Untersuchungen iiber die Functionen ch‘, mit Anwen-
dungen auf das Kepler'sche Problem.* Danzig, 1855, Seite 2—b.
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen, 25

Wir beginnen mit der Ableitung eines Hiilfssatzes. Ist eine
Function f(z) auf der zEbene eindeutig und stetig innerhalb eines
beliebig gegebenen Kreises, und ist ¢ irgend ein Punct inner-
halb dieses Kreises, so wird nach der Cauchy’schen Formel
(Seite 1)

(3) fle) =
sein, wo die Integration pOSili‘; hinerstreckt zu denken ist um
den Kreis. Hieraus folgt durch pmalige Differentiation nach c:

orflc) *f(z) dz
oep 2m (z—c)p 1

1 [l
2mi z—c¢

(4)

Zum Puncte ¢ wollen wir gegenwirtig den Mittelpunct des
gegebenen Kreises nehmen. Setzen wir gleichzeitig, was die
Randpuncte z anbelangt:

AR SR
mithin

dz — pe'74d9,

wo ¢ den Radius des Kreises reprisentirt, so verwandeln sich
die Formeln (3), (4) in folgende:

®) M=$IMW
® G = @ 35 | reerivae

Mit Hilfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe
kleiner ist, als die Summe der Moduln:

mod (u+ v+ w4+ --.) < mdu+modv+ modw + ----,

ergiebt sich nun aus der Formel (6):

oPf( o, 1 i
moo acPC) < ﬁ ﬁfmoa (f(z) e‘l’"’d&),

oder weil mod e—P¥ — 1, und mod d9 = d9 ist:

(1)  moo 3Patf}(7c) = gP 271‘ fmoa f(z) -

Reprasentirt die Constante M den grossten Werth, welchen
moo f (z) innerhalb des gegebenen Kreises besitzt, so wird die
rechte Seite der vorstehenden Formel, wenn man mod f(z) durch
jene Constante M ersetzt, noch weiter vergrossert werden, Um
so mehr also wird

www.rcin.org.pl



26 Zweiter Abschnitt,

/ 31’/"( Iy 21 . IIp
(8) moa 801) < '9;‘ é;vfﬁ[da, d. L < -b;* M

sein. Also:

Ist f(z) innerhalb eines um den Punct ¢ mit dem Radius @ be-
schriebenen Kreises eindeutig und stelig, und ist M das Maximum
ihres Moduls innerhalb des Kreises, so ist jederzeit
9) Mmoo 9%[5)0) e Ig:' M.

Dieser Salz wurde schon von Cauchy aufgestellt™).

Wenn ich die Begriindung eines schon bekannten Satzes hier von
Neuem dargelegt habe, so ist es nur geschehen, um die unbe-
dingte Zuverlassigkeit desjenigen Fundamentes vor Augen
zu fithren, auf welches die nachfolgende Untersuchung basirt
sein wird.

Sind @, y zwei beliebig gegebene complexe Grossen, also
irgend zwei gegebene Puncte auf der zEbene, so sind (Seite
5 und 15) die Bessel’schen Functionen J”(x), 0”(y) dargestellt
durch die Formeln:

Py A il s B o at B aheais g
Dl (1 2onte T 2azifoontt T mf-)'
(10)
S N y? 7
0yl (1 Y Yoy Sl » g (g ﬁ“-)'

Hier steht N zur Abkirzung fir die Zahl 27IIn. Die rechte Seite
der ersten Formel reprisentirt eine ins Unendliche fortschrei-
tende Reihe, die der zweiten Formel hingegen einen Ausdruck,
der bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist. Solches soll
angedentet werden durch die zugesetzten inf. und fin.

Mit Riicksicht auf den Satz, dass der Modul der Summe klei-
ner ist.als die Summe der Moduln, ergiebt sich nun aus (10):

e an o? Lot 1
mod J' (x) o N (1 3 22042 * 2:4-2n4-2-2n-4 el inf. )’
(11)7
: [tk B =
mod £ 0"(y) < ﬁ"+1(1 e s et i . ) !

*) Briot et Bouquet: Th. des fonctions doubl. périodiques. Paris
1859. Seite 44.
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen. 29

wo « den Modul von x, und f den von y reprisentirt. Die
rechten Seiten dieser Formeln werden, wenn man die in den
einzelnen Gliedern vorhandenen Nenner verkleinert, noch wei-
ter vergrossert. Um so mehr ist also:

o &b

moo J* (x )<*A (1+ +1_._ii+'173’.§+ ..... inf.),
(12) 4 :
mod &,0 ( ) ﬁn+1 (1 o e + 1{32 = 1‘26’3 + e fin. )

In der zweiten Formel endlich wird der Ausdruck rechts gegen-
wartig noch weiter vergrossert werden, wenn man seine Glieder
nicht abbrechen, sondern (ebenso wie die in der ersten Formel)
ins Unendliché fortlaufen lasst. Hierdurch ergiebt sich:

mod J" (x) < —— e*%,
(13)

prt1

Wir beschreiben auf der zEbene um jeden der beiden ge-
gebenen Puncte x, y einen Kreis vom Radius ¢. Innerhalb des
einen Kreises sind alsdann das Maximum und Minimum von 700 z
reprasentirt durch @ + ¢ und @ — . Desgleichen sind das
Maximum und Minimum von 00 z innerhalb des andern Kreises
reprasentirt durch f 4 ¢ und g — o. Zufolge der Formeln (13)
wird daher das Maximum von m00 J”(z) innerhalb des um z be-
schriebenen Kreises kleiner sein als

mod £,0"(y) < N8

@t 0" patorato;

und andererseits das Maximum von mod &, 07 (z) innerhalb des
um y beschriebenen Kreises kleiner sein als

N

Byt €O+,

Hieraus aber folgt durch Benutzung des vorangesteliten Hilfs-
satzes (9) augenblicklich:

@@ _ Ty (ato)n
o EE e s e o L

moo

(14)
0207 (y)

I,
moo &, o e =

o7 (f—e)n+1

e (B+0)(p+0),
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28 Zweiter Abschnitt.

Anwendbar ist indessen jener Halfssatz nur auf Functionen, welche
innerhalb des gerade betrachteten Kreises eindeutig und stetig
sind. Fir die Gualligkeit der ersten Formel (14) resultirt hier-
aus keinerlei Beschrinkung; denn die Function J” (2) ist auf der
zEbene allenthalben eindeutig und stetig (Seite 17). Die
Function 0" (z) hingegen ist auf der zEbene unstetig im Puncte
0; die zweite Formel (14) wird demnach nur dann giltig sein,
wenn der um y beschriebene Kreis jenen Unstetigkeitspunct 0
nicht in sich enthalt.

Bisher waren die Puncte «, y auf der zEbene beliebig
gegeben gedacht. Fortan wollen wir annehmen, der Punct z
liege dem Anfangspunct O niaher als der Punct y, also anneh-
men, dass mod x < mod y, oder (was dasselbe ist) dass

(15) e« < B
sei. Gleichzeitig mag der Radius ¢ der um « und y beschrie-
benen Kreise so gewihlt gedacht werden, dass

(16) «t+o < f—oe

ist, was dadurch zu erreichen ist, dass man ¢ kleiner als

f—a
2

macht. :
Denken wir uns also durch die
Puncte & und z zwei concentrische
Kreise gelegt, deren Mittelpunct in

/.—@ S
— N : g
/ 3 0 liegt, so wird (mnach 15) z auf
dem kleineren, y auf dem gros-
seren Kreise liegen. Denken wir
! y uns ferner einen dritten concentri-
o
o

schen Kreis, welcher zwischen jenen
beiden liegt, und von jenen gleich
weitentfernt ist, so wird dieser dritte
Kreis (zufolge 16) von den beiden
kleineren Kreisen, welche um 2«
und y mit dem Radius ¢ beschrieben sind, weder geschnitien
noch berithrt werden. Der kleine Kreis um y kann unter die-
sen Umstinden den Punct O nicht in sich enthalten, so dass
also der Anwendung der Formeln (14) auf den vorlie-
genden Fall keinerlei Hinderniss entgegensteht.
Multiplicirt man die beiden Formeln (13) mit einander, und
summirt man das so erhaltene Product iiber die Zahlen
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n=—0, 1, 2, 3, ....o00, so erhdlt man: :
(17) = mod (s,, T () 0"(y)> < evotpp, » %
n=0 x Ly ﬁn+1

Zufolge (15) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also
ebenfalls. Hieraus aber folgt sofort, dass die in (1) zur Unter-
suchung vorgelegte, mit R® bezeichnete Reihe ebenfalls
convergent ist. Denn es ist ein bekannter Satz, dass eine
gegebene Reihe jederzeit convergiren muss, wenn feststeht, dass
die ihr entsprechende Modulreihe convergirt.

Multiplicirt man ferner die beiden Formeln (14) miteinander,

und summirt sodann wieder iber =0, 1, 2, 3, ... c0, so
ergiebt sich:

= _orJr(x) 010" (y)
(18) 7;507”08 <Cn 800? 5 e al/q X

OpIy et = (ate)
Lpllg Qle+0)+@E+0B+0) QSRe)
< ovte © ey ,,Eo (B=—e)ick!

Zufolge (16) ist die Reihe rechts convergent, die Reihe links also
ebenfalls. Somit ergiebt sich, dass die in (2) mit R bezeich-
nete Reihe ebenfalls convergent sein muss. :

So lange also @« < B, d. i. moo « < mod y ist, sind die
Reihen R® und R?¢ jederzeit convergent, ihre Werthe also-ste-
tige Functionen von x, y. Als solche mogen sie bezeichnet
werden mit R (x, y) und RPZ(x, y).

Wir betrachten die beiden Functionen:

(19) RO (@, y) = D& J"(z) 0°(y),
20) R (z, g) = Ze, 279 ongy,

immer unter der Voraussetzung, dass mod x < mod y ist. Da
R (x, y) eine stetige Funclion yvon x, y ist, so gilt Gleiches
auch von ihren Ableitungen, z. B. von
¢ 0 R0 (z, 4
2y 0B & 3)
Sind also & und y gegeben (der Bedingung mod x < mod y ent-
sprechend), so werden die Ausdriicke (19), (20), (21) bestimmte
endliche Werthe besitzen.

Aus (19) folgt unmittelbar:

(22) i (w+ﬁ1'g/)7l:_ 22y ¥ e‘,, {”('ﬂk:;]"_(@ 0(y),
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30 Zweiter Abschnitt.

wie klein die Grosse % auch gewihlt werden mag. Durch Ver-
kleinerung von % konnen wir aber den Ausdruck links beliebig
nahe an die feste Grenze (21), und den Ausdruck rechts be-
liebig nahe an die feste Grenze (20) heranbringen. Daraus
folgt, dass diese beiden Grenzen untereinander identisch sind,
dass also

o0 R0O (, y) s
(23) = B (z,9)
ist. Ebenso wird sich nachweisen lassen, dass

OR® (z,y) __ pot !
(24) o — By

sein muss. Und durch weitere Fortsetzung des angegebenen Ver-
fahrens wird man, wie leicht zu ubersehen, finden, dass allge-
mein

(25) 8P+q R00 (w;y)

VL s Y

o0xP Oyl (@ )

ist. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermassen zusam-
menfassen.

Sind x, y zwei complexe, der Beschrinkung mod x < mod y
unterworfene. Variable, und p, q beliebige Zahlen, so sind die Reihen

Z &, I (a) 0*(y),
si==0
(26)
=P ordn(x) 0107 (y)
5 Oxp oy

n=0

jederzeit convergent, ihre Werthe also stetige Functionen von
x, y. Von diesen beiden stetigen Functionen kann die letztere da-
durch erhalten werden, dass man die erstere pmal nach x und qmal
nach y differenzirt,

§ 12. Fortsetzung. Summation der betrachteten Reihen.

Halten wir nach wie vor an der Beschrinkung fest: mo0 a
< mod y, und setzen wir:

n—wo

(27 a.) =2 e, S Oy,
7=0

oder kiirzer ausgedriickt:

@15) f="Z & 2o,
=0
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so wird f eine stetige Funclion von z, y sein. Gleichzeitig
werden alsdann, ebenfalls auf Grund des vorhergehenden Satzes,
die Gleichungen stattfinden:

of _ "5, ogn 092

ox =0 3 o’
28)

e |

bty 2

Nach den recurrirenden Eigenschaften der Bessel’schen Func-
tionen (Seite 20) und mit Ricksicht auf die eigenthiimlichen
Werthe der Constanten e:

80:1, G ==y T=Eg == == :2,
ist aber
2Jo
80 (,:] Th e e J‘,
ox
(29)
0
& 30 e 01,
%y
und ferner fir jedes von O verschiedene n:
&, %‘:f e Jn~1‘ et ])1-}-1’
(30)
&n afq'f f— On—l Ay 0n+1.
%

Substituirt man diese Werthe (29), (30) in die Formeln (28), so

erhalt man firr % die Reihe:

— OO 01(J0__J2) + 0‘2(]1___]3) -+ 03(‘]2*]4) R ERRRE 5

und andererseits fur f die Reihe:

— JOot 4 JLH(0'— 02) + J2(0'— 0% +]3( __04) 4o
Diese beiden Reihen bestehen, wie man sofort bemerken

wird, aus gevau denselben Gliedern, nur mit dem Unter-

schiede, dass die Anordnung eine elwas verschiedene ist, und
dass die Vorzeichen entgegengesetzt sind. Somit ergiebt sich

e
(31) ok B 0.
Aus dieser partiellen Differential- Gleichung folgt sofort, dass die

Function 7 nur von dem einen Argument y —a abhéngen kann,
also zu bezeichnen ist mit /' (y—a).
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32 Zweiter Abschnitt.

Die Formel (27) kann demnach gegenwirtig so geschrieben
werden:

32) fly—2) =2 & J*(a) 07(y).

n=0
Die festgesetzte Besclirinkung mod « < mod y erlaubt, x gleich
0 zu setzen. Nach der Definition der Bessel'schen Funclionen
(Seite 5) ist aber
J° (0) =1, JHO) = J2(0) = J3(0) == -+ =0.
Fir den Specialfall « = 0 geht unsere Formel (32) demnach
iiber in:

fly) =¢ 00( )s
oder, weil &g =1, und 0° (y) = —y— ist (Seite 14), i

(33) =

Diese fiir ein beliebiges y erhaltene Gleichung bleibt richtig,
wenn man dem y irgend welche Werthe, z. B. den Werth y—a
beilegt. Hierdurch aber ergiebt sich:

@4)’ fly—a) = P

Substituirt man diesen fir /' (y—a) gefundenen Ausdruck in (32),
so gelangl man zu folgendem wichtigen Satz:

Sind ., y complexe, der Bedingung mod x < mod y unlernwor-
fene Variable, so kann der Bruck -*1 — in folgende Reihe entwickell

werden :
(35) A B ) DAy,

o n=0 ¥
Diese Entwicklung wird namlick, so lange die Bedingung moo & <
mod y erfullt ist, jedgrzeit gillig*®) sein.

Gleiches gilt von allen denjenigen Entwicklungen, die aus der
vorstehenden Formel erhalten werden durch (beliebig oft mzederhol-

tes) Differenziren nac/z x und y.

Der hier angehiingte Zusalz ergiebt sich unmittelbar durch
Benutzung des vorhergehenden Satzes (Seite 30).

Aus dem eben erhaltenen Resultat (35) ersehen wir, dass die
Functionen O in der That derjenigen Anforderung entsprechen,

*) Siehe die Randbemerkung auf Seite 4.
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen, 33

welche urspriinglich (Seite 9) an sie gestellt wurde, und welche
damals auf einem sehr hypothetischen Wege zu ihrer Entdeckung
hinleitete. .

§ 13. Entwicklung nach Bessel’schen Functionen
erster Art. :

Auf der zEbene mag ein Kreis beschrieben sein um den
Punct 0, und f(z) mag eine beliebig gegebene Function sein,
welche innerhalb dieses Kreises eindeutig und stetig ist. Be-
zeichnet man die Randpuncte des Kreises mit z, und irgend einen
Punct in seinem Innern mit ¢, so ist nach der Cauchy’schen
Formel (Seite ])

f(z) ) d(l)
(1) "2712 f z—c

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis. Nach dem .
vorhergehenden Satz und mit Ricksicht darauf, dass moo ¢ <
mod z ist, erhalten wir:
@) =, 0%) 200 + & 04) TH(e) + &, O2(3) 22(0) F oo
Die Bedingung mod ¢ < mod z wird, weil z ein PuMn
Rande des Kreises ist, erfillt sein, so lange ¢ innerhalb des
Kreises bleibt (und nicht etwa hart an den Rand riickt). So
lange also ¢ innerhalb des Kreises sich befindet, wird die vor-
stehende Entwicklung (2) giltig sein.
Substituirt man den durch diese Entwicklung dargebotenen

Werth von —Z—l—__c in die Formel (1), so erhalt man:

(3) £le) =, J0(c) + &, J(c) + o J2(c) + -+ -+ - - ;
wo. die Coefﬁcienten o folgende Werthe hahdn:
@ = ffz) 0(s) dz, ©

die Integration positiv hinerstreckt um den gegebenen Kreis.
Dass diese Entwicklung (3) gultig ist, so lange ¢ innerhalb

des gegebenen Kreises bleibt, unterliegt keinem Zweifel. Denn

die in diesem Falle vorhandene Giltigkeit der Reihe (2) muss

sich, wie leicht zu iibersehen, iibertragen auf die Reihe (3).
Differenzirt man die Formel (3) pmal nach ¢, so ergiebt sich:

0 1
(5) apa/c"ﬁc)__ OapJ (¢) #i 161"/ (e) 5 28Pa.lp(c) %

Neumann, Theorie d. Bessel’schcn l*unctlom.n 3
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34 Zweiter Abschnitt,

Fraglich ist indessen, ob die so erhaltene Entwicklung des
p'e Differential-Quotienten von f(c) eine giiltige ist.

Die Formeln (1) und (2) kénnen (was bei der einen unmit-
telbar evident, bei der andern eine Folge des vorhergehenden
Satzes ist) beliebig oft nach ¢ differenzirt werden, ohne dadurch
in ihrer Giiltigkeit beeintrachtigt zu werden. Bei pmaliger Diffe-
rentiation ergiebt sich:

(6) wre) _ Hp [ fE@)d
Ol o5 Rwd (z—c)p 1’
17, ,()17 Jo apJ
@ (z—c])ap-l-l =¢) 0°(2) t%r(C) + &0 (2) (c) A
Hieraus aber folgt, wenn man in der ersten Formel fir TI—TZ)pM

denjenigen Werth substituirt, welchen die zweite darbietet:

0 J
B el s T

wo die Coefficienten f folgende Werlhe besitzen:

© % pigt ) ok

Die hier erhaltene Entwicklung (8).ble1bt (ebenso wie die For-
meln (6), (7), aus welchen sie entsprungen ist) giiltig, so lange
der Punct ¢ im Innern des gegebenen Kreises liegt. Diese Ent-
wicklung aber ist identisch mit der in (5), denn die Coefficienten
B in (9) sind identisch mit den Coefficienten « in (4). Hiermit
ist die vorhin angeregte Frage erledigt.

Wir konnen die Resultate unserer Untersuchung so zusam-
menfassen (den Buchstaben z ersetzen wir dabei durch ¢).

Fiwr jede Function f (z), welche innerhalb eines Kreises mit dem
Mittelpunct O eindeutig und stetig bleibt, existirt eine Entwicklung :
(10) f&) = k) + e J(z) +oy PPl 000 ,
welche giiltig ist fir alle Puncte innerhalb des Kreises.

Die Coefficienten e finden ihre Beshmmung durch die Formel

1 o 1 o,

die Integration positiv hinerstreckt um den Kreis.

Jede solche Entwicklung (10) kann, ohne Beeintrichtigung ihres
Giltigkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden.
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen, 35

Sobald die Existenz einer giltigen Entwicklung von der
Form (10) einmal nachgewiesen ist, kann man ibrigens zun den
Werthen der Coefficienten « auch dadurch gelangen, dass man
die Integral-Eigenschaften der Bessel’schen Functio-
nen (Seite 19) in Anwendung bringt. Dieses Verfahren fiihrt
augenblicklich zu den in (11) bereits hingestellten Werthen, fihrt
aber ausserdem (wie leicht zu ibersehen ist) noch zu zwei Be-
merkungen. Erstens ergiebt sich namlich, dass die bei Berech-
nung der « auszufithrende Integration (11) hinerstreckt werden
kann iber eine beliebige geschlossene Curve, welche in-
nerhalb des gegebenen Kreises liegt, und ein den Punct O ent-
haltendes Gebiet umgrenzt. Zweitens ergiebt sich, dass eine
Entwicklung von der Form (10) bei jeder gegebenen Function
/(z) immer nur auf einerlei Art bewerkstelligt werden kann.

§ 14. Entwicklung nach Differential -Quotienten der
Bessel’schen Functionen erster Art.

Es sei wiederum ein Kreis gegeben, der in der zEbene um
den Punct O herumliuft. Ist £(z) oder f innerhalb des Kreises
eindeutig und stetig, so reprasentirt das vom Puncte O in belie-
biger Bahn fortgehende, in seiner Bewegung jedoch auf den ge-
gebenen Kreis beschrinkte Integral

¢=j.fdz
0

eine von z abhiangende Function, welche ebenfalls innerhalb des

Kreises uberall eindeutig und stetig ist*). Nun ist %%:f. Dem-

gemiss konnen wir uns auch so ausdriicken. Ist 7 innerhalb des
Kreises eindeutig und stetig, so existirt jederzeit eine andere,
mit denselben_ Eigenschaften behaftete Function ¢, welche zu f
in der Beziehung steht %5:3 = f. Nehmen wir nun ¢ statt /, so

ergiebt sich die Existenz einer dritten mit jenen Eigenschaften
behafteten Function 1, welche zu ¢ in der Beziehung steht
o
0z

= @, u.s. w. Demgemiss gelangen wir zu folgendem Satz.

*) Vergl. meine ,,Vorlesungen iiber Riemann’s Th. der Abelschen In-
tegrale*‘ Seite 335.
3 £
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36 Zweiter Abschnitt.

Ist die Function [ (2) innerhalb des gegebenen Kreises eindeutig
und stelig, so existirt jederzez'; eine andere mit denselben Eigenschaf-
ten behaftete Function F (z), welche zu jener in der Bezichung steht :

(12) . EIE) — 1 (2.

Durch Anwendung des vorhergehenden Satzes (Seite 34) auf
die neue Function F(z) erhalten wir eine Entwicklung
(13) F2) =, J'2) + oy J (2) + o, J2(2) + + - - - - '
welche giiltig ist fir alle Puncte z des gegebenen Kreises, und
welche in ihrer Giltigkeit keine Beeintrichtigung erleidet durch
beliebig oft wiederholtes Differenziren. Demnach gelangen wir
durch pmalige Differentiation zu einer Formel:

oPF apJﬂ (z orJ(z

W) 1@=T =0 T BB . :
durch welche die ursprungllche Function f(z) in giiltiger
Weise entwickelt wird nach den p'e» Differential - Quotienten der
Bessel'schen Functionen. Wir haben somit folgenden Satz:

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze Zahl,
so wird fir jede Function [(z), welche innerhalb eines Kreises mit
dem Mittelpunct O eindeutig und stetig bleibt, eine Eniwicklung eaxi-

stiren :
(15) fl)=ey 2 4o, 220 40, ZI0 4 ... :

welche giltig ist fur alle Puncte innerhalb des Kreises.®)

(’)pJ (z
Fyi

§ 15. Entwicklung nach Bessel’schen Functionen erster
und zweiter Art.

Auf der zEbene sei gegeben eine ringformige Fliche, be-
grenzt von zwei concentrischen Kreisen, deren Mittelpunct in O

#) Auf Grund der Seite 4 angegebenen Siitze, namentlich auch auf
Grund des Thomé’schen Satzes, und durch Benutzung einer Methode, die
vollstiindig analog ist der eben angewendeten, gelangt man zu einem &hn-
lichen Satz in Betreff der Kugelfunctionen, welcher so lautet:

Versteht man unter p eine beliebig gegebene positive ganze 'Zakl, so
wird fir jede Function f(z), welche eindeutig und stetig bleibt innerhalb
einer Ellipse mit den Bremnpuncten z = * 1, eine Entwicklung existiren:

(g or P! or P?
f(z) =« ap '()z,,( )+ oy pazp(Z) + «, pazp(Z) e o /

welche giiltig ist fir alle Puncte im Innern der Ellipse, und in welcher die
o constante Coefficienten sind,
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen. 37

liegt; ferner sei f(z) eine beliebig gegebene Function, welche auf
dieser Fliche uberall eindeutig und stetig ist. Ist ¢ irgend ein
zu der Flache gehoriger Punct, so erhalten wir (Seite 1):

m 1) =5 f fags

oder in genauerer Darstellunv'
f(z) dz 1 fz)dz
2) f 27i z—e’

wo die Integrationen am Rande der Flache in positiver Richtung
hinlaufen, die ‘erste am iussern, die zweite am innern Rande
(wie solches angedeutet wird durch die Suffixe a und i). Die
Richtungen der beiden Integrationen sind daher (vergl. die Aus-
einandersetzung auf Seite 1) untereinander entgegenge-
setzt. Um beide Richtungen untereinander gleichlau-
fend zu machen, éindern wir bei dem zweiten Integral das
Vorzeichen. Diese Aenderung des Vorzeichens bewerkstelligen wir
dadurch, dass wir in jenem zweiten Integral den Nenner z—-¢c
uméindern in ¢—z, und erhalten alsdann:

el f(z) dz il f(z) dz
8) Alar P et ﬁf?i“

. a : i
Die erste Integration geht nun nach wie vor am d&ussern

Rande positiv herum; und die zweite am innern Rande ist mit

der ersten gleichlaufend. Kiirzer ausgedriickt: Beide Inte-

grationen in (3) laufen positivherum um den Punct 0.%)
Fir das erste Integral in (3) ist mod ¢ < mod z, also (zu-

folge des Satzes Seite 32):

@ =2 0°) I() + & 0'(R)THe) + & OX(2) J2(e) +--

Z==10

Fir das zweite Integral hingegen ist mod z < moo0 ¢, mit-
hin (zufolge eben desselben Satzes):

B) =t () 0°(0) 4 &, 1(2) 01 (e) + £, 72(2) 0%(c) + -+

c

*) Betrachtet man einen Punct als eine unendlich kleine Kreisfliche,
so wird eine (in grosserer oder geringerer Entfernung) um den Punct lau-
fende Bewegung positiv genannt, sobald sie in gleichem Sinne stattfindet
mit einer positiven Umlaufung jener kleinen Kreisfliche, Vergl, meine
»Vorlesungen* Seite 72,
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38 Zweiter Abschnit‘t.

Durch Substitution dieser Entwicklungen (4), (5) in die For- -
mel (3) ergiebt sich:
(6) Fle) = ey J°(c) + oy Ji(e) + & J2(e) + - - -
+ By 0%c) + By O'(c) + B O*(e) + - - - - - ’
wo die Coefficienten «, $ folgende Werthe haben:
&

() = f £(z) 0 (2) dz, R /' £(2)Jn(2) dz,

die Integrationen ebenso hinerstreckt, wie bei (3) angegeben.

Die Entwicklungen (4), (5) sind (Satz Seite 32) jederzeit
gultig, so lange ¢ im Innern der gegebenen ringformigen Flache
bleibt (und nicht etwa hart heranriickt an ihren &ussern oder
innern Rand). Gleiches gilt daher auch von der Entwicklung (6).
Ausserdem ist zu bemerken, dass diese Entwicklung (6) bei wie-
derholter Differentiation nach ¢ in ihrer Giltigkeit nicht beein-
trachtigt wird, wie sich solches leicht durch eine Betrachtung
erweisen lasst, ahnlich derjenigen auf Seite 34. Wir gelangen
somit zu folgendem Satz:

Fir jede Function [ (z), welche eindeutig und stetig ist auf
einer von zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunct O be-
grenzten ringfiormigen Fliche existirt eine Entwicklung : '

8) Fle) = g I} o THe) A oy T2 e v - o
+ B 0°(:) +B,0'(z) + B, 0*(x) + - - ... :
welche gilltig ist fir alle Puncte jener ringformigen Fliche.

Die Coefficienten e, f finden ihre Bestimmung durch die For-
meln :

O o= [1OCEE  f=gy [rErEE

wo die Integrationen, am dussern und innern Rande der Fliche hin-
laufend, eine positive Bewegung haben um den Punct O.

Jede solche Entwicklung (8) kann, ohne Beeintriichtigung ihres
Gilligkeits-Gebietes, beliebig oft nach z differenzirt werden.

Die Formeln (9) sind eigentlich iiberflissig. Denn sobald die
Existenz der Entwicklung (8) nachgewiesen ist, kann man die in
ihr enthaltenen Coefficientenn «, § unmittelbar bestimmen durch
Anwendung der Integral-Eigenschaften der Bessel’schen
Functionen (Seite 19). Bei dieser Methode der Coefficientenbe-
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Entwicklung nach Bessel’schen Functionen. 39

stimmung ergiebt sich, dass die Integrationen in den Formeln (9)
nicht nothwendig gebunden sind an die beiden Randcurven, dass
sie vielmehr ebensogut auch hinerstreckt werden konnen iber eine
beliebige geschlossene Curve, welche innerhalb der gege-
benen ringformigen Fliche liegt und ein den Punct O enthalten-
des Gebiet umgrenzt. Ferner ergiebt sich aus jener Methode, dass
eine gegebene Function £ (z) in eine Reihe von der Form (8)
immer nur auf einerlei Art entwickelt werden kann.

§ 16. Beispiele fiir die Entwicklung nach Bessel’schen
Functionen erster und zweiter Art.

Eine positive ganze Potenz von z ist auf der zEbene iberall
stetig, also zufolge des Satzes (Seite 34) darstellbar durch eine
nach den J”(z) fortschreitende Reihe, welche auf der zEbene
allenthalben gultig bleibt. Mit Hiilfe jenes Satzes gelangt
man, was die geraden Potenzen anbetrifft, zu folgenden Re-
sultaten:

1 =00) + 220 +2 04 +2 1) +2 @)+,

22 =12 D (2]

(1) =2 Z(n—2)nn (n+2) J*(2),

28=2Zn—4) (n—2) nn (n+2) (n+4) J(2),
wo- die Summationen X hinzuerstrecken sind iber die Zahlen
n=0, 2, 4, 6, 8, - .- - co. Andererseits erhilt man fir die
ungeraden Potenzen die Formeln:

=2 2t (2]

B=22Z(n—1)nn+1) (),

Q) 2P=2Xn—3) (n—1)n (n+41) (n+3) J*(2),
n—3) (n—1)n (n+1) (n + 3) (n+5) J*(2),

............................... o

Nq
I
[\
=
I
S

wo die Summationen 2 hinlaufen ther n —1,3,5, 7, - - - - co.
Diese Entwicklungen (1) und (2) sind also giltig fiir
- jeden beliebigen Werth von z, giltig fiar saimmtliche
Puncte der zEbene.*)

Eine negative ganze Potenz von z ist auf der zEbene iiberall

*) Die erste der Formeln (1) und die erste der Formeln (2) sind iden-
tisch mit den auf Seite 7 gefundenen Formeln (6. «, b).
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40 Zweiter Abschnitt. Entwicklung nach Besfel’schen Funct.

stetig, ausser im Puncle 0, und muss daher (zufolge des Satzes
Seite 38) darstellbar sein durch eine nach den J” (z) und 07(z)
fortschreitende Doppelreihe, und zwar durch eine Doppelreihe,
welche auf der zEbene, mit Ausnahme des Punktes O, iberall
giltig bleibt. Bestimmt man die Coefficienten dieser Reihe durch
die (Seite 38) gegebenen Formeln, so findet man, dass die Coef-
ficienten der J”(z) simmtlich verschwinden, und dass anderer-
seits die Coefficienten der 0”(z) nur bis zu einem gewissen Range
hin Werthe besitzen, spiter aber ebenfalls verschwinden. Man
erhilt daher fir jede negative ganze Potenz von z ein gewisses aus
den 0" (z) zusammengesetztes Aggregat. Setzt man zur Abkiirzung
3) L5208 e g
2044 I, Ty re>
so ergeben sich fiir die geraden Potenzen folgende Formeln:
27 =2Cy 0'(z),

=4 =20y, 0'(2) + 20); 0%(2),
4) z6=12C, 0'(z) + 2C, 0°(2) + 2C,; 0°(),
2=8 = 2C,, 0'(2) + 20y 03(2) + 2C,q 0°(2) +2C); 07 (),

Andererseits findet man fir die ungeraden Potenzen:

2= = Gy 0°(2), -

= Cy, 0°(z) + 20y, 0°(2),

(5) z—5 ='C,, 0°(2) + 2C;5 0%(2) + 2G,, 0'(2),

2= = 033 0°(2) + 2C,, 0*(z) + 2Cy; 0%(z) + 2Cy 0%(2),
Am leichtesten gelangt man iibrigens zu diesen Darstellungen (4),
(5) dadurch, dass man ausgeht von der (Seite 32 gefundenen)
Entwicklung:

1 n—w
bemep 35 2 & J(c) 0°(2),
welche giiltig bleibt, so lange moa ¢ < moo z ist. Differenzirt
man diese Formel wiederholt nach ¢, und setzt dann jedesmal
¢=—0, so erhilt man successive die Werthe von z—1, z—2 2z—3,
24

Als weitere Beispiele fiir die Entwicklung nach Bessel’schen
Functionen mogen noch folgende Formeln angefithrt werden:

cosz= JO(z) — 27%(z) + 2J%(z) — 2J0(z) + ----- :

(6) sinz=2J1(z) — 2%(2) + 2J5(z) — 2T7(2) + ------

Petz)= J0(c)J(2) — 2J%(c) J'(2) + 27%(c) () —
— 2J3(c) T3 (2) 4 -o- .
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Dritter Abschnitt. Die Bessel’sche Differentialgleichung. 41

wo in der letzten ¢ eine beliebige Grosse reprasentirt. Diese
Entwicklungen (6) sind gultig far beliebige Werthe
von z, also gultig fir saimmtliche Puncte der zEbene.

Dritter Abschnitt.

Die Bessel’sche Differentialgleichung.

§ 17. Die zur Bessel’schen Function J? complementire
Function 7.

Die Function J°(z) oder J° ist (Seite 5) eine particulire
Losung der Gleichung

1
(1) [F]_azz +_ gz+F"—‘O

deren linke Seite zur Abkiirzung bezeichnet sein mag mit [F].
Es sei ¥°(z) oder Y° die andere particulire Losung die-

ser Gleichung. Um Y° zu finden, setzen wir nach bekannter

Methode:

@) §ARE A0

und erhalten dann fiir U die Gleichung:

1 2 0J% oU *U
(7+7 %)=t =0

Hieraus folgt, wenn man mit g dividirt und integrirt:

log z + 2log J° + log W = Const.
oder:
ZJOJO 3_[/ e eConst.
0z 4

oder, wenn man die willkiihrliche Const. gleich O nimmt:

-1
a~ ~/J0 Jo

U selber ist daher dargestellt durch das unbestimmte Integral;

b f ZJ0Jo"
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42 Dritter Abschnitt.

Substituirt man diesen Werth in (2), so erhilt man die gesuchte
zweite particulire Losung '
‘ Yo
(3) YO_'—.‘— JO / m
Nun ist (Seite 5): ;
22
4 =1

24 26

53t 32371 zasace T
Hieraus folgt:

(5) _—Jﬁ—ﬂ_—:—j—<1+4z2+3z4+0z6+ ..... )
wo 4, B, C, ---- Zahlen sind, die sich bei einiger Geduld leicht

berechnen lassen, indessen kein sehr einfaches Gesetz befolgen.
“Substituiren wir den Werth (5) in die Formel (3), so erhalten
wir:

(6.a) T0=J0logz + J° (.4— +BE 40 )

oder, wenn wir den zweiten Theil dieses Ausdrucks mit Z° be-
zeichnen:
(6.0) Y0 = Jlogz + EO.

E° ist das Product zweier unendlichen Reiben, deren eine
JO selber ist. Jede von diesen Rejhen lauft fort nach positiven
ganzen Potenzen von z. Demnach steht zu vermuthen, dass E°
eine Function sein werde, welche auf der zEbene eindeutig und
stetig ist*). Ist solches der Fall, so muss Z° entwickelbar sein
in eine nach den J”(z) fortschreitende Reihe (zufolge des Satzes
Seite 34). Auch werden alsdann in dieser Entwicklung nur die
geraden J”(z) vorkommen kénnen, weil jede der beiden Rei-
hen, aus denen E° besteht, nur gerade Potenzen von z enthalt.

So werden wir dahin gefithrt, fur die zweite particulﬁre Lo-
sung YO folgenden Ansatz zu versuchen:
(M Y'=J0ogz + aJ' +BJ*>+ pJ* +6J6+ ------
Zu untersuchen ist also, ob die «, B, y, d, ---- der Art be-
stimmt werden konnen, dass diese Reihe der Differentialgleichung
(1) Geniige leistet, und zweitens, ob die so entstehende Reihe
brauchbar, d. h. convergent ist.

#) Mit Bestimmtheit lisst sich hieriiber einstweilen noch nicht urthei-
len, weil wir mit der Natur der einen in £° als Factor auftretenden Reihe
unbekannt sind, und nicht wissen, ob dieselbe convergirt, oder auf wel-
ches Gebiet ihre Convergenz beschriinkt ist.
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Die Bessel'sche Differentialgleichung. ‘ 43

Bildet man den in (1) angegebenen Ausdruck
otF 1= oH
(8) Fl=m+t5 5+ F
fir die Function # — J° log z, und beachtet man dabei, dass
JO selber der Gleichung (1), d.i. der Gleichung [J°] = O Ge-
nige leistet, so erhilt man:

@ [logz] = I 2.

Um ferner jenen Ausdruck [#] fir die Function F==J" zu
erhalten, bemerken wir, dass diese Function (nach Seite 5) Ge-
nige leistet der Differential-Gleichung:

o*Jn 1 oJ» R e
et g e it

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber identisch mit [77]. Wir
erhalten daher:

2
(10 [ = %

Hieraus folgt firr n == 0:
(11.4) [79)=0,
und andererseits fir » > 0, mit Riicksicht auf die recurriren-
den Formeln (Seite 22):

n e o n— n

(11.9) ["] = o Ut + JoH),
Endlich ergiebt sich aus (9), mit Ricksicht auf die Differential-
Formeln (Seite 20):
(11.¢) [Jlog.2] = — 2

z

Zufolge unseres Ansatzes (7) ist
(12) [Y]=[J%0gz] + «[J°] 4 B[I2] + p[J4]+ O [JO] 4 --- - ‘

also mit Beoutzung der in (11.,5,¢) gefundenen Resultate:

[F]=—-2rn4 £nyn
+ 2@+ )
(13) : + 3 (5 4 J7)

+ 20+
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44 Dritter Abscinitt.

Soll nun ¥ eine particulire Losung der Differential - Gleichung
(1) sein, also Geniige leisten der Gléchung [¥°] = 0, so muss
der vorstehende Ausdruck verschwindin. Solches aber geschieht
in der That, sobald man die Coefficieaten 3, y, d, & - - -+ den
Relationen ;

—24f=0, 1.+42y=0, 2y+3d=0, 3d-4 4¢=0, elc. etc.
unterwirft, d.i. sobald man fir jene Coefficienten folgende Werthe
wihlt:

(14) 2=+4p = —2y =430 =—4de =45 = -vereeer:

Substituirt man diese Werthe (14) in (7), so wird:

(15) Y' =J%logz + o« J? 4+
1 1 1 1
+2 (TJ? A e U

So haben wir fiir die zweite particulare Losung der vorge-
legten Differential- Gleichung (1), durch Benutzung der Functio-
nen J”, eine nach einfachem Gesetz fortschreitende Reihe gefun-
den. Dass diese Reihe stets (und zwar ziemlich stark) conver-
girt, unterliegt~keinem Zweifel. Um sich davon zu iiberzeugen:
braucht man nur einen Blick auf die frither fur z, 2%, 23, ----
gefundenen Entwicklungen (Seite 39) zu werfen, die nicht ab-
nehmende, sondern wachsende Zahlencoefficienten enthalten, und
(wie strenge bewiesen ist) trotzdem convergent sind.

In dem fir ¥° erhaltenen Werth (15) ist der Coefficient o
willkithrlich geblieben, was a priori zu erwarten stand, weil die
mit « multiplicirte Function J° schon an und fiir sich eine Lo-
sung der gegebenen Differential - Gleichung ist. Der Einfachheit
willen setzen wir « = 0. Das so erhaltene Resultat mag, mit
Riicksicht auf unsere ferneren Untersuchungen, folgendermassen
formulirt werden.

Die beiden particuliren Lisungen der Differential - Gleichung

*F . 1
(16) o B g

sind dargestellt durch die Bessel'sche Function J°, und durch eine
gewisse andere Function Y°. Diese letztere wird reprisentirt durch
das Aggregat:

17) Y0 == T0inl-w RO,

wo L° und E° folgende Bedeutungen haben :

oy r=o,
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LV—RgE ot
(18)
BRSO L SRR | S 8 i ) LU
EO.__Q(lJ bimy 2p L pyly :
EY ist hier dargestelll dursh eine slels convergente Reihe, und ist da-
her eine Function von z, welche auf der z Ebene allenthalben ein-
deutig und stetig bleibt.¥)

Die vollstindige Losung der Differential-Gleichung (16)
wird lauten -
AJ° + BY?,
wo 4, B willkiihrliche Constanten sind.

§ 18. Die Function ¥° ausgedriickt durch ein bestimmtes
Integral.

Fir ein gerades n, also fir n» = 2p haben wir (Seite 6) ge-
funden:

7
(19) S :JOC—OS(Z;—m"’) cos 2pw do.
s :
Substituiren wir diese Werthe der Functionen J% in die fir E°
gefundene Reihe (18):
(20) R T tael) 6
p=1 p
so erhalten wir:

(21) B — j(cos (z sin o) 1’—2“’ 2 (—l)Ppcos 2pm> 4
p=1
oder, was dasselbe ist:
7
(22) Y — lim. (cos (z sin w)p? 2 (—a)? cos 2 pw Ao
o=l — T p=1 P :

0

*) Zu bemerken ist, dass L" und £° den Gleichungen
O F 1 2
: o t &' +F 3
Geniige leisten, wo das obere Zeichen zu nellmen ist bei £, das untere
bei L°,
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Nun ist bekanntlich:
(23) log (1 4 2acos 2w + o) =log (1 +ee?™@) + log (1 4 ae—2),

PE® 9 (—a)? cos 2pw
e i
Durch Benutzung dieser Formel konnen wir dem Werthe von E°
(22) folgende Gestalt geben: \

¥4
24) E° = lim, / 08 G5 0) Jog (1426 cos 20 + o) da,

=1

oder, wenn wir die Operation lim. wirklich qusfithren:

b

25) E'= j i %‘S—in—m—) log (4 cos’n) do.
0
Nun ist nach (18):
LY =—Jlarz;

oder wenn J° durch das bestimmte Integral (19) ausgedriickt
wird:

4

(20) B = ‘/'M log z do.

T
0

Es ist aber ¥0 == £ 4+ E° Durch Addition der Formeln
(25), (26) ergiebt sich daher fir ¥° folgender Werth:

—

7
) = ;1- / cos (z sin o) log (42 cos®w) do.
0
Andererseits ist nach (19):
7
(@8t % fcos (z sin ) do;
0

Die vollstindige Losung der Gleichung (16) ist.
F=4J° + BY",
wo 4, B willkihrliche :Constanten sind, und nimmt daher bei
Einsetzung der Werthe (27), (28) folgende Form an:

7
(B9 %f ¢os (z sinw) (A + Blog (4z cos?w) )dw.
0

Fithrt man statt 4, B andere willkiihrliche Constanten ¢, D ein,
indem man setzt:
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.A+Blog4=0‘ £=D
T k4
so ergiebt sich:
z
(30) F = J cos (z sin o) ( C + D log (z cos’w) ) do.

0

Somit haben wir in/(27), (28) und (30) die beiden particu-

liren und die volls/indige Lisung der Differential - Gleichung
(16) in Form bestimmter Integrale ausgedriickt.

Zu der Formel (30) fir die vollstindige Losung kann man

itbrigens auch gelangen durch Benutzung einer Untersuchung von

Poisson.
Poisson hat®' fiir die partielle Differential-Gleichung -

P R g
(81) et (72 : R 3‘:’)’

in welcher ¢, z die unabhdngigen Variablen sind, und « eine
gegebene Constante ist, folgende Losung gefunden:

32) wu= [(f(zcosw+ at) + F(zcosw+ at)log(zsin’w)) do,
J )

wo f, F willkithrliche Functionen sind. Nimmt man fiir diese

Functionen die Function Cosinus, multiplicirt mit willkiihrlichen

Constanten C, D, setzt man also (fir ein beliebiges Argument «):
[ilefi=1C cos'w; B (x) = D ¢co8 x,

so erhilt man an Stelle von u folgende besondere Losung:

T
U, —_—fcos (z cos  + at) <C + Dlog (z sinzw)) do.
a1

Da die Gleichung (31) nur das Quadrat von « enthilt, 'S0 muss
derselben auch dann Geniige geschehen, wenn man in U, die
Constante « mit — e vertauscht. Bezeichnet man die so entste-
hende Losung mit U,, so ist:

7
U, =fcos (z cos @ — at) (C =+ D log (z sin’m) ) da.
0
'*) Journal de I’école polytechnique. Cahier 19, Seite 227. Auch auf
Seite 476 finden sich hierher gehdrige Bemerkungen, die unsern Gegen-

stand sogar noch niiher betreffen, die leider aber mit sehr stérenden
Druckfehlern behaftet sind.
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Da nun aber U; und U, Losungen d(er vorgelegten Differential-
Gleichung sind, so ist offenbar 4 (U| + ©,) ebenfalls eine Lo-
sung derselben. Bezeichnet man diese letztere mit U, so wird

*

(33) U=cos(ai). Jcos (zcosm) (C =+ D log (z sin’w) ) dw,
0

eine Formel, welche zur augenblicklichen Abkiirzung so geschrie-
ben werden mag:

(33. a) U = cos (a't). f«p (0) do.

Die Function 7 (@) besitzt auf der Kreisperipherie (d. i. fir die
zwischen 0 und 27 liegenden Argumente w) eine Werthenreihe,
welche, den vier Kreisquadranten entsprechend, aus vier con-
gruenten Abschnitten besteht. Sie verhilt sich in dieser Hin-
sicht ebenso wie etwa die Function cos?w. Demzufolge hat das
Integral f ¥ (0) do, mag man nun die Integration iber die bei-
den ersten Quadranten, oder mag man sie iiber den zweiten
und dritten Quadranten hinerstrecken, in beiden Fillen ein
und denselben Werth. D. h. es ist:

'/?w(o))dw =J-ﬂzp<%+m) do.

Hierdurch geht die Formel (33.«) uber in

U = cos (at). f:}; (% + w) do,
U

d. i., wenn man die eigentliche Bedeutung von restituirt :
7T
(34)  U==cos(at). fcos(zsin o) (C+D log (z cos%z)) da.
0

Dieser Ausdruck U leistet also der Gleichung (31) Geniige.
Substituirt man denselben in jene Gleichung, so zeigt sich, dass
der mit cos («¢) multiplicirte Factor:

7T
(35) V= | cos (zsinw) (C+1) log (z cos’w) ) dw

0
Geniige leistet der Gleichung:
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2
(36) iR R

z
Jenes V7 ist aber behaftet mit zwei willkiithrlichen Constanten C,
D, und ist daher die vollstindige Losung dieser Gleichung,
oder (was dasselbe) die vollstindige Losung der Gleichung
(16). So sind wir hier zu genau demselben Resultat- gelanﬂt wie
vorhin in (30) auf ganz anderm Wege.

§ 19. Die Functionen J° und ¥° ﬁir sehr grosse
Argumente.

Die Differential - Gleichung
BEF B 0k
deren particulire Losungen J"(z) und ¥°(2) sind, kann (wie leicht
zu iibersehen) auch so dargestellt werden:

(37.a) M@ o < _1_) FYz =

022 72
1

Sie wird daher, falls z dusserst gross wird (mithin .~

i+ gegen, 1

vernachlissigt werden kann), iibergehen in:

Daraus folgt, dass jede der Differential - Gleichung (37) geniigende
Function F firr den Fall eines dusserst grossen z dargestellt sein
wird durch die Formel:

FYz = « cos z + f sin z,

oder:
38 F=ucosz+ﬁsinz’
9) s
wo @, f§ Constante sind. Solches muss also z. B. auch stattfin-
den bei den Functionen J°(z), ¥°(z). Also:

Fiur ein dusserst grosses z sind die Werthe der Functionen
J0(2), Y°(2) dargestelit durch die Formeln :

JO(z) = Acosz+ Bsinz

A
(39)
YO(z) = Ccosz+ Dsinz :
i
Neumann, Theorie d. Bessel'schen Functionen. 4
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50 Dritter Abschnitt.

wo A4, B, C, D Constante sind.*) Die Functionen J°(z), Y°(z) ver-
schwinden daher, sobald man ihnen ein reelles Argument zuer-
theill, und dieses ins Unendliche anwachsen lisst.

Fir J"(z), (¥"z) ergeben sich analoge Formeln, von denen in
(39) nur verschieden durch andere Werthe der Constanten A4, B, C, D.

§ 20. Die zur Bessel’schen Function J” complementire
Function ¥™.

Es migen # und G zwei Functionen von z vorstellen, welche
den Differential - Gleichungen -

(1) ?—F~+1@+F=-F
B o B i 5 BB

Geniige leisten sollen. er werden zunichst ein einfaches Ver-

fahren angeben, um G zu ermitteln, falls # bekannt sein sollte.
Durch die Substitutionen:

3) F=z"7,

(4) G = S

ergeben sich fir die adjungirten Functionen § und & fol-

gende einfachere Gleichungen:

5) o 3—3‘ +§=0
(6) o i B

Die Gleichung (5) geht, “enn man_ sie_nach z differenzirt,
iiher in:

#F , 21 2F , 0F _ 2+l 35
B:a) 5:? % il";'; P g nj S

Andererseits kann die Gleichung (6) in die Form versetzt wer-
den:

6o  EEP 4 2n¥] 980) 4 g) = 211 )

Ein Blick auf die Glelcllungen (B.a) und (6.a) zeigl, dass
eine der letztern geniigende Function & sofort gefunden werden
kann, sobald eine der ersteren geniigende Function § bekannt

*) Die Constanten 4 und # sind von Poisson (Journal de l’eoo]e po-

Iyt. Cahier 19, Seite 352) bestimmt worden. Esist 4 =8=———

\/n
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ist, zeigt niimlich, dass man zu diesem Zweck nur = @ = 878’ oder all-

gemeiner
a(".
(M) 2 @—=K -1
zu machen braucht, wo XK eine beliebige Constante sein kann.
Wir konnen z. B. X — — 1 setzen, und haben dann die Formel:
1 0%

Dieser Zusammenhang zwischen den adjungirten Functio-
nen ¥, & ibertrigt sich unmittelbar auf die primitiven Func-
tionen #, G. Ersetzt man nimlich die in (3), (4) eingefiihrten
Functionen § und & durch ihre eigentlichen Bedeutungen:

i A
G = —0+D, G,

so verwandelt sich die Formel (8) in:

9) G=—2 L (:F)
oder, was dasselbe ist, in:
n or

(10) Gt pa il

0z
Vermittelst dieser Formel ist man also eine Losung
G der Gleichung (2) augenblicklich anzugeben im
Stande, sobald eine Losung # der Gleichung (1) be-
kannt ist.

Jenen Gleichungen (1), (2) wird (vergl. Seite 5) geniigt durch
die Bessel’schen Functionen J7, J7+1, Und zwischen diesen bei-
den Functionen findet der in (10) angegebene Zusammenhang in
der That statt; denn nach frither besprochenen Eigenschaften
(Seite 22) ist

n

n — n aJ”
(11) Jtt = 2 O,

Bezeichnen wir die beiden andern particuliren Losungen
der Gleichungen (1), (2) mit ¥, ¥7+1, so konnen wir ¥»+1
aus ¥” ebenfalls durch Anwendung der Formel (10) ab-
leiten. Der Zusammenhang zwischen ¥” und ¥7+1 wird als-
dann ausgedriickt sein durch die Formel

12) Yot B g 2)71’1'
z (74
also genau derselbe sein, wie der zwischen J” und Jjr+1,

4%
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Von dem Werthe der Function ¥° (Seite 44) ausgehend,
kann man nach dieser Formel (12) successive ¥!, 72, 73,
¥” berechnen. In solcher Weise gelangt man (allerdings auf
etwas beschwerlichem Wege) zu folgenden Formeln:
Y0 — 10 _|_ E'O,
Y1 = I + B,

(13)
Yn — Ln + E?l
58 0 -log 2 s
= — ‘{0 + J! logz,
by Db B i Lt Sy
R LY B ot s R AT
- 2 {nHO b2 (n—1) 11 zn—1 —2) I12  zn—* e
v Jn 2ol % 5
....... + m = } + J 00
g ,_ﬂ‘ LG ST T A
B=—1FkJ +4{2 - 5% 8-S+ inf. IE
Sllun ?;J*_ﬂ,’ LHRTL L e O inf
Bl — i {3 = S e int.
(15) ...... ST b o AL e SR R e
P PSP G ) sl e W i 0 Ve
Lizsias o +4{ 2 (2n4-2) 4 (2n+44) 6(2n4-6)
: e alall e inf,

In (15) sind dabei unter den % folgende Constanten zu verstehen:
Ko=), e e ky=1 4 %, k=1 +%1+%)
u. s. w., namlich allgemein:
1 1 1 1
kn=1+—2*+§+z+g+ """ 5

Bei dieser Berechnung sind die ¥” von ¥ aus definirt durch
die Formel (12). Aehnlich verhilt'es sich dabei mit den Func-
tionen Z”, E”in Bezug auf Z°, E°. Also:

Ebenso wie die Bessel'schen Functionen J" von ihrer Anfangs-
function J° aus definirt werden kinnen durch die Formel:

b ekl s BoTn aJn
(16.4) pHr=L g 20,
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ebenso migen die Functionen ¥”, L" | E* von ihren fricher (Seite 44)
feslgesetzten Anfangsfunctionen YO, L', E° aus definirt sein
durch die Formeln :

Nl — l n ___a_)’”
(16.5) prt= 2 yr— 2,
n4l — i e skt %
(16.¢) g i — = & =
(16.4) Bl — % Er — aE:n

Dieser Definition zufolge sind alsdann J" und Y™ die beiden
particuléren Lisungen der Differential - Gleichung ™) :

(17) i s (1 a 1’;) B =40.

02 z 0z
Gleichzeitig ergeben sich alsdann (bei successiver Berechnung) fir
Y, L, E* die in (13), (14), (15) aufgefithrien Werthe.

Fithrt man statt der Functionen J», ¥” (ihnlich wie auf
Seite H0) die ihnen adjungirten Functionen J*, 9)” ein, in-
dem man setzt:

JIL

|

ann’

¥Yr = zng)n’
so sind, wie aus unserer Untersuchung (Seite 50, 51) hervor-
geht, ¥ und 9)* die beiden particularen Losungen der Differen-
tial-Gleichung :

(19) 82% 27l+1 8% + % i

(18)

Gleichzeitig wibertragt sich der bei den J” und ¥” vorhandene
recurrirende Zusammenhang (16.«, b) auf die §” und 9)*; man
erhall: :

3n+1 _— -l- 383" »
2z z
(20)
5 Lt i a?)n
Pt Zoo0R

#) Es mag bemerkt werden, dass die Functionen L» und £E» Geniige
leisten den Gleichungen:

2 2 5
i—é+—1 %T+(1—§)F=iéﬂ+l(z)

wo bei £~ das obere, bei L» das untere Zeichen zu nehmen ist,
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Diese Formeln (20) lassen sich, wenn man, statt nach z selber,
nach z? differenzirt, auch so darstellen:

» oy
3 +l — . 2 -a%-,
1)
o s e _@Qlf
P = —2 55,
Nunmehr ergiebt sich aus der ersten dieser beiden Formeln,
wenn man dieselbe von » = 0 “aus wiederholt in Anwendung
bringt:
X0
31 =—2 &ﬁz’
30
P Ao I Al [
S —( 2) (8Z2)2’
6330
(22) 3 =(—2) (022)%

ono
It =(—2) (5;%7,

Zufolge (18) ist §* = z—* J» und J° = JO. Substituirt
man diese Werthe in die letzte der Formeln (22), so erhalt man:

: e
(23) Po=(—2ep T
Die zweite der Formeln (21) fihrt offenbar zu einem analogen
Resultat in Betreff der Functionen ¥*. Also:
Die Functionen J"(z), Y (2). hingen mil ihren Anfangsfunc-
tionen JO(z), ¥°(z) zusammen durch folgende einfache Rela-

lionen :
7(e) = (23 T8,
(24) X
Y (2) =(—2z2)* a——:a}::)(:) .

Gleiches gilt itbrigens auch bei den Functionen 1 (z) nnd E"(z).

§ 21. Zusammenhang zwischen den Functionen J” und ¥™”.

Es wird bequemer sein, wenn wir statt der Functionen J”,
¥ selber die ihnen adjungirten Functionen:
371 = 7 Jn,

(1)
2)71 = " Yn’
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betrachten. Diese Functionen J”, 9)*, welche zur augen-
blicklichen Abkiirzung mit &, ) bezeichnet werden
sollen, sind (Seite 53) die beiden particuliren Losungen der
Differential-Gleichung :
i 2n41 OF

@) B+ T rg=0
Ich werde nun zeigen, wie man, falls nur die eine dieser bei-
den Losungen, namlich nur § bekannt ist, die andere 9) finden
kann durch Anwendung eines bestimmten Integrales; und in sol-
cher Weise zu einem gewissen Integral-Zusammenhang zwischen
den Functionen § und 9) gelangen.

Der aus den beiden unabhingigen Variablen z, ¢ zusammen-
geselzte Bruch:

1
(3) ("2 g2)2n+1
geniigt, wie leicht zu verificiren ist, der Gleichung:
o*U 2nk1 U AU &n—}—l ou
4 # T . m o w T %

Dies vorausgeschickt, ziehen wir auf del zEbene eine belie-
bige Curve von irgend einem Punct ¢ aus nach irgend einem
andern Punct 4 hin, und betrachten das tber diese Curven hin-
erstreckte Integral:

b
) v =J X 20+ de

Da die Function J, wie sich aus (1) unmittelbar ergiebt, darge-
stellt ist durch die Reihe:

¥ -2 ~4
X (o IRl | T8~ PR R [avih s s 3ak S B e L b sraey
0) = Or == 27 IIn <1 2~27z+2+2-4-2n+" 2nt+4 )’
folglich auf der zEbene iiberall stetig ist, und da ferner U, als
Function von z betrachtel, nur in dem einen Puncte z — ¢

unstetig ist, so wird dem Integral 7~ ein bestimmter endlicher
Werth gesichert sein, sobald wir festsetzen, dass die Integra-
tions- Curve a----b den Punct ¢ nicht berithren soll.

Aus (5) folgt sofort:

V| 2nfil aV

=t i

i U zn-}_-l i?l/ » X 2241 gy
—/(acz +. ) Sy,

(7)
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also mit Riicksicht auf (4):

®) \ f 855 o 2n+1 aU + U ) Je? bl dz.

Nun ist, weil die Function J der Gleichung (2) geniigt, offenbar:
’

9) o (g;% 4 Bl G g ) g2 gz,

Subtrahirt man die Formeln (8), (9) von einander, und setzt man
dabei zur Abkiirzung

(10) 32—y — o,

so erhalt man:

b
T+ g V_J (‘2& oy e sz) 2 gz,

a

oder, was dasselbe ist:

276 M T ja(z2n+lsz)
X 1
(11) s [z2n+l sz] :

a

- [~ (3% —o )]

a

wo fiir £ sein Werth (10) wiedereingesetzt, und in tiblicher Weise
[ [(z) ]b fir die Differenz f (b)) — f (a) gesetzt ist.

Das Integral /, dessen Integrations-Curve den Punct™¢ nicht
berithren soll, wird daher (nach 11.) eine Losung der Differen-
tial-Gleichung

12) Z;V % 2n+1 aV 4 e

werden, sobald wir die Endpuncte 0 b Jener Curve der Art wih-
len, dass der Ausdruck

(13) 6= s (300 o %)

verschwindet fiir z = «, und verschwindet fiir z = b.
Zuniachst ist klar, dass dieser Ausdruck @ verschwindel fur
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z = 0. Ausserdem verschwindet derselbe unter gewissen

Umstinden auch fir z = oo. Ist namlich z dusserst gross,

so hat man (nach Seite 50):

A4 cosz 4+ Bsinz
vz

wo 4, B Constante sind.  Mit Riicksicht hierauf ergeben sich

fir ein solches @usserst grosses z (aus 1 und 3) folgende Formeln:

e e

¥

4 cos z 4 B sinz e -
J=J'= — 5 \/;'“"‘ ’ v A2’
0 ' —4dsinzt Becosz R
ol ;n\/; ! 07 z4n+3’°

Ans diesen ergiebt sich weiter (mit Ricksicht auf 13):

(14) U2+t — 4 cos z + B sin

z3n-1 \/? nur giiltig fiir dus-
5 t grosse Werthe
Ccosz+ Dsinz | %€ 8
_ el von z.
(15) o Ve :

wo C, D gewisse Constante sind, ebenso wie 4, B selber.

Aus (15) folgt, dass der Ausdruck @ verschwindet, wenn
wir seinem Argument z einen reellen Werth beilegen, und die-
sen Werth sodann ins Unendliche anwachsen lassen.

Unser Integral 7 wird demnach der Differential - Gleichung
(12) Geniige leisten, sobald wir seine Integrations-Curve lings
der reellen Achse von z = 0 bis z = oo fortlaufen lassen;
ebenso gut aber auch dann, wenn wir jene Curve vom -Puncte
z==0 aus zuerst auf beliebig gekriimmter Bahn nach einem an-
dern, etwa weit entfernten, Puncte der reellen Achse, und dann
von hier aus lings dieser Achse nach z = oo laufen lassen.
Eine Curve letzterer Art werden wir, falls ¢ auf der reellen Achse
liegen sollte, in Anwendung bringen missen, um die Beriithrung
der Curve mit dem Punct ¢ zu vermeiden.

Dass bei einer solchen bis z = oo fortlaufenden Curve das
Integral ¥ einen bestimmten endlichen Werth behalt, ergiebt
sich unmittelbar, wenn man beachtet, dass die unter dem Inte-
gralzeichen befindliche Function UJz*+! fir ein dusserst grosses
z den in (14) angegebenen Werth besitzt. Auch hierbei aber
ist, wie man sieht, die schon gemachte Voraussetzung, dass die
letzte Strecke der Integrations-Curve mit der reellen Achse zu-
sammenfillt, nicht zu entbehren.

www.rcin.org.pl



hH8 Dritter Abschnitt. Die Bessel’sche Differentialgleichung.

Vertauschen wir also die augenblickliche Bezeichnung & wie-
der mit der genaueren Bezeichnung J* oder J7(z), so haben
wir folgendes Resultat.

~Das bestimmte Integral

s w'\ 7 (z) - 22041 dz

(1()) V :f (“ 22 _??)211-{-1__‘
0

reprdasentirt, wenn man die auf der zEbene forllaufende Integra-
tions-Curve den Punct & nicht berithren, und ihre letzte Strecke mit
der reellen Achse zusammenfallen lisst, cine von & abhingende Func-
tion, welche der Differential-Gleichung

(17) gig+2"g'lg—?+g=o

Geniige leistet.

Die ebengenannte Gleichung (17) besitzt aber, wie bei (1),
(2) bemerkt wurde, zwei particulire Losungen, welche dargestellt
sind durch die Functionen

I8 6y 9 (8).

Daraus folgt, dass die gefundene neue Losung V7 mit diesen
Fuunctionen verbunden sein muss durch eine Gleichung von der
Form: '
(18) V=3 + 89,
wo «, 3 Constante sind. = Wir gelangen daher (indem wir die
Buchstaben z und ¢ nachtriglich miteinander vertauschen) zu fol-
gendem Satz.

-

Zwischen den beiden particuliren Lisungen J"(z) und 9)"(z)
der Gleichung
0*% 2n4-1 0

i) s
(19) sy s i a0,
findet folgender Zusammenhang stall :
2 B e Ly c‘ﬂi‘u . g2n41 g,
20 @ +8y = [ FEEEE
0

wo «, 3 constante Coefficienten sind, und wo die Integrations-
Curve auf der § Ebene in solcher Weise zu [ihren ist, dass sie den
Punct z nicht berithrt, und dass gleichzeilig ihre letzte Strecke zu-
sammenfdllt mit der reellen Achse.
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Ersetzt man in (20) die adjungirten Functionew Y, ) durch die

primitiven Functionen J, ¥ vermittelst der Relationen

35 (z) U (T, IR i e e el o
so erhdlt man einen entsprechenden Lusammenhang zwischen J* (z)
und ¥*(z).

Die Werthe der Constanten &, § anzugeben, bin ich einst-
weilen nicht im Stande. Wiren «, # ermittelt, so wirde man
(durch 20) die Function ¥”*(z) in einfacher und geschlossener
Gestalt hinstellen kénnen; die langwierigen Formeln auf Seite 52
wiirden dann enthehrlich sein.

Vierter Abschnitt.

Partielle Differential- Gleichungen.

§ 22. Integration einer partiellen Differential - Gleichung
mit Hiilfe der Bessel’schen Functionen.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung
2 2

() T+ 08+ u=0
zu integriven, beschrinken uns dabei aber auf den Fall, dass x,
y reelle Werthe haben, mithin anzusehen sind als die Coordi-
naten eines Punctes in der ayEbene.

Es sei @, y, irgend ein fester Punct, und B die Entfer-
nung zwischen ihm und dem beweglichen Punct z, y; also

) R=V(e—a) + y—y)*
Selzen wir die unbekannte Function
= f(R),

so erhalten wir:

v _ U a—a U _ U (a—a)t | 0U B—(o—ay)
oz = R W ° 0w = om m TR R
oU _ 0U y—u rU U (y—p)? oU R —(y—u)*
 ~ OB R ° o0 = g o R R e e
mithin:
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60 Vierter Abschnitt.

2 i 2y U o1

et w=Totm
so dass die Gleichung (1) sich verwandelt in:

2

Pty B ru=o
Hieraus aber folgt (Seite 45) augenblicklich, dass zwei particu-
lire Losungen der vorgelegten Differential - Gleichung dargestellt
sind durch die Functionen:

U = J'(R), U= Y'(R)

Aus der Symmetrie dieser Functionen in Bezug auf die beiden
Puncte @, y und x, y, folgt, dass sie nicht allein der Differen-
tial-Gleichung (1), sondern ebenso gut auch der analogen Diffe-
rential - Gleichung mit den Variablen a{, y, Geniige leisten. Also:

Versteht man unter R die Entfernung zweier Puncte x, y und
Xy, Yy, S0 werden die Functionen

3) J (R) und % (R)
sowohl der Differential-Gleichung

U U
als auch der Differential-Gleichung

*U o*U i

Genige leisten.

Die Function J°(R) bleibt eindeutiq und stetig fir simmiliche
Werthe von R. Sie wird 1 fiur R == 0, und verschwindet finr
R == oo. .

_ Die Function Y (R) ist eindeulig und stetig fir alle Werthe
von R, ausser fir R = 0. Fir R = 0 ndmlich wird sie unendlich
gross.  Sie verschwindet fir R = oo.

Diese Bemerkungen iiber die Functionen J°(R) und Y°(R)
ergeben sich (mit Riicksicht darauf, dass R seiner Definition nach
nur reelle Werthe haben kann) unmittelbar aus unseren [riilie-
ren Untersuchungen (Seite 44 und 49).

Durch Einfiitbrung der Polarcoordinaten

(6) &= CO8. 1, &y =1y COS O,
y=r sin o, Yy =ry sin o,

geht die Entfernung R iber in

(7) : R=yrr+r®—2rr cos @
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Partielle Differentialgleichyngen. 61

wo & zur Abkiirzung steht fiir ® —w,./ Gleichzeitig nehmen als-
dann die Differential - Gleichungen (4),/(5) folgende Gestalt an:

U 1 oU 1 020
® e e el

PU , 1 U 1 U s
&) or t o e T e T U0

Die gefundenen Losungen (3) wollen wir nun zu entwickeln
versuchen nach den Cosinus des Vielfachen von #:
(10) J°(R)=P% 4 2P'cos® + 2P%cos 2% + - - - -
4 2Prcosnd + - -
(11) 7°(R) = 0" 4+ 20'cos & + 20%cos 29 + - - - -
+ 207 cosn® 4 .-

Eine convergente Entwicklung dieser Art muss bei der Func-
tion J°(R) unter allen Umstianden existiren, weil sie stetig bleibt
fiir alle Werthe von R. Die Function ¥°(R) hingegen wird un-
endlich gross, sobald R verschwindet, und wird daher durch eine
convergente Entwicklung der genannten Art mit Sicherheit nur
dann darstellbar sein, wenn ihr Argument R, in Folge ver-
schiedener Werthe von » und r;, zu verschwinden ausser
Stande ist, trotz beliebig variirendem &. Wir werden daher,
was die Entwicklung (10) anbelangt, » und », ganz be-
liebig lassen; was die Entwicklung (11) aber anbelangt,
voraussetzen, dass » kleiner als ry ist.

Durch Substitution der Entwicklungen (10), (9) in die Dif-
ferential-Gleichung (8) ergeben sich Gleichungen zur Bestimmung
von P*, 0. Und zwar erhdlt man fir beide, far P* und 0
ein und dieselbe Gleichung, namlich folgende:

o°F g n?
(12) pha s e = noldd i e O

=
Andererseits fithrt die Differential - Gleichung (9) zu dem Resul-
tat, dass die beiden Functionen P* und Q" auch Geniige leisten
miissen der Gleichung:
*F 1 oF

) o
Diese Gleichungen (12), (13) sind aber dieselben, welche wir
frither (Seite 53) behandelt haben; die particuliren Losungen der
einen sind reprisentirt durch die Functionen J”(r), ¥”(r), die
der andern durch die Functionen J*(r), ¥”{r).

want- By SR
A R
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62 Vierter Abschnitt.

Aus (12) ergiebt sich daher, dass P*, 0 folgende Form be-
sitzen miissen:
Pr = 4J"(r) + BY"(r),
(14)
0" = G¥*(r) + DY"(r),
wo 4, B, C, D nur noch von », abhingen konnen.

Die bei den Entwicklungen (10), (11) nothwendig gewordene
Voraussetzung in Betrefl der Werthe von » und »; hindert nicht,
dass » = 0 wird sowohl in (10) als auch in (11).

Beachtet man nun, dass die zu entwickelnden Ausdriicke
(10), (11), namlich J°(R), Y°(R) firr » = O stetig bleiben,
“dass also die fir » = O ins Unendliche aufspringende Function
Y”(r) in ihren Entwicklungen nicht enthalten sein kann, so
reduciren sich die in (14) fir P*, 0" gefundenen Formeln so-
fort auf:

Pl pdidnl;
(15)
Ofie=.CI% ),
wo 4, C unbekannte Functionen von 7, sind.
Die Grossen P, (* missen aber andererseits auch der
Gleichung (13) Geniige leisten. Hieraus folgt:
A== o2 (ry) = BENrs)s
(16)
- C=yp J"r) + §¥"(ry),
wo e, f, y, 0 unbekannte Constante sind.

Aus (15), (16) folgt, wenn man zur genaueren Bezeichnung
@ B yar 0, stalt e, B, p, 0 setzt:

Pr= () [ () + Bu T7(r)],
(17)
O = J"(r) [yn I"(r)) + 0 ¥"(ry)].

Dividirt man diese Formeln (17) durch 77, so erhilt man
rechts den Quolienten

Ja(r)

rn
an Stelle von J7(r) selber. Dieser Quotient hat aber (Seite 5)
den Werth:
o i gt (1_,,‘,’,”?_ s Ul e i _)
rn 2:4.-.2n 22042 2:4-2n+2. 2n4-4 d

und verwandelt sich daher fir » = 0 in
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Somit ergiebt sich:
Pn
(%)
0
Qn

(18)

ielle Differentialgleichuagen,

1

A NEy St /
G fio P

an J1(r,) + Bn (7))
24420 i

/

Yn J"(TI) + On }"'Qr,)
D.4....9 o

’

s

),

rn
wo der Index O andeutet, dass’'» = 0 zu selzen ist.
Wir schreiben die Formeln (17) und (18) zar Abkiirzung in
folgender Weise:

pr o= Jr (7.) v q)n (711) 2
(19)
0= 10) - v ),
Pn i) q,n(-,«i)
( n ) T R T
0
20)
( 0" ) EHnK. o (2
P 2.4.4..2p "
0

Es handelt sich nun um die vollstindige Bestimmung der
Functionen ¢”(r;) und 9 (r,), d. i. um die Auffindung der in
ihnen vorhandenen constanten Coefficienten «,, B, yx 0.

Die Losung dieser Aufgabe (welche bei directem Angriff auf
sehr langwierige Rechnungen fiithrt), wird éusserst leicht und ein-
fach durch Anwendung eines von Jacobi aufgestellten Satzes. *)
Ist F irgend eine Funclion von cos®, so gilt nach jenem Satz

die Formel:

il onE

3---2n—1 d (@ cos. &)
0

7T
21) / F-cosnd dy = | sin?” @ d9.
v

Nehmen wir statt # die erste der von uns zu entwickeln-
~den Funclionen, setzen wir also

F = JYR);
so wird (mit Riicksicht auf 7):

*) Crelle’s Journal, Bd. 15. Seite 3 und 5.
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64 Vierter Abschnitt.

OF SRR AR [ QLB p. ) g
0 cos o R 0cos 0 R?
PF  _ RI(R) 75
Geon®y — my - (2l
(22) 0’F i 0* P(R) % (_ 27‘7‘1)3,

(Dcos @) — (0He)p

onF onJO(R)
(@ cos @)~ (0R)n

Wir erhalten somit an Stelle von (21) die Formel:

©(— 27"

7T 7T
0 T T, (_'2”'1)"”_ a”']o(ﬁ) s 2n !
(23) [JYR) cosnddd=1"—o"" < @) sin?? @ a9,

05 i ¢
deren linke Seite (zufolge 10) identisch ist mit w7  Dividiren
wir daher die Formel mit =»”, so ergiebt sich:

k4

(24> Zi”: .(I_Q"'l)" lfé(%;:é()?) sin?7 9 d9.
0

Setzen wir jelzl » = 0, so. verwandelt sich die linke Seite

(nach 20) in die zu bestimmende Function 5‘%’_—(.%37’, wihrend gleich-
zeitig auf der rechten Seite die Grosse R in r, iibergeht. Wir
erhalten also:

3 7
or(ry) . (=2r)» 1 *0nIO(ry) oan
(25) S0 DT 3] ;L/ (o) sin* & dd,

0

wo gegenwirtig der unter dem Integral befindliche Differential-
Quotient unabhiingig ist von &. Mit Riicksicht auf die bekannte
Formel:

7
gt NS oo -
2 j sintn 9 49— L32
0

erhalten wir also schliesslich:
4 —_— (— n anJO(ri).
(26) (P’ (7”5) S ( 27”1) (91‘12)”
In genau derselben Weise wiirde sich, wie leicht zu iber-
sehen, bei Anwendung der Jacobi’'schen Formel aufl die zweite
zu entwickelnde Function ¥°(R) ergeben haben:
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7
7 4 n YO ()
27) P (ry) = (— 2nry)” ok

Hierdurch sind die Functionen ¢”, A" vollstindig bestimmt.
Die gefundenen Werthe konnen aber bedeutend vereinfacht, nim-
lich durch Anwendung fritherer Fon)zeln (Seite 54) augenblick-
lich in folgende Gestalt versetzt werden:

@ (ry) = J*(ry)s
Y'(ry) = ¥ ”(’1)

Somit wird (nach 19): :
Pro= J(r) J(ry),

28)

(29)

Qn —/ J" (7‘) Y (7.1).
In Bezug auf die vorhin ga/fundenen Ausdriicke (17) wiirde also
zu bemerken sein, dass durch unsere Untersuchung fir die dor-
tigen Coefficienten e, f,, y. 0, folgende Werthe sich heraus-
gestellt haben:

(30)

Cp = 1’ ﬁn = 0,

771 — 0; 6” _— 1‘
Durch Substitution der Werthe (29) in die Entwicklungen
(10), (11) gelangen wir zu folgendem Satz.
Setzt man R = )/ r* +-7'T'Z — 27’7'7,7:55 &, und entwickelt man
die Ausdriicke JO(R), Y°(R) nach den Cosinus der Vielfachen von
&, so entstehen die einfachen Formeln :

n=w

(31) JI(R) =22} e B (r) i b)) easin g
n=0

(32) YO (R) = X &, J*(r) ¥ (r,) cos n®,
n=0

wo die Conslante &, den Werth 1 besitzt fiir n = 0, und den Werth
2 fiur n > 0.

Die erste Entwicklung ist giltig fir beliebige Werthe von r
und ry, die zweite nur dann, wenn r kleiner als ry isl.

§ 23. Die Entwicklung der Bessel’schen Function J° fiir
ein Argument, welches die Entfernung zweier Puncte
vorstellt.

Diese schon in (31) gefundene Entwicklung kann auf directe-
rem Wege erhalten werden.

Neumann, Theorie d, Bessel'schen Functionen. .

<
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66 Vierter Abschnitt.

Es seien R, P, 9, k gegebene Conslanten, welche zu ein-
ander in der Beziehung stehen:

fecos bk —= P,
(1) R\sin ¥ = 0,
R — - P* 02,

Die Bessel’sche Function JO(R) wird (Seite 6) ausgedriickt
durch das bestimmte Integral

7
) JO(R) =+ j cos (R sin @) do.
0
Der Ausdruck cos (R sin @) nimmt fiir das Intervall:

Schritt fiir Schritt dieselben Werthe an, wie fiir das Intervall:
[P O o 7+ k.
Demnach wird das Integral | cos (R sin o) do, mag dasselbe nun

von O bis 7, oder mag es von % bis @ 4 % hinerstreckt werden, in
beiden Fillen denselben Werth haben. D. h. es ist:

b k(4
‘/cos (R sin ) do = j cos (R sin (k + w) ) do.
0

0

Somit konnen wir statt (2) auch schreiben: ~

T
(3) J(R) = %‘/ cos (R sin (k + co)> do.
oder: :
ﬁ. .
4) Jo Ry %J cos (Rcosksinm+Rsinkcosm) do,
0

oder mit Riicksicht auf (1):
n
(5. a) JUR) = %J cos (P sin @ + 0 cos m) do.
0

Diese Formel wird also stattfinden fir je drei Grossen
R, P, 0, weleche mit einander verbunden sind durch die Relation
R? = P? 4 (0% Sie wird daher, ebenso gut wie fir R, P, 0,
auch stattfinden fir B, P, — 0. Also:
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/

£ /
(’.) I RIE== %J cos (P sin/lb — Q cos ® ) do.

0
Aus (D.a,b) folgt durch Addition:

7 /
b.c) JE (B ”i j cos (P/An w) cos (0 cos o) do,
0 /,'
und andererseils durch Subtractiyn:

6. a) 0 :fsin (1” sin ®) sin (0 cos o) do.
0

So haben wir hier/vier Formeln (5. «, b, ¢, d) ge-
funden, welche guiltig sind fir irgend drei (reelle)
Grossen R, P, 0, zwischen denen die Relation statt-
findet R®=— P> 0% :

Es sei nun B die’ Entfernung zweier beliebig gegebenen
Puncte, nimlich ebenso wie frither:

R*= 1>+ r®> — 277, cos 9,
oder was dasselbe ist:
(6) : R*= (r — r, cos 8)* + (r, sin 9)2
Auf dieses R konnen wir unsere vier Formeln sofort in Anwen-
dung bringen, wenn wir fir P und 0 diejenigen Grossen neh-
men, deren Quadratsumme in (6) auf der rechten Seite steht.
Die Anwendung der Formel (5. ) liefert alsdann:

T
) JUR— %L/ cos ((r—r1 cos &) sin @ — 7, sin ¥ cosm )dm,
0
oder, was dasselbe ist:
A
(8) B = -;— / cos (r sin o — 7 sin (0 + 9) ) do.
e
0

Nun ist nach frither gefundenen Entwicklungen (Seite 7):
(9.a) cos (r sin w) = &, JO(r) + &, J%(r) cos 20 + &, J*(r) cos 4@

A ‘
(9.5) sin (» sin @) = ¢ J'(7) sinw + &3 (r) sin3 w + & J°(r) sinb @
i So8 e .
wo &, jene oft benutzte Constante vorstellt, welche = 1 oder

5*
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68 Vierter Abschnitt.

= 2 ist, jenachdem »=0 oder > 0. Diese Formeln (9) mo-
gen zur Abkiirzung so geschrieben werden :

(10. a) cos (r sh w) = X & JP(r) cos pw,
(10. 1) sin (r sin @) = X ¢, J4(r) sin go,
wo die eine Summation tiber die graden Zahlen p=0, 2,4, ... 00,
die andere iiber die ungeraden Zahlen =1, 3, 5 .... co hin-

erstreckt zu denken ist. Vertaischt man in diesen Formeln die
Grossen », o mit »;, @ 4+ &, so erhilt man die analogen For-
meln:
(11.a) cos [r sin (0 4 8)] = X &,J2(r,) cos p (0 + 9),
(11.5) sin [, sin (@ 4+ @)] = Z\g,J2(r,) sin ¢ (0 + 9).

Fir jede beliebige unter den mit » bezeichneten Zahlen

findet, wie leicht zu ibersehen, die Gleichung stat:
n

(12.4) & '/ €08 pw- cos p (0 + 9) do = m cos pd.
0
Ebenso ist andererseits fiir jede der mit 4 bezeichneten Zahlen:
7
(12.0) &gt / sin gw-sin ¢ (0 + 9) do = = cos ¢9.

Multiplicirt man nun die beiden Formeln (10.a), (11.4) mit-
einander, und integrirt man dieses Product nach o zwischen den
Grenzen O und 7, so ergiebt sich mit Riicksicht auf (12.4):
(13.a) cos (r sin ®) - cos [ sin (@ 4 )] do

0

=n2 & JP(r) JP(r,) cos pd.
In dhnlicher Weise folgt aus (10.%), (11.5) und (12.5):

7

(13.0) /;in (v sin @)-sin [ry sin (@ + 9)] do

=X ¢ Jir) Ji(r,) cos ¢9.

Die Addition der beiden letzten Formeln liefert:
n

(14) / cos [7 sin o — 7 sin (0 + 9)] dw

.
0

== 7v 28" JP) T (r,) €08 7,
wo gegenwirtig die Summation 2 hinzuerstrecken ist iiber
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saimmtliche (gerade und ungerade) Zahl/n, also hinzuerstrecken
iher m==0,al46 25 354, s pen » - Ot f:

Durch Anwendung von (14) auf di¢ Formel (8) erhalten wir
nun endlich die verlangte Entwicklung:

(15) JOR) —_—n__Z—we,, J" (r) ;7/”(7'1) cos nd,

n—0 /
eine Entwicklung, welche genau ibereinstimmt mit
derjenigen, die wir friher/bereits (Seite 65) aul ganz
anderem Wege gefunden kaben.
Diese Entwicklung (15) fishrt, wie wir hier noch zeigen wol-
len, zu einer bemerkenswerthen neuen Eigenschaft der Functio-

nen J. Setzt man in

R=y ¥ 4+ r? — 2rr cos &
die Grossen », r, einander gleich (was fir die Giltigkeit der
Entwicklung von J°(R) ohne nachtheiligen Einfluss ist, Seite 65),
so wird:

R =-2r sin —3,

folglich durch Benutzung der Formel-(15):

16)  Jo ( 2 sin ":) —"Z &, J*(r) J*(r) cos nd.

n=0
Dieser Ausdruck (16) kann nun aber nach den Cosinus der Viel-
fachen von & noch auf anderem Wege entwickelt werden. Setzt
man namlich in der allgemeinen Formel (Seite 6):

.
oz =—:t J cos (z sin o) do
0

oA q g
2r sin - an Stelle von z, so wird:

r

P
17 R (21’ sin %) = ;1 / cos <2r sin  sin ?) do.
0

Aus der Formel [(9. @) folgt, wenn man daselbst g fir o

selzt:
'3, n=—um
(18) €08 (r sin ?) ==X o e ioosind ]
n=0
wo die Summation, ebenso wie in (16), uber simmtliche Zahlen
n=20,1,2,3, ... oo hinlauft. An Stelle von &, misste in

(18) eigentlich stehen &,,. Zufolge der Bedeutung dieser Con-
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70 Vierter Abschnitt.

stanten ¢ ist es aber (vie man leicht bemerkt) vollig gleichgiiltig,
ob in (18) der Factor & oder &,, unter das Summenzeichen ge-
stellt wird.
Vertauscht man nun endlich in (18) die Grisse » mit
2r sin @, und substituirt man den alsdann fiir
cos (2r sin o sin %)
sich ergebenden Werth in die Formel (17), so erhilt man:
g n=_w
(19) 12 ( 2r sin g) = % j 2 &, J*(2r sinw)- cos 719)(10)
n=0
Diese Formel reprisentirt, ebenso wie die Formel (16), eine
Entwicklung, welche fortschreitet nach den Cosinus der Viel-
fachen von @. Beide Entwicklungen missen unter einander iden-
tisch sein. Hierans ergiebt sich die Gleichung:

Fe

(20) Py o) = L J "7 (2r sin ©) do,

eine Gleichung, welche giiltig ist fiir jedes beliebige
Argument », und in welcher eine merkwiirdige Be-
ziehung enthalten ist-zwischen je zwei Bessel’schen
Functionen vom Range » und vom Range 2n.

§ 24. Erweiterung der Theorie des logarithmischen
Potentiales.
Ist % eine gegebene Constante, und bezeichnet B nach wie
vor die Entfernung zweier Puncte in der ayKEbene, so stehen
die Functionen

1) T (R), YO(R)
zu der Differential- Gleichun"
@) R e
Da? 9,/2 gt
in genau derselben Beziehung, in welcher die Functionen
(3) JO(kR), Y°(k R)
stehen zu der allgemeineren Gleichung
U I/
@ G+ of + RU=o0.

D. h. die Gleichung (4) “u(l (Iurch jede der beiden Functionen
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Nimmt man stalt der reellen (bnstanten 4 eine rein
imaginare Constante i%, so werdet in gleicher Weise
®) JO(ik R), / ¥O(ik R)
zwei Losungen sein fir die Diﬂeren/iﬂ-ﬂleiclmng-

2 2

(6) 3}’ % gy—z” ~/ U= o.

In Betreff dieser letzten Gle/chung lisst sich nun durch die
Minimal - Untersuchung des iibgr eine beliebige Elementarfliche
ausgedehnten Integrales /

JLIGEY + o) + (v0) e

folgender Satz nachweisen;

Fir eine belicbig gegebene Elementarfliche existirt immer eine
Function Uz, y) oder U, welche sammt ihren ersten Ableitungen
U
g ) g
innerhalb der Flache stetig ist, welche ferner innerhalb der
Fliche der Differential-Gleichung (6) Genitge leistet, und welche
endlich am Rande der Fliche beliebig vorgeschricbene Werthe
besitzt.*)
Auf Grund dieses Satzes ist es leicht, auf die Differential-
Gleichung (6) diejenigen Untersuchungen zu tbertragen, welche
ich in einer fritheren Abhandlung **) angestellt habe in Betreff

der Gleichung
T
Ox? oyET
Fihren wir die Bezeichnungen ein
FRY = J R,

0.

(8

D (R) = Y°(ikR) — J(ik R)-log (ik),
so sind F(R) und @ (R) reelle Functionen von R, und zwar
Functionen, von denen sich (beiliufig bemerkt) fiw 4 =0 die

*) Solches gilt indessen nur fiir die Gleichung (6). Denn fiir die Glei-
chung (4) scheint ein analoger Satz uicht zu existiren. Vergl, eine Be-
merkung von Helmholtz iiber ein analoges Problem im Raume, Bor-
chardt’s Journal. Bd. 57. Seite 24.

##) Borchardt’s Journal, Bd. 59. Seite 335.
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eine auf 1, die andee auf log R reduciren wiirde. Diese Func-
tionen F(R) und @ (A konnen, falls ¥

R = Vr* 4 r2— 2rr, cos®
gesetzt wird, nach den Cosinus der Vielfachen von @& in ganz
dhnlicher Weise entwickelt werden, wie frither /°(R) und Y°(R)
entwickelt wurden (Seite 65,

Denken wir uns nun epe Materie oder ein Fluidum, wel-
ches in der Ebene beliebig vertheilt werden kann, und von sol-
cher Beschaffenheit, dass das Potential zweier Theilchen aufein-
ander gleich ist der ihrer Entfernung R entsprechenden Func-
tion @ (R), multiplicirt mit dem Product ihrer Massen, so ge-
langen wir zn folgenden Sitzen:

Ist ¢ ein Punct innerhalb einer gegebenen Elementarfliche, so
kann die Randcurve der Fliche immer der Art mit Masse be-
legt werden, dass das Potential dieser Belegung fir alle
Puncte ausserhalb der Fliche ideniisch ist mit dem Potential
einer in ¢ concentrirten Masse 1.

Ist HDds diejenige Musse, mwelche bei der genannten Belegung
auf dem Element ds der- Randcurve sick befindet, und ist U
irgend eine Function, welche auf der Elementarfliche den Be-
dingungen (7) entsprz'ékt, so wird diese Function im Puncle ¢
einen Werth besitzen, welcher dargestellt ist durch

U, = [ U HDds,

die Integration hinerstreckt itber den Rand der Fliche.
Eine solche Function U kann also, wenn ihre Randwerthe gege-
ben.sind, durch Anwendung der vorstehenden Formel berechnet
werden fiir jeden beliebigen Punct ¢, vorausgesetzt, dass man be-
kannt ist mit jener durch H@ reprasentirten Randbelegung.

Entwickelt man die Functionen #(R), @(R) in der vorhin
angedeuteten Weise, so kann man diese Randbelegung leicht fir
den Fall bestimmen, dass die gegebene Elementarfliche ein Kreis
ist. Zugleich gelangt man dabei zu einem einfachen Satz iiber das
Potential einer gleichformig mit Masse belegten Kreislinie. Man
findet namlich, dass dieses Potential auf Puncte innerhalb des Krei-
ses = A F(r), auf Puncte ausserhalb = B-®(r) ist, wo r die
Entfernung der Puncte vom Kreismittelpunct vorstellt, und 4, B
gewisse Constanten sind.
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