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SOLIDOMETRYA
ROZDZIAL |

O PLASZCZYZNACHI KATACH BRYLOWYCH

* L_inia prosta, iest prostopadia do
ptaszczyzny, gdy iest prostopadig do
wszystkich liniy prostych na teyze
ptaszczyznie  poprowadzonych, i
przez iey spodek przechodzacych. |
od wrotnie, ptaszczyzna iest prostopadta
ido linii prostey.

Spodkiem prostopadtey, iest punkt

w ktérym przecina ptaszczyzne,
2; Liniia prosta iest réwnoodlegta od pta-
szczyzny gdy iak naydaley wraz z pta-
szczyzng przedtuzona przecigC iey nie
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moze. Odwrotnie ptaszczyzna iest ro-
wnoodlegta od linii.

Dwie pfaszczyzny sg od siebie rowno-
odlegte, gdy iak naydaley przedtuzo-
ne przecigC sie nie moga.
Pozniey sie okaze, ze wspolne'in prze-
cieciem dwoch ptaszczyzn iest liniia
prosta: kat, czyli nachylenie do siebie
dwoch plaszczyzn, iest mnieysza lub
wieksza ilos¢ o ktdra sa od siebie od-
dalone; miarg tego nachylenia iest ka"
zawarty miedzy dwiern; pro'topadte-
ini do wspdlnego ich przeciecia wy-
prowadzonemi, na kazdey z ptaszczyzn
w szczegblIno$.-i, z punktu yyzietego na
temze przecieciu.

<Kat ten, moze byC¢ ostry, prosty,
lub roztwarty.
Gdy kat zawarty miedzy dwiema pta-
szczyznami lest prosty, ptaszczyzny s

siebie prostopadte.

Kat brylowy iest przestrzen katowa ,
zawarta miedzy wielg ptaszczyznami
w iednym punkcie sie schodzacemi. —
lak kat bpyinwy S, Jg. 1. powstat
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z potaczenia ptaszczyzn .ASB,BSC,C.SD”
DSA.—Do utworzenia kata bryto-
wego potrzeba przynaymniey trzech
ptaszczyzn.
twierdz. 1. Liniia prostanie moze by¢
w czeSci na plaszczyznie, w czesci, za
ptaszczyzna.

Dowodz- Jakoz podtug opisania, ptaszczy-
zny, liniia prosta znayduig, sie cala na

ptaszczyznie, gdy ma tylko dwa pun-
kta z nig wspdlne.

Uwaga. Dla przekonaniasie czy po-

wierzchnia iest plaska, potrzeba do
niey w roznych kierunkach przykia-
dac liniig prosta, i uwaza¢ czyli doty-
ka teyze powierzchni w catey iey roz-
ciggtosci.
Twierdz, 2gie. Dwie liniie proste prze-
cinaigce sig, znayduig sie na iedney pta-
szczyznie, | wyznaczaig iey potoze--
nie.

Dow. Niech bedg dwie liniie AB, AC,
fig. 2. przecinaigce sie w punkcie A ;
wystawmy sobie plaszczyzne na kto-
rey znayduie sie linila AB: plaszczy-
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zne te obracaymy okoto linii AB, dopé-
ki nie przyydzie na punkt C. liniia AC,
maigc wtedy dwa punkta Ai C na
teyze plaszczyznie, bedzie sie cata na
niey znaydowac, a tem samem poto-
zenie tey ptaszczyzny iest wyznaczo-
ne, z tym iedynie warunkiem, ze na
nieymaig sie znaydowaé liniie AB, ,
AC.

Whiosek 1. Tréykat ABC, albo trzy
punkta A, B, C, fig. 2. nie znayduigce
sie na iedney linii proste'y, wyznacza-
Ig potozenie ptaszczyzny.

Whn. 2gi. Dwie liniie réwnoodlegte AB,
CD, fig. 3. wyznaczaig takze potoze-
nie plaszczyzny; bo poprowadziwszy
sieczng EF, plaszczyzna przechodzaca
przez liniie AE, EF, bedzie takze prze-
chodzi¢ przez rownoodlegte AB, CD.

9. Twierdzenie 3cie. Wspo6lnem prze-
cieciem dwoch phaszczyzn iest liniia

prosta.—
Dowodz. Gdyby miedzy punktami wspol-

nemi dwom plaszczyznom, znalazty
sie trzy nielezace na iedney linii pro-
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stey, dwie ptaszczyzny, o ktérych mo-,
wa, przechodzac razem przez te trzy
punkta bytyby tylko iedng ptaszczy-
zna; co iest przeciw zatozeniu.,
Twierdz. 4te. Liniia prosta AP, pro-
stopadta do dwodch innych PB, PC
poprowadzonych przez iey spodek na
ptaszczyznie MN fig, 4, bedzie takze
prostopadtg do linii prostey iakieykol-
wiek PQ, poprowadzonej przez iey
spodek na teyze pfaszczyznie, a tem
samem, bedzie prostopadig do ptaszczy-
zny MN,,

Dowodz. Przez punkt Q, wziety od u-

podobania na linii PQ, poprowadz-
my w. kacie BPC, liniig prostg BC, tak,
aby byto BQ=QC, i potaczmy AB,
AQ, AC. Witrbéykacie BPC, ponie-
waz podstawa BC, iest podzielona na
dwie rowne czesci w punkcie Q, wiec;

Dla teyze samey przyczyny w troy-
kacie ABC;

Odigwszy réwnanie pierwsze od dru-
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giego i uwazaigc ze w tréjkatach APC
I APB prostokatnych przy 'P, iest
AC2—PC2=AP? i AB2—PB2=AP2;
bedzie:

czyli
ztad ; troykat wiec
APQ iest prostokatny przy P, a tem,
samem liniia AP iest prostopadta do

PQ.

Uwaga. Ztad sie pokazuie, ze liniia

prosta nic tylko by¢ moze prostopa-
dfa do wszystkich liniy prostych po-
prowadzonych przez iey spodek na
ptaszczyznie, ale nadto ze to zawsze
ma mieysce. ile razy tylko ta liniia
iest prostopadta do dwoch liniy po-
prowadzonych na ptaszczyznie.

Wn. 1, Prostopadta AP iest krotsza
odkazdey pochytey AQ, i mierzy pra-
wdziwg odlegtos¢ punktu A od pta-
szczyzny PQ..

Wn. 2gi. Z punktu P wzietego na
ptaszczyznie, mozna tylko iedne pro-
stopadty wyprowadzi¢ do tejze pta-
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szczyzny; bo gdyby mozna z tegoz sa
mego punktu P, wyprowadzi¢ dwie
prostopadte, wiec poprowadziwszy
przez nie ptaszczyzne, ktérey prze-
cieciem z ptaszczyzng MN, niech be-
dzie liniia PQ; dwie prostopadte o
ktérych mowa znayduigce sie na tey
samey ptaszczyznie bylyby takze wie-
dnym punkcie prostopadte do linii PQ,
co by¢ nie moze.

Podobniez z punktu wzietego za pta-

szczyzng, nie mozna do niey spusci¢
dwoch prostopadtych, bo przypusci-
wszy ze linile AP, AQ sg temi dwie-
ma prostopadtemu w tréykacie APQ
bytyby dwa katy APQ i AQP proste,
co by¢ nie moze.
Twierdz. 5te. Pochyte rowno oddalo-
ne od prostopadtej s réwne, a z dwoch,
pochytych nie rébwno od prostopadtej
oddalonych, ta iest wieksza ktora sie
bardziey od niey oddala.

Dowodz. Poniewaz katy APB, APC,APD

fig. 5 sa proste, wiec przypusciwszy ze
odlegtosci PB, PC, PD, sg sobie rowne,
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troykaty APB, APC, APD, maigce po
dwa boki roéwne ipo kacie miedzy
niemi zawartym réwnym, przystang
do siebie, a tem samem przeciw prosto-
katne czyli pochyte AB, AC, AD,
bedg sobie rowne. Lecz iezeli odle-
gtos¢ PE iest wiekszsaod PD lub iey
rowney PB, pochyta AE bedzie tak-
ze wieksza od AB, lub iey rowney
AD.
Whiosek. Spodki wszystkich  po-,
chytych rownych AB, AC, ADit d._
znayduig sie na okregu BCD zakre-.
Slonym ze spodka prostopadley P, ia-
ko Srodka; maigc zatem dany punkt A,
za plaszczyzng, ichcac znales¢ na niey
punkt P, w ktérym, przypadnie spodek
prostopadtey z punktu A spuszczoney,
dosyC wyznaczyC na teyze ptaszczy-
Znie trzy punkta. B, C, D, rownoodda-
loneod punktu A, iznalez¢ $rodek o-
kregu kota przez te trzy punkta prze-
chodzacego; a Srodek ten bedzie szu-
kanym punktem P.

Uwaga. Kat ABP, nazywa sie nachy-.
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leniem pochyley AB, do ptaszczyzny
MN, nachylenia pochytych AB, AC,
ADi t. d. réwnooddalonych od pro.
stopadtey, sg rowne; gdyz wszystkie
trojkaty ABP, ACP, ADP it d. s3
rowne.

Twierdz. 6, Gdy liniia AP fig. 6
iest prostopadta do ptaszczyzny MN,
a linila BC, lezy na teyze ptaszczy-
Znie, ze spodka P prostopadiey spu-
Sciwszy PD prostopadtg do BC, i pota-
czywszy punkt A z punktem D, lini-
ig AD; linila AD, bedzie prostopadiy
do BC.

Dowodz. Wzigwszy DB=DC, i pota-

czywszy PB, PC, AB, AC, poniewaz
BD=DC, pochyta PB=PC; nadte u-
wazaigc wzgledem prostopadiey AP,
poniewaz PB=PC, pochyta AB=AC;
linila zatem AD maigca dwa punkta
A\ D rownooddalone od koncow B i G
linii BC, iest prostopatdg w Srodku do
teyze linii BC.

Wn. Tu zarazem widzimy ze BC, iest

prostopadta do ptaszczyzny APD, ia-



-12-

ko prostopadta do dwdch liniy AD i
PD, przez ktore ta ptaszczyzna prze-
chodzi.

Uwaga, Dwie liniie AE i BC, sg przy*
ktadem dwoch liniy, nie przecinaig-
cych sie, bo nielezg na iedney pta-
szczyznie. Naykrotszg odlegtoscig tych
dwoch liniy iest linila PD, prostopa-
dfa razem i do linii AE i do linii BC.
Odlegto$¢ PD tych dwoch liniy iest
naykrétsza; bo potaczywszy dwa inne
punkta iak A i B bedzie AB=AD, aze
ADi>PD wiec tym bardziey AB=PD.

Liniie AE i GB, lubo nie leza na
iedney plaszczyznie, uwazaig sie, ie-
dnak za prostopadte do siebie, bo li-
niia AD i réwnoodlegta od BC, po-
prowadzona przez ieden z iey pun-
ktow, bylyby do siebie prostopadite.
Podobniez liniie AB i PD, ktére o-
znaczaig iakiekolwiek dwie liniie pro-
ste nielezace na iedney pfaszczyznie,
biorg sie za liniie czyniac z sobg ten
sam kat ktoryby czynita z liniig AB,
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rownoodlegta od PD, poprowadzona
przez ktérykolwiek punkt linii AB.
Twierdz. Gdy liniia AP iest pro-
stopadta do ptaszczyzny MN fig. 7 i
linila DE od niey rownoodlegta, iest
takze prostopadia do teyze plaszczy-
zny,

Dowodz: Przez liniie rownoodlegte AP

i DE, poprowadziwszy ptaszczyzne,
tey przecieciem z ptaszczyzng MN niech
bedzie linila PD, poprowadzmy na
ptaszczyznie MN liniig BC, prostopa-
dtg do PD, i zlgczmy punkt Az D
liniig AD. Podtug wniosku z twier-
dzenia poprzedzaigcego BC iest pro-
stopadta do ptaszczyzny APDE, a
tem samem kat BDE iest prosty; aze
i kgt EDP iest takze prosty, gdyz
AP iest prostopadta do PD, a DE iest
rownoodlegta od AP: wiec liniia DE,
prostopadta do dwdéch liniy DP i DB.
lest tem samem prostopadtg do pta-
szczyzny MN, na ktérey lezg tez li-
mie.

Wnhn, 1. Odwrotnie, gdy liniie AP



i DE sg prostopadte do (iedney pfa-
szczyzny MN, liniie te sa od siebie ro-
wnoodlegte, bo gdyby takiemi nie by-
ty-, wiec z punktu D wyprowadziwszy
rownoodlegtg od AP, ta bylaby pro-
stopadtg do plaszczyzny MN; a tem
Samem, ziednego punktu D, moznaby
wyprowadzi¢ dwie prostopadte doteyze
samey plaszczyzny, co byC nie moze.

18. Wn. 2gi. Dwie liniie Ai B, rowno-
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odlegte od trzeciey C, sg takze od.
siebie rownoodlegte; wystawiwszy so-
bie bowiem ptaszczyzne prostopadiy
do linii C liniie A i B, iako réwno-
odlegte od C, beda takze prostopadte
do tey phaszczyzny; a tem samem na
mocy wniosku poprzedzajacego odsiei-
bie réwnoodlegte. Uwazaé tu potrze-
ba ze trzy liniie A, B, C, nie lezg na
iedney ptaszczyznie.

Twierdz 8. Liniia AB (fig. 8.) ro-
wnoodlegta od linii CD poprowadzo-
ney ha plaszczyznie MN, iest takze
rownoodlegta 6d tey ptaszczyzny.
Dowodz. Gdyby linila AB znayduig-



ca sie na ptaszczyznie ABCD, przecie-
ta plaszczyzne MN,, przeciecie to
mogtoby tylko mie¢ mieyscew pewnym
punkcie linii CD, ktora iest wspolnem
przecieciem dwoch plaszczyzn; aze li-
nila AB, nie moze przecig¢é CD, iako
od nie'y rownoodlegta; wiec nieprze-
tnie takze plaszczyzny MN, atem sa-
mem iest od niey rownoodlegta.

Twierdz. 9. Dwie ptaszczyzny MN
I PQ fig. 9. prostopadte do iedney li-
nii prostey AB, sg od siebie réwno-

odlegte.
Dowodz. Gdyby te dwie plaszczyzny

przeciety sie, wiec na ich wspo6lnem
przecieciu wzigwszy punkt O, i pota-
czywszy @go z punktami A iB, liniia-
mi prostemi OA i OB, liniia AB, pro-
stopadta do ptaszczyzny MN, bytaby
takze prostopadtg do OA, na teyze pla-
szczyznie przez iey spodek poprowa-
dzoney, dla tey samey przyczyny AB,
bytaby prostopadta do BO; atem sa-
mem OA i OB, bytyby dwie prosto-
padie spuszczone zpunktu O, do ie-
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dney linii; co by¢ nie moze. Dwie za-
tem ptaszczyzny MN i PQ, nie mo-
ga sie z sobg przecigé atern samem sg
od siebie rownoodlegte.

Twierdz. 10. Przeciecia EF i GH
fig. 10 dwodch ptaszczyzn rownoodle-
glych MN i PQ, ptaszcyzng trzecig
FG sg rownoodlegte.

Dowodz. Jezeli liniie EF, i GH lezace

na tey samey plaszczyznie nie sg ro-
wnoodlegte, wiec przedtuzone, prze-
tng sie; lecz tein samem przecietyby
sie takze pfaszczyzny MN i PQ, na
ktérych lezg tez liniie, co by¢ nie mo-
ze, bo ptaszczyzny te sg z zatozenia
réwnoodlegte.

Twierdz. 11. Liniia AB fig. 9 pro-
stopadta do ptaszczyzny MN, iest tak-
ze prostopadta do ptaszczyzny PQ ro-
wnoodlegtey od MN.

Dowodz. Na ptaszczyznie PQ, popro-

wadziwszy iakakolwiek liniig prostg
BC, przez liniie AB i BC poprowadz-
my plaszczyzne ABC, ktdrey przecie-
ciem z ptaszczyzng MN , bedzie liniig
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AD, réwnoodlegta od BC; lecz liniia
AB prostopadta do ptaszczyzny MN,
iest prostopadtg i do linii AD, wiec
tein samdm bedzie prostopadta do BG
rownoodlegtdy od AD; (40) liniia zatem
AB prostopadta do linii iakiey kolwiek
BC/ poprowadzoney przez ie'y spodek
na plaszczyznie PQ, iest takze pro-
stopadty do tey ptaszczyzny.

Twierdz* 12. Liniie rownoodlegte
EG, i Fil fig. 10. zawarte miedzy
dwiema pfaszczyznami réwnoodlegte-
ini MN, PQ, s sobie réwne.

Don’. Przez liniie rownoodlegte EG ,
Fil poprowadzmy ptaszczyzne EGHF
ta przetnie ptaszczyzny rownoodlegte
podtug liniy EF i GIL Przeciecia EF
i GH sg od siebie rownoodlegte (21)
wiec czworokgt EGHF iest réwnole-
gtobokiem atern samem EGzzzFH.
Wn, Ztad wypada, Ze dwie pta-
szczyzny réwnoodlegle, wszedzie zaré*
wno od siebie sg oddalone; bo gdy lini-
ie EG iIFH sg prostopadte do pta-
szczyzn MN, PQ, liniie 9te sg od sie-
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jbie  rownoodlegte (169, fl**ra samem
réwne.

Twierdz. 13. Gdy dwa katy CAE i
DBF fig. Il.nie lezagce na iedney pta-
szczyznie, maig ramiona od siebie ro-
wnoodlegte i w iedne strone sie roz-
chodzace, katy te sg réwne, a ich pta-
szczyzny od siebie rownoodlegte.

'Dow. Wozigwszy AC=zBD, AE—BF>

potagczmy CE, DF, AB, CD, EF. Po-
niewaz liniia ACiest rowna linii BD,
i od niey réwnoodlegta, wiec czwo-
rokat ABDC iest rownolegtobokiem ;
a tein samem liniia CD, rowna linii
AB i od niey rownoodlegta. Dla tey-
ze przyczyny liniia EF, réwna ABf
i od niey rownoodlegta; wiec liniia
CD iest takze rowna linii EF i od
niey rownoodlegta, atem sarnom czwo-
rokat CEFD iest rownolegtobokiem, i
i bok CE rowny bokowi DF iod nie-
go rownoodlegty; troykaty zatem
CAE, i DBF, sg rownoboczne; i kat
CAEzzzDBF.

Powtore, ptaszczyzna ACE, iest ro-
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wnoodlegta od ptaszczyzny DBF; bo
przypusciwszy ze plaszczyzna réwno-
odlegta od BDF, przez punkt A po-
prowadzona, przecina liniie CD i EF,
w innych punktach, np. 1'i H, a nie
w punktach C i E; wiec podiug WWn.
2. Twierdz. 7. trzy liniie AB, ID.
FH, bedg réwne, a ze trzy liniie AB
CD, i EF, sg takze rowne, wiec byc¢-
by musiato CD=ID, FH=EF, co by¢
nie moze; ptaszczyzna wiec ACE iest
rownoodlegta od BDF.

Wn. Gdy dwie ptaszczyzny rowno-
odlegte MN, PQ przeciete sg dwiema
innemi ptaszczyznami, CABD, EABF
katy CAE, DBF, powstate z przeciec
ptaszczyzn rownoodlegtych bedg ro-
wne; gdyz przeciecie AC iest rowno-
odlegte od BD (21) AE réwnoodlegte
od BF, a tem samem kat CAE=DBF.
Twierdz. 14. Gdy trzy liniie AB
CD, EF fig. 11. nielezace na iedney,
ptaszczyznie sg rowne i rownoodlegte,
trojkaty ACE, BDF, utworzone zie-
dney i drugiey strony przez polgcze-
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nie koncow tychze liniy, sa réwne’
a ich ptaszczyzny rownoodlegte.

Dow. Poniewaz AB iest rowne i ro*

* 28,

wnoodlegte od CD, wiec czworokat
ABCD, iest rownolegtobokiem, a fem
samem bok AC iest rowny BD i od
niego rownoodleglty. Dla teyze przy-
czyny boki AE i BF, tudziez CE i DF,
sg rowne i réwnoodlegte; troykaty
wiec ACE i BDF, sg rowne. Podo-
bnym sposobem iak w twierdzeniu po-
przedzaigcem dowiedziemy, ze ich pta-
szczyzny sg od siebie rownoodlegte.
Twierdz. 15. Dwie liniie proste prze-
ciete trzema ptaszczyznami roéwnood-
legtemi, podzielone sg na czesci pro*
porcyonalne. #

Dow. Daymy na to ze linila AB fig. 12

przecina ptaszczyzny rownoodlegte MN,
PQ, RS w punktach A, E, B; a liniia
CD przecina tez ptaszczyzny w punk-
tach C, F, D, dowiedziemy Ze be-
dzie AE: EB— CF: FD.
Poprowadziwszy liniia AD, przeci-
naigcg ptaszczyzne PQ w punkcie G,
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potaczmy punkta A 1C, Ei G,Gi F,
B i D linilami AC, EG, GF, BD; prze-
ciecia EG i BD ptaszczyzn réwnood-
legtych PQ, RS pfaszczyzny ABD s3
rownoodlegte,
wiec . . .. AE. EB=AG; !
podobniez, poniewaz prze-.

ciecia ACi FG sarowno-

odlegte, wiec AG: GD=CF: FD.
Ztozywszy te dwie proporcje wypa-

dnie: AE: EB=CF: FD.
Twierdz. 16. Miarg kata zawartego
miedzy dwiema ptaszczyznami MAN,
MAP fig. 13" iest kat NAP'zawarty
miedzy dwiema prostopadtemi AN,
AP do wspdlnego przeciecia, na ka-
zdej z tych ptaszczyzn poprowadzone-
mu

Aby dowiesdz tego twierdzenia, po-
trzeba 16d dowieSdZz ze kat zawarty
miedzy prostopadiemi do wspélnego
przeciecia dwoch plaszczyzn, na kaz-
dey znieh poprowadzonemu iest sta-
ty; to iest, ze sie nie zmienia z jakie-
gokolwiek punktu wspdlnego przecie-
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cia, bedg wypréwadzone tez prostopa-
dte.

Wozigwszy jakikolwiek inny punkt
M, i poprowadziwszy prostopadte MC
na ptaszczyznie MN, i MB na pfla-
szczyznie MP, do wspdlnego przecie-
cia AM; liniie MB i AP iako prostopa-
die do iedney linii AM, sg od siebie
rownoodlegte. Dla teyze przyczyny
MC iest rownoodlegtaod AN;wiec kat
BMC~PAN, a zatem czy to z punktu
A, czy tez zinnego iakiegokolwiek
punktu M, wyprowadzimy prostopadte
do wspdlnego przeciecia, kat miedzy
niemi zawarty bedzie zawsze ieden.

2re. Potrzeba dowie$dz, ze w mia-
re powiekszania sie lub zmnieyszania
w pewnym stosunku kata zawartego
miedzy dwiema ptaszczyznami, ’kat
PAN, bedzie sie wi tym samym stosun-
ku powiekszat lub zmnieyszat.

Na ptaszczyznie PAN» z punktu A ia-
ko Srodka promieniem jakimkolwiek
zakreSimy luk NDP/a z.punktu M,
tym samym promieniem tuk CEB, i
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poprowadzmy w jakimkolwiek baé
kierunku liniig AD; ptaszczyzny PAN
i BMG iako prostopadte do linii MA,
sg od siebie réwnoodlegte; wiec i ich
przeciecia AD i ME trzecig ptaszczy-
zng AMD, beda takie rownoodlegte ,
a tem samem kat BME~PAD. Gdy-
by kat DAP byt rowny katowi DAN,
kat dwuscienny DAMP bytby takze ré-
wny katowi dwusciennemu DAMN, ba
podstawa PAD przystataby do ro-
wnej sobie DAN, wysokos¢ AM, byta-
by zawsze ta sama, ite dwa Kkaty
przystatyby do siebie. Podobniez gdy-
by kat DAP miescit sie zupetnie pe-
wng liczba razy w kacie PAN, Kkat
dwuscienny DAMP, miescitby sie tylez
razy w kacie dwusciennym PAMN. Aze
od stosunku w liczbach catkowitych
mozna zawsze przeys¢ do stosunku ja-
kiegokolwiek, wiec ,w jakimkolwiek
stosunku bedzie kat DAP do PAN,
w takim tez stosunku bedzie kat dwu-
sienny DAMP do PAMN; kat zatem
NAP, moze by¢ uwazany za miare ka-
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ta dwusciennego PAMN, czyli kata za-?

wartego miedzy dwiema ptaszczyzna-
mi MAPIMAN.

Uwaga. Wkatach zawartych miedzy

dwiema ptaszczyznami tez same oko-j
licznosci maig mieysce co w Kkatach
zawartych miedzy dwiema liniiami
prosteml. Tak gdy dwie ptaszczyzny
tworzace kat, bedg przedtuzone za
wspolne przeciecie, katy wierzchot-
kiem przeciwlegte bedg rowne, a ka-
ty przylegte rowne dwom katom pro-
stym; gdy wiec iedna ptaszczyzna iest
prostopadta do drugiey, druga iest pro*
stopadta do pierwszey. Podobniez
w przecieciu plaszczyzn roéwnoodle-
glych trzecig ptaszczyzng, zachodzi ta
sama rownos$¢, ite same wiasnosci, co
w przecieciu dwoéch liniy réwnoodle-.
gtych trzecia.

Twierd, 17, Gdy liniia Ap fig.
iest prostopadta do ptaszczyzny MN ,
kazda ptaszczyzna APB, przez tez li-
niig AP poprowadzona, bedzie takze
prostopadtg do ptaszczyzny MN.
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Dowodz, Niech bedzie BC, przeciecie
ptaszczyzn AB i MN, na plaszczyznie
MN poprowadziwszy DE prostopadta
do BP, liniia AP, iako prostopadig
do ptaszczyzny MN, bedzie takze pro-
stopadty do kazdey z linii BC i DE;
aze kat APD, zawarty miedzy prosto-
padtemi PA i PD do wspdlnego prze-
ciecia PB, iest miarg kata zawartego
miedzy ptaszczyznami AB i MN, a iest
prosty; wiec te dwie ptaszczyzny sg
do siebie prostopadte.

Uwaga, Gdy trzy liniie proste, iak AP
BP, DP sg do siebie prostopadie, ka,
zda z nich iest prostopadia do pita-
szczyzny dwoch innych, a trzy pila-
sczyzny na ktorych lezg te liniie po
dwie brane sg do siebie”prostopadie.
Twierdz, 18. Gdy ptaszczyzna AB
fig. 14 iest prostopadta do ptaszczyzny
MN, ana ptaszczyznie AB poprowa-
dzimylinig PA prostopadta do wspdl-
nego przeciecia PB, linila PA bedzie
takze prostopadta do ptaszczyzny MN.

Dowodz, Na ptaszczyznie MN popro-
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wadziwszy PI) prostopadta do PB,
kat APD bidzie prosty, gdyz pita-
szczyzny sg do siebie prostopadte; li-
niia wiec AP, prostopadta do dwdch
liniy PB i PD, iest tern samem pro-
stopadtg do ich ptaszczyzny MN.
Whniosek. Jezeli ptaszczyzna AB, iest
prostopadta do plaszczyzny MN, a
z punktu wzietego na ich wspolnem
przecieciu wyprowadzimy prostopa-,
dig do ptaszczyzny MN, prostopadia ta
bedzie lezata na ptaszczyznie AB; bo
gdyb-y na niey nie lezata, moznaby
na ptaszczyznie AB, poprowadzi¢ pro-
stopadig AP, do wspolnego przeciecia
"B, ktéraby razem byta prostopadia
do ptaszczyzny MN; a tern samem by-
tyby dwie prostopadte do ptaszczyzny
MN, w iednym punkcie P, co by¢ nie
moze.

Twierdz- 19. Jezeli dwie ptaszczyzny
AB i AD fig. 14. sa prostopadte do
trzeciey MN, wspdlne ich przeciecie
AP, bedzie takze prostopadte, do tly
trzeciey ptaszczyzny.
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Dowodz. Z punktu P wyprowadziwszy
prostopadta do pfaszczyzny MN
prostopadta ta, musi sie razem znay-
dowac i na ptaszczyznie AB ina pla-
szczyznie AD (32); a tem samem iest
ich wspdlnem przecieciem AP.
Twierdz. 20. W kacie brylowym
ztozonym z trzech katow ptaskich, sum-
ma dwodch ktorychkolwiek z tychze ka-
tow iest wieksza od trzeciego.

Dowodz. Twierdzenie to dosy¢ bedzie
dowie$¢ na ten przypadek, gdy ieden
kat ptaski poréwnywany z dwoma in-
nymi, iest od kazdego z nich wigkszy;
Niech wiec bedzie kat brytowy S fig,
15 ziozony z trzech katow plaskich
ASB, ASC, BSC, przypusciwszy ze kat
ASB, iest naywiekszy znich, bedzie
ASC+BSC>ASB.

Na ptaszczyznie ASB, wykresliwszy
kat BSD=BSC, poprowadzmy liniia
ABD i wzigwszy SG=SD, potaczmy
AC i BC. — Poniewaz boki BS i SD
sg roéwne bokom BS i SC, i kat
BSD=BSC, wiec dwa tréykaty BSD



i BSC, sg rowne a tem samem BD=—B,C.
Lecz w tréykacie ABC, AC+BC>AB,
odigwszy z iedney strony BC, z dru-
giey BD, zostanie AC>AD. Wirdy-
katach ASC i ASD, boki AS i SD, s
rowne bokom AS i SC, lecz ze bok
AC iest wiekszy od baku AD, wiec i
kat ASC>ASD; dodawszy do obu stron
BSD=BSC, bedzie ASC+BSC>ASB
+BSD czyli ASC+BSC>ASB.

Twierdz. 21. Summa katow ptaskich
tworzacych kat brytowy, iest zawsze

mnieysza od czterech katow prostych.
Dowodz. Przecigwszy kat brylowy S

fig. 16 ptaszczyzng iakgkolwiek ABCDE;
z punktu O, wzietego na teyze pta-
szczyznie poprowadzmy do wierzchot-
kow wszystkich katow liniie OA, OB,
OC, 0D, OE.

Witréykatach ASB, BSC it. d. ma-,
igcych wierzchotek w S, summa katow'
iest rowna summie katéw réwney li-
czby trojkatow AOB; BOC i t. d., ma-
jacych wierzchotek w O, Lecz przy
punkcie B, summa katébw ABO i OBC
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czyli kat ABC, iest mnieyszy od ka-
tow ABS—+BSC (34); podobniez przy
punkcie C, summa katow BCO—+OCD
<BCS—+SCD it d. Ztad wypada ze
witrdykatach maigcych  wierzchotek.
W O, summa katow przy podstawach,
iest mnieysza od summy katow przy
podstawach w troykatach maigcych
wierzcholek w S; wiec tem samem
summa katow przy O musi bydz wiek-
sza od summy Kkatow przy S. Aze
summa katow przy O, wazy 4 katy
proste, wiec summa katow ptaskich
tworzacych kat brytowy S, iest mniey-
sza od czterech katéw prostych*

Uwaga. W twierdzeniu tern uwaza sie

kat brytowy wypukty, czyli taki ze
ptaszczyzna iedne'y Sciany przedtuzona
nie moze przecigé¢ kata brylowego; ina-
czey bowiem summa katéw plaskich
niemiataby granic.

Twierdz. 22. Gdy dwa katy brytowe
sktadaig sie z trzech katow ptaskich
réwnych, katy dwuscienne zawarte
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miedzy S$cianami rownemi sg sobie ré-
wne.

Dowodz. Niech bedzie kat ASC=DTF
fig. 17;kat ASB=DTEi katBSC=ETF;
dowiedziemy ze kat dwuscienny za-
warty miedzy Scianami ASC i ASB iest
rowny katowi dwusciennemu zawar-
temu miedzy Scianami DTF i DTE.

Wzigwszy SB jakieykolwiek dtu-
gosci, poprowadzmy BO, prostopa-
dig do ptaszczyzny ASC; z punktu O,
w ktérym ta prostopadta przecina pta-
szczyzne poprowadzmy OA, OC, pro-
stopadte do SA i SC i potagczmy AB
I BC; daley wzigwszy TE=SB, po-
prowadzmy EP prostopadta do pta-
szczyzny DTF, z punktu P poprowadz-
my PD i PF prostopadte do TD i TF
nakoniec potaczmy DE i EF.

Trojkat SAB iest prostokatny przy
A, a troykat TDE przy D; a ze kat
ASB=DTE, wiec i SAB=TED. Nad-
to poniewaz SB=TE, wiec troykat
SAB iest rowny trojkatowi TDE; a
tern samem SA=TD i AB=DE. Po-
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dobniez dowiedziemy, ze SC=TF i
BC=EF. Czworokat zatem SAOC
iest rowny czworokatowi TDFF,

przenidstszy bowiem kat ASC na iemu
réowny DTF, poniewazSA=TDIiSC=FT,
punkt A padnie na punkt D, a punkt
C, na punktF. Nadto AO prostopadfa
do SA, poydzie po DP prostopadtey do
DT i OC po PF; a tem samem punkt
O padnie na punkt P, i bedzie AO
r=DP. AZe w troykatach AOB i DPE
prostokatnych przy O i P, przeciw-
prostokalna ABzzzDE i bok AO=DP,
troykaty wiec te .przystang do siebie >
atern samém kat OABzzz PDE. Lecz
kat OAB, iest miarg kata dwuscienne-
go zawartego miedzy plaszczyznami
ASB i ASO, a kat PDE miarg kata
dwusciennego zawartego miedzy pta-
szczyznami DTE i DTFjwiec te Kka-
ty dwuscienne sg sobie (rowne. Uwa-
za¢ tu iednak nalezy ze kat A troy-
kata prostokatnego OAB, wtenczas tyl-
ko wiasciwie iest miarg nachylenia
ptaszczyzny ASB do ASC, gdy prosto*



— 32 —

Imadta BO przypada z tey samey stros
ny wzgledem SA co SC; bo gdyby
przypadata z drugie'y Strony, wtedy
kat zawarty miedzy dwiema ptaszczy-
znami bytby roztwarty, a dodany do
kata A troykata OAB, czynitby dwa
katy proste. Lecz wtym samym ra-
zie kat zawarty miedzy ptaszczyzna-
mi TDE i TDF, bytby takze roztwar-
ty, a dodany do kata D troykata DPE
fczyr.itby dwa katy proste; a poniewaz
kat A, bylby zawsze rowny katowi
D, wiec i nachylenie ptaszczyzny ASB
do ASC, iest rowne nachylenia pta-
szczyzny TDE do TDF.

Uwaga. Gdy dwa katy brytowe ztozo-
ne sg zkatow plaskich réwnych, i je-
dnakowo utozonych, takie katy bry-
towfe sg sobie réwne i przystang do
siebie. Jakoz widzieliSmy iua ze czwo
rokat SAOC, moze pczy~ta¢ dé czwo-
rokgta TDPF; przeniéstszy zatem SA
na TD, SG padnie na TF,ipunkt G
na punkt F. Aze tréykatyAOB iDPE
Sq rébwne, wiec prostopadia OB, dtf
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ptaszczyzny ASC, iest rOwna prostopa-
diey PE do ptaszczyzny TDF; nadto
prostopadte te idg w iedne strong;
punkt zatem B, padnie na pnnkt E,
linia SB na TE, a ttm samem dwa
katy brytowe przystang do siebie.
Przystawanie to wtenczas tylko ma
mieysce gdy z.zatozenia katy ptaskie
rébwne , s iednakowo utozone w obu
katach \ brytowych; bo gdyby katy .
ptaskie byly przeciwnie utozone, czy-
li, co tozsamo znaczy, gdyby prosto-
padte OB i PE zamiast znaydowac sie
z tey samey strony, ptaszczyzna ASC i
DTF, znaydowaly sie ze stron prze-
ciwnych, wtedy dwa ’katy brytowe
nie mogtyby przysta¢ do siebie. Je-
dnakze zawsze katy dwusScienne za-»
warte miedzy Scianami rownemi byty-
by sobie rowne tak iz dwa katy bry-
towe skladatyby sie ze -wszystkich
czesci réwnych, leczby przystaé do
siebie nie mogly. Ten gatunek pe-
wnosci nie bedacy pewnoscig przez
przystawanie, ma swe szczegdlne na-
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zwisko i nazywa sie réwnoscig przez
symetrya. Tak wiec dwa katy bry-
towe o ktérych mowa , ztozone z katow
ptaskich rownych lecz przeciwnie u-
t6zonych; nazywac sie beda * katy ro-
wne przez symetryg, albo wprost 'kg-
ty symetryczne. Taz sama uwaga sto-
suie sie do' katow brytowych, ztozonych
z wiecey iak trzech katow ptaskich ;
i tak kat brylowy ztozony z katow
ptaskich A, B, C, D, E, i drugi katbry-
towy ztozony ztych samych katéw
przeciwnie utozonych A, E,T), C, B,
moga by¢ takie, ze ptaszéyzny na kto-
rych znayduig sie katy rowne, sg ro-
wno do siebie nachylone. Takie dwa ka-
ty brytowe, ktoreby sobie byty rowne
chociazby do S|eb|e przystac nie mo-
gfy> nazywaé SIQ beda katy bry’fowe
rowneprzez symetrya albo katy bry-
tbwesymetryczne.'

"W figurach ptaskioh niema wiasci-
wie rownosci, przez symetrya, i wszy-
stkie ktoreby tak nazwac chciano, by-
tyby réwnosciami przez przystawanie,
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dla tego ze mozna przewrdéci¢ figure
ptaska, i wzigs¢ bez réznicy wierzch za
spod. Ale inaczey sie rzecz ma z bry-
tami, gdzie trzeci wymiar moze bydz
brany w dwoch réznych od siebie kie-
runkach.

Zagad. Maigc dane trzy Kkaty pfla-
skie tworzace kat brytowy, wykresli¢
na ptaszczyznie kgt zawarty miedzy
dwiema z tych ptaszczyzn.

jRoztc. Miech bedzie 8 fig. 18 dany kat

brytowy, w ktorym wiadome sg trzy
katy ptaskie ASB, ASC, BSC; trzeba
swykresli¢ na ptaszczyznie kat zawar-
ty miedzy dwiema z tych ptaszczyzn
np. ASB i ASC. Wykonawszy to samo
Wykre$lenie co w twierdzeniu poprze-
dzaigccm, kat DAB bedzie katem szu-
kanym; cala rzeCz teraz zasadza sie
na wykresleniu rownego mu kata na
ptaszcyznie. Dla tego nakresimy na
ptaszczyznie iakieykolwiek katy B'SA,
ASC, B"SG, réwne katom BSA, ASC,
B/C, skfadaigcym kat brytowy; wzia-
wszy B'SiB"S rowne krawedzi BS
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kata brytowego, spus¢my z punktu
B' i1Bn prostopadte B'AiB"C, do SA
i SC, ktore sie przetng w punkcie O.
Z punktu A, iako $rodka promieniem
AB' zakresSimy pétkule B' bE, z punktu
O, wyprowadzmy prostopadtg Ob do
B'E, ktéra przetnie okrgg w punkcie
b: nakoniec potagczmy punkt Az b
linig Ab, a kat EAb bedzie szukane'm
nachyleniem dwoch plaszczyzn ASC i
ASB, kata brylowego™ DowiedZ te*
raz potrzeba ze troykat AOb iest ro-
wny trojkatowi ABD. W troykatach
B'SA i BSA, prostokatnych przy A,
w ktérych katy przy S, sa réwne, kat
BzzzB'; nadto poniewaz przeciwpro-
Stokatna SB', iest rOwna przeciwpro-
stokagtndy SB, wiec troykaty te sg so-
bie rdwne, a tern samem liniia SA, r6-
whna iest krawedzi SA kata brylowe-
go,i AB' czyli Ab, rowna krawedzi
AB kata brytowego. Podobniez do-
wiesdZz mozna ze SC=zSC; a ztad wy-
pada ze czworokat SAOC iest rownyj
czworokatowi SADC, i AD=zA0 w ka-



cie bryldbwym, dwa wiec troykaty
AOb i ADB prostokatne, maigce réwne
przeciwprostokatne i po iednym boku
rownym, sg sobie rowne, a tern sa-
mem kat EA& wykreslony na ptaszczy
znie, iest rowny uacbyleniu dwoch
ptaszczyzn SAB i SAG kata bryto-
wego.

Gdy punkt O przypada miedzy pun-
ktami A i B' na figurze plaskiey, kat
EADb, iest roztwarty, i mierzy praw-
dziwe nachylenie Pfaszczyzn; dla te-
go to wyraziliSmy przez EAb, a nie
przez OAZ? nachylenie zadane, aby
rozwigzanie powyzsze stuzyto bez wy-
jatku na wszelki wypadek,

Uwaga. Aby. z trzech katow plaskich
ztozy¢ kat brylowy, potrzeba lad
aby summa trzech katéw danych by-
ta mnieysza od czterech katéw pro-
stych (35) 2re aby wzigwszy dwa
ktorekolwiek ztych katéw B'SAi ASC>
trzeci CSB" byt taki izby prostopa-
dia B"C do boku SG przecieta $redni-
ce BE, miedzy punktami B' i E. Gra-



nice zatem wielkosci kata CSB" sg te
w ktorych prostopadta B"C przecina
Srednice w punktach B'iIE. Z tych
punktow spusciwszy prostopadie B' I,
EK na CS, te przetng w punktach 1 i
K okrag zakreSlony promieniem SB"
a granicami kata CSB" beda katyCSl
i CSK.

Poniewaz w troykacie réwnoramien-
nym B'Sl, liniia CS przedtuzona, iest
prostopadta do podstawy, wiec CSI
—=CSB=ASC+ASB": a w troykacie
rownoramiennym ESK, liniia SC iest
takze prostopadta do podstawyEK, a
tem samem kat CSK=CSE; nadto po-
niewaz w trojkatach roéwnych ASE i
ASB', kat ASE=ASB'wiec CSE czy-
li CSK=ASC—ASB'.

Ztad wypada ze zagadnienie zawsze
moze byc rozwigzane, gdy trzeci kat
CSB" iest mnieyszy od summy dwdch
innych ASC 1 ASB', awiekszy od ich
réznicy, ktory to warunek zgadza sie
z twierdzeniem 20, bo na mocy tego
twierdzenia musi by¢ CSB" <ASC
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z trzech tworzacych kat brytowy, i kat
zawarty miedzy dwiema ptaszczyznami,
znale$¢ trzeci, kat plaski.

Bozfp. Niech bedg ASCi ASB' fig. 18.
dwa dane katy ptaskie: przypusci-
wszy ze kat CSBT' iest trzeciem katem
szukanym, wykonaymy to samo wy-
kreslenie co w zagadnieniu poprzedza-
igcem, a kat zawarty miedzy plaszczy-
znami dwoch pierwszych katéw be-
dzie EAb. Jako za pomocg kata CSB'\
maigc dane dwa inne, wyznaczamy kat
EAb; tak tezza pomocg kata EADb
mozna wyznaczy¢ kat CSB". Wzia-
wszy zatem SB' od upodobania, spu-
§¢my B'E prostopadtg na SA, i wy-
kreslmy kat EA&, rowny katowi na-
chylenia dwoch plaszczyzn danych ;
z punktu o, w ktérym ramie AZ;, prze-
cina okrag zakre$lony ze $rodka A,
promieniem AB', $pus¢my bO prosto-
padtgna AE , a z punktu O, prostopa-



— 40 —

dig OCBW na SC, na ktérey wezmy
SB"zzzSB\‘a kat CSB" bedzie trzecim
katem szukanym.

Jakoz ztozywszy kat brytowy z trzech
katébw plaskich B'SA, ASC, CSB" na,
chylenie plaszczyzn ASB', ASC, be-
dzie rowne katowi danemu EADb.

Uwaga. Gdy kat brylowy skiada
sie z czterech Kkatow ptaskich ASB ,
BSC, CSD, DSA, fig. 19. wtedy, nie
dosyc iest mie¢ dane tez katy, do :wy-
znaczenia wzaiemnych nachylen ich
ptaszczyzn, albowiem ztychze samych
katow! ptaskich, mozna ztozyC¢ nieo-
graniczong liczbe katéw brytowych .
Lecz dodawszy ieden warunek np.
i.e dane iest nachylenie dwdch pila-
szczyzn ASB, i BSC, kat brytowy iest
zupetnie wyznaczony, i mozna znales¢
nachylenie dwoch ktérychkolwiekie-
go ptaszczyzn. |tak wystawny so-
bie kat brytowy ztozony z katéw pta-
skich ASB, BSC, ASC, w ktorym
dwa pierwsze katy sa dane, réwnie
iak inachylenie ich ptaszczyzn; mo-
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zna bedzie za pomocg poprzedzaigcego
zagadnienia, wyznaczy¢ kat trzeci ASC.
Daley uwazaigc kat brytowy ziozony
z katow ptaskich ASC, ASD, DSC, te
trzy katy sa wiadome a zatem kat bry-
towy iest catkowicie wyznaczony. Lecz
kat brytowy czworoscienny sktada sie
z dwoch katow brytowych tréyscien-
nych, o ktérych dopiero méwilismy ;
a ze te katy czastkowe s3 wyznaczo-
ne, wiec i caty kat iest takze wyzna-
czony.

Kat zawarty miedzy ptaszczyznami
ASD, DSC, moznaby znale$¢ za pomo-
cg drugiego kata brytowego czastko-
wego. Co do kata zawartego miedzy
ptaszczyznami j BSC, i CSD , trzebaby
w iednym kapcie brytowym iczastko-
wym szukaé kata zawartego miedzy
ptaszczyznami ASC, DSC, aw drugim
kata zawartego miedzy ptaszczyznami
ASC. i BSC, a summa tych dwoch ka-
tobw databy kat zawarty miedzy pta-
szczyznami BSC i DSC.
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ROZDZIAL Il

O WIELOSC1ANACIL.

Bryta wielosScienng albo wieloScianem
nazywa sie bryta ograniczona pta-
szczyznami czyli $cianami phaskiemi *
W szczeg6lnosci  czworoscianem na-
zywa sie bryla, niaigca cztery Sciany;
szeScianem bryta maigca sze$¢ Scian ;
oSmio$cianem bryta maigca o$Sm Scian,
dwudziesto$cianem bryta maigca dwa-
dzieScia Scian it. d-

Gzworoscian iest nayprostszy zwie-
loScianow; trzeba albowiem przynay-
mniey trzech scian do utworzenia ka-
ta brytowego, lecz te trzy Sciany zo-*
stawuig ieszcze przestrzen z iedney
strony nieograniczona, dla ktorey zam-
kniecia potrzeba czwartey Sciany.
Wspolne przeciecie dwoch Scian przy-
legtych wielo$cianu nazywa sie kra-
wedzig Jwieloscianu.

Wieloscidnem foremnym nazywa sie
Wieloscian w ktérym wszystkie Scia-



ny sg wielokgtami foremnemi réwne-
mi, i wszystkie katy brytowe sg sobie
réwne. Tych wielo$Sciandw iest piec¢ }
z ktérych trzy maia za Sciany troyka-
ty réwnoboczne a lakiernisg: czworo-
Scian foremny, o$mioScian idwudzie-
stoscian, ieden w ktorym Sciany sg
kwadratami a takowy iest szescian, i
ieden w ktorym Sciany sg pieciokata-
mi foremnymi a takim iest dwnuasto-
scian.

Graniastostup iest bryta zawarta mie-
dzy wielu roéwnolegtobokami, zakon-
czonymi z obu stron wielokgtami ro-
wnymi i réwnoodlegtymi. Aby wy-
stawi¢ graniastostup ktéregoby podsta-
wa byt wielokagt ABCDE fig. 20 do-
sy¢ na plaszczyznie rownoddlegtey od
ABC, poprowadzi¢ liniie FG, GM
HI it . d. réowne iréwnoodlegte od
bokéw AB, BC, CD, itd. ktore uformu-
ja wielokat FGHIK, réwny wielokato-
wi ABCDE; a potgczywszy wierzchot-
ki odpowiadajgcych katéw tych wie-
lokatoéw liniiami prostemi AF, BG, CI|,
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it.d. Sciany ABGF,BCHG i. t.'d. bedaro-
wnolegtobokami, a bryta ABCDEFG-
HIK graniastostupem.

Wielokaty rowne i réwnoodlegte
ABCDE i FGHIK, nazywaig sie pod-
stawami graniastostupa: rownolegto-
boki za$§ razem wziete skladajg po-
wierzchnig boczng graniastostupa.
Liniie proste rowne AF,BG, CH, it. d.
nazywaig sie krawedziami graniasto-
stupa.

Wysokos$¢ graniastostupa, iest odle-
gtos¢ dwobch iego podstaw, czyli pro-
stopadta spuszczona z punktu wzietego
na podstawie gérney, na podztawe dol-
na.

Graniastostup nazywa sie prosty, gdy
krawedzie AF, BG it.d. sg prosto-
padte do podstaw, w tym razie kazda
z krawedzi iest rowna wysokosci gra-
niastostupa. W kazdym innym przy-
padku, graniastostup iest pochyly , i
wysoko$¢ iest mnieysza od krawedzi.
Graniastostup iest tréykatny, czwo-
rokatny, pieciokatny, szesciokgtny ,
wedtug tego, iak podstawg iego, iest
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troykat, czworokat, pieciokat, szescio-
kat. it. d.
Graniastostup ktorego podstawaiest ro-
wnolegtobok, nazywa sie rownolegto
Scianem. RoéwnolegtoScian iest sty
, gdy wszystkie iego Sciany
sg prostokatami.
Pomiedzy réwnolegtoscianami prostoka-
tnemi, odrézni¢ nalezy szescian fore-
mny, ktérego S$ciany sg kwadratami
réwnymi,

Piramida czyli ostrostup, iest bryta
zamknieta wielu tréykatami wycho-
dzacymi z tegoz samego punktu S fig.
34, akonczacymi sie na bokach pta-
szczyzny wielokagtney ABCDE.

Wielokat ABCDE, nazywa sie pod-
stawg piramidy, punkty S iey wierz-
chotkiem, a zbior trojkatow ASB, BSC
it. d. skkada powierzchnig boczng
piramidy.

Wysoko$¢ piramidy, iest prostopa-
dfa spuszczona z wierzchotka na pod-
stawe.

Piramida iest troykatna, czworokatna
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it.d. podtug tego iak podstawg iest
troykat, czworokat i t. d.

Piramida iest foremna, gdy iey pod-
stawg iest wielokat foremny, a prosto-
padta spuszczona z wierzchotka na pod
stawa, przypada w $rodek teyze pod-
stawy; liniia ta nazywa sie wtenczas
osig piramidy.

Przekatng wieloscianu nazywa sieli-
niia prosta +gczaca wierzchotki dwoch
katow brytowych nieprzylegtych wie-
loScianu.

WieloScianami symetrycznemi na-
zywac bedziemy takie dwa wieloScia-
ny, ktore maigc wspolng podstawe, lecz
ieden znayduie sie nad, a drugi pod
nig, tak ze wierzchotki katow bryto-
wych odpowiadaigcych, znayduig sie
W rownych odlegtosciach od podsta-
wy, na tey samey prostopadiey. Tak
np. gdy liniia fig. 22 ST iest prostopa-
dta do ptaszczyzny ABC, i iest w pun-
kcie 0, w ktorym tez plaszczyzne
przecina, podzielona na dwie réwne
czesci, dwie piramidy SABC i TABC,
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maigce wspolny podstawe ABC, bedg
dwoma wielo$cianami symetrycznemu
Dwie piramidy troykatne sg podo-
bne, gdy maig po dwie S$ciany odpo-
wiadajgce podobne, podobnie utozone,
i rowno nachylone. Itak przypusci-
wszy ze katy fig. 23, ABC=DEF,
BAC=EDF, ABS=DET, BAS=EDT,
i procz tego ze nachylenie plaszczy-
zny ABS i ABC, iest rowne nachyle-
niu odpowiadajacych im plaszcyzn
DTE i DEF, piramidy SABO, i TDEF
beda podobne .

Wykresliwszy tréykat za pomoca
wierzchotkdéw trzech katow wzietych
na iedneyze Scianie, lub podstawie
wieloscianu, mozna sobie wystawic ze
wierzchotki roznych katow brytowych
tegoz wieloscianu lezace za plaszczy-
zng podstawy, sg wierzchotkami tyluz
piramid troykatnych, maigcych za
wspoblng podstawe wyzey rzeczouy
troykat, a kazda z nich wyznaczy po-
tozenie, kata brytowego wieloscianu
wzgledem podstawy. ldzie zatem ze
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dwa wielo$ciany sg podobne, gdy ma-
ia podobne podstawy, a wierzchotki
katow brytowych odpowiadajgcych
wyznaczone przez piramidy tréjkatne
podobne.

Wierzchotkami wieloScianu nazywac
bedziemy punkta potozone w wierz-
chotkach réznych iego katéw bryto-
wych.

Uwaga, WszystkiewieloSciany ktore tu u-

wazamy* sg wieloSciany maigce katy
w’yskakuigce, czyli wielo$ciany wypu-
kte. Pod tem nazwiskiem rozumiec be-
dziemy te wielosciany, ktérych po-
wierzchnig liniia prosta w dwadch tyl-
ko punktach przecig¢ moze. W tego
rodzaiu wieloscianach ptaszczyzna ie-
dney Sciany przedtuzona nie moze
przecig¢ bryty; niepodobna wiec aby
wieloscian znaydowat sie wczesci nad,
w czesei pod ptaszczyzng iedneyze Scia-
ny, lecz iest caty z iedney strony tey-
ze plaszczyzny.

Twierdz, i. Dwa wielo$ciany maigce
te same wierzchotki, iiednakows ich
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liczbe, sg tylko iednym wieloScia-
nem.

Daymy nato ie ieden z tych wie-
loScianéw iest iuz wystawiony, gdy-
bysmy chcieli wystawi¢ drugi maigcy
te same wierzcholki i te sarne ich li-
czbe, ptaszczyzny iego niepowinnyby
przechodzi¢ przez tez same punkta, co
ptaszczyzny pierwszego, bo inaczey
wielosciany te wcaleby sie od siebie
nie roznity; lecz wtedy niektére
z nowo prowadzonychjptaszczyzn prze-
cinatyby pierwszy wieloscian; bytyby
wiec wierzchotki nad i pod temi pta-
szczyznami, co by¢ nie moze w wie-
loscianie wypuktym; dwa zatem wie-
losciany maigce te same wierzchotki
i te sarng ich liczbe, sg tylko iednym
wieloScianem .

Uwaga. Maiac dane codo potozenia
punkta A, B, C, Kit. p.fig. 24 ktore
maig byC¢ wierzchotkami wielosScianu ,
fatwo tenze wieloscian wykreslic.

WezZmy \od trzy pnnkta przylegte
sobie D, E, H, takie abi/*piaszczyzna
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DEH, przechodzita przez punkta K i
C, lecz aby wszysikie inne punKta
znaydowaty sie z iednCy strony teyze
ptaszczyzny: plaszczyzna DEK lub
DEHCK, tym sposobem wyznaczona ,
bedzie iedng Sciang* bryty. Przez ie-
den z ie'y bokéw EH, poprowadZmy
ptaszczyzne, i te obracaymy, dopoki
nie przyydzie na nowy wierzchotek
F, lub tez na kilka wierzchotkow F, I,
i t.d. a otrzymamy druga Sciane FEH
lub FEHI. Tak daley postepuymy pro-
wadzac plaszczyzny przez znalezione
boki, dopdki bryta nie bedzie ze wszy-
stkich stron zamknieta; a bryta tym
sposobem otrzymana bedzie wielosScia-
nem Zzgdanym, bo nie mogg by¢ dwa
wielosciany maigce te same wierzchot-
ki.

Twierdz. 2. W dwdch wielo$cianach
symetrycznych $ciany odpowiadaigce
sg sobie réwne, i nachylenie Scian przy-
legtych wiedndy z tych bryt, iest ro-
wne nachyleniu $cian odpowiadaigcych
w drugiey.
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DowodzZz. Niech bedzie ABCDE wspolna
podstawa dwdch wieloScianéw fig.
25; M i N wierzchotki dwéch ktérych-
kolwiek katéw brytowych iednego
wieloscianu, a M' i N' wierzchotki od-
powiadajace drugiego wieloScianu ;
stosownie do opisania bryt symetry-
cznych, linile MM' i NN' powinny byc¢
prostopadte do ptaszczyzny ABC, i
nadto w punktach mi n, w ktérych
tez plaszczyzne przecinaig, powinny
by¢ podzielone na dwie czesci rowne.
Dowiedziemy wiec lod ze liniig MN
iest rowna M'N'. Obracajagc trapez mM'
nN' okoto boku ma, dopoki iego pta-
szczyzna nie przyydzie na ptaszczyzne
MMNn; poniewaz katy przy m int
sg proste, bok ?/iM' padnie na réwny
mu m\L i nN' na nN; dwa zatem Lréy-
katy przystang do siebie i bedzie MN
z=M'N'. Niech bedzie P trzeci wierz-
chotek wieloscianu lgo aP odpowia-
daigcy wu wierzchotek wieloscianu
drugiego, bedzie MPsxM'P' i NP~zN'P;
a tem samem troykat MNP laczacy

* 4*
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trzy ktorekolwiek wierzchotki wielo-
Scianu pierwszego, iest rowny troy-
katowi M'N'P' tgczacemu odpowiada-
jace wieJzchotki wielo$cianu drugiego.
Jezeli wiec miedzy temi troykatami ,
te tylko uwazamy, ktore sie znaydu-
ig na powierzchni wieloSciandw,
mozna iuz ztad wnie$¢ ze powierzchnie
tych dwoch wieloSciandéw sktadajg sie
z iednakowey liczby troykatow ro-
wnych. Nadto iezCli troykaty bedace
na powierzchni iednego wielosScianu ,
znayduig sie na iedney plaszczyznie,
i tworzg Sciane wielokatng, troykaty im
odpowiadaigee na powierzchni dru-
giego wielo$cianu, beda takze na iedney
ptaszczyznie i utworzg Sciane wieloka-
tng réwna pierwszCy. | tak niech
bedg MPN, iNPQ dwa tréykaty przy-
legte sobie lezace na iedney plaszczy-
znie i MW, i N'P'Q\ troykaty im od-
powiadajace; kat MNP=3M'N'P\ i kat
PNQ=P'N'Q\ « ztgczywszy MQiM'Q"’,
troykat MNQ bedzie rowny M'N'Q’,
i kat MNQ=M'N'Q'. Aze figura



53

MPNQ iest pieska, i kat MNQ
=MNP-|- PNQ; wiec takze M'N'O’
==M'N'P'+P'N'Q". Gdyby wiec trzy
ptaszczyzny M'N'P', P'N'Q\ i MWIJ'
nie byty iedng plaszczyzna, skiadaty-
by kat brytowy, ibytby kat M'N'O’
<M'N'P' 4- P'N'Q" (33); aze, warunek
ten nie ma mieysca, wiec troykaty
M'N'P"i P'N'Q' znayduig sie na iedney
ptaszczyZnie-

Ztad wypada ze kazdey Scianie czy to
tréykatney, czy wielokatney w iednym
wieloscianie odpowiada $ciana réwna
w drugim a tem samem ze dwa wie-
lociany sktadaig sie z iednakowcy li-
czby Scian rownych.

Pozostate teraz dowie$¢ ze nachyle-
nie dwdch Scian przylegtych ktorych-
kolwiek w iednym wieloScianie , iest
réwne nachyleniu $cian odpowiadaia-
cych w drugim.

Niech bedg MPN, NPQ dwa 'troy-
katy na ptaszczyznach dwoch Scian
przylegtych, ktérych wspdlnym bo-
kiem iest krawedz NP; i M'P'N', PNQ
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trojkaty im odpowiadajace, mozna so-
bie wystawi¢ w punkcie N kat bry-
towy ztozony z trzech katéw ptaskich
MNQ, MNP, PNQ a w punkcie N' ta-
kiz kat ztozony z katow M'NIQ\ M'N'P".
P'N'Q\ DowiedliSmy iuz ze te Kkaty
ptaskie sg sobie réwne; a wiec nachy-
lenie dwdch Scian MNP, PNQ, iest r6-
wne nachyleniu $cian odpowiadajgcych
M'N'P', P'N'Q" (35). W dwdch zatem
wielo$cianach symetrycznych, S$ciany
sg sobie rowne i ptaszczyzny dwdch
Scian przylegtych w iedney z tych bryt
jnaig to samo nachylenie co ptaszczy-
zny dwodch $cian odpowiadajacych
w drugiey.

Urwiga. tatwo tu widzie¢ ze katy bry-
towe iednego wieloscianu sg symetry-
czne wzgledem katow brytowych dru-
giego wieloscianu; bo iezeli kat bry-
towy N skiada sie z katow ptaskich
MNP, PNQ, QNR i t.' d. kat iemu od
powiadaigcy N\ skiada sre z katdw
ptaskich *M'N'P'. PN'Q’, Q*N'R’, i‘t. d.
A lubo te zdaig sie byC utozone w tym
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samym porzadku co pierwsze, Jednak-
ze poniewaz dwa katy brylowe ma-,
ig przeciwne potozenie wzgledem sie-
bie, wiec rzeczywiste potozenie katow
ptaskich skiadajgcych kat brytowy N'
iest przeciwne potozeniu katow pla-
skich sktadaigcych katiemu odpowia-
dajacy N.Nadto nachylenia ptaszczyzn
przylegtych sobie sg rébwne tak w ie-
dnym iak drugim kacie brylowym ,
katy wiec te sg symetryczne. Uwaga
ta pokazuie ze iakikolxviek xvieloscian
nie moze mieC tylko ieden wieloScian
symetryczny. Bo gdybysSmy wystawi-
li na inney podstawie nowy wieloscian
symetryczny z danym, iego katy bry-
towe, bytyby zawsze symetryczne z ka-
tami brylrwymi wieio$cianu danego ,
atein samem bylyLy rowne katom
brylowym' wieioScianu symetrycznego
wystawionego na pierwszOy podsta-
wie. Nadto Sciany odpowiadaigce by-
tyby sobie zawsze réwne, azatem te
dwa wielosciany symetryczne, 'wysta-
wione ua iedney, idrugie'y podstaw
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wie, iako maiace S$ciany i katy bryto-
we rowne , przystatyby do siebie i czy-
nityby tylko ieden wieloscian.

Twierdz. 3. Dwa Graniastostupy sg
rowne, gdj maig po kacie bryzowym
ztozonym z trzech katew ptaskich ro-
wnych, i iednakowo utozonych

Dowod?. Niech bedzie podstawa ABCDE

rowna podstawie abede fig. 20 ro-
wnolegtobok ABGF rowny réwnole-
gtobokowi dbgf, i rownolegtobok
BCIIG,réwny rownolegtobokowi bchg,
dowiedziemy ze ’graniastostup ABCI
bedzie rowny graniastoslupowi abci.

Przeniostszy bowiem podstawe ABCDE,
na podstawe abede, te iako rowne
przystanag do siebie a poniewaz trzy
katy plaskie skfadajagce kat brytowy
B, sg rowne trzem katom plaskim
sktadaigcyin kat brytowy b, to iest ze
ABCzzzabc,ABG~”¢zbg,GBC—gbc,nad-
to poniewaz te katy sg iednakowo u-
tozone, wiec katy brylowe B ib sg
rowne (35)i krawedZz BG, przystanie
do iey réyyney krawedzi bg\ a ze ré-



wnolegtoboki ABGF i abgf, sa rowne ,
wiec krawedz GF poydzie po df i
GH po gh; atem samem podstawa
gérna FGHIK. przystanie do idy ré-
wncy podstawy fghik, idwie bryty
bedg tylko iedng, iako maigce tez sa-
me wierzchotki.

D™niosck. Dwa graniastostupy proste
maigce réwne podstawy i wysokosci,
sg rowne. lakoz gdy bok AB iest
rowny bokowi ab, i wysokos¢ BG,
rowna wysokosci bg; prostokat ABGF
iest rowny prostokatowi abgf; dla
teyze przyczyny prostokat BGHG ro6-
wny prostokatowi bghc, wiec trzy
ptaszczyzny tworzace kat brytowy B,
sg rowne trzem plaszczyznom, two-
rzacym kat brytowy b, a tem samem
dwa graniastostupy sg rowne.
Twierdz, 4- W kazdym rownole-
gtodcianie Sciany przeciwne sg sobie
rowne, i od siebie réwnoodlegte.

Dowodz, Podtug opisania réwnolegto-
scianu podstawy ABCD i EFGH fig.
26, s rownolegtobokami rownymi, i



boki ich sg rownolegte; dowies¢ tylko
nalezy ze dwie Sciany boczne przeci-
wne iak AEHD iBFGC, sg takze
rowne i od siebie réwnolegte. Po-
niewaz AD iest rowne i rownoodlegte

od BC, iako boki przeciwne w ro-
wnolegtoboku ABCD, i poniewaz dla

teyze samey przyczyny AE iest réwne
i rownoodlegte od BF; wiec kat DAE,
iest rowny katowi CBF(25)ptaszczyzna
DAE iest rownoodlegta od CBF.i rbwno-
legtobok DAEH iest rowny réwnole-
gtobokowi CBFG. Podobnym sposobem
dowiedziemy ze rownolegtoboki prze-
ciwne ABFE i DCHG, sg rowne i ro-
wnoodlegte.

Tirniosek. Poniewaz réwnolegtoscianKest
brytg zamknietg szesciu ptaszczyznami ,
tak ze przeciwne sg sobie rowne i od
siebie réwnoodlegte, wiec ktorakol-
wiek Sciana iiey przeciwna, moga
byC wziete za iego podstawy.

Lwaga. Maigc dane trzy liniie proste
AB, AE, AD, przechodzace przez ieden
punkt A, i czynigce z sobg katy dane
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mozna na nich wystawi¢ rownolegto-
Scian, dla tego dosyC poprowadzic¢
przez koniec kazdey z tych liniy pta-
szczyzne rownoodleglg od ptaszczyzny
dwoch innych; to iest przez punkt B
ptaszczyzne réwnoodleglta od DAE ,
przez punkt D, plaszczyzne rowno-
odlegty od DAE, a przez punkt E pta-
szczyzne rownoodlegty od BAD; a pla-
szczyzny te przecinaigc sie zisobg u-
tworzg rownolegtoscian zadany.

Twierdz. 5 W kazdym roéwnolegto-
Scianie katy brytowe przeciwne sg sy-
metryczne a przekatne przez wierz-
chotki tychze katéw poprowadzone
dzielg sie na dwie réwne czesci.

Dowodz. Poréwnaymy np. kat brytowy

A, z przeciwnym mu katem G, fig. 26
kat EAB, réwny EFB iest takze ro-
wny katowi HGC, kat DAEzzzDHE
=CGF, i kat DABz=DCB~HGF. wiec
trzy katy ptaskie skiadaigce kat bry-
towy A sg réwne trzem katom pia-
skim skiadaigcym kat brytowy G;
nadto katy te sg przeciwnie utozone
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G sg symetryczne. Poprowadzmy prze-
katne EC 1AG przez wierzchotki
przeciwne; poniewaz AE iest réwne
i rownoodlegte od GG, wiec czworo-
kat  AEGC  rownolegltokiem | a
tom samem przekatne iego AG i EC
dzielg sie na dwie réwne czesci: po-
dobniez okaza¢ mozna, Ze przekatne
EC i DF, dzielg sie takze na dwie ro-
wne czesci, wiec 2re cztery przekatne
rownolegtoscianu przecinajg sie na cze-
§ci rowne w tym samym punkcie
ktéry mozna uwazaC za iego $rodek .

25. Twierdz. 6. Plaszczyzna BDHF fig.
27. przechodzaca przez dwie krawe-
dzie BF, DIl roéwnoodlegte i przeci-
wne, dzieli réwuolegtoscian AG na
dwa graniastostupy troykatneABDHEF*
GHFBCD symetryczne.

DowodZz. Dwie te bryly sg graniasto-
stupami, gdyz tr¢ykaty ABD i EF1l,
maiac boki réwne i réwnoodlegte s3
rowne; nadto S$ciany boczne ABFE;
ADHE, BDHF sg rownolegtobokami;



bryta wiec ABDIIEF iest graniastostu-
pem: toz samo rozumie¢ nalezy o bry-
le GHFBCD. Aby teraz okazaC ze te
graniastostupy sg symetryczne, na pod-
stawie ABD wystawmy graniastostup
ABDE'F'H' symetryczny z graniasto-
stupem ABDEFH. Pcdlug tego co sie
wyzey powiedziatlo (21) Sciana ABF'E*
iest réwna Scianie ABFE, i Sciana
ADH'E' rowna Scianie ADHE; lecz po-
réwnawszy graniastostup GHFBCD z
graniastostupem ABDE'F'H\ widzimy
ze podstawa GHF iest réwna ABD ,
rownolegtobok GHDC réwny ABFE
iest takze réwny ABFE', i réwnole-
gtobok GFBC rowny ADHE iest tak-
ze rowny rownolegtobokowi ADITE';
wiec trzy plaszczyzny tworzgce Kkat
brytowy G w graniastostupie GHFBCD.
sg rowne trzem ptaszczyznom tworza-
cym Kkat brytowy A w graniastostupie
ABDH'E'F, nadto ptaszczyzny te s3
jednakowo utozone a zatem te dwa
graniastostupy sg sobie réwne, i moga
przystaC do siebie (22)j a ze icden
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znich ABDII'E'F iest symetryczny
z graniastostupem ABDHEF, wiec i
drugi GHFBDC iest takze symetry-
czny z ABDILEF.

Twierdz' 7. Przeciecia graniastostu*
pa ABCI fig. 21 pfaszczyznami rowno*
odlegtemi sg wielokatami réwnymi.

Dowodz. W wielokatach MOPQR, STNXY,

ktore sg przecieciami graniastoslupa
ptaszczyznami ré wnolegtemi, boki MO,
ST, sg rownoodlegte, iako przeciecia
dwoch ptaszczyzn rownoodlegtych trze-
cig ABGF; nadto boki te sg sobie ro-
wne, iako zawarte miedzy réwnole-
gtemi MS, OT krawedziami grania-
stostupa. Dla podobneyze przyczy-
ny boki OP, PQ, QR, it d. prze-
ciecia. MOPQR sg rowne bokom TN,
NX, XY it d.  przeciecia STNXY.
Nadto poniewaz te boki réwne sg ra-
zem i od'siebie rownoodlegte, wiec ka-
ty IvIOP, OPQ i t. d. pierwszego s3 ro-
wne katom STN, TNX it d. drugie-
go przeciecia atem samem przeciecia
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MOPQR i STNXY>sg wielftkatami ro-
wnymi.

Wn. Przeciecie graniastostupaptaszczy-

zng rownoodlegta od podstawy, iest
rowne teyze podstawie.
Twierdz. 8. Dwa graniastostupy
tréjkatne  symetryczne  ABDHEF,
BGDFGII fig. 28 na ktére rozkiada
sie rownolegtos$cian AG, sa réwne co
do brytowatosci.

Dowod?z. Przez wierzchotki B i F po-
prowadZzmy ptaszczyzny B/zdc, Fekg
prostopadle do krawedzi BF, kiore prze-
tng trzy inne krawedzie AE, DH, CG,
tegoz réwnolegtoscianu, pierwsza w
punktach a, d, c, druga w e, h, g, prze-
ciecia Badc iFehg bedg rownole-
gtobokami réwnymi , bo ptaszczyzny
przecinaigce rownolegtoscian iako pro-
stopadte do iedney linii prostey sg od
siebie réwnoodlegte, nadto boki prze-
ciwne aB i dc tegoz samego przecie-
cia sg przecieciami dwoéch ptaszczyzn
réwnoodlegtych ABFE i DCGH, trze-
cig ptaszczyzng* Dla podobneyze przy-
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czyny czworokat BaeF iest rownole-
gtobokiem, réwnie iinne Sciany bo-
czne BFgc, cdhg, adhe. bryly Badc
Fehg, bryla wiec ta iest graniostostu-
pem prostym bo krawedZ BF iest pro-
stopadta do podstawy.

Podzieliwszy teraz graniastostup pro-
sty Bh ptaszczyzng BFHD, na dwa
graniastostupy troykatne proste aBdeFh
i BdcFhg, dowiedziemy ze graniasto-
stup tréykatny ukosny ABDEFH iest
rownyco do brytowatosci graniastostu-
powi troykatnemu prostemu aBdeFh.
Poniewaz te graniastostupy maig wspol-
ng czes¢ ABDHEF, wiec dosy¢ bedzie
okazaC, ze czeSci pozostate to iest bry-
ty BaADd iFeEHh, sg réwne co do-
brytowatosci. Poniewaz $ciany ABFE
i aBFe sg rownolegtobokami, wiec
krawedzie AE i ae rowne od nich ro-
wnoodlegtey BF, sg takze 'sobie rowne,
odigwszy zatem wspolng cze$¢ AE zo-
stanie Aa=Ee.Podobniez dowiedzie-
my ze Dd=Hh. Aby teraz dwie bry-
ty BaADd i FeEHh przystaty do sie-
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bie przenieSmy podstawe Fch na iey
rowng Bad; poniewaz punkt e, pa-
dnie na a, i punkt h na d, krawe-
dzie eE i Hh, péyda po im réwnych
krawedziach Aa i Dd, iako prosto-
padte doiedney ptaszczyzny Bad; a
tem samem dwie bryty o ktérych mo-
wa, przystang do siebie; graniastostup
wiec ukosny BADFEH, iest rowny
co do brylowatosci graniastostupowi
prostemu Bad Feh.

Podobniez dowiedziemy ze grania-
stostup uko$ny BDCFHG iest rowny
co do brytowatosci graniastostupowi
prostemu Bdc Fhg. Aze dwa grania-
stostupy proste BadFeh i Bdc Feh s3
sobie réwne, bo maig wspolng wyso-
kos¢ BF, a podstawy ich Bad i Bdc,
sg potowami iednegoz rownolegto-
boku, wiec dwa graniastostupy troj-
katne ABDFEH, BDCFHG, réwne co
do brylowatosci, dwom réwnym
graniastostupom, sg takze sobie ro-
wne co do brylowatosci.

Whniosek. Kazdy graniastostup troyka-
5



tny ABDHEF, iest potowa réwnole-
.gtocianu AG, majagcego ten sam Kkat
brytowy A, ite same krawedzie AB,
AD, AE.

Twierdz. 9. Dwa rownolegtosciany
AG i AL, fig. 29 maigce wspding
podstawe ABGD, a podstawy goérne
EFGH i IKLM, na iedney pfaszczy-
Znie zawarte 'miedzy liniami rowno-
odlegtemi EK, HL, sg réwne co do
brytowatosci.

DowodZ. Moga tu by¢ trzy przypadki,
wedlug tego iak EIl, iest wieksze ,
nrnieysze, lub réwne EF; lecz dowo-
dzenie iest zawsze to samo, a léd do-
wiedziemy ze graniastostup troykatny
AEIDHM iest rowny graniastostupo-
wi BFKCGL.

Poniewaz AE iest rowne i réwno-
odlegte od BF i HE réwne i ro-
wnoodlegte od GF,wiec kat AEIrzzBFK,
HEI=GFK, i HEA—GFB. Ztych
szesciu katdw trzy pierwsze skiadaig
kat brylowy® E, a trzy drugie Kkat
brytowy F, ze za$ te Kkaty plaskie
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sg sobie rowne i jednakowo utozone,
wiec 1 katy brylowe Ei F s sobie
rbwne.  Przeniostszy  graniastostup
AEM na graniastostup BFL, tak aby
podstawa AEI przystata do podstawy
BFKj krawedZ EH po6jdzie po kra-
wedzi FG, bo katy brylowe Ei F sg
sobie réwne, a tem samem dwa gra-
niastostupy przystang do siebie, bo
podstawa AEIl i krawedZ EH wy-
znaczajg graniastostup AEM, a podsta-
wa BFK, ikrawedz FG, graniastostup
BFL. Od catey bryl)’ AL odigwszy
graniastostup AEM, zostanie rowno-
legtoscian AIL: od teyze samey bry-
ty AL odigwszy graniastostup BFL ,
zostanie réwnolegtoscian AEG; [dwa
zattm rownolegtosciany. AIL, AEG,
sg rowne co do brytowTatosci.

Twierdz. 10. Dwa réwnolegtoscia-
ny maigce réwne podstawy i wysoko-
$ci sg rowne co do brytowatoici.

Dowodz. Niech bedzie ABCD podstawa

wspdlna dwoch rownolegtoscianow AG

I AL fig.,, 30; poniewaz te rownole-
5*



gtosciany maig ' wspblng wysokos¢
wiec ich podstawy gorne EFGH,
1KLM, bedg na iedney p+aszczyinie5
Nadto, krawedzie s EF i AB rownr
i rownoodlegte, podobniez krawedzie
IK i AB; wiec EF iest royyne i ro-
wnoodlegte od IK; dla podobneyze
przyczyny GF iest rowne i rowno-
odlegte od LK. Liniie EF i HG, tu-
dziez LK iIM. przedtuzmy az do prze-
ciecia sie z soba, powstanie ztad ro-
wnolegtobok NOPQ, réwny kazdey
z podstaw EFGH i IKLM. Ro&wno-
Jlegtobok ten wzigwszy za podstawe
goérng trzeciego rownolegtosciann , ma-
igcego tez sarne podstawe dolng ABCD,
ten bedzie réwny réwnolegtosciano-
wi AG (28) bo obadw"a maig te sa-
rme podstawe dolng a podstawy gorne
na iednCy ptaszczyznie zadarte mie-
dzy réwnoodlegtemi GQ, FN. Dla
teyze samey przyczyny ten trzeci ro-
wnolegtoscian, iest réwny rownole-
gtosScianowi AL; a wiec dwa réwno-
legtosciany AG i AL maigce rown®
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podstawy i wysokosci sg rowne co do
bryto watosci.

Twierdz. 11. Kazdy réwnolegtoscian
moze by¢ zamieniony na rownolegto-
$cian prostokatny réwny mu co do
brytowato$ci, maigcy te sarne wyso-
kos¢ i rowng podstawe.

fiowodz. Niech bedzie AG fig. 30 dany ro-

wnolcgtoscian, z punktow A,B, C,D
wyprowadzmy Al, BK, CL, DM, pro-
stopadte do ptaszczyzny podstawy ,
otrzymamy tym sposobem réwnole-
gtoscian AL réwny co do brytowata-
$ci  réwnolegtoscianowi AGr ktérego
Sciany boczne AK, BL it d. beda
prostokgtami. Jezeli wiec podstawa
AC iest prostokatem, réwnofegtoscian
AL bedzie prostokgtnym réwnym co
do brylowatosci réwnolegto$cianowi
danemu AG. Lecz gdy . ABCD nie
iest prostokatem, poprowadzmy fig. 31
AO i BN prostopadte do CD, tndziez
OQ i NP prostopadle do podstawy ,
otrzymamy bryle ABNOIKPQ, ktora
bedzie rowiioleglosciaiiem prostoka-
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tnym. Jakoz z wykreSlenia podstawa
ABNO i iey przeciwna IKPQ s pro-
stokgtami, Sciany boczne sg takze pro-
stokgtami, bo NP, OQ, i t.d. s3 pro-
stopadle do podstawy, a tern samem
bryta AP iest rownolegto™Scianem pro-
stokatnym. Aze dwa réwnolegtoscia-
ny AP i AL mozna uwazac iako ma-
igce wspolng podstawe ABKI,i wy-
soko$¢ AO, a ttm samem réwne co do
brytowatos$ci; wiec réwnolegtoscian
AG fig. 30 zamieniony naprzod na
rownolegtosScian AL, iestteraz * zarnie
nicny na réwnolegtoscian prostokatny
AP fig. 31, maigcy tez sarne wyso-
koS¢ Al, aza podstawe prostokagt ABON
réowny podstawie ABCD.

Twierdz. 12. Dwa réwnolegtoscia-
ny prostokatne AG, AL fig. 33 maigce
wspolng podstawe ABCD, sg do siebie
iak ich wysokosci AE i Al.

Dowodz. Przypusémy \od ze wysoko-

sci AE i Al sg do siebie iak liczby
catkowite, np. iak 15 do 8. Podziel-
my wysokos¢ AE na 15 czesci ro-
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wnych, z ktérych Al zamyka¢ be-
dzie 8, i przez punkta podziata ac,
y, z,it. d., poprowadzmy plaszczy-
zny réwnoodlegte od podstawy. Pla-
szczyzny te podzielg rownolegtoscian
AG na 15 rownolegtoscianow rownych
iako maigcych réwne wysokosci , i
podstawy, 4gdyz te ostatnie sg prze-
cieciami réwnolegto,Seianu AG pila-
szczyznami réwnoodlcgtemi od iego
podstawy (29). Ztych za§ 15 ro-
wnolegto$cianow réwnych, 8 zawiera
rownolegtoscian AL; a wiec rownole-
gloscian AG, tak iest do rownolegto-
Scianu AL, iak 15 do 8, albo w ogdl-
nosci iak wysoko$¢ AE do wysoko-
Sci Al. 2re Gdy stosunek-AE do Al,
nie moze byé wyrazony w liczbach,
bedzie takze réwnol: AG: réwnol:
ALzzzAE:Al. Bo iezeli ta proporcya
nie iest prawdziwa, dayiny na to: ze
iest rownol: AG: réwnol. AL—AE;
AO. Podzielmy AE na czesci rowne,
byle mnieysze od OIl, przynaymniey
ieden pnukt podzialu m przypadnie



32.

72

miedzy O i I. Niech bedzie P ro6-
wnolegtoscian maigcy podstawe ABCD
a wysokos¢ Am. Poniewaz wysokosci
AE i Am sg do siebie iak liczby cal-
kowite, wiec bedzie réwno!: AG: P
7zzz AE. Arn. Aze ,z przypuszczenia
row. AG: row. AL~AE: AO , wiec
bedzie rowno': AL? P = AO: Am.
Lecz AO iest wieksze od Am, zatem
aby ta proporcya nfiala mieysce, mu-
siatby takze réwnolegtoscian AL, byé
wiekszy od P, gdy przeciwnie iest
mnieyszy: wyraz zatem czwarty pro-
porcyi rownol. AG: ALzzzAE: Al nie
moze byc liniia wiekszg od AL Podo-
bne'm rozumowaniem  okazaliby$Smy
ze czwarty wyraz nie moze hy¢
mnieyszy od Al, a tern samem musi
by¢ réwny Al, dwa zatem réwnole-
gtosciany prostokatne, maigce jiedne
podstawe, sg do siebie iak wrysokosci.
Twierdz. 13- Dwa roéwnolegtosciany
prostokatne AG, i AK fig. 32 maig-
ce wspblng wysoko$¢ AE, sg do sie-
bie iak ich podstawy ABCD ! AMNO.
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DowodzZ. Postawiwszy dwa réwnolegto-
Sciaoy obok siebie iak tiguza okazu-
ie, przedtuzmy ptaszczyzne ONKL ,
do przeciecia ptaszczyzny DCGH po-
dbug linii PQ, otrzymamy trzeci rowno-
legtoScian A(®, ktéry mozna poréwnac
z kazdym z rownolegtoscianéw AG,
AK. Dwa réwnokgtosciany AG iAQ,
inaigce wspodlna podstawe AEHD , sg
do siebie iak ich wysokosci AB i AO ;
podobniez dwa rownolegtosSciany AQ
IAK,maigce wspolng podstawe AOLE
sg do siebie iak ich wysokosci AD, i
AM. Otrzymamy zatem dwie pro-
porcye:

rownol. AG: rownol: AQz=AB: AOQ.

réwnol. AQ: rownol: AR—AD: AM.
ktérych wyrazy odpowiadajace roz-
mnozywszy przez siebie , i podzieli-
wszy pierwszy stosunek siad wyniktey
proporcyi przez wspolny czynnik ro-
wnol. AQ, bedzie.

rownol. AG: rownol: AKzzAB

XAD: AOXAM.

Aze ABXAD znaczy podstawe ABCD,
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a AOXAM, podstawe AMNO, wiec
dwa rownolegtosciany maigce wspol-
ng wysoko$¢ sg do siebie iak ich pod-
stawy.

TmerrZz. 14. Dwa iakiekolwiek ro-
wnolegtosciany prostokatne sg do sie-
bie, iak iloczyny z ich podstaw przez
wysokosci albo i*k iloczyny z trzech wy-
miarow-

Dowodz. Postawiwszy dwa rownolegto-
sciany AG, i AZ fig. 32 tak, aby ich
powierzchnie miaty wspojny kat BAE,
przedtuzrny ptaszczyzny, potrzebne do
utworzenia trzeciego réwnolegtoscia-
nu AK, maigcego te sarne wysokosc
co rownolegtoscian AG. Podtug twier-
dzenia poprzedzajgcego.

réownol. AG:rownol. AK=ABCD: AMNO .
Aze dwa rownolegtosciany AK i AZ
maigce wspolng podstawe AMNO, s3
do siebie iak ich wysokosci AE i AN ,
wiec.

réwnol. AK: réwnol: AZzzAE: AN.
Rozmnozywszy przez siebie wyrazy
odpowiadaigce tych dwoch proporcyy
i podzieliwszy pierwszy stosunek pro'



porcyi stad wynikley przez réwnol.
AK, bedzie.*
réwnol. AG: rownol: AZrzzABCD
XAE: AMNOXAN.
Zamiast podstaw ABCDIAMNO mo-
zna wstawi¢ ABXAD i AOXAM, przez
CO proporcya poprzedzaigca zamieni
sie w nastepuiaca;
réwnol. AG: rownol. AZzz: ABX"D
XAE: AOXAMXAN
Uwaga* Ztad wypada ze za miare ré6-
wnolegto$cignu prostokgtnego mozna
wzigs¢ iloczyn ziego podstawy przez
wysokos¢, czyli iloczyn ztrzech iego
wymiarow. Na tey to zasadzie o-
blicza¢ bedziemy wszystkie bryty.
Dla zrozumienia tey miary, przypo-
mnie¢ sobie nalezy, ze przez iloczyn
z dwoch lub ilukolwiek liniy rozu-
miemy iloczyn zliczb, tez liniie wy-
razaigcych, a liczby te zalezag od ie-
dnosciliniyne'y, ktérg wzig¢ mozna od
upodobania: iloczyn wiec z trzech
wymiaréw réwnolegtoscianu iest liczba
przez sie nic nie znaczaca, a ktéra
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inngby byta, gdyby wzieto inng ie-
dnos¢ liniyng. Lecz rozmnozywszy
podobniez trzy wymiary innego ro-
wnolegtoscignu, obliczaigc ie podiug
tey samey iednosci liniyney, dwa ta-
kie iloczyny, bedg do siebie w sto-
sunku bryt, idadzag wyobrazenie o
ich wzgledney wielkosci. Wielkos¢
bryty, iey obietos¢ lub iey rozcia-
gto$¢ sfanowig to co nazywamy iey
brylowatoscig, a wyraz brytowatos¢
uzywa sie szczegolniey dla oznacze-
nia miary bryty; itak moéwi sie : ze
brytowato$¢ rownolegtoscianu prosto-
katnego iest réwna iloczynowi z iego
podstawy przez wysokos¢, czyli ilo-
czynowi z trzech iego wymiarow.
Poniewaz trzy wymiary szeScianu
sg sobie rowne, wiec gdy krawedz
iest 1, iego brytowato$¢ bedzie 1Xi
X1 czyli 1, gdy krawedz iest 2 bry-
towatos$cbedzie 2X~X- czyli 8, gdy
krawedz iest 3 brylowato$¢ bedzie
3XAX3 czyli 27 ; gdy wiec krawe-
dzie szescianow sg iak liczby 1,2, 3
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i t. d. szeSciany czyli ich brylowato-
sci sg iak liczby 1,8, 27 it d. Ztad
to pochodzi ze w arytmetyce nazywa-
my szeScianem liczby iloczyn z trzech
czynnikdéw rownych teyze liczbie;
Chcac wystawiC szeScian dwa razy
wiekszy oddanego, potrzebaby mu dac¢
krawedz, ktoraby byta do krawedzi
szeScianu danego iak pierwiastek sze-
Scienny liczby 2 do LA lubo t#a-
two przez wykreSlenie ieometryczne
znayduie sie pierwiastek kwadratowy
2, nie mozna iednak tym sposobem
znale$¢ pierwiastku szesciennego tey
liczby, przynaymniey przez proste
dziatania ieometryi poczatkowey, kté-
re Sie zasadzaig iedynie na uzyciu li-
niy prostych, ktérych wiadome sg dwa
punkta , i kot ktérych Srodki i pro-
mienie s wyznaczone. Z przyczyny
tez tey trudnosci zagadnienie o po-
dwoieniu szeScianu, byto rownie sta-
wne u dawnych ieometréw iak za-
gadnienie o podzieleniu kata na trzy
réwne czesci, ktdére iest prawie tego
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Imo.

2re.

Samego rodzaiu. Lecz oddawna wia-
dome se rozwigzania , iakie mogg miec
zagadnienia tego rodzaiu, ktére Ilubo
nie tak proste iak wykre$lenia po-
czatkowey ieometryi, nie sg przeciez
ani mniey dokfadne ani tez mniey
sciste.

Twierdz* 15. Brylowatos¢ rownole-
gtoscianu, a w ogolnosci brytowatosé
jakiegokolwiek graniastostupa réwna
iest iloczynowi z iego podstawy przez
wysokosc.

Rownolegtoscian Jakikolwiek iest
rowny co do brylowatosci rownole-
gtoScianowi prostokatnemu, majgcemu
te sarne wysokosS¢ i réwnag podstawe ¢
Aze Dbrytowato$¢ réwnolegtoscianu
prostokatnego iest rowna iego podsta-
wie pomnozoney przez wysokosc,
wiec i brytowatos¢ kazdego roéwno-
legtosScianu iest takze rowna iloczy-
nowi ziego podstawy przez wyso-
kos¢.

Kazdy graniastostup troykatny iest
potowag rownolegtoscianu majgcego te
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sarne wysokos¢, a dwa razy wieksza
podstawe; aze brytowatos¢ rownole-
gtoScianu rowna iest iloczynowi z ie-
go podstawy przez wysokos$¢, wiec
brytowato$¢ graniastostupa troykatne-
go, iest réwna iloczynowi ziego pod-
stawy, bedacey potowa podstawy ro-
whnolegtoscianu, przez wysokos¢.
Graniastostupiakikélwiek moze by”

podzielonym na tylegraniastostupéw troy-

katnych maigcych te sarne wysokosc,
na ile troykatéw da sie podzieli¢ wie-
lokat bedacy iego podstawa. Bryto-
watos¢ kazdego graniastostupa troy-
katnego iest rowna iego podstawie po-
mnozoney przez wysokos¢, aze wy-
soko$¢ iest wspolna wszystkim , wiec
summa wszystkich  graniastostupow
czastkowych, bedzie réwna summie
wszystkich  troykatow ich podstawa-
mi bedacych pomnozoney przez wspol-
ng im wysoko$¢. Brytowatos¢ zatem
iakiegokolwiek graniastostupa wielo-
katnego, iest rowna iloczynowi z ie-
go podstawy przez wysokos$¢.

f
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Porownawszy dwa graniastostupy

maigce rowng wysoko$¢, iloczyny z
ich podstaw przez wysokosci bedg iak
podstawy: a wiec dwa graniastostupy
majac  rowna wysokos¢, sa do siebie
iak podstawy, a dla podobneyze przy-
czyny 'dwa graniastostupy maigce ro-
wng podstawe sg do siebie iak ich
wysokosci.
Twierdz. 16. Gdy piramida SABCDE
fig. 34 przecieta iest ptaszczyzng abcde
rownoodlegta od podstawy, \od Kra-
wedzie SA, SB, SC, it.d. i wysokos¢
SO podzielone sg na czesci proporcy-
onalne w punktach a, b, c,... i 0,2re.
Przeciecie abcde iest wielokgtem po-
dobnym podstawie.

Dcwddz. Co do Igo. Poniewaz;
ptaszczyzny ABC, i abc sg rownoodle-
gte, wiec ich przeciecia AB i «b trze-
cig ptaszczyzng SAB, bedg takze ro-
wnoodlegte, a tem samem troykaty
SAB i Sab sg podbbne, i SA: Sa=SB:
Sb; podobniez SB; Sb—SCh <S¢, it. d.
Wszystkie fcatem krawedzie SA, SB,
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SC.... przeciete s w punktach b, c,...
na czesci proporcjonalne. Nadto
wysokos¢ SO iest takze przecieta w
punkcie 0 na czeSci proporcjonalne,
bo BO i bo sg rownoodlegte, a zatem
S0O:S0s=SB:Sh.

2re. Poniewaz AB iest rownoodlegte
od ab, BC od bc, CD od cd it d.
Wiiec kat abc ~ABC kat bcd~BCD i
t. d. Nadto poniewaz w troykatach
podobnych SAB i Sab, iest AB: ab
~SB: Sh, tudziez w troykatach SBC,
Sbc podobnych iest: SB: Sb~ BC:
bc wiec AB: rzbrrBC: bcit. d. Wie-
lokaty zatem ABCDE i abcde iako
maigce katy réwne i boki odpowia-
daigce proporcjonalne sg podobne.

Wn. Niech bedg SABCDE i SXYZ
dwie piramidy maigce wspolny wierz-
chotek, i iedne wysoko$¢, czyli kto-
rych podstawy lezag na iedney pla-
szczyznie, przecigwszy te piramidy
ptaszczyzng rownoodlegtg od plaszczy-
zny ich podstaw, przecéecia abcde i
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iyz, bedg do siebie w stosunku pod-
staw.

Poniewaz wielokaty ABCDE i abcde,
sg podobne, wiec powierzchnie ich sg
do siebie w stosunku kwadratéw z bo-

. kéw odpowiadaigcych AB iab, aze

AB* uZ?~SA : Sa, wiec ABCDE: abcde
ezSA* . Sa2. Dla teyze samey przy-
czyny XYZ: iyzzz.SX2 : Si*. Aze
abcde, 1yz sg tylko iedng ptaszczyzng,
wiec SA: Sa~SX: Si, a tern samem :
ABCDE: abcde~ XYZ: lyz, to iest
przeciecia abcde i iyz sg do siebie
lak podstawy ABCDE i XYZ. Jezeli
wiec podstawy ABCDE i XYZ sg ro-
wne co do powierzchni, przeciecia ro-
wno oddalone od tychze podstaw s3
takze réwne co do powierzchni.
Twierdz. 17. Dwie piramidy troy-
katne maigce rOwne podstawy i wy-
sokosci, s3 rowne co do brylowato-
Sci.

Dowodz. Niech bedg dwie piramidy

SABC isabc fig. 35, ktérych podsta-
wy ABC i abc z przypuszczenia le-
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tace na iednCy pflaszczyZnie, s rowne
co do powierzchni, maigce wspdlng
wysoko$¢ TA; iezeli piramidy te nie
sg rowne co do brytlowatosci, day-
my ze scibc iest mnieysza,i wezmy
AX za wysoko$¢ graniastostupa wy-
stawionego na podstawie ABC, réwne-
go ich roznicy. Podzielmy wysokos¢
wspblng AT na czeSci rbwne mniey-
sze od AX, idaymy na to, ze fc, iest
iedng z tych czesci; przez punkta po-
dziata wysokosci, poprowadzmy pta-
szczyzny rowuoodlegte od plaszczyzny
ich podstaw; przeciecia obu piramid
ztad wynikie iak DEF idej, KLM i
kim bedg réwne co do powierzchni
(35). Na tréykatach ABC, DEF, KLM
i t. d. wzietych za podstawy wystaw-
my graniastostupy, ktérych krawedzia-
mi bedg czeSci AD, DR, KN it d.
krawedzi SA; a na trdykatach deft
kKim, nop wzietych za podstawy w
drugiey piramidzie graniastostupy, kto-
rych krawedziami bedg odpowiadaigce
czeSci krawedzi sa, wsgxstkie te gra-
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niastostupy czastkowe bedg miaty
wspolng wysokos¢ ft.

Summa graniastostupéw znayduig-
cych sie zewnatrz piramidy SABC ,
iest wieksza od teyze piramidy , a
summa graniastostupéw bedacych we-
wnatrz piramidy sabc, iest od niey
muieysza, wiec roznica zachodzaca
miedzy temi dwiema summami gra-
niastostupow powinna by¢ wieksza od
réznicy zachodzacey miedzy dwiema
piramidami. Lecz poczawszy od ABG i
abc, drugi praniastostup zewnetrzny
DEFK, réwny iest pierwszemu we-
wnetrznemu deja, bo maig podstawy
DEF i def réwne, i wspolng wyso-
kos¢ k; dla teyze przyczyny trzeci gra-
niastostup KLMN i drugi klmd sg ré-
wne i t. d.az do ostatniego tak z pier-
wszych iak drugich. Wszystkie eza-
tem graniastostupy bedace zewnatrz
piramidy SABC, procz pierwszego
ABCD, maig réwne graniastostupy we-
wnatrz piramidy sabc.  Graniasto-
stup zatem ABCD iest roznicg mie-
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dzy summag graniastostupé w pierwszych
i drugich; lecz ta roznica miedzy dwie-
ma summamigraniastostupéwiest wiek-
sza od réznicy piramid, graniastostup
zatem ABCD, musiatby by¢ wiekszy
od graniastostupa ABCX; gdy przeci-
wnie iest mnieyszy, bo obadwa ma-
jac wspdblng podstawe ABC, wysoko$¢
k pierwszego, iest ninicysza od wyso-
kosci Aa? drugiego. Przypuszczenie
zatem nasze nie moze mie¢ mieysca,
a tern samem dwie piramidy SABC i
sabc maigce réwne podstawy i wyso-
kosci sg rowne co do brytowatosci.
Twierdz. 18. Piramida tréykatna iest
trzecig czeScig graniastostupa troyka-
tnego, maigcego te sarne podstawe i
wysokosc.

Dowodz. 'Niech bedzie SABC fig-
36 piramida trojkgtna ABCDESJ gra-
niastostup troykatny maiagcy te samg
podstawe i wysokos¢, dowiedziemy, ze
piramida iest trzecig czescig graniasto-
stupa . Odigwszy od graniastostupa pi-
ramide SABC, zostanie bryla SACDEj®



ktora mozna uwazac za piramide czwo-
rokatng maiaca wierzchotek w punk-
cie S» aza podstawe rownolegtobok
ACDE; poprowadziwszy przekatng CD,
i ptaszczyzne SCD, ta podzieli pira-
mide czworokatng na dwie troykatne
SACD iSDCE. Woysokoscig wspding
tych dwoch piramid iest prostopadia
spuszczona z wierzchotka S na pfla-
szczyzne ACDE; nadto podstawy ich
ACD i DCE sg rowne, iako potowy
iednegoz rownolegloboku; dwie wiec
piramidy SACD i SDCE sg réwne co
do brylowatosci; lecz piramidy SDGE
i SABC, maig réwne podstawy ABC
i DES, i rowne wysokosci, bo te s3
odlegtosciami ptaszczyzn réwnoodle-
gtych ABC i DES: piramidy wiec te
sg rowne; aze piramida SDCE iest ro-
wna piramidzie SACD, wiec trzy pi-
ramidy SABC, SDCE i SACD sktada-
jace graniastostup ABD, sg réwne so-
bie co do brytowatosci, a tern samem
iedna z nich SABC iest trzecig czescig
tegdz graniastoslupa.
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TVn. Brylowatos¢ piramidy troykatndy
iest rowna trzeciey czeSci iloczynu z
iey podstawy przez wysokosc.

Twierdz, 19. BrylowatosC¢ piramidy
iakieykolwiek SABCDE, rowna iest
trzeciey czesci iloczynu z iey podstawy
ABCDE, przez wysoko$¢ SO fig. 34.

DowodZz. Poprowadziwszy plaszczyzny
SEB,SEC przez przekatne EB, EC, po-
dzielimy piramide wielokatng SABCDE
na piramidy troykatne maigce wspol-
ng wysoko$¢ SO; “aze podiug twier-
dzenia poprzedzaigcego kazda z tych
piramid iest réwna iloczynowi ze swéy
podstawy ABE, BCE, CDE, przez trze-
cig czes¢ wysokosci SO, wiec summa
piramid troykatnych, to iest piramida
wielokatna SABCDE, réwna iest ilo-
czynowi zsummy tréykatow ABE,
BCE, CDE czyli wielokagta ABCDE
przezf SO.

Whn- 1. Kazda piramida iest trzecig cze-
$cig graniastostupa maigcego te sama
podstawe i wysokos¢.

JTn, 2. Dwie piramidy maigce rowne
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wysokosci sg w stosunku ich podstaw
a maigce rowne podstawy sg w sto-
sunku ich wTysokosci.

Uwaga. Brylowatos¢ kazdego wielo-
$cianu mozna obliczy¢, rozkiadaigc go
na piramidy; ktoryto rozklad moze
by¢ wykonany wielu sposobami, nay-
fatwiey sie za$ uskuteczniaC da pro-
wadzac ptaszczyzny podziatu przez
wierzchotek iednego kata brylowego;
tym sposobem wieloScign roztozy sie
na tyle piramid czastkowych, ile ma
§cian, procz tych ktére tworzg Kkat
brytowy przez ktéry przechodzg pla-
szczyzny podziatu.

Twierdz. 20. Dwa wieloSciany sy-
metryczne, sg rowne co do brytowa-
tosci.

Dowodz. \od dwie piramidy troykatne
symetryczne SABC TABU fig. 22 s3
réwne iloczynowi z podstawy ABC,
przez trzecig cze$¢ wysokosci SO lub
TO, piramidy wiec te sg réwne sobie
co do brylowatosci. 2re podzieliwszy
jakimkolwiek sposobem ieden z wielo-
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Scianéw na piramidy troykatne, mo-
zna takze podzieli¢ drugi wieloscian
na piramidy symetryczne, aze pirami-
dy tréykatne symetryczne sg réwne
co do brylowatosci, wiec icate ,dwa
wielosciany beda sobie takze réwne
co do brytowatosci.

Twierdz. 21. Piramida Scieta pla-
szczyzng rownoodlegla od podstawy
iest rbwna summie trzech piramid ma-
jacych za wspolng wysoko$¢ wyso-
kos$¢ piramidy Scietey, a za podstawy,
iedna podstawe dolne piramidy Scie-
tey, druga iey podstawe gorng a trze-
cia Srednio-ieometrycznie proporcyo-
nalng do tych dwdch podstaw.

Dowodz. Niech bedzie SABCDE fig, 37.

piramida Scieta ptasczyzng abd ro-
wnoodlegtg od podstawy i TFGH pi-
ramida troykatna, ktorey podstawa i
wysokosC réwne sg podstawie i wy-
sokosci piramidy SABCDE. Przypu-
$ciwszy Zze podstawy obu piramid sg na
iedney ptaszczyznie ptaszczyzna, abd
przedtuzona przelnie piramide troy-
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katng podiug troykata fgh, lezacego
w tey samey odlegtosci od ptaszczy-
zny podstaw co abd, idzie zatem ze
przeciecie fgh, iest rowne przecieciu
abd, bo i podstawa FGH iest réwna
podstawie ABD (34). Piramidy Sabcde
i TMgh sg réwne co do brytowatosc!,
bo maigiedne wysokosci rowne pod-
stawy, dla teyZze przyczyny i Cale pi-
ramidy SABCDE i TFGH s3 rowne,
wiec i piramidy Sciete ABDabd i
FGH/gh sg sobie réwne co do bry-
towatosci, dosy¢ zatem bedzie dowies ¢
twierdzenia dopiero wystowionego na
piramidzie Scietey troykatne'y.

Niech wiec bedzie FGHh/g fig. 38
piramida troykatna Scieta 0 podstawach
rownoodlegtych: przez punkta F, g,
H, poprowadziwszy ptaszczyzne FgH,
ta odetnie od piramidy Scietey pira-
mide troykatng gFGH, ktorey podsta-
wig iest podstawa dolna FGH piramidy
Scietey, a wysoko$¢ réwna wyso-
kosci piramidy ScietCy, bo wierzcho-
tek g, znayduie sie na plaszczyznie



podstawy goérney fgli. Po odieciu tcCy
piramidy, zostanie piramida czworo-
katna gfh HF, ktérCy wierzchotek iest
g, a podstawa fh HF. Przez punkta T,
g, H, poprowadziwszy ptaszczyzne
jfgH, ta podzieli piramide czworokatng
na dwie trojkatne gF/H igfhll, z
ktorych ostatnia ma za podstawe pod-
stawe gorng gfh piramidy Scietéy,
a za wysokos¢ wysokos¢ teyze pira-

midy Scietey, bo iey wierzchotek Il
znayduie sie na podstawie dolney. Po-
zostaie teraz trzecia piramida gFjfH |
poprowadzmy linila gK réwnoodlegta
od./'F, i wystawmy sobie nowg pi-
ramide /FHK, maigcg za podstawe
troykatF/H, a wierzchotek w punkcie
K, te dwie piramidy iako maigce
wspdllng podstawe F/H, iednakowa
wysokos$¢, bo ich wierzchotki g i K
znayduig sie na linii gk rownoodle-
gtey od FJ, atern samem od ptaszczy-
zny ich podstaw, sg réwne co do bry-
towatosci Lecz w piramidzie /FKH
mozna uwaza¢ za wierzchotek punkt



ft aza podstawe troykat FKH, a tak
piramida ta bedzie miata te same wy-
soko$¢ co piramida Scieta: dowiesC tyl-
ko wypada Ze iey podstawa iest Sre-
dnio-ieorrietrycznie proporcyonalng do
podstaw FGH i fgh. Poniewaz w
troykatach FHK ifgh kat Fssfi bok
FKz=/g, wiec FHK: fgh =2FH: /h,
nadto FHG: FHK—FG: FK lub fg.
Lecz w troykatach podobnych FGH i
fgh iest FG:/g_;FH:jf/i; wiec FGH :
FHKzzzFHK.- fgh. Podstawa zatem
FHK iest Srednio-ieometrycznie pro-
porcyonalng do podstaw FGH, fgh,

» Twierdz. 22. Graniastostup troyka-
tny ABCDES fig. 39 Sciety plaszczy-
zng nierownoodlegty od podstawy, ro-
wny iest summie trzech piramid, kto-
rych wierzchotkami sg punkta D, F,
S, a wspoblng podstawg troykat ABC.

Dowodz. Przez trzy punkta S, A, G
poprowadzmy plaszczyzne SAC, ta o-
detnie od graniastostupa $cietego pi-
ramide troykatng SABO, ktérey pod-
stawg iest troykat ABC, a wierzcho-
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lek w punkcie S. Po odcieciu téy pi-
ramidy, zostanie piramida czworoka-
tna SACDE, maigca wierzchotek w
punkcie S, a za podstawe czworokat
ACDE. Przez trzy punkta S, E, C po-
prowadziwszy ptaszczyzne SEC,ta po-
dzieli piramide czworokatng na dwie
troykatne SACE iSCDE. Piramida
SACE, maigca za podstawe troykat
AEC, a za wierzchotek punkt ré-
wna iest piramidzie EABC, maigcey
za podstawe troykat AEC, a wierz-
chotek w punkcie B; gdyz dwie te pi-
ramidy maigc wspolng podstawe ma-
jatakze iwspoOlng wysokosé, bo lini-
ia BS rdéwnoodlegta od kazdey z li-
nii AE i CD, iest ttm samem réwno-
odlegta od ptaszczyzny ACE; lecz w
piramidzie EABC, mozna uwaza¢ za
podstawe troykat ABC, a za wierzcho-
tek punkt E. Trzecia piramida SCDE ,
moze by¢ zamieniona 16d na piramide
ASCD, bo te piramidy maigc wspolng
podstawe SCD maig takze rowng wy-
sokos$¢, gdyz liniia AE iest rownood-



— 94

legia od ptaszczyzny SCD piramida za$
ASCD; moze by¢ zamieniona na pi-
ramide ABCD, bo maig wspolng pod-
stawe AGD, i rowne wysokosci, gdyz
ich wierzchotki S i B, znayduig sie na
linii rownoodlegtey od ich wspolney
podstawy. Piramida wiec SCDE ré6-
wna piramidzie ASCD iest takze ro-
wna piramidzie ABCD, w ktorey mo-
zna wzigC za podstawe troykat ABC,
a za wierzchotek punkt D.

IVn. Gdy krawedzie AE, BS, CD s3
prastopadte do podstawy, krawedzie,
te bedg zarazem wysokosciami pira-
mid skfadajacych graniastostup Sciety,
brytowato$¢ zatem catego graniastostu-
pa Scietego, wyrazi sie przez ABC
XAE ABC X BS-j-jJABC X CD
czyli ¥ ABC (AE-f-BS-f-CD).

Twierdz. 23. W dwdch piramidach
trojkatnych podobnych $ciany odpo-
wiadajace sg podobne, akaty bryto-
we rowne.

Dowodz. Podtug opisania (17) dwie pi-
ramidy tréjkatne SABC, i TDEF fig.



$3, sa podobne, gdy dwa troykaty
SAB i ABC, sg podobne dwom troy-
katom TDE DET, i Jednakowo uto-
zoneg, to iest kat ABS~DET. BAS
t=EDT, ABC—DEF, BACz=EDF , a
nadto gdy nachylenie ptaszczyzn SAB
i ABC, iest rowne nachyleniu pla-
szczyzn TDE i DEF.

Wozigwszy BG=ED, BHzzzEF, BI
=ET, potgczmy GH, Gl, IH. Pira-
mida TDEF iest rowna piramidzie
IGBH; bo skoro boki GB iBH sg z
wykres$lenia réwne bokom DE i EF,
i kat GBH rowny z przypuszczenia
DEF, troykat GBH iest rowny troy-
katowi DEFj wiec aby te dwie pira-
midy przystaty do siebie, mozna na-
przéd przenies¢ podstawe DEF, na
ie'yrowng GBH: daley, poniewaz na-
chylenie plaszczyzny DTE, do DEF
iest rowne nachyleniu pfaszczyzny
SAB*do ABC, wiec ptaszczyzna DET
padnie na ABS, aZe nadto z przypu-
szczenia kat DET=GBI, wiec ET pa-
dnie na BI; cztery zatem punkta D,
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E, F, T, piramidy pierwszey przysta-
ig do czterech punktow G, B, I, | pi-
ramidy drugiey, a ztadi piramida TDEF
przystanie do piramidy IGBIlI . Po-
niewaz tréjkaty DEF i GBH s ro-
wne, wiec kat BGllzzIEDFzzzBAC, atem
samem GH iest réwnoodlegte od AC
Dla podobneyze przyczyny Gl iest ro-
wnoodlegte od AS; a zate'm ptaszczy-
zna 1GH iest rownoodlegta od SAO.
Ztad wypada, ze troykat IGHIub ie-
inu rowny TDF iest podobny troy-
katowi SAO, i troykat IBH, lub iemu
réwny TEF podobny trojkatowi SBC,
w dwoch zatem piramidach troyka-
tnych podobnych $ciany odpowiadaia-
ce s podobne. Nadto katy brytowe
sg rowne; iuz albowiem kat brytowy
E przystal do odpowiadaigcego B; toz
samo zrobi¢by mozna z dwoma inny-
mi odpowiadaigcymi katami brytowe-
mi; lecz widzimy bezposrednio Zze
dwa katy brylowe odpowiadaiace np.
T i S sg réwne bo sie skiadaigz trzech
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katow ptaskich réwnych iiednakowo
utozonych.

W dwoch wiec piramidach troyka-
tnych podobnych $ciany odpowiada-
igce sg podobne i katy brylowe od-
powiadajgce réwne.

Whn. 1. Z tréjkatow podobnych w obu
piramidach wypadaig nastepuigce pro-
porcye AB: DE=BC: EF~AC* DF
zzzAS. DT—SB: ~E—SC:. TF; wiec
w piramidach troykatnych podobnych
krawedzie odpowiadaigce sg propor-
cjonalne.

2gi. Poniewaz katy bryzowe odpo-
wiadaigce sg rowne, wiec nachylenie
dwoch Scian ktérychkolwiek w iedndy
piramidzie iest rowne nachyleniu $cian
odpowiadaigcych w piramidzie podo-
bnej.

3ci. Przecigwsay piramide trojkatng
SABC, ptaszczyzng Gili roéwnoodle-
gfa od iedney ze Scian SAC, piramida
odcieta BGHI, bedzie podobna catey
piramidzie BACS, gdyz trojkaty BGI,
BGH s3 podobne trgj kaclt?m BAS, BAC,
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nadto sg podobnie utozone; nachylenie
ich ptaszczyzn, iest rowne tak w ie-
dney iak drugiey, te wiec piramidy
sg podobne.

4ty. W ogdlnosci przecigwszy pira-
mide iakakolwiek SABCDE fig. 34
ptaszczyzng abcde rownoodlegly od
podstawy, piramida odcieta Sabcde,
bedzie podobng catey piramidzie
SABCDE. Gdyz podstawy ABCDE i
abcde s3 podobne, nadto potgczywszy
AC i ac, podtug dopiero okazanego
twierdzenia piramida troykatna SABC
iest podobna piramidzie Sabc; wiec
punkt S, iest tak wyznaczony wzgle-
dem podstawy ABC, iak punktS wzgle-
dem podstawy nbc, a tern samem dwie
piramidy SABCDE i Sabcde sg podo-
bne.

Jjwapa. Zamiast pieciu danych potrze-
bnych do okreslenia podobienstwa
dwoch piram'd podobnych moznaby
wzig¢ pie¢ innych, roznig ie z sobg
kombinujac,- a ztad wypadloby tylez
twierdzen, miedzy ktéremi zastuguie
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na uwage nastepuigce: dwie piramidy
tréjkatne sa podobne, gdy maig krawe-
dzie odpowiadajgce proporcyonalne.
Albowiem fig. 23 gdy AB: DE—BC:
EF—AC: DF=AS: DT=SB: TE=SC:
TF, co zamyka pie¢ warunkow, tréy-
katy ABS i ABC bedg podobne troy-
katom DET i DEF i podobnie utozo-
ne, trojkat SEC bedzie takze podo-
bny troykatowi TEF, wiec trzy katy
ptaskie sktadajgce kat brytowy B, be-
da rowne katom ptaskim sktadaigcym
kat brytowy E, a ztad wypada, ze na-
chylenie Scian ASB, ABC, iest rowne na-
chyleniu $cian odpowiadajacych TDE,
DEF, a tem samem, ze dwie piramidy
sg podobne.

Twierdz. 24. W dwdch wieloScia-
nach podobnych Sciany odpowiadaja-
ce sg podobne, a katy brylowe od-
powiadajace rowne.

Dowodz. Niech bedzie ABCDE fig. 40
podstawa jednego wieloscianu. M i N
wierzchotki dwoch katéw brytowych
za podstawag lezacych, wyznaczone
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przez piramidy troykatne MABC
NABC. ktorych wspélna podstawa iesl
ABC, niech bedzie abcde pddstawadru-
giego wieloscianu,podobna ABCDE, m
I n wierzchotki odpowiadaigce wierz-
chotkom M i N, wyznaczone przez pira-
midy trojkatne mabc, i nabc podo-
bne piramidom MABC, i NABC, do-
wiedziemy naprzod: zc odlegtosci MN
i mn, sg proporcyonalne do odpow*3-
daigcych krawedzi AB i ab.

Poniewaz piramidy MABC i mabc
sg podobne, wiec nachylenie pta-
szcyzn MAC, i BAC, iest rowne nachy-

leniu ptaszczyzn mac. bac; podobniez
dla podobienstwa piramid NABC,

nabc nachylenie ptaszczyzn NAC,BAC,
iest rowne nachyleniu ptaszczyzn nac,
bac; odigwszy zatem nachylenia pier-
wsze od drugich, zostanie nachylenie
ptaszczyzn NAC, MAC, rowne nachyle-
leniu plaszczyzn nac, mac> Lecz z
przyczyny podobienstwa tychze pi-
ramid, tréykaty MAC i mac, tudziez
NAC, inac sa podobne, dwie zatem
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piramidy troykatne MNAC i mnac
maigce po dwie $ciany odpowiadaigce
podobne i podobnie utozone i rowno
do siebie nachylone, sg podobne a
tem samem ich odpowiadaigce kra-
wedzie sg proporcyonalne; to iest:
MN: mn.=AM; am. A poniewaz
AM; am=AB: ab; wiec MN: mn

Niech beda P, p dwa inne wierz-
chotki odpowiadaigce tychze wielo-
Sciandéw, bedzie podobniez PN: pn
=AB: ab, FM: pm=AB: ab; ztad
MN: mn=PN: pn=PM:pm. Tréy-
kat zatem PNM 1{gczacy trzy ktore-
kolwiek wierzchotki iednego wielo-
$cianu,iest podobny troykatowi pnm
taczacemu trzy odpowiadaigce wierz-
chotki drugiego wielo$cianu.

Wozigwszy ieszcze Qiqgdwa wierz-
chotki odpowiadaiace, tréykat PQN
bedzie podobny tréykatowi pgn. Nad-
to nachylenie ptaszczyzn PQN, PMN,
iest rowne nachyleniu ptaszczyznpgn,
pmn, Potgczywszy albowiem QM i
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gm, otrzymamy troykaty QNM, i gnm
podobne, atern samem kat QNM ro-
wny gnm. Wystawmy sobie w N
kat brylowy ziozony z trzech katow
ptaskich ,QNM’, QNP, PNM, i w punk-
cie n kat brytowly ztozony, z trzech
katéw' plaskich gnm, gnp, pnm\ po-
niewaz te katy plaskie- sg sobie ré-
wne, wiec i katy brylowe sg rowne.
Nachylenie zatem S$cian PNQ, PNM,
iest rowne nachyleniu $cian odpowia-
daigcych prtg, pnm; gdyby wiec dwa
troykaty PNQ, PNM, byly na iedne'y
ptaszczyznie, w ktorym to przypadku
bytby kat QNM~QNP-|-PNM; bytby
takze kat gi<m— qitp -f- pnrn, i dwa
troykaty gnp, pnm, bytyby takze na
iedndy ptaszczyznie.

Wszystko coSmy dotagd powiedzieli
ma mieysce, jakiekolwiek bedg katy
M, N,r, Q poréwnane z odpowiadata-
cemi im katami m, ntp, g.

Przypusémy teraz ze powierzchnia
iednego z wielo$ciandéw iest podzielona
na troykaty ABC, ACD, MNP, NPQ
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it d. powierzchnia drugiego wielo-
$ciauu, zawieraC bedzie podobny liczbe
troykatow abc, acd , nirip, pnq it d.
podobnych i podobnie utozonych;
iezeli troykaty MNP, NPQ it d. na-
lezg do iedney Sciany, .i sg na iedney
ptaszczyznie, troykaty im odpowia-
iagce, mpn, npq it d. bedg podobniez
na iedney plaszczyznie. Kazda wiec
Sciana wielokatna w iednym wieloscia-
nie odpowiada¢ bedzie S$cianie wielo-
katney podobney w drugim wieloScia-
nie; dwa zatem wielosciauy skfadac sie
bedg z iednakowcy iliczby S$cian podo-
bnych i psdohnie utozonych.
Dowiedziemy teraz ze katy bryto-
we odpowiadajace beda réwne. Gdyz
iezeli kat N np. sklada sie z katow
ptaskich QNP, PNM, MNR, ONR,
kat brylowy odpowiadaigcy n bedzie
sie skfadat z katow ptaskich gnp, pnm,
mnr, gnt; aze te katy ptaskie sg so-
bie réwne i nachylenie dwoch $cian
przylegtych w iednym kacie bryto-
wym iest rowne nachyleniu $cian od-
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powiadajacych w drugim; wiec dwa
katy brytowe sg rowne, bo mogg przy-
staC do siebie.

irn. Z dowodzenia poprzedzaigcego
wypada, Ze gdy cztery wierzchoiki ie-
dnego wieloscianu wezmiemy za wie-
rzchotki piramidy trdykatney» a czte-
ry wierzchotki odpowiadaigce dru-
giego wieloscianu, za wierzchotki dru-
giej piramidy tréykatney, dwie te pi-
ramidy bedg podobne, bo ich krawe-
dzie odpowiadaigce bedg proporcjo-
nalne. Tu zarazem widzimy Ze dwie
przekatne odpowiadaigce np. AN \an
sg do siebie w stosunku dwdch odpe-"
wiadaigcychkrawedzi AB i uh.
Twier. 25. Dwa wielo$ciany podo-
bne moga by¢ podzielon¢ na iedna-.
kowa liczbe piramid troykatnyeh po-
dobnych i podobnie utozonych.

Dowodz- WidzieliSmy bowiem Ze po-
wierzchnie dwoéch wieloscianéw mog$
by¢ podzielone na iednakowsa liczbe
troykatow podobnych i podobnie u-
toZzonych. Uwaiaigc wszystkie troy*



katy wieioscianu, précz tych ktore
sktadaig kat brylowy A za podstawy
tyluz piramid tréykatuych maigcych
wierzchotek w A; piramidy te razem
wziete ztozg wieloscian; roztézmy po-
dobniez drugi wieloscian na piramidy
troykatne maigce wspdlny wierzcho-
tek w punkcie a, odpowiadajacym
punktowi A» kazda piramida #aczaca
cztery wierzchotki iednego wieloscig-
nu, bedzie podobna piramidzie tacza-
cey cztery odpowiadajace wierzchot-
ki drugiego wieioscianu, a tem same'm
dwa wielosciany podobne,'bedg roz-
tozone na iednakowg liczbe piramid
troykatnych podobnych i podobnie u-
tozonych.

Twierdz. 26. Dwie piramidy podo-
bne s3 do siebie w stosunku szesciandw
z krawedzi odpowiadajacych.

Dowodz,. Poniewaz dwie piramidy sg
podobne, wiec mnieysza moze byé
wsunieta w wieksza, tak, iz obie beda
miaty wspolny kat brylowy S fig. 34.
Wtenczas podstawy ABCDE i abcde
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bedg réwnoodlegte: albowiem, ponie-
waz Sciany odpowiadaigcesg podobne,
kat Sab iest rowny SAB i kat Shc
=SBC, wiec ptaszczyzna abc iest ro-
wnoodlegta od ABC. Niech bedzie
SO prostopadta spuszczona z wierz-
chotka S na pfaszczyzne ABC, i niech
ptaszczyzne abc przecina w punkcie
0. Podtug tego co sie wyzey okazato
(35) bedzie: SO: So=SA: Sa=AB:
ab, atern samem:

% SO: % So= AB: ab.

Lecz poniewaz podstawy ABCDE i
abcde, sg wielokgtami podobnymi,
wiec.

ABCDE: ubcde=AB2: ab2.
Rozmnozywszy przez siebie wyrazy
odpowiadajgce tych dwoch proporcyy
bedzie:
ABCDEXYS0:abcdeX%So=AB3:ab3
Aze ABCDEX%SO znaczy brylowa-
tos¢ piramidy SABCDE a, abcdeX¥s
So brytowato$¢ piramidy Sabcde;
wiec dwie piramidy podobne sg do
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siebie w stosunku szeSciandw z ich kra-
wedzi odpowiadajacych.
Twierdz. 27. Dwa wieloSciany po-
dobne sg do siebie w stosunku sze-
Scianow z krawedzi odpowiadaigcych.

Dowodz. Dwa wielosciany podobne mo-
ga by¢ podzielone na jednakowg li-
czbe piramid troykatnych podobnych;
dwie za$ piramidy podobne APNM i
apnm fig. 40 sg do siebie iak szesciany
z odpowiadaigcych krawedzi AMiam
albo iak szesciany z krawedzi AB i ab.
Ten sam stosunek zachodzi miedzy
ktéremikolwiek dwiema piramidami
odpowiadaigcemi; summa zatem wszy-
stkich piramid skfadaigcych ieden wie-
loscian, czyli wieloScian pierwszy, tak
siec ma do wieloScianu drugiego, iak
szescian zktdreykolwiek krawedzi pier-
wszego wielo$cianu, do szescianu z od-
powiadaigcey krawedzi drugiego wielo-
cianu.

Uwaga ogolna. Glownieysze twierdze-
nia tego rozdziatu, mozna wyrazi¢ w
wzorach algebraicznych.
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Oznaczywszy przez P podstawe gra-
niastostupa a przez W iego wysokosc;
brytowatos¢ graniastoslupabedziePXW
czyli PW»

Oznaczywszy P podstawe piramidy
a przez W iey wysokos¢, brytowa-
to$¢ piramidy bedzie ¥ WA\P, albo,
T PXW albo nakoniec PW

3

Nazwiymy W wysoko$¢ piramidy
Scietey o podstawach réwnoodlegtych,
aprzez P i P' iey podstawy. Yy/PP
bedzie Srednio-ieometrycznie propor-
cyonalna do tych podstaw a brytowa-
tos¢ piramidy Sciete'y bedzie J W(P+P'
+ VPP).

Oznaczywszy przez P podstawe gra-
niastostupa troykatnego Scietego, przez
K, K', K", wysokosci trzech wierzchot-
kéw gornych, brytowato$¢ graniasto-
stupa Scietego bedzie J P (K-J-K'4-K")

Nakoniec nazwiymy B i b bryto-
watosci dwoch  wieloScianéw  podo-
bnych Ki kich przekatne lub krawe-
dzie odpowiadaigce, bedzie: B:bz=K3:ka



ROZDZIAL Il
O TRZECH CIALACH OKRAGLYCH.

O walcu i ostrokregu.

47. Walcem nazywa sie bryla utworzo-
na obrotem prostokagta ABCD, okoto
boku nieruchomego AB fig. <1. W
obrocie tym boki AD, i BC, zostaigc
zawsze prostopadte do AB,] zakreSlaig
kota DHP, CGQ, zwane podstawami
walca a bok CD opisuie powierzchnig
krzywg walca.

Liniia nieruchoma AB nazywa sie
osig walca.

Przeciecie walca plaszczyzng pro-
stopadtg do osi np. przeciecie KLM,
iest kotem rownem podstawie: gdyz
w czasie obrotu prostokgta ABCD, O-
koté boku AB, linila 1K prostopadia
do AB zakreSla koto rowne podsta-
wie, ktéreto koto iest przecieciem
walca ptaszczyzng prostopadty do osi
w punkcie |I.
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Przeciecie PQGH, walca, ptaszczy-
zng przez o$ przechodzacg iest pro-
stokagtem dwa razy wiekszym od pro-
stokata tworzacego ABCD.
Ostrokregiem nazywa sie bryta utwo-
rzona obrotem trdykata prostokatne-,
go SAB fig. 42 okoto boku SA. W
tym obrocie przeciwprostokgtna SB
opisuie powierzchnig krzywg ostro-
kregu, a bok AB kolo zwane pod-
stawg ostrokregu. Punkt S nazywa

-sie wierzchotkiem ostrokregu , SA O-

sig albo wysokosScia, a SB krawedzia.
Przeciecie HFKI ostrokregu pta-
szczyzng prostopadtg do osi iest ko-
tem, przecieciem za$ ptaszczyzng przez
0§ przechodzacy iest troykat rowno-
ramienny dwa razy wiekszy od troy-
kata twmrzacego SAB. Z
Od ostrokregu SCDB odcigwszy pta-
szczyzng rownoodleglty od podstawy
ostrokreg SURF, bryta pozostata
CB1IF, nazywa sie ostrokregiem .Scie-
tym o podstawahh rownoodlegtych.
Mozna sobie wystawiC ze ostrokreg
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ten iest utworzony obrotem trapeza
ABHG prostokatnego przy A i G, o-
koto boku AG. Liniia nieruchoma
AG, nacywa sie osig albo wysokoscig
ostrokregu Scietego; kota BDC, HFK

podstawami, a BH krawedzia.
Dwa walce, lub dwa ostrokregi sg

podobne, gdy ich osi sg do siebie w
stosunku $rednic ich podstaw*

Wkoto ACD fig. 43 bedace podsta-
wag  walca, wpisawszy wielokat
ABCDEM, i na niem iako na podsta-
wie wystawiwszy graniastostup pro-
sty, rowny co do wysokosci walco-
wi, graniastostup teu bedzie wpisa-
ny w walec a walec bedzie opisany
na graiiastostupie. Poniewaz Kkra-
wedzie AF, CIl BG, i t. d. grauiasto-
stupa s3 prostopadte do podstawy,
wiec leta na powierzchni krzywey
walca; graniastostup zatem i walec do-
tykajg sie podtug tych krawedzi.
Podobniez, gdy na podstawie walca
opiszemy wielokat . ABOD fig. 44 i na
nim iako na podstawie wystawimy



graniastostup prosty, réwny  walco-

wi co do wysokosci, graniastostup ten
bedzie opisany na walcu, awalec be-

dzie wpisauy w graniastostup.
Daymy Ze punkta M, N it. d.
punktami dotkniecia bokéow AB, BC,..

z okregiem kota i wyprowadzmy z nich
prostopadte MX, NY it . d. do pod-

stawy; prostopadte te bedg razem i
na powierzchni walca i na powierz-
chni graniastostupa opisanego a za-
tem bedato liniie podtug ktorych
graniastostup dotyka sie walca.
Twierdz 28. Brylowatos¢ walca;
iest rowna iloczynowi ziego podsta-
wy przez wysokosc.

Dowodz?, Niech bedzie CA fig. 45 promien
podstawy walca danego,H iego wyso-
kos¢; oznaczywszy przez k. CA powierz-
chnig kofa zatoczonego promieniem CA;
dowiedziemy ze brytowatos¢ walca be-
dzie k. CAXH. Bo iezeliiloczyn k. CA
\H, nie iest rowny brylowatosci wal-
ca danego, wiec bedzie réwny albo
brytowatosci walca wiekszego, albo
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mniejszego. Przypusémy naprzéd ze
iest rowny brytowatosci walca mniej-
szego, np. walca, ktdérego podstawg iest
koto promienia CD, a Il wysokoscia.
Na kole promienia CD opiszmy wie-
lokat foremny GHIP, tak zeby iego
obwdéd w zadnym punkcie niescho-
dzit sie z okregiem promienia CA; i
wystawmy sobie graniastostup prosty
maigcy za podstawe wielokat GHIP,
a wysokos¢ H, opisany na walcu kto-
rego podstawg iest koto promienia
CD. Brytowato$¢ graniastostupa, iest
rowna iego podstawie GHIP pomno-
zoney przez wysoko$¢ H; aZe podsta-
wa GHIP, iest mniejsza od kota pro-
mienia CA; wiec brylowatosSC grania-
stostupa, iest mnieysza od k. CA
X H. Lecz k. CA X H! oznacza
z przypuszczenia brytowato$¢ walca w
graniastostup wpisn”*go, graniastostup
zatem bytby mniejszy od walca; gdy
przeciwnie walec iest mniejszy od
graniastostupa, bo iest w nim zam-
kniety; by¢ wiec nie moze aby ilo-
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czyn k. CAX H, oznaczat brytowa-
to$§¢ walca, ktorego podstawg iest ko-
to promienia CD, a wysokoscia H;
czyli ogdlniey moéwigc, iloczyn z pod-
stawy walca przez iego wysokosc,
nie moze oznaczaC brytowatos¢! wal-
ca mnleyszego. Dowiedziemy 2re ze
tenze iloczyn uie moze oznaczaC bry-
towatosci walca wiekszego; bo niech
bedzie CD promien podstawy walca
danego, iiezeli to by¢ moze niech
iloczyn k. CD\H oznacza walec
wiekszy np.~» walec, ktérego podstawg
iest koto promienia CA, a H wyso-
kos¢. Odbywszy to samo wykresle-
nie co w poprzedzajacym przypadku,
brytowato$¢ graniastostupa opisanego
na danym walcu bedzie réwna ilo-
czynowi GHIPXH; aze wielokat GHIP
iest wiekszy od kota promienia CD;
wiec i brytowato$¢ gra; iastostupa o
ktorym mowa iest, wieksza od iloczy-
nu k.CD X Hi graniastostup zatem
bytby wiekszy od walca maigcego
te sarne wysoko$¢, a za podstawe
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koto promienia CA. Lecz graniasto-
stup ten iest mnieyszy od walcar
bo iest w nim zamkniety, byc¢
wiec nie moze aby iloczyn z podsta-
wy walca pomnozoney przez iego wy-
sokos¢ oznaczat brytowato$¢ walca
wiekszego.

Wiec brylowatos¢ walca iest ro-
wna iloczynowi z iego podstawy przez
wysokosc¢.

['Ph. 1. Walce maigce rowne wyso-
kosSci sg do siebie w stosunku pod-
staw; maigce za$ réwne podstawy, s3
w stosunku wysokosci.

1Vn, 2. Walce podobne sg w stosunku
szescianow z wysokosci, albo szeScia-
now ze S$rednic ich podstaw. Gdyz
podstawy sg w stosunku kwadratéw
z ich Srednic; aze walce sg podobne,
wiec $rednice podstaw s proporcy-
onalne do wysokosci; podstawy prze-
to s3 w stosunku kwadratéw z wyso-
koSci; a tem samem podstawy pomno-
zone przez wysokosc, iczyli walce sg
iak szesciany zwysokoé%i*.
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Uwaga. Niech bedzie R promien pod-

stawy walca, H, iego wysokosé, po-
wierzchnia podstawy bedzie nR*, a
brytowatosS¢ walca bedzie TIFi2XUczy-
li *R#H.
Twierdz- 29. Powierzchnia boczna
graniastostupa prostego iest réwna ilo-
czynowi z obwodu podstawy przez
wysokos¢.

Dowodz. Powierzchnia albowiem ta iest
rowna summie prostokatow fig. 43
AFGB, BGHG, CHID it. d. z ktérych
sie sklada; wysokosci zas AF, BG,
CH itd. tych prostokatow sg ro-
wne wysokosci grauiastostupa; aich
podstawy AB, BC, CD it. d. razem
wziete, skiadaig obwod podstawy gra-
niastostupa. Wiec summa tych pro-
stokatow, czyli powieizchnia boczna
graniastostupa, iest rowna obwodowi
iego podstawy pomnozonemu przez
wysokos¢.

TK/r.  Gdy dwa "graniastostupy proste
maig réwng wysokos¢, ich powierz-
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chnie boczne, sg w stosunku obwodow
ich podstaw.

Twierdz. 30. Powierzchnia boczna
walca iest wieksza od powierzchni
boczne'y graniastostupa wpisanego, a
mnieysza od powierzchni boczney gro-
niastostupa opisanego.

Dowodz- Powierzchnia boczna walca i

powierzchnia boczna graniastostupa
wpisanego ABCDEF figura 43 mo-
gag by¢ uwazane iako maigce te sarne
dtugos¢, bo kazde przeciecie iedney i
drugiey réwnoodlegte od AF iest ro-
wne AF, ! gdy dla otrzymania szero-
kosci tychze powierzchni, przetnie-
my ie plaszczyznami réwnoodlegtemi
od podstawy, czyli prostopadtemi do
krawedzi AF, iedno z przecie¢ bedzie
réwne okregowi podstawy, drugie ob-
wodowi wielokgta ABCDE, mniey-
szemu od tegoz okregu; a poniewaz
przy rowney dtugosci, szeroko$¢ po-
wierzchni walca, iest wieksza od 'sze-
rokosci powierzchni graniastostupa |,
wiec pierwsza z nich iest wieksza od
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drngloy—Zupetnie podobnie rozumu-
igc do wiedziemy ze powierzchnia bo-
czna walca, iest mniejsza od takiey-
ze powierzchni graniastostupa opisa-
nego.

Twierdz. 31. Powierzchnia boczna
walca iest rowna iloczynowi z okregu
iego podstawy przez wysokos¢.

Niech bedzie CA. promien podsta-
wy walca danego fig. 45, H iego wy-
soko$¢, oznaczywszy przez okr. 'CA
okrag zakre$lony promieniem CA,
dowiedziemy ze okr.CAX H bedzie
powierzchnig boczng tego walca. Bo
iezeli ten iloczyn nie iest rowny po-
wierzchni boczney walca danego, w’iec
musi byC¢ réwny albo powierzchni
walca wiekszego, albo mnieyszego;
anaprzod daymy, ze znaczy powierz-

' chnig walca mniejszego; np. walca,

ktorego podstawg iest koto promienia
CD, a Il wysokoscia.

Na kole promienia CD opiszmy
wielokat foremny GHIP, tak aby ie-
go boki nieschodzily sie w zadnym
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punkcie z okregiem promienia CA i
wystawmy sobie graniastostup prosty
maiacy wysoko$¢ H, a za podstawe
wielokat GHIP. Powierzchnia boczna
tego graniastostupa bedzie réwna ilo-
czynowi z obwodu wielokgta GHIP
pzzez wysokos¢ Il: aze obwod ten iest
mnieyszy od okregu promienia CA
wiec powierzchnia boczna graniasto,
stupa iestj.mnieysza od okregu CAXH-
Lecz okreg CA X H, znaczy podiug
przypuszczenia powierzchnig boczng
walca, maigcego za podstawe koto pro-
mienia CD, ktoryto walec iest w pi-
sany W graniastostup, wiec podiug
tegoz przypuszczenia powierzchnia bo-
czna graniastostupa, bylaby mnjeysza
od takieyze powierzchni walca wpi-
sanego; co byc nie moze: przypuszcze-
nie wiec to iest falszywe azatem 16d
lloczyn z okregu podstawy walca przez
ilego wysokosS¢, nie moze oznacza¢ po-
wierzchni boczney walca mnieysze-

)

lloczyn ten nie moze 2re oznaczaé
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powierzchni walca wiekszego. Jakoz:
niech bedzie CD promien podstawy
w.ilca danego, i niech bedzie, iezeli
to by¢ moze, okreg CDX H powierz-
chnia boczna walca, ktoryby przy
téy samey wysokosci miat za podsta-
we koto wieksze np. koto promienia
CA. Wykonaymy to sama wykre-
Slenie co w przypuszczeniu poprze-
dzaigcem, powierzchnia boczna gra-
niastostupa bedzie zawsze réwna ob-
wodowi wielokata CHIP pomnozone-
mu przez wysokos¢ H. Lecz obwod
ttn iest wiekszy od okregu CD, a
zatem i powierzchnia graniastostupa
bytaby wieksza od okregu CDX H,
ktéry to iloczyn podtug przypuszcze-
nia znaczy powierzchnig walca ma-
jacego te sarne wysoko$¢, a za pod-
stawe koto promienia CA. Powierz-
chnia wiecgraniastostupa bytaby wiek-
sza ,od powierzchni tego walca. Lecz
chociazby nawet graniastostup byt
wpisany w walec, powierzchnia iego
bytaby mnieysza od powierzchni wal-
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ca, wiec tem bardziey ieszcze *iest
mnieysza gdy graniastostup nigdzie
sie z walcem nieschodzi. Ataki dru-
gie przypuszcenie nie moze miec
mieysca; wiec 2re okreg podstawy
walca pomnozony przez iego Wwyso-
kos¢, nie moze oznacza¢ powierzchni
walca wiekszego.

Wiec powierzchnia boczna walca iest
réwna iloczynowi z okregu iego pod-
stawy przez wysokosc¢.

Twierdz. 32. Brytowato$¢ ostrokre-
gu réwna iest iloczynowi z iego pod-
stawy przez trzecig cze$¢ wysokosci.

Niech bedzie SO wysokos¢, danego
ostrokregu, AO promien iego podsta-
wy fig 46 oznaczywszy przez k. AO
powierzchnig podstawy; dowiedzie-
my ze brylowato$¢ tego ostrokregu
bedzie réwna iloczynowi k.AO SO.

Jakoz przypusémy naprzod ze ilo-
czyn k .AOX*30, znaczy brytowa-
tosC ostrokregu wiekszego, np. ostro-
kregu; ktorego wysokoscig iest SO, a
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podstawg kolo promienia OB , wiek-
szego od OA. Na kole promienia AO
opiszmy wielokat foremny MPQT ,
tak aby iego boki nieschodzily sie w
zadnym punkcie z okregiem kota pro-
mienia OB, i wystawmy sobie pira-
mide maigcg tenze wielokat za pod-
stawe, awierzchotek w punkcie S*
Brylowatosc tey piramidy, iest rowna
powierzchni wielokgta MPQT réz-
mnozonCy przez trzecig cze$¢ wyso-
kosci SO. Lecz Ze wielokat iest wiek-
szy od kota wpisanego o0znaczonego
przez k, AO wiec i piramida iest
wieksza od iloczynu k. AO XiISOr
ktory podtug przypuszczenia oznacza
brytowato$¢ ostrokregu majacego wierz-
chotek w S, a za podstawe koto pro-
mienia OB. Przeciwnie za$ pirami-
da iest mnieysza od ostrokregu, bo
iest w nim zawarta azatem \od byc¢
nie moze, aby iloczyn z podstawy o-
strokregu przez trzecig czes¢ iego wy-
sokosci oznaczat brytowato$¢ ostrokre-
gu wiekszego-



127 —

2r<?. Tenze sam iloczyn nie moze
takze oznaczaC brylowatosci ostrokre-
gu mnieyszego . Niech albowiem be-
dzie OB, fig. taz sama, promien pod-
stawy ostrokregu danego, i iezeli to
by¢ moze, niech iloczyn k.OBXf SO
znaczy brytowato$¢ ostrokregu, kto-
rego wysokos¢ iest SO, a podstawa
koto promienia AO. Odbywszy to
samo co wyzey wykreSlenie, pirami-
da SMPQT, bedzie rowna powierz-
chni wielokata MOQT, pomnozoney
przez y SO. Leczze wielokgt MPQT
iest mnieyszy od kota promienia OB,;
wiec piramida bytaby mnieysza od
k. OBNMSO, a tem samem mni ey
sza od ostrokregu maigcego za pod-
stawe koto promienia OA, a wyso-
ko$¢ SO. Gdy przeciwnie piramida iest
wieksza od ostrokregu, bo go ze
wszystkich stron otacza, wiec 2re
by¢ nie moze aby iloczyn z podstawy
ostrokregu przez trzecig czes¢ wyso-
kosci oznaczat brytowato$¢ ostrokre*
gu wiekszego.
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Brytowatos¢ zatem ostrokregu, ro-
wna iest iloczynowi ziego podstawy,
przez ¥ wysokosci.

Whn. Ostrokreg iest trzecig czescig wal-
ca, maigcego te sarne podstawe i wy-
soko$¢, a ztad wypada ze:

I6d. Ostrokregi maigée réwne wy-
sokosci sg w stosunku swych pod-
staw-

2re Ostrokregi maigce rowne pod-
stawy sg w stosunku swoich wyso-
kosci.

3cie. Ostrokregi podobne, sg w sto-
sunku szescian6w ze $rednic ich pod-
staw, albo szeScianow z ich wysoko-
sci.

Uwaga. Nazwiymy R promien pod-,
stawy ostrokregu, H iego wysokosc¢,
brytowato$¢ ostrokregu bedzie "R

Hczyli T4R2H.

58. Twierdz. 33. Ostrokreg Sciety ADEB
fig. 47 ktorego podstawami sg kota
promieniami AO, i DP zakre$lone; a
PO wysokoscig rowny iest ¥50P(A02
+DP2+A0XDP).
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Dowodz. Niech bedzie TFGII 'pirami-
da troykatna maigca te sarne wyso-
kos¢ co ostrokreg SAB, i podstawe
FHG réwng co do powierzchni, pod-
stawie ostrokregu. Mozemy przypu-
$ci¢, ze te obie podstawy sg na iedrjey
ptaszczyznie, a wtedy wierzchotki S
i T bedg w rownych odlegtosciach
od plaszczyzny podstaw, nadto prze-
dtuzywszy ptaszczyzne EPD, ta prze-
tnie piramide podtug IKLE, ktore to
przeciecie bedzie rowne podstawie
DE. Poniewaz podstawy AB, i DE
sa do siebie w stosunku kwadratow
promieni AO, DP, albo w stosunku
kwadratow z wysokosci SO i SP; a
troykaty FGH i IKL, s3 do siebie
takze w stosunku kwadratéw z tychze
wysokosci, wiec kota AB i DE, sg
do siebie w stosunku troykatow FGII
i IKL; ae z zalozenia tréykat FGH
iest rowny powierzchni kota AB; wiec
tez troykat IKL iest rowny powici z-
chni kota DE.

lloczyn z podstawy AB przez f SO

*
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znaczy brylowatoSC ostrokregu SAB
a iloczyn z podstawy FGH przez %SO,
brytowato$§¢ piramidy TFGH ; aze
podstawy sg sobie réwne, wiec bry-
towato$¢ piramidy, iest réwna bryto-
watosci ostrokregu. Dla teyze samey
przyczyny, piramida TIKL iest rowna
co do brylowatosci ostrokregowi SDE;
a tem samem ostrokreg Sciety ADEB
iest rowny co do brylowatosci pira-
midzie Scietey FGHIKL. Powierz-
chnia podstawy FGH rowney kotu
promienia A0 réwna sie TXAO?
podobniez  powierzchnia podstawy
IKL=1tXDP2; a Srednio-ieometrycznie
proporcyonalna do mXAC2 i nXDP2
iest TXAOX DP; wiec brylowatosc¢
piramidy Scietey. albo ostrokregu Scie-
tego réwna sie BOP(MX A0 3 +
nXDP2+A0XDP) = ¥ OP (AO2
+dp2+aoxdp).
Twierdz. 34. Powierzchnia boczna
ostrokregu iest réwna iloczynowi z gy
iego podstawy, przez potowe
iego krawedzi.nAO
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Dowodz. Niech bedzie AO promien
podstawy ostrokregu danego fig. | 46
S iego wierzchotek, a SA krawedz ,
dowiedziemy ze powierzchnia iego be-
dzie réwna okregowi OA X J SA.
Daymy na to, iezeli byé moze, ze o-
kreg AOX 1 SA; znaczy powierzchnig
ostrokregu, ktoéryby miat wierzchotek
W punkcie S, aza podstawe koto pro-
mienia OB wiekszego od AO,

Na kole mnieyszem opiszmy wielo-
kat foremny MPQT; tak, aby iego
boki w zadnym punkcie nieschodzity
sie z okregiem kota promienia OB; i
niech bedzie SMPQT piramida fore-
mna maigca tenze wielokat za podsta-
we a wierzchotek w punkcie S. Po-
wierzchnia troykata SMP iednego ze
sktadaigcych powierzchnig boczng pi-
ramidy , réwna iest iego podstawie
MP pomnozoney przez potowe wy-
sokosci SA, ktéra iest 'zarazem Kkra-
wedzig ostrokregu danego; a poniewaz
ta wysoko$C iest wspdllna wszystkim
troykatom SPQ, SQR it d. wypada
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ztad, ze powierzchnia boczna piramidy
rowna iest obwodowi idy podstawy
MPQTM pomnozonemu przez T SA.
Aze obwod MPQTM iest wiekszy od
okregu AO, wiec i powierzchnia bo-
czna piramidy iest wieksza od iloczy-
nu okregu AO X1 SA, atem same'm
wieksza od powierzchni boczney o-
strokregu, ktoryby miat ten sam wierz-
chotek, a za podstawe koto zakre-
Slone promieniem OB. Lecz przeci-
whnie; powierzchnia boczna ostrokregu
iest wieksza od powierzchni boczney
piramidy; bo przytozywszy do siebie
podstawami piramide z piramidg ré-
wna, ostrokreg z ostrokregiem ro-
wnym, powierzchnia dwoch ostrokre-
gowl, bedzie ze wszystkich stron ota-
czata powierzchnig dwdch piramid, a
zatem pierwsza bedzie wieksza od
drugiey, a tern samem powierzchnia
ostrokregu iest wieksza od powierz-
chni w nim zawartey piramidy. Po-
niewaz ta sprzeczno$¢ pochodzita z
naszego przypuszczenia, wiec to przy-
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puszczenie uie moze mieC mieysca; a
te'm samem 16d iloczyn z okregu pod-
stawy ostrokregu, przez potowe iego
krawedzi nie moze oznaczaC powierz-
chni ostrokregu wiekszego.

Dowiedziemy 2re ze ten iloczyn nie
moze oznacza¢ powierzchni ostrokre-
gu mnieyszego. Jakoz niech bedzie
BO promien podstawy ostrokregu da-
nego, i niech iloczyn okregu BOX1?SB,
iezeli to by¢ moze, znaczy powierz-
chnig ostrokregu maigcego wierzchotek
w Saza podstawe koto promienia AO,
mnieyszego od OB .

Odbywszy to samo wykreSlenie co
wyzey, powierzchnia piramidy SMPQT
bedzie zawsze réwna iloczynowi z ob-
wodu MQPT przez 12SA. Aze ob-
wod MPQT iest mnieyszy od okregu
BO, i1SA mnieysze od SB, wiec dla
tych dwdch przyczyn powierzchnia
boczna piramidy iest mnieysza od ilo-
czynu okregu BOX12SB, ktéry podtug
przypuszczenia oznacza powierzchnig
ostrokregu majgcego za podstawe koto

9
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zatoczone promieniem AO.powierzchnia
mwiec piramidy bytaby mnieysza od po-
wierzchni ostrokregu wpisanego. Lecz
przeciwnieiest wieksza: przytozywszy
bowiem do siebie podstawami piramide
z piramidg réwna, ostrokrag z ostro-
kregiem réwnym, powierzchnia dwoch
piramid otoczy ze wszystkich stron
powierzchnig dwoch ostrokregéw, a
tem samem bedzie wieksza. Wiec
2re by¢ nie moze, aby iloczyn z okre-
gu podstawyostrokregu przez potowe
iego krawedzi oznaczat powierzchnig
ostrokregu mnieyszego.

Powierzchnia zatem boczna ostro-
kregu iest rowna iloczynowi z okre-
gu iego podstawy przez potowe kra-
wedzi.

Uwaga. Niech bedzie L krawedZ o-
strokregu, R promien iego podstawy;
okrag tey podstawy bedzie 2nR, a po-
wierzchnia ostrokregu bedzie réwna
2nRfL czyli nRL.

Twierdz. 35. Powierzchnia boczna
ostrokregu Scietego ADEB fig. 48, iest
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réwna iloczynowi z iego krawedzi
-AD, przez potowe summy okregéw
dwdch podstaw AB i DE.

Dowodz- Na ptaszczyznie SAB, prze-
chodzacey przez os SO poprowadzmy
AF prostopadtg do SA, réwng okre-
gowi podstawy dolne'y AB i pota-
czywszy punkt S z punktem F, po-
prowadzmy DH rownoodlegta od AF.

Wtroykatach podobnych SAO, SDG
iest: AO: DCzzSA.* SD; aze i troy-
katy SAF, SDH sg takze podobne,
wiec bedzie AF: DII—SA: SD; ztad
AF:. DHz=AO: DC; albo—okrag
AO: okregu DC. Aze z wykreSlenia
AF—okreg: AO, wiec DH— okreg: DC
Powierzchnia troykata SAF rowna
AFXAMSA, iest réwna powierzchni o-
strokregu SAB, réwney okregowi AO
XE£ SA Dla podobneyze przyczyny
powierzchnia tréykata SDH iest ro-
wna powierzchni ostrokregu SDE.
Powierzchnia zatem ostrokregu Sciete-
go ADEB iest réwna powierzchni tra-

peza ADIIF; a ze te ostatnia wyraza
1 9"
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iloczyn
wiec powierz*

chnia ostrokregu Scietego ADEB rowna
iestiego krawedziAD pomnozoney przez
potowe summy okregéw dwdch iego podstaw.

Wn. Przez punkt | Srodek, krawedzi
AD, poprowadziwszy IKL réwnood-
legla od AB, i IM rownoodlegty od
AF; dowiedziemy iak wyzey ze IM
=okr. IK. Aze powierzchnia trape-
za ADHF=ADXIM=ADX okr. IK;
wiec powiedzie¢ takze mozna ze po-
wierzchnia ostrokregu Scietego iest ré-
wna iego krawedzi pomnozoney przez
okrag przeciecia od dwodch podstaw
réwnooddalonego.

Uwaga. Gdy liniia AD, lezaca z iedney
strony linii OC, ina tey samey pta-
szczyznie obroci sie catkowicie oko-
to linii OC, powierzchnia opisana przez
ADbedzierowna
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albo ADXokr. IK; gdyz liniie AO, DC,
IK, sg prostopadle spuszczone z kon-
cow ize $rodka linii AD na 0§ OC-
Bo przedtuzywszy AD i OC az do
ich wspdlnego przeciecia sie wS, po-
wierzchnia opisana przez AD iest
widocznie powierzchnia ostrokregu
Scietego, ktorego podstawami sg kota
promieni AO i DC; caty za$ ostrokrag
ma wierzchotek w S, powierzchnia
wiec sie ta réowna powyzszemu iloczy-
nowi. lloczyn ten wyraza zawsze tez
powierzchnia, chociazby punkt D
przypadt w punkcie S, zkadby pow-
stat caty ostrokrag chociazby liniia AD
byta rownoodlegta od osi, zkadby po-
wstat walec. W pierwszym przypad-
ku DC bytoby zero, w drugim DC
bytoby rowne AOi IK.

O Kuli.

61. 1. Kula, iestto bryla ograniczona
powierzchnig krzywa, ktérey wszy-
stkie punkta sg rownooddalone od
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puuktu wewnatrz bedgcego zwanego
Srodkiem.

Wystawic sobie mozna Ze kula po-
wstaie z Obrotu pdtkola DAE fig. 49
okoto $rednicy DE; gdyz wszystkie
punkta powierzchni, ktérg w tym o-
brocie opisnie pot-okrag DAE, beda
rownooddalone od srodka C.

Il. Promien kuli iestto liniia pro-
sta poprowadzona ze Srodka do kto-
regokolwiek punktu powierzchni;
$rednica albo o$ iest liniia przecho-
dzagca przez srodek, korczaca sie z ie-
dney i drugiey strony na powierzchni.
Wszystkie promienie kuli sg rowne ;
wszystkie takze Srednice sg rowne i ka-
zda réwna iest dwom promieniom.

I1l. Wkrétce dowiedziemy, ze prze-
ciecie kuli ptaszczyzng iest kotem; ko-
to wielkie iestto przeciecie przecho-
dzace przez $rodek kuli; kolo zas ma-
te iest przeciecie przez tenze Srodek
nieprzechodzace.

IV. Plaszczyzna  iest  styczna
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do kuli, gdy matylko ieden punkt wspol-
ny z iey powierchnia.

V. Biegunkola do kuli nalezgce-
go iest punkt na powierzchni kuli
réwnooddalony od wszystkich pun-
ktow okregu tegoz kota. Pozniey oka-
zemy, ze kazde koto wielkie czy ma-
te ma zawsze dwa bieguny.

VI. Tréykat kulisty iest czes¢ po-
wierzchni kuli, zawarta miedzy trze-
ma lukami k&t wielkich. tuki te na-
zywaig sie bokami troykata, i uwaza-
ja sie zawsze za mnieysze jod pot-o-
kregu. Katy zawarte miedzy pta-
szczyznami tych tukéw sg katami troy-
kata.

VII. Troykat kulisty nazywa sie
prostokatnym, réwnoramiennym, ro-
wnobocznym w tych samych przy-
padkach, co troykat prostokresiny.

VIIl.  Wielokat kulisty, iest czes¢
powierzchni kuli zawarta miedzy lu-
kami wielu kot wielkich.,

IX. TasSmaiest czesc powierzchni
kuli zawarta miedzy dwoma poét-o-
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kregami kol wielkich przecinaigcymi
sie na wspodlney Srednicy.

X. Piramida kulista iest czes¢
brytowatosci kuli zawarta miedzy pta-
szczyznami kata brytowego maigcego
wierzchotek w $Srodku kuli. Podsta-
wa tey piramidy iest wielokat kulisjy,
temiz ptaszczyznami w yznaczony.

XL Pas kulisty, iest czes¢ powie-
rzchni kuli zawarta miedzy dwiema
ptaszczyznami rownoodlegtemi, ktére
sg ie'y podstawami, Gdy iedna zty ch
ptaszczyzn iest styczna do kuli, pas
ma tylko iedne podstawe.

XIl.  Odcinek kulisty, iest cze$¢
brytowatoscikulizawarta miedzy dwie-
ma ptaszczyznami  rownoodlegtemi,
ktére sg iey podstawami. Gdy iedna
1 tych ptaszczyzn iest styczna do Kku-
li, odcinek kulisty, ma tylko iedne pod-,
Stawe.

XIIl.  Wysokoscig pasa, lub odU
cinka iest odlegtosC dwoch ptaszczyzn
réwnoodlegtych bedacych podstawami
pasa lub odcinka.
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XIV. Gdy potkule, DAE obrotem
swoim okoto Srednicy DE opisuie ku-
le, kazdy wycinek kota np. DCF lub
FCG, opisuie bryte zwang wycinkiem
kulistym.

Twierdz. 36. Pazeciecie kuli pta-
szczyzng iest kotem.

Dowodz. Niech bedzie AMB fig. 50

przeciecie ptaszczyzng kuli ktorey Sro-
dek iest C. Z punktu C wyprowadz-
my prostopadta CO do plaszczyzny
AMB, i poprowadzmy liniie CM, CM/,
do réznych punktéw liniie krzywdy
AMB.

Pochyte CM, CM', CB sg rowne,
iako promienie kuli, wiec sg réwno-
oddalone od prostopadtey CO; wszy-
stkie zatom liniie OM, OM', OB. s3
sobie takze réwne; a tern samem prze-
ciecie AMB, iest kotem, ktorego $rod--
kiemiest punkt O.

fVn. 1. Gdy przeciecie przechodzi przez

$rodek kuli, promieniem iego bedzie
promien kuli, wszystkie zatem kota
wielkie sg sobie rowne.
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sie zaw-ze na dwie JOwne czesci;
gdyz ich wspoélne przeciecie przecho-
dzac przez Srodek, iest Srednica.

3ci. Kazde koto wielkie dzieli
kule i iey powierzchnig na dwie ro-
wne czesci; bo gdy po oddzieleniu od
siebie dwbdch potkul damy im takie
potozenie, aby obréciwszy’ w iedne
strone ich wypukto$¢, miaty wspdlng
podstawe” dwie powierzchnie przy-
stang do siebie tak, iz iedne punkta
nie bedg blizsze Srodka iak drugie.

4ty. -Srodek kota matego i $rodek
kuli sg zawsze na iedney linii pro-
stopadley do ptaszczyzny tegoz kota.

5£y. Kofa mate sg tem mnieysze ,
im bardziey s3 oddalone od S$rodka
kuli; gdyz im wieksza iest odlegtosé
CO, tym mnieysza iest cieciva AB>
Srednica kota malego AMB.

6ty. Przez dwa punkta dane na
powierzchni kuli moze zawsze prze-
chodzi¢ tuk kota wielkiego, gdyz dwa
dane punkta i $rodek Kkuli sg trzema
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punktami  wyznaczaigcemi potozenie
ptaszczyzny. Gdyby iednak dwa da-
ne punkta lezaty na koncach iedney
Sredniey, wtenczas dwa punkta i
Srodek kuli bytyby na iedney linii
prostey, a tein samem moznaby nie-
ograniczona liczbe kot wielkich przez
takie dwa punkta poprowadzié.

Twierdz- 37. W kazdym troykacie
kulistym ABC fig. 51 summa dwoch
bokow iestwieksza od trzeciego.

Dowodz. Niech bedzie O Srodek Kkuli,

i promienie OA, OB, OC; wystawmy
sobie ptaszczyzny jCAB, AOC, COB,
te ztozg przy punkcie O kat tréyscien-
ny, a miarami katow AOB, AOC, BOG
bedg boki AB, AC, BC, tréykata Kku-
listego. Aze summa dwoch katow
ptaskich w kacie tréysciennym iest
wieksza od trzeciego, wiec tez summa
dwoch bokow w troykacie ABC, iest
wieksza od trzeciego.

Twierdz. 38. Naykrotsza odlegtoscig
dwéch puuktow na powierzchni kuli
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iest luk kota wielkiego teZz punkta 13-
czacy.

Dowodz. Niech bedzie ANB fig. 52 tuk
kota wielkiego tgczacy punkta Ai B,
I niech bedzie, iezeli to by¢c moze, M
punkt nalezacy do linii naykrotszey
miedzy punktami A i B. Przez punkt
M poprowadzmy luki kot wielkich
MA, i MB,i wezmy BN=MB. Po-
dtug twierdzenia poprzedzajgcego AM
+ MB=ANB, odigwszy z obu stron
BN=BM, bedzie AM>=AN. Lecz od-
legtos¢ od B do M, czy to nig iest tuk
BM, czy tez iakakolwiek inna liniia,
iest rowna odlegtosci punktéw B i N;
obracaigc albowiem ptaszczyzne ko-
ta wielkiego BM, okoto $rednicy prze-
chodzacey przez punkt B, mozna ie'y
takie nadac potozenie, ze punkt M przy-
padnie na punkt N, a wtedy liniia
naykrotsza od M do B, przystanie do
linii naykrotszey od N do B; a tak
dwie odlegtosci od A do B, z ktérych
iedna przechodzi przez punkt M, dru-
ga przez punkt N, maig cze$¢ rowng
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od M do.B i od N do B. Pierwsza
odlegtos¢ iest z przypuszczenia nay-
krétsza a zatem odlegtosci od A do
M iest krotsza od odlegtosci od A do
N, co by¢ nie moze, bo tuk AM iest
wiekszy od AN; wiec zaden punkt
linii naykrotsz¢y od A do B, nie mo-
ze sie znaydowaé za lukiem AB; luk
wiec ten iest naykrotszg liniig miedzy
temi dwoma punktami.

Twierdz. 39. Obwdd tréykata Kku-
listego iest mnieyszy od okregu kota
wielkiego.

Dowodz. Niech bedzie troykat kulisty

ABC fig. 53, przedtuzmy boki AB i
AC do przeciecia sie wD: tuki ABD
I ACD, beda pot-okregami, bo dwa
kota wielkie przecinata sie zawsze na
dwie réwne czesci; lecz w tréykacie
BCD; BC<BD4~CD, dofobu stron tey
nierownosci dodaymy AB-|-AC be-
dzie AB+ AC+BC<ABD4-ACD, to
iest mnieysze od okregu kota wiel-
Kiego.

Twierdz. 40, Obwdd wielokata ku-
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lisiego, iest mnieyszy od okregu kota
mwielkiego.

DowodZ. Niech bedzie np. pieciokat

kulisty ABCDE fig. 55. przedtuzmy
boki AB i DC, do przeciecia sie w F:
poniewaz BC iestinniey”ze od BF-f- CF,
wiec obwod pieciokagta ABCDE iest
mnieyszy od obwodu czworokata
AEDF. Przedtuzmy znowu boki AE
i FD do przeciecia sie w punkcie G,
bedzie ED<EG-|-GD; wiec obwod
czworokata iest mnieyszy od obwodu
troykata AFG; a Ze ten ostatni iest
mnieyszy od okregu kota wielkiego,
wiec tein bardziey obwoOd pieciokata
ABCDE, iest mnieyszy od tegoz o-
kregu,
Twierdz. 4L Poprowadziwszy S$re-
dnice DE fig. 49 prostopadig do pta-
szczyzny kola wielkiego AMB, konce
D i E teyze Srednicy beda bieguna-
mi kota AMB, i wszystkich kot ma-
tych iak FNG od niego réwnoodle-
gtych.

Dowod?, Je. Poniewaz liniia DC iest
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prostopadta do plaszczyzny AMB,
mwiec iest takze prostopadta do wszy-
stkich lintiy ,CA, CM, CB it, d., po-
prowadzonych przez icy spodek -na
teyze ptaszczyznie; kazdy zatem z tu-
kow DA, DM, DB, iest ¥ okregu. Toz
samo rozumie¢ nalezy otukaeh EA ,
EM,EB i t.d., a tern samem punkta
D i E iako réwnooddalone od wszy-
stkich punktéw okregu AMB sg iego
biegunami.

2re. Promien DC iako prostopa-
dty do ptaszczyzny AMB, iest takze
prostopadty do ptaszczyzny FNG ré6-
wnoodlegtej od pierwszey a tern sa-
m¢ém przechodzi przez Srodek O kota
FNG; poprowadziwszy wiec pochyte
DF, DN, DG, te iako réwnooddalo-
ne od prostopadtej DO bedg rowne,
a skoro cieciwy sg réwne, wiec i tu-
ki DF, DIN, DG it d. muszg takze
by¢ réwne; punkt zatem D iest bie-
gunem kota matego FNG, i dla tej
samey przyczyny punkt E iest iego
drugim biegunem.
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Wn. |. Kazdy luk DM poprowadzony
z punktu wzietego na okregu kota wiel-
kiego AMB do iego bieguna iest -
okregu i czyni z lukiem AM Kkat pro-
sty. Poniewaz liniia DC iest prosto-
padfa do ptaszczyzny AMC, wiec ka-
zda ptaszczyzna DMC przez nig prze-
chodzaca iest prostopadia do ptaszczy-
zny AMC, a zate'm kat zawarty mie-
dzy temi dwiema ptaszczyznami, czyli
kat AMD iest prosty.

2re. Aby znale$¢ biegun tuku AM,
potrzeba poprowadzi¢ tuk nieograni-
czony DM prostopadty do AM i na
nim wzig¢ MD—] okregu, a punkt D,
bedzie iednym z biegunéw tuku AM,;
albo raczey z dwoch punktow AiM
wyprowadzi¢ nalezy tuki AD i MD
prostopadte do tuku a AM» punkt D,
w ktorym sie te tuki przetnag, bedzie
biegunem stukanym.

Uwaga. WiasnosSci  biegunéw podaig
sposéb kreslenia na powierzchni kuli
tukéw kota z tg samg tatwoscig co na
powierzchni ptaskiej. Widzimy np«
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ze obracaigc luk DF okoto punktu
D, punkt F opisze koto mate FNG;
a obracajac J okregu DFA okoto pun-
ktu D, punkt A zakre$li tuk kota wiek
kiego AM.

Gdy potrzeba przedtuzy¢ tuk AM,
lub gdy dane sg dwa punkta Ai M,
przez ktore tuk ten ma przechodzic,
wyznaczymy naprzod biegun D przez
przeciecie sie dwoch tukéw zakreslo-
nych z punktéw A i M iako Srodkéw
odlegtoscia réwnag T okregu; a zna-
laztszy biegun D zakresimy z punktu
D iako $rodka tgz sama odlegtoscia
tuk AM, iiego przedtuzenie.

Nakoniec gdy potrzeba z punktu P
spusci¢ tuk prostopadty na AM, prze-
dluzymy AM do S tak aby odlegtos¢
PS byta réwna J okregu a potem z
bieguna S, tg samg odlegtoscig zakre-
Slimy tuk PM, a ten bedzie tukiem
prostopadtym szukanym.

Twierdz* 4-2. Plaszczyzna prostopa-
dfa do konca promienia, iest styczng
do kuli fig. 54.
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Dowodz. Niech bedzie FAG ptaszczy-
zna prostopadta do korica promienia
OA; wzigwszy na niey punkt M po-
taczmy go z punktem O i A liniami
OM i AM; kat OAM bedzie prosty, a
tern samem odleglo§¢ OM bedzie
wieksza od OA. Punkt wiec M iest
za kulg; aZe toz samo powiedzie¢ mo-
zna 0 kazdym innym punkcie pta-
szczyzny FAG, wiec ptaszczyzna ta ma-
jac tylko jeden punkt wspdlny z po-
wierzchnig kuli, iest do niey styczna.

Uwaga, mozna podobniez dowie$¢, ze
dwie kule maig tylko ieden punkt wspél-
ny, atern samem sg do siebie styczne,
gdy odlegtosé¢ ich Srodka iest rowna
summie lub rdznicy promieni, i ze
w tenczas ich $rodki i punkt dotknie-
cia leza naiedne'y linii prostey.
Twierdz. 43. Gdy z wierzchotkéw
A, B, C, troykagta ABC fig- 56 lako
biegunéw zakreSlimy tuki EF, FD,
DE; wierzchotki D, E, F, troykata
z tych tukdéw ztozonego bedg nawzaiem
biegunami bokéw BC, AC, AB.
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Dowodz. Poniewaz punkt A iest bie-

gunem luku EF, wiec odlegtos¢ AE
iest T okregu; punkt C iest biegunem
tuku DE, wiec odlegto$¢ CE, iest tak-
ze - okregu; a zatem punkt E, iako
oddalony o*~ okregu od kazdego z
punktow A i Ciest biegunem tuku
AC. Podobniez dowiedziemy ze punkt
D iest biegunem tuku BC, a punkt F
biegunem tuku AB. Dla tey przyczy-
ny troykaty ABC i DEF nazywaig sie
polarne.
Ttvierd; 44. Miarg kata w troyka-
cie kulistym iest réznica miedzy pot-
okregiem a bokiem odpowiadaigcym
tréykata polarnego fig ta sama.

Dowod?z. Przedtuzmy, iezeli tego po-
trzeba, boki AB i AC do przeciecia
boku EF w punktach Ci H, ponie-
waz punkt A iest biegunem tuku GH>
wiec miarg kata A bedzie tuk GH.
Aze tuk EH iest okregu, bo punkt
E iest biegunem tuku AH, a punkt F
biegunem tuku AG; wiec EH -j- GF
znaczy pot-okregu. Poniewaz za$ EH

10-
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-}-GF Znaczy to samo co EF-f- GH,
luk zatem Gil bedgcy miarg kata A,
iest rowny * okregu mniey bokiem
EF; podobniez miarg kata B iest
fokr.—DF, kata C, | okr.—DE.

Twierdz. 45. W tréykacie kulistym
summa trzech katdéw iest mnieysza od
szesciu, a wieksza od dwoch katow

prostych.

Dowodz. lod kazdy kat trojkata ku-

listego, iest mniejszy od dwdch katow
prostych, (70) wiec summa trzech ka-
tow iest mniejsza od szesciu katow pro-
stych.

2re. Miarg kazdego Kkata trojkata
kulistego iest | okregu mniey bokiem
odpowiadaigcym trojkata polarnego,
wiec miarg wszystkich trzech katéw
satrzy’ pot-okregi mniey summg trzech
bokéw tréjkata polarnego, aze ta o-
statnia iest Innieysza od iednego okre-
gu, odigwszy ig zatem od trzech
pot-okregbw, reszta bedzie  wiek-
sza od iednego pot-okregu ktory iest
miarg dwoch katéw prostjchj wiec 2re
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summa trzech katow troykata kuliste-
go iest wieksza od dwaodch katow pro-
stych.

Whn. |. Summa katow w troykacie Ku-

listym nie iest stala iak w troykacie
prostokrc$lnym: zmienia sie ona od
dwdch do szeSciu katow prostych |
nie mogac nigdy dosiegna¢ ani iedncy ,
ani drngiey granicy; przeto z dwoch
katow nie mozna wiedzieC trzeciego*

Wn. 2gi. Tréykat kulisty, moze miec

dw, albo trzy katy proste, dwa &lbo
trzy katy roztwarte. Troykat kulisty
ABC fig. 57 nazywa sie dwu-prosto-
katny, gdy dwa katy B i C s proste,
wtedy wierzchotek A iest biegunem
podstawy BC;a kazdy z bokow AB,
i AC iest -» okregu. Gdy précz tego
i kat A iest prosty, troykat ABC, iest
trzy*prost'okat.ny, wszystkie iego katy
sg proste, a kazdy z bokéw iest ro-
wny * okregu. Powierzchnia kuli
sktada sie z osmiu troykatow trzy-pro-
stokatnych.

Twierdz. 46. Niech bedg AB, BC,
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CD fig. 58 nastepne boki wielokata
foremnego , O iego $rodek, a Ol pro-
mien kota wpisanego; przypusciwszy
ze cze$¢ wielokata ABCD lezaca zie-
ducy strony Srednicy FG, obraca sie
okoto teyze S$rednicy, powierzchnia
ktora w tyin obrocie zakresSla czes¢ wie-
lokata ABCD, réwna iest MQX°kr. Ol;
gdzie 'MQ iest wysokoscig tey po-
wierzchni, czyli czeScig osi zawartg
miedzy prostopadiemi AM, DQ.
Dowodz?. Poniewaz punkt I, iest $rod-
kiem boku ABf a IK prostopadtg spu-
szczong z punktu | do osi, wiec po-
wierzchnia opisana bokiem AB 'be-
dzie rowna ARX°kr. 11\ (60) popro-
wadziwszy AX rownoodlegty od osi,
troykaty ABX, OIK sg podobne, bo
ich boki sg do siebie prostopadie, to
iest Ol do AB, IK do AX i OK do
BX; a zatem: AB: AXalbo MNzzzOl: IK
albo ~okr. Ol: okr. IK. Ztad AB
Xokr IKzzzMNX°kr.OLZtad widzimy
ze powierzchnia opisana bokiem AB
rowna iest swey wysokosci MN po-
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mnozney przez okrag kota wpisane-
go. Podobniez powierzchnia opisana
obrotem boku BC=NP>oOkr. Ol po-
wierzchnia opisana obrotem CD=—=PQ
X okr. Ol. A zatem powierzchnia o
pisana obrotem czesci wielokgta ABCD
rowna iest (MN+NP—+PQ) okr. OI,
czyli MQX okr. OI; to iest, swey wy-
sokosci przez okrag kota w wielokat
wpisanego.

Wn. Gdy wielokat ma parzystg liczbe

bokéw, a FG, przechodzi przez dwa
wierzchotki przeciwne F i G, cata po-
wierzchnia utworzona przez obrot po-
towy wielokgta FAG, réwna iest swey
osi FG przez okragg kota w tenze wie-
lokat wpisanego. O$ FG bedzie razem
Srednicg kota opisanego.

Twierdz. 47. Powierzchnia kuli ro-
wna sie iloczynowi ziey $rednicy przez
okrag kota wielkiego.

Dowodz, Naprzdd iloczyn z $rednicy
kuli przez okrag iey kota wielkiego
nie moze znaczy¢ powierzchni Kkuli
wiekszey. Bo daymy nato, iezeli byc¢
moze, ze AB X okr. AC fig. 59. znaczy
powierzchnig kuli promienia CD,
Na kole promienia CA opiszmy wie-



— 152

lokat foremny n parzystey liczbie bo-
kow, tak aby obwod iego nieschodzit
sie w zadnym punkcie z okregiem ko-
ta promienia CD; niech, bedg M i S
dwa przeciwne wierzchotki tego wie-
lokata. Powierzchnia utworzona obro-
tem potowy wielokagta MPS okoto $re-
dnicy MS bedzie rowna MS X okr. AC
aze MS iest wieksze od AB, wiec po-
wierzchnia utworzona obrotem wielo-
kata iest wieksza od iloczynu ABX°kr.
AC, a ttm samem wieksza od powierz-
*chni kuli promienia CD. Przeciwnie
za$ powierzchnia kuli, iako otaczaigca
ze wszystkich stron powierzchnig u-
tworzong przez obrot wielokata iest od
niey wieksza. Wiec \mo iloczyn
ze Srednicy kuli przez okrg iey kota
wielkiego nie moze znaczy¢ powierz-
chni kuli wigkszey.

2re. Tenze sam iloczyn nie moze
znaczy¢ powierzchni kuli mnieyszey .
Albowiem niech bedzie iezeli to by¢
moze DEX okr.CD powierzchnia Kku-
li promienia CA. Odbywszy to samo
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wykreslenie co w pierwszym przypad-
ku, powierzchnia bryty utworzoney o-
brotem wielokata bedzie réwna ilo-
czynowi MSX okr. AC. Lecz ze MS
iest mnieysze od DE, i okr. AC mniey-
szy od ,okr. CD; wiec dla tych dwoch
przyczyn powierzchnia bryty utwo-
rzoney obrotem wielokata bytaby
mnieysza od iloczynu DE X°kr. CD, a
tem samem mnieysza od powierzchni
kuli promienia AC. Gdy przeciwnie
powierzchnia utworzona obrotem wie-
lokata iako otaczajaca kule promieniem
AC iest wieksza od iey powierzchni,
wiec 2re iloczyn ze Srednicy kuli przez
okrgg ie'y kota wielkiego nie moze
znaczy¢ powierzchni kuli mnieyszey.

Powierzchnia zatem kuli iest réwna
iloczynowi te $rednicy przez okrag iey
kota wielkiego.

Uwaga. Niech bedzie R promien kuli,
okrag iey kota wielkiego bedzie 2* R,
a kuli powierzchnia 4*Ra

PJ*n. Powierzchnia kota wielkiego iest
réwna iloczynowi” iegu okregu przez



potowe promienia czyli I Srednicy;
wiec powierzchnia kuli iest czte-
ry razy wieksza od powierzchni kota
wielkiego.'

74 Twierdz. 48. Powierzchnia pasa ku-
listego réwna iest iloczynowi z iego,
wysokosci przez okrag kota wielkiego.

Dowodz. Niech bedzie EF fig. 60 tuk
iakikolwiek wiekszy, lub mnieyszy od
7 okregu, IFG prostopadta spuszczo-
na na promien EC, dowiedziemy ze
pas o iedney podstawie utworzony o-
brotem luku EF okoto EC bedzie ro6-
wny iloczynowi EGX°~r' EC.

Przypusémy - naprzdd ze pas ten
rowny iest iloczynowimnieyszemu, np
EGX okr. CA. Whuk EF wpiszmy
czes$¢ wielokata foremnego EMNOPF .
tak abys iego boki nieschodzity sie z
okregiem kota zakreslonego promie-
niem CA, ispusémy Cl prostopadtg’do
EM; powierzchnia utworzona obrotom
wielokgta EMF okolo EC bedzie roé-
wna iloczynowi EGXokr. Cl. Aze
iloczyn ten iest *wiekszy od iloczynu
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EG X °kr' AC; ktéry poditug przypu-
szczenia oznacza powierzchnig pasa
utworzonego lukiem EF; wiec powierz-
chnia utworzona obrotem wielokata
EMNOPF bytaby wieksza od po-
wierzchni utworzoney obrotem luku
EF, na tymze, wielokacie opisanego,
co byé nie moze, bo ta ostatnia iako
otaczaigca pierwszg iest od drugiey
wieksza. Wiec lwsza powierzchnia pa-
sa kulistego nie moze by¢ mnieysza
od iloczynu z iego wysokosci przez o-
krag kota wielkiego.

Dowiedziemy 2re ze tenze pas nie
moze by¢ réwny iloczynowi wigksze-
mu od iloczynu ze swey wysokosci
przez okrag kota wielkiego. Daymy
bowiem ze idzie o pas opisany obro-
tem luku AB okoto AC, iniech be-
dzie iezeli by¢ moze pas AB > AD
Xokr. AC. Cafa powierzchnia kuli
sktada sie z dwoch paséw AB i BH,
i iest rowna AHXokr, AC; gdyby wiec
byt pas AB>ADXokr, AC musiatby '
by¢ pas BlI<DHXokr, AC, coby by-
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to przeciwne pierwszey czesci dowo-
dzenia. Wiec 2re pas nie moze byc
réwny iloczynowi wiekszemu od ilo-
czynu ze swey wysokosci przez okrag

kota wielkiego; a tem samem kazdy
pas kulisty iest rowny iloczynowi ze

swey wysokosci przez okrag kota wiel-
Kiego.

Uwazaymy teraz pas iakikolwiek o
dwéch podstawach, opisany obrotem
luku FH, fig.49 okoto $rednicy DE ;
z punktu F iH spus¢my na Srednice
prostopadte FO, HQ. Pas opisany o-
brotem tuku FH iest r6znicg dwdch
paséw opisanych obrotem tukéw DlI,
DF, ztych pierwszy rowny iest DQ
Xokr.CD, drugi DOXokr. CD; wiec
pas opijany obrotem 4tuku FH réwna
sie (DQ—DO) okr. CD, czyli 0OQ
—+okr. CD.

Kazdy zatem pas kulisty o dwdch
podstawach iest réwny iloczynowi ze
swey wysokos$ci przez okrag kota wiel-
kiego.

Whn: Dwa pasy iedney kuli, lub dwéch
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kul rownych sg do siebie w stosun-
ku wysokosci; pas za$ iest do powierz-
chni kuli, iak iego wysoko$¢ do Sre-
dnicy.

Twierdz. 49. TaSma AMBNA fig. 61
tak sie ma do powierzchni kuli iak
kat MAN;do czterech katow prostych,
lub iak tuk MN bedacy miarg tego ka-
ta do okregu.

Dowodz. Uwazaymy naprzod przypa-

dek w ktérym tuk MN. iest spotmier-
ny zokregiem Kkofa, idaymy ze tuk
MN iest do okregu kota MNPQ np.
lak 5do 48. Podzielmy okreg MNPQ
na 48 czesci, tuk MN bedzie zamy-
kal 5 takich czeSci; a polgczywszy
punkta podziatu z biegunem A, otrzy-
mamy 48 troykatow rownych sobie
na poétkuli AMPNQ, cata wiec po-
wierzchnia kuli bedzie zamykata 96
takich troykatow czastkowych, iakich
taSma AMBNA 10, taSma wiec iest do
powierzchni kuli, iak 10 do 96, albo
5 do 48, to iest iak tuk MN do okre-

gu
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Gdyby tuk MN nie byt spétmier-
ny z okregiem," dowiedlibysmy sposo-
bem pospolicie w takim przypadku
uzywanym, ze zawsze tasma iest do
powierzchni kuli iaktukMN do o okregu.

Whn: Powierzchnia kuli rowna iest ilo-

czynowi z okregu kota wielkiego przez
Srednice; wiec po wierzchnia taSmy roé-
wna iest iloczynowi z tuku bedacego
miarg iey kata przez Srednice.
Twierdz. 50. Jezeli troykat BAC i
prostokat BCEF, fig. 62 maigce iedne
podstawy i wysoko$¢ obracaig sie ra-
zem okoto wspélney podstawy BC;
bryta utworzona obrotem troykata
bedzie trzecig czescig walca utworzo-
nego obrotem prostokata.

DowodzZ. Spusciwszy do osi prostopa-
dtg AD, ostrokrag utworzony obro-
tem troykata ABD, iest T walca utwo-
rzonego obrotem prostokata AFBD,
podobniez ostrokrag utworzony obro-
tem troykata ADC iestJ walca utwo-
rzonego obrotem prostokata ADCE; wiec
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summa tych dwodch ostrokregow czyli
bryta utworzona obrotem troykata
ABC iest f summy dwdch walcdw,
czyli walca utworzonego obrotem pro-
stokata BCEF.

Gdy prostopadta AD przypada za
troykatem fig, 63, wtenczas bryta u-
tw.orzona przez ABC, bedzie rdznicg
dwoch ostrokregdéw opisanych przez
ABD iACD; lecz tez i walec utwo-
rzony przez BCEF bedzie rdznica
walcédw utworzonych przez AFBD i
AECD. W.iec bryta utworzona obro-
tem troykata bedzie zawsze f walca
utworzonego obrotem prostokata ma-
igcego te sarne podstawe i wysokosc.

Uwaga, Powierzchnia kota promienia

AD iest 7IX7"2 | wiec walec utwo-
rzony obrotem prostokata BCEF be-
dzie 1l a bryta utworzona
obrotemtroykata ACBbedzief n XADa
XBC.

Zagadn, Znale$¢ bryte utworzong
obrotem troykata ABC fig. 64. okoto
linii CD poprowadzonej w iakim?
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kolwiek kierunkn za troykatem przez
iego wierzchotek Q.

Rozw. Bok AB przedtuzmy do prze-
ciecia osi CD w punkcie D, iz pun-
ktbw A i B spus¢my do osi prostopa -
die AM iBN. Bryla utworzona i

troykata CAD réwna iest iloczy-
nowi : bryla utworzo-
na troykagtem CBDrowna iest i1 XBN?2
XCD; wiec roznica tych bryt czyli
bryta utworzona tréjkatem ABC be-
dzie rowna Y3(AM2—BN2) CD. Wy-
razeniu temu mozna da¢ inng postac.
Z punktu | $rodka boku AB, popro-
wadzmy IK prostopadta do CD, a
przez punkt B poprowadZmy BO ro6-
wnoodlegtg od CD, bedzie: AM+ BN
=2IK; a AM—BN=AO; wiec (AM
+BN) (AM—BN) czyli AM2— BN2
=2IK XAO. Bryle zatem o ktorey
mowa wyraza iloczyn 8 X IK XAO
XCD. Lecz spusciwszy CP prostopadta
do AB, troykaty ABO i DCP bedg
podobne, a zatem: AO: CP=AB: CD,
ztad AOXCD=CPXAB; aze CPXAB
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iest to dwa razy wzieta powierzchnia
troykata ABC, wiec AOXCD=2ABC;'
a tem samem bryta utworzona obro-
tem troykata ABC iest takze rowna
43nx ABC x IK, czyli co toz samo zna-
czyABCX 230k 1K,gdyz okr.IK=2mIK.

Bryla wiec utworzona obrotem
tréykata ABC, rowna iest iloczynowi
z powierzchni tegoz troykata przez I
okregu zakre$lonego punktem |, ktéry
iest Srodkiem iego podstawy*.

Wn. Gdy bok AC=zCB fig. 65 liniia ClI
bedzie prostopadta do AB,powierzchnia
troykata ABC bedzie ABXIUICI a bry-
towatos¢ 43rXABCXIK zamieni sie na
WIXABXIKXCI. Aze troykaty ABO,
CIK sg podobne i daig proporcyg AB:
BO albo MN=CI: IK, wiec ABXIK
=MNXCI; bryla zatem utworzona o-
brotem tréykata rownoramiennego ABC
réwnaiest B31XMNXCI?2

Uwaga. Lubo ogélne rozwigzanie zda-
ie sie przypuszczac, ze liniia AB prze-
dtuzona przecina 0$; wypadki iednak
réwnie prawdziwe bytyby, chociazby
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linila AB byta réwnoodlegta od osi,
iak sie o tem fatwo przekona¢ uwa-
zaigc ze walec opisany prostokgtem
AMNB fig. 66 iest rowny nAM?2
XMN;ostrokrag utworzony przez ACM
=1AMAM2XCM. a ostrokragg utworzony
przez BCN=¥5AM2X CN. Doda-
wszy do siebie dwie pierwsze bryty,
i od ich summy odigwszy trzecig, o-
trzymamy bryte utworzong obrotem
troykata ABC=n AM2 (MN + % CM
—1%CN), aze CN— CM=MN, wyra-
zenie wiec to przywodzi sie do TAM2
XUBMN czyli 28 CP2 MN, co sie zupeinie
zgadza z wypadkami wyzey otrzyma-
nemu

Twierdz. 51. Niech bedg AB , BC,
CD fig. 58 nastepne boki wielokata
foremnego, O iego Srodek, a Ol pro-
mien kola w tenze wielokat wpisane-
go; wystawiwszy sobie ze wycinek
wielokatny AOCD, lezacy ziedney
strony $rednicy FG, obraca sie okoto
teyze Srednicy, bryta tym sposobem
utworzona bedzie réwna iloczynowi
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MQ iest czes¢ osi  zawar-
ta miedzy prostopaditemi AM i DQ
Dowodz. Poniewaz wielokat iest fore-
mny, wiec wszystkie trojkaty AOB
BOC, it. d.s3 rownoramienne i ro-
wne. Podlug za$§ wniosku poprze-
dzaigcego, bryla utworzona obrotem"
troykata réwnoramiennego AOB, iest
réwna Bryla utworzona
obrotem troykata BOC iest rowna
2/3012. NP, a bryfa utworzona obrotem
troykagta COD=2/3nOIX PQ; wiec
summa tych bryt, czyli cala bry-
fa utworzona obrotem wycinka wielo-
katnego réwna iest
czyli
Twierdz. 52. Woycinek kuli réwny*
iest iloczynowi z pasa ktory iest iego
podstawg przez % promienia; a cata
kula iloczynowi ze swey powierzchni
przez Y promienia.

Dowodz. Niech bedzie ABC fig. 60 wy-
cinek kota, ktory, obracaiac sie okoto
AC, tworzy wycinek kuli; poniewaz
pas utworzony obrotem tuku AB iest
réwny ADXokr. AC czyli 2* ACXAD,
wiec dowiedziemy ze wycinek: kuli

11.
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bedzie réwny iloczynowi z tego pasa
przez %AC czyli 2WAC*. AD. Jakoz
1° daymy na to, iezeli by¢ moze; ze
to wyrazenie 2J3TAC2. AD znaczy wiek-
szy wycinek kuli, np. wycinek utwo-
rzony obrotem wycinka kota ECF
podobnego wycinkowi ACB. W tuk
EF wpiszmy cze$¢ wielokata foremne-
go EMNF, ktdéregoby boki nigdzie sie
nieschodzity z lukiem AB, i wystaw-
my sobie, ze wycinek wielokatny
ENFC, obraca sie okoto EC razem
z wycinkiem kota ECF. Niech bedzie
Cl promien kota wpisanego w wie-
lokat, i FG prostopadta do EC spu-
szczona. Bryfa utworzona w tym o-
brocie przez wycinek wielokatny bedzie
réwna ; aze ClI iest wieksze
od AC z wykreslenia, a EG wieksze
od AD, bo potagczywszy AB i EF,
w tréykagtach EFG i ABD podobnych
iest EG: AD=FG: BD=CF: CB, wiec
EG>AD. Ztych dwoch przyczyn
iest wieksze od2iICA2. AD.

Aze pierwsze z nich oznacza bryte
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utworzong obrotem wycinka wielo-
katnego, a drugie podtug przypuszcze-
nia wycinek kuli utworzony obrotem
wycinka kota ECF, wiec bryta utwo-
rzona obrotem wycinka wielokatnego
bytaby wieksza od wycinka kuli u-
tworzonego obrotem wycinka kota
Gdy przeciwnie bryta o ktérey mowa
iest mnieysza od wycinka kuli, bo iest
W nim zamknieta; przypuszczenie wiec
to utrzymac sie nie moze; a tak 16d
iloczyn z pasa bedacego podstawg wy-
cinka kuli przez % promienia, nie mo-
ze oznacza¢ wiekszego wycinka kuli.

Dowiedziemy 2re, Ze tenze sam ilo-
czyn nie moze ‘oznaczaC mnieyszego
wycinka kuli. Niech bedzie albowiem
wycinek kota CEF ktéry swoim o-
brotem tworzy dany wycinek kuli, i
daymy, iezeli to by¢ moze ze 231 CE2 EG
oznacza mnieyszy wycinek kuli, np.
wycinek utworzony obrotem wycin-
ka kota ACB. Wykonawszy to samo
co W poprzedzaigcym przypadku wy-
kreslenie, bryta utworzona obrotem wy-
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cinka wielokatnego bedzie zawsze
EG, Lecz GI iest mnieysze od
CE; wiec ta bryla iest mnieysza od
CO Z przypuszczenia znaczy
wycinek kuli utworzony obrotem wy-
cinka ACB. Bryla zatem utworzona
obrotem wycinka wielokatnego byta-
by mnieysza od wycinka kuli utwo-
rzonego obrotem wycinka kota ACB;
co byc nie moze; bo ta bryla iako o-
taczaigca zewszad wycinek Kkuli iest
od niego wieksza. Wiec 2re byc¢ nie
moze, aby iloczyn z pasa bedacego pod-
stawg wycinka kuli przez  promie-
nia byt mnieyszy od tegoz wycinka.
Ztad wypada ze wycinek kuli ro-
wny iestiloczynowi z pasa ktéry iestie-
go podstawa przez trzecig cze$¢ pro-
mienia.

Wycinek kota ACB moze sie po-
wiekszaC, az sie zamieni pot-kole,
a wtedy wycinkiem kuli utworzonym
przez iego obrot iest cata kula;a tak
brytowatos¢ kuli iest rowna iey po-
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wierzchni rozmnozoney przez trzecia
czeSC promienia.

Wn. Poniewaz powierzchnie dwoch
kul, w stosunku kwadratow z pro-
mieni, wiec powierzchnie te pomno-
zone przez promienie sg iak szeScia-
ny z tychze promieni; atem samem-*
brytowatosci dwdch kul sg w stosun-
ku, szescianéw z ich promieni, albo

szescianow z ich Srednic.
Uwaga. Nazwiymy R promien kuli,

iey powierzchnia bedzie 41R2, a bry-
towatos¢ czyli 4/3R3. O-
oznaczywszy przez S Srednice kuli, be
dzie R=lS, aR3=1/8S3, ztad brylo-
watos¢ kuli mozna takze wyrazic przez
czyli 1§ S3.

Twierdz. 53. Powierzchnia kuli tak
sie ma do catey powierzchni walca na
niey opisanego, (uwazajgc razem i ie-
go podstawy) iak 2 do 3. Brytowa-
tosci tych dwdch ciat sg do siebie
w tymze samym stosunku.

Dowodz. Niech bedzie MNPQ fig. 67
kolo wielkie kuli, ABCD kwadrat na
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nim opisany; obracaigc razem potkole
PMQ , i potowe kwadratu PADQ
okoto Srednicy PQ, pot—kole utworzy
kule, a potowa kwadratu walec na
teyZze kuli opisany. Co do 1go wy-
sokos¢ AD walca iest rowna Srednicy
PQ; podstawa za$ iego iest kotem
wielkiem bo iey Srednica AB iest ro-
wna MN; powierzchnia zatem boczna
walca iest rowna iloczynowi z okre-
gu kota wielkiego przez iego S$redni-
ce. Aze ten sam iloczyn oznacza tak-
e powierzchnig kuli, wiec powierz-
chnia kuli, iest réwna powierzchni
boczney walca na niey opisanego.
Lecz powierzchnia kuli réwna sie
czterem kotom wielkim, wiec i po-
wierzchnia boczna walca na niey (i
iest takze rowna czterem ko
tom wielkim; dodawszy za$§ do niey
dwie podstawy, ktore znaczg dwa ko-
ta wielkie, cata powierzchnia walca
opisanego bedzie rowna szesciu kotom
wielkim. Powierzchnia wiec kuli jest do
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catey powierzchni walca na niey opi-
sanego, iak 4 do.6, czyli iak 2 do 3.
2re. Poniewaz podstawa walca osmep
na kuli iest koto wielkie, a wyso-
koscig Srednica, wiec iego brytowatosé
iest rowna kotu wielkiemu pomnozo-
nemu przez Srednice, brylowatos¢ za$
kuli iest réwna czterem kotom wiel-
kim pomnozonym przez¥ promienia
czyli, co toz samo znaczy, iednemu
kotu wielkiemu pomnozonemu przez
8/ promienia, czyli 1 Srednicy; wiec
kula iest do walca na niey opisanego
jak % do 33 czyli iak 2: 3; bryio-
watosci zatem tych dwoch ciat sg do
siebie w stosunku ich powierzchni.
Uwaga. Gdy sobie wystawimy wielo-
$cian taki, ze iego $ciany sg styczne do
kuli, to iest wieloscian opisany na ku-
li, wieloscian ten mozna bedzie uwa-
zaC za ztozony z piramid maigcych za
wspolny wierzchotek Srodek kuli, a
za podstawy Sciany wieloscianu. Wspol-
ng wysokoscig tych wszystkich pira-
mid bedzie promien kuli tak, iz kaz-
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da piramida bedzie réwna Scianie
wieloScianu, ktdra iest iey podstawg
pomnozoney przez  promienia; caty
zatem wieloScian na kuli opisany be-
dzie rowny swey powierzchni roz-
mnozoney przez¥% promienia kuli wpi-
saney.

Ztad widzimy Zze brylowatosci wie-

losciandbw na kuli opisanych sa do
siebie w stosunku swych powierz-
chni.
Zagadn. Woyrachowac bryte utwo-
rzona obrotem odcinka kota BMD lig.
68. okoto $rednicy za tym odcinkiem
znayduigcey sie.

Rozw. Spus¢my na 0§ prostopadte BE
i DF, wyprowadZmy ze $rodka C,
prostopadty Cl do cieciwy BD, i pro-
mienie CB, i CD. Bryfa utworzona
obrotem wycinka. BCA=2/3nCB2. AE;
bryla utworzona obrotem wycinka
DCA=CB2, AF; wiec roznica tych
dwoch bryt to iest bryla utworzona
obrotem  wycinka  BCD=2/3nCB?2
(AF-AE)=2/3nCB2. EF. Aze bryta u-
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tworzona obrotem troykata roéwnora-
miennego DCB=2/3nCI2xEF; wiec bry-
fa utworzona obrotem odcinka BMD
=2B3MEF(CB2—CI2). W trdykacie
prostokatnym CBI iest CB2—CI2 =BI2
=1/4BD2 wiec bryla utworzona obro-

tem odcinka BMD=2/3nEF. liBD2 czyli
1/6BD2.EF.

Uwaga Bryta utworzona obrotem od-

cinka BMD, iest do kuli, ktorey S$re-
dnicg iest, BD, iak UnBD2.EF doliiBD3,
czyli iak EF: BD.

Twierdz. 54 Odcinek kuli zawarty
miedzy dwiema ptaszczyznami réwno-
odlegtemi rowna sie potowie summy
swych podstaw pomnozoney przez
iego wysokosc, wiecey kulg ktérey taz
wysoko$¢ iest Srednica.

Dowodz. Niech bedg BEi DF fig 68
promienie podstaw odcinka, EF iego
wysoko$¢, tak iz czes$¢ kota BMDFE,
obracaigc sie okoto osi EF, tworzy
tenze odcinek kuli. Bryta utworzona
obrotem odcinka kota BMD=1/6nBD?
XEF, (81) ostrokreg Sciety utworzony



obrotem trapeza BDFE=%nEF (BE2

+DF2+BE. DF); (58) wiec odcinek
kuli iako summa tych dwoch bryt

Poprowadziwszy BO ro-

wnoodleglta od EF bedzie DO = DF

ztad DO2=DFZ2 2DF. BE
+BE? a temsamem BDI1 —

Wa-
znos¢ te wstawiwszy za BD2, w wy-
razeniu na odcinek, i odbywszy re-
dukcya otrzymamy nastepuigce wy-
razenie brytowatosci odcinka

ktére mozna

roztozy¢ na dwie czeéci,l_z tych Iwsza
czyli

iest iloczynem

z potowy summy dwdch podstaw
przez wysokos¢, 2ga znaczy
kule ktorey EF iest $rednica.

Wn. Gdy iedna z podstaw iest zero,
odcinek, o ktébrym mowa, zamienia si¢
na odcinek kuli o iedney podstawie;
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odcinek wiec kuli o iedney podstawie
réwna sie potowie walca maigcego te
same podstawe i wysoko$¢ wiecey ku-
lg ktdrey taz wysokosS¢ iest Srednica.

Uwaga. Nazwiymy P, Q podstawy od-
cinka, W iego wysokos¢, brylowato$C
tego odcinka bedzie:

Gdy odcinek kuli ma tylko iedne pod-
stawe P, brytowato$¢ iego bedzie 1IPW

KONIEC.
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