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Einleitende Uebersicht.

Unter allen ridumlichen Gebilden sind die convexen Po-
lyeder dadurch ausgezeichnet, dafs sie bei grofstmoglicher
Einfachheit der Bildungsweise und entsprechender Klarheit
der Vorstellung dem Beobachter eine aufserordentliche Formen-
mannigfaltigkeit offenbaren.

Abgesehen von den zahlreichen in der Natur vorkommen-
den Kborpern, welche, wie beisp. die Krystalle bestimmte Po-
lyedertypen unmittelbar zur Anschauung bringen, bietet die
wiederholte Operation des Zerschneidens eines geeigneten
Korpers ein Mittel, die Zahl der darstellbaren Typen nach
Belieben zu vermehren. Lifst aber die Trivialitit dieser
Operationen und die verschiedene Vollkommenheit ihrer Er-
zeugnisse ein besonders klares Bild abstrahieren, so wird
durch die Moglichkeit der Verkiorperung eines jeden Polyeder-
typus das Interesse fiir die gestaltlichen Eigentiimlichkeiten
und den organischen Zusammenhang dieser, den urspriing-
lichsten Bildungsgesetzen unterliegenden Gebilde gesteigert.

Die bisherigen den Gegenstand betreffenden Untersuchungen
sind doppelter Art. Entweder beziehen sie sich auf das Problem*),
alle Polyeder mit gleichen und ihnlichen Grenzpolygonen zu
bestimmen, oder sie stellen sich die Aufgabe*¥), eine Classi-
fication der Polyeder nach dem Princip der Symmetrie zu ent-
wickeln. Das erste, schon von den Alten gekannte Problem
schriinkt die Betrachtung von vornherein auf eine kleine Gruppe
sehr specieller Polyederformen ein und hat mit deren voll-
stindiger Aufstellung seine Erledigung gefunden.

#) Hels: Einleitung in die Lehre von der Kugelteilung. Leipzig 1883.
##) C. Jordan: Recherches sur les polyedres. Crelle’s Journal,
Band 66 und 68.
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 1
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2 Einleitende Uebersicht.

Das zweite, von C. Jordan gestellte Problem hat diesen zu
einer Einteilung der convexen Polyeder in neun Classen gefiihrt.

Es mag ferner noch bemerkt werden, dals Steiner®)
zuerst in den Gergonne’schen Annalen Band 18—19 und ein
zweites Mal in dem Anhang zur systematischen Entwick-
lung ete. die Frage gestellt hat, wie sich die Anzahl der
von n Ebenen gebildeten verschiedenen convexen Polyeder
berechnet. Indessen ist eine Antwort auf diese Frage von
keiner Seite erfolgt.

Die vorerwiihnten Untersuchungen boten dem Verfasser
fiir das Studium der gegenseitigen systematischen Abhingig-
keit der verschiedenen Polyederformen keinerlei Anhaltspunkte
dar. Vielmehr zeigte es sich bald, dals die Wege, welche den
erstrebten Einblick gestatteten, erst noch geschaffen werden
mulsten. Dieser Umstand, sowie der Umfang der behandelten
Materie, lifst es wiinschenswert erscheinen, von dem ein-
geschlagenen Gedankengange und den gewonnenen Ergebnissen
eine kurze Uebersicht zu geben.

Der erste Abschnitt beschiftigt sich mit der Entwicke-
lung der fiir eine vergleichsweise Betrachtung der convexen
Polyeder in morphologischem Sinne grundlegenden Begriffe
und Vorstellungen. Unter Auffassung der Grenzflichen eines
Polyeders als seiner urspriinglichen, der Ecken und Kanten
als seiner abgeleiteten Bestimmungsstiicke werden in § 1 zu-
niichst die Begriffe der gleichgestalteten oder isomorphen und
der ungleichgestalteten oder allomorphen convexen Polyeder
festgelegt. Danach werden zwei, durch die gleiche Zahl von
Grenzebenen bestimmte Polyeder als einander isomorph defi-
niert, wenn eine derartige paarweise Zuordnung ihrer Grenz-
ebenen existiert

Ai=way, a3, ..., an; Ba=4y, By, .-+, P,
gleich indicierte Ebenen als zugeordnet aufgefalst), dafs jeder
Grenzecke (e;, «x, ;) von A, auch wieder eine Grenzecke
(Bi, Br, B1) von B, entspricht; dagegen werden sie allomorph
genannt, wenn keine solche Zuordnung vorhanden ist. Diese
Definition lifst, wie in § 2 des weitern ausgefithrt wird, niichst

‘*) Steiner, ges. Werke. Band I, S. 277, 454.
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Einleitende Uebersicht. 3

der Anzahl der Ecken als wichtigste morphologische Merk-
male eines Polyeders die Formen (Seitenanzahlen) der
einzelnen Grenzpolygone und deren Zusammensetzungsart
erkennen. Indem daher die Anzahlen z;, der h-seitigen Grenz-
flichen des betrachteten n-eders eingefiilhrt werden, ergiebt
sich zwischen denselben die Relation

32,4 22,42, — 2, — 22— 3xy— - — (0 — )2y =4n—2r,

in welcher » die Zahl der Kcken des Korpers bezeichnet.
Aus dem Umstande, dafs die rechte Seite der Gleichung stets
einen positiven Wert hat, der im Minimum 12 betrigt, folgt
der in § 3 gegebene erste Fundamentalsatz, dals némlich
jedes convexe Polyeder aus einem Tetraeder durch die aus-
schliefsliche Anwendung drei-, vier- und fiinfseitiger ebener
Schnitte, d. h. in der Weise construiert werden kann, dafs
von dem Tetraeder und jedem resultierenden Korper durch die
neu einzufithrende Grenzebene entweder eine Ecke, oder eine
Kante, oder ein in einer Ecke zusammenstofsendes Kantenpaar
abgeschnitten wird. Die Verbindung dieses Satzes mit den
§ 4 und § 5 abgeleiteten Hilfssiitzen fithrt in § 6 zu dem
zweiten F.-Satze von der Continuitiit aller isomorphen Po-
lyeder eines bestimmten allgemeinen Typus.

In dem zweiten Abschnitte wird die Art der Zusammen-
setzung des allgemeinen convexen Polyeders aus seinen Grenz-
polygonen niher studiert. Demgemils wird in § 7 der
Begriff des constituierenden oder des Stammsystemes als des-
jenigen Systemes von Grenzflichen eingefiihrt, welche die fiir
die Gestalt des Polyeders notwendigen und hinreichenden
Daten enthalten. Man findet, dafs ein Flichensystem dann
und nur dann ein constituierendes ist, wenn in seinen Flichen
alle Ecken des Polyeders und in jeder einzelnen mindestens
eine solche Hcke auftritt, durch welche keine zweite Fliche
des Systems hindurchgeht. Als fiir das einzelne Stammsystem
charakteristisch zeigen sich dabei folgende Stiicke: die Anzahl
der Flichen des Systems, die Anzahl der in je einer Ecke
zusammenstofsenden Flichentripel, die Zahl der Flichenpaare
mit gemeinsamer Kante, der sogenannten Seitenflichenpaare,

die Zahl der Flichenpaare mit je einer oder mehreren ge-
1%
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4 Einleitende Uebersicht.

meinsamen Scheitelkanten, niimlich derjenigen Paare von
Fliichen, die durch die beiden Grenzecken der gemeinsamen
Grenzkante zweier anderen Flichen des Polyeders gehen, end-
lich durch die Reihenfolge der zu einer Fliiche gehorigen
Seiten- und Scheitelflichen. Fiir die Polyeder mit gleicher
Flichenzahl sind die erstgenannten vier Anzahlen an be-
stimmte Relationen gebunden, aus denen (vergl. § 8) die ver-
schiedenen Typen successive abgeleitet werden kénnen, ein
Verfahren, das fiir die Heptaeder vollstiindig durchgefiihrt wird.

An die Betrachtung der constituierenden Flachensysteme
schliefst sich in § 9 eine Classification der allgemeinen con-
vexen Polyeder. Es wird nimlich untersucht, wann die Grenz-
polygone eines allgemeinen convexen Polyeders ein, zwei oder
drei getrennte vollstiindige Systeme von Scheitelfliichen bilden,
unter einem solchen ein System von Grenzpolygonen ver-
standen, in welchem die Scheitelflichen einer Seitenfliiche selbst
wieder Systemflichen sind. Dabei ergiebt sich, dafs fiir jedes
n>8 in der That n-eder jeder Classe existieren. Letztere
sind dadurch unterschieden, dafs ein Polyeder der ersten Classe
mindestens zwei Flichen mit unpaarer Seitenzahl besitzt, die
weder unmittelbare noch mittelbare Scheitelfliichen sind, dafs
ein Polyeder der zweiten Classe in dem einen Systeme von
Scheitelflichen alle Flichen mit unpaarer, in dem andern nur
Flichen mit paarer Seitenanzahl enthilt, und dafs bei einem
Polyeder der dritten Classe iiberhaupt nur Flichen mit paarer
Seitenanzahl vorhanden sind. Der Abschnitt schliefst mit der
§ 10 durchgefiihrten Bestimmung der Polyeder mit durchweg
isomorphen Ecken, Korper, welche zu den archimedischen in
naher Beziehung stehen. ‘

Nach den mehr vorbereitenden Betrachtungen der beiden
ersten Abschnitte wendet sich die Untersuchung im dritten
Abschnitt der eigentlichen Frage zu. Den Ausgangspunkt in
§ 11 bildet die fiir die allgemeinen convexen Polyeder charakte-
ristische Gleichung

32y + 22, + 2y — v — 224 — 3wy — - - - = 12.

Die Unabhiingigkeit derselben von der Anzahl z; der Grenz-
sechsecke deutet auf eine gewisse Unabhiingigkeit dieser An-
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Einleitende Uebersicht. ' B

zahl von den iibrigen Anzahlen z, hin. Es entsteht somit
der Gedanke der Mbglichkeit einer Einschaltung bezw. Aus-
scheidung von Grenzsechsecken in die Oberfliche des Polyeders,
einer sogenannten KElementarerweiterung, bezw. Elementar-
reduction desselben. Da die Erweiterungs- wie die Aus-
scheidungsfliche notwendig von mindestens zwei oder mehreren
Kantenpolygonen des Polyeders berandet wird, so macht ein
Eingehen auf diese Verhiltnisse einige Vorbemerkungen er-
forderlich.

Dementsprechend handeln die §§ 11 und 12 von den ein-
fachen, d. h. denjenigen Kantenpolygonen der Polyeder, bei
deren Umlauf durch einen Punkt jede Kante nur einmal passiert
wird. Jedes derartige Polygon P teilt die Oberfliche des
Polyeders in zwei getrennte Stiicke S,, S,, als deren gemein-
same Berandung es eine zweiseitige Auffassung darbietet.
Als Randpolygon P(S,) der Fliche S, erscheint es charakte-
risiert : erstens durch die Anzahl derjenigen Grenzpolygone von
S;, mit denen es einen Kantenzug gemein hat, zweitens durch
die Anzahl der Kanten dieser Ziige und drittens durch ihre
Aufeinanderfolge; als Randpolygon P(S;) der Fliche S, aber
durch die entsprechenden zu S, gehorigen Elemente. Be-
zeichnet @, die Anzahl der h-gliedrigen ebenen Kantenziige
von P in Bezug auf S,, b, die entsprechende Zahl in Bezug
auf S,, und bedeutet £ die Anzahl der Kanten des Polygones,
so bestehen die Relationen:

1) a,+2a,+3a;+---=k=0+2b + 3h +-- -,

2) ay+ 2a,+3a;+---=b, by+2b+3b;+:--=a,,
3) o ‘e Aiicosmbytby byt —.

Unter den Kantenpolygonen P eines Polyeders bilden die zu
den aufserhalb desselben gelegenen Punkten gehorigen Be-
rithrungspolygone ein geschlossenes System. Ein beliebiges
Kantenpolygon kann durch seinen Charakter nicht indernde,
stetige Variationen des Polyeders allemal in ein Beriihrungs-
polygon iibergefiihrt werden. — Irgend ein rdumliches Polygon
ist Kantenpolygon, wenn es von keiner der durch zwei auf-
einanderfolgende Kanten gehenden Ebenen geschnitten wird.
Es bleibt bei stetiger Variation sich selbst so lange isomorph,
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G. * Einleitende Uebersicht.

als seine charakteristischen Merkmale ungeéindert bleiben.
Isomorphe Kantenpolygone kinnen stets unter Erhaltung ihres
Charakters stetig in einander iibergefiihrt werden. KEs folgt
daraus der Satz, dals zwei polyedrische Flichen S, und S,
welche von ungleichseitig isomorphen Polygonen berandet
werden, stets durch stetige, ihre Gestalt nicht alterierende
Variationen zu einer einzigen Polyederfliiche vereinigt werden
konnen.

Auf dem letzten Satze basiert die § 14 entwickelte De-
finition enthaltender oder reducibeler Polyeder, welche die
Grundlage der weiteren Theorie bildet.

Von einem Polyeder A, wird gesagt, es enthilt ein an-
deres Polyeder 4, oder nicht, je nachdem es mioglich oder
unmoglich ist, auf seiner Oberfliche eine Gruppe einander
ausschlie[sender, von Polygonen P berandeter Bestandteile S;
anzugeben, welche ebenso vielen die Oberfliiche des enthaltenen
Polyeders zusammensetzenden Flichen isomorph sind. Die aus
einem enthaltenden Polyeder nach Ausschluls der Bestandteile
des enthaltenen entstehende, zwei- oder mehrfach berandete
Fliiche heifst eine Einschaltungs- oder Erweiterungsfliiche des
von den Randpolygonen der ausgeschiedenen Teile auf dem
enthaltenen Polyeder gebildeten Netzes. Setzt sich die Ein-
schaltungsfliche nur aus Grenzsechsecken zusammen, so wird
sie eine Klementarfliche, das zu ihr gehorige Netz ein Ele-
mentarnetz genannt, und es wird 4,, aus 4, als durch Ele-
mentarreduction, 4, aus 4,, als durch Elementarerweiterung
entstanden bezeichnet. Polyeder, die keine andern enthalten,
heifsen irreducibele oder Stammpolyeder, alle diejenigen, in
welchen sie selbst enthalten sind, aber abgeleitete Polyeder.

Das einfachste unter den Elementarnetzen ist das Ele-
mentarpolygon, dessen Erweiterungsfliche sich auf einen von
zwel isomorphen Polygonen berandeten Elementargiirtel redu-
ciert. Die Theorie dieser Polygone bildet den Gegenstand der
8§ 15, 16 und 17. Nachdem in § 15 ihre allgemeinen Eigen-
schaften entwickelt, und in § 16 eine besondere Art, die Normal-
polygone, behandelt worden, wird in § 17 die Existenz von
Normalpolygonen und damit die elementare Erweiterungsfihig-
keit fiir jedes beliebige Polyeder nachgewiesen. KEs fiihren
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Einleitende Uebersicht. 7

diese Untersuchungen auf eine zweite Classification der all-
gemeinen convexen Polyeder, bei welcher die gegenseitige Ab-
hiingigkeit der Kanten malsgebend ist, die aber des Niheren
zu besprechen hier zu weit fiihren wiirde.

Der § 18 fiihrt einen neuen wichtigen Begriff, den Cha-
rakteristikenbegriff eines Kantenpolygones ein. Als die Cha-
rakteristik eines hiochstens fiinfkantige ebene Kantenziige ent-
haltenden Polygones P wird der Zahlenwert des Ausdruckes
definiert:

a; + 2a, + 3a; — by — 2b, — 3b;,
in welchem die @, sich auf denjenigen Bestandteil S,, S, des
Polyeders beziehen, als dessen Randpolygon P aufgefafst ist.
Der Grund zu dieser Definition liegt in dem Satze, dafs der
vorstehende Ausdruck fiir zwei Randpolygone eines aus ebenen
Grenzsechsecken bestehenden Giirtels sich, wenn iiberhaupt,
nur im Vorzeichen unterscheidet. — Ks werden dann die so-
genannten Hexagonoide des Niheren behandelt, convexpoly-
edrische Flichen von unbegrenzter Ausdehnung, die aufser einem
beliebigen, etwa c-kantigen, ebenen Grundpolygone nur noch
Grenzsechsecke enthalten. Dabei ergiebt sich, dafls ein auf
einem Hexagonoide H, gezogenes Kantenpolygon P entweder
die Charakteristik -+ ¢ oder die Charakteristik -+ 6 hat, je
nachdem es mit der Grundfliche einen Giirtel berandet oder
nicht. Fiir den besonderen Fall ¢ = 6¢” wird darauf nach-
gewiesen, dals, wenn P, und P, zwei Polygone der Charak-
teristik -}-6¢" sind, das eine nicht einen dem anderen isomorphen
Kantenzug enthalten kann, eine Eigenschaft, welche als die-
jenige der Irreducibilitit der Kantenpolygone eines Hexago-
noides H;. bezeichnet wird. Aus derselben und der vorherigen
folgt, dafs ein beliebig im Raume gegebenes irreducibeles
Kantenpolygon der Charakteristik - 6¢ mindestens einem
Kantenpolygone eines Hexagonoides H;, isomorph ist. — In
§ 19 werden diese Betrachtungen auf die Elementarpolygone
und deren Elementargiirtel oder zugehorige Elementarhexa-
gonoide ausgedehnt. Man erkennt, dals alle Elementarpoly-
gone sich in unendlich viele Klassen sondern, deren jede die
simtlichen Elementarpolygone eines Elementarhexagonoides
umfafst, welches zu einem durch zwei positive ganze Zahlen
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8 Einleitende Uebersicht.

p, ¢ =1, 2, ... unzweideutig bestimmten Grundpolygone ge-
hort. Es folgt daraus, dafs jedes Elementarpolygon die Cha-
rakteristik O hat, und ferner, dafls jedem in beschrinkterem
Sinne auch die Eigenschaft der Irreducibilitit zukommt, end-
lich, dafs jedes entsprechend irreducibele Kantenpolygon der
Charakteristik 0 ein Elementarpolygon ist. —

Durch die Verallgemeinerung des Charakteristikenbegriffs,
welche derselbe in § 20 dahin erfihrt, dafs als die Charakte-
ristik eines ganz beliebigen Kantenpolygones der Ausdruck
definiert wird:
as + 2a, + 3a; 4+ 4a; + -+ - — by — 2b, — 3b, —4b; — - - -,
gewinnt man ein fiir die Discussion der allgemeinen und im
Besonderen der elementaren Netze wertvolles Hilfsmittel.

Die ersten auf die allgemeinen Netze beziiglichen Aus-
fiilhrungen des § 21 lehren, dafs, wenn die Oberfliche des
Polyeders durch m Kantenpolygone P,, P,, ... in m getrennte
Bestandteile S,, S,, ... zerschnitten wird, zwischen den Cha-
rakteristiken der P; die Relation statt hat:

C(B(S)) + CP(S)) + -+ + C(P(S) — 2 - 3m — 2).
Dieser Satz gilt auch dann noch, wenn unter den Polygonen
P; die Randpolygone einer einteiligen, m-fach berandeten, nur
Sechsecke enthaltenden polyedrischen Fliche verstanden werden.
Nach weiterer Ableitung der Kriterien dafiir, ob ein beliebiges
Netz Elementarnetz ist, oder nicht, wird eine Methode ent-
wickelt, wie die zu einem gegebenen Elementarnetze gehorigen
Elementarerweiterungen des Polyeders successive gefunden
werden konnen. Von den so, und zwar in unendlicher Anzahl,
resultierenden Elementarflichen wird darauf in § 22 gezeigt,
dafs nur eine bestimmte endliche Zahl derselben irreducibel
ist, alle iibrigen dagegen reducibel sind, d. h. dals, wenn die
irreducibelen Individuen bezeichnet werden durch

Ty B o m o6 s
jede andere Fliche F,,“" mindestens eines derselben in sich
enthiilt. Der § 23 bezieht sich auf eine fiir die allgemeinen
convexen Polyeder invarianter Art des Elementarnetzes, nim-
lich desjenigen, welches bei jedem Polyeder durch dessen ebene
Grenzpolygone gebildet wird. Unter den zugehérigen Elementar-

www.rcin.org.pl



Einleitende Uebersicht. 9

erweiterungen sind zwei von besonderem Interesse. Sie be-
stehen darin, dafs in dem einen Falle die simtlichen Ecken,
in dem anderen die simtlichen Kanten des Polyeders durch
Grenzsechsecke abgeschnitten werden. — In § 24 endlich
werden einige den Elementarerweiterungen eines allgemeinen
Polyeders gegeniiber sich invariant verhaltende Eigenschaften
desselben abgeleitet.

Die Entwickelungen des vierten und letzten Abschnittes
beginnen in § 25 mit der nochmaligen Formulierung des
eigentlichen Problemes. Zufolge Zerfillung der fir die all-
gemeinen convexen Polyeder charakteristischen Gleichung

3y + 22, + 2y — 2, — 200y — By — - - - =12
in die beiden anderen

3z, + 22, 42, —12=m=2, + 205 + 32, + - - -,
in welchen m notwendig eine positive ganze Zahl darstellt,
lifst sich die Gesamtheit der Polyeder den aufsteigenden
Werten m = 0, 1, 2, ... entsprechend im Bereiche, die Po-
lyeder eines bestimmten Bereiches gemils den verschiedenen
Wertesystemen z,, z,, 5, ;, Zg, ... in Stimme, die Polyeder
eines Stammes nach den in ihm vorhandenen irreducibelen
oder Stammpolyedern aber in Familien einteilen. Dabei bieten
sich naturgemiifs die Fragen dar:

1) Gehort zu jeder positiven ganzen Zahl m (0 incl.) ein
Polyederbereich?

2) Definiert jedes ganzzahlige Losungssystem

gy Tyy Tgy Tpy Tgy Ty, « oo

der charakteristischen Gleichung einen Polyederstamm?

3) Ist die Zahl der Stammpolyeder eines jeden Stammes
endlich?

Die Beantwortung dieser drei Fragen macht den Inhalt
der §§26—29 aus. Es ergiebt sich, dafs alle drei zu bejahen
sind. Zum Schlufs wird im § 29 noch eine allgemeine Bestim-
mungsmethode der Stammpolyeder eines gegebenen Stammes
entwickelt und darauf an einem Beispiele durchgefiihrt.

Konigsberg, im Juli 1890.
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Erster Abschnitt.

Grundlagen einer Morphologie der convexen Polyeder.

§ 1. Isomorphe convexe Polyeder,

Zwei durch je n Ebenen abgegrenzte Korper sollen als
isomorph*) betrachtet werden, wenn nach beliebig, aber fest
gewiihlter Bezeichnung der » Ebenen des einen durch

Oy s s vy 5 Ol

unter den n! moglichen Benennungen der n Ebenen des anderen

mittelst
Bis Bsy -y B

mindestens eine von der Beschaffenheit existiert, dals jeder
Grenzecke («;, &, &;) des einen wieder eine Grenzecke (B;, i, )
des anderen entspricht.

Aus dieser Definition isomorpher convexer Polyeder er-
giebt sich sogleich deren Ubereinstimmung in einer Reihe
gestaltlicher Charaktere, niimlich:

a) in den Anzahlen der Ecken und in denjenigen der
Kanten,

b) in den Anzahlen der h_seltxgen Laghen,

; renz
kantigen ecken,
¢) in den Anzahlen der Kanten, in welchen je eine ;-
' seitige ,  fliiche sich schneiden

% ke h"kantige TM%cke gelegen sind ik

*) Es deckt sich diese Definition isomorpher convexer Polyeder
ganz mit der Auffassung homologer Polyeder, welche C. Jordan seinen
,Recherches sur les polyedres* (Borchardts Journal Band 66 und 68) zu
Grunde gelegt hat. Vgl. auch dessen: Résumé de recherches sur la
symétrie des polyedres non eulériens, ibid. 66.
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§ 1. Isomorphe convexe Polyeder. i

Alle diese Consequenzen finden ihren gemeinsamen und
vollstiindigen Ausdruck in der Bedingung der Gleichheit der
Anzahlen der Ecken bezw. Kanten entsprechender Flichen-
paare, indem aus einer solchen Beziehung der beiden Korper
unmittelbar Isomorphismus gefolgert werden kann. — Denn
da dann einerseits die Flichen «, und @, mit den Flichen f,
und f, in den Eckenanzahlen m, und m,, andrerseits das
System (e, ¢) mit dem System (B, f;) in der Ecken-
anzahl w iibereinstimmt, so werden, je nachdem w den Wert
m, + m, oder den Wert m, 4+ m, — 2 hat, die Flichen fg;
und B, zugleich mit ¢, und «, entweder keine oder eine ge-
meinsame Kante besitzen.

Giibe es nun auf 4, eine Ecke (e, @, «;), deren drei
Seitenflichen auf B, drei Flichen g, f,, B; entsprechen, die
sich nicht auf, sondern erst aufserhalb B, schneiden, so miilsten
dieselben, da sie paarweise je eine Grenzkante bestimmen, eine
Flichenzone bilden, welche die iibrige Oberfliche des Polyeders
in zwei vollig getrennte, fiir sich einfach berandete Bestand-
teile scheidet:

B’;ﬂl’7 ﬂZ”"'}ﬂr,) B,Eﬁl"’ ﬂ2”""7 ﬂ’”’
und es konnte B, keine Kante | g/, " | enthalten. Aus der
Thatsache, dals auf 4, die n — 3 Grenzpolygone

oy ey Voo . ud . SRS R
eine einzige emfach berandete Fliche zusammensetzen, folgt
aber, dals dieses Polyeder mindestens eine Kante |/, e | und
dals folglich auch B, mindestens eine Kante | B/, " | besitzt.
Die obige beziiglich der drei Flichen B,, 8,, f; gemachte An-
nahme ist mithin unzulissig, d. h. die drei Flichen bestimmen
eine Kcke von B,. Q. e. d.

In engerem Sinne ist eine doppelte Art des Isomorphismus
convexer Polyeder zu unterscheiden. Zwei solche Korper

Ay=i0;; @y, . ..y & und. By=8, 5. ...}

sollen gleich oder entgegengesetzt gerichtet heifsen, je nach-
dem zwei in entsprechenden Kanten

| @i, x| und | B, By |
liegende, mit den Kopfen nach entsprechenden Ecken

(@i, ax, &) und (B:, B, Br)
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12 Erster Abschnitt.

gerichtete, ins Innere der beiden Korper blickende Beobachter
entsprechende Flichen

«;, ﬁ,‘ und e, ﬁk

zu gleichen Seiten, die einen zur rechten, die anderen zur
linken haben oder nicht.

In der That kann niimlich aus der Gleichheit oder der
Verschiedenheit der gegenseitigen Lage der durch zwei ent-
sprechende Kanten |ea;, «:|, | B:;, Br| gehenden correspondie-
renden Ebenen unmittelbar auf das analoge Verhiltnis fiir
jedes andere Paar zugeordneter Kanten geschlossen werden.

Sei ein solches gegeben durch

, ai'y, o I und ‘ ﬁi" ﬂk’ 1)
und zwar sei vorerst ¢ = ¢.

Wenn dann die beiden Grenzpolygone in ¢; und f; resp.
die aufeinander folgenden Ecken besitzen:

(a,, «;, ak), (a‘., ;, a,,l), (ah, o, ak,), . sy (akp, a;, (lk'), S ET]
(ﬂlr Biy B), (B, Bis ﬁh)) (ﬂh) Bi, ﬁkz)y = olialy (ﬁk,ﬂ Bi, Bx), -

so zeigt die Anschauung, dass, je nachdem den Kanten (o, o)
und (B;, pi) gleicher oder entgegengesetzter Drehungssinn zu-
kommt, successive auch die Kantenpaare
i(li, &, | und Eﬂi’ ﬂk. I) |ai; “h: und “31'} ﬂkml) 0G0
|0t.-, o | und |ﬂl’) Bx I
in dem ihrigen iibereinstimmen oder nicht.

Falls nun 4" ungleich ¢ ist, so schneide man die beiden
Kanten (e;, @) und (ay, ey) mittelst einer belicbigen Ebene.
Dieselbe durchschneidet ein Flichensystem:

@iy Quy @iy oo Cpyy Ozy Qyy oo iy
(x, y=1, ]‘!)!
in welchem je zwei benachbarte Flichen eine Kante gemein
haben. Gemiifs dem Isomorphismus der beiden Polyeder mufls
das Flichensystem

ﬁii ﬂ’u ﬂl‘n $ieey ﬂk.l) ﬂaw ﬂyy g ity ﬁi
die néimliche Eigenschaft besitzen.
Dann aber geniigt die g-malige Wiederholung des vorigen
Schlusses, um die urspriingliche Behauptung zu verificieren.
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§ 2. Relat. zw. d. morph. Charakteristiken ein. conv. Polyeders. 15

Zufolge der Unterscheidung zwischen gleich und ungleich
gerichtetem Isomorphismus zerfillt zwar die Gesamtheit der
isomorphen convexen Polyeder eines bestimmten Typus in
zwei im allgemeinen sich ausschliefsende Complexe. Dieselben
stehen aber in der einfachen constructiven Beziehung, dafs in
Bezug auf jede beliebige Ebene des Raumes die Korper des
einen als die Spiegelbilder der Korper des andern angesehen
werden kiomnen. Daher reicht auch ein einziger Korper hin,
um die jeweilige Gattung vollstindig zu repriisentieren.

§ 2. Relationen zwischen den morphologischen
Charakteristiken eines convexen Polyeders.

Es ist bereits hervorgehoben worden, dafs durch den
Isomorphismus zweier convexen Polyeder fiir diese die Con-
stanz gewisser entsprechender Anzahlen bedingt ist. Die-
selben fixieren den morphologischen Charakter der Gattung
und konnen fiiglich als deren morphologische Invarianten be-
zeichnet werden. Eine niihere Betrachtung zeigt alsbald, dals
sie nicht unabhiingig von einander sind, dafs vielmehr zwischen
ihnen zahlreiche Beziehungen stattfinden.

Die drei ersten dieser Invarianten, die Anzahlen n, & und
r der Flichen, Kanten und Ecken, geniigen bekanntlich der
Euler’schen Relation:

1) n—k+4+r=2.
Werden ferner. die Anzahlen z; und y, der h-seitigen Fliichen
und k-kantigen Ecken eingefiihrt:

h=3, 4, ..., n—1,

so treten folgende leicht zu erweisende vier Gleichungen hinzu:

2a) zs+ 2z, + -+ T =n;
2b) 3zy + 4z, + -+ (v — )z, = 2k.
3a) Y+ %ut---+Yp1=r;
3b) 3ys + 4y, + -+ + (0 — 1)y = 2k.

Die Gleichungen 2b) und 3b) lassen sich schreiben:
2b) 3(wy+ 2+ )+ 22z, + x + 37, + 22, + - --) = 2k,
3b) 3(s+ys+ )+ 2Cu+ys+ 3y + 2y + - ) =2k.
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14 Erster Abschnitt,

Demnach ist jede der beiden Summen

xy+ 25+ - und gy 4y + -
ohne Rest durch 2 teilbar; also:
In jedem convexen Polyeder ist die Anzahl der unpaaren®)
Grenzf e eine gerade Zahl.
ecken

Speciell folgt hieraus:
flichen

Ein Polyeder mit einer ungeraden Anzahl von Grenz
ecken

fliche
ecke.

Multipliciert man die Gleichungen 2a) und 3a) mit 6 und
subtrahiert alsdann von denselben resp. die Gleichungen 2b)
und 3b), so resultiert:
2¢) 3wy + 22, + 2, — %, — 22, — 3xy — - - - = 60 — 2k,
3¢) Bys+2y+ Ys— 9 — 2y — 3y, — - - - = 6r — 2k,
oder, da die z und y nur positive ganze Zahlen einschliefslich
0 bedeuten:

besitzt mindestens eine paare Grenz

4a) 3z, + 2z, + 2, > 60 — 2k,
4b) 3ys + 2y, + y; > 6r — 2k.
Es bestehen daher schliefslich die beiden Ungleichungen:
ba) zy + 2 + 2 > I:‘_SL; 2‘19] )
— | 6r — 2k
5b) ys+y4+y5>[’3ﬁ]-

Nun berechnen sich fiir ein convexes n-flach mit durch-
giingig dreikantigen Ecken die Anzahlen » und % gemiils den
beiden Formeln

n—bk+r=2 und 2k=3r
als lineare Functionen von #, nimlich:
r=2n—4, k=3n—6.
Dadurch, dafs bei stetiger Variation der n Grenzebenen
die 2n — 4 dreikantigen Ecken gruppenweise coincidieren, geht

*) Ich bezeichne eine Grenzgz'i:e als paar oder unpaar, je nachdem

sie durch eine paare oder unpaare Anzahl von Kanten bestimmt ist.
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§ 2. Relat. zw. d. morph. Charakteristiken ein. conv. Polyeders. 15

eine gewisse Zahl der Kanten verloren, und zwar absorbiert
das Auftreten einer p-kantigen Ecke genau sowohl p — 3
Ecken als p — 3 Kanten. Setzt man daher
r+o0=2n —4,
so ergiebt sich
6n — 2k =12 4 2¢.
Also ist allemal

4a) 3z, + 22, + 2, > 12 + 29 und
= 2
5a) B+ o+aS 447

Ganz analog fithrt der reciproke Entstehungsprocess des Po-
lyeders zu den Ungleichungen:

4b) 3y, + 2y, + Hy; > 12 4+ 2» und
= - 2
5b) Ys+ %t ¥> 4+[§]-

Unter den n Grenzflichen bezw. den r» Grenzecken eines
beliebigen  convexen Polyeders ecxistieren somit stets mindestens

< e [239 ] resp. 4 -+ [2; ], welche durch weniger als sechs Kanten

bestimmt sind.

Auch fiir die Summe x; + y, lifst sich eine untere Grenze
angeben. Unter Benutzung der Gleichungen 2a) und 3a)
nehmen 2b) und 3b) die Form an:

2b) 2k + g =4n + 2, + 22, + - - -,
3b) 2k 4y —=4r + 4y + 29, + - - -

Addirt man die Gleichungen und wendet die Relation 1) an,
so erhilt man:
6) sty =8+ (s + 9) + 2@+ 9) + - -

In jedem convezen Polyeder hat die Gesamitzahl der drei-
seitigen Flichen und dreikantigen Fcken die Zahl 8 zum Mi-
NMUN.

Den fiinf ,Stammgleichungen® 1), 2) und 3) subordiniert
sind weitere Gleichungssysteme, die sich auf die Art der Zu-
sammensetzung eines jenen geniigenden Flichen- und Ecken-
systems zu der Gesamtoberfliche des Polyeders beziehen.

Bezeichnet einerseits x;':)q die Anzahl der p-seitigen Grenz-
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16 Erster Abschnitt.

flichen, welche durch hg-kantige Ecken gehen, andrerseits
y;"'; die Anzahl der g-kantigen Ecken, welche in /hp-seitigen

Grenzflichen liegen, so muss sein:

7) h a:(") = 2 hy;";,,

h=1

2,9=3,45,...,n — 1;

n—1 q
W
Ta) E hz, =pz,
=3 h=1

p=3,4,---,n—1;
n—1
Tb) ;’th v,

q=3,4,---,n— 1.

Es mag geniigen, hier auf die Existenz solcher und @hn-
licher Gleichungen hingewiesen zu haben. Fiir die weiteren
Betrachtungen sind dieselben ohne Bedeutung.

§ 3. Fundamentalconstructionen.

Der naturgemiifse Entstehungsprocels eines convexen
n-flachs A4, besteht darin, dafs von einem aus n — 1 seiner
Ebenen gebildeten n — 1-flach 4, mittels einer n*" Ebene
a, ein (m - 1)-flach 4, abgeschnitten wird, wenn m die
Anzahl der Seiten der in a, gelegenen Grenzfliche von A, be-
zeichnet. Ganz analog wird das (n — 1)-flach 4, mittelst
einer (n — 1)** Ebene a,—; aus einem (n — 2)-flach A,._g,
dieses mittelst einer (n— 2)** Ebene e, aus einem (n— 3)-
flach A,—s, u s. f., schliefslich das 5-flach A4, mittelst einer
fiinften Ebene a, aus einem 4-flach A4, abgeleitet.

In diesem Constructionsverfahren motivieren die Aus-
fiihrungen des vorigen Paragraphen eine wesentliche Verein-
fachung. Da nimlich laut Formel 4a) jedes Polyeder 4, min-
destens vier Grenzflichen besitzt, die simtlich hochstens fiinf
Seiten besitzen, so kann allemal die Ebene «;, mit der Ebene
einer dieser Flichen identificiert werden. Hierdurch tritt aber
der folgende fundamentale Satz in Evidenz:
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§ 3. Fundamentalconstructionen. 1

Theorem 1. Jedes convexe Polyeder kann aus einem durch
vier seiner Grenzebenen bestimmten Tetraeder lediglich mittelst
drei-, vier- und [fiinfseitiger ebener Schnitte construiert werden.

Um von einer derartigen Construction, einer sogenannten
Fundamentalconstruction, eine klare Vorstellung zu gewinnen,
scheint es zweckmiifsig, einige Operationssymbole einzufiihren:
Je nachdem die Ebene a, eine drei-, vier- oder fiinfseitige
Grenzfliche des m-flachs A, enthilt, schneidet sie von dem
(n — 1)-flach 4,_, eine dreikantige Ecke (a;, @, @;), eine
Kante | e, «;| oder zwei in einer Kcke sich treffende Kanten
| e, | und |e;, ;| ab. Ich wihle fiir diese drei Operationen
resp. die Schreibweisen:

“n—.'(ai’ak:“l); an:“’ah“llr aﬂ/\[|ai)ak|)lai’al”-

Geht im besonderen die KEbene «, durch eine oder mehrere
Ecken a, b, ... von A4,—;, so soll zum Ausdruck hierfiir ge-
schrieben werden:

((I,I),-~-) Un .'7 -)Q'

Unter Anwendung dieser Bezeichnungsweisen ergiebt sich
beispielsweise als Schema einer speciellen F.-Construction eines
Pentagon-Dodekaeders, wenn man «,, @,, @, @, zu den Ebenen
des F.-Tetraeders A, wihlt:

o = (ay, a3, @,), o5 -* (“2:‘7‘4;“5); o= |e, el
= oy, 0|, ag= |00, en=|aa|, o= | &g, o |,
ey 2 [| @, @], |5, 2]

Dafs und wie im allgemeinen aus einer gegebenen F.-Con-
struction die Kanten und Ecken einer beliebigen Grenzfliche
des resultierenden Polyeders zu bestimmen sind, zeigt folgende
Uberlegung: Gesetzt, es sei die Aufgabe in Bezug auf die
Grenzflichen des von den vier F.-Ebenen und den ersten
m Schuitten gebildeten (4 4 m)-flachs bereits gelost, so ordne
man die Seitenflichen einer Grenzfliche «;*) desselben zu einer
Folge:

a,-l, a,-2, A a;,‘,

*) Es wird hier eine Grenzfliche kurz durch ihre Ebene be-
zeichnet.
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 2
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18 Erster Abschnitt.

in welcher je zwei benachbarte Flichen mit «; eine Grenzecke
bestimmen. Dann mufs der erste unter den iibrigen n — m —4
Schnitten

am-i—.’), Cpt6 5 + 0oy Uy,

welcher die Grenzverhiiltnisse in «; veriindert, durch ein Ope-
rationssymbol definiert sein, das seinem Typus nach zwischen
nachstehenden vier Formen wechseln kann:

1) o (a‘97 o, a"9+1)’ 2) s IaiV’ aii’

]’ 4) al;laia’ a"y-i-l!'

3) a'ﬁ[laiy, @il |y, @

Entsprechend diesen vier Moglichkeiten ordnen sich die Seiten-
flichen von «; resp. zu den vier Reihen

1) d,‘l,..., a,-g, a', ajy+l,..., i,
2) “in"',a"y_u“,; Ripyys ooy iy
3) “iu'“;“ig_uala Fiprgs ooy Oy,
4) Biys oony Gipy Oy Cppyy ooy Uiy

Auf ganz analoge Weise ist nun die niichstfolgende Seiten-
fliche von @; zu ermitteln und unter die schon vorhandenen

einzureihen u. s. f. \
In dem obigen Beispiele des Pentagon-Dodekaeders findet

man so als Seitenflichen der zwolf Grenzflichen
o |*)iey, a5, o, @, oa; @ e, a5, e, @, a;
oy |1ey, a5, @, @, @ o |ia, 0, 0, @, a;
@ |1eg, @y, @, 0y, 5 o |1, o, @y, @5, o;

o |rey, o, a, a5, o o |iey, a, @y, ¢, a;

ay |ty , a5, o, 0, a5 ayg|iay, o, o, @5, @y

ay |ray, @y, o, @5, G5 @iy, o5, @, @, .
Aus den bisherigen Erorterungen erhellt, dafs jede F.-Con-

struction zu einem gestaltlich unzweideutig bestimmten con-
‘vewen Polyeder fiihrt, d. h. dafls ibereinstimmende F.-Construc-

*) Durch das Symbol «; | e, soll ausgedriickt werden, dals die
beiden Grenzflichen «; und «, eine Grenzkante |e;, | gemein haben.
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§ 4. Allgemeine und singuliire convexe Polyeder. 19

tionen sfets isomorphe Korper ergeben. Dagegen zeigt schon
die Constructionsanalyse eines Tetragon-Hexaeders, dals auch
verschiedenen F.-Constructionen isomorphe Resultate ent-
sprechen. Denn stellen wieder «,, @,, «,, a, die vier F.-Ebenen
dar, so bestimmt jede der heiden Constructionen

1) a5 (ag, a5, @), ag—|ey, o] und
2) o=l o, oy~ |ag, @,

ein Tetragon-Hexaeder. Diese Mehrdeutigkeit in der Reduction
eines convexen Polyeders auf eine F.-Construction bildet das
wesentlichste Hindernis fiir die Ausfithrung des an sich nahe-
liegenden Gedankens, von den F.-Constructionen aus die Syste-
matisierung *) der verschiedenen Polyedertypen zu versuchen.

§ 4. Allgemeine und singuliire convexe Polyeder.

Die vergleichende Betrachtung der convexen Polyeder in
Bezug auf ihren Allomorphismus bedingt in erster Linie eine
Zweiteilung derselben in allgemeine und singulire. Allgemein
in morphologischem Sinne ist ein convexes Polyeder, wenn in
jeder Xcke genaw drei, singulir, wenn auch nur in einer Ecke
mehr als drei seiner Grenzflichen zusammenstofsen. Wiihrend
also die Grenzebenen eines allgemeinen Polyeders an die
einzige Bedingung gebunden sind, auch wirklich ein und den-
selben ganz bestimmten Raum einzuschliefsen, finden zwischen
denjenigen eines singuliiren noch lineare Abhiingigkeiten statt.

Jedes singuliire convexe Polyeder stellt einen gemein-
samen Grenzfall mehrerer allomorphen allgemeinen Polyeder
dar. Um eines der letzteren zu erhalten, wiihle man, wenn

*) Die Figuren der Tafel (1) veranschaunlichen die verschiedenen
Typen der von weniger als acht Ebenen begrenzten allgemeinen Po-
lyeder. Das Constructionsprincip derselben, sowie derjenigen der anderen
Tafeln besteht darin, dafs innerhalb des iiber einer Grenzfliche (e, )
von A, durch die Grenzebenen bestimmten Seitenkérpers ein Punkt an-
genommen, und aus demselben die Oberfliiche des Polyeders, d. h. dessen
Ecken und Kanten auf {e,) projiciert wird. Man iiberzeugt sich leicht,
dafs A, stetig und sich selbst isomorph in seinen so erhaltenen Schein
iibergefiihrt werden kann und zwar lediglich durch Drehung der Ebenen «
(t=2,3, ...n) um die festen Geraden |e,, «, |

Q¥
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20 Erster Abschnitt.

@, ..., « die Grenzebenen des gegebenen singuliren Po-
lyeders A4, sind, in denselben n Geraden g,, ..., g, so dafs
keine von ihnen irgend eine Verbindungsgerade zweier Ecken
von A, schneidet. Dreht man alsdann zuerst ¢; um g, in
eine solche Lage e, dafs weder in dem dabei durchstrichenen
Raume noch auch in «  eine Ecke von A, enthalten ist,
dreht darauf unter Zugrundelegung des von den » Ebenen
a/, a,, ..., a, gebildeten n-eders A4, a, entsprechend um g,
in eine Lage «,’ u. s. f., so ist das Endresultat ein allgemeines
n-eder A'(l"), welches mit A, insofern isomorph ist, als einer
Kante |@;, a;| von A, auch wieder einer Kante | e/, &| von
Af:') entspricht. Die Art der hierbei erfolgenden Auflosung
einer ,singuliren“ Ecke von A4, in ein System mehrerer ge-
trennten Ecken von AL"’ ist abhiingig einerseits von den Lagen
derjenigen Geraden g, welche in den die Ecke enthaltenden
Ebenen « liegen (als Charakteristikum einer bestimmten Lage
die Art der Verteilung der besagter Ebene angehtrigen Ecken
auf die beiden durch die Gerade getrennten Halbebenen auf-
gefalst), andrerseits von dem Sinne einer jeden der mit diesen
Ebenen ausgefiihrten Drehungen. Tritt in dem einen oder in
dem anderen oder iff beiden Punkten eine Anderung ein, so
auch in dem morphologischen Charakter von A"

Die singuliiren convexen Polyeder konnen wiederum je
nach dem Grade ihrer Singularitit in Klassen geordnet werden.

Als besagten Grad definiere ich fiir ein singulires n-flach 4,
die Grolse

Yo+ 2y + -+ (n — 4)y,—1 = 2k — 37,

eine Zahl, der successive die Werte 1, 2, 3 u. s. w. beizulegen
sind, und durch welche die Anzahl der zwischen den Grenz-
flichen unabhiingig von einander bestehenden linearen Depen-
denzen angegeben wird.

Eine erschopfende Morphologie der convexen Polyeder
hiitte zuerst die Klasse der allgemeinen, dann in aufsteigender
Reihenfolge die verschiedenen Klassen der singuliren zu be-
handeln. Ich werde mich in den weiteren Untersuchungen
ausschliefslich auf die allgemeinen convexen Polyeder beziehen.
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§ 5. Die Kreuzungskanten eines allgemeinen convexen
Polyeders.

Ist ein allgemeines convexes Polyeder gegeben:
Ag==0,; Was o shln

so nenne ich eine Kante |a;, ;| eine Kreuzungskante des-
selben, wenn die Eckpunkte der Kante durch zwei Grenz-
flichen «;, &, bestimmt werden, welche sich aufserhalb 4,
schneiden.

Durch eine beliebige Grenzecke a = (e, , @y, &) gehen im
allgemeinen mindestens zwei Kreuzungskanten. Denn sind b, ¢, d
die zweiten Eckpunkte der Kanten |e,, e/, |&y, o, |5, ¢
und sind e¢;, @, @y die durch dieselben gehenden Grenzebenen,
so zeigt die Anschauung, dals falls die Gerade (¢, «,) Kante
von A, ist, die Geraden |ay, ;| und |e&;, &;| ganz in den
Aufsenraum von 4, fallen. Eine Ausnahme von dieser Regel
tritt in dem Falle ein, wo a Ecke eines Grenzdreiseits ist.
Vertritt niimlich &, die Ebene des letzteren, so sind «; und
«; identisch, und |e,, ;| ist die einzige durch a gehende
Kreuzungskante.

Die Bedeutung der Kreuzungskanten erklirt sich aus
folgendem Satze:

Werden die Grenzebenen eines gegebenen allgemeinen con-
vexen Polyeders A, stetig im Rawme variiert, so wird eine mor-
phologische Anderung desselben stets dann und nur dann  ein-
treten, wenn nach erfolgter Coincidenz der Eckpunkte (a;, ay, a;)
und (e, , oy, &) einer Kreuzungskante |ey, e,| diese aus der
Reihe der Kanten von A, ausscheidet, wahrend zugleich die vor-
herige Aufsengerade |e;, o, | in die Rethe der Kanlten new ein-
tritt. Dabei kimnen die Variationen der Ebenen o stets so ge-
wihlt werden, dafs jede belicbige Kreugungskante ausgeschieden
wird.

Was den ersten Teil dieses Satzes anlangt, so wird dessen
Richtigkeit unmittelbar durch die Anschaunung bestitigt. Um
die Natur der jedesmal eintretenden morphologischen Ande-
rungen von A, ganz zu iibersehen, seien die Seitenanzahlen
der in den Ebenen «;, «;, @, @, liegenden Grenzflichen wor

www.rcin.org.pl
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deren Kreuzung durch w;, wi, w, w., nach der Kreuzung
durch w/, w, w/, w,’ bezeichnet.

Zufolge des Rollenwechsels der Geraden |e;, & und
|@;, @, | bestehen zwischen diesen 2 - 4 Zahlen die Beziehungen:

wm— 1=, wm—1=u;
#‘i + 1 == .“’i’) .u’m + 1 — !“m’-

Den zweiten Teil des Satzes betreffend wiihle ich 4, — «,,
o, o, « zu einem Kreuzungsvierflach mit |e,, ay| zur
Kreuzungskante, so erledigt sich zuniichst der Fall, wo wenig-
stens eine der beiden Ebenen e«,, ¢, ein Grenzdreiseit ent-
hiilt. Alsdann geniigt néimlich eine einfache Drehung der
betreffenden Ebene «; um die der Ecke (a:, «,, @;) gegen-
iiberliegende Seite des Dreiseits, die gewiinschte Kreuzung von
lay, o) und |e,, @, herbeizufiihren. ‘

Aus der weiteren Bemerkung, dals A4, als Tetragon-
Hexaeder bestimmt ist, falls die vier Ebenen «,, «,, a4, ¢,
je ein Grenzvierseit enthalten, und dafs dann eine einfache
Drehung der Ebene ¢, um die Verbindungsgerade der als fest
angenommenen Ecken (e,, @, &) und (¢, ¢, ;) gleichfalls
zu der gewiinschten Kreuzung fithrt, folgt, dals von den Grenz-
flichen der vier Ebenen hiochstens drei als Vierseite, die vierte
mindestens als Fiinfseit vorausgesetzt werden kann.

1) Es mbgen «,, «,, &, je ein Grenzvierseit, a, ein Grenz-
fiinfseit enthalten. Bezeichnen «, und «; diejenigen zwei
Ebenen, welche resp. die auf den Kanten |a,, ,| und |«,, a;|
ausser (a,, @y, ;) noch liegenden zwei Ecken von A, be-
stimmen, so zeigen die gemachten Annahmen, dals ihre beiden
Grenzflichen mindestens je fiinfseitic sind. Wenn nun die
Anzahlen der in den sechs Ebenen e, ..., «, vorhandenen
drei-, vier- und fiinfseitigen Grenzflichen resp. durch z,’, z,, #/;,
die entsprechenden Anzahlen fiir die iibrigen 7 — 6 Ebenen
e, ..., a, durch resp. z,", z,”, #;," bezeichnet werden, so er-
giebt sich unter Benutzung der im § 2 erwiesenen Ungleichung

3(xy+ ") + 22+ 2,") + (%' 4+ 2,") S 12,
die andere >
3a, '+ 22+ xS 3.
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2) Es mogen in den vier Ebenen «,, a,, &5, «, hochstens
zwei Grenzvierseite und hochstens zwei Grenzfiinfseite liegen.
— Da |e,, a,| Aufsengerade von 4, ist, so existieren unter
den iibrigen n — 4 Grenzebenen notwendig zwei, etwa «; und «;,
deren Schnittgerade Kante von A4, ist, und die mit den ersten
vier Ebenen ein Sechsflach bestimmen, in Bezug auf welches
le,, ;| gleichfalls Aufsengerade ist. Die Grenzpolygone in
«; und «; konnen nicht beide Dreiseite sein, da sonst 4, als
ein Tetraeder bestimmt wiire. Also mufs das eine mindestens
ein Dreiseit, das andere mindestens ein Vierseit sein. Werden
jetzt wieder die sechs Ebenen «,, ..., @z den n — 6 Ebenen
o, ..., @, gegeniibergestellt, und mit Bezug auf erstere die
Anzahlen z,), z,, #/, mit Bezug auf letztere die Anzahlen
wy’, w, x,” eingefilhrt, so gelten d®n gemachten Annahmen
zufolge die Beziehungen:

3z + 2z, 4z <11

3z,"+ 22"+ x” > 1.
Durch die den beiden Annahmen 1) und 2) entsprechenden
zwei Ungleichungen

1) 3z, 4 2‘1'4"'*' z' >3
2) 3z, "+ 22"+ 2" > 1

wird folgendes bewiesen:

Ist A4, ein Kreuzungsvierflach von A,, dessen Seiten-
flichen kein Grenzdreiseit enthalten, so lassen sich stets zwei
weitere Grenzebenen @, und «; bestimmen, deren Schnittlinie
eine Kante von 4, ist und die mit 4, zusammen ein Tetragon-
Hexaeder constituieren, in Bezug auf welches 4, gleichfalls
Kreuzungsvierflach ist. Dann giebt es unter den iibrigen
n — 6 in den Ebenen «;, ..., «, gelegenen Grenzflichen von
A, mindestens eine, etwa die in a,, welche von héchstens
fiinf Seiten begrenzt ist.

Scheidet nun @, aus der Begrenzung von A4, aus, so
bleibt A4, als Kreuzungsvierflach von A4; auch Kreuzungs-
vierflach fiir das resultierende (n — 1)-flach 4, ;. Es wird
daher A, entweder in einer der beiden Ebenen «,, e, ein
. Grenzdreiseit des Polyeders A4,_; enthalten, oder mit Be-
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zug auf letzteres die unter 1) und 2) gemachten Annahmen
erfiilllen. — Im zweiten Falle giebt es unter den n — T Grenz-
ebenen «;, ..., «,—; wiederum mindestens eine, etwa @, i,
welche das (n — 1)-flach 4, in einem Polygon mit weniger
als sechs Seiten begrenzt. Scheidet diese Ebene aus der Be-
grenzung von A, ; aus, so bleibt 4, Kreuzungsvierflach von
A; und folglich auch von dem resultierenden (n — 2)-flach
A,_s, und wieder wird entweder eine der beiden Ebenen «,, «,
ein Grenzdreiseit von A, oder mindestens eine der n — 8
Ebenen «,, ..., a,—3, etwa @,_5, ein von weniger als sechs
Seiten begrenztes Grenzpolygon enthalten. — Im zweiten Falle
ist die eingeschlagene Analyse fortzusetzen und in derselben so
lange fortzufahren, bis man entweder auf ein m-flach 4,, stofst,

*mS,

welches in «,, resp. in e, ein Grenzdreiseit besitzt oder bis man
zu dem Hexaeder A4; gelangt.

Beriicksichtigt man aber, dafs in dem einen wie in dem
anderen Falle eine einfache Drehung von e, oder von ¢, um
eine feste Gerade ausreicht, um die Coincidenz der beiden
Ecken (e, @,, «;,) und (a,, @,, @) in der verlangten Weise
herbeizufiihren; erwiigt man ferner, dafs sowohl eine Ebene
¢4y als eine Ebene ey, in ihrer Lage zu den Ebenen mit
kleineren Indices durch eine F.-Operation bestimmt wird, welche
von den genannten zwei KEcken durchaus unabhiingig und also
durch deren gegenseitige Lage in ihrer Ausfiihrbarkeit nicht
im geringsten gestort wird, so erhellt, wie die n Grenzebenen
von A, stets so stetig variiert werden konnen, dafls genau die
gewiinschte Kreuzung der Geraden | ey, ;| und |, «,| und
nur diese eintritt. Q. e. d.

Aus der Thatsache, dals eine Anderung in dem morpho-
logischen Charakter eines allgemeinen Polyeders immer und
nur zugleich mit einem Wechsel in dem Systeme der Kreuzungs-
kanten erfolgt, kann geschlossen werden, dafs der morpho-
logische Charakter durch das System der Kreuzungskanten
vollkommen und unzweideutig bestimmt ist; mit andern Worten,
dafs zwischen zwei allgemeinen Polyedern Isomorphismus statt-
hat, wenn sie in den Systemen der Kreuzungskanten iiberein-
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stimmen. Dieser Schluls ist auch direct leicht zu bestiitigen.
Denn sind 4,, und B,, die beiden Polyeder, und ist (e;, o, @)
irgend eine Ecke des ersten, so giebt es bekanntlich unter
den drei Kanten |e;, e;|, |, @] und |, ;| mindestens eine
Kreuzungskante, etwa |e;, | Dann aber ist nach Voraus-
setzung die Gerade |f;, ;| Kreuzungskante von B,, und f,
eine durch einen Endpunkt dieser Kante gehende Grenzebene.
Also entspricht einer Grenzecke (a;, @z, @) von A4, wieder
eine Grenzecke (B, Br, ) von B,,, d. h. die beiden Polyeder
sind isomorph.

Hélt man ein beliebiges n-eder 4, vom Typus A fest
und definiert die kleinste Anzahl m von Kreuzungen, vermige
deren A4, in ein n-eder B, vom Typus B iibergehen kann,
als das Mals der morphologischen Differenz oder Distanz von
A und B, so ordnen sich die einzelnen Gattungen des all-
gemeinen convexen n-eders entsprechend der Grofse ihirer Ab-
stiinde von der Gattung A in Gruppen. Es besteht im Princip
keinerlei Schwierigkeit, successive die dem Typus A ,benach-
barten” Typen der ersten Gruppe, aus diesen diejenigen der
zweiten u. s. £, schliefslich aus allen vorhergehenden die Typen
der letzten Gruppe abzuleiten und so ein natiirliches System
der allgemeinen convexen n-eder aufzustellen. Dabei scheint
es im Interesse der Ubersicht geboten, zum Kern des Systemes
ein n-eder mit moglichst vielen, néimlich mit 3% — 6 Kreuzungs-
kanten zu wiihlen. Das allgemeine Bildungsgesetz eines solchen
Korpers ergiebt sich aus der Beobachtung, dals derselbe ein
Grenzdreiseit nicht enthalten kann, dals er ferner durch die
Einfithrung, wie durch die Ausscheidung eines Grenzvierseits
in einen analogen Korper iibergeht, und dals endlich die Ein-
fithrung und Ausscheidung eines Grenzfiinfseits den gleichen
Erfolg hat, aufser in dem Falle, wo die genannte Operation
die Entstehung eines Grenzdreiseits nach sich zieht. Wendet
man daher die als zulissig erwiesenen Operationen in allen
moglichen Combinationen nach einander auf das Tetragon-
Hexaeder und jeden neu resultierenden Korper an, so wird
man alle verlangten n-eder erhalten. Unter denselben erscheint
wiederum ein Korper von dem Typus eines n — 2-kantigen
Prismas der Construction nach am einfachsten. Ist nidmlich

www.rcin.org.pl



26 Erster Abschnitt.

die Gerade |e;, «;| eine Kante eines Tetragonhexaeders 4,
so fithren die Operationen

o = |ag, a5, o |, o], ..., o= |39, Cn1]
zu dem gewiinschten Polyeder.

Eine #hnliche, wenn auch nicht gleich ausgezeichnete
Stellung, wie die n-eder mit der Maximalzahl, nehmen die-
jenigen mit der Minimalzahl von Kreuzungskanten ein. Ein
solches ist durch die Bedingung bestimmt, dals unter seinen
Grenzflichen moglichst viele Dreiseite vorkommen. Da nun
eine Grenzecke nicht mehr als einem einzigen Dreiseit an-
gehdren kann, weil sonst zwei Dreiseite eine Kante gemein
hiitten, und mithin das Polyeder ein Vierflach sein miifste, so
folgt, dafs hochstens [27;3—:4

konnen. Um einen Kérper mit dieser Anzahl von Grenzdrei-

2n—4 ]
2 ] Ebenen irgend

] Grenzdreiseite vorhanden sein

seiten zu construieren, hat man aus n — [
ein Polyeder zu bilden und von demselben |:2n3_4] Ecken
mittelst ebenso vieler weiteren Ebenen abzuschneiden. Die
Anzahl der Kreuzungskanten des resultierenden n-flachs stellt
sich im allgemeinen auf

eine Zahl, welche, falls » von der Form 6v + 6 ist, sich um
eine Einheit vermindern kann.

§ 6. Die Continuitidt einer Polyedergattung.

Die bisherigen Betrachtungen finden, soweit sie sich auf
das allgemeine convexe Polyeder beziehen, eine wesentliche
Ergiinzung und zugleich einen gewissen Abschlufs in dem Satze:

Theorem 2. Zwei isomorphe allgemeine convewe Polyeder A,
und B, lassen sich allemal stetig und unter Erhaltung ihres
morphologischen Charaliters in einander uberfiihren.

Um den Satz vorerst fiir den einfachsten Fall » = 4 zu
verificieren, bringe man entsprechende Ebenen zum gegen-
seitigen Durchschnitt. Das Ebenenpaar «,, f; teilt den Raum
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in zwei Paare von Scheitelriiumen, von denen das eine durch
(e, B,);, das andere durch (e, ,), bezeichnet werde. Liegt
der Punkt (e, @;, @,) aulserhalb des Raumes (a,, f8,);, so
drehe man «, um |e,, ,| innerhalb desselben, andernfalls
innerhalb des anderen, bis in die Lage von $,. Hierdurch
geht das Vierflach «,, @,, «;, @, isomorph mit sich selbst
stetig in das andere f,, «,, a3', «, iiber. Ganz analog wird
dieser Korper in das Vierflach 8,, 8,, ¢, «,, dieses in f3,, B,
By, @, und dieses endlich in g,, f,, f,, B, libergefiihrt werden.

Gesetzt, der Satz sei successive fiir die Fille m = b5, 6,
..., n— 1 bewiesen. Um ihn auf den Fall m = n auszudehnen,
sind mehrere Eventualitiiten zu erdrtern.

1) Kommen unter den Grenzflichen der beiden n-eder,
etwa in «, und f,, Dreiseite vor, so sind auch die beiden
(n — 1)-flache 4,_, und B, offenbar allgemein und isomorph.
Wiihrend nun A4, isomorph mit sich selbst stetig in B,
iibergefithrt wird, kann gleichzeitig die Ebene «, so continuier-
lich fortbewegt werden, dals sie stets aufserhalb der Ecken
des zugehorigen (n — 1)-flachs verbleibt. Bezeichnet e, ihre
Endlage, so wird einer der beiden Riume («,, f.), und
(e'y Bu), alle, der andere keine Ecke von B,_; enthalten.
Dann vollendet eine einfache Drehung von @, um die Gerade
'@, B.| innerhalb des zweiten Raumes die gewiinschte Uber-
fithrung von 4, in B,.

2) Es seien unter den Grenzfliichen von 4, und B, zwar
keine Dreiseite, aber in den Ebenen «, und g, zwei Grenz-
vierseite vorhanden. Dann werden die Korper 4, ; und B,
entweder ebenfalls isomorph oder benachbart allomorph sein,
In beiden Fillen lasse man A4, continuierlich in B,_; iiber-
gehen und zwar im ersten Falle isomorph mit sich selbst, im
zweiten Falle durch einen Grenzzustand hindurch, in welchem
eine Kreuzung der vier Seitenflichen des in e, gelegenen Grenz-
vierseits eintritt. In jedem Falle kann aber die Ebene «,
gleichzeitig so stetig variiert werden, dals sie aulserhalb der
Ecken des jeweiligen (n — 1)-flachs verharrt. Wenn daher
A,—y in B,_, iibergegangen ist, wird «, stetig eine Lage e,
angenommen haben, aus der sie durch einfache Drehung um
|ew, B.| in die Lage B, gelangt, ohne dabei eine Hcke von
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B,—; zu passieren. Dann aber ist wiederum A4, stetig und
mit sich selbst isomorph in B, iibergefiihrt.

3) Wenn endlich 4, und B, weder dreiseitige noch vier-
seitige Grenzfliichen besitzen, so konnen und sollen die Ebenen
@, und B, zu denjenigen gerechnet werden, welche Grenzfiinf-
seite enthalten. Unter dieser. Voraussetzung seien e, oy,

.., und B,, By, ..., B, diejenigen Grenzebenen, welche

resp. durch die Seiten der Fiinfseite in «, und B, gehen.
Dieselben bestimmen zusammen mit den zuletzt genannten
zwei Ebenen je ein Sechsflach. Hierbei kommen aber mehrere
Mboglichkeiten in Frage:

a) Die beiden Sechsflache konnen in dem Sinne isomorph
sein, dafs gleich indicierte Grenzflichen einander entsprechen.
Daun sind auch die beiden n — 1-flache A4,_; und B,_; in
demselben Sinne isomorph. In diesem Falle geniigt es, 4,
stetig und sich selbst isomorph in B, iiberzufiilhren und
dabei «, so continuierlich fortzubewegen, dafs diese Ebene
aufserhalb der Ecken des begleitenden (n — 1)-flachs ver-
bleibt, bis schliefslich eine einfache Drehung von «, um die
Schnittgerade |a,, B.| das n-flach 4, auf die verlangte Weise
in B, iibergehen lifst.

b) Sind dagegen die beiden Sechsflache allomorph und
nimmt man, was zulissig ist, an, dafs in ¢, und «, je ein
Grenzdreiseit, in @, und «; je ein Grenzvierseit, in «; ein
Grenzfiinfseit gelegen sei, so hat man riicksichtlich des zweiten
Sechsflachs im wesentlichen folgende zwei Constructionsweisen
zu unterscheiden: Entweder enthalten $, und B; je ein Drei-
seit, B, und B, je ein Vierseit, und f, ein Fiinfseit, oder es
liegen in 8, und B, je ein Dreiseit, in 8, und f#, je ein Vier-
seit und in 3, ein Fiinfseit.

Im ersten Falle kann die Gerade |ey, «,| nicht Kante
von A, sein, da sonst, dem Isomorphismus von 4, und B,
zufolge, die Gerade |f,, 8,| auch Kante von B, und nicht
von B, , wire. Die Gerade |a,;, a;| ist daher Kreuzungs-
kante von A4,_;.

Im zweiten Falle folgt aus analogen Griinden, dafs die
Geraden | e, , ;| und | ¢, @, | Kreuzungskanten von 4, sind.
Wenn nun 4, isomorph mit sich selbst so stetig variiert
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wird, dafs im ersten Falle einmal die vier Ebenen «,, «,, «;, «;,
im zweiten Falle erst die vier Ebenen «,, «,, &;, ¢, und dann
die vier anderen «,, «y, @, «; zur Krenzung gelangen, wiihrend
Kreuzungen anderer Ebenenquadrupel ausgeschlossen bleiben,
so gelingt es ohne Schiidigung des morphologischen Charakters
von A, zunichst 4, ; mit B,—; und darauf A4, mit B,. zur
Deckung zu bringen.

Hiermit ist das aufgestellte Theorem vollstindig nach-
gewiesen.

Zweiter Abschnitt.
Eine Classification der allgemeinen convexen Polyeder.

§ 7. Constituierende Flichensysteme.

Ich definiere ein System gestaltlich unabhingiger Grenz-
flichen eines gegebenen Polyeders als ein constituierendes oder
e Stammsystem, wenn durch die Anzahl, die Form und den
gegenseitigen Zusammenhang seiner Elemente der morpho-
logische Charakter des Polyeders vollkommen und unzwei-
deutig bestimmt ist.

In dieser allgemeinsten Definition eines constituierenden
Flichensystemes findet sich zuniichst noch eine Unklarheit,
nimlich der Begriff des gegenseitigen Zusammenhanges mehrerer
Grenzflichen. Um denselben zu priicisieren, werde, wenn «;
Grenzebene des betrachteten Polyeders A, ist, das in ihr ge-
legene m-seitige Grenzpolygon durch <{«;», bezeichnet. Zwei
Grenzflichen (&) und {(&;) konnen nun auf dreierlei Weise in
directem Zusammenhange stehen: entweder haben sie eine Seite
gemein, dann sage ich, sie seiten sich und schreibe dafiir

<“i> [ <ak>:
oder es existieren aufserhalb der beiden Flichen m Kanten
(Scheitelkanten), welche je eine Ecke der einen mit je einer
Ecke der anderen verbinden, dann sage ich, die beiden Fliichen
sind m-fache Scheitelflichen und schreibe entsprechend

i) L) ;
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oder es finden endlich beide Umstiinde zugleich statt, dann
schreibe ich
|, dalle.

So hat man beispielsweise:

a) fir den Zusammenhang zweier Seitenflichen eines
Tetraeders:

<eys |, >T<<a2>3;

b) fiir den Zusammenhang zweier Grenzvierseite eines

Pentaeders: :
@y |y >g<Candy;

¢) fiir den Zusammenhang zweier Grenzflichen eines Te-

tragonhexaeders:
ey, > ’.{<<“z>4 .

Jedes dieser drei Bespiele stellt offenbar ein constitu-
terendes Flichensystem des beziiglichen Polyeders dar, indem
einerseits die Flichen eines jeden Paares gestaltlich unab-
hiingig sind, andrerseits ihr Constructionsresultat ein unzwei-
deutiges ist. Im allgemeinen reicht, wie ein weiteres Beispiel
zeigt, die alleinige Kenntnis des directen Zusammenhanges
zwischen den Flichen eines constituierenden Systemes zur ein-
deutigen Construction des Polyeders nicht aus. Betrachtet man
nimlich das Flichensystem:

ey : )T<<“2>s; >, Y >"1’<<“4>3;

Cagdg: | ey, | <epy,
so geniigen demselben im wesentlichen drei morphologisch
verschiedene Dekaeder. Man erhiilt dieselben, je nachdem man
von einem sechsseitigen Prisma mit den Grundflichen

(o) =<0y, 05, "+ -, 0> und <apdg=<by, by, ..., b

mittelst der Flichen (e, >; und (e, ), zwei Ecken b; und b4, oder
zwei Hcken b; und by, oder zwei Ecken b; und b; ;5 abschneidet.

Zur vollstindigen Charakterisierung des Zusammenhanges
eines constituierenden Systemes sind daher noch die Seiten- und
Scheitelflichen einer beliebigen Fliche desselben in derjenigen
Reihenfolge anzugeben, in welcher sie bei einer einfachen,
ihrem Sinne nach bestimmten Umschreibung besagter Fliche
hervortreten. In diesem Sinne umfalst das zuletzt angegebene
Fliichensystem die drei constituierenden Systeme:
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1) ey g >‘, Kegdsy D 1 <Kapy, >,{<<a2>sy
Cagds: | ey, | <aps, >p<<es-

2) CE >T<<“3>3 ) >T<<a2>5 ) >T<<°‘4>3 ’ }s'<<"‘2>s ’
st | {aps, >'3‘<<“1>6 ’ | <eps, > '{<<°‘1>s .

3) ey g : >T<<“s>3; >’2‘<<“2>s; >T<<“4>s ) >?<<“z>s;
{agdg: | <agds, >§’<<°‘1>s ) | <ets, >‘2—<<"‘1>6 )

Mit der Einfilhrung der constituierenden Flichensysteme
treten folgende zwei Fragen in den Vordergrund:

1) Welches sind die allgemeinen Kriterien dafiir, ob ein
System beliebig herausgegriffener Grenzflichen eines gegebenen Po-
lyeders ein constituierendes ist oder nicht?

2) Wie lautet eime allgemeine Regel, mittelst deren jedes
constituierende Flichensystem gefunden werden kann?

Was die Beantwortung der ersten Frage anlangt, so er-
giebt sich, dafs ein Flichensystem dann und nur dann ein con-
stituierendes ist, wenn einerseils von den drei Bestimmungsflichen
eimer Ficke mindestens eime dem System angehort, und wenn
andrerseits in jeder zugehorigen Fliche mindestens eine Ecke liegt,
durch welche keine Systemfliche hindurchgeht.

Von der Notwendigkeit dieser beiden Bedingungen iiber-
zeugt man sich leicht, wenn man die gegenteiligen Annahmen
auf ihre Zulissigkeit hin priift. Nun folgt aber aus der An-
nahme, dals keine der drei in der Ecke («;, e, &) zusammen-
stofsenden Flichen zu dem constituierenden Systeme gehirt,
dafs alle drei ihrer Form nach unbestimmt sind, da das Kappen
der Ecke durch einen dreiseitigen Schnitt jenes System nicht
alteriert, wiihrend die andere Annahme, dals durch jede Ecke
einer Fliche {a;> des constituierenden Systems mindestens noch
eine zweite Fliche desselben hindurchgeht, unschwer erkennen
lifst, dafs (&> durch die iibrigen Flichen der Constituante
bereits mitbestimmt, also iiberschiissig ist.

Um zu zeigen, dafs die aufgestellten zwei Bedingungen
auch hinreichend sind, wihle man irgend ein denselben ent-
sprechendes Flichensystem

OV AR A
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dessen Zusammenhang als bekannt zu betrachten ist. Dann
fallen die Ecken einer nicht zu dem ausgewiihlten Systeme
gehorigen Seitenfliiche (,.4,> von (&> mit der Zahl und Lage
nach ganz bestimmten Ecken der Flichen {w), ..., {a,) zu-
sammen, da zwei bei positivem Umlauf von <{a,,> auf ein-
ander folgende Ecken dieser Grenzfliche entweder durch eine
Seitenkante eines Polygones (e,> oder durch eine Scheitelkante
zweier Polygone (&,> und {e;> verbunden sind.

Die angegebene Entscheidung der ersten der zwei auf-
geworfenen Fragen lilst zugleich auch die zweite beantworten.
Danach besteht fiir die Bestimmung eines constituierenden Systemes
folgende allgemeine Regel:

Man greife aus den Grenzflichen des gegebenen Polyeders
A, irgend zwei heraus, etwa {e¢,> und {&,). Giebt es aulser-
halb derselben noch Ecken von 4,, so scheide man eine dritte
durch eine solche Ecke gehende Fliche <{e,> aus, und fahre,
falls aufserhalb der drei Flichen («>, (&>, {&;> auch noch
Ecken von A4, vorkommen, in diesem Eliminationsprocess so
lange fort, bis mit der letzten auscheidenden Fliche (a,) alle
Ecken von A, absorbiert sind. Nunmehr sehe man zu, ob
{a,> eine Ecke besitzt, die in keiner zweiten der ausgeschie-
denen Flichen enthalten ist. Trifft dies zu, so priife man ganz
ebenso <&,> und successive die folgenden Flichen. Ist {e)
die erste Fliche des Systems, welche keine derartige Kcke
besitzt, so scheide man dieselbe als durch die iibrigen gestalt-
lich bestimmt aus dem Systeme aus, um alsdann die restie-
rende Reihe :

>3k <ah—l>; <“h+1>, Sleia
von der Fliche {a;4;> ab dem gleichen Verfahren von neuem
zu unterwerfen. Dann wird das endgiiltiy resultierende System
ein constituicrendes sein.

Die constituierenden Flichensysteme eines und desselben
Polyeders kinnen schon in der Anzahl ihrer Elemente erheb-
lich differieren. So stellen sowohl bei geradem n die beiden
Flichensysteme

1) et Dn—2 Da=n {@gdn—2,
2) Ceg)y >5<Ces) >5< D3 Ken—34 > 5 <Ctn—1)4,
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§ 8. Die Stammsystexﬁe der Heptaeder. 33

als auch bei ungeradem # die beiden anderen
1) en—1 |y >,,T3<<az>u—1;
2) Cergdy D5 D5 -+ + D<) D<)y

je ein und dasselbe n-eder dar.

§ 8. Die Stammsysteme der Heptaeder.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen legen es nahe,
alle diejenigen Flichensysteme in naturgemilser, d. h. in von
einfacheren zu complicierteren Systemen fortschreitender Folge
zu entwickeln, welche als constituierende Systeme der ver-
schiedenen Typen des allgemeinen convexen n-flachs auftreten.
Es ist schon deshalb von Interesse, auf die Bestimmungsweise
der n-eder ausfiihrlicher einzugehen, als dieselbe fiir jedes be-
liebig gegebene n unmittelbar angewendet werden kann, ohne
wie die § 4 besprochene Methode die Lisung der entsprechen-
den Aufgabe fiir die niederen Korperformen als schon bekannt
voraussetzen zu miissen.

n-eder mit zweiflichigen Stammsystemen.

Sollen zwei Grenzpolygone (e, >; und {e;); ein constitu-
ierendes System eines allgemeinen convexen n-flachs bestimmen,
so sind zwei Hauptfille zu unterscheiden:

1) Die beiden Flichen haben keine gemeinsame Kante, d. h.

<) i Cagyr und ey >I Kepis
it+k=2n—4,

i=k=n—2.

dann ist:

2) Die beiden Flichen haben eine gemeinsame Kante, d. h.

i I; >.-._-2<<“z>k und  {epx |’ >Zj2<<“l>i;
dann gilt:
i+k=2n—2,

i—=k=n—1.

n-eder mit dreiflichigen Stammsystemen.
Sollen die drei Grenzpolygone <{e,>;, {a@,)r, {e;» ein con-
stituierendes System eines n-flachs bestimmen, so sind fiinf

Hauptfiille zu unterscheiden:
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 3

www.rcin.org.pl



34 Zweiter Abschnitt.

1) Die Flichen haben getrennte Kanten, d. h.
O >?<<“2>k IR 7 KCYTIRCHD NS
Hiernach gilt:
i+ k4+1=2n—4,
temp Lo, k=ptg, i=g+tr,
2p=i+k—1, 2q=—i4+k+1, 2r=i—Lk+41.
2) Zwei Flichen, etwa <{e,» und {a,); haben eine ge-
meinsame Kante, d. h.

O HECY™S >',’l<<"’2>k; dpllagy, > ,,“,<<‘12>k»
it | e, );‘<<a1>,-, >;<<a3>17 >7,,<<“1>i'
Hiernach bestehen die Relationen:
i+ k+1=2n—2,
i=24p+n+tr k=24+p+ 06+, l=p+¢,
Oy i—k 1, 2g=—i+k+1, 2(5,+ps) =i+ h—I—4.
3) Eine Fliche, etwa <{a,>;, hat mit jeder der beiden an-
deren eine Kante gemein, d. h.
ey | S, >E<<a2>h );((a:,),, | ez, >g<<“3>l: >,T,<<a2>k:
(“2)#);; ey
Also gelten die Gleichungen:
i+ k4 1=2n,
t==44p,+pyt+ @+, k=24+p+r+p, I=24q+r4¢,
2ry=k+1—i, 2(p,+py)=i+k—1—4, 2(q,+¢;)=i—k+1—4.
4) Die drei Flichen (e, )>;, {w,>i, (e;> haben paarweise

je eine Kante gemein, d. h.
iz | {adiy >I<<“2>h >I<<“;&>h | ety >7T<<“3>1: >E<<“z>h
{agir: I <“1>i; >p'l<<“1>i) )E<<a3>l) |<as>l) >7,<<“3>17 >m<<a|>i-
Demnach gelten die Relationen:

i+ k+1=2n+ 2,

t=4+pt+a+tato, k=4+p +r+r+p,
& bbbt Ll

2t p)=i+Ek—1—4, 2(¢+q)=i—k+1—4,

20+ 1) =—i+ k41— 4.
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§ 8. Die Stammsysteme der Heptaeder. 3D

5) Sollen endlich die drei Flichen {«, ), {ey)>i, {ay> eine
Ecke gemein haben, so geniigt es, im vorigen Falle die An-
nahmen zu machen:

Pr=q, =1,=0.
Dann erhilt man:

2p,=ith—1—4, 2¢=i—k+t+1—4, 2ry=—itk+1—4.

n-eder mit m-flichigen Stammsystemen.

Die Gesichtspunkte fiir die Ermittlung der n-eder mit
m-flichigen Stammsystemen stimmen mit den in den Fillen
m = 2, 3 malsgebenden durchaus iiberein und lassen sich
folgendermalsen ordnen:

a) Bestimmung der Formen der constituierenden Flichen

@Duy  $CDusy * 5 Cmdups
d. h. Auflosung der Gleichung

bttt -t pa=2n—4+42k—n
in positiven ganzen Zahlen
fy #-2,; *ty Bm,y
IJun—1,
wo k, die Anzahl der Flichenpaare mit gemeinsamer Kante,
7, die Anzahl der Flichentripel mit gemeinsamer Ecke be-
zeichnet;

b) Herstellung aller moglichen Zusammenhangsweisen des
der einzelnen Losung entsprechenden Flichensystemes;

c¢) successive Erledigung beider Aufgaben fiir alle zu-
lissigen Werte von %, und »,.

Ich unterlasse ein niheres Eingehen auf diese Verhiilt-
nisse, da ein solches, an sich umstiindlich, fiir die Behandlung
specieller Fiille keinen wesentlichen Nutzen bietet.

Um von den angedeuteten Methoden eine Anwendung zu
machen, diene das Beispiel des Heptaeders.

I. Heptaeder mit zweiflichigen Stammsystemen.
1) ey s >5<Ces5
ein Heptaeder mit zwei Grenzfiinf- und fiinf Grenzvierseiten,
entsteht aus einem Tetragon-Hexaeder durch das Abschneiden

einer Kante;
3*
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36 Zweiter Abschnitt.

2) Ce |5 D<ands,

ein Heptaeder mit zwei Grenzdrei-, drei Grenzvier- und zwei
Grenzsechsseiten, entsteht aus I 1) durch Kreuzung der Flichen
{a,>; und {&,>; lings einer ihrer Scheitelkanten.

1I. Heptaeder mit dreiflichigen Stammsystemen.
1) <aps >?<<“2>41 Cag)y >§<<“3>3; Cagds >T<<“n>s’
ein mit I 2) isomorpher Korper;
23’) <"‘1>3 l <‘xz>5; <“2>5 >3—<<as>4: <“J>-1 >1 ey,
ein Heptaeder mit einem Grenzdrei-, drei Grenzvier- und drei

Grenzfiinfseiten, entsteht aus einem Tetragonhexaeder durch
das Abschneiden einer Ecke;

2b) ey RSCONIRCONEC TR PN

ein mit I 1) isomorpher Korper;

2¢) Cap : D<Ky, | <oy, >3 <ey)s,
o)y >7<Kep)s 5

ein Heptaeder mit zwei Grenzdrei-, zwei Grenzvier-, zwei Grenz-
fiinf- und einem Grenzsechsseit, entsteht aus 11 1) durch Kreu-
zung der Flichen {e,>; und (&>, lings ihrer Scheitelkante;

33') e )1—(<a2>4, | <edyy | Co3)y, >r<<"‘3>4:
<az>4 >g_<<“3>4 )
ein Korper vom Typus 1I 1);
3b) gt | oDy, D7<<ands, | Caydyy D<K,
Cazs >T<<“3>3 )
ein Heptaeder mit drei Grenzdrei-, drei Grenzfiinf- und einem

Grenzsechsseit, entsteht aus einem Tetraeder durch das Kappen
dreier Ecken;

3¢) <apg | <ays, >3 <llegds, | <egds,
N >1<Ke)s5,
ein Korper vom Typus 2¢);
3d) CAIRCH® >T<<"‘2>u | Cotsdgy D<Kas)q,s
<a2>4 >T <<"‘3>4 y

ein mit dem vorherigen isomorpher Korper;

www.rcin.org.pl



§ 8. Die Stammsysteme der Heptaeder. 37

3e) Cadg | <edyy ><agds, | s,
ety >?<<“3>5 )
ein mit 2a) isomorpher Korper;
4a) o ' {5, >T<<“z>5: b ey l a5,

ap; | <ays,

ein mit 3b) isomorpher Korper;
4b) ety : I {ey)s, >T<<“3>5 y | e, 3 Kes,
Ceds | ey,

ein mit 2¢) isomorpher Korper;

Ha) oty )yt >T<<“z>5; ] o)y, | <ags, >T<<“s>5 )
{as |, >7<<as)s,

ein Korper vom Typus 3b);

5b) ey >T<<“z>u | <“z>-1 ) | &5, D 3 <Kety)s,

Cagdy | <etyds,
ein Korper vom Typus 2c¢).

IIl. Heptaeder mit vierflichigen Stammsystemen.
la) ey | <edy, <adudg<ogdy, <edy| ey,
o)y D<)y, I2);
1b) eyt | ey, D7<eds; | ey, ey d>7<Caps,
ey >y, <y ><apyy, 11 3b);
le) oy | ey, CONECHM
)y > 1 Kapy, <epyd T<<“z>.n ety > T ey, 11 20)?
) RO R CHMICH IR RCHH LA ICH D a SO
{ayy > T<<a4\/3 , 1L 3b);
33’) <apy >T<<a2>4 ) >T<<“3>u >T<<"4>41
apyy | ey, <@dy| ey, <ay|<agdy, 11 2a);
3b) lapy: I {agyy >T<<az>.u | Cety, | <edsy Cag)y )1—<<a4>4, 12);
4) {ays: K“z)p > l—(<a2>4, l<“4>4: T T<<“4>4v |<“4>4; K“z)u
Cads | ey, @Dy d7<epy, 1I 2¢).
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38 Zweiter Abschnitt,

Die angegebenen Flichensysteme umfassen alle constitu-
ierenden Systeme der allgemeinen convexen Heptaeder. Danach
giebt es im ganzen fiinf allomorphe Typen dieser Korper.

§ 9. Vollstdndige Scheitelflichensysteme.

Es gilt folgender Satz:

Ist irgend ein Polyeder A, gegeben, und construiert man zu
wgend einer Grenzfliche {e,» desselben die Scheitelflichen, zu
Jeder von diesen wieder die Scheitelflichen, und so fort, dann wird
unter den also erhaltenen wnmittelbaren und mittelbaren Scheitel-
flichen wvon (&> mindestens auch eine der drei Bestimmungs-
flichen <a;>, {e;), {a;) ciner belicbigen Fcke («;, wr, @) ver-
treten sein.

Zum Beweise bestimme man etwa mittelst eines durch die
Ecke («:, ex, @) entsprechend gelegten ebenen Querschnittes
von A, eine Flichenreihe

o, <o), <@y -5 {ta, <@, {ar),

in welcher je zwei benachbarte Flichen eine Kante gemein
haben. Wenn dann allgemein mit {f;,) eine der beiden die
Endpunkte der Kante | e, e, | bestimmenden Grenzfliichen
bezeichnet wird, so wird, falls die Anzahl der Seiten von (e, >
eine ungerade ist, sowohl {e,> als (B>, falls dieselbe eine
gerade, zum mindesten eine von beiden mittelbare Scheitel-
fliche von {«,> sein. Genau nach demselben Schlufs ist aber
mindestens eine der beiden Flichen (e, > und {(B,> Scheitel-
fliche von {f,», und folglich mindestens eine der drei Flichen
(&g, <agy, (B> auch Scheitelfliche von {e,>. Indem man
diese Schlulsweise lings der aufgestellten Flichenreihe fort-
setzt, gelangt man schliefslich auch zu den drei Bestimmungs-
flichen der Ecke (a;, ar, ;). Q. e. d.

Das eben erorterte Beweisverfahren zeigt gleichzeitig,
dals, wenn statt der einen Grenzfliche {«,> zwei Flichen mit
gemeinsamer Kante oder drei Flichen mit gemeinsamer Ecke
zur Basis der Construction gewiihlt werden, dann auch resp.
mindestens zwei, oder alle drei Bestimmungsflichen irgend
einer Kcke dem resultierenden Flichensysteme angehoren.
Hieraus folgt der Satz:
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§ 9. Vollstiindige Scheitelfliichensysteme. 39

Ist auf einem allgemeinen convexen Polyeder ein vollstindiges
System von Scheitelfliichen bestimmt, so werden, falls durch irgend
eine, so auch durch jede andere Fcke des Polyeders eine, zwei
oder drei Flichen des Systems gehen.

Gesetzt, es liege auf dem Polyeder A4, als vollstindiges
Scheitelfliichensystem X, der Grenzfliche «, ein System der
ersten Art vor:

Z, = (e, <&, -+, {tn—1), {@w),
so folgt, dals jede der iibrigen » — m Grenzflichen («,+,)>
durch eine gerade Zahl von Seiten begrenzt sein muls.

Denn hiitte eine Fliche (a,,4,> eine ungerade Anzahl von
Seiten, dann wiirden alle ihre Seitenflichen als mittelbare
Scheitelfliichen von einander zu dem Systeme X, gehoren, und
also zwei Flichen desselben entgegen der Voraussetzung sich
seiten.

Es sind nun zwei Fille moglich:

I. Entweder giebt es unter den Flichen {a), - - -, {w,.)
mindestens ein Polygon unpaarer Ordnung,

II. oder diese Flichen sind durchgiingig Polygone paarer
Ordnung.

Im ersten Falle sind zwei Flichen {a,4,> und {@ni),
welche durch dieselbe Ecke eines unpaaren Polygones {(a,—>
gehen, mittelbare Scheitelflichen. Es constituieren daher alle
n — m Flichen {a,4,> ein einziges in sich geschlossenes
System von Scheitelflichen.

Im zweiten Falle construiere man zu der Fliche {a,4:>
das vollstiindige Scheitelflichensystem, nimlich:

<a'"+l>)
<am+‘£>; <am+-‘5>) ) <“m.—1>’ <am.>7
(s <@msds 5 sy <Em,

?

wo die Flichen der " Zeile diejenigen Scheitelfliichen der
Flichen der ¢ — 1%» Zeile darstellen, welche nicht schon unter
den Flichen der ersten ¢ — 2 Zeilen vorhanden sind.

Angenommen nun, es existieren unter den Flichen dieses
Systemes etwa in der £“* und I*® Zeile, zwei Flichen {44, >
und (e, welche sich seiten, so lassen sich dieselben durch
eine Fliichenreihe von dem Zusammenhange verbinden:
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40 Zweiter Abschnitt.

*) <am+hl>>'l_<<ai'—l>>T< g
prre )1‘<<“2,>>‘{<<am+l>>T<<“2">> T<<“3“> X
N >T<<a;’—l>>1_><“m+ha>)
unter {a;—> und (e _;)> Flichen aus resp. der & — /*" und
der I — L' Zeile verstanden.

In dem Falle, dals in diesem Verbindungssysteme zwei
Flichen, etwa {aj—,> und {e;,), identisch sind, ersetze ich
dasselbe durch das gleichartige andere

<“m+h.>>1—<<“lk—l>>"{<<a;-2>> geCin.s
s >—1’<<a;'—a>>l—<<“;-'—-b+l>>T<<‘x;:—-b+2>>T( s
o 7k )T Ko,
und ich fahre in dieser Reduction so lange fort, bis ich auf ein
Verbindungssystem der beiden Flichen {a,4.) und {eyyi>
komme, dessen Flichen simtlich verschieden sind.
Unter der Voraussetzung, dafs diese Bedingung bereits

fiir das urspriingliche Verbindungssystem erfiillt sei, construiere
man, wenn die Flichenpaare:

<am+hl>, <a1_1>; <a1._1> , <a;_2>’ ceey
Jite” <a;’—2> ) <al”—-l>; <a2,—1> ) <am+h,>

verbunden sind durch die Scheitelkanten

| P2, Ps |; | Pis Ps Eis, l Po—s, Po—2 l’ | Po—1, Py I:
g=2k+4+2141,
aus einem Punkte p, der Kante | e, @uts, | das Polygon:

TR TR 'VRARTR VTR X
Dasselbe spaltet die gesamte Oberfliche S von A4, in zwei
einander ausschliefsende einfach zusammenhiingende Stiicke S,
und S;, welche abgesehen von Teilen der Flichen

\CETR PR () FEEEFR (/) PR IR
noch resp. 7, und n, vollstindige Grenzflichen enthalten.
Dann ist es stets moglich, innerhalb eines dieser beiden
Flichenstiicke, etwa innerhalb S, eine der obigen gleichartige
Verbindungsreihe von {e,44,> und <{a,4; > anzugeben, welche

*) Es widerspricht nicht der Voranssetzang, wenn zwei aufeinander-
folgende Flichen dieser Reihe sich mehr als einmal scheiteln.
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ein Flichenstiick S," von S, einschliefst, so dals die Anzahl
n,” seiner totalen Grenzflichen um mindestens eine Einheit
kleiner ist als die Zahl n,. Es reicht dazu hin, wenn {,>
diejenige Fliche von S, ist, welche durch die Kante |p,, p, |
geht und, wenn dieselbe die aufeinander folgenden Seiten-
flichen besitzt,

<al"+/u> ) <ﬂ2> ’ <53>) Ly <l329>; <a;¢—1>) <7|>’

in das urspriingliche Verbindungssystem
o )>To—DD7X - DT KDDL tma)
statt des Zusammenhanges

<am+hl>> 1—<<¢X;:_1>

den andern einzufiihren:
(Ut TELBDITLBIITC  * + D7 Bo—D)) <) -

Das dem neuen Verbindungssysteme entsprechende Flichen-
system S,” wird dann eine Fliche, niimlich {B,>, weniger ent-
halten wie S,.

Nachdem man das neue Verbindungssystem, falls es not-
wendig ist, auf ein anderes gleichartiges reduciert hat, dessen
Elemente séimtlich verschieden sind, kann -man das angegebene
Eliminationsverfahren wiederholen und zwischen {a,4;> und
{,t1,> ein Verbindungssystem herstellen, dessen zugehorige
Fliche S,” hochstens noch #7,_; totale Grenzflichen umfasst.
Bei fortgesetzter Reduction wird man so schliefslich auf ein
Verbindungssystem gefiihrt:

<“m+h,>>7<<al).>>j <<apz>> 1'( A > 1 <<a11,~>>f <<‘xm+h,> )
dessen Flichen die Seitenflichen ein und derselben Fliche
{etzy sind.

Aus der Existenz eines solchen Verbindungssystemes folgt
aber mit Notwendigkeit, dals die Anzahl der Seiten von {a,)
eine ungerade Zahl ist. Das aber ist unméoglich, da 4, nur
Grenzflichen paarer Ordnung besitzt. Die anfangs gemachte
Amnahme, dafls unter den Scheitelflichen von {(w,4:> zweil
Flichen mit gemeinsamer Kante vorkommen, ist also un-
zuliissig,

Falst man alles zusammen, so kann man folgendes Re-
sultat aussprechen:
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Theorem 3. Ist irgend ein allgemeines convexes Polyeder
Ay, gegeben, und construiert man zu irgend drei in eimer Icke
zusammenstofsenden Grenzflichen {a;), {ayy, {a;) desselben dic
vollstindigen Systeme 2, Z,, 2, ihrer Scheilelflichen, so kinnen
folgende drei Fille eintreten:

1) Entweder fallen alle drei Systeme in ecin cinziges zu-
sammen (Fall des Tetraeders);

2) oder es coincidieren nur zwei Systeme (Fall des Pen-
taceders);

3) oder alle drei Systeme verlaufen getrennt (Fall des Te-
tragonhexaeders).

Fiir das Eintreten des ersten Falles ist es notwendig,
dafls A, Flichen unpaarer Ordnung besitzt, und zwar reicht
es dann beispielsweise hin, dafls zwei derselben sich seiten. —
Auch im zweiten Falle miissen unpaare Grenzflichen auftreten,
und zwar gehoren diese alsdann zu demselben die Ecken
des Polyeders nur einfach enthaltenden Scheitelfliichensysteme,
wilhrend die aulserhalb des letzteren gelegenen paaren Flichen
ein zweites vollstindiges Scheitelflichensystem constituieren.
— Der dritte Fall tritt ein, wenn 4, nur paare Grenzflichen
besitzt.

Ich teile diesen drei Moglichkeiten entsprechend die Polyeder
in drei Klassen: in Polyeder mit einem, mit zwei und mit drei
vollstandigen Scheitelflichensystemen, Polyeder der ersten, zweiten
und dritten Klasse.

An diese Unterscheidung der allgemeinen convexen Po-
lyeder kniipft sich naturgemiils die Aufgabe: Aus einem ge-
gebenen Polyeder der Klasse a mittelst einer Reihe von Funda-
mentalconstructionen ein Polyeder der Klasse b abzuleiten.

Die Behandlung dieses Problemes modificiert sich je nach
den drei Annahmen:

1yesa = bl 2) a<bd, 3) . a=0b.

1) Aus einem Polyeder A4, der dritten Klasse erhilt man
eines der zweiten, sowohl, indem man eine Kante von 4,
mittelst einer Fliche (e«,41>, abschneidet, als auch, indem man
eines der Grenzvierseite von A, ausscheidet, und man findet
weiter ein Polyeder der ersten Klasse, indem man entweder
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§ 9. Vollstiindige Scheitelflichensysteme. 43

von A, selbst oder von einem der erhaltenen zwei Korper der
zweiten Klasse eine Ecke abschneidet.

2) Ist aus einem Polyeder 4, der ersten Klasse zuniichst
ein Polyeder der zweiten zu construieren, so bestimme man
auf ersterem irgend ein constituierendes Flichensystem:

<a1>7 <a2>; ey <am—l>; <“m>-
Kommen in diesem Systeme w = > 1 Paare einander seiten-
der Flichen vor:

aap, Cay; <oy, <aap; -+ +; Cap>, o,
so schneide man successive von dem n-flach A4, mittelst der
Fliche {a,y.>, die Kante |e,, @, |, von dem resultierenden
(n + 1)-flach A, mittelst der Fliche (a, 3, die Kante | e, e/,
u. s. w., schliefslich von dem (n 4 u — 1)-flach 4,4, mittelst
der Fliche {a,y.>, die Kante | «,, «, | ab. Durch dieses Ver-
fahren tritt fiir den Zusammenhang:

ey | {ar)
<“y>>7<<“h>

Aus dem constituierenden Systeme:
<al>l'1) ¥Dryy ** <am>r,“

des n-flachs 4, wird wieder ein constituierendes und zugleich®)
vollstiindiges Scheitelflichensystem

<al>i’|’ <“‘2>-‘1) Sietiery <am>sm

des (n 4 w)-flachs A,4,, und letzteres gehort demgemiils zur
zweiten Klasse.

Offenbar geniigt es, das hier beschriebene Verfahren auf
ein nur aus paaren Flichen bestehendes, kein Flichentripel
mit gemeinsamer KEcke enthaltendes, constituierendes System
von A4, anzuwenden, um diesen Korper in ein Polyeder der
dritten Klasse zu verwandeln. Man kann aber auch, und das
wird geschehen miissen, wenn ein solches System fehlt, aus
A, zuerst ein Polyeder A4,, der zweiten Klasse construieren

der andere ein

*) Enthilt das constituierende Flichensystem von A4 keine drei in
ciner Ecke zusammenstolsende Flichen, so lifst die angegebene Con-
struction die Formen seiner Flichen unverindert, d. b., es ist allgemein

.S“. — "i.
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und dann folgendermalfsen vorgehen: Man greife aus den stets
in gerader Anzahl vorhandenen unpaaren Grenzflichen des-
selben irgend zwei (&) und (&> heraus. Diese verbinde man
durch ein System:

e > <Ky d7<aipd> < D> <K ¥)
und schneide mit Bezug auf jedes Paar benachbarter Flichen
desselben je eine verbindende Scheitelkante ab. Dadurch werden

die beiden Endflichen um je eine, alle Zwischenflichen aber
um je zwei Seiten vermehrt und der Zusammenhang:

Cepd K> 1<K - -+ dD<apdd <K
durch den andern ersetzt
a)d 3K d5<Ca) « - - dgla)d5<Ke) -
Wie vorher in 4,y, bestimmen auch in dem resultierenden
Polyeder 4,4, die Flichen

<al>) <a2>1 i ) <am—1>; <0t,,,>
ein vollstiindiges Scheitelflichensystem, nur dals die Anzahl
der unpaaren Flichen desselben um zwei Einheiten vermindert
worden ist.

Bezeichnet daher 29 die Zahl der unpaaren Flichen von
Ay, so wird eine g-malige Wiederholung der ausgefithrten
Operation das Polyeder 4,, der zweiten Klasse in ein Po-
lyeder der dritten Klasse iiberfiihren. :

Unter allen moglichen Verwandlungen eines Korpers 4,
der ersten Klasse in einen Korper 4, der zweiten Klasse und
aus diesem in einen der dritten Klasse sei die folgende be-
sonders hervorgehoben:

Man kappe von A, die 27 — 4 Ecken mittelst ebenso-
vieler dreiseitiger Schnitte und von dem resultierenden (3n — 4)-
flach Ag,_4 die 3n — 6 das System der Grenzdreiseite des
letzteren verbindenden Scheitelkanten mittelst ebensovieler vier-
seitiger Schnitte. Dann wird das Polyeder A, 4 der zweiten,
das zuletzt erhaltene Polyeder Ag,—10 der dritten Klasse an-
gehoren.

*) Die Moglichkeit einer solchen Verbindung folgt aus der S. 39
gegebenen schematischen Anordnung der unmittelbaren und mittelbaren
Scheitelfliichen einer Grenzfliche.
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§ 9. Vollstiindige Scheitelfliichensysteme. 45

Die Anzahlen y, und 2,
=34, ...
der h-seitigen Grenzflichen von resp. A3,y und Ag—5o sind
durch die Zahlen z, von A4, wie folgt bestimmt:

Yp=2n—4, y=y;=0, y =225, ¥, =0, yy=2z,, ...,
2,=0, 2,=3n— 6, 2,=0, 7,=2n —4-422;, 2,=0, g,=2x,, ....

3) Handelt es sich endlich darum, aus A4, ein Polyeder
derselben Klasse zu bestimmen, so kann das, von anderen der
Klasse und der speciellen Natur des Polyeders 4, sich an-
passenden Methoden abgesehen, durch nachstehende zwei fiir
alle drei Klassen anwendbare invariante Constructionen ge-
schehen:

1) Man kappe von A, mittelst der Ebene a,;, eine be-
liebige Ecke («;, ai, @), darauf von dem resultierenden (n 4 1)-
flach 4,4, mittelst der Fliche a,4: die Ecke (ai, @, @ut1)
und schliefslich von dem (n 4 2)-flach 4,¢ mittelst der Ebene
3 die Kante | a;, @, |;

2) man schneide von A4, mittelst der Ebene «,, die
Kante | @z, & | und von dem resultierenden (» 4 1)-flach 4,4,
mittelst der Ebene «,y. die Kante |e,y., & | ab, so geniigt
sowohl das im ersten Falle entstehende (n + 3)-flach 4,3, als
auch das im zweiten hervorgehende (n - 2)-flach 4,: den
Forderungen der Aufgabe.

Zum Beweise fithre ich noch ein: a) die Scheitelfliche
(any der Fliche {e;> beziiglich der Kante |ax, |, b) die
Scheitelflichen <{e; ), {e,> der Fliche {&;> bezw. der Kanten
| @i, |, | @n, e |, ¢) die Scheitelflichen {w,>, {w,> der Fliche
{a;) bezw. der Kanten | e;e | und | @, e;|. Die erste Con-
struction #ndert nur die Beziehungen

1) lepdy<Ken), 2) epdyKer), 3) <{ap)y<Ka,

die zweite nur die Beziehungen

1) epdyar), <ary, 2)  lapdy <K, e,

und zwar treten an die Stelle der ersten die anderen:
e)d5<Kttr), g )5 <ente), g ap)5<ants),
> <, Cetut2)d <o, Ceat s> <,
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an Stelle der letzteren aber:
1 {ai)) 5 {ttag1) 9 {apd>5<tnt2)

RGN R CUDIRCTS PR C AR S a SCAIRCA L
Hieraus folgt aber, dals die Klasse des Polyeders durch die
beiden Operationen nicht geiindert wird.

Hit Hilfe dieses Ergebnisses kann leicht gezeigt werden,
dafs, falls n = > 8 ist, unter den verschiedenen Typen des all-
gemeinen convexen n-flaches stets Vertreter aller drei Klassen
vorhanden sind. Hierzu braucht man nur unter den 8- und
unter den 9-fliichigen Polyedern fiir jede Klasse je einen Re-
prisentanten zu bestimmen. Man erhilt solche durch folgende
Constructionen:

1) Man kappe von einem Tetragonhexaeder 4;, a) mittelst
der Flichen {«;>; und {ag>, resp. die Gegenecken (¢, «,, a;)
und (e, @;, «;), b) mittelst der Flichen {e,>; und {ag), resp.
das Kantenpaar (e, @), (¢, «;) und die Kante (e, «;),
¢) mittelst der Flichen {e,>, und (&g, resp. die Kanten (e, , a,)
und (e, e;), so erhiilt man a) ein 8-flach A’ der ersten, b) ein
8-flach AJ" der zweiten, ¢) ein 8-flach A, der dritten Klasse.

2) Schneidet man jetzt a) von Ay mittelst der Fliche (e,
irgend eine Ecke, b) von A/ mittelst einer Fliche {«,), die
Kante (e;, «;), ¢) von A" mittelst einer Fliche (e, die
Kante («;, «,) ab, so erhiilt man a) ein 9-flach 4, der ersten,
b) ein 9-flach 4,” der zweiten, ¢) ein 9-flach 4, der dritten
Klasse.

§ 10. Einige specielle Polyeder.

Bekanntlich werden die archimedischen Polyeder durch
die Bedingung bestimmt, dafs je zwei KEcken eines solchen
Korpers entweder congruent oder symmetrisch sind. Verlangt
man nur, dafs die Ecken eines der gesuchten Korper séimtlich
isomorph seien und beschriinkt man sich dabei auf die Polyeder
mit durchweg dreikantigen Ecken, so erkennt man die Auf-
gabe als identisch mit der andern:

Diejenigen Polyeder zu bestimmen, fiir welche die Grenz-
flichen eines jeden ihrer wollstindigen Scheitelflichensysteme ein
und dieselbe Form haben. »
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I. Fiir die Polyeder 4, mit durchweg gleichformigen
Grenzflichen bestehen die Relationen:

zy=mn und h-zh=6n — 12,

12

xh=6_h-

Die in Betracht kommenden Losungen sind:
1) h=38, z,=4; 2)h=4, 2,=6; 3) h=>5, z, =12,
und diesen entsprechen:

1) das Tetraeder, 2) das Tetragonhexaeder, 3) das Pen-
tagondodekaeder.

II. Die Korper der zweiten Klasse mit doppelter Form
der Grenzflichen sind definiert durch die Gleichungen:

ted;=2n—4, 2k-au—4n — 8, x + au=n.
Es folgt:

1 1 1 1
e oy Tt i BT
iS3, kS2.

1) Setzt man % = 2, so ist i =n — 2, und man erhilt
fiir jedes beliebige n:
=2, z,=n—2.
Der hierdurch definierte Korper ist ein (n — 2)-kantiges Prisma.
2) Da die Ungleichung gilt:
R
i<gtzE<l
80 kommen nach Ausschlufs des Wertes & = 2 nur noch die
Wertepaare in Betracht:
a) t=3,k=3, b)i=3,k=4, ¢)i=3,k=05,
d)i=4,%k=3, e)t=05,k=3.
Dieselben liefern zur Bestimmung der gesuchten Polyeder
folgende Daten:
&) Ty =4, z,=4; b 23=8, z,—=06; g} 23 =20, 2,,=12;
n==§8 n =14 n =32
d) 2, =6, z,=8; e) %, =12, 2, =20.
n =14
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Indem man aber die fiinf Korper: a) das Tetraeder, b) das
Tetragonhexaeder, ¢) das Pentagondodekaeder, d) das Trigon-
oktaeder, e) das Trigonikosaeder nach einander durch. das
Kappen ihrer siimtlichen Ecken in Korper zweiter Klasse
tiberfithrt, erhilt man offenbar die jenen fiinf Bedingungen
entsprechenden Polyedertypen.

3) Die gesuchten Polyeder der dritten Klasse bestimmen
sich durch die Bedingungen:

1y =k -2 =10 -29 =n— 2,

Zsi + xox + oy = n.
Aus denselben ergiebt sich:
1 1 1 2
LS T N T
22i<k<l.
Da in vorstehender Gleichung der Wert der linken Seite nur
dann die Zahl 1 iibersteigen kann, wenn der Nenner i genau
den Wert 2 hat, so sind % und / an die Gleichung gebunden:
1 1 1 2
ETiTati=v
S k<l
Da ferner die Werte %+ % und %—l—% gleich resp. kleiner

als % sind, so kommen iiberhaupt nur folgende zwei Annahmen
in Frage:
a)i=3,k=4; b)i=3,%k=0>.
Die erste Annahme ergiebt:
2z, =12, 2, =8, 2, =06,
n=206;
die zweite liefert:
z, = 30, z; = 20, z,, = 12,
n = 62,
Ein Polyeder der ersten Art entsteht, wenn von einem Te-
tragonhexaeder, ein Korper der zweiten Art, wenn von einem
Pentagondodekaeder erst mittelst dreiseitiger Schnitte die
simtlichen Ecken, dann von dem resultierenden Polyeder
mittelst vierseitiger Schnitte die siimtlichen Kanten des ur-
spriinglichen Korpers abgeschnitten werden.
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Dritter Abschnitt.
Theorie der Elementarerweiterungen.

§ 11. Die charakteristische Gleichung.

Als die charakteristische Gleichung eines allgemeinen
Polyeders A, bezeichne ich die aus den beiden Gleichungen

1) 3t 2+t B =n,

2) 3oy, 4z, + -+ (n— Doy = 60— 12
resultierende Relation:

3) 3+ 2z, fwy— 2 — 22— - — (0 — Dz = 12,

Dieselbe zeigt, dafs fiir jedes iberhaupt mogliche allgemeine
Polyeder der Ausdruck

3y + 22, + 2, — @; — 223 — 32y — - - -

einen sowohl von der Anzahl der Seitenflichen als von der mor-
phologischen Figenart des Korpers villig unabhingigen invarianten
Zahlenwert besitzt.
- Man kann die charakteristische Gleichung (3) in die beiden

andern zerfillen: )
3a) 3a,4 22, + 2, —12=m, 3b) 2, + 225+ 32,4+ =m,
in welchen m eine positive ganze Zahl darstellt.

Ich fasse alle Polyeder, die zu dem mndamlichen positiven
ganzzahligen Lisungssysteme

gy Tyy Tgy Tqy Tgy Ty, -

der charakteristischen Gleichung gehioren, als Polyeder desselben
Stammes, alle Stamme, die zu der gleichen Zahl m gehiren, als
Stamme desselben Bereiches auf.

Die auffallende Erscheinung, dafs die charakteristische
Gleichung eines allgemeinen Polyeders A, weder die Anzahl
2, seiner Grenzsechsecke noch die Anzahl » seiner Seiten-

il

flichen enthiilt, involviert die beiden Fragen:
1) Welches ist bei einem belichig gegebenen Polyeder die Ab-
higigkeit der Anzahl z; seiner Grenzsechsecke von den Anzahlen

Xy, Ty, ... Seiner andersformigen Grenzflichen?
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 4
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2) Definiert jede positive ganzzahlige Lisung der charalte-
ristischen Gleichung auch stets einen Polyederstamm?

Die Beantwortung dieser beiden Hauptfragen bildet das
Ziel der weiteren Untersuchungen.

§ 12. Einteilige Kantenpolygone.

Unter einem einteiligen oder einfachen Kantenpolygone
eines allgemeinen n-flachs

A= <e), {app, -+, <tw)
verstehe ich jede Folge beliebig vieler Kanten
B=1; Koy +'eg lony

in welcher der Endpunkt einer beliebigen Kante 7; mit dem
Anfangspunkte der niichstfolgenden Kante %; 4, und der End-
punkt der letzten Kante %, mit dem Anfangspunkte der
ersten Kante %, zusammenfillt.

Ein solches Polygon P teilt die Oberfliche S des Po-
lyeders A, in zwei einfach berandete Flichenstiicke S; und S".
Jedes derselben enthiilt im allgemeinen einerseits Flichen,
welche keine Kante mit P gemein haben, sogenannte Innen-
fliichen, andererseits Flichen, welche eine oder mehrere Kanten
von P enthalten, sogenannte Randflichen. Hat eine Rand-
fliche mit dem Polygone P eine oder mehrere Kanten gemein,
so soll sie eine zuriicktretende bezw. vorgeschobene Fliiche von
S, resp. S’ heifsen. Hieraus folgen zwei Darstellungen eines
einteiligen Kantenpolygones P, niimlich:

1) Als Berandung der Fliche S,

P=2D11, Pijgy ooy Pir,="N51, Paiay vy Psr,="Ps1, .
ooy Picri = Pi1y Pigy oo Pir, = P11,
(n>2).
2) Als Berandung der Fliche S,
P=1011, 8.3, ¢y Qs =015 Q3) --+; MW =0s1, -

voy Q1,53 =01, Gk2y -+ oy Qhsp = 1,1,

(S/, > 2) )
wodurch die Punkte 1, ..., P, Ecken einer Randfliche {8,
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von. S;, durch die Punkte g1, ..., qs,, Ecken einer Rand-
fliche (p,> von S” gegeben werden.

Bezeichnet man mit b, und ¢, resp. die Anzahlen der-
jenigen Randflichen (8> und {y), welche je % aufeinander-
folgende Kanten des Polygones P enthalten, so hat man fiir

die Anzahl m der Kanten von P unmittelbar die beiden
Ausdriicke:

1) m=0b+2b+38bg+---=¢ +2¢+ 3¢5+ ---.
Beachtet man ferner, dass in dem Falle einer vorgeschobenen
Fliche {B) oder {(p)>, d. h. in den Fillen 7,, s, > 2, die erste
und letzte Kante des betreffenden Zuges von P gleichzeitig
Kanten zweier vorgeschobenen Flichen (y) oder {f#) sind,
dann erhilt man:

2a) by=¢;+2¢,+ 3¢, 4+, 2b) =0+ 2b,+3b;+---.

Aus der Kombination dieser mit den vorhergehenden Rela-
tionen folgt:

3) h+b+bt+ =gt agteot-.

Die Anzahl v, der vorgeschobenen Flichen wvon S, ist also
gleich der Anzahl v der wvorgeschobenen Flichen von S’

Durch die Einfiihrung dieser Anzahl v geht die Relation
(1) iiber in:
4) b+ ¢ + 2v=m.

Die Anzahl der an ein Polygon P grenzenden Flichen {«)
ist allemal gleich der Anzahl m seiner Kanten, jede F'liche so
oft gezdhlt, als sie getrennte Kantenfolgen des Polygones enthdlt;
und:

Ein Polygon P besitzt stets eine grade Anzahl, nimlich 2v,
gemeimsamer Kanten zweier vorgeschobenen Flichen {) und {p).

Entsprechend den zu P gehorigen m Randflichen schliefsen
sich an dasselbe m Nachbarpolygone. Man findet ein solches,
indem man beispielsweise in

PEpl,l) Px,z, LA pl,n) sieieiy ph,l; p’hﬂ) AR ) Pn,r,,, v siely
pi,l; gii%:91y pf’»".‘

statt des Kantenzuges
4%
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Piiy Yoy oo oy Yo,
den andern einfiihrt,
p/',H p;) iy pr: ph,r/,a
wo der Umfang der zugehorigen Grenzfliche (B> gegeben ist
durch '
Pits Pizy ooy Py By Pity -y P Wi
Ist daher P, ein mit P sich nirgends durchsetzendes zweites
Kantenpolygon des Fliachenstiickes S, und betrigt u die An-
zahl der Grenzflichen («) des von beiden Polygonen beran-
deten Giirtels G, so kann man innerhalb desselben zwischen
P und P, leicht w — 1 Polygone einschalten,
By By, s SN Bl By

von denen jedes folgende ein Nachbarpolygon des vorher-
gehenden ist.

Man wihle nun zum Polygone P, den Umfang einer
Grenzfliche (&) und bilde aus den Anzahlen f, & und e der
Flichen, Kanten und Ecken von S, den Ausdruck:

f—k+e

Der Wert desselben bleibt beim Ubergange von P zu P, und
ebenso bei allen folgenden Ubergiingen unveriindert, weil bei
jedem einzelnen die Anzahl der aus S, ausscheidenden Kanten
genau um eine Einheit grofser ist als die der ausscheidenden
Ecken. Es gilt mithin:
5) et e=fl'— kl’+ell="'=/.}4,'_’ kﬂ,+ (3,,'= Pi:)'

Seien jetzt auf der Oberfliche S des Polyeders m Kanten-

polygone
J S R £

von der Beschaffenheit angenommen, dafs von den beiden zu
irgend einem P; gehorigen Flichenstiicken S; und S/ das eine,
etwa S/, die iibrigen m — 1 Polygone enthilt. Mit Bezug auf
die gesamte Oberfliiche S gilt dann:

f—k+e=2,

mit Bezug auf die einzelnen Bestandteile S; aber:

#) C, Jordan: Recherches sur les polyddres. Borchardts Journal
Band 66, S. 36 und 86. ‘
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i—k+ea=1,
G=12...,m)

Demmach folgt fiir die von den m Polygonen P; berandete
m-fach susammenhingende F'liche:

6) f[—F+e¢=2—m.

Unter den Polygonen P bilden die Beriihrungspolygone
der das m-flach A, begleitenden Polyeder eine besondere Zu-
sammengehorigkeit. Kin m-kantiges Polygon P ist als ein
Berithrungspolygon charakterisiert, wenn diejenigen m Flichen-
winkel der durch seine m Kanten gehenden Flichenpaare,
welche das Polyeder A, nicht enthalten, einen Raum R ge-
mein haben. Alsdann bestimmen nimlich die aus den m Kanten
von P nach einem Punkte y des Raumes I geschickten
m Ebenen ein dem Polyeder A, umschriebenes Beriihrungs-
m-seit. Da ferner das einem aulserhalb von A4, und der Ebenen
« gelegenen Punkte y zugehorige B.-Polygon P, bei stetiger
Bewegung von ¢ so lange invariant bleibt, bis y in eine
Ebene « eintritt, mit dem Durchgange von p durch eine
solche, etwa durch «,, es aber die zwischen den Beriihrungs-
punkten der aus y an (e, )> gezogenen zwei Tangenten liegen-
den Kantenfolgen des Umfanges von <{«,> gegen einander
austauscht, so erhellt, dals der dem Polygone P zugehorige
Raum R mit einem der Ficher zusammenfillt, in welche der
unbeschriinkte Raum durch die n Grenzebenen von A, zer-
- schnitten wird. Die Anzahl der unter den einteiligen Kanten-
polygonen P von 4, enthaltenen B.-Polygone ist daher gleich
der um eine Kinheit verminderten Anzahl der Fiicher in dem
Systeme der n Ebenen «, oder gleich der Anzahl der A4, be-
gleitenden Polyeder.

Man findet bei Voraussetzung allgemeiner Lage fiir die
n Grenzebenen « die fragliche Anzahl:

7 nn—1)(n—2)
2 aitg 1] o ,,(,'f,,lﬁ;,(,':;f_'..

Variiert man unter Erhaltung des morphologischen Charakters
von A, die n Ebenen stetig, sonst aber beliebig im Raume,
so bleibt das System der B.-Polygone von 4, so lange constant,
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als das System der A4, begleitenden Korper seinen Bestand
bewalrt. Eine Anderung in letzterem tritt nur und stets dann
ein, wenn die vier Grenzebenen «;, @;, @, «, eines begleiten-
den Tetraeders zu gegenseitigem Durchschnitt gelangen. Be-
zeichnet p den Kreuzungspunkt der vier Ebenen, r, einen Punkt
in dem verschwindenden Tetraeder [R,],, r, einen Punkt in
dem entstehenden Tetraeder [R,],, und teilen die aus p an
die vier Flichen

ey, ey, <a, {aw)

gelegten 4 -2 Tangenten deren g]eic.h bezeichnete Umfinge
resp. in die 4 - 2 Teile

ey, ey <o)y, <o)g; <o)y, <aDs; endi, <Oms,
so hat man:

PEI; P RBRAG eipyy v o0y Dyy s emDyy * oy
Pr=--) Codgy ~» vy @r)gy 0y &gy -+ 7y tmDz, : -7y
withrend die B.-Polygone der an das Tetraeder [ ], unmittel-

bar grenzenden 14 Ficher nicht alteriert werden.

Das System der B.-Polygone von A, wechselt also bei jeder
Kreuzung genau ein enthaltenes gegen ein mnicht enthaltenes Po-
lygon P aus.

Gesetzt, es sei von' den einteiligen Kantenpolygonen P’
eines (n — 1)-flachs 4,_; bewiesen, dafs bei entsprechend er-
folgender stetiger Variation der » — 1 Grenzebenen « ein
jedes in ein B.-Polygon iibergefiihrt werden kann, und zwar
in der Weise, dals eine beliebige, aber bestimmte Randfliche
des Polygones P’ Grenzebene des zugehirigen begleitenden
Korpers wird, dann ergiebt die Anwendung des in § 6 ab-
geleiteten Theoremes (2), betreffend die stetige Uberfiihrbarkeit
isomorpher Polyeder in einander, dafs auch jedes Polygon P des
n-flachs A,, welches nicht alle drei-, vier- und fiinfseitigen
Grenzflichen des letzteren zu Randflichen besitzt, gleichfalls
durch entsprechende Variationen in ein B.-Polygon dieses
Korpers tibergehen kann. Istaber jede F.-Fliche von 4, zugleich
Randfliiche von P, so greife man irgend eine von ihnen, und
zwar, um den verwickeltsten Fall zu behandeln, ein Fiinfseit, etwa
{etn)s, heraus. Es sind dann riicksichtlich der Lage der
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fiinf Seitenflichen von («,>; zu dem Polygone P im wesent-
lichen zwei Fille zu unterscheiden:

1) Entweder liegen eine Seitenfliche (f,> auf der einen
und die vier iibrigen {y>, {ys>, (7o, {y;> auf der andern
Seite von P,

2) Oder es liegen zwei Flichen {f,>, {f,> auf der einen
und die drei iibrigen (y,>, {y,>, {y;> auf der anderen Seite.

In beiden Fiillen resultieren fiir den Verlauf des Poly-
gones P je zwei Moglichkeiten:

1a) Be= vy | <P, <7’2>[; | B <“N>|7 | <Bi) <75>{;"'7

Ih) P==s-, | <B, <}"z>i’ | Cen, <7!>|7 | <ew, <73>')
| <en), <74>|; | <etw), <75>|) | B, <75>|""7

23’) Bt 1100, <7:’.>|v | <an), <ﬂ1>,7 | Can, <ﬁz>‘7
|<ﬂ2>) <73>|"":

2b) PEEve, I <ﬁl>? <}'5>[) | <au>; <}’;,>|, | <a,,>, <};4>’,
| <awpy ¥ |s | By D lyeee

Nun kann man gemils den Ausfithrungen des § 6 das Poly-
eder A, sich selbst isomorph stets so stetig variieren, dals das
durch die Ebene «, von dem (n — 1)-flach 4, abgeschnittene
Hexaeder in den Fillen 1a) und 1b) von der Ebene f§,, in
den Fiillen 2a) und 2b) von der Ebene p, in einem Fiinfseit
begrenzt wird. Dann giebt es in dem jeweiligen Fiinfseit
genau zwei die Fliche {a,> nicht schneidende Kanten, welche,
statt der beziiglichen Kanten von {&,> in das Polygon P
eingefiihrt, dieses in ein einteiliges Kantenpolygon P’ des
(n — 1)-flachs 4,—; verwandeln. Indem man jetzt letzteres so-
variiert, dafs P’ B.-Polygon wird, und dafs 8, resp. p, in eine
Grenzebene des zugehorigen begleitenden Polyeders I iiber-
geht, so wird man die betreffende Ebene vermoge einer ent-
sprechenden, geniigend kleinen Drehung um eine, weder das
Polyeder A4,y noch den begleitenden Raum R schneidende
Gerade in eine Lage der Ebene «, bringen, in welcher sie den
Raum R in zwei Riume R, und R, teilt, sodals denselben
in dem einen Falle die B.-Polygone 1a) und 1b), in dem
andern die B.-Polygone 2a) und 2b) zugehoren.

Hierdurch ist gezeigt, dals mit dem Beweise der anfangs
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iiber das Verhalten der Polygone P’ eines (» — 1)-flachs
A, ausgesprochenen Behauptung auch der Beweis fiir das
analoge Verhalten der Polygone P eines n-flachs A, ge-
geben ist.

Es sind aber die einteiligen Kantenpolygone P eines
Tetraeders A4, gegeben:

1) durch die Umfinge der vier Grenzdreiseite
CORRCOTRCY IR
2) durch die drei windschiefen Vierseite

a)‘“nazl; |“2;“s|: Ias;“.tly |“41“1|;
b) |e, e, |, o], |ag, a5], |ag, ],
c)]al,a;,!, leg, e, I“4;“2|7 |az;“1i:

und diese sieben Polygone sind identisch mit den B.-Polygonen
der A, begleitenden sieben Korper:

1) mit den vier das Tetraeder gleichzeitig seitenden und
scheitelnden Vierflachen,

2) mit den drei A, doppelt kantenden Tetraedern.
Es resultiert mithin der Satz:

Theorem 4. Jedes einteilige Kantenpolygon P eines all-
gemeinen Polyeders A, kann durch stetige Variation desselben in
das B.-Polygon eines begleitenden Korpers iibergefiihrt werden.

Die Anzahl der Polygone P eines Polyeders A4, ist im
Gegensatz zu der Zahl seiner B.-Polygone keine Invariante
von n. Sind némlich (), {a;)> die Seitenflichen und (&),
{a&,» die Scheitelflichen eines Kreuzungsvierflachs von A4,,
und bezeichnet (&, !); die Anzahl derjenigen Polygone P,
welche sowohl durch die Kanten |e;, | und |e;, | als
durch die Kanten |a,, @;| und |a,, «/| gehen, (%, 1), aber
die Anzahl derjenigen Polygonenpaare, von denen das eine
die Kanten |e;, | und |e;, &, das andere die Kanten
|@n, @| und |e,, | enthilt, ohne dals beide eine Kante
gemein haben, so besteht zwischen den Anzahlen ¢ und ¢’
der vor und der nach Kreuzung von «;, e, a;, @, vorhandenen
Polygone P die Relation:

o = — (L D + (k) D).
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Beispielsweise bestimmt man fiir die beiden Formen des
Hexaeders:

p =26, ‘P,= 28,
withrend die Anzahl der B-Polygone in beiden Fillen 25 betriigt.

Die Berechnung der Anzahl ¢ lilst sich in jedem ge-
gebenen Falle aus einer F.-Construction des betreffenden Po-
lyeders zwar ohne principielle Schwierigkeiten, aber meisten-
teils nur mittelst weitliufiger Rechnungen ausfiihren.

§ 13. Isomorphe Kantenpolygone.

Ein beliebig im Raume gegebenes geradliniges Polygon
P=k, lky, -, kn

kann als Kantenpolygon eines convexen Polyeders aufgefaflst
werden, wenn jede durch zwei oder mehrere aufeinander-
folgende Kanten gehende Ebene alle iibrigen Kanten auf ein
und derselben Seite liegen hat.

Bezeichnet nimlich p einen mit dem Polygone P auf
derselben Seite der Ebene [k, , k] gelegenen Punkt, dessen
endliche Verbindungsstrecke mit der Kcke (%, , %) von keiner
Ebene [k:, kiy1] geschnitten wird, so kann auch die aus p
nach irgend einem Punkte p einer Kante gezogene endliche
Strecke |p, x| von keiner‘ Ebene [k;, kiy1] getroffen werden.
Eine solche Ebene miifste sonst auch die endliche Verbindungs-
strecke | x, (k,., k) | und weiter mindestens je eine Kante der
beiden von (k,, k,) nach p fithrenden Kantenfolgen schneiden.
Ein veriinderlicher Punkt kann also von p aus stetig in jede
Kante des Polygones eintreten, ohne eine der Ebenen [k;, ;]
zu passieren. Besagte Ebenen begrenzen daher ein und das-
selbe convexe Polyeder, und P stellt ein auf dessen Oberfliche
gezogenes Polygon dar.

Enthiilt P ebene Kantenziige mit mehr als zwei Kanten,
d. h. ebene Ziige der Form

ey Big1y ooy Bay
so hat man, um es als Kantenpolygon darzustellen, durch

jede Kante
]t',-_l_l g ey l'x~_1
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noch eine zweite Ebene zu legen, so dals diese Ebenen zusammen
mit den fritheren wiederum ein einziges Polyeder begrenzen.

Zwei Kantenpolygone P und P’ heifsen isomorph, wenn
einer zu P gehorigen umliufigen Kantenfolge

P=k, by, ..., bn
eine zu P’ gehorige umliufige Kantenfolge
P=k', by ocoybom
von der Beschaffenheit entspricht, dafs je drei in einer Ebene
liegenden Kanten
75.'—1, ki, ki+l
je drei in einer Ebene liegende Kanten
k:‘~ Aty k:’ k:+1
zugeordnet sind.

Entsprechend dem in § 6 aufgestellten Theoreme 2 gilt
der Satz:

Theorem 5. Zwei isomorphe Kantenpolygone P wund P’
konmen unter Frhaltung ilwes morphologischen Charakters stels
stetig in eimander ibergefiihrt werden.

Da, wie ein Schlufs von n auf n 4 1 sogleich zeigt, der
Satz fiir zwei isomorphe convexe ebene Polygone statthat,
reicht es hin, denselben fiir die reducierten, d. h. fiir die-
jenigen Polygone P, und P," zu beweisen, welche aus P und
P’ entstehen, wenn man in je zwei entsprechenden ebenen
Kantenziigen :

7(,', 7»','+1,..., ]A'k und k:, k,,'+1,..., ]fi
nur die bis zu ihren Durchschnitten verlingerten Endkanten
auffafst. Die resultierenden reducierten Polygone

P=A,4%,...,, und P'=4, 4, ..., A3,
als Kantenpolygone der Polyeder

AQ!‘ = [lll }'2]7 ['127 )"3]) O “"-',uy Z'l] und
A’Z." = [111: ’12’J; (45, }*3'1: SR ) Ilé,‘, lllj
teilen deren Oberfliichen S, S” in je zwei getrennte Bestandteile,
S=25 485, 8 =8+ 5.

Der Kiirze halber seien die den Ebenen
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(A, 41, [A, 4], «.., [A2p—1, 42] und

[11’; j-:’.I]r [13’; '14’J; By [l;;‘—l, }"2#]
zugehorigen Grenzpolygone der Flichen S, und S," bezeichnet
durch resp.
)y <&y «vey o) und (oD, <&, ..., Oy,
analog die Grenzfliichen der Bestandteile S, und S," durch resp.

<a2>) <“-|>: ¢ &y <a3.“> und <a2,>r <¢Z4,>, ) <a,2l‘>-

Dies festgesetzt kann man den Ausfilhrungen des § 5
zufolge die beiden Polyeder A, A3, unter Erhaltung der
beiden Polygone P,, P," so stetig im Raume variieren, dals
durch Kreuzungen entsprechender Ebenenquadrupel die etwa
zwischen den Kanten

log, | und |e, o), |y, ¢'| und |af, a|
gelegenen Seiten der Grenzflichen (&), {(w;") aus deren Be-

grenzungen ausscheiden. Indem man dann weiter ganz ebenso
die etwa zwischen den Kanten

wy, & | und |, |, |e, @] und |, &|

gelegenen Seiten der Grenzflichen (e;>, ("> aus deren Um-
fiingen ausscheidet, und successive die Flichen

<a7>) <°‘9>; S B9 <a2#—3> und <“7'>7 <a9’>7 ROLE ) <af_.‘“_3>
auf entsprechende Weise behandelt, bringt man die Bestand-
teile S;, S,” nach und nach auf die Gestalt:

o du | 3 ey, <)y <@gy ooy C@2u—3D5, {Hou—1)4= =8,
CHOFTIERCTO RS IR CTH TIRRRIR (W) MEL( My e -
Unter Festhaltung des morphologischen Charakters der

so gewonnenen Flichen S, und S,” lassen sich die ihrer Ge-
stalt nach bisher unveriinderten Bestandteile S, und S,” durch
ganz gleichartige Processe in die einander isomorphen Flichen
S, und S, iiberfiihren.

Demnach kionnen die beiden urspriinglichen Polyeder unter
Bewahrung des Charakters der Polygone P, und P, durch
stetige Variationen in zwei isomorphe Korper, und diese gemiifs
dem in § 6 aufgestellten Theoreme 2 sich selbst isomorph
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stetig zur Deckung gebracht werden. Dadurch gelangen aber
auch die Polygone P, und P," in der vorgeschriebenen Weise
zur Coincidenz.

Als unmittelbare Ergiinzung des Theoremes 5 bietet sich
der Satz:

Ist ein Polygon P,” isomorph dem Randpolygone P, einer
Fliche S;, so kann dasselbe sich selbst isomorph stets so
stetig variiert werden, dafs es das Randpolygon einer zu S,
isomorphen Fliche S, wird.

Durch m-malige Anwendung dieses Satzes findet man
allgemein :

Theorem 6. Ist cine m-fach berandete allgemein polyedrisehe
Fliiche gegeben,

Ba= Py, Loy s ny iy
deren m Randpolygone resp. den Randpolygonen
P e sy
von m solierten I'lichen
By Byyoony Ba

entsprechend isomorph sind, so kann dieselbe stels sich selbst isomorph
so stetig im Rauwme variiert werden, dafs sie durch m den F'ldchen
Rt A A
isomorphen I'lichen
y ’ ’
Nl R G

2w einem allgemeinen conveven Polyeder geschlossen wird.

§ 14. Enthaltene und enthaltende Polyeder.

Ein auf der Oberfliche S eines Polyeders beliebig ge-
wiihltes System von Polygonen P teilt dieselbe in eine be-
stimmte Anzahl einander ausschliefsender d. i. sich gegen-
seitig nirgends iiberdeckender Stiicke

By By ooy B
Die Berandung R; eines solchen einteiligen Bestandteiles
S; von S wird im allgemeinen aus mehreren in keiner Kante

einander durchsetzenden Polygonen P®(h =1, 2, --) be-
stehen. Ist nun der durch diese Polygone vermittelte gegen-
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seitige Zusammenhang der Bestandteile S;, S,, ... von der
Beschaffenheit, dafs ihre siimtlichen Randkanten und nur diese
von dem Polyeder 4, mittelst eines Systemes neu einzufithren-
der Grenzflichen {«,,) abgeschnitten werden konnen, welches
die Formen der Randfliichen nicht alteriert, so soll das System
der P als ein Erweiterungsnetz der Oberfliche S aufgefafst
werden.

Es erfiillen die Polygone P bezw. die ihnen #quivalenten
Polygone P® die Bedingungen eines Erweiterungsnetzes alle-
mal dann und nur dann, wenn entweder jeder Bestandteil S;
mindestens drei Flichen {«) enthiilt, oder' wenn, falls Be-
standteile mit einer resp. mit zwei sich seitenden Flichen
vorhanden sind, der einen solchen Bestandteil umgebende
Flichengiirtel sich nicht iiber einen einzigen sondern iiber
verschiedene Bestandteile S; erstreckt. Diese Einschrinkungen
sind notwendig, weil die Form eines ein- bezw. eines zwei-
fliichigen Bestandteiles durch die Berandung des angrenzenden
Giirtels bereits unzweideutig bestimmt, und mithin eine Ein-
schaltung von Zwischenflichen so lange ausgeschlossen ist,
als der Giirtel erhalten bleibt. Hat aber das System der P
die angegebenen Eigenschaften, so kann man lings des Netzes
ein System von Zwischenflichen unter anderem mittelst des
folgenden stets anwendbaren Verfahrens einschalten:

Man fasse irgend einen Bestandteil S; nebst seinem supp-
lementiiren S — S, auf und construiere auf den an das Rand-

polygon
)
11 ,,Pn,l, pl,ﬁ’ cooy Prm,y -ony Y1, p",‘h .o ay pll."m LAY

Pijr, Pizy - ooy Piyr
0,1 Q2y c ooy gy ooy Qi) Qi2y oo vy Qiygyy ooy
Gi1s Or2s - ooy Qb = @

grenzenden zwei Flichenstreifen

<ﬂ1>; WL <ﬁh>, ) <ﬂ">7
<71>) Sy <7/'>) ¥ o) <7’k>

zwei dem Polygone P, — ¢, isomorphe Polygone:
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/ [~ ’ ’ ’ ’ ’ ’
Pl =— D13 pl-:!: eibtey pl.r.? ceey Poa, ph,‘:, L) 1r’/',r/‘) i)
’ ’ ’
Pii, Pi2, .oy pf,l‘;
ey ’ ’ ’ ’ ’
=01, G2y «++y Q8,5 + -y i1, a2, -« ) q/l,-*/,y LY )

’ ’ ’ J ’
Gt1y Or2y oo o) Qi = Ql

und
7] A ' " r " ”
Pl :pl.U pl,i?) L) pl,'n Sisisly p/l,I; ph,2; RSy ph,rm O
” ” ”
Pit, Pigy oo vy ‘pl',",'
STENY T ’ " o . ’”
=01y 1,2, « -y Quusy ooy 1y Qi2y o ooy Qiygyy + 0oy
' ' " o ke b4, "
Qe 1y Gh8s = o'on Ghiy == By
Bestimmt man dabei die gegenseitige Lage der beiden Poly-

gone P, und P,” in der Weise, dafs einerseits der Schnitt
der Ebene f; des dem ebenen Kantenzuge

Py Przy -y Piry
auf S — S, entsprechenden Zuges
Pity Phgy <oy Pir,
mit der Ebene f;, zwischen den Kantenzug
Pty Phgy - oy Py
und die Strecke [pm y Phr, l , andererseits der Schnitt der Ebene
v, des dem Kantenzuge
W1y G2y - ooy Giysy
auf S, entsprechenden Zuges
Gh1s 0895 « v Gy
mit der Ebene yp, zwischen den Kantenzug
Gots Gy - - -5 Ghe
und die Strecke | 1, 01,4, | fillt, legt alsdann durch die ein-
zelnen Kanten der Ziige
Yot Phus ooy Pam MBd Ly, Giay -« ks

gleichfalls Ebenen, so kann man immer bewirken, dals das
System der durch die Kanten der Polygone P," und P,” ge-
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legten Ebenen von dem Polyeder 4, genau das Kantenpolygon P,
abschneidet, und dafs es zusammen mit den Bestandteilen S,
und S,”*) ein von hochstens n 4 » Flichen begrenztes Po-
lyeder 4,4, bestimmt.

Da das Polygon P,” von dem Flichensticke S — S,
ein demselben genau isomorphes Stiick abschneidet, kann man
weiter einen an P,” grenzenden Bestandteil von dem Flichen-
typus S, herausgreifen und zwischen ihn und den supplemen-
tiren durch eine der vorherigen ihnliche Construction einen
zweiten Flichengiirtel einschalten, u. s. w. Man erhilt durch
m-malige Wiederholung dieses Verfahrens aus 4, ein Poly-
eder A,+,, welches die m Bestandteile S; bezw. m ihnen iso-
morphe in durchaus getrennten Lagen enthiilt.

Die vorstehende Construction kann auf die mannigfaltig-
sten Arten variiert werden. So kann man einmal derselben
eine andere Anordnung der Polygone P® zu Grunde legen,
oder man kann innerhaib des Netzes der P ein neues Polygon
P bestimmen, lings dieses zuniichst einen Flichengiirtel ein-
schalten und dann die von dessen Rindern eingeschlossenen
Flichenstiicke der ersten Operation unterwerfen, oder man
kann die Isolierungen der Bestandteile S;, sei es fiir die Ober-
fliche S selbst, sei es auch nur fiir ein aus mehreren S; zu-
sammengesetztes, einfach berandetes Flichenstiick derselben,
gleichzeitig ausfiihren, u. s. w., u. 5. w.

Um fiir den letzten Fall ein Beispiel zu geben, wiihle
man auf A4, n — 1 unabhingige, d. h. solche Polygone P,
deren jedes mindestens eine den iibrigen nicht zugehorige
Kante besitzt. Dieselben teilen die Oberfliche S in n Be-
standteile S; = («;>. Construiert man innerhalb jeder Grenz-
fliiche (a;), ein isomorphes Polygon {«;),, und legt durch dessen
Seiten m; Ebenen, welche von 4, nur die siimtlichen Kanten
der Fliche {e;> und keine Ecke einer Fliche {e;> abschneiden,
so bestimmen alle diese Ebenen mit den n Ebenen (&) zu-
sammen ein allgemeines Polyeder A7,_;; mit den n isolierten

Flichen (a})mi .

*) Es bezeichnen S,” und S,” die von den Polygonen P,” und P,”
berandeten, den Bestandteilen S, und S — S, isomorphen Flichenstiicke,
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Die allgemeinste zu einem gegebenen Erweiterungsnetz
Na== BB 58
gehorige Einschaltungsfliche wird durch eine aus ebenen Po-
lygonen <) zusammengesetzte m-fach berandete Fliche I,
dargestellt,
s P Bty BY,
deren m Randpolygone P, resp. den m Polygonen P; iso-
morph sind.

In der Folge soll das Polyeder A, als ein in jedem abgeleiteten
Polyeder A, ,enthaltenes”, letzteres als ,enthaltendes” Polyeder
bezeichmet werden.

Zu jedem Polyeder 4, (n =4, 5, 6, ...) existieren offen-
bar so viele enthaltende Polyeder 4,,,, als man haben will.
Umgekehrt fragt es sich, unter welchen Bedingungen ein ge-
gebenes Polyeder A, selbst enthaltendes Polyeder eines oder
mehrerer in ihm enthaltener Polyeder A4, , ist.

Dals es in der That im allgemeinsten Sinne irreducibele,
d. h. nichtenthaltende Polyeder giebt, beweisen das Tetraeder,
das Pentaeder, die beiden Formen des Hexaeders und die fiinf
Formen des Heptaeders. Damit ein Polyeder A4, reducibel oder
enthaltend sei, ist es notwendig und hinreichend, dals auf seiner
Oberfliche eine einteilige m-fach berandete Fliche F), existiert,
deren m > 2 Randpolygone P, folgende Eigenschaften besitzen :
Dieselben miissen sich so in einzelne getrennte Stiicke (Kanten-
folgen) zerlegen lassen,

I)h - lh,l + lh,Z + {68 - + le,l:—-l + le. -1 + ool s + l/l,"l)
(h=1,2,..., m)

— jedes Polygon P, mit Bezug auf den eingeschlossenen
Bestandteil S, in positivem Sinne durchlaufen — dafs erstens je
zwei Kantenfolgen --7; *) und - I, ; entsprechend isomorph sind,
dals zweitens in P; und P, auf die Ziige + I, » und — I, ; resp.
zwel Ziige - ;) und — l; v folgen, und dafs drittens in Py
an den Zug - Iy ; sich der Zug + ly ; schliefst. Alsdann folgt
niimlich aus den Theoremen 5 und 6 des vorigen Paragraphen,

*) Durch die Vorzeichen sollen die Richtungen der Kantenziige an-
gedeutet werden.
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dafs die m Flichen S; resp. m ihnen isomorphe Flichen sich
stets zu der vollstiindigen Oberfliche eines Polyeders zusammen-
setzen lassen.

Ist fiir ein beliebiges Polyeder irgend ein Erweiterungs-
netz nebst einem zugehvrigen Einschaltungssysteme gegeben,
und bezeichnet ;, die Anzahl der h-seitigen Grenzflichen des
gegebenen Korpers, 7, die Anzahl der h-seitigen Grenzflichen
des Einschaltungssystemes, so ergiebt sich aus den charakte-
ristischen Gleichungen des gegebenen und des abgeleiteten
Polyeders, d. h. aus den Gleichungen

1) 3y + 22y + 2y — 2y — 225 — - .- =12,

2) 3(as + yy) + 2(@, + v4) + (25 + y5) — (@ + w2)
— 205+ ) — o= 12

fiir die Anzahlen y, die Bedingungsgleichung:

3) 3+ 2y + Y — % — 2y —---=0.

Diese Beziehung giebt ein Mittel an die Hand, um ein ge-
gebenes Polyeder 4, auf seine Reducibilitit hin zu priifen und
successive die in ihm etwa enthaltenen Polyeder zu bestimmen.

Das einfachste in Frage kommende Losungssystem der
Gleichung (3) ist gegeben durch:

Vi =Y = =Yyt =m0

Dasselbe definiert ein ausschliefslich aus sechsseitigen Grenz-
fliichen bestehendes Einschaltungssystem.

Die Polyeder des Bereiches B, d. h. die Polyeder, welche
definiert werden durch die Gleichung

3wy + 22, + 2, — 12 =0,
konnen, wenn iiberhaupt, nur Einschaltungssysteme dieser
speciellen Art enthalten.
Jede Erweiterung eines gegebenen Polyeders zu einem ent-
haltenden Polyeder, bei welcher das hinzutretende Flichensystem
nur Grenzsechsseite enthilt, soll eine Elementarerweiterung, das

Lrweiterungsnetz, lings dessen sie vollzogen wird, aber ein Ele-
mentarnelz heifsen.

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 5
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§ 15. Elementarpolygone und Elementargiirtel.

Die einfachste Form der Elementarerweiterung eines ge-
gebenen Polyeders 4, zu einem enthaltenden Polyeder A, .
besteht in der Spaltung desselben lings eines auf ihm vor-
handenen Elementarpolygones P in zwei Bestandteile S;, S,
und in der Verbindung der freien Berandungen letzterer durch
einen zu jenem KElementarpolygone gehorigen, d. h. von
zwei demselben isomorphen Polygonen berandeten Elementar-
giirtel G (6).

Die zwischen den dem Polygone P isomorphen Rand-
polygonen R, und R, der Bestandteile S, und S, eingeschal-
teten m Flichen {a,y.), des Giirtels G <{6)> konnen dann
zweckmiifsig — und zwar auf doppelte Weise — in ein System
von Elementarstreifen geordnet werden. Das eine System
erhilt man, indem man die an das Polygon R, grenzenden

Flichen
<“n+1>6 ) <an+?>6 PR <an;>6

zu dem Elementarstreifen S,’, die an den freien Rand R," des-
selben grenzenden Flichen

<a"1+1>ﬁ ) <a"1+2>6 b K <a"2>6

zu dem Elementarstreifen S,”, u. s. w. rechnet, das zweite,
indem man die an das Polygon R, sich anschliefsenden Flichen

{ont1)gy ntsdgy - -y <¥n/Dg

zum Elementarstreifen S,, die an den freien Rand R, des-
selben sich anschliefsenden Flichen

<“;-'+1>s; <“r'u'+2>s; ceey <“;t='>ﬁ

zum Elementarstreifen S,”, u. s. w. zusammenfafst. Jedes
dieser beiden Systeme wird entsprechend dem morphologischen
Charakter der Randpolygone R,, R, im allgemeinen aus einer
bestimmten Anzahl »,, », vollstindiger, d. h. geschlossener,
und einer bestimmten Anzahl g,, o, unvollstiindiger, d. h. ein-
oder mehrfach unterbrochener Streifen bestehen. Die Grenze
zwischen beiden Gebieten wird durch dasjenige Polygon RV,
L2 gegeben, welches unter seinen Kanten solche von R, I,
enthilt.
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Ich behaupte nun, dafs, wie auch der Giirtel G beschaffen
sei, allemal die beiden Bezichungen gelten:

Dri=mr, 2)¢=n4¢.
Zum Beweise der ersten Gleichung bemerke man, dafs der an
R, grenzende Streifen S, mindestens eine Fliche {w,ts); des
Streifens S¢v, aber keine einzige Fliche des benachbarten

Streifens S{"~" enthilt. Es folgt, dals der Streifen S,” minde-
stens eine Fliche des Streifens S,—', aber keine Fliche
des Streifens S, enthilt, u. s. w., dals schliefslich der
Streifen S,V Fkeine, der Streifen S, mindestens eine Fliche
des Streifens S," aufweist. Der niichstfolgende Streifen S,
ist daher notwendig der erste unvollstindige Streifen. Daraus
folgt aber, wie behauptet,

1) s =5y,

Um die zweite Beziehung zu bestitigen, denke man sich
zwischen den Giirtel G und den Bestandteil S, nach einander

14 [‘;—‘] dem G isomorphe Giirtel G, G,, ... eingefiigt.
1
Man kann mit nur unwesentlicher Einschrinkung der anzu-

wendenden Schlufsweisen die Annahme machen, dafls », > ¢,,
also [:’—‘:I =0 ist. Es liegt dann der Giirtel

1
G=8+8"+---+ S + Sinth WG Sirete)
ganz in dem Gebiete der 27, vollstindigen Elementarstreifen
Sy 87 1oy SED, ST L s,

Folglich fallen die Flichen des Streifens S;," auf die 1 4 g,

Streifen
Sg"l"l'(’l)’ Sg"x‘i‘()l_l)’ T Si":) :

die Flichen des Streifens S,” auf die 1 4 g, Streifen
S({l'l‘?l—l), S§71+€’1_2), N Sg"l—l)’

schliefslich die Flichen des Streifens X" auf die 1 + o,

Streifen
S£91_92+1)’ S{(’L—Qa), s in Si“(’z‘*‘l) )

Nach Voraussetzung gehort aber mindestens eine Fliche des
Streifens X{""® noch zu dem Streifen S, also gilt

2a) 01 > 0:-
5*

WWYBABINEIORATEMATY C 2Ny
Tewaiptne Restowags Warszawskiso:
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Indem man jetzt mit Bezug auf das Polyeder 4,4, den
Giirtel G, statt zwischen G und S, zwischen G und S, ein-
schaltet, so beweist man ganz ebenso die Ungleichung:

2b) () > Q-
Mithin resultiert in der That:
2) 01 = 03-

Zufolge der hiermit bewiesenen Relation

nto=py=r+4+0
definiere ich die Grifse y als die Amplitude des F lementar-
giirtels G.
Es zerfallen die Polygone P des Elementargiirtels G in
zwei wesentlich verschiedene Kategorien:
1) In solche Polygone P, welche den Giirtel G in ein

einfach, niimlich von P berandetes Flichenstiick ' und ein
im allgemeinen dreifach, niimlich von P, R, und R, berandetes
Stiick F"’ zerschneiden, und

2) in solche Polygone P,, welche den Giirtel G in zwei
zweifach, nimlich von P,, R, und von P,, R, berandete Stiicke
G, und G, zerteilen.

Da das von einem Polygone P umsiiumte Flichenstiick 7
sich lediglich aus Grenzsechsecken {a,;;); zusammensetzt, so
wird es seiner Construction nach schon durch das Polygon P
unzweideutig bestimmt. Es kann daher weder ein dem Po-
lygone P isomorphes noch iiberhaupt zwei einander nicht
schneidende isomorphe Polygone enthalten. Keines seiner
Polygone P kann daher Elementarpolygon sein.

Falst man dagegen ein Polygon P, ins Auge und er-
weitert den Giirtel G durch zweckmiifsige Ansetzung neuer
Grenzsechsecke an seinen Rand R, iiber diesen hinaus um einen
dem Giirtel G, = (R,, P,) isomorphen Giirtel G,'= (R,, P,),
so schliefsen die einander isomorphen Polygone P, und P,
einen gleichfalls aus m Grenzsechsecken <a,;>; bestehenden
Giirtel G," ein. Jedes auf G gezogene Polygon P, ist daher
selbst ein Elementarpolygon mit zugehorigem m-flichigen Ele-
mentargiirtel.

Angenommen nun, unter den Polygonen P, eines zu einem
Elementarpolygone R, gehorigen Elementargiirtels G, = (R, , R,)
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seien zwei isomorphe, einander aber nicht schneidende Polygone
P, und P;" vorhanden. Dieselben werden den Giirtel in drei
doppelt berandete Stiicke I',, G, I', zerschneiden,
L=@R, R), 6,=(F, F), Ii=(PBy).
Man setze den Giirtel G iiber das Polygon R, hinaus fort
und zerschneide darauf die resultierende Fliche durch ein mit
P," beginnendes System getrennt verlaufender isomorpher Po-
lygone
P2 B s
in ein System sich aneinander setzender mit G, = (P, P,)
isomorpher Streifen
G =P, &'=&" 8",

Es sei G\ der letzte Streifen, welcher noch ganz inner-
halb von I, liegt. Der niichstfolgende Streifen G, teilt dann
durch sein Randpolygon P,#+9 den iiberschiissigen Teil von
I'; in einen zu G,») gehorigen Teil I,(” und einen iiber G,
hinausreichenden Teil. Dem beide Teile trennenden Polygone
P, entsprechen in den isomorphen Streifen

Gl) Gll) Gl”’ 0Ny (]'1([!'—'1)
ebenso viele isomorphe Polygone
By By B 5 vs sy BRI

Dadurch sind auf dem Giirtel &, + I', — (P, R,) neue
isomorphe Streifen bestimmt:

Gy = (P, B)), Gy'= (B, B), ..., Gy#= = (P, B,

Der niichstfolgende, an den letzten Streifen lings des Po-
lygones P, sich ansetzende Streifen G, wird durch sein
freies Randpolygon P,+1) das I', abschliefsende Stiick im all-
gemeinen wieder in zwei Teile spalten. Zu dem Randpolygone
P,» des ersten zu G, gehorigen Teiles lassen sich in den
p isomorphen Streifen

Gy, Gy, Gy, ..., G
ebensoviele isomorphe Polygone ziehen,
BBy B oy B,
welche auf G, 4 I', gleichfalls p isomorphe Streifen bestimmen,
by =Py By )y G = )y Gy =(BTB) et
G,o—Y = (P, P,W).
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Da die Anzahl der Grenzflichen von I', eine endliche ist,
so wird eine geniigend hiiufige, etwa g¢-malige, Wiederholung
der angewandten Einteilungsweise die Flichen von I, endlich
erschopfen, d. h. es wird das Polygon P, mit dem Polygone
R, identisch zusammenfallen. Dann aber existiert auf dem
Elementargiirtel &, = (P,, P,") ein dem Polygone I, isomorphes
Polygon P,.

Wenn also auf einem von zwei isomorphen Polygonen I,
und R, berandeten Elementargiirtel G zwei andere gleichfalls
isomorphe einander aber nicht schneidende Polygone P, und P
vorkommen, so enthdlt der Giirtel zwischen letzteren allemal min-
destens moch ein drittes seinen Randpolygonen R, und R, iso-
morphes Polygon P,.

Dieser Satz bietet offenbar die Moglichkeit, jeden belie-
bigen Elementargiirtel ¢ durch ein System einander nicht
schneidender, den Randpolygonen R, und R, und folglich ein-
ander isomorpher Polygone

BB, B0
in eine Reihe sich gegenseitig ausschliefsender, im allge-
meinen nicht isomorpher #rreducibeler Giirtel zu zerschneiden.
Ist die Zahl m = 0, so ist der Giirtel ( schon an sich irre-
ducibel.

Man kann jetzt zu irgend einem Elementarpolygone R,
durch fortgesetztes Ansetzen von Elementarstreifen eine ins
Unendliche reichende Fliche und auf derselben alle — mog-
licher Weise in unendlicher Anzahl — vorhandenen, mit I,
isomorphen Polygone R,, R,, ..., construieren, welche mit R,
zusammen je einen irreducibelen Giirtel einschliefsen. Da,
wenn a die Anzahl der Kanten des Polygones R, und folglich
auch jedes anderen Polygones @ bezeichnet, kein einziges Po-

lygon sich iiber mehr als I:%] aufeinander folgende Elementar-

streifen erstrecken kann, indem ein solches mit zwei Flichen {«)
eines von ihm durchquerten Elementarstreifens mindestens je
zwel Kanten gemein hat, und da unter der gemachten Vor-
aussetzung das Polygon I, dem gewonnenen Satze zufolge
von jedem Polygone Ryy; geschnitten wird, so folgt, dals alle
Polygone R;.; innerhalb des von den ersten an R, angesetzten
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y + [%] Elementarstreifen gebildeten Giirtels G enthalten sind,

wo y die Amplitude des zwischen R, und R, liegenden Giirtels
angiebt. Es enthilt aber der Giirtel ¢ nur eine endliche
Anzahl von Elementarpolygonen P, also auch nur eine end-
liche Anzahl ¢ von den mit R, isomorphen Polygonen ;.
Mithin resultiert der wichtige Satz:

Theorem 7. Die Anzahl der zu einem beliebigen Elementar-
polygone gehirigen irreducibelen und allomorphen Elementargiiriel
ist endlich.

Man kann sagen, dafs ein Elementarpolygon den ihm zu-
gehorigen ¢ irreducibelen Elementargiirteln gegeniiber sich
periodisch verhiilt.

Bezeichnet p; die Anzahl der Seitenflichen des Elementar- .
giirtels (;, so stellt sich die Anzahl der Flichen irgend eines
zu P gehorigen Elementargiirtels in der Form dar,

a -+t ag-pst+---+ a7y,
wo die Grofsen a; beliebige positive ganze Zahlen einschliefs-
lich der Null bedeuten. Im allgemeinen wird ein reducibeler
Giirtel G auf mehr als eine Weise in ein System sich aus-
schliefsender irreducibeler Giirtel zerlegt werden kénnen.

§ 16. Normalpolygone und Normalgiirtel.

Die vergleichende Betrachtung der Polyeder in Riicksicht
auf ihre etwaigen Elementarpolygone lifst nicht nur die zahl-
reiche Verbreitung dieser Polygone sondern auch eine grolse
Mannigfaltigkeit in den vorkommenden Formen erkennen. Am
hiiufigsten treten solche Polygone auf, fiir welche mindestens
je ein zugehoriger irreducibeler Elementargiirtel sich auf einen
vollstindigen oder einen unvollstindigen Elementarstreifen und
zwar so reduciert, dals jede seiner Flichen von den beiden
Randpolygonen des Streifens begrenzt wird. Diese der Natur
des Giirtels nach einfachsten und, wie die Folge zeigen wird,
auch wichtigsten Elementarpolygone sollen als Normalpolygone,
ihre zugehdrigen irreducibelen Elementargiirtel als Normal-
giirtel bezeichnet werden.

So besitzt beispielsweise ein Tetragonhexaeder A4;" mit
den Gegenecken
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(e, @y, @) und (e, @, o)
und den drei Paaren von Gegenflichen
ady, {@its)q
1) vier Normalpolygone des Typus
ley, as|, loy, o), |e, a|, |, af, |as, o, |, o,
2) sechs Normalpolygone des Typus
s e, o], |, af,
log, @ |, ley, |, lag, o, | @, .
Die zugehorigen Normalgiirtel bestehen
1) aus drei sich paarweise seitenden Flichen

CONEEEEME CH IR CH PREEAE )M EXEEMRC D PR GO PERES
<“:)>ﬁ ‘:"': <a3>r <al>7 £ %

Fall eines vollstindigen Normalgiirtels,

| o5, o5 |, | e, e

2) aus zwei getrennten Sechsecken
b KCON BRI CH PR CH PR CH PR
<as>u i: ST, <“2>) ey, <a.-'.>:>' 3
Fall eines unvollstiindigen Normalgiirtels.
Ein Hexaeder zweiter Art A, mit den isomorphen Ecken
(Ce )y, o)y, {ay);) und ey, <5y, {ag)s)
besitzt
1) zwei Normalpolygone des Typus
ley, e, ey, o], |ay, ag), [, o], |o, e, |5, af,
2) zwei Normalpolygone des Typus
e, @ |, oy, a5 ], |ag, @], | e, ],
lag, ey |, lag, a5 |, leag, @ |, |, /.
Die zugehorigen Normalgiirtel bestehen
1) aus einem einzigen Sechseck

Corpg 2000, Cag), o), e, -+,
2) aus vier Sechsecken
g ' SEMCARCHRCH IR 1 IR CHRCHRCHIIEN
CHONBERCHRCH R CHRIERC TN BRI CHR PR CPARTER

*) Die Polygone (e.>;, und <{e«;), sind beide in positivem Sinne
durchlaufen.
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Um die allgemein topologischen Verhiiltnisse der Normal-
polygone genauer zu studieren, treffe man folgende den Uber-
blick erleichternde Festsetzungen.

Wenn die Oberfliche S eines gegebenen Polyeders 4,
durch ein Normalpolygon

P=k, b ..k,
in die beiden Bestandteile S; und S, geteilt wird, so, seien die

an das Polygon grenzenden Randflichen von S, und S, ent-
sprechend bezeichnet durch

<ﬁ1>; <ﬂ-.'>; ) <13H‘> und <71>’ <72>: = <7m>:

wo jeder durch a aufeinander folgende Kanten Z%; gehenden
Fliche {«) auch a verschiedene Bezeichnungen () oder ()
entsprechen, je nachdem besagte Fliche zu S, oder S, gehort.
Durch die Aufhebung des directen Zusammenhanges von S,
mit S, und durch die Einschaltung eines — dem allgemeinsten
Fall entsprechend — vollstiindigen Normalgiirtels

G =<0))g, <0Dg, *°, <6o>4;
treten an die Stelle von P die beiden Polygone
1 P= kll) k‘z': o k;,.,
s ]‘.1”) 7‘.:4”7 R I‘m,

von denen P’ den Bestandteil S;, P” den Bestandteil S, be-
randet.
Beriicksichtigt man nun, dafs den # — ¢ - 1 aufeinander
folgenden Kanten
: by, k:l—l'l) oy by Ko
einer Fliche {f) oder {y) entweder die aufeinander folgenden
Kanten
]“:’17 7":J+17 e ]";1—17 ]x';.
oder die Kanten
kyy Kygry oy iy
einer Fliiche <(d,) entsprechen, und dafs die durch die beiden
Kanten
Fy—y und Ky
oder durch die Kanten
ky—y und Ky,
gehenden benachbarten Flichen
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0:—) und  <Ozp1)

gleichfalls durch je eine Kante der Fliche <{0,) gehen, dafs
endlich noch mindestens eine Kante & oder eine Kante %" in
{0,> enthalten ist, so folgt, dals die Anzahl 7 — g héchstens
den Wert 2 haben kann, dals also von den Kanten eines
Normalpolygones hochstens drei aufeinander folgende in der-
selben Ebene liegen.

Der Verlauf eines, diese Bedingung erfiillenden Polygones
P, stellt sich hiernach notwendig in folgender Gestalt dar

n=/\ o NV VAL A -
8 \/V- \/V_"V

SAWA /W \/Vk\/
/NV\ /N

3 (p;Q)r=O: 1127"')'

Setzt man an dieses Polygon nach der Seite der f hin
einen Elementarstreifen an, so nimmt dessen freier Rand die
Form an

A0 P
2 B /)',-‘ /B I 2" ﬂkc
’p
/0 Ay
N X/
Vi A 8, Tk
m(ﬁ) ﬁf.‘:)
ﬂlﬁ e bl 7",0
(il P‘l‘

=

(g s == 1, gy mm g iy
In dem Falle nun, dals P, Normalpolygon ist, miissen
P, und P, isomorphe Polygone sein. Das Polygon P, reprii-
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sentiert daher nur eine verinderte Auffassung des Polygones
P,, und umgekehrt. Enthilt also das Polygon P, zwei Ziige
von den Formen:

o) A_/\/V(/\/\ i
0\ TVAAAN TV

so enthiilt es auch zwei Ziige:

ARV VL
0 TN e N AN

Nach demselben Schlusse enthilt es dann aber auch zwei Ziige:

p+1 pt2
A WA VA Vi VA VA SR A
g1 gf2

9\ TNNA-AN TV

und allgemein zwei Ziige:
pru—1 ptu

AN VA Vi Tate. T Ve R

Q=1 g+u

> VW ANV

wo u grofser als jede positive ganze Zahl werden kann.
Der Verlauf eines Normalpolygones fillt sonach allemal unter
die Form:

1)::—...\/"_\7” /ﬁ\\k/—\;;/

und es zeigt der Vergleich von 1) und 2), dals diese Form
auch die hinreichende ist.
Man kann das erhaltene Resultat wie folgt formulieren:
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In jedem Normalpolygone
P=k, ky, -, kn
folgen auf drei in einer Randfliche (B,> des Bestandteiles S,

liegende Kanten
kg—1, Ky, Kyt

allemal drei in einer Randfliche (p;> des Bestandteiles S,

liegende Kanten
klx—l, kh ) kh+l .

Da hiernach in einem Normalzuge
. .kg_l, kg, ]f‘y—{—l, SR ]l‘h—l, k," 7‘."4-1) e
zwischen den Tripeln
by, by, bpyy und Ky, ks, Fays
keine drei aufeinander folgende Kanten
7»'.'—1, 7»'.', ki+1
in ein und derselben Ebene liegen, folgt, dafs die Anzahl der

zwischen %, und %, liegenden Kanten eine ungerade ist, und
dafs in der Kantenfolge

The "7.'/—21 k.'l) ‘k.'l+‘37 Loy kh—3) k/‘) k/:+27 i
je zwei benachbarte Kanten aulserhalb einer Ebene liegen.

Aus beidem schlielst man den Satz:

Theorem 8. Damit ein Kantenpolygon von P ein Normal-
polygon sei, ist es notwendig und hinreichend, dafs die Anzahl
seier Kanlen eine paare ist, und dafs in mindeslens ciner der
beiden Kantenfolgen ;

1) kl) k;” ceey kgm_g, 7;'2,,‘_1,

2) kg, k4, ceey kﬂm-—? ) k2m

je awei benachbarte Kanten aufserhalb einer Fbene liegen.

Hat man fiir ein auf dem Polyeder 4, gegebenes Normal-
polygon

P= kl , 7«'2, v e oy kgm_l, ]f;g,,,,
welchem ein vollstindiger Normalgiirtel zugehort, die durch
den Satz ausgezeichnete Kantenfolge festgestellt, etwa
kl? kB’ ) kgm_g, kg,,,._l,

— ich bezeichne dieselbe als eine Folge von Gegenkanten —
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so kappe man die m Kanten derselben von A4, mittelst eben-
sovieler einander nicht storender vierseitiger Fundamental-

schnitte
<31>) <63>7 ey <62"i—3>7 <62"1—1>'
Je zwel benachbarte Flichen dieser Reihe

<52i—1> und <62i+1>
vermehren die Seiten der in ihrer Verbindungskante /y; sich
schneidenden zwei Grenzflichen

By und  (ps
um je eine Kinheit. Da sie aber gleichzeitig beziiglich der-
selben Kante Scheitelflichen sind und auch keine Kante gemein
haben, so kann das erhaltene Polyeder A4,., sich selbst iso-
morph so stetig variiert werden, dals successive alle m Flichen-

quadrupel
021y, {Bei), <2, (0241

zu gegenseitiger Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden die
m Kanten
kzy 7“’.1: iele .y k?m—?; k2m

aus den Begrenzungen der m Flichenpaare

By i By ¥ds + -5 Brn—2d; Poen—2d; Bowd, Paud

aus, und diese nehmen wieder ihre urspriingliche Form an,
withrend gleichzeitig die m Grenzfliichen

<61>; <d\3>7 AT <62m—3>; <62m—1>
in ebensoviele Grenzsechsecke iibergehen.

Hiermit ist gezeigt, wie fiir ein das Polyeder 4, in die
Bestandteile S, und S, teilendes Normalpolygon die Einschal-
tung eines Normalgiirtels zwischen S, und S, durch ein
System von Fundamentalschnitten geleistet werden kann.

Es streitet nicht wider den Begriff des Normalpolygones,
wenn in einem Kantenpolygone

P=k,k, ..., ani, ban
mit der Gegenkantenfolge

kl} k;x: oNe iy k?m—S, k?m—l
zwei isomorphe Ziige

ksiya, Foiye, -« ., Foiymipr und  Korgontr, Baton, -« -y Fargr
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identisch zusammenfallen. Man hat bei der Construction des
zugehorigen Normalgiirtels nur darauf zu achten, dafls jede

doppelte Kante
k2i'+l — k2k’+1

durch zwei einander seitende Flichen
(Oery1)y und  {Oart1)y

von dem Polyeder abzuschneiden ist.
Gemiils dieser erweiterten Definition besitzt das Tetraeder

Ay =<ay)s, <oy, {ap)y, e
drei Normalpolygone des Typus
ey, a|, lay, e, |o, 0], |, e,
I“z; o3 |’ (“s: oy ';' l Oy, &4 l: lau Gy I

Das Pentaeder A, mit den sich dreifach scheitelnden Grenz-

dreiseiten
o)y >3y
und den drei Grenzvierseiten
(CYRRCY PR
besitzt drei Normalpolygone des Typus
ey, o], lay, e, log, o, |, e/,
log, ag|, a5, o[, lag, &, |a, a|.
Endlich besitzt das oben beschriebene Hexaeder 4;” aufser den
angegebenen noch das Normalpolygon
log, a5 |, |, a5, 1oy, e, |o, a],

| g, @3 |, |y, a|, |, o), |a, a].

§ 17. Die Existenz von Normalpolygonen auf einem
allgemeinen Polyeder.
Der Satz, dals von den 2m Kanten eines Normalpolygones
PEkl, 7\72, veny k2m—1, kg,“
die mit geradem bezw. die mit ungeradem Index eine Folge
von Gegenkanten bilden, ist fiir die weitere Theorie in dop-

peltem Sinne von Bedeutung. Indem derselbe niimlich einer-
seits ein einfaches Mittel darbietet, um fiir ein vorgelegtes
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Polyeder A, die siimtlichen Normalpolygone zu bestimmen,
lehrt er andererseits dadurch die Frage entscheiden, ob die
Existenz von Normalpolygonen auf einem allgemeinen Po-
lyeder A4, noch an engere morphologische Vorkommnisse ge-
bunden oder eine allgemeine invariante Eigenschaft dieser
Korper ist.

Was nun zuniichst das Bestimmungsverfahren der Normal-
polygone eines gegebenen Polyeders A, betrifft, so stellt sich
dasselbe in allgemeinster Form wie folgt dar:

Man greife aus den 3» — 6 Kanten von 4, eine beliebige
Kante %, heraus und bestimme deren vier Gegenkanten

ko1, Koz, ko,s, ko,4,
wo die Bezeichnung so gewihlt sei, dafls %oy mit %2 und ko5
mit ko4 in je einer der beiden zu %, gehorigen Scheitelfliichen
liegen. Jede der vier Kanten k. besitzt selbst wieder vier
Gegenkanten
kO,E“l) kO,e,,?, ko,a,,s, ko,e.,4;
(ko,1,1 = 760,2,1 == 760,3,1 = 730,4,1 = ko),

von denen wieder die Kanten Fky. . als mit %, in je einer
Ebene liegend vorausgesetzt werden.

Zu jeder unter den Kanten /,, %, . noch nicht enthaltenen
Kante k&, gehoren wiederum vier Gegenkanten

Ko eyyen15 o602y K0,0,,6085 Foyep, ety
von denen wieder die beiden ersten und die beiden letzten je
einer Grenzfliche angehoren.
Fihrt man in dieser Gruppierung der Kanten des Poly-
eders fort, so gelangt man zu folgendem Schema:
X, = kq
760,1, 7“0,2, ko,s, ko,d:

]'.01‘111’ ]‘.U:‘n?) 7‘.0:‘113’ ]‘70,5,,4;
2, kO,s,,...,e 3 ]‘70,5,,..‘,5/‘,4-

]';O,e,,. 1, 7‘70,5“..

..,!#, .,!H, wr
Dieses Schema ist dadurch vollkommen charakterisiert, dafs
von den zu einer Kante

ko,e,...,q

der & 4 1% Zeile gehorigen vier Gegenkanten
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":())517'-'1‘]‘117 lh)‘lv"-,‘/‘v?’ ]“0,5“...,6,',3) ko)‘h"w‘[n"

nur diejenigen in die & -4 2% Zeile eingereiht sind, welche nicht
schon unter den Kanten der ersten % - 1 Zeilen enthalten sind.

Liest man jetzt aus vorstehendem Schema alle diejenigen
cyklischen Kantenfolgen ab,

k"g’ k'1_,,+1’ teey kuk_lv k'lk, k'l'k._u k'l'k_g’ ey k'1'9+17 k']y’
in welchen, mit %, und %y, Kanten derselben, niimlich der
i*n Zeile bezeichnet, die Indices von je drei aufeinander fol-
genden Kanten eine der vier Kombinationen vertreten

L2 L Vet ot B b O A0S | By Wbyttt i 78
9 DEl i d 0 0 B By D0 nR T, &)
S D e R | L OO | ey IR T
)0, By e sing By 0 0 By whies a1y Bugrs aby Bk,

so liefert jede derselben eine Gegenkantenfolge eines Normal-
polygones des Polyeders 4,.

Erschopfen die Kanten des Schemas X, alle (3n — 6)
Kanten von 4,, dann sind durch die resultierenden die siimt-
lichen Normalpolygone gegeben. Im gegenteiligen Falle be-
stimme man innerhalb des Systemes der aufserhalb X, liegen-
den Kanten ein zweites Schema X, und in demselben alle
Normalpolygone, und fahre in dieser Einteilung der Kanten
fort, bis die Schemata X, X,, ... alle Kanten von 4, ab-
sorbiert haben. Damit sind auch alle Normalpolygone ge-
funden.

Es ist leicht einzusehen, dafs der vorbeschriebene Procefs
im ungiinstigsten Falle schon nach dreimaliger Wiederholung ab-
bricht. — Denn daraus, dals durch zwei benachbarte, d. h. auf
derselben Kante gelegene Kcken entweder eine und dieselbe
oder je eine Kante des niimlichen Gegenkantensystemes geht,
folgt die gleiche Eigenschaft zuniichst fiir je zwei Ecken einer
und derselben Grenzfliche und weiter fiir irgend zwei Ecken
iberhaupt. Da aber in jeder Ecke nur drei Kanten zusammen-
stolsen, so kénnen, wie beispielsweise beim Tetraeder, auch
nur hichstens drei einander ausschliefsende, vollstiindige Gegen-
kantensysteme neben einander existieren.
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Um die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fest-
zustellen, unter welchen die Kanten eines allgemeinen Poly-
eders A, ein, zwei oder drei vollstiindige Gegenkantensysteme
constituieren, bezeichne man die Kanten der durch die Kante
iy gehenden Fliche (e, )41 in ihrer natiirlichen Reihenfolge
durch

voey Bucts Bun s Koo wass

die aus ihren Ecken

Siday (k"t—h km); (7‘."‘; kO)I (k(n ]"1); ]
austretenden Kanten durch

’ ’ ‘I
SIS L 1l A

Es gehoren dann zu dem Systeme der Gegenkanten von 7,
die Kanten:
7”.2,) ]'737 7:5:, kﬁ: 7‘787 k’u; ehe ey

(ki == ki-}-m-}—l = /“i+2m+2; 7'.1'[ = 7'.:'+m-|-1 == 7‘.;+2lu+2) .

Fillt daher die Anzahl m, =m + 1 der Kanten von (e,
unter eine der Formen:

1) m, = 3m + 1, 2) m, = 3m’ + 2,

so sind alle Kanten % und %’ mittelbare Gegenkanten der
einen Kante 7.

Nach Friitherem bedingt aber die Zugehorigkeit von drei
in einer Ecke zusammenstofsenden Kanten zu dem niimlichen
Gegenkantensysteme auch die Zugehorigkeit jeder weiteren
Kante zu diesem Systeme, mithin folgt, dals unter der ge-
machten Annahme die Kanten von 4, ein einziges System von
Gegenkanten bestimmen.

In dem zweiten moglichen Falle, dafs die Seitenanzahlen
der Grenzflichen des Polyeders durchgiingig Multipla der Zahl
drei sind, fiihrt schon die Annahme, dafs irgend eine Kante £,
mit irgend zwei in einer Ecke zusammenstolsenden Kanten F;
und /; durch zwei Reihen aufeinanderfolgender Gegenkanten
verbunden sei, wie durch

" ’
Fo, 'y By oeey by Ko und Ky, B, Ky ouny Ky By

auf einen logischen Widerspruch.
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 6
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Zuniichst kann man nimlich den angesetzten zwei Kanten-
folgen die Beschriinkungen auferlegen, dafs keine dieselbe
Kante zweimal enthiilt, und dafs beide die einzige Kante
gemein haben. Andererseits wiirden sich aus ihnen sogleich
zwei andere Folgen ableiten lassen, welchen diese Eigenschaften
zukommen.

Bestimmt man nun in einer so definierten cyklischen Reihe

Koo B s B, ooy Bys By Kouy Rty Kook ik ol Ty Koy
die unzweideutig bestimmten Verbindungskanten der einzelnen
Paare benachbarter Gegenkanten, so tritt an die Stelle der
vorstehenden unterbrochenen Kantenfolge ein eindeutig fixiertes
geschlossenes Polygon:

Py = ko, oy, B, By ks ooy By By iy

kh; 7";,'.17 7"9"; 7”':11,'1—17 7"'9'—17 eiei kl’,7 klll.oy 7:0.
Dabei ist wesentlich zu bemerken, dals eine Kante %, oder
eine Kante %, zu den Kanten von P, gehort, oder nicht, je
nachdem die ihr beiderseits benachbarten Gegenkanten 7y
oder %7, aufserhalb oder innerhalb einer Ebene liegen.

Man kann die weiteren Schliisse wiederum auf den ein-
geschriinkten Fall basieren, in welchem weder eine Kante &,
mit einer Kante %,”, noch eine Kante %, ; , mit einer Kante
I, noch eine Kante %,” mit einer Kante Z,,) 1—1, noch endlich
eine Kante %,_; , mit einer Kante %} ;,—; zusammenfillt. Denn
je nachdem einer dieser vier Umstiinde stattfiinde, wiirde ent-
sprechend eine der Reihen

[/, ey 2 'l “ ) ‘. . .ll Réd 5 0l A ’

a.) A'/, :].,g,, Ity+1’ ceey L])/, 7«,‘, ]lk, lnfq", ]rq_l, coey ]A),+1, ]a/, :]ng,

. il . A A — 44 ¥y L .
b) 7»0, ]"1 ) 712, sy ]lg—l; Itg_.l,y :7!/, ) 7‘11—1; ey 7\1 ) 7‘0)

. o X A Ré ol — 1 A g 70 .
C) 7»0, 7\'1 , ]lv2 O ]"y—l; Ixy e 7!/,,];—1, }\'14—1; Lh—?; 0oy ]"1 ’ 7‘0;

B d R4 ’ ,." AL Ik 14

dﬂ) ko’ k', Lsn S est) kg—h ki1, oo oy Ky By, ko;

A P, o Jig P R K P4 )
dﬂ) 7"0: Z’x) 7”2) Siere 7"9—1; l‘yf 7‘/4—1; kiegy ooy Ky 7‘0
den gestellten Forderungen geniigen und zweckmiilsig an die
Stelle der urspriinglichen Folge treten.

Dies vorausgeschickt, bezeichne S, denjenigen von dem

Polygone P, berandeten Bestandteil der Oberfliche des Poly-
eders 4,, welcher die von den Kanten %; und %; mitbegrenzte
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Fliche {e;;> umfafst. Da diese Fliche 3u Kanten besitzt,
niimlich

ki = 7«‘,-” k,-” 7«’,‘, g sy kx-,, kl-,‘, kh = I«'k,
kann man, dem Laufe des Polygones folgend, zwischen den
beiden Kanten %; und /; eine Verbindungsreihe von durch die

Ecken der Fliche (e ;> gehenden Kanten herstellen:

k,', k,';, ];,i” k,’s,, ooy ]v',", kk', ooy 751;5’, kk‘, k,(-;, kk,
in welcher sowohl je zwei zwischen %; und %y, als je zwel
zwischen /; und % liegende benachbarte Kanten directe Gegen-
kanten sind, die Kanten %y, %y aber in einer Ecke von {a; )
zusammenstofsen.

Das zu der Kantenfolge
Bos By <oog B s B By coas By B, o5 Bl BB foos s I
gehorige Polygon

Pyo=ky, ko, by ooy bz by ..., &7, Ko, &
wird einen Bestandteil S, beranden, welcher die siimtlichen
Flichen von S, mit Ausschlufs der einen Fliche («; ;> enthiilt.

Man ka.nn, wie vorher aus dem Polygone P, mittelst der
Fliche <e;;> das Polygon P,, aus diesem mittelst einer der
beiden durch %y und %y gehenden, moglicherweise identischen
Flichen {e;> und {ay) des Bestandteiles S, ein Polygon P,
ableiten,

PSE]"O) ]\‘6,1, kl’) coey k,"’, k},”, ey 7“‘1") k'll,o, ko,
dessen zugehoriger Bestandteil S, eine Fliche weniger als S,
enthiilt, und in dieser Reduction fortfahren, bis man schliels-
lich zu einer Kantenfolge gelangt,

k()) kll: IR0 ki(m)) k/;(”l); () kln7 ko;
deren zugehoriges Polygon P, nur noch eine einzige Grenz-
fliche {e) einschlielst.

Es setzt aber die Existenz vorstehender Verbindung not-
wendig voraus, dals die Anzahl der Kanten dieser Fliche
{@m), () unter eine der beiden Formen fillt:

pu=23m +1 oder p=3m 4 2;
das aber verstofst gegen die eingangs gemachte Voraussetzung.
Falst man alles zusammen, so kann man folgendes Re-

sultat aussprechen:
6%
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Theorem 9. Die 3n — 6 Kanten eines allgemeinen Poly-
eders A, ordnen sich entweder, wie im Falle des Pentaeders, in
ein einziges, oder, wie wm Falle des Tetraeders, in drei getrennte
aus je n — 2 Elementen bestehende Systeme wvon Gegenkanten,
und zwar findet die erste oder die zweite Anordnung statt, je
nachdem nur ein Teil oder alle Grenzflichen des Polyeders durch
eine mittelst drei teilbare Anzahl von Kanten begrenzt sind*).

Kappt man von einem Polyeder 4, der zweiten Kategorie
die 2n — 4 Ecken mittels ebensovieler dreiseitiger Schnitte,
so stellt das resultierende Polyeder A3,y wiederum einen
Korper der nimlichen Art und zugleich ein Polyeder der zweiten
Klasse im Sinne des Paragraph 9 dar. Schneidet man anderer-
seits von demselben Polyeder A4, die n — 2 Kanten eines
Systemes von Gegenkanten mittels ebensovieler vierseitiger

#) Aus der Bemerkung, dals, wenn (a‘., @, o) irgend eine Ecke
eines allgemeinen Polyeders ist, sowobl durch die vier Fundamental-
schnitte .

8 & (o, o, o), 6,-'_(6‘,,«'., ak), 0y 2 (0, &, @), 0, % (6‘1, o, ui) .
als auch durch die sechs Fundamentalschnitte

0, = (Ol,-, &y “()» d, = (611 €y “k)v 0y = |6\“ akla

g, -* (ain 9, 6‘:): d; = (“k: ds, 63)1 d > (“I; d, 61)
die Seiten der drei Grenzflichen

s By &)
um je drei vermehrt werden, wiithrend nur solche Grenzflichen hinzu-
treten, deren Seitenanzahlen Multipla von 3 sind, folgt, dals fiir jedes
n von der Form
n=4-+4m und n=4-4 6m,
d. h. fir jedes n der Form
n=28-4 2m

n-eder construiert werden konnen, fiir welche die Zahl der Seiten jeder
Grenzfliiche ein Vielfaches von 3 ist.

Ob auch fiir eine unpaare Flichenzahl Polyeder dieses Typus
existieren, konnte nicht entschieden werden.

Die beiden ersten Figuren der Tafel 1I-veranschaulichen zwei Po-
lyeder mit drei getrennten Systemen von Gegenkanten. In denselben

sind die Kanten der verschiedenen Systeme durch verschiedene Schattie-
rung hervorgehoben.
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Schnitte ab, dann erhilt man einen Korper A4s,_. der dritten
in Paragraph 9 definierten Klasse, und zwar einen solchen, fiir
welchen die Seitenanzahlen siimtlicher Grenzpolygone Multipla
von 4 sind.

Zur Beantwortung der zweiten, an den Eingang gestellten
Hauptfrage iibergehend, setze man zwischen den vier directen
Gegenkanten einer Kante %, folgende Unterscheidungen fest:
Man fasse die Oberfliche S des Polyeders als Operationsgebiet
auf und lege innerhalb desselben der Kante %, eine bestimmte
Richtung %, = | a;, b, | bei. Alsdann erscheinen die beiden in
I, sich kantenden Grenzflichen <{f,> und {p,> einem mit den
Fiifsen nach der Ecke a,, mit dem Kopfe nach der Ecke b,
gerichteten, in das Innere des Polyeders blickenden Beobachter
als links- und rechtsseitige Fliche, und, indem man, der Rich-
tung | a,, b, | folgend, die Umfinge beider Flichen bis zu
ihren niichsten Ecken beschreibt, wird man dieselben auf resp.
der links- und der rechtsseitigen Gegenkante der Kante Iy, =— | a,, b, |
verlassen.

Nach diesen Definitionen besitzt eine ihrer Lage und
Richtung nach gegebene Kante

ky =0, b, |
nicht nur genau eine linksseitige und eine rechtsseitige Gegen-
kante, nimlich resp.
761,1-:4] ﬂ1,1,51‘1| und 761’251 ay,2, 51,21,
sondern es ist dieselbe auch nur zu einer einzigen Kante links-
seitige, zu einer einzigen rechtsseitige Gegenkante, nimlich
Zu resp.
]61,3 = [ Ay,3, b]):; l und 1171,4 = , 1,4, b1,4 !.
Man bestimme nunmehr, ausgehend von einer Kante
ky=1|ay, b, |
diejenige Kantenfolge
7"1 ;ianbl |7 ]"z:i | az;bz ’ kuzja:nba .: Ay
in welcher jede folgende Kante linksseitige Gegenkante der
vorhergehenden ist. Dann zeigt die Folge der Zwischenkanten

k1,2E!51702 |1 k2,3£lb2)aa I: 763,.1E|53,a4 [; v
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offenbar die enfgegengesetzte Eigenschaft. Es mufs aber, da die
Anzahl der unmittelbaren und mittelbaren Gegenkanten der
Kante %, eine endlich begrenzte ist, in dem geniigend weit
fortgesetzten Kantenzuge

kl} kl':!, ]‘.2} 7;2,3’ k:‘;; 7“3,-‘7 .

eine erste Kante
]‘.'m —= | My hm I

auftreten, welche entweder mit einer der vorhergehenden Kanten
zusammenfillt, oder als dritte Kante in eine Ecke des Zuges
neu eintritt. Dabei kommen verschiedene Moglichkeiten in
Betracht.

la) Angenommen, es coincidieren die Kanten
bn=|0m, bn| und k=]|a; b|,
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten
| by 0| und | B;, a; |
die beiden Kanten
| Bty Bmai | und | By, 0|
Es sind aber Voraussetzung und Folgerung miteinander nur
in dem einzigen Falle vertriglich, wo | b,, a, | b o |
ist, und dann definiert die Reihe
By Koy ooy Bn—ty Bom
eine Gegenkantenfolge eines Normalpolygones.
1b) Angenommen, es coincidieren die Kanten
| ny bn | und | by, 0],
so auch als linksseitige Gegenkanten der identischen Kanten
| bny 0, | und | a;, b |
die beiden Kanten
| boety G | und | Gig, Bigs |5
ein fiir keinen Index ¢ mit der Definition der Kante | a,, b, |
vereinbarer Schlulfs.
2a) Angenommen, es coincidieren die Kanten
| @my b | und | by, a; | .

In diesem Falle repriisentiert die Kantenfolge

www.rcin.org.pl



§ 17. Die Existenz v. Normalpolygonen auf ein. allg. Polyeder. 87

l a, b" ]) ' Aif1, bi—}-l ‘) s siey I Uy bm I
eine linksseitige Gegenkantenfolge, deren erste und letzte Kante
in einer Ecke b,, = a; zusammenstofsen.

2b) Angenommen, es coincidieren die Kanten

| My f)m I und | a;, bi—l l.
Alsdann giebt die Folge
‘ a;, bi l) l ai—{-l) bi—{-l I; ceey | Am—1, bm—-l |
eine Reihe aufeinander folgender linksseitiger Gegenkanten,
deren erste und letzte Kante
l 0,', Bi I lll]d I am—l, blu—l l
mit einer Kante
I ai) bm—l I
einem ebenen Kantenzuge angehoren.
3) Die beiden noch iibrigen Fiille, in welchen die Kante
l am, bm I
als dritte in einer Ecke a;, b; endende Kante
l am; a; ], | am; bi I
erscheint, zeigen denselben Charakter wie resp. die Fille 2a)
und 2b).

Aus den vorstehenden Deductionen lifst sich unmittelbar
eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Da nimlich fiir ein
Polyeder mit drei vollstindigen Gegenkantensystemen die Fiille
2) und 3) ausgeschlossen sind, so tritt fiir einen solchen Korper

allemal der Fall 1a) ein.
Man hat mithin den Satz:

Durch jede Kante eines allgemeinen Polyeders mit drei voll-
standigen Gegenkantensystemen gehen allemal und mindestens zwei,
namlich ein links- und ein rechisseitiges Normalpolygon.

Auch in dem Falle eines ganz beliebigen Polyeders mufs
die zu einer Kante | a,, b, | gehorige links- oder rechtsseitige
Folge von Gegenkanten

s By Iy Bl B las i i B by cned |00 Bl 0,

da Coincidencen von Kantenpaaren
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|a,~,b.~|£|ak,5k| und |ai,b;lE|[)k,ﬂk|

ein fiir allemal ausgeschlossen sind, sich stets in der Weise
schliefsen, dals eine letzte Kante | a1, byts | mit der ersten
Kante | a,, b, | zur Deckung gelangt. Hierbei wird das zu-
gehorige 2m-kantige Polygon

P=aq, b, 05,0, ...,00, 0,0

im allgemeinen sich selbst ein oder mehrere Male durchsetzen.

Um unter der Voraussetzung einer linksseitigen Folge
zuniichst den Fall eines sich einmal durchsetzenden Polygones
zu erdrtern, hat man entsprechend der Art der Durchsetzung
vier Moglichkeiten zu unterscheiden, niimlich:

1) .PlE(ll, b“ Qg , bg, oo oy B, B,‘_l, a;, B;, ceay
Oty Bz, Dicyy Gi) Gapay Baga, - ooy 0my By 05, By
2) Pzz a, bu ag, bz; ceey Qiog, bi—ly a;, bir B Y
ak—l} bk—l, ai; rJi—l ) ak—f—l P bk-l—l 9 <e ey am; bm; al ) bl 3
3) 1)3 =Ty bl) ay, bz, we ey By bi—l, a;, I);, sy
ak—l’ ai, bi; bk; ak+l; f)k-i—l; we ey am, bm; ﬂl, bl;
4) Po=aqa,, b, 05, by, 0oy a4, B, .00, )
Ar—1, bi} a;, bk, ak-l-l, bk-l—l) ) (1 P bm; ul; bl-
Es fragt sich, ob zu diesen vier Typen von Kantenpoly-
gonen auch noch elementare Einschaltungsflichen existieren,
und wie dieselben zu construieren sind.
Unter der Annahme eines Polygones P, kann man nach
§ 17 von dem Polyeder die m — 1 Kanten der Folge
1 () I)H-l ': |al’+2: bk+2‘) seny |0,,,, b"t.’ ian bl !7 |a27 b:: ’7 veey
| Qx—gy br—s |, | Qi—1, Br—1|
durch folgende sich paarweise seitende Grenzfliichen abschneiden,

<6H-1>5; <‘)H—2>u» L) <6m>¢;; <61>¢;: <6~z>¢;’ R
gy + vy COr—sDgy COi—1)s,
so dals nur die in der Kante
| @z, Be | = | Bot 04 |

sich seitenden zwel Grenzflichen
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<' 55 bk—ly U bk; 3 > = <ak>uk und < "y Qi1 bk; gy * '>;‘<ﬁk>bk

die Anzahlen ihrer Seiten findern, nimlich sie um je eine Ein-
heit vermehren. Dadurch aber, dals weiter mittelst der beiden

Flichen
€'y umd - B
resp. die Kantenpaare
|er, 0ia |y | g, Beq | und | Bi, 0, | Bk, Qrpr |
abgeschnitten, und sie selbst lings ihrer Scheitelkante
| 01, i |

zur Kreuzung gebracht werden, nehmen alle Grenzflichen von
A, ihre urspriingliche, die eingeschalteten Flichen die Form
von Grenzsechsecken an. — Hs lifst sich also lings des
Polygones P, in der That eine nur Grenzsechsecke enthaltende,
d. h. eine Elementarfliche einschalten.

Man erkennt leicht, dafs die wesentlichen Bedingungen
vorstehender Construction auch seitens der Polygone P,, Py
und P, erfiillt werden, und schliefst daher den Satz:

Ist auf eimem allgemeinen Polyeder A4, eine links- oder
rechtsseitige Folge von Gegenkanten gegeben, deren zugehoriges
Kantenpolygon sich selbst ein- oder Z-mal durchsetzt, ohne
dafs aber in einer Ecke mehr als zwei dieser Gegenkanten zu-
sammenstofsen, so kann man lings desselben stets eine aus
m -+ 1 oder m 4 h Grenzsechsecken zusammengesetzte Ele-
mentarfliche in die Oberfliche des Polyeders einschalten.

Im Gegensatze zu einem Elementargiirtel zeigt diese Ein-
schaltungsfliche nicht mehr die Eigenschaft, dals auf ihr ein
dem Grundpolygone isomorphes oder auch nur gleichartiges,
d. h. wieder ein links- oder rechtsseitiges Normalpolygon
existiert.

Denn schreibt man abkiirzungsweise:

<[b,,,, ag, bx]> =<, <l 51 )y D =B,
<[5y, 85, B> =<a>, <[ag, by, D=, ...,

und bestimmt zu der Kante | «,, 0, | die linksseitige Gegen-
kantenfolge, nimlich:
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ley, 0], |, 05, ...,

,ai—h 0ia |7 l ), ﬂk’ |’ lﬁi: 9; ") ] Bit, it :; 30 20
|Bi—t, x|, |’y 0isy |BE, Bily [Brtrs Oqaly |Biye, Ongels -,
lﬂm’ é\mly Iﬂl! 61'1 iﬂzi 62!) oSS
| Bim1y Oia|, | B, Outa ], [@ryr, @iqel, .oy
so tritt diese mit der Kante | @iy1, @it | aus der Einschaltungs-

fiiche heraus.
Es werde jetzt eine linksseitige geschlossene Folge von
Gegenkanten betrachtet,
lal) l')1|7 la:n 62’; via 9 Iai: bi[; D) lakr bklr SORE)
|01, b, I; Poiod Iam: bml: ] Q, bl I;
von welcher drei Kanten
|(1,-, b;[, lah Bkl; lﬁ:, Bll
in einer Ecke zusammenstofsen.
Dabei kommen vier Maglichkeiten in Frage:
1) bk=bh=h, 2) b=b=u,
3) b=aq=na, 4) =G=0.
Da durch den Wechsel der Bezeichnungen a,, b, und durch
die mit demselben verbundenen Namensiinderungen der iibrigen
Kanten |b,—n, Gu—sn| in | @uqe, biye | der erste Fall in den
vierten und der zweite in den dritten iibergeht, bleiben nur
die Fille 1) und 2) als wesentlich verschieden iibrig.
Unter der ersten Annahme hat man in dem Polygone

P =0, B; 05, Dy v o5 Gy Diasyi 85 Biy Mg Bigas ooivs
Qr—1, Oe—1, @i, B, @, bigy, . Ry
Q1 - Bols 0, By Gy Bediass o ooy 'Oy, By 4
aufser den genannten noch folgende zusammenfallende Ecken:
0= Ot1y, O = Q441 O = Qif1.
Behufs Construction einer zugehorigen Einschaltungsfliiche
kappe man zuniichst die Kanten

rl a, by [y e | @iy Bis |, | i1, bi+l |y |(l,~+2, I)i+2 I 255
ooy | Oty Br [ | Qapr, B[, [ Ok, Bape |50
--')|al—1’ r)l—-l I; [al—l-l; Bl—i—l '; 1“[—}-2) bl-l—:!l, ceey I am, bml

in bekannter Weise durch die Flichen
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<01>(; AT, <6i—l>rn <6i+1>5) <6i+2>u‘7 G L8
ooy CO=1D%, <6’~+1>5} <6H—2>6 RO
coey COm)gy Oug1)sy Orpedgy - - oy COmdge
Durch diese Operation verwandeln sich die in der Ecke
bi=0b.=H
zusammenstofsenden drei Flichen
<ai>u,-7 <al'>uk7 <al>411
in die anderen
dat2, {ldutzs a2,
wiithrend alle iibrigen Grenzflichen von 4, ihren Formen nach
ungeiindert bleiben. Indem man nun weiter mittelst der drei

Flichen
_ 95, 05, <05
resp. die Kanten

| @, @], |, ax|, |ar, o
und darauf mittelst der drei Grenzsechsecke
<6i,>ﬁ) <6k'>s, <6l,>6
resp. von den Flichen
odute; ODyte, {&Date
die Kantentripel abschneidet,
@) : | Bim1y Ok, 05y {a): ‘ Bi—1, Oi4a, O%, {a):| Bi=t, i1, Oy
gehen die Flichen
Orgrdsy i)z, Oigr)s,
Bimsdsy Bimtdsy Broidsy
<6k>5 ’ <6l>5 ’ <6i>5 ’
tidat2; $Odute, Dot
in die anderen iiber:
<6k+1>c ’ <61+1>6 ’ <65+1>ﬁ ’
OimrDg s COx—15, 01y,
g, <0, <0,
Dy {@Da, Wa-
Es bestimmen also die eingefithrten m - 3 Grenzsechs-

ecke in der That wieder eine zum Polygone P, gehorige
elementare Hinschaltungsfliche.
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Der Unterschied zwischen den Polygonen P, und P, be-
steht im wesentlichen darin, dafls die zu P, gehorigen Kanten
I A1, bl—l ]7 lal; b, ': .laH-U bH—l ‘
fir P, in die anderen iibergehen

[bH—l’ L l} lbl’ a l: ’51—17 My [
Es gehort daher auch dem Polygone P, eine elementare Ein-
schaltungsfliche zu.

Sei schliefslich, der allgemeinsten Annahme zu geniigen,
von dem zur Kante | a,, b, | gehorigen linksseitigen Normal-
polygone vorausgesetzt, dafs in zwei oder mehreren Ecken
s, O, ... desselben je drei Gegenkanten | q;, b; | zusammen-
stolsen, so sind die bisherigen Einschaltungsmethoden da nicht
mehr anwendbar, wo zwei oder mehrere Ecken g, ein zu-
sammenhiingendes System bilden, d. h. wo aus einer ersten
Ecke q, eine Kante nach einer zweiten Ecke q,, aus einer von
den beiden Ecken gq,, q, eine zweite Kante nach einer dritten
Ecke g, aus einer von den drei Ecken g, q,, g, eine dritte
Kante nach einer vierten Ecke q, u. s. w. fiihrt. Man wird
dann jede Verbindungskante

l az, b, I - | <71>7 <72> = | ar, by '
zweier solcher Ecken

a = (a, b\,|, | ok, Be], [a, b))

und O = (l ) by l» | ay, by 17 ! ay, by “)
durch ein Grenzsechsseit der Form abschneiden,
D= |01, |, | Oy, 8|, | 0, Os |, | 00, 2 |, |0y, 0¢ |, | 0, Ox |,
im iibrigen aber die fritheren Constructionen entweder direct
oder passend modificiert anwenden, und so wieder zu einer
durch das Polygon bestimmten elementaren Einschaltungs-
fliiche gelangen.

Man kann daher den Satz aussprechen:

Theorem 10. Auf cinem allgemeinen Polyeder giebt es zu
Jeder Kante ein links- und ein rechisseitiges Normalpolygon, lings
denen sich je eine Elementarfliche in die Oberfliche des Polyeders
einschalten lifst.

Im besonderen kann es geschehen, dafs die zu der Kante
a,, b, | gehorige links- oder rechtsseitige Folge von Gegen-
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kanten alle 3n — 6 Kanten des Polyeders umfafst. So wird
die in dem Pentaeder

der Kante | a,, b, | zugehorige linksseitige Folge gegeben durch:
'aubl ’ ,bzvb3!7 :C‘S) al') {Gz,f)21, 1537 bl"
Ial7a2i) |G3,b3!, ‘51752’7 1‘12’“3', |al7 Bli

In diesem Beispiel gelingt es, die neun Kanten des Fiinf-
flachs durch ebensoviele Grenzsechsecke von dessen Oberfliche
in der Weise abzuschneiden, dafs in dem resultierenden vier-
zehnflichigen Korper — derselbe wird durch die vierte Figur
der Tafel 1I veranschaulicht — fiinf den Grenzpolygonen des
Fiinfflachs isomorphe Flichen isoliert auftreten.

Die Methode, durch welche eine derartige Isolierung der
Grenzflichen eines allgemeinen n-flachs mittelst einer seinen
3n— 6 Kanten entsprechenden Einschaltung von 3% — 6 Sechs-
ecken stets erreicht werden kann, findet sich in § 24 allgemein
entwickelt.

Es mogen hier noch zwei naheliegende Fragen erwihnt
werden, deren Erledigung vorerst hat unterbleiben miissen.

1) Unter welchen Bedingungen existieren auf einem all-
gemeinen Polyeder einfache, also sich selbst nicht durch-
setzende Normalpolygone?

2) Wann bestimmen alle 3% — 6 Kanten eines n-flachs 4,
ein einziges allgemeines Normalpolygon?

Wie der Fall des Pentaeders zeigt, schliefsen diese Fragen
einander nicht aus.

Wenn im Folgenden von Kantenpolygonen eines Polyeders
die Rede ist, so sind iiberall da, wo nicht ausdriicklich das
Gegenteil gesagt wird, einfache Polygone gemeint.
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§ 18. Hexagonoide.

Unter einem Hexagonoide im allgemeinsten Sinne soll
jede polyedrische Fliche verstanden werden, deren Grenz-
polygone ausschliefslich Sechsecke sind. — Die auf einer
solchen Fliche vorhandenen Kantenpolygone

P;ipl,li *e 9y pl,n; s ¥y pi,ly oarsy pi,r;’
=41y <005 Guay - ooy i1y o ey Gy = Q
stimmen siimtlich darin iiberein, dals ihre ebenen Kantenziige

P1,,1, oy p/,,,-,‘ und Ony1y o ooy qh,.g,‘
hiochstens je fiinf Kanten ziihlen. ‘Demgemiifs soll unter Be-
zug auf die den beiden Auffassungen P, @) eines Kantenpoly-
gones entsprechenden Anzahlen @, b, ihrer h-kantigen ebenen
Ziige und unter der Bestimmung

ay + 2a, + 3a; > by + 2b, + 3b;
der Ausdruck
(a + 24, + 3a, = A) — (b, + 2b, + 3b; = B)

als die Charakleristil: des Polygones P =— @ definiert werden.
Diese zuniichst scheinbar willkiirliche Definition der Charakte-
ristik C(P), sowie die dadurch geschaffene Einteilung der
fraglichen Polygone in den verschiedenen Werten von C ent-
sprechende Klassen hat ihren sachlichen und zureichenden
Grund in nachstehendem Satze:

Theorem 11. Je zwei auf einem Hexagonoide H gezogene
Polygone R, und R,,, welche mit einander durch eine Reihe auf-
einanderfolgender Nachbarpolygone verbunden werden kinnen,

Izl) R27 XL ] Rm—l, Rm,
haben die gleiche Charakteristil

A, — B, = A4,, — B,
d. h. sie gehiren zu eimer und derselben Klasse.

Es geniigt augenscheinlich, den Satz unter der Voraus-
setzung zu beweisen, dafs R, = R,, also selbst Nachbar-
polygon von R, ist. Da es ferner in Bezug auf den Satz
gleichgiltig ist, an welche Seite von R, eine Fliche {(&); an-
gesetzt wird, bleiben riicksichtlich der Ansetzungsweise drei
Hauptfille zu unterscheiden.
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I. Hauptfall
Die Fliche {a); habe mit dem Polygone R, den fiinf-
kantigen Zug gemein,
Pri, P2, Prs, Pray Pes, Pre -

Demselben kénnen in I, benachbart sein die Ziige:
a) Gits « o os Qi1 = Pty Gipe = Pr2
und 0,1 = P65 Qn2 = Pre6, - -+, Gia,

s, A=4, b, 6;
b) Qi15 oop Qe URd Pr1=DPre, Py «-y M1,

t=4,5, 6, 1=3, 4;
) Pits oos Pi=Pr1 und Y1 = Pis, P2, - .-, Py,
4, A =3.

Entsprechend diesen drei Fillen macht die Ersetzung des Zuges

Pe,1, Prey ..o, Pi,6

| D1, Pre |,
d. h. der Ubergang von dem Polygone R, zu dem benach-
barten I, des ersteren Charakteristik

C=(ay + 2a, 4 3a; = 4,) — (b; + 2b, + 30, = B))
iibergehen in
a) CG=((a+ 1)+ 2¢,4 3(a; — 1))
— ((—4)—(—3)+ b+ 20,4+ 35+ (A—4) — (1 —3))
=4, — B, = (,;
b) G=(%+2a+3(—1)—A—-3)+@G@—1)
— (6= 9 — (s — B) + b + 30+ 3%))

durch den Zug

=4, — B, = (C;
¢) = (a4 2a,+ 3 (a; — L + 1)) — (b, + 25, + 38,
= e

II. Hauptfall
Die Fliche {«)»; habe mit dem Polygone R, den vier-
kantigen Zug gemein,
Pr1y Pr2, Prs, Pia, Prs.

Demselben konnen benachbart sein die Ziige:
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.a') Qiy1y Qizy « o o5 Gige und i1y G2y <oy iy
; L A=A, 930
b) Gi1y G2y « -5 Qi und Pui, Pro, ooy Yoz,
il B, 657 ol B B
c) pit17 pi12’ B pir‘ und plyl’ plyz’ MBLEL S ) pliz,
t, =3, 4, 5.

Demgemiifs lifst die Ersetzung des vierkantigen Zuges
Pr,1y Pr2y Prs, Pra, Vi,
durch den zweikantigen Zug
Pr1, Pz, Pis
die Charakteristik von R, iibergehen in,
a) C=(a;+2(aq, — 1)+ 3a) —
B B L S L e s
=4, — B, =0(;
b) Co=(a+2(a,— 1)+ 3a, — (A —3)+ (4 —2)
—((—4) — (—3)+ b+ 2b, + 3b)
=4, — B, =C(y;
&) G (—(—3)+ (s —2) + o+ 2(a,— 1)+ 34,

— (2 —3)4(A — 2)) — (b + 2, + 30;)
—4,— B, =G,

ITI. Hauptfall.
Die Fliche <{a«), habe mit dem Polygone I, den drei-
kantigen Zug gemein,
Y1y Przs Pes, Pra-

Demselben kiénnen in R, benachbart sein die Ziige:

a) Qiy1y Qiy2y - -y i und A1y Gu2y -0y 42,y
(, =4, b, 6;
b) Gty Gi2y ooy Qie Und Pra, Pro, ooy Pray
1=4,5 6, i=3, 4 5;
c) Vi1, Piz, ooy Pire und P, Poo, -y Py,

G, A=8 4,5
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Dann verwandelt die Ersetzung des dreikantigen Zuges
Pr1, Pro, Prs, Pia -
durch den dreikantigen Zug
Pr1,y pi',E; Pi-,s, Pk,4
die Charakteristik €, von R, in:
a) Cy=((a;—1) + 2a, + 3a,)
— (F (=) —(—3)+ (1 43) 425+ 3b,+ (- 4)~(1-3))
=4, — B, =C,,
b) C,=(a; — 1+ 2a, + 3a, — (A — 3) 4+ (A — 2))
— (G~ 4) — (c —3) + (1 + b)) + 20, + 3b)
=4, — B, =C,
¢) C=(+(—2)—(—3)+a;—1+42a,+ 3a,+(4 ,_2)_('1'_3))
—((1+b)+2b,+ 3h;)=A4, — B,=C,. Q.e.d

Der oben behauptete und hiermit bewiesene Satz in Ver-
bindung mit der Bemerkung, dals die freie Berandung eines
an ein c-kantiges ebenes Polygon {&). angesetzten, aus ¢ Sechs-
ecken bestehenden Elementarstreifens durch die Daten charak-
terisiert wird,

ay=a;=0=0b,=1b,
ag=c¢, by=0,
somit dessen Charakteristik
C=(a; + 2a, + 3a;) — (b; + 20, + 3b;)
den Wert ¢ hat, fiihrt zu dem weiteren Satze:

Setzt man an ein c-kantiges ebenes Polygon {e). einen ersten,
an dessen freien Rand einen zweiten Flementarstreifen an, und
so fort, und zieht man auf dem entstehenden z2ur Grundfliche {e).
gehirigen Hexagonoide H, ein solches Polygon P, welches mit
der Grundfliche {«). zusammen die beiden Randpolygone ecines
Griirtels G (6> bildet, so hat dic Charakteristik: dieses Polygones

C = (az + 2a, + 3a;) — (bs + 2b, + 3;)
allemal den Wert -+ c.

Unter den Hexagonoiden mit ebener Grundfliche sind die-
jenigen, bei welchen die Kantenzahl letzterer ein Vielfaches

der Zahl 6 ist, noch durch eine zweite allgemeine Eigenschaft
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 7
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ihrer Kantenpolygone ausgezeichnet. Bevor jedoch hierauf
niher eingegangen werden kann, sind einige Hilfsbetrachtungen
erforderlich.

Um die Vorstellung eines Hexagonoides H, zu priicisieren,
denke man sich dasselbe von seiner Grundfliche {e,>. aus in
sich aneinander setzende Elementarstreifen zerlegt:

H.=a ), 8,87 L3788 00

8= <all >G’ <a2' >t‘n sasfe’ <at"-—1>ﬂ) <aﬂ’>u)

8" = ey Dg; <ty Dy -+ -y CM2em1)g, A2V,

8= " g, otg" Dgy - -5 @315, 3e)g)
wo einerseits die gegenseitige Lage der Flichen
<“0>6! <“1,>c; <“IN>G; teey <a(1h_1)>67 <a(1h)>u) <“(1h+l)>us
durch die Bedingung bestimmt ist, dafs eine beliebige Fliiche

e,
von den beiden benachbarten Flichen
a1y und (af+D,
in gegeniiberliegenden Seiten gekantet wird, und wo anderer-
seits die Flichen eines Streifens in derjenigen Folge geziihlt
sind, in welcher sie einem Beobachter erscheinen, der bei
einem Umlauf des Polygones (S—*, S*) den Streifen SU—1
zur Rechten, den Streifen S™ zur Linken liegen hat.
Addiert man, unter 4 eine positive ganze Zahl kleiner als

¢ verstanden, zu den unteren Indices der %4 .c¢ Flichen des
h-ten Streifens

80 = (e, <af’y, <&, ..., <G>, (>
durchweg den Wert 7 - 2

S0 = (a® >, <afliDs <ellids <oor ) Dy <&)L)
schreibt darauf allgemein

s> = B,
wo, falls ¢ 4 h4 den Wert hc iibersteigt,
Prasie gy P ['_-F’L%J ,
he

so nimmt das Hexagonoid M, die isomorphe Form an:
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lIﬂ = <an>1:y S,; S”, S”,, ooy
S’ <ﬂll>: <ﬁ-."> ’ <ﬁ3/>; Tiersly <ﬁc'>;
8" =CB">, B>y B>, - or B, B,
S — <ﬂl > <ﬁ )1 <ﬂsm ! <I3$c——-l> <ﬂJC>y

Den ¢ — 1 moghchen Werten von }. entsprechend erhalt man
80 ¢— 1 der urspriinglichen isomorphe Darstellungen von H,, d.h.:

FEin Hexagonoid H, mit c-kantiger Grundfliche {e,), ist sich
selbst c-mal isomorph.

Aus dieser Figenschaft schliefst man unmittelbar weiter:
Ist ein auf H. gegebenes Polygon P(c, m) sich selbst c,-mal
isomorph, so ist ¢, notwendig ein Teiler von ¢, und es giebt auf
H. noch mindestens ci— 1 von einander verschiedene mit P(c, m)
isomorphe  Polygone.

Es driingt sich hier unwillkiirlich die Frage auf: Giebt
es auf einem Hexagonoide H, zu einem sich selbst ¢,-mal
isomorphen Polygone P(¢, m) nur die vorerwihnten cﬁ—— i
isomorphen Polygone, oder konnen aufser diesen noch andere
vorkommen, und wie viele? ;

Da das gemeinsame Randpolygon P@ zweier Elementar-
streifen S@ und S@+) sich selbst ¢-mal isomorph ist, so ist
die Frage im wesentlichen gleichbedeutend mit der anderen:

Wie wviele verschiedene Polygone Q@ auf H, sind dem Po-
lygone P@ isomorph?

Angenommen, es gibe in der That ein Polygon @@, so
kann man voraussetzen, dals dasselbe mit dem Grundpolygone
{a,>. entweder einen ein-, oder einen zwei-, oder einen drei-
kantigen ebenen Zug gemein hat. Anderenfalls miifste in der
Reihe der den Polygonen

p@, pet, Pe=n, ..., P, <ay
isomorphen Polygone

@9, @, @, ., @, >
ein erstes Polygon Q@) auftreten, welches die besagte Eigen-
schaft hiitte, und dann wire statt des Paares P@, Q@ das
andere P@) Q@ zu betrachten.

Aus der ersten Annahme, dafs das Polygon @ mit der

*
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Fliche {«,). nur eine Kante | ,, &, | gemein hat, folgt, dafs
Q'@ drei aufeinander folgende Kanten der Fliche {e,"); ent-
hélt, niimlich die Kanten
| o, o' |, |a&, af, | &, a].
Alsdann fillt aber Q@ notwendig in dasjenige Polygon R®),
welches den a-ten Elementarstreifen des zu dem Sechseck
<"‘(1“+1)>u gehorigen Hexagonoides H; berandet. Also giebt es
zu dem Polygone P nur in dem Falle ¢ = 6 isomorphe Po-
lygone @@, dann aber zu jeder Fliche
(e (h=1,2, 3, ...)

je ein solches Polygon. Angenommen zweitens, das Polygon
@@ habe mit der Grundfliche {e,>. den zweikantigen Zug
gemein,
Loy, o' |, |a, e,

und es liegen zwischen diesem und dem ersten dreikantigen
ebenen Zuge noch a, < a — 2 gleichartige Ziige, so hat Q@
notwendig den Verlauf:

QU=\le, a |, lag, & |; e, 0|, | a5y & |, |, 0" |,
|ag", ag|, ..oy (@), el |, e, aGifl |5 | el el ],

| o 1 2, 1 2) | 2 12) 2 8
e, o] ek, ok | sk, ot [k, oot

| ey, ot |, | alakd, o0, .., | elte, et |,
{7 e 1) ( 1 ( 1 ( 2) |
| ogy apkedd | | ety oftat |, | eltedy, oited? |

1) 2 | . 1 2 1 g
| afeted efded? |5 |olded?) ket s | it eS|

(s 1) 2) 1 2
Eravasilavici B Lavie it avar S EEEE

i a("‘*‘"l'*‘l)l), a(“+ﬂ|+2) ’ ([(“+¢x+l) a(a"‘ﬂl+2) E .

| #3(ata+1)? Fat2a+8 |7 | “ata+1)? F2ata+2) |
1) 2 | | -1 2 15
|ttt Aaratin | | ke Aiatats |

2 : ot .
| et o “iattatn |1 | Ssetasr Sstadn [ oo

| o(2a—1) (2a—1) (2a—1) (2a) . | w(22) (2a) I
’“5«—a.—s! a5a—a,—4 J ’a5a—u,—8’ a.’)a—a,—l ) iaﬁa—u,’ aba—u,—l 1’

(2a) 2a-4-1 2 & 1 . 2a) 2 1
| e “.S,al-_-'_a,)-f-zb | e, 2 at(')a(fj_a,) sli | ta “g:i,,)-m )
| (2a) (2a-1 (2 2 1
| ®ga a1 “mi,ﬂ-; W g L gty |
| q(2a) 2a-{-1) | o(2a) (2a-+4-1
aﬁaa—a.—l ? at(:‘»a—‘*-:x,-l-ﬁ ] | aGua—a,? asa‘:——*-a,)-}& } ’

| (2a) 2a--1 | y(2a) (2a)
| aﬂa—a. ) asa—a,+3 ‘ ’ l aGa—a. ’ aﬁa—a,-{—l ’
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Das vorstehende Schema zeigt, dals, wenn in Q@ auf den
Zug | e, & |, |, @' | noch genau @, zweikantige Ziige
folgen, der dritte dreikantige ebene Zug

(2a) (2a) (2a) (2a-+-1) (2a) (2a-4-1)
‘a)a—n,’ a5a—a,—l ) ‘aba—a,’ X a—a,t2 i l“ o ) a5a—+a, 3|

einer Fliche («f? » des 2a-ten Elementarstreifens angehort,

welche, zwischen den Flichen () > und (af¥) > gelegen,
von ersterer durch a — @, — 2 Flichen des Streifens ge-
trennt ist.

Entsprechend wird man daher zu dem vierten dreikantigen
ebenen Zuge

al2a) (2a) I a'2a) (2a41) l a(za) (2a+1)
Ga—a, ? " 6a—a41 | ? Ga—a, ) ba—a,+3 6a—a, ? b(l—a1+2

dessen Fliche (a{® % von der Fliche (&’ > durch a, Sechs-
ecke des Streifens S® geschieden ist, dadurch gelangen, dafs
man auf den Zug

| &g, &7 |, | @, @ |
zuniichst @ — a, — 2 gleichartige und dann einen ersten drei-
kantigen ebenen Zug folgen lilst, d. h.:

Setzt man das Polygon Q@ iiber den vierten dreikantigen
cbenen Zug fort, so fallt der auf den fiinften dreikantigen cbenen
Zug folyendc (a — a, — 1)-te zweikantige Zug mit dem Zuge
|y, 5 |, | @, @ | zusammen.

Da nun dieser Umstand fiir jeden Wert von a, eintritt,

a=012...,a—2,
da ferner der Kantenzug
legy & |, 1oy &, ooy |0y 0’|, | &, &
und jeder folgende isomorphe Zug

7| ’ ’ ’ ’ '
|a01 o |, I“sx O |y oeey | 011, 13|, la(n G2 |,

genau sechs dreikantige ebene Ziige aufweist, so schlielst man
unmittelbar den Satz:

Ist die Anzahl ¢ der Seiten der Grundfliche {ea,) ecines
Hexagonoides H, ein Vielfaches der Zahl 6, so giebt es auf H,.
zu einem Polygone P@ noch genaw 6 (a — 1) isomorphe sich
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selbst micht durchsetzende Polygome Q@ von der Beschaffenheit,
dafs ein jedes derselben mit der Grundfliche {e,). genaw —z— awel-
kantige Ziige gemein hat.

Ist dagegen ¢ von einer der Formen

1) c=6¢+1,6d+5, 2) c=6¢4 2 6¢ 44,

3) c=6c 4 3,
so giebt es auf H. zwar kein Polygon Q@, aber es existieren
HDa—1, 2)2a@—1), 3)3@@—1)

1) je 6, 2) ge 3, 3) je 2

getrennten, zu P9 isomorphen Ziigen bestehende Polygone, welche
mit der Grundfliche

)jec, 2)jeg, 3) je 5

aus

zweikantige Ziige gemein haben, und deren einzelne Zige @
sich selbst je einmal durchsetzen.

Soll endlich das mit P@ isomorphe Polygon Q@ einen
dreikantigen Zug der Grundfliche {¢,). enthalten, etwa den Zug

| &, @ |, | @, @' |, | &, &,
so ist der Verlauf des Polygones folgender:

— ’ ’ | A ’ ’ ’ "
Q9 = |ay, |, |, &'|, |o, & |; e, o5 |, |a, & i

| ’” " " e a—1) a—1 T | l.
| G7 5y @ |, |“7 2y &g |y o0y l“&a_gy aga_a) ) |°‘§a_g); “Q‘L),,

‘“:(a‘;)-yn el |, ‘“:(12)4-1’ “&i‘a"’ !a§2’+1» “é‘:ﬁ) ) l“:(;{;ils)’ “gf-w )
P R T A TR A YA
|0y el |5 | el e |5 | ey, e, | ey, antd s
|afedys @i |5 | efis, ekl |y |efls, ek |
oty a0, ofiy, D, - o, 0,
ofi, Gk |5 oy, oLt [olid, a0, [, i),

Beriicksichtigt man aber, dafs der zuletzt angegebene drei-
kantige Zug dem Polygone P®* angehort,

www.rcin.org.pl



§ 18. Hexagonoide. 103
(2a--1 i
’ a(‘.’.(:il))v:

(2a) (2a+4-1) | (2a) (2a--1) (2a) (2a+4-1
!“;Sa-]—l ? a:{u—f—l |? a2(1+1’ a2a+2 | ? !a2a+1’ a2u-:;i) 2 DOy

(2a) (2a+1) | (2a) (2a--1) (2a (2a-4-1)
,am-}-u Ciats | | %at1r Yats l’ I“(all’ “4u-|t ROOCT

(2a) (@a+1) | (2a) @at1)| | pl2a (2a+1)
[ %6at1? Fgats |7 |%8at1r %ot |9 ‘“ca—Lu “Gais ) ey

(a)  p(2at1) | 2a)  pf2at1) (2a) (2a+1)
Ciarl 1) Coatta |0 |6l ss O |» | @l e |5 oo s

2 2 1 20 2a--1
a;")’ a(la‘*‘)J, ‘a(l '), a(21+):,

i) = 2
B0 = | oft o

und dafs der ganze vorhergehende Teil von @@ in die zwischen
den beiden Flichenstreifen

Cay>, <oy, <oy, <a®y, ... und
g, <ay>, {eis), <), .
liegende Fliche des Hexagonoides H, fillt, so schlielst man
aus der Symmetrie des Polygones @@ und der des Hexa-

gonoides, dafs der nachfolgende dem ersten isomorphe Teil
von @@ innerhalb der zwischen den beiden Streifen

<0(;,'>, <“:~“>) <“13>) <“(1A§z)>7 ... und
&y, i), {ais), <o), ...
liegenden Fliche verliuft und in dem Kantenzuge endet,

7

eg, e |, lay, a8 |, |, e |.
Wenn also der erste dreilantige ebene Zug eines dem Polygone
P@ isomorphen Polygones Q@ mit einem Zuge der Grundfliiche
coincidiert, etwa mit dem Zuge

I G, “1, I ) l &y, ael I ’ I &y, aS, l?
so fallt der siebente dreikantige ebene Zug gleichfalls m einen
Zug der Grundfliche, und zwar i den Zug

| ey & |, |, a8’ |, | &, & |.
Aus dieser Beziehung folgt wieder der Satz:

Ist die Anzahl ¢ der Seiten der Grundfliche {e,> eines
Hexagonoides H, ein Vielfaches der Zahl 6, so giebt es zu einem
Polygone P9 noch genaw sechs wverschiedene sich selbst wicht
dwrchsetzende Polygone Q9, so zwar, dafs jedes derselben mit der

Grundfliche {ey. genaw % dreikantige Ziige gemein hat.
Ist dagegen ¢ von einer der Formen
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1) ce=6c+1, 6+5, 2)c=6c+4+2, 644,
3) e=6¢+ 3,
so giebt es auf H, zwar kein Polygon Q) , aber es ewistieren
1) ein, 2) zwei, 3) drei
aus
1) sechs, 2) drei, 3) zwei
getrennten, zu P9 isomorphen Ziigen bestehende Polygone, welche
mit der Grundfliche

jee, 2jeg, 8)jeg
dreikantige Ziige gemein haben, und deren einzelne Ziige Q' sich
selbst je emmal durchsetzen.

Indem man die bisherigen Ergebnisse mit* der Bemerkung
verbindet, dals in dem Falle ¢ = 6¢ einem dem Polygone
Pl—n  jsomorphen Polygone @@ in dem Abstande von a
Elementarstreifen ein dem Polygone P@ isomorphes Polygon
P,@ entspricht, schliefst man den Satz:

Theorem 12. Auf einem Hexagonoide H, giebt es, je nach-

dem ¢ ein Vielfaches der Zahl 6 ist, oder nicht, zu emem Poly-
gone P\ entweder
6l+243+---+a)=3a-(a+41)

und in dem einen Falle ¢ = 6 unendlich viele isomorphe Poly-
gone P | oder nur offene (zweiendige) sich selbst je einmal duwrch-
setzende isomorphe Kantenziige.

Dies vorausgeschickt, nehme man jetzt auf einem Hexa-
gonoide H, erster Art — ¢ = 6¢" — zwei Polygone der Charak-
teristik ¢ an,

Ble, m)=1;, P, -3 Po> s

Q(c’ ") =y Oy Qgy ovey Qmy Gmtry - ooy
von denen das erste als dem Kantenzuge
Q =015 G2y - +y Om, qm-}-l

des zweiten isomorph vorausgesetzt wird, und wo je zwei
Kanten desselben Polygones als discret angenommen sind.
Von jeder Ecke r des Hexagonoides geht mit einer Kante auch
eine links- und eine rechtsseitige Folge von Gegenkanten aus,

ZEZ——_|E) Etf: lzh Esl: s:8iey
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welche, wenn ¢ eine Ecke (ef’, !+, afifV), und | o+, aliP|
die erste Kante ¢sf, sich durch die Elementarstreifen S*+1)
S¢4% . hinziehen. Bestimmt man nun zu den Ecken

pl = pm-H; qy 5 q:n—}-l
solche drei Kanten

[Py Lo ls 1 9 |y | Qutas B |,
dafs die Ziige
vy Ve Doy Py &ound o Py Py P, L
resp. isomorph sind den Ziigen
oo Bay 2y Gy B und ey Quety Guy Quetts B

konstruiert darauf entsprechend den zu diesen Kanten gehorigen
links- oder rechtsseitigen Gegenkantenfolgen die isomorphen
Kantenziige

Zy, =Py, B2 Bas Las -+ o5 L0, =01, Bg, Y5y By - -
qu+1 = Qm-.i-l) by Bss Bay -0y

die Kante 'p,,r, |, unbeschadet der Allgemeinheit vou | p,, b, |

und | p,, P. | verschieden gedacht, so sind zwei Moglichkeiten
denkbar:

1) entweder schneidet der Zug Z, das Polygon P(c,m)
in zwei oder mehreren (2u) Kantenziigen
| i Bt | = | Py P |5 ooy |8 B | =P8y i )50,
2) oder er verliuft ganz aufserhalb des Polygones.

Der erste Fall ist leicht auf den zweiten zuriickzufithren. —
Denn bildet das Polygon

Pis Loy Lgy o ooy Timts & = Piy Pa—1y P2y ooy Py
die Berandung einer endlichen Fliche, so wird der Kantenzug
G5 Qg «+ vy Qa—1, Qn
notwendig durch den anderen
G5 Yay Usy ovvy Bim1, Di=

zu einem isomorphen Polygone geschlossen, d. h. es fallt die
Kante | Y, Yiyqa | auf die Kante | qs, Gats |. Indem man
daher in P(c, m) und in Q(c, n) die Ziige
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Prs Pay ooy Pa und Qry Gy <+ oy Mo
durch die anderen ersetzt,

pl;gei Ly ooy Li und q”l)zaDs;'-')l)i;

kann man die resultierenden Gebilde P, (c, m,) und @, (c, n,)
in analoger Weise auf die Gebilde P,(c, m,) und @,(c, ny),
und diese weiter entsprechend reducieren, bis man zwei Ge-
bilde P.(c, m,) und @,(¢c, n,) der durch den zweiten Fall
vorgesehenen Form erhiilt.

Unter der gleichen Annahme schon fiir P(¢c, m) und
@(¢c, n) bestimme man in der Reihe

e Bl P e 8d); L£(e, Te); o

das letzte Polygon P9 (¢, (2a 4 1)c), welches mit P(c, m)
noch einen Kantenzug gemein hat, und suche diejenige Ecke y;,
in welcher der Zug Z, in dasselbe Polygon eintritt. Geméls
dem Isomorphismus der einerseits von dem Polygone P(c, m)

und dem Zuge Z,, =7, ., andererseits von der Linie Q
und den Ziigen Z, , Z, ., berandeten zwei Flichen kann man

auf der letzteren von der Ecke 1), aus einen, dem Polygone P
isomorphen, sich selbst nicht durchsetzenden Zug @ nach
der Ecke 3; zichen. Nach Friiherem existieren aber auf einem
Hexagonoide Hg: zu einem Polygone P nur sich schliefsende
isomorphe Kantenziige @@, also folgt, dals die urspriing-
liche Annahme unzuliissig ist, und mithin die Ecken q, und
Qm+1 identiscH sind. Man schliefst daraus als Ergiinzung des
Theoremes 12:

12a. Von zwei auf einem Hexagonoide Hg: gegebenen sich
selbst micht durchsetzenden Polygonen der Charalteristil 6¢ kann
das eine nicht einem Teile des anderen isomorph sein;
oder, wie kiirzer gesagt werden soll:

Die einfachen Polygone P(6¢', m) eines Hexagonoides Hgy
sind irreducibel.

Dieser Satz involviert folgende Definition:

Ein hochstens fiinfkantige ebene Ziige enthaltendes Kanten-
polygon der Charakteristik ¢ == 6¢ heilst irreducibel, wenn
jede isomorphe Abbildung irgend eines Zuges desselben auf
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ein Hexagonoid Hgy, mit ebener Grundfliche (e )¢ wieder
ein offener sich selbst nicht durchsetzender Kantenzug ist.

Nach § 12 wird die Anzahl m der Kanten eines hoch-
stens fiinfkantige ebene Ziige enthaltenden Polygones gegeben
durch:

m =b, + 2b, 4+ 3b, + 2a, + 3a, + 4a, 4 da;,
und folglich fiir ein Polygon P(c, m) mit der Charakteristik
C(P)=c

durch:
m=c + 2(ay + a5 + a, + a;) + 2(b; + 2b, + 3b;).
Danach ist dic Grifse m — ¢ allemal eine positive und paare Zahl:
m—c=2m.

Vorausgesetzt nun, es sei fiir alle #@rreducibelen Polygone
P(6,m) der Charakteristik c==6 mit nicht mehr als m=6-42m’
Kanten nachgewiesen, dals zu jedem von ihnen auf dem zu
einer ebenen Grundfliche {a); gehorigen Hexagonoide H;
mindestens ein isomorphes Polygon P’(6, m) existiert. —
Wenn dann P(6, m,) ein irreducibeles Polygon der Charakte-
ristik ¢ =6 mit m, = 6 4 2m' 4 2 Kanten darstellt, fiir
welches mindestens eine der beiden Zahlen a,, a; den Wert O
iibersteigt, welches also mindestens einen vier- oder einen
fiinfkantigen ebenen Zug enthilt,

P(6, m) ="+, Py, Pr1, Pr2s Pusy Pray Pasy - o)

oder
P(6, m) ="+, Pu1, Pz, Pi3y Piay Piss Pey - -
so besitzt es ein irreducibeles Nachbarpolygon
P6,m —2)="--+, Py, Y1, G Y5, - ..
oder ein irreducibeles Nachbarpolygon
P(S, m, — 4); coey Put, Pre,y o

Denn angenommen das Polygon P(6,m, — 2) — es geniigt,
dieses eine zu betrachten — wire reducibel, d. h. es enthielte
einen mindestens zwei Kanten weniger zihlenden, von q aus-
gehenden Zug

0 Pu1y, Pgy oo oy Piet, Pi
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welchem auf dem Hexagonoide ein isomorphes Polygon ent-
spricht,

P(6: m2) = q’: p;:,l, pﬂ’7 i ) pi’—la P; T q’;
so werden in letzterem die drei Kanten

'p;r q’lr lq') p;bl l) Ip;l,ly p{”

einen entweder aufserhalb oder innerhalb einer Ebene liegen-
den Zug bilden. Im ersten Falle sind — den Umfang des
Grenzsechseckes der Ebene [pi=, q, pi—i] aufgefalst — die
Ecken yp, ; und p;; durch einen dem Zuge Pu1, Prz, ..., Pis
isomorphen Zug Y1, Vi, - - ., Pis = Piy verbunden. Es
entspricht dann also einem Zuge

Y5y Pias ooy Pias Pgy ooy P
des Polygones P(6,m,) auf H; ein isomorpher geschlossener Zug

. s ’ ’ o
Pusy Pusz, - it Py Yoy evey Pi1 = Pus.

Analog folgt im zweiten Falle, je nachdem man die der Kante
| Piy Pits | des Polygones P(6, m, — 2) entsprechende Kante
Pi, Pit1 | der Abbildung als mit der Kante |q, pi,« oder
als mit der dritten durch q" gehenden Kante | q', pi s | coinci-
dent betrachtet, dals dem Zuge

Piiy Yoy o ooy Piy Pita

oder dem Zuge
Pisy Piay «ovs Pray Py ooy Piy Pigr

des Polygones P(6,m,) auf H; wiederum ein geschlossener
Zug entspricht. In beiden Fillen verstofsen also die ab-
geleiteten Konsequenzen gegen die Irreducibilitit des Poly-
gones P(6,m,). Q. e. d.

Nach der Voraussetzung giebt es aber sowohl zu P (6, m,—2)
als zu P(6, m; — 4) auf dem Hexagonoide H; wenigstens ein
isomorphes Polygon von der Beschaffenheit, dals der von dem-
selben und von der Grundfliche {e,>; doppelt berandete Giirtel
die dem Sechseck

G Pty ooy Pasy Pra
resp. dem Sechseck
Priy Prgy - oy Pae, Paa
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entsprechende Fliche ausschliefst. Folglich enthilt das Hexa-
gonoid H, auch ein zu P(6, m,) isomorphes Polygon.

Wenn dagegen die Anzahlen a, und @, den Wert O haben,
wenn also die Gleichung besteht

a; =6 + by + 20, + 3b;,

so hat man, die Anzahlen der unter die drei mdglichen Formen

/WA WA_/
A

fallenden Kantenfolgen mit resp.
a, (d, ),V

bezeichnend, die Relationen:
1) 2a' 4 (@, b') =2a;, 2) 20+ (V, d) = 2(by + b, + b;),
und folglich

3)d—b=a,— (by+ b, + b)) =6 + b, + 20b;.
Das gegebene Polygon besitzt also mindestens sechs Ziige
des Typus

TRy ey

a—1 (29

Durch entsprechendes Ansetzen von a Sechsecken an einen
solchen Zug (nach der unteren Seite) findet man als freien
Rand des angesetzten Fliichensystemes einen Zug

a—1 (29
)

IR VA VAR Va

welcher zwei Kanten weniger als der Grundzug besitzt. Indem
man daher in dem gegebenen irreducibelen Polygone P(6, m,)
den Zug 1) durch den Zug 2) ersetzt, gelangt man zu einem
gleichfalls irreducibelen®) Polygone P(6, m, — 2) mit nur noch

*) Man beweist zuniichst auf @ihnliche Weise wie frither bei dem
Austausch eines vier- und eines fiinfkantigen ebenen Zuges gegen einen
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m, — 2 Kanten. Zu letzterem existiert aber auf dem Hexa-
gonoide H; ein isomorphes Polygon

Folglich enthilt H, auch ein zu P(6, m,) isomorphes Polygon

Die Anzahl m der Kanten eines irreducibelen Polygones P(6, m)
erreicht zufolge der beiden Beziehungen

m =6 + 2(ay + a3 + a,+ a5 + by + 2b, + 3b;)
a; + 2a, + 3a; =6 + b, + 2b, + 30,

ihr Minimum fiir die Werte

und

ag—_:as_-—_-(7,4=b3=b4=b5=0,
a; = 2.

Ein so definiertes zehnkantiges Polygon hat notwendig die
Form ‘

P(6,10) = P11, Przy ---» Pr,6 =Pa1, Pa2; -+, P26 = P11.

Zu demselben werden aber auf dem Hexagonoide H; durch
dessen Grundfliche {e,»; und je eine ihrer Seitenflichen sechs
isomorphe der Grundfliche benachbarte Polygone bestimmt.

Man gelangt daher zu dem Satze:

Theorem 13. Zu jedem aus hichstens fiinfkantigen ebenen
Ziigen bestehenden irreducibelen Polygovie P (¢, m) der Charalte-
ristik ¢ = 6 giebt es auf einem zu der sechskantigen Grundfliche
{ay); yehirigen Hexagonoide allemal mindestens ein isomorphes,
der Grundfliche benachbartes Polygon.

zwei- und einen einkantigen Zug auch bei dem gegenseitigen Austansch
zweier dreikantiger ebener Ziige, dafs die Irreducibilitiit des Polygones
erhalten bleibt. Der successive Ubergang von dem Polygone P(6, m,)
durch a Nachbarpolygone zu dem Polygone P(6, m, — 2) zeigt dann
unmittelbar des letzteren Irreducibilitiit.
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone.

Ein Hexagonoid H soll clamentar heifsen, wenn es ein
Elementarpolygon P(c, m) enthilt.

Nach § 15 wird eine solche Fliche aus dem Peclygone
P(c, m) bekanntlich dadurch erzeugt, dals zuniichst an letzteres
nach beiden Seiten hin zwei isomorphe irreducibele Elementar-
giirtel G"'= (P, P"), 'G=(P, 'P), darauf an deren mit P iso-
morphe Randpolygone P’,"P zwei den vorigen isomorphe
Giirtel G” = (P, P"), "G =('P, " P), u.s. w. angesetzt werden:

H=...-4+"64+"G+G +G" +---,
wo die Zahl der Giirtel G und ®G ins unbegrenzte ver-
mehrt werden kann.

Bestimmt man zu einer beliebigen Kante |a,, b, | des
Giirtels G die linksseitige Gegenkantenfolge
-";‘a—i"b—‘l!’ Ja—hb—l" lam I’olf |aubl ‘: 1(‘271’“; .o 'y
so kann zweierlei eintreten:

I. Entweder bildet der Zug

ey Og,y 5—2, A1, ﬁ——h Q bo; a5 bu ) b2r"')
— derselbe werde als der zu | qa,, b, | gehorige rechts- bzw.
linksseitige Kantenzug bezeichnet — ausreichend weit fort-
gesetzt, ein Polygon;

IL. oder es setzt sich derselbe nach beiden Seiten hin ohne
jeden Durchschnitt ins Unendliche fort.

Unter der ersten Annahme kommen nach § 17 fiir die
. Bildungsweise einer Schleife folgende*) Kantencoincidenzen
in Frage:

1) by Gepr [ =0, b - |5 2) |be, g [=]0i, a5
3) | G, b, |i’br) Qig1 |5 4) ‘ak) by |j—E Qit1, bil;
-r)) 0k, bk IEE'(I,',b,' |3 G)IBL, 0);+1’E|b.'_1, 0,'|.

Diesen sechs Moglichkeiten entsprechen drei wesentlich
verschiedene Polygone, nimlich:

*) Die Annahmen | b, a.| = |a;, b;| und | b, ak+1| =|a; b;_4|
sind auszuschlie(sen, weil nach denselben entgegen der Voraussetzung
bereits [b;_,, a_, | mit |a;;, b | und {b,_,, a| mit fa,,, b;|
zusammenfallen miilste,
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%1,3,4) /A MA)—\/\& B
5, 6) vt O T R 1 T T

wo die erste und letzte Kante als coincident anzusehen sind.
Die Charakteristiken dieser drei Polygone sind resp.:
c=+4+1, ¢c=+4+2, ¢=0.

Nach § 15 und § 18 giebt es aber auf einem elementaren
Hexagonoide H nur zwei Kategorieen von Polygonen, und zwar:

1) solche, welche die vollstindige Berandung einer ge-
schlossenen Fliche, des Teiles eines Hexagonoides H;, bilden,
und denen folglich die Charakteristik ¢ = 6 zukommt;

2) solche, welche das Hexagonoid H in zwei unendlich
ausgedehnte Flichen teilen und die Charakteristik des ihnen
benachbarten Grundpolygones haben.

Daraus folgt, dafs dasjenige der Polygone P,, P,, P,
welches thatsiichlich auftritt, notwendig Elementarpolygon ist.

Nun werden die zweiten Randpolygone der an die Poly-
gone P, und P, nach der unteren Seite hin angrenzenden
Elementarstreifen der Reihe nach dargestellt durch:

1) Pl'z—\/\é\ IV VAPRVAVANSRAVAVAN
\/\/A ........ /\/\/_\M\Aé\

P 1) =—= i j
und

B A" UV AVAVAAVAVANAVAVAN
,_\A\A A\A\/\/\/\ \A/\

’

*) Die Verstiirkungen in den Figuren entsprechen immer nur
den ersten der durch sie veranschaulichten Fille.
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a) m=3-m,

1)2(m,—1) ==

b) m=3m, + 1

P2(”|l) —

c) m=3m + 2
P2(77'|) ==

Da hiernach die Polygone P, und P, zwei geschlossene
Flichen*) beranden, welche aulser einer gewissen Anzahl von
Sechsecken noch je zwei andersférmige Grenzpolygone (&)
enthalten, konnen dieselben nicht Elementarpolygone sein,
und es sind somit die oben gemachten Annahmen (1)—(4)
illusorisch.

Das dritte in Frage kommende Polygon P, dagegen ist
in der That Elementarpolygon, und zwar von dem Typus eines
links- bezw. rechtsseitigen Normalpolygones. Also folgt:

Konstruiert man auf einem Hexagonoide H, mit dem
Elementarpolygone P(c, n) zu irgend einer Kante |a,, b, | den

*) Bei den hier und im folgenden gemachten Annahmen iiber die
Zusammensetzungsweise dieser und entsprechender Flichen aus ebenen
Grenzpolygonen ist immer nur eine Moglichkeit in Betracht gezogen
worden. In einzelnen Fillen gehdren jedoch zu einem Randpolygone
einer von 0 und 6 verschiedenen Charakteristik mehrere allomorphe
geschlossene Flichen. Jede derselben enthilt dann gleichfalls min-
destens ein nicht sechsseitiges Gremzpolygon.

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 8
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links- oder den rechtsseitigen Kantenzug, so kann sich der-
selbe, wenn iiberhaupt, nur zu einem Normalpolygone schliefsen.
Dann aber haben alle auf H, vorhandenen Elementarpolygone
die Charakteristik ¢ = 0.

Hat man nun auf H, ein linksseitiges Normalpolygon
P,(0,2m)=u0ay, b,, a5, Bg, ..., Qm, bu, 0,
80 bezeichne man
1) die in den Ebenen
Dyt 0.0 100 8y, WIS ey, By Dal

liegenden Grenzsechsecke des ersten angrenzenden Normal-
giirtels durch resp.
’ ’ ’
ey gy ey Dgy oy C&mdg,
2) die zweiten Ecken der Kanten
’ ’ ’ ’ | ’ 4
’alfa2‘7 |a2’a3|,"".am’al‘
durch resp.
0 e pn (e
und die durch sie gehenden Flichen des zweiten Normal-
giirtels entsprechend durch

<“1”>(;» <“2”>oy ceey <arll:>m

Es geniigt dann der Kantenzug

rrr l

o, @ |, |om, & |, | emy &" |, |om, & |, |omy 0" |, ...
der zweiten obigen Bedingung, indem er sich spiralférmig
an dem Hexagonoide aufwindet.

Aus der Ewzistenz eines linksseitigen Normalpolygones folgt
also die Existenz eines linksseitigen und unendlichen sich wicht
durchsetzenden Normalzuges, und zwar gehort dann zu einer be-
liebigen Kante entweder ein linksseitiges Normalpolygon und ein
rechisseitiger Normalzug oder ein rechisseitiges Normalpolygon
und ein linksseitiger Normalzug.

Es ist unmiglich, dafs auf einem Hexagonoide H, zwei
allomorphe Normalpolygone P,(0,2m) und P, (0, 2m") vor-
kommen. Denn da aus dieser Annahme folgt, dafs durch
zwei der in einer Ecke y zusammenstofsenden drei Kanten
ein Polygon P,(0,2m) und durch zwei Kanten ein Polygon
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P,(0,2m") geht, so muls eine dieser drei Kanten zu beiden
Polygonen gehiren. Dann aber miifste das eine das rechts-,
das andere das linksseitige Normalpolygon sein, was gegen
die vorher bewiesene Kigenschaft verstofst.
Wird jetzt vorausgesetzt, dals weder der zur Kante
a,, b, | gehorige rechtsseitige Kantenzug
= ) Cl'_z, 51—2: a:—l; ﬁ'—ly P bo; ally b1,7 02’, 2': R
noch auch der zugehorige linksseitige Kantenzug
o S— ’ ‘s, 'ﬁ-—% '(1_1, ,b—l) Q) bo» ’(11, ’bl! ’(12, ’52;
sich selbst jemals durchsetzt, dals also auf dem Hexagonoide
kein Normalpolygon des Typus P, (0, 2m) vorhanden ist, so
miissen die beiden Kantenziige Z' und 'Z einander unendlich oft
durchsetzen.
Zufolge des Isomorphismus der Polygone
i I,pn pr Sy ”pm, ”pl) ,PE,pn ,pm siei0y "pﬂn ’plr
P=yp, Py -ov) Pmy P15
‘P YT l) p” 09, p""’ pl” P’,E pl”’ pi”) LR | p”':’ pl”’

und der von ihnen berandeten Elementargiirtel
.,"G=(""P'P), 'G=(PP), G=(PP), G"=(P,P"),..

miissen nimlich die aus dem Polygone P mit der Kante
'y, by | = | q,, b, | heraustretenden Kantenziige
Z’=Z14 0y, 0|+ 2/, "Z="Z_.+4 |a,, by| +'Z
je zwei Polygone®)
®P, PY und OP, P®
der beiden Reihen '
P P R P and B o

in den entsprechenden Kanten verlassen, nimlich:
P, P in den Kanten |a_,, b’ .|, |ap, ;,|,

|

@P, PO in den Kanten |‘a_,;, b—¢|, |'as, bs|.

# In der hier stillschweigend gemachten Annahme, dafs die Poly-
gone M P P% sich selbst nicht mehrfach isomorph sind, und dafs sie
von Z’, ’Z in nur je einem Kantenzuge durchsetzt werden, ist eine
wesentliche Beschriinkung nicht enthalten.

8*
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Dann aber werden, das kleinste gemeinsame Vielfache von »
und s mit @ bezeichnet, Z' und 'Z die Polygone “P und P®
in denselben durch resp. die Ecken p, und p,® gehenden
Kanten verlassen und folglich auch irgend zwei Polygone

G-w) P und P(’l'#)’

(hml, 2-,.0)
Man hat zwei Arten der Du1chsetzung der beiden Ziige Z',"Z
zu unterscheiden, nimlich:

1) diejenige, bei welcher Z," mit 'Z, und Z_; mit "Z_,,

2) diejenige, bei welcher Z,' mit 'Z_; und 'Z, mit Z_,
sich durchsetzt.

Verfolgt man im ersten Falle die Ziige Z," und 'Z, bis
zu dem auf | ay, b, | niichstfolgenden Paare zusammenfallender
Kanten und betrachtet das von diesen Teilen der beiden Ziige
gebildete Polygon, so hat dasselbe entsprechend den sechs*)
Coincidenzen

1) |ai, bi|l=|"a, B |, 2)|ai b|=|b, ‘& |,
3) ia:'r b: | = l ’uh 'bl'—l Ix 4) \b;'—ly a:' == ’bk’ Ia“ "
5) | b."_l , 0% l T | ’bk—l ’ 'ﬂk ‘ s 6) b;'_l, a:' ] =" 'aky ,bk—-l

notwendig eine der folgenden Formen:

1)
= P,
2)
41 ¥
*) Die Annahmen | a;, b} | =|"b,_,, ‘a; | und | b;_,, a}| = | a;, ‘b, |

sind auszuschliefsen, weil nach denselben entgegen der Voraussetzung
bereits | b;_,, a, | mit |a;_,, b, ; | und | a; ,, b, , | mit | ‘b,_;, ‘a.|
zusammenfallen miifste.
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 117

3) 4)
=P,
5)
= 1)4)
6)
= P,.

Da keines dieser fiinf Polygone die Charakteristik 6 hat,
mufs das endgiltige unter ihnen Elementarpolygon sein. Es
zeigen aber die Randpolygone der nach ihren inneren Seiten
hin angrenzenden Elementarstreifen resp. die Formen:

1)

2)

3) 4)

»p=p—3h, ¢g=q—3-h,
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6)

= P,

p=p—h, ¢y=q—h,
h=1,2 8, ..

Der Einfachheit halber werde p =g vorausgesetzt. Man
findet dann:

2) a) p=2p
= P,r'-1),
by p=2p'+1
—= PQ(P'),
3) 4) a) p=3yp
= P,
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Einteilung der Elementarpolygone.

by p=3p' +1

1

— pen,
c) p=23p +2
a) p=23p
b)p=3p +1
¢)p=3p +2
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6)

= P>,

Nach diesem Schema beranden die Polygone P,, Py, P,, P,
endliche geschlossene Flichen, deren jede aulser einer gewissen
Zahl von Sechsecken noch mindestens eine andersformige
Grenzfliche () enthiilt.

Dieses Ergebnis besteht, wie man sich leicht iiberzeugt,
auch in dem allgemeineren Falle zu Recht, wo die Zahlen p, ¢
von einander verschieden sind. Also folgt:

Die zu einer Kante | a,, b, | eines Elementarhexagonoides
H gehorigen links- und rechtsseitigen Kantenziige Z," und 'Z;
kéonnen, wenn iiberhaupt, nur ein Elementarpolygon des Typus
P, bestimmen, welches, und mit ihm alle Elementarpolygone
der Fliche, die Charakteristik ¢ = 0 besitazt,

P, = P,(0, 2m).

Auch hier gilt, wie in dem fritheren Falle eines Ele-
mentarhexagonoides mit einem Grundpolygone P, (0, 2m), der
Satz, dafs allomorphe Elementarpolygone des Typus P,(0, 2m)
auf demselben Hexagonoide nicht neben einander auftreten
kbonnen. Der beziigliche Beweis wird weiter unten gegeben.

Es ist endlich noch zu untersuchen, auf welche ver-
schiedene Arten der zu einer Kante |a,, b, | gehorige rechts-
seitige Kantenzug

ZIIE ao: bo; alI) blla a2'7 bz’) A
und der zu der Kante | b,, a,| gehorige linksseitige Zug
'Z_1=DY,, a5, b_y1, ‘a4, b_3, ‘a_s, .
einander durchsetzen konnen.

Entsprechend den sechs*) in Frage kommenden Coinci-
denzen

#) Die zwei {ibrigen Coincidenzen

ol = e B G Al 1 S b}
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1) |(l;, b, 1_—_'_’ ,b_.k, ’(l_k l, 2) l(l;, b: |E"ﬂ_k, ’b—kl,
3) |ai, b |=|"b=, ‘aipa], 4) | 0, 0igs |=|"0=, D],
5) | Bi, s | =10k, Dipa[, 6) | B}, aips [ =D, 0],

erhiilt man die Kantenpolygone:

D Pl

S
]
Ko

2)

3) 4)

2 J/\ r//\

7

=

Wj

sind deshalb von vornherein auszuschlielsen, weil dieselben die anderen
bedingen wiirden,

6)

VAN

p . — . o S ,
| Q1 b,-_l ' = | “—k+2 ) b—k+1 | ) ‘ a;, b,'_l I = | a—k-}-lv b-k+1 2
was gegen die Voraussetzung ist.
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Wie in den friiheren Fillen, so zeigt auch hier der Vergleich
dieser Polygone mit den Randpolygonen der angrenzenden
Elementarstreifen, dals diejenigen vier Polygone, deren Charak-
teristiken nicht O sind, endliche geschlossene Flichen be-
grenzen, welche aufser einer gewissen Zahl von Sechsecken {a);
noch mindestens je ein andersformiges Grenzpolygon enthalten.
Das Polygon P, der Charakteristik O ist daher das einzige
Elementarpolygon unter den gegebenen fiinf Typen. Also:

Wenn auf einem Elementarhexagonoide H von den zu
einer Kante | a,, b, gehorigen vier Kantenziigen

Z‘—l; Zl,7 IZ—H ’Zl
der erste nicht den dritten und der zweite nicht den vierten
durchsetzt, so miissen der erste mit dem vierten und der
zweite mit dem dritten zwei isomorphe Polygone des Typus
P, bestimmen,
P, = P;(0, 2m).

Es soll jetzt gezeigt werden, dafs auf einem Elementarhexa-
gonoide H, mit einem Polygone Py(0,2m) ein diesem allomorphes
Polygon Py (0, 2m,) nicht auftreten kann.

Zum Beweise nehme man an, H, enthalte zwei und folg-
lich unendlich viele Polygone der beiden allomorphen Typen

Py(0,2m ) = Py(0,2p + 2q +4) und
Py(0, 2m,) = Py(0, 2p, + 2¢, + 4),

so kann man stets zwei Individuen P,'(0, 2m) und Py(0,2m,)
herausgreifen, die keine Kante gemein haben, welche also
einen einfachen Giirtel G einschliefsen. Alsdann zerlege man
G von P/(0, 2m) aus in ein System aneinander grenzender
Elementarstreifen,

8 =<y D, By Der By Dy -+« <Br Do
COTRCPDIRCPD TR P
8"=<," Y4, <B"Ysr BsDsr -3 Bo Ds»
<“~_z”>6: e ¥ Des -0 9 P4 Doy

wo allgemein {(e,); und {(«,?); diejenigen zwei Flichen
des Streifens S©@ vorstellen, welche mit dem Randpolygone
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P@ (0, 2m) des Streifens S¢—1 resp. drei und eine Kante
gemein haben, und wo je zwei benachbarte Flichen eines
Streifens Seitenflichen sind. Aufserdem bezeichne man die
auf einander folgenden Flichen des ersten an das Polygon

P,(0, 2m,) grenzenden, zu G gehorigen Streifens S, in der
Weise durch

<@ %) <5:>¢: ) <Bz>m ceey <ﬁp.>6’ <@)g, P Fer s @m)m

dals P(0,2m,) mit (&), eine, mit (@), drei Kanten ge-
mein hat.

Gemils diesen Festsetzutigen mufs in der Reihe S*, 7, ...
ein erster Streifen S?“—1) existieren, von dessen Flichen minde-
stens eine mit einer Fliche des Streifens S, identisch ist, so
dals dessen freies, ganz innerhalb des Giirtels G verlaufendes
Randpolygon P, (0, 2m) mit P,(0, 2m,) mindestens entweder
einen ein-, oder einen zwei-, oder einen dreikantigen ebenen
Zug gemein hat.

I. In dem ersten Falle, in welchem die Streifen S%—% und
S, nur die eine Fliche (a1, = (&), gemein haben, be-
stimmen die beiden Polygone P,®(0, 2m) und Py(0, 2m,)
nach Ausscheidung ihrer einen gemeinsamen Kante das Rand-
polygon P, einer einfach zusammenhingenden hexagonoidischen
Fliche F,. Die Randfliichen derselben seien bezeichnet durch

<Bids = <B™Ds; Bi™es <Bs™s, -y <B™Ds)
<&y g, <6y <Py o or I =Vas
Po—16y T2y ++ 5 Pdor B
Bodsr Bo=1des -+ +» <Brss

von denen die Flichen <(8,"); = <(B,>s und <(p,">¢=<Fy s
zwei vierkantige, die Flichen {e,"); und {a,); zwei drei-
kantige Ziige des Polygones P, enthalten. — Die Verminde-
rung der Fliche Fj, um die Sechsecke

BiDes By + -y B™Dsy <t™s
ergiebt eine gleichartige Fliche F; mit den Randflichen

<ﬂ—2>6) <d‘l’>6 ’ <d‘2’>ﬁ i gl ) <6;1—1>m <71‘h)>6 Y 2.0 <7,,(21>m
6’%)6) <7j'l.—l>m- L) <;"|>ﬁ ) <a:>u ) <Blu>ﬁ ) <BI’1—1>6) A <Bs>6)
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124 Dritter Abschnitt.

von denen die Flichen (8,>; und <(7,>, zwei vierkantige, die
Flichen (y,; und {w); zwei dreikantige Ziige des F; be-
randenden Polygones P, enthalten. Die weitere Ausscheidung
der Flichen

<ﬁ;>6) <dll>6) <621>ﬁ: Ut R <d4’1—l>m <7’l(h)>1;

lifst eine Fliche F', resultieren, deren durch die neuen Rand-
flichen

Bsdss <Oy Dy <05 Dy + vy O1dgy Fe™sy V35 - - -,

<7,‘,Iil>ﬁ) Tadss Fa—1Dsr « -5 Prdss <8, <ﬁm>m

d <BP|—1>67 ) <l§4>ﬁ
bestimmtes Randpolygon P, mit zweien derselben, nimlich
mit {f,>; und (p, >, zwei vierkantige, mit zwei anderen Flichen
ps™>; und (&), zwei dreikantige Ziige gemein hat. Bei
fortgesetzter Reduktion der eingeschlossenen und jeder neu

entstehenden Fliche F;, wird man entsprechend den beiden

Annahmen
1) P <ps 2) p=p

zu einer Fliche F),_; mit einem Randflichensysteme gelangen
1) <Bodsy <P, <D, ..., OB, P D,
FPadsr Pa—sy - -y Psr <&,
Boder B—rdsy -+ -» Bptides

2) Bodss <P Dg, (BN, ..oy BTN, YWD,
<7_’71>61 <7_"l.—l>ﬁ) Sigeneiy <7_’1>uv <?‘2>s;

in welchem die beiden Flichen <f,>, und (7,>, zwei vier-
kantige, die beiden anderen (3" %, und {a,)>; zwei dreikantige

—1
Ziige des zugehorigen Randpolygones P, aufweisen.
Da aber die Flichen {p% >; und (p,); als Seitenfliichen

eine Innenkante von ¥, _, gemein haben, da ferner diese und
die Kante 792,, 007V | in die durch die sechste Kante von

<y® > gehende Fliche {y,_.); fithren, folgt, dals {8{");
und {(p,—1); gleichfalls eine Kante gemein haben, und dafs
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sie mithin nach Weglassung der Sechsecke <p® s und (.06

wiederum resp. einen drei- und einen vierkantigen Zug des
Randpolygones P, der zuriickbleibenden Fliche F), enthalten. —
Indem man daher weiter successive die Flichenpaare absondert

BT, Fumides L5, Fasdor -+ o»

wird man
a) fir ¢ <gq,, b) fiir ¢ = ¢,
eine Fliche F,, » mit folgendem Randfliichensysteme erhalten:
18) Bade, CO" ™, Fugsider Famader > 3 Fdes
$Bdsy Brsr Br=1des +++5 Bptdss

1b)  <Bpds» <07, Fides <Eds, Bpdor - - Brtades
28) By, <Oy, Famgtider -0 Fidor <o
2b)  Boder 0P D, Fideyr Fade-

Die den drei Filllen 1a), 1b), 2a) entsprechenden Flichen
F,i, s sind illusorisch, indem die resp. einen vier-, einen
drei- und einen vierkantigen Zug des Polygones P,., s ent-
haltenden ersten drei Randflichen . einer jeden eine gemein-
same Seitenfliche («) mit einem mindestens siebenkantigen
Zuge besitzen wiirden.

Der Fall 2b) dagegen fiihrt in der That auf eine mog-
liche, nidmlich auf eine aus dem Seitenflichenpaar (0,71,
(@), und dem Scheitelflichenpaar <B,);, <7,>; bestehende
Fliche.

II. Der zweite Fall eines den Polygonen P, (0, 2m) und
P, (0, 2m,) gemeinsamen zweikantigen Zuges ist bedingt durch
eine der beiden Coincidenzen:

1) ) — <5i>m 2) <™ = <P,
i=12 .-, p; k=1,2} Bostliy e

Dieselben haben resp. die anderen zur Folge:
1) B =Bder BN =Fsdes s
lb) <71(h_l)>~; = <5i+l>n ) <7’2("—1)>n; = <ﬁi+2>c7 B
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2a) B = —rdss BUTDe=Pi—2Dsy )
2b) P = Gudey D= <Padadg, - -

Von diesen vier Annahmen sind die zweite und dritte
allemal, die erste und vierte unter den beziiglichen Bedingungen
t>p-+ 1 und ¢ — %k > ¢ mit der Definition des Polygones
P,® (0, 2m) unvereinbar, da dieselben eine gegenseitige Durch-
setzung dieses mit dem Polygone P, (0, 2m,) involvieren. Sieht
man ferner unter la) und 2b) von den Fillen : =p 41
und ¢, — k = ¢ ab, in welchen P, (0, 2m) und P,(0, 2m,)
einen dreikantigen ebenen Zug gemein haben wiirden, so erhilt
man folgende den Streifen S~ und S, gemeinsame Flichen-
reihen:

la‘) <a2(h_1)>65<ﬂ—i>ﬁr <ﬁ/~“'_1)>u . <f_ii—l>-;- <ﬁg'__l”>ﬁ5?<ﬂi—2>a:7'"
vty <ﬂl(,,:-,i;)_g>¢. = <ﬁ'l>|: ) <ﬁ5h__,}+).|>n = <&1>1; )

2b) <a—3=CFg, PO =CFugDgy PP =CFagey
ey YOI = gy DD = By

In beiden Fillen bestimmen aber die Polygone P, (0, 2m)
und P,(0, 2m,) durch ihre nicht coincidenten Teile das Rand-
polygon P, einer einfach zusammenhingenden Fliche F|,
welches alle charakteristischen Eigentiimlichkeiten des in dem
fritheren Falle nur einer gemeinsamen Kante von P, (0, 2m)
und P,(0, 2m,) behandelten gleichnamigen Polygones aufweist.
Es finden daher auf dasselbe und auf die von ihm ein-
geschlossene Fliche genau die nimlichen Schliisse wie auf
letzteres Anwendung. Zufolge derselben erhilt man das
Resultat:

Die von dem Polygone P, berandete Fliche F| ist stets
dann und nur dann existent, wenn die Bezichungen bestehen:

la) p—i=p —i und g=gq,

2b) g— (@ —k+2)=k—2 und p=yp,, oder
la) p—p=q—1¢ =0,

2b) g—gi=p—p =0

Hiernach ist also das Polygon P,(0,2m,) dem Polygone
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P,(0, 2m) notwendig isomorph, und, weil dann die Annahme
a1y = (B>, im Ganzen p, die andere {a,/—V); == (7D,
im Ganzen ¢ verschiedene Moglichkeiten zulifst, giebt es p 4 ¢
verschiedene ausgezeichnete Lagen der Polygone P, (0, 2m)
und P,(0, 2m) zu einander, in welchen dieselben einen links-
bzw. einen rechtsseitigen Kantenzug gemein haben.

ITII. Die dritte Mbglichkeit eines gemeinsamen drei-
kantigen ebenen Zuges bedingt die Coincidenzen:

oy = <@g,
B = Bder B =By, -~ und
" = Fas» e = Fa—1Dsy * -

Gilt daher p > p, oder ¢ > ¢, so hat man entsprechend:
Bods =B  oder <7y =<YD, folglich:

’s

oy = BUTDY,  oder @Yy = (I

Das Polygon P,(0, 2m,) tritt dann mit einer Kante l @, BT |

oder @&, p¢—V | in den Giirtel (P5(0, 2m), P,®(0, 2m)) ein,

ein mit der Definition von Py®(0, 2m) unvereinbarer Schlufs.
Ist andererseits p <p, und ¢ < ¢,, so hat man:

By = Bpds und <% = Fo—ot1Ds
folglich:
(Bot1ds = o™ D>y ="Fa—Dss
was gleichfalls wider die Voraussetzung verstofst.
Da zufolge der Einteilung des Hexagonoides H, in iso-
morphe Elementarstreifen

S=(&, B), 8=@& HK"),...,

alle in Bezug auf das Polygon P, (0, 2m) gezogenen Schliisse
auch fiir das Polygon P;'(0, 2m) gelten, kann man die unter
I, IT und ITII erkannten Thatsachen kurz so pricisieren:

Auf einem Elementarhexagonoide H, konnen allomorphe
Polygone der Grundform P;(0, 2m) iiberhaupt nicht vorkommen.
Enthilt aber H, ein System iiquidistanter isomorpher Polygone
dieses Typus, so giebt es auf ihm stets noch m — 1 weitere
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jenem isomorphe Systeme, und zwar haben dann die Polygone
verschiedener Systeme paarweise einen (24 - 1)-kantigen links-,
bzw. rechtsseitigen Zng gemein,
h==0,3,2,3, .4,
p<gq

Um iber die gegenseitige Lage der m Systeme P, (0, 2m)
eine klare Vorstellung zu erhalten, bezeichne man die Flichen
der an die Polygone

P/(0,2m), PF;"(0,2m), ...
grenzenden Elementarstreifen
NS BRSO

zweckmifsig durch

B =g, COpdgy ovvs CCidgy -0 9.y
§= <a1,>67 <a2,>c PR <a;,+2>6, ceey <a;n>ﬁ )

"_:—<"‘1">67 <a2”>m teey <“;+2>m ) <a;;l>6’

wo allgemein zwei Flichen {o,"); und (el) >; mit dem
Polygone P, (0, 2m) resp. einen drei- und einen einkantigen
Zug gemein haben.

Alsdann werden die mit dem Polygone P;(0, 2m) in
je einem (2% 4 1)-kantigen Zuge coincidenten, der Fliche
S"+ 8” + - .- angehorigen Vertreter P;(0, 2m) der iibrigen
m — 1 Systeme dargestellt durch:

1) P(0,2m) = | Ty 0% |,

‘a;'—l ’ az’) Ia;'—h a:',—l i) b | as(i_g): as(i—2) I) laz(‘_2): “26_1) ;x
| &, a0 |, | e, @],

[y eees [ “;(:Iil-:-zf e sl | LA P “ﬁflr,-+2 B

(i—1 i —1 i—1
| it @i | | 5 5P |

jas ", aQl, |65, o

| & #hats |

| &SPy oD | | @y @D |5 ooes | @ty pisly |@ppe, appal,
I'tpte, pysl, |"ape, o], ooy [, @i, (@i, off,
o R
p+i+2=r
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2) wenn abkiirzungsweise p 4+ i 4 2 =k gesetzt wird,
Py(0,2m) = | ‘e, e |,
| ‘o1, @i |, | ‘o, @ia |soey |Topts, opal, |‘opts, apysl,

|"apts, pts|, |"opte, opial;

a) k—qg>2
| @ty @be |y | @y o |y ooy @), o0, [, | o), oY |
i ai:)-—ii-ll), “y’:ﬁl) i, l aijz_—;i-ll), a(‘l_“q‘+2) s I a(q—t+1) a(ql:;-_f-?)|

- . ol It .
oD, @), |ala— D, ol |, ), g i) | gD, g )],
|0 o i) |, xal(q—i—*-l), asz—i-}-l)l’

N el PR PR e PR [ S oY PR LS P A

m m—1

b) k—qg=2
| @ty Gt |y L@ty gt |5 ooy 1600, a0 [, a0, a0,
| @Y, aleD |, @D, g D) |, | g D, gl

lasﬁ_ﬂ-l): “1(’1_'-4_”‘; I“%—_H'l)’ af;{-"‘i“-’)', o | Oy @iga |, | @i, @k [
¢) k—¢<1

| oty pie |, | @ppr, @t |, ooy | 5@, @ |, I @, a(Ftl) I'
| @, 4D |, | D), g o4 |,

|, ity .a‘"'.*“, et o |ale ARl | iR,
pelgl o o | ol oL | o
| ey, 20 |, | e, e®, (|, ooy | @, G|, | @R, @ |

k=p+43,p44,

An das gewonnene Resultat der Erkenntnis aller Ele-
mentarpolygone als Nachbarpolygone dreier charakteristischen
Formen P, P,, P, schlielst sich naturgemiifs die Frage, ob
mit denselben die letzten urspriinglichen Typen des Elementar-
polygones erreicht sind, oder ob noch eine weitere Reduktion
moglich ist.

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 9
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Um dieses Problem zu entscheiden, werde ein Elementar-
hexagonoid H,, mit einem Grundpolygone P,(0,2p- 2¢-+4 6=2m)
betrachtet. Die Flichen des ersten an letzteres grenzenden
Elementarstreifens seien

% sy BiDss B iy =+ s B Dss < Dgs
<o Dy <P s <72,>G7 R <7’ql>m

wo das Polygon P, (0, 2m) mit den Flichen {e,); und {a,");,
{ay > resp. einen vier- und zwei einkantige Ziige gemein hat.
— Durch Fortlassung der Flichen

<ao’>n; <ﬂ|’>m B g1 e v <ﬁp'>c

erhiilt man als Grundpolygon der resultierenden Fliche F
ein zu P,(0, 2m) benachbartes Polygon P’ mit dem angren-
zenden Elementarstreifen

8 =< Dss B Der B Des -+ or Br—1Dss <& g
<“|’>r.: CPTRC <72'>o;; vy <7;—1>n3!

von welchem die Flichen {p,>; und {e,">;, <{a,); resp. einen
vier- und zwei einkantige, alle iibrigen Flichen aber je einen
zweikantigen Zug des Polygones P’ enthalten. — Nach weiterem
Ausschlufs der Flichen

<7’q’>«:; <ﬁx">u> <132”>4:’ sy <ﬂ;—l>n:

resultiert als Berandung der entstehenden Fliche H " ein Po-
lygon P” mit dem angrenzenden Elementarstreifen

o — <?';—l>.;; KB Das B Der vo ey </3//»:2>4'.7 CUTRCPN
COIRCTP TR CD TR ¢ 7S TIINR ¢ /8y T 3
von welchem die Flichen (p;—>; und (&, (&>, mit P”

resp. einen vierkantigen und zwei einkantige Ziige, alle iibrigen
aber je einen zweikantigen Zug gemein haben.

Ist nun erstens p = ¢, so wird man vermoge dieser
Reduktion der Fliche H, schlielslich zu einer anderen H,#*
gelangen, an deren Grundpolygon P& ein Elementarstreifen
grenzt,

8P = (p,Dg, o, @0, Lo, ..., <&y gy <oy, <oy g5
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von dessen p -+ 3 Flichen die eine {p,"); einen vierkantigen,
die beiden benachbarten (7). und {a,); je einen ein-
kantigen, alle iibrigen je einen zweikantigen Randzug enthalten.

Indem man aber von dieser Fliche H(») das Sechseck {y, >
fortlifst, erhiilt man als Berandung der restierenden Fliiche
H +Y ein Elementarpolygon P, (0, 2p + 4) der ersten Grund-
form. Also:

Jedes Elementarpolygon Py(0, 4p + 6) ist einem Elementar-
polygone P, (0, 2p + 4) benachbart, und es tritt daher auf dem
zugehirigen Hexagonoide in p + 2 verschiedenen Systemen dqui-
distanter Polygone auf.

Ist dagegen zweitens p < ¢, so besitzt das Polygon P®
den angrenzenden Elementarstreifen

89 = <7:1—1'+1>m <“1(p+“>m <°~'1(")>m siekey <a1“>m
<o Dgy <5 g, <t e W Vg5 5 Fo—rDss

und es wird die Ausscheidung der Fliche (y;_,41); als Rand-
polygon von H,#*+1 ein Elementarpolygon P(#+)) ergeben, von
welchem die {p;,_,41); benachbarten Flichen (y,—,>; und
{e,\7tV%; resp. einen drei- und einen zweikantigen Zug ent-
halten. Dann aber stellt sich P+ als ein Polygon der
Grundform Py(0, 2p, + 2¢, + 4) dar, wo sich p,=p-1 und
¢y=q —p—1 berechnet. Also:

Ein Elementarpolygon P,(0, 2p 4 2q+ 6) ist allemal einem
L lementarpolygone Py(0,2q + 4) benachbart, und es tritt daher
auf dem zugehirigen Hexagonoide H, in q + 2 verschiedenen
Systemen dquidistanter Polygone auf.

Zieht man noch aus der eindeutigen Abhiingigkeit der
fir zwei benachbarte Polygone P,(0,2m) und P,(0, 2m,)
charakteristischen Zahlenpaare p, ¢ und p,, ¢, den Schlufs,
dals auf demselben Hexagonoide I, allomorphe Polygone
Py(0,2m) und P,(0,2m,) unmdglich sind, so kann man,
alles zusammenfassend, folgendes Endergebnis aussprechen:

Theorem 14. Jedes Elementarpolygon ist Nachbarpolygon
eines durch zwei positive ganze Zahlen p, q unzweideutiy defi-
nierten Polygones der Grundform

9*
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b, q=17 27 sieiey
und hat deshalb die Charakteristik 0.

Alle dem nimlichen Polygone P,(0, 2m) benachbarten, mit
thm also auf demselben Hexagonoide H, gelegenen Ilementar-
polygone Fonstituieren eine Klasse.

Ist p, <gq,, so enthilt das zum Polygone P,(0,2m,) ge-
hirige Hexagonoid q, + 2 umendliche Systeme dquidistanter iso-
morpher I lementarpolygone der Form:

wo sich p=p, + 1 und q = q, — p, — 1 berechnet, und dann
gruppieren sich alle mit Py (0, 2m,) isomorphen Polygone gleich-
falls in q, + 2 analoge Systeme.

Im Falle p, = q, dagegen enthilt das betreffende Hexa-
gonoid ein einziges unendliches System dquidistanter isomorpher
Polygone der Form:

P,(0,2m) =

m +1
2

sich alle mit P,(0, 2m,) isomorphen Polygone in p, + 2 analoge
Systeme.

Angenommen jetzt, es liege auf einem Elementarhexa-
gonoide H, ein System von Polygonen P, (0,2m) und ein
beliebiges Polygon P(0,2n) vor, so werden auf H, zweil
Polygone P’(0, 2m) und P* (0, 2m) existieren, die mit P(0,2n)

wo sich m =p, + 2 = bestimmt, und dann gruppieren
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mindestens je einen Kantenzug gemein haben und es in einen
aus . — 1 isomorphen Elementarstreifen

§'=PP,8"=P'P", ... 8= Pinpw

bestehenden Giirtel einschliefsen. Wenn dann durch die
Kantenfolge

]a“f)l“, ‘\buﬁz’; ”32)[’3[) R ) Ibi—lrbi|7 'bi)ai|

ein Zug des Polygones P(0,2n) gegeben ist, dessen End-
punkte a,, a; zwar noch zum Polygone P%—1(0, 2m) gehoren,
wiithrend seine iibrigen KEcken auf P®(0, 2m) liegen, so
wird nach Ersetzung dieses durch den zu P*—1(0, 2m) ge-
horigen Zug

ay, a:zYv l:af.’; A3 [y o) ‘ai—l’ C(.~|

das resultierende Polygon zwei Kanten weniger als das ur-
spriingliche wenthalten.

Falls daher P(0,2n) mit P®(0,2m) mehrere, etwa a, -
getrennte Ziige gemein hat, kann man ein nur noch iiber
h — 2 Elementarstreifen erstrecktes Polygon P (0,27 — 2a)
konstruieren.

Daraus folgt:

Unter allen Polygonen des Hexagonoides H, enthalten die
Polygone P, (0, 2m) die kleinste Zahl von Kanten, wihrend ein
b Elementarstreifen durchlaufendes Elementarpolygon P (0, 2n)
mindestens 2m -+ 2h Kanlten zdhlt.

Ganz analog wird bewiesen:
Auf einem Hexagonoide H, mit einem Systeme von Poly-
gonen Py(0, 2m) haben diese die kleinste Kantenanzahl.

Wie die Kantenpolygone eines Hexagonoides H;, so zeigen
auch die Elementarpolygone eines Hexagonoides H, die Eigen-
schaft der Irreducibilitit, und zwar in doppeltem Sinne:
einerseits nfimlich in ihren Beziehungen zu den auf einer
Fliche H, gelegenen Polygonen P(6,n), andererseits in der
gegenseitigen gestaltlichen Abhiingigkeit der einer Klasse,
d. h. demselben Elementarhexagonoid H, angehorigen Polygone
P(0, 2m).

Was zuniichst das Verhiiltnis der Polygone P(0, 2m)
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einer Fliche H, zu deren Polygonen P(6, n) anlangt, so findet
dasselbe seinen Ausdruck in folgendem Satze:

14a. FEin Elementarhexagonoid H, mit einem Grundpolygone
P.(0,2m) (¢ =1, 3) kann kein Elementarpolygon P (0, 2m,)
enthalten, welches in einem Kantenzuge irgend einem Polygone
P(6,n) eines Hexagonoides Hy isomorph ist, das der aus der

) m — 1 3
Grundfliche von H; und den ersten [——,—] angrenzenden Ile-

mentarstreifen gebildeten Fliche H, angehirt.

Es geniigt, den Beweis [iir ein Hexagonoid H, mit einem
Polygonensysteme P,(0, 2m) zu fiihren, indem der andere
Fall einer Fliche H, mit einem Systeme P;(0, 2m) eine
durchaus analoge Behandlungsweise gestattet.

Man wihle zu dem Ende auf einem Hexagonoide H
mit dem Grundpolygone

P,(0,2m) = | &, ‘o, | o, ‘e |, |eg, e, o ey, ‘o B

Y | | 7852 [
coy | Cmy Om, |0, o

das Sechseck (&, >, zur Grundfliche eines Hexagonoides Hj,
so wird sich letzteres bis incl. seines von (¢, ), aus gezihlten

["—z—;—l—]ten Elementarstreifens isomorph auf H abbilden lassen.

Es sei nun auf diesem Teile H, von H, irgend ein Polygon
P(6,n) gegeben, und es stelle P’(0,n,) irgend ein auf H,
gezogenes Elementarpolygon vor, welches den dem ersteren
isomorphen Kantenzug @ enthilt. Man bestimme dann inner-
halb der Fliche ({«,);, P(6, n)), ausgehend von {a&D;, in
der Flichenreihe
Koy Dgs <agDg, <5 Dgy « oo

in welcher allgemein zwei Flichen («';—;>; und {4 ,>; durch
gegeniiberliegende Seiten der Fliche {a;); gehen, die erste

Fliiche {a,);, welche einen Kantenzug des Polygones P(6, n)

epth'zilt. Da die Zahl » hochstens gleich der Zahl [ﬁl—g_—l]

ist, so kann man von der durch den entsprechenden Kanten-
zug in @ bestimmten Fliche (f,); aus eine jener isomorphe
Flichenreihe ableiten:

<ﬂ">67 <ﬂl'—1>6! afoiiey <ﬂ1>ﬁ'
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Zufolge des Isomorphismus der zu den Flichen {e,"); und {B,>,
gehorigen Hexagonoidteile in Bezug auf ihre ersten [m :z_ :
Elementarstreifen mufs sich aber der Zug @ zu dem P(6, n)
isomorphen Polygone Q(6, #) schliefsen. Mithin kann ein Zug
@ kein Teil eines Polygones P'(0,n,) sein. Q. e. d.

Die vorstehende Uberlegung lehrt gleichzeitig folgende
bemerkenswerte Erzeugungsweise eines Elementarhexagonoides H
aus eimer hexagonoidischen Fliche H,.

Man variiere, wenn unter Wiederaufnahme der § 18 ein-
gefithrten Bezeichnungen die Flichen der sechs dreikantigen
ebenen Ziige des den Elementarstreifen S berandenden Poly-
gones P™ in der einem Umlauf von P entsprechenden

Folge gegeben werden durch
<al("‘)>ﬁ} <a(1",:l_),,.>ﬁ7 <a1’:i—)2llA>‘;’ Gy <a\1”_;.){,,,,>67
die aus der Grundfliche («,); und den ersten m Elementar-

streifen bestehende Fliiche [, so stetig und sich selbst isomorph

im Raume,
1) dafs die mittleren Randkanten zweier gegeniiberliegenden

Flichen

{e,™>; und <“(1':;.)5m>'5

a) Gegenseiten eines ebenen Sechseckes (¢); werden,
b) in eine Kante | &, , «{"); | zusammenfallen,
2a) dafs die mittleren Randkanten der Flichen (e ),

" . a : 2 : g
und {ef”, > in zwei durch eine dritte getrennte Seiten eines

ebenen Sechseckes (g); iibergehen,

2b) dafs der mit der mittleren Randkante von (e, ),
beginnende und in der ersten Randkante von {(a!"); endende
(2r — 1)-kantige Zug und der mit der ersten Randkante von
(el > beginnende und in der mittleren Randkante von
Ca{")y > endende (27 — 1)-kantige Zug entsprechend zusammen-
fallen

r=m-+1,m,..., 2,

wo in den Fiillen 2a) und 2b) die Kanten des Polygones
P(6,12m -+ 6) in der Reihenfolge geziihlt sind,
al(m), al('“-i-l) l, | “1("')v 0(2(‘“‘“) " s

(m) (m~+-1)
o, , ((lm—f-ﬁ y

www.rcin.org.pl



136 Dritter Abschnitt.

Durch diese Operation entstehen
1a) ein Elementarhexagonoid mit einem Grundpolygone
P,(0,4m + 4),
1b) ein Elementarhexagonoid mit einem Grundpolygone
P,(0,4m - 2),
2a) ein Elementarhexagonoid mit einem durch die Werte
p = q = m bestimmten Grundpolygone
Py (0, 4m + 4),
2b)*) ein Elementarhexagonoid mit einem durch die Werte
p=r—2und g =2m — r 4 1 bestimmten Grundpolygone
P, (0,4m + 2).
Zu einer noch engeren Unterscheidung der Elementarpolygone
eines Hexagonoides H, in irreducibele und reducibele fiihrt,
wie schon oben bemerkt, deren vergleichsweise Betrachtung.
Ich werde mich jedoch in den betreffenden Untersuchungen
auf den einfacheren Fall eines Elementarhexagonoides mit
einem Polygonensysteme P, (0, 2m) beschriinken.
Um zuerst die hierher gehirigen Beziehungen der all-
gemeinen Elementarpolygone P(0,2n) der Fliche zu einem
Grundpolygone P, (0, 2m) abzuleiten, teile man das Hexagonoid

H, von letzterem aus in gleicher Weise wie friiher in Elementar-
streifen:

8= Dy Ctsdgy -y (s,
oe— <¢¥1’ >o;; <“~.', >6 3 Ry <a’"'>‘3 ?
S <a1”>6 2 Kty Dy = Cetms »
. . . . . . L > 2! 7 = =7

¥) Man gelangt zu diesem Polygone, indem man von der zur
Fliche H, geschlossenen Fliche H; successive die » Flichenreihen ab-
sondert, niimlich die Reihen

<al+4m>i ) <a§!'3)~1m>ﬁ 7€y <a(l'—,:\2.:m>("
G TR G i) PERE I ¢ i "TIR 56
.(4',','.)—1 69 fx’ff::))w <°‘(47f,:f1)>m ey (ﬂ(,',':,:ﬁ)),, < (n',',':)%’ (‘,i‘l—am>

und an das eine R.a.ndpol) gon der entstehenden Fliche ein (a,‘ )>( und
<°‘£’-‘Hm> seitendes Sechseck ansetat.
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wo allgemein zwei Flichen (&), und {a;"+9), Scheitel-
flichen, zwei Flichen (&™) und {a® »; Seitenflichen be-
zeichnen, und wo die Flichen {e,)>;, {¢,"Ds, <>, eine Ecke
bestimmen.

Die Kanten des von den Polygonen P,(0, 2m) und
P, (0, 2m) berandeten, m Streifen umfassenden Giirtels G,
zerfallen in zwei Systeme:

1) in die gemeinsamen Randkanten | ¢®, etV | zweier
benachbarten Elementarstreifen,

2) in die gemeinsamen Seiten | &;®, «(), | zweier Nachbar-
flichen eines Streifens.

Die Kanten des ersten Systemes sind dadurch ausgezeichnet,
dafs der zu einer von ihnen gehorige rechts- bzw. linksseitige
Kantenzug mit dem die beiden Elementarstreifen trennenden
Polygone P, (0, 2m) identisch ist, die des zweiten dadurch, dafls
der zu einer von ihnen, etwa zu |, af), |, gehbrige rechts-

bzw. linksseitige Zug sich durch die m Streifen S®, ...,
S@+m—=1 hinzieht. Es werden mithin die zu den m Kanten
| amy &' |, o, @ |, oo, | @i, o |

gehbrigen rechts- bzw. linksseitigen Kantenziige die einzigen
2m-kantigen Ziige der Art enthalten, welche, ohne sich zu
schliefsen, ganz innerhalb des Giirtels G, verlaufen. Schlieflst
man aber einen solchen Zug durch einen gleichfalls in G,
enthaltenen sich selbst nicht durchsetzenden Zug zu einem
Elementarpolygone, etwa den Zug

lom, e'|, Jo"s @[, ..oy [, @ |, [afD, o), |

w7 Tu41
(m = 2u)
durch den Zug
| om, ‘@y |, |, ‘@m|, ooy |6, amiD |,

so werden die Endkanten des urspriinglichen 2m-kantigen
rechtsseitigen Zuges resp. erste und zweite Kante zweier
mindestens dreikantigen ebenen Ziige des Polygones. Mit
Hiilfe der einzufiihrenden Bezeichnung eines zwischen den
ersten Kanten zweier zwei- oder mehrkantigen ebenen Ziige
erstreckten Bestandteiles eines Elementarpolygones als eines
Elementarzuges kann man daher sagen:
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Auf einem Elementarhexagonoide mit einem Grundpolygone
P,(0,2m) existiert unter den Elementarpolygonen eines aus
m Elementarstreifen bestehenden Giirtels G, kein einziges,
welches einen dem Grundpolygone isomorphen Elementarzug
enthilt.

Diese Beziehung eines beliebigen Elementarpolygones zum
Grundpolygone ist offenbar durch seine Zugehorigkeit zum
Giirtel @, bedingt. Denn erweitert man letzteren um einen
m ~+ 1¥* Elementarstreifen S0, so ist das Elementarpolygon

lom, &' |, |, & ], ..., | &P, &, |, | &G0, o, |,

2. ’
| oD, omkd |, | alnt®, oD [, ., | Om, O |

in seinem ersten Zuge dem Grundpolygone isomorph.

Die aufgefundene Beziehung lifst sich leicht auf zwei
beliebige Elementarpolygone des Giirtels f,, ausdehnen und
sich so zu dem Satze erweitern:

14b.  Auf einem Elementarhexagonoid wmit einem Grund-
polygone P, (0, 2m) kann von zwei einem Giirtel G, angehirigen
allomorphen  Elementarpolygonen das eine keinen dem anderen
isomorphen Elementarzug enthalten. ‘

Zum Beweise werde vorausgesetzt, derselbe sei bereits fiir
alle Elementarpolygone P(0,2n) erbracht, welche sich iiber
nicht mehr als ¥ < m aneinander grenzende Elementarstreifen
erstrecken. Wenn dann das Elementarpolygon

Q(O,2nl)5|p“ pz}i [ P2, p3|! iy |pi—l7 pil) }pi: a, |,
|ﬂ,, bl i; ]blv bz|’ Ifj2) bs 3 %1%y \bk—ly bk )

| e, 0|, |Gk, @f, |Gs Q—t]y ooy | 95, Gy
=9,
welches mit dem Kantenzuge
) bn [ b1> b: ‘) CRORCA Bl bk—li b‘- ‘) | bk} a’f,

einem » - 1** Elementarstreifen angehort, isomorph ist einem
Elementarteile

lpl’) p'&’ ’7 o Ip;7 al’l) Ial,) bl 1’ R /
y[biy ﬂl" ) !0;.«, ql‘) |qZ, (];—l > TR ) ll]z', ql’l

eines zweiten zum Giirtel G, gehorigen Elementarpolygones
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P(072"’ =" | pl'} pz' B | p:e'; psl oo H). 01' ]: ‘ax’; bll ):2oies
I ' bh (l;- [’ I a;, q; ) | qlr q;—l Ii’"') | Q'z‘} qll.r"-)
so ersetze man in beiden Polygonen die isomorphen Ziige
160 Bi|s | B 05, ooy | Bty Be ]y o] Baimid 7 omd
| 01', blllz [ blly bz’lr goie g I [’2‘—-1’ b’» :) | bh al" I
durch die anderen gleichfalls isomorphen und in @, ver-
laufenden Ziige
[0 L P S R T o SR S s 2 1 und
| a5, | 0,05 |y ooy | Gy B |,
von denen der erste zu dem Randpolygone P,*)(0, 2m) des

v** Elementarstreifens gehort. Eine analoge Reduktion findet
auch dann statt, wenn einem Eckpunkte des Zuges

Ibu b2 | ’bm b:; > JIORR L) Ibk—h bll
die beiden Endpunkte des Q(0, 2n,) isomorphen Elementar-
zuges von P(0, 2%') entsprechen.
Durch geniigend hiiufige Wiederholung dieses Verfahrens

gelangt man zu einem nur noch v Elementarstreifen durch-
ziehenden Polygone

(J(O;:?"z) == | s Ve by hoPay Pelne s | Py 0|, | @y, G515

ety l Qp—1, Az [» l A, Q |7 I Gy Qiet [y <oey | Gzy Oy ;)
welches isomorph ist einem Elementarzuge

r ’ ’ ’ ’ ’ 4 ’

Iplrpz‘r|p2>p3!)'--;|%;q2[;|‘]2;QI|
eines zweiten zu G, gehorigen Elementarpolygones
0, 20" )=+, |9/, Py’ ) Ps [re0s | 0550 [ 2 0t e

P(0, 20") pipe |y | e by | l o550 [, |as50

Weil aber die Coexistenz zweier derartiger Polygone durch
die Voraunssetzung ausgeschlossen wird, so gilt das auch fiir
die Polygone (0, 2n,) und P (0, 2x).

Die unter 14b aufgestellte Behauptung ist somit giiltig,
wenn sie fiir das Grundpolygon P,(0,2m) und ein beliebiges
Elementarpolygon des Giirtels (¢,, zu Recht besteht. Hiermit
aber ist der Satz auf den schon friiher bewiesenen Spezialfall
zuriickgefiithrt. —
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Die Theorie der Elementarpolygone findet ihren Abscllufs
mit der Entscheidung der Frage:

Welches sind die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir, dafs ein Kantenpolygon P ein Elemertar-
polygon sei?

Da man gemiils der Definition der Elementarpolygone
und des sie betreffenden Theoremes 14 die Untersuchung von
vorneherein auf die hochstens fiinfkantige ebene Ziige ent-
haltenden Polygone der Charakteristik ¢ = 0 zu beschriirken
hat, werde ein derartiges Polygon P(0,2m) der Betrachtung
zu Grunde gelegt. Dasselbe kann seiner Form nach *von
vierfacher Beschaffenheit sein:

la) Entweder sind alle ebenen Kantenziige zweikantig,

1b) oder es folgt auf einen etwaigen dreikantigen ebenen
Zug der Charakteristik - 1 ein isomorpher Zug der Charakte-
ristik + 1,

— in beiden Filllen ist P (0, 2m) ein Normalpolygon im
Sinne des § 16 —,

2a) oder es folgt auf einen dreikantigen ebenen Zug der
Charakteristik 4 1 ein isomorpher Zug der Charakteristik 41,

2b) oder es treten auch vier- und fiinfkantige ebene
Ziige auf.

Indem man in dem Falle 2a) einen Zug

TN AL
7 1 /a\ " // a
e a—1 [

durch den anderen

a—1 [

) 1A 2 2
2/ / a /
/\/ ...\//\/,

ff

in dem Falle 2b) einen vier- bzw. fiinfkantigen ebenen Zug

durch die fiinfte und sechste bzw. die sechste Seite des zu-

gehorigen Sechseckes {«); ersetzt, gelangt man zu einem dem

Polygone P(0,2m) benachbarten Polygone P(0, 2m,),
(my=m — 1 oder m =m— 2)

welches entweder, einem Falle 1) entsprechend, ein Normal-
polygon, oder, einem Falle 2) entsprechend, einer analogen
Reduktion fihig ist.
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Man kann diese Uberlegung an jedem meu resultierenden
Polygone wiederholen, und wird daher nach geniigend hiiufiger
(hochstens (m — 3)-maliger) Reduktion

1) entweder ein dem Polygone P(0, 2m) benachbartes
Normalpolygon P(0,2m,) erhalten,

2) oder man wird zu einem Polygone P(0, 2m,) mit einem
mindestens sechskantigen ebenen Zuge gelangen, d. h. es gilt
der Sataz:

Theorem 15. Fin hichstens fiinflkantige ebene Ziige ent-
haltendes Kantenpolygon P(c, 2m) der Charakteristik ¢ = 0 ist
dann und nur dann Elementarpolygon, wenn in einer Reihe von
w <m — 3 ikm benachbarten Polygonen

P(0,2m,), P(0,2m), ..., P(O,2m,),
i welcher jedes folgende zwei oder vier Kanten weniger als das
vorhergehende zdhlt, das letzte Polygon ein Normalpolygon darstellt.

Auch die sich hieran kniipfende weitere Frage nach einer
allgemeinen Methode, ein beliebiges Normalpolygon P(0, 2#)
auf eine Grundform P,(0,2n,), ¢ = 1,3, zu reducieren, ist
leicht zu beantworten.

Es werde, die Vorstellungen zu fixieren, einem aus einer
beliebigen Kante beginnenden Umlaufe des Normalpolygones
P(0, 2n) entsprechend das /' Paar aufeinander folgender drei-
kantiger ebener Ziige der Charakteristiken 4 1 und — 1

durch Z_(l'i)l und Zﬂ, die zwischen diesen und den nichst-

folgenden Ziigen Z% und Zf{f}*‘” verlaufenden @;- und b;-kan-
tigen Ziige durch Z,, und Z,, bezeichnet,

P(O, 2”) = Z.’H_ +Z,,‘ + Zi.l —{—Z,,l + Z.l,{_l +Za2+Zl1 —]—Z,,, +"'
o+ ZO+ 2+ 20+ 2,
ar, b,=0,1,3,5,---.
Alsdann denke man sich unter der allgemeineren Annahme
a, >1 an den Zug
Z4+ 2,
b, + 3

nach der negativen Seite hin einen aus = einander paar-

weise seitenden Sechsecken (&), bestehenden Streifen an-
gesetzt und fasse das durch diesen von P(0, 2n) getrennte
Polygon P’(0,2n) auf. Dasselbe wird statt des Zuges
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Zipn+ 2o, + Za+ 2o, + Zia + 2o, + ZZ,
den anderen enthalten
Zp+ Zoys + 220+ 2o, + ZYs + Zope + 25

Man kann daher den vorbeschriebenen Ubergang an diesem
und jedem neu resultierenden Nachbarpolygone wiederholen,

5 1 a
bis man nach :'2- -

maliger Wiederholung zu dem Polygone

gelangt

P(0,20) = Zi + Z1 + 2o, + Zs + Zijardar + 220+ -
. IR LR RS DA A

Aus diesem Polygone kann man aber durch Ansetzung eines

aus 2 4 & 7:—‘—1*- Sechsecken <{a), gebildeten Streifens an die

positive Seite des Zuges
Z”*’_l + Zl+"l+"z-

und durch —*:—'-malige Wiederholung dieser Operation zu

einem Normalpolygone der Form iibergehen
P(0,2n) = Z 21+ Zis + Zigayton+ 2504 Zoo g+ 254
+Zo+ -+ 20+ 2, + 25+ 2,
Ersetzt man aber weiter den mittleren der drei Ziige
Ty, Bay BY

durch den freien Rand eines an ihn grenzenden Sechseckes
{a);, so resultiert ein Normalpolygon

P(0, 20) = Zis + Zojartas + 2"+ Zitoctns + 252 + 2o+ -
o ZA + Zso, + Z8 + Zoy,,

welches bei gleicher Kantenzahl mit dem urspriinglichen
Polygone nur noch » — 1 Paare aufeinander folgender drei-
kantiger ebener Ziige der Charakteristiken 4 1 und — 1 ent-
hiilt. — Hieraus und aus dem Bildungsgesetz des Polygones
P(0, 2n) ergiebt sich aber der Satz:
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1ba. Jedes Normalpolygon der Form
PO,20) =71+ 2, + 20+ 2, + - -
o+ 20+ 2,4 25 + 2,
st benachbart einem Polygone
P(0,20) =20+ 2,4+ 2% + 2,,

a=3(v—1) +2 a, b=3w—1) +2b/,.

h=1 h=1

Durch die bisherigen Ausfiihrungen erfihrt die Aufgabe,
die etwaigen Elementarpolygone eines gegebenen allgemeinen
Polyeders zu bestimmen, eine einfache und vollstindige Er-
ledigung.

So findet man fiir das Tetraeder 4, = {a,>;, {&y);, (&),
{apy drei Elementarpolygone des Typus P,(0, 8), niimlich
die in § 16 angegebenen Normalpolygone:

| oy o, |ow, @i, [, am|, |0, @], |0, eal,
le, en|, |@m, @|, |er, anl.
Fiir das durch die Beziehungen
<“1>4>4<<a4>u <%>4>"g<<“5>4: <“3>4>T<<“6>4

bestimmte Tetragonhexaeder ergeben sich:

1) Vier Elementarpolygone des Typus P, (0, 6), niimlich
o, o |, e, e|, o, @], e, |, |, e |, | ax, al;

2) sechs Elementarpolygone des Typus P;(0, 8), niimlich
| ey o |, | e, “ll» low, 0|, |ea, o |, |@i, e, |aw, |,

low , eir|, |ew, e,

wo allgemein durch {e,),, (), zwei Gegenflichen be-
zeichnet sind.

Um die Elementarpolygone eines Pentagondodekaeders zu
ermitteln, werde dasselbe definiert durch die Bestimmungen:

g | 2 Cagg, <eydgy <5, <55, <apds;
oy | = Cagdy, <oydsy {1005, U1y <125y
ey <t PR CY IR CHY PR TR T
<“7>5>T< 1<ap)s, {0yds, <o, <55 <@,
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144 Dritter Abschnitt.

wo zwischen den Indices z, 2’ zweier Gegenflichen die Be-

ziehung statthat,
z— & =46,
und wo die Flichenfolge
Sy <o3dss <as, <ag)s, <as
einem in positivem Sinne ausgefiihrten Umlauf von {e,); ent-
spricht.

Ein beliebiges Kantenpolygon P wird die Oberfliiche dieses
12-flachs Ays in zwei Bestandteile S,, S; scheiden, von denen
der erste m, =1, 2, 3, 4, 5, 6, der zweite m, = 11,10, 9,8,7,6
Grenzflichen {«), enthalten kann.

Die Polygone der ersten Art sind mit den zwolf Poly-
gonen {«); identisch. Sie sind daher séimtlich isomorph, und
ihre gemeinsame Charakteristik ist -4 5.

Die Polygone der zweiten Art sind durch die den Kanten
| @;, a; | des 12-flachs entsprechenden 30 Paare von Seiten-
flichen (e&)>;, <{e); gegeben. Auch sie sind untereinander
isomorph, und ihre gemeinsame Charakteristik ist - 4.

Die Polygone der dritten Art sind bestimmt:
a) durch 20 Flichen der Form

8 =<a,), e, <e;
b) durch 5-12 Flichen der Form
8, =<a), <@, <{ap.
Ihre Charakteristiken sind resp.:
a) CPE) —+1+1+1=3;
b) C(PS)=+2—1+42=3.

Die Polygone der vierten Art sind bestimmt

a) durch 5——'22 Fliichen der Form

8 =<, e, <o, <ap;
b) durch 5.12 Flichen der Form

8y =<, <oy, a5, <a;
¢) durch 2 .30 Flichen der Form

8y =<, <), <&, <&);
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 145

d) durch 2 .30 Flichen der Form
8 =<, o), <a, o).

Ihre Charakteristiken sind resp.:
) CPE)=—=+1+1=2,
b) C(PSN)=+2—-14+14+1—1=2,
) CPE)—+2—2+2=2,
d CPS))=+2—14+2—-1=2
Die Polygone der fiinften Art sind bestimmt:
a) durch 5.12 Flichen der Form

S =<, e, {ap, <o, <),
b) durch 2. 30 Flichen der Form

Sy = L, e, <a), {a, {a,);
¢) durch 2.5.12 Flichen der Form

Sy =<, o, <ag>, {a5), {ap),
d) durch 3 .20 Flichen der Form

Sy =<, e, <{ag), a5, {a),
e) durch 5.12 Flichen der Form

S, = e, ay, <@, <ap, {ap,
f) durch 2.5 .12 Flichen der Form

S =<y, <@, ay), <e,>, {e3).
Denselben entsprechen die Charakteristiken:
2) O(PS)=+1—1+1=1;
b) C(P(S)=—14+2—14+1=1;
o O(PE)=1+¢ix1318edi,
d) C(PS))=—24+2—-141—142=1;
&) C(PEBN=+2—1—1+2—1=1;
f) C(PS)=+2—142—-2=1.

Da hiernach eine Fliche, welche sich aus m, <5 bezw.
aus 12 — m, > 7 Grenzflichen {a)> zusammensetzt, von einem
Polygone der Charakteristik 6 — m, berandet wird, miissen
alle etwaigen Elementarpolygone des 12-flachs unter den-

jenigen Kantenpolygonen enthalten sein, welche seine Ober-
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 10
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146 Dritter Abschnitt.

fliche in zwei je sechs Grenzflichen () umfassende Bestand-
teile S;, S, trennen.

Nun findet man die letztbezeichneten, das 12-flach A4;; in
gewissem Sinne hiilftenden Polygone in systematischer Folge
durch nachstehende Uberlegung.

Offenbar mufs der Bestandteil S, als einfach berandete
Fliiche aufser einer Fliche (&> nmoch mindestens eine Seiten-
fliche {a,) derselben enthalten. Im iibrigen wird er entweder
kein, oder ein, oder zwei, oder drei Paare von Gegenflichen
aufweisen.

I. Bestandteile S, okne Gegenflichen.

1) Besitzt S, nur die eine Seitenfliche {e,) von (e,

so ist
8 =<ey), <ap), <ag), <ayp), <oy, {ay).

Es besteht dann S, aus den drei in einer Ecke zusammen-
stofsenden Flichen <{a,», {&,,>, {a;;» und denjenigen drei
Flichen <{«,>, <{ag», {a,,>, welche resp. durch deren der Ecke
gegeniiberliegende Seiten gehen. — Das zu S, gehorige Rand-

polygon

P=|ay, o), |, o), |&, @], e, 5|, |, ],
leg, e5|, |@0, |, |, |, |@, e, [a, @],
| ey, @ |, |ay, &l, |@n, & |, |, 7|, |e, &),

e, |, leg, a5, ey, a5
hat die Charakteristik
CPS)=+2—24+2—-242—-2=0.
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform P, (0, 12)
benachbart, zu dem man gelangt, wenn man an P drei Sechs-

ecke {ayy*), {e);, €ag)s ansetzt. — Im Ganzen existieren
auf A;; zehn solche Elementarpolygone.

2) Enthiilt S, aufser {a,) noch eine zweite Seitenfliche
von {(e,», so sind zwei Fiille zu unterscheiden.

*) Diese Ausdrucksweise soll besagen, dals das anzusetzende Sechs-
eck (e, »; mit P denselben Kantenzug wie das gleichnamige Fiinfeck {e;),
gemein hat.
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 147

a) Unter der Annahme, dals diese Fliche auch Seiten-
fliche von (e,) ist, bestimmt sich

S = (e, {apy, <a5), <a», <&, <)
Es besteht also S, aus den drei in einer Ecke zusammen-
stofsenden Flichen (o), {ey>, {e;,> und deren nach den
Kanten der Ecke genommenen drei Scheitelflichen {a,,), {e,,>,
{e;». — Das zugehorige Randpolygon
P=|eay, & |, |y, 0], |, ], |, a5, |, @],
ley, ], [0, e, [, o], |, |, |, &],
| o, @ |, |y, o]
hat die Charakteristik
orPBS)=—14+1—-141—141=0.
Es ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0, 12) be-
nachbart, das man erhilt, indem man an P die Sechsscke {a,)>,,
(@), ansetzt. — Im Ganzen besitzt das 12-flach zehn solche
Elementarpolygone.
b) In dem Falle, dals die {a,)> seitende Fliche nicht auch
Seitenfliche von {e,), also etwa mit («,)> identisch ist, hat man

Sy E<a1>; <“2>7 {ey), COTRCHIRCTHE

Da hier S, keine einfach zusammenhiingende Fliche darstellt,
vielmehr aus zwei getrennten Stiicken besteht, ist dieser Fall
belanglos. 3

3) Enthiilt S, drei Seitenflichen von {«,), so sind dieselben

a) entweder drei aufeinander folgende Flichen, wie <{a,),
{ag), ey,

b) oder drei nicht aufeinander folgende Flichen, wie {a,),
(), e

Im ersten Falle ist

8y = (e, ey, <y, <a, (&>, {ay).

Es besteht dann S, aus einer Fliche <{a;> und deren fiinf
Seitenflichen. Das zugehirige Randpolygon

— p=y ! ' '
=l i ro, e e % |y | o |y |eg, @,
; T Lo . :
| @y @ |y [ @y, o, |0, @), |og, | |a, o
10*
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148 Dritter Abschnitt.

ist ein Elementarpolygon der Grundform P, (0, 10). — Im Ganzen
sind sechs solche Elementarpolygone auf A4;; vorhanden.
Dem zweiten Falle entsprechend ergiebt sich

8y = e, <), <a), <&, <o), {#p)
als eine Fliche, welche mit der unter I, 1 erbaltenen iiberein-
stimmt.
4) Enthilt S, vier Seitenflichen von (>, so resultiert
die Flichenform
8, =<a, ap), <ag, {ap, {ap), {1,
ein Fall, der bereits unter I, 2 behandelt worden.
5) Ebenso ist die Annahme, dafs zu S, alle fiinf Seiten-
fliichen von {«,» gehoren, schon durch I, 3a erledigt.
II. Bestandteile mit einem Paar Gegenflichen (e,>, {a;).
1) Enthilt S, aufser (&> noch eine zweite Seitenfliche
von <{a,», so kann dieselbe entweder, wie <{a;>, auch {e,)

seiten, oder, wie {«,», von {a,» getrennt liegen.
Im ersten Falle hat man abermals zwei Moglichkeiten in

der Zusammensetzungsart von S, nimlich:
a) 8= e, (e, (&>, {ap), <@y, ey,
b) 8,=<a), <@, <@, <ar), {a,), {@y)-
Unter a) hat das Randpolygon
P=|oy, ap|, |o, o, &, o, (@, & |, [a, &/,
lagy o |, |og, @), @0, @l, &, @ |, |&, &),
|z, gy @y, o)
die Charakteristik
CPS)=+1—141—1=0.
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform P4 (0, 12)

benachbart, welches von ihm durch die beiden Sechsecke <{a,;);,
{e,; getrennt ist. — Im Ganzen giebt es auf A4;; 30

solche Elementarpolygone P.
Unter b) stellt S; eine zweifach berandete Fliche dar,

kommt also nicht weiter in Betracht.

Sieht man im zweiten Falle von einer der letzten
analogen Zusammensetzungsart der Fliche S, ab, so be-
stimmt sich
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 149

8y =<, <&, <a, <ay, {ag), <{ay).
Das hierzu gehorige Randpolygon
P=|ay, e |, |og, a5 |, |, 05 |, |eg, o |, |, 5],
|ogy o |y |0y o5 |, |, 05 |, |y, & |, |0, @ [
|y, g ly e, agl, [ar, agl, |, e, | &, a |,
Loy, o5 |, |@g, &5 |, |, @5 |, @, 0], |y, e
hat die Charakteristik
C(P(S))=—24+2—2+2=0.
Dasselbe ist einem Normalpolygone der Grundform P;(0, 16)
benachbart. Man findet letzteres dadurch, dals man an P zu-
erst die Sechsecke {ay);, {w;s, dann die Fliche {a;,»; und

schliefslich an den durch die Flichen {ey);, <a;5);, <e;>; be-
stimmten Kantenzug drei weitere Sechsecke ansetzt. — Die

Anzahl dieser Elementarpolygone P von A,y ist 30.
3) Enthélt S, drei Seitenflichen von (&>, so sind die-

selben
a) entweder aufeinander folgende Flichen, wie (a,),

{agy, <e,),

b) oder nicht aufeinander folgende Flichen, wie <a,),

{ag), <ap).

Im ersten Falle fillt S, unter die Form
8y =<ay), <ay, ey, <&, <{a,), {a;).
Das zugehorige Randpolygon
P=|ay, o |, o, a|, |ag, as], ey, @], @, &),
lar, o |, {eq, ag|, o, @], |ay, eyl, |a, a4,
log, eg], |y, agl, |eg, a5 |, |e, o |
hat die Charakteristik
C(PS)=—14+2—24+1=0.

Es ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0,12)
benachbart, welches hervorgeht, wenn man an P das Sechseck
{et;5); ansetzt. — Im Ganzen besitzt A, 2.5 .6 solche Ele-
mentarpolygone P.
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Im zweiten Falle hat S, die Form
Sx = <e), {ay), <ag), a5, {ap), <)
Das zugehdrige Randpolygon
P=|ay, ¢ |, |, & |, |e7, o |, |, @], |og, ],
|@sor @], |y @uly |@y @y, |ag, @al, |05, & |,

ey, e |, o5, |, |os, as |, a5, o |, @5, & L

oy, o |, |og, @ |, |@p, & |
hat die Charakteristik

C(PS)=+2—24+1—-142-—-2=0.
Es ist einem Normalpolygone der Grundform P;(0,14) benach-
bart, zu dem man durch die Ansetzung der Sechsecke {a;,);,
{egy; gelangt. — Im Ganzen kommen auf 4,, 2.5.6 solche
Elementarpolygone P vor.

4) Der Fall, dafs S, vier Seitenflichen von {a,) enthilt, .
ist bedeutungslos, da alsdann S; aus zwei getrennten Teilen
besteht.

111. Bestandteile S, mit zwei Paaren Gegenflichen (e,
Caz) und {ay), {eg).

1) Enthilt S, aufser {e;> noch eine zweite Seitenfliche
von <{a,>, so kann dieselbe zun {a),

a) entweder, wie die Fliche {a;>, benachbart,

b) oder, wie die Fliche {e,>, getrennt liegen.

Unter der Annahme a) hat man fiir die Zusammensetzungs-
weise von S, drei Moglichkeiten, niimlich:
aa) 8 =<, <), <), <o), {ag>, {ayp),
ay) Sy = e, {ay), <ap), <a), <o, <&y,
ac) 8 = {ay), {ap), {ay), (o>, <ag)>, {ey5).

a.) Das Randpolygon der Fliche S
P=|a;, o |, |0, @ |, [0y % |, |@y @ |, |@, |,
lag, o |, |og, a5 |, |eg, @ |, |ag, @], |a, @],
lez, e ly oo, @, |@g, ayl, |e5, @], a5, @y,
lag, e |, len, @ |y [e, a5 |

hat die Charakteristik
CPS)=—1—14+2—24+141=0.
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§ 19. Einteilung der Elementarpolygone. 151

Demselben ist ein Elementarpolygon der Grundform P,(0,14)
benachbart, das entsteht, wenn man an P drei Sechsecke {¢;);,
Ceyyg, (e, )¢ ansetzt. — Im Ganzen sind auf 4, 2.5.6 Ele-
mentarpolygone des Typus P vorhanden.
ap) Die Fliche S, hat das Randpolygon
P=|ay, o |, |a, ayl, [ay, ayl, |, ayl, |e, e |,
lag, oy |, |og, a5 |, |es, ap |, |&, ag|, |e, ay],
|y, o, (o5, anl, |ag, @, |&, o, |&, |,
lay, |,
und dieses hat die Charakteristik
C(P(8)=—142—241=0.

Setzt man an P zuerst ein Sechseck («;;);, dann ein Sechseck
{@y)q, schliefslich nach derselben Seite an die drei aufeinander-
folgenden freien Kanten der Flichen {«z), <{a;,>, <{&,> ein
drittes Sechseck an, so erhdlt man ein P benachbartes Ele-
mentarpolygon der Grundform P;(0, 14). — Es giebt auf 4,,
im Ganzen 2.5 .6 solche Elementarpolygone P.
a;) Man findet das Randpolygon
P=leay, a |, |y, al, |y, @y, &g, ayl, @, ey,
laz, ey, e, apl, e, o |, |ag, @ |, |a5, a5 |,
g, ag |, |es, a0 |, |@s, ag |, |, & |, |, a5 |,
|, @ |
mit der Charakteristik
CPS))=+1—24+141—241=0.
Dasselbe ist einem Elementarpolygone der Grundform P,(0, 12)
benachbart, und zwar geht letzteres aus P durch die Ansetzung
zweier Sechsecke (w)>;, (@, hervor. — Die Anzahl dieser
Elementarpolygone P von A, betrigt 30.
Unter der Annahme b) ergeben sich die drei moglichen
Flachenformen:
ba) 8, =y, e, <ep, <o), {ag), <&y,
bb) Sl == (\“1>1 <“2>’ <a4>7 <a7>7 <a8>: <a11>:
b.) S, = <, <&, <ap, ey, <&, <),
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von denen b, und b, mit resp. a, und a, iibereinstimmen,
wihrend by, eine doppelt berandete Fliche darstellt.

2) Besitzt S, aufser (@) noch zwei Seitenflichen von («,),
g0 kommen, da durch

8, =<e, e, <ap), <o), <o), <

eine zweiteilige Fliche dargestellt wird, nur die Flichentypen
in Betracht,

a) 8, = <o, <&, {ap), <ap, <o), <&,
b) Sy = e, ey, {ap), <&, <&, {ap,
c) 8, = <o, (@, {ap, <&, (@), {ap.
Hiervon stimmen aber die Formen (a) und (b) offenbar mit
resp. den fritheren Formen (a;) und (a,) iiberein, und wenn

man im Falle (¢) statt der Fliche S, den anderen Teil S,
der Oberfliche von A4,, auffalst,

8, =<ap), ey, <&y, Cay5), s, e,

erkennt man auch diesen als schon im Falle (a;) enthalten.

1V. Soll der Bestandteil S; drei Paar Gegenflichen ent-
halten, so mufs er unter eine der beiden Formen fallen:

1) 8, =<, <y, <o), <ap), <ag>, <&,
2) My ee e, <oy, <o, <o), {ep, <a10>°

Im ersten Falle wird aber S, durch eine zweiteilige, im zweiten
durch eine doppelt berandete Fliche dargestellt.

Alles zusammenfassend kann man nunmehr das Resultat
aussprechen:

Die Elementarpolygone eines Pentagondodekaeders werden
durch diejenigen Kantenpolygone bestimmt, welche seine Oberfliche
wn zwei je sechs Grenzsechsecke enthaltende Stiicke spalten. Sie
verteilen sich auf neun allomorphe Typen mit zusammen 296 Ver-
tretern.

Der Beweis des ersten Teiles dieses Satzes kann mittelst
eines in § 21 gegebenen allgemeineren Theoremes wesentlich
vereinfacht werden,
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§ 20. Der erweiterte Charakteristikenbegriff.

Die noch auszufiihrende Untersuchung der Elementarnetze
macht es erforderlich, auch solche Kantenpolygone P in den
Kreis der Betrachtung zu ziehen, welche mehr als fiinfkantige
ebene Ziige enthalten, und demgemiils den Begriff der Charakte-
ristik auf diese Polygone auszudehnen.

Wenn auf der Oberfliche S eines Polyeders 4, als Be-
randung eines Bestandteiles S, ein Polygon P, gegeben ist,
welches mit @, Randflichen von S, und mit , Randflichen
des Supplementes S — S; je h aufeinander folgende Kanten
gemein hat, so wird die auf S, bezogene Charakteristik des
Polygones P, bestimmt durch die Gleichung:

O(Py) = (ay+20,+ 3 ag+ 4a,+ ) — (b 2B+ Bby- 4D )

Da das positive Glied der rechten Seite die Randkanten der
vorgeschobenen, das negative Glied die der zuriicktretenden
Randflichen von S ziihlt, kann die Charakteristik C(P(S,))
auch durch den Uberschufs der Anzahl der Kanten erster Art
iiber die Zahl der zweiter Art definiert werden.

In diesem Sinne ergiebt sich die Charakteristik eines m-
seitigen ebenen Polygones gleich --m, je nachdem dessen Fliiche
als eingeschlossen oder als ausgeschlossen angesehen wird.

Wie schon § 13 bemerkt worden, bestimmt jedes Polygon
P(e,m) unzweideutig ein sogenanntes - reduciertes Polygon
P(0,2u), welches entsteht, wenn man in jedem drei- oder
mehrkantigen ebenen Zuge von P(¢, m) die zwischen der ersten
und letzten gelegenen Kanten wegliifst, jene beiden aber bis
zu ihrem gemeinsamen Durchschnitt verlingert,

.P(O, 2{1) = kl y ]\72, ceey kg',,_l) kz.“'

Das Polygon P(c, m) erscheint dann naturgemiils durch
folgende charakteristische Merkmale definiert:

1) durch die Anzahl 2u der Kanten des reducierten Po-
lygones,

2p—2[2], ‘2[%] -2, ..., 64

2) durch den Uberschufs ¢ der Anzahl b, aller Kanten
der Ebenen
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(ky s Kaly (s, Budy ooy Thou—r, Koyl
iiber die Anzahl a, aller Kanten der Ebenen
(ke s Bl [hyy K5y - ooy [hop, i,
c=m—2u,m—2p—1,...,1,0;

3) durch Anzahl und Formen der aus den Kanten eines
jeden Systemes gebildeten Ziige,

b=+ 20,4 Ba5 -+, @ = by + 20+ 3b; 4+

4) durch die Art der Verteilung der einzelnen Ziige auf
die Flichen beider Systeme. Gemils dieser Auffassung er-
geben sich, wenn die Anzahl derjenigen m-kantigen Polygone,
welche die Charakteristik ¢ haben, mit ¢(m, ¢), die aller aber
mit @(m) bezeichnet wird, in den einfachsten Fillen die An-
zahlen:

Lo@)=9(40)=1; 2 ¢0)=9(1)=1;
3. 9(6) =9(6,0) + 9(6,2) =2 + 2 = 4;
4 9(N=9(1, 1)+ o(1,8) =3+ 2=25;
5 9(8) =9(8,0)+ ¢(8,2)+ 9(8,4) =6 + 443 = 13;
6. 9(9) =9 1)+ 99,3 + 95 =9+6+3=18
Uberhaupt gilt zufolge der Gleichungen
a, + b +2p=m und b —a =c:
Polygone mit gerader bezw. ungerader Kantenzahl haben stets

eine gerade bezw. ungerade Charakteristik, und wmgekehrt.

Mit der obigen Definition erweitert sich das wichtige
Theorem 11 des § 18 zu dem Satze:

Theorem 16. Wenn zwei belicbige vollkommen getrennt oder
teilweise zusammenfallend verlaufende Polygone P und @ einen
nur Sechsecke enthallenden Giirtel G (6> oder einen bezw. mehrere
entsprechende Streifen begrenzen, so zwar, dafs sie auch in den
letzteren Fillen riicksichtlich der eingeschlossenen Sechsecke als
mittelbar benachbart erscheinen, dann kinnen ihre Charakteristiken
C(P) und C(Q) sich nur in den Vorzeichen unterscheiden.

Der Beweis dieses Satzes ist demjenigen des Theoremes 11
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durchaus analog und kann deshalb als bereits gegeben an-
gesehen werden.

Wie fiir ein beliebiges Kantenpolygon P, so wird auch
fiir jeden Zug Z eines solchen der Begriff der Charakteristik
eingefiihrt:

C(Z) = (as' + 2a, + 3as’ + 4a; + - )
— (B + 26/ + 30 + 4B + - )

Endlich soll in jedem zweiendigen Zuge Z einer als Teil-
punkt t, aufgefafsten Ecke der Punktcharakter zukommen:

Clt) =C(Z2) — C(Z) — C(%),

mit Z, und Z, die durch t, bestimmten zwei Teile von Z
bezeichnet.

Wenn dann auf einem geschlossenen Polygone P irgend
m Ecken
e PSR AR G o)
nach einander als Teilpunkte eingefithrt werden, so hat die
Summe ihrer durch die Rethenfolge mitbestimmten Charakteristiken

Ct) + C(ts) + - -+ + C(tn—1) + C(tw)
einen von der angesetzten Folge unabhingigen Wert, namlich:
C(P) E C(Zl) N C(Zz) T I T C(Zm),

wo allgemein ein Zug Z; durch zwei bei einem Umlauf um P
aufeinander folgende Teilpunkte t. und t; begrenzt wird.

Es gelten nidmlich, da die Charakteristiken der ersten
m — 1 Teilpunkte von der Wahl des m'® unabhiingig sind,
unter der Annahme, dafs die behauptete Relation fiir weniger
als m Teilpunkte bewiesen sei, die Beziehungen:

1) C(t)+Cts)+++C(tn)+C(Z,)+C(Zy)+++C(Zn—1)=C(P),

2) C’(tm) _— C(Z;n—l) ra C’(lel—l) -~ C'(Zm) )

wo die Ecke t,, den von t,_; und t, begrenzten Zug Z,,_, in
die Ziige Z,—; und Z, teilt.
Die Addition der beiden Gleichungen ergieht aber:

3) 2 C(t) +2 C(Z) = C(P).
i=l1 i=l1
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Die aufgestellte Behauptung gilt also ganz allgemein,
wenn sie sich fiir ein Polygon mit einer Teilecke bestiitigt.

Indem man aber die Charakteristik eines solchen Poly-
gones durch die Charakteristiken seiner ebenen Kantenziige
ausdriickt und zugleich beriicksichtigt, dafs eine Ecke t, stets
nur einen dieser Ziige teilt, kann man in der betreffenden
Darstellung

C(P)=0C(Z)+C(Z)+ -+ CZ)

die Charakteristik des von t, geteilten ebenen Zuges Z, er-

setzen durch
Ct) + C(Z,) + C(Z.),
und findet so die zu erhértende Gleichung
C(t) + €(2) = C(P),
unter Z den aus P durch die Teilecke t, erzeugten zwei-
endigen Zug verstanden.

§ 21. Allgemeine und elementare Netze.

Um die allgemeinsten Elementarerweiterungen eines ge-
gebenen Polyeders 4, zu studieren, denke man sich auf dessen
Oberfliche § irgend ein Elementarnetz gezogen:

No==R, B+ <, By Bk

in welchem jedes Polygon bezw. jedes Polygonensystem £;
die vollstindige Berandung eines einteiligen Flichenstiickes &S
bildet. Da, falls R; aus ¢; getrennten Polygonen P bestiinde,
auch g; von einander unabhiingige Elementarerweiterungen
auszufithren wiiren, kann man die Untersuchung auf den Fall
einteiliger Polygone R; beschrinken. Es begrenzt dann jedes
Polygon R; = P; vollstiindig einen Flichenteil S; und aufser-
dem stiickweise zwel oder mehrere Bestandteile S;. Jeder zwei
Flichen S;, S, gemeinsame Kantenzug soll kurz eine Kante,
jede drei Flichen S;, Si, S; gemeinsame Ecke aber eine Ecke
des Netzes heilsen.

Zwischen den Anzahlen m, m, und m, der Flichen, Kanten
und Ecken eines so definierten Netzes besteht die FEuler’sche

Relation:
m—m, + my = 2.
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Denn da mit einer Kante (S,—,, S,,) zugleich auch zwei Ecken
(Sm—2, Sm—1, Sm) und (S,—s, Su—1, Sn) ausscheiden, und
folglich nicht nur die beiden Flichen S,_;, S, sich zu einer
Fliche S7,_, sondern auch die beiden Kantenpaare (S,.—z, S,.—1),
(Sn—2, Sm) und (S,—s, Su—1), (Su—s, Sa) sich zu zwei Kanten
(Su—2, Sm—1) und (S,—s, Sn—1) vereinigen, so ist die auf-
gestellte Relation allgemein giiltig, wenn sie fiir ein drei-
teiliges Netz besteht. Fiir ein solches ist aber:
m=3, m =3, mg=2
und also
m —m, + my = 2.
Aufser der Euler'schen gilt noch die zweite Relation:
2m, = 3m,.
Aus beiden berechnet sich:
m=3m— 6 und my=2m — 4.

Unterscheidet man die- einzelnen gemeinsamen Kantenziige

zweier Polygone P;, P, durch die Bezeichnungen
Bisy B B o
die eine oder die zwei gemeinsamen Ecken dreier Polygone
P, B, P,
aber durch
Qik und  qixg,

so gelten nach § 20 die Beziehungen:

N1 G(P) = CPH) + D) C(BX) 4+ > C(Pa)+ - -
+ D) C@inn) + D OG0 ),

kb kiy by

Cy(Py) =2 Cy(P) +2 Cy(Pg) +2 Cy(Pe) +
+2 Cy(as, k,,I.H'ZC (9,4,,1) 5

kyyla kayla

*) Durch den Index ¢ der Charakteristiken C' eines Polygones P,,

seiner Kantenziige P™ und seiner Teilpunkte ¢.,, soll angedeutet
ge L% ik, g

werden, dals P; allemal als Randpolygon der eingeschlossenen Fliche S,
aufzufassen ist,

C,(P) = C(P(S)-
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Ca(Pw) =Z 0. (“m)) +2 Ca( P"’"") +2 e ,(’7 ) )
+20 (G, s 1) +2 Clon (O 1) 3

ll 7 m

wo die rechtsstehenden Summationen iiber die Charakteristiken
der Kanten und Ecken des Netzes auszufiithren sind.
Zufolge der Beziehung

2) Ci(PE) + Cu(P) = 0
giebt die Addition der m Gleichungen 1):

3) ZC(P) _2(2 (0 (@ x,5) + Ci (a2 ,,,,))).

t=1

Die Summe der Charakteristiken der Ecken eines allgemeinen m-
teiligen Netzes ist also unabhingig von der Reihenfolge, in welcher
dieselben eingefiihrt werden, namlich gleich der Summe der
Charakteristiken der m Grundpolygone.

Zur niiheren Erliuterung dieses Resultates betrachte man
auf dem Heptaeder

Ceog t | <oy a5y s)g, <5, <t5)s, <egs

ein dreiteiliges Netz N; mit den drei Bestandteilen
8y = <@g, o5y <tds, ¥y Sy =<tp)5, S3=<p5, (%5
Mit Bezug auf die beiden Ecken des Netzes

(Kee)sy <oy <a)s) =15 (Key, ey, <oeds =1
hat man:
1) Ci(a,) =0, 02(q1)=+2: Cs(‘]|)=+ly

Ci(9) =0, Gla)=+2, CG)=++1,

mit Bezug auf die drei Bestandteile S;:

%) C(P(S) = — 3, C(B(S)) =+5, C(P(S)) = + 4
Also ergiebt sich entsprechend dem Satze

3) 2 (Ci(q) + Ci(as)) = 6 —2 C(P(5)-

f==1
Als zweites Beispiel diene das demselben Heptaeder zu-
gehorige vierteilige Netz
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Sy = s, 8 =<y, a5, 8= ay)y, (¢,
Sy = ey, {ep)s-
Die Charakteristiken der vier Ecken des Netzes
(Kadsy <edgs <@ Ds) =15 (Kodg, <eodgy C¥p)s) = Qs
(Cotdsy <epds, <asPs) =055 (Cads, <@y, o5 =0,
bestimmen sich durch:
1) G(a) =2, C(a)=0, Gla)=1,
Co(0:) =2, Cy(as) =0, C(g)=1,
Co(as) =2, Gy(as) =0, GCyg) =1,
Ci(a)=1, Gla)=1, Cy(a)=1
Die Charakteristiken der Randpolygone P; der vier Bestand-
teile S; ihrerseits sind:
2) G(P) =6, C(P)=2, G(P)=2, C(P)=2.

Demnach resultiert
4 3
8) D (Cu(a) + Cu@) + Ci(0)) = 6.2 = D' G(Py).
i=1 k=0

Es ist kein zufilliges Zusammentreffen, dals der Ausdruck
20;(1’;) in dem Falle des dreiteiligen Netzes den Wert

2.3-1, in dem Falle des vierteiligen den Wert 2 -3 -2 be-
sitzt. Vielmehr gilt ganz allgemein:

Theorem 17. Die Summe der Charakteristiken der Rand-
polygone P; eines aus m einfach berandeten I'ldchen S; bestehen-
den Netzes berechnet sich allemal durch die Formel:

SoR)=2-3-(m—2)

Zum Beweise wird vorausgesetzt, der Satz sei fiir Netze
mit weniger als m Flichen S; bereits als richtig erkannt.
Reduciert man nun ein m-teiliges Netz

Nosvg g e

durch Ausscheidung eines Kantenzuges (S,—i, S,) auf ein
(m — 1)-teiliges Netz

www.rcin.org.pl



160 Dritter Abschnitt.

Wna =85 855 - .5 Bag, Spa,
(Sn—1 = Su—1 + Sn)
so gelten die Relationen
1) mit Bezug auf das (m — 1)-teilige Netz N, _;:

C,(P)+ Gy (Py)+ -+ Con—s(Pr—s2) +Cres (P —1)=2-3 (m—3),
2) mit Bezug auf das dreiteilige Netz
Ny= 80, S, Sa:
— Cp—1(Pm—1) + Cn1(Pr—1) + Ca(Pr) = 2 - 3.
Die Addition beider Gleichungen ergiebt
3) Cy(P)+Cy( B+ +Cos(Prt)+ Cu(P)=2:3- (m—2).

Der aufgestellte Satz ist somit allgemein giiltig, wenn er
fiir ein dreiteiliges Netz besteht.
Ein solches sei gegeben durch

Ny=28, 8, S
und habe die beiden Ecken

4 = (K&, {®Da,, )a)y T=(Bus Buy <Bdw))

wo gleichindicierte Flichen (&>, und (B>, demselben Be-
standteile S; angehoren und zuniichst als von einander ver-
schieden vorausgesetzt werden. Ferner seien die den Rand-
polygonen P; der Flichen S; paarweise gemeinsamen Ziige
bezeichnet durch resp.

Px,zEPs,x, Pz,sEPs,s, PS,IEPI,S-

Es kann die Ecke q in den durch sie geteilten drei
ebenen Kantenziigen

(Bys <ap), (B, <ap)), (Ps, <ap)

nur zwei wesentlich verschiedene Lagen haben:

1) entweder teilt sie einen Zug, etwa (P, {e,)), in zwei
mindestens zweilantige Ziige,

2) oder sie teilt zwei Ziige, etwa (P;, {¢,>) und (P,, {e)),
in je eine Kante und je einen zwei- oder mehrkantigen Zug.

Aus der ersten Annahme folgt nidmlich, dafs die Flichen
{@y)e, und {e;>,, mit dem Polygone P, genau je eine Kante
gemein haben, und hieraus, dals eine von ihnen, etwa (e, ),
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mindestens zwei benachbarte, die andere aber genau eine
Kante des Zuges P,; enthilt. Gemils der Definition der
Charakteristik einer Teilecke eines ebenen Kantenzuges durch
den Uberschuls der Charakteristik des Zuges iiber die Summe
der Charakteristiken der Teilziige findet man daher:

G@W=+2 Go=+1 G =0
Aus der zweiten moglichen Annahme, dafs die Flichen (e, ),,
und {e;),, mit den Ziigen P;; und P resp. je eine Kante,
mit den anderen P; . und P, 5 resp. je einen zwei- oder mehr-
kantigen Zug gemein haben, ergiebt sich, dafs die Fliche
{ay),, genau eine Kante des Zuges P; 5 und einen mindestens
zweikantigen Zug von Py, enthilt. Man findet demnach:

Ci(a) = Gy (q) = G(a) = + 1.
Ganz analog werden sich die der zweiten Ecke v des Netzes
als einem Teilpunkte der drei Ziige

(B, <Bp)s (B, B), (B, (By)

zukommenden Charakteristiken berechnen, so dals bei ver-
schiedenen Flichentripeln

<“1>a.; <a2>av.: <a3>a. und <ﬂx>b.5 <ﬁ2>bz) <ﬁ3>";
allemal die Relation gilt:

jam iy 2 G (x).

Dieses Resultat bleibt auch noch in dem Falle zweier
coincidenten Flichen <{a;),, und (B>, bestehen, wenn nur g
und v durch mindestens zwei Kanten getrennt sind. Sind sie
dagegen Ecken derselben Kante | e, @, |, so hat man riick-
sichtlich ihrer Lagen innerhalb der 2 -3 Ziige (P;, {&;>) und
(P;, {B:») die folgenden Mbglichkeiten in Be(zgac<ht >z)u ziehen:

. . q 3y (%3 : .

I. Entweder teilt die Ecke ‘ den Zug (P,, <) in zwei
(P, <) anil (Py) <))
(£, <Bp) (P, <Bs>)

eine Kante und einen mindestens zweikantigen Zug,

A ¥ T )
IL oder es teilt | den Zug( 37 %77 in eine Kante und
r (Ps, <Bs»)

einen mindestens zweikantigen Zug und folglich einen der
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 11

Kanten und folglich die Ziige in je
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Eg 32;1;; , Eg:: Eggg in zwei Kanten, den anderen

in eine Kante und einen zwei- oder mehrkantigen Zug,

beiden Ziige

III. oder es teilt g den Zug (By, (a)) in zwei wenigstens

(Py,<Bs)
swelkantige Zige und demnach di Zige 11”0} und %izzi;;‘:ii

in je zwei Kanten,

g detad i q : o (Pry e 1>)
in allen drei Fillen die durch ‘ geteilten Ziige ( P” < ﬁ;))

(P, {ap))
(Py,<By)

Indem man der Reihe nach jede Lage von q mit jeder
Lage von r kombiniert, und dabei q als erste, r als zweite
Teilecke betrachtet, erhiilt man fiir die Charakteristiken C;(q)
und C;(r) die Wertesysteme:

A Cs(Q)=O’ CI(Q)=1’ Ce(ﬂ)=1,

I G() =0, C()=2, GC{)=2,

Iy Gr)=1, G =12 G()=21,

L G2, 60l GE =,

> aw +3) 6w =6

i=l i=l

I G@)=1 Cl@)=0 GCG@=1,
O, G@®=0 CI)=2 GCyr)=2,
112 Cs(t) =1, Cl (I) =12 CZ (I‘) =21,
Iy G =2 C@)=1 .- G@=],

8

S a@ + 3] 6 =6

=1

auf der einen Seite bis zu der Ecke ‘ gerechnet.

11 Cs (q) =2 C (Q) =0, C, (q) =g 0’_
I, GE)=0, C()=2 G()=2,
I, G()=1 C(()=12 G (r) =21,
o, G@)=2 C@)=1 G@=1,

2 Ci(q) +Zs’ Ci(r) = 6.
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Reduziert sich der Bestandteil S, im Besonderen auf das
Dreieck <a,»;, so hat man:

1) - G(@=0, G=1, G =1,
G@)=0, G =2, Gy(r) =2,
CG(r)=1, C®=2, G()=1;

2) G@=1, (=1, G(9=0,
(,«':,(1‘)=0, ('1(1‘)=2, 2(“):‘-‘
G)=1, (=2, G@=1,

2 Ci(q) +20(r) = 6.

Wenn endlich S; und S, mit zwei Grenzflichen {«,>; und
{ey), eines Tetraeders identisch sind, findet man:

Cs(@) =0, Cq)=1, Cq) =1,
G(r) =0, C()=2, G{) =2,

und demnach wieder:

Zs,’ Ci(a) +231 Ci(r) = 6.

Wie auch die beiden Ecken q und v des gegebenen drei-
teiligen Netzes N, zu einander liegen mogen, allemal gilt die

Relation:
20(61) +2 Gi(r) =6,

i=l1

folglich, wie behauptet, ach die andere:
Ci(P) + Co(Py) + C(Py) =2-3. Q. e d,

Die hiermit ganz allgemein bewiesene Formel
20;(P.-)=2-3~(m—2)
i=1

schlie(st eine Reihe bemerkenswerter Spezialfille in sich. —
Zuniichst folgert man:

Unter den m Grundpolygonen P; eines m-teiligen Netzes
11*
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kionnten keinesfalls mehr als m — 1 Elementarpolygone auftreten.
Fiir ein dreiteiliges Netz ergiebt sich hieraus der Satz:
Wenn von den drei Grundpolygonen eines Nelzes Ny zwei
Elementarpolygone sind, so hat das dritte notwendig die Charakte-
ristik - 6.
Um weitere Konsequenzen zu ziehen, nehme man an, es
sei auf dem Polyeder 4, ein (m -+ 1)-teiliges Netz gegeben
Not1=58,, Sy, Sgy +++) Sm,

von welchem die m Bestandteile S;(i = 1,2, ...) mit eben-
sovielen ebenen Grenzpolygonen (a;),, identisch sind. Es be-
steht dann die Beziehung:

— Gy (P) =) Cl<edu) — 23 (m — 1).

i=1
Dieselbe besagt:

Die Charalteristil: ¢ des Randpolygones einer aus m ge-
gebenen ebenen Polygonen {e;),, zusammengesetzten polyedrischen
Fliche ist von deren Zusammensetzungsweise unabhingig und
berechwet sich durch

¢ = i —2-3.(m — 1)
g w (
Spezieller folgt:

Setzt man aus m gegebenen ebenen Flichen {a;,, mit zu-
sammen 6(m — 1) Seiten, wie etwa aus zwei Drei-, drei Vier-
und sechs Fiinfecken eine eimfach berandete polyedrische F'liche
zusammen, so hat deren Randpolygon allemal die Charakteristik 0.

Das Theorem (17) gestattet eine wesentliche Erweiterung.
Hat man nimlich irgend ein Polyeder A4,, welches aus m
isolierten einfach zusammenhiingenden Bestandteilen

Oyslly s veapula
und aus einer durch deren m Randpolygone
b R R -

‘begrenzten, nur Sechsecke enthaltenden Fliche F,, besteht, so
kann man durch passende Vereinigung der Sechsecke mit den
einzelnen Bestandteilen S; diese nach und nach zn gleich-
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artigen Flichen S; ausdehnen, welche nicht nur gleichfalls
einander ausschliefsen, sondern zugleich die gesamte Ober-
fliche S des Polyeders A, darstellen. Die diese erweiterten
Flichen S/ berandenden Polygone P/ bilden alsdann ein m-
teiliges Netz N, der Oberfliche S, und ihre Charakteristiken
geniigen deshalb der Relation:

1) G/(P)+ G EF)+ -+ Cl(Pa)=2-3-(m — 2)

Da aber ein jedes Polygon P, gemifs seiner Entstehungsweise
mit dem entsprechenden Polygone P; einen nur Sechsecke
enthaltenden Giirtel G (6) einschliefst, gelten nach Theorem 11
die Beziehungen:

2) Cl'(Pll) i Cl (Pl): ELELLY ) Om’(Pm,) == Cm(Pm)-
Also folgt:
3) GE)+CGE)+ -+ Cu(Pn)=2-3-(m—2),

und es resultiert der Satz:
Theorem 18. Zwischen den Charakteristiken der Rand-
polygone
20l At SR 2
ciner m-fach berandeten, wur aus Sechsecken {a); zusammen-
gesetaten Fliche F,, besteht allemal die Gleichung:

CP)+CP)+ -+ 4+ C(Pp)=—2-3-(m —2).
Man kann diesen sowie den angewandten Hiilfssatz auch
direkt aus 17 ableiten, indem man die m" Grenzsechsecke der

Fliche F,, als m’ weitere Bestandteile S,., auffafst. Dann
gilt in Bezug auf das dadurch gebildete (m - m')-teilige Netz:

D' GP) + D) Cupa(Centade) =2+ 3(m + m' — 2)

i=1
und wegen

Conn (et s) =6 :
D' 6(P) =2-3(m—2).

i=l1
Fiir die Charakteristiken der Randpolygone P, und P, eines
nur Grenzsechsecke (&), enthaltenden Giirtels folgt hieraus:
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OI(PI) o= 02(1)2) = 0.
Nach den §§ 13 und 14 stellt allgemein eine aus Grenz-
sechsecken (&), zusammengesetzte Fliche

A AT A Ay
eine zu dem auf A, gegebenen Elementarnetze
N Bt By ooty By

gehorige Elementarfliche vor, wenn je zwei entsprechende
Polygone P; und P; einander isomorph sind. Die auf der
Fliche F), der Kante P, ; = P ; des Netzes N, entsprechen-
den isomorphen Kantenziige seien dargestellt durch

T N ’ ’ ’ P ’ ’ ’
Pi,k:pl) Pay ooy Pr und Pk,f:ql} Qgy -« vy Or-

Man ziehe auf F,, aus den Ecken p,” und p,” nach resp.
den Ecken g, und g, so zwei Linien L, und L/, dals sie
erstens ein Polygon (&");, wenn iiberhaupt, nur in einem Zuge
schneiden, dals sie ferner weder sich selbst noch einander
durchsetzen, und dafs sie endlich zusammen mit den Ziigen
P/, und P;; einen Flichenteil X, einschliefsen, der keines
der m Randpolygone P’ enthilt. Indem man dann diese Linien
L, und L, durch diejenigen Kantenziige Z3* und Z‘;'; ersetat,
welche von den aufserhalb X, liegenden Randziigen der von
L, und L, durchschnittenen Polygone (a’); gebildet werden,
erhiilt man auf F,, eine ejnfach berandete nur Sechsecke ent-
haltende Fliche ’ '
R il A8

Diese Verbindungsfliiche Si i der beiden isomorphen Kantenziige
P und Pi; kann allemal als ein Bestandleil eines Hezagonoides
H, aufyefafst werden.

Zuniichst erhellt, dafs das Randpolygon der Fliche als
aus durchweg verschiedenen Kanten bestehend aunfzufassen ist.
Denn fiir den Fall, dafs die Ziige ZJ* und Zy" eine oder
mehrere Kantenfolgen gemein haben, lifst sich dieser Zu-
sammenhang durch eine zweckmiilsige die Fliche gestaltlich
nicht iindernde stetige Variation derselben leicht aufheben.

Wiihlt man nun eine beliebige der eingeschlossenen Grenz-
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flichen {(f,>; zur Grundfliche und teilt von ihr aus S;; in ein
System an einander grenzender Elementarstreifen,

Six = (Bo)s)
<ﬂl, >67 <ﬂ2’ >6’ 44 Y | <ﬂ6’>67
<ﬂl">67 <ﬁ2">6 § Sisey <ﬂ12”>6)

so kommen a priori drei Moglichkeiten in Betracht:

1) entweder gehort jede Fliche {a’); von S;; einem und
nur einem Elementarstreifen an und hat infolge dessen auch
nur eine einzige Bezeichnung (B¢ ;

2) oder es existiert ein erster Elementarstreifen S®, bei
welchem zwei nicht benachbarte Flichen {f">; und (") eine
Kante gemein haben und die demgemifs auch dem (h 4 1)%»
Elementarstreifen angehoren,

CB9Y6 = (B>, und (B, = CBUH,;

3) oder es existiert ein erster Elementarstreifen S®, dessen
Randpolygon P® mit einer Fliche (f*+V); zwei getrennte
Kantenziige gemein hat.

Im ersten Falle ist offenbar die Verbindungsfliche S;; in
der That ein Bestandteil des zur Grundfliche gehorigen Hexa-
gonoides Hj.

Im zweiten Falle kann man, unbeschadet der Allgemein-
heit, annehmen, dafs der Elementarstreifen S* vollstindig sei,
dafs also sein Randpolygon P® die Form hat:

=/ V\../Vo. V..
N M\ /V.

Sollen dann zwei getrennte Kanten bezw. Kantenziige dieses
Polygones zusammenfallen, so kann das nur auf eine der
folgenden zwei Arten geschehen:
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2) PR= &/ 1/"’ \/ /\/\ /\ r/.,\

In beiden Fillen haben die Polygone P, und P,® die Charak-
teristiken

a=a'—2, ¢a=a —2; a+ a" =4

Keine derselben hat den Wert - 6, also kann keines der
beiden Polygone eine nur Sechsecke enthaltende Fliche be-
randen. Dieser Schlufs verstofst aber gegen die urspriing-
liche Voraussetzung, nach welcher das Randpolygon der Fliche
S/ ein einteiliges ist. Die Annahme 2) ist mithin unzulissig.

Im dritten Falle kann die Verbindung zweier getrennten
Kantenziige des Polygones P® durch eine Fliche {(f+V), auf
folgende sieben Arten erfolgen:
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By = \/\"};ﬁ; e

) Ph= '--"'[',;/'/.;"“' i
e

Hiernach haben die Polygone P, und P,” die Charakte-
ristiken

- ’ ”
1, 2, 6) e=a;, —2, ca=a, — 2,
r ”
ag + a5” = 4;
3 S ’ 2 Si=g 4 3
) GG =03 — 4, =0 —9I,
’ ”
ag + ag” = 5;
4) Gg=a;, —3, ¢g=a"—1,
& 7 e 4
’ P "
9) g=a —3, g=a —2,
a; + a3 =5;
7 i
1) q=a —3, Gg=a —3,
a; + a;”’ =6.

Da keine dieser Charakteristiken den Wert - 6 hat, verstofst
die gemachte Annahme gegen die KEinteiligkeit des Rand-
polygones der Fliche S;:. Q. e. d.

Das Resultat dieser Uberlegungen besteht also in dem
Satze:

Eine Kante P; . = P, ; eines Elementarnetzes ist stets zweien
sich selbst und emander nicht durchselzenden Kantenziigen eines
Hexagonoides H,; isomorph, zwischen welchen sich eine einfach
berandete Fliche ausbreiten lafst.

In Verbindung mit dem Theoreme 13 folgt hieraus, dals
eine Kante eines Elementarnetzes sowohl selbst als in jedem
Teile zu jedem auf H; gelegenen Polygone P(6,m) und folg-
lich auch zu jedem sich selbst durchsetzenden Kantenzuge des
Hexagonoides allomorph ist. —
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Es sei Z irgend ein hochstens fiinfkantige ebene Ziige
enthaltender, der vorgenannten Bedingung geniigender Kanten-
zug eines Polyeders, p irgend eine KEcke eines Hexago-
noides H;, so kann man nach Festlegung des dem ersten
ebenen Kantenzuge von Z entsprechenden von p ausgehenden
Zuges auf H, offenbar einen jenem isomorphen Kantenzug Z’
ziehen. Derselbe wird sich selbst nicht durchsetzen, da sonst
Z entgegen der Voraussetzung einen Zug enthalten wiirde, der
einem auf H; gelegenen Polygone P(6,m) isomorph wiire.
Durch jede Ecke von H; gehen mithin sechs dem Zuge Z
isomorphe Ziige Z’, und unter allen diesen giebt es unendlich
viele Paare Z,' und Z,, die einander nicht durchsetzen und
sich daher auch stets durch eine einfach berandete Fliche S;;
verbinden lassen.

Das Kriterium dafiir, ob ein Kantenzug eines Polyeders ein
Elementarzug sei, oder wicht, besteht also darin, dafs sein Abbild
auf einem Hexagonoide H, sich selbst nicht durchsetzt, oder sich
durchsetzt; jede Kante eines Elementarnetzes ist ein Elementarzug®).

Man denke sich jetzt aus den m Grundpolygonen P; eines
auf dem Polyeder 4, gegebenen Elementarnetzes N,, successive
m — 1 verschiedene Paare gebildet,

.Z),'” Pk,; ia ) P‘"n;"'; .P,‘ Pk

so dafs von den beiden Polygonen eines Paares allemal und
nur das eine schon einem vorhergehenden Paare angehort.
Eine derartige Gruppierung kann folgendermalsen gefunden
werden: Man bestimme niimlich zu einem beliebigen Bestand-
teile, etwa zu S, die angrenzenden Flichen, etwa:

Bes. Bgs oo o5 Shy's
und mittelst derselben die Kanten
1) (Sl7 S?)) (Sl) Ss)’ ols oy (SU S’lx)'

Ist dann %, = m, so ist das gesuchte Kantensystem gefunden,
wenn nicht, so giebt es unter den angefiihrten A, Bestand-
teilen jedenfalls einen, etwa S, an welchen noch andere
Flichen S; grenzen, etwa

m—17 m—17

*) Der Begriff des Elementarzuges ist hier weiter gefalst als wie
in § 19. S. 187
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S"H-l: S"H—‘J) s oy S"w
und diese bestimmen die Kanten

2) (S"n Sh.+l)) (S/'- ) ‘S’u-l-?)r sioraly (Shn S"z) .

Ist hy = m, so liefern die Systeme 1) und 2) ein gesuchtes
Kantensystem, andernfalls existiert unter den h, angegebenen
Bestandteilen wiederum mindestens einer, etwa Sj,, an welchen
weitere Flichen S; grenzen, etwa

S"z+1) S/,,_|_2, RS S/u )

und diesen entsprechend erhiilt man die Kanten
3) (Sh,, S"rl-l); (‘S/'u Shﬁ-’)) 800y (S"x’ S’h)'

Es ist klar, dafs dieses Verfahren, ausreichend weit fortgesetat,
stets zu einem Systeme von nwr m — 1 Kanten fithrt

(Sin Sh)) (Si;’ Sh)) ochtey (Sl',,._u Skm_l))
durch welche alle m DBestandteile S; gehen.

Gemiifs vorstehender Bestimmung kann man nach einer
dem Netze N, entlang erfolgten Elementarerweiterung von
4, auf dem abgeleiteten Polyeder A, die m isolierten Be-

standteile
Se s NS

mit den entsprechend abgegrenzten m — 1 Verbindungsflichen
Sin“n Si,,l-,, ey S

12 K

m—1

zu einer einzigen einfach berandeten Fliche F’ vereinigen:
B =8 & B Bk B P B e et

Die dann mnoch iibrigen Grenzpolygone von A4,’, welche
durchgiingig Sechsecke sind, mdgen die gleichfalls nur einfach
berandete Fliche F” zusammensetzen.

Diese Einteilung der Oberfliche von 4, giebt ein Mittel
an die Hand, um fiir ein auf dem urspriinglichen Polyeder 4,
beliebig gezogenes Netz N,,, dessen Kanten simtlich Elementar-
ziige sind, auch alle etwa zugehorigen Elementarerweiterungen
festzustellen und dadurch zu entscheiden, ob das Netz ein
Elementarnetz ist oder nicht.

Man ordne niéimlich die von den m Grundpolygonen P;
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des Netzes N,, berandeten Bestandteile S; in der oben be-
schriebenen Weise zu m — 1 Paaren:

f < |
Six) S"l ) S,', ) ‘Sk:) A2 ] b‘m—l’ Skm—l ’

konstruiere darauf zu jeder der durch dieselben bestimmten
m — 1 Kanten
P, ks — (S"hr S’q.) == 4 Epyip

eine zugehorige elementare Verbindungsfliche
S

ik
und setze schliefslich die m urspriinglichen Bestandteile mit

den m — 1 Verbindungsflichen in entsprechender Weise zu
der einfach berandeten Fliche F’ zusammen,

F’ = S‘l + S{ukl + Sk, + A + Si”,_l + S'.m—llkm—l + Skm-—l’

wobei verschiedene Flichen Si;p*;.

Grenzsechsecken coincidieren kionnen.

Wenn man alsdann durch die Kanten des die Fliche F”
berandenden Polygones P’ ein System von Ebenen legt, welche
mit F° zusammen ein Polyeder A4,  bestimmen, und die in
ihnen gelegenen Grenzflichen des letzteren zu der gleichfalls
von P’ berandeten Fliche F’ zusammenfalst, so bildet dieselbe

teilweise d. h. in einzelnen

mit den m Flichen S; und den m — 1 Flichen S, i, — ein
mehreren letzterer gemeinsames Grenzsechseck nur zu einer
gerechnet — ein 2m-teiliges Flichennetz, und es gilt dem

Theoreme 18 zufolge die Relation:

) De@E)+

L S

O(P(S,, 1))+ C(P(F")=6-(2m—2).

i=1 h=1
Da aber auch die Beziehungen bestehen:
2) C(P(Si,1)) = O(P(Si,p)) = - - - = C(P(Si,_y,k5y)) = 6

und

3) C(P(S,) + C(P(S)) + - + C(P(Sm)) = 6 (m — 2),

so nimmt die linke Seite der Gleichung 1) die Form an:
6(m — 2) + 6(m — 1) + C(P(F).

Daher gilt allemal:

4) C(P(F")) = 6.
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Wie auch die den Zusammenhang der m Bestandteile S;
vermittelnden m — 1 Verbindungsflichen S;, i, beschaffen sein
magen, immer besitzt die zusammengesetzte Fliche F' ein Rand-
polygon der Charakteristik; 6.

Hiernach ist die Aufgabe, alle einem gegebenen Nelze N,
zugehorigen Elementarerweiterungen zu finden, gleichbhedeutend
mit der anderen, unter allen cinfach berandeten Flichen F" die-
Jenmigen zu ermitteln, deren Randpolygone P’ irreducibel d. h.
Kantenpolygonen eines Hexagonoides Hy isomorph sind.

Es wird in dem folgenden Paragraphen gezeigt werden,
dafs in jedem gegebenen Falle eive endliche Anzahl von Ope-
rationen zur Losung dieser Aufgabe hinreicht.

Wie ein von zwei isolierten Elementarpolygonen beran-
deter Elementargiirtel G, so kann auch eine von m = 3 iso-
lierten™) Kantenpolygonen

J A SR

berandete allgemeine Elementarfliche F,, als aus einem ihr iso-
morphen einfach berandeten Bestandteile H, eines Hexagonoides
H; entstanden gedacht werden. Die Berechtigung hierzu er-
giebt sich aus folgender Konstruktion:

Man ziehe aus einer in das Innere von F,, einspringen-
den Ecke p, des Randpolygones P, nach einer analogen passend
gewihlten Ecke p, eines zweiten Randpolygones P, einen ganz
innerhalb von ¥, verlaufenden Kantenzug. KEine derartige
Verbindung Zj® ist stets moglich, da sowohl das Randpolygon
P, wie die Ecke p, willkiirlich sind. Zu dem Zuge Z}’ ziehe
man weiter auf den ihm beiderseits angrenzenden Grenz-
sechsecken von ¥, nach den betreffenden Angaben des § 13
zwei isomorphe Kantenziige ng: und Zf,}:l-, welche aus zwei
Punkten p,” und p,” der in p, zusammenstofsenden Kanten
von P, nach resp. zwei Punkten p,” und p,” der durch p,
gehenden Kanten von P, filhren. Endlich scheide man den

zwischen den Ziigen Z§* und Z}» liegenden Flichenstreifen

*) Jede einteilige Fliiche, von deren m Randpolygonen mindestens
zwei einen Kantenzug gemein haben, ist als eine hiochstens (m — 1)-
fach berandete Fliche anzusehen.
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aus der Fliche F,, aus und fithre dieselbe dadurch in eine
ihr isomorphe, aber von nur noch den m — 2 Polygonen
2N S UTAIRIRY 24X
und dem Polygone
Py=2Z4- + 2 4 23 + 2y
berandete Elementarfliche F),_; iiber.

Das eben beschriebene Verfahren, auf die Fliche F,
und jede neu resultierende Fliche F),_, angewandt, wird nach
(m — 1)-maliger Wiederholung eine der Fliche F), isomorphe
einfach berandete Fliche F ergeben, deren Randpolygon aus
durchweg verschiedenen Kanten besteht. Eine solche Fliche
F, aber ist nach einem friiheren Beweise allemal ein Bestand-
teil H, eines Hexagonoides H,. Q. e d.

Aus der Entstehungsweise der Fliche F; ergeben sich
als charakteristische Merkmale ibres Randpolygones:

1) die Existenz von mindestens m — 1 Paaren ungleich-
seitig isomorpher, in ausspringenden Ecken der Fliche endigen-
der Kantenziige,

2) der gegenseitige Ausschlufs der Ziige je zweier Paare in
ihrer einem Umlauf des Polygones entsprechenden Aufeinander-
folge.

Umgekehrt kann jede und nur eine solehe hexugonoidische
Fliche H,, deren Randpolygon beide Eigenschaften aufweist,
stetig und sich selbst isomorph in eine m-fach berandete
Fliiche iibergefiihrt werden.

§ 22. Die Endlichkeit der Elementarerweiterungen
bei gegebenem Elementarnetze.

Man denke sich auf einem Polyeder 4, irgend ein Kle-
mentarnetz gezogen:
N,,,EPI, 1’2: T I)m;
und gemiifs den im vorigen Paragraphen entwickelten Me-
thoden alle zu demselben gehorigen Elementarflichen con-
struiert:

h) — k h A
P = P®, P®_ ... P®

m

_(h=1: 2} 37 ;)
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wo allgemein P® dasjenige Randpolygon der Fliche F'") be-
zeichnet, welches dem Polygone P; isomorph ist. .

Eine beliebige dieser m-fach berandeten Elementar-
flichen wird durch die gegenseitige Lage ihrer Randpolygone
vollkommen und eindeutig bestimmt. Um von letzterer eine
deutlichere Vorstellung zu erhalten, ist es zweckmiilsig, den
Begriff der Distanz zweier Randpolygone einzufiihren,

Wird niéimlich eine Fliche ') von einem Randpolygone
P® aus in ein System sich aneinander setzender vollstindiger
bezw. unterbrochener Elementarstreifen zerlegt:

1?7(':‘) ES"(yhl) + Sl(,h‘;: by S"(.hl)v

so muls man zu einem ersten Streifen S,-‘f'}i, . gelangen, dessen

freier Rand mindestens einen Kantenzug des Polygones P{”
aufweist.

Ganz ebenso mufs man bei einer von dem Polygone P{"
aus erfolgenden analogen Zerlegung der Fliche

g h
F =8+ 88+ + 8

auf einen ersten Streifen S{.f',),,k". stolsen, dessen freiem Rande
mindestens ein Kantenzug des Polygones P) zugehort.

Aus diesen Definitionen folgt aber, dafs der Streifen Si'
mindestens ein Grenzsechseck des Streifens S,‘:’}i,k, aber keine

einzige Grenzfliche des vorhergehenden Streifens S,-(,';,),. 41, der
]

Streifen Sﬁ'f)g mindestens ein Sechseck des Streifens S;(,",}..’ rhy
aber kein einziges Sechseck des Streifens S’ ,),'., p—2 W 8. W. U.8.W.
der Streifen S},’,')dk'.._l mindestens ein Sechseck des Streifens
S, aber kein einziges Sechseck des anderen S, schlielslich der

Streifen Sﬁ"‘f,k". als erster Streifen mindestens ein Sechseck des
Streifens S\ enthilt.
Mithin gilt die Beziehung:
dijx = dy ;.
Die so durch die gegenseitige Lage der Polygone P® und P,®

definierte positive ganze Zahl d;; soll den Abstand derselben be-
zeichnen.
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Es sind die ym(m — 1) paarweisen Abstiinde d;; der m
Randpolygone P einer Elementarfliche F,* nicht unabhingig
von einander, vielmehr reicht schon die Angabe der m — 1
Abstiinde eines Polygones von den iibrigen hin, um auch
deren gegenseitige Distanzen in gewisse endliche Grenzen ein-
zuschlielsen.

Denn seien die Abstinde des Polygones P,® von den
Polygonen P, P® ... P,* gegeben durch resp.

Tz -2,

so erweitere man die als freischwebend gedachte Fliche S,
iiber ihr Randpolygon P, hinaus um d{", Elementarstreifen zu
der Fliche S,. Da sowohl das Randpolygon P, dieser Fliiche
‘als das Randpolygon P, der Fliche S, nur eine endliche An-
zahl von Kantenziigen besitzt, kann P, auch nur endlich viele
Ziige enthalten, denen auf P, ungleichseitig isomorphe Ziige
entsprechen. Man hat folglich nur eine beschriinkte Anzahl
(%, von Mbglichkeiten, die Fliche S, um die Fliche S, zu
einer Fliche S, zu erweitern.

Jede dieser 07", zusammengesetzten Flichen kamn iiber
den sie mitberandenden Kantenzug des Polygones P, hinaus
um dg"%; — dﬁ")g, teilweise nur bis an das Polygon P, reichen-
der, Elementarstreifen und iiber diese hinaus auf nur oV
Arten um die Fliche S, zu einer Fliche S;:; erweitert
werden, u. s. w., u. 8. wW.

Die gegebenen m — 1 Distanzen bestimmen somit in der
That nur eme endliche Anzahl von Elementarflichen

Sl,g, cee,m
und beschrinken dadurch das System*der iibrigen §(m— 1)(m—2)
Abstiinde
dg:é) dg‘4 gh 2 lfn—l m
auf eime endliche Anzahl endlicher IVm‘tesysteme.

Dies vorausgeschickt, seien jetzt alle von den m Poly-
gonen P; berandeten Elementarflichen in eine Reihe geordnet,

I) E",’any"'a Fm(m)
so dafs die Bedingungen erfiillt sind:
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MW S SMOZ...
und

B T o
wo ™ die Anzahl der Grenzsechsecke der Fliche F’,
D" die grofste der ihr zugehorigen Distanzen 6,‘:';), bezeichnet.

Die so geordneten Elementarflichen F'\ seien, unter D,
eine oberhalb 21" gelegene positive ganze Zahl verstanden,
weiter in m Gruppen eingeteilt, nimlich:

1) in diejenigen Flichen, bei denen je zwei Randpolygone
mindestens den Abstand D), 4 1 haben,

2) in diejenigen Flichen, bei denen zwei Randpolygone
hochstens den Abstand D), , irgend zwei andere aber mindestens
den Abstand D, + 1 haben,

3) in diejenigen Flichen, bei denen zweimal zwei Rand-
polygone hochstens den Abstand D, jedes derselben von
einem anderen und je zwei solche mindestens den Abstand

D, + 1 haben,

4) in diejenigen Flichen, bei denmen drei aus vier, fiinf
oder sechs Polygonen gebildete Paare hichstens im Abstande
D,, jedes dieser Polygone von einem der iibrigen und je zwei
der letzteren von einander aber mindestens im Abstande D, 4 1
stehen, u. s. w., u. s. w,,

m — 1) in diejenigen Flichen, bei denen m — 2 aus
m — 1 Randpolygonen gebildete Paare hichstens im Abstande
D,, jedes vom m'" Randpolygone aber mindestens im Ab-
stande D, -+ 1 steht,

m) in alle Flichen, bei denen die Distanzen von m — 1
aus allen m Randpolygonen gebildeten Paaren die Grofse D,
nicht iibersteigen.

Da die Anzahl der Flichen der letzten Gruppe offenbar
endlich ist, folgt, falls die aufgestellte Reihe I) unendlich
d. h. so beschaffen ist, dafs zu jeder noch so grofsen Zahl
M eine noch grofsere Zahl M® gefunden werden kann, dafls
dann auch eine der m — 1 ersten Gruppen unendlich viele
Individuen enthalten muls.

Die zu der ersten Gruppe gehorigen Flichen

R R

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 12
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haben unter der gemachten Annahme 21 Z D, siimtlich die
Eigenschaft, aus der Fliche F,, durch entsprechende Elementar-
erweiterungen ableitbar zu sein.

Zum Beweise ziehe man auf F,, ein m-teiliges Netz

j\—meE’ 1—);1 sisisy 17';17

so dafs je zwei Polygone P; und P/ einen Elementargiirtel
(P;, P/) beranden und alle m Giirtel die Fliche F,, einfach
zusammensetzen.

Da alsdann P; ganz innerhalb der ersten an P/ sich
ansetzenden D)’ Elementarstreifen liegt, konnen auf jeder
Fliche @) die m Randpolygone P; durch m andere den Po-
lygonen P; isomorphe Polygone P ersetzt werden, mit
welchen sie paarweise m einander ausschliefsende Giirtel be-
randen. Je m solche Polygone bestimmen aber die voll-
stindige Berandung einer dem auf dsr Fliche F),, gezogenen
Netze N, zugehorigen Elementarfliche o®,

Entsprechend den §m (m — 1) Paaren P;, P; von Rand-
polygonen wird die zweite Flichengruppe in ebensoviele Flichen-
reihen zerfallen.

Da nach Friitherem zwei Polygone P;, P; bei gegebenem
Maximalabstande ), nur eine endliche Anzahl d;; allomorpher
Flichen S;; bestimmen, so muls die zu dem Paare P,, P,
gehorige Reihe von Elementarflichen

W, W, ..., O,

m 2"

in eine entsprechende Anzahl von Teilreihen zerfallen:
9’5,’:'1)) q’s:’z)y ceey ‘Pf,'.'“’» .o
h=1,23, ..., 013,

die dadurch charakterisiert sind, dafs alle zu der niimlichen
Reihe gehorigen Flichen auch ein und dieselbe zusammen-
gesetzte Fliche S; als Bestandteil enthalten.

Was hier von den Flichen der zweiten Gruppe gesagt
worden, gilt in entsprechender Weise von den Flichen der
dritten, vierten und jeder folgenden bis zu den Flichen der
m — 1'*" Gruppe.
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Es sondern sich nimlich die Flichen der £*® Gruppe in
eine endliche Anzahl, etwa in K, Reihen
e RN L
Be=s1;25 0 00

deren charakteristische Eigentiimlichkeit darin besteht, dafs
alle Flichen derselben Reihe aus den niimlichen a Zm — 1
isolierten Flichen

S.'“L-l,..., oy S,' k

as kg) 2

und aus je einer a-fach berandeten Elementarfliche zusammen-
gesetzt werden.

Die urspriingliche Flichenreihe I enthilt somit aulser den
Flichen der m*» Gruppe eine moglicherweise unendliche An-
zahl reducibeler m-fach berandeter Flichen, néimlich diejenigen
der ersten Gruppe, und eine endliche Anzahl solcher Flichen-
reihen, deren Elemente von hichstens noch m — 1 isomorphen
Polygonen berandet werden.

Indem man aber die obige Einteilung auf jede der letzt-
genannten und jede neu resultierende unendliche Reihe an-
wendet, schliefst man:

Die Reihe der von m gegebenen Polygonen P; berandeten
Elementarfliichen ist endlich d. h. sie enthiilt nur eine end-
liche Anzahl irreducibeler, aus anderen durch Elementarerweite-
rungen nicht ableitbarer, Flichen, wenn dieses von jeder zu
m — 1 und einer kleineren Anzahl gegebener Randpolygone
gehorigen Reihe von Elementarflichen gilt.

Nach einem § 15 gegebenen Beweise ist aber die Anzahl
der von zwei Randpolygonen berandeten irreducibelen Ele-
mentargiirtel in der That stets endlich. —

Also resultiert der Satz:

Theorem 19. Zu einem auf der Oberfliche eines Polyeders
A, gezogenen Elementarnetze N, gehirt allemal nur eine end-
liche Anzahl von irreducibelen elementaren Einschaltungsflichen.

Mit diesem Satze tritt auch die am Schlusse des vorigen
Paragraphen aufgestellte Behauptung in Evidenz.

12°¢
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§ 23. Das n-teilige Elementarnetz.

Unter den Elementarnetzen eines allgemeinen Polyeders
bieten diejenigen ein besonderes Interesse, deren Auftreten
von dem speciellen Charakter desselben ganz unabhingig ist,
welche also fiir alle allgemeinen Polyeder invariant sind. Die
Existenz solcher Netze erhellt aus dem Satze:

Theorem 20. Auf jedem allgemeinen Polyeder A, bestimmen
die n Grengpolygone {a;>,, ein n-teiliges Flementarnetz N,.

Der Beweis fiir diese Behauptung liegt in der Moglich-
keit der Konstruktionen zugehdriger Elementarerweiterungen.
Es sollen hier nur zwei derselben niher studiert werden,
welche einerseits durch ihren universellen und periodischen
Charakter an sich schon interessant sind, andererseits fiir die
spiteren Betrachtungen von wesentlicher Bedeutung werden.

Der erste einfachere Erweiterungsprocels 77; besteht darin,
dafs alle 2n — 4 Ecken des Polyeders durch ebensoviele Drei-
seite (a,44); abgeschnitten, und darauf die Grenzflichen des
resultierenden Korpers so stetig variiert werden, dals jedes
Dreiseit {a,4+,>; mit seinen drei Scheitelflichen und nur mit
diesen zum Durchschnitt gelangt. Dadurch gehen die ein-
gefithrten 27 — 4 Grenzdreiseite in ebensoviele Grenzsechs-
seite iiber, wiihrend die Anzahl der Seiten eines Grenzpoly-
gones <{a,—;», welche durch die erste Einfiilhrung verdoppelt
worden, sich wieder auf den urspriinglichen Wert reduziert.

Man erkennt leicht, dals das resultierende Polyeder A;, 4
mindestens zwei einander ausschliefsende vollstindige Systeme
von Scheitelflichen besitzt. Das eine System wird von den »
isolierten Flichen {e))n, (h=1,2, ..., n) gebildet, und zwar
in der Weise, dals jede Fliche {a,),, ihre urspriinglichen m,
Seitenflichen nunmehr zu Scheitelflichen hat. Das zweite
moglicherweise selbst wieder zerfallende System umfalst die
gesamten 27 — 4 neu eingefithrten Sechsecke.

Der zweite Erweiterungsprozels I, *) ergiebt sich, wenn

#) Die Figuren der zweiten Tafel veranschaulichen diejenigen vier
Polyeder, die durch Anwendung der Prozesse II, und I, auf das Te-
traeder und das Pentaeder entstehen.
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man 3n — 6 Ebenen e,4; nach einander so in die Begrenzung
von A, einfiihrt, dals jede neu hinzukommende Ebene e, von
dem zuletzt erhaltenen Polyeder A,;,—; genau eine Kante
| @p—s,, @, | von A, abschneidet, und wenn man darauf die
eingefithrten Grenzflichen durch passende stetige Variation
der 4n — 6 Grenzebenen successive in Grenzsechsecke iiber-
fithrt. — Die zuniichst auftretende allgemeinste Form einer
eingefiihrten Grenzfliche entsteht niimlich dadurch, dafs, mit

@, o | eine Kante von 4, und mit {e), {a,) die zu-
gehorigen Scheitelflichen dieses Polyeders bezeichnet, die in
dem Polyeder Ay, die Kante | &;, «; | abschneidende Fliche
{tty41y von den Abschneidungsflichen

<0(,,+2>, <0t,,.|_3>, <0£,,+4>, <(‘11-L5>

der vier Kanten

Pass o | gey 0 by | @G, @]y (R ]

und den vier Ebenen «;, e, «;, &, in den Seiten eines Acht-
eckes geschnitten wird. Dann ist es nach einem § 5 ge-
gebenen Satze stets moglich, die Flichen des Polyeders Ay,
so stetig zu variieren, dals die Flichen {w,4s), {e,4+3> lings
der Kante | e;, ¢ypq |, die Flichen (eyq4), (enys) lings der
Kante | «,, @, | zur Kreuzung gelangen. Dadurch scheiden
aber aus der Begrenzung der Fliche {«,+;) die beiden Kanten
| ey @ugr | und | @n, @41 | aus, und es geht dieselbe in ein
Grenzsechseck iiber. Indem man nun dieses Verfahren an jeder
der eingefithrten 3n — 6 Flichen {a&,y,), so weit es notig,
durchfiihrt, erhiilt man in diesen Flichen durchgiingig Sechs-
ecke, und in den urspriinglichen »n Flichen «,, genau so
viele Seiten, wie sie als Grenzflichen von A, zihlten.

Bezeichnet man die Anzahl der Seitenflichen desjenigen
Polyeders, welches nach m-maliger Wiederholung des Kon-
structionsprozesses I1, aus A, hervorgeht, mit #n,, die ent-
sprechende Zahl fiir den Prozels II, mit u,, so hat man zur
Berechnung dieser beiden Zahlen die Formeln:

1) Nn = 3Ny — 4,
2) Ny = 407y — 6.

Aus denselben berechnet sich:
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1) Ap=38"-n — 2(3" — 1),
2) Ny =4".n — 2(4™ — 1).

Wechselt man in der Anwendung der Prozesse II, und
II, ab, indem man erst m,-mal den Prozels II,, dann g,-mal
den Prozels II,, darauf m,-mal II,, dann y,-mal II, an-
wendet, u. s. w., so erkennt man leicht, dals die Anzahl » der
Seitenfliichen des Endpolyeders 4, unabhiingig von der Reihen-
folge der ausgefithrten Operationen durch den Ausdruck ge-
geben wird:

v=23".4M.p —2(3¥. 4™ _ 1),

M=2m,~, M=2y.~.

Die Anzahl z;" der eingeschalteten Sechsecke belduft sich hier-
nach auf:

= 3¥.4M(n — 2).
Die Unabhanglgkelt des Endergebnisses von der Reihenfolge
der Prozesse II, und II, erstreckt sich aber nicht nur auf die
vorstehenden Anzahlen, es gilt vielmehr der Satz:

Unterwirft man ein Polyeder A, m-mal dem Prozesse I,
wund w-mal dem Prozesse I1,, so ist das resultierende FEndpolyeder
von der Reihenfolge der m - w Prozesse durchaus umabhingig.

Zum Beweise werde zunichst der einfachste Fall m = 1
und p = 1 vorausgesetzt, so ist zu zeigen, dals das Polyeder
II,(I1, (A4,)) und das Polyeder I1,(I1,(A,)) einander isomorph
sind. Dazu beachte man in beiden Fillen die Anderungen
in dem gegenseitigen Zusammenhange einer Grenzfliche (e« );
von A, zu ihren & Seitenflichen

<ﬂl>) <ﬁz>7 e \8ialy <ﬁk>

Die Operation 17, macht eine solche Seitenfliche {f,> in
eine Scheitelfliche von {¢,> mit der einzigen Scheitelkante s,
und dadurch die n Grenzflichen von 4, in die Flichen eines
vollstindigen Scheitelflichensystemes iibergehen. Die darauf
erfolgende Operation II, ersetzt die % Scheitelkanten

S1y Sgy o vey Sk—1, Sk

durch ebensoviele Sechsecke
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01067 025, « - -y <Oi—1)g, <O,
so dals irgend ein Sechseck (@,); die Flichen (&> und {8
und ebenso die Flichen {g;—;) und <{6)4:> je einfach scheitelt.
Die Flichen <{e,», ..., {w,)» zusammen mit den 3n — 6 Sechs-
ecken (g;,); bestimmen mithin gleichfalls ein in sich ge-
schlossenes System isolierter Scheitelflichen.

Bei umgekehrter Reihenfolge der Operationen ersetzt der
Prozefs I1, jede Seitenkante | («,>, {f;> | durch ein Sechseck
{61)¢ in der Weise, dals die Kanten | {a;>, <{e,> | und
' <61), <Py | gegeniiberliegende Seiten des Sechseckes (@),
werden. Die dann erfolgende Operation II, ersetzt die letzten
zwei Kanten durch zwei die Fliche (g,); mit {&,> und (8>
verbindende Scheitelkanten, die iibrigen vier Kanten von {g,),
durch vier nach weiteren vier Sechsecken (6 fiihrende Scheitel-
kanten. Es bestimmen dann die Flichen {¢,), ..., <{&,> und
die 3n — 6 Sechsecke (6); wiederum ein in sich geschlossenes,
dem im ersten Falle ermittelten vollkommen isomorphes System
isolierter Scheitelfliichen.

Aus der hiermit bewiesenen Beziehung
I1,(I1, (4,)) isomorph I7,(I1,(A4,))
folgt durch ihre wiederholte Anwendung die andere:

1, (1%, (... (1L, (45)) . ..)) isom. IT,(IL,(...(IT,, . (44))...),

wo die Anordnung ¢, ty, «.., tny, irgend eine Permutation
der anderen ¢, %, ..., ¢4y bezeichnet. Q. e. d.

Dem Erweiterungsprozesse I1, eines Polyeders A, entspricht
eine irreducibele, dem Prozesse I1, eine reducibele Finschaltungs-
fliiche.

Denn nimmt man — die erste Behauptung zu verificieren
— irgend eine hexagonoidische Einschaltungsfliche mit » den
Grenzflichen {«;),, von A, isomorphen Randpolygonen (a,’-},,,‘.
an, so kann eines ihrer Grenzsechsecke («,,>; hochstens drei
Randflichen (&>, seiten. Deshalb und weil die » Rand-
flichen 6% — 12 Kanten zihlen, mufs die Einschaltungsfliche
sich mindestens aus 27 — 4 Grenzsechsecken zusammensetzen.
Die aus dem Prozels II, entspringende Erweiterungsfliche ist
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daher diejenige, welche die kleinste Zahl von Sechsecken ext-
hiilt, und als solche irreducibel.

Vergleicht man nun die aus 4, durch die Prozesse /1,
und I7, entstehenden Polyeder Aj, 4 und A, und scheilet
aus ihnen nach Festsetzung einer bestimmten Reihenfolge

<a1>m,; <a2>m,, bR <an>mn
successive ¢ entsprechende Flichen

<a1/>7 <a2l>; P ) <a:> und <0t1">, <a2”>7 ) <(¥,>

mit ihren jedesmaligen Seitensechsecken aus, so kann man
zeigen, dafs in den zuriickbleibenden Bestandteilen F'; und I
der Polyeder As, 4 und A4, ¢ die aus einem Polygone {¢;)>
(k=144 k) und dessen Seitensechsecken zusammengesetste
Fliche S; einem Teile der aus dem entsprechenden Polygcne
{ay) und dessen Seitensecksecken gebildeten Fliche S} oder
dieser selbst isomorph ist. — Zu dem Ende bezeichne man in
A, die Seitenflichen eines Polygones {&)m, in der einem be-
stimmten Umlauf von {&;)> zukommenden Folge durch

<‘P1>, <(P2>, <‘ps>7 ) <‘pmk>7

und demgemils die unter den ausgeschiedenen Flichen

<a1>1 <a2>7 5 <ai>

vorhandenen getrennten Folgen derselben durch:

Pat) ) Pat2); **; Pap; <Py Pet1), = 5 P15 -
Wenn dann weiter in den Polyedern Aj,—y und Ay, die
Seitensechsecke der Flichen (e}),, und (&), in entsprechender
Folge dargestellt werden durch

<¢1/>s ) <¢2/>6’ A <"p:nk>(; und <'p1">n ’ <’1’-_'”>m e <¢;:;k>u )

mit der Bestimmung, dafs einerseits (¢, >; und (¥, ); durch
die Scheitelkante der Flichen {«;> und {@,"> gehen, anderer-
seits (¢,">; gemeinsame Seitenfliche von {&;> und {g@,”) ist,
werden die unter den Grenzpolygonen der abgesonderten Be-

standteile
By By =y Np and U9 e S

enthaltenen Seitenfliichen von (&) und (e > gegeben durch resp.:

l) <1p:‘—1>6: <'1’;>6; THOH <1l’(,11>6; <¢’b—'1>67 <'¢’l';>s; Uty <w;1>6; Lt
2) Wa)s, <¢;-H>m s Was s <'I’l’zl>e, <'/”l;+l>s; JEIR (79 HELY
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Es bleiben mithin in den Flichen F; und F)” als Seiten-
flichen von (e} und {ay) die Sechsecke:

1) <lb:z,+1>.;, <¢’:l.+2><;» e S <¢’,b—2>m
<d';,,+1>.;, <¢'l’/.+2>o:: ¥ 5 <‘p‘c——2>.::

)
2) <lp;.+l>ﬂ) <¢':"1+2>6 Y 3 <w")’—l>1; )
<¢'gx+1>li ) <¢';7:+‘-’>a; R ) <¢',<.:—1>1; )

Aus diesen beiden Systemen ist aber unmittelbar ersichtlich,
dals die aus (&> und den Sechsecken des ersten Systemes
zusammengesetzte Fliche S;" isomorph ist demjenigen Teile der
aus (a;") und den Sechsecken des zweiten Systemes gebildeten
Fliche S;”, welcher aus letzterer durch Weglassung der Sechs-
ecke {¥3—1D5, (We—1);, -+ entsteht.

Hieraus und weil die aus dem Polygone {e,"> und dessen
m, Seitensechsecken bestehende Fliche S,” der aus dem Poly-
gone {e,"> und dessen m, Seitensechsecken zusammengesetzten
Fliche S,” isomorph ist, folgt aber, dals die aus den n Be-
standteilen S; bestehende Oberfliche von 43,4 auf die durch
die » Bestandteile S;” gebildete Oberfliche von Af,_s ab-
gebildet werden kann, oder, was dasselbe, dals die dem Prozesse
I, zugehorige Einschaltungsfliche einem Teile der dem Pro-
zesse I, entsprechenden isomorph ist.

Im Gegensatz zu dem Prozesse I, bewahrt der Prozess
II, auch dann noch seine Anwendbarkeit, wenn statt eines
allgemeinen ein singulires Polyeder A, vorliegt. Es Iifst
sich ndmlich das System der 7 Kanten eines solchen Kérpers
zufolge der Betrachtungen des § 5 durch ein System eben-
sovieler Grenzsechsecke abschneiden, von denen die eine m-
kantige Ecke abschneidenden wiederum eine m-kantige Ecke
bestimmen. Das Polyeder A, geht dadurch in ein Polyeder
A, von gleicher Singularitiit iiber. Da die Kanten des
letzteren sich zu je 2k sowohl auf die n Seiten der Randfliichen
{@&;Dm; der k-flichigen Einschaltungsfliiche als auf die Kanten
der Innenecken dieser Fliche verteilen, wird die entsprechende
Wiederholung des Prozesses I1, den Korper 4, in ein gleich-
artig singulires Polyeder A, ; verwandeln. Eine m-malige
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Anwendung des Prozesses II, in der angegebenen Weise wird

4% 1
g k. Grenzflichen

daber ein Polyeder 4, mit n, = n 4

ergeben.

§ 24. Elementarinvarianten.

Als Elementarinvarianten eines allgemeinen Polyeders A4,
werden alle diejenigen fiir dasselbe typischen Anzahlen und
Eigenschaften bezeichnet, welche bei jeder an dem Polyeder
vollzogenen Elementarumformung erhalten bleiben.

Einen interessanten Fall einer solchen Invariante bietet
die Charakteristik eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten-
polygones, riicksichtlich welcher der Satz gilt:

Zu jedem beliebigen sich selbst nicht durchsetzenden Kanten-
polygone P(c, m) eines allgemeinen Polyeders A, giebt es auf

«einem aus letzterem durch Elementarumformung abgeleiteten Po-
lyeder B, ein analoges und der Charakteristil: nach ihm gleiches
Kantenpolygon P(c, m’).

Da niimlich nach den Ausfithrungen des § 21 die Charakte-
ristik eines einfachen Kantenpolygones P von A4, durch die
Einteilungsweise der nicht sechsseitigen ebenen Grenzflichen
{@;)m; in zwei zu seinen beiden Seiten gelegene Gruppen

A =<0 dmy, <o dmiyy + e <a;7>"l'p und
A" = ey D 5 0§ Dmy?y oy <“r’1’>m",,
vollkommen und unzweideutig bestimmt ist,
» g
s e C=2 m, — 6(p — 1) =2 my — 6(¢ — 1),
k=1 h=1

erhellt die Richtigkeit des aufgestellten Satzes unmittelbar
aus der Moglichkeit einer Trennung der p -4 ¢ Grenzpolygone
{Bi>m; von B, in zwei entsprechende Gruppen

B =</ dn's By Dwar «--y» <Bpdm, und
B= <ﬂ1">m.”) <ﬁ2”>m{' ) sy <ﬂ;’>::."q

vermittelst eines sich selbst nicht durchsetzenden Kanten-
polygones P(c, m).
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Um die Existenz eines solchen Polygones nachzuweisen,
fasse man die von den p Grenzflichen

B>y B>y vy B>

gruppenweise zusammengesetzten einteiligen Flichen ins Auge,
’ ’ ’
By Sy iy By

und verwandele jede der unter denselben vorhandenen mehr-
fach berandeten Flichen gemils der am Schlusse des vorigen
Paragraphen angegebenen Methode mit Hiilfe eines aus passend
gewiihlten Kantenziigen bestehenden Querschnittsystemes in
eine von nur noch einem, jeden Querschnitt zwar doppelt ent-
haltenden, sich selbst aber nicht durchsetzenden Kanten-
polygone berandete Fliche. Zufolge dieses Verfahrens zerfillt
die Oberfliche des Polyeders B, in w aus den p Polygonen

it SN, GMER I SV

zusammengesetzte einfach berandete Bestandteile S; und in
eine aus den n — p = ¢ Polygonen

<ﬁ1">mn" ) <ﬁ2">ma” PR <ﬂ;>m"q

sowie von einer gewissen Anzahl von Sechsecken gebildete
u-fach berandete Fliche F,. Indem man aber letztere durch
Verbindung ihrer u Randpolygone

P Bs ol B,

vermdge w — 1 in ihr verlaufender Kantenziige wiederum in
eine einfach berandete Fliche verwandelt, findet man in dem
Randpolygone dieser ein gesuchtes Kantenpolygon. Q. e. d.

In Anbetracht, dafs aus dem Systeme der nicht sechs-
seitigen Grenzflichen (), eines gegebenen allgemeinen Po-
lyeders sich stets nur eine beschriinkte Anzahl verschiedener
Gruppen herausgreifen lifst und dals zwei eine hexagonoidische
Fliche berandende Polygone charakteristisch gleich sind, kann
das erhaltene Resultat auch so formuliert werden:

Theorem 21. Die Polygonensysteme aller aus einem ge-
gebenen elementar ableitbaren Polyeder haben ein wnd dasselbe
endliche Charaliteristikensystem.

Es dringt sich hier naturgemils die Frage auf, ob
und unter welchen Bedingungen die durch den Satz mitaus-
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gesprochene Elementarinvarianz eines Kantenpolygones der
Charakteristik O sich auch auf dessen etwaigen elementaren
Charakter erstreckt.

Die Untersuchung auf den einfachsten vorkommenden Fall
der Einschaltung bzw. Ausscheidung eines Elementargiirtels
beschriinkend, nehme man auf dem Polyeder 4, zwei einander
zweimal durchsetzende Elementarpolygone an:

P(0, 2m) = Zy + Zn, + Zs; + Zi,
P(0, 2my) = Zy; + Zy, + Zy; + Zi,.
Nach Einschaltung eines von zwei mit P(0, 2m,) isomorphen

Polygonen berandeten Elementargiirtels G verbinde man auf
dem resultierenden Polyeder 4, die Eckenpaare

‘p27 ps und pn p-t

durch zwei dem Giirtel zugehorige Kantenziige
Zy; und Zg:.
Dann sind die Bedingungen festzustellen, unter welchen das
neu entstehende Kantenpolygon
B=2Z5+Z0 + 2 + 2.
wiederum ein Elementarpolygon ist.

Der gemeinsamen Natur der das Polygon P zusammen-
setzenden vier Kantenziige entsprechend macht die Losung der
Aufgabe vorerst das niihere Studium des Systemes der zu
einem gegebenen Kantenzuge eines Elementarhexagonoides H,
isomorphen Kantenziige desselben erforderlich.

Es seien auf einem Hexagonoide H, zwei beliebige, aber
feste Ecken p und q durch irgend zwei Kantenziige Z; und
Z; verbunden. Dieselben werden im allgemeinen durch o
getrennte und ¢ zusammenfallende Paare von Teilziigen ¢ ge-
schlossene Polygone bestimmen,

e=123..., co=¢—1,0,0+ 1L

Da jedes hierbei auftretende Polygon entweder die Charakte-

ristik ¢ = 0 oder die andere ¢ = 6 hat, also stets eine gerade

Charakteristik besitzt, wird es auch allemal eine gerade Zahl
von Kanten aufweisen. Dann aber fillt auf jeden der beiden
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dasselbe bildenden Teilziige entweder eine gerade oder eine

ungerade Anzahl. Die beiden Kantenziige Zj und Zj werden
mithin unter ihren getrennt verlaufenden Paaren von Teil-
ziigen je eine gleiche Anzahl paarer und je eine gleiche An-
zahl unpaarer Ziige enthalten, und folglich werden sie iiber-
haupt entweder beide eine gerade oder beide eine ungerade
Zahl von Kanten besitzen. Also:

Alle dieselben zwei Fcken eines Elementarhexagonoides H,
verbindenden Kantenziige enthalten entweder je eime gerade oder
je eine ungerade Anzahl von Kanten.

Zufolge dieses Satzes scheiden sich die Ecken eines Hexa-
gonoides H, in zwei vollkommen gesonderte Gruppen, der Art,
dals je zwei HKcken aus ein und derselben Gruppe durch
Kantenziige mit gerader, jede Ecke der einen mit jeder Ecke
der anderen Gruppe dagegen durch Kantenziige mit ungerader
Kantenanzahl verbunden werden.

Fiir ein Hexagonoid H, mit den isomorphen durch Ele-
mentarstreifen getrennten Polygonen

,1)1 (O) 2’”) = ’al ’ 'bl ) ,(12, ’b:! s o8 00y 'ﬂ,,., ’b"' ’
P0,2m)=9a,, B, 0, B, ..., 0« B;
PO, 2m) == o, ‘B, @i 00, 0 1Y
wo die zu der Kante |a,, b, | gehorigen rechts- und links-
seitigen Gegenkantenfolgen gegeben werden durch resp.
aubl ’ 02:5217 ) b"‘l
und
ey Oy, By a, b [, la), 8, ...,
wird die eine Gruppe dwrch alle Ecken a, die andere durch alle
Ecken b dargestellt.
Ebenso wird auf einem Hexagonoide H; mit den iso-

morphen durch Elementarstreifen getrennten Polygonen

,Ps (O, 2m) ="'ay, By,y. 'Gv; /bv; Iar+l; ’bp-l-l, eos my Bu,
PS(O) 2m)% a, blr <oy Gy, BD’ Opt1, bv+1,--, Gny B,y
P{(O,.?m)& al’) bll;- <) (1;,, f);,, a;’+l! biﬁ+17~ 0F) a;n; b;u)

&9
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wo zu den mittleren Kanten
lﬁma a, | und | bp) At |

der beiden dreikantigen ebenen Ziige des Polygones P;(0, 2m)
resp. die links- und rechtsseitigen Gegenkantenfolgen gehiren

Ibm: a |; |bn aﬂll s alisiy .pr—ly apl’ ’b:: Opt1 ‘,

| bl'; Apt1 |; ‘ b)l—i-h (p-t2 |; R i bm—l; M i: l b"l) a :’
die eine Gruppe von den Ecken a, die andere von den Ecken b
gebildet.

Was nun die Verteilung eines auf einem KElementar-
hexagonoide gegebenen Systemes isomorpher Kantenziige an-
langt, so regelt sich dieselbe nach folgendem Gesetze:

*) Auf einem Elementarhexagonoide werden alle einem
gegebenen Kantenzuge

ooy B0, B 00, B0,
isomorphen Kantenziige,
1) wenn das Hexagonoid ein Polygon P, (0, 2m) enthiilt,
gegeben durch
i §
.., aED), BEED, L, ankD), B, .,

2) wenn das Hexagonoid ein Polygon P,(0, 2m) besitzt,
dargestellt durch

cely QDB e B L

wo p und ¢ irgend zwei positive oder negative ganze Zahlen
bezeichnen, und wo in der Reihe

o ita, ktg, .., utg, 0+ ¢, .
jeder dem absoluten Betrage nach die Zahl m iibersteigende
Index durch seinen Rest nach m zu ersetzen ist.
Vermoge dieses Satzes gelangt man unter Annahme eines
Elementarhexagonoides erster Art

*) Der Satz tritt unmittelbar in Evidenz, wenn man von dem ge-
gebenen Kantenzuge zaniichst zu einem anderen iibergeht, bei welchem
die oberen bzw. unteren Indices seiner Ecken um die positive oder
negative Einheit veriindert sind, und dann von diesem Zuge in analoger
Weise fortschreitet.
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I. aus jedem Verbindungszuge

09, 31y Bas ooy By AP
zweier gleichartigen Ecken
a? und o

mittelst sechs Paaren isomorpher und gleichgerichteter zwei-
kantiger Ziige

—1) —1
agy), bfy p aEg )
() (9—1 —1)
alo, biy ks aggl_ :
) (
o, 0., of,
( 1
), 60, aetd
o, B, o,
a9 p@ . D
G St i

und
und
und
und
und

und

ag.) ; bg—l) , ag=D,

a(kh)I bih—l), ah—l

1
a?, b0, o,
o, B, oo,
W, 6, o),

al, B, alH) —

II. aus jedem Verbindungszuge
O By Boy v e es by B

zweier ungleichartigen Ecken

al@

und

k)
b

mittelst sechs Paaren isomorpher und ungleich gerichteter
zweikantiger Ziige

1)
2)
3)
4)
5)
6)

zu je einem dem gegebenen

a9 ple—D  qle—D

TR T T B
g—1 —1)

a?, b=, a@

0@, b9, a®

i—1
) 1
of, b2,, agy
)
0P, B9, @,

a?) ! [)Ey) s a?-H)

verbindenden Kantenzuge
a,@y by B2y .-

und
und
und
und
und

und

B®, a®, B¢,
B0, o, B,
b, o, B,
B9, o, B,
b, o B,
b, gk, B —

iquivalenten Kckenpaare.
Auf einem Elementarhexagonoide zweiter Art gelangt man
I. aus jedem zwei gleichartige Ecken

a®  und a®
i k

h
*8 8"7 ai)
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<l L] fir e<p und k<p
mittelst der beiden Paare isomorpher und gleichgerichteter
zweikantiger Ziige

a) a®, b, o1 und of, B¢V, o,

1 n (1)
b) AW, B, - ot und al®, SH0, gD
2) fir i<p und ESp+1

mittelst der beiden Paare isomorpher und gleichgerichteter
zweikantiger Ziige

a — J h h—1
a) afﬁ) 3 bfg D ) ley D und Cli_') P Bi ) 3 Cli ) )
g 11 u h h-+1 h4-1)

II. aus jedem zwei ungleichartige Ecken
a@ und bP
verbindenden Kantenzuge
6, By oy we s by O
1) fir i<p und kE<p

durch die beiden Paare isomorpher und ungleichgerichteter
zweikantiger Ziige

a) a®, b?—”, a—"  und bi_"), o, e A
b) ag‘f), bl@"’, a?)—l—l) und bﬁ,"’, aﬁ,"‘*’”, bg,.}-l) w5
2) firt<p und k>p+1

durch die beiden Paare isomorpher und ungleichgerichteter
zweikantiger Ziige

a) a®, b1, a¢—V und bHP, al—, B¢V,
b) W@, b9, ao+d und B®, a®,  HEHD —

zu je einem dem gegebenen iiquivalenten Eckenpaare.
Nunmehr zur urspriinglichen Aufgabe zuriickkehrend fasse

man auf dem aus A, durch die Einschaltung des Giirtels

abgeleiteten Polyeder A, das aus den vier Kantenziigen

Z&Epu tl) te: vipucly ti; P2,
Zp ="y, by Loy oo Ty By
Zoe =13 B1s Yay ++ s 9s Pas
Zo =P, 31s Bas - s dmy Py
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§ 24. Elementarinvarianten. 193

zusammengesetzte Polygon B auf und vergleiche dasselbe mit
zwei auf den Elementarhexagonoiden H und H,” der Polygone
P(0,2m,) und P(0,2m,) gezogenen Elementarpolygonen

P=ot Zitt B4,
P":E---—l—Z',}jr'-{—--o+Z§j"+~--.
Da zwei in einer Ecke a einer allgemeinen polyedrischen
Fliche zusammenstolsende Kanten |a, a,| und | a, a | in Bezug
auf die dritte Kante | a,, a| unzweideutig als deren rechts-

und linksseitige Nachbarkanten unterschieden werden, so sind
auch auf dem Hexagonoide H, die den vier Kanten

|p1: tl!) [pz: ti]: |ps: Dll? Ipu ")l]
entsprechenden Kanten
| pl,) txl |; | pz’; t/
eindeutig fixiert.
Hieraus aber und aus den obigen Betrachtungen ergiebt
sich folgendes Verfahren, den fraglichen Charakter des Poly-
gones P festzustellen:

Man bestimme
1) auf dem Hexagonoide H, zu den Eckenpaaren

P p und Py, py,
2) auf dem Hexagonoide H,” zu den Eckenpaaren
p p” und p”, p”
die zwei oder sechs niichstliegenden entsprechenden Eckenpaare
1) 0, 9 und g, q,
2) 0" 0" und g7 q."

Wenn dann unter denselben solche vier Paare existieren,
dafs die auf /' aus den vier Kanten

RYR M IRE R PR A T
nach den vier Ecken
s 05 G 9, O
fiihrenden vier dreikantigen Ziige
ts Py By G s 95 4, 9%,
Yy Pss T, G5, D, P s 0

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 13

) I psl, 91' ]7 | p«t’) Dl, l
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194 Dritter Abschnitt.

isomorph und gleichgerichtet sind den auf H” aus den vier
Kanten
l t1”7 pln ‘7 I t;”, pzﬂ I: I 1)1”1 psu 1) | t)l": p‘t” |
nach den vier Ecken
0" 075 055 0

fiilhrenden vier dreikantigen Ziigen

b B Bus 0 b Pa s Bey 0

’91": ps”; 387 qs”) t)l”7 p4”7 §“ qLN)

so ist das Polygon P in der That ein Flementarpolygon.
Denn in diesem und nur in diesem Falle bestimmen die

vier Ziige
Zy, 2z, Zh 2
mit resp. den ihnen isomorphen Ziigen
Zy, i, 23, 2
und den aus den 4.2 Ecken
R R P AR R VI R Y
nach den 4.2 entsprechenden Ecken

4 ” ’ ’ ” r” ’ ’
s> 92 5 G2, 985 935 a3 Gar G

gezogenen vier Paaren zweikantiger Ziige vier einfach beran-
dete Flichen
Sl,2’ S2,3; SS,‘i; S‘l,l,

welche durch passende ihre Gestalten nicht éndernde stetige
Variationen zu einem von zwei mit P isomorphen Poly-
gonen berandeten Elementargiirtel zusammengeschlossen werden
konnen.

Zur niiheren Erliuterung des Vorstehenden diene das Ver-
halten der Elementarpolygone eines durch die Beziehungen

CODTRCCATIRCONTCCHN PR CCIN

definierten Tetragonhexaeders 4, welches um einen Elementar-
giirtel erweitert wird. Man schalte erstens lings dem die”
Bestandteile

8 =<y, oy, <oy und Sy = ey, a5y, e
trennenden Elementarpolygone P(0, 6) den Giirtel ein

www.rcin.org.pl



§ 24. Elementarinvarianten. 195

G = <, D5, <y, <3,
so zwar, dafls dessen Flichen mit denjenigen von S, und S,
die drei Eckenpaare bestimmen
(&, a5, @), (a5, @, a); (e, & a), (@, @, @);
(a5, a5, @), (ay, @), a).
Hierdurch zerfiillt das zu 4; gehorige Elementarpolygon
P, (0,6)=| e, a5, | oo, @, [, |05, @, |, |5, 05|, |y, 5], |y, @]
in die isolierten Teile
|y, a5 |, |ag, 0|, |y, 0], |ag, e | und | e, e, |e,, ).
Letztere werden aber durch resp. die Ziige
e, o' |, | &y | und | e/, |, | &, &' |
zu einem neuen Klementarpolygone P;(0, 10) verbunden,
Py(0,10) = | a5, 0 |, | @5, 0, |, | &, @, |y | oy, 0 |, | @, g |
ey o |, | e ag], |ag, 0], |, | @y |.

Die niimliche Einschaltung spaltet das auf 4; gelegene Ele-
mentarpolygon

P0,8)=|e, 5|, | @, a5 |, |y, & |, | oy, o |
|y @ [, | &, o |, | &, o[, | &, a |
in die isolierten Teile
l oy, o |, log, 08 |, |, 08 |, | e, ], |a,a]
und
log, o5 [, |0y 05 |, | ey, “2ll|j
Diese aber werden durch die Ziige
ey, o |, | e, ¢ | wnd |e, o, |, a |
wieder zu einem Elementarpolygone P;(0, 12) vereinigt,
P012)=| ey, 0 |, | &y, 0 |, | @, & |, | ey e |, | 0y 05 |,
leyey |, |oyo |, |ag o8 |, | ag e, | o e [
| ey e |, | &, ],
Man schalte zweitens lings dem die Bestandteile
Sy =<apy, ey, <)y und S = {ay),, <@y, <o),

trennenden Elementarpolygone
13*
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196 Dritter Abschnitt.

P(0,8)= | &y, & |, | &, |y 1o, o], | e, a |,
| @s, @ |, | a5, aq|, | &, 5|, | @, |
die Sechsecke ein:
CONEROONRCH R CHRCHPRCA PR
AR CORRCORRCHRIRCHRRCH RN

so dafs in dem entstehenden sechskantigen Prisma die Bestand-
teile S,, S; nur noch die Kanten | a,, & | und | a;, &, | ge-
mein haben.
Durch diesen Prozels wird das zu A4; gehorige Elementar-
polygon
P0,6)= |ay, |, | &, o |, | &, o],
ey, a5 [, | oy, a5 |, | e, &
zwar in die isolierten Teile geschieden,
| ’ ’
| g, 05|, | @, 0 |, oy, a'[, | &, o |
und
| |
| g, @ |, | a5 & |,
aus diesen aber durch die Verbindungsziige
’ ’ d ’
| oy, o |, | ag, ¢ | und | e, a5, | a5, |
ein neues Elementarpolygon P;(0, 10) hergestellt,
P ’ ’ ’
Py(0,10)=| a5, a5 |, |ap, 05|, |, 05|, |@, &, |@) @),
’ ’
legy o], s, a5, |o, 00 ], |05 el |a; e
Dieselbe Einschaltung zerlegt das auf A; vorhandene Ele-
mentarpolygon
P0,8)= |, a5 |, |y, &3], &g, @], |, & |,
lag, a5 |, [ ey & l, 1, a5, [, o]
in die beiden isolierten Teile
’ ’ | ’ ’
l oy, o |, oy, o [, Loy, a5, | ey, a8 |, | &, 0 |
und
’
Loy, |, | ey o |, | e, a].
Durch die ‘Einfiigung der Kantenziige
’ ’ ’
e, @ |, |0, @ | uwnd | e, e, | ) el
erhiilt man aus ihnen ein Polygon der Charakteristik 0,
niimlich:
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-P(U}12)E‘a2v“6|, |“2’“6,]) Iallaﬁlli |a17“5l: ,anas’h
|y, a8’ |, | &gy |, |, 0], | oy, 03 |, |0, 0 |,
|y, @ |, | o, “s’l'

Indem man aber durch Umgehung des Sechseckes (e,
statt des Kantenzuges

Loy o |, |es, af, |, agl, |, ]
den anderen einfiihrt
| gy 5], | a5, a5,
gelangt man zu dem benachbarten Elementarpolygon
Py(0,10) = | oy, 0|, |0, &5 |, |y 05 |, | &y, 05, | &, 5],
Loy a5y |, a5 |, [, a8 |, [y, a5], | o .

Es mag noch eine hierher gehdrige allen allgemeinen
convexen Polyedern gemeinsame KEigenschaft hervorgehoben
werden. Dieselbe wird ausgesprochen durch den Satz:

Theorem 22. Auf jedem allgemeinen convexen Polyeder giebt
es mindestens ein sich selbst wicht durchsetzendes Kantenpolygon
der Charakteristil; 0.

Zufolge der am Eingange des Paragraphen dargelegten
Mboglichkeit, ein auf einem allgemeinen Polyeder gegebenes
System ebener Grenzpolygone durch ein einfaches Kanten-
polygon zu umschliefsen, ist der Beweis des Satzes erbracht,
wenn auf jedem solchen Polyeder eine Gruppe von Grenz-
flichen nachgewiesen wird, wie etwa

<& Dmy s $¥Dmys « -+ <“r>m,;
fir welche die Anzahlen » und m; der Relation geniigen:
1) My oy + -+ + = B(r — 1),
Gemifs der in § 2 fiir die Anzahlen zy, #z;, und z; der

drei-, vier- und fiinfseitigen Grenzpolygone eines allgemeinen
Polyeders abgeleiteten Bedingung

2) 3z, + 22, + 2, > 12
kommen aber unter dessen ebenen Grenzflichen allemal

1) entweder mindestens zwei Dreiecke,
2) oder mindestens drei Vierecke,
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198 Vierter Abschnitt,

3) oder mindestens sechs Fiinfecke,
4) oder mindestens
a) ein Dreieck, ein Viereck und ein Fiinfeck,
b) ein Viereck und vier Fiinfecke,
¢) ein Dreieck und drei Fiinfecke,
d) zwei Vierecke und zwei Fiinfecke vor.
Die Substitution der jedem dieser sieben Flichensysteme ent-
sprechenden Werte
My Mgy vieoy Mry O

in die Bedingungsgleichung (1) zeigt nun, dals dieselbe in
allen sieben Fillen befriedigt wird, und sie beweist daher die
Richtigkeit des aufgestellten Satzes.

Vierter Abschnitt.

Die Liosungen der charakteristischen Gleichung und ihre
geometrischen Constructionen.

§ 25. Formulierung der Aufgabe.

Nach den Definitionen und Ausfithrungen der §§ 11, 14
und 21 hat man folgende Einteilung der allgemeinen Polyeder:
1) Alle Polyeder, fiir welche der Ausdruck
3z, + 22, + x; — 12
und folglich auch der Ausdruck
@ + 225 + 325+ - - -
ein und denselben Wert m besitzt, konstituieren den Bereich B,,.
2) Alle Polyeder, welchen beziiglich der Bereichsgleichungen
3wy, 4+ 22, 42, — 12 =m=ux; + 22, + 32, 4 - - -
ein und dasselbe Liosungssystem entspricht, bilden einen zu dem
Bereiche B, gehorigen Stamm X,.
3) Alle Polyeder, welche aus einem irreducibelen Polyeder
des Stammes X, einem sogenannten Stammpolyeder, durch

Elementarerweiterungen abgeleitet werden, bestimmen eine zu
dem Stamme gehorige Familie.
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§ 26. Existenz des Polyederbereiches B, 199

An diese Einteilung kniipfen sich naturgemils die Fragen:

1) Welche positiven ganzen Zahlen m definieren einen
Polyederbereich B,,?

2) Welche Losungssysteme der Bereichsgleichungen

3z, + 22, +ay —12=m=ux, 4+ 223+ 39+ - -
bestimmen Polyederstimme X,?

3) Welche Stammpolyeder bezw. Familien gehdren zu
einem Stamme X,,?

Die Beantwortung dieser drei Fragen hildet den Gegen-
stand der folgenden Paragraphen.

§ 26. Die Existenz des Polyederbereiches B,,.

Was die erste Frage anlangt, so giebt eine einfache Uber-
legung den gewiinschten Aufschlufs. Man betrachte ein Po-
lyeder des Bereiches B, etwa ein Tetragonhexaeder

Ag = ay, Dy, <)y, <@y, a5y, ey
mit den drei (Gegenflichenpaaren
CANECATIRCHY AR CH TR YRR CHM
und auf demselben ein Elementarpolygon, etwa
P= e e, |ag e, |og el ey e, [o e, [a,e].
Zwischen die durch P getrennten Bestandteile
8, =<y, <#)s, <a)y und 8y =<ap,, a5, {¢),
schalte man den Giirtel ein:
R CO TR
RGN R
(AP IRCA PR

G TR C TR
== m
my > 1 + [_2‘]’
wo sowohl die Flichen
<0‘k>4, <a;>¢;) <“£”>6) v

k=1, 2, 3)
als auch die Flichen
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200 Vierter Abschnitt

<al'>s; <“l,">6) <a55)>6 ity
(=4, 5, 6)
eine Reihe aufeinander folgender einfacher Scheitelflichen be-
stimmen. Kappt man hierauf von dem dadurch erhaltenen
(3, + 6)-flach 4, der Reihe nach die m Kanten
oy oy |, |egyo |, [eg,e” ], |aye” |, | ™ 0" |,...

mittelst ebensovieler ebener Schnitte

Buy Brus Boss Bwy Bsdas - -+

so erhiillt man successive m Polyeder
Aeta - Auiays e vy Aaim
aus resp. den Bereichen
By, B+ Be

Denn da von den Grenzflichen des Polyeders A,., infolge
des Schnittes (41>, nur ein Grenzvierseit, nimlich {8,),, in
ein Grenzfiinfseit (f,);, ein Scheitelsechseck von (f$,), aber in
ein Siebeneck iibergeht, wihrend alle iibrigen ihre Formen
bewahren, so lifst jeder neue Schnitt (f,+,), die Anzahl der
Grenzdrei- und Grenzvierseite constant und vermehrt nur das
System der Grenzfiinfseite um eine Fliche (f,);. Demgemils
gilt fiir das Polyeder A,4,.:

2,=0, 2,=06, zz=m
und folglich, wie behauptet:

3y + 22, + x, — 12 = m.
Man hat also den Satz:

Theorem 23. Jeder positiven ganzen Zahl m, emschliefslich
der Null, entspricht ein Bereich B, allgemeiner Polyeder.

§ 27. Die Polyederstimme des Bereiches [3,.

Die allgemeine Beantwortung der zweiten Frage macht
zuniichst ihre Erledigung in Bezug auf den Bereich B,
wiinschenswert. Die Polyeder dieses Bereiches sind an die
Relationen gebunden:
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3z + 22, + xy, — 12 =0,
P = by == I == o=l
und diese besitzen folgende in Frage kommende Losungen:
Iy =4, 2,=0, z;,=0,
Wogy=3 %=1, ;= 1, WL z=3; 2,=0 22—
IV. 2,=2, 2,=3, z;= 0

VL 5=2, z,=1, z,= 4

~

: V.zgg=2, 2,=2, ;=
, VIL 2,=2, 2,=0, x

VIL o =1, 2, =14, g;= 1, IX 2y==l.2,=3 0=

~

~

I
S W o N W

X oyl 0,222 2= 5, XL ggeml z;==1 pm=
XL =1, 2,=0, =09,
XML 2;=0, 2,=6, z;=— 0, XIV, 2,=0, z,=5, ;= 2,
XV.2,=0, z,=—=4, x;=— 4, XVL 2,=0, 2,=38, z;,— 6,
XVIL 2;=0, z,=2, z;= 8, XVIII. =0, z,=1, 2,=10,
XIX. 2, =0, 2,=0, =12,
Diese 19 Liésungen sondern sich in drei Gruppen:

1) in Losungen, welche schon an sich d. h. unter der
Annahme z; = 0 ein oder mehrere Polyeder definieren,

2) in Losungen, welche nur unter der Annahme z; > 0
zur Bestimmung eines Polyeders hinreichen,

3) in Losungen, denen iiberhaupt kein Polyeder entspricht.

Um die den beiden ersten Gruppen zugehérigen Typen
besser iibersehen zu konnen, gewdhrt die nominelle Unter-
scheidung zweier besonders hiufiger Polyederformen ein passen-
des Mittel.

Es soll ein (n - 2)-flach 4,4:, welches definiert wird
durch die Beziehungen

edny <edn t | By, Bodyy -y Bdu

oder durch
<oy Dnd><Kedn

als ein n-kantiges einfaches Prisma I7,

ein (2n 4 2)-flach A;,5, welches bestimmt wird durch
die Beziehungen
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E <Bsy Bodsy +-+» Bads»
> ,’<<7’1>5 2 VDss +o0r Padsy

| :<P1085 Pss ++5 Pnds»
>T<<ﬂl>5; <ﬂ2>5: ) <ﬂn>:.

als ein Prismatoid I7,” bezeichnet werden.

Durch die Losungen der ersten Gruppe werden definiert:
durch I ein Tetraeder,
durch 1V, XIII, XIV resp. die Prismen I1,, I1,, II;,
durch VII, XVII, XIX resp. die Prismatoide I1,”, I1,”, IL.”,
durch V und IX ein 6-flach und ein 7-flach,

welche aus den Prismen II, und II resp. durch das
Kappen je einer Ecke entstehen,
durch XV und XVI ein 8-flach und ein 9-flach,

welche aus dem Prismatoide J7,” durch Ausscheidung seiner
beiden bezw. nur des einen Grenzviereckes hervorgehen.

Im Gegensatze zu den vorstehenden elf Losungen sind die
iibrigen acht an und fiir sich nicht konstruierbar.

Aus der Bemerkung, dafs ein Polyeder mit einem m-
seitigen Grenzpolygone mindestens m - 1 Seitenflichen ziihlt,
folgt zuniichst, dals die Losung II, nimlich

AN

N

=3, =1, =1
weder unter der Annahme #; = 0 noch unter der Annahme
=1 ein Polyeder definiert.
Ebensowenig kann die Lésung III, némlich
a3 =3, 2,=0, =3,
an und fiir sich ein allgemeines Polyeder bestimmen, da auf
einem solchen eine Ecke

e (COIRCIRCHY)
unmoglich ist.
Beide Losungen werden erst dadurch konstruierbar, dals

man resp. Z; = 3 und 2; = 1 annimmt. Man erhilt dann
ein der Losung IIl zugehdriges 7-flach aus einem Tetraeder

Ay = ey, {aps, {ays, {as
durch das Kappen dreier Ecken

(.0, %), (&5 a5, ), (&, @, ag)
mittelst dreier Schnitte
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§ 27. Die Polyederstimme des Bereiches B,. 203

ey, <e5)g, te)g,

ein der Losung II entsprechendes 8-flach aber aus dem 7-flach
durch das Kappen einer Ecke

(a5, <oy, <as).
Eine directe Konstruction der Losung
V) 2,=2, 2,=1, 2, =4
verstolst gegen die Konstruktionen zu I, IV und V. Dagegen

erhilt man unter der Annahme z; = 1 ein zugehoriges 8-flach,
indem man von einem Tetragonhexaeder A; zwei Gegenecken

(¢, @y, @) und (o, o, &)
einer Fliche («,), abschneidet.
Eine Konstruktion der Losung

VIOI) =1, 2, =4, =1

ist sowohl an sich als im Falle z; = 1 mit derjenigen der
Losung IV unvereinbar. Es Wird eine solche erst mit der
Annahme z; =2 und zwar dadurch ausfiihrbar, dals von einem
der Losung IX entsprechenden 7-flach eine Ecke
(K5, <awys, {ers)
abgeschnitten wird.
Mit Bezug auf die Losung
X) gg=1, ,=2, 2,=5
erkennt man, dals im Falle #; = 0 die Existenz einer Kon-
struktion durch die fiir die Losungen IV, V, VII, IX ge-
gebenen Darstellungen illusorisch gemacht wird. Nimmt man
jedoch ;=1 an, so kann aus dem zu III konstruierten 7-flach
durch das Abschneiden einer Kante ({e,>;, {ay>;) mittelst
einer Fliche {eg), und durch das weitere Abschneiden der
Kante ({a);, {eg>,) mittelst eines Schnittes {e,», ein beziig-
liches 9-flach abgeleitet werden.
Eine Konstruktion der Losung
XI) g =1, z,=1, ;=1
steht in dem Falle #; = 0 mit den Konstruktionen zu V und
VII, im Falle #; =1 mit gewissen leicht zu ermittelnden
Konstruktionen der Liésungen
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a) =2, =2, =2, =1,
b) Ty=2, =1, z;=4, z,=1,
C) g — 0) L= 2: Xy = 8: Tg = 1)

sowie mit der angegebenen Konstruktion der Lisung

d) x3=1, 2,=05, z=4, 5=1,

als schliefslich auch mit der Konstruktion des Prismatoides 11,”
im Widerspruch.

Wird aber #; = 2 vorausgesetzt, dann geniigt es, von
einem Prismatoid 77,” eine Ecke ({a);, {er),, <{e);) abzu-
schneiden, um ein Polyeder der verlangten Art zu erhalten.

Dafs die Losung

XD 2y =1, 2 =02 =9
fiir die Annahme z, =0 kein Polyeder definiert, folgt aus
der Konstruktion zu VII. Desgleichen sind einerseits im Falle
2, = 1 schon durch das Sechseck, das Dreieck und sechs Fiinf-
ecke ein Zehnflach, anderersgits im Falle z; = 2 entweder
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und fiinf Fiinfecke je
nach deren Zusammensetzung zwei allomorphe Zehnflache, oder
durch die beiden Sechsecke, das Dreieck und vier Fiinfecke
ein Neunflach bestimmt. Im Falle z;, = 3 findet man ein zu-
gehiriges Polyeder durch das Kappen irgend einer Ecke eines
Pentagondodekaeders I7.”. :
Eine Konstruktion der Losung XVIII endlich,
XVIOI) #,=0, z, =1, =10,

streitet unter der Annabme z; = 0 wider die Konstruktion des
Prismatoides I7,”, unter der Annahme x; — 1 aber einerseits
wider die Konstruktion des Prismatoides II,”, andererseits
wider diejenige Konstruktion der Losung

2g=0, 2,=2, 2,=8, =1,
welche definiert wird durch die Beziehungen:
it | <eds, | <aods, | <adss | ey, | <esds, | <as,
o >?<<“7>5: )—1~<<as)5, >‘2‘<<"‘9>5: 2% ey -
Fiir die Annahme z; = 2 kann ein zugehoriges Polyeder durch

das Kappen irgend einer Kante eines Pentagondodekaeders
erhalten werden.

www.rcin.org.pl



§ 28. Die Polyederstimme des Bereiches B, . 20H

Da nach vorstehenden Konstruktionen die beiden ersten
Gruppen alle 19 Liosungen umfassen, kann man den Satz aus-
sprechen:

Theorem 24. Jedes positive ganzzahlige Lisungssystem der

Gileichung
3y + 22, 4+ 2, — 12 =0

definiert einen Stamm allgemeiner Polyeder.

§ 28. Die Polyederstimme des Bereiches IB,,.

Bei der Diskussion der Frage, welche den Bereichs-
gleichungen
3ay + 20, 42, — 12 =m=ua,4 22,4+ 3z, + -+ m -2y
geniigende positive und ganzzahlige Wertesysteme
By, 84y By Bry Bgy oo vy Bmis
Stimme allgemeiner Polyeder definieren, werden zweckmiilsig
drei Arten von Losungen unterschieden:
I. Liosungen der Form
23=0, 2,=0, 2,=12+4m, 250, 450, ...,
IT. Lésungen der Form
2,=0, 2,>0,250, 50, 450,...,
ITI. Lésungen der Form
05> 05,50 .50, %50, K00
In dem Falle einer Losung erster Art
o3=0, 3,=0, ,=124m, >0, >0, ..., 2.>0,
1 = &rp3 =" * = Bmt6 = 0
bilde man vermittelst der Hilfsgrofsen
o=+t +8& Mm=gHg+s5+ --+2,...,
coey Mpg =Zry + 2, Mpg=2,

folgende Kette gleichartiger Losungen:

1) o =124+'m, 8 =m, s =z = - =45=0,
” ’ ” ”
2) By =&y +my, 5 =2, 4 =my,
;;”" — zm"..—_ wee =gl =10,
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nr r” 0 rnr 'II
3) 2 =& + My, B =&, & =i, & =My,
rrer e r
zlo =z“ =---=zr =O,
r—1) g D=z 4 m_q, 8, N=2,, 2" =g,...

7 — 8
ceey B =g, 5,0 =0,

r—6) 29 = 2,0~ fmy_q, 7O =1z, gD =z,...
3 2,8 =3,

Um alsdann ein der ersten Losung entsprechendes Po-
lyeder A, zu bestimmen, gehe man aus von dem Pentagon-

dodekaeder
O | :<Bss <Bedsy Bs)sy Bus» Bss s
4 >T<<7’1>57 <72>5) <7’s>5; <74>5) <7’5>5,

ot R TR TR TR TR
M0 >5<KBss Bodsy Bss Bos, Bos,
wo je zwei gleich indicierte Flichen {f:);, {(y:>; Gegenflichen
bezeichnen. Dasselbe besitzt in dem zehnkantigen Polygone
1 Bis als 120 Baly 1Bes #s | 125 Bs |y | Bsy 1,
| 205 Baly 1B 72l 122 Bsly 1855 s |5 | 755 By

ein Elementarpolygon P, (0, 10), dessen einziger irreducibeler
Elementargiirtel

G = <oy, <D, <55, <5y <& s
durch die Bestimmung charakterisiert ist, dafs je zwei Flichen

{eti—1y; und {eiy1y; durch gegeniiberliegende Seiten der Fliche
{a/y; gehen. Kine lings dieses Elementarpolygones P,(0, 10)

erfolgende Einschaltung eines aus 1 -4 [’1;‘] =1 m solchen

Elementarstreifen bestehenden Giirtels wird das 12-flach 77,”
in ein Polyeder A, iiberfiihren:

Aw = <o | 2 By D5, Bs D5y Bs D5y Bu D5y Bs Ds»
<oy Dg, <o Dgy g s, < Doy <o g
oDy <atg" Dy <08 s ey Dgy <o Vs,

g, o, a3y, Gy, a4y,
sy Vdsy Peds) sy V55t | ey
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§ 28. Die Polyederstimme des Bereiches B,,. 207

in welchem gegeniiberliegende Flichen benachbarter Elementar-
streifen wiederum durch gleiche Indices gekennzeichnet sind.

Indem man nun aus ' der eingeschalteten Streifen drei
aufeinander folgende Flichen herausgreift

<a,§21>6 ) <a$‘h)>6 ) <a,('f‘).1>6 )
h=12,..., m,

und entsprechend diesen Tripeln an A4, die m' Operationen

ausfiihrt
@y 2| a®, a1 |, |al, oft))|,

und so die 2m" Sechsecke .

e und  Cuf)

h=12,...,w

in resp. die Siebenecke verwandelt

Bu—1>; und By,
die m’ Sechsecke

GO

aber durch je zwei einander seitende Fiinfecke ersetzt

Pai—s wnd s,
fiilhrt man dadurch das Polyeder A4, , falls m, eine gerade

Zahl ist, direkt, im Falle aber m, eine ungerade Zahl ist, durch
einen hinzutretenden (m’ - 1)** Schnitt

s & |71y et |, | gg0tm), g t4m) |,
welcher ein nicht zu dem transformierten Flichentripel des
m'*" Streifens gehoriges Sechseck (a{™)); in ein Siebeneck

verwandelt, in ein der ersten Losung entsprechendes Polyeder
4,, iiber.

Ein an diesem Korper vollzogener Erweiterungsprozels /7,
lifst die m, gemeinsamen Kanten

|85 7 |5 [ Bss %015 o vvs | Brmy ¥,
der m, Flichenpaare

By < Dss <ﬁz'>7’ P ss - -3 Bmdry Ims

in je zwei Gegenseiten
| @i, Bi| wd | i, i
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eines Einschaltungssechseckes {(@;», iibergehen. Dadurch, dafs
man auf dem neuentstandenen Polyeder

A,y = I, (4,)

nur noch die m, Flichentripel ins Auge falst

$Bitidry Patidsy Vertns

h=1,2,..., my,
und in Bezug auf dieselben wieder die Operationen ausfiihrt
OiDs 2| Petns Yu |y | Pots ¥,

wo die Kanten | @ s, ¥, | und | @i 44, ¥, | durch eine Ecke
(¥y 5 @irtn, ¥,) gehen, wird man die m, Siebenecke

Betdrs Betodrs « -y Bz
in ebensoviele Achtecke

B Dsr B Dsy - or Bmadss
die m, Fiinfecke

PatDsy Vetodsy « -0y Vmds
in ebensoviele Sechsecke verwandeln, wihrend die m, Sechsecke

{Perti)s

durch je ein Paar einander und das Achteck

A B s
seitender Fiinfecke
$@itaps und  <pids
ersetzt werden.

Weil aber hiernach fiir das resultierende Polyeder 4,,
die Anzahlen der Fiinf-, Sieben- und Achtecke gegeben werden
durch resp.

g =124 m A my, z =2z, & =m,
so repriisentiert dasselbe ein Polyeder der zweiten Losung.

Die Anwendung des Prozesses I, auf dieses neue Po-

lyeder lifst die m, gemeinsamen Kanten

l ﬁl"7 ?’1" ol 132"; 72” [7 Ry |ﬁ;a; V;n.I

der m, Flichenpaare

B Dss < Ds3 By Dsy 2 Dsi ¢+ 03 Bz Pms

\

in je zwei Gegenkanten
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| @i, B | und | i, pi |
einer Kinschaltungsfliche
<@,
das Polyeder A,, in ein Polyeder A, iibergehen. Vollzieht
man darauf an den m, Flichensystemen

Beats s Patidss Voatndsy
(h=1,2, ..., my)
wiederum die Operationen
OiDs 2 | Patns 2a |y | Patns 23 |
und verwandelt dadurch die m; Achtecke
Bitdss ooy Brtmds
resp. in die Neunecke

<ﬁlm>zn DGl <ﬂ;r;;'>u ’

die mg Fiinfecke
PatDss o5 Poutm s

in ebensoviele Sechsecke, wiihrend fiir die m, Sechsecke

{Pzutns
my Paare einander und je ein Neuneck

By
seitender Fiinfecke treten,

<‘p:"a+h>57 <7’i’2’l;>5)

so belaufen sich die Anzahlen der Fiinf-, Sieben-, Acht- und
Neunecke des hervorgehenden Polyeders A, auf resp.
2 =124m +my+my, 2" =2, 2 =2, 2" =m,.

Demnach entspricht dieses Polyeder der dritten Losung.

Es liegt auf der Hand, in welcher Weise das ein-
geschlagene Verfahren fortzusetzen und wie mittelst desselben
successive Polyeder jeder folgenden bis zur » — 6% Lisung
zu construieren sind.

Man gelangt somit zu dem Satze:

Jede positive und ganzzahlige Lisung der Gleichung
g — 12 =2, + 22, + 32y 4 - - -
definiert mindestens einen Polyederstamm.

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 14
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Es werde jetzt eine Losung des Typus II betrachtet,
niamlich:
B =0, 4,50, 50, &=0, .., 8 >0.
Man setze zuniichst

20+ 2, =2,

und construiere mit Hilfe der eben entwickelten Methode ein
Polyeder A4, der Lisung
11,) Z=12+4-m, 250, 250, 2.>0
Um alsdann aus einem solchen Polyeder eines der gegebenen
Losung II)) abzuleiten, sind einige Hilfsbetrachtungen er-
forderlich. ,

Unterwirft man ein beliebiges Polyeder 4, a-mal nach
einander dem Prozesse II,, bildet man also den Korper

(1T, (- - - (I (42)) - - - ) = T (4.),
so wird der unmittelbare Zusammenhang zweier Seitenfliichen

durch den mittelbaren ersetzt:

wo die Anzahl u der Zwischensechsecke bestimmt ist durch

p=14+24+224...4 201 =20 — 1,
Die darauf erfolgende Anwendung des Prozesses II; d. h. die
Bildung des Polyeders I7, (I1,?(A,)) verwandelt zwei unmittel-
bare Seitenflichen in zwei unmittelbare Scheitelflicher und
liifst demgemiifs das Flichensystem (2) iibergehen in das andere

Zufolge der weiteren Operationen
Oy = | @i, @i |
h=12 ..., 041)
resultiert die Verbindung

4) @o a,
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Indem man schliefslich von jeder Fliche {g;>, mittelst eines
sechsseitigen Schnittes (y,), die drei Kanten abschneidet

| @1, @a |, I Qs 1 |y | Pay (p”'—*-l I’
erhiilt man das Flichensystem

¥ Y —
Q‘ 28 (7“1 ()‘“ (I":l 5’”” {fz_
AT )

Wenn nun die urspriinglich gegebenen zwei Fliichen («,>
und {e,> Grenzfiinfseite darstellen, so kann das vorstehende
Konstruktionsverfahren, welches von der Verbindung (3) zu
der gleichartigen Verbindung (5) fiihrt, als ein Reduktions-
verfahren aufgefafst werden. — Denn ganz ebenso wie (3) mittelst
1 4 w vierseitiger und w sechsseitiger Schnitte auf (5) zuriick-
gefiihrt worden, kann (5) mittelst w vierseitiger und w — 1
sechsseitiger Hilfsschnitte auf eine analoge Reihe benachbarter
Scheitelflichen mit nur noch uw — 2 Zwischensechsecken, diese
vermige w — 1 vierseitiger und u — 2 sechsseitiger Hilfs-
schnitte auf eine entsprechende Verbindung mit nur noch
@ — 3 Zwischensechsecken und so fort reduciert werden. Man
wird daher schliefslich an die Stelle des urspriinglich zwischen
den Fiinfecken (e, >; und {«,); bestehenden Zusammenhanges (2)
vermittelst Anwendung des Erweiterungsprozesses II, und nach
Ausfiihrung einer gewissen Reihe von F'.-Operationen ein System
von Grenzsechsecken und ein Grenzviereck setzen.

Dieses Ergebnis gestattet mit Bezug auf die eigentliche
Aufgabe der Konstruktion einer Lisung der Gleichungen

20, 4wy — 12 =m=2, + 22, + -+ - + m - Tpys
deren vollstindige Erledigung.

Da nimlich bei der zuniichst auszufithrenden Konstruktion
eines der Losung

251 Bry Bgy « oy B
entsprechenden Polyeders 4, . aus einem Pentagondodekaeder
IL” nach der oben entwickelten Methode

9

7, — 12 bezw. 2 [’2] o 1

Grenzfiinfecke des Endpolyeders paarweise, und zwar als un-

mittelbare Seitenfliichen, eingefiihrt werden, und die Grenzfiinf-
14%*
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ecke des urspriinglichen Pentagondodekaeders gleichfalls sechs
Seitenflichenpaare bestimmen, dieser Zusammenhang aber nur
durch den Prozefs IT, veriindert wird, so konnen zufolge der
angestellten Hilfsbetrachtungen schliefslich beliebige z, Paare
aller 7, Grenzfinfecke ohne Anderung der Anzahlen der
(6 + h)-seitigen Grenzflichen durch ebensoviele Grenzvierseite
ersetzt werden. Dadurch aber geht das Polyeder 4,  in
ein der Losung II entsprechendes Polyeder iiber.

Also:
Jede positive und ganzzahlige Losung der Gleichung

22,4 2, — 12=m=2, 4+ 203+ -+ + M- Tuts
definiert mindestens einen Polyederstamm.

Handelt es sich endlich um die Darstellung einer Lisung
m) >0, 850, >0, >0, ,>0,..., >0,

so filhre man an dem aus dem Pentagondodekaeder I7;” ab-
geleiteten Polyeder 4, successive folgende Konstruktionen aus:

O s e, e |, | e, |, <0052 (5, 9, &),
@2 e, 8 |, la, 8 |, <05 (e, 85, &),
O s 2 | ef, 05 |, &, 0y [, <05 (a5, 05, &),
a) bei geradem p:
<61"—7>5 2 I al’; 6;7—9 l; I allt 61’)—8 I; <61'»—6>s =2 (a.’:’) 6;"—7) “1,)1
b) bei ungeradem p:
Op—ds = | @y Ops |, | &, Op1 [, <OpDs > (@, Op—s, @)
Fiir das resultierende Polyeder 4, hat man
a) 23'=-£-(p—6), 25’=12; =1, oy =1
@'=14%(+ 6);
b) 55 =4%(p—05), & =12, 5,=1, & =1
@' =4%@+9)
Unter der Voraussetzung p > 8, 9 gilt daher:
8) F<p—1, b)) pIp
Im ersten Falle unterwerfe man 4, wieder dem Prozesse

11, und fiithre die durch zwei Gegenseiten des Hinschaltungs-
seckseckes
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<‘Pll>u
{e,>y und ey D

vermittelst der Constructionen
<61“>5 2 ‘Px’: ‘le L, | e ‘1’3, |; {9, ”>3 : (‘Pl ) 1 PR )r
<63”>5 2 ‘Pl’» 61" y |19 62” P <6 ">3 (‘Pl ) 4”; “2)7

gehenden Flichen

resp. in die Flichen iiber:
<, p und e,
(" < p).

Nach abermaliger Anwendung des Prozesses IT, verwandle man,
a) wenn p” < p ist, das Flichensystem

<((,’_>/’I;Gq)')p/)/

b) wenn p”= p ist, irgend ein Flichensystem

B, |5, @
3 N
obm? »'.

Dieses Verfahren hat man je nach den beiden Moglich-
keiten

in das andere

in ein Flichensystem

32, <(p—6):-2 oder 3z>(p—6)-2

so lange fortzusetzen, bis entweder die Anzahl der Grenz-

dreiseite

<62,>8) <a4l>s; e <02">s: <64.">3’ e
die vorgeschriebene Zahl #z, erreicht hat, oder bis die Anzahl
der Grenz-p-seite

<“5I>m <“21>P’ <“1I>l'7 <‘pl>m <(pl">1n G

auf 2z, gewachsen ist.
Im ersten Falle resultiert ein Polyeder der Lisung
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) 55” L 127 Z,;'=O, 1) O<Z;Szl'7

aus welchem vermdge der fiir die Konstructionen der Losungen 1
und II mafsgebenden Methoden leicht ein der gegebenen
Losung III entsprechendes Polyeder abgeleitet wird.

Im zweiten Falle vollziehe man an dem die Lisung

0<2'<z, 5 =12, y=0,1,
repriisentierenden Polyeder den Prozels II, und verwandle in

bekannter Weise,
a) falls 2y = 1 ist, das Flichensystem

(P >M)l
golv Jowr

b) wenn z, = 0 ist, ein Flichensystem

GO06
in ein Flichensystem
BsalBLI<BYY

Es leuchtet ein, wie eine zweckmiifsige Fortsetzung dieses
Konstruktionsverfahrens entweder zu z; Grenzdreiecken <d,, >,
oder zu z, Grenz-g-ecken fiihrt, und wie man im ersten Falle
zu einem Polyeder der Losung

23, "'5",= 121 Zpy zﬂ'=0: 1, O<Z'1m<2-17

in das andere

im zweiten Falle zu einem Polyeder der anderen gelangt,
0< zsm< Zy, 35”,= 12; &p, By = O) 11 &g
Bei entsprechender Behandlung des resultierenden und aller

folgenden aus ihm abzuleitenden Polyeder erhilt man unter
der Voraussetzung 7, > 12 schliefslich ein Polyeder der Losung

8y, 9 =28, F &, 8p; 245 -y #ry

aus welchem dann durch weitere Anwendung der unter II ge-
gebenen Methoden leicht ein die urspriingliche Losung
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@3y %yy B3y Zpy Bgy -y Br

darstellendes Polyeder bestimmt wird.

Das vorbeschriebene Konstruktionsverfahren blelbt. auch
noch in Kraft, wenn die Groflse 2z, 4 2z, genau den Wert 12
hat. Man wird nimlich im Verlaufe der Konstruktion ent-
weder zu einem Polyeder der Losung
1) 8y < gy Bs =12, 2y, 83y s .y 85 =18,— 2
oder zu einem Polyeder der anderen gelangen
2) B < By By=12, Uy, Byy oroy Bpo=1, g -y — D,

Im ersten Falle fithre man gemiils der dann geltenden
Beziehung

(e —2,)=2(r—6)
und der daraus folgenden
r =30
an einer aus einem Sechseck (¢); und vier aufeinander folgen-
den Seitenfliichen desselben

P06, ¥ss W)ss <P2ds

bestehenden Fliche nach einander die Operationen aus:

O 2™, %y |, | @, ¥, <052 (91, @, 9,),
O =g, 0, |9, le, O * (9y, @, 0y),
O 2 @, 05|, [@, 0, <05 (91, @, 0;),
O 2@, 0, |9, 0, <05 (9., @, 0;),

£

bis man nach 49 — 8 Schnitten die beiden Sechsecke {g,),
und {@,>; in zwei r-Ecke und dadurch das der Losung (1)
entsprechende Polyeder in ein gesuchtes umgewandelt hat.

Das eben benutzte Princip wird auch in dem Falle eines
Polyeders der zweiten oben vorgesehenen Losung zum Ziele
fiihren, vorausgesetzt, dass die Seitenanzahl », des einen
Grenzpolygones {e;», kleiner oder hochstens gleich der Zahl

Y S
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Denn da alsdann die Beziehung besteht
3(es — 25) =2r—(r, + 6),

so kann man von den z;—gz, im Ganzen auszufiihrenden
Schnitten {d3,),

a) za—za'-;(r,—ﬁv)=r—2:()’r,-—3)

an dem Polygone (&), ,
b) a0, g fdiel o5k
an dem Polygone (g,»; vollziehen und auf diese Weise die
durch gegeniiberliegende Seiten eines Sechseckes gehenden
Flichen {a;», und {p,); in zwei r-Ecke umformen.

Besagte Voraussetzung kann aber im Allgemeinen als er-

fiillt angesehen werden. — Denn ist man in den Konstruk-
tionen bis zu einem Polyeder A, der Losung vorgeschritten
2y < By, By =12, 8, 2, ..., &p=1, 2, =2, — 3,

so kann man die durch gegeniiberliegende Seiten des Sechs-
eckes {¢,>; gehenden Flichen

{ppr und <@y
durch die Operationen
00 2 [ @, @115 | Poy @25 0pD5 (@1, 90, 9y),
D5 2 | @oy 011, | @y, 0|, <005 2 (91, Py, 93),

in zwei Flichen

- Lp)r und <{py),
itberfithren, fiir deren zweite sich die Anzahl », ihrer Seiten,
den Fillen einer geraden oder ungeraden Differenz » — /" ent-
sprechend, durch die Formeln berechnet:

) n=6+"3", b n=T1+[=FF]

Von diesen beiden Anzahlen geniigt aber die erste allemal,
und die zweite fiir alle Werte » = 9 der notwendigen Be-

dingung [r 5 6]
n={rl
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Ist dagegen im Falle z," = 2z, — 3 gleichzeitig 2z, =0, so
betrachte man an dem Polyeder A, bezw. an dem abgeleiteten
I1,(IL,(A,)) drei in einer Ecke zusammenstofsende Sechsecke

<Psr <Psr <Ps)s

und ihre durch die drei Nachbarecken gehenden Scheitelflichen
sy $odsy Wy

Man kann dann in bekannter Weise bei zweckmiilsiger Ver-
teilung der dreiseitigen Schnitte zuniichst das Flichensystem

sy <Pssr Wos
in ein Flichensystem
Wy <Pss W,

r -4 6

5 ] < ry tberfithren, darauf das

mit der Bestimmung r, < [

andere System
<1l"2>ru <¢|>n‘.; <1p3>o‘.

in ein Flichensystem
<Uory <P s Usdr,

mit der Bestimmung 7, <|:r+

6 kgt
=15 ] umformen, schliefslich aus

dem dritten Systeme

<¢',1>"; <q72>ﬂ) <¢'B>/‘x

ein System ableiten
Wry <Ps, ¥s)rs

indem man namlich von den im letzten Falle anzuwendenden
+(@r — ry — r,) dreiseitigen Schnitten % (r 4 7, — 27,) an
der Fliche <{,>, und 4§ (r 4 r, — 27;) an der Fliche (¥,

ausfiihrt.

Den vorstehenden Betrachtungen liegt die Annahme zu
Grunde
2z, =0.

Ist dieselbe nicht erfiillt, so machen die beiden moglichen
Fiille
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1) 838, <2 und 2) 3>z
eine getrennte Behandlung erforderlich.
Im ersten Falle geniigt es, an dem Polyeder 4, die Ope-
rationen zu vollziehen,
€004 7% (ol 2475 0 ) 5, KO (& 106%, @(9),
Og)s = (@, @, a, @), . . ., {BiDs = (@50, 2,8%), o, 2)),
um das Problem auf das vorher behandelte zuriickzufiihren.

Im zweiten Falle schreibe man
57=3[§J+97=3!"+9:

und fithre entsprechend deu drei unterschiedlichen Vorkomm-

nissen
=012

an A, vor allem die Konstruktionen aus:
a) €02 (o), @"y @), <05D5 > (2", 5@, @),
<63>3'.—(°‘1(5)’ ay®, “4(6)); veey<0)s 2 (al(g'“_”) ALR “4(2")))
b) aufser den vorigen noch die Konstruktion:
0D (755 @, 7,

c¢) entweder aufser den Konstruktionen a) und b) noch die
Konstruktion:

05 -* (v, ™, 71),

oder aufser den Konstruktionen a) noch die Konstruktion:
075 2 (4, 71, ).

Man erhilt auf diese Weise ein Polyeder 4, der Losung

a) | 7 = 531, 2 =12, &' =g;
5 g B 1, 4t b
i con s [oinbebioionel
) 2y = [2_31] 1, il a =

mit einem aus beliebig vielen Elementarstreifen bestehenden
Elementargiirtel
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{0y, , <“2““+1)>u; <“3("+1)>6; <“4(‘“+1)>s: <"‘5(‘“+l)>w
(o TNy, (T (ot Dy, Ca Dy, | (o @ity

oy, e g, g, o Dg, e

Es ist aber die Anwendbarkeit der bei den Konstruktionen
einer Losung

Ty = &3 — [;_‘ — 01, %4y %, By, Bgy o ey B
verwerteten Methoden an die einzige Bedingung gebunden,
dals auf dem aus IL” abgeleiteten Polyeder A, eine aus-
reichende Zahl von Elementarstreifen verfiighar ist. Dieselben
Methoden werden daher auch an dem Polyeder A, unmittel-
bar zur Anwendung gelangen kionnen und dieses in ein Po-
lyeder der Losung iiberfithren

52>0,9,50, 50,80, ...; >0
Es sei noch bemerkt, dafs, falls z; < 12 ist, man die Schnitte
(05, €505, €05);, ... stets derart withlen kann, dafls 12 — 2,
der urspriinglichen Grenzfiinfecke von II” in Sechsecke iiber-
gehen. Beispielsweise wird man im Falle z; =0 und 2, =>4
folgendermafsen konstruieren:

<05 = (a1, Bsy B), <05 2 | Bs, 5 |, |Bs» @

O3y % (a3, 755 71)s 05 = |75, |, |95, € |
Hierdurch gehen die Fiinfecke

sy <Bosr <Bs» <Bsy <Bus
a5y Poss Psr Is)sr Vos

in ebensoviele Sechsecke iiber, wiilhrend an die Stelle der

beiden Fiinfecke
Bsp; und  (p3)y
die Flichenpaare treten:

’

und
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und

Unterwirft man darauf das Polyeder dem Prozesse II,, so
resultieren die Flichentripel:

-

und

Indem man aber an diesen Tripeln die Operationen ausfiihrt

055 2 | o, ‘Px|» @, 9| und (0> = | ¥, Y|, |¥ ¥,

erhilt man die Flichenquadrupel
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D gD

Alsdann vollenden die beiden weiteren Schnitte
O > (Bs, @, 0;) und  {Bgds (73, ¥, 0;)
die gesuchte Umformung.

Der gleiche Zweck kann 6fters auch dadurch erreicht werden,
dafs man von vorneherein statt des Pentagondodekaeders ein
anderes passend gewihltes Polyeder des Stammes B, der
Betrachtung zu Grunde legt.

Fafst man die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen,
so kann man nunmehr folgenden allgemeinen und fundamen-
talen Satz aussprechen:

Theorem 24%). Jedes positive und ganzzahlige Lisungs-
system der charakteristischen Gleichung

*) Der Satz besitzt ein interessantes Analogon in der ebenen Topo-
logie. Zwischen den Anzahlen der Polygone verschiedener Gestalt, in
welche die Ebene durch n Gerade allgemeiner Lage zerschnitten wird,
bestehen die leicht zu erweisenden Relationen:

nn -1
0 R L RPN et}

2) Sz, + 42, 4 x5 4 - - - 4+ nx, = 2n(n — 1),

wenn x, die Anzahl der h-seitigen Polygone bezeichnet. Die Kombi-
nation beider Gleichungen ergiebt:

3) Ty — Ty — 2y — 3%, — - - —(n —4)x, =4

Von dieser Gleichung, deren linke von der Zahl z, unabhiingige Seite
fir alle allgemeinen ebenen Geradensysteme einen und denselben in-

varianten Wert hat, gilt der dem Theoreme 24 entsprechende Satz:
Jedes die Gleichung 3) befriedigende positive und ganzzahlige Werte-

system x;, «;,, @3, «;, ... definiert in der Ebene mindestens ein und
hochstens endlich viele topologisch verschiedene allgemeine Geraden-
systeme.

Die Invarianz des Ausdruckes
3z, 422, + 2, —x, — 225 — B2y, — - - -
fiir alle allgemeinen Euler’schen Polyeder ist bereits von Cayley bemerkt
worden, dessen beziigliche Abhandlung in den ,Manchester Memoirs,
pag. 248, Vol. 1, Serie 8% dem Verfasser jedoch nicht zuginglich ge-
wesen. Die Cayley'schen Resultate finden sich zum Teil wiedergegeben
in ,,Clifford, Mathematical papers, pag. 172
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3z, + 22, + 2, — 12 =2, 4 223 + 32,4 - - -
definiert einen Stamm allgemeiner Polyeder.
Nach diesem Satze ist die Anzahl der zu einem Bereiche
B,, gehorigen Polyederstimme gleich dem Produkte aus den

Anzahlen der positiven und ganzzahligen Losungen der beiden
Gleichungen:

3z, 4+ 22, + 2, — 12=m=2;, + 22, + 3z, - - -.
Diese zwei fraglichen Anzahlen, welche nach Euler (Intro-
ductio in analysin Liber I Cap. 16) angeben, auf wie viele ver-
schiedene Arten die Zahlen m -+ 12 und m in Summen von
resp. hochstens drei und von beliebig vielen ungleichen posi-
tiven ganzen Summanden zerlegt werden konnen, lassen sich
fiir jeden Wert von m durch ein einfaches Rekursionsverfahren
berechnen, worauf hier jedoch nicht niiher eingegangen
werden soll.

Das Theorem 24 ist nur ein Spezialfall des folgenden
allgemeineren, die Gesamtheit der konvexen Polyeder betreffen-
den Satzes:

24a. Jedes positive und ganzzahlige Lisungssystem

Ty, Tyy Tgy Ty'y Ty, Ty -
der Gleichung
1) 3ay + 22, + 2, — @7 — 22— - - - =12 4 29,
. (9=O) 172)3:“')
kann stets und auf unendlich mannigfaltige Weise durch ein von
o*™ Grade singuldres lonvexes Polyeder veranschaulicht werden.

Es mag hier der beziigliche Beweis nur unter der ein-
schriinkenden Voraussetzung z;" > 2¢ gegeben werden, ein
Fall, der mit verhiilltnifsmifsiger Einfachheit ausreichende All-
gemeinheit der Behandlung verbindet.

Man zerlege die Zahl z;" in die beiden anderen

Y =a; —e und z'=¢
und suche ein die Gleichung

& + 245+ 32y +--- =0

befriedigendes positives und ganzzahliges Wertesystem
Yi's Ys» Yoo 0
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Dasselbe bestimmt zusammen mit dem Systeme
’ ’ ’ ’ ’ ’
gy Tyy Ysr Try Xgy Ty «

ein entsprechendes Lisungssystem

Nl A ’ 4 ’ ’ ’ ’

Ty, Ty Y5, T + Yo, T5 + Y, -
der Gleichung

3wy + 22y + 2y — 2, — 225 — - - - =12,

welches letztere folglich einen Stamm allgemeiner Polyeder de-
finiert. — Aus diesem greife man ein beliebiges Individuum 4,
heraus und unterwerfe es so oft, etwa zweimal, dem Prozesse II,
bzw. II,, dafs zwei Grenzflichen (> und {a;> des urspriing-
lichen Polyeders in dem abgeleiteten 4, durchweg verschiedene
Seitenflichen haben. Darauf wiihle man v, (m =1, 8, ...)
m-seitige Grenzpolygone von A, und variiere das Polyeder
sich selbst isomorph so stetig im Raume, dals von den m
Kanten eines jeden genau m — 6 ausscheiden, und die durch
sie gehenden Sechsecke in ebensoviele Fiinfecke iibergehen. In
Folge dessen werden, je nachdem die m — 6 Kanten einer dieser
Flichen einen einzigen oder mehrere aus resp. m,, my, ...
Kanten bestehende Ziige bilden, entweder m — 5 oder resp.
my + 1, my 4+ 1, ... getrennte dreikantige Ecken in je eine
singuliire zusammenriicken. — Die angegebene Umformung eines
Grenz-m-Eckes in ein Grenzsechseck wird also einerseits den
gleichzeitigen Ubergang von m — 6 Grenzsechsecken in eben
soviele Grenzfiinfecke, andererseits das Eintreten einer Singu-
laritit m — 6*" Grades bedingen. Entsprechend den aus-
gewihlten und transformierten Grenzflichen von 4, wird das
aus der stetigen Variation von 4, hervorgehende Polyeder 4,
statt der y,"+ y, -+ -+ - transformierten Polygone ebensoviele
Sechsecke, anstatt y," 4+ 2y, + 3y, + - - - Sechsecken von 4,
ebensoviele Fiinfecke und schliefslich eine gewisse Anzahl eine
Singularitit @*" Grades repriisentierender singulirer FKcken
aufweisen, so dafls A4, die vorgeschriebene Losung der Glei-
chung 1) zur Anschauung bringt.

Die bei der hier entwickelten Konstruktion einer speziellen
Losung der Gleichung 1) angewandten Prinzipien sind auch
fiir die Konstruktion einer allgemeinen Losung malfsgebend.
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224 Vierter Abschnitt.

Man bestimmt aus letzterer zuerst wiederum eine passende
Losung der Gleichung
3ay + 22, + ¢y — 2, — 225 — - - =12,

konstruiert ein dieselbe darstellendes allgemeines Polyeder und
transformiert letzteres teils durch die Prozesse II,, II, und
darauf erfolgender stetiger Variation des entstehenden in ein
singuliires Polyeder, teils — und das ist ein weiteres wesent-
liches Prinzip — durch vor und nach Vollzug der Krweite-
rungsprozesse an dem jeweiligen Korper zweckmiilsig aus-
gefiihrte singulire Fundamentalschnitte.

§ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes.

Es sei innerhalb des Bereiches B, ein Polyederstamm
definiert durch das Wertesystem
B3y Byy %5y 875 B3y + oy Zre
Die Aufgabe, die verschiedenen Familien dieses Stammes zu
bestimmen, ist dann gleichbedeutend mit der anderen, eine all-
gemeine Konstruktionsmethode zu entwickeln, nach welcher
aus den obigem Wertesysteme entsprechenden Stammflichen

COTRCP TR TR 8" Dgs voey $Be Dy
<oy sy g Dgs - = o9 L5 D55

(AL <ay®Dqy oiey <0‘(;:)>7’ doeg S P00y, <“z(r_3).>r; ey <“(::_3)>:‘

und aus einer nicht niiher bestimmten Anzahl von Sechsecken

Biss By -+ s B
p=0,1,2 ...
alle moglichen irreducibelen Polyeder zusammengesetzt werden.

Die wesentlichen Gesichtspunkte fiir eine vollstindige Er-
ledigung dieses Problemes ergeben sich aus folgenden Uber-
legungen.

Bei allen Polyedern des Stammes, im Besonderen also
auch bei den gesuchten Stammpolyedern, kann man riicksicht-
lich der gegenseitigen Lage der M Stammflichen vier Haupt-
fille unterscheiden:

1. Entweder setzen dieselben die vollstindige Oberfliche
eines Polyeders zusammen;
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§ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes. 225

II. oder sie bilden m isolierte einfach berandete Bestand-
teile S[,
m=12..., M;

IT1. oder sie bestimmen eine oder mehrere isolierte mehr-
fach berandete Flichen I7;

IV. oder sie konstituieren eine Anzahl isolierter einfach
berandeter Bestandteile S; und eine Anzahl isolierter mehrfach
berandeter Flichen F;.

Alle Polyeder der ersten Gruppe stellen an sich Stamm-
polyeder dar.

Die Polyeder der drei iibrigen Gruppen sondern sich
wiederum in je eine ganz bestimmte endliche Anzahl von
Untergruppen. Diejenigen der zweiten Hauptgruppe werden
charakterisiert:

a) durch die Anzahl m der isolierten Bestandteile S;,

b) durch die Art der Verteilung der M Stammflichen
auf diese m Bestandteile,

¢) durch die Zusammensetzungsweise der zu einem Be-
standteile gehorigen Grenzpolygone.

Bei den Polyedern der dritten und vierten Hauptgruppe
complificiert sich die Bestimmung der Untergruppen noch
dadurch, dafls bei gleicher Anzahl von Fliichen S; und F; Ver-
schiedenheiten in deren gegenseitiger Lage in Betracht zu
ziehen sind. In jedem Falle resultiert aber stets nur eine
endliche Anzahl von Untergruppen, die ohne besondere Schwierig-
keiten der Reihe nach angegeben werden konnen.

Die niihere Betrachtung einer der Gruppen II, III, IV
zeigt sogleich, dafs nicht alle Untergruppen durch Stamm-
polyeder realisierbar sind, vielmehr innerhalb derselben noch
eine engere Auswahl stattzufinden hat. Denn hat man bei-
spielsweise irgend ein Polyeder der zweiten Gruppe und redu-
ciert dessen Oberfliche durch Ausscheidung ihrer m isolierten
Bestandteile S; auf eine m-fach berandete, nur Sechsecke ent-
haltende Fliche F,{6>, so besteht gemils dem § 21 ent-
wickelten Theoreme iiber die Charakteristiken der Rand-
polygone P; der ausgeschiedenen Flichen S; die Relation:

Cx(Pl) + G(B) 4 -+~ C,,.(P,,,) = & B — 2)'

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 15
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226 Vierter Abschnitt.

Die Zusammensetzung der M Stammflichen <{a;> zu den S;
muls demnach im Einklange mit dieser Relation stehen,
withrend alle anderen Kombinationen aufser Betracht bleiben.

Ich behaupte, dafs zu einem, den vorstehenden Angaben
entsprechend bestimmten Systeme isolierter F'ldchen

[ TRy -

nur eine endliche Anzahl irreducibeler isomorph berandeter F'lichen
F,, (6> existiert.

Zum Beweise denke man sich alle miglichen zugehorigen
Fliichen FY(6> construiert und so in eine Reihe geordmet

Fo<6), Fu6), Fr'<6), - -+,

dafs jede folgende nicht weniger Sechsecke als die vorher
gehende umfafst. Man kann dann mit Hilfe von genau den-
selben Schliissen, welche in § 21 die Endlichkeit der zu einem
Elementarnetze gehorigen Erweiterungen ergeben haben, in
genau derselben Weise wie dort zeigen, dafls, wenn die An-
zahl der Sechsecke einer Fliche F) eine ganz bestimmte
endliche Zahl M, ibersteigt, die Fliche aus einer vorher-
gehenden Fliche FU™" durch Elementarerweiterung erzeugt
werden kann, dafls somit die ersten M; Flichen der auf-
gestellten Reihe alle irreducibelen, die folgenden aber nur
reducibele Flichen darstellen. Weil aber diese Uberlegung
fiir jede Gruppierung der M Stammflichen gilt, so resultiert
der allgemeine Satz:

Theorem 26. Die Anzahl der zu einem beliebigen Polyeder-
stamme gehirigen Familien st endlich.

Unter Anwendung der hier abgeleiteten Methoden und
Kriterien findet man beispielsweise:

I) als Stammpolyeder der Familie

Byg=4, 8 =g=q=a3=:--=0

das einzige Vierflach

IT) als Stammpolyeder der Familie
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§ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes. 227

x3=3’ ‘T4=1’ x5=1’ x7=1‘8=...20

das Achtflach

A
Ag —

Von der Richtigkeit der vorstehenden Angaben iiberzeugt
man sich folgendermalsen:

I. Jedes nur aus Grenzsechsecken {&); und vier Grenz-
dreiecken (@), zusammengesetzte allgemeine Polyeder geniigt
der § 13 gegebenen Definition eines enthaltenden oder redu-
cibelen Polyeders. Das Tetraeder ist daher der einzige irre-
ducibele Korper des Stammes

=4, v,=0, =2, =---=0.
II. Ein Polyeder des Stammes
23=3, 2,=1, =1, g, =2,=---=0

[

wird die fiinf Stammflichen

ey, {ags, <{as),, CARRECH

nach Ausschlufs derjenigen Kcembinationen, bei welchen zwei

Grenzdreiecke einander oder das Grenzviereck seiten und durch

welche ein Tetraeder bzw. ein Pentaeder bestimmt wird, stets

in einer der folgenden fiinf Zusammensetzungen enthalten:
1) In zwei isolierten Bestandteilen

a)
= {ay)3,

b)
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228 Vierter Abschnitt.

2) In drei isolierten Bestandteilen

)
8= Ah\ y By =Ky, Sy =<apy»

b)

RN

3 8y = <ep)s, 8 = Cay);,

i
‘
B\

y Sy =<ayp;, Sy == Ca)ss

)

B
Sl ék X Sz == <a2>3 ’ Ss = <“3>.5 ’

@(] ) Sy=Cas)s;

3) In vier isolierten Bestandteilen

4@ 8 =<, Sy=<apy, 8,=<o);,

e , By =Ces So=Ctds, Bi=<EDo,
"5 gl

SIE y S=Ca,Dy, Sy=Ca);, S,=<Cas;

4) In fiinf isolierten Bestandteilen
8, = (s, 8 =<y, S5 =<3, Si =<y, Sy = <etz;-
Entsprechend den drei Fillen 1) hat man
a, b) C(P(S))=—3, C(P(S))=+3,
c) C(P(S)=—1, C@&)=+1

I
NG

y Sy

Il

¢
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§ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes. 229

In allen drei Fillen gilt also, wie erforderlich
O(P(Sy) + C(P(Sy) = 2-3- (m — 2) =0.

Ein Polyeder des Typus 1a) ist nichts desto weniger illusorisch,
da die Fliche S, an und fiir sich schon ein Heptaeder der

Form bestimmt:
. .

Da niamlich S; von einem zwei, einem drei und einem vier
Kanten zihlenden ebenen Kantenzuge berandet wird, und da
der gesuchte Korper aufser S, und dem Dreiecke (&), nur
noch Grenzsechsecke enthalten soll, so miilste der letzte der
drei genannten Kantenziige offenbar auch zu der Berandung
eines solchen Grenzsechseckes gehoren. Bei der Allgemein-
heit des Polyeders bestimmt dann aber der dreiteilige Kanten-
zug mit der fiinften und der zweiteilige Kantenzug mit der
sechsten Seite von {«;»; einen vier- und einen dreikantigen
ebenen Zug, so zwar, dals beide Ziige von derselben Ecke
des Sechseckes {e;»; nach der nimlichen Ecke des Fiinf-
eckes {e;); fithren. Folglich miissen sich ihre Ebenen in der
Verbindungsgeraden dieser beiden Ecken schneiden, und hier-
durch ist in der That das Heptaeder 4, bestimmt. Auch ein
Polyeder des Typus 1b) ist unmoglich, indem niimlich die
Fliche S, an sich schon ein Hexaeder der Form definiert

P

Die Polyeder des Typus 1c¢) endlich sind in der That existent,
und zwar fallen dieselben mit den oben angegebenen Stamm-
polyedern A§ und den aus ihm elementar abgeleiteten Kérpern
zusammen.

Ein Polyeder der Annahme 2a), sowie ein solches der
Annahme 2c¢) ist allemal existent und reducibel, da das Stamm-
polyeder As' in ihm enthalten ist.

In den drei anderen Fillen 2b), 2¢), 2d) hat man
b, ¢, d) C(P(S,)) =0, C(P(S;))=+3, CP((S))=+3,

also, wie notwendig
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230 Vierter Abschnitt.

C(P(S)) + C(P(S;)) + C(P(S5)) =2 -3 - (m — 2) = 6.

Angenommen zuniichst, es existierte ein Korper 4, der Form
2b) mit der Fliche

und den beiden isolierten Dreiecken

<as, @3,
so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fliche {w,), iiber
in einen Korper 4, ; mit einer Fliche

% ’
dieser durch Ausscheidung der Fliche (&,—1); in einen Korper
A, mit einer Ecke

((an—2>4 y $0a—8)y, <a,,_4>4).
Durch weiteres Ausscheiden der Seitenflichen dieser Ecke
resultiert aber ein Korper 4,5 mit der isomorphen Ecke

(Can—5D4s COn—6)s, {oa—1)y)-

Man kann daher aus A, stets einen Kérper A4, ableiten, so
dals von den drei Seitenflichen seiner Ecke

(CHORRC= {tn—2)y)

mindestens eine und folglich zwei eines der beiden isolierten

Dreiecke
ey, <az)s

seiten. Ein solcher Korper ist indessen illusorisch, da durch

eine Kcke
e, <amdyy {Om—1)y)
bereits ein Pentaeder unzweideutig bestimmt wird.
Angenommen ferner, es existierte ein Korper A, der
Form 2c¢) mit der Ecke ;

(Ken—2)s) C@n—1Dg, &)s)

und den beiden isolierten Dreiecken
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{as, <ags,

so geht derselbe durch Ausscheidung der Fliche (e,); iiber in
einen Korper 4, _; mit der Ecke

(Ketn—s)5; Ctn—2Dy; {¥n—1y),

dieser durch Ausscheidung der Fliche {a,—.», in einen Korper
A, mit der Ecke

(<“n—4>5 ) <an-—3>4 ’ <an—2>3) 2
schliefslich der Kérper 4,.; mit der Ecke
(<“m—1>5 s $@m)ys <“m+1>3)

durch Ausscheidung der Fliche {@,.+.)>; in einen Korper 4,, mit
der Ecke

((ot,“_2>5, <“m—1>47 <a,,,>3),

wo mindestens eine der drei Flichen dieser Ecke eines der
beiden Dreiecke
<a,)s, {ep)s

zur Seitenfliche hat. Ein solcher Korper ist aber nach 1b)
unmoglich.

Vorausgesetzt endlich, der Annahme 2d) entspreche ein
Polyeder 4, mit der Fliche

und den beiden isolierten Dreiecken

@y, {ag)s,
so geht dasselbe durch Ausscheidung der Fliche («,); in ein
Polyeder 4,_; mit den beiden Ecken iiber:
(Cetn—1Dsy <@n—2Dy, Ctn—sds) und (eta—sDy, Un—sY5, {¥u—s)s)-
Durch weitere Ausscheidung der Fliche {&,—)>, erhilt man

aber ein Polyeder 4,_; mit den den friiheren isomorphen Ecken

(Can—2g, {Un—s)g, {ta—1);) und (Kotn—2Dyy C¥n—1)5; {Cn—5)5)-

Man kann daher durch Fortsetzung dieses Ausscheidungs-
prozesses aus A, stets ein Polyeder A4, ableiten, so dals von
den vier Seitenflichen seiner zwei Ecken
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(Kempgy {tm—1)y, {tn—2)s) und (Kom—1Dy, $omie2)s, {tm—3)5)
eine notwendig das Dreieck <{e,>; bzw. {(a,>; zur Seiten-
fliche hat.

Nach Ausschluls derjenigen beiden Fille, in welchen ent-
weder die Flichen {«&,>, und {«,—,), oder die Flichen {e,),
und {e,—3)>; das Dreieck {«,); seiten, Annahmen, durch welche
ein Pentaeder bzw. ein Hexaeder bestimmt wird, hat man noch
folgende zwei Moglichkeiten zu erdrtern:

1) entweder geht {e,>; durch die der Ecke

(<“l“—1>4 ) (Y 5 <0t,,‘_3>5)

gegeniiberliegende Seite des Fiinfecks (e, —3);,
2) oder es bildet mit den beiden Flichen (w,_:>; und
{et,—3); die Ecke
(K35 <m—2)5, {&m—s)s)-

Im ersten Falle bestimmen die fiinf Flichen

gy C@n—1Ds; Eu—2Ds5, {Mu—s)5, <€Dy,

da kein Grenzpolygon mehr als sechs Seiten zihlt, gemiils
ihrer Zusammensetzung unzweideutig ein Oktaeder der Form

im zweiten Falle bestimmen dieselben fiinf Flichen ein Hepta-
eder der Form

Es fiihren mithin alle unter (2d) moglichen Annahmen auf
einen immeren Widerspruch.

Was die Polyeder der dritten Klasse anlangt, so sind
diejenigen, welche den Bedingungen 3a und 3b entsprechen,

allemal reducibel, da sie offenbar das Stammpolyeder A5 ent-
halten.
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In Bezug auf die etwaigen Vertreter des Typus 3¢) hat
man zunichst:
C(P(Sy) =3, C(P(S,)) =3, C(P(Sy)) =3, C(P(5)) =3
und also, wie erforderlich:

C(P(S) + C(P(S,)) + C(P(8y)) +-C(P(8,))=2-3-(m —2) =
Gesetzt, es existierte ein Polyeder 4, dieses Typus, und es
sei auf demselben ein Polygon P ; gezogen, welches seine
Oberfliche S in eine die Bestandteile S;, S, und in eine die
Bestandteile S;, S, enthaltende Fliiche teilt, so ist Py s allemal
e Polygon der Charakteristik 0.

Es gilt nimlich in Bezug auf die drei Polygone

P2,37 <“2">3) <0t3>3
nach Theorem 18 die Gleichung
C(Ps,s) + C(Cagds) + C(Kag);) =2 -3
und da C(<{ay)y) = C({ety)3) = + 3 ist, so auch, wie behauptet:
C(Pg,:;) - O.

Analoges gilt von jedem Polygone Py, welches nur die Drei-
ecke (a,>;, ()3, und von jedem Polygone P;;, welches
nur die Dreiecke {(e&,>;, {&;»; einschlielst.

Man reduciere nun 4, so weit, dals man alle zwischen
etwaigen isomorphen Elementarpolygonen vorhandenen Ele-
mentargiirtel aus seiner Oberfliche ausscheidet, und teile darauf
letztere von dem Polygone P(S,) aus in Elementarstreifen

858 8 .o
Die freien Randpolygone derselben, nimlich

B P
haben die Formen

e/ VN WV
R TR TR
/‘\/\A/V vvvv VWV

LAY L(“

www.rcin.org.pl



234 Vierter Abschnitt.

Es mufs dann ein erster Elementarstreifen S existieren,
dessen freies Randpolygon P® mit einem der drei Dreiecke
(e )y, Casdy, {ag)s, etwa mit {e,),, entweder eine oder zwei
Kanten gemein hat.

In dem ersten dieser beiden Hauptfiille ist das dem Po-
lygone P henachbarte Polygon

20,60+ 8 = /N VANAAAN W

ein elementares mit einem Elementargiirtel, der sich aus dem
angrenzenden Elementarstreifen und einer das Dreieck {e,),
scheitelnden Fliche {(«;> zusammensetzt. Weil aber 4, als
der Voraussetzung nach irreducibel keinen Elementargiirtel
enthilt, und weil die Fliche {&;> mit dem Randpolygone des
angrenzenden Elementarstreifens einen vierkantigen Zug ge-
mein hat, so bleibt nur die Moglichkeit iibrig, dafs das Po-
lygon P® mnoch mit einem zweiten Dreieck {a,)>; cine Kante
gemein hat, und folglich das Nachbarpolygon besitzt:

P, 61 4 8y = AL NAN_NT .

Es wird aber die Fliche

LI p

von einem Normalpolygone P, (0, 2m) berandet. Soll daher
A, keinen an dasselbe grenzenden Normalgiirtel enthalten,
so muls entweder eine der anstolsenden Flichen das dritte
Dreieck {e,;>, sein, oder es muls mindestens eins der beiden
Dreiecke (e, >y, {a,>; an die Fliche S, grenzen.

Unter der ersten Annahme wiire das Polygon

P65 6% ="\ /\LQV\/N/\/\/\/EEN\

Randpolygon einer geschlossenen nur Sechsecke enthaltenden
Fliche. Daraus folgt aber, dafs der in dem Kantenzuge
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a) y=z+1, b) y==

enthaltene andere

die Fliche berandet

a) @ W’ b) \/\/\/ @) .

Hiernach miifste also entgegen der Voraussetzung die von
dem Polygone P, berandete Fliche ein mindestens achtseitiges
Polygon {«) enthalten.

Der zweite oben vorgesehene Fall, dals eines der beiden
Dreiecke <{a,>;, {ay), an die Fliche S, grenzt, kann gleich-
falls nicht eintreten, da er auf die bereits als unmoglich er-
kannten Fille 2b), 2¢), 2d) fiihrt.

In dem zweiten Hauptfalle, in welchem unter den von
der Fliche S, aus geziihlten Elementarstreifen S’, S”, ... ein
erster S® vorkommt, dessen freies Randpolygon P® mit
einem Dreieck {a,»; zwei Kanten gemein hat, mufs das Rand-
polygon des um das Dreieck {e,»>; erweiterten Elementar-
streifens S® eine der beiden Formen haben:

1) P0,6h+6)= —N_\/\/\/\_Q{\\/\ /\[_\/\
9)  P(0, 6h+ 6)= /\/\/_\/\/\

Dem Umstande, dafs der zu dem Elementarpolygone P ge-
hiorige Elementargiirtel aus dem angrenzenden Elementar-
streifen besteht, und aus der Irreducibilitit von 4, folgt
weiter, dafls das Polygon P noch mit einem zweiten Dreieck
{ey), eine bzw. zwei Kanten gemein haben mufs. Das Rand-
polygon des um die beiden Dreiecke (¢ >, und {e&,); er-
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weiterten Elementarstreifens S@ fillt dann notwendig unter
eine der folgenden fiinf Formen:

) P(— 8,8k Tj=""
AANNCLAN
b) P(—3,6h+5)="--
) P(—3,6h+5)=..
Q) P(—3,6h + 5)=---
e MQANMNQAN L,
) P(—3,6h+5)="--

) %/\C\/;/v—\/\ ..... ~NT

und diese wird von einem Normalpolygone berandet.
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Soll daher 4, keinen Elementargiirtel enthalten, so muls
entweder eine der an das Normalpolygon grenzenden Flichen
{e) das dritte Dreieck <{a;»; sein, oder es mufs mindestens
eines der beiden Dreiecke {e,>;, {e¢»,; unmittelbar an die
Fliiche S, stofsen.

Unter der ersten allein noch in Betracht kommenden
Annahme erhiilt man als Randpolygon des um die drei Drei-
ecke (a,);, {ay);, {a;>; erweiterten Elementarstreifens S® ein
Polygon P(— 6, 2m) der Form:

it bt T AWAA ST "

In allen diesen Fillen lifst sich aber auf iihnliche Weise,
wie das schon friiher einmal geschehen, der Schlufs ziehen,
dals der jenseits des betreffenden Polygones liegende Bestand-
teil der Oberfliche von 4, notwendig ein Grenzpolygon <{a)
mit mehr als sechs Seiten enthilt, wiihrend er der Voraus-
setzung nach sich durchgiingig aus Sechsecken zusammensetzt.

Wenn endlich der um das Dreieck {e,>; erweiterte Ele-
mentarstreifen S® das Randpolygon besitzt

P(0,6h 4 6) = AAARA

_,_/*\//\é\n/,x/\/\/,\_/z\//vh =

so kann man mittelst Umschreibung der Fliche

zu dem Nachbarpolygone iibergehen:
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a) P' kO, 2 m,) = ..MN\/\AN_W A
b) P(0,2m)= N—\/\.(l’.ff//\/\_/\/\x.....l

Da in dem einen wie in dem anderen Falle das resultierende
Polygon ein Elementarpolygon ist und in dem angrenzenden
Elementarstreifen einen Elementargiirtel besitzt, ist es aus
bereits erorterten Griinden auch hier mit der Voraussetzung
unvereinbar, dafs an ein solches Polygon noch ein Dreieck {a,),
grenzt. Die Annahme der Existenz eines Polygones PP
ist daher gleichfalls illusorisch.

Den bisherigen die Unmiglichkeit eines Polyeders vom
Typus 3¢ erweisenden Deduktionen liegt die stillschweigende
Voraussetzung zu Grunde, dafs nicht nur die Randpolygone
P, P”, ... der an die Fliche S, angrenzenden Elementar-
streifen S’, S”, ... sondern auch die Randpolygone der durch
die Erweiterung letzterer um die Dreiecke {e,);, {a;); ent-
stehenden Flichen einteilige Kantenpolygone sind. Diese An-
nahme ist jedoch fiir das Endergebnis unwesentlich, da letateres
auch unter der allgemeineren Annahme coincidenter Kanten-
folgen in einem solchen Polygone durch gewisse schon in
§ 22 verwertete Schlufsweisen iibereinstimmend gefolgert wird.

Hat, um nur einen Fall herauszugreifen, das Randpolygon
P® des Elementarstreifens S die Form:

so sind die Charakteristiken der die beiden Flichen F,, F,
berandenden Polygone gegeben durch:

C(P(F)=+1, C(P(F)=+2
Nun konnen die drei Grenzdreiecke {e,)s, {as)s, {ay)>;, wenn

tiberhaupt, nur auf eine der folgenden vier Arten auf F, und

F, verteilt sein: .
1) F, enthilt alle drei, F, kein Dreieck;
2) F, enthiilt {e,>; und {a);, F, nur {ay),;
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§ 29. Die Polyederfamilien eines gegebenen Stammes, 239

3) F, enthiilt {e,>;, F, aber (a,); und {e),;

4) F| enthilt kein, F, alle drei Dreiecke.

Da nach Voraussetzung in ¥, und F, auflser den drei
Dreiecken nur noch Grenzsechsecke vorkommen, findet in
allen vier Iillen das Theorem 18 Anwendung, und es wiirden
daher demselben entsprechend die Gleichungen gelten:

1) C(P(F))) — C<e>s — Clagdy — Caydy=— —2-3 -2,
C(P(Fe)) = }40;
2) C(P(Fy) — C<apy — Cloppy = — 2+ 3,
C(P(Fy)) — C<ayps = 0;
3) C(P(F))) — Clapy =0,
C(P(F;)) — C<agds — Clagyy = — 2-3;
4) C(P(F))=+6,
C(P(Fy)) — Cappy — CCaydy — Clagdg = — 23 - 2,

Aus diesen Relationen berechnen sich aber:

1 C(P(F) = —3, C(P(F))=+6;
2) C(P(F)) = 0, C(P(Fy))=+3;
3) CPF)=+3, CREF)= O0;
4) C(P(F))=+6, C(P(Fy))=—3.

Die so fiir die Charakteristiken der beiden Polygone er-
haltenen vier Wertepaare sind séimtlich von dem wahren
Wertepaar verschieden, und folglich ist die iiber die Form
des Polygones P® gemachte Voraussetzung unhaltbar.

Es giebt also berhaupt kein Polyeder des Typus 3e.

Da schliefslich alle Polyeder der vierten Klasse, d. i. die-
jenigen Polyeder, bei denen die fiinf Stammflichen isoliert
liegen, evidentermafsen das Stammpolyeder A" enthalten, so
ist hiermit der vollstindige Beweis erbracht, dals letzteres
das einzige Stammpolyeder des behandelten Polyederstammes
darstellt.
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Berichtigungen und Zusitze.

1) § 2 pag. 13: Der Euler'sche Satz gestattet, wie schon
a. a. 0.%) hervorgehoben worden, seine Ausdehnung auf die
Gebietseinteilungen der Ebene durch Graden- und des Raumes
durch Ebenensysteme. Es gilt néimlich der Satz:

Die Anzahlen v, f, s und e der verschiedenen (einander aus-
schliefsenden) Riume, Flichen, Strecken und Ecken, in und durch
welche n beliebige Ebenen den Raum, einander und ihre Schwitt-
geraden teilen, geniigen den Relationen:

1) mit Bezug auf den Raum,

r—f+s—e=0,
2) mit Bezug auf eine FEbene,
F—85-¢w=3,
3) mit Bezug auf eine Gerade,
s—e=0.

Die Giiltigkeit der dritten Gleichung liegt auf der Hand,
da eine Gerade durch m diskrete Punkte allemal in ebenso-
viele Strecken geteilt wird. ;

Zum Beweise der zweiten Gleichung denke man sich um
einen aufserhalb der teilenden Geraden gelegenen Punkt o der
Ebene in letzterer einen veriinderlichen Halbstrahl gedreht.
Bei dem Durchgange desselben durch einen Schnittpunkt p;
von zwei oder mehreren (etwa von 7;) Geraden, und nur bei
einem solchen, wird der Strahl in genau 7; — 1 neue Flichen
und in #; neue Strecken eintreten. Nach einer vollen Um-
drehung wird der Halbstrahl alle Ecken je einmal passiert

#) Vergl. des Verfassers ,Ein Satz aus der Topologie“. Mathem.
Annal. Band 36.
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haben und folglich sowohl in eine jede Strecke als in eine jede
Fliche — die den Punkt o enthaltende allein ausgenommen —
ein- und nur einmal eingetreten sein. Man hat daher:

=1 =Z‘;,’("i—1))

i=1
oder, wie behauptet:
f—s+e=1.

Ganz analog nehme man zum Beweise der ersten Glei-
chung eine aufserhalb der n gegebenen Ebenen « gelegene,
keine der Schnittgeraden dieser schneidende und keinen ihrer
Schnittpunkte enthaltende Gerade g zur festen Axe einer sich
um sie drehenden Halbebene p an. Da m in einem Punkte
sich kreuzende Ebenen im Raume und auf einander ebensoviele
ungeteilte Riiume, Flichen und Geraden bestimmen, als ihre
Durchschnitte mit einer s - 1*® nicht durch den Kreuzungs-
punkt gehenden Ebene in dieser und aufeinander ungeteilte
Flichen, Strecken und einzelne Punkte fixieren, da ferner eine
die Gerade g mit einem Schnittpunkte p; von m; Ebenen «
verbindende Ebene von den durch die m; Ebenen e« in der
Umgebung des Punktes p; bestimmten Teilgebieten sowohl
m; Riaume als m; Flichen schneidet, so sind die Anzahlen 7,
f: und s; aller Riéume, Flichen und Strecken, in welche y beim
Durchgange durch p; neu eintritt, an die Relation gebunden:

l‘,'—f,'+S,'= 1.
Es tritt aber p, von den durch ihre Axe g getroffenen
n Réiumen und n Flichen abgesehen, sowohl in jeden anderen

Teilraum als in jede andere Teilfliche als auch in jede Teil-
strecke einmal und nur einmal ein. Also gilt:

2(r.-—f}+s;)=c,
i=1
oder, wie behauptet:
r—f+s—e=0.
Wird, wie in der oben citierten Abhandlung, jedes von
der unendlich fernen Ebene durchschnittene Teilgebiet doppelt

gezihlt, werden also, algebraisch zu reden, Gebiete verschie-
Eberhard, Morphologie der Polyeder. 16
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dener Vorzeichensysteme unterschieden, so gilt, wenn die An-
zahlen der Gebiete entgegengesetzter Vorzeichensysteme durch
resp. 7y, f, und s, gegeben werden, entsprechend der Einteilung
der unendlich fernen Ebene:

n—h+s=1,
und folglich nach Addition:
v—f' 4+ s —e=1.

2) § 5 pag. 25: Die fiir die Konstruktion eines nur
Kreuzungskanten enthaltenden Polyeders A,+; aus einem ana-
logen Korpers A, gegebenen Bestimmungen sind folgender-
mafsen zu modificieren:

1) Die Ausfiithrung eines Schnittes

Conp1)s 2 | @, x|, |0y o

ist an die Bedingung gebunden, dafs die durch die zweiten
Ecken der abgeschnittenen Kanten gehenden zwei Grenzflichen

{epy und ey

nicht Seitenflichen sind.
2) Die Ausscheidung eines Grenzviereckes

Cande = | i, |
ist dann und nur dann zulissig, wenn die Grenzflichen
e und o)

keine dritte Scheitelkante besitzen.
3) Endlich fiihrt die Ausscheidung eines Grenzfiinfeckes

lo)s 2 low, |, | @i, o

stets nur in dem Falle zu einem Polyeder A,_; des verlangten
Typus, wenn kein einziges der drei Flichenpaare

A e, <&p); e, {ap; <&, {ay

ein Seitenflichenpaar bestimmt.

3) § 9 pag. 45. Es berechnen sich die Anzahlen y, und
z, (h=23, 4, ...) aus den z, durch die Gleichungen:
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Y =2n—4, y,=y; =0, yy=1u3, Y1421 =0, Y21 = T,
23=0,2,=3n—6,2=0,2=2n—4 4+ 2, 2742, =0,

Zgton = Tgth,

(h==0, 1,9, .. )

4) § 17 pag. 84 Anm.: Eine dritte ein allgemeines Po-
lyeder mit durchweg 3/-seitigen Grenzflichen (h=1,2,...)
in einen gleichartigen Kérper umwandelnde Konstruktion wird,
wenn | e, @ eine Kante und <{e;>, <e,)» die zu derselben
gehirigen Scheitelfliichen des gegebenen Polyeders bezeichnen,
durch die Operationen dargestellt:

Go=|a, a, Oy = |0y, o],
<63>8 k- (61 y Giy 62); <64>J o (61 y @y 62) .

5) § 21 pag. 165: Indem man den successiven Ubergang
eines stetig veriinderten allgemeinen Polyeders in ein singu-
lires ins Auge fafst, kann man leicht diejenige Form des
Theoremes (18) ableiten, welche dasselbe fiir einen Korper
der letzteren Art annimmt. Zu dem Ende gehe man aus von
der zwischen der Charakteristik des Randpolygones P’ einer
einfach zusammenhiingenden allgemein polyedrischen Fliche S
und den Anzahlen z;, @, «,, ... ihrer m" zugehorigen ver-

schiedenformigen Grenzpolygone bestehenden Relation:
C(P)=3a, + 4z 4+ --- — 6(m"— 1).

Die Ausscheidungen von ¢ auf ein oder mehrere (etwa u")
fiir sich zusammenhingende Systeme verteilten Kanten der
Flicke S” und das damit verbundene gleichzeitige Zusammen-
riicken von 9"+ u" in u’ Ecken lassen den Ausdruck

Say + 4z + bz’ 4 - - -
die Form annehmen:
3ys + 4y + 5ys + - - + 20,
withrend die Anzahl

‘g +w+=m =y Yy oy
der Grenzpolygone von S’ unveriindert bleibt.

Fiir die Charakteristik: des Randpolygones einer einfach be-
randeten polyedrischen Flighe S* gilt daher allemal:

BABNEL o
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C(P') =3y + 4y, + dys’+ -+ 2¢'— 6(m’— 1),
wo @ den Grad ihrer Singularitit bezeichnet.
Ist nun die Oberfliche eines von o*™ Grade singuliiren
Euler'schen Polyeders A, durch ein m-teiliges Netz

Na=PF, B, . .0y PO
in m einfach zusammenhingende Bestandteile
By e oy BN

und zwar — den allgemeinsten Fall vorauszusetzen — in der
Weise zerschnitten, dafs die Ecken des Netzes an und fiir sich
eine Singularitit g,'*" Grades absorbieren, so bestimmen sich
zuniichst die Charakteristiken der m Randpolygone P% der
letzten Formel entsprechend durch die Gleichungen:

1) C(P) =3y, + 4y, + Dy, ® + -+ 4 260 — 6(n— 1),
(h==1,2, ..., m).
Die Addition derselben ergiebt:

2) D O(PW)= 3z, 4 42,4 5zy 4 -+ 2(o—e,) — 6 (n—m),
h=1

wenn allgemein z,(p = 3, 4, ...) die Anzahl der p-seitigen

Grenzpolygone von A, angiebt. Weil aber fiir dieses Polyeder

nach § 2 die Relation gilt:

3zy + 42, + Sy + - - =6n — 12 — 29,
so resultiert aus (2) schliefslich die gesuchte Dezichung:
3) C(P) + C(P") + -+ + C(P™) = 6(m — 2) — 2e,.

6) § 24 Schlufs: Wie die dreiflichigen Bestandteile eines
Tetragonhexaeders (§ 16) und die sechsflichigen eines Pentagon-
dodekaeders (§ 19), so zeigen auch die verschiedenen einfach
zusammenhiingenden allgemein polyedrischen Flichenbildungen
aus den Polygonen eines jeden der durch das Theorem (22)
ausgezeichneten Systeme IV, V, VI und VII die gemeinsame
Eigenschaft, von je einem Elementarpolygone berandet zu
werden.

7) § 28 pag. 217: Beispielsweise werden die drei Sechsecke
Ws, Uy Psds
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1) durch die Operationen

G 2oy ol [ @sy @01, 005> (3y, ¥,y @),

O>s 2= @y 01|, [ @2y @1 ], <05 ‘:‘ (05, ¥3, @2)
in drei Achtecke,

2) durch die Operationen

ODs 2| @5, 92|, [ @5, 91|, <05 (0y, ¥y, @),

Os 2@, 0], [0, 92|, <05 > (d5, ¥3, 91),

05 2| @yy 01|, | @2, 03], <0pDs—* (d5, ¥y, @)
in drei Neunecke,

3) durch die Operationen

O s 2| @5, 921, [ @5, 91|, (052 (0y, s, @5),

O)s 2@y, 0, |9, @2, 05> (05, %5, @),

Opds 2| @2, 0|, |@a, 0|, <05 (05, ¥s, Ps),

ODs 2| @y 05|, [ @y, 0|, (G5 (07, ¥y, @)
in drei Zehnecke umgeformt.

Man bemerke gleichzeitig, dafs diese Methode, drei Grenz-
sechsecke durch Einfithrung von ausschliefslich drei- und sechs-
seitigen Grenzflichen in 3m-Ecke iiberzufithren, dazu dienen
kann, aus einem allgemeinen Polyeder der zweiten Klasse im
Sinne des Theoremes (9) ein gleichartiges Polyeder abzuleiten.

Die Zahl der jedesmal neu hinzutretenden Grenzflichen
ist aber, ebenso wie bei den friither angegebenen entsprechen-
den Konstruktionen, auch hier stets eine gerade.

8) § 28 pag. 221: Der in der Anmerkung zu Theorem (24)
ausgesprochene Satz iiber die allgemeinen ebenen Geraden-
systeme ist in dem folgenden allgemeineren enthalten:

Jedes positive und ganzzahlige Lisungssystem der Gleichung

Xy — &y — 205 — 3, — - =44 20
kann stets durch mindestens ein und hichstens eine endliche An-
zahl topologisch wverschiedener wvon 0*™ Grade singuldrer ebener
Geradensysteme dargestellt werden.

Eberhard, Morphologie der Polyeder. 16 #*
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