Funkcja nadlogarytmowa

w zwigzku z okresleniem pewnej klasy funkcji
catkowitych.

Napisal

Juljusz Rudnicki.

WSTEP.

Cel pracy. — Glownlejsze otrzymane wyniki.

Cel tej pracy jest podwdjny:

1) W pierwszej czgsei zajmuje sig badaniem funkeji odwrot-
nej do funkeji nadwykladniczej, t. j. funkejg nadlogarytmows 7'(Z).

2) W drugiej czgsei okreslam pewns klase tunkeji calkowi-
tych, posiadajacych pewna wspélng wlasnosé analityezng.

Dodatek zawiera pewne twierdzenie pomocnicze.

Glowniejsze wyniki.

1) Co do punktu pierwszego. Dowodze, iz funkeja nad-
logarytmowa jest funkeja wielowartosciows, ktérej jedynemi punk-
tami osobliwemi (krytycznemi) s punkty plaszezyzny zmiennej ze-
spolonej polozone na osi liczb rzeczywistych o odeigtej w, = 0,
R 0, — a0, =A™ , @,=@a%—1,.... 1 oprdez tego
punkt ¢f, ktéry jest punktem granicznym poprzednich, gdyz
lim o, = e’; opréez tego punkt w nieskoriczonosei jest takze punk-

n=00

tem osobliwym.

Dla galezi gléwnej, ktéra oznaczam T'(Z), wszystkie powy-
zej wymienione punkty (0) sa punktami osobliwymi. Okrazajac
punkt @, otrzymamy nowe galezie, ktére nie posiadaja zadnych
innych punktéw osobliwych, préez punktéw 0 i oo, ezyli @, i oco.
Przez okrazanie punktu w, otrzymamy nowy ciag galezi o punktach oso-
bliwych 0, 1 i co. W ten sam sposéb przez okrgzanie punktu w,

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 1

www.rcin.org.pl




2

otrzymamy galezie o punktach osobliwych 0, 1, a, oo it."d. Tak
punkt ®, da nam galezie o punktach osobliwych @,, w,, oy, ....,
®, i co. Ogél otrzymanych w ten sposéb galezi wyczerpuje, jak
to okazuje, wszystkie galezie funkeji nadwykladniczej T(Z).

Stad wynika w bardzo prosty sposéb schemat wzajemnego
powigzania galezi funkeji wielowartosciowej T (Z), jako tezimo-
7noé¢ dania bardzo prostego znakowania dla otrzymania nomenkla-
tury wszystkich galezi funkeji nadlogarytmowej.

Co do punktu drugiego. Wiadomo, iz kazda funkcja

H(Z) calkowita bez miejsc zerowych jest ksztaltu H (Z):cg@(z)’
gdzie ©(Z) jest funkcja calkowity dowolna. Innemi slowy, loga-
rytm takiej funkeji jest takze funkejy calkowits. Otéz funkeja nad-
wykladnicza posiada te samg wlasnosé, ale jakgdyby uwielokrot-
niong do nieskoniczonosei, t. j. ta wlasnosé utrzymuje sie przy ite-

rowaniu logarytmowania; Log H(2) nie tylko jest funkecja calko- .

wita, ale i jej logarytm Lg {Lg H(2)} takze i t. d. do nieskonezo-
nosci. — Polézmy wige Log H (2) = @, (2), Log 6, (2) = 6, (2),
Liog O ()= (@) - - , @,(2) = Log 6, ,(2),... Funkeja ©,(2) jest
dla jakiegokolwiek wskaznika n funkeja calkowits. Udawadniam
teraz twierdzenie odwrotne, t. j. Ze kazda funkeja H(2), posiada-
jaca tylko wzmiankowang wlasnoéé, jest koniecznie ksztaltu & o)},
gdzie 8(z) jest symbolem funkeji nadwykladniczej, a ©(2) oznacza
dowolng funkeje calkowits.

Znakowanie i symbole.

Poniewaz w dalszych wywodach i wzorach funkeja logaryt-
mowa posiadaé bedzie czeste zastosowanie, wige dla uniknigcia
nieporozumien przyjmiemy nastgpujace symbole przy znakowaniu.

lg 2 oznacza¢ bedzie logarytm naturalny.

lg. 2 oznaczaé¢ bedzie logarytm przy zasadzie a.
Log z oznaczaé bedzie logarytm przy zasadzie a.
Log, z oznaczaé bedzie n-krotng iteracje logarytmu;

tak iz Log, 2=Log{Logz}, Log, z=Log {Log,2} i t. d.; zasads jest
tu zawsze liczba a. Na plaszezyZnie zmiennej zespolonej Log 2,
Log, 2,..., Log, 2,... beda oznaczaly odpowiednie funkeje wielo-
wartosciowe. Czgsto chodzié nam bedzie o funkeje jednowartoseio-
wa; wtedy okredlimy tak zwang galeZ gléwng naszej funkeji. Ga-
lez gléwng funkeji Log 2 oznaczaé bedziemy przez Lg 2, gales glo-
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wng funkeji Log, 2 — przez Lg, 2; wogdle, gales gléwng funkeji
Log, z oznaczymy przez Lg, z.

Tak samo, za pomocg C(Z) oznaczaé bedziemy funkeje wie-
lowartosciows, jako zespél wszystkich galezi funkeji nadwykladni-
czej; galez glowng zad oznaczymy zapomocg symbolu T'(Z).

CZESC PIERWSZA.

Funkcja nadlogarytmowa.

1. Okreslenia i uwagi wstepne.

Funkejg nadlogarytmows nazywaé bedziemy funkeje otrzy-
mang przez odwrocenie funkeji nadwykladniczej 6(2) = Z i ozna-
czaé bedziemy przez 2 = C(Z). Galeziy gléwng nazywaé¢ bedziemy
te galez, dla ktérej funkeja przyjmuje wartos¢ 2=0, gdy zmienna
Z =¢". Dokladne okreslenie podane bedzie nizej. Galez gléwng
oznaczaé bedziemy przez z = T (Z).

Przez odwrécenie zaleznodei 8(2) =Z w otoczeniu punktu
2=0, Z =¢" otrzymamy szereg potegowy, rozwinigcie funkeji z
wedlug poteg réinicy Z — ¢ i szereg ten, jak okazemy, jest zbie-
Zny wewnatrz pewnego kola. Szereg ten przyjmiemy jako element
zasadniczy badanej funkeji analitycznej; funkeje €(Z) okreslimy
jak ogdl wszystkich wartosei, ktore mozna osiagngé przez przedlu-
zenie analityczne naszego elementu zasadniczego, szeregu potego-
wego, o ktérym byla mowa wyzej.

2. Odwrécenie zaleznosei 8(2)=Z.

Niech # oznacza liczbe rzeczjwista, zawartg miedzy liczbami
e? 1 ¢, dalej Z, niech bedzie liczba, spelniajgca warunek X~ Z,>n,
gdzie X oznacza liczbe tak wielks, jak si¢ podoba. Niech teraz z,
oznacza liczbg (rzeczywisty), spelniajacg warunek 8(z,)) = Z,; taka
liczba rzeczywista istnieje i jest okreslong jednoznacznie, poniewaz
Zy > 6. ;

Gdy Z, zawarte jest w przedziale (7, X), t. j. gdy <X Z, < X,
to |2,| pozostaje mniejsze od liczby, ktéra oznaczymy przez Y, tak
iz bedziemy mieli zawsze |2,| < Y. Niech M oznacza maximum

modulu funkeji &(2) na kole C o promieniu ¥ -} r, gdzie r jest
1%
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liezbg dodatnig zresztg dowolng; niech m oznacza liczbe dodatnia,
posiadajaca te wlasnosé, iz & (2) >m, gdy zmienna z jest we-
wnatrz lub na kole C. Taka liczba m istnieje, poniewaz réwnanie
8 (2) nie posiada pierwiastkéw. Uzywajac metody funkeji zwyz-
szajacej (fonction majorante), udowodnimy w znany sposéb (patrz
np. Goursat, Cours d’An. t. I. 1. 187 i 190), iz szereg o spélezyn-
nikach rzeczywistych, t. j. rozwinigeie

(1) e—tyma (F— Ty h (TGN ta(Z

funkeji odwrotnej jest zbiezne; promien zbieznosei ¢ tego szeregu
jest wigksze od pewnej okreslonej liczby g,, niezaleznej od Z; to
ma miejsce o ile, oczywiscie, < Z, << X; (liczba g, zalezy od 7
1 X za posrednictwem liczb m i M.).

Stad wynika, ze funkeja odwrotna za pomocs rozwazan tylko
co wylozonych zostala przez nas okreslona wewngtrz pewnego ob-
szaru (B). Obszar ten otrzymaé mozna w sposéb nastepujacy: Niech
w szeregu (1) Z, ma warto$é, nalezgea do przedzialu (7, X); dla
kazdego z tych punktéw Z, utwérzmy rozwinigeie (1) i polgczmy
razem obszary zbieznosci tych szeregéw; sa to kola o promieniu
co najmniej réwnym g,; zbiér tych kol da nam obszar jednospéjny
(B), zawierajacy miedzy innemi odecinek (7, X) osi liezb rzeczywi-
stych. Oznaczmy przez T'(Z) funkejg tak okreslong wewnatrz (B).
Funkeja T'(Z) spelnia réwnanie 7T (a”) = a I'(Z), co jest bezpo-
§rednio widoezne, o ile np. Z i a” nalezg do odcinka (7, X) osi
liezb rzeczywistych; lecz w takim razie réwnanie funkeyjne

@) T (") = a T (Z)

spelnione jest takze i dla wartosci zespolonych, o ile nalezg do (B).
W tym wypadku, gdy Z, = ¢% réwnanie funkeyjne (2) z la-
twoscig daje moznodé otrzymania wspélezynnikéw a,, ay,..., a,,...
w rozwinigeiu (1). Wygodnie nam bedzie zamiast funkeji 7T'(Z)
wprowadzié funkeje ¢ (Z) =e *. T (Z¢%); wtedy ¢ (1) = T"(e*) =1,
Lo P L) g SO0 TN Poléimy a,=(— 1"t (1). Przez
koleJne rézniczkowanie wzoru (2) i po podstawmmu nastepnie
Z = e*, otrzymamy wzér redukeyjny:

(3) = A;u+l)an=1+ + A(”'H) a,

n
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gdzie A® oznacza sume wszystkich iloczynéw po p czynnikéw
utworzonych z liezb 1, 2, 3,...., n —2, n — 1. Poniewaz a,=1,
otrzymujemy kolejno :

a e*(l 4+ 2a) .
a2=;:i, as= (1;{;&—)1) it:d

Co sig tyczy .spélczynmkéw @, ze wzoru (3) przy pomocy
indukeji wnosimy, iz @, > 0 dla kazdego n.

Otrzymujemy wige rozwinigeie funkeji nadlogarytmowej na

szereg w postaci nastgpujgcej:

a2(2a+1) 8

4 tl+4o)=2— PR 12'_'— 1)(e—1)'3 I+ iF
S D Q (2)
++(—1)+( n—1__ (a—l) n/+
gdzie @, (@) oznacza wielomian wzgledem e stopnia %(_n_—_?_)

Szereg nadlogarytmowy (4) analogiczny jest do znanego sze-
regu logarytmowego

eliko—e 2+2 24 bl

3. Zbieinosé szeregu nadlogarytmowego.

Wiemy juz z poprzedniego, ze szereg (4) jest zbiezny. Usta-

a—p
e

limy teraz, ze promien zbieznosci tego szeregu réwna si
Y s

Dla udowodnienia tego twierdzenia podstawmy w (4) na miejsce Z
liczbe przeciwng — Z. Wtedy wszystkie wspélezynniki rozwinigeia
sg tego samego znaku, a stad wniosek, iz na kole zbieznosci z le-
wej strony punkt lezacy na osi liczb rzeczywistych jest z pewno-
$cig punktem osobliwym. Gdyby wige promien zbieznosci szeregu

s 8
nadlogarytmowego (4) byl ¢ <'g—ﬁ£ =1— —, to punkt Z, tego
8
kola, na osi liczb rzeczywistych migdzy %E i 1, bylby punktem

osobliwym, co jest w sprzecznosci z otrzymanem poprzednio wy-
nikiem, iz szereg (1) jest zbieiny dla wszystkich wartosci Z, wigk-

szych od ef. Z drugiej strony punkt 5- nie moze byé punktem re-
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gularnym dla badanej galezi funkeji ¢(Z); w rzeczy samej, gdyby
a—g
p )

e~* 8(ze*) przyjmowala by wartosé % dla pewnej wartosci zmien-

promxeﬁ zbieznodei ¢ szeregu (4) byl wigkszy od 2 to funkeja

nej 2, a funkcja &(z2) przybieralaby wartosé ¢f dla pewnej okre-
$lonej wartosei rzeczywistej zmiennej 2, co jest niemozliwe, gdyz
8(2)>¢f dla wszystkich wartosei rzeczywistych zmiennej 2. —
Twierdzenie o promieniu zbieznosci szeregu nadlogarytmowego jest
wige udowodnione.

4. Okredlenie obszaréw D i D'

Wyodrebnijmy na osi liczb rzeczywistych zbiér punktéw
utworzonych w sposéb nastepujacy: najprzéd punkt O, a nastepnie
punkty otrzymane przy pomocy kolejnego zastosowania przeksztal-
cen z; =a' do punktu poczagtkowego 0; oznaczymy te punkty:
WL Wy 0 g sstale e 00 a1 st S
®, = a®—1, ... Zamknijmy ten zbiér, przylaczajac don punkt gra-
niczny ¢, W ten sposéb otrzymany zbiér oznaczaé bedziemy (w).

Zakre$lmy teraz, na plaszezyZnie zmiennej zespolonej Z kolo
C o promieniu R dowolnie wielkim z punktu 0 jako ze &rodka;
zakladamy R > ¢f tak iz wszystkie punkty (w) s3 wewnatrz C.
Zakreslmy nastepnie # kot C,, Gy, C,,..., C, otaczajacych odpo-
wiednio punkty w,, w,, ®;,..., @, — przyczem. w, niech bedzie
grodkiem kola C, dla p =1, 2 ..... , n. Promienie tych kot moga
byé dowolnie male w kazdym razie o tyle, ze wzajemnie nie za-
chodzg na siebie. Nakres’lmy wreszeie kolo y, z punktu ef jako ze
§rodka tak, by to kolo przechodzilo migdzy punktami w, 1 @,y
nie przecinajaec kola C,. Wewnatrz tych kol C, i y, znajduja sig
wige wszystkie punkty zbioru (w).

Mozemy teraz okreslié obszar D. Utworzony jest ze wszyst-
kich punktéw plaszezyzny zmiennej zespolonej lezgeych wewnatrz
kota C lub na kole C, a zewnatrz két C, (p=1, 2,..., n) ikola
y, lub na obwodzie jednege z tych kdl. Mozna krétko powiedzieé,
ze obszar D otrzymujemy przez usunigeie z plaszezyzny zmiennej
zespolonej obszaréw, stanowigcych otoczenla, punktéw (w) i punktu
w nieskonczonosei.

- Okreslmy teraz kontur zamkniqty 155 utworzymy linje L
przy pomocy obwodéw két C, C,, vy, i odcmkc’)w osi liczb rzecazy-
wistych, Iaczagcych obwody tych kél, przyezem odeinki te bedziemy

www.rcin.org.pl




7

rali podwéjnie w dwéch przeciwnyeh sobie zwrotach. Niech A
i B oznaczaja dwa punkty przeciecia si¢ kola C z osig liczb rze-
czywistych, przyczem A niech oznacza ten z tych dwéeh punktéw,
ktérego odcigta jest dodatnia. Kontur L przebiegniemy w sposéb
nastgpujacy, zaczgwszy od punktu A4 po kole C w kierunku doda-
~ tnim obrotéw do punktu B, od puunktu B przebiegniemy odcinek
CC, osi liczb rzeczywistych w zwrocie dodatnim do kola C,, po-
tem opiszemy pélkole C, w kierunku ujemnym, nastgpnie odcinek
C,C;, potem wykonamy pél obrotu po kole C, i t. d. az do kola
y., ktore zatoczymy calkowicie, tak by wrécié z powrotem do
punku polgczenia y, z odeinkiem C,y,; nastgpnie wracamy, prze-
biegajac powtérnie odcinek C,y,, ale w zwrocie przeciwnym, na-
stgpnie idziemy po kole C, zakreslajac to pélkole, ktére dotych-
czas nie zuzytkowaliémy, nastepnie biegniemy po odeinku C, C,_,
potem zakreslamy polkole C, , i t. d.,, az wrécimy do punktu B;
kierunek obrotu na kolach C, (dla p=1, 2, 3,..., n) jest wigc
zawsze ujemny. Od punktu B biegniemy znéw po kole C, tak by .
wréeié w kierunku obrotéw dodatnich do punktu poczatkowego A.

Okresliwszy kontur L, mozemy teraz przystapi¢ do okresle-
nia obszaru 2’. Obszar D’ jest w zasadzie identyczny z obszarem
D, a tem tylko od niego rézne, ze odeinki prostolinijne konturu L
sa tu cigeiami i posiadaja skutkiem tego dwa brzegi, z ktérych je-
den tylko (brzeg) nalezy do I, a drugi — nie. Przyjmiemy, jako
nalezace do D’ te punkty brzegowe, ktore sa .granica punktéw
wewnetrznych o rzednej dodatniej. Tak wige obszar D’ w przeci-
wienstwie do D nie jest zamknigty.

5. Twierdzenie pomocnicze.

Chodzi nam teraz o to, by przedluzyé poza dotychezasowy
zakres istnienia element funkcji analityeznej, wyrazony przez sze-
reg nadlogarytmowy. W tym celu potrzebnem nam bedzie pewne
twierdzenie pomocnicze, ktére tutaj podamy. Przeksztalceniu 2,=a"
odpowiada przeksztalcenie odwrotne z_, =Lg 2; by to przeksztal-
cenie uczynié jednoznacznem, podzielmy -plaszezyzng zmiennej ze-
spolonej na pasma prostemi réwnoleglemi do osi liezb rzeczywi-

: e g
stych; wzajemna odleglosé tych prostych niech réwna sig Wn
* Jako pierwsze pasmo przyjmiemy obszar punktéw 2=z - iy, dla

ktérych — % s —:;i— Jezeli teraz uméwimy sig braé pod uwage
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z posréd punktéw, ktére powstajg przez poddanie punktu dowol-
nego M przeksztalceniu 2 , = Lg 2, tylko ten punkt, ktéry znaj-
duje si¢ w pasmie pierwszem, to ten punkt M_,, o ile istnieje,
jest, oczywiscie okreslony jednoznacznie. Stosujae to samo prze-
ksztalcenie parokrotnie kolejno, otrzymamy kolejno M_,, M_,,
M oM tads Otor lim M —sie

- W tej postaci to twierdzenie o punkeie granicznym nam nie
wystarcza, gdyz chodzi¢ nam bedzie o zbieznodé jednostajng. Zre-
szty punkt graniczny nie istnieje lub jest rézny od e* o ile punkt
M jest jednym z punktéw (w).

Ostatecznie twierdzenie pomocnicze, o ktére nam chodzi jest
nastepujgce:
Jesli punkt M nalezy do obszaru D, to lim M_, = €% pray-

czem zbiezno$é jest jedmostajna.

Dla zachowania ciaglo$ci, twierdzenie to udowodnimy na koficu
tej pracy w ,dodatku“.

6. O pewnej wlasnosci obszaru D'

Zaleznosé Z = a,(2) okreslimy w sposéb nastgpujacy: dla
n=1, oznacza Z=— ay, dla n>1, a,(2) =a%-. W ten sposéb
okreslona funkcja Z = «, (2) jest funkejs jednowartosciows zmien-
nej z. Zastanéwmy sie teraz nad tem, w jakich warunkach odwré-
cenie tej zaleznosci bedzie takze jednowartosciowe. W przypadku,
gdy n=1, wystarczy przeprowadzi¢ w tym celu na plaszczyznie
zmiennej zespolonej Z jedno cigcie (coupure), uniemozliwiajace obrét
naokolo punktu poezatkowego 0. Gdy » =2, by odwrécenie bylo
jednoznaczne, trzeba juz dwoéch cieé, by obrét nie tylko naokolo
punktu O, ale takze naokolo punktu 1 stal si¢ niemozliwy. W wy-
padku ogélnym, nalezy przeprowadzié n cigé, by uniemozliwié obrét
naokolo ktéregokolwiek z punktéw w,, w,,..., o,

Otéz z okreslenia obszaru 1’ wynika, iz nie wychodzge z D’
nie jest mozliwe otoczyé ktérykolwiek z punktéw w, Tak wige
obszar 1)’ posiada te wlasnosé, iz zaleznosé migdzy wartosciami 2z
i Z, zwigzanymi réwnaniem z=DLog, Z t. j. Z=a, (2), gdy Z
zmienia sig po jakiejkolwiek drodze w sposéb ciagly wewnatrz I,
jest odwracalnie jednoznaczna, t. j. nietylko jednej wartosei 2 od-
powiada jedna warto§é Z, ale i odwrotnie, jednej wartosci Z od-
powiada jedna tylko wartosé dla z. Ogél wartosci, ktéry osiggamy

powyzej wymieniony sposéb dla z stanowi jedns galez wielowar-
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tosciowej funkeji 2z = Log, Z; jesli, oprécz tego, dla Z = ¢=, takze
2 = €% to mamy gales ,gléwna¥, ktérg oznaczymy przez z =Lg, Z.

Jasna rzecz, iz wlasno$¢ wspomniana ma miejsce jakakol-
wiek bylaby liczba calkowita dodatnia n w zaleznodci badanej
2= (7).

1. Rozszerzenie poprzedniej wlasnodci obszaru
D' na przypadek, gdy zamiast zaleznodci Z = gq,(2) ma-
my zaleznos$é Z=28(z) Okreslenie galgzi gléwnej
funkecji nadlogarytmowej.

Znamy rozwinigeie funkeji 7' (Z) w szereg wedlug poteg r6-
- #niecy Z — e%; promien zbieznosei tego szeregu réwna sig e —- ef
jak to wynika z pordéwnania tego szeregu z pokrewnym mu szere-
giem nadlogarytmowym. Udowodnimy teraz, ze, wychodzae z tego
rozwinigeia, jako z elementu funkeji analityeznej, mozemy otrzy-
maé przedluzenie naszej funkeji wewnatrz calego obszaru D’ nie
napotykajac zadnego punktu osobliwego, a wige otrzymamy funk-
cje okreslong jednoznacznie wewnatrz D', ktérg to funkeje na-
zwiemy galezia gléwng funkeji T(Z) i oznaczymy przez T (Z).
Wazmiankowane przedluzenie analityczne osiagniemy, opierajae sig
na réwnaniu funkeyjnem, ktéremu czyni zadosé funkeja nadloga-
rytmowa i ktére pozwolilo obliczyé wspolezynniki szeregu nadlo-
garytmowego.

Szereg, sluzgey nam za punkt wyjseia jest ksztaltu:

TD=(G—~¢) - g ps(G— )+ (6)

a?(2a 1) ;
@D @ ¢ )

zbiezny wewnatrz kola I/ o promieniu ¢* — ¢f.

Utwérzmy teraz nowy szereg, mnozgc wspdlezynniki poprzed-
niego szeregu przez « i zastepujac Z przez Lg Z, gdzie Lg Z
oznacza galeZ gltéwng funkeji Log Z.

Otrzymany w ten sposéb szereg jest zbiezny wewnatrz pe-
wnego obszaru, ktéry juz nie jest kolem U o érodku e* i o pro-
mieniu e* — ef, lecz, jak latwo sprawdzié, zawiera punkta, znajdu-
jace si¢ zewnatrz U; niech U, oznacza ten nowy obszar, a f(Z) —
funkcje okreslong przez ten szereg wewnatrz U,.

www.rcin.org.pl



10

Mamy:
g o et(lgZ—e*2
(7) f(Z)—a(LgZ‘_e)' 2!(0-——1){‘_'—
a®(2a+1) (Lg Z —e*)?
% 3l(as —1)(a—1)e*

W badaniu funkeji f(Z) ograniczymy sie do tej czesei ob-
szaru U,, ktéra znajduje si¢ wewnatrz 1'. Poniewaz wtedy Z nie
moze otoczy¢ punktu poczatkowego O na skutek przekrojéw ob
szaru 1V, galei logarytmu Lg Z nie moze zmienié sig nainng, gdy
Z przebiega jakakolwiek droge wewnatrz 1), tak iz w szeregu (7)
galez Lg Z nie ulega zmianie.

Obszary zbieznosci szeregéw (6) i (7), mianowicie U i U,
majs z péwnoécia, cze$é wspllng, poniewaz Lg Z dazy do granicy
¢*, gdy Z dazy do ¢* Niech o oznacza te cze$é¢ wspdlna. Niech Z
nalezy do o; wtedy Z i Lg Z nalezg jednoczesnie do obszaru U.
Lecz szereg (7) mozna napisaé w postaci

® ole(1+757) — Sl 1+ 25 4

0.

W szeregu (8) mozemy Lg (1+—A—e—ai) zastgpié rozwinie-

ciem na szereg wedlug poteg rosnacych réinicy Z — e* 1 w sze-
regu podwéjnym (i double entrée) tak otrzymanym uporzadkowaé
wyrazy wedlug poteg Z —¢€*; otrzymamy wtedy wlasnie szereg
(6) na moey zwigzkéw wzajemnych, jakie zachodza miedzy spél-
czynnikami szeregu nadlogarytmowego.

Szeregi (6) 1 (7) sa wiec identyczne wewnatrz o. Jesli teraz
obierzemy Z tak, by Lg Z nalezalo do obszaru U, lecz Z — nie,
to tym samym osiggamy przediuzenie analityezne funkeji 7' (%)
wewnatrz obszaru U, (z uwzglednieniem cie¢ D).

W ten sam sposob ustalimy, iz szereg:

ot . (Lg, Z — ¢%)?

ot (Lig, Z -+ ¢') — 5 Srteremnapomd s 10 o
21 (e—1)e

Lg( :
gdzie Lg, Z— =T}l 4+

e

daje przedluzenie analityczne I'(Z) wewnatrz obszaru U,
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W ogélnodei:

(9)
ot (Lg, Z—e*)® | et (2a+1)(Lg, Z —e*)3
2l(e—1)e 3@t —1)(a—1)e®

ar (Lg? Z — &) —

da nam przedluzenie T (Z) wewnatrz U,.

Ot6z, wedlug twierdzenia pomocniczego, o ktérym byla mowa
w ustepie D, istnieje taka liczba calkowita dodatnia N, iz Lgy, Z
znajduje sie wewnatrz obszaru U, o ile tylko Z nalezy do D i to
niezaleznie od polozenia punktu Z wewnatrz D. Jesli wiec w sze-
regu (9) liczba p = N, mamy przediuzenie analityczne funkeji 7(Z),
rozciggajace sig na caly obszar ['. Wewnatrz obszaru D' Lg, Z
nie moze zmienié si¢ na inng galeZ nie napotkamy réwniez we-
wnatrz D' zadnego punktu osobliwego; dla kazdej wartosei zmien-
nej zespolonej Z wewnatrz [’ gales gléwna T (Z) jest wiec okre-
$lona w sposéb jednoznaczny.

OsiagneliSmy w zupelnosei okreslenie galezi gléwnej funkeji
nadlogarytmowej. Z natury obszaru I’ wynika, ze T (Z) nie ma
punktéw osobliwyeh poza punktami (w), o ile ograniczymy sie do
punktéw w odleglosei skonczonej. Teraz latwo sprawdzié, iz punkty
(@) 1 punkt co sa wszystkie punktami osobliwemi (krytyeznemi).
W rzeczy samej punkt @, =0 i punkt co sa z pewnoscig punk-
tami osobliwemi, i to nie tylko dla tej galezi, ale i dla kaidej in-
nej, gdyz 8(z) jest funkejay calkowita, i przytem taka funkeja cal-
kowits, ktéra nie posiada zer w odleglosci skonczonej. Co do in-
nych punktéw (), ze sa punktami osobliwemi, wywnioskowaé
mozna z réwnania funkeyjoego, ktéremu czyni zadosé omawiana
galez T (Z):

‘ . T(2)=a.T{Lg 2). (10)

Jesli Lg, Z jest wewnatrz U, to zalezno$é (10) wynika wprost
z samego okreslenia funkeji 7'(Z). Jesli zas Lg, Z nie jest we-
wnatrz U, to niech p oznacza taka liczbe calkowita dodatnia, by
Lg,,, Z bylo wewnatrz U.

W takim razie:

Pl y=a . Tg o ) (11)

oznaczmy: Lg, Z=27'; w takim razie Lg, Z'=Lg,,, Z znaj-
duje sig w Ui
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(12) T Z2y=T{Lg. 2} =0 T{le Z}=a T{Lg.,, Z};

poréwnywujge zwigzki (12) i (11), otrzymamy (10).

. Widzimy wige, iz dla galezi gléwnej T'(Z), zaleznosé Z=§(2)
jest jednoznacznie odwracalna, t. j. o ile dla kazdej wartosei Z
bierzemy jako odpowiadajgca te warto$é 2z, ktéra wynika z réwna-
nia 2z = T (Z), przyczem Z naleiy do obszaru D'. Przejdzmy teraz
do innych galezi funkeji @ (2).

8. Okreslenie i nomenklatura ogdélu wszystkich
gatezi funkeji nadlogarytmowej.

Dla otrzymania innych galezi funkeji nadlogarytmowej be-
dziemy uzywali tej samej metody przedluzenia analitycznego. co
w ustepie poprzednim, ale odrzucimy ograniczenie, polegajace na
nieprzekraczaniu cigé nalezgcych do konturu L obszaru I, jak-
kolwiek pozostaniemy zawsze wewnatrz D. Na poczatek, okrazmy,
naprzyktad punkt o, t. j. punkt 0. Wyjdziemy z punktu Z = ¢°,
1 z wartoscig gléwng na z= T'(Z), ktéra jest tu réwna zeru i doj-
dziemy w sposéb ciggly do dowolnego punktu Z obszaru D, za-
kresliwszy droge, ktéra daje sie sprowadzié do petelki (laget), otacza- -
jacej jeden tylko punkt osobliwy @,, i do drogi bezposredniej (che-
min direct), Iaczacej punkt ¢ z rozwazanym punktem Z. Wszyst-
kie rozumowania poprzednie stosuja sie 1 tutaj, z ta tylko réznica,

ze Lg Z staje sie Lg Z + 27:; i, zaleznie od kierunku obrotu;

Lg, Z staje si¢ Lg,, {Lg Z 4 %tz}

Zwr6éémy sig teraz do wzoru (10); niech liczba n bedzie
obrana dostatecznie wielks, by Lg, Z znajdowal si¢ stale wewnatrz
kota U, gdy Z opisuje naszs droge, otaczajaca punkt w,. W chwili,
gdy przekraczamy podezas obrotu cigeie, wyraz po stronie lewej
we wzorze (10) przestaje wyobrazaé galez gléwng funkeji €(Z)
i otrzymujemy warto$¢ nalezagca do nowej galezi, ktérg oznaczaéd
bedziemy T (Z) lub odpowiednio 7', (Z), zaleznie od kierunku
obrotu, gdy tymeczasem po stronie prawej wzoru (10) bedziemy
mieli w dalszym ciggu galez gléwng, tak iz, powrdeiwszy do pun-
ktu wyjscia Z, bedziemy mieli:

T,(2)= o T {Lg, . (Lg Z+ 27;_‘ i) =a. T{Lg 2+ %‘i},
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Tak samo:

P52 —a T{LgZ—2mizi}.
Po k obrotach otrzymamy:
Ty, () =a T{LgZ + 2 ki)
lub po proétu:
(11) T,(2)=a.T{Lg 24 2" ki)

ale liczba calkowita k& moze tu byé dodatnia i ujemna. Wzér (11)
daje nam wszystkie galezie, ktére otrzymaé mozna, wychodzae
z galezi glownej, przez obrét naokolo w,. Wszystkie te galezie
maja te wspllng wlasnodé, iz nie maja innyeh punktéw osobliwych,
préez punktéw Z=0 i Z = oco; wynika to odrazu ze wzoru (11),
bedacego okresleniem galezi T, (Z).

'~ Przejdimy teraz do galezi funkeji € (Z), ktére mozna otrzy-
maé przez obrét naokolo punktu w, = I. Otrzymamy w sposéb
analogiczny wzér, bedacy okresleniem odpowiedniej galezi, w po-
staci: '

27

T, o(Z)=a*. T{Lg, Z+ " ki, .

Dla tych wszystkich galezi jedynemi punktami osobliwemi sg
trzy punkty: Z=1, Z=0, Z=oco. W ten sam sposéh, galezie,
otrzymane przez obrét naokolo punktu wy = a, sa okreslone przez
wzor:

Tk,o,o (Z) (A T{Lg3 Z + ?"? ki}.

Jedynemi punktami osobliwemi s3 tu Z = w,, w,, @y oo.
Obrét naokolo w, daje:

2n .
Topso (B)=at. T{Lgy 2+~ i)
By we wskazniku unikngé szeregu zer, bedziemy uzywali

innego sposobu znakowania, piszae, np. 7, (7) zamiast T, (Z),
Ty,(Z) zamiast T,,(Z), Ty, (Z) zamiast 1,,,(Z) i t. d.
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W wypadku najogélniejszym bedziemy mieli:
2m .
Ty (Z)=@". T{Lg, Z+ ~ ki},

dla oznaczenia galezi, ktéra otrzymujemy, wychodzge z galezi glé-
wnej i okrazajac k£ razy punkt osobliwy o, i ten tylko. W ten
sposéb otrzymana galez niema innych punktéw osobliwych, préez
punktéw @, w,, @y, ..., ®, i co. Tak np., Ty, (Z) oznacza gales,
ktérg otrzymamy, krazge trzykrotnie w kierunku dodatnim naokolo
punktu . ' :

Zauwazmy teraz, ze droga zamknigta, okrazajaca pewns liczbg
punktéw (w) daje nam, jesli wyjdziemy, jak zawsze, z galezi gld-
wnej, ten sam wynik, co okrgzenie jednego tylko z posréd tych
punktéw, mianowicie punktu (w) o wskazniku najmniejszym. Dla
tego tez upada ograniczenie tyczace si¢ warunku, by okrazaé je-
den tylko punkt osobliwy. Tak np., dla otrzymania galezi 7,,(Z)
powinni$émy, wychodzae z galezi gltéwnej, okrazyé dwa razy punkt
ws, przyczem mozemy droge tak wybraé, by opréez punktu w,
okrazyé jeszcze dowolng liczbe (i nawet nieskonezong) punktéw w,,
byle tylko dla wszystkich tych punktéw p > b; nie wplynie to
weale na otrzymany wynik.

Zauwazmy takze, Ze obrét naokolo punktu co daje to samo,
co obrét naokolo punktu 0, ze zmiang zwrotu jedynie. V

Wychodzge z galezi gléwnej nie ma juz moznosci otrzymania
bezposrednio galezi nowych; punkt ¢f nie wehodzi w rachube, gdyz
nie da sig punkt ¢f otoeczyé bez okrgienia nieskoficzonej liczby
punktéw (w) i dla wyswietlenia wyniku tego okrgzania wystarczy
zastosowaé poprzednia uwage o najmuiejszym wskazniku.

Poniewaz jednak galez T,,(Z) posiada punkty osobliwe, mo-
zemy otrzymaé nowe galezie wychodzae z Ty, (Z) i okrazajac pun-
kty osobliwe @,, w,,..., o, tej galezi.

Galezie T, (Z) nie mogy, oczywiscie, daé nic nowego, ale juz
wychodzae z galezi T,,(Z), przez okrazanie punktu @, = 0, otrzy-
mamy szereg nowych galezi, ktére oznaczymy zapomocs wskaznika
(k/2, v/1). Galez te otrzymamy, wychodzae z galezi gléwnej, jesli
najprzéd okrgiymy k razy punkt w, a nastepnie » razy punkt w,,
przyczem liczby k i » moga byé dodatnie lub ujemne, zaleznie od
zwrotu. Mamy wiec dla okreslenia tej galezi wzér
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Ty (Z) = 2. T{Lg (Lg Z + 7:{ i) + = ki,

W podobny sposéh rozumujge dalej, dojdziemy do galezi
Ty(Z), w ktérej wskaznik N ma postaé

N=(k®/p, ¥*/p—1,...., E9/2, k“’/l tak iz Ty(Z)
bedzie galezia, okreslong przez wzér:

Ty(Z)=eo.T{Lg[Lg(Lg...Lg <Lg(LgZ—|——k(’))—|-— k">z> ¥,

+ k(‘”’ )_I_ k(p—x)]+ 2("’}.

Galez te otrzymamy z galezi gtéwnej, otaczajac najprzéd k*) razy
z rzgdu punkt w,, nastgpnie okrazymy punkt o, , zrzedu k”~” razy
it d ..., wreszcie k® razy zrzedu naokolo w, i k* naokolo ;.

Wiszystkie te galezie sy funkcjami jednowartosciowemi zmien-
nej Z wewnatrz D).

9. Zupelno$é podanej enumeracji inomenklatury
gatezi funkeji €(Z).

Niech Z oznacza warto$é, nalezacg do obszaru D; w ustepie
poprzednim otrzymali$my pewien zbiér wartosei funkc_]l odwrotnej
ey=Ty(Z), gdzie N wskaznik oznacza (k®/p, k*~/p—1,..... 3
k®/2, k“/1), odpowiadajacy danej wartosci zmiennej Z. Zblor ten,
jest przeliczalny, mozemy wige go uporzadkowaé w postaci ciagu
(A): 2y, 23, 2gy....52,... Udewodnimy teraz, ze te galgzie zbioru
(A) wyczerpuja ogol wszystkich wartosei funkeji € (Z).

Na mocy zalozenia, mamy & (z,) = %, poniewaz 2, nalezy do
(4). Przypudémy, iz istnieje jeszeze jakas wartosé 2/, nie ujgta
zbiorem (A), a czynigca zado$¢ temu samemu warunkowi &8(2')=12,
Z réwnania funkeyjnego, ktéremu czyni zados¢ funkcja nadwykla-
dnicza, otrzymujemy

8 (%) L (13)

gdzie po drugiej stronie réwnosci Log, Z oznacza pewns, zupelnie
okreslong wartos¢ funkeji wielowartosciowej Log, Z, wartodé, ktérg
nie potrzebujemy zreszty blizej si¢ zajmowaé. Poniewaz 8(0) = %
1 funkeja K (2) jest ciagla, we wzorze (13) mozemy wziase liczbe
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<

= bylo tak male, jak sig po-

calkowits » dostatecznie wielks, by

doba, a wige tak, by nieréwnosei:

<7

(14) %',<si is(%)_e«
byly spelnione, jakkolwiek malemi bylyby liczby dodatnie £ i 7. -

Istnieje jedna tylko galez funkeji odwrotnej €(Z), przyjmu-
jaca warto§6 = 0 dla Z —¢*." Punkt analityczny Z=¢%, 2=0
jest punktem regularnym; istnieje wiee kolo o $rodku w punkeie
2=0 na plaszezyznie zmiennej z takie, ze wszystkie punkty we-
wnatrz tego kola naleza do galezi gléwnej. Jesli wige we wzorze
(14) wybierzemy liczbe dodatnig & mniejszg od promienia wspom-

nianego kola, 2~ bedzie naleze¢ do galezi gléwnej, a wige, przez
g ) o g g D y P

odwrécenie zaleznosei (13), otrzymamy:

2’

a"

(15) = T{Log, 2}, t.}. #' = a*. T{Log, 2}.

Zauwazymy teraz, ze «".T{Log, (Z)} we wzorze (1) po stronie
drugiej, nie jest niczem innem, jak jedng z wartosei funkeji od-
wrotnej z,, nalezacg do zbioru (4); aby utozsamié 2’ z jedng z war-
tosei 2, ciggu (4), nalezy tylko uwzglednié, ktéra z galezi funkeji
Log, Z przedstawia wchodzaca w sklad wzoru (15) galez Log, Z.
Twierdzenie nasze zostalo wige udowodnione.

10. Uogélnienie zaleznosdei funkeyjnej, ktérej
czyni zados$é funkeja nadlogarytmowa.

Dla warto§ci rzeczywistych zmiennej Z zachodzi zaleZnosé
funkeyjna podstawowa: :

T'{a*y='a. T{&),

gdzie po obu stronach wystepuje galez gléwna. Chodzi nam teraz
o postaé, jaka przyjmuje ta zalezno$é, gdy nie bedziemy sig ogra-
niczali do galezi gléwnej i do wartosci rzeczywistych zmiennej Z.
Uzywajac zwyklych znakowan, mamy &8(2)=Z4, &(az)=a’
a wige, przez odwrécenie z = Ty (Z), az = Ty (a’), tak ostatecznie
otrzymujemy '

Ty (a®) = @. Ty, (),
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gdzie N i N’ zastepuja wskazniki zlozone, o ktérych byla mowa
w ustgpie 8, przy enumeracji galezi funkeji €(Z).

Nalezy znalezé zwiazek, migdzy wskaznikami N i N’; zwis-
zek ten, jak zobaczymy za chwile, zalezy od polozenia punktu Z
na plaszezyznie zmiennej zespolonej. W tym celu podzielmy plasz-
czyzng zmiennej zespolonej na pasma prostemi réwnoleglemi, jak
w ustgpie 5. Podporzadkujmy liczbg zero pasmu $rodkowemu, za-
wierajacemu o$ liczb rzeczywistych; liczby 1,2, 8,... i t. d. pod-
porzadkujemy kolejno pasmom nastepnym ponad osig liczb rzeczy-
wistych, a liezby — 1, — 2,... pasmom ponizej tej osi. Niech Z
~ znajduje sig w pasmie ». Wychodzge z wartosci Z = ¢*, niech Z
opisze droge C, okrazajaca k™ razy z rzedu punkt krytyczny w,
nastgpnie k®~" razy punkt @, ,...., wreszcie k¥ razy punkt w,
i konezacg sie w punkcie Z w pasmie ». Jedli teraz w zaleznosci

d (o) — es (7)),
ktéra ma miejsce dla Z=¢" i w otoczeniu tego punktu, przedlu-
zymy analitycznie funkcje, stojace po obu stronach réwnosei, po
drodze ! az do punktu Z w padmie », to zauwazymy, ze T (Z)
zamieni si¢ na Ty (Z), a T (a”) na Ty (a”), przyczem na skutek
drogi ! bedziemy mieli:

N = (k”[p, k*=[p—1, k" D/p—2,..., k9[2, kO[1), a
N = (k?/p+1, k*=/p, k*p—1,..., k9[2, »/1),

tak iz otrzymujemy:

Ty (@)= T (Z).

Wzorowi temu mozna nadaé postaé TN(Z)=a.TN,{LgZ+%tvi},

gdzie N i N’ majg te same znaczenia, co poprzednio.
Tak samo znajdziemy:

T, (Z) = a?. Ty {Lg (Lg Z -+ %" it b %” d
gdzie
N = (K”p, k*=/p—1, k/2, k9/1), a
N = (k”/p+2, k*9/p+41, k*V[p,..., k?/3, vy/2, »;/1).
I tak dalej.

Rozpr. Polskiege Tow. matem. 2
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CZESC DRUGA.
Okreslenie pewnej klasyi funkcji catkowitych.

11,0 funkcji{analityczil ej Log® 8(2).

Log &(2) moze byé okreslona jako funkeja analityczna zmien-
nej 2, pod warunkiem, jak zobaczymy za chwile, ze w Log &(2) -
wystepujaca . galez funkcji logarytmowej byla zmienng wraz ze
zmienng 2, wskutek czego, dla zaznaczenia tego faktu, pisaé be-
dziemy Log® &(2). Okreslenie nasze bedzie nastepujace: dla =0
i w otoczeniu tego punktu weimiemy galez gléwna Lg 8(2), tak
iz Log® 8(0) =¢*. W ten sposéb, w otoczeniu punktu 2z =0 mo-
zemy okreslié element funkeji analitycznej, gdyz w punkeie z =0
znana jest wartosé funkeji Lg &(2) i jej kolejnyeh pochodnych
wszystkich rzedéw. Poniewaz funkeja okreslona przez ten element
jest, jak wiemy, funkejs calkowits, wige odpowiadajacy temu ele-
mentowi szereg jest zbiezny w calej plaszczyZnie i identyezny

z rozwinigeiem na szereg funkeji & (%) Mamy wiege

(1) Log® 8(2) =& (—2)
Oznaczmy &(2) przez Z. Wtedy 2 musi by¢ jedna z wartosei
1y (Z), przyczem niech bedzie
N = (v™/n, »*n—1,...., ¥?/2, ¥I/1);
w takim razie, jak wiemy z ustepu 10,
N = (¥"/n—1, ¥*9n—-2,...., ¥9/2, ¥"/1),
a galez Log® &(z) jest wtedy wlasnie réwna

Lg 8(2) —+—gj—t.v(‘).i.
m
W ten sam sposéb traktowalibysmy funkecje
Log® 8(2), Log{® 8(z), i t. d.

12. Okresélenie pewnej klasy funkeji calkowi-
tych. Warunek dostateczny przynaleznosci funkeji
do tej klasy.

Zajmiemy sig teraz pewnem twierdzeniem teorji funkeji ana-
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lityeznych ogélniejszej natury; tem nie mniej w rozwazaniach na-
szych bedziemy poslugiwali si¢ wlasnosciami funkeji €(Z). Niech
O©(f) bedzie funkejs dang; utwérzmy ecigg funkeji ©(C), O (2),
@! (C)’ 1ot @n (§)77 przyczeom @1 (g) =L0g(;)l @ (C)’ 9! (g) T
= Log® 6,(0),...., ©,(0) = Log®»0,_,(0)..... Funkeje ©(§) zali-
czymy do klasy K wtedy i tylko wtedy, jesli wszystkie funkecje
ciggu nieskoniczonego O (L), O, (§), &, ({),...., ©,({),.... sa funk-
cjami calkowitemi. Nalezy jeszeze okreslié Scisle, co oznaczajs sym-
bole Log® ©(f), Log® @(f) i t. d. Uczynimy to podobnie, jak
w ustgpie 11. Niech {;, oznacza liczbe, spelniajacg réwnanie
O()=2"b gdzie b>ef i rzeczywiste. Dla {—={,, przyjmiemy
O &)=Lg b & (f)=Lg b,...., 6,(,) =Lg,b,...; wszystkie
te liczby Lg, b sa rzeczywiste, poniewaz b >ef. Dla =,
i w otoczeniu dostatecznie malem tego punktu bierzemy Log®
réwne Lg; funkeja O, (§) ma wartosé Lg b w punkeie £;; pocho-
dne wszystkich rzedéw tej funkeji maja tez wartosei w zupelnosei
okreslone i rzeczywiste dla [ = {,; widzimy wige, iz odpowiada-
jacy element funkeji -analityeznej, mianowicie szereg potegowy
rozwinigeia O, (§) jest w zupelnosei przez nasze zalozenia okre-
$lony; poniewai za$ zakladamy oprécz tego, ze O, ({) jest funkeja
calkowits, jest ta funkcja okreslona przez otrzymany szereg w ca-.
lej plaszezyznie zmiennej {. W ten sam sposéb okreslimy @, (§)
O (£) i t. d. Te wyjasnienia konieczne byly dla wyjasnienia zna-
czenia symbolu Log we wzorach, okredlajacych @, (), &, ({),it. d.
Widzimy, iz symbol Log oznacza wartodé, ktéra moze byé warto-
scig gléwna, np., jesli { nalezy do otoczenia punktu ;, ale moze
byé jakgkolwiek wartoscig inng, w zaleznosci od .

Czy klasa K nie jest pusta? By funkeja O, ({) byla funkejg
calkowits, trzeba i wystarcza, by O () = a®® = ¢"®®; by, oprécz
tego, O, (§) bylo funkejg calkowits, musimy wziasé O (§) = a, [O,())
i t. d. Nie jest wecale widocznem, a priori, Ze mozna uczynié za-
do$é warunkowi, by wszystkie funkeje O, (), jakakolwiek bylaby
liczba calkowita dodatnia n, byly funkejami ealkowitemi.

Otéz jest to w istocie mozliwe. Wystarczy wzigsé O (§) =
= 8{H ({)}, gdzie 8(2) oznacza funkcje nadwykladnicza, a H({)
dowolng funkeje calkowits zmiennej . W rzeczy samej, wtedy

a®=¢{;HO} a@=sl%HQ) ... ..

2%

www.rcin.org.pl



20

o, =8 {El.. H(C)}, ...., 1 wezystkie te fuunkcje s3 funkcjami

catkowitemi.

Klasa K nie jest wige pusta.

13. Warunek konieczny i dostateczny przyna-
lezno$ei funkeji do klasy K.

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne, iz kazda funkecja,
nalezaca do klasy K jest ksztaltu 8 {H ({)}, gdzie H ({) jest funk-
cja catkowitg. :

Przypu$émy wige, iz O(f) nalezy do klasy K. Utwérzmy
funkeje H({) przy pomocy funkeji nadlogarytmowej i funkeji
O (%), przyczem okreslimy ja w otoczeniu punktu =, (patrz
12); mianowicie w punkcie {, i w otoczeniu punktu {, funkeja
H (L) bedzie okreslona przez T{O({)}; mamy w ten sposéb ele-
ment tunkeji analityeznej, okreslony przez pewien szereg, zbiezny
wewnatrz pewnego kola o érodku w punkecie §;. Okreslmy funkeje
H (%) w calym obszarze istnienia, jako funkeje analityczng, ktérg
otrzymamy przez przedluzenie analityczne tylko co wspomnianego
elementu; jasna rzecz, 7 {O({)} zmieni sig na Ty{O(f)}, gdzie
wskaznik galeziowy N zalezeé bedzie od § iod drogi, wzdluz kté-
rej uskutecznialiémy przedluzenie od {, do §, przynajmniej od tej
drogi zaleze¢ by mégl. Lecz w danym razie droga wplywu mieé
nie bedzie; funkeja H (§) jest funkeja jeduowartodciowa. W rzeczy
samej, dla {—={;, mamy O(§)=0b i H(E)= T(b), czyli war-
tosé rzeczywista. Poczawszy od punktu {=1{;, wyobrazmy so-
bie jakakolwiek droge ! po kiérej doj$é mozna do punktu {. —
Mamy H ({) = €(Z), gdzie Z= 0 ({) = a,{0, ({)}, poniewaz O ({)
nalezy do klasy K, tak, iz H({)= C{a,[0,(0)]}; gdy & opisuje
kontur zamknigty, jakikolwiek zreszta, O, () opisuje takze kontnr
zamknigty w odleglosei skonczonej, a wige Z = a, {0, ()} opisze
kontur zamknigty, ktéry nie otacza zadnego z punktéw @,, w,,...,
®,, (patrz 6). Poniewaz w poprzedniem rozumowaniu n jest liczbg
dowolns, wige mozemy poprzedni wynik zastosowaé do wszystkich
punktéw zbiorn (w); tak wige, gdy & opisuje droge zamknigts [,
Z = O (L) opisze tez droge zamknigts I, nie otaczajaca zadnego
z punktéw (). Nie mozna ztad wnioskowaé, oczywiscie, iz I’ nie
przecina cigé konturu L, ograniczajacego obszar D, tak iz funkcja
H (), identyezna z funkeja T{O(f)} w otoczeniu punktu {={,,
staje sig réwng funkeji Ty{@(f)} przy odpowiedniej wartosei C.
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Tem nie mniej twierdzié mozemy, ze funkcja H () jest funkeja
jednowarto$ciows w zakresie istnienia. Pozostaje zbadaé, jakie oko-
licznodei zachodza, gdy droga ! ktérg opisuje Z przechodzi przez
ktérykolwiek z punktéw (w). Zauwazmy przedewszystkiem, iz przez
punkt @, kontur ! przej$é nie moze, gdyz réwnanie O(f)=w,=0
nie ma pierwiastkéw. Zbadajmy teraz, co bedzie mialo miejsce, gdy
od punktu §, poczgwszy, zblizaé sig bedziemy do punktu §,, przy-
czem O ({,) = wy = 1; drodze / od {, do §, odpowiada w plasz-
czy#nie zmiennej Z droga I’ od punktu 4 do punktu w, Twier-
dze, iz droga !’ musi przecigé kontur L na odcinku migdzy ko-
lami Ci C,. W rzeczy samej, z O(L;) =1 wynika, iz O, (§;) =

s %nj—t ki, przyczem k=4 1, + 2,.... ale wartos¢ liczbowa k=0

jest wykluczona (K). W otoczeniu punktu {, mamy
HO=TZ)=al(Z) @)

gdzie Z = 0 (), Z' = Lg® 0(f) = Lg® Z, przyczem tu Lg® ozna-
cza Lg. Gdy teraz { opisuje droge I/, a Z drogg I', we wzorze (2)

wspélezynnik przy i w Z' zmienia sig od 0 do %m k, (przyczem

k =£ 0). Dowodzi to, iz droga ', ktéra nakreslil punkt Z w plasz-
czyznie zmiennej zespolonej Z, musiala przeciaé przynajmniej raz
ciecie na konturze L, i to na odecinku migdzy kolami C i Ci;
oczywiscie, droga I’ moze opréez tego przecigé kontur L i w in-
nych' miejscach. Gdy wige, przedluzajae funkeje H ({) od §, do &,
wzdluz drogi /, dojdziemy do punktu {,, to otrzymamy jednoczes-
nie zmiang galezi gléwnej T'(Z) na galei T, (Z), prayczem wska-
znik galeziowy N ma wartosé:

N= (k(P)/ Py k*=9p—1,.. ., k(’)/ 2, k9/1),

przyczem k@, k@9 ... . k® mogs byé dowolnemi liezbami ciagu
0, +1, +2,..., +n..., gdy tymezasem k¥ =k 3= 0.

Tak wige w otoczeniu punktu §, mamy: H (§) = T',{O({)};
lecz dla kazdej galezi funkeji nadlogarytmowej o wskazniku N,
w ktérym £ == 0, punkt Z = 1 jest punktem regularnym. W punk-
cie @ = {, funkecja jest regularna i ma wartosé¢ w zupelnosei okre-
flong. H (%) = Ty (1).

Tak samo udowodnimy, ze funkcja H ({) jest regularna
w punkeie §;, gdzie {; spelnia warunek O(f;) = w,. Przedluzajac
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funkcje H (L) od §, do §;, przekonamy sie, ze funkeja O, (§) w oto-
czeniu punktu §; osiggnie warto$é, ktéra mozna przedstawié w po-
staci: Lg[Lg ©(¢) -+ ?’g'vli] -]-%v,, gdzie liczby »; i #, nie mogsg
jednoczesnie mieé wartodci zerowe, gdyz inaczej w punkeie {; mie-
libysmy O, (§;) =0, co jest niemozliwe. Przedluzajac wige H ({)
od §, do {3 wzdluz drogi /, dojdziemy do punku §; z wartodecig
Ty (Z) funkeji nadlogarytmowej, przyczem

N = (k?/p, k*9/p—1,.... , kK2[2, K9/1),

przyczem k® — v, k¥ —=w,, tak iz k® i k) nie mogs byé jedno-
czesnie zerami. W otoczeniu wiee punktu {; mamy H (§)= Tw{O({)},
a w samym punkecie {; mamy H ({;) = 7y (w3). Regularnoéé funk-
cji H(f) w punkecie §; wynika ztad, iz punkt w; jest punktem re-
gularnym dla omawianej galezi Ty (Z) funkeji nadlogarytmowej.
To samo rozumowanie stosuje si¢ do kazdego punktu ,, spelnia-
jacego réwnanie O (f) = w,. Dochodzge do punktu {, otrzymamy
wartosé funkeji H ({), ktéra — przez posrednictwo funkeji nadlo-
garytmowej — wyraza sig galezig o wskazniku N, przyczem wska-
znik ten jest tego rodzaju, iz dla galezi T, (Z) punkt Z = o, jest
punktem regularnym i H ({,) = Ty (w,).

Przejdzmy teraz do punktéw {,, spelniajacych warunek
©(fs) =¢€’. Punkty te sg odosobnione. Ztad wnioskujemy, iz za-
kres istnienia funkeji H ({) obejmuje z pewnoscig caly plaszezy-
zng zmiennej . — Poniewai funkeja H ({) jest jednowartoscio-
wa, wige punkty o o ile nie sq punktami regularnymi, moga byé
tylko punktami istotnie osobliwymi lub biegunami. Gdyby punkt
s byl wigc punktem osobliwym dla H({), to musialby byé?)
punktem istotnie osobliwym dla funkeji &{H ({)}, co jest niemo-
zliwe, bo jak latwo sprawdzié, funkecja 8{H ({)} jest funkcja cal-
kowitg, t. j. regularng w calej plaszczyznie. Tak wige H (§) jest
funkecjg calkowits. Poniewaz H({)= €{O9({)}, wnioskujemy, iz
O (8) = 8{H ()}, co trzeba bylo udowodnié.

1) Dowod tego twierdzenia jest bardzo latwy i pomieszczony bedzie
w dodatku.
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DODATEK.

Dowodd twierdzenia pomocniczego.

1. Wyslowienie twierdzenia pomocniczego i zna-
kowanie.

Mamy zamiar udowodnié w tym dodatku twierdzenie pomo-
cnicze, ktérem poslugiwalidmy si¢ w ciggu niniejszej pracy. Twier-
dzenie to jest nastgpujace: niech M oznacza dowolny punkt obszaru
D; w takim razie lim M_, =% przyczem zbieznos¢ ma miejsce

jednostajnié.

WprowadZzmy nastepujace oznaczenia. Punkt M odpowiada
warto$el 2 = x - iy na plaszezyznie zmiennej zespolonej; punkt M_,
odpowiada w ten sam sposéb punktowi z_, = x_, + iy_,, przyczem
2_,= Lg, 2, Lg, ma to samo znaczenie, jakie nadalimy temu sym-
bolowi poprzednio. WprowadZzmy jeszcze spélrzedne biegunowe r_,
b O, punktn M __ tak iz 2 =7 ,co8 O_, y.=r_, #in O,
Twierdzenie nasze moze wigc wyslowié w sposéb nastgpujacy: dla
dowolnie malego & > 0, istnieje liczba XN, niezalezna od polozenia
punktu M wewnatrz D, taka, iz dla kazdego n > N, zachodzg nie-
réwnosei

: \@_;.l <eg |lz,—e<e

2. Dowéd twierdzenia pomocniczego w wypadknu,
gdy punkt M znajduje si¢ w obszarze, stanowigcym
pewng czesé obszaru D.

Dowéd twierdzenia pomoeniczego podzielimy na dwie czesei.
Nakreslmy na plaszezyZnie zmiennych w, y prosts = ef - &;
prosta ta podzieli plaszezyzne zmiennej zespolonej 2z na dwie pél-
plaszezyzny @, i @,. W tym ustgpie ograniczymy sig do punktéw
M, nalezacych do @.; w takim razie x> ef ¢, gdzie g > 0,
i moze byé liczba tak mals, jak sig podoba, w kazdym razie mniej-
¢ —¢f

S

Zauwazmy przedewszystkiem, iz jesli M naleiy do obszaru
Qy, to punkty M_,, M , ... 1 wszystkie nastepne nalezg do tegoz
obszaru Q,.

W rzeczy samej, x_, =Lgr> Lg(ef 4 &) > ef - &; tak
wige x_, nalezy do Q, i t. d.

sza od
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Mozemy przyjaé, bez zmniejszenia ogdélnosei dowodu, iz @=>0;
w takim razie bedzie zawsze @_, >0, przyczem, o ile M naleiy
do Q,, to réwniez 6_, <g.

Podamy teraz szereg prostych zaleznoéci, ktérymi postugiwaé
sig bedziemy w toku rozumowania.
Z réwnofei:

(1) T = Ligr_,,
wynikajs nastgpujace nieréwnosei:

@) T oty = Lg 2,
() Ty = Lig 7,

przyczem réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy punkt M, nalezge do
Q,, lezy na osi liczb rzeczywistych. Dalej, mamy:

(3)‘ my_(,,+,) = ®—u7 gdzie m= ae_“
Wreszcie z poprzednich otrzymamy

i ) .
QT —(nts) 0. . T ez

(4)

Ze wzoréw (1), (2), (3) i (4) wysnujemy teraz szereg wnio-
skéw. ;
1*. Wezmy pod uwage dwa ciagi:

(5) Ty ¥ony Vgysor oy Mg st
(6) By Ty s A L

Na mocy (1) liczby 'drugiego ciagu sg logarytmami liczb
pierwszego ciagu. Jesli wige jeden z tych ciggéw daiy do granicy
% to i drugi posiada t¢ samg granice; tak samo oba ciagi sa je-
dnoczeénie rosngee lub jednocze$nie malejace, o ile to ma miejsce
dla jednego z nich.

20, Jedli ® =0, ciagi () i (6) sg identyczne. Ciag jest ro-
sngey, o ile x < e* (lecz x> ef - g)); ciag jest malejacy; jesli
2> ¢*; jesli z=¢", wszystkie wyrazy ciagu sg sobie réwne. W kazdym
z tych trzech przypadkéw granica jest ¢ . Niech N oznacza wigk-
szg z dwéch liczh

E{lg T(R) }+1i {1.1(93+8°}-|—1,

T (¢ +F o) 1
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'gdzie R jest promieniem kola C, a E (2) oznacza najwigkszg liczbe
calkowita, zawarta w 2. O ile n > N i M nalezy zarazem do D
i Q, to '

2, — | < e

Tak wigc we wazystkich rozwazaniach nastepnych mozemy
przyjaé, iz © > 0.

30. Jedli w ciagu (6) mamy x_, > ¢* to wszystkie nastepne
wyrazy spelniaja ten sam warunek, t. j. z_, ., >¢% (dla I > 0).
To samo sig stosuje do ciggu (5). To. wynika z (2) i (2').

4% Jesli w (6) mamy xz_, <e€* to z_uy,y > 2_;; tak samo
nieréwnos$¢ r_, < e* pociaga nieréwnosé r_.,>7 , Wynika to
tez z (2) 1 (2').

5°. Jesli zalozymy, ze wszystkie wyrazy ciggéw (D), a wiec
i (6) sa mniejsze od €% to na zasadzie poprzedniego ciagi te s
rosngee, i jak latwo udowodnié, dgza do granicy ¢*. W rzeczy sa-
mej, polézmy x < e*; wtedy

x_, =Lgr>Lgw ecazyli x_,> p,, gdzie p, =Lgu;
w_y=Lgr_, > Lgr_, > Lgp, czyli x_, > p,, gdzie py =Lg py;

~n=Lgr > Lg x_,> Lg p, czyli #_u, > p, gdzie p,=Lgp,_;

Lecz lim p,=¢% a jednoczesnie p, <<z .., <<e*; ztad wy-

lmoo

nika, iz lim 2_, = ¢*

6°. Tak wige, albo wsaystkie wyrazy ciagéw (D) i (6) sa
mniejsze od ¢* i wtedy ciggi zmierzaja do granicy e, albo tez, za-
czawszy od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciagu sg wigksze
%%?))}%— 1; jesli n > »,, to z pe-
wnoselg x_, > ¢* — & gdyz ta nieréwno$é jest spelniona w - obu
wymienionych przypadkach, ktére wyczerpuja wszystkie mozli-
wosci.

7°. Weimy teraz pod uwage katy biegunowe @_,; zaczawszy
od pewnego miejsca stanowig one cigg malejacy. W rzeczy samej,

od ¢ Poléimy », — E {]ga

-O_ts
) L

na mocy (4), wystarczy, by @ .4,> %, bo wtedy mniejsze
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jest od jednosei. Jeli n > w, i jesli & < = (V;__Q, to

Va

(a )<1 ponie-

o

O_i+s) °
< <k,

. W ;F

waz to sig stosuje do kazdego n > %, mamy, postgpujac w tenze

sposéb kolejno

<1, gdzie k; =

O e k. O, < ko' = (dla 1> 0).
(n41) 2

lg—

Jeéli wiec l>E gk

to O_p<e

g2

Polézmy wige v, = v,+ E e k + 1.

Udowodnilismy wige, iz skoro tylko » > #,, to niezawodnie

0@ ¢

Biorac pod uwage, cosmy dotad otrzymali, widzimy iz dowéd
mozemy uwazaé za osiagnigty w przypadku, gdy wszystkie wy-
razy ciggu (D) 1 (6) sg <<e€™

8¢, Pozostaje do zbadania przypadek, gdy od pewnego miej-
sca wszystkie wyrazy ciagéw (D) i (6) sa wigksze od e

Przypusémy, iz n > v, 1 ze oprécz tego & ) ,; W ta-
kim razie, twierdzg, mamy takie takaz nier6wnosé @_q 41y <<Z—(uin
(dla 7> 0), dla nastgpnych kolejnych wyrazéw. ‘W rzeczy samej:

1

2 = Lowxi: Lg ————
(n+2) g2+ Lg 008 0. (”_H)’

1 :
2 pis=lga 4 Lg o, lecz x_. )<< %_, pociaga

Lgz_,.y<Lga_,; tak samo »n > », pocigga Lg Zhdd <
Ccos 8__(,,_’_,)
Lg—cos—@—; dodajac do_siebieJstronami tylko co napisane nieréw-

nosci, otrzymamy o_q s < T_pyn; tak 8amo z_ i <24y 1t d.
Ten sam dowéd dla ciagu (6).
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9°. Poprzednio otrzymany wynik wyslowié¢ mozna w sposéh
nastgpujacy: w rozpatrywanym przypadku ciagi (D) i (6) albo sg
stale rosnace, albo zaczawszy od pewnego miejsca stale maleja.
Zobaczymy zaraz, iz pierwsze z tych dwoéch przypuszczen jest nie-
mozliwe, t. j. ze ciagi nasze nie mogs byé stale rosnacemi; gdyby
bowiem bylo x_, > x_, dla kazdego n poczagwszy od pewnego
miejsca, to nasz cigg albo posiadalby granicg 4 >¢* albo tez rést
nieograniczenie, tak iz lim «_, = oo, Lecz ani jedno ani drugie nie

moze mie¢ miejsca, gdyz, w pierwszym przypadku, 4 musialoby
byé liczba, czyniges zado$é réwnaniu 4=DLg 4, jak to widaé,
przechodzae do granicy w réwnosei #_,,, = Lg z_; 4 Lg cos 6_,.
Z drugiej strony, x_ ., > ¥_, pociaga:

O<ig, — Loy < Lga%u,
co jest sprzeczne z przypuszczeniem, iz liczby eciagu x_, nie sa
ograniczone od gory.

Tak wige wyrazy ciagéw (D) i (6) poczawszy od pewnego
miejsca stale maleja; ale w takim razie posiadaja granice, ktéra
to granica nie moze byé rézng od ¢* jako spelniajgca réwnanie
4= Lg 4. Tak wigc istnienie granicy i w tym przypadku zostalo

-udowodnione. Pozostaje ustali¢ jednostajng zbiezno$é.

10°. Nieréwnosé x_., > x_, pociaga za sobg nieréwnosci

1 : ;
z_,—Lgz_,<Lg o U el B Lgx_ 4y <Lg o e B

zaleznie od tego, czy z_, < ¢”, czy tei x_, < ¢, druga z tych nie-
réwnosci bedzie spelniona, o ile tylko Ty = 6
Ztgd mozna otrzymaé nastepujacy wniosek: istnieje liczba vy,
posiadajaca tg wlasnosé, iz w-ciggu (5) dla n >, |2, — €| <0,
o ile wszystkie wyrazy rosng az do wyrazu z_, gdzie p > ,.
Liczbe », otrzymamy w sposéb nastepujacy: niech »' ozna-

cza liczbg taks, ze n>9" pociaga Lg < 7, gdzie liczba 7

cos 9_,
jest w ten sposéb dobrana, by warunki

§>¢ 1 §—Lgf<n
pociagaly E— <

latwo sprawdzié, iz taka liczba »' istnieje; liczbe », wybieramy
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tak, by byla réwna wigkszej z pomigdzy dwdch liczb " +4-1 Vit
ta ostatnia ma znaczenie, ustalone poprzednio.

By uzasadni¢ nasze twierdzenie, powréémy do ciagu (5).
Niech x , oznacza ostatni wyraz tego ciggu mniejszy od ¢* tak iz
juz @,y > €*; przypusdcilismy, iz wyrazy ciagu (D) rosng az do
x_,, tak iz jeszcze x_(,_, < 2_,, lecz juz x_, > r_,y,, poczawszy
od tego miejsca, jak wiemy, wyrazy stale maleja; oczywiseie p >#k.
Podzielmy wartosci n Z>», na trzy grupy, mianowicie: 1) 2, <<n<Ck;3
2) k <n<p; 3) n>p; pierwsza grupa moze nie istnieé, druga
zawiera przynajmniej jedng liczbe, poniewaz przypuseiliémy, iz
p == v,; trzecia grupa obejmuje wszystkie pozostale wartosei n.

Udowodnimy slusznoéé nieréwnosei

|o_, —¢*| <&,

rozpatrujac po kolei wartosei n pierwszej, drugiej i trzeciej grupy
Niech wiee », <n < k; poniewai »,_>7%, Wiee n =%,
a wige, dla tyech wartodci », na mocy poprzednich rozwazaf

O-< eli=—pruii<lie,;

jak nalezalo udowodnié.
Niech teraz k < n<Cp; w takim razie

1
O<e,, —Lgs /<Lg gm<%

poniewaz n >, i p — 1>/, a wigc
0 <, —e¥<kg

co jest réwnowazne z |z_, —e*| < & w danym przypadku.
Niech wreszcie # > p; w takim razie

O L < By wowigs B B e sl
Osiagneliémy wige pozadany wynik.

119, Pozostaje nam udowodnié zbieino$é jednostajng ciagu (D)
ku granicy e* w przypadku nieobjetym poprzedniem rozumowa-
niem, t. j. gdy w ciagu (D) wyrazy zaczynajy maleé poczawszy od
wyrazu o wskazniku p < #,,

Niech », oznacza liczbe, spelniajgcs warunek »; =>w, i taka,

T el D e q‘é—a—l ¢ jak ty1k0 n > v;; wiemy, ze taka liczba

v, istnieje.
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Wezmy pod uwage zaleinosci nastgpujgce:

1

e =Tox 1B BER i
(wgti+1) g Z_win + Lig cos O_ .

dla 1=0,1,2, 3,.... i zastosujmy do nich nieréwnosé:

Lg (4+ B) <Lg 4+ B,
ktéra sprawdza si¢ dla 4 > % i B> 0; wszystkie liczby #_ .,
spelniaja nieréwnosé x_ ., > %, gdyz cigg nasz jest malejacy,
co moze mieé miejsce, gdy wyrazy sg —>¢* i tylko wtedy. Otrzy-
mamy:

1
cos O_.,, <Lgz.+Lg cos @

+g1

cos O_¢,.,)

Z_(upny = Lg &_uys) +Lg *

4
< Lg, 9’=..+Lgc—os—@'"'+

1

T = Lg 2 (s + Lg cos 6

+ Le cos @_<,,+,)+Lg cos 0_..)

i t. d. Wreszeie mamy:

i=l—1

1 :
®opopny < Lgiw_,+ 2 Sy (+‘); liczba n > v,

i=0

Wprowadzmy teraz liczbe
ly=1FE|lg. T@; + 13
/3 (Ca‘t— g)

jesli 1 >1,, to zachodzi nieréwnosé
F< g < %, gdzie n > ;.
Z drugiej strony, poniewaz 0_, < & < & to zasadzie pbprzed-

niego @_(”_*_1) < k0@~ﬂ’ @_(,,+,) < kg . @_"..., @—(n-{—() < k;’ . @_ﬂ < /f:, . El’
dla i=1, 2,.8,... Dalej,

-
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L 1 gt 6 (ntd) 1 : kz‘ .23
g cos 8_(,‘”) Wl 2 "cos? {‘3' @_ ("+‘)} 2 cos? @'—(""H),

. gdzie 0 < & < 1. Mozemy przyjaé & < %, tak iz 2 cos?O_, ,>1:

w takim razie mamy nieré6wnosé:

1
L ol % /8 v P B
g c08 0,1y ks &t < k' €5
Sumujge szereg podobnych nieréwnosci, otrzymamy:

=l—1

1 1 o
g <s'{1_|_k?,+k3;+—...}<i—:k2;g'<,,;181<£2,

e cos 6 .., o

poniewaz k, < ‘—/lj; (ky ma warto$é, ktéra byla okreslona poprze-
a :
dnio, patrz w tymze ustepie 7°). Stad ostatecznie:
= S Nt ;
—(n+l)<Lgl _"..}_2 g e +§+’2a o ile n =

i=0
F i, b

top @ (nt)

LA g o
dla kazdego n >, -} l,, co trzeba bylo udowodnié.

129, Dowdd jednostajnej zbieinosci, o ile dotyczy czesei ¢,
obszaru D jest wige doprowadzony do konca. Zanim przejdziemy
do rozszerzenia dowodu na caly obszar D, zauwaiymy, iz dla pun-
ktéw, znajdujacych sig wewnatrz kola I" zatoczonego z punktu e*
jako ze srodka promieniem ¢* — ¢f — g mozna daé bezposredni
dowéd zbieznodei, nadzwyczajnie prosty.

Weimy pod uwage funkch:

Log z—e* Lg z2— 1 { z2—é& | z—e“)” |
Piase z2—e% PRIND i $E & —T_é( e s
gdzie rozwinigeie na szereg jest zbiezne dla i 3 i < 1 i zbadaj-

my t¢ funkcje na kole I' o promieniu ¢* — ¢f, zakreslonem z pun-
ktu ¢*. Maximum modulu funkeji analityeczuej @ (2) na kole I' ma
miejsce, jak widaé z szeregu, w punkcie z=¢f tego kola, i war-
toéé ta réwna sig 1. Tak wige, na kole I" wspdlérodkowem o pro-
mieniu mniejszym i wewnatrz tego kola I", mamy |@(z) <K <l.
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Jesli wige 2 jest wewnatrz I", to |Lg 2 —¢e*| < K .|2—¢*|, tak iz
Lg 2 nalezy do tego obszaru. Mamy dalej
|Lgyz—e*| < K.|Lgz—e*| < K¥.|2—e%|,....
|Lg, 2z — €| < K|Lg,_, z—e | < K. |2— €
Poniewaz K <1, wnioskujemy ztad, iz iug Lg, 2 — ¢* jednostajnie.

3. Stopniowe rozszerzenie dowodu na caly ob-
szar D.

a) Pierwsee rozseerzenie.

Przeksztalcenie 2, — Lg 2 zamienia punkty, lezgce zewngtrz
kola ¢ o promieniu = ¢ ¢ 1 zakreslonego z punku poczatko-

- wego spolrzednych jako ze $rodka na punkty obszaru @, przy-

czem & = ef (a® — 1), moze byé dowolnie malg liczbg wraz z &,
Tak wige istnienie punktu granicznego ¢* jest zapewnione dla
wszystkich punktéw zewngtrz kola o. Jesli teraz cheemy opréez
tego zabezpieczyé zbieznosé jednostajna, to ograniczymy sig do pun-
ktéw, leizacych wewnatrz kola C o promieniu R, ktére to kolo
wehodzi w sklad konturu L, okalajgcego obszar D. W rzeczy sa-
mej, punkty wewngtrz kola C przekssztalcajy sig na punkty, kté-

rych odcigta x << Lg R; poniewaz oprécz tego y < %, wige punkt,

lezgcy w pierscieniu miedzy okregami ¢ i C, przeksztalei sig na
punkt lezacy nie tylko wewnatrz @,, ale takie wewnatrz C, t. j.
nalezeé bedzie do I), poniewaz, zakladamy, iz R jest dostatecznie

2
wielkie, tak Ze spelniona jest nieréwnosé¢ (Lg R)’—{—% < R:

b) Drugie rosszerzenie.

Na mocy poprzedniego, przy dalszych rozszerzeniach mozemy
braé¢ pod uwage punkty, lezace wewnatrz o, i tylko te punkty.

Zauwazmy, iz jesli w ciagu M, M_,. M_, M4, ...., ktéry-
kolwiek z punktéw, dajmy na to punkt M_, wyjdzie z g, to
i wszystkie nastepne punkty M .. M ... .... , bedg leie¢ ze-
wngtrz o. -
Wydzielmy wewnatrz ¢ zbiér punktéw, dla ktérych kat bie-
gunowy @ spelnia nieréwnoéé |@|> @, gdzie @, > 0 jest liczbs
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lowolnie mals, w kazdym razie tak mala, by spelniala pewne wa-
runki, ktére niebawem okreslimy.

Twierdze, iz istnieje liczba N, posiadajaca te. wlasnosé, iz
kazdy punkt M obszaru o, dla ktérego |@|> @, ,wyjdzie“ z ¢
conajmniej po N przeksztalceniach, przyczem to wyrazenie ,wyj-
dzie“ oznacza, iz punkt M _, juz do o nie nalezy.

W rzeczy same, jesli O_, jest katem biegunowym punktu
. polozonego wewnatrz o, w takim razie, na mocy (4) mamy
6_, e b
= =1

@—(u—t) ar_, ﬂr—n

M

: ef : : ; hiky ot
oniewaz r_, < —, co z pewnoscig bedzie mialo miejsce, jesli
P g’ p Jsce, )

g < ¢ef 1—{;—5 , co zakladamy. Tak wige .

e,
@,(ﬂ_.—; >k0> 17

gdzie k= 3 jest liczba, zawarts miedzy % i 1. Poniewaz
1

ed
B(F+e
tylko co otrzymana nieréwno$é stosuje si¢ do wszystkich wskazni-
kéw, mniejszych od n, wige stad otrzymamy

6. 1.8,

Niech teraz n = N, gdzie N oznacza liczbe calkowity dodat-
nia, spelniajaca nieréwnosé kf * @, > 1. W takim razie otrzymamy
O_v_n > 1, a wige dalej

eb

1
r v Y= O_(n> 8 >ef &,

co dowodzi, iz nie wszystkie punkty » =1, 2, 3,..., N moga na-
leze¢ do o. :

Mozemy wige uwaza¢ za udowodnione istnienie granicy ¢* dla
wszystkich punktéw M spelniajacych warunek |@|> 6,; punkt
poczatkowy nalezy, oczywiscie, uwazaé za wykluczony. Lecz jesli
chodzi o zbiezno$é jednostajng, nalezy okaza¢ nietylko, iz punkt
M_, bedzie lezal zewnstrz o, jak to zrobiliSmy przed chwils, ale
ze pozostanie wewnatrz D, t. j. ze bedzie wewnatrz C. W tym
celu nalezy wykluezyé otoczenie punktu poczgtkowego przy po-
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mocy kola, ktéremu damy promien =%. W rzeczy samej, jesli

punkt M jest zewnatrz kola C,, to i punkt M_, bedzie spelnial ten
6

sam warunek, o ile RG, > m, co przyjmiemy, poniewaz YA

1 w takim razie |y ,| > % £ % — Z drugiej strony z_, =

2
=Lgr>—LgR, a wigec ¥, < (Lg R)?4 7% < BY czyli r_; < R,

co dowodzi, iz punkt M_, jest rzeczywiscie wewnatrz C.
Tak wige twierdzenie o punkeie granicznym ¢® mozemy uwa-
za¢ za udowodnione dla wszystkich punktéw obszaru D, z wyjat-

kiem tych, dla ktérych promien wodzgey » << i—i tych, dla kté-
iy Sty AL S e Vi

rych kat biegunowy @ spelnia warunek | @|<C @,. Obszar ten do-
tychczas nie objety naszym dowodem zawiera wewnatrz punkty
@y, Wy, ... 1 punkt ef.

¢) Treecie rowszerzenie.
Przylaeczymy teraz punkty, ktérych odleglosé od punktu po-
czatkowego zawarta jest miedzy % i a"%, gdzie 4 > 1 jest liczba,

ktéra zalezy od obszaru D za posrednictwem liczby calkowitej n,
(n jest liczbg kél C,, G, ..., C, nalezacych do okreélenia D); war-
tosé tej stalej w zaleznoscl od » ustalimy pézniej. Tak wige oka-
zemy, iz twierdzenie o granicy e* stosuje sig i do punktéw, dla

kidrych 6] < 8,, byleby tylko - < r < a~F.

\ rzeczy samej, punkty, dla ktérych % i< a“né, prze-

ksztalcaja sig na skutek podstawienia ¢’ = Lg Z na punkty pasma,

Y
o ¢
ktére to punkty lezs calkowicie w tej czgsci obszaru 0, dla ktérej
twierdzenie o granicy na mocy poprzedniego rozszerzenia stosuje
sig w zupelnosci; naleiy, oczywidcie, przyjaé takie pod uwage, iz

Ry n
;\y<~ m’

Rozpr. Polskiego Tow. matem. 3

zawartego miedzy prostemi réwnoleglemi x—=—LgR iz =
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Zauwazmy, iz przez tylko co wykonane rozszerzenie osiagne-
lismy obszar, ktéry mozna utozsamié z obszarem D w wypadku,
gdy » =1, t. j. moiemy uwazaé¢ nasze twierdzenie za udowodnione
w przypadku, gdy obszar D utworzony jest przy pomocy C, C; i y,.

d) Stopniowe dalsze rozszerzenie przee indukcje.

W przypadku, gdy # =2, t. j. gdy D utworzymy przy po-
mocy C, C,, C; i y,, do poprzednio otrzymanego ohszaru dolaczy-
my punkty, ktérych odleglo$¢ od poczatku spélrzednych zawarta

1 1
jest migdzy a® i a* # cos 6, W rzeczy samej, twierdzenie o gra-
1 1
nicy ¢* stosuje sig¢ i do punktéw, dla ktérych aZ<r <a* % cos 6,,
gdyi po zastosowaniu jednego przeksztalcenia 2’ = Lg 2z punkty te
zamieniajg si¢ na punkty, lezace wewngtrz pasma utworzonego
1
R
punkty calkowicie mieszczg si¢ w obszarze, dla ktérego istnienie
granicy ¢* zostalo udowodnione na mocy poprzedniego rozszerzenia.

W podobny sposéb postgpujemy kolejno dalej. Nowe rozsze-
rzenie daje nam obszar, ktéry moina utozsamié z D dla n = 3;
nastgpne rozszerzenie pozwoli osiggnaé przypadek n=4 i t. d.

Obszary pierscieniowe, ktére kolejno przylgczamy sg

_2
przez dwie proste réwnolegle x—= —- i #=a * cos 6,, ktére to

A

1
Sr<<a ?; ar

3
<K r<<a® ® cos 6;

R

1 L ; 1 e

ay (f) <r<<b(a ®);...., wreszcie a,_, (—E) <r<<h, .(a ®),
1 :

gdzie b,(a %) =b, (u) = a" °® & by (u) = a* @ &

b, (u) — gh (%) cos 80, e b (u) — P2 () €08 Bo_

By szezegély rachunkéw doprowadzié do kofica, wygodnie
jest zmienié nieco wspomniane wyzej obszary pierscieniowe, zwe-
A B 2 1

ajac je nieco. Zamiast a—* weimiemy 1 — 5 <a ® zamiast a®

A
wezmiemy 1+ % e, gdzie ¢, = ¢ —1; zamiast b,(a *), wezmie-

L ; < :
my a' 2. Taka zamiana bedzie uprawomocniona, o ile odpowiada
rzeczywiécie zwezeniu, co bedzie mialo miejsce, o ile B > 1 4-mi
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mi

il— mj% < e * cos 8,; polézmy ’—'1%2' =w < 1; warunek poprze-
dni przyjmuje postaé:
1—w<e™cos 6, (8)

nieré6wnosé ta bedzie spelniona, o ile @, <Cw = '-%il

Nastgpne rozszerzenie daje nam obszar pierscieniowy

A
g (%) Sr<by(a ),

ktéry zastapimy obszarem:

"o L
D AT T o o
: ; . m24 4
co jest uprawomocnione, o ile 1 — g <{e: % cos @,: kiadge
m3A pebi o
=, odnajdujemy znéw ten sam warunek (8), ktéry wige be-
: : ! mii 5 > :
dzie spelniony, o ile 8, <—IT; pozatem musimy zalozyé, iz
m (¢, + adm)

R? a—1

2
Strefs pierécieniows a, (—;—) < r<Cbs(a *) zastgpimy naste-
stepujaca wezsza
e : )
aa(1 +mt%) < rga(a Fkeety

pod warunkiem, iz po pierwsze

@y m? (] o ,mi)
w‘ } 7 EiEEL w: !

B>

(gdzie wy =a, w,=a* i t. d), a po drugie

3 A 8
1— ar;uel <L e ™% cos 0; kladac w = a—';fl,
odnajdujemy zawsze jeden i ten sam warunek (8), wskutek czego
3
musimy zalozyé warunek eog‘l%f.
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2
Strefa a, (%) <r<{b,(a ¥) zastgpiona bedzie przez obszar

pierécieniowy

qoi(t+an "3) Cires pfp Bty

pod warunkiem, iz po pierwsze

W, wymii uwamis

1 < e & cos B,
a po drugie
w,wym? (¢ + wzmA) _ w,ogmti
B> porvece ; kladae R
odnajdziemy #znéw warunek (8), a wige nalezy przyjaé, iz
W, wymt A
e ti

Za pomocs indukeji mozemy sprawdzié, it strefa
o (g)<r<nu)
moze byé zastapiona przez strefg

mh_,mk_g...wgm‘_tnk—‘ {l wy co’._,.--jognk L}
(PR Bl bl 0

a“k {1+ B —“—}gfga% 7
z dolaczeniem warunkdéw

O, 0_y... 0y M (&7 4 W,y mA)
Wiy — Wy

R >

k
@ i e.gw.w._,.l.l.w,m}.

Ostatnig strefe bedzie mozna zastapié strefy

O S M O 1Op—g m"-"_'.l}

aon—f1+ < r< e -

z dolaczeniem warunkéw

B> Wy Dyg... @3 m" (7" 4 0w, mA)
wu A wu-l
s O Sy osmt A
@) 1 8, < .

R
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Zweziajac jeszeze bardziej piersciefi, mozna poprzednis strefe
jeszcze zastapi¢ nastepujgcy

ol g e g A
wn{1+“’"-"""—’ S }grgww {1———“"” R“”"L} (10)
co wymaga dodatkowego warunku:

net ( Nesl
B~ @a®omioe. Ogm (e —{—w,,+,m,l)' (11)

wn—f»l -_w,

Wzér (10) uwidacznia okoliczno$é, iz nasza strefa rozposciera
si¢ miedzy punktami , i w,., nie siggajac do tych punktéw,
lecz zbliza sig do nich dowolnie blizko, o ile obierzemy R dosta-
tecznie wielkie. : :

Poniewaz wraz z n* strefy osiggneliSmy kres naszych kolej-
nych rozszerzen, nie pozostaje nam nic innego, jak ustalié liczbg 4,
ktéra dotychczas nie byla okreslona dokladnie. Mozemy naprzy-
klad, uczynié nastgpujscy wybér, kladae

A= . il

W40 o g

Przy takim wyborze liczby A warunek (9') przyjmuje postaé
6, R << 1; wziawszy pod uwage, iz musieliémy zalozyé poprzednio
6, B > m, otrzymamy ostatecznie warunek

m< RO <1, e T

ktéry to zwiazek pozwoli nam ustalié kat @, po uprzednim wy-
borze promienia E.

Yatwo teraz sprawdzié, iz spelnienie nieréwnosei (11) 1 (12),
tyczacych sig R i 6, pocigga za soba spelnienie si¢ podobnych
nieréwnosci, ktéresmy napotkali przy przechodzeniu od jednej
strefy do drugiej, jako warunek slusznosei naszych rozumowan
i przeksztalcen; mianowicie warunki (8) beds spelnione dla kaz-
dego k<n — 1, gdyz @, ,@,_5....wym* maleje, gdy k rosnie, gdy
O, ;... 03m" (e} 4 0, mA)

Wy — Wy
ostatnie latwo udowodnié, zauwazywszy, iz

tymeczasem rosnie wraz z k. To

Oy, Bl R s gy
m o, <<~ < mw,,; (& wige lim ¥ __"*—- ) Patrs do-
Wy — Wy nwoo W, — @, .,

datek III).
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Warunek (11) moze byé zastapiony prostszym
B\ n=1
(1) R>e;"—l—(%) ;

Gdy dany jest obszar D, znang jest odpowiadajgca mu liczba
n. Promien R kola C bierzemy dowolnie wielki, w kazdym razie
wigkszy od liczby danej przez wzér (13). Gdy R zostalo w ten
sposob ustalone, wybieramy @, tak by zado$é uczynié warunkowi
(12). Jesli R jest dostatecznie wielkie, obszary wykluczone, do kté-
rych nie siggaja nasze rozszerzenia, a ktdére otaczajg punkty (o)
i zawieraja je, beda calkowicie sig miescié wewnatrz kol C), G,
Cyy..., C, 1 y,. Tak wige w obszarze D, t. j. wewnatrz kola C,
a zewnatrz kél C,, C,,...,C, 1 y, zbieinoé bedzie jednostajna,
t. j. lim M_, = ¢* jednostajnie, co trzeba bylo udowodnié.

nw=00

DODATEK II

Mamy funkecje zlozong F'(2) = & {H (2)}, gdzie &({) jest fun-
kecja calkowity przestgpng, funkeja H (2) jest funkeja jednowarto-
$ciows, o punktach osobliwyeh odosobnionych.

Trzeba okazaé, ze punkt z=2¢2, nie moze byé¢ dla funkeji
H (2) punktem osobliwym, o ile tenze punkt jest punktem regular-
nym dla funkeji zlozonej F'(2).

W rzeczy samej, gdyby z=2, bylo punktem osobliwym, to
mieliby$my w tym punkeie biegun lub punkt istotnie osobliwy
funkeji H (2). Rozpatrzmy po kolei oba te przypuszezenia.

Niech z =2, bedzie punktem istotnie osobliwym funkeji H(z).
Niech a i b oznaczajg dwie liczby, spelniajgce warunek &(a)=f=8(b)
i opréez tego takie, iz w dowolnie malem otoczeniu punktu 2=z,
funkeja H (2) przyjmuje wartosci a i b; jest to mozliwe na zasa-
dzie twierdzenia Picard’a. Stad wniosek, iz i funkcja F(z) w do-
wolnie malem otoczeniu 2 =2, przyjmuje wartosci &(a) i &(b),
nieréwne sobie. Otéz to nie jest mozliwe, jako sprzeczne z zasa-
dniczg wlasnoscia funkcji regularnej w punkcie danym. Tak
wige punkt 2 =2, nie moze by¢ punktem istotnie osobliwym.
Tak samo nie moze byé i biegunem. Gdyby bowiem w punkeie
2 =2, byl biegun funkeji H(2), to bylyby w dowolnie malem oto-
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czeniu punktu z =2, wartodci zmiennej 2, dla ktérych {— H(2)
przyjmuje warto$ci -dowolnie malo réznigee sig od dowolnej liczby
o modulu dostatecznie wielkim. Lecz istniejg wartosei §, i {, zmien-
nej { o modulu wigkszym od dowolnie wielkiej liczby, takie, ze
8(fy)=ua i 8L,) =0, przyczem a == b. Stad wniosek, ze w dowol-
nie malem otoczeniu punktu z =2, istniejg takie wartosci 2, dla
ktérych F'(z) przyjmuje wartosei dowolnie malo rézinigce sig od a
i od b. Poniewaz a == b, nie da sig to pogodzi¢ z regularnosei fun-
keji F'(2) w punkecie z= z,.

DODATEK III

Liczby m, a, @, B, €, ¢ sa zwigzane licznemi réwnosciami
1 nieréwnosciami, ktéremi nieraz posilkowaliémy sig w toku pracy,
a ktérych zestawienie podajemy tu dla ulatwienia przy czytaniu
tekstu. -

y 1
a=e" < Ve; m=%=§—; a1 <1 o <
1 m 8 e ] a a—f o @ o8 -
<% <e <E<e; E:e Piati=—g%e cqf o afls

w’=1, w.—:a, w‘ =a“’....-., Cl)k+l=a¢"l
ISo<ey o< <o, <., <<y <.,
()

o, o,
Z):—:f< w':", dla k>2; stad a::'ga(e—-l:e,.
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