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Józef Lewandowski 
Pracownia Technologii i Struktur Materiałowych 
Instytutu Podstawowych Problemów Techniki PAN 

1. W e t ę p 

AKUSTYCZNE METODY BADANIA STRUKTURY 
NIEJEDNORODNYCH CIAŁ STAŁYCH 

W związku z prowadzonymi od roku w Pracowni Technologii 
i Struktur Materiałowych badaniami nad strukturą i własnoś­
ciami ceramiki /porcelany/ elektrotechnicznej stało się ce­
lowe opracowanie metody pozwalającej wnosić - na podstawie 
pomiarów prędkości i tłumienia dźwięku - o strukturze badanej 
próbki tego materiału i jego własnościach sprężystych. Niniej­
sza praca zawiera dwie propozycje takiej metody. 

Zadanie opracowania akustycznej metody wyznaczania kon­
centracji niejednorodności w ciele stałym i ich wpływ na wła­
sności sprężyste było już wcześniej podejmowane przez niektó­
rych autorów /por. (1) /. Metody zaproponowane w niniejszej 
pracy różnią się jednak w sposób zasadniczy od metod wspomnia­
nych poprzednio autorów. Autorzy ci na podstawie rozważań o 
charakterze statycznym starali się określić współzależność 
pomiędzy parametrami charakteryzującymi niejednorodność struk­
tury ciała stałego i jego wł:asności sprężyste a prędkością 
fazową fali akustycznej. W niniejszej pracy zależność pomię­

dzy tymi samymi parametrami i wielkościami fizycznymi znaj­
duje się na podstawie rozważeń o charakterze dynamicznym 
rozpatrując proces rozchodzenia się fali ultradźwiękowej w 
niejednorodnym ciele stałym łącznie z procesem jej rozprasza­
nia ~a niejednorodnościach. 
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Punktem wyjścia niniejszej pracy jest wykorzystanie for­
malnej analogii w matematycznym opisie procesu rozchodzenia 
się fal sprężystych w ciele stałym 1 w płynie, traktowanych 
jako ośrodki ciągłe. W obu wypadkach pole fali sprężystej moż­
na bowiem przedstawić w postaci sumy bezwirowego pola fal po­
dłużnych i bezźródłowego pola fal poprzecznych, przy czym w 
obu przypadkach oba te pola opisuje się takimi samymi równa­
niami r6żniczkowymi liniowymi typu Helmboltza z t' tylko rót­
nicą, że stałe współczynniki /składowe wekton propagacji/ wy .. 
stępujące w tych równaniach są w przypadku ciała stałego okreś­
lone ińnymi wzorami niż w przypadku płynu. Na możliwość wyko­
rzystania tej formalnej analogi"i zwrócił już uwagę K.F. Herz­
feld (2) , (3) tworząc jednolitą teorię opisującą rozchodze­
nie płaskiej fali akustycznej w zawiesinie kulistych cz_ąstet 

zarówno cieczy jak i cieła stałego, zawieszonych w cieczy. 
Vi niniejszej pracy przedstawimy propozycje dalszego wykorzy­
Gta.."lia tej formalnej analogii, a mianowicie dokonamy a.daptac­
jii dwóch metod stosowanych w teoretycznej akustyce zawiesin 
i emulsji do układu dwufa=owego, jaki stanowi ciało stałe ze 
sferycznymi niejednorodnościami, wypełnionymi innym ciałem 
stałym, płynem lub pustką. 

w punkcie 2 niniejszej pracy podamy adaptację do przy-. 
pad~~ niejednorodnego ciała stałego metody stosowanej przez 
R.J. Uricka i w.s. Amenta (4) przy obliczaniu prędkości fa­
zowej i współczynnika tłumienia fali płaskiej w zawiesinie 
kulistych cząstek sztywnych w cieczy lepkiej . Zajmiemy się 
początkowo ogólnym przypadkiem niejednorodnego ciała stałego 
traktowanego jako ośrodek, w którym zachodzi dyssypacj a ener­
gii mechanicznej i podamy metodę pozwalającą obliczyć pręd­
kość fazową 'i współczynnik tłumienia fali w tym ośrodku, je­
żeki znamy wektory prppagacji fali podłużnej /podłu~ika/ i 
poprzeczn~j /poprzecznika/ w fezie rozproszonej i w fazie do­
minującej objętościowo. Metoda t~ może być również stosowana 
zarówno w przypadku, gdy niejednorodnościami są sferyczne 
pustki, jak i w przypadkach, gdy obie fazy /dominującą obję­
tościowo i rozproszoną/ lub jedną tylko z tych dwóch faz 
traktujemy jako materiał bezstratny. W końcowej części punktu 
2 niniejszej pracy pcdamy również adaptację do przypadku 
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niejednorodnego ciała sta~ego - ~raktowanego ~akc ośrodek bez­
stratny- metody 'stosowanej przez K.F. Herzfelda (3) ~rzy obli­
czaniu prędkości fazowej fali płaskiej w zawiesinach kulistych 
cząstek cieczy i ciała stałego, ~awieszonych w cieczy. 

W punkcie 3 niniejszej pracy przeprowadzono obliczenia 
numeryczne dla modelu porcelany elektrotechnicznej w postaci 
bezstratnego ciała stałego zawierającego sferyczne pustki, 
zajmujące niewielki ułamek b objętości badanego ciała. 
Obliczenia te wykonano dla szerokiego przedziału wartości 
współczynnika Poissona 'f, zawierającego wartości interesu­

.jące ze względu na zastosowania techniczne /0.15~ l{ #G 0 • .30/, 
metodą podaną w pracy (1) oraz dwoma metodami zaproponowa­
nymi w niniejszej pracy i porównano uzyskane rezultaty. 
Dla b f: C,1 uzyskujemy dobrą zgodność wyników otrzymanych 

trzema wspomnianymi metodami. 

2. Propagacja fal sprężystych w niejednorodnym ciele stały~. 

Ro~patrywać będziemy niejednorodne ciało stałe ze sfe­
rycznymi izotropowymi niejednorodnościami. O niejednorodnoś­
ciach tych zakładamys że ich łączno objętość VR /objętość 
fazy rozproszonej/ jest dużo mniejsza od całkowitej objętości 

V badanego ośrodka niej'ednorodnego, tj. 

/2.1/ b:: ~R <l"· 
V - VR jest objętością fazy domin\ljącej objętościowo, o któ­
rej zakładamy, że ~est jednorodnym i izotropowym sprężystym 

ciałem stałym o stałych 16Jllego ;;..! : r«::. i gęstości .5'1. • 

Wartość liczbową proad.eni R sferycznych niejednorodności 

traktujemy jako 'zmienną losow~, której gęstoać rozkładu pra­

dopoćobieństwa g ( R) jest z założenia znana, przy czym 

/2.2/ oCR) & N(R) , 
" N 

gdzie N (R) jest liczbą sferycznych niejednoroanośc~ o pro 

mieniu R w jednostce objętości, natcmiae~ ~ wyraża eif 

wzorem 
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tJC 

12.31 N == jNtRJdR · 
Ułamek objęt~ści b zajętej przez fazę rozproszoną możemy 
teraz wyrazić wzorem 

gdzie 
Ol' 

12.s1 R3 = JR3g(R) JR 
o w 

Zakładamy ponadto, że najogólniejszym przypadku w materiale 

zarówno fazy dominującej objętościowo jak i fazy rozproszonej, 

jeżeli nie jest nią pustka, może zachodzić dyssypacja energii 

mechanicznej. O fazie rozproszonej zakładamy ponadto, że zna­

my jej gęstość g,., oraz współczynniki Lamego 1.: i L"-~ w 

przypadku gdy jest sprężystym ciałem stałym, lub współczyn­

niki lepkości ~ i S ( 6) w przypadku, gdy fazą rozproszoną 
jest płyn lepki. 

Rozpatrywane przez nas akustyczne fale sprężyste są pła­

skimi falarr.i harmonicznymi, w najogólniejszym przypadku tłu­

mionymi, rozchodzącymi się w rozważanym ośrodku niejednorod­

nym w dodatnim kierunku osi z. Przemieszczenia związane z 

taką falę sprężystą dane są wzorami 

5- --e.c.wt 
/2.6/ L - .SL 

oraz 

/2.7 l .St. =s; e..c.·wt ~ 
odpowiednio dla składowej podłużnej /podłużnika/ i poprzecz­

nej /poprzecznika/ rozpatrywanej fali. G) jest częstością 

kołową, t oznacza czas, e jest podstawą logarytmów natu­

ralnych, natomiast Ę: 1 .5't określone są wzorami: 

- -"rr /2.8/ .sl = -V ':rL ' 
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_..-
12 • 91 {= Vx Dt. 
Potencjały skalarny ~ składowej fali podłużnej i wekto­
rowy J4 składowej fali poprzecznej ·spełniają odpowiednio 
równania 

gdzie k i K są modułami wektorów propagacji odpowiednio 
dla podłużnika i poprzecznika w badanym niej e dnorodnym ciele 
stałym. Rozchodzącą się w badanym ośrodku niejednorodnym 
falę ·płaską traktujemy jako wypadkową fali pierwotnej /pada­
jącej/ i fal rozproszonych na niejednorodnościach. Zakład~ 
przy tym, że odległości wzajemne pomiędzy każdymi dwoma są­
siednimi sferaMi rozpraszającymi są bardzo duże w porównaniu 
z długością fali. Zakładamy również rczproazenie pojedyńeze, 
tj. zakładamy, że fala padająca rozprasza się tylko na jed­
nej z napotkanych na swej drodze niejednorodności. O fali 
padającej zakładamy, że jest to płaska fala podłużna rozcho­
dząca się w kierunku dodatnim osi z o jednostkowej amplitu­
dzie przemieszczenia ~~ • O płaskiej fali padającej zakła­
damy zatem, że jest ona określona równaniem 

/2.12/ - - A.C4Jt 
.SL = sLe ' 

gdzie 

/2.13/ - - "'·~z sL =Ze e 
lub 

/2.14/ - -r: s~. = -V '- , 

/2.15/ 'Ę= 'fc e.(.)<Lz 

' 
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gdzie 

/2.16/ 

~ jest werserem w kierunku dodatnim osi z. 

Tak sformułowane modele ośrodka niejednorodnego i roz­
chodzącej się w nim płaskiej fali sprężystej pozwalają nam 
znaleźć związek pomiędzy modułem k wektora propagacji fali 
podłużnej w niejednorodnym ciele stałym a modułami ki oraz 
Ki , i = 1, 2, wektorów propagacji odpowiednio po~łużnika 
oraz poprzecznika w fazie dominującej objętościowo /i = 1/ 
i w fazie rozproszonej /i = 2/. 

Aby znaleźć wspomniany związek, rozpatrzmy najpierw 
falę płaską /2.15/ rozchodzącą się . w nieogranic.zonym ośrodku 
jednorodnym takim samym jak faza dominująca objętościowo ba­
danego ośrodka niejednorodnego. Prędkość fazową płaskiej fali 
podłużnej w tym ośrodku /tj. w fazie dominującej objętościo­
wo/ będziemy oznaczali przez c 1• W tym nieograniczonym oś­
rodku jednorodnym jest umieszczona nicograniczona płyta 
/rys.1/ jednorodna o gęstości ~x i impedancji akustycznej 
g~cx• Rozpatry~ana fala o potencjale /2.15/ psqa na tę pły­

tę w kierunku normalnym do jej powierzchni /płaszczyzny z=O/. 
Materiał płyty tak dobrano, aby współczynniki odbicia od po­
wierzchni rozgraniczającej dwa ośrodki był mały, tj. aby speł­
nione były nierówności 

Rx;ff = {%~- .ft ~ )~ = /7f/'" <{. 1.., 
~ S'~ Ct. +~W { <fo f L 

/2.17a/ 

/2.17b/ R 7T l jJj = f-5':~. C .t -s,.'- ) t = l 'fr_} {.t, ~ 1. 
- \S~ct +g,.~ l<f;+;(.t ' 
~ ~~ ~H 

gdzie et~ i /l-7 są amplitudami potencjałów rz i rJi fal 
odbitych odpowiednio w płaszczyźnie z = O i z a a /rys.1/, 
natomiast % i 'fc+J są amplitudami potencjałów 1r' i 1Jrt+J 
fal padających odpowiednio na płaszczyznę z = O i z a a. 
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i"tTr (+J 
Amplitudę potencjału rm fali po przejściu przez płytę oz-
naczamy przez '& • Potencjał 17{ dany jest wzorami /2,15/ 
i /2.16/, natomiast pozostałe z wyżej wymienionych potencja­
łów dane są nastepującymi wzorami 

12.1aa/ 1/i t-} = ~ e-A.·i<s.'Z-, 

/ 2.18b/ 1J1+l c cJJ t..,;łcJ/z 
!! 1t+) ' 

kx jest modułem wektora propagacji fali podłużnej w ośrodku 

II /rys. 1/. O grubości a płytki zakładamy, że jest ona do­
stat.ecznie mała, aby były spełnione nierówności: 

/2.19&/ [~4-[ < 1.' 

/2.19b/ fl<~a.l (. 1.. 

Z warunków ci~głości potencjałów i ich pochodnych normalnych 
na powierzchniach rozgraniczających dwa ośrodki /płaszczyzny 
z ~ O i z ~ al otrzymujemy po wykorzystaniu /2.19a/ i 
/2.19b/ następujące związki: 

/2. 20a/ 't + <&.+.i ./;,a.[· t M-'&)= 'R (HA4.a.)J 

/2.20b/ 'f.-'11+··~:::: ('f.+'&.)-%{ł.+..<~4}· 
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Stąo po wykcrzystaniu /2.16/ i /2e17a/ otrzymujemy 

Dokonajmy teraz w opisywanym przez nas eksperymencie myślowym 
nast~pnego kro~~= płytę jednorodną zaste~my płytą wykonaną 

z tadanego przez nas niejednorodnego ciała stałego, przy czym 
grubość te~ płyty została tak dobrana. że nierówności /2.19a/, 
/2.19b/ pozostają nadal słuszne. Z teorii rozpraszania (2) , 
(4) , (5) wynika, że wypaakowy potencjał fal rozproszonych 
w punktach D i -D /rys.1/, tj. faJ. rozproszonych w kierunku 
wstecz i w przód w stosunku do kierunku fali padającej wy­
raża si~ oópowiednio wzorem: 

•*' 
12.2 2a/ ~ t•rl" a}cR;&oC,.{R,J.., K,,J...,kl)1Jć:c~.r.rye.CtA9J.&~I 2=2> , 

.,.~ 

; 2. 22b/ ~ c-1>; .. o[w(R~C..(RA,K ... )A_r,~t (4:ry~(c4.16lJ4'f l z=_; 
Pn ( cosb') oznacza vJielomia.n Legendre 'a n-tego rzędu, 

''SJ( ) n~k 1 r jest funkcją sferyczną Hankela pierwszego rodzaju 
n-tego rzędu, natomiast współczynniki podłużnej fali rozpro-
szonej C'"'(R.,~1 K,.,,Jt2., K.a.) są w najogólniejszym przypadku 
dane wzo~ami /23/, /26a/ w pracy (5) • Ponieważ (4) dla 
'f':. ~)!.t-+ 11..;-z.L)"I,_,, ~G:~ 

11! ft ilc4.lfJ 
+rJt' i71 ( .. iJ e ~' 1 =D 

/ 2.23/ Jfh~(~."Jec~~J4~ = *i. . , , 
-C!O ~ {;if''e·A.Y 11k z= -IJ 

'L ' r-tt ' 
z G. tern 

/2 • .24 

/2 .25/ 
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gazie 9Jllpli t'J.dy ft+DJ i 91-~) wypadkowych potencjałów fal po­
dłużnych rozproszonych na niejednorodnościach płytki w kierJ.n­
ku w przód i wstecz ~yrażają się odpowiednio wzorami: 

/2.26/ 

/2.27/ 

Definiujemy teraz moduł wektora pro;·a.gacji k rozważa."lego 

:;n·zcz nas ośrodka niejednorodnego '11 taki sposób, aby związek 
/2.21/ pozostał słuszny dla płyt~i ośrodka. ni9jednorodnego, 
jeśli położymy w /2.21/: 

/2.29/ 

/2.30/ 

<P~ = tb lt 
t.. .,_ ... ) ' 

I ,L' .t././ 

Otrzy~~jemy w ten sposób 

/2.31/ /1)1 =(~.i~J.+~ !!+.iic:ts.)-~-D){<eLict+t ,(1-+.if<~tt)+ft_~JJ. 
\: l. 1 l(łtJJ ~· :t u'~ 

W granicach, w których spe~nions jest ~ierówność 

{fc+~) "' l ,i~a,{ ' 
czyli, ze względu na /2.19/, nier6wność 

/2.32/ 

poszu.kiwans prz;ez nae zeleżnoś:5 przyjmuje z c·Jkładno icią do 

wyrazów rzędu nie r:m.ie j sz::go ni: !.~a..f postać: 
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/-'. )t= {t.+.q ~(RJ! [(.if' -(-.i}"j{,.,(R,Jc..,K,,luf<.JtiRj. 
\~1 "-· / .".o . -...:.0 

*' .. • } 1-ą (NlRJ'i[(L}~·fl.r']Cn{R,i<L,K.t.J I<L, K_Jif{l. 
l lci.J -xcC ) 

/2.33/ 

W przypadku, gdy rozpatrujemy niejedno~odne ciało stałe 
zakładając bezstratność zarówno niejednorodnego ciała jako ca­
łości, jak 1 każdej z dwu jego faz, nie potrzebujemy posługi­
wać się dość złożonym wzorem /2.33/, lecz możemy uzyskać zna~z­
nie prostszy \~Ór na moduł k wektora propagacji fali podłuż­
nej w niejednorodnym ciele stałyrr; .. W tym celu wracamy do po­
przednio opisanego eksperymentu myślowego z płytą z niejedno• 
rodnego ciała stałego, umieszczoną w nieograniczonym ośrodku 
wypełnionym materiałem fazy dominującej i przeprowadzimy ro­
zumowanie podcbne do tegc, jakie przeprowadził K.F. Herzfeld 
(3) obliczając prędkość dźwięku w zawiesinach. Niech na płytę 
pada, tak jak poprzednio, w kierunku normalnym do jej powierz-
ci"..:J.i fala podłużna, której potencjał dany jest wzorami /2.15/ 
i /2.16/. Przyjmujemy w dalszym ciągu założenia /2.17a/, 
/2.17b/, /2.19a/, 2.19b/, a ponadto zakładamy, że w waretwie 
o grubości a nie zachodzi, podobnie jak i w ośrodku otacza­
jącym - tłumienie drgań. Moduły wektorów propagacji podłużnika 
ki i poprzecz~ika Ki' i = 1,2, w fazie dominującej /i • 1/ i 
rozproszonej /i = 2/ są teraz liczbami rzeczywistymi i w przy­
padku, gdy faza rozproszona jest także ciałem stałym, wyrażają 
się ogólnie znanymi wzorami: 

/2.34/ J.! ~~s .. .-
A<"' - ' 

'il,.:+ Ż('l.-.: 

Kf = c..71.f1.· • 
c"~ 

/2.35/ 

łl~oduł wektora propagacji k w tym przypadku jest również licz-
bą rzeczywistą i wyraża się wzcrem: 
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gdzie g /gęstość/, .A. i ~ /współczynniki L~ego/, c 
/fazowa prędkość fali podłużnej/ są stałymi materiało·.vymi 
charakteryzującymi badany ośrodek niejednorodny. Ze względu 

na ·brak dyssypacji jedynym efektem przejścia fali podłużnej 
przez płytkę jest przesunięcie fazowe spowodowane tym, ~e 

c:#- c 1• Jeżeli zatem potencjał fali podłużnej w ośrodku I 

ma postać funkcji 

/2.37/ 
l ~% 

"rr._+ _ ~ e"'-" Ci 
~z - 10 , 

to w ośrodku III potencjał tej samej fali wyraża się fun­
kcją 

/2.38/ 

Wykorzystując założenie /2.17a/ otrzymujemy stąd 

/2.3.9/ 

Z drugiej strony zgodnie z /2.29/ mamy 
l z 

"""+ ] A.ClJc,J. 
~ -==['lo+ ~"Ja. e /2~40/ 

Po podstawieniu do /2.39/ i po uwzględnieniu /2.16/ otrzy­
mujemy ostatecznie 

12.411 L • 1-f -, 
C,:. 1.-

C+P) 
gdzie tt ,

1 
jest dane wzorem /2.26/. 

7(+IJ; . 

Obliczenia numer,yczne i dyskusja 

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla przypadku, 
w którym fazą do~inującą jest izotropowe ciało sprężyste, 
a fazę rozproszoną stanowią sferyczne pustki. Obliczenia 
numeryczne wykonano nfezależnie na podstawie wzoru /4/ z 
pracy ( 1 ) , który ma postać: 
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/3.1/ 

gdzie 
.A-.1. 

f~ = .t( A2. +(AJ.) 

jest współczynnikiem Poissona,oraz na podstawie wzorów /2.33 ~ 

i /2.41/ wyprowadzonych w naszej pracy. Zakładając, że 

/3.2/ 

przyjęto współczynniki podłużnej fali rozproszonej 
w postaci [(5) wzory /34a/, 34b/, 34d/, /34f/] : 

n = 2, 3, 4, ••• 

Z wzoru /3.5/ wynika, że .;;.rtości en• n = 2" 3, 4, ••• , 
szybko maleją ze wzrostem n. Dlatego też sumowanie we wzorze 
/2.33/ i /2.4,/ urwano na wyrazach proporcjonalnych de c2• 

Wzór /2.33/ przyjmuje wtedy postać 
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Stąd 

/3.8/ f.s:_)L:: 1. , 
l'.t (4.-tbJf 1.-[fł(f,)+ !]5}' 

gdzie b jest dane wzorem /2.4/, natomiast H(~) jest na­
stępującą funkcją 

U/. .l- f-i (-f=h)[i-f (i-=&)] 
f7' .,., - 1 - 10 l4. - ~ J , 

..z, r1.-LV'/ 

/3.9/ 

Funkcja H jest w p:rz edziale 0:5- 't~ i ujemna, przy czym 
HtV")_.-~, 1tht ~_".f , , a w punkcie V'= fi funkcja H osią­
ga maksimum równe li(łJ.) =- 35 • Wykres funkcji H przedsta-

11." 
wiono na rys. 2. 

Podobnie wzór /2.41/ możemy ze względu na założenia 
/3.2/ napisać w postaci 

:1. /3.10/ -'. - • 
C.t - 1- fbHt"7) 

Gdy v;.-. f /faza dominująca objętościowo jest nieściś­
liwal, to zgodnie z wzorami /3.1/, /3.8/ i /3.10/ t-~o(c.1-o0)1 
natomiast gdy b_. O, to zgodnie z tymi wzorami ~-.L ('~c~ 

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiono wyniki numeryczne uzy-
skane na podstawie wzoru /J.B/, przy czym rys. 3 przedstawia 
~ w funkcji v,- przy par~etrze b , natomiast rys. 4 
przedstawia ~ w funkcji b przy parametrze tj • Te same 
obliczenia numeryczne wykonano również korzystając z wzoru 
/3.10/ oraz wzoru /3.1/. Ze względu na to, że wszystkie trzy 
wspomniane wzory dają ten sam charakter zmienności $. w 

'-L · 
funkcji ~ lub .b , nie podajemy w naszej pracy wykresów, któ-
re byłyby uzyskanymi~ oparciu o wzory /3.1/ i /3.10/ odpo­
wiednikami krzywych przedstawionych na rys. 3 i 4, lecz po-

dajemy tylko na rys. 5 względne różnice 4(t1)/fJ. pomiędzy wy­
nikami uzyskanymi za pomocą wzoru /3.1//wartość odniesienia/ 
oraz za pomocą wzorów /3,8/ /krzywe ciągłe/ i /3.10/ /krzywe 
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przerywane/. Dla danych ~i b wzór /3.1/ daje największe 
wartości Zi , natomiast wzór /3.10/ daje wartości najmniejsze. 
Podobną ilościowo zgodność wykazują uzyskane przez nas wyniki 
~umeryczne z wynikami pracy (1) • Z wykresów przedstawionych 
na rys. 5 widać, że im mniejsze jest b, tym lepsza jest zgod­
ność wyników uzyskanych za pomocą wzoru /3.11 oraz wzorów 
13.81 i 13.10/ • a w granicy b ~O uzyskujemy zgodność cał­
kowitli l~- 1.. l. Jest to zgodne z tym, że im mniejsze jest 
b, tym lepszym przybliżeniem rzeczywiatego rozpraszania jest 
pojedyńeze rozpraszanie i tym lepszym przybliżeniem amplitudy 
potencjału płaekiej fali odbitej ~ i przepuszczonej przez 
płytę ~ ·- amplitudy wyliczone odpowiednio za pomocą wzo-
rów 12.28/ i /2.291. 

Określimy jeszcze zakres wartości b i \f , w którym aą 
spełnione nierówności l2.17a.l i 12.321. W tym celu wykażemy 
najpierw, że spełnienie nierówności 12.321 pociąga za sobą 
ze względu na 12.16/ i l2.19a/ spełnienie warunku l2.17al. 

W rozpatrywanym prżez nas przypadku 13.2/ wzory /2.26/ 
. i 12.271 przyjmują postać 

/3.11/ tP- = f b Hr~) , ,(-r/)) 

/3.12/ ~ - 1;. +h (-1>} - (+J)} 

Założenie /2.17a/ zapiszemw teraz w postaci 

/3.131 l~ + bf~ /l.ta.l.t &r i ' 
(+~) 

czyli po uwzględnieniu /2.19/ 

/3.141 l <p, T b f~ f • 
(+l>) 

Ponieważ zgodnie z /3.11/ b 4-/ Cf:o~-l>J/, zatem spełnienie zało­
żenie 12.32/ pociąga za sobą spełnienie warunku /3.14/, a 
więc założenia /2.17a/. Nierówność /2.32/ zapiszemy teraz 
w postaci 
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/3.15/ 

Nierówność ta określa zakres wartości b i f, w którym jest 
spełnione założenie /2.32/. Wykres funkcji EC~) przedsta­
wiony na rys. 2 pozwala w każdym konkretnym przypadku ustalić 
dla danego r, i b, czy nierówność /3.15/ jest spełniona. 

R;ys.1. 

T l li 
Z~-=- .f~c.t Z= fe 

l 

..... 
?f .. 
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l i jiJ[f.J/-'-
C.t .t 

/~ Jo-t. 
l 

~-~--~ ..... ~- ~---~ ----------

l 

1.5·10-2 

i l 

,. 

~---b.:::-13:1 D 

l 

l 

."' 
.1_ -----u= u.u .:::J 

l 

l 

l l 
l 
l 

f. l 
0.05 Qt5 030 O.'iS 

---- 7.tz;lęd:1a ro ż.w=.ca p o::Li·~ :.J.z:-; ~:·Jynil~a.:..i ;.lZ:J'G~3.::.:J7wi 
za pou oc 4 ~zprów /j.1/ i jj.b/, 

-------- '.~.' z :;lę dr.G. r o t~:.ca :t:~ ot:.i ·~d z;;: v~· yr:.ti_: ~:::.~i u~~/ s~:a~~:~~wi 
· za po~oo ~ ~ zDrów /3.1/ i /5.1 0/. 
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