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Vorwort.
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Die. vorliegende Schrift ist aus der Absicht hervor-
gegangen , der Combinations - Lehre zu dienen und sie
der Aufmerksamkeit der Mathematiker zu empfehlen.
Sie ist delswegen als ein Versuch zur systematischen
Begriindung dieses wichtigen und zur weiteren An-
wendung sehr geeigneten Zweiges der Mathematik zu
betrachten.

Man kann sich nicht verhehlen, dafs sich Manche
der Ansicht zawenden: die Combinationslehre sey eine
unpraktische , der leeren Speculation anheimgefallene,
nur weitschweifige, unbrauchbare, Formeln gebiirende,
Wissenschaft. Diese Ansicht hat sich vielleicht im
Riickblicke auf die Zeit gebildet, in welcher man zuerst
auf die Combinationen aufmerksam wurde, und sic zu
Antworten auf Fragen der Neugierde, noch unbekannt
mit der Bedeutung und Brauchbagkeit der Combinationen,
beniitzte, und wurde vielleicht durch die neue, der ;
Combinationslehre eigenthiimliche, Zeichensprache be-
festigt. ,

Seitdem man aber durch die Bemiihungen Hinpex- |
BURG'S, WEINGARTNER'S, RoTHE’s u. A. ihre Brauchbarkeit
-~ und Dienste im Bereiche der Analysis erkannte, verliert
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sich diese Ansicht immer mehr, und man michte wohl
Miihe haben, einen griindlichen Kenner der Mathematik
aufzufinden, der ihr nicht die gebithrende Achtung und
Anerkennung zu Theil werden liefse. Es bleibt nur
noch iibrig, ihre grofse und ausgedehnte Brauchbarkeit
fir die Lehren der Wahrscheinlichkeitsrechnung nach-
zuweisen, um die wichtige Stellung, die sie im Gebiude
der Mathematik einnimmt, noch mehr zu sichern.

Das Ucbergehen ihrer Lehren in die Lehrbiicher der
Mathematik gibt von dieser Anerkennung das giinstigste
und wahrste Zeugnifs, denn schon ist wohl kein um-
fassendes und griindliches Lehrbuch der Mathematik
zu finden, das nicht die Elemente der Combinationslehre
enthielte.

Auch die Mathematiker des Auslandes, namentlich
Englands und Frankreichs haben den Combinationen ihre
Aufmerksamkeit geschenkt. Wenn schon die Combi-
nationslehre eine Wissenschaft ist, die dem deutschen
Boden entsprossen ist; so hat diefs jene Kenner nicht
abgehalten, auf sie Riicksicht zu nehmen. Vielleicht
empfiehlt diefs die auf deutschem Boden erwachsene
Blume den Mathematikern des Heimathslandes zu gros-
serer Sorge und Pflege; denn das lifst sich wohl nicht
bezweifeln, dafs die Combinationslehre dem heimischen

Boden entwuchs.

Man darf nun woh)l. mit Recht erwarten, dafs man
den einmal betretenen Weg, dic Lehre von den Com-
binationen in die ersten Anfinge des mathematischen
Studiums aufzunehmen, nicht verlassen, sondern weiter
verfolgen und diesen nicht unwichtigen und grolser
Erweiterung fihigen Zweig auch weiter ausbilden werde.
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Diefs wird Gelegenheit geben, die Brauchbarkeit und
Anwendbarkeit der Combinationen immer mehr in das
Licht zu stellen. Denn jetzt schon hat sich gezeigt,
dafs die Begrindung des binomischen und polynomischen
Lehrsatzes (die Hauptgrundlage der ganzen hiheren
Mathematik ) durch Combinationen die einfachste und
klarste ist und darum den Vorzug vor allen andern
verdient, der vielen anderen maoglichen Anwendungen
auf Gleichungen und Summirung der Reihen gar nicht
zu gedenken.

Ist die Brauchbarkeit der Combinationen auf diesem
Wege gesichert, so kann es kaum fehlen, dafs nicht
dadurch ihre Bedeutung in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung eine neue Stiitze gewinnt. Jaxor Bervourri
war der erste, der in seiner Ars conjectand:i die Com-
binationen zu Beantwortung von Fragen in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung benutzte. Nach ihm thaten diefls
auch Andere. Die Ausbeute war gering. Euoner ver-
suchte mit Gliick seinen Scharfsinn an der Beantwort-
ung einiger schwierigeren hierher gehirigen Aufgaben.
Der Umstand aber, dafs die Wahrscheinlichkeitsrechnung
in LaPrace einen so glicklichen Bearbeiter fand, der
im Besitze aller Mittel und Vortheile des Calculs dieser
Rechnung Geheimnisse entlockte, nach welchen kaum
einer seiner Vorginger zu fragen unternahm, der, im
Besitze einer schopferischen Geisteskraft, sich mittelst
des hoheren Calculs unbetretene Wege bahnte, um die
unbekannten Stellen dieses Feldes zu beschauen, und
diels alles mit beinahe giinzlicher Umgehung der Com-
binationen that, wirkte ungiinstig fiir die Combinations-
lehre und driingte sie ganz von diesem Felde zuriick.
Doch mit Unrecht ; denn diese Lehre triigt hier eine
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Schuld, die Folge ihrer Vernachlissigung ist. Gelingt
es nun, die Bedeutung, welche die Combinationslchre
durch ihre einfachen und allgemeinen Entwicklungs-
methoden in diesem Zweige der Wissenschaft haben
kann und hat, nachzuweisen, so wird diefs ein neuves
Schutzmittel gegen den ungegriindeten Vorwurf werden,
als sey die Combinationslehre eine unpractische, der
leeren Spekulation anheim gefallene, Wissenschaft und
nicht wenig zu ihrer weiteren Ausbildung beitragen.

Von dieser Ansicht ist der Verf. der vorliegenden
Schrift mit ausgegangen. Schriften, welche die Be-
deutung der Combinationen in ihrer Anwendung auf
Analysis erortern, gibt es gute und viele, und es be-
darf wohl hiezu keines weiteren Beweises, als den der
Erwihnung, Daher ist in der vorliegenden Schrift auf
diesen Zweig der Mathematik weniger, dagegen haupt-
siichlich aunf ihre Anwendbarkeit und Brauchbarkeit in
der Wahrscheinlichkeitsrechnung Riicksicht genommen,
wenn schon keine der Lehren der Combinationen, welche
in der Analysis ihre Anwendungen finden, iibergangen
ist, und hier selbst keine Anwendungen auf Wahrschein-
lichkeitsrechnung gemacht sind.

Diese Schrift mag daher als eine Vorbereitung und
Grundlage fiir die Bearbeitung der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf combinatorischem Wege gelten, derjenigen
Ansicht gegeniiber, welche die Wahrscheinlichkeits-
rechnung diesem Boden entreifsen will, und der Verf.
hofft ein andermal den Beweis fithren zu konnen, dafs
die Wahrscheinlichkeitsrechnung von der Combinations-
lehre auf einfachem, elementarem und zugleich allge-
meinem Wege Antworten erhalten kann, die sie bisher
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nur dem geheimnilsvollen Gange des héheren Calculs
entnahm, und hilt dadurch die Bedeutung dieses Zwei-
ges der Mathematik am besten gesichert.

Ein grofser Uebelstand, in dem sich die Combinations-
lehre befindet, ist einerseits die Unsicherheit ihrer
Zeichensprache und andererseits ihre iibermilfsige, oft
bunte, Ueberladung mit Zeichen. Dals eine Wissen-
schaft ihre Terminologie habe, kann nicht in Abrede
gestellt werden, denn sie hat ihre Begriffe und mufs
sie bezeichnen. Die Mathematik hat die kiirzeste Ter-
minologie und bedient sich zn dem Ende der Zeichen.
Sie hat diese gewiihlt, um desto gewandter und sicherer
mit ihren Begriffen arbeiten zu konnen. Die Zeichen
konnen die Begriffe nur andeuten, nie erdrtern; sind
daher etwas Aecufseres, Zufilliges, nicht Hauptsache,
sondern Nebensache, und unterliegen defswegen der
Wahl des Erfinders.

Diese Wahl verbiirgt aber nicht zugleich die Rich-
tigkeit und Zweckmiilsigkeit der aufgestellten Zeichen und
kann defswegen auch nicht als Beweis fiir ihre allgemeine
Giiltigkeit gebraucht werden. Nur wenn sie dem Stand-
punkte der Wissenschaft entspricht, mit der allgemein
iiblichen Zeichensprache der Mathematik im Einklange
steht, richtig und wahr ist, wird ihr der gebiihrende
Yorzug eingeriumt werden. Daher wird diese Wah!
beschrinkt seyn, wird nicht in Willkiihr ausarten diirfen,
sondern bestimmten Gesetzen unterliegen, von Grund-
sitzen ausgehen, mit dem Geiste der Wissenschaft
iibereinstimmen , ihren Fortschritten sich anschliefsen
miissen und zur Hauptaufgabe haben: die Begriffe,
welche sie andeuten soll, so klar und erschopfend als
moglich vor Augen zu legen.
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Hierauf hat die Wissenschaft, ihre systematische
Entwicklung, ihre weitere Ausbildung, und derjenige,
der die Wissenschaft kennen lernen will, ein wohlbe-
griindetes und unbestrittenes Recht. Es kann eine
Wissenschaft nur fordern, wenn ihre Zeichensprache
richtig und klar gestellt ist, wenn sie im Zusammen-
hange mit dem ganzen Gebiiude der Wissenschaft steht,
wenn sie die richtige Auffassung der Begriffe erleichtert
und das Gedichtnifs unterstiitzt. Es kann einer Wissen-
schaft und ihrer Ausbildung nur schaden, wenn ihre
Zeichensprache willkiirlich und unbestimmt ist, oder
wenn sie ohne Zusammenhang und Einklang mit den
iibrigen Theilen ordnungslos und isolirt steht, oder gar
zufillig und aufserwesentlich kiinstlich zusammengesetzt
und launenhaft gewihlt ist.

So einfach, zweckmiifsig und dem wissenschaftlichen
Entwicklungsgange entsprechend die so eben aufgestell-
ten Forderungen dem Verf. erscheinen, so sind sie doch
nicht bei der Begrindung der Zeichensprache fiir die
Combinationen als maafsgebend aufgetreten, und ihre
Vernachlissigung mochte wohl manches, der Combi-
nationslehre ungiinstiges, Urtheil veranlafst und deren
allgemeinere Aufnahme beschriinkt haben. Hauptsichlich
mag aber der Umstand dem allgemeineren Studium der
Combinationen geschadet haben, dafs beinahe Jeder, der
tiber Combinationen schrieb, andere Zeichen wiihlte, dals
sich so eine sehr bunte Zeichensprache fiir eine und
dieselbe Sache bildete, dafs die nimlichen Sitze in ver-
schiedenen Schriften unter anderen Zeichen erschienen
und ein neunes Kleid nichts anderes als die alte Waare
verbarg. Nichts aber tiuscht unangenehmer, als unter
neuem lockendem Gewande die alte Larve wieder zu
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erkennen, nichts wirkt entmuthigender, als einen alten,
lingst gekannten, Satz unter neuer Form wieder zu
finden, die Miihe des Studiums und Hoffnung auf er-
sehnte Ausbeute neuer Wahrheiten in einem #dufseren
Blendwerke verschwinden zu schen und aufgewendete
kostbare Zeit verloren zu wissen.

Man hat sich von der urspriinglichen Bezeichnungs-
weise fiir die Combinationen entfernt, und mit Recht;
sie geniigte den weiteren Fortschritten nicht mehr.
Dadurch aber trat eine unbegriinzte Willkiihr ein, und
es liegt nun die Aufgabe vor, auf eine einfache, zweck-
miifsige und zugleich erschépfende Zeichensprache fiir
die Combinationen hinzuarbeiten, und dadurch die Com-
binationslehre auf die , ihrer Wichtigkeit und Brauch-
barkeit gebiihrende, Stellung zu fihren.

Diefs hat der Verfasser in der vorliegenden Schrift
versucht; die Grundziige, welche ihn in der Wahl der
zu gebrauchenden Zeichen leiteten, sind in §. 7 der
Einleitung, pag. 6 u. . niedergelegt. Er hat dabei die
Zeichen, welche bis jetzt in diesem Zweige der Mathe-
matik des meisten Beifalls sich erfreuen, gewihit, und
sie mit einigen zweckmiifsig erscheinenden Abinderungen
aufgenommen.

Einen Hauptgrund fir die Brauchbarkeit der ge-
wiihlten Bezeichnungsweise glaubt der Verf. darin zu
finden, dafs sie alle in dieser Schrift behandelten ein-
fachen und zusammengesetzten Begriffe, von denen viele
bisher nicht in die Combinationslehre aufgenommen
waren, gleich leicht, bequem und richtig darstellt, wie
diels aus der Bezeichnung fiir die Vertheilungen und
Zerstreuungen der Elemente einer oder mehrerer Reihen
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in Ficher, fiir die Stellenelemente, der Combinationen
zu bestimmien Summen, bei ausgeschlossenen Anfangs-
und Schlulselementen u. s. w. hervorgeht.

Diefs sind die Griinde, welche den Verf. abhielten,
der Bemerkung des Herrn Recensenten zu folgen, welche
derselbe in einer Beurtheilung meiner ,,Forschungen im
Gebiete der hoheren Analysis” in der Haller Literatur-
zeitung machte. Die von ihm vorgeschlagene Bezeich-
nungsweise wiirde eine allgemeinere Ausdehnung, die
hier niothig wurde, nicht zulassen, wenn man auch von
dem Umstande absehen wollte, dals die von ihm vor-
geschlagene Bezeichnungsweise schon eine bestimmte
Bedeutung in der Mathematik hat, und defswegen, nach
des Verf. Ansicht (§. 7) nicht wohl ohne Gefahr der
Unsicherheit und Verwirrung fiir eine zweite verwendet
werden darf.

Ueber die einzelnen Materien ist Folgendes zu be-
merken: Die Einleitung, §. 1 —7, ist gegeben, um den
einfachen Zusammenhang vorzulegen, in welchem die
Combinationen (Versetzungen und Verbindungen mit und
ohne Wiederholungen) unter einander stehen, und auf
ihn die weitere Entwicklung des Lehrgebiiudes zu griin-
den. Schon in den Heidelberger Jahrbiichern (Jahrgang
1826) hat der Verf. hierauf aufmerksam gemacht. Er
ist zu einfach, als dals er sich nicht von selbst an die
Hand geben sollte, und delswegen auch schon in manche
Lehrbiicher tbergegangen. Er erleichtert die weitere
Ausfithrung des Lehrgebiudes der Combinationen sehr
und ist der Haltpunkt seiner simmtlichen Bestandtheile.
Aus ihm geht das Schema §. 6 hervor.

Die erste Abtheilung, §. 8— 13, behandelt die Com-
binationen mit und ohne Wiederholungen mit ihren
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numerischen Ausdriicken. Die Gruppenanzahlen ergeben
sich aus der hier angegebenen Entwicklungsweise sehr
leicht. Die Gruppcnanzahlen der Verbindungen ohne
Wiederholungen sind von denen der Versetzungen ohne
Wiederholungen abgeleitet.

Fiir die Bestimmung der Gruppenanzahlen der Ver-
bindungen mit Wiederholungen, § 13, sind zwei Me-
thoden angegeben. Die erste lifst sich aus einer von
Euter in seiner Einleitung in die Analysis, Cap. 16,
angewendeten Methode ableiten, wie ich mich aus einer
Yergleichung des angefiihrten Werkes iiberzeugte. Die
zweite ist der Summirung der Reihen entnommen, sie
schliefst sich der hier beobachteten Ableitung der Grup-
penanzahlen der spiteren Classen aus den fritheren an,
und steht an Einfachheit der ersten nicht nach.

Die zweite Abtheilung behandelt die Combinationen
zu bestimmten Summen. Man kann die Combinationen
zu bestimmten Summen aus allen Elementen einer Reihe
bilden, die iiberhaupt einen Summenausdruck zu erzeugen
fihig sind, oder aus einer beschrinkten Elementenanzahl.
Hiebei konnen bestimmte Anfangs-, Schlufs - und Zwi-
schen-Elemente von der Erzeugung einer Summe aus-
geschlossen seyn. Auf diese Art von Combinationen
hat der Verf. schon in seinen Forschungen (Heidelberg
bei A. Ofswald, 1831) aufmerksam gemacht und sie in
die Combinationslehre eingefithrt. Hier erscheinen sie '
in ihrem Zusammenhang mit dem ganzen Gebiude der
Wissenschaft in grofserer Allgemeinheit und erweitert.

Diese Bemerkung glaubte der Verfasser machen zu
miissen, weil eine im J. 1833 (also zwei Jahre spiiter)
erschienene Schrift dieselbe, aber unter anderer Form
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dargestellte, Idee mit giinzlicher Umgehung meiner Ar-
beit fiir ,,ganz neu” erklirt.

Die Combinationen zu bestimmten Summen aus der
vollstindigen Elementenanzahl sind schon frither und
ofters untersucht worden. Sie werden auch Zerfillungen
der Zahlen genannt. Schon Evier hat sich in dem
16ten Kapitel seiner Einleitung in die Analysis des Un-
endlichen, WEeiNeirTNer in seiner combinatorischen
Analysis und 8Spenr in seinem Lehrbegriff u. A. mit
ihnen beschiiftigt. Der Verf. hat nicht nur das Bekannte
aufgenommen, sondern auch ihre Lehre zu vervollstin-
digen sich bemiiht, wie sich der aufmerksame Leser
leicht iiberzeugen wird.

Das, was uber die Combinationen zu bestimmten
Summen bei ausgeschlossenen Elementen, mitgetheilt
ist, diirfte nicht unwichtig seyn, da es Anwendungen
nicht nur auf Wahrscheinlichkeitsrechnung, sondern auch
auf Analysis zulilst.

Die dritte Abtheilung beriihrt einen Gegenstand, der
nicht ohne interessante Anwendung in der Wahrschein-
lichkeitsrechnung ist, und der besser dort seine Aus-
fiithrung findet. Delswegen ist er hier nicht mitgetheilt.

Die vierte Abtheilung behandelt die Summirung der
durch Combinationen erzeugten Producte. Fiir die
Summenproducte, welche durch Versetzungen und Ver-
bindungen sowohl ohne als mit Wiederholungen erzeugt
werden, sind ganz allgemein geltende Formeln mitge-
theilt. Die Gleichungen 73, 74, 86, 87, 83 und 89 sind
schon in meinen Forschungen gegeben und ihre allge-
meine Brauchbarkeit dort gezeigt. Fiir die Summe der
aus den Verbindungen ohne Wiederholungen erzeugten
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Producte sind hier weitere sehr zweckmilsige und all-
gemein giltige Formeln 77 und 80 mitgetheilt. Der
Verfasser hilt die hier mitgetheilten Gleichungen um
so beachtungswerther, weil sie fir die weitere Ausbil-
dung der Analysis, Differenzen- und Summenrechnung,
und der mit diesen in Verbindung stehenden Doctrinen
sehr wichtig zn werden scheinen und aulserdem zu
Anwendungen in der Wahrscheinlichkeits - Rechnung
dienen. Wenigstens ist es dem Verf. gelungen, mittelst
der Summenausdriicke fir die Producte der Verbin-
dungen mit Wiederholungen eine allgemeine fiir die
positiven und negativen Unterschiede der Potenzial-
Functionen giiltige Formel aufzufinden, die auf gleich
einfache Weise die einen wie die anderen Unterschiede
bildet, und von der die schwer zn entwickeinde Ber-
noullische Reihe nur ein besonderer Fall ist. Hieriiber
sehe man meine Lehre von den aufsteigenden Functionen,
Nr. 142, pag. 60 und die Vorrede zu meiner Algebra,
pag. X, nach, und man wird sich von der Brauchbarkeit
der vom Verfasser angegebenen Gleichungen eine bessere
Ueberzeugung holen, wenn man auch ihre Anwendbarkeit
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ganz zuriickwerfen
wollte. Nicht zu iibersehen ist der Zusammenhang, in
welchem die Summen der Verbindungen ohne Wieder-
holungen mit den Differenzialen und Differenzen der
Fakultiten, und in welchem die Summen der Verbin-
dungen mit Wiederholungen mit den Differenzen der
Potenzialgrisfsen stehen.

Die Gleichung 96 ist schon lingst bekannt, und von
WeimveirrNer in seiner combinatorischen Analysis ange-
geben, wie ich mich aus einer Vergleichung iiberzeugte.

In §. 41 meiner Forschungen habe ich bemerkt, dals
&
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ich mich, aber ohne Erfolg, bemiiht habe, eine Gleich-
ung zu finden, welche auf einfachere Weise die Pro-
ductensumme der Verbindungen ohne Wiederholungen
darzustellen geeignet wiire. Der Herr Recensent meiner
Forschungen hat in der allgem. hallischen Literatur-
zeitung eine Gleichung fiir Fakultiten mitgetheilt und
glaubt mit ihr das gesuchte Mittel gefunden zu haben.
Doch ist zu bemerken, dals diese Gleichung nicht die
gewiinschten Dienste leisten mochte.

Die fiinfte Abtheilung handelt von den Combinationen,
welche durch die Verbindung der Gruppen einer oder
mehrerer Elementenreihen erzeugt werden. Sie sind in
der combinatorischen Analysis von grofser Wichtigkeit,
wie aus den Andeutungen des §. 33 erhellt; denn diese
Doctrin beruht griofstentheils auf ihnen. Auch die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zieht von ihnen viele Anwen-
dungen. Drei allgemeine Auflésungen der Gleichungen
des ersten Grades mit mehreren unbekannten Grofsen
sind durch sie §. 32 gewonnen worden. Einiges Hier-
hergehirige findet man in der Sammlung von Aufgaben
aus der Theorie der algebraischen Gleichungen von
Mgeier Higscn, IV, p. 103 u. ff. Die Abhandlung iiber
Permutationen von Rorue, von welcher Meier Hirscn
p- 107 des angefiihrien Werkes spricht, konnte sich der
Verf. nicht verschaffen.

Die sechste Abtheilung betrachtet die Vertheilung
der Elemente in Ficher und findet ihre Anwendung
hauptsiichlich in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. In
dem eben angegebenen Werke von Meisr Hirscu findet
man Einiges, was hierher gehort.

Die siebente Abtheilung beschiftigt sich mit der

»
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Zerstreuung der Elemente in Ficher. Anwendungen
hievon lassen sich nicht allein in der Analysis, sondern
auch in der Wahrscheinlichkeitsrechnung gewinnen.

Die achte Abtheilung beschiftigt sich mit den Stellen-
elementen. So hat der Verfasser diese Art von Combi-
nationen benannt, weil der angegebene Name das Wesen
dieser Combinationen gut zu bezeichnen scheint. Sie
finden ihre Anwendung in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung, wie auch schon EvLer (Opuscula analytica)
und Lavvace ((Théorie analytique des probabilites)
einige hierher beziigliche Anwendungen gemacht haben.
Die Gleichungen, welche hier mitgetheilt sind, finden
sich nicht in den angefiihrten Werken, aber die dort
angegebenen Anwendungen lassen sich aus ihnen
gewinnen. Die hier gewihlte einfache und elementare
Entwicklungsweise gestattet noch anderweitige Anwen-
dungen auf Wahrscheinlichkeitsrechnung, als die in den
genannten Werken gegebenen, was die hier mitgetheil-
ten Entwicklungen besonders empfehlen méchte.

Die neunte Abtheilung enthilt die Darstellung der
Zahlenwerthe sehr grolser Fakultiiten. Sie diirfte viel-
leicht nicht unwillkommen seyn, indem sie in Stand
setzt, diejenigen Fille, zu deren Beurtheilung keine ganz
genauen Bestimmungen erfordert werden, niherungs-
weise und ziemlich genau auf eine sehr leichte und
schnelle Weise anzugeben, was bei Berechnung der
Wahrscheinlichkeit hiufig eintritt. Die Gleichungen Nr.
179, 180, 181 sind schon lingst bekannt und einige der
hier vorkommenden vom Verf. schon im Crerie’schen
Journale mitgetheilt worden.

Was nun endlich die Combinationslehre als Wissen-

www.rcin.org.pl =



— XVI —

schaft betrifft, so kann sie auf diesen Namen noch nicht,
wie die ibrigen Zweige der Mathematik, Anspruch
machen. Die Zeit, seit welcher sie mit einiger Auf-
merksamkeit betrachtet wird, ist noch zu kurz, als dals
sie mit allen, einer solchen Stellung entsprechenden,
Erfordernissen ausgestattet seyn konnte. Die iibrigen
Zweige der Mathematik erfreuen sich schon seit langer
oder lingerer Zeit einer sorgsamen Pflege und grofserer
Aufmerksamkeit, haben weniger mit ungiinstigen An-
sichten zu kimpfen, und sind daher auch weiter voran
geschritten ; dennoch ist noch nicht bei allen eine sichere
Basis gewonnen. Wie wire diels schon von der Com-
binationslehre in ihren jungen Jahren zu erwarten. Auch
diese Schrift ist nur als ein Versuch zu betrachten, ihre
wissenschaftliche Stellung zu begriinden und ihre Lehren
systematisch zu entwickeln.

Der Verf. ist der Meinung, dals die Methode des
Generalisirens oder einer allgemeinsten Theorie das
Aufblithen einer Wissenschaft keinesweges fordern, wohl
aber hemmen mochte. Zuerst filhrt man der aufkeimen-
den Pflanze Nahrung und Siifte zu, damit sie wachsen
und erstarken konne, dann gibt man ihr eine Stiitze und
zuletzt legt man Messer und Scheere an, um Auswiichse
zu hindern. In diesem Falle befindet sich die Combi-
nationslehre gegenwirtig. Es ist vor Allem néthig, dals
die Combinationslehre erstarke, dals sie Nahrung fiir
ihr Wachsthum gewinne, Aeste und Zweige treibe und
sie mit Blittern und Bliithen schmiicke. Die Aufgabe
ihrer Bearbeiter ist: sie in ihrem Wachsthume zu un-
terstiitzen, und, erst wenn sie gehorig erstarkt ist, von
unfruchtbaren Zweigen zu befreien.
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Es michte daher dem Entwicklungsgange einer Wis-
senschaft vor Allem zutriiglich seyn, die Sitze, welche
ihr angehoren, zu erforschen, das Feld, worauf ihr Ge-
biude aufgefiihrt werden soll, wehl zu untersuchen, das
Material, woraus dassclbe erbaut werden soll, zusammen
zu tragen, und mit der Errichtung des Gebindes za be-
ginnen, wenn genug Material vorhanden ist.

Der Plan zu einem Gebiude kann nur mit Einsicht
und Sicherheit gemacht werden, wenn die Mittel zu
seiner Auffithrung vollkommen bekannt sind. Fehlt aber
eine genaue Kenntnils der vorhandenen Mitiel, so wird
sich wohl kaum eine klare Uebersicht iiber die Aus-
fiithrbarkeit des Plans gewinnen lassen.  Kin wissen-
schaftliches Gebiude aber lifst sich leicht indern, so-
bald neues Material vorhanden ist, welches eine Er-
weiterung oder Vergrifserung bedingt.

Auf diese Weise wird man am besten einer Wissen-
schaft dienen. Von dieser Ansicht ist der Verfasser
ausgegangen und hat versucht, nach Kriiften das Seinige
beizutragen. Machte es ihm gelungen seyn!

Die vorliegende Schrift war ihrer Anlage nach schon
im Laufe des Jahres 1833 medergeschneben Die Ueber-
arbeitung konnte aber vom Verf. erst im vorigen Jabre
vorgenommen werden, wefswegen sich der Druck bis
retzt verschob. Die hierher gehirige Literatur hat der
Verf. in dem Vorworte und an den betreffenden Stellen
in der Schrift selbst in Kiirze angegeben, wodurch der
Leser in Stand gesetzt ist, die fritheren Leistungen zu
wiirdigen, und das, was diese Schrift Neues enthilt,
zu erkennen.

Sollte hiebei eine Notiz zu geben vergessen seyn,

so mige diels der Leser nicht iibel deuten, denn es
o

v
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ist nicht geschehen, um die Verdienste Anderer zu
schmilern. Im Gegentheil erkennt der Verfasser die
Verdienste ecines Jeden um die Wissenschaft mit
Freuden zum Voraus am :

Ueber die Literatur der Combinationslehre und ihre
Geschichte findet der Leser in Krieer's mathematischem
Lexikon (1. Bd.) und den dazu gehérigen Supplementen
(1. Bd.) weitere Auskunft. ;

Freiburg, im April 1837.

L. Oettinger.
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Einleitung

§ 1
Irgend eine unbestimmte Zahl von Elementen, die von
einander gesondert betrachtet werden sollen, bezeichnen wir auf
folgende Weise
a8, &, a3, 8, 8,
die rechts unten angehingten klemen Zahlen, die man Stellen-
zahlén nennen mag, machen es moglich, die vorliegenden Ele-
mente sogleich auf jede beliebige beschrinkte Anzahl zuriick zu
fiihren. Alle Elemente zusammen werden wir mit dem Namen
Elementen-Reihe bezeichnen, um sic von andern Elementen-
Reihen, die wir auf dhnliche Weise
bl, bzs baa bls bsa
€, €,y C3, €4y G5,
u. 8. w. bezeichnen, zu unterschelden
Die Elemente einer Reihe miissen nicht nothwendig in einem
Zusammenhange unter einander stehen. Sie kénnen unabhiingig von
einander seyn, obgleich ein Zusammenhang nicht ausgeschlossen
ist, der auch in manchen Fillen, wie bei den Combinationen zu
bestimmten Summen , oder bei den Producten der Combinationen,
hervor tritt,
§ 2

Die Elemente einer oder mehrerer Reihen kinnen auf ver-
schiedene Weise neben einander gereiht werden, und mancherlei
Stellungen unter einander annehmen. Die Zusammenstellungen, in
welchen die Elemente zu gleichen Anzahlen neben einander er-
scheinen konnen, werden mit dem allgemeinen Namen Com-
binationen bezeichvet. Die Elemente kénnen nimlich entweder
einzeln, oder zu zweien, dreien, vieren etc. neben ein-
ander erscheinen. Hiernach kann man zwischen Combinationen zu
einem, zn zwei, zu drei, zu vier Klementen etc. oder besser
zwischen Combinationen zur ersten, zweiten, dritten, vier-
ten Classe ete. unterscheiden. Unter Gruppe oder Complexion
wird jedes einzelne Gebilde aus irgend einer Combinations-Classe
verstanden.

OrreveER, Combinations- Lobre. 1
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§ 3.

Die Combinationen zerfallen in zwei Arten: in Versetzungen
und Verbindungen.

Die erste Art betrachtet die einer Classe zugehirigen Elemente
in ihrer Stellung oder Aufeinanderfolge — ordnet sie und weiset
jedem Elemente eine Stelle nach der andern an, bis es alle mig-
liche Stellen in seiner Beziehung auf die iibrigen durchlaufen hat.

Die zweite betrachtet die einer Classe zugehdrigen Elemente
in ihrer Gesammtheit, vergleicht jede Gruppe mit den iibrigen
und beachtet nicht die Stelle, in welcher die Elemente unter ein-
ander erscheinen, sondern untersucht in wie fern sich die Gruppen
durch die in ihnen vorkommenden Elemente von einander unter-
scheiden.

Die Versetzungen werden wir durch den Buchstaben P, die
Verbindungen darch C andeuten, wie diefs auch von Onm, Spenr,
v. Errinesuavsen , THiBaur u. a. geschehen ist.

Die Verbindungen werden in manchen Schriften Combi-
nationen im engern Sinn, auch schlechthin Combinationen
genannt, Gegen diese Benennung hat der Sprachgebrauch ent-
schieden, wie deutlich aus den Ausdriicken: combinatorische
Analysis, combinatorisches Verfahren etc. hervorgeht, wobei
bekanntlich nicht die Combinationen im engern Sinne allein, son-
dern Versetzungen und Verbindungen in Betracht kommen. Ganz
unzweckmiflsig ist die Benennung geordnete Verbindungen.

§. 4

Die Elemente, weiche in den Gruppen der verschiedenen
Combinatiousclassen vorkommen , kénnen simmtlich unter einander
verschieden seyn, so dafs jedes Element in einer Gruppe nur ein-
mal, oder sie konnen einander gleich seyn, so dals ein oder meh-
rere Elemente mehreremal vorkommt. Hiedureh wird man auf die
Unterscheidung zwischen Combinationen ohne und mit Wieder-
holungen gefihrt, woraus sich folgendes allgemeine Schema ab-
leitet, das beijeder besondern Betrachtungsweise der Combinationen
wiederkehren muls;

1) Versetzungen:

a. ohne Wiederholungen,

‘b. mit Wiederholungen ,
«. mit beschrinkten Wiederholungen,
A. mit unbeschrinkten Wiederholungen;

2) Verbindungen:
a, ohne Wiederholungen,
b. mit Wiederholungen,
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«. mit beschrinkten Wiederholungen,
3. mit unbeschrinkten Wiederholungen.

Die Versetzangen mit unbeschrinkten Wiederholungen werden
auch Variationen genannt, und als eine besondere Art der
Combinationen von manchen angefiihrt, was nach der vorliegenden
Eintheilung unzulifsig ist. Diefs rechtfertigt sich zum Theil aus der
Einfachheit des vorstehenden Schemas, und dann uiberhaupt aus
der Analogie, die zwischen den Versetzungen und Verbindungen
herrscht, wornach sich beide Arten von Combinationen von
einander ableiten lassen, wenn man in jede Gruppe die moglichen
Versetzungen der Elemente einfihrt, oder aus ibr entfernt.

Die eben mitgetheilte Ansicht iiber die Natur der Combinationen,
die uns fiir eine systematische Entwickelung der Combinations-Lehre
die geeignetste scheint, haben wir schon in den Heidelberger Jahr-
biichern der Literatur vom Jahr 1826 P. 1064 u. ff. ausgesprochen.

Die Combinationen mit unbeschrinkten Wiederholungen werden
wir gewohnlich schlechthin Combinationen mit Wieder-

holungen nennen.
§ &

Bei den im vorhergehenden §. gegebenen Bestimmungen
wurden die Elemente als unabhingig von einander betrachtet. Nimmt
man nun in den Begriff der Combinationen, den Zussammenhang,
worein die Elemente unter einander treten kionnen, auf; so lassen
sich mancherlei Beziehongen der Elemente unter einander denken,
von denen wir folgende drei: die der Addition, die der Subtraction,
die cer Multiplikation heraus heben.

Legt man nimlich den Elementen, welche den Gruppen einer
Combinationsclasse zugehoren, Werthe bei und zihlt sie zusammen;
so wird man auf die Summen der Combinationen gefiihrt, welche
delswegen Combinationen zu bestimmten Summen
genannt werden.

Wendet man auf die Gruppen das Geschift der Subtraction
an, 8o wird man auf Differenzen der Combinationen und dadurch
auf die Benennung Combinationen zu bestimmten Unter-
schieden gefiihrt.

Betrachtet man die Elemente der Gruppen einer Combinations-
classe als Factoren und bildet aus ihnen alle moglichen Producte
so wird man hiedurch auf den Begriff der Producte der Combina-
tionen gefiihrt, die wir Producten Summe der Combina-
tionen oder schlechthin Summen der Combinationen
nennen wollen. ¥

Zu diesen Betrachtungsweisen lassen sich noch gar manchfaltige
gesellen. Die weitere Ausdehnung fithrt aber gar zu leicht ins
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Unbestimmbare oder auf Kinzeluheiten, die hier nicht ihre Stelle
finden konnen. Werden sie nithig, so wird die Wissenschalt in
ihrem Entwicklungsgange auf sie hinweisen. Auf manche werden
wir spiter anfmerksam zu machen Gelegenheit finden.

Auf die Verbindung der Combinationen zu verschiedenen Classen
unter einander machen wir ferner noch anfmerksam. Wir werden
sie mit dem Namen Vertheilung der Elemente in Unter-
abtheilungen oder in Ficher bezeichnen. Zuihnen soll sich
noch die Untersuchung einiger anderer Betrachtungsweisen der
Combinationen gesellen.

§. 6.

Nach den in den beiden vorhergehenden §§. gemachten Be-

merkungen gewinnt man folgendes Schema.

I. Combinationen im Allgemeinen.

1) Versetzungen:
a. ohne Wiederholungen,
b. mit Wiederholungen,
«. mit beschripkten Wiederholungen,
4. mit unbeschrinkten Wiederholungen.
2) Verbindungen:
a. ohne Wiederholungen,
b. mit Wiederholungen,
«. mit beschrinkten Wiederholungen ,
#. mit unbeschrinkten Wiederholungen.

II. Combinationen zu bestimmten Summen.

1) Versetzungen zu bestimmten Summen:
a. ohne Wiederholungen ,
b. mit Wiederholungen,
o mit beschrinkten Wiederholungen ,
. mit unbeschrinkten Wiederholungen ;
2) Verbindungen zu bestimmten Summen:
a. ohne Wiederholungen,
b. mit Wiederholungen ,
«. mit beschrinkten Wiederholungen,
#. mit unbeschrinkten Wiederholungen.

III. Combinationen zu bestimmien
Unterschieden.

1) Versctzungen zu bestimmten Unterschieden:

a. ohne Wiederholungen,
b. mit Wiederholungen,
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«. mit beschrinkten Wiederholungen ,
(. mit unbeschriinkten Wiederholungen;

2) Verbindungen zu bestimmten Unterschieden:

a. ohne Wiederholungen,

b. mit Wiederholungen,
«. mit beschrinkten Wiederholungen,
£. mit unbeschrinkten Wiederholungen.

V. Producten-Summen der Combinationen.

1) Summe der Versetzungen:

a. ohne Wiederholungen,

b. mit Wiederholungen ,
«. mit beschrinkten Wiederholungen ,
. mit unbeschrinkten Wiederholungen ;

2) Summe der Verbindungen:

a. ohne Wiederholungen,

b. mit Wiederholungen,
« mit beschrinkten Wiederholungen,
3. mit unbeschrinkten Wiederholungen.

Bei dem vorliegenden Schema ist vorausgesetzt, dals die Ele-
menten-Reihen, woraus die Combinationen gebildet werden sollen,
vollstindig sind, also mit dem Elemente, dessen Stellenzahl die
Einheit ist, beginnen, mit irgend einem fixirten Schlufselemente
enden, und alle zwischenliegende Elemente, die iiberhaupt fihig
sind bei der Bildung der Gruppen einer Combinationsclasse mitzu-
wirken, umfassen. Es ist jedoch auch miglich, dals Combinationen,
wie z. B. die zu bestimmten Summen, gebildet werden sollen aus
Reihen, in denen Anfangs- oder Schlufs- oder auch Zwischenele-
mente fehlen, die bei der vollstindigen Bildung der Combinationen
mitwirken wiirden. Fiir diese wiederholt sich dasangegebene Schema,
und man wiirde dann Combinationen aus irgend einer Anzahl be-
stimmter Elemente erhalten. Hierauf haben wir schon in unsern
Forschungen im Gebiete der Analysis 1. Untersuchung (Heidelberg
bei Ofswald 1831) aufmerksam gemacht, und sie in die Lehre
von den Combinationen eingefiihrt.

Die Combinationen sind noch nicht nach allen den im Schema
aufgefiihrten Beziehungen untersucht. Auch hier sollen sie in der
angegebenen Ausdehnung in so weit untersucht werden, als sie
sich hauptsichlich zu Anwendungen, worunter auch die auf Wahr-
scheinlichkeits-Rechnung aufgenommen ist, benutzen lassen konnen.
Das Schema soll den Gang der Untersuchang bezeichnen und dazu
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beitragen dem noch immer unsichern Boden der Combinations-Lehre
eine festere Unterlage zu geben.

Die unter 11, 1 angefiithrten Materien sind von den Mathema-
tikern in mancher Beziehung, besonders zur Entwicklung der Po-
tenzen des Polymoniums, bearbeitet worden; die unter Il und 1V
angegebenen wenig oder gar nicht, wenn man nicht wegen IlI eine
Abhandlong von Scuerk, Journal von Crerie XI. Bd. 3. Hft. hie-
her rechnen will.

§ 7.

Es ist nicht zu liugnen, dals die Combinationslehre in ihrer
Bezeichnungsweise auf keinem festen Boden steht und dals ihr
die so wiinschenswerthe Kinheit mangelt. Man hat die Bezeich-
nungsart der ersten Begriinder ginzlich verlassen, und wohl nicht
mit Unrecht, denn sie hitte dem weiteren Fortschreiten der Wis-
senschaft nicht geniigt. Mit der Ueberschreitung dieser Grenze
trat aber ein anderer sehr milslicher Umstand ein. Man betrachtete
die Bezeichnung als eine Nebensache, ‘iiber die jeder nach Will-
kithr verfiigen konnte. So kam es, dafs jeder der iiber Combina-
tionen schrieb andere Zeichen wihlte, was das Studium dieser
Wissenschaft sehr erschwerte, ihr im Fortschreiten nachtheilig
ist, anstatt sie zu fordern, und ihr noch dazu den Vorwurf der
Unwissenschaftlichkeit zufihrt.

Dieser Uebelstand wurde von vielen Freunden der Wissenschaft
mit Recht geriigt, und es ist Bediirfnils, die Zeichen in der Com-
binationslehre, so wie letztere selbst als Wissenschaft, festzustellen,
wozu die Worte dieses §. beitragen sollen. *)

Wenn nun die im Folgenden gewihlte Bezeichnungsart mit
der mancher Mathematiker nicht iibereinstimmt, ja sogar selbst
von derjenigen, die wirin unsern frithern Werken gebraucht haben,
abweicht; so wird es um so nithiger seyn, die Griinde dieser Ab-
inderung vorzulegen.

Werden neue Zeichen in einem Zweige der Wissenschaft ge-
withlt, so miissen sie so beschaffen seyn:

1) dafs sie mit der Methode, wornach die Zeichen einer
Wissenschaft iiberhaupt gewihlt werden, iibereinstimmen, dem
Entwicklungsgange der Wissenschaft sich anschliefsen, und eine rich-

*) Zwei Schriften, die iiber diesen Gegenstand ausschliefslich handeln
sind: 1) Wuineirrser iber die Bezeichnung in der combinatorischen
Annalysis, Exfurt 1831, 4. 2) C. G. Scuemert. Ein Versuch die Com-~
binationslehre als Wissenschaft zu begriinden und die Wort - und
Zeichensprache in ihr festzustellen. 4.

www.rcin.org.pl



—

tige StellungIn ihr einnchmen. Willkithrund Unslcherheit miissen ver-
bannt seyn und sich allgemeinen Gesichtspunkten uuterordnen ;
2) dafs sie den Begriff, den sie andeuten sollen, richtig auf-
fassen und einfach, klar und erschépfend vor Augen legen. Alle
Elemente, welche zur Construction des Begriffes mitwirken, miissen
aufgenommen, keines darf iibersehen, nichts Unerhebliches oder
Zufilliges darf als wesentlich aufgenommen seyn. Endlich

3) miissen Zeichen, denen die Wissenschaft schon eine be-
stimmte Bedeutung gegeben hat, fiir diese ausschlielslich beibe-
halten, und kénnen nicht aufandere Begriffe iibergetragen werden.
Diefs wiirde eintretén, wenn man einfache Klammern zur Bezeich-
nung der Combinationen gebrauchen wollte, was von einigen bereits
geschehen ist, indem die Klammern schon eine bestimmte Bedeutung
(die des Zusammenfassens der Gréfsen in den Begriff der Tota-
litit) in der Mathematik haben.

Beriicksichtigt man nun, dals die Mathematik, diejenigen Be-
griffe, welche sie in der neuern Zeit aufgestell{ hat, mit einem oder
einigen Anfangsbuchstaben des ihn andentenden Wortes, bezeiehnet,
wie dies deutlich bei der Bezeichnung der Differenzen, Sinus,
Cosinus etc. der Functionen, Logarithmen etc. hervortritt; so wird
es nicht unrichtig seyn, die Versetzungen durch P (‘Anfangsbuch-
stabe des Wortes Permutation) und die Verbindungen durch C
(Anfangsbuchstabe des Wortes Combination) anzudeuten , die Ele-
mente, woraus die Combinationen gebildet werden sollen, in Klam-
mern neben anzuschreiben, und die Classe zu welcher sie gebildet
werden sollen oben rechts an die Klammer zu setzen. Die Classe
ist mit der Dimension, in welcher die Elemente anzureihen sind,
einerlei, und daher die Classenzahl Exponent. Die weiter hinzu
kommenden Bestimmungen werden in die Klammer aufgenommen.
Die Wiederholungen werden, wie diefs in vielen Schriften geschieht,
durch ein oben rechts an die Buchstaben P oder C gesetzten
Strich (/) angezeigt.

Hiernach bezeichnen wir die Versetzungen der Elemente
8, @, .... 8, zur ¢*" Classe durch

LY P (i 5o 8)

Die Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen aus den
Elementen a,, a,, a, . . . a,, worin das Element a, gerade k, a,,
aber h mal v. 8. w. vorkommen soll, zur q Classe durch

2) P(&l, ay, 83, 8}y 85 .. .. aﬂ)‘

Die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementen

4y 8, . ... 8, zur " Classe durch
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3) P! (8, 8:,...8,)

Die Verbindungen der Elemente a,, a,, . . . a, zur ¢*" Classe

durch
4) C(a,,. . .84)1

Die Verbindungen mit beschrinkten Wiederholungen aus den

Elementen a,, a,, .. . a, zur ' Classe durch
5) C(a,, ay, a;, 83, 85 . . . 8,)4

Die Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen

agy 83, . . . &, zur " Classe
6) C'(ay, 825 ...8,)4

Die gleiche Bezeichnung behalten wir bei den Combinationen
zu bestimmten Summen und Unterschieden bei, und setzen in die
Klammer vor die Elemente den kleinen lateinischen, aber langen
Buchstaben ( [ ) mit Angabe der Summe, und den kleinen lateini-
schen Buchstaben (d) mit Angabe des Unterschiedes. Hiernach ist
z. B. das Zeichen fiir die Versetzungen mit Wiederholungen aus
den Elementen a;, a,, 8;, ....zur Summe n zur g'¢» Classe.

@) PL(fos 85,88y « s -3» )1

fiir die néimlichen Versetzungen zum Unterschiede n 3

8) P/(dn; a,, 85, 85...)1
die Summe der Producte, welche durch die Combinationen einer
Klasse gebildet werden, zeigen wir dadurch an, dals wir dem Com-
binationszeichen ein grofses lateinitches S, als Summenzeichen,
vorschreiben. Hiernach ist die Summe der Verbindungen mit Wie-
derholungen aus den Elementen a,, a,, a5, . . . . zur gten Classe zu
bezeichnen durch:

9) SC'(a;, 8, 855 « « . . 8,)4

Im folgenden werden wir uns statt des Ausdrucks Combinationen
ohne Wiederholungen schlechthin des Ausdrucks Combinationen
(Versetzungen oder Verbindungen) bedienen.

Sollen die Gebilde, welche durch die Darstellung der Combi-
nationen entstehen, bezeichnet werden, so werden wir uns bei den
vorstehenden Zeichen, der runden Klammern; sollen aber die nu-
merischen Ausdriicke, welche der Zahl der Combinationen irgend
einer Classe entsprechen, angedeutet werden, so werden wir uns statt
der runden Klammern der eckigen bedienen. Hiernach wird die
Zahl der Versetzungen aus den Elementen a,, a,, ... . s, zur
q'" Classe durch

Flatiiam, sovs « 85)
angedeutet werden u. s. w.
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I. Combinationen im Allgemeinen.

1) Versetzungen.
§ 8.
Versetzungen okine Wiederholungen.

Die Versetzungen aus den Elementen a;, a;, ag ...... a, Zur
ersten Classe sind die Elemente in ihrer Einzelnheit selbst. lhre
Anzahl ist der Zahl der Elemente gleich.

Die Versetzungen aus den genannten Elementen zur zweiten
Classe werden entstehen, wenn jede Gruppe aus der ersten Classe,
(also jedes einzelne Element) sich der Reihe nach mit allen iibrigen
Elementen, die nicht in ihr vorkommen, verbindet. Sie sind:

P(ay .... a,)) = a; a5 + a3 a; -} ag 8; + ..... a, a;
a; ag 8y ag ag ag a, ag
8y 4 a3 a4y a3 a4 a, az
2 d; 83 aj 83 a5 a, a4
8 8, 83 8,7 83 a,_,; a8, a,_g
a; a, ag a, az a, a, a,_

Die Anzahl der durch dle Versetzungen zur zweiten Classe
erzeugten Gruppen bestimmt sich, wenn man bemerkt, dals jede
Gruppe der ersten Classe mit (n—1) Elementen in Verbindung
tritt. Die erste Classe hat n Gruppen, denn die Gruppen stimmen
mit der Elementen-Anzahl iiberein; also geschieht das Zusammen-
treten n mal und man hat hiernach fir die gesuchte Anzahl.

Plegy vove 8] =n(n — 1) = n?i-1

Die Versetzungen aus den genannten Elementen zur dritten
Classe werden entstehen, wenn jede Gruppe aus den Versetzungen
zur zweiten Classe mit jedem Elemente in Verbindung tritt, welches
in der Gruppe nicht erscheint. Sie sind:

P(a,....a,) =41 a3 ag + a; ag ag + ..... + a, a,_; 4y
8; 8; a, a; az a, a, a,_; a
a; 8y a; 8 a3 ag a, a, _; a3
a; ay a, a; ayg a, a, @,_1 8.3
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Alle Gruppen der zweiten Classe treten also mit (n—2) Ele-
menten in Verbindung. Hiernach ist die gesuchte Anzahl
Pla;, 8, ..a,]3 = P[a; ....a,]2. (n—2)=n(n—1)(n—2) =o'~

Das Gesagte steigert sich leicht in das Allgemeine und die
Gruppen-Anzahl der Versetzungen aus den genannten Elementen
zur " Classe ist

10) P[ay,...a,]* =n(n—1) (n—2)....(n—q-+1) = n¥~"
Ist Elementenzahl und Versetzungsclasse gleich, so geht der vor-
stehende Ausdruck in folgenden iiber

11) Playy....a."=n(—1) (n—2)....8.2.1 =n""'=1"
Steigt man bei n, als Versetzungsclassenzahl abwirts, so leitet sich
leicht aus der Natur der Facultiten ab

I2 PN anadt=na" =1
ferner ist
18) ®[ay, ...t " =0

Bisher haben mir nur eine Elementen-Reihe betrachtet. Dehnen
wir das Gesagte auf zwei und mehr Elementen-Reihen, deren Ele-
mente gleichartig betrachtet werden,

8y, 83, 83 eevns a,
By, Das By oo b
€y Cy €3 vouve C,

u, 8. w. aus, so steigern sich mit dem Zuwachse neuer Elemente die
Gruppenanzahlen, und man hat fiir die Zahl der Versetzungen
aus mehreren Elementen-Reihen zur ¢ Classe folgende Bestimmung
14) P[al, cees 8y, bl g sase b,,,, Cply veee Cgy,y .,..]'I o
=(m+m-+o-+..)n4+m+o0+4..—1)....(n+m-}-o04..—q+1)
= (n+m-+4o0+4 ... 0!

§ 9
Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen.

Unter Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen verstehen
wir solche, in deren simmtlichen Gruppen ein oder mehrere Ele-
mente mehreremal und zwar gleich viel mal wiederholt vorkémmt.
Sie leiten sich in ihrer entwickelten Darstellung aus den Ver-
setzungen ohne Wiederholungen ab, wenn in ihren Gruppen ein
oder mehrere Elemente gleich gesetzt und die hiedurch gleich
erscheinenden Gruppen bis auf eine ausgeschieden werden.

Die Bildungsweise dieser Versetzangen wird sich an folgendem
speciellen Falle, welcher die Versetzungen zur vierten Classe dar-
stellt, verdeutlichen.
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P(ay, ag, ag,a3 )" = ay ay ag a3 - 8y 8y &y 93 | 8y a3 8y 8
a; a; az ag a3 a3 a; ay d3 ag ag a,
4 a3 83 43 8) 83 ‘agieg a3 a3 a; a3
a3 4 a3 a3 d3 @) az a, az ag a; a,

Die Bestimmung der Gruppenanzahl der Versetzungen mit be-
schrinkten Wiederholungen leitet sich aus denen der Versetzungen
ohne Wiederholungen ab, wenn man beriicksichtigt, dals so viel-
mal jede Gruppe weniger entstehen wird, als die gleichgesetzten
Elemente hitten unter einander Versetzungen eingehen kinnen,
wenn sie verschieden gewesen wiren. Hiernach ist die Gruppen-
anzahl des vorliegenden Falles

4.9.2.1. _ ¥

P[“l» 4, 33, 83]. - '.—1—2‘—‘ = 1

Bildungsweise und Schliisse bleiben fiir alle Classen gleich,
und sind allgemein, Sie dehnen sich leicht auf die Fille aus, wenn
mehrere Elemente mehrere mal in jeder Gruppe gleichgeseizt
werden sollen. Die Gruppenanzahl der Versetzungen aus den Kle-

menten a;, ag, 83, ..... worin ein Element p, ein zweites q, ein
drittes rmal ete. wiederholt vorkommen soll, ist:
15) P[a, 8}, a;, a}, &, ..... {l s
__n(n=1) (n—2)..... o e SR L EACRT

0 1F. .. .1 2. q RN R, T R e
wobei zu beriicksichtigen ist, dals die Bedingungsgleichung fiir die
Versetzungsclasse

n=14+p+1+q4+r+4+.......
gilt. Schliisse und Bildungsweise dndern sich nicht, wenn mehrere
Elementen-Reihen in Frage stehen. Es ist
BO) AT, (03, as.c DIy DS, sete 01y eh Gy RN ==
- n(n—1)(n—-2)...... 3.2.1 R
Rl L Aoty N B JOT T B e, S TSI O Ve o
n" | =12
s ML LU [ [ LT

wobei die Bedingungsgleichung fiir den Classenexponenten gilt

n=p+q4+...4+r4+8s84+ ...+t 4+utf...

Die vorstehende Gleichung kann auch unter folgender Form
ohne Bedingungsgleichung erscheinen

13 P o, 8.t bT, By » e RplF o AP =
8 (p+q_+_'..+r+s+....+t+u+..')p+q...+r+l+..-+t+l...|—l
] i L LRI Lt ELNFCREST MR O DT

Die Gleichungen dieses § sind allgemeiner, als die des vor-
hergehenden, und man kann die des vorhergehenden aus den eben ge.
gebenen ableiten, wenn man allenthalben p =q=r=3s =.....=1
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setzt. Zu bemerken ist, dafls bei diesen Versetzungen dic Classen-
zahl der Elementenzahl immer gleich ist.

§. 10.

Versetzungen mit Wiederholungen.

Die Versetzungen mit Wiederholungen unterscheiden sich von
denen ohne oder mit beschrinkten Wiederholungen dadurch, dals
die Elemente nicht nur unter einander, sondern auch jedes mit
sich selbst ohne Beschrinkung in Verbindung tritt.

Die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementen
ay, a3 . . . a, zur ersten Classe sind die Elemente selbst. Gruppen
und Elementenanzahl sind also auch hier einander gleich.

Die Versetzungen mit Wiederholungen aus denselben Elementen
zur zweiten Classe entstehen, wenn jedes Element der Reihe mit
jeder Gruppe der ersten Classe in Verbindung tritt. Die entwickelte
Darstellung ist:

P'(ay, 8a3...8,)' = 8y 8; 83 8, + a3 8; + .... } 8, 8

a; aa 8y @y 83 dg a, a
a; a3 8y a3 a3 ay d. a3z
a; a, g a, a3 a, a, a,

Die Gruppenanzahl bestimmt sich, wenn man beriicksichtigt ,
dals jedes von n Elementen mit n Groppen zusammentritt. Hier-
nach ist.

Pllay el ==im. i =8

Die Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe werden
gebildet werden, wenn sich jede Gruppe der zweiten Classe mit jedem
Elemente verbindet. Hiernach verbinden sich n® Gruppen mitjedem
von n Elementen. Es ist also

B ars o0 8.1 2 B Ty oo loe it n st Si=n’

Der Uebergang von jeder Classe auf die nachfolgende ist der
gleiche, und daher allgemein. Hieraus ergibt sich fiir die Gruppen-
anzahl der Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementen
2y, a3, . . . a, zur q'" Classe

18) P'lay; . . sali= n!

Schliisse und Bildungsweise werden nicht geindert, wenn auch
mchrere Elementen-Reihen in Frage kommen. KEs ist allgemein

19) P/ [ay,... a,, by ... by, €,... €...]* =(n-}+m~4o0+4...)*

Die Versetzungen mit Wiederholungen haben das Eigenthiim-
liche, dals bei ihnen Versetzungsclasse und Elementenanzahl unter
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einander in gar keinem Zusammenhange stehen, sondern ganz un-
abhiingig sind. Die Elementenanzahl kann die Versetzungsclasse
und umgekehrt iiberschreiten, Letztere Eigenschaft haben die Ver-
setzungen ohne und mit beschrinkten Wiederholungen nicht, und
die Versetzungsclasse kann nicht grolser als die Elementenanzahl
seyn, nach §. 8 Nro 13; sie muls entweder kleiner seyn, oder
kann ihr hochstens gleichkommen.

2) Verbindungen.
§. 11.
Verbindungen ohne Wiederholungen.

Die Gruppen der einer bestimmten Classe zugehorigen Ver-
bindungen unterscheiden sich durch Aufnahme neuer Elemente von
einander. Eine bestimmte Anordnung in den Elementen wird die
Bildung der Gruppen fir die hoheren Verbindungsclassen sehr
erleicttern. Diese Anordnung hingt von der Willkithr ab; die na-
tirliche Reihenfolge der Elemente soll hier als solche gelten.

Die Verbindungen aus den Elementen a;, ay, ., , , a, zur ersten
Classe sind die einzelnen Elemente selbst. Gruppen- und Elemen-
tenzahl sind gleich.

Die Verbindungen aus den nimlichen Elementen zur zweiten
Classe entstehen, wenn sich jede Gruppe der ersten Classe nur
mit spitern, als den in ihr enthaltenen, Elementen verbindet.
Sie sind:

C(ay, 83,000 an)' =
= a; 8y + 83 83 + 83 8 ..., 8 B | B D,

a; az 8 4, 83 aj 8, 4,
a) 8, 8 a5 83 8
a; a, a4 a, az a,

Die Verbindungen zur dritten Classe werden gebildet, wenn
sich jede Gruppe der zweiten Classe nur mit spitern, als den in
ihr enthaltenen, Elementen verbindet. Sie sind:

Clay) ..+ %) =
= a; 8 a3-{-a; a3 ag-}-a; a; 85 | ..os Bnz Byn Any -8, o0, 8y

a; 8 a, a; ag a; a; a, ag a, s 8, 5 a,
a a3 85 ay 83 ag a; ay y a, 3 4, , a,
a; a3 a, ay ay a, a; a4 8,
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u, 8, w. Auf gleiche Weise wird jede spitere Verbindungsclasse
aus der vorhergehenden abgeleitet, Das Allgemeine der Bildungs-
weise ist leicht zu erkennen,

Die Gruppenanzahlen der Verbindungen lassen sich aus denen
der Versetzungen ableiten, wenn man den Umstand beriicksichtigt,
dafs in den Gruppen der Verbindungen keine Versetzungen vor-
kommen diirfen, Um diese auszuschliefsen, hat man die numerischen
Ausdriicke der verschiedenen Verseizungsclassen der Reihe nach
durch 1, 1,2, 1,2.,3 ., .. zu theilen; denn jede Gruppe muls
so viel mal weniger erscheinen, als ihre Elemente Versetzungen
eingehen konnen, Hiernach ist,

' P i %y 11

otn, . fot = Pl g
Pla...0,) _n(n—1 n*l-!
c[81°°'aﬂ]': [11.2 ] = (102)"_—_1,“‘-

R 3

-
-
.

.

.
.

. . .
. .

Hieraus allgemein

Play, ..a,'_ 0"~ _ n(n—1),.(n—q}1)

20) C[al,.'an]': 1'2.‘.(1_1““_— 102'°°' q

Die Bildungsweise wird durch mehrere Elementenreihen
nicht geindert, sondern nur die Gruppenanzahl gesteigert, und es ist

v T SRR S SR ! A |y -
— (fm+ot...) (nfmioi,..—1)....(04m+t0...—q+1) _
1 2 v

. S ke S A |
o (el depy, P
qait
§. 12,

Verbindungen mit beschrinkten Wiederholungen,

Die Verbindungen mit beschrinkten Wiederholungen unter-
scheiden sich dadurch von denen ohne Wiederholungen, dafls ein
oder mehrere Elemente mehrere mal vorkommen konnen, Das
Maximum der Wiederholungen darf nicht iiberschritten werden,
Ihre Bildungsweise zeigen wir an folgendem Falle
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C(ay, a, ay, ag, a3, 2, 35)" = @) 8 8 89 | 8 8y 83 8,
a; 8y a; ag 4y 83 a3 ag
8 a; a; 4 a4 83 a4y a;
8 a a) ag a; az a4 as
a4 & ayg ag 4y az ay a;
a; a; 8y a
9 4.% 3
8 8 a3 a4
8 & 8 8
81 8 84 35
Die Gruppen der entwickelten Darstellung trennen sich hier-
nach in Verbindungen aus den Elementen ay, a; , . a, zur vierten
Classe, und in solche zur zweiten Classe, die simmtlich mit zwei
gleichen Elementen in Verbindung getreten sind, Hiernach ist
C (ay, 83, 8y, 85...85) = C (ay, a3..35)" + a; & C (ay,...85)"
Bei den héhern Classen tritt diese Trennung gleichfalls ein,
80 zwar dafs sich diese Verbindungen in' solche zerfillen lassen,
deren Classen-Exponenten immer von dem hichsten an um zwel
Einheiten fallen, wobei sich immer die entsprechende Anzahl gleicher
Elemente ausscheidet, Hiernach ist
C(a‘l‘$ a2, 83, .. 48, )‘l =
=0(8) 0. 8.)' 1 8 C(8;...8)"" | 8} C (8, ...8.)" +..
Bemerkt man, dals die Anordnung, in welcher die Elemente
bei Bildung der Verbindungen aufgestellt werden nach §, 3 und 11
willkithrlich also auch gleichgiiltig ist; so folgt, dafs die angege-
bene Bildungsweise fiir die Verbindungen mit beschrinkten Wie-
derholungen unverindert bleibt, welche Stelle das wiederholende
Element einnehmen mag,
Die Gruppenanzahl bestimmt sich nun nach dem Gesagten

leicht und es ist
nl-t nt—2-1 ni—t—t
22) Clay,ay... g, I'= o ) R 7= Tu B R

Die Zahl der gleichen Elemente (k) kann die Verbindungsclasse,
unbeschadet der Giiltigkeit dieser Gleichung, iibertreffen, Ist k
kleiner als q und eine gerade Anzahl, so werden im Schlulsgliede
alle gleichen Elemente ausgeschieden, und die Zahl der Elemente,
woraus in ihm die Verbindungen gebildet werden sollen, erniedrigt
sich um die Einheit, Delswegen wird dann n in n—1 iiber-

gehen und die Gleichung erhilt folgende Form,
ni-! ni-2t n—1)1r%-1
B Hgsons Be i BLIY = 1ot jem et ‘(—?)ku_‘
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Bei ungeradem k aber folgende:
g i nt—! ne—t-t pi—kH =1
C[ahaa.uﬂg...an]q— o ”lﬁr+ con {=nn

Wir bemerken, dafs sich die Verbindungen dieser Art auch
noch nach nachfolgender Gleichung bestimmen lassen :
C(ay, 8g... 854...2,)'=C (8, 35...8,)*+} a,C (ay, a5 ..,2,)"7"'+}
a0 (arilly . aR s L By, e . )Y . L &
so dafs in den Verbindungen, worauf sie zuriickgefiihrt werden,
das gleichgesetzte Element nicht erscheint, und x alle Werthe von
1 bis q oder bis k, wenn k < q ist, durchlaufen kann, Wir ver-
folgen diesen Gegenstand nicht weiter, und begniigen uns auf ihn
anfmerksam gemacht und ihn an der Stelle, wo er in das System
eintritt, aufgefithrt zu haben, Spenr hat ihn in seinem Lehrbe-
griffe der reinen Combinations-Lehre, Pg, 67, aufgefiihrt, Unab-
hiingig hatten wir diesen Gegenstand, vor der Bekanntschaft
mit dem genannten Werke betrachtet, wie diefs aus dem Gesagten
hervor geht, y

§ 13.
Verbindungen mit Wiederholungen,

Die Verbindungen mit Wiederholungen sind solche, bei denen
jedes Element, nichtnurmitandern, sondernso oft als méglich mitsich
in Verbindung treten kann, Die Anordnung der Elemente zum Behufe
der Bildungsweise der Gruppen bleibt dieselbe, wie bei den Verbin-
dungen ohne Wiederholungen aus den Elementen a;, a,, .., a,, zur
ersten Classe sind die einzelnen Elemente selbst, Gruppen- und
Elementenanzahl sind gleich,

Die Verbindungen mit Wiederholungen zur zweiten Classe
entstehen, wenn jede Grnppe der ersten Classe nicht nur mit dem
Schlufs-Elemente, sondern auch mit allen spitern in Verbindung
tritt, Hiernach ist

C/(a), 83...8,)' = a; a;-}-2y a3 | a3 a3+ ...} Ay By -2, 8,

2 a3 2 a a3 ay Ay 8y
a; ag ap 4 a; a;
a; a4 ay a; az ag
a; a, 8 a, a a,

Die Verbindungen mit Wiederholungen zur dritten Classe ent-
stehen , wenn jede Gruppe der zweiten Classe sich nicht nur mit
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dem Schiufs-Elemente, sondern auch mit allen spitern verbindet,
Hiernach ist
C'(ag, ag...8.)" = aya18, + aja383 + 24,3383 + ... 801 By 8a

IR a4y ag ag a)aza,y a, 8, ,8,
88y ay Ay 898y ayag ag 8,,8, 8,

: . . 2, Bl P
aja;a, ajaga, a;aga,

Auf gleiche Weise werden die Gruppen jeder Classe aus den-
jenigen der vorhergehenden abgeleitet,

Die Gruppenanzahlen der Verbindungen mit Wiederholungen
konnen dadurch gefunden werden, dals man sie auf die der Ver-
bindungen ohne Wiederholungen zuriickfihrt, Diefls geschieht da-
durch, dals man in den entwickelten Darstellungen die Stellen-
zahlen der Elemente jeder Gruppe von dem zweiten an erhoht,
und zwar die Stellenzahlen derjenigen Elemente, welche in der
zweiten Reihe stehen um, 1, die der dritten Reihe um 2, die der
vierten Reihe um 3, u, s, w., die der ¢"" Reihe um q—1. Hie-
durch wird Zahl und Bildungsweise der Gruppen nicht verindert,
sondern nur die oben bemerkte Zuriickfilhrung erzweckt; so dafs
die Verbindungen mit Wiederholungen aus n Elementen zur zweiten
Classe der Zahl nach iibercinstimmen mit denen ohne Verbin-
dungen aus n -+ 1 Elementen zu derselben Classe u, s, w, Hier-
nach hat man

O'n, o) =Clay ..onl'= T
1
C [81, 82...8"]1:(}[5]’ 3z.~.8.+|]’:n—(n—+—2—)

1
CI [Bl! $ie’ b 8"]' =C [ﬂla Ay .48y, g1y 8,..“]' :Vl—- —2_—.—3_

IR

23) U8, 5 o i a)t = Cfagy o ot iBayi@hgt oo Bope ' =

o Bn el) (g amgh) SRR D S
S 2...“.71—'__1’—”_(1‘)

Anmerkung. Das Verfahren: die Gruppen-Anzahl der Verbindungen
mit Wiederholungen auf die ohne Wiederholungen zuriickzufiihren, hat
schon Evier in seiner Einlcitung in die Analysis des Unendlichen Cap 16
§ 315 (Uebersetzung von Micnernsen) angewendet. Diese Bemerkung machten
wir, als wir den Inhalt des genannten Capitels mit unserer Arbeit verglichen.

OrrineEr, Combinations - Lehre 2
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Eine andere Art, die Anzahl dieser Verbindungen zu be-
stimmen, ergibt sich aus der Bemerkung, dafs die Grappen-Anzahl
Jeder spiteren Classe aus derjenigen der vorhergehenden abgeleitet
wird, indem sich alle Gruppen der vorhergehenden Classe ohne
Unterschied mit dem ersten Elemente; alle, die kein niederes Ele-
ment als das zweite enthalten, mit dem zweiten; alle, die kein nie-
deres Element als das dritte enthalten, mit dem dritten u, s, f,
verbinden, Hiernach ist

C'(a, 8y ... 0)' =8, C(ay, 83...)"" + 8 C'(ap,03..02.)"" +
LU g ) it i+ BTN )
Setzt man nun hierin statt q allmihlig die Werthe 2, 3, , ., | q,
so fihrt diefs zu folgender zuriicklaufenden Bestimmungsweise

C'[eg o0 =n+n—-14+n—2+4...+3+241=

=n§n—|—l) ( )“

n(n+l)+n(n-—-l)+ (n— 1)(n—2)_|_

Cl[ah e n] -

3.2 g ¢ n(n+1)(n+2)
..',""{”'1.27L iy M ( )

24) C'fay, ... 0] =
n q~1]1 (n _l)q—m 2q—l 1 lq-—l‘l

= Fein T geam +-n+lq_l|+ 130 =
“(n+1) +2)...{(ntq—1) _
. Wil e .\. | ( )

Bildnngswelse und Bestimmung der Gruppen-Anzahl fir die
Verbindungen mit Wiederholangen bleiben unverindert, wenn auch
mehrere Elementen-Reihen zu Grund gelegt werden, Es ist

‘,5) ‘I[al’ L R ﬂ’ b, .b,,,, Cl.,. co) ooo]q:
(n+m+o+ )(I[ng+o+ AD... (atmtot...+q—1)
. . ‘] . . .
(n -m + 0 + W il (n+m—}—o—{— )

1
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I}. Combinationen zu bestimmten Summen

A. Combinationen zu bestimmien Summen aus der
vollstindigen Elementen - Anzahl.

1) Versetzungen zu bestimmten Summ en.
§. 14

Versetzungen ohne Wiederholungen zu bestimmten
Summen,

Die Stellenzahlen der Elemente dienten bisher, die Elemente
von einander zu unterscheiden, Nimmt man auf den Werth der
Stellenzahlen Riicksicht, betrachtet sie im Zusammenhange unter-
einander, und zihlt sie zusammen; so werden dadurch Summen,
die entweder iibereinstimmen oder verschieden sind, erzeugt,
Betrachtet man diejenigen Gruppen, welche gleiche Summen er-
zeugen, in ijhrer Gesammtheit; so ist man auf den Begriff der
Combinationen zu bestimmten Summen gefiihrt,

Von diesen betrachten wir zuerst die Versetzungen zu be-
stimmten Summen, Die Art, wie diese gebildet werden, mag sich
an den Versetzungen ohne Wiederholungen der dritten Classe aus
den Elementen a;, ay , , , a; zur Summe 10 zeigen, Es ist

P(I10; a;, ap.,8:)' = 2; 8y a; | a, a3 ag{-a; ay a5}ay a3 a;
g a4 @y iy @y ag a4 a; a; a3 ay 8;

a; a; ay a, a; ag a; 85 a4 8y a5 ay

a7 ay 4y ag ay ag a; a8 ay a5 8y ag

ap a; & ag ag a4 a4 a; a; az a; ay

a7 a; 4y ag ag 4 a5 a3 a a; ag ay

Zu Erzevgung dieser Summe sind die 7 Anfangs-Elemente der
Reihe nothig. Das Verfahren besteht einfach darin: dafs alle Gruppent
zur dritten Classe, welche die Summe 10 durch ihre Stellenzahlen
erzeugen, herausgenommen und mit ihren Versetzungen angegeben
werden, Die Zahl der Gruppen, welche hiedurch entstehen, sind
.24, wihrend dic der Versetzungen aus 7 Elementen zur dritteit

www.rcin.org.pl



TS RO

Classe 7 , 6 , & — 210 ist, 186 Gruoppen fallen weg, denn sie
sind nicht fihig, die genannte Summe zu erzeugen.

Sieht man von den Versetzungen, welche in diesen Gruppen
vorkommen, ab; so bemerkt man leicht, dafs nur vier verschiedene
Gruppen a; a, ay, a, ag ag, a, 8, a5, ay az a; die Grundlage des
Ganzen bilden, und dafs die iibrigen durch Versetzungen aus diesen
entstehen, Diese vier Gruppen sind die Verbindungen mit Wieder-
holungen der dritten Classe aus den Elementen a;, a, , , . ay zur
Summe 10, was zu der Folgerung fihrt, dals die beiden genannten
Gombinations-Arten sich von einander ableiten lassen, Hiernach
ist fir den vorliegenden Fall zur Bestimmung der Gruppenanzahl

PIr10; 9, 59 S5 = L. 2, 8 GIT10; 63 . .. T

Fiigt man die Bemerkung hinzu, dals das Gesagte von jedem
andern Falle gilt, wie denn sich iiberhaupt die Versetzungen aus
den Verbindungen, und umgekehrt nach §, 11 Nro. 20 ableiten
|assen, so ist allgemein

26) P[fn; 31,850, . . ¥ =1 Q[ln; 25,85 .. .1

Die Versetzungen ohne Wiederholungen zu bestimmten Summen
sind hiernach auf die Verbindungen zu denselben Summen zuriick-
gefiihrt. Daher verweilen wir nicht linger bei diesem Gegenstande
und verweisen auf die Verbindungen zu bestimmten Summen, §, 17,

Wir bemerken noch, dals die Summe der Versetzungen der
q*" Classe zur Summe n entweder so grols, oder grofserals q (q-+1),
aber nie kleiner seyn kahn, ey

Die Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen zu be-
stimmten Summen iibergehen wir gleichfalls aus dem angefiihrten
Grunde,

§. 15,

Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten
Summen,

Wie die Versetzungen ohne Wiederholungen zu bestimmten
Summen, so werden auch die mit Wiederholungen aus den Ver-
setzungen im Allgemeinen abgeleitet,

Um die Versetzungen mit Wiederholungen der q"" Classe aus
den Elementen a,, a5, . , . ., zur Summe n zu erhalten, wenden
wir folgendes Verfahren an.

Einmal weniger, als die Versetzungsclasse angibt, wird die
Einheit an sich angercilit; diesen (q — 1) Einheiten wird ein
Element zugefigt, das mit ihuen die verlangte Summe erzeugt, also
das Element a, ;.. Paraof wird die Stellenzahl des letzien Ele-
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mentes erniedrigt und die des vorletzten, so lange erhiobt, bis das
gegenseitige Erniedrigen und Erhéhen nicht mehr miglich wird,
Ist diefs geschehen, so wird die Stellenzahl des dritt-letzten Ele-
mentes um die Kinheit erhoht, die der beiden letzten zur hie-
durch erforderlichen Summe ergiinzt, und das gegenscitige Frnie-
drigen und Erhohen mit ihnen auf die genannte Art ausgefiilirt,
Das Erhohen der Stellenzahl des dritt-letzten Elementes mufs so
lange in Verbindung mit dem genannten gegenseitigen Erhihen und
Erniedrigen fortgesetzt werden, bis sie den hochst moglichen Werth
n — q—1 erhalten hat, Dasselbe Verfahren wird auf das viert-
letzte Element u, s, f, ausgedehnt bis endlich alle Elemente auf
die angegebene Weise behandelt sind, worauf die Operation ihr
Ende erreicht hat,
Hier mag folgendes Beispiel stehen,
P/ (07; ay, ag, a3, ag)' =aya3a; 2y -2y 3890 | 8y 8y 8y 83 |- ayaz0; 8
93813283 §182838;  Bp05 8333  A38; 38,85
Ay dyagay Ay dza;dy @yayazny agay gﬂtz ﬂ‘l
ayaya43a, a4y azdga, 89898, 8y 438948, 48,
a,aya, ag a;a;a,a, azﬂzﬂzﬂl 83a,a,a,
Die Anzahl der Versetzungen mit Wiederholungen zu be-
stimmten Summen lilst sich dadurch finden, dafs man die der
nachfolgenden Classe auf die der vorhergehenden zuriickfiihrt,
wodurch eine zuriicklaufende Bildungsweise gegeben ist, Von der
ersten Classe geht man zu den spiitern iiber, woraus sich die un-
abhingige ergibt, Scheidet man in dem vorstehenden Falle die
Gruppen, welche gleiche Anfangs-Elemente haben, aus; so gewinnt
man folgende Darstellung
P/([7; a, ag,,, ) =a, P/ ([6; a,,a;,83,3;) +a, P/(15; a;,8z,85)"
+83 PI( f'}; a;, ay )3 "}" a4 PI(_ f3; ag )‘
wodurch man sich leicht zu folgender allgemeinen Darstellung erhebt
27) P/(Tn; ay, 3., )" =a, PU(=1); a, g, )
+ag P/(F(n= 2)38, 85 .., )"
403 P/(I(n—3); a,, ag ..., )"

+ tagpn P(F(@—1); a)*"
Werden in dieser Gleichung statt q allmiihlig die Werthe 2,3, ...
gesetzt, so gewinnt man folgende Darstellungen fir die Gruppe_u—
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¢ anzahl der Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen
aus den verschiedenen Classen

Pl o =4
Bffn; aip a5 =
w PE(—1); oy, .. T g PLI—2)s o F 4.
P I I N o
P/[n;a,, 89, =a P/[ [ (n—1); 85, 0, '+ 0, P/ [[(n—2), ,, 8, ]+
voet-8,3 P/ [(2; 8, T
e B ot By Mo a. i g0
_(n—1)(n—2) (n—1)p"
TR Y 2 o= 120
P'[n; ay,33...]' =
o P/[((n—1); 8, a3..]'+-a3 P/[[(n—2); ay, a5..'+..0, s P/[[3;2,

___(n—l-2)' (;—3) ! (n—13). (1;—4)_*_'“ + S..2,2,1

1.2 L~
(n—1) —2) (a—3) _ (n—1)"
1 3 2 2 3 — 131

Hieraus leitet sich leicht das allgemeine Gesetz ab
28) P/[[n; a,, 3g,.,8, o' =
(n—1) (0—2) (n—3)....(n—q1)__ (n—_1)"™

6 e i TR B R T el L

Von dem eben gezeigten Verfahren, die Gruppenanzahl dieser
Versetzungen zu bestimmen, ist das in meinen Forschungen §. 18
Pg. 36 gegebene verschieden. Die Versetzungen mit Wiederho-
lungen erscheinen dort unter dem Namen Zerfillungen der Zahlen.
Die Gruppenanzahl der Versetzangen mit Wiederholungen zu be-

stimmten Summen ist auf die der Verbindungen zuriickgefiihrt.

2) Verbindungen zu bestimmten Summen.
§. 16.

Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten
Summen.
Wir betreten bei der Untersuchung der Verbindungen ohne
und mit Wiederholungen zu bestimmten Summen den umgekehrten
Weg von dem bisher beobachteten, und behandeln zuerst die Ver-
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bindungen mit Wiederholungen, dann die ohne Wiederliolungen zu
bestimmten Summen, weil sich letztere ganz leicht von ersteren
ableiten lassen, was umgekehrt nicht der Fall ist.

Die Verbindungen mit Wiederholungen der ersten Classe zu
bestimmten Summen werden durch die Elemente, deren Stellen-
zahl der Summe gleich ist, dargestellt. Jede Summe erzeugt also
nur eine Gruppe, die aus einem Elemente besleht,.uud es ist:

C/(In3 aq, /880, ) == 8,

Die Verbindungen mit Wiederholungen der ersten Classe zur
Summe n aus den Elementen a;, a,, ... werden gebildet, indem
man die Stellenzahl 1 mit n—1 verbindet, und dann mit gegen-
seitigem Erhohen und Erniedvigen gleichzeitig fortfihrt, bis die
Stellenzahlen beider Elemente entweder einander gleich geworden,
oder um die Einheit verschieden sind. Das erste wird bei einer
geraden, das andere bei einer ungeraden Summenzall eintreten.
Hiernach zerfallen die Verbindungen mit Wiederholungen zu be-
stimmten Summen der zweiten Classe in zwei Abtheilungen, in die
fir gerade und ungeraden Summenzahlen. Bezeichnet man die
Summen der geraden Zahlen durch 2n, die der ungeraden durch
2n--1, so hat man hiernach folgende Darstellungen :

C/(I2n3 8y, 8g.ind)? = @y Bpih
8y 8p, g
83 8y, 3

C/(([(2n1-1); 8y, 85,....) = =y 0
dz 83,
dg 8342

a, a4,

Zugleich erkennt man, dafs die Gruppenanzahl beider Fille
gleich grofs ist, und sich in n vereinigt.

Bei den Verbindungen mit Wiederholungen der dritten Classe
zu bestimmten Summen unterscheidet man folgende drei Fille unter
den fraglichen Summen: 3n, 3n-}1, 3n-}2, die man zu betrachten
hat. Die Bildungsweise erfordert, dals man das erste Element a,
zweimal nimmt, und dic Stellenzahl des dritten zur erforderliclien
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Summe erginzt, dann die Stellenzahlen der zwei letzten Elemente
gegenseitig so lange um die Einheit erhoht und erniedrigt, bis beide
einander gleich oder um die Einheit verschieden sind. Hieranf
wird die Stellenzahl des ersten Elementes erhoht, die des zweiten
ihr gleichgesetzt und die des dritten zur Summe ergiénzt, und dann
die Stellenzahlen der beiden letzten Elementen gegenseitig, wie
vorhin, erhiht und erniedrigt. Diefs allmilige Erhéhen der Stel-
lenzahl des ersten Elementes und das damit verbundene gegensei-
tige Erhéhen und Erniedrigen der beiden letzten wird so lange
fortgesetzt, bis die Stellenzahlen der drei Elementen entweder ein-
ander gleich geworden, oder um die Einheit verschieden sind. Die
Schlufsgruppen miissen eine von den folgenden Formen haben,
a, 8, 8,, 8, 8, 8,41, 3, 8,41 . Auf dhnliche Weise werden die
Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen fiir die
spiteren Classen gebildet.

Wenden wir uns zur Bestimmung der Gruppenanzahl dieser
Verbindungen, so wird diese nicht so leicht gefunden. Zuriick-
laufende Methoden zur Ableitung der Gruppenanzahl finden sich
leicht; aber einen allgemeinen unabhingigen Ausdruck fir ihre
Bestimmung gibtes wohl nicht. Wir theilen folgende zuriicklaufende
Bildungsweisen mit, und wihlen zur Erorterung folgendes Beispiel:

C/([13; a;, 8y ... ) = a; a; a; ajota; ay a3 a; | ay 8y ay a;

d) 8; 83 @ 4 8y 84 ag 8y a3 a3 ag
4 a; a3 ag a4 8y a5 a, g 83 8y 35
4y a5 34 a4 a, az a3 g 8y a3 a3 a5
4 4 a5 ag a8 az a; a5 43 a3 a3 a
a; ay 82 83 a; ag4 4 ay a3 a3z ag ay

Scheiden wir bei denjenigen Gruppen, welche es zulassen, zu-
erst das Anfangselement a;, dann a,, dann a3 aus; so werden da-
durch die vorstehenden Gruppen zur vierten Classe zuriick ge-
bracht auf Verbindnngen zur dritten Classe zur Summe, welche
der Reihe nach um 1, 2, 3 Einheiten niederer stehen, ohne dafls
dadurch die Gruppenanzahl geiindert worden wire. Diels fiihrt zu
folgender Darstellung:

C/(f13; a8y, ag...) =
a; C/((12; a,,ay...)" -85 C/([11; ay, ag...)* a3 C/((10; ag; a,...)°
In dem Ausdrucke a; C/((12; a;, 23...)° kommen alle Ele-
mente, die zur Erzeugung der Summe 12 beitragen ohne Unter-

schied vor, in den beiden iibrigen nicht. In dem Ausdrucke
ag C/(L11; ay, a3 ...)" fehlt das Element a,; in dem Ausdrucke
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a3 C/ (1105 ag, a,...)" die Elemente a;, ay. Erniedrigt man nun
alle Stellenzahlen der Gruppen des ersten Ausdrucks um 1, und die
des zweiten um 2, so wird dadurch die Anzahl nicht gedndert,
und es ist:

ayC/[[11; ay, ag.'=839, 8, a; = 8 |‘al a; ag=C/[[8; a,, a;..]°
‘32 a3 ag 18y ay a;
8y 8, a3 a; az ay
ag az a; ag t‘llz ay
a3 ay ay 3y a3 a3

a3 C/[(10; ay, a,..T'—a; p; a3 2, — a; a; a; a,=C/[(4; ay,8;..]

Hierans gewinnt man durch Einfihrang folgende Gleichung
fir die Gruppenanzahl

C/[(18; a;, Mgl =

C/[r12; a,, 8y...]'+ C/[[8; ay, ag...]'+ C'[[4; a;, a;...T
Diese Schliisse gelten fir jeden andern Fall, und lassen sich
leicht in das Allgemeine iibertragen. Hiernach erhalten wir fir
die Ableitung der Gruppenanzahl der Verbindungen mit Wieder-
holungen zur Summe n fiir die q* Classe aus den Gruppenanzahlen

dieser Verbindungen zur (q—1)"" Classe folgende Gleichung:

29) C/[[n; a;, ag...]' = C/[ f(n—1); ay, 24, az...]*""

+ C’[f(n—q—l); ap, ag...]‘_'

+ C/[f(n—2q—1); a;, ag...]"

+ C/[f(n—8q—1); a;, 2g...]"

+ C/[f(n—4q—1); ay, az...]""

Die Reihe bricht ab, sobald man auf ein Glied kommt, das
eine Unmaglichkeit fordert, was eintritt, wenn [(n—rq—1) in 0
oder einen negativen Werth iibergehen sollte.

Wird die eben gefundene Gleichung beniigt, um eine un-
abhiingige Bildungsweise zu suchen, zu dem Ende statt q all-
miilig die Werthe 1, 2, 3.... gesetzt, und die sich hiedurch erge-
benden Reihen summirt; so gewinnt man folgende numerische Aus-
dviicke fiir «die Gruppenanzahl der Verbindungen mit Wiederho-
lungen zu bestimmten Summen, und zwar fiir die zur ersten Classe;

30) O/ I:f‘ﬂé; Ay, ﬁz....Jl =i
fiir die zur zweiten Classe

C'[f2n; 8;,'83.,.' =n
C/[(2n4-1); ay, ay... ' =

www.rcin.org.pl



R0 L.

fiir die zur dritten Classe
C/[{6n; ay, a5, 83... F = 3n*
C/[f(6n+1); aj, a5, a3...]> = 3n* -}- n
C/[[(6n+2); a;, 8y, 83...] = 3n* | 2n
C/[f(6n-}3); 1, ay, a3..] = 8n* 4 3n+-1
C/[[(6n{4); ay, ag, 83...] = 3n* + 4n-1
C/[[(6n}-5); ay, 83, 83...] = 8n? | Sn+2

u. 8. w, Man erkennt aus dieser Zusammenstellung, wie sehr sich

die zu bestimmenden Ausdriicke vervieﬂ'iiltigen.

Eine andere zuriicklaufende Bildungsweise gewinnt man, wenn
man die Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen
nur in zwei statt in mehrere Abtheilungen zerlegt, so zwar, dafls
nur das niederste Element a; aus allen ihm gemeinschaftlichen
Gruppen ausgeschieden wird, Hiernach erhilt man fiir die Dar-
stellung der Verbindungen mit Wiederholungen der 4" Classe zur
Summe 13, die des oben gewihlten Beispicles, Folgendes:

CLCTA8; o, 8yt . . )
a; a; ag 810+82 a3 8 a;—a, C’(fl2; ay, az..)'—}—C’(f13;az,83..)'

4; a; ag 4y 83 a9 a3 ag
a; a; az ag a4y 8y ay a;
a; a; a4 ag a4, a3z az 8;
a; 8 35 8 4y ag ay a4y
a; a, a, ag Az a3 ag 8y
a; a, ag ay

a; a, ay ag

a; a, as a;

a; az ag ag

a; ag a4 ag

a; a

402} Xusdruck C’ (I'13; ay, ag,..) enthilt lauter Gruppen,
worin das Anfangs-Element a, fehlt, Erniedrigt man die Stellen-
zahlen simmtlicher durch ihn erzeugter Gruppen um die Einheit,
so wird dadurch die Zahl der Gruppen nicht, sondern nur die
Summe, welche sie bilden, verindert, und um vier Einheiten er-
niedrigt. Dann ist

C/[(13; ag,83..'=ay a; 3, a; = a, a, a, ag=0C'[9; a;,a; ...}
4y 4y a3 ag a, a; a; a;
49 a9 ay a5 ap a, ag 4
4y ag ag a; A 4y ag A
9y a3 a4 a4 4 89 a3 a3
az az az; a, dg 8y 83 ag
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Diese Darstellung fihrt zu folgender Gleichung fiir dle Grup-
penanzahl

C’ [13; a, a,...] = G’ [[12; ar, 8...T + €/ [£9; a,, ag... T

Die vorliegenden Schliisse dehnen sich leicht in das Allgemeine
aus, und man erhilt fir die Anzahl der Verbindungen mit Wieder-
holungen der ¢ Classe zur Summe n aus den Elementen a,, a3, a;..,
folgende Gleichung

81 C/[[n; o imy ks = g
C/[f(n—1); B, ap,03,..]"" + C/ [l (n—q); a;, 83...]°

Diese Gleichung ist in doppelter Hinsicht zuriicklaufend, denn sie
setzt voraus, dals bei der Bestimmung der Gruppenanzahl der
Verbindungen mit Wiederholungen zu einer Classe die Anzahlen
der vorhergehenden Classe, und die fritheren derselben Classe be-
kannt sind,

Bisher sind wir bei der Bildung der Verbindungen mit Wie-
derholungen zu bestimmten Summen von der fraglichen Summe ausge-
gangen, und ausihr wurden die Elemente, welche sie erzengen konnen,
abgeleitet, Geht man aber von einer bestimmten Anzahl der Elemente
aus, und bildet aus ihnen die miglichen Summen, sec bekommt man
eine neue Methode fiir die Blidungsweise der genannten Verbin-
dungen zu bestimmten Summen,

Wir wihlen hiezu die Elemente a,, a;, a3, a;, a;, um aus
ihnen die Summen, welche zu den verschiedenen Classen moglich

sind, zu bilden und so das Verfahren zu zeigen, Hiernach ist
°

C/Cfﬁ; g, 89, a3, 8, 8 )l = 8
GLE00: & 5 'ag . ., 85 ) NEEREaRGY
8 84
a3 ag
014 e R TR PRSI 1) [ - S T )
ag a3 a4
a; az a3
az a3 ag
OLCTR: &y .00, s ) i darihy faves
a, a, ag ay
a; a; ag ay
a; a3 ag az
a; ag ag ay ;
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a, a, a, ay ag
a, a, a, ag ag
a, a, ay a, a3
a, 2y Ay ag 8y
Ra(rIDs &, . . , 85) = 8 8 8 8 8 a5
a, a, a; a, a3 a,
a, a, a, a, a3 a3
8, @ a a3 a, ag
8, a, @y 8y 8y 4y
u. 8, w, In diesen Gruppen ist diec Elementen-Anzahl bestindig
wihrend sich Classen und Summenzahl verandert und gleichzeitig
um die Einheit wichst, so dafs ihr Unterschied unveriinderlich und
hier — 4 ist, Man bemerkt nun leicht, dals die Gruppenanzahl
der verschiedenen Classen wiichst, sich zu einem Maximum erhebt
und von da an durch alle hiheren Classen und hioheren Summen
sich gleich bleibt. Diels tritt dann ein, wenn die Summenzahl
gerade das Doppelte von der Classenzahl ist, und aus dem
Grunde, weil die Schlufsgruppe dieser Classe lauter gleiche Ele-
mente und zwar die, deren Stellenzahl 2 ist, haben mufs, und die
spitern Classen die Stellenzahlen 2 in grifserer Dimension nicht
haben kénnen, da Classen und Summenzahl um gleichen Zuwachs
sich erhohen, Hiernach hat man folgende Gleichung:
32) C[l2q; a, cestgn]' = C/[[(2q+1); & u.aﬂ-l]“l =
=@+ 0, 8l =
und das Gesetz: die Gruppenanzahlen derjenigen Verbindungen mit
Wiederholungen zu bestimmten Summen, deren Classenexponent
und Summenanzahl gleiche Unterschiede bilden, sind gleich, wenn
die Summe kleiner oder hichstens doppelt so grofs als der Classen-
exponent ist, Man hat also fiir den genannten Fall den Classen-
exponenten von der Summenzahl abzuziehen, den Unterschied als
Classenexponentenund das Doppelte von ihm als Summe anzuschreiben,
um die fraglichen Verbindungen auf andere und niedere zuriickzu-
filhren, Das Gesagte fihrt zu der Gleichung

33) C'[fn; a,, a3,..1'= C/[f2(n —q); &y, 3,...]"

Diese Gleichung ist sehr brauchbar, wenn n und q grofse und
picht sehr von einander entfernt liegende Zahlen bedeuten,

Wir theilen nun noch eine Methode mit, die Gruppenanzahlen
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der Verbindungen mit Wiederholungen zu einerlei Summe, welche
mehreren Classen zugehoren, in einen Ausdrucke zu vereinigen,
Sie mag hier am zweckmiilsigsten ihre Stelle finden,

Wie bei der Darstellung der Verbindungen der genannten Art
einigemal Gruppen zusammenbegriffen wurden, bei welchen ein
oder mehrere Anfangs-Elemente ausgeschlossen sind, worauf wir
spiter §. 22, wieder zuriickkommen werden, so lassen sich auch
Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen aus
Elementen bilden, worin a;, als Anfangselement erscheint, Sie lassen
sich leicht auf Gruppen zuriickfihren, die aus den Elementen der
Reihe a,, a,, ag ,,, erzeugt sind, Diels zeigen wir an folgendem
Beispiele
Ci(l9; ag, a,, ag,,,)" = ay 89 ag ag —}- 8 8, 33 ag -}-a, 8, @, a4

ay 8y a, ag @) @, a3 a5 @, a, ag g
a) ag ag a; @y a4 a; a; @  a; a3 a,
8y a4y az dg g dg a3 aj 4, dag ag a4
a) ap ay a; a az a3 ay a, ag az ag
a, a, a, ay 80 d3 a3 ag ag a9 a3 ag

Erhohet man die Stellenzahlen aller Gruppen um die Einheit,
80 bleibt ihre Anzahl ungeindert, die gemeinschaftliche Summe er-
hihet sich aber um so viele Einheiten, als der Classenexponent in
sich begreift, Hieraus flielst die folgende Gleichung

CAr9; sy, vy, ...]1 = 0/[[18;'a480g, ..o ]

Diese Schliisse bleiben bei jedem andern Falle dieselben und
man hat allgemein

34) C/[fn; ay, a3, ..]' = C/[f(n+q); &, a3, , . J*

Vernachlifsigt man in den oben erhaltenen Gruppen diejenigen
Elemente, deren Stellenzahl 0 ist, so wird dadurch die Gruppen-
anzahl keineswegs geiindert, und man erhilt bei anderer Anordnung:

C/'[(9; 8y, 8;, 83 .,..]' =8y + a, a3 + @, 8, a; -} a, 8, a, 3,

ay ay a, ay ag a, a, ay a,

az ag a, ag ag a, a, ag a4

a, ag a, a4 a, 8, 2, a, ay
a, a, a; a, a, ag a,
a; az ay a; @y a; ay
83 83 a3

=C/[19; ay, ;. JHC/[9; a,, 3,..]+C/[[9; 2, 2,..]-C[9; 2, 3,,]"

welches die Verbindungen mit Wiederholungen zur Summe 9 von
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der ersten bis vierten Classe aus den Elementen a,, a,,,, sind. Zeigen
wir nun diese Verbindungen zu einerlei Summen und verschiedenen
zusammengehorigen Classen durch die nachstehenden Ausdriicke

C/(fn; a,, 85,..) "% " oder C/( fn; a, 8,,., )"

an, so erhalten wir firr die Gruppenanzahl des vorliegenden Falles
in Riicksicht auf Nro, 34 folgende Gleichung

O [N aais 8y oo 08> == C’[fl3'; 8138 s It

Diese Schliisse sind allgemein und geben eine leichte Methode,
die Gruppenanzahl, welche durch die Verbindungen mit Wieder-
holungen zu bestimmten Summen aus mehreren oder allen zu-
sammen gehérigen Glassen erzeugt werden, anzugeben, Hiernach ist

35) C'[fn; a,, 85...]2* = C/[f(n+q); 8, 83, ¢ o ]

Merkwiirdig ist die Harmonie, welche zwischen den Gleichungen
33 und 35 herrscht, die besonders dann hervortritt, wenn die
Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen aus
allen Classen zusammen begriffen werden sollen, Dann geht ndmlich in
Nro, 35 q in n iiber, und aus C/[f (n-4q); &, a;...]" wird
C/[(2n; a, a,,, ", wodurch man auf Summen der Verbin-
dungen mit Wiederholungen des gleichen Unterschiedes gefiihrt ist.
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Gruppenanzahl der Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen.

Summe der
Zahlen.
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0 ™ I I R R T e
e L R B 1 ) L TR G Shaioten
LA L LT T L] [~lsie) elnle
PR E RS T 1] I esiseshe)es] o

] 1 e O O el 0 T

Verbin-
dungen.

L LT I fmfs]ele]o| <] s|=fe

[~ =] o] ] Sl el =13

i R N RS

-
—
=
L]
-
w

Um in dieser Tabelle die Zahlenausdriicke fiir die Verbind
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- 57| 3] 15}) 22
_ 3| & 71 11| 15
5.3 3|
12 51" 7
4| 4] 2| 3| 5
PR 1} 2|3
el 11 8
ANLE

penanzahl an.

4l o
|24] 2

1| 1
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aus irgend einer Classe zu einer bestimmten Bumme
zu finden , suche man in der obersten Horizontalreihe die  SBumme, in der vnrdenlen Vertikalreihe die Classe, und sehe in welchem
Felde sich die beiden Reihen v g
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Verbindungen ohne Wiederholungen zu be-
stimmten Summen,

Die Verbindungen ohne Wiederholungen zu bestimmten Summen
lassen sich leicht auf die mit Wiederholungen zu bestimmten Sum-
men zuriickfithren, wenn man bemerkt, dals die Gruppen der Ver-
bindungen ohne Wiederholungen aus denen mit Wiederholungen,
wie schon§. 13.Pg. 17 bemerkt wurde, dadurch erzeugt werden, dals
die Stellenzahlen der Elemente aller Gruppen, welche die zweite
Stelle einnehmen, um 1, diejenigen, welche die dritte Stelle ein-
nehmen, um 2, u. s, w., welche die ¢ einnehmen, um (q —1)
Einheiten erhoht werden. Die Gruppenanzahl indert sich hiedurch
nicht, sondern nur die aus ihnen hervorgehende Summe, Diese
wird um die Groifse 1)

QD S QTR IS g H L)

erhoht, Hierin stimmen Bildungsweise und Anzahl der Gruppen
itberein, und man hat

36) c(r<n+ g_g.]:‘}) ) HE TR ”)., =C/(In;a,a,..)"

und

37) C[r(n—{—qlg!;;)); Bis 85, ., ]': C/[fn; 'a,, 85..,]°

Die beiden Gleichungen fiihren die Verbindungen ohne Wie-
derholungen auf die mit Wiederholungen zuriick, und gehen hiebei
von der Summe der Verbindungen mit Wiederholungen aus.

Geht man aber von den Summen der Verbindungen ohne Wie-
derholungen aus, um von ihnen auf die mit Wiederholungen iiber-
zugehen; so gewinnt man fir die Bildungsweise und Bestimmung
der Gruppenanzahl folgende Gleichungen.

—1
38) C(In; ap,a,,.,)'—= C/(((n——ql(q 2—)), a,, ag...)"

und

) 1
39) Clfn; a8, ,,.'=C’ I:I'(n_—q#l_iz. ); a, 8 .. ]
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Gruppenanzahl der Verbindungen ohne Wiederholungen zu bestimmten Summen.

Classe der
Verbin-
dangen.
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Um die Zahlenausdriicke fir die Verbindungen ohne Wiederholungen ams dieser Tabelle
zu irgend einer Summe in einer bestimmten Classe zu finden, suche mam in der obersten
Horizontalreihe die Summe in der vordersten Vertikalreihe die Classe, und sehe in welchem
Felde sich beide vereinigen. Die ihm eingeschriebene Zahl gibt die gesuchte Gruppenanzahl.

e
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B. Combinationen zu bestimmten Summen bei
ausgeschlossenen Klementen.

1) Versetzungen zu bestimmten Summen bei
ausgeschlossenen Elementen.

§ 18.

Versetzungen ohne Wiederholungen zu bestimmten
Summen bei ausgeschlossenen Anfangs-, Zwischen- und
Schlufs-Elementen,

Die Combinationen zu bestimmten Summen kénnen, wie bisher
geschah, aus vollstindigep Elementen-Reihen gebildet werden, so dals
keines von den Elementen a,, a,, a3 .... . ., welches zur Erzeu-
gung der gegebenen Summen mit beitragen kann, ausgeschlossen
wird. KEs lassen sich aber auch Combinationen zu bestimmten
Summen aus solchen Elementen-Reihen bilden, in denen Elemente,
welche zu Erzeugung einer bestimmten Summe beitragen konnen,
fehlen, Hiebei heben wir drei Fille heraus:

1) Combinationen zu bestimmten Summen bei ausge-
schlossenen Anfangs-Elementen;

2) Combinationen zu bestimmten Summen bei ausge-
schlossenen hoheren Elementen.

3) Combinationen zu bestimmtenSummen bei ausgeschlos-
senen Zwischen-Elementen,

Es konnen auch Zwischen-Elemente, die sich zufillig an ein-
ander reihen, ausgeschlossen seyn. Wir lassen diese unberiick-
sichtigt, da sie den Gesetzen eines Systems nicht unterliegen.

Schon in §, 16 kommen Combinationen zu bestimmten Summen
bei ausgeschlossenen Anfangs-Elementen zum Behufe weiterer Be-
nulzung vor.

Das Bilden der Combinationen zu hestimmten Summen bei
ausgeschlossenen Anfangs - Elementen unterliegt keiner weitern
Schwierigkeit, da die Elementen-Reihe von demjenigen Elemente an,
welches durch den Ausschluls der fritheren als erstes erscheint,
ununterbrochen alle Elemente, die zur Erzeugung der fraglichen
Summe beitragen, angibt.

Bei der Darstellung der Gruppen der Combinationen zu be-
stimmten Summen bei ausgeschlossenen Anfangs-Elementen wendet
man im Allgemeinen das Verfahren an, welches in den §§. 14—17
angegeben wurde. Man hat daher die Elemente der abgekiirtzten
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Reihe nach den schon bekannten Gesetzen an einander zu reihen.
Die hiedurch erzeugten Gruppen unterscheiden sich von denen aus
einer vollstindigen Reihe erzeugten nicht durch die Bildungsweise,
sondern nur durch die Stellenzahlen und hoheren Summen. Hier
mag ein specieller Fall fiir die Gruppen der Versetzungen zu be-
stimmten Summen bei ausgeschlossenen Anfangselementen stehen

P(l16; a3, a,...)"= a3 a3 ay | a3 a5 ag { a3 ag ay + 8y a5 a;

a; a3 a9 d; ag ag ag a3 as a5 a4 ay
43 dg Ay Az ag a5 4z ay 8 a; 8; as
dg ag a, dg ag a; a4y a3 ag 8; a4 85
4y a9 ag a; ag a3 ag a7 a3 d; 87 a4

ag ay ag ag ag ag A7 ag a3 ay a; a

Bildungsweise und Gruppenanzahl stimmen mit denen, §. 14

angegebenen, iiberein, und man hat fiir die Gruppenanzahl im vor-
stehenden Falle folgende Gleichung

> g P[flﬁ; az, 84.,.]’:P[f10; 8, 8, 4. ]’

Fiihrt man nun im Aligemeinen die Gruppenanzahl der Versetzungen
zu bestimmten Summen aus Elementenreihen mit ausgeschlossenen
Anfangselementen auf vollstindige Elementenreihen zuriick, so hat
man zu beriicksichtigen, dals die Stellenzahl jedes Elementes um
die Kinheiten des Schlulselementes der ausgeschlossenen erniedrigt,
und daher die Summe selbst um dieses Element so vielmal, als
die Versetzungsclasse Einheiten enthilt, verkleinert werden mufs.
Hiernach hat man fiir die Gruppenanzahl der Versetzungen zur
Summe n aus den Elementen a,;:, a.:, 8,455 + .., zur ¢"" Classe

40)P [ In; a,y,, 8,41, o= Pif(n—8q)5 8y 8oy o ]

. Hier mégen auch die Gleichungen fir die Gruppen solcher
Versetzungen zu bestimmten Summen stehen, die aus Elementen-
Reihen, deren Stellenzahlen mit 0 oder einer negativen Grifse be-
ginnen. Die Zuriickfiihrung ihrer Gruppenanzahlen auf die aus
vollstindigen Elementenreihen erzeugt die Gleichungen

41) P[n; ay, a;, a3...Js = P[f(a+ q); a, 85, , ]
42) P(fn;a_. a_.y,... 8, 8y 82,,.]=P[[(n4(r+1) q); 2, 2,,..]°

Die Versetzungen zu bestimmten Summen bei ausgeschlossenen
Schlufselementen sind von keiner Anwendung, weswegen wir sie
iibergehen,

Um diejenigen bei ausgeschlossenen Zwischenelementen zu ge-
winnen, bezeichnen wir das erste Element durch x, und die Zn-
nahme, wodurch sich dic iibrigen Elemente von einander unter-
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scheiden, durch .7x. Hieraus folgert sich leicht, dais nur Ver-
setzungsklasse und Zahl der erzeugenden Elemente, nicht aber dic
zu erzeugende Summe wilkiihrlich seyn kann, und dafls letztere
von der Classe und den Elementen abhingt, Sollen daher die Ver-
setzungen zur (" Classe aus r-}- 1 Elementen gebildet, und ihre
Gruppenanzahl auf die der vollstindigen Reihe zuriickgefihrt wer-
den, so entsteht folgende Gleichung

a3) p [r (qx—l— (‘l:]‘m.;_ll zlx+r.dx); Xy, X+AXy oo x+rdx:|"
—p [l‘(q-{—(q-l———g)—.(—q;—l)—i—r); 81, Bgy0n « Bip ]“

el [[’('(l'q:'!)g-f-l‘—f‘ 1)5 iy B2y .0 am]q

§. 19.

Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Sum-
men bei ausgeschlossenen Anfangselementen.

Die Bemerkungen des vorhergehenden § entheben uns der
Miihe eine entwickelte Darstellung der Gruppen der Versetzungen
mit Wiederholungen zu bestimmten Summen bei ausgeschlossenen
Anfangselementen vorzulegen. Die hieher gehiorigen Gleichungen sind

44) P/[fn; a,41y 8440y . ' = P/[[(Nn—q8); 81y 8y, 85 ... ]

Hiernach bestimmt sich der numerische Ausdrack der Gruppen-
anzahl leicht, wenn in Nro. 28 n — qs statt n gesetzt wird.

45) P/ [[n; 841,849 o' = ons s_'l )(n—qs—2) (n—( 8+l)q+])

2... @D
(n—qs— 1)1—”-'
s 3 I

Auch hier mogen die Gleichungen fir die Gruppenanzahlen
der Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen aus
Elementenreihen, deren Stellenzahlen mit 0 oder einer negativen
Grofse begionen, stehen. Sie sind

46) P/[fn; ay, a;, 8s... "= P [[(n1q); &, T

("+q—1)(n+q—2) (n+1)
T, .. (ad

("—f—q—l)""w: i (lL_:;l)q_m

ki lq-lu

B9 BU(Tn; 8y, 81y 8 .., %=

i

o
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Ferner

48) P/[fn; a_,ya_q,y ... " =P/ [ (n+4(r41)q); a,, 8s...]¢
49)P/[fo; 8,8 .11y - 89y 8, ....] =

(ot (l'+1) 4 1)(ﬂ+ (r+1) q- 2) - (nfrq—1)

- (-1
o + ol 1>q—1>ﬂ—“—'
e lﬁ-—l[l
n+rq—1)'"
T ( 1 )

§. 20.

Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Sum-
men bei ausgeschlossenen Schlufsclementen.

Die Aufgabe, deren Auflésung ues beschiftigt, ist folgende :
Es sollen die Versetzungen zur Summe n aus den KElementen
8, @2, , . . a, zur q"" Classe gebildet werden.

Wiren die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe n
aus der vollstindigen Elementenreile zu bilden, so miilsten alle
Elemente a,, 2y, 83... 8,y 8541, «048qp zur Summenbildung mit-
wirken. Nun sollen aber bei dieser Darstellung nur Gruppen vor-
kommen, welche aus den Elementen a,, a,,.,a, gebildet sind, defs-
wegen miissen alle diejenigen, worin die Elemente a,4., @.;2,..,
erscheinen, ausgeschlossen bleiben.

Bagi1

Die Bildungsweise fir die Darstellung der hiedurch entstehen-
den Gruppen ist nach den angegebenen Vorschriften leicht. Daher
iibergehen wir sie und wenden uns zur Darstellung des Ausdrucks
fiir ihre Gruppenanzahl, 2

Zu dem Ende nehmen wir die Elementenreihe als vollstindig
an, schliefsen der Reihe nach zuerst das Element mit der hochsten
dann das mit der zweit- hichsten u. s. f. aus, und beobachten hie-
bei das allgemeine Gesetz.

Die Gruppenanzahl der Versetzungen mit Wiederholungen zur
Summe u aus der vollstindigen Elementenreihe zur ¢“* Classe ist

nach Nro. 28 :
P/[fn; ay) ay, o4 el 8 e .(""i)("'gz.): :*.(“(‘q_g”l*‘) )

Alle die Gruppen, worin das Element a, .4 erscheint, miissen
ausgeschlossen werden. Dieses Klement ist mit allen denen ver-
bunden, welche mit ihm die Summe n, also chne es die Summe
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q—1) bilden. Da aber alle diese Gruppen durch Versetzungen
erzeugt werden, so ist die Zahl der es enthaltenden Gruppen nicht
nur so grofs, als es seine Stelle éindern kann (also q mal), sondern
so viel mal grifserals die iibrigen (q—1) Elemente unter sich Ver-
setzungen mit Wiederholungen zur Summe (q-1) und zur (q-1)*
Classe eingehen konnen, wihrend es sich auf jeder Stelle befindet.
Die Zahl der Versetzungen, welche die iibrigen (q—1) Elemente
sofort eingehen konnen, ist nach Nro, 28

P/[f(q—1); m,... ] = (O 12)f" 23‘)::‘.3. '(:_'21)

Die Gesammtzahl der auszuschlielsenden Gruppen, welche das

Element a, ., enthalten, ist hiernach
q ;S8 gellvesd 80 &
| R ....(q—2)

Gesellt sich zu der Ausschliefsung des hochsten Elementes
die des zweit hichsten a, ,, so gelten die gleichen Schliisse, wie
vorhin, nur mit der Abinderung, dals die iibrigen q—1 Elemente,
mit welchen es sich verbindet, Versetzungen mit Wiederholungen
zur Summe q in der (q—1)"" Classe bilden, Die Zahl der Gruppen,
welche hiernach auszuschlielsen sind, ist

(q—i)(q—2). o S
kT AR g (q—2)

Aus dhnlichen Grunden ist die Zahl der Gruppen, welche der

Ausschlufs des dritten Elementes bedingt

" q(q—l)....4 3

'1.2,... (—2)

u. 8. f. Das Gesagte begreiftalle Elemente bis zu dem Elemente a, ;.. Hier-
nach bestimmt sich die Zahl der auszuscheidenden Gruppen durch
nachstehende, sich in einen einfachen Summenausdruck vereinigende,
Reihe
q (DE—D)..8.2.1 (q—l)(q -2)..3.2 , a(q-1).48,

. B g 1 (2 1.2, (q-2)
(n-e-2)...(n g—q-1) (n-s_l) (n-8-2) . . .. (n-s—q+1)
I O I Sk R S IR TR ey T 3

Diese Schliisse bleiben in voller Kraft, so lange die Stellen-
zahlen der ausgeschlossenen Elemente sich nicht um so viel ver-
mindert haben, dafs in den Summen, die sie mit den iibrigen Ele-
menten zur (q—1)"" Classe bilden, gleiche oder hihere Elemente
vorkommen, als sie selbst sind. Geschieht diefs, soistdas Ausschei-
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den zu oft und im letzten Falle unter zwei Elementen, und zwarso
oft mal zu viel eingetreten, als zwei Elemente mit emander auf q

Stellen Verbindungen ze zweien (also(ll(—(L — B eingehen kounnen.
~ Dieser Fehler mufs entfernt, und delswegen die hiedurch er-

zeugte Gruppenanzahl selbst wieder von der ausgeschiedenen aus-
geschlossen, oder der urspriinglichen zugezihlt werden. Die hiedurch
erzeugten Gruppenanzahlen bilden selbst wieder eine Reihe von
Ausdriicken, welche die steigenden Summen zur (q—2 )" Classe
darstellen. Sie vereinigeu sich nach Art der oben stehenden
Reihe in folgendem Ausdrucke

q(q—1) ,(n—28—1) (n—25—2).,,.,, (n—28—q+41)

W T T T T T N

Sind die Stellenzahlen der ausgeschiedenen Elemente wieder
um s gefallen, so dehnt sich Jdas Gesagte auf drei Elemente aus,
und man hat dann von der so eben ausgeschiedenen Gruppenanzahl
selbst wieder die Zahl auszuscheiden, welche in dem Ausdrucke

q(q—1)(q—2) (m—3s—1) (n—3s—2).....(n—3s—q}1)
T T g  BRPIE B o R E S T )

begriffen ist u. s. f. Nach dem Gesagten erhilt man nun fir die
Bestimmung der fraglichen Gruppenanzahl folgende Gleichung

00) P/[f; 8,, &, ., ;' &0 =
_("—1) (n—2) (n—3)....(n—q+}1)
N R T e

m_—s—1)<n—s—_2)...<n—s—q+1)
R AN [ T

+ q(q_l)(n—2 8—1)(“ 2’_2).“(“-2 ﬂ—q+l)
1.8 o, oy (g=-1)"

q(q—l)(q—2) (h-8s-1)n-3s-2),.,(n-8s—q}1)
—1.2.3 1. 2....0D

Die Reihe bricht ab, wenn eine Facultit in 0 @ibergeht. Die
Aufgabe ist nur so lange miglich, als qs so grofs oder grifser als
n ist. Sieist unmiglich, wenn ¢s kleiner, als n oder s kleiner als

n
a werden sollte.

Hier wurde die Ableitungsweise dieser Versetzungen ganz im
Aligemeinen und ohne Riicksicht auf einen speciellen Fall vorge-
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tragen. Kine ausfihrlichere Erorterung dieser Art von Gombina-
tionen haben wir zuerst in unsern Forschungen im Gebiete der
hohern Analysis §. 19, Pg. 37 u. f. f. gegeben. Dort liegt dieselbe
Idee zu Grunde. Die dort gewihlte Darstellung gibt genave Ein-
sicht in den Bau dieser Versetzungen.

Soll nun die Gruppenanzahl der Versetzungen mit Wieder-
holungen zu bestimmten Summen aus einer Elementen-Reihe, deren
Stellenzahlen mit 0 beginnen, und von der die Schlufs-Elemente
ausgeschlossen werden, bestimmt werden; so hat man aus der
Gleichung 46 fir die Ableitung der Gruppenanzahl von der einen
aus der andern Elementenreihe

P'[n; ag, ay, 8., .B.J‘ZP’[f(""HI); ay, ahna--}l]’
und durch Einfihrung der entsprechenden Werthe in 50
1) P/[fn; ay, a,, 83 =

(n+(I—1) (n+q——2) (H+Q—3) «(n+1)
1 e o Cg—=1)
' _(n+q—s—2)(n+q—s—-3)(n+q—s—4) . (n—s)
B 1 3 T (—1)
g&q—l) (n+q—2 s-—3)(n—|—q—2 s-—-4) (n+q 28-5)...(n-2s-1)
g SRR (q—1)

_ q(a—1)(g—2) i e bl MR (n—3s—2)
Sy o i AR ST A

«w

Auch diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied in 0 iibergeht.

Soll die Gruppenanzahl der Versetzungen mit Wiederholungen
aus einer Elementenreihe, deren Stellenzahlen mit negativen Grilsen
beginnen, und wobei die Schlufselemente ausgeschieden sind, be-

stimmt werden, so ist aus 48
P/ al,, 8, igu: = By, 81 v By 1=
P/I(n+(r41)q); a5, ;... 80y ]

Werden die entsprechende Werthe benutzt, so entsteht aus 50
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EEICES YRS W CESCES 'WEE BN TR TS ¥

(q—1)
q [n+(r+1)q-—s—r—2][n+(r+l)q—s—r—3] < [nfrq-s—rj
1 . (q—l)
q(q 1) [n+(r+1)q-2(s+r) 3] [n+(r+1)q 2(s r) 4] cooo[p4+rq—2@G+4r)—1]
(¢g—1)
q(q—l)(q —2) [n+(r+1)q 3(s+r) 4] [n+(r+l)q 3(s+ )—5] . [n+4rq—38)(s+4r)—2]
(g—1)

Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied in 0 iibergeht. Die Elementenreihe, woraus die Gruppen zu der fraglichen
Summe gebildet werden sollen, ist so lange unvollstindig, als s—r kleiner als n--rq ist. Wird aber s+{-r so
grofs, oder gar grifser, als n-{-rq, so wird die Elementenreihe vollstindig, und enthilt im leizteren Falle sogar
mehr Elemente, als néthig sind, die erforderliche Summe zu erzeugen. Es verschwinden dann auch in der
Gleichung 51 alle Glieder auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens mit Ausnahme des ersten.

§ 2L

Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen, bei ausgeschlossenen
Anfangs-, Schlufs- und Zwischen-Elementen.

Mittelst der Gleichungen 44 und 50 wird es nun leieht seyn, die Gruppenanzahl der Versetzungen mit
Wiederholungen zu bestimmten Summen, bei ausgeschlossenen Anfangs- und Schlufselementen zu bestimmen.
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Ist niimlich die Zahl dieser Versetzungen zur Summe n aus den Elementen a,y, 8,42...a zur ¢ Classe zu
bestimmen, so ist nach 43

P'[fn; acy1y Begay o oo 8 ' = P/[[(0 —rq); 8,2 ...8.]
und hiernach durch Einfihrung der entsprechenden Werthe in 50.
53) P/[In; a.+.,a,+.,...a,]:(n_;q—l)(n—;q_z)'"(n_(r+l)q+1)

(9 —1)
 ra(en ) v oG~ 1]
oy 1 : R TR TR R T P
£ q(q—-l) [n—rq-—2(t—r)—1] [n- rq_2(t_r) 2]. .. [n(r+1)q-2(t-r)41)
) ; 2 oo TS (q —1)
q(q-1)(q-2) [n-rq-3(t—r)-1][n- rq-3(t..r) 2]...[n—(r41)q-3 (t-r)41]
~yiF: s s = (4 —1)

Behalten wir, um die Versetzungen mit Wiederholungen zn bestimmten Summen bei ausgeschlossenen
Zwischenelementen zn gewinnen, die §. 18 angegebene Bezeichnung bei, so ist auch hier zu bemerken, dafls nur
die Zahl der Elemente und der Classe willkiihrlich ist, dagegen die Summe von diesen beiden abhingt. Hier-
nach gewinnt man folgende zuriickfihrende Gleichung zur Bestimmung der durch sie erzeugten Gruppenanzahl,

) P[I(gx + rax); X, X+ 4%, ... X+r 4x] = P’[f(q+r); 815583 o B Bpi]
_@@+r—1@@q+r—2). r+ 1)
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2) Verbindungen zu bestimmten Summen bei
ausgeschlossenen Elementen.

§. 22

Verbindungen ohne und mit Wiederholungen zu be-
stimmten Summen bei ausgeschlossenen Anfangs- und
Zwischen-Elementen.

Die entwickelte Darstellung der Verbindungen zu bestimmten
Summen iibergehen wir, da sie keiner weiteren Schwierigkeit unter-
liegt. Die Gruppenanzahlen dieser Verbindungen lassen sich leicht
anf die durch vollstindige Elementenreihen erzeugten zuriickfiihren.

Die Gleichungen, die wir zu dem Ende mittheilen, sind folgende:
Fiir die Gruppenanzahl der Verbindungen ohne Wiederholungen
zu bestimmten Summen.

55) C[In; a1, 8,43 -+. ' = C[f(n—8q); 8, 8, ...]*

Fiir die Ableitung der Gruppenanzahl dieser Verbindungen aus
der Gruppenanzahl der mit Wiederholungen aus der vollstindigen
Elementenreihe nach 39 §. 17,

: —1
56)C[fn; sty a.+’_..]Q:C/[[‘(n_sq__‘l%q___2) 5 @1, 8y, "']q

Fiir die Ableitung der Gruppenanzahl der Verbindungen mit
Wiederholungen aus den Elementen einer abgekiirzien Reihe von
denen der vollstindigen nach 31. §. 16

57) C/[In; 8,41, 8442y - « - J* =
C[fn—sq—1); ay, ...+ C[[(n—(s+1) q); @, 8]
nach Nro. 29 aber
58) C/[[n; 8,1, 8442y ... = C/[[(n—8q—1); 85, 8...1""

+ © [f(n—(s-+1)q—1); ay, By
+ C/[f(n-(s+2)q-1); ay, 85 ...]T""

Die beiden lezten Gleichungen geben eine zuriicklaufende Bil-
dungsweise an,
Die Verbindungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen
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aus einer Elementenreihe, deren Stellenzahlen mit 0 beginnen, nebst
ihrer Anwendung haben wir schon §. 16 mitgetheilt. Die Gleichung
fiir diese Verbindungen aus Reihien, deren Elemente mit negativen
Stellenzahlen beginnen, ist:

59). Gl a5 8 533 -0+ 805 Bry o0 oS
Clf(n+(r+1)q; a3, 8 ...]

Aus dieser gewinnt man in Verbindung mit 31 und 29 folgende
O3 O EIns aliq a0 s =
C/[f(n+(r+1)q—1); 8y, 8 ... T + C [[(nfrq): 8y, 2s...]
O1) GURE n: acs s ialk ., < vt o=
Cl(n+(r+1Dg—1); ay, a5 ...T
+ CIf(n+rq—1); 5, ...

+ O+ (r—1) q—1); a, a...]"
+ C[f(n + (r —2) q—1); 8, 8 ... ]""

Die Verbindungen ohne und mit Wiederholungen zu bestimmten
Summen, bei ausgeschlossenen Schlufselementen, eben so die bei
ausgeschlossenen Anfangs- und Schlufselementen iibergehen wir,
da sie von keiner Anwendung und Wichtigkeit sind. Thre Bildungs-
weise folgt ohnedem aus dem bisher Mitgetheilten leicht.

Behalten wir fiir die Verbindungen ohne und mit Wiederholungen
bei ausgeschlossenen Zwischenelementen die in §. 18 gewihlte
Bezeichnung bei, so haben wir in Folge der schon dort ge-
machten Bemerkungen, fir die Zuriickfihrung der hiernach sich
ergebenden Gruppenanzahl auf die der vollstindigen Reihe, fol-
gende Gleichungen:

62) C[l'(q +(q 2-)((] I)A +rAx); X, XAX,...Xx+rAx] =
=oir(a+ 20D 1 1 Ysa, w, - nalt

= ot (=1t r 1 )5, w0
and

63) G'[I(qx +r A X); X, X+ A Xy X r AX]=
C/[f(q -+ l'); 8, 83,83 « . . 8y |
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III. Combinationen zu bestimmten
Unterschieden.
§. 23.

Die Combinationen zu bestimmten Unterschieden sind uns schon
bei den Combinationen zu bestimmten Summen begegnet, Die-
jenigen Combinationen zu bestimmten Summen nimlich, die aus
Reihen, deren Elemente mit negativen Stellenzahlen beginnen, ge-
bildet wurden, driicken Differenzen aus, wenn man ihre Stellen-
zahlen nach Angabe der Zeichen vereinigt, Daher beziehen sich
die Gleichungen 42, 48, 49, 52, 59, 60, 61, auf Combinationen
zu bestimmten Unterschieden. Da diese Combinationen uns zu keiner
weitern Anwendung dienen, so sey erlaubt, auf die fir sie gelten-
den Gleichungen und auf ihre Stellung in einem systematischen
Zusammenhange aufmerksam zu machen.

Es gibt iibrigens noch eine Art von Combinationen, die in den
Dimensionen ihrer gleichartigen Elemente auf Unterschiede fiihren ,
und die merkwiirdige Resultate liefern, KEs wiirde uns zu weit
fithren, sie hier zu untersuchen: Wir behalten diefs einer andern
Gelegenheit vor.
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IV. Summen der darch Combinationen
erzeugten Produecte.

1) Summen der durch Versetzungen erzeugten
Producte.

§ 24
Summen der Versetzungen ohne Wiederholungen.

Die Summirung der Producte, welche die Gruppen der Ver-
setzungen irgend einer Classe erzeugen, ergibt sich leicht, wenn
man das, was §. 11 iiber den Zusammenhang zwischen den Ver-
setzungen und Verbindunden gesagt wurde, beriicksichtigt. Die
Gleichung 20 gilt nimlich nicht nur von der Gruppenanzahl, son-
dern auch von der Bildungsweise. Benutzen wir sie zu unserm
Zwecke, so entsteht,

6%) P(a, 85, ....8.)1=1 .28, ...q'C (a1, 85 . , &)

und es ist somit anch die Summirung der Versetzungen ohne
Wiederholungen auf die der Verbindungen ohne Wiederholungen
zuriick gefihrt. Hieraus fliefst ferner

BRP(a 8 .. o8 =1.2.8..... p. SC(a;, 85.,.8,)

In den §§. 26 und 27 sind zwei allgemeine Summirnngsmethoden
fiir die Verbindungen ohne Wiederholungen angegeben. Wir ver-
weisen auf sie. Fiihren wir die dort angegebene, der Summirungs-
methode angemessene, Bezeichnungsweise der Elemente: x, x - 7 x,
x+24x,,.,.x+(n—1) 4 x, wornach die Elemente in eine
gleiche Grundgrifse x, und eine gemeinschaftliche Zunahme 7 x
zerlegt werden, auch hier ein; so erhalten wir ans Nr, 97 §, 27.
folgende Gleichung

65) SP(x, x+AX,X +2AX,...Xx+(h—=1)AX) =
1.388....qllg@+A)1's "

1.2.3;.7(v-q) (A
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Am einfachsten wird der Summenaunsdruck, wenn Elementen-
anzahl und Classenexpoment gleich sind. KEs ist dann

66) SP(x,x+ Ax,...x+ (=) Ax) =1 x"=

Die entwickelten Darstellungen der Summen einzelner Classen
ergeben sich durch Multiplication der Gleichungen Nr. 74 und 78,
mit der Fakultit 1,2.3.,,.q,

Die in Nr. 65 gewonnene Gleichung gilt allgemein; die Gruppen
mogen aus vollstindigen oder abgekiirzten Elementenreihen, oder
aus solchen, deren Stellenzahlen mit negativen Grofsen beginnen,
entstanden seyn. Die Grofse x vertritt die Stellenzahl des An-

fangs- Elementes,
§. 25.

Summen der Versetzungen mit beschrinkten vnd
unbeschrinkten Wiederholungen.

Die Producte, welche die Versetzungen mit beschriankten Wie-
derholungen erzeugen, summiren sich leicht, denn es erscheinen
nach §. 9. in jeder Gruppe alle Elemente, nur in verschiedener Ord-
nung. Jede Gruppe erzeugt also dasselbe Product. Behalten wir die
Bezeichnung des §. 9 bei, so ist aus Nr. 16 ganz allgemein.

67) SP (af, aj.... b}, b3..., ¢}, €} ... )=

1 *al dad . i Th e of JhRiREl,
I T LA Bl B Hlier 7 Rl LT

wobei die Bedingungsgleichung
n:P+q+000+r+s+000+t+u+”'

gilt, und zu bemerken ist, dals'die Elementenreihen vollstindig,
oder abgekiirzt seyn, oder negative Stellenzahlen fithren konnen, oder
nicht, ja dals die Elemente selbst untereinander gar nicht im Zusam-
menhange, derim vorhergehenden §. vorausgesetzt ist, stehen miissen,

Um die Summen der Versetzungen mit Wiederholungen zu
bestimmen, hat man zu beriicksichtigen, dafssie die Potenzen der
der Summen sind, welche durch die Vereinigung der Werthe
simmtlicher Elemente der gegebenen Reihen erzeugt werden,
Hiernach ist ganz allgemein

68)SP(31) a5 OO‘am, bl,..ubngc,-..ca...)!:
:(al+az+o»o+am+b1+b2+o:oobn+c]+ca+.ooo+ocooo)"

Auch hier gelten die so eben gemachten Bemerkungen.

A \\\\\
.,

g
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2) Summen der durch Verbindungen
erzeugten Producte
§. 26,
Summe der Verbindungen ohne Wiederholungen.

Bei der Summirung der Verbincungen, die wir zu unserm
Zwecke hier durch

SC(X, x+AX, X+ 2A%,00- X+ (1=1) A X

bezeichnen, nehmen wir die Differenziale der Function

X" =x(x4+AX)EH+2AX)...... x4+ m—=1)Ax)

zu Hiilfe, worin x verinderlich und /\ x bestindig angenommen
wird. :
Wird diese Function differenzirt, so erzeugt das Product auf
der ersten Seite so viele, um einen Factor verkiirzte, Producte, als
verschiedene Factoren in ihm vorkommen. Das Differenzial jedes
Factors ist dx. Hiernach entsteht
dxnllx
dx

=x(x+AX) G+2 AN X+ —2) AX)
+XE+AX) K42 AX).ee (X (1—8) AX)(x+ (n—1)AX)
AR AN EH2AR) (3 -BAX) A (0-2) AN+ (-1 AX)

X(X+AX) (XF3AX) veeriene (x+m—2) Ax)(x+4+(n—1) Ax)
(542 A X) (X483 A X) coste (x+(0—2) A X) (x+(n—1) A X)
G4+ A CF2AX) e (- (1—=2) A D (x+(=1) A x)

Es ergibt sich aus dem Ueberblicke dieser Producte und dem
eben Gesagten, dals die erhaltenen Producten-Aggregate die Ver-
bindungén aus den Elementen X, X A X, x4+ 2 A x....(x+
(n—1) Ax) zur (n—1)"" Classe sind. Hiernach ist

n|ix
3§—:SC(x,x+Ax,x+2Ax, ..... x+(—1) Ax)™

Wiederholt man an dem so eben erhaltenen Resultate das
Differenziren , so erzeugt jedes einzelne Product, das aus (n—1)
Factoren besteht, (n— 1) neue Producte, worin der Reilie nach
immer ein Factor verschwindet. In jedem Producte fehlen dem-
nach in Vergleichung mit der urspriinglichen Facultit je zwei
Factoren. Das Ausfallen je zweier Factoren erzeugt immer zwei
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cinander gleiche Producte, wie denn z B. die Differenziation
von X(x+AX) (x4+2Ax%) ... (x+(—3)Ax). d(x+(m—2)Ax) =
x(x+ AX) .o (x4(0—38) A x)dx
und von x(x-FAX)AH-2AX)... (X4 (1—3)AX) . d(x+(a—=1)AX)=
x(x+AX) v (x4 (n—3) Ax)dx
eine und dieselbe Facultiit erzeugt. Das Ausfallen je zweier Factoren
erzengt die Verbindungen aus den Elementen
X, X + Ax, x4+ 2Ax...x + (n — 1)Ax
zur (n— 2)"" Classe. Hiernach hat man:
e T SR SIS X 4 (0 — 1)AD™"
(dx)’_ . 8C(x, x e AR e (n — )
Setzt man diese Geschifte und Schliisse weiter fort, so fihrt
die wiederholte Differenziation zu der Gleichung
d3 n/dx
(d"\, =1.2.8.8C(x, £ + Ax, ...x + (@ — DAxX)-*

u. 8. w. Hieraus folgt der allgemeine Schlufs
69) d'x** =1.2.3...r8C(x, x+ AX,... x|+ (n=1) Ax)""

In dieser Gleichung hiingt die Verbindungsclasse von der Ele-
mentenanzahl und dem Differnzial-Exponenten ab. Entfernen wir
diese Abhiugigkeit und nennen die Verbindungsclasse wie frither
q, so ist

n—r=—gq
und folglich r — n — q zu setzen, woraus sofort folgende Glei-
chung entsteht:

30) SC(x, X + AX, .... x4 (n = DAxNSE
dn-— 1 x0 |4 x
123..(n—q)(dx)*

Diese Gleichung ist nur formell und zeigt, wie die Summen-
ausdriicke der Verbindungen ohne Wiederholungen mit den Diffe-
renzialen der Facultiten zusammenhanfren, ein Zusammenhang, der
immer merkwiirdig bleibt.

Um nun eine Gleichung zu finden, welche die Summirung der
Verbindungen moglich macht, entwickeln wir die Facultit x"** in
eine Reihe, duen Glieder nach den fallenden Potenzen von X ge-
ordnet smd. Kine einfache Entwickelung fihrt aufl foigende
Gleichung : S

Orriveer, Combinations- Lehre, +

a

' +
L 4.."
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1) x"i*=x" 4 8C(1,2,...,n — 1) x*!' Ax
+ 8C(1,2,...,0 — 1) x** (Ax)*
+8C{1,8, ... n— 1) (Ax)

8CA;2,5 . - w— 1) % (Ax)
Wird diese Gleichung differenzirt, und der Kiirze wegen die Summe der Verbindungen, welche mit den
cinzelnen Gliedern der entwickelten Reihe verbunden sind, durch SC', SC*, SC* . . . bezeichnet; so gewinnt man

'72) I = n(m-—1) (n-2).....(n—r—i—l)SC"x‘—'

(dxy
+(m—1)(n—2)(n —3)...(n—r1x) SC" x**' Ax
4+ m—2)(n—38)(n—4)...(m—r—1)8C" x" (Ax)

Um diese Gleichung mit 70 in Harmonie zu bringen, haben wir r — n — q zu setzen, und dann 70 mit
69 zu verbinden, Hieraus wird

3 dn—| ndx
73) SC(x, x + Ax, x + 2Ax. .. x4+ (0 — DAX} = 1.2.3...(:1_(1’; (dxy—
=i e+ D e xmax 4 O sex (axr o+ (nii{i_‘ S0 2 W

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in 0 ibergeht. Diese Gleichung haben wir schon in der zweiten
www.rcin.org.pl



Untersuchung unserer Analysis mitgetheilt, und dort eine weitere Methode gezeigt, sie fir hohere Verbindungs-

Classen brauchbar zu machen. Indem wir deswegen dorthin verweisen, geben wir hier eine entwickelte Dar-

stellung fiir einige specielle Fille,
n?l—t

) 8C(x, x4+ AX;,... x4 (n — l)Ax)‘= - X+1u Ax

2|1 V. e 3j—1
SC(x, x4+ AX ... x + @ —=1) Ax)} = i"— e+ 2 N saxt P20 N (axy

SC(x, 3 4 A%, . X (-DAD = g ¥ +(1“.‘.1)"_' e A% + "7 e x o

n¥-1  pi—

+ 1211 fiﬁ— (AX)’

L A ¢ T B n"‘l o (n—2)*-' §n-1 n‘| =3 K (AXY

SC(x, x4+ Ax...x 4 (0—=1) Ax)' = g X T S R ‘A N
2:=8 ot l5(n—l)’n-—2’5n—1) )
Tor e MOVt T egae i (O
u, 8. W.
die Gruppen konnen aus vollstindigen,

Diese Reihen gelten fiir die Summen der Verbindungen allgemein,
oder abgekiirzten Elementenreihen, oder aus solchen, deren Stellenzahlen mit negativen Grofsen beginnen, ent-

X vertritt auch hier die Stellenzahl des Anfangs-Elementes.
§ 27.
Wir theilen noch eine andere allgemeine Summirungsmethode fiir die Verbindungen ohne Wiederholungen
mit, die dadurch gewonnen wird, dafs wir in der Gleichung 70 das erforderliche Differenzial durch Unter-
schiede der angegebenen Facultit x*** darstellen. Die Unterschiede dieser Facultit lassen sich leicht gewinnen.
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Deswegen unterliegt die weitere Entwicklung des gesnchten Sum-
menausdrucks keiner Schwierigkeit. Hs ist bekanntlich *)

/A’ oA A‘
=) (dx)“‘ 0 (Ax)"‘ (A 7y ¥y ) X

wo X jede beliebige Function von X bezeichnet, deren Zunahme
A X ist. Beriicksichtigt man, dals die in Klammern eingeschlossene
Reihe mit folgender zusammen fillt,

lg (L S R e Ty

wenn man /\ statt y, oder ein Geschift statt einer Grofse einfihrt;
s0 hat man hieraus

arNSIn 1
(@) = (A5

In dieser Gleichung driickt A\ das Geschift des Unterschieds-
nehmens aus. Die Bedeutung der Gleichung aber ist: man soll die
durch Ig (1 -} A\) angedeutete Reihe in die m" Potenz erheben,
jedes Glied mit der begleitenden Function X verbinden, und
an ibr das Unterschiednehmen so oft vomnehmen, als der Exponent
von /\ ausspricht.

Setzen wir nun in 96 m —=n—q, X=x""* und bringen das
hiedurch erhaltene Resultat mit 70 in Verbindung, so entsteht die
allgemeine Gleichung

%) SC(x, x+AX, x+2Ax,.... x4 (—1) Ax)!

R 7 S i AV E Wl e
T 188 (=) (AT

76) (g @ + A"X

Die fir diese Gieichung néthig werdende entwickelte Dar-
stellung fillt mit der Erhebung des Polynomiums
oJXRE T + ey S _A.._
1 p 3 4
in die verschiedenen Potenzen zusammen. Diese geschieht nachden
aus der Analysis bekannten Gesetzen, die in der nachstehenden
Gleichung enthalten sind. '
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il — 4+ Gl an i
P/ (fm; 1, ’/jvt"/:; C )R AR xR

— Pi(f(m 4 1)5 1, %5 %4, - . . )" A™HX™

+ P/(I(m + 25 1, 4, Y3y - =)t AN

— P/(I(m+3); 1, Y2, 45 . . . )" ATPx™

wozu die Gleichung 92 Pg. S0 meines Differenzialcalculs als Grund-
lage dient, und wobei zu bemerken ist, dafs bei der Bildung der
angezeigten Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Sum-
men die Nenner der beigefigten Elemente als Stellenzahlen zu
betrachten sind. Die Unterschiede der Facultit, welche hiezu
nothig werden, bestimmen sich nach §. 132 Pg. 239 des genannten
Werkes durch die Gleichung
9] A — nilah (X - 2 AT (Ax)

Die gewonnene Reihe Nro. ¥8 scheint der Form nach un-
endlich; ist es aber nicht, indem die Unterschiede der Facultit
x"* nach §. 132 des angefihrten Werkes auf O fihren, wenn r

grolser als n wird. Verbinden wir nun 97 mit 78 und 79, so erhalten
wir, wenn m —n—q gesetzt wird, folgende Gleichung
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80) SC(x, x + AX, x + 2Ax, . . .. x4+ (n—1AX)* =

=P(—q); 1, %, %, . .. ) !1“:"_ (x + (n—g)Ax )™
n—q 41|
-5 Pl(f(ll —= + l); 1’ l/?: 1/3’ o 2 ‘)‘_‘ ’ EI.W“ (X + (ﬂ——Q‘{—l) Ax)q—l.;" AX
nl-q+l|—l

+ Pifln—q+2);1, Y%, Y%, ... ). T G+ —q-+2) A" | (AX)?

s

— P Ca—q+8; 1, %, %, - i Gt @—aEH A0 A

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in 0 ibergeht.

Setzt man, um einige entwickelte Darstellungen zu erhalten, der Reihe nach n—1, n—2, n—3 .. . statt g;
80 gewinnt man folgende

81 SCx, x+ A, x+2Ax,... x4+ @—D AX)*!' =

T G+ 20D qpaaxrm Az LA gt g axe An)

www.rcin.org.pl



X+ @—1) AX)? =
2 o (x 4+ 3AX)* 7 Ax + }——-2 s

1'1'|T'
. et 4 3 . g a &
— % &+ BAYT AN + 5’; . ';80 x + 6AX)I"*(AX)

RO X+ A%gs 0

21 ol - 1. 4 3
&+ 2A0=" — Lo g (X + & A0 (Axy:

2.6
O s BT e
bz ‘2"_'!10“ (x + 7Ax)‘_7; !(Ax) + "2-:—5‘———0:0 (x + SAX)"_” '(AX) W
BOG, ¥ & ATVen 1 o & R e 1IARY = :
pt =1 3. nt-
LR ¢ o o ) R s s (x + &Axy """ Ax
v 5|-.1 15 n°! —!
+ f3Ee & +SAUTUSAX) — Taag G4 6AX-N (A

29 =X A A 4271 N12e =i n—8]¢ 0
+ igx s &+ TAYTIAY — gag gy &+ BADTTUI = (AN +,
e X il s DAY =

SOx, 5 AX ...
ol il 2 e L
o et Tl e BTy e D AP A A

,,17 6| —1 . 7 7] —1 S -
g AN —  paaas 0 TADT Mr@AD)
967 . n*l—1
e n—8|ax T v R 7 e A g
+ 1937259 0 &+ 8AV AN — o556
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u, s, w, Diese Darstellungen lassen sich leicht weiter fortsetzen, und sind fir dic erzeugenden Elemenie ganz

allgemein, sie migen einer vollstindigen oder abgekiirzten Elementevreihe oder einer solchen angehdren, deren
Stellenzahlen mit negativen Gréfsen beginnen.

*» Anmerkung

Um nicht wegen Eutwickelung der Gleichung 75 auf ein anderes Werk verweisen zu miissen, theilen wir
sic selbst kurz und einfach auf folgende Art mit:

Die Unterschiede einer Function werden durch die nachstehenden Gleichungen mitteist Differenziale, wie

man sich aus meiner Lehre von den aufsteigenden Functionen Pg. 86 Nro. 214 (Berlin bei Reimer) iiberzeugen
kann, dargestelit :

N T R
5x=0 QT v RV + A oo
orx = O v, QU e G
u, s, w,

Die Glieder der entwickelten Reihen, sind der Reihe nach mit Zahlenausdriicken verbunden, welche nach
§. 128, Pg. 228 u. ff. meines Differenzialculenls die Eigenschaft haben, dafs simmtliche, einer Reihe zugehirigen,
Zahlen durch den Exponenten des Unterschicdes gemessen werden kénnen, ohne einen Rest zu erzeugen, Machen
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wir von dieser Bemerkung Anwendung, und setzen der Reihe nach die Horizontalreihen mit abwechselnden Zeichen
zusammen; so erhalten wir

e A% A% & (Ax)’d’x (A\)’d‘x ( Ax)'d*X
X &= AN B NAEFRA,
o S E R <2 (@ 1.2,8 (dx)® - 1,2,34(dx)? - ‘e
e AN'X Pt g ! (Ax) d*’X 3 (A\)_(I’S (Ax“d‘
2 8 @) T LS (] T IESE Gl T T
A!x 7 \A\)Q(PX ‘) (Ax-)‘d’
S 2128 T2 12sd@y T
£ 3R 6 . (AX)dX
£ = e~ T TN e T

Die Vereinigung aller Reihen auf der rechten Seite des Gleicheitszeichens macht alle Glieder mit Ausnahme
des ersten verschwinden, wihrend die Reihe auf der linken Seite, deren Gesetz sich leicht erkennen lifst, un-
endlich wird. Daraus leitet sich folgende. Gleichung ab:

i AX AKX AX AX
% = Ax (“‘ e Ty o R

Das Gesetz, welches in dieser Gleichung liegt, wird noch deutlicher, wenn man die mit allen Gliedern

verbundene Function X ausscheidet dann entsteht:

dx Vo A A
= _-—-+—3—_—4—— +......)X
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Diese Gleichung hat das Merkwiirdige, dafs sie die Beziehung,
worin zwei Geschifte zu einander stehen, bestimmt. Sie driickt
das Gesetz aus, wie das erste Differenzial einer Function durch
die Unterschiede derselben Function dargestellt wird. Um die Ab-
leitung der hioheren Differenziale zu gewinnen, vervielfachen wir
vorerst die vorstehende Gleichung mit dem ersten Differenzial.
Dadurch entsteht:

oder wenn dX auf der rechten Seite nach der vorigen Gleichung
entwickelt wird :

(v m( FHEF ) m(B-E45- T+
™ (/_\x) (A_ %‘2 + %j s %—+"")zx

Auf gleiche Weise erhilt man die Darstellung des dritten
Differenzials

V.. TR - f_ A’ i AT ¢
(dx)* — (AX)’ (A o 4 )x
und hieraus allgemein

SR oy X AT A A A
&=y G- F g A )

wornach die vorgelegte Glelchung begriindet ist.

Die vorstehende Gleichung gibt auch eine Methode an, die
Integrale durch die Differenzen einer Function zu bestimmen. Be-
riicksichtigt man niimlich, dals die Intrale negative Differenziale sind,
so hat man, wenn /\ x — 1 gesetzt wird, folgende Darstellung

frx (atyr" = ’ o
13 e (A A +___A'—+.,...)"

oder in Beziehung auf 75 und 76 Pg. 92

X
SX @ = o
Krawe schreibt die Erfindung der Gleichung 76 Larrace zu.
Archiv der reinen und angewandten Mathematik von Hindenburg
10. Heft, P, 226, und gibt dort selbst eine Entwicklung dieses
Satzes,
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§. 28,

Summe der Verbindungen mit Wiederholungen.

Bei der Auffindung dér Summen, welche durch die Verbin-
dungen mit Wiederholungen erzeugt werden, gehen wir von der
Elementenanzahl aus, und steigen bei einerlei Classe von einem
Elemente zu zweien, von zweien zu dreien auf etc,, um das all-
gemeine Gesetz zu erforschen,

Die nachstehende Reihe mit ihrem Summenausdrucke

ar-|-l f LA b!+l

82) @' + a'b4a? b a—2b 4 ,,..+b" . By
setzen wir als bekannt voraus. Sie dient als Grundlage.

Das Product, welches durch die Verbindungen mit Wieder-

holungen aus dem Elemente x zur q“* Classe gebildet werden

kann, fillt mit der q'"* Potenz der Grundgrifse x zusammen.
Es ist hiernach

SC4(x )= x?
Die Producte, welche durch die Gruppen der Verbindungen
mit Wiederholungen aus zwei Elementen (x. x + AX) zur ¢
Classe entstehen, bilden folgende Darstellung

AR, 3 4 A X = X . 5.X ... %
I XX 3 OX AR
+ XiZX .0 R0X 4 AX) (X NX)
+ x.%.X% .. X(XHAX)(GHAX) (x+A%)

.

4+ G+AX)EFAY) i ve o B+ AX)
Das Product jeder Gruppe hat ¢ Dimensionen. Es erscheinen
in diesen Producten zwei Grundgrifsen, deren Potenzen sich zu
q erginzen. Wahlt man die umgekehrte Ordnung und beginnt man
mit der letzten oder hiochsten Gruppe, so gewinnt man folgende
Gleichung:
SC/(x, x4+ Ax) =
(AR (AR X (AR X - (AR x4
die sich nach 82 sehr einfach darstellen lifst, wenn
=% 4 A Xwho= x,00md =04
gesetzt wird. In diesem Falle hat man
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(x4 AN — x
P
Bemerkt man, dafs (x + Ax)""' — x* der Unterschied der
Function x**' ist, so hat man:
A x3i+!

SC/(x, x + AX)! = T

Um nun die weitere Ableitung leichter fiihren zu konnen, bemerken
wir, dals sich die Gruppen der Verbindungen mit Wiederholungen,
aus einer Anzahl von Elementen einer Classe, durch Ausscheiden
eines Elementes, in Gruppen zu dieser und allen fritheren Classen
aus einer um Eins kleinern Elementen - Anzahl zuriickfithren lassen.

83) SC/(x;, x 4+ Ax) =

Diefs zeigen wir an dem speciellen Falle, welcher die Ver-
bindungen mit Wiederholungen aus drei Elementen zur vierten Classe
darstellt, und wobei wir das Element a, ausscheiden

SG/ (alv dgy 23, )' -

838 8+ ay 858,89y 8y .8y ay -8y .8y 8y 8y | Ay Ay B By

a; a,4;.393 a; a; ,a; ag ay,da9 ay ay day @9 a3 d3
9 8,83 83 8) .8y 83 33 ag 83 83 83
a;.,ag az ag ag ag ag 4ag

az ag az ag

—ai8C/(a,, 3,)"}-a}SC/(a,, 3,)'-}-al8 C/(a,, a;)* |-a}SC/ (as, 25)'-SC(a,,3,)"
Tragen wir das Gesetz, welches hierin liegt, in das Allgemeine
iiber, behalten die oben angegebene Bezeichnung der Elemente bei,

scheiden das Element x ans, und wihlen in der Darstellung die
umgekehrte Ordnung; so wird

84) SC'(x, x + A%, X + ZAX ... X+ (n — DAX) =
SC/(x 4+ AX, X+ 2AX, .... X 4+ (n — DA X)
+x,8C(x + Ax, x + 2AX%, ... x4+ (n — DAX)
5 SC(x + AX, X+ 2AX, .00 X + (2 — DA X
+ x* SC'(x + AX, x + 2AX, .... X+ (n — DAX)™

x! 8C/ (X + AX, X + 2A%, ... X + (a — DAY
Mittelst dieser Gleichung konnen wir von den Summen der
Verbindungen mit Wiederholungen aus zwei Elementen zur g***
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Classe, die wir in 83 bereits gefunden haben, auf die Summen
dieser Verbindungen aus drei Elementen, und so fort von diesen
auf die aus vier Elementen wuw, s, w, iibergehen, und dann das
allgemeine Gesetz erschlielsen, Zu dem Zwecke erhalten wir
folgende Darstellung:

SC/(x, x + AX, x + ZAX) =

= 8C/'(x + Ax, x + 2Ax)*
-+ xS0 (x 1+ AX, X - 2AX)!
-+ x* 8C' (x + Ax, x + 2Ax)*?
+ x* SC/(x + Ax, x 4+ 2Ax)*?

x! SC/(x + AXx, x 4+ 2AXx)
xt 8C/(x + Ax, x + 2AX)°
Werden die Glieder dieser Darstellung nach der Gleichung
83 summirt, so erhilt man, wenn nimlich x-} /\x statt x, und
X +2 Ax statt x 4 A x und allmilig q, q—1, q— 2, ... 3,2,1,0
statt q gesetzt wird

SC/(X'x + AX, x4 2 Ax)r =
&+ 2Ax)* — (x + AxX)

AX
(X + 2 AX) — (x + Ax)q
+ x. 3 A
» (4240 — (x + AT
=gy 2 2
0 AT — (x 4 A
e NI = 2 e e s
gt X2 AN S (X T fex)
% g
X! _(_\_ 4 2AX) — (x + AX)_L
> L yie

Es erscheinen hier zwei Vertikalreihen, die der Form nach
mit der Gleichung 82, jedoch mit dem Unterschiede iibereinstimmen,
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dafs die hier erhaltenen um ein Glied kiirzer lsind, Der ersien

+!
und zweiten Vertikahlreihe fehlt das Glied .| by

AX
Zihlt man dieses Glied mit der ersten Reihe zu und mit
der zweiten ab, oder was dasselbe ist, zihit man der vorstehenden
Darstellung das Glied

C+2A0 — (x+ 4% _,
AX i

zu, so wird dadurch der Werth nicht geiindert, sondern die Reihen
ihrer Form nach nur vervollstindigt, und dann erhilt man folgende
Reihen, die sich selbst nach 82, wenn fir die erste Vertikalreihe
a—x-+2Ax, und b=x, fir die eweite a — x |+ Ax, b=x,
und fir beide r — q -} 1 gesetzt wird, auf folgende Art sum-
miren lassen

[ G+ 2am A2 AR xHGA2ZADL X -

e+ (x + 2Ax) x* x‘h“] (}._—}—_i(ag);;_ X1

x‘H‘l

) Zl? [(x—i- AX)H e (3-HAXP x4 AT L - o

o gt
X x) xt x"“] = i (x + Ax)

+ (< +nn o 4 A
und hieraus durch Vereinigung beider Summenausdriicke mit den
nothigen Reductionen

SC/(x, x + AX, x + 2 Ax)? =

(x 32 Ax)N— 2 (x . APt 4 o
3.8 L)

Man erkennt leicht, dals der Zihler des Summenausdrucks
den zweiten Unterschied der Potenzialgrofse x'** darstellt, wenn
die Zunahme A\ x ist. Hiernach lifst sich auch die Summe der
Verbindungen mit Wiederholungen aus drei Elementen zur ¢ Classe
durch den zweiten Unterschied der Potenzialgrofse x in der
(q + 2)°* Potenz darstellen, und es ist

2.qt3
sc/ = - Ax
(x, X+Ax,x+2ﬂx)q— 1'2(Ax)2
Da nun die Gleichung 84 die Eigenschaft hat, den Ubergang
vondem Summenausdrucke der Verbindungen mit Wiederholungen zur
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q'*" Classe aus irgend einer Elementenzahl, auf den der nichst héhern
Elementenanzahl, wenn nur ersterer bekannt ist, zu bahnen; so
ist es nun leicht die Untersuchung weiter zu fiilhren. Wir erhalten
auf dieselbe Art den Summenausdruck der Verbindungen mit Wie-
derholungen aus vier Elementen, x, x-+ AX, x-}+2Ax, x48Ax
zur " Classe, und es ist

SC/(x, x + AX, x+ 2Ax5 X 4 SAXR =

(x+3/_\x)"+’ 3(\—L2/_\x W18 (X AX)H —xt A
. . (AX) L ol o

und hieraus allgemun

\ : L w Ar xrie
85) SC/ (X, X+AX, X+2AX, .., x-(n-1)Ax)* = W CAR o
:F:I(%‘Fl[(x+(n—l>Ax)q+.—| (n;}l 14 (x+m-2)Ax)H!

+ (n 13‘)’—‘ (X i (-n -—3) Ax)q-fn—l ! RAR o (_)n—l xH-l—l]

oder wenn man zur bequemern Darstellung n statt n— 1 setzt

86) 8C/ (x, x+Ax, x4-2Ax, .., x+1AX) = IQH(X: =

= Friag L&+ naow — Fa + a—DaDw +

ni;-—l

+ &+ @—2a0" — ., . (=) x“+“]

Die hier mitgetheilte Summirungsmethode ist allgemein, und
gilt fir Summen der Verbindungen mit Wiederholungen, die aus
einer vollstindigen oder abgekiirzten Elementenreihe, oder auch
aus einer solchen, deren Stellenzahlen mit negativen Werthen be-
ginnen, erzeugt seyn kinnen, Anwendungen und Beispiele hieriiber
haben wir schon in unsern Forschungen §, 39 Pg, 92 u, ff, ge-
geben, worauf wir defswegen verweisen, Merkwiirdig ist der Zu-
sammenhang der nach 86 zwischen den Summen der Verbindungen

mit Wiederholungen, und dem Unterschiede der Potenzial-Functionen
statt findet.

Hier migen die einzelnen Fille fiir die Summen der Wieder-
holungen stehen, wenn die natiirliche Zahlenreihe die erzeugenden
Elemente bildet.
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87) SC/(1) = 1’
§C/(1, 2) = 29 — 1
SC/(1, 2, 3" = (3 — 2.2 4 1)

[

8C/'(1,2,3,4) = (1; (4% — 381 | 3.2 _ 1)

8C/(1,2,3, 4,5) = 23*- (5 —4.4vH | 63 4.2 |- 1)

8C/(1,2,3,4,5,6)'= 1—‘1)—0 (611°_5,514-10.411_10,31+}-5.21+_1)

Eine zweite kurze und zweckmifsige Darstellung der Summen-
Ausdriicke fiir die Verbindungen mit Wiederholungen haben wir
in unsern Forschungen im Gebiete der Analysis, zweite Unter-
suchung 86 P. 92, mitgetheilt, worauf zu verweisen, wir uns hier
beschrinken miissen, da uns die Entwickelung dieser zweiten Me-
thode zu weit fithren wiirde.

§. 29.

Sind die Summen der Verbindungen mit Wiederholungen bej
nicht zu grofser Elementenzahl, und nicht zu hohen Verbin-
dungsclassen darzustellen, so beniitzt man am zweckmiilsigsten die
Darstellingen der héoheren Unterschiede Nro. 86. Man kann
jedoch auch eine der folgenden wihlen, die wir aus unsern
Forschungen Pg. 87 u, ff, 78 und 79 entlehnen, und wegen deren
Begriindung wir dorthin verweisen.

88) SC/(x, x + Ax, X + 2Ax., ,u X + nAX)? =

n|—1
iy ey e +1'-?') LY

Fsoqa, e, ..o CEDTT o A
8¢, 2, . n)? (n »*1—,,;1,),““ o - (AR
+ sc/(1,2, ...n) L S0 L L e x-* (AX)°

3 +al
1seq, 2, ... 0@ }.,;5.'—):1- x* (Ax)*
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oder, wenn die hier angezeigten Werthe fiir die Summen der Ver-
bindungen wirklich eingefithrt werden.

89) SC/(x, x + Ax, x + 2Ax%,...x + nAx) =

ol Nk ) e

2 BubO, .

PO A

gl CoBl ardiath
D e

Die Gleichung 86 wird dann besonders brauchbar seyn, wenn
die Anzahl der Elemente kleiner als die Verbindungsclasse, also
wenn n<_q ist, die Gleichungen 88 und 89 aber, wenn umge-
kebrt die Verbindungsclasse kleiner als die Elementenzahl, oder
wenn ¢<_n ist.

Bei Darstellung der Summen der Verbindungen mit Wieder-
holungen aus einer sehr grofsen Elementenanzahl und sehr hoher
Verbindungsclasse werden die vorstehenden Gleichungen sehr
miilhsam auszufiihrende Geschiifte erzeugen, Defswegen migen
Abkiirzungen fiir die auszufilhrende Geschifte hier stehen, um ohne
bedeutende Fehler die gesuchten Werthe bestimmen zu kénnen.

Die Gleichung 86 lifst sich auf folgende Art darstellen :

90) SC/(x, x + AX, X 4+ 2AX, ... X 4+ nAx)* =
e S A%, iy n x4 (n — DAX)H
i Sl Y [l “‘1( X 4+ BAX ) g
n(m—1) ¢£x+4 (n—2) Ax

+ e (AT - L]

Die Ausdriicke in den Klammern stellen ichte Briiche dar,
deren Werthebei grolsem n und q sehr schnell convergiren. Daher
werden einige wenige Glieder llmrelcheu um den gesuchten

Orrivesr, Combinations - Lehre., 5]
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Werth zu bestimmen. Iliezn werden sich zweckmiifsig die Logarithmen
benutzen lassen. Iiernach ist

no (x-{—-(n-——lﬁ)Ax) e

1. + nAx
= N[lg n+ (n+q) lg (x+ (n-1) AX)— (n-}q) Ig (x+n Ax) ]

n(n—l) (n—{—(n—2) Ax) 3%

X 4+ n Ax
= Nlgn(n-1)- lg2+(n+q)lg (x4 (n-2) Ax—(n+-q) Ig (x+nAY) ]

U8 W.

Ist aber nebemn x die Elementenanzahl n eine sehr grofse
Zahl, so kann man in der Darstellung S6
X+ @—1) AXPH = (x+ (@ —2) Ax)*H=.., =(x}nAx)H
setzen und (X - n AX)"" als gemeinschaftlichen Factor ausschei-
den. Dann entsteht.

SC/(x, x + AXx, x+2Ax,.. c X+ nAX) =

_ (x4 naxh B e )
i “—l—nn‘('Ax)n (l 1 o B lal [ + A
Wird ferner auch hier bei sehr grofsem n
n* n? ! n? n*i—t '
qan - iagT‘a "Isfl- - T:';T ) 17,1—: t el ARG  L T hd

gesetzt, und beriicksichtigt, dals

1 i ks " i aga i v
fai - i® T.23 e Rl i

ist, so hat man hieraus nahe genau
91) SC/(x, X + A%, X + 2AX, . « + X + BAX)' =
(x + nAx)™* . e
I (ALY
wo e die Zahl bedeutet, deren Logarithme die Einheit ist,

Wendet man hierauf endlich noch die Darstellung sehr grofser
Facultitenausdriicke aus der Abtheilung 1X. an, so hat man

92) SC/(x, X + AX, ...+ X+ DAX) =
(x'<- n Ax)*e

1
(Ax)" ", /(2zn). e i AR ST (TR
oder bei urendlich grofsem n, wo die Briiche in dieser Reihe,
deren Nenner n fuliren, verschwinden
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93) SC/(x, x + AX, ...X+ nAX) = (éxx)-‘- nnAf}?;nn)

Kiirzer noch werden diese Formeln, wenn man Ax — 1, und
X =1 nefit.

§ 30

Summe der Versetzungen mit Wiederholungen zu
bestimmten Summen.

An das bisher Mitgetheilte mige sich noch die Summirung
der Producte schliefsen, welche die Versetzungen mit Wieder-
holungen zu bestinmten Summen erzeugen. Um die fragliche Summe
auffinden zu kénnen, ist uns die Gleichung

04) 1. ,Z;I 5 ) + 1)+
by e TN, B

nothig. lhre Richtigkeit zeigt sich durch folgende Zerlegung:
1 i
) = 1
x[1 9 x|l 2"{‘”‘
Y+ () + e
3 ¥l grHin
’+ + (T) : :lr+m
#1 2 o 33 ¥l 3 el g+t
O)+H(GH) () ) = =

O G QY
6 ETO RO RS G E

denn alle Horizontalreihen vereinigen sich in die vorstehende Ver-
tikalreihe, und diese nach bekanntem Gesetze in den oben ange-
schriebenen Ausdruck. Die Summe aller Horizontalreihen erzevgt
die fragliche Reihe in 94.

www.rcin.org.pl



200N =

Geht man nun bei der Auffindung der Summen der Ver-
setzungen mit Wiederholungen zu bestimmten Summen von den
niedern Classen zu den hohern iiber, so erhilt man fiir die der
zweiten Classe

SP/ {00 iag, By . o BS)VES By 00 5
4 , A, 2

33 o 853

.

B2 82
. . a]

und hieraus nach 94, da nur die Werthe der Stellenzahlen als
Factoren in Betracht kommen, wenn x —= n — 1 und r = 1
gesetzt wird.

95) SP(fn; ay, ay, . .o o 80)' = (o 1);(“;’1)_(11_—1—_1)’“

Nach der Gleichung 27 §. 15, lassen sich die Gruppen jeder
Classe dieser Versetzungen durch allmiliges Ausscheiden der Kie-
mente auf die der niichst vorhergehenden Classe zuriickfihren.
Fithren wir nun hiernach die der dritten Classe auf die der zweiten
zuriick, so konnen wir letztere durch Einfihrung der erforderlichen
Werthe nach der Gleichung 95 summiren, wodurch entsteht.

(00 8y, 8, FO NS =

— 8y . SPICf(n — 1); 05 85 .. ) =1 .("72
+HZ SP'(f(ﬂ—2),al, 2y .. )‘_—2 (l_-3
3 ap o SBUL(n — 8); 81, 85.. .Y =3 . ('Lfi“)
i k 2 n
FoaaSP(r; 0y, . = 0—8) (-

1 31
el PO, e Y =) ( 1’)

www.rcin.org.pl



fe— 09 —
und hieraus nach94 , wenn x—=n-2 und r —=2 gesetzt wird,

SP/([n; 8,, 85, . . , 8.s) —( -2) L (n- 2)(n;1)n;n+;)(n;°)

Das allgemeine Gesetz erforscht sich auf diesem Wege leicht,
und es ist:

96) SPI (rn; al » 32 9 &8 @ an—q-H )q =
ns2n o+ 1 )" "= Lt DE- gD 8. i g-1)
1 2 WH . dne s L38—1)

Diese Summirungsmethode triigt sich leicht in das Allgemeine
iiber. Sind nimlich die Elemente x, x + AXx, x + 2Ax, ...,
als Summen erzeugend, gegeben, und geht man auch hier von den
niedern Classen zu den hoheren iiber; so wird bei entwickelter
Darstellung und Zerlegung

SP(f(2x+(n—2)AX); X, X+ AX, ... x4 (n—2) Ax)* =
=x(x4+m®—2) Ax) = X"+ (1—2) AX.x
+ AN (xH-(0-3)Ax) = x* +(n-3) AX. x+Ax.x+ (1-3)AX. Ax
FEH2AX)(xH-(n-) AX)= X* +-(n-4)AX. x+2AX. x4 (0-4) AX.2AX

+(xH(n-3)AX) G+AX=)X + 1AX . x 4 (0-3) Axx+1AX.(0-3) Ax
& + (W—2) Ax) x=2" +(—2)Axx

Werden die Vertikalreihen mit Hilfe der Gleichung 94 sum-
mirt, so entsteht:

97) SP/(f(2x + (n — 2)AX); X, X+AX,... X+H(0—2)AX) =

(n—2).(n_1) iy _*_(u--f.’)‘(n;])A +(||-3).(u_22)(.n..;) Ax)

= () +2. ()5 o+ (F) o

Benutzen wir auch hier die Darstellung von 27, um die Summe
der Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus der
der zweiten Classe zu entwickeln, wobei die Gleichung 97 selbst
zu benutzen ist, so erhalten wir:

= (n-1)x*-
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SP/(1(8x + (n — 8)AX); X, X + AX, X =+ 2A%, . ;. x + (0 — 3)AR) =
=x . SP(Ex+ (0 = 8)AR); X, x+4x, . L ) =3 [ s, ("‘3)“Ax+( 1) axy]

A% SPE - )AN); %3 +an.Y=e+an[ o+ (O ) xas +(0T ) av]

HOH AR S @ (1-8) A% {3 A, W= 24%) e () 5 ax+ (A1) avr]

+(-(n=5)Ax). SP’(fk2x+2AX), x, x+ax, . P=a+Ha-na0 T2, (F) xaxt(G)av]

+ (x+(0—4) AX), 8P/ (E@XHAX); %, 3+ A%, .0, P =(x +(0—1) Ax) [ 22 + 2(%) x . ax. ]
+ (x +(n =8)Ax . SP/(f(2x); X, X + AX, ...)) = (x 4 (a —'3) Ax [ x*,]

Werden die begleitenden Factoren mit den Gliedern der Horizontalreihen wirklich vervielfacht, und die hier-
aus sich ergebenden Ausdriicke inV ertikalreihen nach den Potenzen von X geordnet, so ergibt sich folgende
Zusammenstellung:
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"= 4Yx(axy+1. (“") AR
)(L\.X)

n— 2) +o(" 3) 2 Ax-+1(n- 3)XAX+( X(AX) +2.1. (

=7
+(—1— ) XAXH2(0-4)x*AX (" 5) x(Ax)*-2,2, ( _5)
(

“ig (n =
7 r_lij)‘,_%_g.(!li_) CAXAH-8(n-5)x* Ax+(l‘1 )x(Ax, 49 3("_6) x (Ax)'+8. ("_s) (Ax)*

2 2}1.’ - : 1 31 . . 2 201 & % 1
O b S oy <i>x'gx—f— (n-5),3x* Ax —}—(l—)x‘(Ax, +2.(n—5)<i> x (AX)? (n_o)<i>A X
3 21 21
+2.x*4 2, (:-) X Ax +(10—4).2.x° Ax + 2, (n—4)(;) X(AX)
-+ I.x +m-3)1.x* Ax
Werden die so crhaltenen Scheitelreihen nach 94 summirt, so gewinnt man
x + (1—3)AX) =

SP/(f(3x 4+ (n—8) Ax); x, x + AX, X + 2Ax

S+ 1 G () TR R T (2o
=("T) »+1( ) vax + D) xaw + 351 () @
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Das allgemeine Gesetz folgert sich aus dieser Entwicklung, welche in dem vorgeschriebenen Gange fortschreitet,
leicht. Es lifsteich in folgenden zwei Gleichungen, die nur in der Form von einander verschieden sind, ausdrucken

98) SP/(f(qgx + (n—@)AX); X, x+ Ax, x4+ 2Ax, . . . ., . )N =
L q—ll - 1 2(—1 M T 0. 1] Al —1[1
:(ll (i—f—_l) _}_‘l('_l_ﬂq g q—le+%iu (n 2 l)+ SELCATY L S Y e (',1_21(lil)“ I (LX)
99) SP/(f(qx + (n—q) Ax)s x, x4 Ax,x 4 24Ax, ., , . « x4+ (n—q)Ax)* =

—1 )t —1)1= -1 (p—])tHi-
=0 e 1 g O e+ o O ey L 5D

___1):1—11—1
l:q_ul

= AX)

Wird in diesen Gleichungen x — 1 und Ax — 1 gesetzt, so ergibt sich hieraus wieder die Gleichung 96,
wenn man hiezu die Gleichungen des §, 142 Pg. 257 u. f. meines Differenzialcalculs zu Hiilfe nimmt.

Die Gleichungen 98 und 99 gelten allgemeiu; die Elementenreihen mogen vollstindig, oder abgekiirzt seyn,
oder mit Elementen beginnen, deren Stellenzahlen negative Zeichen tragen.

Aomerkung. Die Idee, welche der Summirung dieser Art von Versetzungen zu Grunde liegt, habe ich
schon in meinem Differenzialcalcul §. 34, Pg. 45 u, ff, angewendet.

Die Gruppenanzahl dieser Versetzungen aus den Elementen x, x -+ Ax, x  2Ax , , , lilst sich leicht
finden, wenn man die Elemente, die hier einer abgekiirzten und unterbrochenen Reihe zugehdren, auf die einer
vollstandlven zuriickfiihrt, was dadurch geschieht, dafs x—=1 und Ax=1 gesetzt wird. Di¢ Gleichung 28 §. 15
gibt danu durch Einfihrung der genannten Werthe weitere Auskunft.
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V. Combinationen, die durch die Verbin-
dungen der Gruppen verschiedener Ele-
menten- Reihen erzeugt werden.

§ 31.

Versetzungen ohne Wiederholungen, welche durch
Verbindungen der Gruppen verschiedener Elementen-
Reihen erzeugt werden.

In den bisherigen Untersuchungen, haben wir angenommen,
dals die Gruppen, welche aus den Combinationen verschiedener
Elementenreihen hervorgingen, so betrachtet werden, als wiren sie
aus gleichartigen Elementen entstanden, und als bilden sie eine
Gesammtheit, die sich zu einem gemeinschaftlichen Begriffe ver-
einigen. Im Folgenden sollen aber die Elemente verschiedener
Reiben als verschiedenen Reihen zugehdrig betrachtet werden,
und zwar so, dafs sie von einander getrennt, die von einer Reihe aber
in dieser Trennung als zusammengehirig erscheinen.

Wir beginnen auch hier mit dem Einfachen, gehen von ihm
zu dem Zusammengesetzten iiber, und betrachten die Versetzungen
ohne Wiederholungen, welche aus den Elementen der zwei Reihen

a4, dg, 83, Ay, 8 . , .,

bls bZ, b:h bh b5 ROl N
erzeugt werden kionnen und fragen: welches sind die Fille, in
welchen ein Element aus der ersten Reihe mit einem aus der zweiten
Reihe, nach der vorstehenden Ordnung der Reihen, zusammen
treten kann. Wir wihlen zu dem Ende vier Elemente aus der
ersten, und drei aus der zweilen Reihe, und stellen diefs auf
folgende Weise dar:

P(ay, ay, ag, ag; by, by, by)"' = ay by a, by a3 by 2y by
ay b! a, b3 b3 bz ay b2
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Die Anzah! bestimmt sich leicht, wenn man bemerkt, dafs sich
jedes von den vier Elementen der ersten Reihe mit einem andern
aus der zweiten verbindet. Hiernach ist

P[al, a,, d3, 835 bl) b27 b.’;]l'l =@ 21
Betrachtet manden Fall, in welchem sich zwei Elemente der ersten

Reihe mit zweien aus der zweiten Reihe, wenn beide Reihen vier
Elemente fihren, verbinden; so hat man
P(ag, ap, a3, ay; by, by, by, by)** =

—&) 4y b3 b4 a ag bz b4 ay ay bz b3 a9 ayg bl b.; ag ay bl b3 a3 ay bl bz

aa byby aza;byby agay baby wgagbyby agayby by ajaghy by

a; ay b4 b3 ap ag b,] bz a8 a, ba b2 ag ag b4 bl g ay b3 bl a3 ay bz b]

agay byby aga;byby aja;byby azagbyby  agapby by agagby b,

Die Anzahl dieser Gruppen bestimmt sich, wenn man bemerkt,

Dafs sich je zwei Elemente der ersten Reihe, an je zwei, ihnen
unihnliche, aus der zweiten anreihen, in ihrer Tremnung Ver-
setzungen bildend. Hiernach ist
P[a;, aj, a3, a4; by, by, by, by] = 4', 27 = 4.3 X 2.1
das allgemeine Gesetz fir die Bestimmung der Anzahl dieser Ver-
setzungen lilst sich nun leicht erkennen, wenn man beriicksichtigt,
dafs so viele Elemente der zweiten Reihe in jeder Gruppe weniger
erscheinen werden, als die Versetzungsclasse der ersten angibt,
Hiernach ist

P[ali Ay A3 00y Ay bly bZ’ b3 Lo bm]h’k o ffl L . (m e ]I)k‘—l

Der Uebergang in der Bestimmung der Anzahl dieser Ver-

setzungen, die sich aus zwei Elementenreihen erzeugen lassen, zu
derjenigen, welche aus der Verbindung dreier Klementen - Reihen
hervorgeht, ist leicht gefunden, wenn man beriicksichtigt, dafs so
viele Elemente aus der dritten Reihe ausgeschlossen werden miissen,
als in den beiden vorhergehenden Versetzungsclassen erschicnen
sind. Ahnliches gilt von mehr Elementenreihen, und es ist allgemein

AR T R ORI T TR TS Y . b —
=", (m —h) (o — B —k)'H ...,

Die Exponenten der Verbindungsclassen miissen in der Ord-

nung, wie sie folgen, auf die Klementen-Reihen bezogen werden.

Merkwiirdig ist, dafs bei Bestimmung der Anzahl dieser Ver-

setzungen die Ordnung, in welcher die Elementen-Reihen auf ein-
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ander folgen, einen grofsen Einflufs ausiibt. FEls konnen bei gleicher
Elementen-Menge und gleichen Classen-Exponenten, aber verinderter
Ordnung der Reihen, verschiedene Gruppenanzahlen entstehen, was
an folgenden Fillen sich zeigt

Play, ay, 83, 833 by, by, by]"' =4, 21 =8
P[ab ag, a3 b]: bz, bfh b-l]l'l - 4“—' . 3“—1 =9

Wir bemerken, dals wir kiinftig, die mit gléichen Stellenzahlen
versehenen Elemente aus verschiedenen Reihen #@hnliche, oder
gleichartige Elemente nennen werden, wie: a;, by, ¢;5 ag, by, €3, ..

§. 32.

Allgemeine Auflésung der Gleichungen des ersten
Grades mit mehreren unbekannten Grolsen.

Mittelst der Versetzungen ohne Wiederholungen, welche durch
die Verbindungen der Gruppen verschiedener Elementenreilien er-
zeugt werden, lifst sich eine Auflosung der Gleichungen des ersten
Grades mit mehreren unbekannten Gréfsen auf eine einfache Weise
gewinnen.

Bezeichuet man die Gleichungen zwischen zwei unbekannten
Grofsen auf folgende Art:
®nx +iby = ¢

25 X + bg Yy = ¢
8o hat man durch einfaches Ausstofsen einer unbekannten Grifse,

und durch ein hierauf sich ergebendes Entwickeln der andern fol-
gende entwickelte Gleichungen:

1 bg — ¢ b
101) x = &40 — @
) ay bz - 4 bl
i 30 Wacte 7.
y 3 bl a — bz a4

Bezeichnet man die Gleichungen zwischen unbekannten Gréfsen durch

& X 4 by + 6z = 4
dy X + b2 Yy + Cg z2 — dg
a3 X + b3y + ez = d;

stofst dann nach den bekanuten Regeln zuerst eine, dann die zweite
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unbekannte Grifse aus, entwickelt sofort allmihlig jede einzelne
unbekannte: so ergeben sich folgende entwickelte Gleichungen fiir
die drei unbekannten.

__dybyeg—dybge; —dy by 03+d2b3 °1+d3b1 cg—dz by e,
T aybyeg—ay byey — ay by, a, by agby e, —ag by ¢

102) x

d18203-—d1 a3 Cy —dzﬂl 03+(]2830|+d3ﬂl Cz—d3ﬂzcl
b] ﬂgCg-—bl a3 Cg — bﬂal 03+bzaacl+b331 cz—b3agc1

i “2b3—dx a3by —dya by dyaghy +dyay by —dgay by

Rl C; ay b3 —C ag b2 — C @ b3 +0283 bl +03 a bz —C3 8y bl

Der Werth jeder Unbekannten ist ¢urch einen Bruch bestimmt,

dessen Zihler und Nenner Versetzungen bilden, welche die Gruppen

zur ersten Classe aus drei Elementen-Reihen erzeugen. Jeder Zihler

filhrt die Elemente der vierten und die der zwei Elementenreihen,

welehe nicht mit der zu bestimmenden unbekannten Grofse ver-

bunden sind. Die Nenner filhren die Elemente der mit den drei
unbekannten Grofsen verbundenen Elementenreihen.

Y=

Die Folge der Zeichen in den Producten - Aggregaten ist.
+— =t
Diese Bemerkungen fiihren zu folgender Darstellung in Zeichen

_ P(dy, dy, dg3 by, by, by; Cr, €y o il
T P(ay, ay, ag; by, by, by; ¢, € cg)" "7
__ P(dq, dy, d3; @y, 83, 835 €, Ca, G )"
Y= P(by, by, by; a0y may 035 €1 €2, )
__ P(dy, dy, d3; ay, ay, a3; by, by, by ) !
T3 P(c, €3, ¢35 8y, ay, ag; by, by, by)" "’

Bei Ausfihrung der angedeuteten Geschifte muls die ange-

gebene Ordnung in Bildung der Versetzungen beibehalten werden.
Eine Abinderung wiirde den Zeichenwechsel storen.

Fiir die Rechnung ist folgende Darstellung, die leicht aus 102
folgt, zweckmilsiger
_ dy(by cg—Dby ¢) —dy(by e5 — by ¢) -|— ds (b, ¢ —by ¢;)
T ag(by ey —by e)) —ay(by e3—by ¢;) | a3 (by g—Db, ¢)
di(ay c3— a3 ;) —dy (8 ¢3—ay3 ¢;) | dy(ay 3 —2y @)

= bl (ﬂz C3— @3 02)7?—7'.;2 (ﬂ( C] -— a3 Cl) + b3 (a, Cy — 3y Cl)

dy (ag by — ag by) — dy(a; by—ag by) +-d;(a; by — agh,)
¢ (ay by — a3 by) — ¢ (o, by—ay b))+ cz(a; by —ay by)
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Die Darstellung in Zeichen fithrt zu Folgendem:

104)x __d;P(by, by €5, €3 )" '~d3 P(by, by; €5,63)" "+-dsP(b, , boser,eq)"
. (by, bg; €3, €3)" '~ a, P (by, by €1,05)" " P (by, by ¢1,:)" "

__dy P(ag, ag; ¢y, ¢3)" '~y P(ay, ag; ey, €3)" "1-d3 P(ay, ag; €1, ¢5)"

by P(ag, a35 ¢, ¢3)" '~ b, P(ag, ag;¢(,¢3)" +b3P\31,32,°1a¢2) ;

__d,P(ay, a55by,b3)" '—dy P(ay,a3; by, by )" ' dsP(ay,a95 by, by)" !
¢ P(ag,a3; by, by)" '~ eyP(ay,a55 by, by )" '3 P(ay, ag; by, by )" !

Nun zeigt die Vergleichung der drei Entwicklungen von 102,
dafs in den drei Nennern dieselben Producte erscheinen, jedoch
mit dem Unterschiede, dals der Nenner in der Gleichung fiir die
zweite Unbekannte (y’) die entgegengesetzten Zeichen trigt. Ver-
wandelt man der Uebereinstimmung wegen die Zeichen des Nenners
in die entgegengesetzten, so miissen auch die des Zihlers in die
entgegengesetzten verwandelt werden, damit das Resultat unver-
indert bleibe. Hiemit ist aber zugleich eine Andernng in der Stel-
lung der Elementen-Reihen bedingt. Diels fihrt zu folgender Dar-
stellung :

i dl b2 c!*;dl,,b}vcl_d‘l bl C3+d4_)_ b3 C +d3 b, Cg-—d3 b, ¢

1
a b2 C3 — a4 b3 Cz—az b] C3+ﬂ: b3 C]+83 bl C—ag bz Cy

_ 4 dy eg—a; d3 ¢, —a, d; c3{-a, d3 ¢,f-a3 d;, a3 ds ¢

Tl e Oa—8; Dy G — B, Dy s b8 by ¢ a3 by c;—a3 by ¢

__ag b, d3—a; by dy—a, by dy{-a, by d, a3 b, dy—ag b, dy
T g b, c3—a; by ¢c; —a, b] c3+32 by ¢, a3 by ¢, —az by ¢

Die Darstellung in Zeichen fihrt zu folgenden Gleichungen
P(d,,"d,, dg; by, by, by; €, €, €5)" "'
P(ar, a., ag; by, by, by; ¢, ¢, b&)l'l'l

105) x —

P(ﬂly 8:., 33, dls dzs dd’ €y €y, ca)l'l :
%) 1
P(al, a , a3, bl’ b;_, b3, Cy Cy C3 )l’l

_ TP(ay, 8., 855 by DGR dy ) dy ) R
— P(ey, 82, 8,5 Dy, By OGS €iyy €230 )" V"

In den Zihlern dieser Darstellungen vertritt die vierte Ele-
mentenreihe d;, dy, d; diejenige Elementenrcihe, welche mit der
Grifse, um deren Entwicklung es sich handelt, verbunden erscheint,
Fiir die Darstellung in Zeichen eignen sich die Gleichungen 105
ganz besonders; aber die fir die Rechnung zweckmilsigere, ob-

gleich scheinbar weitliufigere Darstellung 104 geht dann verloren.
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Die hier gefundenen Darstellungen lassen sich nun ohne Schwie-
rigkeit auf die Auflésung der Gleichungen mit vier und mehr un-
bekannten Grofsen ausdehnen, denn man erkennt leicht, dafls die
gemachten Schliisse sich auf jeden einzelnen Falle iibertragen lassen
und allgemein sind. Wihlen wir daher fiir m unbekannte Grifsen
folgende Bezeichnung

X1y X235 X35 X3 v 4 4 0 s o Xq

und fiir die zur Auflosung von m unbekannten Grilsen erforder-
lichen m Gleichungen folgende

SRS by B 0 Xy - X e ety X R

L A N i B e B e PSPPI, o i g

% 1 by% Foxy4dyxg .00, Fmy XK= n
&%

2 X; + by X3 + ¢ X3 + dy X4

. .n+m4xn:D4

L

Sk F X e X 4 duxg YLV, W, X b,

8o ergeben sich hieraus fiir die allgemeine Auflosung von m unbe-
kannten Grofsen aus m Gleichungen folgende drei entwickelte
Darstellungen

P(ny, . 05 by, by boomy,my ,  m)t

lOG)xl:P(ﬂl, 83 .. Ay, b], bz,.bm. Sy, myg ., mm)ﬁl'l.”

Py, ng 0.5 8y, 85 .. 805 €, €. Cuj.. My, My, m,)" "
pret- TR R DS | F R
P(b]l bz, oobm; al) az wlp; c], cz ee Cni3 o0 ln]) anmm)

X3

P(0y,02,,.0381, 8. 8,3 by, Do dhydy. s, my my,my, )0

o Pe1,Co..Co301) 82,855 by, by, bs dyy dy,y ., dis o, m  my )" "

L. . .
niis P(l!l, Hgy oalps @y o, A0 by Bo s b adisilayie .7]-) y

Xn =5 i T R i S
P(ml, m!)'omm; al, a‘,‘.nan; bl, bz, " bn;on‘n 12, nlm)
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107)11:[“1 P(b2) ba ‘e b. 02, €3.. cn; von mz, ms .. mn)l'l’l”

_n,'P(b]’ b31 b‘; P bn; C14C3y 4 4 Cnj, 0 My, ms..m-)l, ik

~+n3P(b;, by, by .. bus €1, €2 €4 .. €5 oDy, My, My A3 ) et

Y LY. ;
(_)m ‘nm P(bl, ba PN bm—l; cl’ €240 Cri1j 4ae ml) m, umn—l) 3 ]:
1, BX oo
:[a. b (bz, b3 + e bm; € €3, 4Cn3 40y My, My, , mm)
| 8 7%
-—ﬂgP(b” b3, b‘oobm; €y, C3, c.} v o Cnj o 00 Dy m; ., mm) p

+33P(bu bz, by o buj €1y €5 €440 €05 o0 Iy, My, ml"mn)l, b

(—)m_|aﬂP(bl) bZN bm——l; €, €y, cm—‘; e m') ms,. mm-'l)l‘ 345 ]

p W= ["] P(aj, a , . am; C2y €3, .Cn5 o0, Iy, I3, , ml’ﬂ)" tadets
—n; P(a, a A, €y C G m;, m mugr
2 1y 3 ¢+ o my 1y 3 + o m) ++4 1y 3 ¢ ¢ m,

403 P (a1, 85 83.,.2,5€1 €2, €4 4 Caj oo Iy, My My, My, )" 010

(—)m_l nmP(al) ds. . am-l; cl)cﬂ oo Cm13 4oe ml, M, 00 mm—l)” hilg ]:
:[bl P(az, 33 oo g3 cl, 03 e cm; o ~m2| m3 LR mﬂ)" %

—bz P(a,, 43 ,.,8,5C,C3, ,Cyj ,., MMy, ma,tomn)l'l’l“

+b3P(ah Qzy 84 ,, 845 €1y C2, €4, €5 4, Iy, My, My, ml!.)l' o

e b e
W o s

(_)-—l bm P(ah al e am»l; cl) c! .. cm—-l; 4 ml) ml 4 mn-—l)l' ek ]
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Xp — [uIP(ais a3 + o Anj big bS . ’bn; S ll, l| o s lm)l'l'l"

—nzp(ﬂn @5 083 Dy, By T B L'k lm)""]“

+D3P(81, gy 334,845 bl) b2»b~hub-;- H]“l2?l4nln)l' ok

(—)m—lnmp(a[) 82 .- am-—l; b]’ b2 . bm—l; e ‘l’lzg . lm»—l)l' L ]:
$[m:P(ag, 83 .. 85 bs, by .. b . L By By L)

SO e @3 By, by O Dagis e Al o kLD e

+m3P(8|, ay, a;..a,;bl, bz,b.;..b ;...ll, l’, I_l..lm)l'l'l"

("‘)n_lmmp(al) 3,4 a.|—l; bl) bl . bn—l; e ]l, l? L ]n—l)l' e ]

L BP0l B Dus i By oa Dad oo ooy myBRe M) M
e xpe LR s M vv Bnd Dyy B e oDt & o i TRy B S WS

Y. .
__P(a, 855 .8, My My o Dnj €1y Cao o Cuoo My, M )" 0!

P(al,az,uﬂm, bl, bz .bm, €1y C +oCm sue ml’..mm)l B (R

Xyom

—li‘l“_fl' oo 853 bl, bz b; m3 e a5 LSy, lh..“m)l'l'l'
n_l’(ﬂn,ﬁz,. w3 by bz, . bm voshgdaye i las iy, Mg, ...)" S -
In allen Darstellungen ist die Zeichenfolge

et ==t —— .

zu beobachten. Sollte die in diesem §. angegebene Ordnung in
den Elementenreihen, woraus die nothig werdenden Versetzungen
gebildet werden sollen, nicht gewihlt und eine andere an ihre
Stelle gesetzt werden; so unterliegen dann die Vorzeichen auch
einer andern Folge, und man hat dann jedem einzelnen Producte
das negative Zeichen in der so vielten Potenz vorzuschreiben, als eine
niedere Stellenzahl mittelbar oder unmittelbar auf eine hohere folgt.

Anmerkung. Rorue hat nach der Angabe von Meier Hirscu
(Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der algebraischen Gleich-
ungen, Berlin Pg. 107) die dritte Auflésungs- Methode Nro. 108
in der zweiten Sammlung combinatorisch-analytischer Abhandlungen

www.rcin.org.pl



R

von Hindenburg Pg. 263 u. f. schon gelehrt. Von dieser Darstel-
lung sind die zwei ersten 106 und 107 verschieden. Die zweite ist
fir die Rechnung besonders zweckmilsig.

§. 33

Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen,
diedurch Verbindung der Gruppen verschiedener Ele-

menten-Reihen erzeugt werden.

Sollen Versetzungen mit beschrinkten Wiederholungen durch
Verbindung der Gruppen verschiedener Elementenreihen erzeugt
werden, so werden hiernach diejenigen Anderungen eintreten,
welche nach §. 9 aus der Gleichsetzung verschiedener Elemente
folgen. Es werden dann in den Gruppen der verschiedenen Ver-
setzungsclassen so viele Versetzungen weniger entstehen, als die
Zahl der gleichen Elemente hitte Versetzungen eingehen konnen,
wenn sie ungleich gewesen wiren. Hiernach ist
109) P{a,, as,...8}, ... 2 b,,b, JbEy b oNeR. . €. 6 s iR =
« (m=h)__ (o—h—k)'"' . . ..

PO e

§. 34

Versetzungen mit Wiederholungen, welche aus ver-
schiedenen Elementen-Reihen gebildet werden.

Wir unterscheiden folgende Arten:

1) solche Versetzungen, in denen die Elemente einer jeden
Reihe mit dhnlichen und unihnlichen der iibrigen Elementen-Reihen
zusammentreten , wobei die Stellenzahlen dhnlicher Elemente wie-
derholt erscheinen;

2) solche, bei denen die Elemente einer jeden Reihe nicht
nur mit allen Elementen der iibrigen, sondern auch mit sich selbst
zusammentreten. Hier erscheinen die Stellenzahlen desselben und
dhnlicher Elemente wiederholt.

Wir zeigen die Bildungsweise der Versetzungen mit Wieder-
holungen der ersten Art an folgendem Beispiele, und wihlen zu
ihrer Bezeichnung P'. Hiernach ist:

P (a;, ay, ag; by, by, bg) »* =

= 843y blb2+ﬂ] ag b2b3+8183b1 b3+8283b1b2+8283b2b3
LR | bl b2 a3 a; bg b3 az ay bl b3 a3 @y bl bz a3 szz b;
apaybyby  ajaybyby  ajaghyby  apagbyby  syazbyby
agarbyby  ayabyb,  agaybyby  agayby by az3a3byby
aaghiby  ajazbiby  ajazbyby  ayazby by
agaybyby  aga by by aza;byby  agagby by
a; ap b3 b] ay ag bz bl aj; ag b3 b] g ay b3 b]

aaybyb;  aga;byby  aza;byby , azagbyhy
Orrivens, Combinations- Lebre.
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Die Anzahl dieser Versetzungen ist leicht zu bestimmen. Sie
beruht auf der Verbindung der numerischen Ausdriicke fiir die
entsprechenden Versetzungsclassen und es ist:

P [a), a3, a3; by, by, b3]22 =3, F =8,2 < 3,2
Der Schlufs ins Allgemeine fiir zwei Elementenreihen wird
dorch folgende Gleichung dargestellt:
P' [81 ’ 327 o ooy b] ) b2, e bm]h,k = nh‘_l . m
Das fiir jede beliebige Anzahl von Elementen- Reihen giiltige
Geselz ist:

10D P ol i’ N5 a5y s Ty cbasies L legs, v Cosen
— n*= md gl

kj—1

Erscheinen auch bei diesen Elementen-Reihen einige gleiche
Elemente, so dndert sich die Gruppenanzahl nach den in §. 9. an-

gegebenen Bestimmungen. KEs ist:
| R A U A—

B/ [8], 89 .., 840803 bla bz S adlns ..b,,,; €1y€3 +.+Cx)5 +iCo '.v:’ —
= mlﬂ—l o'l—
= lrl lqjl llll
Zur Darstellung der Versetzungen mit Wiederholungen der
zweiten Art wihlen wir folgendes Beispiel:
.
P/ (ﬂ], 291 b] ) bz)”.‘ — a1 b] bl —|-—a1 a bl 'J2 “I—ﬂ] ay b2 bl—|L-81 ay b2 bz

ay ag bl bl a; ay b] bz 2 a, b2 b] ay 4y b2 b2

8 4y b] bl LR bl b2 apa, b2 bl a9 Oy bz bz
ay 8y bl bl dg Ay bl bz ay a4y bz bl a9 iy bz b:
Jede Gruppe der Versetzungen mit Wiederholungen, welche

die erste Elementen-Reihe erzeugt, verbindet sich mit jeder aus
der zweiten Reihe. Ks ist also die gesuchte Gruppenanzahl;

P/ [ay, ag3 by, byt = 22,22
Hieraus erschliefst sich das allgemeine Gesetz fiir diese Ver-
setzungen aus zwei Klementen- Reihen:
P/ [a1, 93, ...8:5 by, bg.o bu]™ = 0" . m
Eben so fir jede Anzahl von Elementenreihen:
111) P/ [ay, 3.0, bas by, bay e bas €15 €2000C0n " =0"m" 0 s,
§. 35.
Von den im vorhergehenden §. angegebenen Versetzungen mit

Wiederholungen der zweiten Art ist gar vielfache Anwendung auf
die Entwicklung der Polynomien zu den héheren Potenzen gemacht

k

»
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worden. Fiir die combinatorische Analysis ist diese Art der Ver-
setzungen von der grofsten Wichtigkeit,

Bei dieser Anwendung hat man die Anzahl der Elemente in
den verschiedenen Reihen entweder als unbeschrinkt, oder als
beschrinkt und gleich angenommen. Gewdéhnlich geht man anstatt
von mehreren Elementenreihen nur von einer aus, deren Elemente
der Reihe nach mit den steigenden Potenzen einer Grundgrifse
verbunden sind, um Ordnung und Unterscheidung in die entwickelte
Darstelleng zu bringen. Die Form unter welcher die zu entwick-
elnden Polynomien erscheinen, ist:

(0 x + a3x? + agx? | apxt {-,.., )"
oder (a, + a,x | ax | agx3 +,.,..)"

Die Entwicklung selbst gibt Versetzungen mit Wiederholungen
der zweiten Art (nach §. 34) und zwar in Riicksicht auf die ord-
nende Grofse x zu bestimmten Summen.

Man hat dieser Art von Versetzungen mancherlei Benennungen
gegeben. Gewdhnlich werden sie Variationen genannt. Der
Name indert die Sache nicht. Zwekmilsige Behandlung eines
Gegenstandes einer Wissenschaft bleibt bei allen Benennungen
Hauptsache.

Nach der hier angegebenen Bezeichnungsart wiirde sich die
Darstellung des Polynomiums, wovon wir einen speciellen Fall
herausheben, so ergeben:

P/ (a;x-ayx2, a3x3; by X, byx2, byx3; ¢)x, ¢yx2, ¢3x3)!'1! =
= (arx—+apx2 4 a3x3) (by X+ by X2 +-byx¥) (€ X |- €gx2+-€3x3) =

4 bl C, X3+8] bl Cy X"—*‘ﬂl bl C3 X5+ﬂ] b203 ‘XG—{—EI bs(.‘s’xl’—*—ﬂzbscsfxa-{—ﬂs b;cs"

aybyey arhycy arbyey a3bycy aghyc;|
aghy¢y abse ‘ azh, ¢, agbyey aghscy
aghyey]  aybyey aghye;) .
aghge;|  apbgey aghycy
aghc f azh; ey azhsc,
l | agbsey : |

Die Versetzungen mit Wiederholungen, welche sich aus der glei-
chen Elementen -Zahl der verschiedenen Elementen-Reihen ohne
Riicksicht auf die ordnende Grifse x ergeben wiirden, sind:
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P/(ay,89,293 by, by, by;ei,05,03)" " = 3% = aybye; +-ayby¢; - aghye;
abje;  abie,  aghyey
8 bl C3 agb] C3 aabl Cy
a1C0y a9 bzcl aabzc]
81b202 82b202 83b202
abye;  aghye;  aghgey
aibge; azbze;  aghye
abge; abze;  azbgey
a ]bsCa 82b303 83b3€3
Die weitere Ausfihrung dieses Gegenstandes gehdrt nicht
hierher, sondern in das Gebiet der combinatorischen Analysis.
Jedoch verlassen wir diesen Gegenstand nicht, ohne auf einen Fall,
der bis jetzt noch nicht in den Kntwicklungen der combinatori-
schen Analysis betrachtet wurde, aufmerksam zn machen und dessen
nihere Untersuchung nicht ohne Gewinn fir die Wissenschaft seyn
diirfte. Es ist die Verbindung mehrerer Polynomien von beschriinkter
aber ungleicher Glieder- Anzahl mit einander, Wir bezeichnen
ihn so:
P/(agx,89x2,,.,8.X"% by X, bax2 ... baX"501X, X2, €.X% .00 ) 1110 =
(arx—+agx2 4 agx3-+,,a,x")(by X+ bax2+-., b X™) (€ X-+-€3X2H-,,6,X°)...
Aus ihm werden sich leicht andere, und so auch die Ent-
wicklung der Polynomien von beschriinkter aber gleicher Glieder-
Anzahl ableiten lassen. KEinen speciellen Fall dieser Darstellung
theilen wir mit. ’

P/ (a;%, 3,x2; byx, byx2, byx3; ¢;X, X2, ¢3x3, egxd)""! =

a; b] 51 x:’—-*—ﬂl bl (‘2|X4‘+81 bl C3 X5+81 b] Cy x5+a, bzc,, 'x7+al b304\xe+82b304
ayhyey aybyey arhyey agh;cy ahyey
ﬂzbl (5] 81b301 ay b302 ﬂlb3C3 82‘)3(33
a by ey ayby by aghycy
ﬂzbzc] | ﬂzbacl ﬂzb302
32h202

Die Zahl allerGrupper, die nach Nro. 111 §. 34 in der ent-
wickelten Darstellung erscheinen, ist 2. 3. 4 — 24. Die Stellen-
zahlen der Elemente bilden die Versetzungen mit Wiederholungen
zu der Summe, welche der Exponent der mit ihunen verbundenen
ordnenden Grifse x angibt, und zwar bei ausgeschlossenen Schlufs-
elementen. Die Elemente, welche die Summen erzeugen, haben
das Eigenthiimliche, dals die Stelienzahl 3 nicht in der ersten,
sondern nur in der zweiten und dritten; die Stellenzahl 4 aber
weder in der ersten noch zweiten, sondern nur in der dritten
Vertikal - Reihe der Vorzahlen vorkommt.
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§ 36.

Verbindungen ohne Wiederholungen, welche durch
Verbindung der Gruppen verschiedener Elementen-
Reihen erzeugt werden,

Da sich die Verbindungen nach §. 11. iiberhaupt aus den Ver-
setzungen dadurch ableiten lassen, dals in den Gruppen, welche
die Versetzungen erzeugen, die Umstellung der Elemente ausge-
schlossen wird; so konnen wir leicht die Verbindungen ohne und
mit Wiederholungen aus verschiedenen Elementen-Reihen in der
Bildungsweise und besonders in der Bestimmung der Gruppenanzahl
aus den Versetzungen §. 31. ableiten.

Wir theilen, um die Bildungsweise der Verbindungen zu zeigen,
die Gruppen der Verbindungen zu je zwei Elementen aus den Reihen
a, ag, ag, ay; by by, by, by, by mit.

C(a,,a.,85,843by, by, by, by, bs)m:al aybyby, a,a,b,b; asyah by
a, a,bgby a,a;b,b; a,a,b, by
a,a,b,bs a a,b;b; a,a;b;bs
a8, azb, by, a,azb, b, aza,b, b,
ayazb,bs a,azbh, by a;a, b, b
a,a;b,bs a,azbh;bs; aza,b, b

Die Gruppen-Anzahl ist hiernach:

C[al Ay, 83, Ay; bl’ b!, b3| b4: bs]"'—': %’:g L ?:—g

Das allgemeine Gesetz fir die Bestimmung der Gruppen-
Anzahl leitet sich aus Nro. 100 durch Ausscheidung der Versetz-
ungen ab und es ist:

112) © [a;, 0 00m5 by s Dayes DuiBisBuyvsciO s cnf ™00 ==
"=t . (m —h)*'. (o —h —k)U

lhl . lkl = i ll]l
Die Verbindungen mit Wiederholungen aus mehreren Reihen

lassen sich cinfach nach den bekannten Grundziigen bilden; defls-
wegen iibergehen wir sie.

§ 37
Verbindungen mit Wiederholungen, welche durch
Gruppen mehrerer Elementen-Reihen erzeugt
werden. «4C

Wir unterscheiden, wie bei den Versetzungen”ﬂﬂt‘ Wledcr-
holungen §. 34, zwei Fille: \N
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1) Verbindungen, in denen die Elemente jeder Reihe mit
shnlichen und unihnlichen der iibrigen Reihen zusammen treten.
Die Stellenzahlen ihnlicher Elemente sind wiederholt.

2) Verbindungen, in denen die Elemente jeder Reihe nicht
nur mit allen Elementen der iibrigen, sondern auch mit sich zu.
sammentreten. Die Stellenzahlen eines jeden Elementes und @hn-
licher erscheinen wiederholt,

Die Bildungsweise dieser Arten von Verbindungen lifst sich
leicht aus der Natur der gegebenen Bestimmungen ableiten, defs-
wegen glauben wir der Miihe, entwickelte Darstellungen fiir sie
geben zu miissen, iiberhoben zu seyn, Wir wenden uns daher
zur Bestimmung ihrer Gruppen - Anzahl und theilen fir sie die
allgemeinen Formeln mit.

Die Gruppenanzahl der ersten Art ist:
113) C. [al! a!,“Oan; bl, biooobm; cl, cl’ . ..co;.‘.]h,k.l,...:
e ot S
ol D L L
Die Gruppen-Anzahl der zweiten Art ist:

114) CI [al,a,,,,an;b,,bz,,.bm;cl,c-,_,.,c.,;,,,,]""‘""" p—
k(1

n"'.m A

o 0
= RN AR -

Auch die Summen, die durch die Verbindung der Gruppen ver-
schiedener Elementen - Reihen erzeugt werden, lassen sich unter-
suchen; doch iibergehen wir sie, weil die Untersuchung uns zu
weit fithren wiirde, und der Weg zur weitern Untersuchung ge-

zeichnet ist,
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VI., Vertheilung der Elemente in Ficher.
§. 38.
Vertheilung der Elemente einer Reihe in Ficher.

Die Gesammtheit aller moglichen Zusammensiellungen von
Gruppen, die dadurch entstehen, dafs man zwei oder melirere
Ficher annimmt, und in sie der Reile nach eine gegebene Ele-
menten-Anzahl gruppenweise so bringt, dafs in jedem Fache immer
eine gieich grolse Zahl von den Elementen erscheint, soll mit dem
Namen Vertheilung der Elemente in Ficher bezeichnet
werden.

Dasselbe einzelne Fach kann hiernach nur Gruppen von gleichen
Dimensionen , die Ficher selbst aber in Vergleichung mit einander
Gruppen von gleichen oder ungleichen Dimensionen enthalten. Jede
Gesammtgruppe ist aus zwei oder mehreren Fachgrupper zusammen-
gesetzt und begreift die Summe aller in den Fachgruppen vertheil-
ten Elementen in sich. Die Gesammtgruppen unterscheiden sich
dadurch, dafs sie nie gleiche Zusammenstellungen der Elemente
in den einzelnen Fachgruppen, sondern immer neue oder ver-
schiedene zeigen. Versetzungen sind ausgeschlossen, denn die ver-
schiedene Stellung der KElemente in der einzelnen Fachgruppe
erzeugt keine neue Vertheilung. Wir betrachten zuerst die Ver-
theilung der Elemente einer, dann die mehrerer Reihen in Ficher.

Die Vertheilung der Elemente in Ficher deuten wir durch
das Zeichen (V) an, welches wir den Elementen vorsetzen. Die Zahl
der Elemente, welche in jedem Kache vorkommen soll, zeigen
wir, wie bisher, durch Exponenten an.

Wir gehen vom Speciellen aus, und wiithlen zur entwickelten
Darstellung die Vertheilung der Elemente a,, a,, a;, a,, a; in
zwei Ficher, wovon das crste zwei, das zweite die iibrigen Ele-
mente enthalten soll.
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A" ( 4y, ay, dg, a4, 85)1": ]ﬂl a,|83 ay a5
) ag|a, a4 a5
a; ag|a, ag ag!
131 a(,iﬂ: az a,
:a: 310, a4 a5
3, 34 81 a3 g
[a, a; @y ag ay
|Ag @4 4y @, 25
133 ag @) 2y Ay
1y a5 ay @, a3

Die Anzahl der Vertheilungen des vorstehenden Falles ergibt
sich, wenn man beriicksichtigt, dals jede Gruppe des zweiten
Faches durch die desersten bedingt ist und nur die Erginzung der
Gruppe des ersten Faches bildet. Die Gruppen des ersten Faches
sind die Zusammenstellungen der Elemente zu je zweien, deren
Gruppen sich durch Aufoahme neuer Elemente charakterisiren.
Die gesuchte Anzahl ist:

V [a, @, 85, 8;, 85]"° :?‘; v .}‘_g_‘—;

Der Schluls auf das allgemeine Gesetz ist hiedurch gegeben.
Die Anzahl der Vertheilungen von n Elementen in zwei Ficher,
wovon das erste , das andere die iibrigen Elemente enthalten
soll , ist;
ntl—! (n_q‘)n—ﬂ—l i nrli—t
T e 1e—an =— 1q|l‘l'l—q‘l

115) V [31 ) Gy iy S aP N =

Diese Gleichung lifst auch folgende Darstellung zu:
» n‘ll—l nu——qi-—l
v [ah ay, ag ., ....a,,]"‘—‘-—_- fan- — W

‘je nachdem man die eine, oder dic andere Fakultit im Zihler
und Nenner ausscheidet. Hieraus erkennt man, dafs es einerlei
ist, wie man die Ficher, welche die Elemente aufnehmen, ordnet.

Um die Bildungsweise fiir die Vertheilung der Elemente in
drei Ficher kennen zu lernen, wihlen wir den Fall, wornach finf
Elemente in drei Ficher und zwar in das erste ein Element, in das
zweite zwei, und in das dritte zwei vertheilt werden sollen. Esist:

v (alv 2, 83, 3, 3

|ay |a, aglay a5|-{-a.(a; aglay 35i+ a3 8y 852y 85 —H‘h ay a,/ag ag|-{-/a;'a; 2, a3 8y
|dy'a ay|ag ag Q, @8y a4|a3 a5 ay|@y a3|a, ag a5 4, az a, ay

)1.3,2 —

a3 8y 34‘32 ag
a; az a5|83 84 a; 34 aglag 34 a3 43 85 a9 8y ay 81 a5 dy 83 85 a; 34;32 agz
ay|a3 a4 4, a; ay ag 34:81 ag a3 @9 84/ A5 iﬂ{iﬂz 33]81 ay a5 a9 83;3[ ay
d) aga; a, ay ay ag @y ay 4y dg 49 d5 @y Ay [y a, a5 a; a3 d; Ay a4 a3 43
51"4 a5 8, 93] [m:a,053 830 lagay 35’“1 ap  layng 35‘,,1 a,! lagazaya, a,
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Die Anzahl dieser Vertheilungen bestimmt sich, wenn man be-
merkt, dals jede Gruppe des ersten Faches so vielmal mit vier
Elementen in Verbindung tritt, als sich diese nach 115 in zwei
Fiicher zu zwei und zwei Elementen vertheilen lassen. Hiernach ist:

) i g . 4.3 . i

i Xied,2 1.2
Bildungsweise und Schliisse bieiben fiir alle Fille unverindert.

Die Anzahl der Vertheilungen einer Reihe von n Elementen, die

8o in drei Ficher vertheilt werden sollen, dafs das erste q, das

zweiter, und das dritte die iibrigen Elemente enthilt, bestimmt sich

durch die Gleichung:

\ [all ay 4 ag, a4

, n®-! n(n—1) (n—2)..3.2.1
R Taomh . aees TN

V [o1,2, 33..03.] — 1T 12, 1.2..r.1.2..(n-r—q)

Die gemachten Bemerkungen steigern sich leicht in das All-

gemeine, und man hat zor Bestimmung der Anzahl der Verthei-

lungen von n Elementen in jede beliebige Ficher - Anzahl, welche

der Reihe nach q, r, s,... Llemente enthalten soll, folgende
Gleichung:

n(n—1)(n—2).......3.2.1

L 1L 21 T N i\ T LA
F10) ¥ 1015 85, %350 T1.2..01.2.r1.2.5.1.2. (n_q-r—s...)

ln,l
v - lq‘,l.lr‘l‘ lu l..'..‘ln—q—r—u—-...‘l
§. 39.

Vertheilung der Elemente verschiedener Reihen
in Ficher.

Wir betrachten nun mehrere Elementen-Reihen, deren Ele-
mente in Ficher vertheilt werden sollen und zwar so, dals in
einem Fache bestimmte Gruppen aus verschiedenen Elementen-
Reihen vorkommen sollen, Dabei findet jedoch die Bedingung
nicht statt, dals in jedem Fache Elemente aus allen Reihen vor-
kommen miissen. Es konnen in einem Fache Gruppen von nur
einer oder mehreren Reihen vorkommen.

Wir wiihlen zur Darstellung der Bildungsweise dieser Verthei-
lungen den Fall, wenn die Elemente a,, a,, ag, a;; by, b,, by in
zwei Ficher vertheilt werden sollen, so dafs das erste Fach drei
Elemente der ersten und ein Element der zweiten Reihe, das
zweite die iibrigen Elemente enthilt:
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V (215 may 8y, 8;3 By, by, b))tV V=
s

a,8,8; b, a b, bsv‘l‘ a, 2,8, bylaz b, bz["hal a;ay byla, by by -|-{a. a5 a, by, b, bl
ai@yasbya by bs  (aa,a, b)a,b b,' aasashyaz b by lagay u.,bga,b h31
@y 85, byla, b, by |a, 833, bslag by byl 2, a3a, bylagb,ba| 9,858, bsla, b,

Man erkennt, dafs sich jede Gruppe zu drei Elementen aus
der ersten Elementen-Reihe mit allen Gruppen zu einem Elemente
aus der zweiten Reihe im ersten Fache verbindet, und dafs die
Gruppen des zweiten Faches die Ergéinzungen zu denen des ersien
bilden, Hiernach ist die Gruppenanzahl:

8,051 /05
\Y% [als ay, a3, 4,5 by, b, bz] —

43 3 1 B 468180
RI28M 1 kRTINS 1 TS

Das allgemeine Gesetz lilst sich hieraus entnehmen, Sollen
die Elemente zweier Reihen in zwei Ficher so vertheilt werden,
dals in dem ersten q KElemente der ersten und r Elemente der
zweiten Reihe, und in dem zweiten die iibrigen Elemente der bei-
den Reihen enthalten sind; so ist ihre Gruppenanzahl:

V [0, '8y, ‘83... .85 By b, , by, . b Jro 0

m"~ _ n(n-1)...(n-q+1) m(m- 1),.‘.71([:177!;—{4)
1q|1n—qllrllm—-rl 1’ ‘...q ] 2

Nachdem diese Gleichung gefunden ist, so lifst sich mit ilr
und der Gleichung 116 auf zusammengesetztere Fille m)ergehcn.
Sollen daher die Elemente mehrerer Reihen in mehrere Ficher
so vertheilt werden, dafls in dem ersten q, Elemente aus der ersten
Reihe, r, aus der zweiten, s, aus der dritten u, s, f; in dem zweiten
(|, aus der ersten, r, aus der zweiten, s, aus der dritten u, s, f; in
dem dritten q3 aus der ersten, ry aus der zweiten, §3 aus der
dritten u, s. f, enthalten sind; so hat man ganz allgemein fir die
Bestimmung der Gruppenanzahl folgende Gleichung:

Gy 5 Txy Spyeens Qay Xap 8205 B3y T3y S50
117) V [8y,8200.8,5.D1, by eebins €15€2, 00iCons)
nn}—l m}m¥l oo|—l
'—lql|‘lq;|llq;i'"'ln-q[-q;...r.l' I e e 1t Fmergere. !t s 1M]s: 115 ;l‘,‘,lt)?sl'si""‘l
wobei n—q; + q3+ q3 +...,m =17 +1p} 134,00 =81+ SoF-83-1-uus

seyn mulfs,

§. 40.
Vertheilung der Elemente einer oder mehrerer
Reihen in Ficher mit Wiederholungen,
Wird der zu Anfange des §. 38, gegebene Begrifl der Verthei-
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lung der Elemente in Ficher so erweitert, dals die Elemente,
welche in den einzelnen Fachgruppen erscheinen, wiederholt wer-
den; so soll die Gesammtheit aller hiedurch méglichen Zusammen-
stellungen durch den Namen Vertheilung der Elemente in
Ficher mit Wiederholungen bezeichnet werden,

Die Zahl der hiedurch miglichen Gruppen bestimmt sich,
wenn man bemerkt, dals jede Gruppe des ersten Faches so viel-
mal erscheint, als sie sich mit den einzelnen Gruppen des zweiten
Faches verbinden kann, ferner dafs alle Gesammigruppen der
zwei ersten Ficher so vielmal erscheinen werden, als sie sich mit
jeder Gruppe des dritten Faches verbinden kionnen u, s, f. Diese
Schliisse gelten von jeder moglichen Aunzahl von Fichern und
Elementen- Reihen,

Wir Dezeichnen die Vertheilungen der Elemente in Ficher
mit Wiederholungen nach §, 7. und 38, durch V/ .

Zur Darstellung der Bildungsweise dieser Combinationen mag
die Vertheilung der Elemente a;, a,, a; in zwei Ficher mit Wie-
derholungen zu zwei und einem Elemente dienen,

V! (ay, a3 a3)"" =|a, a, |a, [{]a a

a, +' a, a, |ag

a; ag | a, a, ag |a, a, a, |ag
a, ag |a a, az | a, a, a; |ag
ag ag | a 2y ag |a, a, a, |ag
a, ag | a, a, ag |a, a, ag | ag
az az | a ag az | a, az a3 | a3

Die Gruppenanzahl des vorliegenden Falles ist:

3.4 3
Vilay, a8y ag]™ = 19°1

Die Gruppenanzahl der Vertheilung der Elemeate einer Reilie

in Ficher mit Wiederholungen, so dafls im ersten q, im zweiten r,
im dritten s Elemente u. s. f. enthalten sind, ist.

118) V/[a;, a,, a3....0,] = 'i‘)‘”’ ’ ('l_') h ('l')‘ i,

Die Gruppenanzahl der Vertheilung der Elemente mehrerer
Reihen in Ficher, so dafs im ersten ¢, Elemente der ersten, r,
der zweiten, s, der dritten u. s. w.; im zweiten q, der ersten,
vy der zweiten, s, der dritten u. s. w.; im dritten q3 der ersten,
ry der zweiten, s; der dritten Reihe u. s. f. enthalten sind, ist:
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119) \'& [alpazsa3so..au, bl,bg e ew n, €y Cry...Cp; “”}q;,r,,s,. o5 B Tay a5 Qs T IEs 005

=" ®"®)" O ) D)@

Bei dieser Art von Vertheilungen in Ficher gilt keine Beschrinkung in der Ficher und Elementen- Anzahl unter
einander wie §. 39. Die Zahl der Ficher kann grifser seyn, als die Zahl der Elemente, wie sich denn die Wie-
derholung einer und derselben Sache bis ins Unendliche fortsetzen lilst.
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VII. Zerstrenungen der Elemente in Ficher.
§ 41

Zerstreuung der Elemente einer Reihe in Ficher mit
und ohne Wiederholungen, mit und ohne Ver-
setzungen,

Wird irgend eine Elementen-Anzahl so in Ficher vertheilt,
dals immer nur ein Element in jedem Fache erscheint, die Ele-
mente selbst aber nach und nach alle mogliche Zusammenstel-
lungen in den Fichern einnehmen; so werden wir die hiedurch
gewonnenen Gruppen mit dem Namen Zerstreuung der Elemente
in Ficher bezeichnen.

Die Zerstreuung der Elemente in Ficher deuten wir durch
das Zeichen (Z) an, dem wir die zu zerstreuenden Elemente und die
Anzahl der Ficher, beide durch (;) getrennt, in Klammern ein-
geschlossen, rechts neben anschreiben. Die Zahl der Elemente,
welche in Gruppen durch die Ficher zerstreut erscheinen sollen,
wird als Exponent oben rechts an die Klammern gesetzt werden.

Es ist leicht zu bemerken, dafs die Dimensionen der Gruppen
kleiner, als die Fiicher-Anzahl, oder hochstens eben so grofs seyn
muls.

Die Bildungsweise der Zerstrenungen der Elemente in Ficher
und die Bestimmung ihrer Gruppenanzahl zeigen wir in Folgendem.

Die Zerstreuung der Elemente a,, a, in sechs Ficher erzeugt
folgende Gruppen:
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Z (6; a,, a,)2 = |a |a,
a a2
3
a a,
| a,
| & a;
a;, (2
a as
a, . a;
a, a,
a
a dz
a, 2
a, a,
a, az
' a, |a;

Sie entstehen dadurch, dals das erste Element im ¢sten Fache
so lange ruhig bleibt, bis das zweite die iibrigen Ficher durchlau-
fen hat, dals fern as erste Element in das zweite Fach einriickt
und so lange ruhig bleibt, bis das zweite Element alle spiitern
Ficher durchlaufen hat, u. s. f., dals daher das erste Element all-
miihlig alle Ficher einnimmt, wihrend das zweite immer fortriickt.

Die Gruppenanzahl dieser Zerstreuung findet sich, wenn
man?beriicksichtigt, dafs das erste Element so oft in dem ersten
Fache erscheint, als das zweite die nachfolgenden Ficher durch-
liuft, so oft in dem zweciten Fache erscheint, als das zweite die
nachfolgenden durchliuft, und so fort, und dafs das erste Element
alle Ficher mit Ausnahme des letzten durchliuft. Hiernach ist:

Z{6fa, 0l'=8+4+3+24+1=2-3

Da die Bildungsweise fiir zwei Elemente unverindert bleibt,
wie grofs auch die Anzahl der Ficher werden mag, so ist
hieraus :

rY &
120)Z[q;al,a,]2 \‘]-—1)—}—((] 2)+... N_i__s_‘_o_‘_l__qm 2)

Die Zerstreuung dreier Elemente in 6 Ficher erzeugt fol-
gende Darstellung:
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Z(6; 2y, 2, a3 P»= @ )a" 8 i
ap |, a |
T

a, ‘ﬂz |23

a, 1‘ a3 |2,
|
a | ol
a, | ap |93
a, (a, |8,
a, |ag az
a, |a, ay
a a, a3
a a, iﬂa
a, a3 g,
3
| ay dy A3

[ |31 8, {33

‘J‘ ay ay i Y
\ a4, |a, |33

Die Gruppen dieser Zerstrenung entstehen, indem das erste
Element so lange in dem ersten Fache ruhig bleibt, als sich die
zwei iibrigen Elemente in die nachfolgenden 5 Ficher zerstreuen
lassen; indem ferner das erste Element in das zweite Fach ein-
riickt und so lange ruhig bleibt, als sich die beiden iibrigen Ele-
mente in die 4 folgenden Ficher zerstreuen lassen u. s. f. Das
erste Element riickt bis zum drittleizten Fache vor,

Nach dem Gesagten leitet sich nun-die Zahl der hieraus her-
vorgehenden Gruppen leicht mittelst der Gleichung 120 ab, denn
die Zahl der Zerstreuungen dreier Elemente in Ficher ist auf die
zweier Elemente in Ficher zuriick gefihrt, Hiernach ist:

5 4 2.9 ‘5 3.2 2.1 6.5.4
Z0mmnl’ =ty T2 1,28
und so fort. Die Gruppenanzahl der Zerstrenung dreier Elemente
in q Ficher ist:
s 1(q—1) (¢ —2)
1.2 .3
Es ist nun leicht von drei Elementen zu vieren uberzugehen
u. s. f,, denn der Gang dieser Ableitung ist vorgezeichnet. " Hier-

Z [q; a, 25, 2,3 =
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nach erschliefsen wir fir die Bestimmung der Gruppenanzahl der
Zerstrenungen von n Elementen in q Ficher das Gesetz:

; —9@-1)@—2)....(¢ —n+41)__ ¢~
lzl)z[q’ahai‘ B] 1,",3.‘.(1,n + )— 1
In den bisherigen Fillen wurde angenommen, dafs in jeder
Gruppe die Gesammtanzahl der Elemente erscheine. Diese Be-
schrinkung ist] nicht nothig. Es konnen auchg Aussonderun-
gen gemacht, je r Elemente aus n KElementen ausgeschieden
und in Ficher zerstreut werden. In diesem Falle ist zu
beriicksichtigen, dafs eine Aussonderung von r Elementen aus n
n (n — 11-):2~ :('".‘; r+ 1) Gruppen erzeugt und
dals die Elemente jeder Gruppe auf gleiche Weise durch die

Ficher zerstreut werden konnen, Daher wird sich die Anzahl der
nr‘l—l i x
Zerstreuungen ——l,—rmal steigern, und man hat zur Bestimmung

Elementen

der Anzahl der Zerstreuungen von n Elementen zu je r Elementen
in q Ficher folgende Gleichung:

n(n—l) (n—r+1) q(q-1). (q—r+1)

122) Z [q ;al\) 82,83 ‘e oanJ ST

. 2% 1&g
= 1:'-*1':‘
ST lr]l lr;l

Die entwickelte Darstellung eines besonderen Falles soll das
Gesagte verdeutlichen:
Z (5; a4y, Az, 83)2:

=|a, |a. -+ |ay [a,l —+ |aa |as
a, da 2, as ag a3
a, ay a, a3 a, ‘ ay
a, 8 a3 ax ag
& | a; &
a4, a, }al as 2 dp
a | a, a, as a2 | |8 ¢
| 3
4, 8, a, a, az | |
a (a2 ’ a, (ag a2 (ag '
a aa a ay az |a'
a, 'a, a, la; 2 @3

Die Elemente, woraus bisher die Zerstreuungen gebildet
wurden, sind verschieden. Die Gleichung 122 gilt noch, wenn
die Elemente, welche zur Bildung der Zerstreunungen dienen,
simmtlich gleich gesetzt werden, Sie 122 geht dann in fol-
gende iiber;
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v q(q—1)...(q—n-1
123) 2Z[q; o = 1°4 1.2.?,,. +1)
Dabei ist zu bemerken, dafs in jeder Gruppe immer alle Elemente
vorkommen miissen, wie sich diefs an folgendem Beispiele zeigt :
Z(5; a,a)? = a

a

e e

(
I
!
aja| !
a| 'af
1 la al
Die Gleichungen 121 und 122 gelten nur, wenn bei Bildung
der Zerstreuungen die Versetzungen ausgeschlossen sind, und die
zu zerstreuenden Elemente in einerlei Ordnung durch alle Ficher
erscheinen sollen. Schliefst man diese Ordnung aus und fiihrt die
Versetzungen in die Zerstreuungen ein, so hat man: so viel mal
mehr Zerstreuungsgruppen, als sich die vorkommenden Elemente
versetzen lassen, Hiernach hat man fiir -die Zerstreuungen mit
Versetzungen, die wir durch ZP andeuten wollen, aus 121:
124) 7P [q; a1, 83,93...8.)' = q(q—1)...(q—n+1)
und aus 122:

125) ZP[q; ax,ﬂz,aa,...an]'=n(n-l)...(n—r+1).g(—q::)'“ 1

1—1 2

- n"".(-ll,“

Die Gleichung 124 folgt aus 125, wenn n == r wird, wie denn die
Gleichung 125 allgemeiner als 124 ist.

So wie sich die Versetzungen in die Zerstreuungen der Elemente
in Ficher einfiiliren lassen, so lassen sich auch die Wiederholungen
in sie einfiihren. Durch die Einfihrung der Wiederholungen wird
sich auf dhnliche Weise, wie im Friiheren, die Gruppenanzahl der
Zersireuungen steigern.

Fiihren wir zuerst die Wiederholungen ohne Versetzungen ein,
und bezeichnen sie durch Z’; so werden sich so viele Gruppen
in Ficher zerstreuen lassen, als durch die Verbindungen mit
Wiederholungen aus einer gegebenen Elementenzahl zu einer be-
stimmten Classe gebildet werden kénnen. Hiernach ist die Zahl
der Zerstreuungen mit Wiederholungen von n Elementen zu je
r Elementen in q Ficher:

Orrivesr, Combinations - Lehre. 7

-r+1)
T

www.rcin.org.pl -



= S
126) Z'[q; ay, 8y, 85...0.]" = :
— (1) (0+2)...(n-+r—1) q(q—l) Jq—rfl) _ q-!
28, i B T l i

wobei die Gleichung 122 benutzt wurde.
Ist 1 — r, wie bei 121, so wird:

&) nl —l __n,l ]\
120) 2'[q; 8, 83...0.) = ;“ ~u(a- ])2 (q

Die Gruppen eines besonderen Falles sollen hier stehen:

Z' (D; a;, 80)? =

—=|a, |a, + a, ﬂzl + a, |8;
a, a, a, a a4y a,
a, a, a, I as LH ’ a,
a, a a, 4y a; | a,
8 (g, | a, [a, d3 3
a | g, a, a, a4 | &
a ! a, a, a, 8s | e
a & a, a, a; a,
a, a I a, a; a, ‘ay
a, 'a, a, 1ag ,81 a,

Auf idhnliche Weise erhalten wir fiir die Bestimmung dér Zahl der
Zerstrenungen mit Wiederholungen und Versetzungen von n Ele-
menten zu je r Elementen in q Fiicher :

128) ZP'[q; a;, 8g,..8.] = 0", ‘ll:.r

und wenn n = r, wie.bei 121, ist:
129) ZP'[q; 3, 83..,3,]' = 0" (ll.ln—
§. 42

Zerstreuung der Elemente mehrerer Reihen in Ficher
ohne und mit Wiederholungen, ohne und mit
Versetzungen,

Bei den Zerstrenungen der Elemente in Ficher erscheint
immer die gleiche Anzahl der Ficher von Elementen besetzt, die
iibrigen leer. Werden die leeren Ficher von Elementen anderer
Reihen ausgefiillt, entweder selbst wieder Zerstreuungen oder ein-
fache Combinationen bildend, so wird sich dann die Zahl jeder
Zerstreuungsgruppe so viel mal steigern, als verschiedene Gruppen
in die leeren Fiicher eintreten kinnen.

O www.rcin.org.pl



— 99 .-

Setzen wir mit den Zerstreuungen die einfachen Combinationen
in Verbindung, so erhalten wir, wenn die leeren Ficher durch
Elemente einer zweiten Reihe ausgefillt werden sollen, zur Be-
stimmung der Anzahl: :

"r‘_l r|—1 mq——r.’——l
130) Z[q; 8y, 8.0, by, by bl = Tor - A« T
fiir die Bestimmung der Zahl der Zerstrenungen mit Versetzungen
aus n Elementen zu je r Elementen in q Ficher, wobei die leeren
Ficher durch die Elemente einer zweiten Reihe ausgefiillt werden:

x|—1
131) ZPlq; 81585 ¢..8:5 by, By b = n"".gl;!l st

Fiir die Bestimmung der Zahl der Zerstreuungen mit Wieder-
holungen unter den nimlichen Bedingungen, wie vorhin :

nr[l r|—1 mq—r]l
132) Z'[q; a1,89,,.8,3 bl,bg,.,.b_]"’_' = 1.—“ . gﬁl— . T;m

Fiir die Bestimmung der Zahl der Zerstrenungen mit Versetzungen
und Wiederholungen unier den genannten Bedingungen:

x| —1

133) ZP/[q; ay, 83 ... a,; bl’ bz ‘.’b.]r. 4 — pr . 91_'"_. mi*
. Diese Schliisse lassen sich leicht weiter verfolgen, wenn Elemente
von mehreren Reihen die Erginzungen in den leeren Fichern

bilden.
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VIIL.  Stellen- Elemente bei Versetzungen.

Stellen - Elemente bei Versetzungen, die durch die
Elemente einer Reihe erzeugt werden.

§ 43.

Nimmmt man bei den Elementen einer Reihe:
81y 82,83, 83...3,
suf die Ordnung, worin die Elemente erscheinen, Riicksicht, so
nimmt das Element a; die erste, a, die zweite, a3 die dritte Stelle
u. 8. f. ein, wie diefs durch die unten angeschriebene Stellenzahl
angedeutet wird. ’

Werden nun die Versetzungen zu irgend einer Classe aus der
vorstehenden Reihe gebildet, so werden die einzelnen Elemente
alle miglichen Stellen unter einander einnehmen, und jedes wird
bald auf der ersten, bald auf der zweiten, bald auf der dritten
u. 5. w. erscheinen. Nennt man nun diejenige Stelle, die einem
Elemente nach Angabe seiner Stellenzahl angewiesen ist, die ihm
zugehirige Stelle, es selbst aber, wenn es diese Stelle einnimmt,
Stellen-Element, so kniipft sich hieran die Frage: wie oft
nimmt jedes Element die ihm zugehirige Stelle ein? Wir driicken
sie auch so aus: Wie grols ist die Zahl der Stellen-Elemente bei
irgend einer Versetzungsclasse?

Um die Stellen-Elemente anzudeuten, wihlen wir das Zeichen
St, dem wir die Elemente in Klammern rechts neben anschreiben,
und oben rechts an die Klammer die Versetzungsclasse setzen.

Um die vorgelegte Frage zu beantworten, gehen wir von den
Gruppen, die durch eine Elementen-Reihe erzeugt werden, aus,
und theilen die Darstellung der Stellen-Elemente zur dritten und
vierten Classe aus vier Elementen mit, um an ihnen das allgemeine
Gesetz zu erforschen. Es ist:
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Sl(l, , 9z, a3, 84)" = AI A,/‘; -*- Al Agﬂ.. -}*- Alaal' + a3 1\,!4

aag Ay Ajagay Ajagdy agagdy

Al a3dy ay Az a, aga; A; ay Az A;;

a3 Az ay
Die Zahl der Gruppen, welche Stellenelemente enthalten, ist hier-
nach 13, wihrend die Zahl aller Gruppen zur dritten Classe aus .
vier Elementen 24 betrigt. Das Element a; kann nicht als Stellen-
element erscheinen.

Die Gruppen zur vierten Classe, welche Stellenelemente ent-
halten, sind:

St (81 y 89, a3, 84)" - Al Az A; A.‘ ‘-1— a3 Agﬂl A.' + Al ay A;a,
agay Az Ay AjAgagag  aga; Agay
A] azag A,. Al a4 a9 a3 a3 Az LR
azapay Ay ayfApmay  agAy Ay
amagady Ajagagay apagAgay
Ihre Zahl ist 15, wihrend die aller Gruppen der Versetzungen aus
vier Elementen zur vierten Classe 24 ist.

Bei den Versetzungen zur dritten Classe konnen nur die drei
ersten Elemente als Stellenclemente erscheinen, und zwar jedes,
als einzelnes Element betrachtet, so oft, als es mit den Versetz-
ungen zur zweiten Classe aus den iibrigen (also drei) Elementen
in Verbindung treten kann. Die Anzahl, welche hiedurch gewonnen
wird, ist 3 >< 3 . 2. Von dieser Anzahl miissen diejenigen Fille
ausgeschlossen werden , worin zwei Elemente zugleich auf ihrer
Stelle erscheinen. Diels geschieht bei den Gruppen a; a, ; a; ag; ayay
an verschiedenen Orten, und zwar so oft, als sich drei Elemente
zu zweien verbinden und dann mit den ibrigen (also zwei) Ele-
menten, welche Versetzungen zur ersten Classe bilden, zusammen‘

2
treten konnen. Hiernach ist die auszuschlielsende Anzahl 2 2

Durch dieses Ausschlielsen sind zugleich diejenigen Gruppen
ausgeschlossen worden, worin sich drei Elemente zu dreien ver-
binden kénnen, Diels geschieht bei der Gruppe a; a; a3. Die

« ‘, 3 1

2.3

werden. Hiernach ist die Zahl der Stelienelemente der Versetzungen
aus vier Elementen zur driuen Classe:

43 3.2 3.2.1

St[‘1982131|)"4_| .3, 2_"1 9 * z*"l 2.3
Aehnliche Schliisse werden du, Bestimmung der Gruppen der vierten
Versetzungaclaswe begriinden, welche Stellenelemente fialiren.

hiedurch erzeugte Anzahl muls sofort wieder zugezihlt

=18
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Jedes Element , als einzelnes betrachtet, wird so oft auf
seiner Stelle erscheinen, als die ibrigen drei Verse'tzungen zur
dritten Classe eingehen kionnen, Die Anzahl dieser Fille ist:

4x<3.2.1
Von dieser Anzahl miissen die Fille ausgeschlossen werden, wo
-Stellenelemente zu zweien erscheinen (in den Gruppen aja,, a;a,,
ayay, agay, ayay, azay) und mit den iibrigen zwei Elementen, welche
Versetzungen bilden, in Verbindung treten. Ihre Zahl ist:

4.3

1.2° 2.1
Hievon miissen diejenigen Fille ausgeschlossen werden, wo Stellen-
elemente zu dreien erscheinen (in den Gruppen ajazag, a;a,ay,
a,a3a,, 8ya3a,) und mit dem iibrigen oder dem ergiinzenden Ele-
mente in Verbindung treten. Diese Zahl ist:

1.3.2

1.2.8°
Hievon endlich mufs diejenige Anzahl von Gruppen ausgeschlossen
werden , die durch das Zusammentreten von vier Elementen zu
vieren entsteht, diefs ist die Gruppe a, a, aj a;, und die ent-
sprechende Anzahl ist:

. 4.3.2.1

1.2.3.4
Die richtige Verbindung der gefundenen Ausdriicke fihrt zu fol-
gender Bestimmung :

3 4.3 432, 4321
gy 821
St[ay, a3, 83, 24]* = 1 32.1— 1.2° 2 S 2, 31 123848 T e

Die gemachten Schliisse lassen sich leicht auf jeden andern Fall
iibertragen und ‘sind allgemein. Hiernach ist die Anzahl der
Gruppen, welche bei den Versetzungen aus n Elementen zur ¢
Classe Stellenelemente fihren, durch folgende Gleichung bestimmt :

134) 8t[a, 8, 83..3,)' = J (1—1)(0—2)....(n—q+1)
"(‘l S 1—2)(@—3)...(—q+1)
4 ‘l(‘l]—lé('ls—z) (n=3)(n—4).,.(n—q-+1)
‘!(_.‘_1:1_)(11_2_)(137(.. 4)(n—5)...(n—g-+1)
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Die Reilie hat q Glieder. Sie bricht ab, wenn ein Glied in 0
iibergeht. Sie beantwortess die Frage: Wie grols ist die Anzahl
der Gruppen bei den Versetzungen aus n Elementen zur q** Classe,
welche Stellen- Elemente iberhaupt fihren; und somit auch fol-
gende: Wie grofs ist die Anzahl der Gruppen bei den Versetzungen
aus n Elementen zur " Classe, worin wenigstens ein Element auf
seiner Stelle steht.

Ist Wlementenanzalil und Versetzungsclasse gleich, so ziehen
wir aus der vorstehenden Gleichung folgende speciellere:

. ot i "n -1 nnl—l A "n‘.—-—l
135) St[a,,az,a3...a,J = K ‘—ifl‘ 1 —i:‘r —'...(—) ) 1"‘,—

T 1 1
—— panf=1 iy Bk gAY Shd sl Al )1
=N [1 i3 123 1238 ) l.2...n]

Bedeutet n eine sehr grofse oder gar unendlich grofse Anzahl, so
wird auch die Gliederzahl der in den Klammern eingeschlossencn
Reihe sehr grols oder gar unendlich grofs. Fiihrt man in diesem
Falle die in §. 29, p. 66, gegebene Darstellung ein, so gewinnt man
hieraus folgende sehr kurze Darstellung (§. 315 meiner Algebra,
Nro. 13, pag.211:
a1 i
136) St[a;, ay, a3...]" = 1———(0——-——8 1)

oder mit Beriicksichtigung der abgekiirzten Fggmeln fir sehr grofse

Fakultiten, §. 47: i
T PPN S o i O 6.2

en+l

§ 44.

Da die Gleichungen des vorigen §. die Frage beantworten:
wie grofs die Anzahl derjenigen Gruppen ist, worin bei Versetz-
ungen aus n Elementen zur q*" Class¢ iiberhaupt ein Stellenelement
erscheint, so ist auch damit die Frage beantwortet: wie grofs ist
bei diesen Versetzungen die Anzahl der Groppen, worin kein
Stellenelement erscheint. Beide Anzahlen schliefsen einander aus
und man hat daher, um letztere zu finden, die Zahl der ersteren
von der Gesammtanzahl der Gruppen, welche die Versetzungen
aus n Elementen zur q'* Classe bilden, abzuziehen. Wir deuten
diels durch eine 0 an, welche wir in die Klammer setzen. KEs ist
daheér die Zahl der Gruppen, welche keine Stellenzahlen fihren,
durch folgende Gleicliung bestimmt:
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138) 8t[0;a;, 85, 33...,]'= n(n—1)(n—2)...(n—q+41)

—d@-1)@-2)..(a—q+1)

N q('l 1) (n—2)(n—3)...(n—q-+1)

q(q l)(q 2)
aop L

b4
-
-

(n—3)(n—4),..(n—q-+-1)

Die Gleichung bricht ab, wenn ein Glied in 0 iibergeht. Sie hat
(g--1) Glieder,

Ist die Versetzungsclasse so grofs, als die Elementen-Anzahl,
so ergibt sich aus 138 folgende speciellere Gleichung:

Pt i n|—1

nj—1
lli— I—W—F.(—)' nl,,rl
Ist die Zahl der Elemente eine sehr grofse oder gar unendlich
grofse Zahl, so kann man auch die in §. 43 angegebenen Ab-
kiirzungen anwenden und man hat:

140) St[0; 8y, 83...]* = 1. ¢
oder in Riicksicht auf §. 47: b

v 2an

lil)it[o; s Mo m b= et

Nach der Beantwortung der vorstechenden Fragen wollen wir
nun folgende beantworten: Wie grols ist die Anzahl der Gruppen

139) 8¢[0; ay,ay,25,,.a,]"—=n""'—

~ bei den Versetzungen aus n Elementen zur q'* Classe, worin gerade

r Elemente, nicht mehr, nicht weniger, auf der ihnen zugehorigen
Stelle erscheinen ?

Die Beantwortung dieser Frage ist dadurch bedingt, dals gerade
r Elemente auf ihrer Stelle erscheinen miissen, welche aus n Ele-
menten ausgeschieden werden und von der Gesammtzahl der q
Stellen immer r Stellen besetzen, woraus sich

q(a—1)(q—2)...(q—r-+1)
b2

Falle ergeben, und dals ferner jede von diesen Gruppen so be-
schaffen sey, dals die iibrigen (n—r) Stellen von keinem Stellen-
Elemente nach der Gleichung 138 besetzt sind. Die Anzah! der
Gruppen, worin dieses eintritt, bestimmt sich, wenn in 138 n—r
statt n, q—r statt q gesetzt wird. Hiernach ist die Anzahl der
Gruppen bei den Versetzungen aus n Elementen zur ¢ Classe,
worin gerade r Elemente auf ihrer Stelle erscheinen:
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142) St[r; ay, 8y, 83...8,]' =
q(q—l) ((I—"+1) r)(n r+1)a--(ﬂ—q+l)

1.2.
q(q—11)2 (fl—'+1) 17 (—r—1)(n—r—2)...n—q+1)
+q(q—ll) ‘)(q rr+l) (q—r)(q?‘—l)(n_.-_z)(n_r_:;)...(n_qu)

_ q(qg-D...(q-r+1) (q-r)(q-r-1)(q-r-2)
) EE ) 1.2.3

(n—r-3)(n-r-4)...(n—q+1)

R

Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied in 0 iibergeht. Wird
die Versetzungsclasse so grofs, als die Elementenanzahl, so ver-
einfacht sich die Reihe und man erhilt fiir die Gruppenanzahl der
Versetzungen aus n Elementen zur n'* Classe, worin gerade r
Stellenelemente erscheinen:

[—l
148) St[rs a, ap...0,)'= "o [1 1+1 371, 23+ SRl ¥ r)]

und hieraus, wenn n eine sehr grofse, und (n—r) eine nicht un-

bedeutende Zahl bedeutet:

g 1~ V20

144) St[r; ay, a3, 83... |* = e = T
Es lifst sich endlich durch Vereinigung der entsprechenden

Gleichungen auch die Frage beantworten: wie grofs die Gruppen-

anzahl bei Versetzungen aus n Elementen zur q“" Classe ist, worin

wenigstens oder hiochstens r Elemente auf ilirer Stelle erscheinen?

Da uns aber die Beantwortung der Frage zu weit filhren wiirde,

8o behalten wir sie fir ein andermal auf,

Stellenelemente bei Versetzungen, die durch Elemeénte
mehrerer Reihen erzeugt werden,
§. 45.

In den beiden vorhergehenden §. haben wir die Stellenelemente
bei Versetzungen der Elemente einer Reihe untersucht. Wir nehmen
nun dieselbe Elementenzahl aus verschiedenen Elementenreihen in
die Rechnung auf, von denen jede einzelne durch ihre Elemente
der Aufgabe geniigen kann, und fragen: Wie grofs ist in diesem

Falle die Anzahl der Gruppen, welche wenigstens ein Stellen-
element fihren ?
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Zuerst beantworten wir die Vorfrage: Wie grofs ist die Anzahl
der Gruppen bei Versetzungen, die aus p verschiedenen Elementen-
reihen gebildet werden, worin r Stellenelemente erscheinen ?

Wir wihlen, um die vorgelegie Frage zu beantworten, die
Betrachtung der besonderen Fille: wornach aus je vier Elementen
zweier Elementenreihen a,, ay, a3, a,; by, By, by, by die Gruppen
aus je einem, je zwei, je drei Stellenelementen gebildet werden.
Bei dieser Bildungsweise kommen die ihnlichen Elemente aus den
beiden Elementenreihen in Betracht; denn es ist einerlei, ob ein
Element aus der ersten oder zweiten Reihe auf seiner Stelle er-
scheint, wenn es sich darum handelt, dals es auf seiner Stelle
erscheint.

Die Gruppen der Versetzungen zur ersten Classe, welche
Stellenelemente fithren, sind :

a4

by
Ihre Zahl ist 2. Die Gruppen der Versetzungen zur zwciten
Classe, welche je zwei Stellenelemente fithren, sind :

a) 8y

a; by

bl ag
Sie werden durch das Wechseln der iihnlichen Elemente erzeugt,
withrend die Stellenzahlen selbst ruhig bleiben. Bezeichnet man
jedes von den Elementen der ersten Reilie ohne Unterschied durch
1; jedes aus der zweiten ohne Unterschied durch 2; so lilst sich
ihre Gruppenanzahl so darstelfen :

88 =T =29

o Al
bl ay 21
biby 22

woraus man erKennt, dafs a und' b allmihlig alle Stellen mit
Wiederholungen unter einander durchlaufen. Diese Bildungsweise
haben wir schon §. 10 kenunen gelernt. Es sind die Versetzungen
mit Wiederholungen aus zwéi Elementen zur zweiten' Classe.

Die Gruppen der Versetzungen aus beiden Elementenreihen
zur dritten Classe, welche je dreéi Stelleneleniente’ filiren, sind :
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B s ayay, =1 Bl ="28
aya, by 112
ay byay 121
ap by by 122

b; ay a3 211
by ay by 212
by by ag 221
bybyby 222

und man erkennt, dals die Anzahl dieser Grufipen mit derjenigen
von den Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus
zwei Elementen iibereinstimmt. Fiihrt man diese Untersuchung
weiter, so erhilt man das Resultat: dals die Anzahl der Gruppen
bei Versetzungen, die aus mehreren Elementenreibien erzeugt
werden, und worin die Stellenelemente durch das Wechseln dhn-
licher Xlemente bedingt sind, mit den Versetzungen mit Wieder-
holungen aus so viel Elementen iibereinstimmt, als verschiedene
Elementenreihen vorhanden sind und zur so vielten Classe, als
Stellenelemente vorkommen.

Werden nun die Versetzungen aus p Elementenreihen zur ¢'*"
Classe gebildet, so ist die Anzahl der Gruppen, worin gerade x
bestimmte Elemente auf ihrer Stelle erscheinen, durch den Ausdruck

145) p* }
bestimmt.

Wir wenden uns nun zur Beantwortung der oben vorgelegten
Frage, und gehen dabei von dem speciellen Falle, wenn die Zahl
der Gruppen der Versetzungen aus den zwei Elementenreihen:
ay, ay, a3, 8535 by, by, by, b, zur dritten Classe; worin Stellenelemente
erscheinen , bestimmt werden soll.

In diesen Gruppen wird jedes der drei ersten Elemente jeder
Reihe einzeln so vielmal auf seiner Stelle erscheinen, als es sich
an die Versetzungen, die aus den iibrigen 7 Elementen zur zweiten
Classe gebildet werden konnen, anreihen lifst. Hiedurch entstehen

3 "
1 2.%.6
Gruppen. Von dieser Anzahl miissen alle die ausgeschieden werden,
worin zugleich zwei Elemente auf ihrer Stelle vorkommen. Wiiren
es Elemente von einer Reihe, so wiirden, nach §. 43, je zwei von
ihnen nicht mehr als 3——; mal vorkommen und sich mit den Ver-
seizungen aus den iibrigen 6 Elementen verbinden, wodnrch die
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auszuscheidende Anzahl —— " 2 . 6 wiirde. Nun sind es aber Ele-

mente von zwei Reihen, del'awegen wird jede Gruppe so vielmal
mehr erscheinen, als dhnliche Stellenelemente den Forderungen
der Aufgabe entsprechen. Diese sind nach Nro. 145 — 22, Daher
ergibt sich die hiedurch auszuscheidende Anzahl :

3.2

1.2 22,6

Durch dieses Ausscheiden sind zugleich alle Gruppen ausge-

schieden worden, wirin die Stellenelemente zu je dreien erscheinen.
Defswegen miissen auch diese hievon wieder gesondert werden.
Wiren die Elemente von einer Reihe, so wire die auszusondernde

Anzahl —z—; Da aber das Wechseln der ihnlichen Elemente
dabei in Betracht kommt, so miissen in Riicksicht auf 145
V2.0
scildbnl b i),
T g ks

Gruppen ausgesondert werden. Diese Schliisse filhren zu folgender

Anzahl:

S84 83, 83,843 by b, by, beJ® = ‘-‘ 217, 6_51"-5 22 6+‘1’ f ; 23
Die hier vorgelegten Schliisse tragen sich leicht auf jeden anderen
Fall iiber, und sind daher allgemein. Die Anzahl der Gruppen mit
Stellenelementen bei den Versetzungen aus p Reihen von gleicher
Elementenanzahl zur " Classe ist:

146) St[ay,85...a,5 by, by...b,; ¢, ¢5.. < P1s P2y P3eeePul' =
b ‘—‘-p1.<pn—1)<pn—2>---(pn—q+1)
q(q 1)

.p*(pn—2)(p#—3)...(pn—q 1)

_ %« q—-—ll.)(2q.—32.)gq—3) .p*(pn—4)(pu—>)...(pn—q+1)

CERRT R

oder bei anderer Darstellung:
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147) st[lh 3...8,3 bl,bg b.; €1,€3.4:Ca5 o0 Pl)Pl vae Pa R ==

ql;‘ a1y T pogn-2yer- 4 1“‘ P(pn-3)-i_,

o (—-—)‘—' i"—'f. |
Die Reihe hat q Glieder und bricht ab, wenn ein Glied in 0 iiber-
geht. Es ist leicht einzusehen, dals die Zahl der Elemente,
welche jede Reihe fihrt, gleich grofs seyn muls.
Ist ¢ — n oder die Versetzungsclasse so grofs, als die Anzahl
der einer Reihe zugehorigen Elemente, so geht die Gleichung 146
in folgende uiber:

148) St[ay, a3...8.; by, by...baj €15 €300 .€5000P1y Proce Pu)* =

= - p@n—1(pn—2)(n—3)...C@—Dn-+1)

n(i‘ —.p2(pn—2) (pn—3)(pn—4)...((p—1)n--1)

=+ "(“;—1;("3 p*(pu—3)(pn—4) (pn—>5)...((p—1yn=-1)

i !Kﬂ—l_l') 2( f;ﬁg‘;"t)w( pn—4)(pn—5)(pn—6)...((p—Dn-+1)

-
.

(=" (%).““p‘
§. 46.

Die Gleichungen des vorigen §. beantworten die Frage: wie
grofs die Anzahl der Gruppen ist, welche wenigstens ein Stellen-
Element fihren. Dadurch ist auch die Frage beantwortet: wie
grofs die Anzahl derjenigen Gruppen ist, welche kein Stellen-
element fiihren ; denn diels sind alle iibrigen, und man hat daher
die so eben gefundene Anzahl von derjenigen abzuziehen, welche
der Gesammtzahl aller Versetzangsgruppen entspricht. Hiernach
ist die Zahl aller Gruppen der q" Versetzungsciasse aus p Ele-
menteoreihen, wovon jede n Elemente hat, welche keine Stellen-
elemente fithren:

L4
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149) St{o al,lz...ﬂ., b], bﬂvo- l, “re P])P’aoopw =

= pn(pn—1)(pn—2)...(pn—q+1)
—q.p'(pn—1)(pp—2)(pn—3)...(pn—q+1)
+1(—q—_l) -p*(pn—2)(pn—3) (pn—4)...(pn —q+1)

_q(ql—lg(‘{i ' p3(pn-8) (pn-4)(pn-5)...(pn—q+41)

et

13 ¢!
(9" (1') P!
Ist die Elementenzahl jeder einzelnen Reihe dem Classenexponenten
gleich, so geht 149 in folgende Gleichung iiber:
150) St[0; ay, a3...2,5 by, ba.ubys.oe. Pyy Paee p., =

2|1

| n®l-
= (pn)"~'~] PY(pA-1)- T . pX(pu-2)~'_ T W3y

()

Hieran schlielst sich die Beantwortung folgender Frage: wie
grols ist die Anzahl aller Gruppen der Versetzungen zur ¢** Classe
aus p verschiedenen Elementenreihen von gleicher Elementenzahl,
worin gerade r Stellenelemente erscheinen?

Die Anzahl dieser Gruppen wird dadurch gefunden, dafs man
bestimmt: wie oft r Elemente aus n Elementen auf q Stellen er-
scheinen, und wie oft in diesen das Wechseln dhnlicher Elemente
aus p Elementenreihen eintreten kann? Die Beriicksichtigung von
dem zu Nro. 142, §. 44 Gesagten fithrt in Verbindung mit Nro. 145
zu folgendem Ausdrucke:

q(q—1)(q—2).. (q——r+1)
Y e
Die hiedurch bestimmte Gruppennnznhl tritt nun mit den Ver-
setzungen aus den iibrigen (pn—r) Elementen zur (q—r)"*" Classe
in Verbindungen, welche keine Stellenelemente fiihren, Werden
nun hiernach in 149 die erforderlichen Werthe, nimlich pn—r
statt pn und q—r statt q gesetzt, so hat man zur Bestimmung der
fraglichen Anzahl folgende Gleichung:

www.rcin.org.pl



— 11 —

151) St(r; aj, ag...8.3 byy byee.bus oo pry P2eeepa)' —
9(q—1).. (‘l——l'+ )

xR AR W p'(pn—r)(pn—r—1)...(pn—q 1)
_qfq—i%(.(-]:r—k_l) 4 !ll—‘r'l‘”"( pn—r —1)(pn—r—2)...(pn—q-+1)

‘I(‘l 1).. (_q;r-j-l) (q_r)(q_ﬂ_—r,l_) e 5 R 0 G ol

l . -1 AR & % 1 2
¥ 11 )o ) o s r2l)(q =2t pner-8)pn-r-4)..pn-g: 1)

s ()q_”‘l(q —1).. (q—r+1)

1;" |4 [(pn r)l—r(—l __~_ Pl(Pn_r_l)q—t—l]—l+
— 31 q—r(l
- P’(P"—'—2)""""'---(—)“'(1’) ]

Wird die Versetzungsclasse der Zahl der Elemente jeder einzelnen
Reihe gleich, so gewinnt man hieraus zur Bestimmung der Gruppen-
anzahl folgende Gleichung: .
152) St[r; ay,89...8.5 by, bg.uobys ooy Py Pacee )" =
_1 e et
= e )(lll 2) A=) e pn—r)(pn—r—1)...((p—D)n+1)

_n( n—ll)(l‘l)——23...1(n—r) pH(pn—r-1)(pn—r-2)...( (p;l)n+l)

pi n(n-—11)2(||3_ 2)r 12 Sy pn-r-2)(pnr-3)...(p—Du+1)

(n—1)(n—2)...(n-r-2) _..
. nl 2. :(;L‘r'l(; ; pH(pu—r-3)(pn-r-4).. ((p—l)n+l)

n(n—l) (n——r—y—l)
(o 1.2.s.r
Auch hier lifst sich noch die Frage beartworten: wie grofs die
Gruppenanzahl bei diesen Versetzungen ist, worin hichstens, oder
wenigstens r Stellenelemente erscheinen. Doch wir iibergehen ihre
Beantwortung , da sie uns zu weit fiihren wiirde, und bemerken
noch, dafs die Gleichungen der §§ 45 und 46 allgemeiner sind, als
die der §§ 43 und 44, und dafs sich die der beiden letaten §§
aus denen der §§ 44 und 45 ableiten lassen, wenn p = I ge-
setzt wird.
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IX. Von den Niherungswerthen sehr grosser

Fakultiten.
§ 47

Da die Bestimmung der Gruppenanzahl der Combinationen auf
Fakultiten von sehr grofsen Zahlen fiithren kann, deren Werth zu
kennen oft nothig ist, und die Werthbestimmung in diesem Falle
sehr mithsam und weitliufig wird, so michte es von Wichtigkeit
seyn, solche Darstellungen aufzufinden, die den gesuchten Werth
ganz genau, oder wenigstens sehr genau, auf kurze Weise geben.

Diefs machen solche Fille um so wiinschenswerther, bei denen
es nicht darauf ankommt, vollkommen genaue Resultate zu erhalten,
sondern hauptsichlich darauf, das Verhalten und die Eigenschaften
der Fakultiten von sehr grofsen und vielen Factoren unter ein-
ander leicht iberblicken zn konnen. ;

Um eine Methode zu finden, setzen wir in der bekannten
Darstellung des m"" Unterschiedes von x*, die wir aus §. 127,
p- 216 unseres Differenzial - Calculs entlehnen :

A= (x+mAx)*— —(x+(m-1)A¥)’+ o (x+Hm-2)Ax)*—.

xo=0,im =z, p=— 5 YpdHAX = 1; scheiden dann nach Vor-
schrift der oben p. 65, §. 29, angegebenen Gleichung 90 den allen
gemeinschaftlichen Factor aus, und erhalten:

ot o[y =ty Dy

Beriicksichtigt man nun, dals der Werth dieser Gleichung keines-
wegs eingebildet, sondern nach Nro. 476, p, 234 meines Differen-
zialcaleuls der Fakultdt 1*" gleichkommt, so hat man hiernach:
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153) A0 =1.28..2= 2" 1—2 ("‘1) + ’_‘z:_l) z:z_z)—]

Ist nun z eine sehr grofse Zahl, so comergnren die Werthe in
der Reihe um so schneller, je weiter sie von dem ersten Gliede
entfernt liegen, und defswegen werden schon einige Anfangsglieder
hinreichen, um den Werth der Reihe ziemlich genau zu bestimmen.
Bedient man sich dabei, wie schon frilher §. 29 angegeben wurde,
der Logarithmen, so hat man sie auf folgende Art zu beniitzen:

lgz(z':!)t: lgz—z[lgz —lg(z—1))

i z(z—l) = )—1 2(2_ —z[lgz—Ilg(z—2)]

u, 8 1% dann die Zahlen zu bestimmen und nach Angabe der
Gleichung zu- und abzuzihlen,

Ziemlich erschipfend wird sich der Werth der genannten
Fakultidt bei sehr hohem z durch folgende Gleichung bestimmen:

sissa=e (7 T=o(F=427)
z 2

Sie ist aus der Gleichung 153, wie man leicht erkennt, abgeleitet,
und bestitigt bei genauerer Untersuchung ihre Brauchbarkeit. Zu

beriicksichtigen ist, dals der Exponent von (L:—l-)_;ﬂ, wenn .z
eine ungerade Zahl ist, so bestimmt werden muls, als wenn z die

nichst hohere gerade Zahl wire,

Diese Gleichung haben wir zuerst in der Lehre von den auf-
steigenden Functionen (Berlin bei Reimer 1836), §. 48, mitgetheilt
und dort ihre Brauchbarkeit gezeigt.

Eine andere Methode, die Fakultiten sehr grofser Zahlen
auf kurze Weise darzustellen, bieten die Logarithmen. Es jst
nimlich :
lg2.(24-1).(z-2)...(z+m) = lgz+lg(z+1)+-Ig(z+-2)... g (z-+-m)
Nun ist bekanutlich (s. §. 114 meiner Algebra)-

155) g (z-4u) = 1gz+ 222—{- 823 4:4+ A,

Or7156ER, Combinations - Lehre. 8
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Hieraus zieht man durch Einfihrung der erforderlichen Werthe
1,2,3,,.m statt u folgende Zusammenstellung:

lgz = lgz

T Y 1
ig(a+1) = lgz+ 4o 2-27‘1'{— 7% RanR
lo(at2) = lgut2 — 2ot B g —

25 z 222 S8 e e
i e Y plilgede g L
€ A z 222 gg¥ 20T

lg(z-+m) =lgz-+m ;—m’;—zz—i—xﬂslz, — e

Die Vereinigung der Vertikalreihen gibt:
lg(z2(z+1@+2).,,Gz+m)| = (m+1)igz
+(142 48 4...4m) 1

— (12080 m) o

ey

FAF24 8 md)

“rease
takege
detane

Die Reilie auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens wird un-
endlich. Die Summenreihe der Potenzen der natiirlichen Zahlen-

reihen sind die Vorzahlen der ordnenden Grofse :i Bezeichnet

man die Summenreihen kurz durch das Zeichen
Sm?ia= A% 20 3 . -m?
und beriicksichtigt, dals:

e

. . . . m .
verschwindend klein wird, wenn nur m kleiner als z, also - e

dichter Bruch ist, so convergiren die Werthe der vorstehenden
Reihe um so melir, je kleiner m im Verhiltnisse zu z wird.
Hieraus ergibt sich also fir Fakultiten von nicht sehr grolsen
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Dimensionen, aber bei sehr grofsen Factoren, folgende zweck-
milsige Darstellung :

156) lg[z(z+1)z+2)...z+m)] =

¥ m(m-1) Sm? Sm?
= (- Do b ooy 2 g b —
oder:
mmt1) B m® B’
157) 2(z-- 1D(z+2) ... G+ m) = g+, @177 o3 T a3 700

Legt man die abnehmende Fakultit ;
lg[z.(z—1)(z—2)...(z—m) = lg z{-lg(z—1){- Ig(z—2),..+ lg(z—m)
zu Grunde und fihrt, wie vorhin in die Gleichung 155, die ent-
sprechenden Werthe ein, so gewinnt man eine Darstellung, worin
die Horizontalreihen lauter negative Zeichen, mit Ausnahme des
ersten, tragen, und dann hat man, mit Riicksicht auf die oben
gemachten Bemerkungen :
158) lg[z(z—1)(z—2)...(z—m)] =
Yy m(m-++1) Sm? Sm?
2 umn, (m+1)lgz——1—'2~.z— —“2*;—2'—-'3;3"—...

oder:
mm41)  Bm® Bm

159) z.(z—1)(z—2)....(z—m) = z~',e” ¥ “uT " F

Vereinigt man die Reihen 156 und 158 und theilt die Fakultit
durch z, oder zieht in der Darstellung durch Logarithmen /g z,
der zweimal vorkommen wiirde, auf beiden Seiten ab, so fliefst
hieraus folgende Gleichung:

160) g [(z—m)(z—m-+{-1)(z—m-}2),,.(z—1).z.(z-}-1)(z}-2)...(z4m) | =

2
S o O L Akl Ll

oder:
Sm® mmt se®
161) (z —m)™ i — g, g o af T wmS
Z2mt!
iR '_ ﬂnL !l!le_

Die vorstehenden Gleichungen sind dann vorziiglich brauchbar,
wenn z im Verhiltnisse zu m eine grofse Zahl ist, also fiir Faknl-
titen von grofsen Factoren, aber nicht sehr grofsen Dimensionen.
Ist z um vieles gréfser als m, so kann man schon das dritte, um
so eher aber das vierte Glied der Reihe vernachlissigen.
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Die Gleichungen gelten von Fakultiten, deren Factorenanzahl
ungerade ist, und filiren den Werth derselben auf das Mittelglied
zuriick, Der Werth der Fakultit kommt dann ungefihr dem Pro-
ducte gleich, welches man erhilt, wenn das Mittelglied in die so
vielte Potenz erhoben wird, als die Factorenanzahl der Fakultit
angibt. Der hiedurch erhaltene Werth einer Fakultit stellt sich
etwas zu hoch dar, was sich dadurch einfach ergibt, dals in der
Gleichung 160 die Werihe aller Glieder, aulser dem ersten,
simmtlich negativ sind.

Hilt man iibrigens das eben Gesagte fest, und wendet es auch
suf Fakultiten von gerader Factorenanzahl an, so bestiitigt sich
auch an ihnen die aufgestellte Behauptung, ja sogar bei Fakultiten,
die mit ganz niederen Factoren beginnen; wenn nur die Factoren-
Anzahl nicht sehr grofs ist, und man die Vorsicht gebraucht, die
mit der Einheit beginnenden Fakultiten auf solche, die mit der
Zahl 2 beginnen, zuriick zu fihren, wie denn

1#t — 911

ist. Legt man daher die Fakultit:
= n(a1)(n-+2)... (a+q—1)
zu Grunde, so ist das Mittelglied oder arithmetische Mittel zwischen

den beiden Schlufs-Factoren ﬁ}il , und die Zahl der Factoren

9 o

q, also ist in 160: z — ﬂj‘—,zq——-l, 2m+4 1= q; m =
—1

q—;)—— zu setzen, und man hat:

PR o .

lo it — euv i 0 AN SO SN 7 MOS8
Ign'' = q.lg 2 on+q—1) 2 2n+q-l
5 b

-1

oder da

s(*3)’ = nsa—1, s(15)' = gsa-nr..

il — o 1o (2001 S(q—1)? _ S(3—1)°
162) lgn?! __qlg( i ) —_ (2n+_(1:1)z 2(2n+q_1)4

oder:

se-n’  sa'

163) n(n+1)..(n+q-1) = ( gl—;gj)q € @te-n! | Enge-d'
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Legt man aber die Fakultit
' = nn—(n—2)...(n—q-+1)

zu Grunde, so wird z — 2—"—_2q+1 und man hat:

164) lg[nn—D...(n—q+1D] =

= 2n—q+1 . Tk S, 1 St 3 S
_qlg( > )_(2n—q—}—1)2_2(2n—q+1)*

2 4
165) nt- = (2__"—2‘14’_1)“ 5 et e ek

Die hiezu néthigen Summenausdriicke der Potenzen der natiirlichen
Zahlen sind bekannt. Eine Zusammenstellung von ihnen findet
sich in meiner Algebra, §, 130, p. 239.

Soll z. B. der Werth der Fakultiit:

9990 . 9991 . .. 9999 . 10020 ..10001 ... 10010

bestimmt werden, so hat man in der Formel 160:

S102  §10¢
100002 — 10000 —

Die Glieder auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens geben
natiirliche Logarithmen. Sollen sie auf kiinstliche zuriickgebracht
werden, so mufs man sie durch die bekannte Zahl 0,43429448..,
vervielfachen. Hiernach wird:

21 [g10000 — 84,00000000

S102  2310.0,43429448

100002 —  6.1000600000
.5 10
2.10000*

9990*" — N 83,99999834...
woraus sich eine Zahl von 8% Stellen ergibt, die mit 99999 be-
ginnt, und allerdings dem Werthe nach von 10000* nicht bedeu-
tend abweicht.

Eine weitere Methode, die Fakultiten von sehr grofsen Zahlen
und nicht unbedeutenden Dimensionen auf kurze Weise darzu-
stellen, liefern die Unterschiede der Logarithmen.

Die Gleichungen 426, §. 120, und 437, §. 124 meines Dif-
ferenzialcalculs, geben uns zu unserem Zwecke, wenn wir dort die
Function X — /g x setzen, folgende zwei Entwicklungen:

lg 9990*" = 21, Ig nat. 10000 —

= 0,00000166.

Das Glied : influirt nicht mehr, und man hat daher:
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106) lg(x +mAx) = lgx+ /Algx—{-—mﬂn 2]

+"'("“1".12)_(;'_2)A31gx .

A?lgx

und ;

167) lg(x—m Ax) = ng———alg x+

m(m—i—12)(n‘1;~{ 2) D lex ...

m(m + 1)

A?lgx —

Legt man nun die Fakultit:

z(z+1)(z+2)...(z-+m)
zu Grunde und setzt in 166 x — z, /\x — 1 und statt m allmilig
die Werthe 0,1, 2, 3...m, so hat man, da

lg[8(z+1)(3+-2)...(z-+-m) ] = lgz-{-lg(e+-1)+lg(2+-2) .- lg(z-{-m)
ist, folgende Zusammenstellung:

lgz = lgsz
lg(z+1) = Ilgz+Nlgz

lg(z+42) = Igz+llgz+] 2A lgz

-
- P4
.

teeiae
srraes

-
.

kg (z-+m) = 1gz+ Ig z+
Werden die Vertikalreihen summirt, so hat man:

168) g 2440 = (et Dlga-+ 0 b D A lgat PO D A2

m(m I)Azlgz—f-...

(m—2)(m —Dm(m+1) ,
o B % L IRy, A

Legt man aber die Fakultit:
lg|2(e—1) (2—2)...(z—m)] = lgz-}lg (z—1)+}-lg (z2—2) ... [g (z—m)

zu Grunde und behandelt die Werthe auf der rechten Seite des
Gleichheitszeichens nach 167 unter den niimlichen Bedingungen,
wie vorhin, so hat man folgende Zusammenstellung:
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lgz = oz
3.1 .o
lg(z—1) = Igz—Algz—{—l 2A gz — .,

2 2.3
lg(z2—2) = Igz—i-Algz—{—l.eg"Igz—..,

heran

lg(z—m) = Igz-—?Algz_{_m_(;l';i)A”gz_ ¥

und hieraus dureh Vereinigung der Vertikalreihen:
169) ig[z(z—1)(z—2)...(z—m)] =

’ m(m--1 m(m--1)(m-|-2
= (m+1)lgz— ( + )Alg +——1+_—2)(3—+—)A21gz-—..
Beide Reihen, 168 und 169, convergiren stark, wenn z eine schr
grofse Zahl, m aber nicht sehr grofs ist. Die Reihe wird also
fiir Fakultiten von grofsen Factoren und nicht grofsen Dimensionen
brauchbar seyn, und dann werden einige Anfangsglieder hinreichen,
um den Werth der Reihe hinlinglich genau darzustellen. Sie
lassen sich auch unter folgender Gestalt darstellen:

m(m+1) (m-Dm(m+1)
—a—O\lg s+ g AVig %t
170) zm+l]1: znil o 1.2 1.2.3

m(m+1)(m+2)

m(m+1) &
——AN\lgz+—— 1.2.3 Nilgz—

i )Lm+1] Zm+1.e— 1.2

Vereinigt man beide Reihen, so hat man:
172) lg(z—m)™t'"" = (2m--1)/gz

=4 (ltu —'1:;2) ANlgz

3)—1 31
B ("Hl—}n) + 5 790 ) Atlgz
3 (m—l}—”ll)ol o1 %r) A¥lgz

und bei entwickelter Darstellung:
193) lg(z—m)™' =

—=(2m+1) lgz"|‘ln(m—¥_:‘l;£j:)én+l)ézlg m(m;‘I;( lu+l)Al
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Die Vorzahlen der folgenden Glieder dieser Reihe lassen sich
leicht nach 172 bestimmen, Die Unterschiede der Logarithmen
bestimmen sich durch die nachstehende Gleichung:

1%4) AMgz = (D1 .2.3...m((A{m).f'_ m(rlnwgl) (.f,ﬁﬁ';;

I a(xilnt®)  (A0eh

7 TR L (e
m_(m+1) m(m-+4-1)(m+2)(m+3) (A"
TR TR 1.2.3.4  (m+3)"

)

die wir in unserer Lehre von den aufsteigenden Functionen, §. 35,
Nro. 185, pag. 71 mitgetheilt haben, wohin wir wegen ihrer Be-
griindung verweisen.

Auch die Gleichungen 172 und 173 gehen von dem Mittel-
gliede aus. Legt man nun die Fakultit:

' = n(n+1)(n+-2)...(n+q—1)
e R a1 g

zu Grunde, so hat man, wie oben, z — s TR
und' m —= (1-2_~l in 173 zu setzen., Dann zieht man hieraus:

175) lg[n(n-+1)(n+2)...(n+q—1)] =

e R 1
— q,g2"+2'l 1+(ql 12) (gtl)qul 2"+q

Eben so erhilt man folgende Gleichung, wenn man die Fakultit
n'~* zu Grunde legt:
176) lg[n(n—1)...(n—q-+1)] =
2n—q+1, (q—1)(q+1D).q ., "n-—g_+_1
3 1T 1.3.3.88 08

(q—1D(q+D.q q+1
AU g A”

-

—aqilg

-

und ferner bei anderer Darstellung :
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2n—}—q - T

| q  (@—=Iyg+tyg 2n+q —1__@—-hHa+D.q
177y il =<M) e 1233 Ol 1282 Ok

e q (q—l)(q+1) q 2n—q—|—l __(q—D@+Dgq 2n—q+1_
178) ni-1 :(2£_q+_l) ] 12520 A 1.9.3 92 Fall ot

Eine vierte Methode, den Werth der Fakultiten von grofsen Factoren und grofsen Dimensionen zu bestimmen,
gewinnen wir auf folgende Weise. Es ist: .

lg 2™ = lgz+lg(z—1)+ lg(z—2) + ig(z—8) ... l
Wird differenzirt, so entsteht :
dgr-y =P+ 4 T B =Gttt )@

und man ist auf die Glieder der harmonischen Reihe gefihrt. Bezeichnet man nun die in der Klammer ein- |

Izt

geschlossenen Glieder der Kiirze wegen durch S%, 8o ist:

dllER=l) = (S lz) dz
lg 2 = f (s 5) dz

Um das Integral darzustellen, ist der Summenausdruck der harmonischen Reihe nothig. Er ist nach der Gleichung
745 §. 196 meines Differenzialcalculs :

und hievon das Integral:
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g5 P o
s;—-lgz—i‘é—z_‘éué—"z“l_‘s_“)-m_ooot—}‘c

Das integral aber nebst der Constante gewinnt sich leicht, und man hat:

1 1
199) g1 = (z-+Y) lgz+ Yo lg2m — 2+ sz_ii_(SO—ﬂ+""

oder: : 5
——  —zo — et
180) J#1 :Z’.\{an.e 122 3602
Bei sehir grofsem n convergirt der Werth der Glieder schr stark, und es werden daher einige Glieder

hinreichen, um den Werth der Fakultit hinlinglich genau zu bestimmen. Ist n unendlich grofs oder eine sehr
bedeutende Zahl, so hat man, weil die Bruchglieder vernachlissigt werden kénnen:

181) g1 = (z+W%) lgz+ Y% lg2n — 2

222z

e -

Der Gleichung 179 hat sich schon Euvier (Differenzialrechnung) und Laruace (Théorie analyt. des probab.)
bedient,

Die Gleichungen 156, 160, 162, 168, 169 und 179 haben wir schon in unserer Lehre von den anfsteigenden
Functiouen, §.48 u. ff.,, mitgetheilt.

oder:

i82) 1.898.,..3=

§ 48. .

Wir machen von den bis jetat gefumienen Gleichungen zur weiteren zweckmifsigen Benutzung in vorkommenden
Fillen einige Anwendungen.
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Ist der Werth der Fakultit ('1‘) bei sehr grofsem n und q zu bestimmen, so hat man

1,8.8:.ii(n:}-g=—1) - ¢

n(n4-1)(n+2)....(n4+q—1) _
a8 . 4 5

und aus 180, durch Einfiihrung der erforderlichen Werthe:

.2.3...(n—1),1.2.,3,..q

1

~rats 12(n+q 1) 360(u+q-l)3+“'

183)( ) _ (ntq-1"+1, \2+(niq-1). ‘;/ :
—_— -+l ...
(=11 2=(p=1).e 200 a9, g ¢ 120
oder nach 182:
184) n(n—{—l),,,(n-—}-q-—l): (“+‘I—1)"+'-\f(“—1)__
1.2,..q (n—1)".q".vV27z.q(n+q—1)

Aus der Verbindung von 162 und 180:
(2Il+q-—1 )q
2 .

S(g-1)?  S(q-1)* _

T Cntq-1)2 " 2(2n+q-1)*

qll
185) (i)

qq.\(an.

1 1
Ngehs, T i D
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' oder bei sehr hohem n:  186) Akl 5 iasl) - (2"+q—l&_e‘
1.2....9 (2q). V27q

Aus der Vereinigung von 177 und 180:
qt —1.91 (¢-D(a+l)q 204q-1 _ (q-1)(q+1 2n+q-1
(n) - _2n+q_l) e 1.2.3.91 &' —3— 2(:? 22)q Al nzq"
1 2
o] 1
qiy(Brq.c~ " s
Bei bedeutend hohem n fiihrt auch diese Gleichung auf 186. Aus der Gleichung 154 gewinnt man
T n+q-2 n+q 1 n+q-1
ql (n+q—l)n+q_li_1_(h+q 1) ]
188) (1) = s 5 . e ] -
' n— _,_+1 ¢ e J4-1
1)1 — ) 2 q 1-(1—)2
(n-1) [1 (n—l) ] '(I[l(q) ]
n+q—1 i

n+q-1 n+q-1
|:(n+q—1)_’(2l—+ ; —(n+q-2) _g_—H] .(n-1) 2 .q2

n- n— n-1
1 AT (g

@) T (1) - (n-2)

Von den Exponenten gelten die oben angegebenen Bestimmungen.
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SR e

whlaes

Al i

q]-1

Ist die Fakultit 'i|Tll‘ gegeben und ihr Werth fiir ein grofses n und q zu bestimmen, so sind aus der nach-

stehenden Gleiéhung:
n(n—1)(n—2)...(n—q+1) _ 1.2.3...(0—q)(n—q-+1)...n
2.253,... 9 5% 1.2.8...0—q).1.2,..q
die schicklichen Werthe einzufiihren.
Aus 180 wird:

1 1 e
nt-1 n"y2an.e " 12 30w T

189) =

1at

oder bei bedeutend grofsem n und q, so dafs auch n—q noch eine grofse Zahl bedeutet, aus 182
Y-t n*.(n—q). /'n
= gtV a—p27q

190) .+

Aus 165 und 180 wird:
S(g—1y? S(q—D*

( 2_1%1_—*1)(1. e @u—qiDF  @u—qf* T

et

191) = —

b = R ST
q'\2rq.e " g TS0
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oder bei sehr grofsem n und nicht ganz unbedeutendem q
192) “q S 28— LV I%
@'V 2aq

Aus 178 und 180 wird:
= q (q—D(q{1).q 20— q—l-l (q—1)(q-+1)q 2n—q+-1
(2n q+l) e 1.2.3.20 Ok T30 A5
: n‘ll_l
193) —+i— -
ql1 g 1 1
]. qq¢2ﬂq.e—q+lﬂ——'3—60‘-a‘3+....
Aus 154 aber gewinnt man: |
n—1\ 17"
o[ 1-() |
194) i—q!f—— i % |
: n—q “A= Ei4-1 q—1\141 . |
oL DR R TR
(n- q)‘ 11’

1
bt 1>2+ T g™
n? n—q
T g P01 i
nel(n-q) - (-q1)F 1" qfr (g1
Ist die Fakultit n(n+1)(n+2),,.(n+q—1) gegeben und ihr Werth bei grofsem n und q zu bestimmen,
so kann man sich aufser den in §. 47 gegebenen hierher. ﬁehﬁri en, Formeln auch noch folgender bedienen.
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Ks ist namlich: n(n+1)(n+2)”..(n+q_l) — Ll% 3 (lz;j*_(i;-)l)

Beniitzt man nun die schicklichen Werthe und die Gleichung 180, so hat man:

1
(n+q-1)e-L 2a(ntq-D) e B

R 1
-1 2~ (n-1).e " " BaD

oder bei sehr grofsem n und q aus 182:

195) ni1 —

(ntq=1)*"./(n—1)
(a—=1)".e.V/nfq—1

o _2 x_qu 1 n+q-1
gD 1- (,—‘i;g_—l) o

T

n+q-1 n+q-1 n+q-1 g,__;_)}
:[(n+q—1) 2 —(ntq-2) 2 l:l .(n-1) 2

196) n'' =

Aus 154 gewinnt man:

197) nil =

(n+q —1 2

il L B g T
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< 198 —

A

Ist die Fakultit n(n—1)(n—2)...(n—q-}-1) gegeben und
{hr Werth bei grofsem n und q zu bestimmen, so hat man aulser
den in §. 47 angegebenen Gleichungen mittelst der Darstellung:

n(n—1)(n—2)...(n4q— 1)_1_12_:5_.:.;..(th)

aus der Gleichung 180:
A 1 1

n"\2n.e " 12a" s60met
L Y +~—————l -
(n—q)™ 1.y 2= (n—q).e ™" 2o
oder bei sehr grofsem n und q aus 180;

n"(n—q)Vn
(n—q)".e'V' (n—q)

n“[l-—(lﬁ! 5+ l]n

(n-q)1[ 1- n;il(-l-l)fzﬂu]n—

(n-q)?

(n"‘;*‘—(n—l)g“]" g *
[(n—q) 2 —(n—q—l)“”Jn ;

198) ni-1=

199) o' =
Aus 154 wird:

200). ni-1=




Al

\ 7 :
s
.
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