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PRÉFACE.

En publiant mes recherches sur les fonctions sphériques généra­
lisées, menées à une terminaison relative, je n’ai pas eu l’intention de 
donner, un Traité complet de ces fonctions, analogue à mes Livres sur 
les fonctions cylindriques et sur la fonction gamma. C’est pourquoi 
je ne donne aucune liste de la Littérature, très étendue du reste, con­
cernant les fonctions en question, et les citations dans le texte ne 
sont que fort éparses.

Le but principal de ces recherches, qui m’ont occupé pendant dix 
ans à peu près, a été l’étude d’une fonction assez générale pour 
donner, comme cas particuliers, toutes les séries hypergéométriques 
finies ou infinies qui jouent un rôle dans les applications de l’Analyse 
et que l’on nomme généralement des fonctions sphériques. Une telle 
fonction générale est, par excellence, la fonction Qv,p(x ); car, sui­
vant les résultats développés dans le paragraphe XX, cette fonction 
suffit seule pour une étude générale du problème qui nous occupe.

Il nous semble utile d’énumérer les cas particuliers de notre fonc­
tion métasphérique Kvp(x ) que l’on a étudiés plus généralement; 
nous remarquons que ces fonctions se présentent toujours deux à 
deux comme des intégrales particulières indépendantes d’une équa­
tion différentielle, linéaire et homogène du second ordre :

I° Les fonctions sphériques ordinaires de Legendre qui corres­

pondent à v =  1/2, p =  η, n étant un entier non négatif;

2° Les fonctions annulaires, où il faut admettre v =  1/2, ρ =  

n étant un entier non négatif;
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VI PRÉFACE.

3° Les fonctions coniques, où il faut supposer v =  1/2, p =  — 1/2 +  ai, 

a étant un nombre quelconque.
Mais à ces groupes de trois paires de fonctions il en faut ajouter six 

autres : savoir les fonctions adjointes correspondantes; c’est-à-dire 
qu’il faut, de cette manière, étudier 12 fonctions différentes qui pos­
sèdent un grand nombre de propriétés communes et se présentent 
toutes comme des cas particuliers de notre Qv,p(x ).

A cette occasion, il est bon de remarquer que la propriété de 
la fonction sphérique ordinaire Pn(x ) de Legendre, savoir d’être un 
polynome entier de degré n, n’est pas essentielle pour l’étude de cette 
fonction.

Étudions, au contraire, la fonction générale Qvp(x ); nous aurons, 
d’un seul coup, toutes les propriétés des fonctions particulières sus­
dites.

Quant aux résultats nouveaux, assez nombreux je le crois, con­
tenus dans ce Livre, je me permets de signaler particulièrement ici 
les fonctions sphériques nouvelles traitées dans le Chapitre VI ( 1) et 
les séries de produits de deux fonctions sphériques étudiées dans le 
Chapitre XII. Malheureusement, ces séries nouvelles semblent être 
très compliquées pour des applications.

C’est certainement Charles Neumann qui a donné, le premier, des 
développements en série de fonctions analytiques uniformément con­
vergente dans une partie finie, et à deux dimensions, du plan qui n’est 
pas un cercle avec son centre à l’origine, et sans que les séries en 
question soient des transformations d’une série de puissances, comme 
celles de Burmann. 11 est bien connu que le domaine de convergence 
des séries de Neumann est l’intérieur d’une ellipse ayant ses foyers 
aux points ( ± 1 , 0 ) .  Ce résultat de l’ illustre Maître m’a vivement 
intéressé. Dans une lettre adressée à Neumann, j ’ai donné des 
réflexions générales sur de telles séries et j ’ai indiqué la possibilité

( 1) Naturellement, les transformations de l’argument x  étudiées dans ce Chapitre ne 
sont que des cas particuliers des formules de transformations beaucoup plus générales 
connues pour les fonctions hypergéométriques. Cependant, les transformations particu­
lières en question jouent un rôle fondamental dans l’histoire des fonctions sphériques.
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PRÉFACE. VII

d’une évaluation commune de toutes les séries connues de ce genre. 
Dans le Chapitre XIII, on trouvera un développement détaillé de ces 
séries connues et un grand nombre d’autres, nouvelles je crois.

En mentionnant les séries de fonctions sphériques, je me permets 
d’appeler l’attention sur le Livre de François Neumann : Beitràge zur 
Théorie der Kugelfunktionen, Leipzig, 1878, qui semble être peu connu, 
quoiqu’il présente un supplément essentiel et nécessaire du Traité 
classique de Heine.

Dans ces recherches je n’étudie que les propriétés analytiques des 
fonctions métasphériques. De sorte que je ne trouve aucune occasion 
de mentionner, dans le texte, les recherches aussi essentielles qu’in­
génieuses de M. Fejér sur les séries de fonctions sphériques qui ne 
sont convergentes que dans la partie de l’axe réel située entre les 
points ±  1. Il serait très intéressant d’étudier les séries analogues de 
fonctions ultrasphériques et d’en déduire peut-être, comme un autre 
cas particulier, les résultats de l’éminent géomètre concernant les 
séries de Fourier ordinaires.

Quant à la rédaction du présent Livre, je donne dans la première 
Partie une suite de théorèmes et de formules auxiliaires, de sorte 
que le lecteur n’a besoin que de la connaissance des fondements de la 
théorie élémentaire des fonctions analytiques. Cependant, il faut 
admettre que cette remarque n’est pas exacte pour les deux derniers 
paragraphes qui appliquent l’intégrale dé Μ. N. de Sonine contenant 
des fonctions cylindriques.

N.
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THÉORIE

DES

FONCTIONS MÉTASP H ER IQUES.

PREMIÈRE PARTIE.
APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

CHAPITRE I.
QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX.

I. — Définitions fondamentales.

Pour éviter, dans nos recherches actuelles, des digressions assez 
étendues, il nous semble utile de réunir dans un Chapitre introductif 
quelques formules et lemmes qui nous sont indispensables dans ce 
qui suit.

A cet effet, nous avons, avant tout, à préciser quelques définitions 
fondamentales, desquelles nous avons à faire usage constamment dans 
nos recherches suivantes.

Considérons tout d’abord une suite illimitée aux éléments quel­
conques, réels ou non

puis, supposons qu’il existe un nombre fini et déterminé ω, tel qu’en 
désignant par ε une quantité positive donnée auparavant et étant aussi 
petite qu’on le veut, il soit possible de déterminer un positif entier N,
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2 PREMIÈRE PARTIE. —  APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

de sorte que nous aurons constamment pour

nous désignons ω comme valeur limite de la suite ( I), et nous posons 
dans ce cas

La condition nécessaire et suffisante pour que la suite ( I) ait une 
telle valeur limite est que pour nous aurons constamment

où p désigne un positif entier quelconque. 
Supposons pour tous les n

où an et βn sont des quantités réelles, la condition nécessaire et suffi­
sante pour que la suite ( I) ait une valeur limite est que les deux autres 
suites à termes réels

aient toutes deux cette propriété. Dans ce cas nous aurons

Supposons réels les éléments de la suite ( I), nous posons encore

quand il est possible de déterminer un positif entier N, de sorte que 
pour n>N nous aurons toujours respectivement

où K désigne un nombre positif donné auparavant et étant aussi grand 
qu’on le veut.

Soit, ensuite, Λ un ensemble infini de nombres réels tel qu’il est 
possible d’indiquer un nombre fini k, de sorte que tous les éléments 
de Λ sont plus petits que k, notre ensemble A a une limite supé-
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CHAPITRE I . — QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. 3
rieure G; c’est-à-dire qu’il existe un nombre fini et déterminé G qui 
satisfait aux deux conditions suivantes :

I° Désignons par a un élément quelconque de A, nous aurons 
toujours

2° Soit ε une quantité positive donnée auparavant et étant aussi 
petite qu’on le veut, il existe au moins un élément a 1 appartenant à Λ 
tel que

Supposons finis tous les éléments positifs de A sans qu’il soit 
possible d’indiquer un nombre déterminé et fini k qui est plus grand 
que tous les éléments susdits, nous disons que l’ensemble A a + ∞
comme limite supérieure.

Dans le cas où il est possible d’indiquer un nombre fini k plus 
petit que tous les éléments de A, cet ensemble a une limite inférieure g  ; 
c’est-à-dire qu’il existe un nombre fini et déterminé g qui satisfait 
aux deux conditions suivantes :

I° Soit a un élément quelconque de A, nous aurons toujours

2° L’ensemble A contient un élément a1 au moins, tel que

où ε est une quantité positive de la même nature que celle qui figure 
dans (9).

Supposons finis tous les éléments négatifs de A, sans qu’il soit 
possible d’indiquer un nombre fini k, plus petit que tous les éléments 
susdits, nous disons que l’ensemble A a — ∞ comme limite inférieure.

Les limites supérieures et inférieures sont à bien distinguer des 
deux autres limites qu’on désigne généralement comme limes superior 
et limes inferior. Soit ensuite

un nombre complexe quelconque, nous pouvons toujours admettre
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4 PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS PE LA FONCTION GAMMA.

c’est-à-dire que nous posons toujours

dans le cas où x  est négatif réel.
Cela posé, nous définissons la valeur principale du logarithme népé­

rien du nombre x  par l’expression suivante :

où logp pris du nombre positif p doit être réel; c’est-à-dire que nous 
posons par exemple

Désignons ensuite par v un nombre fini quelconque, puis supposons

nous définissons par l’expression

où logx est la valeur principale du logarithme népérien de x ,  la valeur 
principale de la puissance χ v  c’est-à-dire que nous posons par 
exemple

Dans ce qui suit, nous entendons exclusivement par les significa­
tions logx  et ces valeurs principales, si nous ne donnons pas expli­
citement une autre définition de ces fonctions multiformes.

II. — Lemmes sur la fonction exponentielle et le logarithme.

Dans nos recherches suivantes nous avons souvent besoin de 
certaines inégalités concernant les transcendantes élémentaires, 
inégalités qui sont des conséquences immédiates des deux lemmes 
suivants concernant la fonction exponentielle et le logarithme népé­
rien :

I. Supposons | x  | < I , puis posons

nous aurons toujours
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CHAPITRE I .  —  QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. 5
En effet, la série de puissances ordinaire donnera pour ω l’expres­

sion suivante :

Or, nous aurons évidemment, pour

ce qui donnera

II. Supposons \x\ I, puis posons

nous aurons toujours

supposons ensuite \x\ < nous aurons de plus

La série de puissances ordinaire donnera immédiatement, en 
vertu de la définition (2) de ω,

d’où immédiatement

Soit ensuite |x |< nous aurons immédiatement |ω|< 2.

En combinant les deux lemmes précédents, nous aurons immédia­
tement cet autre :

III. Supposons que les n quantités

satisfassent aux conditions
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6 PREMIÈRE PARTIE. —  APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

puis mettons

nous aurons toujours

A cet effet, posons pour p =  1 , 2, 3,

nous aurons, en vertu de (4),

de sorte que le lemme I donnera immédiatement l’inégalité ( 5). 
Supposons particulièrement

puis posons

nous aurons certainement

IV. Supposons puis mettons

nous aurons toujours

Posons

nous aurons, en vertu du lemme II, de sorte que l’ identité

nous conduira immédiatement au but.

V. Désignons par n un positif entier, puis supposons |x |2< 1 : n, le 
nombre ω défini par l ’identité
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CHAPITRE I . —  QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. 7

satisfera toujours à la condition

En effet, posons

la série de puissances ordinaire donnera pour δ cette expression

d’où, immédiatement pour |x |2< 2 o ,

ce qui donnera pour |x |2< 1o cette autre inégalité

Remarquons ensuite l’identité

le lemme 111 nous conduira immédiatement au but.

III. — Les courbes simples.

Nous représentons comme ordinairement le nombre complexe

dans un plan par le point M, dont les coordonnées rectangulaires 
sont a et β. Ce point M est l’jmage du nombre x  que nous désignons 
comme l’affixe du point M; mais souvent nous disons simplement le 
point x  au lieu du point M qui est l’ image de x .

Supposons x  variable, de sorte qu’une certaine courbe K est lieu de 
son image M, nous disons souvent que K est lieu du nombre x . Sup­
posons ensuite que le point M parcourrait une certaine aire A limitée 
par une courbe K, nous disons que le nombre x, dont M est l'image, 
parcourt le continu A avec la frontière K.

Considérons dans le plan un point lixe O, une ligne quelconque 
passant par O est composée de deux rayons vecteurs ayant des direc-
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8 PREMIÈRE PARTIE. —  APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

tions opposées et l’une étant le prolongement sur O de l’autre. Une 
distance quelconque OA comptée de O à un point quelconque A d’un 
rayon vecteur passant par A est toujours positive.

Cette façon de parler adoptée, nous avons ά définir une classe de 
courbes qui jouent un rôle fondamental dans nos études de certaines 
séries infinies, savoir l’ensemble des courbes λ qui satisfont aux con­
ditions suivantes :

i° La courbe λ est continue;
2° Il existe, au moins, une ligne droite / qui a deux et seulement 

deux points d’intersection déterminés A et fi avec λ;
3° Le segment AB contient au moins un point O tel que tous les 

rayons vecteurs partant de O ont toujours un et seulement un point 
d'intersection C avec λ;

4° La limite inférieure de l’ensemble formé des rayons vecteurs OC
n’est pas égale à zéro.•

Nous désignerons comme courbe simple avec le point de rayonnement O 
toute courbe λ qui satisfait aux quatre conditions susdites.

Soit maintenant M un point du rayon vecteur OA partant de O à un 
point quelconque A de λ, et tel que

nous disons que M est situé à Y intérieur de λ; de plus, nous définis­
sons l ’intérieur de la courbe simple λ comme l ’ensemble des points M 
situés à l'intérieur de λ.

Quant au nombre complexe x , dont l’image M parcourt l’ intérieur 
d’une courbe simple λ, nous disons que x  parcourt un continu simple 
avec la frontière λ et le point de rayonnement O.

Soit ensuite M, un point du rayon vecteur susdit OA, de sorte que

(2) OM, >  OA,

l’ensemble de ces points M, forme Yextérieur de la courbe simple λ.
Cela posé, il est évident que la courbe simple λ a les propriétés 

suivantes :
i° Faisons tourner autour du point O le rayon vecteur OA, de sorte 

que son autre point extrême A décrit la courbe a , cette ligne aura 
passé une et seulement une fois tout point situé à l’intérieur de λ, 
quand elle retourne la première fois à sa position initiale;
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CHAPITRE I. — QUELQUES LKMMES FONDAMENTAUX. 9
2° Désignons par x  un nombre complexe dont l image M appartient 

à la circonférence ou à l’intérieur d’une courbe simple λ dont le centre 
de rayonnement O est l’origine, puis désignons par / une variable 
réelle, telle queo<* = i> le nombre tx  appartient toujours ou au con­
tinu simple avec la frontière λ ou à cette frontière même.

Cependant, il faut remarquer que nous ne savons pas généralement 
représenter par une équation

une courbe simple λ; au contraire ces courbes ne sont généralement 
que des courbes graphiques.

Exemple /. — L’ellipse de Cassini

qui a dans l’origine O un point double isolé, est une courbe simple 
avec o comme centre de rayonnement.

Le nombre complexe x  =  a -+- ι’β appartient à l’intérieur ou à 
l’extérieur de la courbe ( 3 ), selon que

ce qui est évident si nous transformons en coordonnées polaires 
l’équation (3).

Exemple II. — Soit f  (e) =  2 ou/(e) =  1, selon que le rapport v : π 
est rationnel ou irrationnel, la courbe avec l’équation en coordonnées 
polaires

satisfait bien aux trois dernières conditions susdites, le point O étant 
l’origine. Or, cette courbe n’est pas une courbe simple avec O comme 
centre de rayonnement, parce qu’elle n’est pas continue.

Exemple III. — L’arc de l’hyperbole équilatérale

qui correspond à |a| =  q >  a, et la partie de la ligne droite a — q, qui 
correspond à β25 </2 — a-, forment, pris ensemble, une courbe simple
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I ο PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

avec le foyer correspondant de l ’hyperbole comme centre de rayon­
nement.

Ce dernier exemple nous fournit un moyen de définir ce que nous 
avons à entendre par l’intérieur de l’hyperbole susdite, parce qu’il est 
possible de choisir q arbitrairement grand.

IV. — Quelques courbes simples algébriques.

Comme des exemples ultérieurs des définitions du paragraphe pré­
cédent, nous avons à étudier quelques courbes simples qni jouent un 
rôle fondamental dans la théorie des fonctions métasphériques.

A cet effet, désignons par

un nombre complexe fini quelconque, nous avons tout d’abord à 
déterminer deux nombres réels a et β, de sorte que β>ο et que nous 
aurons

Or, il est évident que la condition β =  o entraîne nécessairement x  
réel et — et inversement. Supposons ensuite β >  o, puis
écrivons sous la forme suivante

l’équation (i), nous aurons immédiatement

où le signe double de la racine carrée est à déterminer, de sorte que

c’est-à-dire que l’équation (i) nous détermine complètement β, et 
aussi a, abstraction faite d’un multiple quelconque de 2it.

Remarquons ensuite que l’équation (i) équivaut à ces deux autres
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CHAPITRE I. — QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. I I

nous avons immédiatement

Cela posé, il est très facile de démontrer le théorème suivant, dû à 
Charles Neumann ( ') .

I. Le lieu des nombres x  =  \ ir\ qui satisfont à la condition

est l ’ellipse E(«) avec l ’equation en coordonnées rectangulaires

c’est-à-dire que E(«) a les foyers ( ±  i ,o). De plus, nous aurons pour la 
plus grande des valeurs absolues,

selon que le nombre x i appartient à l ’extérieur ou à l intérieur de 
l ’ellipse E(a).

En effet, l’équation (5) nous conduira, en vertu de ( 3) et ( 4 ), à 
l’équation ((5) de l’ellipse E(«).

Quant aux inégalités (7), supposons

nous aurons, en prenant les valeurs positives des racines carrées,

d’où immédiatement

c’est-à-dire qu’une seule des deux inégalités

entraîne nécessairement la seconde.

( 1) (Jeber die Entwicklung einer Funktion mit imaginarem Argument nach den Kugel- 
funktionen erster uud zweiter Art. Halle, 186>..
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J 2 PREMIÈRE PARTIE. —  APPLICATIONS DΕ LA FONCTION GAMMA.

Posons ensuite x1 =  ξ 1 +  iη 1, nous aurons de même

d’où, parce que a >  a1,

c’est-à-dire que le nombre x 1 appartient à l’intérieur de l’ellipse E(a).
Inversement, supposons donnée l’ inégalité ( 1o), puis déterminons 

le nombre positif a 1 à l’aide de (9), nous aurons évidemment a 1 < a .

II. Transformons le plan des x  en posant x 1 =  x 2, l'ellipse E(a) se 
transforme dans une autre ellipse E, (a) avec l ’équation

U intérieur et l ’extérieur de E(a) correspondent respectivement à l ’in­
térieur et l ’extérieur de E f a ) .  On voit du reste que l ’ellipse E f a )  a les

foyers (ο, o) et (4- 1,0 ) et le c e n t r e o j .

En effet, posons

nous aurons

supposons ensuite

puis combinons (1/4) et la première des formules ( i 3 ), il en résulte 
respectivement
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CHAPITRE I. — QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. l 3
d’où, en vertu de la dernière équation ( 13), respectivement

ce qui nous conduira immédiatement au but.

III. Transformons le plan des x  en posant x1, =  1 : x , l'ellipse E(a) se 
transforme dans une ellipse C(a ) de Cassini avec l ’équation

ou bien en coordonnées polaires

Par cette transformation l ’intérieur et l'extérieur de E(a ) correspon­
dent respectivement à l ’extérieur et à l ’intérieur de C(a ).

Les formules (12) donnent dans ce cas

d’où, en vertu de ( 14), respectivement, en coordonnées polaires

IV. Transformons le plan des x  en posant x t — x 2, l'ellipse G (a) de 
Cassini se transforme dans la courbe K (a) définie par l ’équation en 
coordonnées polaires

ou bien en coordonnées rectangulaires

De plus l ’intérieur et l ’extérieur de C(a)  correspondent, par cette trans­
formation, respectivement à l ’intérieur et T extérieur de la courbe K (a).

En effet, nous n’avons qu’à remplacer, dans (17), r2 et φ par r et ~ φ
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ι4 PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

respectivement, ce qui donnera immédiatement l’équation (18) qui se 
transforme dans celle-ci

d’où, en multipliant par r, puis en élevant au carré, l’équation (19).
Comme une conséquence immédiate du théorème I, combiné avec 

les transformations qui nous avaient conduits de l’ellipse E(«) aux 
trois autres courbes E,(a), C(«) et K(«), nous aurons cet autre :

Y. Supposons a t f >a f >  o, chacune des ellipses E(a) et E,(«) est 
enfermée par l ’ellipse correspondante Ε(α,) et E, («,), tandis que 
chacune des deux autres courbes C(a) et K(a) enferme la courbe cor­
respondante C (a()e/K(u,).

Les équations (3 ) et ( 4 )  donnent de même :

VI. Désignons par ( a, J3) un point qui ne satisfait pas ci la fois aux
deux conditions 3 =  o et — , il existe toujours une et seulement
une courbe E(a), E,(«), C(a) ou K(«) qui passe par ce point donné.

Enfin, nous aurons immédiatement :

VII. Toutes les quatre courbes E(<2), E,(«), C(<z) et K(«) sont des 
courbes simples avec l ’origine comme point de rayonnement.
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CHAPITRE II. — LA PONCTION GAMMA. l5

CHAPITRE II.
LA FONCTION GAMMA.

V. — La constante d’Euler.

Soit, pour n positif entier,

je dis que nous aurons toujours

En effet, la définition (i) donnera immédiatement

d’où, en vertu de la série de puissances obtenue pour log(i — x ),

et l’inégalité (2) est évidente. De plus, nous aurons ·

ou, ce qui est la même chose,

Posons ensuite successivement dans (3 ), 1, 2, 3 , . . . .  n — ι au lieu 
de n, puis ajoutons toutes les inégalités ainsi obtenues, il en résulte, 
parce que G, =  1,
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16 PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

Cela posé, les inégalités (2) et (4) donnent immédiatement, en vertu 
d’un théorème très connu, le lemme suivant :

I. La suite illimitée de nombres positifs constamment décroissants

a une valeur limite finie et déterminée

celte valeur limite est connue dans l'A nalyse sous le nom constante 
d’Euler ( 1 ).

Posons ensuite, pour abréger,

nous aurons, en vertu de (1),

d’où, immédiatement,

ce qui donnera, en vertu de (2),

Remarquons maintenant que la série de puissances, obtenue pour ex, 
donnera toujours, pour x  positif, ex >1 + x,  nous aurons, a étant 
positif, tandis que n désigne un positif entier,

( 1 ) Commentarii Academ iœ  Petropolitanæ , t. V I I , ( 1 7 3 4 - 3 5 ) ,  1 7 4 0 ,  p.  1 5 7 ;  lnstitu -  
tiones calculi différentialis , 1 7 5 5 ,  p.  1 4 4 .
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CH APITR E II. —  LA FONCTION GAMMA. 17

VI. — Valeur limite de Gauss.

Désignons par x une quantité finie, n’étant pas égale à un nombre 
entier non positif, nous avons à étudier maintenant la suite illimitée 
de fonctions

où nous avons posé généralement

A cet effet, posons pour n > 2,

nous aurons, en vertu de la formule (6) du paragraphe V,

et l’identité évidente

ce qui donnera, n étant supposé plus grand que l’unité, pour Γη(x ), 
cette autre expression

Gela posé, introduisons la transcendante entière du genre un, 
définie par le produit de Weierstrass ( 1)

où G désigne la constante d’Euler, nous aurons la valeur limite

( 1) Mémoires de l 'Académie de Berlin, 1876, p. 11-60; OEuvres, t. II, p. 77-124.
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La valeur limite (5) est introduite dans l’Analyse déjà par Euler ( ') ;  
cependant c’est Gauss ( 2) qui a indiqué, le premier, le rôle fonda­
mental (jue cette valeur limite joue dans la théorie de la fonction 
gamma.

Le produit infini

a été trouvé simultanément par Schlœmilch ( 3) et Newman ( ') .
Supposons maintenant à la fois |^|ÎG<<^c et, en désignant par rn 

un nombre entier non négatif, tel que \x -h m \̂  o >  o, puis désignons 
par ε une quantité positive donnée auparavant et étant aussi petite 
qu’on le veut, il est possible de déterminer un positif entier N, de 
sorte que nous aurons pour N,

quelle que soit la valeur, satisfaisant aux conditions indiquées, qu’on 
a attribuée à x.

En effet, l’inégalité (7) est une conséquence immédiate de la con­
vergence uniforme, pour les valeurs susdites de x , du produit (4).

Dans ce qui suit, nous désignons par ü  l’ensemble des valeurs de x  
qui satisfont aux deux conditions susdites.

Remarquons ensuite que la valeur réciproque de Γ„(Α?) est, pour 
tous les n, une transcendante entière, et que la valeur limite Γ ( x )  a la 
même propriété, puis considérons un positif entier quelconque, mais 
déterminé, n, l’ensemble de nombres positifs |Γ;ι(.τ)| obtenus en fai­
sant parcourir à x  l’ensemble Ω a une limite supérieure Grt< so  et une 
limite inférieure gn^>o.

De plus, la limite supérieure G de la suite

( 1) En 1729 ( Correspondance math, et p h y s t. I, p. ·?.).( 2) OEuvrcs, t. li t .  p. i45.( 3) Grunert A i c l t i v t. IV, 1844, p· 171 .’ Analytische Studien, t. I, 1848, p. 45. ( v) Cam bridge and Dublin math. Jou rna l, t. III, 1848, p. 67-60.
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est finie, tandis que la limite inférieure g  de cette autre suite

est plus grande que zéro. Tti
Cela posé, il est très facile de démontrer le letnine suivant :

I. Supposons que x  parcourt l ’ensemble susdit Ω, puis posons

où p désigne un positif entier quelconque, il est possible de déterminer un 
positif entier N dépendant de ε seulement, de sorte que nous aurons con­
stamment pour N,

ε désigne, comme ordinairement, une quantité positive donnée aupara­
vant et étant aussi petite qu'on le veut.

En effet, posons

nous aurons

ce qui donnera

De plus, les définitions (io) donnent

d’où immédiatement

g désignant la limite inférieure de la suite (9).
Cela posé, les inégalités (7), (12) et ( i 3) nous conduiront immé­

diatement au but.
La définition (2) de Γ„(.τ) s’écrira sous cette autre forme aussi
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20 PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA.

d’où immédiatement ces deux autres formules

De plus, nous aurons, pour tous ies n,

ce qui donnera pour la valeur limite

VII. — Propriétés fondamentales de gamma.

Pour déduire des propriétés fondamentales de la fonction gamma, 
remarquons tout d’abord que la définition (2) du paragraphe VI don­
nera immédiatement, pour tous les n,

ce qui donnera pour la valeur limite IY.r) cette équation fonctionnelle

d’où, plus généralement, n étant un positif entier,

Supposons particulièrementx  =  i, la formule (17) du paragraphe VI 
donnera cette autre

Posons ensuite dans (2) n -h 1 au lieu de n, nous aurons, après une 
légère transformation,

d’où, on posant v =  — /?, la proposition suivante :
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I. La fonction gamma est une fonction méromorphe dans toute partie 

finie du plan des x , en admettant les potes simples

le résidu (pii correspond à x  =  — n est égal à

La définition de Τ„(.τ) donnera de même

d’où, en faisant croître au delà de toute limite le positif entier n, cette 
autre formule fondamentale

qui est due à Euler ( ' ).
Remarquons que Γ (λ?) est positive pour des valeurs positives de x,  

nous aurons, en posant dans (6), x  =

De plus, la définition de ΓΛ(α?) donnera immédiatement pour n^> i 
ces trois autres formules :

d’où immédiatement

( ' )  Noei Commentarii Acodemuv Petropolitanœ, t. XVI (1771). 1772, μ. i 3f>.
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ce qui donnera, si nous faisons croître au delà de toute limite le positif 
entier n,

Les formules (G) et (8) nous sont indispensables dans ce qui suit. 
La formule (8) est un cas particulier d’une formule plus générale 

trouvée presque contemporainement par Gauss ( ')  et Legendre ( 2).
La formule (G) du paragraphe VI donnera immédiatement cette 

autre

où il est permis d’appliquer les valeurs principales pour tous les loga­
rithmes, parce qu’ils sont tous réels pour x  positif.

Dans l’ensemble Ω des valeurs de x  qui satisfont aux condi­
tions \x\S G <  cc et \x -h m \ >  o, où m désigne un entier non négatif 
tel que G, la série qui figure au second membre de (9) est unifor­
mément convergente, et tousses termes sont des fonctions analytiques 
de x.

Cela posé, un théorème fondamental de Weierstrass ( s) montrera 
que les dérivées d’un ordre quelconque de logT(.r) peuvent être 
obtenues en dérivant terme à terme la série en question, ce qui don­
nera, pour la fonction de Gauss ( 4)

le développement suivant

et la série ainsi obtenue est de nouveau uniformément convergente 
dans l’ensemble Ω.

( 1 ) Œ u v res , t. III, p . i 4g - i 5o .
( 2) Exercices de calcul intégral, t. Il, 1817, p. 23.
(3) OEuvres, t. II, p. 205-209.
( 4) OEuvres, t. III, p. 153.
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CHAPITRE Π. — LA FONCTION GAMMA. 23

Remarquons encore que la définition (io)pour Ψ(.τ?) donnera ces 
deux autres identités

<[ui nous seront très utiles plus tard.
Do plus, les formules (G) et (8) donnent pour W(æ),

nous mentionnons encore ces deux valeurs numériques

où n désigne un entier plus grand que l’unité.

VIII. — Une valeur limite.

Désignons par

une suite illimitée dont les éléments satisfont aux conditions sui­
vantes :

i° Pour une valeur quelconque de p, nous aurons

où ap désigne un nombre fini et déterminé 
2° Posons pour tous les />>,

puis désignons par ε une quantité positive donnée auparavant et étant 
aussi petite qu’on le veut, il doit être possible de déterminer un positif 
entier N indépendant de p, de sorte que nous aurons, pour tous les p,
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3° La série infinie

est absolument convergente.
Cela posé, désignons par A l’ensemble des nombres réels λ tels que 

la série infinie nouvelle

est encore absolument convergente, puis désignons par p la limite 
supérieure de l’ensemble A, nous aurons certainement o, parce 
que l’ensemble A contient l’élément λ =  o.

Introduisons ensuite -ip paramètres finis

puis posons pour toutes les valeurs entières non négatives de n,

il est possible d’indiquer un positif entier m, tel que pour n>m , les A„ 
et les ont tous un sens, même pour des valeurs zéro ou négatives 
entières des a ou des β.

Cela posé, nous avons à déduire la valeur limite

pourvu que nous ayons pour le composant réel

une de ces deux inégalités

De plus, nous avons, sur la valeur limite (io), le théorème suivant :
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I. Supposons pour s =  i , 2, 3, . . p,

puis supposons pour le composant réel (11)

où o désigne une quantité positive arbitrairement petite, mais d'une 
grandeur assignable, la suite

convergera uniformément vers sa valeur limite (10).

A cet effet, supposons tout d’abord, pour les paramètres (7), les 
valeurs entières non positives exclues, tous les termes de la suite ( i 5) 
ont un sens, et les formules ( i 5) du paragraphe VI et (2) du para­
graphe VII donnent cette autre

d’où, en désignant par a un positif entier quelconque,

Posons ensuite, pour abréger,

la série infinie J3„ se présente sous la forme plus commode

Quant à ols„, nous aurons pour tous les s,

de plus, posons

une combinaison des lemmes III du paragraphe II et I du para­
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graphe VII donnera toujours pour «>N,

quel que soit le positif entiers.
Cela posé, introduisons un positif entier m qui croîtra au delà de 

toute limite avec n, mais de sorte que

ce qui a lieu, si nous posons par exemple

puis posons

où B', est la somme des m -+-1 premiers termes qui figurent au second 
membre de la formule (18), puis étudions tout d’abord la somme B',. 

A cet effet, posons pour abréger

nous aurons constamment pour n > N,

et pourvu que o^s'Sm , ce qui donnera

Quant à la somme B„, nous aurons λ>ο, ce qui donnera

puis désignons par A la limite supérieure de la suite
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nous aurons évidemment

Cela posé, désignons par t une quantité positive donnée auparavant 
et étant aussi petite qu’on le veut; il est possible de déterminer un 
positif entier N, de sorte que nous aurons pour /i>N,

ce qui donnera finalement pour n > N,

Dans la démonstration précédente, nous avons supposé

tandis que r désigne un positif entier tel que G H- 1.
Or, supposons égale à zéro la limite inférieure de |a -4- r — i|, puis 

posons β =  a -b r, nous aurons, <y étant un positif entier suffisamment 
grand,

ce qui montrera comment on peut modifier la démonstration précé­
dente dans le cas où toutes les conditions (2;)) 11e sont pas remplies.
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CHAPITRE III.
LA FONCTION HVPERGÉOMÉTRIQUÉ.

IX. — L’équation différentielle de Gauss.

Des intégrales particulières des équations différentielles obtenues 
en transformant des cas particuliers de l’équation de Gauss

se présentant souvent dans nos recherches suivantes, il nous semble 
utile de donner ici l’intégrale complète de l’équation générale susdite.

A cet effet, cherchons tout d’abord une intégrale particulière de (i) 
sous forme d’une série de puissances

supposée convergente, c’est-à-dire que les différentiations exigées de 
l’équation (i)  peuvent être effectuées terme à terme. Introduisons 
ensuite dans (i) les séries de puissances obtenues pour v, y ' et y", 
puis cherchons le coefficient complet de la puissance

nous aurons, pour n> i, la formule nécessaire pour la détermination 
des coefficients a„,

et dans le cas n =  o,
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ce qui donnera, pour l’exposant inconnu k, les valeurs suivantes :

d’où, en vertu de ( 3), respectivement

Cela posé, introduisons la fonction hyper géométrique F(a, β, γ, x ) ,  
définie pour \x\ <  i par la série de puissances

nous aurons, en vertu de ( 5), ces deux intégrales particulières de (i),

valables toutes les deux, pourvu que \x\ <  i.
De telles intégrales particulières sont désignées comme indépen­

dantes si une relation de la forme

où les coefficients A et fi sont indépendants de x ,  n’est possible que 
dans le cas trivial A =  fi =  o. Cette définition adoptée, nous verrons 
que les deux intégrales particulières (7) sont certainement indépen­
dantes, pourvu que γ ne soit pas égal à un entier.

Supposons que γ = ι ,  les deux intégrales susdites deviennent 
identiques; une seconde intégrale particulière est, dans ce cas, repré­
sentée par la valeur limite

Pour toutes les autres valeurs entières de γ, une seule des inté­
grales (7) deviendra illusoire; il faut remplacer y , et y., respective­
ment par

selon que γ < ι  ou y > i ,  et puis appliquer des valeurs limites ana­
logues à (8) pour obtenir deux intégrales particulières indépendantes. 

Pour trouver des intégrales particulières de l’équation de Gauss,
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appliquai)les pour nous avons à transformer l’équalion sus­
dite en introduisant, comme variable indépendante, la valeur réci­
proque de t , ce qui donnera l’équation nouvelle

où nous désignons par

ce que deviennent/  (-  ) e t f " ( z )  si nous y remplaçons - par - ·  

Posons maintenant

puis différentions deux fois par rapport à x  cette identité, nous aurons 
les formules différentielles

d’où immédiatement, en vertu de (9), cette autre équation différen­
tielle

qui est de la même forme que (1).
Introduisons ensuite dans (11)  la série de puissances (2), le 

procédé que nous venons d’indiquer donnera, si nous remplaçons 
ensuite x  par sa valeur réciproque, ces deux intégrales particulières
de (1),

valables, pourvu que \x\ >  1. 
Posons maintenant dans (1),

les identités évidentes
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donneront, au lieu de (i), cette autre équation différentielle

qui admet les intégrales particulières

valables selon que \x\ <  i ou \x\ >  i .
Transformons ensuite réquation ( i 3) en introduisant x '2 comme 

variable indépendante, les formules différentielles

où nous avons posé

donnent, si nous remplaçons encore o par c, l’équation différentielle 
suivante :

qui possède les intégrales particulières

applicables selon que \x\ <  i  ou M  >  I ·

Knfin, prenons dans (ifi) ix  comme variable indépendante, nous
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aurons

dont les intégrales particulières se déterminent immédiatement si 
nous remplaçons, dans (17 ) et (18), a? par ix .

X. — Sur une valeur limite.

Le théorème I, démontré dans le paragraphe VIII, donnera immé­
diatement la valeur limite

où n désigne un positif entier tandis qu’il faut supposer finis les trois 
paramètres a, [3 et γ et, de plus, | .r | < i .  En outre, nous aurons la 
proposition suivante :

I. Supposons

la fonction hyper géométrique F(a, [3 -h η, γ H- n, x )  convergera unifor­
mément vers sa valeur limite ( 1 ).

Or il est possible de généraliser beaucoup et la valeur limite (1) et 
la proposition I.

A cet effet, désignons par Ω l’ensemble de toutes les valeurs com­
plexes de γ qui satisfont à la condition

où n est égal à zéro ou à un négatif entier quelconque, puis supposons 
finis a et (3 e t\x\ <f 1. Nous aurons à démontrer la valeur limite

où γ doit varier, de sorte qu’il appartienne toujours à l’ensemble Ω. 
De plus, nous aurons aussi le théorème suivant :
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11. Supposons à la fois

puis désignons par ε une quantité positive donnée auparavant et qui soit 
aussi petite qu’on le veut ; il est possible de déterminer un nombre positif R, 
tel que pour |γ| > R, nous aurons constamment

pourvu que γ appartienne à l ’ensemble Ω; c’est-à dire que, <lans ce cas, la 
fonction hyper géométrique F(a, J3 -h γ, γ, x )  convergera uniformément 
vers sa valeur limite (3).

Quant à la démonstration de la formule (i) et du théorème que nous 
venons d’énoncer, nous posons pour abréger

ce qui donnera, pour la fonction hypergéométrique en question, cette 
autre expression

de plus, nous aurons, en désignant par p un positif entier quelconque,

Cela posé, déterminons un positif entier n qui croîtra au delà de 
toute limite en même temps que |γ|, mais de sorte que η : | γ J s’éva­
nouira, ce qui a lieu si nous posons par exemple

Posons ensuite

nous avons tout d’abord à étudier la somme An.
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A cet effet, appliquons l’identité évidente

le lenmie II du paragraphe II donnera

c’est-à-dire que nous aurons constamment, pour /*5 //,

Posons ensuite

nous aurons, en vertu de (i i), (12), et du lemme 1 du paragraphe II,

d’où, à plus forte raison, pour rn'Sn

Or, supposons |γ|>3 , ce qui est permis; nous aurons de même 
•m <  |y|, d’où en vertu de (12) et (i4),

ce qui donnera de même

Cela posé, nous aurons évidemment

d’où, en supposant remplies les conditions (4).
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où nous avons posé pour abréger

Quant à la seconde partie de la fonction hypergéométrique définie 
par la formule (9), supposons d’abord

nous aurons aussi

r étant un positif entier, ce qui donnera, en vertu des formules (7) et 
(11) du paragraphe V,

d’où, ίι plus forte raison, parce que rn 7> o,

Supposons ensuite

où co désigne un positif entier, nous aurons, pourm<oo,en vertu de la 
formule (10) du paragraphe V,

Or, supposons m>n -t- 1, nous aurons toujours

ce qui donnera finalement, pour

où λ„ est le nombre positif défini dans la formule ( i j ). 
Quant à 15,,+ ,, nous trouvons

où 0 est la quantité positive qui figure dans la définition de l’en-
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semble Ω; c’est-à-dire que nous aurons, en vertu de (21),

Soit ensuite p un positif entier, nous aurons, en vertu de (20) 
et (22),

Cela posé, combinons les inégalités (16), (20), (21), (22) et ( 23), 
nous aurons finalement, pour m >  n, la valeur majorante

ce qui donnera immédiatement

et, en particulier, pourvu que les conditions (4) soient remplies

où λ', désigne le nombre positif défini par la formule (19).
Il saute aux yeux que les formules (17) et (2))  donnent immédia­

tement la valeur limite (1), tandis que le théorème II est une consé­
quence des formules correspondantes (18) et (26).

XI. — La formule de Gauss.

Pour étudier sur la circonférence du cercle |,r| =  i la fonction livper- 
géométrique F(oc, (3, γ, æ), nous posons x  =  el(>, où 0 est un angle 
réel, puis désignons par ntl le terme général de la série susdite, la 
définition de la fonction Γ„( x )  donnera immédiatement pour un cette 
expression
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Supposons ensuite

et que γ ne soit égal ni à zéro, ni à un négatif entier, la formule (i) 
montrera clairement que F(a, β, γ, e‘°) est absolument convergente 
pour toutes les valeurs réelles de 0, si nous supposons encore finis 
les trois paramètres α, β et γ.

De plus, nous aurons les propositions suivantes :

I. Soient α, β et γ des constantes finies fixes, telles que les conditions 
susdites sont remplies, la série hyper géométrique F(a, β, γ, e'°) est unifor­
mément convergente dans l'ensemble des valeurs réelles de 0 qui satisfont 
à la condition |Q| < G.

II. Supposons

où m désigne un entier non négatif tel que m ’S G, la série hyper géomé­
trique F(a, β, γ, ι) est toujours uniformément convergente.

Cela posé, un théorème fondamental de Weierstrass (*) donnera 
cetle autre proposition :

III. Supposons remplies les conditions (3 ), puis attribuons à deux 
quelconques des trois paramètres α, β et γ des valeurs fixes, la fonction 
hyper géométrique F(a, β, γ, i) est une fonction analytique du troi­
sième des paramètres susdits.

Pour déterminer maintenant la somme de la série F(a, β, γ, ι), 
nous prenons pour point de départ les deux identités

déduites immédiatement par un calcul simple. Remarquons ensuite 
que F(a, β, γ, i) est évidemment symétrique par rapport aux deux

( 1) Œuvres, t. Il, p. 203-209.
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paramètres a et β, la formule (4) nous donnera une identité analogue, 
si nous y permutons a et (3.

Appliquons ensuite sur le niéme terme de la série

l’identité évidente

nous aurons

d’où une nouvelle formule analogue en permutant a et (3.
Posons maintenant dans (6) α h- i au lien de puis éliminons, en 

vertu de (4), la fonction

il en résulte

posons encore dans (4) y - l - i  au lieu de y, puis éliminons, à l’aide 
de ( 5), la fonction

nous aurons de même

d’où finalement., en vertu de (7), la formule récursive

Or, il faut remarquer que la formule (9) n’est démontrée que dans 
le cas où fl (y — α — (3) >  i ; cependant la proposition III montrera 
que notre formule en question est applicable, pourvu que les condi­
tions (3) soient remplies.

Posons maintenant dans (9) successivement y - h i ,  y -+- 2, . . . ,  
y h- n — 1 au lieu dey, puis multiplions toutes les équations ainsi 
obtenues, nous aurons la formule plus générale

de sorte que la valeur limite évidente
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donnera immédiatement la formule fondamentale de Gauss ( ')

valable, pourvu que les conditions ( 3) soient remplies.
C’est précisément la formule (10) qui a conduit Gauss à la décou­

verte de la fonction gamma représentée comme valeur limite de Frt(.r).

XII. — L’intégrale eulérienne de première espèce.

La formule de Gauss que nous venons de démontrer nous fournit 
un simple moyen pour la détermination de l’intégrale eulérienne de 
première espèce (-) :

où il faut supposer

A cet effet, appliquons la formule binomiale, nous aurons pour

où la série qui figure au second membre est uniformément conver­
gente, par rapport à 1 si nous avons

tandis que tous ses termes sont intégrables par rapport à t de t =  o 
à l = i ,  pourvu que la première des conditions (2) soit remplie. 

Effectuons maintenant formellement sur tous les termes de la (*)

(*) OEuvres, t. lit, p. 147.
(2) Comnientarii Academ iœ Petropolitanœ , t. V (i73o-3i), 1738, p. 36- 57. Voir, du 

reste, les citations dans mon Traité Handbuch der Théorie der Ganunafunktion, p. 131 , 
Leipzig, 1906.
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série ( 3) les intégrations susdites, nous aurons la série

qui est absolument convergente, pourvu que v ) > o .
Posons ensuite a? =  a -h ï(3, a et [3 étant des nombres réels, puis 

supposons

nous aurons pour a > o ,  tandis que n désigne un entier non négatif,

c’est-à-dire que la série obtenue formellement en intégrant terme à 
terme par rapport à t, la série qui figure au second membre de ( 3) 
est uniformément convergente dans tout l’intervalle o<£<i, ce qui 
donnera

ou, ce qui est la même chose,

Posons dans ( 5) / =  sin2?, nous aurons

formule qui équivaut à ( 5).
Considérons encore l’intégrale plus générale

où il faut admettre

Développons ensuite, à l’aide de la formule binomiale, la puis-
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sauce ( r — tæ) ' ; un procédé analogue à celui qui nous a conduit à 
la formule ( 5) donnera ici, en vertu de ( 5),

où il laut supposer encore que γ ne soit égal ni à zéro, ni à un négatif 
entier. Multiplions par i : Γ(γ) les deux membres de (9), la condition 
susdite peut être supprimée.

La formule (9) est un cas particulier d’une formule beaucoup plus 
générale trouvée par Kummer (*).

Les démonstrations appliquées dans ce paragraphe et dans le pré­
cédent sont tirées de mon Traité de la fonction gamma ( 2).

(*) Journal de Cre/le, t. XV, 1835, p. 138 fT.
( 2) llaudbuch der Théorie der Gammafunktion, p. 56, i 3 i , Leipzig, 1906.
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CHAPITRE IV.
SUR UNE CLASSE DE SÉRIES INFINIES.

XIII. — Application d’un théorème de Weierstrass.

Désignons par Ω, la frontière λ y comptée, un continu simple avec 
l’origine O comme centre de rayonnement, puis définissons dans Ω 
une suite illimitée de fonctions

qui satisfont aux deux conditions suivantes :
i° La fonction Fw(a?) est, pour une valeur quelconque de n, analy­

tique dans Ω;
2° F„(#) a dans l’origine O un zéro précisément de l’ordre n.
Cela posé, désignons par g  la limite inférieure des rayons vecteurs, 

comptés de O aux points de la frontière λ, toutes les fonctions de la 
suite (i) sont analytiques pour o; c’est-à-dire que nous
aurons, pour une valeur quelconque de n, une série de puissances de 
la forme

dont le rayon de convergence ne peut jamais être plus petit que g, et 
nous aurons de plus, pour tous les n,

Nous supposons ensuite que la série infinie

dont les coefficients An sont indépendants de x , soit uniformément 
convergente dans le continu Ω, la frontière λ y comptée, ce qui
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donnera, en vertu d’un théorème fondamental de Weierstrass ( ‘ ), que 
la somme /(a?) de la série ( 4 ) est dans le continu Ω, la frontière λ 
exclue peut-être, une fonction analytique de x . C’est-à-dire que la 
série de puissances obtenues pour J ( x )  :

a son rayon de convergence égal à g  au moins.
De plus, le théorème susdit de Weierstrass donnera pour les coeffi­

cients an de la série de puissances ( 5) cette expression générale

Inversement, supposons donnée la série de puissances ( 5 ), puis 
supposons possible, avec les propriétés susdites, la série (4), où les 
fonctions Fn(a?).sont données, les formules (G) et ses analogues nous 
permettent de déterminer successivement, à l’aide des coefficients an 
de la série de puissances donnée ( 4), tous les coefficients A„. Posons

les coefficients v.qr sont parfaitement déterminés par les coeffi­
cients b,ir qui figurent dans les séries de puissances (2) et les ana­
logues; c’est-à-dire que les coefficients ciqr deviennent les mêmes 
quels que soient les coefficients de la série de puissances( 5).

L’équation (6) montre clairement que la détermination (7) de A„ 
est univoque, pourvu qu’il existe, et la possibilité de la résolution des 
équations ((i) est une conséquence immédiate de l’inégalité (3). C’est- 
à-dire que le développement (4), supposé possible, est parfaitement 
déterminé.

Ces remarques préliminaires faites, nous avons à démontrer, sur la 
série (4), les théorèmes fondamentaux suivants :

I. Soit m un positif entier déterminé, Ici nouvelle série infinie

est aussi uniformément convergente dans le continu Ω.

( 1 ) OEuvres, t. II, p. 2 0 5 -2 0 9 .
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En effet, soit

le terme de reste de la série donnée (4), puis désignons par ε une 
quantité positive donnée auparavant et étant aussi petite qu’on le veut, 
il est possible de déterminer un positif entier N, tel que nous aurons 
toujours pour n> N

quelle que soit la valeur de x  prise du continu Ω.
Supposons ensuite |a?|>R>o, nous aurons de même pour

de plus, nous aurons, pour \x\ = g  — S, la série de puissances

où n désigne un positif entier quelconque, égal à i au moins, et la 
convergence uniforme dans le continu Ω de la série (8) est évidente. 

Désignons maintenant par

une suite illimitée qui ne contient pas l’élément zéro et telle que la série 
de puissances

formée à l’aide de (2), a, pour tous les n, son rayon de convergence 
plus grand que zéro, nous aurons le théorème suivant :

II. Supposons que la série de puissances ( 5) soit développable dans une 
série de la forme

dont les coefficients B„ sont indépendants de x  et qui est uniformément 
convergente dans un continu simple avec iorigine O comme centre de
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rayonnement, le coefficient gënëi'al Bw se détermine à l ’aide de la for­
mule (7), si nous y  remplaçons simplement an par an : on ; c’est-à-dire 
que nous aurons

En effet, nous aurons, en vertu de (10), au lieu de (7), celte autre 
formule

Il est digne de remarque que la formule ( i 3) donnera immédiate­
ment cette autre proposition :

III. Supposons que la série de puissances

ait son rayon plus grand que zéro, supposons ensuite que les deux séries (4) 
et (11) existent avec les propriétés susdites, nous aurons pour tous les n

Ces deux derniers théorèmes, presque évidents, jouent un rôle fon­
damental dans la théorie générale des séries de la forme (4). parce 
qu’ils nous permettent de déduire par des principes tout à fait élémen­
taires toutes les séries connues de ce genre, sous forme beaucoup géné­
ralisée, et un grand nombre d’autres séries.

XIV. — Étude d’une série particulière.

Pour obtenir un exemple élémentaire des théorèmes développés 
dans le paragraphe précédent, prenons pour point de départ la série 
de puissances

qui a son rayon de convergence égal à R, la règle de Cauchy ( ')  pour

( 1) Cours cl Analyse de l ’École Polytechnique, t. I, 1811, p. 3 18.
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la multiplication de deux séries de puissances donnera immédiatement 
ce développement

où nous avons posé généralement

et où la série de puissances ainsi obtenue a précisément le rayon de 
convergence R.

Cela posé, nous aurons pour la fonction f ( x )  un développement de 
la forme ( 4) du paragraphe XIII ; savoir,

le continu Ω correspondant est composé de l’intérieur et de la circon­
férence du cercle \æ\ =  R — o ; de plus nous aurons

et pour le coefficient général hn r l’expression suivante

c’est-à-dire que ce coefficient est indépendant de n.
Comme une application du théorème II du paragraphe XIII, nous 

avons tout d’abord formellement à déduire un développement de la 
forme

A cet effet, nous écrivons sous la forme suivante la formule (7)

de sorte que nous aurons pour tous les n
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c’est-à-dire mie nous avons posé généralement

de sorte que la formule (12) du paragraphe XIII donnera immédiate­
ment

Pour déterminer maintenant d’une manière rigoureuse l’existence de 
la formule (7) et pour déterminer son domaine de convergence, écri­
vons sous la forme suivante la formule (7) :

nous aurons, en posant

cette autre formule équivalente

Gela posé, remarquons tout d’abord que la fonction qui ligure au 
premier membre de (9) est certainement analytique aux environs du 
point y =  o, la série de puissances qui figure au second membre de la 
même formule a certainement son rayon de convergence plus grand 
que zéro. Soit ensuite x  =  a une valeur singulière de la fonc­
tion qui figure au premier membre de (9) a la valeur singulière cor­
respondante

de plus, nous remarquons expressément que la fonction susdite a 
généralement la valeur singulièrey =  — 1 qui correspond à x  —  ce et 
est généralement valeur singulière pour le facteur ( n - j ) ~ v aussi.
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Soit maintenant A l’ensemble formé du nombre i et les valeurs 
absolues des nombres obtenus par ( io )  quand a parcourt l’ensemble 
des valeurs singulières de la fonction donnée f ( x ) ,  puis désignons 
par r la limite inférieure de A, nous aurons toujours

où R désigne le rayon de convergence de la série de puissances 
donnée ( i  ).

En effet, l’ensemble A contient l ’élément -t- i ; de plus, soit

une valeur singulière à e f ( x ) ,  nous aurons toujours p>R, d’où

ce qui donnera immédiatement les inégalités ( n ) .
Quant au rayon de convergence a de la série de puissances qui 

figure au second membre de (9), nous aurons ensuite a — r\ c’est-à- 
dire que la série qui figure au second membre de (7) est absolument 
convergente pourvu que

de sorte que nous avons à étudier séparément les deux cas suivants : 
i° Soient a =  1, x  =  a -h ίβ, nous aurons immédiatement, en vertu 

de (12),

20 Dans le second cas possible a 1, la condition (12) est remplie, 
pourvu que x  soit situé à l’intérieur du cercle L (a)  avec l’équation

dont les points d’ intersection avec l’axe réel ont les abscisses
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On voit que l'abscisse positive qui figure dans ( i 5) est toujours, 

pour a i, plus petite que^'

Cela posé, notre série (7) est évidemment uniformément conver­
gente, pourvu que

où S désigne une quantité positive, mais arbitrairement petite, d’où 
la proposition suivante :

I. Soit a le rayon de convergence de la série de puissances qui figure 
au second membre de (9), la série (7) est toujours uniformément conver­
gente dans l ’intérieur et sur la circonférence du cercle L( a — 0), et ce 
domaine représente certainement un continu simple avec l ’origine 0 
comme centre de rayonnement.

Supposons a =  1, les abscisses ( i 5) deviennent respectivement

c’est-à-dire que le cercle L(i — 0) est arbitrairement grand et son 
point d’intersection avec l’axe positif est aussi rapproché de la

ligne a =  - qu’on le veut.

Il est digne de remarquer, ce me semble, que la proposition élé­
mentaire I contient la théorie complète des séries de fonctions qui 
sont des généralisations très étendues de la fonction hypergéomé- 
trique ordinaire

XV. — Sur une transformation générale.

Pour donner une application plus générale du théorème II démontré 
dans le paragraphe XIII, nous introduirons les 2p paramètres finis

desquels aucun ne soit égal à zéro ou à un négatif entier; puis nous
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poserons généralement

c’est-à-dire que des fonctions de la suite illimitée, dont l’élément 
général est

nous formerons une autre suite illimitée de fonctions, en posant pour 
tous les n

Cela posé, nous aurons ce théorème général :

1 . Supposons quune série de puissances quelconque avec le rayon de 
convergence R soit développable en série de la forme

dont les coefficients sont indépendants de x  et qui est uniformément 
convergente dans un continu simple 12 avec l origine 0 comme centre de 
rayonnement et dépendant seulement de R, nous aurons aussi un déve­
loppement de la form e

et les deux séries ( 5) et (6) ont le môme champ de convergence uniforme, 
la frontière du continu 12 exceptée peut-être.

Pour démontrer par la conclusion ordinaire de n à n -h i ce théo­
rème, nous n’avons évidemment qu’à étudier le cas le plus simple qui 
correspond à/>» =  i , ce qui donnera, pour tous les n,
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où a et p sont finis tous les deux sans être égaux à zéro ou à un 
négatif entier.

Cela posé, il est évidemment possible de déterminer deux nombres 
entiers non négatifs m et q, tels que

Posons ensuite

et, pour

toutes ces m fonctions ont évidemment dans l’origine un zéro de 
l’ordre m au moins.

De plus, nous aurons, en vertu des formules (4 ) et (16) du para­
graphe XIII,

car cette identité peut être obtenue de ( 4) du paragraphe XIII en y 
supprimant les puissances

c’est-à-dire en posant

Soit maintenant i une variable réelle, telle que

la série suivante

formée immédiatement de (9), est uniformément convergente par
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rapport à t dans l’intervalle pourvu que x  appartienne au
continu Ω, c’est-à-dire que la série est intégrable terme à terme par 
rapport à / d e i  =  o à /  =  i.

Posons ensuite, pour n>m,

mais pour

et posons enfin

toutes ces fonctions sont des fonctions analytiques de x  dans le 
continu Ω. De plus, nous aurons, en vertu de (io),

et la série qui figure au second membre de ( i 3) est, en vertu du théo­
rème I, démontré dans le paragraphe XIII, uniformément convergente 
dans le continu Ω.

Gela posé, soit \x\<g — o, où g  désigne la limite inférieure des 
rayons vecteurs comptés de l’origine O aux points de la frontière du 
continu simple Ω, puis posons, pour o < n < m  — i,

nous aurons pour tous les n

posons encore
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nous aurons de.même

toutes les séries de puissances (14), ( i 5) ont leur rayon de conver­
gence égal à g au moins.

De plus, la formule ( i 3) donnera cette autre

où la série qui figure au second membre est uniformément conver­
gente dans le continu Ω.

En effet, appliquons le théorème III du paragraphe XIII, nous ver­
rons que la formule (16) est déduite de (18) en ajoutant aux deux 
membres les puissances supprimées

Cela posé, un théorème fondamental de Weicrstrass ( ')  montrera 
que la série qui figure au second membre de (i(3) peut être différen- 
tiée terme à terme par rapport à x  et que la série ainsi obtenue est 
encore uniformément convergente dans le continu Ω. L’opération 
fonctionnelle

est, par conséquent, aussi applicable terme à ternie sur la série sus­
dite. Appliquons ensuite l’opération (17) pour

puis posons

nous aurons la formule nouvelle

(>) OEuvres, t. II, p. 206-209.
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où la série qui figure au second membre est encore uniformément 
convergente dans le continu Ω.

Remplaçons ensuite dans (18), pour tous les n, an par

nous aurons précisément la série (G) qui correspond à p  =  i.
Or, prenons pour point de départ cette formule particulière (6), 

puis appliquons la méthode que nous venons d’expliquer en permu­
tant seulement a et (3, nous retrouvons précisément la formule ini­
tiale ( 5); c’est-à-dire que les deux séries ( 5) et (G) ont précisément 
le même champ de convergence uniforme.

La portée du théorème que nous venons de démontrer est évidente. 
Remarquons particulièrement que la formule (G) étant connue pour 
des valeurs particulières des a,, et elle est valable aussi pour des 
valeurs quelconques de ces paramètres.

Le contenu de ce Chapitre est extrait presque textuellement d’une 
Lettre que j ’ai adressée à M. Ch. Neumann, à Leipzig ( ') .

( 1) Comptes rendus de la Société de Leipzig, t. LX1, 1909, p. 3 3 - 6 1.
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DEUXIÈME PARTIE.
LES FONCTIONS MÉTA.SPHÉRIQUES.

CHAPITRE Y.
PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES.

XVI. — Définition générale.

Nous désignons comme fonction métasphérique de l’argument x ,  
du paramètre v et de l’indice p une fonction Kv,p( ît) qui est assujettie 
à satisfaire à ces deux équations fonctionnelles

mais qui est du reste aussi arbitraire que ces conditions le per­
mettent.

Ajoutons maintenant les deux équations susdites, nous aurons

équation qui peut évidemment, dans la définition de Kvp(a?), rem­
placer une des formules originelles (i)  et (2).

Eliminons encore de (1) et (2) la fonction a?Kv,p(a?), nous aurons

Quant à v et p, nous supposons qu’ils soient des nombres finis, 
quelconques, de plus, nous supposons naturellement que la définition 
susdite d’une fonction métasphérique ait un sens pour un ensemble
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infini de valeurs de x ;  c’est-à-dire que pour de telles valeurs de x  les 
trois fonctions

ont des valeurs finies et déterminées. Supposons pour fixer les idées 
que l’ensemble susdit des valeurs de x  soit un intervalle de l’axe des 
nombres réels qui ne contient aucun des deux points x  =  ±  i .

Cela posé, il est très facile de démontrer le théorème suivant :

1. L a  fo n c t io n  m étasphérique la p lus gén érale est intégrale de  

l ’équation d ifférentielle, linéaire et hom ogène du second ordre

c’ est- ci-dire que toute fo n c t io n  m étasphérique est une fo n c tio n  an a lytique  

de son argum ent x ,  les trois valeurs x = à z i e t x  =  ĉ exclu es peut-être.

En effet, l’équation (i) nous détermine D^K7’̂ #), pourvu que x  

appartienne à l’intervalle susdit; posons ensuite dans ( 3) p +  i au 
lieu de p, nous aurons

d’où, en éliminant, en vertu de (i), la fonction

De l’équation (7) on conclut qu’il soit permis de différentier par 
rapport à x  l’équation (1), ce qui donnera

d’où, en vertu de(7), immédiatement l’équation différentielle ( 5). 
Appliquons ensuite l’identité évidente

l’équation ( 5) s’écrira sous cette autre forme aussi

La théorie générale des équations différentielles linéaires montrera 
immédiatement que l’intégrale complète de ( 5) est analytique dans 
toute l’étendue du plan des x , les valeurs x  =  ±  1 et x  =  ac exclues.
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Or, dans le Chapitre suivant nous démontrerons directement pour la 
fonction métasphérique la propriété susdite.

Conformément à la définition du paragraphe IX nous désignons 
comme indépendantes deux fonctions métasphériques K̂ ’p(a?)et Kv2p(V) 
quand une identité de la forme

n’est possible que dans le cas trivial a =  b =  o; nous supposons natu­
rellement indépendants de x  les deux coefficients a et b.

Cela posé, nous aurons cet autre théorème fondamental :

II. Soient K-',p (x ) et K2,p (x )  deux fonctions métasphériques indépen­
dantes, la fonction métasphérique (a plus générale se présente sous la 
forme

où les coefficients a et b, indépendants de x, sont des fonctions pério­
diques de p en ayant la période additive -h 1, savoir

En effet, une fonction métasphérique quelconque, étant intégrale 
de l’équation ( 5), se présentera toujours sous la forme (10); intro­
duisons ensuite dans (1) et ( 3 ) l’expression (10), la condition néces­
saire et suffisante pour que Kv,p(a?) satisfasse à ces deux équations 
fonctionnelles est évidemment

ce qui nous conduira, en vertu de (9), immédiatement aux conditions 
de périodicité ( 11).

Cela posé, nous n’avons évidemment qu’à déterminer deux fonc­
tions métasphériques indépendantes convenables.

XVII. — Les quatre fonctions fondamentales.

Des intégrales particulières de l’équation différentielle ( 5) du para­
graphe XVI, généralement désignée comme l’équation de Legendre, se 
déterminent immédiatement à l’aide des formules (16), (17) et (18)
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du paragraphe IX, si nous posons

ce qui donnera immédiatement

car il est évident que nous n’avons besoin que d’un seul système de 
valeurs des paramètres a, (3, γ et S.

Gela posé, l’équation de Legendre a évidemment pour \x\ <  i ces 
deux intégrales particulières

tandis qu’il faut admettre, pour

On voit que les intégrales y, et y 2 sont toujours indépendantes, ce 
qui a lieu pour y 3 et r 4 aussi, sauf dans le cas où p -h v est égal à un 
nombre entier; dans ce cas, il faut appliquer des valeurs limites ana­
logues à celles que nous avons indiquées dans le paragraphe IX. 
Cependant nous ne nous arrêtons pas à une étude plus ample de ce 
problème.

Or, les intégrales particulières susdites trouvées, il nous reste 
encore à déterminer des combinaisons linéaires et homogènes des 
deux groupes des fonctions hypergéométriques, de sorte que les fonc­
tions ainsi obtenues satisfassent aux équations fonctionnelles du para­
graphe XVI, c’est-à-dire deviennent des fonctions métasphériques.

Considérons d’abord le cas |x|< A, nous avons à déterminer les 
deux coefficients A et 13 dans l’expression
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A cet effet, introduisons dans les équations (i) et ( 3) du para­

graphe XVI la fonction (3), puis appliquons ces deux identités

tirées directement des définitions (i); nous aurons pour A et B ces 
deux équations aux différences finies

ce qui donnera immédiatement

d’où finalement

où ω(ν, p) désigne une fonction de v et p, assujettie à satisfaire à la 
condition de périodicité

mais étant du reste complètement arbitraire.
Cela posé, il est évident que ces deux fonctions particulières
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définies toutes les deux, pourvu que |.r| <  i, sont des fonctions méta- 
sphériques de l’argument x , du paramètre v et de l’indice p; de plus, 
elles sont certainement parmi les plus simples de ces sortes de fonc­
tions.

Dans le second cas \x\ >  i, nous obtenons de la même manière, en 
appliquant les deux identités

faciles à vérifier, ces deux autres fonctions métasphériques

où les puissances aux exposants quelconques de x  sont à définir 
conformément aux remarques faites dans le paragraphe I.

Nous remarquons expressément que les deux dernières fonctions 
métasphériques sont beaucoup plus simples que les deux précé­
dentes. Dans le Chapitre suivant, nous avons à étudier le prolonge­
ment analytique de ces fonctions et à déterminer ce que deviendront P 
et Q, si nous faisons tourner la variable x  autour des trois points 
singuliers x  =  ±  i et x  =  ao. Ces résultats obtenus, nous connaîtrons 
parfaitement nos deux fonctions métasphériques en question.

L’expression (7) de Q se transforme à l’aide de la formule concer­
nant le redoublement de l’argument de la fonction Γ développée dans 
le paragraphe Vil, nous aurons par ce procédé
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Remarquons ensuite que les formules (6) et (7) donnent immédiate­
ment la proposition suivante :

I. Toute fo n c tio n  hyper géom étrique dans laquelle la  différence des d e u x  

prem iers élém ents est égale à '- ,  est une fo n c tio n  m  ètasphérique, abstrac­

tion f a i t e  d 'u n  sim ple fa d e u r .

En effet, nous aurons

formules qui montrent clairement que nous n’avons qu’à étudier une 
seule fonction métasphérique, savoir la fonction Q. Dans le para­
graphe XX, nous avons à étudier, d’un point de vue général, la trans­
formation des fonctions P et Q l’une à l’autre.

Remarquons encore que les coefficients initiaux introduits dans les 
quatre fonctions particulières Μ, N, P et Q sont choisis de sorte que

tous les coefficients des fonctions susdites qui correspondent à v =  ^

et p égal à un entier non négatif deviennent des nombres rationnels.

Du reste, on voit que nos quatre fonctions en question deviendront 
illusoires pour des valeurs particulières de v et p. Dans ce cas, il faut 
modifier les coefficients susdits en multipliant par des fonctions con­
venables de v et p, périodiques par rapport à p en ayant la période 
additive 1. Supposons n positif entier, tandis que v — n ne soit pas 
un négatif entier, la définition (G) donnera

XVIII. — Quelques formules numériques.

Dans ce qui suit, nous avons souvent besoin de connaître les valeurs 
de nos quatre fonctions M, N, P et Q qui correspondent à x =  ±  1, 
ces valeurs supposées finies.

A cet effet, appliquons la formule de Gauss, démontrée dans le
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paragraphe XI ; nous aurons, pourvu que

où FÇ(a;) et G? (a?) désignent les fonctions hypergéométriques étudiées 
dans le paragraphe précédent. Appliquons ensuite les formules eulé-

riennes concernant Γ(ω )Γ(ι — ω) et nous aurons ces autres

expressions

Introduisons ensuite dans les formules (4) et ( 5) du paragraphe XVII 
les expressions (i) et (2), puis appliquons la formule pour le redou­
blement de l’argument de la fonction Γ, nous aurons

d’où finalement
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et

Remarquons encore que la formule (3) se présente sous cette autre 
forme

Quant aux fonctions P et Q, nous aurons aussi, pourvu que

d’où, après des réductions simples,

Multiplions ensuite par +  ν') le dénominateur et le numérateur 

dans l’expression ainsi obtenue pour Pv,p(i), nous aurons

expression qui est analogue à (7).
Quant au point critique x  =  — 1, nous aurons, conformément à la
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définition du paragraphe I,

Faisons ensuite croître, au delà de toute limite, la valeur absolue de x, 
nous aurons immédiatement

Or, les résultats que nous venons d’obtenir exigent des éclaircisse­
ments ultérieurs. Considérons, par exemple, le point critique x — -+- i , 
puis désignons par O, A et B les points qui correspondent aux 
nombres o, i, x , tandis que © désigne l’angle OAB; les valeurs sus­
dites sont, en vertu du célèbre théorème d’Abel ( ’ ), applicables, 
pourvu que x  tende vers i, de sorte que nous aurons

Or, la périphérie du cercle de convergence \x\ =  i est le seul chemin 
commun des deux domaines de convergence des séries hypergéomé- 
triques qui représentent les deux groupes de fonctions métasphé- 
nques M et N, P et O, et pour ce chemin, la condition ( i 4) n’est pas 
remplie.

C’est-à-dire que nous ne pouvons pas, sans des recherches ulté­
rieures, appliquer les valeurs numériques que nous venons de trouver 
pour déterminer les coefficients des identités

qui représentent le prolongement des P et Q à l’intérieur du cercle
\x\ =  i .

Dans le Chapitre suivant, nous avons à démontrer que les valeurs 
numériques susdites nous permettent de déterminer les coefficients 
qui figurent dans les formules ( i 5).

(>) OEuvres, t. I, p. 223. —  Voir aussi un Mémoire de M. Pringsheim, inséré dans les 
Comptes rendus de l ’Académie royale de Munich, t. XXVII, 1897, p. 347.

www.rcin.org.pl



CHAPITRE V. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 65

XIX. — Le déterminant fonctionnel.

Désignons par y, ety-j deux intégrales particulières indépendantes 
de l’équation de Legendre, savoir

puis désignons par o(x)  le déterminant fonctionnel formé de ces 
deux intégrales particulières; nous aurons

et les identités (i) donnent immédiatement

d’où une expression de la forme

où C désigne un facteur indépendant de x. 
Supposons maintenant

le facteur C se détermine si nous posons simplement x  =  o, ce qui 
donnera, en vertu des définitions des fonctions M et N,

d’où, en vertu de l’équation fonctionnelle (i) du paragraphe XVI, cette 
autre formule analogue

Supposons ensuite
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le facteur C correspondant se détermine, si nous multiplions par x 2v+-' 
les deux membres de la iormule correspondante (3), et puis faisons 
croître au delà de toute limite la valeur absolue de x ,  ce qui donnera

XX. — Les trois « invariants » d’une fonction métasphérique.

Les équations fonctionnelles du paragraphe XVI, que nous avons 
prises comme définition des fonctions métasphériques, nous per­
mettent de soumettre le paramètre et l ’indice d’une telle fonction à 
certaines transformations simples qui nous conduisent toujours à 
d’autres fonctions métasphériques, abstraction faite d’un simple 
facteur peut-être.

i° Posons, dans les équations fonctionnelles (i) et (3) du para­
graphe XY1, — p — 2v au lieu de p, nous retrouvons précisément ces 
mêmes équations fonctionnelles prises dans l’ordre inverse, ce qui 
donnera une identité de la forme

d’où le théorème suivant :

I. L a  fo n c t io n  Kv,_fi_îv(.r) e stim e  fo n c tio n  m étasphérique de l'a r g u ­

m ent x ,  du param étre  v et de l ’ in dice  p.

Pour les deux fonctions P et Q nous aurons des identités de la 
forme

dont les coefficients a , b, a i et b t , indépendants de x ,  se déterminent 
si nous multiplions les formules en question respectivement paricp+2v 
et par x~p; l'hypothèse \x\ =  oc donnera ensuite a =  b t =  o et les for-
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mules finales

qui nous donnent des éclaircissements complets concernant les deux 
formules (10) et (11) du paragraphe XVII.

De plus, il saute aux yeux que nous n’avons qu’à étudier une seule 
des deux fonctions P et Q, par exemple Q qui est la plus simple; car 
les formules (2) et (3) nous permettent de déduire, de toute formule 
démontrée pour la fonction Q, une fonction correspondante pour la 
fonction P. Dans ce qui suit, nous avons souvent à profiter de la sim­
plification indiquée par la remarque susdite.

Quant aux deux autres fonctions métasphériques particulières M 
et N, nous aurons évidemment pour les séries hypergéométriques qui 
y figurent les identités

néanmoins, les formules correspondantes pour M et N deviennent 
beaucoup plus compliquées.

20 Posons dans l’équation différentielle de Legendre obtenue pour 
les fonctions métasphériques 1 — v et — p — 1 au lieu de respective­
ment v et p, puis mettons dans l’équation ainsi trouvée

nous trouvons pour y  précisément l’équation différentielle que nous 
avons prise pour point de départ, d’où le théorème suivant :

II. D ésignons p a r  K'',Çl( x )  une fo n c t io n  m étasphérique de Γ a r g u ­

m ent x ,  du param ètre  v et de l 'in d ic e  p, nous aurons

où a et b désignent des fo n c tio n s  convenables de v et p, m ais in dépen ­

dantes de x .

Le procédé qui nous a donné les formules (2) et (3) nous conduira
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ici à ces autres relations

d’où, en combinant les deux groupes de formules (2), (3 ) et ( 5), (6), 
ces deux autres identités singulières

qui se réduisent, dans le cas particulier v =  à des identités 

triviales.
3° Différentions ensuite par rapport à x  l ’équation différentielle 

obtenue pour Kv-lp+1(a;), nous retrouvons pour D.rKv-l'p+1(,x) préci­
sément l’équation de Legendre satisfaite par Kv,p(ir).

Remarquons ensuite les formules particulières

nous aurons le théorème général :

III. La dérivée D r Kv_1,p+1 (x) est une fonction métasphérique du para­
métre v et de l ’indice p.

Combinons maintenant les formules (9), (10) et l’équation diffé­
rentielle (8) du paragraphe XVI; nous aurons respectivement

posons ensuite dans ces deux dernières formules v +  i au lieu de v 
et p — 1 au lieu de p, puis différentions par rapport à x, et ainsi de
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suite, la conclusion ordinaire de n à η -h i donnera les formules plus 
générales

où n désigne un positif entier.

XXI. — Autres formules fondamentales.

Il nous semble utile de réunir dans un paragraphe séparé les for­
mules fondamentales qui contiennent des fonctions métasphériques 
aux paramètres v et v =L· i et aux indices p et p ±  i .

En étudiant d’abord la variation de l’indice p,  nous avons en pre­
mier lieu les quatre formules du paragraphe XVI, savoir

Différentions maintenant par rapport à x  la formule (3), puis élimi­
nons, en vertu de (4), la fonction D̂ .Kv’p(îc), il en résulte

d’où, en éliminant, à l’aide de (4), la fonction

Remarquons ensuite que (4) et ( 5) nous conduiront aisément à ces 
deux autres formules
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Enfin, éliminons de (i) et (3) la fonction Λ?Κν,?(#), il résulte

Il est bien remarquable que les neuf formules que nous venons 
de développer sont applicables pour une fonction métasphérique 
quelconque, ce qui n’a pas lieu pour les formules analogues concer­
nant la variation du paramètre v.

En effet, dans le paragraphe XX, nous avons déduit ces deux for­
mules, formellement différentes,

Cela posé, nous aurons, en vertu de ( 5), (7) et (8), pour la fonc­
tion P,

tandis que les formules correspondantes pour la fonction Q devien­
dront

XXII. — Les fonctions métasphériques adjointes.

Dans plusieurs applications des fonctions métasphériques, nous 
avons à faire usage des fonctions métasphériques adjointes, savoir les 
fonctions
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ou bien comme des séries hypergéométriques,

Or, ces définitions adoptées, les formules (7) et (8) du paragraphe XX 
donnent ces deux autres beaucoup plus simples,

formules qui se présentent sous forme très élégante dans le cas parti­

culier v =  -·
2

11 saute aux yeux que les deux fonctions adjointes doivent satisfaire 
à une équation différentielle linéaire et homogène du second ordre. 
En effet, mettons dans l’équation de Legendre v -+- σ et p — σ au lieu 
de v et p respectivement, il en résulte

d’où, en posant

après un simple calcul l’équation différentielle cherchée

qui admet comme des intégrales particulières les deux fonctions 
adjointes susdites.

Dans les deux cas particuliers σ =  ο, σ =  ι — 2v, l’équation (7) 
deviendra identique à celle de Legendre elle-même. Or, pour σ =  o, 
les deux fonctions adjointes coïncident avec les fonctions métasphé- 
riques ordinaires, abstraction faite d’un facteur indépendant de x, 
tandis que le second cas σ = ι  — 2v s’accorde bien avec les for­
mules (7) et (8) du paragraphe XX.

Le déterminant fonctionnel formé des deux fonctions adjointes Ρσ
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et QT se détermine immédiatement a 1 aide des tormules developpees 
dans le paragraphe XIX; nous aurons

Supposons maintenant σ égal au positif entier n, les définitions (i) 
et (2) donnent immédiatement, en vertu des formules (9) et (10) 
développées dans le paragraphe XX,

XXIII. — Sur l’équation de Legendre.

Dans nos recherches suivantes, nous avons souvent à appliquer 
l’équation différentielle obtenue pour la fonction

équation qui peut être déduite immédiatement à l’aide de l’équation 
générale (16) du paragraphe IX; nous aurons

On voit que les trois cas particuliers

présentent des cas intéressants de (2) : 
i° σ =  — 1 donnera, pour la fonction

l’équation différentielle

nous verrons que l ’équation différentielle
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admet comme intégrale particulière la l’onction

lions trouverons, pour la fonction

l’équation différentielle suivante

Remarquons encore que l’équation différentielle trouvée dans le 
paragraphe précédent pour les fonctions adjointes donnera, pour la 
fonction

l’équation suivante

dont les cas

se présentent sous forme simple.
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CHAPITRE VI.
PROLONGEiMENTS ANALYTIQUES.

XXIV. — Valeur asymptotique d’une fonction métasphérique.

La méthode la plus commode pour l’étude du prolongement ana­
lytique et de la nature des points critiques d’une telle fonction 
semble être celle de développer en certaines séries de Bnrmann les 
fonctions en question.

Parmi de tels développements, celui obtenu en prenant dans l’équa­
tion différentielle de Legendre

comme variable indépendante semble être le plus important 
Posons

puis appliquons les identités différentielles

nous aurons pour la fonction

considérée comme fonction de la variable x, celte équation linéaire
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qui deviendra inaltérée si nous prenons comme variable indépendante 
la valeur réciproque de x.

Conformément aux formules développées dans le paragraphe IX, 
nous aurons pour \x\ <  i ces deux intégrales particulières de (i),

Posons ensuite

puis déterminons le signe de la racine carrée, tel que |E| >  i, ce qui 
exige, en vertu des développements du paragraphe I V, que x  ne soit 
pas égal à une quantité réelle, telle que — l - h  i .

Or, je dis que nous aurons toujours, pour des valeurs suffisamment 
grandes de |x|, à choisir dans E la valeur principale de la racine carrée 
pour obtenir |ξ|^>ι; car pour l’autre valeur de ξ, nous aurons, en 
vertu de la formule binomiale,

c’est-à-dire que nous obtenons pour la valeur désirée de ς cette valeur 
limite

Cela posé, les intégrales particulières (2), où nous avons rem­
placé x  par ξ, donnent immédiatement ces deux séries de Burmann,

applicables dans toute l’étendue du plan des x, à l’exception des 
valeurs réelles de x  qui satisfont aux conditions — i = x=  -h i .

De plus, les séries hypergéométriques en question sont uniformé­
ment convergentes, pourvu que x  soit situé sur la périphérie et à 
l’extérieur d’une ellipse E(ô) quelconque, où § désigne une quantité 
positive d’une grandeur assignable, mais arbitrairement petite du reste.

Les deux formules ( 5) et (G) montrent en outre clairement que les
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deux fonctions métasphériques P et Q ne peuvent pas avoir d’autres 
points singuliers outre x  — ±  i et x  =  zc.

Comme une conséquence beaucoup plus importante encore des for­
mules ( 5) et (6), nous aurons, en vertu du paragraphe X, ces deux 
valeurs limites

où v doit être fini et |q >  i ; quant à p, ce paramètre doit varier de sorte 
que nous aurons toujours

où m désigne un positif entier quelconque. Supposons ensuite |v|<G, 
| ξ| = i H— S, les fonctions susdites convergeront uniformément vers leurs 
valeurs limites susdites.

Soit n un positif entier, nous aurons, en vertu de la formule (16) 
du paragraphe VIII, ces deux valeurs limites plus simples

XXV. — Huit constantes fondamentales.

Dans les autres séries de Burmann que nous avons à étudier, huit 
constantes jouent un rôle fondamental; c’est pourquoi il nous semble 
utile de considérer plus amplement ces nombres avant notre étude 
des séries susdites.

Les quatre des constantes en question sont déterminées déjà dans 
le paragra plie XVIII, savoir les valeurs numériques
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où il faut supposer

Les quatre constantes dernières correspondent, au contraire, à 

l’hypothèse Ή(ν)>> -  et se déterminent aisément à l’aide de ces deux 

formules

démontrées dans le paragraphe XX.
1 v — 1

En effet, supposons tt(v)>> -> puis multiplions par ( # ± i )  2 les

deux formules (3 ) et (4 ), nous aurons, en vertu des valeurs numé­
riques (i) et (2), ces valeurs limites finies et déterminées

Dans le paragraphe XVIII nous avons déjà expliqué les conditions 
exigées par ces valeurs limites concernant des valeurs de x  très voi­
sines des valeurs singulières x  =  ±  1.

Quant au cas particulier li(v)  =  il n’est pas possible d’énoncer

des résultats généraux correspondants aux deux groupes de valeurs 
numériques que nous venons de déterminer.
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Exemple I. —  La fonction V ’n(x),  où n désigne un entier non1 n

négatif, est un polvnome entier; c’est-à-dire que les valeurs P2’ ( ±  i) 
sont finies et déterminées toutes les deux.

Exemple IL — La fonction Q2’ (x ) deviendra, pour x  =  ±  i, infini­
ment grande comme le logarithme log(#=f= i), c’est-à-dire que cette 
fonction n’admet ni des valeurs finies correspondantes à (i) ni des 
valeurs limites analogues à ( 5).

Soit maintenant

une fonction métasphérique quelconque, nous aurons immédiatement

selon que

XXVI. — La frontière de convergence est une lemniscate.

Transformons maintenant l’équation de Legendre en introduisant 
comme variable indépendante la racine carrée \Ji-\-x'2y puis posons 
pour abréger

nous aurons tout d’abord

posons ensuite
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les formules différentielles

donneront pour la fonction

l’équation différentielle

qui admet, en vertu de l’équation (19) du paragraphe IX, les quatre 
intégrales particulières

où nous avons posé, pour abréger,

Posons ensuite

puis introduisons de nouveau x  au lieu de H, la frontière de conver­
gence des séries hypergéométriques susdites est définie par la condition

soit æ =  α +  ίβ, nous aurons par là la lemniscate L avec l’équation 
en coordonnées rectangulaires
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Gela posé, nous avons évidemment à étudier séparément les trois 
champs de convergence A,, A2, A3 suivants :

i° Le champ A, formé de la partie du plan des s  située à Y extérieur de 
la lemniscate L. Dans ce champ nous aurons, en vertu des intégrales (4) 
et des séries de puissances qui définissent les fonctions P et Q, ces 
deux développements

Posons dans ces formules æ =  o, nous verrons que les fonctions 
hypergéométriques sont toujours convergentes, et la formule de Gauss 
( i i ) du paragraphe XI donnera ces deux valeurs numériques

Il faut remarquer que ces valéurs numériques sont obtenues des 
définitions originelles des fonctions P et Q données dans le para­
graphe XVII et sans que la variable x  ait entouré aucun des poinls 
singuliers x  — ±  i et x  =  oc;

‘2° Le champ A2 formé de la partie du plan des x  située à Y intérieur 
de la lemniscate L et correspondant à o; c’est-à-dire que A.,
contient le point singuliers — -h i. Dans ce champ nous aurons, pour 
une fonction métasphérique quelconque, la formule suivante :

En effet, supposons d’abord l’hypothèse x  =  i nous
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détermine, en vertu de la formule (8) du paragraphe XXV, la con-
i . V -I

stante X', ; soit ensuite lî(v)  >  -> nous multiplions par (a? — i) 2 les

deux membres de (io) et l’hypothèse x  — i donnera k\. De plus, ces 
deux coefficients sont des fonctions analytiques de v, quelques valeurs 
particulières de cette variable exclues peut-être;

3° Le champ A3 formé de la partie du plan des x  située à l’intérieur 
de la lemniscate L et correspondant à c’est-à-dire que A3
contient le point singulier x  =  — i. Dans ce cas, nous aurons la for­
mule analogue à (io),

Conformément aux remarques faites dans les paragraphes XVIII 
et XXV, nous déduisons des formules (io) et ( i i ) la proposition 
suivante :

1. Prenons p our p oin t de départ les d éfin ition s originelles des f o n c ­

tions P et O ; les valeurs num ériques de ces fo n c tio n s  concernant les points  

singuliers x  =  ±  i sont valables si nous fa is o n s  tendre vers ces valeurs 

ta variable x ,  en suivant un ehem in qu i n entoure aucun des p o in ts  cr i­

tiques m ais q u i est du reste com plètem ent a rbitra ire.

Posons ensuite

puis appliquons les formules différentielles

l’équation différentielle ( 3 ) du paragraphe XXIII donnera, pour la 
fonction

l’équation suivante

qui est de la même forme que (i) dans le paragraphe IX et qui admet,
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par conséquent, les intégrales particulières suivantes

où nous avons posé, pour abréger,

Posons ensuite

puis introduisons de nouveau x  au lieu de ξ, nous retrouvons précisé­
ment les trois mêmes champs de convergence que dans nos recherches 
précédentes.

Dans le domaine A,, nous aurons

dans le domaine A.,, nous aurons de même

dans le domaine A3
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XXVII. — Le champ de convergence est un demi-plan.

Quoique les résultats obtenus dans le paragraphe précédent nous 
permettent de résoudre complètement le problème que nous avons 
proposé, savoir : de discuter le prolongement analytique d’une fonc­
tion métasphérique et d’étudier la nature des points critiques d’une 
telle fonction, nous avons encore à étudier quelques autres séries de 
Burmann pour pouvoir généraliser des formules très connues.

A cet effet, nous avons tout d’abord à étudier la fonction

Posons

puis appliquons les formules différentielles

l’équation différentielle de Legendre donnera, pour la fonction

cette autre

Posons ensuite, dans (3),

les formules différentielles (a) du paragraphe IX donnent l’équation 
suivante :

qui admet comme intégrale particulière la fonction
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Transformons encore l’équation (4). en introduisant x '1 -h i comme 
variable indépendante; les formules différentielles

donnent pour la fonction (i) cette équation différentielle

ce qui donnera, en vertu des formules du paragraphe IX, ces quatre 
intégrales particulières

où nous avons posé pour abréger

Posons ensuite

puis introduisons de nouveau a? au lieu de ξ, la frontière de conver­
gence des séries (7) et (8) se détermine par la condition

c’est-à-dire que cette frontière est l’axe des nombres imaginaires. 
Supposons U(£r)^>o, nous aurons la formule
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tandis que l’hypothèse Xi (a?) <  o donnera de même

XXVIII. — La frontière de convergence est une hyperbole.

Nous avons encore à étudier, par ce point de vue, la fonction

A cet effet, appliquons les formules différentielles

l’équation (4 ) du paragraphe XXIII donnera pour la fonction (i) celte 
équation différentielle

qui peut être intégrée encore à l’aide des formules du paragraphe IX. 
Nous aurons ces quatre intégrales particulières

où nous avons posé pour abréger
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Cela posé, mettons

puis introduisons de nouveau x  au lieu de ξ; la frontière de conver­
gence des intégrales (3) et (4) est à déterminer par la condition

Soit Λ7 =  αΗ-*β, cette condition donnera l’hyperbole équilatérale

c’est-à-dire que nous avons à étudier séparément les trois champs de 
convergence A,, Aa et A3 suivants :

i° Le champ A, est formé par la partie du plan des x  située à Y inté­

rieur de l’hyperbole ( 5) et pour laquelle cc> -+- y/^·

Dans ce domaine, nous aurons le développement

■ i° Le champ A2 est la seconde partie du plan des x  située à l’inté­
rieur de l'hyperbole ( 5 ); ici nous trouvons

11 est bien intéressant, ce me semble, que les deux fonctions qui 
figurent aux seconds membres des formules (6) et (7) se présentent, 
abstraction faite de certains simples facteurs, comme des fonctions 
métasphériques d’autres variables que celles de Kv,p(a?).

En effet, les formules (10), (11) du paragraphe XYII donnent immé­
diatement
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3° Le champ A 3 est la partie du plan des x  située à Γextér ieu r  de 

l’hyperbole susdite. Nous ne nous arrêtons pas ici à une étude plus 
ample des formules qui sont valables dans ce domaine.

XXIX. — Nouvelles fonctions métasphériques particulières.

Le résultat le plus intéressant trouvé dans nos recherches sur les 
séries de Burmann est certainement la découverte de deux systèmes 
nouveaux des fonctions métasphériques particulières dont les pro­
priétés intéressantes sont exprimées dans les théorèmes suivants :

I. I l  existe d e u x  et seulem ent d e u x  fo n c tio n s  m étasphériques, savoir :

qui ne possèdent, dans toute l  étendue du p la n  des x ,  que d e u x  poin ts  

singuliers quelles que soient les valeurs de  v et p ; la  p rem ière de ces fo n c ­

tions est a nalytique p ou r x  =  -h i , la seconde p o u r x  —  — i .

En effet, désignons par Kv,p(a?) et Lv,p(a?) deux fonctions méla- 
sphériques quelconques; nous aurons, aux environs du point cri­
tique x  =  -t-1, des identités de la forme

où F, (a?) et Fo(îc) sont analytiques p o u r .r = i  toutes les deux. Dans 
le domaine du point singulier x  =  — i, nous aurons de même

où G, (a?) et G2(a?) sont analytiques pour x  =  — i toutes les deux.
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Posons maintenant pour abréger

puis éliminons F2(;r) de ( 3) et ( 4), G2( r )  de ( 5) et (G), nous aurons 
respectivement

ce qui montrera que ces deux fonctions deviennent les mêmes, abs­
traction faite des facteurs indépendants de x , si nous introduisons 
dans les formules initiales d’autres fonctions métasphériques quel­
conques.

Cela posé, substituons dans (8) et (9),

puis multiplions par des facteurs convenables faciles à déterminer, 
nous aurons précisément les deux fonctions U et V.

Cela posé, éliminons ensuite de ( 3 ) et (4) la fonction F, (a?), de ( 5) 
et (G), G, (a?), nous aurons respectivement

d’où, en vertu de (10), le théorème suivant :

II. Il existe deux et seulement deux fonctions métasphériques, savoir

telles que les produits

ne possèdent, dans toute l étendue du plan des x , que deux points singu-
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lier s quelles que soient les valeurs de v et p ; la première des fonctions (i5) 
est analytique pour x  =  1, la seconde pour x  _ — 1.

Appliquons les développements du paragraphe précédent, nous 
verrons que les fonctions U et V peuvent être représentées formelle­
ment par la même fonction, savoir

ou bien, en vertu des formules (8) et (9) du paragraphe XXVIII, pour 
les fonctions (ιΰ), ces autres expressions

Quant à la fonction Uv’p(aQ, remarquons que les identités (2) et O )  
du paragraphe XX donnent

d’où, en posant pour abréger

la proposition suivante :

111. La fonction

ou bien sous forme d'intégrale de Legendre qui τι est pas une fonction
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rnétasp/iérique

satisfait à l ’équation fonctionnelle

Il saute aux yeux qu’une combinaison de deux fonctions prises 
arbitrairement entre

Μ , N , P ,  O , U, V ,  U „  V ,

représente généralement un système de deux fonctions métasphé- 
riques indépendantes.

En effet, Gegenbauer (*) a appliqué le système composé des fonc­
tions Pv,p(a?) et Av,p(a?), dont la dernière est bien une intégrale parti­
culière de l’équation de Legendre sans être une fonction métasphé- 
rique.

Dans le paragraphe LXI, nous avons à profiter de l’identité (22).

XXX. — Formules de révolution. Prolongements analytiques.

Les formules que nous venons de développer dans le paragraphe 
précédent nous fournissent un moyen simple de déterminer ce que 
deviendra les fonctions Pvp(ic) et Qv,p(a;), si nous faisons tourner 
autour d’un des trois points critiques la variable x.

A cet effet, supposons que x  =  a soit un point critique de la fonc* 
tion f ( x )  ; nous désignons par D(a) f  (x ) et I(a)/(a?) ce que deviendra 
la fonction/(a?) si nous faisons tourner une seule fois, respectivement 
dans le sens direct et dans le sens indirect, la variable x  autour du 
point critique x  — a.

Ces significations adoptées, nous aurons

( ' )  Comptes rendus de VAcadémie impériale de Vienne, t. C, 1891. p. 745-746
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Cela posé, soient

les formules (i) et ( i 3) du paragraphe XXIX, si nous égalons, après 
la révolution de x  autour du point x  — i, déterminent les coefficients 
de P et Q

ce qui donnera finalement les formules de révolution

On voit immédiatement, en vertu des formules (2), que les expres­
sions pour I(-t- i)Pv,p(a?) et I(-f-i)Qv,p(a?) se déterminent de (7) 
et (8) si nous y changeons le signe de tous les exposants des fonc­
tions exponentielles qui y figurent, ce qui donnera les formules cor­
respondantes

Pour le point critique x  =  — 1, nous aurons de la même manière
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Comme contrôle de ces formules nous aurons les identités sui­
vantes

Pour connaître parfaitement les deux fonctions fondamentales 
Pvp(;r) et Qv,p(a?), nous avons encore à les prolonger dans l’intérieur 
du cercle \x\ — i, ce qui s’effectuera en déterminant les coefficients 
des formules suivantes :

A cet effet, la proposition 1 du paragraphe XXYI donnera, en 
vertu des valeurs numériques déterminées dans le paragraphe XVIII,

Introduisons ensuite, en vertu du paragraphe XVII, les séries 
hvpergéométriques qui figurent dans les fonctions M et N, savoir
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les formules (19), (20) se présentent sous cette autre forme aussi
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CHAPITRE VIL
LES FONCTIONS ULTRASPHÉRIQUES.

XXXI. — Fonctions de première espèce.

Parmi les fonctions métasphériques, celles à indice entier méritent 
d’être étudiées séparément, et au point de vue analytique et au point 
de vue historique.

Nous désignons comme fonctions ulirasphériques de tels cas parti­
culiers de nos fonctions générales.

Considérons d’abord la fonction ultrasphérique de première espèce, 
savoir la fonction Pv’"(.r), où n désigne un entier non négatif; les for­
mules du paragraphe précédent donnent immédiatement

ou bien, comme des séries hypergéométnques limes,

Remarquons encore que la formule (2) donnera cette autre expres­
sion, valable pour des valeurs paires ou impaires de n,

Dans les formules précédentes, nous avons supposé n^o; nous
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aurons, au contraire,

n désignant un positif entier.
Cela posé, nous aurons la proposition suivante :

I. Supposons n> o, la fonction ultrasphérique de première espèce est 
un polynôme entier de degré n et par rapport à x  et par rapport à v.

Pour de petites valeurs de n nous aurons

Quant aux valeurs numériques correspondant à x  — ±  1 et à a? =  o, 
nous aurons ici

Dans le paragraphe XXIV, nous avons déterminé ce que deviendra 
Pv,w(a?) quand le positif entier n croîtra au delà de toute limite, tandis 
que x  ne sera pas égal à une quantité réelle, de sorte que — 1;
ici nous avons à étudier, pour notre fonction particulière, ce cas 
exclu.

A cet effet posons

puis appliquons la définition de Γ„(ω); la formule ( 5) du para­
graphe XXIV donnera ici
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où nous avons à supposer |ξ| =  i; posons ensuite

la formule (9) donnera

Or, supposons |v|<K; il est possible de déterminer un nombre 
positif fini G, tel que nous aurons pour toutes les valeurs de n et s

ce qui donnera, en vertu de ( io \

Soit maintenant a<o, nous aurons toujours, pour

d’où, en vertu de (i 1),

Supposons ensuite a>o, les inégalités

donnent de même, en vertu de ( 10),

Combinons maintenant les inégalités (12), ( i 3) et la valeur 
limite (10) du paragraphe XXIV, nous aurons le théorème suivant :

II. Supposons |v|< G, tandis que x  est un nombre complexe complè­
tement arbitraire, nous aurons, pour 0 o, la valeur limite

où nous avons posé, pour abréger,
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De plus la suite illimitée, formée pour des valeurs positives entières 

de n, de la fonction qui figure au premier membre de (i \) convergera 
uniformément vers sa valeur limite susdite.

XXXII. — Étude d’une formule classique.

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent d’étudier, 
d’un point de vue tout à fait élémentaire, une formule classique dans 
la théorie des fonctions sphériques.

A cet effet, prenons pour point de départ la série de puissances

qui est certainement convergente, pourvu que

Posons ensuite dans (i) v -h i au lieu de v, puis multiplions par

la formule ainsi obtenue; nous aurons

d’où, en vertu des formules développées dans le paragraphe XXI, 
l’équation fonctionnelle

Dilïerentions maintenant par rapport à a la formule (i), puis appli­
quons l’identité

il en résulte l’équation aux dérivées partielles du premier ordre
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d’où, en vertu de (2),

ce qui donnera pour /(v, x, a) une expression de la forme

où la fonction y (v, x )  est indépendante de a. 
Or, la définition (1) donnera immédiatement

d’où, en vertu de (3),

et nous aurons finalement la formule classique

dont le cas particulier v =  -  a été étudié déjà par Legendre (*), tandis

que la formule générale appartient à Jacobi ( 2).
Gela posé, désignons par 0 un angle réel quelconque; la for­

mule (12) du paragraphe précédent montre que la série à termes 
positifs

est convergente, pourvu que H (v)<  — r, d’où, en posant dans (4) 
a =  £*’*, puis appliquant l’ identité évidente

la proposition suivante :

I. Supposons lit ( v ) <  — 1 , puis désignons par 0 et o deux angles réels ;

( 1) Mémoires présentés à l’Académie par divers savants, t. X, Paris, 1780. — Heine, 
Hondbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 2, Berlin, 1878.

( 2) OEuvres, t. VI, p. 154- — Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 297, 451, 
Berlin, 1878.
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nous aurons le développement

où la série qui figure au second membre est uniformément convergente et 
par rapport à 0 et par rapport à o .

Posons maintenant dans ( 4 ) v =  i, puis appliquons l’identité

ce qui donnera pour |x| <  i la série de puissances

d’où, en vertu de (4 ) pour x  — cos G, l’identité suivante :

De plus, la formule ( 5) du paragraphe XXIV donnera immédia­
tement

d’où, en posant

la formule nouvelle analogue à (G)

Les deux formules (6) et (7) montrent clairement que la fonction 
ultrasphérique Pv’"(cosQ) est une généralisation immédiate des fonc­
tions trigonométriques; appliquons, par exemple, la formule ( 5) du 
paragraphe XXXI ; nous aurons pour v =  1, v =  o ces deux formules 
élémentaires
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et

Une autre (liasse de formules élémentaires peut être déduite du 
développement (4) en multipliant d’après la règle de Cauchy deux 
séries de ce genre.

En premier lieu posons, dans (4 ), p au lieu de v, puis multiplions 
les deux formules ainsi trouvées; nous aurons l’identité suivante,

d’où pour

tandis mie l’hypothèse donnera

En second lieu, changeons dans (4) le signe de x , puis appliquons 
l’identité

la multiplication des deux séries ainsi obtenues donnera

d’où, en posant x  =  cosO, la formule curieuse
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XXXIII. — Formules d’Euler et de Jacobi.

Les formules différentielles que nous venons de développer dans 
le paragraphe XX se présentent sous forme très élégante dans le 
cas p =  η, n désignant un positif entier; la formule ( 13) donnera 
dans ce cas cette formule célèbre de Jacobi (' )

dont le cas particulier v =  1/2 a été connu déjà par Euler comme l’a 
 

remarqué Imtschenetsky ( 2); cette même formule particulière a été 
deduite indépendamment par Rodrigues ( 3), Ivory ( 4) et Jacobi ( 5).

P osons ensuite, dans ( I), 1/2 — v — n au lieu de v, puis introduisons

a fonction ultrasphérique ainsi obtenue la série hypergéomé- 
trique (2) du paragraphe XXXI ; nous avons la formule suivante

dont le cas particulier v =  appartient à Euler ( 6). On voit que cette

formule eulérienne nous donne immédiatement la dérivée d’un ordre 
quelconque de la fonction arc sinx .

Posons dans (1) directement 1/2 — v — n au lieu de v; les expressions

diverses données dans le paragraphe XXIX pour la fonction Uv,p(x )

( 1 ) Journal de Crelle, t. LVI.
( 2) Jahrbuch über die Fortschritte der M athem atik. t. XIV, 1882, p. 255. 
(3 ) Correspondance sur l ’École Polytechnique, t. III, 1816, p. 361-385.
( 4 ) Philosophical Transactions, p. 9 1 - 9 3 ,  L o n d r e s ,  1 8 2 4 .
(5) Journal de Crelle, t. II, 1827, p. 223-226; OEuvrex, t. VI, p. 21-23.
(6) lnstituliones calculi differentialis, p. i 5o.
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nous conduiront à cette autre forme de la formule (2),

qui semble être due à l’auteur (*).
La formule (1) donnera ensuite si nous posons v =  1 et n — 1 au 

lieu de n, puis appliquons l’identité (6) du paragraphe XXX11 cette 
autre formule célèbre due à Jacobi ( 2)

La formule différentielle (1)  donnera alors immédiatement le théo­
rème suivant :

I. Supposons v réel et égal à  ̂au moins; tous les zéros de la fonction 

ultrasphèrique Ρν’” (#) sont réels et situés entre les limites -h 1 et — 1 m

Pour obtenir une autre application essentielle de la formule (1)  
considérons une fonction f ( x )  réelle ou complexe de la variable 
réelle x,  telle que les n -+- \ fonctions

sont continues dans l’intervalle — puis étudions l’inté­
grale définie suivante,

la formule différentielle (1 )  donnera pour I cette autre expression

d’où, en intégrant n fois par parties, la formule fondamentale

( 1) Monalshefte fu r  Mathematik und Physik, t. XVII, 1906, p. 222-224.
( 2) Journal de C relle , t. XVI, 1835.
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de laquelle nous avons à déduire une suite d’autres résultats dont la 
plupart sont très connus, mais démontrés à l’aide de méthodes très 
différentes.

I° v =  o, x  =  cosθ : un simple calcul donnera la formule célèbre 
de Jacobi ( ' )  :

2° v =  i, x  =  cosθ : posons η — i au lieu de n, nous aurons la for­
mule analogue à (7) :

3° Soit un polynôme entier de x  d un degré égal à n — 1 au
plus ; la valeur de l ’intégrale ( 5) est égale à zéro;

4° Appliquons la formule différentielle

nous aurons en vertu de (6) la formule singulière suivante,

selon que n  r ou n =  r ; le cas particulier v =  1/2 appartient à Le­

gendre ( 2) ;
5° v =0, x  =  cosθ : la formule (9) donnera cette autre, due à 

Euler ( 3) :

selon que n^ r  ou n =  r;

(') Journal de Crelle, t. XVI, 18 3 5.
( 2 ) Histoire de l 'A cadémie de Paris, 1787, p .  373; 1789, p . 384.
( 3 ) Voir, p a r  e x e m p le ,  Nova A c ta Academ iœ Petropolitanœ, t. XI, p, 49· Le M é m o ir e  

d ’ E u l e r  e s t  da té  d e  mai 1 7 7 7 .
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6° v — i,a? =  cosO; nous aurons 1 autre formule eulénenne selon 
(lue n^r ou n =  r;

7° Soit f ( x )  un polynôme entier du degré n par rapport à x;  nous 
aurons toujours une identité de la forme

où le coefficient ap se détermine à l’aide de la formule

ou bien, en vertu de (6),

c’est-à-dire que la représentation ( 12) n’est possible que d’une seule 
façon.

Posons particulièrement

la formule (6) donnera, en vertu de l’intégrale eulérienne de première 
espèce, le développement

8° La fonction ultrasphérique l)v’"(.r) est le seul polynôme du 
degré n par rapport à x  qui satisfait aux /1 +  1 conditions suivantes :

et en désignant par p un nombre entier, tel que o Sp^n — 1,

nous supposons naturellement
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Appliquons la formule ( 12), puis mettons pour abréger

ce qui donnera <xpr =  o pour p <  r; nous aurons, en vertu de (17),

tandis que ( i(3) donnera de même

d’où immédiatement

c’est-à-dire que nous aurons

Du reste, on voit que le polynôme f ( x )  du degré n par rapport à x  
èst entièrement déterminé quand les λ -h 1 intégrales ( 16) et ( 17) ont 
des valeurs données.

XXXIV. — Développements divers de

Pour mettre en pleine lumière la propriété que possède la fonction 
ultrasphérique Pv’"(cosO) d’être une généralisation des fonctions tri- 
gonométriques il nous semble utile de réunir dans un paragraphe 
séparé les développements divers de cette fonction qui peuvent être 
déduits des formules générales développées dans le Chapitre VI.

i° La formule ( 5) du paragraphe XXIV donnera pour n positif 
entier

ou, ce qui est la même chose,

Posons ensuite dans (1) x  =  e±t0, puis ajoutons les deux formules
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ainsi obtenues; nous aurons

d’où pour v =  i la formule élémentaire

Supposons p =  in , τι étant un entier non négatif; nous aurons, en 
vertu des développements du paragraphe XXVI,

d’où, en posant x  =  i sinO,

Posons ensuite v =  o; nous aurons les formules élémentaires

tandis que l’hypothèse v =  i donnera de même

3° Le dernier groupe des formules du paragraphe XXVI donne ces
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cas particuliers :

où n désigne un entier non négatif. Posons ensuite x  =  sin2 Θ ; nous 
aurons

Posons v — o; nous aurons particulièrement les formules élémen­
taires

tandis quç l’hypothèse v =  1 donnera de même, si nous posons n — 1 
au lieu de n ,

4° Les développements du paragraphe XXYI1 donnent ces cas parti­
culiers :
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d’où pour x  =  tang^ G la formule suivante :

dont le cas particulier v =   ̂est dû à Murphy (' ). Posons v =  o, v =  i ; 

nous aurons respectivement

5° La formule (6) du paragraphe XXVIII nous conduira à ce cas 
particulier,

d’où, en posant x  =  tangO, la formule nouvelle

dont le cas particulier v — est dû à Euler ( a), tandis que les hypo­

thèses v — o, v =  i donnent respectivement

ou bien la formule de Moivre.
()° Nous avons encore à mentionner ici la formule particulière

( 1) Elementary principles. Cambridge, 1833.
(2) Institutiones calculi integralis, t. I, sect. I, Cap. VI, probl. 33.
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qui peut être démontrée simplement si nous développons en série de 
Maclaurin la fontion qui figure au second membre. Posons

nous aurons

d’où, pour v =  o, v =  i, les formules élémentaires obtenues dans 20.

Posons, dans les formules obtenues pour Pvn(cosO),

nous aurons des développements pour la fonction sphérique ordi­
naire P"(cosO).

XXXV. — La fonction cylindrique comme valeur limite.

Les formules particulières que nous venons de développer nous 
permettent de déduire une valeur limite intéressante, concernant la 
fonction cylindrique de première espèce, savoir la fonction

A cet effet, prenons pour point de départ la formule (19) du para­
graphe XXXIV; nous avons à démontrer le théorème suivant :

I. Supposons finis v et x  ; nous aurons la valeur limite

de plus, supposons finies les limites supérieures de | v J et de \x\; la fonction 
(pii figure au premier membre de (2) convergera uniformément vers sa 
valeur limite susdite. #

Écrivons tout d’abord sous la forme suivante
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la fonction susdite, puis désignons par up le terme général de la fonc­
tion hypergéométrique qui figure au second membre; un simple calcul 
donnera pour up cette autre expression

I I O  DEUXIÈME PARTIE. — LES FONCTIONS MÉTASPHÉRIQUES.

où nous avons posé pour abréger

Cela posé, introduisons comme ordinairement le positif entier m 
déterminé par les conditions

puis, posons pour abréger

nous aurons évidemment

Soit ensuitep = m, puis posons

le lemme Y du paragraphe II donnera immédiatement

posons ensuite
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le lemme III du paragraphe II donnera de même

Soit maintenant pour

il est possible de déterminer une quantité positive et finie M, telle que 
nous aurons constamment pour/><m

de plus nous aurons, en vertu de (1) et ( 1 1),

Supposons maintenant m -h i <p<n;  nous aurons constamment

de plus, il est possible de déterminer une quantité positive et finie g, 
telle que

ce qui donnera évidemment

de sorte que les relations ( i 3) et (14) nous conduiront immédiate­
ment au but.
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La formule (2) qui correspond à v =  est due à Mehler (' ), tandis

que Heine (■ ) a étudié presque contemporainement un cas plus général 
de notre formule susdite.

XXXVI. — La fonction ultrasphérique de seconde espèce.

La fonction ultrasphérique de seconde espèce se présente pour 
|.x| >> 1 sous la forme suivante :

d’où, pour τι =  — 1, cette expression simple

Un autre cas particulier très simple peut être obtenu de (1), si nous 

y posons n =  o, v =  ce qui donnera

Quant au prolongement analytique de Qv’"(a?), les formules du 
paragraphe XXX donnent

où nous avons posé pour abréger

( 1) Journal (le Crelle , l. 68, 1868, p. 140.
( 2) Journal de Crelle, t. 69, llandbuch, t. I, p. 154- Berlin, 1878.
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c’est-à-dire que les deux fonctions Lv’"(;r) et Pv,”(îc) sont de parité 
différente.

11 est digne de remarquer que la formule (4) nous permet d’établir 
une formule intégrale assez analogue à celle donnée dans le para­
graphe XXXIII. En effet, nous aurons ce théorème curieux :

I. Supposons U(v) >  — ~ > puis désignons par n et p deux nombres 

entiers, tels que n -f- o ; nous aurons

selon que p est différent de zéro ou non.

Quant à la nature des points critiques x =  ± i ,  les formules du 
paragraphe XXX donnent ici

Les formules différentielles du paragraphe XX donnent, pour

tandis que l’hypothèse p =  n, p =  n -h i ne donne aucune expression
pour Qv,w(a?).

Enfin, combinons les formules (2) et

nous aurons
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CHAPITRE VIII.
APPLICATIONS DES FORMULES FONDAMENTALES.

XXXVII. — Sommation de quelques séries finies.

Écrivons sous la forme

l’équation aux différences finies qui figure clans la définition d’une 
fonction métasphérique ; multiplions ensuite par K'̂  p(r) l’équation (i), 
puis posons successivement

au lieu de p dans l’équation ainsi obtenue; nous aurons, en addition­
nant toutes les formules ainsi trouvées, la formule suivante :

Permutons maintenant dans (2) x  et y, K et K,, puis soustrayons 
de (2) l’équation ainsi obtenue ; nous aurons finalement l’identité
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remarquable

de laquelle nous avons à déduire une suite de formules intéressantes.
i° En premier lieu, posons p =  ο, K =  K, =  P; nous aurons la for­

mule élémentaire

qui joue un rôle fondamental dans la théorie des séries de fonctions 
ultrasphériques de première espèce;

2° Posons maintenant dans (3 ) p =  ο, K =  K, =  Q, puis appli­
quons l’expression

nous aurons la formule

dont le cas particulier v =   ̂est assez élégant.

Supposons ensuite que ni æ, ni y  ne soit égal à une quantité réelle 
située entre les limites ± i ,  ces limites y comptées; la valeur limite
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du paragraphe XXIV donnera, en vertu de ( 5),

où la série infinie qui figure au premier membre est uniformément 
convergente, pourvu que x  et y  soient situés tous les deux sur la 
circonférence ou à l’extérieur d’une ellipse Ε(δ) quelconque. La for­
mule (6) m’a été communiquée par Ch. Neumann ( ') .

3° La formule particulière la plus importante contenue comme cas 
particulier dans ( 3) est certainement celle qui correspond à p =  o, 
K =  P et K, =  Q. Appliquons les identités

nous aurons

Supposons ensuite x  situé à l’ intérieur,y  sur la circonférence ou à 
l’extérieur d’une certaine ellipse E(a); nous aurons, en vertu de (7),

où la série infinie qui figure au premier membre est absolument con­
vergente.

Appliquons ensuite l’identité

qui représente un cas particulier de la formule (H) du paragraphe XX ;

( *) lin juillet 1907.
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nous aurons cette autre forme de la formule (8),

dont le cas particulier v =   ̂ est dû à Heine ( ') ;  dans le para­

graphe XLVI nous aurons, avec Gegenbauer, à généraliser beaucoup 
la formule (9).

Quant à la formule fondamentale que nous venons de développer, 
nous aurons ce théorème essentiel dans nos recherches suivantes :

I. La série injinie qui figure au premier membre de (9) est unifor­
mément convergente, pourvu que x  soit situé sur la circonférence ou à 
l 'intérieur d'une ellipse E(<z) quelconque, tandis que y  parcourt la cir­
conférence d ’une ellipse E(a -b S), où 0 désigne une quantité positive 
aussi petite quon le veut, mais d ’une grandeur assignable.

XXXVIII. — Formules récursives. Polynômes de Gauss.

Comme une autre conséquence immédiate de l’équation aux diffé­
rences finies

nous aurons par la conclusion ordinaire de n à n -b i une formule 
récursive générale de la forme

ou n désigné un positif entier quelconque, tandis que A et B sont des 
polynômes entiers du degré n respectivement n — 1 par rapport à x;  
de plus, nous aurons

Dans (1) K désigne une fonction métasphérique quelconque, ce qui

(*) Journal de Crelle, t. XLII, 1851, p. 72; Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 197, 
Berlin, 1878.
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donnera pour p =  o, en vertu des valeurs obtenues pour P v,0( # )  
et P*-1 (x ),

Gela posé, le déterminant fonctionnel

donnera, en vertu de ( i  ), ces deux autres formules

d’où, en posant dans (4), p -f-1 au lieu de p et η — i au lieu de n,

c’est-à-dire que la formule récursive (i) ne contient qu’un seul poly­
nôme inconnu; car nous aurons finalement, en vertu de (fi),

La formule (7) est une généralisation très étendue d’une formule 
de Gauss. En effet, supposons dans (7) 0 =  0, puis posons pour 
abréger

nous aurons pour la fonction ultrasphérique de seconde espèce
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d’où, en posant encore pour abréger

la formule de Gauss (*)

Les formules ( 5) et (6) donnent immédiatement

Posons dans le déterminant fonctionnel p -+- n au lieu de p, puis 
appliquons la formule (7); nous aurons

formule qui nous sera très utile bientôt.
En effet, la formule (12) nous permet de résoudre par rapport à 

Kvp(îu) et Kv'p_l(a?) l’équation (8) et l’équation analogue obtenue 
en posant n — 1 au lieu de n. Posons encore dans l’expression, ainsi 
obtenue pour Kv,p(a?), p — n au lieu de p; nous aurons cette analogie 
de (8)

formule qui se présente sous forme élégante dans le cas où p =  n, 
n désignant un positif entier; nous aurons

( 1) Voir Heine, Handbuch (1er Kugelfunktionen, t. I, p. 14 1 · Berlin, 1878.
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d’où, pour K =  P,

Supposons encore v =  nous aurons, pour les fonctions sphériques 

ordinaires, ces deux formules remarquables

On voit que l’analogie entre les formules que nous venons de déve­
lopper et celles connues dans la théorie des fonctions cylindriques ( 1 ) 
est parfaite. Cependant il faut remarquer que nous ne connaissons pas 
sous forme simple les coefficients du polynôme Av'p,,l(.r), ce qui a lieu 
pour les polynômes de Lommel qui jouent un rôle analogue dans la 
théorie des fonctions cylindriques.

XXXIX. — Formules de François Neumann.

C’est Gauss qui a trouvé le polynôme

cependant c’est François Neumann ( 2) qui a étudié, le premier, plus 
amplement ce polynôme remarquable. Nous remarquons que le poly­
nôme R„(a?) de Neumann et notre fonction An(x )  sont unis par la 
relation

Pour généraliser les formules de Neumann, nous posons, dans la for­
mule récursive (7) du paragraphe XXXVIII, p -h p  au lieu de p, où p  (*)

( * )  Voir  le s  p a r a g r a p h e s  11, 12, 13 d e  m o n  Handbuch der Théorie der Zylinderfu.uk- 
tio/ien, L e ip z i g ,  1 9 0 4 .

( 2 ) Beitràge zur Théorie der Kugelfunktionen, L e i p z i g ,  1 8 7 8 .
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désigne un positif entier; nous aurons

Exprimons ensuite à l’aide de la formule récursive susdite les trois 
fonctions

puis cherchons les coefficients de Kv’P(a) des deux membres de la 
formule ainsi obtenue; il en résulte l’identité suivante

<[iii est fondamentale dans la théorie des polynômes A.
Posons particulièrement, dans ( ι ) ,  η — i et n au lieu de p; nous 

aurons cette équation aux différences finies

analogue à celle qui figure dans la définition des fonctions métasphé- 
riques. Pour p =  o, les deux équations en question deviennent iden­
tiques, ce qui est une conséquence immédiate de la formule

établie dans le paragraphe précédent.
Posons ensuite, dans ( i ), p =  i ; nous aurons l’équation

qui est beaucoup plus compliquée que la formule (2), parce que le 
second paramètre (p) n’est pas constant dans ( 3 ).

Différentions maintenant par rapport à x  la formule récursive (7) 
du paragraphe XXXVIII; la définition des fonctions métasphériques 
donnera, pour les polynômes A, l’équation analogue, mais plus coin-
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pliquée,

pour p =  o nous retrouvons la tormule correspondante pour V 'n( x̂).
Soustrayons ensuite les formules (2) et ( 4); nous aurons la formule 

suivante :

analogue à (4 ).
Multiplions ensuite par

l’équation obtenue en différentiant par rapport à x  l’équation (7)  du 
paragraphe XXXV11I, puis différentions encore une fois par rapport 
à x  la formule ainsi obtenue; les équations différentielles pour les 
trois fonctions métasphériques donneront, pour les polynômes A, 
l’équation suivante non homogène :

qui coïncide pour p =  o avec l’équation connue pour Kv,n(a?).
Posons ensuite dans (3) p =  o, puis différentions par rapport à x; 

il en résulte

d’où, en posant dans (G) p =  1 et dans (6) et (7) n — 1 au lieu de n,

L’analogie entre les fonctions métasphériques et les polynômes de 
Gauss se présente en pleine lumière, si nous étudions sous point de 
vue commun ces deux groupes de fonctions.

A cet effet, prenons pour point de départ la formule (3 ) du para­
graphe précédent, puis posons-y K =  K, =  Q et y  =  o; l’expression 
obtenue pour Qv p(o) et la formule pour le doublement de l’argument
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de la tonction gamma donnent l’identité suivante :

formule qui se décompose en deux autres, si nous y changeons le 
signe de i dans tous les exposants et puis additionnons ou soustrayons 
les deux formules ainsi obtenues. Nous nous bornerons à indiquer 
une seule des deux relations en question, savoir

parce que la seconde formule analogue se déduira de (9) si nous y 
remplaçons p par p — 1 et n par n -h 1.

Faisons maintenant dans (9) croître au delà de toute limite le positif 
entier n, ce qui est permis pourvu que x  ne soit pas égal à une quan­
tité réelle, telle que — i< x< -h  1; nous aurons le développement

où la série qui Figure au second membre est uniformément conver­
gente quand x  est situé sur la circonférence ou à l’extérieur d’une 
ellipse E(«) quelconque.

Revenons maintenant à la formule (9), puis exprimons toutes les
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fonctions Qqui y figurent à l’aide de la formule récursive (7) du 
paragraphe XXXVIII ; le coefficient de Qv'p(;r) donnera immédia­
tement l’identité suivante :

tandis que le coefficient de Qv,p_,(;r) donnera de même, si nous rem­
plaçons p par p — 1, la formule analogue

Or, écrivons dans l’ordre invers les termes qui figurent aux seconds 
membres des deux formules que nous venons de trouver; nous aurons 
la formule unique

Quant à la valeur numérique Av'p,,l(o), nous aurons immédiatement, 
en vertu de (11) et (12),
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Posons maintenant dans (33) p =  o; nous aurons

formule qui est parfaitement analogue à ( i 3).
Revenons ensuite à la formule (3) du paragraphe XXXYII, et 

posons-y y  =  i; nous aurons

d’où, en faisant croître au delà de toute limite le positif entier //,

où la série infinie qui ligure au premier membre est uniformément 
convergente, pourvu que x  soit situé sur la circonférence ou à l'exté­
rieur d’une ellipse quelconque E(«).

Posons particulièrement dans ( 1 7 )  p =  o ;  l’expression connue 
pour Qv,_1( ir) donnera

Appliquons ensuite, sur la formule (16), le procédé ordinaire; 
nous aurons

d’où en changeant le signe de a?, puis en combinant les deux formules
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ainsi obtenues, nous aurons finalement

ce qui donnera pour p =  o, quel que soit le positif entier n,

Posons dans (21 ) x  =  cosO et v =  o ouv =  i; il en résulte des 
formules trigonométriques faciles à vérifier directement, savoir

XL. — L’intégrale indéfinie de Legendre.

Gomme application de l’équation de Legendre
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nous avons à étudier l’intégrale indéfinie

A cet effet, nous aurons tout d’abord, en vertu de (i),

d’où, en intégrant par parties,

de sorte qu’une nouvelle intégration par parties donnera

d’où finalement

Posons, dans ( 3), v =  p =  η, σ = ρ ,  où n et p désignent des

entiers non négatifs, puis supposons K =  K, =  P; la formule (3) ainsi 
obtenue est duc à Legendre ( 4).

Supposons U ( v ) >  — l-\ la formule (3) donnera encore le résultat 
très connu

Quant à la formule générale ( 3), nous aurons, en vertu de la for-

(*) T’oir Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 69, Berlin, 1878.
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mule (i) du paragraphe XVI, après une simple réduction,

de sorte qu’il faut, pour σ =  ρ, chercher la vraie valeur du dernier 
terme qui figure au second membre.

L’analogie entre la formule ( 5) et une formule connue dans la 
théorie des fonctions cylindriques ( ')  saute aux yeux.

( 1 ) Voir  le p a r a g r a p h e  28 d e mon Handbuch der Théorie der Zjli/iderfunktionen, 
L e ip z i g ,  1 9 0 4 .
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CHAPITRE IX.
ÉQUATIONS DE FRANÇOIS NEUMANN.

XLI. — Sur le produit de deux fonctions métasphériques.

Posons pour abréger

puis appliquons les équations différentielles

nous aurons, pour le produit

une relation de la forme

où nous avons posé pour abréger

Cela posé, diflerentions par rapport à x  la fonction z \ nous aurons, 
en vertu de (i),

ou, ce qui est évidemment la même chose,
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Supposons ensuite particulièrement p =  σ, ce qui donnera A =  B; 
nous aurons, en vertu de (3) et ( 5), le théorème suivant :

I. Le produit de deux fondions métasphériques

avant le même argument x , le même paramètre v et le même indice p, est 
intégrale de l ’équation différentielle linéaire et homogène du troisième 
ordre

où nous avons posé pour abréger

Quant au cas général, où les indices p et σ sont différents, nous 
avons à différentiel* encore une fois l’identité ( 5), ce qui donnera, en 
vertu de (4),

introduisons ensuite, dans (8), l’expression tirée de (3) pour 5 et ses 
dérivées; nous aurons finalement cet autre théorème :

11. Le produit de deux fonctions métasphériques

ayant le même argument x , le même paramètre v, mais des indices quel­
conques p et σ, est intégrale de l ’équation différentielle linéaire et homo­
gène du quatrième ordre

où nous avons posé pour abréger
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Il saute aux yeux que le cas particulier v =   ̂ est le plus simple,

parce que le dernier des ternies qui figurent dans p3(x ) e t p f x )  s’éva­
nouirait pour cette valeur de v, de sorte que le premier membre de (9) 
deviendra divisible par (1 — x*). Dans ce cas, l’équation (9) se dé­
duira par la méthode très élégante de F. Neumann ( ') ,  qui suppose du 
reste entiers et non négatifs les indices p et σ.

On voit que l’analogie formelle entre les résultats que nous venons 
d’obtenir pour les fonctions métasphériques et ceux que j’ai trouvés 
pour les fonctions cylindriques (-) est parfaite. Cependant les équa­
tions différentielles obtenues pour les produits de deux fonctions 
métasphériques sont beaucoup plus compliquées que celles connues 
dans la théorie des fonctions cylindriques, ce qui s’accorde bien avec 
le fait que le produit de deux fonctions métasphériques ne peut pas 
être développé en série de puissances, dont les coefficients sont de 
forme simple, ce qui a lieu pour le produit de deux fonctions cylin­
driques.

XLII. — Quelques identités différentielles.

Revenons maintenant à l’équation différentielle (G) du para­
graphe XLI obtenue pour le produit

savoir

puis différentions par rapport à x  l’équation de Legendre

obtenue pour la fonction métasphénque

nous aurons

( 1) Beitràge zur Théorie des Ktigelfunklionen. Leipzig, 1878; p. g 5.
( 2) Voir le Chapitre IX de mon Handhuch der Théorie der Zylinderfunktionen. Leipzig, 

1904.
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d’où, en multipliant par — /\vx respectivement i — x~ les équations (2) 
et (3), puis en additionnant les deux formules ainsi obtenues, l’équa­
tion du troisième ordre

qui est très semblable à ( 1 ).
Gela posé, désignons pour abréger par Δpy  l’expression qui figure 

au premier membre de ( i ) , y  étant une fonction quelconque de x;  
nous aurons, en vertu de (4),

Appliquons ensuite l’équation fonctionnelle

la formule ( 5) se transforme dans celle-ci :

d’où, en vertu de l’équation aux différences finies,

qui figure également dans la définition d’une fonction métasphérique, 
pour l’opération ApKv>'I(£r), cette autre expression

Inversement, désignons par Maz y z étant une fonction quelconque 
de x y le premier membre de (4); nous aurons de même, en vertu 
de (1),

Gela posé, étudions tout d’abord l’expression
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l’équation (6) donnera

d’où, en vertu de (8),

désignons ensuite par B, ce qui deviendra A quand on y remplace Kv'p(.r) 
par nous aurons finalement, en vertu de ( io),

Dans le cas particulier, où K =  K,, ce qui donnera A =  B, la for­
mule ( n )  se présente sous cette forme plus simple :

En essayant de déterminer des identités analogues et correspon­
dantes à l’équation générale de F. Neumann, nous avons à déterminer 
les coefficients de l’identité

tirée directement de l’équation fonctionnelle (2) du paragraphe XVI.
Or, dans le cas général, les coefficients A, B et C sont très com­

pliqués, de sorte que les identités différentielles susdites deviendront 
inappliquables.

C’est seulement dans le cas particulier v =   ̂que la méthode précé­

dente est appliquable et nous donne des identités convenables pour 
des applications.

XLIII. — Sur le polynôme de Gauss.

Appliquons sur les formules fondamentales concernant le polynôme 
de Gauss que nous venons de développer dans le paragraphe XXXIX 
la méthode appliquée dans le paragraphe XLI ; nous trouvons pour le 
polynôme de Gauss une équation différentielle linéaire et homogène
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du quatrième ordre, équation qui peut être déduite aussi en combinant 
l’équation (4) du paragraphe XXXVIII avec l’équation différentielle 
de F. Neumann (9) du paragraphe XLI.

En effet, posons dans cette dernière équation, pour σ =  p n,

nous aurons après un simple calcul le théorème suivant : 

I. Le polynôme de Gauss

est toujours intégrale de l'équation différentielle homogène et linéaire du 
quatrième ordre

où nous avons posé pour abréger

tandis qu’il fa u t admettre

Pour v =  -  l’équation (1)  coïncide avec celle de Neumann ; posons 

encore dans l’équation ainsi obtenue

où n et p  désignent des entiers non négatifs; nous aurons l’autre théo­
rème :

II. L’équation différentielle donnée par F. Neumann admet toujours 
comme intégrale particulière le polynôme de Gauss
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CHAPITRE X.
SÉ R IE S DE CH AR LES NEUMANN.

XLIV. — Théorème de Neumann.

La valeur asymptotique que nous venons de développer dans le 
paragraphe XXIV pour une fonction ultrasphérique nous conduira 
sans peine au théorème suivant, essentiel dans les recherches qui 
nous occupent ici.

J. Désignons par

p paramètres finis quelconques et par

p nombres entiers finis quelconques ; le champ de convergence de la série 
infinie ( supposée convergente)

où les coefficients A„ sont indépendants de x , est l 'intérieur d'une cer­
taine ellipse E(æ). La séné (i ) est uniformément convergente sur la cir­
conférence et à l ’intérieur d une ellipse E (a — o) quelconque.

En effet, supposons d’abord plus grand que l’unité le rayon de con­
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vergence r de la série de puissances

puis mettons

l’expression asyniptotique susdite de Pv,,i(a?) donnera pour le terme 
général de la série (1) une expression de la forme

où g  est une quantité réelle finie, tandis que la limite supérieure de 
la suite infinie à termes positifs

est finie.
Gela posé, il est évident que la série (i) est absolument convergente 

pour [îf,| <  | y/r| et uniformément convergente, pourvu que

tandis que la série en question ne peut jamais converger pour

Supposons ensuite r <  i, puis remarquons que nous aurons toujours 
|a?,|>i ; il est évident que notre série ne peut jamais être convergente · 
dans ce cas.

Quant à l'hypothèse r =  i, notre série (i) ne peut être convergente 
que pour des valeurs réelles de x , telles que — i i.

Dans ce qui suit nous avons tout d’abord à étudier le cas particulier 
de (i) qui correspond à p  =  i , m{ =  o, ce qui nous donnera le théo­

rème suivant, dont le cas v =   ̂ appartient à Charles Neumann ( ’ ).

II. Toute fonction y  (a?) analytique à T intérieur d ’une certaine 
ellipse E (a) est dans ce domaine développable en série de la forme

( 1 ) Ueber die Entwicklung einer Funktion mit imaginàrem Argument nac/i den K ugel- 
funktionen erster und zweiter A r t. H a lle ,  1 8 6 2 .
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où nous avons posé généralement

E, étant la circonférence de l ’ellipse E(« — o) parcourue dans le sens 
direct. La série (3) est uniformément convergente sur la circonférence 
et à Vintérieur d ’une ellipse E(« —  o) quelconque.

En effet, faisons parcourir^ la circonférence E,, puis supposons x  
situé sur la circonférence ou à l’intérieur d’une ellipse E(« — o — £,); 
nous avons démontré, dans le paragraphe XXXVII, que la série infinie

est uniformément convergente, de sorte que cette autre série

aura évidemment la même propriété, et l’intégrale de Cauchy nous 
conduira immédiatement au but.

Cela posé, remarquons que la série qui figure au second membre 
de (3) est uniformément convergente à l’intérieur du cercle C avec 
l’équation en coordonnées rectangulaires\x\ =  | \/a — £|, puis mettons 
pour des valeurs suffisamment petites de \x\ :

le théorème fondamental de Weierstrass donnera immédiatement 
pour le coefficient an l’expression suivante

De plus, désignons par R le rayon de convergence de la série de 
puissances ( 5); nous aurons évidemment toujours

mais, d’un autre coté, il n’est pas généralement possible de résoudre
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par rapport aux coefficients An les équations obtenues de (6) pour

ce qui n’a lieu, en effet, que dans le cas où R >  i.
Supposons R >  i, puis désignons par C la circonférence du 

cercle \x\ =  R — les deux fonctions / (y )  et Q'“v,n̂ 2V- ( ( j )  sont ana­
lytiques toutes deux dans le domaine limité par les courbes C et K,, ce 
qui donnera

Cela posé, l’identité évidente

selon que î <  o ou donnera immédiatement pour An cette expres­
sion développée

Supposons maintenant R i  i, puis désignons par a un nombre quel­
conque tel que |a| <  R; la série de puissances obtenue de ( 5) pour la 
fonction /‘(aa?) a son rayon de convergence égal à

posons ensuite

développement qui est toujours possible; nous aurons certainement

Il nous semble utile d’illustrer par des exemples convenables la 
portée du théorème de Neumann.

Exemple /. Nous aurons ici a — i, ce qui donnera
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pourE (a) l’équation suivante

c’est-à-dire que le domaine de convergence de la série de Neumann 
correspondante est plus petit que celui de la série de puissances 
obtenue directement pour/(a?).

Exemple II. f ( x )  =  ~~—μ· — L’ellipse correspondante E (a) aura 
l’équation

c’est-à-dire que l’ellipse E(«) et le cercle de convergence ont des 
points d’intersection réels.

Exemple III. L’ellipse E ( ci) deviendra

de sorte que le domaine de convergence de la série neumannienne est 
plus grand que celui de la série de puissances.

Exemple IV. — Les formules (8) et (9) donnent immédiatement

où la série est uniformément convergente pour |a|<G et ja?|<G.
La formule générale (10) qui unit les fonctions ultrasphériques et 

cylindriques est due à Gegcnbauer ( ') ,  tandis que les cas particu­

liers v =  o, v =  i  ont été trouvés respectivement par Jacobi ( 2) et G. 

Bauer ( 3).

( 1) Comptes rendus de l ’Académie impériale de Vienne, 2 e série, t. LXXII, 187G, 
p. 127.

( 2) Journal de Crelle, t. XV, 1836, p. 12.
( 3) Journal de Crelle, t. LVI, 1852, p. 104-10G.
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XLV. — Généralisations des formules classiques.

Gomme première application du théorème de Ch. Neumann, nous 
avons à étudier la formule élémentaire tirée directement de (8) et (9) 
du paragraphe XL1V

où nous avons posé pour abréger

Posons particulièrement dans (1) a =  1; la formule de Gauss pour 
F(a, β, γ, i) donnera

de la formule ainsi obtenue nous avons à déduire d’autres plus parti­
culières, mais classiques dans l’histoire des fonctions sphériques.

i° p =  où p désigne un positif entier; nous aurons immé­
diatement

formule dont le cas p =  1, v =   ̂est très simple.

20 x  =  cosO, p =  o ou p =  1; nous aurons respectivement ces deux 
développements intéressants :
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dont le cas particulier v =   ̂ était connu déjà par Legendre ( 1 ) et 

Laplace ( ') .
3° Pour obtenir les formules inverses de ( 5) et (G) nous posons 

dans (3 ) v =  o, v =  i, ce qui donnera respectivement

dans (7) il faut admettre ε0 =  i, mais généralement es =  2, pour s > 2 .
4° Posons dans ( 3) n — 1 et 1 — v au lieu de n et v, puis faisons 

p =  v +  1; nous aurons

formule qui nous permet de déterminer les coefficients du dévelop­
pement

obtenu pour le polynôme de Gauss.
A cet effet, appliquons l’équation différentielle (8) du para­

graphe XXXIX, savoir

l’équation de Legendre

( 1) Monographie, de M. Wangerin, p. 102.
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donnera évidemment, en vertu de (io),

d’où, en vertu de (9), pour as cette expression générale

Posons particulièrement dans (10) et (11) v =  — ; il en résulte la 

formule élégante

qui est due à ChristofTel ( ') .

XLVI. — Généralisations d’autres formules classiques.

Pour donner une autre application du théorème général de Neu­
mann, considérons la série de puissances

où nous supposons |ό|<|α|, de sorte que la série de puissances en 
question a un rayon de convergence plus grand que l'imité.

Posons

( 1) Journal de Crelle, t. 55, 1858, p. 61-82.

www.rcin.org.pl



CHAPITRE X . —  SÉRIES DE CHARLES NEUMANN. l43
le coefficient général An se détermine comme suit :

on, ce (|iii est la même chose,

c’est-à-dire que ce coefficient est une fonction métasphérique.
Appliquons la formule (10) du paragraphe XVII ; nous aurons fina 

lement cette formule élégante

qui nous permet de déduire immédiatement d’autres formules particu­
lières que l’on démontre ordinairement en suivant des méthodes très 
différentes et peu systématiques. Nous avons à considérer ici les cas 
particuliers suivants de (4) :

i° a =  v, b =  — 1; il résulte la formule intéressante

due à Gegenbauer ( ') ;  l’hypothèse p =  i nous conduira à la for­
mule (9) du paragraphe XXXVII; posons encore p =  2v, nous obte­
nons une autre formule intéressante.

2 0 b =  y  a1 —  1 ,  p =  —  η, n étant un positif entier, ce qui donnera 
pour Ap

( 1) Comptes rendus de VAcadémie impériale de Vienne, t. C, 1891.
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d’où, en vertu de la formule (6) du paragraphe XXVIII,

de sorte que la formule différentielle

donnera finalement la formule cherchée

d’où, pour v =  o et a =  cos 6, la formule classique ( ')

où il faut admettre ε0 =  i, mais généralement pour s >  ι, ε ,=  2. 
3° Nous remarquons en passant que les hypothèses

où n désigne un positif entier nous conduisent à des résultats ana­
logues aux précédents; cependant cette analogie se présente sous 
forme beaucoup plus générale encore dans le paragraphe LXI.

XLVII. — Autres propriétés des séries neumanniennes. 

Revenons maintenant à la formule (8) du paragraphe XLIV :

nous avons à démontrer quelques propriétés communes aux coeffi-

( ' )  Heine, Handbuch, t. I, p. 201; Berlin, 1878.
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cients Av,"(a) quelle que soit la fonction analytique donnée f ( x ) .

Un premier lieu, cherchons dans les deux membres de (i) le coeffi­
cient de la puissance x n; le théorème fondamental de Weierstrass 
donnera ce développement

En second lieu, nous avons à démontrer le théorème suivant :

I. Les coefficients Av,”(a) qui figurent au second membre de (i) satis­
font à ces deux équations fonctionnelles :

et cela quelle que soit la fonction f  (ce).

Pour démontrer la formule (4) nous prenons pour point de départ 
l’identité démontrée dans le paragraphe XXI :

ce (iui donnera, en vertu de (i),

Posons ensuite, dans (i), v -+- i au lieu de v, puis remarquons qu’une 
fonction ne peut être développée que d’une seule façon dans une série 
neumannienne pour laquelle le paramètre v a une valeur déterminée; 
nous trouvons immédiatement la formule (3 ).

En second lieu appliquons l’équation aux différences finies

qui figure dans la définition des fonctions métasphériques; nous 
aurons, en vertu de (i),

où nous avons à poser Av,_l (a) =  o.
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Cela posé, différentions par rapport à x  la formule (i), puis appli­
quons les identités

nous aurons

posons ensuite, dans (i), v -t- i au lieu de v; une différentiation par 
rapport à a donnera

d’où en multipliant par x  la formule (6), puis appliquant la transfor­
mation ( 5), nous aurons la formule (4 ).

Remarquons en passant que les formules (3 ) et (4 ) sont des géné­
ralisations des équations fonctionnelles que j ’ai prises comme défi­
nitions des fonctions cylindriques ( ') .

En effet, supposons

nous aurons, en vertu de ( 3 ) et (4), si nous posons encore η — i au 
lieu de n ,

c’est-à-dire que nous aurons

ce qui s’accorde bien avec la formule (io)du paragraphe XLIV.
Dans le paragraphe LXIY nous avons à donner un autre dévelop­

pement commun à toutes les fonctions Av-7î(a).

( 1 ) Handbuch der Théorie dar Zylinderfunktione//, § I ;  L e i p z i g ,  1 9 0 4 .
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CHAPITRE X L
SÉRIES DE FRANÇOIS NEUMANN.

XLVIII. — Évaluation d une série particulière.

La méthode appliquée clans le paragraphe XLIY nous donnera immé­
diatement, en vertu des valeurs limites développées dans le para­
graphe XXIV, cet autre théorème fondamental :

I. Désignons par

‘2p paramètres finis quelconques ; le champ de convergence de la série 
infinie, supposée convergente :

où nous avons posé pour abréger

et où les coefficients A/t sont indépendants de x , est la partie du plan desx 
située à l ’extérieur d ’une certaine ellipse E (a). La série (i) est unifor­
mément convergente sur la circonférence et à l ’extérieur d une ellipse 
E(a +  o) quelconque.

Dans le paragraphe XLVI nous avons donné un exemple de ce théo­
rème correspondant à p =  i, savoir la série de Gegenbauer que nous
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écrivons ici sous la forme suivante :

et qui est uniformément convergente, pourvu que x  soit situé sur la 
circonférence ou à l’intérieur d’une ellipse E(«) quelconque, tandis 
que7  parcourt la circonférence d’une ellipse E(a h- S).

Désignons ensuite par q un tel nombre entier, non négatif, que

puis désignons par t une variable réelle assujettie à satistaire aux con­
ditions o i ,  la série nouvelle

tirée directement de (2), est par conséquent uniformément conver­
gente par rapport à t, pourvu que x  et y  satisfassent aux conditions 
susdites; c’est-à-dire que la série( 3 ) peut être intégrée terme à terme 
par rapport à / d e /  =  o à J  =  i.

Posons pour abréger

nous aurons tout d’abord, en vertu de l’ intégrale eulérienne de pre­
mière espèce,

tandis que la formule binomiale donnera pour/(a?) la série de puis­
sances

applicable pourvu que
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Cela posé, la formule ( 3 ) donnera cet autre développement

où la série infinie qui figure au second membre est uniformément 
convergente, où l’est la série originelle (2).

Désignons maintenant par

ce qui deviendra, pour q =  o, le polynôme (4); je dis que nous aurons, 
en vertu de (6), cette autre formule

où la série qui figure au second membre est encore uniformément 
convergente, où l’est la série originelle (2).

En effet, soit tout d’abord q =  o, la formule (8) est précisément la 
même que (4). Supposons ensuite q positif; nous n’avons qu’à appli­
quer q fois la méthode expliquée dans le paragraphe XV.

XLIX. — Le théorème général.

Pour établir maintenant d’un point de vue général les séries infinies, 
desquelles nous venons de donner des exemples, posons dans la for­
mule (8) du paragraphe XLY1J1

nous aurons cet autre développement

dont le champ de convergence est, comme nous l’avons vu dans les
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paragraphes I\ et \LYII1, une certaine ellipse C(a)  de Gassini avec 
l’équation

La série qui figure au second membre de (i)est uniformément con­
vergente, pourvu que η parcourt la circonférence de C(a),  tandis que ξ 
est situé à l’intérieur ou sur la circonférence d’une ellipse C(a -t- o) 
quelconque.

Soit maintenant/(ζ)  une fonction analytique à l’intérieur d’une 
ellipse C(a) de Gassini, et soit, pour des valeurs suffisamment petites 
de |ξ|,

soit entin G ,  la circonierence dune courbe C (« -t— o Y quelconque 
parcourue dans le sens direct; le procédé du paragraphe XLIV don­
nera immédiatement pour/(£) ce développement

ou nous avons pose pour abréger

Désignons ensuite par K la circonférence parcourue dans le sens 
direct, d’un cercle situé et à l’intérieur de la courbe C(a) et à l’inté­
rieur du cercle de convergence de la série de puissances (3); nous 
aurons évidemment

ce qui donnera, en vertu de (3 ), pour B„, cette autre expression déve­
loppée

Gela posé, mettons dans (4) de nouveau ξ =  i : x;  la courbe G (a) 
se transforme dans 1 ellipse originelle E(a), et l’ intérieur de C(a)
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deviendra l’extérieur de E( «); c’est-à-dire que nous avons démontré 
ce théorème général :

I. Toute fonction f ( x )  analytique à l ’extérieur d'une ellipse E(a) 
est dans ce domaine developpable en série de fonctions métasphériques 
de seconde espèce comme suit :

où le coefficient Bft se détermine à l ’aide de la formule (6), si nous 
posons pour | c \ [suffisamment grand

La série qui figure au second membre de ( 7 ) est unif ormément con­
vergente sur ta circonférence et à l ’extérieur d ’une ellipse E(«-b 0) 
quelconque.

Les exemples étudiés dans le paragraphe XLIY nous donnent des 
éclaircissements sur les séries de ce genre aussi.

Dans le cas particulier, où f ( x )  est analytique dans tout le plan 
des x,  la partie de l’axe réel qui correspond à — i < x < - y i  exclue, 
la série (7) est convergente dans toute l’étendue du plan des x  à 
l’exception de l’intervalle susdit.

Exemple 1.

Exemple 11.

Exemple 111.

Exemple IV.

Remarquons en passant qu’une série de la forme
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peut être traitée par une simple transformation d’un cas particulier 
des séries générales que nous avons à étudier dans le paragraphe L1IJ.

L. — Exemples des séries de F. Neumann.

Conformément aux remarques qui terminent le paragraphe précé­
dent, nous concluons que les trois fonctions

multipliées par une puissance convenable de x, sont développables 
en séries de la forme (7) du paragraphe XLIX, convergentes dans 
toute l’étendue du plan des x  à l’exception de la partie de l’axe réel 
qui correspond à — i = i .

C’est le mérite de François Neumann ( ' )  d’avoir détourné les diffi­

cultés considérables, en déterminant, dans le cas a =  a. =  -> b et b.
2

entiers et non négatifs, les coefficients des séries en question.
Dans le paragraphe XLII, nous avons déjà mentionné les grandes 

difficultés qui se présentent dans la généralisation des séries de 
Neumann. C’est pourquoi nous préférons de donner ici une autre 
classe particulière des séries en question, savoir en étudiant les fonc­
tions (1) qui correspondent à

de sorte que les fonctions P et Q en question sont des intégrales parti­
culières de la même équation de Legendre.

A cet effet, appliquons sur la formule

l’opération différentielle Ap étudiée dans le paragraphe XLII; il saute 
aux yeux que les trois différentiations par rapport à x  contenues 
dans Ap peuvent être effectuées terme à terme sur la série infinie qui 
figure au second membre de (2), parce que cette série est uniformé­
ment convergente.

( 1) Beitràge zur Théorie der Kugelfunktionen, Leipzig, 1878.
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Cela posé, l’opération susdite donnera immédiatement l’identité 
suivante :

où nous avons posé pour abréger

Or l’identité

tirée directement de (3 ), entraîne ces autres :

L’équation (4 ) donnera ou aQ =  o ou A0 =  o ; or, la première de ces 
solutions étant absurde, il faut admettre la seconde, ce qui donnera 
pour σ les valeurs suivantes :

qui correspondent aux diverses fonctions K qui figurent dans la for­
mule (2).

t° σ =  2v h- 2p conduira à une série de la forme

où nous avons posé pour abréger

En effet, le coefficient a0 se détermine immédiatement en com­
parant dans (7) les termes qui contiennent les puissances x ~^~lv, et 
ensuite la formule récursive ( 5) donnera successivement tous les 
autres coefficients an.
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2° σ =  o donnera le développement remarquable

où nous avons posé pour abréger

d’où la proposition suivante :

I. Le produit des deux fonctions métasphériques fondamentales ayant 
les mêmes arguments, paramètres et indices est, quel que soit p, dévelop­
pable en série de fonctions ultrasphériques de seconde espèce.

Supposons particulièrement v =  les fonctions qui figurent au

second membre de (7) deviennent des fonctions sphériques ordinaires 
de seconde espèce, tandis que les fonctions qui figurent au premier 
membre sont des fonctions annulaires.

Dans l’autre cas particulier p =  η, n étant un positif entier, la série 
correspondante (7) deviendra finie à cause du diviseur Γ(ρ - î + i), 
qui figure dans le dénominateur du coefficient général as. La formule 
particulière ainsi obtenue est du reste une conséquence immédiate de 
l’équation aux différences finies qui figurent dans la définition des 
fonctions métasphériques, ce qui donnera la proposition suivante :

II. Soit Kv'w(.r) une fonction ultrasphèrique quelconque ; nous aurons 
un développement de la forme

où nous avons posé pour abréger
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Nous ne nous arrêtons pas à l’étude des autres valeurs possibles 
indiquées dans (6) pour σ. Au contraire, il nous semble beaucoup plus 
intéressant de donner des renseignements historiques concernant 
l’étude du problème de multiplier deux fonctions sphériques.

La première publication concernant le développement du produit 
de deux fonctions sphériques ordinaires P"(a?). P'"(a?) selon des 
fonctions du même genre semble être celle de G. Bauer ( ' ) ;  la 
seconde est de Ferrers ( 2), qui a trouvé la formule en 1874, la troi­
sième d’Adams (3), qui a découvert la formule en 1873. Cependant, 
en même temps qu’Adams, François Neumann ( 4) a publié des 
formules beaucoup plus générales, de sorte qu’on doit dire que la 
résolution du problème concernant le développement du produit de 
deux fonctions sphériques quelconques est due à Neumann. Dans les 
derniers jours, M. Waelsch ( 5) a donné une résolution élégante du 
même problème.

( 1) Sitzungsberichte der Kgl. bayerishen Akadem ie der W issenschaften, 1875, 
p. 247-272.

(*) Spherical harmonies. London, 1877.
(3) Proceedings o f  the Royal Society o f  London , t. XXVII, 1878, p. (33-71. Pour les 

citations des temps du découvert de la formule, voir Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik, t. X, 1878 (1880), p. 337.

(4) Beitràge zur Théorie der Kugelfunktionen. Leipzig, 1878.
(5) Comptes rendus, t. CXL1V, 1907, p. 186-189; IVieuer Sitzungsberichte, t. CLVIH 

1909, p. 85-go.
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CHAPITRE XII.
SÉRIES DE PRODUITS DE DEUX FONCTIONS MÉTASPHÉRIQUES.

LI. — Développement d’une seule fonction métasphérique.

Tenté de divers développements particuliers trouvés dans la théorie 
des fonctions sphériques on a essayé depuis longtemps, mais en vain 
jusqu’ici, à développer une fonction donnée en séries analogues à celles 
que nous venons d’étudier dans les deux Chapitres précédents, mais 
contenant, au lieu d’une seule fonction ultrasphérique ou métasphé­
rique, le produit de deux telles fonctions dans tous ses termes.

Or, de telles séries de produits de deux fonctions métasphériques 
existent et possèdent les mêmes propriétés analytiques que les pré­
cédentes; mais, d’un autre coté, les séries nouvelles sont aussi com­
pliquées qu’elles ne semblent présenter qu’un intérêt médiocre au 
point de vue de ses applications pratiques. C’est pourquoi nous nous 
bornerons ici à mettre en évidence l’existence des séries en question 
en étudiant le cas le plus simple, savoir les séries de carrés des fonc­
tions métasphériques et ultrasphériques.

A cet effet, nous avons tout d’abord à développer en série de la 
forme susdite une seule fonction métasphérique, ce qui s’elfectuera 
immédiatement à l’aide des secondes identités étudiées dans le para­
graphe XLII, savoir

où nous avons posé pour abréger
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tandis que

est l’équation différentielle linéaire et homogène du troisième ordre 
obtenue pour Κ Γ Ο ) ·

Supposons maintenant possible un développement de la forme

puis supposons différentiable trois fois terme à terme la série qui 
figure au second membre de (3); nous aurons, en vertu de (1), en 
introduisant dans (2) la série qui ligure en second membre (3), une 
identité de la forme

où nous avons posé pour abréger

ce qui donnera, après une légère transformation,

Gela posé, faisons encore sur la série ( 3) l’hypothèse que, pour des 
valeurs fixes de v, p et σ, un tel développement n’est possible que 
d’une seule façon; l’identité (4) donnera immédiatement ces autres :

d’où les valeurs suivantes de p :

de sorte que nous avons à étudier séparément ces quatre valeurs pos­
sibles de p.
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i° Pour appliquer la première des racines (G), posons

K  =  k,  =  Q
et

σ —  2 p +  2 v ;

p peut être choisi arbitrairement. Le coefficient correspondant a0 se 
détermine immédiatement en multipliant par a?2P+,v les deux membres 
de (3), puis, faisant croître au delà de toute limite la valeur absolue 
de x , nous aurons

d’où généralement, en vertu de la dernière formule ( 5),

c’est-à-dire que la série correspondante (3), multipliée par la puis­
sance arp_MV, est uniformément convergente à l’extérieur d’une 
ellipse E(S) quelconque, et les hypothèses faites sur la nature de la 
série (3 ) sont vraies, d’où la proposition suivante :

I. Supposons finies les deux nombres v et p ; la série de carrés des fonc­
tions mélasph ériques

où nous avons posé pour abréger

est, multipliée par la puissance arp+lv, absolument et uniformément con­
vergente à iextérieur d ’une ellipse E(o) quelconque.

Posons par exemple, dans (9), p =  o, v =  il en résulte la for­

mule élémentaire

Transformons maintenant la formule (9) en remplaçant toutes les
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fonctions Q qui y figurent par l’expression correspondante

puis mettons dans la formule ainsi obtenue — p — 2v au lieu de p; la 
formule eulérienne

donnera sans peine ce développement nouveau analogue à (9)

où nous avons posé pour abréger

La formule (12) est valable où l’est la formule originelle (9). 
Supposons dans (12) p =  n, n étant un positif entier; il en résulte 

la formule élémentaire

où nous avons posé pour abréger

Ces formules trouvées, nous laissons au lecteur le soin d’étudier les 
autres racines (6).

Différentions par rapport à x  la formule (9); nous obtenons un 
développement de la forme

dont les coefficients deviennent très compliqués, le cas particulier

v — — exclu.
2
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LU. — Théorèmes généraux.

Considérons maintenant la série de fonctions ultrasphériques aux 
indices pairs

avec l’ellipse de convergence E(a), puis appliquons aux toutes fonc­
tions P qui y figurent la formule ( i 4 ) du paragraphe LI; nous ne 
savons pas, dès à présent, si nous pouvons ordonner selon des carrés 
des fonctions ultrasphériques la série ainsi obtenue. Néanmoins effec- 
tuons formellement une telle transformation; nous avons à étudier la 
série ainsi obtenue

où nous avons posé pour abréger

A cet effet, nous avons tout d’abord à démontrer que la série (2) 
est uniformément convergente où l’est la série donnée (1).

Nous aurons évidemment, en vertu des formules développées dans 
le paragraphe VIII,

où g  désigne un nombre réel fini, d’où, en posant

cette autre valeur majorante

où g< est un autre nombre réel fini.
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Cela posé, désignons par x, une valeur quelconque de x  telle que 
la série donnée (i), /(a?,) soit absolument convergente, puis posons

l’inégalité (4) donnera cette autre

d’où immédiatement

où la limite supérieure de la suite aux éléments positifs

est finie.
Cela posé, l’inégalité ( 5) montrera clairement que la série (2) est 

ibsolument convergente dans l’intérieur de l’ellipse de convergence 
le la série donnée (1) et uniformément convergente sur la circonfé- 
•ence et à l’intérieur d’une ellipse E(ot —  δ) quelconque. C’est-à-dire 
lue <p {x)  est une fonction analytique dans ce dernier domaine.

Supposons maintenant, pour n >  N, constamment

puis désignons par B't ce que deviendra, dans ce cas, le coefficient B« 
pour nous aurons certainement

parce que les deux séries en question sont finies. 
Posons ensuite généralement

nous aurons évidemment
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Or, il est possible de choisir N aussi grand que nous aurons à la fois

de plus, nous aurons, en vertu de ( 5),

ou, ce qui est la même chose,

Rn désignant le terme de reste d’une série convergente à termes po­
sitifs; c’est-à dire que nous aurons

d'où finalement, en vertu de (7) et (8),

ce qui donnera φ (a?) =  /*(#), parce que la fonction analytique

est indépendante du positif entier N.
Multiplions ensuite par x  la formule (2), puis appliquons l’équation 

aux différences finies qui figure dans la définition des fonctions sphé­
riques; nous aurons un développement de la forme

où la série ainsi obtenue a la même ellipse de convergence que la 
série donnée (1) elle-même.

Gela posé, remarquons que les fonctions /{oc') et x f  (x )  sont res­
pectivement paires et impaires; nous aurons le théorème suivant:

1. Toute fonction f  (x ), analytique à l ’intérieur d ’une ellipse E (a), est
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dans ce domaine développable en série comme suit :

el la série ainsi obtenue est uniformément convergente sur la circonfé­
rence et à iintérieur d ’une ellipse E (a — o) quelconque.

Maintenant il faut remarquer que la série (io) est extrêmement 
compliquée, parce qu’il faut connaître, pour déterminer les coef­
ficients B,,, les coefficients A„ de la série neumannienne (i). Tandis 
que la détermination des Crt exige encore la transformation susdite de 
la série neumannienne correspondante.

Outre de la série ( i 4) du paragraphe Ll nous avons encore à donner 
dans le paragraphe LIX une autre série particulière de ce genre.

Considérons ensuite la série de fonctions métasphériques

avec l’ellipse de convergence E(<z), puis exprimons à l’aide de la for­
mule (9) du paragraphe LI toutes les fonctions métasphériques qui y 
figurent; nous aurons formellement une série de la forme

où nous avons posé pour abréger

Appliquons ensuite une méthode analogue à celle ([lie nous venons 
d’expliquer; nous aurons le théorème suivant :

11. Toute fonction f ( x ), analytique à l ’extérieur d ’une ellipseYL(a),
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est dans ce domaine développable en série de la forme

série qui est uniformément convergente sur la circonférence et a l exté­
rieur d ’une ellipse Ε(α +  δ) quelconque.

Il saute aux yeux, du reste, que les séries de ce genre sont de la 
même nature compliquée que les précédentes.
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CHAPITRE XIII.
SÉRIES DE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNÉRALISÉES.

LIII. — Séries de première espèce.

Pour donner des applications intéressantes des théories générales 
développées dans le Chapitre IY, nous introduisons/; H- q paramètres 
finis

pour lesquels les valeurs entières et non positives sont exclues; 
supposons de plus /?<</-+-1; le rayon de convergence de la série de 
puissances

est, pour/? =  q -4- 1, égal à l ’unité, mais infiniment grand pour/?<</.
Dans le cas/? =  o, le numérateur de coefficient général qui figure 

au second membre de (2) doit être égal à 1, tandis que pour q =  o, ce 
qui exige /? =  o ou p = 1 ,  le dénominateur correspondant doit être 
égal à ?·!

Supposons p =  q -h 1 > 2 ;  nous désignons comme fonction hyper- 
géométrique généralisée la fonction ainsi définie; pour/?< q, la fonc­
tion en question est désignée comme dégénérée.

Quant aux séries qui procèdent d’après des fonctions (2), nous 
avons tout d’abord à démontrer le théorème suivant :

I. Supposons p £ q, puis désignons par
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une série de puissances ayant le rayon de convergence R ; nous aurons 
toujours une série de la forme

où nous avons posé généralement

La série ( 3) a le même champ de convergence que la série donnée (3) 
elle-même, tandis quelle est uniformément convergente pour |a?|<R — g .

Remarquons tout d’abord que l’expression ( 5) du coefficient 
général A„ est, en vertu du théorème II du paragraphe XIII, une con­
séquence immédiate de la formule élémentaire (4) du paragraphe XIV, 
pourvu qu’un développement de la forme (4 ) soit possible. C’est- 
à-dire qu’il ne nous reste qu’à démontrer la convergence de la 
série (4).

A cet effet, posons pour tous les a

nous aurons, en vertu du théorème démontré dans le paragraphe VIII, 
ces valeurs limites

selon que p — q ou p < fq . Supposons encore \x\<G; la fonction He(a?) 
convergera uniformément à sa valeur limite correspondante (7). 

Posons ensuite pour abréger

la formule (16) du paragraphe VIII concernant la fonction gamma 
donnera

où M, désigne un nombre positif fini indépendant de λ . La formule (5) 
donnera de même
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ce qui donnera généralement, en vertu de (9),

où M désigne un nombre positif fini indépendant de n, tandis que 
nous avons posé pour abréger

Cela posé, remarquons que la série de puissances à coefficients 
positifs

a précisément le même rayon de convergence que la série donnée (3); 
cette autre série de puissances, obtenue immédiatement en appli­
quant la règle de multiplication de Cauchy

aura encore précisément le rayon de convergence R; c’est évidemment 
la même chose ponr l’autre série de puissances

Or, nous aurons, en vertu de (10), pour le terme de reste de la série 
hypothétique (4),

c’est-à-dire que la série (4) est absolument convergente pour \x I <  R 
et uniformément convergente pour |a?|<R — S.

Or donnons ensuite, en vertu du théorème fondamental de Weier- 
strass, comme série de puissances, la série qui figure au second 
membre de (4 ); nous aurons précisément la série donnée (3). De plus, 
notre série (4) ne peut jamais converger pour \x\ > R ;  car dans ce
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cas elle convergera uniformément pour \x\ >  R, ce qui donnera pour la 
série de puissances donnée ( 3) un rayon de convergence plus grand 
que R.

Quant au cas /; =  <7-1-1, une combinaison de la formule particu­
lière (9) du paragraphe XIV et le théorème général I du paragraphe XV 
donnera cet autre théorème :

III. Supposonsj) =  <7 -+- 1 ; ία série (4 ) dont les coefficients se détermi­
nent à l ’aide de la formule ( 5) est encore valable et uniformément con­
vergente à Γ intérieur et sur la circonférence du cercle L(R — 0) définie 
dans le paragraphe XIV.

Nous ignorons, par notre démonstration, si la série mentionnée 
dans le dernier théorème puisse être convergente à l’extérieur du 
cercle L(R); mais nous pouvons dire que, dans ce cas, la convergence 
sera nécessairement non uniforme.

Exemple I. — Posons p =  2, <7 =  1; nous aurons la série de fonc­
tions hypergéométriques ordinaires

où nous avons posé pour abréger

Exemple II. — La formule

est équivalente à l’ identité

obtenue de ( 14) en y posant p =  q =  o.

Exemple 111. — Soit G, (a?) la fonction obtenue de F0(a?) en rempla-
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çant a, par un autre paramètre a', tandis que tous les autres para­
mètres y.r et β, seront les^mêmes, nous aurons

Exemple IV. — Remplaçons de même, dans F0(/r), β, par un autre 
paramètre β', nous aurons pour la fonction G2(a?) ainsi obtenue :

LIV. — Séries de seconde espèce.

Ajoutons aux paramètres ( i )  du paragraphe LUI le nouveau para­
mètre ω du même genre, puis posons généralement

où il faut admettre p -h 2, il est très intéressant, ce me semble, que 
les séries de fonctions métasphériques de seconde espèce étudiées dans 
le Chapitre XI, nous fournissent un simple moyen pour étudier les 
séries de telles fonctions hypergéométriques généralisées.

A cet effet, posons

nous aurons la série de puissances

posons ensuite
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puis introduisons dans la série générale (7) dn paragraphe IL, avec 
l’ellipse de convergence E (a),  1 : x  au lieu de x\ nous aurons un 
développement de la forme

Conformément aux recherches du paragraphe IV, la série qui figure 
au second membre et convergente à l’intérieur de l’ellipse de Cassini 
C(a) est uniformément convergente sur la circonférence et à l’inté­
rieur d’une ellipse C(a-l· 0) quelconque. Quant à f ( x ) ,  nous aurons 
pour des valeurs suffisamment petites de \x\ la série de puissances

Supposons maintenant/Mure la fonction donnée f ( x ) ;  nous aurons

introduisons ensuite sjx au lieu de x  comme variable indépendante; 
l’ellipse C(a) de Cassini se transforme, comme nous l ’avons vu dans 
le paragraphe IV, à la courbe K(«). Soit enfin

savoir

nous aurons, pour la fonction (6), cet autre développement

d’où, en vertu des développements du paragraphe XV, ce théorème 
général :
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I. Supposons dans (1)  p — q 2, toute fonction f ( x )  analytique 

dans l ’intérieur d ’une courbe K(«) est dans ce domaine développable en 
série de la orme

où nous avons posé pour abréger

pourvu que J\x) soit, pour des valeurs suffisamment petites de x, définies 
par la série de puissances ( 5). La série (9) est uniformément convergente 
sur la circonférence et dans l ’intérieur d'une courbe K(« -t- 0 ) quelconque.

Quant au cas p = q-\- 1, un procédé analogue à celui qui nous a 
donné le théorème 1 du paragraphe LUI nous conduira à ce théorème 
analogue :

II. Supposons pSq  4- 1, puis désignons par R le rayon de convergence 
de la série de puissances ( 5), la série (9) dont les coejfieients se détermi­
nent à l'aide de la formule (10) est encore valable pour \x\ <  R et 
uniformément convergente pour |a?|  ̂R — δ.

Nous avons encore à donner quelques exemples correspondants au 
théorème I qui est évidemment le plus intéressant.

Exemple /. —  Posons pour abréger

nous aurons le développement

où la série correspondante est uniformément convergente sur la cir­
conférence et à l’intérieur de la courbe K(o).
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Exemple II. — Soit f ( x )  une transcendante entière; nous trouve­
rons le même champ de convergence uniforme que dans l’exemple I.

Une comparaison des deux classes de séries de fonctions hypergéo- 
métriques généralisées et non dégénérées que nous venons d’étudier 
est bien intéressante, parce que cette petite modification des fonctions 
qui figurent dans les séries susdites transforme totalement le champ 
de convergence uniforme des séries en question.

LV. — Séries de Ch. Neumann de fonctions cylindriques.

Il est digne d’intérêt que toutes les séries connues de fonctions 
cylindriques qui représentent des fonctions analytiques sont des cas 
particuliers des séries de fonctions hypergéométriques généralisées 
que nous venons d’étudier.

i° Posons dans la série

où il faut supposer, à cause des séries suivantes, que v ne soit pas égal 
à un négatif entier,

nous aurons

c’est-à-dire que nous avons à appliquer le théorème I du para­
graphe LUI pour

Transformons ensuite le développement ainsi obtenu à l’aide de 
la dernière formule (2); nous aurons la série de fonctions cylin­
driques (' )

( 1) Handbuch cler Théorie der Zylinderfunktionen, § 10a; Leipzig, 1904.
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où nous avons posé généralement

2° Sériés neumanniennes de première espèce. — La transformation (2) 
donnera de même

c’est-à-dire que nous avons à appliquer ici le théorème II du para­
graphe LIY pour

p  —  o ,  7  =  0 ,  ω  =  v +  i ;

la dernière des transformations (2) donnera ensuite, si nous posons 
encore v h- 1 au lieu de v, puis additionnons les deux formules ainsi 
obtenues,

où nous avons posé pour abréger

La série ( 5) qui correspond à v =  o est due à Ch. Neumann ( ') .

Exemple III : Séries neumanniennes de seconde espèce. — La règle 
de multiplication due à Cauchy donnera immédiatement, en vertu 
de (1),

ou, ce qui est la même chose,

( 1 ) Théorie der Bessehchen Funktioneu, p. 5 2 ;  L e ip z i g ,  1869. Voir  mon Handbuch der 
Théorie der Zjrlinderfunktionen, C h a p .  X X ;  L e ip z i g ,  1 9 0 4 .
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posons ensuite

nous aurons, en vertu de (7),

Gela posé, nous avons à appliquer le théorème II du paragraphe LIY 
pour

une méthode analogue à celle appliquée dans l’exemple 2 donnera 
ensuite la série suivante :

où nous avons posé pour abréger

La série (10) qui correspond à des valeurs entières des paramètres 
des fonctions cylindriques qui y figurent est due à Ch. Neumann (*).

Par ce point de vue, l’analogie des méthodes pour déterminer les 
coefficients des deux séries ( 5) et (10), que j ’ai indiquée dans mon 
Traité des fonctions cylindriques ( 2), est évidente, parce que ces deux 
espèces de séries se présentent comme des cas particuliers de la même 
classe de séries plus générales.

(') Mathematische Annalen, t. II, p. 19 2 ; t. III, p. 58i -6 i o .
(2) Foir les Chapitres XX et XXI de mon Handbuch der l'/ieorie der Zjliriderfunk- 

tionen; Leipzig, 1904.
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LVI. — Sur quelques séries de polynômes entiers.

P o u é  déduire du théorème de Ch. Neumann une classe de séries de 
polvnomes entiers, nous avons il étudier la fonction hypergéométrique 
particulière

qui ne possède par conséquent que les deux points singuliers finis 
x =  à-y. Les formules générales du paragraphe LIV donnent immé­
diatement ces développements en série neumanriienne

où nous avons posé pour abréger

ou, ce qui est évidemment la même chose,

Quant à la série (2), supposons que y  parcourt une certaine 
ellipse E(«); la série en question est uniformément convergente, 
pourvu que x  soit situé sur la circonférence ou à l’intérieur d’une 
ellipse E{a — 0) quelconque.

Cela posé, remarquons que l’intégraleeulèrienne de première espèce 
donnera, en vertu de la définition de la fonction ultrasphérique de 
première espèce,
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tandis que nous aurons de même

ces deux formules sont valables, pourvu que nous ayons

Or, la méthode expliquée dans les paragraphes XV et XLV1II mon­
trent que la formule déduite de (2) à l’aide des intégrales ( 4) et (5) 
est indépendante de la condition (6); de cette manière nous aurons le 
développement

où nous avons posé pour abréger

et la série (7) est uniformément convergente, où l’est la série origi­
nelle (2).

Introduisons maintenant dans ( 7) \Jx et \'y au lieu de-r et y respec­
tivement; nous aurons cet autre développement

et la série ainsi obtenue est, comme nous l’avons vu dans le para­
graphe IV, uniformément convergente, pourvu que y parcourt une 
certaine ellipse E,(a), tandis que x  est situé sur la circonférence ou 
à l’intérieur d’une ellipse E t(a  — 0) quelconque.

Cela posé, l’ intégrale de Cauchy donnera immédiatement le théo­
rème suivant :

J. Toute fonction J \ x ) ,  analytique à T intérieur dune ellipse E,(«),
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est dans ce domaine développable en série de la forme

uniformément convergente sur la circonférence et à l ’intérieur d ’une 
ellipse Ε,(« — o) quelconque, tandis que le coefficient général An se 
détermine à l ’aide de l ’intégrale curviligne

où E désigne la circonférence de E, (a —  o) parcourue dans le sens direct.

Supposons maintenant que l’ellipse E,(a) soit entièrement située à 
l’intérieur du cercle de convergence de la série de puissances

qui représente la fonction donnée f(oc)  aux environs de l’origine; la 
formule ( n )  donnera immédiatement pour An cette autre expression

Remarquons en passant que la formule (i) du paragraphe XLY 
donnera, en vertu de (4), cet autre développement

où nous avons posé pour abréger

il est digne de remarque que ce coefficient général est indépendant 
du paramètre σ.
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CHAPITRE XIV.
FORM ULES D’ ADDITION.

LVII. — Équations aux dérivées partielles.

Dans son Traité classique, Heine ( ')  remarque que la propriété la 
plus essentielle des fonctions sphériques est à chercher dans la for­
mule d’addition de ces fonctions.

La raison de cette formule d’addition et de l’autre que nous ajoutons 
dans le dernier paragraphe de ce Chapitre est à chercher dans le fait 
curieux que la fonction métasphérique générale, prise d’un argument 
très compliqué, satisfait à des équations aux dérivées partielles d’une 
forme très simple. En premier lieu, considérons la fonction

puis dilférentions deux fois et par rapport à a et par rapport à a?; nous 
aurons

où nous avons posé pour abréger

(*) Handbucli der Kugelfunktionen, t. I, p. 3 n ;  Berlin, 1878.
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ce qui donnera sans peine

Appliquons ensuite l’équation de Legendre obtenue pour Κν'Ρ(ω),

les formules différentielles que nous venons de développer donnent 
immédiatement pour j  =  Kv,p(co) cette équation aux dérivées par­
tielles

L’analogie entre les deux parties du premier membre de (2) et les 
premiers membres des équations de Legendre obtenues pour

respectivement saute aux yeux.
Il est bien curieux, ce me semble, qu’une étude directe du cas par­

ticulier β =  a nous conduira à des résultats analogues aux précédents. 
En effet, posons

nous aurons les formules différentielles

ce qui donnera, en vertu de (1), cette équation aux dérivées par­
tielles
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car nous aurons ici

La partie du premier membre de (3) qui contient les dérivées prises 
par rapport à x  est semblable au premier membre de l’équation de 
Legendre obtenue pour Kvp(ît), tandis que la partie contenant les 
dérivées prises par rapport à a est intimement liée au premier membre 
de l’équation de Gauss :

En effet, posons dans (4 )

nous aurons pour la fonction

l’équation différentielle suivante :

Introduisons maintenant dans (5), comme variable indépendante, 
la fonction

puis appliquons les formules de transformation

il en résulte sans peine pour la fonction

cette équation différentielle linéaire

Cela posé, mettons enfin dans ( 5)
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un simple calcul donnera finalement, pour la fonction

l’équation différentielle suivante :

Remarquons encore que nous aurons, en vertu du paragraphe IX, 
comme seconde intégrale particulière de (8), la fonction

généralement indépendante de (7).

LVIII. — Première formule d’addition. 

Étudions maintenant la fonction ultrasphérique

nous aurons toujours une identité de la forme

où les coefficients Α^”(α, β) sont symétriques par rapport aux deux 
variables a et β, savoir

Pour déterminer maintenant les coefficients As, différentions par 
rapport à x  les deux membres de l’identité (2); nous aurons, en vertu 
de la formule différentielle ( 10) du paragraphe XXI,
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d’où, en mettant dans (2) v -h 1 au lieu de v et /? — 1 au lieu de n, la 
formule récursive

ce qui donnera immédiatement

de sorte qu’il ne nous reste plus qu’à déterminer le seul coeffi­
cient A*·" (a, (3).

A cet effet, appliquons l’équation aux dérivées partielles (2) du 
paragraphe LVII, pour p =  η, n étant un entier non négatif, puis 
remarquons l’identité

nous aurons pour la détermination de Α^”(α, β) cette équation aux 
dérivées partielles,

d’où, en vertu de l’équation différentielle des fonctions adjointes (7) 
du paragraphe XXII,

où les coefficients a),n sont indépendants et de a et de (3.

Cela posé, mettons dans (2)α =  β =  1 ; nous aurons, en vertu de (4 ),

d’où immédiatement

de sorte que la formule récursive (4) donnera la formule générale
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d’où linalement le développement cherché

dont le cas v =  o est dû à Laplace (' ) et Legendre ( 2).
Nous avons à étudier séparément les cas particuliers suivants de la 

formule d’addition (G) :
I0 x  =  I , α =  c o s φ , b =  cosθ; ; nous aurons

d’où pour v =  o

où nous avons posé pour abréger ε0=  i, mais ερ =  2, pour p> i. 
2° L’hypothèse x  =  o donnera la formule singulière

( 1) Mémoires de l'Académ ie de Paris, 1782. ( La formule (le Laplace est fausse.)
( 2) Mémoires de l ’Académie de P aris, 1789.
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3° Considérons un triangle sphérique ayant les côtés a, b, c et les 
angles opposés A, B, C; nous aurons

(10) cosc= cos a cos b+ sina sin b cosC,

d’où, en posant dans (6) a =  cosor, β =  cos b, x  =  — cosC,

ce qui donnera pour

4° Multiplions par β~" les deux membres de (6), puis faisons 
croître au delà de toute limite la valeur absolue de β; nous aurons 
pour v =  o, x  =  cos s, la formule classique (6) du paragraphe XLVI. 

Considérons encore la fonction métasphérique générale

où a et β sont des quantités finies telles que le produit αβ n’est pas 
égal à ±  i, tandis que nous supposons encore

il saute aux yeux que ces conditions sont remplies si a et β sont des 
quantités réelles et différentes telles que α2 >  i et β2 >  i .

Cela posé, il est possible de déterminer une ellipse E(a), telle que 
la fonction ( i 3), considérée comme fonction de x, est analytique à 
l’intérieur de E(a), ce qui donnera une série neumanienne de la
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forme

Les formules de ce genre sont étudiées par Gegenbauer (*).

LIX. — Autres applications des séries neumaniennes.

Soit n un positif entier; les formules étudiées dans le para­
graphe XLYI donnent particulièrement cette autre

d’où, en posant x  =  — cosC, a =  cosa, β =  cos b, pour le triangle 
sphérique mentionné au paragraphe LYII1, 3°,

Posons dans (2) v =  o, v =  1; nous aurons respectivement

dans (3 ) il faut poser

( 1) Comptes rendus de l'Académ ie impériale de Vienne, t. C, 1891.
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Combinons maintenant les deux formules (i) et (G) du para­
graphe LVIII en introduisant dans la formule ( i 5) du para­
graphe XXXIII, savoir :

l'argument compliqué

puis développons, en vertu de (G) du paragraphe LVII1, toutes les 
fonctions Ρν"-2ί(ω); nous aurons en égalant les coefficients de Pr,i(a?) 
qui figurent dans cette formule et dans ( i ) ,  si nous posons encore

v — - au lieu de v, la formule curieuse
2

d’où, pour β =  a =  x  un développement particulier en série de carrés 
des fonctions ultrasphériques.

Posons ensuite v =  ο, a =  cos<p, β =  cos j»; nous aurons

où il faut admettre comme ordinairement ε0 =  i, mais zp =  2, p > i . 
L’hypothèse v =  1 donnera de même

Inversement, déduisons à l’aide de (1) et de la définition de la fonc-
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tion ultrasphérique la formule d’addition (G) du paragraphe LA III; 
nous aurons

d’où pour β =  a — x  un développement curieux du carré d’une fonc­
tion ultrasphérique.

Posons encore dans (8)v  =  o, a =  cos9, β =  οο8ψ; nous aurons

tandis que les hypothèses v =  1, a =  cos;p, β =  ϋθβψ donnent la for­
mule analogue

LX. — Seconde formule d'addition.

L’équation aux dérivées partielles (3) du paragraphe LYII nous 
conduit naturellement à étudier un développement de la forme
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où les coefficients As désignent des polynômes entiers de a; la for­
mule (i) est valable pour des valeurs finies quelconques de a et de x.

Pour déterminer maintenant les polynômes inconnues A*,n(a), 
différentions par rapport à x  la formule (i); nous aurons

d’où, en posant dans (i) v H- i au lieu de v et η - -  i au lieu de n, la 
formule récursive

de sorte qu’il ne nous reste plus qu’à déterminer la seule fonc­
tion Ao,n(a).

A cet effet, appliquons l’équation aux dérivées partielles (3) du 
paragraphe LVII; nous aurons pour Α'',η(α) =  Αί cette équation 
linéaire,

d’où, en vertu du paragraphe LVII, (7),

où «”,v est indépendant de a.
Gela posé, mettons dans (1) a =  1; nous aurons immédiatement

d’où finalement la formule cherchée ( ')

Posons dans (4) x  =  1, β =  i — a2 ; il en résulte

( 1) Voir mon Mémoire inséré dans les Annales de l ’École Norm ale, 3e série, t. XXV.
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tandis que l’hypothèsex  =  o donnera, si nousposons ensuite α2=  i — x,

Étudions maintenant le triangle sphérique isoscèle ayant les côtés c, 
a, a et les angles opposés C, A, A; nous aurons

(7) cosc =  Q,o%-a +  cos2a cosC,

d’où, en vertu de (4) en y posant a =  cos«, x  =  cosC,

ce qui donnera pour v =

tandis que les hypothèses v =  o, v =  1 donnent respectivement

la formule (10), où il faut admettre comme ordinairement ε0=  1, mais 
généralement ip =  2, 1 , est due à Stieltjes (*).

( ' ;  Journal de M a t h 4e série, t. V, 1889, P- 55-65.
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Quant à la fonction métasphérique générale, où a n’est égal ni à -f- 1, 
ni à — i,

elle a toujours clans x  — i un point singulier, de sorte que la série de 
fonctions PVi(a?) correspondante ne devienne aucune série neuma- 
niennc. En effet, la série en question n’est convergente que dans la 
partie de l’axe des nombres réels qui est située entre -h i et — i, 
pourvu que la série susdite soit convergente.
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INTÉGRALES DÉFINIES.

CHAPITRE XV.
GÉNÉRALISATIONS DES INTÉGRALES CLASSIQUES.

LXI. — Intégrales de Laplace et Jacobi et formules analogues.

Supposons \x\ <  i ; une méthode analogue à celle appliquée dans le 
paragraphe XII donnera la formule intégrale

où nous avons posé pour abréger

tandis qu’il faut admettre

Mettons ensuite, dans (i), i : x au lieu de x  et i : t au lieu de l; il 
en résulte pour la fonction métasphérique générale cette représenta­
tion intégrale

valable sous les conditions (2) et pourvu que
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Or, il saute aux yeux que la formule (4) nous donne le prolonge­
ment analytique, clans toutes les parties du plan des x, où l’intégrale 
qui y figure représente une fonction analytique de l’argument x, d’où 
le théorème suivant :

I. Supposons remplies les conclitiojis (3); l ’intégrale (4) nous définit 
la fonction Q pour tous les x  situés à Vextérieur d ’une ellipse E(o) 
quelconque et tels que |#|<G.

Supposons x  réel et — i << x  <  -+- i ; l’ intégrale (4) a un sens, 
pourvu que nous ayons en outre

tandis que les hypothèses x  =  ±  i exigent la condition

Le cas particulier p =  o donnera, si nous posons dans ( 4 ) tx  =  z y

où le chemin d’intégration ne doit ni passer, ni entourer aucun des 
points x  =  ±  i .

Une autre formule intégrale analogue à (4 ) peut être obtenue à 
l’aide des formules

où n désigne un entier non négatif, tandis qu’il faut admettre posilive 
la partie réelle de b.

En effet, supposons |a?|< i;  nous aurons immédiatement de cette 
manière

www.rcin.org.pl



CHAPITRE XV. — GÉNÉRALISATIONS DES INTÉGRALES CLASSIQUES. 1 9*̂

d’où, en posant ensuite i : x  au lieu de x, la formule intégrale élé­
gante

où il faut admettre par conséquent

c’est-à-dire que nous avons démontré le théorème suivant :

II. Supposons remplie la condition (8); la formule (7) nous définit 
la fonction Qv,p(a?) pour tous les x  situés à Γextérieur d ’une ellipse E(ô) 
quelconque et tels (jue |a?|< G.

Supposons x  réel et — i < a ? < - i - i ;  l’intégrale (7) a un sens, 
pourvu que nous ayons en outre

tandis que les hypothèses x  =  ±  1 exigent la condition ultérieure

La formule (6) nous permet de représenter comme intégrale définie 
la fonction Av’p(æQ de Gegenhauer définie dans le paragraphe XXIX, 
savoir

nous aurons immédiatement

où il faut admettre » ( v )  > 0 ;  la formule (9) est valable dans le 
domaine A, défini dans le paragraphe XXVIII. Quant à l’intégrale en 
question, elle représente, dans les autres domaines définis dans le 
paragraphe XXVIII, des fonctions différentes.

L’identité
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démontrée dans le paragraphe XXIX, donnera, en vertu de (9), cette 
identité intégrale

Supposons p =  η, n étant un entier non négatif ; nous aurons

d’où, en vertu de (10), deux expressions intégrales pour la fonction 

ultrasphérique, dont le cas particulier v =  appartient respecti­

vement à Laplace (*) et à Jacobi ( 2).

XII. — L’intégrale de Heine.

La formule paragraphe XXIV, ((>),

où il faut admettre

donnera immédiatement, en vertu du paragraphe XII,

où il faut supposer

Le cas particulier \ =  ±  1, qui correspond à x  =  =+= 1, exige encore 
les conditions

Posons maintenant dans (1)

( 1) Mécanique céleste, t. V, Livre II, Chap. II.
( 2) Journal de Crelle , t. XXVI, 1848, p. 81 ; OEuvres, t. VI, p. i 48.
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il en résulte

ce qui nous conduira à poser

d’où

Gela posé, nous aurons immédiatement, en vertu de (2),

il saute aux yeux que, dans le cas où a? est supposé réel et |#| >  i,oc et 
\]x- — 1 doivent être de signes opposés.

Posons dans (3 ) v =  ;̂ il en résulte la formule élégante

dont le cas particulier p -+- 1 égal à un positif entier appartient à 
Heine (*), tandis que Gegenbaucr(a) a indiqué la généralisation immé­
diate (3).

LXIII. — Les intégrales de Dirichlet.

Dans le paragraphe XXXII, nous avons démontré que la série infinie

où φ et 0 désignent des angles réels, est uniformément convergente 
par rapport à 0 et par rapport à φ, pourvu que \\

( 1) Handbuch, t. I, p. i 3 2 ; Berlin, 1878.
( 2) Comptes rendus de l ’Académie impériale de Vienne, t. C, 1891.
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Supposons maintenant tout d’abord v réel et v <  — i, puis mettons

où Rv (φ) et Ιν(φ) sont des fonctions réelles de la variable réelle φ 
puis supposons ο «< 0 <  π ; nous aurons évidemment pour ο 1 φ < 6 :

Dans l’intervalle 0<φ<π nous aurons au contraire des expressions 
de la forme

oùp  désigne un nombre entier. Or la formule (i) donnera

de sorte qu’il faut admettre, dans (4), p =  — i, ce qui donnera pour

Gela posé, remarquons que les identités ( i) et (2) donnent les déve­
loppements suivants :

séries qui sont uniformément convergentes toutes les deux; nous 
aurons pour n> 1

et pour n =  o

Introduisons maintenant dans (6) les expressions ( 3) et ( 5), puis 
remarquons que les intégrales définies qui figurent dans (6) sont des
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fonctions analytiques de v, pourvu que , nous aurons 
la proposition suivante :

I. Supposons ; nous aurons les représentations 
intégrales, où o <θ  <  π,

et où n désigne un positif entier.

Supposons particulièrement v =  1/2; les formules ainsi obtenues 
appartiennent à Dirichlet (' ).

Ajoutons, puis soustrayons les deux formules (8) et ( 9); nous 
aurons respectivement

mettons ensuite dans ( 1ο) n +  1 au lieu de n, puis posons v =

nous aurons en ajoutant, puis en soustrayant les deux formules ainsi 
obtenues de ( 10) et ( 11 ),

c’est-à-dire les formules de Mehler (2).

( 1) Journal de Crelle, t. XVII, 1837, p. 41 ; W erke, t. 1, p. 291 ; Heine, Handbuch der 
Kugelfunktionen, t. I, 1878, p. 8 4 ·

( 2) Mathematische Annalen, t. V, 1879, p. 141 ; Heine, Handbuch, t. I, p. 44.
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CHAPITRE XVI.
APPLICATIONS DES SÉRIES DE CHARLES NEUMANN.

LIV. — Expressions intégrales des coefficients.

La seule expression générale des coefficients d’une série neuma- 
nienne, donnée dans le paragraphe XLIV, savoir l’intégrale curvi­
ligne (4 ), est assez compliquée pour les applications. Le théorème 
suivant donne des expressions beaucoup plus simples :

I. Soit la série (les fonctions ultrasphériques

uniformément convergente dans l ’intervalle — i 5 .r 5 4- i, soit encore 

î t ( v ) > - ^  le coefficient général de (f) se détermine comme suit :

En effet, multiplions par

les deux membres de ( i ) ;  la série ainsi obtenue peut être intégrée 
terme à terme, par rapport h x  àv, x  =  — i à a? =  -h i , et la formule 
intégrale (9) du paragraphe XXXIII nous conduira au but : appliquons 
ensuite la formule (6) du même paragraphe; nous aurons particuliè­
rement :

IL Soit la série (1) une série neumanienne; le coefficient général A„
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se détermine à l'aide de iintégrale

Pour donner une autre application de la formule intégrale (9) du 
paragraphe XXXIII, revenons à la fonction

étudiée dans le paragraphe XXXVII et pour laquelle nous avons donné 
l’expression

nous aurons le théorème suivant :

II. Soit la série ( 1 )  uniformément convergente dans l'intervalle 
— 1 S x  £ -f- 1 ; la somme de ses n -h 1 premiers termes se présente sous 

forme d ’une intégrale définie, comme suit :

où il faut admettre naturellement

Désignons par f ( x )  un polynôme entier du degré n par rapport à x;  
la formule (4) donnera particulièrement

Le cas particulier v =  des formules ( 4 ) et ( 5) qui se présente sous

forme très élégante est du à Legendre, mais étudié aussi par G. Bauer(') 
et Christoifel ( 2).

Pour donner une application intéressante du théorème I, considé-

( ')  Comptes rendus de l ’Académie royale de M unich, 1875. 
(2) Journal de Crelle, t. LV, 1858, p. 61-82.
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rons la série neumanienne

nous aurons

Posons ensuite

puis remarquons que le développement ( i )  du paragraphe XLY pour 
la fonction ΡΡ,Λ(α#) donnera, en vertu de (7), cette formule intégrale

nous aurons la proposition suivante :

IV. Les coefficients de la série neumanienne (6) admettent le dévelop­
pement

où nous avons posé pour abréger

la formule (9) est valable quelle que. soit la fonction analytique f  (x) .

LXV. — Applications aux séries particulières.

11 saute aux yeux que les formules intégrales (2) et (3 ) du para­
graphe précédent nous permettent de déduire d’une série neuma­
nienne, dont les coefficients sont connus, deux intégrales définies
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correspondantes. Nous avons ici à mentionner quelques intégrales de 
ce genre :

i° La formule (4) du paragraphe XXNIt donnera pour

2° Le développement de e'** donné dans le paragraphe XLIV nous 
conduira de même à la formule

d’où pour n =  o, après une légère modification,

qui est, pour v égal à un entier non négatif, précisément la formule 
célèbre de Bessel (■ );

3° Appliquons la formule ( 5 ) du paragraphe LXVI qui joue un rôle 
fondamental dans les séries de François Neumann; nous aurons de 
même pour la fonction métasphérique générale la représentation inté­
grale suivante :

d’où pour v =  p =  o la formule intégrale de F. Neumann ( 2) ;

4° Le développement particulier (7) du paragraphe LXVI donnera 
la formule de Laplace

déduite d’un autre point de vue dans le paragraphe LXL

( 1 ) Mémoires de l'Académ ie royale de Berlin , 1824, p. 36. 
(*) Beitràge zur Théorie der Kugelfunktionen. Leipzig, 1898.
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Écrivons maintenant sous la forme suivante

la formule ( 5), puis mettons dans (6) successivement

fi — o,  i , 2, 3,  . . .  ;
une addition de toutes les formules ainsi obtenues donnera, en vertu 
de (2) pour n =  o, ce développement en série neumanienne :

dont le cas particulier v =  o, / =  1 est dû à Catalan ('); posons encore 
dans cette formule particulière x =  cos^; nous aurons le développe­
ment intéressant

Remarquons encore que la formule (7) donnera cette représentation 
intégrale

LXVI. — Applications des formules d’addition.

Nous avons encore à appliquer sur les deux formules d’addition 
développées dans le Chapitre XIV les formules intégrales du para­
graphe LXIV, ce qui nous donne des résultats assez intéressants.

En premier lieu, appliquons la formule générale : nous aurons immé-

( 1) Mémoires de l ’Académie royale de Belgique, t. XLIV, 1881, P· >4 ·
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diatement

car on voit immédiatement que le signe de l dans la fonction ultra- 
sphérique qui figure sous le signe d’intégration au premier membre 
peut être choisi arbitrairement. Le cas particulier v =  o 'de ( i ) a été 
étudié par Legendre et G. Bauer (*).

Posons dans (i) y =  x \  il en résulte

En second lieu, la dernière formule d’addition donnera la formule 
suivante

qui est très remarquable en comparaison avec la précédente.
Cela posé, prenons pour point de départ la formule (i) du para­

graphe XLY :

les deux formules (2) et (3) nous permettent de déduire deux déve­
loppements invers.

En effet, mettons dans (4) p =  v et v -h au lieu de v, puis intro-

( 1) Comptes rendus de l ’Académ ie royale de Munich, 1875.
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(luisons dans la formule ainsi obtenue

au lieu de x\ les formules intégrales susdites donnent, si nous posons

encore v — - au lieu de v :
2

où nous avons posé pour abréger

En second lieu, mettons dans ( 4 ) p =  v +  le même procédé 

donnera

où nous avons posé généralement
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CHAPITRE XVII.
APPLICATIONS D'UNE INTÉGRALE DE M. DE SONINE.

LXVII. — Les fonctions métasphériques.

Supposons

Μ. N. de Sonine ( 1) a donné la formule intégrale

où nous avons posé pour abréger

Il saute aux yeux que la formule (2) est directement applicable 
pour la représentation intégrale des fonctions métasphériques.

Étudions d’abord les deux fonctions Mv,p(x ) et Nv p(x ), puis posons 
comme dans le paragraphe XVII

( 1 ) Mathematische Annalen, t. X V I ,  1880,  p. 5 i .  Voir  aussi mon Handbuch dcr Z y lin -  
dcrfunktioncn, p. 1 9 1 .  Leipzig, 19 0 \.
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nous aurons immédiatement, en vertu de (2),

car la définition des fonctions cylindriques donnera immédiatement

Exprimons ensuite, à l’aide de y, et y2, les fonctions M et N; nous 
aurons finalement

dans ces formules il faut supposer

Appliquons maintenant la définition de Qv,p(a?); la formule (2) 
donnera, en vertu de (G),

formule qui est due à llankel et valable, pourvu que

ou
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Supposons maintenant x  positif, puis posons dans (10) — i x  au 
lieu de x;  nous aurons, en vertu de (7) et (8),

c’est-à-dire le prolongement analytique de Qv,p(a?).

LXVIII. — Les fonctions ultrasphériques.

Prenons pour point de départ les formules

développées dans le paragraphe XXXIV; la formule de M. de Sonine 
donne immédiatement ces autres

où il faut admettre respectivement
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Le cas particulier v =  -» dans lequel les formules se présentent

sous formes très élégantes, est dû à M. Schafheitlin ( ().
Posons encore v =  o ; nous aurons, en vertu de (i) et (2),

tandis que l’hypothèse v =  1 donnera de même les formules analogues

( ')  Mathematische Annalen, t. X XX, 1887.
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