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ROZDZIAŁ I.

Układy spółrzędnych na linji prostej.

1. Odcinki i wektory na linji prostej.

Uważajmy linję prostą i oznaczmy ją literą l. Dwa dowolne 
punkty A, B prostej l wyznaczają odcinek, który oznaczamy przez 
A B lub B A, i którego końcami są te punkty. Uważajmy znów dwa 
dowolne punkty C, D prostej l. Teorja mierzenia odcinków uczy 
wyznaczać jednoznacznie pewną liczbę μ miarę odcinka A B przy 
jednostce odcinku CD. Liczba μ jest wymierną wtedy i tylko wtedy 
gdy odcinki są współmierne, niewymierną wtedy i tylko wtedy gdy 
są niewspółmierne. Oznaczając miarę odcinka A B  przez m(AB)  
mamy zatem

m(A B) =  μ. (1)

Przypuśćmy teraz, że i  i ii oznaczają tensam punkt na pro­
stej l. Mówimy, że punkty A i B się zlewają, w przeciwnym razie, 
że są od siebie odmienne. Przez dwa punkty będziemy naogół rozu­
mieli dwa punkty dla których albo jeden albo drugi przypadek 
zachodzi. Punkty A i B zlewające się wyznaczają odcinek nie­
właściwy, w przeciwieństwie do punktów od siebie odmiennych, 
które wyznaczają odcinek właściwy. W  pierwszym przypadku je­
dynym punktem odcinka jest punkt A lub B. Jako miarę odcinka 
niewłaściwego przyjmujemy liczbę zero, dlatego odcinek taki nazywa 
się odcinkiem zerowym.

Nazwijmy przyległymi dwa odcinki mające jeden koniec wspólny 
np. AB, BC. Są one przyległe zewnętrznie gdy prócz B nie mają 
innego punktu wspólnego, wewnętrznie w przeciwnym przypadku. 
W  teorji mierzenia odcinków dowodzi się następującego twierdzenia:

„Odcinek A C, który się nazywa sumą odcinków przyległych 
zewnętrznie AB  i BC  ma miarę równą sumie miar tych odcinków''.
Geometrja analityczna na płaszczyźnie· 1
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Wprowadzimy teraz pojęcie wektorów na prostej l. W  tym 
celu uważajmy pewien porządek następstwa obu końców odcinka 
właściwego A, B. Odcinek właściwy, którego końce następują po sobie 
w pewnym porządku: A ,B  lub B, A  nazywamy odcinkiem skierowanym 
lub wektorem i oznaczamy przez A B  względnie przez B A . Dwa 
wektory A B i B A nazywają się sobie przeciwne. Pierwszy z koińców 
wektora nazywamy jego początkiem, a drugi końcem, rozumiejąc to 
słowo w nowym sensie. Odcinek niewłaściwy możemy też nazywać 
wektorem niewłaściwym w odróżnieniu od wektorów właściwych..

Każdy wektor właściwy A B  wyznacza na prostej l pewien 
porządek następstwa punktów prostej. Dwom wektorom A B  i B A  
sobie przeciwnym odpowiadają dwa przeciwne sobie porządki na­
stępstwa punktów na prostej l.

Prostą na której obraliśmy pewien porządek następstwa pun kt<ów 
nazywa się prostą skierowaną lub osią (axe). Każdej prostej odpo­
wiadają więc dwie osie sobie przeciwne. Mówimy też że mamy na 
prostej dwa przeciwne sobie kierunki obiegu.

Uważajmy znów prostą l i osie 1Λ i /2 sobie przeciwne odpo­
wiadające tej prostej. Obierzmy jednę z tych osi np. lx. W ektor Λ Β  
nazywa się dodatnim jeżeli ma kierunek osi Z1, w przeciwnym raszie 
ujemnym. Wartością (yaleur) wektora A B nazywa się liczba względna, 
której wartość bezwzględna równa się mierze odcinka w jedn.osttce 
danej CD, a która jest dodatnia lub ujemna zależnie od tego, cizy 
wektor jest dodatni czy ujemny. Oznaczamy przez v{AB)  wa,rto>ść 
wektora AB.  Jeżeli ona równa się λ mamy jako definicja

ν(ΑΒ)  — λ. ((2)

Krócej wartość oznaczymy przez AB.

2. Układy spółrzędnych Kartezjusza na prostej.

Obierzmy na prostej l dowolny7 punkt oznaczając go literą O. 
Dzieli on prostą na dwa ramiona (demi-droites) rx i rs, któirycch 
początkiem jest wspólny punkt 0. Każdemu punktowi A prosttej 
odpowiada wektor (JA. Wektory te współpoczątkowe dzielimy ma 
dwie kategorje. zależnie od tego, czy koniec A  leży na ramieniu rx 
czy na ramieniu r2, przyczem wektor niewłaściwy 0 0  uważ;amuy 
za należący do obu kategoryj.

Obierzmy na prostej l pewien kierunek obiegu, tj. pewną ooś. 
Nazwiemy dodatniem ramieniem to z ramion r1? r ,, dla któireggo
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pocsątek 0  jest pierwszym punktem ramienia, a ujemnem tó ramię, 
dla którego 0  jest ostatnim punktem ramienia. Niechaj r, będzie 
doditniem, a r2 ujemnem ramieniem. Ramiona te będziemy też 
ozmczać przez r+ i r_..

Uważajmy na ramieniu dowolny punkt J  odmienny od O, 
i mierzmy odcinki na prostej l odcinkiem OJ jednostkowym. Punkt J 
nazviemy punktem jednostkowym.

Każdy wektor OA o początku 0  ma teraz pewną wartość, 
któia jest dodatnia, jeżeli A leży na ramieniu r+ i jest różne od 0, 
ujenna jeżeli A leży na ramieniu r_ i jest różne od 0, zerowa 
jeżeli A  schodzi się z 0. Naodwrót do danej a priori dowolnej 
liczjy względnej λ należy jeden i tylko jeden punkt A, dla którego 
spełniony jest warunek (2), tj. należy jeden i tylko jeden z wekto­
rów współpoczątkowych, którego wartość równa się λ.

Wektor OA należący do punktu A nazywamy odciętą Kartę- 
zjurza, albo krótko odciętą (abscisse)*) punktu A, albo też spółrzędną 
Kartezjusza, krótko spółrzędną (coordonnće). Nazwami tymi ozna­
czany też wartość wektora O A, którą raczej powinno nazywać się 
wartością odciętej lub spółrzednej. Początek ramion 0  nazywamy 
początkiem układu spółrzędnych Kartezjusza (origine des coordonnees). 
Oś obraną na prostej l nazywamy osią Kartezjusza (axe des coor- 
donnćes) i oznaczamy przez x. Odcinek jednostkowy OJ nazywamy 
jedrostką (miary) układu spółrzędnych Kartezjusza.

Układ Kartezjusza na prostej jest więc dany, jeżeli dany jest 
jego początek O, jednostka miary OJ i kierunek dodatni na prostej, 
tj. lana oś.

Spółrzędne punktów stale obranych na osi spółrzędnych Kar­
tezjusza oznaczamy zwykle pierwszymi literami abecadła a, 6 , . . .  
zaś spółrzędne punktów zmiennych ostatnimi literami abecadła x, y , . . .

3. Odcinki i wektory w układzie spółrzędnych Kartezjusza.
Wprowadźmy na prostej l układ U spółrzędnych Kartezjusza. 

Uważajmy dowolny wektor AB na osi x. Załóżmy nasamprzód, 
że wektor ten jest dodatni. Zależnie od położenia punktów A i B  
moiemy odróżnić 5 następujących przypadków:

’ ) Nazwa odciętej pochodzi od A p o l l o n j u s z a  z Pe r g i  w III wieku 
prztd Chr., który w dziele ,,τά κωνικά* odcina (άκοτέμνειν) odcinki na osi prze­
chodzącej przez wierzchołek krzywej drugiego stopnia. Stąd pochodzi nazwa 
„abjcissa" używana przez tłómaczy Apollonjusza.

1*
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1. A i B  leżą na dodatniem ramieniu osi spółrzędnych.
2. A leży na ramieniu ujemnem, a B  na ramieniu dodatnieem.
3. A  i B  leżą na ramieniu ujemnem.
4. A zlewa się z początkiem 0, a więc B  leży na ramienniu 

dodatniem.
5. B zlewa się z początkiem 0, a więc A leży na ramienniu 

ujemnem.
Uważajmy przypadek pierwszy. Ponieważ A  leży pomięddzy 

0  i B. więc odcinek OB jest sumą odcinków OA i AB. Mańmy 
więc równość

m ( OB) — m ( OA) -(- m (AB).

Wektory OA i OB są dodatnie, a więc jeżeli oznaczyrmy 
przez a i b wartości wektorów OA i OB

OA =  a, ~0B =  b
mamy

m (OA) — a, m( OB) —  b.

Mamy więc równość

m (AB) =  b —  a. ( (3)

Ale wektor AB  jest dodatni, więc dochodzimy do wzoru

~AB =  b —  a. ( (4)

W  drugim przypadku 0  leży między A i B , więc AO, i OB 
AB  są dodatnie. Mamy więc

m (AB) =  m(A0)  -j - m(OB).
Mamy dalej

m (A 0) —  m (OA) =  —  OA =  —  a 

m (OB) =  OB =  b,

dochodzimy więc znów do równości (3) i (4).
W  trzecim przypadku B  leży między A i 0  mamy wirięc 

równość
m(A0) — m(AB)  -j- m ( B 0), 

a ponieważ teraz marnym

m(AO) —  —  a, m (B 0 ) —  —  6, 

więc znów dochodzimy do równości (3) i (4).
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W  czwartym i w piątym przypadku mamy również wzory (3) 
i (4), albowiem w czwartym przypadku mamy

m{AB) =  AB =  OB =  b, 

m {OA) =  a =  o,
a w piątym

m (AB) =  AB — A O =  —  a, 
m(OB) =  b =  o.

Załóżmy teraz, że wektor AB  jest ujemny. Wówczas wektor BA 
jest dodatni. A więc mamy

BA =  a —  δ,

zatem dochodzimy do wzorów

m (AB) — a —  6, (3*)

~AB =  δ —  a. (4*)

Widzimy więc, że na wartość wektora AB  otrzymujemy ten sam 
wzór (4).

Wreszcie dla odcinków zerowych mamy

a =  b,

a więc wzory (3) i (4) ważne są i w tym szczególnym przypadku. 
Możemy więc wypowiedzieć następujące twierdzenie: 
T w i e r d z e n i e  1: „Miara odcinka AB  równa się bezwzględnej 

wartości różnicy spółrzędnyeh końców odcinka. W artość wektora AB  
równa się różnicy spółrzędnej końca i spółrzędnej początku wektorau.

Uważajmy dowolną liczbę n ^  2 dowolnych punktów na osi 
spółrzędnyeh a?, oznaczając je odpowiednio literami A x, A2, . .  . An. 
Niechaj spółrzędne tych punktów będą odpowiednio a1} a2, . . . a„. 
Uważajmy następujący ciąg wektorów

A j A2, A2 A3. . . .  i AiX At At_j_j, . . .  A„. (5)

Dwa wektory A(_x A t, A ( Ai+1 następujące po sobie bezpo­
średnio w tym ciągu, tj. takie że koniec pierwszego jest zarazem 
początkiem drugiego nazywają się przyległe a ciąg ciągiem wektorów 
przyległych.

Sumą wektorów ciągu wektorów przyległych, albo wektorem 
wypadkoicym (vecteur rćsultant) nazywamy wektor Ax A„, którego 
początkiem jest początek pierwszego wektora, a końcem koniec 
ostatniego wektora ciągu 5̂).
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Udowodnimy następujące
T w i e r d z e n i e  2: „Wartość wektora wypadkowego cigągu 

wektorów przyległych równa się sumie wartości tych wektorców. 
Mamy więc wzór

t = ]

Uzasadnimy wzór ten metodą indukcji matematycznej. U w a ­
żajmy więc nasamprzód dwa wektory prz}degłe A t A2, A2A3. Maamy

ale mamy

a więc

Załóżmy teraz słuszność wzoru, który otrzymujemy ze wzoru ( (6), 
zastępując w nim n przez n —  1 tj. wzoru

Uważajmy trzy wektory A jA n_j, A„’_ jAn i AjA„.  Mamy wvięc 
stosując wzór (7)

Ze wzorów (8) i (9) wynika wzór (6). Ponieważ wzór ten j jest 
słuszny dla n =  2, a słuszność jego dla dowolnej liczby wektorcrów 
przyległych pociąga za sobą słuszność wzoru dla liczby o jednaość 
większej, więc wzór ten jest ogólnie słuszny.

W  tym szczególnym przypadku, w którym punkty Aj i A n 
zlewają się ze sobą, wektor Aj An jest zerowy, a ciąg (5) nazyywa 
się ciągiem zamkniętym. Wzór (6) napiszemy w tym wypaddku 
w postaci

przyczem An= A 1. Mamy więc
T w i e r d z e n i e  3: „Suma wartości wektorów ciągu zamknnię- 

tego równa się zeruu.
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4. Przekształcenia ukła.dów spółrzędnych Kartezjusza 
na linji prostej.

Uważajmy na prostej l pewien układ U, określony pewnym 
początkiem 0, pewnym dodatnim kierunkiem na prostej l i pewną 
jednostką miary OJ. Przekształceniem układu U w układ U', nazy­
wamy zastąpienie układu U przez układ V ', określony pewnym 
początkiem 0', pewnym dodatnim kierunkiem i pewną jednostką 
miary 0'J'. Przekształcenie nazywamy identycznem, jeżeli wszystkie 
trzy dane są w obu układach tesame.

Przekształceniami elementarnemu układów będziemy nazywali 
przekształcenia, w których zmieniamy tylko jednę daną nie zmie­
niając innych dwóch danych. Mamy więc trzy przekształcenia ele­
mentarne.

Pierwszem przekształceniem elementarnem nazywamy prze­
kształcenie, w którem początek 0 zastępujemy innym początkiem 0', 
nie zmieniając dodatniego kierunku ani jednostki miary. Oznaczmy 
przez x  i x' spółrzędne dowolnego punktu P  prostej l w ukła­
dach U i U*. Aby znaleźć związek zachodzący pomiędzy tymi spół- 
rzędnymi, musimy znać położenie punktu 0 ’ względem punktu 0 y 
a więc spółrzędną Kartezjusza punktu 0' w układzie U. Oznaczmy 
przez

A~BX i A B ~X, ,

wartości wektora AB  w obu układach U i U' spółrzędnych. Nie­
chaj a będzie spółrzędną punktu 0 ’ w układzie U

Mamy więc równość

ά więc

Ale mamy
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albowiem jednostka miary jest w obu układach tasama i kierunek 
dodatni tensam. Otrzymujemy więc związek

x' =  x — <x, (Π )

zachodzący między spółrzędnymi x, x' punktu P  w pierwszem prze­
kształceniu.

Drugie przekształcenie elementarne polega na tern, że jako 
nowy kierunek dodatni obieramy kierunek przeciwny kierunkowi 
dodatniemu układu U. Wartość wektora OP  równa się w ukła­
dzie TJ' ujemnej wartości tego wektora w układzie £7, tj. mamy 
związek

x' =  —  x  (12)

zachodzący pomiędzy spółrzędnymi punktu P  w drugiem prze­
kształceniu.

Trzecie przekształcenie elementarne polega na tem, że zmie­
niamy tylko jednostkę miary. Niechaj J' będzie nowym punktem 
jednostkowym, a więc OJ' nową jednostką miary. Niechaj m' (AB)  
oznacza miarę odcinka AB  w nowej jednostce miary.

Otóż teorja mierzenia odcinków u czy,. że jeżeli μ jest miarą 
odcinka AB  w jednostce miary CD, zaś v miarą odcinka CD 
w jednostce miary BI]  natenczas miara μ' odcinka AB  w jednostce 
miary KF  równa się μν

μ' = μν. (13)

Stosując to do odcinka OP otrzymujemy związek następujący 

m'(OP) — m(OP) m' (OJ).

Wprowadzając oznaczenie

v == m' (OJ)

i zważając, że wektor OP jest w obu układach tegosamego :znaku 
mamy równość

ó 7t^ : = v ó ą ,

a więc mamy związek
x' =  ( 14)

pomiędzy spółrzędnymi Kartezjusza punktu P  w trzeciem prze­
kształceniu.
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Oznaczmy przez ν' miarę nowej jednostki miary OJ' w dawnej 
jednostce miary OJ

ν' =  m(OJ').
Mamy związek

w ' =  1, (15)

otrzymujący się ze związku

m' ( OP) =  m (OP). OJ)

uważając jako punkt P  nowy jednostkowy punkt J'.
Wzory (11) i (14) są słuszne w przypadku przekształcenia 

identycznego, jeżeli we wzorach tych położymy a =  0 względnie 
v =  1.

Ze wzorów ( l l l ,  (12) i '(14) wyrazimy spółrzędną x  punktu P  
przez spółrzędną x' tegoż punktu. Otrzymujemy wzory

9

Wyznaczymy teraz związki między wartością wektora AB  
w obu układach. Niechaj a, b będą spółrzędne punktów A, B  w ukła­
dzie U, zaś a', b' spółrzędne w układzie L'.

W  pierwszem przekształceniu elementarnem mamy

a' =  a —  a, b' — b —  a,
więc

b' —  a' =  b —  a,
a więc

Ί1Γζ, =  Α~Βχ. (16)

W  drugiem przekształceniu elementarnem mamy 

a' =  —  a, b' =  —  6,
więc

A B l =  — A B „  (17)

W  trzeciem przekształceniu elementarnem mamy 

a' =  να, b =  vb,
więc

αΊΓκ, =  v A~BX. (18)

Uważajmy teraz takie przekształcenie układu Kartezjusza,. 
w którem zmieniamy więcej aniżeli jednę daną. Przypuśćmy na-
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samprzód, że zmieniamy tylko dwie dane danego układu. Aby otrzy­
mać związek zachodzący pomiędzy spółrzędnyuni x  i x' punktu P  
postępujemy w sposób następujący. Wprowadzamy trzeci pomocni­
czy układ spółrzędnych Kartezjusza U" ,  który otrzj^mujesię z układu 
spółrzędnych U przez zmianę tylko jednej z tych dwóch danych, 
które podlegają zmianie. Przytem tę daną obieramy dowolnie. Oznaczmy 
przez x"  spółrzędne w układzie U". Od układu U" przechodzimy na­
stępnie do układu U' zmieniając drugą daną. Otrzymujemy w ten spo­
sób zupełnie oznaczony wzór dający związek pomiędzy spółrzędnymi 
x  i x\ zastępując we wzorze wyrażającym x‘ przez x"  spółrzędną x"  
przez jej wyrażenie w spółrzędnej x.

Nazywamy funkcją linjową zmiennej x wyrażenie

x' =  ax -(- b, (19)

w którem a i b są spółczynnikami funkcji. Uważamy drugą funkcję 
linjową

x "  =  a'x' -f- b' (20)

0 zmiennej x j  a o spółczynnikach ajb'. Zastępując w tej funkcji x' 
przez wyrażenie (20) otrzymamy

x" —  a' (a x -f- b) -|-b' —  a'a x -f- a'b b' ,

a więc nową funkcję linjową o spółczynnikach 

a" =  a a', b" =  a'b - f  b'.

x "  =  a "x -\ -b " .  (21)

Funkcja x"  nazywa się funkcją wypadkowa obu funkcji (19)
1 (20).

Stosując to do przekształceń układów Kartezjusza widziany, że 
na spółrzędną x' wyrażoną przez spółrzędną x  otrzymujemy funkcję 
linjową. Przytem spółczynnik przy x  w tej fuukcji jest 0(d zera 
odmienny, albowiem równa on się iloczynowi spółczynników przy 
zmiennych w obu wzorach pomocniczych, ale wszystkie trzy spół- 
czynniki przy x  we wzorach elementarnych (11). (12), (14) są, od 
zera odmienne.

Uważamy nareszcie przekształcenie układu spółrzędnych Ό,
w którem zmieniamy wszystkie trzy dane. Posługujemy się dlwtoma 
układami pomocniczymi U" i U"1. Przechodzimy od układu U  do 
do układu ϋ "  zmieniając tylko jedną dowolną daną układu U. Na-
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•stępnie zmieniamy drugą daną, przechodząc od U"  do układu U'". 
Wreszcie zmieniamy trzecią daną, otrzymując nowy układ U'.

Aby otrzymać wyrażenie na spółrzędną x' punktu P  w spół- 
rzędnej x  tegoż punktu, wyrażamy x' przez x"\ x " '  przez x'\ na­
reszcie x"  przez x. Z tego co powiedzieliśmy wynika, że wzór ten 
jest zawsze postaci

x' — ax b, (22)

przy tern liczba a jest od zera odmienna, a mianowicie jest teraz 
ujemna.

Mamy zatem na każde przekształcenie układu spółrzędnych 
wzór (22), w którym to wzorze a jest od zera odmienne i doda­
tnie, jeżeli nie zmieniamy osi, ujemne jeżeli oś zmieniamy.

Dla danego przekształcenia układu wzór (22) jest oznaczony 
w zupełności t. j. nie zależy od obioru układów pomocniczych. 
Gdyby bowiem prócz wzoru (22) zachodził jeszcze wzór

x' =  a x  -j- b.

mielibyśmy odejmując stronami

(a —  a) x-\-b  —  b —  0 

dla wszj^stkich #, a więc stąd otrzymujemy

a —  a, b =  b.

Możemy rezultaty te zawrzeć w następującem twierdzeniu: 
T w i e r d z e n i e  4: „Spółrzędną x' w układzie przekształco­

nym jest funkcją linjową spółrzęduej x  układu pierwotnego w zu­
pełności określonąu.

Uważajmy znów wzór (22) zakładając, że we wzorze tym 
liczby a i b są to liczby dowolne dane z tern tylko ograniczeniem, 
że a jest od zera odmienne. Twierdzimy, że istnieje jeden jedyny 
układ U' taki że x' wyraża się wzorem (22) przez x.

Okażemy nasamprzód, że istnieje najwyżej jeden taki układ. 

Gdyby bowiem istniały dwa układy U' i CJ', natenczas oznaczając 
spółrzędne w tych układach przez x' i x' mielibyśmy

a więc
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Zatem układy te mają ten sam początek, tę samą jednostkę 
miary i ten sam dodatni kierunek, czyli że są identyczne.

Przypuśćmy teraz nasamprzód, że liczba a jest dodatnia, i wpro­
wadźmy układ pomocniczy £7", którego początkiem jest początek O 
układu U i który ma ten sam dodatni kierunek, ale w którym mie­
rzymy odcinki nową jednostką miary OJ" tak obraną, że miarą 
dawnej jednostki miary OJ w nowej jednostce OJ" jest liczba a.

Mamy
x" =  a x.

Wprowadźmy następnie nowy układ U' pierwszem przekształ­
ceniem elementarnem z układu U" ,  przyjmując jako początek 0' 
punkt, który ma w układzie U" spółrzędną —  b. Mamy więc

x' =  x"  -|~ b,

a stąd otrzymujemy wzór (22).
Przypuśćmy teraz, że mamy nierówność a <  0. W  układzie 

pomocniczym JJ" spółrzędną x "  wyraża się przez x  wzorem

x" =  —  x.
Mamy zatem wzór

x' =  —  a x"  -|- b.

Ale —  a jest liczbą dodatnią, więc na podstawie tego cośmy 
dopiero co udowodnili możemy przejść od układu U" do takiego 
układu £7", dla którego zachodzi wzór powyższy. Zatem pomiędzy 
spółrzędną x' w układzie £7' a spółrzędną x  w układzie £7 zachodzi 
wzór (22).

Możemy więc wypowiedzieć:
T w i e r d z e n i e  5: „Do każdego wzoru (22), w którym spół- 

czynnik przy x jest od zera odmienny, należy jeden i tylko jeden 
układ £7', którego spółrzędną x' wyraża się tym wzorem przez spół­
rzędną x układu L u.

5. Spółrzędne Mobius’a na linji prostej.

Uważajmy na prostej l układ Kartezjusza £7. Obierzmy dwa 
dowolne od siebie odmienne punkty A i B  o spółrzędnych a i b. 
Uważajmy dalej dowolny zmienny od punktu B  odmienny punkt P  
o spółrzędnej x. Oznaczając przez λ stosunek wartości wektorów 
A P  i B P  mamy
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Otrzymamy więc wzór

który dla każdej wartości na λ od odmiennej daje zupełnie ozna­
czoną wartość na λ.

Ze wzoru (24) możemy wyrazić x  w zależności od λ. Mamy

a więc zakładając, że λ nie równa się jedności otrzymujemy na ar 
wzór następujący

^ a  —  b\  (25)

Każdej od 1 odmiennej wartości na λ odpowiada wzorem (25) 
oznaczona od b odmienna wartość na ar, która wstawiona we wzór 
daje na λ ową daną wartość. Naodwrót wartość na λ odpowiada­
jąca dowolnej liczbie x =j= b jest od 1 odmienna i wstawiona we 
wzór (25) daje właśnie tę liczbę.

Liczbę λ określoną wzorem (24) nazywa się spółrzędna Mo- 
bius’a 1) punktu P  w układzie U Kartezjusza. Spółrzędna ta jest 
w zupełności określona, jeżeli prócz układu U dane są na prostej l 
dwa od siebie odmienne punkty A i B, punkty fundamentalne układu 
spółrzędnych Mobius’a. Wektor JB , którego początkiem jest pierw­
szy punkt fundamentalny, a końcem drugi punkt fundamentalny na­
zywa się wektorem fundamentalnym.

Okażemy teraz, że spółrzędna Mobius’a λ danego punktu P  
nie zalezy od obioru układu Kartezjusza. Przekształćmy układ U na 
układ U' i niechaj między spółrzędnymi x  i x' punktu P  w tych 
układach zachodzi związek

x' =  a x  -f- β.

Stąd otrzymamy, oznaczając przez a' i b' spółrzędne Kartezju­
sza punktów fundamentalnych A i B  w układzie U

*) Spółrzedne te wprowadził Mobius w dziele „Der barycentrische Cal- 
cul“ w r. 1827.*

www.rcin.org.pl



1 4

a więc

Dochodzimy zatem do wzoru

λ '= .λ ,  (26)

który wyraża nasze twierdzenie
Naodwrót do danego λ należy oznaczony punkt P  niezależnie 

od układu Kartezjusza. W  istocie mamy

a więc

Mamy zatem następujące
T w i e r d z e n i e  6: „Przy danych punktach fundamentalnych 

należy do danego punktu P  oznaczona spółrzędna Móbiusa nieza­
leżnie od obioru układu Kartezjusza i naodwrót do danej spółrzę- 
dnej Mobiusa należy oznaczony punkt niezależnie od obioru układu 
Kartezjusza“ .

Możemy więc mówić o układzie Mobius’a na prostej.
Mierząc wektory A P  i BP  jednostką miary A B  mamy

Punkt P  może względem punktów A  i B zajmować jedno 
z pięciu położeń następujących

1. P  leży na tern ramieniu linji prostej, którego początkiem, 
jest B i na którem nie leży A, i jest odmienny od B

2. P  leży na tern ramieniu linji prostej, którego początkiem 
jest i  i na którem nie leży B , i jest odmienny od A.

3. P  leży pomiędzy A  i B.
4. P  schodzi się z A.
5. P  schodzi się z B.
W  przypadku 1. spółrzędna λ spełnia widocznie nierówność-
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albowiem wartości wektorów AP  i BP  są liczbami tegosamego znaku 
a miary ich spełniają nierówność

m {AP) > - m (BP).
W  przypadku 2. dochodzimy w tensam sposób do nierówności

1 > λ > 0 .
W  przypadku 3. wartości wektorów AP  i BP  są liczbami 

o przeciwnych znakach, a więc λ spełnia nierówność

W  przypadku 4. mamy widocznie

λ =  0 .

Nareszcie przypadkowi 5. nie odpowiada żadna wartość na λ. 
Uważajmy teraz dwa punkty P , ,P 2 oba odmienne od punktu 

B  o spółrzędnych Kartezjusza x u x , i o spółrzędnych Mobius’a \lł λ2_ 
Mamy

a więc

Mamy więc wzór

6. Stosunki podwójnego podziału czterech punktów na linji
prostej.

Uważajmy cztery punkty od siebie odmienne A, B, C. D  na 
prostej I  Przyjmijmy pierwsze dwa punkty A, B  jako punkty fun­
damentalne układu spółrzędnych Mobius’a na tej prostej i oznaczmy 
przez λ0; λ0 społrzędne Mobius’a punktów C i D. Uważajmy sto­
sunek

Mamy
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Wyrażenie figurujące z prawej strony wzoru tego nazywa się 
stosunkiem podwójnego podziału x) czterech punktów A, B , C, D albo 
stosunkiem anharmonicznym (rapport anharmonique).

Oznaczmy je symbolem [ABCO)

(ABCD)= W m  (30)

Oznaczmy przez a, b, c. d spółrzędne Kartezjusza punktów 
A, B, C, D. Wstawiając w prawą stronę wzoru (30) wyrażenia na 
wartości wektorów w spółrzędnych Kartezjusza otrzymujemy wzór

Z czterech liter A, B , C, D  możemy utworzyć 4! =  24 per- 
mutacyj, którym to permutacjom odpowiada tyleż permutacyj czterech 
punktów oznaczonych tymi literami. Niechaj L M N P  będzie pewną 
dowolną z tych permutacyj. Mamy

Otrzymujemy więc 24 stosunków podwójnego podziału, które 
oznacz}^my w dowolnym porządku przez sl5 s2, . .  . s24. Stosunki te 
zależą od czterech liczb a, b, c, d. a więc należy się spodziewać, 
że pomiędzy niemi istnieją pewne związki niezależne od a. b, c, d.

Łatwo odrazu podać pewne permutacje L M N P  dla których 
(L M N P ) w prosty sposób wyraża się przez (ABCD).  który to 
stosunek oznaczy my przez s. Przestawiając A z B  otrzymamy sto­
sunek (BACD\  w którym poprzednik i następnik są odwrotno- 
ściami poprzednika i następnika dla (ABCD).  Mamy więc

1) Pojęcie to występuje już w dziele P a p p u s ’a (III wiek po Chr.) 
AC BI)

„Συναγωγή μαθηματική" w postaci jtN  rF ■ Nazwa „stosunek podwójnego po-

działu" „Doppelschnittverhaltnis“ pochodzi od Mobiusa, a „stosunku anharmo- 
nicznego" od Chasles’a: „Aperęu historiąue sur Forigine et le deyeloppement 
des methodes en geometrie" 1837. Wzór (31) pochodzi od Móbius’a. Angielska 
nazwa jest cross ratio.
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Przestawmy dalej litery C z D. Otrzymamy

< ^ 6 ' > = (™ > j = 4  < 3 4 >

Stąd wynika, że przestawiając równocześnie A z B i C z D otrzy­
mamy permutację B A  DC, dla której zachodzi związek

(B A  DC) =  (AB CD) =  5. (35)

Przestawmy teraz litery A  z C i B  z D, tj. przemieńmy ze 
sobą pary punktów A, B i C, D. Otrzymamy permutację CD A B
dla której mamy

■ 0 —  c b — c c —  a c —  6 c —  a r f  —  a
(CDAb) =  - --------------------3-7— ,=  J----------- ·· --------------------------7 —  -------------------1-3---------------------7 ·v ’ a — d b — d d — a d —  b c —  b d — b

Dochodzimy zatem do wzoru

(C D A B )=>{AB C D )  =  s. (36)

Stąd wynikają następujące wzory

Wzory (33— 39) dają nam wartości siedmiu stosunków po­
dwójnego podziału wyrażone przez wartość s stosunku (A B  CD), 
a mianowicie stosunków, odpowiadających tym permutacjom, w któ­
rych każda z dwóch par liter A, B  i C, D zajmuje jednę z dwóch 
par miejsc 1 2 lub 3, 4.

Otrzymany rezultat zawrzemy w twierdzeniu
T w i e r d z e n i e  7: „Stosunek podwójnego podziału czterech 

punktów A B  CD nie zmieni się, jeżeli przestawimy litery A z B  
i C z D, albo parę A B odpowiednio z parą C D, albo też równo­
cześnie przestawimy pary liter AB, CD i litery w każdej parze.

Stosunek podwójnego podziału równa się odwrotności sto­
sunku (ABCD)  jeżeli przestawimy A z B. albo C z D. albo prze 
stawimy pary A B  i CD i nadto przestawimy litery jednej i tylko 
jednej z tych par“.

Uważajmy teraz dowolną permutację LMNP.  Z tego co po­
wiedzieliśmy wynika, że przez odpowiędnę przestawianie liter mo-
Oeornetrja analityczna na płaszczyźnie. 2
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żerny otrzymać taką permutację AQRS,  w której A figuruje na 
pierwszem miejscu i której odpowiada stosunek podwójnego po­
działu równy stosunkowi (L M N P )

[AQRS)  =  {LMNP).  (40)

Naodwrót do dowolnej permutacji A QRS , której pierwszą literą 
jest A można znaleźć taką permutację L M N P , której pierwszą literą 
jest dowolna z liter B, C, D  i taką że zachodzi równość (40).

Rezultat ten możemy zawrzeć w twierdzeniu
T w i e r d z e n i e  8: „Możemy wszystkie permutację podzielić 

na 4 grupy (A), (B), (U), {D) różniące się początkową literą i za­
wierające po 6 permutacyj. Każdej z tych grup odpowiada tych 
samych 6 stosunków podwójnego podziału".

Uważajmy teraz dowolną permutację LMNP.  Nazwijmy od­
powiednio pierwszem, drugiem i Irzeciem przestawieniem przesta­
wienie liter odpowiednio 1-szej z 2-gą, 2-giej z 3-cią i 3-ciej z 4-tą 
i oznaczmy te operacje odpowiednio przez 0 1? 0 2, O,. Przestawienia 
Oj i O, przeprowadzają daną permutację w takie permutację, któ­
rym odpowiadające stosunki podwójnego podziału równają się od­
wrotności stosunku należącego do danej permutacji.

Uważajmy teraz 0 2 i np. permutację A B  CD. Mamy

(A CB D) =   ̂ a ·  ̂~ a  ^  a) c)
b —  c d —  c (b —  c) (d —  a )1

(b —  a) (d — c) — bd — ad — bc-\- ac =  (b —  c) (d — a)-|-(c—  a)(d— b). 

a więc mamy

(ACBD) =  1 —  {AB CD).

Uważajmy grupę (A) permutacyj

A B C D , A CB D, A B D C ,  ACDB, A D B C , ADCB.  (41)

Otrzymujemy z pierwszej permutacji 5 dalszych permutacyj 
wykonywając odpowiednio następujące operacje

Ot, 0 „  O, 0 „  Os O„  0 , 0 . , 0 , .  (42)

Ostatnią permutację możemy też otrzymać przez wykonanie 
operacyj kolejno 0 2 Os O,. Przy tem porządek operacyj jest od lewej 
do prawej.
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Oznaczając przez s stosunek podwójnego podziału (ABCD),  
otrzymamy następujące wyrażenia stosunków podwójnego podziału 
należących do permutacyj (41)

Dochodzimy więc do następującego twierdzenia 
T w i e r d z e n i e  9: „Oznaczając przez s stosunek podwójnego 

podziału należący do dowolnie obranej permutacji (L M N P ) otrzy­
mamy na stosunek podwójnego podziału należący do dowolnej per- 
mitacji jedno z wyrażeń ciągu (43). A mianowicie sześciu permu- 
tacjom każdej z 4 grup odpowiada 6 wartości stosunków podwójnego 
podziału tworzących ciąg (43)u.

W  wyrażeniach (43) figurują w mianownikach liczby s i s —  1. 
Liczby te są zawsze od zera odmienne, jeżeli 4 punkty A , B , C, D 
są od siebie odmienne, albowiem wszystkie różnice figurujące 
w wzorze (31) są od zera odmienne, a nie może być

c —  a __d — a
c —  b d — b'

inaczej mielibyśmy

więc

co nie zachodzi.

7. Własności stosunków podwójnego podziału czterech
punktów.

Wyrażenia (43) sześciu stosunków podwójnego podziału są 
wszystkie od siebie odmienne, tj. żadne dwa nie dają się w siebie 
przekształcić. W  istocie, okażemy że tylko dla pewnych szczegól­
nych wartości na s, dwa stosunki podwójnego podziału (43) mogą 
mieć tesame wartości. Możemy założyć, że jeden z tych stosun­
ków jest s.

2 *
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A więc mamy spełnioną przynajmniej jednę z następujących 
5 równości

Pierwiastki równania drugiego stopnia na s

s2 —  s -j— 1 =  0 (45)

są to liczby zespolone

A więc otrzymujemy tr;zy i tylko trzy wartości rzeczywiste 
na s, które spełniają warunek naszego zagadnienia

Ale wśród wartości na stosunki podwójnego podziału czterech 
dowolnych byleby od siebie odmiennych punktów istnieją zawsze 
zarówno liczby dodatnie jak ujemne. W  istocie mamy

s -f- (1 — s) =  1,

a więc zawsze przynajmniej jeden stosunek podwójnego podziału 
jest dodatni. A ponieważ mamy

s . (1 —  s) . ------- - =  —  1,s

więc zawsze przynajmniej jeden stosunek podwójnego podziału jest 
ujemny. Mamy dalej

S.A =  1)

a więc zawsze przynajmniej jeden stosunek podwójnego podziału 
zawarty jest miedzy 0 α 1 i przynajmniej jeden jest większy niż 1.
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Jeżeli więc dwa stosunki podwójnego podziału mają wartości 
sobie równe, natenczas wśród sześciu wartości stosunków zachodzą 
się zawsze równocześnie wszystkie 3 liczby — 1 ,^ ,2 . Zatem trzy 
przypadki (46) nie są istotnie różne od siebie, lecz różnią się obio­
rem tego stosunku, którego wartość oznaczamy przez s.

Czwórkę punktów posiadających omawianą własność nazywamy 
czwórką harmoniczną (division harmonique), a stosunki podwójnego 
podziału stosunkami harmonicznymi (rapport harmoniąue). Przez tę 
nazwę rozumie się jednak zwykle przypadek gdy mamy

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie
T w ierd zen ie  10: „Dwa stosunki podwójnego podziału ciągu 

(43) są sobie równe tylko dla czwórek harmonicznych punktów 
i mają wówczas wartości — 1, ^ i l u.

W  przypadku gdy stosunek podwójnego podziału jest ujemny, 
liczby \c i λβ mają znaki przeciwne. A więc jeden z punktów C, D 
leży wewnątrz odcinka AB , a drugi zewnątrz tego odcinka. Ale 
wówczas też jeden z punktów A, B leży wewnątrz odcinka CD, 
a drugi zewnątrz tego odcinka, co zresztą wynika drogą rachunku 
z tego, że wartość stosunku podwójnego podziału się nie zmieni, 
jeżeli przemienimy ze sobą pary punktów AB  i CD. Mówimy, że 
pary te krzyżują się, a punkty każdej pary nazywamy sprzężonemi 
ze sobą (points conjugues). W  przypadku czwórki harmonicznej mó­
wimy, że para punktów CD dzieli harmonicznie odcinek AB  i na- 
odwrót. Mamy wówczas

Uważajmy trzy od siebie odmienne punkty A, B, C i dowolną 
liczbę s od zera odmienną. Istnieje zupełnie oznaczony punkt D 
taki, że mamy (ABCD)  =  s.

W  istocie mamy

a więc λ0 jest liczbą zupełnie oznaczoną. Zatem gdy s nie równa
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się Xc =  — , istnieje zupełnie oznaczony punkt D. dla którego

mamy (ABCD) — s. Punkt ten schodzi się z punktem C, jeżeli 
mamy s =  1.

8. Przekształcenie punktów na linji prostej.

Przekształceniem lub transformacją punktów na linji prostej na­
zywamy następującą operację. Uważajmy układ U Kartezjusza na 
prostej / i dowolny punkt P  spółrzędnej x. Przyporządkowujemy 
temu punktowi pewien oznaczony punkt P' tej prostej, którego spół- 
rzędna w tym samym układzie spółrzędnych niechaj będzie x. Punkt 
P  nazywa się przekształconym lub transformowanym punktu P.

Wyobraźmy sobie, że mamy dwie linje proste l i 1' położone 
jedna na drugiej. Punkty prostej l są nieruchome, natomiast punkty 
prostej 1' są ruchome i mogą poruszać się wzdłuż prostej nierucho­
mej i  Przekształcenie punktów prostej / możemy uzmysłowić sobie 
w ten sposób, że punkt prostej V, który schodzi się z punktem P  
prostej l przesuwamy wzdłuż l, aż zejdzie się z punktem P  prostej /.

Będziemy uważali następujące trzy przekształcenia elementarne 
prostej l:

Pierwsze przekształcenie elementarne polegać będzie na tern, 
że początkowi O układu spółrzędnych na prostej l przyporządko 
wujemy punkt 0', którego spółrzędna równa się dowolnie danej 
liczbie a

~ 0' =  a.

Dowolnemu punktowi P  prostej l przyporządkowujemy punkt P' 
taki, że wektory OP i 0'P' mają równe wartości

7Jp==7yp'.
Ponieważ mamy
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więc pomiędzy spółrzędnymi x, x' punktów P, P ' mamy związek 
następujący

x' =  x  a.

Widoczna że przekształcenie prostej / polega na tem, że punkty 
prostej V przesuwają się o jeden i tensam wektor, albowiem war­
tość PP' równa się stałej liczbie a.

Uważajmy dwa punkty A, B prostej /. Punktom tym niechaj 
odpowiadają punkty A',B'. Mamy pomiędzy spółrzędnymi tych punk­
tów związki

. a' =  α-^-α,  b' =  b -k  a,

a więc

b' —  a' — b —  a.
Zatem mamy

ΤΊΡ  =  T b .

Dla dowolnego punktu C i jego punktu przekształconego C' 
mamy

T U  =  T c , W U  =  b c ,

więc punkt O  leży na .odcinku A'B', jeżeli C leży na odcinku AB 
i żaden punkt nie leżący na AB nie przechodzi w punkt odcinka 
A'B'.

Przekształcenie prostej /' polega więc na tem, że tę prostą 
przesuwamy o długość a, przyczem prosta ta jest uważana jako 
ciało sztywne. Dlatego przekształcenie to nazywa się przesunięciem 
albo translacją.

Drugie przekształcenie elementarne polegać będzie na tem, że 
początek 0  przechodzi w siebie t. j. punkt 0' schodzi się z punk­
tem 0, zaś punktowi dowolnemu P przyporządkowujemy punkt P' 
taki, że wektory OP i 0'P' mają wartości różniące się tylko zna­
kiem. Pomiędzy spółrzędnymi x , x ' punktów P\ P' mamy zatem 
wzór

z' =  -  (50)

Punktom A. B  odpowiadają punkty A'. B' o spółrzędnych speł­
niających warunki

a' =  —  a, b' =  —  b.
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Mamy więc równość

Ί Ί Ρ  =z — AB.

Przekształcenie prostej l polega więc na tem. że każdy punkt 
prostej V przechodzi w punkt równo oddalony od punktu 0, ale 
położony z przeciwnej strony tego punktu. W  przekształceniu tem 

liczby AB  i A'B' są sobie równe co do wartości bezwzględnej, ale 
przeciwnych znaków. Punkt C położony ua odcinku AB  przecho­

dzi w punkt O  położony na odcinku A'Bj  albowiem wartości A'O  
i B 'C  równają się odpowiednio ujemnym wartościom AC i BC 
i tylko punkty położone na odcinku AB przechodzą w punkty 
odcinka A'B'. Przekształcenie to nazywamy obrotem albo rotacją, 
albowiem punkty prostej V przechodzą w nowe położenie przez 
obrot na płaszczyźnie tej prostej dookoła punktu 0  o kąt 180°.

Trzecie przekształcenie elementarne polega na tem, że począ­
tek 0  pozostaje znów niezmieniony, a dowolnemu punktowi P  przy­

porządkujemy taki punkt P ', że pomiędzy wartościami OB i O B' 
zachodzi związek

UF =  v.7J?
gdzie v jest to do\volnie obrana dodatnia liczba. A więc mamy 
związek

x' =  νχ

pomiędzy spółrzędnymi x  i x' punktów P i B'.
Dwom punktom A, B  o spółrzędnych a. b odpowiadają dwa 

punkty A', B' o spółrzędnych aj b' tak, że zachodzą związki

a' =  vfl, b' =  v6.
Mamy więc

V —  a' =  v (b —  a).

Stosunek wartości A'B' i AB  równa się więc stałej dodatniej 
liczbie v. Punkty C odcinka AB  przechodzą znów w punkty C' 
odcinka J'B' i tylko punkty odcinka AB  przechodzą w punkty 
odcinka A'B'. Widocznie, że przekształcenie prostej V jest rozsze­
rzeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v jest większe 
niż 1, zaś skurczeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v 
jest mniejsze niż 1, przyczem punkt prostej V schodzącej się z punk­
tem 0  jest nieruchomy. W  przypadku v =  1 mamy przekształ­
cenie tożsamościowe, w którem wszystkie punkty prostej V prze­
chodzą same w siebie.
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Przekształcenie to nazywamy zależnie od wartości liczby v 
rozszerzeniem albo dylatacją lub skurczeniem albo kompresją.

Ze wzorów (49). (50), (51), otrzymujemy spółrzędną x  wyra­
żoną przez x' w postaci następującej

x — x' —  a, (52)

X  —  —  x ‘ (53)

x —  —  x'. 
V

(54)

Uważajmy teraz następujące przekształcenie. Niechaj punkt 
prostej ruchowej V schodzący się pierwotnie z punktem O prostej 
nieruchomej l przejdzie w punkt schodzący się z punktem 0' pro­
stej I. Dowolnemu punktowi P  prostej l niechaj odpowiada punkt P' 
taki że stosunek miar odcinków OP i 0'P' równa się danej stałej 
liczbie v. Wreszcie niechaj wektory OP i 0'P' będą albo stale, 
tegosamego znaku, albo stale znaków przeciwnych. Łatwo zauważyć, 
że przekształcenie to można uzyskać, wykonywując po kolei prze­
kształcenia, z których każde jest jednem z trzech przekształceń 
elementarnych A mianowicie, gdy kierunki wektorów OP i 0 ’P ’ 
są zgodne wykonywamy po kolei dwa przekształcenia, pierwsze 
i trzecie, gdy zaś te kierunki są sobie przeciwne wykonywamy 
po kolei trzy przekształcenia, pierwsze, drugie i trzecie. Przekształ­
cenia te możemy wykonać w dowolnym porządku. Z twierdzenia 
o wypadkowej funkcji składania dwóch funkcyj linjowych wynika, 
że otrzymamy na x' wzór kształtu

χ' =  ax -f- b, (55)

w którym to wzorze u jest liczba od zera odmienna, i jest do­
datnia, jeżeli nie wykonywamy drugiego przekształcenia, a ujemna 
w przypadku przeciwnym.

Punkt P' nie zależy od porządku, w jakim wykonywamy 
przekształcenia, a wzór (55) jest w zupełności określony. W  istocie 
jeżeli mamy dla innego porządku przekształceń

x' — ax-\-b,

natenczas dla x  =  0 mamy x' =  x ' , więc b — b, a na 0 'P  mamy 

wzory ax  i ax, więc a — a.
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Mamy więc
T w i e r d z e n i e  11: „Przekształcenie wypadkowe prostej nie 

zależy od porządku w jakim wykonywamy przekształcenia elemen­
tarne i mamy na nie zupełnie oznaczony wzór (55)“.

Przypuśćmy naodwrót, że dany nam jest wzór (55) w którym 
a i b są to dwie dowolne liczby, ale a jest od zera odmienna. 
Okażemy, że istnieje jedno i tylko jedno przekształcenie prostej Z, 
przyporządkujące punktowi P  o spółrzędnej x  punkt P' o spół- 
rzędnej x\ danej wzorem (55).

W  istocie punktowi O odpowiada punkt 0' taki że

Mamy

a więc

Zatem stosunki liczb OP i 0 'P' są równe stałej liczbie, którą jest 
bezwzględna wartość liczby a. Jeżeli liczba a jest dodatnia, kie­
runki wektorów OP i 0 'P' są zgodne, w przeciwnym razie są 
sobie przeciwne. A więc przekształcenie linji prostej / jest przez 
wzór (55) w zupełności wyznaczone.

Aby otrzymać to przekształcenie wykonywując przekształcenia 
należące do poprzednich trzech przekształceń elementarnych postę­
pujemy w sposób następujący. Jeżeli liczba a jest dodatnia, wpro­
wadzamy przekształcenie elementarne pomocnicze określone wzorem

a następnie drugie przekształcenie elementarne pomocnicze okre­
ślone wzorem

x' =  x"  -j- b.

Możemy też naodwrót przekształcić nasamprzód prostą / prze­
kształceniem elementarnem pomoeniczem

a następnie drugiem przekształceniem elementarnem pomocniczem
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Jeżeli a jest liczbą ujemną uważamy trzy przekształcenia ele­
mentarne pomocnicze, jako które możemy obrać przekształcenia 
określone wzorami

Rezultaty te zawrzemy w twierdzeniu:
T w i e r d z e n i e  12: „Do każdego wzoru (55), w którym a 

jest liczba od zera odmienna należy zupełnie oznaczone przekształ­
cenie prostej l, dla którego na spółrzędną punktu przekształconego 
mamy wzór (55)u.

Ćwiczenia.
1. Dane są 4 punkty A. B, C, D na osi. Okazać związek Euler’a

AB . CD 4- B C . AD  -f- CA . BD =  0. (1)

2. Udowodnić związek Simpson-Stewart

3. Okazać, że jeżeli przez λ oznaczymy stosunek wartości wek- 
z AB  ,

torów należących do trzech danych na osi odmiennych od siebie 
A C

punktów, natenczas pozostałych 5 stosunków wartości dwóch wektorów 
współpoezątkowych wyraża się wzorami

4. Uważamy przekształcenie układu Kartezjusza dane wzorem

Zbadać punkty posiadające w obu układach U. TJ' tesame spółrzędne.
5. Uważamy dwa przekształcenia układu Kartezjusza U dane wzo­

rami (4) i

Zbadać, kiedy niezależnie od porządku w jakim wykonujemy po sobie 
te dwa przekształcenia, otrzymamy tosarno przekształcenie wypadkowe.

6. Środkiem odległości proporcjonalnych (centre des distances pro- 
portionnelles) n punktów At. i — 1, 2 , . . .  n na osi dla n danych liczb

<xt, i =  1 . . .w,  których suma Σ a( jest od zera odmienna nazywa się
» = i
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punkt A , którego spółrzędna a wyraża się przez spółrzędne a0 i — 1 ...n  
punktów A( wzorem

Okazać:
1) Punkt A nie zależy od obioru układu Kartezjusza na prostej.
2) Gdy liczby a, są wszystkie dodatnie i nie wszystkie Ai zlewają 

się ze sobą, punkt A leży wewnątrz odcinka A jA k, na którym leżą 
wszystkie punkty A t.

3) Gdy wyrażenie

ma wartość najmniejszą, gdy P  jest środkiem A.

7. Uważajmy 3 punkty A, B, C na osi. Wektorem średnim arytme­
tycznym wektorów AB, AC, nazywamy wektor AM dla którego

Wektorami średnimi geometrycznymi wektorów AB. AC  nazywamy 
wektory AG, dla których

~AG =  ±  \~AB . AC  (8)

przyczem AB  i AC nie są znaków przeciwnych.
Wektorem średnim harmonicznym wektorów AB, AC nazywamy 

wektor AH  dla którego

Okazać:
1) Wektory średnie arytmetyczny i harmoniczny nie zależą od 

obioru układu Kartezjusza na prostej.
2) Wektory średnie geometryczne nie zmieniają się gdy we wzo­

rze (22) na przekształcenie układów mamy a 0, zaś przechodzą w siebie, 
dodatni w ujemny i naodwrót, gdy mamy a 0.

8. Wyprowadzić ze związku Euler’a związki zachodzące pomiędzy 
stosunkami podwójnego podziału 4 punktów.

9. Wiedząc, że w skali Fahrenheita punkt topnienia lodu ma 
temperaturę 32, a punkt parowania wody temperaturę 212, znaleźć 
związki między temperaturą w tej skali a w skalach Reaumur’a i Celzjusza.

10. Pomiędzy wektorami AM, A H  i AG  mamy związek
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11 Stosunek nodwóineffo nodziału (BCAH )  jest harmoniczny

12. Mamy związek

13. Mamy związek

14. Jeżeli M i M' ponowią odcinki AB  i CD, gdzie (AB  CD) =  —  1,
mamy

15. Dane są na osi x  4 punkty Py, P2, P2, P4 0 spółrzędnych 
Mobiusa λΐ5 λ2, λ3, λ4. Wyrazić stosunek podwójnego podziału (P1P2Pt P4), 
przez te spółrzędne.

16. Uważamy dwa przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza, 
układu U w U' i U' w U". Na oba te przekształcenia mamy tensarn wzór

Kiedy układy U i U" są identyczne?
17. Dane są dwa wektory AB, CD. Znaleźć punkt 8  na osi x

taki że mamy

18. Dla punktu <$ spełniającego (17) mamy

19. Dane są 7 punktów na osi a? A, B, C, D, E, P. ćr. Ozna­
czając przez δ, ε, φ, χ stosunki podwójnego podziału

okazać że mamy

Należy się oprzeć na wzorze oczywistym
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ROZDZIAŁ II.

Układy spółrzędnych Kartezjusza na płaszczyźnie*

1. Pęki prostych i pęki promieni na płaszczyźnie.

Uważajmy dowolną płaszczyznę Π  i dowolny punkt O tej 
płaszczyzny. Zbiór prostych tej płaszczyzny przechodzących przez 
punkt O tworzy pęk prostych (faisceau de droites). którego icierz- 
chołkiem (centre) jest ten punkt. Punkt O dzieli każdą prostą na 
2 części, ramiona albo promienie (rayon) których jest początkiem. 
Zbiór tych promieni, tworzy pęk promieni. Na każdej prostej l pęku 
mamy dwa kierunki obiegu. Obrawszy jeden z tych dwóch kierun­
ków możemy odróżnić od siebie oba ramiona w następujący sposób. 
Na jednem ramieniu punkty następują po sobie w ten sposób, że 
początek O ramienia jest pierwszym punktem ramienia, a na dru- 
giem ramieniu następują one w ten sposób, że początek ten jest 
ostatnim punktem ramienia. 2

2. Kąty dwóch ramion pęku.

Uważajmy znów pęk promieni o wierzchołku O, oznaczając go 
przez (O). Obierzmy dowohiy odcinek właściwy A B  jako jednostkę 
miary odcinków i uważajmy koło jednostkowe A, którego środkiem 
jest O a którego promień ma miarę równą obranej jednostce miary. 
Uważajmy dwa dowolne ramiona r1, r2 pęku. Przecinają one koło 
w dwóch punktach A, B. Punkty te wyznaczą na kole K  dwa łuki, 
spełniające się do obwodu koła, które oznaczamy przez AB , których 
wspólnymi końcami są te punkty. W  przypadku, gdy się oba punkty 
zlewają mamy łuk niewłaściwy, którego jedynym punktem jest ten 
punkt i łuk pełny, do którego należą wszystkie punkty koła. W  przy­
padku punktów A i B  od siebie odmiennych uważajmy dowolny
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punkt C odmienny od obu tych punktów. Punkt ten wyznacza ten 
z obu łuków AB , na którym leży. Łuk ten oznaczymy przez ACB.

Możemy mierzyć łuki obraną jednostką miary odcinków. Re­
zultatem mierzenia jest liczba bezwzględna od zera odmienna, która 
nazywa się miarą łuku AB  przy obranej jednostce i którą oznaczymy 
przez m(AB).  Suma miar obu łuków spełniających się do obwodu 
koła równa się liczbie 2π. Jako miarę łuku niewłaściwego przyjmu­
jemy liczbę 0, dlatego łuk taki nazywamy zerowym.

Uważajmy teraz figurę utworzoną przez dwa ramiona /y i r2. 
W  przypadku gdy te ramiona są od siebie odmienne, figura ta 
określa nam dwa kąty na płaszczyźnie, których wierzchołkiem jest 
punkt 0, a ramionami ramiona /·, i r2. Każdy z dwóch łuków AB  
wyznacza nam oznaczony z tych dwóch kątów. Jeżeli przez rs 
oznaczymy ramię pęku przechodzące przez punkt <7, natenczas kąt 
odpowiadający łukowi ACB wyznacza nam trójka ramion rx r3 r2. 
W  przypadku, gdy ramiona i\ i r2 schodzą się ze sobą określają 
one dwa kąty, mianowicie kąt odpowiadający łukowi zerowemu, 
kąt niewłaściwy albo zerowo i kąt 'pełnij, odpowiadający łukowi 
pełnemu czyli obwodowi koła.

Kąt ramion r1 i r2 oznaczamy przez (r ,, r8). Wprowadzimy 
teraz, pojęcie miary kąta. Rozumiemy przez to liczbę równą mierze 
łuku należącego do tego kąta. Miarę oznaczymy też przez ^  (r ,, r2). 
Suma miar obu kątów (r, , r 2) jest 2tc. Kąty zerowy i pełny mają
odpowiednio miary 0 i 2~. Gdy ramiona i\ i r2 są odmienne od 
siebie i nie leżą w tejsamej prostej, jeden jest mniejszy od π a drugi 
większy od π, gdy zaś leżą na tejsamej prostej równają się oba π. 
W  pierwszym przypadku mamy kąt wklęsły i wypukły, w drugim 
kąty półpełne.

Wprowadzimy teraz pojęcie łuków skierowanych na kole K  
uważając końce AB  łuku w pewnym porządku. Dla łuku AB  
punkt A jest początkiem łuku, a punkt B  końcem; naodwrót dla 
łuku BA. Każde 3 punkty od siebie odmienne A , B, C wyznaczają 
zatem łuk skierowany, którego początkiem jest A: końcem B  i na 
którem leży punkt C. Każdy łuk skierowany wyznacza pewien 
porządek następstwa punktów na obwodzie koła, który nazywa się 
porządkiem cyklicznym. Mamy na kole dwa przeciwne porządki cy­
kliczne, odpowiadające łukom ACB i BCA. albo dwa przeciwne 
kierunki obiegu na obwodzie koła.

Wprowadzimy teraz pojęcie wartości łuków. W  tym celu obie­
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ramy jeden z dwóch kierunków obiegu „na obwodzie koła, nazy­
wając go dodatnim, a przeciwny ujemnym. Wartością łuku właści­
wego AB  nazywamy liczbę względną, która jest dodatnia gdy łuk 
jest dodatni, tj. porządek ACB jest dodatni, a ujemna, gdy łuk jest 
ujemny, tj. porządek ACB  jest ujemny i której wartość bezwzględna 
równa się mierze łuku. Wartość oznaczymy przez v (AB)  albo krócej 
przez AB. Wartością łuku zerowego nazywamy jego miarę, wartością 
łuku pełnego dodatniego liczbę -|- 2π, jeżeli przez łuk pełny dodatni 
rozumiemy obwód koła z dodatnim kierunkiem obiegu, a długością 
łuku pełnego ujemnego liczbę —  2π, jeżeli przez ten łuk rozumiemy 
obwód z ujemnym kierunkiem obiegu. Gdy dany jest porządek 
na kole, będziemy łuk AB  dodatni nie pełny oznaczali przez A B + , 
łuk ujemny nie pełny przez AB_ , wartości zaś odpowiednio przez 
T bI  i AB

Łukom skierowanym odpowiadają kąty skierowane, których 
pierwszem ramieniem jest ramię r , , a drygiem ramię r2. Każde trzy 
ramiona r , , r2, r3 przechodzące przez punkty A, B , C od siebie 
odmienne, wyznaczają kąt skierowany odpowiadający łukowi ACB. 
Dwom porządkom cyklicznym na kole odpowiadają dwa porządki 
cykliczne w pęku ramion, albo dwa kierunki obrotu ramienia rucho­
mego w pęku. Kąt skierowany piszemy (rt , r2) względnie *^C(r2, rj) 
zależnie od tego które ramię jest pierwsze i mówimy o kącie dru­
giego ramienia z ramieniem pierwszem.

Możemy teraz wprowadzić pojęcia kątów dodatnich i ujemnych 
i wartości kąta. Kąt jest dodatni lub ujemny zależnie od tego, czy 
odpowiedni łuk AB  jest dodatni czy też ujemny. Wartością kąta 
nazywamy liczbę równą wartości odpowiedniego łuku AB  i ozna­
czamy podobnie jak sam kąt przez

<£ (W  rt).
Dwom od siebie odmiennym punktom A, B  na kole K  odpo­

wiadają dwa łuki skierowane AB , z których jeden jest dodatni, 
a drugi ujemny. Dwom od siebie odmiennym ramionom i r2 
odpowiadają dwa od siebie odmienne kąty ^ ( ^ , ^ ) ,  z których 
jeden jest dodatni, a drugi ujemny. Kąty te odróżniamy od siebie 
pisząc

^  (r,, r2)+ i <£ (r ,, r2)_

i temisamemi symbolami oznaczymy też wartości tych kątów. Wpro­
wadzimy dalej pojęcie wartości kąta zerowego, rozumiejąc przez to
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wartość odpowiedniego luku koła, a więc liczbę zero. W  tym przy­
padku oznaczamy kąty jak i w przypadku ogólnym i mamy

i r i ; »'2)+ =  ^  (r i 5 *«)_ =  Ο­

Νareszcie mamy kąty pełne dodatnie i ujemne, o wartościach 
-j - 2π i —  2π, rozumiejąc przez to kąty pełue z dodatnim względnie 
ujemnym kierunkiem obrotu w pęku ramion.

Dwa łuki mające jeden koniec wspólny nazywamy przyległe. 
taksamo dwa łuki skierowane takie że koniec jednego jest począt­
kiem drugiego nazywamy przyległe. Taksamo ma się rzecz dla kątów, 

Uważajmy znów dwa ramiona rl , r2 od siebie odmienne. 
Ramiona te zawierają pomiędzy sobą cztery kąty

Pomiędzy tymi kątami mamy związki następujące

Mamy dalej związki następujące

Ze związków (1) i (4) otrzymujemy'· wzór

a ze związku (3) wzór

Uogólnimy teraz pojęcie luku na kole. Uważajmy znów dwa 
dowolne punkty A i B i wyobraźmy sobie, że ruchomy punkt P 
porusza się po kole K  w pewnym oznaczonym kierunku aż od 
położenia A przejdzie do położenia B. Załóżmy, że w ciągu ruchu 
punkt P  schodzi się pewną liczbą n >  1 razy z punktem B. Każdym 
dwom punktom A , B i każdej liczbie η 1 z wyjątkiem przy­
padku w którym punkty A i B schodzą się ze sobą i n =  1 od­
powiada pewien oznaczony obieg punktu P  w uważanym kierunku. 

Mówimy, że mamy łuk AB odpowiadający liczbie i danemu
kierunkowi obiegu koła K. Umówimy się dalej, że w wyjątkowym 
przypadku liczbie η —  1 odpowiada łuk zerowy AB. Ponieważ

-Geometrja analityczna na płaszczyźnie.
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możemy przyjąć, że ruchomy punkt P  opisuje nasamprzód n —  1 
razy obwód koła K  a następnie łuk AB, przeto wartością łuku AB 
odpowiadającego liczbie n będziemy nazywali sumę wartości n —  1 
obwodów koła obieganych w uważanym kierunku i wartości łuku 

AB  odpowiadającego temuż kierunkowi. Oznaczając przez ΑΒ ’̂ Γ1 
i przez ΑΒη'Λ wartości dodatnich i ujemnych łuków AB  odpowia­
dających liczbie n mamy zatem

Ί Β λ+ '  =  AB+ - f  2π (* —  1) (7)

ΑΒη~λ =  A B_ —  2π (n —  1), (8)

a w przypadku gdy punkty A i B schodzą się ze sobą mamy 

T b\  =  AB0_  =  AB+ =  AB_ =  0.

Wprowadzimy teraz pojęcie kąta jaki ramię r2 zawiera z ra­
mieniem rx i który odpowiada danemu kierunkowi obrotu i danej 
liczbie n ^  1. Uważamy ramię ruchome r które w pewnym ozna­
czonym kierunku obraca się od ramienia rx do ramienia r2, przy- 
czem w ciągu obrotu schodzi się pewną liczbą η ^  1 razy z ra­
mieniem r2.

Każdemu łukowi AB+-1 i każdemu łukowi ΑΒη~Λ odpowiada 
pewien obrót ramienia ruchomego r, a więc pewien kąt, który 
oznaczymy odpowiednio przez

^  Un > *)'+1 i przez (r1} r ,)^ 1.

Przez wartość takiego kąta rozumiemy wartość odpowiedniego 
łuku i oznaczymy tymi samymi symbolami. W  przypadku, gdy ra­
miona rx i r2 schodzą się ze sobą rozumiemy przez kąt odpowia­
dający liczbie η —  1 kąt zerowy. Mamy więc

U i, rt)$_ =  «£ ( f i , r,)!L =  (r ,, r2)+ =  *$C U i» r2)_ =  0.

Wprowadzimy teraz pojęcie ogólnego kąta, jaki ramię r2 za­
wiera z ramieniem rx. Ogólnym kątem dodatnim ramienia r2 z ra­
mieniem rx nazywamy zbiór kątów określonych wzorem

<  U i, r«)+,

gdzie liczba całkowita n przyjmuje wszystkie nieujemne wartości.
Taksamo ogólnym kątem ujemnem jaki ramię r2 zawiera z ra­

mieniem rx nazywamy zbiór kątów określonych wzorem

(*i, rtyL,
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gdzie n przyjmuje wszystkie całkowite nieujemne wartości. Nazwy 
te będą też oznaczać zbiory wartości obu kategoryj kątów. Na war­
tości te mamy wzory

W  przypadku ramion rl i r2 od siebie odmiennych wynika 
e wzorów (5) i (10) wzór

W  przypadku ramion rx i r2 schodzących się mamy wzór

Ogólnym kątem, jaki ramię r2 zawiera z ramieniem rx nazy­
wamy zbiór wszystkich kątów dodatnich, ujemnych i ewentualnie 
zerowych jakie ramię r2 zawiera z ramieniem rx.

Nazwą tą będziemy też oznaczać zbiór wartości wszystkich 
tych kątów. Zbiór ten zawarty jest we wzorze

gdzie m oznacza dowolną liczbę całkowitą i naodwrót każdej war­
tości dodatniej, ujemnej lub zero liczby całkowitej m odpowiada 
pewna zupełnie oznaczona wartość ogólnego kąta ramienia r2 z ra­
mieniem rx. Jeżeli wprowadzimy oznaczenie

natenczas mamy dla

a dla m <  0

w przypadku ramion rx i r2 różuych od siebie a

w przypadku ramion schodzących się ze sobą. Ogólny kąt ramienia 
r% z ramieniem rx możemy więc oznaczyć przez

gdzie tn przyjmuje wszystkie wartości całkowite, dodatnie, ujemne 
i zero.
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W  zupełnie taki sam sposób określamy ogólny kąt dodatni, 
ogólny kąt ujemny i ogólny kąt ramienia rx z ramieniem r2. Mamy 
więc

W  przypadku ramion rx i r2 różnych od siebie mamy na 
podstawie wzoru (6) wzór

a w przypadku ramion schodzących się ze sobą mamy wzór

Zatem każdemu kątowi niezerowemu ramienia i\ z ramieniem 
r2 odpowiada pewien zupełnie oznaczony niezerowy kąt ramienia 
r2 z ramieniem rx o tej samej wartości bezwzględnej a o znaku 
przeciwnym, opisanym przez ramię r wykonujące tensam obrót 
dokoła wierzchołka 0, ale w kierunku przeciwnym.

Oznaczając ogólne kąty ramienia >2 z ramieniem rx i ramienia 
rx z ramieniem r 2 przez

możemy napisać równość pomiędzy kątami ogólnemi

3. Kąty dwóch prostych pęku.

Uważajmy dwie proste lx i /2 pęku prostych o wierzchołku 0. 
Na każdej prostej mamy dwa ramiona, a więc mamy cztery kombi­
nacje ramion prostej lx z ramionami prostej /2. Dwa ramiona każ­
dej kombinacji ramion tworzą ze sobą pewne kąty i chodzi o zba­
danie związków zachodzących pomiędzy kątami tych 4 kategoryj.

Obierzmy na każdej prostej dodatni kierunek obiegu i oznaczmy 
przez rf, r f  dodatnie ramiona prostych lx, l2. zaś przez rf, rf  
ramiona ujemne. Obierzmy dalej pewien dodatni kierunek obrotu 
w pęku. Ramiona prostej l2 zawierają z ramionami prostej /, cztery 
ogólne kąty, tj. mamy cztery kategorje kątów

Zbiór tych czterech ogólnych kątów nazywamy kątem ogólnym 
prostej l2 z prostą 1Λ, a kąty poszczególne katami prostej l2 z pro-
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stą / , . Kąt ten ogólny oznaczamy przez

Uważajmy kąt nieujemny, mniejszy niż 2π

Jeżeli ten kąt jest mniejszy niż π mamy

a więc ponieważ

mamy

Jeżeli zaś kąt ■$: (rf, ry), jest nie mniejszy niż π mamy

■· 'S

więc

Uważajmy dalej kąt

Mamy, jeżeli kąt ten jest mniejszy niż π

a więc

Jeżeli zaś kąt uważany jest nie mniejszy niż π mamy

a więc

Uważajmy wreszcie kąt

Widoczna, że kąt ten zarówno co do wartości bezwzględnej jak 
i co do znaku równa się kątowi

a więc mamy
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Dochodzimy zatem do tego rezultatu, że jeden z kątów dru- 
giej i jeden z kątów trzeciej kategorji otrzymujemy z jednego z ką­
tów kategorji pierwszej przez dodanie π. Jeden z kątów kategorji 
czwartej równa się jednemu z kątów kategorji pierwszej. Stąd wy­
nika, że wartości wszystkich kątów drugiej i trzeciej kategorji można 
otrzymać z wartości pewnych kątów pierwszej kategorji przez do­
danie π, a wartości wszystkich kątów czwartej kategorji równają 
się wartościom pewnych kątów pierwszej kategorji. Możemy więc 
napisać następujące równości między kątami ogólnemi

^  O t, rf) =  <£ O t, r t)  +  π. (20)

^  OT, rf )  =  <£ (*t rt )  +  π· (21)

^  OT, *T) =  (»t, ;t i· (22)

Zatem możemy napisać ogólny wzór na kąty < ^ (/1? /,) w postaci 

^  Oi, h) =  a -[- 7tm. (23)

W e wzorze tym m jestto dowolna liczba całkowita, zaś ajestto 
wartość jednego dowolnie obranego kąta prostej l2 z prostą

Taksamo otrzymujemy^ ogólny wzór na kąty - ^ ( / 2, /,), jakie 
prosta lx zawiera z prostą lt w postaci

<£ O2 , h) —  α +  π»(, (24)

gdzie w jestto znów dowolna liczba całkowita, zaś a jestto wartość 
jednego dowolnie obranego z tych kątów.

Ponieważ liczby a i a możemy zawsze tak dobrać, by zacho­
dził warunek

a =  —  a,

więc wzór na kąty możemy też napisać w postaci

(i,, /1) =  — tz-Ą-Tim. (25)

4. Kąty dw óch ramion i kąty dwóch prostych na płaszczyźnie.

Uważajmy dwa pęki ramion na płaszczyźnie, o początkach 
O i O'. Uważajmy jako odpowiadające sobie w tych pękach dwa 
ramiona r i r', jeżeli są równoległe i równo skierowane. Pewnemu 
kierunkowi obrotu w pierwszym pęku odpowiada w ten sposób 
oznaczony kierunek obrotu w drugim pęku. W  ten sposób możemy 
wprowadzić dodatni kierunek rachowania kątów na płaszczyźnie
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i ujemny kierunek jemu przeciwny. Jako dodatni kierunek obie­
rzemy kierunek obrotu przeciwny kierunkowi obrotu wskazówki 
na zegarze.

Uważajmy teraz dwa dowolne ramiona rx, r2 na płaszczyźnie
0 wierzchołkach 0 1 i 0t . Aby określić kąty jakie te ramiona za­
wierają ze sobą uważajmy dowolny punkt O na płaszczyźnie i pęk 
promieni o tym wierzchołku. Uważamy w tym pęku ramiona r\ , 
r't odpowiednio równoległe i równo skierowane z ramionami rly 
r2. Wprowadzimy pojęcie kątów ramion rx, r , . Kąty te są z okre­
ślenia równe odpowiednio kątom ramion r\, r2. Kąty ramienia r2 
z ramieniem r1 są równe kątom ramienia r2 z ramieniem r[ , i analo­
gicznie mają się rzeczy dla kątów ramienia rx z ramieniem r2. 
Widoczna, że wartości tych kątów nie zależą od obioru punktu O.

Uważajmy teraz dwie dowolue proste 4  i 4  na płaszczyźnie
1 obierzmy na każdej z nich pewien kierunek dodatni.

Obierzmy na prostej ΙΛ dowolny punkt 0 X, a na prostej 4 
dowolny punkt 0 2. Kątami prostych lx i l2 nazywamy kąty nale­
żące do czterech kategoryj kątów odpowiadających czterem kombi­
nacjom ramienia prostej 4  o wierzchołku O, z ramieniem prostej 
4  o wierzchołku 0 2. Kątami prostej l2 z prostą lx nazywamy kąty 
ramion prostej /, z ramionami prostej ll: a kątami prostej lx z pro­
stą l2 nazywamy kąty ramion prostej 4 z ramionami prostej /2. 
Oznaczamy te kąty odpowiednio przez < £ ( 4 , 4 )  i przez ^C(lt , l x).

Przez kąty, jakie zawierają ze sobą kierunki dodatnie i ujemne 
dwóch prostych będziemy rozumieli kąty jakie zawierają ramiona 
dodatnie i ujemne tych prostych, a przez kąty jakie zawierają ze 
sobą dwie osie, będziemy rozumieli kąty jakie zawierają kierunki 
dodatnie dwóch prostych.

W  przypadku szczególnym, gdy proste 4  i 4  do siebie 
równoległe, mamy wzory

3C (4 , 4) =  π»η,

(4 , 4) =

gdzie m jestto dowolna liczba całkowita.

5. Trzy i więcej ramion na płaszczyźnie i ich kąty.

Uważajmy teraz dowolną liczbę n ^  3 ramion na płaszczyźnie 
o dowolnych początkach Ox, 0 2, . . .  On. Oznaczmy te ramiona przez 

b , · · ·  rn.
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Uważajmy ciąg kątów ogólnych

-<i  (rl '  r ‘2 X. (r2j rs); · · · ( ^ n - l i  rn)· (26)

Drugie ramię każdego z tych kątów z wyjątkiem ostatniego 
kąta jest identyczne z pierwszem ramieniem kąta następnego. Kąty 
takie nazywają się przyległe. Uważajmy dalej kąt ogólny

jaki z pierwszym ramieniem pierwszego kąta (26) zawiera drugie 
ramię ostatniego kąta tego ciągu.

Udowodnimy związek

Znaczy to, że udowodnimy, że suma dowolnych wartości ką­
tów ogólnych ciągu kątów przyległych (26) równa się pewnej 
wartości kąta ogólnego < ^ (rl5 rn) i naodwrót dowolnej wartości tego 
kąta odpowiadają pewne wartości kątów ciągu (26). tak że zacho­
dzi równość (27). Kąt (r1, r„) nazywa się sumą kątów przyle­
głych (26).

Niechaj będzie nasamprzód n =  3. Załóżmy nasamprzód, że 
żadne dwa ramiona z pośród ramion r1? r2, r8 nie są równo skie­
rowane.

Uważajmy dowolny punkt O na płaszczyźnie i trzy ramiona 
r\, r2, r'3 odpowiednio równo skierowane z ramionami rt , r2, r3 
o wierzchołku O. W  dodatnim kierunku obrotu ruchomego ramienia 
r' dokoła O następują te ramiona po sobie albo w porządku 
rś, rś albo w porządku r(, r'3: r'%.

Mamy w pierwszym przypadku równość

a w drugim przypadku równość

Ale mamy

a więc mamy równość
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W  przypadku, gdy dwa ramiona schodzą się ze sobą łatwa 
widać, źe zachodzi równość (28) w przypadku gdy albo ramiona 
r\ i rś schodzą się ze sobą a ramię r'z jest od nich odmienne, albo 
też ramiona r2 i r'z się schodzą a ramię r\ jest od nich odmienne, 
albo nareszcie wszystkie trzy ramiona schodzą się ze sobą. W  przy­
padku gdy ramiona r[ i r'z schodzą się ze sobą, a ramię r'2 jest od 
nich odmienne zachodzi równość ^29).

Stąd wynika, że wzór (27) na kąty ogólne słuszny jest w szcze­
gólnym przypadku, gdy mamy n —  3.

Załóżmy teraz, że mamy n > 3 .  Założymy że twierdzenie
o które chodzi słuszne jest dla η — 1 ramion. Mamy więc równość

•u-2

(rl5 r„_i) =  2  ^  )· (30^
« -1

Sumę
η —1

(n, rj+1)
i«l

możemy zatem napisać w postaci

+  (>'i, rB_0 + + + _ . ,  rn)
Ale ponieważ twierdzenie o które chodzi słuszne jest dla trzech 

ramion, więc mamy

(r,, r„_,) +  rn) =  (r,, rn).

Zatem słuszność twierdzenia dla n —  1 ramion pociąga słusz­
ność twierdzenia dla n ramion, a ponieważ twierdzenie słuszne jest 
dla n =  3, więc jest ono ogólnie słuszne.

Wzór (27) można też napisać w postaci

+ ,  ri+0 =  0, (31)
t=l

rozumiejąc przez rn+l ramię rx. Nazwijmy ciąg ramion r1? r2,..., rn+1,. 
przyległych i takich że ramię rn+] schodzi się z ramieniem rx zam­
kniętym ciągiem ramion przyległych, a ciąg kątów zamkniętym 
ciągiem kątów przyległych.

Nazwijmy dalej kąt ogólny {rx, r„) wypadkowym kątem 
ciągu kątów (26). Możemy wygłosić następujące twierdzenie

T w i e r d z e n i e  1. Suma kątów ogólnych ciągu kątów przy­
ległych równa się kątowi ogólnemu wypadkowemu ciągu.
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T w i e r d z e n i e  2. Suma kątów ogólnych ciągu zamkniętego 
kątów przyległych równa się ogólnemu kątowi zerowemu, przyczem 
przez ogólny kąt zerowy rozumiemy ogólny kąt jaki zawierają ze 
sobą dwa ramiona równoległe i równo skierowane.

6. Rzuty punktów i wektorów na osie.

Uważajmy dowolną prostą l na płaszczyźnie i obierzmy na 
niej dowolny kierunek dodatni.

Fig. S.

Uważajmy drugą dowolną prostą Γ nie równoległą do pro­
stej l przecinającą ją w punkcie O i obierzmy na niej dodatni kie­
runek w ten sposób, aby kąt dodatni Θ mniejszy niż 2 π, jaki kie­
runek ten zawiera z dodatnim kierunkiem na l był mniejszy niż π

0 << Θ <  π.

Rzutem dowolnego punktu P  na oś l równolegle do osi V na­
zywamy punkt A  w którym prosta p przechodząca przez P  i rów­
noległa do V przecina oś l. Oś l nazywa się osią rzutów, a oś 1' 
osią rzutowania, prosta p prostą rzutującą.

Uważajmy teraz dwa dowolne od siebie odmienne punkty P, 
Q na płaszczyźnie i prostą s przechodzącą przez te dwa punkty 

i  obierzmy na niej pewien kierunek dodatni. Rzutem wektora P Q  
na oś l równolegle do osi V nazywamy wektor A B , którego począ­
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tek A i koniec B są odpowiednio rzutami początku P  i końca Q 
wektora PQ  na tę oś. Oznaczmy przez φ kąt osi s z osią Z, kąt 
nieujemny mniejszy niż 2 π, przez d wartość wektora zaś przez 
a wartość wektora A B  w pewnej dowolnie obranej jednostce miary. 
Oznaczmy dalej przez p i q proste rzutujące punkty P  i Q i obierzmy 
na nich kierunki dodatnie te same co na prostej V.

Aby znaleźć związek zachodzący pomiędzy wartościami a i d 
odróżnimy następujące dwa przypadki:

I. Kąt φ jest mniejszy aniżeli π.
II. Kąt φ nie jest mniejszy aniżeli π.
I. Odróżnimy dwa podprzypadki:

Po d p r z y  p a d e k  1: Załóżmy nasamprzód d >  0. Jestto przy­

padek figury (3). Poprowadźmy przez punkt P  oś Z, równoległą 
i równo skierowaną z osią Z i załóżmy nasamprzód, że kąt φ speł­
nia nierówności

0 <  φ <  Θ.

Oś Z przecina oś j  w punkcie E. Uważajmy trójkąt A  PQE. 
Boki PQ  i P E  tego trójkąta mają miary d i a, albowiem PC —  AB, 
zaś a jest dodatnie. Kąt zewnętrzny przy E trójkąta Δ  P QE  jestto 
kąt ■$£ (Z, q)+ i równa się kątowi Θ. Dalej mamy

Mamy więc
$:(PQE) =  b — φ .

Stosując więc wzór sinusowy do trójkąta A  PQE  mamy pro­
porcję

a : d

a stąd otrzymujemy wzór

Załóżmy teraz d << 0 i niechaj znów zachodzą nierówności

0 <  φ <  Θ.

Uważajmy zamiast wektora PQ  wektor QP  i jego rzut BA  
aia oś Z. Wektory QP  i P A  są dodatnie.
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Mamy więc proporcję

—  a : —  d —  sin (θ — φ ): sin Θ.
a więc

a :d  =  sin (θ — φ): sin Θ,

a więc otrzymujemy znów wzór (32).
Widoczna, że wzór (32) jest też słuszny w przypadkach kiedy 

mamy φ —  0 i φ =  Θ, albowiem w pierwszym przypadku mamy 
a =  d, a w drugim a — o.

P o d p r z y p a d e k  2 :

Załóżmy znów nasamprzód d >  0. Wektor A B  rzut wektora 
PQ  jest teraz ujemny. Uważajmy znów trójkąt Δ  BQ E. Boki jego 
PQ i P E  mają miary d i  — a. Kąt zewnętrzny trójkąta przy P 

(/, s)+ ma miarę <p, a kąt wewnętrzny przy C (/, <?)+ miarę Θ. 
A więc kąt wewnętrzny przy Q ma miarę φ — Θ. Mamy więc teraz 
proporcję

—  a : d —  sin (φ —  Θ): sin Θ.

Otrzymujemy znów wzór (32).
Załóżmy teraz d <  0. Wektor QP jest teraz dodatni o war­

tości —  d, a jego rzut BA  na oś l ma wartość — a. Zatem wzór 
(32) jest znów słuszny.
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II. Przypadek ten sprowadzamy do przypadku I. zmieniając 
dodatni kierunek na prostej s na przeciwny. Nowy kierunek do­
datni zawiera kąt φ — π z osią a wektor PQ  ma na nowej osi 
wartość —  d. Mamy teraz proporcję

a: —  d =  sin [Θ —  (φ —  π)]: sin Θ.
Ponieważ

sin [Θ — (φ —  π)] =  —  sin (Θ —  φ),

więc dochodzimy znów do wzoru (32).
Zakładaliśmy dotychczas że kąt Θ jest mniejszy niż π. Możemy 

się uwolnić od tego założenia. A mianowicie możemy rozważanie przy­
padku w którym mamy π <  Θ <  2 π sprowadzić do uważanego przy­
padku, zmieniając na osi V kierunek dodatni na przeciwny. Mamy

sin [(θ — π) —  φ| sin (θ — φ) 
sin (θ —  π) sin θ

Wzór ( i 2) jest zatem słuszny dla dowolnego kąta Θ.
Będziemy teraz rzutowali wektor PQ  na oś V równolegle do 

osi l. Rzutem na oś 1' ję3t wektor CD o wartości b. Aby znaleźć 
związek pomiędzy b i d należy zamienić role osi l i V. Oś l za­
wiera z osią V kąt —  Θ, albo dodatni kąt 2 π -- Θ.

Wprowadźmy kąty nieujemne i < 2  π następujące

θ' =  2 π —  θ,

<?' =  <£ *)+
Mamy związek między kątami ogólnemi

*  (O ») =  « (I I )  +  *  {l, »)·

Stąd otrzymujemy

gdzie m jestto pewna liczba całkowita, a mianowicie 0 albo —  1. 
Stosowanie wzoru (32) daje nam więc wzór

a ponieważ

więc dochodzimy do wzoru
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Szczególnie ważny jest szczególny przypadek, gdy proste l 
i V są do siebie prostopadłe. Mamy wtedy rzuty prostopadłe lub

7Γprostokątne. Teraz θ =  ε —, gdzie ε
Δ

dają nam wzory

±  1 a więc wzory (32) i (33)

7. Układy osi Kartezjusza na płaszczyźnie.

Aby zapomocą pewnych danych oznaczyć pozycję dowolnego 
punktu na płaszczyźnie uważamy na płaszczyźnie dwie osie prze­
cinające się które oznaczamy literami x i y i do których odnosimy 
punkty płaszczyzny. Nazywamy je osiami Kartezjusza x-ów i y-ów, 
a układ ich układem osi Kartezjusza (axes coordonnes). Punkt O ich 
przecięcia nazywamy początkiem układu osi Kartezjusza (origine des· 
axes coordonnes).

U w a ż a jm y  dowolny 
punkt M na płaszczyźnie 
i rzutujmy go na oś x  rów­
nolegle do osi y i na oś y 
równolegle do osi x. Otrzy­
mamy rzuty A i B i we­
ktory O A. OB, których war­
tości oznaczymy przez a i b

(Ta  — a. OB =  b.

Liczby a, b nazywają 
się spółrzędnemi Kartezjusza 
(coordonneós cartesiennes) 
punktu M. Naodwrót należy 
do każdego układu dwóch liczb a, b jeden i tylko jeden punkt 
na płaszczyźnie, którego spółrzędnemi Kartezjusza są odpowiednio 
a i b. Spółrzędne dowolnego zmiennego punktu na płaszczyźnie 
oznaczamy odpowiednio literami x, y i nazywamy je spółrzęduą x  
i spółrzedną y Kartezjusza

Spółrzędna x nosi nazwę odciętej punktu (abscisse), a spół- 
rzędną y rzędnej punktu (ordonnee).

Jak już wspomnieliśmy Apollonjusz z Perga badał krzywe
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drugiego stopnia odnosząc je do pewnych prostych ściśle z tymi 
krzywemi związanych i określając pozycje punktów krzywej przez 
odcięte i rzędne. Metodę tę uogólnili R. Descartes w dziele: „Góo- 
mótrieu 1637 i P. de Fermat: „Ad locos planos et solidos isagogea 
(dzieło wydane dopiero po jego śmierci w r. 1679) wprowadza­
jąc algebrę, i uważając ogólniejsze układy odniesienia. Odcięta na­
zywa się segmentum diametri, a rzędna appliguee par ordre, albo 
apqliquee. Jednakże dopiero L. Euler w dziele: „Introductio in ana- 
lysin infinitorumu 1748 podał systematyczny wykład geometrji przy 
pomocy zupełnie ogólnego układu odniesienia.

Punkty położone na osi x  posiadają y =  0, zaś punkty na 
osi y posiadają *  =  0. Dla początku O układu osi mamy x — y —  0.

Układ osi Kartezjusza nazywa się prostokątnym jeżeli osie x, y 
są do siebie prostopadłe, w przeciwnym razie nkośnokątnym. Zwy-

Ti
kle uważa się układy prostokątne, których kąt Θ mą wartość -f-

2
Wprowadzimy jeszcze pojęcie rzutów prostokątnych albo orto­

gonalnych punktu M na osie Kartezjusza i spółrzędnych prostokąt­
nych albo ortogonalnych. Proste przeprowadzone przez punkt M pro­
stopadle do osi x  i y przecinają te osie w punktach K , L, które 
są rzutami prostokątnymi punktu M na osie, a wektory O K  i OL 
o wartościach k, l nazywają się spółrzędnymi prostokątnymi. W  przy­
padku układu prostokątnego oba układy rzutów i oba układy spół­
rzędnych schodzą się ze sobą. Spółrzędne te będziemy tylko wy­
jątkowo rozważali.

8. Odległość dwóch punktów na płaszczyźnie w układzie 
spółrzędnych Kartezjusza.

\

Uważajmy dwa punkty Ml i M2 o spółrzędnych a1, b1 i a2, bt 
w danym układzie spółrzędnych Kartezjusza. Niechaj A ly B1 i A 2t 
B2 będą rzuty punktów Mly M2 na osie. Uważajmy prostą s prze­
chodzącą przez Mx i M2 i obierzmy na niej kierunek dodatni, za­
wierający kąt φ z osią .r-ów. Niechaj e?, a, b będą wartości wekto­
rów Mx Miy Ax A2, Bx B2.

Mamy więc
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Ze wzorów tych możemy wyrazić d i φ przez wartości rzu­
tów a i b. Mamy

a sin Θ =  d sin (Θ —  φ) =  d (sin Θ cos φ —  cos Θ sin φ) 

b sin Θ =  d sin φ,

więc otrzymujemy wzory

d cos φ =  a -j -  b cos Θ 
d sin φ =  b sin Θ.

Podnosząc te równości obustronnie do kwadratu i dodając otrzy­
mujemy wzór

d2 =  a- -f- 2a b cos Θ -f- b2, (37)

a więc d2 wyrażone przez a i b. Wyrażenie prawostronne jako 
suma dwóch kwadratów

(a -f- b cos Θ)* -j— 62 sin2 Θ

jest zawsze nieujemne i tylko wted}  ̂ równe zeru, gdy mamy a =
=  b =  0 .

Z (37) otrzymujemy

d =  ε \a2 +  2ab cos Θ -f- ó2, (38)

oznaczając przez \ dodatni pierwiastek, a przez ε liczbę -f- 1 lub
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Kwadrat odległości punktów Mx i il/2 możemy wyrazić w na­
stępujący sposób przez spółrzędne obu tych punktów. Mamy

a =  a2 —  a1, b =  b2 —  bx
a więc mamy wzór

d2 =  (a, —  ax)8 +  2 (a2 —  aj) (ft2 —  bx) cos Θ - f  (&2 — δχ)2, (43)

a w szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnych 
wzór

d2 =  (a2 — «i)2 -j- (b2 — b̂ )2. (44)

9. Spółczynniki kierunkowe i dostawy kierunkowe.

Uważajmy dowolną prostą l w układzie spółrzędnych Karte- 
zjusza i obierzmy na niej dodatni kierunek. Uważajmy na osi l 
wektor P Q  o wartości d —  1. Wektor taki nazywamy wektorem 
jednostkowym na danej osi. Niechaj A B  i CD będą rzuty wektora 
PQ  na osie spółrzędnych, i niechaj A, μ oznaczają ich wartości. 
Jeżeli φ oznacza kąt osi l z osią r, natenczas mamy na podstawie 
wzorów (32) i (33) następujące wzory na λ, μ

Liczby Λ, μ nazywamy spółczyunikami kierunkowymi (para- 
metres directeurs) osi /.

W  szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnego, 

mamy Θ =  ε ε =  +  1, a więc mamy wzory

Kładąc we wzorze (37) d =  1, a =  \  b =  u, otrzymujemy 
związek pomiędzy λ, μ następujący ·

Geometrja analityczna na płaszczyźnie.
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Wzory (39) dają nam cos φ i sin φ wyrażone przez λ, μ

cos φ =  λ -[- μ cos θ, (50)

sin φ —  μ sin θ

Naodwrót. każdemu układowi dwóch liczb λ, μ spełniającemu 
związek (49) odpowiada pewien kierunek zupełnie oznaczony, któ­
rego spółczyunikami kierunkowymi są te liczby. W  istocie pomię­
dzy wyrażeniami figurującemi z prawych stron wzorów (50) zacho­
dzi wówczas związek

(λ —|— μ cos θ)2 —}— (μ sin θ)2 =  1

potrzebny i wystarczający, aby te wielkości były dostawą i wstawą 
pewnego zupełnie oznaczonego kąta φ nieujemnego i mniejszego 
niż 2 π. Kątowi temu odpowiadają właśnie te liczby λ, μ jako spół- 
czynniki kierunkowe.

Zbadamy teraz, czy jedną z liczb λ, μ można obrać dowolnie. 
Ze wzoru (49) otrzymujemy

λ =  — μ cos \ \ —  μ2 sin2 Θ.

A więc warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby danemu 
μ. odpowiadało przynajmniej jedno rzeczywiste λ jest nierówność

μ.2 sin2 Θ <  1,
albo

gdzie | μ | oznacza bezwzględną wartość liczby μ. W  przypadku, 
gdy w tym wzorze mamy znak równości

j μ | =  j sin Θ | ,

otrzymujemy wartość na λ
λ =  —  μ cos θ.

Taksamo λ musi spełnić nierówność

a jeżeli mamy znak równości, mamy

I λ 1 =  I sin θ I , 
μ =  —  λ COS Θ.
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Dostawami kierunkowemi (cosinus directeurs) kierunku na płasz­
czyźnie, nazywamy dostawy kątów, jakie ten kierunek zawiera 
z osiami a?, y. Jeżeli kąt osi l z osią x  jest φ

natenczas mamy oznaczając przez φ' kąt osi l z osią y

Oznaczając więc przez α, β dostawy kierunkowe mamy

Pomiędzy dostawami kierunkowymi mamy więc związek

więc związek

Dostawy kierunkowe wyrażają się przez spółczynniki kierun­
kowe wzorami *

Mamy dalej związek następujący

10. Dwa ramiona o danych spółczynnikach kierunkowych.

Uważajmy teraz dwa dowolne ramiona i r2 na płaszczyźnie. 
Niechaj λ1, i λ.2, μ2 będą spółczynniki kierunkowe tych ramion, 
cpi i φ2 kąty nieujemne i <  2 π, które te ramiona z osią x zawie­
rają. Możemy wyrazić dostawę i wstawę kąta φ =  φ2 —  φχ, jaki 
ramię r2 zawiera z ramieniem rx przez spółczynniki kierunkowe 
ramion. Mamy

a stąd
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a więc mamy wzór

Podobnie otrzymujemy

a więc mamy wzór

Jeżeli kierunki ramion rx i r2 są równoległe, natenczas sin φ 
równa się 0, a więc ze wzoru (56) otrzymujemy warunek równo­
ległości dwóch ramion

Jeżeli kierunki ramion rx r2 są prostopadle do siebie, cos φ 
równa się 0, a ze wzoru (55) otrzymujemy warunek 'prostopadłości 
dwóch ramion

Uważajmy nasamprzód dwa ramiona równoległe do siebie. 
wzoru (57) wynika, że istnieje liczba k φ  0, taka że zachodzą rów­

ności

tj. spółczynniki kierunkowe są do siebie proporcjonalno.
W  istocie podzielmy równość (57) przez tę z liczb λ ,, 

która jest od zera odmienna. Niechaj np. tą liczbą będzie λχ. Kładąc

otrzymujemy

więc

Liczba k jest od zera, albowiem λ2, p.2 nie są oba równe zeru. 
Naodwrót, jeżeli zachodzą związki (59), zachodzi związek (57). 

Ale ponieważ mamy

a więc mamy

więc
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Zatem k jest +  1 albo —  1. Widoczna że jeżeli zmienimy 
na prostej l dodatni kierunek na przeciwny, natenczas wektor P Q  
jednostkowy ma na nowej osi wartość —  1, a wektor QP jest we­
ktorem jednostkowym, a jego rzuty na osie spółrzędnych są teraz 
BA i DC o wartościach — λ i — p..

Zwróćmy się teraz do przypadku dwóch kierunków do siebie 
prostopadłych. Wzór (58) możemy napisać w postaci

a dzieląc przez tę z liczb λ2, p.2, która jest odmienna od zera wi­
dzimy, że istnieje taka liczba k =|= 0, że zachodzą równości

Mamy więc

a więc otrzymujemy

gdzie ε =  ±  1. Dochodzimy zatem do wzorów

dla spółczynników kierunkowych kierunku prostopadłego do kie­
runku danego. Naodwrót, jeżeli λ ,, un są spółczynnikami kierunko­
wymi pewnego kierunku, natenczas wzory (60) dają spółczynniki 
kierunkowe pewnego kierunku, jak to wynika z przeprowadzonego 
rozumowania. Kierunek ten jest prostopadły do kierunku danego, 
bo zachodzi związek (58).

Łatwo teraz okazać, że znakowi ε =  —J— 1 odpowiada kierunek 

zawierający kąt -j - ^  z kierunkiem danym, a znakowi ε =  —  1
u

ΊΖ

kierunek przeciwny, tj. zawierający kąt —  ^ z danym kierunkiem.
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W  istocie ze wzorów (60) otrzymujemy mnożąc przez μ,, — λ} 
i dodając do siebie

** =  W + 2>'.“·· ¢080+ ^) =  - ^ ,

a więc ze wzoru (56) wynika

W zory (60) można też otrzymać ze wzorów (55) i (56) kładąc 
w tych wzorach sin φ =  ε, cos φ =  0 i rozwiązując równania

względem λ2 i μ2.
W  szczególnym przypadku układu spółrzędnych prostokątnych,

7Γ
(θ —  η η =  ±  1), wzory (60) przyjmują postać

a więc mamy

11. Linja łamana albo łańcuch wektorów.

Uważajmy na płaszczyźnie η ^  1 punktów dowolnych Piy 
i==  1, 2 , . . .  n. Uważajmy ciąg odcinków

Ciąg taki nazywa się ciągiem odcinków przyległych. Uważajmy 
na odcinku 1 punkt Pi jako początek a punkt r+ i  jako ko­
niec wektora. Mamy wówczas łańcuch n —  1 icektorów przyległych, 
albo linję łamaną, której bokami nazywamy też pojedyncze wektory. 
W  przypadku, gdy dwa punkty p,p,+, schodzą się ze sobą, mamy 
wektor zerowy albo bok niewłaściwy linji łamanej Ł.

Linja łamana nazywa się otwartą, w przypadku gdy punkty 
P1 i Pn, początek i koniec linji łamanej są od siebie odmienne, 
a zamkniętą w przypadku, gdy te punkty schodzą się ze sobą.
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Rzutujmy teraz punkty P£ na dowolną oś l na płaszczyźnie 
równolegle do prostej 1' nie równoległej do l. Niechaj rzuty te będą 
punkty. At. Wektory A{ Ai+1 nazywają się rzutami boków linji ła­
manej. Obierzmy na osi l układ spółrzędnych Kartezjusza i niechaj 
w tym układzie spółrzędne punktów At będą ai} i —  1, 2 ,...n .

Uważajmy wektor Pa P„, którego początkiem jest początek 
linji łamanej, a końcem jej koniec. Wektor ten nazywa się wypad­
kowym wektorem linji łamanej.

Rzutem wektora tego na oś l jest wektor A x A n. Wartość tego 
wektora równa się według twierdzenia 2. I. Rozdziału sumie war­
tości A{ Ai+1

»—1

(6i)
i=l

Mamy więc
T w i e r d z e n i e  3. „Wartość rzutu wektora wypadkowego 

linji łamanej albo łańcucha wektorów przyległych na dowolną oś 
równa się sumie wartości rzutów tych wektorów na tę oś“ .

W  szczególnym przypadku linji łamanej zamkniętej wektor 
A x A„ jest zerowy. Twierdzenie 3 poprzedniego Rozdziału daje nam

T w i e r d z e n i e  4: „Suma rzutów boków linji łamanej zam­
kniętej na dowolną oś równa się zeruu.

Uważajmy teraz układ osi x , y Kartezjusza na płaszczyźnie. 
Oznaczmy przez A{ Bt rzuty punktów Pt na osie x , y równolegle 
do osi y x, a przez xif y{ spółrzędne punktów P{. Mamy

A i A ;_|_1 X t_̂  ] Xi ,

Bi Bi+X =  yi+1 —  yt.
Uważajmy osie l{, i —  1 , . . .  n —  1 przechodzące odpowied­

nio przez dwa punkty P ,P i+u i =  I· · · ·  n —  1  linji łamanej, a więc 
zawierające wektory Oznaczmy przez λ;, μ*, i = l , . . . n —  1
spółczynniki kierunkowe tych osi. Uważajmy dalej oś l przecho­
dzącą przez punkty Pl5 Pn, a więc zawierającą wektor wypadkowy 
Px Pn i niechaj λ, μ. będą spółczynniki tego kierunku. Oznaczmy 
przez diy « = 1 , . . . »  —  1 wartości wektorów Pt P i+1 na osiach liy 
a przez d wartość wektora Px Pn na osi l.

Ze wzorów (32), (33), (45), (46), otrzymujemy wzory
a =  d \  (62)

b =  d u, (63)
na wartości (a, b) rzutów wektora o wartości d na osie x , y.
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Stosując te w zory do w ektorów  p, Pi+, i do wektora Px P„ 
otrzym ujem y rów ności

&i+i — x t =  ^  λ ,,

ί/i+i —  y* =  dt (a,, i =  1 , . . . w —  1,
i rów ności

Stosując wzór (61) dochodzim y w ięc do następujących wzorów

W  szczególn3?m przypadku linji łamanej zamkniętej otrzy 
m ujem y następujące wzory

Ć w ic z e n ia .

1. Kiedy rzuty wektora na osie l, V równolegle do tych osi mają 
tesame wartości? Kiedy mają tesame wartości rzuty ortogonalne wektory 
na te osie?

3. Kiedy rzuty równolegle wektora na osie Z, V mają tesame miary? 
Kiedy mają tesame miary rzuty ortogonalne?

3. Dane dwie liczby m, n. Znaleść kierunek, którego spółczynniki 
są proporcjonalne do tych liczb. Rozwiązać tosamo zadanie dla dostaw 
kierunkowych.

4. Wyrazić dostawę i wstawę kąta dwóch ramion przez dostawy 
kierunkowe tych ramion.

5. Dane są dwa kierunki o spółczynnikaeh λΐ5 u.x i λ2, [a2. Zna- . 
leźć spółczynniki kierunkowe kierunku λ, (u zawierającego równe bez­
względne kąty z dwoma danymi kierunkami.

6. Okazać, że jeżeli A B: C są 3 dowolne punkty na osi Z, 
a D dowolny punkt płaszczyzny, natenczas zachodzi związek
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7. Jeżeli D jest punktem na przeciwprostokątni BC trójkąta pro­
stokątnego ABC, mamy

8. Uważamy trójkąt ABC  i osie il5 l2, ls na których leżą boki 
BC, CL4, AB. Niechaj a, fe, c będą wartości wektorów BC, CA, AB. 
Zachodzi zawsze związek

9. Dane są punkty P, Q o spółrzędnych a j, a2, δ2· Znaleźć 
spóirzędne Kartezjusza punktu P  położonego na osi s przechodzącej przez 
punkty P, Q, którego spółrzędna Móbius’a na tej osi jest p

10. Znaleść spółrzędne punktu P  równo oddalonego od 3 punktów 
A, B , C o danych spółrzędnych.

11. Jakie położenie mają względem osi spółrzędnych dwa ramiona, 
dla których zachodzą związki

12. Danych jest ó punktów A, B , C, O, P  na płaszczyźnie, 
z których 3 A B C  leżą na jednej osi. Udowodnić związek Móbius’a
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ROZDZIAŁ III.

Przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza.
1. Ogólne wzory na przekształcenie układów spółrzędnych

Kartezjusza.

Uważajmy na płaszczyźnie dwa układy U i U' osi Kartezju­
sza. Niechaj x: y będą osi układu U o początku 0, zaś x\ y' nie­
chaj będą osi układu U' o początku 0'.

Pomiędzy spółrzędnemi Kartezjusza x , y dowolnego punktu 
P  płaszczyzny w układzie U, a pomiędzy spółrzędnemi tego punktu 
w układzie Tj' zachodzą pewne związki, których wyprowadzeniem 
się zajmiemy.
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Przypuśćmy, że znane nam jest położenie układu osi U1 
względem układu osi U przez to, że znamy spółrzędne a, b po­
czątku 0' w układzie U i kąty φ, i φ2 nieujemne i mniejsze niż 
2π, jakie osie x' y' układu U' zawierają z osią x  układu U. Nie­
chaj osie x , y zawierają kąt Θ, a osie x' y' kąt θ'. Niechaj dalej 
λι, υ.-L będą spółczynniki kierunkowe osi x' a λ2, p,2 spółczynniki 
kierunkowe osi y' w układzie U. Mamy następujące wzory

Uważajmy teraz linję łamaną zamkniętą O A P A ' 0' O i rzu- * 
tujmy ją na osie x i y równolegle do osi y i x. Oznaczając przez 
Rx (AB). Ry (AB) rzuty na osie y wektora AB  mamy równości

Obieramy teraz w następujący sposób kierunki dodatnie prostych, 
na których leżą boki linji łamanej: OA leży na osi x , PA  na osi 
równoległej i równo skierowanej z osią y, PA' na osi równoległej 
i równo skierowanej z osią y', A' O' na osi x\ wreszcie 0' O na 
osi o kierunku od O do 0'.

Mamy więc
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Taksamo mamy

Stosujmy teraz wzory (66) i (67) poprzedniego Rozdziału. 
Otrzymujemy związki

a więc dochodzimy do wzorów

Wzory te są to wzory na przekształcenie układów spółrzednych 
Kartezjusza. W e wzorach tych dawne spółrzędne x, y są wyrażone 
przez nowe spółrzędne x\ y'. Ze wzorów tych możemy wyrazić 
naodwrót x', y' przez x} y mnożąc odpowiednio stronami te wzory 

% przez [λ2, —  λ2 i dodając je do siebie, i taksamo przez —  p.l5 λ! i znów 
dodając je do siebie. Zważając że mamy

otrzymujemy wzory

Są to wzory przekształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza, 
w których nowe spółrzędne x\ y' są wyrażone przez dawne spół­
rzędne x , y.

W e wzorach (4) i (5) możemy zastąpić spółczynniki kierun­
kowe przez wyrażenia dane wzorami (2), (3). Otrzymujemy wzory
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i wzory odwrotne

2. Szczególne przypadki przekształcenia układów społrzęd-
nych Kartezjusza.

Szczególnie ważne są następujące specjalne przypadki prze­
kształcenia układów spółrzędnych Kartezjusza:

1) Osie x' i y' nowego układu spółrzędnych są równoległe 
i równo skierowane ż osiami oc, y. Mamy więc

W  tym przypadku mamy wzory

2) roczątek u  nowego uKiaau osi spoirzęuuycu suuuum 01¾ 
z dawnym początkiem układu O. Mamy więc

W  tym przypadku mamy wzory

3) Oba układy osi spółrzędnych x, y i x\ y' są ‘prostokątne. 
W  tym przypadku mamy

gdzie ε =  -j - 1, jeżeli Θ —  -j- ψ  a równa się —  1, jeżeli 9 =  - ^ .

Taksamo e' =  - f  1, jeżeli θ' =  +  zaś równa się —  1 jeżeli 

ε' =  —  1. Dalej mamy

Ale
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zatem mamy

Otrzymujemy zatem wzory

na przekształcenie układów prostokątnych Kartezjusza.
W  szczególnym przypadku gdy oba kąty θ, θ' równają się

i 71-j- } mamy wzory

Odwrotne wzory, wyrażające x', y' przez y przyjmują 
w trzech powyższych przypadkach szczególnych następujące postaci

a w szczególnym przypadku θ =  Θ' =  -f- =  postać

3. Przesunięcia płaszczyzny.
Uważajmy płaszczyznę p i na niej układ Jj spółrzędnych Kar­

tezjusza o osiach x, y
Przypuśćmy, że oprócz tej płaszczyzny mamy jeszcze drugą 

płaszczyznę p ruchomą, nakrywającą się z płaszczyzną p  i mogącą 
się przesuwać wzdłuż tej płaszczyzny nieruchomej. Uważajmy na 
płaszczyźnie p układ li spółrzędnych Kartezjusza o osiach x , y 
i o początku O. Przypuśćmy że oba układy U i "ϋ  są prostokątne 

1 że θ, Θ są oba równe -j- -  . Niechaj osie spółrzędnych układu U 

nakrywają się odpowiednio z osiami układu spółrzędnych U.
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sunięciu płaszczyzny p w nowe położenie, punkt P  nakryje się 
z pewnym punktem P' płaszczyzny p. Niechaj x', y' będą spół- 

rzędne punktu P' w układzie £/, a x ', y' spółrzędne ,tego punktu 
w układzie U'. Mamy \vięc

Przesuńmy teraz płaszczyznę ruchomą p  w ten sposób, że 

układ osi U nakryje się z pewnym układem U' o osiach x\ y' 
również prostokątnych i położonych na płaszczyźnie nieruchomej p. 
Niechaj 0' będzie na płaszczyźnie p  początkiem układu U'. Uwa­

żajmy dowolny punkt P  płaszcz}^zny p o spółrzędnych x, y i punkt P  

płaszczyzny ruchomej p , nakrywający się z punktem P. Po prze-
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Przyporządkujmy teraz punktowi P płaszczyzny p punkt 
P' tejże płaszczyzny, z którym nakryje się ten punkt P  płasz­

czyzny p po przesunięciu, który przed przesunięciem nakrj^wał się 
z punktem P. Wzory (11) poprzedniego ustępu dają nam związki 
pomiędzy spółrzędnymi x\ y ', punktu P', a spółrzędnymi p , 1/ 
tego punktu. Stąd otrzymujemy wzory

wyrażające spółrzędne punktu P ' przez spółrzędne punktu P. Wzory 
te nazywają się wzorami na przesunięcie płaszczyzny.

Równania (12) możemy rozwiązać względem x, y. W zory te 
otrzymamy odrazu, zastępując we wzorach (11*) x\ yr przez x , y 
i x, y przez P, y'. Otrzymamy wzory

Zatem do każdego punktu P' płaszczyzny p należy jeden 
i tylko jeden punkt P, któremu punkt P ' odpowiada w uważanym 
przesunięcie płaszczyzny.

4. Szczególne przypadki przesunięcia płaszczyzny.

Jeżeli układ osi TJ' ma szczególne położenie względem układu 
osi U, mamy szczególne przesunięcie płaszczyzny p. Ważne są na­
stępujące szczególne przesunięcia:

1. Kąt <p osi x' z osią x równa się 0. Mamy wzory

i wzory odwrotne

To szczególne przesunięcie nazywa się translacją. Możemy 
sobie wyobrazić, że płaszczyzna ruchoma p przesuwa się w ten 
sposób, że osie x. y, stale są równoległe do osi x , y  i równo z nimi 
skierowane.
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2. Spółrzędne, a, b początku 0' mają wartość 0 , tj. punkty 
O i 0' zlewają się. Mamy wzory

To szczególne przesunięcie nazywa się obrotem albo rotacją. 
Możemy sobie wyobrazić, że płaszczyzna ruchoma p  przesuwa się 
w ten sposób, że obraca się dokoła punktu O o kąt <p w dodatnim 
kierunku.

5. Punkty niezmienne względem przesunięcia płaszczyzny.
Możemy sobie postawić następujące pytanie. Czy istnieje 

punkt P  na płaszczyźnie p , któremu w przesunięciu odpowiada 
punkt P' schodzący się z punktem P. Punkty takie nazwiemy 
punktami niezmiennemi względem przesunięcia płaszczyzny.

Warunki konieczne i wystarczające dla spółrzędnych punktu 
niezmiennego są oczywiście równości

A więc otrzymamy spółrzędne xe, y0 punktów niezmiennych 
rozwiązując równania

(14)

i wzory odwrotne

(14*)

(15)

względem x0 i y0. 
Mamy

a więc

więc

-Geometrja analityczna na płaszczyźnie.
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Mogą tu zachodzić dwa od siebie odmienne przypadki:
1) Kąt <p równa się 0, tj. mamy translacje. Z równań (16) 

wynika, że warunki konieczne i wystarczające, aby istniał przy­
najmniej jeden układ wartości spełniający te równania są nastę­
pujące

Jeżeli warunki (17) są spełnione, równania (16), a więc i rów­
nania (15) są spełnione przez spółrzędue dowolnego punktu na pła­
szczyźnie. Mamy t. zw. 'przesuniecie identyczne.

2) Kąt <p jest od zera odmienny. Otrzymujemy jeden jedyny 
układ rozwiązań x 0: y0 w postaci

Zatem w tym przypadku mamy jeden jedyny punkt nie­
zmienny M0.

Ze wzorów (18) wynika następująca konstrukcja punktu nie­
zmiennego M0. Wystawiamy prostą s prostopadłą do odcinka 0 0 ' 
w punkcie R połowiącym ten odcinek, tj. symetralną tego odcinka. 
Na tej symetralnej leży Al0. W  istocie mamy dla punktu M0

więc

tj. odcinki OM0 i O'Al0 mają równe miary.
Wyrażenia na x 0 i y0 możemy napisać w następującej postaci. 

Oznaczmy przez a kąt kierunku 0 0 ' z osią x.
Mamy
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gdzie pierwiastek jest dodatni, Oznaczając jeszcze [/o2 _j_ &2 przez d 
napiszemy

Obierzmy teraz na symetralnej s jako dodatni kierunek za-
.  .  T U

wierający kąt - f -^  z kierunkiem 0 0 '  i odnieśmy na niej od punktu

R wektor RS. którego wartość s równa się

Mamy

S =  -C O t g

Punkt S w ten sposób otrzymany schodzi się z punktem nie­
zmiennym M0. Ze wzoru (19) nas wynika, że wartość bezwzględną s 
możęmy uważać jako długość przyprostokątni w trójkącie prosto­

kątnym, którego drugą przyprostokątnią jest —, a kątem naprzeciw­

ległym przyprostokątni o długości |s| jest kąt o mierze - —
2

jeżeli φ < π ,  zas o mierze —^ — , jeżeli ®^>π. W  razie gdy φ =  π,

mamy s =  0 i punkt $  schodzi się z punktem h*.
Stąd wynika konstrukcja figury (7) (w przypadku φ<^π).

6. Obroty płaszczyzny dokoła jej punktów.

Uważajmy dowolny punkt P  płaszczyzny p i punkt P' odpo­
wiadający temu punktowi w przesunięciu. Ze wzorów (12) i (15) 
wynika że mamy
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Podnosząc obustronnie do kwadratu i dodając otrzymane rów­
ności otrzymujemy

(x' —  x0y  4 - (y' —  y0Y — (x — x 0y  +  {y —  */o)2·

A więc odległości M0P  i M0P' dowolnego punktu P od  punktu 
niezmiennego M0 i punktu przesuniętego P' od punktu M0 są so­
bie równe.

Okażemy teraz, że przesunięcie płaszczyzny ruchomej p można 
uważać jako obrót tej płaszczyzny dokoła punktu niezmiennego M0.

Uważamy w tym celu dwa nowe układy osi spółrzędnych 
V i V .  Układ V ma osie X, Y  o początku w punkcie niezmien­
nym M0 równoległe i równo skierowane z osiami x, y. Układ V  
ma osie X ', Y' o początku również w punkcie niezmiennym J/0, 
równoległe i równo skierowane z osiami x ', y'.

Niechaj X  ,Y  będą spółrzędne punktu P  w układzie V; X', Y' 
spółrzędne punktu P' w układzie V\ a X\ Y' spółrzędne punktu 
P' w układzie V. Mamy więc, stosując wzory (8 ) na przekształ­
cenie układów spółrzędnych

Dalej mamy wzory

a ponieważ mamy

więc dochodzimy do wzorów

Ze wzorów (22) i (23) otrz\^mujemy wzory

wyrażające związki między spółrzędnymi punktu P  a punktu prze­
suniętego P' w układzie spółrzędnych V.
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Związki te są związkami dla obrotu płaszczyzny ruchomej p 
dokoła początku MQ o kąt φ, w którym to obrocie układ osi V 
przechodzi w układ osi V .  Przesunięcie uważane przaprowadzające 
układ osi U w układ osi U' może więc być uważane jako obrót 
płaszczyzny dokoła punktu niezmiennego M0, środka obrotu.

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie
T w i e r d z e n i e  1 : „Każde przesunięcie płaszczyzny jest albo 

translacją albo obrotem dokoła pewnego zupełnie oznaczonego 
punktu",

Uważajmy teraz naodwrót dowolny punkt i¥0 na płaszczyźnie 
i wykonajmy obrót płaszczyzny dokoła tego punktu o kąt nieu- 
jemny <p mniejszy niż 2π. Uważajmy układ V osi X , Y  o początku 
w punkcie M0, równoległych i równoskierowanych z osiami x, y. 
Mamy teraz związki (22), (23) i (26). Stąd otrzymujemy związki 
(21) pomiędzy spółrzędnymi z, y i x\ y' punktów P i P'. Mamy 
zatem wzory

x' =  x 0 — x0 cos φ -J-  y0 sin φ -}- x cos <p — y sin ©, (27)
y' — y0 —  x0 sin φ —  y0 cos φ -|- x  sin © -j- y cos φ.

Są to wzory na przesunięcie płaszczyzny w którem początek 
układu O przechodzi w punkt 0' o współrzędnych

a — x0 —  x0 cos φ y0 sin φ (28)

b =  y* — xo sin ? —  yo cos ψ.

Mamy więc
T w i e r d z e n i e  2 . „Każdy obrót płaszczyzny dokoła dowol­

nego punktu jest pewnem zupełnie oznaczonem przesunięciem 
płaszczyzny.

7. Składanie przekształceń układów spółrzędnych.

Uważajmy trzy układy Kartezjusza U, U', U" o osiach x, y\ 
x\ y ' ; x " , y "  zakładając, że wszystkie trzy układy są prostokątne

i kąty Θ, Θ', Θ " równają się wszystkie -J- . Załóżmy, że dane

jest położenie układu U' względem układu U i położenie układu U" 
względem układu U'. Zatem dane są spółrzędne a, b początku 0' 
układu U1 w układzie U, kąt φ, jaki os x' zawiera z osią x: spół-
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rzędne a', b' początku O" układu U" w układzie U' i kąt φ', jaki 
oś x"  zawiera z osią x.

Chodzić nam będzie o Znalezienie związków pomiędzy spół- 
rzędnemi a?, y punktu P  w układzie a spółrzędnemi x'\ y" 
tego punktu w układzie U".

Manjy następujące związki
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Wstawiając wyrażenia na x', y' we wzory (30) otrzymujemy

a więc mamy wzory

Przekształcenie układu U w układ U"  nazywa się przekształ­
ceniem wypadkowem przekształceń składowych układu U w układ U' 
i układu U' w układ U" ,  na które mamy wzory (29) i (30).

Możemy wykonać przekształcenia określone wzorami (29) 
i (30) w odwrotnym porządku. To znaczy że naprzód przekształcamy 
układ U w układ U' o osiach x', y\ który ma to położenie wzglę­
dem układu U, jakie ma układ U" względem układu U\ a na­
stępnie przekształcamy układ U' w układ U" o osiach x " : y", 
który ma to położenie względem układu U jakie ma układ U' 
względem układu U.

A więc mamy teraz wzory przekształceń

Otrzymujemy następujące wzory na przekształcenie wypad­
kowe

Widzimy, że kąt jaki zawiera oś x"  z osią x  równa się ką­
towi, jaki zawiera oś x"  z osią x i równa się sumie kątów ® i <p'. 
Początki O " i O" układów £7" i £7" są naogoł różne od siebie. 
Warunki konieczne i wystarczające, aby te początki schodziły się 
ze sobą, aby więc przekształcenia (31) i (34) były identyczne są 
równości

71
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Równości te można też napisać w postaci

Oznaczmy przez a, a' kąty jakie osie 0 0 '  i Ο Ό " zawierają 
z osiami x  \ x', a przez d, d' wartości wektorów 00 ' i 0 'O" na 
tych osiach. Mamy

więc ze wzorów (36) otrzymujemy wzory

A więc albo mamy

albo też mamy

więc

Równości (38) spełnione są w następujących czterech przy­
padkach:
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Równość (39) spełniona jest, gdy mamy:

gdzie k jest liczba całkowita. Dla k parzystego mamy

a dla nieparzystego

8. Składanie przesunięć płaszczyzny.

Uważajmy trzy układy U, U' i U' o osiach x, y; x y ’ i x' y'. 
Niechaj a, b będą spółrzędne początku 0' układu U' w układzie U, 
zaś a', b' spółrzędne początku 0' układu U' w układzie U. Niechaj 
dalej cp i φ' będą kąty osi x' i x ’ z osią x.

Uważajmy dwa przesunięcia płaszczyzny ruchomej jo, pierwsze 
przesuwające układ osi U tej płaszczyzny schodzący się z układem 
osi U w układ U', i drugie przesuwające układ U w układ U'. 
Niechaj P  będzie dowolnym punktem płaszczyzny p o spółrzędnych 
x, y w układzie ϋ , i niechaj temu punktowi w pierwszem prze­
sunięciu odpowiada punkt P' o spółrzędnych x' y' w układzie U, 
a w drugiem przesunięciu punkt P' o spółrzędnych x ', y' w ukła­
dzie U .

Wykonajmy teraz po kolei te dwa przesunięcia, a mianowicie 
nasamprzód przesunięcie pierwsze, a następnie przesunięcie drugie. 
Punktowi P' odpowiada w drugiem przesunięciu punkt P ", a pun­
ktowi P' odpowiada w pierwszem przesunięciu punkt P ". Niechaj 
x'\ y"  będą spółrzędne punktu P "  w układzie P, zaś x", y "  spół­
rzędne punktu P "  w tymsamym układzie.
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Mamy następujące wzory:

Stąd otrzjmiujemy związki pomiędzy spółrzędnymi punktów 
P i  P "  :

Jeżeli więc wykonamy nasamprzód pierwsze a następnie dru­
gie przesunięcie, otrzymamy jako wypadkowe przesunięcie prze­
prowadzające układ U w układ U" o osiach x", y". Jeżeli nato­
miast wykonamy nasamprzód drugie, a następnie pierwsze przesu­
nięcie, otrzymamy jako wypadkowe przesunięcie, przeprowadzające 
układ JJ w układ U" o osiach x'\ y " .

Oba te przesunięcia wypadkowe są naogół od siebie odmienne, 
a identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzą związki (36).

9. Przesunięcie, które dwa dane punkty przesuwa w dwa
dane punkty.

Uważajmy ogólne wzory na przesnnięcie płaszczyzny (12). Ze 
wzorów tych wynika, że odległość dwóch dowolnych punktów 
P], P2, równa się odległości dwóch punktów przesuniętych P\, P '8.

W  istocie mamy, oznaczając przez x1, y , ; x2, y2 spółrzędne 
punktów P1? P2. a przez aą, yi; yś spółrzędne punktów p ;, p ś .

74
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Odejmując pierwsze równania (49) i (50) od siebie i podno­
sząc następnie obustronnie do kwadratu mamy

Taksamo otrzymujemy

a stąd dodając obustronnie

Uważajmy teraz cztery dowolne punkty na płaszczyźnie Pl5 Λ ;  
P), P2 zakładając tylko, że warunek (51) jest spełniony i że punkty 

P2, a więc i P), P 2 są od siebie odmienne. Udowodnimy, że 
istnieje j edi i o  i t y l k o  j e d n o  p r z e s u n i ę c i e  płaszczyzny, prze­
prowadzające punkty Pl , P2 odpowiednio w punkty P [, P 2.

W  istocie z równań

otrzymujemy

Następnie otrzymujemy a i i  w postaci
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Otrzymujemy wzory

Ze związku (51) wynika, że suma kwadratów prawych stron 
(53) równa się jedności, że wyrażenia prawostronne we wzorach (53) 
są więc wyrażeniami na dostawę i wstawę zupełnie określonego 
kąta φ nieujemnego i < (2 π . Wartości te wraz z wartościami (54) 
na a i δ spełniają związki (49) i (50).

Ćwiczenia.
1. Znaleźć związki pomiędzy spółczynnikami kierunkowymi λ, μ 

danego kierunku, a pomiędzy spółczynnikami λ ', μ' tegoż kierunku w no­
wym układzie osi x ', y', których spółczynniki kierunkowe w dawnym 
układzie są λ1? pj i λ2, μ2.

2. Dane są trzy punkty P1{xl , y1), ^2 (^2 ^ 2) > (aah +
α//χ -f- β^2)· Kiedy punkt P 3 nie zależy od obioru układu osi Kartezjusza?

3. Dane są n punktów P<, i =  1, 2, .. n o spółrzędnych
i =  1, 2...n. Kiedy punkt P o  spółrzędnyth Σα,·a:(, Σ α ^ ; nie zależy od 
obioru układu osi Kartezjusza?

4. Kiedy przekształcenie układu spółrzędnych prostokątnych Kar­
tezjusza jest identyczne z przekształceniem odwrotnem?

5. Okazać, że gdy danych jest n punktów P,. i =  1 , . . .  n i n liczb 
a,, gdzie Σ α*)> 0 , natenczas środek M  tych punktów o spółrzędnych

1) nie zależy od obioru układu osi Kartezjusza.
2) daje minimum wartości wyrażenia

3) mamy
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ROZDZIAŁ IV.

Linje proste.
1. Równania parametryczne linji prostej.

Obierzmy na płaszczyźnie układ ZJKartezjusza o osiach x,y. Uwa­
żajmy dowolną prostą l i obierzmy na niej dowolny punkt P  o spół- 
rzędnycb a, b oraz dodatni kierunek o spółczynnikach kierunko­
wych λ, u.. Liczby a, b\ λ, u wyznaczają w zupełności tę oś, dla­
tego możemy je nazwać s p ó ł r z ę d n e m i  osi l.

Uważajmy na osi 7 dowolny zmienny punkt Q o spółrzędnych 
x , y i oznaczmy przez d wartość wektora PQ.

Mamy równości

(1) x  —  a =  Xd, y — b =  μ(Ζ,
0

z których wyrażają się x , y wzorami

(2) x =  a -f- \d, y =  b -j- u.d.

Wyraziliśmy więc spółrzędne ar, y punktu zmiennego Q osi 
l  przez odległość d tego punktu od punktu stałego P. Naodwrót 
do każdej wartości na d należy oznaczony punkt Q na osi l, któ­
rego odległością od P jest uważana wartość na (Z, i którego spół­
rzędne a:, y mają wartości dane wzorami (2) dla uważanego d.

Możemy się też w następujący sposób przekonać, że punkt Q 
wyznaczony wzorami (2) leży na prostej l. Jeżeli d —  0 ,  mamy

α =  α, y =  6,

więc punkt Q o tych spółrzędnych schodzi się z punktem P. Jeżeli 
zaś ( Ζ φΟ,  połączmy P  i Q, którego spółrzędne dane są wzorami 
(2) prostą V. Ze wzorów (1) otrzymamy

(x —  a)2 4 - 2(x  —  a) (y —  b) cos Θ +  (y —  ó)2 =  d2,
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t. j. kwadrat miary odcinka PQ równa się d2. Obierzmy na V do­
wolny dodatni kierunek o spółczynnikach λ', μ' i niechaj d! będzie 
wartością wektora PQ na osi V. Mamy

x  —  a =  \'d' , y —  b — υ/d' ,

więc otrzymamy

\d — X'd', u.d — \).'d'.

Stąd otrzymuje się związek

d =  zd',

gdzie ε =  +  1. Zatem otrzymujemy pomiędzy λ, μ i λ', μ' związki

λ =  ελ', μ =  ερ /. (3)

Kierunek obrany na prostej V jest więc dla ε =  —{— 1 zgodny 
z kierunkiem osi l. a dla ε =  — 1 przeciwny. A ponieważ proste 
l i V mają punkt wspólny, więc schodzą ze sobą. i punkt Q leży 
na prostej l.

Obierzmy teraz dwie liczby a, b dowolnie, i dwie liczby λ, p. 
społniające jedynie warunek, aby były spółczyunikami kierunko- 
wemi pewnego kierunku. Wzory (2) dają nam wyrażeuia zapomocą 
wielkości d na spółrzędne x, y punktów położonych na prostej l 
przechodzącej przez punkt P  o spółrzędnych a, b i na której jeden 
z kierunków ma spółczynniki λ, μ i tylko spółrzędne punktów po­
łożonych na tej linji prostej. Dlatego wzory (2) nazywamy r ó w n a ­
n i a m i  osi .  Wielkość d nazywamy p a r a m e t r e m  punktów na 
osi, więc równania (2) r ó w n a n i a m i  p a r a m e t r y c z n e  mi  osi. 
Równania parametryczne o s i p r z e c i w n e j  osi l, t. j. otrzymu­
jącej się z prostej l przez obranie przeciwnego kierunku, jako do­
datni są

x — a —  λ (i, y =  b —  \id. (4)

Każdy z układów równań (2) i (4) nazywamy też r ó w n a ­
n i a m i  p a r a m e t r y c z n y m i  p r o s t e j  l.

2. Równanie linji prostej w spółrzędnych Kartezjusza.

Uważajmy prostą l o równaniach parametrycznych (2) lub (4). 
Z każdego tych dwóch układów równań można wyrugować para­
metr d. Pomnóżmy pierwsze równanie każdego z tych układów
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przez μ, drugie przez —  λ i dodajmy je do siebie. Otrzymamy 
równanie

(5) \x(x — a )  — \ { y — b )  —  0 .

Otrzymujemy zatem r ó w n a n i e  p i e r w s z e g o  s t o p n i a  po­
między spółrzędnemi Kartezjusza a·, y dowolnego punktu Q na 

prostej l.
Okażemy naodwrót, że dowolny punkt Q o spółrzędnych x , y 

spełniających równanie (5) leży na prostej l.
Jedna przynajmniej z liczb λ. μ jest od zera odmienna. Z ró­

wnania (5) otrzymamy równanie

Kładąc

otrzymamy

A więc punkt Q leży na osi l o spółczynnikach kierunko­
wych λ. μ i wektor PQ ma wartość d.

Uważajmy znów równanie (5) zakładając, że liczby a, b są 
zupełnie dowolne, a λ, μ spełniają jedynie znany warunek. Widzi­
my, że wszystkie punkty, leżące na prostej l, przechodzącej przez 
punkt P  o spółrzędnych a, b i której jeden z kierunków jest kie­
runkiem λ, μ spełniają równanie (5) i naodwrót wszystkie punkty, 
których spółrzędne spełniają równanie (5), leżą na tej linji prostej. 
Dlatego równanie (5) nazywamy r ó w n a n i e m  l i n j i  p r o s t e j  
w s p ó ł r z ę d n y c h  K a r t e z j u s z a .

3. Ogólne równanie linji prostej w spółrzędnych Kartezjusza.

Uważajmy ogólne równanie pierwszego stopnia o dwóch nie­
wiadomych a;, y, t. j. równanie kształtu

(6) Ax  -f- By  -}- C =  0 ,

w którem A, B , C są dowolne stałe liczby, s p ó ł c z y n n i k i  ró­
wnania pierwszego stopnia, a x. y są n i e wi a d o me .  Każdy układ 
x, y spełniający to równanie nazywa się u k ł a d e m  p i e r w i a s t ­
k ó w  t e g o  r ó w n a n i a .
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Możemy odróżnić 3 p r z y p a d k i  następujące:
I. Wszystkie trzy spółczynniki A, B , C równają się zeru

A =  B =  C — 0 . (7)

II. C jest od zera odmienne, ale A i B  równają się zeru

A =  B =  0, C φ Ο .  (8)

III. Oba spółczynniki A, B  nie są równocześnie równe zeru

W  przypadku I. każdy układ dwóch liczb x, y jest układem 
pierwiastków równania (6). Każdy punkt Q na płaszczyźnie ma 
spółrzędne x, y spełniające równanie (6).

W  przypadku II. niema żadnego układu dwóch liczb x, y 
spełniających równanie (6), a więc niema punktu Q o spółrzędnych 
x, y spełniających to równanie.

W  przypadku III. istnieją układy x, y spełniające równanie 
(6). Jeżeli A =}= 0 możemy obrać y dowolnie i wyznaczyć x ze wzoru

Jeżeli zaś B φ  O , możemy obrać x dowolnie i wyznaczyć y 
ze wzoru

Pomnóżmy równanie (6) przez dowolną liczbę k od zera od­
mienną. Otrzymamy równanie

kAx -j- kBy kC =  0 . (12)

Nazwijmy dwa równania pierwszego stopnia o dwóch niewia­
domych r ó w n o w a ż n e m i ,  jeżeli każdy układ pierwiastków je­
dnego dowolnego z nich jest zarazem układem pierwiastków dru­
giego. Równania (6) i (12) są widocznie równoważne.

Uważajmy znów równanie (5) linji prostej i pomnóżmy je 
przez dowolną liczbę έ φ Ο .  Otrzymamy równanie

k\ix —  k\y -f- k (—  \xa -J- \b) =  0 . (13)

Zbadamy, jakie są warunki konieczne i wystarczające, aby 
ogólne równanie (6) dało się napisać w postaci (13). a więc aby 
istniały liczby
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spełniające warunki następujące: Mamy równości

A =  k\L, B =  —  &λ, C — k (— μα -j- Xb). (15)

Liczby λ, μ są spółczynnikami pewnego kierunku

λ2 -f- 2λμ cos Θ -j- μ2 =  1, (16)

a k jest od zera odmienne.
Przedewszystkiem równanie (6) należeć musi do III. kate- 

gorji. Następnie z pierwszych dwóch związków (15) otrzymamy 
ze względu na warunek (16)

a więc

gdzie ε =  ±  1, a pierwiastek uważamy jako dodatni. 
Wyrażenie

figurujące pod pierwiastkiem we wzorze na k jest zawsze dodatnie. 
W  istocie możemy je napisać w kształcie

sumy dwóch kwadratów, która jest nieujemna i równa się zeru 
wtedy i tylko wtedy gdy mamy

A  —  B cos Θ =  0 , B sin Θ =  0,
a więc gdy

Oznaczmy dodatni pierwiastek wyrażenia (18) przez R. 
Z pierwszych dwóch wzorów (15) otrzymujemy

a wstawiając te wartości w trzeci wzór (15) otrzymujemy

Liczby (14) obliczone ze wzorów (17), (19), (20) spełniają 
warunki (15). A  więc do każdego układu spółczynników A, B, C 
w przypadku III. należą układy liczb (14) spełniające warunki (15).
Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 6
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Każde równanie (6) III. kategorji jest więc równoważne pew·, 
nemu równaniu (5) linji prostej, na której leży punkt P(a, b) speł­
niający warunek (20) i które] spółczynniki kierunkowe dane są 
wzorami (19).

Równanie (6) nazywa się w przypadku III. ogólnew równa­
niem linji prostej *). Będziemy w dalszym ciągu zakładali, że uwa­
żamy równanie (6) III. przypadku.

Możemy więc wypowiedzieć
T w i e r d z e n i e  1: „Ogólne równanie pierwszego stopnia (6), 

którego nie oba spółczynniki A , B  są równe zeru, jest równaniem 
pewnej zupełnie oznaczone] prostej, której spółczynniki kierunkowe 
dane są wzorami (19)u.

Uważajmy teraz dwa ogólne równania pierwszego stopnia

i przypuśćmy, że te równania są ogólnemi równaniami jednej i tej- 
samej linji prostej l. Niechaj punkt P  o spółrzędnych a, b będzie 
dowolnie obranym punktem tej linji prostej, a λ, p. spółczynnikami 
dowolnie obranego kierunku tej linji prostej. Równanie

jest równaniem tej linji prostej. A więc istnieją dwie liczby k1 i k2 
obie od zera odmienne i takie że zachodzą równości

Z równości tych wynikają równości

albo kładąc

równości

gdzie k jest liczba od zera odmienna.

*) Descartes okazuje w „Geometrie1*, że równanie 1-go stopnia między 
x i y przedstawia prostą. Ogólną postać równania prostej znajdujemy u Euler’a 
(Introductio).
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Możemy zatem wypowiedzieć:
T w i e r d z e n i e  2: „Dwa ogólne równania pierwszego stopnia 

przedstawiające tę samą prostą posiadają spółczynniki do siebie pro­
porcjonalne i naodwrótu.

4. Inne równania linji prostej.

Uważajmy ogólne równanie linji prostej / (6) i dowolnie obrany 
punkt P(a, b) tej prostej. Odejmując obie strony równości (20) od 
obu stron równania (6) otrzymujemy równanie

linji prostej przechodzącej przez punkt P.
W  szczególności równanie prostej przechodzącej przez począ­

tek układu O jest

Jeżeli mamy A =j= 0 możemy napisać równanie prostej w po­
staci (10), a kładąc

mamy równanie

Taksamo jeżeli B  =|= 0 możemy· napisać równanie prostej w po­
staci (11), a kładąc

mamy równanie

Liczby m, n naz}wvają się społczynnikajni kątowemi (coefficient 
angulaire) prostej. Mamy

www.rcin.org.pl



84

W  przypadku prostokątnego układu spółrzędnych i B =  -j- — 

mamy
m =  cotg φ, n =  tg φ. (32)

Liczby p , ą są odpowiednio równe odciętej punktu, w którym 
prosta (28) przecina oś x  i rzędnej punktu, w którym prosta (29) 
przecina oś y.

Spółczynniki kątowe m i n nie zależą od obioru kierunku 
dodatniego na prostej.

Jeżeli prosta l przecina obie osie w punktach ii, N  odmien­
nych od początku układu, mamy nierówności

i równanie prostej napiszemy w postaci

a kładąc

w postaci

równania odcinkowego prostej, w którem a jest odciętą punktu M, 
zaś b rzędną punktu N.

5. Punkt i prosta.

Uważajmy dowolną prostą l o równaniu (6) i dowolny punkt P
0 spółrzędnych a, b. Obierzmy na prostej Z dowolny kierunek do­
datni o spółczynnikach λ, ia. Mamy więc wzory (19), w których ε 
oznacza jednę oznaczoną z dwóch liczb -J- 1 lub —  1.

Przeprowadźmy ' przez punkt P  prostą V prostopadłą do l
T C

1 obierzmy na niej kierunek dodatni zawierający kąt -f- ^ z kie­

runkiem osi l. Niechaj λ', a' będą spółczynniki tego kierunku na 
prostej Γ. Napiszmy równania parametryczne osi V
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gdzie d' jest odległość bieżącego punktu Q osi V od P. Niechaj 
P(Ę, η) będzie punktem przecięcia prostych l i V zaś δ wartością we­
ktora PR. Spółrzędne ξ, η spełniają równanie prostej l. Mamy więc

a stąd

Ale mamy wzory

a więc mamy

Stąd otrzymujemy

Otrzymujemy zatem na δ wzór

Nazwijmy odległością punktu P od osi l wartość δ wektora PB. 
Odległości dwóch punktów P2 o spółrzędnych ax, b1 i a2, b2 
od osi l są liczbami tego sąmego znaku, jeżeli te punkty leżą po 
tej samej prostej l, a liczbami znaków przeciwnych w przeciwnym 
razie. Odległość δ jest proporcjonalna do wyrażenia

które otrzymuje się wstawiając spółrzędne a, b punktu P  w lewą 
stronę równania prostej l. A więc punkty Pl5 P2 są położone z tej- 
samej strony l jeżeli wyrażenia

są tego samego znaku, a po stronach przeciwnych, jeżeli wyrażenia 
te są znaków przeciwnych.

/

www.rcin.org.pl



86

Część płaszczyzny, dla której wyrażenie

jest dodatnie nazywamy częścią dodatnią płaszczyzny, a drugą część 
częścią ujemną.

Z równań parametrycznych (55) prostej V otrzymujemy rów­
nanie tej prostej rugując d'

a wstawiając wyrażenia (37) na spółczynniki kierunkowe otrzymu­
jemy równanie

prostej prostopadłej do prostej (b) i przechodzącej przez punkt
P(a, b).

W  przypadku układu osi prostokątnych, θ =  η ^ gdzie η — i  1,
u

otrzymujemy ze wzorów (37)

a równanie (39) przybierze postać

6. Równanie normalne prostej.
Ze wzorów (37) możemy wyrazić spółcz3mniki A i B przez 

spółczynniki kierunkowe λ',-ρ.'. Mnożąc wzory te obustronnie przez 
1 i cos Θ i dodając otrzymamy

a mnożąc obustronnie przez cos θ, 1 i dodając otrzj-matny

Stąd otrzymujemy wzory
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Obierzmy we wzorze (38) jako punkt P  początek 0  układu 
i oznaczmy odległość jego przez δ0. Otrzymamy

a stąd wyrazimy C przez δ0 w postaci

Zastępując w równaniu (6) prostej l A, B, C przez wyrażenia 
<iane wzorami (42), (43) otrzymujemy równanie

Równanie to nazywa się normalnem (equation normale).
Zastąpmy w tern równaniu λ', μ' przez dostawy kierunkowe 

cos cp', cos (Θ —  φ') osi Γ. Mamy (wzory 53 Rozdziału II.)

Otrzymujemy więc równanie normalne w postaci

Jeżeli na prostej l zmienimy kierunek dodatni na przeciwny, 
natenczas kąt φ' powiększy się o π, a równocześnie zmieni się kie­
runek dodatni prostej 1' na przeciwny, a więc zmieni się znak 
odległości OR na przeciwny. A więc równania (4+) i (45) pomnożą 
się przez —  1.

Wyprowadzimy teraz w inny sposób równanie normalne pro­
stej l. Uważajmy linję łamaną zamkniętą ORMAO , w której punkt 
M  o spółrzędnych x , y jest dowolnie obranym punktem na prostej 
l, a punkt A  jego rzutem na oś x równolegle do osi y. Rzutujmy 
tę linję łamaną na oś Γ prostopadle do tej osi. Mamy wzór

Ru( OR) +  Rv{RM) - f  Rv{MB) - f  Rv{AO) =  0,

gdzie R„ oznacza rzut na oś V. Przytem uważamy wektory OR, 
RM, MA i AO  jako położone odpowiednio na osiach: Γ, l, na osi 
równoległej i równoskierowanej z osią y i na osi x. Mamy więc
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Otrzymujemy zatem

czyli równanie normalne (45) prostej l.

• 7Z
W  przypadku układu prostokątnego Θ =  —|— ^ » równanie (45) 

przybiera kształt

Pomiędzy dostawami kierunkowemi cos φ', cos(0 —  cp')*zacho- 
dzi związek (52) II. Rozdziału

Niechaj naodwrót dwie liczby u, v spełniają związek
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Każda z tych liczb co do wartości bezwzględnej nie jest 
większa niż 1, albowiem ze związku (48) u wyraża się przez v 
w postaci

u =  v cos θ +  VT^— v2 sin Θ 

a υ przez u w postaci

v =  u cos Θ +  \l —  w2 sin Θ.

Obliczmy liczby l i m z równań

Mamy

Pomiędzy l i m zachodzi związek

liczby te mogą być więc uważane jako spółczynniki pewnego ozna­
czonego kierunku, którego dostawami kierunkowymi są liczby u i v. 
Jedna i tylko jedna z liczb w, v może być obrana dowolnie byleby 
nie większa co do wartości bezwzględnej niż 1.

Jeżeli więc pomiędzy społczynnikami A, B  zachodzi związek

natenczas obliczamy kąt φ' ze wzorów

Ze wzorów (42) wynika

A więc ε =  —  1, gdy sin Θ jest dodatnie, a ε =  —f- 1 gdy sin Θ 
jest ujemne. Ze wzoru (43) otrzymujemy

Równanie (6) prostej jest w tym przypadku równaniem nor- 
malnem.
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7. Równanie prostej przechodzącej przez dwa dane punkty.

Uważajmy prostą l przechodzącą przez dwa dane punkty 
P\ (ai 5 ^i) i P2 (a2 , 62) od siebie odmienne. Równanie prostej prze­
chodzącej przez punkt P1 ma postać (25)

Ponieważ prosta l przechodzi przez punkt P2, więc mamy 
równość

istnieje więc liczba k od zera odmienna taka że mamy

Zatem równanie prostej Z ma postać

Równanie to jest w istocie równaniem zupełnie oznaczonej 
prostej, przechodzącej przez punkt Px i P2, a więc mamy dowód 
analityczny, że przez dwa od siebie odmienne punkty przechodzi 
jedna i tylko jedna prosta.

Równanie (5¾) możemy napisać w postaci następującej

8. Dwie linje proste. Dwa równania pierwszego stopnia 
o dwóch niewiadomych.

Uważajmy dwie dowolnie obrane linje proste Z,, 1.2 na płasz­
czyźnie o równaniach

Nie obie liczby A x, Bx równocześnie równają się zeru i taksamo 
nie obie liczby A2, B2 równocześnie równają się zeru.

Do układu dwóch równań (55) należy pewna macierz M, tj. ta­
bela utworzona ze spółczynników tych równań, a mianowicie macierz
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Wiei 'sze tej macierzy utworzone są odpowiednio ze spółczynników 
pierwszego i drugiego równania, a kolumny macierzy są utworzone 
odpowiednio ze spółczynników przy x , przy y i z wyrazów wol­
nych równań (55). Macierz taka nazywa się macierzą równań dwóch 
prostych.

Z trzech kolumn macierzy M  możemy utworzyć trzy kombi­
nacje dwóch kolumn, a mianowicie 1-szej i 2-giej kolumny, 2 giej 
i 3-ciej, 3-ciej i 1-szej kolumny. Przytem uważamy liczby 1, 2, 3 
jako następujące po sobie w porządku cyklicznym tj. po liczbie 3 
następuje liczba 1. Otrzymujemy w ten sposób trzy macierze o dwóch 
wierszach i dwóch kolumnach

Są to macierze kwadratowe tj. o równej liczbie wiersz}^ i kolumn. 
Macierze kwadratowe nazywamy wyznacznikami, a mianowicie w na­
szym przypadku wyznacznikami drugiego stopnia. Wyznaczniki (57) 
nazywamy wyznacznikami należącemi do równań (55) i oznaczamy 
je  odpowiednio literami γ, α, β. Liczby A , B. C nazywają się ele­
mentami macierzy.

Wartością wyznacznika drugiego stopnia

nazywamy wyrażenie

Oznaczając więc wartość wyznaczników (57) temi samemi literami 
co same wyznaczniki mamy

Widoczna, że wartość wyznacznika zmieni się na wartość 
o znaku przeciwnym jeżeli albo przestawimy oba wiersze wyzna­
cznika albo obie kolumny

Pomiędzy liczbami α, β. γ a elementami wyznaczników (57) 
mamy następujące związki
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W  ustępie 3 otrzymaliśmy warunki (24) konieczne i wystar­
czające, aby równania (55) przedstawiały tę samą linję prostą. Ze 
wzorów (0 8 ) na wartości wyznaczników (57) widzimy, że koniecz­
nym warunkiem, aby równania (55) przedstawiały tę samą prostą 
jest, aby wszystkie te wyznaczniki miały wartość zero. Warunki 
te są też wystarczające. W  istocie, niechaj np. Ax będzie od zera 
odmienne. Ze związku

4 i B, — A2B ! =  0

wynika, że i 4 a jest od zera odmienne, inaczej A2 i B2 byłyby 
równocześnie zero. Kładąc

otrzymujemy

a ze związku 

otrzymujemy

a więc zachodzą warunki (24).
Dwie proste /2 mogą mieć względem siebie trojakie poło­

żenie. 1 ) Są od siebie odmienne i przecinają się. 2 ) Są od siebie 
odmienne i równoległe do siebie. 3) Zlewają się ze sobą. W  ‘pierw­
szym przypadku równania (49) mają jeden jedyny wspólny układ 
pierwiastków y. W  drugim przypadku równania te nie mają
żadnego wspólnego układu pierwiastków. Wreszcie w trzecim przy­
padku równania te mają nieskończenie wiele wspólnych układów 
pierwiastków, a mianowicie każdy układ pierwiastków spełniający 
jedno dowolne z tych równań spełnia i drugie równanie.

Widzieliśmy, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, 
aby zachodził trzeci przypadek jest, by wszystkie trzy liczby α, β, y 
były równe zeru. Przypuśćmy teraz, że zachodzi przypadek pierw­
szy i niechaj ξ, r\ będzie wspólny układ pierwiastków równań (55). 
Uważajmy równości

i pomnóżmy je odpowiednio przez i>2, — a następnie dodajmy 
je do siebie. Otrzymamy
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Tak samo pomnóżmy równości te przez — Ax i dodajmy 
je  do siebie. Otrzymamy

γ jest od zera odmienne, albowiem gdyby było γ =  0 musia­
łyby zachodzić równości

i mielibyśmy przypadek trzeci. Zatem warunkiem koniecznym aby 
zachodził pierwszy przypadek jest by wyznacznik γ był od zera 
odmienny.

Warunek ten jest wystarczający. W  istocie jeżeli warunek 
ten jest spełniony, wielkości

spełniają równania (55), albowiem mamy

Jeżeli więc mamy γ =  0, natenczas mogą tylko zachodzić 
przypadki drugi i trzeci. Aby zachodził przypadek drugi potrzeba 
i wystarcza aby przynajmniej jedna z liczb α, β była od zera od­
mienna.

Dochodzimy zatem do następującego rezultatu:
T w i e r d z e n i e  3. „Dwie linje proste przecinają się, są do 

siebie równoległe od siebie odmienne lub zlewają się ze sobą za­
leżnie od tego czy γ ={= 0, czy γ =  0, ale nie obie liczby α, β są 
równe zeru. lub czy wszystkie trzy liczby α, β, γ, równają się 
zeru. Równania (55) tych prostych mają jeden jedyny układ roz­
wiązań, nie posiadają żadnego układu rozwiązań lub posiadają nie­
skończenie wiele układów rozwiązań przyczem każdy układ roz­
wiązań spełniający jedno dowolne z tych dwóch równań spełnia 
i drugie równanie, zależnie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi 
czy też trzeci przypadek odnośnie do wartości wyznaczników
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Dwa równania (55) pierwszego stopnia są od siebie niezależne, 
jeżeli niema stałej k od zera odmiennej, dla której zachodzą rów­
ności (24), w przeciwnym razie nazywają się zależne od siebie. 
A więc w pierwszym i drugim przypadku, równania te są od siebie 
niezależne, a w trzecim przypadku równania te są od siebie zależne.

Dwie proste llt /2 nazywają się niezależne od siebie lub za­
leżnej zależnie od tego czy ich równania (55) są od siebie nieza 
leżne, czy też są zależne A więc dwie proste zależne zlewają się 
ze sobą i naodwrót.

Łatwo bezpośrednio skonstatować, że warunkiem koniecznym 
i wystarczającym równoległości dwóch prostych jest γ =  0. W  istocie, 
jeżeli λη pj są spółczynniki pewnego kierunku na linji prostej llr 
a λ2, μ2 spółczynniki pewnego kierunku na prostej /2 mamy

gdzie kx, k2 są pewne dwie liczby od zera odmienne. A więc stąd 
otrzymujemy

Zatem γ obraca się w zero równocześnie z λ1 μ2 —  λ2μ,. 
Mamy więc warunek równoległości

Tak samo otrzymamy warunek konieczny i wystarczający 
prostopadłości dwóch prostych wyrażony przez spółczynniki rów­
nań (55) obu prostych. Mamy warunek konieczny i wystarczający

a wstawiając wyrażenia na spółczynniki kierunkowe otrzymujemy 
warunek prostopadłości

W  szczególnym przypadku układu prostokątnego spółrzędnych 
warunek ten przyjmuje postać
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9. Pęki linij prostych.

Uważajmy dwie proste lx, l2 o równaniach (55) i załóżmy, 
że zachodzi pierwszy przypadek tj. γ φ  0. Niechaj ξ, η będą spół- 
rzędne punktu P  przecięcia obu prostych. Możemy równania (55) 
napisać w postaci

Pomnóżmy równania (55) przez dwie dowolne liczby klt k2 nie 
obie równe zeru i dodajmy je do siebie. Otrzymamy równanie

albo równanie

Równanie to jest równaniem pewnej oznaczonej prostej, prze­
chodzącej przez punkt P  albowiem nie oba spółczynniki przy x i y 
równają się równocześnie zeru. Uważajmy dowolną prostą l prze­
chodzącą przez punkt P  o równaniu (6)

Równanie to możemy napisać w postaci

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby równanie to 
dało się napisać w postaci (64) lub (65) jest istnienie dwóch liczb 
k1, k2 spełniających równania

Ale ponieważ γ φ  0 więc istnieje jeden jedyny układ liczb 
spełniających te dwa równania i na nie mamy wzory

Istnieje więc jeden jedyny układ liczb nie obu równych zeru 
tak, że zachodzą trzy równości
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Zbiór prostych przechodzących przez punkt P  tworzy jak 
wiemy z rozważań ustępu 1. Rozdziału II. pęk prostych o wierz­
chołku P. Dwie dowolne od siebie odmienne proste ł15 /2 pęku 
wyznaczają w zupełności ten pęk, a równania (63) lub (64) przed­
stawiają wszystkie proste pęku i tylko te proste. Możemy zatem 
każde z nich nazwać równaniem pęku prostych. Równanie (63) na­
zywamy linjową kombinacją równań (55) obu prostych, a klt k2 
parametrami równania (63) pęku.

lO. Symboliczne oznaczanie równań prostych.

Lewą stronę równania (6) linji prostej można oznaczyć jedną 
literą L, pisząc symboliczne równanie linji prostej w postaci

L  =  0 . (68)

Możemy więc równania (55) napisać symbolicznie w postaci

L, =  0, L2 — 0,

a równocześnie (63) symbolicznie w postaci

ki  Li “ I-  k% L̂  0 .

Tożsamość lewych stron L i L' dwóch równań 

L =  0, L' =  0

oznacza się symbolicznie w ten sposób

L  =  L'.

A więc jeżeli równanie (68) jest równaniem prostej (63) pęku 
(P) możemy napisać symboliczną tożsamość

LssjfcjLj +  fc.L,, (69)

równoważną trzem równościom (67).

96
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11. Dwusieczne dwóch prostych przecinających się.

Uważajmy znów dwie proste l2 przecinające się w punk­
cie P. Pomiędzy prostymi pęku (P) szczególnie ważne są proste, 
połowiące kąty jakie proste lx, /2 zawierają ze sobą, tj. dwusieczne 
(bisectrices) kątów.

Proste te, 1Λ i l2 posiadają tę własność, że ich punkty są 
równo oddalone od obu prostych 1Λ i l2. Wyprowadzimy ich rów­
nania opierając się na tej ich własności.

Uważajmy więc punkt M na płaszczyźnie i załóżmy że punkt 
ten jest równo oddalony od obu prostych lx i l2. Obieramy na 
prostych tych kierunki dodatnie o spółczynnikach kierunkowych 
λ ,, i λ2, μ2. Mamy

Geometrja analityczna na płaszczyźnie.
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Odległości =  MAX i 5S =  MA2 punktu M od prostych lx, l2 
na osiach przechodzących przez ten punkt i zawierających kąty

2 z 08 âm  ̂ h j h s4

Mamy więc dla punktu M warunek

gdzie η —  -J- 1 albo —  1.
Otrzymujemy zatem dla miejsca geometrycznego punktów M 

równanie

przedstawiające dwie linje proste. Znakowi η =  —|— 1 odpowiada na 
figurze (10) prosta /2, na której położony punkt M"  posiada odleg­
łości M " A " X i M " A'\ równych znaków. Znakowi η =  —  1 odpo­
wiada na figurze prosta /l5 na której położony punkt M' posiada 
odległości Μ' Αχ, M' Ań znaków od siebie odmiennych. Ze proste 
Zx, l2 są dwusieczne kątów jakie proste l1} l2 ze sobą zawierają 
można też łatwo skonstatować rachunkiem opierając się na wzorach 
Rozdziału II. wyrażających funkcje trygonometryczne kątów da­
nych kierunków przez ich spółczynniki kierunkowe.

12. Pęki niewłaściwe linij prostych.

Uważajmy dwie linje proste l2 o równaniach (55) i za­
łóżmy, że zachodzi przypadek drugi, tj. że te proste są od siebie 
odmienne i do siebie równoległe. Niechaj kXl k2 będą dwie dowolne, 
liczby nie obie równe zeru. Mamy

Prosta l przedstawiona równaniem (64) jest więc równoległa 
do prostych lx i l2. Wyjątek zachodzi w przypadku, gdy mamy 
równocześnie
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W  przypadku tym mamy

w przeciwnym bowiem razie wszystkie trzy wyznaczniki α, β, γ 
równałyby się zeru.

Uważajmy teraz naodwrót prostą o równaniu (8) równoległą 
do prostych lly 

Mamy więc

Udowodnimy, że istnieje jeden jedyny układ dwóch liczb kx, &2 
nie obu równych zeru spełniających warunki

Załóżmy =|= 0. Wówczas mamy też =j= 0; Uwa­
żajmy pierwsze i trzecie równanie (71)

Te dwa równania pierwszego stopnia o dwóch niewiadomych k2 
posiadają jeden jedyny układ rozwiązań. W  istocie wyznacznik 
przy niewiadomych

jest od zera odmienny, albowiem w przeciwnym razie z równości

otrzymalibyśmy mnożąc te równości przez Cx, —  Bx i dodając do 
siebie

a więc

Zatem wszystkie trzy liczby a, β, γ równałyby się zeru, co nie 
zachodzi.

www.rcin.org.pl



1 0 0

Mamy więc na kx, k2 wzory

Wartości te na k1: k2 spełniają drugie równanie

/

albowiem mamy

Uogólnimy teraz poprzednio wprowadzone pojęcie pęku pro­
stych. A mianowicie nazwiemy pękiem niewłaściwym zbiór wszyst­
kich prostych do siebie równoległych, nazywając pękami właściwymi 
pęki dotychczas uważane. Widzimy, że wszystkie proste pęku nie­
właściwego i tylko te proste można przedstawić równaniami (63) 
lub (64), z których każde można nazwać równaniem pęku niewłaści­
wego prostych, a k2 parametrami pęku niewłaściwego.

13. Trzy linje proste. Trzy równania pierwszego stopnia 
o dwóch niewiadomych.

Uważajmy teraz trzy dowolnie obrane proste na płaszczyźnie 
Zj, Z2, l3. Mogą one względem siebie zajmować rozmaite położenia. 
Zależnie od tego, czy pewne z tych prostych zlewają się ze sobą 
czy też nie i czy pewne z nich są do siebie równoległe czy też 
nie możemy odróżnić następujących 7 przypadków:

I. Wszystkie proste zlewają sie ze sobą.
II. Dwie proste zlewają się ze sobą a trzecia jest odmienna i do 

nich równoległa.
III. Dwie proste zlewają się ze sobą a trzecia je przecina.
IV. Wszystkie proste są od siebie odmienne i do siebie równo­

ległe.
V. Dwie proste są do siebie równoległe i odmienne, a trzecia 

je przecina.
VI. Wszystkie proste przecinają się w jednym i tymsamym punkcie.

VII. Wszystkie proste przecinają się w trzech od siebie odmiennych 
punktach.
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Uważajmy równania trzech prost3mh w postaci

Równocześnie z równaniami tymi uważamy wyznacznik trze­
ciego stopnia tj. wyznacznik W  o trzech wierszach i trzech kolum­
nach utworzony ze spółczynników tych równań jako elementów

Będziemy przyjmowali porządek cykliczny następstwa prostych 
i ,, Z2, 13, tj. po prostej l% następuje prosta lx. Mamy trzy macierze 
trzech par prostych Ζ2, /3; /3, Ιλ; /2

otrzymujące się przez przekreślenie w wyznaczniku W  odpowiednio 
wiersz}- 1-go, 2-go i 3-go. Do macierzy tych należą odpowiednio 
wyznaczniki

« 1 ,  β ΐ ,  Τι;  α 2  5  ? 2 )  Ϊ 2 )  α 3  5  β β  5  Ϊ 3  5 ( ^ )

które się otrzymuje z macierzy (74), przekreślając odpowiednio 
kolumny 1-szą, 2-gą, 3-cią.

Wyznaczniki drugiego stopnia (75) otrzymuje się więc z W 
przekreślając po jednym wierszu i po jednej kolumnie. A miano­
wicie należ}- po przekreśleniu wiersza uporządkować cyklicznie 
pozostałe wiersze i tak samo należy postąpić po przekreśleniu ko­
lumny. Przekreślony wiersz i przekreślona kolumna posiadają jeden 
element wspólny, a wyznacznik drugiego stopnia otrzymany przez 
przekreślenie tego wiersza i tej kolumny i po uporządkowaniu 
cyklicznem pozostałych nazywa się minorem należącym do wspól­
nego elementu. A więc wyznaczniki (75) są odpowiednio minorami 
należącymi do elementów

Jeżeli w wyznaczniku W  przekreślimy i ,y wiersz i j tą kolumnę, 
gdzie i, j  są to pewne z liczb 1, 2, 3, natenczas otrzymany wy­
znacznik drugiego stopnia ma albo tęsamą wartość co odpowiedni
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minor, albo też różni się od wartości minora znakiem. A miano­
wicie dla elementów C1} A3, C8 wyznacznik jest bezpośrednio 
minorem. Do elementu Bt należy wyznacznik różniący się od od­
powiedniego minoru zarówno porządkiem wierszy jak i porządkiem 
kolumn, a więc mający tę samą wartość co minor. Nareszcie do 
elementów Bx, A2, C2, B3 należą wyznaczniki różniące się znakiem 
od odpowiednich minorów.

Wyprowadzimy teraz pewne podstawowe związki zachodzące 
pomiędzy minorami i elementami wyznacznika W.

Utwórzmy sumę

gdzie i, j  są dwie różne od siebie liczby z pośród liczb 1, 2, 3. 
Widoczna że te sumy mają wartość 0, albowiem są to sumy ilo­
czynów minorów należących do jednej z macierzy (71) przez ele­
menty jednego z wierszy tej macierzy.

Uważajmy teraz sumy

gdzie i jest jedną z liczb 1, 2, 3. Sumy te można napisać w postaci

gdzie ż —(— 1 jest tą z liczb 1, 2. 3, która w porządku cyklicznym 
następuje po i, a i -)- 2 tą z liczb 1, 2, 3, która w porządku cy­
klicznym następuje po ż —(— 1. Każda z tych sum składa się z 6 
składników, a każdy składnik jest iloczynem trzech spółczynników 
A, B, C. Składniki te przechodzą w siebie, jeżeli przestawimy cy­
klicznie A, B, C w B, C, A ; B. C. A w 6, A, B  i C, A , B 
w A, B, C. Trzy składniki mają znak -f- a trzy znak — . Prze­
stawienia poprzednie liter A , B, C są równoważne przestawieniom 
wskaźników przy A, B, C a mianowicie w składnikach dodatnich 
permutacja

przechodzi kolejno w permutacje

a w składnikach ujemnych permutacja
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przechodzi kolejno w permutacje

Stąd wynika, że wyrażenie Sit nie zmieni się, jeżeli zastą­
pimy i przez i —(— 1 lub przez i -j- 2, a tylko jedne składniki prze­
chodzą w drugie.

Wyrażenie to oznaczymy przez S. Mamy

a więc mamy

Przestawiając litery A, B , C cyklicznie otrzymamy

Uważajmy teraz trzy proste i załóżmy, że zachodzi przy­
padek I. Wiemy, że wówczas wszystkie minory drugiego stopnia 
(75) równają się 0. Ale jeżeli z trzech par dwóch prostych, które 
można utworzyć z trzech danych prostych dwie pary mają proste 
zlewające się ze sobą, natenczas zlewają się ze sobą i proste trzeciej 
pary. Zatem jeżeli αΐ5 βη γ1 i α8, β2, γ2 równają się zeru, równają 
się również zeru as, β3, γ3. Można to też łatwo udowodnić rachun­
kiem. Ponieważ mamy

więc istnieje liczba kx =J= 0 taka, że zachodzą równości

Ponieważ dalej mamy

więc istnieje liczba k* φ  0 taka, że zachodzą równości

Zatem kładąc

otrzymujemy równości

www.rcin.org.pl



104

a więc mamy

a S —  î 3 —  Ys =  0 .

Załóżmy teraz, że zachodzi przypadek II. i że proste i /a 
zlewają się ze sobą. Mamy wówczas

Nie obie wielkości a, i βχ równocześnie równają się zeru i tak 
samo nie obie wielkości a2 i β2 równocześnie równają się zeru. 

Zresztą z równości

* 3  =  β 8 =  T s  =  0 ,

wynika

albowiem z równości

wynika albo

albo

więc z równości 

wynika

więc znów mamy

Tak samo βj —  0 pociąga za sobą β2 =  0 , jeżeli trzy minory 
α3, ββ 5 T3 s4 równe zeru.

Jeżeli dwie pary wśród trzech par prostych, które można 
utworzyć z trzech prostych mają proste do siebie równoległe, na­
tenczas są do siebie równoległe i dwie proste trzeciej pary. Zatem 
jeżeli dwie z trzech wielkości γΐ7 γ2, γ3 równają się zeru, naten­
czas równa się zeru i trzecia wielkość. Dowód analityczny zawarty 
jest w poprzednich rozumowaniach.

Załóżmy teraz, że zachodzi przypadek III i że proste /n l2 
zlewają się ze sobą. Mamy teraz
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Warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przypa­
dek IV. są następujące

Tl =  Ϊ2 =  Ts =  0
i przynajmniej jedna z liczb każdej z trzech par αη α2, β4; 
α3, β8 jest od zera odmienna Zresztą znikanie dwóch wielkości γ 
pociąga za sobą jak widzieliśmy znikanie trzeciego γ.

Załóżmy, że zachodzi przypadek V. i że proste lt , l2 są do 
siebie równoległe, a prosta lz je przecina. Mamy teraz

Ϊ3 =  Φ
Τι Φ °>  Τ2 Φ 0,

nie obie wielkości α3. β3 równają się zeru.
W  przypadkach VI. i VII. żadna z wielkości γ nie równa się 0. 

Załóżmy, że zachodzi przypadek VI., a więc istnieje układ war­
tości ξ. η spełniających równania (72). Mamy więc

Mnożąc równości te obustronnie przez γ ,, γ2, γ3 i dodając otrzy­
mujemy równość

Spółczynniki przy ξ i rj są to sumy iloczynów elementów 
jednej kolumny wyznacznika W przez minory należące do innej 
kolumny Każda taka suma ma wartość zero. W  istocie uważajmy 
wyznacznik

który otrzymuje się z wyznacznika W  zamieniając wiersze tego 
wyznacznika na kolumny, a kolumny na wiersze i zachowując 
porządek w jakim wiersze i kolumny w wyznaczniku W  po sobie 
następują. Wyznacznik taki nazywa się przestawionym lub transpo­
rtowanym wyznacznikiem wyznacznika W. Widoczna, że minory 
należące do elementów tego wyznacznika równają się minorom 
należącym do tych samych elementów w wyznaczniku W, albowiem
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różnią się od tych minorów tylko tern, że wiersze i kolumny mi 
liorów wyznacznika W są przestawione. Zatem sumy iloczynów 
elementów pewnego dowolnego wiersza wyznacznika W  przez 
minory należące do elementów pewnego również dowolnego wiersza 
tego wyznacznika równają się minorom iloczynów elementów pew­
nej kolumny wyznacznika W  przez minory należące do elementów 
pewnej kolumny tegoż wyznacznika. Oznaczając przez S' sumę 
dla wyznacznika W  analogiczną do sumy dla wyznacznika W  
mamy

S[s —  0

jeżeli i= {= j, jeżeli zaś i = j  mamy

<% =  s (i =  s .

Otrzymujemy więc warunek

S =  0 .

Zatem warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przy­
padek VI. są

Υ ι Φ Φ  Ϊ 2 φ 0 ,  Ϊ 3 φ 0 ,
5 = 0 ,

a warunki konieczne i wystarczające, aby zachodził przypadek VII. są

Τ ι Φ 0 ' Τϊ Φ 0 ’ Ya Φ
δ φ Ο .

W  przypadkach I —  IV. wyznacznik W  ma wartość zero. 
Jedyne przypadki, w których 5 φ  0 są przypadki VII. i V . 
*W istocie, gdyby w tym ostatnim przypadku było S =  0 . mieli­
byśmy równo ci

ΦΥι Φ  Λ ϊ 2 =  o,
-Bj Τι φ  -^2 Ta =  0,
Cx Ya φ  C2 γ2 =  0.

Mnożąc pierwszą równość przez G2, trzecią przez — A2 i do­
dając je do siebie otrzymujemy

(Aj C2 — A2Cj)Yj =  0,

a mnożąc drugą równość przez C2 trzecią przez —  B2 i dodając 
mamy
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Zatem albo mamy

t t 3 —  =  ^5

albo też γ 1 =  0 , a więc i y2 = U .  Ale w obu razach nie mógłby 
zachodzić przypadek V.

Zwróćmy się teraz do równań (72). Widzieliśmy, że wa­
runkiem koniecznym aby te trzy równania o dwóch niewiadomych 
miały przynajmniej jeden układ pierwiastków jest S =  0. Jeżeli 
przynajmniej jeden z minorów γ jest od zera odmienny, natenczas 
istnieje jeden jedyny układ ξ, η pierwiastków tych równań. W  istocie 
niechaj np. będzie γ3 φ  0. Wówczas pierwsze i drugie równanie 
(72) mają jeden jedyny układ pierwiastków wspólny i mamy wzory

%

Pierwiastki te spełniają i trzecie równanie, albowiem mamy

H-  Φ  == ~  (Asa3 -f- Ρ3β3 φ  C j Y s )  =  0.
Ys

Jeżeli wszystkie trzy minory γ są równe 0, natenczas wa­
runkiem koniecznym i wystarczającym aby istniał układ pierwiast­
ków równań (72) jest, aby wszystkie minory (75) równały się 0. 
Wówczas każdy układ pierwiastków jednego dowolnego z tych 
równań spełnia dwa pozostałe równania. Mamy więc nieskończenie 
wiele układów pierwiastków równań (72). Rezultaty te są oczy­
wiście zgodne z rezultatami otrzymanymi przy dyskusji położeń 
wzajemnych trzech prostych lt.

Jeżeli mamy S φ  0 i żaden z minorów γ4 nie równa się zeru, 
trzy proste przecinają się w trzech od siebie odmiennych punktach 
P ,, P2, P3; na których spółrzędne mamy wzory

Otrzymane rezultaty możemy zawrzeć w następującej ta­
beli :
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Warunki konieczne i wystarczająco: Stąd wynika: Wspólne punkt

14. Zależność i niezależność trzech równań pierwszego sto­
pnia o dwóch niewiadomych Zależność i niezależność trzech

prostych.

Uważajmy znów równania (72) trzech prostych. Równania te 
nazywają się zależne od siebie, jeżeli istnieją trzy liczby kly ki} kz 
nie wszystkie równe 0, takie, że jeżeli te równania pomnożymy 
przez te liczby i dodamy do siebie otrzymamy identycznie 0. Rów­
nania nazywają się niezależne w przypadku przeciwnym. Trzy proste 
nazywają się w pierwszym przypadku zależne od siebie, w drugim 
przypadku niezależne.

Aby więc równania (72) były zależne potrzeba i wystarcza, 
aby istniały trzy liczby k{. i —  1, 2, 3 nie wszystkie równe 0 speł­
niające równania

Są to trzy równania jednorodne o trzech niewiadomych. W a­
runkiem koniecznym, aby liczby kt istniały, jest aby wyznacznik 
tych równań, tj. wyznacznik W  miał wartość 0. W  istocie, mnożąc 
te równania odpowiednio przez minory należące do elementów 
pierwszego wiersza wyznacznika W  i dodając otrzymamy

i tak samo otrzymamy
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Warunek S =  0 jest i wystarczający. Zachodzić tu mogą 
2 przypadki: 1. Nie wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika 
W' są równe 0. 2. Wszystkie minory, są 0. W  przypadku 1. uwa­
żamy takie dwa równania (78), którym odpowiada minor od zera 
odmienny. Jeżeli przynajmniej jeden z minorów γ jest φ  0 , na­
tenczas uważamy 1-sze i 2-gie równanie. Wzór ogólny na układy 
liczb spełniających te równania można napisać w postaci

*1 ~  PTl 5 2̂ — ΡΪ2’  ̂8 =  ΡΪ3

gdzie ρ jest dowolna liczba i te wartości na k{ spełniają i trzecie 
równanie (78). Tak samo jeżeli jeden z minorów a względnie mi­
norów [i jest od zera odmienny, otrzymamy najogólniejsze rozwią­
zanie równań (78) w postaci

względnie

W  2. przypadku uważamy to z dwóch pierwszych równań (78), 
którego nie wszystkie spółczynniki są równe 0. Możemy rozwiązać 
to równanie względem niewiadomych obierając dwie z liczb kt zu­
pełnie dowolnie. Jeżeli np. Ax =j= 0 natenczas otrzymamy

W  ten sposób otrzymane układy wartości na niewiadome spełniają 
pozostałe dwa równania, albowiem wszystkie minory drugiego sto­
pnia równają się zeru, więc spółczynniki Bt i Ct są proporcjonalne 
do spółczyuników A t.

Zatem trzy proste l( są zależne w przypadkach I— IV  i VI, 
zaś niezależne w przypadkach V  i VII Mianowicie w przypadku I 
każde 2 proste są zależne i dwie z liczb kt można obrać dowolnie, 
a w przypadkach II, III, IV  i V I tylko jednę liczbę k{ można 
obrać dowolnie. Jeżeli jeden z minorów α,, β,, γ, jest od zera od­
mienny, natenczas kt można obrać dowolnie.

Prosta której odpowiada liczba k, od zera odmienna na­
zywa się zależną od prostych pozostałych, a jej równanie zależnem 
od równań pozostałych. Spółczynniki A i: Ą ,  C, są wówczas linjo- 
wymi kombinacjami spółczynników dwóch pozostałych równań.
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Możemy więc wypowiedzieć
T w i e r d z e n i e  4: „Trzy proste są zależne od siebie lub nie, 

zależnie od tego czy wyznacznik W  ma wartość zero, czy też nie. 
Jeżeli S =  0 , ałe nie wszystkie minory drugiego stopnia równają 
się zeru, natenczas nie wszystkie trzy proste są od siebie zależne, 
a prosta /(, dla której przynajmniej jeden z minorów α{, β4, jest 
od zera odmienny, jest zależną od dwóch innych prostych. Jeżeli 
wszystkie minory drugiego stopnia równają się zeru, natenczas 
każde dwie proste są od siebie zależneu.

15. Cztery proste na płaszczyźnie. System linij prostych 
na płaszczyźnie.

Uważajmy trzy proste lx, l2, l3 od siebie niezależne o równa­
niach (72). Uważajmy prócz tego dowolnie obraną prostą l o rów­
naniu

Okażemy, że można w jeden jedyny sposób obrać trzy liczby 
* 1 . &2, &3 tak, że jeżeli pomnożymy równania (72) przez te liczby 
i dodamy je do siebie otrzymamy równanie (79). W  tym celu uwa­
żamy trzy równania pierwszego stopnia o trzech niewiadomych
&1 , ^*2» ^3

Pomnóżmy równania te przez minory αχ, βχ, γχ i dodajmy je do 
siebie. Otrzymamy

S =  Λαχ -j- 2?βχ -(- 6’ γχ,
a więc

Λ _ ^a, “l· -ββι ~l· <?Tl

Tak samo otrzymamy

Wartości te na &x, &2, A:3 spełniają równania (80) i są jedy­
nym układem wartości spełniającym równania (80).
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Mówimy, że prosta 1 jest zależna od trzech prostych lly 12, l3 
i że równanie (79) jest zależne od równań (72). A więc każda prosta 
jest zależna od trzech prostych niezależnych i każde równanie 
pierwszego stopnia jest zależne od trzech równań niezależnych. 
Układ wszystkich prostych na płaszczyźnie nazywamy systemem 
prostych. Mamy więc

T w i e r d z e n i e  5: „Każda prosta systemu prostych na pła­
szczyźnie jest zależna od trzech dowolnych prost}Tch niezależnych 
od siebie. Każde cztery proste systemu są od siebie zależne44.

Jeżeli więc
Li =  0 , i =  1, 2, 3, 4

oznaczają równania czterech prostych dowolnych systemu, natenczas 
istnieją cztery liczby kit i =  1, 2 ,.3 . 4 nie wszystkie równe zeru, 
takie, że zachodzi tożsamość

4

^ k , L t =  0 .
«= 1

16. Równanie łinji prostej w postaci wyznacznika

Uważajmy prostą l o równaniu (79) i dwa na niej leżące od 
siebie odmienne punkty P ,, P2 o spółrzędi^ch xr, y1 i yi. Za­
chodzą więc równości

A xl +  B y1 - f  C = 0 ,
A x2 -f- Ey2-\- C =  0.

Uważajmy dowolny punkt P tej prostej o spółrzędnych ξ, η. 
Mamy więc

A ξ —|— Βη —j— C =  0 . (82)

Istnieją więc trzy liczby nie wszystkie równe zeru, spełniające trzy 
równania (81) i (82), w których A, B, C uważamy jako niewia­
dome. Stąd wynika, jak widzieliśmy, że wyznacznik

Vi 1 
1

ξ η l
równa się zeru.

A więc spółrzędne dowolnego punktu prostej l obracają w zero 
wyznacznik
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jeżeli zamiast x, y wstawimy spółrzędne tego punktu.
Naodwrót uważajmy wj^znacznik -M, w którym liczby y x 

i a;2, y2 są spółrzędne dwóch dowolnych od siebie odmiennych 
punktów JP,, P2. Wyznacznik ten obraca się w zero jeżeli zamiast 
x, y wstawimy spółrzędne tych dwóch punktów. Rozwińmy wy­
znacznik według ostatniego wiersza. Otrzymamy

a więc lewą stronę równania prostej przechodzącej przez punkty
Pj, Pt.

Zatem równanie prostej przechodzącej przez dwa punkty można 
napisać w postaci wyznacznika trzeciego stopnia.

Stąd otrzymujemy warunek konieczny i wystarczający aby 
trzy punkty Pn P2, P, leżały na jednej i tej samej prostej w po­
staci następującej

17. Szczególne przypadki trzech prostych.

Uważajmy trzy proste . £2, /s o równaniach (72) przecina­
jące się w trzech od siebie odmiennych punktach P j, P25 P3 o spół- 
rzędnych ςη rj,; ξ2, η2; ξ3, rj3. W  związku z trójkątem T utworzo­
nym przez te trzy proste możemy uważać następujące trójki prostych:

I. Trzy proste kt, i =  1, 2, 3 przechodzące przez punkt}  ̂ P, 
i prostopadłe do przeciwległych boków trójkąta T a więc do pro­
stych lu wysokości trójkąta T.

II. Trzy proste st symetralne boków trójkąta T, tj. prostopadłe 
do prostych i przechodzące przez punkty Q{, i — 1, 2, 3 poło­
wiące boki trójkąta.
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III. Trzy proste mit środkowe trójkąta Γ, tj. łączące punkty Pt 
ze środkami Qt przeciwległych boków.

IV. Trzy 'proste n< symetralne kątów trójkąta Γ, tj. przecho­
dzące przez wierzchołki P( i połowiące kąty wewnętrzne trójkąta T.

Udowodnimy, że proste każdej z tych czterech trójek pro­
stych przecinają się w jednym punkcie.

I. Równania trzech prostych są następujące

(At cos Θ —  Bt)(x  —  ξ,) -f- (A, — Bt cos 6)(y —  η() =  0, (86)
i =  1, 2, 3 . .

Żadne dwie z tych trzech prostych nie są do siebie równo­
ległe. Jeżeli więc okażemy, że te 3 proste są od siebie zależne, 
natenczas okażemy, że wyznacznik równań (86) ma wartość 0, 
a więc, że zachodzi przypadek VI.

Pomnóżmy równania (86) odpowiednio przez γ ,, γ2, γ3 i do­
dajmy je do siebie. Widocznie, że otrzymamy 0 jako spółczynnik 
przy x  i tak samo 0 jako spółczynnik przy y. Wyraz wolny będzie

j 3
— J £ {A t cos Θ —  Bt) yt —  Bi cos θ)η(γ„

i=l 1=1
a więc otrzymamy

s 3
— ^ ( A i  cos Θ —  Bó a, —J £(A i  —  B\ cos θ)β4,

ł-l .=]
co jest równe 0.

Równania (86) są więc zależne i mamy 

kt =  Yt, i =  1, 2, 3.

Twierdzenie jest więc udowodnione.
II. Równania trzech prostych są następujące

(A, cos θ -  B.) {x -  ̂ ϋ ± 3 ΰ ή  +

+  (A, -  B, cos Θ) [y -5 f ± l ± & ? j  =  0 , (87)

* —  1, 3,

gdzie i. i - -f— 1, i -f- 2 są to liczby 1, 2, 3 następujące po sobie 
w porządku cyklicznym. Wyrazimy teraz spółczynniki A,, B t rów­
nań prostych /, przez spółrzędne ξ„ rjt wierzchołków trójkąta Ί.
Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 8
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Mianowicie możemy wyrazić te spółczynniki w sposób następujący 
przez te spółrzędne

Równania (87) przybiorą wówczas następującą postać

Jeżeli te trzy równania dodamy do siebie otrzymamy wi­
docznie przy x  i przy y  spółczynnik 0. Wyraz wolny będzie się 
równać

gdzie sumy rozciągnięte są na trzy wartości wskaźnika i. Widoczna, 
że pierwsze dwie sumy mają wartość 0. Trzecią i czwartą sumę 
napiszemy w postaci

i widocznie ich suma ma wartość 0. Zatem twierdzenie jest udo­
wodnione.

III. Równania trzech prostych m{ napiszemy w postaci wy­
znaczników

i =  1, 2, 3. Widoczna, że jeżeli te trzy równania dodamy do siebie 
otrzymamy przy x  i przy y zero, a wyraz wolny będzie
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gdzie sumy są rozciągnięte na trzy wartości wskaźnika i. Mamy 
zatem

a więc 0. Twierdzenie jest więc udowodnione.

IV . Jeżeli oznaczymy przez L i5 i =  1, 2, 3 lewe strony rów­
nań (72) prostych lt i /i+1 w postaci

gdzie Ri =  , a εi+2 =  ±  1 . Mamy więc 
6 prostych w(+2 i w,'+2, z których proste ni+2 niechaj będą dwusieczne 
kątów wewnętrznych trójkąta T, a proste w .̂2 dwusieczne kątów

115
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zewnętrznych. Uważajmy po jednej prostej z każdej z trzech par 
dwusiecznych. Aby te trzy proste miały punkt wspólny potrzeba 
aby jeżeli oznaczymy przez ξ, η spółrzędne tego punktu i wsta­
wimy w równania (89), a następnie te równania wymnożymy przez 
siebie odpowiednio stronami, zachodził związek

L 1 /v2 L3 =  8! ε2 ε3 L x Li L3,

w którym L, jest rezultatem wstawienia ξ, η zamiast oc, y w Lt.
Ale dwie proste, z których każda należy do innej par}7 dwu­

siecznych mają jeden jedyny punkt wspólny nie leżący na żadnej 
z prostych l(. W  istocie suma kątów jednostronnych wewnętrznych 
zawartych pomiędzy prostą lt a dwusiecznymi w'ł+1, wf+2 jest

y<+i ~i~ ^
2 ^ π ·

Tak samo suma kątów jednostronnych wewnętrznych zawar­
tych pomiędzy lt a wi+1, w'i+2 jest

φί+ι i 2φί+24 -φ ;+2_
“2 ' 2

_  φί+1 _|_ Φ· ~ł~ Φ·+1 ~ł~ ^ Φ.+2 ^  π 
2 2

Nareszcie suma kątów jednostronnych wewnętrznych zawartych 
pomiędzy a w'i+1, n'i+i jest

φί+ι +  ψί+2_2 φ» +  <p<+i +  φ<+3 ^2 2 s
Spółrzędne ξ, η punktu przecięcia tych dwóch prostych nie 

obracają w zero żadnego z wyrażeń Lt. A  więc warunek

ε ΐ ε 2 ε 3 =  1

jest warunkiem koniecznym, aby istniał punkt przecięcia trzech 
dwusiecznych. Warunek ten zarazem jest wystarczającym, bo speł­
nienie dwóch z równań (89) przez liczby ξ, η pociąga wówczas za 
sobą spełnienie trzeciego równania (89).

Możemy również rozumować w ten sposób. Dla punktu Ρ(ξ, η)

, i =  1, 2, 3 równają się zeru.

A  więc wyznacznik trzeciego stopnia

nie wszystkie trzy wielkości
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równa się zeru. Wyznacznik ten ma wartość

1 £j β2 ε3.

Dwie z liczb ε; możemy obrać dowolnie, a trzecia jest wów­
czas zupełnie oznaczona. A więc z ośmiu kombinacyj jakie można 
utworzyć z prostych trzech par dwusiecznych cztery kombinacje 
trzech prostych mają punkt wspólny. Są to mianowicie: 1) trzy 
dwusieczne wi} 2) dwusieczna w, i dwusieczne η<+1, w'+2 dla i =  1, 
2, 3. Aby to udowodnić, rozważmy, że odległość punktu M leżą­
cego po tej stronie prostej co wierzchołek P; ma ten sam znak 
co odległość wierzchołka P od tejże prostej, wszystko jedno jaki 
dodatni kierunek obierzemy na tej prostej. A więc wyrażenie L· 
przyjmuje dla punktu M wartość tego samego znaku co dla wierz­
chołka Ale spółrzędne wierzchołka P4 są

a więc mamy dla wierzchołka P{

^ ___ ^ i g i ~ ł ~  B i $ i  ~ h  α γ , _____ s

i —  Y< _  Y<’
gdzie S jest to wartość wyznaczuika W  prostych (72).

Dla punktów M leżących na dwusiecznej wewnętrznej ni+2 wy­

rażenia L ( i L i+1 mają więc te same znaki co — i . Zatem ε<+2
* Υ· Ti+l

równa się 1 lub —  1 zależnie od tego, czy minory γ4 i γί+1 mają 
te same znaki, czy też znaki przeciwne.

Jeżeli więc trzy minory γ4 mają te same znaki, natenczas 
trzem dwusiecznym wewnętrznym odpowiadają wartości -f- 1 na ε^ 
Jeżeli zaś dwa minory mają ten sam znak, np. i γ2, a trzeci 
minor γ, ma znak przeciwny, natenczas dwusiecznym n1, n3 
wewnętrznym odpowiadają odpowiednio wartości ε, =  —  1, ε2 —  —  1> 
ε3 = -} ~ 1 .·  Zatem warunek (90) jest zawsze spełniony dla trzech 
dwusiecznych wewnętrznych. Stąd wynika, że jest on też spełniony, 
jeżeli dwie i tylko dokładnie dwie z tych dwusiecznych zamienimy 
na dwusieczne zewnętrzne.
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Ćwiczenia.
1. Napisać równania parametryczne osi symetrji odcinka Ρχ-Ρ,, 

jeżeli są dane spółrzędne Kartezjusza punktów Ρλ i P2.
2. Znaleźć spółrzędne punktu przecięcia P dwóch prostych Z2 

danych równaniami parametrycznymi

z =  « i + » - A ,  y ^ b t  +  rj μ,,
*  =  a2 - f  r2X2, y =  ó2 +  r2μ2 '

nie równoległych do siebie.
3. Znaleźć równania parametryczne prostej l przechodzącej przez 

punkt P(a, b) i prostopadłej do prostej s, przechodzącej przez dwa 
punkty Ρ1(β1 ) δ1), Ρ 2(α2, δ2).

4. Przetnijmy trójkąt .4P C  prostą ł transwersalną i niechaj D, P , 
będą punkty przecięcia l z osiami P C , (L4, .4P. Okazać słuszność twier­
dzenia M e n e l a  u s ’a:

i jego odwrotność.
5. Dane są dwie proste przecinające się

Wprowadzić nowy układ spółrzędnych, którego osi x'. y' leżą na tych 
prostych.

7. Znaleźć miejsce geometryczne punktów P, dla których różnica 
kwadratów odległości od dwóch danych punktów A , B  jest daną liczbą.

8. Miejsce geometryczne punktów, dla których suma odległości od 
dwóch danych osi jest stała.

9. Miejsce geometryczne punktów, dla których suma wartości
0  A  -f- OB jest stała, gdzie A , B są prostopadłe rzuty na osie x, y spół­
rzędnych.

10. Napisać równanie prostej przechodzącej przez punkt P(a, b)
1 przez punkt M  przecięcia prostych (4).

11. Uważamy cztery proste i — 1, 2, 3. 4 pęku prostych o wierz­
chołku 0 o równaniach

i jego odwrotności.
5. Przez punkt P  na płaszczyźnie trójkąta ABC  prowadzimy proste 

AP7 BP, C P  przecinające przeciwległe boki w punktach D , E, F. Udo­
wodnić twierdzenie C e v a  .

Okazać, że jeżeli te proste przetniemy dowolną osią l przecinającą
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je  w 4 punktach A, B , C, D, natenczas stosunek (ABCD) podwójnego 
podziału nie zależy od osi l i ma wartość

(ABCD) =  (m^ m2, w3 m j .  (6)

12. Dane są dwie proste lx, l2 pęku o wierzchołku S. Przez do­
wolny punkt P  prowadzę dwie proste mx, m2 przecinające proste lx, i, 
w punktach L n , L 12 i L 21, L 22. Łączę punkty L n , L 22 i tak samo 
punkty L 12, L 21 prostymi i s2. Proste te przecinają się w punkcie Q, 
którego miejscem geometrycznem jest prosta przechodząca przez >S. Para 
prostych SP  i SQ jest harmonicznie sprzężona z parą prostych lx, ł2.

13. Udowodnić twierdzenie D e s a r g u e s ‘a:
„Jeżeli trzy punkty przecięcia się odpowiednich par boków dwóch 

trójkątów ABC , A'B'C' leżą iia linji prostej, natenczas proste łączące 
odpowiednie wierzchołki tych trójkątów AA', BB', CC' przechodzą przez 
jeden punkt.

Naodwrót, jeżeli łącznice odpowiednich wierzchołków przechodzą 
przez punkt, natenczas trzy punkty przecięcia par boków odpowiednich 
BC, B'C'\ CA, C'A'; AB, A 'B ' leżą na jednej prosteju.

14. Znaleźć miejsce geometryczne środków S prostokątów wpisa­
nych w trójkąt i których podstawy leżą na tym samym boku trójkąta.

15. Okazać, że cztery proste pęku prostych określone równaniami.

Li — 0 , L 2 =  0, ki L l +  k2L2 =  0 , klL1— k2L2 = 0 ,  (7)
gdzie fcj, k2 są dwie dowolne liczby stałe mają stosunek podwójnego 
podziału harmoniczny.

16. Uważamy trójkąt ABC  i transwersalną l przecinającą odpo­
wiednio boki w punktach D, E, F. Punkty D ', E ', F' symetryczne 
punktów Z), E, F  względem środków boków BC, CA, AB  leżą też na 
prostej transwersalnej. Te dwie transwersalne nazywają się tozajemne.

17. Uważamy trójkąt ABC  i trzy proste AP, BP, CP łączące 
A, B, C z punktem P. Przecinają one przeciwległe boki w punktach 
D, E F. Okazać, że proste A D ' BE', CF', gdzie D', E', F' są punkty 
symetryczne punktów D, E, F  względem środków odpowiednich boków 
też przechodzą przez punkt P'.

18. Dany trójkąt ABC. Proste, na których leżą jego boki dzielą 
płaszczyznę na 7 części. Podać kryterja, aby dany punkt P  leżał w jed­
nej oznaczonej z tych części.

19. Udowodnić twierdzenie P a s c a T a  dla dwóch prostych: Jeżeli 
trzy punkty A, B, C leżą na prostej l, a trży punkty A', B', O  na 
prostej V, natenczas trzy pary prostych AB', A'B\ BC', B'C; CA', C'A 
przecinają się odpowiednio w 3 punktach F, D, E  leżących na prostej.

20. Udowodnić twierdzenie Brianchon’a dla dwóch pęków: Uwa­
żamy trzy proste lt , m15 nx pęku (O j) i trzy proste l2, m2, nt pęku 
( 0 2). Okazać, że proste łączące pary punktów (łx m2), (ł2 (m1 n2),
(m2 Wj); (« j  l2), (w2 łj) przechodzą przez jeden punkt.

21. Trzy zewnętrzne symetralne kątów trójkąta przecinają przeciw­
ległe boki w 3 punktach położonych na prostej. Tak samo dwie ze­
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wnętrzne symetralne i jedna wewnętrzna przecinają przeciwległe boki 
w 3 punktach położonych na prostej.

22. Uważamy prostokąty OABC takie, że różnica boków przy­
ległych O A — OC jest liczbą stałą k. Okazać, że prostopadłe do przekątni 
AC  przeprowadzone przez wierzchołek B  przechodzą przez stały punkt.

23. Okazać, że w czworoboku zupełnym ABCD , którego przeciwległe 
pary boków AB , CD i AD, BC przecinają się w punktach E  i F  
środki przekątni AC, BD, E F  leżą na prostej.

24. Dane równanie prostej l i dany punkt P  nie leżący na tej 
prostej. Znaleźć równanie prostej V symetrycznej prostej l względem 
punktu P.

25. Dany trójkąt ABC  i dana transwersalna l przecinająca boki 
BC, CA, AB  odpowiednio w punktach L, Μ, N. Okazać, że proste 
łączące wierzchołki A, B, C ze środkami odcinków MN, NL, LM prze­
cinają przeciwległe boki w 3 punktach położonych na prostej.

26. Dana prosta Z. Z punktów P  tej prostej spuszczamy prosto­
padłe PA, PB na osie x, y. Znaleźć miejsce punktu M  dzielącego odci­
nek AB  w danym stosunku.

27. Uważamy trójkąty o danej podstawie BC i wierzchołku A 
położonym na danej prostej. Uważamy kwadraty MNFQ wpisane w te 
trójkąty o podstawach PQ na boku BC. Okazać, że środki S tych kwa­
dratów leżą na prostej. Okazać, że wierzchołki M i N  leżą odpowiednia 
na prostych.

28. Uważamy 2 trójkąty ABC, A'B'C'. Jeżeli prostopadłe z wierz­
chołków A, B, C na boki Β Ό  etc. drugiego trójkąta przechodzą przez 
punkt, natenczas i prostopadłe z wierzchołków A', B ' , Cr na boki BC 
etc. przechodzą przez punkt.

29. Z wierzchołków trójkąta A „ i =  1, 2, 3 prowadzimy proste 
Pi, i =  1, 2, 3 przecinające przeciwległe boki Z4 w punktach M{. Jeżeli 
dwusieczne st kątów zawartych pomiędzy bokami 1, a prostymi p{ są 
równoległe do siebie, natenczas proste pt przecinają się w jednym punkcie.

30. Napisać równanie prostej l2 symetralnej prostej lx względem 
danej prostej Z.
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R O ZD ZIAŁ V.

Spółrzędne jednorodne. Punkty w nieskończoności.
1. Spółrzędne jednorodne na linji prostej.

Uważajmy prostą l i obierzmy na niej układ U spółrzędnych 
Kartezjusza. Uważajmy dowolny punkt P  prostej l o spółrzędnej 
Kartezjusza x. Liczbę x możemy przedstawić przez iloraz dwóch 
liczb x2 i xt =|= 0

przyczem x x można obrać dowolnie  0 , a x2 wyznacza się ze 
wzoru

Naodwrót każdemu układowi dwóch liczb x i , x2, z których pierw­
sza jest φ  0 odpowiada zupełnie oznaczona liczba x.

Liczby x l , x2 nazywają się spółrzędnemi jednorodnemi (coor- 
donnees homogenes) punktu P.

Uważajmy dwa układy x\, x\ i Xj, x\ spółrzędnych jednorod­
nych tego samego punktu. Mamy więc

Kładąc

otrzymujemy związki

przyczem liczba k jest od zera odmienna. A więc dwa układy spół­
rzędnych jednorodnych tego samego punktu są do siebie propor­
cjonalne.
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Uważajmy naodwrót dwa układy spółrzędnych jednorodnych 
x\, x\ i Xj, x\ i załóżmy, że są do siebie proporcjonalne, tj. zacho­
dzą związki (3), w których k φ  0. Zachodzi wówczas związek (2), 
a więc oba te układy spółrzędnych są układami spółrzędnych tego 
samego punktu.

Rugując k z równości (3) oti^m ujem y równość

x\x\ —  xxxl =  0 , (4)

konieczną, aby oba układy spółrzędnych były układami spółrzęd­
nych tego samego punktu. Warunek (4) jest też wystarczający, 
albowiem z warunku tego otrzymujemy naodwrót równości (3), 
przyczem k jest pewna liczba od zera odmienna.

Mamy więc
T w i e r d z e n i e  1. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym, aby dwa układy liczb x\, x\ i χ-χ, x\, takich, że x\ φ  0 i x\ φ  0 
były układami spółrzędnych jednorodnych tego samego punktu są 
równości (3), w których k jest pewna oznaczona liczba od zera 
odmienna albo też równoważna tym równościom równość (4)w. 2

2. Punkt w nieskończoności na linji prostej.
Uważajmy punkt P  na prostej Z o spółrzędnych jednorodnych 

x lx x t . Przypuśćmy, że x2 jest liczbą stałą, ale że xx przyjmuje 
nieskończony ciąg wartości zbieżny i którego granicą jest 0. Cią­
gowi temu odpowiada nieskończony ciąg wartości spółrzędnej x 
Kartezjusza punktu P, których wartości bezwzględne rosną nieogra- 
niczenie, a więc ciąg nieskończony położeń Pf punktu P, które to 
położenia oddalają się coraz bardziej od początku układu 0. Mó­
wimy, że punkt P oddala się iv nieskończoność na osi Z i piszemy

lim x =  c o .

Przypuśćmy teraz, że liczby nieskończonego ciągu wartości 
spółrzędnej xx są wszystkie dodatnie. Jeżeli x2 jest dodatnie, liczby 
ciągu wartości spółrzędnej x  są stale dodatnie, a jeżeli x2 jest 
ujemne liczby te są stale ujemne. Mówimy w pierwszym przy­
padku, że spółrzędna x  staje się dodatnio nieskończona i piszemy

lim x  =  -f- oo .

a w drugim przypadku staje się ujemnie nieskończona i piszemy

lim x  =  —  oo .
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W  pierwszym przypadku punkt P oddala się od początku 
układu O nieograniczenie w kierunku dodatnim na osi Z, a w dru­
gim przypadku nieograniczenie w kierunku ujemnym na tej osi. 
W  pierwszym przypadku mówimy, że punkt P  oddala się lub dąży 
na osi l do nieskończoności dodatniej, a w drugim przypadku oddala 
się lub dąży do nieskończoności ujemnej. Tak samo jeżeli liczby 
nieskończonego ciągu wartości] spółrzędnej x x są wszystkie ujemne, 
liczby ciągu wartości spółrzędnej x  są stale ujemne, jeżeli x2 jest 
dodatnie, a stale dodatnie, jeżeli x2 jest ujemne. W  pierwszym 
przypadku mamy teraz

lim X  =  —  o o  .

i punkt P  dąży do nieskończoności ujemnej na osi Z, a w drugim 
przypadku mamy

lim x  =  -}- oo ,

i punkt P  dąży do nieskończoności dodatniej na osi l.
Układom dwóch liczb xx, x 2. z których pierwsza liczba ma 

wartość zero a druga jest od zera odniienna nie odpowiada żaden 
punkt na osi Z, albowiem niema takiej liczby x, która pomnożona 
przez 0 daje liczbę od zera odmienną. Opierając się jednak na po­
przednich rozważaniach wprowadzamy następujące umowy. Z każ­
dym układem dwóch liczb xx, «c2, z których pierwsza równa się 0, 
zaś druga jest od zera odmienua ale zresztą dowolnie obrana ko­
jarzymy pewno pojęcie, które nazywamy punktem w nieskończoności, 
i którego spólrzędnemi jednorodnemi nazywamy te liczby xXx x%. 
Mówimy, że punkt P, który dąży do nieskończości na osi Z dąży 
do punktu w nieskończoności tej osi. W  przeciwieństwie do tego 
punktu w nieskończoności nazywamy każdy punkt P osi Z, którego 
spółrzędna xx jest liczbą od zera odmienną punktem w skończoności.

Uważajmy dwa układy spółrzędnych jednorodnych punktu 
w nieskończoności xj, xl i xl, x\. Ponieważ obie liczby x\ i x\ są 
od zera odmienne, więc istnieje taka zupełnie oznaczona liczba 
k =[= 0 , że zachodzą równości (3). Zachodzi również równość (4). 
Naodwrót, jeżeli dwa układy spółrzędnych jednorodnych spełniają 
związki (3), w których k jest pewną liczbą od zera odmienną, 
i jeden układ jest układem spółrzędnych punktu1 w nieskończoności, 
wówczas i drugi układ jest układem spółrzędnych punktu w nie­
skończoności. Tak samo jeżeli dwa układy spółrzędnych jednorod­
nych dwóch punktów spełniają równość (4), i jeżeli jeden układ
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jest układem spółrzędnych punktu w nieskończoności, natenczas 
i drugi układ jest układem spółrzędnych punktu w nieskończoności.

Wykluczaliśmy dotąd przypadek gdy obie spółrzędne jedno­
rodne są równe zeru. Możemy się umówić, że taki układ spółrzęd­
nych jest układem spółrzędnych dowolnego punktu w skończoności 
na osi l, albowiem dowolna wartość na x  spełnia wówczas warunek

χχΛ — x2 .

Mamy więc ogólniejsze od Twierdzenia 1.
T w i e r d z e n i e  2. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym, aby dwa układy liczb x]. x\ i xl, x%: z których żaden nie 
składa się z dwóch zer były spółrzędnemi jednorodnemi tego sa­
mego punktu w skończoności lub w nieskończoności na osi l są 
równości (3), w,których k jęstto pewna zupełnie oznaczona liczba 
od zera odmienna, albo też równość (4)u.

3. Formy linjowe o dwóch zmiennych. Równania linjowe 
jednorodne o dwóch niewiadomych.

Uważajmy funkcję pierwszego stopnia czyli funkcję linjową 
zmiennej x

a x -\ -b , (δ)

zakładając, że liczba a jest od zera odmienna. Uważajmy równanie 
pierwszego stopnia

ax  -f- b =  0 (6)

o niewiadomej x. Równanie to posiada jeden jedyny pierwiastek

Uważajmy na osi l punkt P  o spółrzędnej Kartezjusza, danej wzo­
rem (7). Mówimy, że równanie (6) jest równaniem punktu P.

Wstawmy teraz zamiast x  w funkcję (5) i w równanie (6) 
wyrażenie (1) na x  w spółrzędnych jednorodnych xr, xi . Otrzy­
mamy funkcję

dwóch zmiennych x1 i x2 i równanie
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o dwóch niewiadomych χΛ, xt .
Funkcję

ax2 - f  bxx (8)

nazywamy funkcją jednorodną pierwszego stopnia albo formą linjową 
(formę linćaire) zmiennych xx i i 2. Równanie

nazywamy równaniem jednorodnem pierwszego stopnia o niewiado­
mych Xj i i j ,  Jeżeli spółrzędną Kartezjusza punktu P w skończo- 
ności spełnia równanie (6), natenczas spółrzędne jednorodne tego 
punktu spełniają równanie jednorodne (9) i naodwrót. Mówimy, że 
równanie (9) jest równaniem jednorodnem punktu P.

Załóżmy teraz że a —  0, a b jest od zera odmienne. Równa­
nie (9) jest teraz spełnione przez układy liczb xx =  0, x2 dowolne, 
a więc przez układy spółrzędnych punktu w nieskończoności i tylko 
przez te układy. Mówimy, że równanie (9) jest równaniem jedno­
rodnem punktu w nieskończoności na osi l. Równanie (5) ma teraz 
postać

b =  0

i nie jest spełnione przez spółrzędną Kartezjusza żadnego punktu 
w skończoności.

Jeżeli obie liczby a, b są równe 0, równanie (6) jest speł­
nione przez spółrzędną Kartezjusza dowolnego punktu w skończo­
ności lub w nieskończoności na osi l i tak samo równanie jedno­
rodne (9) jest spełnione przez układy spółrzędnych dowolnego punktu 
na osi l. Forma linjowa (8) nazywa się wówczas zerową.

Uważajmy dwie formy linjowe

obie nie zerowe. Uważajmy równania

Przypuśćmy, że równania te przedstawiają ten sam punkt. 
Otrzymujemy warunek
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konieczny, aby równania te przedstawiały ten sam punkt. Warunek 
ten jest też wystarczający, albowiem jeżeli jedna z liczb bx, b2 
równa się zero, natenczas i druga liczba równa się zero i równa­
nia (11) przedstawiają oba punkt w nieskończoności, a jeżeli obie 
liczby α1? a2 są od zera odmienne, natenczas istnieje zupełnie ozna­
czona liczba k ={= 0 taka, że mamy równości

a1 =  &a2, b-L =  kb%

i równania (11) przedstawiają ten sam punkt w skończoności.
Mamy więc
T w i e r d z e n i e  3. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym aby dwa równania (11) jednorodne pierwszego stopnia przed­
stawiały ten sam punkt w skończoności lub w nieskończoności na 
prostej l jest by pomiędzy spółczynnikami tych równań zachodził 
związek (12)u.

4. Spółrzędne jednorodne na płaszczyźnie.

Uważajmy na płaszczyźnie dowolny punkt P  o spółrzędnycb 
Kartezjusza ar, y. Istnieje nieskończenie wiele układów 3-ch liczb 
xn xt> xzi takich, że xs =j= 0 i że zachodzą równości

W  istocie możemy xt obrać dowolnie, a x1 i xz wyznaczyć ze 
wzorów

Naodwrót każdemu układowi 3 liczb x1, x2, x3, z których trzecia 
jest od zera odmienna odpowiada zupełnie oznaczony układ dwóch 
jiczb x , y. Liczby xt , x2, xs nazywamy spółrzędnemi jednorodnenti 
punktu P.

Uważajmy dwa układy spółrzędnych jednorodnych x\} x|, x\ 
i x\, a?!, x\ i załóżmy, że są to układy spółrzędnych tego samego 
pu nktu P. Kładąc

gdzie k jest liczba od zera odmienna otrzymujemy równości
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Naodwrót dwa układy trzech liczb φ  φ  x\ i φ  φ  x\ spełniają­
cych równości (14) i nierówności x\ φ  0 , x\ φ  0 są układami spół- 
rzędnych jednorodnych tego samego punktu.

Ze związków (14) otrzymujemy rugując k równości

Naodwrót, jeżeli te równości są spełnione przez dwa układy spół- 
rzędnych jednorodnych, natenczas istnieje zupełnie oznaczona liczba 
k φ  0 spełniająca równości (14).

Mamy więc
T w i e r d z e n i e  4. „Warunkiem koniecznym i wystarczającym, 

aby dwa układy trzech liczb φ  φ  xl i φ  x\, x\ spełuiających 
nierówności ^ φ Ο ,  af φ  0 były układami spółrzędnych jednorod­
nych tego samego punktu P  są równości (14), albo też równości (I5)w.

5. Punkty w nieskończoności na płaszczyźnie.

Uważajmy nieskończony ciąg punktów na płaszczyźnie P1} P2,... 
Niechaj φ  φ  φ  ź =  1, 2 , . . .  będą układy spółrzędnych jednorod­
nych tych punktów. Uważajmy ciągi spółrzędnych Kartezjusza tych 
punktów

i załóżmy, że odległości punktów P‘ od początku układu dążą do 
nieskończoności, a więc, że mamy

Zatem nie mniejsza z liczb

dąży do nieskończoności. Będziemy zawsze tak obierali układy spół­
rzędnych jednorodnych punktów φ  że wartości bezwzględne spół-
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rzędnych x\ i χ% są stale mniejsze od liczby dodatniej m dowolnie 
obranej, tj. mamy

| x\ | <  m , | Ą  | <  m .

Wówczas ciąg liczb x'3 dąży do zera. Mówimy, że punkt 
zmienny P  przyjmujący położenia P{ oddala sie w nieskończoność 
lub dąży na płaszczyźnie do nieskończoności.

Uważajmy teraz układ trzech liczb # x, x2, xs takich, że 
# 3 = 0 , ale, że x2, x2 nie oba są równe 0. Z każdym takim ukła­
dem kojarzymy pojęcie pewnego punktu w nieskończoności na płasz­
czyźnie. którego spółrzednemi jednorodnemi są liczby tego układu.

Umawiamy się, że dwa układy liczb x\. x\, x\ i #?, x\, xj są 
wtedy i tylko wtedy układami spółrzędnych jednorodnych tego sa­
mego punktu w nieskończoności, jeżeli istnieje liczba k =f= 0  taka, 
że zaćhodzą równości (14). Oczywiście istnieje tylko jedna taka 
liczba Widoczna, że definicja ta nie może doprowadzić do żadnych 
sprzeczności, bo dla dwóch identycznych układów spółrzędnych 
liczba k istnieje i równa się 1 , a jeżeli dwa układy x\, x\. x\ 
i #2, ar|, x\ są układami spółrzędnych jednorodnych tego samego 
punktu w nieskończoności, i jeżeli dwa układy x\, x\ i 
są również układami spółrzędnych tego samego punktu w nieskoń­
czoności, natenczas i układy x\2 #25 x\ i #5 , x\, x\ są układami 
spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności.

Z równości (14) otrzymujemy równości (ló) konieczne i wy­
starczające, aby dwa układy spółrzędnych jednorodnych przedsta­
wiały ten sam punkt w nieskończoności.

Mamy więc ogólniejsze od Twierdzenia 4
T w i e r d z e n i e  5. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym, aby dwa układy xl, x\ i #?, «f, x% trzech liczb, z których 
żaden nie składa się z trzech zer były układami spółrzędnych je­
dnorodnych tego samego punktu w skończoności lub iv nieskończo­
ności, są równości (14), w których k jest zupełnie oznaczona liczba 
od zera odmienna, albo też równości (I5)a.

Układ wszystkich punktów w skończoności i w nieskończo­
ności nazywamy całkowitym układem punktów na płaszczyźnie.

Mówimy, że punkt zmienny P  dąży do punktu Q w nieskoń- , 
czoności o spółrzędnych x1, #2, #s = 0 , jeżeli tak można obrać 
układy spółrzędnych punktów Pt, aby ciągi #), #0* dążyły od­
powiednio do granic a?j, #2, xs . Jeżeli punkt P  dąży do pewnego
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punktu Q w nieskończoności, natenczas punkt ten jest w zupeł­
ności oznaczony, albówiem jeżeli dwa układy ciągów x'2, x3 
i yj, y2, y3 są układami ciągów spółrzędnych jednorodnych tych 
samych punktów, i jeżeli pierwsze dążą do układu xl5 x2, x3j 
a drugie do układu y%, y3, natenczas układy te są układami 
spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności. W  istocie, 
ponieważ mamy związki

x\y\ — x\y\ =  0 ,
^ 3 - ^ 2  =  0,
x%y\ —  ^iy3 =  o, * =  i, 2,...

więc otrzymamy w granicy dla i —  oo związki

X l ! / 2  X %V\ ~

—  χιν* =  o,
*3^1 — ^1^8 =  0 ,

które na podstawie twierdzenia 5. orzekają, że oba układy te są 
układami spółrzędnych tego samego punktu w nieskończoności.

Jeżeli punkt P  zmierza do oznaczonego punktu Q w nieskoń­
czoności , natenczas przynajmniej jeden z dwóch ciągów x\, x\ 
składa się od pewnego i począwszy z samych liczb od zera od­
miennych i przynajmniej jeden z dwóch ciągów ułamków

od pewnego i począwszy nie zawiera zer w mianownikach i dąży 
do oznaczonej granicy. W  istocie, gdyby w obu ciągach x2 było 
nieskończenie wiele zer nie mógłby istnieć taki układ dwóch liczb 

λ·2 nie obu równych zeru, aby układy x\, x\ po pomnożeniu ich 
przez pewne liczby P dążyły do tego układu r l5 x2. Punkt P  nie 
mógłby więc dążyć do oznaczonego punktu w nieskończoności. Je­
żeli x1, x2, 0 jest jednym z układów spółrzędnych punktu Q, na­
tenczas przynajmniej jeden z dwóch ułamków

nie zawiera zera w mianowniku, więc ma oznaczoną wartość, którą 
oznaczymy przez g. g jest granicą wartości ułamków tego z ciągów

X  X
(17), który odpowiada uważanemu z ułamków 1, a.

X i x \

Oeometrja analityczna na płaszczyźnie.
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Niechaj teraz naodwrót przynajmniej jeden z dwóch ciągów 
4  układów spółrzędnych punktów P{ składa się od pewnego 

i począwszy z liczb od zera odmiennych. Jeżeli oba te ciągi od 
pewnego i począwszy składają się z liczb od zera odmiennych, na­
tenczas jeżeli przynajmniej jeden z dwóch ciągów (17) np. pierwszy 
dąży do oznaczonej skończonej granicy y, natenczas jeżeli g =}= 0 

1
drugi ciąg dąży do , a jeżeli g =  0 natenczas wartości bezwzględne 

drugiego ciągu dążą do o o .
Wartości bezwzględne drugiego ciągu (16) dążą do nieskoń­

czoności, w przeciwnym razie, ponieważ mamy

x\ x\ X<2

więc suma kwadratów

/

nie mogłaby dążyć do nieskończoności i punkt P  nie mógłby od­
dalać się w nieskończoność.

Zastąpmy układy spółrzędnych χ\, x'2: x  ̂ przez układ}’'

im równoważne. Te układy dążą do układu

Załóżmy teraz, że tylko w jednym z ciągów x), x\ mamy od 
pewnego i począwszy same liczby od zera odmienne, np. w drugim 
ciągu. Ciąg x\ dąży wówczas do zera. Załóżmy, że pierwszy ciąg 
( l i )  dąży do oznaczonej granicy g. Granicą tą jest więc 0. Za­
stąpmy układy liczb x\, x!>, x ‘3 przez układy im równoważne

Ciągi liczb tych dążą odpowiednio do granic

Możemy więc wypowiedzieć
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T w i e r d z e n i e  6. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­
cym, aby punkt P  dążący na płaszczyźnie do nieskończoności dążył 
do oznaczonego punktu w nieskończoności jest, aby albo oba ciągi 
(17) dążyły do oznaczonej skończonej granicy, albo przynajmniej 
ten z tych ciągów, który nie zawiera od pewnego i począwszy 
w mianownikach zeru.

Umawiamy się, że punkt w nieskończoności odpowiadający 
układom xx, x2, a?3, dla których xx =  0 , będziemy nazywali 'punk­
tem w nieskończoności na osi y-ów, a punkt w nieskończoności odpo­
wiadający układom, dla których =  0 punktem w nieskończoności 
na osi x-ów. Jeżeli więc pierwszy ciąg (17) dąży do granicy g —  0, 
natenczas punkt P  dąży do punktu w nieskończoności na osi y-ów, 
a jeżeli drugi ciąg (17) dąży do granicy g =  0, natenczas punkt P 
dąży do punktu w nieskończoności na osi x-ów, i naodwrót.

6. Równanie jednorodne linji prostej. Punkt w nieskończo­
ności na linji prostej.

Uważajmy funkcję linjową

Aoc -(- B y  -f- C, (18)

której nie oba spółczynniki A , B równocześnie są równe zeru 
i równanie

A x - \ - B y +  C = 0  (19)

prostej l. Uważajmy punkt P  na tej prostej i załóżmy, że punkt 
ten oddala się na prostej nieograniczenie w pewnym kierunku. 
Jeżeli mamy A =j= 0, natenczas mamy albo lim y =  -(- oo, albo też 
lim y =  —  oo. Tak samo jeżeli mamy i?=}= 0, natenczas mamy 
albo lim £ =  -| -οο , albo też lim x =  —  oo. W  pierwszym przy­
padku mamy

a w drugim przypadku mamy

X y
Zatem jeden przynajmniej z dwóch stosunków — i — dąży doy x

oznaczonej skończonej granicy, gdy punkt Poddała się na prostej l
9*
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nieograniczenie albo w jednym albo w drugim kierunku, i granica 
ta jest dla obu kierunków ta sama.

Zastąpmy teraz w funkcji liniowej (18) spółrzędne Kartezjusza 
x, y przez spółrzędne jednorodne wzorami (13). Otrzymamy

Funkcja linjowa jednorodna o trzech zmiennych

obraca się w zero dla spółrzędnych jednorodnych wszystkich tych 
punktów w skończoności, dla których obraca się w zero funkcja (18) 
i naodwrót. Funkcję (22) nazywamy formą linjoicą, a równanie je ­
dnorodne linjowe

równaniem jednorodnem linji prostej l.
Połóżmy teraz w równaniu (23) rrs = 0 .  Otrzymamy

którego najogólniejsze rozwiązanie jest

gdzie k jest dowolna liczba. Układy liczb

gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna są układami spół­
rzędnych jednorodnych tego samego punktu w nieskończoności, 
albowiem dwa układy (24) odmienne od siebie spełniają warunki (14) 
lub warunki (15). A więc równanie (22) jest spełnione przez spół­
rzędne jednorodne jednego i tylko jednego punktu w nieskończo­
ności. Punkt ten nazywamy punktem w nieskończoności na prostej l.

Uważajmy nieskończony ciąg punktów Pt, i =  1, 2, położo­
nych na prostej /< oddalających się w nieskończoność. Jeżeli A =j= 0, 
natenczas ciąg

ma wartości bezwzględne dążące do o o . Tak samo jeżeli B φ  0, ciąg
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ma wartości bezwzględne dążące do oo. Z drugiej strony mamy 
w pierwszym przypadku

a w drugim przypadku mamy

A więc punkt P  przyjmujący położenia P ^ i  =  1, 2 , . . .  na 
prostej l oddalające się w nieskończoność, dąży do oznaczonego 
punktu w nieskończoności w sensie poprzedniego ustępu, którym 
to punktem jest punkt w nieskończoności na prostej / w sensie 
obecnego ustępu.

Ze wzorów (24) wynika, że wszystkie proste do siebie równo­
ległe posiadają ten sam punkt w nieskończoności. Naodwrót każdy 
punkt w nieskończoności leży na wszystkich prostych pewnego 
niewłaściwego pęku prostych, a mianowicie jeżeli x1, x2, 0 są spół- 
rzędnemi tego punktu w nieskończoności, proste pęku mają równanie

gdzie C jest liczba dowolna.
Dla A =  0 wzory (24) dają x% —  x3 =  0 , a dla B =  0 dają 

one x1 = a - s =  0. A więc punkt w nieskończoności na prostych 
równoległych do osi x  ma spółrzędne xt =  xs =  0 , a punkt w nie­
skończoności na prostych równoległych do osi y ma spółrzędne 
x1==a;3 = = 0 .  Na pierwszych prostych leży więc punkt, który 
w ustępie 5. nazwaliśmy punktem w nieskończoności na osi a:, a na 
drugich prostych leży punkt, który wówczas nazwaliśmy punktem 
na osi y, co usprawiedliwia poprzednie nazwy.

7. Prosta w nieskończoności na płaszczyźnie i jej równanie.

Uważajmy znów formę linjową (22). Jeżeli A i B  równają 
się 0, ale C jest od zera odmienne, natenczas równaniu (23) nie 
odpowiada żadna prosta na płaszczyźnie. Ale istnieją punkty na 
płaszczyźnie, których spółrzędne jednorodne spełniają równanie

www.rcin.org.pl



134

w którem C jest od zera odmienne. Są to punkty, których spół- 
rzędnemi są układy liczb a*l5 a?2, 0 , gdzie x1, x2 są liczby dowolne 
nie obie równe 0. A więc wszystkie punkty w nieskończoności 
i tylko te punkty mają spółrzędne jednorodne spełniające równa­
nie (25).

Ponieważ równanie (23) w przypadku gdy liczby A i B  nie 
obie równają się 0 jest równaniem linji prostej, przeto wprowa­
dzamy pojęcie prostej w nieskończoności, której równaniem jednorod· 
nem nazywamy równanie (25).

W  ten sposób każde równanie (23), którego nie wszystkie spół- 
czynniki równają się 0 jest równaniem pewnej zupełnie oznaczonej 
linji prostej. Wszystkie proste w skończoności i prosta w nieskoń­
czoności tworzą razem całkowity układ prostych na płaszczyźnie.

Równaniu (25) odpowiada w spółrzędnych Kartezjusza równanie

C =  0 (26)

tj. równanie (19), w którem oba spółczynniki A, B są równe 0. 
Równanie to nie jest spełnione przez spółrzędne Kartezjusza żadnego 
punktu Równanie (26) nazywamy równaniem w spółrzędnych Karte­
zjusza prostej w nieskończoności.

8. Dwie i trzy proste w spółrzędnych jednorodnych.

Uważajmy równania jednorodne dwóch prostych lv i /2

zakładając, że mogą to być zarówno proste w skończoności jak 
i w nieskończoności Do układu równań (27) należy macierz

której minory oznaczaliśmy w Rozdziale poprzednim przez α, β, γ. 
Mogą zachodzić dwa przypadki. Albo nie wszystkie te minory rów 
nają się 0, albo też wszystkie są równe 0.

W  pierwszym przypadku możemy równania rozwiązać wzglę 
dem dwóch z trzech niewiadomych xu x2. x3. Najogólniejsze roz­
wiązanie równań (27) można napisać w postaci
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gdzie k jest dowolna liczba. Układom (29), dla których Λ: =f= 0 odpo­
wiada pewien oznaczony punkt przecięcia prostych Zx, l2, leżący 
w skończoności, gdy γ φ  0, a w nieskończoności, gdy γ =  0.

W  drugim przypadku mamy

α =  β =  γ =  0

i spółczynniki obu równań (27) są do siebie proporcjonalne, a więc 
oba równania przedstawiają tę samą prostą w skończoności lub 
w nieskończoności. Mamy

A y — kA2, By =  kB2, Cy =  kC2, (30)

gdzie k jest pewna oznaczona liczba od zera odmienna.
Uważajmy teraz trzy proste Z1? /2, la o równaniach jednorodnych

Φ  xx φ  By x2 φ  CyX3 =  0 ,
A 2 X y  —j— B j X j  —(— ( 2 ^ 3  —  ( 3 1 )

Α ζ Χ χ  φ  BsXj φ  CjXs =  0.

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby istniał przy­
najmniej jeden układ pierwiastków tych równań jest

W =  0 (32)

gdzie W jest wyznacznikiem tych równań. Jeżeli nie wszystkie 
minory drugiego stopnia wyznacznika W są równe 0, natenczas 
istnieje jeden jedyny punkt wspólny prostych Zx, /2, la. Jeżeli np. 
pewien minor należący do równań 1-go i 2-go jest od zera od­
mienny, natenczas spółrzędne jednorodne punktu wspólnego są

xx — k a ,, x2 =  k%, xa — kya, (33)

gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna. Punkt ten może być 
punktem w skończoności lub punktem w nieskończoności.

Jeżeli zaś wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika W 
równają się 0, natenczas proste Zx, /2, la zlewają się ze sobą i mamy 
jedną prostą w skończoności lub w nieskończoności.
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ROZDZIAŁ VI.

Punkty i proste zespolone.
1. Punkty zespolone. Płaszczyzna zespolona.

Uważajmy układ dwóch liczb zespolonych x , y

X =  x'-\-ix", y =  y’ -\-iy", (1)

o częściach rzeczywistych x\ y', częściach urojonych i x " ,  iy",  i spół- 
czyunikach części urojonych x'\ y " . Liczby (1) nazywają się zespo­
lone rzeczywiste lub krótko rzeczywiste, jeżeli mamy x" — y" —  0, 
liczby zespolone urojone lub krótko urojone, jeżeli x "  albo y" jest 
od zera odmienne.

Jeżeli obie liczby (1) są rzeczywiste, natenczas istnieje na 
płaszczyźnie jeden jedyny punkt P\ którego spółrzędne Kartezjusza 
w danym układzie U Kartezjusza równają się odpowiednio liczbom 
(1), przyczem liczby układu liczb rzeczywistych identyfikujemy 
z liczbami zespolonemi rzeczywistemi układu liczb zespolonych. 
Ale jeżeli przynajmniej jedna z liczb (1) nie jest rzeczywista, na­
tenczas układ (1) nie może być zidentyfikowany z układem spół- 
rzędnych żadnego punktu na płaszczyźnie. Możemy jednak wpro­
wadzić pewne umowy takie, że z każdym układem dwóch liczb 
zespolonych skojarzymy pojęcie pewnego punktu zespolonego Py 
którego układem spółrzędnych Kartezjusza jest układ (1). Jeżeli 
przynajmniej jedna ze spółrzędnych (1) jest urojona, punkt P  na­
zywa się zespolonym urojonym, w przeciwnym razie zespolonym rze­
czywistym lub .krótko rzeczywistym. Jeżeli punkt jest rzeczywisty, 
będziemy uważali za obraz tego punktu punkt na płaszczyźnie 
w dotychczasowym sensie punktu, o spółrzędnych x, y  w danym 
układzie osi Kartezjusza równych odpowiednio spółrzędnym uwa­
żanego punktu. Jeżeli jednak punkt P  jest urojony, nie odpowiada 
mu żaden punkt na płaszczyźnie w dotychczasowym sensie.
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Wprowadzimy teraz pojęcie płaszczyzny zespolonej. Rozumiemy 
przez to zbiór wszystkich punktów zespolonych o spółrzędnych 
Kartezjusza x, y w układzie Kartezjusza obranym na tej płasz­
czyźnie. Mówimy o punktach zespolonych, że leżą na płaszczyźnie 
zespolonej. Płaszczyznę w zwykłym sensie nazywamy w przeci­
wieństwie do tego płaszczyznę rzeczywistą. A więc możemy uważać 
płaszczyznę rzeczywistą jako przedstawiającą część punktów płasz­
czyzny zespolonej, a mianowicie punkty zespolone rzeczywiste.

2. Punkty zespolone na danej prostej.

Uważajmy równanie prostej l w skończoności

Ax +  By  +  G ' = 0 .  (2)

Orzeczenie, że punkt zespolony P  o spółrzędnych (1) leży na pro­
stej l oznaczaj że spółrąędne (1) punktu spełniają równanie (2). 
Mamy więc

A(x' +  ix")  - f  Β ψ  +  W )  +  C = 0 .

Zachodzą więc równości

Ax' 4 -  B y’ — ,ογ
A x" B y" =  0 [ ;

konieczne i wystarczające. W  przypadku, gdy punkt zespolony jest 
punktem rzeczywistym leży on na prostej l w dotychczasowym sensie.

Pierwsze równanie (3) jest równaniem prostej V identycznej 
z prostą /, jeżeli x\ y' oznaczają spółrzędne punktu rzeczywistego 
położonego na tej linji prostej. Drugie równanie (3) jest równaniem 
prostej l" równoległej do prostej l przechodzącej przez początek 
układu, jeżeli x " ,  y"  oznaczają spółrzędne punktu rzeczywistego 
położonego na tej linji prostej.

A więc każdemu punktowi zespolonemu P  leżącemu na pro­
stej l odpowiada para punktów P j P" o spółrzędnych x\ y'\ x 'j  y "  
leżących odpowiednio na prostych Ij l" i naodwrót każdej parze 
punktów jP', P "  leżących na prostych l\ l" odpowiada punkt zespo­
lony P  leżący na prostej l. Punktom P rzeczywistym odpowiadają 
pary punktów P , P ", z których punkt P '  schodzi się z początkiem 
układu 0 , a punkt P' z punktem P.

Na każdej prostej l leży nieskończenie wiele punktów urojonych. 
Dwa punkty Pr, P2 nazywamy punktami zespolonymi ze sobą sprzę­
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żony mi, jeżeli ich spółrzędne a^, y1 i x.ź, y2 są odpowiednio licz­
bami zespolonymi ze sobą sprzężonymi Jeżeli na prostej l leży 
punkt Pt , natenczas leż}  ̂ i punkt P2 zespolony z nim sprzężony.

3. Proste zespolone na płaszczyźnie zespolonej 
i ich klasyfikacja.

Uważajmy funkcję linjową

Ą x  ~f- By  - f -  C

i załóżmy, że spółczynniki A, B, C są dowolne liczby zespolone, 
takie, że A  i B  nie są równocześnie równe 0. Funkcję tę nazwiemy 
linjową zespoloną, a równanie (2) jej odpowiadające równaniem 
linjowem zespolonem.

Umawiamy się, że wszystkie punkty zespolone P, których 
spółrzędne spełniają równanie (2) leżą na prostej zespolonej l o rów­
naniu (2). Równanie (2) nazywamy rzeczywistem, jeżeli wszystkie 
jego spółczynniki są rzeczywiste, urojonetn w przeciwnym przy­
padku.

Niechaj będzie

przjczem nie wszystkie 4 liczby A', A B ’, B"  są równocześnie 
równe 0. Uważajmy macierz

i oznaczmy przez α, β, γ jej minory 2-go stopnia

Macierz (5) możemy uważać jako macierz dwóch równań rzeczy­
wistych

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P  rze­
czywisty położony w skończoności leżał na prostej zespolonej (2) 
jest aby jego spółrzędne x, y spełniały równania (7).
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Mamy tu trzy 'przypadki następujące:
I. γ =[= 0. Równania (7) przedstawiają dwie proste l" w skoń- 

czoności przecinające się. Istnieje zatem jeden jedyny punkt rzeczy­
wisty na prostej zespolonej (2).

II. γ — 0, a albo β =j= 0. Równania (7) przedstawiają albo dwie 
proste Ij V  w skończoności równoległe od siebie odmienne, albo 
jedna i tylko jedna z tych prostych jest w nieskończoności. Niema 
punktu rzeczywistego w skończoności na prostej l.

III. γ — 0, a =  β — γ =  0. Albo równania (7) przedstawiają 
te samą prostą w skończoności, istnieje wówczas liczba k φ= 0 taka, 
że zachodzą równości

Albo jedno i tylko jedno z równań (7) jest identycznie zero. Istnieje 
zatem nieskończenie wiele punktów rzeczywistych na prostej zespolo­
nej l i leżą one na prostej.

Zależnie od tego, który z tych przypadków zachodzi mówimy, 
że równanie zespolone należy do I, II lub III kategorji.

Jeżeli równanie zespolone (2) pomnożymy przez dowolną liczbę 
zespoloną m od zera odmienną, otrzymamy równanie

Równania (2) i (8) są spełnione przez spółrzędne Kartezjusza tego 
samego układu punktów zespolonych i nazywają się równoważne.

Równania równoważne należą zatem do tej samej kategorji. 
Naodwrót, jeżeli dwa równania pierwszego stopnia o spółczynnikach 
zespolonych

Α^χ -j- By y -f- C\ =  0 ,
Atx -j— B2y -J- C7S =  0

są spełnione przez układy spółrzędnych tych samych punktów ze­
spolonych, natenczas są równoważne. W  istocie oba spółczynniki 
A1 i A2 są równocześnie od zera odmienne albo równocześnie równe 
zeru. Jeżeli A v i A2 są oba φ  0, natenczas mamy dla wsz3Tstkich y

a więc
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Jeżeli zaś Λ1 =  A2 =  O, natenczas albo oba spółczynniki B x i B% 
są równocześnie od zera odmienne i mamy

albo też mamy B x —  B% =  0 , a wtedy również oba równania są 
równoważne.

Każde równanie III ciej kategorji jest równoważne pewnemu 
równaniu rzeczywistemu, którego nie oba spółczynniki Λ i B  są 
równocześnie równe zeru

Proste zespolone przedstawione przez równania zespolone I. 
i II. kategorji nazywamy odpowiednio prostemi urojonemi I. i II. 
kategorji. Proste zespolone przedstawione przez równanie III-ciej 
kategorji, a więc i przez równanie rzeczywiste nazywamy prostemi 
zespolonemi rzeczyioistemi, albo krótko rzeczywistemu. Przy tem iden­
tyfikujemy zbiór prostych rzeczywistych płaszczyzny rzeczywistej, 
któreśmy dotąd rozważali ze zbiorem prostych zespolonych rzeczy­
wistych obecnie określonych.

Uważajmy prostą zespoloną o równaniu (2) i załóżmy, że na 
tej prostej leżą dwa punkty P  i P  zespolone ze sobą sprzężone 
o spółrzędnych

i

Mamy więc równości następujące

Mamy więc

Stąd mamy
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Z  równości 2-giej i 4-tej wynika, że albo x" ■= y" =  0 , albo też 
mamy y =  Ą 'B " —  A " B' =  0 . Jeżeli punkty P i  P są urojone, 
natenczas mamy γ =  0. Ze związków 1-go i 3-go otrzymujemy 
mnożąc przez J3", R  i odejmując

a. mnożąc przez A " ,  A' i odejmując

A więc prosta jest rzeczywista. Mamy więc 
T w i e r d z e n i e  1. „Prosta zespolona, na której leżą dwa 

punkty urojone ze sobą sprzężone jest rzeczywistau.
Dwa równania zespolone

nazywają się ze sobą sprzężone, jeżeli ich spółczynniki są odpo­
wiednio ze sobą sprzężone, tj. jeżeli mamy

Dwie proste Z1 i l, nazywają się zespolone ze sobą sprzężone, 
jeżeli istnieją takie 2 liczby k2 obie od zera odmienne, że rów­
nania tych prostych po pomnożeniu przez te liczby stają się zespo­
lone ze sobą sprzężone. Niechaj równania tych 2 prostych będą

Mamy równości

Jeżeli na prostej /, leży punkt P o  spółrzędnych ξ =  ξ' —(— i ξ" 7 
η =  η ' +  i η", natenczas na prostej /2 zespolonej sprzężonej leży 
punkt P  zespolony sprzężony z punktem P o  spółrzędnych ξ =  ξ' —  ΐξ" 
η =  η ' —  ir\". Albowiem równość

pociąga za sobą kolejno równości
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Dwie proste l2 zespolone sprzężone należą do tej samej 
kategorji prostych zespolonych, albowiem te same punkty rzeczy­
wiste leżą na obu prostych. Naodwrót jeżeli dwie proste zespolone 
sprzężone są urojone, każdy punkt P wspólny jest punktem rzeczy­
wistym. Gdyby bowiem był urojonym, natenczas i punkt P  zespo­
lony z nim sprzężony byłby punktem wspólnym obu prostych. 
A więc obie proste przechodziłyby przez te same dwa od siebie 
odmienne punkty urojone ze sobą sprzężone, więc byłyby obie rze­
czywiste i schodziłyby się ze sobą, albowiem przez dwa dowolne 
od siebie odmienne punkty zespolone Pl , P2 przechodzi jedna 
i tylko jedna prosta.

Mamy więc
T w i e r d z e n i e  2. „Jeżeli dwie proste zespolone ze sobą sprzę­

żone mają punkt wspólny, natenczas punkt ten jest rzeczywisty

5. Spółczynniki kierunkowe prostych zespolonych.

Uważajmy znów równanie zespolone (2). W  przypadku, gdy 
to równanie jest rzeczywiste mamy wzory na spółczynniki kie­
runkowe

gdzie ε =  +  1, a przez R należy rozumieć dodatni pierwiastek

W  przypadku ogólnego równania zespolonego wyrażenia (12) mają 
zupełnie określoną wartość, z wyjątkiem przypadku R =  0 , jeżeli 
tylko na R obierzemy oznaczoną wartość pierwiastka i obierzemy 
wartość ε. Jeżeli R2 jest dodatnie, obieramy na R wartość dodatnią  ̂
a jeżeli R % jest ujemne lub urojone obieramy tę wartość, której 
spółczynnik części urojonej jest dodatni.

Liczby (12) nazywamy spółczynnikami kierunkowymi prostej 
zespolonej. Mamy więc dwa układy spółczynników kierunkowych
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prostej zespolonej, z których każdy należy do oznaczonego kierunku 
prostej zespolonej.

Przynajmniej jedna z dwóch liczb A. B  jest od zera odmienna. 
A B

Więc albo ^  =  k1: albo -  =  k2 jest oznaczoną skończoną liczbą. 

Mamy więc na λ, μ albo wzory

albo też wzory

Jeżeli więc stosunki spółczynników A i B są liczbami rze- 
czywistemi, natenczas spółczynniki kierunkowe są liczbami rzeczy- 
wistemi. Oczywiście, że naodwrót jeżeli spółczynniki kierunkowe 
są rzeczywiste, stosunki spółczynników 1  i δ  są rzeczywiste. Sto­
sunki liczb A i B są rzeczywiste, jeżeli istnieją dwie liczby kl i k2 
rzeczywiste nie obie równe O takie, że mamy

a więc jeżeli mam}^
r = o,

i naodwrót.
Zatem dla prostych zespolonych kategoryj II. i III. i tylko 

dla tych prostych spółczynniki kierunkowe są liczbami rzeczywi­
stymi. A więc prócz prostych rzeczywistych proste urojone II. ka- 
tegorji mają kierunki rzeczywiste.

Jeżeli stosunki spółczynników A i B  są urojone, najwyżej 
jeden ze spółczynników kierunkowych może być liczbą rzeczywistą. 
Widać też łatwo, że istnieją liczby urojone k takie, że

1 — 2k cos Θ -(- k2

jest liczbą rzeczywistą dodatnią.' Jeżeli k — k'-\-ik''. natenczas 
musi być
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a więc

Stosunki ^ i -  nazywają się spoi czynnikami kątowymi prostej ze­

spolonej.

6. Wzajemne położenie punktów i prostych zespolonych.

Uważajmy dwie proste , lt zespolone i obierzmy na nich 
dodatnie kierunki. Niechaj λη μ, i λ8, μ? będą ich spółczynniki. 
Przez dostawę i wstawe kąta φ kierunku drugiego z kierunkiem 
pierwszym rozumiem)' znów wyrażenia

i oznaczamy przez cos φ, sin <p. Dwa kierunki są prostopadłe, jeżeli 
mamy

zawierają one kąt -j- 4 lub — , zależnie od tego, czy sin φ je
w  L·

+  1, czy — 1. Otrzymujemy stąd wzory Rozdziału III.

gdzie ε =  i  1? zależnie od tego, czy sin φ =  -}- 1 , czy — 1.
Uważajmy teraz punkt P (a, b) i prostą /. Możemy napisać 

równania parametryczne prostej V prostopadłej do prostej l

gdzie r' parametr na osi V jest liczbą zmienną zespoloną. Odległością 
punktu P  od l nazywamy wartość d/ parametru r' odpowiadającą 
punktowi przecięcia Q prostych l i V. Mamy więc wzór
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Jeżeli odległością dwóch punktów P  i Q o spółrzędnych ξ, η 
nazwiemy jednę oznaczoną wartość pierwiastka

natenczas odległość d! równa się odległości tych dwóch punktów 
pomnożonej przez jedną z liczb -f- 1 lub —  1.

7. Proste minimalne.

Zwróćmy się teraz do przypadku dotąd wykluczonego, w któ­
rym R jest równe 0. Mamy więc

a więc

gdzie ε =  —j— 1 albo —  1 i tak samo

gdzie ε' =  —|— 1 albo — 1. A więc wszystkie proste o równaniach

gdzie ε =  f  1, zaś A =j= 0 i C są znów liczby dowolne mają R —  0 
i tylko te proste.

A więc przez każdy punkt P zespolony na płaszczyźnie o spół­
rzędnych a, h przechodzą dwie i tylko dwie proste, dla któr}7ch 
R  =  0. Mają one równania

albo

Proste te są oczywiście zawsze od siebie odmienne i należą 
do I. kategorji, albowiem wyznacznik

jest od zera odmienny. Zatem na każdej takiej prostej leży jeden 
i tylko jeden punkt rzeczywisty.

Proste te nazywają się minimalnymi z następującej przyczyny. 
Uważajmy dwa dowolne od siebie odmienne punkty Pi (xi , y 1) 
i Pt{x2i !/*) na prostej, dla której R =  0 . Mamy
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a więc
A (x1 —  x2) -f- A (cos Θ -f- εΐ sin 9)(^  —  yt) =  0 .

Istnieje więc liczba k φ  0 taka, że mamy

xx —  x2 — k A (cos Θ -f- ε i sin Θ), 
yi — y* — kA.

A więc mamy

(x, — x2Y +  2 { x x — x2){yx —  y.ź) cos Θ +  (y, —  y2)2 =  (
=  A:2A 2[(cos0-f-£*sin6)2 —  2 (c o s9 -j-£ «sin 6 )c o s6 -f-l] =  0.  ̂ ;

Zatem wzór na odległość dwóch dowolnych punktów prostej daje 
wartość 0. Zatem każde 2 punkty Px, P, prostej minimalnej mają 
odległość zero.

Własność ta jest dla prostych minimalnych charakterystyczna, 
albowiem jeżeli wyrażenie (9) równa się 0 dla jednego dowolnego 
układu dwóch punktów od siebie odmiennych pewnej prostej, na­
tenczas z równości

x1 — xt =  kB, y1 — y2 =  — k A ,

gdzie k jest pewna zupełnie oznaczona liczba od zera odmienna 
otrzymamy, wstawiając w (19) równość i?2 =  0.

Dla prostych minimalnych wzory (12) i (14) przestają mieć 
sens, bo w mianownikach mamy zero. Liczby λ, [a dla prostych 
nieminimalnych są proporcjonalne do —  P, A

Dla prostych minimalnych otrzymujemy z tych wzorów

dla każdej wartości na k .  Liczby λ ,  j a  określone wzorami (20), 
gdzie k  =|= 0 i jest dowolnie obrane nazywamy spółczynnikami kie­
runkowymi prostej minimalnej o równaniu (2).

Naodwrót, każde 2 liczby λ, ja pomiędzy którymi zachodzi 
związek (21) mogą być uważane za spółczynniki kierunkowe pewnej 
prostej minimalnej, albowiem A i B wyznaczone z (20) dla dowol­
nego k φ  0 spełniają warunek B —  0.
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Dla prostych minimalnych mamy

więc

gdzie Λ: =}= 0. Stąd uogólniając pojęcie prostopadłości dwóch kierun­
ków i nazywając kierunek λ', μ/ prostopadły do kierunku λ, u jeżeli

λ' =  —  k(X cos Θ —f— ja) , 
u/ —  k (k  -f - μ cos Θ),

gdzie k φ  0, widzimy, że kierunek prostopadły do kierunku mini­
malnego jest kierunkiem minimalnym identycznym z kierunkiem 
danym. Oczywiście, że ta własność jest dla prostych minimalnych 
charakterystyczna.

Proste minimalne nazywają się też izotropowe (droites isotro- 
pes). Uważał je pierwszy Laguerre.

8. Spółrzędne jednorodne punktów zespolonych 
na linji prostej.

Wprowadziliśmy już pojęcie spółrzędnych jednorodnych x x, 
na linji prostej Z, przyczem uważaliśmy punkty rzeczywiste o spół­
rzędnych rzeczywistych. Wprowadzimy teraz pojęcie punktu zespo­
lonego na prostej określonego przez jednę liczbę zespoloną x. Każdej 
liczbie zespolonej odpowiada jeden i tylko jeden punkt zespolony 
i naodwrót.

Liczbę x  możemy przedstawić przez iloraz dwóch liczb zespo­
lonych xx, xt , przyczem xx =f= 0

x  =  . (22)
*x

Jeżeli a??, x\ jest jeden oznaczony układ spółrzędnych jedno­
rodnych punktu, natenczas na ogólny układ spółrzędnych jedno­
rodnych tego punktu mamy wzory

xx =  kx\, x2 =  kx  2 , (23)
•

gdzie k jest dowolna liczba zespolona od zera odmienna.
Widoczna, że i inne poprzednie wywody, w których liczby 

x lt x*_, xz etc. były rzeczywiste są też słuszne, gdy to będą do-
10*
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wolne liczby zespolone. Liczby ar,, xt nazywamy spółrzędnymi jedno­
rodnymi punktu zespolonego P.

Uważajmy teraz układ dwóch liczb zespolonych ar,, ar,, gdzie 
ar, =  0, zaś ar2 φ  0 i jest dowolne. Układy takie będziemy uważali 
za układy spółrzędnych punktu w nieskończoności na prostej l.

9. Spółrzędne jednorodne punktów zespolonych 
na płaszczyźnie.

Uważajmy układ dwóch dowolnych liczb zespolonych ar, y. 
Możemy, podobnie jak w szczególnym przypadku, gdy x, y są oba 
rzeczywiste uważać układ trzech liczb zespolonych ar,, ar,, ars, z któ­
rych ar3 jest od zera odmienne, takich że zachodzą równości

Jeżeli ar,. ar2, ar3 jest pewien oznaczony układ trzech liczb zespolo­
nych, dla których zachodzą wzory (24), i jeżeli ar,, a·,, ar, jest do­
wolny taki układ, mamy równości

gdzie k jęst pewna liczba zespolona φ  0. Naodwrót do dowolnej 
liczby zespolonej k φ  0 należy układ trzech liczb (25), dla których 
zachodzą wzory (24). Układ taki trzech liczb nazywamy układem 
spółrzędnych jednorodnych punktu zespolonego P. którego spółrzę- 
dnyini Kartezjusza są x, y.

Możemy teraz zupełnie jak poprzednio w przypadku punktów 
i prostych rzeczywistych uważać formę linjową

o spółczynnikach zespolonych należącą do funkcji linjowej

Αχ  φ  By φ  C.

Spółrzędne jednorodne punktu zespolonego P, którego spół- 
rzędne x, y spełniają równanie (2), spełniają równanie jednorodne 
pierwszego stopnia

i naodwrót.
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Wprowadzimy teraz pojęcie punktów zespolonych w nieskoń­
czoności na płaszczyźnie. Uważamy układ trzech liczb xi} x2, x Sj 
z których ,z3 =  0 , zaś a?t , x2 są dowolne i nie oba równe 0. Każ­
demu takiemu układowi odpowiada oznaczony punkt w nieskoń­
czoności. Dwa punkty P, (J w nieskończoności, którym odpowia­
dają układy x1, x2, xs i yx, y2. ya są identyczne wtedy i tylko 
wtedy, jeżeli istnieje A: =|= 0 takie, że mamy

χΛ =  Jcyt , x2 =  ky2. (28)

Umowy te prowadzą do analogicznych konkluzyj co w przy­
padku, gdy oba układy xx, x2\ yx, y2 są rzeczywiste.

Uważajmy teraz równanie jednorodne prostej w nieskoń­
czoności

C*3 =  0 ,  (29)

gdzie C ={= 0. Równanie to jest spełnione przez wszystkie układy 
trzech liczb xx, x2, x2 zespolonych, dla których xs =  0 i tylko 
przez te układy. A więc wszystkie punkty zespolone w nieskoń­
czoności na płaszczyźnie spełniają to równanie. Możemy więc wpro­
wadzić pojęcie prostej zespolonej w nieskończoności o równaniu (29) 
jednorodnem, a o równaniu

C = 0  (30)

w spółrzędnych Kartezjusza, przyczem C=J=0 jest to dowolna liczba 
zespolona. Możemy tę prostą uważać, jako należącą do III. kate- 
gorji prostych zespolonych na płaszczyźnie zespolonej.

Ćwiczenia.I

1. Udowodnić, że jeżeli prosta jest minimalną w pewnym układzie 
osi Kartezjusza, natenczas jest minimalną w każdym innym układzie osi 
i należy do tej samej kategorji prostych minimalnych do siebie równo­
ległych.
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ROZDZIAŁ VII.

Pola figur płaskich.
1. Pole trójkąta.

Uważajmy trójkąt Δ  o wierzchołkach Pj? i =  1, 2, 3. Na 
jego obwodzie mamy dwa przeciwne sobie porządki następstwa punk­
tów, albo dwa przeciwne sobie kierunki obiegu. Uważajmy tu jeden 
z tych kierunków obiegu i ramię r, którego początkiem jest do­
wolny punkt Q wewnątrz trójkąta Δ .  przechodzące przez punkt P 
na obwodzie trójkąta i skierowane od punktu Q do punktu P. 
Obieg punktu P  nazywamy dodatnim, jeżeli obrót ramienia r dokoła 
punktu Q odbywa się w dodatnim kierunku obrotów na płaszczy­
źnie. zaś ujemnym, jeżeli ten obrót odbywa się w kierunku ujemnym. 
Możemy zawsze tak obrać oznaczenia wierzchołków trójkąta, że 
obrotowi dodatniemu odpowiadają permutacje parzyste 1, 2, 3 ; 
2, 3, 1; 3, 1, 2 wskaźników 1, 2, 3, zaś obrotowi ujemnemu per­
mutacje nieparzyste 1, 3, 2; 3. 2, 1; 2, 1, 3.

Trójkąty, na których obwodzie mamy dany obieg dodatni 
nazwiemy dodatniemi, a trójkąty na których obwodzie mamy dany 
obieg ujemny ujemnymi. Polem trójkąta Δ  nazwiemy liczbę, stora 
dla trójkąta dodatniego jest dodatnia o wartości bezwzględnej rów­
nej polu w sensie elementarnym, a dla trójkąta ujemnego jest 
ujemna o wartości bezwzględnej również równej polu trójkąta w sensie 
elementarnym. Wprowadzimy nareszcie trójkąty zerowe, ktcrych 
trzy wierzchołki leżą na jednej linji prostej, a polem ich nazwiemy 
liczbę 0.

Niechaj ξ(, ηί5 i =* l, 2. 3 będą spółrzędne Kartezjusza wierz­
chołków Pi trójkąta niezerowego a p.(, i =  1, 2, 3 spółczynniki 
kierunkowe kierunków na bokach Ρ^ΡΖ. Ps Pi, Pi Pi trójkąta zgo­
dnych z dodatnim kierunkiem obiegu tj od P1 do P 2, od ?2 do
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Ps, od P8 do P x. Równania prostych lu l2, /8, na których leżą 
boki P 2P 8, P3Pl5 ^ Ρ 2 możemy napisać w postaci

i =  1, 2, 3, przyczem wskaźniki następują w porządku cyklicznym.
Uważajmy odległości d{ punktów Pt) od osi przyczem te 

odległości rozumiemy zgodnie z definicjami Rozdział IV . Mamy 
wzór γ

przyczem ε, =  4 ; 1 i są określone ze wzorów

Ale ponieważ mamy Bt =  —  λ<5 P< =  1, więc otrzymujemy

i

Wstawiając w te wzory spółrzędne ξ;, η; punktu P { mamy

Na spółczynniki kierunkowe mamy wzory

gdzie równają się dodatnim pierwiastkom

Mamy więc

Oznaczymy przez W  wyznacznik
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Wyznacznik ten nie zmieni wartości, jeżeli wskaźniki 1, 2, 3 
zastąpimy przez dowolną permutację parzystą tych wskaźników 
a zmieni znak na przeciwny, jeżeli te wskaźniki zastąpimy przez 
dowolną permutację nieparzystą tych wskaźników.

Otrzymujemy więc na odległości d, wierzchołków Pt od osi 
l{ wzory

dt =  —  ^r-W sin Θ . (6)
"i

Jeżeli zmienimy kierunek obiegu obwodu trójkąta na —  przeciwny 
uważając obieg ujemny, spółczynniki kierunkowe λ,, p* nowych osi 
l{, będą miały wartości

=  —-  λ<? μ; =  —  μί? ź =  1, 2, 3,

a więc otrzymamy na odległości wzory

dł==  ł ^ s i n O .  (7)

Ale odległości d; są ujemne jeżeli kierunek obiegu jest do­
datni, a dodatnie jeżeli kierunek obiegu jest ujemny. Oznaczając 
więc przez F  pole trójkąta A  otrzymamy dla trójkąta dodatniego wzór

F —  —  \dibi
a dla trójkąta ujemnego

F =  —  \dibi}

a więc dla trójkąta dodatniego wzór

F —  | W  sin Θ ,

a dla trójkąta ujemnego wzór

F =  —  \ W  sin Θ.

Jeżeli więc będziemy uważali pewien dowolny kierunek obiegu 
na obwodzie trójkąta i jednę dowolną z permutacyj wierzchołków 
Pi odpowiadającą temu obiegowi, natenczas pole trójkąta wyrazi 
się ogólnym wzorem

2>ł= £ J F s i n e ,  (8)

w którym teraz W  oznacza wyznacznik, w którego wierszach figu­
rują odpowiednio spółrzędne Kartezjusza wierzchołków trójkąta w tym 
porządku, w jakim następują po sobie w uważanej permutacji.
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Łatwo też wprost okazać, że wyznacznik W w ten sposób· 
określony ma znak sin 0, jeżeli trójkąt jest dodatni, a na znak 
przeciwny, jeżeli trójkąt jest ujemny.

Uważajmy w tym celu nowy układ spółrzędnych x\ y' o po­
czątku w punkcie P ,, o osi x' schodzącej się z osią / s , a o osi y ' 
schodzącej się z osią /2, tj. przeciwnie skierowanej, aniżeli oś /2. 
Mamy wzory na przekształcenie układu spółrzędnych x\ y'

Spółrzędne ξ', η· punktów P; w układzie a:', y' spółrzędnych są, 
odpowiednio dla P ,, P2, P3

a więc - mamy

A więc mamy

gdzie θ' jest to kąt jaki dodatni kierunek osi y' zawiera z dodatnim 
kierunkiem osi x'.

W  szczególnym przypadku kiedy jeden z wierzchołków trój­
kąta np. punkt P, schodzi się z początkiem układu spółrzędnych 
mamy

a więc otrzymujemy wzory F

F  =  h( * 2  y% —  ^ 3  y2) sin Θ (9)
F  —  sin (<p* — φ2), (10)

gdzie <p2, <p8 są kąty jakie, kierunki Ρ5Ρ2, P, Ps zawierają z do­
datnim kierunkiem osi x.

Przypuśćmy teraz, że trójkąt Δ  jest nam dany równaniami
boków
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Mamy wyznacznik spółczynników

i wyznacznik minorów wyznacznika A 

Mamy

a więc mamy wzór

wyrażający pole trójkąta przez spółczynniki równań trzech boków.

2. Pole wieloboku wypukłego.

Uważajmy linję łamaną zamkniętą Ł o n  wierzchołkach P„, 
i =  1, 2 ,...n  następujących po sobie w porządku Pl5P2, ...P „ . Linję 
tę nazywamy wielobokiem (polygóne) i oznaczymy literą tk, a we­
ktory PfPi+1 nazywamy bokami wieloboku. Wielobok nazywamy 
właściwym (non ótoiló) w przypadku, kiedy bok P;Pi+1 ma z innymi 
bokami wspólne tylko punkty P, i Pł+1, tj. początek i koniec, a mia­
nowicie P, jako koniec boku Pi_1Pi poprzedzającego, a Pi+1 jako 
początek boku Pi+1 Pi+2 następującego. W  przeciwym razie wielobok 
nazywa się niewłaściwym (polygóne etoiló).

Wielobok właściwy nazywa się wypukłym convexe jeżeli każda 
prosta na płaszczyźnie ma z wielobokiem albo 1 punkt wspólny, 
albo 2 punkty, albo cały jeden i tylko jeden bok.

Uważajmy wielobok wypukły W i dowolny punkt Q leżący 
wewnątrz tego wieloboku. Uważajmy ramię r, którego początkiem 
jest punkt ,Q, i które przechodzi przez punkt P ruchomy na obwo­
dzie wieloboku. Kierunkiem dodatnim obiegu punktu P  na obwo­
dzie wieloboku nazywamy kierunek odpowiadający dodatniemu kie­
runkowi obrotu ramienia r, a przeciwny kierunek obiegu nazywamy 
kierunkiem ujemnym. Rozróżniamy więc wieloboki dodatnie i ujemne.
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Załóżmy, że porządek następstwa P x, P2, . . .P „  wierzchołków 
wieloboku odpowiada kierunkowi dodatniemu obiegu wieloboku. 
Uważajmy trójkąty

Na trójkątach tych kierunki obiegów odpowiadające następ­
stwu Q, Pt, P i+, wierzchołków są dodatnie, a więc trójkąty są do­
datnie. Oznaczmy przez pola tych trójkątów. Niechaj x{, y{ będą

spółrzędne Pt. zaś a?, y spółrzędne P. Uważajmy s u m p ó l
i  =  1

tych trójkątów. Mamy wzór

Uatwo sie przekonać, że zachodzi równość

Stąd wynika, że suma pól trójkątów Δ< nie zależy od obioru 'punktu Q 
wewnątrz wieloboku W. Jeżeli punkt Q obierzemy na obwodzie 
wieloboku, wówczas pewne z trójkąta Λ* będą zerowe, a na sumę · 
pól trójkątów mamy znów wzór (15). Suma pól nie zależy więc od 
obioru punktu Q wewnątrz lub na obwodzie wieloboku W. Nazy­
wając tę sumę pól polem wieloboku dodatniego otrzymamy na to pole 
wzór następujący

Tak samo nazywamy polem wieloboku ujemnego sumę pól 
trójkątów ujemnych Δ  Q P+i Pt- Mamy więc wzór
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3. Pole dowolnego wieloboku właściwego.

Uważajmy teraz dowolny wielobok właściwy W. Uważajmy 
wierzchołek P, i oznaczmy przez a, kąt Ρ{_Λ odpowiada­
jący wnętrzu wieloboku. Załóżmy, że mamy α( ^  π .

Przeprowadźmy przez punkt Pt prostą l nie schodzącą się 
z żadnym z boków Pl_1P i, PiP i+ 1 i nie przechodzącą przez żaden 
z pozostałych wierzchołków wieloboku. Obierzmy nadto tę prostą 
w ten sposób, aby dzieliła kąt a( na dwa kąty <  π. Prosta ta ma 
prócz punktu Pt jeszcze inne punkty wspólne z obwodem wielo­
boku. Oznaczmy przez Q ten punkt przecięcia prostej l z obwodem, 
dla którego odcinek Pt Q leży całkowicie w wieloboku W. Uwa­
żajmy dwa wieloboki W  i W "  następujące

W ' — P tQ Pi+i Pj+ 2  .. ,

W " =  P{Pi+1.. . PjQ.

Przytem zakładamy, że punkt Q leży na boku P>P^· Każdy 
z dwóch wieloboków W\ W " posiada liczbę kątów wypukłych lub 
równych π przynajmniej o jedność mniejszą od liczby takichże 
kątów wieloboku W. Stosując to samo postępowanie do obu wielo­
boków TU', W "  otrzymamy pewną liczbę k wieloboków wypukłych 
W7,., na które rozpada się wielobok W, i =  1,

Jeżeli na wieloboku W  obierzemy pewien kierunek obiegu, 
natenczas mamy na każdym z wieloboków TT7 pewien oznaczony 
kierunek obiegu i kierunki te zmienią się na przeciwne, jeżeli zmie­
nimy kierunek obiegu na W na przeciwny. Kierunki te na Wt są 
jak łatwo widać albo wszystkie dodatnie albo wszystkie ujemne. 
Nazwijmy dodatnim kierunkiem obiegu na obwodzie W ten kieru­
nek, któremu odpowiadają kierunki dodatnie obiegu na obwodach 
Wiy ujemnym kierunek przeciwny. Łatwo widać, że kierunek do­
datni na obwodzie W nie zależy od sposobu w jaki rozkładamy 
wielobok W  na wieloboki wypukłe. Jeżeli bowiem W ' , , i' —  1, 2,... A:' 
jest inny rozkład wieloboku W  na wieloboki wypukłe, i jeżeli HÓ 
i W', oznaczają dwa wieloboki wypukłe należące odpowiednio do 
jednego i do drugiego podziału wieloboku W  i mające przynajmniej 
po jednym boku leżącym na tym samym boku wieloboku TF, na­
tenczas widoczna, że dodatnim kierunkom na obwodzie tych wielo­
boków odpowiada ten sam kierunek na uważanym boku wieloboku. 
Możemy zawsze założyć, żeśmy tak obrali oznaczenia wierzchołków Pt
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wieloboku W , że obiegowi dodatniemu odpowiada następstwo wska­
źników, w którem po i przychodzi w porządku cyklicznym i -f - 1. 
Uważajmy wieloboki W  i W "  na które rozkładamy W  i niechaj 
ξ, 7] będą spółrzędne punktu Q. Utwórzmy dla tych wieloboków sumy

odpowiadające dodatniemu kierunkowi obiegu na obwodzie. Mamy 
więc dla W

i dla W "

Suma tych sum równa się

ponieważ jednak punkty Pt, Q, PJ+1 leżą na prostej więc suma ta 
równa się

Nazwijmy 'polem wieloboku W sumę pól wieloboków wypu­
kłych Wt, na które rozkładamy wielobok W

z poprzedniego wynika, że jeżeli wielobok W  rozkłada się na dwa 
wieloboki wypukłe, natenczas na pole F  mamy wzór (17), jeżeli 
wielobok jest dodatni, a (18) jeżeli jest ujemny. A więc drogą 
indukcji dochodzimy do wniosku, że wzory te dają pole wieloboku 
dowolnego właściwego.
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Ćwiczenia.

1. Uważamy równoległobok AB CD i punkt M. Okazać, że pole 
trójkąta M AC  równa się sumie pól M AB  i M AD  (twierdzenie Va- 
rignon’a).

2. Okazać, że pole wieloboku równa się sumie pól trapezów 
Ρ{Ρί+χΑί+ΛΑ^ gdzie A { są rzuty punktów Pi na oś x.
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ROZDZIAŁ VIII.

Równanie jednorodne drugiego stopnia o dwóch 
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne.

1. Trójmian drugiego stopnia o jednej zmiennej i równanie 
drugiego stopnia o jednej niewiadomej.

Trójmianem drugiego stopnia o jednej zmiennej nazywamy 
funkcję

αχ2 -j - 2 bx -f- c, m (1)

której spółczyunikami są liczby a, b, c. Załóżmy, że są to liczby 
rzeczywiste i że α φ Ο .  Wyróżnikiem (discriminante) trójmianu na­
zywamy wyrażenie

d =  a c - b \  (2)

Trójmian (1) możemy napisać w postaci

i [ ( e * + » ) *  +  d]. (3)

0  liczbach x  —  ξ obracających w zero trójmian (1) mówimy, 
że są piermastkami równania drugiego stopnia

ax2 -(- 2bx -φ- c =  0 . (4)

Zachodzą tu 3 przypadki zależnie od wartości d.
1. d^> 0. Mamy 2 pierwiastki xx, x2 urojone sprzężone dane 

wzorem

* , , . · =  - \ ± ~ Υ λ< (&)

gdzie Ύ] —  +  1 i pierwiastek \d uważa się jako dodatni.
2. d < i0 .  Mamy 2 pierwiastki xx, x2 rzeczywiste od siebie 

odmienne dane wzorem
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gdzie znów η =  +  1, a pierwiastek jest dodatni.
3. d =  0. Mamy jeden pierwiastek rzeczywisty ar0

Trójmian (1) w pierwszych dwóch przypadkach można przed­
stawić w postaci

a(x — x j){x  — ar2) 

a w trzecim przypadku w postaci

a(x —  x0)2.

Pierwiastek x 0 nazywamy podwójnym pierwiastkiem równania (4).

2. Forma drugiego stopnia dwóch zmiennych. Równanie je­
dnorodne drugiego stopnia o dwóch niewiadomych i jego 

znaczenie geometryczne.
Formą drugiego stopnia albo forma kwadratową o dwóch zmien­

nych ar, y nazywamy jednorodną funkcję drugiego stopnia określoną 
wzorem

y) =  Λχ*-\- 2B xyĄ - Cy*. (8)

Spółczynniki A , B , C nazywają się spółczymilkami formy. Wyrażenie

δ =  A C — (9)

nazywa się wyróżnikiem (discriminante) formy. Forma jest zerowa, 
jeżeli wszystkie spółczynniki są liczbami rzeczywistymi.

Uważajmy formę drugiego stopnia rzeczywistą niezerową. Mogą 
zachodzić 2 przypadki :

I. Spółczynniki A i C nie są równocześnie równe 0.
II. A  i C równocześnie równają się 0.

I. Odróżniamy tu 3 przypadki, zależnie od wartości δ

1. δ > 0 .  2 δ <  0, 3. δ =  0.

Formę możemy przedstawić przynajmniej w jednej z dwóch postaci 
następujących
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Wyrażenia w nawiasach rozkładamy na iloczyn dwóch form linjo- 
wych. Otrzymujemy dwie formy linjowe

względnie dwie formy linjowe

(B +  Y = S ) * + C y  i

Przytem przez \ — δ rozumiemy w przypadku 5 > 0  i gdzie 
J/δ  jest dodatnie, a w przypadku δ <  0 dodatni pierwiastek. W  przy­
padku δ =  0 mamy kwadrat formy

względnie formy

II. E^orma jest teraz iloczynem dwóch form linjowych

•z, y
przez 2 B.

Formę kwadratową możemy zatem zawsze przedstawić jako 
iloczyn dwóch form linjowych

ax x  -j- b1 y  i a2 x -f- b% y

przez czynnik k stały od zera odmienny. Formy te są zależne od 
siebie lub nie zależnie od tego czy δ jest równe zeru czy też nie. 
W  istocie, mamy

a więc mamy

A więc δ jest od zera odmienne lub też nie zależnie od tego czy 
jest od zera odmienne lub też nie.

Przypuśćmy teraz, że mamy dwa rozkłady formy kwadrato­
wej na iloczyn dwóch form linjowych

Natenczas zachodzą następujące możliwości. Albo istnieją dwie liczby 
od zera odmienne ArJ, k\ takie, że mamy
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Albo też istnieją dwie liczby od zera odmiene k\, kl takie, ż· 
mamy

który to przypadek można sprowadzić do poprzedniego przez prze 
stawienie obu form linjowych jednego z dwóch iloczynów. Alb· 
nareszcie zachodzą równocześnie oba poprzednie przypadki.

W  istocie z równości

otrzymujemy

a więc

gdzie ε =  +  1. Zatem otrzymujemy dla ε =  -f- 1

a dla

W  pierwszym przypadku jeżeli at =  0 mamy a\ —  0 i naod 
wrót, albowiem a2, 62 i tak samo a2, /½ nie są oba równocześnit 

* równe 0.
Istnieje więc k\ φ  0 takie, że mamy

To samo zachodzi jeżeli b1 — b[ =  0 , jeżeli α2 = α ^  =  0 i jeżel 
έ2 =  δ2 — 0. Możemy więc założyć, że wszystkie liczby a, b są‘ oci 
zera odmienne, a wówczas znów otrzymujemy związki (13).

W  drugim przypadku dochodzimy podobnie do wzorów (14). 
Pomiędzy stałymi k wzorów (13) i (14) mamy związki

www.rcin.org.pl



163

Jeżeli mamy δ =  O natenczas mamy

k =|= O, więc zachodzą równocześnie związki (13) i (14) i mamy

kk\ —  k\, kk\ =  k\.

Naodwrót, jeżeli zachodzą związki (13) i (14) równocześnie mamy

więc mamy δ =  0.
Przedstawimy teraz formę kwadratową <p(x, y) w takiej po­

staci, w której czynnik A:, który figuruje w rozkładzie tej formy 
na dwa czynniki linjowe ma wartość ε =  i  1.

Uważajmy nasamprzód przypadek I. Załóżmy δ φ  0 i A φ  0. 
Możemy formę napisać wówczas w postaci

Przytem ε =  -J- 1 jeżeli A >  0 , zaś ε =  —  1, jeżeli A <  0 , a pier­
wiastek |U A jest dodatni.

Forma cp(#, y) przybiera postać

gdzie mamy

A więc zachodzi równość

W  przypadku δ φ  0, 6 'φ  0 wprowadzamy analogicznie ozna­
czenia
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przyczem β =  —|— 1 , jeżeli C^> 0 ; ε =  — 1, jeżeli C <  0 , a pier­
wiastek |UC jest dodatni. Teraz forma φ(#, y) przybierze znów po­
stać (16), przyczem mamy

bt =  bt . (20)

W  przypadku δ =  0 wprowadzamy w przypadku A φ  0 oznaczenia

przyczem |U A jest dodatni pierwiastek, zaś oznaczenia

w przypadku C=j=0, przyczem \z Ć jest dodatni pierwiastek. Forma 
<p(x, y ) przybiera postać

Nareszcie w przypadku II. wprowadzamy oznaczenia

gdzie \zB jest dodatni pierwiastek i formę piszemy w postaci

przyczem mamy

Wszystkie układy liczb ξ, η, które wstawione w formę (8) 
zamiast x , y formę tę obracają w zero spełniają równanie jednoro­
dne drugiego stopnia w dwóch niewiadomych

i nazywają się układami pierwiastków tego równania.
Zbiór układów pierwiastków równania drugiego stopnia (27) 

jest w przypadku I. δ 0 identyczny ze zbiorem jaki się otrzy­
muje łącząc w jeden zbiór zbiory układów pierwiastków dwóch 
równań

W  przypadku I δ =  0 zbiór układów pierwiastków równania (27) 
jest identyczny ze zbiorem układów pierwiastków równania
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Także w przypadku II. otrzymamy zbiór pierwiastków rów­
nania (27) kojarząc w jeden zbiór zbiory pierwiastków równań

Mówimy, że w przypadku I. δ φ Ο  i w przypadku II. (27) 
jest równaniem dwóch 'prostych od siebie odmiennych 1^1% o równa­
niach (28) względnie (30), a w przypadku I. δ =  0 równanie (27) 
jest równaniem prostej podwójnej l o równaniu (29).

Proste przedstawione przez równanie (27) przechodzą przez po· 
czątek x — y =  0 układu spółrzędnych. W  przypadku I. δ <C 0 
i I. δ =  0, tudzież w przypadku II., w którym to przypadku δ << 0 
proste te są rzeczywiste. W  przypadku I. δ >  0 proste , /2 są 
urojone ze sobą sprzężone, a ponieważ mają wspólny punkt x — y =  0 
rzecz3rwisty, więc należą do I. kategorji prostych urojonych. W i­
doczna też, że wyznaczniki γ równań tych prostych są od zera 
odmienne albowiem w przypadku wzorów (17) mamy

więc

dla prostej lx, i y =  — ε[ δ dla prostej l2. W  przypadku wzorów (19) 
mamy naodwrót γ =  —  ε(/δ dla prostej /2 i γ =  ε|/δ dla prostej lx.

3. Spółczynniki kierunkowe prostych przedstawionych rów­
naniem drugiego stopnia (27).

Na spółczynniki kierunkowe kierunków prostych przedsta­
wionych równaniem (27) otrzymujemy w przypadku δ =φ= 0 wzory

przyczem εχ =  ±  1, ε2 =  +  1, zaś r ,, r2 mają wartości
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a na pierwiastki należy obrać pewne zupełnie oznaczone wartości. 
W  przypadku δ <  0 wszystkie spółczynniki kierunkowe są rzeczy­
wiste, a na r, i rt obieramy wartości dodatnie. W  przypadku δ >  0 
kierunki obu prostych są urojone ze sobą sprzężone, i przynaj­
mniej jeden ze spółczynników kierunkowych λ15 pj i tak samo 
przynajmniej jeden ze spółczynników kierunkowych λ2, ug są licz­
bami urojonymi. Liczby r\ i r\ są urojone ze sobą sprzężone, lub 
rzeczywiste. Mamy

Otrzymujemy zatem wzór

Z prawej strony figuruje wyrażenie, które jest sumą dwóch kwa­
dratów funkcyj linjowych jednorodnych spółczynników A , B, C 
formy (8). Oznaczmy te funkcje przez i2l5 12.,.

a sumę kwadratów przez l i 2

i i 2 jest nieujemne i tylko wtedy równe zeru, gdy mamy równości

A więc ?! i r2 obracają się równocześnie w zero wtedy i t}dko 
wtedy, gdy zachodzą równości (35). W  tym przypadku mamy

gdzie η =  -f- 1 , jeżeli A sin Θ =  C sin Θ >  0, a η =  —  1 , jeżeli 
A sin Θ =  C sin t) <  0 Mamy więc
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i tak samo

Równanie (27) przedstawia więc dwie proste minimalne przecho­
dzące przez początek układu i możemy je napisać w postaci

W  przypadku δ =  0 mamy kierunek rzeczywisty

gdzie

i pierwiastek należy obrać dodatni.

4. Kąty zawarte między dwiema prostemi przedstawionemi
równaniem (27).

Wstawa i dostawa kąta <p, jaki dodatni kierunek na prostej /2 
zawiera z dodatnim kierunkiem na prostej lx wyrażają się wzorami

Mamy więc

Ale

gdzie η —  1 w przypadku wzorów (19) a η =  —  1 w przypadku
wzorów (17).

Dalej mamy

Otrzymujemy zatem wzory

167
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W e wzorach tych 12 jest dodatnim pierwiastkiem z 122. a więc 
w przypadku δ >  0 obieramy na rj i r2 wartości urojone ze sobą 
sprzężone.

Ze wzorów (39) wynika wzór

LI2 =  (A -f - C —  2 B cos Θ)2 —  4δ sin2 Θ, 

który można sprawdzić bezpośrednio. Wprowadzając oznaczenie

ω =  Λ -|- C —  2 B  cos Θ (40)
mamy więc

122 =  ω2 —  4δ8ΐη2 θ. (41)

Proste zlewają sie, jeżeli mamy δ =  0, a są do siebie prosto­
padłe jeżeli

ω =  A - f  C — 2B  cos Θ =  0. (42)

Wielkości δ i ω nie mogą się równocześnie równać 0. albowiem 
wówczas mielibyśmy

więc

Ze wzorów (39) otrzymujemy

Jeżeli δ ^  0, natenczas mamy

a więc A -J- C —  2 B cos Θ i A -j- C 2B  cos Θ mają ten sam znakT 
który jest znakiem A -j- C. Jeżeli więc A i C są oba od zera od­
mienne; natenczas ω ma znak A i C, jeżeli zaś jedna tylko z tych 
wielkości jest od zera odmienna, natenczas ω ma znak tej wiel­
kości. ω może się tylko dla δ <( 0 równać zeru.

www.rcin.org.pl



16»

5. Dwusieczne dwóch prostych przedstawionych 
równaniem (27).

Równania dwusiecznych dwóch prostych /1? l2 przedstawio­
nych równaniem (27) są jak wiemy

gdzie rj =  +  1. Mnożąc te równania przez siebie otrzymujemy

Ale mamy

Otrzymujemy zatem w przypadku δ φ Ο  równanie dwusiecz­
nych prostych (27) w postaci

gdzie

Wyróżnik 5' formy φ'(ίρ, y) ma postać

Mamy więc wzór
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Mamy zatem δ' 5Ξ O, i δ' równa się O tylko w przypadku dwócli 
prostych minimalnych, ale wówczas ze wzorów (45) wynika, że 
równanie prostych dwusiecznych jest identycznie równe 0.

W  przypadku δ —  0 dwusiecznymi dwóch prostych zlewają­
cych się ze sobą są prosta podwójna i prosta do niej prostopadła. 
Kładąc

otrzymamy

a więc równanie

przedstawiające prostą daną i prostą do niej prostopadłą. 
Wyrażenie

równa się widocznie zeru.

6. Pęki form drugiego stopnia. Pęki par prostych.

Uważajmy dwie formy drugiego stopnia niezerowe o dwóch 
zmiennych a;, y

i należące do nich dwa równania par prostych

Pękiem form drugiego stopnia należącym do form (48) nazywamy 
zbiór form kształtu

gdzie λ2 są dwie rzeczywiste dowolne liczby nie obie równe 0, 
parametry pęku. Pękiem par prostych należącym do dwóch par pro­
stych (49) nazy\vamy zbiór par prostych przedstawionych równaniem

Forma <p(a?, y) jest zerową, jeżeli mamy równości
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a więc

Α,Β^ — Α ^ Β ^ Ο ,  Bx C2 — Bi C1 =  O, 6 ^ - 6 , ^ = 0 .  

Istnieje wówczas liczba k =}= O taka, że zachodzą równości 

A 2 ~~ k , J5, — k , C2 —  k 6 , ,

czyli spółczynniki form (48) są do siebie proporcjonalne. Naodwrót, 
jeżeli spółczynniki form (48) są do siebie proporcjonalne, istnieje 
w pęku (50) forma zerowa.

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby dwa równa­
nia (49) przedstawiały tę samą parę prostych jest proporcjonalność 
odpowiednich spółczynników obu form (48). Warunek jest oczy­
wiście wystarczający. Jest on też konieczny, bo jeżeli oba równa­
nia (49) przedstawiają tę samą prostą podwójną o równaniu

, ax -f- by =  0,
natenczas mamy

a więc spółczynniki odpowiednie są proporcjonalne. Jeżeli zaś oba 
równania przedstawiają te same dwie proste od siebie odmienne Z1? l2 
o równaniach

mamy kładąc

a więc

a więc spółczynniki odpowiednie są znów do siebie proporcjonalne. 
Oznaczając przez δ wyróżnik formy (50) mamy

a wprowadzając oznaczenia
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mamy
δ =  λ;δ1 +  λ1λ,δ1! +  λ|δ,. (53)

δ jest więc formą kwadratową o zmiennych λ15 λ2. Oznaczając przez 
ω wyrażenie (40) obliczone dla formy (50) i wprowadzając ozna­
czenia

ω, =  Λ  +  Ci —  cos Θ, „  .
ω2 =  Ai -|- C2 —  cos Θ

mamy
w Oj —j— X2 W-2. (5o)

Jeżeli wszystkie spółczynniki formy (53) równają się zeru, mamy

a więc 

więc

Ponieważ przynajmniej jedna z dwóch liczb Ai, Cx i przy­
najmniej jedna z dwóch liczb A2, C2 jest od zera odmienna, więc 
zakładając Cx φ  O, co pociąga za sobą C2 φ  O, mamy kładąc

równości

Stąd wynika 

a więc

Zatem odpowiednie spółczynniki form i φ2 są do siebie 
proporcjonalne i każda para prostych pęku par prostych składa się 
z tych samych dwóch prostych zlewających się ze sobą. Naodwrót, 
jeżeli spółczynniki tych form są proporcjonalne do siebie, i jeżeli 

=  O, natenczas δ jest identycznie równe 0.
Uważajmy wyróżnik
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formy (53). Jeżeli wyróżnik ten jest dodatni niema w pęku formy 
o spółczynnikach rzeczywistych będącej pełnym kwadratem, a więc 
niema pary prostych rzeczywistych zlewających się ze sobą. Jeżeli 
wyróżnik jest ujemny, mamy 2 pary prostych zlewających się ze 
.sobą. Nareszcie w przypadku d —  0 mamy jednę taką parę prostych.

Mamy

Mamy więc

Jeżeli to wyrażenie znika, natenczas jeżeli nie wszystkie 
3 spółczynniki formy (53) są równe 0, tj. jeżeli oba równania (49) 
nie przedstawiają tej samej pary prostych zlewających się, naten­
czas w pęku istnieje jedna jedyna para prostych zlewających się. 
Naodwrót jeżeli w pęku istnieje jedna jedyna para prostych zlewa­
jących się, zachodzi warunek

Datwo okazać, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby 
d równało się 0 jest aby przynajmniej jedna z dwóch prostych 
l{, l\ przedstawionych przez pierwsze z równań (49) zlewała się 
z przynajmniej jedną z dwóch prostych /?, Ą przedstawionych przez 
drugie z równań (49). W  istocie, jeżeli A l — A2 =  0, zachodzi wa­
runek (58). Dalej jeżeli mamy A,  φ  0, A2 =  0 i równania

przedstawiają tę samą prostą, mamy

więc

lub

więc

173
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co jest właśnie warunkiem (58). Nareszcie jeżeli A 1 ={= 0, A2 φ  0, 
i równania

przedstawiają tę samą prostą, mamy

więc mamy

czyli znów warunek (58). Naodwrót, niechaj ten warunek będzie 
spełniony. Możemy założyć, że nie obie wielkości 4 , ,  4 2 równo­
cześnie są równe 0. Zarówno w przypadku 4 , +  0, 4 2 +  jak 
i w przypadku 4 ,  φ  0, 4 2 =  0 dochodzimy do rezultatu, że rów­
nania (60) względnie równania (59) dla pewnych wartości na η, η ,, η2 
przedstawiają tę samą prostą.

Wyrażenie ω równa się zeru dla jednej i tylko dla jednej 
pary p ro st}^  pęku z wyjątkiem przypadku gdy ω, =  ω2 =  0. 
A więc w pęku mamy jednę i tylko jednę parę prostych prosto­
padłych do siebie, z wyjątkiem przypadku gdy obie pary dane 
składają się z prostych do siebie prostopadłych, a wówczas każda 
para pęku składa się z prostych do siebie prostopadłych.

Ćwiczenia.

1. Dane dwie pary prostych

A x 2 -(- 2 Bxy  -f- Cy* — 0 (1)

A'x2 +  2B'xy  +  C'yJ =  0. (2)

Napisać wyrażenie na stosunek podwójnego podziału prostych pierwszej 
pary i prostych drugiej pary. Jaki jest warunek, aby te dwie pary pro­
stych były harmonicznie sprzężone ze sobą?

2. Znaleźć równanie pary prostych prostopadłych odpowiednio do 
prostych pary (1).

3. Znaleźć warunki konieczne i wystarczające, aby para dwusiecz­
nych pary dwusiecznych dwóch prostych danych schodziła się z daną 
parą prostych.
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4. Okazać, że stosunek podwójnego podziału dwóch prostych (1) 
do siebie prostopadłych i dwóch prostych minimalnych

x2 -|- 2 xy  cos Θ y2 — 0 (3)
jest harmonicznym.

5. Znaleźć równanie dwóch prostych otrzymanych przez obrót pary 
prostych danych równaniem (1) o kąt <p dokoła początku układu spół- 
rzędnych.

6. Zbadać proste przedstawione równaniem

6 xs -f  8 xi/ -h 2 y2 «= 0

i napisać równanie dwusiecznych.
7. Kiedy pary prostych (1) i (2) zawierają te same kąty?

(4 )
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ROZDZIAŁ IX.

Ogólna funkcja drugiego stopnia o dwóch zmien­
nych. Ogólne równanie drugiego stopnia o dwóch 
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne.

1. Ogólna funkcja drugiego stopnia o dwóch zmiennych 
i ogólne równanie drugiego stopnia o dwóch niewiadomych.

Ogólną funkcją drugiego stopnia o dwóch zmiennych y 
nazywamy funkcję

f(x, y) =  Ax> +  2 Bxy +  C'y‘ +  2D x +  2 Ey  +  F, (1)

gdzie A, B ,. . .F  są. to zupełnie dowolne liczby, spółczynniki funkcji. 
Jeżeli są one wszystkie rzeczywiste funkcja nazywa się rzeczywistą., 
jeżeli wszystkie są równe zeru zerową, w przeciwnym razie nie- 
zerową. Będziemy stale uważali funkcje rzeczywiste i niezerowe. 
Zmienne x, y będą mogły przyjmować dowolne wartości zespolone.

Każdy układ wartości x  =  y =  η obracający w zero funk­
cję (1) nazywa się układem pierwiastków równania drugiego stopnia

' f ( x; y) == A x 2 -f- 2 B x y  -f- Cy2 -f- 2D x  -f- 2Ey  -f- F —  0 . (2)

Układ taki przedstawiamy przez punkt P, którego spółrzęd- 
nymi są liczby tego układu. Mówimy, że równanie drugiego stopnia 
(2) przedstawia krzywą drugiego stopnia, której punktami są punkty 
P, a o punktach P mówimy, że leżą na krzywej drugiego stopnia (2).

Punkty P mogą być rzeczywiste albo urojone. W szczególnym 
przypadku gdy mamy A  =  B =  C =  0, zbiór punktów P  leżących 
na krzywej drugiego stopnia (2) jest identyczny ze zbiorem punk­
tów spełniających równanie pierwszego stopnia

2 Dx  —{— 2 Ey  -j - F  =  0 . (3)

W  dalszym ciągu rozważań będziemy zakładali, że ten przy­
padek nie zachodzi, a więc przynajmniej jedna z liczb A, B, C 
jest od zera odmienna.
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2. Wyznacznik funkcji drugiego stopnia.

Równocześnie z funkcją (1) będziemy uważali trzy następu­
jące funkcje linjowe zmiennych y

Mamy

Wyznacznikiem funkcji (1) nazywa się wyznacznik trzeciego 
stopnia trzech funkcyj (3)

Jestto wyznacznik symetryczny t. zn. element położony w i-tym 
wierszu i w &-tej kolumnie wyznacznika równa się elementowi po­
łożonemu w &-tym wierszu i w i-tej kolumnie wyznacznika.

Wyznacznik W  minorów drugiego stopnia wyznacznika Δ jest 
również wyznacznikiem symetrycznym. Oznaczymy przez δ, δ', δ" 
minory główne wyznacznika Δ należące odpowiednio do elementów 
i7, A, C, zaś przez κ, κ ", κ' minory poboczne należące odpowiednio 
do elementów B, D , E. Mamy więc

Pomiędzy wyznacznikiem Δ, jego elementami i jego minorami 
drugiego stopnia zachodzą pewne ważne związki. Przedewszystkiem 
mamy

Następnie sumy iloczynów elementów dowolnego wiersza wyznacz­
nika Δ przez minory należące do innego dowolnego wiersza rów­
nają się zeru. Otrzymujemy 6 dalszych równości, których tu nie 
wypisujemy.

Uważajmy dalej minory 2-go stopnia wyznacznika W. Minor 
należący do elementu figurującego w i-tym wierszu i w k-tej ko- 
Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 12
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lumnie równa się według znanego twierdzenia z teorji wyznaczni­
ków iloczynowi wyznacznika Δ przez ten element tego wyznacz­
nika który figuruje w i-tym wierszu i w &-tej kolumnie. Mamy 
więc związki

3. Rozkładanie funkcji drugiego stopnia na iloczyn dwóch 
funkcyj pierwszego stopnia. Równanie dwóch prostych.

Iloczyn dwóch funkcyj linjowych zmiennych x. y jest funkcją 
drugiego stopnia tych zmiennych. Spytajmy się, jakie są warunki 
konieczne i wystarczające, aby funkcja (1) dała się rozłożyć na 
iloczyn dwóch funkcyj linjowych

w postaci
/ ( * ,  y) =  k{axx +  b1y - f  cx) (atx-\ - bt y φ  c ,). 

Muszą zachodzić następujące równości

Chodzi więc o wyznaczenie wszystkich układów 7 niewiadomych 
an bx, cx; α2, δ2, c2 spełniających 6 równań (11).

Uważajmy trzy pierwsze równania (11). Wiemy, że istnieją 
liczby k\ a ,, bx\ a2, b2 spełniające te równania i czyniące zadosyć 
warunkom έ φ Ο ,  ax albo bx φ  0, α2 albo 62 φ  0 Nadto w przy­
padku A φ  0 możemy przyjąć

gdzie ε =  ±  1 zależnie od znaku A, w przypadku C φ  0 możemy 
przyjąć

gdzie znów ε =  ±  1 zależnie od znaku nareszcie w przypadku 
A =  C =  0, B φ  0, możemy przyjąć

gdzie znów ε =  +  1, zależnie od znaku B. Wiemy dalej, z roz­
ważań poprzedniego Rozdziału, że jeżeli
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są dwa różne od siebie rozkłady formy

na iloczyn dwóch form linjowych. natenczas albo istnieją dwie 
liczby ^  φ Ο  takie, że mamy równości

(14)

albo też istnieją dwie liczby kx φ  0, £2 φ  0 takie, że mamy równości 

ki ai =  ^1ό1 = 6 2, (Ί51
A'2 #2 ·) ^2  ̂ 2   ,

albo nareszcie są spełnione zarówno równości (14) jak równości (15).
Obrawszy pewien układ wartości na niewiadome, spełniający 

pierwsze trzy równania (11) zwróćmy się do ostatnich trzech rów­
nań. W  równaniach tych figurują niewiadome cx i c2. Odróżnimy dwa 
przypadki

W  przypadku I. rozwiązujemy równania

względem cx i c2 i otrzymujemy

a wstawiając te wartości w ostatnie równanie (11)

otrzymujemy

Ale mamy

a więc otrzymujemy warunek
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tj. warunek
Δ =  O (19)

jako warunek konieczny istnienia liczb cx i c2. Warunek ten oczy­
wiście nie zależy od obranego układu rozwiązań pierwszych trzech 
równań (11).

Warunek (19) jest wystarczający, albowiem wyrażenia (17) 
spełniające równania (16) spełniają i równanie (18), jeżeli ten wa­
runek jest spełniony.

W  przypadku II. przyjmijmy

Na wyznaczenie c1 i c8 mamy równania

Stąd otrzymujemy warunek konieczny rozwiązalności równań (29)

Warunek ten jest i wystarczający, albowiem a i b nie są oba 
równe 0. Mamy dalej

Zawsze istnieje zupełnie oznaczony układ 2 liczb c1 i c2, których 
suma i iloczyn są liczby dowolnie dane. W  istocie cx i c2 są pier­
wiastkami pewnego zupełnie oznaczonego równania drugiego sto­
pnia, które można napisać w jednej z dwóch postaci następujących

zależnie od tego czy
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Warunek (21) równoważny jest warunkowi

a ponieważ δ =  0, więc dochodzimy znów do warunku (19). 
Otrzymaliśmy więc
T w i e r d z e n i e  1. „Warunkiem koniecznym i wystarczającym 

aby funkcja (1) dała się napisać w kształcie (10) jest równość (19)“ . 
W  przypadku δ φ Ο  funkcja (1) daje się napisać w kształcie

przyczem albo ax —  a2. albo b1 =  b2, albo αΛ — b2, ai — bl =  0 , 

e =  ±  1 · a w przypadku δ =  0 w kształcie

Udowodnimy teraz z łatwością, że jeżeli

i

są dwoma różnymi rozkładami funkcji (1), natenczas albo istnieją 
dwie liczby kx =f= 0 , &2 =f= 0 takie, że mamy równości

albo istnieją dwie liczby φ Ο . &2 φ  0 takie, że mamy równości

albo nareszcie spełnione są zarówno równości (25) jak i równości (26). 
W  istocie, w przypadku δ φ : 0 otrzymujemy ze wzorów (17) i z rów­
ności (14)

a ponieważ mamy

więc dochodzimy do równości
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i tak samo otrzymujemy ze wzorów (17) i z równości (15)

dochodzimy więc do równości

Przynajmniej jedna z liczb clt c2; c'u ą  jest od zera odmienna np. 
€[. Mamy

więc otrzymamy

Mamy

W  przypadku równości (14) mamy więc 

a więc

Mamy zatem w przypadku δ =J= 0

W  przypadku δ =  0 mamy

Mamy zatem albo 

albo
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Tak samo z równości (15) wynika

A więc w przypadku ο φ Ο  mamy

Cl -----  ^ 2  ^2 i

a w przypadku S =  0, albo
Cj ---  ^2 2̂ i

albo

Twierdzenie jest więc udowodnione.
Zbiór punktów P. któryćh spółrzędne spełniają równanie (2) 

zlewa się ze zbiorem punktów leżących na przynajmniej jednej 
z prostych lt , l2 przedstawionych przez równania

które się otrzymuje przyrównywując do zera funkcje linjowe, na 
które funkcja (1) została rozłożona. Z rozważań poprzednich wy­
nika, że proste i l2 nie zależą od rozkładu funkcji (1) na funk­
cje linjowe Mówimy, że równanie (2) przedstawia dwie proste /x, l2. 
A  więc w przypadku Δ =  0 równanie (2) przedstawia dwie proste. 
Proste te mogą się zlewać lub być od siebie odmienne. W  przy­
padku δ =j= 0 są one od siebie odmienne i przecinają się.

Uważajmy przypadek δ =  0 i równania (22). Wyróżniki rów­
nań tych są odpowiednio

a więc równają się

Wprowadzając minory δ' i δ " otrzymujemy w przypadku A =f= 0, 
C  =j= 0 równość
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Jeżeli A —  O mamy δ" =  0 i jeżeli C =  0, mamy 5' =  0. W  przy­
padku A=j=0, C=j=0, minory δ' i δ " są równocześnie dodatnie, 
ujemne i równe zero. Ponieważ i  i C mają te same znaki, więc 
i δ' i δ " mają te same znaki.

Kładąc k —  ε otrzymujemy na ct i c2 w przypadku gdy przy­
najmniej jeden z minorów δ', δ " jest dodatni, dwie wartości uro­
jone ze sobą sprzężone. W  przypadku, gdjr przynajmniej jeden 
z tych minorów jest ujemny, cx i c2 są oba rzeczywiste. Nareszcie 
w przypadku δ' —  δ " =  0 otrzymujemy jeden pierwiastek podwójny 
rzeczywisty cx =  c2 =  c. Na pierwiastki te mamy wzory

W  przypadku δ =(= 0 wynika ze wzorów (17), że c, i ct są 
rzeczywiste, jeżeli a1: bl , a2, b2, k są rzeczywiste, a urojone sprzę­
żone, jeżeli a1 i a2 i tak samo b1 i b2 są urojone ze sobą sprzę­
żone, a k rzeczywiste. A więc w przypadku δ )> 0 proste i l2 są 
urojone ze sobą sprzężone I. kategorji; w przypadku δ <  0 rzeczy­
wiste; w przypadku δ —  0, jeżeli przynajmniej jeden z minorów 
δ/, δ'' jest dodatni, urojone ze sobą sprzężone II. kategorji; jeżeli 
przynajmniej jeden z minorów δ', δ" jest ujemny, rzeczywiste od 
siebie odmienne, równoległe do siebie; i nareszcie w przypadku 
gdy δ' =  δ " =  O proste są rzeczywiste i zlewają się ze sobą.

Warunek Δ =  0 pociąga za sobą równości

Z równości tych wynika, że żadne dwa z minorów δ, δ7, δ " 
nie mogą być znaków przeciwnych. Jeżeli δ =  0, natenczas mamy

Jeżeli dwa minory główne są równe zeru, natenczas wszystkie 
3 minory poboczne κ, z7, κ77 są równe zeru. A więc jeżeli wszystkie 
3 minory główne są równe zeru, natenczas wszystkie minory 2-go
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stopnia wyznacznika Δ są równe 0. Widzieliśmy, że w tym osta­
tnim przypadku równanie (2) napisać można w postaci

e (a j φ  by φ  c)2 —  0, (31)

i że przedstawia prostą podwójną rzeczywistą, i naodwrót jeżeli 
równanie (2) w przypadku Δ =  0 przedstawia prostą podwójną 
wszystkie minory 2-go stopnia są równe zeru.

W  przypadku δ =  0 możemy równania obu prostych napisać 
w postaci

A x  -j - By φ  1) ±  Y -^Y ' =  0,
i w postaci

Bx  φ  Cy φ  E  ±  |/-~67 =  0.

Warunki δ " =  0, δ' φ  0 pociągają za sobą A  =  B =  0, a więc 
ponieważ

κ " =  B E  — CD =  0,

więc D =  0. Równanie (2) ma postać

Cy -\- 2 Ey -|- l· = 0  (32)

i przedstawia dwie proste równoległe do osi y, urojone sprzężone 
jeżeli δ' >  0, rzeczywiste od siebie odmienne jeżeli δ' <  0, jednę 
prostą podwójną, jeżeli δ' =  0.

Tak samo warunki δ '=  0, δ " =|= 0 pociągają za sobą B = C =  0  
a więc ponieważ

κ' =  B D  —  Λ Ε  —  0,

więc E  =  0. Równanie (2) ma postać

Ax* -\-2Dx-\- Έ =  0 (33)

i przedstawia dwie proste równoległe do osi x. urojone sprzężone, 
jeżeli δ " >· 0, rzecz}7wiste od siebie odmienne jeżeli δ " <C 0, jednę 
prostą rzeczywistą, jeżeli δ " =  0.

Równość (28) otrzymujemy wprost z równości

*' =  B D  — A E  =  0, ■/' =  BE — CD =  0,

albowiem jeżeli A φ  0, C φ  0 mamy B φ  0 więc otrzymujemy

czyli równość (28).
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Reasumując wyniki, do których doszliśmy badając równanie 
(2) w przypadku Δ =  0 możemy ułożyć następującą tabelkę:

4. Punkt przecięcia się dwóch prostych danych równaniem 
(2) w przypadku δ φ  O.

Uważajmy równania (27) prostych i lt. Pomnóżmy je przez
k k .
o a 2 > n ai  ̂ dodajmy do siebie. Tak samo pomnóżmy je przez 
A Δ
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dodajmy do siebie. Otrzymamy równania

które w przypadku δ φ  0 stanowią układ równań równoważny 
układowi równań (27).

Równania (34) przedstawiają dwie proste rzeczywiste od siebie 
odmienne przecinające się. Na spółrzędne ξ, η punktu S przecięcia 
prostych tych a więc i prostych lly l2 otrzymujemy wzory

Proste (34) będziemy oznaczali przez α. β, albowiem lewe strony 
równań (34) są to funkcje <x(x, y), β(#, y) wzorów (3).

W  przypadku 5 =  0 albo równanie (34) przedstawiają jednę 
i tę samą prostą, albo jedno i tylko jedno równanie jest identycz­
nie zero, a drugie przedstawia pewną prostą w skończoności. A mia­
nowicie pierwsze równanie jest identycznie zero, jeżeli (2) przed­
stawia dwie proste równoległe do osi x-ów, zaś drugie równanie 
jest identycznie zero, jeżeli (2) przedstawia dwie proste równoległe 
do osi y-ów. W  przypadku kiedy (2) przedstawia prostą podwójną, 
równania (34) przedstawiają tę prostą, albo jedno i tylko jedno 
z tych równań znika identycznie.

5. Dwusieczne dwóch prostych danych równaniem (2).

Załóżmy δ ={= 0. Równania prostych lx, l2 dwusiecznych pro­
stych lx, l2 napiszą się w postaci

gdzie η =  +  1. Mnożąc te równania przez siebie otrzymujemy 
równania 2-go stopnia

Z rozważań Rozdziału poprzedniego wynika, że równanie to 
można napisać w kształcie
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Na spółrzędne ξ, η punktu przecięcia prostych Ιλ i /2 otrzymujemy 
więc wzory

Mamy dale]

Stąd wynika, że równanie (38) można napisać w postaci

Do tego samego rezultatu dochodzimy wprowadzając nowy 
układ spółrzędnych x\ y' o początku w punkcie S i o osiach rów­
noległych i równo skierowanych z osiami x, y. Mamy

a więc

a stąd dochodzimy znów do równania (39).
Uważajmy teraz przypadek δ =  0. Dwusieczną l dwóch pro­

stych Z1; l2 danych równaniami

nazywamy prostą równoległą i równo oddaloną od tych prostych. 
Prosta ta dana jest równaniem

W  istocie uważajmy na prostych 1Λ, /2 ten sam kierunek
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gdzie ε jest oznaczona liczba -J- l albo — 1. Odległości rl i r2 
punktu Ρ(ξ, η) od prostych Z, i Z2 liczone na osi Γ, której kierunek

T C
zawiera kąt — z dodatnim kierunkiem na prostych Z,, Z2 sąL·

Mamy

a stąd otrzymujemy równanie (41).
W  rozumowaniach tego ustępu zakładamy, że żadna z pro­

stych Z1( Z2 niema kierunku minimalmego.

6 Równania drugiego stopnia przedstawiające tę samą krzywą
2-go stopnia.

Uważajmy dwie funkcje 2-go stopnia o zmiennych y ,/ 1(x, y), 
/ 2(a;, y), i dwa równania drugiego stopnia

Mówimy, że te równania przedstawiają te samą krzywą 2-go sto­
pnia, jeżeli zbiór punktów P, których spółrzędne a?, y spełniają 
jedno dowolne z tych równań jest identyczny ze zbiorem punktów, 
których spółrzędne spełniają drugie równanie Wiemy, że warun­
kiem wystarczającym aby to zachodziło, jest proporcjonalność spół- 
«zynników funkcyj (43). Okażemy, że ten warunek jest i konieczny.

Przedewszystkiem, jeżeli dwie funkcje (43) przyjmują te same 
wartości dla wszystkich układów liczb x, y, natenczas funkcje te 
są identyczne. Albowiem kładąc y —  0 otrzymujemy

a więc

a kładąc x  —  0 otrzymujemy
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a więc 

skąd w}7nika

Udowodnimy teraz następujące twierdzenie:
„Jeżeli wszystkie punkty leżące na prostej danej równaniem

leżą na krzywej K  drugiego stopnia przedstawionej równaniem (2), 
natenczas istnieje druga prosta l2 o równaniu

taka, że wszystkie punkty tej prostej leżą też na krzywej K  i że 
mamy identycznie

W  istocie załóżmy αΛ ={= 0 i uważajmy równania

w których a2, b2, c2 są niewiadome. Z równań tych obliczymy te 
niewiadome w jeden jedyny sposób. Mamy więc

Różnica

obraca się w zero dla wszystkich punktów na prostej a więc 
dla wszystkich wartości na y. albowiem do każdej wartości na y 
można znaleźć wartość na x  spełniającą równauie (45). A więc 
mamy' związki

czyli tożsamość (47) jest udowodniona. Przytem nie obie liczby 
a2, b2 są równe zeru.
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Z wywodów tych i z twierdzenia 1. wynika następujące 
T w i e r d z e n i e  2. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­

cym, aby równanie (2) przedstawiało dwie proste, jest warunek (19)“.
Uważajmy teraz znów dwa równania (44) i przypuśćmy, że 

krzywe K x i K2 przedstawione przez te oba równania zlewają się 
ze sobą. Musimy rozważyć kilka tu możliwych przypadków:

I. A x φ  0, Aa φ  0. Nadajmy y oznaczoną dowolną wartość 
i uważajmy równania (44) jako równania drugiego stopnia wzglę­
dem niewiadomej x. Ponieważ te równania mają te same pier­
wiastki, więc mamy równości

Ponieważ równości te są spełnione dla każdego y, więc 
istnieję liczba k φ  0 taka że spełnione są równości

czyli że spółczynniki funkcyj (43) są do siebie proporcjonalne.
W  przypadku, gdy C\ =j= 0, Ca =j= 0 dochodzimy do tegosa- 

mego rezultatu.
II A { φ  0, A2 —  0.

Uważajmy drugie równanie (44). Dla wartości na y

nie zawiera to równanie wyrazów zawierających x. Stąd wynika, 
że dla tej wartości na y jest to równanie albo spełnione przez 
każdą wartość na x , albo nie jest spełnione przez żadną wartość 
na x. Natomiast pierwsze równanie (44) daje dla tej wartości na y 
dwie zupełnie oznaczone wartości na x. Stąd wynika że musi być 
Ba =  0 D2 musi być φ  0, inaczej drugie równanie (44) byłoby 
spełnione dla każdego x, jeżeli na y obierzemy pewną oznaczoną 
wartość, natomiast pierwsze równanie jest spełnione dla każdego y  
tylko przez 2 wartości na x.

Zatem pierwsze równanie (44) ma teraz dla każdego y jeden
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pierwiastek podwójny na x. A więc wyróżnik tego równania wzglę­
dem x równa się zeru. Wyróżnik ten jest

Ponieważ wyróżnik ten dla każdego y obraca się w zero, 
więc mamy

a więc

Pierwsze równanie (44) przedstawia zatem dwie linie proste. 
A  więc i drugie równanie (44) przedstawia dwie linie proste. Za­
tem mamy według twierdzenia 2.

Ale mamy

a stąd ponieważ D2 =  0 wynikałoby C2 =  0, co nie zachodzi.
Do tegosamego rezultatu dochodzimy jeżeli tylko jedna z liczb 

A j  A  j est od zera odmienna.
Zatem przypadek ten nie jest możliwy.
III. Aj =  A% =  Cx =  A  =  0. Βλ =|= 0, B2 φ  0. Mamy teraz 

dwa równania

Mamy więc równość

Równości

są spełnione równocześnie, a więc mamy

czyli kładąc

gdzie k jest liczba od zera odmienna mamy
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Równość

jest spełniona dla każdej wartości na y. A więc mamy równości

A więc mamy

a więc

a więc

Zatem znów spółczynniki równań (44) są do siebie propor­
cjonalne. Mamy więc:

T w i e r d z e n i e  3. „Warunkiem koniecznym i wystarczają­
cym, aby dwa równania drugiego stopnia przedstawiały tę samą 
krzywą jest proporcjonalność odpowiednich spółczynników obu 
równańu.

7. Forma drugiego stopnia w spółrzędnych jednorodnych na linji 
prostej. Równanie jednorodne drugiego stopnia w spółrzędnych jedno­
rodnych na linji prostej i jego znaczenie geometryczne.

Uważajmy równanie drugiego stopnia o jednej niewiadomej

zakładając że spółczynniki a, b, c są liczbami rzeczywistymi i że 
a =j= 0. Oznaczmy przez x l, x 2 pierwiastki tego równania. Pier­
wiastki te możemy interpretować jako spółrzędne dwóch punktów 
P 1, P2 na prostej na której obraliśmy układ spółrzędnych Kar- 
tezjusza. Równanie (43) nazywamy wówczas równaniem dwóch pun­
któw na osi Kartezjusza. Naodwrót do każdego układu dwóch pun­
któw Pj, P2 na osi Kartezjusza o spółrzędnych χ 1, x 2 należy 
równanie drugiego stopnia tych dwóch punktów

gdzie a jest dowolną liczbę ={= 0.
Uważajmy teraz na osi Kartezjusza układ spółrzędnych jedno-
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rodnych x1? x2. Mamy więc

Zastępując w trój mianie drugiego stopnia x  przez — otrzy-
Xi

mujemy wyrażenie

Każdemu pierwiastkowi równania drugiego stopnia (49) od­
powiadają takie układy spółrzędnych jednorodnych x1 =j= 0, xt , dla 
których forma drugiego stopnia

f ( x 1, xt) =  a x\ -f- 2 b xx x2 -j- cxj (52)

obraca się w zero. Naodwrót, każdemu układowi dwóch liczb 
Zj φ  0, x2, spełniającemu jednorodne równanie drugiego stopnia

odpowiada oznaczona wartość na x, która jest pierwiastkiem rów­
nania drugiego stopnia (49).

Zatem równanie (53) możemy nazwać równaniem jednorodnem 
drugiego stopnia dwóch punktów na osi Kartezjusza. Każdemu rów­
naniu (49) odpowiada równanie (53) i naodwrót.

Oznaczając przez x\,x\ i x\,x\ spółrzędne jednorodne punk­
tów P j ,P s, których równaniem w spółrzędnych Kartezjusza jest 
równanie (49) możemy równanie to napisać w postaci

a więc w postaci

a(x2 x\ — Xj x\) (aig x\ —  xx xij) =  0. (54)

Każde równanie jednorodne drugiego stopnia dwuch zmien­
nych (53), dla którego a ={= 0 przedstawia więc dwa punkty Px, Pt. 
Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby te dwa punkty 
schodziły się ze sobą jest warunek

δ =  ac — i 2 =  0. (55)

Punkty P ,, P2 są rzeczywiste od siebie odmienne, jeżeli δ < 0 ,  
zaś urojone sprzężone, jeżeli δ )> 0.
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Uważajmy znów formę drugiego stopnia (52), zakładając, że 
mamy a =  0. Forma ta ma więc postać

2 bx1xi -\- cx\ =  x1 ('2bx2 -f- ca?,)

Równanie jednorodne (53) jest teraz spełnione przez wszy­
stkie układy x1 = 0 . x 2 dowolne. Jeżeli έ φ  0. natenczas równanie 
to jest spełnione prócz tego przez spółrzędne jednorodne

=  2ρδ, x2 =  —  pc,

gdzie ρ jestto dowolna liczba odmienna od zera. Zatem równanie 
(53) jest spełnione przez spółrzędne punktu w nieskończoności na 
osi Kartezjusza i przez spółrzędne pewnego oznaczonego punktu 
w skończoności. Jeżeli mamy b —  0, ale c =f= 0, wtenczas równanie 
(53) jest spełnione tylko przez spółrzędne punktu w nieskoń­
czoności.

Nareszcie jeżeli b i c są równe zeru, natenczas spółrzędne jedno­
rodne dowolnego punktu na osi Kartezjusza w nieskończoności 
lub w skończoności położonego spełniają to równanie jednorodne. 
Widzimy więc. że równanie jednorodne (53) przedstawia w przy­
padku kiedy nie wszystkie trzy spółczynniki a, 6, c równają się 
zeru dwa oznaczone punkty na osi, położone w skończoności lub 
w nieskończoności. Ponieważ δ —  —  ń2, więc widzimy, że warun­
kiem koniecznym i wystarczającym, aby się te dwa punkty zle­
wały ze sobą jest warunek 8 = 0 .  Mówimy, że równanie (53) 
przedstawia w przypadku b =  0 dwa punkty w nieskończoności, 
ponieważ forma (52) jest wówczas kwadratem formy xx.

Równaniu (53) odpowiada w przypadku a =  U, b φ  0 równa­
nie pierwszego stopnia w spółrzędnej ar, zaś w przypadku b =  0, 
c φ= 0 mamy równanie c =  0. nie przedstawiające żadnego punktu 
w skończoności

8. Forma drugiego stopnia w spółrzędnych jednorodnych na 
płaszczyźnie. Równanie jednorodne drugiego stopnia w spółrzędnych 
jednorodnych na płaszczyźnie i jego znaczenie geometryczne.

Uważajmy funkcję (1) drugiego stopnia w spółrzędnych Karte­
zjusza na płaszczyźnie Uważajmy układ spółrzędnych jednorodnych 
x \i xii x 3 ua płaszczyźnie. Zastąpmy spółrzędne a?, y punktu P  
w funkcji (1) przez wyrażenia w spółrzędnych jednorodnych
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Otrzymamy funkcję 

gdzie mamy

Wyrażenie (57) nazywamy formą drugiego stopnia o trzech 
zmiennych χλ, #2, ar8. Każdemu układowi dwóch liczb x, y spełnia­
jącemu równanie drugiego stopnia (2) odpowiada układ trzech 
liczb χ1 φ Ο , χ 2, x3 spełniający równanie jednorodne drugiego stopnia 
o trzech niewiadomych

Naodwrót, każdemu układowi trzech liczb xy =}= 0, x2, xs speł­
niającemu równanie jednorodne drugiego stopnia (58) odpowiada 
układ dwóch liczb a;, y spełniających równanie (2).

Równanie (2) przedstawia w przypadku gdy nie wszystkie 
trzy liczby A, B. C równają się zeru krzywą drugiego stopnia C2. 
Równanie (58) możemy nazwać równaniem jednorodnem drugiego 
stopnia krzywej C2. Każdemu równaniu drugiego stopnia (2) odpo­
wiada równanie jednorodne drugiego stopnia (58) i naodwrót jeżeli 
nie wszystkie trzy liczby A , R, C równają się zeru, odpowiada 
każdemu równaniu jednorodnemu drugiego stopnia (58) oznaczone 
równanie krzywej drugiego stopnia (2).

Załóżmy teraz, że w równaniu jednorodnem (5b) wszystkie 
trzy liczby A, B, C równają się zeru. Mamy wówczas jednorodne 
równanie drugiego stopnia

które można napisać w postaci

Równanie to jest spełnione przez wszystkie punkty na pła­
szczyźnie, dla których mamy =  0, i nadto przez wszystkie 
punkty, których spółrzędne jednorodne spełniają równanie

2Ι)χλ -j- 2 E x2 -f- F  —  0.

A więc, jeżeli nie obie liczby D: E  równają się zeru rów­
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nanie (59) jest spełnione przez wszystkie punkty leżące na prostej 
w nieskończoności i przez wszystkie punkty danej prostej rzeczy­
wistej w skończoności l i tylko przez te punkty. Jeżeli mamy 
D — E  =  0, ale / ’ =f=0, natenczas równanie jest spełnione tylko 
przez pupkty prostej w nieskończoności. Nareszcie jeżeli i F  —  0, 
natenczas wszystkie punkty na płaszczyźnie w skończoności i w nie­
skończoności spełniają to równanie.

Możemy więc powiedzieć, że równanie (58) przedstawia w* przy­
padku A — B =  C =  0 dwie proste rzeczywiste na płaszczyźnie, 
z których przynajmniej jedna jest prostą w nieskończoności. Przy- 
tem gdy mamy D =  E — 0, mówimy że równanie (58) jest rów­
naniem prostej podwójnej w nieskończoności albowiem forma ma 
postać kwadratu x\. Zatem gdy nie wszystkie spółczynniki w rów­
naniu jednorodnem (58) równają sie zeru, równanie to przedstawia 
zawsze krzywą drugiego stopnia

Równaniu jednorodnemu (58) w przypadku A =  B =  C —  0 
odpowiada równanie (2) pierwszego stopnia, gdy D i E  nie oba są 
równe zeru, a równanie E  =  0, w tym wyjątkowym przypadku.

Wyróżnik Δ trzeciego stopnia równa się zeru gdy mamy 
A =  B  =  C =  0, a więc warunek Δ =  0 jest konieczny aby rów­
nanie jednorodne (58) przedstawiało dwie linje proste i wystarcza­
jący. W  przypadku gdy nie wszystkie trzy spółczynniki A, B, C są 
równe zeru. można funkcję (2) napisać gdy Δ =  0 w postaci

gdzie k jest pewna stała od zera odmienna, a funkcję jednorodną 
(57) w postaci

k(a1 x 2 +  bx xt cx xj) (a2 x3 -}- bt x3 -f- c2 xx),

t. zn. forma f ( x x, x2, λ·3) jest iloczynem dwóch form linjowych 
o zmiennych xXx x2: xs i taksamo w przypadku gdy A — B —  6' =  0. 
forma ta jest iloczynem dwóch form linjowych.

Ćwiczenia.

1. Co przedstawia równanie
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2. Wyznaczyć a i b tak, aby równanie

przedstawiało dwie proste i znaleźć te proste.
3) W równaniu ogólnem drugiego stopnia wyrazić B przez inne 

spółczynniki tak, aby równanie przedstawiało dwie proste. Zastosować 
to do równania

■£. Kiedy proste dwóch par prostych mają tensam środek?
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RO ZD ZIAŁ X .

Koła.
1. Równanie koła w układzie spółrzędnych Kartezjusza.

Uważajmy dowolny rzeczywisty punkt C o spółrzędnych a, b 
i dowolną liczbę rzeczywistą nieujemną r. Kołem nazywamy zbiór 
wszystkich punktów zespolonych na płaszczyźnie, których odległość 
od punktu C równa się liczbie r. A więc warunkiem koniecznym 
i wystarczającym aby punkt P  o spółrzędnych y leżał na kole k 
jest aby spółrzędne te spełniały równanie

(x  —  a)2 -\- 2(x —  a) (y —  b) cos Θ -|- { y  —  A)2 —  r2 =  0. (1)

Równanie to nazywa się równaniem koła.
Równanie koła możemy napisać w postaci

x* -f- 2 x y  cos Θ -|- y'1 -f- 2d x  -f- 2ey  - ł - / =  0. (2)
kładąc

d =  —  a —  b cos 0, e —  —  a cos Θ —  b,
i3)

f  z= a2 2ab  cos Θ -f- b* — r8.

Naodwrót, mając dane równanie koła w postaci (2) możemy 
je napisać w postaci (1) wprowadzając spółrzędne a, b środka koła 
i jego promień wzorami

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby równanie (2)

www.rcin.org.pl



200

przedstawiało koło jest więc nierówność

d2 —  *2de cos Θ e2j > f sin2 Θ, (5)

i jeżeli ten warunek jest spełniony równanie (2) przedstawia zupeł­
nie oznaczone koło. Widoczna dalej, że w przypadku, kiedy we 
wzorze (5) zamiast znaku nierówności mamy znak równości wzory (4) 
dają r2 — 0 i równania (1) i (2) przedstawiają dwie proste mini­
malne ze sobą sprzężone przechodzące przez punkt C o spół- 
rzędnych a. b. Możemy więc wprowadzić pojęcie koła zerowego, 
albo o promieniu zero, rozumiejąc przez to układ dwóch prostych 
minimalnych przechodzących przez punkt C.

Uważajmy teraz (2) o zupełnie dowolnych spółczynnikach rze­
czywistych d, e, / .  W  przypadku, gdy zamiast nierówności (5) 
zachodzi nierówność

d2— 2de cos Θ -|- e2 < C /s in 2 Θ, (6)

liczba r* określona trzecim wzorem (4) jest ujemna. Równanie (2) 
przedstawia wówczas zbiór punktów na płaszczyźnie, których odle­
głość od punktu C jest urojona. Mówimy, że równanie to przed­
stawia koło urojone, w przeciwieństwie do kół rzeczywistych, które 
równanie to przedstawia w przypadku nierówności (5). Wprowa­
dzamy więc pojęcie nowej krzywej, którą również nazywamy kołem. 
Koła rzeczywiste będziemy krótko nazywali kołami, jeżeli nie 
będzie zachodzić wątpliwość co do tego, który z dwóch powyż 
szych przypadków zachodzi.

Punkt C nazywamy środkiem koła. Promieniem koła nazy­
wamy w przypadku kół rzeczywistych liczbę nieujemną r, a w przy­
padku kół urojonych tę wartość pierwiastka z r*, która ma spół- 
czynnik przy i dodatni.

Uważajmy wyznacznik A należący do równania (2). Mamy

A więc mamy Δ O dla kół rzeczywistych, Δ >  O dla kół uro 
jonych.

2. Ogólne równanie drugiego stopnia przedstawiające koło. 
Uważajmy ogólne równanie drugiego stopnia
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i spytajmy się, kiedy to równanie przedstawia koło. A więc 
chodzi o to, kiedy istnieje liczba k ={= 0 taka że mamy równości

w których d, e, f  są pewnymi liczbami rzeczywistymi. Z pierw­
szych trzech równości (9) otrzymujemy następujące konieczne 
warunki

A =  C, B =  A cos 0 = 6 '  cos 0, (10)

a więc Ω =  0. Warunki te są i wystarczające. W  istocie z ostat­
nich trzech równości (9) otrzymujemy

Aby równanie (8) przedstawiało koło rzeczywiste, potrzeba 
i wystarcza aby spełniona była nierówność

D 2 — 2 Β Ε ο ο 8 θ  +  Ε * ^  Α Ε βίη2θ (12)

a aby przedstawiało koło urojone potrzeba i wystarcza, aby była 
spełniona nierówność

Z)8—  21) E cos Θ- j - E 2 <C A Fsin2 Θ. ' (13)

Wyróżnik Δ ma teraz wartość

Równanie (8) przedstawia zatem koło rzeczywiste, jeżeli 
mamy nierówność

a przedstawia koło urojone, jeżeli mamy nierówność

Na kwadrat promienia koła wyrażony przez Δ otrzymujemy 
dla równania (2) wzór .
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a dla równania ogolnego (8) wzór

3. Koło i prosta.

Uważajmy koło k dane równaniem (2) i prostą rzeczywistą l 
o równaniu

Na bezwzględną wartość odległości d środka C koła od prostej l 
mamy wzór

gdzie ε =  +  1 i równa się znakowi la -\- mb n. Mamy

Oznaczając przez W  wyznacznik

którego wartość jest

mamy

Zależnie od tego który z przypadków

zachodzi, prosta l przecina koło w 2 punktach rzeczywistych, 
w l punkcie rzeczywistym, lub nie przecina koła wcale. W yra­
żając r i d wzorami (17) i (21) otrzymujemy

gdzie znaki = ,  <  odpowiadają przypadkom 1), 2), 3).
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Jeżeli koło dane jest ogólnein równaniem (8). wyznacznik W  
ma wartość

Mamy teraz

a więc mamy

i ze wzoru (18) otrzymujemy analogicznie do wzoru (22)

4. Równanie stycznej do koła.

Styczną (tangente)do koła w punkcie P  koła rzeczywistym lub 
urojonym nazywamy prostą £, która prócz tego punktu niema innego 
punktu wspólnego z kołem. Jeżeli punkt P jest rzeczywisty istnieje 
jedna jedyna styczna, mianowicie prosta prostopadła do prostej CP. 
Równanie prostej CP jest

A więc równanie stycznej t jest

Łatwo okazać, że prosta ta jest rzeczywiście styczną do koła 
w punkcie P i że innej stycznej w tym punkcie niema.

W  istocie uważajmy równania parametryczne prostej prze­
chodzącej przez punkt P

Na wartości parametru ρ odpowiadające punktom przecięcia 
prostej tej z kołem mamy równanie otrzy^mujące się, wstawiając

203
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te wartości na x, y w równanie (1) koła. Man^

(p λ — ξ — a)2 —(— (p [a - f  ri —  ^)2 2(ρ λ -j- ξ —  a)
(p μ —J- yj —  b) cos Θ —  r2 =  0,

więc
ps -j- 2 p [λ(ξ —  a +  (η —  b) cos Θ) -j- μ((ξ —  a) cos Θ -f- η —  6)] =  0.

p =  0 jest podwójnym pierwiastkiem tego równania wtedy i tylko 
wtedy, gdy spółczynniki kierunkowe λ, μ spełniają warunek

λ(ξ — a -j- (η —  b) cos Θ) -f- μ((ξ —  a) cos 0 -j- η —  b) =  0,

a więc dla prostej (25) i tylko dla prostej (25).
Równanie stycznej możemy też napisać w innej postaci;

pisząc zamiast x  —  ξ x — a -f- a —  ξ i zamiast y — η pisząc
y —  b -f- b — η otrzymamy równanie

(x — a) [ξ —  a -f- (η —  b) cos Θ] - f  
(y —  b) [(ξ — a) cos θ -J-r, —  b] —  r2 —  0.

5. Bieguny i biegunowe względem koła.
Uważajmy koło k i dowolny punkt P o spółrzędnych ξ, η. 

Załóżmy dla uproszczenia formuł że układ spółrzędnych jest ukła­
dem prostokątnym. Równanie koła jest więc

(x — a) 2 - f  (y — b)2 —  r2 =  0. (27)

Uważajmy prostą l o równaniu

(x —  a) (ξ —  a) - f  (y —  b) (η — b) — r2 =  0. (28)

Prosta ta w przypadku, gdy punkt P  leży na kole k jest 
styczną do koła w tym punkcie. Dla każdego położenia punktu P  
z wyjątkiem przypadku w którym punkt P schodzi się ze środ­
kiem C koła k: równanie (28) przedstawia zupełnie okieśloną pro­
stą, a w tym przypadku wyjątkowym przedstawia prostą wr nie­
skończoności.

Na odległość d środka C koła od prostej l mamy wzór

d =  e j , (29)

gdzie ε =  +  1, a δ jest jedną z dwóch wartości odległości punktów 
Ci P. Jeżeli punkt Pjest rzeczywisty, obieramy na δ wartość dodatnią 
a ε =  - ( -1.
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Jeżeli punkt P jest rzeczywisty i leży zewnątrz koła k, naten­
czas prosta l przecina koło w dwóch punktach rzeczywistych od 
siebie odmiennych. Jeżeli P  leży wewnątrz koła, natenczas prosta l 
nie ma z kołem k żadnego punktu rzeczywistego wspólnego. Prosta l 
jest prostopadła do prostej CP. Stąd wypływa konstrukcja prostej l 
uwidoczniona w figurze 12 w przypadku, gdy punkt P  leży

F i g  12.

zewnątrz koła k. W  przypadku, gdy punkt P  leży wewnątrz koła, 
tasama figura daje konstrukcję prostej /, jeżeli jako punkt P  
będziemy uważali punkt (J figury, a jaką prostą l prostą prosto­
padłą do prostej C Q i przechodzącą przez punkt P  figury.

Prosta l nazywa się biegunową (polaire) punktu P, który na­
zywa się biegunem (póle) prostej 1. Biegunową będziemy oznaczali 
literą p.

Uważajmy teraz dowolną prostą l o równaniu (19), nie prze­
chodzącą przez środek koła k i spytajmy się, czy istnieje przy­
najmniej jeden punkt P, którego ta prosta jest biegunową. Potrzeba 
i wystarcza, aby istniał przynajmniej jeden układ trzech liczb k φ  0, ξ, η 
taki aby zachodziły równości
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Istnieje widocznie jeden jedyny taki układ dany wzorami

Zatem do każdego punktu P  odmiennego od środka koła C 
jako bieguna należy jedna zupełnie oznaczona prosta p nie prze­
chodząca przez środek koła jako biegunowa i naodwrót do każdej 
prostej nie przechodzącej przez środek koła C jako biegunowej 
należy jeden zupełnie oznaczony punkt P  odmienny od środka 
koła jako biegun.

Mamy więc jedno jednoznaczną odpowiedniość pomiędzy punk­
tami płaszczyzny odmiennymi od środka koła i pomiędzy prostemi 
płaszczyzny odmiennymi od prostych przechodzących przez środek 
koła. Odpowiedniość ta nazywa się biegunowością (polarite) wzglę­
dem koła k.

Ponieważ przynajmniej jedna z liczb ξ —  α, η —  b jest od 
mienna od zera, wiec możemy założyć η — b =}= 0. Otrzymujemy 
z równania (28)

Na odcięte punktów przecięcia biegunowej i koła otrzy­
mujemy więc równanie drugiego stopnia

którego wyróżnik jest

Zależnie od tego, czy r ]> d. r =  d, czy też r <Cd, bie­
gunowa p przecina koło k w dwóch punktach P ,, P2 zespolonych 
sprzężonych, w jednym punkcie rzeczywistym, lub w dwóch punktach 
rzeczywistych.
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Punkty P1 (Xj, y 1) i P2 (a*2, y2) spełniają zatem warunki

Styczne tx i tt koła k w punktach P, i P8 mają równania

A więc przechodzą przez biegun P. Zatem styczne w punktach 
przecięcia biegunowej z kołem przechodzą przez biegun P.

Naodwrót uważajmy dowolną styczną dó koła k przechodzącą 
przez punkt P. Niechaj Pl (x1, yx) będzie punktem st}rczności, a więc 
pierwsze równanie (34) równaniem stycznej. Zachodzi wówczas 
pierwsza równość (33), a więc punkt P, leży na biegunowej p 
punktu P, albowiem spełnia równanie (28).

Zatem biegunowa przechodzi przez punkty styczności stycz­
nych z bieguna do koła poprowadzonych.

Jeżeli punkt P leży zewnątrz koła, istnieją dwie od siebie 
odmienne styczne tx, tt rzeczywiste o punktach styczności rzeczy­
wistych. Jeżeli punkt P  leży wewnątrz koła, istnieją dwie styczne 
zespolone sprzężone, o punktach styczności zespolonych sprzężonych, 
albowiem xx i x.ix y, i y2 są odpowiednio liczbami zespolonymi ze 
sobą sprzężonymi. Nareszcie jak wiemy już, jeżeli P leży na koleT 
mamy jednę jedyną styczną i wówczas równanie (28) biegunowej 
jest właśnie równaniem stycznej.

Łatwo teraz napisać równanie stycznych £,, t2 do koła k 
przechodzących przez punkt Ρ(ξ, r̂ ). Z pierwszego z równań (33) 
i z pierwszego z równań (34) można wyrazić x x — a i y, —  b 
przez x  i y. Wstawiając następnie wartości na xx —  a i y, —  b 
w równanie koła otrzymamy związek zachodzący między spół- 
rzędnymi x , y dowolnego punktu CJ położenego na jednej ze stycz­
nych z punktu P  do koła poprowadzonych. Naodwrót, jeżeli ten 
warunek jest spełniony, biegunowa i prosta przechodząca przez 
punkty P  i Q(x, y) przecinają się w punkcie na kole k, a więc 
punkt Q leży na stycznej do koła k.

Mamy
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a stąd otrzymujemy równanie

lub

Wyróżnik tego równania jest

a stąd otrzymujemy znów odnośnie do natury stycznych poprzednie 
rezultaty.

6. Twierdzenia o biegunach i biegunowych.

Uważajmy punkt Ρ(ξ, rj) i jego biegunową p  o równaniu (28). 

Uważajmy punkt Q(Ę, η) leżący na p.
Mamy

A więc biegunowa q punktu Q o równaniu

przechodzi przez punkt P.
Naodwrót uważajmy dowolną pro>tą q przechodzącą przez 

punkt P nie przechodzącą przez środek koła. Możemy jej równanie 
napisać w postaci (37). Biegun Q prostej q leży zatem na biegu­
nowej p punktu P. Mamy

T w i e r d z e n i e  1: „Biegunowe punktów leżących na prostej p 
biegunowej punktu P  przechodzą przez ten punkt i naodwrót bie­
gun}7 prostych przechodzących przez punkt P leżą na biegunowej 
p  tego punktuu.

Uważajmy teraz dwa od siebie odmienne punkty Ρ 1 (ξ. η) 
i P , (ξ, η) oba odmienne od środka C. Uważajmy biegunowe tych 
punktów pu p2 o równaniach
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Wyznacznik przy x, y w tych równaniach

jest od zera odmienny, jeżeli punkty C, PJ} P 2 tworzą trójkąt 
a równa się zeru, jeżeli te trzy punkty leżą na prostej. W  pierw­
szym przypadku biegunowe te przecinają się w punkcie P, którego 
biegunową p jest prosta P1 P2, co wynika z twierdzenia 1. W  dru­
gim przypadku proste te są równoległe do siebie.

Uważajmy naodwrót dwie proste p2 nie przechodzące przez, 
środek koła k. Jeżeli te proste się przecinają, natenczas ich bieguny 
leżą na biegunowej p punktu P  przecięcia, co wynika z twierdzenia 1. 
i tworzą trójkąt z punktem C. Jeżeli pt , p2 są do siebie równo­
ległe, ich bieguny Px, P2 leżą z środkiem C na prostej.

Mamy zatem
T w i e r d z e n i e  2: „Biegunowe dwóch punktów tworzących 

trójkąt ze środkiem koła przecinają się w punkcie, którego biegu­
nową jest prosta łącząca te 2 punkty. Naodwrót bieguny dwóch 
prostych przecinających się leżą na prostej biegunowej punktu 
przecięcia dwóch prostych.

Biegunowe dwóch punktów leżące na prostej przechodzącej 
przez środek koła są do siebie równoległe. Naodwrót, dwie proste 
do siebie równoległe nie przechodzące przez środek mają jako bie­
guny dwa punkty leżące na prostej przechodzącej przez środek 
kołau.

A  więc trzem punktom Pl5 P2, Ps leżącym na prostej p odpo­
wiadają trzy biegunowe p1, p2, ps przecinające się w biegunie 
prostej p , jeżeli prosta p  nie przechodzi przez środek C i naodwrót 
trzem prostym przecinającym się w punkcie P odpowiadają trzy 
punkty leżące na biegunowej tego punktu.

Można zresztą bezpośrednio okazać że jeżeli wyznacznik trzech 
punktów Pi (ξ1? ηα), Ρ 2(ξ2,η 2), Ρ8(ξ3,η 3)

równa się zeru, natenczas wyznacznik trzech biegunowych p n p2, p s 
Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 14;
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o równaniach

ró wna się zeru i naodwrót.

7. Dwa koła. Prosta potęgowa dwóch kół.
Uważajmy teraz dwa koła rzeczywiste kx i k2 o równaniach

χΐ +  2 x !/ cos Θ -j- y2 +  2dx x +  2e1 y + / i  =  0. 
a:2 -f- 2ay cos Θ -j- y2 +  2d2x  - f  2e2y + Λ  =

Każdy punkt przecięcia się tych dwóch kół spełnia równanie, 
które się otrzymuje z równań (42) przez odjęcie ich od siebie 
stronami

2(«*i - d 2) x - \ -  2 (e1 —  e2) y + / i —  /, =  0. (43)

Równanie to przedstawia prostą w skończoności, jeżeli nie zachodzą 
ró wnocześnie równości

d \ ----  <̂ 25 ----  &21

a więc jeżeli oba koła nie są spółśrodkowe. Prosta ta r nazywa się prostą 
potęgową (axe radical) kół (12). Jeżeli więc koła (42) przecinają 
się w dwóch punktach rzeczywistych P1} P2, prostą r jest prosta

Λ iV
Naodwrót, każdy punkt przecięcia prostej potęgowej r i jednego 

z kół (42) leży i na drugiem kole.
Prosta potęgowa jest prostopadła do prostej l łączącej środki 

Ci i C2 obu kół, albowiem jeżeli oznaczymy przez a1? 6X i przez a2, 62 
spółrzędne środków obu kół, równanie prostej l można napisać 
w postaci

Załóżmy teraz układ spółrzędnych prostokątny i oznaczmy 
przez dj i d2 odległości prostej r od środków Cx i C2, a przez d 
odległość środków od siebie.

www.rcin.org.pl



211

Mamy

Mamy więc

gdzie obieramy εχ =  +  1 i ε2 =  ±  1 tak aby d1 i d2 były do­
datnie. Możemy zawsze założyć, że mamy r1 >  r2, a więc =  —  1. 

Mamy następujące przypadki:
I. d >  r1 +  r2. Mamy ε2 =  +  1 . Mamy

a więc

Prosta potęgowa przechodzi pomiędzy kołami k1 i k2.
II. d =  r1 +  r2 . Mamy ε2 =  +  1,

Prosta potęgowa jest wspólną styczną obu kół.
III. r1 —  r2 <  d <  r 1 +  r2.
ε2 może być albo +  1 albo —  1. W  tym drugim przypadku 

mamy

Mamy więc zawsze

Prosta potęgowa przecina oba koła k1 i k2.
IV . d =  r1 —  r2.
Mamy ε2 =  —  1.
Mamy d1 =  r1, d2 =  r2.
Prosta potęgowa jest wspólną styczną obu kół.

www.rcin.org.pl



212

V. d <  rx —  r , . Mamy ε2 =  —  1. Mamy 

dx >  r1, rfg >  r2.

Prosta potęgowa nie przecina żadnego z obu kół kl i k2.

8. Potęga punktu względem koła. Symboliczne równanie koła.

Uważajmy punkt P  o spółrzędnycb x, y i koło k o rów­
naniu (1) lub (2). Potęgą (puissance) p2 punktu P  względem koła 
nazywamy wartość lewej strony równania koła dla wartości na 
zmienne cc, y równych wartościom spółrzędnych punktu P·

Lewą stronę równania (1) lub (2) koła będziemy oznaczali 
jedną literą K. Równanie koła będziemy pisali sj^mbolicznie w postaci

K  =  0 (46)

i równanie to nazywali symbolicznem równaniem koła.
Jeżeli przez d oznaczamy odległość środka C koła k od 

punktu P  mamy
p2 =  d2—  r2. (47)

Jeżeli więc punkt P leży zewnątrz koła k, potęga równa się 
kwadratowi odcinka stycznej z punktu P poprowadzonej do koła k 
zawartego pomiędzy punktem P  a punktem styczności Q. Jeżeli 
punkt P  leży na kole k, potęga ma wartość 0. Nareszcie jeżeli 
punkt P  leży wewnątrz koła k potęga jest ujemna i równa się 
ujemnemu kwadratowi połowy cięciwy przez punkt P  prostopadle 
do promienia koła proprowadzonej.

Uważajmy teraz dwa koła kx i k2 o równaniach symbo­
licznych

K x =  0, K t =  0. (48)

Widoczna że prosta potęgowa obu kół, mająca równanie sym­
boliczne

K ! —  K 2 =  0 (49)

jest miejscem geometrycznem punktów P  posiadających tę samą 
potęgę względem obu kół. Oznaczając przez d,, d2 odległości PCX 
i PC2 mamy
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9. Trzy koła. Środek potęgowy trzech kół.
Uważajmy trzy koła k{, i =  1, 2, 3, o równaniach symbo­

licznych
Ki =  0, i =  1, 2, 3. (51)

Równania trzech prostych potęgowych p,, i =  1, 2, 3, tych 
kół można napisać w postaci symbolicznej

K t —  Kj =  0, ;= K ,·; » =  1 , 2 , 3 ;  j  =  1, 2, 3. (52)

Załóżmy że środki C,, i —  1, 2. 3 tych trzech kół tworzą 
trójkąt. Widoczna, że punkt przecięcia dwóch dowolnych z tych 
trzech prostych leży na trzeciej prostej. Punkt spoiny P  prostych 
potęgowych nazywa się środkiem potęgowym (centre radical) trzech 
kół. Potęgi tego punktu względem tych kół są sobie równe. Jeżeli 
punkt ten położony jest zewnątrz wszystkich trzech kół, natenczas 
jest on środkiem koła przecinającego koła dane pod kątem prostym 
czyli koła ortogonalnego trzech danych kół.

10. Pęki kół.
Uważajmy dwa koła rzeczywiste o równaniach symbolicz­

nych (48). Równanie symboliczne

\  K x +  λ2 K 2 =  O, (53)

w którem λΐ5 λ2 parametry pęku są dwie liczby rzeczywiste do­
wolne nie obie równe O jest równaniem koła, albowiem widoczna, 
że spółczynniki przy x 2, x y , y2 są odpowiednio

1̂ "f· (λ, -f~ ^2) cos Θ, —|— λ2.

Wszystkie koła (53) tworzą pek kół (faisceau) K  należący do 
dwóch danych kół.

Jeżeli λ1 —}— λ2 =  O, równanie (53) jest równaniem pierwszego 
stopnia i przedstawia prostą potęgową obu kół danych.

Uważajmy dwa dowolne od siebie odmienne koła k2 pęku 
(53) o równaniach symbolicznych

XJ Ki +  K =  o,
λϊ Κ , +  Χ, K ,= Q .  1 ;

Mamy więc
λ2' — λ2 λ” =j= 0.

ί
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Pęk K  kół należący do kół Jcly k2 jest identyczny z pękiem (53). 
Oznaczając przez K t , Ki lewe strony równań (54) równanie kół 
pęku (K ) jest

λι ^  -j— λ2 kt =  0. (55)

gdzie λη λ, są parametry pęku (K). Pomiędzy parametrami λΐ5 λ2 
a parametrami λΐ5 λ2 mamy związki

Pęk (Κ ) ma tę samą prostą potęgową co pęk (K ), a para­

metry λΐ5 λ2 spełniają dla prostej potęgowej warunek

Koła kl , k% mają albo różne środki albo tensam środek. 
W  drugim przypadku wszystkie koła pęku (K )  mają tensam środek, 
albowiem na spółrzędne środków kół pęku mamy wzory

W  pierwszym przypadku żadne dwa koła pęku nie mają 
tego samego środka. Mamy więc dwie kategorje pęków kół: pęki 
niewspółśrodkowe i pęki współśrodkowe.

Uważajmy pęk I. kategorji. Koła k{ , k2 mogą względem siebie 
zajmować trojakie położenie: 1. Przecinają się w dwóch punktach 
rzeczywistych. 2. Nie mają wspólnych punktów rzeczywistych. 
3. Są styczne do siebie.

Wszystkie koła danego pęku (k) przechodzą przez punkty 
wspólne dwom kołom k1, k2 pęku. A więc każde 2 koła pęku (k) 
zajmują względem siebie to samo położenie co dwa koła kl: k2 pęku. 
Możemy więc pęki kół podzielić na trzy rodzaje, zależnie od poło­
żenia każdej pary kół pęku względem siebie.

Koła pęku pierwszego rodzaju i drugiego rodzaju są wszystkie 
rzeczywiste. Każde koło k przechodzące przez 2 punkty P2 
wspólne dwom kołom pęku pierwszego rodzaju należy do tego pęku. 
Uważajmy bowiem punkt P  o spółrzędnych ξ, yj leżący na kole k 
odmienny od punktów P x, P2 i wyznaczmy parametry Xlt λ2 ze
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związku

gdzie K x (ξ, η), Κ 2 (ξ, η) są to rezultaty wstawienia za a?, y w ΙβΛνβ 
strony równań (48) spółrzędnych ξ, η. Koło pęku o równaniu

jest właśnie kołem przechodzącem przez punkt P.
Taksamo każde koło przechodzące przez punkt P  styczności 

kół pęku drugiego rodzaju i styczne do jednego z tych kół, jest 
kołem tego pęku.

Uważajmy znów dwa koła &t, rzeczywiste i pęk (5i>). 
Mamy oznaczając przez d, e, /  spółczynniki ogólnego koła pęku, 
a przez r2 kwadrat promienia

Załóżmy układ spółrzędnych prostokątny. Mamy

Znak r2 zależy od znaku formy kwadratowej o zmiennych

którą możemy też napisać w postaci

Wyróżnik tej formy jest

i równa się iloczynowi przez

Możemy założyć rl ^  r2. Znak iloczynu zależy od znaku iloczynu
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Wyróżnik jest więc dodatni, gdy zachodzą nierówności

Wszystkie koła pęku są rzeczywiste o promieniu dodatnim, 
albowiem forma (57) jest dla wszystkich λΐ5 λ2 nie obu równych 
0 dodatnia. W  istocie, formę tę możemy napisać w postaci

— [(a Aj -(- b λ2)2 D λ|],

gdzie a — r\ >  0.
Wyróżnik jest ujemny, gdy zachodzą nierówności:

albo
δ >  r, -f-  r2

albo
δ <  rx —  rs .

Koła pęku są albo rzeczywiste albo urojone. W  pęku istnieją 
dwa koła o promieniu 0, które się otrzymuje rozwiązując równanie

(αλ, -f-6A2)a- f  DXI  =  0

względem stosunku λ ,: λ2. Są to koła zerowe pęku.
Wyróżnik równa się zeru, gdy zachodzą równości:

albo
δ =  r, - f  r2

albo
δ =  r, —  r2.

Wszystkie koła pęku są rzeczywiste. W  pęku istnieje jedno 
jedyne koło zerowe, którego parametry otrzymuje się z równania

11. Koła ortogonalne.
Uważajmy znów dwa koła kz o równaniach (42), zakła­

dając układ spółrzędnych prostokątny. Koła te są ortogonalne jeżeli 
styczne w punktach przecięcia Pt i P2 obu kół są do siebie prosto­
padłe. Mamy więc warunek ortogonalności dwóch kół

albo
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Każdy punkt P  osi potęgowej dwóch kół’ leżący zewnątrz 
obu kół jest środkiem koła K  ortogonalnego dwóch danych kół 
kl , k2 o promieniu równym pierwiastkowi potęgi puuktu P  wzglę­
dem obu kół.

Uważajmy trzy koła k1, &2, kB o równaniach

χ2 _h y 2 H” %diX -f- 2 e iy  Ą - f i  =  0, i =  1, 2, 3 (61)

i środek potęgowy C tych kół. Niechaj (2) będzie równanie koła K  
ortogonalnego tych trzech kół. Mamy więc warunki

2 (d dt +  e et)  =  0, i =  1, 2, 3. (62)

Rugując z równań (61) i z równania (62) wielkości d, e, f  
otrzymujemy wyznacznik czwartego stopnia, który przyrównany 
do zera daje równanie koła ortogonalnego trzech kół danych

Wyznacznik można przedstawić w postaci wyznacznika trze­
ciego stopnia i otrzymuje się równanie

które można jeszcze napisać w postaci

\

Ćwiczenia.
1. Mamy trzy punkty P^C;. ty)’ « =  1, 2, 3, nie leżące na prostej. 

Niechaj Qu i —  1, 2, 3 będą odpowiednio przecięcia biegunowych p{ 
punktów P4. Okazać że proste P* przechodzą przez punkt.

2. Mamy trzy biegunowe tworzące trójkąt. Uważajmy proste qt 
łączące odpowiednio bieguny P; prostych pt. Okazać, że punkty Qt prze­
cięcia prostych piy qt leżą na prostej.

3. Znaleść równanie koł K  stycznych do danego koła K0.
4. Znaleść równanie koła przechodzącego przez 3 dane punkty.
5. Znaleść warunek, aby 4 punkty leżały na temsamem kole.
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6. Znaleźć równanie kół stycznych do 3-ch danych prostych.
7. Znaleźć warunek, aby 4 dane proste były styczne do tego- 

samego koła.
8. Znaleźć miejsce geom. punktów P  z których dany odcinek 

widziany jest pod danym kątem φ.
9. Znaleźć miejsce punktów, których biegunowe względem 3 kół 

przechodzą przez 1 punkt.
10. Biegunowe punktu P  względem kół pęku tworzą pęk prostych.
11. Kiedy bieganowe punktu P  względem kół pęku schodzą się 

wszystkie ze sobą?
12. Dane 2 koła ϋΓ1? K2. Znaleść spółrzędne punktów podobieństwa 

tych kół P j, P2, tj. punktów z których można poprowadzić styczne 
do obu kół.

13. Dane są 3 koła K{, i =  1, 2, 3. Każda para kół ma 2 punkty 
podobieństwa, jeden zewnętrzny, jeden wewnętrzny.

Okazać, że 3 zewnętrzne punkty podobieństwa leżą na prostej, 
zewnętrznej osi podobieństwa. Dwa wewnętrzne punkty podobieństwa 
i zewnętrzny punkt podobieństwa należący do 3-ciej pary kół leżą 
na prostej.

14. Uważajmy 2 koła 2f, K'  i ich pnnkty podobieństwa P l5 P2. 
Okazać, że biegunowe p x, p[ punktu Pt i taksamo biegunowe p 2, p2 
punktu P2 są równo oddalone od prostej r potęgowej obu kół.

15. Znaleść równania stycznych do 2-ch danych kół.
16. Okazać, że miejscem geometrycznem środków kół izogonalnych 

względem 3-ch danych kół, tj. przecinających je pod tymsamym kątem 
jest prosta przechodząca przez środek potęgowy C tych kół i prosto­
padła do zewnętrznej osi podobieństwa.

17. Znaleść miejsce geom. biegunów danej prostej względem 
kół pęku.

18. Okazać, że pęk ortogonalnych kół pęku kół pierwszego rodzaju 
jest pękiem drugiego rodzaju i naodwrót.

19. Trzy koła, których średnicami są 3 cięciwy koła k przecho­
dzące przez tensam punkt tego koła przecinają się w 3 punktach leżą­
cych na prostej.

20. Miejscem geom. punktów P  z których prostopadłe spuszczone 
na dwie proste mają spodki A, B mające stałą odległość A B =  d 
jest koło.
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ROZDZIAŁ X I.

1. Elipsa i jej równanie.

Uważajmy na płaszczyźnie dwa od siebie odmienne punkty 
C, C' i oznaczmy przez 2 c odległość tych punktów. Wprowadźmy 
układ spółrzędnych prostokątnych Kartezjusza, którego początkiem 
0  jest punkt połowiący odcinek CC, którego osią x jest prosta 
CC' o kierunku dodatnim od punktu C' do punktu C i którego oś

TZ
y  zawiera z osią x kąt - f - ~ .  Uważajmy dowolny punkt P  na

płaszczyźnie o spółrzędnych x, y i oznaczmy przez r, r' odległości 
tego punktu od punktów C, C' r —  PC, r' =  PC. Niechaj 2 a będzie 
sumą odległość r i r'

r -f - r' —  2 a. (1)
Zachodzi nierówność

a mianowicie a — c wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P  leży na 
osi x  na odcinku CC'.

Załóżmy, że P  nie leży na osi x. Otrzymamy r i r' z trój­
kątów prostokątnych /\CPM i /\C'PM, gdzie M  jest spodkiem 
prostopadłej z punktu P  na oś x  poprowadzonej. Ponieważ spół- 
rzędne punktów C i C’ są c, 0 i —  c, 0, więc mamy

Te same wzory są słuszne, gdy punkt P  leży na osi a; ów, 
tj· gdy mamy y =  0.

Spółrzędne punktu P  spełniają zatem związek
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Uważajmy teraz dowolną liczbę dodatnią a, spełniającą wa­
runek a^> c. Spółrzędne wszystkich punktów P  spełniających wa­
runek (1) spełniają równanie (3) i naodwrót. Podnieśmy obie strony 
równania (3) do kwadratu. Otrzymamy

a więc

Podnosząc jeszcze raz do kwadratu otrzymujemy

a stąd

Wprowadzając liczbę dodatnią b określoną wzorem

mamy równanie

i równoważne równanie

Otrzymujemy więc równania krzywej drugiego stopnia. Krzywa 
ta nazywa się elipsą a równania (5) i (6) równaniami elipsy. A więc 
każdy punkt P spełniający równanie (3), spełnia równania (5) i (6). 
W  dalszym ciągu będziemy uważali równanie elipsy w postaci (6) 
i przez równanie elipsy rozumieli to równanie.

Okażemy teraz, że naodwrót, każdy punkt spełniający rów­
nanie (6) spełnia warunek (1) a więc leży na elipsie. W  istocie od 
równania (6) dochodzimy wstecz do równania

gdzie z lewej strony znaki obu pierwiastków są te same, albowiem 
prawa strona jest dodatnia, gdyż
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albowiem

« 2 =  z *  _μ .

Wyciągając znów pierwiastki otrzymujemy równanie (3) 2 dodatnimi 
wartościami pierwiastków.

2. Badanie kształtu elipsy.

Na osi a;-ów leżą dwa punkty elipsy 

x — a i x =  —  a,

tak samo na osi y-ów leżą dwa punkty elipsy

V =  b i y —  —  b.

Punkty te, które oznaczać będziemy odpowiednio przez 4 , 4 '  i B, B  
nazywamy wierzchołkami elipsy. Odcinki AA! i BB' o miarach 
2 a i 2b nazywają się osiami elipsy, a mianowicie wielką i małą 
osią elipsy.

Rozwiązując równanie (6) względem y i względem x  otrzy­
mujemy wzory

Każdej wartości na x, której wartość bezwzględna jest <  a 
odpowiadają dwie rzeczywiste wartości na y różniące się znakiem, 
a każdej wartości na której wartość bezwzględna jest >  a odpo­
wiadają dwie czysto urojone ze sobą sprzężone wartości na y. Tak 
samo się mają rzeczy dla y. A  więc elipsa jest symetryczna wzglę­
dem obu osi spółrzędnych i jej punkty rzeczywiste leżą w prosto­
kącie o środku O i o bokach równoległych do osi x, y o długo­
ściach 2 a i 26.

Punkt 0  nazywa się środkiem elipsy. Punkty C i C' nazy­
wają się ogniskami (focus, foyer) elipsy; oznaczać będziemy je od­
powiednio literami F  i F'. Odcinki FP  i F 'P  są to promienie wo­
dzące (rayon vecteur) punktu P. Parametrem elipsy nazywa się 

62 . .
liczba —, równające się bezwzględnej wartości rzędnej punktu na
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elipsie o odciętej c, tj. rzędnej wystawionej w ognisku F  elipsy 
(lub w F').

3. Styczna do elipsy i jej równanie.

Styczną (tangente) elipsy w punkcie P  elipsy nazywamy prostą, 
która prócz punktu P  niema innego punktu rzeczywistego ani uro­
jonego wspólnego z elipsą. Niechaj ξ, η będą spółrzędne punktu P  
rzeczywistego lub urojonego, a więc niechaj

y  —  η —  k ( x —  ξ) =  0 (9)

będzie równaniem prostej l przechodzącej przez ten punkt i nie 
równoległej do osi y-ów i spytajmy się, kiedy ta prosta jest styczną 
do elipsy w punkcie P. Wstawmy wartość na y daną równaniem 
(9) w równanie elipsy. Otrzymamy równanie

dające nam odcięte punktów przecięcia prostej l z elipsą. Równanie 
to jest zawsze równaniem drugiego stopnia, a jednym z pierwiast­
ków równania tego jest ξ. Aby prosta (9) była styczną, potrzeba 
i wystarcza, aby pierwiastek ξ był jedynym pierwiastkiem równania.

Porządkując równanie według potęg x otrzymujemy równanie

Równanie to jest zawsze równaniem drugiego stopnia i posiada 
pierwiastek podwójny x —  ξ wtedy i tylko wtedy, gdy mamy

a więc gdy mamy
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Otrzymujemy zatem jednę jedyną wartość na k, skończoną, 
gdy η =j= 0. Wstawiając w równanie (9) otrzymujemy równanie

a więc zważając na związek

otrzymujemy równanie stycznej

Równanie stycznej otrzymujemy zatem z równania elipsy za­
stępując w tern równanie jedno x  przez ξ i jedno y przez η.

Spytajmy się teraz, czy prosta równoległa do osi y-ów może 
być styczną do elipsy w punkcie P. Widoczna, że prosta

x  —  C =  0

jest styczną do elipsy wtedy i tylko wtedy, gdy mamy

C =  +  a,

tj. gdy P schodzi się z jednym z wierzchołków A lub A ' na osi 
x-ów. W  tych punktach mamy więc również jedną jedyną styczną 
o równaniu

x HF a =  0. (13)

Równanie to zawarte jest zresztą w ogólnem równaniu (12) dla 
rj =  0, ξ =  ±  a.

4. Konstrukcja stycznej do elipsy.

Do każdej elipsy e o równaniu (6) należą dwa koła współ- 
środkowe ka, kb o promieniach a i b i o środku w punkcie O, 
środku elipsy. Przy pomocy tych kół możemy skonstruować elipsę, 
tj. przy pomocy cyrkla i lineatu znaleźć punkty P  elipsy posiada­
jące daną odciętą ξ, lub daną rzędną η. Mamy dla punktów P  elipsy 
o odciętej ξ

223
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a dla punktów koła ka o odciętej ξ 

a więc

Styczne do elipsy i do koła ka w punktach P  i Q posiadają­
cych tę samą odciętą, przecinają się w punkcie M  położonym na 
osi r-ów. W  istocie równanie stycznej do koła ką jest

Kładąc y — 0 w równaniach (12) i (15) otrzymujemy oba razy

przyczem zakładamy ξ φ  0.
Daje to nam konstrukcję stycznej t w punkcie P  jako prostej 

PM , przyczem M  jest przecięciem stycznej V do kcła w punkcie 
Q, prostopadłej do promienia OQ z osią x.

Zupełnie tak samo konstruujemy elipsę przy pomocy koła kb, 
uważając punkty Ii posiadające tę samą rzędną co punkt P. Ozna­
czając przez ξ "  odcięte tych punktów mamy

a więc

Styczna t do elipsy o równaniu (12) i styczna t" do koła kb 
o równaniu

χξ"  +  yt] —  δ2 =  0 (17)

przecinają się w punkcie N  na osi y o rzędnej

przyczem zakładamy
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Punkty P  elipsy konstruujemy najprościej (fig. 13) przy po­
mocy kół ka, kb konstruując do danego punktu G na osi x punkty 
Q, B, P, albo do danego punktu H  na osi y punkty P , Q, P.

5. Bieguny i biegunowe wźględem elipsy.

Uważajmy dowolny punkt P na płaszczyźnie o spółrzędnych 
ξ, η. Prostą p o równaniu (12) nazywamy biegunową (polaire) punktu 
P względem elipsy (6), a punkt P  jej biegunem (póle). Do każdego 
punktu odmiennego od środka elipsy należy więc zupełnie ozna­
czona biegunowa. Do środka elipsy należy prosta w nieskończo­
ności jako biegunowa.

Do każdej prostej nie przechodzącej przez środek elipsy na­
leży zupełnie oznaczony punkt P  jako biegun. W  istocie, aby prosta 
o równaniu

A x +  B y + C =  0 (19)
Geometrja analityczna na płaszczyźnie. 15
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C φ  O była biegunową punktu P  o spółrzędnych ξ, η potrzeba 
i wystarcza, aby istniała liczba k =j= 0 taka, że zachodzą równości

z których liczby k =j= O, ξ, r\ wyznaczają się w sposób jednoznaczny, 
przyczem nie obie liczby ξ, η są równe zeru.

Biegunowa (12) przecina elipsę (6) w dwóch punktach, które 
są albo rzeczywiste od siebie odmienne, albo urojone ze sobą sprzę­
żone, albo schodzą się ze sobą. Niechaj x l , y, i xt , y2 będą spół- 
rzędne punktów P1 i Ps przecięcia. Mamy więc równości

Ale równości te oznaczają, że proste o równaniach

przechodzą przez biegun Ρ(ξ, η). Proste te są to styczne t1; tg 
w punktach P1} P 2 do elipsy. A więc styczne w punktach P ,, P2 
przechodzą przez biegun P. Naodwrót niechaj punkt Q o spółrzęd­
nych y będzie punktem styczności stycznej t do elipsy przecho­
dzącej przez biegun P. Mamy

a więc punkt Q leży na biegunowej (12) punktu P, tj. jest jednym 
z punktów Px, P2.

Jeżeli biegun P leży na elipsie, biegunową jest styczna t 
w tym punkcie do elipsy, a więc punkty P1; P2 schodzą się z bie­
gunem P. Naodwrót, jeżeli biegun leży na biegunowej, leży on na 
elipsie.

Uważajmy równania (20) i (21) i obliczmy z nich xt, yt, wy­
rażając je przez ξ, η i a:, y. Rozwiązując te równania 1-go stopnia 
względem xt, y4 otrzymamy
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Możemy więc wyrazić spółrzędne punktów styczności P 4, i —  1, 2 
przez spółrzędne bieguna P  i dowolnego punktu M  o spółrzędnych 
x, y  położonego na stycznej f4, i —  1, 2. Wstawiając wyrażenia (22) 
w równanie elipsy (6) otrzymujemy równanie

a'(y — yY +  — χΥ — (*η — ylY =  o, (23)
które jest spełnione przez punkty obu stycznych i —  1, 2 po­

prowadzonych do elipsy w punktach P„ i =  1, 2 i przechodzących 
przez punkt P.

Wprowadźmy nowy układ spółrzędnych x\ y\ o początku 
P  i o osiach x', y' równoległych i równo skierowanych z osiami x, y. 
Mamy

χ — ξ +  Ρ , y  =  η +  y\ (24)

a więc równanie (23) napiszemy w nowych spółrzędnych w postaci
15*

/
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lub

Dwie proste przedstawione przez to równanie są odmienne 
od siebie rzeczywiste, urojone sprzężone ze sobą lub zlewają się ze 
sobą, zależnie od znaku wyróżnika

Widoczna, że zależnie od tego czy

jest >  0, <  0, lub =  0 zachodzą powyższe trzy przypadki.
Jeżeli zachodzi nierówność

I M  > « ,
zachodzi pierwszy przypadek. Tak samo zachodzi ten przypadek, 
jeżeli wprawdzie mamy

| ξ | < a,
ale jeżeli rzędna η punktu P  jest co do wartości bezwzględnej 
większa od wartości bezwzględnej rzędnej η' punktu P' elipsy po­
siadającego tę samą odciętą ξ. Drugi przypadek zachodzi, jeżeli 
| ξ < α  i wartość bezwzględna rzędnej η jest mniejsza od wartości 
bezwzględnej rzędnej η'. Nareszcie trzeci przypadek zachodzi, jeżeli 
wartości bezwzględne obu rzędnych są sobie równe.

A  więc jeżeli punkt P leży zewnątrz elipsy, można poprowa­
dzić do elipsy dwie styczne rzeczywiste od siebie odmienne. Jeżeli 
punkt P  leży wewnątrz elipsy styczne do elipsy są urojone sprzę­
żone. Nareszcie styczne zlewają się w jedną styczną, jeżeli P  leży 
na elipsie.

Stąd wypływa konstrukcja stycznych do elipsy z punktu 
zewnątrz elipsy, gdyż biegunową łatwo skonstruować. Prostsza jednak 
konstrukcja stycznych jest następująca. Ze wzorów (12) i (15) wy­
nika, że styczne t i t' w punktach Q i Q' elipsy i koła ka mających tę 
samą odciętą i położonych z tej samej strony osi x  przecięte są pro­
stymi x — C w punktach P, P\ których rzędne stoją do siebie w sto­
sunku b: a. A  więc styczne do koła przechodzące przez punkt P'
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o spółrzędnych ξ, η' —  —η i odpowiednie styczne do elipsy prze­

chodzące przez punkt P  przecinają się w dwóch punktach Mlf M2 
położonych na osi x. Stąd wypływa konstrukcja figury (14). Łą­
czymy P  z B, otrzymując punkt N  na osi x, następnie łącząc N  
z C otrzymujemy P'. Styczne £x, t2 z punktu P' do koła ka dają 
nam punkty Mu M2 na osi x. Proste M1P i il/2P są stycznymi 
t1, t2 do elipsy, a punkty przecięcia Q2 stycznych z prosto­
padłymi do osi x  przez punkty Q\y Q\ styczności na kole ka po­
prowadzonymi są punktami styczności Qx, stycznych tly t2.

różniące się tylko tern od równania (6) elipsy, że zamiast —  1 
mamy +  i· Widoczna, że niema punktu rzeczywistego, którego 
spółrzędne spełniają to równanie. Każde] wartości na x  odpowia­
dają dwie wartości urojone na y

i tak samo każdej warto,ci na y odpowiadają dwie wartości uro­
jone sprzężone na x

Mówimy, że te punkty są położone na elipsie urojonej, której 
równaniem nazywamy równanie (27). Liczby 2a i 2 b nazywają się 
długościami osi wielkiej i małej elipsy urojonej.

Dla odróżnienia od elipsy urojonej nazywamy też elipsę elipsą 
rzeczywistą, a krótko elipsą tylko wtedy gdy nie może być niepo­
rozumienia.

6. Elipsa urojona i jej równanie.

Uważamy równanie drugiego stopnia

7. Hiperbola i jej równanie.

Uważajmy znów dwa punkty na płaszczyźnie oddalone od 
siebie o 2 c, c >  0 i wprowadźmy układ spółrzędnych, którego osią
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x  jest prosta CC' z kierunkiem dodatnim od C' do U, a osią y 
symetralną odcinka CC' z kierunkiem dodatnim zawierającym kąt

+  £  z kierunkiem osi x.
u

Uważajmy dowolną liczbę dodatnią 2 a i szukajmy punktów 
P  na płaszczyźnie takich, że różnica odległości

punktu P  od punktów C i C' równa się tej liczbie 2 a

f

Widoczna, że wartość bezwzględna liczby a nie może prze­
kraczać liczby c. Jeżeli a —  c, otrzymujemy punkty położone na 
osi «-ów o odciętej χ —  c, a jeżeli a —  —  c punkty położone na 
tejże osi o odciętej x >  c.

Załóżmy

i oznaczmy przez M spodek prostopadłej spuszczonej z punktu P 
na oś ar-ów. Mamy

a więc mamy warunek

Podnosząc do kwadratu mamy

stąd otrzymujemy podnosząc raz jeszcze do kwadratu

Dochodzimy więc do równania drugiego stopnia

Wprowadzamy wielkość dodatnią b'ź określoną wzorem

i otrzymujemy równanie drugiego stopnia
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i równanie równoważne

Równania (32) i (33) przedstawiają krzywą drugiego stopnia, 
która się nazywa hiperbolą. Każdy punkt spełniający warunek (23) 
leży więc na hiperboli o równaniu (32) lub (33).

Uważajmy teraz naodwrót równanie (33) lub (32). Dochodzimy 
wstecz do równania

W  równaniu tern należy obrać pierwiastki ze znakami -f- albo­
wiem łatwo widać, że

jest zawsze dodatnie. W  istocie mamy

i

którą to ostatnią nierówność wyprowadzamy natychmiast z równa­
nia hiperboli.

Z  równania poprzedniego otrzymujemy albo równanie (30) 
albo też równanie

które się różni od równania (30) tern, że z prawej strony mamy 
zamiast 2 a —  2 a. Zarówno punkty spełniające równanie (30) jak  
i punkty spełniające równanie (30'), a więc warunek

leżą na hiperboli (33) i widoczna, że jeżeli a >  0, pierwsze punkty 
leżą na lewo od osi y , a drugie na prawo od tej osi, a jeżeli a <( 0 
rzeczy się mają odwrotnie. Zresztą z równania (30) otrzymujemy

więc
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i tak samo z równania (30') wynika 

więc

Założymy w dalszym ciągu, że a jest liczbą dodatnią. Przez 
b będziemy rozumieli dodatni pierwiastek z ó*. Równanie hiperboli 
będziemy zwykle uważali w postaci (33).

8. Badanie kształtu hiperboli.

Hiperbola (33) posiada na osi x-ów  dwa punkty A i A' o spół- 
rzędnych x — a i x —  —  a. Na osi y-ów niema punktu rzeczywi- 
stego, gdyż dla x =  0 mamy y — +  ib. Uważamy jednak na tej 
osi dwa punkty rzeczywiste B  i B' o spółrzędnych y =  b i y =  —  b 
i nazywamy 4 punkty A , A', B, B' wierzchołkami hiperboli. Odci­
nek A 'A nazywamy osią rzeczywistą hiperboli, zaś odcinek B'B  
osią urojoną. Punkt O nazywa się środkiem hiperboli.

Z równania (33) otrzymujemy

Każdej wartości na x  takiej, że | x  | >  a odpowiadają dwie rzeczy­
wiste wartości na y od siebie odmienne i różniące się tylko zna­
kiem. Każdej wartości na x takiej, że | x  | <  a odpowiadają dwie 
urojone ze sobą sprzężone wartości na y. Każdej wartości na y 
odpowiadają dwie rzeczywiste od zera i od siebie odmienne i różniące 
się tylko znakiem wartości na x. A więc hiperbola jest symetryczna 
względem obu osi spółrzędnych i składa się z dwóch oddzielnych 
części położonych po obu stronach osi y-ów, które się nazywają ga­
łęziami hiperboli i których równaniami są odpowiednio równania 
(30) i (307). Punkty (7, C' nazywają się ogniskami (foyer) hiperboli.
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Będziemy je oznaczali przez F, F'. Wartość bezwzględna rzędnej
b2

w ognisku tj. liczba — nazywa się, jak dla elipsy, parametrem p 
Ci

hiperboli.
Hiperbola, dla której a — b, nazywa się równoboczną.

9. Asymptoty hiperboli.

Uważajmy równanie

które się od równania (33) hiperboli różni tylko tern. że zamiast 
—  1 mamy 0. Równanie to przedstawia dwie linje proste przecho­
dzące przez początek układu

Proste te widocznie nie mają punktów w skończoności wspólnych 
z hiperbolą ani rzeczywistych ani urojonych. Można udowodnić, że 
własność ta jest charakterystyczna dla tych prostych. Uważajmy 
dowolną prostą Z, której równanie możemy napisać w postaci

albowiem proste równoległe do osi </-ów, jak widzieliśmy mają 
z hiperbolą wspólne albo dwa punkty w skończoności albo jeden 
punkt w skończoności. Prosta (38) przecina hiperbolę w punktach, 
których odcięte otrzymujemy z równania

a więc z równania

Równanie to jest równaniem pierwszego stopnia wtedy i tylko wtedy 
gdy spółczynnik kątowy m spełnia warunek
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a więc dla prostych równoległych do jednej z prostych (37). Rów­
nanie to jest równaniem stopnia zero wtedy i tylko wtedy gdy 
mamy prócz równości (40) równość

w =  0, (41)
a więc dla prostych (37).

Zastąpmy w równaniu (33) hiperboli i w równaniu (38) pro­
stej spółrzędne Kartezjusza a?, y przez spółrzędne jednorodne
*2 , x t -

Otrz}Tmamy równania

Rugując z równań tych x2 otrzymujemy równanie

które to równanie posiada jeden pierwiastek ar3 —  0 w przypadku 
gdy zachodzi warunek (40) i tylko w tym przypadku, a posiada 
pierwiastek podwójny x\ =  0 wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi 
równość (41).

Możemy więc powiedzieć, że proste (37) mają z hiperbolą 
wspólne dwa punkty w nieskończoności, a każda prosta równoległa 
do jednej z prostych (37) i od nich odmienna ma wspólny z hiper­
bolą jeden punkt w nieskończoności, a jeden punkt w skończoności, 
który jest rzeczywisty.

Proste (37) nazywają się asymptotami hiperboli αΐ5 a2, a to 
z następującego powodu. Uważajmy ciąg wartości na x rosnący 
nieograniczenie do - f o o .  Wartościom tego ciągu odpowiadają war­
tości na rzędne y punktów na hiperboli

któ^ch wartości absolutne dążą do -j- oo, i tak samo wartości na 
rzędne Y  punktów na asymptotach
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których wartości absolutne dążą też do -|- oo. Uważajmy różnicę .

gdzie pierwiastek jest dodatni. Mamy nierówności

W  istocie, druga nierówność jest oczy wista, a pierwszą otrzymu­
jemy zważając, że mamy

albowiem

albowiem zakładamy x >  a. Zatem mamy

Różnica rzędnych punktu P' na asymptocie ax i punktu P  na hi­
perboli z dodatniej strony osi x dąży więc do zera, gdy x  rośnie 
nieograniczenie. Tak samo się mają rzeczy dla drugiej asymptoty 
i dla drugiej gałęzi hiperboli, a stąd pochodzi nazwa asymptot. lO.

lO. Styczna do hiperboli i jej równanie.

Podobnie jak w przypadku elipsy styczną hiperboli w punkcie 
P  (ξ, rj) nazywamy prostą t przechodzącą przez ten punkt i nie 
mającą innego punktu wspólnego z hiperbolą ani w skończoności 
ani w nieskończoności. Prosta

jest styczną wtedy i tylko wtedy, gdy równanie na x

ma na x  pierwiastek podwójny χ —  ξ. Równanie to napiszemy 
w postaci
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A  więc mamy warunek

stąd

czyli

zakładając η φ  0. Otrzymujemy zatem jedną jedyną styczną o rów­
naniu

a więc o równaniu

Wykluczyliśmy proste równoległe do osi y-ów, ale widoczna, 
że prosta o równaniu

C = 0  (50)

jest styczną do hiperboli wtedy i tylko wtedy gdy mamy albo

C — a
albo

C =  —  a.

Mamy wtedy styczne w wierzchołkach A  i A'.
Równanie stycznej (50) można uważać jako szczególny przy­

padek równania (49) dla η =  0, ξ =  ±  a.

11. Konstrukcja stycznej do hiperboli.

Do hiperboli (33) należą dwa koła k„, kb o promieniach a i b. 
Przy pomocy kół tych możemy skonstruować punkty hiperboli na­
leżące do danego x  lub do danego y. Jeżeli x =  0Q jest dane,, 
prowadzimy styczną do koła ka, otrzymując

a następnie konstruujemy y z proporcji
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Jeżeli y =  OR jest dane, konstruujemy QC -f- b2, a następnie
otrzymujemy x z proporcji

Styczną w punkcie Ρ(ξ, η) konstruujemy konstruując punkt Ji, 
w którym styczna przecina oś x , i którego odcięta jest
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albo też konstruujemy punkt N, w którym styczna przecina oś y

12. Bieguny i biegunowe względem hiperboli.

Uważajmy dowolny punkt Ρ(ξ, η) na płaszczyźnie. Biegunową 
tego punktu względem hiperboli (33) nazywamy prostą o równaniu 
(49). Punkt P  nazywa się biegunem tej prostej. Znów jak w przy­
padku elipsy widoczna, że do każdego punktu odmiennego od 
środka 0  należy biegunowa nie przechodząca przez środek, a do 
środka 0  należy prosta w nieskończoności jako biegunowa. Rów­
nież łatwo okazać, że do każdej prostej nie przechodzącej przez 
środek należy jeden i tylko jeden biegun.

Każdy punkt przecięcia biegunowej p z hiperbolą jest punktem 
styczności stycznej z bieguna P  do hiperboli poprowadzonej i na- 
odwrót punkt styczności każdej stycznej z punktu P  poprowadzonej 
do hiperboli leży na biegunowej p. Dowodzi się tego zupełnie tak 
samo jak do elipsy.

Biegunowa przecina hiperbolę tylko w jednym punkcie w skoń- 
czoności, jeżeli jest równoległą do jednej z asymptot, a więc jeżeli 
mamy proporcję

więc jeżeli

a więc jeżeli biegun P  leży na jednej z asymptot. Otrzymamy rów­
nania stycznych z punktu P  poprowadzonych do hiperboli rozwią­
zując równania

w których ξ, η są spółrzędne punktu styczności P  względem E, η, 
a następnie wstawiając w równanie hiperboli (33). Otrzymamy
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a stąd równanie w spółrzędnych bieżących ar, y

Wprowadzając osie ar', y' o początku P  równoległe i równoskiero- 
wane z osiami ar, y wzorami

otrzymamy równanie 2-go stopnia

ar'2(£>2 - f -  η*) +  2x'y^rj  —  y ' 2(a 2 — ξ 2) =  0. · ( δ δ )

Wyznacznik d tego równania

d =  -  (ό2 +  η*)(α2 -  ξ2) -  ξ2η2 =
=  ξ262 — η2α2 —  α2έ2

jest >  0, <  0 lub =  0 zależnie od tego czy wyrażenie

jest >  0, < ; 0 lub =  0. Wyrażenie to jest zawsze ujemne, jeżeli 
mamy ξ <  a. Jeżeli | ξ | >  a, niechaj η' będzie rzędna punktu P' 
położonego na hiperboli (33) i posiadającego odciętą ξ. Mamy

a więc d jest >  0, 0 lub =  0 zależnie od tego, czy mamy

A więc z punktu P można poprowadzić dwie styczne i,, 
rzeczywiste od siebie odmienne, jeżeli ten punkt leży zewnątrz hi­
perboli, t. zn. pomiędzy jej obu gałęziami, nie leżąc na żadnej 
z asymptot, w którym to przypadku mamy jednę styczną rzeczy­
wistą. Z punktu P  mamy dwie styczne urojone ze sobą sprzężone, 
jeżeli ten punkt leży wewnątrz hiperboli, t. zn. wewnątrz jednej 
albo drugiej gałęzi. Nareszcie te styczne zlewają się w jednę styczną 
rzeczywistą podwójną, jeżeli P  leży na hiperboli.

Spytajmy się teraz, czy jeżeli P  leży wewnątrz hiperboli,
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styczne t1, t2 są stycznymi do tej samej gałęzi hiperboli czy też do 
różnych gałęzi. Na odcięte punktów przecięcia biegunowej (49) z hi­
perbolą (33) mamy równanie

a więc równanie

A  więc obie odcięte mają ten sam znak jeżeli zachodzi nierówność

α2η* — όϊξϊ <  0,
a mają znaki przeciwne jeżeli mamy

Zatem styczne z punktów P  leżących pomiędzy asymptotami a hi­
perbolą są stycznymi do tej samej gałęzi hiperboli, a styczne z punktu 
P  leżących pomiędzy asymptotami w tych częściach płaszczyzny, 
w których niema hiperboli są stycznymi do różnych gałęzi hiper­
boli. Nareszcie uważając znak spółczynnika przy pierwszej potędze 
x  widzimy, że w pierwszym przypadku odcięte punktów styczności 
mają znak odciętej ξ punktu P.

13. Hiperbole ze sobą sprzężone. Równanie hiperboli odnie­
sione do asymptot jako osi spółrzędnych.

Uważajmy krzywą drugiego stopnia określoną równaniem

Przemieniając osie x  i y widzimy, że to równanie przedstawia rów­
nież hiperbole, której oś rzeczywista leży na osi y-ów i ma długość 
2 b, zaś oś urojona leży na osi ,-r-ów i ma długość 2 a. Przemieniając 
prócz x  i y σ z b dochodzimy znów do hiperboli (33). Hiperbole 
(33) i (57) nazywają się hiperbolami ze sobą sprzężonemi (conju- 
gućes); posiadają one te same asymptoty i ogniska równo oddalone 
od środka O.

Wprowadzimy teraz nowy układ spółrzędnych x\ y', którego 
osiami są odpowiednio asymptoty α2, a1? a mianowicie kierunek
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dodatni osi x' zawiera z dodatnim kierunkiem osi x  kąt φι okre­
ślony wzorami

a więc mamy φ2 = —  φ1. Mamy więc wzory przekształceń

Otrzymujemy więc równanie

a więc równanie 

Równanie hiperboli sprzężonej z hiperbolą (33) jest teraz

Naodwrót można łatwo okazać, że równanie 2-go stopnia

przedstawia hiperbolę odniesioną do asymptot jako do osi spółrzęd- 
nych. W  istocie, uważajmy prostokątny układ spółrzędnych x ', y' 
otrzymany przez przepołowienie kątów, jakie zawierają ósie spół­
rzędnych, i obierzmy jako oś x' prostą połowiącą kąt Θ dodatnich 
kierunków osi x  i y. Mamy wzory przekształcenia

Otrzymujemy zatem równanie
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które dla m >  O przechodzi w równanie (33) hiperboli, jeżeli po­
łożymy

fi fi
a =  2 \m cos 0 , b — 2 \m sin ^ , (63)

a dla m < 0  przechodzi w równanie (57) hiperboli sprzężonej, jeżeli 
położymy

q ____  0
a — 2 \—  m cos b =  2\ — msin —. (64)Δ Δ

14. Parabola i jej równanie.

Uważajmy prostą k i punkt F  nie leżący na tej prostej 
i oznaczmy przez p  odległość punktu F  od prostej k. Obierzmy 
układ spółrzędnych prostokątny, którego oś x  jest prostopadła do 
prostej k i przechodzi przez punkt F, i której kierunek dodatni 
skierowany jest od prostej k do punktu F< a początek O układu 
obierzmy w punkcie połowiącym odcinek ID , gdzie D  jest punk­
tem przecięcia osi x z prostą k.

Spytajmy się, jaki związek zachodzi pomiędzy spółrzędnymi 
x, y punktu P  równo odległego od prostej A: i od punktu I.  Mamy 
oznaczając przez Q spodek prostopadłej z P  na oś a: spuszczonej, 
przez R spodek prostopadłej na oś y  spuszczonej, a przez r odleg­
łość FF

(65)

Widoczna, że x  nie może być ujemne, a więc równanie (66) mo­
żemy zastąpić przez równanie

Mamy

Stąd otrzymujemy
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a więc

Otrzymujemy więc równafiie drugiego stopnia. Krzywą drugiego 
stopnia określoną przez równanie (67) nazywamy parabolą.

Naodwrót każdy punkt P, którego spółrzędne spełniają rów­
nanie (87) paraboli spełnia warunek (65). Liczba p nazywa się 
parametrem paraboli, prosta k kierownicą paraboli (directrice), a punkt 
F  ogniskiem (foyer) paraboli.

15. Badanie kształtu paraboii.

Parabola posiada jeden jedyny punkt na osi x  a mianowicie 
początek 0  układu spółrzędnych, który jest też jedynym punktem 
na osi y. Każdej dodatniej wartości na x odpowiadają dwie war­
tości na y

różniące się tylko znakiem, a każdej ujemnej wartości na x odpo­
wiadają dwie urojone sprzężone ze sobą wartości na y. Jeżeli x 
rośnie nieograniczenie, natenczas i wartość bezwzględna y  rośnie 
nieograniczenie. Początek O nazywa się wierzchołkiem paraboli.

16. Styczna do paraboli i jej równanie.

Styczną do paraboli w punkcie Ρ ( ξ ,  η )  paraboli nazywamy 
prostą, która prócz tego punktu niema z parabolą wspólnego ża­
dnego punktu rzeczywistego ani urojonego. Prosta o równaniu

y  —  η  —  k ( x  —  ξ )  =  0  (68)

jest więc styczną do paraboli, jeżeli równanie drugiego stopnia

[η +  H x —  £)]2 —  2PX =  0

ma podwójny pierwiastek χ  =  ξ .  Równanie to napiszemy w postaci

Mamy więc
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zakładając η φ  0. Otrzymujemy więc równanie jednej zupełnie 
oznaczonej stycznej

a więc 

Prosta

równoległa do osi y jest styczną wtedy i tylko wtedy, gdy mamy

C =  0,

a więc w początku O. Równanie

x =  0

tej stycznej jest szczególnym przypadkiem równania (70) dla
ξ =  η =  0.

17. Konstrukcja stycznej do paraboli.

Do danej odciętej 0Q konstruujemy punkt P kreśląc z ogni­
ska Έ koło o promieniu DQ , a do danej rzędnej QR konstruujemy 
punkt P, połowiąc odcinek SF w punkcie I  (położonym na osi y) 
i kreśląc w tym punkcie prostopadłą SF i przecinając nią prostą SR.

Styczną w punkcie P rysujemy zważając, że dla y =  0 mamy

a więc konstruując punkt M taki, że OM =  —  OQ, albo konstruując 
punkt N  przecięcia stycznej z osią y, dla którego mamy

a więc

a więc punkt N  schodzi się z punktem T.
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18. Bieguny i biegunowe względem paraboli.

Uważajmy dowolny punkt Ρ(ξ, rf) na płaszczyźnie. Prostą 
o równaniu (70) nazywamy biegunową tego punktu względem para­
boli a punkt P  biegunem prostej. Każdy punkt przecięcia tej prostej 
z parabolą jest punktem styczności stycznej z P  do paraboli popro­
wadzonej i naodwrót. Wszystkie punkty styczności stycznej z punktu 
P do paraboli poprowadzonych leżą na biegunowej p. W  istocie, 
jeżeli ζ)(ξ, η) jest punktem przecięcia, mamy

Fig. 16.

a stąd wynika, że styczna t w punkcie Q

przechodzi przez punkt P  i naodwrót z równości (72) wynika, że 
biegunowa p przechodzi przez punkt styczności Q.

Każda prosta nie równoległa do osi a:-ów jest biegunową 
jednego zupełnie oznaczonego punktu Ρ(ξ, rj). W  istocie uważajmy 
równanie

www.rcin.org.pl



246

χ —|— my -(- n —  O

i porównajmy je z równaniem (70) biegunowej. Chodzi o znalezienie 
liczb k φ  0, ξ, Ί) spełniających warunki

k =  — p, 
km =  η, 

kn =  —  ρ ξ ,

ale widoczna, że równania te spełnione są przez jeden jedyny układ

k =  — p,

η =  — pm.

Biegunowa przecina parabolę w punktach, których spółrzędne 
otrzymamy wstawiając

χ =  ν η — ρ ξ  
P

w równanie (67) paraboli. Mamy więc

y* — 2(μη— ρξ) =  0 (64)

Wyróżnik tego równania jest

d =  2 p Ę - r f .  (75)

Otrzymujemy zatem dwa punkty rzeczywiste od siebie odmienne 
przecięcia, dwa punkty urojone sprzężone ze sobą lub jeden punkt 
rzeczywisty zależnie od tego, czy

rJ2 —  2ρξ
jest > 0 ,  <  lub =  0.

A więc jeżeli ξ ·< 0 lub ξ =  0, ϊ ] φ 0  mamy d <C 0. Jeżeli 
ξ >  0 d jest >  0, jeżeli rzędna η' punktu P' położonego na para­
boli i mającego odciętą ξ jest co do wartości bezwzględnej większa
niż wartość bezwzględna η, zaś d jest <  0 jeżeli się rzeczy mają 
naodwrót. A więc widzimy, że z punktu położonego zewnątrz pa­
raboli, tj. po tej stronie paraboli, po której się znajduje ujemne 
ramię osi' x  można do paraboli poprowadzić dwie styczne rze­
czywiste od siebie odmienne. Z punktu położonego wewnątrz para­
boli, tj. po stronie dodatniego ramienia osi x  poprowadzone styczne 
są urojone ze sobą sprzężone. Nareszcie styczne zlewają się w jedną 
styczną rzeczywistą, jeżeli punkt P leży na paraboli.
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Biegunowa przecina oś a? w punkcie

zaś oś y w punkcie

daje się więc łatwo skonstruować.
Równanie stycznych z punktu P  do paraboli otrzymamy, obli­

czając ξ, rj z równań (72), (73) i wstawiając w równanie (67) pa­
raboli zamiast x  i y. Mamy

więc otrzymamy

więc

Dochodzimy więc do równania

p(x -  ©> -  2r,(x -  ξ) (y -  r,) +  2 ;(jr -  η)> =  0 , (77)

na którego wyróżnik otrzymujemy wyrażenie (75).

19. Równania wierzchołkowe elipsy, hiperboli i paraboli.

Równaniem wierzchołkowem elipsy, hiperboli i paraboli nazy­
wamy równanie tych krzywych odniesione do następującego układu 
spółrzędnych z', y'. Początkiem 0' jest jeden z wierzchołków, jedną 
z osi spółrzędnych jest ta z osi x  lub y, która przez ten punkt 
przechodzi a nowy układ jest prostokątny i zgodnie zorjentowany 
z układem x, y.

Obierzmy więc dla elipsy wierzchołek A! jako początek O', 
dla hiperboli wierzchołek A, zaś dla paraboli nie zmieniamy po­
czątku układu. Równanie wierzchołkowe elipsy jest

równanie hiperboli
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a równanie paraboli

Mamy równania:
1) Elipsy:

2) Hiperboli:

3) Paraboli:

Wprowadzając w te równania parametr — =  p elipsy i hi 

perboli, napiszemy jedno równanie

przedstawiające dla ε =  -I- 1 hiperbolę, dla ε =  —  1 elipsę, a dla 
ε =  0 parabolę. Stąd widoczna, że hiperbola przebiega zewnątrz 
paraboli, a ta znowu zewnątrz elipsy i że jeżeli nie zmieniając 
parametru p  nadamy półosi a ciąg wartości dążący do nieskończo­
ności, natenczas hiperbola i elipsa zbliżają się nieograuiczenie do 
paraboli.

Ćwiczenia.

1. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których elipsa wi­
dziana jest pod kątem danym <p. W szczególności znaleźć miejsce geo­
metryczne punktów, z których elipsa widziana jest pod kątem prostym.

2. Kiedy prosta

jest styczną do elipsy?
3. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których styczne po­

prowadzone do hiperboli zawierają dany kąt φ, przyczem uważamy kie­
runki od punktu danego do punktów styczności. W szczególności znaleźć
. . πmiejsce geometryczne punktów, dla których φ =

Li

4. Znaleźć miejsce geometryczne punktów, z których parabola wi­
dziana jest pod danym kątem <p. W szczególności znaleźć miejsce geo-

π
metryczne punktów, dla których cp =  —.

Li
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5. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych ze środka 
O na styczne elipsy.

6. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych ze środka 
na styczne hiperboli.

7. Iloczyn odległości ognisk F  i F ' od stycznej elipsy równa się 
kwadratowi połowy małej osi.

8. Iloczyn odległości ognisk F  i F' od stycznej hiperboli równa 
się ujemnemu kwadratowi połowy małej osi.

9. Znaleźć miejsce geometryczne spodków prostopadłych z punktu 
P  na styczne elipsy poprowadzonych.

10. To samo zadanie dla hiperboli.
11. To samo zadanie dla paraboli.
12. Punkty elipsy, których normalne przechodzą przez dany punkt 

P  leżą na hiperboli, której asymptotami są osi elipsy.
13. Uważamy prostą l przecinającą hiperbolę w punktach A, B  

a asymptoty w punktach C, D. Odcinki AC. BD  mają równe miary.
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RO ZD ZIAŁ X II.

Przekształcanie ogólnej funkcji drugiego stopnia 
i ogólnego równania drugiego stopnia. Niezmien­
niki funkcji drugiego stopnia i równania drugiego

stopnia
1. Przekształcanie linjowe dwóch zmiennych.

Przekształceniem albo transformacją linjową dwóch zmiennych 
x, y w dwie nowe zmienne a·', y nazywamy czynność polegającą 
na zastąpieniu a?, y przez x\ y' zapomocą wzorów

Liczby aiu i —  1, 2, j —  1, 2, 3 nazywają się spółczynnikami prze­
kształcenia linjowego. Wyrażenie

( l  --  #22 *̂12^21 ( )̂
nazywa się wyróżnikiem przekształcenia linjowego. Jeżeli wyróżnik 
d jest liczbą od zera odmienną, możemy ze wzorów (1) wyrazić 
x, y przez x', y' wzorami

w których to wzorach liczby bijt i =  1, 2, j  =  1, 2, 3 są to zupeł­
nie oznaczone liczby i w szczególności mamy

Przekształcenie (3) nazywa się przekształceniem odwrotnem prze­
kształcenia (1).
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Uważajmy dwa układy (X) i (X ') spółrzędnych Kartezjusza 
i załóżmy, że początek 0' układu (X ') w układzie spółrzędnych (X) 
ma spółrzędne a, b\ niechaj dalej bx i a2, br będą spółczynniki 
kierunkowe dodatnich kierunków osi x\ y' w układzie (X), zaś Θ 
kąt dodatniej osi y z dodatnią osią a?, a θ' kąt dodatniej osi y' 
z dodatnią osią x ' . Pomiędzy spółrzędnymi obu układów mamy 
związki

a więc mamy 'przekształcenie linjowe kształtu (3). Mamy wzory

2 Przekształcenie funkcji drugiego stopnia zapomocą prze­
kształcenia linjowego.

Uważajmy funkcję drugiego stopnia

/ ( # ,  y) =  Α χ 2 +  2 B x y  -f- Cy2 -|- 2 D x  +  2 Ey  +  F. CO
Przekształćmy tę funkję przekształceniem (3), natenczas otrzymamy 
funkcję f '(x \  y') również drugiego stopnia

która się nazywa 'przekształconą funkcji f ( x ,  y). Oznaczając przez 
A', B C \  D E \  F'  spółczynniki funkcji przekształconej mamy 
wzory

Mamy widocznie

Wprowadźmy formę φ(χ, y) drugiego stopnia
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i formę również drugiego stopnia czterech zmiennych x x<) yx\ # 2, y2 

φ(*ι, yx\ x 2, y2) =  A xxx 2 - f  B (x xy2 - f  x 2yx)  - f  Cyxy2. (12)

Forma ta jest formą pierwszego stopnia względem x x, yx i tak samo 
formą pierwszego stopnia względem a;2, / / 2. Forma taka nazywa się 
formą bilinearną dwóch par zmiennych x x, yx i x ix y2. Forma ta 
jest formą symetryczną obu par x x, y, i x ix y2 t. zn. nie zmieni się, 
jeżeli przemienimy obie pary zmiennych ze sobą.

Wprowadźmy jeszcze znane nam już oznaczenia

i oznaczenie

Wówczas forma przekształcona f '(x\  y') dla przekształcenia (5) ma 
następujące spółczynniki

Załóżmy A =j= 0 i napiszmy A' w postaci

Widoczna, że gdy wyróżnik δ jest dodatni, A i A' są równocześnie 
dodatnie i ujemne. W  istocie, A' może się równać tylko wtedy zeru 
gdy mamy bx =  0; Aax -[- Bbx —  0, a więc ax — bx =  0, co być 
nie może. Tak samo C ' ma znak A, albowiem mamy

Zauważmy dalej, że wszystkie trzy spółczynniki A', B ', C' 
nie mogą się równocześnie równać zeru. W  istocie mielibyśmy 
wówczas
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Równości (16) możemy uważać jako dwa równania linjowe i jedno­
rodne względem niewiadomych

A ax -\-Bbu B al -\-Cb1.

Wyznacznik spółczynników przy niewiadomych jest axb2 — a,2bx, 
a więc jest od zera odmienny. Wynika stąd, że musielibyśmy mieć

Aax -f- Bbx —  0 , Bax -f- Cbx =  0.

Tak samo możemy równości (17) uważać jako równania linjowe 
jednorodne względem niewiadomych

a więc musielibyśmy mieć 

Uważajmy teraz równości

Równości te możemy uważać jako równania linjowe i jednorodne 
względem niewiadomych A , B. Ponieważ wyznacznik spółczynników 
przy niewiadomych a,ó2 — a2b1 jest od zera odmienny, więc mu­
sielibyśmy mieć

Uważajmy tak samo równości

Bax -J- Cbx =  0 , Ba2 -j- Cb2 =  0 .

Równości te możemy uważać jako równania linjowe i jednorodne 
o niewiadomych B , C, a więc musielibyśmy mieć

B =  C =  0.

A więc wszystkie trzy spółczynniki A, B, C musiałyby równać się 
zeru co nie zachodzi.

Możemy także rozumować w ten sposób: Forma φ(χ, y) prze­
chodzi przekształceniem linjowem
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w formę ψ'(χ', y ') o spółczynnikach A', B ', C ' . Gdyby wszystkie 
te 3 spółczynniki równały się 0, forma φ'(χ', y') równałaby się 
zeru dla wszystkich wartości x\ y\ a więc forma φ(#, y) równałaby 
się zeru dla wszystkich wartości x, y. A  więc wszystkie trzy spół­
czynniki A, B, C formy φ(#, y) musiałyby równać się zeru.

3. Przekształcanie równania krzywej drugiego stopnia przez
wprowadzenie nowego układu spółrzędnych.

Uważajmy równanie krzywej drugiego stopnia C

f(x , y) =  0 (18)

i wprowadźmy wzorami przekształceń (5) nowy układ spółrzędnych 
Kartezjusza. Spółrzędne x, y punktu P położonego na krzywej C 
przechodzą w spółrzędne x\ y' spełniające równanie drugiego stopnia

/ ' ( * ' ,  / ) = = 0  (19)

przyczem spółczynniki funkcji przekształconej f  wyrażają się wzo­
rami (15) przez spółczynniki funkcji pierwotnej f .  Naodwrót, jeżeli 
spółrzędne x', y punktu P  spełniają równanie (19), natenczas spół­
rzędne y tego punktu spełniają równanie (18). Równanie (19) 
nazywa się równaniem przekształcanem krzywej C.

4. Niezmienniki funkcji drugiego stopnia względem prze­
kształcenia linjowego.

Ze wzorów (9) wynika, że spółczynniki funkcji / '(# ',  y') prze­
kształconej funkcji f (x , y) przekształceniem (3) są funkcjami linjo- 
wemi i jednorodnemi spółczynników funkcji f{pc, y). Przytem każdy 
spółczynnik funkcji przekształconej zależy od przynajmniej trzech 
spółczynników funkcji pierwotnej.

Uważajmy teraz przekształcenie linjowe (5) i postawmy sobie 
następujące pytanie: Czy istnieją takie funkcje spółczynników
A ',.. .  F ' funkcji / ' ( # ' ,  y’)

które mają tę własność, że jeżeli w tej funkcji zastąpimy A', . . .F r 
przez wyrażenia (15), otrzymamy taką funkcję spółczynników A ,...P

www.rcin.org.pl



255

i sjółczynników wzorów (5) przekształcenia, która daje się napisać 
w  postaci

P(e. b; « 1 1 *1 ; «*» h )  ■ ^ { A , . . . F ) .

T . sn. że otrzymamy iloczyn tej samej funkcji Φ spółczynników 
A  . . F  pomnożony przez pewną funkcję spółczynników przekształ­
ceń a a . .  ,bi. Mamy więc tożsamość

W  szczególności będziemy szukali takich wielomianów 6 wiel- 
kośti które powyższą własność posiadają.

Funkcje posiadające powyższą własność nazywają się niezmien- 
nikami funkcji drugiego stopnia /(a?, y) względem przekształcenia 
linjcwego (5).

Ponieważ pierwsze 3 spótczynniki A', B', C' zależą tylko od 
pierwszych 3 spółczynników A , B: C, więc można szukać niezmien­
ników zależnych tylko od tych trzech spółczynników. Otóż łatwo 
okazać, że takim niezmiennikiem jest wyróżnik δ =  AG —  jB*.

W  istocie, pomnóżmy przez siebie wyróżniki 2-go stopnia

mnoiąc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik 2-go stopnia

Pomaóżmy jeszcze raz ten wyznacznik przez wyznacznik

mnożąc kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego 
wyznacznika. Otrzymamy wyznacznik

Oznaczając przez δ' minor 5 obliczony dla funkcji f ' { x j  y' ) otrzy­
mujemy związek

okazujący, że δ jest niezmiennikiem.
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Okażemy teraz, że wyznacznik trzeciego stopnia Δ jest też 
niezmiennikiem. Postąpimy tą samą drogą co poprzednio, mnożąc 
przez siebie wyznaczniki

a mianowicie mnożąc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik 
trzeciego stopnia

Pomnóżmy otrzymany wyznacznik raz jeszcze przez wyznacznik

mnożąc kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego 
wyznacznika. Otrzymamy wyznacznik trzeciego stopnia

który oznaczamy przez Δ'. Mamy więc związek

okazujący znów, że wyznacznik Δ jest niezmiennikiem.
Uważajmy teraz przekształcenie linjowe (5) jako przekształ­

cenie układów spółrzędnych (X) i (X '). Wówczas napiszemy zwią­
zek (21) w postaci

a związek (22) w postaci

Okażemy teraz, że wyrażenie
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jest niezmiennikiem względem przekształcenia układu spółrzędnych. 
Aby to okazać, postąpimy teraz inną drogą, wstawiając w wyrażenie

należące do funkcji przekształconej / ' (pc\ y ') wprost wartości spół- 
czynników. Korzystając ze związków

i ze związku

możemy wyrazić ω' przez wyrażenie

Dochodzimy zatem do związku

który można też napisać w postaci

Do związków (29), (30) można dojść w inny sposób, który 
zarazem lepiej okazuje dlaczego właśnie wyrażenie ω jest niezmien 
nikiem. W  Rozdziale VIII. uważaliśmy pęki form drugiego stopnia

gdzie mamy

Oznaczmy przez δ, δ1; δ2 wyróżniki należące odpowiednio do form 
(31) i (32). Mamy więc
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Przekształćmy teraz formy (31) i (3¾) przekształceniem (5). 
Oznaczając przez δ', δ|, δ2 niezmienniki form przekształconych mamy 
związki

a ponieważ mamy

więc łatwo dochodzimy do związku 

A

czyli, że wyrażenie

jest niezmiennikiem względem przekształcenia (2). Oznaczając wy­
rażenie to przez δ,2 napiszemy związek

albo też związek

Niezmiennik δ12 zależy od spółczynników dicóch form kwa­
dratowych, nazywa się więc wspólnym niezmiennikiem dwóch form.

Aby teraz otrzymać niezmiennik ω obieramy formę φ, (x , y) 
dowolnie, a jako drugą formę <p2(a?, V) obieramy formę

wyrażającą odległość punktu P(oc, y) od początku układu. Otrzymu­
jemy wówczas ze związków (37), (38) bezpośrednio związki (29), (30).

Ze związków niezmienniczych otrzymanych wynika bezpo­
średnio, że δ, Δ, ω mają te same znaki dla funkcji f(oc, y) danej 
i dla funkcji f'{pc'·, y ') przekształconej i że się równocześnie obra­
cają w zero.

Uważajmy teraz znane nam już wyrażenie i l 2.

Wyrażenie to można też napisać w postaci
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Oznaczając przez LI'2 niezmiennik 122 należący do formy f ( x ‘ , y ') 
przekształconej, mamy

Z równości (45) otrzymujemy równość

Minory δ', δ " wyznacznika A i odpowiadające im minory δ'*, 5"' 
wyznacznika Δ' wyrażają się przez liczby a, b, c w następującej postaci

i widoczna, że Ω 2 jest niezmiennikiem. Mamy

albo

Jeżeli mamy

natenczas i l 2 =  0, a więc mamy

a stąd wynikają równości

Uważajmy jeszcze funkcję (7) w przypadku dwóch prostych 
do siebie równoległych. Mamy teraz δ =  0, Δ =  0. Funkcja f { x ,  y) 
ma teraz kształt

Przekształcając tę funkcję przekształceniem (5) otrzymujemy funkcję 
y') kształtu

przyczem mamy
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Wstawiając w te wzory spólczynniki funkcji f  i f  docho­
dzimy do następujących związków

czyli otrzymujemy dwa nowe niezmienniki; oczywiście zakładamy 
tutaj, że A φ  0, ^ '= }= 0  względnie C =}= 0, C  =4= O.

5. Niezmienniki absolutne funkcji drugiego stopnia. Niezmien­
niki równania drugiego stopnia.

Uważajmy znów funkcje f  i f  i pomnóżmy je przez dowolne 
od zera odmienne liczby k i k'. Otrzymamy funkcje

Oznaczając przez ok. Λ*, ω* i przez δ',, A*,, w*. niezmienniki nale­
żące do funkcyj f k i f k, mamy oczywiście

Dochodzimy stąd do równości

i do równości
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Wyrażenia

nazywamy absolutnymi niezmiennikami funkcji f(x ,  y), ponieważ nie 
zmienieją wartości przy pomnożeniu funkcji przez liczbę k =j= 0 . 
Tak samo nazywamy wyrażenia

absolutnymi niezmiennikami funkcji f '{x \  y'\ Mamy równości

które też możemy napisać w postaci

Absolutne niezmienniki nazywamy też niezmiennikami rów­
nania drugiego stopnia (18), ponieważ równanie to pomnożone przez 
dowolną od zera odmienną liczbę k przedstawia tę samą krzywą 
drugiego stopnia. Można też mówić o niezmiennikach krzywych 
drugiego stopnia. Niezmienniki te oznaczać będziemy literami Nx 
i N2. Mamy więc

Niezmiennik iY, jest niezmiennikiem względem dowolnego linjowego 
przekształcenia, natomiast niezmiennik Nt jest określony tylko dla 
przekształcenia układu spółrzędnych Kartezjusza.

Wprowadźmy odpowiednio oznaczenia NJ, N'2\ Nlt k, iV2i*; 
N [  , ιΥ2, */ na niezmienniki poprzednio uważane. Mamy więc
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W  przypadku δ =  O wyrażenia (6 6 ) i (67) stają się nieskoń­
czenie wielkie. W  tym przypadku uważamy niezmiennik absolutny

przyczem jak wiemy δ i ω nie mogą się równocześnie równać 0 . 
Wprowadzając oznaczenia Λ 3, iV3< *, N'a,k., mamy

Pomiędzy niezmiennikami W ,, TV8, A7S, mamy związek

Ni =  ΝΙΝΙ  (72)

Uważajmy teraz przypadek, gdy mamy Δ =  δ =  0. Aby z wy­
rażeń (49), (50) otrzymać niezmienniki absolutne uważamy wy­
rażenia

Wyrażenia te nie zmieniają się. jeżeli funkcję f{x , y) pomnożymy 
przez dowolną od zera odmienną liczbę /c. Wprowadzając oznaczenia

mamy więc, używając odpowiednio oznaczeń wj, ns\ w])4, « 2. *5

Znaczenie geometryczne niezmienników nx i n2 jest widoczne. 
Na kwadrat odległości obu prostych mamy wzór

a więc
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Mamy zatem
V.

6. Niezmienniki układów punktów i prostych.

Niezmiennikiem n punktów Pit i —  1, 2 , . . .  n nazywamy taką 
funkcję

spółrzędnyeh tych punktów, która przekształceniem (5) układów 
spółrzędnyeh przechodzi w iloczyn tej samej funkcji obliczonej dla 
spółrzędnyeh punktów w nowym układzie y'

przez funkcję zależną tylko od spółczynników a, 6; αλ, 6 , ; at , b2 
przekształcenia. Mamy więc

Widoczna, że niema takiej funkcji jednego tylko punktu albo­
wiem przez odpowiednie wprowadzenie układu spółrzędnyeh można 
dowolnemu punktowi P nadać dowolne a priori zadane spółrzędne. 
Niemożliwą jest rzeczą więc, aby równość

pociągała za sobą w każdym układzie spółrzędnyeh równość

jakby to być powinno.
Wiemy dalej, że mamy

a więc wyrażenie na odległość d dwóch punktów jest niezmienni­
kiem, w skład którego wchodzi jednak prócz spółrzędnyeh obu 
punktów jeszcze kąt Θ pomiędzy osiami spółrzędnyeh.

Mamy dalej równość /
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mnożąc wiersze przez wiersze, a więc wyznacznik

jest niezmiennikiem i mamy

(81)

W iemy zresztą z rozważań Rozdziału VII, że pole trójkąta T o wierz­
chołkach , P2, P3 równa się

T = ^ W  sin0. (82)

A  więc pole nie zmienia swej wartości przy przekształceniu układu 
spółrzędnych.

Uważajmy teraz punkt P(x. y) i prostą l o równaniu

Wprowadzając oznaczenia

mamy

Ze wzorów (84) otrzymujemy

Mamy więc

Otrzymujemy więc równość
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Uważajmy teraz odległość d punktu P  od prostej l, przyczem 
na tej prostej obieramy pewien dodatni kierunek o spółczyunikach 
kierunkowych λ, u

gdzie ε jest jedna z liczb +  1. W  przekształconym układzie spół- 
rzędnych x\ y' mamy spółczynniki kierunkowe λ', μ'. Mamy
związki

a więc

Stąd otrzymujemy

Ze wzoru (86) otrzymujemy

gdzie rj =  +  1 zależnie od tego, czy al b.ź —  a.2bl jest dodatnie czy 
też ujemne, tj. czy sin9 i sin6' mają te same znaki czy też znaki 
przeciwne. A więc

Na odległość d otrzymujemy w układzie x, y wzór

gdzie ε' —  εη. A więc otrzymujemy

jak być powinno, tj. odległość zdefiniowana według umów Roz­
działu IV. nie zależy od obioru układu spółrzędnych, a wyrażenie 
na odległość jest niezmiennikiem.

1

a w układzie x\ y' wzór
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Klasyfikacja krzywych drugiego stopnia.
1. Badanie równania drugiego stopnia w przypadKu kiedy 

jeden ze spółczynników A, C jest od zera odmienny.

Uważajmy znów ogólne równanie drugiego stopnia

A x 2 -|- 2 B x y  -j- Cy2 -|- 2 D x  -j- 2 Ey F  =  0 , (1)

zakładając, że przynajmniej jeden ze spółczynników A, C jest od 
zera odmienny.

Przypadek pierwszy'. C =j= 0.
Porządkując równanie (1) według potęg y napiszemy je w postaci

C y * Ą -2 {B x  +  E)y  +  Ax* +  2 D x ' + . F = Q .  (2)

Do każdego x  należą dwie wartości y ,, ys na y. Wyróżnik 
równania (2) drugiego stopnia na y jest

d(x) =  C ( A x * +  2 Dx-\- F ) —  (B x  +  E)2=  Sx2 — 2 x " x  S'. (3)

Jestto więc funkcja drugiego stopnia w x  o spółczyunikach, które 
są minorami wyznacznika Λ. Wyróżnik d funkcji tej jest

d — δ δ' —  κ "2 =  Cd. (4)

Trójmian d\x) można w przypadku 5 φ 0  napisać w postaci

Uważajmy równanie
d{x) =  0 (5)

o niewiadomej x.  Równanie to posiada zależnie od tego, czy wy­
różnik 6’Δ jest dodatni, ujemny, czy równy zeru dwa pierwiastki
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•rl5 x t urojone sprzężone, dwa pierwiastki rzeczywiste od siebie 
odmienne lub jeden pierwiastek podwójny.

Odróżniamy następujące przypadki

I. δ φ Ο ,  II. δ =  0.

I. δ φ  0. Odróżniamy trzy podprzypadki

1. CA >  0, 2. CA <  0, 3. CA =  0.

1. C A >  0. Wyróżnik d(x) jest dodatni lub ujemny zależnie 
od tego czy δ >> 0 czy też δ <  0.

1) δ >> 0. Do każdej wartości rzeczywistej na x należą dwie 
urojone sprzężone wartości na y

Znaczy to, że na krzywej (1) nie leży żaden punkt rzeczywisty, 
gdyż dla żadnego rzeczywistego x  niema rzeczywistego y. któreby 
spełniało równanie (1). Krzywe takie nazywamy krzywemi drugiego 
stopnia urojonemi.

2) δ < 0 ,  Do każdego rzeczywistego x  należą dwie od siebie 
odmienne rzeczywiste wartości na y, a więc na każdej prostej ró­
wnoległej do osi y-ów leżą dwa od siebie odmienne punkty krzywej.

2. CA <  0.
Wyróżnik d(pc) obraca się w zero dla dwóch rzeczywistych 

od siebie odmiennych wartości na r, x1 i x i: x l < i x i  ̂ dla których 
wzór (7) daje nam wartości

Odróżnimy znów dwa podprzypadki 
I) δ > 0 . '

Wyróżnik

jest ujemny dla x  spełniających nierówności

a dodatni dla x  spełniających jednę z nierówności
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Dwie proste L x i L2 o równaniach

x  — x x i χ  =  χ2

równoległe do osi y  mają każda jeden i tylko jeden punkt wspólny 
z krzywą Dowolna prosta L równoległa do osi y i leżąca pomiędzy 
parą prostych L, i L 2 przecina krzywą w 2-ch punktach rzeczy­
wistych od siebie odmiennych, a dowolna prosta L równoległa do 
osi y i leżąca zewnątrz pary prostych L l i L 2 nie przecina krzywej 
w żadnym punkcie rzeczywistym. Cała krzywa leży więc pomiędzy 
dwiema prostemi o równaniach χ =  χ χ [ χ  =  x 2 i ma kształt po­
dobny do kształtu elipsy.

2) δ <  0.
Wyróżnik d(x) jest teraz dodatni dla x  spełniających nierówności

x \ <C x  <C X \ 5
a ujemny dla x  spełniających jednę z nierówności 

, x  <  x x, x  >  .

Dwie proste Lx, />2 o równaniach

x  =  x x i χ  =  x2

równoległe do osr y-ów mają każda jeden i tylko jeden punkt 
wspólny z krzywą. Dowolna prosta L równoległa do osi y-ów 
i leżąca pomiędzy parą prostych L x i L 2 nie przecina krzywej 
w żadnym punkcie rzeczywistym, a dowolna prosta L równoległa 
do osi y-ów i leżąca zewnątrz pary prostych Lx i L2 przecina 
krzywą w dwóch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych. 
Krzywa leży więc cała zewnątrz prostych L, i L2 i ma kształt 
podobny do kształtu hiperboli.

3. 6 Δ  =  0.
Teraz a(x) jest pełnym kwadratem, a równanie (1) przedsta-

κ "
wia dwie proste przecinające się w punkcie o odciętej x  =  g - .

1) δ >  0. Proste są urojone ze sobą sprzężone.
2) δ <  0. Proste są rzeczywiste od siebie odmienne.
II. δ =  0. Wyróżnik d(x) równania (2) jest teraz funkcją 

pierwszego stopnia w x
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κ " obraca się w zero równocześnie z Δ . Mamy więc dwa przy­
padki do odróżnienia

1. Δ φ  0, 2. Δ =  0.

1. Δ =f= 0. Wzór (7) przyjmuje teraz postać

Wyrażenie pod pierwiastkiiem obraca się w zero dla jednej jedynej 
wartości na x

Jest ono w przypadku z " dlodatniego dodatnie dla x^> x0, a ujemne 
dla x  <C zaś w przypsadku κ " ujemnego ujemne dla x  >  x 0 
a dodatnie dla x < ^ x 0. Na prostej równoległej do osi y o równaniu

x  =  x0

mamy jeden jedyny punkt krzywej. W  przypadku κ " >  0 proste 
równoległe do osi y i odpowiadające odciętym x  >  x0 przecinają 
krzywą w dwóch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych 
a proste równoległe do osi y i odpowiadające odciętym x  < 7  a-0 prze­
cinają krzywą w dwóch punktach urojonych sprzężonych. Dla 
κ " <  0 rzeczy się mają naodwrót. Krzywa leży całkowicie z jednej 
strony prostej i ma kształt 'podobny do kształtu paraboli.

2. Δ =  0. Mamy teraz

Mamy teraz

Równanie (1) przedstawia dwie proste równoległe. Odróżniamy trzy 
podprzypadki

W  pierwszym podprzypadku mamy dwie proste urojone sprzę­
żone, w drugim dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne a w trzecim 
prostą podwójną.

Przypadek drugi : A φ  0.
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Równanie (1) napiszemy teraz w postaci

A x 2-Ą-2(By +  D ) x +  Cy2 +  2Ey  -f- F =  0, (13)

i rozwiązując je względem x  otrzymamy

*  =  -  By±_D± 11 _ d,l fh  (U )

gdzie d'{y) jest wyróżnikiem równania (13). Mamy

rf'(y) =  8 y * _ 2 x ' y  +  8 ". (15)

Możemy teraz powtórzyć zupełnie analogiczne rozważania do 
poprzednich. Mamy

δδ" —  *'*== a a .

Należy tylko w rozumowaniach poprzednich zastąpić δ' przez ó", 
y." przez x', C przez A, oś x przez oś y* i naodwrót. Przypadek 
ten możemy oczywiście sprowadzić do przypadku poprzedniego, 
wprowadzając nowy układ spółrzędnych otrzymujący się z danego 
układu spółrzędnych przez przemianę osi spółrzędnych.

2. Redukcja równania drugiego stopnia do postaci kanonicz­
nych w przypadku kiedy jeden ze spółczynników A, C jest 

od zera odmienny.

Rozważania poprzedniego ustępu posłużą nam do przedsta­
wienia równania (1) krzywej drugiego stopnia w prostej postaci 
przez wprowadzenie odpowiedniego nowego układu spółrzędnych.

Uważajmy przypadek pierwszy. Równanie (1) możemy na­
pisać w postaci

Równania pierwszego stopnia

przedstawiają dwie linie proste rzeczywiste przecinające się. Obierzmy 
te linie proste jako nowe osie X  i F, obrawszy na każdej pewien 
kierunek dodatni, tak aby dodatni kierunek osi Y  zawierał z do­
datnim kierunkiem osi X  kąt dodatni θ' <  π.
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Wyraźmy spółrzędne X , Y  punktu P przez spółrzędne x , y 
tego punktu. Oznaczając przez p i q bezwzględne odległości punktu 
P  od osi X , Y  mamy wzory

(18)

gdzie ε =  ±  1 i ε' =  ±  1, a pierwiastek uważamy dodatni. Po­
między odległościami p, q a spółrzędnymi X , Y mamy widocznie 
związki

gdzie znów ε =  ±  1, ε' =  +  1. Dochodzimy zatem do związków 
postaci
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gdzie l i m są dwie liczby, które nie zależą od położenia punktu 
P. W  istocie widoczna, że iloćzyny εε' i ε'ε nie zależą od położe­
nia punktu P.

Wzory (20) określają nam przekształcenie układu spółrzęd­
nych x. y w układ spółrzędnych A , F. Wstawiając nowe spół- 
rzędne w równanie (16) otrzymujemy równanie

albo równanie

Doprowadziliśmy zatem przez odpowiednie przekształcenie 
układu spółrzędnych równanie (1) w przypadku I. do postaci, 
w której mamy prócz wyrazu wolnego tylko kwadraty spółrzęd­
nych. Przytem wyraz wolny jest od zera odmienny lub nie zależnie 
od tego, czy Δ φ Ο  czy też Δ =  0. Załóżmy nasamprzód Δ φ  0. 
Wprowadzamy następujące wielkości

przyczem ε, ε' równają się +  1 i są tak obrane, aby a2 i b2 były 
dodatnie, zaś a i b są dodatnie pierwiastki z a2 i b2.

Równanie (21) napisze się wówczas w postaci

Czterem przypadkom poprzednim 1. 1), 1. 2), 2. 1), 2. 2) odpowia­
dają odpowiednio znaki ε =  —j— 1, ε' =  —j— 1; ε ·=  —j— 1, ε' =  —  1; 
ε =  —  1, ε — 1 tf ε =  —  1, ε =  —j— 1.

Widoczna dalej, że przypadki drugi i czwarty różnią się tylko 
rolą osi A  i F, i że przemieniając osie te sprowadzamy te przy­
padki jeden do drugiego.

Wiemy dalej z rozważań Rozdziału poprzedniego, że wielkości 
δ i A są niezmiennikami funkcji drugiego stopnia i że znak δ 
a w przypadku δ δ> 0 także i znak CA nie zmienia się ani przez 
przekształcenie układu spółrzędnych ani przez pomnożenie funkcji 
f ( x ,  y) przez dowolną liczbę od zera odmienną. A więc nie można 
przez żadne wprowadzenie nowego układu spółrzędnych lub przez
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pomnożenie równania (1) przez pewną liczbę od zera odmienną 
przemienić w siebie następujących trzech przypadków

gdzie w trzecim przypadku znaki górne albo znaki dolne należy 
uważać jednocześnie.

Możemy zatem powiedzieć, że w przypadku I. Δ φ Ο  możemy 
równanie (1) sprowadzić do jednej z trzech postaci kanonicznych 
następujących

Z równań tych widać odrazu, co już poprzednio powiedzie­
liśmy, że w przypadku 1. 1) krzywa jest całkowicie urojona, w przy­
padku 2. 1) ma kształt elipsy, a w przypadku 2. 2) ma kształt 
hiperboli. W  przypadku 1. 2) ma więc krzywa również kształt 
hiperboli.

Wiemy dalej, że w układzie prostokątnym równania I, II, III 
przedstawiają odpowiednio elipsę urojoną, elipsę rzeczywistą i hiper­
bolę. Ale układ osi X , Y, w którym otrzymaliśmy równania I, II 
i III nie musi być układem prostokątnym. Wobec tego wprowa- 
dzimy nowe pojęcia krzywych kategorji elips urojonych, kategorji 
elips rzeczywistych i kategorji hiperbol, przedstawionych odpowiednio 
przez równania I, II i III, do których to trzech kategoryj należą 
odpowiednio elipsy urojone, elipsy rzeczywiste i hiperbole.

Okażemy w dalszym ciągu wykładów, że krzywe I, II i III 
są zawsze odpowiednio elipsami urojonemi, elipsami rzeczywistemi 
i hiperbolami, tj. że można zawsze obrać taki układ spółrzędnych 
prostokątnych X j  Y j  aby w tym układzie równanie (1) przybrało 
kształty odpowiednio I, II i III. Przytem ponieważ w przypadku 
równania I. niema ani jednego punktu rzeczywistego spełniającego 
to równanie, należy w tym przypadku przez powiedzenie, że to 
równanie zawsze przedstawia elipsę urojoną rozumieć to, że można 
wprowadzić zamiast osi a?, y nowe osie X ', Y’ prostokątne, tak aby 
wzorami na przekształcenie układu spółrzędnych y w układ
<Jeomefcrja analityczna na płaszczyźnie. 18
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spółrzędnych X\ Y ' w przypadku δ >  O, CA >> O równanie (1) 
dało się sprowadzić do równania postaci I.

Zwróćmy się teraz do przypadku I. 3. Teraz wprowadzając 
wielkości

sprowadzamy równanie (21) do postaci

Otrzymujemy zatem zależnie od tego czy ε =  -j~ 1 czy też ε =  —  1 
dwie dalsze postacie kanoniczne równania (1)

odpowiadające przypadkom δ >  0 i δ <C 0 i przedstawiające jak 
wiemy dwie proste rzeczywiste przecinające się i dwie proste uro­
jone sprzężone przecinające się.

Nim przejdziemy do przypadku pierwszego II. δ =  0 zaj­
miemy się przypadkiem drugim I., tj. A φ  0, δ φ  0. Otrzymujemy 
te same kategorje krzywych drugiego stopnia, albowiem wystarczy 
zamienić osie a?, y.

Przejdźmy teraz do przypadku pierwszego II. δ =  0. W  pod- 
przypadku 1. Δ  φ  0 wprowadzimy jako nowe osie X , Y  spółrzęd- 
nych proste o równaniach

A  mianowicie obieramy na tych prostych kierunki dodatnie znów 
w ten sposób, aby kierunek dodatni osi Y zawierał z kierunkiem 
dodatnim osi X  kąt dodatni θ' <( π. Oznaczając znów przez p i q 
absolutne odległości punktu P od osi X  i Y  mamy
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gdzie ε =  +  1, έ' =  ±  1. Mamy dalej znów związki (19), a stąd 
otrzymujemy wzory przekształcenia

gdzie /, m są dwie stałe od zera odmienne. 
Równanie (1) ma teraz postać

a więc w spółrzędnych X , Y  napisze się w postaci

albo w postaci

Wprowadzając wielkość p φ  0

otrzymujemy równanie

Równanie to przedstawia krzywą mającą kształt paraboli, 
a w szczególnym przypadku układu X , Y prostokątnego krzywa ta 
jest parabolą. Okażemy w dalszym ciągu wykładów, że ta krzywa 
jest zawsze parabolą, tj. że zawsze można obrać taki układ spół­
rzędnych X ',  Y' prostokątny, w którym równanie (1) ma postać VI. 
równania paraboli. Dla krzywych obecnie rozważanych wprowa­
dzimy nazwę kategorji parabol.

W  przypadku 2. Δ =  0 postępując tak samo jak poprzednio 
wprowadzimy osie X , Y  określone równaniami

tj. jako oś Y  obieramy oś y.
Mamy teraz wzory przekształcenia
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gdzie l, m są dwie stałe od zera odmienne. Równanie (1) przybiera 
w nowych spółrzędnych X , Y  postać

albo

Wprowadzając wielkość nie ujemną k2

gdzie ε =  i  1, otrzymujemy zależnie od tego czy o' >  0, czy

urojone sprzężone, dwie proste równoległe rzeczywiste od siebie 
odmienne i prostą podwójną.

W  przypadku drugim II., tj. A =}= 0, δ =  0 otrzymujemy te 
same krzywe, które wprowadzając odpowiedni układ spółrzędnych 
możemy przedstawić w tych samych postaciach V I— IX.

3. Badanie równania (1) w przypadku obu spółczynników
A, C równych O.

Równanie (1) ma teraz postać

δ' <  0 czy też δ' =  0 trzy równania następujące

przedstawiające jak wiemy odpowiednio dwie proste równoległe

którą można też napisać

Mamy teraz

więc równanie (36) ma kształt
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Mamy teraz δ <  0. Widoczna dalej, że przez wprowadzenie 
ocpowiedniego układu spółrzędnych, równanie (36) można prze­
kształcić w równanie, w którem przynajmniej jeden ze spółczynni- 
k(w przy x 2 i yi jest od zera odmienny. A ponieważ wyznacznik δ 
i lla tego przekształconego równania jest ujemny, więc widzimy, 
że równanie (36) przedstawia w przypadku Δ ={= 0 krzywe kategorji 
hiperbol, a w przypadku Δ =  0 dwie proste rzeczywiste przecina­
ją c  się.

4. Redukcja równania (1) w przypadku obu spółczynników 
A, C równych O do postaci kanonicznych.

Wprowadzamy teraz nowy układ spółrzędnych A, Y, obierając 
inwe osie równoległe i równo skierowane do dawnych osi, o rów- 
mniach

Mimy zatem wzory następujące przekształcenia

Równanie (36) napisze się w nowym układzie spółrzędnych 
w postaci

2Β Χ Υ -  β 2 =  0, 

lub
X Y — k^ =  0,  (39)

gezie k jest wielkość od zera odmienna.
Z rozważań Rozdziału X I. o hiperbolach wiemy, że równanie 

to przedstawia w przypadku Δ φ  hiperbolę odniesioną do asymptot 
jaso do osi spółrzędnych. W  przypadku Δ =  0 mamy oczywiście 
dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne. A więc nie otrzymu­
jemy teraz nowych krzywych drugiego stopnia, jak to widzieliśmy 
już w poprzednim ustępie.
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Reasumując wyniki dotąd otrzymane widzimy, że dochodzimy 
do 9 kategoryj krzywych 2-go stopnia, przedstawionych równa­
niami I —IX . Nie można przez żadne przekształcenie układu spół- 
rzędnych lub pomnożenie równania przez pewną liczbę od zera 
odmienną przeprowadzić jednego z tych równań w drugie, a więc 
kategorje te są od siebie odmienne, tj. żadna krzywa nie może 
równocześnie należeć do dwóch kategoryj. Charakteryzują się te 
kategorje wartościami wielkości δ, A A, CA, o' i ó", a mianowicie 
znakami tych wielkości i tern czy te wielkości są od zera odmienne, 
czy też równe zeru.
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ROZDZIAŁ XIV.

Środki krzywych drugiego stopnia.
1. Definicja środków krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy krzywą 2-go stopnia

/ 0 ,  y) =  ° (1)

i dowolny punkt P  rzeczywist lub urojony o spółrzędnych «, b 
i poprowadźmy przez ten punkt dowolną prostą l rzeczywistą lub 
urojoną o równaniach parametrycznych

gdzie λ, μ są spółczynniki kierunkowe obranego na prostej doda­
tniego kierunku. Otrzymamy punkty przecięcia prostej z krzywą 
wstawiając wyrażenia (2) na spółrzędne w równanie (1)

i rozwiązując równanie według niewiadomej r. 
Równanie (3) ma postać rozwiniętą

Porządkując według potęg r, otrzymujemy równanie drugiego stopnia

gdzie φ(λ, μ) jest znane wyrażenie i gdzie mamy
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Każdej skończonej wartości na r będące] pierwiastkiem rów­
nania (5) odpowiada punkt przecięcia prostej l z krzywą, położony 
w skończoności. A więc prosta (2) przecina krzywą w 2, 1, 0 
punktach, albo też cała prosta leży na krzywej drugiego stopnia.

W iemy z rozważań Rozdziału VIII., że funkcja φ(λ, μ) obraca 
się w zero dla dwóch i tylko dwóch par kierunków, przyczem 
przez parę kierunków rozumiemy kierunek pewien i kierunek jemu 
przeciwny.

Dla wszystkich kierunków nie spełniających równania

równanie (5) jest stopnia drugiego. Oznaczmy przez r1? r2 jego 
pierwiastki, którym odpowiadają punkty przecięcia Al i A2. W a ­
runkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P  połowił odci­
nek Ax A 2, tj. abyśmy mieli

albo

jest równość

Środkiem (centre) krzywej drugiego stopnia nazywamy taki 
punkt, który połowi odcinek AXA2 na każdej prostej l, której spół- 
czynniki kierunkowe nie spełniają warunku (7). A więc warunek 
(9) jest spełniony dla tego punktu dla każdego układu wartości λ, μ 
nie spełniającego równania (7). Stąd wynika widocznie, że muszą 
zachodzić równości

A więc warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P  
był środkiem krzywej 2-go stopnia jest, aby jego spółrzędne a, b 
spełniały dwa równania liniowe

Uważajmy teraz kierunki, dla których zachodzi równanie (7). 
Wówczas, jeżeli zachodzi nierówność
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niema pierwiastku równania (5), a jeżeli zachodzi równość

f (a ,b )  =  0 , . (13)

równanie (5) jest spełnione dla wszystkich wartości na r. A więc 
możemy powiedzieć, że jeżeli punkt P  jest środkiem krzywej dru­
giego stopnia, wówczas każdemu punktowi Ax przecięcia prostej 
przechodzącej przez P  z krzywą odpowiada drugi punkt At syme­
tryczny punktu At względem środka P  tj. leżący w tej samej odle­
głości od P  na prostej co punkt A x ale z przeciwnej strony punktu P.

2. Badanie środków krzywych drugiego stopnia.

Warunek (.13) jest warunkiem koniecznym i wystarczającj-m, 
aby środek krzywej drugiego stopnia leżał na tej krzywej W ów­
czas każda prosta przechodząca przez środek, dla której nie za­
chodzi warunek (7) ma tylko jeden punkt tj. środek wspólny 
z krzywą, a każda prosta spełniająca warunek (i)  ma wszystkie 
punkty wspólne z krzywą.

Ale mamy, jak wiemy

gdzie

Stąd wynika, że warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby 
środek C leżał na krzywej jest, aby jego spółrzędne a, b spełniały 
prócz równań (11) trzecie równanie liniowe

Uważajmy nasamprzód równania (11). Do równań tych należy 
macierz M

której minorami są δ, κ", κ'. Odróżnić musimy trzy przypadki:
I. δ φ Ο .
Krzywa 2-go stopnia posiada jeden jedyny środek C o spół- 

rzędnych
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II. δ =  O, ale nie oba minory κ", κ' są równe 0.
Niema punktu w skończoności spełniającego równania (11), 

a więc niema środka. Równania (11) przedstawiają w spółrzędnych 
a, b dwie proste do siebie równoległe albo też jedno z tych równań 
przedstawia prostą w nieskończoności.

III. δ =  κ " =  κ/ =  0.
Równania (11) mają nieskończenie wiele rozwiązań. Przedsta­

wiają oue tę samą prostą w skończoności, albo, też jedno z tych 
równań jest identycznie zero Środki C leżą na linii prostej c przed­
stawionej przez to z obu równań (11), którego spółczynniki przy 
a, b nie są oba równe 0. Każdy punkt prostej c jest środkiem. 
Prosta ta w skończoności położona nazywa się prostą środków krzy­
wej drugiego stopnia.

Krzywe trzech kategoryj poprzednich nazywamy odpowiednio 
krzywymi ze środkiem, bez środka, z prostą środków. Krzywe pierw­
szej kategorji są to, jak to wynika z rozważań poprzedniego Roz­
działu krzywe kategoryj elips i hiperbol i dwie proste równoległe. 
Krzywe kategorji drugiej są to krzywe kategorji parabol. Nareszcie 
krzywe kategorji trzeciej są to dwie proste do siebie równoległe. 
W  tym przypadku pisząc funkcję f(a, b) w postaci

napiszemy równania (11) w postaci

a więc równanie prostej środków w postaci

Jestto oczywiście prosta równoległa do obu prostych danych i równo 
od nich oddalona. W  istocie obierzmy na tych trzech prostych ten 
sam kierunek określony spółczynnikami kierunkowymi.
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Odległości początku O układu spółrzędnych od prostych łj, c 

liczone, jako dodatnie w kierunku zawierająC3’-m kąt -|~ — z kie­

runkiem (30) są

gdzie

a więc mamy

Zwróćmy się teraz do równania (14). Aby istniał układ liczb 
a, b spełniający trzy równania (11), (14), potrzeba, aby zachodziła 
równość

Δ =  0 (23)

a więc, by krzywa 2-go stopnia rozpadała się na dwie proste. Mamy 
więc następujące rezultaty w trzech poprzednich przypadkach:

I. Istnieje jeden jedyny środek na krzywej 2-go stopnia, któ­
rym jest punkt przecięcia obu prostych o spółrzędnych (16).

II. Przypadek ten zachodzić nie może, albowiem z równości

δ'δ —  κ"* =  (7Δ, δ"δ —  κ '2 =  Α Δ

wynika, że dla δ =  Δ =  0 mamy κ " =  κ' =  0.
III. Aby istniał przynajmniej jeden środek potrzeba teraz 

i wystarcza, aby wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika Δ , 
równały się zeru. Równanie (1) przedstawia wówczas prostą po­
dwójną a prostą (19) środków zlewa się z tą prostą podwójną. 
Jest to geometrycznie oczywiste, że każdy punkt prostej podwójnej 
jest środkiem.

3. Redukcja równania krzywój drugiego stopnia do środka 
jako początku nowego układu spółrzędnych.

W  przypadkach, gdy mamy przynajmniej jeden środek krzy­
wej 2-go stopnia, możemy wprowadzić nowy układ spółrzędnych,
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obierając nowy początek 0 ' w jednym ze środków. Przytem obie­
rzemy nowe osie x\ y' równoległe i równo skierowane z osiami y. 

Mamy następujące wzory przekształceń układów spółrzędnych

Wstawiając w równanie (1) otrzymujemy

a stąd widocznie równanie

w którem niema wyrazów pierwszego stopnia w x\ y '.
W  przypadku I. możemy równanie (25) napisać jeszcze w innej 

postaci. Mamy teraz

a więc napiszemy równanie w postaci

W  przypadku III. obieramy jako nowy początek układu do­
wolny punkt na prostej środków. Teraz mamy

Jeżeli a ={= 0 mamy

a jeżeli b φ  0

A więc mamy
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Równanie (25) napisze się więc w jednej z postaci następujących

Ćwiczenia.

1. Znaleźć miejsce geometryczne środków krzywych 2-go stopnia 

x 2 —  &(1 —  k)xy  -[- kly* —  ak2y =  0, (1)

gdzie k jest zmienny parametr.

N
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ROZDZIAŁ X V .

Kierunki asymptotyczne i asymptoty krzywych 
drugiego stopnia.

1. Definicja kierunków asymptotycznych i asymptot krzywych
drugiego stopnia.

Uważajmy znów krzywą drugiego stopnia

/ 0 ,  y) =  0 (1)
i prostą Z o równaniach

* = : t rX’ (2>y — o -f- rp v '

przechodzącą przez punkt P(a, b). Uważajmy równanie drugiego 
stopnia na r

Γ2φ(λ, μ) -f- 2 r (a l  -f- βα) - { - /(a , b) =  0 (3)

dające nam punkty przecięcia prostej Z z krzywą.
Jeżeli spółczynnik przy r2 równa się zeru, równanie (3) za­

leżnie od wartości spółczynnika przy r i wyrazu wolnego jest rów­
naniem stopnia pierwszego, stopnia zero, lub jest identycznie równe 
zeru. Kierunki, których spółczynniki spełniają równanie

φ(λ, μ) =  0 (4)

nazywają się kierunkami asymptotycznymi (directions asymptotiques) 
krzywej (1). A więc prosta Z mająca kierunek asymptotyczny albo 
przecina krzywą w jednym punkcie, albo niema żadnego punktu 
wspólnego z krzywą drugiego stopnia, albo wreszcie całkowicie 
leży na tej krzywej. Przytem zakładamy, że kierunki asympto­
tyczne nie są minimalne, gdyż w tym przypadku nie można przed­
stawić prostej Z równaniami parametrycznymi (2).
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Proste mające kierunek asymptotyczny i nie przecinające 
wcale krzywej drugiego stopnia, albo też leżące całkowicie na tej 
krzywej nazywają się asymptotami (asymptotes) krzywej drugiego 
stopnia.

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby prosta mająca 
kierunek asymptotyczny była asymptotą krzywej drugiego stopnia, 
jest więc aby na prostej tej leżał przynajmniej jeden punkt, dla 
którego zachodzi równość

αλ -J- βρ. =  0. (5)

Zwróćmy się teraz do wykluczonego przypadku kierunków 
asymptotycznych minimalnych. Mamy więc następującą postać funkcji

/(*> y)
(x  —  a)2 -f- 2(x —  a)(y —  b) cos Θ -|- (y —  b)2 -j -  k =  0 , (6)

gdzie a, b są spółrzędne środka koła, które teraz przedstawia rów­
nanie (1). Uważajmy dowolną prostą minimalną l i napiszmy jej 
równanie w postaci

x —  a -(- (y — b) (cos Θ —[— ε® sin Θ) -f- m =  0 . (7)

Punkty przecięcia prostej minimalnej i koła otrzymujemy z rów­
nania (7) i z równania

—  rn [(# —  a) -f- (y —  b) (cos Θ —  ei sin 0)J -f- k =  0 . (8)

Z równań (7) i (8) otrzymujemy jeden jedyny punkt przecięcia, 
gdyż wyznacznik przy niewiadomych o?, y  równa się

2mei sin Θ.

Wyjątek zachodzi tylko w przypadku m —  0 , w którym to przy­
padku dla έ φ Ο  prosta minimalna (7) przechodząca przez środek 
koła i koło (6) pazecinają się tylko w nieskończoności. Spółrzędne 
jednorodne punktu w nieskończoności na prostej minimalnej (7) są

xl =  —  &(cos Θ -f- ei sin Θ), x2 — k, ^, =  0, (9)

gdzie k jest dowolna liczba od zera odmienna. Mamy więc w nie­
skończoności dwa punkty odpowiadające £ =  φ  1 i ε =  —  1 wspólne 
wszystkim krzywym drugiego stopnia o kierunkach asymptotycz­
nych minimalnych tj. kołom. Są to punkty cykliczne (points cycliques) 
w nieskończoności.
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2. Badanie kierunków asymptotycznych krzywych drugiego
stopnia.

Odróżniamy 3 przypadki:
i . δ >  o.
Rozkładamy φ(λ, μ) na iloczyn dwóch czynników pierwszego 

stopnia
<ρ(λ, μ) =  ε(α1λ -f- bl μ) (α2 λ - f  δ2μ), (10)

gdzie ε =  ±  1 zależnie od znaku A  i C; αΎ —  α2 i są rzeczywiste, 
zaś b1 i δ2 urojone sprzężone. Otrzymujemy zatem dwa układy 
wartości na λ, μ

gdzie

Sj =  +  1, e2 =  ±  1. Otrzymujemy więc dwie pary kierunków tak, 
że spółczynniki kierunkowe każdej pary różnią się tylko znakiem 
pierwiastka i że spółczynniki kierunkowe jednej pary są sprzężone 
ze spółczynnikami drugiej. Dla skrócenia wprowadzimy nazwę kie­
runku asymptotycznego dla oznaczenia pary kierunków sobie prze­
ciwnych. Otrzymujemy zatem dwa kierunki asymptotyczne urojone 
ze sobą sprzężone.

W  wyjątkowym przypadku kierunków asymptotycznych mi­
nimalnych mamy na spółczynniki kierunkowe wzory

λ1 =  — &Λ, Pi =  M i , (13)
k<2 =  ^2^2; U'2 = =  ? (1 )̂

gdzie kx, &2 są dowolne dwie liczby od zera odmienne.
i i .  δ <  o.
Rozkładamy znów <ρ(λ, μ) na iloczyn wzorem (10). Teraz 

czynniki prawostronne są rzeczywiste od siebie odmienne. Otrzy­
mujemy dwa kierunki asymptotyczne rzeczywiste od siebie odmienne
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i i i . δ =  ο.
Napiszemy φ(λ, μ) w postaci

φ(λ, μ) =  είαλ -f- 6μ)2.

Otrzymujemy jeden kierunek asymptotyczny rzeczywisty

gdzie ·η =  +  1, i

(15)

(16)

Jeżeli równanie (1) przedstawia dwie linie proste, natenczas kie­
runki asymptotyczne są to kierunki tych prostych.

Uważajmy teraz dowolną prostą przechodzącą · przez dowolny 
punkt Ρ(α, &), nie mającą kierunku asymptotycznego. Prosta ta 
przecina krzywą w dwóch punktach P15 P2 odpowiadających pier­
wiastkom r1} r2 równania (3). Na pierwiastki te mamy wzór

Niechaj λ0. μ0 będą spółczynniki kierunkowe pewnego kierunku 
asymptotycznego nie minimalnego. Uważajmy nieskończony ciąg 
prostych przechodzących przez punkt P tak obranych, że kierunki 
tych prostych zmierzają do tego danego kierunku asymptotycznego. 
A więc wyrażenie αλ- ^- βρ dla tego ciągu prostych zmierza do 
granicy αλ0 -( -β μ 0. Załóżmy

Uważajmy wzór (17). Wyrażenie pod pierwiastkiem w tym 
wzorze zmierza do wartości

Mamy więc dwa nieskończone ciągi wartości pierwiastka, z których 
jeden zmierza do granicy

a drugi do granicy

Dwom tym ciągom odpowiadają dwa nieskończone ciągi wartości 
na r. Ciąg wartości odpowiadających drugiej granicy pierwiastka
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jest tego rodzaju, że wartości bezwzględne r \ tego ciągu rosną 
nieograniczenie.

Dwom nieskończonym ciągom na r odpowiadają dwa nieskoń­
czone ciągi punktów na krzywej. Drugiemu ciągowi wartości na r 
odpowiada ciąg punktów,- których odległości od początku układu 
spółrzędnych rosną nieograniczenie, a więc, które oddalają się w nie­
skończoność. Pierwszemu ciągowi wartości pierwiastka odpowiada 
ciąg wartości na r dążący do oznaczonej skończonej wartości. 
W  istocie możemy napisać

Oznaczmy wyrażenie

Jeżeli λ, μ dążą do wartości λ0, p.0, natenczas jedna z wartości 
pierwiastka z

dąży do -(- 1, a druga do —  l . A  więc jedna z wartości na r dąży 
do granicy

i widocznie, że ciąg wartości na r dążący do tej granicy jest iden­
tyczny z pierwszym ciągiem wartości na r uważanym poprzednio. 
Ciągowi temu wartości na r odpowiada ciąg punktów przecięcia 
prostych z krzywą, dążący do oznaczonego punktu położonego 
w skończoności.

Załóżmy teraz, że mamy

αλ„ +  ?μ„ =  0. (1&)

Okażemy, że jeżeli zachodzi nierówność

przez σ(λ, μ). Mamy

a więc możemy napisać
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natenczas wartości bezwzględne obu ciągów poprzednio rozważanych 
na r rosną nieograniczenie, a więc oba punkty przecięcia prostych 
z krzywą oddalają się w nieskończoność. W  istocie mamy teraz

Z pierwszego wzoru wynika, że wartość bezwzględna rxr2 iloczynu 
pierwiastków dąży do nieskończoności, a z drugiego wzoru wynika, 
że niemożliwą jest rzeczą, aby wartość bezwzględna jednego z dwóch 
pierwiastków rn r2 była większa od dowolnie wielkiej liczby M, 
a druga była równocześnie mniejsza od pewnej stałej liczby K , 
niezależnej od liczby iU. A więc oba pierwiastki rl , r2 rosną nie­
ograniczenie co do wartości bezwzględnej.

Jeżeli zachodzi równość

natenczas równanie (3) jest podzielne przez r, a więc jeden punkt 
przecięcia prostej l z krzywą schodzi się stale z punktem P.

3. Badanie asymptot krzywych drugiego stopnia.

Przedewszystkiem wynika z warunku (5), że każda prosta 
przechodząca przez środek C krzywej (1) i mająca kierunek asymp­
totyczny jest asymptotą. W  istocie obrawszy jako punkt P(a, b) 
środek C (albo jeden ze środków) mamy

α =  0, β =  0.

Uważajmy asymptotę krzywej drugiego stopnia o równaniach 
(2). Spółrzędne a, b punktu P  obranego na asymptocie można wy­
razić przez spółrzędne dowolnego punktu Q(x, y ) i przez parametr 
r w postaci

a — x —  r X ,  b — y —  r y .

Wstawiając te wyrażenia na a, b w warunek (5) otrzymujemy
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Uwzględniając warunek (4) otrzymujemy równanie

(Ax - f  By  +  D) 1 - f  (B x  - f  Cy +  Ε)μ  =  0. (22)

Równanie to jest albo identycznie spełnione przez wszystkie punkty 
Q(x, y) płaszczyzny, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy warunek 
(5) jest spełniony przez wszystkie punkty P(a, b) płaszczyzny, albo 
też jest to równanie asymptoły. Do tego samego rezultatu można też 
dojść, rozważając, że każdy punkt asymptoty można obrać jako 
punkt P(a, δ), a więc warunek (5) jest spełniony dla każdego punktu 
asymptoty, jeżeli w nim a, b zastąpimy przez spółrzędne x, y punktu 
bieżącego asymptoty.

Równanie (22) napiszemy w postaci

(A l  -f- B y)x  -f- (B I  - f  C\>)y - f  D l  4 - Ρμ =  0. (23)

Równanie to przedstawia oznaczoną prostą w skończoności wtedy 
i tylko wtedy jeżeli nie oba spółczynniki Α 1-\ -Β μ  i Bl-\~C[i. 
są równocześnie równe 0. Zachodzi to z pewnością jeżeli δ =j= 0. 
A więc równania (22) i (23) są w przypadku δ =j= 0 równaniami 
asymptot, jeżeli λ, μ spełniają warunek (4). Widzimy, że każda 
asymptota przechodzi przez środek krzywej drugiego stopnia. Otrzy­
mujemy więc dwie i tylko dwie asymptoty urojone sprzężone w przy­
padku δ )> 0, rzeczywiste w przypadku δ <  0.

W  przypadku δ =  0 mamy

A l  -}- By. =  ε a (α 1 -j - bμ),
Ba C\i — e b (a l  -f- δ  μ),

a więc

αλ -f- βμ =  ε(αλ -j- bu.)(a a -j- bb) -f- D l  -j- Α'μ.

Jeżeli więc λ, μ są spółczynniki kierunkowe (16) kierunku asymp­
totycznego, mamy

αλ +  βμ =  D l  +  Εμ =  —  1  (D ~ — Ea).
r

Ale mamy jak wiemy

(Db —  Ea)2 =  —  εΔ.

A  więc w przypadku Δ =j= 0 niema punktu P(a, b) na płaszczyźnie, 
dla którego zachodzi równość (5),' jeżeli w tej równości λ, μ są 
spółczynnikami kierunku asymptotycznego. A więc w tym przy­
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padku niema asymptoty krzywej drugiego stopnia. Jeżeli zaś za­
chodzi przypadek Δ =  0, natenczas α λ -j- βμ równa się zeru dla 
każdego punktu P(a, b). Znaczy to, że każda prosta na płaszczyźnie 
posiadająca kierunek asymptotyczny jest asymptotą krzywej dru­
giego stopnia.

Równanie (23) przyjmuje w przypadku δ =  0 postać

D\ -|- E\i =  0. (24)

A więc w przypadku A =|= 0 przedstawia ono prostą w nieskończo­
ności, a w przypadku Δ =  0  jest identycznie zero.

Jeżeli istnieje taki punkt P(a, b) na krzywej drugiego stopnia, 
że spełnione są równocześnie równości (4), (5) i (21), w których 
λ, u są spółczynniki kierunkowe pewnego kierunku asymptotycz­
nego, natenczas jak wiemy asymptota leży na krzywej drugiego 
stopnia. Zachodzić to więc może tylko w przypadku Δ =  0. Jeżeli 
mamy δ φ  0 obieramy jako punkt P(a, b) środek, tj. punkt prze­
cięcia obu prostych przedstawionych równaniem (1 ). Widzimy, że 
każda z obu prostych przedstawionych równaniem (1 ) jest asymp­
totą krzywej. Możemy jako punkt P(o, b) obrać też dowolny punkt 
krzywej. Mamy teraz

/ ( * ,  y) =  e(a ,a?-f bxy  +  ^ ) ( 0 , 3  +  6,^  +  ¾). (25)

Obierzmy P(a, b) na prostej

axx -|- b -|- c, =  0 . (26)
Mamy teraz

£
* =  2  [(αΐ α Η“ M  +  Cl) ° 2  +  («2« +  M  +  ^ H ]  , 

β —  9 [(αια +  Μ  +  c\)b2 +  (a2a +  M  +  c2) J ,

a więc

αλ +  βμ =  | ( « * « 4 - ^ ^  +  β2) ( αι λ +  ^ μ )·

Jeżeli więc λ, u. jest kierunek asymptotyczny prostej (26) natenczas 
równość (5) jest spełniona i prosta (26) jest asymptotą przechodzącą 
przez P(a, b).

W  przypadku δ =  0 możemy P (a,b) obrać dowolnie, a więc 
obierając P  dowolnie na jednej z prostych przedstawionych rów­
naniem (1 ) widzimy znów, że każda z tych prostych jest asymptotą.
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Jako przykład obecnie rozważanej teorji uważajmy hiperbolę 
w układzie spółrzędnych prostokątnym o równaniu

Mamy teraz

Środkiem jest początek układu, a asymptoty mają równania

a więc

Dochodzimy zatem oczywiście do tych samych dwóch pro­
stych, do których doszliśmy w Rozdziale XI., w którym już była 
podana definicja asymptot hiperboli.

4. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kierun­
ków asymptotycznych i asymptot w przypadku δ =j= 0.

Obierzmy nowy układ spółrzędnych x \  y'. obierając jako nową 
oś x' jednę z asymptot krzywej drugiego stopnia, a jako oś y' do­
wolną prostą nie równoległą do tej asymptoty. Jeżeli osią x' jest 
asymptota posiadająca kierunek λη μΐ5 natenczas w nowym układzie 
spółrzędnych mamy następujące wartości spółczyuników

? (^ · 1 5  ια ΐ )  O j / «O N

D' =  αλ, -f- Pp.j =  0. V ’

Druga równość pochodzi oczywiście stąd, że nowy początek 0' 
o spółrzędnych a, b leży na asymptocie, którą jest oś x '. Mamy 
więc równanie

2B'x'y' - ( -  C'y'2 - f -  2E 'y' - } -  F' =  0. (3 0 )

Załóżmy, że kierunek cr2, b2 osi y' nie jest asymptotyczny, 
a więc, że

( ? '  =  φ ( α 8 ,  & , )  φ 0 .

Równanie daje na y' dwie wartości

(31)
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Przytem B' =j= O, albowiem minor (§')

jest od zera odmienny.
Jeżeli mamy δ >  0, natenczas oś a;'jest prostą urojoną, a je­

żeli δ <  0 prostą rzeczywistą. Nadajmy spółrzędnej x' ciąg nieskoń­
czony wartości rzeczywistych rosnących nieograniczenie. Wyrażenie 
figurujące we wzorze (3fi) pod pierwiastkiem dąży do granicy 1. 
A więc jedna wartość pierwiastka z tego wyrażenia dąży do gra­
nicy —j— 1, a druga do granicy —  1. Nieskończonemu ciągowi war­
tości na x' odpowiadąją dwa nieskończone ciągi wartości na y' 
zależnie od znaku pierwiastka.

Pisząc y' w postaci

widzimy, że wartości —  1 granicy pierwiastka odpowiada ciąg war­
tości na y', których wartości bezwzględne rosną nieograniczenie. 
Wartości -f- 1 pierwiastka odpowiada ciąg wartości na y' dążący 
do zera, albowiem mamy

, , F· 
y il /2  =  -c T ·

Tosamo zachodzi, gdy nadamy x' ciąg wartości malejący nieogra­
niczenie.

W  przypadku F ' —  0, tj. gdy początek 0' leży na krzywej 
drugiego stopnia, co zachodzi tylko w przypadku Δ  =  0, jedna 
z wartości na y' równa się stale 0.

Dochodzimy zatem do następującego rezultatu: Do każdej 
wartości na x' należą w przypadku 6 '  =|= 0, tj. gdy kierunek osi 
y' nie jest asymptotyczny dwie wartości na y'. Jeżeli wartość bez­
względna x' rośnie nieograniczenie, natenczas wartość bezwzględna 
rzędnej jednego punktu na krzywej rośnie nieograniczenie, a war­
tość bezwzględna rzędnej drugiego punktu dąży do zera.

Obierzmy teraz osie spółrzędnych x\ y' w ten sposób, że obie 
osie są asymptotami krzywej. Mamy więc
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Otrzymujemy zatem następujące równanie krzywej drugiego stopnia

Osie spółrzędnych a?', y' są rzeczywiste w przypadku δ <  0, a uro­
jone sprzężone w przypadku δ >  0. Z tem równaniem mieliśmy 
już do czynienia w Rozdziale X III., i widzieliśmy, że jeżeli osie 

y' są rzeczywiste daje się przez odpowiednie przekształcenie 
układu spółrzędnych sprowadzić do równania hiperboli, przyczem 
nowe osie są to dwusieczne osi x\ y\ a więc rzeczywiste i prosto­
kątne. A więc w przypadku δ <  0 równanie (34) przedstawia zawsze 
hiperbolę. Spółczynnik B '

jest zawsze rzeczywisty, ponieważ λη μ1 są urojone sprzężone z λ2, μ8 
w przypadku λ >* 0, a mamy

tj. liczba B' równa się liczbie urojonej sprzężonej z nią samą. 
Mamy dalej

zatem otrzymujemy

gdzie e = i  1, zaś O  jest dodatni pierwiastek z Ω2. Wyjątek sta­
nowi przypadek Ω =  0, tj. przypadek kół i prostych minimalnych, 
w którym to przypadku asymptotami są proste minimalne i zamiast 
wzorów (4), (12), na spółczynniki kierunkowe mamy wzory (13), (14).

Spółczynnik F' otrzymamy ze wzoru
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Mamy więc

Równanie (34) napisze się zatem w postaci

5. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kie­
runków asymptotycznych i asymptot w przypadku δ =  0.

Obieramy teraz jako oś x' dowolną prostą mającą kierunek 
asymptotyczny, a jako oś y dowolną prostą przecinającą tę prostą. 
Możemy przytem obie proste obrać rzeczywiste. W  przypadku Δ =  0 
pierwsza prosta jest asymptotą krzywej. Spółczynniki kierunkowe 
al5 by kierunku asymptotycznego dane są wzorami (16). Mamy teraz

Otrzymujemy zatem równanie

Wprowadzamy nowe osie rzeczywiste x'\ y "  równoległe i równo 
skierowane z osiami x\ y' wzorami

i otrzymujemy równanie

Załóżmy D' =j= 0. Wprowadzamy jeszcze raz nowe osie x'\  y ‘" rze­
czywiste równoległe i równo skierowane z osiami x ", y" wzorami

297
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i otrzymujemy równanie

C 2 D' x "  =  0. (43)

Teraz mamy Δ  φ  0, albowiem dla kierunku asymptotycznego al5 
mamy

D'  =  a a, -|- βό, =  Z>at -(- =  —  *L(Db —  E a) .
r

W  przypadku Δ =  0 mamy równanie

gdzie (δ '/ jest to minor δ' w wyznaczniku Δ '.
Z równaniami (43) i (44) mieliśmy już do czynienia w Roz­

dziale X III. Równanie (43) przedstawia krzywe rodzaju parabol, 
przyczem początek układu leży na krzywej, a kierunek osi x  jest 
asymptotyczny. Równanie (44) przedstawia dwie proste równoległe. 
Zależnie od tego czy A φ  0, czy też C=}=0 możemy zastąpić wyraz 
wolny przez
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ROZDZIAŁ X V I.

Kierunki ze sobą sprzężone i średnice krzywych 
drugiego stopnia. Styczne krzywych drugiego

stopnia.
1. Definicja i badanie kierunków ze so b ą  sprzężon ych  i śre ­

dnic krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy znów równanie krzywej drugiego stopnia

/ ( * »  y) = 0  . ( 1 )
i równanie prostej l

x  =  a -f- rX, y — b -f- rp., (2)

przechodzącej przez punkt P(a, b) i przecinającej krzywą w punk­
tach określonych równaniem na r

2̂φ(λ, μ) +  2r(ocX -j- fi μ) +/(«, i) =  0. (3)

Jeżeli prosta l na kierunek nieasymptotyczny, natenczas przecina 
krzywą w dwóch punktach Pi , Pt . Wartości rx i ą  na r odpo­
wiadające tym punktom spełniają związek

Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby punkt P po­
łowił odcinek PXP2, jest równość

Otrzymujemy więc związek
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Do każdego kierunku nieasymptotycznego λ, μ należy zatem 
równanie (6) spełnione przez spółrzędne a, b punktów P  połowią­
cych odcinki P1Pi , jakie na prostych l mających uważany kieru­
nek wycina krzywa drugiego stopnia i tylko przez spółrzędne tych 
punktów.

Równanie (6) jest równaniem pierwszego stopnia i możemy 
je napisać w postaci

{Αλ - f  Βμ)χ - f  (Ba - f  Ca)y - f  Ζ>λ - f  Εμ =  0. (7)

W  przypadku, gdy to równanie przedstawia oznaczoną prostą w skoń- 
czoności, nazywa się ona średnicą (diametre) krzywej drugiego sto­
pnia należącą do kierunku λ, μ.

Odróżnimy dwa przypadki I. δ =j= 0, II. δ — 0.
I. δ φ Ο . Ponieważ nie mogą zachodzić równocześnie równości

4 λ 4  -Bμ =  0, Β λ + 0 μ  =  0, (8)

przeto do każdego kierunku należy zupełnie oznaczona średnica s. 
przechodząca przez środek C krzywej drugiego stopnia.

Wyznaczmy jej spółczynniki kierunkowe λ', μ'. Mamy

λ =  —  k(BX - f -  6 'μ), / q\
p/ =  ^ (^ X 4 -R u ) , '

gdzie k jest pewien czynnik od zera odmienny. Czynnik ten wy­
znaczamy z warunku

, λ'2 -j- x y  cos θ 4  y·'2 —  ł · (i0)

staje się on więc nieoznaczonym wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi 
związek

(Αλ +  Βμ)2 +  (ΒΧ 4 -  Ομ)2 -  2 (Al  +  Βμ) (ΒΧ 4 -  η  η
4 - 6 »  cos θ =  0, 1 '

a więc gdy kierunek λ', μ' jest minimalny.
Związek ten możemy napisać w postaci

(A* —  2 A B  cos Θ - f  B2)X* - f  2λμ { ΛΒ +  BC  — AC cos Θ —
— *B2 cos Θ) 4~ p2 (B2 — 2 BC cos Θ -f- C2) —  0.

Do każdego kierunku λ, μ należy zatem zupełnie oznaczony 
kierunek λ', μ.  W  przypadku kierunku λ, μ asymptotycznego, kie­
runek λ' μ' jest tym samym kierunkiem, a prosta określona rów-
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więc

naniem (7) jest asymptotą krzywej. Wynika to natychmiast stąd, 
że mamy teraz

gdzie k jest pewien czynnik od zera odmienny.
Rugując ze wzorów (9) k otrzymujemy związek

lub

t
Z tego wzoru otrzymujemy następujące związki

gdzie k' jest pewien czynnik od zera odmienny. A więc widzimy, 
że jeżeli do kierunku λ. μ należy kierunek λ', μ' natenczas na­
wzajem do kierunku λ', μ' należy kierunek λ, μ. Ze wzorów tych 
wynika dalej, że do kierunku asymptotycznego należy ten sam 
kierunek asymptotyczny. Naodwrót, jeżeli do pewnego kierunku 
λ, μ należy ten sam kierunek, natenczas mamy związek (12\ a więc 
ten kierunek jest kierunkiem asymptotycznym.

Widzimy więc, że kierunki na płaszczyźnie można skojarzyć 
ze sobą w pary. tak aby każdy kierunek figurował w jednej i tylko 
jednej parze, i aby do każdego danego kierunku należał ten kie­
runek, który wspólnie z danym kierunkiem tworzy jednę parę. 
Przytem istnieją dwie i tylko dwie pary składające się z tych 
samych kierunków, a mianowicie są to pary składające się każda 
z dwóch tych samych kierunków asymptotycznych.

Kierunki należące do takiej pary nazywamy kierunkami ze 
sobą sprzężonymi (directions conjugues).

Do kierunku λ', μ' należy średnica s o równaniu

które możemy też napisać w postaci

(18)
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gdzie k' jest to czynnik występujący we wzorach (16). Widzimy 
więc, że i średnice występują parami, przyczem przez parę średnic 
rozumiemy parę średnic posiadających kierunki ze sobą sprzężone. 
Średnice takie nazywamy średnicami ze sobą sprzężonymi (diametres 
conjugues). Jeżeli λ, μ jest kierunkiem asymptotycznym, natenczas 
średnice ze sobą sprzężone przechodzą obie w tę samą asymptotę. 
Możemy więc wszystkie proste przechodzące przez środek krzywej 
drugiego stopnia skojarzyć ze sobą w pary utworzone ze średnic 
ze sobą sprzężonych. Wśród tych par są dwie i tylko dwie pary 
składające się każda z dwóch prostych identycznych, są to miano­
wicie pary składające się z jednej i tej samej asymptoty dwa razy 
wziętej.

Średnicę należącą do pewnego kierunku nazywa się też śre­
dnicą sprzężoną z tym kierunkiem. Każda prosta' przechodząca przez 
środek krzywej może być uważana jako średnica sprzężona z pe­
wnym oznaczonym kierunkiem W  istocie, uważajmy prostą

(Ax +  By +  D)k1 - { - ( B x + C y  +  E)k2 =  0, (19)

gdzie kx i k2 są dowolne dwie liczby nie obie równe 0. Możemy 
znaleźć układ λ, μ spółczynników kierunkowych, proporcjonalnych 
do &15 k2

λ =  ρ klf μ =  ρ&2,

gdzie p jest pewna liczba od zera odmienna, oznaczona i wyzna­
czająca się ze związku

X2 —j— μ2 —j— 2 λ μ cos 9 = 1  

w przypadku gdy zachodzi nierówność

k\ -f- -j- 2 kj k2 cos Θ =j= 0,

a dowolna w przypadku gdy zachodzi równość 

ki -f- JĄ -j- 2 kx k2 cos 9 =  0.

II. δ =  0. Równanie średnicy s należącej do danego kierunku 
λ, μ nieasymptotycznego napisze się teraz w postaci

ε (αχ -f - ó y) (α λ  ̂μ) -|- -f- Eu. —  0, (20)

a spółczynniki kierunkowe λ', μ7 wyznaczają się ze wzorów
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Mnożąc te równości przez a, b i dodając otrzymujemy równość 

(a λ -f- b μ) (a λ' -j - b μ') =  0 (22)

tj. równość (15) lub (16), przyczem teraz lewa strona jest iloczynem 
dwóch form liniowych, jednej zmiennych λ, μ, a drugiej zmiennych 
λ', μ'. Ponieważ λ, μ jest kierunkiem nieasymptotycznym, więc 
mamy teraz

αλ' -j- by/ =  0, (23)

tj. kierunek średnicy jest zawsze kierunkiem asymptotycznym. 
Niechaj teraz λ, μ będzie kierunkiem asymptotycznym. 
Równanie (20) przedstawia albo prostą w nieskończoności, 

albo też jest identycznie równe zeru. Zależy to od tego czy równość

DX - f  E\l =  0 (24)

nie jest spełniona, czy też jest spełniona. Ponieważ mamy teraz 
równość

a \ -j- 6 μ =  0, (25)

więc mamy pierwszy przypadek jeżeli zachodzi równość

Db  —  Ea  =  0, (26)

a drugi przypadek, kiedy ta równość nie zachodzi. A więc pierw­
szy przypadek zachodzi, gdy mamy Δ =f= 0 a drugi, gdy mamy
Δ = 0.

Do kierunku λ', μ' asymptotycznego nie należy żadna śre­
dnica, a więc i żaden kierunek. Mimo to możemy znów wszystkie 
kierunki na płaszczyźnie skojarzyć ze sobą w pary, tak aby parę 
tworzył dowolnie dany kierunek i kierunek asymptotyczny i nazwać 
ze sobą sprzężonymi kierunki jednej pary. A więc każdy kierunek 
jest sprzężony z kierunkiem asymptotycznym, a kierunek asympto­
tyczny jest sprzężony z każdym kierunkiem, i mamy jednę jedyną 
parę składającą się z dwóch tych samych kierunków, tj. kierunku 
asymptotycznego dwa razy wziętego.

Uważajmy znów średnicę (20). W  przypadku Δ 0 położenie 
tej średnicy zależy od kierunku λ, μ, a mianowicie każda prosta 
mająca kierunek asymptotyczny jest średnicą należącą do pewnego 
zupełnie oznaczonego kierunku λ, μ nieasymptotycznego. W  istocie, 
uważajmy dowolną prostą
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o-kierunku asymptotycznym. Z równań

~ λ + ~ μ  =  k,
DX -j-  Eu. =  mk V '

wyznaczymy układ liczb λ, u, k, z których λ, μ są spółczynnikami 
pewnego kierunku, a liczba k jest od zera odmienna. A mianowicie 
mamy

, __ mb —  E  __  D — m a
D b —  Ea ' ^ Db  —  Ea

Zależnie od tego czy wyrażenie

(mb —  E)2 -\- (ma —  Z))2 —  2 (D —  ma)(E  —  mb) cos Θ

jest od zera odmienna, czy też nie, kierunek ten nie jest lub jest 
minimalny.

W  przypadku Δ =  0 mamy

D =  $ e a ( c 1 - f  c2), E =  \ ε b(cx -J- c2),

a więc równanie średnicy (20) ma postać

ε (a λ - f  b μ) [αχ -j- b y  +  ^ - f  c,)] =  0. (29)

Jest to więc dla każdego kierunku nieasymptotycznego jedna i tasama 
prosta, mianowicie prosta środków obu prostych równoległych da­
nych, co jest geometrycznie zupełnie oczywiste.

Z wywodów poprzednich wynika natychmiast konstrukcja przy 
pomocy cyrkla i lineału średnicy należącej do danego kierunku 
nieasymptotycznego. A mianowicie kreślimy dwie proste od siebie 
odmienne, posiadające kierunek λ, μ, tak aby przecinały krzywą 
w punktach rzeczywistych i następnie łączymy środki cięciw, jakie 
na tych prostych wycina krzywa.

W  przypadku δ =j= 0 otrzymujemy środek krzywej w przy­
padku gdy średnica przecina krzywą w punktach rzeczywistych 
A,  B , połowiąc AB,  w przeciwnym razie kreślimy prostą Γ, rów­
noległą do średnicy s tak aby przecinała krzywą w punktach rze­
czywistych A B '  i połowimy A' B' w punkcie C', a następnie 
kreślimy średnicę s mającą kierunek λ, μ.

www.rcin.org.pl



305

2. Przykłady.
1. Uważajmy elipsę o równaniu

w układzie prostokątnym. Mamy teraz

(30)

Wprowadźmy kąty φ i ψ, jakie kierunek dany λ, μ i kierunek 
λ', μ' z nim sprzężony zawierają z dodatnim kierunkiem osi x , 
obierając przytem te kąty tak by spełniały nierówności

Mamy 

a więc
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Jeżeli więc tg 9 jest dodatnie, natenczas tg4> jest ujemne
TC

i naodwrót, czyli, że jeżeli 9 jest zawarte między 0 a natenczas ψ 

jest zawarte między π a π i naodwrót.

TT
Dla <p — 0 mamy ψ =  — i naodwrót.

u
Uważajmy kąt σ

Mamy wzór

Dla φ zawartego pomiędzy 0 a — tg σ jest ujemne, a dla 9 zawar-
u

T C
tego pomiędzy — a π jest dodatnie, więc kąt między kierunkami 

jest rozwarty.
2. Uważamy hiperbolę o równaniu

w układzie prostokątnym. Mamy 

a wprowadzając znów kąty φ i ψ

jakie zawierają te kierunki z dodatnią osią x-ów, mamy

Więc tg φ i tg ψ są równocześnie dodatnie i równocześnie ujemne.
TC

Dla 9 =  0 mamy ψ =  9 i naodwrót. Jeżeli
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natenczas

i naodwrót, a więc jeżeli kąt φ jest mniejszy od kąta Θ, jaki kie­
runek asymptoty położonej w 1. ćwiartce płaszczyzny zawiera z osią 
a?-ów, natenczas kąt ψ jest > 0 ,  czyli, że kierunki leżą w 1. 
ćwiartce po przeciwnych stronach asymptoty i tak samo w 2. 
ćwiartce.

Oznaczając znów przez n kąt

mamy

Kąt σ równa się 0, jeżeli mamy

b2 —  a2 tg2 φ =  0,
tj. dla asymptot.

3. Redukcja równania drugiego stopnia do postaci kanonicz­
nych przy pomocy średnic i kierunków ze sobą sprzężonych.

Otrzymane rezultaty zastosujemy do nowej redukcji ogólnego 
równania drugiego stopnia. Niechaj nasamprzód będzie δ =j= 0. 
Obieramy jako nowy początek 0 ' układu środek krzywej, a jako 
nowe osie x ' y ' dwie osie o kierunkach λ, μ; λ', μ' ze sobą sprzę­
żonych od siebie odmiennych. Mamy więc teraz

Otrzymujemy zatem następującą postać równania drugiego stopnia

gdzie
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Naodwrót, jeżeli w równaniu drugiego stopnia spółczynnik 
przy xy  równa się zeru, natenczas kierunki osi spółrzędnych są 
kierunkami sprzężonymi ze sobą. W  istocie, kładąc we wzorach 
(9) λ =  1, μ =  0, B —  0, otrzymujemy

λ7 =  0. u.' =  k A ,

a więc λ' =  0, μ' =  1. Jeżeli spółczynniki D  i E  równają się zeru, 
początkiem układu jest środek krzywej, gdyż spółrzędne a, b środka 
spełniają równania

Aa -j- Bb =  0, B a-\-C b =  Q.

Jeżeli więc równanie drugiego stopnia ma postać (41) natenczas 
osie spółrzędnych są średnicami ze sobą sprzężonymi.

Zwróćmy się teraz do przypadku δ =  0, i obierzmy znów 
jako kierunki nowych osi dwa kierunki ze sobą sprzężone, a więc 
kierunek asymptotyczny i dowolny kierunek od niego odmienny. 
Mamy więc

Obierzmy jako oś x' średnicę należącą do kierunku nieasympto- 
tycznego λ', μ'. Spółrzędne a, b nowego początku układu 0' speł­
niają więc warunek

a więc mamy

Otrzymujemy zatem równanie

w którem mamy 

Mamy dalej
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gdzie pierwiastek jest dodatni. Otrzymujemy więc

gdzie η =  ±  1.
W  przypadku A — O, mamy

a więc

Otrzymujemy zatem w tym przypadku ostatecznie równania

4. Styczne krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy dowolny punkt P(a, b) położony na krzywej (1) 
i prostą l

przechodzącą przez ten punkt. Równanie (3) ma teraz postać

Jeżeli spółczynniki kierunkowe λ, u spełniają warunek

i kierunek nie jest asymptotyczny, natenczas prosta l ma tylko 
punkt P wspólny z krzywą, a jeżeli kierunek jest asymptotyczny 
leży ona całkowicie na krzywej.

Prosta taka nazywa się styczną (tangente) krzywej drugiego 
stopnia w punkcie P(a, b). Jeżeli a i β nie oba są równocześnie 
równe zeru, a więc gdy punkt P  nie jest środkiem, istnieje jedna
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jedyna styczna w punkcie P. Jeżeli punkt P  jest środkiem, każda 
prosta przez ten punkt jest styczną do krzywej w tym punkcie.

Z warunku (47) wynika, że punkt P  leży na średnicy nale­
żącej do kierunku λ, p. stycznej, albowiem spełnia równanie

(Ax  - f  B y  +  D)X +  (Bx +  Cy -f  E )y =  0 (48)

średnicy. Naodwrót, uważajmy dowolny punkt przecięcia dowolnej 
średnicy (48) z krzywą i poprowadźmy przez ten punkt P  prostą l 
o spółczynnikach kierunkowych λ, p.. Prosta ta jest styczną do 
krzywej w punkcie P.

Równanie stycznej t możemy rugując r z równań (45) napisać 
w postaci

p.(# —  a) — \{y —  b )  =  0 ,
a więc w postaci

<x(x — a ) $ ( y  — b) =  0. (49)
lub w postaci

<xx -f- $y -f- γ =  0. (50)

Z wyjątkiem przypadku kiedy punkt P jest środkiem, rów­
nania (48) i (49) przedstawiają zupełnie oznaczoną prostą. Specjal­
nymi przypadkami tych równań są równania stycznych do elips, 
hiperbol i parabol, które poznaliśmy w Rozdziale X I.

Konstrukcja stycznej w punkcie krzywej: Punkt P  łączymy ze 
środkiem O krzywej i prowadzimy przez P prostą o kierunku 
sprzężonym z kierunkiem OP.

5. Twierdzenia o kierunkach sprzężonych i średnicach 
w przypadku δ =j= 0.

I. Proste łączące punkt P krzywej z punktami przecięcia A , B 
dowolnej średnicy s z krzywą mają kierunki ze sobą sprzężone.

W  istocie, połączmy punkt C połowiący odcinek AP  ze środ­
kiem O. Kierunki A P  i CO są ze sobą sprzężone, a mamy

PB  || CO.

II. Dwie proste l, V poprowadzone przez punkty A, B prze­
cięcia średnicy s z krzywą i mające kierunki sprzężone przecinają się 
w punkcie P  położonym na krzywej.

W  istocie prosta l" przechodząca przez środek 0  i równo­
legła do Γ przecina l w punkcie C połowiąc3Tm cięciwę AD  tej 
prostej. A więc punkt P  schodzi się z punktem D.
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III. Dwie proste l, V przez punkt P  krzywej i mające kierunki 
sprzężone przecinają krzywą w punktach A, B  średnicy krzywej.

W  istocie gdyby prosta AB nie była średnicą, poprowadźmy 
średnicę AO  przecinającą krzywą w punkcie D  i połączmy D  z P. 
Proste PD i PB mają obie kierunki sprzężone z kierunkiem AP , 
więc schodzą się ze sobą, a więc D  schodzi się z B.

Ćwiczenia.

1. Kiedy dwa kierunki minimalne są ze sobą sprzężone względem 
krzywej drugiego stopnia?

2. Udowodnić następujące twierdzenia Apollonjusza:
„Styczna w punkcie M elipsy wycina na dwóch stycznych popro­

wadzonych do elipsy w punktach C, C  końcach średnicy elipsy dwa 
wektory CE i C'E' takie, że mamy

ĆE. C E ' —  &'2, ■ * (1)

gdzie b' jest półśrednica sprzężona z średnicą CC'U.
„Styczna w punkcie M  hiperboli wycina na dwóch stycznych po­

prowadzonych do hiperboli w punktach C, C' końcach średnicy hiper­
boli dwa wektory CE, i C'E' takie, że mamy

CE. C~E' =  —  &'2, (2)

gdzie b' jest półśrednica sprzężona z średnicą CC'U.
3. Średnice ze sobą sprzężone elipsy wycinają na stycznej elipsy 

w punkcie M  wektory ME, M F  takie, że mamy

Έ ε . Ίϊ ε =  —  δ '2, (3)

gdzie b' jest półśrednica sprzężona z półśrednicą OM.
Średnice ze sobą sprzężone hiperboli wycinają na stycznej hiper­

boli w punkcie M  wektory ME, M F  takie, że mamy

~ME. ~MF —  δ '2, (4)

gdzie b' jest półśrednicą sprzężoną z półśrednicą OM.
4. Uważajmy krzywą drugiego stopnia o środku 0  i poprowadźmy 

z punktu P  styczne do krzywej, których punkty styczności niechaj będą 
A , B. Okazać, że prosta OP połowi cięciwę AB.
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ROZDZIAŁ XVII.

Kierunki główne i osie krzywych drugiego stopnia.
1. Definicja i badanie kierunków głównych i osi krzywych

drugiego stopnia.

Uważajmy znów krzywą drugiego stopnia

/ 0 , y) =  0  ( 1 )

i dwa kierunki λ, p.; λ', p/ ze sobą sprzężone. Mamy związek

( Α λ - f  Rp.)X' +  (R X + C p .)p /  =  0. (2 )

Spytajmy się, kiedy te kierunki są do siebie 'prostopadłe? 
Należy w tym celu znaleźć wszystkie układy dwóch par liczb λ, p. 
i λ', p.' spełniających równanie (2 ), równanie

(λ —J- p. cos θ)λ' -f- (λ cos Θ -(- p.)p/ =  0 (3)

i będących spółczynnikami kierunkowymi pewnych kierunków. 
Warunkiem koniecznym i wystarczającym, aby dla danych λ, p. 
istniały λ', p/ nie obie równe zeru i spełniające te równania jest 
aby wyznacznik równań tych względem λ', p/ równał się zeru. 
A  więc λ, p. muszą spełniać warunek

(.A cos θ —  5 )λ 2 +  (Λ — C)lu. +  (B — C cos Θ)ιλ2 =  0, (4)

i warunek ten jest wystarczający. Ale ponieważ równania (2) i (3) 
są symetryczne względem dwóch par λ, p. i λ', p/, więc i para λ', p.' 
musi spełniać to samo równanie.

Należy więc przedewszystkiem zbadać wszystkie pary liczb 
nie obie równe zeru, spełniające równanie (4). Równanie to jest

równaniem drugiego stopnia względem stosunku — i tak samo wzglę-
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dem stosunku z wyjątkiem przypadku, kiedy oba spółczynniki 

przy λ2 i przy u.2 równają się 0. W  tym ostatnim przypadku mamy

(A —  =

a więc, gdy i  φ  C, mamy albo λ =  0. albo p. =  0. Jeżeli więc 
przez kierunek będziemy rozumieli parę kierunków sobie przeciw­
nych, natenczas równanie (4) jest spełnione przez kierunki

λ —  ε, p. 0 , ε =  1 ,
i

λ =  0 , p- =  η, η = ± 1 .

Jeżeli zachodzą równocześnie równości 

A cos Θ —  B =  0, 4  — C =  0, B —  C cos Θ =  0, (5)

natenczas mamy koła i proste minimalne, i równanie (4) jest speł­
nione dla wszystkich kierunków na płaszczyźnie.

W  ogólnym przypadku, kiedy nie oba spółczynniki przy > 2 i p.2 

równają się 0 , mamy dwa kierunki, których spółczynniki speł­
niają równanie (4) i kierunki te są od siebie odmienne, albowiem 
wyróżnik równania (4)

(A cos θ — B) (B —  C cos Θ) —  * (A —  C)* =  —  φ Ω 2

równa się zeru tylko dla kół i prostych minimalnych. Dwa kie­
runki ze sobą sprzężone schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, 
jeżeli są kierunkiem asymptotycznym. Dwa kierunki do siebie pro­
stopadłe schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy jeżeli są kierun­
kiem minimalnym. Dwa kierunki sprzężone i prostopadłe do siebie 
schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, gdy są kierunkiem rów­
nocześnie minimalnym i asymptotycznym. Ale wówczas oba kie­
runki minimalne są równocześnie asymptotyczne, albowiem jeżeli 
równanie

4 X * - f  ΰ λ α - j -  6 p 2 =  0

spełnione jest przez spółczynniki kierunkowe pewnego kierunku 
urojonego, natenczas spełnione jest też przez spółczynniki kierunku 
sprzężonego z tym kierunkiem. A więc w przypadku kół i pro­
stych minimalnych, tj. związków (5) i tylko w tym przypadku 
mamy kierunek równocześnie do siebie prostopadły i ze sobą sprzę­
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żony, a mianowicie oba kierunki minimalne mają tę własność. 
W  każdym innym przypadku, kierunki λ, y. i λ', y.' są od siebie 
odmienne.

Dochodzimy więc do rezultatu następującego: W  przypadku 
kół i prostych minimalnych każda para kierunków do siebie pro­
stopadłych spełnia warunki zagadnienia, gdyż spełnia równocześnie 
równania (2) i (3), a we wszystkich innych przypadkach kierunki 
pary są od siebie odmienne i spełniają równanie (4) a więc mamy 
najwyżej jednę taką parę kierunków. Obrawszy dowolny kierunek 
spełniający równanie (4), otrzymujemy z równań (2) i (3) zupełnie 
oznaczony kierunek o spółczynnikach λ'. y.', gdyż w równaniu (3) 
oba spółczynniki przy λ', y.' nie mogą się równocześnie równać 0 . 
A więc istnieje jedna jedyna para takich kierunków. Kierunki te 
nazywają się główne (directions principales).

Średnice należące do kierunków głównych nazywają się osiami 
(axes) krzywej drugiego stopnia Ponieważ średnica ma równanie

{A x  -f- B y  -j- D )l  -f- {B x  Cy -j - E)\i =  0, (6 )

lub

. {A l  - f  By.)x - f  {BI - f  Cy.)y - f  D l  - f  E\i =  0, (7)

więc w przypadku δ φ Ο  mamy dwie osie przechodzące przez 
środek i do siebie prostopadłe z wyjątkiem przypadku kół i pro­
stych minimalnych, w którym mamy nieskończenie wiele par osi 
do siebie prostopadłych. W  przypadku δ =  0  każdemu kierunkowi 
nieasymptotycznemu odpowiada średnica w skończoności, a dla kie­
runku asymptotycznego równanie (7) przedstawia prostą w nieskoń­
czoności w przypadku parabol a jest identycznie równe zero w przy­
padku dwóch prostych równoległych.

W  przypadku δ =j= 0 i krzywych minimalnych kierunki główne 
są rzeczywiste, albowiem wyróżnik równania (4) jest ujemny, a więc 
i obie osie są rzeczywiste, jako proste o kierunkach rzeczywistych, 
przechodzące przez punkt rzeczywisty (środek). W  przypadku δ =  0 
kierunek główny nieasymptotyczny jest również rzeczywisty i ma 
spółczynniki kierunkowe

' , λ cos Θ —(— μ λ -f- μ cos Θ
λ =  _  sin9 5 =  sin Θ ’

gdzie λ, u. są spółczynniki kierunku asymptotycznego
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więc mamy równanie osi

lub

lub

Nazywamy osią syrnetrji (axe de symetrie) krzywej drugiego 
stopnia prostą s posiadającą tę własność, że jeżeli punkt P  leży na 

krzywej, natenczas i punkt P  symetryczny punktu P  względem pro­
stej s leży na tej krzywej Z poprzedniego wynika, że oś krzywej 
2-go stopnia jest jej osią syrnetrji. Naodwrót, uważajmy układ osi 
prostokątny i załóżmy, że oś x  jest osią syrnetrji. wówczas speł­
nione są równocześnie równania

a więc równania

Albo więc mamy

równanie (4) daje nam

a równanie (7)

a więc kierunkowi

odpowiada jako oś oś x. 
Albo też β φ Ο
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dla y φ  0. Teraz kierunek λ =  0, u. =  1 nie jest kierunkiem głó­
wnym, bo nie spełnia równania (4). Krzywa rozpada się na dwi& 
proste, a mianowicie na oś a: i na prostą o równaniu

B x  +  E =  0,

i osie krzywej zawieraja kąty z osią x.

2. Badanie kierunków głównych i osi przy pomocy 
równania na S.

Uważajmy znów równania (2) i (3).
Dzieląc wyróżnik tych równań, tj. lewą stronę równania (4) 

przez iloczyn
(λ -j- a cos θ) (λ cos Θ -f- p.)

otrzymamy równanie

^ λ -| - By. _  B I - f- Cy ^
λ -(- JA COS θ λ COS Θ -f- JA ’

Równanie to jest spełnione przez spółczynniki kierunkowe obu 
kierunków λ, u. i λ', y.'. Przytem zakładamy, że oba mianowniki 
są od zera odmienne. Jeżeli jeden z tych mianowników np. λ -j-p .cos 6 
równa się 0, natenczas otrzymamy z równania (3)

y/ =  0,

więc λ' =  ε, ε =  ±  1, a więc z równania (2)

Λ λ - f  By  =  0.

Wówczas pierwszy ułamek w (10) jest nieoznaczony, a mianownik 
drugiego jest od zera odmienny.

Oznaczmy przez S wartość tego z ułamków figurujących 
w równości (10), który posiada oznaczoną wartość.

Liczby λ, j a ,  <S spełniają zatem równania

Równania te są jednorodne linjowe względem λ, yf a więc S spełnia 
równanie, które się otrzymuje przyrównując do zera wyznacznik 
przy λ, y tych równań. Otrzymujemy to równanie w postaci wy­
znacznika
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a więc otrzymujemy równanie drugiego stopnia

lub równanie

Spółczynnikami tego równania są znane nam wyrażenia ω i δ, 
tak, że równanie to możemy napisać w postaci

Równanie to spełnione przez wszystkie wartości na S, odpowiada­
jące kierunkom głównym nazywa się równaniem na S (equation 
en S).

Wyróżnik równania na S jest

tj. kół i prostych minimalnych. W  tym ostatnim przypadku rów­
nanie (14) przyjmuje postać

a więc posiada podwójny pierwiastek S — A. W  tym przypadku 
wszystkie spółczynniki w równaniach (11) przy λ, μ. równają się 
zeru, a więc λ, y. są dowolne i równania (2), (3) redukują się do 
jednego równania.

W  ogólnym przypadku niechaj pierwiastki równania na S 
będą i St. Otrzymujemy dwa układy równań (11), z których 
jeden układ niechaj spełniony będzie przez spółczynniki kierunkowe 
λ1? μ ,, a drugi przez spółczynniki kierunkowe λ2, μ2

jest on więc ujemny z wyjątkiem przypadku

A =  C, B =  A cos Θ =  C cos Θ,
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Okażemy, że kierunki λα, αχ i λ2, ;λ2 są rzeczywiście kierunkami 
głównymi. W  tym celu pomnóżmy równania (16) przez λα, 
i dodajmy je do siebie. Otrzymamy

Tak samo mnożąc równania (17) przez λ2, p.2 i dodając je do 
siebie otrzymujemy

Zatem Sx i S2 równają się odpowiednio φ(λ1,ρ.1) i φ(λ2, μ2).
Pomnóżmy dalej równania (16) przez λ2, i dodajmy je do 

siebie. Otrzymamy

Tak samo mnożąc równania (17) przez i dodając do siebie
mamy

Odejmując te równania od siebie otrzymamy

a więc ponieważ 8X =|= S2 mamy

a stąd

a zatem pierwiastkom bx i St odpowiadają rzeczywiście kierunki 
główne, a mianowicie kierunki te tworzą jednę parę kierunków 
głównych.

W  przypadku kiedy mamy δ —  0, jeden z pierwiastków rów­
nania na S równa się zeru np. St , a wówczas mamy

więc odpowiedni kierunek główny jest asymptotyczny. Wówczas 
S2 =|= 0 i drugi kierunek główny jest prostopadły do asympto­
tycznego.
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3. Redukcja równania drugiego stopnia przy pomocy kierun­
ków gJównych i osi do postaci kanonicznych w przypadku

δ φ Ο .

Obierzmy jako kierunki nowych osi x', y' dwa kierunki 
główne ze sobą sprzężone od siebie odmienne, tj. w przypadku 
krz}^wych nie minimalnych oba kierunki główne, a w przypadku 
krzywych minimalnych dowolną parę kierunków głównych prosto­
padłych do siebie i nie minimalnych. Jeżeli A', B j . . . F '  oznaczają 
spółczynniki równania krzywej w nowym układzie spółrzędnych, 
natenczas mamy

A' =  φ(λχ, =  8lt
B' =  φ(λ,, λ2, |a8) =  0,

6  =  φ(λ2, u-2) =  S2.

Obierzmy dalej nowy początek O'(a, b) układu w środku 
krzywej. Mamy więc

D ' =  αλχ -j- βρ-χ =  0,
F' =  αλ2 -[- βρ-2 =  0,

F '  =  α α φ β / δ φ γ  =  γ = £ .

Równanie krzywej (1 ) w nowym układzie napisze się więc w postaci

+  =  (22)

Dochodzimy zatem do następującego podstawowego rezultatu: 
W  przypadku δ φ  0 można równanie krzywej drugiego stopnia 
przez wprowadzenie odpowiednich osi prostokątnych sprowadzić 
zawsze do kształtu (22). Równanie tego kształtu badaliśmy już po­
przednio i widzieliśmy, że w przypadku Δ φ  0 równanie to przed­
stawia nam elipsy rzeczywiste, elipsy urojone i hiperbole, przyczem 
koła uważać należy oczywiście jako specjalny przypadek elips. 
Zatem w przypadku δ φ 0  równanie drugiego stopnia przedstawia 
tylko te krzywe.

Gdy zaś mamy Δ =  0, równania (1) i (22) przedstawiają, jak 
wiemy, dwie proste przecinające się, rzeczywiste lub urojone.

Δ
W  przypadku Δ φ  0 dzieląc równanie (22) przez otrzy­

mamy równanie
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A więc wprowadzając oznaczenia

przyczem ex —  +  1, ε8 =  ±  1 i a% i b2 są dodatnie, napiszemy 
równanie (23) w postaci

Przez a i b rozumiemy liczby bezwzględne. Są to, jak wiemy połowy 
osi uważanych krzywych drugiego stopnia. Ponieważ nowe osie 
spółrzędnych schodzą się z osiami krzywych drugiego stopnia, więc 
te Odcinki o długościach 2 a i 2b, które nazywaliśmy poprzednio 
w Rozdziale X I. osiami krzywych drugiego stopnia, leżą na tych 
średnicach, które obecnie nazywamy osiami krzywej. Dla uniknięcia 
dwuznaczności można te średnice nazywać też średnicami głównemi 
krzywych drugiego stopnia.

Otrzymujemy zatem trzy kategorje równań krzywych dru­
giego stopnia w układzie obecnym spółrzędnych

albowiem przypadki εχ =  —j— 1, ε, =  —  1, i ε, =  —  1, ε2 =  — 1 
można przez zmianę Sx na i S% na Slx tudzież przez zamianę 
osi x  i y sprowadzić do siebie. Zamieniając też ewentualnie w przy­
padku równań (25) i (28) S1 z St i osie ze sobą możemy zawsze 
założyć, że spełniona jest nierówność a b.

Ponieważ Sx i <S2 możemy wyrazić przez 5 i ω, więc i a i b 
<ładzą się wyrazić przez te niezmienniki, a mianowicie mamy
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S1 i St możemy napisać w postaci

W ięc jeżeli δ jest dodatnie, natenczas S1 i St mają ten sam znak, 
co A  i G  i naodwrót.

Możemy to też okazać w inny sposób. Z równania (15) wy­
nika, że gdy δ >  0, natenczas ω, £, i S2 mają te same znaki. Ale 
łatwo okazać, że gdy δ >  0, natenczas ω, A i C· mają te same 
znaki.

Jeżeli A i C są dodatnie, natenczas mamy

zatem ω >  0.
Naodwrót, jeżeli A i C są ujemne, natenczas ω jest ujemne, 

gdyż wówczas mamy

i z lewej strony mamy sumę dwóch liczb ujemnych.

4. Redukcja równania krzywych drugiego stopnia do postaci 
kanonicznych w przypadku δ =  0

Teraz jeden i tylko jeden pierwiastek np. równania na S 
równa się zeru. Wprowadźmy układ spółrzędnych mający kierunki 
główne, tj. kierunek λχ, asymptotyczny i kierunek λ8, p.s do 
niego prostopadły. Mamy

a więc otrzymujemy równanie

Obierzmy dalej jako oś x ' oś krzywej a jako oś y' dowolną prostą 
do niej prostopadłą Początek 0 ' o spółrzędnych a, b leży więc na 
osi krzywej o równaniu
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a więc mamy 

to jest 

Mamy dalej

Otrzymujemy zatem równanie

Δ i I)' są równocześnie równe zeru i równocześnie od zera od­
mienne, gdyż D' =  0, E' =  0 pociąga za sobą α =  0, β =  0 i na- 
odwrót, a ponieważ mamy δ =  0, więc gdyby a i β były równe 0, 
mielibyśmy κ' —  κ " =  0, więc i Δ  =  0. Naodwrót jeżeli mamy 

Δ =  0, mamy D b — Ea =  0. a ponieważ mamy

i

więc D' =  0.
W  przypadku Δ =j= 0 możemy wprowadzić dalszy nowy układ 

spółrzędnych x", y"  taki, że osią x"  jest oś x\ a oś y "  jest równo­
ległą do osi y'. Pomiędzy spółrzędnymi x\ y' i x"  i y"  mamy 
związki

Wówczas równanie (35) przechodzi w następujące równanie

a więc w równanie krzywej przechodzącej przez nowy początek 
układu. Ale ponieważ układ spółrzędnych x " ,  y"  jest prostokątny, 
więc krzywa ta jest parabolą. W  istocie, kładąc

gdzie ε =  ±  I i jest tak dobrane, aby p było dodatnie, otrzymamy 
równanie paraboli
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leżącej po stronie dodatniej x'\ jeżeli ε =  —  1, a po stronie ujem­
nej x" ,  jeżeli ε =  —|— 1.

Mamy teraz

a więc otrzymujemy 

Ale mamy

więc otrzymujemy wzór

gdzie ε ' =  +  1, zaś A i ω mają znaki przeciwne.
Wzór ten otrzymujemy też korzystając z własności niezmien­

niczych wyrażeń Δ i ω. Mamy dla równania (35)

więc

a więc

W  przypadku A =  0 mamy D' —  0, więc równanie (35) ma 
teraz postać

i przedstawia dwie proste równoległe. Ponieważ nowy początek 0' 
układu leży na osi, którą jest prosta środków, więc mamy α =  β =  0, 
a więc F' =  γ —  Da -f- Eb -f- F. Mamy więc

323
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zatem

Ale mamy

więc też

Stąd otrzymujemy

Równanie (41) możemy więc też napisać w postaci

Zestawiając rezultaty dwóch ostatnich ustępów możemy wy­
powiedzieć następujące podstawowe

T w i e r d z e n i e :  Równanie drugiego stopnia przedstawia prócz 
prostych, tylko elipsy rzeczywiste, elipsy urojone, hiperbole i parabole.

5. Równanie osi krzywych drugiego stopnia. Równanie na
długości półosi.

W  przypadku δ =f= 0 osie przechodzą przez środek krzywej 
drugiego stopnia, a ponieważ spółrzędne kierunkowe λ, p. kierun­
ków głównych spełniają równania (4), więc pisząc równanie osi 
w postaci parametrycznej

gdzie a, b są spółrzędne środka, i zastępując λ, p. w równaniu 
(4) przez

otrzymamy równanie
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drugiego stopnia przedstawiające obie osie. W  przypadku kół i pro­
stych minimalnych równanie to jest identycznie równe zero.

W  przypadku δ == 0 mamy

dalej kierunek λ1, μ1 spełnia warunek

zaś kierunek u2 prostopadły do tego kierunku warunek

Równanie osi (8) lub (9) możemy przy pomocy a i b napisać 
w postaci

lub w postaci

W  przypadku Δ =  0 mamy

więc równanie osi ma postać

tj. otrzymujemy prostą środków.

Z równania na S (ló) otrzymujemy w przypadku Δ 0> 
Δ 2

δ =j= 0 mnożąc przez równanie

Wprowadzając zamiast S nową niewiadomą r określoną wzorem

otrzymujemy równanie
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Równanie to ma pierwiastki

< · = - ^ 5 (ω ± ϋ ) .  (52)

Jak to wynika ze wzorów (24) pierwiastkami równania tego są 
wielkości — ε,π2 i — el bi. Zatem w przypadku elipsy rzeczywistej 
pierwiastkami równania (51) są kwadraty półosi a2, b2\ w przy­
padku elipsy urojonej ujemne kwadraty półosi —  a2, —  62; nareszcie 
w przypadku hiperboli mamy pierwiastki — a2, b2 lub a2, — b2. 
Równanie (51) nazywa się równaniem na półosi (equation aux carres 
des demiaxes) krzywych drugiego stopnia.

6. Reguły badania krzywych drugiego stopnia,

Możemy teraz zestawić reguły, których należy się trzymać 
aby zbadać, co przedstawia dane równanie krzywej drugiego 
stopnia.

1 . Obliczamy wielkości Δ, δ, ω, Ω, δ' i δ " i konstatujemy, 
czy mamy elipsę (δ )>  0 , Δ  φ  0 ), hiperbolę (δ <  0 , Δ φ  0 ), para­
bolę (δ =  0 , Δ φ Ο )  lub proste (Δ =  0). Dalej konstatujemy, czy 
mamy elipsę rzeczywistą (AA  i CA <C 0). czy urojoną (4 Δ  i CA 0), 
czy też koło (Ω2 =  0) rzeczywiste lub urojone. W  przypadku dwóch 
prostych badamy, czy się przecinają (δ φ  0 ), czy są równoległe 
(δ =  0 ), a w pierwszym przypadku, czy są rzeczywiste (δ <  0 ), 
czy też urojone (δ >> 0 ), tak samo w drugim przypadku, czy są 
rzeczywiste (δ' lub δ " <  0), czy też urojone (δ' lub δ " >  Oj, czy 
też się zlewają (δ' =  δ " =  0 ).

2. Obliczamy spółrzędne środka w przypadku δ φ  0, a rów­
nanie prostej środków w przypadku δ =  Δ =  0 .

3. Piszemy równanie na S i obliczamy jego pierwiastki.
4. Obliczamy spółczynniki kierunkowe kierunków głównych.
5. Wprowadzamy nowe osie mające kierunki główne i okre­

ślone w poprzednich ustępach tego Rozdziału.
6 . Piszemy równanie w postaci kanonicznej (22), (37) lub

(41).
7. Obliczamy w przypadku δ φ  0, Δ φ Ο  półosi, wzorami (24) 

lub wzorem (52), w przypadku δ =  0, Δ φ Ο  parametr wzorem 
(40), nareszcie w przypadku δ =  0 , Δ  =  0  odległość dwóch pro­
stych przy pomocy wzoru (44).

www.rcin.org.pl



327

Rezultaty otrzymane możemy zawrzeć w następującej tabeli. 

T a b e l a :

Dwie proste urojone przecinające się.

Dwie proste rzeczywiste przecinające się.

Parabola.
Dwie proste równoległe.

urojone sprzężone,

rzeczywiste odmienne od siebie,

zlewające się ze sobą.

Ćwiczenia.

1. Zbadać i sprowadzić do kanonicznych postaci krzywe o równa­
niach w układzie spółrzędnych prostokątnych

2. Mając dane średnice OM. ON ze sobą sprzężone elipsy skon­
struować jej osie

(Konstruujemy na stycznej t w punkcie M  dwa wektory MEt MU 
tak, aby było

i aby kierunki OE i OF były do siebie prostopadłe).
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ROZDZIAŁ XVIII.

Twierdzenia Apolloniusza dla krzywych 
2-go stopnia.

1. Twierdzenia Apolloniusza dla elipsy.

W  Rozdziale obecnym drogą analityczną udowodnimy pewne 
ważne twierdzenia o średnicach krzywych drugiego stopnia, które 
były już znane Grekom, i 'które Apolloniusz w dziele: „τά κωνοκάα 
drogą geometryczną wyprowadził.

Uważajmy w układzie prostokątnym elipsę o równaniu

i dwa kierunki I i 2 ze sobą sprzężone i zawierające kąty a i β 
z osią x. Mamy związek

Uważamy punkt C leżący na średnicy odpowiadającej kierun­
kowi 1, na dodatniem ramieniu średnicy i na elipsie. Uważajmy 
tak samo punkt D położony na średnicy odpowiadającej kierunkowi 2 
na dodatniem ramieniu i na elipsie.

Oznaczmy przez o', b' połowy średnic ze sobą sprzężonych 
CC' i DD\ które nazywamy pólśrednicami ze sobą sprzężonymi. 
Mamy

Otrzymujemy zatem 3 równania (2), (3), (4) pomiędzy funk­
cjami trygonometrycznymi dwóch kątów a i β. Jeżeli wyrugujemy
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te funkcje trygonometryczne z tych równań otrzymamy pewien 
związek pomiędzy a, b, a', b'.

Zauważmy w tym celu, że z równania (2) otrzymujemy

gdzie p jest pewnym czynnikiem proporcjonalności od zera od­
miennym.

Wstawmy wyrażenia na cos a i sin a ze wzorów (5) w rów­
nanie (3). Otrzymamy

a więc

a więc ze wzoru (4) otrzymamy

329
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a więc

gdzie ε =  +  1. Otrzymujemy zatem następujące związki

Wstawmy teraz wyrażenie na cos a w równanie (3). Otrzy­
mamy związek zawierający tylko sinusy

czyli związek

Wstawmy podobnie w równanie (3) wyrażenie drugie (7) 
dające sin a. Otrzymujemy związek zawierający tylko cosinusy

a więc

Mamy zatem twierdzenie
T w i e r d z e n i e  1:  „Suma kwadratów rzutów półosi a', b'

ze sobą sprzężonych na oś x  równa się kwadratowi półosi a, zaś 
suma kwadratów rzutów półosi na oś y równa się kwadratowi 
półosi bu.

Dodając równości (8) i (9) do siebie otrzymujemy równość

a więc
T w i e r d z e n i e  2:  „Suma kwadratów półśrednic ze sobą

sprzężonych równa się sumie kwadratów półosiu.
Jest to 'pierwsze twierdzenie Apolloniusza dla elipsy.
Zastąpmy teraz we wzorze (3) jedno cos a i jedno sin a przez 

wyrażenia dane wzorami (7). Otrzymamy

a więc
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Uważając te kierunki średnic ze sobą sprzężonych jako dodatnie, 
które zawierąją kąty zawarte między 0 a π z osią mamy ε =  —j— 1

T C  T C
dla 0 5Ξ a 5ίΞ — ’ za® ε —  —  1 dla - < α ^ π .  Równość (1) wyraża

drugie twierdzenie Apolloniusza dla elipsy
T w i e r d z e n i e  3: „Równoległobok wystawiony na dwóch 

półśrednicach ze sobą sprzężonych ma pole równe polu prostokąta 
wystawionego na półosiach“ .

Styczne w punktach C, C' i tak samo styczne w punktach 
D, D' są do siebie równoległe. Tak samo proste CD , C' D' i proste 
C  D, CD' są do siebie równoległe. Otrzymujemy stąd twierdzenie 
de la Hire

T w i e r d z e n i e  4: „Równoległobok, którego wierzchołkami 
są końce dwóch średnic ze sobą sprzężonych ma pole równe poło­
wie pola prostokąta utworzonego przez styczne w wierzchołkach 
elipsy

2. Drugi dowód twierdzeń Apolloniusza dla elipsy.

Uważajmy drugi układ spółrzędnych Kartezjusza x' y', któ­
rego osiami są średnice sprzężone 1 , 2 ,  a kierunkami dodatnimi 
dodatnie kierunki tych średnic. W  układzie tym równanie elipsy jest

Uważajmy teraz niezmienniki δ, Δ. ω należące do funkcji 
drugiego stopnia figurującej w równaniu (1) i tak samo niezmien­
niki δ', Δ', ω' należące do funkcji figurującej w równaniu (12). 
Niechaj dalej Θ i θ' będą kąty odpowiednio osi y  z osią x i osi y' 
z osią x '. Mamy

Mamy (Rozdział X II) związki
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Mamy

i tak samo

A więc otrzymujemy ze związków (13) i (14)

Dochodzimy zatem do związków poprzednich (10) i (11).

3. Twierdzenia Apolloniusza dla hiperboli.
Uważajmy hiperbolę H  o równaniu

w układzie spółrzędnych prostokątnym.
Uważajmy znów średnice 1 i 2 ze sobą sprzężone i obierzmy 

je jako osie nowego układu spółrzędnych x\ y', zawierające kąt 
6' =  β —  α =  φ. Mamy teraz pomiędzy α i β związek

•Pomiędzy a?, y i x\ y' mamy związki

Zastępując w równaniu (15) x, y przez wartości dane wzorami (17) 
otrzymamy równanie

Jeżeli średnica 1 przecina hiperbolę w punktach rzeczywistych,
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natenczas średnica 2 przecina hiperbolę w punktach urojonych. 
Załóżmy, że kierunki dodatnie 1 i 2 leżą w 1-szej ćwiartce. Mamy

a  więc oba spółczynniki przy x ' 2 i y '2 są dodatnie. Oznaczając je 

przez — ^  napiszemy równanie (18) w postaci

D la  y ' —  0 mamy x' =  ±  dla x' =  0 mamy y' =  ±  ib'.
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Uważajmy teraz obok hiperboli H drugą hiperbolę H', którą 
z hiperboli H  otrzymuje się w sposób następujący. Osią rzeczywistą 
hiperboli H' jest oś y, a osią urojoną oś x , półosią rzeczywistą 
półoś urojona δ, a półosią urojoną półoś rzeczywista a hiperboli H. 
Równanie hiperboli H ' jest więc

Uważajmy znów osie x ' , y' ze sobą sprzężone i napiszmy 
równanie hiperboli H' w tych osiaćh. Otrzymamy równanie

A więc równanie hiperboli H' jest

Hiperboli Ή i H' nazywają się hiperbolami ze sobą sprzężo­
nymi (hyperboles conjuguśes).

Uważajmy teraz niezmienniki δ i ω dla hiperboli (15). Mamy

Uważajmy te same niezmienniki dla równania (19) hiper­
boli H. Mamy

Otrzymujemy na podstawie związków (13) i (14) między nie­
zmiennikami. związki

a więc związki
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przyczem przez a', b' rozumiemy liczby dodatnie. Nazywając a' i h' 
półśrednicą rzeczywistą i półśrednicą urojoną ze sobą sprzężonymi 
hiperboli H widzimy, że półśrednice te są odpowiednio półśrednicą 
urojoną i półśrednicą rzeczywistą hiperboli H. Związki (25) i (26) 
wyrażają odpowiednio pierwsze i drugie twierdzenie Apolloniusza dla 
hiperboli :

T w i e r d z e n i e  5: „Różnica kwadratów półśrednicy rzeczy­
wistej i półśrednicy urojonej z nią sprzężonej hiperboli Π  równa 
się różnicy kwadratów półosi rzeczywistej i półosi urojonej. Albo: 
różnica kwadratów półśrednic rzeczywistych ze sobą sprzężonych, 
dwóch hiperbol Η, H' ze sobą sprzężonych równa się różnicy kwa­
dratów półosi rzeczywistych tych hiperbol·4.

T w i e r d z e n i e  b:  „Równoległobdk wystawiony na półśre- 
dnicach ze sobą sprzężonych hiperboli równa się prostokątowi wy­
stawionemu na półosiach hiperboli. Albo: równoległobok wystawiony 
na półśrednicach rzeczywistych ze sobą sprzężonych dwóch hiperbol 
Η, H' równa się prostokątowi, wystawionemu na półosiach rzeczy­
wistych hiperbol44.

Równanie asymptot w układzie osi x\ y' ze sobą sprzężo­
nych jest

Stąd wynika, że styczne w punktach C, 1), w których średnice ze 
sobą sprzężone przecinają hiperbolę H i hiperbolę H' z nią sprzę­
żoną przecinają się w punkcie K asyinptoty.

4. Dowody geometryczne twierdzeń Apolloniusza dla elipsy.

Uważajmy elipsę K  o półosiach o, b. Elipsę tę możemy uwa­
żać jako przecięcie walca kołowego pewną płaszczyzną Π. W  isto­
cie, uważajmy walec prostokątny, którego podstawą jest koło K
0 promieniu b. Walec ten można zawsze przeciąć taką płaszczyzną 
II, której przekrój jest elipsą E  o półosiach a, b.

Uważajmy dwie średnice CC', IjD' ze sobą sprzężone elipsy Ę
1 rzutujmy je prostokątnie na podstawę walca. Otrzymamy dwie 
średnice GG', HH' koła K. Średnice te są do siebie prostopadłe. 
W  istocie, uważajmy cięciwę MM' elipsy równoległą do średnicy 
DI)'. Średnica CC" połowi tę cięciwę w punkcie P. Rzutujmy cię-
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ciwę tę prostopadle na podstawę walca. Otrzymamy cięciwę NN' 
koła, która jest równoległa do średnicy HH', a połowiona przez 
średnicę GG\ A więc cięciwa NN' jest prostopadła do średnicy GG 
więc średnice GG', HH' są do siebie prostopadłe.

Naodwrót, mając dane w kole K  dwie średnice do siebie pro­
stopadłe G G H H ',  otrzymamy w elipsie E  dwie średnice CC', DD' 
ze sobą sprzężone, rzutując średnice koła na płaszczyznę elipsy 
równolegle do osi walca.

Stąd otrzymujemy konstrukcję średnic ze sobą sprzężonych
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w elipsie. Średnice F F G G '  koła K  do siebie prostopadłe rzutu­
jemy równolegle do osi x  na elipsę E.

Uważajmy w kole K  promienie OF i OG do siebie prosto­
padłe i zawierające odpowiednio kąty cpl5 cp2 z dodatnim kierun 
kiem osi x. Mamy

I π
φ2 —  <Ρι +  2 ·

Punkty F, G mają odpowiednio spółrzędne χλ, y1 i # 2, y2

( 2 8 )

Punkty C i D  rzuty punktów F  i G równolegle do osi x  mają 
odpowiednio spółrzędne x3, y3 i xif y4. Mamy

a więc
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więc

Ale

a więc mamy

(Twierdzenie 1.). Dodając otrzymamy

(Twierdzenie 2.).
Oznaczając przez α, β kąty promieni 0(7, OD z osią x  mamy

a więc

Dalej mamy ze związków (30),

Dochodzimy zatem do związku

* (Twierdzenie 3.).
Ze związków (30), otrzymujemy

tj. dwa prostokąty wystawione na bokach leżących na osiach x, y, 
a mające odpowiednio połowy średnic 0(7 i OD ze sobą sprzężo­
nych jako przekątnie są sobie równe.

5. Twierdzenie PlUcker’a dla elipsy.

Uważajmy znów elipsę (Fig. 22) i średnice CC' DD' ze sobą 
sprzężone. Uważajmy dowolną prostą l przechodzącą przez począ­

tek 0  układu i zawierający kąt γ z dodatnim kierunkiem osi x. 
Uważajmy prostopadłe rzuty odcinków 0 0  i OD na tę prostą. 
Wartości ich są odpowiednio
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Uważajmy sumę kwadratów tych rzutów

22*

Równa się ona

Zę wzorów (8), (9), (36) otrzymujemy związek

/

który w}7raża twierdzenie Plucker’a :
T w i e r d z e n i e  7: „Suma kwadratów rzutów prostopadłych 

półśrednic ze sobą sprzężonych na dowolną prostą i jest stała i równa 
się sumie rzutów prostopadłych obu półosi na tę prostąu.

Ćwiczenia.

1. Znaleźć dla elipsy kierunki ze sobą sprzężone, których średnice 
są sobie równe.

2. Zbadać, czy odwrotności twierdzeń Apollonjusza są słuszne.
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ROZDZIAŁ XIX.

Ogniska i kierownice krzywych drugiego stopnia.
1. Spółrzędne biegunowe na płaszczyźnie.

Oprócz spółrzędnych Kartezjusza używa się często w geometrji 
analitycznej spółrzędnych biegunowych. Uważajmy dowolny punkt P  
na płaszczyźnie i prostą p przechodzącą przez punkt P, na której 
obieramy dodatni kierunek. Uważajmy dowolny punkt M  i prze­
prowadźmy przez P  i M prostą l obierając na niej dodatni kieru­
nek. W  razie gdy P schodzi się z M uważamy dowolną prostą 
przechodzącą przez P. Oznaczmy przez r długość wektora PM , 
a przez φ kąt <£ (p , l) osi l z osią p

0  <Ξ φ <  2 π. (1 )

Do każdego punktu i i i  należą oznaczone wartości na r  i φ, 
z wyjątkiem przypadku gdy M schodzi się z P, w którym to przy­
padku ęp jest dowolne. Zależnie od obioru kierunku na prostej l 
należą więc do danego punktu i i i  dwa układy wartości na r i <p. 
Rozumiejąc przez r, φ jeden z tych układów mamy na drugi układ 
wartości

—  r, φ +  επ, 

gdzie ε =  —j— 1 , gdy mamy
0  <p <C π,

zaś ε —  —  1 , gdy mamy
π φ <  2 π.

Naodwrót do układu danego r, φ, gdzie <p spełnia nierówności 
(1 ) należy oznaczony punkt i i i .

Jeżeli na r nałożymy warunek, aby nie było ujemne, r >  0, 
natenczas do każdego punktu M  odmiennego od P należy jeden 
oznaczony układ liczb r, φ.
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Liczby r, 9 nazywają się spółrzednymi biegunowymi (coordonnóes 
polaires) punktu M, a mianowicie r promieniem wodzącym (rayon 
vecteur), a φ amplitudą (amplitudę) w układzie spółrzędnych biegu­
nowych, którego biegunem (póle) jest punkt P  a osią biegunową (axe 
polaire) oś p. Układ spółrzędnych biegunowych, w którym r może 
być dodatnie lub ujemne, nazwiemy ogólnym układem biegunowym, 
a układ, w którym r jest ^  0 , szczególnym układem biegunowym.

Uważajmy teraz obok układu spółrzędnych biegunowych układ 
osi Kartezjusza x , y  prostokątny, o początku O w biegunie P a o osi 
x  schodzącej się z osią biegunową p. Spółrzędne a?, y dowolnego 
punktu M  na płaszczyźnie wyrażają się przez spółrzędne r, 9  w na­
stępujący sposób

Ze wzorów tych otrzymujemy r, 9 wyrażone przez x, y. A miano­
wicie mamy

Przytem ε równa się di 1 dla ogólnego układu biegunowego, a równa 
się —(— 1 , dla szczególnego układu biegunowego.

2. Równanie biegunowe elipsy.

Uważajmy elipsę o równaniu w układzie spółrzędnych pro­
stokątnych

Wprowadźmy układ spółrzędnych biegunowych, którego biegunem 
jest prawe ognisko F  elipsy o spółrzędnych Kartezjusza c, 0, a któ­
rego osią biegunową p jest oś a?-ów. Jeżeli przez r, 9 oznaczymy 
ogólne spółrzędne biegunowe punktu M na elipsie, którego spół­
rzędne Kartezjusza są x , y, mamy
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Wstawiając wyrażenia (7) w równanie (6) elipsy otrzymamy

a więc

więc

Stad otrzymujemy wyciągając pierwiastek

gdzie ε =  +  ^  a wi§c
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Nazywamy parametrem elipsy (parametre) liczbę p określoną 
wzorem

a mimośrodem liczebnym elipsy (excentricite numórique) liczbę e 
określoną wzorem

« = - .  (11)a

Liczba p jest miarą rzędnej punktu elipsy, którego odcięta ma 
miarę c, albowiem wstawiając w równanie (6) c zamiast x  otrzy-

δ2 . . .  . . . .
mujemy y =  ±  — , a więc jest miarą rzędnej wystawionej w ogni­

sku elipsy.
Wzór (9) możemy teraz napisać w postaci

Do każdego φ należą dwa punkty elipsy odpowiadające wartościom 
ε =  ±  1. Naodwrót, do każdego punktu M  elipsy należą dwa układy 
r, φ spółrzędnych biegunowych

D , Tl i >·*, φ2·

Przytem jedna z liczb r1? r2 np. r, jest dodatnia, a druga r2 ujemna 
i równa — r1. Między i φ2 zachodzi związek

<Pi =  rfi -l· επ·
gdzie ε =  i  1. Możemy więc na r1 i r2 w zależności od amplitudy 
φ napisać dwa wzory

Równanie (12) nazywamy równaniem elipsy w spółrzędnych 
biegunowych ogólnych, a równanie

równaniem elipsy w spółrzędnych biegunowych szczególnych, dla pra­
wego ogniska jako bieguna.
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Możemy teraz obrać biegun w lewem ognisku elipsy, F'. Teraz 
mamy związki

W  poprzednich wzorach należy c zastąpić przez —  c, a więe 
e przez — e. Z równania (12) otrzymujemy równanie ogólne biegu­
nowe elipsy dla lewego ogniska jako bieguna

Wartości ε =  —  1, odpowiada równanie

elipsy w spólrzędnych biegunowych szczególnych dla lewego ogniska 
jako bieguna.

Widoczna, że równanie (17) otrzymujemy z równania (14) 
pisząc <p -j- π zamiast <p, a więc zmieniając dodatni kierunek osi 
biegunowej na przeciwny. W  istocie, jeżeli obrócimy układ spół- 
rzędnych Kartezjusza y o kąt -(- π dokoła 0 wówcza3 lew& 
ognisko elipsy przejdzie w prawe i naodwrót.

3. Równanie biegunowe hiperboli.

Uważajmy hiperbolę o równaniu

w układzie spółrzędnych prostokątnych. Obierając biegun w pra­
wem ognisku hiperboli, a jako oś biegunową oś a?-ów, mamy

Mamy więc równanie

zatem
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otrzymujemy więc

gdzie ε =  +  1.
Wprowadzając znów parametr hiperboli określony wzorem

równy mierze rzędnej hiperboli w ognisku i mlmokród liczebny 
hiperboli e

dochodzimy do wzoru

Każdemu <p odpowiadają znów dwa punkty hiperboli. Każdemu 
punktowi M hiperboli odpowiadają dwa układy spółrzędnych bie­
gunowych

gdzie ra —  —  rlt i np. rx jest dodatnie, zaś <ρ2 =  φ1 -|- επ, ε =  ±  1. 
Mianownik

we wzorze (20) może być teraz dodatni, ujemny lub równy zeru,
TC

zależnie od kąta <p. Jeżeli przez ψ oznaczymy dodatni kąt <  -~r
U

jaki dodatni kierunek asymptoty a hiperboli położonej w l-szej 
i 3-ciej ćwiartce zawiera z osią x , mamy

Dla ε =  —|— 1 mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nierówność
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ujemny, gdy zachodzi nierówność

e cos φ >  .1,
równy zeru, gdy mamy

e cos φ =  1.

A więc mianownik jest dodatni,

gdy φ spełnia nierówności

2 π —  ψ >  φ >  ψ, (21)

jest ujemny, gdy <p spełnia nierówności

(22) 0 5Ξ <p <  ψ lub (23) 2π >► φ >> 2π —  ψ,

równa się zeru. gdy mamy
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Dla ε =  —  1, mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nierówność

jest ujemny, gdy mamy 

równy zeru, gdy mamy

A więc mianownik jest dodatni, gdy ψ spełnia nierówności

lub nierówności

jest ujemny, gdy mamy

równa się zeru dla 

i dla

A  więc dla ε — -f- i, mamy

dla <p spełniającego nierówności (21), a dla ε =  —  1, mamy

dla φ spełniającego nierówności (28).
Dla <p spełniającego nierówności (28) mamy

a więc mamy

Zatem wzór (31) daje nam punkty położone na prawej gałęzi hiper­
boli, a wzór (32) daje punkty położone na lewej gałęzi hiperboli. 
Wynika to też stąd, że dla φ =  π, mamy
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Obierzmy teraz lewe ognisko F' hiperboli jako biegun. Należy 
teraz zmienić c na —  c, a więc e na —  e we wzorze (20). Mamy

Przypadek ten sprowadza się do przypadku poprzedniego, jeżeli 
kąt φ zastąpimy przez kąt <p -f- π. Teraz mamy wzory: dla ε =  —  1,

dla prawej gałęzi hiperboli, zaś dla ε =  —(— 1,

dla lewej gałęzi hiperboli. Dla φ =  0, mamy

4. Kierownice elipsy. Równanie elipsy odniesionej do ogniska
i kierownicy.

Uważajmy dowolny punkt M elipsy. Obierzmy znów prawe 
ognisko F  jako biegun, a oś #  jako oś biegunową. Mamy związki 
(7). Z równania (6) elipsy otrzymujemy

więc

Wyciągając obustronnie pierwiastek otrzymujemy równanie
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c
gdzie ε =  1, a wprowadzając e ~ — mamy równanie

Ponieważ mamy nierówność

(37)

więc x ------— jest ujemne. Każdej wartości na x  odpowiadają dwie

wartości na r, jedna ujemna, druga dodatnia. Oznaczając przez r1 
wartość dodatnią mamy równanie

Każdej wartości na x odpowiadają dwa punkty Μ, M  posiadające 
to samo . Równanie (38) ma znaczenie geometryczne następujące. 
Uważajmy prostą k prostopadłą do osi x  o równaniu

4

Prosta ta przebiega zewnątrz elipsy i nazywa się kierownicą (direc-
• . . . O ̂

tnce) elipsy, należącą do prawego ogniska elipsy. O tó ż ------- x  jest

to absolutna odległość MP  punktu M elipsy od kierownicy k. 
Oznaczając ją przez d otrzymamy związek

T. zn., że stosunek odległości punktu M elipsy od prawego ogniska 
i prawej kierownicy ma wartość stałą, równą mimośrodowi licze­
bnemu e elipsy.

Uważajmy teraz lewe ognisko· F' elipsy. Aby otrzymać teraz 
równanie pomiędzy r a x  należy we wzorze (29) zastąpić c przez —  c

-a ponieważ x  -j----- - jest zawsze dodatnie, więc mamy równanie

www.rcin.org.pl



350

Uważamy prostą k' o równaniu

x  +  a[* — 0, (43)

prostopadłą do osi x-ów mającą od osi y tę samą odległość co kie­
rownica k lecz położoną po stronie ujemnych x. Prosta ta nazywa 
się kierownicą należącą do lewego ogniska elipsy. Oznaczając przez 
d! odległość bezwzględną punktu M' elipsy od kierownicy k' mamy 
związek

r\ =  ed' (44)

gdzie r\ jest to bezwzględna odległość punktu M' od ogniska lewego. 
Stosunek odległości punktu M' elipsy od ogniska lewego i od lewej 
kierownicy równa się znów liczbie e. Rezultat ten jest zresztą 
oczywisty, jeżeli dodatnie kierunki osi Kartezjusza x, y zamienimy 
na przeciwne.

5. Kierownice hiperboli. Równanie hiperboli odniesionej do 
ogniska i kierownicy.

Uważajmy hiperbolę o równaniu (18) i związki (19) dla pra­
wego ogniska hiperboli. Z równania (18) otrzymujemy

Wyciągając pierwiastek otrzymujemy równanie

gdzie ε == +  1. A więc otrzymujeriiy równanie

gdzie ε = +  1. Oznaczmy znów przez r, dodatnią wartość na r.
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Uważajmy prawą gałąź. Ponieważ mamy x  >  a, więc mamy

a więc znakowi ε =  —|— 1 odpowiada dodatnia wartość na r i mamy

Dla lewej gałęzi hiperboli mamy x  —  << 0, a więc należy

obrać e =  —  1

Do każdej wartości na x  należą dwa punkty na hiperboli. 
Równanie (46) nazywa się równaniem hiperboli odniesionem do 
prawego ogniska i do prawej kierownicy, tak samo jak dla elipsy, 
albowiem prosta k o równaniu

przebiegająca prostopadle do osi x  pomiędzy prawą gałęzią hiper­
boli a osią y nazywa się, jak u elipsy kierownicą prawą hiperboli. 
Odległość punktu M  hiperboli od kierownicy równa się co do war-

tości bezwzględnej x ------- a więc oznaczając ją przez d mamy związek

dla prawej gałęzi hiperboli. Ten sam związek mamy dla lewej ga­
łęzi hiperboli, dla której mamy równanie (48), a

jest dodatnie.
Uważajmy teraz lewe ognisko F' hiperboli. Otrzymamy rów­

nanie hiperboli pomiędzy r a x  odniesiona do lewego ogniska jako 
bieguna i do dodatniego kierunku osi x jako osi biegunowej, zastę­
pując w równaniu (38) c przez —  c. A więc mamy równanie

Dla prawej gałęzi hiperboli mamy
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a dla lewej gałęzi

ri =  — e (x +  . (53)

Mamy teraz kierownicę k' należącą do lewego ogniska F\ o równaniu

*  +  -  =  0, (54)
c

położoną względem osi y symetrycznie do kierownicy k, i znów 
zachodzi związek (42).

6. Równanie biegunowe paraboli.

Uważajmy parabolę o równaniu

w układzie spółrzędnych prostokątnym i wprowadźmy układ spół- 
rzędnych biegunowych, którego biegunem jest ognisko F  paraboli, 
a osią biegunową oś x. Mamy związki

Otrzymujemy równanie 

więc

Wyciągając obustronnie pierwiastek otrzymujemy

r =  tir  cos φ -j- p), 

gdzie ε =  ±  1, a więc równanie

Oznaczając przez rx dodatnią wartość na r mamy równanie
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7. Równanie paraboli odniesionej do ogniska i kierownicy.

Kierownicą paraboli nazywamy prostą k o równaniu

* +  !  =  0. (59)

Aby otrzymać równanie paraboli odniesionej do ogniska h i kie­
rownicy k zastępujemy w równaniu (55) paraboli y wzorem (56). 
Mamy

Wyciągając pierwiastek otrzymujemy równanie

r = t \ x + 1 ) ,  (60)

gdzie ε =  d: 1. Mamy więc równanie

ri = «  +  | ·  (61)

Ponieważ odległość d punktu M paraboli od kierownicy k równa
Vsię co do bezwzględnej wartości

d =  x +
więc otrzymujemy związek

rx =  d. (62)

8. Ogólna teorja ognisk i kierownic krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy równanie ogólnej krzywej drugiego stopnia

A x 2 -(- B xy  -[- Cy2 -j- 2 D x  -j- '2 K y  -j- F  =  0. (63)

Spytajmy się, czy istnieją takie punkty F  i proste k na płaszczyźnie, 
że dowolny punkt M krzywej (63) posiada odległości r i d od
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punktu F i od prostej k stojące do siebie w stałym stosunku. Na 
odległość r mamy wzór

gdzie a, b są spółrzędne punktu F, a na odległość d wzór

przyczem równanie prostej k jest

Mamy więc związek

gdzie e jest pewna liczba stała niezależna od punktu M. Punkt t  
nazywa się ogniskiem, prosta k kierownicą i mówimy, że mamy 
ognisko i kierownicę do siebie należące.

Aby znaleźć wszystkie ogniska i kierownice do siebie nale­
żące należy porównać ze sobą równanie (63) i równanie, które 
otrzymuje się ze związku (67)

Jest to równanie stopnia drugiego. Wiemy, że warunkiem koniecz­
nym i wystarczającym, aby dwa równania stopnia drugiego przed­
stawiały tę samą krzywą drugiego stopnia jest, aby spółczynniki 
obu równań były do siebie proporcjonalne. Możemy zawsze założyć, 
że mamy

albowiem możemy równanie (66) kierownicy pomnożyć przez

i uważać równanie

gdzie

Mamy zatem równanie

www.rcin.org.pl



355

Znając Γ, ηι', η' otrzymamy e ze wzoru

Chodzi zatem o znalezienie liczb a, δ, l, m, w, p =j= 0, speł­
niających równania

Z pierwszych trzech równań otrzymujemy

a więc

zatem równanie

a więc

a jeżeli δ =  0, mamy

9. Zastosowanie do elipsy i do eiipsy urojonej.

Uważamy równanie elipsy w układzie spółrzędnych prosto­
kątnych

Mamy do spełnienia następujące związki

Mamy więc następujące przypadki:
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gdzie ε =  ±  1,

gdzie ε' =  ±  1,

A  więc otrzymujemy dwa urojone ogniska na osi y

i dwie urojone kierownice o równaniach

odpowiadające tym ogniskom. 

II. m =  0.

Teraz mamy

gdzie
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gdzie

A więc otrzymujemy dwa rzeczywiste ogniska na osi x

a =  —  εε'ϋ, b =  0, (80)

i dwie rzeczywiste kierownice o równaniach

= 0 .  (81)
c

Są to znane nam już rzeczywiste ogniska i kierownice.
Uważajmy teraz równanie elipsy urojonej

w układzie spółrzędnych prostokątnym. Teraz mamy znów równania 
(77), ale w ostatniem równaniu mamy p zamiast —  p.

I. / =  0.
Mamy znów

gdzie ε =  +  1,

gdzie ε' =  +  1.
Otrzymujemy zatem spółrzędne dwóch ognisk

i równania dwóch kierownic

Zatem ogniska te i odpowiadające im kierownice są rzeczywiste.
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II. m =  0.

Mamy znów.

gdzie ε =  +  1,

IV -------  & v  U /^

gdzie ε' —  ±  1.
Otrzymujemy zatem dwa urojone ogniska

i odpowiadające im dwie urojone kierownice

lO. Zastosowanie do hiperboli.

Uważamy równanie hiperboli w układzie spółrzęduych pro­
stokątnych

Mamy znów związki (77), w których jednak w trzecim mamy — p 
zamiast p. t

I / =  0.
Mamy

gdzie ε =  ±  1? 

gdzie ε' =  +  1.
Stąd otrzymujemy dwa ogniska urojone na osi y-ow

i odpowiadające tym ogniskom kierownice urojone
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II. m —  0.

Teraz mamy

a więc mamy dwa ogniska rzeczywiste na osi a?-ów

a =  —  ε ε' c, 6 =  0, (90)

i odpowiadające tym ogniskom kierownice rzeczywiste

11. Zastosowanie do paraboli.

Porównywając równanie (55) paraboli z równaniem (71) otrzy 
mamy równania

A więc mamy 

gdzie ε =  ±  1,

gdzie ε' =  +  1, 

a więc

Dochodzimy więc do jednego rzeczywistego ogniska
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i do jemu odpowiadającej rzeczywistej kierownicy

*  +  !  =  0. (94)

12. Styczne krzywej drugiego stopnia przechodzące 
przez ogniska.

W  obecnym ustępie udowodnimy pewne twierdzenia o stycz­
nych do krzywych drugiego stopnia przechodzących przez ogniska.

Uważajmy dowolny punkt P  o spółrzędnych a, b i wypro­
wadźmy równanie stycznych do krzywej (63) drugiego stopnia 
przechodzących przez ten punkt.

Uważajmy w tym celu prostą l przechodzącą przez punkt P 
daną równaniami parametrycznemi .

x  =  a -J- Xd, y — b [ i d  (95)

i wyraźmy, że ta prosta ma jeden jedyny punkt wspólny z krzywą 
drugiego stopnia (63). A więc równanie drugiego stopnia na d, które 
otrzymamy wstawiając w równanie (63) wyrażenia (95) na x , y 
ma wówczas pierwiastek podwójny. Jestto równanie

A(a-\- Id y  -j - 2 B(a -j- Xd) (b \id) -j- C(b -j- p-d)2 
- f  2IJ(a - f  Id) - f  2 E(b +  ad) -j- F =  0,

więc równanie

φ(λ, p)d2 -f- 2d (αλ -f- βμ) -(- f(a , b) — 0, (97)
gdzie mamy

a = A a + B b  +  D, $ =  B a +  Cb +  E.

Wyróżnik równania (97) przyrównany do zera daje równanie

®(λ, μ) f{a1 b) —  (αλ -f- βμ)2 =  0. (98)

Jest to równanie jednorodne drugiego stopnia względem λ, μ. Spół- 
rzędne a?, y dowolnego punktu M stycznej t poprowadzonej z punktu 
P  do krzywej (63) muszą więc spełniać równanie, które otrzymamy, 
wstawiając w równanie (98) zamiast λ, μ wyrażenia x —  a i y —  b. 
Jest to równanie
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Naodwrót, jeżeli spółrzędne x , y punktu M spełniają równanie 
(99), natenczas spółczynniki kierunkowe λ, μ prostej l przechodzącej 
przez punkty P  i M spełniają równanie (98), a więc prosta ta ma 
jeden jedyny punkt wspólny z krzywą drugiego stopnia (63), tj. jest 
styczną do krzywej. A więc równanie (99) jest równaniem (dru­
giego stopnia) stycznych poprowadzonych z punktu P  do krzywej 
drugiego stopnia (63).

Równanie (99) możemy napisać w innej postaci. Mamy

więc

dalej

gdzie

A więc równanie (99) możemy napisać w postaci

a więc w postaci

Z postaci równania (100) bezpośrednio widać, że krzywa przed­
stawiona tern równaniem przechodzi przez punkt P(a, b). Dalej prze­
chodzi ona przez punkty styczności stycznych t z punktu P  do 
krzywej poprowadzonych, albowiem punkty styczności leżą na 
przecięciu krzywej danej (63) z biegunową

punktu P.
Równanie (100) możemy jeszcze napisać w innej postaci, wpro­

wadzając wielkości
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więc równanie stycznych (100) można napisać w postaci wyznacznika

Uważajmy teraz równanie krzywej drugiego stopnia w po­
staci (71) i napiszmy równanie stycznych poprowadzonych z ogniska 
F(a, b). Zakładając układ spółrzędnych prostokątny mamy:

a więc

A więc mamy tożsamość

Jeżeli więc wyrażenie

nie równa się zeru, tj. ognisko nie leży na kierownicy do niego 
należącej, natenczas biegunową ogniska jest kierownica do niego 
należąca. Jeżeli ognisko leży na kierownicy, natenczas biegunowa 
ogniska jest nieokreślona. Z równania (71) wynika, że wówczas 
ognisko leży na krzywej drugiego stopnia.

Uważajmy równanie (100) stycznych z ogniska do krzywej 
poprowadzonych. Mamy

więc
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Równanie stycznych jest więc identycznie równe zeru, jeżeli 
ognisko położone jest na kierownicy, tj. jeżeli wyrażenie (105) równa 
się zeru. W  przeciwnym razie równanie stycznych jest

(x — a)« +  (y —  ó)2 =  0, (108)

tj. przedstawia dwie proste minimalne przechodzące przez ognisko.
Przypuśćmy teraz naodwrót, że punkt P(a, b) posiada tę wła­

sność, że styczne z tego punktu poprowadzone do krzywej dru­
giego stopnia są prostymi minimalnymi. Wówczas mamy tożsamość

/O, y) /(«, δ) — (αχ -|- +  YJ8 =  *[(* —  «)* +  (y —  6)], (109)

gdzie k jest pewna stała od zera odmienna. Jeżeli P nie leży na 
krzywej, mamy

/ t e  y) =  - f  P y  +  r ) 2 4 -  —  a )2 +  (y  —  6 )2]}.

A więc równanie krzywej drugiego stopnia ma postać

(x —  a)2 - f  (y — b y  +  i- (ax +  Py +  y)2 =  o, ( 110)

tj. P jest ogniskiem krzywej drugiego stopnia, a biegunowa

λ χ  +  $ y  +  γ =  0,

należącą do tego ogniska kierownicą.

13. Ogniska i kierownice dwóch prostych.

Uważajmy równanie dwóch prostych pisząc je w kształcie

A x 2 +  2Bx y  -f- Cy2 =  0, (111)

w układzie spółrzędnych prostokątnym. Mamy równania

A więc

Mamy więc albo
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albo

W  obu razach mamy

a więc ognisko leży na kierownicy. W  pierwszym przypadku 
ognisko leży w początku układu. W  drugim przypadku n jest 
odległość ogniska F  od początku układu 0. Mamy

p*AC =  ( 1 —  Z2) ( l  —  m2) =  1 - f  p2B 2 —  l2 —  m2, 

a więc w drugim przypadku mamy

tj. równanie (111) jest równaniem prostej podwójnej. A więc jeżeli 
δ =f= 0, zachodzi pierwszy przypadek.

Uważajmy przypadek δ φ  0 i załóżmy dla prostoty B =  0y 
tj. obierzmy dwusieczne prostych danych jako nowy układ osi 
spółrzędnych. Mamy

Im —  0,

a więc l —  0, lub m =  0.

Kierownicą jest oś x
y —  0, (114)

jeżeli A ={= C, tj. jeżeli dane proste nie są minimalne, w którym to- 
przypadku kierownica jest nieoznaczona.

II. m =  0.

kierownicą jest oś y

jeżeli A =h C.
A więc mamy 2 kierownice, którymi są dwusieczne prostych 

danych.
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Uważajmy teraz przypadek δ =  O, tj. prostej podwójnej. Mo­
żemy założyć

Więc mamy

więc 

gdzie i

A więc ogniskiem jest każdy punkt na prostej podwójnej o spół- 
rzędnych

a =  0, b =  —  εη. (116)

zaś kierownicą odpowiednią prosta

a więc prosta

przechodząca przez ognisko i prostopadła do prostej podwójnej 
danej.

Ćwiczenia.

1. Iloczyn odległości ognisk Fx, F% elipsy od stycznej elipsy równa 
się kwadratowi małej osi elipsy.

Iloczyn odległości ognisk F x, Fi hiperboli od stycznej hiperboli 
równa się ujemnemu kwadratowi osi urojonej hiperboli.

2. Miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od koła 
o środku S i od punktu C położonego wewnątrz koła jest elipsa, której 
środek O połowi odcinek SC, i której ogniska są S i C.

Miejscem geometrycznem punktów równo oddalonych od koła o środku 
S i od punkta C położonego zewnątrz koła jest gałąź hiperboli, której 
środek O połowi odcinek SC, i której ogniskami są S i 6, gdzie 6  na­
leży do tej gałęzi hiperboli.

3. Iloczyn miar odcinków zawartych pomiędzy punktem M  stycz­
ności stycznej elipsy a spodkami A j, prostopadłych z ognisk elipsy 
na styczną równa się

gdzie η jest rzędną punktu M.
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Temu samemu wyrażeniu równa się iloczyn miar odcinków MNX r 
ΜΝΪ dla hiperboli. Wektory MNt , MN2 są znaków przeciwnych dla 
elipsy, a tych samych znaków dla hiperboli.

4. Odcinek MP na stycznej t elipsy pomiędzy punktem M  stycz­
ności a punktem P  przecięcia stycznej t z kierownicą k widziany jest 
z ogniska F  należącego do kierownicy k pod kątem prostym.

To samo zachodzi dla hiperboli i paraboli.
5. Uważajmy elipse, dowolny punkt P  i punkty M\ M " styczności 

stycznych z P  do elipsy poprowadzonych. Promienie wodzące FM' i FM " 
zawierają równe kąty z osią FP.

To samo zachodzi dla hiperboli i dla paraboli.
6. Znaleźć dla elipsy, hiperboli i paraboli miejsca geometryczne 

punktów P, których biegunowe przechodzą przez ogniska
7. Z ogniska F  elipsy kreślę prostopadłą do osi x, przecinającą 

elipsę w punkcie M. Okazać, że jeżeli z dowolnego punktu P  elipsy 
wykreślimy prostopadłą do osi x, przecinającą tę oś w punkcie P, 
a styczną t elipsy, wystawioną w punkcie M, w punkcie T, natenczas 
mamy

1 ί Τ = Ί Ψ .

To samo zachodzi dla hiperboli, jeżeli punkty Μ ι P  leżą na tej 
samej gałęzi i dla paraboli.

www.rcin.org.pl



ROZDZIAŁ XX.

Własności ognisk krzywych drugiego stopnia.
1. Twierdzenie o kątach między styczną, a promieniami wo- 

dzącemi dla elipsy.

Uważajmy elipsę o równaniu

w układzie spółrzędnych prostokątnym. Oznaczmy przez t styczną 
w punkcie M o spółrzędnych ξ, η a przez r2 proste F1M, F2M, 
gdzie Fn Ft są prawe i lewe ognisko. Niechaj dodatni kierunek 
stycznej t zawiera kąt <p z osią a kierunek ujemny kąt φ' =  <p —f— επ, 
ε =  di 1, przyczem kąty te zawarte są między 0 a 2 π.

Uważajmy dalej kierunki dodatnie na prostych rl5 r, od punktu 
M do punktów F\, F\ i niechaj uą, ω2 będą kąty tych osi z osią 

przyczem są to kąty nienjemne zawarte między 0 a 2 π. Osie ma­
jące kierunki przeciwne, tj. od ognisk do punktu M  nazywamy 
promieniami wodzącemi punktu M należącemi odpowiednio do ognisk 
F, i F2.

Oznaczmy przez an a2 kąty

« i  =  tól —  <p,

a 2 =  ? '  —  ω 2 . '

Twierdzimy, że mamy równość

a, =  a.2 -f- A:π, (3)

gdzie k jest liczba całkowita. Widoczna, że jeżeli ta równość za­
chodzi dla pewnego obioru dodatniego kierunku na stycznej t, na­
tenczas zachodzi też i dla przeciwnego obioru kierunku dodatniego.
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Oznaczmy przez N  spodek prostopadłej z punktu M na oś x 
wykreślonej, a przez r, i r2 miary odcinków ł\M  i FtM, promieni 
wodzących punktu M. Mamy

Mamy więc

a więc

Fig. 25

Z  równania stycznej t wynika, że mamy
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gdzie p 4= O jest pewnym czynnikiem proporcjonalności. Mamy więc

Mamy

Aby otrzymać wyrażenia na cos a2, sin αί5 należy w wyrażeniach 
na cos , —  sin at wstawić zamiast p —  p, zamiast c —  c i  zamiast 
r1 r 2 .  Otrzymamy

Ale pomiędzy promieniami wodzącymi r1, r2 a spółrzędną ξ punktu 
M mamy związki

a więc otrzymujemy wyrażenia

czyli równość (8) jest udowodniona.
Ze wzorów (9) otrzymujemy dalszy wzór

b *
tg a, =  tg a2 =  , (10)

c ri
czyli iloczyn η tg jest liczbą stałą niezależną od punktu M.

Możemy to twierdzenie udowodnić także w sposób następu­
jący. Uważajmy normalna n do elipsŷ  w punkcie M, tj. prostopadłą 
do stycznej t o równaniu
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Przecina ona oś a; w punkcie R o spółrzędnej

A więc mamy

Zatem mamy proporcję

FXR : BFt — rx \ri ^

a stąd wynika równość kątów a, i a2.

2. Twierdzenie o kątach między styczną a promieniami wo­
dzącymi hiperboli.

Uważajmy hiperbolę o równaniu w układzie prostokątnym

Uważajmy styczną t w punkcie ϋί(ξ, η) o równaniu

- 0  (12)

i obierzmy na niej dodatni kierunek, zawierający kąt nieujemny φ 
z osią x. Niechaj φ' =  <ρ-{-επ, ε =  f  1 będzie kąt nieujemny kie­
runku przeciwnego stycznej z osią x  a ωΐ5 ω2 kąty kierunków do­
datnich na prostych r1, r2 łączących punkt M  z ogniskami 
przyczem dodatnie kierunki idą od M ku ogniskom. R1 jest prawe, 
a F2 lewe ognisko.

Osie mające kierunki od ognisk do punktu M  nazywamy 
‘promieniami wodzącymi punktu M należącymi odpowiednio do ognisk 
F  i Ft .

Mamy wzory:
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gdzie p jest pewien czynnik proporcjonalności. Mamy

i

Tak samo mamy

Pomiędzy promieniami wodzącymi rx, r2 a odciętą ξ punktu 
.Λ/, mamy związki
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a więc mamy oznaczając przez α1? a2 kąty

A więc dochodzimy do związku

gdzie k jest pewna liczba całkowita.
Do tego samego rezultatu dochodzimy uważając długości we­

ktorów RFX i FtR, gdzie R jest punktem przecięcia stycznej t 
z osią x. Oznaczając przez x0 spółrzędną punktu R mamy

a więc

Otrzymujemy więc proporcję

RB \ : jFs/? =  rj : »·,, 

która dowodzi twierdzenia.

3. Miejsce geometryczne spodków prostopadłych z ognisk 
elipsy na styczne spuszczonych.

Niechaj P oznacza spodek prostopadłej spuszczonej z ogniska 
Fx na styczną ł. Równanie prostopadłej P\P jest
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a więc

Podnosząc obie strony równań (7), (19) do kwadratu i dodając je 
do siebie otrzymamy

a więc

Ale mamy

a więc

Zatem miejscem geometrycznem spodków prostopadłych do 
stycznych z ogniska F1 poprowadzonych jest koło K  o środku w po­
czątku układu, a o promieniu równym połowie wielkiej osi a.

Oczywiście to samo koło jest miejscem geometrycznem spod­
ków prostopadłych spuszczonych z lewego ogniska. Koło to nazy­
wamy kołem głównem (cercie principal) elipsy.

4. Miejsce geometryczne spodków prostopadłych z ognisk 
hiperboli na styczne spuszczonych.

Równanie prostopadłej h\ f ‘ jest teraz

a więc

Podnosząc obie strony równań (7) i (22) do kwadratu i dodając 
je do siebie otrzymujemy znów równanie
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ale

więc znów

czyli miejscem spodków jest znów koło K  o środku 0  i promieniu 
«, które jest również miejscem spodków prostopadłych z ogniska 
Ft poprowadzonych. Koło to nazywa się kołem głównem (cercie 
principal) hiperboli.

5. Miejsce geometryczne punktów symetrycznych ognisk 
elipsy względem stycznych do elipsy.

Uważamy punkt symetryczny Q punktu względem stycz­
nej t. Mamy

a więc trójkąty

są do siebie podobne. W  istocie, mamy

a kąt przy F 1 jest wspólny. A więc mamy

~(j=2TJP= 2 a.

Zatem miejscem geometrycznem punktów (J jest koło( K 2 o środku 
i 2 i o promieniu 2 a. Oczywiście tak samo miejscem geometrycz­
nem spodków prostopadłych spuszczonych z ogniska na styczne 
jest koło K 1 o środku F1 i również o promieniu 2a. Koła te na- 
zywają się kołami kierowniczymi (cercles directeurs) elipsy.

Prosta F2Q przechodzi przez punkt M elipsy, albowiem mamy
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6. Miejsce geometryczne punktów symetrycznych ognisk 
hiperboli względem stycznych do hiperboli.

Dochodzimy zupełnie w taki sam sposób jak poprzednio do 
dwóch kół o promieniach 2 a i o środkach i7, ,  F1 odpowiadających pro­
stopadłym z ognisk ί j i na styczne do hiperboli poprowadzonym. 
Koła te nazywają się kołami kierowniczymi (cercles directeurs) hiperboli. 

Prosta F2 Q przechodzi przez punkt M hiperboli, albowiem mamy

albowiem

7. Twierdzenie Poncelet a dla elipsy.

Uważajmy dowolny punkt η) na płaszczyźnie zewnątrz
elipsy i poprowadźmy przez ten punkt styczne tl i t2 do elipsy 
z dodatnimi kierunkami do punktów styczności. Poprowadźmy dalej 
osie MFt i MF\ mające kierunki od punktu M  do punktów I\ i F2 
i oznaczmy je przez r1 i r2. Uważajmy bezwzględne kąty >< π

Twierdzenie Poncelet’a orzeka, że kąty te są sobie równe

Uważajmy prostopadłe spuszczone z ognisk , F2 na styczne 
i , ,  t2. Jeżeli punkt M leży zewnątrz koła głównego K , natenczas 
spodki prostopadłych na styczną tx leżą z tej samej strony punktu 
M, a mianowicie z tej strony, z której znajduje się punkt stycz­
ności. Tak samo się rzeczy mają dla stycznej t2. Jeżeli zaś punkt 
M znajduje się wewnątrz koła K , natenczas spodki prostopadłych 
na styczną t1 znajdują się z przeciwnych stron punktu M i tak 
samo dla stycznej t2. Oznaczmy w tym przypadku przez tx tę

T C
styczną, której dodatni kierunek zawiera z osią rl kąt <  

i przez tt tę styczną, której dodatni kierunek zawiera z osią r2
T C

kąt . Styczne te są różne od siebie, bo z dwóch kątów jakie
u

osi r1 i r2 zawierają z jedną i tą samą styczną, jeden jest ostry
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a drugi rozwarty. W  pierwszym przypadku oznaczmy styczne do­
wolnie.

Niechaj N1, będą spodki prostopadłych spuszczonych
z ognisk F1, F2 na styczne t1, t2, a P1, P2 niechaj będą punkty

symetralne ognisk F1, F2 względem stycznych t1, t2. Kąty a1 i a2 

są <  Uważając kąty <  π

mamy

Uważajmy dwa trójkąty
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Przystają one do siebie, bo mamy równości

F\M =  1\M, F jf= = T \ M , F , l\ =  F j \  =  2a.

A więc mamy
^ t xMP% =  ̂ F tMPx,

rozumiejąc przez te kąty kąty bezwzględne <  π.
Dodając albo odejmując obustronnie kąt -$CFl MFi otrzymamy 

równość

Dochodzimy zatem do równo»ści (24).

8. Twierdzenie iPonceleta dla hiperboli.

Uważajmy punkt Τ/(ξ, rj) na płaszczyźnie leżący zewnątrz 
hiperboli. Odróżnimy dwa przypadki, zależnie od tego, czy punkt 
M leży po tej stronie asymptot, po której leży oś x , czy też po 
tej stronie asymptot, po której leży oś y.

W  pierwszym przypadku styczne hiperboli przechodzące
przez punkt M mają punkty styczności położone na jednej i tej 
samej gałęzi hiperboli. W  drugim przypadku punkty styczności 
leżą na gałęziach różnych.

Załóżmy nasamprzód, że zachodzi pierwszy przypadek. Jeżeli 
punkt M leży wewnątrz koła K  głównego, natenczas spodki pro­
stopadłych z ognisk na jednę ze stycznych poprowadzonych leżą 
z przeciwnych stron punktu 1/. Jeżeli zaś punkt M leży zewnątrz 
koła K  spodki te leżą po jednej stronie punktu M.

Uważajmy na stycznych tv, /.2 dodatnie kierunki od M do 
punktów styczności i oznaczmy przez rl5 r2 osie M Fl , MFi mające 
kierunki od M do ognisk. Jeżeli M leży zewnątrz koła K, naten­
czas na jednej stycznej spodki prostopadłych z ognisk leżą po tej 
stronie punktu M, po której leży punkt styczności, a na drugiej 
stycznej leżą po stronie przeciwnej punktu M. W  istocie uważajmy 
to ognisko, które należy do gałęzi hiperboli, do której mamy styczne, 
niechaj to będzie np. ognisko f\ . Oba kąty

www.rcin.org.pl



378

nie mogą być równocześnie ostre, zaś przynajmniej jeden z kątów

(̂ 1 5 ri) i ^  (A 5 ri)
jest ostry, przyezem uważamy kąty <  π. Dowodzi to twierdzenia.

Jeżeli teraz M leży wewnątrz koła K. natenczas punkty stycz­
ności stycznych i1? t2 do prawej gałęzi hiperboli leżą z przeciwnych

stron osi a?, a spodki prostopadłych z ogniska t x na te styczne 
poprowadzonych leżą po tych stronach osi a?, po których leżą punkty 
styczności. A więc obierając jako dodatnie kierunki na stycznych 
kierunki od M  do punktów styczności i nazywając Nx, N2 spodki 
prostopadłych z ognisk F2 na styczne tlf t2 widzimy, że Nx 
leży po dodatniej stronie a N2 po ujemnej stronie punktu M.
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Nazwijmy P ,, P2 punkty symetralne ognisk Flt Fi względem

*1 ? h  ·

Uważajmy teraz trójkąty

Przystają one do siebie, gdyż mamy równości

A więc mamy

a stąd dodając lub odejmując

uważając kąty <[ π.
Oznaczając przez a, i a2 kąty

mamy teraz

a więc dochodzimy do wzoru

który wyraża twierdzenie Poncelet’a dla hiperboli w pierwszym 
przypadku.

Uważajmy teraz drugi przypadek. Jeżeli punkt M leży zewnątrz 
koła K, natenczas oba spodki prostopadłych na dowolną styczną 
leżą z jednej strony punktu J/, a mianowicie po dodatniej stronie 
punktu tego, albowiem spodki prostopadłych z ognisk na styczną 
leżą z przeciwnych stron osi x. Jeżeli zaś punkt M leży wewnątrz 
koła A , natenczas spodki prostopadłych leżą z przeciwnych stron 
tego punktu. W  tym przypadku punkty styczności leżą po prze­
ciwnej stronie osi x  niż punkt M. W  istocie na rzędne yt , y% 
punktów styczności otrzymamy równanie rugując x z równań
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więc

więc dla

otrzymamy

Nazwijmy styczną do gałęzi prawej, a t2 styczną do lewej gałęzi 
hiperboli, natenczas spodki Λ , , N2 prostopadłych odpowiednio 
z Flt I\ na +  tt spuszczonych, leżą po dodatnich stronach punktu 
M. Przytem znów jako kierunki dodatnie na +  t2 obieramy kie­
runki ku punktom styczności.

Dochodzimy więc w drugim przypadku tak samo jak po­
przednio do równości
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a stąd otrzymujemy równość

α ΐ =  a 2 5 ( 2 6 )

wyrażającą twierdzenie Poncelet’a dla hiperboli w drugim przy­
padku.

9. Równanie paraboli odniesionej do stycznej i średnicy 
z nią sprzężonej jako nowych osi.

Uważamy parabolę o równaniu

y2 —  2 px =  0 (27)

w układzie spółrzędnych prostokątnym. Równanie stycznej t w punk­
cie ϋ/(ξ, η) paraboli jest

M  +  ξ) =  0 (28)

a więc oznaczając przez <ą kąt między dodatnim kierunkiem osi a? 
a tym kierunkiem stycznej, który z tą osią zawiera kąt < [ π mamy

Wprowadźmy nowy układ spółrzędnych x ' , y', którego po­
czątkiem jest punkt 3/, oś x' równoległa i równo skierowana z osią 

a osią y' styczna i, na której mamy poprzednio obrany dodatni 
kierunek. Mamy wzory na przekształcenie układów spółrzędnych

Wstawiając w równanie (27) paraboli otrzymamy

(η +  y' sin φ)2 —  2ρ(ξ +  a?' +  y' cos <p) =  0, 

a ponieważ mamy
η2 — 2ρξ =  0,

więc otrzymujemy

a więc
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jako równanie w nowym układzie spółrzędnych. Mamy dalej

a więc

Zatem równanie paraboli napisze się w postaci

(31)

ΙΟ. Twierdzenie o kącie między styczną a promieniem 
wodzącym paraboli.

Uważajmy kąt a jaki kierunek ujemny stycznej zawiera z kie­
runkiem prostej M i  od punktu M  do ogniska F oznaczając tę oś, 
która jest przeciwnie skierowaną niż promień wodzący punktu M 
przez r. Oznaczmy dalej przez β kąt xF M, jaki promień wo­
dzący FM  zawiera z osią x. Mamy

β =  a - f  φ.

Oznaczając przez r bezwzględną wartość odcinka MF mamy

a ponieważ mamy

więc mamy
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Mamy dalej

Zatem mamy

Fig. 30.

Zatem
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A więc mamy
(3 2 )

11. Miejsce spodków prostopadłych z ogniska na styczne 
paraboli spuszczonych.

Uważamy prostopadłą z ogniska F na styczną spuszczoną 
o równaniu

^ + r M )  =  0 ' < 3 3 >

Przecina ona styczną w punkcie Q, któregó spółrzędne otrzymamy 
rozwiązując równania (28) i (33). Mamy

Q leży więc na osi y.
Uważajmy dale] punkt P  symetryczny ogniska względem 

stycznej t. Mamy więc

a więc punkt P  ma odciętą równą —  ^ , czyli, że leży na kierów-
u

nicy k paraboli.

12. Twierdzenie Poncelefa dla paraboli.

Uważajmy punkt 4/(ξ, η) położony zewnątrz paraboli i popro­
wadźmy z tego punktu styczne tt do paraboli z kierunkami 
dodatnimi od M do punktów styczności. Uważajmy dalej oś MF 
o kierunku od 1 / do F, oznaczając ją przez r i oś x' przechodzącą 
przez M równoległa i równo skierowaną z osią x.

Oznaczmy przez αΐ5 a2 bezwzględne kąty

* i  =  * £  ( h » r \

« 2  =  ( * « ,  O *

Twierdzenie Poncelet’a brzmi
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Jeżeli punkt M znajduje się z lewej strony osi y, natenczas 
spodki JV1} N2 prostopadłych z ogniska F  na styczne t1, t% leżą po 
dodatnich stronach punktu 3/, jeżeli zaś M leży z prawej strony 
osi y, natenczas jeden i tylko jeden spodek leży po dodatniej stronie 
punktu M.

Oznaczmy przez tx, t2 styczne w takim porządku, że oś ru­
choma, obracająca się około M od tx do f2 w dodatnim kierunku 
przechodzi od tx do ż2 przez położenie osi r. Oznaczmy przez P , , P2 
punkty symetryczne ogniska F  względem odpowiednio stycznych 
i15 t2. Kierunek P, P2 jest kierunkiem dodatniej osi y. Mamy

Uważajmy koło K  o środku M i o promieniu p. Niechaj na- 
samprzód M  leży z lewej strony osi y. Uważajmy kąt obwodowy 

Pl Pi F  w kole K. Kąt ten jest połową kąta Px M i  wspiera­
jącego się na tym samym łuku, który to kąt jest wklęsły i równa

Tl
się 2 a ,. Obrót o kąt t-  dokoła punktu M przeprowadza teraz

&

oś P2 P, w oś mającą kierunek osi a oś P2 F  w oś mającą kie­
runek stycznej ł2. A więc mamy

więc twierdzenie (35) udowodnione w tym przypadku, 
iżeli M leży po prawej stronie osi y ponad osią oba punkty 
leżą nad osią x. Teraz kąt obwodowy <̂ Γ P, P2 P  znów równa

TC
oię puuwójnemu kątowi alt a obrót o kąt -J -— około M obraca oś

u

P2PX w oś mającą kierunek osi jj, a oś P^f w oś mającą kierunek 
stycznej łz. W ięc znów

i znów wzór (35) jest udowodniony.
Jeżeli nareszcie punkt M leży po prawej stronie osi y popod 

osią x , natenczas oba punkty P ,, P2 leżą pod osią x. Teraz kąt 
^ P 2P iP  obwodowy równa się połowie kąta środkowego -^ P sJfP, 
a więc równa się (r, t2). Jeżeli kąt P2Pt P  obrócimy o kąt

TC

—  o ° ^ 0 0̂ punktu natenczas oś P1Pi przechodzi w oś mającą
L·!
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kięrunek x, a oś P1F przechodzi w os mającą kierunek stycznej 
tx. A więc mamy

Fig. 32.

Otrzymujemy zatem równość

a stąd równość (35).
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ROZDZIAŁ X X I .

Krzywe drugiego stopnia spółogniskowe.
1. Równanie elips i hiperbol spółogniskowych.

Uważajmy równanie drugiego stopnia elipsy w układzie spół- 
rzędnych prostokątnym.

i równanie hiperboli w tym samym układzie spółrzędnych

Dla elipsy mamy α2 >  62, a na odcięte ognisk wzór

c2 =  a* —  62, (3)
dla hiperboli zaś

c2 =  α2 -|- δ2. (4)

Możemy równania (1) i (2) zastąpić jednem równaniem

£ + S - i = o ’ <5 >

a wzory (3) i (4) wzorem

Uważajmy teraz dwie krzywe C i C' (elipsy lub hiperbole) 
o równaniu (5), w którem a, b mają odpowiednio dwa układy 
wartości

Załóżmy, że te krzywe są spółogniskowe (confocales). Mamy
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gdzie ε' =  +  1, ε " =  +  1. Mamy więc

a'* —  a "*  =  e' ó'a — ε"6"8 =  ρ. (8)

Możemy zatem półosie krzywej C" wyrazić przez półosie krzywej 
C' wzorami

a "2 =  a '2 —  p, ε " ό "2 =  ε'ό'2 —  p. (9)

Każdej wartości na p spełniającej nierówność

p <  a '2,

odpowiada oznaczona elipsa lub hiperbola C'\ spółogniskowa z daną 
elipsą lub hiperbolą C’ . Albowiem jeżeli zachodzi nierówność

a'2 -  e'b'2 >  0,

natenczas zachodzi też i nierówność

Jeżeli więc obierzemy stale krzywą C  natenczas do każdej krzy­
wej spółogniskowej C" należy oznaczona wartość na p i uaodwrót 
do każdego p a'2 należy oznaczona krzywa C" spółogniskowa 
z C . Możemy więc ogólne równanie krzywych drugiego stopnia 

'spółogniskowych z daną krzywą C' napisać w postaci

Możemy jako krzywą C' obrać elipsę, a wówczas równanie (10) 
można napisać w postaci

Wartościom na p spełniającym nierówność

p < 6 2, * (12)

odpowiadają elipsy, a wartościom spełniającym nierówności

δ2 <  p < a2 (13)
hiperbole.

www.rcin.org.pl



389

2. Krzywe spółogniskowe drugiego stopnia, przechodzące
przez dany punkt.

Uważamy punkt P o spółrzędnych ·£, y na płaszczyźnie i py­
tamy się, czy istnieją krzywe rodziny krzywych spółogniskowych 
(11) przechodzące przez ten punkt. Chodzi więc o to, czy istnieją 
rzeczywiste wartości na p spełniające dla danych y równanie 
(11) na p. Lewą stronę tego równania napiszemy w postaci

p może się równać a2 tylko dla x —  U, w którym to przypadku 
licznik i mianownik równają się zeru. Tak samo może się p rów­
nać bl tylko dla y =  0, w którym to przypadku znów licznik 
i mianownik równają się 0. Przyrównywając licznik do zera mamy 
równanie drugiego stopnia na p

x 2{bl —  p) 4  y2{n2 — p) —  («2 —  p)(62 —  p) =  0. (15)

Równanie to napiszemy w postaci uporządkowanej według p

Wyróżnik równania tego jest

D  =  (a26a —  h2x* —  a2y2) —  ^ (a2 -j- b l —  x 2 —  y2)2, 

a pierwiastki p1} p2 s^

Wyróżnik D  możemy napisać w kształcie

albo w kształcie

a więc w kształtach
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Jest οα więc ujemny, zatem oba Dieirwiastki p1 i p, równania (15) 
są rzeczywiste, od siebie odmienne.

Zatem przez każdy punkt płaszczyzny P{x, y) przechodzą dwie 
od siebie odmienne rzeczywiste krzywe C1  ̂ C2 rodziny (11), odpo­
wiadające wartościom pls p2 na p. Mamy

Jeżeli więc p1 jest pierwiastek odpowiadający znakowi -f- w (18), 
a p2 pierwiastek odpowiadający znakowi — , ponieważ J/ — D  spełnia 
nierówności

mamy nierówności

px równa się a2 dla x =  0 i tylko dla x  =  0. p2 jest zawsze 
<  a2. Pi lub p2 równają się δ2 dla y == 0 i tylko dla y =  0. Mamy 
równocześnie px =  a2, p2 =  δ2 dla a; =  y =  0 a pi =  p2 =  dla 
y =  0, χ =  ±  c.

Zatem dla punktów położonych na osi x  i tylko dla tych 
punktów przynajmniej jeden z pierwiastków p równa się ó2. Dla 
punktów na osi y i tylko dla tych punktów px równa się a2. Dla 
ognisk x  =  +  c, y — 0 i tylko dla tych dwóch punktów oba pier­
wiastki są sobie równe i równają się δ2. Przez te punkty nie prze­
chodzi żadna krzywa rodziny (11), bo równanie to przestaje mieć 
sens dla p =  a2 lub p =  δ*. Ale równanie (15) dla p =  a2 ma postać

a dla p ~  δ2 postać

Dla x —  0 równanie (15) daje

a więc mamy pierwiastki
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Zatem przez każdy punkt osi y z wyjątkiem początku układu prze­
chodzi elipsa. Tak samo dla y — 0  mamy

a więc mamy pierwiastki

Zatem gdy

tj· gdy

mamy

i przez punkt P na osi x przechodzi elipsa. Gdy zaś

tj· gdy

mamy
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i przez punkt P na osi x  przechodzi hiperbola. Dla początku układu 
mamy

Pi — α2, P2 =  b2.
Dla ognisk mamy

Pi =  P» =  b2·

Przez każdy punkt P(x, y ) nie leżący na żadnej z osi prze­
chodzi elipsa i hiperbola rodziny (11). Wartości na pierwiastki p 
odpowiadające różnym pozycjom punktu P uwidocznione są na 
figurze (32).

3. Spółrzędne eliptyczne na płaszczyźnie.

Uważajmy teraz dwie krzywe C,, (?2 rodziny (11) odpowia­
dające parametrom pL, p2 o równaniach

Spytajmy się, czy te krzywe mają punkty wspólne (rzeczywiste). 
Obliczmy w tym celu a:2 i y% z równań (26), (27). Mamy

Wyznacznik przy ir2, y 2 jest

(62 — p,)(a2 —  p2) —  {b2 — p2) (a2 —  px) =  (p2 —  pt) (a2 -  

a więc jest od zera odmienny. Mamy

a więc
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Aby χ 2 i y 2 były dodatnie potrzeba i wystarcza, by pt było >> b2 
zaś p2 <  b2 *. Jedna z dwóch krzywych jest więc elipsą a druga 
hiperbolą. Przecinają się one w 4 punktach leżących symetrycznie 
względem osi x i y.

A więc do każdego punktu na płaszczyźnie należą dwie ozna­
czone liczby p15 p2, pierwiastki równania drugiego stopnia (15) 
i naodwrót do każdych dwóch liczb p ,, p2, spełniających warunki

b2 ^  p, ^  a*, p2 ^  b\ (29)

należą zupełnie oznaczone punkty na płaszczyźnie A mianowicie, 
jeżeli mamy same związki nierówności, natęnczas mamy 4 od siebie 
odmienne punkty na płaszczyźnie; jeżeli p, =  a2, p2 <  62, 2 punkty 
na osi y symetryczne względem osi θ’-ów; jeżeli b2 <( pt <  a2, 
Pj =  b*, dwa punkty na osi x  symetryczne względem osi y między 
początkiem a ogniskami; jeżeli px = b 2, p2 <  62, dwa punkty sy­

metryczne względem osi y zewnątrz odcinka F f  łączącego ogniska; 
jeżeli p, =  p2 =  b2, oba ogniska, i nareszcie jeżeli p, =  a2, p2 =  b2 
jeden punkt, a mianowicie początek układu O.

Liczby pl5 p2 nazywają się spóirzedne eliptyczne punktu P  na 
płaszczyźnie.

Udowodnimy teraz następujące twierdzenie:
T w i e r d z e n i e  1.: „Dwie krzywe rodziny (11) krzywych spół- 

og:niskowych przechodzące przez punkt P płaszczyzny przecinają 
się pod kątem prost\7mu.

TV istocie, styczne te w punkcie P r, y) mają równania

W  arunek prostopadłości jest

(i· -- ρ,Κα* —To+ W -^ w -π)  = °- (32)
który to warunek jest spełniony na podstawie wzorów (28).

4. Parabole spółogniskowe.
Parabolami spółogniskowymi nazywamy dwie parabole C,,

powiadające tę samą oś i to samo ognisko. Obierając układ osi
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prostokątny z  osią x  schodzącą się z osią paraboli, i z początkiem 
układu w ognisku paraboli otrzymamy równanie paraboli prze­
kształcając równanie

y2 —  2px  =  0, (33)

przekształceniem danem wzorami

Otrzymujemy więc równanie

y'2 —  2px' —  p l = 0 ,  (35)

rodziny parabol spółogniskowych, w którem zmienny parametr p 
jest parametrem zmiennej paraboli rodziny.

Uważajmy dowolny punkt Ρ(ξ, η) na płaszczyźnie i szukajmy 
parabol rodziny (35) przechodzących przez ten punkt. Otrzymujemy 
równanie

ρ2-\ -2 ρ ξ — η2 =  0, (36)

z którego wyznaczamy p w postaci

V =  —  5 ±  I V  +  f2· (a7)

Przez każdy punkt P płaszczyzny odmienny od ogniska prze­
chodzą dwie od siebie odmienne parabole Cx, C8.

Uważajmy styczne tx, do parabol C ,, C.i w punkcie P. 
Mają one równania

Ψη “  Ρι(* +  ξ) =  °.
M ' - P t { x  +  l) =  0. 1 O)

Styczne te są do siebie prostopadłe, albowiem mamy

η 2 H -  P i P i  =  +  ξ 2 —  (7]2 +  ξ 2) =  ° ·

Otrzymujemy więc
T w i e r d z e n i e  2.: „Dwie parabole rodziny parabol spół­

ogniskowych (35) przechodzące przez punkt P płaszczyzny przeci­
nają się pod kątem prostymu.

Liczby px, pi możemy nazwaó spółrzędnymi parabolicznymi 
punktu na płaszczyźnie.
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ROZDZIAŁ XXII.

Ogólna teorja biegunów, biegunowych i stycznych 
krzywych drugiego stopnia.

1. Definicja biegunów i biegunowych krzywych drugiego sto­
pnia. Własność charakterystyczna.

Uważajmy krzywą drugiego stopnia o równaniu

/ 0 ,  y) =  0· ( i )

Uważajmy punkt Ρ(ς, η). Biegunowa (polaire) punktu P względem 
krzywej (1) nazywamy prostą p o równaniu

* *  +  §*/ + Y =  0, (2)
gdzie mamy

a. =  Α ξ Βη D,
β =  Βξ  +  Cr> +  E, (8)
Y =  D t  +  Eri +  F.

Punkt P  nazywa się biegunem (póle) prostej (2) względem krzy­
wej (1).

Uważajmy prostą l przechodzącą przez biegun P  o równa­
niach parametrycznych

® = ξ  +  *·λ, y =  >J +  rp. (4)

Przecina ona krzywą (1) w punktach, które otrzymamy, wstawiając 
w równanie (1) wyrażenia (4) na x  i y. Mamy

/( ξ  +  τλ, η -f- r(x) = / ( ξ .  η) 4 -  2r(aX - f  βρ.) - f  /·*φ(λ, μ), (5)

gdzie φ(λ, μ) jest znana forma kwadratowa w λ, μ. Prosta l prze­
cina krzywą (1) w dwóch punktach Pn P ,, odpowiadających war­
tościom rlt r2 parametru r, które są pierwiastkiem równania dru­
giego stopnia na r
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Przecina ona dalej biegunową p w punkcie P0 odpowiadającym 
wartości r0 parametru r, którą otrzymujemy jako pierwiastek rów­
nania pierwszego stopnia na r otrzymującego się przez wstawienie 
w równanie (2) biegunowej zamiast x, y wyrażeń (4)

czyli

Zakładamy, że α i β nie równają się równocześnie zeru, tj. że 
biegun P nie jest środkiem krzywej. Wówczas mamy

Utwórzmy stosunek podwójnego podziału D = ( P ,  P0; P lt P9) 
czterech punktów P, P0, P ,, P2 na osi l. Na stosunek ten mamy wzór

r jest wartość parametru, odpowiadająca punktowi P tj. 0. więc 
mam}7

Ale mamy związki

a więc, ze wzoru (8) mamy związek

pomiędzy , r2, r0. A więc dochodzimy do związku

D = -  1. (12)

Stosunek podwójnego podziału czterech punktów P ; P0; P j ,P 2 
na osi / jest więc harmoniczny. A więc para punktów PlT P2, 
w których oś l przechodząca przez biegun P przecina krzywą C 
drugiego stopnia jest harmonicznie sprzężona z parą punktćw P i P0,
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gdzie P0 jest punktem przecięcia osi l i biegunowej p punktu P. 
Własność ta jest charakterystyczna dla biegunowej, albowiem z rów­
ności (11) otrzymujemy naodwrót (8), czyli że czwarty harmoniczny 
punkt P0 leży na biegunowej p.

Punkty Plt P2 mogą być harmoniczne ze sobą sprzężone, ale 
punkt P 0 jest rzeczywisty, jeżeli punkt P  jest rzeczywisty i jeżeli 
kierunek λ, μ jest rzeczywisty, jak to wynika ze wzoru (8).

2. Badanie biegunów i biegunowych krzywych 2-go stopnia.

Uważajmy teraz dowolną prostą p i spytajmy się czy istnieją 
punkty P, które są biegunami tej prostej uważanej jako biegunowa. 
Chodzi o znalezienie trzech liczb k =j= U, ξ, η takich, aby zachodziły 
związki następujące

k(A l  - f  Βη 4 -  D) =  a,
k{B l +  Cn +  E) =  b  (13)

Et\ +  F ) —  γ.

W  tym celu mnożymy równania (13) przez minory κ ", κ', δ 
i dodajemy do siebie. Otrzymamy

k/A =  κ "α  -|- κ'β -|- δγ. (14)

Rozróżniamy 2 prz3̂ padki:
1. A =J= 0. Otrzymujemy oznaczone k, które jest od zera od­

mienne, .jeżeli zachodzi nierówność·

κ "α  -f- κ'β -f- δγ φ  0. (15)

Jeżeli więc krzywa C posiada oznaczony środek, nierówność ta 
zachodzi, jeżeli środek nie leży na prostej p. Jeżeli krzywa nie 
posiada środka, & jest od zera odmienne, jeżeli zachodzi nierówność

κ " 4 4 φ  0, (16)

a więc ponieważ teraz mamy

A =  εα 2, B  =  εαδ, C =  eb2, ε =  ±  1. 
κ " =  BE —  CD =  eb(aE  —  bD). κ' =  BD  —  AE  =  ea(t>D —  aE), 

y."et  ̂—  ε(αb —  βη) {aE  —  bD), aE  —  b D =j= 0,

więc nierówność (16) zachodzi, jeżeli prosta p niema kierunku 
asy mptotycznego.
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Otrzymujemy zupełnie oznaczony układ wartości ξ, η, a więc 
zupełnie oznaczony biegun. A mianowicie mamy na ξ, η wzory

2. Δ =  0. Jeżeli δ =}= Ο, natenczas każda biegunowa przechodzi 
przez środek. W  istocie, jeżeli a, b są spółrzędne środka, mamy

Tak samo ze wzoru (14) widoczna, że jeżeli Δ —  0, prawa strona 
musi się równać 0, a więc środek musi leżeć na prostej p.

Uważajmy dowolną prostą p przechodzącą przez środek. Za­
łóżmy dla prostoty, że środek £  jest początkiem układu spółrzęd- 
nych, a więc D =  E = F =  0. Mamy związki

Otrzymujemy stąd Λτξ, kr\, t. zn. że otrzymujemy całą prostą bie­
gunów. Równanie tej prostej otrzymamy rugując k z równań (18) 
w postaci

μ β  -  Β*)ξ  +  (Ζ*β -  Ca) η =  0. (19)
9

Jeżeli δ =  O, każda biegunowa jest równoległa do obu pro­
stych równoległych, które wówczas równauie (1) przedstawia. Jeżeli 
równanie to napiszemy w postaci

mamy

Równanie biegunowej p jest

Naodwrót, każda prosta równoległa do obu prostych o rów­
naniu
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odmienna od prostej środków jest biegunową. Chodzi o rozwiązanie 
względem k, ξ, η następującego układu równań

(23)

Załóżmy a =|= 0. Należy rozwiązać względem &(αξ -j- bjf) i k układ 
dwóch równań pierwszego i trzeciego. Wyznacznik przy tych nie-· 
wiadomych jest

Zatem w przypadku dwóch prostych od siebie odmiennych 
wyznacznik ten jest od zera odmienny, k jest od zera odmienne 
wtedy i tylko wtedy gdy

jest od zera odmienne, tj. gdy prosta p jest odmienna od prostej 
środków i równa się

Otrzymujemy całą prostą biegunów, której równanie otrzymujemy 
rugując k z równań 1-go i 3-go (23) w postaci

W  przypadku prostej podwójnej równanie (21) biegunowej 
ma postać

t{ax-\- b y c ) {a l -\ -b r \ -\ - c )  =  Q (25)

więc prosta biegunowa schodzi się z prostą podwójną, jeżeli biegun 
nie leży na prostej środków, którą jest prosta podwójna.

3. Biegunowe środków krzywych drugiego stopnia.

W  rozważaniach poprzednich zakładaliśmy, że biegun P nie 
schodzi się z żadnym środkiem.
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Załóżmy teraz, że punkt P schodzi się z jednym ze środków 
krzywej C. W  przypadku I. Δ φ  0, δ φ Ο  równanie biegunowej p 
ma postać

T =  0, (26)

gdzie γ φ  0, a więc biegunową p jest prosta w nieskończoności. 
W  przypadku 2. Δ =  0, gdy δ 4= 0, równanie biegunowej jest 
nieoznaczone. Gdy Δ =  0, δ — 0, równanie biegunowej p ma postać

Y =  cxc2 —  ł(c , φ- c2y  =  —  i(c , —  c2)2 =  0. (27)

Jestto więc prosta w nieskończoności w przypadku dwóch prostych 
od siebie odmiennych, a równanie nieoznaczone w przypadku pro­
stej podwójnej.

4. Biegunowe punktów w nieskończoności.

Uważajmy prostą Z, przechodzącą przez punkt M  o spółrzęd- 
nych (p, q)

x — p rX: y =  q +  r[i. (28)

Uważajmy punkt P położony na tej prostej o spółrzędnych ξ, η 
i biegunową p tego punktu. Ma ona równanie

[A(p φ- r λ) -j- B{q φ  rp) φ- D\x φ  
Φ" [K(p -φ *'λ) φ- C(q φ- rp) φ- E ]y  φ - D (p  φ- r l)  

φ- E(q φ- rp) φ- /  =  0.

Podzielmy równanie to przez r. Gdy r dąży do niesk 
równanie tak otrzymane dąży do równania

* ( Λ λ φ -£ ρ ) ζ φ - ( £ λ - φ  6 » y  φ -/> λ φ - A'p =  0, (30)

tj. spółczynniki dążą do spółczynników równania (30). Równanie 
(30) przedstawia średnicę sprzężoną z kierunkiem λ, p prostej l. 
A więc średnica sprzężona z kierunkiem λ, p jest granicą biegu­
nowej p, gdy biegun P w kierunku λ, p dąży do nieskończoności.

Stąd możemy wprowadzić pojęcie biegunowych punktów w nie­
skończoności. Biegunową punktu w nieskończoności odpowiadająćego 
kierunkowi λ, p nazywamy prostą o równaniu (30).

W  przypadku 1. Δ φ Ο ,  gdy δ φ  0, do każdego punktu 
w nieskończoności należy oznaczona średnica (30). Naodwrót, do 
każdej średnicy należy oznaczony punkt w nieskończoności. W  przy­
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padku Δ =}= 0, δ =  0, należy oznaczona biegunowa do każdego punktu 
nieodpowiadającego kierunkowi asymptotycznemu i naodwrót do 
każdej prostej równoległej do kierunku asymptotycznego należy 
oznaczony biegun w nieskończoności.

W  przypadku 2. Δ  =  0, gdy o φ  0 do każdego punktu w nie­
skończoności należy oznaczona średnica (30) i naodwrót. Gdy δ =  0 
i obie proste są od siebie odmienne, należy prosta środków jako 
biegunowa do każdego punktu nieodpowiadającego kierunkowi asymp­
totycznemu, a do punktu odpowiadającego kierunkowi asymptotycz­
nemu należy biegunowa nieoznaczona. Gdy proste zlewają się ze 
sobą, biegunową punktów w nieskończoności jest sama prosta po­
dwójna. Mamy

Więc

Jeżeli więc P  dąży do nieskończoności, mamy lim r0 =  ε oo 
lim rx =  ε oo, lim r2 =  ε oo, gdzie ε =  f  1, a więc

l i m - ------ V° = ~ ] .  (32)
r2 — r 0

Zatem w granicy punkt Q położony na biegunowej p połowi od­
cinek P, P2.

5. Styczne krzywych drugiego stopnia. Warunki konieczne 
i wystarczające, aby dana prosta była styczną krzywej dru­
giego stopnia. Równanie stycznościowe krzywych drugiego

stopnia.
Wiemy z rozważań Rozdziału X V I., że równanie (2) przed­

stawia w przypadku, gdy punkt Ρ(ξ, η) leży na krzywej (1) styczną 
do krzywej w tym punkcie, a w przypadku szczególnym, gdy 
punktem tym jest środek krzywej, równanie (2) jest nieokreślone. 
Uważajmy dowolną prostą o równaniu

ux  -f- vy -j - w =■ 0, (33)

i spytajmy się, kiedy ta prosta jest styczną do krzywej (1). Po­
trzeba w tym celu i wystarcza, aby istniały liczby k =J= 0 , ξ ,  η , 
dla których spełnione są równości
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Mamy dalej związek
«ξ -j- vt) -f- w — 0, 

lub
kuĘ, —|— kvTj —j— kw =  0. (35)

Równania (34) i (35) możemy uważać jako równania linjowe 
o niewiadomych k%, k. Aby istniał przynajmniej jeden układ 
rozwiązań tych równań musi zachodzić równość

Rozwijając tęn wyznacznik i zmieniając znak otrzymujemy równanie

Wprowadzamy formę kwadratową o trzech zmiennych w, υ, w

δ ' w 2 —|— δ "  w2 -J -  δ  w2 - j - 2  λ ' « « > - } -  2 a" wu-\-2y.uv=  F(u, w, w ) .  ( 3 8 )

A  więc warunkiem koniecznym, aby równanie (33) przedstawiało 
styczną do krzywej drugiego stopnia jest, by spółczynniki w, v. w 
obracały w zero formę kwadratową (38). Spółczynniki u, w, w na­
zywają się spólrzednymi stycznościowymi (coordonnćes tangentielles) 
linji prostej, a równanie (36) lub (37) równaniem stycznościowem 
(óquation tangentielle) krzywej (1).

6 Dyskusja równania stycznościowego krzywych drugiego
stopnia.

Uważajmy formę (38). Wyznacznik jej jest

a więc jestto wyznacznik minorów drugiego stopnia wyznacznika Δ  
i ma wartość Δ 2. Odróżnimy następujące przypadki:

1. A φ  0. Forma (38) nie daje się rozłożyć na iloczyn dwóch
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iorm pierwszego stopnia. Z równań (34) otrzymujemy A, A;ξ, kr\. 
Mamy

Nie wszystkie trzy minory κ ", κ', δ równają się równocześnie zeru. 
Niechaj np. δ =j= 0. Mnożąc pierwsze trzy wiersze wyznacznika (36) 
przez κ", κ', δ i dodając pierwszy i drugi do trzeciego otrzymu­
jemy wyznacznik

a więc jeżeli mamy 

mamy też równość

Podobnie w przypadkach gdy κ" względnie κ' jest od zera odmienne 
mamy równości

W  przypadku δ φ  0 k jest odmienne od zera, jeżeli prosta (33) nie 
przechodzi przez środek krzywej. Jeżeli zaś prosta (33) przechodzi 
przez środek krzywej mamy z równości (42)

a więc kierunek λ. p. prostej (33) jest kierunkiem asymptotycznym 

4 λ 2 - f  2 £λρ. - f  Cu* =  0,

więc prosta (33) jest asymptotą. Spółrzędne stycznościowe asymptot 
spełniają więc równanie stycznościowe (36). Zatem warunkiem ko­
niecznym i wystarczającym, aby prosta (33) była styczną lub asymp­
totą jest, by spółrzędne w, w spełniały równanie stycznościowe (36). 

W  przypadku S =}= 0 mamy k φ  0, jeżeli mamy
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a więc jeżeli prosta (33) nie ma kierunku asymptotycznego. W  tym 
ostatnim przypadku z równości (43), (44) otrzymujemy zależnie od 
tego, czy κ ", czy κ' jest od zera odmienne

lub

a więc ponieważ mamy

otrzymujemy

lub

Ponieważ Dv —  Eu jest od zera odmienne, więc jeżeli κ " =[= 0 
mamy v =  0, a więc z równości

otrzymujemy u —  0. Jeżeli zaś κ' =f= 0, mamy z równości (48) u —  0, 
więc też v =  0, w można obrać dowolne od zera odmienne. A  więc 
żadna prosta w skończoności mająca kierunek asymptotyczny nie 
może być styczną do krzywej (1).

2. A =  0. Teraz wyznacznik formy (87) równa się zeru, tj. 
forma rozkłada się na iloczyn dwóch form stopnia pierwszego. Ale 
pomiędzy minorami drugiego stopnia wyznacznika Δ a tym wy­
znacznikiem mamy związki następujące

A więc wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika W  rów­
nają się zeru, czyli forma F  jest pełnym kwadratem, jeżeli nie 
wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika Δ a więc i wszyst­
kie spółczynniki formy F  równają się 0. Przynajmniej jeden z trzech 
minorów głównych δ, δ', δ " jest wówczas od zera odmienny. Przy 
pomocy związków (49) otrzymujemy następujące tożsamości
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Wszystkie proste o spółrzędnych stycznościowych m, v, w speł­
niających równanie pierwszego stopnia

au bv -{- cw =  0 (53)

przechodzą przez punkt P o spółrzędnych

gizie zakładamy c =f= 0. A więc tworzą one pęk właściwy prostych 
o wierzchołku w punkcie P. Zatem równanie pierwszego stopnia 
(53), gdzie c jest od zera odmienne jest równaniem pęku właści­
wego o wierzchołku P, którego spółrzędne są (54). Jeżeli zaś c —  0, 
równanie (53) jest spełnione przez spółrzędne stycznościowe pro­
stych równoległych do kierunku, którego spółczynniki kierunkowe 
λ. μ są proporcjonalne do a i h

X — pa, μ =  ph,

a więc przez spółrzędne stycznościowe prostych pęku nieicłaściwego. 
W  przypadku Δ =  0, gdy δ =j= 0 równanie (37) ma kształt

(x" u —|— v.'v -j- δ w;)2 =  0, (55)

a w przypadku Δ =  0, δ =  0, jeżeli krzywa (1) składa się z dwóch 
prostych równoległych od siebie odmiennych, albo kształt

albo kształt
(u·/, -f- vh" —f- wy!)* =  0. (57)

Równanie (55) jest równaniem podwójnego pęku prostych, 
którego wierzchołkiem jest środek krzywej (1), tj. punkt przecięcia 
obu prostych. W  drugim przypadku mamy vJ —  κ " =  0, więc rów­
nania (56), (57) przedstawiają podwójny pęk drugiego rodzaju, mia­
nowicie podwójny pęk prostych równoległych do dwóch prostych 
danych.

Niechaj teraz wszystkie minory drugiego stopnia wyznacz­
nika Δ równe są zeru. Wówczas każdy układ trzech liczb u, v, w 
spełnia równanie drugiego stopnia (37), a więc spółrzędne styczno­
ściowe dowolnej prostej spełniają te równanie. Krzywa dana jest 
prostą podwójną, i dowolna prosta przecina ją w jednym punkcie 
podwójnym, może więc być uważana za styczną w tym punkcie.
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7. Badanie ogólnego równania jednorodnego drugiego stopnia 
w spółrzędnych stycznościowych.

Uważajmy teraz zupełnie ogólną funkcję jednorodną drugiego 
stopnia w zmiennych w, w, w

Φ(«, υ, w) =  au2 -J- 2buv -f- cv2 -f- 2duw -J- 2 etrw -j- fw 2 (58)

i równanie jednorodne drugiego stopnia

Φ(μ, w, w) =  0. (59)

Spytajmy się, czy równanie to zawsze może być uważane jako 
równanie stycznościowe pewnej krzywej drugiego stopnia. Chodzi 
o to, czy istnieje taka liczba k =j= 0, przez którą pomnożona funkcja 
(58) staje się funkcją F(w, v, w) poprzedniego ustępu. A więc chodzi 
o to, czy istnieją liczby A, B, C. D: E, i?1, takie że minory wyznacz­
nika Δ równają się odpowiednio

Mamy związki (49) pomiędzy elementami wyznacznika Δ , 
a jego minorami drugiego stopnia.

Oznaczmy przez D wyznacznik

Oznaczmy dalej przez H  wyznacznik minorów drugiego stopnia 
wyznacznika D

Mamy związki

Zatem możemy przyjąć
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Zakładamy przytem, że D φ  0.
Jeżeli D =  0, natenczas funkcja Ψ(μ, υ, w) rozpada się na 

iloczyn dwóch funkcyj pierwszego stopnia w u, v, w. A więc rów­
nanie (59) przedstawia wówczas dwa pęki prostych, właściwe lub 
niewłaściwe. Te dwa pęki schodzą się ze sobą wtedy i tylko wtedy, 
gdy forma Φ (μ, v, w) jest pełnym kwadratem, a więc gdy wszystkie 
minory drugiego stopnia wyznacznika I) są równe zeru. W  tym 
przypadku i tylko w tym przypadku równanie (59) jest równaniem 
stycznościowem. Jeżeli ma ono postać

(au -f- bv -j- cw)2 =  0, (65)

to jeżeli c =j= 0, jest ono równaniem stycznościowem równania (1) 
przedstawiającego dwie dowolne proste przecinające się w punkcie 
■o spółrzędnych

a b
oc =  —, y —

c υ c ’

i jeżeli c =  0 jest ono równaniem stycznościowem dwóch dowol­
nych od siebie odmiennych prostych równoległych i mających 
kierunek

λ =  p a, p. =  p 6 ,

gdzie p φ  0 jest czynnik proporcjonalności.
Zbiór prostych przedstawionych równaniem drugiego stopnia 

(59) nazywamy krzywą drugiej klasy, a równanie równaniem krzy­
wej drugiej klasy.

Ćwiczenia.

1. Dany punkt P na płaszczyźnie i krzywa drugiego stopnia. Zna­
leźć miejsce geometryczne punktów M, których biegunowe są prostopadłe 
do prostej PM.

2. Udowodnić twierdzenie Fregi er ’a: Cięciwy krzywej drugiego 
stopnia widziane z punktu P  krzywej pod kątem prostym, przecinają 
normalną tj. prostopadłą do stycznej w punkcie P  wystawioną w punkcie 
stałym Q.

Zbadać w szczególności przypadek hiperboli równobocznej (ω =  0).
3. Znaleźć równanie stycznościowe prostych, które wycinają na
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krzywej drugiego stopnia cięciwy widziane z biegunów tych prostych 
pod stałym kątem <p.

4. Znaleźć miejsce geometryczne punktów P, z których styczne 
do stożkowej tworzą z daną prostą równe kąty.

5. Uważamy rodzinę elips i hiperbol spółogniskowych. Biegunowe 
dowolnego punktu P  płaszczyzny względem tych krzywych tworzą krzywą 
drugiej klasy, złożoną ze stycznych do paraboli.
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ROZDZIAŁ X X III.

Krzywe drugiego stopnia, przechodzące przez dane 
punkty i posiadające dane styczne.

1. Krzywe drugiego stopnia, przechodzące przez dane punkty. 

Uważamy ogólną krzywą drugiego stopnia o równaniu

Warunek, aby krzywa (1) przechodziła przez punkt P o spółrzęd- 
nych ξ, η brzmi *

Jest on więc linjowy (pierwszego stopnia) względem spółczynników 
równania (1).

Uważajmy teraz trzy punkty Ρ λ(χχ, yx), Pi{xt , yt ), Ps(a?3, y3) 
od siebie odmienne i załóżmy, że krzywa (1) przechodzi przez te 
3 punkty. Jeżeli te punkty leżą na linji prostej /, natenczas funkcja 
f{pc, y) rozkłada się na iloczyn dwóch funkcyj pierwszego stopnia

W  istocie, niechaj równania prostej l parametryczne będą

Mamy wstawiając wyrażenia (4) w równanie (1)

gdzie φ(λ, p.), α, β są znane wyrażenia. Równanie to ma trzy od 
siebie odmienne pierwiastki rx, ?·,, rs , a więc jest identycznie równe 0, 
tj. cała prosta l leży na krzywej 2-go stopnia (1). Ale wówczas, 
jak wiemy z rozważań Rozdziału IX . funkcja f ( x , y) jest iloczynem 
dwóch funkcyj (3) pierwszego stopnia.
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Udowodnimy. teraz następujące twierdzenie:
T w i e r d z e n i e  1. „Przez 5 danych punktów, z których 

żadne 3 nie leżą na linji prostej przechodzi jedna i tylko jedna 
krzywa drugiego stopnia nie rozpadająca się na 2 prosteu.

Uważajmy 5 punktów Pu i —  1, 2 , . . .  5 o spółrzędnych ξ,, 
i = 1 , 2 , . . . 5 .  Mamy następujące równości

Równości te można uważać jako równania o niewiadomych A , . . .F .  
Są to więc 5 równań o 6 niewiadomych. Macierz tych równań 
jest to macierz

Udowodnimy, że ranga tej macierzy jest 5, tj. że najwyższy stopień 
minorów nie równych zeru w macierzy tej jest 5. Obierzmy punkt 
Ρ, jako początek O układu spółrzędnych. oś x-ów przechodz.ącą 
przez punkt P2, a oś y-ów przez punkt P3, tj. =  0. ξ8 =  0. 
Macierz (7) ma wówczas postać

Uważamy minor 5-go stopnia utworzony z kolumn 2-giej, 3-ciej, 
4-tej. 5 tej i 6-tej. Minor ten równa się wyznacznikowi 4-go stopnia

Wyznacznik ten równa się ilocz3mowi liczby ξ2 =J= 0 przez minor 
3-go stopnia
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iloczyn η3η4η5 jest od zera odmienny, albowiem żadne 3 punkty 
z pośród 5 punktów danych nie leżą na linji prostej. Taksamo 
wyznacznik 3-go stopnia

jest od zera odmienny, albowiem 3 punkty Ps, Pi: Ph nie leżą na 
linji prostej. A więc minor (9) jest od zera odmienny. Zatem układ 
równań linjowych (6) można rozwiązać w jeden oznaczony sposób 
względem stosunków

tj. A można obrać dowolne od zera odmienne a wówczas inne 
spółczynniki B, . . .F  są w zupełności określone. Zatem przez 5 punk­
tów PtJ i =  1___δ przechodzi jedna i tylko jedna krzywa właściwa
drugiego stopnia gdyż niema krzywej przechodzącej przez te punkty, 
dla której A równałoby się zeru, bo wyznacznik 5 -go stopnia przy 
B, C, Z), E, F  jest jak widzieliśmy od zera odmienny. Stąd wynika, 
że i dla ogólnego położenia osi macierz (7) jest rzędu 5, inaczej 
istniałyby przynajmniej dioie krzywe, właściwe lub niewłaściwe, prze­
chodzące przez tych 5 punktów, co nie jest możliwe.

Z otrzymanego rezultatu W3mika, że jeżeli ranga macierzy (7) 
jest najwyżej 4, natenczas przynajmniej 3 punkty leżą na linji 
prostej. Ale jeżeli trzy, a nie więcej punktów, leży na jednej linji pro­
stej, natenczas krzywa drugiego stopnia rozpada się na dwie proste 
w zupełności oznaczone. Zatem ranga macierzy (7) jest teraz znów 5. 
A więc jeżeli ranga jest 4, przynajmniej 4 punkty muszą leżeć na 
jednej i tejsamej prostej. Dwa ze spółczynników A , . . . F  można 
obrać dowolnie, a więc cztery ze spółczynników można wyrazić 
jako linjowe jednorodne funkcje dwóch pozostałych. Zatem przez 5 
punktów danych Pt przechodzą z pewnością dwie od siebie odmienne 
krzywe 2 go stopnia

fi (x, y) =  o i Λ 0», y) =  o 01)
i ogólny wzór na wszystkie krzywe 2-go stopnia przechodzące 
przez te punkty jest
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gdzie λη λ2 są dwa parametry, mogące przyjmować dowolne war­
tości. W  istocie, widoczna, że krzywe przechodzące przez 5 punk­
tów rozpadają się na prostą na której leżą 4 punkty i na do­
wolną prostą przez 5-ty punkt.

Jeżeli ranga macierzy (7) jest 3, natenczas wszystkie punkty 
leżą na jeduej i tej samej prostej i naodwrót Druga prosta jest 
wówczas zupełnie dowolna. W  istocie, wówczas wszystkie minory 
3-go stopnia kształtu

gdzie i, j, k są liczby z liczb 1, . . . 5 od siebie odmienne są równe 
zeru, a więc wszystkie punkty leżą na linji prostej. Naodwrót, 
jeżeli wszystkie punkty leżą na linji prostej ranga macierzy (7) 
jest (3). Nie jest ona bowiem mniejsza niż 3, albowiem miuory

(13)

są od zera odmienne. Nie jest też większa niż 3, albowiem każdy 
minor 4-go stopnia macierzy (7) jest równy zeru. W  istocie, mamy 
albo równości

ξ, =  αη<4 - β ,  i = l , 2 , . . . 6 ,

albo też równości

Wstawiając pierwsze albo drugie wyrażenia w macierz (7) zamiast 
ξ, względnie zamiast ty otrzymujemy macierz, której wszystkie ko­
lumny są kształtu

aty +  βη, +  γ,
względnie kształtu

a łatwo widać, że macierz taka ma wszystkie minory 4 go stopnia 
równe zeru.

Równanie krzywej drugiego stopnia, przechodzącej przez 5 
danych punktów w przypadku, gdy macierz (7) jest rangi (5) na­
piszemy w postaci wyznacznika, rugując spółczynniki z rów­
nań (1), (6). Otrzymamy równanie

www.rcin.org.pl



413

2. Warunek, aby sześć danych punktów leżało na krzywej
drugiego stopnia.

Jeżeli 6 punktów Pif i =  1 . 2 , . . . 6  o spółrzędnych ξ(, η( leży 
na krzywej drugiego stopnia (1), natenczas równa się zeru wy­
znacznik 6-go stopnia

(16)

i naodwrót. Istnieje więc 6 liczb λ4, i —  1 , 2 , . . . 6  nie wszystkich 
równych 0 i takich, że zachodzą następujące równości

Uważajmy dowolną krzywą drugiego stopnia o równaniu (1). 
Mamy równość

Naodwrót, jeżeli równość (18) zachodzi dla wszystkich krzywych 
2-go stopnia, sześć punktów P{ leży na krzywej drugiego stopnia.

3. Pęki krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy dwie krzywe drugiego stopnia

Uważajmy równanie
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gdzie λ15λ2 są dwie dowolne liczby nie obie równe 0. Równanie 
to przedstawia krzywą 2 -go stopnia przechodzącą przez punkty 
wspólne krzywym (19). Naodwrót uważajmy krzywą drugiego sto­
pnia o równaniu (1) przechodzącą przez punkty wspólne krzywych 
(19). Uważajmy punkt P tej krzywej, o spółrzędnych ξ, η odmienny 
od punktów wspólnych obu krzywych. Mamy przynajmniej jedną 
z dwóch nierówności

Zakładamy przytem, że krzywe (19) są od siebie odmienne. Niechaj 
np. będzie / , ( ξ ,  rj) φ 0 .  Kładąc w równaniu (20)

otrzymujemy równanie nie zerowe krzywej drugiego stopnia

należącej do krzywych (20) i przechodzącej przez punkt P. Mówimy, 
że mamy pęk (faisceau) krzywych drugiego stopnia.

Uważajmy dwie krzywe od siebie odmienne pęku (20), odpo­
wiadające wartościom λ}, i λ?, λ2 parametrów λ1} λ2 Mamy nie­
równość

Oznaczmy lewe strony równań tych krzywych przez F x (#, y),

M * .  y)

Możemy naodwrót wyrazić f x(x, y) i / 2(.r, y) jako linjowe jednorodne 
funkcje funkcyj F1 (x  y), f t {x ,y\  a więc można równanie (20) 
pęku zastąpić przez równanie

w którem A , i A 2 są dwa nowe parametry.

4. Krzywe drugiej Klasy posiadające dane proste.

Uważajmy pięć dowolnych prostych i = 1 , 2 , . . . 5  o rów­
naniach
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Zakładamy, że żadne trzy proste nie przechodzą przez jeden i ten 
sam punkt ani żadne trzy nie są do siebie równoległe, tj. że żaden 
z wyznaczników trzeciego stopnia

nie równa się zeru. Uważamy krzywą drugiej klasy w spółrzędnych 
styczniościowych u, v, w

Załóżmy, że proste należą do krzywej (27). Mamy do spełnienia 
warunki

Rugując z równań (27\ (28) spółczynniki f  otrzymujemy rów­
nanie

Możemy udowodnić, podobnie jak poprzednio, że jeżeli żadne 
3 proste (25) nie przechodzą przez jeden i tensam punkt, ani nie 
są do siebie równoległe, natenczas ranga macierzy o 5 wierszach 
i 6 kolumnach

jest 5. W  istocie, załóżmy że proste l1, /2 są osiami spółrzędnych, 
a więc że mamy

Uy =  w1 = 0 ,  v2=  w2 =  0.

Mamy więc macierz
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Uważajmy minor tej macierzy należący do kolumn 1-szej, 
3-ciej, 4-tej, 5-tej, 6-tej. Równa się on co do bezwzględnej wartości 
iloczynowi lĄtĄ przez minor trzeciego stopnia

Ale ponieważ u\ wK w5 =f= 0 albowiem żadna z trzech prostych 
/3, /5 nie przechodzi przez początek układu i ponieważ żaden
z wyznaczników trzeciego stopnia (26) nie równa się zeru, więc 
minor ten jest od zera odmienny.

Dochodzimy zatem do twierdzenia
T w i e r d z e n i e :  „Istnieje jedna i tylko jedna krzywa drugiej 

klasy, do której należy 5 prostych i =  1, 2 , . . . 5  nie przechodzą­
cych żadne trzy przez jeden i tensam punktu.

Taksamo można udowodnić, że jeżeli trzy proste i nie więcej 
jak 3 proste przechodzą przez jeden i tensam punkt, ranga macie­
rzy (30) jest 5. Równanie (29) przedstawia wówczas dwa pęki 
prostych, jeden o wierzchołku, w którym się 3 proste przecinają, 
drugi należący do dwóch pozostałych prostych.

Jeżeli cztery i tylko cztery proste l{ przechodzą przez jeden 
i tensam punkt, lub są do siebie równoległe, natenczas istnieje od1 
krzywych o równaniu drugiego stopnia (27) spełnionem przez spół- 
rzędne tych prostych. Ranga macierzy (30) jest 4. Nareszcie jeżeli 
wszystkie 5 prostych przechodzą przez jeden i tensam punkt lub 
są do siebie równoległe, ranga macierzy (30) jest 3 i naodwrót. 
Lewa strona równania (27) jest wówczas pełnym kwadratem funkcji 
linjowej jednorodnej zmiennych m, v. w .

Ćwiczenia.

1. Dany pęk krzywych drugiego stopnia:

Uważamy dowolny punkt M . Biegunowe tego punktu względem krzywych 
pęku tworzą pęk Stosunek podwójnego podziału 4 biegunowych pęku,

odpowiadających 4 stosunkom nie zależy od punktu M .
^1
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2. Uważamy pęk stożkowych (1). Czy wśród tych stożkowych 
istnieją koła? Czy istnieją hiperbole równoboczne?

3. Znaleźć równanie środków stożkowych pęku (1).
4. Zbadać, cży istnieją pary kierunków sprzężone względem wszyst­

kich stożkowych pęku.
5. Zbadać, czy przez 4 dane punkty można zawsze przeprowadzić 

parabolę.
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ROZDZIAŁ XXIV.

Przekształcenia krzywych drugiego stopnia.

I. Przesunięcia krzywych drugiego stopnia.
1. Pojęcie przesunięcia punktów na płaszczyźnie.

Uważajmy dowolny punkt P na płaszczyźnie o spółrzędnych 
x, y i przyporządkujmy mu punkt P' o spółrzędnych x\ y'. Mó­
wimy, że mamy 'przekształcenie punktów na płaszczyźnie.

Mieliśmy już do czynienia z jednem z takich przekształceń, 
a mianowicie z przesunięciami płaszczyzny. Uważajmy krzywą C 
o równaniu

f ( x ,  y) =  0. (1)

Przesuwamy płaszczyznę w sobie tak, aby początek O układu a:, y 
przeszedł w punkt 0' o spółrzędnych a,b  i aby osie x, y przeszły 
w osie x\ y' o spółczynnikach kierunkowych ax.b x i α2, b2. Krzywa 
C przechodzi w krzywą C' przesuniętą krzywej C o równaniu

f'(x,y) =  o  (2 )

w układzie spółrzędnych x , y. Pytamy się, jakie jest równanie krzy­
wej przesuniętej?

Pomiędzy spółrzędnymi X , Y  punktu P\ a spółrzędnymi 
punktu P  zachodzą związki

X  —  a  H -  a \ X  +  α 2#> /ON

Y =  b x  -j- b2y,
Mamy więc związki

albowiem mamy
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albowiem kąt θ' jaki oś y' zawiera z osią x' równa się kątowi Θ. 
Otrzymamy zatem równanie krzywej przesuniętej zastępując w rów­
naniu (1) spółrzędne x, y przez wyrażenia (4). Mamy więc tożsamość

2. Warunki konieczne i wystarczające, aby dana krzywa (2) 
była przesuniętą danej krzywej (1),

Warunkiem koniecznym i wystarczającym jest oczywiście, 
aby istniało przesunięcie (3) takie, że jeżeli przez x\ y' oznaczymy 
spółrzędne punktu P' w nowym układzie x\ y', a przez x , y spół­
rzędne tegoż punktu w dawnym układzie, równania (2) i

przedstawiają tęsamą krzywą C'.
Mamy więc przekształcenie układów spółrzędnych dane wzorami

gdzie 

a więc

przeprowadzające równanie (2) w równanie (5). Mamy więc związki

konieczne i wystarczające, aby zachodziły związki (8), więc równość (7).
Mieliśmy następujące niezmienniki względem przekształcenia 

układów spółrzędnych:
Δ δ ω 

sin* Θ1 sin2 θ ’ sin3 θ ’

w przypadku δ =  0, Δ =  0 zaś następujące dalsze
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Rozróżniamy następujące przypadki:
I. d =}= 0. 1. A ={= 0.
Ponieważ chodzi o niezmienniki absolutne, i ponieważ θ' =  Θ, 

mamy niezmienniki

Uważamy dalej trzeci niezmiennik absolutny

(13)

i mamy związek między niezmiennikami

(14)

Oznaczając przez N[, N3 niezmienniki krzywej C' w układzie 
x , y tj. równania (2), a przez Νλ, iV2, iV3 niezmienniki krzywej (7 
w układzie y, tj. niezmienniki równania (5) mamy więc nastę­
pujące warunki konieczne aby krzywa C’ była przesuniętą krzywej C

Aby się przekonać, czy te warunki są wystarczające, wpro­
wadźmy zamiast osi x , y nowe osie x 11 yn osie główne krzywej C, 

a zamiast osi x '. y' nowe osie x\, yj, osie główne krzywejC'.
Oznaczmy przez S i £ ' znane wielkości, odnoszące się do rów­

nań (5) i (2). Mamy następujące równania na S i na S'

Stąd otrzymujemy

Na półosie obu krzywych otrzymujemy wzory
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gdzie a, b są półosie krzywej (7, a a', b' półosie krzywej C'. Na 
sumy i iloczyny kwadratów półosi mamy wzory

Taksamo mamy

A więc e[a'2 i e'2b'2 mogą się tylko porządkiem różnić od 
ε1α2, ε2έ2, tj. mamy albo

albo

A więc mamy albo

albo też

Zatem obie krzywe C i C’ w układach prostokątnych aą, yx, 
i x [ , y[ mają albo tesame równania, albo też przez zmianę osi mo­
żemy te równania sprowadzić do tej samej postaci Zatem warunki 
(15), (16), (17) są też wystarczające.

I. ό φ Ο .  2. A =  0.
Mamy teraz tylko jeden absolutny niezmiennik różny od zera 

A j. Równania krzywych C i C’ są w układach osi głównych

xx, y\ ί χί, y\

Mamy dalej
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Tak samo mamy

S S'
Zatem i albo są sobie równe, albo też jedno równa się od-

wrotnośei drugiego. A więc zamieniając ewentualnie osie spółrzęd- 
nych ze sobą otrzymujemy dla obu krzywych tesame równania, 
czyli że dwie proste przedstawione w układzie x , y równaniem (5) 
są przesuwalne w dwie proste przedstawione w tym układzie rów­
naniem (2), tj. warunek

NX=N\
jest wystarczający.

Π .  δ =  0. 1. Δ ή =  0.
Mamy teraz niezmiennik absolutny

Równanie krzywej C w układzie prostokątnym xly yx głównym, 
tj. którego oś x x jest osią główną, ma teraz postać

gdzie mamy

Kierunek główny jest asymptotycznym i mamy

a więc

Dalej mamy równanie na S

a więc
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zatem mamy

Zupełnie tak samo otrzymujemy

Zatem jeżeli napiszemy równania krzywych C i C' w postaciach

mamy związek

Krzywe są więc przesiuwalne jedna w drugą, jeżeli zachodzi wa­
runek wystarczający

Teraz równanie krzywej C sprowadzamy przez wprowadzenie 
osi głównych do postaci

Ssy ? + ^  =  0, ' (42)

albo też do postaci

Zupełnie tak samo sprowadzamy równanie krzywej C' do jednej 
z dwóch postaci
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Mamy

a więc wprowadzając niezmienniki wn w,

(46) =  sin2 Θ (47) v2 =  sin2 Θ

mamy równania krzywej C

(48) y\ —  «j =  0, (49) y ? - n 2 = 0 ,

i tak samo równania krzywej C'

(50) y[% —  n[ —  0, (51) y\% —  /¾ =  0.

Zatem mamy warunki konieczne i wy starczające

n[ — nx, wś =  w* (52)
lub

3. Niezmienniki względem przesunięć dwóch krzywych.

Z wywodów poprzednich wynika, że jeżeli jakaś funkcja spół- 
czynników A , . . .  F  równania drugiego stopnia krzywej C

jest niezmiennikiem tej krzywej, względem przesunięć, natenczas funk­
cja ta jest funkcją niezmienników, które wprowadziliśmy. W  istocie,, 
wprowadzamy dla krzywych C i C  osie główne jako nowe układy 
osi spółrzędnych i otrzymujemy nowe równania tych krzywych. 
W  przypadku I. 1. funkcja niezmienna równa się funkcji spółczyn- 
ników εχα*, ε2ό2, ale ta funkcja jest funkcją symetryczną tych spół- 
czynników, a więc funkcją iV2, N3. W  przypadku I. 2. mamy 
znów funkcję spółczynników Su S2, symetryczną, a więc funkcję 
niezmiennika Nx. W  przypadku II. 1. mamy funkcję niezmien­
nika iV, i nareszcie w przypadku II. 2. funkcję niezmiennika n1> 
lub niezmiennika w2.
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II. Przekształcenia homotetyczne krzywych dru­
giego stopnia.

1. Własności przekształcenia homotetycznego.

Uważamy punkt S dowolnie obrany o spółrzędnych a, b środek 
(centre) homotetycznego przekształcenia. Każdemu punktowi P(x, y) 
przypisujemy punkt P '(x , y) w następujący sposób. Na dowolnej 
osi SP  łączącej S z P  odcinamy wektor SP' w ten sposób, aby 
stosunek wartości wektorów

~

TF
równał się tej -samej a priori danej liczbie k odmiennej od zera, 
dodatniej lub ujemnej. Przekształcenie to nazywa się homotetycznem 
(homothetie), a mianowicie wprost homotetycznem (homothetie directe), 
jeżeli k jest liczbą dodatnią, a odwrotnie homotetycznem (homothótie 
inverse), jeżeli k jest liczba ujemna.

Napiszmy równania osi SP  w postaci parametrycznej

Jeżeli punktowi P' odpowiada wartość r' parametru, natenczas mamy

przyczem mamy

-  =  k. (56)
r

Pomiędzy spółrzędnymi punktu P  a spółrzędnymi punktu 
przekształconego P' mamy więc związki

x' =  a - f  k{x — a), y' =  b k{y —  b\ (57)

z których otrzymujemy odwrotnie

■ x' —  a y ' — b .
x =  a-\------γ - ,  y =  b +  . (58)

Każdemu punktowi P' odpowiada więc zupełnie oznaczony 
punkt P, którego ten punkt jest punktem przekształconym. Liczba 
k nazywa się stosunkiem homotetyczności (rapport d’homothetie).
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Następujące są najważniejsze własności przekształceń homo- 
tetycznych:

1) Linie proste przechodzą w Unje proste. W  istocie, jeżeli 
pomiędzy x i y  mamy związek

A x + B y + C  =  0, (59)'

natenczas pomiędzy x', y' mamy związek

4+̂ F)+4+^)+σ=α
a więc związek

przedstawiający linję prostą.
Jestto linja prosta równoległa do prostej (59). Naodwrót do 

dowolnej linji prostej o równaniu

otrzymujemy prostą zupełnie oznaczoną, która przechodzi w tę 
prostą. W  istocie, spółczynniki równań (60) i (61) są do siebie 
proporcjonalne, a więc mamy związki

z których otrzymujemy

Jeżeli prosta dana przechodzi przez środek, mamy

Aa +  B b + C  =  0,
i wówczas mamy też

A'a -f - B'b +  V  =  0,

tj. prosta przekształcona przechodzi też przez środek.
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Prosta przecŁodzi przekształceniem homotetycznem w siebie 
samą, jeżeli mamy

A' =  p A. B' — pB, C  =  p C, 

a więc jeżeli mamy

a więc

Zatem, jeżeli k —  1, każda prosta przechodzi w siebie samą. co jest 
oczywiste, bo przekształcenie jest identyczne. W  przeciwnym razie 
mamy warunek

tj. prosta przechodzi przez środek S.
2) Kąty dwóch prostych nie zmieniają się w przekształceniu 

homotetycznem. Oczywiście wartości bezwzględne kątów się nie zmie 
niają, ponieważ proste równoległe przechodzą w proste równoległe. 
Ale i znaki kątów się nie zmieniają. W  istocie, jeżeli na prostej 
danej uważamy kierunek λ, p. taki, że mamy

a? =  a - f p X ,  y =  P +  p{*,

natenczas kierunkowi temu odpowiada kierunek, który otrzymujemy 
ze wzorów

x' =  a -f- kia -f- pX —  a),
/  =  - f-  +  ρμ —  b),

a więc jeżeli k >  0 tensam kierunek, a jeżeli k<C 0 kierunek prze­
ciwny, tak że znaki kątów pozostają tesame.

3) Składanie dwóch przekształceń homotetycznych.
Uważajmy dwa przekształcenia homotetyczne, które symbo­

licznie ozuaczymy przez T(a, 6; k) i przez Τχ(αΛ, 6 ,; Aą). Prze­
kształćmy punkt P najpierw przekształceniem T, a następnie punkt 
przekształcony P' przekształceniem 7\ w punkt P\. Mamy więc 
wzory
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Otrzymamy na przekształcenie wypadkowe wzory

Są to więc wzory kształtu

Aby wzory (69) przedstawiały przekształcenie homotetyczne 
o środku S0 o spółrzędnych a0, b0, a o stosunku k0 potrzeba i wy­
starcza, aby miały postać

=  a0-\-k0(x —  a0), y' =  b0 - f  £0(y —  b0) 

a więc abyśmy mieli związki

Zatem jeżeli zachodzi nierówność

wzory (68) przedstawiają przekształcenie homotetyczne o stosunku

i o środku

Jeżeli zaś mamy m == 1, natenczas, jak wiemy, wzory (68) 
przedstawiają translację.

Zatem iloczyn dwóch przekształceń homotetycznych (65) i (66) 
jest przekształceniem homotetycznem, jeżeli zachodzi nierówność

Wówczas mamy wzory
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albo

Zatem punkty S, S', S0 leżą na jednej i tejsamej linji prostej.

2. Warunki konieczne i wystarczające, aby dwie krzywe 
były przekształcone jedna drugiej przekształceniem homo-

tetycznem.

Uważajmy dwie krzywe C, C  o równaniach

Aby te krzywe b_yły homotetyczne, potrzeba i wystarcza, aby istniało 
przynajmniej jedno przekształcenie (57), przekształcające te krzywe 
w siebie. To znaczy musi zachodzić tożsamość

gdzie m jest pewien czynnik proporcjonalności. Więc mamy

Zatem zachodzą związki

gdzie położyliśmy

Zatem przedewszystkiem spółczynniki przy wyrazach dru­
giego stopnia są do siebie proporcjonalne. Kierunki asymptotyczne 
są tesame.
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Możemy zawsze założyć, że m =  k2, mnożąc równanie (75)
γγΐ

przez — . Związki (77) mają wówczas postać
r C *

Ostatnie trzy związki są równaniami względem trzech niewiado­
mych p: q, k. Trzecie równanie można napisać w postaci

Aby istniały wielkości p, q spełniające dwa pierwsze równa­
nia (79) i równanie (80) potrzeba, aby równał się zeru wyznacznik 
trzeciego stopnia

Odróżniamy następujące przypadki:
I. ό φ Ο .  1. Δ φ Ο .
Pierwsze dwa równania (79) dają nam p i q. Do każdego k 

spełniającego równanie (8l) należy oznaczony ukłaxl na p i q, a stąd 
ze wzorów (78) oznaczony układ wartości na a i 6, z wyjątkiem 
przypadku, kiedy k —  1. Wówczas tylko układowi p =  0, q =  0 
odpowiadają układy wartości na a i b zupełnie dowolne, innym zaś 
układom na p i q nie odpowiadają żadne układy wartości na a i b.

Równanie na k możemy napisać w postaci

czyli w postaci
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a więc w postaci
Δ ' —  k* Δ  =  0, (82)

gdzie Δ  i Δ ' są znane wyznaczniki dla funkcyj (74), (75). Otrzy­
mujemy więc na k dwie wartości następujące

*= ± ^τ ·  (83)
Wielkości Δ i Δ ' są równocześnie odmienne od zera lub równe 

zeru. k jest rzeczywiste, jeżeli Δ i Δ ' są tego samego znaku, a uro­
jone, jeżeli znaki są przeciwne. Każdej wartości na k odpowiadają 
oznaczone wartości na a i b, z wyjątkiem przypadku, gdy mamy

Wówczas jedna z wartości na k równa się 1. Aby dla k =  1 a i b 
miały wartości skończone potrzeba i wystarcza, aby było p — q —  0, 
a więc

J)' =  D, E' =  F, F  =  F.

Zatem krzywe C i C  są wówczas identyczne, i każdy punkt na 
płaszczyźnie jest środkiem. Wartości k —  —  1 odpowiada zawsze 
zupełnie oznaczony środek.

Można się spytać, kiedy oba środki, Sx o spółrzędnych al y b1 
odpowiadający jednej wartości na k i S2 o spółrzędnych a2, b2, 
odpowiadający drugiej wartości na k są tesame. Widoczna, że po­
trzeba i wystarcza abyśmy mieli równości

a że kt =  —  kly mamy

a więc

Środkiem homotetyczności jest teraz środek krzywej.
I. < $φ 0. 2. A =  0.
Teraz k jest zupełnie dowolne, a więc pierwsze dwa równa-
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nia (79) dają nieskończenie wiele układów na p i q. Rugując z tych 
równań k otrzymujemy równanie

Jestto równanie pewnej linji prostej i można je napisać w postaci 

lub w postaci

Prosta ta widocznie przechodzi przez środki obu krzywych (7 , C'. 
Każdy punkt tej prostej, z wyjątkiem tych obu środków może być 
uważany jako środek homotetyczności.

11. <5 =  0. 1. 4 φ  0.
Równania (79) i (80) mają teraz następującą postać

Mamy dalej 

a więc

Aby pierwsze dwa równania (86) względem p i q były zgodne, 
potrzeba i wystarcza, aby był spełniony warunek

a więc aby k równało się
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czyli, że we wzorze (87) można tylko obrać górny znak. Wyznacz­
nik przy p i q w równaniach pierwszem i trzeciem, lub drugiem 
i trzeciem równa się iloczynowi o względnie b przez

a więc równa się

Mamy zatem jeden środek homotetyczności.

Mamy teraz ’

i równania

A więc mamy trzy równania na niewiadomą ap -}- b q. k wy­
znaczamy z warunku

czyli

Otrzymujemy zatem wzory

Otrzymujemy w przypadku dwóch prostych równoległych od 
siebie odmiennych dwie wartości na k, a więc dwie proste środków 
równoległe do obu par prostych danych. W  przypadku prostych 
podwójnych mamy

i k może być zupełnie dowolne.
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Ul. Przekształcenia podobne krzywych 2-go stopnia.
1. Własności przekształceń podobnych krzywych drugiego

stopnia.

Przekształceniem podobnem (similitude) nazywamy przekształ­
cenie, które polega na wykonania po sobie w dowolnym porządku 
przesunięcia i przekształcenia homotetycznego.

Mamy więc następujące wzory przekształceń

Otrzymujemy wzory wyrażające x'\ y"  przez x , y w postaci

Wykonywując naprzód przekształcenie homotetyczne, a na­
stępnie przesunięcie, mamy wzory

Aby dwie krzywe o równaniach

były podobne do siebie, potrzeba i wystarcza, aby istniała trzecia 
krzywa

tak, że krzywe (93), (95) są przesunięte, zaś krzywe (94), (95) są 
homotetyczne, albo że krzywe (93), (95) są homotetyczne a krzywe 
(95), (94) przesunięte.

Mamy następujące przypadki:

Mamy teraz niezmienniki
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krzywych C, C'. C". Ponieważ przy przekształcenia homotetycznem 
niezmiennik pozostaje niezmieniony, więc mamy

Warunek

jest konieczny, ale i wystarczający, aby krzywe C, C" były do siebie 
podobne. W  istocie, przekształcając równania krzywych tych na 
osie główne jako osie spółrzędnych otrzymujemy równania

Ale mamy proporcję:

gdyż

Zatem kierunki asymptotyczne w nowych układach osi spół­
rzędnych zawierają ze sobą tesame kąty, a więc przez przesunięcie 
jednego z tych układów spółrzędnych wraz z krzywą w drugi 
układ spółrzędnych, otrzymujemy dwie krzywe o tych samych 
kierunkach asymptotycznych, a więc homotetyczne.

I  d φ  0. 2. A =  0.
Teraz mamy ten sam niezmiennik iV, i ten sam warunek (96) 

konieczny i wystarczający podobieństwa.
II. 6 =  0. 1. Δ ή = 0 .
Wprowadzając dla obu krzywych C i C" osie główne jako 

osie spółrzędnych, otrz3-mujemy równania

(99) y\ — 2pxx =  0, (100) -  2p''x'j =  0.

Te dwie parabole sprowadzamy przez przesunięcie jednego 
z dwóch układów spółrzędnych do tego samego układu spółrzęd­
nych. Ale każde dwie parabole (99), (100) są homotetyczne. W y -
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starczy wykonać przekształcenie homotetycze o środku w początku 
układu wzorami

gdzie

Sprowadzając znów do osi głównych jednej z dwóch par 
prostych jako do osi spółrzędnych mamy dwa równania

i widoczna że te dwie pary prostych są homotetyczne, i mamy

a więc mamy dwie wartości na /r, więc dwa przekształcenia homo­
tetyczne o środku w początku układu, którym jest dowolny punkt 
prostej środków uważanej pary prostych.

Ćwiczenia.

1. Okazać, że dwie hiperbole ze sobą sprzężone są homotetyczne 
ze środkiem homotetyczności znajdującym się w środku hiperbol i zna­
leźć stosunek homotetyczności.

2 Bieguny prostej l względem stożkowych współśrodkowych i ho- 
moietycznych leżą na średnicy s tych stożkowych sprzężonej względem 
każdej stożkowej z prostą l.

3. Biegunowe punktu Ρ (ξ. rj) względem stożkowych współśrodko­
wych i homotetycznych mają kierunek sprzężony względem każdej stoż­
kowej ze średnicą przechodzącą przez P.
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(Liczby oznaczają stronice).

Apollonjusz 3
Apollonjusza’a twierdzenie dla elipsy 

328, 331, 335
— — — hiperboli 332 
appliquee 47 
asymptoty hiperboli 233
— krzywych drugiego stopnia 287, 291.

Biegun (póle) układu spółrzędnych 341
biegunowość 206
biegunowa (polaire) elipsy 225
— hiperboli 238
— koła 204, 205
— krzywych drugiego stopnia 395
— paraboli 245
— punktów w nieskończoności 400
—  środków krzywych drugiego sto­

pnia 399.
biegunowe równanie elipsy 3 41
— — hiperboli 344
— — paraboli 352 
bieguny elipsy 225
— hiperboli 238
— koła 204, 205
— krzywych drugiego stopnia 395
— paraboli 245
bok niewłaściwy linii łamanej 54 
boki linji łamanej 54 
Brianchona twierdzenie 119

Ceva’y twierdzenie 118 
Chasles 16
ciąg kątów ogólnych 40
—  wektorów 5
— — przyległych 5
— zamknięty kątów przyległych 41
— — wektorów 6 
cykliczny porządek
część dodatnia płaszczyzny 86
—  ujemna płaszczyzny 86

czwórka harmoniczna punktów (divi- 
sion harmonique) 21.

Desargues;a twierdzenie 119 
Descartes R. 47 
dostawy kierunkowe 49, 51 
dwusieczna dwóch prostych przecina­

jących się 97
— — — przedstawionych równaniem 

2-go stopnia 169
— — — — ogólnem równaniem 2-go 

stopnia 187
dylatacja (rozszerzenie) 25.

Element macierzy wyznacznika 91 
elipsa 219
— rzeczywista 229
— urojona 229 
Euler L. 47 
Eulera związek 27.

Fermat 47
forma bilinearna 252
—  drugiego stopnia o dwóch zmien­

nych 160
— kwadratowa 160
— drugiego stopnia w spółrzędnych 

jednorodnych 193, 195
— linjowa 125
— ogólna drugiego stopnia o trzech 

zmiennych 196
— rzeczywista 160, 176
— symetryczna 252
— zerowa 125, 160, 176
funkcja jednorodna pierwszego sto­

pnia 125
— linjowa 10
— — zespolona 138
— ogólna drugiego stopnia o 2 zmien­

nych 176.
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promienie prostej BO 
prosta 77
—  podwójna 165
—  potęgowa dwóch kół 210
—  skierowana czyli oś 2
—  środków 282
—  w nieskończoności 133
—  zespolona 138
—  — w nieskończoności 149
proste minimalne czyli izotropowe 

145, 147
—  niezależne 94
—  rzutujące 42
—  urojone 140
—  zależne 94, 109, 111
—  zespolone I-ej kategorji 140
— —  Ii-ej kategorji 140
—  —  III ej kategorji 140
—  — ze sobą sprzężone l4 l  
przekształcenia krzywych drugiego sto­

pnia 418, 434
—  —  —  — podobne 434
—  punktów na linji prostej 22
—  —  — — elementarne 22
—  układów spółrzędnych Kartezjusza 

7, 58
przekształcenie — trasnformacja 22
—  homotetyczne krzywych drugiego 

stopnia 425
—  — odwrotne 425
—  —  wprost 425
—  linjowe dwu zmiennych 250
—  —  funkcji 2-go stopnia 251
—  odwrotne 250
—  wypadkowe 71 
przesuniecie — translacja 23
—  identyczne 66
—  płaszczyzny 62
—  punktów na płaszczyźnie 418 
punkt jednostkowy układów spółrzęd­

nych Kartezjusza 3
—  przekształcony, transformowany 22
—  w nieskończoności na linji prostej 

122, 131, 132
—  —  osi x  131
------------------- y 131
— w skończoności 123
— zespolony rzeczywisty 136
—  — urojony 136
punkty fundamentalne układu spół­

rzędnych Mobiusa 13
— niezmienne względem przesunięcia 

płaszczyzny 65
— sprzężone 21
—  urojone na płaszczyźnie Kartezju­

sza 136
— w nieskończoności na płaszczyźnie 

127

punkty zespolone w nieskończoności 
na płaszczyźnie 149

— —  ze sobą sprzężone 137.

Ramiona kąta 31
— prostej 2, 30
— prostopadłe 52
— równoległe 52
redukcja równania 2-go stopnia do po­

staci kanonicznej 270, 277, 283, 294, 
297, 307, 321

reguły badania krzywych 2-go sto­
pnia 326

rotacja — obrót 24, i 5
— płaszczyzny 65 
rozszerzenie — dylatacja 25
—  jednorodne 24 
równania niezależne 94
— parametryczne linji prostej 77
— równoważne 80
— zależne 94, 108
równanie drugiego stopnia ogólne o 2- ch 

niewiadomych 176
— dwóch punktów na linji prostej 193.
— — prostych 178
— elipsy 2l9, 220, 247. 341, 343, 348
— — biegunowe 341, 343
—  — odniesione do ogniska i kierow­

nicy 348
— — wierzchołkowe 247
— hiperboli 231, 240, 247, 344, 350
— — biegunowe 344
—  — odniesione do asymptot 240
— — odniesione do ogniska i kierownicy 

 350
— — wierzchołkowe 247
— jednorodne drugiego stopnia dwóch 

punktów 194
— — — — o dwóch niewiadomych 159
— — — — ogólne o trzech niewia­

domych 196
—  —  — — w spółrzędnych jedno­

rodnych 195
— — krzywych 2-go stopnia w spół­

rzędnych stycznościowych 406
— — linji prostej 131, 132
— -  pierwszego stopnia 124, 125
— — punktu 125
— — — w nieskończoności na osi 125
— koła 199
— krzywych spółogniskowych 387
— linji prostej 77, 78, 78, 83, 84, 86, 

90, 111, 112, 133, 197
— — — w nieskończoności 133 
—- — — normalne 86
-  — — odcinkowe 84
— — — podwójnej w nieskończoności 

197
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równanie linji pi*ostej przechodzącej 
przez dwa dane punkty 90, 112

—  — — —  — początek układu 83
— — —  — — punkt 83
—  — —  w postaci wyznacznika 111
—  — — w spółrzędnych Kartezjusza 

78, 79
— linjowe zespolone 138
—  na S 317
—  — półosi krzywych drugiego sto­

pnia 324
—  osi krzywych drugiego stopnia 324
— paraboli 212, 247, 352. 353
—  — biegunowe 352
—  — odniesione do ogniska i kierow­

nicy 358 .
—  — wierzchołkowe 247
—  pęku linji prostych 96
— pierwszego stopnia 79
—  punktu 124
— stycznej do elipsy 222 ·
— — — hiperboli 235
—  — — koła 203
— — —  paraboli 243
—  stycznościowe krzywych drugiego 

stopnia 4' >2
rzędna (ordonne, ordinata, applicata) 46 
rzuty boków linji łamanej 55
—  prostopadłe — prostokątne 46
— punktów na osie 42
—  wektorów na osie 42.

Segmentum diametri 47 
Simpson — Stewarfa związek 27 
składanie przekształceń układów spół­

rzędnych 69
— przesunięć homotetycznych 427
— — płaszczyzny 73 
skurczenie — kompresja 25
—  jednorodne 24
spółczynniki formy drugiego stopnia 160
— funkcji 10, 159
—  kątowe linji prostej 83
—  — prostej zespolonej 144
— kierunkowe 49
—  kierunkowe prostej minimalnej 146
—  — prostej z spolonej 142
—  — prostych przedstawionych rów­

naniem 2-go stopnia 165
— przekształcenia linjowego 250 
spółrzędna Kartezjusza punktu 3
— Móbiusa 12, 13
— x  (odcięta) 46
—  y (rzędna) 46 
spółrzędne biegunowe 340
—  eliptyczne na płaszczyźnie 392
— jednorodne na linji prostej 121
—  — na płaszczyźnie 126

spółrzędne jednorodne punktu w nie­
skończoności 126

— —  —  zespolonego na linji prostej 
147

— — — — — płaszczyźnie 148
— — — — nieskończoności 148
— Kartezjusza na linji prostej 3
— — punktu na płaszczyźnie 46, 47
—  osi 77
— stycznościowe 401, 402 
stosunek anharmoniczny 16
— harmoniczny 21
— homotetyczności 425
— podwójnego podziału 15, 16, 19 
styczna do elipsy 222, 223
— — hiperboli 235
— — koła 263
— —  paraboli 243
styczne krzywych drugiego stopnia 309, 

360, 401
suma kątów przyległych 40
— odcinków 1
— wektorów 5
symetralne boków trójkąta 112
— kątów trójkąta 113
system linji prostych na płaszczyźnie 110 
średnica sprzężona z kierunkiem 302 
średnice krzywych 2-go stopnia 300
— — —  — główne 320
—  ze sobą sprzężone 302 
środek elipsy 221
— hiperboli 232
—  koła 200
— krzywej drugiego stopnia 279, 280
— obrotu płaszczyzny 69
— odległości proporcjonalnych
— potęgowy trzech kół 213.

Translacja — przesunięcie 23
— płaszczyzny 64 
transformacja 22
— linjowa dwu zmiennych 250 
trójkąt dodatni 150
— ujemny 150
— zerowy 150
—  2 go stopnia o jednej zmiennej 159 
trzy proste 100, 108
twierdzenie Apollonjusza dla elipsy 328, 

331, 335
— — — hiperboli 332
— —  —  krzywych 2-go stopnia 328
— Brianchon’a 119
— Ceva’y 118
—  Desargues’a 119
— Menelaus’a 118
— Pascala 119
— Pliickera dla elipsy 338
— Poncelefa dla elipsy 375
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twierdzenie Poncelefa dla hiperboli 377
—  — —  paraboli 384.

Układ całkowity proslych na płaszczy­
źnie 134

—  — punktów na płaszczyźnie 128
— Móbiusa na prostej 14
— osi Kartezjusza 46
—  pierwiastków równania pierwszego 

stopnia 79
—  —  — 2-go stopnia 161, 176
— spółrzędnych biegunowych 340, 341
—  — jednorodnych punktu zespolo­

nego 148
—  —  Kartezjusza prostokątny 47
—  — —  ukośnokątny 47
układy spółrzędnych Kartezjusza na 

linji prostej 2
— — — — płaszczyźnie 46.

Wartość kąta 32
—  łuku 31
— wektora 2
—  wyznacznika 91
warunek prostopadłości dwóch pro­

stych 94
—  równoległości dwóch prostj ch 94 
wektor 2
—  dodatni 2
—  fundamentalny 13
— jednostkowy 49
—  niewłaściwy 2

wektor średni arytmetyczny 28
— — geometryczny 28
— — harmoniczny 28
—  u j e m n y  2

— właściwy 2
— wypadkowy 5

linji łamanej 55 
wektory przeciwne 2
— przyległe 25 
wielobok 154
— nieprzecinający się 154
— przecinający się 154
— wypukły 154 
wiersze macierzy 9 1 
wierzchołek kata 31
— paraboli 232
— pęku prostych 30 
wierzchołki elipsy 221
— hiperboli 232
własności ognisk krzywych 2-go sto­

pnia 367
wyróżnik przekształcenia linjowego 250
— trójmianu 2-go stopnia 159 
wysokości trójkąta 112 
wyznacznik drugiego stopnia 91
— funkcji drugiego stopnia 177
— symetryczny 177
— trzeciego stopnia 101, 177.

Zależność równań 108 
związek Euleia 27
— Śimpson-Stewart a 27.
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