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ROZDZIAL |

Uktady spotrzednych na linji prostej.
1 Odcinki i wektory na linji prostej.

Uwazajmy linje prostg i oznaczmy jg literg . Dwa dowolne
punkty A, B prostej | wyznaczajg odcinek, ktory oznaczamy przez
A Blub B A, i ktérego koricami sg te punkty. Uwazajmy znow dwa
dowolne punkty C, D prostej |. Teorja mierzenia odcinkow uczy
wyznaczaé jednoznacznie pewng liczbe p miare odcinka A B przy
jednostce odcinku CD. Liczba p jest wymierng wtedy i tylko wtedy
gdy odcinki sa wspoétmierne, niewymierng wtedy i tylko wtedy gdy
sa niewspotmierne. Oznaczajagc miare odcinka AB przez m(AB)
mamy zatem

mAB) = @

Przypusémy teraz, ze i i ii oznaczaja tensam punkt na pro-
stej . Mowimy, ze punkty A i B sie zlewajg, w przeciwnym razie,
ze sg od siebie odmienne. Przez dwa punkty bedziemy naogét rozu-
mieli dwa punkty dla ktérych albo jeden albo drugi przypadek
zachodzi. Punkty A i B zlewajgce sie wyznaczajg odcinek nie-
whasciwy, w przeciwienstwie do punktéw od siebie odmiennych,
ktére wyznaczaja odcinek whasciwy. W pierwszym przypadku je-
dynym punktem odcinka jest punkt A lub B. Jako miare odcinka
niewlasciwego przyjmujemy liczbe zero, dlatego odcinek taki nazywa
sie odcinkiem zerowym.

Nazwijmy przylegtymi dwa odcinki majace jeden koniec wspoélny
np. AB, BC. Sa one przyleglte zewnetrznie gdy précz B nie majag
innego punktu wspolnego, wewnetrznie w przeciwnym przypadku.
W teorji mierzenia odcinkéw dowodzi sie nastepujgcego twierdzenia:

,Odcinek A C, ktéry sie nazywa sumg odcinkéw przylegtych
zewnetrznie AB i BC ma miare réwng sumie miar tych odcinkéw'.

Geometrja analityczna na ptaszczyznie- 1



Wprowadzimy teraz pojecie wektoréw na prostej . W tym
celu uwazajmy pewien porzadek nastgpstwa obu koricow odcinka
wiasciwego A, B. Odcinek wiasciwy, ktérego konce nastepuja po sobie
w pewnym porzadku: A,B lub B, A nazywamy odcinkiem skierowanym
lub wektorem i oznaczamy przez AB wzglednie przez BA. Dwa
wektory A B i B A nazywaja sie sobie przeciwne. Pierwszy z koincéw
wektora nazywamy jego poczgtkiem, a drugi koncem, rozumiejac to
stowo w nowym sensie. Odcinek niewlasciwy mozemy tez nazywac
wektorem niewtasciwym w odréznieniu od wektoréw wiasciwych..

Kazdy wektor wilasciwy A B wyznacza na prostej | pewien
porzadek nastepstwa punktow prostej. Dwom wektorom AB i BA
sobie przeciwnym odpowiadaja dwa przeciwne sobie porzadki na-
stepstwa punktow na prostej |.

Prosta na ktérej obraliSmy pewien porzadek nastepstwa pun kt<éw
nazywa sie prosta skierowanag lub 0sig (axe). Kazdej prostej odpo-
wiadajg wiec dwie osie sobie przeciwne. Méwimy tez ze mamy na
prostej dwa przeciwne sobie Kierunki obiegu.

Uwazajmy znéw prosta | i osie I\ i /2 sobie przeciwne odpo-
wiadajgce tej prostej. Obierzmy jedne z tych osi np. IX. Wektor A B
nazywa sie dodatnim jezeli ma kierunek osi ZL, w przeciwnym raszie
ujemnym. Wartoscig (yaleur) wektora A B nazywa sie liczba wzgledna,
ktorej wartos¢ bezwzgledna réwna sie mierze odcinka w jedn.osttce
danej CD, a ktoéra jest dodatnia lub ujemna zaleznie od tego, cizy
wektor jest dodatni czy ujemny. Oznaczamy przez V{AB) wa,rto>$¢
wektora AB. Jezeli ona réwna sie A mamy jako definicja

V(AB) — A @

Krécej warto$¢ oznaczymy przez AB.

2. Uklady spoétrzednych Kartezjusza na prostej.

Obierzmy na prostej | dowolny7 punkt oznaczajgc go literg O.
Dzieli on prostg na dwa ramiona (demi-droites) rx i rs, ktoirycch
poczatkiem jest wspdlny punkt 0. Kazdemu punktowi A prosttej
odpowiada wektor (JA. Wektory te wspoétpoczatkowe dzielimy ma
dwie kategorje. zaleznie od tego, czy koniec A lezy na ramieniu rx
czy na ramieniu r2, przyczem wektor niewlasciwy 00 uwaz;amuy
za nalezacy do obu kategoryj.

Obierzmy na prostej | pewien kierunek obiegu, tj. pewna o0s.
Nazwiemy dodatniem ramieniem to z ramion ri1? r,, dla ktoireggo



pocsatek O jest pierwszym punktem ramienia, a ujemnem to6 ramie,
dla ktérego 0 jest ostatnim punktem ramienia. Niechaj r, bedzie
doditniem, a r2 ujemnem ramieniem. Ramiona te bedziemy tez
ozmczaé przez r+ i r_..

Uwazajmy na ramieniu dowolny punkt J odmienny od O,
i mierzmy odcinki na prostej | odcinkiem OJ jednostkowym. Punkt J
nazviemy punktem jednostkowym.

Kazdy wektor OA o poczatku 0 ma teraz pewna warto$é,
ktdia jest dodatnia, jezeli A lezy na ramieniu r+ i jest rézne od O,
ujenna jezeli A lezy na ramieniu r_ i jest rézne od 0, zerowa
jezeli A schodzi sie z 0. Naodwrét do danej a priori dowolnej
liczjy wzglednej A nalezy jeden i tylko jeden punkt A, dla ktérego
spetniony jest warunek (2), tj. nalezy jeden i tylko jeden z wekto-
row wspotpoczatkowych, ktérego wartosé¢ réwna sie A

Wektor OA nalezacy do punktu A nazywamy odcieta Karte-
zjurza, albo krotko odcietg (abscisse)*) punktu A, albo tez spétrzedng
Kartezjusza, krétko spotrzedna (coordonncée). Nazwami tymi ozna-
czany tez warto$¢ wektora OA, ktérg raczej powinno nazywac sie
wartoscig odcietej lub spotrzednej. Poczatek ramion 0 nazywamy
poczatkiem ukiadu spétrzednych Kartezjusza (origine des coordonnees).
0O$ obranag na prostej | nazywamy osig Kartezjusza (axe des coor-
données) i oznaczamy przez X. Odcinek jednostkowy OJ nazywamy
jedrostka (miary) uktadu spétrzednych Kartezjusza.

Uktad Kartezjusza na prostej jest wiec dany, jezeli dany jest
jego poczatek O, jednostka miary OJ i kierunek dodatni na prostej,
tj. lana oS.

Spoétrzedne punktéw stale obranych na osi spétrzednych Kar-
tezjusza oznaczamy zwykle pierwszymi literami abecadia a, 6,...
zas spotrzedne punktéw zmiennych ostatnimi literami abecadta X, vy, ...

3. Odcinki i wektory w uktadzie spdtrzednych Kartezjusza.

WprowadzZzmy na prostej | uktad U spétrzednych Kartezjusza.
Uwazajmy dowolny wektor AB na osi Xx. Zatézmy nasamprzdd,
ze wektor ten jest dodatni. Zaleznie od potozenia punktéw A i B
moiemy odrézni¢ 5 nastepujacych przypadkoéw:

') Nazwa odcietej pochodzi od Apollonjusza z Pergi w Il wieku
prztd Chr., ktéry w dziele ,1& kwvikd* odcina (Gkotépverv) odcinki na osi prze-
chodzacej przez wierzchotek krzywej drugiego stopnia. Stad pochodzi nazwa
»abjcissa" uzywana przez ttémaczy Apollonjusza.

1*



A i B lezg na dodatniem ramieniu osi spétrzednych.
A lezy na ramieniu ujemnem, a B na ramieniu dodatnieem.

W N e

A i B lezg na ramieniu ujemnem.

4. A zlewa sie z poczatkiem 0, a wiec B lezy na ramienniu
dodatniem.

5. B zlewa sie z poczatkiem 0, a wiec A lezy na ramienniu
ujemnem.

Uwazajmy przypadek pierwszy. Poniewaz A lezy pomieddzy
0 i B. wiec odcinek OB jest suma odcinkéw OA i AB. Manmy
wiec réwnosé

m (OB) — m(OA) -(- m(AB).

Wektory OA i OB sg dodatnie, a wiec jezeli oznaczyrmy

przez a i b wartosci wektoréw OA i OB

OA= d, -0B= b
mamy
m(OA) —a m(OB) — h
Mamy wiec réwnoscé
m(AB) = b— a (3
Ale wektor AB jest dodatni, wiec dochodzimy do wzoru
~AB= b— a (4
W drugim przypadku O lezy miedzy A i B, wiec AO, i OB
AB sg dodatnie. Mamy wiec
m (AB) = m(AOQ) -j- m(OB).
Mamy dalej
m(AQ0) — m(OA) = — OA= — a
m(OB) = OB = b,
dochodzimy wiec znéw do rownosci (3) i (4).
W trzecim przypadku B lezy miedzy i 0 mamy wiriec
réownosé
m(A0) — m(AB) -j- m(BO0),
a poniewaz teraz marmym
m(AO) — — a, m(B0)— — 6

wiec znéw dochodzimy do réwnosci (3) i (4).



W czwartym i w piatym przypadku mamy réwniez wzory (3)
i (4), albowiem w czwartym przypadku mamy
m{AB) = AB = OB= b,
m{OA) = a= o,
a w pigtym
m(AB) = AB— AO= — a
m(OB) = b= o
Zatézmy teraz, ze wektor AB jest ujemny. Woéwczas wektor BA
jest dodatni. A wiec mamy
BA= a— 9
zatem dochodzimy do wzoréw
m(AB) — a — 6, (3%)
~AB= 56— a 4%
Widzimy wiec, ze na warto$¢ wektora AB otrzymujemy ten sam
wzor (4).
Wreszcie dla odcinkéw zerowych mamy
a= b

a wiec wzory (3) i (4) wazne sg i w tym szczegdlnym przypadku.
Mozemy wiec wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1: ,Miara odcinka AB réwna sie bezwzglednej

wartosci réznicy spoétrzednyeh koncéw odcinka. W arto$¢ wektora AB

réwna sie réoznicy spoétrzednej kornca i spétrzednej poczatku wektorau.
Uwazajmy dowolng liczbe n~ 2 dowolnych punktéw na osi

spotrzednyeh & oznaczajac je odpowiednio literami Ax, A2,.. . An.
Niechaj spotrzedne tych punktéw beda odpowiednio al} a2, ... a,.
Uwazajmy nastepujacy cigg wektoréw

Aj A2, A2A3. ... i AX AtAtjj, ... A,. 5)

Dwa wektory A(_xAt, A(Ai+l nastepujace po sobie bezpo-
Srednio w tym ciagu, tj. takie ze koniec pierwszego jest zarazem
poczatkiem drugiego nazywaja sie przylegte a ciag ciggiem wektoréw
przylegtych.

Sumg wektoréw ciagu wektoréw przylegtych, albo wektorem
wypadkoicym (vecteur résultant) nazywamy wektor AXA,, ktérego
poczatkiem jest poczatek pierwszego wektora, a koncem koniec
ostatniego wektora ciggu ”5).



Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 2: ,Warto$s¢ wektora wypadkowego cigagu
wektoréw przylegtych réwna sie sumie wartosci tych wektorcow.
Mamy wiec wzor

t=]
Uzasadnimy wzdOr ten metoda indukcji matematycznej. Uwa-
zajmy wiec nasamprzéd dwa wektory przldegte AtA2, A2A3. Maamy

ale mamy

a wiec

Zatozmy teraz stusznos¢ wzoru, ktéry otrzymujemy ze wzoru ((6),
zastepujac w nim N przez n— 1 tj. wzoru

Uwazajmy trzy wektory AjAnj, A, jAni AjA,. Mamy wviec
stosujac wzor (7)

Ze wzordow (8) i (9) wynika wzoér (6). Poniewaz wzdér ten j jest
stuszny dla n= 2, a stuszno$¢ jego dla dowolnej liczby wektorcréw
przylegtych pocigga za soba stusznos$¢ wzoru dla liczby o jednaosé
wiekszej, wiec wzér ten jest ogdlnie stuszny.

W tym szczeg6lnym przypadku, w ktérym punkty Aj i An
zlewaja sie ze soba, wektor Aj An jest zerowy, a ciag (5) nazyywa
sie ciggiem zamknietym. Wzér (6) napiszemy w tym wypaddku
w postaci

przyczem An= A 1. Mamy wiec
Twierdzenie 3: ,Suma wartosci wektoréw ciggu zamknnie-
tego roéwna sie zeruu.



4. Przeksztatcenia ukta.déw spodtrzednych Kartezjusza
na linji prostej.

Uwazajmy na prostej | pewien uktad U, okreslony pewnym
poczatkiem 0, pewnym dodatnim kierunkiem na prostej | i pewng
jednostka miary OJ. Przeksztatceniem uktadu U w ukiad U, nazy-
wamy zastgpienie ukiadu U przez uktad V', okreslony pewnym
poczatkiem 0', pewnym dodatnim kierunkiem i pewng jednostkg
miary 0'J'. Przeksztalcenie nazywamy identycznem, jezeli wszystkie
trzy dane sg w obu ukiladach tesame.

Przeksztatceniami elementarnemu uktadéw bedziemy nazywali
przeksztatcenia, w ktérych zmieniamy tylko jedne dang nie zmie-
niajagc innych dwoéch danych. Mamy wiec trzy przeksztatcenia ele-
mentarne.

Pierwszem przeksztatceniem elementarnem nazywamy prze-
ksztatcenie, w ktérem poczatek 0 zastepujemy innym poczatkiem 0,
nie zmieniajac dodatniego kierunku ani jednostki miary. Oznaczmy
przez X i X' spo6trzedne dowolnego punktu P prostej | w ukila-
dach Ui U* Aby znalez¢ zwigzek zachodzacy pomiedzy tymi spét-
rzednymi, musimy zna¢ potozenie punktu 0’ wzgledem punktu Oy
a wiec spoéirzedng Kartezjusza punktu 0' w uktadzie U. Oznaczmy
przez

ABXi ABX,

wartosci wektora AB w obu ukiadach U i U' spéirzednych. Nie-
chaj a bedzie spétrzedng punktu 0’ w ukladzie U

Mamy wiec réwnosc

& wiec

Ale mamy



albowiem jednostka miary jest w obu ukladach tasama i kierunek
dodatni tensam. Otrzymujemy wiec zwigzek

X'= X — ()

zachodzacy miedzy spétrzednymi X, X' punktu P w pierwszem prze-
ksztatceniu.

Drugie przeksztatcenie elementarne polega na tern, ze jako
nowy kierunek dodatni obieramy kierunek przeciwny kierunkowi
dodatniemu ukfadu U. Wartos¢ wektora OP réwna sie w ukla-
dzie TJ ujemnej wartosci tego wektora w uktadzie £/, tj. mamy
zwigzek

X'= — X (12)

zachodzacy pomiedzy spoétrzednymi punktu P w drugiem prze-
ksztatceniu.

Trzecie przeksztalcenie elementarne polega na tem, ze zmie-
niamy tylko jednostke miary. Niechaj J' bedzie nowym punktem
jednostkowym, a wiec OJ' nowa jednostka miary. Niechaj m'(AB)
oznacza miare odcinka AB w nowej jednostce miary.

Ot6z teorja mierzenia odcinkdéw uczy,.ze jezeli p jest miarg
odcinka AB w jednostce miary CD, za$ v miarg odcinka CD
w jednostce miary BI] natenczas miara p' odcinka AB w jednostce
miary KF réwna sie pv

M= pwv. 3
Stosujac to do odcinka OP otrzymujemy zwigzek nastepujacy
m'(OP) — m(OP) m' (0J).
Wprowadzajac oznaczenie
v==m'(0J)
i zwazajac, ze wektor OP jest w obu uktadach tegosamego :znaku
mamy réwnoscé
O™ . =voba,

a wiec mamy zwigzek
X' = (14)

pomiedzy spétrzednymi Kartezjusza punktu P w trzeciem prze-
ksztatceniu.



Oznaczmy przez V' miare nowej jednostki miary OJ' w dawnej
jednostce miary OJ
v = m(0J").
Mamy zwigzek
w'= 1, (15)
otrzymujacy sie ze zwiazku
m' (OP) = m (OP). 0J)

uwazajac jako punkt P nowy jednostkowy punkt J'.

Wzory (11) i (14) sa stuszne w przypadku przeksztatcenia
identycznego, jezeli we wzorach tych potozymy a = 0 wzglednie
v= L

Ze wzoréow (I, (12) i'(14) wyrazimy sp6trzedng X punktu P
przez spoétrzedng X tegoz punktu. Otrzymujemy wzory

Wyznaczymy teraz zwigzki miedzy warto$cia wektora AB
w obu ukfadach. Niechaj a, b beda spoétrzedne punktéw A, B w ukia-
dzie U, zas$ a', b' spotrzedne w ukiadzie L'.

W pierwszem przeksztatceniu elementarnem mamy

a= a—a b—Db— a

wiec

b'— a = b— a,
a wiec

Mr¢g = A-By. (16)
W drugiem przeksztatceniu elementarnem mamy
a= —a b= —s8s,

wiec

ABl= —AB, (17)

W trzeciem przeksztatceniu elementarnem mamy
a'= va, b= vb,
wiec
dllk = v A~-BX (18)
Uwazajmy teraz takie przeksztatcenie ukladu Kartezjusza,.
w ktérem zmieniamy wiecej anizeli jedne dana. Przypusémy na-
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samprzéd, ze zmieniamy tylko dwie dane danego ukitadu. Aby otrzy-
maé zwigzek zachodzacy pomiedzy spétrzednyuni x i X' punktu P
postepujemy w sposéb nastepujacy. Wprowadzamy trzeci pomocni-
czy uktad spoétrzednych Kartezjusza U, ktéry otrzj*mujesie z ukiadu
spoétrzednych U przez zmiane tylko jednej z tych dwéch danych,
ktére podlegaja zmianie. Przytem te dang obieramy dowolnie. Oznaczmy
przez X" spoétrzedne w uktadzie U". Od ukiadu U" przechodzimy na-
stepnie do uktadu U' zmieniajac drugg dang. Otrzymujemy w ten spo-
séb zupelnie oznaczony wzér dajacy zwigzek pomiedzy sp6trzednymi
X i X\ zastepujac we wzorze wyrazajacym X' przez X" spoétrzednag x"
przez jej wyrazenie w spétrzednej X.
Nazywamy funkcjg linjowa zmiennej X wyrazenie

x'= ax-(- b, (19)

w ktérem a i b sg spotczynnikami funkcji. Uwazamy druga funkcje
linjowag
x" = a'x' -f- b (20)

0 zmiennej Xj a o spoiczynnikach ajb'. Zastepujac w tej funkcji x'
przez wyrazenie (20) otrzymamy

x" — a'(ax -f- b) -]-b' — a'ax -f-a'b b,
a wiec nowg funkcje linjowg o spétczynnikach
a" = aa', b"= ab-fb"
x" = a"x-\-b". (21)

Funkcja x" nazywa sie funkcja wypadkowa obu funkcji (19)
1 (20).

Stosujac to do przeksztatcen ukitadéw Kartezjusza widziany, ze
na spétrzedna X' wyrazong przez spétrzedng X otrzymujemy funkcje
linjowa. Przytem spétczynnik przy X w tej fuukcji jest o zera
odmienny, albowiem réwna on sie iloczynowi spéiczynnikéw przy
zmiennych w obu wzorach pomocniczych, ale wszystkie trzy spoét-
czynniki przy X we wzorach elementarnych (11). (12), (14) sa od
zera odmienne.

Uwazamynareszcie przeksztatcenie uktadu spétrzednych 0,
w ktéorem zmieniamy wszystkie trzy dane. Postugujemy sie dlwtoma
uktadami pomocniczymi U" i U"l Przechodzimy od ukiadu U do
do uktadu 0" zmieniajac tylko jedna dowolng dang uktadu U. Na-
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estepnie zmieniamy drugg dana, przechodzac od U" do ukiadu U™.
Wreszcie zmieniamy trzecig danag, otrzymujac nowy uktad U'.

Aby otrzymaé¢ wyrazenie na sp6trzedng X' punktu P w spét-
rzednej X tegoz punktu, wyrazamy X' przez X"\ X"' przez x'\ na-
reszcie X" przez X. Z tego co powiedzieliSmy wynika, ze wzor ten
jest zawsze postaci

X' — ax b, (22)

przytern liczba a jest od zera odmienna, a mianowicie jest teraz
ujemna.

Mamy zatem na kazde przeksztatcenie ukitadu spétrzednych
wzor (22), w ktérym to wzorze a jest od zera odmienne i doda-
tnie, jezeli nie zmieniamy osi, ujemne jezeli 0§ zmieniamy.

Dla danego przeksztatcenia ukiadu wzér (22) jest oznaczony
w zupetnosci t j. nie zalezy od obioru ukiadéw pomocniczych.
Gdyby bowiem procz wzoru (22) zachodzit jeszcze wzér

x'= ax-j- b
mielibySmy odejmujac stronami
@— ax-\-b —b—o0
dla wszjstkich #, a wiec stad otrzymujemy
a—a b= b

Mozemy rezultaty te zawrze¢ w nastepujagcem twierdzeniu:

Twierdzenie 4: ,Spdétrzedng X' w uktadzie przeksztatco-
nym jest funkcja linjowa spoétrzeduej X ukiadu pierwotnego w zu-
petnosci okreslonagu.

Uwazajmy znéw wzor (22) zakladajgc, ze we wzorze tym
liczby a i b sg to liczby dowolne dane z tern tylko ograniczeniem,
ze a jest od zera odmienne. Twierdzimy, ze istnieje jeden jedyny
uktad U' taki ze X' wyraza sie wzorem (22) przez X.

Okazemy nasamprzod, ze istnieje najwyzej jeden taki ukiad.
Gdyby bowiem istniaty dwa uktady U' i CJ, natenczas oznaczajac

spotrzedne w tych ukiadach przez x' i X' mielibyémy

a wiec
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Zatem uktady te majg ten sam poczatek, te sama jednostke
miary i ten sam dodatni kierunek, czyli ze sg identyczne.
Przypusémy teraz nasamprzdd, ze liczba a jest dodatnia, i wpro-
wadzmy uktad pomocniczy £7", ktérego poczatkiem jest poczgtek O
uktadu U i ktéry ma ten sam dodatni kierunek, ale w ktérym mie-
rzymy odcinki nowa jednostkga miary OJ" tak obranag, ze miarg
dawnej jednostki miary OJ w nowej jednostce OJ" jest liczba a
Mamy

X" = ax

WprowadzZzmy nastepnie nowy ukiad U' pierwszem przeksztat-
ceniem elementarnem z ukiadu U", przyjmujac jako poczatek 0°
punkt, ktéry ma w uktadzie U" spoétrzedng — b. Mamy wiec

X' = X" -]~b,
a stad otrzymujemy wzoér (22).

Przypusémy teraz, ze mamy nieréwno$¢ a< 0. W ukiadzie
pomocniczym JJ' spétrzedng X" wyraza sie przez X wzorem

Mamy zatem wzér

Ale — a jest liczbg dodatnig, wiec na podstawie tego cosSmy
dopiero co udowodnili mozemy przej$¢ od ukiadu U" do takiego
uktadu £7, dla ktoérego zachodzi wzér powyzszy. Zatem pomiedzy
spotrzedna X' w ukitadzie £7° a spétrzedng X w uktadzie £7 zachodzi
wzoér (22).

Mozemy wiec wypowiedzie¢:

Twierdzenie 5: ,Do kazdego wzoru (22), w ktérym spot-
czynnik przy X jest od zera odmienny, nalezy jeden i tylko jeden
uktad £7, ktérego spoétrzedng X' wyraza sie tym wzorem przez spot-
rzedng X uktadu L u.

5. Spoéirzedne Mobius’a na linji prostej.

Uwazajmy na prostej | uktad Kartezjusza £. Obierzmy dwa
dowolne od siebie odmienne punkty A i B o spoétrzednych a i b
Uwazajmy dalej dowolny zmienny od punktu B odmienny punkt P
o spoirzednej X. Oznaczajac przez A stosunek wartosci wektorow
AP i BP mamy
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Otrzymamy wiec wzor

ktory dla kazdej wartosci na A od odmiennej daje zupelnie ozna-
czong warto$¢ na A

Ze wzoru (24) mozemy wyrazi¢ X w zaleznosci od A. Mamy

a wiec zaktadajac, ze A nie réwna sie jednosci otrzymujemy na a
wzOr nastepujacy

A a — b\ (25)

Kazdej od 1 odmiennej wartosci na A odpowiada wzorem (25)
oznaczona od b odmienna warto$¢ na a, ktéra wstawiona we wzoér
daje na A owa dang wartos¢. Naodwrot wartos¢ na A odpowiada-
jaca dowolnej liczbie X 5j=b jest od 1 odmienna i wstawiona we
wzor (25) daje wiasnie te liczbe.

Liczbe A okreslong wzorem (24) nazywa sie spo6irzedna Mo-
bius’al) punktu P w ukiladzie U Kartezjusza. Spédirzedna ta jest
w zupetnosci okreslona, jezeli procz uktadu U dane sg na prostej |
dwa od siebie odmienne punkty A i B, punkty fundamentalne uktadu
spotrzednych Mobius’a. Wektor JB, ktérego poczatkiem jest pierw-
szy punkt fundamentalny, a koricem drugi punkt fundamentalny na-
zywa sie wektorem fundamentalnym.

Okazemy teraz, ze spoétrzedna Mobius’a A danego punktu P
nie zalezy od obioru ukfadu Kartezjusza. Przeksztat¢my uktad U na
uktad U' i niechaj miedzy spétrzednymi x i x' punktu P w tych
uktadach zachodzi zwigzek

X"= ax-f-p.

Stad otrzymamy, oznaczajgc przez a' i b' spoétrzedne Kartezju-
sza punktéw fundamentalnych A i B w uktadzie U

* Spoétrzedne te wprowadzit Mobius w dziele ,Der barycentrische Cal-
cul* w r. 1827.*
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a wiec

Dochodzimy zatem do wzoru
A=A, (26)

ktory wyraza nasze twierdzenie
Naodwrot do danego A nalezy oznaczony punkt P niezaleznie
od ukiadu Kartezjusza. W istocie mamy

a wiec

Mamy zatem nastepujace

Twierdzenie 6: ,Przy danych punktach fundamentalnych
nalezy do danego punktu P oznaczona spétrzedna Mobiusa nieza-
leznie od obioru ukitadu Kartezjusza i naodwrot do danej spéirze-
dnej Mobiusa nalezy oznaczony punkt niezaleznie od obioru ukftadu
Kartezjusza“.

Mozemy wiec moéwié o ukladzie Mobius'a na proste;j.

Mierzac wektory AP i BP jednostkg miary AB mamy

Punkt P moze wzgledem punktéw A i B zajmowaé jedno
z pieciu potozen nastepujacych

1. P lezy na tern ramieniu linji prostej, ktérego poczatkiem,
jest B i na ktérem nie lezy A, i jest odmienny od B

2. P lezy na tern ramieniu linji prostej, ktorego poczatkiem
jest i i na ktérem nie lezy B, i jest odmienny od A.

3. P lezy pomiedzy A i B.

4. P schodzi sie z A.

5. P schodzi sie z B.

W przypadku 1. spétrzedna A spetnia widocznie nieréwnosé-



albowiem wartosci wektoréw AP i BP sa liczbami tegosamego znaku
a miary ich spetniajg nieréwnosc
m {AP) >- m (BP).
W przypadku 2. dochodzimy w tensam sposéb do nieréwnosci
1>A>0.

W przypadku 3. wartoéci wektoréw AP i BP sa liczbami
o przeciwnych znakach, a wiec A spetnia nieréwnosé

W przypadku 4. mamy widocznie
A= 0.
Nareszcie przypadkowi 5. nie odpowiada zadna warto$¢ na A.

Uwazajmy teraz dwa punkty P,,P 2 oba odmienne od punktu

B o spdétrzednych Kartezjusza XU X, i o sp6trzednych Mobius’a \l A2_
Mamy

a wiec

Mamy wiec wzoér

6. Stosunki podwdjnego podziatu czterech punktéw na linji
prostej.

Uwazajmy cztery punkty od siebie odmienne A, B, C D na

prostej | Przyjmijmy pierwsze dwa punkty A, B jako punkty fun-

damentalne uktadu spoétrzednych Mobius’a na tej prostej i oznaczmy

przez AO; N0 spotrzedne Mobius’a punktéow C i D. Uwazajmy sto-
sunek

Mamy
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Wyrazenie figurujgce z prawej strony wzoru tego nazywa sie
stosunkiem podwodjnego podziatu ¥ czterech punktéw A, B, C, D albo
stosunkiem anharmonicznym (rapport anharmonique).

Oznaczmy je symbolem [ABCO)

(ABCD)= W m (30)

Oznaczmy przez a, b, ¢. d spétrzedne Kartezjusza punktéw
A, B, C, D. Wstawiajac w prawg strone wzoru (30) wyrazenia na
wartosci wektorow w spétrzednych Kartezjusza otrzymujemy wzor

Z czterech liter A, B, C D mozemy utworzy¢ 4! = 24 per-
mutacyj, ktérym to permutacjom odpowiada tylez permutacyj czterech
punktéw oznaczonych tymi literami. Niechaj LM NP bedzie pewng
dowolng z tych permutacyj. Mamy

Otrzymujemy wiec 24 stosunkéw podwéjnego podziatu, ktére
oznacz}™my w dowolnym porzadku przez slI5s2,.. .s24. Stosunki te
zaleza od czterech liczb a, b, ¢, d. a wiec nalezy sie spodziewad,
ze pomiedzy niemi istniejg pewne zwiazki niezalezne od a. b, ¢ d

tatwo odrazu poda¢ pewne permutacje LM NP dla ktérych
(LMNP) w prosty sposéb wyraza sie przez (ABCD). ktéory to
stosunek oznaczymy przez S. Przestawiajagc A z B otrzymamy sto-
sunek (BACD\ w ktérym poprzednik i nastepnik sa odwrotno-
$ciami poprzednika i nastepnika dla (ABCD). Mamy wiec

D) Pojecie to wystepuje juz w dziele Pappus’a (Il wiek po Chr.)
AC BI
L2UVOywyr padnuotiknil® w postaci jeN I’lgl Nazwa ,stosunek podwdjnego po-

dziatu" ,Doppelschnittverhaltnis“ pochodzi od Mobiusa, a ,stosunku anharmo-
nicznego" od Chasles’a: ,Apereu historigue sur Forigine et le deyeloppement
des methodes en geometrie" 1837. Wz6r (31) pochodzi od Mébius’a. Angielska
nazwa jest cross ratio.
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Przestawmy dalej litery C z D. Otrzymamy

< A f> =M > = 4 <34>

Stad wynika, ze przestawiajgc réwnoczesnie A z B i Cz D otrzy-
mamy permutacje BA DC, dla ktorej zachodzi zwigzek

(BADC) = (ABCD) = =. (35)

Przestawmy teraz litery A z Ci B z D, tj. przemienmy ze
sobg pary punktéw A, B i C, D. Otrzymamy permutacje CD AB
dla ktérej mamy

bl_O—cb—c_C—ac—(S c— arf — a
SCDA )= a—e _b7: d’_d] “ad = 5 c—Jb_Sd— """ b

Dochodzimy zatem do wzoru
(CDAB)=>{ABCD) = s (36)

Stad wynikaja nastepujace wzory

Wzory (33—39) daja nam wartosci siedmiu stosunkéw po-
dwdjnego podziatu wyrazone przez wartos¢ s stosunku (AB CD),
a mianowicie stosunkéw, odpowiadajacych tym permutacjom, w kto-
rych kazda z dwoéch par liter A, B i C D zajmuje jedne z dwdch
par miejsc 1 2 lub 3, 4.

Otrzymany rezultat zawrzemy w twierdzeniu

Twierdzenie 7: ,Stosunek podwdjnego podziatu czterech
punktéw AB CD nie zmieni sie, jezeli przestawimy litery A z B
i Cz D, albo pare AB odpowiednio z parg CD, albo tez réwno-
czed$nie przestawimy pary liter AB, CD i litery w kazdej parze.

Stosunek podwéjnego podziatlu réwna sie odwrotnosci sto-
sunku (ABCD) jezeli przestawimy A z B. albo C z D. albo prze
stawimy pary AB i CD i nadto przestawimy litery jednej i tylko
jednej z tych par*.

Uwazajmy teraz dowolng permutacje LMNP. Z tego co po-
wiedzieliSmy wynika, ze przez odpowiedne przestawianie liter mo-

Oeornetrja analityczna na ptaszczyznie. 2
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zerny otrzymaé¢ takg permutacje AQRS, w ktérej A figuruje na
pierwszem miejscu i ktérej odpowiada stosunek podwdéjnego po-
dziatu rowny stosunkowi (LM NP)

[AQRS) = {LMNP). (40)

Naodwrdét do dowolnej permutacji A QRS, ktérej pierwsza literg
jest A mozna znalez¢ takg permutacje LM NP, ktérej pierwszg literg
jest dowolna z liter B, C, D i taka ze zachodzi réwnos¢ (40).

Rezultat ten mozemy zawrze¢ w twierdzeniu

Twierdzenie 8: ,Mozemy wszystkie permutacje podzieli¢
na 4 grupy (A), (B), (U), {D) roézniace sie poczatkows literg i za-
wierajagce po 6 permutacyj. Kazdej z tych grup odpowiada tych
samych 6 stosunkéw podwdéjnego podziatu".

Uwazajmy teraz dowolng permutacje LMNP. Nazwijmy od-
powiednio pierwszem, drugiem i Irzeciem przestawieniem przesta-
wienie liter odpowiednio 1-szej z 2-ga, 2-giej z 3-cig i 3-ciej z 4-tg
i oznaczmy te operacje odpowiednio przez 01? 02, O,. Przestawienia
Oj i O, przeprowadzajg dang permutacje w takie permutacje, kto-
rym odpowiadajgce stosunki podwojnego podziatu réwnajg sie od-
wrotnosci stosunku nalezacego do danej permutacji.

Uwazajmy teraz 02 i np. permutacje AB CD. Mamy

(ACBD)= ~ a-~~a =~ a) C)
b—cd—c¢c (b—c¢(d— a)1
(b—ad—c)—bd—ad— bc-\-ac= (b— c¢)(d— a)-]-(c— a)(d— b).
a wiec mamy
(ACBD) = 1— {ABCD).
Uwazajmy grupe (A) permutacyj

ABCD, ACBD, ABDC, ACDB, ADBC, ADCB. (41)

Otrzymujemy z pierwszej permutacji 5 dalszych permutacyj
wykonywajac odpowiednio nastepujace operacje

ot o, O 0, OsoO, 0,0.0,. (42)

Ostatnia permutacje mozemy tez otrzymaé przez wykonanie
operacyj kolejno 02 Os O,. Przytem porzadek operacyj jest od lewej
do prawej.
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Oznaczajac przez S stosunek podwojnego podziatu (ABCD),
otrzymamy nastepujace wyrazenia stosunkéw podwodjnego podziatu
nalezacych do permutacyj (41)

Dochodzimy wiec do nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 9: ,Oznaczajgc przez S stosunek podwdjnego
podziatu nalezacy do dowolnie obranej permutacji (LMNP) otrzy-
mamy na stosunek podwdjnego podziatlu nalezacy do dowolnej per-
mitacji jedno z wyrazen ciggu (43). A mianowicie szesSciu permu-
tacjom kazdej z 4 grup odpowiada 6 wartosci stosunkéw podwdjnego
podziatu tworzacych ciag (43)u

W wyrazeniach (43) figuruja w mianownikach liczby sis— 1.
Liczby te sg zawsze od zera odmienne, jezeli 4 punkty A, B, C, D
sg od siebie odmienne, albowiem wszystkie rdéznice figurujace
w wzorze (31) sa od zera odmienne, a nie moze by¢

c—a_d—a
c—b d—Vb

inaczej mielibysmy

wiec

co nie zachodzi.

7. Wlasnosci stosunkéw podwodjnego podziatu czterech
punktow.

Wyrazenia (43) szesSciu stosunkéw podwodjnego podziatu sa
wszystkie od siebie odmienne, tj. zadne dwa nie dajg sie w siebie
przeksztalci¢. W istocie, okazemy ze tylko dla pewnych szczegodl-
nych wartosci na S, dwa stosunki podwoéjnego podziatu (43) moga
mie¢ tesame wartosci. Mozemy zatozy¢, ze jeden z tych stosun-
kow jest s.

2%
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A wiec mamy spelniong przynajmniej jedne z nastepujacych
5 réwnosci

Pierwiastki réwnania drugiego stopnia na S
s2— S-j—1= 0 (45)

sg to liczby zespolone

A wiec otrzymujemy trizy i tylko trzy wartosci rzeczywiste
na s, ktére spelniaja warunek naszego zagadnienia

Ale ws$réd wartosci na stosunki podwdjnego podziatu czterech
dowolnych byleby od siebie odmiennych punktéw istniejg zawsze
zaréwno liczby dodatnie jak ujemne. W istocie mamy

sf-(1—s= 1

a wiec zawsze przynajmniej jeden stosunek podwdéjnego podziatu
jest dodatni. A poniewaz mamy

S 0 —9.-= — 1

wiec zawsze przynajmniej jeden stosunek podwodjnego podziatu jest
ujemny. Mamy dalej

SA= ]

a wiec zawsze przynajmniej jeden stosunek podwdjnego podziatu
zawarty jest miedzy 0 a 1 i przynajmniej jeden jest wiekszy niz 1.
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Jezeli wiec dwa stosunki podwoéjnego podziatu maja wartosci
sobie réwne, natenczas ws$réd szesciu wartosci stosunkéw zachodzg
sie zawsze roéwnoczeSnie wszystkie 3 liczby — 1,2,2. Zatem trzy
przypadki (46) nie sa istotnie rézne od siebie, lecz réznig sie obio-
rem tego stosunku, ktérego warto$¢ oznaczamy przez S.

Czworke punktow posiadajacych omawiang wiasno$¢ nazywamy
czworka harmoniczng (division harmonique), a stosunki podwdjnego
podziatu stosunkami harmonicznymi (rapport harmonigue). Przez te
nazwe rozumie sie jednak zwykle przypadek gdy mamy

Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie

Twierdzenie 10: ,Dwa stosunki podwodjnego podziatu ciggu
(43) sa sobie réwne tylko dla czwoérek harmonicznych punktéw
i maja wowczas wartosci — 1, N i lu

W przypadku gdy stosunek podwodjnego podziatu jest ujemny,
liczby \¢ i AB maja znaki przeciwne. A wiec jeden z punktéw C, D
lezy wewnatrz odcinka AB, a drugi zewnatrz tego odcinka. Ale
woéwczas tez jeden z punktéw A, B lezy wewnatrz odcinka CD,
a drugi zewnatrz tego odcinka, co zreszta wynika droga rachunku
z tego, ze wartos¢ stosunku podwodjnego podziatu sie nie zmieni,
jezeli przemienimy ze sobg pary punktéow AB i CD. Moéwimy, ze
pary te krzyzuja sie, a punkty kazdej pary nazywamy sprzezonemi
ze sobg (points conjugues). W przypadku czwérki harmonicznej moé-
wimy, ze para punktéw CD dzieli harmonicznie odcinek AB i na-
odwrot. Mamy wowczas

Uwazajmy trzy od siebie odmienne punkty A, B, C i dowolng
liczbe s od zera odmienna. Istnieje zupetnie oznaczony punkt D
taki, ze mamy (ABCD) = s

W istocie mamy

a wiec A0 jest liczba zupetnie oznaczonag. Zatem gdy S nie réwna



22

sie Xc= —, istnieje zupetnie oznaczony punkt D. dla ktérego

mamy (ABCD) — s. Punkt ten schodzi sie z punktem C, jezeli
mamy S= 1

8. Przeksztatcenie punktéw na linji prostej.

Przeksztatceniem Iub transformacja punktéw na linji prostej na-
zywamy nastepujaca operacje. Uwazajmy ukitad U Kartezjusza na
prostej / i dowolny punkt P spétrzednej X. Przyporzadkowujemy
temu punktowi pewien oznaczony punkt P' tej prostej, ktérego spoét-
rzedna w tym samym ukladzie spétrzednych niechaj bedzie x. Punkt
P nazywa sie przeksztatconym lub transformowanym punktu P.

Wyobrazmy sobie, ze mamy dwie linje proste | i 1 potozone
jedna na drugiej. Punkty prostej | sg nieruchome, natomiast punkty
prostej 1 sa ruchome i moga porusza¢ sie wzdituz prostej nierucho-
mej i Przeksztatcenie punktoéw prostej / mozemy uzmystowié sobie
w ten sposéb, ze punkt prostej V, ktéry schodzi sie z punktem P
prostej | przesuwamy wzdtuz |, az zejdzie sie z punktem P prostej /.

Bedziemy uwazali nastepujace trzy przeksztatcenia elementarne
prostej I:

Pierwsze przeksztatcenie elementarne polega¢ bedzie na tern,
ze poczatkowi O ukiadu spétrzednych na prostej | przyporzadko
wujemy punkt 0', ktérego spoétrzedna réwna sie dowolnie danej
liczbie a

~0'= a.

Dowolnemu punktowi P prostej | przyporzadkowujemy punkt P*
taki, ze wektory OP i 0'P' majg réwne wartosci

1Ip==T7yp".

Poniewaz mamy
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wiec pomiedzy spétrzednymi X, X' punktéow P, P' mamy zwigzek
nastepujacy

Widoczna ze przeksztatcenie prostej / polega na tem, ze punkty
prostej V przesuwajg sie o jeden i tensam wektor, albowiem war-
tos¢ PP' rowna sie stalej liczbie a.

Uwazajmy dwa punkty A, B prostej /. Punktom tym niechaj
odpowiadaja punkty A',B'. Mamy pomiedzy sp6trzednymi tych punk-
tow zwiagzki

a wiec

Zatem mamy
TIP = Thb.

Dla dowolnego punktu C i jego punktu przeksztatconego C'
mamy

TU=Tc, WU= bc,

wiec punkt O lezy na.odcinku A'B’, jezeli C lezy na odcinku AB
i zaden punkt nie lezacy na AB nie przechodzi w punkt odcinka
A'B".

Przeksztatcenie prostej /' polega wiec na tem, ze te prostg
przesuwamy o ditugos¢ a, przyczem prosta ta jest uwazana jako
ciato sztywne. Dlatego przeksztatcenie to nazywa sie przesunieciem
albo translacja.

Drugie przeksztatcenie elementarne polega¢ bedzie na tem, ze
poczatek O przechodzi w siebie t j. punkt 0' schodzi sie z punk-
tem 0, za$ punktowi dowolnemu P przyporzadkowujemy punkt P’
taki, ze wektory OP i O0'P' majg wartosci réznigce sie tylko zna-
kiem. Pomiedzy spotrzednymi X, X' punktow P\ P' mamy zatem
wzor

z'= - (50)

Punktom A. B odpowiadajg punkty A'. B' o spétrzednych spet-
niajacych warunki
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Mamy wiec réwnosé
1T1P =z — AB.

Przeksztatcenie prostej | polega wiec na tem. ze kazdy punkt
prostej V przechodzi w punkt réwno oddalony od punktu 0, ale
potozony z przeciwnej strony tego punktu. W przeksztatceniu tem

liczby AB i A'B' sg sobie rowne co do wartosci bezwzglednej, ale
przeciwnych znakéw. Punkt C potozony ua odcinku AB przecho-
dzi w punkt O potozony na odcinku A'Bj albowiem wartosci A'O
i B'C roéwnajg sie odpowiednio ujemnym wartosciom AC i BC
i tylko punkty potozone na odcinku AB przechodza w punkty
odcinka A'B'. Przeksztatcenie to nazywamy obrotem albo rotacja,
albowiem punkty prostej V przechodza w nowe potozenie przez
obrot na ptaszczyznie tej prostej dookota punktu O o kat 180°.

Trzecie przeksztalcenie elementarne polega na tem, ze pocza-
tek 0 pozostaje znéw niezmieniony, a dowolnemu punktowi P przy-
porzadkujemy taki punkt P', Zze pomiedzy wartosciami OB i OB’
zachodzi zwigzek

UF = v.7J3?

gdzie v jest to do\volnie obrana dodatnia liczba. A wiec mamy
zwigzek

X'= vy

pomiedzy spo6trzednymi X i X' punktéw P i B'.

Dwom punktom A, B o spétrzednych a. b odpowiadajg dwa
punkty A', B' o spdétrzednych aj b' tak, ze zachodza zwigzki

a'= vfl, b'= v6.

Mamy wiec

V—a= vb-— a).

Stosunek wartosci A'B' i AB réwna sie wiec statej dodatniej
liczbie v. Punkty C odcinka AB przechodzg znéw w punkty C'
odcinka J'B' i tylko punkty odcinka AB przechodza w punkty
odcinka A'B'. Widocznie, ze przeksztatcenie prostej V jest rozsze-
rzeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v jest wieksze
niz 1, za$ skurczeniem jednorodnem tej prostej w przypadku gdy v
jest mniejsze niz 1, przyczem punkt prostej V schodzacej sie z punk-
tem O jest nieruchomy. W przypadku v= 1 mamy przeksztat-
cenie tozsamosciowe, w ktérem wszystkie punkty prostej V prze-
chodza same w siebie.



Przeksztalcenie to nazywamy zaleznie od wartosci liczby v
rozszerzeniem albo dylatacjg lub skurczeniem albo kompresja.

Ze wzoréw (49). (50), (51), otrzymujemy spo6irzedng X wyra-
zong przez X' w postaci nastepujacej

X —Xx'— a, (52)

X — — X' (53)

X — — x-. (54)
v

Uwazajmy teraz nastepujace przeksztatcenie. Niechaj punkt
prostej ruchowej V schodzacy sie pierwotnie z punktem O prostej
nieruchomej | przejdzie w punkt schodzacy sie z punktem 0' pro-
stej I. Dowolnemu punktowi P prostej | niechaj odpowiada punkt P’
taki ze stosunek miar odcinkéw OP i 0'P' réwna sie danej statej
liczbie v. Wreszcie niechaj wektory OP i O0'P' beda albo stale,
tegosamego znaku, albo stale znakdéw przeciwnych. tatwo zauwazyé,
ze przeksztatcenie to mozna uzyskaé, wykonywujac po kolei prze-
ksztatcenia, z ktérych kazde jest jednem z trzech przeksztatcen
elementarnych A mianowicie, gdy kierunki wektoréw OP i 0'P’
sg zgodne wykonywamy po kolei dwa przeksztatcenia, pierwsze
i trzecie, gdy zas$ te Kkierunki sa sobie przeciwne wykonywamy
po kolei trzy przeksztalcenia, pierwsze, drugie i trzecie. Przeksztat-
cenia te mozemy wykona¢ w dowolnym porzadku. Z twierdzenia
o wypadkowej funkcji skitadania dwoch funkcyj linjowych wynika,
ze otrzymamy na X' wzoér ksztattu

X' = ax -f- b, (55)

w ktorym to wzorze U jest liczba od zera odmienna, i jest do-
datnia, jezeli nie wykonywamy drugiego przeksztatcenia, a ujemna
w przypadku przeciwnym.

Punkt P' nie zalezy od porzadku, w jakim wykonywamy
przeksztatcenia, a wzor (55) jest w zupetnosci okreslony. W istocie
jezeli mamy dla innego porzadku przeksztatcen

X' — ax-\-b,

natenczas dla Xx = 0 mamy X' = X', wiec b— b, a na 0'P mamy

wzory ax i ax, wiec a—a
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Mamy wiegc

Twierdzenie 11: ,Przeksztalcenie wypadkowe prostej nie
zalezy od porzadku w jakim wykonywamy przeksztatcenia elemen-
tarne i mamy na nie zupetnie oznaczony wzér (55)“.

Przypusémy naodwrét, ze dany nam jest wzér (55) w ktérym
a i b sag to dwie dowolne liczby, ale a jest od zera odmienna.
Okazemy, ze istnieje jedno i tylko jedno przeksztatcenie prostej Z
przyporzadkujace punktowi P o spétrzednej x punkt P' o spét-
rzednej X\ danej wzorem (55).

W istocie punktowi O odpowiada punkt 0' taki ze

Mamy

a wiec

Zatem stosunki liczb OP i 0'P' sg rowne statej liczbie, ktérag jest
bezwzgledna wartos¢ liczby a  Jezeli liczba a jest dodatnia, Kie-
runki wektoréow OP i O0'P' sg zgodne, w przeciwnym razie sg
sobie przeciwne. A wiec przeksztatcenie linji prostej / jest przez
wzor (55) w zupelnosci wyznaczone.

Aby otrzymaé¢ to przeksztatcenie wykonywujac przeksztatcenia
nalezace do poprzednich trzech przeksztatcen elementarnych poste-
pujemy w spos6b nastepujacy. Jezeli liczba a jest dodatnia, wpro-
wadzamy przeksztatcenie elementarne pomocnicze okreslone wzorem

a nastepnie drugie przeksztalcenie elementarne pomocnicze okre-
Slone wzorem
x'= x"-j- b
Mozemy tez naodwroét przeksztatci¢ nasamprzéd prostg / prze-
ksztatceniem elementarnem pomoeniczem

a nastepnie drugiem przeksztatceniem elementarnem pomocniczem
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Jezeli a jest liczba ujemng uwazamy trzy przeksztaitcenia ele-
mentarne pomocnicze, jako ktére mozemy obra¢ przeksztatcenia
okres$lone wzorami

Rezultaty te zawrzemy w twierdzeniu:

Twierdzenie 12: ,Do kazdego wzoru (55), w ktérym a
jest liczba od zera odmienna nalezy zupeinie oznaczone przeksztat-
cenie prostej |, dla ktorego na spdétrzedng punktu przeksztatconego
mamy wzor (55)u.

Cwiczenia.
1. Dane sg 4 punkty A. B, C, D na osi. Okaza¢ zwigzek Eulera
AB .CD 4-BC.AD f CA.BD = 0. 1)

2. Udowodni¢ zwigzek Simpson-Stewart

3. Okazaé, ze jezeli przez A oznaczymy stosunek wartosci wek-

z AB
toréw na]echych do trzech danych na osi odmiennych od siebie
A

punktéw, natenczas pozostatych 5 stosunkéw wartosci dwoéch wektoréow
wspotpoezatkowych wyraza sie wzorami

4. Uwazamy przeksztatcenie ukladu Kartezjusza dane wzorem

Zbada¢ punkty posiadajace w obu uktadach U. TJ tesame spotrzedne.
5. Uwazamy dwa przeksztalcenia ukladu Kartezjusza U dane wzo-
rami (4) i

Zbada¢, kiedy niezaleznie od porzadku w jakim wykonujemy po sobie
te dwa przeksztatcenia, otrzymamy tosarno przeksztatcenie wypadkowe.

6. Srodkiem odlegtoéci proporcjonalnych (centre des distances pro-
portionnelles) n punktéw At. i — 1,2,... n na osi dla n danych liczb

«, i = 1...w, ktorych suma 3 a( jest od zera odmienna nazywa sie

»=i
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punkt A, ktérego spdtrzedna a wyraza sie przez spdtrzedne a0 i — 1...n
punktéw A( wzorem

Okazac¢:

1) Punkt A nie zalezy od obioru ukltadu Kartezjusza na prostej.

2) Gdy liczby a, sg wszystkie dodatnie i nie wszystkie Ai zlewaja
sie ze sobg, punkt A lezy wewnatrz odcinka AjAkK na ktéorym leza
wszystkie punkty At.

3) Gdy wyrazenie

ma warto$¢ najmniejsza, gdy P jest Srodkiem A.

7. Uwazajmy 3 punkty A, B, C na osi. Wektorem S$rednim arytme
tycznym wektoréw AB, AC, nazywamy wektor AM dla ktérego

Wektorami $rednimi geometrycznymi wektoréw AB. AC nazywamy
wektory AG, dla ktérych

~AG= + \~-AB.AC (8)

przyczem AB i AC nie sa znakéw przeciwnych.
Wektorem $rednim harmonicznym wektoréow AB, AC nazywamy
wektor AH dla ktérego

Okazac:

1) Wektory S$rednie arytmetyczny i harmoniczny nie zalezg od
obioru uktadu Kartezjusza na prostej.

2) Wektory $rednie geometryczne nie zmieniajg sie gdy we wzo-
rze (22) na przeksztatcenie uktadéw mamy a 0, za$ przechodzg w siebie,
dodatni w ujemny i naodwrot, gdy mamy a 0.

8. Wyprowadzi¢ ze zwigzku Euler'a zwigzki zachodzace pomiedzy
stosunkami podwéjnego podziatu 4 punktéw.

9. Wiedzac, ze w skali Fahrenheita punkt topnienia lodu ma
temperature 32, a punkt parowania wody temperature 212, znalezé
zwiazki miedzy temperaturg w tej skali a w skalach Reaumur'a i Celzjusza.

10. Pomiedzy wektorami AM, AH i AG mamy zwigzek
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11 Stosunek nodwoineffo nodziatu (BCAH) jest harmoniczny

12. Mamy zwigzek

13. Mamy zwigzek

14. Jezeli Mi M' ponowig odcinki AB i CD, gdzie (AB CD) = — 1,
mamy

15. Dane sa na osi x 4 punkty Py, P2, P2, P4 0 spoétrzednych
Mobiusa X5 A2, A3, A4. Wyrazi¢ stosunek podwoéjnego podziatu (P1P2PtP4),
przez te spétrzedne.

16. Uwazamy dwa przeksztatcenia uktadow spétrzednych Kartezjusza,
uktadu Uw U i U w U". Na oba te przeksztalcenia mamy tensarn wzoér

Kiedy uklady U i U" sg identyczne?
17. Dane sg dwa wektory AB, CD. Znalez¢ punkt 8 na osi X
taki ze mamy

18. Dla punktu <$ spetniajgcego (17) mamy
19. Dane sg 7 punktéw na osi & A, B, C D, E, P. ¢ér. Ozna-
czajac przez o, & @, X stosunki podwoéjnego podziatu

okaza¢ ze mamy

Nalezy sie oprze¢ na wzorze oczywistym



ROZDZIAL 1l

Uktady spoétrzednych Kartezjusza na plaszczyznie*

1 Peki prostych i peki promieni na ptaszczyznie.

Uwazajmy dowolng ptaszczyzne 1 i dowolny punkt O tej
ptaszczyzny. Zbiér prostych tej ptaszczyzny przechodzacych przez
punkt O tworzy pek prostych (faisceau de droites). ktérego icierz-
chotkiem (centre) jest ten punkt. Punkt O dzieli kazdag prostag na
2 czesci, ramiona albo promienie (rayon) ktérych jest poczatkiem.
Zbiér tych promieni, tworzy pek promieni. Na kazdej prostej | peku
mamy dwa kierunki obiegu. Obrawszy jeden z tych dwodch kierun-
kow mozemy odrézni¢ od siebie oba ramiona w nastepujacy sposoéb.
Na jednem ramieniu punkty nastepuja po sobie w ten sposéb, ze
poczatek O ramienia jest pierwszym punktem ramienia, a na dru-
giem ramieniu nastepuja one w ten sposob, ze poczatek ten jest
ostatnim punktem ramienia.2

2. Katy dwoéch ramion peku.

Uwazajmy znéw pek promieni o wierzchotku O, oznaczajac go
przez (O). Obierzmy dowohiy odcinek wiasciwy AB jako jednostke
miary odcinkéw i uwazajmy koto jednostkowe A, ktérego Srodkiem
jest O a ktérego promien ma miare réwna obranej jednostce miary.
Uwazajmy dwa dowolne ramiona rl, r2 peku. Przecinaja one koto
w dwodch punktach A, B. Punkty te wyznaczg na kole K dwa tuki,
spetniajgce sie do obwodu kota, ktére oznaczamy przez AB, ktérych
wspolnymi koncami sg te punkty. W przypadku, gdy sie oba punkty
zlewaja mamy tuk niewtasciwy, ktérego jedynym punktem jest ten
punkt i tuk petny, do ktérego naleza wszystkie punkty kota. W przy-
padku punktéw A i B od siebie odmiennych uwazajmy dowolny
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punkt C odmienny od obu tych punktéw. Punkt ten wyznacza ten
z obu tukéw AB, na ktérym lezy. tuk ten oznaczymy przez ACB.

Mozemy mierzy¢ tuki obrana jednostka miary odcinkéw. Re-
zultatem mierzenia jest liczba bezwzgledna od zera odmienna, ktéra
nazywa sie miarg tuku AB przy obranej jednostce i ktérg oznaczymy
przez m(AB). Suma miar obu tukéw spetniajacych sie do obwodu
kota réwna sie liczbie 2. Jako miare tuku niewtasciwego przyjmu-
jemy liczbe 0, dlatego tuk taki nazywamy zerowym.

Uwazajmy teraz figure utworzong przez dwa ramiona /ly i r2.
W przypadku gdy te ramiona sg od siebie odmienne, figura ta
okresla nam dwa katy na ptaszczyznie, ktérych wierzchotkiem jest
punkt 0, a ramionami ramiona /-, i r2. Kazdy z dwéch tukéw AB
wyznacza nham oznaczony z tych dwoch katéow. Jezeli przez rs
oznaczymy ramie peku przechodzace przez punkt <7, natenczas kat
odpowiadajacy tukowi ACB wyznacza nam tréjka ramion rxr3r2.
W przypadku, gdy ramiona i\ i r2 schodzg sie ze sobg okreslajg
one dwa katy, mianowicie kat odpowiadajgcy #tukowi zerowemu,
kat niewlasciwy albo zerowo i kat ‘pelnij, odpowiadajacy tukowi
pelnemu czyli obwodowi kota.

Kat ramion rli r2 oznaczamy przez (r,, r8). Wprowadzimy
teraz, pojecie miary kata. Rozumiemy przez to liczbe réwnag mierze
tuku nalezacego do tego kata. Miare oznaczymy tez przez ~ (r,, r2).
Suma miar obu katéw (r,,r2) jest 2. Katy zerowy i pelny maja
odpowiednio miary 0 i 2~. Gdy ramiona I\ i r2 sg odmienne od
siebie i nie lezg w tejsamej prostej, jeden jest mniejszy od 1 a drugi
wiekszy od m, gdy za$ lezg na tejsamej prostej rownajg sie oba T
W pierwszym przypadku mamy kat wklesty i wypukly, w drugim
katy poétpetne.

Wprowadzimy teraz pojecie tukéw skierowanych na kole K
uwazajac konce AB ‘tuku w pewnym porzadku. Dla tuku AB
punkt A jest poczatkiem #tuku, a punkt B koncem; naodwrét dla
tuku BA. Kazde 3 punkty od siebie odmienne A, B, C wyznaczaja
zatem tuk skierowany, ktérego poczatkiem jest A: koncem B i na
ktérem lezy punkt C. Kazdy #tuk skierowany wyznacza pewien
porzadek nastgpstwa punktéw na obwodzie kota, ktory nazywa sie
porzadkiem cyklicznym. Mamy na kole dwa przeciwne porzadki cy-
kliczne, odpowiadajgce tukom ACB i BCA. albo dwa przeciwne
kierunki obiegu na obwodzie kota.

Wprowadzimy teraz pojecie wartosci tukéw. W tym celu obie-
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ramy jeden z dwoéch kierunkéw obiegu ,na obwodzie kota, nazy-
wajac go dodatnim, a przeciwny ujemnym. Wartoscig tuku wiasci-
wego AB nazywamy liczbe wzgledng, ktora jest dodatnia gdy tuk
jest dodatni, tj. porzadek ACB jest dodatni, a ujemna, gdy tuk jest
ujemny, tj. porzadek ACB jest ujemny i ktérej warto$¢ bezwzgledna
réwna sie mierze tuku. Wartos¢ oznaczymy przez vV (AB) albo krécej
przez AB. Wartosciag tuku zerowego nazywamy jego miare, wartoscia
tuku petnego dodatniego liczbe -|- 2m, jezeli przez tuk peiny dodatni
rozumiemy obwdd kota z dodatnim Kkierunkiem obiegu, a dilugoscia
tuku petnego ujemnego liczbe — 2m, jezeli przez ten tuk rozumiemy
obwdd z ujemnym kierunkiem obiegu. Gdy dany jest porzadek
na kole, bedziemy tuk AB dodatni nie pelny oznaczali przez AB+,
tuk ujemny nie peiny przez AB_, wartoéci za$ odpowiednio przez
Tbl i AB

tukom skierowanym odpowiadaja katy skierowane, ktérych
pierwszem ramieniem jest ramie r,, a drygiem ramie r2. Kazde trzy
ramiona r,, r2, r3 przechodzace przez punkty A, B, C od siebie
odmienne, wyznaczajg kat skierowany odpowiadajacy tukowi ACB.
Dwom porzadkom cyklicznym na kole odpowiadajg dwa porzadki
cykliczne w peku ramion, albo dwa kierunki obrotu ramienia rucho-
mego w peku. Kat skierowany piszemy (rt, r2) wzglednie *"C(r2, rj)
zaleznie od tego ktore ramie jest pierwsze i mowimy o kacie dru-
giego ramienia z ramieniem pierwszem.

Mozemy teraz wprowadzi¢ pojecia katow dodatnich i ujemnych
i wartosci kata. Kat jest dodatni lub ujemny zaleznie od tego, czy
odpowiedni tuk AB jest dodatni czy tez ujemny. Wartoscig kata
nazywamy liczbe réwng wartosci odpowiedniego tuku AB i ozna-
czamy podobnie jak sam kat przez

<£ (W rt).

Dwom od siebie odmiennym punktom A, B na kole K odpo-
wiadajag dwa tuki skierowane AB, z ktérych jeden jest dodatni,
a drugi ujemny. Dwom od siebie odmiennym ramionom ir2
odpowiadajag dwa od siebie odmienne katy ~(~,”), z ktdérych
jeden jest dodatni, a drugi ujemny. Katy te odrdézniamy od siebie
piszac

No(r, 2 i <E (r,,r2)_

i temisamemi symbolami oznaczymy tez wartosci tych katéw. Wpro-
wadzimy dalej pojecie wartosci kata zerowego, rozumiejac przez to
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warto$¢ odpowiedniego luku kota, a wiec liczbe zero. W tym przy-
padku oznaczamy katy jak i w przypadku ogélnym i mamy

iri ;»2)+= ~ (ris5*«)_= O

Nareszcie mamy katy petne dodatnie i ujemne, o wartosciach
-j- 2m i — 2m, rozumiejac przez to katy petue z dodatnim wzglednie
ujemnym Kkierunkiem obrotu w peku ramion.

Dwa tuki majace jeden koniec wspdlny nazywamy przylegte.
taksamo dwa tuki skierowane takie ze koniec jednego jest poczat-
kiem drugiego nazywamy przylegte. Taksamo ma sie rzecz dla katéw,

Uwazajmy znéw dwa ramiona rl, r2 od siebie odmienne.
Ramiona te zawierajg pomiedzy soba cztery katy

Pomiedzy tymi katami mamy zwiazki nastepujace

Mamy dalej zwigzki nastepujace

Ze zwigzkéw (1) i (4) otrzymujemy' wzor

a ze zwiagzku (3) wzor

Uogo6lnimy teraz pojecie luku na kole. Uwazajmy znéw dwa
dowolne punkty A i B i wyobrazmy sobie, ze ruchomy punkt P
porusza sie po kole K w pewnym oznaczonym kierunku az od
potozenia A przejdzie do potozenia B. Zatézmy, ze w ciggu ruchu
punkt P schodzi sie pewna liczbg n > 1 razy z punktem B. Kazdym
dwom punktom A, B i kazdej liczbie n 1 z wyjatkiem przy-
padku w ktérym punkty A i B schodzg sie ze sobg i n= 1 od-
powiada pewien oznaczony obieg punktu P w uwazanym kierunku.
Mowimy, ze mamy tuk AB odpowiadajacy liczbie i danemu
kierunkowi obiegu kota K. Umoéwimy sie dalej, ze w wyjatkowym
przypadku liczbie n— 1 odpowiada tuk zerowy AB. Poniewaz

-Geometrja analityczna na ptaszczyznie.
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mozemy przyjaé, ze ruchomy punkt P opisuje nasamprzéd n— 1
razy obwdd kota K a nastepnie tuk AB, przeto wartoscig tuku AB
odpowiadajacego liczbie n bedziemy nazywali sume wartosci n— 1
obwodéw kota obieganych w uwazanym kierunku i wartosci tuku
AB odpowiadajacego temuz kierunkowi. Oznaczajac przez ABY1

i przez ABrA wartosci dodatnich i ujemnych tukéw AB odpowia-
dajacych liczbie N mamy zatem

1BXx'= AB+-f 2n(* — 1) @)
ABn-A= AB_ — 2n(n — 1), (8)
a w przypadku gdy punkty A i B schodza sie ze sobg mamy
Th\ = ABO= AB+= AB_= 0.

Wprowadzimy teraz pojecie kata jaki ramie r2 zawiera z ra-
mieniem rx i ktéry odpowiada danemu kierunkowi obrotu i danej
liczbie n~ 1. Uwazamy ramie ruchome r ktére w pewnym ozna-
czonym kierunku obraca sie od ramienia rx do ramienia r2, przy-
czem w ciagu obrotu schodzi sie pewng liczbg N~ 1 razy z ra-
mieniem r2.

Kazdemu tukowi AB+1 i kazdemu tukowi ABnN-Aodpowiada
pewien obrét ramienia ruchomego r, a wiec pewien kat, ktory
oznaczymy odpowiednio przez

N Un SH™L i przez rgr)~L

Przez wartos¢ takiego kata rozumiemy wartosé odpowiedniego
tuku i oznaczymy tymi samymi symbolami. W przypadku, gdy ra-
miona rx i r2 schodza sie ze soba rozumiemy przez kat odpowia-
dajacy liczbie n— 1 kat zerowy. Mamy wiec

Ui, rt) = «£ (fi, r)lL= (r,,r+ = *Ui»r2)_= 0.
Wprowadzimy teraz pojecie 0gdlnego kata, jaki ramie r2 za-

wiera z ramieniem rx. Ogoélnym katem dodatnim ramienia r2 z ra-
mieniem rx nazywamy zbior katéw okreslonych wzorem

< Ui, r«)+,

gdzie liczba catkowita N przyjmuje wszystkie nieujemne wartosci.
Taksamo ogolnym katem ujemnem jaki ramie r2 zawiera z ra-
mieniem rX nazywamy zbiér katéw okreslonych wzorem

(*i, rtyL,



gdzie n przyjmuje wszystkie catkowite nieujemne wartosci. Nazwy
te beda tez oznacza¢ zbiory wartosci obu kategoryj katéw. Na war-
tosci te mamy wzory

W przypadku ramion rl i r2 od siebie odmiennych wynika
e wzoréw (5) i (10) wzor

W przypadku ramion rx i r2 schodzacych sie mamy wzér

Ogélnym katem, jaki ramie r2 zawiera z ramieniem rx nazy-
wamy zbidér wszystkich katow dodatnich, ujemnych i ewentualnie
zerowych jakie ramie r2 zawiera z ramieniem rX.

Nazwag ta bedziemy tez oznacza¢ zbiér wartosci wszystkich
tych katéw. Zbiér ten zawarty jest we wzorze

gdzie m oznacza dowolna liczbe catkowitg i naodwrét kazdej war-
tosci dodatniej, ujemnej lub zero liczby catkowitej m odpowiada
pewna zupeinie oznaczona warto$¢ ogoélnego kata ramienia r2 z ra-
mieniem rX. Jezeli wprowadzimy oznaczenie

natenczas mamy dla

adlam< 0

w przypadku ramion rx i r2 rézuych od siebie a

w przypadku ramion schodzacych sie ze sobg. Ogélny kat ramienia
r%z ramieniem rx mozemy wiec oznaczyé przez

gdzie tn przyjmuje wszystkie wartosci catkowite, dodatnie, ujemne

i zero.
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W zupetnie taki sam sposéb okreslamy ogoélny kat dodatni,
ogolny kat ujemny i ogolny kat ramienia rx z ramieniem r2. Mamy
wiec

W przypadku ramion X i r2 réznych od siebie mamy na
podstawie wzoru (6) wzoér

a w przypadku ramion schodzacych sie ze sobg mamy wzér

Zatem kazdemu katowi niezerowemu ramienia i\ z ramieniem
r2 odpowiada pewien zupeinie oznaczony niezerowy kat ramienia
r2 z ramieniem rx o tej samej wartosci bezwzglednej a o znaku
przeciwnym, opisanym przez ramie ' wykonujgce tensam obroét
dokota wierzchotka 0, ale w kierunku przeciwnym.

Oznaczajac ogolne katy ramienia >2 z ramieniem rXi ramienia
rx z ramieniem r2 przez

mozemy napisa¢ rownos¢ pomiedzy katami ogélnemi

3. Katy dwéch prostych peku.

Uwazajmy dwie proste IXi /2 peku prostych o wierzchotku 0.
Na kazdej prostej mamy dwa ramiona, a wiec mamy cztery kombi-
nacje ramion prostej IX z ramionami prostej /2. Dwa ramiona kaz-
dej kombinacji ramion tworzg ze sobag pewne katy i chodzi o zba-
danie zwigzkéw zachodzacych pomiedzy katami tych 4 kategoryj.

Obierzmy na kazdej prostej dodatni kierunek obiegu i oznaczmy
przez rf, rf dodatnie ramiona prostych Ix, 12. zas przez rf, rf
ramiona ujemne. Obierzmy dalej pewien dodatni kierunek obrotu
w peku. Ramiona prostej 12 zawierajg z ramionami prostej /, cztery
og6lne katy, tj. mamy cztery kategorje katow

Zbiér tych czterech ogolnych katow nazywamy katem ogdélnym
prostej 12 z prosta 1\ a katy poszczegélne katami prostej 12 z pro-
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sta /,. Kat ten ogdlny oznaczamy przez

Uwazajmy kat nieujemny, mniejszy niz 21

Jezeli ten kat jest mniejszy niz 1 mamy

a wiec poniewaz

mamy

Jezeli zas kat w (rf, ry), jest nie mniejszy niz m mamy

n'S

wiec

Uwazajmy dalej kat

Mamy, jezeli kat ten jest mniejszy niz T

a wiec

Jezeli za$ kat uwazany jest nie mniejszy niz ™ mamy

a wiec

Uwazajmy wreszcie kat

Widoczna, ze kat ten zaréwno co do wartosci bezwzglednej jak
i co do znaku réwna sie katowi

a wiec mamy
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Dochodzimy zatem do tego rezultatu, ze jeden z katéw dru-
giej i jeden z katow trzeciej kategorji otrzymujemy z jednego z ka-
tow kategorji pierwszej przez dodanie T Jeden z katéw kategorji
czwartej réwna sie jednemu z katéw kategorji pierwszej. Stad wy-
nika, ze wartosci wszystkich katéw drugiej i trzeciej kategorji mozna
otrzymac¢ z wartosci pewnych katow pierwszej kategorji przez do-
danie 1, a wartosci wszystkich katéw czwartej kategorji réwnaja
sie wartosciom pewnych katéw pierwszej kategorji. Mozemy wiec
napisa¢ nastepujace rownosci miedzy katami ogoélnemi

~ ot rf) = <EOt, rt) + 1. (20)
A COT, rf) = < (*trt) + m (21)
~ OT, *T) = (»t, ;ti- (22)

Zatem mozemy napisa¢ ogélny wzér na katy <~ (/1?/,) w postaci
~ 0Oi,h) = a-[- tm. (23)

We wzorze tym m jestto dowolna liczba catkowita, za$ ajestto
wartos$¢ jednego dowolnie obranego kata prostej 12 z prostg

Taksamo otrzymujemy” ogdlny wzér na katy -~(/2,/,), jakie
prosta Ix zawiera z prostg It w postaci

<£ 02, h) — a+ m»(, (24)
gdzie w jestto znéw dowolna liczba catkowita, za$ a jestto wartosé

jednego dowolnie obranego z tych katow.

Poniewaz liczby a i a mozemy zawsze tak dobraé¢, by zacho-
dzit warunek

a= — a
wiec wzor na katy mozemy tez napisaé w postaci
(i,, /1) = — tz-A-Tim. (25)

4. Katy dwdch ramion i katy dwoch prostych na ptaszczyznie.

Uwazajmy dwa peki ramion na plaszczyznie, o poczatkach
O i O. Uwazajmy jako odpowiadajgce sobie w tych pekach dwa
ramiona r i r', jezeli sa rownolegte i réwno skierowane. Pewnemu
kierunkowi obrotu w pierwszym peku odpowiada w ten sposéb
oznaczony kierunek obrotu w drugim peku. W ten sposéb mozemy
wprowadzi¢ dodatni kierunek rachowania katéw na ptaszczyZznie



39

i ujemny kierunek jemu przeciwny. Jako dodatni Kkierunek obie-
rzemy kierunek obrotu przeciwny kierunkowi obrotu wskazéwki
na zegarze.

Uwazajmy teraz dwa dowolne ramiona rX, r2 na plaszczyznie
0 wierzchotkach 01 i Ot. Aby okreéli¢ katy jakie te ramiona za-
wierajg ze sobg uwazajmy dowolny punkt O na ptaszczyzZnie i pek
promieni o tym wierzchotku. Uwazamy w tym peku ramiona r\,
r't odpowiednio réwnolegte i réwno skierowane z ramionami rly
r2. Wprowadzimy pojecie katdw ramion rx, r,. Katy te sg z okre-
$lenia réwne odpowiednio katom ramion r\, r2 Katy ramienia r2
z ramieniem rlsa réwne katom ramienia r2z ramieniem r[, i analo-
gicznie majg sie rzeczy dla katéw ramienia rx z ramieniem r2.
Widoczna, ze wartoéci tych katéw nie zalezg od obioru punktu O.

Uwazajmy teraz dwie dowolue proste 4 i 4 na ptaszczyznie
1 obierzmy na kazdej z nich pewien Kkierunek dodatni.

Obierzmy na prostej W dowolny punkt OX a na prostej 4
dowolny punkt 02. Katami prostych Ix i 12 nazywamy katy nale-
zace do czterech kategoryj katow odpowiadajacych czterem kombi-
nacjom ramienia prostej 4 o wierzchotku O, z ramieniem prostej
4 o wierzchotku 02. Katami prostej 12z prostg Ix nazywamy katy
ramion prostej /, z ramionami prostej Il: a katami prostej Ix z pro-
stg 12 nazywamy katy ramion prostej 4 z ramionami prostej /2.
Oznaczamy te katy odpowiednio przez <£(4,4) i przez ~C(It, 1.

Przez katy, jakie zawierajg ze sobg Kierunki dodatnie i ujemne
dwdéch prostych bedziemy rozumieli katy jakie zawierajg ramiona
dodatnie i ujemne tych prostych, a przez katy jakie zawieraja ze
soba dwie osie, bedziemy rozumieli katy jakie zawieraja kierunki
dodatnie dwéch prostych.

W przypadku szczegdlnym, gdy proste 4 i 4 do siebie
rownolegte, mamy wzory

3C(4,4) = 1m™Nn,

(4, 4) =

gdzie m jestto dowolna liczba catkowita.

5. Trzy i wiecej ramion na ptaszczyznie i ich katy.

Uwazajmy teraz dowolng liczbe n”~ 3 ramion na ptaszczyznie
o dowolnych poczatkach Ox, 02,... On. Oznaczmy te ramiona przez

b, rn
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Uwazajmy ciag katéw ogélnych
< (rl' (. X (rzj rs); - - (An-1i Irn) (26)

Drugie ramie kazdego z tych katéw z wyjatkiem ostatniego
kata jest identyczne z pierwszem ramieniem kgta nastepnego. Katy
takie nazywaja sie przyleglte. Uwazajmy dalej kat ogdlny

jaki z pierwszym ramieniem pierwszego kata (26) zawiera drugie
ramie ostatniego kata tego ciagu.
Udowodnimy zwiazek

Znaczy to, ze udowodnimy, ze suma dowolnych wartosci ka-
tow ogoélnych ciagu katow przylegltych (26) rdéwna sie pewnej
wartosci kata ogélnego <~ (rl5 rn) i naodwrét dowolnej wartosci tego
kata odpowiadajg pewne wartosci katéw ciagu (26). tak ze zacho-
dzi réwnosé¢ (27). Kat (1, r,) nazywa sie sumag katow przyle-
glych (26).

Niechaj bedzie nasamprzéd n= 3. Zatézmy nasamprzéd, ze
zadne dwa ramiona z pos$réd ramion rl1? r2, r8 nie sg rowno skie-
rowane.

Uwazajmy dowolny punkt O na ptaszczyznie i trzy ramiona
r\, r2, r3 odpowiednio réwno skierowane z ramionami rt, r2, r3
o wierzchotku O. W dodatnim kierunku obrotu ruchomego ramienia
r' dokota O nastepujg te ramiona po sobie albo w porzadku
r§ s albo w porzadku r(, r3 r%

Mamy w pierwszym przypadku réwnosé

a w drugim przypadku réwnosé

Ale mamy

a wiec mamy roéwnosé
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W przypadku, gdy dwa ramiona schodza sie ze sobag tatwa
widaé, ze zachodzi réwnos¢ (28) w przypadku gdy albo ramiona
A i r$ schodzg sie ze soba a ramie rz jest od nich odmienne, albo
tez ramiona r2 i rz sie schodza a ramie N jest od nich odmienne,
albo nareszcie wszystkie trzy ramiona schodza sie ze sobg. W przy-
padku gdy ramiona r[ i rz schodza sie ze sobg, a ramie r2jest od
nich odmienne zachodzi réwnos¢ 729).

Stad wynika, ze wzér (27) na katy ogdélne stuszny jest w szcze-
go6lnym przypadku, gdy mamy n — 3.

Zatézmy teraz, ze mamy n>3. Zatlozymy ze twierdzenie
o ktore chodzi stuszne jest dla N — 1 ramion. Mamy wiec rownosc¢

u-2
(rbr, )= 2 ~ )- (307
((-l
Sume

=
(n, rj+l)

i«l

mozemy zatem napisa¢ w postaci
+ (L rBO+++_., 1N

Ale poniewaz twierdzenie o ktére chodzi stuszne jest dla trzech
ramion, wiec mamy

(r,, r,) + m = (r,, rn.

Zatem stuszno$¢ twierdzenia dla n— 1 ramion pocigga stusz-
no$¢ twierdzenia dla N ramion, a poniewaz twierdzenie stuszne jest
dla n= 3, wiec jest ono ogdlnie stuszne.

Wzér (27) mozna tez napisa¢ w postaci

+, rit0 = 0, (31)
t=1
rozumiejac przez rnH ramie rx. Nazwijmy cigg ramion ri1?r2,.., rn+l,
przylegtych i takich ze ramie rnt] schodzi sie z ramieniem rxzam-
knigtym ciggiem ramion przylegtych, a cigg katow zamknigetym
ciggiem katow przylegtych.
Nazwijmy dalej kat ogdlny {rx, r,) wypadkowym katem
ciggu katow (26). Mozemy wygtosi¢ nastepujace twierdzenie
Twierdzenie 1 Suma katéow ogdlnych ciggu katow przy-
legtych réwna sie katowi ogélnemu wypadkowemu ciagu.



Twierdzenie 2. Suma katéw ogoélnych ciggu zamknietego
katow przylegtych réwna sie ogélnemu katowi zerowemu, przyczem
przez og6lny kat zerowy rozumiemy ogdélny kat jaki zawieraja ze
sobg dwa ramiona réwnolegte i réwno skierowane.

6. Rzuty punktéw i wektoréw na osie.

Uwazajmy dowolng prostg | na ptaszczyznie i obierzmy na
niej dowolny kierunek dodatni.

Fig. S

Uwazajmy drugg dowolnag prosta [T nie réwnolegta do pro-
stej | przecinajaca ja w punkcie O i obierzmy na niej dodatni kie-
runek w ten sposéb, aby kat dodatni © mniejszy niz 2m, jaki kie-
runek ten zawiera z dodatnim kierunkiem na | byt mniejszy niz m

0 <<O< 1

Rzutem dowolnego punktu P na o$ | réwnolegle do osi V na-
zywamy punkt A w ktérym prosta p przechodzaca przez P i row-
nolegta do V przecina o$ I. O$ | nazywa sie osig rzutdw, a o$ 1
osig rzutowania, prosta p prosta rzutujgca.

Uwazajmy teraz dwa dowolne od siebie odmienne punkty P,
Q na ptaszczyznie i prosta s przechodzaca przez te dwa punkty
i obierzmy na niej pewien kierunek dodatni. Rzutem wektora PQ
na o$ | rownolegle do osi V nazywamy wektor AB, ktérego poczg-
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tek A i koniec B sa odpowiednio rzutami poczatku P i konca Q
wektora PQ na te od. Oznaczmy przez @ kat osi S z osig Z kat
nieujemny mniejszy niz 2m, przez d wartos¢ wektora za$ przez
a warto$¢ wektora AB w pewnej dowolnie obranej jednostce miary.
Oznaczmy dalej przez p i q proste rzutujace punkty P i Q i obierzmy
na nich kierunki dodatnie te same co na prostej V.

Aby znalezé zwigzek zachodzacy pomiedzy wartosciami a i d
odréznimy nastepujace dwa przypadki:

I. Kat @ jest mniejszy anizeli 1.

Il. Kat @ nie jest mniejszy anizeli T

I. Odréznimy dwa podprzypadki:

Po dprzy padek 1. Zat6zmy nasamprzéd d > 0. Jestto przy-
padek figury (3). Poprowadzmy przez punkt P 0$ Z réwnolegia
i rowno skierowang z osig Zi zatbzmy nasamprzéd, ze kat ¢ spet-
nia nieréwnosci

0< @< @

0O$ Z przecina o$ j w punkcie E. Uwazajmy trojkat A PQE.
Boki PQ i PE tego trojkata maja miary d i a, albowiem PC — AB,
za$ a jest dodatnie. Kat zewnetrzny przy E tréjkata A P QE jestto
kat ®E(Z )+ i rowna sie katowi @ Dalej mamy

Mamy wiec

$:(PQE) = b—,.

Stosujac wiec wzér sinusowy do tréjkata A PQE mamy pro-
porcje
a:d

a stad otrzymujemy wzor

Zatézmy teraz d << 0 i niechaj znéw zachodza nieréwnosci
0< @< @

Uwazajmy zamiast wektora PQ wektor QP i jego rzut BA
aia 0§ Z Wektory QP i PA sg dodatnie.
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Mamy wiec proporcje
— a:— d— sin (8 — @):sin @
a wiec
a:d = sin (8— @):sin Q
a wiec otrzymujemy znéw wzoér (32).

Widoczna, ze wzor (32) jest tez stuszny w przypadkach kiedy
mamy ¢@— 0 i = @Q albowiem w pierwszym przypadku mamy
a= d, aw drugim a— o.

Podprzypadek 2:

Zatézmy znéw nasamprzéd d > 0. Wektor AB rzut wektora
PQ jest teraz ujemny. Uwazajmy znéw trojkat A BQ E. Boki jego
PQ i PE majg miary di — a Kat zewnetrzny tréjkata przy P

(/, s+ ma miare 99 a kat wewnetrzny przy C (/, &+ miare @
A wiec kat wewnetrzny przy Q ma miare ¢ — @ Mamy wiec teraz
proporcje
— a:d— sin (p— O):sin @

Otrzymujemy znéw wzor (32).

Zatozmy teraz d < 0. Wektor QP jest teraz dodatni o war-
tosci — d, a jego rzut BA na o$ | ma wartoé¢ — a. Zatem wzoér
(32) jest znéw stuszny.
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Il. Przypadek ten sprowadzamy do przypadku I. zmieniajac
dodatni kierunek na prostej S na przeciwny. Nowy Kierunek do-
datni zawiera kat @ — T z osig a wektor PQ ma na nowej osi
wartos¢ — d. Mamy teraz proporcje

a:— d= sin [@— (¢ — m)]:sin @

Poniewaz

sin [@— (@— mM] = — sin O— ),
wiec dochodzimy znéw do wzoru (32).

Zaktadalismy dotychczas ze kat ©jest mniejszy niz . Mozemy
sie uwolni¢ od tego zalozenia. A mianowicie mozemy rozwazanie przy-
padku w ktorym mamy 1< O< 2m sprowadzi¢ do uwazanego przy-
padku, zmieniajagc na osi V kierunek dodatni na przeciwny. Mamy

sin [ —m)— ¢ sin (6 — @)
sin (6 — m) sin 6

Wzér (i2) jest zatem stuszny dla dowolnego kata @
Bedziemy teraz rzutowali wektor PQ na o$ V réwnolegle do
osi I. Rzutem na o$ 1 je3t wektor CD 0 wartosci b. Aby znalezé
zwigzek pomiedzy b i d nalezy zamieni¢ role osi | i V. O$ | za-
wiera z osig V kat — @ albo dodatni kat 2m -- @
Wprowadzmy katy nieujemne i < 2 T nastepujace
6= 2m— 6
<= <£ *)+
Mamy zwigzek miedzy katami ogdélnemi
* (0 »= « (1) + = {l, »-
Stad otrzymujemy

gdzie m jestto pewna liczba catkowita, a mianowicie 0 albo — 1.
Stosowanie wzoru (32) daje nam wiec wzor

a poniewaz

wiec dochodzimy do wzoru
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Szczegblnie wazny jest szczegdélny przypadek, gdy proste |
i V sa do siebie prostopadie. Mamy wtedy rzuty prostopadie lub
r )
prostokatne. Teraz 6= ST gdzie € + 1 awiec wzory (32) i (33)

daja nam wzory

7. Uktady osi Kartezjusza na ptaszczyznie.

Aby zapomoca pewnych danych oznaczy¢ pozycje dowolnego
punktu na ptaszczyznie uwazamy na ptaszczyznie dwie osie prze-
cinajace sie ktére oznaczamy literami X i y i do ktérych odnosimy
punkty ptaszczyzny. Nazywamy je osiami Kartezjusza x-0w i y-6w,
a ukiad ich ukiadem osi Kartezjusza (axes coordonnes). Punkt O ich
przeciecia nazywamy poczatkiem uktadu osi Kartezjusza (origine des-
axes coordonnes).

Uwazajmy dowolny
punkt M na plaszczyznie
i rzutujmy go na o$ X row-
nolegle do osi y i na o$ Yy
réwnolegle do osi X. Otrzy-
mamy rzuty A i B i we-
ktory OA. OB, ktérych war-
to$ci oznaczymy przeza i b

(Ta—a OB=h

Liczby a, b nazywaja
sie spotrzednemi Kartezjusza
(coordonnebs cartesiennes)
punktu M. Naodwrét nalezy
do kazdego uktadu dwéch liczb a, b jeden i tylko jeden punkt
na ptaszczyznie, ktérego spoéirzednemi Kartezjusza sg odpowiednio
a i b. Spotrzedne dowolnego zmiennego punktu na ptaszczyznie
oznaczamy odpowiednio literami X, y i nazywamy je spoOirzedug x
i spotrzedng y Kartezjusza

Spétrzedna X nosi nazwe odcietej punktu (abscisse), a spoét-
rzedng y rzednej punktu (ordonnee).

Jak juz wspomnieliSmy Apollonjusz z Perga badat krzywe
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drugiego stopnia odnoszac je do pewnych prostych S$cisle z tymi
krzywemi zwigzanych i okreslajgc pozycje punktéw krzywej przez
odciete i rzedne. Metode te uogdlnili R. Descartes w dziele: ,,G6o-
moétrieu 1637 i P. de Fermat: ,,Ad locos planos et solidos isagogea
(dzieto wydane dopiero po jego $mierci w r. 1679) wprowadza-
jac algebre, i uwazajac ogolniejsze ukitady odniesienia. Odcieta na-
zywa sie segmentum diametri, a rzedna appliguee par ordre, albo
apgliquee. Jednakze dopiero L. Euler w dziele: ,Introductio in ana-
lysin infinitorumu 1748 podat systematyczny wykitad geometrji przy
pomocy zupeinie ogélnego ukiladu odniesienia.

Punkty potozone na osi X posiadaja y = 0, za$ punkty na
osi y posiadajg * = 0. Dla poczatku O ukfadu osi mamy X —y — 0.

Uktad osi Kartezjusza nazywa sie prostokatnym jezeli osie X, y
sa do siebie prostopadite, w przeciwnym razie nkosnokatnym. Zwy-

Ti
kle uwaza sie ukiady prostokatne, ktérych kat ©@ ma wartos¢ -f- 2‘

Wprowadzimy jeszcze pojecie rzutéw prostokatnych albo orto-
gonalnych punktu M na osie Kartezjusza i spétrzednych prostokat-
nych albo ortogonalnych. Proste przeprowadzone przez punkt M pro-
stopadle do osi X i y przecinaja te osie w punktach K, L, ktére
sg rzutami prostokatnymi punktu M na osie, a wektory OK i OL
o wartosciach k, | nazywajag sie spétrzednymi prostokagtnymi. W przy-
padku uktadu prostokatnego oba ukiady rzutéw i oba ukilady spoét-
rzednych schodza sie ze soba. Spoétrzedne te bedziemy tylko wy-
jatkowo rozwazali.

8. Odlegtos¢ dwoéch punktéw na ptlaszczyznie w ukladzie
spo6trzednych Kartezjusza.

\

Uwazajmy dwa punkty Ml i M2 o spoétrzednych al, bli a2, bt
w danym uktadzie spétrzednych Kartezjusza. Niechaj Aly B1i A2t
B2 beda rzuty punktow Mly M2 na osie. Uwazajmy prosta S prze-
chodzacg przez Mx i M2 i obierzmy na niej kierunek dodatni, za-
wierajacy kat @ z osig .r-6w. Niechaj € a, b beda warto$ci wekto-
réw Mx Miy Ax A2, Bx B2.

Mamy wiec



48

Ze wzoréw tych mozemy wyrazi¢ d i ¢ przez wartosci rzu-
téw a i b. Mamy

asin ©= dsin ©@— @) = d (sin ®cos @ — cos Osin @)
bsin ©= dsin @,
wiec otrzymujemy wzory
dcos o= a-j- bcos ©
dsin@= bsin @
Podnoszac te réwnosci obustronnie do kwadratu i dodajgc otrzy-
mujemy wzor
d2= a- -f- 2abcos O-f- b2 37)
a wiec d2 wyrazone przez a i b. Wyrazenie prawostronne jako
suma dwoch kwadratow
(a -f- b cos ©)* -j—62sin20
jest zawsze nieujemne i tylko wted}® réwne zeru, gdy MATY a=
= b= o.
Z (37) otrzymujemy
d= e\a2+ 2abcos O-f- 62 (38)

oznaczajac przez \ dodatni pierwiastek, a przez & liczbe -f- 1 lub
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Kwadrat odlegtosci punktéw MXx i il/2 mozemy wyrazi¢ w na-
stepujacy spos6b przez spoétrzedne obu tych punktéw. Mamy
a= a2— al, b= b2— bx
a wiec mamy wzoér

d2= (a, — a8+ 2 (a2— aj) (2 — bx) cos ©-f (& — 32 (43)

a w szczegllnym przypadku ukiadu spotrzednych prostokatnych
wzor

2= (@2—«i)24- —b)2 @

9. Spoétczynniki kierunkowe i dostawy kierunkowe.

Uwazajmy dowolng prosta | w ukfadzie spétrzednych Karte-
zjusza i obierzmy na niej dodatni kierunek. Uwazajmy na osi |
wektor PQ o wartosci d — 1. Wektor taki nazywamy wektorem
jednostkowym na danej osi. Niechaj AB i CD beda rzuty wektora
PQ na osie spoétrzednych, i niechaj A P oznaczajg ich wartosci.
Jezeli @ oznacza kat osi | z osig r, natenczas mamy na podstawie
wzoréw (32) i (33) nastepujace wzory na A, H

Liczby A, P nazywamy spoéiczyunikami kierunkowymi (para-
metres directeurs) osi /.
W szczegolnym przypadku uktadu spétrzednych prostokatnego,

mamy O= & €= + 1, a wiec mamy wzory

Ktadgc we wzorze (37) d= 1, a= \ b= u, otrzymujemy
zwigzek pomiedzy A, g nastepujacy

Geometrja analityczna na plaszczyznie.
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Wzory (39) dajg nam cos @ i sin @ wyrazone przez A, M
cos @ = A -[- pcos 6, (50)
sin @ — psin 6

Naodwrot. kazdemu uktadowi dwoch liczb A, p spetniajgcemu
zwigzek (49) odpowiada pewien kierunek zupetnie oznaczony, ktoé-
rego spoétczyunikami kierunkowymi sa te liczby. W istocie pomie-
dzy wyrazeniami figurujacemi z prawych stron wzoréw (50) zacho-

dzi woéwczas zwigzek
(A — cos 8)23F—p sin 8)2= 1

potrzebny i wystarczajacy, aby te wielkosci byty dostawag i wstawag
pewnego zupeinie oznaczonego kata @ nieujemnego i mniejszego
niz 2. Katowi temu odpowiadajg wiasnie te liczby A, p jako spét-
czynniki kierunkowe.

Zbadamy teraz, czy jedng z liczb A, y mozna obra¢ dowolnie.

Ze wzoru (49) otrzymujemy
A= — pcos \\ — p2sin2 @
A wiec warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby danemu
U odpowiadato przynajmniej jedno rzeczywiste A jest nieréwnosc¢
u2sin20< 1,

albo

gdzie |pu | oznacza bezwzgledna wartos¢ liczby p. W przypadku,
gdy w tym wzorze mamy znak réwnosci

Jju = jsino],
otrzymujemy warto$s¢ na A

A= — pcos 6.

Taksamo A musi spetni¢ nieréwnosc¢

a jezeli mamy znak réwnosci, mamy
I AN1= 1IsinB6 I,
p= — Acos @
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Dostawami kierunkowemi (cosinus directeurs) kierunku na ptasz-
czyznie, nazywamy dostawy katoéw, jakie ten kierunek zawiera
z osiami &, y. Jezeli kat osi | z osig x jest @

natenczas mamy oznaczajac przez @' kat osi | z osig y

Oznaczajagc wiec przez a, B dostawy kierunkowe mamy

Pomiedzy dostawami kierunkowymi mamy wiec zwigzek

wiec zwiagzek

Dostawy kierunkowe wyrazajg sie przez spoétczynniki kierun-

kowe wzorami *

Mamy dalej zwigzek nastepujacy

10. Dwa ramiona o danych spéiczynnikach kierunkowych.

Uwazajmy teraz dwa dowolne ramiona i r2 na ptaszczyznie.
Niechaj A1, i A2, y2 beda spdtczynniki kierunkowe tych ramion,
q i @2 katy nieujemne i < 2m, ktére te ramiona z osig X zawie-
raja. Mozemy wyrazi¢ dostawe i wstawe kata @ = @2— @), jaki
ramie r2 zawiera z ramieniem X przez spoétczynniki kierunkowe
ramion. Mamy

a stad
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a wiec mamy wzor

Podobnie otrzymujemy

a wiec mamy wzor

Jezeli kierunki ramion rx i r2 sg rownolegte, natenczas sin
réwna sie 0, a wiec ze wzoru (56) otrzymujemy warunek réwno-
legtosci dwoch ramion

Jezeli kierunki ramion rx r2 sg prostopadle do siebie, cos @
réwna sie 0, a ze wzoru (55) otrzymujemy warunek ‘prostopadtosci

dwéch ramion

Uwazajmy nasamprzéd dwa ramiona réwnolegte do siebie.
wzoru (57) wynika, ze istnieje liczba k¢ 0, taka ze zachodzg réw-

nosci

tj. spoéiczynniki kierunkowe sa do siebie proporcjonalno.
W istocie podzielmy réwnos¢ (57) przez te z liczb A,,
ktéra jest od zera odmienna. Niechaj np. tg liczba bedzie Ax. Ktadac

otrzymujemy
wiec
Liczba k jest od zera, albowiem A2, p2 nie sg oba réwne zeru.

Naodwrét, jezeli zachodza zwiazki (59), zachodzi zwigzek (57).

Ale poniewaz mamy

a wiec mamy

wiec
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Zatem Kk jest + 1 albo — 1. Widoczna ze jezeli zmienimy
na prostej | dodatni kierunek na przeciwny, natenczas wektor PQ
jednostkowy ma na nowej osi wartos¢ — 1, a wektor QP jest we-
ktorem jednostkowym, a jego rzuty na osie spotrzednych sa teraz
BA i DC o wartosciach — A i — p.

Zwrdécémy sie teraz do przypadku dwoéch kierunkéw do siebie
prostopadtych. Wzér (58) mozemy napisa¢ w postaci

a dzielgc przez te z liczb A2, p2, ktéra jest odmienna od zera wi-
dzimy, ze istnieje taka liczba K =}=0, ze zachodza rownosci

Mamy wiec

a wiec otrzymujemy

gdzie €= + 1. Dochodzimy zatem do wzoréw

dla spétczynnikéw Kkierunkowych kierunku prostopadiego do kie-
runku danego. Naodwrot, jezeli A,, un sg spotczynnikami kierunko-
wymi pewnego Kkierunku, natenczas wzory (60) dajg spoiczynniki
kierunkowe pewnego kierunku, jak to wynika z przeprowadzonego
rozumowania. Kierunek ten jest prostopadlty do kierunku danego,
bo zachodzi zwiazek (58).

tatwo teraz okazaé, ze znakowi &€ = —3-1 odpowiada kierunek

zawierajacy kat -j- ~ z kierunkiem danym, a znakowi €= — 1

u

kierunek przeciwny, tj. zawierajacy kat — Az danym kierunkiem.
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W istocie ze wzoréw (60) otrzymujemy mnozac przez Md,, — A}
i dodajac do siebie

o = W + 2> ¢080+7) = - A

a wiec ze wzoru (56) wynika

Wzory (60) mozna tez otrzymacé ze wzoréw (55) i (56) kiadac
w tych wzorach sin @= g cos @= 0 i rozwigzujgc roéwnania

wzgledem A2 i p2.
W szczegllnym przypadku ukiadu spotrzednych prostokatnych,

-
®— n n= £ 1), wzory (60) przyjmujga postac¢

a wiec mamy

11. Linja tamana albo tancuch wektorow.

Uwazajmy na ptaszczyznie N~ 1 punktéw dowolnych Piy
i== 1, 2,... n. Uwazajmy ciag odcinkéw

Ciag taki nazywa sie ciggiem odcinkéw przylegtych. Uwazajmy
na odcinku 1 punkt Pi jako poczatek a punkt r+i jako ko-
niec wektora. Mamy woéwczas tancuch n — 1 icektoréw przylegtych,
albo linje tamana, ktérej bokami nazywamy tez pojedyncze wektory.
W przypadku, gdy dwa punkty p,p,+, schodza sie ze sobg, mamy
wektor zerowy albo bok niewlasciwy linji tamanej t.

Linja tamana nazywa sie otwarta, w przypadku gdy punkty
P1i Pn, poczatek i koniec linji tamanej sg od siebie odmienne,
a zamknietg w przypadku, gdy te punkty schodzag sie ze soba.
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Rzutujmy teraz punkty P£ na dowolna o$ | na ptaszczyznie
réownolegle do prostej I nie réwnolegtej do |. Niechaj rzuty te beda
punkty. At. Wektory A{ Ai+l nazywaja sie rzutami bokéw linji ta-
manej. Obierzmy na osi | uktad spétrzednych Kartezjusza i niechaj
w tym uktadzie spétrzedne punktéow At beda ai} i — 1, 2,...n.

Uwazajmy wektor PaP,, ktérego poczatkiem jest poczatek
linji famanej, a koncem jej koniec. Wektor ten nazywa sie wypad-
kowym wektorem linji tamanej.

Rzutem wektora tego na os | jest wektor AX An. Wartos¢ tego
wektora rowna sie wedtug twierdzenia 2. |. Rozdzialu sumie war-
tosci A{ Ai+l

»1

(61)

Mamy wiec

Twierdzenie 3. ,Warto$¢ rzutu wektora wypadkowego
linji tamanej albo taricucha wektoréw przylegtych na dowolng o$
réwna sie sumie wartosci rzutéw tych wektoréw na te os$“.

W szczegldlnym przypadku linji tamanej zamknietej wektor
AXA, jest zerowy. Twierdzenie 3 poprzedniego Rozdziatu daje nam

Twierdzenie 4: ,Suma rzutow bokow linji tamanej zam-
knietej na dowolng o$ réwna sie zeruu.

Uwazajmy teraz ukiad osi X, y Kartezjusza na ptaszczyznie.
Oznaczmy przez A{ Bt rzuty punktéw Pt na osie X, y réwnolegle
do osi Yy X, a przez Xxif y{ spétrzedne punktéow P{. Mamy

AiA 1 xt4 Xi,

Bi BiX= yi+l— yt.

Uwazajmy osie , i— 1,... n— 1 przechodzace odpowied-
nio przez dwa punkty P,Pi+u i= 1I.---n— 1 linji famanej, a wiec
zawierajagce wektory Oznaczmy przez A;, p* i=1,...n — 1

spétczynniki kierunkowe tych osi. Uwazajmy dalej o$ | przecho-
dzaca przez punkty PI5 Pn, a wiec zawierajacg wektor wypadkowy
Px Pni niechaj A p beda spétczynniki tego kierunku. Oznaczmy
przez diy «=1,...» — 1 wartosci wektorow PtPi+l na osiach liy
a przez d warto$¢ wektora Px Pn na osi I
Ze wzoréw (32), (33), (45), (46), otrzymujemy wzory
a= d\ (62)
b= duy, (63)
na wartosci (a, b) rzutéw wektora o wartosci d na osie X, Y.
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Stosujgc te wzory do wektoréw p, Pi+, i do wektora PxP,
otrzymujemy roéwnosci
&+ — xt= N A,

ii+i — y*= dt(a, i= 1,...w—1,
i rownosci

Stosujac wzor (61) dochodzimy wiec do nastepujgcych wzorow

W szczeg6ln3m przypadku linji tamanej zamknietej otrzy
mujemy nastepujace wzory

Cwiczenia.

1. Kiedy rzuty wektora na osie |, V réwnolegle do tych osi majg
tesame wartosci? Kiedy majg tesame wartosci rzuty ortogonalne wektory
na te osie?

3. Kiedy rzuty réwnolegle wektora na osie Z V majg tesame miary?
Kiedy maja tesame miary rzuty ortogonalne?

3. Dane dwie liczby m, n. Znale$¢ kierunek, ktérego spéiczynniki
sg proporcjonalne do tych liczb. Rozwigza¢ tosamo zadanie dla dostaw
kierunkowych.

4. Wyrazi¢ dostawe i wstawe kata dwoéch ramion przez dostawy
kierunkowe tych ramion.

5. Dane sg dwa kierunki o spétczynnikaeh A5 ux i A2, 2. Zna- .
lez¢ spoétczynniki kierunkowe kierunku A, (1 zawierajagcego réwne bez-
wzgledne katy z dwoma danymi kierunkami.

6. Okaza¢, ze jezeli A B: C sg 3 dowolne punkty na osi Z
a D dowolny punkt ptaszczyzny, natenczas zachodzi zwigzek
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7. Jezeli D jest punktem na przeciwprostokatni BC tréjkata pro-
stokagtnego ABC, mamy

8. Uwazamy trojkat ABC i osie il512, Is na ktérych lezg boki
BC, CL4, AB. Niechaj a, & ¢ beda wartosci wektorow BC, CA, AB.
Zachodzi zawsze zwigzek

9. Dane sa punkty P, Q o spo6trzednych aj, a2, 02- Znalez¢
spdirzedne Kartezjusza punktu P potozonego na osi s przechodzacej przez
punkty P, Q, ktérego spoétrzedna Mébius’a na tej osi jest p

10. Znales$¢ spotrzedne punktu P réwno oddalonego od 3 punktow
A, B, C o danych spétrzednych.

11. Jakie potozenie majg wzgledem osi spétrzednych dwa ramiona,
dla ktérych zachodza zwiagzki

12. Danych jest 6 punktow A, B, C, O, P na ptaszczyznie,
z ktérych 3 A B C leza na jednej osi. Udowodni¢ zwigzek Mobius'a



ROZDZIAL 111.

Przeksztatcenia ukiadoéw spoétrzednych Kartezjusza.

1 Ogdblne wzory na przeksztatcenie ukiadow spéirzednych
Kartezjusza.

Uwazajmy na ptaszczyznie dwa uktady U i U' osi Kartezju-

sza. Niechaj X: y beda osi uktadu U o poczatku 0, zas X\ y' nie-
chaj beda osi uktadu U' o poczatku 0.

Pomiedzy spotrzednemi Kartezjusza X, Y dowolnego punktu
P ptaszczyzny w ukiladzie U, a pomiedzy spoétrzednemi tego punktu
w uktadzie Tj' zachodza pewne zwiazki, ktérych wyprowadzeniem

sie zajmiemy.



Przypusémy, ze znane nam jest potozenie ukitadu osi Ul
wzgledem uktadu osi U przez to, ze znamy spo6trzedne a, b po-
czatku 0' w uktadzie U i katy @, i @2 nieujemne i mniejsze niz
2m, jakie osie X'y' uktadu U' zawieraja z osia X ukladu U. Nie-
chaj osie X, y zawieraja kat @ a osie X y' kat 6. Niechaj dalej
AL, UL beda spoétczynniki kierunkowe osi X' a A2, p2 spétczynniki
kierunkowe osi y' w uktadzie U. Mamy nastepujace wzory

Uwazajmy teraz linje tamang zamknieta OAPA' 0' O i rzu- *
tujmy ja na osie X i y réwnolegle do osi y i X. Oznaczajac przez
Rx(AB). Ry(AB) rzuty na osie y wektora AB mamy rownosci

Obieramy teraz w nastepujacy sposéb kierunki dodatnie prostych,
na ktérych leza boki linji tamanej: OA lezy na osi X, PA na osi
rownolegtej i réwno skierowanej z osig y, PA' na osi réwnolegtej
i rowno skierowanej z osig y', A' O' na osi X\ wreszcie 0' O na
osi o kierunku od O do 0.

Mamy wiec
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Taksamo mamy

Stosujmy teraz wzory (66) i1 (67) poprzedniego Rozdziatu.
Otrzymujemy zwiazki

a wiec dochodzimy do wzoréw

Wzory te sg to wzory na przeksztatcenie uktadéw spédtrzednych
Kartezjusza. We wzorach tych dawne spotrzedne X, y sg wyrazone
przez nowe spoétrzedne X\ y'. Ze wzoréw tych mozemy wyrazié
naodwrot X', y' przez X} y mnozac odpowiednio stronami te wzory

Y%przez P2, — A2i dodajac je do siebie, i taksamo przez — pl5 A! i znéw
dodajac je do siebie. Zwazajac ze mamy

otrzymujemy wzory

Sa to wzory przeksztatcenia uktadow spdtrzednych Kartezjusza,
w ktérych nowe spétrzedne X\ y' sa wyrazone przez dawne spot-
rzedne X, Y.

We wzorach (4) i (5) mozemy zastgpi¢ spétczynniki kierun-
kowe przez wyrazenia dane wzorami (2), (3). Otrzymujemy wzory
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i wzory odwrotne

2. Szczeg6lne przypadki przeksztatcenia ukladéw spotrzed-
nych Kartezjusza.

Szczegdblnie wazne sg nastepujace specjalne przypadki prze-
ksztatcenia uktadow spotrzednych Kartezjusza:

1) Osie X' i y' nowego ukiadu spétrzednych sa réwnolegte
i rowno skierowane z osiami o, y. Mamy wiec

W tym przypadku mamy wzory

2) roczatek U nowego uKiaau osi spoirzeuuycu suuuum 01%
z dawnym poczatkiem uktadu O. Mamy wiec

W tym przypadku mamy wzory

3) Oba uktady osi spétrzednych X, y i X\'y' sa prostokatne.
W tym przypadku mamy

gdzie €= -j- 1, jezeli ©— -j- Y aréwna sie — 1, jezeli 9= -~ .
Taksamo e' = -f 1, jezeli 6'= + za$ réwna sie — 1 jezeli
¢ = — 1. Dalej mamy

Ale
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zatem mamy

Otrzymujemy zatem wzory

na przeksztatcenie ukladédw prostokatnych Kartezjusza.
W szczegbélnym przypadku gdy oba katy 6, 8 réwnaja sie

-j- ?‘- mamy wzory

Odwrotne wzory, wyrazajace X', Yy' przez Yy przyjmuja
w trzech powyzszych przypadkach szczegdlnych nastepujace postaci

a w szczegdélnym przypadku 6= @ = -f- = postaé

3. Przesuniecia ptaszczyzny.
Uwazajmy ptaszczyzne p i na niej ukiad Jj spétrzednych Kar-
tezjusza o osiach X, Yy
Przypusémy, ze oprocz tej ptaszczyzny mamy jeszcze druga
ptaszczyzne p ruchoma, nakrywajaca sie z ptaszczyzng p i mogaca
sie przesuwaé¢ wzdiuz tej ptaszczyzny nieruchomej. Uwazajmy na
ptaszczyznie p uklad li spéirzednych Kartezjusza o osiach X, Yy

i o poczatku O. Przypusémy ze oba ukitady U i "0 sa prostokatne
1 ze 6, © sg oba réwne -j- - . Niechaj osie spoétrzednych uktadu U

nakrywajg sie odpowiednio z osiami uktadu spétrzednych U.
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Przesunmy teraz ptaszczyzne ruchomag p w ten sposob, ze

uktad osi U nakryje sie z pewnym uktadem U' o osiach x\ Vy'
réowniez prostokatnych i potozonych na ptaszczyznie nieruchomej p.
Niechaj 0' bedzie na plaszczyZnie p poczatkiem ukitadu U'. Uwa-

zajmy dowolny punkt P ptaszcz}*zny p o sp6trzednych X, y i punkt P

ptaszczyzny ruchomej p, nakrywajacy sie z punktem P. Po prze-

sunieciu ptaszczyzny p w nowe potozenie, punkt P nakryje sie
z pewnym punktem P' plaszczyzny p. Niechaj X', y' beda spot-

rzedne punktu P' w uktadzie £/, a X', y' spotrzedne ,tego punktu

w uktadzie U'. Mamy \viec
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Przyporzadkujmy teraz punktowi P ptaszczyzny p punkt
P' tejze plaszczyzny, z ktérym nakryje sie ten punkt P ptasz-
czyzny P po przesunieciu, ktory przed przesunieciem nakrj*wat sie
z punktem P. Wzory (11) poprzedniego ustepu dajag nam zwiagzki
pomiedzy spoétrzednymi x\ y', punktu P', a spoétrzednymi p, I/
tego punktu. Stad otrzymujemy wzory

wyrazajace spotrzedne punktu P' przez spétrzedne punktu P. Wzory
te nazywajg sie wzorami na przesuniecie ptaszczyzny.

Roéwnania (12) mozemy rozwigza¢ wzgledem X, y. Wzory te
otrzymamy odrazu, zastepujac we wzorach (11*) x\ yr przez X, Yy
i X, y przez P, y'. Otrzymamy wzory

Zatem do kazdego punktu P' ptaszczyzny p nalezy jeden
i tylko jeden punkt P, ktéremu punkt P' odpowiada w uwazanym
przesuniecie ptaszczyzny.

4. Szczegllne przypadki przesuniecia ptaszczyzny.

Jezeli ukiad osi TJ ma szczegblne potozenie wzgledem uktadu
osi U mamy szczeg6lne przesuniecie ptaszczyzny p. Wazne sa na-
stepujgce szczegblne przesuniecia:

1. Kat P osi X' z osig X réwna sie 0. Mamy wzory

i wzory odwrotne

To szczegdlne przesuniecie nazywa sie translacjg. Mozemy
sobie wyobrazi¢, ze ptaszczyzna ruchoma p przesuwa sie w ten

spos6b, ze osie X. y, stale sg rownolegte do osi X,y i rowno z nimi
skierowane.
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2. Spotrzedne, a, b poczatku 0' majg wartos¢ 0, tj. punkty
O i 0' zlewajg sie. Mamy wzory
(14)

i wzory odwrotne
(14%)

To szczegdlne przesuniecie nazywa sie obrotem albo rotacja.
Mozemy sobie wyobrazi¢, ze ptaszczyzna ruchoma p przesuwa sie
w ten sposdb, ze obraca sie dokota punktu O o kat ¢ w dodatnim
kierunku.

5. Punkty niezmienne wzgledem przesuniecia ptaszczyzny.

Mozemy sobie postawi¢ nastepujace pytanie. Czy istnieje
punkt P na plaszczyznie p, ktéremu w przesunieciu odpowiada
punkt P' schodzacy sie z punktem P. Punkty takie nazwiemy
punktami niezmiennemi wzgledem przesuniecia ptaszczyzny.

Warunki konieczne i wystarczajgce dla spétrzednych punktu
niezmiennego sa oczywiscie rownosci

A wiec otrzymamy spétrzedne xe, yO punktéw niezmiennych
rozwigzujac rownania

(15)

wzgledem x0 i yO.
Mamy

a wiec

wiec

-Geometrja analityczna na ptaszczyznie.
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Moga tu zachodzi¢ dwa od siebie odmienne przypadki:

1) Kat 9 réwna sie 0, tj. mamy translacje. Z réwnan (16)
wynika, ze warunki konieczne i wystarczajace, aby istnial przy-
najmniej jeden ukiad wartosci spelniajacy te rownania sa haste-
pujace

Jezeli warunki (17) sa speinione, réwnania (16), a wiec i row-
nania (15) sa spetnione przez spoétrzedue dowolnego punktu na pta-
szczyznie. Mamy t. zw. 'przesuniecie identyczne.

2) Kat pjest od zera odmienny. Otrzymujemy jeden jedyny
uktad rozwigzan x0. yO w postaci

Zatem w tym przypadku mamy jeden jedyny punkt nie-
zmienny MO.

Ze wzoréw (18) wynika nastepujaca konstrukcja punktu nie-
zmiennego MO0. Wystawiamy prosta S prostopadtag do odcinka 00'
w punkcie R potowigcym ten odcinek, tj. symetralng tego odcinka.
Na tej symetralnej lezy AIO. W istocie mamy dla punktu MO

wiec

tj. odcinki OMO i O'AlI0 majg réwne miary.

Wyrazenia na X0i yO mozemy napisa¢ w nastepujacej postaci.
Oznaczmy przez a kat kierunku 00' z osig X.

Mamy
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gdzie pierwiastek jest dodatni, Oznaczajac jeszcze [/o2_j_& przez d
napiszemy

Obierzmy teraz na symetralnej S jako dodatni kierunek za-

wierajacy kat f-~ 7z kierunkiem 00" i odnieémy na niej od punktu

R wektor RS. ktérego warto$¢ s réwna sie

S= -COtg

Mamy

Punkt S w ten sposéb otrzymany schodzi sie z punktem nie-
zmiennym MO. Ze wzoru (19) nas wynika, ze warto$¢ bezwzgledna s
mozemy uwazac¢ jako diugos¢ przyprostokatni w tréjkacie prosto-

katnym, ktérego druga przyprostokatnia jest — a katem naprzeciw-
legtym przyprostokatni o ditugosci |s] jest kat o mierze -—2

jezeli @<m, zas o mierze — —, jezeli ®">m. W razie gdy ¢@= T,

mamy s= 0 i punkt $ schodzi si¢ z punktem Hh*
Stad wynika konstrukcja figury (7) (w przypadku @<~ ).

6. Obroty ptaszczyzny dokota jej punktow.

Uwazajmy dowolny punkt P ptaszczyzny p i punkt P' odpo-
wiadajacy temu punktowi w przesunieciu. Ze wzorow (12) i (15)
wynika ze mamy
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Podnoszac obustronnie do kwadratu i dodajac otrzymane réw-
nosci otrzymujemy

(X' — X0y 4 - (y' — yOY — (x — xOy + {y— *0)2

A wiec odlegtosci MOP i MOP' dowolnego punktu Pod punktu
niezmiennego MO i punktu przesunietego P' od punktu MO sg so-
bie réwne.

Okazemy teraz, ze przesuniecie ptaszczyzny ruchomej p mozna
uwazaé jako obrot tej ptaszczyzny dokota punktu niezmiennego MO.

Uwazamy w tym celu dwa nowe uklady osi spoétrzednych
Vi V. Uktad V ma osie X, Y o poczatku w punkcie niezmien-
nym MO réwnolegte i réwno skierowane z osiami X, y. Ukiad V
ma osie X', Y' o poczatku réwniez w punkcie niezmiennym J/0,
réownolegte i réwno skierowane z osiami X', y'.

Niechaj X ,Y bedg spétrzedne punktu P w uktadzie V; X', Y’
spoétrzedne punktu P' w uktadzie V\ a X\ Y' spoétrzedne punktu
P' w uktadzie V. Mamy wiec, stosujac wzory (8) na przeksztat-
cenie ukitadéw spéirzednych

Dalej mamy wzory

a poniewaz mamy

wiec dochodzimy do wzoréw

Ze wzorbw (22) i (23) otrz\mujemy wzory

wyrazajace zwigzki miedzy spoétrzednymi punktu P a punktu prze-
sunietego P' w uktadzie spétrzednych V.
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Zwiazki te sa zwiazkami dla obrotu ptaszczyzny ruchomej p
dokota poczatku MQ o kat @, w ktérym to obrocie ukiad osi V
przechodzi w uktad osi V. Przesuniecie uwazane przaprowadzajace
uktad osi U w uktad osi U' moze wiec by¢ uwazane jako obrot
ptaszczyzny dokota punktu niezmiennego MO, Srodka obrotu.

Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie

Twierdzenie 1: ,Kazde przesuniecie ptaszczyzny jest albo
translacjg albo obrotem dokota pewnego zupetnie oznaczonego
punktu®,

Uwazajmy teraz naodwroét dowolny punkt i¥0 na ptaszczyznie
i wykonajmy obrét pitaszczyzny dokota tego punktu o kat nieu-
jemny pmniejszy niz 2m. Uwazajmy ukiad V osi X, Y o poczatku
w punkcie MO, réwnolegtych i réwnoskierowanych z osiami X, V.
Mamy teraz zwiazki (22), (23) i (26). Stad otrzymujemy zwiagzki
(21) pomiedzy spotrzednymi z, y i X\ y' punktéw P i P'. Mamy
zatem wzory

X' = X0 — X0Ocos @-F yOsin @ -}- X cos 9 — Y sin ©, 27)
y' — y0— xO0sin ¢ — yOcos @-]- X sin ©-j- y cos @.

Sa to wzory na przesuniecie piaszczyzny w ktérem poczatek
uktadu O przechodzi w punkt 0' o wspdtrzednych

a— X0— x0Ocos@ YyOsing (28)
b= y* — x0sin? — yocos .

Mamy wiec

Twierdzenie 2. ,Kazdy obrot ptaszczyzny dokota dowol-

nego punktu jest pewnem zupelnie oznaczonem przesunigeciem
ptaszczyzny.

7. Skladanie przeksztatcen ukiadow spoéirzednych.

Uwazajmy trzy uktady Kartezjusza U, U', U" o osiach X, Y\
x\ y';x", y"zakladajac, ze wszystkie trzy uktady sgprostokatne

i katy®, ©', ®©" roéwnaja sie wszystkie -J- . Zatézmy, ze dane

jest potozenie uktadu U' wzgledem uktadu U i potozenie uktadu U"
wzgledem uktadu U'. Zatem dane sa spétrzedne a, b poczatku 0'
uktadu Ul w uktadzie U, kat @, jaki os X' zawiera z osig X. spo6t-
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rzedne a', b' poczatku O" uktadu U" w ukiadzie U' i kat o', jaki
o$ X" zawiera z osig X.

Chodzi¢ nam bedzie o Znalezienie zwigzkéw pomiedzy spot-
rzednemi &, y punktu P w ukladzie a spotrzednemi x'\ y"
tego punktu w uktadzie U".

Manjy nastepujace zwigzki
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Wstawiajac wyrazenia na X', y' we wzory (30) otrzymujemy

a wiec mamy wzory

Przeksztatcenie uktadu U w ukiad U" nazywa sie przeksztat-
ceniem wypadkowem przeksztatcen sktadowych uktadu U w uktad U’
i uktadu U' w uktad U", na ktére mamy wzory (29) i (30).

Mozemy wykona¢ przeksztatcenia okreslone wzorami (29)
i (30) w odwrotnym porzadku. To znaczy ze naprzod przeksztatcamy
uktad U w uktad U' o osiach X', y\ ktéry ma to potozenie wzgle-
dem uktadu U, jakie ma uktad U" wzgledem ukiadu U\ a na-
stepnie przeksztatcamy ukiad U' w ukiad U" o osiach x": y",
ktéry ma to potozenie wzgledem uktadu U jakie ma ukiad U’
wzgledem uktadu U.

A wiec mamy teraz wzory przeksztatcen

Otrzymujemy nastepujace wzory na przeksztatcenie wypad-
kowe

Widzimy, ze kat jaki zawiera o$ X" z osig X réowna sie ka-
towi, jaki zawiera 0§ X" z osig X i réwna sie sumie katéw ® i <.
Poczatki O" i O" uktadow £7" i £7" sa naogot rézne od siebie.
Warunki konieczne i wystarczajgce, aby te poczatki schodzilty sie
ze sobag, aby wiec przeksztatcenia (31) i (34) byly identyczne sa

réwnosci
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Réwnosci te mozna tez napisa¢ w postaci

Oznaczmy przez a, a' katy jakie osie 00' i OO" zawierajag
z osiami X \x', a przez d, d wartosci wektoréw 00" i 0'0O" na
tych osiach. Mamy

wiec ze wzordw (36) otrzymujemy wzory

A wiec albo mamy

albo tez mamy

wiec

Réwnosci (38) spelnione sa w nastepujacych czterech przy-
padkach:



73

Rownos¢ (39) spetniona jest, gdy mamy:

gdzie K jest liczba catkowita. Dla k parzystego mamy

a dla nieparzystego

8. Skiadanie przesunie¢ ptaszczyzny.

Uwazajmy trzy uktady U, Ui U 0 osiach X, y; xy i x" y"
Niechaj a, b beda spétrzedne poczatku 0' ukitadu U w ukiadzie U,
za$ a', b' spotrzedne poczatku 0' ukiadu U w ukiadzie U. Niechaj
dalej @i @ beda katy osi X'

Uwazajmy dwa przesuniecia ptaszczyzny ruchomej jo, pierwsze

i X' z osig X

przesuwajgce uktad osi U tej ptaszczyzny schodzacy sie z uktadem
osi U w ukiad U', i drugie przesuwajgce ukitad U w ukiad U'.
Niechaj P bedzie dowolnym punktem plaszczyzny p o spétrzednych
X, ¥ w ukiadzie 0, i niechaj temu punktowi w pierwszem prze-
sunieciu odpowiada punkt P' o spétrzednych X' y' w uktadzie U,
a w drugiem przesunieciu punkt P' o spétrzednych X', y' w ukta-
dzie U.

Wykonajmy teraz po kolei te dwa przesuniecia, a mianowicie
nasamprzod przesuniecie pierwsze, a nastepnie przesuniecie drugie.
Punktowi P' odpowiada w drugiem przesunieciu punkt P", a pun-
ktowi P' odpowiada w pierwszem przesunieciu punkt P". Niechaj
X'\ y" beda spétrzedne punktu P" w uktadzie P, za$ X", y" spot-
rzedne punktu P" w tymsamym uktadzie.
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Mamy nastepujace wzory:

Stad otrzjmiujemy zwigzki pomiedzy spétrzednymi punktéw
Pi P":

Jezeli wiec wykonamy nasamprzéd pierwsze a nastepnie dru-
gie przesuniecie, otrzymamy jako wypadkowe przesuniecie prze-
prowadzajace uktad U w ukiad U" o osiach x", y". Jezeli nato-
miast wykonamy nasamprzod drugie, a nastepnie pierwsze przesu-
niecie, otrzymamy jako wypadkowe przesuniecie, przeprowadzajgace
uktad O w uktad U" o osiach x'\ y".

Oba te przesuniecia wypadkowe sa naogoét od siebie odmienne,

a identyczne wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza zwiazki (36).

9. Przesuniecie, ktére dwa dane punkty przesuwa w dwa
dane punkty.

Uwazajmy ogoélne wzory na przesnniecie ptaszczyzny (12). Ze
wzoréw tych wynika, ze odlegtos¢ dwoéch dowolnych punktéw
P], P2, rowna sie odlegtosci dwoch punktéw przesunietych P\, P'8.

W istocie mamy, oznaczajac przez X1, y,; X2, y2 spo6irzedne
punktéw P1? P2. a przez aa, Vi; y$ spotrzedne punktéw p;, ps.
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Odejmujac pierwsze roéwnania (49) i (50) od siebie i podno-
szac nastepnie obustronnie do kwadratu mamy

Taksamo otrzymujemy

a stad dodajac obustronnie

Uwazajmy teraz cztery dowolne punkty na ptaszczyznie PI5S A ;

P), P2 zakiadajac tylko, ze warunek (51) jest spetniony i ze punkty

P2, a wiec i P), P2 sag od siebie odmienne. Udowodnimy, ze

istnieje jediio i tylko jedno przesuniecie ptaszczyzny, prze-
prowadzajace punkty PIl, P2 odpowiednio w punkty P[, P2.

W istocie z réwnan

otrzymujemy

Nastepnie otrzymujemy a i i w postaci
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Otrzymujemy wzory

Ze zwigzku (51) wynika, ze suma kwadratéw prawych stron
(53) rowna sie jednosci, ze wyrazenia prawostronne we wzorach (53)
sg wiec wyrazeniami na dostawe i wstawe zupeinie okreslonego
kata @ nieujemnego i <(2m. Wartosci te wraz z wartosciami (54)
na a i o spetniajg zwiazki (49) i (50).

Cwiczenia.

1 Znalez¢ zwigzki pomiedzy spétczynnikami kierunkowymi A, p
danego kierunku, a pomiedzy spoétczynnikami A', p' tegoz kierunku w no-
wym uktadzie osi x', y', ktérych spétczynniki kierunkowe w dawnym
uktadzie sg A1? pj i A2, p2.

2. Dane sg trzy punkty P1{xl,y1), ~2 "2~ 2 > (aah +
al/lx-f- p~2)- Kiedy punkt P3 nie zalezy od obioru uktadu osi Kartezjusza?
3. Dane sg N punktow P<, i= 1,2, ..n o spétrzednych
i= 1, 2...N. Kiedy punkt Po spétrzednyth Za,-a(, =a”; nie zalezy od

obioru ukfadu osi Kartezjusza?

4. Kiedy przeksztatcenie uktadu spotrzednych prostokatnych Kar-
tezjusza jest identyczne z przeksztatceniem odwrotnem?

5. Okazaé, ze gdy danych jest n punktéw P,. = 1,...Nn i n liczb
a,, gdzie Za*)>0, natenczas $rodek M tych punktéw o spétrzednych

1) nie zalezy od obioru ukiadu osi Kartezjusza.
2) daje minimum wartosci wyrazenia

3) mamy



ROZDZIAL V.

Linje proste.
1 Roéwnania parametryczne linji prostej.

Obierzmy na ptaszczyznie uktad ZJKartezjusza oosiach X,y. Uwa-
zajmy dowolng prostg | i obierzmy na niej dowolny punkt P o spot-
rzednycb a, b oraz dodatni kierunek o spoétczynnikach kierunko-
wych A, u. Liczby a b\ A, u wyznaczajg w zupetnosci te o$, dla-
tego mozemy je nazwaé spotrzednemi osi L

Uwazajmy na osi 7 dowolny zmienny punkt Q o spétrzednych
X, Yy i oznaczmy przez d wartos¢ wektora PQ.

Mamy roéwnosci

Q) X—a= Xd, y—b= pz
z ktérych wyrazaja sie X, Y wzorami
) x= a-f-\d, y= b-j-ud.

WyraziliSmy wiec spétrzedne a; y punktu zmiennego Q osi
| przez odlegto$¢ d tego punktu od punktu statego P. Naodwrot
do kazdej wartosci na d nalezy oznaczony punkt Q na osi |, kté-
rego odlegtoscia od P jest uwazana wartos¢ na (Z i ktérego spot-
rzedne a, Y majag wartosci dane wzorami (2) dla uwazanego d.

Mozemy sie tez w nastepujacy sposob przekonaé, ze punkt Q
wyznaczony wzorami (2) lezy na prostej |. Jezeli d— 0, mamy

a= o, Y= 6,

wiec punkt Q o tych spétrzednych schodzi sie z punktem P. Jezeli
za$ (Z@O, potaczmy P i Q, ktérego spotrzedne dane sg wzorami
(2) prosta V. Ze wzoréw (1) otrzymamy

Xx— a)24-2(x— a)(y— b)cos@ + (y— 6)2= d2
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t. j. kwadrat miary odcinka PQ réwna sie d2. Obierzmy na V do-
wolny dodatni kierunek o spoétczynnikach A, p' i niechaj d! bedzie
wartoscig wektora PQ na osi V. Mamy

x—a= \d, y—b— wd,
wiec otrzymamy
\d — X'd', ud— \).'d".
Stad otrzymuje sie zwigzek
d= zd’',
gdzie € = + 1 Zatem otrzymujemy pomiedzy A g i A', g zwiagzki
A= AN, u= egpl. 3)

Kierunek obrany na prostej V jest wiec dla e = —{-1 zgodny
z kierunkiem osi |. a dla e= — 1 przeciwny. A poniewaz proste
I i V maja punkt wspdlny, wiec schodzg ze sobg. i punkt Q lezy
na prostej |.

Obierzmy teraz dwie liczby a, b dowolnie, i dwie liczby A, p
spoiniajace jedynie warunek, aby byly spétczyunikami kierunko-
wemi pewnego kierunku. Wzory (2) daja nam wyrazeuia zapomocg
wielkosci d na spoétrzedne X, y punktéow potozonych na prostej |
przechodzacej przez punkt P o spétrzednych a, b i na ktérej jeden
z kierunkéw ma spoéiczynniki A, p i tylko spétrzedne punktéw po-
tozonych na tej linji prostej. Dlatego wzory (2) nazywamy réwna-
niami osi. Wielko$¢ d nazywamy parametrem punktow na
osi, wiec rownania (2) r6wnaniami parametryczne mi osi.
Réwnania parametryczne osi przeciwnej osi I, t j. otrzymu-
jacej sie z prostej | przez obranie przeciwnego kierunku, jako do-
datni sa

X—a— Ai, y= b— \id. %)

Kazdy z ukiadéw réwnan (2) i (4) nazywamy tez réwna-
niami parametrycznymi prostej |.

2. Réwnanie linji prostej w spotrzednych Kartezjusza.

Uwazajmy prosta | o réwnaniach parametrycznych (2) lub (4).
Z kazdego tych dwéch ukiadéw réwnan mozna wyrugowaé para-
metr d. Pomno6zmy pierwsze rownanie kazdego z tych ukladéw
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przez [, drugie przez — A i dodajmy je do siebie. Otrzymamy
réwnanie
5) \X(X — a) — \{y— b) — O.

Otrzymujemy zatem roOwnanie pierwszego stopnia po-
miedzy spétrzednemi Kartezjusza a, y dowolnego punktu Q na
prostej |.

Okazemy naodwrot, ze dowolny punkt Q o spétrzednych X, y
spetniajgcych rownanie (5) lezy na prostej |.

Jedna przynajmniej z liczb A p jest od zera odmienna. Z ro6-
wnania (5) otrzymamy réwnanie

Ktadac

otrzymamy

A wiec punkt Q lezy na osi | o spétczynnikach kierunko-
wych A. p i wektor PQ ma wartosé d.

Uwazajmy znoéw rownanie (5) zakladajgc, ze liczby a, b sag
zupeitnie dowolne, a A, p speiniaja jedynie znany warunek. Widzi-
my, ze wszystkie punkty, lezace na prostej |, przechodzacej przez
punkt P o spotrzednych a, b i ktorej jeden z kierunkow jest kie-
runkiem A, p speilniajg réwnanie (5) i naodwrét wszystkie punkty,
ktoérych spotrzedne spetniajg rownanie (5), leza na tej linji proste;j.
Dlatego réwnanie (5) nazywamy roéwnaniem linji prostej
w spoé6trzednych Kartezjusza.

3. 0Ogo6lne réwnanie linji prostej w spo6irzednych Kartezjusza.

Uwazajmy ogoélne rdéwnanie pierwszego stopnia o dwoch nie-
wiadomych @, y, t j. réwnanie ksztattu
(6) Ax -f- By -}- C= 0,
w ktérem A, B, C sa dowolne state liczby, spétczynniki ro6-
wnania pierwszego stopnia, a X. Y sg niewiadome. Kazdy ukiad

X, Y spetniajacy to réwnanie nazywa sie uktadem pierwiast-
koéw tego rownania.
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Mozemy odrézni¢ 3 przypadki nastepujgce:
I. Wszystkie trzy spoétczynniki A, B, C réwnajg sie zeru
A= B= C—0. @)
1. C jest od zera odmienne, ale A i B rownaja sie zeru
A= B=0, CgoO. (8)

I11. Oba spoétczynniki A, B nie sa réwnoczesnie réwne zeru

W przypadku |. kazdy uktad dwodch liczb x, y jest ukladem
pierwiastkow réwnania (6). Kazdy punkt Q na ptaszczyznie ma
spotrzedne X, y spetniajace réwnanie (6).

W przypadku 1l. niema zadnego ukladu dwoch liczb x, y
spetniajgcych réwnanie (6), a wiec niema punktu Q o spétrzednych
X, Y spetniajacych to réwnanie.

W przypadku Ill. istnieja uktady X, y spetniajace réwnanie
(6). Jezeli A =0 mozemy obra¢ y dowolnie i wyznaczy¢ X ze wzoru

Jezeli zas B @ O, mozemy obra¢ X dowolnie i wyznaczy¢ y
ze wzoru

Pomnézmy réwnanie (6) przez dowolnag liczbe k od zera od-
mienng. Otrzymamy réwnanie

kAXx -j- kBy kC= 0. (12)

Nazwijmy dwa réwnania pierwszego stopnia o dwoéch niewia-

domych ré6wnowaznemi, jezeli kazdy uklad pierwiastkéow je-

dnego dowolnego z nich jest zarazem ukladem pierwiastkéw dru-
giego. Rownania (6) i (12) sg widocznie réwnowazne.

Uwazajmy znoéw roéwnanie (5) linji prostej i pomnézmy je
przez dowolng liczbe € @ O. Otrzymamy réwnanie
K\ix — K\y -f- K (— \Ya-J-\b)= 0. (13)

Zbadamy, jakie sg warunki konieczne i wystarczajace, aby
ogdllne réwnanie (6) dato sie napisa¢ w postaci (13). a wiec aby
istniaty liczby
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speitniajace warunki nastepujgce: Mamy réwnosci
A=K, B= — &, C— K(— pa-j- Xb). (15)

Liczby A, p sa spotczynnikami pewnego kierunku
A2-f- 2A\p cos O-j- 2= 1, (16)

a k jest od zera odmienne.

Przedewszystkiem réwnanie (6) naleze¢ musi do Ill. kate-
gorji. Nastepnie z pierwszych dwoéch zwigzkéw (15) otrzymamy
ze wzgledu na warunek (16)

a wiec

gdzie e= + 1, a pierwiastek uwazamy jako dodatni.
Wyrazenie

figurujace pod pierwiastkiem we wzorze na K jest zawsze dodatnie.
W istocie mozemy je napisa¢ w ksztalcie

sumy dwoch kwadratéw, ktéra jest nieujemna i réwna sie zeru
wtedy i tylko wtedy gdy mamy

A — Bcos®= 0, Bsino= 0,
a wiec gdy

Oznaczmy dodatni pierwiastek wyrazenia (18) przez R.
Z pierwszych dwoéch wzoréw (15) otrzymujemy

a wstawiajac te wartosci w trzeci wzér (15) otrzymujemy

Liczby (14) obliczone ze wzoréw (17), (19), (20) spetniaja
warunki (15). A wiec do kazdego uktadu spétczynnikéw A, B, C
w przypadku 111. naleza uktady liczb (14) spelniajace warunki (15).

Geometrja analityczna na ptaszczyznie. 6
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Kazde réwnanie (6) Ill. kategorji jest wiec réwnowazne pew:,
nemu réwnaniu (5) linji prostej, na ktérej lezy punkt P(a, b) spet-
niajacy warunek (20) i ktore] spodtczynniki kierunkowe dane sg
wzorami (19).

Rownanie (6) nazywa sie w przypadku I11. og6lnew réwna-
niem linji prostej *). Bedziemy w dalszym ciggu zaktadali, ze uwa-
zamy réwnanie (6) 1l1l. przypadku.

Mozemy wiec wypowiedzieé

Twierdzenie 1: ,0gé6lne réwnanie pierwszego stopnia (6),
ktérego nie oba spoétczynniki A, B sa réwne zeru, jest réwnaniem
pewnej zupeitnie oznaczone] prostej, ktorej spoétczynniki kierunkowe
dane sg wzorami (19)u.

Uwazajmy teraz dwa ogdlne rownania pierwszego stopnia

i przypusémy, ze te rdwnania sa ogolnemi roéwnaniami jednej i tej-
samej linji prostej |. Niechaj punkt P o spotrzednych a, b bedzie
dowolnie obranym punktem tej linji prostej, a A, p spétczynnikami
dowolnie obranego kierunku tej linji prostej. Réwnanie

jest rownaniem tej linji prostej. A wiec istnieja dwie liczby kli k2
obie od zera odmienne i takie ze zachodza rownosci

Z réwnosci tych wynikajg réwnosci

albo kiadac

réwnosci

gdzie K jest liczba od zera odmienna.

*) Descartes okazuje w ,Geometrie¥ Zze réwnanie 1-go stopnia miedzy
X iy przedstawia prosta. Ogélng posta¢ réwnania prostej znajdujemy u Euler’a
(Introductio).
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Mozemy zatem wypowiedziec:

Twierdzenie 2: ,Dwa ogolne rownania pierwszego stopnia
przedstawiajgce te samag prostg posiadajg spoétczynniki do siebie pro-
porcjonalne i naodwrétu.

4. Inne réwnania linji prostej.

Uwazajmy ogoélne réwnanie linji prostej / (6) i dowolnie obrany
punkt P(a, b) tej prostej. Odejmujac obie strony réwnosci (20) od
obu stron réwnania (6) otrzymujemy réwnanie

linji prostej przechodzacej przez punkt P.

W szczegdélnosci réwnanie prostej przechodzacej przez pocza-
tek uktadu O jest

Jezeli mamy A =5=0 mozemy napisa¢ réwnanie prostej w po-
staci (10), a kiadac

mamy rownanie

Taksamo jezeli B =]=0 mozemy- napisa¢ réwnanie prostej w po-
staci (11), a kladac

mamy réwnanie

Liczby m, n naz}wvajg sie spotczynnikajni katowemi (coefficient
angulaire) prostej. Mamy
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W przypadku prostokatnego uktadu spétrzednych i B= -j- —

mamy
m= cotgep, n= tga®. (32)

Liczby p, 8 sa odpowiednio réwne odcietej punktu, w ktérym
prosta (28) przecina o$ X i rzednej punktu, w ktérym prosta (29)

przecina os$ Y.
Spétczynniki katowe m i N nie zaleza od obioru kierunku

dodatniego na prostej.
Jezeli prosta | przecina obie osie w punktach ii, N odmien-

nych od poczatku ukiadu, mamy nieréwnosci

i rébwnanie prostej napiszemy w postaci

a kladac

w postaci

réwnania odcinkowego prostej, w ktorem a jest odcieta punktu M,
za$ b rzedng punktu N.

5. Punkt i prosta.

Uwazajmy dowolng prostg | o réwnaniu (6) i dowolny punkt P
0 spotrzednych a, b. Obierzmy na prostej Z dowolny kierunek do-
datni o spéitczynnikach A, ia Mamy wiec wzory (19), w ktérych e
oznacza jedne oznaczong z dwéch liczb -J- 1 lub — 1.

Przeprowadzmy 'przez punkt P prosta V prostopadta do |

1 obierzmy na niej kierunek dodatni zawierajgcy kat -f- A z kie-

runkiem osi |. Niechaj A', a' bedg spoétczynniki tego Kkierunku na
prostej . Napiszmy réwnania parametryczne osi V
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gdzie d' jest odlegtosé biezacego punktu Q osi V od P. Niechaj

P(E, n) bedzie punktem przeciecia prostych | iV zas & wartoscig we-
ktora PR. Spoétrzedne &, n spetniajg réwnanie prostej |. Mamy wiec

a stad

Ale mamy wzory

a wiec mamy

Stad otrzymujemy

Otrzymujemy zatem na & wzor

Nazwijmy odlegtoscia punktu P od osi | wartos¢ & wektora PB.
Odlegtosci dwoéch punktow P2 o spétrzednych ax, bl i a2, b2
od osi | sg liczbami tego sgmego znaku, jezeli te punkty lezg po
tej samej prostej |, a liczbami znakéw przeciwnych w przeciwnym
razie. Odlegtos¢ & jest proporcjonalna do wyrazenia

ktére otrzymuje sie wstawiajac spotrzedne a, b punktu P w lewg
strone rownania prostej . A wiec punkty PI5 P2 sg potozone z tej-
samej strony | jezeli wyrazenia

sg tego samego znaku, a po stronach przeciwnych, jezeli wyrazenia
te sa znakédw przeciwnych.
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Czes$¢ piaszczyzny, dla ktérej wyrazenie

jest dodatnie nazywamy czeScig dodatnig ptaszczyzny, a druga czesé
czescia ujemna.

Z réwnan parametrycznych (55) prostej V otrzymujemy réw-
nanie tej prostej rugujac d'

a wstawiajac wyrazenia (37) na spoiczynniki kierunkowe otrzymu-
jemy rownanie

prostej prostopadiej do prostej (b) i przechodzacej przez punkt
P(a, bh).

W przypadku ukfadu osi prostokatnych, 6= n~ gdzien—i 1,

otrzymujemy ze wzorow (37)

a roéwnanie (39) przybierze postaé

6. Rownanie normalne prostej.

Ze wzordéw (37) mozemy wyrazi¢ spotczamniki A i B przez
spétczynniki kierunkowe A'-p.'. Mnozac wzory te obustronnie przez
1 i cos ©i dodajgc otrzymamy

a mnozac obustronnie przez cos 6, 1 i dodajac otrzj-matny

Stad otrzymujemy wzory
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Obierzmy we wzorze (38) jako punkt P poczatek 0 ukiadu
i oznaczmy odlegtos¢ jego przez 0. Otrzymamy

a stad wyrazimy C przez 30 w postaci

Zastepujagc w rownaniu (6) prostej | A, B, C przez wyrazenia
<iane wzorami (42), (43) otrzymujemy rdéwnanie

Réwnanie to nazywa sie normalnem (equation normale).
Zastgpmy w tern rownaniu A, p' przez dostawy kierunkowe
cos @@, cos ©@— @) osi I Mamy (wzory 53 Rozdziatu 11.)

Otrzymujemy wiec rownanie normalne w postaci

Jezeli na prostej | zmienimy kierunek dodatni na przeciwny,
natenczas kat @' powiekszy sie o 1, a réwnoczesnie zmieni sie Kie-
runek dodatni prostej I na przeciwny, a wiec zmieni sie znak
odlegtoéci OR na przeciwny. A wiec réwnania (4+) i (45) pomnoza
sie przez — 1.

Wyprowadzimy teraz w inny sposéb réwnanie normalne pro-
stej . Uwazajmy linje tamang zamknietg ORMAO, w ktérej punkt
M o spétrzednych X, y jest dowolnie obranym punktem na prostej
I, a punkt A jego rzutem na o$ X roéwnolegle do osi y. Rzutujmy
te linje tamang na o$ [ prostopadle do tej osi. Mamy wzér

RU(OR) + RV{RM) -f RV{MB) -f RV{AO) = 0,

gdzie R, oznacza rzut na o$ V. Przytem uwazamy wektory OR,
RM, MA i AO jako potozone odpowiednio na osiach: I, |, na osi
rownolegtej i roéwnoskierowanej z osig Y i na osi X. Mamy wigc



Otrzymujemy zatem

czyli réwnanie normalne (45) prostej |.

. 4
W przypadku ukladu prostokgtnego ©= ——" » rownanie (45)

przybiera ksztatt

Pomiedzy dostawami kierunkowemi cos @', cos(0 — cp')*zacho-
dzi zwigzek (52) Il. Rozdziatu

Niechaj naodwrét dwie liczby U, vV speilniajg zwiagzek
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Kazda z tych liczb co do wartosci bezwzglednej nie jest
wieksza niz 1, albowiem ze zwiazku (48) U wyraza sie przez V
w postaci

u= vcos 6+ VI*— v2sin ©
a L przez U w postaci

v= ucos @+ \l — w2sin @

Obliczmy liczby | i m z réwnan
Mamy
Pomiedzy | i m zachodzi zwigzek

liczby te moga by¢ wiec uwazane jako spéiczynniki pewnego ozna-
czonego kierunku, ktérego dostawami kierunkowymi sa liczby ui v.
Jedna i tylko jedna z liczb w v moze by¢ obrana dowolnie byleby
nie wieksza co do wartosci bezwzglednej niz 1

Jezeli wiec pomiedzy spotczynnikami A, B zachodzi zwigzek

natenczas obliczamy kat ¢' ze wzoréw

Ze wzorow (42) wynika

A wiec €= — 1, gdy sin © jest dodatnie, a €= - 1 gdy sin ©
jest ujemne. Ze wzoru (43) otrzymujemy

Roéwnanie (6) prostej jest w tym przypadku réwnaniem nor-
malnem.
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7. Rownanie prostej przechodzgacej przez dwa dane punkty.

Uwazajmy prosta | przechodzaca przez dwa dane punkty
P\(@is™i) i P2(a2, 62) od siebie odmienne. Roéwnanie prostej prze-
chodzacej przez punkt Pl ma postaé¢ (25)

Poniewaz prosta | przechodzi przez punkt P2, wiec mamy
réwnosc

istnieje wiec liczba k od zera odmienna taka ze mamy

Zatem rownanie prostej Z ma postac

Réwnanie to jest w istocie réwnaniem zupetlnie oznaczonej
prostej, przechodzacej przez punkt Px i P2, a wiec mamy dowdd
analityczny, ze przez dwa od siebie odmienne punkty przechodzi
jedna i tylko jedna prosta.

Roéwnanie (5¥%) mozemy napisa¢ w postaci nastepujacej

8. Dwie linje proste. Dwa réwnania pierwszego stopnia
o dwéch niewiadomych.

Uwazajmy dwie dowolnie obrane linje proste Z, 12 na ptasz-
czyznie o réwnaniach

Nie obie liczby AX, BX réwnocze$nie réwnaja sie zeru i taksamo
nie obie liczby A2, B2 réwnoczesnie réwnaja sie zeru.

Do ukfadu dwoch réwnan (55) nalezy pewna macierz M, tj. ta-
bela utworzona ze spoétczynnikéw tych réwnan, a mianowicie macierz
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Wiei'sze tej macierzy utworzone sg odpowiednio ze spoétczynnikéw
pierwszego i drugiego rownania, a kolumny macierzy sa utworzone
odpowiednio ze spoétczynnikéw przy X, przy Yy i z wyrazéw wol-
nych réwnan (55). Macierz taka nazywa sie macierzg rownan dwoch
prostych.

Z trzech kolumn macierzy M mozemy utworzy¢ trzy kombi-
nacje dwoch kolumn, a mianowicie 1-szej i 2-giej kolumny, 2 giej
i 3-ciej, 3-ciej i 1l-szej kolumny. Przytem uwazamy liczby 1, 2, 3
jako nastepujace po sobie w porzadku cyklicznym tj. po liczbie 3
nastepuje liczba 1. Otrzymujemy w ten spos6b trzy macierze o dwdéch
wierszach i dwoéch kolumnach

Sa to macierze kwadratowe tj. o réwnej liczbie wiersz}® i kolumn.
Macierze kwadratowe nazywamy wyznacznikami, a mianowicie w na-
szym przypadku wyznacznikami drugiego stopnia. Wyznaczniki (57)
nazywamy wyznacznikami nalezacemi do réwnan (55) i oznaczamy
je odpowiednio literami y, o, B. Liczby A, B. C nazywaja sie ele-
mentami macierzy.

Wartoscig wyznacznika drugiego stopnia

nazywamy wyrazenie

Oznaczajgc wiec wartos¢ wyznacznikéw (57) temi samemi literami
co same wyznaczniki mamy

Widoczna, ze warto$¢ wyznacznika zmieni sie na wartosé
0 znaku przeciwnym jezeli albo przestawimy oba wiersze wyzna-
cznika albo obie kolumny

Pomiedzy liczbami a, B. y a elementami wyznacznikéw (57)
mamy nastepujace zwigzki
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W ustepie 3 otrzymalismy warunki (24) konieczne i wystar-
czajace, aby rownania (55) przedstawialy te sama linje prosta. Ze
wzoréw (08) na wartosci wyznacznikéw (57) widzimy, ze koniecz-
nym warunkiem, aby réwnania (55) przedstawialy te sama prosta
jest, aby wszystkie te wyznaczniki miaty wartos¢ zero. Warunki
te sa tez wystarczajace. W istocie, niechaj np. AX bedzie od zera
odmienne. Ze zwigzku

4i B, — A2B!'= 0

wynika, ze i 4ajest od zera odmienne, inaczej A2 i B2 bylyby
rownocze$nie zero. Kltadac

otrzymujemy

a ze zwiazku

otrzymujemy

a wiec zachodza warunki (24).

Dwie proste /2 moga mie¢ wzgledem siebie trojakie poto-
zenie. 1) Sg od siebie odmienne i przecinajg sie. 2) Sa od siebie
odmienne i réwnolegte do siebie. 3) Zlewaja sie ze soba. W pierw-
szym przypadku réwnania (49) maja jeden jedyny wspélny ukitad
pierwiastkow y. W drugim przypadku réwnania te nie maja
zadnego wspolnego uktadu pierwiastkéw. Wreszcie w trzecim przy-
padku réwnania te majg nieskonczenie wiele wspoélnych ukiadéw
pierwiastkéw, a mianowicie kazdy uklad pierwiastkéw spetniajacy
jedno dowolne z tych rdéwnan speinia i drugie rownanie.

WidzielisSmy, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
aby zachodzit trzeci przypadek jest, by wszystkie trzy liczby o, B, ¥
byty réwne zeru. Przypusémy teraz, ze zachodzi przypadek pierw-
szy i niechaj & N bedzie wspdlny ukiad pierwiastkow réwnan (55).
Uwazajmy rownosci

i pomnézmy je odpowiednio przez i>2, — a nastepnie dodajmy
je do siebie. Otrzymamy
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Tak samo pomnézmy rownosci te przez — AXx i dodajmy
je do siebie. Otrzymamy

y jest od zera odmienne, albowiem gdyby byto y = 0 musia-
tyby zachodzi¢ réwnosci

i mielibySmy przypadek trzeci. Zatem warunkiem koniecznym aby
zachodzit pierwszy przypadek jest by wyznacznik y byt od zera
odmienny.

Warunek ten jest wystarczajacy. W istocie jezeli warunek
ten jest speiniony, wielkosci

spetniajg rownania (55), albowiem mamy

Jezeli wiec mamy Yy = 0, natenczas moga tylko zachodzi¢
przypadki drugi i trzeci. Aby zachodzit przypadek drugi potrzeba
i wystarcza aby przynajmniej jedna z liczb o, B byta od zera od-
mienna.

Dochodzimy zatem do nastepujacego rezultatu:

Twierdzenie 3. ,Dwie linje proste przecinajg sie, sa do
siebie rownolegte od siebie odmienne Ilub zlewajg sie ze sobg za-
leznie od tego czy y ={=0, czy y = 0, ale nie obie liczby a, B sa
rowne zeru. lub czy wszystkie trzy liczby a, B, y, réwnaja sie
zeru. Rownania (55) tych prostych maja jeden jedyny ukiad roz-
wigzan, nie posiadajg zadnego ukitadu rozwigzan lub posiadajg nie-
skonczenie wiele ukiadéw rozwigzan przyczem kazdy uklad roz-
wigzan spetniajacy jedno dowolne z tych dwéch réwnan spetnia
i drugie rownanie, zaleznie od tego czy zachodzi pierwszy, drugi
czy tez trzeci przypadek odnosnie do wartosci wyznacznikow
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Dwa réwnania (55) pierwszego stopnia sa od siebie niezalezne,
jezeli niema statej K od zera odmiennej, dla ktérej zachodza réw-
nosci (24), w przeciwnym razie nazywaja sie zalezne od siebie.
A wiec w pierwszym i drugim przypadku, rownania te sg od siebie
niezalezne, a w trzecim przypadku réwnania te sg od siebie zalezne.

Dwie proste lIt /2 nazywajg sie hiezalezne od siebie lub za-
leznej zaleznie od tego czy ich réwnania (55) sg od siebie nieza
lezne, czy tez sa zalezne A wiec dwie proste zalezne zlewajg sie
ze soba i naodwrot.

tatwo bezposrednio skonstatowaé, ze warunkiem koniecznym
i wystarczajagcym réwnolegtosci dwoch prostych jest y = 0. W istocie,
jezeli An pj sa spoétczynniki pewnego kierunku na linji prostej Ilr
a A2, Y2 spétczynniki pewnego kierunku na prostej /2 mamy

gdzie kx, k2 sa pewne dwie liczby od zera odmienne. A wiec stad
otrzymujemy

Zatem y obraca sie w zero réwnoczesnie z Alp2 — A2y,.
Mamy wiec warunek rownolegtosci

Tak samo otrzymamy warunek konieczny i wystarczajacy
prostopadtosci dwéch prostych wyrazony przez spétczynniki row-
nan (55) obu prostych. Mamy warunek konieczny i wystarczajacy

a wstawiajgc wyrazenia na spoétczynniki kierunkowe otrzymujemy
warunek prostopadtosci

W szczegdlnym przypadku uktadu prostokatnego spétrzednych
warunek ten przyjmuje postac¢
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9. Peki linij prostych.

Uwazajmy dwie proste Ix, 12 o réwnaniach (55) i zat6zmy,
ze zachodzi pierwszy przypadek tj. y¢@ 0. Niechaj & n bedg spot-
rzedne punktu P przeciecia obu prostych. Mozemy réwnania (55)
napisa¢ w postaci

Pomnoézmy réwnania (55) przez dwie dowolne liczby KklIt k2 nie
obie réwne zeru i dodajmy je do siebie. Otrzymamy réwnanie

albo réwnanie

Réwnanie to jest rownaniem pewnej oznaczonej prostej, prze-
chodzacej przez punkt P albowiem nie oba spétczynniki przy X i y
réwnaja sie rownoczesnie zeru. Uwazajmy dowolng prosta | prze-
chodzacg przez punkt P o réwnaniu (6)

Roéwnanie to mozemy napisa¢ w postaci

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby réwnanie to
dato sie napisa¢ w postaci (64) lub (65) jest istnienie dwoch liczb
k1, k2 spetniajacych réwnania

Ale poniewaz y @ 0 wiec istnieje jeden jedyny ukiad liczb
spetniajagcych te dwa réwnania i na nie mamy wzory

Istnieje wiec jeden jedyny ukiad liczb nie obu réwnych zeru
tak, ze zachodza trzy roéwnosci
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Zbiér prostych przechodzacych przez punkt P tworzy jak
wiemy z rozwazan ustepu 1. Rozdziatu Il. pek prostych o wierz-
chotku P. Dwie dowolne od siebie odmienne proste 115 /2 peku
wyznaczajag w zupetnosci ten pek, a réwnania (63) lub (64) przed-
stawiaja wszystkie proste peku i tylko te proste. Mozemy zatem
kazde z nich nazwaé¢ roéwnaniem peku prostych. Réwnanie (63) na-
zywamy linjowg kombinacjg réwnan (55) obu prostych, a kit k2
parametrami rownania (63) peku.

10. Symboliczne oznaczanie réwnan prostych.

Lewa strone réwnania (6) linji prostej mozna oznaczy¢ jedna
literg L, piszac symboliczne réwnanie linji prostej w postaci

L=0. (68)
Mozemy wiec réwnania (55) napisa¢ symbolicznie w postaci
L,= 0, L2—0,
a roéwnoczesnie (63) symbolicznie w postaci
kiLi«“ kAN o

Tozsamo$¢ lewych stron L i L' dwdch réwnan

A wiec jezeli réwnanie (68) jest rownaniem prostej (63) peku
(P) mozemy napisa¢ symboliczng tozsamos¢

LssjfcjLj + fc.L,, (69)

réwnowazng trzem réwnosciom (67).
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11 Dwusieczne dwodch prostych przecinajacych sie.

Uwazajmy znéw dwie proste 12 przecinajace sie w punk-
cie P. Pomiedzy prostymi peku (P) szczegdlnie wazne sa proste,
potowigce katy jakie proste Ix, /2 zawierajg ze soba, tj. dwusieczne
(bisectrices) katow.

Proste te, I\ i |2 posiadaja te wilasno$é, ze ich punkty sa
réwno oddalone od obu prostych N i 12 Wyprowadzimy ich réw-
nania opierajagc sie na tej ich wiasnosci.

Uwazajmy wiec punkt M na ptaszczyznie i zatézmy ze punkt
ten jest réwno oddalony od obu prostych Ix i 12, Obieramy na
prostych tych kierunki dodatnie o spoétczynnikach kierunkowych
A, i A2, py2. Mamy

Geometrja analityczna na ptaszczyznie.
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Odlegtosci = MAXi 55= MA2 punktu M od prostych Ix, 12
na osiach przechodzacych przez ten punkt i zawierajacych katy

2 z 08%am” hj h s4

Mamy wiec dla punktu M warunek

gdzie N— -J3-1 albo — 1
Otrzymujemy zatem dla miejsca geometrycznego punktéw M
réwnanie

przedstawiajgce dwie linje proste. Znakowi n= —-1 odpowiada na
figurze (10) prosta /2, na ktérej potozony punkt M" posiada odleg-
tosci M"A"Xi M" A"\ réwnych znakéw. Znakowi n= — 1 odpo-
wiada na figurze prosta /I5 na ktérej potozony punkt M' posiada
odlegtosci M' Ax, M' Al znakéw od siebie odmiennych. Ze proste
2, 12 sa dwusieczne katéw jakie proste 11} 12 ze sobg zawierajg
mozna tez latwo skonstatowa¢ rachunkiem opierajgc sie na wzorach
Rozdziatu Il. wyrazajacych funkcje trygonometryczne katéw da-
nych kierunkéw przez ich spétczynniki kierunkowe.

12. Peki niewtasciwe linij prostych.

Uwazajmy dwie linje proste 12 o réwnaniach (55) i za-
t6zmy, ze zachodzi przypadek drugi, tj. ze te proste sa od siebie
odmienne i do siebie rownolegte. Niechaj kX k2 bedg dwie dowolne,
liczby nie obie réwne zeru. Mamy

Prosta | przedstawiona réwnaniem (64) jest wiec réwnolegta
do prostych Ix i 12 Wyjatek zachodzi w przypadku, gdy mamy
réwnoczesnie
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W przypadku tym mamy

w przeciwnym bowiem razie wszystkie trzy wyznaczniki o, 3, y
réwnatyby sie zeru.

Uwazajmy teraz naodwro6t prosta o réwnaniu (8) réwnolegig
do prostych lly

Mamy wiec

Udowodnimy, ze istnieje jeden jedyny uktad dwoch liczb kx, &
nie obu réwnych zeru spetniajacych warunki

Zat6ézmy =]=0. Wéwczas mamy tez 5=0; Uwa-
zajmy pierwsze i trzecie réwnanie (71)

Te dwa réwnania pierwszego stopnia o dwoch niewiadomych k2
posiadaja jeden jedyny uklad rozwigzan. W istocie wyznacznik
przy niewiadomych

jest od zera odmienny, albowiem w przeciwnym razie z réwnosci

otrzymalibysmy mnozac te réwnos$ci przez Cx,— BX i dodajac do

siebie

a wiec

Zatem wszystkie trzy liczby a, B, y réwnalyby sie zeru, co nie
zachodzi.
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Mamy wiec na kx, k2 wzory

Wartosci te na k1. k2 spetniajg drugie réwnanie

albowiem mamy

Uogoélnimy teraz poprzednio wprowadzone pojecie peku pro-
stych. A mianowicie nazwiemy pekiem niewlasciwym zbiér wszyst-
kich prostych do siebie rownolegtych, nazywajac pekami wiasciwymi
peki dotychczas uwazane. Widzimy, ze wszystkie proste peku nie-
wiasciwego i tylko te proste mozna przedstawi¢ réwnaniami (63)
lub (64), z ktorych kazde mozna nazwaé roéwnaniem peku niewtasci-
wego prostych, a k2 parametrami peku niewlasciwego.

13. Trzy linje proste. Trzy réwnania pierwszego stopnia
o dwoéch niewiadomych.

Uwazajmy teraz trzy dowolnie obrane proste na ptaszczyznie
Zj, 2, 13. Moga one wzgledem siebie zajmowac¢ rozmaite potozenia.
Zaleznie od tego, czy pewne z tych prostych zlewajg sie ze soba
czy tez nie i czy pewne z nich sg do siebie rownolegte czy tez
nie mozemy odrézni¢ nastepujacych 7 przypadkoéw:
I. Wszystkie proste zlewaja sie ze soba.
Il. Dwie proste zlewajg sie ze sobg a trzecia jest odmienna i do
nich réwnolegta.
I11. Dwie proste zlewaja sie ze soba a trzecia je przecina.
IV. Wszystkie proste sa od siebie odmienne i do siebie réwno-
legte.
V. Dwie proste sg do siebie réwnolegte i odmienne, a trzecia
je przecina.
V1. Wszystkie proste przecinajg sie w jednym i tymsamym punkcie.
VIl. Wszystkie proste przecinajg sie w trzech od siebie odmiennych
punktach.
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Uwazajmy réwnania trzech prostamh w postaci

Roéwnoczesnie z réwnaniami tymi uwazamy wyznacznik trze-
ciego stopnia tj. wyznacznik W o trzech wierszach i trzech kolum-
nach utworzony ze spéitczynnikéw tych réwnan jako elementow

Bedziemy przyjmowali porzadek cykliczny nastepstwa prostych
i,, 2, 13, tj. po prostej 1% nastepuje prosta Ix. Mamy trzy macierze
trzech par prostych 2, /3; /3, I\ 12

otrzymujace sie przez przekreslenie w wyznaczniku W odpowiednio
wiersz}- 1-go, 2-go i 3-go. Do macierzy tych naleza odpowiednio
wyznaczniki

1o, TU a2s 72) i2) 035 pps i3S (")
ktére sie otrzymuje z macierzy (74), przekreslajac odpowiednio
kolumny 1-szg, 2-gag, 3-cia.

Wyznaczniki drugiego stopnia (75) otrzymuje sie wiec z W
przekres$lajac po jednym wierszu i po jednej kolumnie. A miano-
wicie nalez}- po przekresleniu wiersza uporzadkowaé cyklicznie
pozostate wiersze i tak samo nalezy postgpi¢ po przekresleniu ko-
lumny. Przekreslony wiersz i przekreslona kolumna posiadajg jeden
element wspodlny, a wyznacznik drugiego stopnia otrzymany przez
przekreslenie tego wiersza i tej kolumny i po uporzadkowaniu
cyklicznem pozostatych nazywa sie minorem nalezacym do wspdl-
nego elementu. A wiec wyznaczniki (75) sa odpowiednio minorami
nalezagcymi do elementow

Jezeli w wyznaczniku W przekreslimy iy wiersz i j@ kolumne,
gdzie i, j sa to pewne z liczb 1, 2, 3, natenczas otrzymany wy-
znacznik drugiego stopnia ma albo tesama warto$¢ co odpowiedni



102

minor, albo tez roézni sie od wartosci minora znakiem. A miano-
wicie dla elementéw C1} A3, C8 wyznacznik jest bezposrednio
minorem. Do elementu Bt nalezy wyznacznik réznigcy sie od od-
powiedniego minoru zaréwno porzadkiem wierszy jak i porzadkiem
kolumn, a wiec majacy te samag warto$¢ co minor. Nareszcie do
elementéw BXx, A2, C2, B3 nalezg wyznaczniki réznigce sie znakiem
od odpowiednich minordw.

Wyprowadzimy teraz pewne podstawowe zwigzki zachodzace
pomiedzy minorami i elementami wyznacznika W.

Utwoérzmy sume

gdzie i, j sa dwie rézne od siebie liczby z pos$réd liczb 1, 2, 3.
Widoczna ze te sumy maja warto$¢ 0, albowiem sg to sumy ilo-
czynéw minoréw nalezgcych do jednej z macierzy (71) przez ele-
menty jednego z wierszy tej macierzy.

Uwazajmy teraz sumy

gdzie i jest jednag z liczb 1, 2, 3. Sumy te mozna napisa¢ w postaci

gdzie z—1 jest tg z liczb 1, 2. 3, ktéra w porzadku cyklicznym
nastepuje po i, a i-)-2 tg z liczb 1, 2, 3, ktéora w porzadku cy-
klicznym nastepuje po z—1. Kazda z tych sum skiada sie z 6
sktadnikéw, a kazdy sktadnik jest iloczynem trzech spéiczynnikéw
A, B, C Skifadniki te przechodza w siebie, jezeli przestawimy cy-
klicznie A, B, C w B, C A; B. CA w 6, A B i C A B
w A, B, C Trzy skfadniki majg znak -f-a trzy znak — . Prze-
stawienia poprzednie liter A, B, C sg réwnowazne przestawieniom
wskaznikéw przy A, B, C a mianowicie w skfadnikach dodatnich
permutacja

przechodzi kolejno w permutacje

a w skiadnikach ujemnych permutacja
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przechodzi kolejno w permutacje
Stad wynika, ze wyrazenie Sit nie zmieni sie, jezeli zasta-
pimy i przez i+1 lub przez i-j- 2, a tylko jedne skiadniki prze-

chodza w drugie.
Wyrazenie to oznaczymy przez S. Mamy

a wiec mamy

Przestawiajgc litery A, B, C cyklicznie otrzymamy

Uwazajmy teraz trzy proste i zatbzmy, ze zachodzi przy-
padek |. Wiemy, ze wowczas wszystkie minory drugiego stopnia
(75) rownaja sie 0. Ale jezeli z trzech par dwoéch prostych, ktére
mozna utworzy¢ z trzech danych prostych dwie pary maja proste
zlewajgce sie ze sobag, natenczas zlewajga sie ze soba i proste trzeciej
pary. Zatem jezeli di5 fn yli o8, B2, y2 réwnajg sie zeru, réwnaja
sie réwniez zeru as, B3, y3. Mozna to tez tatwo udowodni¢ rachun-
kiem. Poniewaz mamy

wiec istnieje liczba kx=}0 taka, ze zachodzg réwnosci

Poniewaz dalej mamy

wiec istnieje liczba k¥ @ 0 taka, ze zachodzg réwnosci

Zatem kiadac

otrzymujemy rownosci
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a wiec mamy
as— i — Ys= 0.

Zalézmy teraz, ze zachodzi przypadek Il. i ze proste i /a
zlewajg sie ze sobg. Mamy woéwczas

Nie obie wielkosci a, i Bx réwnoczesnie réwnajg sie zeru i tak
samo nie obie wielkosci a2 i B2 réwnoczesnie réwnaja sie zeru.
Zresztg z roéwnosci

wynika

albowiem z réwnosci
wynika albo
albo

wiec z réwnosci
wynika

wiec znéw mamy

Tak samo PBj — 0 pocigga za soba p2= 0, jezeli trzy minory
a3, B35 T3 s4 roéwne zeru.

Jezeli dwie pary wsréd trzech par prostych, ktére mozna
utworzy¢ z trzech prostych maja proste do siebie réwnolegte, na-
tenczas sa do siebie rownolegte i dwie proste trzeciej pary. Zatem
jezeli dwie z trzech wielkosci VYi7 y2, y3 réwnajg sie zeru, naten-
czas rowna sie zeru i trzecia wielkos¢. Dowéd analityczny zawarty
jest w poprzednich rozumowaniach.

Zatézmy teraz, ze zachodzi przypadek I1ll i ze proste /n 12
zlewaja sie ze soba. Mamy teraz
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Warunki konieczne i wystarczajace, aby =zachodzit przypa-
dek 1V. sa nastepujace

T=1R2= B=0

i przynajmniej jedna z liczb kazdej z trzech par an a2, B4;
a3, B8 jest od zera odmienna Zreszta znikanie dwodch wielkosci y
pocigga za soba jak widzieliSmy znikanie trzeciego v.

Zat6zmy, ze zachodzi przypadek V. i ze proste It, 12 sg do
siebie rownolegte, a prosta Iz je przecina. Mamy teraz

3= o
Ttd°> T2® 0,
nie obie wielkosci a3. B3 réwnajg sie zeru.
W przypadkach VI. i VII. zadna z wielkosci y nie réwna sie 0.
Zatézmy, ze zachodzi przypadek V1., a wiec istnieje ukitad war-
tosci &. n spetniajacych réwnania (72). Mamy wiec

Mnozac rownosci te obustronnie przez y,, y2, y3 i dodajac otrzy-
mujemy réwnosé

Spoétczynniki przy & i f sg to sumy iloczynéw elementow
jednej kolumny wyznacznika W przez minory nalezace do innej
kolumny Kazda taka suma ma warto$¢ zero. W istocie uwazajmy
wyznacznik

ktéry otrzymuje sie z wyznacznika W zamieniajagc wiersze tego
wyznacznika na kolumny, a kolumny na wiersze 1 zachowujac
porzadek w jakim wiersze i kolumny w wyznaczniku W po sobie
nastepuja. Wyznacznik taki nazywa sie przestawionym Ilub transpo-
rtowanym wyznacznikiem wyznacznika W. Widoczna, ze minory
nalezace do elementéw tego wyznacznika réwnajg sie minorom
nalezgcym do tych samych elementéw w wyznaczniku W, albowiem
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réznig sie od tych minoréw tylko tern, ze wiersze i kolumny mi
lioréow wyznacznika W sa przestawione. Zatem sumy iloczynéw
elementéw pewnego dowolnego wiersza wyznacznika W  przez
minory nalezace do elementéw pewnego réwniez dowolnego wiersza
tego wyznacznika réwnaja sie minorom iloczynéw elementéw pew-
nej kolumny wyznacznika W przez minory nalezace do elementéw
pewnej kolumny tegoz wyznacznika. Oznaczajac przez S' sume

dla wyznacznika W analogiczng do sumy dla wyznacznika W
mamy

95— 0
jezeli i={=j, jezeli zas i = j mamy

<)/(): s(i: S.
Otrzymujemy wiec warunek
S = o.

Zatem warunki konieczne i wystarczajgce, aby zachodzit przy-
padek VI. sa
Yiod T2¢0, 1390,
5=0,

a warunki konieczne i wystarczajace, aby zachodzit przypadek VII. sa

TidP0' Tvd 0’ Ya ®©
3 O.
W przypadkach 1 — IV. wyznacznik W ma warto$¢ zero.
Jedyne przypadki, w ktéorych 5¢ 0 sa przypadki VII. i V.

*W istocie, gdyby w tym ostatnim przypadku byto S = 0. mieli-
bysmy réwno ci

DOYL DA 2
BTt ~2Ta
CxYa @ C2y2= 0.

0,
0

1

Mnozac pierwszg réwnosé przez G2, trzecig przez — A2 i do-
dajac je do siebie otrzymujemy

(Aj C2— A2Cj)Yj= O,

a mnozac druga rownos$¢ przez C2 trzeciag przez — B2 i dodajac
mamy
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Zatem albo mamy

T3 — = ~5

albo tez yl= 0, a wiec i y2=U. Ale w obu razach nie mégtby
zachodzi¢ przypadek V.

Zwréémy sie teraz do réwnan (72). WidzieliSmy, ze wa-
runkiem koniecznym aby te trzy réwnania o dwoéch niewiadomych
mialy przynajmniej jeden uktad pierwiastkéw jest S= 0. Jezeli
przynajmniej jeden z minoréw y jest od zera odmienny, natenczas
istnieje jeden jedyny ukiad §, n pierwiastkéw tych réwnan. W istocie
niechaj np. bedzie y3¢@ 0. Wéwczas pierwsze i drugie roéwnanie
(72) maja jeden jedyny uktad pierwiastkéw wspoélny i mamy wzory

Pierwiastki te speiniaja i trzecie réwnanie, albowiem mamy

H- [ ==~ (Asal3-f P3B3¢ civs) = 0.
Ys
Jezeli wszystkie trzy minory y sa réwne 0, natenczas wa-
runkiem koniecznym i wystarczajagcym aby istniat uklad pierwiast-
kéw rownan (72) jest, aby wszystkie minory (75) réwnaty sie 0.
Woéwczas kazdy ukiad pierwiastkow jednego dowolnego z tych
réwnan spetnia dwa pozostate réwnania. Mamy wiec nieskonczenie
wiele uktadéw pierwiastkéw réwnan (72). Rezultaty te sg oczy-
wiscie zgodne z rezultatami otrzymanymi przy dyskusji potozen
wzajemnych trzech prostych It.
Jezeli mamy S¢@ 0 i zaden z minoréw y4 nie rowna sie zeru,
trzy proste przecinaja sie w trzech od siebie odmiennych punktach
P,, P2, P3; na ktérych spéitrzedne mamy wzory

Otrzymane rezultaty mozemy zawrze¢ w nastepujacej ta-
beli :
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Warunki konieczne i wystarczajaco: Stad wynika: Wspdlne punkt

14. Zalezno$¢ 1 niezalezno$¢ trzech réwnan pierwszego sto-
pnia o dwoéch niewiadomych Zaleznos¢ i niezalezno$¢ trzech
prostych.

Uwazajmy znow réwnania (72) trzech prostych. Réwnania te
nazywajg sie zalezne od siebie, jezeli istniejg trzy liczby Kkly ki} kz
nie wszystkie rowne 0, takie, ze jezeli te réwnania pomnozymy
przez te liczby i dodamy do siebie otrzymamy identycznie 0. ROw-
nania nazywaja sie niezalezne w przypadku przeciwnym. Trzy proste
nazywaja sie w pierwszym przypadku zalezne od siebie, w drugim
przypadku niezalezne.

Aby wiec réwnania (72) byly zalezne potrzeba i wystarcza,
aby istniaty trzy liczby k{. i — 1, 2, 3 nie wszystkie réwne 0 spet-
niajgce réwnania

Sa to trzy réwnania jednorodne o trzech niewiadomych. Wa-
runkiem koniecznym, aby liczby kt istniaty, jest aby wyznacznik
tych réwnan, tj. wyznacznik W miat warto$s¢ 0. W istocie, mnozac
te réwnania odpowiednio przez minory nalezagce do elementéw
pierwszego wiersza wyznacznika W i dodajac otrzymamy

i tak samo otrzymamy
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Warunek S = 0 jest i wystarczajacy. Zachodzi¢ tu moga
2 przypadki: 1. Nie wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika
W' sg réwne 0. 2. Wszystkie minory, sg3 0. W przypadku 1. uwa-
zamy takie dwa rdéwnania (78), ktérym odpowiada minor od zera
odmienny. Jezeli przynajmniej jeden z minoréw y jest ¢ 0, na-
tenczas uwazamy 1-sze i 2-gie réwnanie. Wzdér ogélny na ukiady
liczb speiniajacych te réwnania mozna napisa¢ w postaci

1~ PNI5 72—PI2 8= PFi3

gdzie p jest dowolna liczba i te wartosci na k{ spetniajg i trzecie
rownanie (78). Tak samo jezeli jeden z minoréw a wzglednie mi-
noréw [i jest od zera odmienny, otrzymamy najogélniejsze rozwia-
zanie réwnan (78) w postaci

wzglednie

W 2. przypadku uwazamy to z dwoéch pierwszych rownan (78),
ktorego nie wszystkie spotczynniki sa réwne 0. Mozemy rozwigzac
to rownanie wzgledem niewiadomych obierajgc dwie z liczb kt zu-
petnie dowolnie. Jezeli np. AxI=0 natenczas otrzymamy

W ten sposdb otrzymane ukitady wartosci na niewiadome spetniaja
pozostate dwa réwnania, albowiem wszystkie minory drugiego sto-
pnia réwnaja sie zeru, wiec spoétczynniki Bt i Ct sg proporcjonalne
do spoétczyunikéow At.

Zatem trzy proste I( sa zalezne w przypadkach 1—1V i VI,
za$ niezalezne w przypadkach V i VII Mianowicie w przypadku I
kazde 2 proste sa zalezne i dwie z liczb kt mozna obraé dowolnie,
a w przypadkach II, I1I, IV i VI tylko jedne liczbe k{ mozna
obra¢ dowolnie. Jezeli jeden z minoréw a, B, Y, jest od zera od-
mienny, natenczas kt mozna obraé¢ dowolnie.

Prosta ktérej odpowiada liczba k, od zera odmienna na-
zywa sie zalezng od prostych pozostatych, a jej réwnanie zaleznem
od réwnan pozostatych. Spotczynniki Ai: A, C sa woéwczas linjo-
wymi kombinacjami spoétczynnikéw dwdéch pozostatych réwnan.
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Mozemy wiec wypowiedzieé

Twierdzenie 4: ,Trzy proste sa zalezne od siebie lub nie,
zaleznie od tego czy wyznacznik W ma warto$¢ zero, czy tez nie.
Jezeli S= 0, ate nie wszystkie minory drugiego stopnia réwnaja
sie zeru, natenczas nie wszystkie trzy proste sg od siebie zalezne,
a prosta /(, dla ktorej przynajmniej jeden z minorow of, 4 jest
od zera odmienny, jest zalezng od dwoch innych prostych. Jezeli
wszystkie minory drugiego stopnia rdéwnaja sie zeru, natenczas
kazde dwie proste sa od siebie zalezneu.

15. Cztery proste na ptaszczyznie. System linij prostych
na ptaszczyznie.

Uwazajmy trzy proste IX, 12, I3 od siebie niezalezne o réwna-
niach (72). Uwazajmy précz tego dowolnie obrang prostag | o row-
naniu

Okazemy, ze mozna w jeden jedyny sposdéb obra¢ trzy liczby
*1. &, & tak, ze jezeli pomnozymy réwnania (72) przez te liczby
i dodamy je do siebie otrzymamy réwnanie (79). W tym celu uwa-
zamy trzy rownania pierwszego stopnia o trzech niewiadomych

&, s

Pomnézmy roéwnania te przez minory oax Bx, yX i dodajmy je do
siebie. Otrzymamy

S= Aax-j- 2Bx-(- 6'yx
a wiec

AN "a B~ <

Tak samo otrzymamy

Wartosci te na &, &, A3 spetniajg réwnania (80) i sg jedy-
nym uktadem wartosci spelniajacym roéwnania (80).
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Méwimy, ze prosta 1ljest zalezna od trzech prostych lly 22, I3
i ze rébwnanie (79) jest zalezne od rownan (72). A wiec kazda prosta
jest zalezna od trzech prostych niezaleznych i kazde rdéwnanie
pierwszego stopnia jest zalezne od trzech réwnan niezaleznych.
Uktad wszystkich prostych na ptaszczyznie nazywamy systemem
prostych. Mamy wiec

Twierdzenie 5: ,Kazda prosta systemu prostych na pta-
szczyznie jest zalezna od trzech dowolnych prost}ich niezaleznych
od siebie. Kazde cztery proste systemu sg od siebie zalezne#

Jezeli wiec

Li= o, i= 1, 2, 3, 4

oznaczajg réwnania czterech prostych dowolnych systemu, natenczas
istnieja cztery liczby kit i = 1, 2,.3. 4 nie wszystkie réwne zeru,
takie, ze zachodzi tozsamos¢
4
NKk,L t= 0.

«1

16. Rownanie tinji prostej w postaci wyznacznika

Uwazajmy prosta | o réwnaniu (79) i dwa na niej lezace od
siebie odmienne punkty P,, P2 o spétrzedi~ch xr, yli yi. Za-
chodzg wiec roéwnosci

Axl+ Byl-f C=0,
Ax2-f- Ey2-\- C= 0.

Uwazajmy dowolny punkt P tej prostej o spétrzednych &, n.
Mamy wiec
Af—+Bn4-C= 0. (82)

Istniejg wiec trzy liczby nie wszystkie réwne zeru, speilniajace trzy
réownania (81) i (82), w ktorych A, B, C uwazamy jako niewia-
dome. Stad wynika, jak widzieliSmy, ze wyznacznik

Vi1l
1

&n |l
réwna sie zeru.

A wiec spétrzedne dowolnego punktu prostej | obracajg w zero
wyznacznik
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jezeli zamiast X, y wstawimy spo6trzedne tego punktu.

Naodwrét uwazajmy wj”znacznik -M w ktorym liczby y X
i a2, y2 sa spotrzedne dwoéch dowolnych od siebie odmiennych
punktow JP, P2 Wyznacznik ten obraca sie w zero jezeli zamiast
X, Y wstawimy spo6trzedne tych dwéch punktéw. Rozwinmy wy-
znacznik wedtug ostatniego wiersza. Otrzymamy

a wiec lewa strone rownania prostej przechodzacej przez punkty
Pj, Pt.

Zatem roéwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty mozna
napisa¢ w postaci wyznacznika trzeciego stopnia.

Stad otrzymujemy warunek konieczny i wystarczajacy aby
trzy punkty Pn P2, P, lezaly na jednej i tej samej prostej w po-
staci nastepujacej

17. Szczegdllne przypadki trzech prostych.

Uwazajmy trzy proste . 2, /s o réwnaniach (72) przecina-
jace sie w trzech od siebie odmiennych punktach Pj, P25 P3 o spét-
rzednych ¢n rj,; &2, n2; &3, 3. W zwigzku z tréjkatem T utworzo-
nym przez te trzy proste mozemy uwaza¢ nastepujace trojki prostych:

I. Trzy proste kt, i= 1, 2, 3 przechodzace przez punkt}® P,
i prostopadte do przeciwlegtych bokéw tréjkata T a wiec do pro-
stych lu wysokosci tréjkata T.

Il. Trzy proste st symetralne bokéw trojkata T, tj. prostopadie
do prostych i przechodzace przez punkty Qf, i— 1, 2, 3 poto-
wigce boki tréjkata.
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I1l. Trzy proste m|t srodkowe tréjkata I, tj. taczace punkty Pt
ze $rodkami Qt przeciwlegtych bokow.

IV. Trzy 'proste < symetralne katdw tréjkata I, tj. przecho-
dzace przez wierzchotki P(i potowigce katy wewnetrzne tréjkata T.

Udowodnimy, ze proste kazdej z tych czterech tréjek pro-
stych przecinaja sie w jednym punkcie.

I. Réwnania trzech prostych sg nastepujgce

(Atcos ®— BY(x — &) -f- (A, — Btcos 6)(y — n(Q = 0O, (86)
i= 1, 2, 3..

Zadne dwie z tych trzech prostych nie sg do siebie réwno-
legte. Jezeli wiec okazemy, ze te 3 proste sg od siebie zalezne,
natenczas okazemy, ze wyznacznik réwnan (86) ma wartos¢ O,
a wiec, ze zachodzi przypadek VI.

Pomnézmy roéwnania (86) odpowiednio przez y,, y2, y3 i do-
dajmy je do siebie. Widocznie, ze otrzymamy 0 jako spodiczynnik
przy X i tak samo 0 jako spoétczynnik przy y. Wyraz wolny bedzie

J

—JE{Atcos ©— BY) yt — Bi cos 0)n(y.,
i H
a wiec otrzymamy
S 3

—"™(Ai cos ©— Bda, —JE£(Ai — B\cos 0)B4
H 4
co jest réwne O.
Roéwnania (86) sa wiec zalezne i mamy

kt= Yt i= 1, 2, 3.

Twierdzenie jest wiec udowodnione.
Il. Réwnania trzech prostych sg nastepujace

(A, cosB- B){x- ~0+30R +

+ (A, - B,cos© [ysfxl+t&?j = 0, 87)
*— 1, 3,
gdzie i. i-¥1, i-f-2 sg to liczby 1, 2, 3 nastepujgce po sobie

w porzadku cyklicznym. Wyrazimy teraz spoétczynniki A,, Bt row-
nan prostych /, przez spdirzedne &, Ijt wierzchotkéw tréojkata ‘l.

Geometrja analityczna na ptaszczyznie. 8
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Mianowicie mozemy wyrazi¢ te spoétczynniki w sposdéb nastepujacy
przez te spo6irzedne

Réwnania (87) przybiorg woéwczas nastepujacg postac

Jezeli te trzy roéwnania dodamy do siebie otrzymamy wi-
docznie przy X i przy y spoétczynnik 0. Wyraz wolny bedzie sie
rownac

gdzie sumy rozciagniete sg na trzy wartosci wskaznika i. Widoczna,
ze pierwsze dwie sumy majag wartos¢ 0. Trzecig i czwartg sume

napiszemy w postaci

i widocznie ich suma ma wartos¢ 0. Zatem twierdzenie jest udo-
wodnione.
111. Réwnania trzech prostych nm{ napiszemy w postaci wy-

znacznikoéw

i= 1, 2, 3. Widoczna, ze jezeli te trzy rownania dodamy do siebie
otrzymamy przy X i przy Yy zero, a wyraz wolny bedzie
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gdzie sumy sa rozciagniete na trzy wartosci wskaznika i. Mamy

zatem

a wiec 0. Twierdzenie jest wiec udowodnione.

V. Jezeli oznaczymy przez Li5 i= 1, 2, 3 lewe strony roéw-
nan (72) prostych It i /i+1 w postaci

gdzie Ri= , a e#¥2= + 1. Mamy wiec
6 prostych w2 i w+2, z ktérych proste ni+2 niechaj bedg dwusieczne
katow wewnetrznych trojkata T, a proste w™2 dwusieczne katéw
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zewnetrznych. Uwazajmy po jednej prostej z kazdej z trzech par
dwusiecznych. Aby te trzy proste mialty punkt wspélny potrzeba
aby jezeli oznaczymy przez &, n spoélrzedne tego punktu i wsta-
wimy w réwnania (89), a nastepnie te réwnania wymnozymy przez
siebie odpowiednio stronami, zachodzit zwigzek

L1~nv2L3= 8'e2e3LxLi L3,

w ktorym L, jest rezultatem wstawienia &, n zamiast oc, y w Lt
Ale dwie proste, z ktorych kazda nalezy do innej par}7 dwu-
siecznych maja jeden jedyny punkt wspdélny nie lezacy na zadnej
z prostych I(. W istocie suma katéw jednostronnych wewnetrznych
zawartych pomiedzy prosta It a dwusiecznymi whl, wi2 jest
yH 4+~ A
2 NOT-
Tak samo suma katéw jednostronnych wewnetrznych zawar-
tych pomiedzy It a wi+l, wi+2 jest

@it i 2Qi+24-@;+2_

“p 5
QL | D 4 D 42 D2 A T
2 2

Nareszcie suma katéw jednostronnych wewnetrznych zawartych
pomiedzy a wi+l, n'i+i jest

@H+ P2 20+ i+ @B N
2 % 5

Spoétrzedne &, n punktu przeciecia tych dwoch prostych nie
obracajg w zero zadnego z wyrazen Lt. A wiec warunek

ei €2e3 = 1
jest warunkiem koniecznym, aby istnial punkt przeciecia trzech
dwusiecznych. Warunek ten zarazem jest wystarczajagcym, bo spet-
nienie dwoch z réownan (89) przez liczby &, n pociaga woéwczas za
sobg spelnienie trzeciego réwnania (89).
Mozemy réwniez rozumowac¢ w ten sposéb. Dla punktu P (&, n)

nie wszystkie trzy wielkosci , 1= 1, 2, 3 réwnajg sie zeru.

A wiec wyznacznik trzeciego stopnia
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rowna sie zeru. Wyznacznik ten ma wartos¢

1 £j B2€3.

Dwie z liczb & mozemy obra¢ dowolnie, a trzecia jest wow-
czas zupeilnie oznaczona. A wiec z oSmiu kombinacyj jakie mozna
utworzy¢ z prostych trzech par dwusiecznych cztery kombinacje
trzech prostych maja punkt wspdlny. Sg to mianowicie: 1) trzy
dwusieczne wi} 2) dwusieczna w, i dwusieczne rgrl, w2 dla i = 1,
2, 3. Aby to udowodnié¢, rozwazmy, ze odlegto$¢ punktu M leza-
cego po tej stronie prostej co wierzchotek P; ma ten sam znak
co odlegtos¢ wierzchotka P od tejze prostej, wszystko jedno jaki
dodatni kierunek obierzemy na tej prostej. A wiec wyrazenie L-
przyjmuje dla punktu M warto$¢ tego samego znaku co dla wierz-
chotka Ale spotrzedne wierzchotka P4 s

a wiec mamy dla wierzchotka P{

i— Y< Y<

A Nigi~t~ BiSi ~h oy, s

gdzie S jest to warto$¢ wyznaczuika W prostych (72).
Dla punktow M lezacych na dwusiecznej wewnetrznej ni+2 wy-

razenia L( i Litl majag wiec te same znaki co — i . Zatem g<i2
* Y- TiH
réwna sie 1 lub — 1 zaleznie od tego, czy minory y4i yi+l maja
te same znaki, czy tez znaki przeciwne.
Jezeli wiec trzy minory vy4 maja te same znaki, natenczas
trzem dwusiecznym wewnetrznym odpowiadajg wartosci -f- 1 na &»

Jezeli zas dwa minory majg ten sam znak, np. i y2, a trzeci
minor y, ma znak przeciwny, natenczas dwusiecznym ni, n3
wewnetrznym odpowiadajg odpowiednio wartosci €, = — 1, €2— — 1>

e3=-}~1.. Zatem warunek (90) jest zawsze spetniony dla trzech
dwusiecznych wewnetrznych. Stad wynika, ze jest on tez speiniony,
jezeli dwie i tylko dokiladnie dwie z tych dwusiecznych zamienimy
na dwusieczne zewnetrzne.
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Cwiczenia.

1. Napisa¢ réwnania parametryczne osi symetrji odcinka Px-P,,
jezeli sa dane spodtrzedne Kartezjusza punktéw PA i P2.

2. Znalez¢ spoétrzedne punktu przeciecia P dwoéch prostych 2
danych réwnaniami parametrycznymi

zZ = «i+»-A, y~r"bt + rju,,
* = a2-f r2xe, y = 062+ r2p2 '

nie réwnolegtych do siebie.

3. Znalez¢ réwnania parametryczne prostej | przechodzacej przez
punkt P(a, b) i prostopadtej do prostej s, przechodzacej przez dwa
punkty P1(f1)61), P2(02, 62).

4. Przetnijmy tréjkat .4PC prostg t transwersalng i niechaj D, P,
beda punkty przeciecia | z osiami PC, (L4, .4P. Okaza¢ stuszno$¢ twier-
dzenia Menela us’a:

i jego odwrotnosci.

5. Przez punkt P na plaszczyznie tréjkata ABC prowadzimy proste
AP7 BP, CP przecinajgce przeciwlegte boki w punktach D, E, F. Udo-
wodni¢ twierdzenie Ceva

i jego odwrotnosc¢.
5. Dane sg dwie proste przecinajgce sie

Wprowadzi¢ nowy uktad spétrzednych, ktérego osi X'. Yy
prostych.

7. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw P, dla ktérych réznica
kwadratéw odlegtosci od dwdch danych punktéow a , B jest dang liczba.

8. Miejsce geometryczne punktéw, dla ktérych suma odlegtosci od
dwéch danych osi jest stata.

9. Miejsce geometryczne punktéw, dla ktérych suma wartosci

leza na tych

OA -f- OB jest stata, gdzie A, B sg prostopadie rzuty na osie X, y spot-
rzednych.

10. Napisa¢ réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(a, b)
1 przez punkt M przecigcia prostych (4).

11. Uwazamy cztery proste i—1, 2, 3. 4 peku prostych o wierz-
chotku 0 o réwnaniach

Okazaé, ze jezeli te proste przetniemy dowolng osig | przecinajaca
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je w 4 punktach A, B, C, D, natenczas stosunek (ABCD) podwdéjnego
podziatu nie zalezy od osi | i ma wartosé

(ABCD) = (m" m2, w3 mj. (6)

12. Dane sg dwie proste Ix, 12 peku o wierzchotku S. Przez do-
wolny punkt P prowadze dwie proste mx, m2 przecinajace proste Ix, i,
w punktach Ln, L2122 i L21, L22. tgcze punkty Ln, L2 i tak samo
punkty L 12, L2l prostymi i s2. Proste te przecinajg sie w punkcie Q,
ktérego miejscem geometrycznem jest prosta przechodzgca przez >S5 Para
prostych SP i SQ jest harmonicznie sprzezona z parg prostych Ix, 2.

13. Udowodni¢ twierdzenie Desargues'a

,Jezeli trzy punkty przeciecia sie odpowiednich par bokéw dwoéch
trojkatow ABC, A'B'C' lezg iia linji prostej, natenczas proste tgczace
odpowiednie wierzchotki tych tréjkatow AA', BB', CC' przechodza przez
jeden punkt.

Naodwrot, jezeli tgcznice odpowiednich wierzchotkéw przechodza
przez punkt, natenczas trzy punkty przeciecia par bokéw odpowiednich
BC, B'C\ CA, C'A'; AB, A'B' lezag na jednej prosteju.

14. Znalez¢ miejsce geometryczne S$rodkéw S prostokgtéw wpisa-
nych w tréjkat i ktérych podstawy lezga na tym samym boku tréjkata.

15. Okaza¢, ze cztery proste peku prostych okreslone réwnaniami.

Li — o0, L2= 0, kiLl + k2L2= 0, klL1— k2L2=0, (7)

gdzie fcj, k2 sg dwie dowolne liczby state majg stosunek podwdjnego
podziatu harmoniczny.

16. Uwazamy tréjkat ABC i transwersalng | przecinajgcg odpo-
wiednio boki w punktach D, E, F. Punkty D' E' F' symetryczne
punktéow Z), E, F wzgledem $rodkéw bokéw BC, CA, AB lezg tez na
prostej transwersalnej. Te dwie transwersalne nazywaja sie tozajemne.

17. Uwazamy tréjkat ABC i trzy proste AP, BP, CP taczace
A, B, C z punktem P. Przecinajga one przeciwlegte boki w punktach
D, E F. Okaza¢, ze proste AD' BE', CF', gdzie D', E', F' sa punkty
symetryczne punktéw D, E, F wzgledem $rodkéw odpowiednich bokéw
tez przechodza przez punkt P'.

18. Dany tréjkat ABC. Proste, na ktérych lezg jego boki dzielg
ptaszczyzne na 7 czeSci. Poda¢ kryterja, aby dany punkt P lezat w jed-
nej oznaczonej z tych czesci.

19. Udowodni¢ twierdzenie PascaTa dla dwéch prostych: Jezeli
trzy punkty A, B, C lezg na prostej I, a trzy punkty A', B', O na
prostej V, natenczas trzy pary prostych AB', A'B\ BC', B'C; CA', C'A
przecinajg sie odpowiednio w 3 punktach F, D, E lezacych na prostej.

20. Udowodni¢ twierdzenie Brianchon’a dla dwoéch pekéw: Uwa-
zamy trzy proste It, m15 nx peku (Oj) i trzy proste 12, m2, nt peku
(0 2. Okazaé, ze proste taczace pary punktow (txm2), (+2 (m1 n2),
(m2 Wj); («j 12, (w2 tj) przechodzg przez jeden punkt.

21. Trzy zewnetrzne symetralne katow tréjkata przecinaja przeciw-
legte boki w 3 punktach potozonych na prostej. Tak samo dwie ze-
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wnetrzne symetralne i jedna wewnetrzna przecinajg przeciwleglte boki
w 3 punktach potozonych na prostej.

22. Uwazamy prostokaty OABC takie, Zze réznica bokéw przy-
legtych OA— OC jest liczbg statg k. Okazaé, ze prostopadte do przekatni
AC przeprowadzone przez wierzchotek B przechodza przez staly punkt.

23. Okazaé, ze w czworoboku zupeinym ABCD, ktérego przeciwlegte
pary bokéw AB, CD i AD, BC przecinajga sie w punktach E i F
$rodki przekatni AC, BD, EF lezag na prostej.

24, Dane réwnanie prostej | i dany punkt P nie lezacy na tej
prostej. Znalezé réwnanie prostej V symetrycznej prostej | wzgledem
punktu P.

25. Dany tréjkat ABC i dana transwersalna | przecinajaca boki
BC, CA, AB odpowiednio w punktach L, M, N. Okazaé, ze proste
taczace wierzchotki A, B, C ze $rodkami odcinkéw MN, NL, LM prze-
cinajg przeciwlegte boki w 3 punktach potozonych na prostej.

26. Dana prosta Z Z punktéw P tej prostej spuszczamy prosto-
padte PA, PB na osie X, y. Znalezé¢ miejsce punktu M dzielagcego odci-
nek AB w danym stosunku.

27. Uwazamy trojkaty o danej podstawie BC i wierzchotku A
potozonym na danej prostej. Uwazamy kwadraty MNFQ wpisane w te
tréjkaty o podstawach PQ na boku BC. Okazaé, ze srodki S tych kwa-
dratéw lezg na prostej. Okaza¢, ze wierzchotki M i N leza odpowiednia
na prostych.

28. Uwazamy 2 tréjkaty ABC, A'B'C'. Jezeli prostopadie z wierz-
chotkéw A, B, C na boki B'O etc. drugiego tréjkata przechodzg przez
punkt, natenczas i prostopadte z wierzchotkéw A', B', Cr na boki BC
etc. przechodza przez punkt.

29. Z wierzchotkow tréjkata A, i= 1, 2, 3 prowadzimy proste
Pi, i= 1, 2, 3 przecinajace przeciwlegte boki Z w punktach M{ Jezeli
dwusieczne st katéw zawartych pomiedzy bokami 1 a prostymi p{ sa
rownolegte do siebie, natenczas proste pt przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

30. Napisa¢ réwnanie prostej 12 symetralnej prostej Ix wzgledem
danej prostej Z



ROZDZIAL V.

Spotrzedne jednorodne. Punkty w nieskonczonosci.

1 Spodtrzedne jednorodne na linji prostej.

Uwazajmy prosta | i obierzmy na niej uktad U spoétrzednych
Kartezjusza. Uwazajmy dowolny punkt P prostej | o spoétrzednej
Kartezjusza X. Liczbe X mozemy przedstawi¢ przez iloraz dwéch
liczb x2 i xt=]=0

przyczem XX mozna obra¢ dowolnie 0, a X2 wyznacza sie ze
wzoru

Naodwrét kazdemu uktadowi dwoéch liczb xi, x2, z ktérych pierw-
sza jest ¢@ O odpowiada zupelnie oznaczona liczba X.

Liczby xI, X2 nazywaja sie spotrzednemi jednorodnemi (coor-
donnees homogenes) punktu P.

Uwazajmy dwa uktady X\, X\ i Xj, X\ spétrzednych jednorod-
nych tego samego punktu. Mamy wiec

Ktadac

otrzymujemy zwiazki

przyczem liczba K jest od zera odmienna. A wiec dwa uktady spét-
rzednych jednorodnych tego samego punktu sa do siebie propor-
cjonalne.
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Uwazajmy naodwrét dwa ukiady spoétrzednych jednorodnych
X\, X\ i Xj, X\ i zatézmy, ze sa do siebie proporcjonalne, tj. zacho-
dza zwiagzki (3), w ktorych k@ 0. Zachodzi wéwczas zwiagzek (2),
a wiec oba te ukilady spotrzednych sa uktadami spoéirzednych tego
samego punktu.

Rugujac k z réwnosci (3) oti*mujemy rownosé

XN\ — xxxI = 0, 4

konieczng, aby oba ukitady spétrzednych bytly ukladami spétrzed-
nych tego samego punktu. Warunek (4) jest tez wystarczajacy,
albowiem z warunku tego otrzymujemy naodwrdét réwnosci (3),
przyczem K jest pewna liczba od zera odmienna.

Mamy wiec

Twierdzenie 1. ,Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby dwa ukitady liczb X\, X\'i XX X\, takich, ze X\ @ 0 i X\ O
byly uktadami spétrzednych jednorodnych tego samego punktu sg
réwnosci (3), w ktérych k jest pewna oznaczona liczba od zera
odmienna albo tez réwnowazna tym réwnosciom réwnos¢ (4)w2

2. Punkt w nieskoriczonosci na linji prostej.

Uwazajmy punkt P na prostej Z o spétrzednych jednorodnych
xIx xt. Przypusémy, ze X2 jest liczbg statg, ale ze XX przyjmuje
nieskonczony ciag wartosci zbiezny i ktdérego granicag jest 0. Cia-
gowi temu odpowiada nieskoniczony ciag wartosci spo6trzednej X
Kartezjusza punktu P, ktérych wartosci bezwzgledne rosnag nieogra-
niczenie, a wiec ciag nieskonczony potozen Pf punktu P, ktdre to
potozenia oddalaja sie coraz bardziej od poczatku ukitadu 0. Mo6-
wimy, ze punkt P oddala sie iv nieskoriczono$¢ na osi Zi piszemy

lim x = co.

Przypusémy teraz, ze liczby nieskorniczonego ciggu wartosci
spotrzednej XX sa wszystkie dodatnie. Jezeli X2 jest dodatnie, liczby
ciggu wartoséci spotrzednej x sa stale dodatnie, a jezeli X2 jest
ujemne liczby te sg stale ujemne. Méwimy w pierwszym przy-
padku, ze spoirzedna X staje sie dodatnio nieskoriczona i piszemy

limx = -f-oo0.
a w drugim przypadku staje sie ujemnie nieskoriczona i piszemy

limx= — oo0.
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W pierwszym przypadku punkt P oddala sie od poczatku
uktadu O nieograniczenie w kierunku dodatnim na osi Z a w dru-
gim przypadku nieograniczenie w Kierunku ujemnym na tej osi.
W pierwszym przypadku moéwimy, ze punkt P oddala sie lub dazy
na osi | do nieskoriczonosci dodatniej, a w drugim przypadku oddala
sie lub dazy do nieskonczonosci ujemnej. Tak samo jezeli liczby
nieskonczonego ciagu wartosci] spotrzednej XX sg wszystkie ujemne,
liczby ciggu wartosci spoétrzednej X sg stale ujemne, jezeli X2 jest
dodatnie, a stale dodatnie, jezeli X2 jest ujemne. W pierwszym

przypadku mamy teraz
limx = — oo .

i punkt P dazy do nieskoniczonoséci ujemnej na osi Z a w drugim

przypadku mamy
limx = -}- o0,

i punkt P dazy do nieskoriczonosci dodatniej na osi |

Uktadom dwoch liczb xX, x2. z ktédrych pierwsza liczba ma
wartos¢ zero a druga jest od zera odniienna nie odpowiada zaden
punkt na osi Z albowiem niema takiej liczby X, ktéra pomnozona
przez 0 daje liczbe od zera odmienng. Opierajac sie jednak na po-
przednich rozwazaniach wprowadzamy nastepujace umowy. Z kaz-
dym ukiadem dwoédch liczb Xx, «2, z ktorych pierwsza rowna sie 0,
zas druga jest od zera odmienua ale zresztag dowolnie obrana ko-
jarzymy pewno pojecie, ktére nazywamy punktem w nieskorczonosci,
i ktorego spdlrzednemi jednorodnemi nazywamy te liczby xX x%
Méwimy, ze punkt P, ktéry dazy do nieskonczosci na osi Zdazy
do punktu w nieskonczonosci tej osi. W przeciwienistwie do tego
punktu w nieskoriczonosci nazywamy kazdy punkt P osi Z ktérego
spotrzedna xx jest liczbg od zera odmienng punktem w skorczonosci.

Uwazajmy dwa uktady spotrzednych jednorodnych punktu
w nieskoniczonosci Xj, xI i xI, X\. Poniewaz obie liczby X\ i X\ sg
od zera odmienne, wiec istnieje taka zupeinie oznaczona liczba
k =0, ze zachodza réwnosci (3). Zachodzi réwniez rownosé¢ (4).
Naodwroét, jezeli dwa ukitady spétrzednych jednorodnych spetniaja
zwiazki (3), w ktorych K jest pewna liczba od zera odmiennag,
i jeden uktad jest uktadem spotrzednych punktulw nieskonczonosci,
wowczas i drugi ukilad jest ukladem spéirzednych punktu w nie-
skoniczonosci. Tak samo jezeli dwa uktady spoétrzednych jednorod-
nych dwéch punktéw spetniajg réwnosé¢ (4), i jezeli jeden ukitad
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jest ukitadem spoétrzednych punktu w nieskonczonosci, natenczas
i drugi ukifad jest uktadem spétrzednych punktu w nieskonczonosci.

WykluczaliSmy dotad przypadek gdy obie spoétrzedne jedno-
rodne sg réwne zeru. Mozemy sie umoéwié, ze taki ukiad spoétrzed-
nych jest ukitadem spotrzednych dowolnego punktu w skoriczonosci
na osi |, albowiem dowolna warto$é na X spetnia woéwczas warunek

XXA\— X2.

Mamy wiec ogo6lniejsze od Twierdzenia 1.

Twierdzenie 2. ,Warunkiem koniecznym 1 wystarczajg-
cym, aby dwa ukiady liczb x]. X\ i xl, ¥4 z ktérych zaden nie
sktada sie z dwodch zer byly spétrzednemi jednorodnemi tego sa-
mego punktu w skonczonosci lub w nieskonczonosci na osi | sg
rownosci (3), w,ktorych K jestto pewna zupelnie oznaczona liczba
od zera odmienna, albo tez réwnos¢ (4)u.

3. Formy linjowe o dwdch zmiennych. Réwnania linjowe
jednorodne o dwoéch niewiadomych.

Uwazajmy funkcje pierwszego stopnia czyli funkcje linjowa
zmiennej X
ax-\-b, (d)

zaktadajac, ze liczba a jest od zera odmienna. Uwazajmy réwnanie
pierwszego stopnia
ax -f-b= 0 (6)

o niewiadomej X. Réwnanie to posiada jeden jedyny pierwiastek

Uwazajmy na osi | punkt P o spétrzednej Kartezjusza, danej wzo-
rem (7). Mowimy, ze rownanie (6) jest réwnaniem punktu P.

Wstawmy teraz zamiast X w funkcje (5) i w réwnanie (6)
wyrazenie (1) na X w spotrzednych jednorodnych xr, Xi. Otrzy-
mamy funkcje

dwéch zmiennych x1 i X2 i réwnanie
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o dwobch niewiadomych YA, xt.
Funkcje
ax2-f bxx 8)

nazywamy funkcja jednorodng pierwszego stopnia albo forma linjowg
(forme lin¢aire) zmiennych XX i i 2. Réwnanie

nazywamy réwnaniem jednorodnem pierwszego stopnia o niewiado-
mych X i ij, Jezeli spétrzedng Kartezjusza punktu P w skonczo-
nosci spetnia rownanie (6), natenczas spotrzedne jednorodne tego
punktu spetniajg réwnanie jednorodne (9) i naodwrot. Mowimy, ze
réwnanie (9) jest réwnaniem jednorodnem punktu P.

Zatézmy teraz ze a— 0, a b jest od zera odmienne. Roéwna-
nie (9) jest teraz spetnione przez uktady liczb xx= 0, x2 dowolne,
a wiec przez ukiady spoétrzednych punktu w nieskonczonosci i tylko
przez te ukitady. Moéwimy, ze réwnanie (9) jest réwnaniem jedno-
rodnem punktu w nieskonczonosci na osi I. Réwnanie (5) ma teraz
postac

b= o0
i nie jest spelnione przez spoétrzedng Kartezjusza zadnego punktu
w skonczonosci.

Jezeli obie liczby a, b sg rowne 0, rownanie (6) jest spet-
nione przez spoétrzedng Kartezjusza dowolnego punktu w skonczo-
nosci lub w nieskoriczonosci na osi | i tak samo réwnanie jedno-
rodne (9) jest spetnione przez ukitady spétrzednych dowolnego punktu
na osi I. Forma linjowa (8) nazywa sie wowczas zerowa.

Uwazajmy dwie formy linjowe

obie nie zerowe. Uwazajmy rownania

Przypusémy, ze rdéwnania te przedstawiajg ten sam punkt.
Otrzymujemy warunek
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konieczny, aby réwnania te przedstawiaty ten sam punkt. Warunek
ten jest tez wystarczajgcy, albowiem jezeli jedna z liczb bx, b2
réwna sie zero, natenczas i druga liczba réwna sie zero i réwna-
nia (11) przedstawiaja oba punkt w nieskoriczonosci, a jezeli obie
liczby al? a2 sa od zera odmienne, natenczas istnieje zupeinie ozna-
czona liczba k =0 taka, ze mamy réwnosci

al= &a2, bL= kKb

i rownania (11) przedstawiajg ten sam punkt w skonczonosci.
Mamy wiec
Twierdzenie 3. ,Warunkiem koniecznym i wystarczajg-
cym aby dwa rdéwnania (11) jednorodne pierwszego stopnia przed-
stawiaty ten sam punkt w skoriczonosci lub w nieskoriczonosci na
prostej | jest by pomiedzy spotczynnikami tych rownan zachodzit
zwigzek (12)u.

4. Spoirzedne jednorodne na ptaszczyznie.

Uwazajmy na ptaszczyznie dowolny punkt P o spétrzednycb
Kartezjusza a; y. Istnieje nieskonczenie wiele uktadéw 3-ch liczb
Xn Xt> xzi takich, ze Xxs==0 i ze zachodzg réwnosci

W istocie mozemy Xt obra¢ dowolnie, a X1 i Xz wyznaczy¢ ze

wzorow

Naodwrét kazdemu uktadowi 3 liczb X1, x2, x3, z ktérych trzecia
jest od zera odmienna odpowiada zupeinie oznaczony ukitad dwéch
jiczb x, y. Liczby xt, X2, Xs nazywamy spo6trzednemi jednorodnenti
punktu P.

Uwazajmy dwa uktady spoétrzednych jednorodnych x\} x], x\
i X\, a2, X\ i zatézmy, ze sg to ukilady spoOtrzednych tego samego
pu nktu P. Kladac

gdzie K jest liczba od zera odmienna otrzymujemy réwnosci
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Naodwrét dwa uktady trzech liczb ¢ o X\ i o ¢ X\ spetniaja-
cych réwnosci (14) i nieréwnosci X\\@ 0, X\ @ 0 sg uktadami spot-
rzednych jednorodnych tego samego punktu.

Ze zwiazkéw (14) otrzymujemy rugujac K réwnosci

Naodwrét, jezeli te réwnosci sa spetnione przez dwa uktady spoét-
rzednych jednorodnych, natenczas istnieje zupetnie oznaczona liczba
k @ 0 spetniajgca rownosci (14).

Mamy wiec

Twierdzenie 4. ,Warunkiem koniecznym i wystarczajacym,
aby dwa uktady trzech liczb @ ¢ xl i @ x\, X\ spetuiajgcych
nieréwnosci ~ @ O, af @ 0 byly ukladami spétrzednych jednorod-
nych tego samego punktu P sa réwnosci (14), albo tez réwnosci (15)w

5. Punkty w nieskonczonosci na ptaszczyznie.

Uwazajmy nieskoniczony cigg punktéw na ptaszczyznie P1} P2,...
Niechaj @ @ ¢ 2z= 1, 2,... beda ukiady spétrzednych jednorod-
nych tych punktéw. Uwazajmy ciagi spotrzednych Kartezjusza tych
punktow

i zatézmy, ze odlegtosci punktéw P‘' od poczatku ukitadu daza do
nieskonczonosci, a wiec, ze mamy

Zatem nie mniejsza z liczb

dazy do nieskonczonosci. Bedziemy zawsze tak obierali ukiady spoét-
rzednych jednorodnych punktéw ¢ ze wartosci bezwzgledne spét-
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rzednych X\ i )% sa stale mniejsze od liczby dodatniej m dowolnie
obranej, tj. mamy

IA < m, IA 1< m.

Wowczas cigg liczb X3 dazy do zera. Moéwimy, ze punkt
zmienny P przyjmujacy potozenia P{ oddala sie w nieskoriczonos¢
lub dazy na ptaszczyznie do nieskoriczonosci.

Uwazajmy teraz ukiad trzech liczb #x, x2, Xs takich, ze
#3= 0, ale, ze X2, X2 nie oba sg réwne 0. Z kazdym takim ukia-
dem kojarzymy pojecie pewnego punktu w nieskoriczonosci na ptasz-
czyznie. ktérego spotrzednemi jednorodnemi sa liczby tego uktadu.

Umawiamy sie, ze dwa uktady liczb xX\. X\, X\ i #?, X\, Xj sa
wtedy i tylko wtedy uktadami spoétrzednych jednorodnych tego sa-
mego punktu w nieskonczonosci, jezeli istnieje liczba k =f=0 taka,
ze zachodza réwnosci (14). Oczywiscie istnieje tylko jedna taka
liczba Widoczna, ze definicja ta nie moze doprowadzi¢ do zadnych
sprzecznosci, bo dla dwoéch identycznych uktadéw spétrzednych
liczba k istnieje i rowna sie 1, a jezeli dwa ukiady x\, xX\. X\
i #2, ar], X\ sg uktadami spotrzednych jednorodnych tego samego
punktu w nieskoriczonoéci, i jezeli dwa uktady X\, X\ i
sg rowniez uktadami spéirzednych tego samego punktu w nieskon-
czonos$ci, natenczas i uktady XxX\2#25 x\i #5, X\, X\ sg uktadami
spo6trzednych tego samego punktu w nieskonczonosci.

Z réwnosci (14) otrzymujemy roéwnosci (16) konieczne i wy-
starczajgce, aby dwa uktady spétrzednych jednorodnych przedsta-
wiaty ten sam punkt w nieskonczonosci.

Mamy wiec ogélniejsze od Twierdzenia 4

Twierdzenie 5 ,Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby dwa uktady xl, X\ i #?2, «f, % trzech liczb, z ktérych
zaden nie skiada sie z trzech zer byty ukiadami spétrzednych je-
dnorodnych tego samego punktu w skoniczonosci lub iv nieskonczo-
nosci, sa rownosci (14), w ktorych Kk jest zupetnie oznaczona liczba
od zera odmienna, albo tez réwnosci (15)a.

Uktad wszystkich punktéw w skonczonosci i w nieskonczo-
nosci nazywamy catkowitym ukladem punktéw na ptaszczyznie.

Mowimy, ze punkt zmienny P dazy do punktu Q w nieskon-
czonosci o spotrzednych x1, #2, #s= 0, jezeli tak mozna obraé
uktady spétrzednych punktéw Pt, aby ciagi #), #0* dazyty od-
powiednio do granic a?, #2, Xxs. Jezeli punkt P dazy do pewnego
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punktu Q w nieskoniczonosci, natenczas punkt ten jest w zupet-
nosci oznaczony, albéwiem jezeli dwa ukltady ciggéw X2, x3
i yvj, ¥2, y3 sa uktadami ciagéw spoétrzednych jednorodnych tych
samych punktow, i jezeli pierwsze daza do ukiadu xI5 X2, x3j
a drugie do ukiadu y% y3, natenczas ukitady te sa uktadami
spo6trzednych tego samego punktu w nieskonczonosci. W istocie,
poniewaz mamy zwigzki

XYW\ — X\ = 0,

N3 -nN2 =0,

XN\ — Niy3= o, *= i, 2,.
wiec otrzymamy w granicy dla i — oo zwiagzki

X172 X%\ ~
— Xv* = 0,
*3™M — MN8 = 0,
ktére na podstawie twierdzenia 5. orzekaja, ze oba uklady te sa
ukladami spotrzednych tego samego punktu w nieskonczonosci.
Jezeli punkt P zmierza do oznaczonego punktu Q w nieskon-
czonosci, natenczas przynajmniej jeden z dwoch ciggéw X\, X\
sktada sie od pewnego i poczawszy z samych liczb od zera od-
miennych i przynajmniej jeden z dwéch ciagéw utamkoéw

od pewnego i poczawszy nie zawiera zer w mianownikach i dazy
do oznaczonej granicy. W istocie, gdyby w obu ciggach X2 byto
nieskonczenie wiele zer nie mogtby istnie¢ taki ukitad dwoéch liczb

A2 nie obu réwnych zeru, aby ukfady x\, X\ po pomnozeniu ich
przez pewne liczby P dazylty do tego uktadu riI5 x2. Punkt P nie
mogtby wiec dazy¢ do oznaczonego punktu w nieskonczonosci. Je-
zeli x1, x2, 0 jest jednym z uktadéw spétrzednych punktu Q na-
tenczas przynajmniej jeden z dwdch utamkow

nie zawiera zera w mianowniku, wiec ma oznaczong wartos$¢, ktérag
oznaczymy przez . g jest granica wartosci utamkéw tego z ciggow

X X
(17), ktéry odpowiada uwazanemu z utamkéw 1, a.

X i x \

Oeometrja analityczna na plaszczyznie.
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Niechaj teraz naodwrét przynajmniej jeden z dwoch ciggéow

4 uktadéw spétrzednych punktéw P{ sktada sie od pewnego

i poczawszy z liczb od zera odmiennych. Jezeli oba te ciagi od
pewnego i poczawszy skiadajg sie z liczb od zera odmiennych, na-
tenczas jezeli przynajmniej jeden z dwéch ciagéw (17) np. pierwszy
dazy do oznaczonej skonczonej granicy Yy, natenczas jezeli g =F=0

1
drugi ciag dazy do , ajezeli g = 0 natenczas wartosci bezwzgledne

drugiego ciagu daza do oo.
Wartosci bezwzgledne drugiego ciggu (16) dazga do nieskon-
czonosci, w przeciwnym razie, poniewaz mamy

A AXR

wiec suma kwadratow

nie mogtaby dazy¢ do nieskoriczonosci i punkt P nie moégtby od-
dala¢ sie w nieskonczonosc.
Zastapmy uktady spoétrzednych x\, X2 X" przez uktad}”

im réwnowazne. Te uklady daza do ukiadu

Zatézmy teraz, ze tylko w jednym z ciggéw X), X\ mamy od
pewnego i poczawszy same liczby od zera odmienne, np. w drugim
ciagu. Ciag X\ dazy woéwczas do zera. Zatbézmy, ze pierwszy ciag
(li) dazy do oznaczonej granicy (. Granica tg jest wiec 0. Za-
stapmy ukiady liczb X\, ¥> x3 przez uktady im rownowazne

Ciagi liczb tych daza odpowiednio do granic

Mozemy wiec wypowiedzieé
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Twierdzenie 6. ,Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby punkt P dazacy na ptaszczyznie do nieskonczonosci dazyt
do oznaczonego punktu w nieskoriczonosci jest, aby albo oba ciggi
(17) dazyty do oznaczonej skonczonej granicy, albo przynajmniej
ten z tych ciagéw, ktory nie zawiera od pewnego i poczawszy
w mianownikach zeru.

Umawiamy sie, ze punkt w nieskonczonosci odpowiadajacy
uktadom xX, x2, &3, dla ktérych xx= 0, bedziemy nazywali 'punk-
tem w nieskonczonosci na osi y-0w, a punkt w nieskoriczonosci odpo-
wiadajacy ukiadom, dla ktérych = 0 punktem w nieskoriczonosci
na osi x-0w. Jezeli wiec pierwszy ciag (17) dazy do granicy g — O,
natenczas punkt P dazy do punktu w nieskonczonosci na osi y-0w,
a jezeli drugi ciag (17) dazy do granicy g = 0, natenczas punkt P
dazy do punktu w nieskoriczonosci na osi X-0w, i naodwrét.

6. Rownanie jednorodne linji prostej. Punkt w nieskonczo-
nosci na linji prostej.

Uwazajmy funkcje linjowa

Aoc -(- By -f- C, (18)
ktérej nie oba spdétczynniki A, B réwnoczesnie sa réwne zeru
i réwnanie

Ax-\-By+ C=0 (19)
prostej . Uwazajmy punkt P na tej prostej i zatézmy, ze punkt
ten oddala sie na prostej nieograniczenie w pewnym Kierunku.
Jezeli mamy A 5=0, natenczas mamy albo limy = -(- oo, albo tez
limy= — oo. Tak samo jezeli mamy i?=}=0, natenczas mamy
albo Ilim£ = -]-o00, albo tez limxXx = — oo. W pierwszym przy-

padku mamy

a w drugim przypadku mamy

X
Zatem jeden przynajmniej z dwoéch stosunkow y—i z—daZZy do

oznaczonej skonczonej granicy, gdy punkt Poddata sie na prostej |

o*



132

nieograniczenie albo w jednym albo w drugim kierunku, i granica
ta jest dla obu kierunkéw ta sama.

Zastapmy teraz w funkcji liniowej (18) sp6trzedne Kartezjusza
X, Y przez spoétrzedne jednorodne wzorami (13). Otrzymamy

Funkcja linjowa jednorodna o trzech zmiennych

obraca sie w zero dla spdétrzednych jednorodnych wszystkich tych
punktéw w skonczonosci, dla ktérych obraca sie w zero funkcja (18)
i naodwrdét. Funkcje (22) nazywamy forma linjoicg, a réownanie je-
dnorodne linjowe

réownaniem jednorodnem linji prostej .
Potézmy teraz w rownaniu (23) ns=0. Otrzymamy

ktérego najogodlniejsze rozwigzanie jest

gdzie k jest dowolna liczba. Uktady liczb

gdzie Kk jest dowolna liczba od zera odmienna sa uktadami spot-
rzednych jednorodnych tego samego punktu w nieskonczonosci,
albowiem dwa ukilady (24) odmienne od siebie spetniaja warunki (14)
lub warunki (15). A wiec réwnanie (22) jest speinione przez spo6t-
rzedne jednorodne jednego i tylko jednego punktu w nieskonczo-
nosci. Punkt ten nazywamy punktem w nieskonczonosci na prostej .

Uwazajmy nieskonczony ciag punktow Pt, i= 1, 2, potozo-
nych na prostej < oddalajgcych sie w nieskoriczonosé. Jezeli A == 0,
natenczas ciag

ma wartoéci bezwzgledne dazace do oo. Tak samo jezeli B @ 0, ciag
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ma wartosci bezwzgledne dazace do oo. Z drugiej strony mamy
w pierwszym przypadku

a w drugim przypadku mamy

A wiec punkt P przyjmujacy potozenia P~i= 1, 2,... na
prostej | oddalajace sie w nieskonczonosé, dazy do 0znaczonego
punktu w nieskonczonosci w sensie poprzedniego ustepu, ktérym
to punktem jest punkt w nieskoriczonosci na prostej / w sensie
obecnego ustepu.

Ze wzordow (24) wynika, ze wszystkie proste do siebie réwno-
legte posiadajg ten sam punkt w nieskoniczonosci. Naodwrét kazdy
punkt w nieskoniczonosci lezy na wszystkich prostych pewnego
niewlasciwego peku prostych, a mianowicie jezeli x1, x2, 0 sg spot-
rzednemi tego punktu w nieskonczonosci, proste peku maja réwnanie

gdzie C jest liczba dowolna.

Dla A= 0 wzory (24) daja ¥ — x3= 0, a dla B= 0 daja
one xl=a-s= 0. A wiec punkt w nieskoriczonosci na prostych
rownolegtych do osi X ma spoétrzedne Xt = Xs= 0, a punkt w nie-
skoriczonosci na prostych roéwnolegtych do osi y ma spétrzedne
x1==a;3==0. Na pierwszych prostych lezy wiec punkt, ktéry
w ustepie 5. nazwaliSmy punktem w nieskonczonosci na osi a, a na
drugich prostych lezy punkt, ktdry wowczas nazwaliSmy punktem
na osi y, co usprawiedliwia poprzednie nazwy.

7. Prosta w nieskonczonosci na ptaszczyznie ijej réwnanie.

Uwazajmy znéw forme linjowa (22). Jezeli A i B roéwnaja
sie 0, ale C jest od zera odmienne, natenczas rownaniu (23) nie
odpowiada zadna prosta na ptaszczyznie. Ale istnieja punkty na
ptaszczyznie, ktérych spoéirzedne jednorodne spetniaja rownanie
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w ktéorem C jest od zera odmienne. Sg to punkty, ktérych spot-
rzednemi sa ukiady liczb a5 &2, 0, gdzie x1, X2 sa liczby dowolne
nie obie réwne 0. A wiec wszystkie punkty w nieskonczonosci
i tylko te punkty maja spotrzedne jednorodne spetniajace réwna-
nie (25).

Poniewaz réwnanie (23) w przypadku gdy liczby A i B nie
obie réwnajg sie 0 jest rownaniem linji prostej, przeto wprowa-
dzamy pojecie prostej w nieskoriczonosci, ktérej réwnaniem jednorod-
nem nazywamy réwnanie (25).

W ten sposOb kazde rownanie (23), ktorego nie wszystkie spot-
czynniki réwnajg sie 0 jest réwnaniem pewnej zupeilnie oznaczonej
linji prostej. Wszystkie proste w skonczonosci i prosta w nieskon-
czonosci tworza razem catkowity uklad prostych na ptaszczyznie.

Roéwnaniu (25) odpowiada w spoétrzednych Kartezjusza réwnanie

C=o0 (26)

tj. réwnanie (19), w ktérem oba spoétczynniki A, B sa réwne O.
Roéwnanie to nie jest speitnione przez spoétrzedne Kartezjusza zadnego
punktu Roéwnanie (26) nazywamy rownaniem wspotrzednych Karte-
zjusza prostej w nieskornczonosci.

8. Dwie i trzy proste w spotrzednych jednorodnych.

Uwazajmy réwnania jednorodne dwoch prostych v i /2

zaktadajac, ze moga to by¢ zaréwno proste w skonczonosci jak
i w nieskonczonosci Do ukiadu réwnan (27) nalezy macierz

ktorej minory oznaczaliSmy w Rozdziale poprzednim przez a, B, Y.
Moga zachodzi¢ dwa przypadki. Albo nie wszystkie te minory réw
naja sie 0, albo tez wszystkie sg réwne O.

W pierwszym przypadku mozemy réwnania rozwigzaé¢ wzgle
dem dwoéch z trzech niewiadomych xu x2. x3. Najogdlniejsze roz-
wigzanie réwnan (27) mozna napisa¢ w postaci
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gdzie K jest dowolna liczba. Uktadom (29), dla ktérych /A =f=0 odpo-
wiada pewien oznaczony punkt przeciecia prostych Z, 12, lezacy
w skonczonosci, gdy y ¢ 0, a w nieskonczonosci, gdy y = 0.

W drugim przypadku mamy

o= B: y= 0

i spotczynniki obu réwnan (27) sa do siebie proporcjonalne, a wiec
oba roéwnania przedstawiaja te samg prosta w skonczonosci lub
w nieskonczonosci. Mamy

Ay— kA2,  By= kB2, Q= KkC2 (30)

gdzie Kk jest pewna oznaczona liczba od zera odmienna.
Uwazajmy teraz trzy proste Z? /2, lao réwnaniach jednorodnych

» xx@ Byx2¢@ CyX3= o0,
A 2Xy —BjXj —«— (273 — (31)
Atxx @ BsXj @ CjXs= 0.

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym, aby istniat przy-
najmniej jeden uklad pierwiastkéw tych réwnan jest

W=o0 (32)

gdzie W jest wyznacznikiem tych réwnan. Jezeli nie wszystkie
minory drugiego stopnia wyznacznika W sa réwne 0, natenczas
istnieje jeden jedyny punkt wspolny prostych %, /2, la. Jezeli np.
pewien minor nalezagcy do réwnan 1-go i 2-go jest od zera od-
mienny, natenczas spoéitrzedne jednorodne punktu wspdlnego sa

xx— ka,, x2= k%, xa— kya, (33)

gdzie Kk jest dowolna liczba od zera odmienna. Punkt ten moze by¢
punktem w skonczonosci lub punktem w nieskorczonosci.

Jezeli za$ wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika W
réwnaja sie 0, natenczas proste 2, /2, la zlewajg sie ze sobg i mamy
jedng prosta w skonczonosci lub w nieskonczonosci.



ROZDZIAL VI.

Punkty i proste zespolone.

1 Punkty zespolone. Ptaszczyzna zespolona.

Uwazajmy uktad dwoch liczb zespolonych x, y

X= x'-\-ix", y= y -\-iy", (D
o czesciach rzeczywistych x\ y', czesciach urojonych ix", iy", i spot-
czyunikach czesci urojonych x'\ y". Liczby (1) nazywajg sie zespo-
lone rzeczywiste lub krétko rzeczywiste, jezeli mamy x" — y" — 0,

liczby zespolone urojone lub krotko urojone, jezeli x" albo y" jest
od zera odmienne.

Jezeli obie liczby (1) sa rzeczywiste, natenczas istnieje na
ptaszczyznie jeden jedyny punkt P\ ktérego spotrzedne Kartezjusza
w danym uktadzie U Kartezjusza réwnaja sie odpowiednio liczbom
(1), przyczem liczby uktadu liczb rzeczywistych identyfikujemy
z liczbami zespolonemi rzeczywistemi uktadu liczb zespolonych.
Ale jezeli przynajmniej jedna z liczb (1) nie jest rzeczywista, na-
tenczas uktad (1) nie moze by¢ zidentyfikowany z ukladem spodt-
rzednych zadnego punktu na ptaszczyznie. Mozemy jednak wpro-
wadzi¢ pewne umowy takie, ze z kazdym ukitadem dwbéch liczb
zespolonych skojarzymy pojecie pewnego punktu zespolonego Py
ktorego ukladem spoétrzednych Kartezjusza jest ukiad (1). Jezeli
przynajmniej jedna ze sp6trzednych (1) jest urojona, punkt P na-
zywa sie zespolonym urojonym, w przeciwnym razie zespolonym rze-
czywistym lub .krotko rzeczywistym. Jezeli punkt jest rzeczywisty,
bedziemy uwazali za obraz tego punktu punkt na ptaszczyznie
w dotychczasowym sensie punktu, o spotrzednych X, y w danym
ukladzie osi Kartezjusza rownych odpowiednio spétrzednym uwa-
zanego punktu. Jezeli jednak punkt P jest urojony, nie odpowiada
mu zaden punkt na ptaszczyznie w dotychczasowym sensie.
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Wprowadzimy teraz pojecie ptaszczyzny zespolonej. Rozumiemy
przez to zbiér wszystkich punktéw zespolonych o spétrzednych
Kartezjusza X, y w ukladzie Kartezjusza obranym na tej ptasz-
czyZznie. MAwimy o punktach zespolonych, ze lezg na ptaszczyznie
zespolonej. Ptaszczyzne w zwykiym sensie nazywamy w przeci-
wienstwie do tego ptaszczyzne rzeczywistg. A wiec mozemy uwazac
ptaszczyzne rzeczywista jako przedstawiajaca cze$¢ punktéw plasz-
czyzny zespolonej, a mianowicie punkty zespolone rzeczywiste.

2. Punkty zespolone na danej prostej.
Uwazajmy réwnanie prostej | w skonczonosci

Ax+ By + G'=0. 2)

Orzeczenie, ze punkt zespolony P 0 spétrzednych (1) lezy na pro-
stej | oznaczaj ze spotragedne (1) punktu spetniajg réwnanie (2).
Mamy wiec

AXx'+ ixX")-f By + W)+ C=0.

Zachodzg wiec réwnosci

Ax' 4- By’ — ,0y

AXx" By"= 0 [ ;

konieczne i wystarczajagce. W przypadku, gdy punkt zespolony jest

punktem rzeczywistym lezy on na prostej | w dotychczasowym sensie.

Pierwsze réwnanie (3) jest réwnaniem prostej V identycznej

z prosta /, jezeli X\ Yy' oznaczajg spoétrzedne punktu rzeczywistego

potozonego na tej linji prostej. Drugie rownanie (3) jest réwnaniem

prostej 1" réwnolegtej do prostej | przechodzacej przez poczatek

uktadu, jezeli x", y" oznaczajg spoétrzedne punktu rzeczywistego

potozonego na tej linji prostej.

A wiec kazdemu punktowi zespolonemu P lezgcemu na pro-

stej | odpowiada para punktow Pj P" o spotrzednych x\ y'\ x'j y"

lezacych odpowiednio na prostych 1j I" i naodwrot kazdej parze

punktéw #, P" lezacych na prostych N\ I" odpowiada punkt zespo-

lony P lezacy na prostej I. Punktom P rzeczywistym odpowiadajg

pary punktéw P, P", z ktérych punkt P' schodzi sie z poczatkiem
uktadu 0, a punkt P' z punktem P.

Na kazdej prostej | lezy nieskoriczenie wiele punktéw urojonych.

Dwa punkty Pr, P2 nazywamy punktami zespolonymi ze sobg sprze-
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zonymi, jezeli ich spétrzedne an, yli XxZ, y2 sa odpowiednio licz-
bami zespolonymi ze soba sprzezonymi Jezeli na prostej | lezy
punkt Pt, natenczas lez} i punkt P2 zespolony z nim sprzezony.

3. Proste zespolone na ptaszczyznie zespolonej
i ich klasyfikacja.

Uwazajmy funkcje linjowa
Ax ~f- By -f- C

i zatozmy, ze spotczynniki A, B, C sg dowolne liczby zespolone,
takie, ze A i B nie sg réwnoczesnie rowne 0. Funkcje te nazwiemy
linjowg zespolong, a rdéwnanie (2) jej odpowiadajace réwnaniem
linjowem zespolonem.

Umawiamy sie, ze wszystkie punkty zespolone P, ktérych
spotrzedne spetniaja réwnanie (2) lezg na prostej zespolonej | o réw-
naniu (2). Rownanie (2) nazywamy rzeczywistem, jezeli wszystkie
jego spoétczynniki sa rzeczywiste, urojonetn w przeciwnym przy-
padku.

Niechaj bedzie

przjczem nie wszystkie 4 liczby A, A B ', B" sa réwnoczesnie
rowne 0. Uwazajmy macierz

i oznaczmy przez a, B, y jej minory 2-go stopnia

Macierz (5) mozemy uwaza¢ jako macierz dwoéch roéwnan rzeczy-
wistych

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby punkt P rze-
czywisty potozony w skonczonosci lezal na prostej zespolonej (2)
jest aby jego spoétrzedne X, y spetnialy rownania (7).
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Mamy tu trzy ‘przypadki nastepujace:

I. y §=0. Réwnania (7) przedstawiaja dwie proste I" w skon-
czonosci przecinajace sie. Istnieje zatem jeden jedyny punkt rzeczy-
wisty na prostej zespolonej (2).

Il. y— 0, a albo B 5=0. Réwnania (7) przedstawiajg albo dwie
proste 1j V w skonczonosci réwnolegte od siebie odmienne, albo
jedna i tylko jedna z tych prostych jest w nieskoriczonosci. Niema
punktu rzeczywistego w skoriczonosci na prostej |

1. y— 0, a= B—y= 0. Albo réwnania (7) przedstawiajg
te samg prosta w skonczonosci, istnieje wowczas liczba K @=0 taka,
ze zachodzg réwnosci

Albo jedno i tylko jedno z réwnan (7) jest identycznie zero. Istnieje
zatem nieskonczenie wiele punktdw rzeczywistych na prostej zespolo-
nej | i leza one na prostej.

Zaleznie od tego, ktéry z tych przypadkéw zachodzi moéwimy,
ze réwnanie zespolone nalezy do I, Il lub 111 Kkategorji.

Jezeli réwnanie zespolone (2) pomnozymy przez dowolng liczbe
zespolong M od zera odmienng, otrzymamy rdéwnanie

Roéwnania (2) i (8) sa spetnione przez spoétrzedne Kartezjusza tego
samego ukiadu punktow zespolonych i nazywajg sie réwnowazne.
Roéwnania réwnowazne nalezg zatem do tej samej kategoriji.

Naodwrot, jezeli dwa réwnania pierwszego stopnia o spoétczynnikach
zespolonych

A™X -j- Byy -f- Q\= 0,

Atx §—B2y -J- G5= 0
sg spetnione przez ukiady spoétrzednych tych samych punktéw ze-
spolonych, natenczas sa réwnowazne. W istocie oba spétczynniki

Al i A2 sa réownoczeénie od zera odmienne albo réwnoczesnie réwne
zeru. Jezeli Avi A2 sg oba @ 0, natenczas mamy dla wsz3Btkich y

a wiec
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Jezeli za§ AN1= A2= O, natenczas albo oba spétczynniki Bx i B»
sg rownoczesnie od zera odmienne i mamy

albo tez mamy BXx— B%= 0, a wtedy rowniez oba réwnania sa
rownowazne.

Kazde réwnanie 111 ciej kategorji jest robwnowazne pewnemu
réwnaniu rzeczywistemu, ktérego nie oba spoétczynniki A i B sa
réwnoczesnie réwne zeru

Proste zespolone przedstawione przez réwnania zespolone |I.
i 11. kategorji nazywamy odpowiednio prostemi urojonemi 1. i II.
kategorji. Proste zespolone przedstawione przez réwnanie |Ill-ciej
kategorji, a wiec i przez réwnanie rzeczywiste nazywamy prostemi
zespolonemi rzeczyioistemi, albo krétko rzeczywistemu. Przy tem iden-
tyfikujemy zbiér prostych rzeczywistych ptaszczyzny rzeczywistej,
ktoresmy dotad rozwazali ze zbiorem prostych zespolonych rzeczy-
wistych obecnie okreslonych.

Uwazajmy prostg zespolong o réwnaniu (2) i zatézmy, ze na
tej prostej lezg dwa punkty P i P zespolone ze soba sprzezone
0 sp6irzednych

Mamy wiec réwnosci nastepujace

Mamy wiec

Stad mamy
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Z réwnosci 2-giej i 4-tej wynika, ze albo x" m=y"
mamy Y= A'B"— A"B'=

= 0, albo tez

= 0. Jezeli punkty P i P sa urojone,
natenczas mamy y= 0. Ze zwigzkéw 1l-go i 3-go otrzymujemy
mnozac przez J3', R i odejmujac

a mnozac przez A", A' i odejmujac

A wiec prosta jest rzeczywista. Mamy wiec
Twierdzenie 1

.Prosta zespolona, na ktérej lezg dwa
punkty urojone ze sobg sprzezone jest rzeczywistau.

Dwa réwnania zespolone

nazywaja sie ze soba sprzezone, jezeli ich spoétczynniki
wiednio ze sobag sprzezone, tj. jezeli

sa odpo-
mamy

Dwie proste Z i |, nazywaja sie zespolone ze sobg sprzezone,
jezeli istniejg takie 2 liczby

k2 obie od zera odmienne, ze row-
nania tych prostych po pomnozeniu przez te liczby stajg sie zespo-

lone ze soba sprzezone. Niechaj réwnania tych 2 prostych beda

Mamy roéwnosci

Jezeli na prostej /, lezy punkt Po spétrzednych &= & —(H&"7
r]- n'+ in", natenczas na prostej /2 zespolonej sprzezonej lezy

punkt P zespolony sprzezony z punktem Po spétrzednych &= & — T&"
n= n'— ir\". Albowiem réwnos¢

pociaga za soba kolejno réwnosci
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Dwie proste 12 zespolone sprzezone nalezg do tej samej
kategorji prostych zespolonych, albowiem te same punkty rzeczy-
wiste lezg na obu prostych. Naodwrét jezeli dwie proste zespolone
sprzezone sa urojone, kazdy punkt P wspélny jest punktem rzeczy-
wistym. Gdyby bowiem byt urojonym, natenczas i punkt P zespo-
lony z nim sprzezony bytby punktem wspélnym obu prostych.
A wiec obie proste przechodzityby przez te same dwa od siebie
odmienne punkty urojone ze sobg sprzezone, wiec bytlyby obie rze-
czywiste i schodzityby sie ze soba, albowiem przez dwa dowolne
od siebie odmienne punkty zespolone Pl, P2 przechodzi jedna
i tylko jedna prosta.

Mamy wiec

Twierdzenie 2. ,Jezeli dwie proste zespolone ze sobg sprze-
zone maja punkt wspdlny, natenczas punkt ten jest rzeczywisty

5. Spoétczynniki kierunkowe prostych zespolonych.

Uwazajmy znoéw rownanie zespolone (2). W przypadku, gdy
to rownanie jest rzeczywiste mamy wzory na spoétczynniki Kie-
runkowe

gdzie e= + 1, a przez R nalezy rozumie¢ dodatni pierwiastek

W przypadku ogoélnego réwnania zespolonego wyrazenia (12) maja
zupelnie okreslong warto$é, z wyjatkiem przypadku R = 0, jezeli
tylko na R obierzemy oznaczong warto$s¢ pierwiastka i obierzemy
warto$é €. Jezeli R2 jest dodatnie, obieramy na R warto$é dodatnig”
a jezeli R%jest ujemne lub urojone obieramy te wartos$é¢, ktorej
spoiczynnik czesci urojonej jest dodatni.

Liczby (12) nazywamy spolczynnikami kierunkowymi prostej
zespolonej. Mamy wiec dwa uktady spotczynnikow kierunkowych
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prostej zespolonej, z ktérych kazdy nalezy do oznaczonego kierunku
prostej zespolonej.
Przynajmniej jedna z dwoéch liczb A. B jest od zera odmienna.

A B
Wiec albo N = k1 albo - = k2 jest oznaczong skoriczong liczba.

Mamy wiec na A, p albo wzory

albo tez wzory

Jezeli wiec stosunki spoétczynnikéw A i B sa liczbami rze-
czywistemi, natenczas spotczynniki kierunkowe sa liczbami rzeczy-
wistemi. Oczywiscie, ze naodwro6t jezeli spoétczynniki kierunkowe
sg rzeczywiste, stosunki spoélczynnikéw 1 i 3 sg rzeczywiste. Sto-
sunki liczb A i B sa rzeczywiste, jezeli istniejg dwie liczby kl i k2
rzeczywiste nie obie réwne O takie, ze mamy

a wiec jezeli mami®

r=aq
i naodwrot.
Zatem dla prostych zespolonych kategoryj Il. i Ill. i tylko
dla tych prostych spotczynniki kierunkowe sa liczbami rzeczywi-
stymi. A wiec procz prostych rzeczywistych proste urojone Il. ka-

tegorji maja Kierunki rzeczywiste.

Jezeli stosunki spoétczynnikéw A i B sg urojone, najwyzej
jeden ze spéiczynnikéw kierunkowych moze by¢ liczba rzeczywista.
Wwidaé tez tatwo, ze istniejg liczby urojone Kk takie, ze

1 — 2K cos ©-(- k2

jest liczbg rzeczywistg dodatnig.' Jezeli k — k'-\-ik''. natenczas
musi by¢
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a wiec

Stosunki ~ i - nazywajg sie spoiczynnikami katowymi prostej ze-

spolonej.

6. Wzajemne potozenie punktéw i prostych zespolonych.

Uwazajmy dwie proste , It zespolone i obierzmy na nich
dodatnie kierunki. Niechaj An pu, i A8, y? beda ich spétczynniki.
Przez dostawe i wstawe kata ¢ kierunku drugiego z kierunkiem
pierwszym rozumiem)' znéw wyrazenia

i oznaczamy przez cos @, sin 9 Dwa kierunki sa prostopadte, jezeli
mamy

zawieraja one kat -j- 4 lub — zaleznie od tego, czy sin @ je

L’
+ 1, czy — 1. Otrzymujemy stad wzory Rozdziatu Il11I.

gdzie e = i 1? zaleznie od tego, czy sin@= -}-1, czy — 1
Uwazajmy teraz punkt P (a, b) i prostg /. Mozemy napisaé
réwnania parametryczne prostej V prostopadtej do prostej |

gdzie r' parametr na osi V jest liczbg zmienng zespolong. Odlegtoscig
punktu P od | nazywamy warto$¢ o/ parametru r' odpowiadajacg
punktowi przeciecia Q prostych | i V. Mamy wiec wzor
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Jezeli odlegtoscia dwoch punktéw P i Q o spétrzednych &, n
nazwiemy jedne oznaczong wartos¢ pierwiastka

natenczas odlegtosé d! rowna sie odlegtosci tych dwoch punktéow
pomnozonej przez jedng z liczb -f- 1 lub — 1

7. Proste minimalne.

Zwroémy sie teraz do przypadku dotad wykluczonego, w kto-
rym R jest réwne 0. Mamy wiec

a wiec

gdzie e= —4—1 albo — 1 i tak samo

gdzie € = —4-1 albo — 1. A wiec wszystkie proste o réwnaniach

gdzie e= f 1, za§ A 5=01i C sa znéw liczby dowolne majg R — 0
i tylko te proste.

A wiec przez kazdy punkt P zespolony na ptaszczyZznie o spo6t-
rzednych a, h przechodza dwie i tylko dwie proste, dla ktor}rch
R = 0. Maja one réwnania

albo

Proste te sa oczywiscie zawsze od siebie odmienne i naleza
do I. kategorji, albowiem wyznacznik

jest od zera odmienny. Zatem na kazdej takiej prostej lezy jeden
i tylko jeden punkt rzeczywisty.

Proste te nazywaja sie minimalnymi z nastepujacej przyczyny.
Uwazajmy dwa dowolne od siebie odmienne punkty Pi(xi,y 1)
i Pt{x2i /% na prostej, dla ktérej R= 0. Mamy
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a wiec
A(x1— x2) -f- A(cos O-f- €l sin 9)(» — yt) = 0.

Istnieje wiec liczba K¢ 0 taka, ze mamy

XX— X2— kA (cos O-f- €i sin Q),
yi—y — kA
A wiec mamy
X, — X2Y + 2{xx— x2{yx— y2) cos O+ (y, — y22= (
= A2A2[(cos0-f-£*sin6)2— 2(co0s9-j-£«sin6)cos6-f-1]= 0. »

Zatem wzor na odlegtos¢ dwodch dowolnych punktow prostej daje
wartos¢ 0. Zatem kazde 2 punkty PX, P, prostej minimalnej majg
odlegtos¢ zero.

Wiasnos$é ta jest dla prostych minimalnych charakterystyczna,
albowiem jezeli wyrazenie (9) réwna sie 0 dla jednego dowolnego
ukitadu dwoéch punktow od siebie odmiennych pewnej prostej, na-
tenczas z réwnosci

x1— xt = kB, yl—y2= — KA,

gdzie K jest pewna zupelnie oznaczona liczba od zera odmienna
otrzymamy, wstawiajac w (19) réwnos$é¢ i?2= 0.

Dla prostych minimalnych wzory (12) i (14) przestaja miec
sens, bo w mianownikach mamy zero. Liczby A, [ dla prostych
nieminimalnych sa proporcjonalne do — P, A

Dla prostych minimalnych otrzymujemy z tych wzoréw

dla kazdej wartosci na «. Liczby .. ;. okreSlone wzorami (20),
gdzie « =}=0 i jest dowolnie obrane nazywamy spotczynnikami kie-
runkowymi prostej minimalnej o réwnaniu (2).

Naodwrét, kazde 2 liczby A, ja pomiedzy ktérymi zachodzi
zwiagzek (21) moga by¢ uwazane za spétczynniki kierunkowe pewnej
prostej minimalnej, albowiem A i B wyznaczone z (20) dla dowol-
nego K@ 0 spetniajg warunek B — 0.
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Dla prostych minimalnych mamy

wiec

gdzie A==0. Stad uogdlniajac pojecie prostopadtosci dwoch Kkierun-
koéw i nazywajac kierunek A', y/ prostopadly do kierunku A, u jezeli

AN = — K(X cos @49,
ul/ — k(k -f- p cos Q),

gdzie k@ 0, widzimy, ze kierunek prostopadly do kierunku mini-
malnego jest kierunkiem minimalnym identycznym z kierunkiem
danym. Oczywiscie, ze ta wiasnos¢ jest dla prostych minimalnych
charakterystyczna.

Proste minimalne nazywaja sie tez izotropowe (droites isotro-
pes). Uwazal je pierwszy Laguerre.

8. Spobirzedne jednorodne punktéw zespolonych

na linji prostej.

WprowadziliSmy juz pojecie spoétrzednych jednorodnych XX,
na linji prostej Z przyczem uwazaliSmy punkty rzeczywiste o sp6t-
rzednych rzeczywistych. Wprowadzimy teraz pojecie punktu zespo-
lonego na prostej okreslonego przez jedne liczbe zespolong X. Kazdej
liczbie zespolonej odpowiada jeden i tylko jeden punkt zespolony
i naodwrot.

Liczbe X mozemy przedstawi¢ przez iloraz dwéch liczb zespo-
lonych Xx, Xt, przyczem XX=f=0

X = . (22)
*X

Jezeli a&”? X\ jest jeden oznaczony ukiad spoétrzednych jedno-
rodnych punktu, natenczas na ogo6lny ukiad spétrzednych jedno-
rodnych tego punktu mamy wzory

xX = kx\, x2 = kx2, (23)

gdzie k jest dowolna liczba zespolona od zera odmienna.
Widoczna, ze i inne poprzednie wywody, w ktérych liczby
xIt xX*, xz etc. byly rzeczywiste sg tez stuszne, gdy to beda do-
10
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wolne liczby zespolone. Liczby ar, xt nazywamy spotrzednymi jedno-
rodnymi punktu zespolonego P.

Uwazajmy teraz ukiad dwoéch liczb zespolonych ar, ar, gdzie
a,= 0, zas a2@ O i jest dowolne. Uktady takie bedziemy uwazali
za uktady spotrzednych punktu w nieskonczonosci na prostej |

9. Spodirzedne jednorodne punktéw zespolonych
na plaszczyznie.

Uwazajmy uktad dwéch dowolnych liczb zespolonych a; Y.
Mozemy, podobnie jak w szczegdlnym przypadku, gdy X, Y sa oba
rzeczywiste uwaza¢ ukitad trzech liczb zespolonych ar, ar, as, z kt6-
rych a3 jest od zera odmienne, takich ze zachodza réwnosci

Jezeli ar,. a2, a3 jest pewien oznaczony uktad trzech liczb zespolo-
nych, dla ktérych zachodza wzory (24), i jezeli ar, a-, a jest do-
wolny taki ukiad, mamy réwnosci

gdzie Kk jest pewna liczba zespolona ¢ 0. Naodwrot do dowolnej
liczby zespolonej k@ 0 nalezy uktad trzech liczb (25), dla ktérych
zachodza wzory (24). Uktad taki trzech liczb nazywamy ukiadem
spotrzednych jednorodnych punktu zespolonego P. ktérego spoirze-
dnyini Kartezjusza sa X, V.

Mozemy teraz zupeinie jak poprzednio w przypadku punktow
i prostych rzeczywistych uwazaé¢ forme linjowa

o0 spotczynnikach zespolonych nalezacg do funkcji linjowej

AX e Byo C

Spoétrzedne jednorodne punktu zespolonego P, ktérego spot-
rzedne X, Y speilniaja rownanie (2), spetniaja roéwnanie jednorodne
pierwszego stopnia

i naodwrot.
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Wprowadzimy teraz pojecie punktéw zespolonych w nieskoni-
czonosci na ptaszczyznie. Uwazamy ukiad trzech liczb xi} x2, x§
Z ktérych z3= 0, za$ &, X2 sa dowolne i nie oba réwne 0. Kaz-
demu takiemu uktadowi odpowiada oznaczony punkt w nieskon-
czonosci. Dwa punkty P, (J w nieskoriczonosci, ktorym odpowia-
daja uktady x1, x2, xs i yx Y2. ya sa identyczne wtedy i tylko
wtedy, jezeli istnieje A=]=0 takie, ze mamy

XA= Joyt, x2 = ky2. (28)

Umowy te prowadza do analogicznych konkluzyj co w przy-
padku, gdy oba uktady XX, X2\yX, Y2 sa rzeczywiste.

Uwazajmy teraz réwnanie jednorodne prostej w nieskon-
czonosci

c*3= 0, (29)

gdzie C==0. Réwnanie to jest spetnione przez wszystkie uktady
trzech liczb Xx, X2, X2 zespolonych, dla ktérych Xxs= 0 i tylko
przez te ukiady. A wiec wszystkie punkty zespolone w nieskon-
czonosci na ptaszczyznie spetniajag to réwnanie. Mozemy wiec wpro-
wadzi¢ pojecie prostej zespolonej w nieskoriczonosci o rownaniu (29)
jednorodnem, a o réwnaniu

CcC=0 (30)

w spoétrzednych Kartezjusza, przyczem C=J=0 jest to dowolna liczba
zespolona. Mozemy te prostg uwazaé, jako nalezacag do I11l. kate-
gorji prostych zespolonych na plaszczyznie zespolonej.

Cwiczenia.
|
1. Udowodnié¢, ze jezeli prosta jest minimalng w pewnym uktadzie
osi Kartezjusza, natenczas jest minimalng w kazdym innym uktadzie osi
i nalezy do tej samej kategorji prostych minimalnych do siebie réwno-
legtych.



ROZDZIAL VII.

Pola figur ptaskich.
1 Pole troéjkata.

Uwazajmy tréjkat A o wierzchotkach Pj? i= 1, 2, 3. Na
jego obwodzie mamy dwa przeciwne sobie porzadki nastepstwa punk-
téw, albo dwa przeciwne sobie Kierunki obiegu. Uwazajmy tu jeden
z tych kierunkéw obiegu i ramie r, ktérego poczatkiem jest do-
wolny punkt Q wewnatrz tréjkata A . przechodzace przez punkt P
na obwodzie tréjkata i skierowane od punktu Q do punktu P.
Obieg punktu P nazywamy dodatnim, jezeli obrét ramienia r dokota
punktu Q odbywa sie w dodatnim kierunku obrotéw na ptaszczy-
Znie. za$ ujemnym, jezeli ten obrét odbywa sie w kierunku ujemnym.
Mozemy zawsze tak obra¢ oznaczenia wierzchotkéw tréjkata, ze
obrotowi dodatniemu odpowiadajg permutacje parzyste 1, 2, 3;
2, 3, 1; 3, 1, 2 wskaznikéw 1, 2, 3, za$ obrotowi ujemnemu per-
mutacje nieparzyste 1, 3, 2; 3. 2, 1; 2, 1, 3.

Troéjkaty, na ktérych obwodzie mamy dany obieg dodatni
nazwiemy dodatniemi, a trojkaty na ktérych obwodzie mamy dany
obieg ujemny ujemnymi. Polem tréjkata A nazwiemy liczbe, stora
dla trojkata dodatniego jest dodatnia o wartosci bezwzglednej row-
nej polu w sensie elementarnym, a dla trojkata ujemnego jest
ujemna o wartosci bezwzglednej rowniez rownej polu trojkata w sensie
elementarnym. Wprowadzimy nareszcie tréjkaty zerowe, ktcrych
trzy wierzchotki lezg na jednej linji prostej, a polem ich nazwiemy

liczbe 0.
Niechaj &( nb i=* I, 2. 3 beda spdétrzedne Kartezjusza wierz-
chotkéw Pi tréjkata niezerowego a p( i = 1, 2, 3 spétczynniki

kierunkowe kierunkéw na bokach PMPZ PsPi, PiPi tréjkata zgo-
dnych z dodatnim kierunkiem obiegu tj od Pl do P2, od ?2 do
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Ps, od P8 do Px Réwnania prostych lu 12, /8, na ktorych leza
boki P2P8, P3PI5 ~ P 2 mozemy napisa¢ w postaci

i= 1, 2, 3, przyczem wskazniki nastepuja w porzadku cyklicznym.
Uwazajmy odlegtosci d{ punktow Pt) od osi przyczem te
odlegtosci rozumiemy zgodnie z definicjami Rozdziat 1V. Mamy

wzory
przyczem g = 4; 1 i sg okreslone ze wzoréw
Ale poniewaz mamy Bt= — A6 <= 1, wiec otrzymujemy

Wstawiajgc w te wzory spoétrzedne &;, n; punktu P{ mamy

Na spoétczynniki kierunkowe mamy wzory

gdzie réwnaja sie dodatnim pierwiastkom

Mamy wiec

Oznaczymy przez W wyznacznik
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Wyznacznik ten nie zmieni wartosci, jezeli wskazniki 1, 2, 3
zastgpimy przez dowolng permutacje parzysta tych wskaznikéw
a zmieni znak na przeciwny, jezeli te wskazniki zastagpimy przez
dowolng permutacje hieparzystg tych wskaznikow.

Otrzymujemy wiec na odlegtosci d, wierzchotkow Pt od osi
{ wzory

dt= — fl\ir-Wsin o. (6)

Jezeli zmienimy kierunek obiegu obwodu tréjkata na — przeciwny
uwazajac obieg ujemny, spotczynniki kierunkowe A, p* nowych osi
I{, beda miaty wartosci

= — A2 M= — pi? z= 1, 2, 3,

a wiec otrzymamy na odlegtosci wzory
di== t*sinO. ©)

Ale odlegtosci d; sg ujemne jezeli kierunek obiegu jest do-
datni, a dodatnie jezeli kierunek obiegu jest ujemny. Oznaczajac
wiec przez F pole tréjkata A otrzymamy dla tréjkata dodatniego wzér

F — — \dibi
a dla tréjkata ujemnego
F = — \dibhi}

a wiec dla tréojkata dodatniego wzor
F— | W sin 9,
a dla trgjkata ujemnego wzér
F= — \Wsin o

Jezeli wiec bedziemy uwazali pewien dowolny kierunek obiegu
na obwodzie tréjkata i jedne dowolng z permutacyj wierzchotkéw
Pi odpowiadajgca temu obiegowi, natenczas pole trojkata wyrazi
sig ogélnym wzorem

2=£JFsine, (8)

w ktérym teraz W oznacza wyznacznik, w ktérego wierszach figu-
ruja odpowiednio spétrzedne Kartezjusza wierzchotkéw tréjkata w tym
porzadku, w jakim nastgpuja po sobie w uwazanej permutacji.
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tatwo tez wprost okazaé, ze wyznacznik W w ten spos6b-
okreslony ma znak sin 0O, jezeli trojkat jest dodatni, a na znak
przeciwny, jezeli tréjkat jest ujemny.

Uwazajmy w tym celu nowy uktad spoétrzednych X\ y' o po-
czatku w punkcie P,, o osi X' schodzacej sie z osig /s, a o osi V'
schodzacej sie z osig /2, tj. przeciwnie skierowanej, anizeli 0$ /2.
Mamy wzory na przeksztatcenie ukiadu spétrzednych x\ y'

Spétrzedne &', n- punktéw P; w ukladzie a', y' spétrzednych s
odpowiednio dla P,, P2, P3

a wiec -mamy

A wiec mamy

gdzie 0' jest to kat jaki dodatni kierunek osi y' zawiera z dodatnim
kierunkiem osi Xx'.

W szczegb6lnym przypadku kiedy jeden z wierzchotkéw tréj-
kata np. punkt P, schodzi sie z poczatkiem ukiadu spotrzednych
mamy

a wiec otrzymujemy wzory F

F= hezWo— s )&sin S} 9
F— sin (" — @), (10)
gdzie 92, 98 sa katy jakie, kierunki P5P2, P, Ps zawierajg z do-
datnim Kkierunkiem osi X.
Przypusémy teraz, ze trojkat A jest nam dany réwnaniami
bokéw



154

Mamy wyznacznik spoétczynnikow

i wyznacznik minoréw wyznacznika A

Mamy

a wiec mamy wzoér

wyrazajacy pole trojkata przez spoiczynniki réwnan trzech bokoéw.

2. Pole wieloboku wypukitego.

Uwazajmy linje tamang zamknieta £ on wierzchotkach P,,
i = 1, 2,...n nastepujacych po sobie w porzadku PI5P2,...P,,. Linje
te nazywamy wielobokiem (polygone) i oznaczymy literg tk, a we-
ktory PfPi+1 nazywamy bokami wieloboku. Wielobok nazywamy
wiasciwym (non 6toild) w przypadku, kiedy bok P;Pi+l ma z innymi
bokami wspélne tylko punkty P, i PH1, tj. poczatek i koniec, a mia-
nowicie P, jako koniec boku Pi_1Pi poprzedzajacego, a Pi+l jako
poczatek boku Pi+lPi+2 nastepujacego. W przeciwym razie wielobok
nazywa sie niewlasciwym (polygéne etoild).

Wielobok wiasciwy nazywa sie wypukltym convexe jezeli kazda
prosta na ptaszczyznie ma z wielobokiem albo 1 punkt wspélny,
albo 2 punkty, albo caly jeden i tylko jeden bok.

Uwazajmy wielobok wypukty W i dowolny punkt Q lezacy
wewnatrz tego wieloboku. Uwazajmy ramie r, ktérego poczatkiem
jest punkt ,Q, i ktére przechodzi przez punkt P ruchomy na obwo-
dzie wieloboku. Kierunkiem dodatnim obiegu punktu P na obwo-
dzie wieloboku nazywamy kierunek odpowiadajacy dodatniemu Kkie-
runkowi obrotu ramienia r, a przeciwny kierunek obiegu nazywamy
kierunkiem ujemnym. Rozrézniamy wiec wieloboki dodatnie i ujemne.
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Zat6zmy, ze porzadek nastepstwa Px, P2,...P, wierzchotkéw
wieloboku odpowiada kierunkowi dodatniemu obiegu wieloboku.
Uwazajmy trojkaty

Na trdjkagtach tych kierunki obiegow odpowiadajace nastep-
stwu Q, Pt, Pi+, wierzchotkéw sa dodatnie, a wiec tréjkaty sa do-
datnie. Oznaczmy przez pola tych trojkatow. Niechaj x{, y{ beda

spotrzedne Pt. za$ & y spétrzedne P. Uwazajmy s u m p 6 |
i=1

tych tréjkatow. Mamy wzér

Uatwo sie przekonaé, ze zachodzi réwnosé

Stad wynika, ze suma pol trojkatow A< nie zalezy od obioru ‘punktu Q
wewnatrz wieloboku W. Jezeli punkt Q obierzemy na obwodzie
wieloboku, wéwczas pewne z tréjkata A* beda zerowe, a na sume
pol tréjkatobw mamy znoéw wzor (15). Suma pdél nie zalezy wiec od
obioru punktu Q wewnatrz lub na obwodzie wieloboku W. Nazy-
wajac te sume pol polem wieloboku dodatniego otrzymamy na to pole
wzOr nastepujacy

Tak samo nazywamy polem wieloboku ujemnego sume pél
tréojkatow ujemnych A QP+i Pt- Mamy wiec wzér
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3. Pole dowolnego wieloboku wiasciwego.

Uwazajmy teraz dowolny wielobok witasciwy W. Uwazajmy
wierzchotek P, i oznaczmy przez a, kat P{ A odpowiada-
jacy wnetrzu wieloboku. Zatézmy, ze mamy a(” 1.

Przeprowadzmy przez punkt Pt prostg | nie schodzacg sie
z zadnym z bokéw PI_1Pi, PiPi+l i nie przechodzaca przez zaden
z pozostatych wierzchotkéw wieloboku. Obierzmy nadto te prosta
w ten sposob, aby dzielita kat a( na dwa katy < m. Prosta ta ma
précz punktu Pt jeszcze inne punkty wspdélne z obwodem wielo-
boku. Oznaczmy przez Q ten punkt przeciecia prostej | z obwodem,
dla ktérego odcinek PtQ lezy catkowicie w wieloboku W. Uwa-
zajmy dwa wieloboki W i W" nastepujace

W' — PtQPi+iPj+2 .. ,
W" = P{Pi+l..PjQ.

Przytem zaktadamy, ze punkt Q lezy na boku P>P”. Kazdy
z dwéch wielobokow W\ W" posiada liczbe katow wypuktych lub
réwnych m przynajmniej o jedno$¢ mniejsza od liczby takichze
katow wieloboku W. Stosujgc to samo postepowanie do obu wielo-
bokéw TU, W" otrzymamy pewng liczbe k wielobokow wypukiych
WrZ,., na ktore rozpada sie wielobok W, i= 1,

Jezeli na wieloboku W obierzemy pewien kierunek obiegu,
natenczas mamy na kazdym z wielobokéw TI7 pewien oznaczony
kierunek obiegu i kierunki te zmienig sie¢ na przeciwne, jezeli zmie-
nimy kierunek obiegu na W na przeciwny. Kierunki te na Wt sg
jak tatwo wida¢ albo wszystkie dodatnie albo wszystkie ujemne.
Nazwijmy dodatnim kierunkiem obiegu na obwodzie W ten kieru-
nek, ktéremu odpowiadajg kierunki dodatnie obiegu na obwodach
Wiy ujemnym kierunek przeciwny. tatwo widaé, ze kierunek do-
datni na obwodzie W nie zalezy od sposobu w jaki rozktadamy
wielobok W na wieloboki wypukte. Jezeli bowiem W', i'— 1, 2,... A’
jest inny rozktad wieloboku W na wieloboki wypukte, i jezeli HO
i W' oznaczaja dwa wieloboki wypukte nalezace odpowiednio do
jednego i do drugiego podziatu wieloboku W i majgce przynajmniej
po jednym boku lezagcym na tym samym boku wieloboku TF na-
tenczas widoczna, ze dodatnim kierunkom na obwodzie tych wielo-
bokéw odpowiada ten sam kierunek na uwazanym boku wieloboku.
Mozemy zawsze zatozyé, zeSmy tak obrali oznaczenia wierzchotkéw Pt
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wieloboku W, Zze obiegowi dodatniemu odpowiada nastepstwo wska-
znikéw, w ktéorem po i przychodzi w porzadku cyklicznym i-f- 1.
Uwazajmy wieloboki W i W" na ktére rozktadamy W i niechaj
&, 7] beda spétrzedne punktu Q. Utwérzmy dla tych wielobokow sumy

odpowiadajace dodatniemu kierunkowi obiegu na obwodzie. Mamy
wiec dla W

i dla W"

Suma tych sum réwna sie

poniewaz jednak punkty Pt, Q PJH lezg na prostej wiec suma ta
réwna sie

Nazwijmy ‘polem wieloboku W sume pél wielobokéw wypu-
ktych Wt, na ktére rozktadamy wielobok W

z poprzedniego wynika, ze jezeli wielobok W rozktada sie na dwa
wieloboki wypukte, natenczas na pole F mamy wzér (17), jezeli
wielobok jest dodatni, a (18) jezeli jest ujemny. A wiec droga
indukcji dochodzimy do wniosku, ze wzory te daja pole wieloboku
dowolnego wiasciwego.
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Cwiczenia.

1. Uwazamy réwnolegtobok AB CD i punkt M. Okazaé, ze pole
tréjkgta MAC réwna sie sumie pdl MAB i MAD (twierdzenie Va-
rignon’a).

2. Okazaé¢, ze pole wieloboku réwna sie sumie pol trapezéw
P{Pi+xAI+NA" gdzie A{ sa rzuty punktéw Pi na o$ x.



ROZDZIAL VIII.

Rownanie jednorodne drugiego stopnia o dwadch
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne.

1 Trdjmian drugiego stopnia o jednej zmiennej i rownanie
drugiego stopnia o jednej niewiadomej.

Tréjmianem drugiego stopnia o jednej zmiennej nazywamy
funkcje
ax2-j- 2bx-f-c, m Q)

ktorej spotczyunikami sa liczby a, b, ¢. zZatézmy, ze sa to liczby
rzeczywiste i ze a@O. Wyrdznikiem (discriminante) trojmianu na-
zywamy wyrazenie

d= ac-b\ 2

Tréjmian (1) mozemy napisa¢é w postaci
if[(e*+»)* + d]. 3
0 liczbach x — & obracajacych w zero trégjmian (1) moéwimy,
ze sa piermastkami réwnania drugiego stopnia
ax2-(- 2bx -@-c= 0. 4

Zachodzg tu 3 przypadki zaleznie od wartosci d.
1. d™> 0. Mamy 2 pierwiastki XX, X2 urojone sprzezone dane
wzorem

*,o= -\~ Y A< (&

gdzie 'Y— + 1 i pierwiastek \d uwaza sie jako dodatni.
2. d<i0. Mamy 2 pierwiastki XX, X2 rzeczywiste od siebie
odmienne dane wzorem
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gdzie znébw n= + 1, a pierwiastek jest dodatni.
3. d = 0. Mamy jeden pierwiastek rzeczywisty a0

Tréjmian (1) w pierwszych dwéch przypadkach mozna przed-

stawi¢ w postaci
a(x — xj){x — a2

a w trzecim przypadku w postaci
a(x — x02

Pierwiastek x0 nazywamy podwdéjnym pierwiastkiem réwnania (4).

2. Forma drugiego stopnia dwéch zmiennych. Réwnanie je-
dnorodne drugiego stopnia o dwéch niewiadomych i jego
znaczenie geometryczne.

Formg drugiego stopnia albo forma kwadratowg o dwoch zmien-
nych a, y nazywamy jednorodnag funkcje drugiego stopnia okreslong
wzorem

y) = AX*-\- 2BxyA- Cy*. ®
Spoétczynniki A, B, C nazywaja sie spotczymilkami formy. Wyrazenie
5= AC— 9)

nazywa sie wyrdznikiem (discriminante) formy. Forma jest zerowa,
jezeli wszystkie spoétczynniki sa liczbami rzeczywistymi.
Uwazajmy forme drugiego stopnia rzeczywista niezerowa. Moga
zachodzi¢ 2 przypadki :
1. Spétczynniki A i C nie sg rownoczesnie réwne 0.
Il. A i C réwnocze$nie réwnajg sie 0.
I. Odrézniamy tu 3 przypadki, zaleznie od wartosci &

1. 6>0. 2 &5< 0, 3. 8= 0.

Forme mozemy przedstawi¢ przynajmniej w jednej z dwodch postaci
nastepujacych
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Wyrazenia w nawiasach rozkiadamy na iloczyn dwoéch form linjo-
wych. Otrzymujemy dwie formy linjowe

wzglednie dwie formy linjowe
B+ Y=S)*+Cy i

Przytem przez \— & rozumiemy w przypadku 5> 0 i gdzie
Jo jest dodatnie, a w przypadku &< 0 dodatni pierwiastek. W przy-
padku 6= 0 mamy kwadrat formy

wzglednie formy

Il. Erorma jest teraz iloczynem dwéch form linjowych
-7, y
przez 2B.

Forme kwadratowg mozemy zatem zawsze przedstawi¢ jako
iloczyn dwéch form linjowych

axx -j- bly i a2x -f- b%

przez czynnik Kk staty od zera odmienny. Formy te sg zalezne od

siebie lub nie zaleznie od tego czy & jest rowne zeru czy tez nie.
W istocie, mamy

a wiec mamy

A wiec & jest od zera odmienne lub tez nie zaleznie od tego czy
jest od zera odmienne lub tez nie.

Przypusémy teraz, ze mamy dwa rozkiady formy kwadrato-
wej na iloczyn dwéch form linjowych

Natenczas zachodza nastepujace mozliwosci. Albo istniejg dwie liczby
od zera odmienne AJ K\ takie, ze mamy
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Albo tez istnieja dwie liczby od zera odmiene K\, kl takie, z
mamy

ktoéry to przypadek mozna sprowadzi¢ do poprzedniego przez prze
stawienie obu form linjowych jednego z dwodch iloczynéw. Alb-
nareszcie zachodzg réwnoczesnie oba poprzednie przypadki.

W istocie z réwnosci

otrzymujemy

a wiec

gdzie e= + 1. Zatem otrzymujemy dla ¢= -f- 1

a dla

W pierwszym przypadku jezeli at= 0 mamy a\— 0 i naod
wrot, albowiem a2, 62 i tak samo a2, /% nie sa oba réwnoczesnit
réwne 0.

Istnieje wiec K¢ 0 takie, ze mamy

To samo zachodzi jezeli bl— b[= 0, jezeli o2=a” = 0 i jezel
€2= 32— 0. Mozemy wiec zatozyé, ze wszystkie liczby a, b sg‘ ad
zera odmienne, a wowczas znéw otrzymujemy zwiagzki (13).

W drugim przypadku dochodzimy podobnie do wzorow (14).
Pomiedzy statymi Kk wzoréw (13) i (14) mamy zwiagzki
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Jezeli mamy &= O natenczas mamy

k == 0, wiec zachodzg réwnoczesnie zwiazki (13) i (14) i mamy
K\ — k\, kA= K\

Naodwroét, jezeli zachodza zwiazki (13) i (14) réwnocze$nie mamy

wiec mamy &= 0.
Przedstawimy teraz forme kwadratowa <p(x, y) w takiej po-

staci, w ktorej czynnik A, ktéry figuruje w rozkiadzie tej formy
na dwa czynniki linjowe ma wartos¢ €= i 1

Uwazajmy nasamprzéd przypadek 1. Zatézmy d¢@ 0i A ¢ O.
Mozemy forme napisa¢ wowczas w postaci

Przytem €= -J-1 jezeli A> 0, zas e= — 1, jezeli A < 0, a pier-
wiastek JUA jest dodatni.
Forma cp@#, Yy) przybiera postac¢

gdzie mamy

A wiec zachodzi réwnosé

W przypadku d¢@ 0, 6'@ 0 wprowadzamy analogicznie ozna-
czenia
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przyczem B= —-1, jezeli C>0; e= — 1, jezeli C< 0, a pier-
wiastek JUC jest dodatni. Teraz forma o@(#, y) przybierze znéw po-

sta¢ (16), przyczem mamy
bt = bt. (20)

W przypadku d= 0 wprowadzamy w przypadku A ¢ 0 oznaczenia

przyczem JUA jest dodatni pierwiastek, za$ oznaczenia

w przypadku C=j=0, przyczem \z Cjest dodatni pierwiastek. Forma
<p(X, y) przybiera postac

Nareszcie w przypadku Il. wprowadzamy oznaczenia

gdzie \zB jest dodatni pierwiastek i forme piszemy w postaci

przyczem mamy

Wszystkie ukiady liczb &, n, ktére wstawione w forme (8)
zamiast X, y forme te obracaja w zero spetniaja réwnanie jednoro-
dne drugiego stopnia w dwdch niewiadomych

i nazywaja sie ukladami pierwiastkéw tego réwnania.

Zbior uktadéw pierwiastkéw réwnania drugiego stopnia (27)
jest w przypadku 1. & 0 identyczny ze zbiorem jaki sie otrzy-
muje taczac w jeden zbidr zbiory uktadow pierwiastkéw dwoch

réwnan

W przypadku | &= 0 zbiér uktadéw pierwiastkdw réwnania (27)
jest identyczny ze zbiorem uktadéw pierwiastkdw réwnania
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Takze w przypadku Il. otrzymamy zbiér pierwiastkow roéw-
nania (27) kojarzac w jeden zbiér zbiory pierwiastkéw réwnan

Mowimy, ze w przypadku I. 3¢9 O i w przypadku Il. (27)
jest réwnaniem dwoch ‘prostych od siebie odmiennych 1™% o réwna-
niach (28) wzglednie (30), a w przypadku I. 3= 0 réwnanie (27)
jest réwnaniem prostej podwoéjnej | o réwnaniu (29).

Proste przedstawione przez réwnanie (27) przechodzg przez po:
czatek X — Yy = 0 ukiadu spétrzednych. W przypadku 1. 6 <CO
i I. 6= 0, tudziez w przypadku Il., w ktorym to przypadku & << 0
proste te sg rzeczywiste. W przypadku 1. 8> 0 proste , 12 sa
urojone ze soba sprzezone, a poniewaz maja wspoélny punkt X —y = 0
rzecz3rwisty, wiec nalezag do |. kategorji prostych urojonych. Wi-
doczna tez, ze wyznaczniki y réwnan tych prostych sa od zera
odmienne albowiem w przypadku wzoréw (17) mamy

wiec
dla prostej Ix, i y= — €[ & dla prostej 12 W przypadku wzoréw (19)
mamy naodwrét y = — g(/& dla prostej /2 i y= ¢€]|/d dla prostej Ix

3. Spoiczynniki kierunkowe prostych przedstawionych réw-
naniem drugiego stopnia (27).

Na spoétczynniki kierunkowe kierunkéw prostych przedsta-
wionych réwnaniem (27) otrzymujemy w przypadku o =g=0 wzory

przyczem gx= + 1, €2= + 1, za$ r,, r2 majg wartosci
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a na pierwiastki nalezy obra¢ pewne zupeilnie oznaczone wartosci.
W przypadku & < 0 wszystkie spéiczynniki kierunkowe sg rzeczy-
wiste, a na r, i rt obieramy wartosci dodatnie. W przypadku &> 0
kierunki obu prostych sa urojone ze soba sprzezone, i przynaj-
mniej jeden ze spoétczynnikéw Kkierunkowych Al5 pj i tak samo
przynajmniej jeden ze spoéiczynnikéw kierunkowych A2, ug sg licz-
bami urojonymi. Liczby r\ i N\ sa urojone ze sobg sprzezone, lub
rzeczywiste. Mamy

Otrzymujemy zatem wzor

Z prawej strony figuruje wyrazenie, ktére jest suma dwoch kwa-
dratéow funkcyj linjowych jednorodnych spétczynnikéw A, B, C
formy (8). Oznaczmy te funkcje przez i2l5 12.,.

a sume kwadratéow przez li2

ii2 jest nieujemne i tylko wtedy réwne zeru, gdy mamy réwnosci

A wiec ?! i r2 obracaja sie réwnoczesnie w zero wtedy i t}dko
wtedy, gdy zachodza réwnosci (35). W tym przypadku mamy

gdzie n= -f- 1, jezeli Asin©®= Csin©®> 0, a n= — 1, jezeli
Asin ®= Csint)< 0 Mamy wiec
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i tak samo

Réwnanie (27) przedstawia wiec dwie proste minimalne przecho-
dzace przez poczatek ukiadu i mozemy je napisa¢ w postaci

W przypadku 6= 0 mamy kierunek rzeczywisty

gdzie

i pierwiastek nalezy obra¢ dodatni.
4. Katy zawarte miedzy dwiema prostemi przedstawionemi
rownaniem (27).

Wstawa i dostawa kata < jaki dodatni kierunek na prostej /2
zawiera z dodatnim kierunkiem na prostej IX wyrazajg sie wzorami

Mamy wiec

Ale

gdzie n— 1 w przypadku wzorow (19) an= — 1 w przypadku
wzoréow (17).
Dalej mamy

Otrzymujemy zatem wzory
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We wzorach tych 12 jest dodatnim pierwiastkiem 2z 122 a wiec
w przypadku 3> 0 obieramy na rj i r2 wartosci urojone ze sobg
sprzezone.

Ze wzordow (39) wynika wzoér

LI2= (A -f- C— 2B cos ©)2— 438 sin20Q,
ktory mozna sprawdzi¢ bezposrednio. Wprowadzajgac oznaczenie

w= A-]-C— 2B cos © (40)
mamy wiec
122= w2— 438in26. (41)

Proste zlewajg sie, jezeli mamy 8= 0, a sa do siebie prosto-
padte jezeli
w= A-f C— 2B cos ©= 0. 42)

Wielkosci 8 i w nie moga sie rownoczesnie réwnaé¢ 0. albowiem
wowczas mielibysmy

wiec

Ze wzoréw (39) otrzymujemy

Jezeli 8~ 0, natenczas mamy

a wiec A-J-C— 2Bcos@i A-j-C 2B cos ©®majg ten sam znakT
ktéry jest znakiem A -j- C. Jezeli wiec A i C sg oba od zera od-
mienne; natenczas w ma znak A i C, jezeli za$ jedna tylko z tych
wielkosci jest od zera odmienna, natenczas w ma znak tej wiel-
kosci. w moze sie tylko dla & <( 0 réwnac¢ zeru.
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5. Dwusieczne dwéch prostych przedstawionych
rownaniem (27).

Réwnania dwusiecznych dwéch prostych /1? 12 przedstawio-
nych réwnaniem (27) sa jak wiemy

gdzie = + 1. Mnozac te réwnania przez siebie otrzymujemy

Ale mamy

Otrzymujemy zatem w przypadku &¢ O réwnanie dwusiecz-
nych prostych (27) w postaci

gdzie

Wyroznik 5 formy ¢'(ip, y) ma postaé

Mamy wiec wzér
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Mamy zatem o6'5= 0O, i & rowna sie O tylko w przypadku dwocli
prostych minimalnych, ale wéwczas ze wzoréw (45) wynika, ze
rownanie prostych dwusiecznych jest identycznie rowne O.

W przypadku & — 0 dwusiecznymi dwéch prostych zlewaja-
cych sie ze soba sa prosta podwdjna i prosta do niej prostopadia.
Kladac

otrzymamy

a wiec réwnanie

przedstawiajgce prosta dang i prostg do niej prostopadis.
Wyrazenie

rowna sie widocznie zeru.

6. Peki form drugiego stopnia. Peki par prostych.

Uwazajmy dwie formy drugiego stopnia niezerowe o dwodch
zmiennych a, y

i nalezace do nich dwa rdéwnania par prostych

Pekiem form drugiego stopnia nalezagcym do form (48) nazywamy
zbior form ksztattu

gdzie A2 sg dwie rzeczywiste dowolne liczby nie obie réwne 0,
parametry peku. Pekiem par prostych nalezagcym do dwoch par pro-
stych (49) nazy\vamy zbiér par prostych przedstawionych réwnaniem

Forma < Yy) jest zerowa, jezeli mamy réwnosci
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a wiec
AB» — ANB"NO, BxC2— BiCl= O, 6 ~-6,"=0.
Istnieje woweczas liczba k =)= O taka, ze zachodzg réwnosci

A2~~~k J —k c2— k6 ,,
czyli spétczynniki form (48) sa do siebie proporcjonalne. Naodwrot,
jezeli spoétczynniki form (48) sa do siebie proporcjonalne, istnieje
w peku (50) forma zerowa.

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym, aby dwa réwna-
nia (49) przedstawialy te samg pare prostych jest proporcjonalnosé
odpowiednich spoétczynnikdéw obu form (48). Warunek jest oczy-
wiscie wystarczajacy. Jest on tez konieczny, bo jezeli oba réwna-

nia (49) przedstawiaja te samg prosta podwéjng o réwnaniu

, ax-f-by= 0,
natenczas mamy

a wiec spotczynniki odpowiednie sg proporcjonalne. Jezeli za$ oba
réwnania przedstawiajg te same dwie proste od siebie odmienne Z? 12
0 rownaniach

mamy kladac

a wiec

a wiec spoétczynniki odpowiednie sg zndw do siebie proporcjonalne.
Oznaczajac przez & wyroznik formy (50) mamy

a wprowadzajgc oznaczenia
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mamy
d= A01+ A1A 81l + A9, (53)

d jest wiec forma kwadratowa o zmiennych Al5 A2. Oznaczajac przez
w wyrazenie (40) obliczone dla formy (50) i wprowadzajac ozna-

czenia
w,= N + Ci— cos Q ”
w2= Ai-]-C2— cos ©
mamy
w O 4oew2 (50)

Jezeli wszystkie spétczynniki formy (53) réwnajg sie zeru, mamy

a wiec

wiec

Poniewaz przynajmniej jedna z dwoch liczb Ai, CX i przy-
najmniej jedna z dwéch liczb A2, C2jest od zera odmienna, wiec
zaktadajgc Cx@ O, co pocigga za sobg C2¢@ O mamy kiadac

réwnosci

Stad wynika

a wiec

Zatem odpowiednie spotczynniki form i @2 sg do siebie
proporcjonalne i kazda para prostych peku par prostych sklada sie
z tych samych dwéch prostych zlewajacych sie ze soba. Naodwroét,
jezeli spoétczynniki tych form sa proporcjonalne do siebie, i jezeli

= O natenczas J jest identycznie réwne 0.

Uwazajmy wyroéznik
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formy (53). Jezeli wyréznik ten jest dodatni niema w peku formy

o spotczynnikach rzeczywistych bedacej petnym kwadratem, a wiec

niema pary prostych rzeczywistych zlewajacych sie ze sobag. Jezeli

wyréznik jest ujemny, mamy 2 pary prostych zlewajacych sie ze

.soba. Nareszcie w przypadku d — 0 mamy jedne taka pare prostych.
Mamy

Mamy wiec

Jezeli to wyrazenie znika, natenczas jezeli nie wszystkie
3 spétczynniki formy (53) sa rowne 0, tj. jezeli oba réwnania (49)
nie przedstawiajg tej samej pary prostych zlewajgcych sie, naten-
czas w peku istnieje jedna jedyna para prostych zlewajacych sie.
Naodwroét jezeli w peku istnieje jedna jedyna para prostych zlewa-
jacych sie, zachodzi warunek

Datwo okazaé, ze warunkiem koniecznym i wystarczajagcym, aby
d rownato sie 0 jest aby przynajmniej jedna z dwoéch prostych
I{, N\ przedstawionych przez pierwsze z réwnan (49) zlewata sie
z przynajmniej jedna z dwoéch prostych /?, A przedstawionych przez
drugie z réwnan (49). W istocie, jezeli Al — A2= 0, zachodzi wa-
runek (58). Dalej jezeli mamy A, @ 0, A2= 0 i réwnania

przedstawiaja te sama prosta, mamy

wiec
lub

wiec
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co jest wlkasnie warunkiem (58). Nareszcie jezeli A1==0, A2¢@ O,
i réwnania

przedstawiaja te samag prostg, mamy

wiec mamy

czyli znéw warunek (58). Naodwrét, niechaj ten warunek bedzie
spetniony. Mozemy zatozy¢, ze nie obie wielkosci 4,, 42 réwno-
czeSnie sg rowne 0. Zaréwno w przypadku 4, + 0, 42+ jak
i w przypadku 4, @ 0, 42= 0 dochodzimy do rezultatu, ze row-
nania (60) wzglednie réwnania (59) dla pewnych wartosci nan, n,, N2
przedstawiajg te samg prosta.

Wyrazenie w réwna sie zeru dla jednej i tylko dla jednej
pary prost}™ peku z wyjatkiem przypadku gdy o, = w2= 0.
A wiec w peku mamy jedne i tylko jedne pare prostych prosto-
padtych do siebie, z wyjatkiem przypadku gdy obie pary dane
sktadajg sie z prostych do siebie prostopadtych, a woéwczas kazda
para peku sklada sie z prostych do siebie prostopadtych.

Cwiczenia.
1. Dane dwie pary prostych
Ax2-(- 2Bxy - Cy* —0 (1)
A'x2+ 2B'xy + C'yJ = 0. (2)

Napisa¢ wyrazenie na stosunek podwoéjnego podziatu prostych pierwszej
pary i prostych drugiej pary. Jaki jest warunek, aby te dwie pary pro-
stych byly harmonicznie sprzezone ze sobg?

2. Znalez¢ réwnanie pary prostych prostopadtych odpowiednio do
prostych pary (1).

3. Znalez¢ warunki konieczne i wystarczajace, aby para dwusiecz-
nych pary dwusiecznych dwoéch prostych danych schodzita sie z dang
parg prostych.
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4. Okaza¢, ze stosunek podwodjnego podziatu dwoch prostych (1)
do siebie prostopadtych i dwéch prostych minimalnych

X2-]-2Xy cos® y2—0 3)
jest harmonicznym.
5. Znalez¢ réwnanie dwoch prostych otrzymanych przez obrét pary

prostych danych réwnaniem (1) o kat < dokota poczatku ukiadu spét-
rzednych.

6. Zbadac proste przedstawione réwnaniem
6Xxs-f 8xi/-h 2y2« 0 (4)

i napisa¢ réwnanie dwusiecznych.
7. Kiedy pary prostych (1) i (2) zawieraja te same katy?



ROZDZIAL IX.

Ogodlna funkcja drugiego stopnia o dwoéch zmien-
nych. Ogoélne réwnanie drugiego stopnia o dwodch
niewiadomych i jego znaczenie geometryczne.

1 Ogdlna funkcja drugiego stopnia o dwoéch zmiennych
i ogdlne réwnanie drugiego stopnia o dwéch niewiadomych.

Ogoélng funkcja drugiego stopnia o dwéch zmiennych y
nazywamy funkcje

f(x,y)= Ax>+ 2Bxy + CY¥Y + 2Dx + 2Ey + F, )

gdzie A, B,...F sa to zupetnie dowolne liczby, spétczynniki funkcji.
Jezeli sa one wszystkie rzeczywiste funkcja nazywa sie rzeczywista,
jezeli wszystkie sa réwne zeru zerowa, w przeciwnym razie nie-
zerowa. Bedziemy stale uwazali funkcje rzeczywiste i niezerowe.
Zmienne X, Yy beda mogty przyjmowac¢ dowolne wartosci zespolone.
Kazdy uktad wartosci X = Yy = n obracajacy w zero funk-
cje (1) nazywa sie uktadem pierwiastkéw réwnania drugiego stopnia
f(x;y) == Ax2-f- 2Bxy -f- Cy2-f- 2Dx -f- 2Ey -f-F — 0. (2)
Uktad taki przedstawiamy przez punkt P, ktdérego spoéirzed-
nymi sa liczby tego ukfadu. Méwimy, ze réwnanie drugiego stopnia
(2) przedstawia krzywa drugiego stopnia, ktérej punktami sa punkty
P, a o punktach P moéwimy, ze lezg na krzywej drugiego stopnia (2).
Punkty P moga by¢ rzeczywiste albo urojone. W szczegélnym
przypadku gdy mamy A= B= C= 0, zbiéor punktéow P lezgcych
na krzywej drugiego stopnia (2) jest identyczny ze zbiorem punk-
tow spetniajacych réwnanie pierwszego stopnia

2Dx +2Ey-j-F = 0. 3)

W dalszym ciaggu rozwazan bedziemy zakiladali, ze ten przy-
padek nie zachodzi, a wiec przynajmniej jedna z liczb A, B, C
jest od zera odmienna.
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2. Wyznacznik funkcji drugiego stopnia.

Réwnoczesnie z funkcja (1) bedziemy uwazali trzy nastepu-
jace funkcje linjowe zmiennych y

Mamy

Wyznacznikiem funkcji (1) nazywa sie wyznacznik trzeciego
stopnia trzech funkcyj (3)

Jestto wyznacznik symetryczny t zn. element potozony w i-tym
wierszu i w &tej kolumnie wyznacznika réwna sie elementowi po-
tozonemu w &-tym wierszu i w i-tej kolumnie wyznacznika.

Wyznacznik W minoréw drugiego stopnia wyznacznika A jest
réwniez wyznacznikiem symetrycznym. Oznaczymy przez 0, o', &"
minory gtdwne wyznacznika A nalezagce odpowiednio do elementow
i7 A, C, za$ przez Kk, K", K minory poboczne nalezace odpowiednio
do elementéw B, D, E. Mamy wiec

Pomiedzy wyznacznikiem A, jego elementami i jego minorami
drugiego stopnia zachodza pewne wazne zwigzki. Przedewszystkiem
mamy

Nastepnie sumy iloczynéw elementéw dowolnego wiersza wyznacz-
nika A przez minory nalezagce do innego dowolnego wiersza réw-
naja sie zeru. Otrzymujemy 6 dalszych réwnosci, ktérych tu nie
wypisujemy.

Uwazajmy dalej minory 2-go stopnia wyznacznika W. Minor
nalezacy do elementu figurujgcego w i-tym wierszu i w k-tej ko-

Geometrja analityczna na ptaszczyznie. 12
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lumnie réwna sie wedlug znanego twierdzenia z teorji wyznaczni-
koéw iloczynowi wyznacznika A przez ten element tego wyznacz-
nika ktéry figuruje w i-tym wierszu i w &-tej kolumnie. Mamy
wiec zwiazki

3. Rozkiadanie funkcji drugiego stopnia na iloczyn dwoéch
funkcyj pierwszego stopnia. Réwnanie dwoch prostych.
lloczyn dwéch funkcyj linjowych zmiennych X. y jest funkcja
drugiego stopnia tych zmiennych. Spytajmy sie, jakie sa warunki
konieczne i wystarczajace, aby funkcja (1) datla sie roztozy¢ na
iloczyn dwoch funkcyj linjowych

w postaci
I(*, )= k{axx + bly -f cX (atx-\- bty @ c,).

Musza zachodzi¢ nastepujace réwnosci

Chodzi wiec o wyznaczenie wszystkich uktadéw 7 niewiadomych
an bx, cx; a2, &2, c2 spetniajacych 6 réwnan (11).

Uwazajmy trzy pierwsze réwnania (11). Wiemy, ze istnieja
liczby K\ a,, bx\ a2, b2 spetniajgce te réwnania i czynigce zadosy¢
warunkom €@ O, ax albo bx¢@ 0, o2 albo 62¢ 0 Nadto w przy-
padku A @ 0 mozemy przyjac

gdzie €= +* 1 zaleznie od znaku A, w przypadku C ¢ 0 mozemy
przyjac

gdzie znéw &= + 1 zaleznie od znaku nareszcie w przypadku
A= C= 0, Be 0, mozemy przyjaé

gdzie znéw €= + 1, zaleznie od znaku B. Wiemy dalej, z roz-
wazan poprzedniego Rozdziatu, ze jezeli
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sg dwa ré6zne od siebie rozkitady formy

na iloczyn dwoéch form linjowych. natenczas albo istniejg dwie

liczby N @ O takie, ze mamy réwnosci

as»

albo tez istniejg dwie liczby kx@ 0, £2¢ 0 takie, ze mamy roéwnosci

kiai = ~10l1= 6 2, (151

A2 #2 ) n2 ~2 ,

albo nareszcie sg spetnione zaréwno réwnosci (14) jak réwnosci (15).

Obrawszy pewien uklad wartosci na niewiadome, speiniajacy
pierwsze trzy réwnania (11) zwrdéémy sie do ostatnich trzech row-
nan. W réwnaniach tych figuruja niewiadome cX i c2 Odréznimy dwa
przypadki

W przypadku |. rozwigzujemy réwnania

wzgledem c¢xX i ¢c2 i otrzymujemy

a wstawiajac te wartosci w ostatnie réwnanie (11)

otrzymujemy

Ale mamy

a wiec otrzymujemy warunek



180

tj. warunek
A= O (19)

jako warunek konieczny istnienia liczb ¢X i ¢2. Warunek ten oczy-
wiscie nie zalezy od obranego ukiadu rozwigzan pierwszych trzech
réwnan (11).

Warunek (19) jest wystarczajacy, albowiem wyrazenia (17)
spelniajgce réwnania (16) spetniajg i réwnanie (18), jezeli ten wa-
runek jest spetniony.

W  przypadku Il. przyjmijmy

Na wyznaczenie ¢l i 8 mamy réwnania

Stad otrzymujemy warunek konieczny rozwigzalnosci réwnan (29)

Warunek ten jest i wystarczajacy, albowiem a i b nie sa oba
rowne 0. Mamy dalej

Zawsze istnieje zupetlnie oznaczony uktad 2 liczb cl i c2, ktérych
suma i iloczyn sa liczby dowolnie dane. W istocie CX i c2 sg pier-
wiastkami pewnego zupeinie oznaczonego réwnania drugiego sto-
pnia, ktéore mozna napisa¢ w jednej z dwodch postaci nastepujacych

zaleznie od tego czy
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Warunek (21) réwnowazny jest warunkowi

a poniewaz &= 0, wiec dochodzimy znéw do warunku (19).
Otrzymalismy wiec
Twierdzenie 1. ,Warunkiem koniecznym i wystarczajacym
aby funkcja (1) data sie napisa¢ w ksztatcie (10) jest réwnos¢ (19)“.
W przypadku & @ O funkcja (1) daje sie napisa¢ w ksztalcie

przyczem albo ax— a2. albo bl= b2, albo oA— b2, ai — bl = 0,

e= = 1.-a w przypadku &= 0 w ksztatcie

Udowodnimy teraz z tatwoscia, ze jezeli

sg dwoma roéznymi rozktadami funkcji (1), natenczas albo istniejg
dwie liczby kx=f=0, & =f=0 takie, ze mamy réwnosci

albo istnieja dwie liczby @O. &¢ 0 takie, ze mamy roéwnosci

albo nareszcie spetnione sg zardéwno réwnosci (25) jak i rownosci (26).
W istocie, w przypadku o @: 0 otrzymujemy ze wzoréw (17) i z row-
nosci (14)

a poniewaz mamy

wiec dochodzimy do réwnosci
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i tak samo otrzymujemy ze wzoréw (17) i z réwnosci (15)

dochodzimy wiec do roéwnosci

Mamy

Przynajmniej jedna z liczb clt ¢2; cu g jest od zera odmienna np.
€[. Mamy

wiec otrzymamy

W przypadku réwnosci (14) mamy wiec

a wiec

Mamy zatem w przypadku 6 =30

W przypadku &= 0 mamy

Mamy zatem albo

albo
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Tak samo z réwnosci (15) wynika

A wiec w przypadku o O mamy

Cl — "2 72
a w przypadku S= 0, albo
Cj — ~2 72

albo

Twierdzenie jest wiec udowodnione.

Zbiér punktéow P. ktérycéh spétrzedne spetniajg réwnanie (2)
zlewa sie ze zbiorem punktéw lezacych na przynajmniej jednej
z prostych It, 12 przedstawionych przez réwnania

ktore sie otrzymuje przyréwnywujac do zera funkcje linjowe, na
ktore funkcja (1) zostata roztozona. Z rozwazan poprzednich wy-
nika, ze proste i 12 nie zalezg od rozktadu funkcji (1) na funk-
cje linjowe Mowimy, ze réwnanie (2) przedstawia dwie proste /x, 12
A wiec w przypadku A = 0 réwnanie (2) przedstawia dwie proste.
Proste te moga sie zlewaé¢ lub by¢ od siebie odmienne. W przy-
padku d =0 sg one od siebie odmienne i przecinajg sie.

Uwazajmy przypadek &= 0 i réwnania (22). Wyrézniki roéw-
nan tych sa odpowiednio

a wiec réwnajg sie

Wprowadzajagc minory &' i 8" otrzymujemy w przypadku A =f=0,
C 5=0 réwnosé
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Jezeli A— O mamy 8" = 0 i jezeli C= 0, mamy 5 = 0. W przy-
padku A=j=0, C=j=0, minory 9o i 8" sa rownoczes$nie dodatnie,
ujemne i réwne zero. Poniewaz i i C majg te same znaki, wiec
i 8 i 0" maja te same znaki.

Kladac kK — & otrzymujemy na ct i c2 w przypadku gdy przy-
najmniej jeden z minorow &', &" jest dodatni, dwie wartosci uro-
jone ze soba sprzezone. W przypadku, gdjr przynajmniej jeden
z tych minoréw jest ujemny, cx i €2 sg oba rzeczywiste. Nareszcie
w przypadku & — 3" = 0 otrzymujemy jeden pierwiastek podwdjny
rzeczywisty cx= c2= . Na pierwiastki te mamy wzory

W przypadku & ==0 wynika ze wzoréw (17), ze ¢, i ct sa
rzeczywiste, jezeli al bl, a2, b2, k sg rzeczywiste, a urojone sprze-
zone, jezeli ali a2 i tak samo bl i b2 sg urojone ze sobg sprze-
zone, a K rzeczywiste. A wiec w przypadku & )> 0 proste i 12 sg
urojone ze soba sprzezone |. kategorji; w przypadku 8 < 0 rzeczy-
wiste; w przypadku & — 0, jezeli przynajmniej jeden z minoréw
o/, 8" jest dodatni, urojone ze soba sprzezone Il. kategorji; jezeli
przynajmniej jeden z minoréw &', 3" jest ujemny, rzeczywiste od
siebie odmienne, réwnolegte do siebie; i nareszcie w przypadku
gdy &' = 8" = O proste sa rzeczywiste i zlewaja sie ze soba.

Warunek A = 0 pocigga za sobg réwnosci

Z réwnosci tych wynika, ze zadne dwa z minorow 9o, &7 8"
nie moga by¢ znakdéw przeciwnych. Jezeli &= 0, natenczas mamy

Jezeli dwa minory giéwne sg réwne zeru, natenczas wszystkie
3 minory poboczne K, z7 K7/ sg réowne zeru. A wiec jezeli wszystkie
3 minory gidbwne sa réwne zeru, natenczas wszystkie minory 2-go
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stopnia wyznacznika A sg rowne 0. WidzieliSmy, ze w tym osta-
tnim przypadku réwnanie (2) napisa¢ mozna w postaci

e(aj @ by @ C)Z— 0, (31)

i ze przedstawia prostg podwojng rzeczywista, i naodwroét jezeli
rownanie (2) w przypadku A = 0 przedstawia prostg podwdjng
wszystkie minory 2-go stopnia sg réwne zeru.
W przypadku 8 = 0 mozemy réwnania obu prostych napisaé¢

w postaci

Ax -j-By o D+ Y-AY'= 0
i w postaci

Bxe Cy @ ¢ = |/-~67= 0.

Warunki 3" = 0, 8 @ 0 pociagajag za sobg A = B = 0, a wiec
poniewaz

k"= BE — CD 0,

wiec D = 0. Réwnanie (2) ma postaé
Cy-\-2Ey-|]-I-=0 (32)

i przedstawia dwie proste rownoleglte do osi y, urojone sprzezone
jezeli & > 0, rzeczywiste od siebie odmienne jezeli & < 0, jedne
prosta podwdjna, jezeli & = O.
Tak samo warunki &'= 0, 3" =|=0 pociagaja za sobg B = C = 0
a wiec poniewaz
K= BD — AE — 0,

wiec E = 0. Réwnanie (2) ma postac
Ax* -\-2Dx-\-'E= 0 (33)

i przedstawia dwie proste réwnolegte do osi X. urojone sprzezone,
jezeli 8" >- 0, rzecz}7wiste od siebie odmienne jezeli 3" <C 0, jedne
prosta rzeczywista, jezeli 8" = 0.

Rownos¢ (28) otrzymujemy wprost z roéwnosci

**= BD — AE = 0, W= BE — CD = 0,

albowiem jezeli A @ 0, Ce@ 0 mamy B ¢ 0 wiec otrzymujemy

czyli réwnos¢ (28).
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Reasumujac wyniki, do ktérych doszliSmy badajac rownanie
(2) w przypadku A = 0 mozemy utozy¢ nastepujaca tabelke:

4. Punkt przeciecia sie dwoch prostych danych réwnaniem
(2) w przypadku ¢ O.

Uwazajmy réwnania (27) prostych i It. Pomnoézmy je przez

k k . .
232>£]al N dodajmy do siebie. Tak samo pomnézmy je przez
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dodajmy do siebie. Otrzymamy réwnania

ktére w przypadku 8¢ 0O stanowig ukitad réwnan réwnowazny
uktadowi rownan (27).

Roéwnania (34) przedstawiajg dwie proste rzeczywiste od siebie
odmienne przecinajace sie. Na spoétrzedne &, n punktu S przeciecia
prostych tych a wiec i prostych lly 12 otrzymujemy wzory

Proste (34) bedziemy oznaczali przez o. (B, albowiem lewe strony
réwnan (34) sa to funkcje <X(X, y), B(# Yy) wzoréw (3).

W przypadku 5= 0 albo réwnanie (34) przedstawiajg jedne
i te samg prosta, albo jedno i tylko jedno réwnanie jest identycz-
nie zero, a drugie przedstawia pewnag prostg w skoriczonosci. A mia-
nowicie pierwsze réwnanie jest identycznie zero, jezeli (2) przed-
stawia dwie proste rownolegte do osi x-6w, za$ drugie roéwnanie
jest identycznie zero, jezeli (2) przedstawia dwie proste réwnolegte
do osi y-6w. W przypadku kiedy (2) przedstawia prostg podwadjna,
rownania (34) przedstawiajg te prostg, albo jedno i tylko jedno
z tych réwnan znika identycznie.

5. Dwusieczne dwoch prostych danych réwnaniem (2).

Zatézmy & 5=0. RoOwnania prostych Ix, 12 dwusiecznych pro-
stych Ix, 12 napisza sie w postaci

gdzie n= + 1. Mnozac te rdwnania przez siebie otrzymujemy
réwnania 2-go stopnia

Z rozwazan Rozdziatu poprzedniego wynika, ze réwnanie to
mozna napisa¢ w ksztatcie
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Na spétrzedne &, n punktu przeciecia prostych INi /2 otrzymujemy
wiec wzory

Mamy dale]

Stad wynika, ze réwnanie (38) mozna napisa¢ w postaci

Do tego samego rezultatu dochodzimy wprowadzajac nowy
uktad spétrzednych X\ y' o poczatku w punkcie S i o osiach réw-
nolegtych i réwno skierowanych z osiami X, y. Mamy

a wiec

a stad dochodzimy znéw do réwnania (39).
Uwazajmy teraz przypadek &= 0. Dwusieczng | dwéch pro-
stych 2Z; 12 danych réwnaniami

nazywamy prosta rownolegta i rowno oddalong od tych prostych.
Prosta ta dana jest réwnaniem

W istocie uwazajmy na prostych 1A /2 ten sam kierunek
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gdzie ¢ jest oznaczona liczba -J-1 albo — 1. Odlegtosci rl i r2
punktu P(E, n) od prostych Z i 2 liczone na osi I, ktérej kierunek

zawiera kat TCE z dodatnim Kkierunkiem na prostych Z, 2 sg

Mamy

a stgd otrzymujemy réwnanie (41).
W rozumowaniach tego ustepu zakladamy, ze zadna z pro-
stych Z2( 2 niema kierunku minimalmego.

6 RoOwnania drugiego stopnia przedstawiajgce te samag krzywa
2-go stopnia.

Uwazajmy dwie funkcje 2-go stopnia o zmiennych Y,/ 1(X, y),
/ 2(&, y), i dwa rdéwnania drugiego stopnia

Moéwimy, ze te réwnania przedstawiaja te sama krzywa 2-go sto-
pnia, jezeli zbiér punktéow P, ktérych spétrzedne &, y spetniaja
jedno dowolne z tych réwnan jest identyczny ze zbiorem punktéw,
ktérych spotrzedne spetniaja drugie réwnanie Wiemy, ze warun-
kiem wystarczajgcym aby to zachodzito, jest proporcjonalnosé spét-
«zynnikéw funkcyj (43). Okazemy, ze ten warunek jest i konieczny.

Przedewszystkiem, jezeli dwie funkcje (43) przyjmuja te same
wartosci dla wszystkich uktadéw liczb X, y, natenczas funkcje te
sg identyczne. Albowiem ktadac y — 0 otrzymujemy

a wiec

a kiadac x — 0 otrzymujemy
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a wiec

skad w}ika

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:
.Jezeli wszystkie punkty lezace na prostej danej réwnaniem

leza na krzywej K drugiego stopnia przedstawionej rownaniem (2),
natenczas istnieje druga prosta 12 o rownaniu

taka, ze wszystkie punkty tej prostej leza tez na krzywej K i ze
mamy identycznie

W istocie zatézmy OA={=0 i uwazajmy réwnania

w ktorych a2, b2, c2 sg niewiadome. Z réwnan tych obliczymy te
niewiadome w jeden jedyny spos6b. Mamy wiec

Réznica

obraca sie w zero dla wszystkich punktéw na prostej a wiec
dla wszystkich wartosci na Y. albowiem do kazdej wartosci na Yy
mozna znalezé wartos¢ na X speiniajgca rownauie (45). A wiec

mamy' zwiagzki

czyli tozsamos$¢ (47) jest udowodniona. Przytem nie obie liczby
a2, b2 sag rowne zeru.
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Z wywodoéw tych i z twierdzenia 1. wynika nastepujace

Twierdzenie 2. ,Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby réwnanie (2) przedstawiato dwie proste, jest warunek (19)“.

Uwazajmy teraz znoéw dwa rownania (44) i przypusémy, ze
krzywe Kx i K2 przedstawione przez te oba réwnania zlewajg sie
ze soba. Musimy rozwazy¢ kilka tu mozliwych przypadkéw:

I. AXe 0, Aag@ 0. Nadajmy Yy oznaczong dowolng warto$¢
i uwazajmy rownania (44) jako réwnania drugiego stopnia wzgle-
dem niewiadomej X. Poniewaz te rdéwnania majg te same pier-
wiastki, wiec mamy roéwnosci

Poniewaz réwnosci te sg spetnione dla kazdego vy, wiec
istnieje liczba k @ 0 taka ze spetnione sg rownosci

czyli ze spoétczynniki funkcyj (43) sa do siebie proporcjonalne.

W przypadku, gdy Q\5=0, Ca=5=0 dochodzimy do tegosa-
mego rezultatu.

I A{e 0, A2— 0.

Uwazajmy drugie réwnanie (44). Dla wartosci na y

nie zawiera to réwnanie wyrazéw zawierajgcych X. Stad wynika,
ze dla tej wartosci na Yy jest to rownanie albo spetnione przez
kazdg warto$s¢ na X, albo nie jest speitnione przez zadng wartosé
na X. Natomiast pierwsze réwnanie (44) daje dla tej wartosci na y
dwie zupelnie oznaczone wartosci na X. Stad wynika ze musi by¢
Ba= 0 D2 musi byé @ 0, inaczej drugie réwnanie (44) bytoby
spetnione dla kazdego X, jezeli na y obierzemy pewng oznaczong
wartos$é¢, natomiast pierwsze réwnanie jest speitnione dla kazdego y
tylko przez 2 wartosci na X.

Zatem pierwsze rownanie (44) ma teraz dla kazdego Yy jeden
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pierwiastek podwdjny na X. A wiec wyroznik tego réwnania wzgle-

dem X roéwna sie zeru. Wyroéznik ten jest

Poniewaz wyré6znik ten dla kazdego y obraca sie w zero,

wiec mamy
a wiec
Pierwsze réwnanie (44) przedstawia zatem dwie linie proste.

A wiec i drugie réwnanie (44) przedstawia dwie linie proste. Za-
tem mamy wedtug twierdzenia 2.

Ale mamy

A stad poniewaz DP= o wynikatoby C2= 0, co nie zachodzi.
Do tegosamego rezultatu dochodzimy jezeli tylko jedna z liczb

Aj A jest od zera odmienna.
Zatem przypadek ten nie jest mozliwy.
1. Aj= A% Cx= A = 0. BAsc0, B2¢ 0. Mamy teraz

dwa réwnania

Mamy wiec réwnosé

Roéwnosci

sg spelnione réwnoczesnie, a wiec mamy

czyli kiadac

gdzie K jest liczba od zera odmienna mamy
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Rownoscé

jest spetniona dla kazdej wartosci na y. A wiec mamy roéwnosci

A wiec mamy
a wiec

a wiec

Zatem znéw spoétczynniki réwnan (44) sa do siebie propor-
cjonalne. Mamy wiec:

Twierdzenie 3. ,Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym, aby dwa roéwnania drugiego stopnia przedstawiatly te samag
krzywa jest proporcjonalnos¢ odpowiednich spdétczynnikéw obu
réwnanu.

7. Forma drugiego stopnia w spétrzednych jednorodnych na linji
prostej. Réwnanie jednorodne drugiego stopnia w spdtrzednych jedno-
rodnych na linji prostej i jego znaczenie geometryczne.

Uwazajmy rownanie drugiego stopnia o jednej niewiadomej

zaktadajac ze spotczynniki a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistymi i ze
a=5=0. Oznaczmy przez X|l, X2 pierwiastki tego rownania. Pier-
wiastki te mozemy interpretowaé jako spotrzedne dwdch punktow
P1, P2 na prostej na ktorej obralisSmy ukitad spétrzednych Kar-
tezjusza. Rownanie (43) nazywamy wowczas réwnaniem dwoch pun-
ktow na osi Kartezjusza. Naodwrot do kazdego uktadu dwoch pun-
ktow Pj, P2 na osi Kartezjusza o spoétrzednych X1 x2 nalezy
réwnanie drugiego stopnia tych dwoéch punktéw

gdzie a jest dowolng liczbe ==0.
Uwazajmy teraz na osi Kartezjusza uktad spoétrzednych jedno-
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rodnych x1? X2 Mamy wiec

Zastepujac w tréjmianie drugiego stopnia X przez v otrzy-
1

mujemy wyrazenie

Kazdemu pierwiastkowi réwnania drugiego stopnia (49) od-
powiadajg takie ukiady spotrzednych jednorodnych x1==0, xt, dla
ktérych forma drugiego stopnia

f(x1, xt)= ax\-f- 2bxxx2-j- cxj (52)

obraca sie w zero. Naodwrét, kazdemu uktadowi dwéch liczb
Zj @ 0, x2, spetniajagcemu jednorodne réwnanie drugiego stopnia

odpowiada oznaczona wartos¢ na X, ktéra jest pierwiastkiem roéw-
nania drugiego stopnia (49).

Zatem rownanie (53) mozemy nazwac réwnaniem jednorodnem
drugiego stopnia dwdch punktdw na osi Kartezjusza. Kazdemu réw-
naniu (49) odpowiada réwnanie (53) i naodwrot.

Oznaczajac przez X\X\ i X\,X\ spétrzedne jednorodne punk-
tow P j,P s, ktérych rownaniem w spoirzednych Kartezjusza jest
rownanie (49) mozemy réwnanie to napisa¢ w postaci

a wiec w postaci
a(x2xX\ — X x\)  @gxX\— xxxij) = 0. (54)
Kazde rdéwnanie jednorodne drugiego stopnia dwuch zmien-
nych (53), dla ktérego a==0 przedstawia wiec dwa punkty PXx, Pt.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby te dwa punkty
schodzity sie ze sobg jest warunek

5= ac — i2= O. (55)

Punkty P,, P2 sg rzeczywiste od siebie odmienne, jezeli 3 <0,
za$ urojone sprzezone, jezeli & )> 0.
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Uwazajmy znéw forme drugiego stopnia (52), zaktadajac, ze
mamy a= 0. Forma ta ma wiec postaé

2bx1xi -\- ox\ = x1('2bx2 -f- ca?,)

Réwnanie jednorodne (53) jest teraz spelnione przez wszy-
stkie uktady x1=0.x 2 dowolne. Jezeli ¢ @ 0. natenczas réwnanie
to jest spetnione procz tego przez spotrzedne jednorodne

= 2pd, X2= — pc,

gdzie p jestto dowolna liczba odmienna od zera. Zatem rdownanie
(53) jest spetnione przez spoéirzedne punktu w nieskonczonosci na
osi Kartezjusza i przez spoéirzedne pewnego oznaczonego punktu
w skonczonosci. Jezeli mamy b— 0, ale ¢ =f=0, wtenczas réwnanie
(53) jest spetnione tylko przez spdétrzedne punktu w nieskon-
czonosci.

Nareszcie jezeli b i ¢ sg réwne zeru, natenczas spo6trzedne jedno-
rodne dowolnego punktu na osi Kartezjusza w nieskonczonosci
lub w skonczonosci potozonego spetniajg to roéwnanie jednorodne.
Widzimy wiec. ze réwnanie jednorodne (53) przedstawia w przy-
padku kiedy nie wszystkie trzy spétczynniki a, 6, ¢ rownajg sie
zeru dwa oznaczone punkty na osi, potozone w skonczonosci lub
w nieskoriczonosci. Poniewaz & — — n2 wiec widzimy, ze warun-
kiem koniecznym i wystarczajagcym, aby sie te dwa punkty zle-
waty ze sobg jest warunek 8=0. Moéwimy, ze réwnanie (53)
przedstawia w przypadku b= 0 dwa punkty w nieskonczonosci,
poniewaz forma (52) jest woéwczas kwadratem formy XX

Réwnaniu (53) odpowiada w przypadku a= U b¢ 0 rowna-
nie pierwszego stopnia w spoétrzednej a;, zas$ w przypadku b= 0,
C =0 mamy réwnanie C= 0. nie przedstawiajgce zadnego punktu
w skonczonosci

8. Forma drugiego stopnia w spotrzednych jednorodnych na
ptaszczyznie. Réwnanie jednorodne drugiego stopnia w spétrzednych
jednorodnych na ptaszczyznie i jego znaczenie geometryczne.

Uwazajmy funkcje (1) drugiego stopnia w spotrzednych Karte-
zjusza na ptaszczyznie Uwazajmy uktad spéirzednych jednorodnych
x\i Xii x3 ua ptaszczyznie. Zastagpmy spétrzedne & y punktu P
w funkcji (1) przez wyrazenia w spoéirzednych jednorodnych
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Otrzymamy funkcje

gdzie mamy

Wyrazenie (57) nazywamy forma drugiego stopnia o trzech
zmiennych XA, #2, a8. Kazdemu ukfadowi dwdch liczb X, y spetnia-
jacemu roéwnanie drugiego stopnia (2) odpowiada ukiad trzech
liczb X1 O, X2, X3 spetniajgcy rownanie jednorodne drugiego stopnia

0 trzech niewiadomych

Naodwroét, kazdemu uktadowi trzech liczb Xy==0, X2, Xs spet-
niajacemu roéwnanie jednorodne drugiego stopnia (58) odpowiada
uktad dwoéch liczb a, y spetniajgcych rownanie (2).

Roéwnanie (2) przedstawia w przypadku gdy nie wszystkie
trzy liczby A, B. C rownaja sie zeru krzywa drugiego stopnia C2
Rownanie (58) mozemy nazwaé rownaniem jednorodnem drugiego
stopnia krzywej C2. Kazdemu roéwnaniu drugiego stopnia (2) odpo-
wiada roéwnanie jednorodne drugiego stopnia (58) i naodwro6t jezeli
nie wszystkie trzy liczby A, R, C réwnajg sie zeru, odpowiada
kazdemu réwnaniu jednorodnemu drugiego stopnia (58) oznaczone
réwnanie Krzywej drugiego stopnia (2).

Zatézmy teraz, ze w réwnaniu jednorodnem (5b) wszystkie
trzy liczby A, B, C roéwnajg sie zeru. Mamy wowczas jednorodne
réwnanie drugiego stopnia

ktére mozna napisa¢ w postaci

Réwnanie to jest speinione przez wszystkie punkty na pta-
szczyznie, dla ktéorych mamy = 0, i nadto przez wszystkie
punkty, ktérych spétrzedne jednorodne spetniajg réwnanie

21)XA-j- 2Ex2-f- F — 0.

A wiec, jezeli nie obie liczby D: E réwnajg sie zeru row-
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nanie (59) jest spetnione przez wszystkie punkty lezgce na prostej
w nieskonczonosci i przez wszystkie punkty danej prostej rzeczy-
wistej w skonczonosci | i tylko przez te punkty. Jezeli mamy
D— E = 0, ale /'=f=0, natenczas réwnanie jest spetnione tylko
przez pupkty prostej w nieskoriczonosci. Nareszcie jezeli i F — 0,
natenczas wszystkie punkty na ptaszczyznie w skoriczonosci i w nie-
skoniczonosci spetniaja to réwnanie.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze rownanie (58) przedstawia W przy-
padku A— B = C= 0 dwie proste rzeczywiste na ptaszczyznie,
z ktorych przynajmniej jedna jest prosta w nieskoriczonosci. Przy-
tem gdy mamy D = E — 0, méwimy ze réwnanie (58) jest row-
naniem prostej podwdjnej w nieskoriczonosci albowiem forma ma
posta¢ kwadratu X\. Zatem gdy nie wszystkie spotczynniki w row-
naniu jednorodnem (58) réwnaja sie zeru, rownanie to przedstawia
zawsze Kkrzywa drugiego stopnia

Rownaniu jednorodnemu (58) w przypadku A= B= C— 0
odpowiada réwnanie (2) pierwszego stopnia, gdy D i E nie oba sg
rébwne zeru, a réwnanie E = 0, w tym wyjatkowym przypadku.

Wyréznik A trzeciego stopnia réwna sie zeru gdy mamy
A= B= C= 0, a wiec warunek A = 0 jest konieczny aby réw-
nanie jednorodne (58) przedstawiatlo dwie linje proste i wystarcza-
jacy. W przypadku gdy nie wszystkie trzy spoétczynniki A, B, Csa
rowne zeru. mozna funkcje (2) napisa¢ gdy A= 0 w postaci

gdzie Kk jest pewna stata od zera odmienna, a funkcje jednorodng
(57) w postaci

k(alx2+ bxxt CXXj) (a2 x3-}- bt x3-f- c2 xX),

t. zn. forma f(xXx, x2, A3) jest iloczynem dwodch form linjowych
0 zmiennych XX X2: Xs i taksamo w przypadku gdy A— B — 6'= 0.
forma ta jest iloczynem dwéch form linjowych.

Cwiczenia.

1. Co przedstawia réwnanie
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2. Wyznaczyé¢ a i b tak, aby réwnanie

przedstawiato dwie proste i znalezé te proste.

3) W réwnaniu ogdélnem drugiego stopnia wyrazi¢ B przez inne
spotczynniki tak, aby réwnanie przedstawiatlo dwie proste. Zastosowaé
to do réwnania

it Kiedy proste dwoéch par prostych maja tensam S$rodek?



ROZDZIAL X.

Kota.

1 Roéwnanie kota w uktadzie spotrzednych Kartezjusza.

Uwazajmy dowolny rzeczywisty punkt C o spotrzednych a, b
i dowolna liczbe rzeczywista nieujemna r. Kolem nazywamy zbiér
wszystkich punktéw zespolonych na ptaszczyznie, ktérych odlegtosc
od punktu C réwna sie liczbie r. A wiec warunkiem koniecznym
i wystarczajgcym aby punkt P o spétrzednych y lezat na kole k
jest aby spotrzedne te spetniaty rdéwnanie

X — a)2-\-2(x — a) (y — b)cos @-]-{y — A2— r2= 0. )

Rownanie to nazywa sie réwnaniem kota.
Roéwnanie kota mozemy napisa¢ w postaci
x* -f- 2xy cos ©-]- y1-f- 2dx -f- 2ey -t+-/= 0. @)

ktadac
d= — a— bcos0, e— — acos ©O— b,

f z=za2 2ab cos O-f- b* — r8.

i3)
Naodwrét, majgc dane réwnanie kota w postaci (2) mozemy

je napisa¢ w postaci (1) wprowadzajgc spétrzedne a, b srodka kota

i jego promien wzorami

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby rdéwnanie (2)
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przedstawiato koto jest wiec nieréwnos¢
d2— *Ae cos © e2j> fsin2Q 5)

i jezeli ten warunek jest spetniony réwnanie (2) przedstawia zupet-
nie oznaczone koto. Widoczna dalej, ze w przypadku, Kkiedy we
wzorze (5) zamiast znaku nieréwnosci mamy znak réwnosci wzory (4)
dajg r2— 0 i réwnania (1) i (2) przedstawiajg dwie proste mini-
malne ze soba sprzezone przechodzace przez punkt C o spot-
rzednych a. b, Mozemy wiec wprowadzi¢ pojecie kota zerowego,
albo o promieniu zero, rozumiejac przez to ukiad dwoéch prostych
minimalnych przechodzacych przez punkt C.

Uwazajmy teraz (2) o zupetnie dowolnych spétczynnikach rze-
czywistych d, e /. W przypadku, gdy zamiast nieréwnosci (5)
zachodzi nieréwnosc¢

d2— 2de cos ©-]- e2<C/sin2Q (6)
liczba r* okreslona trzecim wzorem (4) jest ujemna. Roéwnanie (2)
przedstawia woéwczas zbiér punktéw na ptaszczyznie, ktérych odle-
gtoé¢ od punktu C jest urojona. Moéwimy, ze réwnanie to przed-
stawia koto urojone, w przeciwienstwie do kot rzeczywistych, ktore
réwnanie to przedstawia w przypadku nieréwnosci (5). Wprowa-
dzamy wiec pojecie nowej krzywej, ktéra réwniez nazywamy kotem.
Kota rzeczywiste bedziemy krétko nazywali kotami, jezeli nie
bedzie zachodzi¢ watpliwos¢ co do tego, ktory z dwobdch powyz
szych przypadkéw zachodzi.

Punkt C nazywamy $rodkiem kota. Promieniem kota nazy-
wamy W przypadku kot rzeczywistych liczbe nieujemnag r, a w przy-
padku kot urojonych te wartos¢ pierwiastka z r*, ktéra ma spot-
czynnik przy i dodatni.

Uwazajmy wyznacznik A nalezacy do réwnania (2). Mamy

A wiec mamy A O dla kot rzeczywistych, A > O dla kot uro
jonych.

2. Ogolne réwnanie drugiego stopnia przedstawiajace koto.

Uwazajmy ogdolne réwnanie drugiego stopnia
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i spytajmy sie, kiedy to rdéwnanie przedstawia koto. A wiec
chodzi o to, kiedy istnieje liczba Kk (=0 taka ze mamy roéwnosci

w ktorych d, e, f sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Z pierw-
szych trzech réwnosci (9) otrzymujemy nastepujace konieczne
warunki

A= C B= Acos0=6" cos 0, (10)

a wiec Q= 0. Warunki te sg i wystarczajagce. W istocie z ostat-
nich trzech réwnosci (9) otrzymujemy

Aby réwnanie (8) przedstawialo koto rzeczywiste, potrzeba
i wystarcza aby spelniona byta nieréwnosc¢

D2— 2BE0086 + E*~ AERin26 (12)

a aby przedstawiato koto urojone potrzeba i wystarcza, aby byta
spetniona nieréwnosé

28— 21) Ecos ©-j-E2<C A Fsin2@ ' (13)

Wyréznik A ma teraz wartosé

Réwnanie (8) przedstawia zatem koto rzeczywiste, jezeli
mamy nieréwnos¢é

a przedstawia kolo urojone, jezeli mamy nieréwnosé

Na kwadrat promienia kota wyrazony przez A otrzymujemy
dla réwnania (2) wzér .
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a dla réwnania ogolnego (8) wzér

3. Koto i prosta.

Uwazajmy koto K dane rownaniem (2) i prosta rzeczywistg |
o0 réwnaniu

Na bezwzglednag wartosé¢ odlegtosci d srodka C kota od prostej |

mamy wzoér

gdzie € = + 1 i réwna sie znakowi la -\-mb n. Mamy

Oznaczajac przez W wyznacznik

ktérego wartos¢ jest

mamy

Zaleznie od tego ktéry z przypadkdow

zachodzi, prosta | przecina koto w 2 punktach rzeczywistych,
w | punkcie rzeczywistym, lub nie przecina kota wcale. Wyra-
zajac r i d wzorami (17) i (21) otrzymujemy

gdzie znaki =, < odpowiadaja przypadkom 1), 2), 3).
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Jezeli koto dane jest ogdélnein réwnaniem (8). wyznacznik W
ma wartosc

Mamy teraz

a wiec mamy

i ze wzoru (18) otrzymujemy analogicznie do wzoru (22)

4. Réwnanie stycznej do kota.

Styczng (tangente)do kota w punkcie P kota rzeczywistym Ilub
urojonym nazywamy prosta £ ktéra précz tego punktu niema innego
punktu wspdlnego z kotem. Jezeli punkt P jest rzeczywisty istnieje
jedna jedyna styczna, mianowicie prosta prostopadta do prostej CP.
Réwnanie prostej CP jest

A wiec rownanie stycznej t jest

tatwo okazaé, ze prosta ta jest rzeczywiscie styczng do kota
w punkcie P i Zze innej stycznej w tym punkcie niema.

W istocie uwazajmy rownania parametryczne prostej prze-
chodzacej przez punkt P

Na wartosci parametru p odpowiadajgce punktom przeciecia
prostej tej z kotem mamy roéwnanie otrzy“mujace sie, wstawiajac
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te wartosci na X, Y w réwnanie (1) kota. Man”
PA— & — @2~ph-f i— M2 2(pAr-j-& — a)
(Pu—<=+v— b)cos©®—r2 = 0O,
wiec
ps-j- 2pME— a+ (n— b) cos @ -j- (€ — @) cos ©-f-n— 6)]= 0.
p= 0 jest podwodjnym pierwiastkiem tego réwnania wtedy i tylko
wtedy, gdy spotczynniki kierunkowe A, p spetniajg warunek

AE — a-j- (0 — b) cos @ -f- p((E — @) cos 0-j-n— b) = 0,
a wiec dla prostej (25) i tylko dla prostej (25).

Rownanie stycznej mozemy tez napisa¢ w innej postaci;
piszac zamiast X — § X —a-f-a— & i zamiast Yy —n  piszac
y — b-f- b— n otrzymamy réwnanie

x—a[E— a-f-(n— b)cos g-f
(y — b) [(E — &) cos 8-3-r, — b] — r2— 0.

5. Bieguny i biegunowe wzgledem kota.

Uwazajmy koto Kk i dowolny punkt P 0 spétrzednych & n.
Zatézmy dla uproszczenia formut ze ukiad spotrzednych jest ukia-
dem prostokatnym. Roéwnanie kota jest wiec

x—ay2-f (y — b2— r2= 0. 27
Uwazajmy prostg | o réwnaniu

x—aE—a-f(y—bn—Db—r2= o0 (28)

Prosta ta w przypadku, gdy punkt P lezy na kole Kk jest
styczng do kota w tym punkcie. Dla kazdego potozenia punktu P
z wyjatkiem przypadku w ktéorym punkt P schodzi sie ze $rod-
kiem C kota k: réwnanie (28) przedstawia zupetnie okieslong pro-
sta, a w tym przypadku wyjatkowym przedstawia prostg w nie-

skoriczonosci.
Na odlegtosé d srodka C kota od prostej | mamy wzor

d= ej , (29)

gdzie e= + 1, a 9J jest jedng z dwéch wartosci odlegtosci punktéw
Ci P. Jezeli punkt Pjest rzeczywisty, obieramy na & wartos$¢ dodatnig
ae= -(-1.



205

Jezeli punkt P jest rzeczywisty i lezy zewnatrz kota Kk, naten-
czas prosta | przecina koto w dwoch punktach rzeczywistych od
siebie odmiennych. Jezeli P lezy wewnatrz kota, natenczas prosta |
nie ma z kotem K zadnego punktu rzeczywistego wspoélnego. Prosta |
jest prostopadta do prostej CP. Stad wyptywa konstrukcja prostej |
uwidoczniona w figurze 12 w przypadku, gdy punkt P lezy

Fig 12.

zewnatrz kota k. W przypadku, gdy punkt P lezy wewnatrz kota,
tasama figura daje konstrukcje prostej /, jezeli jako punkt P
bedziemy uwazali punkt (J figury, a jaka prosta | prostg prosto-
padtg do prostej CQ i przechodzaca przez punkt P figury.

Prosta | nazywa sie biegunowa (polaire) punktu P, ktéry na-
zywa sie biegunem (pdle) prostej 1 Biegunowag bedziemy oznaczali
literg p.

Uwazajmy teraz dowolng prostg | o réownaniu (19), nie prze-
chodzaca przez s$rodek kota K i spytajmy sie, czy istnieje przy-
najmniej jeden punkt P, ktorego ta prosta jest biegunowa. Potrzeba
i wystarcza, aby istniat przynajmniej jeden uktad trzech liczb kg 0, & n
taki aby zachodzity réwnosci
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Istnieje widocznie jeden jedyny taki ukiad dany wzorami

Zatem do kazdego punktu P odmiennego od $rodka kota C
jako bieguna nalezy jedna zupeilnie oznaczona prosta p nie prze-
chodzaca przez S$rodek kota jako biegunowa i naodwrét do kazdej
prostej nie przechodzacej przez $rodek kota C jako biegunowej
nalezy jeden zupetnie oznaczony punkt P odmienny od $rodka
kota jako biegun.

Mamy wiec jednojednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy punk-
tami ptaszczyzny odmiennymi od $rodka kota i pomiedzy prostemi
ptaszczyzny odmiennymi od prostych przechodzacych przez srodek
kota. Odpowiednio$¢ ta nazywa sie biegunowoscig (polarite) wzgle-
dem kota k.

Poniewaz przynajmniej jedna z liczb & — a, n— b jest od
mienna od zera, wiec mozemy zatozyé n — b==0. Otrzymujemy
z réwnania (28)

Na odciete punktéw przeciecia biegunowej i kota otrzy-
mujemy wiec réwnanie drugiego stopnia

ktérego wyréznik jest

Zaleznie od tego, czy r]>d. r= d, czy tez r <Cd, bie-
gunowa p przecina koto kK w dwoch punktach P,, P2 zespolonych
sprzezonych, w jednym punkcie rzeczywistym, lub w dwéch punktach
rzeczywistych.



207

Punkty P1(Xj,y1) i P2 @2, y2) spetniaja zatem warunki

Styczne tx i tt kota k w punktach P, i P8 majag réwnania

A wiec przechodza przez biegun P. Zatem styczne w punktach
przeciecia biegunowej z kotem przechodza przez biegun P.

Naodwrét uwazajmy dowolng styczng do kota k przechodzaca
przez punkt P. Niechaj Pl (x1, yX) bedzie punktem st}rcznosci, a wiec
pierwsze réwnanie (34) réwnaniem stycznej. Zachodzi woéwczas
pierwsza rownos$¢ (33), a wiec punkt P, lezy na biegunowej p
punktu P, albowiem spetnia réwnanie (28).

Zatem biegunowa przechodzi przez punkty stycznosci stycz-
nych z bieguna do kota poprowadzonych.

Jezeli punkt P lezy zewnatrz kota, istniejg dwie od siebie
odmienne styczne tx, tt rzeczywiste o punktach stycznosci rzeczy-
wistych. Jezeli punkt P lezy wewnatrz kota, istnieja dwie styczne
zespolone sprzezone, o punktach stycznosci zespolonych sprzezonych,
albowiem XX i XiX y, i y2 sg odpowiednio liczbami zespolonymi ze
sobg sprzezonymi. Nareszcie jak wiemy juz, jezeli P lezy na koleT
mamy jedne jedynag styczng i woéwczas réwnanie (28) biegunowej
jest wiasnie réwnaniem stycznej.

tatwo teraz napisa¢ rownanie stycznych £, t2 do kota k
przechodzacych przez punkt P(§, r). Z pierwszego z rownan (33)
i z pierwszego z réwnan (34) mozna wyrazi¢é xx—a iy, — b
przez X i y. Wstawiajgc nastepnie wartosci na XXx— a i y, — b
w rownanie kota otrzymamy zwiazek zachodzacy miedzy spot-
rzednymi X, y dowolnego punktu G potozenego na jednej ze stycz-
nych z punktu P do kota poprowadzonych. Naodwrét, jezeli ten
warunek jest spetniony, biegunowa i prosta przechodzaca przez
punkty P i Q(X,y) przecinaja sie w punkcie na kole k, a wiec
punkt Q lezy na stycznej do kota k.

Mamy
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a stad otrzymujemy rdéwnanie

lub

Wyréznik tego réwnania jest

a stad otrzymujemy znéw odnosnie do natury stycznych poprzednie

rezultaty.

6. Twierdzenia o biegunach i biegunowych.

Uwazajmy punkt P(, rj) i jego biegunowa p o réwnaniu (28).

Uwazajmy punkt Q(E, n) lezacy na p.
Mamy

A wiec biegunowa g punktu Q o réwnaniu

przechodzi przez punkt P.

Naodwrét uwazajmy dowolng pro>ta ( przechodzaca przez
punkt P nie przechodzaca przez $rodek kota. Mozemy jej réwnanie
napisa¢ w postaci (37). Biegun Q prostej q lezy zatem na biegu-
nowej p punktu P. Mamy

Twierdzenie 1: ,Biegunowe punktéw lezacych na prostej p
biegunowej punktu P przechodzg przez ten punkt i naodwrét bie-
gun}7 prostych przechodzacych przez punkt P leza na biegunowej
p tego punktuu.

Uwazajmy teraz dwa od siebie odmienne punkty P1( n)
i P, n) oba odmienne od s$rodka C. Uwazajmy biegunowe tych
punktéw pu p2 o réwnaniach
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Wyznacznik przy X, Y w tych réwnaniach

jest od zera odmienny, jezeli punkty C, PJ P2 tworzg tréjkat
a réwna sie zeru, jezeli te trzy punkty lezg na prostej. W pierw-
szym przypadku biegunowe te przecinajg sie w punkcie P, ktérego
biegunowa p jest prosta P1P2 co wynika z twierdzenia 1. W dru-
gim przypadku proste te sa réwnolegte do siebie.

Uwazajmy naodwroét dwie proste P2 nie przechodzace przez,
Srodek kota K. Jezeli te proste sie przecinaja, natenczas ich bieguny
lezg na biegunowej p punktu P przeciecia, co wynika z twierdzenia 1.
i tworza trojkat z punktem C. Jezeli pt, p2 sa do siebie réwno-
legte, ich bieguny Px, P2 lezg z $rodkiem C na proste;j.

Mamy zatem

Twierdzenie 2: ,Biegunowe dwéch punktéw tworzacych
trojkat ze srodkiem kota przecinajg sie w punkcie, ktérego biegu-
nowa jest prosta tgczaca te 2 punkty. Naodwroét bieguny dwoch
prostych przecinajacych sie lezg na prostej biegunowej punktu
przeciecia dwoéch prostych.

Biegunowe dwoéch punktéw lezace na prostej przechodzacej
przez $rodek kota sg do siebie réwnolegte. Naodwrét, dwie proste
do siebie réwnolegte nie przechodzace przez Srodek maja jako bie-
guny dwa punkty lezace na prostej przechodzacej przez s$Srodek
kotau.

A wiec trzem punktom PI5 P2, Ps lezacym na prostej p odpo-
wiadajg trzy biegunowe pl, p2, ps przecinajace sie w biegunie
prostej p,jezeli prosta p nie przechodzi przez $rodek C i naodwrot
trzem prostym przecinajacym sie w punkcie P odpowiadaja trzy
punkty lezace na biegunowej tego punktu.

Mozna zreszta bezposrednio okazaé¢ ze jezeli wyznacznik trzech
punktéw Pi (§1?n0, P2(§2,n2), P8(§3,n3)

réwna sie zeru, natenczas wyznacznik trzech biegunowych pn p2, ps

Geometrja analityczna na ptaszczyznie. 14
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o réwnaniach

rowna sie zeru i naodwrot.

7. Dwa kota. Prosta potegowa dwoch kot

Uwazajmy teraz dwa kota rzeczywiste kx i k2 o réwnaniach

XU+ 2xV/cos O-j- y2+ 2dxx + 2ely+ /i = 0.
a2-f- 2ay cos ©-j- y2+ 2d2x -f 2e2y + A =

Kazdy punkt przeciecia sie tych dwoéch koét spelnia réwnanie,
ktére sie otrzymuje z réwnan (42) przez odjecie ich od siebie
stronami

2A<i-d 2)x-\- 21— Yy +/i—/,= 0. @

Réwnanie to przedstawia prostg w skonczonosci, jezeli nie zachodza
ré wnoczesnie rownosci

d\ — <25 — &21

awiec jezeli oba kota nie sg spotsrodkowe. Prosta ta r nazywa sie prostg
potegowg (axe radical) kot (12). Jezeli wiec kota (42) przecinaja
sie w dwéch punktach rzeczywistych P1} P2, prosta r jest prosta
NV

Naodwroét, kazdy punkt przeciecia prostej potegowej r i jednego
z kot (42) lezy i na drugiem kole.

Prosta potegowa jest prostopadta do prostej | taczacej $rodki
Ci i C2obu kot, albowiem jezeli oznaczymy przez al? 6Xi przez a2, 62

spotrzedne $rodkéw obu kot, réwnanie prostej | mozna napisac
w postaci
Zatozmy teraz uklad spoéirzednych prostokatny i oznaczmy

przez dj i d2 odlegtosci prostej r od s$rodkéw Cx i C2 a przez d
odlegtos¢ Srodkéw od siebie.
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Mamy

Mamy wiec

gdzie obieramy €= + 1 i €2= + 1 tak aby dl i d2 byty do-
datnie. Mozemy zawsze zatozyé, ze mamy rl> r2, a wiec = — 1
Mamy nastepujace przypadki:
I. d> rl+ r2. Mamy €= + 1. Mamy

a wiec

Prosta potegowa przechodzi pomiedzy kotami k1 i k2
Il. d= r1+ r2. Mamy €= + 1,

Prosta potegowa jest wspdlng styczna obu kot

1. rl— r2< d< ri1+ r2

€2 moze by¢ albo + 1 albo — 1. W tym drugim przypadku
mamy

Mamy wiec zawsze

Prosta potegowa przecina oba kota k1l i k2.
Iv. d= rl— r2.

Mamy €= — 1.

Mamy dl1= rl, d2= r2.

Prosta potegowa jest wspdlng styczna obu kot
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V. d< rX— r,. Mamy €= — 1. Mamy
dx> ri, rg> r2.

Prosta potegowa nie przecina zadnego z obu kot Kkl i k2.

8. Potega punktu wzgledem kota. Symboliczne réwnanie kola.

Uwazajmy punkt P o spdétrzednycb X, y i koto Kk o réw-
naniu (1) lub (2). Potega (puissance) p2 punktu P wzgledem kota
nazywamy wartos¢ lewej strony roéwnania kota dla wartosci na
zmienne @, Y réwnych wartosciom spoétrzednych punktu P-

Lewg strone rownania (1) lub (2) kota bedziemy oznaczali
jedng literg K. Réwnanie kota bedziemy pisali sj*mbolicznie w postaci

K=o0 (46)

i rownanie to nazywali symbolicznem réwnaniem kota.
Jezeli przez d oznaczamy odlegtosé s$rodka C kota k od
punktu P mamy
p2= d2— r2 47

Jezeli wiec punkt P lezy zewnatrz kota k, potega rowna sie
kwadratowi odcinka stycznej z punktu P poprowadzonej do kota k
zawartego pomiedzy punktem P a punktem stycznosci Q. Jezeli
punkt P lezy na kole Kk, potega ma warto$¢ 0. Nareszcie jezeli
punkt P lezy wewnatrz kota k potega jest ujemna i réwna sie
ujemnemu kwadratowi potowy cieciwy przez punkt P prostopadle
do promienia kota proprowadzonej.

Uwazajmy teraz dwa kota kx i k2 o réwnaniach symbo-
licznych

Kx= 0, Kt= 0. (48)

Widoczna ze prosta potegowa obu koét, majaca réwnanie sym-
boliczne
K!— K2= 0 (49)

jest miejscem geometrycznem punktéw P posiadajgcych te samg
potege wzgledem obu kot Oznaczajgc przez d,, d2 odlegtoéci PCX
i PC2 mamy
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9. Trzy kota. Srodek potegowy trzech két.

Uwazajmy trzy kota kf i= 1, 2, 3, o réwnaniach symbo-
licznych

Ki= o0, i= 1, 2 3 (51)

Réwnania trzech prostych potegowych p,, i= 1, 2, 3, tych

k6t mozna napisa¢ w postaci symbolicznej
Kt— Kj= 0, ;=K,; »= 1,2,3; j= 1, 2, 3. (52)

Zatézmy ze Srodki C,, i— 1, 2. 3 tych trzech kot tworza
tréjkat. Widoczna, ze punkt przeciecia dwoch dowolnych z tych
trzech prostych lezy na trzeciej prostej. Punkt spoiny P prostych
potegowych nazywa sie $rodkiem potegowym (centre radical) trzech
koét. Potegi tego punktu wzgledem tych két sg sobie rowne. Jezeli
punkt ten polozony jest zewnatrz wszystkich trzech két, natenczas
jest on srodkiem kota przecinajacego kota dane pod katem prostym
czyli kota ortogonalnego trzech danych kot.

10. Peki kot.

Uwazajmy dwa kota rzeczywiste o réwnaniach symbolicz-
nych (48). Réwnanie symboliczne

\ Kx+ AN2K2= O (53)

w ktéorem Xi5 A2 parametry peku sg dwie liczby rzeczywiste do-
wolne nie obie réwne O jest réwnaniem kota, albowiem widoczna,
ze spotczynniki przy x2 Xy, y2 sa odpowiednio

~ (A f~"2)cos@  —A2.

Wszystkie kota (53) tworza pek kot (faisceau) K nalezacy do
dwoéch danych kot

Jezeli A\1-}-A2= O, réwnanie (53) jest réwnaniem pierwszego
stopnia i przedstawia prosta potegowa obu két danych.

Uwazajmy dwa dowolne od siebie odmienne kota k2 peku
(53) o rownaniach symbolicznych
xKi+ K =o,
ATK, + X K,=Q. 1

Mamy wiec
A2 — A2\” 5=0.
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Pek K kot nalezacy do kot Hy k2jest identyczny z pekiem (53).
Oznaczajac przez Kt, Ki lewe strony réwnan (54) réwnanie kot
peku (K) jest

AMA A2kt = 0. (55)

gdzie An A, sg parametry peku (K). Pomiedzy parametrami AXi{5 A2

a parametrami Xi5 A2 mamy zwigzKi

Pek (K) ma te samag prosta potegowa co pek (K), a para-
metry XNi5 A2 spetniajg dla prostej potegowej warunek

Kota kI, K6 majg albo rézne sSrodki albo tensam $rodek.
W drugim przypadku wszystkie kota peku (K) maja tensam s$rodek,
albowiem na spoétrzedne s$rodkéw kot peku mamy wzory

W pierwszym przypadku zadne dwa kota peku nie maja
tego samego $rodka. Mamy wiec dwie kategorje pekéw kot peki
niewspotsrodkowe i peki wspdtSrodkowe.

Uwazajmy pek |. kategorji. Kota k{, k2 mogg wzgledem siebie
zajmowac trojakie potozenie: 1. Przecinajg sie w dwoch punktach
rzeczywistych. 2. Nie maja wspdélnych punktéw rzeczywistych.
3. Sg styczne do siebie.

Wszystkie kota danego peku (K) przechodzg przez punkty
wspolne dwom kotom ki1, k2 peku. A wiec kazde 2 kota peku (K)
zajmujg wzgledem siebie to samo potozenie co dwa kota Kkl: k2 peku.
Mozemy wiec peki két podzieli¢ na trzy rodzaje, zaleznie od poto-
zenia kazdej pary kot peku wzgledem siebie.

Kota peku pierwszego rodzaju i drugiego rodzaju sa wszystkie
rzeczywiste. Kazde koto k przechodzace przez 2 punkty P2
wspolne dwom kotom peku pierwszego rodzaju nalezy do tego peku.
Uwazajmy bowiem punkt P o spoétrzednych &, ) lezacy na kole k
odmienny od punktow Px, P2 i wyznaczmy parametry Xt A2 ze
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zwigzku

gdzie Kx(, n), K2 n) sa to rezultaty wstawienia za & y w IBAS
strony réwnan (48) spo6trzednych &, n. Koto peku o réwnaniu

jest wiasnie kotem przechodzgcem przez punkt P.

Taksamo kazde koto przechodzace przez punkt P stycznosci
ko6t peku drugiego rodzaju i styczne do jednego z tych kot jest
kotem tego peku.

Uwazajmy znéw dwa kota &t, rzeczywiste i pek (5i>).
Mamy oznaczajgc przez d, e / spoétczynniki ogdlnego kota peku,
a przez r2 kwadrat promienia

Zatozmy uktad spoétrzednych prostokatny. Mamy

Znak r2 zalezy od znaku formy kwadratowej o zmiennych

ktéra mozemy tez napisa¢ w postaci

Wyroéznik tej formy jest

i rowna sie iloczynowi przez

Mozemy zatozyé rl~ r2 znak iloczynu zalezy od znaku iloczynu
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Wyréznik jest wiec dodatni, gdy zachodza nieréwnosci

Wszystkie kota peku sa rzeczywiste o promieniu dodatnim,
albowiem forma (57) jest dla wszystkich A5 A2 nie obu réwnych
0 dodatnia. W istocie, forme te mozemy napisa¢ w postaci

—[@A -(-br22 DA,

gdzie a— nN\> 0.
Wyréznik jest ujemny, gdy zachodzg nieréwnosci:
albo
6> r, -f-r2
albo

0 < rx— rs.

Kota peku sg albo rzeczywiste albo urojone. W peku istniejg
dwa kota o promieniu 0, ktére sie otrzymuje rozwiagzujac réwnanie

(A, -f-6A2a-f DXI = 0

wzgledem stosunku A,: A2. Sa to kola zerowe peku.
Wyréznik réwna sie zeru, gdy zachodza réwnosci:
albo

d=r,-f r2
albo

5= r, — r2.

Wszystkie kota peku sa rzeczywiste. W peku istnieje jedno
jedyne koto zerowe, ktérego parametry otrzymuje sie z réwnania

11 Kota ortogonalne.

Uwazajmy znéw dwa kota kz o réwnaniach (42), zakia-
dajac uktad spoétrzednych prostokatny. Kota te sg ortogonalne jezeli
styczne w punktach przeciecia Pt i P2 obu két sg do siebie prosto-
padte. Mamy wiec warunek ortogonalnosci dwoéch kot

dlo
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Kazdy punkt P osi potegowej dwoéch kot lezacy zewnatrz
obu kot jest s$rodkiem kota K ortogonalnego dwoéch danych kot
kl, k2 o promieniu rownym pierwiastkowi potegi puuktu P wzgle-
dem obu kot

Uwazajmy trzy kota ki1, &, kB o réwnaniach

x2 _hy2H” %dix -f- 2eiy A-fi = 0O, i= 1, 2, 3 (1M}

i $rodek potegowy C tych ko6t Niechaj (2) bedzie réwnanie kota K
ortogonalnego tych trzech két. Mamy wiec warunki

2(ddt+ ee) =0, i= 1 2 3. (62)

Rugujac z réwnan (61) i z réwnania (62) wielkosci d, e f
otrzymujemy wyznacznik czwartego stopnia, ktéry przyréwnany
do zera daje réwnanie kota ortogonalnego trzech koét danych

Wyznacznik mozna przedstawi¢ w postaci wyznacznika trze-
ciego stopnia i otrzymuje sie réwnanie

ktére mozna jeszcze napisa¢ w postaci

Cwiczenia.

1. Mamy trzy punkty P/C;. ty) «= 1, 2, 3, nie lezagce na prostej.
Niechaj Qu i— 1, 2, 3 beda odpowiednio przeciecia biegunowych p{
punktéow P4 Okazac¢ ze proste P* przechodza przez punkt.

2. Mamy trzy biegunowe tworzace trdjkat. Uwazajmy proste (gt
taczace odpowiednio bieguny P; prostych pt. Okazaé¢, ze punkty Qt prze-
ciecia prostych piy gt leza na prostej.

3. Znale$¢ réwnanie kot K stycznych do danego kota KO.

4. Znale$¢ réwnanie kota przechodzacego przez 3 dane punkty.

5. Znale$¢ warunek, aby 4 punkty lezaty na temsamem kole.
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6. Znalez¢ réwnanie két stycznych do 3-ch danych prostych.

7. Znalez¢ warunek, aby 4 dane proste byly styczne do tego-
samego kota.

8. Znalezé miejsce geom. punktéw P z ktérych dany odcinek
widziany jest pod danym katem .

9. Znalezé miejsce punktéw, ktorych biegunowe wzgledem 3 kot
przechodza przez 1 punkt.

10. Biegunowe punktu P wzgledem k&t peku tworza pek prostych.

11. Kiedy bieganowe punktu P wzgledem koét peku schodzg sie
wszystkie ze sobg?

12. Dane 2 kota U? K2. Znales¢ spotrzedne punktéw podobieristwa
tych kot Pj, P2, tj. punktéw z ktérych mozna poprowadzi¢ styczne
do obu kot

13. Dane sg 3 kota K{,i= 1, 2, 3. Kazda para két ma 2 punkty
podobienstwa, jeden zewnetrzny, jeden wewnetrzny.

Okaza¢, ze 3 zewnetrzne punkty podobienstwa lezg na prostej,
zewnetrznej osi podobiefstwa. Dwa wewnetrzne punkty podobienstwa
i zewnetrzny punkt podobiefistwa nalezacy do 3-ciej pary kot leza
na proste;j.

14. Uwazajmy 2 kota 2f, K' i ich pnnkty podobienstwa PI5 P2.
Okazaé, ze biegunowe px, p[ punktu Pt i taksamo biegunowe p2, p2
punktu P2 sg réwno oddalone od prostej r potegowej obu kot

15. Znale$¢ roéwnania stycznych do 2-ch danych kot

16. Okazaé, ze miejscem geometrycznem $rodkéw kot izogonalnych
wzgledem 3-ch danych koét, tj. przecinajacych je pod tymsamym katem
jest prosta przechodzaca przez $rodek potegowy C tych kot i prosto-
padta do zewnetrznej osi podobienstwa.

17. Znale$¢ miejsce geom. biegunéw danej prostej wzgledem
kot peku.

18. Okazaé, ze pek ortogonalnych kot peku két pierwszego rodzaju
jest pekiem drugiego rodzaju i naodwrdt.

19. Trzy kota, ktorych $rednicami sg 3 cieciwy kota k przecho-
dzace przez tensam punkt tego kota przecinajg sie w 3 punktach leza-
cych na prostej.

20. Miejscem geom. punktéw P z ktoérych prostopadie spuszczone
na dwie proste majg spodki A, B majagce statg odlegtos¢ AB = d
jest koto.



ROZDZIAL XI.
1 Elipsa ijej réwnanie.

Uwazajmy na ptaszczyznie dwa od siebie odmienne punkty
C, C' i oznaczmy przez 2c odlegtos¢ tych punktéw. WprowadzZzmy
uktad spoétrzednych prostokatnych Kartezjusza, ktérego poczatkiem
0 jest punkt potowigcy odcinek CC, ktérego osig X jest prosta
CC' o kierunku dodatnim od punktu C' do punktu C i ktdrego 0$

a4
y zawiera z osig X kat -f-~. Uwazajmy dowolny punkt P na

ptaszczyznie o spétrzednych X, y i oznaczmy przez r, r' odlegtosci
tego punktu od punktéw C, C' r — PC, r' = PC. Niechaj 2a bedzie
sumg odlegtos¢ r i r'

r-f-r'— 2a 1)
Zachodzi nieréwnosé

a mianowicie a— c wtedy i tylko wtedy, gdy punkt P lezy na
osi X na odcinku CC'.

Zatézmy, ze P nie lezy na osi X. Otrzymamy r i r' z tréj-
katow prostokatnych /\CPM i /\C'PM, gdzie M jest spodkiem
prostopadtej z punktu P na o$ X poprowadzonej. Poniewaz spot-
rzedne punktow C i C sg ¢, 0 i — ¢, 0, wiec mamy

Te same wzory sa stuszne, gdy punkt P lezy na osi a 6w,
tj- gdy mamy y = 0.
Spoétrzedne punktu P spetniajg zatem zwigzek
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Uwazajmy teraz dowolng liczbe dodatnia a, spetniajacg wa-
runek a”> c. Spoétrzedne wszystkich punktéw P speiniajacych wa-
runek (1) spetniajg réwnanie (3) i naodwrét. Podniesmy obie strony
réwnania (3) do kwadratu. Otrzymamy

a wiec

Podnoszac jeszcze raz do kwadratu otrzymujemy

a stad

Wprowadzajac liczbe dodatnia b okreslona wzorem

mamy réwnanie

i rébwnowazne réwnanie

Otrzymujemy wiec réwnania krzywej drugiego stopnia. Krzywa
ta nazywa sie elipsa a réwnania (5) i (6) rownaniami elipsy. A wiec
kazdy punkt P spelniajacy réwnanie (3), spetnia réwnania (5) i (6).
W dalszym ciggu bedziemy uwazali réwnanie elipsy w postaci (6)
i przez réwnanie elipsy rozumieli to réwnanie.

Okazemy teraz, ze naodwrot, kazdy punkt spetniajacy row-
nanie (6) spetnia warunek (1) a wiec lezy na elipsie. W istocie od
réwnania (6) dochodzimy wstecz do réwnania

gdzie z lewej strony znaki obu pierwiastkow sg te same, albowiem
prawa strona jest dodatnia, gdyz
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albowiem

«2= z* |

Wyciggajac znoéw pierwiastki otrzymujemy réwnanie (3) 2 dodatnimi
wartosciami pierwiastkow.

2. Badanie ksztattu elipsy.
Na osi a-6w lezg dwa punkty elipsy
X—a i X= — a,
tak samo na osi y-0w leza dwa punkty elipsy
V=Db i y—— b

Punkty te, ktére oznacza¢ bedziemy odpowiednio przez 4, 4' i B, B
nazywamy wierzchotkami elipsy. Odcinki AA! i BB' o miarach
2a i 2b nazywaja sie osiami elipsy, a mianowicie wielkg i matg
osig elipsy.

Rozwigzujac réwnanie (6) wzgledem y i wzgledem X otrzy-
mujemy wzory

Kazdej wartosci na x, ktorej wartos¢ bezwzgledna jest < a
odpowiadajga dwie rzeczywiste wartosci na y réznigce sie znakiem,
a kazdej wartosci na ktérej wartos¢ bezwzgledna jest > a odpo-
wiadajg dwie czysto urojone ze sobag sprzezone wartosci na y. Tak
samo sie maja rzeczy dla y. A wiec elipsa jest symetryczna wzgle-
dem obu osi spétrzednych i jej punkty rzeczywiste leza w prosto-
kacie o srodku O i o bokach rownolegtych do osi X, y 0 diugo-
Sciach 2a i 26.

Punkt 0 nazywa sie $rodkiem elipsy. Punkty C i C' nazy-
wajg sie ogniskami (focus, foyer) elipsy; oznacza¢ bedziemy je od-
powiednio literami F i F'. Odcinki FP i F'P sg to promienie wo-
dzace (rayon vecteur) punktu P. Parametrem elipsy nazywa sie

liczba —, réwnaj'qce si'e bezwzglednej wartosci rzednej punktu na
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elipsie o odcietej c, tj. rzednej wystawionej w ognisku F elipsy
(lub w F").

3. Styczna do elipsy ijej rownanie.

Styczng (tangente) elipsy w punkcie P elipsy nazywamy prosta,
ktéra précz punktu P niema innego punktu rzeczywistego ani uro-
jonego wspdlnego z elipsa. Niechaj &, n beda spétrzedne punktu P
rzeczywistego lub urojonego, a wiec niechaj

y—n—k(x—98= 0 )

bedzie réwnaniem prostej | przechodzacej przez ten punkt i nie
réwnolegtej do osi y-Ow i spytajmy sie, kiedy ta prosta jest styczng
do elipsy w punkcie P. Wstawmy warto$¢ na y dana réwnaniem
(9) w réwnanie elipsy. Otrzymamy réwnanie

dajgce nam odciete punktow przeciecia prostej | z elipsag. Réwnanie
to jest zawsze roéwnaniem drugiego stopnia, a jednym z pierwiast-
kow réwnania tego jest & Aby prosta (9) byta styczng, potrzeba
i wystarcza, aby pierwiastek & byt jedynym pierwiastkiem réwnania.

Porzadkujac réwnanie weditug poteg X otrzymujemy roéwnanie

Réwnanie to jest zawsze réwnaniem drugiego stopnia i posiada
pierwiastek podwdjny X — & wtedy i tylko wtedy, gdy mamy

a wiec gdy mamy
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Otrzymujemy zatem jedne jedyna warto$¢ na Kk, skornczona,
gdy n I5=0. Wstawiajac w réwnanie (9) otrzymujemy rownanie

a wiec zwazajagc na zwigzek

otrzymujemy roéwnanie stycznej

Réwnanie stycznej otrzymujemy zatem z réwnania elipsy za-
stepujac w tern réwnanie jedno X przez & i jedno Yy przez n.

Spytajmy sie teraz, czy prosta réwnolegta do osi y-6w moze
by¢ styczng do elipsy w punkcie P. Widoczna, ze prosta

x—C=0
jest styczng do elipsy wtedy i tylko wtedy, gdy mamy
C= + a,

tj. gdy P schodzi sie z jednym 2z wierzchotkéw A lub A' na osi
x-6w. W tych punktach mamy wiec rowniez jednag jedyna styczna
o réwnaniu

x HFa= 0. (13)

Réwnanie to zawarte jest zresztg w ogélnem réwnaniu (12) dla
= 0, &= + a

4. Konstrukcja stycznej do elipsy.

Do kazdej elipsy € o rownaniu (6) naleza dwa kota wspot-
srodkowe ka, kb o promieniach a i b i o $rodku w punkcie O,
$rodku elipsy. Przy pomocy tych kot mozemy skonstruowaé elipse,
tj. przy pomocy cyrkla i lineatu znalezé punkty P elipsy posiada-
jace dang odcietg &, lub dana rzedng n. Mamy dla punktéw P elipsy
o odcietej &
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a dla punktéw kota ka o odcietej &

a wiec

Styczne do elipsy i do kota ka w punktach P i Q posiadaja-
cych te samag odcietg, przecinajg sie w punkcie M potozonym na
osi r-6w. W istocie réwnanie stycznej do kota kg jest

Ktadac y — 0 w roéwnaniach (12) i (15) otrzymujemy oba razy

przyczem zaktadamy & @ O.

Daje to nam konstrukcje stycznej t w punkcie P jako prostej
PM, przyczem M jest przecieciem stycznej V do kcta w punkcie
Q, prostopadtej do promienia OQ z osig X.

Zupeinie tak samo konstruujemy elipse przy pomocy kota kb,
uwazajagc punkty li posiadajgce te sama rzedng co punkt P. Ozna-
czajac przez &" odciete tych punktow mamy

a wiec

Styczna t do elipsy o rownaniu (12) i styczna t" do kota kb

o réwnaniu
X&'+ yt] —32= 0 a7

przecinaja sie w punkcie N na osi y o rzednej

przyczem zaktadamy
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Punkty P elipsy konstruujemy najprosciej (fig. 13) przy po-
mocy kot ka, kb konstruujac do danego punktu G na osi X punkty
Q B, P, albo do danego punktu H na osi y punkty P, Q, P.

5. Bieguny i biegunowe wzgledem elipsy.

Uwazajmy dowolny punkt P na ptaszczyznie o spoétrzednych
&, n. Prosta p o réwnaniu (12) nazywamy biegunowg (polaire) punktu
P wzgledem elipsy (6), a punkt P jej biegunem (péle). Do kazdego
punktu odmiennego od $rodka elipsy nalezy wiec zupetnie ozna-
czona biegunowa. Do s$rodka elipsy nalezy prosta w nieskonczo-
nosci jako biegunowa.

Do kazdej prostej nie przechodzacej przez srodek elipsy na-
lezy zupetnie oznaczony punkt P jako biegun. W istocie, aby prosta
o réwnaniu

Ax+ By+C= 0 (19)

Geometrja analityczna na ptaszczyznie. 15
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Co@ O byta biegunowa punktu P o spétrzednych &, n potrzeba
i wystarcza, aby istniala liczba k 5j=0 taka, ze zachodza roéwnosci

z ktorych liczby k==0, & A wyznaczajg sie w sposob jednoznaczny,
przyczem nie obie liczby &, n sa réwne zeru.

Biegunowa (12) przecina elipse (6) w dwoéch punktach, ktore
sg albo rzeczywiste od siebie odmienne, albo urojone ze soba sprze-
zone, albo schodzg sie ze soba. Niechaj x1, y, i xt, y2 bedg spot-
rzedne punktéow P1l i Ps przeciecia. Mamy wiec réwnosci

Ale réwnosci te oznaczajg, ze proste o réwnaniach

przechodzg przez biegun P(§, n). Proste te sg to styczne til; tg
w punktach P1} P2 do elipsy. A wiec styczne w punktach P,, P2
przechodza przez biegun P. Naodwro6t niechaj punkt Q o spétrzed-
nych y bedzie punktem stycznosci stycznej t do elipsy przecho-
dzacej przez biegun P. Mamy

a wiec punkt Q lezy na biegunowej (12) punktu P, tj. jest jednym
z punktéw Px, P2

Jezeli biegun P lezy na elipsie, biegunowg jest styczna t
w tym punkcie do elipsy, a wiec punkty P1; P2 schodza sie z bie-
gunem P. Naodwrot, jezeli biegun lezy na biegunowej, lezy on na
elipsie.

Uwazajmy réwnania (20) i (21) i obliczmy z nich xt, yt, wy-
razajac je przez §, n i a, Y. Rozwigzujac te rownania 1-go stopnia
wzgledem Xt, y4 otrzymamy
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Mozemy wiec wyrazi¢ spotrzedne punktéw stycznosci P4 i— 1, 2
przez spoétrzedne bieguna P i dowolnego punktu M o spétrzednych
x, Y potozonego na stycznej f4 i — 1, 2. Wstawiajac wyrazenia (22)
w réwnanie elipsy (6) otrzymujemy réwnanie

ay—yy+ —xy—(M—yly =0 3
ktore jest spetnione przez punkty obu stycznych i— 1, 2 po-
prowadzonych do elipsy w punktach P, i= 1, 2 i przechodzacych

przez punkt P.
WprowadZzmy nowy ukiad spoétrzednych x\ y\ o poczatku
P i o osiach x', y' réwnolegtych i réwno skierowanych z osiami X, V.
Mamy
X—¢&+ P, y=n+ W (24)
a wiec rownanie (23) napiszemy w nowych spétrzednych w postaci
15*
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lub

Dwie proste przedstawione przez to réwnanie sg odmienne
od siebie rzeczywiste, urojone sprzezone ze soba lub zlewaja sie ze
sobg, zaleznie od znaku wyréznika

Widoczna, ze zaleznie od tego czy

jest > 0, < 0, lub = 0 zachodza powyzsze trzy przypadki.
Jezeli zachodzi nieréwnosé¢

IM >«,

zachodzi pierwszy przypadek. Tak samo zachodzi ten przypadek,
jezeli wprawdzie mamy
¢ <a

ale jezeli rzedna n punktu P jest co do wartoéci bezwzglednej
wieksza od wartosci bezwzglednej rzednej n' punktu P' elipsy po-
siadajgcego te sama odcietg & Drugi przypadek zachodzi, jezeli
I€ <a i warto$¢ bezwzgledna rzednej n jest mniejsza od wartosci
bezwzglednej rzednej n'. Nareszcie trzeci przypadek zachodzi, jezeli
wartosci bezwzgledne obu rzednych sg sobie réwne.

A wiec jezeli punkt P lezy zewnatrz elipsy, mozna poprowa-
dzi¢ do elipsy dwie styczne rzeczywiste od siebie odmienne. Jezeli
punkt P lezy wewnatrz elipsy styczne do elipsy sg urojone sprze-
zone. Nareszcie styczne zlewajg sie w jedng styczng, jezeli P lezy
na elipsie.

Stad wyptywa konstrukcja stycznych do elipsy z punktu
zewnatrz elipsy, gdyz biegunowg tatwo skonstruowac. Prostszajednak
konstrukcja stycznych jest nastepujaca. Ze wzordéw (12) i (15) wy-
nika, ze styczne ti t' w punktach Qi Q' elipsy i kota kamajacych te
sama odcietg i potozonych z tej samej strony osi X przeciete sg pro-
stymi X — C w punktach P, P\ ktérych rzedne stojg do siebie w sto-
sunku b:a. A wiec styczne do kota przechodzgce przez punkt P*
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0 spo6trzednych & n' — — i odpowiednie styczne do elipsy prze-

chodzace przez punkt P przecinajg sie w dwoéch punktach MIf M2
potozonych na osi X. Stad wyptywa konstrukcja figury (14). ta-
czymy P z B, otrzymujac punkt N na osi X, nastepnie #aczac N
z C otrzymujemy P'. Styczne #£x, t2 z punktu P' do kota ka dajg
nam punkty Mu M2 na osi x. Proste M1P i il/2P sg stycznymi

tl, t2 do elipsy, a punkty przeciecia Q2 stycznych z prosto-
padtymi do osi X przez punkty Q\y Q\ stycznosci na kole ka po-
prowadzonymi sga punktami stycznosci Qx, stycznych tly t2

6. Elipsa urojona i jej réwnanie.

Uwazamy réwnanie drugiego stopnia

réznigce sie tylko tern od rdéwnania (6) elipsy, ze zamiast — 1
mamy + i- Widoczna, ze niema punktu rzeczywistego, ktérego
spotrzedne spetniajg to réwnanie. Kazde] wartosci na X odpowia-
daja dwie wartosci urojone na Yy

i tak samo kazdej warto,ci na y odpowiadaja dwie wartosci uro-
jone sprzezone na X

Moéwimy, ze te punkty sa potozone na elipsie urojonej, ktérej
réwnaniem nazywamy réwnanie (27). Liczby 2a i 2b nazywajg sie
dtugosciami osi wielkiej i maltej elipsy urojonej.

Dla odroznienia od elipsy urojonej nazywamy tez elipse elipsa
rzeczywista, a krotko elipsg tylko wtedy gdy nie moze by¢é niepo-
rozumienia.

7. Hiperbola ijej réwnanie.

Uwazajmy znéw dwa punkty na ptaszczyznie oddalone od
siebie 0 2¢c, ¢> 0 i wprowadzmy uktad spoéirzednych, ktérego osig
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X jest prosta CC' z kierunkiem dodatnim od C' do U, a osia Yy
symetralng odcinka CC' z kierunkiem dodatnim zawierajacym kat
+ £ z Kkierunkiem osi X.
u
Uwazajmy dowolng liczbe dodatnig 2a i szukajmy punktow
P na ptaszczyznie takich, ze réznica odlegtosci

punktu P od punktéw C i C' réwna sie tej liczbie 2a

f
Widoczna, ze wartos¢ bezwzgledna liczby a nie moze prze-

kracza¢ liczby c. Jezeli a— c, otrzymujemy punkty potozone na
osi «-6w o odcietej X — ¢, a jezeli a— — C punkty potozone na
tejze osi o odcietej X > C.

Zatézmy

i oznaczmy przez M spodek prostopadtej spuszczonej z punktu P
na o$ ar-6w. Mamy

a wiec mamy warunek

Podnoszgc do kwadratu mamy

stad otrzymujemy podnoszac raz jeszcze do kwadratu

Dochodzimy wiec do réwnania drugiego stopnia

Wprowadzamy wielko$¢ dodatnig bz okreslong wzorem

i otrzymujemy rownanie drugiego stopnia



231

i réwnanie réwnowazne

Rownania (32) i (33) przedstawiaja krzywa drugiego stopnia,
ktéra sie nazywa hiperbola. Kazdy punkt spetniajacy warunek (23)
lezy wiec na hiperboli o réwnaniu (32) lub (33).

Uwazajmy teraz naodwroét réwnanie (33) lub (32). Dochodzimy
wstecz do réwnania

W réwnaniu tern nalezy obra¢ pierwiastki ze znakami -f- albo-
wiem ftatwo widaé, ze

jest zawsze dodatnie. W istocie mamy

ktéra to ostatniag nierownos$¢ wyprowadzamy natychmiast z réwna-
nia hiperboli.

Z réwnania poprzedniego otrzymujemy albo roéwnanie (30)
albo tez réwnanie

ktore sie rozni od réwnania (30) tern, ze z prawej strony mamy
zamiast 2a — 2a. Zarowno punkty speitniajace réwnanie (30) jak
i punkty spelniajagce réwnanie (30'), a wiec warunek

lezg na hiperboli (33) i widoczna, ze jezeli a > 0, pierwsze punkty
lezg na lewo od osi Yy, a drugie na prawo od tej osi, ajezeli a <(0
rzeczy sie maja odwrotnie. Zreszta z réwnania (30) otrzymujemy

wiec
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i tak samo z réwnania (30') wynika

wiec

Zatozymy w dalszym ciagu, ze a jest liczbg dodatnig. Przez

b bedziemy rozumieli dodatni pierwiastek z &% Rownanie hiperboli
bedziemy zwykle uwazali w postaci (33).

8. Badanie ksztattu hiperboli.

Hiperbola (33) posiada na osi X-0w dwa punkty A i A' 0 spot-

rzednych x — a i x— — a. Na osi y-0w niema punktu rzeczywi-
stego, gdyz dla x= 0 mamy y — + ib. Uwazamy jednak na tej
osi dwa punkty rzeczywiste B i B' o spétrzednychy= biy= — b

i nazywamy 4 punkty A, A', B, B' wierzchotkami hiperboli. Odci-
nek A'A nazywamy 0Sig rzeczywistg hiperboli, za$ odcinek B'B
osig urojong. Punkt O nazywa sie $rodkiem hiperboli.

Z réwnania (33) otrzymujemy

Kazdej wartosci na X takiej, ze |[X |> a odpowiadaja dwie rzeczy-
wiste wartosci na y od siebie odmienne i réznigce sie tylko zna-
kiem. Kazdej wartosci na X takiej, ze |X | < a odpowiadajga dwie
urojone ze sobg sprzezone wartosci na y. Kazdej wartosci na y
odpowiadajg dwie rzeczywiste od zera i od siebie odmienne i réznigce
sie tylko znakiem wartosci na X. A wiec hiperbola jest symetryczna
wzgledem obu osi spétrzednych i skitada sie z dwéch oddzielnych
czesci potozonych po obu stronach osi y-6w, ktére sie nazywaja ga-
feziami hiperboli i ktorych réwnaniami sga odpowiednio réwnania
(30) i (307. Punkty (7, C' nazywaja sie ogniskami (foyer) hiperboli.
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Bedziemy je oznaczali przez F, F'. Warto$¢ bezwzgledna rzednej
b2
w ognisku tj. liczba o nazywa sie, jak dla elipsy, parametrem p
]
hiperboli.
Hiperbola, dla ktorej a— b, nazywa sie réwnoboczna.

9. Asymptoty hiperboli.

Uwazajmy réwnanie

ktére sie od réwnania (33) hiperboli rézni tylko tern. ze zamiast
— 1 mamy 0. Réwnanie to przedstawia dwie linje proste przecho-
dzgce przez poczatek ukitadu

Proste te widocznie nie majg punktéw w skonczonosci wspoélnych
z hiperbolg ani rzeczywistych ani urojonych. Mozna udowodnié, ze
wilasnos¢ ta jest charakterystyczna dla tych prostych. Uwazajmy
dowolng prosta Z ktdrej réwnanie mozemy napisaé w postaci

albowiem proste rownolegte do osi </-6w, jak widzieliSmy maja
z hiperbolg wspélne albo dwa punkty w skonczonosci albo jeden
punkt w skonczonosci. Prosta (38) przecina hiperbole w punktach,
ktérych odciete otrzymujemy z rdéwnania

a wiec z réwnania

Rownanie to jest réwnaniem pierwszego stopnia wtedy i tylko wtedy
gdy spoétczynnik katowy m speitnia warunek
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a wiec dla prostych réwnolegtych do jednej z prostych (37). Row-
nanie to jest réwnaniem stopnia zero wtedy i tylko wtedy gdy
mamy précz réwnosci (40) réwnosé

w= 0, (41)
a wiec dla prostych (37).

Zastapmy w rownaniu (33) hiperboli i w réwnaniu (38) pro-
stej spotrzedne Kartezjusza &, y przez spoirzedne jednorodne

*
2y Xt-

Otrz}Tmamy réwnania

Rugujac z réwnan tych x2 otrzymujemy réwnanie

ktére to réwnanie posiada jeden pierwiastek a3— 0 w przypadku
gdy zachodzi warunek (40) i tylko w tym przypadku, a posiada
pierwiastek podwoéjny X\= 0 wtedy i tylko wtedy gdy =zachodzi
rownosc¢ (41).

Mozemy wiec powiedzie¢, ze proste (37) maja z hiperbolg
wspdllne dwa punkty w nieskonczonosci, a kazda prosta réwnolegia
do jednej z prostych (37) i od nich odmienna ma wspolny z hiper-
bola jeden punkt w nieskonczonosci, a jeden punkt w skoriczonosci,
ktoéry jest rzeczywisty.

Proste (37) nazywaja sie asymptotami hiperboli oi5 a2, a to
z nastepujacego powodu. Uwazajmy cigg wartosci na X rosnacy
nieograniczenie do -foo. Wartosciom tego ciagu odpowiadaja war-
tosci na rzedne y punktéw na hiperboli

kt6~ch wartosci absolutne dazag do -j- oo, i tak samo wartosci na
rzedne Y punktéw na asymptotach
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ktérych wartosci absolutne daza tez do -|- oo. Uwazajmy roéznice

gdzie pierwiastek jest dodatni. Mamy nieréwnosci

W istocie, druga nieréwnosc¢ jest oczywista, a pierwszg otrzymu-
jemy zwazajac, ze mamy

albowiem

albowiem zakladamy X > a. Zatem mamy

Ro6znica rzednych punktu P' na asymptocie ax i punktu P na hi-
perboli z dodatniej strony osi X dazy wiec do zera, gdy X rosnie
nieograniczenie. Tak samo sie majg rzeczy dla drugiej asymptoty
i dla drugiej gatezi hiperboli, a stgd pochodzi nazwa asymptot.D

I0. Styczna do hiperboli i jej rownanie.

Podobnie jak w przypadku elipsy styczng hiperboli w punkcie
P (& 1) nazywamy prosta t przechodzaca przez ten punkt i nie
majacg innego punktu wspolnego z hiperbola ani w skonczonosci
ani w nieskonczonosci. Prosta

jest styczna wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie na X

ma na X pierwiastek podwdjny X — & Roéwnanie to napiszemy
W postaci
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A wiec mamy warunek

stad

czyli

zaktadajac n @ 0. Otrzymujemy zatem jedna jedynag styczna o row-

naniu

a wiec o réwnaniu

Wykluczylismy proste réwnolegte do osi y-Ow, ale widoczna,

ze prosta o réwnaniu
c=0 (50)

jest styczng do hiperboli wtedy i tylko wtedy gdy mamy albo

C—a
albo
C= — a

Mamy wtedy styczne w wierzchotkach A i A'.
Roéwnanie stycznej (50) mozna uwazac¢ jako szczegdlny przy-
padek réwnania (49) dla n= 0, £= + a

11 Konstrukcja stycznej do hiperboli.

Do hiperboli (33) nalezg dwa kota k,, kbo promieniach ai b
Przy pomocy ko6t tych mozemy skonstruowaé¢ punkty hiperboli na-
lezagce do danego X lub do danego y. Jezeli x = 0Q jest dane,
prowadzimy styczng do kota ka, otrzymujac

a nastepnie konstruujemy Yy z proporcji
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Jezeli y = OR jest dane, konstruujemy QC -f- b2, a nastepnie
otrzymujemy X z proporcji

Stycznag w punkcie P(&, n) konstruujemy konstruujac punkt Ji,
w ktorym styczna przecina o$ X, i ktérego odcieta jest
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albo tez konstruujemy punkt N, w ktérym styczna przecina o$ Yy

12. Bieguny i biegunowe wzgledem hiperboli.

Uwazajmy dowolny punkt P (&, n) na ptaszczyznie. Biegunowg
tego punktu wzgledem hiperboli (33) nazywamy prosta o réwnaniu
(49). Punkt P nazywa sie biegunem tej prostej. Znoéw jak w przy-
padku elipsy widoczna, ze do kazdego punktu odmiennego od
$rodka 0 nalezy biegunowa nie przechodzaca przez $rodek, a do
srodka 0 nalezy prosta w nieskonnczonosci jako biegunowa. ROw-
niez tatwo okazaé¢, ze do kazdej prostej nie przechodzacej przez
Srodek nalezy jeden i tylko jeden biegun.

Kazdy punkt przeciecia biegunowej p z hiperbola jest punktem
stycznosci stycznej z bieguna P do hiperboli poprowadzonej i na-
odwrét punkt stycznosci kazdej stycznej z punktu P poprowadzonej
do hiperboli lezy na biegunowej p. Dowodzi si¢ tego zupetnie tak
samo jak do elipsy.

Biegunowa przecina hiperbole tylko w jednym punkcie w skon-
czonosci, jezeli jest réwnolegta do jednej z asymptot, a wiec jezeli
mamy proporcje

wiec jezeli
a wiec jezeli biegun P lezy na jednej z asymptot. Otrzymamy row-

nania stycznych z punktu P poprowadzonych do hiperboli rozwia-
zujac réwnania

w ktérych &, n sa spoétrzedne punktu stycznosci P wzgledem E n,
a nastepnie wstawiajac w roéwnanie hiperboli (33). Otrzymamy



239

a stad roéwnanie w spoétrzednych biezacych a; y

Wprowadzajac osie ar, y' o poczatku P réwnolegte i réwnoskiero-
wane z osiami a, y wzorami

otrzymamy rdéwnanie 2-go stopnia
ar2e2 -f- n*) + 2X'y°rj — y'2(a2 — &2 = 0. - (398)

Wyznacznik d tego réwnania

d= - (62+ n*(a2- &2 - &n2=
= §262 — n2a2— a2¢2
jest > 0, < O lub = 0 zaleznie od tego czy wyrazenie
jest > 0, <; 0 lub = 0. Wyrazenie to jest zawsze ujemne, jezeli

mamy & < a Jezeli |& |> a, niechaj n' bedzie rzedna punktu P’
potozonego na hiperboli (33) i posiadajacego odcietg § Mamy

a wiec d jest > 0, 0 lub = 0 zaleznie od tego, czy mamy

A wiec z punktu P mozna poprowadzi¢ dwie styczne i,,
rzeczywiste od siebie odmienne, jezeli ten punkt lezy zewnatrz hi-
perboli, t. zn. pomiedzy jej obu gateziami, nie lezgc na zadnej
z asymptot, w ktérym to przypadku mamy jedne stycznag rzeczy-
wista. Z punktu P mamy dwie styczne urojone ze sobg sprzezone,
jezeli ten punkt lezy wewnatrz hiperboli, t zn. wewnatrz jednej
albo drugiej gatezi. Nareszcie te styczne zlewajg sie w jedne styczng
rzeczywista podwoéjna, jezeli P lezy na hiperboli.

Spytajmy sie teraz, czy jezeli P lezy wewnatrz hiperboli,
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styczne tl1, t2 sg stycznymi do tej samej gatezi hiperboli czy tez do
roznych gatezi. Na odciete punktéw przeciecia biegunowej (49) z hi-
perbolg (33) mamy réwnanie

a wiec réwnanie

A wiec obie odciete majg ten sam znak jezeli zachodzi nieréwnosc¢
a2t — 6I&I< O,

a maja znaki przeciwne jezeli mamy

Zatem styczne z punktéw P lezacych pomiedzy asymptotami a hi-
perbola sa stycznymi do tej samej gatezi hiperboli, a styczne z punktu
P lezacych pomiedzy asymptotami w tych czesciach ptaszczyzny,
w ktérych niema hiperboli sg stycznymi do réznych gatezi hiper-
boli. Nareszcie uwazajac znak spoéiczynnika przy pierwszej potedze
X widzimy, ze w pierwszym przypadku odciete punktéw stycznosci
maja znak odcietej & punktu P.

13. Hiperbole ze soba sprzezone. Roéwnanie hiperboli odnie-
sione do asymptot jako osi spoéirzednych.

Uwazajmy krzywa drugiego stopnia okreslona réwnaniem

Przemieniajac osie X iy widzimy, ze to réwnanie przedstawia row-
niez hiperbole, ktorej o$ rzeczywista lezy na osi y-Ow i ma diugosé
2 b, zas o0$ urojona lezy na osi ,r-6w i ma diugo$s¢ 2a. Przemieniajac
procz X i y ¢ z b dochodzimy znoéw do hiperboli (33). Hiperbole
(33) i (57) nazywajag sie hiperbolami ze sobg sprzezonemi (conju-
guces); posiadaja one te same asymptoty i ogniska réwno oddalone
od s$rodka O.

Wprowadzimy teraz nowy ukiad spétrzednych x\ y', ktérego
osiami sa odpowiednio asymptoty o2, al? a mianowicie Kierunek
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dodatni osi X' zawiera z dodatnim kierunkiem osi X kat @1 okre-
Slony wzorami

a wiec mamy @2= — @1 Mamy wiec wzory przeksztatcen

Otrzymujemy wiec réwnanie

a wiec réwnanie

Réwnanie hiperboli sprzezonej z hiperbola (33) jest teraz

Naodwrét mozna tatwo okazaé, ze rownanie 2-go stopnia

przedstawia hiperbole odniesiong do asymptot jako do osi spo6trzed-
nych. W istocie, uwazajmy prostokatny uktad spétrzednych x', y'
otrzymany przez przepotowienie katow, jakie zawierajg Osie spot-
rzednych, i obierzmy jako o$ X' prosta potowigcag kat © dodatnich
kierunkéw osi X i Y. Mamy wzory przeksztatcenia

Otrzymujemy zatem réwnanie
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ktéore dla m > O przechodzi w réwnanie (33) hiperboli, jezeli po-
tozymy

fi fi
a= 2\mcosO0, b— 2\msin ~, (63)

adla m <0 przechodzi w réwnanie (57) hiperboli sprzezonej, jezeli

potozymy
q 0
a— 2\— mcosA b= 2\— msin A (64)

14. Parabola i jej réwnanie.

Uwazajmy prosta k i punkt F nie lezacy na tej prostej
i oznaczmy przez p odlegtoé¢ punktu F od prostej k Obierzmy
uktad spoétrzednych prostokatny, ktérego o$ X jest prostopadia do
prostej k i przechodzi przez punkt F, i ktorej kierunek dodatni
skierowany jest od prostej k do punktu < a poczatek O ukiadu
obierzmy w punkcie potowigcym odcinek ID, gdzie D jest punk-
tem przeciecia osi X z prosta k

Spytajmy sie, jaki zwigzek zachodzi pomiedzy spotrzednymi
X, ¥ punktu P réwno odlegtego od prostej A i od punktu |I. Mamy
oznaczajac przez Q spodek prostopadtej z P na o$ a spuszczonej,
przez R spodek prostopadtej na o$ y spuszczonej, a przez r odleg-
tos¢ FF

Mamy
(65)

Widoczna, ze X nie moze by¢ ujemne, a wiec réwnanie (66) mo-
zemy zastgpi¢ przez réwnanie

Stad otrzymujemy
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a wiec

Otrzymujemy wiec roéwnafiie drugiego stopnia. Krzywg drugiego
stopnia okreslona przez réwnanie (67) nazywamy parabola.

Naodwrét kazdy punkt P, ktérego spotrzedne spetniajg réow-
nanie (87) paraboli speinia warunek (65). Liczba p nazywa sie
parametrem paraboli, prosta k kierownicg paraboli (directrice), a punkt
F ogniskiem (foyer) paraboli.

15. Badanie ksztattu paraboii.

Parabola posiada jeden jedyny punkt na osi X a mianowicie
poczatek 0 ukladu spétrzednych, ktéry jest tez jedynym punktem
na osi Y. Kazdej dodatniej wartosci na X odpowiadaja dwie war-
tosci na y

réznigce sie tylko znakiem, a kazdej ujemnej wartosci na X odpo-
wiadaja dwie urojone sprzezone ze soba wartosci na y. Jezeli X
ro$nie nieograniczenie, natenczas i warto$¢ bezwzgledna Yy rosnie
nieograniczenie. Poczatek O nazywa sie wierzchotkiem paraboli.

16. Styczna do paraboli ijej réwnanie.

Styczng do paraboli w punkcie p (g, n) paraboli nazywamy
prosta, ktéra précz tego punktu niema z parabolg wspélnego za-
dnego punktu rzeczywistego ani urojonego. Prosta o réwnaniu

y — n— k(x — &= 0 (68)
jest wiec stycznag do paraboli, jezeli réwnanie drugiego stopnia
[N+ Hx— £)]2— 2PX= 0

ma podwojny pierwiastek x = &. Roéwnanie to napiszemy w postaci

Mamy wiec
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zaktadajac n@ 0. Otrzymujemy wiec roéwnanie jednej zupeinie
oznaczonej stycznej

a wiec

Prosta

réwnolegta do osi Yy jest styczng wtedy i tylko wtedy, gdy mamy
C= o,
a wiec w poczatku O. Réwnanie
X=0
tej stycznej jest szczegdlnym przypadkiem roéwnania (70) dla
£=n= 0
17. Konstrukcja stycznej do paraboli.

Do danej odcietej 0Q konstruujemy punkt P kreslac z ogni-
ska 'E koto o promieniu DQ, a do danej rzednej QR konstruujemy
punkt P, potowiac odcinek SF w punkcie | (potozonym na osi Y)
i kreslac w tym punkcie prostopadta SF i przecinajgc nig prosta SR.

Styczng w punkcie P rysujemy zwazajac, ze dla y = 0 mamy

a wiec konstruujgc punkt M taki, ze OM = — OQ, albo konstruujac
punkt N przeciecia stycznej z osig y, dla ktérego mamy

a wiec

a wiec punkt N schodzi sie z punktem T.
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18. Bieguny i biegunowe wzgledem paraboli.

Uwazajmy dowolny punkt P(§, ff) na ptaszczyznie. Prostg
o réwnaniu (70) nazywamy biegunowg tego punktu wzgledem para-
boli a punkt P biegunem prostej. Kazdy punkt przeciecia tej prostej
z parabolg jest punktem stycznosci stycznej z P do paraboli popro-
wadzonej i naodwrét. Wszystkie punkty stycznosci stycznej z punktu
P do paraboli poprowadzonych leza na biegunowej P. W istocie,
jezeli Q)(&, n) jest punktem przeciecia, mamy

Fig. 16.

a stad wynika, ze styczna t w punkcie Q

przechodzi przez punkt P i naodwrét z réwnoéci (72) wynika, ze

biegunowa p przechodzi przez punkt stycznosci Q.
Kazda prosta nie rownolegta do osi a-6w jest biegunowa

jednego zupetnie oznaczonego punktu P (§, rj)). W istocie uwazajmy

réwnanie
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X 4my-(-n—o

i poréwnajmy je z réwnaniem (70) biegunowej. Chodzi o znalezienie
liczb ko 0, & ') spetniajagcych warunki

k= —p,
km = n,
kn= — pg,

ale widoczna, ze réwnania te speinione sg przez jeden jedyny ukiad

k= —p,

n= —pm.

Biegunowa przecina parabole w punktach, ktérych spétrzedne
otrzymamy wstawiajac

X= vn—p¢
P
w réwnanie (67) paraboli. Mamy wiec
y*—2(un—pf) = 0 (64)

Wyréznik tego réwnania jest
d= 2pE-rf. (75)

Otrzymujemy zatem dwa punkty rzeczywiste od siebie odmienne
przeciecia, dwa punkty urojone sprzezone ze sobg lub jeden punkt
rzeczywisty zaleznie od tego, czy

r2— 2p¢
jest >0, < lub = 0.

A wiec jezeli € .<0 lub €= 0, T]@ 0 mamy d<CO0. Jezeli
&> 0 djest> 0, jezelirzedna n' punktu P' potozonego na para-
bolii majgcego odcietg & jest co do wartoscibezwzglednej wieksza
niz warto$¢ bezwzgledna n, za$ d jest < 0 jezeli sie rzeczy majg
naodwrot. A wiec widzimy, ze z punktu potozonego zewnatrz pa-
raboli, tj. po tej stronie paraboli, po ktoérej sie znajduje ujemne
ramie osi' X mozna do paraboli poprowadzi¢ dwie styczne rze-
czywiste od siebie odmienne. Z punktu potozonego wewnatrz para-
boli, tj. po stronie dodatniego ramienia osi X poprowadzone styczne
sg urojone ze sobag sprzezone. Nareszcie styczne zlewaja sie w jedna
styczng rzeczywista, jezeli punkt P lezy na paraboli.
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Biegunowa przecina o$ & w punkcie

zas o§ y w punkcie

daje sie wiec tatwo skonstruowac.

Réwnanie stycznych z punktu P do paraboli otrzymamy, obli-
czajac & 1 z rownan (72), (73) i wstawiajac w réwnanie (67) pa-
raboli zamiast X i y. Mamy

wiec otrzymamy

wiec

Dochodzimy wiec do réwnania
p(x- ©- 2r(x- (- r)+ 2;Gr- n>= 0, @7

na ktérego wyroéznik otrzymujemy wyrazenie (75).

19. Rownania wierzchotkowe elipsy, hiperboli i paraboli.

Roéwnaniem wierzchotkowem elipsy, hiperboli i paraboli nazy-
wamy réwnanie tych krzywych odniesione do nastepujacego uktadu
spoétrzednych z', y'. Poczatkiem 0' jest jeden z wierzchotkéw, jednag
z osi spotrzednych jest ta z osi X lub y, ktéra przez ten punkt
przechodzi a nowy uklad jest prostokatny i zgodnie zorjentowany
z ukftadem X, V.

Obierzmy wiec dla elipsy wierzchotek A! jako poczatek O,
dla hiperboli wierzchotek A, za$ dla paraboli nie zmieniamy po-
czatku ukiadu. Réwnanie wierzchotkowe elipsy jest

réwnanie hiperboli
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a réwnanie paraboli

Mamy réwnania:
1) Elipsy:

2) Hiperboli:

3) Paraboli:

Wprowadzajagc w te rownania parametr — = p elipsy i hi

perboli, napiszemy jedno rdéwnanie

przedstawiajgce dla € = -1- 1 hiperbolg, dla e= — 1 elipsg, a dla
€= 0 parabole. Stad widoczna, ze hiperbola przebiega zewnatrz
paraboli, a ta znowu zewnatrz elipsy i ze jezeli nie zmieniajac
parametru p nadamy pétosi a cigg wartosci dazacy do nieskonczo-
nosci, natenczas hiperbola i elipsa zblizajg sie nieograuiczenie do
paraboli.

Cwiczenia.

1. Znalezé miejsce geometryczne punktéw, z ktérych elipsa wi-
dziana jest pod katem danym < W szczeg6lnosci znalezé miejsce geo-
metryczne punktéw, z ktérych elipsa widziana jest pod katem prostym.

2. Kiedy prosta

jest styczng do elipsy?

3. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw, z ktérych styczne po-
prowadzone do hiperboli zawierajg dany kat ¢, przyczem uwazamy Kie-
runki od punktu danego do punktéw stycznosci. W szczegélnosci znalezé
miejsce geometryczne punktéw, dla ktérych @= "

4. Znalez¢ miejsce geometryczne punktéw, z ktérych parabola wi-
dziana jest pod danym katem < W szczegdlnosci znalezé miejsce geo-

m
metryczne punktéw, dla ktérych = —.

Li



5. Znalezé miejsce geometryczne spodkéw prostopadiych ze S$rodka
O na styczne elipsy.

6. Znalez¢ miejsce geometryczne spodkéw prostopadiych ze $rodka
na styczne hiperboli.

7. loczyn odlegtosci ognisk F i F' od stycznej elipsy réwna sie
kwadratowi potowy matej osi.

8. lloczyn odlegtosci ognisk F i F' od stycznej hiperboli réwna
sie ujemnemu kwadratowi potowy matej osi.

9. Znalezé miejsce geometryczne spodkéw prostopadtych z punktu
P na styczne elipsy poprowadzonych.

10. To samo zadanie dla hiperboli.

11. To samo zadanie dla paraboli.

12. Punkty elipsy, ktdrych normalne przechodzg przez dany punkt
P leza na hiperboli, ktérej asymptotami sg osi elipsy.

13. Uwazamy prostg | przecinajgca hiperbole w punktach A, B
a asymptoty w punktach C, D. Odcinki AC. BD maja réwne miary.



ROZDZIAL XII.

Przeksztalcanie ogdélnej funkcji drugiego stopnia

i ogdélnego rownania drugiego stopnia. Niezmien-

niki funkcji drugiego stopnia i rownania drugiego
stopnia

1 Przeksztatcanie linjowe dwoch zmiennych.
Przeksztalceniem albo transformacjg linjowga dwoch zmiennych

X, Y w dwie nowe zmienne a'| Yy nazywamy czynnos$¢ polegajaca
na zastgpieniu &, y przez x\ y' zapomoca wzorow

Liczby aiui— 1, 2, j— 1, 2, 3 nazywaja sie spoiczynnikami prze-
ksztatcenia linjowego. Wyrazenie
o — #22 Man21 (@]

nazywa sie wyroznikiem przeksztatcenia linjowego. Jezeli wyroznik
d jest liczba od zera odmienng, mozemy ze wzorow (1) wyrazié
X, Yy przez X', y' wzorami

w ktérych to wzorach liczby hiti= 1, 2,j = 1, 2, 3 sg to zupet-
nie oznaczone liczby i w szczegélnosci mamy

Przeksztatcenie (3) nazywa sie przeksztatceniem odwrotnem prze-
ksztatcenia (1).
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Uwazajmy dwa uktady (X) i (X') spoéirzednych Kartezjusza
i zalézmy, ze poczatek 0' uktadu (X') w ukiadzie spoétrzednych (X)
ma spotrzedne a, b\ niechaj dalej bx i a2, br beda spotczynniki
kierunkowe dodatnich kierunkéw osi X\ y' w uktadzie (X), zas ©
kat dodatniej osi Yy z dodatnig osig &, a 6' kat dodatniej osi Yy’
z dodatnig osig X'. Pomiedzy spo6trzednymi obu ukitadéw mamy
zwiagzkKi

a wiec mamy 'przeksztalcenie linjowe ksztattu (3). Mamy wzory

2 Przeksztalcenie funkcji drugiego stopnia zapomocg prze-
ksztatcenia linjowego.

Uwazajmy funkcje drugiego stopnia
I(#,y)= AX2+ 2Bxy -f- Cy2-]-2Dx + 2Ey + F. @

Przeksztat¢my te funkje przeksztatceniem (3), natenczas otrzymamy
funkcje f'(x\ y") réwniez drugiego stopnia

ktora sie nazywa ‘przeksztatcong funkcji f(Xx, y). Oznaczajac przez
A", BC\ DE\ F' spoétczynniki funkcji przeksztatconej mamy

wzory

Mamy widocznie

Wprowadzmy forme @(X,y) drugiego stopnia
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i forme rowniez drugiego stopnia czterech zmiennych x> yx\#2, y2
@, YX\x2,y2) = Axxx2-f B(xxy2-f x2y® -f Cyxy2. (12)

Forma ta jest formag pierwszego stopnia wzgledem XX, yXi tak samo
forma pierwszego stopnia wzgledem a2,//2. Forma taka nazywa sie
forma bilinearng dwoéch par zmiennych XX, yx i XiX y2. Forma ta
jest forma symetryczng obu par Xx, y, i XiX y2 t zn. nie zmieni sie,
jezeli przemienimy obie pary zmiennych ze soba.

Wprowadzmy jeszcze znane nam juz oznaczenia

i oznaczenie

Woéwczas forma przeksztatcona f'(x\ y') dla przeksztatcenia (5) ma

nastepujgce spotczynniki

Zatézmy A =0 i napiszmy A' w postaci

Widoczna, ze gdy wyrdéznik & jest dodatni, A i A' sa réwnoczes$nie
dodatnie i ujemne. W istocie, A" moze sie réwnac¢ tylko wtedy zeru
gdy mamy bx= 0; Aax-[- Bbx— 0, a wiec ax— bx= 0, co byé
nie moze. Tak samo c' ma znak A, albowiem mamy

Zauwazmy dalej, ze wszystkie trzy spoétczynniki A', B', C'
nie moga sie roéwnoczesSnie roéwnac¢ zeru. W istocie mielibySmy

wowczas
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Rownosci (16) mozemy uwazac¢ jako dwa réwnania linjowe i jedno-
rodne wzgledem niewiadomych

Aax-\-Bbu Bal -\-Cb1.

Wyznacznik spoétczynnikéw przy niewiadomych jest axb2 — a2bx,
a wiec jest od zera odmienny. Wynika stad, ze musielibySmy miec¢

Aax-f- Bbx— 0, Bax-f- Cbx= 0.

Tak samo mozemy roéwnosci (17) uwazaé¢ jako rownania linjowe
jednorodne wzgledem niewiadomych

a wiec musielibysmy miec

Uwazajmy teraz roéwnosci

Réwnosci te mozemy uwaza¢ jako rownania linjowe i jednorodne
wzgledem niewiadomych A, B. Poniewaz wyznacznik spétczynnikow
przy niewiadomych a,62— a2bl jest od zera odmienny, wiec mu-
sielibySmy miec¢

Uwazajmy tak samo réwnosci
Bax-J- Chx= 0, Ba2-j- Cbh2= o.

Rownosci te mozemy uwaza¢ jako rdéwnania linjowe i jednorodne
o niewiadomych B, C, a wiec musielibySmy mieé

B= C= o

A wiec wszystkie trzy spétczynniki A, B, C musiatyby réwnac¢ sie
zeru co nie zachodzi.

Mozemy takze rozumowaé w ten sposob: Forma @(X, Y) prze-
chodzi przeksztatceniem linjowem
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w forme Y'(X', y") o spoétczynnikach A', B', c'. Gdyby wszystkie
te 3 spotczynniki réwnaty sie 0, forma @'(x', y') roéwnataby sie
zeru dla wszystkich wartosci X\ y\ a wiec forma @(#, y) rownataby
sie zeru dla wszystkich wartosci X, Y. A wiec wszystkie trzy spot-
czynniki A, B, C formy @(#, y) musiatyby roéwnaé sie zeru.

3. Przeksztatcanie rownania krzywej drugiego stopnia przez
wprowadzenie nowego ukitadu spétrzednych.

Uwazajmy réwnanie krzywej drugiego stopnia C
f(x,y)=0 (18)

i wprowadZzmy wzorami przeksztatcen (5) nowy ukiad spétrzednych
Kartezjusza. Spoéirzedne X, y punktu P potozonego na krzywej C
przechodzg w spoétrzedne x\ y' spetniajace réwnanie drugiego stopnia

reenly== (19)

przyczem spoétczynniki funkcji przeksztatconej f wyrazajg sie wzo-
rami (15) przez spoétczynniki funkcji pierwotnej f. Naodwroét, jezeli
spotrzedne X', y punktu P spelniajg réwnanie (19), natenczas spoét-
rzedne y tego punktu speiniaja réwnanie (18). Roéwnanie (19)
nazywa sie réwnaniem przeksztalcanem krzywej C.

4. Niezmienniki funkcji drugiego stopnia wzgledem prze-
ksztatcenia linjowego.

Ze wzordéw (9) wynika, ze spotczynniki funkcji /'(#', y') prze-
ksztatconej funkcji f(x,y) przeksztatceniem (3) sa funkcjami linjo-
wemi i jednorodnemi spoétczynnikow funkcji f{pc, y). Przytem kazdy
spoétczynnik funkcji przeksztatconej zalezy od przynajmniej trzech
spotczynnikéw funkcji pierwotnej.

Uwazajmy teraz przeksztatcenie linjowe (5) i postawmy sobie
nastepujace pytanie: Czy istnieja takie funkcje spoétczynnikow
A',... F' funkcji I'(#', y’)

ktére majg te wiasnosé, ze jezeli w tej funkcji zastgpimy A',...Fr
przez wyrazenia (15), otrzymamy taka funkcje spétczynnikéw A,...P
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i sjotczynnikow wzoréw (5) przeksztatcenia, ktora daje sie napisac
w postaci
P(e. b; «11*1; «*» h) m~"{A,...F).

T. sn. ze otrzymamy iloczyn tej samej funkcji @ spétczynnikow
A . .F pomnozony przez pewna funkcje spoétczynnikéw przeksztat-
cena a..,bi. Mamy wiec tozsamo$¢

W szczegolnosci bedziemy szukali takich wielomianéw 6 wiel-
kosti ktore powyzszg wilasnos¢ posiadaja.

Funkcje posiadajace powyzsza wihasnosé¢ nazywajg sie niezmien-
nikami funkcji drugiego stopnia /(a?, y) wzgledem przeksztatcenia
linjcwego (5).

Poniewaz pierwsze 3 spoétczynniki A', B', C' zalezg tylko od
pierwszych 3 spoétczynnikéw A, B: C, wiec mozna szukaé niezmien-
nikow zaleznych tylko od tych trzech spétczynnikow. Otéz tatwo
okazaé, ze takim niezmiennikiem jest wyroznik 3= AG — jB*.

W istocie, pomnézmy przez siebie wyrézniki 2-go stopnia

mnoigc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik 2-go stopnia

Pomadzmy jeszcze raz ten wyznacznik przez wyznacznik

mnozac kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego
wyznacznika. Otrzymamy wyznacznik

Oznaczajac przez & minor 5 obliczony dla funkcji f'{xj y') otrzy-
mujemy zwiagzek

okazujacy, ze & jest niezmiennikiem.
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Okazemy teraz, ze wyznacznik trzeciego stopnia A jest tez
niezmiennikiem. Postgpimy tg sama droga co poprzednio, mnozac
przez siebie wyznaczniki

a mianowicie mnozgc wiersze przez wiersze. Otrzymamy wyznacznik
trzeciego stopnia

Pomnézmy otrzymany wyznacznik raz jeszcze przez wyznacznik

mnozac kolumny pierwszego wyznacznika przez wiersze drugiego

wyznacznika. Otrzymamy wyznacznik trzeciego stopnia

ktory oznaczamy przez A'. Mamy wiec zwigzek

okazujacy znow, ze wyznacznik A jest niezmiennikiem.

Uwazajmy teraz przeksztatcenie linjowe (5) jako przeksztat-
cenie ukitadoéw spéirzednych (X) i (X'). Woéwczas napiszemy zwig-
zek (21) w postaci

a zwiagzek (22) w postaci

Okazemy teraz, ze wyrazenie
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jest niezmiennikiem wzgledem przeksztatcenia uktadu spotrzednych.
Aby to okazaé, postgpimy teraz inng droga, wstawiajac w wyrazenie

nalezace do funkcji przeksztatconej /' (pc\y') wprost wartosci spot-
czynnikéw. Korzystajac ze zwigzkow

i ze zwiagzku

mozemy wyrazi¢ w' przez wyrazenie

Dochodzimy zatem do zwiazku

ktéry mozna tez napisa¢é w postaci

Do zwigzkéw (29), (30) mozna dojs¢ w inny sposéb, ktory
zarazem lepiej okazuje dlaczego wilasnie wyrazenie w jest niezmien
nikiem. W Rozdziale VIIIl. uwazaliSmy peki form drugiego stopnia

gdzie mamy

Oznaczmy przez 8, 81; 82 wyroézniki nalezace odpowiednio do form
(31) i (32). Mamy wiec
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Przeksztat¢my teraz formy (31) i (3%) przeksztatlceniem (5).
Oznaczajac przez &', 8|, 62 niezmienniki form przeksztatconych mamy

zwiagzki

a poniewaz mamy

wiec tatwo dochodzimy do zwigzku
A

czyli, ze wyrazenie

jest niezmiennikiem wzgledem przeksztatcenia (2). Oznaczajac wy-
razenie to przez 8,2 napiszemy zwigzek

albo tez zwiagzek

Niezmiennik 812 zalezy od spoétczynnikow dicoch form kwa-
dratowych, nazywa sie wiec wspolnym niezmiennikiem dwoch form.

Aby teraz otrzymaé niezmiennik ® obieramy forme o, (X, Y)
dowolnie, a jako druga forme 42@? V) obieramy forme

wyrazajaca odlegtos¢ punktu P(oc, y) od poczatku ukiadu. Otrzymu-
jemy wowczas ze zwiazkoéw (37), (38) bezposrednio zwiagzki (29), (30).
Ze zwigzkéw niezmienniczych otrzymanych wynika bezpo-
érednio, ze 3, A, w maja te same znaki dla funkcji f(oc, y) danej
i dla funkcji f{pc', y') przeksztatconej i ze sie réwnoczesnie obra-
caja w zero.
Uwazajmy teraz znane nam juz wyrazenie il2

Wyrazenie to mozna tez napisa¢ w postaci
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Oznaczajac przez LI'2 niezmiennik 122 nalezacy do formy f(Xx ‘, y')
przeksztatconej, mamy

i widoczna, ze Q2 jest niezmiennikiem. Mamy

albo

Jezeli mamy

natenczas il2= 0, a wiec mamy

a stad wynikajg rownosci

Uwazajmy jeszcze funkcje (7) w przypadku dwoéch prostych
do siebie réwnolegtych. Mamy teraz 8= 0, A = 0. Funkcja f{x, y)
ma teraz ksztait

Przeksztatcajagc te funkcje przeksztatceniem (5) otrzymujemy funkcje
y") ksztattu

przyczem mamy

Z rownosci (45) otrzymujemy rownosé

Minory &, " wyznacznika A i odpowiadajgce im minory &%, 5"

wyznacznika A' wyrazaja sie przez liczby a, b, ¢ w nastepujacej postaci
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Wstawiajac w te wzory spolczynniki funkcji f i f docho-
dzimy do nastepujacych zwigzkéw

czyli otrzymujemy dwa nowe niezmienniki; oczywiscie zakitadamy
tutaj, ze A @ 0, ~'=}=0 wzglednie C3=0, C =%#=0O

5. Niezmienniki absolutne funkcji drugiego stopnia. Niezmien-
niki réownania drugiego stopnia.

Uwazajmy znéw funkcje f i f i pomnézmy je przez dowolne
od zera odmienne liczby k i k'. Otrzymamy funkcje

Oznaczajgc przez ok A*, w* i przez &', A*, w~ niezmienniki nale-
zace do funkcyj f ki fk mamy oczywiscie

Dochodzimy stad do réwnosci

i do réwnosci
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Wyrazenia

nazywamy absolutnymi niezmiennikami funkcji f(x, y), poniewaz nie
zmieniejg wartosci przy pomnozeniu funkcji przez liczbe Kk 5=0.
Tak samo nazywamy wyrazenia

absolutnymi niezmiennikami funkcji f'{x\ y"\ Mamy réwnosci

ktore tez mozemy napisaé w postaci

Absolutne niezmienniki nazywamy tez niezmiennikami row-
nania drugiego stopnia (18), poniewaz réwnanie to pomnozone przez
dowolng od zera odmienng liczbe K przedstawia te sama krzywa
drugiego stopnia. Mozna tez moéwi¢ o niezmiennikach krzywych
drugiego stopnia. Niezmienniki te oznacza¢ bedziemy literami NXx
i N2. Mamy wiec

Niezmiennik iY, jest niezmiennikiem wzgledem dowolnego linjowego
przeksztatcenia, natomiast niezmiennik Nt jest okreslony tylko dla
przeksztatcenia uktadu spétrzednych Kartezjusza.

WprowadzZmy odpowiednio oznaczenia NJ N2\ NItk iwvi*,
N[, Y2,  na niezmienniki poprzednio uwazane. Mamy wiec
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W przypadku 3= O wyrazenia (66) i (67) stajg sie nieskon-
czenie wielkie. W tym przypadku uwazamy niezmiennik absolutny

przyczem jak wiemy & i w nie moga sie rownoczesnie réwnac 0.
Wprowadzajac oznaczenia A3, iVx* Nak, mamy

Pomiedzy niezmiennikami W,, T8, AB, mamy zwigzek
Ni = NINI (72)

Uwazajmy teraz przypadek, gdy mamy A = &= 0. Aby z wy-
razen (49), (50) otrzyma¢ niezmienniki absolutne uwazamy wy-
razenia

Wyrazenia te nie zmieniaja sie. jezeli funkcje f{x, y) pomnozymy
przez dowolng od zera odmienng liczbe £ Wprowadzajac oznaczenia

mamy wiec, uzywajac odpowiednio oznaczern wj, NS\ wj)4, «2 *5

Znaczenie geometryczne niezmiennikéw nx i n2 jest widoczne.
Na kwadrat odlegtosci obu prostych mamy wzér

a wiec
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Mamy zatem

6. Niezmienniki ukiadéw punktéw i prostych.

Niezmiennikiem n punktéw Pit i — 1, 2,... n nazywamy taka
funkcje

spotrzednyeh tych punktéw, ktora przeksztatceniem (5) ukiladéw
spotrzednyeh przechodzi w iloczyn tej samej funkcji obliczonej dla
spoétrzednyeh punktow w nowym uktadzie y'

przez funkcje zalezng tylko od spoétczynnikéw a, 6; OA, 6,; at, b2
przeksztatcenia. Mamy wiec

Widoczna, ze niema takiej funkcji jednego tylko punktu albo-
wiem przez odpowiednie wprowadzenie ukiladu spotrzednyeh mozna
dowolnemu punktowi P nada¢ dowolne a priori zadane spoétrzedne.
Niemozliwg jest rzecza wiec, aby réwnosé

pociggata za sobg w kazdym uktadzie spotrzednyeh rownosc

jakby to by¢ powinno.
Wiemy dalej, ze mamy

a wiec wyrazenie na odlegto$é d dwéch punktéw jest niezmienni-
kiem, w skiad ktérego wchodzi jednak procz spétrzednyeh obu
punktéw jeszcze kat © pomiedzy osiami spoétrzednyeh.

Mamy dalej réwnosé /
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mnozac wiersze przez wiersze, a wiec wyznacznik

(CAY

jest niezmiennikiem i mamy

Wiemy zresztg z rozwazan Rozdziatu VI, ze pole tréojkata T o wierz-

chotkach , P2, P3 réwna sie

T="W sin0. (82)

A wiec pole nie zmienia swej wartosci przy przeksztatceniu ukiadu
spotrzednych.

Uwazajmy teraz punkt P(X. y) i prosta | o réwnaniu

Wprowadzajac oznaczenia

mamy

Ze wzoréw (84) otrzymujemy

Mamy wiec

Otrzymujemy wiec réwnoscé
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Uwazajmy teraz odlegtosé d punktu P od prostej |, przyczem
na tej prostej obieramy pewien dodatni kierunek o spétczyunikach
kierunkowych A, u

gdzie € jest jedna z liczb + 1. W przeksztalconym uktadzie spot-
rzednych x\ y' mamy spotczynniki kierunkowe A, p'. Mamy
zwiazki

a wiec

Stad otrzymujemy

Ze wzoru (86) otrzymujemy

gdzie j= + 1 zaleznie od tego, czy alhZz— a2bl jest dodatnie czy
tez ujemne, tj. czy sin9 i sin6é' maja te same znaki czy tez znaki
przeciwne. A wiec

Na odlegtoé¢ d otrzymujemy w uktadzie X, y wzér

a w uktadzie xX\ y' wzér

gdzie € — €n. A wiec otrzymujemy

jak by¢ powinno, tj. odlegtos¢ zdefiniowana wedlug umoéw Roz-
dziatlu 1V. nie zalezy od obioru uktadu spétrzednych, a wyrazenie
na odlegtos¢ jest niezmiennikiem.
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Klasyfikacja krzywych drugiego stopnia.

1 Badanie rdéwnania drugiego stopnia w przypadKu kiedy
jeden ze spotczynnikéw A, C jest od zera odmienny.

Uwazajmy znow ogoélne réwnanie drugiego stopnia
AXx2-]- 2Bxy -j- Cy2-]- 2Dx -j- 2Ey F= o0, Q)

zaktadajac, ze przynajmniej jeden ze spdtczynnikéw A, C jest od
zera odmienny.

Przypadek pierwszy'. C=j=0.

Porzadkujac rownanie (1) wedtug poteg y napiszemy je w postaci

Cy*A-2{Bx + E)y + Ax*+ 2DXx'+.F=Q. @

Do kazdego X naleza dwie wartosci y,, ys na y. Wyroéznik
réwnania (2) drugiego stopnia na y jest

d(x) = C(Ax*+ 2Dx-\-F) — (Bx + E)2= Sx2— 2x"X S. (3

Jestto wiec funkcja drugiego stopnia W X 0 spotczyunikach, ktére
sg minorami wyznacznika A. Wyréznik d funkcji tej jest

d— 385 — k"2= Cd. 4)

Trojmian d\x) mozna w przypadku 5@ 0 napisa¢ w postaci

Uwazajmy réwnanie
dx)= o0 ©))

0 niewiadomej X. RoOwnanie to posiada zaleznie od tego, czy wy-
réznik 6'A jest dodatni, ujemny, czy réwny zeru dwa pierwiastki
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15 Xt urojone sprzezone, dwa pierwiastki rzeczywiste od siebie
odmienne lub jeden pierwiastek podwdjny.
Odrézniamy nastepujace przypadki

. 3O, 1. &= o.
I. 3¢ 0. Odrézniamy trzy podprzypadki
1. CA> 0, 2. CA< O, 3. CA= 0.

1. CA> 0. Wyréznik d(x) jest dodatni lub ujemny zaleznie
od tego czy 6>>0 czy tez < O.

1) 6>>0. Do kazdej wartosci rzeczywistej na X nalezg dwie
urojone sprzezone wartosci na y

Znaczy to, ze na krzywej (1) nie lezy zaden punkt rzeczywisty,
gdyz dla zadnego rzeczywistego X niema rzeczywistego Y. ktéreby
spetniato réwnanie (1). Krzywe takie nazywamy krzywemi drugiego
stopnia urojonemi.

2) 6<0, Do kazdego rzeczywistego X naleza dwie od siebie
odmienne rzeczywiste wartosci na y, a wiec na kazdej prostej ro-
wnolegtej do osi y-6w lezg dwa od siebie odmienne punkty krzywej.

2. CA< 0

Wyréznik d(pc) obraca sie w zero dla dwoch rzeczywistych
od siebie odmiennych wartosci na r, x1 i xi: x|l <ixi”dla ktérych
wzor (7) daje nam wartosci

Odroéznimy znéw dwa podprzypadkKi
) >0."
Wyréznik

jest ujemny dla X spelniajacych nieréwnosci

a dodatni dla X spetniajacych jedne z nieréwnosci
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Dwie proste LX i L2 o réwnaniach
X —XX i X = X2

rownolegte do osi Y maja kazda jeden i tylko jeden punkt wspdlny
z krzywa Dowolna prosta L réwnolegta do osi y i lezaca pomiedzy
parg prostych L, i L2 przecina krzywa w 2-ch punktach rzeczy-
wistych od siebie odmiennych, a dowolna prosta L réwnolegta do
osi y i lezaca zewnatrz pary prostych Ll i L2 nie przecina krzywej
w zadnym punkcie rzeczywistym. Cata krzywa lezy wiec pomiedzy
dwiema prostemi o réwnaniach X = XX [ X = X2 i ma ksztalt po-
dobny do ksztattu elipsy.
2) < 0.

Wyroznik d(x) jest teraz dodatni dla x spetniajgcych nieréwnosci

A <Cx Cx\ 5
a ujemny dla X spetniajacych jedne z nieréwnosci
, X < XX, X >
Dwie proste Lx, />2 o réwnaniach
X = XX i X= x2

réwnolegte do osr y-0w maja kazda jeden i tylko jeden punkt
wspoélny z krzywa. Dowolna prosta L réwnolegta do osi y-6w
i lezagca pomiedzy parg prostych LX i L2 nie przecina krzywej
w zadnym punkcie rzeczywistym, a dowolna prosta L réwnolegta
do osi y-6w i lezaca zewnatrz pary prostych LX i L2 przecina
krzywa w dwoéch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych.
Krzywa lezy wiec cata zewnagtrz prostych L, i L2 i ma Kksztatt
podobny do ksztattu hiperboli.

3. 6A = 0.

Teraz a(x) jest petnym kwadratem, a réwnanie (1) przedsta-

K
wia dwie proste przecinajgce sie w punkcie o odcietej X = g-.
1) 8> 0. Proste sg urojone ze sobg sprzezone.
2) d< 0. Proste sa rzeczywiste od siebie odmienne.
Il. 8= 0. Wyrdznik d(x) réwnania (2) jest teraz funkcjag

pierwszego stopnia w X
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K" obraca sie w zero réwnoczesnie z A. Mamy wiec dwa przy-
padki do odréznienia

1 A@ 0, 2. A= 0.

1. A==0. Wz6r (7) przyjmuje teraz postac¢

Wyrazenie pod pierwiastkiiem obraca sie w zero dla jednej jedynej
wartosci na X

Jest ono w przypadku z" dlodatniego dodatnie dla x> x0, a ujemne
dla x <C zaé w przypsadku k" ujemnego ujemne dla X > xO0
a dodatnie dla x<”x0. Na prostej réwnolegtej do osi y o réwnaniu

x = x0

mamy jeden jedyny punkt krzywej. W przypadku k" > 0 proste
réwnolegte do osi y i odpowiadajgce odcietym X > x0 przecinaja
krzywa w dwéch punktach rzeczywistych od siebie odmiennych
a proste rownolegte do osi y i odpowiadajace odcietym X <7 a0 prze-
cinaja krzywa w dwobch punktach urojonych sprzezonych. Dla
K" < 0 rzeczy sie maja naodwrot. Krzywa lezy catkowicie z jednej
strony prostej i ma ksztatt ‘podobny do ksztattu paraboli.
2. A= 0. Mamy teraz

Mamy teraz

Réwnanie (1) przedstawia dwie proste réwnolegte. Odrézniamy trzy
podprzypadki

W pierwszym podprzypadku mamy dwie proste urojone sprze-
zone, w drugim dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne a w trzecim
prosta podwdjna.

Przypadek drugi: A ¢ 0.
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Réwnanie (1) napiszemy teraz w postaci
Ax2-A-2(By + D)x+ Cy2+ 2Ey -f-F= 0, (13)

i rozwigzujac je wzgledem X otrzymamy

*x = P+11 _ d,Ifh (U)

gdzie d'{y) jest wyréznikiem rownania (13). Mamy
rf'y) = 8y*_2x'y + 8". (15)

Mozemy teraz powtérzy¢ zupeinie analogiczne rozwazania do
poprzednich. Mamy
3%" — *'*== aa.

Nalezy tylko w rozumowaniach poprzednich zastgpi¢ &' przez 6",

y."
ten mozemy oczywiscie sprowadzi¢ do przypadku poprzedniego,

przez x', C przez A, 08 X przez o$ y*i naodwrét. Przypadek

wprowadzajac nowy uklad spétrzednych otrzymujacy sie z danego
uktadu spotrzednych przez przemiane osi spétrzednych.

2. Redukcja réwnania drugiego stopnia do postaci kanonicz-
nych w przypadku kiedy jeden ze spoitczynnikéw A, C jest
od zera odmienny.

Rozwazania poprzedniego ustepu postuzga nam do przedsta-
wienia réwnania (1) krzywej drugiego stopnia w prostej postaci
przez wprowadzenie odpowiedniego nowego uktadu spétrzednych.

Uwazajmy przypadek pierwszy. Roéwnanie (1) mozemy na-
pisa¢ w postaci

Réwnania pierwszego stopnia

przedstawiajg dwie linie proste rzeczywiste przecinajace sie. Obierzmy
te linie proste jako nowe osie X i F, obrawszy na kazdej pewien
kierunek dodatni, tak aby dodatni kierunek osi Y zawierat z do-
datnim kierunkiem osi X kat dodatni 6' < T
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Wyrazmy spoétrzedne X, Y punktu P przez spoétrzedne X, y
tego punktu. Oznaczajac przez p i q bezwzgledne odlegtosci punktu
P od osi X, Y mamy wzory

(18)

gdzie e= + 1 i € = % 1, a pierwiastek uwazamy dodatni. Po-
miedzy odlegtosciami p, q a spétrzednymi X, Y mamy widocznie
zwigzki

gdzie znébw €= + 1, € = + 1 Dochodzimy zatem do zwigzkéw
postaci
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gdzie | i m sg dwie liczby, ktére nie zalezg od potozenia punktu
P. W istocie widoczna, ze iloézyny e€€' i €'€ nie zalezg od potoze-
nia punktu P.

Wzory (20) okreslaja nam przeksztatcenie uktadu spotrzed-
nych X. y w uklad spétrzednych A, F. Wstawiajgc nowe spot-
rzedne w rownanie (16) otrzymujemy roéwnanie

albo réwnanie

DoprowadziliSmy zatem przez odpowiednie przeksztatcenie
uktadu spoétrzednych réwnanie (1) w przypadku 1. do postaci,
w ktérej mamy précz wyrazu wolnego tylko kwadraty spotrzed-
nych. Przytem wyraz wolny jest od zera odmienny lub nie zaleznie
od tego, czy A@ O «czy tez A = 0. Zalébzmy nasamprzéd A ¢ O.
Wprowadzamy nastepujace wielkosci

przyczem g, € roéwnajg sie + 1 i sg tak obrane, aby a2 i b2 bytly
dodatnie, za$ a i b sg dodatnie pierwiastki z a2 i b2
Roéwnanie (21) napisze sie woéwczas w postaci

Czterem przypadkom poprzednim 1. 1), 1 2), 2. 1), 2. 2) odpowia-

dajg odpowiednio znaki €= —4—1, €= 4-1; €-= 41, €= — 1,
e= — 1, ¢ —1fe= — 1, &€ = 1.

Widoczna dalej, ze przypadki drugi i czwarty réznig sie tylko
rolg osi A i F, i ze przemieniajgc osie te sprowadzamy te przy-

padki jeden do drugiego.

Wiemy dalej z rozwazan Rozdziatlu poprzedniego, ze wielkosci
d i A sa niezmiennikami funkcji drugiego stopnia i ze znak o
a w przypadku 3&6>0 takze i znak CA nie zmienia sie ani przez
przeksztatcenie ukitadu spoéirzednych ani przez pomnozenie funkcji
f(x, y) przez dowolng liczbe od zera odmienng. A wiec nie mozna
przez zadne wprowadzenie nowego ukiadu spétrzednych lub przez
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pomnozenie roéwnania (1) przez pewnag liczbe od zera odmienng
przemieni¢ w siebie nastepujacych trzech przypadkéw

gdzie w trzecim przypadku znaki gérne albo znaki dolne nalezy
uwazac¢ jednoczesnie.

Mozemy zatem powiedzie¢, ze w przypadku I. A @ O mozemy
réwnanie (1) sprowadzi¢ do jednej z trzech postaci kanonicznych
nastepujacych

Z réwnan tych wida¢ odrazu, co juz poprzednio powiedzie-
liSmy, ze w przypadku 1. 1) krzywa jest catkowicie urojona, w przy-
padku 2. 1) ma ksztalt elipsy, a w przypadku 2. 2) ma ksztait
hiperboli. W przypadku 1. 2) ma wiec Kkrzywa réwniez Kksztatt
hiperboli.

Wiemy dalej, ze w uktadzie prostokatnym réwnania 1, 11, 111
przedstawiajg odpowiednio elipse urojona, elipse rzeczywistg i hiper-
bole. Ale uktad osi X, Y, w ktorym otrzymalismy réwnania 1, 11
i Il nie musi by¢ ukladem prostokatnym. Wobec tego wprowa-
dzimy nowe pojecia krzywych kategorji elips urojonych, Kkategorji
elips rzeczywistych i kategorji hiperbol, przedstawionych odpowiednio
przez réwnania I, Il i Ill, do ktérych to trzech kategoryj naleza
odpowiednio elipsy urojone, elipsy rzeczywiste i hiperbole.

Okazemy w dalszym ciagu wyktadoéw, ze krzywe I, Il i 11l
sg zawsze odpowiednio elipsami urojonemi, elipsami rzeczywistemi
i hiperbolami, tj. ze mozna zawsze obra¢ taki ukiad spoétrzednych
prostokgtnych X j Yj aby w tym uktadzie rdéwnanie (1) przybrato
ksztatty odpowiednio I, Il 1 IlIl. Przytem poniewaz w przypadku
réwnania |. niema ani jednego punktu rzeczywistego spetniajacego
to réwnanie, nalezy w tym przypadku przez powiedzenie, ze to
rownanie zawsze przedstawia elipse urojong rozumie¢ to, ze mozna
wprowadzi¢ zamiast osi &, y nowe osie X', Y’ prostokatne, tak aby
wzorami na przeksztatcenie uktadu spéirzednych y w uktad

<Jeomefcrja analityczna na ptaszczyznie. 18
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sp6trzednych X\ Y' w przypadku 8> O, CA >> O réwnanie (1)
dato sie sprowadzi¢ do réwnania postaci I.

Zwroémy sie teraz do przypadku 1. 3. Teraz wprowadzajac
wielkosci

sprowadzamy réwnanie (21) do postaci

Otrzymujemy zatem zaleznie od tego czy € = -j~1 czy tez e= — 1
dwie dalsze postacie kanoniczne réwnania (1)

odpowiadajace przypadkom &> 0 i 6<CO i przedstawiajace jak
wiemy dwie proste rzeczywiste przecinajace sie i dwie proste uro-
jone sprzezone przecinajace sie.

Nim przejdziemy do przypadku pierwszego Il. 6= 0 zaj-
miemy sie przypadkiem drugim 1., tj. A @ 0, d¢ 0. Otrzymujemy
te same kategorje krzywych drugiego stopnia, albowiem wystarczy
zamieni¢ osie & Y.

Przejdzmy teraz do przypadku pierwszego IlI. = 0. W pod-
przypadku 1. A @ 0 wprowadzimy jako nowe osie X, Y spétrzed-
nych proste o réwnaniach

A mianowicie obieramy na tych prostych kierunki dodatnie znéw
w ten spos6b, aby kierunek dodatni osi Y zawierat z kierunkiem
dodatnim osi X kat dodatni 6' <( m. Oznaczajac zndéw przez p i q
absolutne odlegtosci punktu P od osi X i Y mamy
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gdzie e= + 1, &€= + 1. Mamy dalej znéw zwigzki (19), a stad

otrzymujemy wzory przeksztatcenia

gdzie /, m sg dwie stale od zera odmienne.
Roéwnanie (1) ma teraz postaé

a wiec w spétrzednych X, Y napisze sie w postaci

albo w postaci

Wprowadzajac wielko$¢ p ¢ O

otrzymujemy réwnanie

Réwnanie to przedstawia krzywa majacg ksztatt paraboli,

a w szczegdélnym przypadku uktadu X, Y prostokatnego krzywa ta
jest parabola. Okazemy w dalszym ciggu wyktadow, ze ta krzywa
jest zawsze parabola, tj. ze zawsze mozna obra¢ taki uktad spot-
rzednych X', Y' prostokatny, w ktérym réwnanie (1) ma postaé¢ V1.

rownania paraboli. Dla krzywych obecnie rozwazanych wprowa-

dzimy nazwe kategorji parabol.

W przypadku 2. A= 0 postepujac tak samo jak poprzednio
wprowadzimy osie X, Y okreslone réwnaniami

tj. jako 0o$ Y obieramy o0$ vy.

Mamy teraz wzory przeksztatcenia



gdzie |, m sa dwie stale od zera odmienne. Réwnanie (1) przybiera
w nowych spétrzednych X, Y postaé¢

albo

Wprowadzajac wielko$é nie ujemnag k2

gdzie €= i 1, otrzymujemy zaleznie od tego czy o' > 0, czy
d < 0 czy tez &' = 0 trzy rownania nastepujace

przedstawiajace jak wiemy odpowiednio dwie proste réwnolegte
urojone sprzezone, dwie proste rownoleglte rzeczywiste od siebie
odmienne i prostg podwdjna.

W przypadku drugim Il., tj. A =0, 8= 0 otrzymujemy te
same krzywe, ktére wprowadzajac odpowiedni ukitad spétrzednych
mozemy przedstawi¢ w tych samych postaciach VI— IX.

3. Badanie réwnania (1) w przypadku obu spoéiczynnikow
A, C réwnych O

Roéwnanie (1) ma teraz postac

ktéra mozna tez napisaé

Mamy teraz

wiec réwnanie (36) ma ksztatt
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Mamy teraz &< 0. Widoczna dalej, ze przez wprowadzenie
ocpowiedniego uktadu spéirzednych, réwnanie (36) mozna prze-
ksztalci¢c w réwnanie, w ktérem przynajmniej jeden ze spoéiczynni-
k(w przy X2iyi jest od zera odmienny. A poniewaz wyznacznik &
i lla tego przeksztatconego rownania jest ujemny, wiec widzimy,
ze réwnanie (36) przedstawia w przypadku A ==0 krzywe kategorji
hiperbol, a w przypadku A = 0 dwie proste rzeczywiste przecina-

jac sie.

4. Redukcja réwnania (1) w przypadku obu spétczynnikow
A, C réwnych O do postaci kanonicznych.

Wprowadzamy teraz nowy uklad spétrzednych A, Y, obierajac
inwe osie réownolegte i réwno skierowane do dawnych osi, o réw-
mniach

Mimy zatem wzory nastepujace przeksztatcenia

Rownanie (36) napisze sie w nowym uktadzie spotrzednych
w postaci

2BXY- B2= 0,

lub
XY —k~= 0, (39)

gezie Kk jest wielko$¢ od zera odmienna.

Z rozwazan Rozdziatu X1. o hiperbolach wiemy, ze réwnanie
to przedstawia w przypadku A ¢ hiperbole odniesiong do asymptot
jaso do osi spoétrzednych. W przypadku A = 0 mamy oczywiscie
dwie proste rzeczywiste od siebie odmienne. A wiec nie otrzymu-
jemy teraz nowych krzywych drugiego stopnia, jak to widzieliSmy
juz w poprzednim ustepie.
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Reasumujac wyniki dotad otrzymane widzimy, ze dochodzimy
do 9 kategoryj krzywych 2-go stopnia, przedstawionych réwna-
niami | —I1X. Nie mozna przez zadne przeksztatcenie ukitadu spot-
rzednych lub pomnozenie roéwnania przez pewng liczbe od zera
odmienng przeprowadzi¢ jednego z tych réwnan w drugie, a wiec
kategorje te sa od siebie odmienne, tj. zadna krzywa nie moze
rownoczesnie naleze¢ do dwoéch kategoryj. Charakteryzujg sie te
kategorje wartosciami wielkoséci 3, AA, CA, 0' i 6", a mianowicie
znakami tych wielkosci i tern czy te wielkosci sa od zera odmienne,
czy tez réwne zeru.



ROZDZIAL XIV.

Srodki krzywych drugiego stopnia.

1 Definicja srodkéw krzywych drugiego stopnia.

Uwazajmy krzywag 2-go stopnia

0, y)="° (1)

i dowolny punkt P rzeczywist lub urojony o spo6trzednych «, b
i poprowadzmy przez ten punkt dowolng prosta | rzeczywista lub
urojong o réwnaniach parametrycznych

gdzie A, p sa spoiczynniki kierunkowe obranego na prostej doda-
tniego Kkierunku. Otrzymamy punkty przeciecia prostej z Krzywa
wstawiajac wyrazenia (2) na spétrzedne w réwnanie (1)

i rozwigzujac réwnanie wedtug niewiadomej .
Roéwnanie (3) ma posta¢ rozwinietg

Porzadkujac wedtug poteg r, otrzymujemy réwnanie drugiego stopnia

gdzie @(A, M) jest znane wyrazenie i gdzie mamy
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Kazdej skonczonej wartosci na r bedace] pierwiastkiem réw-
nania (5) odpowiada punkt przeciecia prostej | z krzywa, potozony
w skonczonosci. A wiec prosta (2) przecina krzywag w 2, 1, 0
punktach, albo tez cata prosta lezy na krzywej drugiego stopnia.

Wiemy z rozwazan Rozdziatu VIIIl., ze funkcja ¢(A, p) obraca
sie w zero dla dwdch i tylko dwoch par kierunkow, przyczem
przez pare kierunkéw rozumiemy kierunek pewien i kierunek jemu
przeciwny.

Dla wszystkich kierunkéw nie speiniajacych réwnania

réwnanie (5) jest stopnia drugiego. Oznaczmy przez rl1? r2 jego
pierwiastki, ktérym odpowiadaja punkty przeciecia Al i A2. Wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym, aby punkt P potowit odci-
nek AXxA2, tj. abySmy mieli

albo

jest rownosé

Srodkiem (centre) krzywej drugiego stopnia nazywamy taki
punkt, ktéry potowi odcinek AXA2 na kazdej prostej |, ktérej spét-
czynniki kierunkowe nie spelniajg warunku (7). A wiec warunek
(9) jest speiniony dla tego punktu dla kazdego uktadu wartosci A, p
nie spetniajgcego rownania (7). Stad wynika widocznie, ze musza
zachodzi¢ roéwnosci

A wiec warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby punkt P
byt srodkiem krzywej 2-go stopnia jest, aby jego spoétrzedne a, b
spetnialty dwa réwnania liniowe

Uwazajmy teraz kierunki, dla ktérych zachodzi réwnanie (7).
Woéweczas, jezeli zachodzi nieréwnosé
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niema pierwiastku rownania (5), a jezeli zachodzi réwnos¢
f(a,b) = o0, . (13)

réwnanie (5) jest spetnione dla wszystkich wartosci na r. A wiec
mozemy powiedzie¢, ze jezeli punkt P jest $rodkiem krzywej dru-
giego stopnia, woéwczas kazdemu punktowi AX przeciecia prostej
przechodzacej przez P z krzywa odpowiada drugi punkt At syme-
tryczny punktu At wzgledem s$rodka P tj. lezacy w tej samej odle-
gtosci od P na prostej co punkt AX ale z przeciwnej strony punktu P.

2. Badanie srodkow krzywych drugiego stopnia.

Warunek (.13) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacj-m,
aby s$rodek krzywej drugiego stopnia lezat na tej krzywej Wow-
czas kazda prosta przechodzaca przez s$rodek, dla ktérej nie za-
chodzi warunek (7) ma tylko jeden punkt tj. Srodek wspdlny
z krzywa, a kazda prosta spetniajaca warunek (i) ma wszystkie
punkty wspélne z krzywa.

Ale mamy, jak wiemy

gdzie

Stad wynika, ze warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby
srodek C lezat na krzywej jest, aby jego spotrzedne a, b spetniaty
précz réwnan (11) trzecie rownanie liniowe

Uwazajmy nasamprzéd réwnania (11). Do réwnan tych nalezy
macierz M

ktérej minorami sg 8, k", K. Odrézni¢ musimy trzy przypadki:

I. 3@O0O.

Krzywa 2-go stopnia posiada jeden jedyny s$rodek C o spét-
rzednych
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1. 3= O, ale nie oba minory k", k' sg réwne 0.

Niema punktu w skonczonosci spetlniajgcego rownania (11),
a wiec niema $rodka. Rownania (11) przedstawiajg w spo6trzednych
a, b dwie proste do siebie rownolegte albo tez jedno z tych réwnan
przedstawia prostg w nieskonczonosci.

Ir. 6= k"= k/I= 0.

Réwnania (11) maja nieskonczenie wiele rozwigzan. Przedsta-
wiajg oue te samag prosta w skoriczonosci, albo, tez jedno z tych
réwnan jest identycznie zero Srodki Clezg na linii prostej ¢ przed-
stawionej przez to z obu réwnan (11), ktérego spoéiczynniki przy
a, b nie sa oba réwne 0. Kazdy punkt prostej C jest Srodkiem.
Prosta ta w skoriczonosci potozona nazywa sie prostg Srodkéw krzy-
wej drugiego stopnia.

Krzywe trzech kategoryj poprzednich nazywamy odpowiednio
krzywymi ze Srodkiem, bez $rodka, z prostg srodkéw. Krzywe pierw-
szej kategorji sa to, jak to wynika z rozwazan poprzedniego Roz-
dziatu krzywe kategoryj elips i hiperbol i dwie proste réwnolegte.
Krzywe kategorji drugiej sg to krzywe kategorji parabol. Nareszcie
krzywe Kkategorji trzeciej sa to dwie proste do siebie réwnolegte.
W tym przypadku piszac funkcje f(a, b) w postaci

napiszemy rownania (11) w postaci

a wiec rownanie prostej srodkow w postaci

Jestto oczywiscie prosta réwnolegta do obu prostych danych i réwno
od nich oddalona. W istocie obierzmy na tych trzech prostych ten
sam kierunek okreslony spotczynnikami kierunkowymi.
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Odlegtosci poczatku O uktadu spétrzednych od prostych i, c

liczone, jako dodatnie w kierunku zawierajaC3-m Kkat -|~— z Kkie-

runkiem (30) sg

gdzie

a wiec mamy

Zwréémy sie teraz do rownania (14). Aby istniat ukiad liczb
a, b spetniajacy trzy rownania (11), (14), potrzeba, aby zachodzita
rownosc

A= 0 (23)

a wiec, by krzywa 2-go stopnia rozpadata sie na dwie proste. Mamy
wiec nastepujace rezultaty w trzech poprzednich przypadkach:

I. Istnieje jeden jedyny Srodek na krzywej 2-go stopnia, kto-
rym jest punkt przeciecia obu prostych o spétrzednych (16).

Il. Przypadek ten zachodzi¢ nie moze, albowiem z réwnosci

535 — K™= (74, 53'6 — k'2= AA

wynika, ze dla 8= A= 0 mamy kK" = K'= 0.

I1l. Aby istniat przynajmniej jeden $rodek potrzeba teraz
i wystarcza, aby wszystkie minory 2-go stopnia wyznacznika A,
rownaty sie zeru. Roéwnanie (1) przedstawia wowczas prosta po-
dwdjna a prostg (19) S$rodkoéw zlewa sie z ta prosta podwdjna.
Jest to geometrycznie oczywiste, ze kazdy punkt prostej podwdéjnej
jest Srodkiem.

3. Redukcja réwnania krzywdj drugiego stopnia do Srodka
jako poczatku nowego ukitadu spétrzednych.

W przypadkach, gdy mamy przynajmniej jeden $rodek krzy-
wej 2-go stopnia, mozemy wprowadzi¢ nowy uklad spétrzednych,
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obierajgc nowy poczatek 0' w jednym ze $rodkéw. Przytem obie-
rzemy nowe osie X\ y' réwnolegte i rowno skierowane z osiami y.
Mamy nastepujace wzory przeksztatcenn ukitadéw spétrzednych

Wstawiajac w réwnanie (1) otrzymujemy

a stad widocznie réwnanie

w ktérem niema wyrazéw pierwszego stopnia w x\ y".
W przypadku I. mozemy réwnanie (25) napisa¢ jeszcze w innej
postaci. Mamy teraz

a wiec napiszemy réwnanie w postaci

W przypadku Ill. obieramy jako nowy poczatek ukiadu do-
wolny punkt na prostej srodkéw. Teraz mamy

Jezeli a==0 mamy

a jezeli b 0

A wiec mamy



285

Réwnanie (25) napisze sie wiec w jednej z postaci nastepujacych

Cwiczenia.

1. Znalez¢ miejsce geometryczne S$rodkéw krzywych 2-go stopnia
x2— &1 — k)xy -[- kly* — ak2y = 0, (1)

gdzie k jest zmienny parametr.



ROZDZIAL XV.

Kierunki asymptotyczne i asymptoty krzywych
drugiego stopnia.

1 Definicja kierunkéw asymptotycznych iasymptot krzywych
drugiego stopnia.

Uwazajmy znéw krzywa drugiego stopnia

10,y)= 0 1)
i prosta Z o réwnaniach

y= ot ¥ @

przechodzaca przez punkt P(a, b). Uwazajmy réwnanie drugiego
stopnia na r
r2¢p(\, ) -f- 2r(al -f- Ba) -{-/(a, b)= 0 (3)

dajace nam punkty przeciecia prostej Z z krzywa.

Jezeli spoétczynnik przy r2 réwna sie zeru, réwnanie (3) za-
leznie od wartosci spoétczynnika przy r i wyrazu wolnego jest réw-
naniem stopnia pierwszego, stopnia zero, lub jest identycznie réwne
zeru. Kierunki, ktérych spoétczynniki spetniajg rownanie

oA W= 0 (4)

nazywajg sie kierunkami asymptotycznymi (directions asymptotiques)
krzywej (1). A wiec prosta Z majgca kierunek asymptotyczny albo
przecina krzywa w jednym punkcie, albo niema Zadnego punktu
wspoélnego z krzywg drugiego stopnia, albo wreszcie catkowicie
lezy na tej krzywej. Przytem zakladamy, ze kierunki asympto-
tyczne nie sg minimalne, gdyz w tym przypadku nie mozna przed-
stawi¢ prostej Z rownaniami parametrycznymi (2).
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Proste majace kierunek asymptotyczny i nie przecinajace
wcale krzywej drugiego stopnia, albo tez lezace catkowicie na tej
krzywej nazywaja sie asymptotami (asymptotes) krzywej drugiego
stopnia.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby prosta majgca
kierunek asymptotyczny byta asymptota krzywej drugiego stopnia,
jest wiec aby na prostej tej lezal przynajmniej jeden punkt, dla
ktérego zachodzi réwnosc

oA -J- Bp. = 0. (5)

Zwréémy sie teraz do wykluczonego przypadku Kkierunkéow
asymptotycznych minimalnych. Mamy wiec nastepujaca posta¢ funkcji

1(*>y)
X — a)2-f- 2(x — a)(y — b)cos ©-]- (y — b)2-j-k= 0, (6)

gdzie a, b sg spotrzedne srodka kota, ktore teraz przedstawia row-
nanie (1). Uwazajmy dowolng prosta minimalna | i napiszmy jej
rownanie w postaci

X — a-(- (y — b) (cos ©fFe®sin © -f-m= 0. @

Punkty przeciecia prostej minimalnej i kota otrzymujemy z réw-
nania (7) i z réwnania

— m[#— a) -f- (y — b) (cos ®— eisin QJ-f-k= 0. 8)

Z réwnan (7) i (8) otrzymujemy jeden jedyny punkt przeciecia,
gdyz wyznacznik przy niewiadomych @ y réwna sie

2mei sin O

Wyjatek zachodzi tylko w przypadku m — 0, w ktérym to przy-
padku dla €¢ @ O prosta minimalna (7) przechodzaca przez $rodek
kota i koto (6) pazecinajg sie tylko w nieskonczonosci. Spotrzedne
jednorodne punktu w nieskonczonosci na prostej minimalnej (7) sa

xl = — &(cos ©-f- ei sin ©), x2— K, ~o= 0, 9)

gdzie K jest dowolna liczba od zera odmienna. Mamy wiec w nie-
skonczonosci dwa punkty odpowiadajace £= @ 1i &€= — 1 wspdlne
wszystkim krzywym drugiego stopnia o kierunkach asymptotycz-
nych minimalnych tj. kotom. Sa to punkty cykliczne (points cycliques)
w nieskoriczonosci.
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2. Badanie kierunkéw asymptotycznych krzywych drugiego
stopnia.

Odrézniamy 3 przypadki:
i. 6> o.
Rozktadamy @(A, p) na iloczyn dwéch czynnikéw pierwszego
stopnia
<P\ M) = €(alA -f- blp) (02A -f d2p), (10)

gdzie €= + 1 zaleznie od znaku A i C; a'Y— a2 i sg rzeczywiste,
zas bl i &2 urojone sprzezone. Otrzymujemy zatem dwa ukiady
wartosci na A, M

gdzie

S= + 1, e2= + 1 Otrzymujemy wiec dwie pary kierunkéw tak,
ze spotczynniki kierunkowe kazdej pary roéznig sie tylko znakiem
pierwiastka i ze spoéiczynniki kierunkowe jednej pary sa sprzezone
ze spotczynnikami drugiej. Dla skrécenia wprowadzimy nazwe Kie-
runku asymptotycznego dla oznaczenia pary kierunkéw sobie prze-
ciwnych. Otrzymujemy zatem dwa kierunki asymptotyczne urojone
ze sobg sprzezone.

W wyjatkowym przypadku kierunkéw asymptotycznych mi-
nimalnych mamy na spétczynniki kierunkowe wzory

M= — &A, P= Mi, (13)
k2 = ~282; U2 == ? ()

gdzie kx, & sa dowolne dwie liczby od zera odmienne.

ii. < o.

Rozktadamy znéw <pA p) na iloczyn wzorem (10). Teraz
czynniki prawostronne sg rzeczywiste od siebie odmienne. Otrzy-
mujemy dwa kierunki asymptotyczne rzeczywiste od siebie odmienne
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iii. 8= 0.
Napiszemy @(A, g) w postaci

@, M) = eiaA -f- 6p)2 (15)

Otrzymujemy jeden Kkierunek asymptotyczny rzeczywisty

(16)

gdzie n= + 1, i

Jezeli rownanie (1) przedstawia dwie linie proste, natenczas Kkie-
runki asymptotyczne sa to kierunki tych prostych.

Uwazajmy teraz dowolng prostg przechodzaca - przez dowolny
punkt P(a, &, nie majaca kierunku asymptotycznego. Prosta ta
przecina krzywag w dwoéch punktach P15 P2 odpowiadajacych pier-
wiastkom r1} r2 réwnania (3). Na pierwiastki te mamy wzor

Niechaj AO. pO beda spotczynniki kierunkowe pewnego kierunku
asymptotycznego nie minimalnego. Uwazajmy nieskonczony ciag
prostych przechodzacych przez punkt P tak obranych, ze kierunki
tych prostych zmierzajg do tego danego kierunku asymptotycznego.
A wiec wyrazenie aA-~-Bp dla tego ciggu prostych zmierza do
granicy aAO-(-Bu0. Zatézmy

Uwazajmy wzér (17). Wyrazenie pod pierwiastkiem w tym

wzorze zmierza do wartosci

Mamy wiec dwa nieskoriczone ciggi wartosci pierwiastka, z ktérych
jeden zmierza do granicy

a drugi do granicy

Dwom tym ciggom odpowiadaja dwa nieskonczone ciagi wartosci
na r. Ciag wartosci odpowiadajagcych drugiej granicy pierwiastka
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jest tego rodzaju, ze wartosci bezwzgledne I \tego ciagu rosng
nieograniczenie.

Dwom nieskonnczonym ciggom na r odpowiadaja dwa nieskon-
czone ciagi punktéw na krzywej. Drugiemu ciggowi wartosci na r
odpowiada ciag punktow,- ktérych odlegtosci od poczatku ukiadu
spotrzednych rosng nieograniczenie, a wiec, ktére oddalajg sie w nie-
skonczonos$é. Pierwszemu ciagowi wartosci pierwiastka odpowiada
cigg wartosci na r dazacy do oznaczonej skonczonej wartosci.
W istocie mozemy napisac

Oznaczmy wyrazenie

przez o(A, p). Mamy

a wiec mozemy napisac

Jezeli A, p dazg do wartosci A0, pO, natenczas jedna z wartosci
pierwiastka z

dazy do -(- 1, a druga do — |I.A wiec jedna z wartosci na r dazy
do granicy

i widocznie, ze cigg wartosci na r dazacy do tej granicy jest iden-
tyczny z pierwszym ciggiem wartosci na r uwazanym poprzednio.
Ciggowi temu wartosci na r odpowiada ciag punktow przeciecia
prostych z krzywa, dazacy do oznaczonego punktu potozonego
w skonczonosci.

Zatézmy teraz, ze mamy

aA,, + ?d,, = 0. (1&)

Okazemy, ze jezeli zachodzi nieréwnos¢
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natenczas wartosci bezwzgledne obu ciggéw poprzednio rozwazanych
na r rosna nieograniczenie, a wiec oba punkty przeciecia prostych
z krzywa oddalajg sie w nieskonczonos¢. W istocie mamy teraz

Z pierwszego wzoru wynika, ze warto$¢ bezwzgledna rxr2 iloczynu
pierwiastkéw dazy do nieskoriczonosci, a z drugiego wzoru wynika,
ze niemozliwa jest rzeczg, aby wartos¢ bezwzgledna jednego z dwadch
pierwiastkbw rn r2 byta wieksza od dowolnie wielkiej liczby M,
a druga byta réwnoczesnie mniejsza od pewnej statej liczby K,
niezaleznej od liczby iU. A wiec oba pierwiastki rl, r2 rosng nie-
ograniczenie co do wartosci bezwzglednej.
Jezeli zachodzi réwnosc

natenczas réwnanie (3) jest podzielne przez r, a wiec jeden punkt
przeciecia prostej | z krzywa schodzi sie stale z punktem P.

3. Badanie asymptot krzywych drugiego stopnia.

Przedewszystkiem wynika z warunku (5), ze kazda prosta
przechodzaca przez $rodek C krzywej (1) i majagca kierunek asymp-
totyczny jest asymptota. W istocie obrawszy jako punkt P(a, b)
Srodek C (albo jeden ze $rodkéw) mamy

a= 0, B= 0.

Uwazajmy asymptote krzywej drugiego stopnia o réwnaniach
(2). Spoétrzedne a, b punktu P obranego na asymptocie mozna wy-
razi¢ przez spétrzedne dowolnego punktu Q(X, y) i przez parametr
r w postaci
a— X — rX, b—y—ry.

Wstawiajac te wyrazenia na @, b w warunek (5) otrzymujemy
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Uwzgledniajac warunek (4) otrzymujemy réwnanie
(Ax-f By + D)1-f (Bx-f Cy+ E)u = 0. (22)

Réwnanie to jest albo identycznie spetnione przez wszystkie punkty
Q(X, y) ptaszczyzny, co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy warunek
(5) jest spetniony przez wszystkie punkty P(a, b) ptaszczyzny, albo
tez jest to réwnanie asymptoly. Do tego samego rezultatu mozna tez
dojs¢, rozwazajac, ze kazdy punkt asymptoty mozna obraé¢ jako
punkt P(a, d), a wiec warunek (5) jest speiniony dla kazdego punktu
asymptoty, jezeli w nim a, b zastapimy przez spoétrzedne X, y punktu
biezgcego asymptoty.
Réwnanie (22) napiszemy w postaci

(Al -f- By)x -f- (Bl -f C\>)y-f DI 4- Pp = 0. (23)

Réwnanie to przedstawia oznaczong prosta w skonczonosci wtedy
i tylko wtedy jezeli nie oba spétczynniki A1l-\-Bp i BI-\~CJi.
sg réwnoczesnie rowne 0. Zachodzi to z pewnoscig jezeli 6 5=0.
A wiec réwnania (22) i (23) sa w przypadku & ==0 réwnaniami
asymptot, jezeli A, p spetniajg warunek (4). Widzimy, ze kazda
asymptota przechodzi przez $rodek krzywej drugiego stopnia. Otrzy-
mujemy wiec dwie i tylko dwie asymptoty urojone sprzezone w przy-
padku & )> 0, rzeczywiste w przypadku & < 0.
W przypadku 8= 0 mamy

Al -}-By.= ega(al-j- by,
Ba C\i — eb(al f-3 n),
a wiec
oA -f- By = €(aA -j- bu.)(@a-j- bb) -f- DI -j- A'p.
Jezeli wiec A, p sg spoétczynniki kierunkowe (16) kierunku asymp-
totycznego, mamy

oA+ Bu= DI+ Ep= — 1 (D~— Ea).
r
Ale mamy jak wiemy
(Db — Ea)2= — eA.

A wiec w przypadku A =0 niema punktu P(a, b) na ptaszczyznie,
dla ktérego zachodzi réwnos¢ (5)," jezeli w tej réwnosci A, P sg
spoétczynnikami kierunku asymptotycznego. A wiec w tym przy-
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padku niema asymptoty krzywej drugiego stopnia. Jezeli za$ za-
chodzi przypadek A = 0, natenczas oA -j- By roéwna sie zeru dla
kazdego punktu P(a, b). Znaczy to, ze kazda prosta na ptaszczyznie
posiadajgca kierunek asymptotyczny jest asymptota krzywej dru-
giego stopnia.

Rownanie (23) przyjmuje w przypadku 6= 0 postaé

D\ -]-E\i= o. (24)

A wiec w przypadku A =|=0 przedstawia ono prosta w nieskornczo-
nosci, a w przypadku A = 0 jest identycznie zero.

Jezeli istnieje taki punkt P(a, b) na krzywej drugiego stopnia,
ze spetnione sg réwnoczesnie réwnosci (4), (5) i (21), w ktorych
A, U sg spoétczynniki kierunkowe pewnego kierunku asymptotycz-
nego, natenczas jak wiemy asymptota lezy na krzywej drugiego
stopnia. Zachodzi¢ to wiec moze tylko w przypadku A = 0. Jezeli
mamy 3@ 0 obieramy jako punkt P(a, b) srodek, tj. punkt prze-
ciecia obu prostych przedstawionych réwnaniem (1). Widzimy, ze
kazda z obu prostych przedstawionych réwnaniem (1) jest asymp-
tota krzywej. Mozemy jako punkt P(o, b) obra¢ tez dowolny punkt
krzywej. Mamy teraz

I(*, y)= e(a,a?-fbxy + ~)(0,3 + 6" + %) (25)
Obierzmy P(a, b) na prostej

axx -]-b  -]- ¢, = o. (26)
Mamy teraz
£
*= 2 [(diaH'M + A)°2 + («2«+ M + ~H],

B— 9 [(cma+ M + c\)b2+ (@2a+ M + 2 J

a wiec
oA + Bu = | («*«4-2"N + B)(atA+ u)-

Jezeli wiec A U jest kierunek asymptotyczny prostej (26) natenczas
rownos¢ (5) jest spetniona i prosta (26) jest asymptota przechodzaca
przez P(a, h).

W przypadku 3= 0 mozemy P(a,b) obra¢ dowolnie, a wiec
obierajac P dowolnie na jednej z prostych przedstawionych row-
naniem (1) widzimy znéw, ze kazda z tych prostych jest asymptota.
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Jako przyktad obecnie rozwazanej teorji uwazajmy hiperbole
w uktadzie spoétrzednych prostokgtnym o réwnaniu

Mamy teraz

Srodkiem jest poczatek ukladu, a asymptoty majg réwnania

a wiec

Dochodzimy zatem oczywiscie do tych samych dwéch pro-
stych, do ktérych doszliSmy w Rozdziale X1., w ktérym juz byta
podana definicja asymptot hiperboli.

4. Redukcja réwnania drugiego stopnia przy pomocy kierun-
kéw asymptotycznych i asymptot w przypadku & 5=0.
Obierzmy nowy uktad spoétrzednych x\ y'. obierajac jako nowa
o$ X' jedne z asymptot krzywej drugiego stopnia, a jako o$ y' do-
wolng prosta nie réwnolegta do tej asymptoty. Jezeli osig X' jest
asymptota posiadajgca kierunek An ui5 natenczas w nowym uktadzie
spotrzednych mamy nastepujagce wartosci spotczyunikéw

2(~15 w) 0j /<ON

D'= aA, -f- Ppj= 0. Vv

Druga rowno$é pochodzi oczywiscie stad, ze nowy poczatek 0'

o spotrzednych a, b lezy na asymptocie, ktérg jest o$ x'. Mamy
wiec réwnanie

2B'x'y' -(- C'y'2-f- 2E'y' -}- F' = o. (30)

Zat6zmy, ze kierunek a2, b2 osi y' nie jest asymptotyczny,
a wiec, ze
(?' = @ (a8, &,) @ O (31)

Réwnanie daje na Yy' dwie wartosci
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Przytem B' 5=0, albowiem minor (8§

jest od zera odmienny.

Jezeli mamy & > 0, natenczas 0$ a;'jest prostg urojona, a je-
zeli d< 0 prosta rzeczywistg. Nadajmy spoétrzednej X' cigg nieskon-
czony wartosci rzeczywistych rosnacych nieograniczenie. Wyrazenie
figurujagce we wzorze (3fi) pod pierwiastkiem dazy do granicy 1.
A wiec jedna warto$¢ pierwiastka z tego wyrazenia dazy do gra-
nicy —§—1, a druga do granicy — 1. Nieskonczonemu ciggowi war-
tosci na X' odpowiadaja dwa nieskoriczone ciagi wartosci na Yy’
zaleznie od znaku pierwiastka.

Piszac y' w postaci

widzimy, ze wartosci — 1 granicy pierwiastka odpowiada ciag war-
tosci na y', ktérych wartosci bezwzgledne rosng nieograniczenie.
Wartoséci -f- 1 pierwiastka odpowiada cigg wartoéci na y' dazacy
do zera, albowiem mamy

.. F
yil/l2 = €T -

Tosamo zachodzi, gdy nadamy X' cigg warto$ci malejacy nieogra-
niczenie.

W przypadku F'— 0, tj. gdy poczatek 0' lezy na krzywej
drugiego stopnia, co zachodzi tylko w przypadku A = 0, jedna
z wartosci na y' réwna sig stale 0.

Dochodzimy zatem do nastepujacego rezultatu: Do kazdej
wartoéci na X' nalezg w przypadku 6' =|]=0, tj. gdy kierunek osi
y' nie jest asymptotyczny dwie wartosci na y'. Jezeli warto$¢ bez-
wzgledna X' roénie nieograniczenie, natenczas warto$¢ bezwzgledna
rzednej jednego punktu na krzywej ros$nie nieograniczenie, a war-
tos¢ bezwzgledna rzednej drugiego punktu dazy do zera.

Obierzmy teraz osie spoétrzednych x\ y' w ten sposdb, ze obie
osie sag asymptotami krzywej. Mamy wiec



Otrzymujemy zatem nastepujace réwnanie krzywej drugiego stopnia

Osie spotrzednych a?, y' sa rzeczywiste w przypadku & < 0, a uro-
jone sprzezone w przypadku &> 0. Z tem rdéwnaniem mieliSmy
juz do czynienia w Rozdziale XII1l., i widzieliSmy, ze jezeli osie

y' sa rzeczywiste daje sie przez odpowiednie przeksztatcenie
uktadu spoétrzednych sprowadzi¢ do réwnania hiperboli, przyczem
nowe osie sa to dwusieczne osi X\ Y\ a wiec rzeczywiste i prosto-
katne. A wiec w przypadku & < 0 réwnanie (34) przedstawia zawsze
hiperbole. Spoétczynnik B'

jest zawsze rzeczywisty, poniewaz An plsa urojone sprzezone z A2, U8
w przypadku A >* 0, a mamy

tj. liczba B' roéwna sie liczbie urojonej sprzezonej z nig sama.
Mamy dalej

zatem otrzymujemy

gdzie e = i 1, za§ O jest dodatni pierwiastek z Q2 Wyjatek sta-

nowi przypadek Q= 0, tj. przypadek kot i prostych minimalnych,

w ktorym to przypadku asymptotami sg proste minimalne i zamiast

wzorow (4), (12), na spotczynniki kierunkowe mamy wzory (13), (14).
Spétczynnik F' otrzymamy ze wzoru
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gdzie

Mamy wiec

Réwnanie (34) napisze sie zatem w postaci

5. Redukcja réwnania drugiego stopnia przy pomocy Kkie-
runkoéw asymptotycznych i asymptot w przypadku &= 0.

Obieramy teraz jako o$ X' dowolng prostg majgca kierunek
asymptotyczny, a jako o$ y dowolng prosta przecinajaca te prosta.
Mozemy przytem obie proste obra¢ rzeczywiste. W przypadku A = 0
pierwsza prosta jest asymptota krzywej. Spoéiczynniki kierunkowe
al5 by kierunku asymptotycznego dane sa wzorami (16). Mamy teraz

Otrzymujemy zatem rownanie

Wprowadzamy nowe osie rzeczywiste X'\ y" roéwnolegte i rowno
skierowane z osiami X\ y' wzorami

i otrzymujemy réwnanie

Zatézmy D' ==0. Wprowadzamy jeszcze raz nowe osie X'\ y'" rze-
czywiste réwnolegte i réwno skierowane z osiami x", y" wzorami
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i otrzymujemy réwnanie
C 2D'x" = o. (43)

Teraz mamy A ¢ 0, albowiem dla kierunku asymptotycznego al5
mamy

D' = aa, -]- Bo, = Z>at-(- = — *L (Db — Ea).
r

W przypadku A = 0 mamy réwnanie

gdzie (&'l jest to minor & w wyznaczniku A'.

Z réwnaniami (43) i (44) mieliSmy juz do czynienia w Roz-
dziale XII1l. Réwnanie (43) przedstawia krzywe rodzaju parabol,
przyczem poczatek ukiadu lezy na krzywej, a kierunek osi X jest
asymptotyczny. Réwnanie (44) przedstawia dwie proste réwnolegte.
Zaleznie od tego czy A @ 0, czy tez C=}=0 mozemy zastgpi¢ wyraz
wolny przez



ROZDZIAL XVI.

Kierunki ze sobg sprzezone i srednice krzywych
drugiego stopnia. Styczne krzywych drugiego
stopnia.

1. Definicja i badanie kierunkéw ze sobg sprzezonych i $re-
dnic krzywych drugiego stopnia.

Uwazajmy znéw réwnanie krzywej drugiego stopnia

I(*»y)= 0 . (1)
i réownanie prostej |

X = a-f- rX, y — b-f- rp,, 2

przechodzacej przez punkt P(a, b) i przecinajacej krzywa w punk-
tach okreslonych réwnaniem na r
7ApA, W) + 2r(ocX —j- fip) +/(«, i) = 0. (€)

Jezeli prosta | na kierunek nieasymptotyczny, natenczas przecina
krzywa w dwoéch punktach Pi, Pt. Wartosci rx i @ na r odpo-
wiadajagce tym punktom speiniajg zwiazek

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby punkt P po-
towit odcinek PXP2, jest réownos$cé

Otrzymujemy wiec zwigzek
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Do kazdego kierunku nieasymptotycznego A, p nalezy zatem
réwnanie (6) spetnione przez spotrzedne a, b punktéow P potowig-
cych odcinki P1Pi, jakie na prostych | majacych uwazany Kkieru-
nek wycina krzywa drugiego stopnia i tylko przez spéirzedne tych
punktéw.

Réwnanie (6) jest rownaniem pierwszego stopnia i mozemy
je napisa¢ w postaci

{AMN -f Bu)x -f (Ba-f Ca)y -f zZ>A-f Ep = 0. @)

W przypadku, gdy to réwnanie przedstawia oznaczong prosta w skon-
czonosci, nazywa sie ona $rednicg (diametre) krzywej drugiego sto-
pnia nalezaca do kierunku A, p.

Odréznimy dwa przypadki I. 3==0, Il. & — 0.

I. 3¢ O. Poniewaz nie moga zachodzi¢ réownoczesnie réwnosci

4x4 Bu= O, BA+Op = o, 8)

przeto do kazdego kierunku nalezy zupetnie oznaczona $rednica S.
przechodzaca przez $rodek C krzywej drugiego stopnia.
Wyznaczmy jej spoétczynniki kierunkowe A', py'. Mamy

A= — K(BX-f- 6'p), a\
p/ = ~("X4-Ru), '

gdzie k jest pewien czynnik od zera odmienny. Czynnik ten wy-
znaczamy z warunku

, A'2-j-xy cos64 y2—t- (i0)
staje sie on wiec nieoznaczonym wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
zwigzek

(AN + Bp)2+ (BX4-0p)2- 2(Al + Bp) (BX 4- nn
4 -6» cosB= 0, 1

a wiec gdy kierunek A', p' jest minimalny.
Zwigzek ten mozemy napisa¢ w postaci

(A* — 2A B cos ©-f BX*-f 2Aap {AB + BC — AC cos ©—
— *B2cos © 4~ p2(B2— 2BC cos ©-f- C2)— 0.

Do kazdego kierunku A, p nalezy zatem zupelnie oznaczony
kierunek A', g. W przypadku kierunku A, 4 asymptotycznego, Kie-
runek A' p' jest tym samym kierunkiem, a prosta okreslona réw-
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naniem (7) jest asymptota krzywej. Wynika to natychmiast stad,
ze mamy teraz

wiec

gdzie Kk jest pewien czynnik od zera odmienny.
Rugujac ze wzorow (9) k otrzymujemy zwigzek

lub

t
Z tego wzoru otrzymujemy nastepujace zwigzki

gdzie k' jest pewien czynnik od zera odmienny. A wiec widzimy,
ze jezeli do kierunku A p nalezy kierunek A', p' natenczas na-
wzajem do kierunku A', u' nalezy kierunek A, p. Ze wzoréw tych
wynika dalej, ze do kierunku asymptotycznego nalezy ten sam
kierunek asymptotyczny. Naodwrdt, jezeli do pewnego kierunku
A, U nalezy ten sam kierunek, natenczas mamy zwigzek (12\ a wiec
ten Kierunek jest kierunkiem asymptotycznym.

Widzimy wiec, ze kierunki na ptaszczyZznie mozna skojarzyé
ze sobg w pary. tak aby kazdy kierunek figurowat w jednej i tylko
jednej parze, i aby do kazdego danego kierunku nalezat ten Kkie-
runek, ktory wspélnie z danym kierunkiem tworzy jedne pare.
Przytem istnieja dwie i tylko dwie pary skladajace sie z tych
samych kierunkéw, a mianowicie sg to pary skladajgce sie kazda
z dwéch tych samych kierunkéw asymptotycznych.

Kierunki nalezgce do takiej pary nazywamy Kkierunkami ze
sobg sprzezonymi (directions conjugues).

Do kierunku A', y' nalezy $rednica S o réwnaniu

ktére mozemy tez napisa¢ w postaci

(18)
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gdzie K' jest to czynnik wystepujacy we wzorach (16). Widzimy
wiec, ze i Srednice wystepuja parami, przyczem przez pare Srednic
rozumiemy pare S$rednic posiadajacych kierunki ze soba sprzezone.
Srednice takie nazywamy Srednicami ze sobg sprzezonymi (diametres
conjugues). Jezeli A, p jest kierunkiem asymptotycznym, natenczas
Srednice ze soba sprzezone przechodzg obie w te samg asymptote.
Mozemy wiec wszystkie proste przechodzace przez Srodek krzywej
drugiego stopnia skojarzy¢ ze sobg w pary utworzone ze $rednic
ze sobag sprzezonych. Wsrdéd tych par sa dwie i tylko dwie pary
sktadajace sie kazda z dwoch prostych identycznych, sa to miano-
wicie pary skladajace sie z jednej i tej samej asymptoty dwa razy
wzietej.

Srednice nalezacg do pewnego kierunku nazywa sie tez S$re-
dnicg sprzezong z tym kierunkiem. Kazda prosta’ przechodzaca przez
Srodek krzywej moze by¢ uwazana jako $rednica sprzezona z pe-
wnym oznaczonym kierunkiem W istocie, uwazajmy prostg

(Ax+ By + D)kl-{-(Bx+Cy + E)k2= o0, (19)

gdzie kx i k2 sg dowolne dwie liczby nie obie réwne 0. Mozemy
znalez¢ uktad A, p spoéiczynnikéw kierunkowych, proporcjonalnych
do &5 k2

A= pklf M= p&2,

gdzie p jest pewna liczba od zera odmienna, oznaczona i wyzna-
czajaca sie ze zwiazku

X2——p2—4—-2Apcos9 =1
w przypadku gdy zachodzi nieréwnosc

K\-f-  -j- 2kj k2 cos ©==0,
a dowolna w przypadku gdy zachodzi réwnosé

K-f- 3A-j- 2k&2cos 9= 0.

Il. 8= 0. Réwnanie $rednicy S nalezacej do danego kierunku
A, M nieasymptotycznego napisze sie teraz w postaci

g(ax -f-6y) (@x  ~py-]-  -f- Eu.— 0, (20)

a spotczynniki kierunkowe A', u7 wyznaczajg sie ze wzoréw
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Mnozac te rownosci przez a, b i dodajac otrzymujemy réwnosé
@n-f-bpy(@r -j-bp) = 0 (22)

tj. rownos¢ (15) lub (16), przyczem teraz lewa strona jest iloczynem
dwoéch form liniowych, jednej zmiennych A, p, a drugiej zmiennych
A, M. Poniewaz A, y jest kierunkiem nieasymptotycznym, wiec
mamy teraz

al' -j- by/ = 0, (23)

tj. kierunek s$rednicy jest zawsze kierunkiem asymptotycznym.
Niechaj teraz A, p bedzie kierunkiem asymptotycznym.
Réwnanie (20) przedstawia albo prosta w nieskoriczonosci,

albo tez jest identycznie rowne zeru. Zalezy to od tego czy réwnosé

DX-f E\1= 0 (24)

nie jest spetniona, czy tez jest spetniona. Poniewaz mamy teraz
rownosé
a\-j-6p= 0, (25)

wiec mamy pierwszy przypadek jezeli zachodzi réwnosc
Db — Ea= 0, (26)

a drugi przypadek, kiedy ta réwnos$¢ nie zachodzi. A wiec pierw-
szy przypadek zachodzi, gdy mamy A ==0 a drugi, gdy mamy
A= 0

Do kierunku A', p' asymptotycznego nie nalezy zadna S$re-
dnica, a wiec i zaden kierunek. Mimo to mozemy znéw wszystkie
kierunki na ptaszczyznie skojarzy¢ ze sobg w pary, tak aby pare
tworzyt dowolnie dany kierunek i kierunek asymptotyczny i nazwac
ze sobag sprzezonymi Kierunki jednej pary. A wiec kazdy kierunek
jest sprzezony z kierunkiem asymptotycznym, a kierunek asympto-
tyczny jest sprzezony z kazdym Kkierunkiem, i mamy jedne jedynag
pare skladajaca sie z dwéch tych samych kierunkéw, tj. kierunku
asymptotycznego dwa razy wzietego.

Uwazajmy znéw S$rednice (20). W przypadku A 0 potozenie
tej sSrednicy zalezy od kierunku A, p, a mianowicie kazda prosta
majgca kierunek asymptotyczny jest Srednica nalezaca do pewnego
zupetnie oznaczonego kierunku A, p nieasymptotycznego. W istocie,
uwazajmy dowolng prostag
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o-kierunku asymptotycznym. Z réwnan

~A+~p = K
DX -j- Eu. = mk Vo

wyznaczymy uktad liczb A, u, Kk z ktérych A, p sa spoétczynnikami
pewnego kierunku, a liczba Kk jest od zera odmienna. A mianowicie
mamy

mb — E D —ma

Db—Ea"' ~» Db — Ea

Zaleznie od tego czy wyrazenie
(mb — E)2-\- (ma — 2))2— 2(D — ma)(E — mb) cos ©

jest od zera odmienna, czy tez nie, kierunek ten nie jest lub jest
minimalny.
W przypadku A = 0 mamy

D = $ea(cl-f c2), E = \ eb(cx-J-c2),
a wiec réwnanie Srednicy (20) ma postac
g(@A-f bp)[ox-j- by + ~ -f c)]= O (29)

Jest to wiec dla kazdego kierunku nieasymptotycznego jedna i tasama
prosta, mianowicie prosta srodkéw obu prostych réwnolegtych da-
nych, co jest geometrycznie zupeinie oczywiste.

Z wywoddéw poprzednich wynika natychmiast konstrukcja przy
pomocy cyrkla i linealu $rednicy nalezacej do danego kierunku
nieasymptotycznego. A mianowicie kreslimy dwie proste od siebie
odmienne, posiadajace kierunek A, p, tak aby przecinaty krzywa
w punktach rzeczywistych i nastepnie tgczymy s$rodki cieciw, jakie
na tych prostych wycina krzywa.

W przypadku o ==0 otrzymujemy 3$rodek krzywej w przy-
padku gdy $rednica przecina krzywa w punktach rzeczywistych
A, B, potowiac AB, w przeciwnym razie kreélimy prostg I, row-
nolegta do s$rednicy s tak aby przecinata krzywa w punktach rze-
czywistych A B ' i potowimy A'B' w punkcie C', a nastepnie
kreslimy $rednice s majaca kierunek A, p.
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2. Przykitady.
1. Uwazajmy elipse o réwnaniu

(30)

w uktadzie prostokatnym. Mamy teraz

Wprowadzmy katy ¢ i Y, jakie kierunek dany A, p i kierunek
A', W' z nim sprzezony zawierajga z dodatnim kierunkiem osi X,
obierajac przytem te katy tak by speitnialty nieréwnosci

Mamy

a wiec
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Jezeli wiec tg9 jest dodatnie, natenczas tg4> jest ujemne

T
i naodwrot, czyli, zejezeli 9 jest zawarte miedzy 0 a natenczas

jest zawarte miedzy m a 1 i naodwroét.

T
Dla — 0 mamy Y= u—i naodwrot.

Uwazajmy kat 0

Mamy wzor

Dla ¢ zawartego pomiedzy 0 a —tg o jest ujemne, a dla 9 zawar-

T
tego pomiedzy — a 1 jest dodatnie, wiec kat miedzy kierunkami

jest rozwarty.
2. Uwazamy hiperbole o réwnaniu

w uktadzie prostokgtnym. Mamy

a wprowadzajac znéw katy ¢ i @

jakie zawierajg te kierunki z dodatnig osig x-6w, mamy

Wiec tg @ i tg P sa réownocze$nie dodatnie i rownoczesnie ujemne.

T
Dla 9= 0 mamy W= 9 i naodwr6t. Jezeli
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natenczas

i naodwroét, a wiec jezeli kat @ jest mniejszy od kata @ jaki Kkie-
runek asymptoty potozonej w 1. éwiartce ptaszczyzny zawiera z osig
a?ow, natenczas kat ( jest >0, czyli, ze Kkierunki leza w 1.
¢wiartce po przeciwnych stronach asymptoty i tak samo w 2.
c¢wiartce.

Oznaczajac znéw przez n kat

mamy

Kat o réwna sie 0, jezeli mamy

b2— a2tg2e= 0,
tj. dla asymptot.

3. Redukcja réwnania drugiego stopnia do postaci kanonicz-
nych przy pomocy Srednic i kierunkéw ze sobg sprzezonych.

Otrzymane rezultaty zastosujemy do nowej redukcji ogdélnego
réwnania drugiego stopnia. Niechaj nasamprzéd bedzie o ==0.
Obieramy jako nowy poczatek 0' ukiadu $rodek krzywej, a jako
nowe osie X' y' dwie osie o kierunkach A p; A, y' ze soba sprze-
zonych od siebie odmiennych. Mamy wiec teraz

Otrzymujemy zatem nastepujaca posta¢ réwnania drugiego stopnia

gdzie
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Naodwrét, jezeli w roéwnaniu drugiego stopnia spotczynnik
przy Xy réwna sie zeru, natenczas kierunki osi spo6trzednych sa
kierunkami sprzezonymi ze sobg. W istocie, kladac we wzorach
9 A= 1, y= 0, B— 0, otrzymujemy

A7T= 0. u'= KA,

a wiec N'= 0, p'= 1. Jezeli spoétczynniki D i E réwnaja sie zeru,
poczatkiem uktadu jest $rodek krzywej, gdyz spétrzedne a, b srodka
spetniaja réwnania

Aa -j- Bb = 0, Ba-\-Cb = Q

Jezeli wiec réwnanie drugiego stopnia ma posta¢ (41) natenczas
osie spotrzednych sa Srednicami ze soba sprzezonymi.

Zwroémy sie teraz do przypadku &= 0, i obierzmy znoéw
jako kierunki nowych osi dwa kierunki ze soba sprzezone, a wiec
kierunek asymptotyczny i dowolny kierunek od niego odmienny.
Mamy wiec

Obierzmy jako o$ X' $rednice nalezgcg do kierunku nieasympto-
tycznego A', Y. Spoirzedne a, b nowego poczatku ukiadu 0' spet-
niaja wiec warunek

a wiec mamy

Otrzymujemy zatem réwnanie

w ktérem mamy

Mamy dalej



309

gdzie pierwiastek jest dodatni. Otrzymujemy wiec

gdzie n= + 1
W przypadku A — O, mamy

a wiec

Otrzymujemy zatem w tym przypadku ostatecznie réwnania

4. Styczne Kkrzywych drugiego stopnia.

Uwazajmy dowolny punkt P(a, b) potozony na krzywej (1)
i prostg |

przechodzaca przez ten punkt. Réwnanie (3) ma teraz postaé

Jezeli spotczynniki kierunkowe A, u spetniaja warunek

i kierunek nie jest asymptotyczny, natenczas prosta | ma tylko
punkt P wspdélny z krzywa, a jezeli kierunek jest asymptotyczny
lezy ona catkowicie na krzywej.

Prosta taka nazywa sie styczng (tangente) krzywej drugiego
stopnia w punkcie P(a, b). Jezeli a i B nie oba sa réwnoczes$nie
rowne zeru, a wiec gdy punkt P nie jest $rodkiem, istnieje jedna
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jedyna styczna w punkcie P. Jezeli punkt P jest $rodkiem, kazda
prosta przez ten punkt jest styczng do krzywej w tym punkcie.

Z warunku (47) wynika, ze punkt P lezy na $rednicy nale-
zacej do kierunku A, p stycznej, albowiem spetnia réwnanie

(Ax -f By + D)X+ (Bx+ Cy-f E)y= 0 (48)

Srednicy. Naodwrot, uwazajmy dowolny punkt przeciecia dowolnej
$rednicy (48) z krzywa i poprowadzmy przez ten punkt P prostg |
o0 spoiczynnikach kierunkowych A, p. Prosta ta jest styczng do
krzywej w punkcie P.
Roéownanie stycznej t mozemy rugujac r z réwnan (45) napisaé
w postaci
p#—a—\y—n= o,
a wiec w postaci
Xx—a)$(y —by= 0. (49)
lub w postaci
<xx-f- $y -f-y = 0. (50)

Z wyjatkiem przypadku kiedy punkt P jest S$rodkiem, réw-
nania (48) i (49) przedstawiaja zupelnie oznaczonag prosta. Specjal-
nymi przypadkami tych réwnan sa réwnania stycznych do elips,
hiperbol i parabol, ktére poznaliSmy w Rozdziale XI.

Konstrukcja stycznej w punkcie krzywej: Punkt P taczymy ze
$rodkiem O krzywej i prowadzimy przez P prosta o kierunku
sprzezonym z kierunkiem OP.

5. Twierdzenia o kierunkach sprzezonych i Srednicach
w przypadku 65=0.
I. Proste tgczace punkt P krzywej z punktami przeciecia A, B
dowolnej S$rednicy s z krzywa maja kierunki ze sobg sprzezone.
W istocie, potagczmy punkt C potowigcy odcinek AP ze $rod-
kiem O. Kierunki AP i CO sg ze soba sprzezone, a mamy

PB Jj CO.

Il. Dwie proste I, V poprowadzone przez punkty A, B prze-
ciecia Srednicy s z krzywa i majace kierunki sprzezone przecinajg sie
w punkcie P potozonym na krzywej.

W istocie prosta |" przechodzaca przez s$rodek O i roéwno-
legta do I przecina | w punkcie C potowigc3im cieciwe AD tej
prostej. A wiec punkt P schodzi sie z punktem D.
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1. Dwie proste |, V przez punkt P krzywej i majace kierunki

sprzezone przecinajg krzywa w punktach A, B S$rednicy krzywe;j.

W istocie gdyby prosta AB nie byla s$rednica, poprowadzmy
Srednice AO przecinajgcg krzywa w punkcie D i potagczmy D z P.
Proste PD i PB majg obie kierunki sprzezone z kierunkiem AP,
wiec schodzg sie ze sobg, a wiec D schodzi sie z B.

Cwiczenia.

1. Kiedy dwa kierunki minimalne sa ze soba sprzezone wzgledem
krzywej drugiego stopnia?

2. Udowodni¢ nastepujace twierdzenia Apollonjusza:

,Styczna w punkcie M elipsy wycina na dwoéch stycznych popro-
wadzonych do elipsy w punktach C, C koncach S$rednicy elipsy dwa
wektory CE i C'E" takie, ze mamy

CE.CE' — &2 m * (1)

gdzie b' jest potsrednica sprzezona z $rednicg CC'U

,Styczna w punkcie M hiperboli wycina na dwéch stycznych po-
prowadzonych do hiperboli w punktach C, C' koncach S$rednicy hiper-
boli dwa wektory CE, i C'E' takie, ze mamy

CE.C~E'= — &2 2)

gdzie b' jest poétérednica sprzezona z $rednicag CC'U
3. Srednice ze sobg sprzezone elipsy wycinajg na stycznej elipsy
w punkcie M wektory ME, MF takie, ze mamy

Ee .lte = — 82 (3)

gdzie b' jest podtérednica sprzezona z pétérednica OM.
Srednice ze sobg sprzezone hiperboli wycinajg na stycznej hiper-
boli w punkcie M wektory ME, MF takie, ze mamy

~ME. ~-MF— 52 (4)

gdzie b' jest potsrednicg sprzezong z pétsrednica OM.

4. Uwazajmy krzywa drugiego stopnia o $rodku O i poprowadZzmy
z punktu P styczne do krzywej, ktérych punkty stycznosci niechaj beda
A, B. Okaza¢, ze prosta OP potowi cieciwe AB.



ROZDZIAL XVII.

Kierunki gtéwne i osie krzywych drugiego stopnia.
1 Definicja i badanie kierunkéw gtéwnych i osi krzywych
drugiego stopnia.

Uwazajmy znoéw krzywa drugiego stopnia
lo,y)= o (1)
i dwa kierunki A, p; A', p/ ze soba sprzezone. Mamy zwigzek
(AA-f Rp)X'+ (RX+Cp.)p/= 0. (2)

Spytajmy sie, kiedy te kierunki sg do siebie ‘'prostopadie?
Nalezy w tym celu znalezé wszystkie ukiady dwéch par liczb A p
i A', p' spelniajacych réwnanie (2), réwnanie

(A3 pcos )N -f- A cos ©-(- p)p/ = O 3)

i bedacych spéiczynnikami kierunkowymi pewnych kierunkow.
Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby dla danych A, p
istnialty A', p/ nie obie réwne zeru i spelniajace te réwnania jest
aby wyznacznik rownan tych wzgledem A, p/ réwnat sie zeru.
A wiec A, p musza spetnia¢ warunek

(A cos®8— 5)A2+ (A— C)lu.+ (B — Ccos Q2= 0, %)

i warunek ten jest wystarczajacy. Ale poniewaz réwnania (2) i (3)
sg symetryczne wzgledem dwoch par A p i A', p/, wiec i para A', p'
musi spetnia¢ to samo rdéwnanie.

Nalezy wiec przedewszystkiem zbada¢ wszystkie pary liczb
nie obie rowne zeru, spelniajgce rownanie (4). Rownanie to jest

réwnaniem drugiego stopnia wzgledem stosunku —i tak samo wzgle-
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dem stosunku z wyjatkiem przypadku, kiedy oba spoétczynniki
przy A2 i przy u2 rownajg sie 0. W tym ostatnim przypadku mamy
(A — =

a wiec, gdy i @ C, mamy albo A= 0. albo p= 0. Jezeli wiec
przez kierunek bedziemy rozumieli pare kierunkéw sobie przeciw-
nych, natenczas réwnanie (4) jest speitnione przez kierunki

A— g ol 0, €= 1,

A= 0, p=n n = % 1.

Jezeli zachodzg réwnoczes$nie réwnosci

A cos©— B = 0, 4 — C= 0, B — Ccos ©= 0, (5)

natenczas mamy kota i proste minimalne, i rownanie (4) jest spet-
nione dla wszystkich kierunkéow na ptaszczyznie.

W ogdélnym przypadku, kiedy nie oba spoétczynniki przy >21i p2
réwnajg sie 0, mamy dwa kierunki, ktorych spoétczynniki spet-
niajg réwnanie (4) i kierunki te sg od siebie odmienne, albowiem
wyroznik réwnania (4)

(Acos6— B)(B— Ccos®— *(A— C)*= — @Q2

rowna sie zeru tylko dla két i prostych minimalnych. Dwa Kie-
runki ze soba sprzezone schodzg sie ze sobg wtedy i tylko wtedy,
jezeli sa kierunkiem asymptotycznym. Dwa Kkierunki do siebie pro-
stopadte schodzg sie ze sobg wtedy i tylko wtedy jezeli sa kierun-
kiem minimalnym. Dwa kierunki sprzezone i prostopadte do siebie
schodzg sie ze sobg wtedy i tylko wtedy, gdy sg kierunkiem row-
noczesnie minimalnym i asymptotycznym. Ale wowczas oba Kie-
runki minimalne sa réwnoczesnie asymptotyczne, albowiem jezeli
rownanie
4X*-f GAa-j- 6p2= 0

spetnione jest przez spétczynniki kierunkowe pewnego kierunku
urojonego, natenczas spetnione jest tez przez spoéiczynniki kierunku
sprzezonego z tym kierunkiem. A wiec w przypadku két i pro-
stych minimalnych, tj. zwigzkéw (5) i tylko w tym przypadku
mamy kierunek réwnoczesnie do siebie prostopadty i ze sobag sprze-



314

zony, a mianowicie oba kierunki minimalne maja te wlasnosé.
W kazdym innym przypadku, kierunki A, Y. i A, V" sg od siebie
odmienne.

Dochodzimy wiec do rezultatu nastepujacego: W przypadku
kot i prostych minimalnych kazda para kierunkéw do siebie pro-
stopadtych spetnia warunki zagadnienia, gdyz spetnia réwnoczesnie
réwnania (2) i (3), a we wszystkich innych przypadkach kierunki
pary sa od siebie odmienne i speitniajg réwnanie (4) a wiec mamy
najwyzej jedne taka pare kierunkéw. Obrawszy dowolny kierunek
spetniajacy rownanie (4), otrzymujemy z réwnan (2) i (3) zupeinie
oznaczony kierunek o spétczynnikach A'. V., gdyz w réwnaniu (3)
oba spétczynniki przy A, y' nie moga sie réwnocze$nie réwnaé 0.
A wiec istnieje jedna jedyna para takich kierunkow. Kierunki te
nazywajg sie gtdwne (directions principales).

Srednice nalezgce do kierunkéw gtéwnych nazywajg sie osiami
(axes) krzywej drugiego stopnia Poniewaz S$rednica ma rdéwnanie

{Ax -f- By -j- D)I -f- {Bx Cy -j- E)\i = 0, (6)
lub
A{Al -f By)x-f {BI -f Cy)y-f DI -f E\i= 0, @

wiec w przypadku 3¢ O mamy dwie osie przechodzace przez
Srodek i do siebie prostopadie z wyjatkiem przypadku kot i pro-
stych minimalnych, w ktérym mamy nieskonczenie wiele par osi
do siebie prostopadtych. W przypadku & = 0 kazdemu kierunkowi
nieasymptotycznemu odpowiada $rednica w skonczonosci, a dla kie-
runku asymptotycznego réwnanie (7) przedstawia prosta w nieskon-
czonosci w przypadku parabol a jest identycznie réwne zero w przy-
padku dwoéch prostych réownolegtych.

W przypadku & 5§=0 i krzywych minimalnych kierunki gtéwne
sg rzeczywiste, albowiem wyréznik réwnania (4) jest ujemny, a wiec
i obie osie sa rzeczywiste, jako proste o kierunkach rzeczywistych,
przechodzace przez punkt rzeczywisty (Srodek). W przypadku 6= 0
kierunek gléwny nieasymptotyczny jest roéwniez rzeczywisty i ma
spotczynniki kierunkowe

', A cos ©——p A -f- pcos ©
A= _ sin9 5 = sin ©

gdzie A, u sg spétczynniki kierunku asymptotycznego
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wiec mamy réwnanie osi

lub

lub

Nazywamy o0sig syrnetrji (axe de symetrie) krzywej drugiego
stopnia prosta S posiadajaca te wiasnos$¢, ze jezeli punkt P lezy na
krzywej, natenczas i punkt P symetryczny punktu P wzgledem pro-
stej S lezy na tej krzywej Z poprzedniego wynika, ze o$ krzywej
2-go stopnia jest jej osig syrnetrji. Naodwrot, uwazajmy uktad osi
prostokatny i zatézmy, ze o0$ X jest osig syrnetrji. wowczas spelt-
nione sa réwnoczesnie rownania

a wiec réwnania

Albo wiec mamy
réwnanie (4) daje nam
a réwnanie (7)

a wiec kierunkowi

odpowiada jako o0$ 0$ X.
Albo tez B O
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dla y ¢ 0. Teraz kierunek A= 0, u= 1 nie jest kierunkiem gto-
wnym, bo nie spetnia réwnania (4). Krzywa rozpada sie na dwi&
proste, a mianowicie na o§ a i na prosta o réwnaniu

Bx + E= 0,

i osie krzywej zawieraja katy z osig X.

2. Badanie kierunkéw gtownych i osi przy pomocy
réwnania na S.
Uwazajmy znoéw réwnania (2) i (3).
Dzielac wyroznik tych réwnan, tj. lewa strone réwnania (4)
przez iloczyn
(A -j- a cos 6) (A cos O-f- p)
otrzymamy réwnanie
~“A-]1-By. _ BI -f-Cy n
A-(- 2COS O  ACOS O-f- s

Réwnanie to jest spelnione przez spoéiczynniki kierunkowe obu
kierunkéw A, u i A, y' Przytem zakladamy, ze oba mianowniki
sg od zera odmienne. Jezeli jeden z tych mianownikéw np. A-j-p.cos 6
réwna sie 0, natenczas otrzymamy z réwnania (3)

y/ = 0,
wiec N'= g €= + 1, a wiec z rownania (2)
AN-f By = 0.

Woéwczas pierwszy utamek w (10) jest nieoznaczony, a mianownik
drugiego jest od zera odmienny.

Oznaczmy przez S warto$¢ tego z utamkoéw figurujacych
W rownosci (10), ktéry posiada oznaczong wartosc.

Liczby A, ... <S spetniajg zatem réwnania

Réwnania te sg jednorodne linjowe wzgledem A, yf a wiec S spetnia
rownanie, ktore sie otrzymuje przyrownujac do zera wyznacznik
przy A, y tych réwnan. Otrzymujemy to réwnanie w postaci wy-
znacznika
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a wiec otrzymujemy réwnanie drugiego stopnia

lub réwnanie

Spétczynnikami tego réwnania sg znane nam wyrazenia o i 9,
tak, ze rownanie to mozemy napisa¢ w postaci

Réwnanie to spetnione przez wszystkie wartosci na S, odpowiada-
jace kierunkom gtéwnym nazywa sie réwnaniem na S (equation
en S).

Wyréznik réwnania na S jest

jest on wiec ujemny z wyjatkiem przypadku
A= C B= Acos®= Ccos Q

tj. k6t i prostych minimalnych. W tym ostatnim przypadku roéw-
nanie (14) przyjmuje postac

a wiec posiada podwodjny pierwiastek S— A. W tym przypadku
wszystkie spoétczynniki w réwnaniach (11) przy A, p réwnaja sie
zeru, a wiec A, Y. sg dowolne i réwnania (2), (3) redukujga sie do
jednego réwnania.

W ogélnym przypadku niechaj pierwiastki réwnania na S
beda i St. Otrzymujemy dwa uktady réwnan (11), z ktérych
jeden uktad niechaj spelniony bedzie przez spéiczynniki kierunkowe
A1? p,, a drugi przez spétczynniki kierunkowe A2, p2
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Okazemy, ze kierunki Ao, ax i A2, N2 sg rzeczywiscie kierunkami
gtdbwnymi. W tym celu pomnézmy réwnania (16) przez Aq,
i dodajmy je do siebie. Otrzymamy

Tak samo mnozac réwnania (17) przez A2, p2 i dodajac je do
siebie otrzymujemy

Zatem SX i S2 réwnajg sie odpowiednio @(Al,p.1) i @2, 2.
Pomnézmy dalej réwnania (16) przez A2, i dodajmy je do
siebie. Otrzymamy

Tak samo mnozac réwnania (17) przez i dodajac do siebie
mamy

Odejmujac te réwnania od siebie otrzymamy

a wiec poniewaz 8X=]=S2 mamy

a stad

a zatem pierwiastkom bx i St odpowiadajg rzeczywiscie kierunki
gtdwne, a mianowicie kierunki te tworzg jedne pare kierunkow
gtéwnych.

W przypadku kiedy mamy & — 0, jeden z pierwiastkéw réw-
nania na S rowna sie zeru np. St, a wéwczas mamy

wiec odpowiedni kierunek gtowny jest asymptotyczny. Woéwczas
S2=]=0 i drugi kierunek gtéwny jest prostopadly do asympto-

tycznego.
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3. Redukcja réwnania drugiego stopnia przy pomocy kierun-
kow gJéwnych i osi do postaci kanonicznych w przypadku
539O0.

Obierzmy jako kierunki nowych osi X', y' dwa kierunki
glébwne ze sobg sprzezone od siebie odmienne, tj. w przypadku
krz}wych nie minimalnych oba kierunki gtéwne, a w przypadku
krzywych minimalnych dowolng pare kierunkéw gtownych prosto-

padtych do siebie i nie minimalnych. Jezeli A', Bj...F' oznaczaja
spotczynniki réwnania krzywej w nowym uktadzie spo6trzednych,
natenczas mamy

A= o(AX = 8lt

B'= o, A2, BB = 0,

6 = @2, u2) = S2.

Obierzmy dalej nowy poczatek O'(a, b) uktadu w $rodku
krzywej. Mamy wiec
D'= aAX-j- fpX= O,

F'= ax2-[- Bp2= 0O,

F'r= aa@pB/dpy = y=£.

Roéwnanie krzywej (1) w nowym uktadzie napisze sie wiec w postaci
+ = (22)

Dochodzimy zatem do nastepujgacego podstawowego rezultatu:
W przypadku 8@ 0 mozna réwnanie krzywej drugiego stopnia
przez wprowadzenie odpowiednich osi prostokatnych sprowadzié¢
zawsze do ksztattu (22). Réwnanie tego ksztattu badaliSmy juz po-
przednio i widzieliSmy, ze w przypadku A @ O réwnanie to przed-
stawia nam elipsy rzeczywiste, elipsy urojone i hiperbole, przyczem
kota uwazaé¢ nalezy oczywiscie jako specjalny przypadek elips.
Zatem w przypadku & @ 0 rdéwnanie drugiego stopnia przedstawia
tylko te krzywe.

Gdy za$ mamy A = 0, rownania (1) i (22) przedstawiaja, jak
wiemy, dwie proste przecinajace sie, rzeczywiste lub urojone.

A
W przypadku A @ 0O dzielac réwnanie (22) przez otrzy-

mamy réwnanie
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A wiec wprowadzajgc oznaczenia

przyczem ex— + 1, €8= * 1 i a%i b2 sg dodatnie, napiszemy
réwnanie (23) w postaci

Przez a i b rozumiemy liczby bezwzgledne. Sa to, jak wiemy potowy
0si uwazanych krzywych drugiego stopnia. Poniewaz nowe osie
spotrzednych schodzag sie z osiami krzywych drugiego stopnia, wiec
te Odcinki o diugosciach 2a i 2b, ktére nazywaliSmy poprzednio
w Rozdziale X1. osiami krzywych drugiego stopnia, leza na tych
Srednicach, ktére obecnie nazywamy osiami krzywej. Dla unikniecia
dwuznacznosci mozna te srednice nazywaé tez Srednicami gtéwnemi
krzywych drugiego stopnia.

Otrzymujemy zatem trzy kategorje réwnan krzywych dru-
giego stopnia w uktadzie obecnym spétrzednych

albowiem przypadki ex= 41, = — 1, i g = — 1, €= — 1
mozna przez zmiane SX na i S% na SIX tudziez przez zamiane
osi X i Yy sprowadzi¢ do siebie. Zamieniajac tez ewentualnie w przy-
padku rownan (25) i (28) S1 z St i osie ze sobg mozemy zawsze
zatozy¢, ze spetniona jest nieréwnos¢ a b.

Poniewaz SX i <@ mozemy wyrazi¢ przez 5 i w, wiec i a i b
<tadzg sie wyrazi¢ przez te niezmienniki, a mianowicie mamy
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S1li St mozemy napisa¢ w postaci

Wiec jezeli d jest dodatnie, natenczas Sl i St majg ten sam znak,
co A i G i naodwrot.

Mozemy to tez okaza¢ w inny sposéb. Z rdéwnania (15) wy-
nika, ze gdy &> 0, natenczas w, £, i S2 majg te same znaki. Ale
tatwo okazaé, ze gdy &> 0, natenczas w, A i C- majg te same
znaki.

Jezeli A i C sa dodatnie, natenczas mamy

zatem w > 0.

Naodwrdét, jezeli A i C sg ujemne, natenczas w jest ujemne,
gdyz woéwczas mamy

i z lewej strony mamy sume dwoch liczb ujemnych.

4. Redukcja réwnania krzywych drugiego stopnia do postaci
kanonicznych w przypadku 3= 0

Teraz jeden i tylko jeden pierwiastek np. réwnania na S
réwna sie zeru. Wprowadzmy ukiad spéirzednych majacy kierunki
gtéwne, tj. kierunek Ay, asymptotyczny i kierunek A8, ps do

niego prostopadly. Mamy

a wiec otrzymujemy réwnanie

Obierzmy dalej jako o$ x' o$ krzywej a jako o$ y' dowolng prostg
do niej prostopadig Poczatek 0' o spo6trzednych a, b lezy wiec na
osi krzywej o réwnaniu
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a wiec mamy

to jest

Mamy dalej

Otrzymujemy zatem rownanie

A i 1)' sa réwnoczesnie réwne zeru i réwnoczesnie od zera od-
mienne, gdyz D'= 0, E'= 0 pocigga za sobg a= 0, B= 0 i na-
odwrot, a poniewaz mamy 6= 0, wiec gdyby a i  bylty réwne 0,
mielibySmy k'— k"= 0, wiec i A = 0. Naodwro6t jezeli mamy

A= 0, mamy Db— Ea = 0. a poniewaz mamy

wiec D' = 0.
W przypadku A =5=0 mozemy wprowadzi¢ dalszy nowy ukiad

taki, ze osig x" jest o$ x\ a 0$ y" jest rowno-
mamy

sp6trzednych x",y

legta do osi y'. Pomiedzy spétrzednymi x\ y' i x" iy
zwigzki

Wéwczas réwnanie (35) przechodzi w nastepujace réwnanie

a wiec w roéwnanie Kkrzywej przechodzacej przez nowy poczatek
uktadu. Ale poniewaz uktad spoétrzednych x", y" jest prostokatny,
wiec krzywa ta jest parabolg. W istocie, kiadac

gdzie e= + | i jest tak dobrane, aby p byto dodatnie, otrzymamy
réwnanie paraboli
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lezacej po stronie dodatniej X'\ jezeli e= — 1, a po stronie ujem-

nej X", jezeli e= —-1
Mamy teraz

a wiec otrzymujemy

Ale mamy

wiec otrzymujemy wzor

gdzie € '= + 1, za§ A i w maja znaki przeciwne.
Wzér ten otrzymujemy tez korzystajac z wiasnosci niezmien-
niczych wyrazen A i w. Mamy dla réwnania (35)

wiec

a wiec

W przypadku A= 0 mamy D'— 0, wiec réwnanie (35) ma

teraz postac

i przedstawia dwie proste réwnolegte. Poniewaz nowy poczatek O
uktadu lezy na osi, ktérg jest prosta srodkéw, wiec mamy a= (= 0,
a wiec F'= y— Da -f- Eb -f- F. Mamy wiec



324

zatem

Ale mamy

wiec tez

Stad otrzymujemy

Rownanie (41) mozemy wiec tez napisa¢ w postaci

Zestawiajac rezultaty dwoch ostatnich ustepéw mozemy wy-
powiedzie¢ nastepujace podstawowe

Twierdzenie: Roéwnanie drugiego stopnia przedstawia précz
prostych, tylko elipsy rzeczywiste, elipsy urojone, hiperbole i parabole.

5. Rownanie osi krzywych drugiego stopnia. Roéwnanie na
dtugosci potosi.

W przypadku & =f=0 osie przechodza przez s$rodek krzywej
drugiego stopnia, a poniewaz spoétrzedne kierunkowe A, p kierun-
kow gtownych spetniajg réwnania (4), wiec piszac réwnanie o0si
w postaci parametrycznej

gdzie a, b sg spotrzedne s$rodka, i zastepujac A, p w réwnaniu
(4) przez

otrzymamy réwnanie
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drugiego stopnia przedstawiajagce obie osie. W przypadku kot i pro-

stych minimalnych réwnanie to jest identycznie réwne zero.
W przypadku &==0 mamy

dalej kierunek A1, pl spetnia warunek

za$ kierunek u2 prostopadly do tego kierunku warunek
Roéwnanie osi (8) lub (9) mozemy przy pomocy a i b napisaé
w postaci

lub w postaci

W przypadku A = 0 mamy
wiec roéwnanie osi ma postac

tj. otrzymujemy prosta Srodkow.
Z réwnania na S (16) otrzymujemy w przypadku A o>

. A2
d =0 mnozac przez réownanie

Wprowadzajgc zamiast S nowa niewiadoma r okreélong wzorem

otrzymujemy réwnanie
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Réwnanie to ma pierwiastki
< .= -"5*x0). (52)

Jak to wynika ze wzoréw (24) pierwiastkami réwnania tego sa
wielkosci — g,m2 i — elbi. Zatem w przypadku elipsy rzeczywistej
pierwiastkami réwnania (51) sg kwadraty potosi a2 b2\ w przy-
padku elipsy urojonej ujemne kwadraty poétosi — a2 — 62; nareszcie
w przypadku hiperboli mamy pierwiastki — a2 b2 lub a2 — b2
Rownanie (51) nazywa sie réwnaniem na poétosi (equation aux carres
des demiaxes) krzywych drugiego stopnia.

6. Reguly badania krzywych drugiego stopnia,

Mozemy teraz zestawi¢ reguty, ktdrych nalezy sie trzymac
aby zbadaé¢, co przedstawia dane rownanie krzywej drugiego
stopnia.

1. Obliczamy wielkosci A, §, w, Q, 8 i 8" i konstatujemy,
czy mamy elipse (0)> 0, A @ 0), hiperbole < 0, A @ 0), para-
bole = 0, A@O) Ilub proste (A = 0). Dalej konstatujemy, czy
mamy elipse rzeczywista (AA i CA <CO0). czy urojong (4A i CA 0),
czy tez koto (Q2= 0) rzeczywiste lub urojone. W przypadku dwéch
prostych badamy, czy sie przecinajga (0@ 0), czy sa roéwnolegte
(6= 0) a w pierwszym przypadku, czy sa rzeczywiste (b < 0),
czy tez urojone (5 >>0), tak samo w drugim przypadku, czy sg
rzeczywiste (&' lub &" < 0), czy tez urojone (&' lub 3" > Oj, czy
tez sie zlewajg (6'= 8" = 0).

2. Obliczamy spotrzedne $rodka w przypadku 3 ¢@ 0, a réow-
nanie prostej srodkéw w przypadku 8= A = 0.

3. Piszemy réwnanie na S i obliczamy jego pierwiastki.

4. Obliczamy spoétczynniki kierunkowe kierunkéw gtéwnych.

5. Wprowadzamy nowe osie majgce kierunki gtéwne i okre-
Slone w poprzednich ustepach tego Rozdziatu.

6. Piszemy roéwnanie w postaci kanonicznej (22), (37) Ilub
(41).

7. Obliczamy w przypadku d¢@ 0, A @ O podtosi, wzorami (24)
lub wzorem (52), w przypadku &= 0, A@ O parametr wzorem
(40), nareszcie w przypadku 6= 0, A = 0 odlegtos¢ dwoch pro-
stych przy pomocy wzoru (44).
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Rezultaty otrzymane mozemy zawrze¢ w nastepujacej tabeli.

Tabela:

Dwie proste urojone przecinajace sie.

Dwie proste rzeczywiste przecinajace sie.

Parabola.

Dwie proste réwnolegte.
urojone sprzezone,
rzeczywiste odmienne od siebie,
zlewajace sie ze soba.

Cwiczenia.

1. Zbada¢ i sprowadzi¢ do kanonicznych postaci krzywe o réwna-
niach w uktadzie spétrzednych prostokatnych

2. Majac dane S$rednice OM. ON ze sobag sprzezone elipsy skon-
struowac jej osie

(Konstruujemy na stycznej t w punkcie M dwa wektory MEt MU
tak, aby byto

i aby kierunki OE i OF byty do siebie prostopadie).



ROZDZIAL XVIII.

Twierdzenia Apolloniusza dla krzywych
2-go stopnia.

1 Twierdzenia Apolloniusza dla elipsy.

W Rozdziale obecnym droga analityczng udowodnimy pewne
wazne twierdzenia o $Srednicach Kkrzywych drugiego stopnia, ktére
byty juz znane Grekom, i 'ktére Apolloniusz w dziele: ,Td kwvokdd
droga geometryczng wyprowadzit.

Uwazajmy w uktadzie prostokatnym elipse o réwnaniu

i dwa kierunki | i 2 ze soba sprzezone i zawierajace katy a i B
z osig X. Mamy zwigzek

Uwazamy punkt C lezacy na $rednicy odpowiadajgcej kierun-
kowi 1, na dodatniem ramieniu S$rednicy i na elipsie. Uwazajmy
tak samo punkt D potozony na $rednicy odpowiadajgcej kierunkowi 2
na dodatniem ramieniu i na elipsie.

Oznaczmy przez o', b' potowy $rednic ze sobg sprzezonych
CC' i DD\ ktore nazywamy polsrednicami ze sobg sprzezonymi.
Mamy

Otrzymujemy zatem 3 réwnania (2), (3), (4) pomiedzy funk-
cjami trygonometrycznymi dwoch katéw a i B. Jezeli wyrugujemy
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te funkcje trygonometryczne z tych réwnan otrzymamy pewien
zwigzek pomiedzy a, b, a', b
Zauwazmy w tym celu, ze z réwnania (2) otrzymujemy

gdzie p jest pewnym czynnikiem proporcjonalnosci od zera od-
miennym.

Wstawmy wyrazenia na cos a i sin a ze wzorow (5) w row-
nanie (3). Otrzymamy

a wiec

a wiec ze wzoru (4) otrzymamy
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a wiec

gdzie € = + 1 Otrzymujemy zatem nastepujace zwigzki

Wstawmy teraz wyrazenie na cos a w réwnanie (3). Otrzy-
mamy zwigzek zawierajacy tylko sinusy

czyli zwigzek

Wstawmy podobnie w réwnanie (3) wyrazenie drugie (7)
dajace sin a. Otrzymujemy zwigzek zawierajacy tylko cosinusy

a wiec

Mamy zatem twierdzenie

Twierdzenie 1: ,Suma kwadratéw rzutéw potosi a', b
ze sobg sprzezonych na o$ X réwna sie kwadratowi polosi a, zas
suma kwadratow rzutéw poélosi na o§ y roéwna sie kwadratowi
potosi bu.

Dodajac réwnosci (8) i (9) do siebie otrzymujemy roéwnosé

a wiec

Twierdzenie 2: ,Suma kwadratéw pétSrednic ze sobag
sprzezonych réwna sie sumie kwadratéw poétosiu.

Jest to ‘pierwsze twierdzenie Apolloniusza dla elipsy.

Zastgpmy teraz we wzorze (3) jedno cos a i jedno sin a przez
wyrazenia dane wzorami (7). Otrzymamy

a wiec
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Uwazajac te kierunki s$rednic ze sobg sprzezonych jako dodatnie,
ktore zawieraja katy zawarte miedzy 0 a 1 z osig mamy €= ——1

TC TC
dla 05Zzab=z— za®Be— — 1 dla -<a ~ . Roéwnoéé¢ (1) wyraza

drugie twierdzenie Apolloniusza dla elipsy

Twierdzenie 3: ,Réwnolegtobok wystawiony na dwodch
potsrednicach ze sobg sprzezonych ma pole réwne polu prostokata
wystawionego na poétosiach®.

Styczne w punktach C, C' i tak samo styczne w punktach
D, D' sg do siebie rownolegte. Tak samo proste CD, C'D' i proste
C D, CD' sa do siebie rownolegte. Otrzymujemy stad twierdzenie
de la Hire

Twierdzenie 4: ,Roéwnolegtobok, ktérego wierzchotkami
sg konce dwdch S$rednic ze soba sprzezonych ma pole réwne poto-
wie pola prostokgta utworzonego przez styczne w wierzchotkach
elipsy

2. Drugi dowdd twierdzenn Apolloniusza dla elipsy.

Uwazajmy drugi uklad spétrzednych Kartezjusza x' y', ktoé-
rego osiami sg S$rednice sprzezone 1,2, a kierunkami dodatnimi
dodatnie kierunki tych srednic. W ukiadzie tym réwnanie elipsy jest

Uwazajmy teraz niezmienniki 6, A. w nalezace do funkcji
drugiego stopnia figurujacej w réwnaniu (1) i tak samo niezmien-
niki &', A', w' nalezace do funkcji figurujacej w réwnaniu (12).
Niechaj dalej ©i 8" beda katy odpowiednio osi ¥y z osig X i osi y'
z osig X'. Mamy

Mamy (Rozdziat XI11) zwiagzki
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Mamy

i tak samo

A wiec otrzymujemy ze zwigzkow (13) i (14)

Dochodzimy zatem do zwigzkéw poprzednich (10) i (11).

3. Twierdzenia Apolloniusza dla hiperboli.

Uwazajmy hiperbole H o réwnaniu

w uktadzie spoétrzednych prostokatnym.

Uwazajmy znow $rednice 1 i 2 ze soba sprzezone i obierzmy
je jako osie nowego uktadu spétrzednych x\ y', zawierajace kat
6= B— a= @ Mamy teraz pomiedzy o i B zwigzek

ePomiedzy a, y i X\ y' mamy zwiazki

Zastepujac w roéwnaniu (15) X,y przez wartosci dane wzorami (17)
otrzymamy réwnanie

Jezeli srednica 1 przecina hiperbole w punktach rzeczywistych,
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natenczas S$rednica 2 przecina hiperbole w punktach urojonych.
Zatézmy, ze kierunki dodatnie 1 i 2 lezg w 1l-szej ¢wiartce. Mamy

a wiec oba spéitczynniki przy X'2 i y'2 sg dodatnie. Oznaczajac je

przez — ~ napiszemy rownanie (18) w postaci

Dla y'— 0 mamy X'= = dla X'= 0 mamy y'= £ ib".



334

Uwazajmy teraz obok hiperboli H druga hiperbole H', ktérg
z hiperboli H otrzymuje sie w sposéb nastepujacy. Osig rzeczywistg
hiperboli H' jest o$ y, a osig urojong 0$ X, potosig rzeczywistg
potos urojona O, a poétosig urojong poétos rzeczywista a hiperboli H.
Roéwnanie hiperboli H' jest wiec

Uwazajmy znéw osie X', y' ze soba sprzezone i napiszmy
réwnanie hiperboli H' w tych osiach. Otrzymamy réwnanie

A wiec réwnanie hiperboli H' jest

Hiperboli ‘H i H' nazywaja sie hiperbolami ze soba sprzezo-
nymi (hyperboles conjuguses).
Uwazajmy teraz niezmienniki 6 i w dla hiperboli (15). Mamy

Uwazajmy te same niezmienniki dla réwnania (19) hiper-
boli H. Mamy

Otrzymujemy na podstawie zwigzkéw (13) i (14) miedzy nie-
zmiennikami. zwiazki

a wiec zwiazki
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przyczem przez a', b' rozumiemy liczby dodatnie. Nazywajac a' i h'
potsrednica rzeczywistg i potsrednicg urojong ze soba sprzezonymi
hiperboli H widzimy, ze poétsrednice te sg odpowiednio poétsrednicg
urojong i poétsrednicg rzeczywista hiperboli H. Zwiagzki (25) i (26)
wyrazaja odpowiednio pierwsze i drugie twierdzenie Apolloniusza dla
hiperboli :

Twierdzenie 5: ,Réznica kwadratow potsrednicy rzeczy-
wistej i poétsrednicy urojonej z nig sprzezonej hiperboli I réwna
sie roéznicy kwadratow potosi rzeczywistej i potosi urojonej. Albo:
réznica kwadratéw poétsrednic rzeczywistych ze sobg sprzezonych,
dwéch hiperbol H, H' ze sobg sprzezonych réwna sie réznicy kwa-
dratow pétosi rzeczywistych tych hiperbol-4

Twierdzenie b: ,Réwnolegtobdk wystawiony na potsre-
dnicach ze sobag sprzezonych hiperboli réwna sie prostokgtowi wy-
stawionemu na po6tosiach hiperboli. Albo: réwnolegtobok wystawiony
na poétsrednicach rzeczywistych ze sobag sprzezonych dwoéch hiperbol
H, H' réwna sie prostokatowi, wystawionemu na poétosiach rzeczy-
wistych hiperbol#4

Réwnanie asymptot w ukladzie osi X\ )/' ze soba sprzezo-
nych jest

Stad wynika, ze styczne w punktach C 1), w ktérych s$rednice ze
soba sprzezone przecinajg hiperbole H i hiperbole H' z nig sprze-
zong przecinaja sie w punkcie K asyinptoty.

4. Dowody geometryczne twierdzenn Apolloniusza dla elipsy.

Uwazajmy elipse K o pétosiach o, b. Elipse te mozemy uwa-
za¢ jako przeciecie walca kotowego pewna ptaszczyzng IN. W isto-
cie, uwazajmy walec prostokatny, ktérego podstawg jest koto K
0 promieniu b. Walec ten mozna zawsze przecigé taka plaszczyzna
11, ktérej przekréj jest elipsg E o poétosiach a, b

Uwazajmy dwie $rednice CC', |jD' ze soba sprzezone elipsy E
1 rzutujmy je prostokatnie na podstawe walca. Otrzymamy dwie
$rednice GG', HH"' kota K. Srednice te sa do siebie prostopadie.
W istocie, uwazajmy cieciwe MM' elipsy réwnolegla do $rednicy
DI)'. Srednica CC" potowi te cieciwe w punkcie P. Rzutujmy cie-
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ciwe te prostopadle na podstawe walca. Otrzymamy cieciwe NN'
kota, ktéra jest réwnolegta do s$rednicy HH', a potowiona przez
$rednice GG\ A wiec cieciwa NN" jest prostopadta do srednicy GG
wiec s$rednice GG', HH' sg do siebie prostopadie.

Naodwrét, majagc dane w kole K dwie $rednice do siebie pro-
stopadte GGHH', otrzymamy w elipsie E dwie $rednice CC', DD
ze sobag sprzezone, rzutujac Srednice kota na plaszczyzne elipsy
réwnolegle do osi walca.

Stad otrzymujemy konstrukcje $rednic ze soba sprzezonych
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w elipsie. Srednice FF G G' kota K do siebie prostopadte rzutu-

jemy réwnolegle do osi X na elipse E.
Uwazajmy w kole K promienie OF i OG do siebie prosto-

padie i zawierajgce odpowiednio katy @5 q2 z dodatnim Kierun

kiem osi X. Mamy

I
02— A+ 2.

Punkty F, G maja odpowiednio spétrzedne XA yl i #2, y2

(28)

Punkty C i D rzuty punktow F i G réwnolegle do osi X maja
odpowiednio spoétrzedne x3, y3 i Xxif y4. Mamy

a wiec
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wiec

Ale

a wiec mamy

(Twierdzenie 1.). Dodajac otrzymamy

(Twierdzenie 2.).
Oznaczajac przez o, B katy promieni

a wiec

Dalej mamy ze zwigzkow (30),

Dochodzimy zatem do zwigzku

(Twierdzenie 3.).
Ze zwigzkoéw (30), otrzymujemy

tj. dwa prostokaty wystawione na bokach

0(7, OD z osig X mamy

lezacych na osiach X, v,

a majace odpowiednio potowy $rednic 0(7 i OD ze soba sprzezo-

nych jako przekatnie sa sobie réwne.

5. Twierdzenie PlUcker’a dla elipsy.

Uwazajmy znoéw elipse (Fig. 22) i $rednice CC' DD' ze soba
sprzezone. Uwazajmy dowolng prosta | przechodzaca przez pocza-

tek 0 ukladu i zawierajacy kat y z dodatnim Kkierunkiem osi X.
Uwazajmy prostopadte rzuty odcinkéw 00 i OD na te prosta.

Wartosci ich sga odpowiednio
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Uwazajmy sume kwadratéw tych rzutéw

Réwna sie ona

Ze wzorow (8), (9), (36) otrzymujemy zwiazek

/
ktory w}iraza twierdzenie Plucker’a:

Twierdzenie 7: ,Suma kwadratow rzutéw prostopadtych
potsrednic ze soba sprzezonych na dowolng prostg i jest stata i rowna
sie sumie rzutéw prostopadtych obu poélosi na te prostau.

Cwiczenia.

1. Znalez¢ dla elipsy kierunki ze sobag sprzezone, ktérych $rednice
sg sobie réwne.
2. Zbada¢, czy odwrotnosci twierdzen Apollonjusza sa stuszne.



ROZDZIAL XIX.

Ogniska i kierownice krzywych drugiego stopnia.

1 Spotrzedne biegunowe na ptaszczyznie.

Oproécz spotrzednych Kartezjusza uzywa sie czesto w geometrji
analitycznej spoétrzednych biegunowych. Uwazajmy dowolny punkt P
na ptaszczyznie i prosta p przechodzaca przez punkt P, na ktoérej
obieramy dodatni kierunek. Uwazajmy dowolny punkt M i prze-
prowadzmy przez P i M prostg | obierajac na niej dodatni Kkieru-
nek. W razie gdy P schodzi sie z M uwazamy dowolng prosta
przechodzaca przez P. Oznaczmy przez r diugos¢ wektora PM,
a przez @ kat <€ (p, ) osi | z osig p

0 <=@< 2T (1)

Do kazdego punktu iii naleza oznaczone wartosci na r i
z wyjatkiem przypadku gdy M schodzi sie z P, w ktéorym to przy-
padku ¢ jest dowolne. Zaleznie od obioru kierunku na prostej |
nalezg wiec do danego punktu iii dwa uktady wartosci na r i P
Rozumiejac przez r, ¢ jeden z tych ukiadéw mamy na drugi uktad
wartosci
—r, @+ e,

gdzie €= ——1, gdy mamy

0 P<Cm,
za§ €— — 1, gdy mamy

Tt Q< 2T

Naodwroét do ukitadu danego r, @, gdzie 9 spetnia nieréwnosci
(1) nalezy oznaczony punkt i,

Jezeli na r natozymy warunek, aby nie byto ujemne, r > 0,
natenczas do kazdego punktu M odmiennego od P nalezy jeden
oznaczony ukiad liczb r, @.
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Liczby r, 9 nazywaja sie spétrzednymi biegunowymi (coordonnoes
polaires) punktu M, a mianowicie r promieniem wodzgcym (rayon
vecteur), a ¢ amplitudg (amplitude) w ukladzie spoétrzednych biegu-
nowych, ktérego biegunem (podle) jest punkt P a osig biegunowg (axe
polaire) o$ p. Uktad spotrzednych biegunowych, w ktorym r moze
by¢ dodatnie lub ujemne, nazwiemy ogolnym uktadem biegunowym,
a uktad, w ktérym r jest ~ 0, szczegdlnym uktadem biegunowym.

Uwazajmy teraz obok ukiadu spétrzednych biegunowych ukiad
osi Kartezjusza X,y prostokatny, o poczatku O w biegunie P a o osi
X schodzacej sie z osig biegunowa p. Spoétrzedne &, y dowolnego
punktu M na ptaszczyznie wyrazajg sie przez sp6trzedne r, 9 w na-
stepujacy sposéb

Ze wzordéw tych otrzymujemy I, 9 wyrazone przez X, Y. A miano-
wicie mamy

Przytem € réwna sie di 1 dla ogélnego ukiadu biegunowego, a réwna
sie —1, dla szczegélnego ukiadu biegunowego.

2. Réwnanie biegunowe elipsy.

Uwazajmy elipse o réwnaniu w uktadzie spétrzednych pro-
stokatnych

WprowadzZzmy ukiad spotrzednych biegunowych, ktérego biegunem
jest prawe ognisko F elipsy o spétrzednych Kartezjusza c, 0, a kto-
rego osig biegunowag p jest 0§ a?-0w. Jezeli przez r, 9 oznaczymy
ogdlne spoétrzedne biegunowe punktu M na elipsie, ktérego spot-
rzedne Kartezjusza sg X, y, mamy
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Wstawiajgc wyrazenia (7) w réwnanie (6) elipsy otrzymamy

a wiec

wiec

Stad otrzymujemy wyciggajac pierwiastek

gdzie ¢ = + ~ a wi8c
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Nazywamy parametrem elipsy (parametre) liczbe p okreslong
wzorem

a mimosrodem liczebnym elipsy (excentricite numérique) liczbe e
okreslona wzorem

«=- (11)
Liczba p jest miara rzednej punktu elipsy, ktérego odcieta ma
miare c, albowiem wstawiajgc w réwnanie (6) C zamiast X otrzy-
mujemy y = * —, a wiec Jest miara rzednej wystawionej w ogni-

sku elipsy.
Wzdér (9) mozemy teraz napisaC w postaci

Do kazdego @ nalezg dwa punkty elipsy odpowiadajgce wartosciom
€=+ 1. Naodwrét, do kazdego punktu M elipsy naleza dwa ukiady
r, ¢ spotrzednych biegunowych

D, Tl i >* @2
Przytem jedna z liczb r1? r2 np. r, jest dodatnia, a druga r2 ujemna
i rowna — rl Miedzy i @2 zachodzi zwigzek
= fi-l e
gdzie €= i 1. Mozemy wiec na rli r2w zaleznosci od amplitudy

@ napisa¢ dwa wzory

Rownanie (12) nazywamy réwnaniem elipsy w spétrzednych
biegunowych ogolnych, a réwnanie

rownaniem elipsy w spotrzednych biegunowych szczegélnych, dla pra-
wego ogniska jako bieguna.
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Mozemy teraz obraé¢ biegun w lewem ognisku elipsy, F'. Teraz
mamy zwiazki

W poprzednich wzorach nalezy c zastgpi¢ przez — c, a wiee
e przez — e. Z réwnania (12) otrzymujemy roéwnanie ogdlne biegu-
nowe elipsy dla lewego ogniska jako bieguna

Wartosci €= — 1, odpowiada réwnanie

elipsy w spolrzednych biegunowych szczegélnych dla lewego ogniska
jako bieguna.

Widoczna, ze roéwnanie (17) otrzymujemy z roéwnania (14)
piszac <-j- T zamiast 9 a wiec zmieniajac dodatni kierunek osi
biegunowej na przeciwny. W istocie, jezeli obrécimy ukiad spot-
rzednych Kartezjusza y o kat -(-m dokota 0 woéwcza3 lew&
ognisko elipsy przejdzie w prawe i naodwroét.

3. Roéwnanie biegunowe hiperboli.

Uwazajmy hiperbole o réwnaniu

w uktadzie spoétrzednych prostokatnych. Obierajgc biegun w pra-
wem ognisku hiperboli, a jako 0§ biegunowg o0$ a?-6w, mamy

Mamy wiec réwnanie

zatem
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otrzymujemy wiec

gdzie ¢ = + 1.
Wprowadzajagc znéw parametr hiperboli okreslony wzorem

rowny mierze rzednej hiperboli w ognisku i mlmokréd liczebny
hiperboli e

dochodzimy do wzoru

Kazdemu < odpowiadajg znéw dwa punkty hiperboli. Kazdemu
punktowi M hiperboli odpowiadajg dwa uktady spoétrzednych bie-
gunowych

gdzie ra— — rlti np. rx jest dodatnie, zas 2= @1-]-€m, €= + 1.
Mianownik

we wzorze (20) moze by¢ teraz dodatni, ujemny lub réwny zeru,

zaleznie od kata <9 Jezeli przez Y oznaczymy dodatni kat < -~r
U

jaki dodatni kierunek asymptoty a hiperboli potozonej w I-szej
i 3-ciej ¢éwiartce zawiera z osig X, mamy

Dla € = —41 mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nieréwnos¢
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ujemny, gdy zachodzi nieréwnosc¢

ecos @> .1
réowny zeru, gdy mamy

ecos = 1

A wiec mianownik jest dodatni,

gdy ¢ spetnia nieréwnosci
2n— Y>> o> 4y, (21)
jest ujemny, gdy < spetnia nieréwnosci
(22) 05=9p< Y lub (23) 2m > @>> 21T — Y,

rowna sie zeru. gdy mamy
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Dla € = — 1, mianownik jest dodatni, gdy zachodzi nieréwnos¢

jest ujemny, gdy mamy

réwny zeru, gdy mamy

A wiec mianownik jest dodatni, gdy ( spelnia nieréwnosci

lub nieréwnosci

jest ujemny, gdy mamy

réwna sie zeru dla

i dla
A wiec dla € — -f- i, mamy
dla 9 speilniajgcego nieréwnosci (21), a dla €= — 1, mamy

dla ¢ spetniajacego nieréwnosci (28).
Dla < spelniajacego nieréwnosci (28) mamy

a wiec mamy

Zatem wzor (31) daje nam punkty potozone na prawej gatezi hiper-
boli, a wzor (32) daje punkty potozone na lewej gatezi hiperboli.
Wynika to tez stad, ze dla @ = 1, mamy
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Obierzmy teraz lewe ognisko F' hiperboli jako biegun. Nalezy
teraz zmieni¢ ¢c na — C, a wiec e na — e we wzorze (20). Mamy

Przypadek ten sprowadza sie do przypadku poprzedniego, jezeli
kat @ zastgpimy przez kat -f- m. Teraz mamy wzory: dla e = — 1,

dla prawej gatezi hiperboli, zas dla € = —1,

dla lewej gatezi hiperboli. Dla @ = 0, mamy

4. Kierownice elipsy. Rownanie elipsy odniesionej do ogniska
i Kierownicy.

Uwazajmy dowolny punkt M elipsy. Obierzmy znéw prawe
ognisko F jako biegun, a o$ # jako 0o$ biegunowa. Mamy zwiazki
(7). Z réwnania (6) elipsy otrzymujemy

wiec

Wyciggajac obustronnie pierwiastek otrzymujemy réwnanie
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c
gdzie €= 1, a wprowadzajac e ~ — mamy roéwnanie
37
Poniewaz mamy nieréwnos¢
wiec X ------ — jest ujemne. Kazdej wartosci na X odpowiadajg dwie

wartosci na r, jedna ujemna, druga dodatnia. Oznaczajac przez rl
wartos¢ dodatnig mamy réwnanie

Kazdej wartosci na X odpowiadaja dwa punkty M, M posiadajgce
to samo . Réwnanie (38) ma znaczenie geometryczne nastepujace.
Uwazajmy prostg K prostopadtg do osi X o rownaniu

Prosta ta przebiega zewnatrz elipsy i nazywa sie Kierownicg (direc-
tnce) elipsy, nalezaca do prawego ogniska elipsy. Ot67 o x jest
to absolutna odlegtos¢ MP punktu M elipsy od kierownicy k
Oznaczajac ja przez d otrzymamy zwigzek

T. zn., ze stosunek odlegtosci punktu M elipsy od prawego ogniska
i prawej kierownicy ma warto$¢ stata, réwnag mimosrodowi licze-
bnemu e elipsy.

Uwazajmy teraz lewe ognisko- F' elipsy. Aby otrzymaé teraz
réwnanie pomiedzy r a X nalezy we wzorze (29) zastgpi¢ C przez — C

-a poniewaz X -j------ jest zawsze dodatnie, wiec mamy roéwnanie
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Uwazamy prosta k' o réwnaniu
X+ g*— 0, (43)

prostopadta do osi X-OW majaca od osi y te sama odlegto$é co kie-
rownica K lecz potozong po stronie ujemnych X. Prosta ta nazywa
sie kierownicg nalezacag do lewego ogniska elipsy. Oznaczajac przez
d! odlegtosé bezwzgledng punktu M' elipsy od kierownicy k' mamy
zwigzek

A= ed' (44)

gdzie N\ jest to bezwzgledna odlegto$é punktu M' od ogniska lewego.
Stosunek odlegtosci punktu M' elipsy od ogniska lewego i od lewej
kierownicy réwna sie znow liczbie e. Rezultat ten jest zreszta
oczywisty, jezeli dodatnie kierunki osi Kartezjusza X, y zamienimy

na przeciwne.

5. Kierownice hiperboli. Roéwnanie hiperboli odniesionej do
ogniska i kierownicy.

Uwazajmy hiperbole o réwnaniu (18) i zwigzki (19) dla pra-
wego ogniska hiperboli. Z réwnania (18) otrzymujemy

Wyciagajac pierwiastek otrzymujemy réwnanie

gdzie e== + 1. A wiec otrzymujeriiy réwnanie

gdzie € = + 1 Oznaczmy znéw przez r, dodatnia wartos¢ na .
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Uwazajmy prawa gataz. Poniewaz mamy X > a, wiec mamy

a wiec znakowi €= —}-1 odpowiada dodatnia warto$¢ na r i mamy

Dla lewej gatezi hiperboli mamy x — << 0, a wiec nalezy

obra¢ e= — 1

Do kazdej wartosci na X naleza dwa punkty na hiperboli.
Roéwnanie (46) nazywa sie rownaniem hiperboli odniesionem do
prawego ogniska i do prawej Kierownicy, tak samo jak dla elipsy,
albowiem prosta k o réwnaniu

przebiegajgca prostopadle do osi X pomiedzy prawa gatezig hiper-
boli a osig y nazywa sie, jak u elipsy Kierownicg prawa hiperboli.
Odlegtosé punktu M hiperboli od kierownicy réwna sie co do war-

tosci bezwzglednej X ------- a wiec oznaczajac ja przez d mamy zwigzek

dla prawej gatezi hiperboli. Ten sam zwigzek mamy dla lewej ga-
tezi hiperboli, dla ktérej mamy réwnanie (48), a

jest dodatnie.

Uwazajmy teraz lewe ognisko F' hiperboli. Otrzymamy row-
nanie hiperboli pomiedzy r a x odniesiona do lewego ogniska jako
bieguna i do dodatniego kierunku osi X jako osi biegunowej, zaste-
pujac w réwnaniu (38) C przez — €. A wiec mamy réwnanie

Dla prawej gatezi hiperboli mamy
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a dla lewej gatezi

ri —e(x+ . (53)

Mamy teraz kierownice k' nalezaca do lewego ogniska F\ o réwnaniu
*+ - =0, (54)

potozong wzgledem osi y symetrycznie do kierownicy K, i znéw
zachodzi zwigzek (42).

6. Rownanie biegunowe paraboli.

Uwazajmy parabole o réwnaniu

w uktadzie spoétrzednych prostokatnym i wprowadzmy ukiad spot-
rzednych biegunowych, ktérego biegunem jest ognisko F paraboli,
a osig biegunowg o0$ X. Mamy zwiazki

Otrzymujemy roéwnanie

wiec

Wyciggajac obustronnie pierwiastek otrzymujemy
r= tir cos @ -j- p),

gdzie e= + 1, a wiec réwnanie

Oznaczajac przez rx dodatnig wartos¢ na r mamy rownanie
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7. Réwnanie paraboli odniesionej do ogniska i kierownicy.

Kierownicg paraboli nazywamy prosta K o réwnaniu

*+ 1 = 0. &9
Aby otrzymaé réwnanie paraboli odniesionej do ogniska h i kie-

rownicy Kk zastepujemy w réwnaniu (55) paraboli y wzorem (56).
Mamy

Wyciggajac pierwiastek otrzymujemy roéwnanie

r=t\x+ 1), (60)
gdzie €= d:1.Mamy wiec réwnanie
ri=« + |- (&M}

Poniewaz odlegto$¢ dpunktu M paraboli od kierownicy kK réwna

sie co do bezwzglednej wartosci v

d- x+

wiec otrzymujemy zwiazek
rx= d. (62)

8. Ogolna teorja ognisk ikierownic krzywych drugiego stopnia.
Uwazajmy réwnanie ogo6lnej krzywej drugiego stopnia
AXx2-(- Bxy -[- Cy2-j- 2Dx -j- 2Ky -j- F = 0. (63)

Spytajmy sie, czy istniejg takie punkty F i proste K na ptaszczyznie,
ze dowolny punkt M krzywej (63) posiada odlegtosci r i d od
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punktu F i od prostej k stojace do siebie w statym stosunku. Na
odlegtos¢ r mamy wzor

gdzie a, b sg spotrzedne punktu F, a na odlegto$é¢ d wzor

przyczem réwnanie prostej Kk jest

Mamy wiec zwigzek

gdzie e jest pewna liczba stata niezalezna od punktu M. Punkt t
nazywa sie ogniskiem, prosta k Kierownica i mowimy, ze mamy
ognisko i kierownice do siebie nalezace.

Aby znalezé wszystkie ogniska i kierownice do siebie nale-
zgce nalezy poréwna¢ ze soba réwnanie (63) i réwnanie, ktére
otrzymuje sie ze zwigzku (67)

Jest to réwnanie stopnia drugiego. Wiemy, ze warunkiem koniecz-
nym i wystarczajagcym, aby dwa réwnania stopnia drugiego przed-
stawiaty t¢ sama krzywa drugiego stopnia jest, aby spotczynniki
obu réwnan byly do siebie proporcjonalne. Mozemy zawsze zatozyc,
ze mamy

albowiem mozemy réwnanie (66) kierownicy pomnozy¢ przez

i uwazaé¢ roéwnanie

gdzie

Mamy zatem réwnanie
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Znajac I, nU', n' otrzymamy e ze wzoru

Chodzi zatem o znalezienie liczb a, & |, m, w, p==0, spet-

niajgcych réwnania

Z pierwszych trzech réwnan otrzymujemy

a wiec

zatem réwnanie

a wiec

a jezeli 8= 0, mamy

9. Zastosowanie do elipsy i do eiipsy urojonej.

Uwazamy réwnanie elipsy w ukladzie spétrzednych prosto-

katnych

Mamy do spetnienia nastepujace zwiagzki

Mamy wiec nastepujgce przypadKkKi:
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gdzie €= =+ 1,

gdzie € = + 1,

A wiec otrzymujemy dwa urojone ogniska na osi Yy

i dwie urojone Kkierownice o réwnaniach

odpowiadajgce tym ogniskom.
I. m= 0.

Teraz mamy

gdzie
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gdzie

A wiec otrzymujemy dwa rzeczywiste ogniska na osi X
a= — e£'0, b= o, (80)

i dwie rzeczywiste kierownice o réwnaniach

=0. (81)
C

Sa to znane nam juz rzeczywiste ogniska i kierownice.
Uwazajmy teraz rownanie elipsy urojonej

w uktadzie spétrzednych prostokatnym. Teraz mamy znéw réwnania
(77), ale w ostatniem réwnaniu mamy p zamiast — p.

I. /= 0.

Mamy znéw

gdzie €= + 1,

gdzie € = + 1
Otrzymujemy zatem spoétrzedne dwoéch ognisk

i rownania dwéch kierownic

Zatem ogniska te i odpowiadajgce im Kierownice sg rzeczywiste.
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I. m= 0.

Mamy znéw.

gdzie €= + 1,

gdzie ¢ — + 1
Otrzymujemy zatem dwa urojone ogniska

i odpowiadajgace im dwie urojone kierownice

10. Zastosowanie do hiperboli.

Uwazamy roéwnanie hiperboli w uktadzie spoétrzeduych pro-
stokatnych

Mamy zndéw zwiazki (77), w ktérych jednak w trzecim mamy — p
zamiast p. t
I /=0
Mamy

gdzie ¢= + 1?

gdzie €¢'= + 1
Stad otrzymujemy dwa ogniska urojone na osi y-ow

i odpowiadajace tym ogniskom kierownice urojone



1. m—20.

Teraz mamy

a wiec mamy dwa ogniska rzeczywiste na osi a?-6w
a= — gg'c 6= 0,

i odpowiadajace tym ogniskom kierownice rzeczywiste

11. Zastosowanie do paraboli.
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(90)

Poréwnywajac réwnanie (55) paraboli z réwnaniem (71) otrzy

mamy réwnania

A wiec mamy

gdzie €= * 1,

gdzie € = + 1,

a wiec

Dochodzimy wiec do jednego rzeczywistego ogniska



360

i do jemu odpowiadajacej rzeczywistej kierownicy

*+ 1= 0. (94)

12. Styczne krzywej drugiego stopnia przechodzace
przez ogniska.

W obecnym ustepie udowodnimy pewne twierdzenia o stycz-
nych do krzywych drugiego stopnia przechodzacych przez ogniska.

Uwazajmy dowolny punkt P o spoétrzednych a, b i wypro-
wadzmy rownanie stycznych do krzywej (63) drugiego stopnia
przechodzacych przez ten punkt.

Uwazajmy w tym celu prostg | przechodzaca przez punkt P
dang réwnaniami parametrycznemi

X = a-J- Xd, y—b[id (95)
i wyrazmy, ze ta prosta ma jeden jedyny punkt wspélny z krzywa
drugiego stopnia (63). A wiec réwnanie drugiego stopnia na d, ktére
otrzymamy wstawiajagc w rownanie (63) wyrazenia (95) na X, Yy
ma wowczas pierwiastek podwéjny. Jestto réwnanie
A(a-\- Idy -j- 2B(a -j- Xd) (b \id) -j- C(b -j- p-d)2
-f 213(@-f Id) -f 2E(b + ad) -j- F = 0,
wiec roéwnanie
(A, p)d2-f- 2d (oA -f- By) -(- f(a, b) — 0, 97)
gdzie mamy
a=Aa+Bb + D, $= Ba+ Ch+ E
Wyréznik réwnania (97) przyréwnany do zera daje rownanie
®, y) f{alb) — (aA -f- Bup)2= 0. (98)

Jest to réwnanie jednorodne drugiego stopnia wzgledem A, p. Spoét-
rzedne & y dowolnego punktu M stycznej t poprowadzonej z punktu
P do krzywej (63) musza wiec spetnia¢ réwnanie, ktére otrzymamy,
wstawiajac w réwnanie (98) zamiast A, g4 wyrazenia X — a i y— b
Jest to réwnanie



361

Naodwrét, jezeli spétrzedne X,y punktu M spetniaja réwnanie
(99), natenczas spotczynniki kierunkowe A, p prostej | przechodzacej
przez punkty P i M spehlniajg réwnanie (98), a wiec prosta ta ma
jeden jedyny punkt wspoélny z krzywg drugiego stopnia (63), tj. jest
styczng do krzywej. A wiec réwnanie (99) jest réwnaniem (dru-
giego stopnia) stycznych poprowadzonych z punktu P do krzywej
drugiego stopnia (63).

Réwnanie (99) mozemy napisa¢ w innej postaci. Mamy

wiec

dalej

gdzie

A wiec rownanie (99) mozemy napisa¢ w postaci

a wiec w postaci

Z postaci roéwnania (100) bezposrednio wida¢é, ze krzywa przed-
stawiona tern réwnaniem przechodzi przez punkt P(a, b). Dalej prze-
chodzi ona przez punkty stycznosci stycznych t z punktu P do
krzywej poprowadzonych, albowiem punkty stycznosci lezg na
przecieciu krzywej danej (63) z biegunowa

punktu P.
Roéwnanie (100) mozemy jeszcze napisa¢ w innej postaci, wpro-
wadzajac wielkosci
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wiec réwnanie stycznych (100) mozna napisa¢ w postaci wyznacznika

Uwazajmy teraz rdéwnanie krzywej drugiego stopnia w po-
staci (71) i napiszmy réwnanie stycznych poprowadzonych z ogniska
F(a, b). zaktadajac uktad spoétrzednych prostokatny mamy:

a wiec

A wiec mamy tozsamosé

Jezeli wiec wyrazenie

nie réwna sie zeru, tj. ognisko nie lezy na kierownicy do niego
nalezacej, natenczas biegunowg ogniska jest kierownica do niego
nalezaca. Jezeli ognisko lezy na Kkierownicy, natenczas biegunowa
ogniska jest nieokreslona. Z réwnania (71) wynika, ze woéwczas
ognisko lezy na krzywej drugiego stopnia.

Uwazajmy réwnanie (100) stycznych z ogniska do krzywej
poprowadzonych. Mamy

wiec
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Réwnanie stycznych jest wiec identycznie réwne zeru, jezeli
ognisko potozone jest na kierownicy, tj. jezeli wyrazenie (105) réwna
sie zeru. W przeciwnym razie réwnanie stycznych jest

x —ax+ (y— 6)2= 0, (108)

tj. przedstawia dwie proste minimalne przechodzace przez ognisko.

Przypusémy teraz naodwrot, ze punkt P(a, b) posiada te wia-
snos$¢, ze styczne z tego punktu poprowadzone do krzywej dru-
giego stopnia sg prostymi minimalnymi. Wéwczas mamy tozsamosc¢

/0, (<) — (ax+ + YB= *[C*— 9+ (y— 6] (109

gdzie k jest pewna stala od zera odmienna. Jezeli P nie lezy na
krzywej, mamy

Ite y)= -f Py + r)24- — a)2+ (y — 6)7}
A wiec rownanie krzywej drugiego stopnia ma postaé
(x— a)2-f (y —by + i-(ax+ Py + y)2= o, (110)
tj. P jest ogniskiem krzywej drugiego stopnia, a biegunowa

ax + sy + y= 0,

nalezaca do tego ogniska kierownica.

13. Ogniska i kierownice dwoch prostych.
Uwazajmy réwnanie dwoéch prostych piszac je w ksztalcie
Ax2+ 2Bxy -f- Cy2= 0, (111)

w ukladzie spoétrzednych prostokgtnym. Mamy réwnania

A wiec

Mamy wiec albo
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albo

W obu razach mamy

a wiec ognisko lezy na kierownicy. W pierwszym przypadku
ognisko lezy w poczatku ukitadu. W drugim przypadku n jest
odlegtosé¢ ogniska F od poczatku uktadu 0. Mamy

p*AC= (1— 2(1 — m23= 1-f p2B2— 12— m2

a wiec w drugim przypadku mamy

tj. rownanie (111) jest réwnaniem prostej podwdjnej. A wiec jezeli
& =f=0, zachodzi pierwszy przypadek.

Uwazajmy przypadek d¢@ O i zalézmy dla prostoty B = Oy
tj. obierzmy dwusieczne prostych danych jako nowy uktad osi
sp6trzednych. Mamy

Im — 0,

a wiec |— 0, lub m= 0.

Kierownica jest o$ X
y — 0, (114)

jezeli A ={=C, tj. jezeli dane proste nie sg minimalne, w ktérym to
przypadku kierownica jest nieoznaczona.
Il. m= 0.

kierownicg jest o$ y

jezeli A =h C
A wiec mamy 2 kierownice, ktérymi sg dwusieczne prostych
danych.
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Uwazajmy teraz przypadek &= O, tj. prostej podwodjnej. Mo-
zemy zatozyc

Wiec mamy
wiec

gdzie i

A wiec ogniskiem jest kazdy punkt na prostej podwodjnej o spot-
rzednych
a= o0, b= — en. (116)

za$ kierownica odpowiednig prosta

a wiec prosta

przechodzaca przez ognisko i prostopadta do prostej podwdjnej
danej.

Cwiczenia.

1. loczyn odlegtosci ognisk Fx, 6 elipsy od stycznej elipsy réwna
sie kwadratowi matej osi elipsy.

lloczyn odlegtosci ognisk Fx, Fi hiperboli od stycznej hiperboli
réwna sie ujemnemu kwadratowi osi urojonej hiperboli.

2. Miejscem geometrycznem punktéw réwno oddalonych od kota
o Srodku S i od punktu C potozonego wewnatrz kota jest elipsa, ktdrej
érodek O potowi odcinek SC, i ktérej ogniska sg S i C

Miejscem geometrycznem punktéw réwno oddalonych od kota o $rodku
S i od punkta C potozonego zewnatrz kota jest gatgz hiperboli, ktérej
Srodek O potowi odcinek SC, i ktérej ogniskami sa S i 6, gdzie 6 na-
lezy do tej galezi hiperboli.

3. lloczyn miar odcinkéw zawartych pomiedzy punktem M stycz-
nosci stycznej elipsy a spodkami Aj, prostopadtych z ognisk elipsy
na styczng réwna sie

gdzie n jest rzedng punktu M.
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Temu samemu wyrazeniu réwna sie iloczyn miar odcinkéw MNXr
MNT dla hiperboli. Wektory MNt, MN2 sg znakéw przeciwnych dla
elipsy, a tych samych znakéw dla hiperboli.

4. Odcinek MP na stycznej t elipsy pomiedzy punktem M stycz-
noéci a punktem P przeciecia stycznej t z kierownica k widziany jest
z ogniska F nalezacego do kierownicy k pod katem prostym.

To samo zachodzi dla hiperboli i paraboli.

5. Uwazajmy elipse, dowolny punkt P i punkty M\ M" stycznosci
stycznych z P do elipsy poprowadzonych. Promienie wodzgace FM' i FM"
zawierajg réowne katy z osig FP.

To samo zachodzi dla hiperboli i dla paraboli.

6. Znalez¢ dla elipsy, hiperboli i paraboli miejsca geometryczne
punktéw P, ktérych biegunowe przechodza przez ogniska

7. Z ogniska F elipsy kresSle prostopadta do osi X, przecinajgca
elipse w punkcie M. Okaza¢, ze jezeli z dowolnego punktu P elipsy
wykreslimy prostopadta do osi X, przecinajagca te oS w punkcie P,
a styczng t elipsy, wystawiong w punkcie M, w punkcie T, natenczas
mamy

1iT=1w .

To samo zachodzi dla hiperboli, jezeli punkty M 1 P leza na tej
samej gatezi i dla paraboli.



ROZDZIAL XX.

Wihasnosci ognisk krzywych drugiego stopnia.

1 Twierdzenie o katach miedzy styczng, a promieniami wo-
dzacemi dla elipsy.

Uwazajmy elipse o réwnaniu

w uktadzie spétrzednych prostokgtnym. Oznaczmy przez t stycznag
w punkcie M o spétrzednych & n a przez r2 proste FIM, F2M,
gdzie Fn Ft sg prawe i lewe ognisko. Niechaj dodatni kierunek
stycznej t zawiera kat 9z osia  a kierunek ujemny kat @' = <p—F—-Tm,
€= di 1, przyczem katy te zawarte sg miedzy 0 a 2T

Uwazajmy dalej kierunki dodatnie na prostych riI5 r, od punktu
M do punktéw F\, F\ i niechaj ug, w2 beda katy tych osi z osig

przyczem sa to katy nienjemne zawarte miedzy 0 a 27m. Osie ma-

jace Kkierunki przeciwne, tj. od ognisk do punktu M nazywamy
promieniami wodzacemi punktu M nalezacemi odpowiednio do ognisk
F, i F2.

Oznaczmy przez an a2 katy

«i = tol - <p,

a2z= ?7" — w2.
Twierdzimy, ze mamy rownosc¢
a, = a2-f- Am, 3)

gdzie k jest liczba catkowita. Widoczna, ze jezeli ta rownosé¢ za-
chodzi dla pewnego obioru dodatniego kierunku na stycznej t, na-
tenczas zachodzi tez i dla przeciwnego obioru kierunku dodatniego.
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Oznaczmy przez N spodek prostopadtej z punktu M na o$ X
wykreslonej, a przez r, i r2 miary odcinkéw N\M i FtM, promieni
wodzacych punktu M. Mamy

Fig. 25

Mamy wiec

a wiec

Z roéwnania stycznej t wynika, ze mamy
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gdzie p4= O jest pewnym czynnikiem proporcjonalnosci. Mamy wiec

Mamy

Aby otrzyma¢ wyrazenia na cos a2, sin ai5 nalezy w wyrazeniach
na cos , — sin at wstawi¢ zamiast p — p, zamiast c — ci zamiast
rl.. Otrzymamy

Ale pomiedzy promieniami wodzacymi ril, r2 a spétrzedna & punktu
M mamy zwiazki

a wiec otrzymujemy wyrazenia

czyli réwnos¢ (8) jest udowodniona.

Ze wzoréw (9) otrzymujemy dalszy wzér

tga, = tga2= b*., (10)
cri

czyli iloczyn ntg jest liczbg statg niezalezng od punktu M.

Mozemy to twierdzenie udowodni¢ takze w sposéb nastepu-
jacy. Uwazajmy normalna n do elipsy® w punkcie M, tj. prostopadig
do stycznej t o réwnaniu
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Przecina ona 0$ a w punkcie R o spotrzednej

A wiec mamy

Zatem mamy proporcje

FX :BFt — rx\rin®

a stad wynika réwnos¢ katow a, i a2

2. Twierdzenie o katach miedzy styczng a promieniami wo-
dzacymi hiperboli.

Uwazajmy hiperbole o réwnaniu w uktadzie prostokatnym

Uwazajmy styczng t w punkcie 0i(¢, n) o réwnaniu
-0 (12

i obierzmy na niej dodatni kierunek, zawierajacy kat nieujemny @
z osig X. Niechaj @' = <p-{-em, e= f 1 bedzie kat nieujemny Kie-
runku przeciwnego stycznej z osig X a wib w2 katy kierunkéw do-
datnich na prostych rl, r2 fgczacych punkt M z ogniskami
przyczem dodatnie kierunki idg od M ku ogniskom. R1 jest prawe,
a F2 lewe ognisko.

Osie majace kierunki od ognisk do punktu M nazywamy
promieniami wodzacymi punktu M nalezacymi odpowiednio do ognisk

F i Ft.
Mamy wzory:
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gdzie p jest pewien czynnik proporcjonalnosci. Mamy

Tak samo mamy

Pomiedzy promieniami wodzacymi rx, r2 a odcietg § punktu
N, mamy zwiazki
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a wiec mamy oznaczajac przez al? a2 katy

A wiec dochodzimy do zwigzku

gdzie K jest pewna liczba catkowita.

Do tego samego rezultatu dochodzimy uwazajac diugosci we-
ktorow RFX i FtR, gdzie R jest punktem przeciecia stycznej t
z osig X. Oznaczajac przez X0 spétrzedna punktu R mamy

a wiec

Otrzymujemy wiec proporcje
RB\ : jFs/? = rj @ »,

ktéra dowodzi twierdzenia.

3. Miejsce geometryczne spodkéw prostopadiych z ognisk
elipsy na styczne spuszczonych.

Niechaj P oznacza spodek prostopadiej spuszczonej z ogniska
Fx na styczng t Réwnanie prostopadiej P\P jest
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a wiec

Podnoszac obie strony réwnan (7), (19) do kwadratu i dodajac je

do siebie otrzymamy

a wiec

Ale mamy

a wiec

Zatem miejscem geometrycznem spodkdéw prostopadiych do
stycznych z ogniska F1 poprowadzonych jest koto K o $rodku w po-
czatku uktadu, a o promieniu réwnym potowie wielkiej osi a

Oczywiscie to samo koto jest miejscem geometrycznem spod-
kow prostopadtych spuszczonych z lewego ogniska. Koto to nazy-
wamy kotem gtéwnem (cercie principal) elipsy.

4. Miejsce geometryczne spodkédw prostopadiych z ognisk
hiperboli na styczne spuszczonych.

Réwnanie prostopadtej h\f' jest teraz

a wiec

Podnoszac obie strony réwnan (7) i (22) do kwadratu i dodajac
je do siebie otrzymujemy znéw réwnanie
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ale

wiec znoéw

czyli miejscem spodkéw jest znow koto K o $rodku O i promieniu
«, ktore jest rowniez miejscem spodkéw prostopadtych z ogniska
Ft poprowadzonych. Koto to nazywa sie kotem gtébwnem (cercie
principal) hiperboli.

5. Miejsce geometryczne punktéw symetrycznych ognisk
elipsy wzgledem stycznych do elipsy.
Uwazamy punkt symetryczny Q punktu wzgledem stycz-

nej t Mamy

a wiec trojkaty

sg do siebie podobne. W istocie, mamy

a kat przy F1jest wspélny. A wiec mamy
~(j=2TJIP= 2a

Zatem miejscem geometrycznem punktow (J jest koto( K2 o s$rodku
i 2 i o promieniu 2a. Oczywiscie tak samo miejscem geometrycz-
nem spodkéw prostopadtych spuszczonych z ogniska na styczne
jest koto K1 o érodku F1 i réwniez o promieniu 2a. Kota te na-
zywaja sie kotami kierowniczymi (cercles directeurs) elipsy.

Prosta F2Q przechodzi przez punkt M elipsy, albowiem mamy
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6. Miejsce geometryczne punktéw symetrycznych ognisk
hiperboli wzgledem stycznych do hiperboli.
Dochodzimy zupelnie w taki sam sposéb jak poprzednio do
dwodch két o promieniach 2a i o $rodkach i7, F1lodpowiadajgcych pro-
stopadtym z ognisk i j i na styczne do hiperboli poprowadzonym.
Kota te nazywajg sie kotami kierowniczymi (cercles directeurs) hiperboli.
Prosta F2Q przechodzi przez punkt M hiperboli, albowiem mamy

albowiem

7. Twierdzenie Poncelet a dla elipsy.

Uwazajmy dowolny punkt n) na ptaszczyznie zewnatrz
elipsy i poprowadzmy przez ten punkt styczne tl i t2 do elipsy
z dodatnimi kierunkami do punktow stycznosci. Poprowadzmy dalej
osie MFt i MF\ majace kierunki od punktu M do punktow I\ i F2
i oznaczmy je przez rli r2. Uwazajmy bezwzgledne katy ><m

Twierdzenie Poncelet’a orzeka, ze katy te sa sobie réwne

Uwazajmy prostopadte spuszczone z ognisk , F2 na styczne
i,, t2. Jezeli punkt M lezy zewnatrz kota gtéwnego K, natenczas
spodki prostopadtych na stycznag tX leza z tej samej strony punktu
M, a mianowicie z tej strony, z ktérej znajduje sie punkt stycz-
noéci. Tak samo sie rzeczy majg dla stycznej t2. Jezeli za$ punkt
M znajduje sie wewnatrz kota K, natenczas spodki prostopadtych
na styczna tl znajduja sie z przeciwnych stron punktu M i tak
samo dla stycznej t2. Oznaczmy w tym przypadku przez tx te

stycznag, ktorej dodatni kierunek zawiera z osig rl kat <

i przez tt te stycznag, ktérej dodatni kierunek zawiera z osig r2
TC

kat . Styczne te sg rozne od siebie, bo z dwéch katéw jakie

u

osi rli r2 zawierajg z jedng i tag samg styczng, jeden jest ostry
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a drugi rozwarty. W pierwszym przypadku oznaczmy styczne do-
wolnie.

Niechaj N1, beda spodki prostopadtych spuszczonych
z ognisk F1, F2 na styczne t1, t2, a P1, P2 niechaj bedg punkty

symetralne ognisk F1 F2 wzgledem stycznych tl, 2. Katy ali a2

sg < Uwazajac katy < m

mamy

Uwazajmy dwa tréjkaty
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Przystaja one do siebie, bo mamy réwnosci

F\M= 1\M, Fjf==T\M, F.N= Fj\ = 2a

A wiec mamy

At XMPY%= AN FtMPX,

rozumiejac przez te katy katy bezwzgledne < .
Dodajac albo odejmujac obustronnie kat -$CFIMFi otrzymamy
réwnosc¢

Dochodzimy zatem do réwno»$ci (24).

8. Twierdzenie iPonceleta dla hiperboli.

Uwazajmy punkt T/(§, rj)) na plaszczyznie lezacy zewnatrz
hiperboli. Odréznimy dwa przypadki, zaleznie od tego, czy punkt
M lezy po tej stronie asymptot, po ktérej lezy o$ X, czy tez po
tej stronie asymptot, po ktorej lezy os Y.

W pierwszym przypadku styczne hiperboli przechodzace
przez punkt M majg punkty stycznosci potozone na jednej i tej
samej gatezi hiperboli. W drugim przypadku punkty stycznosci
leza na galeziach roéznych.

Zatézmy nasamprzéd, ze zachodzi pierwszy przypadek. Jezeli
punkt M lezy wewnatrz kota K gléwnego, natenczas spodki pro-
stopadtych z ognisk na jedne ze stycznych poprowadzonych leza
z przeciwnych stron punktu 1. Jezeli za$ punkt M lezy zewnatrz
kota K spodki te lezg po jednej stronie punktu M.

Uwazajmy na stycznych tv, /2 dodatnie kierunki od M do
punktéw stycznosci i oznaczmy przez rl5 r2 osie MFI, MFi majace
kierunki od M do ognisk. Jezeli M lezy zewnatrz kota K, naten-
czas na jednej stycznej spodki prostopaditych z ognisk lezg po tej
stronie punktu M, po ktérej lezy punkt stycznosci, a na drugiej
stycznej leza po stronie przeciwnej punktu M. W istocie uwazajmy
to ognisko, ktére nalezy do gatezi hiperboli, do ktéorej mamy styczne,
niechaj to bedzie np. ognisko f\. Oba katy
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nie moga by¢ réwnoczesnie ostre, zas przynajmniej jeden z katéw

("15ri) i "~ (A5ri)
jest ostry, przyezem uwazamy katy < 1. Dowodzi to twierdzenia.
Jezeli teraz M lezy wewnatrz kota K. natenczas punkty stycz-
nosci stycznych i1? t2 do prawej gatezi hiperboli lezg z przeciwnych

stron osi & a spodki prostopadtych z ogniska t X na te styczne
poprowadzonych leza po tych stronach osi & po ktérych leza punkty
stycznosci. A wiec obierajac jako dodatnie kierunki na stycznych
kierunki od M do punktéow stycznosci i nazywajac Nx, N2 spodki
prostopadtych z ognisk F2 na styczne tIf 2 widzimy, ze Nx
lezy po dodatniej stronie a N2 po ujemnej stronie punktu M.
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Nazwijmy P,, P2 punkty symetralne ognisk FIt Fi wzgledem

12 h .
Uwazajmy teraz trojkaty

Przystaja one do siebie, gdyz mamy roéwnosci

A wiec mamy

a stad dodajac lub odejmujac

uwazajac katy <[ m.
Oznaczajac przez a, i a2 katy

mamy teraz

a wiec dochodzimy do wzoru

ktéry wyraza twierdzenie Poncelet'a dla hiperboli w pierwszym
przypadku.

Uwazajmy teraz drugi przypadek. Jezeli punkt M lezy zewnatrz
kota K, natenczas oba spodki prostopadtych na dowolng styczng
leza z jednej strony punktu J/, a mianowicie po dodatniej stronie
punktu tego, albowiem spodki prostopadtych z ognisk na styczng
leza z przeciwnych stron osi X. Jezeli za$ punkt M lezy wewnatrz
kota A, natenczas spodki prostopadtych lezg z przeciwnych stron
tego punktu. W tym przypadku punkty stycznosci lezg po prze-
ciwnej stronie osi X niz punkt M. W istocie na rzedne yt, y%
punktéw stycznosci otrzymamy réwnanie rugujac X z réwnan
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wiec

wiec dla

otrzymamy

Nazwijmy styczng do gatezi prawej, a t2 styczng do lewej gatezi
hiperboli, natenczas spodki A,, N2 prostopadtych odpowiednio
z FIt I\ na + tt spuszczonych, leza po dodatnich stronach punktu
M. Przytem znéw jako kierunki dodatnie na + 12 obieramy Kkie-
runki ku punktom stycznosci.

Dochodzimy wiec w drugim przypadku tak samo jak po-
przednio do réwnosci
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a stad otrzymujemy réwnoscé

af = a2s (26)

wyrazajaca twierdzenie Poncelet’a dla hiperboli w drugim przy-

padku.

9. Réwnanie paraboli odniesionej do stycznej i Srednicy
Z nig sprzezonej jako nowych osi.

Uwazamy parabole o réwnaniu
y2— 2pxX= 0 27)

w uktadzie spétrzednych prostokatnym. Roéwnanie stycznej t w punk-
cie 0/(§, n) paraboli jest

M + &= 0 (28)

a wiec oznaczajac przez <@ kat miedzy dodatnim Kkierunkiem osi &
a tym kierunkiem stycznej, ktéry z tg osig zawiera kat <[ T mamy

Wprowadzmy nowy uklad spétrzednych X', y', ktérego po-
czatkiem jest punkt 3/, o$ X' réwnolegta i rowno skierowana z osig
a osig y' styczna i, na ktérej mamy poprzednio obrany dodatni
kierunek. Mamy wzory na przeksztatcenie ukitadéw spoétrzednych

Wstawiajgc w réwnanie (27) paraboli otrzymamy
m+ Ysin@2— 2p( + @+ y cosP= 0,

a poniewaz mamy
n2— 2p& = 0,

wiec otrzymujemy

a wiec
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jako réwnanie w nowym uktadzie spoétrzednych. Mamy dalej

a wiec

Zatem rownanie paraboli napisze sie w postaci

@D

10. Twierdzenie o kacie miedzy styczng a promieniem
wodzgcym paraboli.

Uwazajmy kat a jaki kierunek ujemny stycznej zawiera z Kie-
runkiem prostej Mi od punktu M do ogniska F oznaczajgc te oS,
ktéra jest przeciwnie skierowang niz promiern wodzacy punktu M
przez r. Oznaczmy dalej przez (B kat XF M, jaki promien wo-
dzacy FM zawiera z osig X. Mamy

B= a-f @

Oznaczajac przez r bezwzgledng warto$¢ odcinka MF mamy

a poniewaz mamy

wiec mamy
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Mamy dalej

Zatem mamy

Fig. 30.

Zatem
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A wiec mamy
(32)

11 Miejsce spodkéw prostopadiych z ogniska na styczne
paraboli spuszczonych.

Uwazamy prostopadta z ogniska F na styczng spuszczong
o0 roéwnaniu

A roM ) = o <33 >

Przecina ona styczng w punkcie Q, ktéregd spoétrzedne otrzymamy
rozwigzujac rownania (28) i (33). Mamy

Q lezy wiec na osi Y.
Uwazajmy dale] punkt P symetryczny ogniska wzgledem
stycznej t. Mamy wiec

a wiec punkt P ma odcieta rowna — ™, czyli, ze lezy na kierow-

nicy k paraboli.

12. Twierdzenie Poncelefa dla paraboli.

Uwazajmy punkt 4/(§, n) potozony zewnatrz paraboli i popro-
wadzmy z tego punktu styczne tt do paraboli z kierunkami
dodatnimi od M do punktéw stycznosci. Uwazajmy dalej o$ MF
o kierunku od 1/ do F, oznaczajac ja przez r i o$ X' przechodzacg
przez M réwnolegta i réwno skierowang z osig X.

Oznaczmy przez di5 a2 bezwzgledne katy

*i= *£ (h»r\

«2 = (*«, O *

Twierdzenie Poncelet’a brzmi
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Jezeli punkt M znajduje sie z lewej strony osi y, natenczas
spodki M} N2 prostopadtych z ogniska F na styczne tl, t% leza po
dodatnich stronach punktu 3/, jezeli zas M lezy z prawej strony
osi Y, natenczas jeden i tylko jeden spodek lezy po dodatniej stronie
punktu M

Oznaczmy przez tx, t2 styczne w takim porzadku, ze 0$ ru-
choma, obracajgca sie okoto M od tx do f2 w dodatnim kierunku
przechodzi od tx do 2 przez potozenie osi r. Oznaczmy przez P,, P2
punkty symetryczne ogniska F wzgledem odpowiednio stycznych
il5 t2. Kierunek P, P2 jest kierunkiem dodatniej osi y. Mamy

Uwazajmy koto K o érodku M i o promieniu p. Niechaj na-
samprzéd M lezy z lewej strony osi y. Uwazajmy kat obwodowy
PIPiF w kole K. Kat ten jest potowag kata PxMi wspiera-
jacego sie na tym samym tuku, ktory to kat jest wklesty i rowna

Tl
sie¢ 2a,. Obrot o kat g dokota punktu M przeprowadza teraz

o§ P2P, w 0$ majacg kierunek osi a 0§ P2F w o$ majaca kie-
runek stycznej +2. A wiec mamy

wiec twierdzenie (35) udowodnione w tym przypadku,
izeli M lezy po prawej stronie osi y ponad osia oba punkty
lezg nad osig X. Teraz kat obwodowy <Y P, P2P znéw réwna

oie puuwdjnemu katowi alt a obrét o kat -3-Z okoto M obraca 0§

P2PXw 0§ majgaca kierunek osi jj, a o8 PN w 0$ majaca kierunek
stycznej tz. Wiec znéw

i znbw wzér (35) jest udowodniony.

Jezeli nareszcie punkt M lezy po prawej stronie osi y popod
osig X, natenczas oba punkty P,, P2 lezg pod osig X. Teraz kat
AN P 2PiP obwodowy réwna sie potowie kata srodkowego -~ P sJfP,
a wiec rowna sie (r, 2. Jezeli kat P2PtP obrécimy o kat

— 0 °~00 punktu natenczas o$ P1Pi przechodzi w 0$ majaca
L!
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kierunek X, a 0§ P1lF przechodzi w os majaca kierunek stycznej

tx. A wiec mamy

Fig. 32.

Otrzymujemy zatem réwnosc¢

a stad rownosc¢ (35).



ROZDZIAL XXI.

Krzywe drugiego stopnia spoétogniskowe.

1 Réwnanie elips i hiperbol spétogniskowych.

Uwazajmy rownanie drugiego stopnia elipsy w ukladzie spot-
rzednych prostokatnym.

i réownanie hiperboli w tym samym uktadzie spéirzednych

Dla elipsy mamy a2> 62 a na odciete ognisk wzor

c2= a*— 62 3)
dla hiperboli zas
c2= a2-]-9d2 4)

Mozemy rdéwnania (1) i (2) zastgpi¢ jednem rownaniem

£ + S - i= 0" <5 >

a wzory (3) i (4) wzorem

Uwazajmy teraz dwie krzywe C i C' (elipsy lub hiperbole)
o réwnaniu (5), w ktérem a, b maja odpowiednio dwa uktady
wartosci

Zatézmy, ze te krzywe sa spétogniskowe (confocales). Mamy



388

gdzie ¢ = + 1, &"= + 1. Mamy wiec
a* — a" = e'0a— £"6"8= p. ®)

Mozemy zatem poétosie krzywej C" wyrazié przez poétosie krzywej
C' wzorami
a"2= a'2— p, €"0"2= €'0'2— p 9)

Kazdej wartosci na p speitniajacej nieréwnosé
p< a'z

odpowiada oznaczona elipsa lub hiperbola C'\ spoétogniskowa z dang
elipsa lub hiperbolg C’'. Albowiem jezeli zachodzi nieréwno$é

a2- e'b'2> o,

natenczas zachodzi tez i nieréwnosé

Jezeli wiec obierzemy stale krzywa C natenczas do kazdej krzy-
wej spotogniskowej C" nalezy oznaczona warto$¢ na p i uaodwrot
do kazdego p a'2 nalezy oznaczona krzywa C" spétogniskowa
z C. Mozemy wiec ogélne rownanie krzywych drugiego stopnia
'spotogniskowych z dang krzywag C' napisa¢ w postaci

Mozemy jako krzywa C' obraé¢ elipse, a wéwczas réwnanie (10)
mozna napisa¢ w postaci

Wartosciom na p spetniajacym nieréwnosé
P<62 * (12
odpowiadajg elipsy, a wartosciom spelniajacym nieréwnosci

&< p< @ 13

hiperbole.
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2. Krzywe spotogniskowe drugiego stopnia, przechodzace
przez dany punkt.

Uwazamy punkt P o spétrzednych £ y na ptaszczyznie i py-
tamy sie, czy istnieja krzywe rodziny krzywych spétogniskowych
(11) przechodzace przez ten punkt. Chodzi wiec o to, czy istniejg
rzeczywiste wartosci na p spelniajace dla danych y roéwnanie
(11) na p. Lewa strone tego réwnania napiszemy w postaci

p moze sie roéwnac¢ a2 tylko dla x — U w ktérym to przypadku
licznik i mianownik réwnajg sie zeru. Tak samo moze sie p row-
na¢ bl tylko dla y= 0, w ktéorym to przypadku znéw licznik
i mianownik réwnaja sie 0. Przyréwnywajac licznik do zera mamy
rownanie drugiego stopnia na p

x2{bl — p)4 y2{n2— p— («2— p)(62— p)= O. (15)
Réwnanie to napiszemy w postaci uporzadkowanej wediug p
Wyréznik réwnania tego jest

D = (a26a— h2x* — a2y — ~(a2--bl — x2— y22

a pierwiastki pl} p2 s©

Wyréznik D mozemy napisa¢ w ksztalcie

albo w ksztatcie

a wiec w ksztattach
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Jest oa wiec ujemny, zatem oba Dieirwiastki pl i p, réwnania (15)
sg rzeczywiste, od siebie odmienne.

Zatem przez kazdy punkt ptaszczyzny P{X, y) przechodza dwie
od siebie odmienne rzeczywiste krzywe CI1”™ C2 rodziny (11), odpo-
wiadajace wartosciom pls p2 na p. Mamy

Jezeli wiec pl jest pierwiastek odpowiadajacy znakowi -f- w (18),

a p2 pierwiastek odpowiadajacy znakowi — , poniewaz J— D spetnia
nieréwnosci

mamy nieréwnosci

px rowna sie a2 dla x= 0 i tylko dla x = 0. p2 jest zawsze
< a2 P lub p2réwnajg sie 62 dla y ==0 i tylko dla y = 0. Mamy
rownoczesnie px= a2 p2= 62 dla g= y= 0 a pi= p2= dla
y= 0, X= £ cC

Zatem dla punktéw potozonych na osi X i tylko dla tych
punktéw przynajmniej jeden z pierwiastkéw p réwna sie 62 Dla
punktéw na osi y i tylko dla tych punktéw px rowna sie¢ a2 Dla
ognisk X = + ¢, Yy —0 i tylko dla tych dwdch punktéw oba pier-
wiastki sg sobie réwne i réwnaja sie 82 Przez te punkty nie prze-
chodzi zadna krzywa rodziny (11), bo réwnanie to przestaje miec
sens dla p= a2 lub p= & Ale réwnanie (15) dla p= a2ma postac¢

a dla p~ 02 postac

Dla X — 0 rownanie (15) daje

a wiec mamy pierwiastki
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Zatem przez kazdy punkt osi Y z wyjatkiem poczatku uktadu prze-
chodzi elipsa. Tak samo dla y — 0 mamy

a wiec mamy pierwiastki

Zatem gdy

§- gdy

mamy

i przez punkt P na osi X przechodzi elipsa. Gdy za$

tj- gdy

mamy
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i przez punkt P na osi X przechodzi hiperbola. Dla poczatku uktadu
mamy

Pi— a2 P2 = b2
Dla ognisk mamy

Pi= P»= b2

Przez kazdy punkt P(X, y) nie lezacy na zadnej z osi prze-
chodzi elipsa i hiperbola rodziny (11). Wartosci na pierwiastki p
odpowiadajace réznym pozycjom punktu P uwidocznione sg na
figurze (32).

3. Spoirzedne eliptyczne na ptaszczyznie.

Uwazajmy teraz dwie krzywe C,, (2 rodziny (11) odpowia-
dajace parametrom pL, p2 o réwnaniach

Spytajmy sie, czy te krzywe majg punkty wspoélne (rzeczywiste).
Obliczmy w tym celu a2 i y%z réwnan (26), (27). Mamy

Wyznacznik przy ir2 y2 jest

(62 —p,)(@a2— p2) — {b2— p2) (@2— p¥) = (p2— pt) (a2-

a wiec jest od zera odmienny. Mamy

a wiec
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Aby X2 i y2 byly dodatnie potrzeba i wystarcza, by pt byto >> b2
za$ p2 < b2 Jedna z dwoéch krzywych jest wiec elipsg a druga
hiperbola. Przecinajg sie one w 4 punktach lezacych symetrycznie
wzgledem osi X i y.

A wiec do kazdego punktu na ptaszczyznie nalezg dwie ozna-
czone liczby pl5 p2, pierwiastki réwnania drugiego stopnia (15)
i naodwrét do kazdych dwoéch liczb p,, p2, spetniajacych warunki

b2~ p, ~ a* p2~ b\ (29)
nalezg zupelnie oznaczone punkty na ptaszczyznie A mianowicie,
jezeli mamy same zwigzki nieréwnosci, natenczas mamy 4 od siebie
odmienne punkty na ptaszczyzZnie; jezeli p, = a2 p2< 62 2 punkty
na osi y symetryczne wzgledem osi 6-6w; jezeli b2<(pt< a2
Pi = b* dwa punkty na osi X symetryczne wzgledem osi y miedzy
poczatkiem a ogniskami; jezeli px=b 2 p2< 62 dwa punkty sy-
metryczne wzgledem osi y zewnatrz odcinka F f tgczacego ogniska;
jezeli p = p2= b2 oba ogniska, i nareszcie jezeli p, = a2 p2= b2
jeden punkt, a mianowicie poczatek ukiadu O.

Liczby pl5 p2 nazywajg sie spdirzedne eliptyczne punktu P na
ptaszczyznie.

Udowodnimy teraz nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1. ,Dwie krzywe rodziny (11) krzywych spot-
og:niskowych przechodzgce przez punkt P ptaszczyzny przecinajg
sie pod katem prost\7mu.

TV istocie, styczne te w punkcie P r,y) maja réwnania

W arunek prostopadtosci jest

@ -- pK—do+ W -~w-11) = > (2]

ktory to warunek jest spelniony na podstawie wzoréw (28).

4. Parabole spétogniskowe.

Parabolami spétogniskowymi nazywamy dwie parabole C,,
powiadajace te samg o$ i to samo ognisko. Obierajac ukiad osi



394

prostokatny : osig X schodzaca sie z osig paraboli, i z poczatkiem
uktadu w ognisku paraboli otrzymamy réwnanie paraboli prze-
ksztatcajac réwnanie

y2— 2px = 0, (33)

przeksztalceniem danem wzorami

Otrzymujemy wiec réwnanie
y'2— 2px' —pl=0, (35)

rodziny parabol spétogniskowych, w ktérem zmienny parametr p
jest parametrem zmiennej paraboli rodziny.

Uwazajmy dowolny punkt P(§, n) na ptaszczyznie i szukajmy
parabol rodziny (35) przechodzacych przez ten punkt. Otrzymujemy
réwnanie

p2-\-2p&— n2= 0, (36)

z ktérego wyznaczamy P w postaci

V= — 5+ IV + f2 (a7)

Przez kazdy punkt P ptaszczyzny odmienny od ogniska prze-
chodza dwie od siebie odmienne parabole Cx, C8
Uwazajmy styczne tx, do parabol C,, Ci w punkcie P.
Maja one réwnania
un" PICt+ 9= ¢

Pt{x + )= 0. 10

Styczne te sa do siebie prostopadte, albowiem mamy

n2H-PirPi = + &2 — (7M2+ ¢&2)=

Otrzymujemy wiec

Twierdzenie 2.. ,Dwie parabole rodziny parabol spo6t-
ogniskowych (35) przechodzace przez punkt P plaszczyzny przeci-
naja sie pod katem prostymu.

Liczby px, pi mozemy nazwa6 spotrzednymi parabolicznymi
punktu na ptaszczyznie.



ROZDZIAL XXII.

Ogdlna teorja biegundéw, biegunowych i stycznych
krzywych drugiego stopnia.

1 Definicja biegunéw i biegunowych krzywych drugiego sto-
pnia. Wtasnos¢ charakterystyczna.

Uwazajmy krzywa drugiego stopnia o réwnaniu

10, y)= o (i)
Uwazajmy punkt P(g, n). Biegunowa (polaire) punktu P wzgledem
krzywej (1) nazywamy prosta p o rownaniu

** + 8%+ Y= 0, (2)
gdzie mamy

a= A¢ Bn D,

B= B¢+ O>+ E, 8)

Y= Dt+ Eri+ F.

Punkt P nazywa sie biegunem (pdle) prostej (2) wzgledem krzy-
wej (1).

Uwazajmy prosta | przechodzacg przez biegun P o réwna-
niach parametrycznych

® =& + *A, y = X+ rp. O)

Przecina ona krzywg (1) w punktach, ktére otrzymamy, wstawiajac
w réwnanie (1) wyrazenia (4) na X i y. Mamy

(& + TA, n-f-rx)=/(&. n)4- 2r(aX -f Bp) -f I *@(A, p), (5)

gdzie @(A, Y) jest znana forma kwadratowa w A, g Prosta | prze-
cina krzywa (1) w dwéch punktach Pn P,, odpowiadajgcych war-
tosciom rlt r2 parametru r, ktére sg pierwiastkiem réwnania dru-
giego stopnia na r
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Przecina ona dalej biegunowa p w punkcie PO odpowiadajacym
wartosci rO parametru r, ktérg otrzymujemy jako pierwiastek réw-
nania pierwszego stopnia na r otrzymujacego sie przez wstawienie
w réwnanie (2) biegunowej zamiast X, Yy wyrazen (4)

czyli

Zaktadamy, ze a i B nie rownaja sie rownoczesnie zeru, tj. ze
biegun P nie jest Srodkiem krzywej. Wéwczas mamy

Utwoérzmy stosunek podwdéjnego podziatu D =(P, PO; PIt P9)
czterech punktow P, PO, P,, P2 na osi I. Na stosunek ten mamy wzoér

r jest wartos¢ parametru, odpowiadajgca punktowi P tj. 0. wiec
mam}7

Ale mamy zwiazki

a wiec, ze wzoru (8) mamy zwigzek

pomiedzy , r2, r0. A wiec dochodzimy do zwigzku
D = - 1 (12)

Stosunek podwodjnego podziatu czterech punktéw P; PO; Pj,P 2
na osi / jest wiec harmoniczny. A wiec para punktéw PIT P2,
w ktérych o$ | przechodzaca przez biegun P przecina krzywag C
drugiego stopnia jest harmonicznie sprzezona z parg punktéw Pi PO,
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gdzie PO jest punktem przeciecia osi | i biegunowej p punktu P.
Wiasnosé ta jest charakterystyczna dla biegunowej, albowiem z réw-
nosci (11) otrzymujemy naodwrét (8), czyli ze czwarty harmoniczny
punkt PO lezy na biegunowej p.

Punkty PIt P2 moga by¢é harmoniczne ze sobag sprzezone, ale
punkt PO jest rzeczywisty, jezeli punkt P jest rzeczywisty i jezeli
kierunek A, p jest rzeczywisty, jak to wynika ze wzoru (8).

2. Badanie biegundw i biegunowych krzywych 2-go stopnia.
Uwazajmy teraz dowolna prosta p i spytajmy sie czy istnieja
punkty P, ktére sg biegunami tej prostej uwazanej jako biegunowa.
Chodzi o znalezienie trzech liczb k 5§=U, &, n takich, aby zachodzity
zwigzki nastepujace
k(Al -f Bn 4- D) = a,
kiBl+ Cn+ E)= b (13)
EN+ F) —vy.
W tym celu mnozymy réwnania (13) przez minory K", K', &
i dodajemy do siebie. Otrzymamy

k/A= k"a -]- K'B -]- dy. (14)

Rozrézniamy 2 prz3*padki:
1. A=30. Otrzymujemy oznaczone Kk, ktére jest od zera od-
mienne, .jezeli zachodzi nieréwnos¢-

K'a -f- k' -f- dy @ 0. (15)

Jezeli wiec krzywa C posiada oznaczony Srodek, nieréwnos$é¢ ta
zachodzi, jezeli $rodek nie lezy na prostej p. Jezeli krzywa nie
posiada S$rodka, &jest od zera odmienne, jezeli zachodzi nieréwnosé

K "4 4 ¢ O, (16)
a wiec poniewaz teraz mamy

A= ta2 B = t09, C= eb2 €= + 1
k'= BE — CD= eb(aE — bD). K' BD — AE = ea(t>D— aE),
y."et N— g(ab — Bn){aE — bD), aE — bD 5=0,

wigc nieréwnos¢ (16) zachodzi, jezeli prosta p niema Kkierunku
asy mptotycznego.
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Otrzymujemy zupetnie oznaczony ukiad wartosci &, 1, a wiec
zupelnie oznaczony biegun. A mianowicie mamy na §, n wzory

2. A= 0. Jezeli d == 0, natenczas kazda biegunowa przechodzi
przez $rodek. W istocie, jezeli a, b sg spétrzedne s$rodka, mamy

Tak samo ze wzoru (14) widoczna, ze jezeli A — 0, prawa strona
musi sie¢ réwnac¢ 0, a wiec Srodek musi leze¢ na prostej p.

Uwazajmy dowolna prosta p przechodzacg przez Srodek. Za-
t6zmy dla prostoty, ze $srodek £ jest poczatkiem ukiltadu spétrzed-
nych, a wiec D= E = F = 0. Mamy zwiazki

Otrzymujemy stad A, kr\, t zn. ze otrzymujemy calg prostg bie-
gunéw. Rownanie tej prostej otrzymamy rugujac K z réwnan (18)
w postaci

MB - B*)E+ (- Cayn= 0. (19)

9
Jezeli 8= O, kazda biegunowa jest réwnolegta do obu pro-

stych réwnolegtych, ktére woéwczas rownauie (1) przedstawia. Jezeli
réwnanie to napiszemy w postaci

mamy

Réwnanie biegunowej p jest

Naodwrét, kazda prosta réwnolegta do obu prostych o réw-
naniu
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odmienna od prostej Srodkéw jest biegunowa. Chodzi o rozwigzanie
wzgledem K, & n nastepujacego uktadu réwnan

(23)

Zat6zmy a =|=0. Nalezy rozwigzaé¢ wzgledem &(af -j- bjf) i k ukiad
dwoch réwnan pierwszego i trzeciego. Wyznacznik przy tych nie--
wiadomych jest

Zatem w przypadku dwoéch prostych od siebie odmiennych
wyznacznik ten jest od zera odmienny, K jest od zera odmienne
wtedy i tylko wtedy gdy

jest od zera odmienne, tj. gdy prosta p jest odmienna od prostej
Srodkéw i réwna sie

Otrzymujemy calg prosta biegunéw, ktérej réwnanie otrzymujemy
rugujac kK z réwnan 1-go i 3-go (23) w postaci

W przypadku prostej podwoéjnej réwnanie (21) biegunowej
ma postac¢
t{ax-\- byc){al-\-br\-\-c) = Q (25)

wiec prosta biegunowa schodzi sie z prosta podwdjng, jezeli biegun
nie lezy na prostej srodkéw, ktérag jest prosta podwdjna.

3. Biegunowe $rodkéw krzywych drugiego stopnia.

W rozwazaniach poprzednich zaktadalismy, ze biegun P nie
schodzi sie z zadnym S$rodkiem.
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Zatézmy teraz, ze punkt P schodzi sie z jednym ze S$rodkéw
krzywej C. W przypadku I. A @ 0, 3¢ O réwnanie biegunowej p
ma postac

T= 0, (26)

gdzie y ¢ 0, a wiec biegunowa p jest prosta w nieskonczonosci.
W przypadku 2. A = 0, gdy 0&4=0, réownanie biegunowej jest
nieoznaczone. Gdy A = 0, 8 — 0, réwnanie biegunowej p ma postac¢

Y= ox2— Hc, ¢-¢ = — i(c, — c2)2= 0. 27)

Jestto wiec prosta w nieskoriczonosci w przypadku dwoch prostych
od siebie odmiennych, a réwnanie nieoznaczone w przypadku pro-
stej podwadjnej.

4. Biegunowe punktoéw w nieskoriczonosci.

Uwazajmy prosta Z przechodzacg przez punkt M o spétrzed-

nych (p, Q)
X—p rXx: y= g+ r[i. (28)

Uwazajmy punkt P potozony na tej prostej o spoétrzednych &, n
i biegunowa p tego punktu. Ma ona réwnanie

[A(p @- TN -j- B{g @ rp) o- D\x ¢
@" [K(p - *N) ¢- C(q - rp) @- E]y @- D(p ¢-rl)
¢- E(@ ¢-rp) -/ = 0.

Podzielmy réwnanie to przez r. Gdy r dazy do niesk
rownanie tak otrzymane dazy do rdéwnania

* (AA@-£p)l@-(EA-@ 6>y @-/>A@- Ap= 0, (30)

tj. spotczynniki daza do spoétczynnikéw réwnania (30). Réwnanie
(30) przedstawia S$rednice sprzezona z kierunkiem A, p prostej I
A wiec Srednica sprzezona z kierunkiem A, p jest granica biegu-
nowej p, gdy biegun P w kierunku A, p dazy do nieskoriczonoéci.

Stad mozemy wprowadzi¢ pojecie biegunowych punktéw w nie-
skonczonosci. Biegunowa punktu w nieskonczonosci odpowiadajgéego
kierunkowi A, p nazywamy prosta o réwnaniu (30).

W przypadku 1. A@O, gdy d¢ 0, do kazdego punktu
w nieskonczonosci nalezy oznaczona S$rednica (30). Naodwrét, do
kazdej srednicy nalezy oznaczony punkt w nieskonczonosci. W przy-
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padku A =0, 6 = 0, nalezy oznaczona biegunowa do kazdego punktu
nieodpowiadajacego kierunkowi asymptotycznemu i naodwrét do
kazdej prostej roéwnolegtej do kierunku asymptotycznego nalezy
oznaczony biegun w nieskornczonosci.

W przypadku 2. A = 0, gdy o 0O do kazdego punktu w nie-
skonczonosci nalezy oznaczona $rednica (30) i naodwrét. Gdy &= 0
i obie proste sg od siebie odmienne, nalezy prosta S$rodkéw jako
biegunowa do kazdego punktu nieodpowiadajgcego kierunkowi asymp-
totycznemu, a do punktu odpowiadajgcego kierunkowi asymptotycz-
nemu nalezy biegunowa nieoznaczona. Gdy proste zlewajg sie ze
soba, biegunowa punktéw w nieskonczonosci jest sama prosta po-
dwodjna. Mamy

Wiec

Jezeli wiec P dazy do nieskonczonosci, mamy lim rO= € oo
limrx= €o0o0, limr2= go0o0, gdzie e= f 1, a wiec

lim - v=~1]. (32)
r2— ro

Zatem w granicy punkt Q potozony na biegunowej p potowi od-

cinek P, P2.

5. Styczne krzywych drugiego stopnia. Warunki konieczne

i wystarczajgce, aby dana prosta byta styczng krzywej dru-

giego stopnia. Réwnanie stycznosciowe krzywych drugiego
stopnia.

Wiemy z rozwazan Rozdzialu XVI1., ze réwnanie (2) przed-
stawia w przypadku, gdy punkt P(§, n) lezy na krzywej (1) stycznag
do krzywej w tym punkcie, a w przypadku szczegdlnym, gdy
punktem tym jest $Srodek krzywej, réwnanie (2) jest nieokres$lone.
Uwazajmy dowolng prosta o réwnaniu

ux -f- vy -j- w =m0, (33)

i spytajmy sie, kiedy ta prosta jest styczng do krzywej (1). Po-
trzeba w tym celu i wystarcza, aby istniaty liczby k=10, &, n,
dla ktéorych spetnione sa réwnosci
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Mamy dalej zwigzek
«& -j- vt) -f- w— 0,

lub
KU, HkvTj §—kw = 0. (35)
Roéwnania (34) i (35) mozemy uwazac¢ jako réwnania linjowe
o niewiadomych k%, k. Aby istniat przynajmniej jeden ukiad

rozwigzan tych réwnan musi zachodzi¢ réwnosc

Rozwijajac ten wyznacznik i zmieniajac znak otrzymujemy réwnanie

Wprowadzamy forme kwadratowg o trzech zmiennych w u W
5'w2 5" w2-3- 8 W2-j-2 A" ««>-}- 26'l'wu-\-2yuv= F(uww). (38)

A wiec warunkiem Kkoniecznym, aby réwnanie (33) przedstawiato
styczng do krzywej drugiego stopnia jest, by spoétczynniki w V. w
obracaty w zero forme kwadratowa (38). Spéiczynniki U, ww na-
zywaja sie spolrzednymi stycznosciowymi (coordonnées tangentielles)
linji prostej, a réwnanie (36) lub (37) réwnaniem stycznosciowem
(6quation tangentielle) krzywej (1).

6 Dyskusja réwnania stycznosciowego krzywych drugiego
stopnia.

Uwazajmy forme (38). Wyznacznik jej jest

a wiec jestto wyznacznik minoréw drugiego stopnia wyznacznika A
i ma wartos¢ A2 Odréznimy nastepujace przypadki:
1. A@ 0. Forma (38) nie daje sie roztozyé na iloczyn dwdéch
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iorm pierwszego stopnia. Z réwnan (34) otrzymujemy A Ag, ki\
Mamy

Nie wszystkie trzy minory k", k', d réwnaja sie réwnoczes$nie zeru.
Niechaj np. & =j=0. Mnozac pierwsze trzy wiersze wyznacznika (36)
przez k", K', & i dodajac pierwszy i drugi do trzeciego otrzymu-
jemy wyznacznik

a wiec jezeli mamy

mamy tez réwnosé

Podobnie w przypadkach gdy k" wzglednie k' jest od zera odmienne
mamy rownosci

W przypadku 8¢ 0 k jest odmienne od zera, jezeli prosta (33) nie
przechodzi przez srodek krzywej. Jezeli za$ prosta (33) przechodzi
przez Srodek krzywej mamy z réwnosci (42)

a wiec kierunek A. p prostej (33) jest kierunkiem asymptotycznym

AN2-f 2ENp. -f Cu*= 0O,
wiec prosta (33) jest asymptotg. Spoétrzedne stycznosciowe asymptot
spetniajg wiec réwnanie stycznosciowe (36). Zatem warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym, aby prosta (33) byta styczng lub asymp-
totg jest, by spoétrzedne w, W spetniaty réwnanie stycznosciowe (36).
W przypadku S==0 mamy K¢ 0, jezeli mamy
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a wiec jezeli prosta (33) nie ma kierunku asymptotycznego. W tym
ostatnim przypadku z réwnosci (43), (44) otrzymujemy zaleznie od
tego, czy K", czy K' jest od zera odmienne

lub
a wiec poniewaz mamy

otrzymujemy

lub

Poniewaz Dv — Eu jest od zera odmienne, wiec jezeli k" =0

mamy V= 0, a wiec z réwnosci

otrzymujemy u— 0. Jezeli zas k' =f=0, mamy z réwnosci (48) u — O,
wiec tez v= 0, W mozna obra¢ dowolne od zera odmienne. A wiec
zadna prosta w skonczonosci majaca kierunek asymptotyczny nie
moze by¢ styczng do krzywej (1).

2. A= 0. Teraz wyznacznik formy (87) réwna sie zeru, tj.
forma rozkiada sie na iloczyn dwoch form stopnia pierwszego. Ale
pomiedzy minorami drugiego stopnia wyznacznika A a tym wy-
znacznikiem mamy zwigazki nastepujace

A wiec wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika W réw-
naja sie zeru, czyli forma F jest petnym kwadratem, jezeli nie
wszystkie minory drugiego stopnia wyznacznika A a wiec i wszyst-
kie spotczynniki formy F réwnajg sie 0. Przynajmniej jeden z trzech
minoréw gtéwnych 9, &', 8" jest wowczas od zera odmienny. Przy
pomocy zwigzkéw (49) otrzymujemy nastepujace tozsamosci
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Wszystkie proste o sp6trzednych stycznosciowych m, v, w spel-

niajagcych rownanie pierwszego stopnia
au bv-{~-cw= 0 (53)

przechodzg przez punkt P o spétrzednych

gizie zaktadamy c =F=0. A wiec tworza one pek wihasciwy prostych
o wierzchotku w punkcie P. Zatem roéwnanie pierwszego stopnia
(53), gdzie c jest od zera odmienne jest rownaniem peku wasci-
wego o wierzchotku P, ktérego spoétrzedne sg (54). Jezeli zas ¢ — O,
rownanie (53) jest spelnione przez spoétrzedne stycznosciowe pro-
stych réwnolegtych do kierunku, ktérego spéiczynniki kierunkowe

A. 4 sa proporcjonalne do a i h
X— pa, p= ph,

a wiec przez spo6trzedne stycznosciowe prostych peku nieictasciwego.
W przypadku A = 0, gdy &==0 roéwnanie (37) ma ksztatt

(X" u—-v.'v -j- dw)2= 0, (55)

aw przypadku A = 0, 8= 0, jezeli krzywa (1) sklada sie z dwéch
prostych réwnolegtych od siebie odmiennych, albo ksztatt

albo ksztatt
W/, -f- vh" =& wyl)* = 0. (57)

Réwnanie (55) jest réwnaniem podwdjnego peku prostych,
ktorego wierzchotkiem jest $Srodek krzywej (1), tj. punkt przeciecia
obu prostych. W drugim przypadku mamy WJ— k" = 0, wiec row-
nania (56), (57) przedstawiajg podwdjny pek drugiego rodzaju, mia-
nowicie podwodjny pek prostych réwnolegtych do dwéch prostych
danych.

Niechaj teraz wszystkie minory drugiego stopnia wyznacz-
nika A réwne sa zeru. Woéwczas kazdy ukiad trzech liczb u, v, w
spetnia réwnanie drugiego stopnia (37), a wiec spoétrzedne styczno-
sciowe dowolnej prostej spetniajg te rownanie. Krzywa dana jest
prosta podwdjna, i dowolna prosta przecina ja w jednym punkcie
podwéjnym, moze wiec by¢é uwazana za styczng w tym punkcie.
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7. Badanie og6lnego réwnania jednorodnego drugiego stopnia
w spotrzednych stycznosciowych.

Uwazajmy teraz zupelnie ogoélng funkcje jednorodng drugiego
stopnia w zmiennych w, w W

D(«, U, W) = au2-J- 2buv -f- cv2-f- 2duw -J- 2etrw -j-fw 2 (58)
i réwnanie jednorodne drugiego stopnia
® (b, ww) = 0. (59)

Spytajmy sie, czy réwnanie to zawsze moze by¢ uwazane jako
rownanie stycznosciowe pewnej krzywej drugiego stopnia. Chodzi
o to, czy istnieje taka liczba Kk =j=0, przez ktérg pomnozona funkcja
(58) staje sie funkcja F(w, V, W) poprzedniego ustepu. A wiec chodzi
o to, czy istniejg liczby A, B, C. D: E, i?1 takie ze minory wyznacz-
nika A rdéwnaja sie odpowiednio

Mamy zwiazki (49) pomiedzy elementami wyznacznika A,
a jego minorami drugiego stopnia.
Oznaczmy przez D wyznacznik

Oznaczmy dalej przez H wyznacznik minoréw drugiego stopnia
wyznacznika D

Mamy zwigzki

Zatem mozemy przyjac



407

Zaktadamy przytem, ze D @ O.

Jezeli D = 0, natenczas funkcja W(u, U, w) rozpada sie na
iloczyn dwéch funkcyj pierwszego stopnia w U, Vv, w. A wiec row-
nanie (59) przedstawia wowczas dwa peki prostych, wiasciwe lub
niewtasciwe. Te dwa peki schodzag sie ze soba wtedy i tylko wtedy,
gdy forma ®(y, v, w) jest petnym kwadratem, a wiec gdy wszystkie
minory drugiego stopnia wyznacznika |) sag réwne zeru. W tym
przypadku i tylko w tym przypadku réwnanie (59) jest rownaniem
stycznosciowem. Jezeli ma ono postac

(au -f- bv -j- cw)2= 0, (65)

to jezeli c5=0, jest ono réwnaniem stycznosciowem rdéwnania (1)
przedstawiajgcego dwie dowolne proste przecinajgce sie w punkcie
L spotrzednych

s 2 b
T 0 e

i jezeli c= 0 jest ono réwnaniem stycznosciowem dwoéch dowol-
nych od siebie odmiennych prostych roéwnolegtych i majacych
kierunek

A= pa, p. = p6,

gdzie p@ O jest czynnik proporcjonalnosci.

Zbiér prostych przedstawionych réwnaniem drugiego stopnia
(59) nazywamy krzywa drugiej klasy, a réwnanie réwnaniem krzy-
wej drugiej klasy.

Cwiczenia.

1. Dany punkt P na ptaszczyZnie i krzywa drugiego stopnia. Zna-
lez¢é miejsce geometryczne punktéw M, ktérych biegunowe sg prostopadte
do prostej PM.

2. Udowodni¢ twierdzenie Fregier’'a: Cieciwy krzywej drugiego
stopnia widziane z punktu P krzywej pod katem prostym, przecinaja
normalng tj. prostopadta do stycznej w punkcie P wystawiong w punkcie
statym Q.

Zbada¢ w szczegolnosci przypadek hiperboli réwnobocznej (w = 0).

3. Znalez¢ réwnanie stycznosciowe prostych, ktére wycinajga na
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krzywej drugiego stopnia cieciwy widziane z biegunéw tych prostych
pod stalym katem <

4. Znalezé miejsce geometryczne punktéw P, z ktérych styczne
do stozkowej tworzg z dang prosta réwne Katy.

5. Uwazamy rodzine elips i hiperbol spétogniskowych. Biegunowe
dowolnego punktu P ptaszczyzny wzgledem tych krzywych tworza krzywa
drugiej klasy, ztozong ze stycznych do paraboli.



ROZDZIAEL XXIII.

Krzywe drugiego stopnia, przechodzgce przez dane
punkty i posiadajgce dane styczne.

1 Krzywe drugiego stopnia, przechodzgce przez dane punkty.

Uwazamy ogolng krzywa drugiego stopnia o réwnaniu

Warunek, aby krzywa (1) przechodzita przez punkt P o spoétrzed-
nych & n brzmi *

Jest on wiec linjowy (pierwszego stopnia) wzgledem spoétczynnikow
rownania (1).

Uwazajmy teraz trzy punkty PAXX YX), Pi{xt, yt), Ps@®, y3
od siebie odmienne i zalézmy, ze krzywa (1) przechodzi przez te
3 punkty. Jezeli te punkty leza na linji prostej /, natenczas funkcja
f{p:y) rozktada sie na iloczyn dwéch funkcyj pierwszego stopnia

W istocie, niechaj réwnania prostej | parametryczne beda

Mamy wstawiajac wyrazenia (4) w réwnanie (1)

gdzie @(A, p), a, B sa znane wyrazenia. Réwnanie to ma trzy od
siebie odmienne pierwiastki rx, ?-,, rs, a wiec jest identycznie réwne 0,
tj. cata prosta | lezy na krzywej 2-go stopnia (1). Ale woweczas,
jak wiemy z rozwazan Rozdziatu 1X. funkcja f(X, y) jest iloczynem
dwoéch funkcyj (3) pierwszego stopnia.



Udowodnimy. teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1 ,Przez 5 danych punktéw, z ktérych
zadne 3 nie lezg na linji prostej przechodzi jedna i tylko jedna
krzywa drugiego stopnia nie rozpadajgca sie na 2 prosteu.

Uwazajmy 5 punktéw Pu i— 1, 2,... 5 o sp6trzednych &,
i=1,2,...5. Mamy nastepujace réwnosci

Réwnosci te mozna uwazaé¢ jako réwnania o niewiadomych A,...F.
Sa to wiec 5 réwnan o 6 niewiadomych. Macierz tych réwnan

jest to macierz

Udowodnimy, ze ranga tej macierzy jest 5, tj. ze najwyzszy stopien
minoréw nie réwnych zeru w macierzy tej jest 5. Obierzmy punkt
P, jako poczatek O uktadu spétrzednych. o$ x-6w przechodz.aca
przez punkt P2, a 0§ y-6w przez punkt P3, tj. = 0. &= 0.
Macierz (7) ma woéwczas postac

Uwazamy minor 5-go stopnia utworzony z kolumn 2-giej, 3-ciej,
4-tej. 5 tej i 6-tej. Minor ten rowna sie wyznacznikowi 4-go stopnia

Wyznacznik ten réwna sie iloczgmowi liczby &2 =30 przez minor
3-go stopnia
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iloczyn n3n4n5 jest od zera odmienny, albowiem zadne 3 punkty
z posrod 5 punktéw danych nie leza na linji prostej. Taksamo
wyznacznik 3-go stopnia

jest od zera odmienny, albowiem 3 punkty Ps, Pi: Ph nie leza na
linji prostej. A wiec minor (9) jest od zera odmienny. Zatem ukiad
rownan linjowych (6) mozna rozwigza¢ w jeden oznaczony sposob
wzgledem stosunkoéw

ti. A mozna obra¢ dowolne od zera odmienne a wodwczas inne
spotczynniki B, ...F sga w zupetnosci okreélone. Zatem przez 5 punk-
tow PtJi= 1__ & przechodzi jedna i tylko jedna krzywa wiasciwa
drugiego stopnia gdyz niema krzywej przechodzgcej przez te punkty,
dla ktérej A réwnatoby sie zeru, bo wyznacznik 5-go stopnia przy
B, C, 2), E, F jest jak widzieliSmy od zera odmienny. Stad wynika,
ze i dla og6lnego potozenia osi macierz (7) jest rzedu 5, inaczej
istniatyby przynajmniej dioie krzywe, witasciwe lub niewtasciwe, prze-
chodzace przez tych 5 punktéw, co nie jest mozliwe.

Z otrzymanego rezultatu W3mika, ze jezeli ranga macierzy (7)
jest najwyzej 4, natenczas przynajmniej 3 punkty leza na linji
prostej. Ale jezeli trzy, a nie wiecej punktéw, lezy na jednej linji pro-
stej, natenczas krzywa drugiego stopnia rozpada sie na dwie proste
w zupetnodci oznaczone. Zatem ranga macierzy (7) jest teraz znow 5.
A wiec jezeli ranga jest 4, przynajmniej 4 punkty musza leze¢ na
jednej i tejsamej prostej. Dwa ze spétczynnikéw A,...F mozna
obra¢ dowolnie, a wiec cztery ze spo6iczynnikéw mozna wyrazié
jako linjowe jednorodne funkcje dwoéch pozostatych. Zatem przez 5
punktéw danych Pt przechodza z pewnoscig dwie od siebie odmienne
krzywe 2 go stopnia

fix,y)= 0 I AOyY) =0 01

i ogélny wzér na wszystkie krzywe 2-go stopnia przechodzace
przez te punkty jest
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gdzie An A2 sg dwa parametry, mogace przyjmowaé¢ dowolne war-
tosci. W istocie, widoczna, ze krzywe przechodzace przez 5 punk-
tow rozpadajg sie na prostg na ktoérej leza 4 punkty i na do-
wolng prosta przez 5-ty punkt.

Jezeli ranga macierzy (7) jest 3, natenczas wszystkie punkty
lezg na jeduej i tej samej prostej i naodwrdot Druga prosta jest
wowczas zupetnie dowolna. W istocie, woéwczas wszystkie minory
3-go stopnia ksztattu

(13)

gdzie 1, j, K sa liczby z liczb 1,...5 od siebie odmienne sa rowne
zeru, a wiec wszystkie punkty lezg na linji prostej. Naodwrot,
jezeli wszystkie punkty leza na linji prostej ranga macierzy (7)
jest (3). Nie jest ona bowiem mniejsza niz 3, albowiem miuory

sg od zera odmienne. Nie jest tez wieksza niz 3, albowiem kazdy
minor 4-go stopnia macierzy (7) jest réwny zeru. W istocie, mamy
albo réwnosci

£, = an<4-B, i=1,2,...6,

albo tez rownosci

Wstawiajac pierwsze albo drugie wyrazenia w macierz (7) zamiast
&, wzglednie zamiast ty otrzymujemy macierz, ktorej wszystkie ko-
lumny sa ksztattu

aty+ pn + Y,

wzglednie ksztattu

a tatwo widaé, ze macierz taka ma wszystkie minory 4 go stopnia
rowne zeru.

Roéwnanie krzywej drugiego stopnia, przechodzacej przez 5
danych punktéw w przypadku, gdy macierz (7) jest rangi (5) na-
piszemy w postaci wyznacznika, rugujac spoétczynniki z row-
nan (1), (6). Otrzymamy réwnanie
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2. Warunek, aby sze$¢ danych punktéw lezato na krzywej
drugiego stopnia.

Jezeli 6 punktéw Pif i= 1.2,...6 o spétrzednych &(, n( lezy
na krzywej drugiego stopnia (1), natenczas réwna sie zeru wy-
znacznik 6-go stopnia

(16)

i naodwrét. Istnieje wiec 6 liczb A i— 1,2,...6 nie wszystkich
réownych 0 i takich, ze zachodza nastepujace réwnosci

Uwazajmy dowolng krzywa drugiego stopnia o réwnaniu (1).
Mamy réwnosé

Naodwrot, jezeli rownos$¢ (18) zachodzi dla wszystkich krzywych
2-go stopnia, sze$¢ punktow P{ lezy na krzywej drugiego stopnia.

3. Peki krzywych drugiego stopnia.

Uwazajmy dwie krzywe drugiego stopnia

Uwazajmy réwnanie
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gdzie A15A2 sg dwie dowolne liczby nie obie réwne 0. Réwnanie
to przedstawia krzywa 2-go stopnia przechodzaca przez punkty
wspolne krzywym (19). Naodwroét uwazajmy krzywa drugiego sto-
pnia o réwnaniu (1) przechodzaca przez punkty wspoélne krzywych
(19). Uwazajmy punkt P tej krzywej, o sp6trzednych &, n odmienny
od punktéw wspdélnych obu krzywych. Mamy przynajmniej jednag
z dwoch nieréwnosci

Zaktadamy przytem, ze krzywe (19) sa od siebie odmienne. Niechaj
np. bedzie /,(&, ) @ 0. Kladac w réwnaniu (20)

otrzymujemy réwnanie nie zerowe krzywej drugiego stopnia

nalezgcej do krzywych (20) i przechodzacej przez punkt P. Méwimy,
ze mamy pek (faisceau) krzywych drugiego stopnia.

Uwazajmy dwie krzywe od siebie odmienne peku (20), odpo-
wiadajace wartosciom A}, i A?, A2 parametréow A1} A2 Mamy nie-
rownosc¢

Oznaczmy lewe strony roéwnan tych krzywych przez FX(#, y),

M *.Y)

Mozemy naodwrét wyrazié¢ f x(X, y) i/ 2(r, y) jako linjowe jednorodne
funkcje funkcyj F1(x y), ft{x,y\ a wiec mozna roéwnanie (20)
peku zastgpi¢ przez réwnanie

w ktéorem A, i A2 sg dwa nowe parametry.

4. Krzywe drugiej Klasy posiadajgce dane proste.

Uwazajmy pie¢ dowolnych prostych i=1,2,...5 0 row-
naniach
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Zaktadamy, ze zadne trzy proste nie przechodza przez jeden i ten
sam punkt ani zadne trzy nie sg do siebie réwnolegte, tj. ze zaden

z wyznacznikéw trzeciego stopnia

nie réwna sie zeru. Uwazamy krzywa drugiej klasy w spétrzednych

styczniosciowych u, v, w

Zatézmy, ze proste naleza do krzywej (27). Mamy do spetnienia
warunki

Rugujac z réwnan (27\ (28) spodtczynniki f otrzymujemy row-
nanie

Mozemy udowodni¢, podobnie jak poprzednio, ze jezeli zadne
3 proste (25) nie przechodza przez jeden i tensam punkt, ani nie
sg do siebie réwnolegte, natenczas ranga macierzy o 5 wierszach

i 6 kolumnach

jest 5. W istocie, zatézmy ze proste |1, /2 sg osiami spétrzednych,

a wiec ze mamy
W= wl=0, V2= w2= 0.

Mamy wiec macierz



416

Uwazajmy minor tej macierzy nalezagcy do kolumn 1-szej,
3-ciej, 4-tej, 5-tej, 6-tej. RO6wna sie on co do bezwzglednej wartosci
iloczynowi IAtA przez minor trzeciego stopnia

Ale poniewaz U\ WKw5=f=0 albowiem zadna z trzech prostych
/13, /5 nie przechodzi przez poczatek ukltadu i poniewaz zaden
z wyznacznikéw trzeciego stopnia (26) nie roéwna sie zeru, wiec
minor ten jest od zera odmienny.

Dochodzimy zatem do twierdzenia

Twierdzenie: ,lstnieje jedna i tylko jedna krzywa drugiej
klasy, do ktérej nalezy 5 prostych i= 1, 2,...5 nie przechodza-
cych zadne trzy przez jeden i tensam punktu.

Taksamo mozna udowodnié, ze jezeli trzy proste i nie wiecej
jak 3 proste przechodza przez jeden i tensam punkt, ranga macie-
rzy (30) jest 5. RoOwnanie (29) przedstawia wowczas dwa peki
prostych, jeden o wierzchotku, w ktérym sie 3 proste przecinaja,
drugi nalezacy do dwoéch pozostatych prostych.

Jezeli cztery i tylko cztery proste l{ przechodzg przez jeden
i tensam punkt, lub sg do siebie réwnolegte, natenczas istnieje oal
krzywych o réwnaniu drugiego stopnia (27) spelnionem przez spoét-
rzedne tych prostych. Ranga macierzy (30) jest 4. Nareszcie jezeli
wszystkie 5 prostych przechodza przez jeden i tensam punkt lub
sg do siebie réwnolegte, ranga macierzy (30) jest 3 i naodwrot.
Lewa strona rownania (27) jest wowczas peitnym kwadratem funkcji
linjowej jednorodnej zmiennych m v. w.

Cwiczenia.

1. Dany pek krzywych drugiego stopnia:

Uwazamy dowolny punkt M. Biegunowe tego punktu wzgledem krzywych
peku tworza pek Stosunek podwéjnego podziatu 4 biegunowych peku,

odpowiadajgcych 4 stosunkom nie zalezy od punktu M.
~1
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2. Uwazamy pek stozkowych (1). Czy ws$réd tych stozkowych

istniejg kota? Czy istnieja hiperbole réwnoboczne?
3. Znalezé¢ réwnanie S$rodkéw stozkowych peku (1).
4. Zbada¢, czy istnieja pary kierunkéw sprzezone wzgledem wszyst-

kich stozkowych peku.
5. Zbadaé, czy przez 4 dane punkty mozna zawsze przeprowadzié

parabole.



ROZDZIAL XXIV.

Przeksztalcenia krzywych drugiego stopnia.

. Przesuniecia krzywych drugiego stopnia.

1 Pojecie przesuniecia punktéw na ptaszczyznie.

Uwazajmy dowolny punkt P na ptaszczyznie o spoétrzednych
X, Y i przyporzadkujmy mu punkt P' o spétrzednych x\ y'. Moé-
wimy, ze mamy 'przeksztatcenie punktéw na plaszczyznie.

MieliSmy juz do czynienia z jednem z takich przeksztatcen,
a mianowicie z przesunieciami ptaszczyzny. Uwazajmy krzywa C
o réwnaniu

f(x, y)= o @

Przesuwamy ptaszczyzne w sobie tak, aby poczatek O ukfadu a,y
przeszedt w punkt 0' o spétrzednych a,b i aby osie X, y przeszty
w osie X\ y' o spétczynnikach kierunkowych ax.bx i a2, b2. Krzywa
C przechodzi w krzywa C' przesunietg krzywej C o rownaniu

'(xy)=o ()
w uktadzie spoétrzednych X,y. Pytamy sie, jakie jest rownanie krzy-
wej przesunietej?
Pomiedzy spotrzednymi X, Y punktu P\ a spotrzednymi
punktu P zachodzg zwiazki

H- a\X + a 2#= /ON

Mamy wiec zwiagzki

albowiem mamy
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albowiem kat 6" jaki o$ y' zawiera z osig X' réwna sie katowi @
Otrzymamy zatem réwnanie krzywej przesunietej zastepujac w réw-
naniu (1) spotrzedne X, y przez wyrazenia (4). Mamy wiec tozsamos¢

2. Warunki konieczne i wystarczajace, aby dana krzywa (2)
byta przesunietg danej krzywej (1),

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest oczywiscie,
aby istniato przesuniecie (3) takie, ze jezeli przez x\ y' oznaczymy
spotrzedne punktu P' w nowym uktadzie x\ y', a przez X,y spét
rzedne tegoz punktu w dawnym uktadzie, réwnania (2) i

przedstawiajg tesamag krzywag C'.
Mamy wiec przeksztatcenie uktadéw spo6trzednych dane wzorami

gdzie

a wiec

przeprowadzajace réwnanie (2) w rownanie (5). Mamy wiec zwigzki

konieczne i wystarczajace, aby zachodzity zwigzki (8), wiec réwnosc¢ (7).
MieliSmy nastepujace niezmienniki wzgledem przeksztatcenia
uktadow spotrzednych:
A 1<) W
sin* ®1 sin26’ sin36’

w przypadku &= 0, A = 0 za$ nastepujace dalsze
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Rozrézniamy nastepujace przypadki:
I. d3=0. 1. A=Z=0.
Poniewaz chodzi o niezmienniki absolutne, i poniewaz 6'= @

mamy niezmienniki

Uwazamy dalej trzeci niezmiennik absolutny

(13)
i mamy zwigzek miedzy niezmiennikami

(14)
Oznaczajac przez NI, N3 niezmienniki krzywej C' w uktadzie

X,y tj. rébwnania (2), a przez NA, V2, iV3 niezmienniki krzywej (7
w uktadzie y, tj. niezmienniki réwnania (5) mamy wiec naste-
pujace warunki konieczne aby krzywa C’ byta przesunieta krzywej C

Aby sie przekonaé, czy te warunki sa wystarczajgce, wpro-
wadzmy zamiast osi X, Yy nowe osie X1l yn osie gtéwne krzywej C,

a zamiast osi X'.y' nowe osie X\, yj, osie gtowne krzywejC'.
Oznaczmy przez Si £' znane wielkosci, odnoszace sie do réw-
nan (5) i (2). Mamy nastepujace réwnania na Si na S’

Stad otrzymujemy

Na pétosie obu krzywych otrzymujemy wzory



421

gdzie a, b sg podlosie krzywej , a a', b' potosie krzywej C'. Na
sumy i iloczyny kwadratow poétosi mamy wzory

Taksamo mamy

A wiec e[a'2 i €2b'2 moga sie tylko porzadkiem réznié od
€la2 €2¢2, tj. mamy albo

albo

A wiec mamy albo

albo tez

Zatem obie krzywe C i C' w ukfadach prostokatnych ag, yX,
i X[,y maja albo tesame rdéwnania, albo tez przez zmiane osi mo-
zemy te réwnania sprowadzi¢ do tej samej postaci Zatem warunki
(15), (16), (17) sa tez wystarczajace.

. 6pg0. 2 A= 0.

Mamy teraz tylko jeden absolutny niezmiennik rézny od zera
Aj. Roéwnania krzywych C i C’' sa w ukladach osi gtéwnych

X} W i X N

Mamy dalej
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Tak samo mamy

S S
Zatem i albo sa sobie réwne, albo tez jedno réwna sie od-

wrotnosei drugiego. A wiec zamieniajac ewentualnie osie spotrzed-
nych ze sobg otrzymujemy dla obu krzywych tesame réwnania,
czyli ze dwie proste przedstawione w uktadzie X,y réwnaniem (5)
sa przesuwalne w dwie proste przedstawione w tym ukiadzie réw-
naniem (2), tj. warunek
NX=N\

jest wystarczajacy.

n. &= 0. 1. An=o0.

Mamy teraz niezmiennik absolutny

Réwnanie krzywej C w uktadzie prostokatnym xly yx gtéwnym,
tj. ktérego 0$ XX jest osig gtdwna, ma teraz postac

gdzie mamy

Kierunek gtéwny jest asymptotycznym i mamy

a wiec

Dalej mamy réwnanie na S

a wiec
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zatem mamy

Zupetnie tak samo otrzymujemy

Zatem jezeli napiszemy roéwnania krzywych C i C' w postaciach

mamy zwigzek

Krzywe sga wiec przesiuwalne jedna w druga, jezeli zachodzi wa-
runek wystarczajacy

Teraz réwnanie krzywej C sprowadzamy przez wprowadzenie
osi gtébwnych do postaci

Ssy 2+~ = 0, ' (42)

albo tez do postaci

Zupetnie tak samo sprowadzamy réwnanie krzywej C' do jednej
z dwoch postaci
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Mamy

a wiec wprowadzajgc niezmienniki wn w,
(46) = sin2© (47) v2= sin20©

mamy réwnania krzywej C
(48) W — «j = 0, (49) y?-n2=0,
i tak samo réwnania krzywej C'

(50) y[%— n[— O, (51) Y\%— /= 0.
Zatem mamy warunki konieczne i wystarczajgce

n[ — nx, ws= w (52)
lub

3. Niezmienniki wzgledem przesunie¢ dwéch krzywych.

Z wywodow poprzednich wynika, ze jezeli jakas funkcja spo6t-
czynnikéw A ,... F réwnania drugiego stopnia krzywej C

jest niezmiennikiem tej krzywej, wzgledem przesunieé, natenczas funk-
cja ta jest funkcjg niezmiennikéw, ktére wprowadziliSmy. W istocie,,
wprowadzamy dla krzywych Ci C osie gtébwne jako nowe uktady
osi spotrzednych i otrzymujemy nowe rownania tych krzywych.
W przypadku 1. 1. funkcja niezmienna réwna sie funkcji spétczyn-
nikéw exa*, €202 ale ta funkcja jest funkcja symetryczng tych spét-
czynnikéw, a wiec funkcja ivV2, N3. W przypadku I. 2. mamy
znéw funkcje spoétczynnikéw Su S2, symetryczng, a wiec funkcje
niezmiennika Nx. W przypadku IlI. 1 mamy funkcje niezmien-
nika iV, i nareszcie w przypadku Il. 2. funkcje niezmiennika n1l>
lub niezmiennika w2.
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Il. Przeksztalcenia homotetyczne krzywych dru-
giego stopnia.

1 Wiasnosci przeksztatcenia homotetycznego.

Uwazamy punkt S dowolnie obrany o spoétrzednych a, b srodek
(centre) homotetycznego przeksztatcenia. Kazdemu punktowi P(X, y)
przypisujemy punkt P'(x, Y) w nastepujacy sposéb. Na dowolnej
osi SP taczacej S z P odcinamy wektor SP' w ten spos6b, aby
stosunek wartosci wektoréw

TF
réwnat sie tej -samej a priori danej liczbie kK odmiennej od zera,
dodatniej lub ujemnej. Przeksztatcenie to nazywa sie homotetycznem
(homothetie), a mianowicie wprost homotetycznem (homothetie directe),
jezeli K jest liczbg dodatnia, a odwrotnie homotetycznem (homothotie
inverse), jezeli K jest liczba ujemna.
Napiszmy réwnania osi SP w postaci parametrycznej

Jezeli punktowi P' odpowiada wartos$¢ r' parametru, natenczas mamy

przyczem mamy

- = k (56)

Pomiedzy spo6trzednymi punktu P a spétrzednymi punktu
przeksztatconego P' mamy wiec zwiagzki
x'= a-f k{x — a), y'= b k{y — b\ (57)
z ktérych otrzymujemy odwrotnie

x= a\-—i-y 2 y=b+ ) b, (58)

Kazdemu punktowi P' odpowiada wiec zupetnie oznaczony
punkt P, ktérego ten punkt jest punktem przeksztatconym. Liczba
k nazywa sie stosunkiem homotetycznosci (rapport d’homothetie).
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Nastepujace sa najwazniejsze wiasnosci przeksztatcen homo-
tetycznych:
1) Linie proste przechodza w Unje proste. W istocie, jezeli
pomiedzy X i y mamy zwigzek
Ax+By+C = 0, (59)'

natenczas pomiedzy X', y' mamy zwigzek

4N +4+7N)+o

a wiec zwigzek

przedstawiajacy linje prosta.
Jestto linja prosta réwnolegta do prostej (59). Naodwrét do
dowolnej linji prostej o réwnaniu

otrzymujemy prosta zupelnie oznaczong, ktdra przechodzi w te
prosta. W istocie, spoéiczynniki roéwnan (60) i (61) sg do siebie
proporcjonalne, a wiec mamy zwigzki

z ktérych otrzymujemy

Jezeli prosta dana przechodzi przez Srodek, mamy

Aa+ Bb+C = 0,
i wéwczas mamy tez
A'a-f-B'b+ V = 0,

tj. prosta przeksztatcona przechodzi tez przez S$rodek.
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Prosta przeckodzi przeksztalceniem homotetycznem w siebie
sama, jezeli mamy

A' = pA. B' — pB, C = pG

a wiec jezeli mamy

a wiec

Zatem, jezeli K— 1, kazda prosta przechodzi w siebie sama. co jest
oczywiste, bo przeksztatcenie jest identyczne. W przeciwnym razie
mamy warunek

tj. prosta przechodzi przez $rodek S.

2) Katy dwdch prostych nie zmieniaja sie w przeksztatceniu
homotetycznem. Oczywiscie wartosci bezwzgledne katéw sie nie zmie
niaja, poniewaz proste réwnolegte przechodzg w proste réwnolegte.
Ale i znaki katéw sie nie zmieniajg. W istocie, jezeli na prostej
danej uwazamy kierunek A, p taki, ze mamy

#= a-fpX, y= P+ p{*

natenczas kierunkowi temu odpowiada kierunek, ktory otrzymujemy
ze wzoréw

x' = a-f- kia -f- pX — a),

/= -+ pp—1D,
a wiec jezeli k> 0 tensam kierunek, a jezeli k<C 0 kierunek prze-
ciwny, tak ze znaki katéw pozostajg tesame.

3) Skiadanie dwoch przeksztatcen homotetycznych.

Uwazajmy dwa przeksztatcenia homotetyczne, ktére symbo-
licznie ozuaczymy przez T(a, 6; K) i przez Tx(aA 6,; Ag). Prze-
ksztatémy punkt P najpierw przeksztatceniem T, a nastepnie punkt
przeksztatcony P' przeksztatceniem 7\ w punkt P\. Mamy wiec
wzory



428

Otrzymamy na przeksztatcenie wypadkowe wzory

Sa to wiec wzory ksztattu

Aby wzory (69) przedstawiatly przeksztatlcenie homotetyczne
o $rodku SO o spétrzednych a0, b0, a o stosunku kO potrzeba i wy-
starcza, aby miaty postaé

= a0-\kO(X— ao0), y' = bO-f £0(y — b0

a wiec abysmy mieli zwiazki

Zatem jezeli zachodzi nieréwnosé

wzory (68) przedstawiaja przeksztatcenie homotetyczne o stosunku
i o $rodku

Jezeli za§ mamy m == 1 natenczas, jak wiemy, wzory (68)
przedstawiajg translacje.

Zatem iloczyn dwoéch przeksztatcern homotetycznych (65) i (66)
jest przeksztatceniem homotetycznem, jezeli zachodzi nieréwnosé

Wéwczas mamy wzory
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albo

Zatem punkty S, S', SO leza na jednej i tejsamej linji proste;j.

2. Warunki konieczne i wystarczajgce, aby dwie krzywe
byly przeksztalcone jedna drugiej przeksztatceniem homo-
tetycznem.

Uwazajmy dwie krzywe C, C o réwnaniach

Aby te krzywe b yly homotetyczne, potrzeba i wystarcza, aby istniato
przynajmniej jedno przeksztatcenie (57), przeksztatcajagce te krzywe
w siebie. To znaczy musi zachodzi¢ tozsamos¢

gdzie m jest pewien czynnik proporcjonalnosci. Wiec mamy

Zatem zachodza zwiagzkKi

gdzie potozylismy

Zatem przedewszystkiem spéiczynniki przy wyrazach dru-
giego stopnia sa do siebie proporcjonalne. Kierunki asymptotyczne
sSg tesame.
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Mozemy zawsze zatozyé, ze m= k2 mnozac réwnanie (75)

W
przez —. Zwiazki (77) maja wobwczas postac

rc*

Ostatnie trzy zwigzki sg réwnaniami wzgledem trzech niewiado-
mych p: g, k. Trzecie réwnanie mozna napisa¢é w postaci

Aby istniaty wielkosci p,  spetniajgce dwa pierwsze roéwna-
nia (79) i réwnanie (80) potrzeba, aby réwnat sie zeru wyznacznik
trzeciego stopnia

Odrézniamy nastepujace przypadKki:

. 6pO0. 1 A@O.

Pierwsze dwa réwnania (79) dajg nam p i g Do kazdego k
spetniajacego réwnanie (81) nalezy oznaczony uklaxl na p i g, a stad
ze wzordw (78) oznaczony uklad wartosci na ai 6 z wyjatkiem
przypadku, kiedy Kk — 1. Woéwczas tylko ukiadowi p= 0, g= 0
odpowiadajg uktady wartosci na a i b zupelnie dowolne, innym za$
uktadom na p i q nie odpowiadaja zadne uktady wartosci na a i b

Réwnanie na K mozemy napisa¢ w postaci

czyli w postaci
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a wiec w postaci
A — k*A = 0, (82)

gdzie A i A' sa znane wyznaczniki dla funkcyj (74), (75). Otrzy-
mujemy wiec na k dwie wartosci nastepujace

=T G

Wielkosci A i A' sg rownocze$nie odmienne od zera lub réwne
zeru. K jest rzeczywiste, jezeli A i A' sg tego samego znaku, a uro-
jone, jezeli znaki sg przeciwne. Kazdej warto$ci na Kk odpowiadajg
oznaczone wartosci na ai b, z wyjatkiem przypadku, gdy mamy

Wéwczas jedna z wartosci na kK réwna sie 1. Aby dla k= 1 aib
miaty wartosci skoriczone potrzeba i wystarcza, aby byto p — q— 0,
a wiec

J'= D, E'= F F=F

Zatem krzywe Ci C sg wobwczas identyczne, i kazdy punkt na
ptaszczyznie jest $rodkiem. Wartosci k — — 1 odpowiada zawsze
zupetnie oznaczony S$rodek.

Mozna sie spytaé, kiedy oba s$rodki, Sx o spétrzednych alybl
odpowiadajgcy jednej wartosci na k i S2 o spétrzednych a2, b2,
odpowiadajacy drugiej wartosci na Kk sg tesame. Widoczna, Ze po-
trzeba i wystarcza abysmy mieli réwnosci

a ze kt = — kly mamy

a wiec

Srodkiem homotetycznoéci jest teraz $rodek krzywej.
I. <$¢90. 2. A= 0.
Teraz k jest zupeinie dowolne, a wiec pierwsze dwa réwna-
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nia (79) daja nieskonczenie wiele ukiadéw na p i g. Rugujac z tych
réwnan K otrzymujemy réwnanie

Jestto réwnanie pewnej linji prostej i mozna je napisa¢ w postaci

lub w postaci

Prosta ta widocznie przechodzi przez $rodki obu krzywych @, C'.
Kazdy punkt tej prostej, z wyjatkiem tych obu $Srodkéw moze byc¢
uwazany jako $rodek homotetycznosci.

11 &= 0. 1. 4 ¢ O

Réwnania (79) i (80) majg teraz nastepujgca postac

Mamy dalej

a wiec

Aby pierwsze dwa rownania (86) wzgledem p i  byly zgodne,
potrzeba 1 wystarcza, aby byt spetniony warunek

a wiec aby Kk rownato sie
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czyli, ze we wzorze (87) mozna tylko obraé¢ goérny znak. Wyznacz-
nik przy p i g w rownaniach pierwszem i trzeciem, lub drugiem

i trzeciem réwna sie iloczynowi o wzglednie b przez

a wiec réwna sie

Mamy zatem jeden S$rodek homotetycznosci.

Mamy teraz’

i réwnania

A wiec mamy trzy réwnania na niewiadoma ap -}- bg k wy-
znaczamy z warunku

czyli

Otrzymujemy zatem wzory

Otrzymujemy w przypadku dwoéch prostych réwnolegtych od
siebie odmiennych dwie wartosci na k, a wiec dwie proste $rodkow
réwnolegte do obu par prostych danych. W przypadku prostych
podwéjnych mamy

i K moze by¢ zupeinie dowolne.
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U. Przeksztatcenia podobne krzywych 2-go stopnia.

1 Wiasnosci przeksztatcen podobnych krzywych drugiego
stopnia.

Przeksztatceniem podobnem (similitude) nazywamy przeksztat-
cenie, ktére polega na wykonania po sobie w dowolnym porzadku
przesuniecia i przeksztatcenia homotetycznego.

Mamy wiec nastepujagce wzory przeksztatcen

Otrzymujemy wzory wyrazajace X'\ y" przez X,y w postaci

Wykonywujac naprzéd przeksztatcenie homotetyczne, a na-
stepnie przesuniecie, mamy wzory

Aby dwie krzywe o réwnaniach

byty podobne do siebie, potrzeba i wystarcza, aby istniata trzecia
krzywa

tak, ze krzywe (93), (95) sa przesuniete, zas krzywe (94), (95) sa
homotetyczne, albo ze krzywe (93), (95) sa homotetyczne a krzywe
(95), (94) przesuniete.

Mamy nastepujace przypadki:

Mamy teraz niezmienniki
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krzywych C, C'. C". Poniewaz przy przeksztatcenia homotetycznem
niezmiennik pozostaje niezmieniony, wiec mamy

Warunek

jest konieczny, ale i wystarczajacy, aby krzywe C, C" byty do siebie
podobne. W istocie, przeksztatcajagc rownania krzywych tych na
osie gtéwne jako osie spétrzednych otrzymujemy réwnania

Ale mamy proporcje:

gdyz

Zatem kierunki asymptotyczne w nowych uktadach osi spét-
rzednych zawieraja ze soba tesame katy, a wiec przez przesuniecie
jednego z tych ukiadéw spoétrzednych wraz z krzywa w drugi
uktad spétrzednych, otrzymujemy dwie krzywe o tych samych
kierunkach asymptotycznych, a wiec homotetyczne.

I do¢ 0. 2 A= 0.

Teraz mamy ten sam niezmiennik IV, i ten sam warunek (96)
konieczny i wystarczajacy podobienstwa.

1. 6= 0. 1. AnR=0.

Wprowadzajgc dla obu krzywych C i C" osie gtéwne jako
osie spotrzednych, otrz3mujemy roéwnania

(99) W\ — 2pxx= 0, (100) - 2p'x'j= 0.

Te dwie parabole sprowadzamy przez przesuniecie jednego
z dwoéch ukiadoéw spoétrzednych do tego samego ukiadu spoétrzed-
nych. Ale kazde dwie parabole (99), (100) sa homotetyczne. Wy-
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starczy wykonac¢ przeksztatcenie homotetycze o srodku w poczatku
uktadu wzorami

gdzie

Sprowadzajac znow do osi gtdwnych jednej z dwoéch par
prostych jako do osi spétrzednych mamy dwa réwnania

i widoczna ze te dwie pary prostych sa homotetyczne, i mamy

a wiec mamy dwie wartosci na /r, wiec dwa przeksztatcenia homo-
tetyczne o $rodku w poczatku ukiadu, ktérym jest dowolny punkt
prostej srodkéw uwazanej pary prostych.

Cwiczenia.

1. Okazaé, ze dwie hiperbole ze sobg sprzezone sg homotetyczne
ze $rodkiem homotetycznosci znajdujacym sie w $rodku hiperbol i zna-
lez¢ stosunek homotetycznosci.

2 Bieguny prostej | wzgledem stozkowych wspétsrodkowych i ho-
moietycznych lezg na S$rednicy s tych stozkowych sprzezonej wzgledem
kazdej stozkowej z prosta |

3. Biegunowe punktu P(&. rj) wzgledem stozkowych wspo6tsrodko-
wych i homotetycznych majg kierunek sprzezony wzgledem kazdej stoz-
kowej ze $rednica przechodzgaca przez P.
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