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Przetworniki kompozytowe do zastosowan w ultradzwi¢gkowej
diagnostyce medycznej

Streszczenie

Celem pracy jest okreslenie oraz analiza wlasciwosci ultradzwigkowego
przetwornika kompozytowego typu 1-3 pod katem mozliwosci jego zastoso-
wania w diagnostyce medycznej. Oméwiono ogdlne wymagania stawiane
przetwornikom do diagnostyki medycznej na tle poréwnania wybranych ma-
terialow piezoelektrycznych i wynikajace z tego przestanki do zastosowan
piezoelektrycznych kompozytéw. Opisano klasyfikacje, a nastgpnie strukturg
wewnetrzng wybranego typu kompozytu. Przedstawiono rézne technologie
wykonywania struktur kompozytowych z podkre§leniem ich wplywu na
zmiany wiasnosci fizykochemicznych obrabianego materiatlu. Przedstawiono
prosty model fizyczny ujednorodnienia przetwornika kompozytowego wraz z
podkresleniem ograniczen jego zastosowania (zwiaszcza ze wzgledu na nie-
uwzglednienie przez ten model wszystkich geometrycznych wiasciwosci
struktury kompozytowej). Wykazano przydatno$¢ zastosowania teorii homo-
genizacji asymptotycznej do wymienionego ujednorodnienia. Za pomoca
metody elementu skonczonego obliczono numerycznie efektywne wartosci
tensoréw materiatowych bryly kompozytowej w oparciu o metodg asympto-
tyczno-homogenizacyjng. Uzasadniono dopuszczalno$¢ stosowalnosci sche-
matu zastgpczego Masona do opisu wiasnosci elektroakustycznych kompozy-
tu. Korzystajac z metody elementu skoficzonego obliczono numerycznie
warto$¢ wspotczynnika sprzgzenia elektromechanicznego struktury kompozy-
towej. Wykonano egzemplarze przetwornikéw kompozytowych w celu prze-
prowadzenia pomiaréw potwierdzajacych poprawno$¢ modelowania. Przed-
stawiono wyniki pomiaréw wybranych wielkosci elektroakustycznych tych
przetwornikow. Wykazano zgodnos$¢ uzyskanych empirycznie wynikéw z re-
zultatami obliczenn modelowych. Doéwiadczalnie potwierdzono fakt posze-
rzenia czestotliwosciowego pasma przenoszenia kompozytu w poréwnaniu z
piezoceramicznym. Uzasadniono celowo$¢ stosowania przetwornikéw kom-
pozytowych w ultradzwigkowej diagnostyce medycznej. Przedstawiono
schemat zastgpczy przetwornika oraz oméwiono program komputerowy w
zakresie analizy zar6wno statycznej jak i dynamicznej bazujacy na metodzie
elementu skonczonego i prowadzacy do wyznaczenia tensoréw materiato-
wych i wspéiczynnika sprzezenia elektromechanicznego kompozytu. Ponadto
opisano zastosowane metody pomiarowe stuzace wyznaczeniu wybranych
warto$ci wielkosci elektroakustycznych przetwornikéw kompozytowych. W
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podsumowaniu przedstawiono wilasnosci przetwornika kompozytowego uza-
sadniajace jego zastosowanie w glowicach uzywanych w ultrasonograficznej
diagnostyce medyczne;j.



Wazniejsze oznaczenia literowe:

u - wektor przemieszczenia mechanicznego

@ - skalar potencjatu elektrycznego

S - tensor odksztalcenia

T - tensor naprezenia

E - wektor natgzenia pola elektrycznego

D - wektor indukcji elektrycznej

p - skalar gestosci masy

¢ - tensor sztywnos$ci mechanicznej

e - tensor piezoelektryczny

€ - tensor dielektryczny

T, - temperatura Curie materiatu piezoelektrycznego

h - wspéiczynnik piezoelektryczny

N, - przemieszczeniowa funkcja ksztattu

N, - potencjatowa funkcja ksztattu

A - dlugos¢ fali akustycznej

div - operator r6zniczkowy dywergencji

V - operator rézniczkowy gradientu

symV - symetryczny operator rézniczkowy gradientu

k - wspélczynnik sprz¢zenia elektromechanicznego

k; - wspbiczynnik sprzezenia elektromechanicznego dla drgan ttokowych
f. - czgstotliwo$¢ rezonansu elektrycznego przetwornika

f, - pierwsza czgstotliwo$¢ kwadrantowa przetwornika

f, - druga czestotliwo$¢ kwadrantowa przetwornika

Q. - dobro¢ akustyczna zastepczego uktadu rezonansowego
fim - czestotliwo$¢ rezonansu mechanicznego przetwornika
G, - konduktancja dla czestotliwosci rezonansu elektrycznego
B, - susceptancja dla czgstotliwoéci rezonansu elektrycznego
R, - rezystancja dla czestotliwosci rezonansu elektrycznego
X, - reaktancja dla czgstotliwos$ci rezonansu elektrycznego
C, - pojemnos$c¢ galezi rownoleglej rezonansu elektrycznego
C - pojemno$¢ galezi szeregowej rezonansu elektrycznego
Z - impedancja akustyczna

H - nadawczo-odbiorcza funkcja przenoszenia

K,u - macierz sztywnos$ci mechanicznej

K, - macierz sztywnosci piezoelektrycznej
Ko - macierz sztywnosci dielektrycznej



1. Wprowadzenie

1.1 Wymagania stawiane przetwornikom ultradzwi¢gkowym do
diagnostyki medycznej

W wigkszo$ci zagadnien ultradZzwigkowych, a w szczeg6lnoséci w diagnosty-
ce medycznej stosowane sg impulsy wielkiej czestotliwosci o krétkim okresie
trwania, zawierajace czgsto tylko dwa lub trzy okresy. Podyktowane jest to
konieczno$ciq uzyskania duzej rozdzielczo$ci osiowej w ultrasonografii.
Wzbudzanie i odbior fal akustycznych odbywa si¢ za pomoca odpowiednich
przetwornikéw. Przetwornik piezoelektryczny stanowi zasadniczy element
konstrukcji glowicy ultrasonograficznej bedacej integralna czescia kazdego
urzadzenia ultradZwigkowej diagnostyki obrazowej. Przetwornik powinien
zapewnia¢ : duza czutod¢, duza wartos¢ wspolczynnika sprzg¢zenia elektro-
mechanicznego, dopasowanie akustyczne do oérodka badanego oraz dopaso-
wanie elektryczne do elektronicznych ukladéw nadawczych i odbiorczych
[36]. W materiale przetwornika ma miejsce wzajemne przetwarzanie energii
pola elektrycznego oraz pola naprezen i odksztalcen mechanicznych tworza-
cych tacznie pole elektroakustyczne. Miara sprawnosci wymienionego prze-
twarzania energii jest wspéfczynnik sprz¢zenia elektromechanicznego ki.
Warto$¢ impedancji akustycznej Z przetwornika silnie wplywa z Kolei na do-
pasowanie akustyczne przetwornika i osrodka biologicznego, do ktérego
promieniowana jest fala ultradzwigkowa , a wiec na efektywny energetyczny
wspdiczynnik odbicia na granicy wymienionych osrodkéw [26]. Wartosé
statej dielektrycznej € okresla natomiast wiasnosci dielektryczne przetworni-
ka. W ogdlnosci czuto$¢ glowicy ultradzwigkowej zalezy od dopasowania za-
réwno akustycznego do osrodka badanego jak i elektrycznego do impedanc;ji
nadajnika i odbiornika elektronicznego [27].

1.2 Poréwnanie wybranych materialéw piezoelektrycznych

Wisréd wielu materiatéw charakteryzujacych si¢ wystepowaniem efektu pie-
zoelektrycznego mozemy wyr6zni¢ materiaty monokrystaliczne (kwarc, nio-
bian litu), ceramiczne (PZT) oraz polimerowe (PVDF) [41]. Kwarc nie jest
obecnie juz stosowany jako materiat piezoelektryczny w konstrukcji glowic
ultrasonograficznych ze wzgledu na zle dopasowanie elektryczne do ukladéow
nadawczo-odbiorczych [28]. Kwarc posiada ponadto warto$¢ wspétczynnika
sprz¢zenia elektromechanicznego ki rowna zaledwie 0,1. Powszechne zasto-
sowanie piezoelektrykéw w technologii elektronicznej nastapito dopiero po
opanowaniu technologii wytwarzania ceramik piezoelektrycznych [41]. Ce-
ramiki te odznaczaja si¢ przede wszystkim silnym efektem piezoelektrycz-
nym. Metody ich wytwarzania pozwalaja na otrzymanie elementu piezoelek-
trycznego o dowolnej wielkosci i ksztalcie. W diagnostyce medycznej - obra-
zowaniu struktur wewnetrznych i metodach dopplerowskich jest powszech-
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nie uzywana ceramika na bazie cyrkonianu i tytanianu ofowiu w literaturze
oznaczana jako PZT [36]. Charakteryzuje si¢ ona duza warto$cia wspol-
czynnika sprzezenia elektromechanicznego k¢ rowna od 0,4 do 0,5. Warto$¢
wzglednej statej dielektrycznej € dla PZT jest rowniez korzystnie wysoka (ES
~ 700-830) ze wzgledu na dopasowanie elektryczne do uktadow elektronicz-
nych nadajnika i odbiornika. Wada wymienionego materiatu jest natomiast
duza warto$¢ impedancji akustycznej Z przekraczajaca 30 MRayl, o ponad
rzad wielko$ci wigksza od wartoéci impedancji migkkich tkanek biologicz-
nych réwnej okoto 1,5 MRayl. Oznacza to wyrazne wzajemne niedopasowa-
nie akustyczne wymienionych o$rodkéw, co bezposrednio wptywa na obni-
zenie czulo$ci glowicy ultradZzwigkowej. Polimery piezoelektryczne
(dwufluorek polivinilidenu PVDF) odznaczaja si¢ warto$cia impedancji aku-
stycznej Z ~ 4 MRayl bliskiej impedancji akustycznej migkkich tkanek bio-
logicznych. Ich zasadnicza wada pozostaje natomiast bardzo niewielka war-
to$¢ wzglednej stalej dielektrycznej (€ ~ 10) utrudniajaca skuteczne dopaso-
wanie elektryczne do ukladéw elektronicznych nadajnika i odbiornika [11].

1.3 Przeslanki sklaniajgce do zastosowania kompozytéw
piezoelektrycznych

Wiasciwosci fizyczne kompozytow piezoelektrycznych tacza w sobie wia-
snosci piezoceramiki PZT i piezopolimeru PVDF. Literatura zwigzana z
przetwornikami piezoelektrycznymi opisuje wybrane wartosci wielkosci elek-
troakustycznych kompozytu o strukturze przedstawionej na rys. 1. Wedlug
niej warto§¢ wspélczynnika sprzezenia elektromechanicznego (k¢ ~ 0,6 - 0,7)
kompozytu jest wigksza o co najmniej 20 % od analogicznej wartosci dla pie-
zoceramiki [7]. Mozliwe jest ponadto uzyskanie wartosci impedancji aku-
stycznej kompozytu Z mniejszej od 10 MRayl, a wiec bliskiej wartosci od-
powiadajacej PVDF [21]. Wzgledna stala dielektryczna kompozytu zawarta
jest w granicach (ES ~ 200 - 500) co umozliwia otrzymanie dopasowania elek-
trycznego do ukladéw elektronicznych nadajnika i odbiornika [27]. Nieza-
leznie od dobrych wartosci materiatowych kompozyt umozliwia realizacj¢
technologicznie trudnych w przypadku piezoceramiki i konstrukcyjnie ztozo-
nych, specjalnych glowic ultrasonograficznych (z nieptaskorownolegtym lub
wielopierscieniowym przetwornikiem). Stosunkowo duza objgtosciowa za-
warto$¢ zywicy epoksydowej w kompozycie (zwykle 60-80 % objetosciowo
stanowi spolimeryzowana zywica epoksydowa) powoduje, ze posiada on wy-
raznie obserwowalne wiasnosci plastyczne juz w temperaturze wrzenia wody
(ponizej temperatury Curie piezoceramiki). Wiasciwo$¢ t¢ mozna wykorzy-
sta¢ do wytlaczania z plaskich krazkéw przetwornikéw sferycznych wkle-
stych o zadanym promieniu krzywizny. Przetworniki wklgste umozliwiaja o-
gniskowanie wigzki ultradZzwigkowej bez konieczno$ci dodatkowego formo-
wania akustycznych soczewek ogniskujacych. Natomiast poprzez odpo-
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wiednie uformowanie jednej z elektrod przetwornika kompozytowego jako
zbioru wspoétsrodkowych pier§cieni mozna réwniez uzyska¢ glowice dyna-
micznie ogniskujaca wiazke ultradzwigkowg [11]. Nie zachodzi w tym przy-
padku potrzeba technologicznie skomplikowanej obrébki materiatu samego
przetwornika (tak jak ma to miejsce dla przetwornikéw piezoceramicznych).
Dla kompozytu z elektrodami wielopierScieniowymi potencjal elektryczny
przytozony do pojedynczego pierécienia bgdzie oddziatywatl praktycznie wy-
tacznie na bezposrednio pod nim znajdujaca sie czesé przetwornika.

1.4 Analiza mozliwosci przeprowadzenia obliczen wielkoSci
elektroakustycznych przetwornika kompozytowego

Gléwnym celem obliczen wartoSci wielkodci elektroakustycznych
(wspoiczynnika sprzezenia elektromechanicznego, impedancji akustycznej,
szesciodecybelowego pasma przenoszenia czgstotliwosci, czutosci i innych
wielkosci) przetwornika kompozytowego o strukturze przedstawionej na rys.
2 jest okreslenie wplywu konstrukcyjnych wielkosci geometrycznych na
wymienione warto$ci. Przeprowadzone obliczenia stuza nastgpnie optymali-
zacji konstrukcji opartej na modelowaniu teoretycznym. PdZniejsze badania
wykonanych modeli mialy za zadanie potwierdzi¢ poprawno$¢ modelowania
teoretycznego. Zagadnienie propagacji fal pola elektroakustycznego w
strukturze kompozytowej (rys. 2) jest trojwymiarowe. Sformutowanie anali-
tyczne prowadzitoby do tréjwymiarowego zagadnienia réwnan falowych przy
speinieniu okre$lonych warunkéw brzegowych. W literaturze podano jedynie
plan analitycznego rozwiazania trojwymiarowego zagadnienia wlasnego
drgan pojedynczego niepiezoelektrycznego elementu prostopadtosciennego w
zakresie prowadzacym do nieskonczonego ukiadu réwnan algebraicznych
[13]. Sciste rozwiazanie analityczne tego zagadnienia dla co najmniej kilku-
set regularnie rozmieszczonych piezoelektrycznych prostopadio$ciandw two-
rzacych strukture kompozytowa jest ekstremalnie trudne [10]. Mozliwe jest
natomiast wykorzystanie metody elementu skonczonego do obliczen nume-
rycznych przetwornika traktowanego jako tréjwymiarowo drgajaca bryla pie-
zoelektryczna [11]. Szczegdlnie pozadane jest obliczenie na drodze nume-
rycznej warto$ci wspéiczynnika sprz¢zenia elektromechanicznego [23] oraz
wartosci zastgpczych tensoréw materiatlowych hipotetycznego zastgpczego
materialu jednorodnego. Mozliwym si¢ staje ponadto oszacowanie wplywu
samej konstrukcji przetwornika (wymiaréw makroskopowych catej bryly jak i
mikroskopowych elementarnej komérki symetrii kompozytu) na wartosci je-
go wielkos$ci elektroakustycznych. W przypadku obliczania wartosci wielko-
$ci elektroakustycznych przetwornikéw piezoceramicznych charakteryzuja-
cych sie czestotliwo$ciami rezonansu elektrycznego od 1MHz do 10 MHz -
piezoceramika jest traktowana jako materiat jednorodny, pomimo ze fizycz-
nie posiada wiasno$ci wielodomenowego krysztatu piezoelektrycznego. Za-
tozenie homogeniczno$ci jest w tym przypadku dopuszczalne ze wzgledu na
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dysproporcje co do rzgdu wielko$ci dlugosci fali ultradzwigkowej odpowia-
dajacej czestotliwosci rezonansowej i rozmiaru ziaren krystalitéw (te ostatnie
majq rozmiar kilkunastu mikrometréw). Dopiero w zakresie czestotliwosci
kilkudziesieciu MHz wymienione wartos$ci wielkos$ci stajg sie¢ poréwnywalne
- fala akustyczna ulega rozproszeniu i ttumienie jej gwattownie rosnie. W a-
nalogiczny spos6b nalezy sformutowa¢ warunki dopuszczalno$ci ujednorod-
nienia struktury kompozytowej w celu wyznaczenia efektywnej wartosci za-
stgpczych tensorow materialowych hipotetycznej struktury homogeniczne;.
Warunki te musza okresla¢ dopuszczalng relacje co do réznic wartosci dhugo-
$ci fali ultradzwigkowej odpowiadajacej czestotliwo$ci rezonansowej i geo-
metrycznego wymiaru charakterystycznego sieci periodycznej fazy piezoelek-
trycznej w kompozycie. W przypadku zastosowan praktycznych ujednorod-
nienie umozliwia wykorzystanie rownowaznych elektrycznych uktadéw za-
stgpczych (schemat Masona), a w dalszych obliczeniach stwarza mozliwos¢
wykorzystania metody analizy obwodoéw elektrycznych. Nie zachodzi row-
niez konieczno$¢ rozwiazywania analitycznego rownan falowych (przy spet-
nieniu okreslonych warunkéw brzegowych), skrajnie trudnych w przypadku
kompozytu , w celu obliczenia wlasnoéci przetwornikéw.

2. Konstrukcja przetwornika wykonanego z kompozytu typu 1-3
2.1 Klasyfikacja typu kompozytu

Dla materialéw kompozytowych dwuskladnikowych umownie przyjeto o-
kreslenie typu kompozytu na podstawie analizy elementarnego szesciennego
fragmentu struktury (o rozmiarach geometrycznych znacznie mniejszych od
catkowitych wymiaréw bryly kompozytowej) [16]. Zgodnie z rys. 1 ocenie
podlega fakt istnienia dla kazdej z dwoch faz materiatowych potaczenia po-
miedzy kazda z trzech par przeciwlegtych $cian szescianu. Nastepnie kazdej
fazie materialowej przyporzadkowuje si¢ liczbe odpowiadajaca liczbie par
przeciwlegtych $cian szeécianu posiadajacych potaczenia. Liczba ta jest row-
na jednej z czterech nastgpujacych wartoéci : 0, 1, 2, 3. Typ kompozytu u-
mownie okreslaja potaczone mys$lnikiem liczby okreslone w opisany powyzej
spos6b dla kazdej z faz materiatlowych, na przykiad 0-1, 2-1 lub 1-3. Zgodnie
z rys. 1 rozpatrywany kompozyt charakteryzuje si¢ istnieniem polaczen
wszystkich trzech par naprzeciwleglych $cian szescianu elementarnego dla
fazy polimerowej i polaczeniem tylko jednej pary dla fazy piezoceramiczne;.
Zgodnie z opisanymi zasadami nazewnictwa badany kompozyt jest typu 1-3.



Polaczenia przeciwlegltych $cian:

= m m  fazy polimerowej (trzy)
mmmm  f37y piezoceramicznej (jedno)

Rys. 1 Kompozyt typu 1-3
2.2 Struktura wewngtrzna kompozytu typu 1-3

Ultradzwigkowy przetwornik kompozytowy pod wzgledem geometrycznym
jest plaskoréwnoleglym dyskiem o $rednicy co najmniej o rzad wielkosci
wigkszej od jego grubosci (rys. 2). Materiat, z ktérego na drodze obrdbki me-
chanicznej (przez szlifowanie) wykonywany jest dysk posiada dwusktadni-
kowa struktur¢ wewnetrzna [34]. Strukture t¢ stanowi regularna, periodyczna
sie¢ prostopadlo$cianéw o wysoko$ci rownej grubosci calej bryly ptaskorow-
noleglego dysku [17]. Przekrdj poprzeczny kazdego z wymienionych prosto-
padtoscianéw jest kwadratem o dlugosci boku poréwnywalnej z wartoscia
odlegloéci pomigdzy sasiednimi prostopadios$cianami. Dodane do siebie
wartosci dlugos$ci boku przekroju poprzecznego prostopadiodcianu i odleglo-
§ci pomigdzy sasiednimi prostopadioscianami (wymiar charakterystyczny
struktury kompozytowej) powinny facznie by¢ co najmniej o rzad wielkosci
mniejsze od dlugosci A (réwnej podwojonej grubosci przetwornika 2H) po-
dhuznej fali akustycznej promieniowanej przez przetwornik odpowiadajacej
czgstotliwodcei rezonansowej drgan wiasnych przetwornika. Nie zachowanie
tego ostatniego warunku spowoduje w rezultacie interferencj¢ w zblizonym
zakresie czgstotliwosci dwdch réznych modéw drgan - grubosciowego



D =20 mm H=—2—=0,82mm B =200 pm S =200 pm

Rys. 2 Struktura wewnetrzna kompozytu typu 1-3

podhuznego i typu Lamba (zwigzanego z periodycznoscia struktury kompozy-
tu) [35]. Ponadto ptaskoréwnolegla bryl¢ kompozytowa mozna uwazaé za
drgajacq ttokowo jednorodnie jedynie w zakresie czgstotliwosci o rzad wiel-
kos$ci mniejszych od czestotliwosci odpowiadajacej diugosci fali rownej
wymiarowi charakterystycznemu struktury kompozytowej. Dla przetwornika
kompozytowego o strukturze wewngtrznej i wymiarach makroskopowych
przedstawionych na rys. 2 dlugo$¢ fali odpowiadajaca czgstotliwosci 2.10
MHz jednorodnych rezonansowych drgan tlokowych wynosi 2.05 mm. Wy-
miar charakterystyczny struktury kompozytowej wynosi natomiast 0.40 mm.
Z przyczyn trudnosci technologicznych uzyskania drobniejszej struktury
réznica pomiedzy warto$ciq wymiaru charakterystycznego a dtugoscia fali w
wykonanym modelu jest jedynie pigciokrotna. Opierajac si¢ na przeprowa-
dzonych badaniach dos§wiadczalnych nie stwierdzono jednak interferencji w
bliskim zakresie czgstotliwo$ci drgan tlokowych z modami drgan innymi niz
grubosciowe. W opisie rys. 2 podano rzeczywiste wymiary charakterystyczne
przetwornikow kompozytowych typu 1-3 o czgstotliwosci rezonansu elek-
trycznego 2.10 MHz wykonanych przez autora [22].
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2.3 Technologie wykonywania kompozytu typu 1-3

Struktur¢ kompozytowa typu 1-3 mozna uzyskac przy zastosowaniu réznych
technologii obrébki mechanicznej. Surowcem wyjSciowym jest zazwyczaj
gotowy przetwornik piezoceramiczny (spolaryzowany) o grubo$ci znacznie
wigkszej od grubosci wytwarzanego przetwornika kompozytowego [12]. Ob-
rébce mechanicznej podlega ptaskoréwnolegla warstwa grubego przetworni-
ka piezoceramicznego przylegajaca bezposrednio do ptaszczyzny goérnej elek-
trody. Przy zastosowaniu pily tarczowej z nasypem diamentowym lub tez
drutu wolframowego z nasypem diamentowym wykonaé nalezy szereg pla-
skoréwnoleglych nacigé¢ (na grubo$¢ odpowiadajacq projektowanej grubosci
przetwornika kompozytowego) w dowolnym kierunku w plaszczyZznie elek-
trody, a nastgpnie taka sama ilo$¢ nacig¢ w kierunku ortogonalnym do pier-
wotnie obranego [18]. W wyniku opisanej operacji powstaje regularna perio-
dyczna sie¢ prostopadlo$cianéw zamocowana w podiozu. Przestrzenne od-
stgpy pomiedzy prostopadioscianami zalewane sg zywicg epoksydowa. W li-
teraturze zawarte sa informacje o prébach wykorzystywania obrobek lasero-
wej, elektrochemicznej a nawet odlewniczej do wykonywania periodycznej
struktury kompozytowej [34]. Wiasne préby zwiazane z zastosowaniem tech-
nologii laserowej zawiodly przede wszystkim z powodu depolaryzacji mate-
rialu w wyniku szoku termicznego (przekroczenia temperatury Curie rownej
T, = 350 °C warstw przypowierzchniowych materiatlu piezoceramicznego)

[17].
2.4 Wybor technologii wykonywania kompozytu typu 1-3

Jednym z podstawowych kryteriow oceny konkretnej technologii wykony-
wania struktur kompozytowych jest inwazyjno$¢ wybranej metody [34]. Ro-
zumiemy ja jako wplyw wybranej technologii obrébki na przeobrazenia wia-
snos$ci fizykochemicznych zwlaszcza wierzchnich warstw obrabianego mate-
rialu. Szczegdlnie pod tym wzgledem znamienny jest potencjalnie wystepuja-
cy efekt depolaryzacji czgSciowej lub calkowitej uprzednio wymienionych
warstw materialu [8]. Zastosowanie lasera jest bardzo problematyczne ze
wzgledu na rodzaj obrabianego materialu. Na przykiad ceramiki o skiadzie
chemicznym z dominujacym udziatem azotku krzemu s3 dobrym materialem
do obrébki laserowej. Posiadaja one bowiem lotne produkty rozpadu powsta-
fe w wyniku reakcji chemicznych zachodzacych w wyniku dzialania lasera.
Natomiast ceramika piezoelektryczna PZT (bedaca domieszkowanym roz-
tworem stalym cyrkonianu i tytanianu otowiu) nie przejawia sktonnosci do
wyparowywania w wyniku szoku termicznego. W wyniku cigcia laserowego
pozostaje wigc szereg wytopionych ,kraterow”, z ktérych nastgpnie trudno
jest uzyskaé geometrycznie regularng szczeling. Na rys. 3 przedstawione sa
rezultaty wiasnych préb obrobki laserowej. Wyraznie widoczne s regularne
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rzedy ,kraterow”. Nad brzegami ,kraterow” znajduja si¢ nadtopione a na-
stgpnie zastygle warstwy materialu. Uzyskano wigc rozwinigta powierzch-
niowg strukture nieptaska. Innym, o wiele bardziej niekorzystnym zjawiskiem
w przypadku zastosowania obrobki laserowej sa - ze wzgledu na szok ter-
miczny - przemiany nie tylko wlasnoéci fizykochemicznych warstw po-
wierzchniowych (daleko posunigta depolaryzacja) ale i rOwniez nieodwracal-
ne reakcje chemiczne zachodzace w samym materiale. W rezultacie tych
przemian chemicznych powstaje wierzchni pancerz niepiezoelektrycznego
materiatu, ktory nie jest podatny nawet na ewentualng powtérna polaryzacje.
Na rys. 4 widzimy wyScielajace ,krater” wierzchnie warstwy niepiezoelek-
trycznego materiatu. Warstwy te zostaly w sposéb nieodwracalny przeobra-
zone chemicznie. Nie moga wigc by¢ one podatne na ewentualna powtéma
polaryzacje.

OFPTNOMN
DSHM 958

Rys. 3 Rezultaty wtasne obrobki laserowej (uzyskano za pomoca mikroskopu
elektronowego OPTON DSM 950)

Periodyczng strukturg¢ regularnie rozmieszczonych prostopadloscianéw moz-
na wykona¢ za pomoca obrébki mechanicznej. Mozna w tym celu stosowaé
pile tarczowa z nasypem diamentowym lub drut wolframowy z nasypem dia-
mentowym [20]. Obrdébka przy zastosowaniu pity drutowej jest mniej inwa-
zyjna ze wzgledu na duzo mniejsza predko$é wzgledna narzedzia i przedmio-
tu w trakcie procesu obrébki (ma w tym przypadku miejsce mniejsze wydzie-
lanie ciepta powstajacego w wyniku procesu $cierania) [8]. Obrébka
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Rys. 4 Przeobrazenia chemiczne wierzchniej warstwy obrabianej laserowo
(uzyskano za pomocg mikroskopu elektronowego OPTON DSM 950)

pila tarczowg jest natomiast bardziej ekonomiczna ze wzgledu na mniejszg
czasochionno$¢. Dla tej metody obrébki w literaturze [8] zaproponowano
wprowadzenie wspdiczynnika efektu depolaryzacji dla korekcji efektywnej
warto$ci wspotczynnika sprzezenia elektromechanicznego (warto$¢ wspot-
czynnika sprz¢zenia ulega zmniejszeniu w wyniku opisywanego zjawiska).
Na rys. § przedstawiono zdjgcia whasnych prob obrébki pila drutowa [19].W
poréwnaniu z rys. 3 na rys. 5 widzimy plaska struktur¢ powierzchni. Jest ona
bardziej podatng technologicznie na pdzniejsze kolejne zabiegi wytwarzania
przetwornika kompozytowego (prézniowe zalewanie Zywica, szlifowanie na
grubo$¢ odpowiadajaca konkretnej czgstotliwo$ci rezonansowej, prézniowe
naparowywanie cienkich metalizacji elektrod). Na rys. 5 nie wida¢ przeobra-
zonych warstw wierzchnich obrabianego materialu. Struktura jest regularna i
periodyczna. Zaréwno w przypadku obrébki pita drutowa jak i tarczowa musi
by¢ w sposob szczegblny zachowana mozliwie jak najwigksza sztywnosc u-
ktadu "obrabiarka - uchwyt - przedmiot - narzedzie". Jest to konieczne ze
wzgledu na konieczno$é eliminacji "bicia poprzecznego" obrabiajacego na-
rzgdzia. Wytrzymato$¢ mechaniczna nacinanych kruchych stupkéw piezoce-
ramicznych o mikroskopowych rozmiarach maleje bowiem z trzecia potgga
wymiaru przekroju poprzecznego (bok kwadratu na rys. 5 posiada na przy-
ktad dtugos¢ 200 pum).



kV

e iy

Rys. 5 Przekrdj poprzeczny struktury kompozytowej nacigtej pitq drutowa
(uzyskano za pomoca mikroskopu elektronowego OPTON DSM 950)

3. Schemat zastegpczy przetwornika piezoelektrycznego wedlug Masona

Schemat zastgpczy przetwornika piezoelektrycznego wedtug Masona wolno
stosowac kiedy spelnione jest zalozenie ttokowego charakteru drgan podiuz-
nych. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku kiedy podwojona grubosé¢
przetwornika (réwna dlugosci fali akustycznej dla czestotliwosci rezonansu
elektrycznego) jest o rzad wielko$ci mniejsza od $rednicy przetwornika a je-
go tyl uprzednio zostat dostatecznie obcigzony akustycznie [41].

Przy zalozeniu modelu jednowymiarowego propagacji plaskiej podtuz-
nej fali akustycznej proste i odwrotne zjawisko piezoelektryczne mozna zapi-
saé¢ w postaci (1-2).

T=c"S—hD 1)
E=—hS+Els~D @)

E - natg¢zenie pola elektrycznego, D - indukcja elektryczna, S - odksztalcenie,
u - przemieszczenie, T - napreZenie, €5 - przenikalno$é dielektryczna przy
S=const. , cD - wspétczynnik sprezystosci przy D=const. ,
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IR, tg(x/2) R tg(x/2)
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Rys. 6 Uklad zastgpczy przetwornika w/g Masona [29]

Przy zatozeniu zagadnienia jednowymiarowego druga zasada dynamiki dla
osrodka ciaglego przyjmuje postac (3):

o'u _dT
PrapE = Ny (3)
Przy tym samym zalozeniu prawo Gaussa mozna przedstawi¢ w postaci (4):
oD _
0 @

Wstawiajac (1) do (3) i uwzgledniajac (4) otrzymujemy (5):

d’u _ , 0%
pP atz =€ axz (5)

Przetwornik piezoelektryczny (dysk o grubosci d i impedancji akustycznej
PpCp) jest obustronnie obciazony osrodkami o impedancjach akustycznych
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PACA 1 PRCR. Przy tak okreslonym zalozeniu otrzymujemy rozwiazanie row-
nania (5) wewnatrz przetwornika w postaci (6) a rozwigzanie w osrodkach
obciazajacych powierzchnie przetwornika zgodnie z (7) i (8):

= o Jex
u=B,e " +B,e"” (6)
jﬂ;l
u, =Be* (7
u,=Be® @)

cp- predkos¢ fali w przetworniku, ¢, - predkos¢ fali w osrodku obciazajacym
tylna powierzchnig, cg - predkos¢ fali w osrodku badanym

State B1, B2, B3, B4 wyznaczone zostaja z warunkéw brzegowych (9 - 12):

u, =u dlax=0 )
u, =u dlax=d (10)
c, a‘.;; =c”%‘— dlax=0 (11)
c, %‘;ﬂ =c°%“—hn dlax=d (12)

Przy zalozeniu sinusoidalnej zmiany indukcji D w czasie z pulsacja ® pred-
kos$¢ wypromieniowywane;j fali dana jest przez (13):

od | . . od
—1+cos— + jm, sin—
_ hDsin ot Cos c, Jm, sin c, -

B
PeC (m, + mi,)cosE + j(1+m,m;)sin—
c]’ cl'

gdzie m, =p , € A /PpCp, ME=PRCR/PpCp

Calka z natezenia pola elektrycznego (2) wzgledem x na catej grubosci d
przetwornika jest rowna napigciu V przylozonemu do przetwornika (14):
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x=d
V=—hu]x=0+%D (14)

Jezeli A jest polem powierzchni przetwornika to prad ptynacy przez prze-
twornik dany jest przez (15):

_ . dD
I=AT (15)

Impedancja wejéciowa przetwornika jest rowna (16):

=d
\% _h"'x—ﬂ d

Zy=m=——— o — (16)
I joDA JWAEe

Wielkosé Co=AeS/d jest pojemnoscia statyczna przetwornika. Po wykonaniu
przeksztatcen otrzymujemy wyrazenie na impedancje wejSciowg przetworni-
ka w postaci (17):

1 h*C? F
Z,=- 1-—= 17
JoC, ( JjoC, Ap,cp) (17)

gdzie F dane jest dane wzorem (18):

~tg 2+ jm, +m,)tg g
F= P P

(18)
%(m,\ +m,)(1— tg? %) +ja+ m,\m,)zg%

Wystgpujacy w  (17) czlon AppcpfthozF oznaczamy  jako
Z4 = Appcp!hzcozF a hC, jako N = hC, Ponadto impedancje przetwornika
Rp oraz osrodkéw obciazajacych R, 1 Ry oznaczamy jako Rp = Appcp,
R, = Ap,c, Rg =Appgeg a x = wd/cp jest czgstotliwoscia wzgledna od-
niesiong do czgstotliwosci rezonansu mechanicznego przetwornika. Przy tak

przyjetych oznaczeniach z postaci wyrazenia (17) wynika schemat zastepczy
przetwornika przedstawiony na rys. 6.
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4. Rezonansowy schemat zast¢pczy przetwornika piezoelektrycznego

Dla przetwornika obciazonego symetrycznie (R, = Rp) impedancja Zp ga-
tezi szeregowej uktadu zastepczego Masona (rys. 6) wynosi (19) [28]:

R 1 1 nf

Ze =zt Hioe, Mo,

ctg ) (19

Admitancja wejsciowa symetrycznie obcigzonego przetwornika stanowi

réwnolegte potaczenie pojemnosci statycznej C, i impedancji Zy, i jest réwna
(20):

Y, = ZL + joC, (20)

Admitancja Yw ma charakter zblizony do admitancji szeregowego uktadu
rezonansowego (rys. 7) o parametrach R', C', L' (rys. 8) [28].

,_ 1 R,+R,
R'=8crc,” R, B
8C k?
s ‘.lt’
C = 8 (22)
-5
,_ 8k}
ol 2nf,C’ (23)
(., 8k*\ R,
Q. ‘”i(l" n? ]R,\ +R, (24)

Warto$¢ wielkosci dobroci Q, (24) jest zwiazana z czgstotliwosciowym pa-
smem przenoszenia uktadu rezonansowego. Ze wzrostem Q, maleje pasmo
przenoszenia. Dobro¢ Q, zalezy od warto$ci impedancji akustycznych mate-
rialu przetwornika R, i obciazen akustycznych R, i Rp oraz wspétczynnika
sprze¢zenia elektromechanicznego.
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Z )
=

. e e = ADMITANCJA Y
Tl | Y(f,)
1 / \
X
) i \"@’ /
. % G, G =Re (Y)

Rys. 7 Przebieg krzywej admitancji przetwornika dla stanu ustalonego w
poblizu czestotliwosci rezonansowej

03 L' R’

O O

Rys. 8 Rezonansowy szeregowy uklad zastg¢pczy przetwornika
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5. Numeryczne obliczenie warto$ci wspélczynnika sprzezenia
elektromechanicznego przetwornika kompozytowego

5.1 Sformulowanie réwnan opisujgcych propagacje fali
akustycznej w jednorodnej bryle piezoelektrycznej

Zagadnienie propagacji fal pola elektroakustycznego w jednorodnym materia-
le piezoelektrycznym opisane jest uktadem réwnan (25-30) [30]. Réwnanie
(25) stanowi druga zasade¢ dynamiki Newtona dla osrodka ciaglego. Prawo
Gaussa (26) wyklucza mozliwo$¢ istnienia swobodnych tadunkéw elektrycz-
nych w objetosci bryly piezoelektrycznej nie bedacej przewodnikiem. Prosty i
odwrotny efekt piezoelektryczny zapisany jest w postaci réwnan (27-28).
Relacja pomigdzy tensorem przemieszczenia a wektorem odksztatcenia
przedstawiona jest w réwnaniu (29). Wektor natgzenia pola elektrycznego
jest zwiazany ze skalarem potencjatu pola elektrycznego zgodnie z réwna-
niem (30).

div,.T=pu (25)
div.D=0 (26)
T=¢S—-eE 27)
D=eS+cE (28)
S=sym Vu (29)
E=-V ® (30)

gdzie: u - wektor przemieszczenia mechanicznego, ® - skalar potencjahu elek-
trycznego, S - tensor odksztalcenia, T - tensor naprezenia, E - wektor natg-
zenia pola elektrycznego, D - wektor indukcji elektrycznej, p - skalar gestosci
masy, ¢ - tensor sztywnosci mechanicznej, e - tensor piezoelektryczny,

¢ - tensor dielektryczny

Wystgpujace w rdwnaniach (25-30) tensory materiatowe c,,,€,,,€, podlega-

ja rozpisaniu w postaci macierzowej na poszczegdlne sktadowe wedlug no-
tacji symbolicznej Aulda [2]. Istotna jest postaé tensoréw materialowych dla
osrodka ortotropowego (spolaryzowana piezoceramika) i anizotropowego
(polimer - zywica epoksydowa). Ze wzgledu na posta¢ tensor6w materiato-
wych ¢,,e,,€, dla spolaryzowanej piezoceramiki (materialu ortotropowe-

go) oraz polimeru (wlasnosci izotropowe) wigkszo$¢ wyrazow w reprezen-
tacji macierzowej wymienionych tensoréw poza przekatna gléwna ma war-
tos¢ zero.
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Macierze sztywnos$ci mechanicznej dla piezoceramiki i polimeru maja postac:

PIEZOCERAMIKA POLIMER
€, 11 Cw € 0 0 07 [y ©m  €m 0 0 0]
&5 ¢ O 0 0 € c,, O 0 0
€y O 0 0 € O 0 0
S 0 Gy 0 0
symetria - SO S | . symetria o Cyy 0
| - ; ; . o Bl Lo , y : © Sl

Macierze sztywnosci dielektrycznej dla piezoceramiki i polimeru:

PIEZOCERAMIKA POLIMER
€4 0 o0 €, 0 0
. g, 0 . g, 0
symetria €45 symetria - g,

Macierz sztywnosci piezoelektrycznej dla piezoceramiki:

PIEZOCERAMIKA
(0 0 e,]
0 0 e,

0 0 e,

0 e, O
e,, 0 0
0 0 0 |

5.2 Prosty model fizyczny ujednorodnienia przetwornika
kompozytowego

W literaturze [36,43] przedstawiony zostal opis prostego modelu fizycznego
wyznaczenia wybranych efektywnych warto$ci tensoréw materiatowych
przetwornika kompozytowego. Wymieniony model dotyczy ptaskoréwnole-
glego dysku kompozytowego drgajacego tlokowo (o $rednicy co najmniej
dwudziestokrotnie wigkszej od grubo$ci). Wymiar charakterystyczny struktu-
ry kompozytowej (warto$§¢ odlegloéci pomigdzy dwiema sasiednimi jedno-
imiennymi $cianami prostopadto$cianéw w przypadku struktury o geometrii
przedstawionej na rys. 2) powinien ponadto by¢ o rzad wielkosci mniejszy od
podwojonej gruboéci dysku kompozytowego (czyli dlugosci emitowanej po-
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dhuznej fali ultradzwigkowej dla drgan ttokowych). Opisu dokonujemy w u-
kladzie wspoirzgdnych kartezjanskich umieszczonym w érodku symetrii dys-
ku kompozytowego. Plaszczyzna symetrii kompozytu jest ptaszczyzna x-y, a
oS z jest prostopadia do plaszczyzny symetrii dysku. Réwnania opisujace
prosty i odwrotny efekt piezoelektryczny uprzednio przedstawione w postaci
tensorowej (27-28) podlegajq rozpisaniu na poszczegdlne skladowe wedhug
notacji symbolicznej Aulda [2] rozdzielnie dla kazdej z faz materialowych.
Zmiennymi niezaleznymi sg odksztalcenie S i wektor nat¢zenia pola elek-

trycznego E.
Dla izotropowej fazy polimerowe;j :

TP = ¢S] +¢S] + ¢S5
T} =St + e}, 8§ +¢},S8

T} =¢3,S% + ¢}, S5 + ¢f,S8
T? =c2,S?
T? = c8,S?
T? = ci,S§
D} =&} E}
D; = ell‘lE;
D‘; — E'ﬁEg

Dla ortotropowej fazy piezoceramiczne;j:

Ty =¢8] +¢,S; +¢5,S5 — e, ES
th = C:;S: + c:IS; + c:SS; = e;lE;
T; = ¢S] + ¢S5 +¢5,85 — e ES
T =¢S5 —eES

T5 = ciSs — eE;

Te = ¢5.S;

D} = e S; +&,E]

D; =e;S; + €}, E;

Dj =e5,S; +e5,S; +e5,S; + e5,ES

(€2))
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
B7)
(38)
(39)

(40)
(41)
(42)
(43)
(44)
(45)
(46)
(47)
(48)

Nastgpnie przyjmujemy sze$¢ nastgpujacych zatozen:

Pierwsze zalozenie:

Zaréwno pole odksztalcerr i napr¢zen jak i elektryczne sg niezalezne od
wspotrzednych x i y (sa wylacznie funkcjg wspotrzednej z wyznaczajacej kie-
runek grubo$ciowych drgan tlokowych). Rozrézniamy je poprzez goéme in-
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deksy wartosci opisujacych ich wielkosci odpowiednio "P"dla fazy polime-
rowej oraz "¢" dla fazy piezoceramiczne;.

Drugie zatozenie:

Sktadowe wektora natgzenia pola elektrycznego inne niz zwiazane ze wspot-
rzegdna z sa zerowe dla kazdej z faz materialowych (E!=E;=0 i
E;=E;=0). W plaszczyZznie x-y jest zachowana symetria (S? =8¢,
TP (z) =T?(z) oraz S; =83, T;(z) = T;(z) ). Zalozenie powyzsze uzasadnia
geometria dysku kompozytowego (niewspotmierno$é grubosci i $rednicy oraz
symetria osiowa).

Trzecie zatozenie:

Plaskoréwnolegly dysk kompozytowy mozna uwaza¢ za homogenicznie
drgajacy tlokowo w zakresie czestotliwosci o rzad wielko$ci mniejszych od
czestotliwosci odpowiadajacej diugosdci fali réwnej wymiarowi charaktery-
stycznemu struktury kompozytowej. Zakladamy, ze kompozyt posiada wy-
miar charakterystyczny struktury o rzad wielkoéci mniejszy od dhugoéci fali
modu drgan grubosciowych - tlokowych. Mozemy wtedy przyjaé, ze od-
ksztalcenia wzdtuz osi z drgan grubosciowych sa dla obydwu faz polimero-
wej i piezoceramicznej jednakowe (S%(z) =S%(z) =S,(2z)). (Gérna pozioma
kreska nad dang wielkoscig oznacza efektywna usredniong wartos¢ dla oby-
dwu faz).

Czwarte zatozenie:

Na obie ptaskoréwnolegle oktadki przetwornika kompozytowego naniesiono
elektrody srebrowe w postaci cienkich warstw metalizacji. Przebieg linii sit
pola elektrycznego pomigdzy oktadkami przetwornika przyjmujemy jako ana-
logiczny do wystepujacego w kondensatorze ptaskim o nieskonczenie rozle-
ghtych okladkach. W zwiazku z powyzszym uprawnione jest zatozenie jedna-
kowej wartosci skladowej wzdhuz osi z drgan grubosciowych wektora nate-
zenia  pola  elektrycznego dla obydwu faz  materialowych
(E%(z) =E5(z) = E,(2)).

Piate zalozenie:

Rozwazamy wzajemne oddziatywania faz materialowych. Z réwnania statyki
dla bryly kompozytowej wynika fakt rownej wartoéci sktadowych poprzecz-
nych naprezenia dla obydwu faz materiatowych (T?P(z)=T;(z)=T,(z)).
Przyjmujemy, ze odksztalcenia poprzeczne faz materialowych wzajemnie si¢
kompensuja tak, ze efektywne odksztalcenie poprzeczne struktury kompozy-
towej jest zerowe (S,(z) = (1- v)S?(z) + vS;(z) =0, gdzie v stanowi procen-
towg objetosciowa zawarto$¢ piezoceramiki w kompozycie).
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Szoste zatozenie:

Uprzednio okresliliSmy wymiar charakterystyczny struktury kompozytowej
jako o rzad wielkosci mniejszy od dtugosci emitowanej podtuznej fali ultra-
dzwigkowej dla modu drgan ttokowych. Mozemy wigc przyjac, ze sktadowe z
indukcji elektrycznej i naprgzenia sa Srednimi wazonymi warto$ci skiado-
wych dla poszczegdlnych faz materiatowych (Ty(z) = vIi(z)+ (11— v)T? ,
D,(z) = vD5(2) + (1- v)D}(2)).

Przy powyzszych zatozeniach, po dokonaniu przeksztatcen [36] otrzymujemy
réwnania (49-50) opisujace prosty i odwrotny efekt piezoelektryczny dla hi-
potetycznego materialu homogenicznego. Materiat ten odpowiada wilasno-
$ciami piezoelektrycznymi dwuskiadnikowemu kompozytowi.

T; (z)= Engs () - Essﬁs (2) (49)
D,(z)=%,S,,(2) + €3,E3(z) (50)

W réwnaniach (49-50) wystepuja efektywne wartosci skladowe tensoréw
materialowych €,, , €,, i €,, 0 postaci przedstawionej w rownaniach (51-53):

2(1- v)(cj, —ch)’

TGy = v(ch +¢8)+ (1—v)(cs, + ci;)]+ (1=v)e, D
€y = Vies, - v(c:,z-ilc; )v le;:;i(f;;)—(:;:zl ) (52)
Ty =Cy + % (54)
p=vp*+(1-v)p° (35)

Na podstawie rownar (49-55) i ukiadu zastgpczego Masona [23,28] wyzna-
czamy impedancj¢ akustyczna Z (56) oraz wspétczynnik sprzezenia elek-
tromechanicznego k, (57).

Z=\%p (56)
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Rys. 9 Przebiegi zmiennoéci impedancji akustycznej Z oraz wspotczynnika
sprzg¢zenia elektromechanicznego k; w funkcji v zawartosci procentowej pie-
zoceramiki [36]

Na rys. 9 przedstawiono przebieg zmienno$ci impedancji akustycznej Z oraz
wspoltczynnika sprzezenia elektromechanicznego k, w funkcji v procentowe;j
objetosciowe]j zawartosci piezoceramiki w kompozycie [36]. W zalozeniach
dopuszczalnosdci stosowania powyzszego modelu zawarty zostal warunek
posiadania przez struktur¢ kompozytowa wymiaru charakterystycznego o
rzad wielko$ci mniejszego od diugoéci fali modu drgan grubosciowych - tlo-
kowych. W dalszych kolejnych krokach ujednoradniania struktury jedynym
jej parametrem jest procentowa zawarto$¢ poszczegélnych faz materiato-
wych. Parametry geometryczne struktury, a zwlaszcza komoérki elementarnej
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s3 natomiast brane pod uwage w wybranej przez autora metodzie homogeni-
zacji asymptotycznej opisanej w rozdziale 5.5.

5.3 Zastosowanie teorii homogenizacji asymptotycznej do
ujednorodnienia przetwornika kompozytowego

Analityczne obliczenie warto$ci wielkosci elektroakustycznych przetwornika
kompozytowego jest trudne ze wzgledu na wspdimiernos¢ wszystkich trzech
wymiaréw najmniejszego elementu symetrii przetwornika (zagadnienie troj-
wymiarowe). Metode alternatywna do wymienionej stanowi obliczenie nu-
meryczne z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych MES [44,15].
Obliczenia wartosci wspotczynnika sprzezenia elektromechanicznego polega-
ja na wyznaczeniu warto$ci wielko$ci energetycznych zaréwno pola elektro-
magnetycznego, jak i pola napre¢zen i odksztalcen w bryle przetwornika za
pomocg MES [25]. W praktyce mozliwo$¢ obliczen wielko$ci energetycz-
nych przy zastosowaniu MES jest ograniczona jedynie do niewielkiego frag-
mentu bryly kompozytu ze wzgledu na potegowo rosnacy rzad wielkosci glo-
balnej macierzy sztywnosci wraz ze wzrostem calkowitej liczby stopni swo-
body [44]. Analiza dynamiczna calej bryly kompozytu jest natomiast mozliwa
na drodze podzielenia zagadnienia numerycznego na dwa nastgpujace etapy :

Etap pierwszy :

Analizg statyczng elementarnej jednostki symetrii kompozytu
prowadzacq do wyznaczenia zastgpczych tensor6w materiatowych hipote-
tycznej struktury homogeniczne;j.

Etap drugi :
Analize¢ dynamiczng zastgpczej homogenicznej struktury kom-
pozytowej calej bryty [9].

Analiz¢ dynamiczng mozna zastapié¢ rozwigzaniem mniej ogdélnym - oblicze-
niami przeprowadzonymi w oparciu o schemat zastgpczy Masona. Jest to
mozliwe wylacznie w przypadku kiedy sa spelnione warunki dopuszczalnosci
stosowania wymienionego schematu zastgpczego (obowiazujacego dla jedno-
rodnego przetwornika piezoelektrycznego drgajacego ttokowo). W propono-
wanym, zmodyfikowanym procesie rozwigzania numerycznego metoda MES
jest stosowana dwukrotnie - raz w analizie statycznej a nastgpnie w dyna-
micznej. Tym samym sie¢ we¢ztéw MES jest rozciagana dwa razy niezaleznie
od siebie. Wygenerowana w ten sposob sie¢ MES osiaga za kazdym razem
stopien zageszczenia ograniczony od gory jedynie przez rzad globalnej ma-
cierzy sztywnosci dopuszczalny przez stosowane $rodowisko obliczeniowe.
W pierwszym etapie dotyczy to wylacznie objetosci ograniczonej do poje-
dynczej komorki elementarnej. Duze zaggszczenie sieci MES na elementarne]
objetosci oznacza wtedy wysoka dokladno$é obliczen zastgpczych tensoréw
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materiatowych. W nast¢pnym etapie kolejne rozcigganie sieci MES obejmuje
swoim zasiegiem calg homogeniczng juz bryle, a ujednorodniony material nie
wymaga niezbednego zageszczania sieci MES w poblizu stref nieciagtosci -
co byloby konieczne w kompozycie. W efekcie stworzona zostala mozliwos¢
realizacji analizy dynamicznej catej bryly ze znacznie zredukowang liczba
stopni swobody w stosunku do niemodyfikowanego rozwiazania MES. Jest
to osiagane bez uszczerbku dla doktadnosci obliczen. W przypadku szczeg6l-
nym, gdy spelnione zostaly warunki dopuszczalno$ci stosowania uktadu za-
stepczego Masona, etap analizy dynamicznej mozna zastapi¢ tym wiasnie
prostszym wariantem rozwigzania.

5.4 Homogenizacja asymptotyczna komérki elementarnej
przetwornika

Celem homogenizacji elementarnej komoérki przetwornika kompozytowego
(Rys. 10) jest wyznaczenie zastgpczej elementarnej jednostki symetrii zbu-
dowanej z hipotetycznego jednorodnego materialu. Material ten posiada
wartosci efektywnych tensoréw materialowych zwiazane z:

1 -  Usredniong wartoscia tensoréw materiatow skladowych kompozytu.

2-  Skokowym charakterem zmian wiasnos$ci fizycznych na granicach faz
materialowych w objgtosci elementarnej jednostki symetrii bryly kompozy-

towej [42].
ﬁ

Rys. 10 Idea homogenizacji komorki elementarnej przetwornika
kompozytowego

Proces homogenizacji bryly kompozytowej rozpoczynamy od transformacji
asymptotycznej [5]. Rozwazmy bryl¢ kompozytu o strukturze periodycznej
zajmujacej objetos¢ € (rys. 11). Przedmiotem rozwazan jest wylacznie bryla
Q2 o catkowitych rozmiarach znacznie wigkszych od rozmiaréw jej pojedyn-
czej elementarnej jednostki symetrii Y.

Zalozenie powyzsze jest okreslone w réwnaniu (58), w ktérym dia('¥) ozna-
cza wymiar charakterystyczny bryly ¥. Poprzez pojg¢cie "wymiar charaktery-
styczny bryly" rozumiemy S$rednicg¢ najmniejszej kuli zawierajacej wymienio-
na bryle.
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_ dia(Y) s
e =1 G5

Zatozenie sformutowane w réwnaniu (58) stanowi podstawg analizy asymp-
totycznej bryly materiatu kompozytowego z parametrem A dazacym do zera

(rys. 11), [3].

Y

(qu.v x,) - globalny uktad wspoirzednych
(Y15 ¥:5Y,) - lokalny uklad wspétrzednych
X, - wektor wodzacy

Q - bryla kompozytu
Y - element symetrii

Rys. 11 Transformacja uktadu wspoéirzednych

Zgodnie z rys. 11 dokonujemy transformacji uktadu wspéirzednych z global-
nego uktadu bryly (X,,X:»X) na lokalny (y,,y,,y,) zwiazany z pojedyn-

czym elementem symetrii kompozytu. W trakcie transformacji dokonuje sig
zmiana skali osi wspoétrzednych, co przedstawia réwnanie (60).

x=%+y,  (59)
x'I
pi=5d w0

W réwnaniu (59) X, jest wektorem wodzacym, natomiast w (60) {xi} i {yi}
oznaczaja dhugoéci wektoré6w jednostkowych odpowiednio osi X, i y,.
Uwzgledniajac (59) i (60) pochodng czastkowa wzgledem zmiennej x, moz-
na zapisa¢ w postaci danej przez (61) :
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W dalszej analizie zastosowane zostang symetryczny operator gradientu
symV _ (62)idywergencji div, (63).

s )
-y 0 o
3
0 5 0
o 0 2
symV, = 3 ;1 (62)
F = ===
ox, Ox,
) )
x
9 9
R
[ 3 o 90
" 0 0 0 =
v = 9 9 9
div, =| 0 oy 0 vy 0 oy (63)
@ 9 9
; 0 o0 o B 0 4

Z zapisu pochodnej czastkowej wzgledem zmiennej x, danej przez (61) wy-
nika posta¢ operatora Nabla (62), symetrycznego operatora gradientu (63),
operatora gradientu (64) i dywergencji (65).

V.=V, +%v,, (64)
symV, =symV_ + %sym\?),I (65)
grad, =grad, + %grad,l (66)
div, =div, + ldiv),l (67)

A
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Dokonujemy rozwinig¢ asymptotycznych dwéch zmiennych niezaleznych
pola elektroakustycznego przemieszczenia u i potencjalu @ zgodnie z (68-69)
[33].

u(X,y) = u,(X,y) + Au, (X,y) + M'u, (X, y)+... (68)
D(X,y) = D, (X,y) + AD,(X,y) + VD, (X, y)+... (69)

Zagadnienie propagacji fal pola elektroakustycznego w materiale kompozy-
towym zawierajacym skladnik piezoelektryczny jest sformutowane w postaci
uktadu szesciu rownan (70-75) (uprzednio oméwionych w rozdziale 5.1) :

div, T(X,y) = p(y) u(X,y) (70)
div,D(X,y) =0 (71)
T(X,y) = c(y)S(X,y) — e(y)E(X,y) (72)
D(X,y) = e(y)S(X,y) + e(y)E(X,y) (73)
S(X,y) =sym,Vu(x,y) (74)
E(f’Y) = _V:q)(i’ y) (75)

Rozwinigcie dwdéch zmiennych niezaleznych pola elektroakustycznego -
przemieszczenia mechanicznego u i potencjalu elektrycznego @ w zbiezne
szeregi potegowe wzgledem A implikuje rozwinigcia asymptotyczne wszyst-
kich wielkos$ci pochodnych (76-79):

S(X,y) =A7S,(X,y) + A7'S,(X,y) +S,(X,y)

+AS,(X,y) + A’S,(X,y)+... (76)

T(X,y) = AT, (X,y) + AT, (X,y) + T,(X,y) (77)
+ AT, (X,y) + MT,(X,y)+...

E(X,y) =A7E,(X,y) + A'E (X, y) + E,(X,y) (78)
+ AE,(X,y) + VE,(X,y)+...

D(%,¥) = A "D, (%,y) + A"D,(%,y) + D, (%) )

+ AD,(X,y) + A’D,(X,y)+...

Rozwinigcia wielkosci (76-79) w szeregi potggowe posiadajg rowniez wyra-
zy zawierajace potggi A réwne minus jeden i minus dwa. Wynika to z faktu,
ze zgodnie z (74-75,72-73) wszystkie wielkosci pochodne (76-79) sq zdefi-
niowane jako funkcje przemieszczenia mechanicznego u i potencjatu elek-
trycznego ® poddanych dziataniu operatoréw rézniczkowych (64-67). Z ko-
lei operatory (64-67) zawieraja w swojej strukturze pochodne czastkowe (62-
63). Pochodna czastkowa (61) posiada natomiast sktadnik z utamkiem 1/A .
Ten wiasnie sktadnik odpowiedzialny jest za zmniejszanie o jeden wykiadni-



31

ka poteggi A dla argumentu pochodnej bedacego wielomianem zawierajacym
potege A. Nastepnie zastgpujemy w rdwnaniach (70-75) wartosci wielkosci u,
@, S, T, E, D ich nieskonczonymi rozwinigeciami (68-69) w szeregi potegowe.
Wtedy po obu stronach uktadu réwnan (70-75) wystgpuja wytacznie nieskon-
czone szeregi potggowe wzgledem A. Wyrazy po obu stronach réwnan zwia-
zane z jednakowymi potggami A sa sobie rowne. Poréwnujemy wyrazy za-
wierajace zerowa potege A :

S,(X,y) =symV u,(X,y) + symvyul(i’ y) (80)
E,(X,y)=-V.®,(X,y) - V,Q;(E,Y) (81)
T.(X,y) = c(Yﬁo(is ¥)= e(Y)Eo(i’ y) (82)
D,(X,y) = e(y)S,(X,y) + &(y)E,(X, ) (83)
div, T,(X,y) + div, T,(X,y) = p(y)ii(X,y) (84)
div,D,(X,y) + div,D,(X,y) =0 (85)

Nastepnie czynimy to samo w odniesieniu do wyrazéw zawierajacych potege
A réwna minus jeden :

S_(X,y) =symV u,(X,y) (86)
E,(X,y)= _Vyd)a (X,y) (87)
T, (X,y) =c(y)S_,(X,y) — e(y)E_, (X,y) (88)
D, (X,y) = e(y)S_,(X,y) + £(y)E_ (X, y) (89)
div, T,(%,y) + div, T, (X,y) =0 (90)
div,D,(%,y) + div,D_ (X,y) = 0 91)

Na koniec poréwnujemy wyrazy zawierajace potege A réwna minus dwa
(92-97):

S.X,y)=0 (92)
E,(X,y)=0 (93)
T—z(ia Y) =0 (94)
D.(X,y)=0 (95)
div, T, (X,y)=0 (96)
div,D_(X,y)=0 97)

Z réwnan (96-97), (88-89) i (86-87) wynikaja nastgpujace dwie wazne zalez-
nosci :



32

div,[c(y)symV ,u,(X,y) — e(y)V,®,(X,y)]=0  (98)
div,[e(y)symV ,u,(X,y) + £(y)V,@,(X,y)] =0  (99)

Uklad réwnan (98-99) jest tozsamo$ciowo spelniony jedynie w przypadku
gdy zachodzg zaleznos$ci okreslone w rownaniach :

u,(X,¥) = u,(X) (100)
D, (%,y) =0, (%) (101)

Z (100-101) wynika wazny wniosek dotyczacy wyrazow rzedu zerowego
rozwinigcia w szeregi potggowe dwoch zmiennych niezaleznych pola elek-
troakustycznego przemieszczenia u (68) i potencjalu @ (69). Na podstawie
(100-101) stwierdzamy, ze wyrazy te sa niezalezne od zmiennej lokalne;j y.
Uwzgledniajac zalezno$ci (100-101) w ukladzie rownan (86-91) otrzymuje-
my nastgpujacy uktad réwnan (102-107):

S.(X,y)=0 (102)
E,(%,y)=0 (103)
T,(%,y)=0 (104)
D,(X,y)=0 (105)
div,T,(X,y)=0 (106)
div,D,(X,y)=0 (107)

Dla warto$ci A duzo mniejszej od jednosci (A=0,011 dla bryly o geometrii
przedstawionej na rys.2) dopuszczalne jest zaniedbanie w rozwinigciu
asymptotycznym dowolnej wielko$ci elektroakustycznej ¥ wszystkich wyra-
z0w poza ¥, zwiazanym z zerowg potega A [33]. Oznacza to przyblizenie
warto$ci 'V jej rozwinigciem asymptotycznym ¥, .

Okreslamy nastgpnie warto$é efektywna W, (X) dowolnej wielkosci elektro-
akustycznej ¥ w objetosci elementu symetrii Y bryly kompozytu Q jako
funkcje wyrazu zerowego rzgdu ¥, rozwinigcia asymptotycznego ¥ (102).
Objetos¢ elementu symetrii Y oznaczono jako vol (Y).

n

v,() = [wEy). ﬁ(v)ﬁj ¥,(%,y)dY  (108)

W wyniku dziatania operatorem (108) obustronnie na ukiad réwnan (70-75)
otrzymujemy ukiad réwnan (109-114) opisujacy relacje pomigdzy wielko-
$ciami efektywnymi, to znaczy usrednionymi na objgtosci komoérki elemen-
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tarnej Y wedtug przepisu (108). Wielko$ciami poszukiwanymi sa ¢**, e™, €*
- efektywne warto$ci tensor6w materiatowych zastepczego homogenicznego
materiatu piezoelektrycznego w stosunku do rozpatrywanego dwusktadniko-
wego kompozytu.

div, T, (%)= p" it (%) (109)
div,D,(%)=0 (110)
T (X) = ¢S, (X) — €¥E,(X) (111)
D, (X)=e™S,(X)+e"E,(x) (112)
S:(X) = sym,Vu,(X) (113)
E.(X)=-V,®.(x) (114)

Z rownan (80-85, 100-101 i 113-114) wynikaja nastepujace zaleznosci
(115-116):

So(X,¥) =S:(X)+symV u,(x,y) (115)
E,(%,y) = E;(X)- V,®,(%,) (116)

Z réwnan (106-107, 80-81 i 115-116) wynikaja nastgpujace zaleznosci
(115-116):

div,[c(y)- symV u,(X,y) - e(y)- V,®,(X, y)] =
—div,c(y)-S¢(X) + div,e(y) - E(X)

div,[e(y) - symV u,(%,y) +£(y)- V,®,(%,y)]=
—div g(y)- S;(X) + div &(y) - E¢(X)

(117)

(118)

Wprowadzamy nastgpnie pomocnicze tensory A(y), B(y), G(y), H(y)
wigzace wzajemnie u,(X,y), ®,(X,y) z S;(X), E.(X) zgodnie z réwnaniami
(119-120):

u,(%,y)=A(y)  Se(X) + B(y)- E¢(X) (119)
®,(X,y) = G(y)-Sc(X) + H(y)- E.(X) (120)

Z réwnan (117-120) otrzymujemy uklad zaleznoéci (121-124), ktérego roz-
wigzaniem warto$ci wielkosci pomocniczych tensorow

A(y), B(y), G(Y)s H(y):
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div, [c(y) -symV A(y)-e(y)- V,G(y)] =—div,c(y) (121)
div,[e(y)- symV, A(y)+£(y)- V,G(y)] = —div, e(y) (122)
div,[c(y)-symV B(y)-e(y)- V,H(y)| = div e(y) (123)
div,[e(y)-symV B(y)+£(y)- V,H(y)]=—div (y) (124)

Modyfikujemy ukiad réwnan (121-124) uzywajac zapisu tensorowego
(125-128):

[ewAL —€uGR], = —Cieu (125)
[emAf.'. + E‘ik(-;?l:t],, = —€ipq. (126)
[cwBE — e HY] =e,, (127)
[ewBE, + . HL], =—¢,, (128)

Roéwnania (121-124 i 125-128) sa rdwnaniami statyki (rys. 12). Wystepuja w
nich : uogdlnione reakcje w postaci uogélnionych sit (129-130) i uogélnio-
nych tadunkéw (131-132) oraz uogdlnione wymuszenia w postaci uogélnio-
nych sit (133-134) i uogélnionych tadunkéw (135-136).

Uogo6lnione reakcje w postaci uogélnionych sit (129-130):

T =c,, A" —e,G" (129)
T =SBy~ (130)

Uogolnione reakcje w postaci uogélnionych tadunkéw (131-132):

D!=e, Al +€,G" (131)
D!=e,B) +¢ H, (132)

Uogo6lnione wymuszenia w postaci uogélnionych sit (133-134):
n, =[n,,n,,n,] jest wektorem normalnej zewng¢trzne;.

(F)" = [lewd] - m, (133)
(F); =lew]] - n, (134)
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Uogdlnione wymuszenia w postaci uog6lnionych tadunkéw (135-136):

(Q)" =l m, (135)
Q) =[] m, (136)

Zagadnienie statyczne sformulowane w postaci réwnan statyki (125-128) zi-
lustrowano na rys. 12:

—=(Q - sity uogdlnione
=== =nn - granica faz materiatowych

Rys. 12 Analiza statyczna przy podziale 4 X 4 X 3 komorki elementarnej

Dla ukfadu réwnan (125-128) okreslono zadane obciazenia na granicach faz
materialowych na objgtosci elementu symetrii Y bryly kompozytu w postaci
uogoélnionych sit (129-130) i uogélnionych tadunkéw (131-132), ktére sg in-
dukowane poprzez skokowsg zmiang warto$ci tensoréw materialowych na
granicach faz w objgto$ci wymienionego elementu Y (rys. 12). Wymienione
warunki brzegowe znajduja odzwierciedlenie w postaci prawej strony uktadu
réwnan (121-124) i (125-128).



Macierze sztywno$ci mechanicznej dla piezoceramiki i polimeru maja postaé:
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Macierze sztywnosci dielektrycznej dla piezoceramiki i polimeru:
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Ze wzgledu na posta¢ tensoréw materiatowych ¢, e, €, dla spolaryzo-

wanej piezoceramiki (materiatu ortotropowego) oraz polimeru (wlasnosci i-
zotropowe) wigkszos¢ wyrazo6w w reprezentacji macierzowej wymienionych
tensoréw poza przekatna gtéwna ma warto$é zero.

Réwnania (137-139) przedstawiaja postulowang posta¢ przepisu na efektyw-
ne obliczenie wartoéci tensoréw materiatowych ¢, e, €™ zastepczego

homogenicznego materiatu piezoelektrycznego [6]:

i = Jewl, + [T, (137)
ey = e, + DY, (138)
el =lew], +[Tel, =—feul, + 2], (139)

W réwnaniach (137-139) wyodrebnione zostaty po dwa sktadniki po prawej
stronie kazdego réwnania. Pierwszy z nich zwiazany jest ze §rednig wazong
wartosci tensoréw materialowych sktadowych kompozytu na objgtosci bryty
komorki elementarnej. Drugi natomiast obrazuje wptyw skokowej nieciagto-
$ci wartos$ci wymienionych tensor6w na objetosci wymienionej bryly.

5.5 Efektywne obliczenie wartoSci tensoréw materialowych
przetwornika kompozytowego przy zastosowaniu teorii
homogenizacji asymptotycznej

Przedstawiona na rys. 12 analiza statyczna sprowadza si¢ zgodnie z rowna-
niami (137-139) do rozwigzania szesciu niezaleznych elementarnych zadan
statycznych o przypadkach obciazenia przedstawionych na rys. 13.

W oparciu o (137-139) przeprowadzono obliczenia warto$ci sktadowych ten-
sorow, ktdore zestawiono w Tabeli 1.

Do obliczen numerycznych obejmujacych zar6wno wyznaczenie efek-
tywnych wartosci tensoréw materiatlowych (analiza statyczna) jak i wartosci
wspotczynnika sprzezenia elektromechanicznego zastosowano program za-
projektowany w oparciu o metode elementu skonczonego [44]. Pierwowzor
programu nosi nazwe¢ POLSAP i powstat w 1990 roku w Samodzielnej Pra-
cowni Metod Komputerowych Mechaniki Instytutu Podstawowych Proble-
moéw Techniki [9]. Autor w sposéb oryginalny istotnie rozszerzy! i zmodyfi-
kowatl program POLSAP. W zmodyfikowanej wersji moze on by¢ stosowany
do obliczen wielko$ci pola elektroakustycznego bry! piezoelektrycznych.

Zgodnie z podstawowa zasadg metody elementéw skonczonych [15]
bryla przetwornika kompozytowego jest traktowana jako periodyczna siec
jednej lub wielu grup podstawowego elementu skonczonego przedstawionego
narys. 14. Jest nim prostopadios$cienny element skoniczony.
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Rys. 13 Szes$¢ elementarnych zadan statycznych obcigzenia elementarnej jed-
nostki symetrii kompozytu wywotanych skokowa zmiang wartosci tensoréw
materiatowych na granicach faz materiatowych.

W dowolnym punkcie elementu skoficzonego wielkosci fizyczne sg obliczane
poprzez interpolacj¢ warto$ci w punktach weztowych za pomoca funkcji in-
terpolacji okresdlanej jako "funkcja ksztaltu". Réwnanie (140) stanowi zapis
"funkcji ksztaltu" prostopadtosciennego elementu skonczonego.
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Tabela 1. Zestawienie wartosci sktadowych tensor6w materialowych piezoce-
ramiki, zywicy epoksydowej i wykonanego z obydwu wymienionych materia-

Rys. 14 Prostopadto$cienny element skoficzony

16w kompozytu.
Piezoceramika | Zywica epok- | Kompozyt
sydowa
11 kg/(m*s2) 12,1*¥1010 7,4%1010 | 3,52%1010
c12 kg/(m*s2) 7,5*1010 1,4*1010 | 1,93*1010
13 kg/(m*s2) 7,7%1010 1,4¥1010 1,89*1010
33 kg/(m*s2) 7,3*1010 7,4*1010 | 326*1010
c44 kg/(m*s2) 2,1¥1010 4,7¢1010 8,76*109
c66 kg/(m*s2) 2,3*1010 4,7%1010 9,17*109
e11 | AZ*s%/(kg*m3) 14,6%10-9 3,53*10-11 | 2,25%10-9
£33 | AZ*s4/(kg*m3) 15*10-9 3,53*10-1T | 1,93*10-9
e3] A*s/m?2 -5,4 0 -1,71
€33 A*s/m2 15,1 0 6,10
e15 A*s/m2 12,3 0 3,39
N, =g(1+E)1+5)1+n,) (140)
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Poczatek uktadu wspétrzednych (€, £, 1) znajduje si¢ w $rodku geometrycz-
nym prostopadlos$ciennego elementu skonczonego (rys. 14). Kazda ze wspdl-
rzednych &, {, n| posiada tak dobrang dlugos$é wektora jednostkowego osi, ze
wspoéirzedne punktu przecigcia tej osi ze $cianami elementu skonczonego
(rys. 14) wynosza 1 i -1. Z rownania (140) wynika, ze z wyjatkiem jednego
wezla (ktorego wspotrzedne (€, £, m) sa (1, 1, 1)) na catym brzegu prostopa-
dloscianu funkcja ksztattu jest rowna zeru.

Potencjal elektryczny i przemieszczenie mechaniczne sa dwiema zmiennymi
niezaleznymi pola elektroakustycznego . Natomiast sily mechaniczne i fa-
dunki elektryczne stanowig odpowiednio uogdlnione sity wymuszajace i u-
ogoblnione reakcje pola elektroakustycznego. Wszystkie wielkosci fizyczne
wymienionego pola sa $cisle okre$lone w kazdym z punktéw weztowych e-
lementu skonczonego. Natomiast w dowolnym punkcie elementu skonczone-
go wartosci wektora przemieszczenia u,,, i skalaru potencjalu @, s dane w
postaci  (141-142), gdzie W,,, i ®,,, sa wartosciami odpowiednio prze-
mieszczenia i potencjalu w weztach elementu a N, ,.,, i Ng s sa funkcjami
ksztattu odpowiednio dla przemieszczenia i potencjalu. Dolne indeksy licz-
bowe odnosza si¢ do wymiaru macierzy reprezentujacej dana wielkos¢.

U (%,5,2) = N, 504 (X, ¥52) Wy(X,,2) (141)
¢1xt(x9 Y, z) =N, 1xs(x9 Y, z) asxl(x’ Y, z) (142)

Do kazdego z o$miu wezlow prostopadio$ciennego elementu skonczonego
przypisane s3 cztery stopnie swobody (trzy sktadowe wektora przemieszcze-
nia oraz jedna skladowa skalara potencjatu). Z faktu tego wynikaja rzedy
wielkosci macierzy w réGwnaniach (141-142).

Zgodnie z (29-30, 141-142) natezenie pola elektrycznego E,  (x,y,z) oraz
odksztalcenie mechaniczne S, (xX,Y,Z) jest wyrazone poprzez (143-144).

Sea(X%,¥,2) =symV oy N, 10(X,¥,2) Wp(X,y,2) (143)
E,.(x,y,2)=-V,, N, m(xa y:z) 6::1("9)'3 z) (144)

Nastegpnie definiujemy operatory rézniczkowe funkcji interpolacji B, i B, :

B, ai(X,¥,2) =symV, N, 3xz4(xsy’ Z) (145)
B@ st(xs Y9z) ™ _stl N@ lxs(x9y’ Z) (146)

Uwzgledniajac (145-146) w (143-144) ostatecznie otrzymujemy :
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Ssxl(x’ y) 2') = Bn GxM(x’ yt z) ﬁ‘Mxl(x9 }'s z) (14?)
Em(xs Y, Z) = Bc- sxs(xsy’ Z) 6&41("!)’9 Z) (148)

W procesie rozwigzywania zardwno zagadnienia statycznego jak i dynamicz-
nego tworzona jest globalna macierz sztywnosci dla bryly Q przetwornika
kompozytowego (rys. 15).

Rys. 15 Globalna macierz sztywno$ci dla bryly przetwornika
kompozytowego

Macierze sktadowe tworzace globalng macierz sztywnosci zdefiniowane sa
poprzez (149-151):

Macierz sztywnosci mechanicznej jest rowna :

K, = f§fBIc*B, dQ (149)
e}

Macierz sztywnosci piezoelektrycznej :

K,, = {fBle'B, dQ (150)
0

Macierz sztywnosci dielektrycznej odpowiednio :

K., = {{fB1e°B, dQ (151)
e
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5.6 Analiza statyczna

W rozdziale 5.4 zostala opisana analiza statyczna elementarnej jednostki sy-
metrii kompozytu prowadzaca do wyznaczenia zastgpczych tensoréw mate-
riatowych hipotetycznej struktury homogenicznej. Og6lny ukiad rownan a-
nalizy statycznej (przy zalozeniu braku tlumienia drgan w materiale prze-
twornika ) przedstawia uktad réwnan :

K, u+K ,®=F (152)
KLui+K.,®=0Q (153)

gdzie : Kyu » Ku® , Kd® - oznaczajq globalne macierze sztywno$ci me-
chanicznej, piezoelektrycznej i dielektrycznej (149-151), u i @ okreslaja
globalne macierze wektoréw przemieszczen oraz potencjaléw w wezlach
sieci elementéw skoficzonych, natomiast F i Q sa globalnymi macierzami
uogolnionych sit w weztach sieci (wymuszen i reakcji) odpowiednio mecha-
nicznych i dielektrycznych

Numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan (152-153) stanowia obliczone war-
toéci zmiennych niezaleznych wektora przemieszczenia i skalara potencjatu
w kazdym z weztow sieci elementéw skoniczonych. Przy odpowiednim za-
geszczeniu wezlow sieci elementdw skonczonych otrzymujemy wierny obraz
przestrzennej zmiennosci okreslonych w weztach sieci wartosci wielkosci.

5.7 Analiza dynamiczna

Do obliczenia wartosci wspoétczynnika sprzezenia elektromechanicznego
mozna zastosowaé wybrany wariant numerycznej analizy dynamicznej.
Ogo6lny ukiad réwnan analizy dynamicznej (przy zatozeniu braku tlumienia
drgan w materiale przetwornika ) przedstawia para wyrazen :

Mi+K, 0+K, ®=F (154)
KLi+K,,®=0Q (155)

gdzie : Kyy , Ku® , Kd@ - oznaczaja globalne macierze sztywnosci me-
chanicznej, piezoelektrycznej i dielektrycznej (149-151), u i @ okreslajg
globalne macierze wektorOw przemieszczen oraz potencjatlow w weztach
sieci elementéw skoniczonych, i - jest przy$pieszeniem, natomiast FiQ sa
globalnymi macierzami uogélnionych sit w weztach sieci odpowiednio me-
chanicznych i dielektrycznych, p - stanowi gesto$§¢ masy, globalna macierz
masy M okreslona jest przez nastgpujace wyrazenie :
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M= f‘j‘:fN‘:pN,, dQ (156)

Rozwiazanie ukiadu réwnan (154-155) polega na wyznaczeniu wszystkich
trzech skltadowych przemieszczenia oraz potencjatu elektrycznego w kazdym
wezle sieci elementow skoficzonych, przy czym wszystkie wymienione war-
tosci obliczane sa jako funkcje czasu. W efekcie otrzymujemy koncowe roz-
wiazanie w postaci zdyskretyzowanej (w weztach sieci). Numerycznie obli-
czone warto$ci wielkosci w weztach odpowiednio zaggszczonej sieci elemen-
tow skoficzonych aproksymujg w sposéb wystarczajaco wierny rzeczywiste
warto$ci wielkosci.

5.8 Efektywne obliczenie wspélczynnika sprz¢zenia
elektromechanicznego przetwornika kompozytowego

W poprzednim rozdziale dokonano homogenizacji ztozonej struktury

przetwornika kompozytowego poprzez wyznaczenie efektywnych wartosci
tensorOw materiatowych zastepczej struktury jednorodnej. Dalsze obliczenia
beda dotyczyly wilasnie tej zastepczej jednorodnej struktury.
Efektywne obliczenie wspoéiczynnika sprzezenia elektromechanicznego
przetwornika kompozytowego mozliwe jest z ogélnej definicji (157) na dro-
dze catkowania bezpo$redniego w MES. Metoda alternatywng do uprzednio
wymienionej jest zastosowanie schematu zastgpczego Masona [28]. Druga z
wymienionych metoda jest mniej ogélna. Stosowac ja wolno bowiem wy-
tacznie w przypadku kiedy spelnione zostaly warunki dopuszczalnoéci sto-
sowania schematu zastgpczego Masona dla jednorodnego przetwornika pie-
zoelektrycznego drgajacego ttokowo.

5.8.1 Zastosowanie metody calkowania bezposredniego
w MES

Jedna z najwazniejszych wielko$ci materiatu piezoelektrycznego jest wspot-
czynnik sprzg¢zenia elektromechanicznego k [29]. Wartosci wymienionego
wspodiczynnika obliczono na drodze numerycznej analizy dynamicznej po-
przez catkowanie bezposrednie w metodzie elementéw skoriczonych [15]:

k= JEF,,:,LE (157)
E,_ = %(u'Kw(D + ®'K",u) (158)
E, =%u‘[{wu (159)
E,=1oK, o (160)

2
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gdzie:

Em - energia elektromechaniczna

Egt - energia pola odksztalcen i naprezen

E{d - energia pola elektrycznego

u - macierz przemieszczen

@ - macierz potencjatow

Kyu - macierz sztywnosci mechaniczne;j

Kud- macierz sztywnosci piezoelektrycznej

K@@~ macierz sztywnosci dielektrycznej

Kt - macierz transponowana w stosunku do macierzy K

Przeprowadzono obliczenia wartodci wspélczynnika sprz¢zenia elektrome-
chanicznego k w oparciu o wzdr (157) dla przetwornika kompozytowego
(Rys. 2) i przetwornika z PZT o identycznej czestotliwosci rezonansu elek-
trycznego i takiej samej Srednicy. Wyniki zestawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Warto$ci wspotczynnika sprzg¢zenia elektromechanicznego k dla
przetwornika piezoceramicznego i kompozytowego poddanego
homogenizacji:

Czestotliwos¢ rezo- | Wspoélczynnika sprze-
Typ przetwornika | nansu elektrycznego | Zenia elektromecha-
MHz nicznego k
_piezoceramiczny 1,92 0,49
kompozytowy po
homogenizacji 2,10 0,63

Z tabeli 2 wynika, Zze obliczona warto§¢ wspéiczynnika k w przypadku
przetwornika kompozytowego jest o 29 % wigksza w odniesieniu do warto$ci
dla przetwornika piezoceramicznego.

5.8.2 Zastosowanie schematu zast¢pczego przetwornika
piezoelektrycznego drgajacego tlokowo wedlug Masona

Dla przypadku ptaskoréwnoleglego dysku drgajacego gruboéciowo (ttokowo)
uprawnione jest zalozenie ponizej przedstawionych brzegowych warunkéw
sprezystych [28]:

T,=T,#0 (161)
T, # 0 (162)
S,=S,=0 (163)

S,#0 (164)
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Dla przyjetych warunkéw brzegowych og6lng postaé¢ réwnania (157) mozna
zastapic jego szczegblnym przypadkiem [28].

k, =——=2

i (165)

W réwnaniu (165) przy wielkosci wspdtczynnika sprzezenia elektromecha-
nicznego k znajduje si¢ indeks "". Indeks ten oznacza obowiazywanie dla a-
nalizowanego szczegllnego przypadku uprzednio zalozonych warunkow
brzegowych danych przez (161-164).

Z postaci rownania (165) wnioskujemy, ze wielko$¢ k; jest stalg zalezng wy-
facznie od trzech nastgpujacych wartosci : sktadowej e33 tensora sztywnosci
piezoelektrycznej, sktadowej €33 tensora sztywnosci dielektrycznej i sktado-
wej ¢33 tensora sztywnosci mechanicznej.

Przeprowadzono obliczenia warto$ci wspdlczynnika sprzezenia elektrome-
chanicznego k w oparciu o wzér (165) dla przetwornika kompozytowego
(Rys. 2) i przetwornika z PZT o identycznej czgstotliwosci rezonansu elek-
trycznego i Srednicy dysku. Wyniki zestawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Wartosci wspétczynnika sprzg¢zenia elektromechanicznego k; dla
przetwornika piezoceramicznego i kompozytowego poddanego uprzednio

homogenizacji:
Czestotliwos¢ rezo- | Wspolezynnika sprze-
Typ przetwornika | nansu elektrycznego | Zenia elektromecha-
MHz nicznego k¢
piezoceramiczny 1,92 0,48
kompozytowy po
homogenizacji 2,10 0,61

Z tabeli 3 wynika, ze obliczona warto$¢ wspoéiczynnika ki w przypadku
przetwornika kompozytowego jest o 27 % wigksza w odniesieniu do wartosci
dla przetwornika piezoceramicznego.

5.9 Zagadnienie propagacji fal typu Lamba

Drgajaca materialna bryta kompozytu posiada strukture periodyczng. W
widmie czgstotliwosci wyr6zni¢ mozemy pewne szczeg6lne wartoséci zwigza-
ne z periodycznoscia struktury. Poza czgstotliwoscia rezonansu gruboscio-
wego f; oznaczamy ponadto kolejne czestotliwosci rezonansu typu Bragga z
ktérych pierwsze dwie to fr; i fi, (rys. 16) [35]. Istnienie rezonanséw typu
braggowskiego w periodycznym kompozycie typu 1-3 jest nieuniknione.
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Rys. 16 Mechanizm powstawania fal typu Lamba [35]
fi - rezonans grubosciowy, fi |- rezonans typu Bragga pierwszego rzgdu,
fi 2 - rezonans Bragga drugiego rzedu

Fakt nieuniknionego istnienia rezonansu braggowskiego nie dyskwalifikuje
jednak struktury kompozytowej, o ile czgstotliwosci rezonansu
grubosciowego i czgstotliwosci zwlaszcza pierwszych najsilniejszych
rezonansOw typu Bragga réznia si¢ co do rzedu wielkosci [1]. Nie ma
wowczas miejsca interferencja zakresow wymienionych czestotliwosci.
Wymieniona interferencja wystapi natomiast kiedy stala periodycznosci
struktury bedzie o rzad wielko$ci mniejsza od podwojonej grubosci
plaskoréwnoleglego przetwornika (réwnej dlugosci fali akustycznej
odpowiadajacej czestotliwosci rezonansu elektrycznego). W praktyce
okres$lony powyzej warunek pokrywa si¢ z uprzednio sformutowanym
warunkiem dopuszczalnosci traktowania bryly jako jednorodnej.

6. Pomiary wlasno$ci elektroakustycznych przetwornika kompozytowego

Wielokrotnie w pracy podawano warto$ci wielko$ci elektroakustycznych
uzyskanych na drodze doswiadczalnej w opisanych ponizej (rozdziat 6.1 i
6.2) uktadach pomiarowych. Na szczegélng uwage zastuguje metoda pomiaru
wspotczynnika sprzgzenia elektromechanicznego oraz nadawczo-odbiorczej
funkcji przenoszenia.

6.1 Wspélezynnik sprzezenia elektromechanicznego

Punktem wyjscia do opisu stosowanej metody pomiaru wspdiczynnika
sprzgzenia elektromechanicznego jest rezonansowy uklad zastgpczy
przetwornika (rys. 8). W oparciu o zaleznosci (21-24) wartos¢ k
wyznaczamy z krzywej admitancji wejsciowej [14] (rys. 7). Pomiaru czg¢sci
rzeczywistej jak i urojonej admitancji w funkcji czgstotliwosci dokonujemy
za pomocg mostka admitancyjnego Hewletta - Packarda HP 3577A.
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Na podstawie tych pomiar6w wyznaczamy czgstotliwos$¢ rezonansowa fe i
czestotliwoséci kwadrantowe f], f2 a nastgpnie dobro¢ Qg z wyrazenia :

f,

QS = f2_fl

(166)

W kolejnym kroku obliczamy ze wzoru (167) pojemnos¢ galtezi rezonansu
elektrycznego (rys. 8):

1

C= IERQ, (167)
4 1
gdzie R’ = Real[Y, ()]
Nastepnie obliczamy pojemno$é réwnolegla Co:
G, » V()] (168)

2,

Warto$¢ ki wyznaczamy z przeksztalconego wzoru (22) :

(169)

Zgodnie ze wzorem (169) wspdlczynnik sprzgzenia elektromechanicznego k;
wyznaczamy na podstawie znajomosci stosunku Co/C pojemnosci galezi

rownoleglej do pojemnosci szeregowej zastepczego ukladu rezonansowego
[14].

6.2 Funkcja przenoszenia

Pomiar funkcji przenoszenia przeprowadzono dla przypadku odbicia fali a-
kustycznej generowanej przez przetwornik kompozytowy od idealnego
(mosi¢znego) plaskiego reflektora (rys. 17). Wykorzystano w tym celu stero-
wany komputerem nadajnik paczek (burstéw) impulséw elektrycznych
RITEC RAM -10000. Do oceny ksztattu impulsu odbitego wykorzystano
natomiast nadajnik impulséw prostokatnych RITEC SP - 801.



K - komputer PC, S - nadajnik RAM-10000-Ritec, P- Nadajnik fali prosto-
katnej P-801- Ritec, O - oscyloskop LeCroy 9310, G - glowica, R - reflektor

Rys.17 Schemat uktadu pomiarowego nadawczo-odbiorczej funkcji
przenoszenia gltowic

Nadajnik RITEC RAM-10000 umozliwia generacj¢ paczek (burstu) impul-
sow o regulowanej iloéci okres6w sygnatu wielkiej czgstotliwosci (od 1 do
40). Zakres zmian czgstotliwo$ci impulséw wynosi od 0,5 do 17,5 MHz. Dla
gltowic ultrasonograficznych amplituda impulsu odebranego praktycznie nie
ulega zmianie przy wydtuzaniu impulsu badawczego powyzej trzech przebie-
gow. W przeprowadzonych badaniach nadawczo-odbiorczej funkcji przeno-
szenia stosowano impulsy o 15 okresach. Nadajnik fali prostokatnej RITEC
SP-801 wykorzystujemy natomiast do oceny ksztaltu impulsy odbitego od
idealnego reflektora. Impuls odbity sktada si¢ wowczas z dwoch sktadowych,
z ktérych kazda stanowi odpowiedzZ na kolejne pobudzenie zboczem narasta-
jacym i opadajacym impulsu prostokatnego. Dla elektronicznych ukladéw
odbiorczych urzadzen diagnostyki medycznej pozadane sa krotkie impulsy
odbiorcze o szybko zanikajacych koncowych oscylacjach. Podyktowane jest
to powszechnie stosowanymi wzmacniaczami sygnalu o charakterystyce lo-
garytmicznej. Gdy wystepuja diugie koficowe oscylacje impulsu odbiorczego,
w przypadku pobudzenia falg prostokatna obserwujemy interferencj¢ impul-
sow odbiorczych skltadowych dla kazdego ze zboczy fali prostokatnej. Skia-
dowe impulsy odbiorcze dla poszczegblnych zboczy nie sq wowczas wyraz-
nie rozdzielone w dziedzinie czasu.

7.1 Pomiary impedancji i wspélczynnika sprzezenia
elektromechanicznego

Na podstawie przeprowadzonych pomiaréw poréwnano wartosci wielkosci
elektroakustycznych dwéch przetwornikéw - catkowicie wykonanego z PZT i
kompozytowego typu 1-3 o 25 % zawartosci piezoceramiki (tabela 4). Oba
przetworniki posiadaty jednakowa $rednice i charakteryzowaly si¢ praktycz-
nie jednakowa wartoscia czgstotliwosci rezonansu elektrycznego. Badania
poréwnawcze mialy na celu dos§wiadczalne potwierdzenie przewidywanych
na podstawie obliczen korzystnych zmian wartoéci wybranych wielkosci
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elektroakustycznych kompozytu w odniesieniu do piezoceramiki. Ponadto
badania te stanowily podstawe oceny poprawno$ci modelowania przetworni-
ka kompozytowego typu 1-3. Wartoéci wspoétczynnika sprzezenia elektrome-
chanicznego dla obydwu przetwornikow wyznaczono do$wiadczalnie w o-
parciu o pomiar czgsci rzeczywistej i urojonej krzywej admitancji na analiza-
torze sieci HP3677A. Postuzono si¢ w tym celu rezonansowym schematem
zastgpczym opisanym w rozdziale 2.6 oraz schematem Masona opisanym w
rozdziale 2.5. Wzory (166-169) przedstawiaja zastosowang metode oblicze-
nia parametréw materiatu piezoelektrycznego przetwornikow w oparciu o
uprzednio wymienione schematy. Uzyskane wyniki do$§wiadczalne oraz wy-
znaczone na ich podstawie wielkosci elektroakustyczne zestawiono w tabeli
5.

Z tabeli 5 wynika fakt 20 % wzrostu wartosci wspéiczynnika sprzgzenia elek-
tromechanicznego i trzykrotnej redukcji warto$ci impedancji akustycznej w
przypadku przetwornika kompozytowego w odniesieniu do piezoceramiczne-
go. Z pozostatych wlasnosci materialowych wymieni¢ nalezy 64 % redukcjg

wartosci wspoiczynnika sprzgzenia elektromechanicznego k¢ (dla szczegdl-
nego przypadku drgan tlokowych).

Wykonano glowice z przetwornikéw o wilasnosciach zestawionych w
tabeli 5. Dopasowujace warstwy ¢éwieré¢falowe wytworzono dla kompozytéw
z zywicy epoksydowej, a dla ceramiki z mieszaniny wolframu i zywicy w
stosunku wagowym 2:1. Tym samym spetniony zostat w przyblizeniu waru-
nek De Silets’a na impedancje akustyczna warstw [26]. Tylng powierzchnig
przetwornikéw obciazono w przypadku kompozytu mieszaning Zywicy z
korkiem, a dla piezoceramiki mieszaning zZywicy z korundem. Nastepnie do-
konano pomiaru przebiegu zmienno$ci impedancji dla glowic z przetworni-
kiem kompozytowym (rys. 18) i piezoceramicznym (rys. 19).

Z analizy rys. 18 i rys. 19 wynika, ze dla glowicy z przetwornikiem
kompozytowym zmiany zaréwno czegsci rzeczywistej jak i urojonej admi-
tancji sa mniejsze w wigkszym zakresie czg¢stotliwosci niz dla piezoceramiki.
Tym samym glowica z przetwornikiem kompozytowym ma szersze pasmo.
Fakt ten bedzie moégt by¢ dowiedziony na podstawie pdZniejszego pomiaru
nadawczo-odbiorczej funkcji przenoszenia. W tabeli 4 zestawiono wartosci
wybranych parametréw glowic.

Tabela 4 Parametry glowic
material | wspélezynnik | przenikalnoé¢ | impedancja | impedancja impedancja
piezo sprzg¢zenia | dielektryczna | akustyczna | obc. tylnego | warstwy A/4
el-mech. k, e 10° [kg/m’s] | 10°[kg/m’s] | 106 [kg/m’s]
ceramika 0.51 693 324 4 4.5
kompozyt 0.61 286 11.6 2 3.2




S0

Tabela 5. Zestawienie wilasno$ci przetwornikéw piezoceramicznego i kom-
pozytowego o 25 % zawartos$ci piezoceramiki. Grubym drukiem podano wia-
sno$ci materialowe.

Piezoceramika | Kompozyt
D mm $rednica 20 20
g2 mm grubo$¢ 0,95 0,82
fe MHz czestotliwosé rezonansu e- 1,92 2,1
lektrycznego
f1 MHz | pierwsza czgstotliwo$¢ kwa- 1,83 1,76
drantowa
f MHz druga czestotliwo$é kwa- 2,02 2,46
drantowa
Q dobro¢ 9,87 3,02
fm | MHz | czestotliwo$é rezonansu me- 2,16 2,51
chanicznego
Ge mS konduktancja dla czgstotli- 67,93 18,18
wosci rezonansowej
Be mS | susceptancja dla czgstotliwo- 23,75 12,77
$ci rezonansowej
Re Q rezystancja dla czgstotliwo- 13,01 40,62
$ci rezonansowej
Xe Q reaktancja dla czestotliwosci -4,36 -30,83
rezonansowej
Co pF pojemnos¢ gatezi rownole- 1973,6 969,8
glej uktadu zastepczego
pF pojemnos¢ galezi szeregowej 572 457,5
ukladu zastepczego
k¢ wspélczynnik sprzezenia 0,51 0,61
elektromechanicznego
glg() wzgledna stala dielektrycz- 693 286
na
) kg/m3 gestosé 7700 2852
¢ m/s predkosé dzwieku 4204 4111,5
Z | MRayl impedancja akustyczna 32.4 11,61

Réznice w warto$ciach impedancji akustycznych materialu na warstwy
¢wieréfalowe wynikaja z koniecznosci zachowania warunku De Silets’a na
impedancj¢ akustyczna warstw [26]. Impedancja obcigzenia tylnego ma
zgodnie z (24) wplyw na szeroko$¢ pasma przenoszenia glowicy. Pasmo to
ulega poszerzeniu w wyniku obecnosci obciazenia tylnego. Odbywa si¢ to
jednak kosztem cze$ciowej utraty czuto$ci w wyniku strat energii w materiale
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obciazenia. Czuto$é glowicy definiujemy jako stosunek amplitudy vy, impul-
su odbitego od idealnego reflektora do amplitudy V,, impulsu nadawczego.

REF LEVEL /DIV MARKER 2 0890 000.000Hz
0.0 25.000 REAL (UDF) 38.858
0.0 25.000 MARKER 2 080 000.000HZz

IMAG (UDF) -862.384

e S —— ——

START 41 000 000.000Hz STOP 3 000 000.000H=Z
AMPTD 45.0dBm

Rys. 18 Impedancja zmierzona za pomoca mostka Network Analyser HP
3577A (cze$é rzeczywista - linia ciagla, cze$¢ urojona - linia przerywana)
glowicy z przetwornikiem kompozytowym o $rednicy z warstwa ¢wier¢falo-
wa z przodu oraz tylnym obciazeniem mieszaning zywicy z korkiem

6.4 Funkcja przenoszenia i czulo$é¢

Przeprowadzono pomiary nadawczo-odbiorczej funkcji przenoszenia glowic
ultradzwigkowych pierwszej z przetwornikiem piezoceramicznym i drugiej z
przetwornikiem kompozytowym. Metodg pomiaru opisano w rozdziale 6.2.
Obliczenia funkcji przenoszenia przeprowadzono natomiast w oparciu o
schemat zastepczy Masona [28].

Z analizy rys. 20 wynika, ze zmierzone sze$ciodecybelowe pasmo
przenoszenia dla glowicy z przetwornikiem kompozytowym (bez cewki) wy-
nosi 1238 kHz, a z piezoceramicznym (bez cewki) 857 kHz. Otrzymane wy-
niki potwierdzaja jako$ciowe rozwazania wynikajace z analizy wzoru (24) na
dobro¢ zastgpczego uktadu rezonansowego. W ogdlnosci pasmo przenosze-
nia glowicy ro$nie wraz ze zmniejszaniem wartosci jej dobroci - zgodnie z
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zastgpczym ukladem rezonansowym (opisanym w rozdziale 4), co wiasnie
ma miejsce w przypadku przetwornika kompozytowego w odniesieniu do
piezoceramicznego odpowiednika. Na zmniejszenie wartosci dobroci uktadu
zastgpczego w przypadku kompozytu w poréwnaniu z piezoceramika ma w

REF LEVEL /RIV MARKER 2 000 000.000HZ

0.0 10.000 REAL (UDF) 18.908
0.0 10.000 MARKER 2 000 000.000HZ

 IMAG (UDF) —28.082

3
-

7

START 414 000 000.00O0Hz STOP 3 000 000.000Hz
| AMPTD 15.0dBm S

Rys. 19 Impedancja zmierzona za pomoca mostka Network Analyser HP

3577A (czg$é rzeczywista - linia ciagta, cze$¢ urojona - linia przerywana)

gtowicy z przetwornikiem piezoceramicznym z warstwa ¢wieréfalowg z
przodu oraz tylnym obciazeniem mieszaning wagowo 1:2 zywicy z korundem

analizowanej sytuacji wiekszy wplyw trzykrotne zmniejszenie impedancji
akustycznej materialu przetwornika niz zwigkszenie o 43 % wartosci kwadra-
tu wspolczynnika sprzezenia elektromechanicznego (24). Na podstawie prze-
prowadzonego pomiaru stwierdzono, Ze zastosowanie cewki réwnoleglej
prawie nie zmienia szerokosci pasma. Natomiast zastosowanie cewki szere-
gowej spowodowato rozszerzenie pasma przenoszenia do 1571 kHz dla przy-
padku kompozytu. Wynika to z lepszego (tabela 6) dopasowania elektryczne-
go do uktadu nadawczo-odbiorczego.
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Rys.20 Nadawczo-odbiorcze funkcje przenoszenia przetwornikdw piezoce-
ramicznego i kompozytowych

Uklad omawianego przetwornika kompozytowego (czgstotliwos¢ rezonan-

sowa fg 2,1 MHz, $rednica 20 mm) z cewka szeregowa kompensujaca jego
pojemno$¢ statyczng poza praktycznie rdwna zeru warto$cig reaktancji cha-
rakteryzuje si¢ wartoécig rezystancji najblizsza 50 Q dla zestawionych w ta-
beli 6 przypadkow.

Tabela 6 Czg$¢ rzeczywista i urojona impedancji przetwornikOw piezocera-

miczego i kompozytowych
R[Q] | X[Q]
PZ 27 19,008 | -29,082
Kompozyt bez cewki 36,858 | -62,361
Kompozyt z cewka rownolegta | 144,68 0
Kompozyt z cewka szeregowa 38,124 0
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W celu poréwnania rozdzielczosci glowic kompozytowych i piezoceramicz-
nych zmierzono impulsy odbite od reflektora dla pobudzenia impulsem pro-
stokatnym o czasie trwania 1,8 ps. Opis pomiaru zawarty jest w rozdziale 6.2.
Wybdr takiego wiasnie typu impulsu pobudzajacego podyktowany by} zamia-
rem oceny ksztattu i zwlaszcza czasu trwania impulsu od dwdéch zboczy na-
rastajacego i opadajacego. Szczegdllnie istotna jest ocena czy kolejne dwa
impulsy odbiorcze przetwornika stanowiace odpowiedz na kolejne dwa zbo-
cza impulsu nadawczego - nie interferuja ze soba z powodu koncowego
dzwonienia. Wystgpowanie ,,ogona impulsu” - konncowych oscylacji o dlugim
czasie trwania i znacznej amplitudzie jest szczegblnie niekorzystne gdy stosu-
jemy elektroniczne uklady odbiorcze o logarytmicznej charakterystyce. Jak
wida¢ na rys. 21 dla kompozytu impulsy od zboczy zaréwno opadajacego i
narastajacego sa krdtsze i wyraZniej rozdzielone niz dla piezoceramiki. Na-
tomiast amplitudy impulséw odbitych sa dla kompozytu i ceramiki takie sa-
me. Zastosowanie cewki réwnoleglej w glowicy kompozytowej prawie nie

2i-may-41

&
hastiad —  Zmierzony impuls - ’:'“' " "’“"1 Zmierzony impuls
L~ .
s 1:0':!
LG 1 2w ofeveade
\
L o
LAY
1 \v ATV
0.5 psidz L) 0,5 ps/dz
2 Vidz 100 m Vidz = -
V= 8,69V Vo= 412mVY piczoceramika |
l
3 i T Sin ' .00 1%
1.2 v K § 110 av & §
Pamow T xamy nl:":.h pamoRe ) Al “I:“""n
4.
TE::?;’ ——I Zmierzony impuls I-——. 2 —-I Zmierzony impuls r—n
\:w .5 e o1 == 1
100w Ioam
lIm Yo e 661 a0 ive --r..-......... ...... PR BT
LA I NI Rn|
\ b
Y T3V ! UL
0,5 psidz 0,5 ps/dz \ U
100 m V/dz o edi Wi il 1womvidz [ [HH]-] V¥ :
V= 412mY - Vip= 661mVY ¥ ki ki
= i | kompozyt bez cewki [| e ommsxw a
La < - v
.!:l:;” x':t — 2070 1!1:‘-\: I‘I- — 1088 5
1 im A0 P 1 0C -465m o mte 2 7w B0 B 1 00 413w o mTo

199 me/e 108 mefe

Rys.21 Zmierzone impulsy - nadawczy i odbiorcze przetwornikéw piezoce-
ramicznego i kompozytowych
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Rys. 22 Impuls nadawczy i obliczone impulsy odbiorcze przetwornikéw pie-
zoceramicznego i kompozytowych
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zmienito impulséw odbitych, natomiast zastosowanie cewki szeregowej spo-
wodowalo wzrost amplitudy o 60 %. Wynika to z lepszego dopasowania e-
lektrycznego. Impedancja gtowicy z cewka réwnolegla wynosi 38 Q a z cew-
ka szeregowg 145 Q (tabela 6). Rysunek 22 zawiera wyniki obliczen impul-
sow odbitych w oparciu o zastosowanie schematu zastgpczego Masona. Za-
tozone parametry glowic przedstawiono w tabeli 4. Poréwnujac wyniki po-
miaréw z obliczeniami (rys. 21 i 22), mozna stwierdzi¢ peing zgodnos¢ odno-
$nie ksztaltu odbitych impulséw i wplywu indukcyjnosci kompensacyjne;j.
Roéznice w bezwzglednych wartosciach amplitud wynikajq gtéwnie z niezna-
jomosci impedancji elektrycznej Zrodia, ktéra wpltywa w wyrazny sposob na
warto$¢ funkcji przenoszenia.

7. Podsumowanie i wnioski

7.1 Zestawienie i poré6wnanie wynikéw doswiadczalnych wielko$ci
elektroakustycznych i obliczea numerycznych

Aproksymowanie warto$ci efektywnych tensoréw materialowych hipotetycz-
nego materiatu homogenicznego jedynie $rednia wagowsq sktadnikéw obar-
czone jest blgdem nieuwzglednienia wplywu skokowej (w przypadku kom-
pozytu typu 1-3) zmiany wiasnos$ci fizycznych na granicach faz materiato-
wych w objgtosci elementarnej jednostki symetrii kompozytu. Nieuwzgled-
niany jest ponadto w tym wariancie rozwiazania wplyw geometrii samej ele-
mentarnej jednostki symetrii na efektywne warto$ci wymienionych wielkos$ci.
W pracy przedstawiono numeryczne obliczenie zaréwno wspoétczynnika
sprzgzenia elektromechanicznego jak i efektywnych warto$ci tensor6w mate-
rialowych kompozytu. Zaproponowano dokonanie podzialu rozwigzania za-
gadnienia na dwa niezalezne etapy (analiz¢ statyczng dla kompozytowej ko-
morki elementarnej i analiz¢ dynamiczng dla calej homogenicznej bryly) ob-
liczen numerycznych, co umozliwia ich przeprowadzenie dla calej bryly
kompozytowej. Omijamy bowiem w ten sposéb ograniczenie ze strony do-
puszczalnego rzedu globalnej macierzy sztywnos$ci zagadnienia. Obliczenia
potwierdzity 20% wzrost warto$ci wspéiczynnika sprzezenia elektromecha-
nicznego kompozytu w stosunku do piezoceramiki. Obliczona numerycznie
warto$¢ wspolczynnika sprzezenia elektromechanicznego (réwna 0,63 dla
metody catkowania bezposredniego i 0,61 dla zastosowania uktadu Masona
do uprzednio wyznaczonych zast¢pczych tensoréw materiatowych) odpowia-
da warto$ci 0,61 otrzymanej doswiadczalnie. Potwierdzono wzrost rzedu 50
% czgstotliwosciowego pasma przenoszenia w przypadku kompozytu, ktéry
jako$ciowo wynika ze zmniejszenia warto$ci dobroci zastgpczego ukladu
Masona w odniesieniu do piezoceramicznego odpowiednika. Zwigkszenie
pasma przenoszenia w przypadku kompozytu wynika przede wszystkim z
trzykrotnie mniejszej wartosci impedancji akustycznej kompozytu w
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poréwnaniu z piezoceramika i w mniejszym stopniu ze zwigkszenia o 20 %
warto$ci wspélczynnika sprzezenia elektromechanicznego. Przeprowadzone
obliczenia stanowia wkiad wilasny autora w analize wiasnosci elektroaku-
stycznych przetwornikéw kompozytowych. Badania do§wiadczalne wykona-
nych modeli wiasnych przetwornikéw kompozytowych pozostawaty w dale-
ko idacej zgodnosci z rezultatami obliczen. Caloksztalt wymienionej pracy
autora stanowi uzasadnienie giéwnej tezy o przydatnosci wymienionych
przetwornikéw do aplikacji w diagnostyce medyczne;j.

7.2 Whnioski wskazujgce na potencjalne zastosowanie
przetwornikéw kompozytowych

Przetworniki kompozytowe charakteryzuja si¢ szeregiem pozadanych wia-
Sciwoéci w poréwnaniu z ceramiky piezoelektryczng stosowang na prze-
tworniki w ultradZwigkowej diagnostyce medycznej. Posiadaja co najmniej
20 % wigksza warto$¢ wspoétczynnika sprzg¢zenia elektromechanicznego i o-
koto trzykrotnie mniejsza warto$¢ impedancji akustycznej. Czestotliwoscio-
we pasmo przenoszenia kompozytéw jest co najmniej 50 % wigksze. Roz-
dzielenie ech od dwoch zboczy prostokatnego impulsu pobudzajacego jest
zdecydowanie wyrazniejsze dla przetwornika kompozytowego niz dla piezo-
ceramicznego. Serie wykonanych przetwornikéw kompozytowych odznacza-
ty si¢ duzq powtarzalnoécia a ich whasno$ci elektroakustyczne dobrze opisy-
wat schemat zast¢pczy Masona przy zachowaniu warunku dysproporcji po-
migdzy dtugoscia fali akustycznej a wymiarem charakterystycznym struktury
kompozytowej. Zwlaszcza na ten ostatni warunek nalezy szczegdlnie staran-
nie zwracaé¢ uwage przy projektowaniu przetwornikéw kompozytowych. W
diagnostyce ultradzwigkowej czgsto stosuje si¢ impulsy nadawcze wysokiej
czgstotliwosci o dwoéch lub trzech okresach czyli szerokopasmowe. Do de-
tekcji impulséw odbiorczych lepiej w tym przypadku stosowaé bardziej sze-
rokopasmowe kompozyty. Te ostatnie umozliwiaja ponadto w daleko wigk-
szym stopniu niz piezoceramiczne odpowiedniki generowanie dwdch réz-
nych czgstotliwosci przez jedng glowicg.



S8

9. PiSmiennictwo

[1] A. Alippi, F. Cracium, Stopband edges in the dispersion curves of Lamb
waves propagating in piezolelectric periodical structures, Applied Physics
Letters, 57 (19), November 1988, 1806-1808.

[2] B.A. Auld, Acoustic Fields and Waves in Solids, vol. 1, Krieger, 1990.

[3] A. Bensoussan, J.Lions, G. Papanicolaou, Asymptotic analysis for
periodic structures, North-Holland, Amsterdam, 1978.

[4] H.L. Chan, J. Unsworth, Effect of Ceramic Anisotropy on the Properties
of Ceramic/Polymer Piezolectric Composites, IEEE 1987 Ultrasonic
Symposium, 1987, 651-655.

[5] A. Galka, J. J. Telega, R. Wojnar, Homogenisation and
Thermopiezoelectricity, Mech. Res. Comm., 19, pp. 315-324, 1991

[6] A. Galka, J.J. Telega, R. Wojnar, Some computational aspects of
homogenization of thermopiezoelectric composites, Computer Assisted
Mechanics and Engineering Sciences, 3, pp. 133-154, 1996

[7] M. Grewe, T.R. Gururaja, "Acoustic properties of particle polymer
composites for ultrasonic transducer backing applications", JEEE
Transactions on Ultrasonic, Ferroelectrics and Frequency Control, vol 37,
no. 6, pp. 506-513, 1990.

[8] G. Hayward, J. Hossack, "Unidimensional modelling of 1-3 composite
transducers", Journal of the Acoustic American, vol. 88, no. 2, pp. 599-608,
1990.

[9] T. D. Hien, Deterministic and stochastic sensitivity in computational
structural mechanics, Institute of Fundamental Technological Research
Reports, Warsaw, Poland, 1990, vol. 46, pp. 18-20.

[10] J. Hossack, G. Hayward, "Finite-element analysis of 1-3 composite
transducers", IEEE Transactions on Ultrasonic, Ferroelectrics and
Frequency Control, vol. 38, no. 6, pp. 618-629, 1991.

[11] J.W. Hunt, M. Arditi, "Ultrasound transducers for pulse-echo medical
imaging", IEEE Transactions on Biomedical Engineering, vol. BME-30,
no.8, pp. 453-481, 1983.



59

[12] J.H. Ih, B.H. Lee, "Performance analysis of piezoelectric composite
plates with consideration of the internal losses", IEEE Transactions on
Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency Control, vol. 35, no. 1, pp. 73-77,
1988.

[13] S. Kaliski, The dynamical problem of the rectangular parallepiped,
Biuletyn Wojskowej Akademii Technicznej, 1953, 53 , 330-369.

[14] G.S. Kino, Acoustics waves: devices, imaging, and the signal
processing, Standford Unoversity, Prentice Hall, Inc. Englewood Cliffs, New
Jersey 07632, 1987.

[15] M. Kleiber, Wprowadzenie do Metody Elementéw Skorniczonych, PWN,
Warszawa-Poznan, 1989.

[16] K.A. Klicker, R.E. Newnham, "Piezoelectric Composites with 3-1
Connectivity and a Foamed Polyurethane Matrix", Journal of the American
Ceramic Society, vol. 65, pp. C208-C210, 1982.

[17] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, T.D. Hien, M. Kleiber,
"Piezoceramiczno-polimerowy przetwornik kompozytowy; dyskusja
wynikéw badan modeli i opis sposobu homogenizacji", Prace XI Sympozjum
z Hydroakustyki, Gdynia - Akademia Marynarki Wojennej, vol. 534-
143(063), pp. 219-226, 1994.

[18] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, T.D. Hien, M. Kleiber, "Przetwornik
kompozytowy piezoceramiczno-polimerowy: dyskusja wynikéw badan
modeli, opis sposobu homogenizacji i numeryczne obliczanie wartosci
wspotczynnika sprzgzenia elektromechanicznego”, XLI Otwarte Seminarium
z Akustyki, Prace Naukowe Instytutu Telekomunikacji i Akustyki
Politechniki Wroctawskiej Nr 78, Seria Konferencje Nr 24, Oficyna
Wydawnicza Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw, pp. 125-128, 1994.

[19] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, T.D. Hien, M. Kleiber,
"Electromechanical characteristics, asymptotic homogenisation analysis and
numerical calculation based on finite element method of ultrasonic composite
transducer for medical applications", Proceedings 8th International
Piezoelectric Conference PIEZ0'94, Tele & Radio Research Institute,
Warsaw, pp. 163-175, April 1995

[20] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, M. Kleiber, T.D. Hien, "Analiza
piezoceramiczno-polimerowych przetwornikéw kompozytowych do
zastosowan w ultradzwigkowej diagnostyce medycznej", XLII Otwarte



60

Seminarium z Akustyki, Prace Instytutu Podstawowych Problem6w Techniki
PAN, Warszawa, pp. 169-172, 1995.

[21] K. Kycia, A. Nowicki, T. D. Hien, O. Gajl, M. Kleiber, "Ultrasonic
composite transducers for medical applications”, Ultrasonic World Ultrasonic
Congress 1995 Proceedings, Gerhard-Mercator-Universitidt Duisburg
Germany, pp. 343-346, 1996.

[22] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, T.D. Hien, "Zastosowanie teorii
homogenizacji asymptotycznej do wyznaczenia efektywnych tensorow
materiatowych kompozytowego przetwornika ultradzwigkowego", XLIII
Otwarte Seminarium z Akustyki, wydane przez Oddziat Gérnoslaski
Polskiego Towarzystwa Akustycznego, Gliwice, tom 1, pp. 407-412, 1996.

[23] K. Kycia, A. Nowicki, O. Gajl, T.D. Hien, "Calculations of effective
material tensors and the electromechanical coupling coefficient of a type 1-3
composite transducer", Archives of Acoustics, 21, 4, 1996.

[24] K. Kycia, Comparison of ceramic and composite transducers,
Proceedings of the 1997 International Symposium on Hydroacoustics and
Ultrasonics, Gdansk-Jurata, 1997, 333-336.

[25] R. Lerch, "Simulation of Piezoelectric Devices by Two- and Three-
Dimensional Finite Elements", IEEE Transactions on Ultrasonics,
Ferroelectrics and Frequency Control, vol. 37, no. 2, pp. 233-246, 1990.

[26] G. Lypacewicz, E. Duriasz, "Design of ulrasonic probes used for
medical diagnostics", Archives of Acoustics, vol. 15, no. 3-4, pp. 137-159,
1990.

[27] G. Lypacewicz, "Influence of the electrical parameters on the ultrasonic
probe impedance and the reflected pulses", Archives of Acoustic, vol. 19, no.
4, pp. 47-66, 1994.

[28] G. Lypacewicz, "Piezoelektryczne uklady nadawczo-odbiorcze dla
celow ultrasonografii", Prace IPPT PAN, nr 22/1995.

[29] W. P. Mason, Physical Acoustics, vol. 1, part A, Academic Press, New
York, 1964.

[30] M. Naillon, R.H. Coursant, F. Besnier, "Analysis of piezoelectric
structures by a finite element method", Acta Electronica, vol. 25, no. 4,
pp. 341-362, 1983.



61

[31] A. Nowicki, K. Kycia, T. D. Hien, O. Gajl, M. Kleiber, "Numerical
calculations of the acoustic properties of the 1-3 composite transducers for
medical applications", 1995 IEEE Ultrasonic Symposium Proceedings,
Institute of Electrical and Electronic Engineers, New York, USA, pp. 1041-
1044, 1996.

[32] A. Nowicki, K. Kycia, G. Lypacewicz, O. Gajl, "Kompozytowe
przetworniki piezoelektryczne do zastosowan w ultradzwigkowej diagnostyce
medycznej", Akustyka w Technice Medycynie i Kulturze Seminarium Granty
Komitetu Badan Naukowych realizowane w latach 1993-1995, wydane przez
Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN, Warszawa, pp. 355-360,
kwiecien 1996.

[33] E. Sanchez-Palenzia, Non homogenous media and vibration theory,
Springer, Berlin, 1980.

[34] W.A. Smith, "New opportunities in ultrasonic transducers emerging
from innovations in piezoelectric materials", New Device in Ultrasonic
Transducers SPIE - The International Society for Optical Engineering
Bellingham, Washington State, USA, vol. 1733, pp. 3-26, 1992.

[35] W. A. Smith, A.A. Shaulov, B.A. Auld, "Design of piezocomposites for
ultrasonic transducers"”, Ferroelectrics, vol. 91, pp. 155-162, 1989.

[36] W.A. Smith, B.A. Auld, "Modelling 1-3 composite piezoelectrics:
thickness-mode oscillations", IEEE Transactions on Ultrasonics,
Ferroelectrics and Frequency Control, vol. 38, no. 1, pp. 40-47, 1991.

[37] W.A. Smith, Modeling 1-3 Composite Piezoelectrics: Hydrostate
Response, IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency
Control, Vol. 40, No. 1, January 1993, 41-48.

[38] W.A. Smith, Calculating the Hydrophone Response of Piezoceramic-
Rod/Piezopolymer-matrix Composites, Proceedings IEEE Ultrasonic
Symposium, 1990, 757-761.

[39] W.A. Smith, A. Shaulov, Composite Piezoelectrics: Basic Research to a
Practical Device, Ferroelectrics, 87, 1988, 309-320.

[40] W.A. Smith, The Role of Piezocomposites in Ultrasonic Transducers,
Proceedings 1989 Ultrasonic Symposium, 1989, 1-12

[41] W. Soluch, Wstep do piezoelektroniki, Wydawnictwa Komunikacji i
Lacznosci, Warszawa, 1980.



62

[42] J. J. Telega, Piezoelectricity and Homogenisation, Application to
Biomechanics, Continuum Models and Discrete Systems, ed. G. A. Maugin,
vol. 2, pp. 220-229, Longman, Essex, 1991.

[43] H. L. Wah Chan, J. Unsworth, "Simple model for piezoelectric
ceramic/polymer 1-3 composites used in ultrasonic transducer applications",
IEEE Transactions on Ultrasonics, Ferroelectrics and Frequency Control,
vol. 36, no. 4, pp. 434-441, 1989.

[44] O.C. Zienkiewicz, Metoda Elementow Skoriczonych, Arkady, Warszawa,
1972.



63

9. Dodatek - opis wybranej metody rozwigzania zagadnienia dynamicz-
nego

W rozdziale 5.7 przedstawiono réwnanie ruchu (154) dla modelu metody e-
lementéw skonczonych w postaci:

Mi+K, i+K, ®=F (154)
KLi+K,®=0Q (155)

gdzie : Kyu » Ku® ; K@@ - globalne macierze sztywnosci mechanicznej,
piezoelektrycznej i dielektrycznej (149-151), W i @ globalne macierze wek-
tor6w przemieszczen oraz potencjaléw w weztach sieci elementéw skonczo-
nych, ii - przy$pieszenie, F i Q globalne macierze uogélnionych sit w we-
zlach sieci odpowiednio mechanicznych i dielektrycznych, p - gestosé, glo-
balna macierz masy M okreslona jest przez (156)

M= {:ﬂf:fNIpN,, dQ (156)

Réwnanie ruchu (154) mozna zapisaé w postaci uogélnionej (170):
Mi+Kr=R (170)

gdzie : K - uogélniona globalna macierz sztywnosci (rys. 15) zbudowana z
globalnych macierzy sztywnosci mechanicznej Kyy, piezoelektrycznej Kyd
i dielektrycznej K@ (149-151), r - globalna macierz uogélnionych prze-
mieszczen zbudowana z macierzy @ i @ wektoréw przemieszczen oraz po-
tencjaldéw w wezlach sieci elementéw skoniczonych, R - globalna macierz u-
ogolnionych sit w weztach sieci

W procesie rozwiazania réwnania (170) stosujemy metod¢ catkowania row-
nania ruchu ,krok po kroku”. Wybrana metoda jest tzw. metoda Wilsona,
zwana takze metoda parametru ¥ [15]. Wymieniona metoda stanowi rozsze-
rzenie innej opisanej w literaturze [15] metody korzystajacej z zalozenia li-
niowej zmienno$ci przyspieszenia w przedziale czasu [t, t+At] i redukuje sig
do niej dla wartoéci parametru ¥ =1. Zakladamy, ze T€(0, O At) oraz ze w
podanym przedziale zachodzi (171)

L.=hL+ E(rt+ﬂ.& = rl) (171)

Catkujac (171) wzgledem czasu kolejno otrzymujemy (172) i (173):
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2

r+1:rt+rt1+zﬁAt(rr-rem—rt) (172)
b =k BRI +—7‘—-1( ~i) (173)
t+1 2 'ﬁAt t+dAt t

Dla chwili T=t + 9 At (rdwnowazne T = 9 At) otrzymujemy:

b =+ o (o ) (a74)
2 2
o =r 408+ D00 G ey a7y

Z réwnan (174) i (175) znajdujemy ¥, oy 1 F.ea W funkeji r,,, (176,177):

" 6 . q

Fivon = 19‘ (A )z'( 1404t l’.)—- DAt r "zrt (176)
2 3 VAL,

rl-n?m = ﬂAt( t+BAL r ) 21' - 2 rl (177)

Réwnanie ruchu (170) dla chwili t+9 At jest wyrazone przez (178):

M Hom + K ruam Rt+om (178)
gdzie
R... =R, +%(R,,-R,) (179)

Wstawiajac (175) i (176) do (178) otrzymujemy (180):

M+K R +83(R,. —R)+
[('ﬁ‘At) ]rl+6m t ( t+At 1)

(180)

M] g =B I, + 2F,]
(VAt) VAt
Z réwnania (180) mozna wyliczy¢ niewiadomy wektor r,,,,, poniewaz prawa

strona réwnania (180) jest na rozpatrywanym kroku wielko$cia znana. Na-
stgpnie wstawiajac wyliczong warto$¢ r,,,, do (176) znajdujemy wektor
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f,,oa- Przy zalozeniu t=At na podstawie (171-173) wyznaczamy kolejno
Foacs Fuar 1 Tua- W przedstawionym algorytmie nie zachodzi potrzeba opra-
cowywania zadnej procedury startowej, poniewaz przemieszczenia, predkosci
i przy$pieszenia w chwili t+At sa wyrazone jedynie w funkcji wielko$ci zde-
finiowanych dla chwili t.
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