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ELEMENTY ANALIZY WIPURLEJ

0. WSTEP

Ka przelomie poprzedniego 1 nassego stulecl matematyk
i fizyk niemiecki Hermann MINEOWSEI swréoil uwage na role wy-
puklogci w geometrii i w matematyce oraz w zastosowaniach.
: BEaszym celem jest prtsﬂstarigiis phﬂntatclynh poledé ana-
lizy wypukle] i Jjej twierdzesd oraz ukaganie ich zastosowan.
R-nmxa:_lia bedziemy prowadzié w rreczywiste] Emstrze-
ol wektorowej V lokalnie wypuklej. Przez odcinek gczgcy dwa
punkty w,r przestrzaéi'brroznmieny gbidr

lwtl= {au+4-200: C£A&7)
—~

Preypominamy, e podebiér A w przestrzeni V' nazywa
sie wypukly. gdy wraz £ Jego dwoma dowolnymi punktami .t
cdcinek - [v. 27 Je lgozgoy nalesy réwnies do tego rbioru.

Inpne elementarne wisanodci zbioriw wypuklyoh ogytelnik
moze znalefé np. w podrgceniku W.KOXODSIEJA — Wybranme rogdgia=-
2y analizy metematyognej, FAF, Warszawa 1570, lub A.ALEXTE¥I-
CZL - inaliga funkcjonalpa, PWN, Warszawa 1969.

"

1. PRELIETNARTA FUH;C&OHALEO—ARALITYCZNE

Przyjmujemy, 12 pojecie przestrzeni topologicznej oraz
pojecie przestrzeni wektorowe] topologiozme! sg znane /por.
41 str. 15-37, 44-95/, nadto preyjmujemy, 2e jest réwniei
znane pojecie normy 1 priéatrzeni wektorowe] unormowanej.

Podamy nigej podastawowe vlasgoéci przestrzeni LOFALRIF
WYPUKLIYCH okreélonych ga pomocs ukladu péinorm spetnlsjqcﬁch
aksjomat nddzialnnia. Pojgcie pbinormy ndgkywa podstiawowg Tro-
.¢ w paesych rozwazaniach.




OERESLENIE 1.1. Punkcje razecsywista ,() ekreélons na prae-
strazeni wektorowe] V' nasywa aie POZNOENA, gdy spelnia oms
nastepujgees warnnki:

/p1/ P+ w)& Po)+ PO enbaddytyenoss/

/p2/ ot ) = lelpczy) /beswzgledma jednorodnodd/
Mﬁ__zum\/w. ghiorem R° ukiadéw 7 licsd rze-

esywistych, ogyli 1loczynem kartezjarnskin 7 egzemplarsy zblo-
ra'R licsgb raecsywistych; K’ jest prrestrsenis wektarows,

m / Y (z;*.gf) 1’21‘3’” ] :2;?-’9'0)
& q'z'-{ (cxxf)a%.v wan)
Punkoja: :

R3x" E‘(I):f/:g.-; 4

Jest ocozywidcie pdéinarmg.

PRIYEZAD 2.2. Wiech O bedzie zhiorem otwartys w & ~, Zbidr
(°(2) funkeji dowolnmie wiele razy résniozkowalngch w 2 ,

ktére zhikajs posa ogranicsomymi domknigtymi podzbiorsmi zbio-

ru QO , jest przestrzenis wektorows, gy (7 -+ f;}:)i",éfzp PACTN

a  rxfax)= x fay,

Punkc ja: .

' &, (_Q)ﬂf———»,b c-}’)z sup | ¢ EF)0x))

) K Xe K, idik m

gizie X ozmacza ograniczomy 1 domknieWy podzbiér zbvioru 2 ,
8 2% - pochodng qegstkows funkcji £ rsmedn 72 , tmm. 2=
= (o) Y0, 2;44__‘,5,%)% , & 9 ogneosa tzw. wielowskadnik, tJ.
A=y s A ), iGl= 47247 3, PTEFOLIM ;¢ Nujor dla  j=Ld 7

jest péinormg w przestrzemi (7).

WNIOSEK 1.1. Pé2norma /o okresglona na prrestrzeni weltorowej
V speinia warunki:

17 Symbol %4 ozmacsza réwnoké defininjacsy .



/117, ()= C
/1.2 . plU=u) 3 lpc) — pc)l
1.3/ P20

DOWGD. Z warunku /p2/ mamy natychmiast /1.1/ dla o(=o0.
Ra mooy /pi/ Jest PO-w)+ P 2 pce)

tom. PLO) = PCH) £ ol - o)
‘préos tego mamy PW=-T)y oy 3 peu)
tzne - P—U) & PO~ pew)

Stgd oraz 2z /p2/ otrzymujemy /1.2/, a w szozegdlnodol mamy
réwniez /1.3/. ' '

FWNIOSEK 1.2. Fiech o bgdzie pdinormg w przestirzeni wekforowe}
V , a ¢ dowolng liczbg dodatnisg.

Podzbiér M.g'{ve*f.- P & EJ?
ma nastepujsce wilasnosoi:
ﬁ) ' ) M3 o
9, M Jest WYPUKZY, tj. jezell W U¢é/ M ko] to
Xuw+ (- )ve M
oy M dest WYWAZORY, tj. jeseld ceM  /x/41 %o
xve M ;
@v) M jest NCHIAKIAJACY, t). dla kazdego 2%V
istnleje >0, 22 o~ e M
orag : 7
(v p)= nf ag
x>0
ol e M .

DOROD. W2asnosé (' wynika s /1.1/. Z /p1/ i /p2/ wynika wias-
nodé (<) , a z /p2/ otrzymajemy wlasnodel (4i) , (iv) . Aby

wykazaé wlasnoéé (v) gauwazymy, Ze gechodza nastepujace rdwno-
waznosel v ' '
(& 'reM) <> (P g e )<= /pvig £x )

g ktérych mamy:



o B

L) & einfa
 &so
e M
Zatbtuy, ¢ orv) <L & mtax wobec tego na
&®i o
xTreM

mocy okreélenia kresa &n,lnego istnieje takie «, , 2e
;'vre M oraz

Exg, & E it . +L6=¢/‘a FEU‘\

x>0
_ x~'veM
a stad memy
,o(o}( 26infx - o, = £ (2 intec — q
x>0 % (:xpo
(el 1 a~veM

Poniewss info > 2infK ~ o, 4 00 jest niemosliwe,
zatem

‘_,-Or‘iv); ét"@éoc
) K=
_"?'5..*"'7 :
OKRESLERIE 1.2. Niech // bedzie podzbiorem wypuklym, wywazo-
nym 1 wohtaniajgoym przestrzeni V. Funke jonowal dany wrzoTem:
& L] 2 # ! ., . *
/1.4/ ; ,C'H(U_)_-—. e

ox~fvreM
‘nazywa sie FUFECJONALEN MINKOWSKIEGO podzbiorm A .

IWIERDZENIE 1.1, Fiech { 0.(): ye /"7 bedzie rndzi.ng p62norm
zadanych na przestrzeni wektorowe] \, » ktéra speinia warunek: '/

dla dowolnego yr=f) istnie'.la taka pélnma % s 2e
i'h.r"ll ! a""’« \. "p/* 0
z Warunek ten nazywa sie aksjomatem oddzielania .



lybiarm z tej rodziny skoficgony ukiad pdéimorm Pa‘J
:r>f OTas ukiad n dodatnioh 1io%b. <,.5,.,8, 1 Tos-
Iam gbidr

/4.5/ Us={vev: ,cc, (VL E -, )= er ,B$

ht’éry jest wypukly, m&m i whtaniajw Zbiory tego ty-

pu bedziemy traktowad jako otoczenia =0 presstrzeni V.
Jako otocsenia innego dowolnego wekiora ‘L;%(J v pregestreeni
V' przyjmiemy zbiory postaci

/4.6/ g+ U={weV: = gpen | ue 283

Rogwasmy rodsing wezystkich '-L'a]:io:h pnﬂ-shinrd: & prze-
strzeni V', 2e kazdy z tych podszbiordw zawiera pewne otooze-
mie trpn (!5) lub (#6) dowolnego swego elementn v . Eodzina
{65 wezystkich takich podgbioréw speinia skojomaty rnﬂziny
r.hinrér otwartych prﬁe!trzeni topologiczayoh.

DOW3D. Fajpierw pokasemy, ge sbiér G, ={ Vs JICIES Ej
nalezy do rodzimy . L_r,’ s t2n. jest on w sensie wyzej sformulo-
wanym - otwartym. Istotnie, niech ¢, bedzie dowolnym elemen=—
tem zbioru & , wowezas K, (y)=7 < £ ; . wowczas otocze-
nie y+U elementu y , gizle U= /weV L pprer) £ £52 ¢
zawiera sig w & ., bowiem jezell element -« U, to pd,(a+u)<

gﬁa., LS/‘?‘PJ(%()&?" -+ -E-:-Z--'-‘{!- &

Stgd wynika w szogzegélmodel, %e dla dowolnegn elementn
4 eV istnieje otwarty podsbiér ¢+ & sawierajgoy - ;
gatem \/ jest réwniez zbiorem otwartym.

Ocrywidcie, e suma dowolnej ilofci sbioréw otwartych
i czesé wapdlna skofosone) liezby zbiordw otwartych sg szbio-
rami otwartymi. Zatem preestrzed wektorowa \ jest przestrze-
nig topologiczng. ‘



Poketeny, #e V jest prsestrsenis Bausdorffa. Eilech
U+ Y o pekasemy, te istniels dwa takie shiory otwarte G
16 ,8 %G , %e@ 16n6=¢ . FKie suniejszaiac
ogdlnogol ropwssa’ preyimijmy, 12 U =0 . ¥a mooy(h) istnie-
je taka pdlmorma p. , #e p,(%)=C>0
Wobec tego, jak Istwo sprawdzié, G, ={7V:pQ. (V)< %]

& 64'—' Ut 64
Istotnie:

) 0= Y€ 64 2 64 3
nadto L 53
GNnG=¢ .
-b:;tiu; giyby wWe.GnG, , to Pr. (w)< % , & 5 preedstawie-

Ma W=t us Y-

meEy, na mocy 42/,

Pulw) 2 feU)-pew>c-§= %
eo gtapowl sprsecsnoééd, zates twierdsenie jest ndowodnione.

¥NIOSEK 1.3. Prsestrees V s rodzing sbioréw otwartych okres-
longch w TWIERDZENIU 1.1. jest prrestrsenis wektorows topolo-
glozng, tsn. presestreenis réwncoczednie wekiorows i topolo-
glczug, w kbére] deialania- €5 clggle, tj].

VxVs (hw)— vswelV
RxV 3 (xw)—> eV

nedto kazde péincrma Fr , gdzie ye /7 , jest fumkcja sigg-
8.

m Zguwatymy, e dla dowolnego otocceenia U elemente V=0
, istnieje takie jego stoomenie 14 , e



i

M+N {rue\/ W=+, vieW}CU

ponlewst péinorms jest m.l-dﬂa-%n. Zatem dziaanie
(‘b’ w}-u__——r U+ W

jest ciggle dla dowolmego punktm (Vs Gh)€ VxV
giyr VHU-(%tih) = (V-0 )+ (W- ) _

Zauwatymy unastepnie, se dla tesgo otocesnia U elementn
=0 , oras dowolnege X+0 mhiér « U= {veV: vuetu, ueU}

Jest pewnym otoczeniem elemsnin V=0 , Zatem na mocy
A2/ 1 réwnoded

AW~ Wy = oc{"'d—_’-'-&.)-(“f"“-»)%

stwierdsamy, 3e dzialanie
(=, w) ——= aw

jest olggZe dla dowolnego pumictm (o, &&) |
Ciggledd dowolne] pélnormy Pr » glzle Fel |, wymika
z nieréwnodci - : :

l-gm-ml < B (v-w)
MQ_.}_. Prrestraed topnlngiam wektorowa V nazywa

om:r:ty te) prm'l:run:l, mmm 'v =0 , sawiera riéw-
nied pewien wypukly, wywaiony 1 wohlaniajacy otwerty podsbiér.

STEIREDZENIR 1.1, Punkcjonal unonsmso R, dowolnego pod-
’ gbiora wypuklego, wywasonsgo i wohlaniajsoego przestrzeni

‘ wektorowe] |/ jest pSimorms ma tej przestrszeni.

09dp. Niech M bgizie wypukiym, wywazonym i wohzaniajgoym
podzbiorem przestrweni \V . Niesch U,V beds dwoma dommm
elementami przestrzesi VV .. :
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Aby wykaraé¢ najplerw sm&dytyméé Ry zauwaiymy, te T Wy~
pokzosei M dla dowolmego E?O wynika

Prla)+ € i Y _e,ifw (3 v eM
o (@) Pr CTIEE  pa(w)+ € Prn ) Putv)2E Fﬁfwvf
Jeéli tylko
R+ &: . 7 By(vi€ ‘
Zatem mamy ;
T+ @ ) € M

PH (@)+ By wi+2€

a tien ze tmrn/‘lh/ ctrrymjm

2. u 2y o !

P <

N B @@+ (vpLE ) iy 1

Mamy pawet wigoej, dla A>C i dowolnego elememtu € -\

mamy p(u)< A , Stad wigo zauweiamy, e
R (u+} € Rulw)vBy(vj+E
co wobec dowolmokci & daje subaddytywnodé fiy

Rykaiemy teraz Jednorodmosé :unkdj opatin EINEOWSEIEGO.
Kiech A>¢ , wiéwcgas dla dowolnego VeV mamy:

A 5 2 o2
.?'ﬁ.,(?}—}znf‘{owm'ot weM}= ﬁf{cx >C o e r
=nffprc: £ r.hlef‘?} P (2%

Zatem t .’rest dodatrnio jedmoradreym fr:nkcjml:em.
Zauwatyny, se dla dowolnego Ve V1 dowolnes liomby.

dodatnie] £, V(R e M

wobec cmego i na mocy "-I:ego, Ze M jest zbiorem mazunru ma—

my dla dowolnego A<C nastepujgce relacje
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IN

,}% W pu+e) e M. (]]%Ti

oTAL
"“) < Pu(s)+¢
co wobeo dotnlnoépi E i dodatniej Jadnurudnoéni Pu daje.

pr (2w) |B IPP. (o)
z:tem wobec dodatmié] jcﬂ.nnrodnnéni Pw otrzymana nierdwnosé
Jest prawdziwa dla j (0 . Stgd mamy

Pr() = pm (2 Whs) = |3 | pn (A)
. zatem 3 ‘
l}[pn(.'\i-} =. pn(lv)
skgd juz dla R0 mamy
P (ds) = 13| pn )
Zatem stwierdzenie jest udowodnione, bo w przypadku j=0 Jjest
ono banalne. ) s

WEIOSEE 1.4. Dmlna przestrztﬂ wektorowa \V topologizowana“ za
pomocs rodziny péinorm {p-;(] met‘} speiniajgcej warunek ' (W)
Jest przestrzenia LOKALNIE WYPUKLL Haunsdorffa, w ktére] kazda
pétnorma py teJ rodziny jest ciagh.'{!dirotnie, dowolna prze-
strzed V LOKALNIE WYPUKLA Hausdorffa jest przestrzenig wekto-
rowg topologizowang 2za pomocg rodziny péinorm, ktére sg funkcjo-
natami Hinkowskiego nzystkicﬁ wypuklych, wywazonych i wchlania-
jacych zbioréw otwartych w przestrzeni V .

URAGA 1.1. NiechV bgdszie przestrzenig wektorows, a { \u :vGA}
e rodging podprzestrzeni wektorowyoh przestrzeni V' , prey czym

Ve UV,

€A



- D

nadto sakiadamy, ke kaida podprzestrzef VY, jest LOKALNIE
WIPUKL) prazestrzenis, oras dla dowolnych o, spelniony jest
nastepujecy warunek: jJesell V,;fg V.. +to topologia w W,{,:f
pokrywa sie z topolaglsg indnkntm prm‘hrza.ni T.g( .
. Okreélamy w V podzbiary otwarte te 1 tylko te zblory wypuk-
e wywaions i wohraniajgoe U , ktéryoh oszesci wspélne UV,
dla «eA sg shiorami ohnrmi w V. sawierajgcymi _ara-.(}.
Pak okreflona topologias w V nazywa sie topnlogiq granicy in-
dukowane] przestrzeni V. .

. Gidy wyblerzemy stocmenie D lypu‘r.?:e 1 wywaZone - zr:=0
wprmtrmiv ,towﬁapn-lsh U:uca'n(p/ )
'hm pudxhiér -

27, > ..
U={ueV: u= J;d'_; 5 gV p.20 ;‘;:/5,:,3%

jest wypuklym wchlaniajgcym 1 wywasonym, kidrego czgsé wspdl-
na V/‘V jeet wywazonym i wypuklym otocseniem v=0

w mmi T/;c » Zbiér wezystkich tsk’ich‘pudzhiorél U
cdpowiadajgcych dowolnem: wyberowi otooses . stanowi ukZad
podstawowy otocsesdi elementn ¢-¢ przestrzemi T/ , tzr. dowol-
ne otoczenie elementu 77=¢0 w przestrseni V szawiera uvtoczenie
postact U . Prsestrzed V gz topologla granicy. induktywnsej ~
przestrzeni TV;_ , ooeh /skonstruowang w wyzej opisany spo-

86b/ parywsmy krétko granics induktywns prsestrzeni YV, xeA.

PRZYEZAD 1.3. Roswatny przestrzes ColQ), mstqpnie /pu:r:.
Przyktad 1.2./ ozmy przes Qt@-) gbiér funkedd Fe(, @'
ktérych mosniki'/ a3 sawarte w podzbiorze swartym K w 2 .

¥ Mnil:isn funkeji # , ktéry osxnacssmy supp 7
n:jmiejszy domkniety podgbiér w Q@ , poza ktérym fm:knia
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W 23:(-’2) ckrefélamy za pomoeg pdinorm zdefiniowanych w pray-—
kradzie 1.2. topologit tak, te ©.(2) stanie sig przestrae-
nig lokalnie wypukls. Granica indoktywna przestrzeni & he 2]y
ghzie XK przeblega wszystkle padx’bio:y zwarte w _C , oznzoza~
my symbolem D(02).

l‘isuhv bgdzie przestrzenis wektorows. Zbidr wms-t-
. Kich rnm:oméw liniowyeh nad praestrzenis V osnaczamy
przes V. Punktem wyjécia dla konstrukoji funkuanmév 1i~
niowych Jjest nastepujgce stwierdzenle.

STRIERDZENIE 1.2. Dla dowolnego ol‘uw'ntz}r ¢ przestrzeni Vv
igtnieje taki funkejonal liniowy FZ€V °, se - Ffro)=7.

DOWAT. Element ¢ mosna dblgezyd do takiego podzbioru liniowo
niezalednego L y by wraz z ¢ stanowil on baze przestrzeni
V. K2adgo na elementach u tej bamy (“ej=7 i prredtuis-
jsc liniowo 7fna przestrzeny. V otrzymjemy funkcjonal ,ue'\/f

meah # bedzie niezerowym funkcjonalem linicwym mad V/,
= .,cfggfl Jest podprmltrmia wektorowg przestrzent Vv
1 zhidr '—/uétd rozpina przestrzed |/ dla dorolmego «}‘H'
Istotnie, jezeli ¢ V- to /- (#rw,;ﬁ w e H
Zatem nie istnieje podprzestrzel wektorowa w zawierajgea
podpPzestrzed H s ton. ~ jest maksymalng pﬁﬂprmfrmﬁ.q
r V. Odwroctnie, Jezeli H jest maksymaling podpruzestrzenis
v V' , to istnieje taki funkcjonal liniowy £, Ze

£ (fei)=H

Istotnie, istnieje element .,(.a'n,'éwom dnrolny ele-
ment prrzestrzeni YV mosna przedstawié ¥ postaci w-+Au ,
gizie 7v¢ } ; kiedziemy woéwezas ' 2(7+ Aw)= Ax , prey
ezym O=C. Oozywiscie £ znika na /7. Maksymalna podprze-
gstrged ~ przestirzeni ¥ narywa sie hiperpodprzestrwzenisg.

Eazdg poziomice # niezerowego 2nnkojonﬁln liniowego
7‘Z y tzn. W—g »eV 3 7’!(7.4)-'- ,fp*o , RAZYWANY
afinice: hi BBZCOZYZING W o T
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Zbiory i f
[veV: e} | fveV: fu)>«]

{veV: f(_zr).éoc.] ) LveV: fw)>af

‘nazywsmy odpowiednio otwartymi i domknietymi péiproestrzenia—
@i ogranicponymi hiperplassczyzng afinmiozng €.

' Fiech V bedszie topologiczng przestrzenig wektorows,
podpreestrzet V proestrseni V', ktérej elementami sg fun-
kcjonaty liniowe 1 oclggZe, nazywamy gr:ntrse:niq sprzfiony
topologicznis = V.

Przypominamy, se funkcjonal liniowy # jest ciggly na

"V wtedy 1 tylko wtedy, gy jest on i SR P |
ctocsenin ¢=0. Istotnie, jeseli [Av){€ocna U, to

[#v)| <€ na eaxT7 , satem Jest oiagly A1a v=0,
a stad 1 na V . '

: Biech '/ bedzie przestrzenis lokalnie wypukig & 0
niech oznacea taka ciggls péinorme, e 12l £ P)
gachodzi dla wszystkich e [/ , wéwezas funkojonat £ jest
ciggly, bowiem jest on ogranicszony na otoczenmin J¢ /Dc‘r:’é{f.

UWAGL 1.2. JeZeli ,t Jjest funkcjonalem 11nimm i oiggiym, to
If‘(_) | Jest cigglg péinormg. ; N

UWAGA 1.3. Niesperowy funkcjonal liniowy )- Jest w paln:l. okref-
lony przesz swoje jgdro, tzn. zbiér. A= A"(7c}) _ , orag
wartoéé dla elementu «¢ 4/ . Zatem funkcjonal liniowy mos—
ne gadaé przez podanie ~/ 1 elementu « , w kidrym Hj=7.

LEKAT 4.1, Niech / bedzie funkcjonalem liniowym nad przestrze-
nig V., H={050) , Fro=11 U=sfveV: 1Lal< 7).

Jeseli W/ jest zbiorem wywazomym, to (erN)mnH=¢ , .
wtedy 1 tylko wtedy gdy «/c T/ .
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DORGD. Niech WU, Jeseld ekl to ;ﬁ(u+v)= 1+ 2 #AO
gyt Tek/ , a wige (wur&/ ) H=¢ . Dowdd w drugs
strong jest dowodem niewprost. Zaldimy, Ze WC:’;U—, wobeo te-
‘gc istnieje taki element 6% LI 4 8B lﬂi"}i > 7 4 oczy-
wifcie wobec qenia W =;= i/, zatem i e
. wywaze 17 A Flu %’)) s
f o - il 1 »
‘j’-; f=0C , & wigc u“%,é H ton. ("-*’M)OHW
: _ L
00 przecsy salofeniv, & wige lemat Jest udowodniony.

PRIERDZENIE 1.2. Funkojomat liniowy £ nad przestrzenig weito-.
rowg topclogicgna V jest ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy je-
go jadro #7730}  jest domkniets podprrestrzenis.

DOWSD. Jeseli £ jest liniowym i ciaglym funkcjonazem nad V |,

to #7(fc7) ~ jest domimigte jeko prescimobras sbiorn dom--
Jnietege scf w K .

Dowéd w drugs strome cplera sie na lemacie 1. Niech "'f"f (/)
bedzie domknietym podzbiorem w V i nigoh U= Ffuelr- |Hol< 14,
Jeseli 7[ nie jest tankcjonatem zerowym /gdyby ttk byto, .,fby-

2o0by cigglym funkojonalem/ to istnieje tekl element « fﬁzﬁ,
%e  Fewy= {. Wobec tego istmieje wywazome otoczenie A/ ele-
memtn V=0, #e (urk/)VH=¢ , stad na mooy lematu 14, wy-
nika, #¢ ~A/CV , a wige funkocjonal linmiowy ;lest ogranioczony

na A/, 8 wiec- jest ciggly.

STWIEEDZENIE 1.3. Jezeli H jest podprzestrzenig waktnrm
przestrzeni wektorowe] topologicznej V to domkniecie ~
Jest réwnieZ podprzesirzenig wektorows w 7

TOROB. Fiech uet, veH a U niech bedzie ctoczeniem o= L)
. Oczywibcie istnieje otoczenie A/ takie, se W+ WC T, Ww-
czag w+< A/ 1 +4/ maj)s punkty wspélne g H', wobec tego'

Ui Ixf réwniez ma punkty wspélne & AAi/=/7, tzn. u+m—.i-;_7,
analogicznie pokazuje sig, Ze Jjezeli e H to 'f"t.r:e/? dla
dowolnych Ae R,



STYIERDZENIE 1.4. W prasestrseni wektorowe] topologicane]
hiperpodpraestrsed H jest albo domkmigts podprzestrzenis
- albo jest shiorem gestym w V .
mmﬂmwglvmwﬂwiw—
dmenis 13.% drugie} strony H jest maksymalna pod praestraeniy
:V -njamm:.h HDHnmmajn* .ﬂf-f albo
rmm twierdseniem Analizy jJest t-iu-m;m-
HARNA-BANACHA, wediug ktérego funkojonal liniowy i cigsly ma
podprzestrzeni A przestrzenl lokalmie wypukie] V mozma
Mﬁhﬂémmwm:ﬁv Owéwimy 1 podamy dowdd te—
go twierdzenia w m:lmi;n umtrmmm ¥ tym celu ndacod-
nimy

LERAT 1.2. Niech V bgdzie przestrzeniy lokainie wypukly, .
A - mmm i wypuklym jej podzbiorem a H podprzestrrenis
wektorows rostaceng z A . Wéwozes, albo ~* jest Hiperpod-
przestrzenig, albo istnieje takl alement uqf’H, e podprze—
gtrzelt wektorowa rozpieta na pndpmﬁrmi H1 u Jest ros—~
lqcm s A, _ , : i

m_ PoZdsmy ' :
. C = M+ L/AA

C = H +u AA'
Oczywiscie oba tn zblory sg otwarte 1 md:tu mamy

O =¢.
Istotnie, jezell we C NC_, to wehiAv =h"2p°
gizie A L€/, a V,?—”EA i A A’> 0. Oczywisoie many
A=k = A+ a stgd (7104127)/(3-#?;) € H
i réwnocseénie (;Lmz,cr)/m*x & A  dzieki wypuklosdoi
xhiarn A ; a stgd mamy jus rozlgornoéd C -
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Rogwasmy teraz przypadek: Hwow C,u C_£ . W tym

~ przypadkm istnieje element u , ktéry nie nalezy ani do H ani
d¢o CiuC_ . Rospatrzmy terasz podprzestrzer rozpiets na pod-
prgestrzeni H 1 elememcie y . Jezell by ta podprzestrzel mia-
ta element wepélny v 2 podgbiorem A , to istnialoby takie
AEC  2e )

W= BAF +-H
A

ale wisdomo, e v+ H C CuC. |, co stanowl sprzecznosé,
a wigc podprzestrzed rozpigia na podprzestrzeni H i elemencie
w nie ma punktéw wspélnych ze zbiorem A .

Rozwazmy Jeszcze pozostazy przypadek, a mianowicile
HuCivu C.=\ . Jeseli H nie jest hiperpodprzestrzenia, %o
istnieje taki element ae C,- , Ze podprzestrzed G rozpigta
naH i @ nie pokrywa sig 2 V /dla hiperpodprzestrzeni
1 elementu a mamy nastgpujgcy rozkiad dowolnego weV dany

wgorem = |y + iilii\c\, , gizie veH , por. str. 13/, tzn. ist-
Q-

nieje taki element beC. , ktéry nie nalety do G . Okreélmy
funkcje +(i}= (\-3)o+1t w przedziale [0, 1] . Ra podstawie oigg-
zoéci tej funkeji i faktn, 12 C, C_ s3 zbiorami otwartymi, ma—
my dwa podsbiory otwarte T=-F‘(C.) § —-§"(C.) w odoinim [0, 1].
Oczywiécie Oel, 4&_.2 oraz ir\l:é, vowien C.nC=¢, Flech
- &?{3:151'} s WOwWOZas ;

deInll ¢ Tall= clad

Wobec tego () ¢ Cul zaten -’fu)eP ten. (~v)a+ote H 3
ale fakt ten przeczy temu, e ¢ G , a to oznscza, 1% pod-
przestrzm& H  jest hiperpodprzestrzenig w \[
C ry

TRIERDZERIE 1.3, F.ech A bedszie otwartym i wypukiym podzbio-
rer prrestrzeni lokalnie wypukie] V aM - podprzestrzenig
vV rozigczng A . Wéwczas istnleje domknieta hiperpodprza—
strzeft H zawierajgca M 1 rozigczne z A .
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D0WOD., Niech é zbidr wszystkich podprzestrzeni w V' zawiera-
" jacych M i rozzaeznych 5 A . Zgodaie z aksojatem wyborn _
/por. LENAT KURATOWSKIEGO-Z0RNA, [M] /, ktéry stosujemy do
trywialnego iaficucha ©= {M} wniosknjemy, e w € istnie-
je element makayualn:v.f"f. ktéry zawiera laficuch € . Niech
H bgdzie stmg teoriomnogodciowg wszystkich podprzestrreni
valezgoych do M . Oczywidele ' jest podprzestrzenis w V'
roztaczng z A, i gawierajgeg A . Na moey lematu 1.2  jest
hiperpodprzestrzenig, bowliem w przeciwnym wypadkn przeczylo-
by to maksymalnosei tancucha M /mozna by wéwezas doZaczyé
doﬁ(. podprzestrzed rozpiety na zbiorse HU{’*‘f /, nadto

H jest zbiorem domkniqtyn, bo w przecitnym vypadtn H byio-
by zblorem gestym w 57 /por. stwierdzenie 1.4 ~/ i nie byto-
by Tozlgozne z Zadnym zbiorem otwartym, & wigo i w szozegdl-
nodel z A , co kohozy dowdd.

WNIOSEK 1.5. Dowolna podprzestrsed domkmigta M w lokalmo
wypuklej przestrzeni V jest czedcis wspélng /przekrojem!/
wszystkieh hiperpodprzestrzeni d.umk‘.nietyeh Ja =zawierajgcysoh.

DOWGD. Niech @ f‘M , wobec tego istnieje otwarte otoczenie
wypukze A elementu a rozlgczne z [V . Wedlug twierdzenia 1.3
istnieje hiperpodprzestrzed domknigta //« zawierajgea M

i rozlgozna = A , zatem CL&‘H qs stad juz widaé, iz M=N
asm

‘MWIEEDZENIE 1.4. /o przedluzaniu funknjanatn/. Niech 00.)
bedzie péinormg na przestrzeni wektorowe] y 8 f’- niech he-
dzie funkcjonaiem liniowym na podprzestrzemi M w V' x‘téra—
go wartoéei na / nie przewyiszajg wartoéel © na V. l&v—
czas istnieje funkcjona liniowy ,Tn.n v, Ju:tdry jest prze-
diuzeniem /f na V 1 jego wartegci nie prz.mzsza:jq wartoseci
- pétnoray o na V. ‘
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DoWdD. Hiech V bedzie wyposazene w topologie okreélong péi--
norma L , g | U={veV: pavi< 17 . Zaléimy, ze
£#0 1 piech & bgdzie elementem podprzestrzeni A/, dla
ktérego -_?!("!4)-‘-'?’ 1 niech A=w«+«T", Oczywiscle A Jest
gbiorem otwartym i wypukiym. Niech AN = ¥ _fé'o_? ) s a wia-
domo, %e dla ve UnM c U, | #K? & na mooy lema-
tu 1.1. N jest rozisczny z A . Stad wedlug twierdzenia 1.3.
irbnieje domknieta hiperpodprzestraed H zawierajgoa N
1 roz-lqcm z A . Nech 7 bedzie funkojonaZem liniowym, dla °
ktérego }’/ai) H 1+ Frw)=1 . Wewozas £ jest.
przediuseniem 7 na |/ , madto :,rm);g._,gm) a1a’ vel,
a stad I,r—(u)lép(u) e VX eV ; oo kodczy do-
wéd twierdzenia.

§

¥NIOSEE 1.6. Dowolny emaly funkojonal liniowy # na podprze-
strzeni M w przestrweni lokalnie wypuktej V ms 1iniowe
i ciggle przediuzenie na cale Vs '

DOWOD. Istnieje takie otoczenie wypukle, wchianiajgce i wywa-

sone UV, ze dla ve UNM | Vel <4
Oznaczamy przez P furkejonal Hinkowskiego otoczenia U y
oczywidcle mamy tf!ru)]d. /b”(’z_:j dla ¢ U?”V/’ gdys

‘Dv(w" 7/ s+ pel/ s ® = ciagtodel na M wynika, 12 |Fw)i<
(;,) dla e A/ . Stad na mooy Awierdgenia 1.4 ist~-
nieje liniowe 1 ciugle prredinzenie ,i fankcjonazn / na V.

WNIOSEEK 1.7. Dla dowolnego elementn U przestrzeni wektorowej
V" 1 pétnormy p na V istnieje taxi fu.nkujomz liniowy
i ciggly ,4’ na V’ Ze
fou)= p(*—)
\Yre)ls pru
dla wezelkich ¢ Vs
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DoW3D. Istotnie, na podprsestrzeni M rozpietej na elemencie
% okrefiamy funkejonal
f(aa)= 1 pea

"i przediuizamy go na calg przestrzen Yo

WNIOSEE 1.8. Niech V bedzie przestrzenig lokalnie wypukls
Hausdorffa oraz niech V bgdzie przestrezenis sprzazung gV .
Jeseli Feu)=C dla feV to u=0.

DOWdD. Jezeli U#( , to istnieje péinorms p , taka, 2e pray>c
, + Wéwczas na mooy Wniosku 1.7. istnieje funkcjonal linio-
wy 1 ecliggry f taki, .2e }’:"u):#C sy 0o stanowl sprzecznosé.

STHIERTZENIE 1.5. /HAHNA-BANACHA o oddzielaniu wypuklych zblo-
réw/. Hiech |/ bedzie lokalmo wypukig przestrzemiz A 1 B
rozigczne zbiory wypukie 1 otwarte. Wowczas istnieje taki fun-
kejonaz liniowy i ciagly ¥ , ze f(ﬁ) i 7‘9('5) sz rozlgczne
/ ¥ "oddziela® zbiory A i B /. '

DOWdD. Podzbiér A - B jest otwarty i wypukly i nie zawiera
sere. Na mocy twierdzenia 1.3. istnieje domkniets hiperpod-
przestrezet’ /= f‘f(fcf‘,} ‘gawierajsca podprzestrzen {(f
i rozigezma z A - B . Poniewas hiperpocdprzestrzed /7 Jjest
domknigta, to funkcjonal ¥ jest ciqg}:y, nadto  #/4) jest
roglaceny = £(8) .

LEEAT 4.3. Dowolpy funkcjona2 liniowy nad przestrzenis lokal-
pie wypuklz V odwzorowuje otwarte podz‘niury v/ na otwarte
podzbiory w 7’—’

DOWAD. Niech A bedzie zbiorem otwartym i %€ 4 . Wéwczas
gbiér A -1 zawiers zero i Jego otoczenie, ktére Jjest wehla-
‘nigjace. Niech ?‘-’ bedzie funkcjonalem liniowym niegzerowym,
wéwezas istnieje takie ac \/ y Ze f(d._]:.—;j . MoZna znaleid
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taks liczbe (>0, Ze daeA-u, ais | <€C, zaten
Feul+ 1 € FA)  , gdy 14l€X , bo f(%?\&jw Feur+2
a wigo f(4A) Jjest zbiorem otwartym.

WNIOSEK 1.9, Niéch B bedzie wypukiym podzbiorem lokalnie wy-
puklej przestrzeni VV i niech a¢3 Wowczas istnieje taki
funkcjonaz liniowy 1 ciggly ¥ , se F(@)§ 7(8)

DoWOD. Poniewaz (¢ 2 , wobec tego istnieje takie otoczenie
wypukie i wywazone UJ szera, 3e @+U)nB= ¢ . -

Na mocy sttie:mzenia 1.5. igtnieje funkcjonat linicrry i cigg-
¥ s ktéry "oddzield® gbiary A+ U 1.B 4 ten. #+0)n f(8)=
=g . Fa mocy wniosku 1.9. zbiér F(a*() jest otwarty,

a stad f(a)& Fr3j , oo byko -do udowodnienia.

PNIOSEK 4.10. Niech A i B bedg roziacenymi zbiorami ir'ypnkzy-_
mi w przestrzeni lokalnie wypukle] V . Jezelil A jest zdloren
otwartym, to istnieje furkc)onaz liniowy i cixig}:y --}e oraz sta-
8 o , 26 F(VI>X dla VEA 1 foyjcx dla ve R

DOWOD. Fa podstawie stwierdzenia 1.5. istnieje liniowy 1 cigg-
ty funkecjonal f , ktéry “oddziela® sbiory A i.B , tzn. zbio-
ry f(A) i ¥(B) sa roszigcine.. Zatem dla ?-’4) i f(&) jako
podzbioru wypuklych prostej ﬁ mamy
Sz{,{:{?":vn VE. R} < 772{{ f(*:},' L 'UG,P,{}-

/#dyby nieréwnosé ta nie zachodzila, to nalezy funkcje £ po-
mnozy¢é przez — 1/. Fiech o = ?rz}‘{i'(w ?1’&-4} wéwezas oczy-
wigcie jest F(y)cw dla V€B , ale fc4) Jest zbiorem ot-
wartym, watem q?f’(ﬁ} stzd wige mamy i"t"b'!?cc dla veB.

" STRWIERDZENIE 1.6. Biech V bgdzie lokalnie wypukilg przestrze-—
nig, ¥ - fankcjonatem liniowym na podprzestrzeni M o wzas-
noécit F(UI>O s, gdy Ve MnA= (f' -y gdzie A Jest pod-.
gbiorem wypuklym w V . Wéwezas istnieje funkcjonaz liniowy -;"u '



ktéry jest przediuseniem funkcjomatu £ 1 F(v)>C ala
VEA - '

-

powdn. Nieen N=f (f0}) ) sezywidel NNA=  wobee te-
go na mocy twierdzemia 1.3. istnieje hiperpodprzestrzed H
zawierajgoa N 1 roszaczna z A . Niech ueAPM . Okres~
lamy f przeg przyjecie -f’ﬁt) fcu) - oraz -F Got)=H 2
Oczywifcie /por. UNAGA 43 / f Jjewt przeduzeniem £ na V/ .
'Po]mﬁewy, Ze —}’(qf)}g dla v €A . Istotnie, poxdimy

‘ f{zz}-—-}wi zaléiny, e istnieje weA , dla ktérego -;’{cz,,!—-/uso
Ponlewaz A 3est podzhimm uypnklm wobec tego elemfent |
(’le,cm)/meﬂ) nalety do A 1 nadto

f({mvz uJ/iﬁv*)) (ax */‘3)/3% = tza.
( hasplt) [0 ) jest réwnies elementem nalezgoym do H ,
co wobec tego, 26 HNA =T , stanowl sprzecznosé.

URAGA 1.4. Jezell fonkojonal 1liniowy }’ Jjest ciggly na pod-
przestrzeni M o wiasnokei: F(7V)>C , gdy Ve MnA=¢
gizie A jest podzbiorem wypuklym w V . Wéwczas istnieje
przefiuzenle ciggle ?‘ funkcjonatu f na calsg przestrsen T/ ’

przy czym ~
ok F(v)>0 -
dla veA . :
Dowéd wynika bezpofrednio z dowodu stwierdzemia 1.6.
przez zastosowanie twierdzenia 1.4. -

2. DwoIsTeSd I SZTARBA TOPOLOGIA

Fiech \/ bedzie przestrzenig lokalnieuwypukis, a /'~
podprzestrzenia przestrzeni V* , ktdérej elementami sg fun-
kcjonazy liniowe i ciggle, tzn.\/” jest przestrzenis sprzgso-
ng /topologicznie/ z V . Zauwasamy, ze kazdemn elementowi
e V mozna prrzyporzadkowaé funkejonal liniewy 2 s ktory
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: df 2. .
dany jest wzorem %}(F}‘—‘- ‘fp(VJ - A& wigc istnieje odwzorowa-
nie liniowe przestrzeni V w V'™ okreflone wzorem

5 A A7
Vavy —— )= fiv)

UWAGA 2.1. Jezeli V:ies‘t przestrzenisy topologlozng Hausdorffa,

'*n adwzo"'cvan.te'/\ Jest réwnowartodciowe. Istotnie, niech

’U'n u, taka réwnoSc¢ ma miejsce wiedy i tylko wtedy, gdy ?:{1‘_!- et
dla wszelkich 2V’ , a to ma moocy wniosku 4.8. tylko

zachodzi dde v =4 .

¥NIOSEK 2.1, Przestrzen lokalnie wypukZa V moze tyé utozsamio-
ns z podprzestrzenis wektorows v proestrzeni V¥ jezeli tyl-
ko V jest przesirzenia Hausdorffa. :

Dowéd tego wnioskn Jeat trywialny.

Eachodz_ wigc pomiedzy przestrzeniami Vi V algeh‘ra—
iczna ayma-.ria, polegajaca na tym, 12 kazdg z tych przesirze-~
ri mozna uloisamlé z podprzesirzenig przestrzenl algebraicz-
nie sprzszone] 2 przestrzenlsy pozostals. Ta symetria rozsze-
rza sig do symetrii topelegiczne]. Przedstawimy to nizZej.

Mozna pokazaé, ¢o ucgynimy dalej, e ¥ podprzestrzeni
Y/’ istnieje topologla, W ktdra wyposazona V' staje sie prze-
strzenis lokalnie wypnklg i Hausdorffa, przy czym przestrzed
sprzezona /topologicznie/ z niz jest przestrzeniz V . -

iby to wykazad, wpromdzimy nastepujace oznacgenie.
Elementy przestrzeni V' oznaczaé _bgdzlemy symbolami oy u’,
@'y seey WATtosé funkejonalu 7 dla elementu % prseatrzen.i?"
bgdziemy zapisywaé w nastepujgeoej pestaci LU V' }, wowozas
&+, ">y oznacza funkcjonai dwuliniowy nkreﬁlony na prndu]:c'ie

\/x Vi spelniajacy dwa warunkis

’3; dla kazdago elementu =0 przastrzeni\/ istnieje taki
funkc jonal liniowy 1 L:Lq.ghr ""é V' oy e <V 25%0

3
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(B') t1a kataego funkojonaru liniowego 1 cigglego V'#0
przestrzeni V' istnieje taki element veV , e

LV¥>#£0 .
_ Powyisse dwa warunki na funkojomal dwuliniowy £°,° 7
wynika ja z nasgych poprzednich rozwazah, a misnowicie warunek
(B) wynikm sz twierdsenia Hahna Banacha /por. Wniocsek 1.7.
~ str. 19 /, a (8') jest oczywisty. '

Moze byé ogélniejssza sytuacja. Niech E 1 F begda dwoma
prezestrzeniami I'ckturmi nad tym samym polem skalardw K ’
oragz <, niech bedzie funkcjomaiem dwuliniowym /o wartoé-
olach w K / spetniajacym warunki (8) " (Bj ’ lrfdre mazna sfor-
mutowaé¢ w formie réwnowaznej: ‘

(BJ ze znikania <€ ,7>=0C dla pewnego €.¢ £ 1 dowolne-

g f¢F wynia €=0 -

(B/):ze tnixania <e,%,>=C dla pewnego %¢F 1 dowolne-
go €€E wynika % =0,

 Eéwimy wowczas, e preestrgenie wektorowe £ , F  /system:
{EF,<.-7} ] tworsg pare dualna, lub se sa siabo dualnme;
gapisujemy te pare symbolem (E,F) .
D1z kazdej pary dnalnej istnieje naturalne ocdwzorowanie
h przestrzeni F w przestrzeni E™ zdefiniowane w sposéb na-—

stepujgoy: e
Fof—t s h(f)=<.f>€kE

, Oczywisdclie toodwzorowanie 3&31: liniowe, a £ warunkm
(\B{ ).wynih, e jest onc réznowartoseciowe i wobec tego r moz-

na utozsamié -/ Jest . lzomorficzna / & podprzestrzenis
przestrzeni E” . Analogicznie mozna pokazaé, Ze dzieki warun-
kowi (B{)JEmm utozsami¢ /jest izomorficzna/ z podprze-

strzenls przestrzeni F~. .
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Pare dualng w szczegélnosel stanowi araV i sz fun-
kcjonatem dwaliniowym <*. >, td.m V'Jé-{ AM <'a'>])
Parg taks nazywany nstiralng pars dualng.
Fiech (E,F) bedzie para dualng; kasdemu elementowi
fe F' odpowiada péinorms okredlons wsorem

P(e);- ]49,797;

Najsiabsza topologia, przy ktére] wszystkie te péinormy
s3 ciggle, nezywamy slabg topologig w E okreélong prgzez przs—
streed F 1 oznaczamy Jg G(E.FJ) . Oczywifcie, jest to réw-
niez najsiabsza topologie, przy ktérej nmtkia fmﬂ:cjomly
&y 17y gizie 6 F a3 clagre.

Podsbiory postaci

feeE: swpl<e, frl<1}

A= lEm
stanowis basg /domknietych/ otoczed zera w topnlo.;r,i §(E.F).
Oczyriécie przestrzer £ wyposazoma w topologie 6(E, F) Jest
przestrzeniy lokalnle wypukzg i Hausdorffa, ponlewa:i zapewnia
te ostatnig wiasnosé warunek {;3,',' , ktéry jest réwnowasny wa-
runkowi (B) 1 warunkowi (/1] . Pakt ten wyrnika z twierdzemia 4.1.
i wniosku 1.4., przy czym € dila o;': 4,%,ccv, 2 wystepujace we
wzerze /5/ §1 w powyszszyeh sformulowaniach mozZna zastapid
przeg 1, bowiem

|« €, {/g_‘?léi "= 4% ... n
jest réwnowazne
!464 i{&?ié E‘_ E'—-':J!J!‘_l';rj

Prrestrzen /topologicznie/ sprzefora z przestrzenig £
wyposazong w topologig 6 (E,F} sawiera ocpywigcie przutrzm&
T s tzn. ES F ’ 2

' Pokatemy, %e przesirzed E moze byé utozsamions [/ jest
.izomorficana/ & przestrzenis F . W tym celu udowodnimy le-

nt.



- B

LEMAT 2.1. Jezell Yt #n sg funkejonalami nad praestrze=~

nig E , to albo #. jest liniowa kombipacjg funkojonazéw 7 -...
,fry 81bo istnieje taki element €. ¢ E ; e fi(&pfi Ff(g)=C
dla j=12%....n. '

DoBOD. Bez zmmiejszania ogblnoéci rozwasar prryimijmy, ze

?1;’-‘- .4, 8% liniowo nie‘g_ezgzmi fonkcionarami nad E . nowéa
preeprowadzimy indukeyjnie. Dla /=C lemat jeest prawdziwy.

© Nieéh lemat bedzie prawdsiwy dia 7-7 . Poniewaz funkcjonal
 #, dla kssdego ?=1.%,---,7 nie jest kombinacjg liniowa fun-
kojonatéw % ..., -{',,,J : N .}, Fa + t0 na mocy galozenls induk-
eydnego istniejg takie elementy €; , e Jj {E;'jr-C" 3’*;’. ’
a 'T‘:-(E;'_,lz 4 . Dla dowclnego elementu €¢ £ mamy

7 =1 . .
e-= f,(e)e, € N= f;‘f £ ({ci

t= e f
Zatem, albo istnieje taki element &cfi, ze 7.(€. /=1
(¢ £&)=C . dla j=t-.,n j , albo, i(e)=C  dlz dowolne-

ge ¢c N« ¥ tym ostatnim prezypadkua dla ©€ E mamy
1 n ; n :
f,,(elF-‘ = fice) i) = = 2, fces

L=y
i wobec tego

n

- -~ -
e -
}r’,"-'—' Z: i R

t=4 :

co nalezglo dowiedc.

- NNIOSEE 2.2, Jezell %, ... 7 ©a liniowe niezaleznymi funkcjo-

nstami nad przestrzenis £ , to w przestrzenmi = istniejg ta-

kie elementy € ... €, , ze 7, (e =17 1 %, (Ei= & dle (#/
o

?14;"?',"‘4("; afl:f:'z)"‘:r"
DOWOD. Dowsd jest natychmiastowy.

STWIERDZENIE 2.1. Niech (E,F) bedzie parg dualng, ¢ / jest
przestrzenis epregions /topologicznie/ ¢ przestrzenig £ wypo-
sazong w topologie 6 (E,F) .
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DORAD. Niech 7 bedrie funkcjonarem liniowym i ociggiym nad

proestreenig E_ wyposazong w topologie 6(E.F) . Zatem
Hr@jgx«c ‘ma pewnym otoozeniu postaci

V-fe: gpiceses |
gigle e #n €F fhofaimyltupolngﬁefg Fl 4.
~ Wobeo tasu ne mooy lematm 2.1., albo £ jewt kombinacjs
liniows funkojomaXéw ¥,.-,#n albo mtm.-;;. baki element g€ £,
e Fe)=d ,0 <@, £>=C a1 4.7 , Ale to stanowi
sprzecznodd, gdys e,cD . & |frelr, satem
{ = A, £ €F

Z ld.rugie.‘j strony ]razﬁy element przestrzeni F Jest cigg-
1y w topologii 6(E,F) , wobec tego preestrzed spraeiona /to-
pologicsnie/ E ‘% prezestrzenia £ wyposaZong w topologie 6(E, F)
jest identyczna z F , co malezalo pokazad. '

URAGA 2.2. XNiech 3 hﬁdzia lokalnie wypukig przecirzenig &
E’ niech bedzie prseatrzuiq. sprzesong /topelaogicaznie/
z prrzestrzenia E . Bara(EJ E ) jest naturalng parg dualns,
pPrIes E‘(EﬂEj ognaczmy lokalnie wypuklg topologie w E',
przy ktérej przestrzenis sprugions /topologicsnie/ ¢ £’ jest
przestrzer E .

Niech (E F ) bedzie dualng para; kasds lokalnie wypukls
topnlugia w przas‘brseni E , przy ktérej prrzestrzen aprreona
/topalogicznie/ E' 2 przestrzenia £ jest izomorficzna g prze-
strzenig F ', bedziemy masywsé topologis zgodng # duslnosoig '
miedey E 4 F' -

Stwierdgenie 2.1. aaje Ilaénze przykiad tnkiej 'I:upnlo—
gli w przestrzeni = , jest to najeslabsza z topologii zgod~
nych 2z doalncéciz migdzy E i F . Poniews: ta topologie
6(E,F) jest topologia Hausfiorffa, wiec wszystkie imme tope-
logie zgoine z dualnoéeig miedey £ 1 ~ sg réwniet topologia-




mi Bansdorffa. Okswuje sie, se isiniejy takle wiasnodci topslo-
glosns, kitdre mg zaledne ad pary dualnel, & nie od wybrane] 't'n_--
pologii zgodne] = dualnofdisg miedsy E 1 F . Zaten badania tych
wiasnoéci mosna prowadzié w tepolegii @(EF) . Preykiadem ta-
kie] wiasnoéul jest mtrhmn;am ) B L

STRLERDZERT] Fiech CEF) hmiemmmiAm&nﬁn—
mwpnnnpmwmmE mwmmmA-
MMM&M%MMM!W@
riqdzy E +F .

Dowdp. stseh T betads dowolng topologisy w E zgodng z dualnod—
aiq-igaq E 1 F . Pokasenmy, e domkniecie A pedbriorn A

w topologii J jest idemtyczme = d.ukkniqciu A (%) podzbioru A
w topologii ©(E,F) . Pomiewaz topologia < Jest mogriejsza

od topologii G(E,F) . , mobec tegs AC A LQ)

Niech e ¢ A , wWéwczas ns mocy wolosku. 1.9. istnieje cigsly
i linitowy funkejonal J¢E taki, e

<ed> ¢ ALy = { <y, HeRged}

Zaten istaieje 376 , se [<e-gd>[3% ' dia geA .

Riech U= {%G'E: l<g$i<T3 jest wiec otoczeniem w topolo-
gli S(E F) mm,m:-ﬂ.‘ jest roskgczne z A , tzn.
" e u}.mn‘l: eé A(E} , a zatem A(8) A, co nalesalo dowledd.

M_g_zg Gdyby topologia U mie byksa zgodna r dualnoéoig iie—
dzy E 1 F , wéwezas pa mooy wnioskn 4.9 istniaZby Punkojomal
lintowy 1 olggty +€F inny niseli funkejonal $6F , bo wtedy
E'4F  ,'a st3d nie mofna by ndowsdnié réwnoéé -A = A(E),
Zaten na ogél jest w tym prrypadkn ACAG) . Poagbidr AGS)
nagyws sig sabym domknieciem / O - Gomkniectem/A .

WNIOSEEK 2,3. W lokalnie wypukle] prurta:mni'\f kazdy pod-
zblér stabo domknigty /© - domkniety/ jest réwnies domknig-
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w-@uhﬁlmmdwv.'

Mﬁ;.lhuﬁdtmm:utmm];nyiim'm

2-03! )
MMMWMWJMWW.

terprétacje geometrycene Twierdsenia EABNA-BANACHA sformmio-

mmmejwmmmm14.zmmm

i twierdzenia 1.3. wynika mastepujgoe stwierdzenie. :

STWIEENZENIE 2.3. NMiech V bedzie prazestrzenis lokalnie wypuk-—
18, A otowartym i wypnklym jej podsbiorem, a Z rosmaitodeis
liniowg rozdgozng z A . Wéwozas istnieje hiperplaszozyzna
afinicena H , domknieta w V , sewlerajsca Z i-rosigozns z A4

Mm.m:mummtytwmtnub

- dzed 1 3. i 1ehe -
la /écifle/ podsbiory A 1 B w przestrzeni wektorowej V .

. 0y kafda z domknietyoh /otwartych/ pélprzestrzeni /por. str.
44/ ogramicsonych hiperplassorysns afinmiczus & sgawiera jedy-—
nie jeden = nich. Zatem wniosek 1.10. moZna sformunlowad w jg-
zyku geometryczaym, & miamowdcie ) '

BNIOSEK 2.4. Nieckh 4 1 B bmmmmwpnuy
mi w prz@@trzeni lokalnie wypukle] V . Jesell A Jeat zblo-
rem otwartym, tt¢ lstnieje domknigta hiperplaszozyzms afinicz-
na # rozdzielajgea shiory A 1 B .

2 tego wrniosku otrzymujemy:

WHIOSEK 2.5. Flech A 1 B beds roziaczoymi sbioraml wypukly-
mi w prezestrzeni lokalmie wypukle], V . Jezeli A jest zbiovem
domknigtym, a B sbiorem swartym, to istnieje domknieta hi.pser—
plaszcryzma afiniczna K rozdrislajsca éciéle shlary. -

Fiech 4 bgdzie podrbiorem topologiczne)] przestrzeni
wektorowes \V , a H - domknigta hiperptaszozyzng afiniczng
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.zawierajgcs przynajmniej jeden punkt U zhiarn fq s DPrzy czym
podztiér A zawiera sie w jednej s domknigtych pSiprzestrze—
ni ograniczonych hiperplaszozyzng J¢ . Wéwczas hiperplass—
, ozyzng domknigty &finiczng X nasywamy hiperplaszczyzng ]L_
m&, a punkt % npasywa sie pumktem podparcia.

* 7 powyissego okreflenis i wnieskn 2.4. otrsymujemy na-
‘stepujgey wniosek:

WNIOSEK 2.6. Riech 4 bedzie wypuk2ym podsbiorem o niepustys -

wnetrzu w praestrzeni lokalnie wypukie] V . Wowozas kakdy

punkt brzegowy, kbtéry malesy do e y Jest jego punktem pod—

parcia. X :

Dowéd - tego “wnioskn jest trywialny.

, Przypomnimy jeszome pojecie punktu algebraiceznie wew—
ngtrznego i punktu algebrsiczgie brsegowego zbiorn A w prae-

strzeni wektorowe) topologicsned V .

Punkt % zbioru A nazywa sie punktem algebraicznie wew-
netrznym zbiorn 4 , gdy dowolma prosta przechodzgea preez
punkt % ma.ze zhiorem A tylke jeden punkt wspélny /tzne.
punkt % /, albo tes wepllny odoinek [ %, %] , ktdrego wne-
trze zawiera punkt X% . Wezystkie inne punk'!ry rbioru 4 nazy-
wamy albebraicznie brzegowymi.

Oczywidcie, Ze k2zdy punkt wewnetrzny zbiorm A Jest
Jego punktem algét:rain-mie wewngtrznym, ne odwrdt nile jest
to prawdg, przykradem tego sa punkty odeinks otwartego zawar-
tego w przestrzeni wektorowej topolagime; V o wymiarze nie
mniejszym oiz 2.

dezell punkt % jest dowolpnym punktem algebraicznie wew—
netrznym, 8 U }est dowolnym punktem zlgebraicsnie brzegdowym
podzbioru wypukiego i dominigtego < w przesirzenl welktarowej
topologicznej V , to v fest jednym z kohidéw odcinka prostej
L przechodzace) przez punkt ¥ i v . Dowéd tego faktn nie
Jest trudny.
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rauwazymy jeszoze, 2e jezell wnetrze zbioru A jest nie-
puste, tc kazdy puakt zbioru A jest zigebraicznie wewngtrzny
wtedy 1 tylke wtedy, gdy Jlest wewnetrzny, oraz jest algebra-
icznie brzegowy wiedy i trlko wiedy, gay jeat brzegowy.
' Ns zakorczenie podamy konsekwencje wniosku 2.5., ktér&;
afarmnlu:jemy w postacl nastepujacego wniosku.

WNIOSEE 2.7. W loksinie wypukiej przestrzeni \Y4 dowolny dom~
kniety wypukly podsbidr jest czedcig wspbéing wszystkich gawie-
rajacych go pdiprzestrzeni domkmigtych. 3

. Ha podstawie tego wniosku Zatwo Jjest Jjuz szauwazyd, zZe
ka2dy domknigty podzbidr wypukly Jest siabo domknigty w v
/por. ¥niosek 2.3. str. 28/. '

Fiech [ bedzie dowolnym pecdzbiorem przestrzeni wekto-
rowed i topologiezme3 V . Cmedé wspélns wssystkich zawiera—
jseych podgzbidr E dum}miétych zbiordw wypukiych Jest naje
mn:f.e;iszym domknietym zbiorer wypukiym, ktéry oznacza sig przesz
ce P 4 pesi nazwe wypukiego domknigcia bior‘u P . Ooczywié-
cie Co [P jest domkmigcier powloki wypukie] o~ gbiomn .L‘_’
glie nie Jjest wypnkls powloka domkuzegcis P « Do o Pc co®

7 wniocku 2.3 dls yrzestmeni wektorcwych unormowanych

wynika iwierdzenie, zwane lematem BAZURL. P

LEEAT KLZURA. Niech V bedzie przestirzeniy wektorows unormo-
WELE & - - Aenin.w cizgiem sZabo zbieinyr do elementiu & .
¥éwezas istnieje ciag wypukzych kombinacji liniowyeh «wyi,.m
pestaci /
‘n &
L S A_J-j-u, ey = 1 =L e =N
|‘:r\ L . =r (4 L &

ktéry jest zbiezny wediug normy do elementu L.

DOHGI}. GOWQIDE? Llczby naturalnej ne IN Inalezy do sza-

bego domknie:cis zbloru '_' fdath s 8 wiec tym bardziej do
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sisbego domknigeia co ;‘L_ {uj , ktére jest identyczne z wy-
pukiym siabym domknleciem zbioru T.j fuj} . Ea mocy wniosku
: jen

2,3 wypukle stabe domkniecie tego zbloru Jest Jego wypukiym
/moonym, t2zn. wedtug normy/ domknigeciem, tzn. T. ¢ & l_ iué;

dla dmolnaso ne N . Stgd wigec mozna juz Iry'bieraé
'n- ec,ou Lu-“j tak, by byl speiniony warunek

Jon — T < _’L_
co koheoxy duw;&d twierdzenia.

3a ?UFKC'JE WIPUELE

Niech V' bedzie przeatrzenia wektorows. Bqdza.emy rézwa—=
2aé odwzorowania podzbioréw A przestrzeni V' % rozszerzong .
prosts rreczywista R=R U {reojuiest

EHI%LENIE 3.1, I:Leeh A quzie wypukiym podzbiorem w prze-
strzeni V' i niech F bedzie odwzerwaniem podzbiorz A w R
tzn. F+ A—=7= . Punkcja F nazywa sie WYPUEIA, gdy dlz da-
wolnych elementéw u i v podzbiorn A jest prawdziwa nierdw-
"nodéds

/3&10; i‘ \G'-.{,L - 4 - .‘L\L"'i = J._P_(U.‘. == '-‘?—d-ﬁ‘?‘_':"-""-
dla wszelkich o «{c4] , przy warunkn, se prawa strona tej nie—
réwnosoi jest dobrze okreflona /ms sensl/.

Oczywigcie ten ostatni warunek jeest spelniony zawsze po-—
ga przypadkiem, gdy

Fluwy=—F (wi= oo

STWIERDZENIE 3.1. Jezeli funkeja r: A — [ jest wypukia, to
jest prawdziwa nierdéwnosd:
2. -7 F(Eei%y = o «Fle)

1= E".
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dla Gowolhych elemenidw .,,'&... mﬂrbimAidmlmvh
nj.eniwuh.liasb&.\,_”, » ktférych soma jest rdéwna 1, ten.

Z%_ ,m-mhmmhammmndg
Jut dobrze ckredlons /ma sensi/
]Jnudd tego siwierdzenia jest imdukeyjny.

Mi.z_.amuF mnmam*:onmm
LEBESGUE” A

{.fu-'ev:' F(W‘ U—'}
{veV: Fim< a}l
dla wemelkiege oec IR =g wypukZe.

m,_m ju‘tnmtym:lutm z emilan:l.aij-d. .

UWAGA 3.1. Stwierdzenie odwrotme Jest falszywe, bowiem mpm—’
pozycja Punkeji rosngee] stosownie dobrane] z funkojg wypuklsg
nie Jest funkcjs wypnkZla, ale ‘nh:l.m Inm'l dla takie] su-
perpozycjl sg wypnkie. Przykiadem itego Jjest nastgpujgca super- -
pozycjadeF gizie =" a [ jest dowolna funkcjsy wy-
puk}g. . _
OERRSLENTR 3.2. Dla funkecjli F:V— R sbisr LEBESGUR A
- {veV i F< oo}

nazywany dziedzing efektywny i oznaczamy go symbolem dom F .

Oczywidcie driedzina efektywna. funkeji wypukzej jest
zblorem wypnkiym. '

. Zauwaiymy, e rozwaianmie funkcj]l numerycznych /prw;}m.—
jgoych wartodci +o° / ma dnie gmacmenie praktyczne; dmigki te-—
mu wiaénie badanie fumkcji wypukiych okreflomych na podsbio-
rach wypnkZ?ych moine zastaplié badaniem ich rozgzerzen  na
pr:axtrsnﬁv » Bozszerzenie to okreéla sie w nastepujgcy spo-
s6b: jesell A jest podzbiorem v V , a F :A—R , to ros-
szerzenie funke ji |-_ dnns Jjest wzorem:



Fy wve A

= oo , v e A

: Dcnj'iécie' rozszerzenie [ jest wypukig funkecjg whtedy
i ty}.kn wtedy, gdy F jest funkcjg wypuklg okreflong na pod-
zbiorze 'ypnklym A .

' Dzigki “tak rozszerzonym funkcjom moina zagadnienie ba-
danis podzbioréw wypuklych w dane) przestrzenl wektorowe] V
sprowadzié¢ do badania pewnych funkc]i numerycznych wypuklych,
Istotnie, dla dowolnego podzbioru A przestrzeni wektorowe}]
,-\'r okreélamy funkcjsg indyka'bnrowg zbiorn A wzorem:
(=0 we A

:XF\ (=«

. L= 00 wiA )

Zauwasyny, Ze funkcja ¥, Jjest wypukia wtedy i tylko
wtedy, gdy podzbidér A Jest wypukly w V' | Zatem vadaé wy—
pukZodé podzbiorn A prsestrzeni V oznacza to samo oo badad
" wypukloé¢ fumkoji indykatorowe] K. podzbioru A .

Ba specjalng uwage zasiuguja jeszcze funkcje wypnkile,
ktére przyjmjg wartodé-— oo . Mozna je latwo opisaé; a mia-
nowicle, jezelli funkcja wypukia F- przyjmuje dle u wartosé

F{u=-oc , to albo F {um +an)=- oo dla ¢>0 i pew-
nego elementm V& Vv s albo tez przyjmuje ona na odcinku

Ju W+ FRUIE y wartogb-cc , dla W+t o dc;w'c?lna war-
tos¢, a na pozostalej czebeci pélpfostej w+ v . dla ALy de

-~ wartodé+ o0 . e

. Aby wyitgezyé w piektérych roswazaniach tego typu funk-
cje wypukle wprowadzimy pojegcie funkcji wypuklej wiadciwej,

Bianowicie funkecja wypukia F nazywa sie wiadciwg, gdy nie

przyjmuje wartosci— oo 1 nie jest toZsamo$ciowo réwna -+ oo ,

"\f TS

OKRESLENIE 3.3. Nadwykresem funkecji !—‘:"v’-—-—-rt nazywamy
zbidr -
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_ . :
epiF = { (ma)eVxR.: Fy < a}

UWAGA 3.2. Poglgdowo mbéwige, nadwykresem funkoji F Jest pod-
zbiér punktéw iloczymn kartezjahskiego VxR , ktére lezg
“nad® wykresem funkcji I . Oczywidcie rzut nadwykresu funk- .
cii I jest jej dziedzing efektywna, dom F , tow.

pr (ept F) = .dnm_l:
Po;eﬁie paﬁwykresa jest bardzo posyteczme w dalszych .
basdaniach wiasnofcl funkcji wypukiyoh.

STWIEEDZENIE 3.3. Pankeja F :\/— R jest wypukza whedy
1 tylko wtedy, gdy je] nadwykres jest sbiorem wypukilym.

DO¥OD. Kiech F 'bqﬂ.zia funkcjg wypuklg, memy pokaszad, e
wraz £ punktami (u,a) 1 (¥, ) ‘caly odoinek nalesy do epi .
Zatem stgd, e '

(u,a) eep F | (b€ epif
pamy otrzymad,iz. dla O < h< 4
A (.u,:a’) + (4-3)1 (6, b) € epi F
Istotnie r wypuklofci I mamy -
Flaw + @09 = AF(w)+ 1- 0 F @
4 poniewaz Fu=ai _F[ﬁjé I wiso otrzymujemy
Faauw+wi-ne) & Ao + U=-NF
gatem punkt (AU + (-2, Ra + (4= b iloczynu
kartezjafskiego v % I  nalesg do nadwykresn funici F., ozyli
AMu,e) 4 (4-2) (v, b) € ept F
co nalezalo pokaszad.

Dowdéd w drugs strong, niech nadwykres epi F bgdzie wy-
pukly, tzn. wraz z punktami
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: (u.,o.}‘ L (e, vl

gdzie ; - s 33
' Flw= o< oo Fo) = < o0

AGiyel + (4-2) (o) € epk

czyli

s

‘C?w»ﬁ (= Ay , aa +(4-d)v) eept
a wiec 'mamy K :

(=) Flauw+ =nis) =  da +{4-) ¥

dla wsgelkich .

oo ¥y o F(uw .

a wiec i w szozegdélnosei otrzymujemy
(=x) Flln+ (=) = dF + G=ny Fow
polozywszy O-=F (L) 1 . b=F(s, Powyseze rozumowanie sta-
nowiace drugs czeéé dowodu mose byé przeprowadzone, gdy w ,

* ¢ dom F y bowiem dom F jako projekcja na V sbiorn wy-
pukXego epi l"_ jest zbiorem vypuklyn. Dla zﬂkoﬁunenis dowo-
du nalezy ronazyé przypadek, gdy F¢ {uLy=— o0 1ub = (wy=- -
¥ takim przypadkun nalezy przejéé do granicy r_niqréwn.oéci {:-c‘f
i wobso czego réwnies i w tym preypadku nierdwrosdé (z=x) bgdeie
prawdziwa, co nalezalp ryk:a.saé.

Podamy nizej jeszcze wyniki standardovych operacji wy-

' konywanych nad funkecjami wypuklymi. ¥ wyniku tych operacji
mozna bgdzie zauwagyé, iz zbidr funkejl wypnkiych stanowi ste-
#ek wypukly. Wyniki te mozna wyrazié w nastepujgce] postaci:

STWIERDZENIE 3.4. /i/ Jeteli F :V — [  jest funkcja wypuk-
1a, to dla Kazdej liczby dodatmie] A funkeja Al jest funkejs
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wypuke. S

/117 Jeseri F:V—=R 1 G;V—R sg funkojam
wypukZymi, to F +G jest réwnie: funkojg wypukls /przy czym

pmjmjm dla F (y)=- C\U-‘—:L:Dﬂ (F+G)w=o=./.
Jiii/ Jeseli {1—; | ; dest rodzing wypukiych funkeji okreélo-

ayoh na Vo wartobaiach w IR , to punktowy kres gorny fumk-

cjl te] rodziny

F= ugh: V——

Le

jest funkelg wypnkzs.

=

poWOD. Dow6d@ cmesei /i/, /ii/ sg trywialne. Aby wykazaé cmedd
/iii/ zsuwazymy, ze na mocy stwierdzémia 3.3 dla dowolnego
i«] nadwykres epi . jest zbiorem wypuklym, a z okreélenia
punktowego kresu gérnego mamy

e Csphl = () enF

_ e el
wobec czego epi :\'s-...;_ F ] Jest zbiorem wypukiym, a stgd na mo-
ey stwierdsenia 3.3, swo B jest funkcjg wypuklg, co koicsy
dotéd.

OFRESLENIE 3.k. Niech A bedzie podzbiorem wypukiym przestrze-
riV ,a F: A—s[R . Pankeja [ nazyws sie Scifle wypukis,
gdy jest ona wypnkla i dla dowolnych elementéw u.,» szbiorm A’
takich, ze Lt sy OTAZ Ae JC,4( ¢ - Jest prawdziwa nieréwnosé

Flaw + (-nw) & 2 Flw + -0y F )

OWAGLE 3.3. Z powyzszego okreélenia wynika, iz kazda funkcja
6cisle wypuk2a jest funkcjs wypuklg w sensie okreflenia 1.
Wobec tego wezystkie siwierdzenia, ktére wyzej zostaly sfor-
mutowane i udowgdnione sg prawdziwe mutatis mutandis. dla fun-
kcji #cifle swypuklych.
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Niech v_ bgdzie prrzestiigenig lokalnie wypuklg. Roszwaiy-—
my dwie klasy funkcji okreslonych na V o wartoSciach wR
klase funkcji péiciggiych na V oraz jej podklase - -funkcje
‘ciggie. s
!'nnkcj.n F V —R parywa sie pétcizgla

e na 'V' ( peac ¥} gdy dla dowolinej liczby rzeczywi-
ste] aeR zhiér

{fveV : Fw')‘ a

jeat domkniety w- V .
STWIBEDZENTE 4.1. Warunki:

/A Y aem , {veV . Fw< o}  domknigty w Y
/11 YuweV | Um F (9> Flw)

=
88 riéwncwazne.

DOWOD. Zazéimy, se jest sperniony warunek /i/. Pokasemy, se
on implikuje /i1i/. Zalésfiy w tym celw, Ze mie zachodzi /ii/,
tzn. istnieje taki element T eV , ze

lvm Feoye F (T}
Stgd rynih; 1a1zniem1e takiagu ciqgn V> W 4 e FLU*M‘F-«-C(]f F¢ u—]
innymi siowy dla
Yeso _jN‘ VN 't - €< Ft%)<i+f—, .
¥ . \
Niech ¢+f < F (%) , zauwazamy, se cigg i b Yoy JUEE
ciggiem elementéw zbiorm ]
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{u.e'\f g Flw= %-r-e}

d]_.n ktérego element U Jest punktem skuplenia, ktéry nie nale-
%y do niego, bo

_ g+e< F (@
gatem stanowi to -sprzecznogé z /i/, wobec czego ji/ implikuje
Jii/. _

Dowdd w drugs ttrnnq /od /ii/ @o. /i// jest natychmiasto-
wy. Niech element 1 eV bgdzie punktem skupienia sbiormn
eV Fle)= al | Oczywigcie istnieje taki ciag elma:_l-
téw v, tego zblorm, Ze nn¥T 1 Vo> T , gdy m—+O0 , zZa-
tem z warunku /ii/ mamy

; : o
a ponlewaz Flew= o s Wiec stgd otrzymujemy, iz element
T {nie-\-’r‘. Flo) = a , 00 kodczy dowdd.

UWAGA 4.1. Przypominamy, ze funkeja F;_\v‘r‘—-*ﬁ nazywa n.fl_.e
pbiciggta gérnie na V , gidy funkoja— - jest péiciagza dol-
nie. =g

PRZYEZAD 1. Funkcja indykatorowa X, podzbioru A ‘przestrrze-
01V jest piicipgis dolmie ma.\ wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest zbiorem domknietym w \ .

Analogicznie funkeja X, Jest péiciggla gérnie wtedy 1 tylko
wtedy, gdy A jest zbiorem otwartym vV .

-

TRIEBRDZENIE 4.1. Ponkeja F- -\'r"—"*iR daa‘b péIciq@a dolnie na
V wtedy 1 tylke wtedy, gdy *ej -nadwykres Jest domknigty w
VxRt o \

DOWOD. Okreélamy furkcjg pomocniczg < VP”iR—*F wzorem
G, o) = Flw)- o . Jest oozytista mtqpujaca réwno-
waznodé:
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funkoja I Jest pdiciggia delnie ma V wiedy i tylko
wtedy, gdy funkocja ¢ Jest pSiciagia dolnmie ma 'V x [R
Zauwatamy, e dla ~e R zbidr
i

{ (s, Q) Lg(w,mjé *'}
jest padwykresem epi F funkeji  przesunigtye w kieruniu
"R o v wiloczynle kartezjartskim Vx R . Zatem epi F
jest domkniety w V>R  wtedy i tylko whedy, gdy z¥idr
o, g, = ~} _ Jest domkniety w VxR .
Poigczenie obu wyiej lfnml‘unnych réwnowaznoscl sta-
- nowi dowéd twierdgenmia.

UWAGA 4.2. Z wyze] przedstawlonych wiasnogcl funkeji péloisgg
zych dolnie wynika, 12 punktowy kres gérny funkcjli pdicigg-
tych dolnie na przestrzeni vV jest funkcjg péicigglg dolnie
na V .

Dowéd tej uwagl Jest analogiceny do dowodu stwierdze—
nia 3.4. /iil/.

OREESLENIE 4.2. Niesh F: Y—— R bedzie dowolng funkejs
numeryczna. Najwigksza z wszystkich funkeji pézeiggiych dol—
nie, ktére nie przewyzszajg wartofci funkcji F s, nosi nazwe
pélciggle] dolnie regularyzacji funkcji F 1 oznaczamy Jg
symbolem F &

WNIOSEK 4.1. Dla dowolnego ele.nentu v przestrzeni -v- jest
prawdziwa cSwnnﬁé

F ot sl ¢@,1 : V— {  pb2ciggla dolnie, b= }
Dowdd tego mius.'rn Jest oczywisty.

WNIOSEE 4.2, Nlech F: V——= R a F niech bedsie pszcisg-
13 dolnie regularyzacjsz funkeji - . Wéwczas sg prawdziwe
réwnodei



- W

aa
o

/y/ epL = ep

11/ FeeV  Fuo= tm F(w

U i

DOWOD. Z faktu, i2 - nie przeryszsza funkeii [ 1 jest jej
p6teiggrs dolnie regularyzacjg wynika, ie

ept F = -E?pLF

a stgd poniewaz

—_—
=

ep: i' = epl t

wiec mamy
: .= =
) epi. I DT epot

LS

Zauwazymy, e zbiér epi F Jest nadwykresem. Istotuie,
nieck (u,a) ¢ epi & , wéwezas istmieje cigg (uv, 0v) €
epi - . ktéry jest zbieznmy do (w,=; , Jezelli b>c, to avel
dls pewnego podciggu, & s34 na mooy F(u.i< Ov  otrzymuo-
demy Liev ) € epl F » ®obec czege (u,vw e epl F- . Czesé
wepblna epi F 2z prostg im«R s albo jest gzbiorem pustym,
albo péiprostg vl > [ on) . Zatem kladgc w pierwszym przy-
padku Eﬁuix ® ; & w drugim Gwl= o ; otrzymujemy funkojg
Eiv—e I* , dla ktsrej epi© = epi F _. Oczywibcie, O jest

pétciggia dolnie 1 G= & , nadto G F | tzn.

Cen v o= et

-

S0

60 ¥ polgcsenin g relacis /x/ daje /i/. Eéwno&é /ii/ jest
réwnowazna1/ réwnogci /i/. oo kodczy dowdd wniosku.

Wynike to g rozumowania prredstawionege w dowodzie stwier-
zenle 4.1. '
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Dla :u.nkbsi wypukiych, Ze wigledu na wiasnoss ich nad-
wykreséw /por. stwierdzenie 3.3./, wynika wniosek.

¥NIOSEE 4.3. Kazda funkcja wypukla pézoiggis dolnie na V
jest réwnles péiciggia dolmie w sZabed topologii SCV, V')
na vV . '
Dowéd jest oczywisty, wynike on £ wniosku 2.3. i wnioss
Xu 2.7. " : -

Jezell funkcja wypuklzs jest péZoiggia dolnie i przyjmud
Je wartodé- co /nie jest wiakoiwa/ wowczas jest prawdziwa.

STWIERDZENIE 4.2. Punkocja F .pbéiciggts dolnie, wypukia przyjd
" majgca wartodé- o= nle. przyjmuje wartogeli skorczonych.

DOWD. Zazéimy, ze istnieje element L €V ; dla ktérego jeg
F(m:el . Oblerzmy el +tak, by m < F(T) i1 (&, T)
mogto byé Soisle odzielone od nadwykresu epli F /jest on wy-
pukly i domknigty/. To osnacza, 2e istnieje taki funkojonaz
liniowy i cigg2y oraz liczba se[R , ze

V (w05 € ep F

Jest:

i) +2a< u) - po

Ktadge u=u 1 o= Fe otrzym jemy  3C Flii= a)>.0 ’ czyli
Az C . Bobec tego dzielge strony wyze] napisane] nierdw-

nogcl mamy

FAE - - ®L K

co prowadzi de sprzeczmofci z zaloieniem, gdy:s prawa strona
te) nierdéwnodei jest zawsze skofiezona, a przecie:z F preyjmu-
Je wartogé- < .

Uﬂoiodnimy podstawowy lemat dla badania ciggrodoi funk-
cji wypukiych.
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LEEAT 4 1. Jegeli w pewnym otoczeniu elementu u.c—Vp fonk-
cja Iypnkln Fjest ograniczona, to jest ona cigga w u .«

MGD. Fie zmniejszajgc ogdlnosol rorweian moZemy przyjad,
iz u=0 1 F(w= 0 . Niech™ bedzie otoczeniem zera O s
w ktéryn funkeja I jest ograniceoma, ten.

Fisd= o< to

dla wszelkich s e ¥,

Porézmy "ui=UN-V | wéwezas U jest aymatmznym oto=-
czeniem zera; niech %e(oij « dezell wege W to na mocy wy-
pukzosci funkeji F mamy

s MV Fds G- = e F(¥) < es

5 ' Loy -
i t_ &ﬂv‘" = Flusi= (g- 1) Fcy - ¢ I'(‘?:)a' e

gdy% z wypukroéci F i wizasnogei F(0)=0 jegt - F(-m)< Flw)
a stad 1 & wypukioscl otrzymnjemy Few)= Flee t) + (A= epo

‘& ¢ ~(-7)+0i-€)F(e) oraz mieréwnodé¢ ostatniz. Zatem mamy

| Flol|l= ca

dla dowolnych "+ =z otoczenia E‘U', cO0 ogznacgza wla-énie clgg~
10 F owow . !
Jest jeszcze prawdziwe

STRIEEDZENIE 4.3. Niech F:V R beguie funkeiy wypukls.

FRastepujace warunki sg réwnowazne:

/i/ ietnieje niepusty otwarty podszbidér &, na ktdérym funk-
cja I jest ograniczona z géry starg liczbg o ¢ It
i pie Jest vozsamoéciowo réwna — oo

/ii/ Zfunkcje F Jest w2ndciwa i ciggla w wnetrzu swojej efek-
tywne} dgiedziny, kitdra jest zbiorem niepustym.




- b -

DOWOD. Z warunku /ii/ wyniks warunek /i/, gdyz F({w)=s- oo
i F(\1% oo /bo wradciwa/ oraz intdom F= [ts. Flsj< oo}
- zbidr otwarty /bo ciggia w imtdom F /.
Niech bedzie speinicny warunek /i/ wobec tego T €

“4ptdom - , oraz niech we & 1 Flu)>— oo . Na podsizzie
lematt 4.1. funkeja ' jest ciggle w u 1 ograniczona w oto-—
ggenin u. wobec tego jest wiadciwa. Dla dowolnego elementu

w e intdom [ istnieje taks liczba ¢ wigksza od jednosdoci,
2e ur= o+ Q- ) Jest réwniez elementem intdom F .
Przeksztalcanis homotetycogne n-—v hus)= B84 45
o frodkn w« i z wspéiezynnikiem podobiefistwa ©=4— €
brneksztazcé « na ' , a podzbidr © na otwarty podzbidr
zawierajgcy n® . Dla dowolnege elementu % € "¢ pamy na podd
stawie wypukiosci funkcji F nieréwnoéd i

i

Flopme #4 (P o) o+ 4 Flud)

£ayz N

Fiat = r

wobec oZege

Stad wynika, se kazdy element = « imtdom r . ktéry
jest réwniez elementem otoczenia ~iT) , ma te wiasnosé, i
funke ja F Jjest ogrsniczona liczha skoficzong, a wigc na mocy
lemetu 4. funkcja - Jest ciggls w2 , co kohczy dowdd.
¥ przypadkack szczegdlnych moZna uzyskaé mecniejsze wy-—
niki. g »

WNIOSEE 4.4. Funkeja F wypuktz 1 wladciwa okreflona na prze-
gtrzerl skoicgerie wymiarowej'l_ jest ciggla w wnetrzu swej
dziedziny elektywnej.

ngwél. Fiech intdom E bedzie zbiorem niepustym, wobec tegc
istnieje ~ -+ afinicznie niezaleznyech elementdw el
AE L€ Al s WV e okredlenis wypukzodcl ratwo jest zauwazyé, .
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iz F Jjest ograniczona z géry liczbg max F(m) ¥ otwartym
€] ®nv4
zbiorze &

= ek " M
eV @ w=3 aow oo Vi, Y m=1 )

Les [y

co kotezy kotdd..

WNIOSEE 4.5. Niech F badzie funkcjs wypukla 1 wiasciwa

akreélongs nz przestrzeni unormowane] V. Nastepujgoce warun-

ki s réwnowazne:

/i/ istnieje niepusty otwarty podabiér, na ktérym Iunkojn
F sest egranicgona z giry;

/ii/ intdam F#¢ 1 F jest funkejg lokalnie regularnie
ciggia ne tym zblorze. '

DO®OD. Oczywidcie z warunku /ii/ wynika /i/. /argumentacja
anslogiczna ~ mutatis mutandis - do argumentaeji w dowodzie
stwierdszeniz 4. s, Ay Jii/=> /i//.
Eiech bgdzie speiniony warunek /i/, téwozas F jest

ciggla w intdem F /na mocy stwierdzenia & /. Wybierzmy

we intdom F . i rozwazmy kule 35{;,.-_*}: jnen s - ps= v}
¥ przestrzen VYV . Na mooy ciggrosai Fwuw igtnieje taka
liezba Tem= G 5 28

¥ e Bl e am_.-f‘ Fl=M< o=
Hienﬁ gl e{¢m! - i mikch © € Blw, Q) graz pozdzmy
G (ur)y= Fluwam) =  FLE) ' .
oczywiseie G(0)=C i ma knli O, s} (B jest ograni-
czona & gory liezbg M—an 4 & Wiec na mooy lematu 4 " mamy
Vee [oi Vus ¢ BCe,mmed

| Gl = £CM
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Jezell E“"-G*‘ T s Lo wéwczas elemant wzﬂ-—_ﬂ'
€ €B(%m-m)  prey € =|u- B/ e i otrzymjemy na mo-—
oy wyie] zapisane] nierdwnodel :
| Fe- F(u—”-‘ M- jo_wi

54;1)»,“&-{3(657"'*} ) Tom T
Jeseli v € Blu;n) , to odeinex Lo,¥) < Blw -r)

‘dzlelimy na réwne czefcl przy pomocy elementéw

l..Lfo_}'_}, Mg geeey M) .=
<ak by Iwg— mipul= m-r . dla =4, y w4
Isnooy /b, 1./nny

ey | Flup- Flugod| == Bt e vt

dla &- Ajesmy ek 3
Dodajge stronsmi /4.2./ dla |- 4,.. m-4 otrzymujemy
lokalny warunek LIPSCHITZA:

V5,5c 8u,m) = | F(®)- F®I€ Z=2|5-5]
co kofdczy dowdd. = 7

WNIOSEEK 4.6. EKazda funkcja pélciggls dolnie i wypukla okres—
lona na przestrzeni beczkowej czy Banacha jest ciggla w punk-
tach wewngirznych swe] efektywnej dziedziny.

DOWOD. Niech w c intdom F /z zalozenia ten zbiér Jest nie~
pusty/. Nie smniejszajgec ogdlnodel rozwazald moZemy przyJjgt

w= ¢ /przez przesuniecie/. Niech o> F(C! , Zbiér C=
={ueV; Flx)< o) jest domkniety /pétcigglosé dolma/ i wypukly.
Zbiér T jest wchianiajgoy, gdys obcigeie funkcji F do dowol-
nej prostej Lokl s ktére oznaczamy F]L s jest funkcjis
,ciggtz na L w otoczeniu elementn O /na mocy wniosku 4.4./.
Istotnie niech * bgdzie dowolnym elementem | , wobec tego n=a
mocy ciggZodei Fl:. s do dowolnej liegby €>c istnieje R>0 ,
ze



i R
| F(®)-Flal<e

stad wiec

Flo)— < F (&)= Fo) +¢
niech wige £ bedzie takie, ¢ Flol+ €< &
stgd mamy

e €

N\

co naletao pokazaé. Zatem TN-T  jest becgks, @ wiec oto-
czeniem O, a wiec funkeja F jest ogranmiczona na T 1liczby c
wobec tego jest clggla w C , a wiez na mocy stwierdzenia 4.3
jest clggia w wnsirzu swe] efektywnej dziedziny, co kofiozy
dowdd. : =

5. PURETOWE ERESY G-C}ENE CIAGIYCH PUNECJI AFINICZNYCH

. Fiech \/ bgdzie przestrzenig lokalnie wypukls.

OEEESLENIE 5.1+ Funkejs sfiniczng ciggls na przestrzeni
pagywamy funkcja postaci

\

L - i F Ay
v = AF L\.“u“':-' + -

gizie LU} eiggly funkcjona? liniowy nati Vo xe<d .

OERBSLERIE 5.2. Zbiér fankcji F:_\r’—-;ﬁ s & ktéryck kazda
jest punktowym kresem gérnym funkcji afinicznych 1 ciggiych
nzlezgecych do pewnej rodziny 0ZNaCZamy przesz o Pe ’
Prezez .0V ) oznaczamy podzbiér V') , ktérego ele-
mentami sg funkeje nie rdéwre toisamofciowo- o gni- oo
2 tego okreélenia oraz Stwierdzenisz 3.3. i twierdzenia
Ly, otrzymujemy "
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WNIOSEE 5.1. Kazda fuskeja Fel (V) jest wypuk2a i péroiag-
za dolnie na \ . ’

STIIJ?.BJJZ'.BR"E 5.1. Nastepujgce warunki sg rdéwnowazne:

- /i) Fe W) -

/il ¢ jest wypukla i péiciggla dolnie okrefloma na V'
o wartodciach w R y przy czym, gdy F przyjmuje wartodé- oo
to jest oma tozsgmcéoiuwo réwna — oo ,

- DOWGD. Przyimiemy, ze dla pustej rodziny funkcji afinicznych

i ecigglych punktowy kres gérny jest rowny tozsamosciowo-o< .
J/ex definitiwne/. Stad wige, jezeli rodzina Jest niepusta,
wéwczaa F nie moze byé toZsamosciowo rdwna— oo, 2atem waru-
nek /1/ pocigga za sobg warunek /ii/l

Niech teraz F bedzie funmkcjs wypukia, pélnlaslq, dolnie

i nie przyjmmje wartoSci—oo . Jezell F= o< , to F jJest
punktcwfm kresem gérnym rodziny wszystkich funkeji afinicz-
nych i ciaglych okreélomych ma | o wartodciach wiR .

Jezelli F =oc i nie przyjmuje wartoSci — oo , to wecbec tego
istnieje T e i takie @ , 2e 7T< F{(T) . Pokazemy, ze
istnieje funkcja afiniczna i ciggla ma \/ s ktérs nie prze-
wyzsza wartosci funkeji F a w punkcie T przyjmuje wartobé
poérednig pomiedzy T a F (&), te zakohezy dowdd twierdzenia.
i,5) nie naleiy do damknigtegc 1 wypukle-

" Istotnie, element ¢
F , wobec tegc na mocy wniosku 2.5. mozns

go nadwykresu epi

zbiory epi F 1 { (T3 bcidle rozdzielié hiperpraszczyz-
ng t w przestrmeni v x &  danej réwnaniem:
= [l Wk : L - aa=f)

gdzie | funkcjonal liniowy 1 eiggly nad przestrzeniz:\.r y @
* 6 oe K . Wéwezas zachodzg nierdwnosci:

LT + B < &

¥V e € en F ' - o> 8
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~

Jezeli F (< > mozemy polozyé w /5.3.f uw= T
i a=F(n! 1 zaczge 2 /5.2./ otrzymujemy olF{mw- Tl>C
stgd mamy ©o>C , Dzielage wiec stromami /5.2./ 1 /5.3./
e L .

tym sposobex skonstruowslismy potrzebng dlas dowodu fnhtcje
afiniczng 1 ciggls, ktdérej wykresem jest 'L . W przypadku,
giy F(T)= = 4 to alboc o= O /wtedy powtarzamy powyzZsgs
rozumowznie 1 konstrukeja tyningane:; funkco ji Jjest przeprowae
dzona/ albe *=C . ¥ tym ostatnim przypadku, nierdwnosoi
/5.2./ 1 /5.3./ wskazujgs, %e funkcja afiniczna i ciggla

A= L Jest wigksza od gera dla wu=1 1 mniejsza od ze-
ra w dom F . ¥ taki sam sposéb jak poprzedniox/ konstrunjemy
funkcje afiniczng 1 ciaglg %— ()} s ktéra nie przewriszs
wartosci [ . Bastqprie dla Gowolnego °>C furkeja sfinioz-
p& 1 ciggla ¥ m{} + ¢(3-iv)) , 00 atwo jest zauwa-
zyé, rdwniez nie przekracgs wartoéci F s wobec tego, aby byl
speniony dodatkowy warunek, nostawiony na poczatku dowodu
dla funkcji afinicznej i cigglej, dobieramy tak staig ¢ Pv
byzo ]

N

ey

L ) A= m (T + ¢ f#— LIN> ©

J -

wh

2o kohiezy Jowdd twlerdezenia. :

X/ yonstrukojs fumkcji afinibznej m( 1<% praebiegs tak sa-
mo, jak funkcji (Bfa) = Loya + obierajge np. tak
T, b Flmyse= y '

4
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6.  T-REGULARYZACIA

Z poprzednich rozwazaf wyniks, i operacja brania punk-
towego kresu gérnego nie wyprowadsza poza ['(V) . :

STWIERDZENIE 6.1. Niech beda dane funkcje F: V—— R ,
6V —— R . mtqpnjaoe warunki sg rdéwnowaine:
/i G jest punk'torym kresem géroym funkcji afiniocznych
i olizgiych nie przewyiszajgcych wszegdzie na-\l wartoé-
ei funkeji F .
/ii/ @ jest najwiekszg minorants funkeji F nalezgeg do [ (V)

DOWOD. Z warunku /i/ mamy

Vosuw Go= e { L) 40 1 LW +6 = Flw) VeVl
-1 niech
V o w)= map { L) : L)< Fw) YueV, 1_6"\ 3

Oceywiscie G € V), jak i réwniez H € (V)1 jest
6= H .

Z grugle] strony kazda minoranta afiniczma i ciggla
funkeji H jest funkejg z ..[ (V) 4 oozywiscie nie przekra-
cza wartofci f . Zgodnie z okreéleniem taka minoranta nie
przewyzsza wszedzie na \/ warto$ei G . Zatem funkoje H1i' G
majz taks samg rodzing minorant afiniceznych i ciggiych, a po-
niewas obie nalezg do. | V) szatem muszg byé 1dantvanne, za-
tem G=H , co nalezaio pokazaé. "

OKRESLENTE 6.1. Funkcja G majgea wlasnosé /1/ csy tez /n/
nazywa sie i regularyzacjg funkejli F .

NNIOSEE 6.1. Jeseld funkeja F naleiy do [ (V) to pokrywa sig
ona ‘'z swojg ['- regularycis.

Dowdd tego wnioskn wynika = ronml’l pmadﬂatinnych
v dowodzie stwierdszenia 6.1.
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STRIERDZENIE 6.2. Niech bedzie dama funkeja F1V —R 1 G
jej Mregularyzacja. Jezell istnieje funkcja afimiczna
1 ciggla nie przewyiszajgca wszgdzie w V. warto$eci F' , to

heP., G= ToepF

DOWOD. Niech ¢ bedzie funkojs -afiniczng i ciggis, lctd.ra;?na
V' nie przekracza wartosci F . Zatwo jest zauwagsyé, ze dom-
knigty wypukiy zbidr GCoepl F jest nadwykresem wy[inklej
i pézciagtej dolnie funkcji H /por. wniosek 2.7./. Poniewas
delnie funkcji '
epi FLe ®ept F C opig

ro.beq tego otrzymujemy

. y<H < F
zaten H € (V). Flech G bedzie I - regularyzacja funkcji

F , to -_'.'{ej nadwykres epi G jest zblorem wypuklym i dom=
mietym oraz

co ept F C epe G
a wigo 1 Tepi F C ept 6
zatem epr H Copl & , stad wige
¢ = H

ezyli G=H , eo nalezalo pokazaé. ’

WEIOSEEK 6.2. Jezeli A <V , to [M-regularyzacja funke ji
indykatorow_rej '\Lh zbiorun A jest funkeja indykatorowa dom-
knigeia wypukZeJ pow2oki zbiorm A , tzn. X mg4

Zwigzek pomiedsy I - regularyzac ja G 1 regularyzacjsg
pbélciggty dolnie F funkeji F:V—— R wyraza mastepuja-
ce stwierdzenie, ktére bezpodrednio wynika z Wnioskm &4.2.

i Stwierdzenia 6.2.
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STWIRRDZENIE 6,3. Niech beds dane funkoja F:V— R  oraz
jej T~ regularyszacja G . Wéwazas: '

14/ GEr =g, g
/ii/ j‘ueli F  jest funkc]jg wypuklzs oraz ma mimorantg afi-
- niczng i ciggla, to

24
7. FUNKCJE SFRZEZORE

¥ dalszym ciggu bgdziemy zakladaé, ze przestrzenie wek-
torowe V' 1 \/  stanowias pare dualng z formg dwuliniowg <> ,
ktéra oczywidcie speinia warunki (B.) , (R) . Przestrznie
wektorowe\ 1V 83 wyposasone w siabe topologie ©(ViVY)

1 SOV odpowiednio, wobec czego sg§ one przestrzeniami
topolngiazmmi Hsusdorffa /por. str.25-27 lokalnie typuklymi
Rogwazmy funkeje F : V———= R . Niech u~ .—.V

1 oeR | to forkoja afini czna i ciagla

Von—e > — o ¢ R
nie przewyisza wszedsie w V wartofei F- wtedy i. tylko wtedy,
gdy -

L}

fad Yu eV g s - F(a)

tzn. gdy

; weY

Oznaczmy prawa strone tej nieréwnodei przez [\ (LX)
t5.

M3 FTM = e (@0 - Fw)

weV
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.Romzem'mimrant a:tinioggyuh i ciqglych danej funk-
eji FesV—s PZ prowadzi do okredlenia’mowe) mamai

: Vi— R

OERRALENIE 7.1. Fiech F:V—R ,mcmuﬁr/?s./
okreéla funkcjg na preestrzeni v o wartofoiach w W xté-
b ] 0ZnacZamy pTrzez F* 4 nazywamy funkejs sprzgiong z funkelg

URAGA 7.1. Jest prawdziwa réwnosé .
FPeuw*) = awp ( <> — F(w))
. we d-u'm ;

Dowéd te) uwagl jest matychmisstowy 1 wynika £ okreélenia 3.2.
Z uwagl 7.1. wynika, ze funkeja F* jest punktowym kre-

sen gérnym rodeiny funkcji afinioznych 1 edigglych indeksowa-

nej elementami, dziedziny efektywnej fumkoji F . Stad wigo

wynika, iz F* e MOV'*) . dla dowolmej fumkcji F:V—R,

tzn. l-_*_;}eat wypukZa i péioiggla dolnie na V*,
Przyjmjemy, 2e gdy F= oo , to wéwezas dom F = gﬁ

i wobec tego F - jest tozsamofeiowo réwna- oo .

WNIOSEK 7.1. Sy prawdsziwe mat:gpn,jq.oa relacjet
/17 F¥o) =—  imk FQu)

VeV

fy ¢ (F 6= (Ve F*)

/iii/



dla dowolne) rodziny {FE}LEI funkeji okredlonych nl_VP;
fox ¥, y *'

(iv) (l F_\ )=’ ( {L*/?\)

dla dowolne] liosby dodatnie) (h

v) (F dﬁ = F"- o
‘qla dowolnej liczby reeczywiste oL ;

: * ;

) (FV () = Flw) +<u” &

gizie o. oznacza dowolng licebg rzeozyrist;, s F;_(;.:.):f:{ t— o)
tzn. F, oznacsa funkcje z przesunigtym argumentem o o .

Dowedy tych wiasnoéci sg Istwe 1 wynikajs z okresdlenia

/7+3/-oraz wrasnodoi kresu gérnego. Pokasemy dla przykladu wias-

noéei /1ii/; z cosywistej nieréwnokei /il/ mamy na mocy..qF <= }T
nastgpuigcg nierdwnosd

= _wILW-LY"'

skgd otrzymujemy a
Aup i = | _Uﬂ'{” F: )
te] e ]

Z drugiej strony z okreélenia /7.3/ memy -

/ = i Y / / " 5 .
.t FL\ Ly = A S b E-.) (w }.—.L::\w)_ ((tﬁu}*ﬁgv%ﬁj
= Sup sup ((u,u}-—:(u\

w EV ie ], -
Dale] zauwazymy, ze dla dowolnego wekaZnika i"" mamy
<> —Fiw) = wp (L R F (W)}
’l—l—!

dla wszelkiego 1“5-\/’-‘ , 8tad jest

/ P OO e G B
Sup  oup <u. > = Pl <= Sup sup (<> FLiu)

¢§\rr 1.&, Le,I {.L&‘R.r
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I.qonq.c powyissg nitréw:noéé z wyratenlem (wq-i-) (W) otrzyma-
jemy

. i >
v i) (o) = o i a2
(i Rl )= apR” (o
co g nieréwnofcly /7.4/ daje fiii/.
Analogiognie dowodzi mig pozostale wlasnesel.

8. FUNKCJE DWUSPRZEZONE, DWOISTOSC FUNKCJI WYPUKZYCE |

Przerrowadsa jgo rozwazania s ﬁoprudniop paragrufu dla

ii spregionych duchodziw do pojgeia funkoji m%m]
(F™) , ktérg ozmaczamy przesr F* , & funkeja F:V— i
Oozywifoie funkeja dwusprzgtona F  _z funkojs F .jest féwniez
okreélons m-\, i przyjmuje wartodei R Zgodnle ze wsoream

/8 Fo(u)= 2p (K05 - F* (um)

iatwo jest zauwazyd, te F "e P{V} wobeo tego moZna prd-
bowadé poréwnywad Pfunkeje F z funkojg podwéjnie sprsqtanm— &
Jest prawdziwe nastgpujlace stwierdsenie.

STWIERDZIENTE 8.1, Fiech F bgdrie funkojs okreflong na V
‘' o wartoseiach w | . l’.é'sm funkcja dwusprzeiona Ft. s fon-
kclsg F Jeat Jed [ regulmnnjq. W: szozegélnodol, je.hli
Fe i_' W"’ to f‘—“= f‘
DOWOD. Zgodnie & okreéleniem "= regularyszacji funkeji I jest
ona punktowym kresem gérnym wsgystkich minorant cigglych i afi-
nicznych funkoji P. Oczywidcle mosemy ograniozyé sig do najwigk-
szych minorant funkcji - , tzn. do fumkeji postaci

/8.2/ v B> — (7))
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Punktowy kres gérny tekich funkcji /por. wedr /B.1// jest wias-
nie funkols F  , co malesaZo dowiesé.

Zauwa?ymy, se dla fankoji mwm mo konstraowaé fun-
kojé £ nimi sprzedone, tzn. dis I—— ‘\/4——-| poZna nk‘.rcéliﬁ
wzorem

(e ¢

(FV0om = 80 (<* > — F )

/B3l W

funkoje 2z nig sprzezong, ktdérg oznaczamy przez |-—
Jest prwdzi'o nastepujges

M Dla dowolnej tl:mkcji Fe /- '—?ﬁ gachodzi
réwnosd '

:—Qﬁ* -~

/8.4/ R =

™~

. e -
DOWGD. Poniewas Jest | T regularyzacjsg funkcji r , wo=
bec tego mamy nierdwnoéé

= [
wobec ezego na mooy wiasnoécli /ii/ g pmgrm 7 zachodzi nie-
révnosl "

T e

\/8.5/

Z drugie) strony na noéy'-okreélsnia 78.1/ dla dowolnege elemen=—
tu - mamy .
. <n}*\(}$ - l"__‘*_;.;_;w. - Fnﬂ(ﬁ)

czyli
K F oS - - A *{n}*ﬁ
1 ' 4 J g
" a wiec
“.—-}-‘_31'* " @ 5 — € 3 S
T (= e (<> =TT (n) = e

we”



Stad wraz © nierdwnosdcig /8.5/ otrzymujemy /8.4/ _ ozyli tezs
stwierdzenia. ; i

WHIOSEEK 8.1. Funkcja [ €[ (/) wtedy i tylko wtedy gdy
F=F"> . L
. Dowéd tego wnioskn w jedng strong Jest zawarty w dowo-
dzie Btwierdzenia 8.1., natomiast w drugg strong jest tn'wiaa-
- ny 1 jest zawarty w okreélenin /8.1/.
PowyZsze wiasmoscl operacjl sprzfienia i eperacji podmﬁj-
nagé sprzeienia prmdag do nastgpu)gcege pojecia.

OERRSLENTE 8.1. Sp:r:mis ustala wsajemnie jednoznaczs odpe-
viedniosé miedzy [ (V)1 [T(\V/ ). Méwimy, e funkoje Fe[ (V.
1 CeM(/™) sa w relacji dwoistosel, lub krétko sg w dwo-
istoéel, gdy ot ;  w e

o G

Fl
/

UWAGA 8.1. Punkcje tozsamofciowo réwne = o0 na V' i zoo na \/

ss odpowiednio w dwoistedei /por. str. 57 /. Zatem funkcja
FelZ(V) whedy 1 tylko weay, gy F € [L"(V™) , omyit

sprzesenie ustala vnjcﬂmio jednoznaczng odpowiedniodé miedzy

BV OV,

PRZYEIAD JB 1. KNiech A begdzie dowolnym podzbiorem przestrzeni
"V aX, demo mt:o;‘::, indykastorows /por. str.>%* /+ Bozwat-
my funkeje spreesons X, ¢ funkols X, , ten. :

VX5 0¥ %(""*)ﬂf:\i} (<ffu> — X, ()

Ocgywidcie mamy

?f‘: (W) = qup < W >

e A
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i wobec tego ’){: jeet funkcja vypixkz;, péZoiagla dolnie oras
dodatnio jednorodny na przesirreni . ;

Punko ja ')(:6 nosi nazweg £ i podpi cej zbidr . Lat-
wo jest gauwaiyé /por. Wnlosek 8.1./, e zbidr A 1 zbiér TCTA
majs taks samg funkecjg podpierajgcg. Istotnie, fumkcja ’}{'&A
jest ["— regularyzacjs fusmkeji s , wobec tego ma mooy
Stwierdsenia B.1. mamy

R g
Yo = ¥mA

‘& stgd 1 Stwierdgenia B.2. otrzymujemy
* "~

Y =>¢'A

co nalezalc pokazal.

. o N ‘ g
PRZYEIAD 8.2. Kiech vV begdzie prmesirzenis unormowang, Jako
- T4
przestrzed \f preyjmijmy przestrzen topo,}aginuﬁie sprzggang.
Przez [ | oznaczyy norme w praestrzanir\/ s 8 Proes e -
£ 7 1
norme ¥ przestrzeni V7. Przestrzenie V 1 1\;‘ z topclogiami
o ":V.‘V”} 1 'G'CV'*:\" } cdpowiednio stanowis maturalng pare
duslng.
Fleck i € f:'\(!?\)quz.ie fankejs parzystiaz, 8 ¢* . niech bedzie
funkcjg sprezesong z ¢ . Ocsywidele (7 réwnies nalesy do

f:kﬁ?\‘ . Okreélamy nastepujgce funkcje
Ve v Flo) & @ (neh)
-. ,l")"' e ¢ “ e i

Vs wi——s Gl = g liely)

Punkcie F 1 G tak okreélone s8 w dwoistodel.

istotnie, F €[.(V)1 Ge [J(V")na mocy Stwierdsenia 5.1.
orar Okreflenis 5.2. Zatem pozostaje wykazaé, e F= G .
W tym ocelu zaowazymy, e F-¥ = G '
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F"’“; Aui;' \< BT A>— @ (s n]) —
o (<w¥s> — @ U h) =
70  li=t &
___.' ap < ¥ w>) — el =
= dy Cmpene-

= Aup '\ﬁ‘;r_ 2L *5)) - \((-k):l

iz C s
= aup (4 Aup ¥y |- &QUC)

tz e fias-i= 4
:) ! ‘:t’-”&}*n - (—h} ‘} —
&‘J’Pt?c \ v @

oo kuﬁn:y dowdd .

UWAGA 8.2, Zalosenie, %e i'nnkcjn iy Jjest parzysta jest istobr: .
bowiem

]I:"Krnv-“.}::_ \-E’,J\# fi}qj"” \_ "F k" l'U\_*p }

) - .
gdzie funkcje k{'{ L = 1,2 83 w dwolstoscli odpowiedniec z v
kcjami ° :



UBAGA 8.3. Zalosenmle o fumkojl ¢ mozna oslabié w nastepuigcy
sposéb: dla dowolmego m >0 Zfunkcja

R s+ — ¢&®- m+-

osigga miniwum w pankoie 120 Oczywibcie funkcjia ¢ pa-
rzysta spetnia ten warunek. -

&
UWAGE 8.4, Niech p oraz p~ € ( 1,99) i spelniajs wa-
Tnenk A

A A4 =
.. T R 1

Eatwo jest sprawdsié, e funkoja P)= WY p
1 ¥ =1 naletg a6 [o(R) 4 sg v Gwoistos-
ol. Stgd mozna Jus wyprowadzid, Le >

F () = L1’

> (w*)=7},1lw*iif

s5 funkcjeml wypukiymi i sprzeionymi.

9. SUBROZNICZEOWALNOSC
s - -
]liachv oznacga przestrge’n lokalmie wypukig 1 -\/
przestrzen z nig topeclogicznle sprzgkong, s <« > - nato-
ralng dwuliniowg forme na VK."\/—* " -

OKRESLEEIE 9.1. Niegh F bedzie funkcja okreélong na V o war-
tosciach w R, tzm. F : V—+ R . Méwimy, e funkoja
ciggrza 1 afiniezna L na \V/ nie prsewyt:snjgca['_ Jjest doklad-—
na v elemencie o V , &y Lw=F(u) , przy coym
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tmlzkn.ja F dla elementu przyjmmje wartoéé skoliczong, a L ma
postadé

O ————  L()= < u*lu-u:> =+ F-Lu-)f
/9+1/ j

=s<utos + Fu) — <uvhns>

UWAGA 9.4. Aby funkcja afiniczna i ciggia L(.)  nle prreswys-

szata funkcji F , winna zachodzié nieréwmofé [ () = L(w)

dla -weszelkich u—e'\f » tzn. : .
Fo)am ¥ o= 1> + F ()

cryli na mocy /9.1/ winno byé V S e-\/- ;

<uw¥ > — Flu) = < W s> —-F1w)
gatem funkcjonaz U™ winien byé tak wybranmy, by

<X o> — Fu) = F*(u*)
tzn. L(U‘):{‘ uX > — F*(U*)

a8 wigec we wzorze /9.1/ ttﬂ:l‘{ ’—_(‘u—) i Lu¥ u> winna przyj-
mowaé¢ wartosé najmniejszi, tsn_.

/9.2./ Flw-— < wx u::-:—'F*,( w¥)

Oczywideie moZna to oslggngd przez takl wybér funkejonalu u.*,
by byle prewdziwa powyisza réwnosé.

ORRESLENIE 9.2, Punkcja NV—R nazywa sig smbrésnion-
kowa lna ) 4 elemencie u.ev s Jezell istnieje funkcja L(.)
afiniczna, ciggla i1 nieprzewyissa jgoa F oraz dokladna w. tym
elemencie \L . Funkcjonal u* wyznaczajgoy funkcjg L(:) nosi
naswe subgradientn funkoji I w elemencie u . Zbiér wezystkich
subgradientéw funkeji F w elemencie 1. nazywa sie subréiniosks
funkeji E 1 osnscza sig przes  OF (1) . Jeseli funkeja F
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nie jest subréiniczkowalma w elemencle L tp wowczas piszemy
F ()= §6 .

WNIOSEE 9.1. Punkojomaz U™ € OF (b} wtedy .1 tylke wtedy,
gdy  F{u) jest skofiozone oraz
VeV  ° & % s—n> =+ Flw) < F(s)
- ,

Dowsd tego wniosku jest nmatychmiastowy.

DWAGA Q.2. Jesell funkcja i(-) ocigga afiniczna nie preewys—
sza funkoji F , to.réwniez nie przewyszsza jej | — regulary-
gacji f—“”. Jeseli L{-) jest dokladna w elemencie u- s tzn.
lwy= F {u) wéwozas wobec nierdwnosai LLu.\-:.f-_ ‘u_\si. I:(u.J
: % X
otrzymujemy L= F *M(w).
Z powyisze] uwagl mamy nastepujgoy m;oqu:

’v. .
WHIOSEE 9.2. /i/ Jeselt OF(w)¥ ¢ , Fl=F T .
/i1/ Jezels Flwm)=F Py , b0 OFI= 9F X .

2 okreflenia 9. 2. i wolosku 9.1. o‘trzymjsw 3csz.cze waZ-
ny w zagadnieniach optymliucji wniosek:

SEE 9.3, PFunkcja F. \Ir——-"‘[l?. ma w. weV pinimom
lhsnlutna, tzn.
F‘iu) = wum t(“})
€V
wtedy 1 tylko wtedy; gay ©C & F(wu).
i Podamy charakteryzacje subgradientn zs pomoog funkcii
sprezeZonych.

' g R % ,
STWNIEEDZENIE 9.4, Niech [ . ==rii . badzie funkcjg
sprzesong. £ - . Woéwozas w* e F () wtedy i tylke wtedy,
gdy -
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9:3/ F(u) + F =< u* >

DOWOD, Fonieoznoé¢ waranku /9.3/ wynika ¢ uwagi 9.1. i wzorn
- /9.2/. Dowbd dostatecznodol warunki /9.3/ wynika =z rozwazah
v uwadzie 9.1; istoinie,z warunkn /9.3/ wynika, iz funkcja
afinicezna i ociggla .

. <u* >+ Flu) - << u s

nie przewyis®a funkoji F, poniewas zachedzi réwnoké /9.2/,
oras jest dgkladna w elemencie ¢V ., 0o kofiozy dowsd.

WNIOSEE 9.4, Zbiér OF (1) /byé*nnze pusty/, jest wypukly
1 BV*XY) - domkmietyw V' .
DOWGD. Na mocy okredlenia 7.1 i wzorw /7.3/ mamy
F ) — < u*v>= - F{v)
dla wazelkich "5€ V . Wobeo tego wedzug Stwierdzenia 9.1.

i wgoru /9.3/ subréiniozkg OF (1) mozna zapisaé w sposéb
mtepns_l;cr

F(w={ w e V™ F¥ )< > = —F ()
Ouzyr:‘;é-oio, poniewaz i € P(V*\ .y wige 'Bl-_(u) na mo-

oy tego przedstawienia /por. stwierdzenie 5.1/ jest wypukly
1 domkniqty, oo koficzy dowéd. '

“WNIOSEK 9.5. Dla dowolne) funkoji - V— R jest prawe
dziwa implikacje

. "~ ’K
/9.4/ u* e EFUA-] = ue OF "(u*)



o

Jeze11 F el (V) , to jest prawiziwa mastepujgea réwno-
watnoéd : - -

i wF e WO &> we F(u¥)

‘pOWD. Pontewa: [ = [ _dla dowolnej sunkostF VR
wokeo tege, Jezeli u¥c _'BF(») to na'mocy /9.3/ mamy '

/9.7/. F*‘“Cufj = 1:*(“_"") = < u¥ > .
ale 5 okreélenia /8.1/ funkoji dwuspraezone] jest pramdziwa nie-
réwnosd:

F ¥+ F*(u%) = << W u>

stgd wigc na mooy stwilerdzenia 3.1 Btml:;:.jen;r
w e oF *¢ 7
‘ezyli /9.4/.
Jeze1s F e(V) , 40 F= E% 1 s oty /957
otrzymujeny /9.5/, oo kolegzy dowéd.

Dla funkcji wypukiych jest prawdziwe nas*tqpnjgu kryte- -
rium nietrywialnoded (# @) subrésnioski.

. STRIEEDZENIE 9.2. Niech [ N—wR bdtate vymukis runl:ch skoti-
‘czong i-ciggls dla. elementu we Y . Wowczas CF(m)%
dla As € mtdom ~  ; w szcozegélmosed 3F =

DOWdD. Pomiewat funkcja - jest skoficzoma i ciggia dla wel ,
wobec tego jest ograniczoma z géry ma pewnym otoczeniu elemen—
tu u . Zatem jest ona, na mocy Stwierdzenis 4.3, ciggla i ukaﬂ-—
czona dla dowolnege elementu °~ naleé¢goego do intdom

Wobec tego wystarcsy pokaszad, ie oF Lu}aﬁ 95 ¥ tym celu za-
uwaiyny, Ze padwykres epir jest wypukiym podzbiorem w prodnk-.



cie VXR  , bowiem funkoja F jest wypukia, nadto s cigglos—
oi funkeji F ‘w elemencie u wynikm, i% wnetrze madwykresu epil
.‘}u‘l: niepuste. lstotnie, niech (¢ bedzie otwartym otocse-
niem W ,wktéwnmntnjnF Jest ograniczona = géry stals
c ¢efR ' . Istnienie takiego otoozenia zapewnia cigglosé
W funkojt F /porl Stwierdzemie k.3/. Ocsywifole zbiér
O % (c,o0) Jest otwartym podzbiorem w prod:n.taicV)tm za-
wartym w nadwykresie epi F . zn-mta@upif-'#:q{;
Pomiewas punkt (., ch) nalesy do brzegu mdarykrm
epi - , wobec tego punkt ten, jako zbiér jednoelementowy
A, Fw} - w VX R ,oraz intepi F  no2na rosdzielid na
mocy wniocsku 24 hiperplaszoryzng W, ktéra jest h:.pcrpzau-
czyeny podpierajacs epi I w punkoie podparcia (u, F ()
1 jej r&-mnia Jest mmstepujgce] postaci

= {w,00eVxR; <u¥v> +do= {33

glzie LJ.*EV _,oL,'ﬁm PTEZy czym zardwno M¥ |
Jak 1 Sl (3 nie s3 réwnoczeénie serami. Punkojonsz UW*i sta- -
ze oL , (3 85 zwigzane nastepujgcoymi relacjami: -~

s (,0) € epiF , < uFu> + do = (;
oraz. . . _
< uwu> +aF(u) = g

_ Przypulémy, ke ol = O , wéwozas — u* - > =0q3
wszelkich "> € dom [ , a satem M* = 0, gyt dom F  Jest
otoczenmiem LL . Wobec tego <o 7>C i dzielge strunlni proez
oL obydwie wyie] napisane relacje otrzymamy

Vue d-MF E— <“—7& ]‘U"> = F(“’)

OTBE

B o= > = F

gdyt w szowegblnokei a=F(s). Zatem skonstruowalldmy
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funkolje afiniczng cigqglq nie prrewyisesajgoeg l—_ 1 dokiadng
w u , kt6ra ma postaé

W) == < uJ) o> - Py
Ociywitete ViseV jest L(w) <F(n)1 osdto ~ Lw) = F(u),
zatem — Wy, & OF(u), ten. oF (u.)-.f:er,b , co nalezalo
udowodnié.

Gpimjao gle na rbwierdsenin 9.2. pokazemy Jnk:l zachodzi
gwigeek migdzy subréinicekowalnoscig a rézniczkowalnofcig fun-
kol wypukiych. s

Przypomnimy pojecie pochodne] fnnkcji w. zadmu kierunku
orag pochodna GATEATUX. . y ~

OERESLENIE 2."2. Fiech [ bedzie funkejs okreélons m‘\f - 0 war-
" tokciach w R . Granice, gdy A—> <O ilorazn

/9-6/ I {‘LL-F E\'\}"— FLL&-\}

gdy istnieje, nazywanmy paaho&na w kierunku "+ funkeji F ¥ ele—
mencie AL i ognacgamy = -,LL W) n Jeseli istnie taki funke jonal,
u E_\\' Ze
. 5= i 4 7 -
¥oase V Pl el =< ur >
to méwimy, £e funkejs F jest rézniczkowalna w genslie GATRAUI
¥ elemencie . , a u* nazywamy pochodng GATEAUX funkoiji F
w elemencie L. i oznaczamy

!"‘ \ L)...';. = ua"’

UBAGA 9.3. Jeseli istrieje pochodma GATEAUX funkoji F , to jest
ona jednoznacsna; mosna Jjg zapisaé wzorem...

-
-

/9.10/ Yes eV U Elbw) — Flu) o il
}*_‘_c ?\ - = <F\“’.‘ ;\5"/
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. Przypadek, gdy funkcja F:est wypukia jJest azoszegélnie
wainy, bowiem w tym przypadkn iloras réznicowy dla dowolnych
v 1y jest funkcjq niemalejgcy parametrn A . -
Istotnie, miech o <p <A <4 ; = wypuktodol funkoyi
wynika nastepujgoa nierdwnodé

FCarpo) =F (U= ) w+ A e b)) = -
= (4= BIFW) + £F (uxdw)

skgd mamy
Flutpw) =F) = F i) —FG)
e

, )
dla K<y . Zatem, gdy A—=+0 ‘, to iloraz réznicowy

funkcji wypukiel F ma -is_se_ granice, ktéra moze bydé niewiasé-
oiwa, tzn. moze byé réwna == c° . Pokasenmy, Ze rézniczkbwal-
no&é w sensie GATEAUX funkcji wypukiych jest réwnowasna takie]
subréznicgkowalnofei tych funkoji, w ktérej subréznicska jest
zbiorem jednoelementowym.

STWIERDZENIE 9.3. Fiech - bedzie funkojs wypukis o wartosciach
w W Y Jezeli .F jest rézniczkowalna w sensie GATEAUX w ucV ,
tec Jest ona réwnies subréiniczkowalna w u. , przy czym

F(w) = [ F' (it

Odwrotnie, jeteli w elemencie ' ¢/ funkcja wypukza
jest skorczona 1 ciggia oraz jej subrdzniozka jest zbiorem jed-
noelementowyn, to funkcja F jest rézniczkowalna w sensie GA-
TEAUX w U orasz

W)= { F )

'

L]

DOWOD., Jezeli F Jest :62n1uiowalna w sensie GATEAUI w elgen-—
cie LeV , %o oomywisele F'(u) & FF(u) . Istotmie, Je-
sell weV , i w=w-u s to



Flurw) = Fw) = F'(U{,Iw)='—< Flw) ;W)

-

tzn. CF = F = < Flw) - w

awiee . F'(w) €dF(w) . 2 drugie) strony, lezell u*edH(w),
%o dla dowolaych weV 1 AP0 namy

Flusdw—F = A < wr W

Dzielgo stropami przez 1 przechodzae do granicy, gdy
A—=+0 s otrzymujemy
]

2T f:l(u)‘\-J}E-_ < wF N
a stad -
< Fag=uw,w> =0
co wobeo dowolnosci elementu € \/ mamy

i
w* = - (o)

Aby wykszaé drugg ozesdé -atwierd\zenia zZauwaiyuy, e = wy-
puktodci funkeji ~ dla dowolnego elementu weV mamy "” *

Y2eR FOY + 0F () =" F (e +dw)

Ssns geometryczny tej nierdéwnodci polega na tym presta ¥ pro-
T - ’
. dukcie V & (N
N { _ e o i L =
ok = {{uwwiw, Flui + 3 Flimel) L rer]
nie przecina wnetrza nadwykresu epl F . Wiadomo jest /por.
dowdd gtwierdzeni& 9.2, 8. 64/, ze intepi |~ jest niepustym
otwartym podzbilorem produktu V> R, gdyz funkeja [ jest
wypukla, skoficzona i1 ciggla. Wobeo tego na - ooy itwierdzenia
HAHNA-BANACHA istnieje taka domknigqta hiperplaszczyzna H. za—
wi€re jgca prosta St i rozigozna z intepi F .
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Oczywigocle, atwo jest zauwazyé, iﬁm jest wykresem
funkcji cigglej i afiniceznej, nieprzewyisszajgde) F i dokzad-
nej w elemencie 1L ., Wobec tego, iz funkcla F w W ma jedyny
subgmdient U* , ktéry ocgywisScle wyznacza 'Y , a poniewaz 'L
zawiera oL , wigo I:,I'\:LL‘,'\!}=<: u}.""u> . Tym sposobem pokaga=—
liémy, %e funkocja F .. jest rézniczkewslna w sensieGATEAUX
w elemencie in eVl a je] pochodna jest dana funkcjonalem L%
go koXozy dowdd. ' .

Podany jeszcze charskteryzacje. funkcji wypukiych rdéZnioz-
kowalnych w sensie GATEAUX.

STWIERDZENIR 9.4. Nieoh  bedsie funmkcjg réimiczkowalng w sen-
gie GATEAUX w obszarze wypukiym A przestrzeni V ‘o wartos-
ciach w R . Fastepujsce warunki sg réwnowazne

©/9.11/ F  jest wypukza w A

\I ' = r—’ i k.
1992/ nmed . Fls)mFlu +<Fluwy,vw—u>
Analogicznie, nastepujgce 'afnnki 5§ réwnies rdéwnowaine:
/9.43/ F  jest bcifle wypukza.w = A

/;.14/ Y pueA  uEe )= ) + <Ftu\."\9- >

L]

DOWAD., 2 poprzedniego. sttierdr.énia 9.3 wynika implikacja /9.11/
== /9.12/. Dowéd w drugg strone polega. na wykorzystaniu wy-
puk2ofci obszaru A 1 nierdwnoéel /S.12/. Potozymy w nierdw-
“nofol /9.12/ V=1 , a (U-duw+ )w s, Q€ (0N
zamiast I o wobec tego otrzymamy

/9.15/ F: () == l:( u+ =) —1-—'(\( Fliu-r I\j\'\"-u\ﬂ.) U.-‘U._>
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dla wszelkich uw v €A .
Analogiocgnie mamy

79416/ " F(v) = F (1 + 20— w) +(4=2) < F (e >

Mnozge /9.1-5/.prsu (A—g) s & /9.16/ przez 0 1 dodajge
stronami otrzymujemy

79417 F ((A- D+ 3e) = (-0 FC) + ) F)

co koficzy dowéd réwnowaknogdel /9.11/ 1 /9.12/.

Dowéd réwnowaznosgi /9.13/ 1 /9.14/, tzn. w przypadku
dcisze] ﬁpnkzoéoi. opiera sig na wiasnoéciach fnnkoji dcidle -
wypuklych 1 analogicznych ruma.taniach, Jak wyze]. zmymy
tylko, %e dla funkoji F éoiéle wypukZzej mamy

Flu+ae-u)) < (=}3) F) + 7 Flw)

dla B seA ) M Fas i 2 e(0A)’, ponadto w nastep-
stwie 'Ipﬁklotci funke ji F otrzymujemy

LFli) o> < Flus ol = FG) o« F) — F(w)

Zatem korzystajge 2 wyZe] wypisanych nierdéwnosoi dowodzi
prawdziwoéci réwnowainodei /9.13/ 1 /9.14/ analogicznie jak *
w przypadkun poprzednim, co kolezy dowdd stwierdsenia. :

Ra zakoldiczenie pod.amy wiazek migdzy typnkkoéciq gtadkie]
funkeJi a wiasnosciami pochodnej GATEBAUX.

STWIERDZENIE 9.5. Kiechk F:V——= R bedzie funkcjg résnicz-
kowalng w sensie GATEAUX w podsgbiorze wypukiym A preestrzeni
" . Wéwcezas funkcja F Jest wypukla ma A wtedy i tylko wte-
dy, gdy Jjej pochodna GATEAUX F jest monotonicgznym operatoresm
dziatajgcym £ V w -V*, tzn.




= 71 -1
/‘9‘-18/ V' LLL\SLGV < FI(L\-}—-Ft(U.') } Am— U-> ."“="-___ O

DOWOD. Fiech [ bedzie funkcjg npnqur, wobec tego na mocy
stwierdzenia 9.3, jezeli F(w) i F'(u) sg subgradientami
funkeji F wu 1w , to

< Fllw) = v >0 +Fu) & Ko
< F ) = ag )y -+ Fa = F(w)

dodajgc stromami obie %s nieréwnodai otrzymujemy /9.18/.

Niech F  bedzie funkoja rézniczkowalng w sensie GATEAUX
¥ zbiorze wypuklym A , & Jej pochodnn GATEAUX niech spelnia
warunek /9.18/, tzn: bedzie qpmtwu' monotonicznym. Wowczas
tunkoje pomocanicza ¢ dana wzorem

i 38— @) =F( = d= w))

Jest réaniamrﬂnlm i Je] pochodna !yraza geie w sposédb nastepu-

igoy:
Ry = < FL i i e u.}‘} s —;.L>

Z nierdéwnosci /9.18/ r,yni]nﬁ, e \-PL) Jest funkcjg niemslejz—
-0g, zatem funkcje pomocnicza  Jest wypukla na [o,41 ,
w gzozegblnofol wige mamy

WL

piy) == (A=) QLe) =+ @R

dla kazdege A & [0,11 , o'oswiécie gtad otrzymujemy nierdw-
nosé ' i

Lr e

F UV = (-3 F) % Flas)

zatem funkeja  jest wypukia, co koticzy dowdd.
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UWAGA 9.4, Stwierdszemia 9.3, 9.4, 9.5 wskazuja, &e subréinics—
kowalnoéé funke]l wypuklych jest uogdélmnieniem rdéinicszkowalnog-—
Bi. : T -

10. PRAWA SUBROZNICZEORANIA

Podamy prawa subréinicekowania, wskasnjgc na pewne bgdg
rétnice, badf analogie w stosunku do praw réiniczkowania.

Z okreflenia subrétnicski /por. Okredlenie 9.2/ bezpo-
érednio wynikajs mw'mmm.“ T
STWIEEDZENIE 10.1. Wiech F.-V—=TR ; 2o . Wowczas
w dowolnym elemencie u ¢V jest prawdziwa réwnodé:

/10.1/ QARAF) (W)= a(OF) (W)

STWIERDZENIE 10.2. lech F 1 G: V—= R . Wéwcsas w do-
wolnym elemencie ¢V  jest prawdziwa relacja:

fo2/  AF+G) () > VG + G

Ewestig, kiedy relacjaa/10.2/ staje sie réwnoécig, Toz~
rtmga_ nastepne stwierdsenie.

' STWIERDZENIE 10.3. Jeseli funkoje F 1 G naleig do | (V)
i nadto istnieje element L € dom F N dom G , w ktérym
np. F jest ciggla, to .

/10.3/ ¥ eV | (F+6) (x) = F) + GL

7y stwierdzeniach mnnﬁeniecaprnn gkalar \ subréznicski OF
i sumg subrézniczek ©F 1 OG rpzumie mig jako mnotenie
przez A podzbioru przestrzeni VF i Jako sume algebraiczng.
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DOWOD. Pokatemy, te jest prawdziwe zawieranie przeciwne w sto—
sunku do /10.2/, tzn. kazdy funkcjomar ¥ € O(F+@)(»)
mozna prrzedstawié¢ w postaci sumy u) tud |, gdzie wre OF(wm)
£ u¥ e ©G(uy . W tym celu zauwaiymy, ze funkcje - i G
przyjmujs skoficzone wartoéci dla elementu weV i wobec te-
gc mamy '

7108/ Y N Flu)+ CGs)e= KW =) + Flw+ GLuw

Eozwazmy wypukize podzbiory w/produkcie \f_‘ﬁ ®

C;_’-‘

(w6} Fag—< u* u- > — F)< o

v

s % - Ny L I
Coz 4 (w03 o= GBluj— G}

~

% pieréwnosci /10.4/ wyniks, ze podzbiory (, 1 C, mogg
mie¢ jedynie wspdlme punkty brsegowe. Podzbidér (, jest nadwy-
kreeen funkefl Fioj—< u* > - F(w)+ (), ktéra jest wy-
pukla 1 ciggle w elemencie L . Wobec tego ,p'odz'bidr C4 jest
wypukly ¢ wnetrzu niepustym /por. dowéd stwierdzenia 4.2/, za-
tem int O 4 . mozna rozdzielié ns mocy wniosku 2,4 hiperpiasz-
czyeng ® . Podobnie, isk w dowodzie stwierdeenia 9.2, moina
pokagac, Ze hiperpiaszczyzna L nie jest "pionowa® i wohec te-
go jest ona wykresem funkoji afinicznei 1 ciggte] postaci

L3

".‘,r_-" ; as <" U‘*[r\}> 24 &

gizgie AFFEV i oeR

Ropdzielenie poizbioréw &: i U, wyreza sig nastepuiscs
relacjs

Clul— G =<O¥i> +d = Fl=<uw*u-uwp-F(u) VYueV
.Eradac ¥ te} relacji M= i~ ocirzymujeny

o =— <0 >

e
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a stgd YrseV 4—"-’”*}"-5'— > + G = Gl

orac ;
VeV L s sho—> 4 Hu)= B

Zatem — e TG(1) 1 | L 8% € OF()

wobéo czege W= L ¥+ u ¥, gazie )

o i
W= uX 3™ 3 e A

¢o kencgy dowdd.

Fa gakoriczenle regwazsi zbadamy subrézniczkowalnoéé fun-

kcji ziozone] /superpozycjl funksji/. '
’ \ )

TWIERDZENIE 10.1. Niech V' 1 W beda prrestrzeniami lokalnie
topologiczoymi, a V™ 1 W* - przestrmenimmi topologicznie
sprzesonymi z preestrzeniamiV 1 W odpowiednio. Nieech -\
badzie odwzorowaniem liniowym i cigglym przestrzeni V w prze—
strzed W , ten. A N—s W y 8 F = funkejg naleizosg do
W) . .
Wéwezas funkeja Fea nalezy do T .V) , na.dto, jezell
istnieje element AT eW s w ktéryn funkcja T Jest skos-
czona i ciggla, to dla wszelkich elementéw weV  jest praw-
dziwa Téwnosé .

710.5/ A FeA) ()= A7 IF (A

- ’
gdzie A jest odwzorowaniem sprzeionym %z odwsorowaniem N
i dziala g preestrzeni W™ w przestrzes Vo .

DOWOD. Fiesh w* € OF{AL) , wobec tego mamy

v ' :
VweW , < W' W— AW + F(ALI= Fw)



nlltﬂ ctrzyoujeny .
YseVv - <N'¥ A — /'\-.L> + (Fe /\]\M)é KFV\)K‘\*\J
Zgodnie z clredlenien cdwzorowania rmm orhd:m.a uia—
réwnoéé moima zapised w mw.‘l postaci

Ve eV | { AW o= A > + (?“/\)r“-) - (F""\) )
& ktérej mih e

At w* € 3’\‘?*'/\](&)
Zatem pokaraliing, se jest prawdriwa nastepuiaca relscia

fo.6/  AOF (A € V(FeA) (W)

Flech ¥ € T(FeA){w) , saten namy
/10.7/ Y eV ] < WA — uy + {F“ A) () = (Fen)nd

Rozwesmy podprzestozes efiniczng /= zhidlér liniowy/ w produkele -
Wx R okreélona w nastepujgey sposéb:

P [ (A, <t om wy = (FrAN W) 2 weV)

Qozywifcie & niervéwnoéol /10.7/ wynika, e podprzestrzen
(¥ 1 padwykres epi F fankoji F mogs wieé tylko punkiy wspdl-
ne, kt6re s punktami brzegowymi nsdwykresu epl [+ . Poniewas
funkcja F  jest wypukia ores skoficzona i clggia w elemenoie
AT € W , wobec tego wnetrze epi F  jest zbiorem niepu- |
stym. Zatem istnieje hiprwm'ﬁ zawierajgea @ i roz-
igosne z intepi © . Mosna pokasad /por. dowdd stwierdzenia
9.2/, #e & nie jest “piomows™ i jest wykresem funkcji afinicz-
nej 1 ciggrej ockredlenej na W o© um:?toeinignh v R danej wzorem

W, 2w —=< W AR ol



S

@WEN* . LeR Pmm ’@L
mﬂ.-m‘? mdwmmmm

Yuew < w Awy b= ¢ U—*,‘U’-‘b? F (Fo AY(m)
£z ktdrege mozna wyznmczys oL y & miamowicie 2

1407/ o = (FeA) () — ¥y
1 nastepnie otrzymeé réwnods

/10.3/ VeV S w*, A = >

2 vémmediod /16.6/ wynkies, 38 UF= A"W* | Bontewmd
mmmmwmﬂmzimta;ni? wobec tego
namy :

YueW | <w* w-LAdu+Fer) = Flw)

a stgd .
Vel <w w-Av> + FAW) £ FQw)
ozyli

w* & (OF) (Aw)

Zatem, z tej ostatniej relacii i faktm, ze L= /\" w¥
otirzym jemy ; -

» = Aw e (A*F) (Aw)
gkgd mamy
ACFAY () € (A¥F) (Aw)
.00 koficzy dowdd.
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Podany pedutdwese fakty zwismsme z sagadnienian mimioi-
sacji fanmkeji wypnkiyoh, ti. istnlesie minimuwm, kxytenims roz-
wigsanis zegednief minimiszacji, itp.

Fiech V bedsie reflelsywos'/ prasstrseniq BARACEL s nor-
mg i) , © « memmstym domimictym wypoklym podzbioresm
przestrzeni V . )

Rovwasmy funkoje F okrefleng ns T o wartokoiach.w R .

ZakZladamy:

/11.1)‘F=‘C-—*§. .1_1-1; wypukia, wiadolwa 1 péZoiggla dolnie.

Zbadamy sagedsienie minimiszscil fumkojd F , ti. wyzme-
ogenia kresu dolmsge F paT , czyli liosby :

/11.2/ ok = imy Fl
et
Dowolny taki elememt U eT , ie
/M3 F(u) = ke Fow)
peT -
nazywany rozwigzaniem zagadnienis minimizaoji /14.2/
UBAGA 11,1, Mlekiedy wygodnie badaé zagadnienie /11.2/ na

przzitmegi YV . Wowozes funkeje F zastepuje sle jeJ rozsze~
rzeniem F :V—— R, ktére jest okredlone wzorem

— Flo) gy we €
o

. -V-"‘
/11.4/ 3 Ay O %u..&mqtt

1/

Przypeminamy, te presstrze’ BARACHA V nazywa si

%, %dy Je] Imla jednostkowa /o promieniu 1/ j'au% % ) E;-

-+ W refleksywns] przestrzenl kazdy ol crony za-

wiera podoigg siabe ghieisny. Przestrzen A 1 prazestrze-
nie [P( { <pcoo) s refleksymne.
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Qozpwibete F jest mnwmim?u_um
mV.aWWMWiW aV ,
czyll liczbhy

/'1-1.5/ = *F 0

P M-e‘\[' (
jest réwnowaime pagadnmieniu /11.2/, ten. d-={s i wim rog—
wigzal /moga by¢ puste/ sa idenbycsne.

-

STWISRIZENIE 11,1 . Bbbr ———" ssgainienis mintwizacii
/11.8/ P mns: i pbioksgte) dolnie ne wypukiym
1 ‘donkmictym podshicrae T proestveent V Jest podszbiovesm wy-

poklyn i domkniqtym /by wose pustym/ w T .

D0RGD. Wyklucwajgo prrypadici trywislne, ben. tekie, gdy ck=too
w' pagadntenin /11.2/, mblér roswigzad vege zsgadnienis mozna
opteaé w spesdh nastepujigoy

i weV: Flu = °L}

Zbiér ben, pomlewsé  jest wypukis i péloiagie dolme naV
Jest wypukly ! demknigty wi - /pm' stwierdsente 3.21 ckrefle-
nle 4.7/,

Pgdamy jeszcze prosty warunek wyebarcszajgoy istnienia
roswigsenia segednienia mimimisaoji /11.2/. '

 DWIEBDZERIE 11.1. Niech bedwie spelnione wmalokenie /11.1/
o funkeji F . Jezell jessmowe padgbiér C praestroent V  jest

ograniczony, lub jeseli funkoja F jest koeroytywna, tem.

/11.6/ Um Flu) = o0
lInsliy-we
et

to magadnienie /11.2/ ma co najmniej jedmo romwigasnie. Rozwig-
zanie to jest jedyne, jeseli funkoja F jest boidle wypukia na
e -
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DOEOD. Fiech {V.}, , bedzie ciggiem minimizujgeym dla zagadnie-
nia /11.2/, tzr. takim ciggiem elementdéw M. podzbioru T , ze

Fls ) —a d_ — u'rq- F{_m;..j

gdzie -"n.--’-cvo et

Za'ntaz:my, e ohel-oo W} . Ciag 3(\5,,3] me i Jost ograniazo-
ny ¥ V , wyniks to bgdfé = ograniczonofci podzbiorn T , bgds
tez, gdy nie jest on ogranicsomy z koercytywno$cl /114 .6( i og-
raniczonoscli z gory oiqgu{t'?%&ﬂ)},“m . Zatem z ciggu {UnYmen
mozne wyjgé podclag {13..,_-}““ szabo zbiezny w ¥ do elementu
wel - : ] '

Z wniosku 4.3 wynika, Ze funkcja F  jest réwniez p62~

cizgla dolmie w gia bcj topologil ( SV V™) na T , wobec
tego mamy ;
1117/ FOrl £ bom B )= &

M=y o

Stad i jest rozwigzaniem ugn_dnisﬁis fA1.2/ 4 cl-!;__e.o ’
giy¢ funkcje - Jjest wiaSciwa /por. zatbtenie 11.1/.

Jetell isztniejs dwa roewigzania L. 1 IL zagadnienia, to
(M= T/ jest réwnief rozwigsaniem tego zagadnienia na mo-
cy stwierdzenie 41.41. Jesell funkoja F Jjest édcifle wypukia
to -.:LL-rEJTr- nle jest rogwigzaniem, gdyz

,.\_A_..Lr:_ c::_-—ﬁ-FLu.} = -%—'r }-A-_l-

Zatem ¥ tym przypadku istnieje tylke jeino rozwigsanie nagad-—
nienis ./11.2/.

PRZYEZAT 11.1. Niech Q- 3.“} bgdzie symetryczna, cigglsy, dwn-
liniowg formg ckredlong na V XW i koercytywnz, tzn.

/11.8/ {:L(v\k-iu-':. = Cli M_._;ltz Vel
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gizie C>0 . Jezell L jest downlnyn funkcjonatem liniowym
i eiq,gm pad V , tzn. LoV , to istnieje jedyny element

eV  , w ktérym funkoja
/11.9/ Y 300 —— F )= a(so)d)— 27 ?5\9? e R
_prsyjmje kres dolny swych warteéci na ' 2 + B3

11,40/ Fur) = int+ Flns)
L ¥onry _ X _
Fakt ten jest wnioskiem z Twierdzenis 11.1. Istonie, wy-

starcey tylko pokazad Scisig wypukloéé fankeji
Veanv—ms awuv)

oraz koercytywnosé /por. /%1.6// funkeii F naV . Z ni eréw—

nosSci /14.8/ mamy dla aowolnyah elementéw W 1 W p'*zestrneni

\ nie"évrnaéé ’
ﬂ'f'\fh--.“ ﬁ &_'ﬁ--—-w'\}- ~N.= 0»"'\5‘-"&\‘-2.&\..}‘;“)*&&‘!\-“1

- H

skad dla =W otrrymjeny
2o Wi, oy + oW w)

Zatem dla 2 €\0 4) mamy
s R L I T w4 (A=-¥lwi=

=+ 23 U)o W) =+ AT R (wwy <

.

<:“.‘ (\ G AN f\-\._: -+ \.A"‘::E:} (W ‘\N \

co zapewniaz jut écisly wypuklodé funkeii F .
Eosreytywnoéé funkeji F otrzymujemy z nastepujgeych oszacowar
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Foi= o) — 2 Ly = cpmif= 20 4l

GIraE

2y Iof = § el + 2L

z térych wyniks nleréwnodt

» : - a a 1
Fla) = ‘% C ""1! - = EL“*}
“mjsﬂﬂ [‘11-16/"

WA 11,0, W praypadim, gdy fomme of-,-} jest okreélona na
podsbiorze ograniczonym produktu VvV s to nierdsnosé
/11.8/ modne geetgplié nierdwnoboig '

oLl ) = 0 Yuee

gizie T jest rzbiorem wypnklym domknigtym i ograni iczonym.

Scharakteryzn)eny rozwigsanis zagadunienim /11.2/ zakls-
dajge o fuukejd r hieco wigeej, np. gdy F  jest résniczko-
welna, czy tei prrzedstewlalne v postacl sumy funkeli résnicz-
kowelng] 1 niaré&nicxhna\lm-j.

STEIREDZENIE 14,2, Fiech ' bedzie fankeis wypukis whaéeiws

;aSZciq,g&g dolnie n& wypukiym i doanknithn poézbiorze T prze-

strzani'\‘ "

Jegell funkcje F jest rééniczkowalna w sensie GATEMUI w ©

i jej pochodna jest cisgla w T , to dla €T  nastepujgce
~ warunkl sy rdwnowaine: '

G i~ = jest rozwigzenien zagadnienia /19.2/
(i} <”\ ) - D = 0 {as el
- R’

A

) LT - w e ¢ g R



DoXdD, Fisch Lo bedzie rozwisssniem sagadnienia /11.2/, wobee
tego dla dowelmego <€V 1 Q& (5,4) otrzymiemy

Fow) = F(O-3w -i-.}'u-"l
co moZna zapisad w postaci '
Flatds~))— FUY = 0

’Dzielqa te nierdmwnoéé przmes A 1 praschodezac do granley, giy
A==+ C maay (1) ; tek wige wykewalldmy, ze Gl=>(5) .
Odwortnie, nieck bgdsie spelniony warmnek (f1) 1 nlech Aeko,4)
Oazywibcle z wypuklodcl /fpor. uwaga $.3/ many

Flw)— Fluw) = _%L ( PO+ ) = F(u))

Przechodzge do granicy w ﬁn: mmmi,'m A—>»+0 - otrsy-
o jeny ; '

Flo) — Floy =L Fln) a0
skad na mooy (i) many '
Fls) — Fla) = O ¥neT

Zatt.l }h jest rozwigzaniem zagadnienia /11.2/ Tym sposcbem wy—
kezalismy réwnowaznoéé warunkéw (1) oraz (i) .
Wykazemy teraz réwnowaincéé warunkdw (i) orazm ) .
Esjpim zanwaiyny na mocy Shwierdmenia 9.5, Ze pochodna
s —= ™ jest operatorem momotonmicsnym, tzn. mamy

/141 Yunel L Flas)— Fi(u) o= oy = Q).

Niech bgdzie spelniony warunek (i) . Zatem dodajse stro-
nami(ii) oraz /11.11/ otrsymjemy (1) , a wigo: (3)=>-(li) .

Dowéd w druga s‘crnnq, ten. (Uiil)=sm (i) 5 opiera sig na
cigglodol pochodne] e .

Niech zatem L speinia warunek (iii) . Kiadgo &=(4-1)uxlw
» gizie WeT , ade(eh) w(rh) otrzymujemy
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‘\< (A=) mewdw) g oy = 0

ktére po pﬁfmiclenin stronami przez (\ przyjouje postad

/44 .42/ < 'F“(LL.,; Alw- L-;,) : W L,} =

Istwo jest seuwaiyé, 14 lewa stroma te) ndevéwnodcl Jest po-
chodng funkcji i
f..{@-‘. ;&._- Flao + 7\'&\\1—‘ u-l\!

Pochodra ta, tan.: MVU‘}- < F (v \Kw-u‘u W
}ea't funko }g clgelg mmm ¢ , wobsc tage przenhnd@qc w ndg-

réwnoéod /11.42/ do granicy, gdy A—w+0  otrzymujeny (iv)
co koliczy dowdd.

(04} > A

URAGL 11.,3. W przykiadzie 11.1 funkejs © jest réiniczkowalns
i jej pochoGnez ma posiacd

Vga’»-—-—-—-.(F"&\i>—0 QUL o Yo v v
Zatem element ¢V  stanowl rozwigssnie n@ﬂmania

/11.10/ whedy 1 tylko wtedy, gdy speiniony jest jeden z warun-
kéw '

(113 o w) = b pm1> == 0 YseV

/s ol ap)—L L —uy = O ¥ weV

iE Fieck FwF+Fo,mmF,F
sg funke jami wypul tymd, péieiggiyni dolnie i wiadciwymi na T
nedtc niech fumkcja F; bedmie rézniocskowslng w sensie GATEATX,
ktére] pochodna F; jest oiagis na T . Wéwosss @la beT  na-
stepujgce warunki sg réwnowazne:
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O L jest rozwigeaniem zagadnienia /11.2/;
(1 < Fs) =1 4+ F @)= fl) =0
Yree
(s o ,
0y < . ) \k}—u%-i- B — Ry =o0 Yz eV
I0W3D, Fiech . bsizie roswismaniem sagadoienia /11.2/ wobeo
tego Gla dowolnego elementu & €T 1 2 e(04) mamy
Flw) == FOOG-3 4 - ;
skgd, dzieki wypuklobel famkeji Fy , otreymujemy mievéwnos
Blw) + Fawd = B (00 ik 18 )+ (-0 Tl + A als )
ktéra po mprogzczeniach przyimuje postad _
0 R = Rw) +3 ( Rlmrde-m)- F)
Prleohoé.mc do granioy, gdy N—=+C , otrzysejesy warg-
nek (li) . Pokamalifay wisc, e () =>(1:) . Odwortnie, niech

bgdzie spsiniony waramek (1) . 2 wypukZoscl funkejl T, asemy
/por. dowdd sbwierdzenis 14.2/ nastepujisocs w

'1:4(’3-) = ;}L]ﬂ—) - < F;(vu_'} {\F"" 1.»-? =0 “J €T
ktéra dodans stromawi do (1) daje
Fls)= Fluw) 2= 0 ¥ uf‘c
i pokazuje, 2e . jest roswigssniem sageduienia /11.2/. Zatem
réwnowasnesd warunkéw (1) orez (i) jest ndowodniona.
4by udowodnié réwnowainosé wernumkéw (1) oraz(iit)  po-

gtepujemy podobnie jak w dowodzle Stwlerdmenis 1-1;2.. Hiech be-
dzie speiniomy warunek () . Z monotonicznokci F4 wynika, iz

¥ser .0 < R~ R s-uy=mo
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Me.tmmmmm&taé-wﬁéiw'w
rupkn (1) otriymajeny wedmask () . Zabem (IR =mme(ei) .
Dondd % drugs strose opiera sig /por. Sowéd Stwiswdmania 11.2/
s ciggiadol pochodned F, . Flech bedwie spelniony wermmek
(14y) ; Eladge = (p-\ju<rw ¥ (1)  otregpmujemy
< RO A AW) W)+ By (G=1) ) = Fas) =0
Deigld wypukdoSol fumkcyl b, mamy
A F (U2 + W, We> 4 ) Rw) =3 R(u) =0
Drielge strony tej ostatmie] wziml iWa
proechodage w nie] do granicy, gy a—r+t0 otrzymujeny,
dzigki ciggiokol pochodmej V' , wapumek(il) , oo kofomy dowsd.
USAGL 11.4, Stwisrdesnie 11.3 zewieva oczywidois siwierdgemie
1.2,
BRIXKEAD 11.2. Bteth V bgdwie prasstrseniq FIIRERTA = iloomy- -
nem shalarnym («|+) , & ¢ - foskeda wypnkie, pélciagta dolnie
1 wiaboiwo okveflome na V o wertséoiach w R /tan. g € TLCV)/.
Niesh F= F,+F, , pray sy |

Fa (m)ﬂl{as——'x_llz/g_, )= @)
gizie X Geny element w proestrweni EIIBERTA. Funkoja Wi Jest
$oiéle wypukis i péloiggis dolnis, a nafty kosroytywne na V .
Wbeo vego, dla dowolnej funleoji @ € T(V), kitra jeet og-

mzmmmmmcmw(»&gmﬂ;,
; ¢V 9. ol€ R + msmy pawigpuiace niervdwnofcl |

Flao) = £ jaa—alt  + (ghe) + o

R = L ot = iyl + 4 ff -
sogd jui wyniks koercytywnosS funkedl F | tem. Fls)woe , gy

lies f—>o0 o
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W& mooy Twierdzenis 11.1 istnieje element n..ev s Ktb—
ry stapnowl rozwigsanie magsdnienis /11.2/ dls mm:z

V 2@ ——s F@s-}:——Lim-—'mIi -+ e()

tzn. istniéje slement u.,iktdryamniccilr Pryimuje war—
toké réwns swemn krvesowl dolmemu ma V .

Ze Sewierdgenia 11.3 wynika nastepujgos charekterysacja
reswigpania AL , & miamowicie, element b jest roswigsaniem ,
ssgadntenia /11.2/ whedy 1 tyllko whedy, gdy spelnia jeden ¢ wa-
rankéw

f."i1',15/ ( u—g—,}cu‘..__..'.m) + g(&)— i{ﬁ_“—\ - b i e
/t.18/  (—nls— ) 4+ ey — @l = S g
Sdwzorcowanie, kiére przy sadsme) funkoJi ¢ , uh-géls

sie wmores

gﬂm e jest wm«m /11 .2/ dla ﬁtnka:i
Flas V= dobs—x P + o) » OZDACEMEY symbolem preng L mamy-

wany “pelblisssy pray o . Wmmmammm

sad w nestgpujgey sposéh
Ve IS i '\7'-3 o«

prox g (x) = eV

¥ sscaegilnodol, gy =Ny ., tzn. @dy  lest funkels
Wh‘mmthim‘f‘_ wypukiego - idanlmiq:kagn, wowezes cdwzo-
M mmt&mmmmmm-u-m
% ma Yt , whedy 1 tslgo whedy /por. Stmberdsenie 11.3/, gdy

/a8 (—sja— )220 ¥ et



a 3?'____

lub

/11.19/ CM-_—‘x js—w)== 0 YuoeT

M l&nﬁnmﬂi@u (»»3 w-mmwz

uawmmdm&nm: wwm
‘edi fumkojl wypnklyoh /w zegaduismigoh typm /11.2//. Teisrdve-
nie 1.4 1 Stwisrdeenia 11.2, 11.3 stamowisg warunkd istnisnia
roswigzad pewnyoh nierdwnoded waridcyjnych.
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