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PRZEDMOWA

K iedy prawie przed dziesigtkiem lat Towarzystwo
Naukowe Krakowskie wowczas z Uniwersytetem Jagiel-
tonskim polgczone, pomiedzy swemi celami wytkneto
sobie takie wydawanie Biblioteki Naukowej majgcej
obejmowac szczegolniej dziela do wykiadu uniwersy-
teckiego stuzqce, odlozywszy inne prace, zatrudnitem
si¢ napisaniem ksigzki w moim przedmiocie, ktorej
datem tytut Elementarny wyklad Mate-
matyki. Tego wyktadu icydato Towarzystwo Nau-
kowe dwie czesci, mianowicie: Arytmetyke w r. 1851
i Algebre w r. 1852. A Ze z istoty rzeczy do zupet-
nosci tytutem zapowiedzianego wykiadu nalezy row-
niez Geometryja, wiec tez nad tq bez przerwy praco-
watem. Te juz prawie od roku ukonczywszy, oddaje
pod sqd moich wspolpracoionikow. Wypada, mi tu
atoli nadmieni¢ nieco o jej tresci i uktadzie.

Lubo przymiotnik ,elementarny* wyklucza nie-
jako z Geometryi, wedlug dawniejszych autorow, Try-
gonometryjq sferyczng i Geometryjg analityczng, to
przeciez obie te czesci w moim wykladzie zamiescilem.
Nie dos¢ na tern, piszqc Geometryjq analityczng w dwoch
i trzech wymiarach, nie podobna bylo wstrzymaé sie



od wyktadu teoryi linij i powierzchni krzywych dru-
giego stopnia, ho tajest tylko zastosowaniem pierwszej.
Nie pomatu tez znaglata mnie do tego uwaga, ze w te-
razniejszym stanie nauk przyrodniczych, dzieki pracom
najstawniejszych  Matematykow, kazda prawie w tej
dziedzinie prawda, moze hyc tak elementarnie, jako tez
i wyiszym sposobem dowiedziona. Zwazywszy wreszcie,
ze udajgcy sie na nauki Wyziszego Rachunku, Astrono-
mii, Fizyki, Mechaniki i Mineralogii, jezli nauczyciel
nie chce przestawac¢ na mniej Scistym wyktadzie, tak
bez Trygonometryi sferycznej, jako tez i wspomnionej
teoryi linij i powierzchni krzywych drugiego stopnia,
obejs¢ sie nie mogq, uznatem za stosowne i korzystne
objgé wykiadem moim nastepujgce przedmioty:

Planimetryjq,

Sterometryjq,

Trygonometryjq p taskq.,

Trygonometryjg sferyczng,

Geometryjq analityczng w dwoch wymiarach)
z teoryjg linij krzywych drugiego stop-
nia znamych pod nazwgq przecigé ostro-
kregowych (sectiones conicae)

i Geometryjq analityczng w trzech wymia-
rach z teoryigq powierzchni krzywych
drugiego stopnia.

Tym sposobem taz Geometryjg skiada si¢z trzech czesci:

1. Planimetryi z Stereometryjq,

2. Trygonometryi plaskiej i sferycznej,

3. Geometryi analitycznej iv dwoch i trzech
wymiarach, wraz z teoryjg linij i po-

wierzchni krzywych drugiego stopnia.



TJktad Planimetryi i Stereometryi tak sie stara-
tem urzqdzié¢, izby uczqcych si¢ zapoznac li z najpo-
trzebniejszemi twierdzeniami i zagadnieniami, w roz-
nych zastosowaniach swoj uzytek majgcemi; opuscitem
zas wszystkie, ktore kazdy,pojqwszy i strawiwszy pierw-
sze, tatwo przy pilnosci, w innych autorach napotkane,
zrozumiec¢ potrafi. Dlatego to nie dotkngtem w tej czesci
tak w tych czasach bogatej teoryi transwersalnych,
symetryi i innych nowqg Geometryjg stanowigcych,
sqdze bowiem, iz tu nie moze zmnales¢ trudnosci, kto
przejgl sie nalezycie zasadami Geometryi Euklideso-
wej. Zresztq mysle, iz nie daleko jest ten czas, gdzie
rownie dzielny jak Euklidesa geniusz, zebrawszy w ca-
tos¢ liczne juz dotgd przygotowane materyjaly nowadj
Geometryi i takowe uporzqdkowawszy, obdarzy uczony
swiat Geometryjg zbudowang na nowych zasadach,
ktora w edukacyi zajmie miejsce przeszto przez 20
iciekow uzywanoj Euklidesa Geometryi.

Jak Planimetryja z Stereometryjq, tak rownie obie
Trygonometryje stanowiq i stanowi¢ powinny nierozer-
wang catosé, bo dowody twierdzen sferycznej, catkiem
sig opierajqg na Trygonometryi plaskiej tak dalece, ze
nawet wszystkie wzory pierwszej, z ptaskiego czyli pro-
stokresinego trojkqta otrzymaé mozna.

Gdy inni autorowie najczeSciej uwazajg linije
trygonometryczne w kole, a rzadziej wyprowadzajg je
z uwazania prostopadiych, to ja poszedlem cokolwiek
odmienng w tym wzgledzie drogq; a czyli zdgzajgc
tedy do celu, nie postawilem jakiego falszywego kro-
ku, znawcy to dopatrzq.



W ukiadzie Geometryi analitycznej, szczegolnemi
przewodnikami byli mi BourpoN [ E TINGSHAUSEN; pFrzy
tern jednak korzystatem i z innych w tym przedmiocie
pisanych dziel jako tez z pism czasowych a szczegol-
niej z “Arcbiy. der Matkematik und Physik von A.
GrunerT “ 7 ,,Nouvelles annales de Mathematignes
par T ereuem et GErRoNoO.“

Jezeli tq mojg pracq zdotatem naszej miodziezy,
dla ktorej pracowad jest calem i jedynem zadaniem
mego zZycia, utatwicé wstep do przybytku nauk przyro-
dniczych, bedzie to dla mnie, przy schyltku mego za-
wodu i bliskosci wieczora, sowitq nagrodg.

Pisatem w Krakowie dnia 23. Kwietnia 1857 r.
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WSTEP.

Otaczajace nas przedmioty zmyslowego Swiata, zewnetrznie
i ogdélnie uwazane, przedstawiaja nam tylko tozsamos$é albo
roznos¢é, t.j. przedmioty te albo nosza jedne i tez sarne, a!bo
tez rézne nazwy. Przedmioty tejze samej nazwy prowadza
nas do wyobrazenia liczby, réznej za$ nazwy, do wyobraze-
nia ksztaltu.

Ksztalt jest to odgraniczenie kazdego przedmiotu od
reszty przestrzeni. Kazidy z tych przedmiotéw zajmuje w o-
gllnej przestrzeni pewne miejsce (spatium) co jego rozcig-
gloscig (extensio) nazywamy. Rozciaglosé jest wszystkim przed-
miotom zmyslowego Swiata spoing wlasnoscia tak dalece, ze
gdyby tez przedmioty nie byly rozciagle, t. j. nie zajmowa-
ly zadnej przestrzeni, nie moglibySmy sobie zrobi¢ Zadnego
o nich pojecia; same za$ przedmioty przestalyby by¢ rzeczy-
wistemi i zamienilyby si¢ w utwory wyobraZni na wzér du-
chéw, kazde i Zadnego miejsca nie zajmujacych, t. j. zamie-
nilyby sie na istoty przenikliwe, jakich w rzeczywistym §wie-
cie nie znamy.

Gdyby nie ciala zajmujace rézne miejsca ogoélnej prze-
strzeni, nie moglibySmy mie¢ Zadnego o niej wyobrazenia.

Kazdy przedmiot naszemi zmyslami uja¢ si¢ dajacy, na-
zywamy pospolicie ciatem jizycznem (corpus v. solidum). Sko-
ro wiec kazde cialo zajmuje pewna przestrzen, ktora z tego
powodu musi by¢ rozciagla t. j. mie¢ musi swoje wymiary,
czyli by¢ musi dluga, szeroka i wysoka lub gruba, przeto
kazde takze cialo ma tez same trzy wymiary. Chcgc cialo
jakie blizej pozna¢ czyli opisa¢, wskaza¢ potrzeba dokladnie
trzy co dopiero wspomnione wymiary, przez toz cialo zajetej
przestrzeni.



Jakim sposobem przychodzi cztowiek do pojecia prze-
strzeni, jest rzecza Psychologii; my tyle tylko tu powiemy,
ze wypadek tego pojecia jest tenze sam u kazdego cztowieka,
t. j. ze kazdy tym tylko sposobem pojmuje przytomnos$¢ ciat,
ze sa rozciagle, czyli ze zajmuja pewna przestrzen. Poniekad
atoli przyj§¢ mozemy do wyobrazenia przestrzeni nastg¢puja-
cym sposobem: wystawiwszy sobie jaki przedmiot w ruchu,
miejsce jakie tenze w kazdej chwili zajmuje, bedzie coraz
inne, bo otoczenia jego bgda coraz inne a inne; jezeli wigc
te szczegodlne pojecia miejsca ruchomego ciata zbierzemy wje-
dno, takowe niczem innem by¢ nie moze, jak porzadkiem
posrednich miejsc w jakim tez po sobie nastgpuja, te za$
posrednie miejsca sg rzeczywiscie przestrzenig. Stad wnios-
kowa¢ mozna, ze pojgcie przestrzeni bez ruchu byloby albo
zbyt trudne, albo niepodobne. Danego tu pojecia przestrzeni
nie nalezy uwazaé¢ za jej definicyja, ale raczej za skazowke
cechujaca przestrzen; Geometryja bowiem nie definijuje, ale
juz przypuszcza wkazdym pojgcie przestrzeni, nie mogac go
nikomu wlaé, jezeli go nie posiada.

Przestrzen zajgta przez ciato fizyczne, nazywamy ciafem
geometrycznem. Pojecie wigc ciata geometrycznego, jest oder-
wanem od ciata fizycznego. Geometryja czysta (pura) wszyst-
kie swre prawdy odnosi do cial geometrycznych, skoro zas
ma na celu ciala fizyczne, nazywa si¢ wtenczas Geometryja
zastosowanq (applicata).

Kazde cialo ma ze wszech stron granice, bo ciatla bez
granic pojacby$Smy nie mogli; te tez granice stanowig jego
ksztalt, jak na poczatku powiedzieliémy. Granice te nazywa-
my w Geometryi powierzcfoiiami (superficies); powierzchnie
zatem nie moga by¢ niczem rzeczywistem, bo bez cial istnie¢
nie moga. Kazda znowu powierzchnia ograniczaja linije (li-
nea), a nareszcie granicami tych ostatnich sa jpunkta. Punkt
zatem geometryczny bedac tylko poczatkiem lub koncem li-
nii, nie moze mie¢ zadnej rozciaglosci, jest wiecc w Geome-
tryi tern, czem zero w Arytmetyce.
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Linija geometryczna jest dlugo$¢ bez szerokosci i gru-
bosci. Taka linija mie¢ tylko mozna w mysli, ale jej ani wi-
dzie¢, ani narysowa¢ nie mozna. Wszystkie linije jakie na
papierze i tablicach kreslimy, sa linijami fizycznemi; stuza
one jedynie do tatwiejszego poje¢cia i zatrzymania w pamigci
linij geometrycznych.

Lubo powiedzieliSmy wyzej, ze punkt jest zerem geo-
metrycznem, nie idzie zatem izby$my sobie nie mogli zmy-
stowo wystawi¢ linii jako zlozonej z punktéw, albo raczej
utworzonej ruchem punktu. Ten ruch jezeli ciagle bedzie
wjednymze kierunku, rzeczony punkt zrodzi nam linijg pro-
stq (linea recta), jaka Fig. i pokazuje, jezeli za§ kierunek
tego ruchu w kazdej chwili czyli ciggle zmieniaé si¢ bedzie,
pomyslany punkt zrodzi nam /linijq krzywg (linea curva), jak
na Fig. 2. Linii prostej wszystkie czesci, albo lepiej wszyst-
kie punkta leza w jednym i tymze samym kierunku; w linii
za§ krzywej dwie obok siebie lezace czastki majg rozne kie-
runki; dlatego tez kazda czastka linii prostej, jest takze pro-
stag; gdy przeciwnie najmniejsza czastka linii krzywej, $cisle
moéwige, nie moze by¢ prosta, ale krzywa; bo inaczej kieru-
nek ruchu, tez linijg tworzacego punktu, zmieniatby si¢ nie
ciagle, lecz przeskokiem. A ze punkt wruchu be¢dacy zmie-
nia¢é moze w bardzo rdézny sposob swdj kierunek, przeto
krzywych linij jest nieskonczona liczba, kiedy prosta linija
jest zawsze jedna i taz sama.

Poniewaz wszystkie punkta linii prostej leza w tymze
samym kierunku, wypada wigc z tego, iz kazda taka linija
wystawi¢ sobie mozemy przedtuzona dowolnie tak w jedne,
jako tez i drugg strong, przez to bowiem przedtuzenie, natury
j¢j catkiem nie zmieniamy. Z takiego pojg¢cia linii prostej
wypada roéwniez, iz ona jest najkrotsza odlegloscia miedzy
dAvoma danemi punktami, a nastgpnie, ze migdzy dwoma punk-
tami jedna tylko prosta (tak w dalszym ciagu zwaé bedzie-
my najczgsciej linijg prostg) przechodzi¢ moze; wszystkie bo-
wiem inne linije, jakie od jednego do drugiego punktu po-
prowadzi¢ mozna, zbacza¢ beda mniej lub wigcej od kierun-

L.
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ku prostej 1 z tego powodu beda albo linijami krzywemi,
albo tez z prostych zlozonemi czyli famanemi, jak nam to
przedstawia Fig. 3. Z jednego punktu nieskonczona jest licz-
ba mozebnych kierunkéw, dlatego tez przez jeden punkt nie-
skonczona liczba prostych przechodzi¢ moze. Z pojecia ro-
dzenia si¢ prostej wypada i ta prawda, Zze poniewaz na pro-
stej pomys$le¢ sobie mozna dowolnie jeden lub i.lekolwiek
punktow, kazdg zatem prosta dzieli¢ mozna na tyle i takich
czesci, na ile i jakich si¢ podoba.

Z linij krzywych najwazniejsza, a zarazem najznajom-
sza jest linija kolowa, czyli jak zwyczajnie moéwimy okrgg
kota (periphaeria v. circumferentia circuli). Ma ona t¢ naj-
walniejszg wlasnos¢, iz kazdy jej punktjest w rownej odlegtosci
od pewnego wsrod niej lezacego punktu, a ktéry z tego po-
wodu srodkiem (centrum) nazywamy. Odleglos¢ kazdego punk-
tu linii kotowej od $rodka, czyli co najedno wychodzi, kaz-
da prosta tagczaca $rodek z ktérymkolwiek punktem okregu,
jak sa proste SA, SB, SCit. d. Fig. 4 zowie si¢ promieniem
(radius). Wszystkie zatem promienie jednejze linii kotowej
sa sobie rowne. Z wilasnosci linii kolowdj wjej definicyi wy-
razonej, nastrgcza si¢ zaraz bardzo latwy sposob jej wykre-
Slenia. Jezeli bowiem otworzymy kazdemu znane narzedzie
cyrkiel 1 jedn¢ jego nozke postawimy w punkcie, w ktorym
ma by¢ $rodek, jak tu w S, druga zas oprowadza¢ be-
dziemy naokolo kreslac niag na papierze lub stole linija,
dopoki nie powrdcimy do punktu skad kreslenie rozpoczelis-
my, krzywa tym sposobem zakre$lona, bedzie linija kotows;
w kazdem bowiem potozeniu cyrkla koniec noézki kreslacej,
jest ciagle w jednejze odleglosci od punktu w ktérym druga
stoi, a zatem wedlug definicyi, kazdy punkt zakreslonej krzy-
wej, jest w tejze samej odleglosci od Srodka.  Odleglosé
koncow nozek cyrkla, ktora mierzy w kazdej chwili od-
legto$¢ punktow krzywej od $rodka, jest wilasnie to co wy-
zej promieniem nazwalismy.

Prosta przez $rodek przechodzaca i konczaca si¢ w obu
kierunkach na okrggu kota, nazywamy srednicq (diameter).
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Tak proste DE, FG, HI i t. d. sa $rednicami. Kazda taka
$rednica co do swoj dlugosci réwna si¢ naturalnie dwom pro-
mieniom. A jako wszystkie promienie, ktérych by¢ moze nie-
skonczona liczba, sa sobie rowne, tak tezi §rednice sa so-
bie rowne, bo kazda z nich réwna si¢ dwom promieniom.
Srednic takze moze byé nieskonczona liczba jako prostych
przez jeden punkt przechodzacych.

Kazde ciato, wedlug tego co wyzej powiedzielismy, ma
koniecznie trzy wymiary, dlugos¢, szerokos¢ i wysokosc,
czyli grubo$é, inaczej bowiem przestaloby by¢ cialem. Jezeli
w ciele nie uwazamy na jego grubos$é, ale tylko mamy na
celu jego dlugosc i szerokosc, t.j. jezeli nas tylkojego ksztalt
zajmuje, nie majac wzglgdu na grubo$é, ciato znikngé musi
a pozostang w nasze] mysli jedynie jego granice, ktore wy-
zej powierzchnig nazwaliSmy. Powierzchnia wigc geometry-
czna jest to rozcigglto$¢ wzdhiz i wszerz. Te powierzchnie
tak jak linije sg albo proste czyli raczej plaskie (superficies
piana) albo krzywe (superticies curva). Jak linijga tak row-
niez powierzchnia mie¢ tylko mozna w mysli, ale jej ani
widzie¢ a tern mniej nakres$li¢ mozna.

Ptaskiej powierzchni czyli plasczyzny (planum) [tak
bowiem w dalszym ciagu powierzchnig ptaska nazywac bedzie-
my] nie mozna takze da¢ defmicyi, mozna tylko podaé nie-
ktére znamiona, po ktorych ja zawsze poznamy. Pierwszem
i najwybitniejszem takiem znamieniem jest, ze prosta przez
dwa ktorekolwiek jej punkta poprowadzona, calkiem i wszyst-
kiemi swemi punktami lezy na plaszczyznie. Drugiem zna-
mieniem plaszczyzny, lubo moze potrzebujgcem dowodu, jest,
ze trzy punkta nie w jednym kierunku lezace, doktadnie
wyznaczaja polozenie plaszczyzny, tak, ze przez takie trzy
punkta jedna tylko ptaszczyzna przechodzi¢ moze; wszystkie
bowiem inne przez tez punkta poprowadzone, zmieszac si¢
z pierwsza muszg, i stanowi¢ jedne tylko plaszczyzne. Z po-
wodu ze prosta majaca z plaszczyzng dwa punkta spolne,
catkiem na niej lezy, stolarze i inni rekodzielnicy prdébujac
czyli deska, kamien lub inny przedmiot jest doktadnie ptas-
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ko obrobiony, przyktadaja, do tej powierzchni we wszystkich
kierunkach [linijal (znane narzedzie do prowadzenia czyli
kreslenia linij prostych), a skoro tenze wszystkiemi swemi
czgsciami 1 w kazdym kierunku przylega zupelnie do po-
wierzchni, moéwia ze jest dokladnie plaskq t. j. plaszczyzna.
Wyobrazenie plaszczyzny moze nam jeszcze daé powierzch-
nia wody w stawie spokojnie stojacej i najmniejszym wiatrem
niezmarszczone;j.

Tak poznawszy plaszczyzng po jej znamionach, kazda
inng powierzchnig tych znamion nie majaca, nazywac bedzie-
my powierzchnig krzywa. Ta znowu by¢ moze albo zupelnie
albo po czgsci krzywa, a po czesci plaska lub nareszcie z
ptaskich zlozona.

Jezeli przy powierzchni nie mamy wzgledu na jej dtu-
go$¢ lub jej szerokosé, ale tylko na jeden z tych wymiarow,
pozostanie naturalnie wmys$li naszej tylko granica powierzch-
ni w jednym z tychze kierunkow. Granica tajali juz wiemy
jest linijg prostg lub krzywa.

Miejsce na plaszczyznie lub w przestrzeni ze wszedt
stron ogianiczone, nazywamy pospolicie figurg. A ze takie
miejsce, jak widzieliSmy, jest rozciagle wzdluz, szerz i glabsz
i jest przedmiotem Geometryi, zadaniem wigc tej nauki be-
dzie: znalez¢ wielko$¢, potozenie, ksztalt i kierunek figur geo-
metrycznych, tudziez figur zrodzonych ruchem lub obrotem
pierwszych.

Miejsce na plaszczyznie ograniczy¢é mozna linijami pro-
stemi lub krzywemi, z tego powodu wszystkie takie figury
nazywaé bedziemy plaskiemi (planae), pierwsze prostokresi-
nemi (rectilineao), drugie krzywokresinemi (curyilineae). Prze-
strzeni nie mozna ograniczy¢ tylko powierzchniami, ktore
takze sa jak widzieliSmy ptaskie lub krzywe, a stad powsta-
ja ciala graniaste (polyedra) i okrqgle (rotunda).

Poniewaz potozenie figury a wszczegdlnosci ciata, znajdu-
je si¢ szukajac jego odlegtosci od wiadomych punktow lub
ptaszczyzn,— ksztalt za§ figury lub ciata zalezy od poloze-
nia szczegdlnych jego czesci,— a ruch jest to zmiana poto-
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zenia czyli miejsca,— obrot nareszcie jest zmiana kierunku;—
wszystkie za$ te wymogi maja za cel wyznaczenie wielkosci
w przestrzeni, przeto i zadanie Geometryi zwraca si¢ do zna-
lezienia w kazdym razie wielkosci ilo$ci cigglej w przestrzeni.

Doktadne poznanie ciala i jego wtasnosci, rozumie si¢
pod wzgledem rozciagtosci, zalezy od poznanin jego granic
czyli powierzchni, poznanie za$§ tych ostatnich wymaga zno-
wu znajomosci ich granic czyli linij; nie od cial zatem po-
czyna¢ musi Geometryja, ale od ilo$ci najmniej zlozonych
t. j. od linij, potem przejs¢ do powierzchni, a nakoniec od
tych do samychze cial. Lecz widzielismy ze linija jest albo
prosta, albo krzywa, uwazajac linija tamana, jak jest rzeczy-
wiscie, za zlozong z prostych, a zatem osobnego gatunku nie
stanowigca, Geometryja przeto zatrudni¢ si¢ naprzoéd musi
linijami prostemi. A ze powierzchnie ograniczone by¢ moga
pierwszemi lub drugiemi linijami, przeto od prostych linij na-
turalne jest przejscie do powidrzchni czyli figur prostemi o-
graniczonych czyli do powierzchni prostohresinyck, a potem
do powierzchni krzywemi linijami zamkni¢tych. Poznawszy
wlasnosci tak pierwszych jako i drugich powierzchni, zatru-
dnia si¢ dopiero Geometryja ostatecznie ciatami. Nauka o li-
nijach i powierzchniach ptaskich t. j. na ptaszczyznie uwa-
zanych, stanowi Epifaneometryjq (epiphaneometria) zwyczaj-
nie Planimetryjg nazwana, nauka za§ o cialach badzto ptlas-
kiemi, badz krzywemi powierzchniami ograniczonych, Stereo-
metryjg. Dwie wigc gléwne czgéci ma Geometryja, zktorych
kazda ma swe poddzialy. I tak Planimetryja mowi o linijach
prostych i figurach takiemiz linijjami ograniczonych, potem
o linijach krzywych i powierzchniach, réwniez krzywemi li-
nijami zamknigtych. Stereometryja moéwi naprzod o ciatach
ptaskiemi, a potem krzywemi powierzchniami ograniczonych.
W tym ostatnim poddziale méwi tylko o trzech ciatach o-
kragltych, ktore jak to na swojem miejscu zobaczymy, do
elementarnej Geometryi nalezg.

W kazdej z tych cze$ci mowi¢ najprzéd bedziemy o
prawach, wedlug ktorych te ciagle ilosci powstaja, a potom o
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ich wzajemnych stosunkach pochodzacych z icli migdzy soba
potaczenia. Laczac ilosci ciagle miedzy soba, starac si¢ be-
dziemy wyznacza¢ nietylko ich wielkos$¢, ale tez ich polo-
zenie 1 kierunek.

Do dowiedzenia prawd wynikajacych z uwazania ilosci
cigglej, uzywa Geometryja albo wykreslenia (constructio) albo
rachunku (calculus), albo jednego i drugiego razem. Ponie-
waz w pierwszym sposobie kazda prawda przedstawiona jest
zmyslom w osobnym rysunku, dla czego w wysokim stopniu
dziata na przekonanie nasze, zatem sposob ten jest najwila-
$ciwszym do rozwinigcia zasadniczych twierdzen Geomdétryi.
Chcac za$ ogarngé wszystkie z dowodzona spokrewnione praw-
dy, uzy¢ musimy sposobu rachunkowego. A ze Geometryja
wyprowadza kazda nastepng prawde¢ z poprzedzajacych, na
jej przeto wydobycie taczyé musi z sobg juz dowiedzone
twierdzenia. W tern zatrudnieniu post¢puje si¢ albo sposobem
zbiorowym (synthesis), albo rozbiorowym (analysis). Zbiorowym
sposobem postepuje si¢ wtedy, gdy na udowodnienie jakiego
twierdzenia zbiera si¢ juz poprzednio dowiedzione a tu swe
zastosowanie majace i te si¢ tak z soba laczy, ze twier-
dzenie bedace przedmiotem dowodzenia, jest rzeczywiscie wy-
padkiem tego potaczenia. Postepuje si¢ za§ sposobem roz-
biorowym (analitycznym), rozktadajac rzeczone twierdzenie
na czg$ci, kazda z tych udowodniajac i nareszcie na calos¢
wnioskujac, ze jezeli czgsci sa prawdziwe 1 cale twierdzenie
takiem by¢ musi, a przeciwnie gdyby czgéci byly fatszywe,
twierdzenie tez falszywem by¢ musi.

Z tego opisania tak pomocy jako i sposobow w Geo-
metryi uzywanych jasno si¢ pokazuje, ze do wylozenia po-
czatkdw, wykre§lenie ma niezaprzeczong wyzszos¢ nad ra-
chunkiem; ale ten ostatni tak w dokladnosci jako tez i w o-
g6lnosci przewyzsza tamten; do wyzszych wigc prawd geo-
metrycznych, nalezy koniecznie z wykre$leniem laczy¢ ra-
chunek. s

Co do sposobéw wyktadania prawd geometrycznych tak
jeden jako t6z i drugi ma swoje zalety, i czesto jeden bez
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drugiego obej$¢ si¢ nie moze; sadze jednak, Ze na sposobie
syntetycznym ksztaltci si¢ umyst do analitycznego, ktory Geo-
metryja posuwa do najwyzszego ogolnosci stopnia, przedsta-
wiajac zaleznos¢ ilosci ciagltych miedzy soba.

W obecnem dzietku uzywaé bedziemy obu tych sposo-
boéw, stosujac nabyte w dwoch pierwszych czesciach wiado-
mosci rachunkowe do Geometryi. Dla nieprzerywania atoli
ciaggu naszych rozumowan, wylozymy naprzéd sposobem
rysunkowym obie cze$ci t. j. Planimetryja i Stereometryja,
czyli rozwiazemy pierwsze zadanie Geometryi, jak si¢ wyzna-
cza wielko$¢ ilosci rozciagltych. Potem przejdziemy do spo-
sobu rachunkowego, pokazujac jak si¢ wyznacza polozenie
i kierunek tychze iloSci.

SH§8—



CZESC 1L

Epifaneometryja(Planimetryja).

O linijach prostych i wzajemnem ich wzgledem siebie polozeniu.

§e I-
Jak o kazdej ilo$ci samej w sobie uwazanej nic wiegcej

powiedzie¢ nie mozna, tylko ze jest tern i takg, tak tez o
jednej linii prostej wigcej nad to co we wstepie powiedzie-
lismy, ani wiemy ani powiedzie¢ mozemy; chyba ze obrawszy
na jej kierunku dwa punkta, juz tym sposobem z nieskon-
czonej dlugoséjej ograniczamy. Oznaczong dlugo$¢ zwykliSmy
mianowaé przez wymienienie jej koncow, na ktérych zwyczaj-
nie gloski abecadla kladziemy. A tak zwyczajnie mowimy:
prosta AB, Aa, Ab, ab, bB, i t. d. fig. 5 albo, dlugos¢ AB,
Aa, Ab, i t. d. Aby oznaczy¢ kierunek prostej, dosy¢ jest
wymieni¢ dwa ktorekolwiek na niej lezgce punkta. Wedtug
tego Aa, Ab, AB, ab, aB, bB, oznaczaja jedn¢ i tez sarng
prosta AB.

Przy wyznaczaniu dhlugosci linii prostej nie dos$¢ jest
mie¢ wzglad na jej stosunek do innej dlugosci, ktorg je-
dnostkq, albo miarg zwaé bedziemy, ale jeszcze uwazaé po-
trzeba i1 na jej kierunek. Poniewaz kierunki sa nieskoncze-
nie r6zne, a kazdy ma sobie wprost przeciwny, przeci-
wienstwo to koniecznie by¢ musi wzglgdem jakiego$ pun-
ktu od ktorego i$¢ mozna na tejze samej proste] wjednym
lub drugim kierunku, wprawo lub w lewo, naprzdd lub w tyl,
ktore kierunki sa rzeczywiscie wprost sobie przeciwnemi.
Punkt ze wzgledu ktérego przeciwne sobie kierunki uwaza-
my, nazywaé zwykliSmy poczgtkiem (origo). Jezeli na tymze
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samym kierunku znajduje si¢ jaki przedmiot np. po prawdj
rece albo naprzod, tedy postepujac w prawo lub naprzdd,
zbliza¢ si¢, idac za§ w lewo lub wtyl, oddala¢ si¢ begdziemy
od tegoz przedmiotu; zblizanie si¢ wigc 1 oddalanie odjakie-
go przedmiotu, sa kierunkami wprost sobie przeciwnemi i
daja ile mi si¢ zdaje, wraz z powyzszem w prawo 1 lewo
bardzo naturalne pojecie kierunkoéw sobie przeciwnych. Ozna-
czywszy kierunek w prawo albo naprzéd znakiem (-{-), kie-
runek w lewo lub wtyl znakiem (—) oznaczy¢ musimy i
przeciwnie; temi bowiem dwoma znakami oznaczali§my takze
w Arytmetyce dwie sobie pizeciwne ilosci. Mie¢ wigc be-
dziemy i w Geometryi ilo$ci dodatne i odjemne, wyrazajace
dwa wprost sobie przeciwne kierunki, jak to juz we wstepie
do Arytmetyki widzieliSmy, a w ciggu obecnej cze$ci liczne
przyktady réznych kierunkow napotkamy.
§ 2.

Porownywajac dwie proste miedzy soba, poniewaz kazda
z nich jest tylko dlugoscia i kierunkiem, wigc tez w tych
tylko cechach r6zni¢ si¢ od siebiec mogg. Co dopiero po-
wiedzielismy, ze dtugos¢ prostej wtedy tylko zajmowac moze
nasza uwage, kiedy ja dwoma punktami ograniczamy, inaczoj
bowiem w obu kierunkach dowolnie przedtuzong by¢ moze.
Wszelkie mierzenie jest poréwnywanie znanej iloSci z nie-
znang; jezeli wigc chcemy zmierzy¢ czyli poznaé dtugos¢ pro-
stej ograniczonej, do tego inaczej przyj$¢ nie mozemy, tylko
bioragc dobrze nam znajomag lub tez dowolng dlugos¢ czyli
inng prosta i t¢ przyktadajac do prostej mierzy¢ si¢ majacej.
Tym wigc sposobem mamy do czynienia z dwiema prostemi.
Chcac pordéwnaé dwie proste AB i CD fig. 6 migdzy soba
we Avzgledzie ich dtugosci, co nie znaczy co innego, tylko
ze chcemy podaé ile razy jedna jest dluzsza od drugioj, czyli
wiele razy dluzsza AB mieSci w sobie krotszg CD, tak po-
stepujemy: krotsza linija za pomoca cyrkla przenosimy i od-
cinamy na dluzszej tyle razy ile si¢ da np. 3razy; jezeli z
dluzszej prostej nic si¢ nie zostaje, czyli jezeli CD miesci
si¢ w AB zupehie 3razy, powiemy wtedy ze prosta AB jest
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3razy dluzsza niz CD, a w takim razie krotsza CD moze
stuzy¢ za miare dla AB, ijezeli CD jest znajoma dlugoscia
np. sgzniem, lokciem, stopg i t. d., dlugos¢ AB znajdziemy
tez w znajomych miarach czyli jednostkach. Jezeli za§ CD
nie jest zadng znajomg miarg ale dlugoscia dowolng, tedy
chociaz CD nie przestaje w obecnym przypadku by¢ miarg
prostej AB, wszelako tyle tylko z tego pordéwnania wnies¢
mozemy, ze AB jest 3razy dluzsza niz CD, nie wiedzac nic
o jej dhugosci.

Gdyby po odcieciu prostej CD na AB 3razy, pozostat
si¢jeszcze kawatek EB, powiedzielibysmy ze AB= 3CD -j-EB.
T¢ pozostala dtugos¢ EB przenosimy na CD znowu tyle razy
ile si¢ da, np. raz i zostaje kawalekFD, zatem CD—EB-}-FD.
Dalej ten ostatni kawalek FD przenosi si¢ na poprzednia
reszte¢ EB tyle razy ile si¢ znowu da, np. 3razy i zostaje GB,
tedy podobniez powiemy ze EB —3FD -j- GB.

Postapiwszy nareszcie z pozostalym kawalkiem GB wzgle-
dem FD tymze samym sposobem, przypus¢my ze si¢ zupet-
nie miesci 2razy, tedy nasze poréOwnywanie tym sposobem
juz skonczone, bo mamy: FD—2GB
A ze

EB=3FD + GB wigc EB= 6GB+ GB czyli EB —7GB
Lecz

CDizEB+FD wigc CD= 7GB-f 2GB czyli CD = 9GB
Nareszcie

AB-3CD+EB wigc AB= 27GB + 7GB czyli ABz: 34GB
Wyrazenie to dwoch dhugosci AB i CD znaczy, iz dluzsza
AB miesci w sobie prosta GB 34, a krotsza CD 9razy. Je-
zeliby wiec GB bylo np. calem albo inng znajomag miara,
powiedzielibySmy ze prosta AB zamyka 34, za§ CD 9 cali
lub innych miar. Jezeli za§ GB zadnej ze znajomych miar
nie znaczy, uwazang tu wszelako bedzie zawsze jako taka
ktéra dokladnie t. j. bez pozostawienia reszty, mierzy tak
AB jako i CD. Taka dlugo$¢ spoing dwom lub wigcej pro-
stym nazywaé bedziemy jednostkq lub spoing miarg, a mia-
nowicie spoing najwigkszqg miarg (maxima communis mensura).



Same proste w takim razie nazywac si¢ be¢da spolmiernemi
(commensurabiles), a powyzsze postepowanie szukaniem spol-
nej najwiekszej miary. Ze ta spoina miara jest najwigksza
jaka proste AB i CD maja, przekonywa nas o tern samo
postgpowanie. Chcac pozna¢ stosunek dwoch dlugosci AB i
CD mamy:

AB  34GB_ 34

CD"~ 9GB“ IT
t. j. stosunek tych dlugosci jest wyrazony w liczbach, jak
tez natura rzeczy wymaga.

Uwazaé tu potrzeba, ze otrzymany stosunek w liczbie
utamkowej jest zawsze takim, iz dwajego wyrazy s liczbami
pierwszemi mig¢dzy soba. Gdyby bowiem bylo inaczej t. j.
gdyby licznik i mianownik znalezionego stosunku, miaty ja-
kiego spdlnego dzielnika, tedy wyraziwszy ogélnie Ow sto-

sunek przez -- a spoing najwigksza miar¢ przez j mielibys-

my w naszym przypadku c)z=GB, AB—pj, CDzztpj a na-
AB _pf_p
CD ¢

spoélnego dzielnika m, mieliby$my tez ABznpnm, CD—qmj
a w takim razie nie 1t ale mtf byloby spoing najwicksza mia-
ra dwoch prostych AB i CD, co si¢ sprzeciwia tak definicyi
jako tez i postgpowaniu naszemu w szukaniu tej spolnej naj-
wickszej miary. Czgsto wyrazajac dlugo$¢ prostej piszemy
ja przez skrocenie w liczbach tak np. AB=34, CD=9; sko-

stepnie Gdyby wiec p i q mialy jakiego

ro si¢ jednak z uwaga nad temi wyrazeniami zastanowimy,
dostrzezemy iz sa niedorzeczne chociaz prawdziwe.. Lubo bo-
wiem prosta AB zamyka rzeczywiscie 34 takich czeSci ja-
kich CD zamyka 9, piszac atoli w ten sposob, wyrazamy,
ze linija AB roéwna si¢ liczbie 34, co jest wielka niedorzecz-
no$cig, bo réznorodne ilosci nie tylko réwne, ale nawet za-
dnego stosunku miedzy soba mie¢ nie moga. Dla tego tez
jezeli si¢ kiedy tego sposobu pisania uzywa, pamigtaé zawsze
potrzeba, ze przy liczbie domys$lna jest dlugos¢ wzigta za
miar¢ czyli jednostke.
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Jeszcze 1 na to nie zawadzi zwrdci¢é uwage, ze przez
mierzenie, zamieniliSmy kazda z powyzszycli dwoch prostych
na ilo$¢ krotna, co nas dowodnie przekona¢ moze, iz kazda
ilo$¢ ciagla sposobem poprzedzajacemu podobnym Iub innym
mierzona, przechodzi na ilo$¢ krotna, kiedy odwrotny przy-
padek nigdy miejsca mie¢ nie moze.

§. 3.

Jezeli postepowanie w szukaniu spélnej najwickszej
miary dwoch prostych dobrze rozwazymy, dostrzezemy bez
trudnos$ci, ze zupetlnie odpowiada szukaniu spolnego najwigk-
szego dzielnika dwoch liczb catkowitych w Arytmetyce. Je-
dyna tylko zachodzi réznica w wypadku, iz dzialanie aryt-
metyczne jakkolwiekby bylo diugiem, konczy si¢ nareszcie
w kazdym przypadku, gdy przeciwnie w szukaniu spodlnej
najwigkszej miary dwoch prostych, nie rzadko wydarzy¢ sie
moze, iz dzialanie przenoszenia pozostatego kawalka na po-
przedzajacy, nigdy si¢ nie skonczy (rozumie si¢ nie mecha-
niczne ale umystowe dziatanie). W Arytmetyce bowiem ko-
niecznie przyjdziemy kiedy$ do reszty zero, gdy w dziata-
niu geometrycznem moze by¢ przypadek iz nigdy takiej
reszty nie otrzymamy. Coéz za przyczyna tej osobliwosci?
Nie inna zaiste tylko ta, ze, jak wiadomo, w dziataniu aryt-
metycznem t. j. w dzieleniu, zawsze wigksze] przez mniejsza
liczbe, konieczny warunek dobrego ilorazu jest, izby reszta
z odjecia czastkowego iloczynu z ilorazu przez dzielnik otrzy-
manego, wypadla przynajmniej o 1 mniejsza od dzielnika;
tu wiec reszty majg swoje granice oznaczone, ktorych nigdy
przestapi¢ nie moga; w dzialaniu za§ geometrycznem nie
masz takich granic, bo si¢ oznaczy¢ nie dadza; tu bowiem
tak dzielnik jako tez i dzielna sa ilosciami cigglemi a zatem
bez konca podzielnemi. Z tego powodu, lubo tak w poste-
powaniu geometrycznem jak i w arytmetycznem, kazda na-
stepna reszta bedzie rzeczywiscie mniejsza od poprzedzajg-
cej, atoli w Arytmetyce dojdziemy kiedy§ do reszty I, na-
stepna za$ koniecznie musi by¢ zero, bo 1 jest spoing miarg
wszystkich liczb calkowitych, sama nie bgdac przez zadna
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podzielna, gdy tym czasem przy linijach nie przyjdziemy
nigdy do reszty ktorejby juz dalej dzieli¢ nie mozna; jest to
bowiem wdasnoscig ilosci ciaglych, iz bez konca dzielone by¢

moga, gdyz nie maja jednostki zasadniczej jak liczby cal- !

kowite. Jezeli si¢ wigc taki przypadek wydarzy, nie bedzie-
my mogli poda¢ dokladnie stosunku dwodch dtugosei jak nam
si¢ wyzej udato. Gdy jednak posuwajac coraz dalej dziata-
nie, kazda nastgpna reszta staje si¢ mniejsza od poprzedza-
jacej, zatem mozemy si¢ tym sposobem dowolnie zblizy¢ do
prawdziwego stosunku; bo ostatecznie spoina najwi¢ksza miara
mniej si¢ bedzie rozni¢ od prawdziwej, niz wszelka jakkol-
wiek mala ilo§¢. Mozemy nawet, uzywajac utamkow cia-
gtych, oceni¢ blad jaki popeliamy biorac jedne z reszt za
spoing najwigkszg miar¢. Taki stosunek nazywamy w Aryt-
metyce jak wiadomo niewymiernym (irrationalis), w Geome-
tryi za$§ dwie podobne proste, nazywaja si¢ pospolicie nie-
spolmiernenii (incommensurabiles), bo rzeczywiscie nie maja
zadnej spodlnej miary.

Wszystko dotad o dwoéch prostych powiedziane, pro-
wadzi nas do tej prawdy, iz aby dlugosci pod rachunek pod-
ciagnag¢ mozna, wyrazi¢ je potrzeba w liczbach, czyli przez
mierzenie zamieni¢ na iloSci krotne. Ze na ten koniec obiera
si¢ pe\yng znang lub dowolng dlugos¢ za jednostke i z ta
porownywa si¢ dilugosci pod rachnek podciagnaé sie majace,
a w takim przypadku mie¢ be¢dziemy do czynienia z samemi
stosunkami czyli liczbami; bo kazda liczba wyraza¢ nam beg-
dzie stosunek dlugosci do obranej jednostki. Tak w §. 2.
Gdyby CD miescita si¢ zupelnie w AB np. m razy, mogli-
by$my napisaé AB~m.CDz:m.l, biorac CD za jednostke,
AB L
cp 2 nrm, gdzie liczba m.
jak naocznie widzimy, wyraza stosunek dlugosci AB do CD
za jednostke obranej. Jeszcze atoli raz powtarzam, iz piszac
AB —m, pamigta¢ potrzeba iz to tylko jest sposob skrocony
pisania, inaczej bowiem wpadlibySmy na t¢ niedorzecznosc,
iz dlugo$¢ réwnaé sie moze liczbie.

albo kréocej AB—m
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§ 4.

Poniewaz o dwoch prostych razem uwazanych, we wzgle-
dzie ich dlugosci nic wiecdj powiedzie¢ nie mozna, przeto
przystapmy do drugiej cechy, mogacej proste od siebie rdz-
ni¢ t. j. do kierunku; wtej atoli czgsci Geometryi rozumieé
zawsze bedziemy proste na jednejze plaszczyznie lezace.

Dwie proste mogg tylko mieé¢ albo tenze sam kierunek,
albo mniej lub wigcej od niego zbaczaé. Dwie proste na
jednej ptaszczyznie lezace i majace tenze sam kierunek, na-
zwiemy rownoleglemi (parallelae); a ze proste, skoro ich diu-
gosci nie oznaczamy, czyli nie ograniczamy, uwazamy Ww obu
kierunkach do nieskonczonosci ciagnace si¢, przeto bedac
w catlym swym ciggu jednegoz kierunku, nigdzie si¢ z sobg
spotka¢ nie moga. Jezeli za§ dwie proste maja rdézne Kkie-
runki, te w nieskonczenie rozmaity sposob zmienia¢ moga.
O takich prostych méwi¢ bedziemy ze do siebie sa nachy-
lone. Pod wyrazem nachylenie, nie co innego wystawié sobie
mozemy, jak zblizanie si¢ (conyergentia) do spotkania czyli
przecigcia si¢ z soba w jednym kierunku; w przeciwnym
wigc kierunku musi by¢é naturalnie ich oddalanie si¢ od sie-
bie (divergentia). Nachylenie do siebie dwodch .prostych jest
rzeczywiscie wickszem lub mniejszem ich zboczeniem od te-
goz samego kierunku; wyrazenia wigc: roznosé kierunkow,
nachylenie 1 przecigcie si¢ dwoch prostych, jedno i toz samo
Znacza.

Skoro dwie proste AB i AC fig. 7. zbaczajg odjedne-
goz kierunku, a jeszcze kierunek jednej z nich np. AB wez-
miemy za staty, tedy druga AC rozni¢ si¢ koniecznie musi
o pewng ilo$¢ od kierunku prostej AB. Tg¢ tedy roznicg ich
kierunkéw nazywamy kgtem (angulus). Takie dwie proste
nieskonczonej dlugosci pomyslane, przetng si¢ z sobg i to
w jednym tylko punkcie; gdyby bowiem miaty dwa przynaj-
mniej punkta spélne, juzby, wedlug tego co we wstepie
powiedzieliSmy, byly jedna i taz samg prostg. Otwartos$é
wiec prostych AB i AC ktdéra rdznicg ich kierunkéw oznacza,
daje nam jasniejsze pojecie kata, jaki te proste czynig migdzy
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soba. Same proste AB i AC zowiemy ramionami (crura), a
punkt A w ktérym si¢ przecinaja, wierzchotkiem kqta (ver-
tex anguli). A ze kierunki prostych kat czyniacych nie za-
leza od ich wielko$ci czyli dlugosci, bo te tak w najmniej-
szych czastkach, jako tez i w nieskonczonych prostych sg
zawsze jednakowe, przeto wypada stad, iz wielkos¢ kata cat-
kiem nie Zalezy od dlugosci jego ramion, i ze jedynie za zmia-
nag kierunku prostych kat tworzacych zmienia si¢ tez kat.
Kat oznacza si¢ i czyta trzema gloskami ktadac dwie na kie-
runkach ramion a trzecia w wierzchotku. W czytaniu, glos-
ka u wierzchotka stojaca kladzie si¢ zawsze w $rodku, tak
np. czyta si¢ kat BAC lub CAB. Jezeli przy punkcie A nie
masz wigce] katow oprocz kata BAC, mozna go tez prze-
czyta¢ wymawiajac tylko gloske stojaca w wierzchotku; jezeli
za$ przy tymze samym punkcie jestwiecoj katow, moznajednak
i w takim przypadku kat oznaczy¢ jedna gloska ktadac ta-
kowa migdzy jego ramionami w blisko$ci wierzchotka. Tak
np. powyzszy kat mozna naznaczy¢ i przeczytaé jak wyzej
BAC, albo A, albo nareszcie «.
§. 5.

Przypusciwszy ze rami¢ AC Fig. 8 ma polozenie ra-
mienia AB, w takim razie dwie te proste stanowié¢ beda je-
dn¢ AB i zadnego kata tworzy¢ nie beda, albo jak czesto
méwimy czynig migdzy sobg kat zero. A skoro pomyslimy
ze prosta AC, obracajac si¢ okoto punktu A, zacznie coraz
wiecej zbacza¢ od kierunku prostej AB, katjaki tworza mig-
dzy sobg coraz bardziej rosnagé bedzie. Tak np. jezeli pro-
sta AC wezmie polozenie wzglegdem AB takie jak jest na
figurze, kat jaki czynig migdzy soba jest BAC; przyszediszy
w swym obrocie do potozenia AC', AC", AC", i t. d. po-
niewaz przez te nowe potozenia prostej AC, zmienit si¢ jej
kierunek wzgledem AB, zmienil si¢ wigc i kat jaki czynia
miedzy sobg, bo ten jest roznicg ich kierunkéw. Tak kat
BAC't> BAC, bo roznica kierunkdéw prostych AB i AC' jest
wigksza niz réznica kierunkow AB i1 AC. Podobniez kat

BAC" > BAC' a tern bardziej BAC" > BAC, bo roéznica
2.
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kierunkéw AB i AC" jest wigksza niz AB i AC' a tem bar-
dziej wigksza niz AB i AC i t. d. Przypuszczajac iz prosta
AC obraca si¢ w przeciwnym kierunku okoto punktu A t.
i. avstrone ku B i bierze potozenie AD, AD', w takim razie
kat BAC zmieniaé si¢ takze bedzie, ale w przeciwnem pierw-
szemu rozumieniu t. j. jak w pierwszym razie zmieniajac si¢
rost, tak tu maleé¢ bedzie. Skoro wiec kat, jaki dwie proste
czynig z sobg, moze si¢ powigksza¢ lub zmniejsza¢ nie tra-
cac nic z swej natury, zatem przekonywamy si¢, ze kat jest ilo-
$cig. A jezeli jeszcze zgodzimy si¢ przyjaé prosta AB za
kierunek wzgledem ktoérego inne kierunki uwazamy, tudziez
kierunek obrotu prostej AC od AB w strong ku C, C', C",
i t. d. przyjmiemy za kierunek w ktorym katy rosna, prze-
ciwny temu t. j. w stron¢ ku C,, C,, C,,, it d. bedzie
kierunkiem w ktéorym katy malejg. Naocznie bowiem widzi-
my, izjezeli rami¢ AC wezmie polozenie jak AD, AD', it. d.
kat BAD<cBAC, kat BAD'<;BAD atem bardziej BAD'<;BAC.
Gdy rami¢ AC w obrocie swoim przyjdzie do potozenia AB,
kat bedzie :=0. Niech prosta AC nie wstrzymujac si¢ w swo-
im obrocie, przyjdzie do polozenia AC,, tedy kat BAC,, ze
wzgledu prostej AB, ktéra zupelnie tak sobie wystawi¢ na-
lezy jak ow punkt na prostej ktorySmy poczatkiem nazwali,
jest rzeczywiscie katem w przeciwnym pierwszemu kierun-
kowi uwazanym. A ze przeciwne kierunki zgodziliSmy si¢
wyraza¢ dwoma znakami (-[-) i (—), przeto jezeli pi¢rwszym
katom przyznamy znak (-]-), drugie jako lezace z przeci-
wnej strony prostej AB, oznaczymy drugim z rzeczonych
znakoéw t. j. (—) i tym sposobem mie¢ bedziemy katy do-
datne i odjemne jako ilosci.
§- 6.

Jezeli dwie réznego kierunku proste AB i CD Fig. 9,
uwaza¢ bedziemy jako ciagnace si¢ bez konca, te przecigw-
szy si¢ z sobg w punkcie E, uczynia naturalnie dwa katy
BEC i AEC po jednej, a dwa inne BED i AED po dru-
giej stronie prostej AB. Zastanowmy si¢ tylko nad dwoma
piérwszemi. Poniewaz te katy powstaja z roznicy kierunku
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prostej EG.wzgledem AB, wniesiemy stad, ze ile razy si¢
dwie proste przecinaja, powstaja nam zawsze dwa rozne ka-
ty, miedzy ktéoremi ztego powodu zachodzi¢ koniecznie mu-
si pewien zwiazek; zwiazek ten odnosi¢ si¢ jedynie moze do
ich wielkos$ci. Jakoz dwa te katy moga tylko by¢ réwne lub
nie réwne. W przypadku nieréwnosci, zawsze jeden jest na-
turalnie mniejszy, drugi wigkszy; mniejszy nazywa si¢ kgtem
ostrym (angulus acutus), wiekszy za§ rozioartym (obtusus).
Ale widzieliSmy wyzej, ze odsuwajac czyli raczej obracajac
rami¢ EC koto punktu E, czyli co na jedno wychodzi roz-
wierajac coraz bardziej ramiona kata BEC, kat ten rosnac,
a w naturalnem nastgpstwie kat AEC male¢ bedzie, bo jak
powiedzieliSmy z tamtym jest w zwigzku. Jest wigc konie-
cznie jedno potozenie, ale tylko jedno, dla ramienia EC ta-
kie jak EF, zZe oba katy BEF 1 AEF s3 migdzy soba ro-
wne. Takie katy nazywaja si¢ prostemi (reeti), a polozenie
prostej EF wzgledem AB prostopadfe lub pionowe,; sarng za$
prosta EF takie polozenie wzgledem AB majaca, nazywac
bedziemy prostopadig lub pionowg (perpendicularis), a punkt
E w ktorym spotyka prosta AB, nazwiemy spodkiem prosto-
padiej. Ogolniej nazywamy punkt E rzutem (projeetio) kto-
regokolwiek punktu na prostopadlej EF wzietego, jak jest
np. punkt F. Nawzajem tez prosta AB jest prostopadla do
EF, bo czyni z nig dwa katy po jednejze jej stronie lezace
rowne. Kazda inng prosts, rézne od tej ostatniej polozenie
wzgledem AB majaca, nazwiemy pochylg (obligua). Gdyby
rami¢ EC jeszcze dalej swoj obrot odbywalo i przyszio do
polozenia EG, znowu katy stang si¢ nierowne ale przeciwnie
bo kat BEC bedac mniejszym od kata AEC, przeszediszy
na kat BEG, stat si¢ teraz wigkszym niz kat AEG, ktory
taz sama prosta EG tworzy z prosta AB. Skad si¢ poka-
zuje, ze kat ostry zawsze jest mniejszy od prostego, a roz-
warty wigkszy. Jezeli si¢ dwom takim katom jak BEC i
AEC, albo BEF i AEF, lub nareszcie BEG i AEG z uwaga
przypatrzymy, dostrzezemy zaraz, ze jedno rami¢ (EC, EF,
EG) maja spdlne, drugie za§ ich ramiona (EB, EA) leza w
2.
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w jednymze kierunku; oprécz tego maja oba wiorzchotek w
tymze samym punkcie. Takie to dwa katy nazywaé bedzie-
my przyleglemi (anguli adjacentes v. deinceps positi). Kgty
wiec przylegle sq te, ktore majq wierzcholek spoiny wjednym-
ze punkcie, ramie jedno spolne, a drugie ramie jednego, jest
przediuzeniem drugiego ramienia kqta drugiego czyli oba te
ramiona lezg na jednej prostej.

Z tego co si¢ o katach przyleglych powiedziato, tatwo
sobie utworzy¢ wniosek, ze tylko katy proste sa zawsze je-
dne i tez same t. j. sobie rowne, katy za$§ tak ostre jako i
rozwarte nieskonczenie by¢ moga rozne.

Samo spojrzenie na tigur¢ daje nam poznaé, ze cokol-
wiek powiedzielismy o katach BEC i AEC, wszystko to ro-
zumie si¢ takze o katach BED i AED =z drugiej strony pro-
stej AB lezacych. Przypatrzywszy si¢ dobrze tym czterem
katom, zaraz dostrzezemy, ze ramiona kazdego z nich s3
przedtuzeniami ramion jednego z trzech pozostatych katow.
I tak: rami¢ EA jest przedluzeniem ramienia BE, rami¢ ED
przedtuzeniem ramienia CE, a nareszcie EB, przedluzeniem
ramienia AE, a EC przedluzeniem ramienia DE. Skoro si¢ wiec
dwie proste przecinaja, tworza zawsze cztery katy, z ktorych
dwa a dwa takie, iz ramiona jednego s3 przedtuzeniami ra-
mion drugiego kata, jak sa katy BEC i AED, tudziez AEC
i BED, nazywal bedziemy kgtami wierzcholkiem przeciwle-
glemi (anguli ad verticem oppositi), albo krécej: kqtami wierz-
chotkowemi (a. yerticales). Tak tedy dwie proste przecinajace
si¢, tworza dwie pary katow przyleglych i dwie pary katow
wierzchotkowych.

§ 7.

Widzielismy ze katy przylegle sa w takim z soba zwigz-
ku, ze zawsze jeden jest mniejszy drugi wigckszy. Zwigzek
ten moze mie¢ nieskonczenie wiele zmian, nie co do istoty
ale co do wielkosci kazdego z katow; jeden tylko jest przy-
padek, jak to juz takze widzielismy, gdzie te katy sa mig-
dzy soba réwne t.j. proste. Pomimo tak licznych zmian
jakim oba katy podlega¢ moga, jest wszelako jedno znami¢
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z ktorego znajac jeden z nich, drugi zaraz poznamy. Tern
fatwo dostrzezonem znamieniem jest to, ze oba kqty przyle-
gle czynig razem dwa kqty proste. Skad wypada, ze jezeli
dwa katy, majac jedno rami¢ spoine, czynia razem dwa katy
proste, drugie ich ramiona musza by¢ w linii prostej; tudziez
ze dwa katy sa sobie rowne, jezeli im przylegle sg takze
migdzy sobg réwne, bo kazdy z przylegltym sobie, czyni dwa
katy proste.  Dlatego to dwa katy wierzchotkowe sa sobie
rowne, gdyz na figurze poprzedzajacej kat BEC ma sobie
przylegty CEA, jak rownie kat AED ma sobie przylegly
tenze sam kat CEA. Co do drugiej pary katow wierzchol-
kowych t. j. katow AEC i BED, mamy tenze sam przypa-
dek, ze kat AEC ma sobie przylegly kat BEC i tenze sam
kat jest przylegtym kata BED; przeto AEC musi by¢ row-
nym katowi BED, bo kazdy z nich czyni z tymze samym
katem dwa katy proste. Kgqgty przeto wierzcholkowe zawsze
sobie sq rowne.

TL tego co wr tym §. powiedzieliSmy o katach przyle-
glych i wierzchotkowych, wypada naturalny wniosek, iz na-
rysowawszy ilekolwiek katdow po jednej stronie prostej AB
lecz tak, izby wszystkie miaty wierzchotek spoiny w jednym-
ze punkcie E, katy te razem wzigte nie wigcdj uczynia jak
dwa katy proste. A Ze po drugiej stronie tejze prostej jest
toz samo, wigc okolo jednego punktu jest nie wigcej, ani
mniej, jak cztery katy proste, t.j. narysowawszy tyle katow
ile si¢ podoba, lecz tak izby wszystkie mialy wierzchotek
spoiny, summa ich koniecznie czyni cztery katy proste. Bo
przedhuzywszy ktorekolwiek rami¢ nieograniczenie, znajdzie-
my si¢ zawsze w tym przypadku, Ze po jednej stronie tak
przedtuzonego ramienia summa wszystkich katow czyni¢ be-
dzie dwa, a po drugiej znowu dwa katy proste.

§. 8.

Przekonajmy si¢ teraz, ze z katami tak jak z iloSciami
wszystkie dziatania arytmetyczne odbywa¢ mozna. Niech
katy AOB, BOC, COD, DOE i EOF Fig. 10 beda miedzy
soba réwne, tedy poniewaz
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AOC= AOB + BOC - 2A0B

AODmAOC 4-COD - 2A0B4- COD= 3AO0OB

AOE = AOD-f DOE= 3A0OB4-DOE=4 AOB

AQOF = AOE4- EOF =4A0B+EOF - 5A0B

it d

przeto widzimy ze kazde dwa katy majace jedno ramie¢ spoi-
n¢ i wierzchotek w jednymze punkcie, jak np. dwa katy
AOB i BOC, majace rami¢ OB spolne i wierzchotek w punk-
cie O, mozna do siebie doda¢. Mozna tez podobne katy od
siebie odja¢: bo wzigwszy dwa katy AOC i BOC majace
rami¢ OC spdlne, jezeli sobie wystawimy ze toz spdlne ra-
mi¢ OC obraca si¢ okoto punktu O zblizajac si¢ do OA,
skoro w obrocie swoim wezmie potozenie prostej OB czyli
spolnego ich ramienia, kat AOC zamieni si¢ na AOB czyli
stanie si¢ r6znicag miedzy AOC i BOC. Dalej widzimy ze
np. kat AOE jest cztery razy wigkszy od kata AOB, i ze
tenze kat AOB jest *5 kata AOF czyli AOE—4X AOB,
za§ AOBzz A?F Stad wypada, ze kiedy sobie zawsze po-
mysle¢ mozna kat 2, 3, 4 . . . razy wickszy niz kat dany,
mozna tez wzajemnie pomysli¢ sobie kat 2, 3, 4 . . . razy
mniejszy, t. j. ze kazdy kat mozna tak mnozy¢, jako téz i
dzieli¢.

Jezeli dwoch katow chcemy znale$¢ stosunek, postgpo-
wanie jest zupelnie podobne, jak przy linijach prostych, t.
j. chcac znale$¢ stosunek dwoch katow AOB i aob, Fig 11.
Kat mniejszy aob przenosimy na wigkszy ukladajac go w
ten sposdb, izby wierzchotki oi O przypadly na siebie, tu
dziez rami¢ oa padto na rami¢ OA; w takim razie ramig
ob wezmie polozenie O0'; a zdjawszy ten kat i polozywszy
go drugi raz tak, izby zachowujac tenze sam wierzchotek,
rami¢ oa padlo na Ob' rami¢ ob w tern nowem potozeniu
wezmie kierunek prostej Ob"; powtdrzywszy takiez samo
przeniesienie, rami¢ ob podjdzie w kierunku Ob"] kat wiec
AOB zamyka kat mniejszy aob trzy razy i pozostawia resz-
te 0"OB. Z ta reszta postagpiwszy tymze samym sposobem,
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przenoszac ja podobniez na kat aob i ukltadajac tak, zeby
Ob" przypadto na oa i punkt O na o, rami¢ OB niech wez-
mie polozenie prostej ob,, a przenidslszy jeszcze raz tenze
kat, niech w tern drugiem potozeniu rami¢ OB padnie na
rami¢ obs w takim razie, wedlug tego co bylo wyzej, bedzie

aobr=206""0OB

AOB = 3aob-j- 6"OBrr66"0OB-j-6"'OB - 76"0OB
skad wniesiemy ze kat b"'OB jest spoing najwiekszqg miarg
katow ROF 1 aob; a fch stosunck jest2QB_ 7bTOB 7
1 J aob 26 OB 2

Kat ten 6"'OB uwazaé¢ tu mozna za jednostke katowa. Gdy-
by aob miescit si¢ byt doktadnie w AOB np. cztery razy,
kat ten aob bylby sam spoing miarg. Katy takie jak tu
AOB 1 aob, nazywaja si¢ takze spotmiernemi; by¢é bowiem
moze przypadek, ze posuwajac jak najdalej powyzsze poste-
powanie, nie dojdziemy do spolnej miary, a wtedy dwa katy
beda niespoimierne.

Uwaga. Skoro si¢ w dalszym ciggu przekonamy, ze lu-
ki okrggu kota sa miarami katow, poznamy takze ze dziata-
nie z katami przenoszenia jednych na drugie zastapionem
by¢ moze przez daleko tatwiejsze dziatanie z lukami tez ka-
ty mierzacemi.

§ 0.

W pierwszych trzech §§. poznalismy jeden gatunek ilo-
Sci ciggtych t. j. dlugosci czyli linije i widzieliSmy iz chcac
takowe pod rachunek podciagnaé, potrzeba bylo pewna zna-
joma lub dowolna dhugos¢ obra¢ za jednostke i z tg poro-
wna¢ wszystkie inne dlugosci, skad nam wypadly ich sto-
sunki do jednostki czyli liczby, z ktéremi wszystkie rachun-
ki wykona¢ mozemy. W nastgpnych §§. poznaliSmy znowu
nowy gatunek ilosci t. j. katy.-Aby katy pod rachunek pod-
ciggna¢, nalezy je takze wyrazi¢ w liczbach. Na ten koniec
obra¢ potrzeba jednostke, i z tg wszystkie katy porownagé,
z czego otrzymamy ich stosunki do jednostki czyli liczby.
A jako przy mierzeniu dlugosci jednostka byta takze dluga
czyli linija, tak tez do mierzenia katow jednostka by¢ musi
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tegoz samego gatunku t. j. katowa czyli katem. A ze w §.
6 przekonaliSmy si¢, ze tak katy ostre, jako tez i rozwarte
moga by¢ nieskonczenie rézne, i ze tylko katy proste sa
state migdzy soba réwne, zatem najnaturalniejsza jest rzecza
taki kat staly a nie inny obraé za jednostke kqtowg. Pord-
wnywajac wiec katy ostre i rozwarte z prostym, staraé si¢
potrzeba poda¢ w liczbach jaka czeScig jest kazdy z nich
wzgledem kata prostego. Dla tern tatwiejszego atoli porow-
nywania i predkiego dostrzezenia stosunku dwoch lub wie-
cej katow, podzielono kat prosty na 90 czesci rownych na-
zwanych stopniami; kazdy stopien na 60 cz¢$ci rownych i
te nazwano minutami anareszcie kazda minute na 60 czgséci
takze rownych, ktore si¢ sekundami nazywaja. Dalsze jesz-
cze drobniejsze podzialy, ktore jako w ilosci cigglej, do nie-
skonczono$ci posuna¢ mozna, dla nadzwyczajnej swej dro-
bnosci nie sa w uzywaniu. Chcac wedlug tej ugody ozna-
czy¢ wielko$¢ kata, dosy¢ jest wyrazi¢ go w stopniach, mi-
nutach i sekundach, a czasem dziesigtnych i setnych cze-
sciach sekundy. Z takiego wyrazenia kata przez liczbe sto-
pni, minut i sekund, zaraz sadzi¢ mozna o jego wielkosci
czyli stosunku do jednostki t. j. do kata prostego. Dla osz-
czgdzenia tak miejsca, jako tez i czasu w pisaniu, znaczymy
stopnie przez (°), minuty (') a sekundy (") u gory z prawej
strony tak stopni, jako tez minut i sekund polozone. Tak
47°, 53', 25" czyta si¢ 47 stopni, 53 minuty i 25 sekund.
Wedtug tejze ugody katy przylegle czynia 180°, w okolo je-
dnego punktu jest 360°. Kat prosty czesto i pospolicie zna-
cza autorowie przez gloske R (rectus) wigc Rzr90°, 180°—2R,
360°=4R.

Kazdy kat miejszy od 2R czyli od 180° nazywa si¢
wklestym (concavus), wigkszy zas wypukiym (convexus).
Z dwoch katdw przyleglych, kazdy nazywa si¢ spelnieniem
drugiego (supplementum) do dwoch katow prostych, a w o-
gblnosci dwa katy sa spelnieniem jeden drugiego, jezeli w
summe¢ wzigte czynig 180° czyli 2R. Jezeli za§ dwa katy
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w summe¢ wzigte czynig 90° czyli kat prosty, natenczasjeden
drugiego nazywa si¢ dopefnieniem (eomplementum).
§ 10.

Kiedy dwie proste przecinajace si¢ czynia kat, ktory
jest réznica ich kierunkéw, zatem proste rownolegle czyli
majace tenze sam kierunek nigdzie si¢ z sobg przecina¢ a
nastepnie tworzy¢ kata nie moga, jak to juz w §. 4 wspo-
mnieliSmy.

Jezeli dwie takie proste AB i CD Fig. 12 przetniemy
trzecia EF, ktora sieczng (secans) zwaé bedziemy, powstaja
nam z tego przeciecia rézne a bardzo wazne katy, ktore dla
tej wazno$ci maja nawet szczegélne swe nazwy. A naprzod
wszystkie katy po jednej stronie siecznej lezgce, jak sa katy
FHB, BHE, FGD i DGE, nazywaja si¢ jednostronne (anguli
ad eandem partem positi); toz samo ma si¢ rozumie¢ o kg-
tach z drugiej strony siecznej. 2°. Takie katy jak BHE i
DGF, tudziez AHE i CGF, nazywaja si¢ wewnetrznemi (a.
interni) jako lezace wewnatrz réwnolegtych. 3° Katy FHB
i DGE, jako tez AHF i CGE nazywamy zeiongtrznemi (a.
externi) bo leza zewnatrz réwnolegtych. 4°. Dwa katy we-
wnetrzne lub zewnetrzne, jeden z jednej a drugi z drugiej
strony siecznej, jak s3 katy BHE i CGF, albo AHE i DGF,
tudziez BHF i CGE lub AHF i DGE, zowiemy katami na-
przemianlegtemi (a. alterni) a mianowicie pierwsze dwie pa-
ry sa naprzemianleglte wewnegtrzne (alterni interni), drugie za$
dwie pary naprzemianlegle zewnetrzne (alterni externi). 5°.
Dwa katy jednostronne, jeden wewnetrzny a drugi zewnetrz-
ny naprzeciwko siebie potozone, jak sa katy BHF i DGF,
albo BHE i DGE, jak rowniez katy AHF i CGF albo AHE
i CGE, zowia si¢ katami odpowiadajgcemi sobie (a. corres-
pondentes v. oppositi).

TWIERDZENIE. Jezeli dwie proste rownolegle przecina
trzecia, tedy czyni z niemi 1° kqty jednostronne odpowiadajg-
ce sobie rowne; 2° kqty naprzemianlegle tak wewnetrzne mie-
dzy sobq, jako i zewnetrzne takie miedzy sobg rownej 3° sum-
me kqtow jednostronnych wewnetrznych, jako tez summe kqtow
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jednostronnych zewnetrznych, kazdg rowng dwom kgtom pro-
stym. I naiozajem, jezeli ktorakolwiek z trzech tych wlasnosci
bedzie dowiedziona, dwie proste bedg rownolegle.

Niech prosta EF przecina dwie rownolegle AB i CD
w punktach H i G, tedy z tego przecigcia powstaja katy jak
je co dopiero wymieniliSmy; mamy naprzoéd dowies¢ ze kto-
rekolwiek dwa katy jednostronne odpowiadajace sobie sa
réwne.

Poniewaz proste AB i CD majg tenze sam kierunek,
bo z zalozenia sa réwnolegle, przeto z trzecia EF majac tez
sarn¢ roznice¢ kierunkow, czyni¢ musza katy réwne, miano-
wicie za$ katy zawarte miedzy jednoimiennemi kierunkami.
A tak katy jednostronne odpowiadajace sobie sg réwne t. j.
kat BHF zzDGF; ramiona bowiem tych katéw sa jednokie-
runkowe. Z réwnosci katow BHF 1 DGF wypada, zc tez dwa
katy im przylegte BHE i DGE jak réwnie i inne dwa przy-
legte AHF i CGH sa sobie réwne, a nareszcie ich katy
wierzchotkowe AHE i CGE sa takze réwne wedlug §. 7.
Kazda z trzech tych ostatnich par, sg rowniez katami odpo-
wiadajagcemi sobie i takze migdzy jednoimiennemi kierun-
kami zawarte. W kazdym wigc przypadku gdy dwie proste
rownolegle przecina trzecia, katy jednostronne odpowiadajgce
sobie sg rowne i nawzajem, skoro katy jednostronne odpo-
wiadajace sobie sg rowne, proste sa rownolegle; za réwno-
Scig bowiem katow idzie roznica kierunkow: a kiedy jaka
prosta ma z dwiema innemi t¢z sarn¢ roznic¢ kierunku, dwie
ostatnie mie¢ muszg koniecznie tenze sam kierunek t.j. mu-
sza by¢ rownoleglemu

Co do drugiego. Za réwnoscig katow jednostronnych
odpowiadajacych sobie, idzie tez réwnos$¢ katow naprzemian-
legtych tak wewngtrznych jako i zewnegtrznych. Jezeli bo-
wiem BHFr:DGF, tedy poniewaz BHF =z AHE jako wierz-
chotkowe, wiec tez AHE=DGF; tudziez, kiedy BHEzzDGE
za§ DGE —CGF jako wierzchotkowe, zatem BHE — CGF.
Podobniez BHFzzDGF—CGE inareszcie DGE ~BHEzr:AHF.
Réwnosé wige katéow odpowiadajacych, sprowadza réwnosé
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katow naprzcmianlegtych tak wewngtrznych jako i zewnetrz-
nych. A ze za réwnos$cia katéw jednostronnych odpowiada-
jacych idzie réwnoleglos¢ prostych AB i CD wedlug poAvyz-
szego, przeto gdy proste AB i CD sa réownolegle, katy na-
przemianlegle tak wewngtrzne jako i zewngtrzne s3 sobie
réowne. Odwrotnie: skoro katy naprzemianlegle czy wewnetrz-
ne czy zewnetrzne sa sobie réwne, proste AB i CD sg row-
nolegte ; katy bowiem te sa rowne katom odpowiadajacym,
a za rownosScig tych ostatnich idzie réwnoleglo$¢ prostych.

Co do trzeciego. Poniewaz BHE-j-BHF~2R jako przy-
legte, za§ BHFz=DGF, wigc DGF -J-BHE —2R t. j. jezeli
proste AB i CD sg rownolegte, summa katow jednostronnych
wewnetrznych rowna jest dwom katom prostym. Toz samo
rozumie si¢ o dwoch drugich katach jednostronnych we-
wnetrznych z drugiej strony siecznej t.j. ze AHE-j-CGFr=2R.
Roéwniez, poniewaz DGE -j- DGF rz: 2R jako przylegle, a
DGF~BHF, wiec tez BIIF-f-DGE zz2R t. j. skoro proste
AB i CD sa rownolegte, katy jednostronne zewnetrzne w
summe¢ wzigte czynig takze dwa katy proste. Tym samym
sposobem dowiedzie si¢ ze summa katéw zewngtrznych zdru-
giej strony siecznej, czyni dwa katy proste. Jezeli wigc pro-
ste AB i CD sa rownolegle, tak summa katow jednostron-
nych wewngtrznych jako tez i summa katoéw jednostronnych
zewnetrznych réwna si¢ dwom katom prostym. Wzajemnie
gdy dwie proste przecina trzecia tak, ze summa katow czy
wewnetrznych, czy zewnetrznych jednostronnych jest réwna
dwom katom prostym, dwie pierwsze proste sa rownolegte.

g 11.

Co dopiero dowiedzione wtasnosci katow powstajacych
z przecigcia si¢ dwoch prostych rownoleglych z trzecia sieczna,
w tak S$cistym sa zwiazku z réwnolegloscia prostych, iz sko-
ro jedna ktorakolwiek jest dana lub dowiedziona, wszystkie
inne sa prostym jej wypadkiem i proste sa rownolegte. Na-
wzajem, jezeli ktérakolwiek z trzech rzeczonych wtasno$ci
nie ma miejsca, dwie inne osta¢ si¢ takze nie mogg i proste
nie sa rownolegle.
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Dla pokazania jak z ktordjkolwiek wiasnosci dowies¢

inne, przyjmijmy za dowiedzione, Ze dwa katy naprzemian-
legte wewnetrzne BHE 1 CGF fig. poprzedzajaca, sa sobie
robwne, a starajmy si¢ dowie$¢ wiasnoSci innych katow.

a)

1)

Poniewaz BHF-J-BHE —2R i podobniez CGF-|-CGE=2R
§. 7, zatem BHF+ BHE= CGF+CGE. A zZe z zalo-
zenia BHE~CGF, przeto od dwoch ilosci rownych od-
jawszy réwne reszty pozostate beda réwne t.j. BHFrrrCGE
t. j. katy naprzemianleglte zewnetrzne sa sobie rowne.

Dwa inne katy naprzemianleglte zewngtrzne t. j. AHF

i DGE sa wierzchotkowemi katéw z zatozenia réwnych,
przeto takze sa rowne.
Wedhug §. 7jestBHF-fBHE=2R, tudziezD GF+CGFrraR,
zatem BHF -f-BHE = DGF -|- CGF; odjawszy tu od
pierwszej strony BHE a od drugiej CGF jako rdéwne,
pozostanie BHF = DGF t. j. katy jednostronne odpowia-
dajace sobie sa rowne. Podobniez AHE-f-BHE —2R jako
tez CGF-fCGE—2R, przeto AHE-fBHE=rCGF-fCGE.
Lecz BHE ~ CGF zatem AHE —CGE t. j. takiez katy
po drugiej stronie siecznej sg sobie rowne.

Dwa inne tegoz samego nazwiska katy z jednej i dwa
z drugiej strony siecznej, bedac wierzchotkowemi katow
danych z zatozenia réwnych, sa takze réwne.

Summa CG F+D G F=2R wedhug §. 7; a ze CGF —BHE
z zatozenia, przeto potozywszy w miejsce kata CGF je-
mu réwny BHE, bedzie tez BHE-f-DGF —2R.

Roéwniez BHE -j- AHE m 2R a wzigwszy CGF za BHE
jako jemu réwny, bedzie takze AHE-j-CGFm 2R t. j.
katy jednostronne wewnetrzne w summe wzigte czynig
dwa katy proste.

Podobniez BHF -£ BHE —2R; a ze BHE= CGF za$
CGF —DGE jako wiérzchotkowe, wigc ktadagc DGE za
BHE, znajdziemy tez BHF -j- DGE —2R.

I znowu: CGE+CGF=:2R; lecz CGF - BHE = AHF,
zatem CGE AHF= 2R, t. j. summa katéw jednostron-
nych zewngtrznych czyni dwa katy proste.
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Tym sposobem z przyjetej jednej wlasnosci, ze dwa
katy naprzemianlegte wewngetrzne sa sobie rowne, dowiedlis-
my wlasnoséci innych katow.

Uwaga. Uczacy si¢ dobrze uczynig skoro kazda z wia-
snosci przyjmowac¢ beda za dowiedziong, a staral si¢ beda
udowodni¢ inne, tym bowiem sposobem na tern bardzo ta-
twem dowodzeniu, nabedg wprawy tyle potrzebnej przy tru-
dniejszych dowodzeniach.

Pokazmy tu jeszcze sposob dowodzenia, gdy na odwrot
ktorakolwiek z wiadomych wtasnoéci nie ma miejsca, ze tez
i inne osta¢ si¢ nie moga, a nastgpnie ze proste nie sg row-
nolegte.

Niech bedzie dowiedzione ze BHE-f-DGF>2R t. j. ze
summa katéw jednostronnych wewnetrznych nie czyni dwoch
katow prostych, ale jest np. wigksza, tedy
a) poniewaz BHE-}-BHF 2R, tudziez DGF-f-DGE—2R,

zatem (BHE + DGF) -f (BHF-fDGE)= 4R. Od dwoch
iloéci rownych odjawszy nieré6wne, reszty pozostate beda
nie rowne, a mianowicie ta reszta bedzie mniejszg, ktora
pozostaje z odjgcia wickszej ilosci; jezeli wigc od pierw-
szej strony ostatniego zréwnania odejmiemy BHE-j-DGF
a od drugiej 2R, znajdziemy BHF -|-DGE < 2R.

Podobniez: poniewaz BHE = AHF a DGF —CGE jako
wierzcholkowe, za§ z zatozenia BHE-{-DGF>2R wigc
tez AHF-f-CGE >2R, t. j. summa katow zewnetrznych
tak z jednej jako i drugiej strony siecznej nie jest row-
na dwom katom prostym, ale jedna jest mniejsza a druga
wieksza niz dwa katy proste.

b) Summa katow BHF-j-BHE—2R. Odjawszy tu z pierw-
szej strony BHE-j-DGF a z drugiej 2R, pozostanie
BHF—DGFc 0 czyli BHF ¢ DGF, przeto takze
AHE CGE jako wierzchotkowe pierwszych. Rowniez
DGE-)-DGF:=:2R; a odjgwszy tu znowu zatozong nie-
rownos¢, znajdziemy DGE—BHE<"0 czyli BGE<cBHE,
a nastgpnie CGF<;AHF jako katy wierzchotkowe po-



30

przedzajacych. Zadne wiec dwa katy odpowiadajace so-
bie nie sg réwne.

¢) Nareszcie: AHE+ BHE=2R; lecz BHE-f-DGF> 2R
przeto tymze samem co wyzej rachunkiem znajdziemy
AHE —DGF< 0 czyli AHE < DGF.

Dalej: CGF-f-DGF - 2R, ale BHE-fDGF>2R, zatem
CGF—BHE<A> czyli CGF<BHE.

BHE-f-BHF=2R, lecz BHE-f~-DGF>2R, wigc
BHF—D GF<0 czyiBHF<DGF lecz DGF=CGE jako
wierzchotkowe, zatem rowniez BHF  CGE.

DGF -j-DGE — 2R, za$§ BHE -f DGF > 2R, skad
DGE—BHE<O0 albo DGE < BHE; a ze BHErrAHF
jako wierzchotkowe, wiec tez DGE<AHF. Jezeli przeto
summa dwoch katéw jednostronnych wewngtrznych nie
jest rowna dwom katom prostym, ani katy wewngtrzne
ani zewnetrzne naprzemianlegle nie sa sobie rdéwne.

Uwaga. Uczacy si¢ i tu nie bez korzysci mogg zalo-

zenie zmienia¢ a dowodzi¢ niepodobienstwa innych prawd
przy prostych réwnoleglych dowiedzionych.
§ i2
TWIERDZENIE. Dwie proste AB i CD fig. 13 przecigte
od trzeciej EF i nie czynigce kqtow jednostronnych odpowia-
dajgcych sobie rownych, nie mogq hyc rownolegle.

Niech bowiem bedzie kat CHEA>AGE, tedy przez punkt

H pomysle¢ sobie mozna poprowadzong inng prosta IK tak,
ze bedzie kat IHErzrAGE i ze nastgpnie ta prosta IK be-
dzie rownolegla do AB; dwie wigc rownolegte AB i IK mie¢
musza koniecznie jednakowe potozenie wzgledem prostej CD.
A Ze CD przecina jedne z nich t. j. IK, wiec tez i druga
AB takze przecina¢ musi pod tem samem nachyleniem,
skoro jg dostatecznie przedluzymy; a kiedy si¢ proste AB i
CD przecinajg, nie moga zatem by¢ roéwnoleglemu, co tez
potrzeba bylo dowiesé.

WNIOSEK. Przez dany punkt za prosta, jak tu przez

punkt H, dany za prosta AB, jedna tylko réwnolegta do
tejze prost¢j AB poprowadzona by¢ moze, wszystkie bo-
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wiem inne, podobne do prost¢j CD, dostatecznie przedtuzone,
przecinajg bliz¢j lub daléj prosta, AB.
§ 13.

TWIERDZENIE. Prosta prostopadla dojednej zdwochroio-
noleglycli, jest tez prostopadia i do drugiej.

Mech AB i CD fig. 14 beda dwie réwnolegle i niech
trzecia EF bedzie prostopadta np. do AB, trzeba dowiesc,
ze tez jest prostopadia i do CD. Mech EF przecina AB w
punkcie G, za§ CD w punkcie H, tedy z zalozenia kat EGB
jest prosty, przeto ijemu przylegly BGF jest prosty. Ale
kat BGF z katem DHE jako jednostronne wewngetrzne wzgle-
dem rownoleglych AB i CD tudziez siecznej EF czynia dwa
katy proste, zatem i ten ostatni kat prostym by¢ musi, a
proste EF i CD do siebie prostopadte.

Albo tak: katy BGE i DHE jako jednostronne odpo-
wiadajace sobie sg rowne; a ze pierwszy z zalozenia jest pro-
sty, zatem i1 drugi prostym by¢ musi i prosta EF réwniez
do HD czyli CD prostopadta co byto do dowiedzenia.

WNIOSEK 1. Z tego wypada, ze jezeli z dwoch réw-
nolegtych jedna jest prostopadla do trzeciej, druga tez musi
by¢ do tejze prostej prostopadla, co wprost i naturalnie z po-
przedzajacego twierdzenia wyplywa.

WNIOSEK 2. Dwie proste rownolegle do trzeciej sa tez
migdzy soba rownolegle. Bo poprowadziwszy czwarta prosta
prostopadla do jednej z dwoch pierwszych i te przedtuzyw-
szy tak izby dwie inne takze przecinala, widoczng jest rze-
cza iz wszystkie trzy beda do tej czwartej prostopadle, gdyz
pierwsza z trzecig i druga z trzecig jako miedzy sobg réw-
nolegle, sa do niej prostopadite, a przeto i pierwsza z druga
sa takze prostopadle, a nastgpnie migdzy soba rownolegte.
Ogdlnie wigc ilekolwiek bedzie prostych prostopadtych do
jednejze prostej, wszystkie beda miedzy soba rownolegle,
i wzajemnie jezeli jedna z ilukolwick réwnolegtych bedzie
prostopadla do jakiej prostej, wszystkie tez do niej bgda pro-
stopadte.
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. 14

TWIERDZENIE. Dwa k§qty ktorych ramiona sq rownole-
gle od siebie i rozchodzq sie iv jedne strone t. j. w jednym:ze
kierunku, sq sobie rowne.

Niech beda dwa katy ABC i abc fig. 15. takie, ze ba
rami¢ kata abc jest rownolegte do BA ramienia kata ABC,
jak réwniez drugie rami¢ bc kata abc réwnolegte do BC ra-
mienia kata ABC, potrzeba dowies¢ ze kat abc— ABC.

Uwazajac kierunki ramion w prawo t. j. od B ku A i
C, jako tez od b ku a i ¢ za dodatne, przeciwne kierunki
wzgledem punktéow B i b beda odjemne. Wystawiwszy so-
bie ramiona tych katéw do nieskonczonosci w jednymze kie-
runku przedtuzone, dwa z nich nie réwnolegte, jak tu BC i
ba koniecznie przeciag¢ si¢ musza wedlug §. 12., niech punkt
przecigcia bedzie d. Kat ABCzrac"C tudziez adC—abc jako
jednostronne odpowiadajace sobie piorwsze wzgledem dwoch
rownolegtych AB i ab i trzeciej siecznej BC, drugie za$
wzglegdem dwoch réwnolegtych BC i bc tudziez siecznej ab;
przeto ABC~abc co nalezalo dowiesc.

Uwaga. DodaliSmy tu w twierdzeniu i rozchodzq sie
iv jedne strone z tego powodu, ze ramiona dwoch katéw ABC
i cha sa takze rownolegle, rozchodza si¢ atoli w przeciwne
strony i dla tego tez te katy nie sg réwne ale w summe
wzigte czynig dwa katy proste, bo abc-\-cha — 2R jako przy-
legte; a wziawszy ABC za abc jako jemu rowny, bedzie tez
ABC -f-cha'— 2R.— Jednak kat abc , chociaz ramiona jego
rozchodza si¢ w przeciwnych kierunkach ramionom kata
ABC, jest mu wszelako rowny jako wierzchotkowy kata abc
rownego katowi ABC; przypatrzywszy si¢ atoli z uwaga tak
katom ABC i abc, jako tez katom ABC i cba a nareszcie
katom ABC i abc , dostrzezemy t¢ prawde, ze katy rowne
ktorych ramiona sg rownolegle, maja kazdy oba swe ramiona
w jednymze kierunku. Tak ramiona katow ABC i abc maja
kierunek w prawo, t. j. dodatny, jako tez katy ABC i abc
chociaz ramiona ba 1 bc rozchodza si¢ w przeciwne strony,
oba przeciez maja jednoimienne kierunki t. j. odjemne, tak



jak ramiona BA i BC, chociaz ich kierunki ida w prawo,
oba jednak sg jednoimienne t. j. dodatne. Tymczasem dwa
katy ABC i cha sa takie, iz pierwszego oba ramiona sg do-
datne, gdy drugiego rami¢ bc jest dodatne, a rami¢ ba od-
jemne, zatem roznoimienne. Dla tego mozeby ogélniej wysto-
wi¢ mozna poprzedzajace twierdzenie nastgpujacym sposobem:
dwa kqty ktorych ramiona sq rownolegle, od siebie i oba w
kazdym kqgcie idg w tymze samym lub przeciwnym kierunku,
sq sobie rowne.

ROZDZIAL 1I.

Figury prostokresine, to jest prostemi linijami ograniczone,
tudziez ich rownos¢ i przystawanie (congruentia).

§. 15.

Miejsce na plaszczyznie ilulcolwiek prostemi ograniczo-
ne, nazywa si¢ figura geometryczng prostokreslna. Juz wrpo-
przedzajacym rozdziale widzieliSmy, ze dwiema prostemi nie
mozna zupetnie miejsca ograniczy¢, dla tego tez przybrawszy
do dwobch prostych jeszcze trzecia i te poprowadziwszy tak
izby kazda z nich dwie inne przecinala, trzy te proste juz
zamkng miejsce czyli ograniczg ze wszech stron ptaszczyzneg.
I tak, niech trzy proste GH, IK, LM jig. 16 przecinaja si¢
z soba w ten sposob, ze GII przecina dwie inne w punktach
A 1 B, IK przecina dwie inne w punktach A i C, nareszcie
trzecia LM przecina dwie inne GH i IK w punktach B i C,
tedy miejsce temi trzema prostemi ograniczone, czyli figura
ABC nazywa si¢ trojkgtem (triangulum v. trigonum). Ponie-
waz do zamknigcia miejsca potrzeba najmniej trzech pro-
stych, przeto trojkat jest najprostsza z figur; ale poniewaz,
jak to pdzniej zobaczymy, wszystkie inne figury mozna roz-
lozy¢ lub zamieni¢ na trojkaty, przeto trojkat jest podstawa
catej Geometryi.

Kawatek kazdej z prostych GH, IK, LM zawarty mig-
dzy dwiema innemi, jak sg AB, AC i BC, nazywa si¢ bo-

3
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kiem trojkgta (latus trianguli). Kazdy kat miedzy dwoma bo-
kami zawarty, nazywa si¢ kqgtem wewnetrznym trojkgta (an-
gulus internus), takiemi katami sg: BAC, ABC i ACB. Kaz-
dy za$ kat zawarty miedzy bokiem i przedluzeniem drugiego,
zowie si¢ kgtem zewnetrznym (angulus externus), jak sg katy
IAB, ABL, HBC i t. d. Z tych katéw kazde dwa sa sobie
rowne jako wierzchotkowe, jak np. IAB GAC i podobniez
inne. Summa trzech bokéw trojkata stanowi i nazywa si¢
jego obicodem (perimeter).

Co do bokéw trojkata samo z siebie wypada, ze sum-
ma dwoch ktorychkolwiek jest wigksza od trzeciego, bo ten
trzeci bok bedac linija prosta, jest najkrotsza odlegtosciaje-
dnego punktu od drugiego, gdy przeciwnie dwa inne boki
stanowia linija zlamana, a zatem dluzsza droge migdzy te-
miz punktami. Réznica za§ tychze samych bokéw jest mniej-
sza od boku trzeciego.

TWIERDZENIE. Wzigwszy wewngtrz trojkgta ABC jig. 17.
gdziekolwiek punkt D i ten zlgczywszy z punktami A i C
prostemi AD i CD, summa tycli dwoch prostych jest mniejsza
niz summa AB i BC ¢ j. AB-j-BC*"AD-j-DC.

Przedluzywszy bowiem AD az do przecigcia si¢ z BC
w punkcie E, mamy w trojkacie ABE wedlug powyzszego
AB-j-BE">AE czyli AB-j-BE"AD-f-DE; réwniez w troj-
kacie DEC jest DE-(-EC>DC. Do dwoch ilo$ci nierd6wnych
dodawszy nieréwne i to tak ze wigksza do wigkszej a mniej-
sza do mniejszej, summy wypadng nier6wne , a mianowicie
piorwsza bedzie wigksza niz druga, zatem
AB+BE+DE+EC>AD-fDE-(-DC. Lecz BE-fEC-BC,
przeto AB-f-BC-)-DEr>AD-j-DC-j-DE; a od nierd6wnych
ilosci odjawszy réwne, reszty pozostaja nieréwne; odjawszy
przeto od kazdej z ostatnich ilosci DE, pozostaje

AB-j-BC>»AD-{-DC. Prawda zatem jest ze i t. d.

Trojkaty ze wzgledu bokow maja wiasciwe swoje na-
zwy. | tak: trojkat ktorego wszystkie trzy boki sa miedzy
sobg réwne, nazywa si¢ rownobocznym (aeauilaterum), tréj-
kat majacy dwa tylko boki migdzy soba réwne, zoAvie si¢
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rownoramiennym (aeguicrurum V. isosceles), nareszcie trojkat
ktorego wszystkie trzy boki sa roézne, rownobocznym (scale-
num) nazywamy.

DEFINICYJA. Wystawiwszy sobie trojkat jako stojacy,
na jednym z swych bokéw, nazywaé bedziemy ten bok y>odb
stawg trojkgta (basis). Z wierzchotka kata przeciwlegltego
podstawie prosta prostopadia do tejze podstawy, zwaé be-
dziemy wysokoscig trojkgta (altitudo). W trdjkacie réwnora-
miennym bierzemy zwyczajnie bok trzeci za podstawe,
w innych za$ trojkatach kazdy bok mozna wzigs¢ za pod-
stawg. Kazdy trojkat rownoboczny uwaza¢ mozna za réw-
noramienny.

§. 1e6.

Polaczmy nastepnie cztory proste tak, izby kazda z nich
dwie z pozostatych trzech przecinata; albo, co na jedno wy-
chodzi, poprowadziwszy w trojkacie prosta tak, izby dwa
ktorekolwiek jego boki przecinata, ograniczymy tym sposo-
bem na plaszczyznie miejsce czterema prostemi, ktore czwo-
rokgtem (quadrilaterum v. tetragonum) nazywamy. Tak np.
jezeli si¢ cztery proste AB, CD, EF i GH jig. 18 w powyzszy
sposob przecinaja w punktach P, Q, R, S, lub tez, jezeli
av trojkacie  KQR poprowadzimy prosta EF tak izby dwa
jego ktorekolwiek boki np. KQ i KR przecinata, miejsce
PQRS czterema prostemi w ten sposdb ograniczone, jest czwo-
rokatem. Cze$¢ kazdej prostej miedzy dwiema innemi jak
PQ, QR, RS i PS, nazywa si¢ tu znowu bokiem czworokata.
Kazdy kat zawarty miedzy takiemi bokami, zowie si¢ katem
wewnetrznym, kat za§ zawarty migdzy bokiem i przediuze-
niem drugiego, zewng¢trznym czworokata. Juz w trojkacie wi-
dzieliSmy ze ta figura ma tyle katow ile bokéw; w czworo-
kacie znowu toz samo dostrzegamy, wnioskowaé wigc mozemy,
ze kazda figura prostokreslna ma tyle bokow ile katow; z tego
toz powodu brano czasem nazwy figur od liczby bokow i
zamiast czworokgty mowiono i pisano czworobok; teraz atoli
zgodzono si¢ ogolnie braé te nazwy od katoéw. Summa wszyst-
kich czterech bokéw czworokata nazywa si¢ takze jego

3.
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obwodem. Odmiany czworokatéw oraz ich szczegdlne nazwy
s3 nastepujace:

1. Kazdy czworokat podobnie poprzedzajagcemu nakre-
Slony, nazywamy pospolicie czworokqtem albo trapezojdem
(trapesoides) fig. 19.

2. Jezeli w czworokacie dwa ktorekolwiek boki sg row-
nolegte lecz nier6wne, nazywano go dawniej rownoleglobokiem
niezupeinym, sadze¢ jednak iz nie majac stosowniejszej na-
zwy dla takiego czworokata, lepiej zostaé przy greckiej trapez
(trapezium) pochodzacej od n teaneZa, stol znaczacej, fig. 20.

3. Skoro oprécz dwoch bokdéw rownoleglych i dwa inne
takze migdzy soba sa rownolegle, wtenczas czworokat nazy-
wamy rownoleglobokiem (parallelogramum) fig. 21.

4. Jezeliw rownolegloboku jeden kat jest prosty, wszyst-
kie tez inne muszg by¢ prostemi; bo dwa a dwa przy je-
dnymze boku lezace jako jednostronne wewngtrzne, czynia
dwa katy proste. Taki znowu czworokat nazwiemy prosto-
kgtem (rectangulum) fig. 22.

5. Jezeli w prostokacie wszystkie cztéory boki sa mie-
dzy soba réwne, przechodzi on na kicadrat (auadratum) fig. 23.

6. Zdarzy¢ sig moze rownolegtobok majacy wszystkie
czteiy boki réwne, a katy nieré6wne, albo kwadrat majacy
katy rozne od prostego, natenczas czworokat taki nazwiemy
kwadratem ukosnym (rhombus). Francuzi nazywaja go lo-
sange fig. 24. Rhombus, nazywaja zwyczajnie kazdy row-
noleglobok.

7. Nareszcie miedzy trapezojdami czyli zwyczajnemi czwo-
rokatami, znajduje si¢ jeden ich gatunek majacy wylacznie
sobie sluzgce wilasnosci i dlatego nadano mu takze szczegodl-
na nazwe aniiparallelogramu. Jest to rzeczywiscie czworo-
kat taki, ze summa dwoch jego przeciwleglych katow, czyni
dwa katy proste, on tez sam migdzy trapezojdami jest, jak
pézniej zobaczymy, czworokatem mogacym by¢é w koto w pi-
sanym tub linija kotowa opisanym.

W jakimkolwiek czworokacie prosta taczaca dwa wierz-
cholki katow przeciwlegltych, nazywa si¢ przekgtnig (diago-
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nalis). Wysokoscia rownolegloboku nazywa si¢ prostopadta,
z ktoregokolwiek punktujednego z bokéw, na jemu przeciwle-
gly, lub jego przedluzenie spuszczona. Bok na ktéry prosto-
padia pada, uwaza si¢ w tym razie za podstawg. W trapezie
wysokoscig jest prostopadta z ktoregokolwiek punktu jedne-
go z bokow rownolegltych na drugi spuszczona. W prostokacie
wzigwszy jeden z jego bokow za podstawe, jemu przylegly
bedzie wysokos$cia prostokata.
§ 17.

Jezeli pie¢ prostych potaczymy z soba tak, izby kazda
z nich dwie z pozostatych przecinata, albo jeszcze prosciej,
przybrawszy do czterech prostych, z ktoérych czworokat zlo-
zyliSmy, piata i ta przeciawszy dwa ktorekolwiek boki prze-
cinajace si¢, miejsce tak ograniczone pigciu prostemi, nazwie-
my pieciokgtem (pentagonum).

I tak potaczywszy proste MN, PQ, RS, TU i VW(ig. 25
sposobem jak wspomnieliSmy, lub tez w czworokacie ABCD
z czterech pierwszych prostych ztozonym, przeciawszy dwa
boki np. AD i CD przecinajace si¢ w punkcie D, pigtg pro-
sta VW, ograniczymy tym sposobem miejsce ABCDE ktore
pieciokatem nazwalismy. Jak w trojkatach i czworokatach,
tak tez itu czgs¢ kazdej z prostych ograniczajacych, zawarta
miedzy dwiema innemi, nazywa si¢ bokiem pigciokata. Katy
zawarte miedzy kazdemi dwoma bokami, nazywaja si¢ kata-
mi wewnetrznemi, zawarte za§ migdzy kazdym bokiem i prze-
dhuzeniem jemu przyleglego, katami zewnetrznemi.

Z tego co powiedzielismy o trojkacie, czworokacie i pig-
ciokacie, tatwo pojac jaka figure nazwiemy szesciokgtem (hexa-
gonum), siedmiokgtem (heptagonum), osmiokqtem (octogonum) i
w ogolnosci wielokgtem (polygonum). Zwyczajnie kazda figure
wiecej niz cztery boki majacg, nazywamy wielokatem. Jak w
czworokacie tak tez podobnie i w pigciokacie, a w ogolnosci
w kazdym wielokacie prosta taczaca dwa ktorekolwiek wierz-
chotki katow przeciwlegltych nazywa si¢ przekatnia.

Summa wszystkich bokéw w kazdym wielokacie, rowniez
jak w trojkacie i czworokacie nazywa si¢ obwodem wielokqta.
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Co do katow wewnetrznych kazdego wielokata poczy-
najac od czworokata, nie zawadzi tu powiedzie¢, ze tez wie-
lokaty, moga mie¢ niec same katy wkleste, ale tez i wypukle
§. 9. Pospolicie nazywamy pierwsze wyskakujgcemi (salien-
tes), drugie za§ wskakujgcemi (insilientes). Tak np. w czwo-
rokacie ABCD jig. 26 kat ADC, w pigciokacie ABCDE fig.
27 kat EDC, w sze$ciokacie ABCDEF jig. 28 katy AFE i
BCD i t. d. sa wskakujagcemi czyli wypukiemi.

Kazdy wielokat ktorego wszystkie boki migdzy soba,
tudziez wszystkie katy takze miedzy soba sa réwne, nazy-
wacé bedziemy icielokqgtem foremnym (polygonum regulare).
A tak tréjkat rownobocznyjest trojkatem foremnym, jak row-
nie kwadrat, czworokatem foremnym.

§. 18

W §. 15 wspomnieliSmy ze kazdy wielokat mozna roz-
lozy¢, czyli rozebra¢ na trojkaty, poznawszy przeto tez wie-
lokaty, zobaczmy w jaki sposob to roztozenie da si¢ usku-
teczni¢. Niech bedzie wielokat jakikolwiek ABCDEFGHIK
fig. 29 ktory chcemy roztozy¢ na trojkaty; ktorykolwiek z
wierzchotkéw jego katow np. K potaczywszy ze wszystkiemi
innemi wierzchotkami linijami prostemi, czyli, z jednegoz
wierzchotka K poprowadziwszy do innych wierzchotkow prze-
katnie, jak tu KB, KC, KD, KE, KF, KG i KH, pi-zekatnie
te podzielg caly wielokat, jak to naocznie widzimy, na same
trojkaty. Albo: wewnatrz wielokata obrawszy gdziekolwiek
punkt O i ten zlaczywszy prostemi ze wszystkiemi widrz-
chotkami katéw wielokata, podzieli si¢ tenze wielokat takze
na trojkaty, majace wszystkie punkt O za wierzcholek spoiny.
W drugim razie rozbiera si¢ wielokat na tyle trojkatow, ile
wielokat ma bokéw, w pierwszym za$ na tyle, ile przekatni
poprowadzi¢ mozna wigcej jeden.

§. 19.

Abysmy w kazdym razie mogli dokladnie wiedzie¢ na
ile trojkatow da si¢ jaki wielokat roztozy¢, zastandowmy si¢
nad tem ile z jednegoz wierzchotka poprowadzi¢ mozna prze-
katni w wielokacie o jakiejkolwiek liczbie bokow, ktorg w
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ogo6lnosci wyrazmy przez n. Poniewaz w trojkacie zaden kat
Avewnetrzny nie ma sobie przeciwleglego, zadnej tez prze-
katni w trojkacie poprowadzi¢ nie mozna.

W czworokacie, w ktorym jak wiemy sa cztery katy
kazdy z nich ma sobie przeciwlegly ale tylko jeden; wigc
tez jedne tylko przekatni¢ z tegoz samego wierzchotka po-
prowadzi¢ mozna. W pigciokacie kazdy kat ma sobie dwa
inne przeciwlegte, a przeto obrawszy ktorykolwiek z nich za
ten z ktorego przekatnie prowadzi¢ chcemy, tych nie wigcej
jak dwie poprowadzi¢ mozemy.

W szesciokacie podobniez rozumujgc, znajdziemy ze
tylko trzy przekatnie z jednegoz zjego widrzcholtkow katow,
do innych poprowadzi¢ mozna i t. d. Zestawiajac wiec pod
jeden widok to co o przekatniach powiedzieliSmy, mamy, ze
w trojkacie Zadnej przekatni prowadzi¢ nie mozna czyli 0=3—3

w czworokacie jedne tylko ” » ’ 1—4—3
w pieciokgcie dwie . » ” . 2=5-—-3
w sze$ciokacie trzy ,, » v . 3=6—3
a zatem w siedmiokacie cztery ’ . v 4=7—3
w o$miokacie pieé ,, v . 5=8—3
w wielokacie majacym n bokow, poprowadzic¢
mozna przekatni ,, ,, » n—s3

A Ze czworokat przez prowadzenie jednej przekatni, roz-
biera si¢ na dioa tréjkaty, pieciokat przez dwie przekatnie
rozbiera si¢ na trzy trojkaty, szeSciokat przez trzy przeka-
tnie na cztery trojkaty i t. d. zatom

czworokat rozbiera si¢na2= 4—2 trojkaty

pieciokat . ’ 3=5-2
sze$ciokat ”» » 4=6—2
i t. d.

a w ogolnosci wielokat majacy n bokéw, rozbiera si¢ przez
przekatnie powyzszym sposobem prowadzone na
n—2= n—3—1 trojkaty.
Z tego roztrzgsania pokazuje si¢, ze kazdy wielokat
rozebra¢ mozna albo na n—2, albo tez na n trojkatow.
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§. 20.

Do figur prostokreslnych przylagczmy tu dobrze wszyst-
kim znajoma figure krzywokreslna, a ktora, jak poézni¢j zo-
baczymy, pomimo ze jest krzywokreslng, wszelako z prosto-
kreslng, a mianowicie z wiclokgtem foremnym poréwnang
by¢ moze. Chce tu moéwi¢ o figurze linija kolowa ograni-
czondj.

Miejsce na plaszczyznie kotowa linija ograniczone, na-
zywamy kofem (circulus). Poniewaz juz ze wstepu wiemy co
to jest linija kotowa, co promien a co $rednica, przeto teraz
powiedzie¢ nam wypada o innych prostych w kole prowa-
dzonych, jako tez o czeSciach tak okrggu jako tez i kofa.

Prosta taczaca dwa ktorekolwiek punkta okregu i nie
przez $rodek kola ale mimo tegoz przechodzaca, zowie si¢
cigciwg (chorda) jak jest prosta AB fig. 30.

Prosta przecinajagca okrag kota w dwoch punktach i
przynajmniej w jedng stron¢ wychodzaca za okrag, nazywa
si¢ sieczng (secans), taka sieczng jest prosta CD.

Prosta w jednym tylko punkcie dotykajaca okrag kota,
nazywac bedziemy styczng (tangens), jak jest prosta EF.

Jakkolwiek wielka cze$¢ linii kotowej nazwiemy lukiem
(arcus) jak BG.

Srednica dzieli okrag kota na dwa pélokregi (semipe-
ripliaeria), kolo za$ na dwa pofkola (semicirculus) miedzy
sobg réwne. Dwie $rednice HG 1 IK do siebie prostopadie,
dziela tak caly okrag, jako tez i kolo na cztery czgsci row-
ne, ktére cwiartkami (cjuadrans) zwaé bedziemy.

Czeg$¢ kota, zawarta migdzy dwoma promieniami i lu-
kiem, nazwiemy wycinkiem kola (sector), jak np. czgs¢ ko-
ta BSG.

Cze$¢ tegoz kota zawarta miedzy cigciwa i lukiem, na-
zywa si¢ odcinkiem kola (segmentum), jak np. AIB.

Z opisania $rednicy i cigciwy tatwo dostrzedz, ze Sre-
dnica jest takze cigciwa, lecz najwicksza, ze cigciwa dzieli
koto na dwa odcinki nierowne, ze zatem do kazdej cigciwy
dwa odcinki nalezg, jeden wickszy drugi niniejszy; a naste-
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pnie, ze jednej tylko $rednicy odpowiadaja dwa odcinki row-
ne potkolami wyzdj nazwane. Tak do cigciwy AB nalezy
odcinek AIB, jak rownie odcinek AKB. Mowiac atoli o od-
cinku, zawsze rozumie¢ bedziemy odcinek mniejszy.

Rownosé i przystawanie figur prostoJeresinych (congruentia).
§o 21.

Poniewaz figury sg to ograniczone miejsca, czyli pola
na plaszczyznie, mowigc przeto o ich rownosci, nie co innego
mie¢ bedziemy na celu, tylko réwno$¢ miejsc prostemi ogra-
niczonych. Ale to kazdy wie z do§wiadczenia, ze miejsca, a
zatem figury bardzo roznego ksztaltu, mogg sobie by¢ wsze-
lako réwne; ogrod bowiem lub dziedziniec czworokatny, kwa-
dratowy lub trojkatny, moze by¢ zupehie tak obszernym, jak
pieciokatny, lub szes$ciokatny; stot kwadratowy Iub prosto-
katny co do swej wielkosci moze by¢ zupeklie rowny sto-
lowi innego nawet okragtego lub owalnego ksztattu 1 t. d.
0 takiej réwnosci dopiero pdzniej mowi¢ bedziemy, tu za$
bedzie mowa o rownos$ci figur tegoz samego nazwiska. Ale
1 figury tejze samej nazwy, moga mie¢ ksztalt bardzo od
siebie rozny, a wszelako by¢ sobie rowne we wzgledzie
miejsc prostemi ograniczonych. O takich figurach bedzie
mowa takze na innem miejscu. Pozostaje wigc tylko przy-
padek réwnosci figur jednejze nazwy i tegoz samego zupel-
nie ksztattu, ktére polozone na sobie przykrywaja si¢ do-
ktadnie we wszystkich swych czgéciach. O takich figurach
moéwi¢ bedziemy, ze przystajg do siebie (congruunt). Jak
skoro figury przystaja do siebie, juz tem samem s3 sobie
rowne. Aby tatwiej poznaé cechy takiej rownosci figur, za-
cznijmy od najprostszych t. j. od trojkatow.

g 22

Majac trzy proste materyjalne, np. trzy druciki lub
preciki oznaczonej dlugosci, lecz takie, izby summa dlugosci
dwoch ktoérychkolwielc byta wigksza od trzeciego, z powodu
w §. 15 wylozonego, i zlozywszy je tak, izby kazdy z nich
dwoma swemi koncami, dotykal koncow dwoch innych dru-
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cikéw dla zamknigcia trojkata, bez trudnosci dostrzezemy,
iz dlugosci trzech tych drucikow ztozonych w trojkat, w tak
Scistym zostaja zwiazku z trzema katami przez tez druciki
uformowanemi, iz chcgc dtugos$é ktoregokolwiek z nich zmie-
ni¢, koniecznie przynajmniej dwa katy zmienig takze swa
wielko§¢. Nawzajem, chcac ktérykolwiek z katdw powiekszyc
lub zmniejszyé, zmiana jego pocigga za sobg konieczng zmia-
n¢ dlugosci przynajmniej jednego drucika, a nastgpnie zmia-
n¢ przynajmniej jednego z pozostatych katow. Zastapiwszy
mysla owe druciki prostemi geometrycznemi, prawda co do
Scistej zaleznos$ci czyli zwiazku bokoéw z katami, nie podlega
zadnemu ograniczeniu, ale bedzie tenze sam wypadek, chcac
boki geometryczne albo katy powigkszaé lub zmniejszac.
Przy oznaczonej wigc dlugosci kazdego z bokow, kazdy z
katow ma tez mwielkoS¢ oznaczong, a zatem stalg i niezmien-
ng; trzy przeto oznaczone boki trojkata z trzema jego ka-
tami, stanowia niejako calo$¢, ktora za zmiang ktoregokol-
wiek z szeSciu elementéw (trzy boki i trzy katy), koniecznie
takze zmieni¢ si¢ musi; wypadkiem tej zmiany bedzie zawsze
tréjkat rézny od pierwszego. Dla tego rozumiem iz kazdy
fatwo pojmie, ze z trzech prostych dlugosci danej, nie mozna
ztozy¢ dwoch trojkatow réznych ale tylko jeden. A chociaz
kazda z prostych coraz inne miejsce zajmowac i coraz w inng
strong¢ tymze samym koncem skierowang by¢ moze, to wsze-
lako nie stanowi réznosci trojkatow, gdyz to wychodzi na
odwrocenie w rdézny sposob raz ztozonego trojkata. Wypada
tez rzeczywiscie z nauki o przestawieniach §. 45 Arytm., ze
z trzech elementow jest 1. 2. 3 = 6 przestawien, skadby si¢
zdawalo, iz sze$¢ réznych trojkatdéw z trzech prostych da-
nych zlozy¢ mozna. Jak atoli kazde z szeSciu przestawien
tez sarng calo$¢ stanowi bez wzgledu na porzadek, tak w
trojkacie, z powodu ze go przeczyta¢ mozna, poczynajac od
ktoregokolwiek z wierzchotkéw i to w jednym lub drugim
kierunku, nie zmienia si¢ calkiem mowiac: trojkat ABC,
ACB, BAC, BCA, CAB, CBA, bo tern czytaniem zawsze
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tenze sam trojkat wyrazamy, sze$¢ zatem pozornych trojka-
tow, zlewaja si¢ w jeden 1 tenze sam.

To dobrze zrozumiawszy, dwoma trojkatami rownemi
i do siebie przystajacemi beda te, w ktorych trzy boki je-
dnego, s3g réwne trzem bokom drugiego tréjkata kazdy kaz-
demu. Tak tedy mamy pierwszg ceche rownosci dwoch troj-
katéw 1 mozemy ustanowic

TWIERDZENIE. Dwa trojkgty w ktorych trzy bokijednego
sq rowne trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu sq sobie rowne
i przystajg do siebie.

Za dowdd tego twierdzenia stluzy powyzsze rozumowa-
nie, ktoére zadnej sprzeczno$ci nie zamyka. Kiedy trojkaty
przystaja, wszystkie czesSci jednego musza by¢ dokladnie
rowne odpowiednim czgsciom drugiego trojkata tak, iz poto-
zywszy je na sobie, przykryja si¢ wzajemnie najdoktadnicj
we wszystkich jwych czegsciach; skad naturalny wniosek wy-
ptywa, ze katy dw”ch” trojkatow sa sobie rowne takze
kazdy kazdemu. Uwazaé taai potrzeba, ze w tym przykryciu
si¢ zupelnem, te katy sa sobie rowne, ktore leza naprzeciw-
ko bokéw réwnych, lub zawarte sa migdzy bokami réwnemi.
Takie katy nazywac bedziemy w dalszym ciagu kgtami je-
dnakowo polozonymi (anguli homologi). Toz samo rozumid
si¢ wzgledem bokow, iz lezace naprzeciwko katow rownych,
zwa¢ bedziemy takze bokami jednakowo potozonemi, albo
lepiej bokami odpowiadajgcemi (latera homologa).

§ 23.

TWIERDZENIE. Dwa trojkgty majgce po dwa boki rowne
kazdy kazdemu i po kqcie migdzy temiz bokami zawartym
rownym, sq sobie rowne i przystajq do siebie.

Mech beda dwa tréjkaty ABC i abc jig. 31 takie, ze
ABz=.ab, BC—bc i B— b, potrzeba dowies¢, ze te trojkaty
polozone stosownie na sobie, zupelnie si¢ przykryja, a tern
samem sg sobie rowne, t. j. ze tez AC ~ac, A— a, C=zc.
Na dowiedzenie tego dosy¢ jest tylko dowies¢, ze AC— ac,
a juz wedlug poprzedzajacego twierdzenia dwa te trojkaty
przystang do siebie.
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Wystawmyz sobie trojkat abc oderwany z swego miej-
sca i polozony na trojkacie ABC i ulozony w ten sposob,
izby punkt b padt na B, a bok ba poszedt w kierunku boku
BA; tedy z powodu ze kat b— B, bok bc pojdzie tez w kie-
runku BC. Ale ze =z zalozenia ba— BA 1 bc— BC, przeto
punkt a padnie koniecznie na punkt A i punkt c na C; a
ze przez dwa punkta jedna tylko prosta przechodzi¢ moze,
zatem bok ac przykryje zupelnie bok AC tak, iz si¢ stana
jedna i taz sama prosta, a nastgpnie ac~ AC co potrzeba
byto rzeczywiscie dowies¢. Dwa wigc zalozone trojkaty przy-
stawszy do siebie, sg sobie we wszystkich swych czgsciach
rowne, a przeto rowniez i a~ A, crr:C.

Jest to wigc druga cecha po ktorej si¢ poznaje rownosé
i przystanie trojkatow. W pierwszym przypadku z réwnosci
trzech bokdéw, dowiedliSmy przystania tréjkatow, z czego
wnioskowali$§my o rownosci katow; w obecnym przypadku
podobniez zréwnosci trzech elementow (dwoch bokow i kata),
dowiedliSmy, ze tréjkaty przystaja do siebie, a nastepnie
wnioskujemy o réwnosci trzech innych elementow.

§. 24.

TWIERDZENIE. Dwa trojkqty majgce po jednym boku
rownym i po dwa kqty przy tychie bokach lezgce roione, sq
sobie takze rowne i przystajqg do siebie.

Niech dwa trojkaty ABC i abc jig. 31 beda takie, ze
AC —ac, kat A —a 1 kat Crrc; mamy dowie$¢ ze te troj-
katy sa sobie we wszystkich cze$ciach rowne, czyli ze przy-
staja do siebie, t. j. ze tez AB —ab, CB—cbh i B —b Aby
tego dowies$¢, dosy¢ tu znowu pokazaé ze AB—ab, CB= c0,
bo tym sposobem dwa te trojkaty mie¢ bedg po trzy boki
rowne, a zatem beda sobie rowne.

Podobnie jak w poprzedzajgcem wystawmy sobie tréj-
kat abc potozony na tréjkacie ABC w ten sposoéb, izby punkt
a padt na A a bok ac poszedt w kierunku boku AC. Po-
niewaz te boki z zalozenia sg rowne, zatem i punkt ¢ padnie
na punkt C, a bok ac przykryje zupelie bok AC. A ze
rowniez z zalozenia kat a— A 1 czz C, przeto bok ab pdj-
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dzie po AB, a bok ¢b po boku CB; punkt wigc b padnie
w pierwszym razie gdziekolwiek na bok AB lub jego prze-
dtuzenie, w drugim za$ razie tenze sam punkt b padnie na
bok CB lub jego przedluzenie; ten przeto punkt znajdowac
si¢ bedzie razem na dwoch prostych, t. j. na AB i CB,
gdzieindziej wigc zadna miarg znajdowaé si¢ nie moze jak
na spdlnem tych prostych przecigciu czyli w punkcie B, bo
proste rzeczone ten tylko jedyny punkt maja spoiny: wiec
nareszcie i punkt b pada na punkt B, a bok ab przykrywa
doktadnie bok AB i bok cb przykrywa podobniez bok CB.
Dwa zatem zatozone trojkaty przystaja do siebie a tern sa-
mém sg sobie rowne; skad wniesiemy ze ab~ AB, c6~CB
i kat b—B co byto do dowiedzenia.

Uwaga 1. Co dopiero dowiedzione twierdzenie stanowi
trzecig cechg rownosci trojkatow. W niem widzimy, Ze zno-
wu z réwnosci trzech elementéw trdojkata, pomiedzy ktoremi
znajduje si¢ jeden bok, dowodzimy przystania czyli rownosci
trojkatow, a potem wnioskujemy o réwnosci trzech innych
elementow. Trzy te cechy uczg nas, ze jezeli z szeSciu ele-
mentow trojkata trzy s¢ dane, trojkat wtedy tylko jest zu-
pelnie oznaczonym, gdy danemi elementami sg: albo trzy
boki, albo dwa boki z katem miedzy niemi zawartym, lub
nareszcie jeden bok z dwoma katami przylegtemi.

Uwaga 2. Trzy poprzedzajace twierdzenia o rownosci
i przystawaniu trojkatdw sa bardzo wazne, na nich bowiem
polega dowod wielu prawd w Geometryi 1 prawie ciaglego
beda w dalszym ciggu uzycia; dla tego tez juz tu nalezy si¢
przeja¢ duchem geometrycznego dowodzenia i nie mie¢ na
oku prostych trojkat ograniczajacych, albo samych trojkatéw
jako materyjalnych, ale raczej dobrze uwaza¢ na sposob i
Scistos¢ z jaka kazda prawde udowodnié¢ nalezy, jezeli kogo
0 jej rzetelnosci przekona¢ chcemy. Z tej strony uwazajac
poprzednie i nastgpne dowodzenia, wiejemy w owe linije i
figury ducha, ze je stysze¢ bedziemy przemawiajace do nas
1 wskazujace nam co to jest prawdziwe dowodzenie jakiej-
kolwiek prawdy.
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Uwaga 3. Co si¢ tyczy przystawania innych figur, nie-
potrzebne s3 osobne twierdzenia: rozebrawszy albowiem kaz-
de dwa wielokaty tymze samym sposobem za pomocg prze-
katni na trojkaty, skoro kazde dwa odpowiadajace sobie, a
tem samem wszystkie cze$ci w tymze samym porzadku, jak
sa ulozone, przystaja do siebie, natenczas i calosci t. j. sa-
me wielokaty przysta¢ takze musza. Dwa zatem réwnole-
gtoboki majace po dwa boki przylegte rowne i po kacie mig-
dzy temiz bokami zawartym réwnym, przystaja do siebie.
Dwa prostokaty majace po dwa boki przylegle roéwne, takze
przystaja do siebie i t. d.

Za pomoca nabytychjuz dotad wiadomosci, mozemy roz-
wigzaé nastepujace zagadnienia.

§ 25.

ZAGADNIENIE i. Na danej prostej i przy punkcie danym
narysowac kqt rowny danemu.

Rozwigzanie. Niech bedzie kat M i prosta AB, tudziez
punkt A na niej dany jig. 32 potrzeba z tego punktu popro-
wadzi¢ inng prosta, ktoraby z dana czynita kat rowny dane-
mu M. Na ten koniec z punktu M dowolng otwartosciag cyr-
kla kreslimy tuk przecinajacy ramiona kata M w punktach
N iP taz sama otwartoscig cyrkla, kreslimy z danego punk-
tu A tuk z tej strony prostej danej, z ktorej chcemy mieé
kat, tak izby przeciat prosta AB, jak tu w punkcie D. Wzigw-
szy potem cyrklem odleglo§¢ punktow N i P, i ta z punktu
D (t. j. postawiwszy jedn¢ ndézke cyrkla w punkcie D), prze-
cinamy ostatni tuk w punkcie C, a poprowadziwszy przez
punkta A i C prosta, ta zdana AB czyni¢ bedzie kat rowny
danemu M. Dla dowiedzenia, ze takiem post¢gpowaniem za-
gadnienie to jest rzetelnie rozwigzane, polagczmy tak punkta
N i P jako tez C i D prostemi NP i CD, tedy w dwodch
trojkatach MNP i ACD jest AC~MN, ADr=:MP i CDzzNP
z wykré§lenia, bo tak oba tuki taz samg otwartoscig cyrkla
nakre$liliSmy, przez co promienie MN, MP i AC, AD sa
migdzy sobg rowne, jako tez i odleglo§¢ NP tez sarng prze-
nie$lismy od D do C, zatem dwa tc trojkaty wedlug twier-
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dzenia §. 22 przystaja do siebie, a z przystania wnosimy ze
katyjednalcowo potozone sg sobierowne, przeto CAD~CABrrM
co bylo do okazania.

§ 26.

ZAGADNIENIE 2. Prostg, oznaczonej diugosci 'podzieli¢ na
dioie czesci rowne.

Rozwigzanie. Niech prosta dang begdzie AB, fig. 33, po-
trzeba t¢ prosta podzieli¢ na dwie czgsci rowne. Z koncow
jej A i B jako ze $rodkéw kota, dowolng otwartos$cig cyrkla,
byle tylko wigksza niz potowa prostej AB, zakreslamy z obu
stron prostej tuki jakiejkolwiek wielkosci, byle si¢ tylko z
sobg przeciety, co w kazdym razie nastgpi, skoro warunek
otwartosci cyrkla byt zachowany, jak tu w punktach C i D.
Ztaczywszy te dwa punkta prosta CD, ta podzieli AB w punk-
cie w ktorym jg przecina, t. j. wE na dwie réwne czgsci.

Na dowiedzenie rzetelnosci tego postgpowania, ztgczmy
punkta C i D z punktami A i B prostemi AC, BC, AD,
BD; w dwoch trojkatach CAD i CBD jest AC —BC,
AD~BD i CD spdlne, przeto dwa te trojkaty wedlug §. 22
przystaja do siebie, z przystania za§ wnosimy, ze katy je-
dnakowo potozone, sg migdzy sobg rowne, zatem ACD”rBCD.
W dwoéch znowu trojkatach ACE i BCE jest AC= BC, bok
CE spoiny i kat ACE —BCE, zatem wedlug §. 23 przystaja
do siebie, a w szczegolnosci bok AE=zBE co bylo do okaza-
nia.

Uioaga. Zupeiie takiem samem postepowaniem podzie-
li¢ mozna tuk dany na dwie réwne cz¢sci, kreslac z jego
koncow tuki tak jak z koncoéw prostej danej kreslilismy ita-
czac punkta przecigcia si¢ dwoch tukow prosta, ktora podzie-
li dany tluk, na dwie réwne czgsci.

§ 27.

ZAGADNIENIE 3. Z danego punktu na prostej danej po-
prowadzi¢ inng prostq do pierwszej prostopadiq.

Rozwigzanie. Dang prostg niech bedzie AB fig. 34, tu-
dziez niech na jej kierunku danym punktem bedzie C, po-
trzeba z tego punktu poprowadzi¢ w jedne lub drugg strong
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prostopadla do AB. Na ten koniec od punktu C tak ku A
jako tez i ku B, odetnijmy czgsci CD i CE migdzy sobg ro-
wne a zresztag dowolne, zpunktow D i E jakakolwiek otwar-
toscig cyrkla, byle wigksza niz polowa DE, czyli wickszg niz
kazda z odcietych czgsci, zakreslmy nad, lub pod prosta AB
dwa tuki jak w zagadnieniu poprzedzajacem, ktére przetna
si¢ w punkcie F; zlaczywszy punkt F z danym C prosta
FC, ta bedzie prostopadia zadang.

Na dowiedzenie rzetelnosci tego rozwigzania, potaczmy
punkt F z punktami D i E prostemi DF i EF, tedy dwa
trojkaty DFC 1 CFE sa sobie rowne i przystaja do siebie,
wedtug §. 22, bo DFnrEF, gdyz punkt F znajduje si¢ tak
na okregu kota ze $rodka D, jako tez i na okregu kota ze
srodka E, tymze samym promieniem zakreslonym, CD ~ CE
takze z wykresleniai CF spolne, z przystania za$ tych trojka-
tow wnosimy; ze kat DCFzzECF. Ale te katy sa przylegte,
czynig zatem dwa katy proste, a kiedy sobie sg rowne, kaz-
dy znich jest prostym §. 6 a prosta FC jest prostopadia do
AB co nalezalo dowies¢.

Gdyby z konca danej prostej potrzeba bylo poprowa-
dzi¢ do niej prostopadla, wtedy nalezy przedtuzy¢ prosta da-
na w przeciwng stron¢ i postapi¢ jak wyze;j.

Uwaga. Jezeli zpunktu na prostej danego potrzeba po-
prowadzi¢ prostopadta do tejze, uzywamy w takim razie wy-
razenia: z jpunkta na prostej danego, wyprowadzi¢ lub wysta-
wi¢ do niej prostopadig.

§. 28.

ZAGADNIENIE 4. Z punktu danego nad linijg prostq po-
prowadzi¢ prostopadilq do tejze.

Rozwigzanie. Niech AB bedzie prostg dang, tudziez nad
nig (moze tez by¢ ipod nia) punkt Cjig. 35, potrzeba z te-
go punktu poprowadzi¢ prostopadia do AB. Z danego punk-
tu C, kresli si¢ tuk otwartoscig cyrkla wicksza niz jest odle-
glos¢ punktu C od AB, a zatem dowolna byle tylko taka,
izby zakre$lony tuk przeciat prosta AB w dwoch punktach
D i E; z tych ostatnich punktow jako ze $rodkéw jednymze
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promieniem, ale wigkszym niz potowa DE, kré§limy dwa
tuki z przeciwleglej strony punktu danego wzgledem prostej
danej, przecinajace si¢ w punkcie F, lub tez migdzylJ;prosta
i punktem danym, przecinajace si¢ w punkcie G, lub naresz-
cie nad punktem C, przecinajace si¢ w K (pierwsze w kaz-
dym razie jest doktadniejsze); punkta C i F lub C i G, lub
tez C i K taczymy prosta, ktora w dwoch ostatnich przy-
padkach przedtuzamy az do przecigcia si¢ z AB w punkcie
H, a ta bedzie prostopadta do AB. Na udowodnienie ze tak
jest w istocie, potagczmy punkta C i F z punktami D i E
prostemi CD, CE, DF i EF, tedy zupelnie jak w zagadnie-
niu poprzedzajagcem, dwa trojkaty CDF i CEF przystaja do
siebie wedlug §. 22, a w szczegdlnosci kat DCF~FCE.

Dwa znowu trojkaty DCH 1 HCE przystajg takze do
siebie wedtug §. 23, a nastgpnie kat DHCrrrfCHE. A zZe te
katy sa przylegle, wiec kazdy z nich jest prosty, a prosta
CH prostopadta do AB wedlug §. 6 co bylo do dowiedzenia.

Gdyby$my z jakich powodéw musieli kresli¢ tuki prze-
cinajace si¢ w G lub K, wtenczas dowdd zupetlnie jest ten
sam jak poprzedzajacy.

Uwaga 1 Przez punkt dany za prosta poprowadzic¢
prostopadta do tejze, uzywa si¢ w Geometryi wyrazenia:
z punktu danego za linijg, spusci¢ prostopadlq do tejze.

Uioaga 2. Ze tak z punktu na prostej, jako tez i za
prosta danego nie wigcej jak jedne prostopadla do niej po-
prowadzi¢ mozna, jest rzecza bardzo jasng, gdyz w pierwszym
razie kazda inna, w inny sposéb prowadzona jak np. CG
lub CH fig. 34 czyni¢ bedzie z prosta dang dwa katy nie-
rowne; bo kat GCB«<FCB t. j. od prostego, kat za$
HCB>FCB, pierwszy wigc jest ostry a drugi rozwarty;
proste wigc CG i CH sa pochylemi wzgledem AB stosownie
do §. 6. Co si¢ tyczy drugiego przypadku, pozwolmy, jezeli
to by¢ .moze, -z¢ prosta CE fig. 35 z punktu C do AB po-
prowadzona, jest takze do AB prostopadta. Dwie proste pro-
stopadle do trzeciej sg od siebie rownolegle wedlug §. 13,
wigc CE musiataby by¢ rownolegla do HC. Ale proste row-

4
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nolegte nigdzie si¢ z soba nie schodza, proste za§ HC i EC
spotykaja si¢ w punkcie C, nie mogg wigc by¢ rownolegtemi
a nastgpnie prosta CE nie jest prostopadla do AB lecz po-
chyla; zatem z punktu za linija nie mozna wigcej jak tylko
jedng spusci¢ do niej prostopadia.

§ 29.

ZAGADNIENIE 5. Przez punkt dany za prostq poprowa-
dzi¢ inng prostq rownoleglq do pierwszej.

Rozwigzanie. Niech dang prosta bedzie AB i punkt za
nig Cjig. 36, potrzeba przez ten punkt poprowadzi¢ réwno-
legta do' AB. Z punktu C poprowadzmy prosta CD pod ja-
kiemkolwiek nachyleniem do AB, potem przy prostej CD i
przy punkcie C wedlug §. 25 narysujmy kat ECD — CDB,
a przedtuzywszy jego rami¢ CE w obie strony nicogranicze-
nie, prosta EF jest zadang rownolegla do AB. Katy bowiem
ECD i CDB sa naprzemianlegte wewngtrzne i sobie rowne
z wykres$lenia, zatem proste AB i EF wedlug §. 10 s3
réwnolegte.

Uwaga. Ze przez punkt C nie wiecej jak jedna row-
nolegta do AB jest mozebna, przekonaé¢ si¢ mozna z §. 12
jako tez i ztad, ze przypusciwszy iz prosta GH przez punkt
C przechodzaca rézna od EF, jest takze rownolegta od AB,
musialby kgt GCD by¢ réowny katowi CDB; a ze CDBrrECD
z wykre§lenia, zatem i kat GCD bylby rowny katowi ECD.
Ale kat GCD, jest czegsciag kata ECD wigc mu nie moze byc¢
rowny, przeto i to by¢ nie moze, izby prosta GH byta row-
noleglta do AB; zatem przez punkt C nie wigcej nad jedng
prosta réwnoleglta do AB poprowadzi¢ mozna.

§. 30.

ZAGADNIENIE 6. Przez dany za prostq punkt poproioa-
dzi¢ inng, ktoraby z dang czynila kqt zgdany Ilub dany.

Rozwigzanie. Niech AB bedzie prosta, C punktem, M
katem danym, jaki prosta przez C przechodzaca ma czyni¢
z AB jig. 37. Przy ktéorymkolwiek punkcie M' prostej danej
narysujmy kat NM'D réwny danemu wedtug §. 25, a potém
wedlug zagadnienia poprzedzajacego poprowadzmy przez
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punkt C réwnoleglta do NM' a ta z dang prosta czynié¢ be-
dzie kat CDB“ M. Rozwiazanie to tak jest oczywistem, ze
zadnego dowodzenia nie potrzebuje, pamigtajac tylko wia-
sno$¢ linij réwnolegtych.

§. 31.

ZAGADNIENIE 7. Majgc dane trzyproste oznaczonej dlugosci,
narysowacé trojkqt, ktoregoby bokami byly te trzy proste dane.

Rozwigzanie. Niech danemi trzema prostemi beda AB,
CD i EF jig. 38, nakreS§liwszy prosta nicograniczonej dtu-
gosci, odcina si¢ na niej jedna z prostych danych np. AB
od M do N, potom z punktu M otwartoscia cyrkla roéwnag
jednej z pozostalych prostych np. CD kresli si¢ tuk, a z pun-
ktu N otwartosciag cyrkla rowna drugiej prostej przecina si¢
tenze tuk; punkt przecigcia si¢ tych tukow P polaczywszy
z punktami M i N prostemi MP, NP, otrzymamy tr6jkat za-
dany. Gdy bowiem MN~ AB, MP~ CD a NP~ EF, z wy-
kreslenia, wigc bokami trojkata MNP sg trzy proste dane,
jest zatem trojkat MNP zadanym, bo z trzech prostych jeden
tylko trojkat nakresli¢ mozna wedhug §. 22.

Uioaga 1. Aby to zagadnienie bylo podobnem do rozwia-
zania, jedyny tylko jest warunek, aby summa dwoch ktoérych-
kolwiek prostych danych byta wigksza niz trzecia wedtug §. 15.

Uwaga 2. Gdy z danych elementow mamy narysowac
trojkat, uzywamy w Geometryi wyrazenia si¢: wykresli¢ tub
wystawié trojkgt. Tak ostatnie zagadnienie wystowig si¢ zwy-
czajnie: z trzech prostych danych wykresli¢ lub wystawié troj-
kgt. Tegoz samego wyrazenia si¢ uzywac takze bedziemy
przy innych prostokreslnych figurach.

Uwaga 3. Gdyby trzy proste byly miedzy soba réwne,
wystawiony trojkat bylby réwnobocznym, a w takim razie
zagadnienie zmieniloby swoje brzmienie w nastepujace: na
prostej danej wystawi¢ trojkgt rownoboczny, ktoérego rozwia-
zanie niczém si¢ nie roézni od poprzedzajacego.

§. 32.

ZAGADNIENIE 8. Majgc dane dwie proste i kqt majgcy

by¢ miedzy niemi zawarty, wystawié¢ trojkqt.
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Rozwigzanie. Niech danemi prostemi beda AB i CD,
tudziez danym katem M fig. 39 nakresliwszy prosta nico-
graniczonej dhugosci, odcina si¢ na niej jedna z prostych da-
nych np. CD od M do N, potem przy prostej MN i przy
punkcie M lub N, kres$li si¢ kat rowny danemu M, a odcigw-
szy na ramieniu nakre$lonem, druga z prostych danych AB
od M do P i zlaczywszy punkta P i N prosta PN, otrzyma-
my tréjkat MPN zadany; albowiem MN—CD i MPzrrAB
tudziez kat PMN—M jest katem migdzy danemi prostemi
zawartym, jak zadano; a z dwoch prostych i kata miedzy
niemi zawartego nie podobna mie¢ dwoch trojkatow roéznych
wedhug §. 23.

§. 33.

ZAGADNIENIE 9. Dana jest prosta i dwa kqty majgce
przy niej lezeé, wystawic¢ z tych trzech elementow trojkgt.

Rozwiqgzanie. Niech dang prosta bedzie AB a dwoma
danemi katami M i N fig. 40, potrzeba z tych rzeczy wy-
stawi¢ trojkat. Nakre§liwszy prosta nieograniczonej dlugosci,
odcina si¢ na niej prosta dang AB od M do N; przy punk-
cie M kresli si¢ kat rowny danemu M, a przy punkcie N
kat rowny katowi N Iub przeciwnie; nakre$§lone ramiona
przedtuzaja si¢ az do przecigcia si¢ z soba w punkcie P, a
te zamkng trojkat MNP zadany; jest bowiem MNnAB,
PMNmM, PNM~N i oba te katy leza przy prostej MN~AB
jak zadano : z trzech za$ takich elementéw nie mozna wy-
stawi¢ dwoch réznych trojkatow wedlug §. 24.

Uwaga. Zeby to zagadnienie bylo podobnem do roz-
wigzania, koniecznym jest warunkiem aby summa dwoéch da-
nych katéw byla mniejsza niz 2R, inaczej bowiem przediu-
zone ramiona nie przetng si¢ z sobg ale raczej rozchodzi¢
si¢ beda jak np. ramiona MP i NQ fig. 41, z tego powodu,
iz dwie proste MP i NQ przecigte od trzeciej MN czynia
summe katow jednostronnych wewnetrznych wigksza niz
2R, zatem nie przetng si¢ nad ale pod prostg MN avpunk-
cie R i zamkna rzeczywiscie trojkat MNR, ktorego dwa katy
RMN i RNM sg spetlieniami katéw danych do dwoch katow
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prostych. W takim wigc przypadku wykreslony tréjkat nie
bedzie zamykal elementow danych a mianowicie katow, ale
ich spetnienia.

Gdyby summa danych katéw rownata si¢ 2R, ramiona MP
i NQ nigdzieby si¢ nie przecigty, gdyz w takim przypadku
summa katow PMN i QNM bedac réwna 2R, proste MP i NQ
bytyby réwnoleglemi wedtug twierdzenia §. 10 co do trzeciego.

§. 34.

ZAGADNIENIE 10. Dany kqtpodzieli¢ na dwie rowne czesci.

Bozwigzanie. Danym katem niech bedzie kat A fig. 42,
na ramionach jego naznaczywszy dwa punkta B i C jedna-
kowo od wierzchotka A odleglte, z tych punktow B i Cjako
ze $rodkéw dowolnym promieniem byle wigkszym niz poto-
wa odleglosci BC zakresliwszy dwa tluki przecinajace sig¢
w punkcie D, prosta taczaca wierzchotek z punktem D po-
dzieli dany kat A na dwie réwne czesci.

Na udowodnienie rzetelno$ci tego rozwiazania, zlaczmy
punkta B i C z punktem D prostemi BD i CD, tedy dwa
trojkaty ABD i ACD wedlug §. 22 przystaja do siebie, a
nastepnie katy jednakowo potozone sg sobie réwne; przeto
kat BAD lezacy naprzeciwko boku BD, jest rowny katowi
CAD przeciwlegtemu bokowi CD a réownemu bokowi BD,
co bylo do okazania.

WNIOSEK. Dzielac tym samym sposobem kazdy z ka-
tow BAD i CAD znowu na dwie réwne czeSci, podzielimy
kat dany A na cztery czgsci rowne; a dzielac kazdy z ostat-
nich katow na dwie, caly kat A podzielimy tym sposobem
na o$m czgéci rownych it. d. Widzimy przeto Zze powyzszem
postgpowaniem kazdy kat podzieli¢ mozemy na 2,4, 8, 16 ....
czyli 21 22 23 24 ... 2" czgsci rownych.

§ 35.

ZAGADNIENIE 11. Majgc dane dwie proste na dwa przy-
legte boki rownolegloboku i kqt majgcy by¢é miedzy niemi za-
warty, tcykreslic czyli wystawié rownoleglobok.

Bozwigzanie. Prostemi danemi niech bedg AB i CD
tudziez danym katem M fig. 43, potrzeba z tych elementéw
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wystawi¢ réwnolegltobok. Na ten koniec kresli si¢ naprzéd
prosta nieograniczonej dlugosci i na niej odcina si¢ jedna
z prostych danych np. wicksza AB od P do R; przy punk-
cie P lub R kresli si¢ kat rowny danemu; a na jego na-
kreslonem ramieniu odciawszy druga prosta dang CD od P
do T, przez punkt T prowadzi si¢ rownolegta od PR, a przez
punkt R réownolegta od PT; te przedluzone az do ich prze-
cigcia si¢ z soba, zamkng rownolegltobok zadany. Lub toz
na rownoleglej od PR odcigwszy TS = PR, punkt S zlaczyé
z punktem R prosta, dwie tak poprowadzone proste z dwie-
ma pierwszemi zamkng roéwnoleglobok jak poprzednio. Rze-
telno$¢ tego rozwigzania nie potrzebuje dowodu; jest bowiem
rzecza widoczng, ze wystawiona figurajest rownolegtobokiem
i zawiera trzy elementa dane.

ROZDZIAL IE.
Wtasnosci figur prostokresinych, co do bokow i kqtow, tudziez
iclasnosci prostych prostopadlych i pochylych.

§. 36.

Po rozwigzaniu poprzednich zagadnien, tatwo dowie-
dziemy zasadnicze twierdzenie calej nauki o trojkatach, a
zatem 1 figurach prostokreslnych, ktoére jak juz wspomnielis-
my, mozna albo rozebra¢, albo zamieni¢ na trojkaty. Twier-
dzenie to jest nastepujace:

TWIERDZENIE. W kazdym trojkgcie prostokresinym sum-
ma trzech jego wewnetrznych kqtow rowna sie dwom kgtom
prostym.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 44, potrzeba dowies¢ ze
A -fB+C = 2R=:1800.

Przez wierzchotek ktoregokolwiek z jego katdow np. B
poprowadziwszy prosta DE réwnoleglta do boku przeciwle-
gltego AC, kat Am DBA, kat Crm CBE jako naprzemianle-
gle wewnetrzne wzgledem dwoch rownolegtych AC i DE i
siecznych AB i CB. Ale summa katow DBA-f-B-j-CBEr:2R
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wedlug §. 7, wzigwszy wigc zamiast katow DBA i CBE im
rowne A i C, bedzie tez A-f-B-j-C —2R co bylo do dowie-
dzenia.

WNIOSEK 1. W kazdym tréjkacie prostokreSlnym sum-
ma dwéch ktérychkolwiek katéw mniejsza jest od dwéch ka-
tow prostych i warunek w uwadze przy zagadnieniu §. 33
gléwnie na tej zasadzie polega.

WNIOSEK 2. Jezeli w trojkacie prostokreslnym znamy
dwa katy, juz tern samem itrzeci jest znany; rowna si¢ bo-
wiem roznicy migdzy 180° a summa dwoch wiadomych. Twier-
dzenie wiec §. 24 moze by¢ ogoélniej wystowione tym sposo-
bem: dwa trojkqty majgce po jednym boku rownym i po dwa
ktorekolwiek kqty rowne, sq sobie rowne i przystajq do siebie.

WNIOSEK 3. Jezeli w trojkacie jeden kat jest prosty,
dwa inne koniecznie musza by¢ ostre. A gdyby w trdjkacie
jeden kat byt rozwartym, dwa inne tern wigcej muszg by¢
ostre.

Uwaga. Trojkaty ze wzgledu katow majg takze szcze-
gblne nazwy. I tak: trojkat majacy kat prosty, nazywa si¢
prostokgtnym (triangulum rectangulum). W takim trdjkacie
bok przeciwlegly katowi prostemu, zowie si¢ przeciwprosto-
kgtnig (hypothenusa), dwa za$ inne boki nazywaja si¢ boka-
mi kqgtowi prostemu przyleglemi (catheti). Trojkat, ktoérego
jeden kat jest rozwarty, nazywacé bedziemy rozwartokgtnym
(obtusangulum), a bok temu katowi przeciwlegly, przeciwroz-
wartokqtnig. Troéjkat nareszcie, ktorego kazdy z trzech ka-
tow jest ostry, zwac bedziemy ostrokgtnym (acutangulum), bok
za$ przeciwlegly katowi ostremu, przeciwostrokgtnig. Dwie
ostatnie nazwy rzadko si¢ uzywaja, a trdjkaty rozwarto- i
ostrokatne nosza jeszcze jedn¢ ogolng nazwe ukosnokgtnych
(obliguangulum).

§. 37.

Na podstawie poprzedzajacego twierdzenia, znajdziemy
w kazdym wielokacie summe jego katdéw wewngtrznych na-
stepujacym sposobem:
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a) W czworokacie ABCD fig. 45 poprowadziwszy przeka-
tnig AC lub BD, ta podzieli czworokat na dwa trojkaty,
ktorych katy wewngtrzne nalezg do katow czworokata.
A 7ze w kazdym z tych trojkatéw summa trzech katoéw
czyni 2R czyli 180°, zatem summa katéw wewnetrznych
czworokata czyni 2.2R=4R ~ 2.180°= 360°.

Mozna tez znale$¢ summg¢ wewngtrznych katow czwo-
rokata tak: gdziekolwiek wewnatrz czworokata obrawszy
punkt E i takowy polaczywszy z wierzchotkami katoéw
czworokata prostemi, te podziela czworokat jak wiemy
na cztery tréjkaty, ktéorych katy, oprocz tych ktore sa
przy punkcie E, stanowig katy wewnetrzne czworokata.
Poniewaz w kazdym z czterech trojkatow summa trzech
katow czyni 2R, zatem summa wszystkich katow czyni
42R = 8R. Ale, jak to wspomnieliSmy, katy przy E nie
nalezg do katdw czworokata, a czynig 4R wedlug §. 7,
zatom summa katow wewnetrznych czworokata jest rGwna
8R—4Rr=4R jak wyzej. Te¢ summe dla dalszego wy-
razmy tak 4.2R—4R.

b) W pieciokacie ABCDIv Fig. 46 z wierzchotka ktéregokol-
wiek zjego katow np. A”poprowadziwszy do innych wierz-
chotkow przekatnie, ktorych dwie tylko wedlug §. 48
prowadzi¢ mozna, te wedlug tegoz §. podzielg pigcio-
kat na trzy trojkaty, ktorymi katy wewnetrzne stanowig
katy wewngetrzne pigciokata. A Ze summa trzech katow
kazdego trojkata czyni 2R, zatem summa katdw wszyst-
kich trzech trojkatow, czyli summa katow wewngtrznych
pieciokata, rowna si¢ 3.2R“ 6R.

Albo: obrawszy wewnatrz pigciokata gdziekolwiek punkt
S i ten zlaczywszy prostemi ze wszystkiemi wierzchot-
kami katow pieciokata, podzieli si¢ tym sposobem pigcio-
kat ten na pig¢ trojkatow. W kazdym z tych trojkatow
summa jego katow' wewnetrznych czyni 2R, wigc we
wszystkich trojkatach summa katow czyni¢ bedzie 5.2R—
I0R. Ale znowu katy przy S czyniag 4R a nie nalezg
do katow' pigciokata, wigc nareszcie summa katow we-
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wnetrznych pigciokata jest rowna 10R—4R~6R jak wy-
zej, albo 5.2R—4R.

¢) Zobaczmy jeszcze w szesciokacie. Postapiwszy tu dwo-
ma powyzszemi sposobami, znajdziemy wedlug pierwsze-
go summg katow wewnetrznych sze$ciokata rowng 4.2R—
8R; bo przez prowadzenie przekatni, ktérych bedzie trzy,
podzieli si¢ szesciokat na cztery trojkaty. Wedlug za$
drugiego sposobu tenze sze$ciokat podzieli si¢ na szes¢
trojkatow, a zatem summa katdow wewnetrznych szeScio-
kata bedzie rowna 6.2R—4R= 8R jak pierwszym spo-
sobem.

Zestawiajac to co dotad o summie katow wewngtrznych
trojkata, czworokata, pieciokata i sze$ciokata dowiedlis-
my, pod jeden widok, i piszac 2R= 3.2R—4R summg
katow wewnetrznych w trdjkacie, mie¢ bedziemy:

summa katow wewngetrznych trojkata =2Rrr3.2R—4R
» » » czworokata ~ 4R~4.2R—4R
» » ’ pieciokata 6Rrr5.2R—4R

’ ’ ’ sze$ciokata zz8Rin6.2R—4R
wigc w ogolnosci summa katow wewngtrznych wielokata
majacego n bokoéw rowna si¢ . w.2R—4R rz (n—2)2R.
t. j. summa rzeczonych katow |*6wna si¢ tyle razy wzig-
tym dwom katom prostym ile wielokat ma bokéw mniej
4 katy proste, albo: rowna si¢ tyle razy wzietym dwom
katom prostym, ile wielokat ma bokéw mniej 2.

Uwaga. Poniewaz summa katow wewnetrznych

trojkata  czyni 2

czworokata  , 4 )
picciokata ’ 6 katow
szesciokata ,, 8 prostych
siedmiokata ,, 10

t. d

wiec summa katow wewnetrznych wielokatow tak jak po so-

bie nast¢pujg, poczynajac od trojkata, stanowia szereg liczb

parzystych 2, 4, 6, 8, 10 ...

ktorego ogoélny wyraz jest
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2 (n—2) wyrazajacy summe¢ katow wewnetrznych wielokata
n bokow majgcego.
§ 38.

Definicyja zewngtrznego kata w §§. 15 i 16 podana,
pozostaje dla kazdego wielokata taz sama, zobaczmy wiec
co jest uwagi godnego wzgledem katow zewnetrznych kaz-
dego o jakiejkolwiek liczbie bokéw wielokata.

Jezeli w trojkacie ABC fig. 47 idac w kierunku ABC
przedtuzymy jego boki w tymze kierunku, otrzymamy przy
kazdym wierzchotku jeden tylko kat zewngtrzny, jak tu sa
katy DBC, ECA i FAB; takie katy nazywac¢ wlasciwie be-
dziemy katami zewnetrznemi trdjkata, ile razy bedzie mowa
o wszystkich razem; maja one bowiem t¢ wlasno$¢, ze w
summe wzigte czynig 4R. Jakoz przy kazdym wierzchotku
kat zewnetrzny z wewnetrznym czynia 2R jako przylegte,
w trzech przeto wierzchotkach jest 6R, od czego odjawszy
katy wewnetrzne, ktéorych summarr: 2R, pozostaje na summe
katow zewnetrznych trojkata 4R.

W czworokacie ABCD fig. 48 postapiwszy tymze sa-
mym sposobem, otrzymamy jego katy zewngtrzne EBC, FCD,
GDA i BAH. A zZe znowu kazdy kat zewnetrzny z wewne-
trznym czyni 2R, a wierzchotkow jest cztery, zatem summa
katow zewnetrznych z wewnetrznemi czyni 4.2R=r8R. Od-
jawszy od tej summy katy wewnetrzne czworokata, ktore
wedtug poprzedzajacego §. czynia 4R, pozostaje na summg
katow zewnetrznych czworokata 4R.

W pigciokacie ABCDE fig. 49 przedluzywszy jego bo-
ki w sposob przy trojkacie i czworokacie wskazany, otrzyma-
my summe katow zewnetrznych i wewngtrznych — 5.2Rzr:10R.
A 7ze wedlug powyzszego summa, drugich zz 6R, zatem na
summe katow zewnetrznych pieciokata wypada 10R—6R=4R.

W szeéciokgcie przez pedobnez rozumowanie znalezli-
by$my summe katéw zewnetrznych z wewngtrznemi= 6.2R“
12R; ale ze summa drugich czyni 8R, summa przeto pierw-
szych czyli zewnetrznych czyni¢ bedzie 12R—8R—4R.



59

Kiedy dla kazdego z cztomch przywiedzionych wielo-
katow summa katow zewngtrznych wypada~4R, wniesiemy
wigc ogoélnie: ze summa kqtow zewnetrznych kazdego wielokq-
ta jest stalq i rowna sig czterem kgtom jprostym.

Albo tak: wiclokat majacy n bokdéw, ma tez n wierz-
chotkéw katéw, przeto summa katéw zewngtrznych i wewng-
trznych razem, czyni w.2R. Ale wedlug poprzedzajacego §.
summa drugich czyni R.2R—4R, ktére odjawszy od poprze-
dzajacdj summy, otrzymamy n.2R— (W2R—4R)=4R na
summe¢ katow zewnetrznych jak szczegoétowo widzielismy.

§. 39.

TWIERDZENIE. Kgt zewnetrzny trojkqta rowna sie dwom
wewnetrznym naprzecitoko lezgcym.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 50, w ktorym przedtu-
zywszy jeden z bokow np. AC nieograniczenie, otrzymamy
kat BCD zewnetrzny trojkata ABC; potrzeba dowids¢ ze
BCD”r:A-j-B. Przez punkt C poprowadziwszy prosta CE
rownoleglta do AB, bedzie kat BCErrB, jako naprzemianle-
glte wewnetrzne wzglgdem AB i CE i siecznej BC; podobniez
kat ECDzzA jako jednostronne odpowiadajgce sobie wzgle-
dem tychze rownolegtych i siecznej AD. A ze BCE-]-ECD~
BCD, wigc tez A-f-B=BCD co bylo do dowiedzenia.

Uioaga. Katy naprzeciwkolezace nazywajg si¢ te, ktore
z katem zewnetrznym nie majg spolnego wierzchotka.

WNIOSEK. Z tego twierdzenia wypada, ze kat zewnetrz-
ny trojkata jest zawsze wickszy od kazdego z wewnetrznych
naprzeciwko potozonych.

§. 40.

Poznawszy cechy rownosci trojkatéw, tudziez ze sum-
ma katow wewngetrznych trojkata jest statg i rowna si¢ 2R,
zobaczmy teraz jaki wplyw maja boki trdjkata na jego ka-
ty i wzajemnie, gdyz juz wiemy ze pomig¢dzy niemi S$cisty
zachodzi zwiazek.

TWIERDZENIE. W trojkgcie naprzeciwko kokoio rownych
lezq kqty rowne i wzajemnie: naprzeciwko kqtow rownych le-
zq boki rowne.
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Co do pienoszego. Niech bedzie trojkat ABC fig. 51, w
ktorym ABmBC; potrzeba dowies¢ ze tez kat AmC. Na do-
wiedzenie tej prawdy, bok trzeci AC podzielmy w punkcie
D na dwie réwne cze$ci i punkt podziatu zlaczmy z wierz-
chotkiem kata przeciwleglego B prosta BD. Dwa trojkaty
ABD i DBC wedlug §. 22 przystang do siebie, bo trzy bo-
ki jednego sa rowne trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu,
t. . ABmBC z zalozenia, ADmDC zpodzielenia a BD spoi-
ny, nalezy bowiem tak do tréjkata ABD jako tez i DBC.
Z przystania tych trojkatdow wnosimy, ze katy ich jednako-
wo potozone sa sobie rowne; jest wigc AmC, ADB—BDC
i ABD—DBC. Pierwsza przeto czgs¢ obecnego twierdzenia
jest tym sposobem dowiedziona.

Twierdzenie to wyslowig si¢ zwyczajnie tak: w trojkgcie
rownoramiennym kqty lezgce przy podstawie sq sobie rowne.

WNIOSEK 1. Poniewaz kazdy trojkat rownoboczny jest
zarazem rownoramienny, wigc taki tréjkat jest oraz rowno-
katnym, t.j. trzy jego katy sa miedzy soba rowne. A kie-
dy summa trzech katow trojkata jest m 180°, zatem w trdj-
kacie ré6wnobocznym kazdy kat jestm 60°.

WNIOSEK 2. Poniewaz z przystania dwoch powyzszych
trojkatow wypadto takze iz ADBmBDC, a te katy jako
przylegte czynia 2R, zatem kazdy z nich jest prostym a pro-
sta BD prostapadta do podstawy AC. A Ze rowniez z przy-
stania rzeczonych tréjkatow wnies§liSmy ze ABD —DBC, wigc
prosta BD dzieli kat w wierzchotku na dwie rowne czesci.
Whniesiemy wigc ogoélnie, ze w trdjkacie ré6wnoramiennym
potaczywszy wierzchotek kata przeciwleglego podstawie ze
srodkiem tejze podstawy linija prostg, ta jest prostopadta do
podstawy i dzieli kat w wierzcholku na dwie rowne czesci.

Co do drugiego. Jezeli w trojkacie ABC kat AmC,
potrzeba dowie$é, ze t¢zZ bok ABmBC. Na dowiedzenie te-
go, podzielmy kat B na dwie rowne czeSci wedtug §. 34, a
prosta dzielgcg przedtuzmy az do przecigcia si¢ z bokiem AC
w punkcie D. Poniewaz AmC z zatozenia, za§ ABDmDBC
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z wykre$lenia, zatom i trzecie katy sa sobie rowne §. 36
icniosek 2; a ze i bok BD jest spoiny, przeto te trojkaty we-
dhug §. 24 przystaja do siebie, a w szczego6lnosci boki odpo-
wiadajgce sobie sg migdzy soba rowne, t. j. AB— BC i
AD—DC. Druga przeto cze¢$¢ powyzszego twierdzenia jest
takze dowiedziona, t. j. Ze trdjkat majacy dwa katy migdzy
soba réwne, jest rownoramienny.

WNIOSEK 1. Poniewaz AD=r DC i katy przy D s3 row-
ne, a jako przylegle sa proste, wniesiemy z poprzedzajacego
ze w trojkacie rownoramiennym podzieliwszy kat przeciwle-
gty podstawie na dwie rowne czeSci, prosta dzielaca dzie-
li tez podstawe na dwie rowne czesci, i1 jest do niej prosto-
padia.

WNIOSEK 2. W trojkacie rownoramiennym prostopadla
z wierzcholka kata przeciwleglego podstawie, spuszczona na
tez podstawe, dzieli tak kat w wierzcholku, jako tez i pod-
stawe na dwie réwne czeSci; tudziez prostopadla ze Srodka
podstawy tréjkata réwnoramiennego do niej wyprowadzona,
koniecznie przechodzi¢ musi przez wierzcholek kata przeciw-
leglego i podzieli¢ tenZze kat na dwie czeSci réwne, bo z
punktu na prostej danego, jedn¢ tylko prostopadla do tejze
poprowadzi¢ mozna.

§. 41.

TWIERDZENIE. W kazdym trojkqcie naprzeciwko boku
zoigkszego lezy kqt wiekszy, i odiurotnie.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 52, w ktorym BC>AB,
trzeba dowies¢ ze kat A>C. Na ten koniec na boku wigk-
szym BC odcina si¢ BD rr AB, a zlagczywszy punkta A i D
prosta AD, poniewaz ABnBD, trdojkat przeto ABD jest row-
noramienny; zatem BAD =: BDA wedlug poprzedzajacego
twierdzenia. Lecz kat BDA>C jako zewngtrzny wzgledem
trojkata ADC, zatem i kat BAD”>C, a tembardziej kat A,
ktorego tamten jest tylko czgscia, jest wigkszy od kata C co
byto do dowiedzenia.

ODWROTNIE. Jezeli w trojkacie ABC kat A>»C, po.
trzeba dowie$¢, ze t¢z BC>AB. Gdyby kto§ temu twier-
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dzeniu przeczyl, nie moglby tego w inny sposdb czyni¢, tyl-
ko moéwige, ze nie jest BC :>AB, ale, albo BCrzAB, albo
tez BC<;AB, bo nie masz innego przypadku. Jezeli utrzy-
muje pierwsze, t. j. ze BCr=AB, wedlug poprzedzajacego §.
by¢by musialo A —C; jezeli za$ drugie, tedy wedlug pierw-
szej czgsci obecnego twierdzenia by¢by powinno A<C. A ze
oba wypadki tych przeciwnych twierdzen sprzeciwiaja si¢
zatozeniu ze kat A >C, nie moze wigc by¢ ani BC ~ AB
ani BC<;AB; trzeci wigc mozliwy przypadek BC>AB jest
koniecznym, co tez potrzeba bylo dowiesc.

WwNiosek. Z tego twierdzenia wypada, ze w trojkacie
prostokatnym przeciwprostokatnia jest wigksza od kazdego
z bokdéw przylegltych katowi prostemu. W trojkacie za$ roz-
wartokatnym bok przeciwlegly katowi rozwartemu jest naj-
dtuzszy.

TJioaga. Dowdd, ktorego w drugiej czesci tego twierdze-
nia uzyliSmy, nazywaja Geometrowiec dowodem nie wprost
(demonstratio indirecta), w Filozofii nazywa si¢ deductio ad
absurdum. Uwazaé tylko potrzeba, ze taki dowod polega na
okazaniu czyli dowiedzeniu, ze prawda twierdzeniu przeci-
wna, pod zadnym wzgledem ostaé si¢ nie moze.

§ 42,

Z dwobch poprzedzajacych twierdzen razem, wyplywaja
nast¢pujace prawdy:

a) Ze $rodka prostej danej AB fig. 53 wyprowadziwszy do
niej prostopadta CD nieograniczonej dlugosci, kazdy punkt
tej prostopadlej, jak sa E, F, G, H i t. d. jest w rownej
od obu koncoéw prostej AB odleglosci. Uwazajgc bo-
wiem AB za podstawe¢ trdjkata, prostopadta zjej $rod-
ka przechodzi przez wierzchotek kata przeciwleglego tyl-
ko w trojkacie rownoramiennym; skoro wigc ktorykolwiek
punkt prostopadtej zlaczymy z koncami A i B prostemi,
te wraz z AB, zamkng nie inny tylko réwnoramienny
trojkat, a nastepnie beda sobie rowne.

b) Ze ze wszystkich prostych, jakie z danego punktu popro-
wadzi¢ mozna do prostej danej, najkrotsza jest prostopa-
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dta; wszystkie za$§ pochyle tym sa dtuzsze, im punkt ich
przecigcia si¢ z prosta dang, dalej pada od spodka pro-
stopadlej. Jakoz, jezeli z punktu B spuScimy prostopa-
dta BD do AC fig. 54, tudziez poprowadzimy inne pro-
ste BE, BF it d., ktére jak wiemy nazywaja si¢ po-
chytemi, kazda taka pochyla jest przeciwprostokatnia w
trojkacie prostokatnym, jakiemi sg trojkaty DBF, DBF
it d a zatem kazda jest dluzsza niz bok przylegly ka-
towi prostemu BD §. 41 wniosek. Roéwniez, poniewaz
kat BED jest ostry §. 36 wniosek 3, wigc katjemu przy-
legty BEF jest rozwarty; w trojkacie wiec rozwartokat-
nym BEF, bok BF jest najdtuzszy wedlug tegoz samego
§. a zatem BF> BE. Ale tez punkt F, w ktéorym po-
chyta BF spotyka prosta AC, dalej lezy od spodka pro-
stopadlej D niz punkt E, prawda wigc ze pochyle im si¢
bardziej oddalaja od spodka prostopadtej, tym sa dluzsze.
Kiedy wigc prostopadta zjakiego punktu do prostej da-
nej spuszczona jest najkrotsza, jest wigc stalg i uzyta
by¢ moze, jakoz uzywa si¢ za miare odleglosci punktu
z ktorego jest spuszczona od linii danej.

Dwie pochyle rowne, sa w réwnej odleglo$ci od spodka
prostopadtej i nie moga, inac-z6j by¢ poprowadzone, tylko
jedna z jednej, druga z drugiej strony prostopadlej. Je-
zeli bowiem BE —BG, trojkat GBE jest rownoramienny,
a prostopadta BD pada na $rodek jego podstawy GE
§. 40 wniosek 1 i 2, wicc DE —DG.

W trdjkacie prostokreslnym prostopadla z wierzchotka
kata na podstawe spuszczona, trojakie mie¢ moze poto-
zenie, t. j. pa$¢ moze wewngtrz trojkgta na jego podsta-
we¢, albo na koniec tej podstawy, lub nareszcie zewngtrz
tréjkata na jej przedtuzenie. Jezeli katy przy podstawie
trojkata oba sg ostre, prostopadia koniecznie pasé¢ musi
wewnatrz trojkata; dwa bowiem boki czynigce z podsta-
wa katy ostre, sg3 dwiema w przeciwne strony pochytemi
z wierzchotka tréjkata do podstawy poprowadzonemi,
prostopadta wigc przypas¢ musi migdzy niemi a zatem
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wewnatrz. Jezeli za$ jeden kat przy podstawie jest pro-
sty, ten musi leze¢ przy prostopadlej, a wtedy prostopa-
dla pada na koniec podstawy. Gdyby nakoniec jeden kat
przy podstawie byl rozwarty, prostopadia padnie zewnatrz
trojkata, bo dwa boki beda pochylemi w jednez strong
wzgledem podstawy; z tego tez powodu prostopadia pada
ze strony kata rozwartego, a zatem na przedluzenie pod-
stawy. I tak: w trojkacie ABC jig. 55, w ktorym dwa
katy przy podstawie A i C sa ostre, a przeto boki AB
i CB nachylaja si¢ do AC w przeciwne strony, prosto-
padta BD z wierzcholka kata B przeciwlegtego podstawie
do tejze spuszczona, pada wewnatrz trojkata t. j. na pod-
stawe¢ AC. W tréjkacie A'BC rozwartokatnym przy A',
poniewaz boki A'B i CB s3a pochylone do AC w jednaz
strong, leze¢ musza z tejze samej strony prostopadtej, a
zatem prostopadia BD leze¢ musi za obu ramionami czyli pa-
dnie zewnatrz trojkata A'BC na przedtuzenie podstawy CA'.
§. 43.

TwierpzeNIE. Dwa trojkqgty prostokgtne, majgce prze-
ciwprostokgtnie rowne i po jednym boku przyleglym kqtoioi
prostemu rownym, sq sobie rowne i przystajq do siebie.

Niech bowiem beda dwa takie tréjkaty ABC i abc jig.
56, w ktorych BCr=6c i AB— ab, trzeba dowies$¢ ze te trdj-
katy przystaja do siebie t. j. ze tez AC = ac i Bzzo, C~c.
Wystawiwszy sobie trojkat abc potozony na trojkacie ABC
w ten sposob, izby punkt b padl na punkt B a bok ba po-
szedt po boku BA, tedy poniewaz te boki z zatozenia sg so-
bie rowne, punkt a padnie na punkt A. W tern potozeniu-
gdyby przeciwprostokatnia bc nie wzigta kierunku BC, mu-
sialaby przypas¢ z jednej lub drugiej strony BC, t. j. albo
jak BD, albo tezjak BD'. W pierwszym razie jest BC*">BD,
w drugim za§ BC<~"BD' §. poprzedzajacy b). A ze w pierw-
szem potozeniu bylby trojkat ABDz=:«6c, skad BDzzoc i
podobniez w drugiem polozeniu bylby troéjkat ABD' =. abc,
skad BD'= 64c; z tego powodu bycby tez musiato BC>06c¢
i BC< bc; co poniewaz si¢ w obu razach sprzeciwia zatozeniu
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ze BC ~bc, przeto przeciwprostokatnia bc nie moze pasé
ani z jednoj ani z drugiej strony przeciwprostokatni BC; musi
wigc pojs¢ w kierunku BC, a nast¢gpnie punkt e padnie na
C i bok ac przystanie do boku AC; bo przez dwa punkta
jedna tylko prosta przechodzi¢ moze. Skoro wiec wszystkie
czescei, tedy 1 caly trojkat abe przystaje do trojkata ABC, a
z przystania wniesiemy ze AC—ac, B—b | Czzc co bylo
do dowiedzenia.

Uwaga. Czwarta ta cecha réwnos$ci trojkatow, shuzy
tylko samym tréjkatom prostokatnym.

wNiosek. Dwa trojkaty prostokatne majace albo prze-
ciwprostokatnie, albo ktorekolwiek boki przylegte katowi
prostemu réwne i pojednym z katdow ostrych rownym, przy-
staja takze do siebie, bo drugie katy ostre s3 tem samem
sobie rowne, w ktorym razie znajduja si¢ te trojkaty w przy-
padku §. 24.

§. 44.

TwierpzENIE. Dwa trojkqty majgce po dwa boki rowne
kazdy kazdemu i po kqcie przeciwleglym bokoioi wigkszemu
roionym, sq sobie rowne i przystajq do siebie.

Niech tréjkaty ABC i abcfig. 57 bedg takie, ze AB—ab,
BC —bc i kat A— a, ale takze BC>»AB jako tez bc'i>ab),
trzeba dowies¢ ze dwa te trojkaty przystaja do siebie, czyli
ze s3 sobie rowne we wszystkich swych czesciach. Z widrz-
chotkow katéow B i b, spusémy prostopadte BD i bd na trze-
cie boki AC i ac; prostopadle te padna, jak z poprzedzaja-
cego wiemy, wewnatrz albo zewnatrz trojkatow. W obu przy-
padkach jest tenze sam dowdd. Przyjmijmy ze katy A i C,
a i c sg ostre i ze zatem prostopadte padaja wewnatrz troj-
katéw, tedy dwa trojkaty ABD i abd, w ktorych kat 4 —qa,
kat ADJo— adb a zatem 1 trzecie katy sa sobie réwne t. j.
abd— ABD §. 36 icniosek 2, oprocz tego AB —ab z za-
lozenia, przystaja do siebie wedlug §. 23, a z przystania
wnosimy, ze bd —BD. Dwa tez trojkaty prostokatne DBC
i dbc maja przeciwprostokatnie rowne i po boku przyleglym

katowi prostemu réwnym, bo bc— BC z zatozenia, a 6cZnrBD
5
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* poprzedzajacego dowiedzenia, zatem réwniez przystaja do
siebie wedlug §. 43. Kiedy -wiec czgéci skladajace trojkaty
ABC i abc, t. j. czgsci ABD i abd, DBC i dbc przystaty do
siebie, zatem i cato$ci przystaja, co bylo do dowiedzenia.

Cecha rownosci trojkatow w tem twierdzeniu wskazana
i dowiedziona, jest pigtg i ostatniag cecha; widzimy atoli iz
ona nie jest ogdlng ale wyjatkowa czyli pod pewnem ogra-
niczeniem wystarczajaca do réwnosci i przystania trojkatow.

Uwaga. W obecnem twierdzeniu dodaliSmy: ze kqty
przeciwlegle bokom wigkszym sq sobie rowne, gdyby bowiem
zamiast katow A i1 a, dane byly katy C i c z warunkiem,
ze C—oc, t. j. gdyby twierdzonem byto, ze katy lezace na-
przeciwko bokéw mniejszych sa sobie réwne, natenczas mo-
g3 by¢ dwa trojkaty majace te trzy elementa réwne, a wsze-
lako nie przystang do siebie, bedac catkiem roéznemi migdzy
soba. Jakoz, w trojkacie abc, bd bedac prostopadla, z punktu
b do ac, za$§ ba pochyla, mozna z drugiej strony prostopa-
dlej poprowadzi¢ inng pochyla tak, ze ba — ba; dosy¢ bo-
wiem WwEkigs¢é da zzzda 1 punkt a zlaczyé z b prosta ba.
Tym sposobem dwa trojkaty ABC i abc majg takze AB~ab,
BC —be i kat Crc, ajednak w zaden sposéb przystaé do
siebie nie moga, bo trojkat «'dcjest czescig trojkata abc row-
nego trojkatowi ABC, a zatem czg$¢ do calosci przystac nie
moze. Ze trojkaty ABC czyli abc i cibc zupelie miedzy
soba sa rézne, widzimy to naocznie, bo trojkat ABC jest
ostrokatny, za§ abc rozwartokatny.

§. 45.

TWIERDZENIE. Z punktu wzigtego za, lub miedzy ramio-
nami kqta danego spusciuoszy prostopadie do tychze ramion,
kgt jaki te prostopadle czyniq miedzy sobq, jest rowny kqto-
wi danemu.

Niech danym katem bedzie BAC a danym punktem D
jig. 58, spusciwszy z tego punktu prostopadte DE i DF,
pierwsza na AC a druga na AB, trzeba dowies$¢ ze kat mig-
dzy prostopadtemi t. j. kat EDF=BAC. Nazwawszy, albo
racz6j wyraziwszy kierunek ramienia AC przez a, za$ ramie-
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nia AB przez b, tudziez kierunek pic¢rwszej prostopadtej czyli
DE przez p a drugiej przez g dla jasniejszego i krotszego
wyrazenia si¢, bo tylko znaki i — wyrazaja w Geome-
tryi kierunki, mozemy kat AED wyrazi¢ przez a—p, jako
roéznice kierunkow dwoch prostych AC 1 ED; dla tejze sa-
mej przyczyny kat AFD wyrazimy przez b—gq. A ze te
katy jako proste sg sobie rowne, wigc a—pzub—g¢q, albo
przenoszac b na pierwsza a p na druga stron¢ tego zrowna-
nia, wypada a—b—p —g¢q. Lecz a— b wyraza roznic¢ kie-
runkdéw dwoch prostych AC i AB czyli kat BAC, zas p—q
wyraza rowniez kat EDF, zatem te katy sa sobie rowne jak
twierdzono.

Albo tak: W dwoch trojkatach AGE i DGF katy przy
G sa sobie réwne jako wierzchotkowe, katy przy E i F pro-
ste, wigc 1 trzecie katy sa sobie rowne t. j. GAE czyli
BACrzrGDE jak wyzej.

Uwaga. Dwie prostopadte jako proste przecinajac si¢
czynig dwa katy przylegte rozne, ale tez i dwa ramiona kata
danego jako proste, czynig podobniez dwa katy przylegte
rézne skoro jedno z nich przedtuzymy w przeciwnag strong,
uwaza¢ wiec potrzeba o ktéorych katach mowimy i twierdzi-
my. Uwazajac atoli punkt D za poczatek, prostopadle ze
wzgledu tego punktu maja dwa kierunki, jako tez ramiona
kata danego ze wzgledu na jego wierzchotek A jako takze
poczatek, maja réwniez dwa kierunki; jezeli wigc kierunki
AB i1 AC przyjmiemy za dodatne, tudziez kierunki prosto-
padtych DE i1 DE takze za dodatne, dostrzezemy ze w kaz-
dym razie katy rowne zawarte sa migdzy jednoimiennemi
kierunkami.

Jezeli punkt dany jest migdzy ramionami kata, jak jest
punkt D miedzy AB i AC fig. 59, natenczas kat jaki pro-
stopadle czynia miedzy soba, jest spelnieniem danego kata
do dwoch katow prostych. Poprowadziwszy bowiem tez pro-
stopadle jak na figurze widzimy, zamkna one wraz z ramio-
nami danego kata czworokat AEDF, w ktorym katy przy
E 1 F sa proste; kat wigc EDF z katem A czynig 2R §. 37 a),

5.
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a zatom jeden drugiego nazywa si¢ spelnieniem jak to w &
9 powiedzieli$my.

Uwaga. Tak proste AB i AC, jako tez DE i DF prze-
cinajac si¢ czynig réwniez jak poprzednio dwa rdézne Kkaty,
pamietajac atoli na ich kierunki, nigdy nie wezmiemy jed-
nego kata za drugi, oraz znajdziemy zawsze, ze katy miedzy
jednoimiennemi kierunkami zawarte, sg sobie rowne.

Co do rownosci innych figur prostokreslnych, ale row-
nosci o jakiej dotad moéwilisSmy, dosy¢ jest powiedzieé, ze
skoro kazda taka figura przez prowadzenie przekatni z je-
dnego wierzchotka kata do wszystkich innych, moze by¢ ro-
zebrana na same trojkaty, przeto dwie figury czyli dwa wie-
lokaty o jednejze liczbie bokéw, mogace by¢ rozebrane na
trojkaty przystajace do siebie i podobnie w jednym jak w
drugim wieclokacie ulozone, réwniez przystaja do siebie; bo
kiedy czgsci przystaja i catosci przysta¢ musza, jezeli czgsci
w tymze samym porzadku w obu wielokatach sg sobie rowne.

§. 46.

ZAGADNIENIE 1. Majgc dang prostq z polozenia *) i dwa
punkta z jednejze jej stromy lezqce, znales¢ na niej punkt
trzeci ktoryby byl w rownej odleglosci od punktow danych.

Rozwigzanie. Niech prosta dang bedzie AB, tudziez
dane dwa pnnkta C i D jig. 60, potrzeba na prost6j AB zna-
les¢ punkt ktéryby byl w rownej odleglosci od C i D. Dla
znalezienia tego punktu, tacz¢ pnnkta C i D prosta CD, te¢
w punkcie E dziele na dwie rowne czgsci i z tego punktu
E wyprowadzam prostopadta do CD az do przecigcia si¢
z AB w punkcie F, ktory bedzie punktem szukanym. Do-
wod rzetelnosci tego postepowania zasadza si¢ na wihasnosci
prostopadtej ze $rodka prostej wyprowadzonej §. 42 a).

§ 47.

ZAGADNIENIE 2. Majgc dang prostg z polozenia i dwa
punkta z jednojze jej strony lezgce, znales¢ na prostej dandj
trzeci punkt taki, izby proste lgczqce go z danemi czynily
z dang kaqty rowne.

*) To znaczy, Ze jSj miejsce i Kierunek sij dane.
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Niech znowu prosta dang bgdzie AB i dwa dane pun-
kta C i D fig. 60 jak w poprzedzajacym zagadnieniu; z je-
dnego z punktéw danych np. z punktu C spusciwszy pro-
stopadta do AB i t¢ przedtuzywszy za prosta AB do punktu
G, lecz tak izby HG bylo rowne CH i punkt G zlaczywszy
z drugim z danych D prosta GD, ta naznaczy na prostej
danej punkt Iv szukany. Poprowadziwszy bowiem prosta CK
poniewaz CH —HG, zatem wedlug §. 42 jest tez CK—GK,
a nastepnie wedtug §. 40, foniosek 2 kat CKArzAKG. Lecz
AKG “ BKD jako wierzchotkowe, zatem kat CKArrDKB
jak zagadnienie wymaga.

§.48.

W §. 27 pokazalo si¢ sposéb wyprowadzenia prosto-
padlej do prostej danej z punktu na niej danego; ten atoli
sposob nie moze by¢ uzytym w przypadku gdy punkt dany
znajduje si¢ na koncu prostej danej, a tej dla jakich prze-
szkdd przedtuzy¢ nie mozna. W takim przypadku zagadnie-
nie to inaczej musi by¢ rozwigzanem, a sposob jego rozwia-
zania dopiero tu wskazanym by¢ moze, samo za$§ zagadnienie
wystowi si¢ nastgpnie:

ZAGADNIENIE 3. Z konca prostej danej wyprowadzié do
niej prostopaditq nie przediuzajgc jej.

Rozwigzanie. Dang prosta niech bedzie AB fig. 61, po-
trzeba z jej konca A wyprowadzi¢ prostopadla. Wziawszy
w tym celu gdziekolwiek za prosta dang punkt C, i z niego
odlegtoscia rowna CA naznaczmy na AB punkt D, a po-
prowadziwszy przez punkta D i C prosta nieograniczonoj
dtugosci, odetnijmy na niej t¢z sama odleglos¢ CA~CD,
z drugiej strony punktu C do E, t. j. tak zeby bylo
CEm CD —CA, a zlaczywszy punkta E i A prosta AE, ta
bedzie zadana prostopadla, czego si¢ tak dowodzi: tak tréj-
kat ACD jako i ACE jest roOwnoramienny, przeto katy przy
trzecim boku lezace w kazdym, sg mig¢dzy soba rowne; za-
tem CAD —CDA, CAE—CEA. Lecz w trojkacie AED jest
CEA+EAD-f-EDA:=CEA+CAE-fCAD+EDAr=2R wedlug
§. 36, czyli CAE-f-CAE-j-CAD-j-CAD—2 (CAE-f-CAD)=:2R,
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a nastepnie CAE ~-CAD —EAD ~ R ; przeto prosta EA jest
prostopadta do AB jak zadano.
§. 49.

ZAGADNIENIE 4. Na danej 'prostej wystawié kwadrat.

Rozwigzanie. Prosta dana niech bedzie AB fig. 62,
mamy na niej wystawi¢ kwadrat. W tym celu z koncow A
i B wyprowadzaja si¢ dwie prostopadle do AB i na nich
odcinajg si¢ cyrklem dtugosci AC i BD tak zeby AC:r:BDz:AB,
nareszcie lacza si¢ punkta C i D prosta CD a ta zamknie
zadany kwadrat.

Albo tak: z koncow A i B fig. 63 otwartoscia cyrkla
rowng prostej danej, t. j. rowna AB, kres§la si¢ dwa luki
przecinajace si¢ w C; z punktu C taz sama otwartoScig cyr-
kla przecina si¢ luk z konca A zakre$lony w punkcie D;
dalej szuka si¢ punktu jednakowo odlegtego od punktow C
i D kreslac zawsze taz samg otwarto$cia cyrkla (mozna tez
i inng) z tychze punktéow dwa luki przecinajace si¢ w punk-
ciec E; a zlaczywszy punkta E i A, prosta laczaca przetnie
luk CD w punkcie F; potem z punktu C otwartoscig cyrkla
rowng CF, kresli si¢ luk ktory przetnie luk zakre§lony z pun-
ktu B w punkcie G; nareszcie punkta F 1 G, B i G zla-
czywszy prostemi, te zamkna zadany kwadrat. Albowiem,
AFrrrAB, bo sa promieniami jednegoz okrggu, punkt C jest
w rownej odlegtosci tak od punktow A i B, jako tez od pun-
ktow F i G, przeto $rodki prostych AB i FG z punktem
C leza na jednejze prostej, dzielacej kazda z pierwszych na
dwie réwne czesci. Ta prosta dzielaca, w mysli tylko po-
prowadzona, bedac prostopadta tak do AB jako tez i do
FG, jest rownoleglta od AF wedlug §. 13; przeto i FG row-
nolegta od AB; a kiedy % AB zr %FG, zatem tez FG=rAB,
BG oczywiscie —A B; wszystkie przeto cztery boki tej figu-
ry sg migdzy soba réwne; a ze i kat przy A jest prosty,
zatem wszystkie inne s3 takze proste, jest wigc ten czwo-
rokat kwadratem §. 16.

Uwaga. Drugie to rozwigzanie zdawac si¢ moze nieco
przydluzszem, rzeczywiscie atoli mniej zachodu potrzebuje
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niz pierwsze, a przytém jest pewniejszém; dwa bowiem pun-
kta F i G wynajduja si¢ przy pomocy cyrkla przez prze-
cigcie si¢ i to nie ostro tukow, co nie malo wpltywa na pew-
no$¢ wyznaczy¢ si¢ majacych punktow. Procz tego nie pro-
wadzi si¢ tutaj zadnej do szukanego kwadratu nie nalezacej
linii, ani si¢ spuszcza na dokladno$¢ trojkatow prostokatnych
ekierkami (equerre) zwanych, a do prowadzenia prostopa-
dtych i rownoleglych pospolicie uzywanych.
§.50.

ZAGADNIENIE 5. Majgc dang ‘prostq majgcg by6 jednym
z bokow trojkqta, kgt majgcy byc przyleglym temuz i summe
dwoch innych bokow, wystawié trojkat.

Rozwigzanie. Niech prosta dang bedzie A, katem da-
nym M a prosta B niech begdzie summa dwoéch innych bo-
kow fig. 64, z tych rzeczy mamy wystawié¢ trojkat. Na pro-
stej nieograniczonej dlugosci odetnijmy PB*“ A i przy punk-
cie P wykre§lmy kat rowny danemu M, dajac mu za dru-
gie rami¢ PS zr:B; punkt S zlaczywszy z B. prosta SB, te
podzielmy w punkcie O na dwie réwne czgséci, i z punktu
O wyprowadzmy prostopadta do BS az do przecigcia si¢
z PS w punkcie T; zlaczywszy nareszcie punkt T z B pro-
sta BT, otrzymamy trojkat PTB zadany. Ze tak jest, do-
wodzi si¢ nastgpujacym sposobem: BTzrzTS jako dwie po-
chyle jednakowo od O odlegle, zatem trojkat PTB zamyka
wszystkie rzeczy dane t. j. PB~A, TPB~M i PT-f-TBrrB,
jest wiec trdj katem zgdanym z danych elementow wystawionym.

BOZDZIAL 1V.
Podobienstwo figur prostokresinych czyli wielokgtow.

§e 51,

Jak w dwoch poprzedzajacych tak i w tym rozdziale
zacznijmy od najprostszych figur, to jest od trojkatow i zo-
baczmy jakie wiasnosci trojkatéw odkryja nam linije rowno-
legte. Na ten koniec dowiedZmy naprzod parg przygotowaw-
czych twierdzen.
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TwierpzeNIE. Jezeli dwie proste rownolegle przetniemy
dwiema innemi takze rownoleglemi, czesci pierwszych rowno-
leglych, zawarte miegdzy dwiema drugiemi miedzy sobg, a cze-
Sci drugich zawarte miedzy pierwszemi rownoleglemi znowu
miedzy sobg sq rowne.

Niech dwie rownolegle AB i CD fig. 65 przecigte beda
od dwoch innych EF i GH takze rownoleglych wIpunktach
M, N, O, P, potrzeba dowies¢, ze tak czgsci dwoch pierw-
szych MO i NP miedzy soba, jako tez czesci dwoch drugich
MN i OP migdzy sobg sg rowne. Poprowadziwszy w row-
nolegtoboku MNPO przekatnia NO, ta podzieli go na dwa
trojkaty MNO i NOP, w ktorych bok NO jest spolnym, kat
MNO~NOP, tudziez kat MONzrzONP jako naprzemianle-
glte wewnetrzne, pierwsze wzgledem dwoch rownolegltych EF
i GH, a drugie wzgledem roéwnoleglych AB i CD 1 siecznej
ON; dwa przeto te trojkaty wedlug §. 24 przystaja do siebie,
a z ich przystania wnosimy, ze boki odpowiadajace sobie sa
rowne. A tak bok MN przeciwlegly katowi MON, réwny
jest bokowi OP przeciwlegtemu katowi ONP; podobniez
NO~ NP, oba bowiem te boki lezg naprzeciwko katow row-
nych, co potrzeba bylo dowiesc¢.

W Niosek 1. Z tego twierdzenia wprost wypada, ze prze-
katnia dzieli rownolegltobok na dwa trojkaty przystajace do
siebie, tudziez ze w kazdym roéwnolegltoboku katy przeciw-
legle sa sobie réwne.

w niosek 2. W rownolegloboku poprowadziwszy dwie
przekatnie, te przecinaja si¢ wzajemnie jedna druga na dwie
réwne czesci; dwa bowiem trojkaty MOS i NPS albo MNS
i OPS przystajg do siebie.

§. 52.

TwIERDZENIE. W trojkgciejakimkolwiek podzieliwszyje-
den zjego bokow na ilekolwiek czesci roicnych, aprzez punk-
ta podzialu poprowadziwszy proste rownolegle do jednego z
pozostalych bokow, rownolegle te przediuzone az do przecie-
cia si¢ z trzecim bokiem, podzielg go na tylez czesci miedzy
sobg roicnych.



73

Niech bedzie trojkat ABC fig. 66, w ktorym podzielmy
ktorykolwiek bok np. AB na ilekolwiek czesci Ba, ab, bc,
i t. d. migdzy soba réwnych, a przez punkta podziatu a b,
c.... prowadzmy rownolegle od AC, ktore przedluzmy az do
przeciecia si¢ z trzecim bokiem BC w punktach a, b’ ¢ .....
potrzeba dowie$¢, ge czgéci tego ostatniego boku t. j. czesci
Ba', ab’, b'c..... sg migdzy soba rowne.— Z punktow a, b’
S rownolegle do boku AB poprowadzmy proste az do
przeciecia si¢ kazdej z najblizsza z pierwszych réwnoleglych

w punktach m, n, o... Poniewaz Ba— ab —bc—.... wigc
takze a'm—b'n—clo— ....... wedtlug poprzedzajacego twier-
dzenia; kat aBa’—mab —nb'c~.... bo wszystkie sa jedno-

stronne odpowiadajgce sobie. Roéwniez kat Baa'=B66'=.Bec',
za§ Bbb— a'mb', Bec' b'nc— i t. d., przeto trojkaty Baa',
amb’, b'nc it. d. wedlug §. 24 przystaja do siebie i sg sobie
rowne, a z przystania wnosimy, ze ich boki odpowiadajace
s3 sobie takze rowne, t. j. Bb'—a'b'— b'¢— it. d. co bylo
do dowiedzenia.

§. 53.

TwierpzenNie. Wjakimkolwiek trojkgcie prostokresinym
poprowadziwszy do jednego z jego bokdio rownoleglg, ta po-
dzieli dwa inne boki na czesci proporcyjonalne.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 67, poprowadziwszy pro-
sta DE rownolegle do AC i t¢ przedtuzywszy az do prze-
cigcia si¢ z bokami AB i BC, mamy dowie§¢ ze ta prosta
podzieli boki AB i BC na czgéci proporcyjonalne, t. j. ze
bedzie

BD:AD= BE:CE.

Chcac to twierdzenie dowie$¢ z calg Scistoscig, uwazaé
potrzeba iz tu moga by¢ dwa przypadki, t.j. albo czgsci BD
i AD sa spotmierne albo niespotmierne §§. 2 i 3.

Co do piencszego. Jezeli czesci BD 1 AD sa spotmier-
ne, przypusémy ze Ba jest spoing najwigksza ich miarg i ze
BD zamyka takich czesci m, zas AD n, bedzie wigc BD=m.Ba,
AD “ n.Ba, zatem

BD;AD~ 7«Ba;»i.Barr:m\n;
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caly przeto bok AB podzieli¢ mozna na m-}-n czgéci miedzy
sobg rownych i rownych spolndj miarze Ba. Pomys$liwszy
przez te m-[~n podziatldow poprowadzone proste rownoleglte
do AC, te wedlug poprzedzajacego twierdzenia podziclg tez
bok BC na tylez czgsci znowu miedzy soba réwnych i row-
nych prostej B6, mianowicie za§ BE podzielong zostanie na
m, a CE na n takich czgéci. Dlatego miec tez bedziemy
BEm m.Bo, a CE—n.Bo, skad

BE ICE —m.B6 ;w.Bb6 zz m ;n
Laczac z sobg dwa stosunki trzeciemu réwne, znajdziemy

BD:ADz=BE:CE

co mieliSmy dowies¢.

Pomiedzy wiasnosciami proporcyi ilorazowej w §. 98
Arytm. dowiedzionemi znajduje si¢ i ta, ze w kazdej propor-
cyi ilorazowej summa dwoch wyrazéw pierwszych tak si¢ ma
do summy dwoch wyrazow drugich, jak poprzednik do po-
przednika lub jak nast¢pnik do nastepnika. Stosujac te wia-
sno$¢ do ostatniej proporcyi, otrzymamy:

BD+ AD:BE-fCEz=BD ;BE zzAD:CE
albo AB;BC = BD;BE= AD;CE
t. j. ze prosta rownolegta do podstawy trojkata, dzieli dwa
inne jego boki na czeSci takie, iz stosunek dwoch odpowie-
dnich sobie jak BD i BE albo AD i CE, réwna si¢ stosun-
kowi samych bokéow AB i BC.

Co do drugiego. Jezeli czesci BD 1 AD nie sg spotmier-
ne, uwazmy iz proporcyja AB;BCzz:BD;BE wyprowadzilis-
my z proporcyi BD:ADrr BE:CE; cokolwiek wigc powiemy
lub dowiedziemy o pierwszej, wszystko to odnie§¢ mozna do
drugiej; jezeli przeto dowiedziemy, ze w razie niespdimier-
nosci czesci BD i AD proporcyja AB BC zz BD : BE jest
prawdziwa, tern samem dowiedziemy, ze t6z i proporcyja
BD;AD—BE;CE jest prawdziwa, bo z falszywej prawdziwa
wyptynacby nie mogta. Przypusémyz wigc ze proporcyja
AB;BC~BD;BE jest falszywa. Poniewaz trzy wyrazy kaz-
dej proporcyi moga by¢ jakiekolwiek, byle tylko czAvarty do-
pelniat proporcyi, zatem falszywos$¢ tej proporcyi pochodzi¢
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jedynie moze od czwartego jéj wyrazu, ze ten jest albo za
maly, albo za wielki. Niechze wyraz BE bedzie za maty i
dajmy ze powickszywszy go o ilos¢ Ep, czyli w miejsce BE
potozywszy Bp, proporcyja AB;BC~BD:Bp bedzie pra-
wdziwa.

Podzielmy chociaz w mysli bok BC na tyle czesci réw-
nych na ile mozna z tym wszelako warunkiem, izby wielko$¢
kazdej byla mniejsza niz przydana ilos¢ Ep, 1 niech jedna
taka czeScig bedzie BO<;Ep; wzigwszy ja w cyrkiel i prze-
noszac od B ku C, zaden podzial nie padnie na punkt p,
lecz zjednej lub drugiej jego strony, zpowodu zeBoO6<Ep.
Wezmyz wiec podziat przypadajacy migedzy E i p jak jest
punkt d, tedy prowadzac przez ten punkt d réownolegly dc
do AC, znajdujemy si¢ w pierwszym przypadku gdzie Bd i
Cd bedac spéimierne, rownolegla przez d do AC dzieli bok
AB na dwie czeSci Be 1 Ac proporcyjonalne czgsciom Bef i
Cd, jest zatem wedlug pierwszej czgSci tego twierdzenia

AB;BC = Bc:Bd
Z przypuszczenia mamy proporcyja AB;BCz=:BD'.Bp
wigc tez bedzie Bc;BD n: BcCBp.
Ale w kazdej proporcyi ilorazowej czem jest poprzednik
wzgledem swego nastgpnika w pierwszym, tern tez by¢ po-
winien poprzednik wzglgdem swego nastgpnika w drugim
stosunku; wiec jako Bc>BD, tak tez by¢ powinno Bc£”>Bp,
gdy tymczasem naocznie wadzimy, ze BcZ<Bp; ta przeto
ostatnia proporcyjajest falszywa. A ze ona wypadla z dwoch
poprzedzajacych, albo wigc obie, albo przynajmniej jedna z
nich jest falszywa. Druga jest prawdziwa jako dowiedziona,
przeto pierAvsza czyli przypuszczona jest falszywa. Wyraz
wigc czwarty BE nie jest za maty, bo wigkszy Bp nie mo-
ze by¢ wyrazem tej proporcyi.

Zmniejszywszy BE o jakakolwiek ilos¢ np. Ep' i bio-
rac Bp' za BE, zupehie podobnym sposobem dowiedlibys-
my, ze to Bp' nie moze takze byé czwartym wyrazem pro-
porcyi o ktoéra chodzi i ze nastepnie wyraz BE nie jest za
wielki. A kiedy tenze wyraz nie jest ani za maly ani za
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wielki, wigc by¢ musi takim, jakim by¢ powinien, aby pro-

porcyja bylta prawdziwa, bo innego przypadku nawet pomy-

$li¢ nie mozna. Jest zatom ogodlnie w kazdym przypadku
AB;BC=BD:BE.

Uwaga 1. W obecnym dowodzie uwazaé potrzeba, ze pra-
wde dowiedziong dla ilo$ci spétmiernych, przeniesli§my do
ilosci niespéimiernych, t. j. ze stosunku ilo$ci spotmiernych
przeszliSmy do stosunku ilo$ci niespotmiernych. Poniewaz
w dalszym ciggu takie przejécia nie rzadko nam si¢ wyda-
rza¢ beda, przeto nie od rzeczy bedzie powiedzie¢ tu nieco
o tern przejsciu.

Szukajac sposobem w §. 2 wylozonym spdlnej najwick-
szej miary dwoch prostych niespdtmiernych, przekonali$my
si¢ ze jakkolwiek daleko tamze wskazane dziatanie posunie-
my, zawsze jednak pozostanie reszta, ktora wszelako tem
mniejsza bedzie, im dalej dziatanie posuwamy; skad wypada
naturalny wniosek, ze reszt¢ t¢ uczyni¢ mozna mniejszg niz
wszelka ilo$¢ jakkolwiek mata. Uwazajac wigc dwie proste
niespotmierne jako spdtmierne, popeliamy rzeczywiscie blad
ale tem mniejszy, im spoing ich miar¢ mniejsza wezmiemy;
a ze takowag bra¢ mozna dowolnie malg, zatem biorac proste
niespotmierne za spdéilmierne, popelni¢ mozna btad dowolnie
maty a do tego taki, iz go uczyni¢ mozna mniejszym od kaz-
dej ilosci jakkolwiek matej. Dowiddlszy wiec jakiej prawdy
dla wszystkich bez wyjatku ilosci spoétmiernych, bez zadne-
go skruputu przenies¢ mozemy t¢ prawde do ilosci niespoi-
miernych; kazda bowiem taka ilo§¢ wystawi¢ sobie mozna
zamknigta miedzy dwie spdéitmierne takie, iz ich rdznica jest
mniejsza od wszelkiej pomysli¢ si¢ mogacej ilosci jakkolwiek
malej; tem za$ bardziej rdéznica miedzy jedna ze spoOimier-
nych a S$rodkujaca niespotmierng, bedzie jeszcze mniejsza,
tak dalece, ze nie mozna nigdy dosiggnaé granicy, gdzie si¢
spotmiernos¢ konczy a niespotmierno$¢ zaczyna. Jezeli si¢
wigc dostrzeze jakie prawo dla wszystkich ilosci spotmiernych,
toz samo prawo zachodzi¢ musi i miedzy niespotmiernemi;
albo innemi stowy: stosujac jakie prawo, dowiedzione dla ilo-
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sci spétmiernych, do ilosci niespotmiernych, popetni¢ mozna
btad mniejszy niz wszelka jakkolwiek mata ilo$¢, albo raczej
nie popetnia si¢ zadnego bilgedu. Poréwnawszy to rozumo-
wanie z uzytem w Arytmetyce dla iloSci niewymiernych §.
43, dostrzezemy ze jest zupelnie toz samo.

Uwaga 2. Wzigwszy w obecnem twierdzeniu bok AC za
podstawe trojkata, moznaby toz twierdzenie wyslowic, jakoz
najczesciej wyslowia sig, nastepujacym sposobem: W trojkgcie
prostokresinym prosta rownoleglta do podstawy jego dzieli dwa
inne boki trojkgta na czesci proporcyjonalne.

§ 54.

TwierpzeNIeE. W trojkqcie prostokreslnym poproioadziw-
szy prostg rownoleglg do podstawy, ta od calego trojkqta ode-
tnie trojkqt, ktorego boki sqproporcyjonalne z bokami danego.

Niech danym trojkatem bedzie ABC jig. 68, poprowa-
dziwszy prosta DE rownolegla do podstawy AC, ta odcina
trojkat DBE; mamy dowie$¢ ze boki tego ostatniego sg pro-
porcyjonalne z bokami piérwszego, czyli ze

AB:BD = BC:BE =: AC:DE.

Poprowadziwszy z punktu E prosta EF rownolegla do
AB, (mozna tez z punktu D prowadzi¢ réwnolegta do BC)
wedlug poprzedzajacego twierdzenia jest:

AB:BD = BC:BE
w trojkacie za§ ACB, EF jest rownolegta do AB z wykrésle-
nia, przeto wedlug tegoz samego twierdzenia jest
BC:BE= AC:AF
Lecz AFuzDE §. 51, zatom BC*BE —AC:DE; trzy wigc
stosunki ABIBD, BC:BE i AC:DE sa migdzy soba rowne t.j.
AB:BDzzBC:BE —AC*DE co bylo do dowiedzenia.

W NiosEk. Prosta wigc rownolegta do podstawy trojkata
dzieli dwa inne jego boki na cz¢éci proporcyjonalne, a sama
jest do podstawy w takim stosunku, wjakim boki do swych
w wicrzcholku trojkata przecinajacych si¢ czesci.

§. 55.

TwIErRDZENIE. W trojkgcie prostokresinym poprowadziw-

szy z wisrzchotka kgta przeciwleglego podstaicie ilekolwiek
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'prostych az do przecigcia si¢ z podstawgq, te podzielg kazdg
rownoleglq do podstawy na czesci proporcyjonalne czesciom
na jakie podstaioa podzielong zostala.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 69, z wierzchotka kata
B poprowadziwszy proste BD; BE, BF it. d. az do przecig-
cia si¢ z podstawa AC, jezeli gdziekolwiek poprowadzimy
prosta MN rownolegla do podstawy, potrzeba dowies¢ ze taz
jest podzielona przez poprzednie proste w punktach d e /,
i t. d. na czg$ci proporcyjonalne czeSciom podstawy, t. j. ze

AD:Md~ DE:de=EF :ef —FC:/N— it. d.
W trojkacie ABD, Md jest rownolegla do podstawy AD, dla-
tego wedlug poprzedzajacego twierdzenia
jest BD;Bd—AD:Md
podobniez w trojkacie DBE jest BD:Bd—DE*de —BE:Be
rowniez w trojkacie EBF ,, BE:Be= EF;e/ zr=BF:B/
nareszcie w trojkacie FBC ,, BF;B/~FC:/N
Z tych proporcyj wypada AD:Mdlrz DE:de—EF ;e/—FC:/N
co bylo do dowiedzenia.

w Niosek. Gdyby przez powyzsze proste podstawa po-
dzielona zostata na czgsci rowne, t. j. gdyby bylo ADrzDE—
EFzrFC, byloby tez takze Md— de—e f—/N czyli prosta
MN bytaby podzieclong na czesci takze rowne. A jezeli cze-
sci AD, DE, EF i FC maja pewien oznaczony stosunek mig-
dzy soba, czesci tez Md, de, e/1/N mie¢ beda tenze sam stosunek
miedzy soba. To nam wskazuje sposdb dzielenia prostej danej na
czes$cirowne, lub na czgéci pewien.stosunek migdzy sobg majace.

§. 56.

Po tych przygotowawczych twierdzeniach, przystapmy
do podobienstwa figur geometrycznych.

Sadz¢ iz nie masz czlowieka ktéryby nie mial wyobra-
zenia wyrazu podobienstwa 1 ktoryby zaraz nie czul, iz pe-
wien jaki przedmiot przedstawiony w rysunku, zazwyczaj by-
wa maly ale zupeilnie i ze wszystkiemi szczegotami przed-
stawiajacy przedmiot rzeczywisty czasem nieporownanie wigk-
szy. W Geometryi zatem dwie jakiekolwiek figury sa takze
podobne skoro obie ograniczone sg tgz samg liczbg prostych
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lub plaszczyzn jednakowo w obu figurach potozonych i zu-
pelnie jednakowo wzajemnie do siebie nachylonych. Czuje
tez kazdy ze w takich figurach nie masz takiego punktu w
jednej, aby sobie nie mial odpowiedniego w drugiej, tak ze
potaczywszy wjakikolwiek, ale tenze sam sposob w obu figu-
rach odpowiednie punkta prostemi, stosunki odpowiednich
prostych wszystkie beda miegdzy sobg réwne. Spoiny ten
stosunek dla wszystkich prostych, nazywa si¢ stosunkiem po-
dobienstwa dwéch lub wigcej figur. Ze podobienstwo zacho-
dzi¢ tylko moze migdzy jednoimiennemi figurami, sadze iz
ostrzega¢ nie potrzebuje. Zacznijmyz wigc od najprostszych
figur t. j. od trojkatow i zobaczmy jakie sg potrzebne konie-
cznie warunki, izby dwa lub wiecej trojkatow byty podobnemu

Dejinicyja. Jak dwa trojkaty, w ktorych trzy boki je-
dnego sg rowne trzem bokom drugiego trojkata kazdy kaz-
demu §. 22, nazwaliSmy rownemi, tak znowu dwa lub wiecej
trojkatow, w ktorych trzy katy jednego sg rowne trzem ka-
tom drugiego kazdy kazdemu, albo krocej, trojkaty rowno-
kgtne nazywaé bedziemy trdjkgtami podobnemi (similes). Po-
dobienstwo figur wyrazaé bedziemy dla krotkosci znakiem
A ze dwa trojkaty majace po dwa katy rowne, maja tez i
frzecie katy takze rowne §. 36, wniosek 2, przeto stosownie
do tej definicyi, dwa lub wigcej trojkatow majacych po dwa
katy rowne kazdy kazdemu, sa podobne.

Uwaga. Na podobienstwie figur spoczywa cata Geome-
tryja zastosowana, dlatego tez nauka o podobienstwie figur
jest bardzo wazna i w praktycznej Geometryi konieczna.

TwierpzENIE. 1rojkqty podobne majq boki odpowiada-
jgce proporcyjonalne.

Niech beda dwa trojkaty ABC i abc -fig 70 podobne
t. j. takie ze kat 4 —a, B—b i C~c, potrzeba dowies¢ ze
ich boki odpowiadajace sa proporcyjonalne t. j. ze

AT>\ab— BC; be— AC \ac.

Gdyby bylo 4B — ab, trdjkaty bylyby roéwne i przy-
staly do siebie wedlug §. 24 a ich boki mialyby si¢ w tym
przypadku do siebie jak 1:1, przeto i twierdzenie byloby
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tern samem dowiedzione. Niech atoli bedzie AB >mab, tedy
na boku AB odcigwszy BDrrad i poprowadziwszy prosta DE
rownoleglta do AC az do przecigcia si¢ z bokiem BC w punk-
cic E, poniewaz kat BDE —A, tudziez BED —C, za$ kat
A—a, Bzzb iCzzcz zalozenia, zatem kat BDE~ra, BEDzzc;
dwa wiec trojkaty BDE 1 abc przystaja do siebie i sa sobie
rowne wedlug §. 24, a nastepnic BE—bc, DE* ac. W trdj-
kacie ABC, DE jest rownolegta do AC, przeto wedlug 8. 54
jest AB:BD zzBC;BEzr AC:DE.
Potozywszy w miejscu BD, BE i DE ilosci im réwne ab,
bc i ac, bedzie tez

AB:afczzBC: 6czziAC;ac.
co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. W przystawaniu trojkatdow za réwno$cig ich
bokow szta rownos¢ katdw i przeciwnie: w podobienstwie za$
trojkatow za rownos$cig katow idzie proporcyjonalno$¢ bokow
i przeciwnie; a jako z réwnosci bokow wnioskowalismy o ro-
wnosci katow im przeciwlegltych, tak tu z rownosci katow,
wnioskowa¢ bedziemy o proporcyjonalnosci bokéw im prze-
ciwleglych, lub katy réwne obejmujacych. Wzajemnie tez
z proporcyjonalnosci bokow dwodch trojkatow wnioskowaé mo-
zna o réwnosci ich katéw, czyli o ich podobienstwie. Wy-
chodzac z definicyi trojkatow réwnych czyli z twierdzenia §.
22, na jego zasadzie wskazaliSmy cechy, po ktéorych rowne
trojkaty rozpozna¢ mozna; tak tez itu opierajac si¢ na defi-
nicyi trojkatow podobnych, wskazemy rowniez cechy ich po-
dobienstwa.

§. 57.

TwierpzeNiE. Dwa trojkgty sq 'podobne t j. rownokg-
tne, jezeli boki jednego sq proporcyjonalne bokom drugiego
trojkqta.

Niech bedg dwa trojkaty ABC i abc fig. 70 takie, ze

AB \ab — BC *bc~ AC lac,
potrzeba dowies¢ ze kat 4 —a, B=z06 i C —c czyli ze te troj-
katy sg podobne.
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Na boku AB odetnijmy BD*“ a6 (gdyby bylo A B b
wtedy mozna odcigé AB na ab lub tez ab na przedluzeniu
boku AB) i poprowadzmy DE réwnolegla do AC; tedy we-
dhug §. 54 jest

AB:BDr=BC:BE = AC:DE.

A ze z wykre$lenia BDrr ab:
przeto AB:a6~BC:BE tudziez AB: ab—AC: DE
Ale z zalozenia jest

AB:a6~BC:6c jakotez AB:ab—AC: ac
przeto, kiedy w dwoch proporcyjach trzy wyrazy jednej, sa
rowne trzem wyrazom drugiej, czwarte wyrazy sg sobie takze
réwne; jest zatem BE=6c i BJB—ac. Dwa trojkaty DBC
i abc wedlug §. 22 sa sobie réwne i przystaja do siebie, sa
zatem rownokatne, a w szczegélnosci BDE=za, B~ b i
BED—c A ze BDE —A, BED — Cjako jednosti-onne odpo-
wiadajace sobie, zatem A —aiCrzcco potrzeba bylo dowiesc.

Twierdzenie to stanowi pierwszg cechg podobienstwa
trojkatow. Dobrze atoli uwazaé potrzeba ze w podobnych
trdjkatach te katy sa sobie rowne, ktore leza albo naprze-
ciwko bokéw proporcyjonalnych, albo tez sg zamknigte mig-
dzy takiemiz bokami. Jak przy roéwnosci trojkatéow tak i
przy ich podobienstwie nazywaé¢ bedziemy takie katy jedna-
kowo polozonemi lub krocej odpowiadajgcemi §. 22.

§. S8.

TwierpzZENIE. Dwa trojkqty majgce po dwa boki pro-
porcyjonalne i po kgcie miedzy temiz bokami zawartym row-
nym, sq podobne.

Niech znowu tréjkaty ABC i abc fig. 70 beda takie,
ze AB :ab—BC:bcikat B—b, potrzeba dowies¢ ze sa roOw-
nokatne czyli podobne, t. j. ze tez kat A =a i kat Crrzc.

Na boku AB wzigwszy BD —ab i przez punkt D po-
prowadziwszy DE rownolegla do AC, poniewaz wedtug §. 54
jest AB:BDr=BC:BE,
za$ z zatozenia AB:a6~BC:oc
a z wykreslenia BD —ab, zatem BErz:6c. Dwa przeto troj-
katy DBE 1 abc wedlug §. 23 sa sobie rowne i przystaja do

6
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siebie a w szczegdlnosci kat Dzzza i kat E zzc. A Ze kat
DzzA i E—C, wigc tez kat Azza i C= c; dane zatem
trojkaty sa rownokatne, a tern samem podobne.

Twierdzenie t6 stanowi drugg ceche podobienstwa troj-
katow.

§ 59.

TwierDzENIE. Dwa trojkgty ktorych dwa boki jednego
sq proporcyjonalne dwom bokom drugiego i kqty lezqce na-
przeciwko bokow wigkszych miedzy sobg rowne, sq podobne.

Niech trojkaty ABC 1 abc fig. 70 beda takie, ze
AB:a6 1zAC :«c i kat Bzz6 tudziez AC>AB, jako tez
ac"7>ab; dowies¢ potrzeba ze sa rownokatne, czyli ze tez
kat Azza i kat Crzzc. Podobnie jak w dwodch poprzedza-
jacych twierdzeniach na boku AB wzigwszy BD —ab i przez
punkt D poprowadziwszy prosta DE rownoleglta do AC, we-
dhug §. 54 jest AB:BD zz AC:DE. Ale z wykreSlenia
BDzzzad, a z zalozenia AB:ad6 zzAC:ac, wigc czwarte wy-
razy tych dwoch proporcyj sa sobie rowne, t. j. DErrzac.
Dwa trojkaty DBE i abc w ktorych BD zzab, DE zz ac i kat
Bzrz6, wedlug §. 44 przystaja do siebie, a z przystania wno-
simy ze katy odpowiadajace sg sobie réwne t. j. kat Dzz:a
i kat Ezzc. Ale DE réwnolegta do AC, wigc kat D zz A
i kat E zz C, przeto tez kat Azzza i Cze; s3 wigc dwa te
trojkaty rownokatne a nastgpnie podobne, co bylo do do-
wiedzenia.

Jestto trzecia cecha podobienstwa trojkatow.

§. 60.

TwiErDZENIE. 1rojkgty ktorych boki sq rownolegle od
siebie kazdy od kazdego, sq podobne.

Niech beda dwa trojkaty ABC i abe fig. 70, w ktérych
bok AB rownolegly od ab, BC od bc i AC od ac, dowies¢
potrzeba ze s3 réwnokatne, czyli co jedno jest, podobne.

W §. 14 dowiedliSmy ze dwa katy ktérych ramiona
sa rownolegle i rozchodza si¢ w tychze samych kierunkach,
sg rowne; na mocy wigc tego twierdzenia, poniewaz AB row-
nolegta od ab i BC od bc kat Bzz£. Podobniez AB row-
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nolegta od ab i AC od ac, wigc kat 4 —a. Dla tej samdj
przyczyny kat Czzc. Dwa wigc te trojkaty sa rownokatne
a zatem podobne, co chcieliSmy dowiesc.

Rownoleglos¢ przeto bokéw dwoch lub wigcej trojka-

tow stanowi czwartq ceche ich podobienstwa.
§. 61.

TWIERDZENIE. 170jkgty w ktorych boki jednego sq pro-
stopadte do bokow drugiego, sq rownokgtne a nastgpnie podobne.

Przedsiebioragc dowiedzenie tego twierdzenia, napotkac
mozemy dwa rozne przypadki co do potozenia jednego wzgle-
dem drugiego trojkata; t. j. albo jeden z nich lezy zewnatrz
albo wewnatrz drugiego. W obu przypadkach dowdd jest
nader tatwy ze takie trojkaty sa réwnokatne, przypomniaw-
szy sobie to co w §. 45 dowiedlismy.

Niech bowiem be¢da dwa trojkaty ABC i abcjig. 71
takie ze ab prostopadte do AB, bc do BC iac do AC i troj-
kat abc lezy zewnatrz trojkata ABC, tedy poniewaz ab jest
prostopadta do AB a ac do AC, kat zawarty miedzy temi
prostopadiemi z punktu a zewnatrz lezacego na ramiona AB
i AC kata A spuszczonemi, jest rowny temuz katowi, t. j.
kat a~ A. Zupehie tym samym sposobem dowiedzie si¢ ze
kat b~ B i kat c:r=C; przeto te trojkaty sa podobne.

Podobniez, jezeli tréjkat ab’c lezy wewnatrz trojkata
ABC, z punktu a dwie prostopadle am i an czyli b'a'm
iacn do AB i1 AC spuszczone, czynia kat rowny katowi
zawartemu miedzy AB i AC, a zatem kat a ~ A wedlug
tegoz co wyzej §. A ze i o katach zawartych migdzy ab’
i b'c’, jako tez migdzy b'c i ac’' toz samo powiedzie¢ moz-
na, zatem rowniez kat 6'mB i kat ¢ — C co bylo do do-
wiedzenia.

Albo tak: w czworokacie Ama'n summa czterech jego
katow wewnetrznych czyni 4R; a ze katy przy m i n sa
proste, zatem kat A z katem n czynig takze 2R. Lecz kat «
z katem a’ czyniag rowniez 2R jako przylegle, zatem kat
A~a', 1 tak o dwobch innych katach.
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Prostopadtos¢ bokéw jednego do bokow drugiego tréj-
kata jest pigtq 1 ostatniag cecha podobienstwa trojkatow.

Uwaga. Podobienstwo trojkatow zakonczmy ta ogodlng
uwaga ktora si¢ i do wszystkich wielokatow stosuje, ze w
tréjkatach réwnokatnych boki odpowiadajace sa te ktore leza
naprzeciwko katow rownych lub obejmuja katy rowne.—
W trojkatach ktorych boki sg roéwnolegle lub prostopadie,
odpowiadajgcemu sg te boki, ktoére sa rownolegte Iub pro-
stopadle do siebie.

§. 62.

TWIERDZENIE. W trojkgcie prostokresinym iczigwszy
Jjeden z jego bokow za podstawe i podzieliiuszy kqt przeciw-
legly tejze na dwie rowne czesci, prosta dzielgca podzieli takze
i podstawe na dwa odcinki ktorych stosunek jest rowny sto-
sunkowi dwoch innych bokow.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 72 w ktéorym Dbiorac
AC za podstawe, podzielmy kat B na dwie rowne czesci
wedlug §. 34 prosta BD, trzeba dowie$¢ ze taz prosta prze-
dluzona az do przecigcia si¢ z podstawa AC, podzieli ja na
dwa odcinki AD i DC takie ze AB ; CD— 'BC. Na do-
wiedzenie tej prawdy, z konca podstawy A lub C wypro-
wadzmy réwnoleglta do BD az do przecigcia si¢ z przedtu-
zonym bokiem CB w punkcie E lub tez z przedtuzonym
bokiem AB w punkcie F; tedy trojkat AEB jest réwnora-
mienny, bo kat EABizABD jako naprzemianlegte, tudziez
kat AEB — DBC jako odpowiadajace sobie; z zalozenia
kat ABD= DBC, skad tez kat AEB—EAB; przeto we-
dlug §. 40 AB—BE. W trojkacie ACE, BD jest rowno-
legta do AE, zatem wedlug §. 53 jest AD :DC —BE ;BC;
a ze BE —AB, wigc AD : DC=rrAB : BC co potrzeba bylo
dowie$¢. Zupeinie ten sam dowod z trojkata AFC.

Uwaga. Podzieliwszy kat ABE spelniajacy pierwszy
do dwoch katéow prostych na dwie rowne czesci prosta BD',
ta rowniez jak BD podzieli, albo raczej wyznaczy na prze-
dtuzeniu podstawy punkt D' podobny co do wilasnos$ci pun-
ktowi D, t j. ze tez bedzie CD'; AD'axzBC ; AB. Jakoz
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poprowadziwszy z punktu C prosta CE' rownolegla do dzie-
lacej BD' az do spotkania si¢ z przedluzonym bokiem BA
w punkcie E', kat BE'CmD'BE' jako naprzemianlegte; kat
BCE'mEBD'jako odpowiadajace sobie; a ze kat D'BE'mEBD
z podzielenia, wigc tez i kat BECziBCE'; przeto trojkat
E'BCjest rownoramienny i BE' —BC. Trojkat AD'B-"AE'C
bo katy przy A sa rowne jako wierzchotkowe, kat ABD'=:
BE'C, zatem i kat AD'B ~ ACE'. Z podobienstwa tych tréj-
katow wypada nastgpujaca proporcyja AD': AC—AB : AE'
z ktorej AD'-J-AC : AD'—AB-f-AE'; AB,
albo CD"AD'mBE';ABmBC : AB co bylo do dowiedzenia.

Laczac te proporcyja z dowiedziong w twierdzeniu, t.].
z proporcyja DC:AD—BC;AB, wypada CD":AD'mCD: AD.
Potozywszy CD'— a, DD' —b AD'mc i poréwnawszy z §.
20 Alg. dziat II, dostrzezemy ze to jest proporcyja harmo-
niczna i dlatego ile razy taka proporcyja ma miejsce, mo-
wimy ze prosta AC jest podzielona harmonicznie a dwa pun-
kta D i D' nazywaja si¢ punktami z sobg zigczonemi albo
do siebie nalezgcemi (puncta conjugata). Jezli wigc prosta
AC jest podzielona w punkcie D w stosunku danym, tedy
znajduje si¢ zawsze na jej przedhuzeniu drugi punkt D' taki
ze jest proporcyja

CD"AD'mCD :AD
Odmieniwszy w tej proporcyi miejsce $rednim wyrazom bedzie
CD':CDm AD'" AD
ktora nas uczy ze punkta A i C tak sa potozone wzglgdem
prostej DD' jak punkta D i D' wzgledem prostej AC. Cztery
punkta C, D, A, D' tym sposobem ulozone formuja zwigzek
albo uktad harmoniczny.
§. 63.

TWIERDZENIE. W trojkgcie prostokgtnym spusciwszy
z wierzchotka kqta prostego prostopadlq na przeciwprostokqt-
nie, ta podzieli trojkqt na dwa inne takze prostokgtne podob-
ne caltemu a nastgpnie podobne migdzy sobg; potem dzieli prze-
ciwprostokgtnie na dwa odcinki takie, ze kazdy bok przyle-
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gly kqgtowi prostemu jest Sredniq geometrycznie proporcyjonal-
nq miedzy calq przeciwprostokgtniq i odcinkiem jemu przy-
leglym, a nareszcie ze ta prostopadia jest sredniq geometrycz-
nie proporcyjonalng miedzy odcinkami.

Niech bedzie trojkat ABC prostokatny przy A fig. 73,
spusciwszy prostopadla AD z wierzchotka kata prostego na
przeci\vprostokatni¢, mamy dowie$¢ naprzdd, ze kazdy z tréj-
katow ABD 1 ADC jest podobny trojkatowi ABC. Jakoz
dwa trojkaty ABC i ABD maja kat B spoiny, katy przy A
i D rowne jako proste, przeto i kat DAB —C wedhug §. 36
wniosek 2, sa wigc te trojkaty podobne. Rowniez dwa trojkaty
ABC i ADC majg kat C spoiny, katy przy A i D proste zatem
rowne, przeto i katBAC —B i te wigc trojkaty sa podobne.
Lecz ze dwie ilosci réwne lub podobne trzeciej muszg byé
migdzy soba réwne lub podobne, przeto trojkat ABD ADC
co tez i z rownosci ich katow wnioskowa¢ mozna; maja bo-
wiem katy przy D rowne jako proste, a z poprzedzajacego
kat B= DAC i kat BAD—C sa wigc rownokatne a zatem
podobne.

Co do drugiego i trzeciego: W podobnych trojkatach,
boki odpowiadajace sg proporcyjonalne wedtug §. 56, zatem
kiedy trojkat ABCo'* ABD bedzie

BC:AB zr AB :BD
Rowniez, poniewaz trojkat ABC  ADC, jest tez
BC: AC-AC: DC
Nareszcie trojkat ABD AD C, zatem
BD : AD —AD :DC co bylo do do-

wiedzenia.
wNiosek. Niech bedzie BCzrAa, AB—a«, ACrroa,
BD —ma i DC* t. j. niech a bedzie obrang jednostka,

ktora przemierzywszy boki uwazanych tu trojkatow, znalezlis-
my ze takich jednostek bok BC zamyka /i, AB zamyka ich
a, AC, b, BD m, a DC n, tedy dwie pierwsze z powyzszych
proporcyj wedlug §§. 2 i 3 zamienig si¢ na nast¢pujace
liczbowe
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hla~ a\m skad a2~ hm

h;b~b;n , b2—Iln
Z dwoéch tych zréwnan wypada al\ 62~ hm \Ilm—m 1n
tudziez a2-f- 62~ hm-j-hn — (m -j-n)h.

Ale m-\-n =iBD-f-DCrr:BC ~ &, zatem a2-{- 62= hli“ T2
t. j. ze kwadrat z liczby wyrazajgcej diugos¢ przeciwprosto-
kgtni, rowna sie summie kwadratow z liczb wyrazajgcych diu-
gosci bokow przyleglych kqtowi prostemu; poprzedzajgca zas
proporcyja uczy nas, ze tez kwadraty majg si¢ do siebie jak
odcinki przeciwprostokgtni przylegte odpowiednim bokom.

§. 64.

TWIERDZENIE. W trojkgtach podobnych, stosunek ich
wysokosci rowna sig stosunkowi podstaw tychze trojkqtow, czyli,
jak si¢ zwyczajnie wyraza, wysokosci dwoch podobnych troj-
kqtow, majg si¢ do siebie jak podstawy.

Niech beda dwa trojkaty ABC i abc fig. 74 podobne,
ich podstawy AC i ac a wysokosci BD i bd, dowie$¢ po-
trzeba ze BD I bdzzz AC ; ac.

Dwa trojkaty ABD i abd sa robwnokatne, bo kat A~a
z zatozenia, gdyz trojkaty ABC i abc sa podobne, kat D~d
jako prosty prostemu, trzecie Aviec katy sa sobie takze row-
ne, t. j. ABD—abd, sa wigc te trojkaty podobne, a z ich
podobienstwa wedlug §. 54 wypada nastepujaca proporcyja

AB :ab—BD :bd
Ale ze trojkat ABC ~"abc z zalozenia, przeto wedhug tegoz

§. jest tez AB ;ab—AC :ac
zkad wypada BD ; bd— AC ; ac co nalezalo dowiesc.
§. 65.

Przejdzmy teraz do podobienstwa wielokatow. Mozna
tu da¢ ogodlne pojecie wielokatow podobnych, wychodzac
z podobienstwa trojkatow, ze dwa wielokgty o jednakowej
liczbie bokow, ktorych kqty sq sobie rowne, kazdy kazdemu i
w tymze samym porzqgdku w obu wielokgtach ulozone, a boki
obejmujqce kqty rowne proporcyjonalne, sq podobne.
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TWIERDZENIE. Dwa wielokgty podobne mozna zawsze
rozebra¢ za pomocq przekgtni na jednakowq liczbe tréjkgtow
podobnych i podobnie w obu wielokqtach ulozonych.

Mech bowiem beda dwa np. szeSeiokaty ABCDEF i
abcdef jig. 75 takie, ze kat Arna, B— b, C=rc, D~d,
E=¢i1 F—f, tudziez AB:a6zrBC Ibc~ CDlccZmDE:de—
EF :ef stowem podobne, tedy z wierzchotkow katow A i a
poprowadziwszy przekatnie AC, AD, AE i ac, ad, ae kazdy
z tych szeSciokatéw rozbierze si¢ na cztery trojkaty wedtug
§. 18; pozostaje wigc tylko dowie$¢ ze te trojkaty sg sobie
podobne w tym porzadku jak po sobie nastepuja. Trojkat
ABC dbc wedlug §. 58, zatem kat BCA ~ bca i kat
BAC — bac, tudziez BC:bc— AC:ac; a ze kat Cir=c> wigc
kat ACD ~ acd. W dwodch nastgpnych trojkatach ACD i
acd jest kat A C D acd 1 CD:o? AC:ac; bo z poprze-
dzajacego jest BC:bc—AC:ac, a z zatozenia BC: 6crrzCD: cd,
przeto trojkat ACD t"acd §. 58. Z podobienstwa tych troj-
katow wynika, ze kat CDAr~cda, i kat CAD ~cad, jako
tez ze CD:cd— AD:ad. Przechodzac tym samym sposobem
do dwoch nastepnych trojkatow, znajdziemy je takze podob-
nemi wedlug tegoz samego §., zkad wniesiemy iz prawda
jest ze wielokaty podobne rozebra¢ mozna na réwng liczbe
trojkatow podobnych i podobnie utozonych.

Nawzajem tez twierdzi¢ mozna, iz dwa lub wigce] wie-
lokatow ktore si¢ daja, jednymze sposobem w obu, rozebraé
na réwna liczbe troéjkatow podobnych, i podobnie ulozonych,
sg takze podobne.

Ze dwa tub wigcej wielokgtow foremnych o jednako-
wej liczbie bokoéw sa podobne, rozumiem ze nie potrzebuje
dowodu.

5. 66.

TWIERDZENIE. W dwodch wielokgtach podobnych, prze-
kgtnie lub jakiekolwiek proste jednymze sposobem w obu wie-
lokgtach prowadzone, majq si¢ do siebie w stosunku odpowia-
dajgcych bokow.
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Niech beda dwa pigciokaty ABCDE i abcde fig. 76 po-
dobne; poprowadziwszy w nich jednakowo przekatnie AD i
ad, tedy dwa trojkaty ADE i ade sa podobne, bo z zatoze-
nia kat E= e 1 AE:aezzDE: jako wwielokatach podob-
nych: zatem takze

:ae albo

Poprowadziwszy powtdre proste AF i1 af takze jedna-
kowo, t. j. zeby np. z bokami AE i ae czynily katy rowne,
beda katy FAE i fae sobie rowne, wigc znowu trojkat
AFE*-"*a/e, a nastgpnie AF:af—AE:qe —AB:ab~ it d

Poprowadzmy potrzecie proste GF i gf jakkolwiek byle
jednakowo w obu wielokatach, a zatem zeby np. BG bylo
taka czescig wzgledem BC, jaka jest bg wzgledem oc; row-
niez EF wzgledem DE takaz czegScig jaka ef wzgledem de;
zlaczywszy punkta G i F z punktem A, jak réwniez punkta
g 1f z punktem a prostemi AG, AF i ag, af, wedlug po-
przedzajacego tak trojkat ABG “abg jako tez i trdjkat

zkad poniewaz
, wypada ze AG:ag—AF:aff A ze kat
z zatozenia, za$§ kat BAGrrréag 1 kat
z poprzedzajacego, z powodu ze trojkat BAG  bag, a troj-
kat E A F eaf, wigc kat GAF-gaf- dla tego trojkat
AGF agf. Z podobienstwa ich wypada
aze AG:ag—AB:ab, wigc tez
i t. d. co potrzeba bylo dowiesc.
§. 67.

Twierpzenie.  Obwody dwoch wielokqtow podobnych
majq sie do siebie w stosunku dwoch ktorychkoliciek odpowia-
dajgcych bokow.

Oznaczywszy obwody dwoch wielokatow podobnych
przez O i o, boki pierwszego przez A, B, C, D, it d. a
odpowiadajace boki drugiego przez a, b, ¢ d, i t. d., tedy
wedlug definicyi wielokatéw podobnych mamy

it d Ale z Arytmetyki §. 97 wia®
domo ze
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zatém poniewaz wedlug §.17 A-j-B-f-C-f-D-j-E-f- .. — O,
tudziez a-"-bFedIFe—... o,
przeto O:o— A:a= B:6—C:c—D:d—FE:e~ 1it. d co
byto do dowiedzenia.

WNIOSEK. Zatem obwody dwoch wielokatow podob-
nych maja si¢ takze wedlug poprzedzajacego twierdzenia,
w stésunku dwodch prostych jednakowo w obu wielokatach
poprowadzonych.

§. 68.

ZAGADNIENIE 1. Na danej prostej wykreslic trojkqt
podobny danemu.

Rozwigzanie. Niech danym trojkatem bedzie ABCjig. 77
a prosta dang MN, potrzeba na tej prostej wystawi¢ trojkat
ktoryby byt podobny danemu ABC.

Poniewaz podobnemi trojkatami sg tréjkaty roéwnokat-
ne, zatem dla rozwigzania tego zagadnienia dosy¢ jest wy-
kresli¢ trojkat, ktoregoby jednym bokiem byla prosta MN,
a katy rowne katom trojkata ABC. Na ten koniec przy
punkcie M i przy prostej MN wykreslmy kat LMN —A i po-
dobniez przy punkcie N i z tejze samej strony prostej MN
kat KNM=C, a przedluzywszy ramiona tych katow az do
ich przecigcia si¢ z sobg w punkcie P, te wraz z prosta da-
na zamkna trojkat zadany. Gdy bowiem kat M ~A kat
N*rrC wiee tez 1 kat P=B ; a kiedy tréjkaty MNP i ABC
sg rownokatne, wigc sa podobne §. 56.

Albo tak: na kierunku AC boku danego trojkata od-
cigwszy prosta dang MN od A do D i przez punkt D po-
prowadziwszy réwnoleglta do boku BC az do przecigcia si¢
z bokiem AB w punkcie E, trojkat ADE bedzie zagdanym
§. 60. W przypadku ze prosta MN:>AC, punkt D przy-
padnie na przedtuzenie AC, a punkt E na przedluzenie AB
co ani wykres§lenia ani dowodu nie zmienia. Na tento przy-
padek powiedzieliSmy ogdlnie ze si¢ odcina MN na kierun-
ku AC.
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ZAGADNIENIE 2. Na danej prostej wystawié¢ wielokgt
podobny danemu.

Rozwigzanie. Danym wielokatem niech bedzie pigcio-
kat ABCDE, dana za$ prosta linija MN jig. 78, potrzeba na
tej ostatniej wystawi¢ pieciokat podobny danemu.

Na ten koniec z wierzchotka kata A poprowadziwszy
w danym wielokacie przekatnie Ap 1 Ac, podzielimy go
tym sposobem na trzy trojkaty; wystawiwszy teraz na pro-
stej MN trojkat MNo f/' AD E, potem na prostej mo trojkat
M OPo~ADC, anareszcie na prostej Mmp trojkat mpB ABC,
tym sposobem otrzymamy pi¢ciokgt MNOPRt*iABCDE, 53
bowiem te pigciokaty ztozone z tejze samej liczby trojkatow
podobnych i podobnie utozonych, zatem wedlug §. 65 sa
podobne.

Mozna tu takze postapi¢ jako w poprzedzajacem zaga-
dnieniu, t. j. na kierunku boku AE wieclokata danego, odcigé
prosta dana od A do K Iub od A do i, wedlug tego jak
MN> AE lub MN< AE. Z punktu K lub k poprowadzmy
prosta rownolegta do ED az do przecigcia si¢ z przedtuzong
lub téz z samg przekatnia AD w punkcie L lub Z przez
punkt L lub Z poprowadZzmy znowu réwnolegla LM lub Im
do DC az do przecigcia si¢ z nastepng przekatnia AC przedtu-
zong w punkcie M, lub z tagz przekatniag w punkcie m ; naresz-
cie z punktu M lub TO, réwnolegla MN lub mn do boku BC
az do przecigcia si¢ z przedtuzonym lub samymze bokiem AB
w punkcie N lub w; tym sposobem otrzymany pigciokat
AKLMN Iub Aklmn bedzie podobny danemu. Jakoz wielo-
katy ABCDE i AKLMN s3 réwnokatne, bo ramiona kazdego
kata w pierwszym, s3 rownoleglte od ramion odpowiadajacych
katow w drugim wielokacie. Ze boki jednego sg proporcy-
jonalne bokom drugiego wielokata jest oczywistem; w trdj-
kacie bowiem AKL prosta DE jest rownolegta od KL zatem
AK:AE —AL: AD r=KL:DE; w trojkacie ALM dla tejze
samej przyczyny jest AL:AD AM:AC~ LM:DC; dalej
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w trojkacie AMN, AM:AC=r AN: AB—MN:BC a nastepnie
AB:ANznBC:MN —CD:LM  DE:KL = AE:AK.

Jak postapi¢ z wielokatem o jakiejkolwiek liczbie bo-
kéw, chcac na prostej danej wystawi¢ jemu podobny, sadzg
ze z tego co si¢ powiedzialo o pigciokacie jest jasnem i dal-
szego ttdmaczenia nie potrzebuje.

§. 70.

ZAGADNIENIE 3. Prostq dang 'podzieli¢ na ilekolunck cze-
sci rownych.

RozwigzANiIE. Niech prosta dana do podzielenia na ré-
wne czgéci bedzie AB fig. 79. Zaléozmy sobie podzieli¢ ja
na 7 czgSci rownych, tedy na prostej nieograniczonej diugo-
Sci poczawszy od ktéregokolwiek jej punktu, odetnijmy w je-
dn¢ lub drugg strong siedm czgsci rownych dowolnej dtugo-
$ci np. od M do N; na prost¢j MN wystawmy trojkat rowno-
boczny MNP §. 31 uwaga 3. Na boku MP od P ku M ode-
tnijmy PR:= AB, a przez punkt R poprowadziwszy réwnole-
gla RS do MN, lub tez na boku PN odcigwszy PS=AB i
potaczywszy punkta R i S prosta RS, ta bedzie réwna
prostej AB danej do podzielenia; bo wedlug §. 54 jest
MP:PR = MN:RS; a ze MP=MN wigc tez i PRrrRS. Ale
PR iz AB z wykre$lenia, przeto rowniez RSzrrAB. Jezeli te-
raz wierzcholek kata P polaczymy z punktami podziatu 1,
2, 3,..... prostemi, te podziela RS ~ AB na tylez czgséci pro-
porcyjonalnych czgSciom pierwszym wedlug §. 55. A zZe
pierwsze cze$ci s3 migdzy soba rowne, wigc tez i drugie mie-
dzy soba sa rowne, co bylo do okazania.

Albo tak: na prostej nieograniczonej dtugoscijak przed
tem, odcinamy rowniez tyle czgsci miedzy soba réwnych,
lecz wielkosci dowolnej, na ile prosta dana podzieli¢ chce-
my fig. 80; zjednego lub drugiego konca t. j. z punktu M,
lub 7 prowadzimy prosta MP, pod jakiemkolwiek nachyle-
niem do MN i na niej od wierzchotka kata M odcinamy
MR = AB; punkt R tgczymy z ostatnim podziatem jak tu z 7
prosta R7 i przez wszystkie inne podzialy prowadzimy réw-
nolegte do R7, a te podziela prosta MR=AB na zadana licz-
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be cze$ci rownych. W trdjkacie bowiem MNR prosta la be-
dac réwnolegta do R7, dzieli dwa inne boki na czg$ci pro-
porcyjonalne; jest wigc M7 ;M1 —MRIMa. A jako MI— IN7,
tak tez by¢ musi Ma |MR zziAB t.j. Majest sibdma cze-
$cig prostej danej AB. Podobniez w tymze samym trojkacie
uwazajac 62 rownolegla do R7, mamy tez proporcyja M7 ;M2zz
MR : Mo, z ktoérej , poniewaz M2 ~ M7 wypada, ze tez
MO=fMR = fAB i t. d.

Uwaga. Poniewaz nie tak jest latwo z potrzebng dokta-
dnoseig prowadzi¢ réwnolegle, przeto utatwia si¢ podzial pro-
stej na czgsci rowne lub zadane i zyskuje na doktadnosci,
prowadzac z punktu R w przeciwnym kierunku prosta RS
rownolegta do MN i na tg, poczagwszy od punktu R, przeno-
szg si¢ podziaty, ktéore$my na MN naznaczyli; tgczgc naresz-
cie odpowiednie punkta podziatow t. j. 111,212,313
i t. d. prostemi, te podziela jak wprzéd prosta MR  AB na
czgéci zadane.

Gdyby potrzeba prosta dang podzieli¢ na dwie czesci
ktoreby si¢ miaty do siebie w stosunku dwoch prostych da-
nych, tedy chociaz na zasadzie twierdzenia §. 55 tatwo to
uskuteczni¢, najtatwiejszy atoli sposob jest nastepujacy:

Niech AB bedzie prosta dang do podzielenia na dwie
cze$ci majace sie do siebie w stosunku dwodch innych pro-
stych P 1 Q fig. 8i, z koncéw prostej danej A i B, popro-
wadzmy dwie inne proste AC i BC' w jakimkolwiek kierun-
ku lecz do siebie rownolegte i jedn¢ zjednej, a druga z dru-
giej strony prostej AB. Na pierwszej wezmy AC—P a na
drugiej BC>—Q lub przeciwnie, a polagczywszy punkta Ci C'
prosta CC', ta przetnie prosta dang AB w punkcie D w stosun-
ku zadanym. Jakoz trojkat ADC-"BDC',
przeto AD:DB= AC:BC'=P:Q.

Prowadzac réwnolegle z koncow prostej danej po jednej
ich stronie, jak sa3 AC i BC "—Q, a potem laczac punkta
C i C" prosta, ta przetnie prosta dang przedtuzonag w punk-
cie D' tak, ze tez jest AD' : BD' —AC i BC"= P: Q. Tg¢
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proporcja taczac z powyzej otrzymana,
bedzie AD"BD'=AD :BD

Porownywajac te ostatnig proporcyja z otrzymang w §.
62 uwaga dostrzezemy, ze jest harmoniczng a dwa punkta
D i D1 sa punktami do siebie nalezaceini. Podzieli¢ zatem
prosta w stosunku danym znaczy toz samo jak podzieli¢ pro-
sta w proporcyi harmonicznej, lub nareszcie wynales¢ na jej
kierunku dwa punkta do siebie nalezace.

§. 71

Sa tez i inne sposoby dzielenia prostéj na czgsci row-
ne, a szczegolniej kiedy wypadnie podzieli¢ prosta dang na
drobne czg$ci. Potrzeba takiego podziatu zachodzi zawsze
w zastosowaniach Geometryi, gdziekolwiek przedstawia si¢ ja-
kibadz przedmiot w linijjowym rysunku. Gdy bowiem takie
rysunki bywaja w zmniejszonych wymiarach robione z zacho-
waniem podobienstwa, rysuja si¢ zatem zawsze figury podobne,
te za$ jak wiemy, muszga mie¢ odpowiadajace boki proporcyjo-
nalne. Z tego powodu obiera si¢ dowolna dlugo$¢ czyli pro-
sta majaca np. cal dlugosci (jednostka), ktéra nam przed-
stawia¢ moze jakakolwiek dlugos¢ rzeczywista, czyli odno-
$nie do przedmiotu, jako to: s3zen, sznur, 10, 100, 1000 i
t. d. sznurow, mil¢ i t. d. Chcac za§ przy rysowaniu takie-
go przedmiotu mie¢ podzialy mniejsze, czego zawsze niezbeg-
dna potrzeba wypada, rzeczong calowg dtugos¢ mie¢ musimy
podzielong na drobniejsze cze$ci. Tak podzielona jednostka
nazywa si¢ zwyczajnie podziatkg (scala). A ze wspomnione
rysunki przedstawia¢ moga mniejsze lub wigksze obrazy przed-
miotéw, prawie za§ zawsze mniejsze od samychze przedmio-
tow, zatem im obraz ma by¢ mniejszy, tern podziatka przed-
stawiajaca np. cal dlugosci, na drobniejsze czeSci dzielona
by¢ musi. Sadze wigc ze tu bedzie wlasciwe miejsce ku po-
daniu sposobdw robienia, czyli wykreslania podziatki.

Najpospolitsza podziatka, uzywana nie do bardzo dokta-
dnych rysunkow, sa to dwie proste rownolegle blisko siebie
pociagnione, jedna grubsza druga ciensza. Wzdhuz tych od-
cina si¢ jednostka dowolng liczbe razy i te podziaty znacza
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si¢ prostopadtemi poprowadzonemi migdzy pi¢rwszemi dwiema
rownoleglemi i przynajmniéj w jedne¢ strone nieco przedtuzo-
nemi jako gtowne podziaty znaczacemi. Pierwszy gléwny po-
dziat dzieli si¢ na drobniejsze czg¢sci, a to stosownie do potrze-
by na 4,5, 10 i t. p. czgsci. Drugi gldowny podzial znaczy
si¢ liczba zamykajaca tyle jednosci, ile ich ta jednostka ma
przedstawia¢, drugi 2razy tyle i t. d. jak na fig. 82 widzi-
my podziaty 10, 20, 30..... Tym sposobem drobniejsze po-
dzialy w pierwszym glownym, wyraza¢ beda kazdy 2 saznie;
dlatego tez znaczymy je liczbami 2, 4, 6, 8. W koncu po-
dziatki dopisuje si¢ jakie dlugosci ta podziatka przedstawia,
jak tu saznie. Gdyby glowny podzial przedstawial sazen,
oznaczylibySmy drugi i nastgpne podzialy zamiast liczbami
10, 20, 30 i t. d., liczbami 1, 2, 3 i t. d. a dzielac pierw-
szy na 6 czesci, kazdy z tych drobnych podziatow wyrazal-
by stope, dlaczego nie liczbami 2, 4, 6, 8, ale liczbami 1,
2, 3, 4, 5 oznaczycby je potrzeba. Uzycie takiej podziatki
nie potrzebuje jak sadz¢ objasnienia.

Drugi gatunek podziatki, ktory si¢ uzywa ile razy chce-
my zrobi¢ doktadniejszy rysunek, jest to podziatka wykre-
Slona za pomocag tak nazwanych prostych transwersalnych.
Aby taka podziatk¢ wykresli¢, nalezy liczbe miar, jaka ma
wyraza¢ kazdy podzial gtowny, rozebra¢ na dwa czynniki.
Tak np. chcac nakresli¢ podziatke gdzieby gltowny podziat
wyrazatl 20 s3zni rzeczywistych i z ktorejby pojedyncze sa-
znie bra¢ mozna, tak postapi¢ nalezy. Liczbe 20 roztozyw-
szy na dwa czynniki 4 1 5, kresli si¢ prostg MN nicograni-
czonej dlugosci fig. 83 i na niej odcina si¢ tyle czesci row-
nych, ile potrzeba wymaga¢ bedzie i rownych obranej je-
dnostce np. calowi, jak tu AB, BC, CD..... Pierwszy z tych
podzialow dzieli si¢ na 4 mniejsze czgSci, ale takze miedzy
sobg rowne; z punktow A i B wyprowadziwszy prostopadte
do MN dowolnej dlugosci, bierze si¢ na ktordjkolwiek znich
5 czgséci takze migdzy sobg rownych, a z reszta dowolnych
od B do P; przez punkt P prowadzi si¢ réwnolegla do MN
i t¢ przedtuza az do przecigcia si¢ z pierwsza prostopadia,
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oraz przenosza, si¢na ni¢ cztery mniejsze podziaty poprzednio
na AB zrobione. Przez pi¢¢ na prostopadtej zrobionych po-
dziatow, prowadza si¢ rownoleglte do MN przedluzajac je tak
daleko, jak podziatka zasigga. Nakoniec laczac punkt P z pierw-
szym podziatem mniejszym Q, a potem nastepne taczac takze
z sobg, mamy tym sposobem podziatke ukonczona. Zobaczmy
tylko czyli zado$¢ wymogom czyni? Trojkat BPO.-*alP przeto
BP:P1=BQ;ai; azeP1~|B P, wigc podobniez al —gBQ.
Ale BQ= |AB, zatem al -z |.|JAB = "AB.

Zupelnie tym samym sposobem okaze si¢ ze 62~ 20AB,
ze dalej ¢c3 —23AB it d. wigc al wyraza jeden, 62, dwa,
c3, trzy i t. d. saznie; dlatego tez na tych rownolegtych
widzimy wzdtluz prostopadlej PB liczby 1, 2, 3, 4. Kaz-
dy z mniejszych podziatéw jak BQ bedac czwarta czescia
20tu sazni, wyraza 5 sazni i z tego powodu widzimy wzdtuz
gornej roéwnolegtej liczby 5, 10, 15.

Po takiem wyjasnieniu w mowie bedacej podziatki, ro-
zumiem iz jej uzycie nie stawi zadnej trudnosci ani watpli-
Wwosci.

Z tego rodzaju podziatek najuzywansza jest dziesigtna,
z powodu ze tez i rachunek dziesietny, szczegdlniej miedzy
uczonymi, stal si¢ prawie ogélnym. Taka podzialka kresli
si¢ zupelnie jak poprzedzajaca z ta jedyna rdznica, ze si¢
liczba nie rozktada na dwa czynniki i pierwszy glowny po-
dzial dzieli si¢ na 10 cz¢$ci rownych, tudziez na prostopa-
dtej BP odcina si¢ takze 10 czgéci rownych, a tym sposo-
bem poniewaz BQrz yjjAB, bedzie al — T 0AB, 062=:T§0AB
it. d Taka podziatk¢ przedstawia nam fig. §4. Uzycie jej
jak pierwszej, t. j. niech AB przedstawia 100 sznuréw, tedy
chcac z podziatki wzigs¢ 374 sznury, potrzeba jedng nozke
cyrkla postawi¢ w punkcie R, a druga w r na prostej trans-
wersalnej liczbg 70 z gory oznaczonej, a tak dlugosé rR wy-
raza¢ bedzie 374 sznury,

bo Rr=R4-f4d+ dr= 300+ t"'g=374.

Zreszta predkiego i doktadnego uzycia podziatki, naby-

wa si¢ dopiero w praktyce.



97

§ 72.
(ZAGADNIENIE 4. Majgc prostq podzielong na ilekolioiek

czesci, a zatem w ogolnosci na n czesci rownych, podzieli¢
tez prostqg na n-\- 1 czeSci takie rownych.

Rozwigzanie. Prosta dana podzielong na n czg$ci niech
bedzie AB, nw jej czgscig niech bedzie AC jig. 85, znalésé
potrzeba jej (?t54)ta cze$¢. Na ten koniec na prostej AB
wystawmy kwadrat ABDE, a poprowadziwszy przekatni¢ AD,
tudziez punkta C i E zlaczywszy prosta CE, ta przetnie prze-
katnie¢ w punkcie F; prowadzac przez punkt P prosta GH,
rownoleglta do boku kwadratu AE, ta odetnie nam od AC
cz¢$¢ AH, ktora jest zadana (w-f-1)tag czgécig prostej AB.

Dowadd rzetelnosci tego postgpowania jest bardzo pro-
sty, albowiem trojkat EFD .*sAFC bo s3 réwnokatne, prze-
to FD;AF = ED;AC. W trojkacie BAD, HF rownolegta do
BD dzieli dwa inne jego boki na czg¢Sci proporcyjonalne, za-
t¢tm PD IAF —HB;AIl. Z dwoch ostatnich proporcyj wy-

I |
pada ﬁD:ACr:BH:AH. Lecz ED=AB, AC= — AB
n
zatem AB:— AB—BH:AH albo 1:J-=BH : AH,
n n

1
skad AH——BH, albo w.AH~BH. Dodawszy do kazdej
z dwoch tych ilo$ci rownych, ilos¢ Ali, bedzie w.AH-j-AHrzr
AB

BH-j-AH, albo (%2§1) AllrrAB skad nareszcie AH

co bylo do dowiedzenia.
§. 73.

ZAGADNIENIE 5. Majgc dany punkt miedzy ramionami
kata, 'poprowadzi¢ przez tenze prostq, ktorahy konczqc sie na
ramionach kqta, w punkcie danym podzielong byta na dwie
rowne czgSci.

Rozwigzanie. Niech BAC bedzie katem danym i punkt
M migdzy jego ramionami jig. 86, potrzeba przez ten punkt
poprowadzi¢ prosta migdzy ramionami, ktéraby wtymze punk-
cie podzielong byla na dwie czgSci rowne.
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Przez dany punkt poprowadzmy réwnolegla do jednego
z ramion danego kata np. do AC, ta przetnie drugie rami¢
w punkcie H; zrobmy HD —AH i przez punkta D i M po-
prowadzmy prosta DME, ta bedzie prosta zadang t.j. ze be-
dzie DM —ME. Gdy bowiem HM réwnolegta do AE wiec
AH;HD = ME;DM. A ze AH—HD z wykreslenia, wigc tez
MErrDM co nalezalo dowiesc.

§ 74.

ZAGADNIENIE 6. Majgc dany kqt i prostg miedzy jego
ramionami z wierzchotka poprowadzong, tudziez za ramionami
kgta punkt dany, poprowadzi¢ miedzy ramionami rzeczonego
kqta prostg tak, izby przez prostq dang podzielona byla na
dwie rowne czesci a w przedluzeniu sioojem przechodzita przez
punkt dany.

Rozwigzanie. Niechze danym katem bedzie BAC, pro-
sta dang AD, anareszcie E punktem danym fig. 87, potrze-
ba przez ten punkt poprowadzi¢ prosta tak, izby jej czgs¢
migdzy ramionami kata zawarta, podzielong byla przez pro-
sta AD na dwie rowne cze$ci. Na danej prostej AD obierz-
my gdziekolwiek punkt F, i przez ten, wedlug poprzedniego
zagadnienia, poprowadzmy prosta B'C' podzielona w tymze
punkcie na dwie rowne czgéci tak ze B'FIZFC'. Jezeli te-
raz przez punkt dany E poprowadzimy EN rownolegla do tej
ostatniej prostej, cze$¢ jej MN bedzie takze podzielong w
punkcie O, azatem przez prostg dang, na dwie rOwne czgsci;
jest wiec prosta zadang. Dowdd tej prawdy jest oczywisty
przeto go pomijam.

§. 75.

ZAGADNIENIE 7. Majgc dane trzy proste oznaczonej dtu-
gosci, znales¢ czwartg proporcyjonalng.

Rozwigzanie. Trzema prostemi danemi niech beda A,
B, Cfig. 88, potrzeba do nich znale$¢ czwarta proporcyjo-
nalng. Na ten koniec wykre§lmy jakikolwiek kat P i na je-
dnérn zjego ramion odetnijmy prosta pierwsza A od P do A,
tak, ze PAzz A; nadrugiem ramieniu odetnijmy PBzrB; trzecia
prosta odetnijmy na ramieniu pierwszem, tak ze PCi=C;
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zlaczywszy nareszcie punkta A i B prosta AB, przez punkt
C poprowadzmy roéwnoleglta do AB, a ta na dragiem ramie-
niu odetnie PD, ktora jest czwartg proporcyjonalng szukanag.
W tréjkacie bowiem CPD, w ktérym AB rownolegta do CD
jest AP:BPrr:CP;DP czyli A;B~ C;DP; jest wigc rzeczy-
Aviscie DP czwartg proporcyjonalng, ktorej zadalismy.
§. 76.
ZAGADNIENIE 8. Do dwoch prostych znalesc trzecig cigglg.
Rozwigzanie. Niech prostemi danemi beda A i Bfig. 89
i niech B bedzie ta prosta, ktéra ma by¢ $rednig geometry-
cznie proporcyjonalng, a znale$¢ potrzeba trzecig ktéraby z
danemi czynila proporcyja ciagla. Dla znalezienia jej wy-
kreslmy znowu jak poprzednio jakikolwiek kat P i na je-
dnern zjego ramion wezmy PA—A, na drugiein PBzB i
znowu na pierwszem PB'—B. Punkta A i B zlaczywszy
prosta AB a przez punkt B' poprowadziwszy réwnolegla od
niej ta odetnie na drugiem ramieniu prosta PC, ktora bedzie
trzecig ciagle proporcyjonalng szukana; wedlug bowiem po-
przedzajacego zagadnieniajest AP;BP—B'P:CP. AzeAPzzA,
BPrrB, BTrzrB, wicc A;Br=:B:CP czyli -K- A;B:CP; jest
wiec CP trzecig ciaglta do dwoch danych A i B.
§ 77.
ZAGADNIENIE 9. Majgc dane dwie proste, znales¢ mie-
dzy niemi Sredniq geometrycznie proporcyjonalng.
Rozwigzanie. Niech A 1 B fig. 90 beda dwiema proste-
mi, pomi¢gdzy ktéremi znal6$¢ mamy S$rednig geometrycznie
proporcyjonalng. Wiedzac z §. 63 ze prostopadia z wierz-
chotka kata prostego na przeciwprostokatni¢ spuszczona jest
$rednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy odcinkami przez
siebie zrobionemi, na zasadzie tej kresli si¢ prosta nieogra-
niczondj dlugosci, i na niej odcina si¢ jedna z prostych da-
nych np. A od M do N, potem druga B od N do P; z punk-
tu N wyprowadza si¢ prostopadta do MP, takze nieograniczo-
nej dtugosci; chodzi teraz o to, jak jej dlugo$¢ naznaczyc?
Naznaczenie tej dlugosci zalezy na wyznaczeniu na tej pro-
stopadtej takiego punktu, izby proste taczace go z punktami
7.
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M i P czynily w tymze punkcie kat prosty. Na ten koniec
dzieli si¢ prosta3 MP w punkcie Q na dwie rowne czgsci iz
tego punktu otwartoscig cyrkla rowng QM, kresli si¢ tuk
przecinajacy tez prostopadia w punkcie R; moéwig ze NR jest
$rednia geometrycznie proporcyjonalng szukana. Aby t¢ pra-
wde udowodnié, potrzeba okaza¢, ze kat MRP jest prosty.
Ztaczywszy punkt R z punktami M, Q, P prostemi, tak tréj-
kat MQP, jako tez trojkat QRP jest rownoramienny, bo
QM  QR:rr QP, zatem kat M~MRQ, tudziez kat P —QRP,,
W trojkacie MQR jest M-f- MRQ ~~-MQR n 2R

czyli 2MRQ-f-MQR —2R; podobniez w trojkacie QRP jest

zatem
Lecz MRQ-j-QRP—MRP, za§ MQR-j-RQPr= 2R jako przy-
legte, przeto odjawszy po obu stronach ostatniego zréwnania
ilo§ci rowne t. j. od pierwszej ilos¢ MQ,R-|-RQP a od dru-
giej 2R, otrzymamy 2MRP ~ 2R czyli MRP rr R. Jest wigc
kat MRP prosty, a prostopadta NR $rednig geometrycznie
proporcyjonalng migdzy MN i NP czyli miedzy A i B co na-
lezalo dowiesc. #
§. 78.

zacaonienie 10.  Majge dane dwa iloczyny, kazdy
z dwoch linij prostych, znales¢ stosunek tych iloczynow takze IU
linijach prostych, czyli znales¢ dacie proste, ktoreby si¢ tak
mialy do siebie, jak si¢ majg rzeczone iloczyny.

Rozwigzanie. Niech dane iloczyny beda
gdzie A, B, C, D wyrazaja linije proste albo ich stosun-
ki do jednostki, a w takim razie wyrazalyby liczby. Jezeli
wyrazaja liczby, przypusémy ze Ar=5, B— 14, Cz=7, D—4,
tedy mamy znale$¢ stosunek réwnajacy si¢ stosunkowi

Na ten koniec do trzech liczb 14, 7 i 4 szukamy czwartej
proporcyjonalnej, ktorg wedlug Arytmetyki znajdziemy

czyli skad miec
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wigc bedziemy liczby
wigc 5 1 2 majg si¢ do siebie w takim samym stéosunku, w
jakim sa iloczyny
czyli skad co dowodzi rzetel-
nosci tej ostatniej proporcyi.

Jezeli za§ A, B, C, D wyrazaja linije, jak rzeczywiscie
w zagadnieniu wyrazono, postepowanie W rozwigzaniu zaga-
dnienia w tym przypadku jest toz samo, t. j. do trzech pro-
stych B, C, D szuka si¢ czwartej proporcyjonalnej §. 75,

ktora nazwawszy K, mamy skad

bedzie wiec Dwie

wiec proste A i K majg si¢ do siebie, jak dwa iloczyny dane.
§. 79.

zacaonNieNie 11, Majge dane dwa iloczyny, kazdy z
trzech prostych ztozomy, zmales¢ ich stosunek wyrazony takze
w linijach prostych.

Roziuigzanie. Niech iloczynami danemi begda
11 gdzie ilosci wyrazaja li-
nije proste, potrzeba znale$¢ stosunek tych iloczynow wyra-
zony w linijach. Na ten koniec naprzéd do trzech prostych

szukamy czwartej proporcyjonalnej, ktéorag nazwaw-
szy K bedzie A';A = B;K skad

Potem do trzech prostych C, B', C' szukamy znowu
czwartej proporcyjonalnej i t¢ K' nazywamy, tak ze

skad
Jezeli teraz w miejsce iloczynow potozymy
znalezione im roéwne waznosci, bedzie:

skad si¢ pokazuje, ze znalezione dwie proste K i K', maja
si¢ do siebie jak podane iloczyny, co tez w zagadnieniu
zadano.



ROZDZIAL V.
Wlasnosci 'prostych to rozny sposob rozgieciem okregu kola pro-
wadzonych, jako tez kqtow, roznie wsrod linii kotowej, na niej
lub za nig polozonych.

, & 80.

Z §. 20 juz wiemy co jest luk i co cigciwa, w tym wigc
rozdziale dowiedziemy naprzod nastgpujace

TwIERDZENIE. Kgtom rownym majgcym sioe wierzchotki
to Srodku kota, odpowiadajq cieciwy rowne i tuki miedzy ich
ramionami zawarte rowne. Nawzajem, cigciwom rownym od-
powiadajq kqty rowne i tuki rowne, jako tez tukom rownym
odpowiadajq ciecitoy i kqty rowne.

Co do pierwszego. Niech beda dwa katy ASB i CSD
fig. 91 rowne, majace swoje wierzcholki w $rodku kota S;
jezeli polaczymy punkta A 1B, Ci D prostemi, czyli co je-
dno jest, jezeli poprowadzimy cigciwy AB i CD, potrzeba
dowies¢ ze te cigciwy sg sobie rowne, tudziez ze i tuki do
nich nalezace takze sobie sg rowne.

Dwa trojkaty ASB i CSD wedlug §. 23, sa sobie ro-
wne 1 przystaja do siebie, bo maja po dwa boki AS i BS,
CS i DS, jako promienie jednegoz kota réwne i po kacie
migdzy niemi zawartym z zalozenia rownym; z ich wigc przy-
stania wnosimy ze AB —CD.

Wycinek ASB potozywszy na wycinku CSD tak, aby
punkt S przypadt na S, promien SA poszedt w kierunku SC,
tedy punkt A przypada na C dla réwnosci promieni, a pro-
mien SB pojdzie w kierunku SD dla rownosci katow przy S.
A ze SB~SC wigc i punkt B padnie na punkt D. Skoro
wigc dwa punkta A i B luku AB padly na dwa punkta C i
D tuku CD, musza tez wszystkie inne punkta tuku AB, pasdz
na odpowiadajace punkta tuku CD, czyli tuki te zupeknie
przykry¢ si¢ musza, gdyz wszystkie punkta obu, bedac w ro-
wnej od srodka S odleglosci, nie moga pas¢ ani blizej ani
dalej tegoz srodka, jak sa punkta tuku CD, co bylo do do-
wiedzenia.
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Co do drugiego. Poniewaz zakladamy ze AB—CD,
wiec trojkaty ASB i CSD wedlug §. 22 przystaja do siebie,
a w szczeg6lnosci kat ASB—CSD. Ze tuki sa sobie rowne,
juz bardzo tatwo wnioskowac¢, bo z przystania tréjkatow, punk-
ta AiB lezg na Ci D.

Co do trzeciego. Wycinek ASB polozywszy na wycinku
CSD tak, aby punkt A padl na C, punkt B przypas¢ musi
na D, albowiem te tuki z zalozenia sg sobie rowne. A ze
przez dwa punkta jedna tylko prosta przechodzi¢ moze, za-
tem cigciwa AB przykryje cigciwe CD, a nastgpnie te cigci-
wy sa sobie rowne. Z przystania potem trojkatoéw majacych
po trzy boki rowne kazdy kazdemu, wniesiemy ze kat

ASB-CSD.
Prawda wigc jest wszystko, co twierdziliSmy.

W NioseEk. Z samego toku dowodzenia tego twierdzenia
wyptywa, ze katom réwnym przy Srodku kota odpowiadaja
nie tylko cigciwy i tuki, ale takze wycinki i odcinki réwne.

§ 81

Podzieliwszy kat ASB fig. 92 na ilekolwuek czgéci row-
nych, i podzialowe proste przedluzywszy az do przecigcia
si¢ z tukiem jakimkolwiek promieniem z wierzchotka kata
S jako ze s$rodka zakreslonym, tuk ten podzielonym zosta-
nie na tylez cze$ci rownych. Wzajemnie, jezeli podzielimy
luk miedzy ramionami kata zjego wierzchotka jakimkolwiek
promieniem zakreslony na ilekolwiek cze$ci rownych i pun-
kta podzialu polagczymy z wierzcholkiem prostemi, te podziela
tez kat migedzy ktoérego ramionami tuk zostal zakreslony na
tylez czg$ci rowmych. Oprocz tego jasno widzimy, ze dwa,
trzy, cztery i t. d. razy wickszy tuk jest zawarty migdzy ra-
mionami kata dwa, trzy, cztery i t. d. razy wigkszego; bo
np. luk A5 bedac 5 razy wickszym od tuku A1, jest tez
zawarty migdzy ramionami kata AS5 5 razy wickszego od
kata ASI; tuk A8 bedac 4 razy wigkszy od tuku A2, jest
tez zawarty miedzy ramionami kata AS8, 4razy wigkszego
od kata AS2 it. d. Kiedy wigc tuki nakreSlone z wierz-
chotkow katow tymze samym promieniem powigkszaja si¢
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w tymze samym stosunku w jakim si¢ katy powigkszajg, na-
turalng jest rzecza, iz w miejsce stosunku katow, wziascé
mozna stosunek lukow jednymze promieniem z wierzchotkow
pomiegdzy ich ramionami zakre$lonych; katy przeto majg si¢
w ogolnosci do siebie jak luki zich wierzchotkow jednymze
promieniem nakre$lone. Jezeli bowiem tuki sg spotmierne,
rzetelno$¢ tego twierdzenia z poprzedzajacego jest jasna i
oczywista; jezeli za§ sa niespoimierne tedy wedlug tego co
w §. 53 uicaga wyrzekliSmy, mozna latwo dowie$¢ ze i w
tym przypadku stosunek katow jest rowny stosunkowi tu-
kéw z ich wierzchotkow jednymze promieniem migdzy ich
ramionami zakre$lonych.

Poprowadziwszy przez srodek kota dwie $rednice do sie-
bie prostopadile, te jak juz wiemy dzielg tak okrag kota jako
tez i samo koto na cztery czgsci rowne, ktore w §. 19 ¢wiart-
kami kota nazwali$my. Lecz z przecigcia si¢ dwoch $rednic
prostopadle do siebie, powstaja cztery katy proste, wigc czwarta
czg$¢ okregu kola zawarta jest tym sposobem mig¢dzy ramio-
nami kata prostego wierzcholek w $rodku kota majacego;
zamiast wigc porownywac kat z katem prostym jako jednost-
ka, mozna poréwnywacé tuk z wierzchotka tegoz kata jakimkol-
wiek promieniem miedzy jego ramionami nakreslony, z czwar-
ta czeScig okrggu kota takimze promieniem nakre§lonego, i
w tern to rozumieniu mowimy zwyczajnie: miarg kqta jest tuk
miedzy jego ramionami z wierzchotka jako ze srodka jakim-
kolioiek wpromieniem nakreslony.

W §. 9 przyjawszy kat prosty za jednostk¢ do mie-
rzenia katow, dla wigkszej wygody podzieliliSmy go na 90
czgsci ktore stopniami nazwaliSmy, zatem 1 czwarta czgs¢
okregu kota jako miar¢ kata prostego dzieli si¢ takze na 90
czg$ci; tym sposobem caly okrag kota jakimkolwiek pro-
mieniem zakre$lony, zamyka¢ bedzie 360 czesci, bo on jest
miarg czterech katéw prostych, ktore t6z czynig 360 stopni,
z ktorych kazdy dzieli si¢ na minuty a te na sekundy. A tak
czyli to chcemy wyrazi¢ w liczbach kat czyli tez tuk, w kaz-
dym razie wyrazamy je liczbg stopni, minut, sekund i t. d.



105

Chcac za$ znale$¢ stosunek clwoch katow lub tukow, dosyé
jest znale$¢ stosunek dwoch liczb wyrazajacych ile kazdy
z nich zamyka stopni, minut i sekund.

Po tern co dotad o katach i lukach razem uwazanych
powiedzieliSmy, tatwo poznamy jak geometiyczne dziatanie
w dochodzeniu stosunku dwodch katéw czyli ich spolnej
miary w §. 8 wskazane, zamieni¢ mozna na dziatanie bez
pordwnania latwiejsze z lukami tymze katom za miare stu-
Z3cemi.

Uioaga. PowiedzieliSmy ze caty okrag kotajest miara
czterech katéw prostych i to okrag kota jakimkolwiek pro-
mieniem nakre$lony; skad si¢ pokazaje, ze wielko$¢ kata
nie zalezy od wielko$ci promienia. Rzeczywiscie poniewaz
tu ramionami kata sg promienie, a od dlugo$ci ramion nie
zalezy wielko$¢ kata §. 4, wiec tez i od wielkoSci promie-
nia zaleze¢ nie moze. Lecz dlugos¢ tuku miedzy ramionami
kata zakreslonego tern jest wigksza im promien dluzszy;
skadby poszto ze tuk jako, co do swej dlugo$ci zmienny, nie
moze by¢ miarg katajak poprzednio dowiedlismy. Atolijakkol-
wiek dlugos¢ linii kotowej tem jest wigksza im promien dtuz-
szy, wszelako tak maty okrag jako i wielki, zawsze jest mia-
ra czterech katéw prostych; jezeli bowiem migdzy ramionami
kata prostego nakreslimy roznemi promieniami luki, a kat
prosty wystawimy sobie podzielony na 90 czgsci, podzialowe
linijje podzielg tez kazdy znakreslonych tukow na 90 czgsci,
dla tego to okrag kotajakimkolwiek promieniem nakres§lony,
dzielimy zawsze na 360 czg¢éci rownych nazwanych stopnia-
mi i kazda taka czg$¢ jest miara kata majacego 1 stopien;
jakkolwiek bowiem ta miara co do dlugosci swojej jest roz-
na, wedlug dlugosci, promienia, zawsze jednak jest 90ta cze¢scia
czwartej czgsci okregu. W nowszych czasach Francuzi, wpro-
wadziwszy uzycie miar dziesi¢tnych, podzielili tez okrag kota
na 400 cze¢$ci nazwanych stopniami (grade), kazdy taki stopien
podzielili na 100 czeSci nazwanych minutami, a kazda minute
na 100 sekund. Chcac wigc w dawnym podziale znale$¢ stosunek
jakiegokolwiek kata do jednostki, dosy¢ jest liczbg jego sto-
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pni podzieli¢ przez 90, w nowym za$§ podziale liczb¢ stopni
(grade) podzieli¢ potrzeba przez 100. Chcac za$ zamienié
stopnie dawnego podziatlu na stopnie nowego, potrzeba liczbg
stopni pomnozy¢ przez ,£, a przeciwnie przechodzac z no-
wego do dawnego, liczba stopni mnozy si¢ przez ¥ Tak np.
25°54'36" czyli 25° 96 dawnego podzialu czynia nowych
25-96 X Vo= 28s8444 ... czyli 28s84'44" ...

13°75'92" czyli 13-7592 nowego podziatu, czynia
13-7592 X A — 12°38328r=: 12°22'59"808 podziatu dawnego.

§ 82.

TwWIERDZENIE. Prostopadia ze srodka hola do cieciwy
spuszczona, dzieli jq i tuk do niej nalezgcy na wlwie rowne
czeSci.

Niech bedzie prosta SC prostopadta do cigciwy AB
fig 93, potrzeba dowie$¢ ze ta prostopadia dzieli cigciwe w
punkcie przecigcia si¢ z nig D na dwie rowne czeg$ci, a w
przedtuzeniu swojem, dzieli takze tuk do niej nalezgcy na
dwie réwne czesci.

Poprowadziwszy promienie SA i SB, dwa trojkaty ASD
i BSD wedhig §. 35 przystaja do siebie, sa bowiem prosto-
katne przy D tudziez maja przeciwprostokatnie SA, SB row-
ne i po jednym boku przyleglym katowi prostemu roéwnym
t. j. SDrrrSD; z ich wige przystania wnosimy ze ADrrBD.

Albo tak: SD jest z zalozenia prostopadia do AB, za$
SA i SB sa dwiema pochylemi; poniewaz te pochyle sg row-
ne jako promienie jednegoz okrggu, wiec wedlug §. 32 c),
sa w réwnej od spodku prostopadlej SD odlegtosci, przeto
BDizBD.

Powtore: Dwa tréjkaty ACD i1 BCD maja po dwa boki
z katem zawartym réwne, gdyz AD BD z poprzedzajacego
CD =; CD i katy przy D proste, wigc przystaja do siebie
wedlug §. 23, a z przystania wnosimy, ze cigciwa ACnrBC.

Albo: kiedy CD prostopadta do AB a z popi-zedzaja-
cego dowodzenia AD“ BD, zatem pochyta AC ~ BC. Lecz
pochyle te sa cigciwami, zatem wedtug §. 80 co do drugiego,
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luki do nich nalezace sa sobie réwne. Prawda przeto jest
ze prostopadta ze $rodka kota i t. d.

TJioaga. Trzy punkta S, D, C, t. j. $rodek kota, $ro-
dek cieciwy i1 $rodek do niej nalezacego tuku, leza jak wi-
dzimy na jedndj prostej. Ale do poprowadzenia kazdej pro -
stej dosy¢ jest mie¢ dwa punkta, a dla tego kazda prosta
przechodzaca przez dwa ktorekolwiek z rzeczonych trzech
punktow, koniecznie przechodzi¢ musi i przez trzeci oraz by¢
prostopadta do cigciwy. A jezeli jaka prosta dopelnia dwoch
ktorychkolwiek z czterech warunkow t. j. przechodzenia przez
srodek kota, dzielenia cigciwy na dwie rowne czgsci, prosto-
padlosci do niej i przechodzenia przez $rodek tuku do tejze
cigciwy nalezacego, dwa inne sgjuz koniecznym wypadkiem
pierwszych. Dlatego” prostopadla ze $rodka cigciwy wypro-
wadzona przechodzi <tak przez §$rodek kota jako tez i §rodek
tuku; prosta taczaca $rodek kota z srodkiem tuku, dzieli cig-
ciw¢ do niego nalezaca na dwie rowne czeSci i jest do niej
prostopadta; nareszcie prosta taczaca Srodek tuku z $rodkiem
cigciwy do niego nalezacej, jest do tej cigciwy prostopadla
i przechodzi przez $rodek kota.

§. 83.

TWIERDZENIE. Przez trzy nie w jednym kierunku dane
punkta, zawsze nakresli¢ mozna okrqg kola ale nie wigcejjak
tylko jeden.

Niech trzema danemi punktami beda A, B, C, jig. 94,
potaczywszy jeden z nich np. B z dwoma innemi linijami
prostemi BA i BC tudziez ze $rodkow tych prostych D i E
wyprowadziwszy prostopadte DF i EG, te przetng si¢ ko-
niecznie z sobg, jak tu w punkcie S; gdyby si¢ bowiem nie
przecigty, bylyby réownolegle, a dwie proste AB i BC przez
punkt B prostopadle do DF i EG poprowadzone, by¢by mu-
sialy jedna na przedluzeniu drugiej, co jest przeciwne zato-
zeniu, ze trzy punkta A, B, C, nie w jednym sa kierunku.
Poprowadziwszy proste AS, BS, i CS, tc sa migdzy sobg
réwne; albowiem punkt S uwazany jako begdacy na prosto-
padlej DF, jest w rownej odleglosci tak od A jako i B; tenze
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punkt S uwazany jako lezacy na prostopadtej EG jest w roéw-
nej odlegtosci od B i C; przeto okrag kota promieniem SA
z punktu S zakre$lony, przejdzie przez trzy punkta A, B, C.

Ze przez te trzy punkta wigcej okregow kot przecho-
dzi¢ nie moze, bardzo latwro okazaé: gdyby bowiem to by¢
mogto, srodek kazdego takiego okrggu znajdowacéby si¢ mu-
siat tak na prostopadtej DF jako tez i na prostopadlej EG;
a kiedy dwie proste nie wigcej jak wjednym punkcie prze-
cina¢ si¢ moga, przeto jest niepodobienstwem z tegoz samego
punktu i tymze samym promieniem zakresli¢ dwa lub wig-
cej okregow kot.

wNiosek 1. Polaczywszy punkta A i C prosta AC,
otrzymamy trojkat ABC, skad wniesiemy ze przez trzy wierz-
chotki katéw trdjkata prostokreslnego, zawsze mozna nakre-
sli¢ okrag kota, czyli jak pdzniej mowi¢ bedziemy, kazdy
trojkat mozna opisa¢ okregiem kota.

wNiosek 2. Ze $rodka prostej AC wyprowadziwszy
prostopadta HI, ta koniecznie przej$¢ musi przez punkt S,
gdyz punkta A i C s3 w rowmej od niego odleglosci; skad
wniesiemy, ze w trdjkacie prostokre§lnym podzieliwszy kaz-
dy z bokéw na dwie czes$ci rowne i z punktow podziatu wy-
prowadziwszy prostopadte do tychze bokdéw, trzy te prosto-
padte przecinaja si¢ w jednym punkcie,, ktory jest $rodkiem
kota na trojkacie opisanego.

wnNiosek 3. Dwa okregi kot mie¢ tylko mogg dwa
punkta spolne czyli jak zwyczajnie mowimy: nie wigcej jak
w dwoch punktach przecinaé¢ si¢ moga; gdyby bowiem mia-
ly przynajmniej trzy punkta spdlne, juzby wedlug poprze-
dzajacego twierdzenia byly jednym i tymze samym okrggiem
czyli przykrylyby si¢ zupelnie.

§. 84.

TwierpzeNiE. Cigciwy rowne sq w rownej od Srodka
kota odleglosci, tudziez cieciwa wigksza lezy blizej srodka
kota niz cigciwa mniejsza.

Niech bedg dwie cigciwy AB i CD fig. 95 rébwne, po-
trzeba dowie$¢, ze odleglosci ich od §rodka kola S sg takze
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réowne, czyli ze prostopadta SE“ SF, bo prostopadte mierza
odleglo$¢ punktu od prostej. Na dowiedzenie tej prawdy, po-
prowadzmy promienie AS i1 CS, tedy dwa trojkaty ASE i
CSF prostokatne przy E i F, maja przeciwprostokatnie row-
ne i boki przyleglte katowi prostemu AE i CF rowne, gdyz
ABizCD z zatozenia, przeto i |, AB~iCD czyli AEziCE.
Dwa wiec te trojkaty wedlug §. 42 przystaja do siebie a w
szczegblnosci SE — SF, co bylo do dowiedzenia.

Niech powtdre bedzie AG>AB, poti'zeba dowies¢ ze
tez SE>SH. Poniewaz SE jest oczywiscie wigksze niz SK
za§ SK>SH jako przeciwprostokatnia, wigc tern bardziej
SE P>SH; zatem wigksza cieciwa blizej lezy $rodka kota niz
mniejsza

wNiosek. Ze wszystkich cigciw jakie w temze samem
kole poprowadzi¢ mozna, najwicksza jest ta, ktora lezy naj-
blizej $rodka, przeto $rednica przechodzac przez sam $rodek
a nastgpnie nie majac od niego zadnej odleglosci, jest naj-
wigksza migdzy cigciwami.

§. 85.

TWIERDZENIE. Prosta z konca promienia prostopadle do
tegoz toyprowadzona, ma tylko ten jeden punkt spolny z okre-
giem kola, czyli jest styczng. Wzajemnie, stycznajest prosto-
padita do promienia poproioadzonego do punktu jej dotkniecia
si¢ z okregiem kola.

Niech prosta AB w koncu promienia SC poprowadzo-
na, bedzie prostopadla do tegoz, t. j. niech kat SCA bedzie
prostym”. 96, dowies¢ potrzeba, ze ta prosta AB ma tylko ten
jedyny punkt spolny z okrggiem kota. Jezeliby kto$§ twier-
dzil, ze prosta AB sposobem w twierdzeniu wyrazonym po-
prowadzona, ma jeszcze inne punkta spolne z okregiem kota,
tedy pozwdlmy ze punkt ktérykolwiek D na prostéj AB wzig-
ty, lezy takze na okregu kota, zlaczywszy go ze $rodkiem
S prosta SD, otrzymamy tréjkat SDC prostokatny przy C.
Lecz w trdjkacie prostokatnym, przeciwprostokatnia jest naj-
dtuzszym z jego bokow, zatem SD">SC; a ze punkt C lezy
na okregu, wigc punkt D leze¢ musi koniecznie za okrggiem.
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Podobniez kazdy inny punkt prostéj AB rozny od punktu C
leze¢ musi za okrggiem, bo prosta taczaca go ze Srodkiem S,
bedzie zawsze przeciwprostokatnia a zatem dtuzsza niz SC.

Ze wzajemnie styczna jest prostopadly do promienia,
bardzo tatwo jest dowies¢; albowiem jezeli AB jest styczng
w punkcie C, tedy ten tylko punkt ma spoiny z okregiem
kota, wszystkie za$ inne jej punkta leza za okregiem, a za-
tem dalej od $rodka kota. Dlatego proste laczace tez punk-
ta z $rodkiem kota beda pochyle a zatem kazda z nich be-
dzie dluzsza niz SC. Ze wszystkich wigc prostych jakie z
punktu S do prostej AB poprowadzi¢ mozna, najkrotszg jest
prosta SC, jest wigc ta prosta wedlug §. 42 b) prostopadia
do AB co potrzeba bylo dowiesc.

§ 86.

TwierpzeNIE. Dwie cigciwy rownolegle, odcinajgq na okre-
gu kota tuki miedzy sobg zawarte rowne.

Niech beda dwie cigciwy AB i CD jig. 97 réwnolegle,
potrzeba dowies¢ ze tuki AC i BD migdzy temiz cigciwami
zawarte s3 sobie rowne. Na ten koniec ze S$rodka kola S
spusciwszy do ktorejkolwiek z tych cigciw prostopadia SE,
ta tez bedzie prostopadia i do drugiej wedlug §. 13. We-
dtug za$ §. 82 dzieli tak tuk CED, jako tez i AEB w punk-
cie E na dwie rowne czg¢s$ci; skoro wiec CE —DE, tudziez
AE=zBE, zatem i CE—AE = DE —BE czyli AC= BD,
co nalezalo dowies¢.

Gdyby jedna z cigciw np. AB byla styczng do okregu
kota, jak jest prosta FG, tedy poniewaz SE prostopadia do
FG jest tez prostopadia i do CD i dzieli tuk AED w punk-
cie E na dwie rowne czgséci, wigc CE==:DE.

W przypadku gdy obie cigciwy przechodza na styczne
rownolegle, dowdd jest oczywistym i zadnej nie zamyka tru-
dnosci.

§. 87.

Dejinicyja. Kat majacy swoj wierzchotek w $rodku ko-
fa, nazywaé bedziemy srodkowym (angulus ad centrum), kat
za$ ktorego wierzcholek jest na okregu kota, okregowym (a.
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ad periphaeriam). Ten ostatni nazywaja takze katem wpi-
sanym.

TwierpzENIE. Kgt srodkowy jest dwa razy wigkszy od
kqta okregowego, ramionami swemi tenze sam luk jak pierw-
szy obejmujgcego.

W dowodzeniu tego twierdzenia moga by¢ trzy przy-
padki: t. j. albo jedno ramig¢ kata okregowego przechodzi
przez s$rodek kota, albo tez ramiona tegoz kata obejmuja
srodek, lub nareszcie oba ramiona sg mimo S$rodka.

Co do pierwszego. Niech bedzie kat okrggowy ABCjig.
08 ramionami swemi obejmujacy luk AC, poprowadziwszy
promien SA otrzymamy kat §rodkowy ASC tenze sam luk
jak pierwszy ramionami swemi obejmujacy; potrzeba dowies¢
ze ASC=r2ABC. Poniewaz kat ASC jest zewnetrznym troj-
kata ABS, wigc si¢ rbwma dwrom wewnetrznym naprzeciwko
siebie potozonym, t. j. kat ASC zz SAB-j- ABS. Lecz trojkat
ASB jest rownoramienny bo SA= SB zatem kat

SAB= ABS= ABC,
przeto tez kat A SC~ ABC-f-ABCz=2ABC.

Co do drugiego. Niech bedzie kat okregowy AB'C ra-
mionami swemi §rodek kola S obejmujacy; poprowadziwszy
$rednice B’D, ta dzieli tak kat okregowy, jako tez i $rodko-
wy na dwie czeSci i sprowadza ten przypadek do pierwsze-
go; albowiem wedlug pierwszego przypadku jest kat

ASD —2AB'D tudziez kat DSC = 2DB'C
skad ASD + DSC = 2ABD+ 2DB'C —2(AB'D+ DB'C).
A ze ASD -f-DSC= ASC za$§ AB'D -f-DB'C zzAB'C, zatem
kat ASC = 2AB'C.

Co do trzeciego. Niech okrggowym katem bedzie AB"C
ktorego ramiona AB" i B"C ida mimo $rodka, potrzeba do-
wies¢ ze 1 w tym przypadku kat ASC zz2AB"C. Poprowa-
dziwszy i1 tu $rednice B"D', sprowadza si¢ ten przypadek
rowniez do pierwszego, bo kat D'B"C jest okrggowym, kto-
rego jedno rami¢ B"D' przechodzi przez $rodek kota, jako
tez i kat D'B"A; pierwszemu odpowiada kat srodkowy D'SC
drugiemu za$§ takiz kat D'SA. Ale wedlug pierwszego przy-
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padku jest D'SC —2D'B"C, tudziez D'SA ~ 2D'B"A skad
D'SC—D'SA= 2D'B"C—2D’B"A z=2(D'B"C—D'B"A). A ze
D'SC—D'SA=ASC zas D'B"C—D'B"A =AB"C wigc kat
ASC—2AB"C. W kazdym wiec z trzech przypadkow do-
wiedli$my zalozonego twierdzenia, ze kat srodkowy jest dwa
razy wigkszy od kata okr¢gowego, ramionami swemi tenze
sam luk obejmujacego.

WNIOSEK 1. Poniewaz wedlug §.81 miarg kata $rod-
kowego jest tuk miedzy ramionami jego zawarty, zatem wnie-
siemy ze miarq kqgta okregowego jest poltowa tuku miedzy je-
go ramionami zawartego.

WNIOSEK 2. Wszystkie katy okrggowe wspierajace
si¢ ramionami swemi na jednymze tuku, czyli jak zwyczaj-
nie moéwimy, wszystkie katy w jednymze odcinku kota sa
sobie rowne; kazdy bowiem ma za miar¢ potowe tegoz sa-
mego tuku: skoro wigc miary s3 réwne i katy musza byc¢
roéwne.

WNIOSEK 3. Kat okregowy ramionami swemi obejmu-
jacy s$rednicg, a zatem wspierajacy si¢ na potowie okregu,
jest prosty, ma bowiem za miar¢ potowe poOtokregu, czyli
¢wier¢ tego okregu czyli 90", ktory tuk jest miarg kata pro-
stego wedlug §.81 wuwaga. Wtlasno$¢ t¢ wyrazamy zwyczaj-
nie: kgt wpotkolu jest prostym.

WNIOSEK 4. Kazdy kat okrggowy wspierajacy si¢ ra-
mionami swemi na tuku mniejszym niz polowa okreggu kota,
jest ostrym, wspierajacy si¢ za$ na tuku wigkszym niz poto-
wa okregu, jest rozwartym.

§. 88.

TWIERDZENIE. Kgt majgcy swoj wierzchotek gdziekol-
wiek na plaszczyznie kola, ma za miare polowe summy tukow
zawartych miedzy jego ramionami i przediuzeniami tychze, kqt
zas majgcy swoj wierzcholek za okregiem kota, ma za miare
polowe roznicy dwoch tukow miedzy jego ramionami zawar-
tych.

Niech bedzie kat ABC jig. 99, majacy swoj wierzcho-
ek w punkcie B na ptaszczyzZnie kota; przedtuzywszy jego
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ramiona az do przecigcia si¢ z okr¢giem w punktach D i E,
. ACI4-DE_
potrzeba dowiesé, ze I jest miarg kata ABC. Na
ten koniec z punktu I) poprowadziwszy cigciwg DF rowno-
legta do ramienia BC, jest kat ABC ~ ADF jako jednostron-
ne odpowiadajace sobie, wigc i miary ich s3 sobie rowne.
Lecz wedlug poprzedzajacego §. miarg kata ADF, jako okre-
gowego jest potowa tuku AF migdzy jego ramionami zawar-
tego, wiec tez i miarg kata ABC jest potowa tegoz tuku.
Ale tuk AF —AC-f-CF, za$§ wedlug §. 86 CF —DE przeto
AFzr, AC -}-DE, a nast¢gpnie miarg kata ABC jest potowa
tuku AF czyli I—AC—“_—]—)——.
Niech powtoére bedzie kat AB'C' majacy swoj wierzcho-
lek za okregiem kota w punkcie B', okaza¢ potrzeba, ze mia-
GH

ra jego jest potowa réznicy lukow AC' i GH czyli---—--- ;_—— ----- .
Na dowiedzenie tego z punktu G poprowadzmy GF' réwno-
legta do B'C', tedy kat AGF’=rrAB'C', zatem i miary ich s3
rowne. Lecz miarg kata okrggowego AGF' jest polowa lu-
ku AF' za§ AF'= AC'—F'C’a F'C' = Gil; przeto miara ka-

ta AB C jest potowa Niku AT czyliAC';F’C' AC'z—Gil

co potrzeba bylo dowiesc.

Dwie czesci tego twierdzenia mozna tez innym Sposo-
bem nastgpnie dowies¢ :

Co do pierwszego. Punkta A i E zlgczywszy prosta, kat
ABC~ CEA4-EAD §.39, wigc miarg kata ABC jest potowa
miary katow CEA i1 EAD. Ale miarag kata CEA jest poto-
wa tuku AC, za$ miarg kata EAD jest potowa luku DE, za-
tem miarg kata ABC jest polowa tuku AC wigcej potowsa

tuku DE czyli—
v 2

Co do drugiego. Poprowadziwszy prosta AH, kat
AHC'= AB'C'-f HAB' skad AB'C’—AHC'—HAB"
Miara kata AHC' jest potowa tuku AC', miara zas kata HAB'

8
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jest potowa tuku HG wigc miarg kata AB'C' jest polowa tu-
. ..AC' —HG
ku AC', mniej polowa tuku IIG czyii---—--
§ 89.

TwierpzENIE. Kgt zawarty miedzy cieciwg i styczng po-
prowadzong I0jednym z punktow, w ktorych cigciwa przecina
okrgg kola, jest polowg kqta srodkoioego wspierajqgcego sie ra-
mionami swemi na koncach cieciwy.

Niech prosta AB bedzie cigciwg za§ AD styczna”. 100,
poprowadziwszy promienie SA i SB, ktore utworza kat srod-
kowy ASB, potrzeba dowies¢ ze ASB —2DAB.

Ze $rodka kota S spusciwszy prostopadly SC na cigci-
we¢ AB, poniewaz w trojkacie ACS kat przy C jest prosty,
przeto kat CAS z katem CSA czynig takze kat prosty, czyli
CAS-f-CSA= R. Ale tez kat SAD jest prosty, bo styczna
AD jest prostopadta do promienia SA, ten za§ kat sktada
si¢ zdwbéch CAS i CAD czyli ze CAS-j-CAD R, przeto
CAS CSA—CAS-f-CAD, skad po odjeciu kata CAS spol-
nego obu stronom, pozostaje CSA rrzCAD. Lecz prostopadia
SC dzieli kat ASB na dwie réwne czgsci §. 40 icniosek 2,
przeto kat DAB jest polowa kata ASB, co nalezatlo dowies¢.

w Niosek 1. Miarg kata uczynionego przez cigciwe i
styczna na okrggu kota przecinajace sig¢, jest polowa tuku
migdzy styczng i cigciwa zawartego.

WNIOSEK 2. Wzigwszy jakikolwiek punkt D za okre-
giem kota i poprowadziwszy z niego dwie styczne DA i DB
do okregu kota, a punkta ich dotknigcia si¢ A i B ztaczyw-
szy cigciwg, poniewaz wedlug poprzedzajacego tak kat DAB
jako tez i kat DBA jest rowny polowie kata ASB, zatem
kat DAB = DBA, a trojkat ADB jest rownoramienny, prze-
to DC z wierzchotka kata do $rodka podstawy poprowadzo-
na, jest do niej prostopadla i dzieli kat miedzy stycznemi
ADB na dwie rowne cze$ci. Ale dwie prostopadte DC i SC
leza na jednej prostej, obie bowiem maja dwa punkta spoi-
ng t. j. C i E, bo prostopadta SC przechodzac przez punkt
C, przechodzi¢ tez musi i przez punkt E §. 82 uwaga, i po-
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dobniez prosta DC przechodzac przez punkta D i C, ko-
niecznie przechodzi¢ musi przez punkt E; z tego wypada,
ze prosta taczaca punkt przecigcia si¢ dwoch stycznych z
srodkiem kota, przechodzi przez $rodek tuku migdzy stycz-
nemi zawartego, S$rodek cigciwy do tegoz tuku nalezacej i
dzieli kat miedzy stycznemi zawarty na dwie rowne czesci,
oraz jest prostopadla do rzeczonej cigciwy.
§. 90.

Twierpzenie. Czesci dwoch cigciw przecinajgcych sig
wsrod okrggu kola majg sie w stosunku odwrotnym.

Niech bgda dwie cieciwy AB i CD przecinajace si¢
w punkcie E jig. 101, potrzeba dowie$¢, ze czeSci cigciw z te-
g0 przecigcia powstajace, sg w stosunku odwrotnym. Na do-
wiedzenie tego punktu A i D, Bi C polaczmy prostemi,
tedy trojkat ADEr*BEC, bo katy przy E sa réowne jako
wierzchotkowe, tudziez kat A~C, B—D jako majace za
miar¢ potowe jednegoz tuku. Z podobienstwa tych trojka-
tow wyplywa

AE:CE n DE:BE skad AE. BE= CE. DE;
iloczyn wigc z czgéci jednej cigciwy, jest rowny iloczynowi
z cze$ci cigciwy drugiej 1 to t¢z jest cechag ich stosunku od-
wrotnego ; w stosunku albowiem prostym nie iloczyny ale
ilorazy bylyby rowne. Albo jeszcze wyrazniej] mowiac, czgsci
jednej cigciwy sa skrajnemi, czeSci za§ drugiej $redniemi
wyrazami proporcyi.

W niosek. Poniewaz $rednica kota FG jest takze cie-
ciwa, tedy, chociaz drugiej cigciwie EU nadamy szczegolne
wzgledem pierwszej polozenie, mianowicie, izby byta prosto-
padla do $rednicy, poprzedzajace twierdzenie, gdzie potloze-
nia cigciw zupeinie nie uszczegodlnialiSmy, i tu jest w calej
swej mocy; a zatem bedzie podobniez

E"K:HK=KI:KG.
Lecz promien lub $rednica prostopadta do cigciwy dzieli ja
na dwie rowne czgséci, przeto HK ~ K1, a nastgpnie
FK:HK= HK:KG
t. j. z ktoregokolwiek punktu okregu kola spusciicszy prosto-
8.
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padia do Srednicy, ta prostopadia jest Sredniq geometrycznie
proporcyjonalng miedzy odcinkami srednicy.

Uwaga. Potaczywszy punkt H z koncami $rednicy,
Otrzymamy trojkat HFG prostokatny przy H §. 87 wniosek 3,
wigc prostopadta HK z wierzchotka kata prostego na prze-
ciwprostokatnig spuszczona, jest Srednig geometrycznie pro-
porcyjonalng miedzy odcinkami przeciwprostokatni, co juz
inng drogg w §. 63 dowiedliSmy. Bok HG jest $rednig geo-
metrycznie proporcyjonalng miedzy FG i GK, jako tez PIF
miedzy FG i FK wedlug tegoz §. 63. To postuzy nam do
latwiejszego rozwiazania zagadnienia w §. 77 innym sposo-
bem rozwigzanego.

§. 91

Twierpzenie. Z punktu iczigtego za okregiem kola po-
prowadziicszy dwie sieczne, ich stosunek jest rowny odwrot-
nemu stosunkowi ich czesci za okregiem kola lezgcych.

Niech danym punktem =za okregiem kota bedzie A
wig /02, poprowadziwszy dwie sieczne AB i AC, potrzeba
dowies¢, ze stosunek AB:AC AE:AD. Potaczywszy pun-
kta B i E, C i D prostemi, mamy dwa tréjkaty ABE i ADC
podobne, gdyz kat A spoiny obu trojkatom, kat B —C bo
kazdy ma za miar¢ polowe tuku DE, wigc tez kat ADCzzrAEB
wedhug §. 36, przeto na mocy twierdzenia §. 56 jest
AB:AC*“ AE:AD co nalezalo dowiesc¢.

Wilasno$¢ ta siecznych wyiaza si¢ zwyczajnie: sieczne
z jednegoz 'punktu poprowadzone, majq si¢ w stosunku odwrot-
nym swych czesci za okregiem: to ma znaczyC, ze sieczna i
cze$C jej za okregiem stanowig wyrazy skrajne Iub S$rednie
W proporeyi.

Wystawiwszy sobie jedn¢ z siecznych np. AB obraca-
jaca si¢ okoto punktu A a zatem zmieniajacg swodj kierunek,
jasna jest rzecza, iz ona coraz w innych a innych punktach
przecina¢ bedzie okrag kota i wielkosé jej czegsci BD za kaz-
da zmiang jej kierunku zmieniaé si¢ bedzie. Przypusciwszy,
ze taz sieczna w obrocie swoim wzigta kierunek taki, iz si¢
stala styczng AF, tedy poniewaz z proporeyi wyzej dowie-
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dzion¢j wypada AC. AE —AB.AD — (AD DB) AD, a w ta-
kiem potozeniu siecznej, cze$¢ jej w kole zawarta BD zni-
kla zupelnie, czg$¢ za§ za okregiem AD przeszta na AF,
zatem AC.AE—AF. AF—AF2t j. stycznajest sredniq geo-
metrycznie proporcyjonalng miedzy sieczng i czescig jej za
okregiem kola. Ta ostatnia prawda moze tez by¢ i tak do-
wiedziona: poprowadziwszy proste FC i FE, trojkat
AFC AFE bo AFC+ GFC = 2R, jako tez AEF+ FEC=
2R; a ze FEC ~ GFC §. 89, wiegc AFCrr AEF, kat A jest
spoiny obu tréjkatom, a nareszcie kat AFEr"FCA. Z po-
dobienstwa za$ tych trojkatow wypada
AC:AF —AF:AE skad AC.AE —AF2jak wprzod.

§. 92.

twierpzenie. Gdziekohciek na okregu kola obrawszy
trzy punkta i poprowadziwszy ic tychze punktach styczne az
do wzajemnego ich przecigcia si¢ z sobg, jezeli punkt prze-
ciecia sig ktorychkolwiek dwoch stycznych, zlgczymy z punktem
dotkniecia si¢ trzeciej stycznej linijg prostq i tenze sam ostatni
punkt polgczymy prostemi z dwoma innemi punktami dotknig-
cia, otrzymamy kqt, miedzy ktorego ramionami kazda prosta
rownolegle do trzeciej stycznej proioadzona, jest podzielona na
dioie rowne czesci przez pierwszq prostg lqczng.

Niech na okregu kota beda dane lub obrane trzy pun-
kta A,B,C jig. 103 poprowadziwszy w tych punktach styczne
przecinajace si¢ w punktach D, G, II i polaczywszy np. punkt
D z punktem A prosta AD, jako tez punkt A polaczywszy
z B i C prostemi AB, AC, potrzeba dowies¢, ze kazda pro-
sta miedzy ramionami kata BAC, réwnolegle do trzeciej stycz-
nej GH prowadzona, jak np. prosta mn, jest podzielona przez
pierwsza prosta taczaca t.j. przez prosta AD na dwie rowne
czesci tak, ze mp~np.

Wedtug §. 89 wniosek 2, jest AG — GB; trojkat
AGB”*-BDE, gdyz katy przy B rowne jako wierzchotkowe,
kat AGB —BDE jako naprzemianlegte wewnetrzne i kat
BAG —BED dla tejze samej przyczyny; przeto wedlug twier-
dzenia §. 56 mamy AG:GB= DE:BD. A ze AG= GB
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wigc tez DE= BD. Podobniez dowiedzie si¢, ze w dwodch
trojkatach podobnych ACH i CDF jest AH:HCzzDF:CD;
a poniewaz znowu AH —HC, wigc tez DF =DC. Ale
BDrzzDC jako styczne z jednegoz punktu D poprowadzone,
zatom DEmDF. Nareszcie w trojkacie EAE poprowadziw-
szy mn réwnolegla od podstawy EF, t¢ podzieli prosta AD
z wierzchotka A do podstawy poprowadzona w takim sto-
sunku, w jakim dzieli podstaw¢ EF §. 55, przeto poniewaz
DE—DF, by¢ tez musi myzznjg co nalezalo dowies¢.
§. 93.

Zacaonienie 1. Majge dany okrqg kola znalesc jego
Srodek.

Rozwigzanie. Obrawszy gdziekolwiek na okrggu da-
nego kotla trzy punkta A, B, Cjig. 104, polaczmy jeden
z nich np. B z dwoma innemi prostemi linijami BA, BC;
kazda z tych prostych podzielmy na dwie rowne czesci i
z punktéow podzialu D i E wyprowadzmy prostopadile, a punkt
przecigcia si¢ ich S, bedzie szukanym S$rodkiem kota. Al-
bowiem BA i BC sa cigciwami, wigc prostopadte z ich $rod-
kéw przechodzi¢ musza przez S$rodek kota wedlug §. 82.
Skoro wigc $rodek kota lezy tak na jednej jako i na dru-
giej prostopadtej, nie gdzieindziej zatem znajdowaé si¢ musi
tylko na wzajemném ich przecigciu si¢ z sobg. Ale dwie
proste nie w wigcej jak jednym punkcie przecina¢ si¢ mo-
ga, tern wigc przecigciem nie inny jest punkt tylko $rodek
kota.

Albo tak: Poprowadziwszy jakakolwiek cigciwe MN
fig. 104, podzielmy ja na dwie rowne czgsci wedlug §. 26
przez linija PR, ta wedlug §. 82 przechodzi¢ bedzie przez
srodek kota, bedzie przeto jego $rednicg; skoro te ostatnig
t. j. PR podzielimy znowu przez linija QT na dwie réowne
czgséei, punkt podziatu S bedzie szukanym S$rodkiem.

Tym samym sposobem szuka si¢ $rodka kota, do kto-
rego nalezy tuk dany, obierajagc na tymze tuku trzy punkta
i postepujac jak si¢ wyzej wskazato.
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Albo tak: Niech bedzie luk dany ABC fig. 105, potrze-
ba znale§6 $rodek kota do ktéorego nalezy. Z ktoregokol-
wiek punktu B danego luku otwartoScia dowolna, zakre§la
si¢ okrag kota tak, zeby z obu stron punktu B ten oki*ag
przecinal tuk dany. Z koncow tuku A i C tgz sama otwar-
toscig cyrkla kresla si¢ tuki przecinajace pierwszy okrag
kazdy w dwoch punktach D, E i F, G. Poprowadziwszy
wreszcie proste DE i FG, te przecigciem si¢ swojem wy-
znaczg Srodek szukany. Dowdd rzetelnosci tego postgpowa-
nia kazdy latwo dostrzeze.

§. 94.

ZAGADNIENIE 2. Majgc w trojkgcie diugoso 'prostopa-
diej z wierzcholtka na podstawe spuszczonej, diugosé prostej
dzielgcej kgt w wierzchotku na dwie rowne czesci, zawartej
miedzy wierzcholkiem i podstawq i nareszcie dlugos¢ prostej
od wierzchotka do srodka podstawy poproioadzonej, wystawié¢
trojkqt.

Rozwigzanie. Niech trzema danemi prostemi w tym
porzadku jak w zagadnieniu sa przywiedzione, begda AB,
AC 1 AD fig. 106, niech prosta HI bedzie kierunkiem pod-
stawy, bo ten jest dowolny. W ktéorymkolwiek punkcie B
tej ostatniej prostej, wystawmy prostopadla wjedn¢ lub dru-
g3 strong, na niej odetnijmy BA rowng prostej danej AB.
Otwartosciag cyrkla rowng prostej danej AC, z punktu wprzod
naznaczonego A, naznaczmy na prostej HI punkt C, potem
otwartoscia cyrkla rowna danej prostej AD, ztegoz samego
punktu A naznaczmy na HI punkt D; a poprowadziwszy
proste AC i AD, z punktu D wyprowadzmy prostopadla do
HI w przeciwng stron¢ punktu A az do przecigcia si¢ z prze-
dtuzong AC w punkcie E; prosta AE podzielmy w punkcie
F na dwie rowne czgsci 1 z tegoz punktu wyprowadzmy pro-
stopadla do AE az do przecigcia si¢ z prostopadta DE prze-
dtuzong, jezeli potrzeba, w punkcie S; nareszcie z punktu
S promieniem réwnym SA lub SE zakre$liwszy okrag kota,
ten przetnie prost3 HI w punktach H i I, ktéore z punktem
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A zlaczywszy prostemi AH, Al, otrzymamy trojkat HAI
szukany.

Dowodzenie. Poniewaz AB, AC, AD wedlug wykresle-
nia sg prostemi danemi, zatem tu dosy¢ bedzie dowies¢, ze
punkt D jest $rodkiem podstawy HI, tudziez Ze prosta AC
dzieli kat HAI na dwie rowne czgéci. Poprowadziwszy SH
i SI, dwie te pochyle wzgledem prostopadlej SD sa sobie
rowne jako promienie jednego kota, zatem wedlug §. 41,
HD=:DI, przeto punkt D jest $rodkiem podstawy trojkata
HAIL— Uwazajac HI jako cigciwe, prostopadia DE wedtug
§. 82 dzieli tuk HEI na dwie réwne czgSci, zatem tuk
HE zzEl. A zZe potowy tych tukow sg miarami katow HAE
i IAE, zatem kat HAC —IAC, prosta zatem AC dzieli kat
HAI na dwie réwne czeSci, co potrzeba byto dowiesc.

§. 95.

zZacaoNienie 3. Z konca danej prostej wyprowadzié
do niej prostopadlq.

Rozwigzanie. Niech bedzie prosta AB fig. 107, z kto-
rej konca A potrzeba wyprowadzi¢ do niej prostopadly. Na
ten koniec gdziekolwiek za prosta dang obiera si¢ punkt S
i z tego punktu jako ze Srodka promieniem réwnym odle-
glosci SA, kresli si¢ okrag kola przecinajacy prosta dang w
punkcie C, lub najej przedtuzeniu; potem taczy si¢ ten punkt
przecigcia si¢ C z punktem S prosta CS i te¢ przedluza si¢
az do przecigcia si¢ z nakreslonym okrggiem w punkcie D,
czyli prowadzi si¢ $rednica CSD, a zlaczywszy punkt D z
punktem A prosta AD, ta bedzie prostopadla zadang. Kat
albowiem DAC jako obejmujgcy ramionami swemi $rednice,
jest prosty §. 87 icniosek 3, a nastgpnie DA prostopadia
do AB.

Uioaga. Porownawszy to rozwigzanie z rozwigzaniem
§. 48, przekonamy si¢, ze zupetnie na jedno wychodzi; do-
wod tylko obecny jest daleko latwiejszy jako oparty na wila-
snosci kata w polkolu juz poprzednio dowiedzione;j.
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§. 96.

ZAGADNIENIE 4. Na danej prostej wykresli¢ odcinek
kola w ktorymby kgt okregowy byl roiony danemu kgtowi.

Rozwigzanie. Prosta dang niech bedzie AB, tudziez M
danym katem fig. 108. Przy punkcie A lub B wykresliwszy
kat DAB—M, z punktu A wyprowadzmy prostopadta AE,
tedy uwazajagc AD jako styczng okregu kota, ktérego odcin-
ka szukamy, prostopadia ta przechodzi¢ musi przez s$rodek
kota; uwazajac teraz prosta AB za cigciwe, prostopadia zjej
srodka C wyprowadzona takze przechodzi¢ musi przez $ro-
dek kota, punkt wigc przecigcia si¢ tych prostopadlych, na-
znaczy $rodek kola S, z ktérego promieniem SA— SB za-
kresliwszy okrag kota, odcinek AFB bedzie odcinkiem szu-
kanym. Ktoérykolwiek bowiem punkt luku AFB zlaczywszy
z koncami prostej danej, otrzymamy kat okreggowy majacy
za miar¢ potowg tuku AB; a ze tez i kat DAB ma za mia-
r¢ polowe tegoz tuku, wigc kazdy z pierwszych bedzie row-
ny katowi DAB. A poniewaz ten ostatni jest z wykreslenia
rowny katowi danemu M, wiec i kazdy z pierwszych bedzie
rowny danemu.

§ 97.

ZAGADNIENIE 5. Przez punkt dany poprowadzi¢ styczng
do danego okregu kola.

Rozwigzanie. Jezeli punkt z ktérego mamy prowadzic¢
styczng jest na okregu kota, zagadnienie to nie stawia zad-
nej trudno$ci. Na mocy bowiem twierdzenia §. 85 punkt
dany potaczywszy z $rodkiem kota prosta i do niej z dane-
go punktu wyprowadziwszy prostopadla, ta bedzie styczna
zadang.

Jezeli za§ dany punkt znajduje si¢ za okregiem kota,
jak np. punt A fig. 109, tedy zlaczywszy $rodek danego ko-
la z tym punktem prosta SA i na niej jako na $rednicy wy-
kresliwszy okrag kota, ten z danym okrggiem przetnie si¢
w dwoch punktach B i C; punkta te zltaczywszy z punktem
A prostemi AB i AC, te sg stycznemi do danego okregu
kota. Albowiem poprowadziwszy SB i SC, tak kat SBA
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jako tez 1 SCA jest prosty, bo kazdy z nich jest w potkolu;
pi'zeto AB prostopadta do BS, AC prostopadta do CS. A zZe
BS i CS sa promieniami danego kota, przeto AB i AC sag
stycznemi §. 85. Ze te styczne sa sobie rowne, juz to wie-
my z §. 89, ze za$ z linija AS czynia katy réwne, to z przy-
stania trojkatow ABS i ACS wnioskowa¢ mozna.

Uwaga. Pierwszy raz tu w Geometryi na jedno zada-
nie otrzymujemy dwie odpowiedzi; to atoli nie powinno nas
zadziwiaé, pamictajac z Algebry, Ze tam na jedno pytanie
czesto nie tylko dwie ale trzy, cztery it. d. odpowiedzi znaj-
dowali$my; zdarzaja si¢ nawet przypadki tak w Geometryi
jako 1 w Algiebrze, iz na jedno pytanie znajdujemy nieskon-
czong liczb¢ odpowiedzi. W obecnem zagadnieniu przeko-
nywamy si¢, ze z punktu danego za okregiem kota zawsze
dwie styczne réowne, do tegoz okregu poprowadzi¢ mozna.

§. 98.

zacannienie 6. Majgc dang prostq z polozenia *) i dwa
punkta po jednejze jej stronie lezqce, zmales¢ na niej trzeci
punkt taki, izby okrqg kola przez dane punkta przechodzgcy
dotykal prostej danej w tym punkcie.

Rozwigzanie. Niech prosta dang bedzie PQ, a danemi
punktami A i B fig. 110, potrzeba na prostéj PQ znales¢
trzeci punkt, w ktorymby okrag kota przechodzacy przez A
i B dotykal prosta PQ.

Poniewaz wedlug §.91 stycznajest §rednig geometrycz-
nie proporcyjonalng miedzy sieczna z tegoz samego punktu
poprowadzong 1 czg¢$cig jej za kotem, zatem przedtuzywszy
prosta BA przez dwa dane punkta idaca az do spotkania
si¢ z prosta dang PQ w punkcie C, na prostej BC jako na
srednicy wykreslmy poét okregu, a wyprowadziwszy z pun-
ktu A prostopadta do CB az do spotkania si¢ z co dopiéro
wykreslonym poélokregiem w punkcie D, i z punktu C jako
ze $rodka kota promieniem CD zakre$liwszy tuk, ten prze-

*) Wyrazenie z poloienia znaczy, iz prosta ma na plasczyznie pewne

oznaczone polozenie.
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tnie prosta dang PQ w punkcie E szukanym. Aby mie¢
okrag kota przechodzacy przez A iB, z wyznaczonego pun-
ktu E wyprowadzmy prostopadta do PQ, potem uwazajac
prosta AB jako cieciwe zadanego okrggu kota, z jej srodka
wyprowadzmy réowniez prostopadla do niej w stron¢ ku pro-
stej danej, a punkt przecigcia si¢ dwoch tych prostopadtych
S bedzie srodkiem okrggu kota przez A i B przechodzacego
a prosta PQ w punkcie E dotykajacego, ktéry promieniem
SAr=SB =SE z punktu S wykresli¢ mozemy. Chcac do-
wiesC rzetelnos$ci tego postepowania, dosy¢ jest okazaé, ze
CE jest $rednig geometrycznie proporcyjonalng miedzy CB
i CA a zatem styczna, reszta bowiem jest sama z siebie
jasna. Jakoz polaczywszy punkta D i B prosta, trojkat
CDB jest prostokatny przy D, wigc wedlug §. 63
CB:CDrrzCD:CA. A ze CD= CE wie¢c tez CB:CE=CE:CA.
Jest wiec CE, a zatem i PQ styczng w punkcie E do okre-
gu kota przez A i B przechodzacego.
§. 99.

zacaonienie 7. Do dwoch prostych danych, znalesé
Sredniq geometrycznie proporcyjonalng.

Rozwigzanie. Zagadnienie to juz w §. 77 rozwigzane,
rozwigzemy teraz nieco tatwiejszym lubo w istocie na toz
samo wychodzacym sposobem, opierajac si¢ na twierdzeniu
§. 63.

Niech dwiema danemi prostemi beda A i Bjig. 111,
chcac miedzy niemi znale$§¢ $rednig geometrycznie propor-
cyjonalng, postagpimy zupeilnie tak jak w wspomnionym §.
to jest na prostej niecograniczonej dilugosci, odcinamy jedne
z nich np. B od M do N, a potem druga A w tymze samym
kierunku od N do P; calg prosta MP wyrazajaca summg
prostych danych, dzielimy w punkcie S na dwie réwne czgsci
i z punktu tego jako na S$rednicy zakreslamy potokregu lub
caly okrag kota, a wyprowadziwszy z punktu N prostopadta
do MP az do przeciecia si¢ z okregiem w punkcie R, ta be-
dzie szukang S$rednig geometrycznie proporcyjonalng. Na do-
wiedzenie tej prawdy polaczmy punkt R z punktami M i P,
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a otrzymamy trojkat MRP prostokatny przy R wedlug §. 87
wniosek 3, przeto prostopadia RN jest Srednig geometrycznie
proporcyjonalng miedzy MN i NP §. 63 czyli migdzy pro-
stemi im rownemi B i A

Albo tez: opierajac si¢ na wilasnosci trojkata prosto-
katnego wrzeczonym §. dowiedzionej, ze bok przylegly ka-
towi prostemu jest $redniag geometrycznie proporcyjonalng
migdzy przeciwprostokatnia i odcinkiem przy tymze boku
lezacym, mozemy obecne zagadnienie rozwigza¢ nastepujacym
sposobem:

Na wigkszej z dwoch prostych danych, ktorg tu niech
bedzie MP= A jako na $rednicy zakreslamy pot lub caty
okrag kota, potem na tejze $rednicy, poczynajac od jej kon-
ca, odcinamy druga B od M do N i z punktu N wyprowa-
dzamy prostopadta do $rednicy az do przecigcia si¢ z okre-
giem w punkcie R, a zlaczywszy punkta R i M prosta RM,
ta bedzie prosta szukana, bo zlgczywszy jeszcze punkta R
i P, mamy wedlig przywiedzionego §. MP:MR= MR:MN
czyli A:MRrr:MR:B jak zadano.

; §. 100.

ZacapNieNiE 8. Majgc dang prostg oznaczonej diugosci,
podzieli¢ takowg na dwie czesci takie, izby wieksza byla Sre-
dniq geometrycznie proporcyjonalng miedzy calq prostq i mniej-
szq jej czesciq.

Niech prosta do podzielenia dang bedzie AB jig. il2}
z konca B wyprowadzmy do niej prostopadla BSrr*AB i
promieniem SB zakre$lmy okrag kota; przez punkt A i S
poprowadzmy sieczng AD, a nareszcie z punktu A pro-
mieniem AC zakre$lmy tuk przecinajacy AB wE, tedy AE
bedzie czgscia szukang. Wedlug bowiem §.91 mamy:

AD:AB:=:AB:AC skad wedlug §. 98 Arytm. jest

AD—AB:AB= AB—AC:AC czyli,
poniewaz AB= 2SB—2SC= CD, przez co
AD—AB= AD—CD= AC= AE
zaS AB—AC—AB—AE= EB, bedzie AE;AB = EB:AE
albo zmieniwszy w tej proporcyi miejsce skrajnych i $rednich



wyrazow, czyli eona jedno wychodzi, odwréciwszy oba sto-
sunki, otrzymamy nareszcie AB;A E~ AE;EB jak zadano.

Uwaga. Aby wyrazi¢ zadanie podzielenia prostej w spo-
sob co dopiero opisany, wystowiamy krocej to zagadnienie
tak: Prostg dang podzieli¢c w stosunku Srednim i skrajnym.
Ale to wystowienie jak kazdy dostrzeze jest falszywe i win-
no by¢ sprostowane w ten sposéb: prostq dang podzieli¢ na
skrajne i Srednig, co znaczy: podzieli¢ prosta na dwie czgsci,
z ktorychby jedna zawsze i koniecznie wigksza niz druga, by-
ta $rednig geometrycznie proporcyjonalng mig¢dzy cala prosta
i czeg$cia mniejszg. W pierwszej proporcyi t. j. wproporcyi
AD:AB—AB:AC prosta AB zastapiwszy jej réwna CD,
bedzie AD:CDmCD: AC t. j. sieczna AD podzielona jest
w punkcie C na $rednig i skrajne.

§. 101.

Wezmy teraz pod uwage dwa okregi kol i zobaczmy
co nam godnego uwagi oba razem przedstawi¢ moga.

Dwa okregi kot réznych promieni, razem uwazane mo-
ga mie¢ trojakie wzgledem siebie polozenie, t. j. moze by¢
jeden wewnatrz drugiego, albo jeden moze przecinaé¢ drugi,
lub nareszcie pierwszy moze by¢ zewnatrz drugiego.

W pierwszem potozeniu moga dwa okrggi mie¢ $rodek
spoiny, a wtedy nazywaja si¢ spolsrodkowe (concentricae) w
takim razie i ptaszczyzny czyli kota, nazywaja si¢ takze spol-
srodkowemi (circuli concentrici). Jezeli za$ ich s$rodki znaj-
duja si¢ w roznych punktach, odleglos¢ ich srodkoéw jest zaw-
sze mniejsza niz réznica promieni, o czem naocznie przeko-
nac¢ si¢ mozna, wykresliwszy dwa okregi w takiem potozeniu.

W drugiem potozeniu t. j. gdy si¢ przecinaja, przecinac
si¢ nie moga w wiecej jak w dwoch punktach §. 83, a pro-
sta taczaca te dwa punkta czyli cigciwa obu spoina, jest pro-
stopadla do prostej taczacej ich s$rodki, ktora prostq srodkow
zwaé begdziemy. Niech bowiem be¢da dwa okregi, ktorych
srodki S i S' przecinajagce si¢ w punktach A i Bjig. i13,
poprowadziwszy proste AB i SS', tudziez promienie SA i SB,
S'A i SB, dwa trojkaty SAS' i SBS' wedlug §. 22 przysta-
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ja do siebie, a w szczegolnosci kat ASS'= BSS' i kat
AS’S—BS'S;

w trojkacie réwnoramiennym ASB prosta SS' dzielaca kat

w wierzchotku na dwie rowne cze¢sci, pada na $rodek pod-

stawy 1 jest do niej prostopadia §. 40. Toz samo wypada

takze z tréjkata AS'B; prawda przeto jest co, twierdzono, ze

AB prostopadla do SS'.

W trzeciem nareszcie potozeniu, czyli gdy si¢ dwa okre-
gi znajduja zewnatrz siebie, odleglos¢ ich srodkow jest wigk-
$za, niz summa ich promieni, co jest oczywistem i dowodu
nie potrzebuje.

W pierwszym przypadku powiedzieliSmy, ze odleglosc
srodkow jest mniejsza niz roznica, w ostatnim za$, iz taz od-
legtos¢ jest wigksza, niz summa promieni obu okregow. Je-
zeli atoli bedzie przypadek, iz albo réznica, albo summa pro-
mieni rowna si¢ odleglo$ci $rodkow, w takim razie dwa okre-
gi dotykaja si¢, a mianowicie w pierwszym przypadku we-
wnatrz, w drugim za§ zewnatrz, a punkt dotknigcia lezy w
kazdym razie na prostej $rodkow. Ile wigc razy odleglo$¢
srodkow dwoch kot réwna si¢ roéznicy ich promieni, okregi
dotykaja si¢ wewnatrz t. j. jeden lezy w drugim; skoro za$
rzeczona odleglo$¢ rowna si¢ summie promieni, okregi kot
dotykaja si¢ zewnatrz. W obu razach moéwimy tez, ze okre-
gi lub kola sq stycznemi.

s. 102

ZacapNienie 9. Majgc dane z potozenia dwa okregi ko,
poprowadzié styczng spoing obu okregom.

Rozwigzanie. Niech b¢da dane z potozenia dwa okregi
kot, ktorych $rodki sa Sis, a promienie /dirjig. 114, ma-
my do tych dwoch okregdw poprowadzié styczng spoing obu
okregom. Na ten koniec potaczywszy srodki okregéw da-
nych prosta Ss i na niej jako na $rednicy wykresliwszy okrag
kota, ze srodka pierwszego S promieniem — R —r zakreslmy
luk, ktéry na okregu wykreslonym na linii $rodkéw nazna-
czy dwa punkta A i a; przez punktu S i A poprowadziwszy
prosta SA i t¢ przedtuzywszy az do przecigcia si¢ z okrggiem
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pierwszym, ktorego promien R ta naznaczy punkt T dotknig-
cia si¢ stycznej na tymze okregu; a jezeli ze $rodka s dru-
giego okregu poprowadzimy promien réwnoleglty od ST, ten
naznaczy na drugim okregu punkt ¢, w ktéorym taz styczna
dotknie drugi okrgg kota i prosta T¢ bedzie szukang. Kat
albowiem SAs jest prosty jako w potkolu, wiec $A jest pro-
stopadta do ST; a ze st rownolegta do ST i rowna AT, wigc
czworokat ATts jest prostokatem, i Tz prostopadta tak do ST
jako tez i do st, jest przeto stycznag tak do pierwszego jako
i drugiego okregu, jak zadano. Ale tuk zakre§lony promie-
niemizR —r przecigt okrag kota na prostej S$rodkéw wy-
kreslony nie tylko w punkcie A, ale t¢Z w drugim punkcie
a, przeto postapiwszy tu znowu tymze samym co Wyzej Spo-
sobem, otrzymamy druga prosta TY rowniez styczng do obu
danych okregow, skad si¢ pokazuje, ze dwa okregi dane z
potozenia maja dwie styczne spolne.

W poprzedzajacem ze $rodka S nakresliliSmy tuk pro-
mieniem zi=R—r, gdybysmy =z tegoz S$rodka wykreslili tuk
promieniem n=R-j-r, znalezlibySmy rowniez jak wyzej dwa
punkta przecigcia si¢ jego z okregiem na linii $rodkéw wy-
kreslonym t. j. punkta A' i a ; zlaczywszy punkta A’1i s
prosta A's i przez punkta S i A' poprowadziwszy takze pro-
sta, ta nam naznaczy na okregu S punkt T", przez ktory
prowadzac réwnolegla T"t" do A's, ta bedzie trzecia styczng
spoing obu okr¢gom. Gdyz znowu kat SA's jako w potkolu
jest prosty, zatem sA4'prostopadta do SA'; a ze T'Y' rowno-
legta do As, zatem jest takze prostopadla do ST", jest wigc
styczng do okregu S. Ze jest styczna i do drugiego okregu
s tatwo okazaé, bo 's¢":irA'T", katy przy T" i A' proste,
zatem czworokat A'T'Y's jest znowu prostokatem i kat przy
t" prosty, a T"¢" prostopadta do st”. Ale zakreSlony tuk
przeciat tez okrag kota na linii $rodkow wykre§lony w dru-
gim punkcie ', postapiwszy wigc z tym punktem tak jak z
poprzedzajacym, otrzymamy czwartg styczna T"Y" spoing obu
okregom. Tak tedy zamierzywszy sobie znale$¢ styczng do
dwoch okregéw danych z potozenia, postgpowanie nasze w
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rozwigzaniu tego zagadnienia przyprowadzito nas do tej praw-
dy, ze do dwoch okregéw kot danych z polozenia nie jedng,
ale cztery styczne obu spolne poprowadzi¢ mozna. Dwie
pierwsze z tych stycznych nazywamy zeicnetrznemi, dwie zas
drugie wewnetrznemi. Pierwsze przedtuzywszy dostatecznie,
dostrzezemy, ze si¢ przecinaja na linii $rodkéw przedtuzonej
takze, t. j. za mniejszym okregiem kota w punkcie B. Dru-
gie dwie przecinaja si¢ takze na tejze linii, ale migdzy obu
okregami w punkcie B' co jest widocznem.

Drugi sposob. Na zasadzie §§. 62 1 70 t. j. dzielenia
prostej w proporcyi harmonicznej, mozna to zagadnienie da-
leko predzej i prosciej rozwigza¢ nastepujacym sposobem.
Przypatrzywszy si¢ z uwaga stycznym juz wykreslonym, t.].
uwazajac jakoby zagadnienie juz bylo rozwigzanem, przeko-
namy si¢, ze do ich poprowadzenia dostateczng jest znajomosé
punktow B i B', w ktorych rzeczone styczne przecinaja pro-
sta Srodkoéw. W trojkacie bowiem TBS fig. 114 st jest row-
nolegta do ST i dlatego SB:Ss~ST:s¢, a z dwoch tréjka-
tow ST"B' is¢"B'podobnych jest takze SB":sB'r=ST":s¢"“ ST:sb
przeto SB:Ss=rSB":sB', z ktorej proporcyi czytamy, ze pro-
sta Ss laczaca $rodki dwoch okregdw danych, podzielong jest
w punktach B:B' w proporcyi harmonicznej §. 62 uwaga,
a punkta BiB' s3g punktami do siebie nalezacemi. Chcac
przeto znale$¢ te punkta, dosy¢ jest przez srodek S popro-
wadzi¢ jakakolwiek $rednice MN fig. 115, a przez S$rodek
s promien do niej rownolegly sm; proste taczace punkta M
i N z m, naznacza tak na przedtuzeniu prostej Ss, jako tez i
na niej samej szukane punkta B i B'. Nareszcie Z tych punk-
tow wedlug §. 97 prowadzac do jednego z okrggdw styczng,
ta zarazem bedzie styczng i do drugiego.

Uwaga. Gdyby dane dwa okreggi kot bylty réwne czyli
gdyby bylo Rmr, robigc toz samo wykreslenie, przekonali-
by$my si¢ ze pierwsze dwie styczne sg od siebie réwnoleglte
dwie za$ drugie, przeciglyby si¢ z soba na linii $rodkow i to
doktadnie w potowie odlegtosci Ss.
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Dalsze rozbieranie tego zagadnienia przekonaloby nas
ze jezeli si¢ dwa dane kola dotykaja, zewnatrz, dwie wewne-
trzne styczne zamieniaja si¢ na jedna do linii facznej prosto-
padta i w tym przypadku trzy tylko styczne sa mozebne.
Jezeli si¢ za$ przecinajg, dwie wewngtrzne styczne sg niemo-
zebne 1 do takich dwoch kot tylko dwie styczne poprowa-
dzi¢ mozna. Gdyby si¢ okrggi dotykaly wewnatrz, wtedy
tylko jedna styczna mozebna. Nareszcie gdyby jedno koto
lezato wewnatrz drugiego, nie przecinajagc go ani dotykajac,
w takim razie zadnej stycznej wspolnej poprowadzi¢ nie mozna.

ROZDZIAL VI

Krzywa kolowa wraz zfigurami prostokresinemi uwazana.

§. 103.

Dotad uwazalismy figury prostokre§lne same w sobie,
jak réwniez jedng figure krzywokreslng kotem nazwanga, je-
dynie w zwiazku z prostemi w kole rozmaicie prowadzonemi;
teraz potrzeba nam zastanowi¢ si¢ nad figurami prostokrosl-
nemi w zwiazku z linija kolowa uwazanemi.

Definicyja. Kazda figur¢ prostokreslng albo raczej kaz-
dy wielokat, ktorego wierzcholki wszystkich katow znajduja
si¢ na okrggu kola, nazywaé bedziemy icielokgtem w kolo
icpisanym (polygonum circulo inscriptum), okrag za$§ kota
takie potozenie majacy nazwiemy okregiem kota na icielokg-
cie opisanym. Wielokat ktérego wszystkie boki sg styczne-
mi do okregu kota, nazywaé si¢ bedzie wielokgtem opisanym
na kole (polygonum circulo circumscriptum); okrag za§ ko-
ta w tym przypadku, kolem wpisanem w wielokgt.

TwIERDZENIE. W wielokgcie foremnym podzieliwszy kaz-
dy zjego wewnetrznych kqtow na dwie rowne czesci, proste
dzielgce schodzq si¢ wszystkie wjednym punkcie.

Niech bedzie ABCDE..... fig. 116 wiclokat foremny o
jakiejkolwiek liczbie bokow; podzieliwszy dwa ktorekolwiek

9
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jego katy np. A i B na dwie réwne czgsci, proste dzielace
AS 1 BS przetng si¢ naturalnie wjednym tylko punkcie S;
polaczywszy ten punkt S z wierzchotkami wszystkich innych
katow prostemi SC, SD, SEj t d., jezeli dowiedziemy, ze
kazda z tych prostych dzieli kat, przez ktérego wierzchotek
przechodzi, na dwie rowne cz¢sci, tom samem dowiedzie si¢
prawdy zatozonego twierdzenia.

Z punktu S spusémy prostopadte Sui Sh na boki wie-
lokata AB i BC. Poniewaz kat A —B jako w wielokacie
foremnym, zatem i potowy ich sa takze rowne t. j. kat
SAci—SBa, katy przy a sa proste, wiecc dwa trojkaty SAa i
SBa przystaja do siebie, a w szczeg6lnosci SA~ SB i AarrBa.
Dwa trojkaty SBa i SB6 maja bok SB spoiny, katy przy B
jako tez katy przy aib rowne, wedlug wiec §. 36 wniosek 2,
przystaja do siebie, a z przystania wnosimy, ze Sa ~ Sb i
Ba—Bb. A ze Bar=|AB, wigc tez Borr*BC bo z zaloze-
nia AB — BC. Dwa znowu trojkaty SB6 i ShC wedhug §.
23 przystajag do siebie, gdyz Sb majg spolac, Bo= 06C jako
potowy boku BC i katy przy b rowne jako proste; z przy-
stania ich wnosimy, ze SC=rSB i kat SCo~ SB6. A zZe kat
Cr=B z zalozenia a SB6 —£B, wigc tez i kat SCom~C.
Zupelie tym samym sposobem okazuje si¢, ze prosta SD
dzieli kat D na dwie rowne czgéci i ze SC= SD. Toz sa-
mo dowiedzie si¢ tez o wszystkich prostych taczacych wierz-
chotki katow wielokata z punktem S, a nastgpnie tatwo wnie$é
nawzajem, ze proste dzielgce katy wielokata foremnego na dwie
rowne czgdci, przecinajg si¢ w jednym punkcie S, co byto

do dowiedzenia. LI %
wnNiosek 1. Poniewaz z ciggu dowodzenia powyzszego
twierdzenia wypadto, ze SAzzSB —SCn; SD — ...... przeto

punkt S jest w rownej odleglosci od kazdego zwierzchotkow
katow wielokata. A Ze réwniez z dowodzenia otrzymalismy
Sa—S6= Sc —Sdz=...... zatem punkt Sjest takze w ro-
wnej odleglosci od kazdego z bokow tegoz wielokata, shisz-
nie wigc ten punkt S nazywa si¢ Srodkiem wielokgta (cen-
trum polygoni).
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WNIOSEK 2. Kiedy punkta A, B, C; D..... $a W rownej
odlegtosci od punktu S, musza one leze¢ na okrggu kota pro-
mieniem SA zakre$lonego. Podobniez punkta a, b, ¢, d....
leza na okrggu kota z punktu S promieniem Sa zakres$lone-
go. Jezeli wigc z punktu S promieniem SA zakre§limy okrag
kota, ten musi przej$¢ przez wierzchotki wszystkich katow
wielokata 1 bedzie okrggiem kola opisanym na wielokacie,
a wielokat wpisanym w okrag kota. Podobniez, jezeli z te-
goz punktu S promieniem Sa zakre$limy drugi okrag kota,
ten przejdzie znowu przez punkta a, b, ¢, d.... tak, ze boki
wielokagta AB, BC, CD.... be¢da w punktach a, b, c..... sty-
cznemi do tegoz okregu jako prostopadto do promieni, a za-
tem ten ostatni okreg kola, wedlug definicyi, bedzie w wie-
lokat wpisanym, sam za§ wielokat bedzie opisanym na kole.

§. 104.
WNIOSEK 3. Z toku dowodu poprzedniego twierdzenia
wyplywa jeszcze, ze kat ASB = BSC —CSD= ... t."j., ze

wszystkie katy przy S$rodku wielokata a zatem i kota opisa-
nego na nim, sg miedzy soba rowne; skad wniesiemy, iz, aby
w dany okrag wpisa¢ wielokat, rozumie si¢ foremny, dosy¢
jest tenze okrag kota podzieli¢ na tyle czgSci rownych, o ilu
bokach chcemy wpisa¢ wielokat i punkta podzialu potaczyé
prostemi. Gdy bowiem katom réwnym przy $rodku kota od-
powiadajg tuki i cigciwy rowne §.80, a te cigciwy sg bo-
kami wielokata, kazdy za$ kat migdzy dwoma bokami zawar-
ty, ma za miar¢ polowe tuku= n—2 cze$ciom (jezeli przez
n rozumiemy liczbe bokéw wielokata wpisa¢ si¢ majacego,
a zatem i liczb¢ cze$ci na ktora caly okrag podzieliliSmy),
przeto tak boki miedzy sobg, jako tez i katy wielokata mig-
dzy sobg sg réwne; stosownie wiec do §. 17 wielokat ten jest
foremny. Jezeli do bokéw tego ostatniego wielkokata spu-
scimy ze $rodka kota S prostopadie i te przedluzymy az do
przecigcia si¢ z okregiem, a potem przez te punkta popro-
wadzimy styczne do okrggu kota, te przedtuzone az do prze-
cigcia si¢ z promieniami przez A, B, C, D i t. d. przecho-
dzacemi, a zatem i do przecigcia si¢ z soba, zamkng wielo-
9.
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kat foremny na kole opisany o taki¢jze liczbie bokow jak
wielokat wpisany.

Niech bowiem bedzie okrag kota, ktorego srodek S fig.
117, podzielmy go na n cze$ci rownych np. na 6, tedy ta-
czac te punkta podzialu prostemi, otrzymamy szeSciokat fo-
remny w kolo wpisany. Ze boki jego sa miedzy sobg ro-
wne, nie potrzeba dowodu, gdyz sa cieciwami tukéw rownych.
Ze za$ katy s3 miedzy sobg réowne, latwo dowiesé¢ wedtug
tego co wyzej powiedzielismy. Kat bowiem np. ABC jako
okrggowy ma za miar¢ polowe tuku n—2 bo tyle czgséci okregu
ramionami swemi obejmuje (w naszym sze$ciokacie 6—2nr4);
a ze i kazdy inny kat obejmuje swemi ramionami takaz licz-
be czesci, a te czgsci sg migdzy soba rowne, zatem miary
tych katow a nastgpnie i same katy sa migdzy soba rowne
i wielokat jest foremny.

Co do wielokata opisanago, niech pierwsza styczna przez
punkt' a poprowadzona, spotyka promienie przez A i B prze-
chodzace w punktach A’iB', tedy poniewaz tak AB jako tez
i A'B' s3 prostopadte do Sa, dwie te proste sa do siecbie
rownolegle, a nastepnie, kiedy trojkat ASB jest rOwnoramien-
ny, i trojkat A'SB' jest takze rownoramienny; bo katy przy
A 1A', B i B' sg sobie rowne, ze za$ katy przy AiB sa so-
bie rowne, bo SA~SB, zatem i katy przy A'i B’ sg takze
rowne. Ale w trojkacie rownoramiennym prostopadta z wierz-
chotka na bok trzeci dzieli tenze na dwie rowne czeSci, za-
tem A'a — B'a. Potaczywszy punkt B' z b prosta B'6 i t¢
przedtuzywszy az bo przeciecia si¢ z promieniem przez C prze-
chodzagcym , w punkcie C', dwa trojkaty B'Sa i B'S6 maja
bok SB' spoiny, Sa= S6 i kat B'Sa~BS06, bo maja za mia-
r¢ tuki réwne aB i Bb, ktore sa potowami tukow AB i BC
migdzy soba réownych, przeto przystaja do siebie, skad wno-
simy, ze aB'r=B'0 ikat S«B'=:S&B'. A ze pierwszy kat jest
prosty, wiec i drugi prosty, a prosta B'C' bedac prostopadia
do promienia w koncu tegoz wyprowadzona jest styczna.
Trojkat B'SC' dla td) samej przyczyny jak trojkat A'SB'jest
rownoramienny, przeto B'h— bC". A ze wyzej dowiedlismy,
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ze A’a—B'a, przeto Ba:=|A'B', jak réwniez B'’h — |B'C’,
a stad wypada, zeA’B'—B'C'. Post¢pujac dalej, dowiedzie-
my tym samym sposobem, ze B'C'~CD' i t. d., t. j. dowie-
dziemy, ze wszystkie boki sg stycznemi i sg sobie réwne;
jest wiec wielokat A'B'C'D’....... opisanym na okregu kota.
Ze jest foremnym, potrzeba jeszcze dowiesé, ze wszystkie je-
go katy migdzy sobg sg rowne. Ale te katy sa rowne ka-
tom wiclokata w pisanego kazdy kazdemu, bo ich ramiona
sa od siebie rownolegle i rozchodza si¢ wjednychze kierun-
kach; a kiedy te ostatnie sa migdzy soba réwne, zatem i pierw-
sze s3 takze migdzy sobg réwne i wielokat jest foremny.

Ze takze wielokat opisany jest podobny wpisanemu,
wypada stad, Zze s3 réwnokatne, tudziez ze boki ich sg pro-
porcyjonalne. Bo np. w trojkacie A’SB’, AB jest rownole-
legta od A'B', wiec B'S :BS~ A'B':AB; w tréjkacie B'SC'
jest znowu B'S:BS =iB'C":BC skad A'B"AB=B'C"BC i
tak o innnych bokach. Skad wniesiemy, ze majac wielokat
w koto wpisany, mozna zawsze opisa¢ na temze kole wielo-
kat podobny wpisanemu.

Wzajemnie, majac wielokat opisany, mozna takze przy
jego pomocy w pisa¢ w kolo wielokat jemu podobny, taczac
tylko wierzchotki jego katéw z $rodkiem kola a potem punk-
ta przeciecia si¢ tych prostych z okregiem kota taczac pro-
stemi, te bowiem zamkna wielokat foremny wpisany, podo-
bny opisanemu.

Majac wielokat wpisany w koto, mozna jeszcze drugim
sposobem opisa¢ jemu podobny na kole, prowadzac przez
wierzchotki katow wpisanego styczne do okregu kota, az do
wzajemnego ich przecigcia si¢ z soba, jak to fig. 118 wska-
zuje. Aby i tu dowie$¢, ze wielokat A'B'C'D'E'F’ jest fore-
mny, uwazmy tylko, ze na zasadzie §. 88, 89 AA'= A'B,
B'B=B'C, C'C=C'D, i t. d., a nastgpnie A'S, B'S, C'Sit. d.
przechodza przez $rodki tukow nalezacych do bokéw wielokata
wpisanego i §rodki tychze bokéw, tudziez dzielg katy przy S na
dwie czgéci rowne i sg prostopadte do bokéw wielokata wpisa-
nego, wiec dwa trojkaty B'SB i A’SB wedhlug §. 24 przystaja
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do siebie, gdyz BS spolne katy przy B proste i katy przy S row-
ne jako majace jednakowe miary, a z przystania wnosimy, ze
B'B=:AB. Tym samym sposobem dowiedzie si¢, ze B'C=C'C,
a nastepnie ze A'B’= B'C'—C'D'= it. d. Kazdy z katow
A', B, C', D'.... jest spelnieniem kata przy $rodku, jak np.
B'-j-BSC ~ 180, a ze wszystkie katy przy s$rodku sg sobie
réowne, wigc i ich spetnienia sg rowne t. j, kat A'= B'=C'=r....
przeto wielokat A'B'C'D'E'F' jest foremny. Ze jest podobny
wpisanemu, potrzeba okaza¢ ze jest z nim réwnokatny i boki
maja proporcyjonalne. Katy wielokata wpisanego sa takze spel-
nieniami katéw rownych migdzy soba i rownych katom, kto-
rych katy A', B', C', D'.... sa speklieniami, przeto Arr A,
B=B'l C—C'... Trojkaty AA'B, BB'C, CC'D....sg wszy-
stkie sobie podobne

wigc A'B:B'C = AB:BC

albo 2A'B:2B'C~ AB:BC

lub A'B"B'C'~ AB:BC
i tak o innych bokach; jest wi¢c opisany wielokat podobny
wpisanemu. Z wielokata opisanego znajdziemy wpisany, laczae
tylko punkta dotknigcia si¢ bokéw okrggu kota prostemi,
ktore zamkng wielokat foremny i podobny opisanemu.

§. 105.

w Niosek 4. Kiedy wszystkie katy przy Srodku wielo-
kata foremnego mig¢dzy soba sg rowne, a razem czynig 4R,
wigc kat srodkowy w tymze wielokacie jest wiadomy, réwna
si¢ bowiem nli czgsci czterech katow prostych. Dlatego tez

w szesciokacie foremnym kat érodkowy—iR 2
6 3

Rr=60°,

przeto dwa katy przy boku sze$ciokata lezace czynia
180°—60° = 120;

a ze sg miedzy sobg rowne jako w trojkacie réwnoramien-
nym, wi¢c kazdy z nich zamyka 60°. Trojkat przeto, ktore-
go dwoma bokami s3 promienie kota, w ktére jest wpisany
sze$ciokat, a trzecim bokiem bok sze$ciokata, ma wszystkie
trzy katy migdzy soba rowne, ma tez zatem i wszystkie trzy
boki migdzy soba rowne, jest przeto réwnobocznym i bok



s&esciokqta foremnego w kolo wpisanego rowna si¢ promienio-
wi tegoz kola. Chcac zatem wpisac sze$ciokat foremny w ko-
fo dane, dosy¢ jest promien tegoz kota przenie$¢ na okrag
kota jako cigciwe, ktory si¢ da szes¢ razy doktadnie odciac,
i punkta tak naznaczone potaczy¢ prostemi.

Laczac podzial pierwszy z trzecim, trzeci z pigtym a
piaty z pierwszym, otrzymamy trojkat foremny czyli réwno-
boczny w koto wpisany. Skad wniesiemy, ze aby w dany
okrag kota wpisa¢ trojkat rownoboczny, potrzeba wprzod
wpisaé szesciokat foremny, a potem postapi¢ do trojkata jak
co dopiero wspomnielismy.

Mozna tez obej$¢ si¢ bez wpisywania szeSciokata, uzy-
wajac nastgpujacego sposobu, ktory w istocie na toz samo
wychodzi. W danym okregu kota, w ktére mamy wpisad
trojkat rownoboczny poprowadziwszy $rednice MN fig. 119 i
z jednego jej konca np. N promieniem réwnym promieniowi
danego kota, zakres§liwszy tuk przecinajacy, dany okrag w
punktach A i B, cigciwa AB bedzie bokiem trojkata zada-
nego. Polaczywszy potem punkta A i B z punktem M t.j.
z drugim koncem $rednicy, otrzymamy trojkat AMI3 zadany.
Aby w dane kolo wpisa¢ kwadrat, dosy¢ jest poprowadzié
dwie $rednice MN i PQ prostopadte do siebie i punkta w
ktorych okrag kota przecinajg, potaczy¢ prostemi.

§. 106.

WidzieliSmy, ze wpisanie trdjkata foremnego w koto, za-
lezy na wpisaniu sze$ciokata foremnego. GdybySmy ze $rod-
ka kota spuscili prostopadie do bokéw szesciokata i te prze-
dtuzyli az do przecigcia si¢ z okregiem, te jak wiadomo po-
dzielag tuki, ktorych cigciwami sa boki szesciokata, kazdy na
dwie réwne czeSci, a zatem caly okrag kota na 12 czgsci
rownych. Polaczywszy te punkta podzialu z wierzchotkami
katow szesciokata, otrzymamy dwunastokat foremny w koto
wpisany; a postapiwszy tu znowu tak jak z szc$ciokatem,
otrzymaliby$Smy 24rokat foremny w kolo wpisany. Przy po-
mocy tego ostatniego wielokata wpiszemy w koto 48kat fo-
remny i t. d.  Tym sposobem umiejac wpisa¢é sze$ciokat fo-
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remny w kolo, umiemy wpisa¢ w toz koto wielokaty o 3, 6,
12, 24, 48, 96.....3.2"1 bokach, gdzie m ~ 1, 2, 3, 4.....

Umiejac wedlug powyzszego wpisaé w koto kwadrat
i postapiwszy z nim jak z sze$ciokatem postapiliSmy, otrzy-
mamy o$miokat foremny w koto wpisany, a przy jego pomo-
cy przyjdziemy do 16stokata i t. d. t.j., za pomoca kwadra-
tu umiemy wpisa¢ w koto wielokaty o 4, 8, 16, 32, 64......
4.2m 1 bokach, gdzie znowu m— 1, 2, 3.....

Dla wpisania pigciokgta foremnego w koto, potrzebaby
okrag tegoz kota podzieli¢ na pig¢ czesSci rownych; atoli na
to nie mamy elementarnego sposobu i dlatego pigciokata
wpisa¢ w koto inaczej nie mozemy, tylko przy pomocy dzie-
sigciokata. Aby wpisa¢ dzicsigciokat foremny w koto, po-
trzeba nam naprzod dowie$¢ nastgpujace twierdzenie.

§ 107.

TwierpzENIE. Bok dziesigciokgta foremnego ic kolo v-pi-
sanego rowna sie wiekszemu odcinkowi promienia podzielonego
na skrajne i Sredniq.

Niech promien SB bedzie podzielony w punkcie C fig.
120 na skrajne i $rednia, t.j. niech bedzie SB:SC~SC:BC;
wzigwszy ABrzSC, potrzeba dowies¢, ze tuk AB jest  czg-
Scig catego okregu kota, lub co na jedno wychodzi, ze kat
ASB jest j'g czgécig czterech katéw prostych. Na ten ko-
niec poprowadziwszy AC, poniewaz SC — AB, jest tez
SB:ABi= AB:BC. Lecz SB i AB sg dwoma bokami trdj-
kata ASB kat B obejmujaceroi, za§ AB i BC dwoma boka-
mi tenze kat B, w trojkacie ACB obejmujacemi, przeto troj-
kat ASB-"ABC; a ze trojkat ASB jest rownoramienny, wigc
i trojkat ABC jest takze rownoramienny, a mianowicie kat
ACB~B, kat BACirrS i AC ~ AB, nastgpnie za$ ACzr: SC;
skad wypada, ze tez trojkat ASC jest rownoramienny. Ale
kat ACB~.CAS-fS §.39, a kiedy kat CASr=S, za$ kat
ACBnrB, wigc kat B~2S. W trojkacie ASB mamy

A-f-B-j-S~2R, czyli poniewaz A=B, 2S-j-2S -f-S= 2R
albo 5S~2R, przeto S ~ £2R zz Bz2R zz Tg4R, t.j. kat S jest
Tg cze$ciag calego okregu kota, a nastgpnie cigciwa AB jest
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bokiem dziesigciokata foremnego w kolo wpisanego, co bylo
do dowiedzenia.

Aby wigc wpisa¢ w kolo dziesigciokat foremny, potrze-
ba promien tegoz kota podzieli¢ na skrajne i $rednia, a wzigw-
szy wigkszy odcinek rzeczonego promienia, przenies¢ go ja-
ko cieciwe na okrag danego kota, co si¢ 10 razy zupehie
da uskuteczni¢. Polaczywszy potem punkta tak naznaczone
prostemi, otrzymamy zadany dziesigciokat foremny w koto
wpisany.

Jezeli teraz potaczymy konce kazdych dwodch takich
czgéci okregu kota prostemi, te zamknag pigciokat foremny
w kolo wpisany.

Praktyczny sposob wpisania pigciokata foremnego wko-
o nie wpisujac wprzod dziesigciokata, jest nastgpujacy:

W danem kole poprowadziwszy Srednice AB fig. 121 i ze
srodka kota wyprowadziwszy promien SC do niej prostopadty,
podzielmy promien SB w punkcie E na dwie réwne cze$ci
i z punktu E promieniem EC zakre§lmy tuk przecinajacy
srednice AB w punkcie F, tedy CF bedzie bokiem pigcio-
kata a SF bokiem dziesi¢ciokata; nareszcie z punktu C pro-
mieniem CF zakre$lmy inny luk przecinajacy okrag kota
w punkcie G, cieciwa CGmCF bedzie bokiem pigciokata
foremnego w dane kolo wpisanego.

Sposob ten wpisywania pigciokata i dziesigciokata w da-
ne koto znajduje si¢ juz w Euklidesie ks. 13.

wNiosek. Poniewaz trojkat CFS jest prostokatny przy
S, wiec wedtug §. 63 wniosek bedzie kwadrat z liczby wyra-
zajgcej dlugos¢ prostej FC czyli dlugosé boku pigciokqta w
kolo wpisanego, rowny summie kwadratow z liczb wyrazajg-
cych dlugos¢ promienia i boku dziesigciokqta w toz koto wpi-
sanego. albo, jak zwyczajnie mowi¢ bedziemy, summa kwa-
dratow z promienia i boku dziesieciokqta w kolo wpisanego,
rowna si¢ kwadratowi z boku pieciokgta w toz kolo wpisa-
nego.

Uwaga 1 Pierwszy sposdb wpisania pigciokata zasa-
dzatl si¢ na wpisaniu dziesi¢ciokata, ten drugi, wpisujac pie-
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ciokat, wpisuje zarazem dziesigeiokat, a w uzyciu jest pred-
szy 1 latwiejszy *).

Uwaga 2. Umiejac wpisaé pigciokat foremny w koto,
mozemy tez wpisa¢ wielokaty o5, 10, 20, 40, 80 ... 5.2m+
bokach, gdzie m~ 1, 2, 3, 4. ...

wNiosek 2. Poniewaz £— =rBh— 1'5S, przeto umie-
jac wpisaé szesSciokat i dziesigciokat w koto, umiemy tez
wpisa¢ pietnastokat. Jezeli bowiem tluk DE fig. 120 jest, ",
a tuk EF Tn czgscig catego okregu, tedy tuk DF —DE —EF
wedlug powyzszego, bedzie czescig okregu kota; przeto
cicciwa DF bedzie bokiem pietnastokata foremnego w koto
wpisanego. Przy jego pomocy umiemy tez wpisaé wieloka-
ty o 30, 60, 120 .. . 15.2"+4 bokach, gdzie znowu

m—1, 2, 3, 4 ...
§. 108.

Podaj¢ tu jeszcze praktyczne sposoby wpisania w koto
siedmiokata, dziewigciokata i jedenastokata.

Dla siedmiokata zakre$la si¢ z ktoregokolwiek punktu
danego okregu kota np. z A fig. 122 promieniem réwnym
promieniowi danego kota tuk przecinajgcy okrag w dwoch
punktach B i C, a potowa cigciwy BC t.j. BB' jest bokiem
siedmiokata zadanego.

Dla dziewigciokata zrobiwszy toz samo i znalazlszy
cigciwe BC fig. 122, z jej $srodka D promieniem réwnym
promieniowi danego kota zakre§la si¢ tuk przecinajacy prze-
dtuzong cieciwg DC w punkcie E, z punktu E taz samg
otwartoscig cyrkla przecina si¢ tuk pierwszy w punkcie F;
prosta taczaca punkt F z $rodkiem kota naznaczy punkt G
na okregu, ten zlagczywszy z punktem C prosta GC, ta beg-
dzie bokiem dziewigciokata w toz koto wpisanego.

Nareszcie dla jedenastokata, potrzeba promien SM fig.
122, podzieli¢ w punkcie H na dwie réwne czeg$ci, potem
tak z punktu Id jako tez i M, promieniem ~M H =zakre§li¢

7o
*) W jest przez PTOLEMEUSZA W jego I@B
44
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dwa luki przecinajace si¢ w punkcie K i oprocz tego na-
znaczy¢ punkt przecigcia sig luku z M zakreslonego, z okrg-
giem danym jak tu L; na ostatek z punktu L otwartoscia
cyrkla ~L K zakre§liwszy luk przecinajacy dany okrag w
punkcie I, prosta laczaca punkta II i I, jest szukanym bo-
kiem jedenastokata w koto wpisanego *).

Ogoélny praktyczny sposob wpisania wielokata w koto
o ilukolwiek bokach, podany przez tegoz samego co po-
przedzajace autora, jest nastepujacy:

Poprowadziwszy w daném kole $rednig AB fig. 123
prowadzi si¢ potem prosta AM nicograniczonej dlugosci pod
jalciemkolwiek do $rednicy nachyleniem. Na t6j prostej po-
czynajac od punktu A odcina si¢ tyle czeSci rownych do-
AVolngj dtugosci, o ilu bokach chcemy wpisa¢ wielokat np.
7, ostatni ten podziat taczy si¢ z drugim koncem S$rednicy
B prosta B7, a przez podziat 2 prowadzi si¢ do niej row-
nolegla przecinajaca $rednice w punkcie C. Z obu koncow
$rednicy, otwartoscia cyrkla réwna $rednicy, kresla si¢ dwa
luki przecinajace si¢ w punkcie D. Nareszcie przez punkta
D i C prowadzi si¢ prosta, ktéra przetnie okrag danego ko-
fa w punkcie E, a prosta taczaca ten punkt E =z koncem
srednicy A bedzie bokiem szukanego wielokata w toz koto
wpisanego. Wszystkie te sposoby podane s3 w przytoczo-
nem dzietku praktycznie bez zadnego dowodu. A kiedy przy
pomocy dotad poznanych prawd nic moglibySmy dowies¢
jak daleko zgodne sg te sposoby z prawda (bo rzeczywiscie
sa tylko zblizonemi), dla tego tez* przytaczajac je jako tylko
praktyczne, dla poradzenia sobie w potrzebie, zadnych do-
wodow nie dolgczam.

//I?'E'Hm’l‘ 7

{1IG

skladajacego si¢ z 244 stronic jest ANTHONI ERNST BURCKHARD Vvon

B ckst Pierwsze jego wydanie wyszlo takie w Augsburgu u
MW 1689.
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Uwaga. Konczac rzecz o wpisywaniu i opisywaniu wie-
lokatow foremnych w kolo, wypada nam jeszcze wspomnie¢,
iz od Euklidesa az do poczatku biezacego stdlecia sadzono,
ze sposobem geometrycznym t. j. elementarnym (za pomoca
prostej i okrggu kota) nie mozna wpisa¢ innych wielokatow
w koto jak tylko trojkat, kwadrat, pigciokat, szesciokat, dzie-
sieciokat 1 pietnastokat; jako tez te, ktore przez podwajanie
liczby bokéw z wymienionych wielokatow, jak. to wyzej wi-
dzieliSmy, powstaja. Atoli stawnej pamigci matematyk Gauss
w wydanej w r. 1801 w Lipsku Arytmetyce pod tytutem ,,Dis-
quisitiones Arithmeticae® dowiddl, ze tym samym sposobem
mozna wpisa¢ wszystkie wielokaty, ktérych liczba bokéw jest
wyrazong przez 2"-}-1 byle tylko ta liczba byta liczba
pierwsza.

§. 109.

Ze kazdy tréjkat mozna opisa¢ kotem, juz to z §. 83
wiemy. Ze nawzajem w kazdy trojkat mozna wpisaé okrag
kota, to nast¢pnie okazemy.

TwWIERDZENIE. W trojkgcie prostokresinym podzieliw-
szy kazdy z jego kqtow na dwie rowne czesci, proste dzielgce
przecinajq sie w jednym ‘punkcie, ktory jest w rownej odle-
glosci od kazdego z bokow trojkgta.

Niech bedzie tréjkat ABC jig. 124, podzieliwszy ktore-
kolwiek dwa jego wewnetrzne katy np. A i C na dwie row-
ne czgsci i poprowadziwszy proste dzielgce, te przetng sie¢
naturalnie wjednym tylko punkcie O. Ztaczywszy ten punkt
O z wierzcholkiem trzeciego kata B prosta BO, jezeli do-
wiedziemy, ze ta ostatnia prosta dzieli kat B takze na dwie
rowne czesci, tern samem dowiedziemy pierwszej czeSci za-
lozonego twierdzenia.

Jakoz z punktu O spusciwszy prostopadle OD, OE i
OF, pierwszag do boku AB, druga do AC, trzecia do BC,
w dwoch trojkatach AOD i AOE prostokatnych przy D iE,
kat DAOnrEAO z zalozenia, przeto i trzecie katy sa sobie
rowne §. 36 wniosek 2; oprocz tego przeciwprostokatnia jest
obu spoina, zatem dwa te trojkaty przystaja do siebie, a z
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przystania wnosimy, ze ODrzOE. Zupelnie dla tej samdj
przyczyny dwa trojkaty OEC i OFC takze przystaja do sie-
bie a w szczegdlnosci OE~OF. Nareszcie dwa trojkaty
prostokatne BDO i BFO maja przeciwprostokatnia BO spol-
ng i po boku katom prostym przyleglym rownym t. j.
OD —OF, zatem rowniez przystajag do siebie, a z przystania
wnosimy, ze katy jednakowo polozone w obu, sa sobie row-
ne, t. j. ze kat DBO®“ FBO, co potrzeba bylo dowies¢. A ze
z dowodzenia wypadto, z2 ODmOErrOF, zatem i druga
cze$¢ twierdzenia takze dowiedziona, ze punkt przecigcia si¢
prostych dzielacych katy w trdjkacie na dwie x*owne czegsci,
jest w rownej odleglosci od kazdego z bokow.

Jezeli teraz z punktu O promieniem —ODmOEzzrOF,
zakreslimy okrag kota, ten dotknie boki trojkata w punktach
D, E, F i bedzie kotem w trojkat ABC wpisanem.

Uwaga. Nie tylko proste dzielagce katy wewngetrzne
trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie, ale tez i proste
dzielagce dwa katy zewnetrzne ijeden wewnetrzny przecinaja
si¢ takze wjednym punkcie jak proste AO' BO' i CO', skad
powstang trzy kota styczne do bokéw trojkata lub do ich
przedtuzen. W ogoélnosci wiec sa cztery kota styczne do
bokow trojkata uwazanych jako proste nieograniczonej dhu-
gosci.

§. 110.

Ze czworokat moze by¢ wpisany w koto, tatwo jest po-
ja¢, bo obrawszy gdziekolwiek na okregu kota cztery pun-
kta i te polaczywszy prostemi, te zamkng czworokat w koto
wpisany. Ze atoli nie kazdy czworokat moze byé w koto
wpisany przekona¢ si¢ mozna z tego co w §. 83 dowiedlis-
my. Albowiem obrawszy tamze czwarty punkt gdziekolwiek,
okrag kota przechodzacy przez trzy punkta, nie zawsze przej-
dzie i przez punkt obrany. Po czemze wigc poznaé, ktory
czworokat moze by¢ wpisany w kolo? Aby t¢ ceche odkryé,
obierzmy dowolnie cztery punkta A, B, C, D na okregu ko-
ta fig. 125, te polaczmy prostemi dla zamknigcia czworokata.
Poprowadziwszy potem dwie przekatnie AC i BD uwazmy



np. trojkat ABC: w tym summa katéw wewnetrznych czyni
2R czyli B+ BAC-f BCA= 2R. Lecz kat BAC = BDC bo
kazdy z nich ma za miar¢ potowe tuku BC; kat BCArrrBDA
bo sg w jednymze odcinku, zatem BAC-f-BCA —D; przeto
i»j-D—2R. A ze w kazdym czworokgcie summa katéw
wewngtrznych réwna si¢ czterem katom prostym, wigc row-
niez A C—2R. Albo kréocej : kat B ma za miar¢ polowe
luku ADC, kat D ma za miar¢ potowg luku ABC, a ze
summa tukéw ABC-j-ADC czyni caly okrag, wigc summa
katéw B-j-D ma za miar¢ polowe okregu kola; czyni wigc
dwa katy proste. Cecha tedy o ktérg nam chodzito jest ta,
ze tylko czworokat w ktorym summa katéw przeciwlegtych
czyni 2R, moze by¢ wpisany w koto. Jest to wigc czworo-
kat ktorySmy w §. 16 nazwali antiparallelogramem.

Uwaga. Moze tez by¢ opisany kotem czworokat trapez
ktorego dwa boki nieréwnolegle sa sobie réowne a ktoryby
z tego powodu trapezem rownoramiennym nazwaé mozna.

§. 111

TWIERDZENIE. W kazdym trojkgcie prostokresinym ilo-
czyn z dwoch jego bokow rowna sie iloczynowi ze Srednicy
kota opisanego i prostopadlej na bok trzeci z wierzchotka kqta
przeciwlegtego spuszczonej.

Niech bedzie trojkat ABC jig. 126, opisawszy go ko-
fem §. 83 i z punktu np. A poprowadziwszy S$rednice AE,
tudziez z wierzchotka B spusciwszy prostopadla BD na bok
AC, mamy dowie$¢, ze AB><BC*“ AE><BD. Na dowie-
dzenie tego poprowadziwszy prosta BE, dwa trojkaty ABE
i BDC sa podobne; jest bowiem kat ABE prosty jako w
potkolu rowny prostemu D, kat E~C, bo sg w jednymze
odcinku, przeto i kat BAE —DBC, a stad wedlug twierdze-
nia §. 56 jest AB:BD m AE :BC. Z tej proporcyi wypada
ABXBC ~ AEXBD, jak w twierdzeniu wyrazono.

WnNiosek. Rozmnozywszy dwie ostatnie ilosci rowne
kazda przez AC, bedzie ABXBCXAC r: ACXI®XAE.
Lecz, jak w nastgpnym rozdziale zobaczymy, iloczyn ACXBD
wyraza podwojng powierzchnig trojkata ABC, zatem w kaz-



dym trojkacie prostokreslnym iloczyn z trzech jego bokow
rowna si¢ iloczynowi z podwojndj jego powierzchni przez $re-
dnicg; czyli nazwawszy promien kola opisanego przez R, a
powierzchnie tréjkata ABC przez A> poniewaz AE —2R
bedzie ABX BCX AC = 2A X 2R= 4AR

, » A ABXBCXAC , "~ ABXBCXAC °

n 4R 4A
t. j. powierzchnia trojkqta rowna sig iloczynowi z trzechjego
bokow podzielonemu przez 4 razy wziety promien kola opisa-
nego; za$ promien kola opisanego na trojkqcie, réiona sie ilo-
czynowi z trzech jego bokow podzielonemu przez 4 razy wzietq
powierzchnie tegoz trojkgta.

Uwaga. Moze tu nie jednemu wpadnie na mys$l, jak
znale$¢ iloczyn z dwoch, trzech i1 t. d. prostych? Tego od-
sylamy do §§. 2 i 3, gdzie powiedzieliSmy, iz zamieniwszy
dhugosci, a zatem linije na ilosci krotne czyli liczby, juz
wszystkie dziatania arytmetyczne z niemi uskuteczni¢ mozna.

§. i12.

TwierpzeENIE. W trojkgcie prostokreslnym podzieliwszy
jeden z jego kqtow na dwie rowne czesci, prosta dzielgca po-
dzieli tez bok temu kqtowi przeciwlegly na dwa odcinki ta-
kie, Ze iloczyn z dwoch innych bokoéw rownaod sie bedzie ilo-
czynowi z odcinkow powigkszonemu drugq potegg z prostej
dzielgcej.

Niech znowu bedzie tréjkat ABC fig. 127, podzieliw-
szy kat jego B na dwie rowne czeSci prosta BD, ta podzieli
bok AC na dwa odcinki AD i DC. Wedlug twierdzenia ma
-by¢ ABXBC:r=ADXDC-j-BD2 Aby tej prawdy dowies¢,
opiszmy trojkat dany kotem, a przedtuzywszy prostg dzie-
laca az do spotkania si¢ z okrggiem kolu w punkcie E,
ztaczmy punkt E z punktem Cprosta CE. Trojkat ABD*-XBCE,
bo z zatozenia kat ABD —EBC, kat BAC—BEC maja bo-
wiem kazdy za miar¢ potowe tuku BC, przeto i kat ADBuBCE.
Z podobienstwa tych trojkatow mamy AB:BE —BD:BC
skad ABXBC=BEXBD. Lecz BE —BD-fDE
przeto ABXBC —BD (BD -f-DE)—BD2-j-BD X'DE.
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Ale BDXDEIZzADXA”C §. 90, wigc nareszcie
co bylo do dowiedzenia.
§ H3.
O czworokacie w koto wpisanym czyli antiparallelo-
gramie, dowiedZmy nastgpujace
TwierpzenNie. [lloczyn z przekqtni antiparallelogramu,
roiona sie¢ summie iloczynow z bokow przeciwleglych.
Niech bedzie czworokat wpisany w koto ABCD fig. 126,
poprowadziwszy przekatnie AC i BD, mamy dowies¢, ze
Na ten koniec wezmy
luk DE —AB i poprowadzmy CE przecinajaca BD w pun-
kcie F, tedy trojkat ABCt"-CFD, bo kat BAC:zrBDC ja-
ko w jednymze odcinku, kat BCA —FCD, bo tuk ED—AB
z wykre$lenia, przeto i kat ABC ~ CFD. Z podobienstwa
ich wypada wedhug §.56
skad
Podobniez trojkat ACDtx%BFC, bo kat CAD— CBD
kat ACD ~ BCF, kazdy bowiem sktada si¢ z dwoch katow
rownych t.j. kgt ACD=ACE-j-ECD a kat BCF—BCA+ACE,
za$ kat BCA —ECD, wigc kat ADC —BEC. Z podobien-
stwa znowu tych trojkatow wypada AC:BC—AD:BF skad
Z dwoéch otrzymanych zréwnan do-
dajac je stronami do siebie wypada

zatem ACXBD —ABX"D -j-BCX AD, co byto do do-
wiedzenia.
§. 114

TwiErDZENIE. W czworokgcie wpisanym w kolo sto-
sunek przekqtni rowna sie stosunkoioi sum iloczynow z bokow
wspierajqcych sig na tychze samych koncach przekgtni.

Niech bedzie czworokat ABCD fig. poprzedzajgca wpi-
sany w koto, poprowadziwszy przekatnie AC i BD przeci-
najace si¢ w punkcie G, potrzeba dowie$¢ ze

Trojkat ABG<">DGC, przeto
trojkat ADGe” BCG, zatem
Z obu prroporcyj wypada



a stad wedlug §. 98. Arytrn.
czyli, poniewaz

Z tychze samych trojkatow wypada:
z trojkatow

z trojkatow

a stad

a nastgpnie

a ze

zatem

Wyrazy proporcyj (1) i (2) dzielac przez siebie, otrzymamy

41le z podobnych trojkatow AGD i BGC jest
czyli

pizeto z ostatniej proporcyi wypada

czyli
co potrzeba bylo dowiesc.

Uwaga. Dwa ostatnie twierdzenia o czworokacie wpisa-
nym w koto, postuzg nam do znalezienia przekatni z wiado-
mych bokéw tego czworokata. Pierwsze nazywaja autorowie
twierdzeniem ProLeEmEUsza, albowiem wielki ten alexandryj-
ski astronom okoto r. 140 po Chr. pierwszy uzyl tego twier-
dzenia w swem dziele Almagest zwanem do obrachowania
cieciw w kole réznej wielko$ci tukom odpowiadajacych, ktore
utozone w tablice, zastgpowaty dlugi czas nasze tablice try-

gonometryczne.
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ROZDZIAL VIIL

Powierzchnie, figur prostokresinych i ich stosunki miedzy sobq.

§. 115.

Dotad uwazaliSmy dwa gatunki ilosci geometrycznych
t.j. diugosci czyli linije i kqty czyli roznice ich kierunkow.
W tym rozdziale zatrudnimy si¢ nowym gatunkiem geometrycz-
nych iloéci, mianowicie za$ zatrudnimy si¢ powierzchniami
figur geometrycznych prostokreslnych. A jako mierzac dtu-
gosci obieralismy pewna znang lub dowolng dlugosé za je-
dnostke, do mierzenia za$ wielkos$ci katow uzyliSmy jednostki
takze katowej, obierajac za takowa kat prosty, tak tez mie-
rzac powierzchnie, potrzeba bedzie obra¢ na ten cel za je-
dnostke ilo$¢ tegoz samego gatunku, a zatem pewna powierz-
chnig i z nig wszystkie inne poréwnaé; stad naturalnie otrzy-
mamy stosunki powierzchni tychze figur wyrazone w liczbach
a zatem mogace by¢ pod rachunek podciagnione.

Najprosciejsza na ten cel powierzchnia nawija nam si¢
kioadrat wystaioiony na jednostce diugosci, bo i1 katy jego
bedac wszystkie proste, sg jednostkami do mierzenia katow
uzytemi, i figura ta jest najznajomsza kazdemu, oraz naj-
fatwiejsza do nakreslenia. Lecz jak w diugosciach i katach,
tak tez i tu jednostka, jakiej uzy¢ chcemy do poréwnania
z nig wszelkich powierzchni, jest zupeilnie dowolna, gdzie-
kolwiek za$§ zostawiony nam jest dowolny miedzy wielu
rzeczami wybor, tam pospolicie najprostsza obieramy, przeto
i tu nie dla innej przyczyny obrano kwadrat.

Przy mierzeniu powierzchni figur chodzi¢ nam bedzie
jedynie o to, ile razy powierzchnia kwadratu wzigtego za
jednostke, miesci si¢ w powierzchni danej, lub co na jedno
wychodzi, ile razy dana powierzchnia wigksza jest lub mniej-
sza od powierzchni kwadratu na jednostce dlugosci wysta-
wionego. Stad wypada, ze kwadrat pordwnywaé bedziemy
musieli z innemi figurami. A zZe figury prostokreslne moga
by¢ bardzo réznego od kwadratu ksztattu, przeto obra¢ nam
potrzeba taka droge postgpowania, izby$Smy zawsze poréwny-



147

wali figury jak najwigcej ksztaltem do siebie zblizone. Dla
tego, poniewaz podobienstwem najblizsza kwadratu figura
jest 'prostokqt, przedewszystldom ten wypada nam poréwnaé
z kwadratem, izbySmy w kazdym przypadku mieli pewny,
migdzy temi dwiema figurami zachodzacy, stosunek. Nim
jednak dwie te figuiy pord6wnamy z sobg, dla tatwiejszego i
jasniejszego poje¢cia zachodzacego miedzy niemi stosunku,
poréwnajmy dwie zupetnie sobie podobne figury, to jest: po-
rownajmy dwa prostokaty. Te jezeli maja podstawy i wy-
sokosci rowne, musza koniecznie do siebie przystaé i po-
wierzchnie ich sg tern samem réwne. Jezeli zas majg albo
podstawy albo wysokosci rézne, szukajmy ich w tym przy-
padku stosunku.
§. 116.

TwierpzenNie. Dwa prostokqty majgce rowne wysokosci
a podstawy rozne, majq sie do siebie to stosunku tychze podstaw.

Niech beda dwa prostokaty ABCD i ABEF fig. 129,
majac/>rowme wysokosci t.j. ABmCD, a podstawy AD i/AF
rozne; mamy dowie$¢, ze powierzchnia ABCD:ABEF=:AB:AF.
W dowodzeniu tej prawdy natrafi¢ mozemy na dwa przypadki,
mianowicie, ze podstawy AB i AF sa prostemi spdlmiernemi,
lub niespotmiernemi. Zobaczmy dowodd w kazdym razie. Je-
zeli AB 1 AF sa spotmierne, niech AH bedzie spdlng ich
najwigksza miara, tudziez niech AD:=rra.AH za§ AFzzw.AH,
tedy AD:AF=m.AH:B.AHrrm:tt i podstawa pierwszego
prostokata da si¢ podzieli¢ na m czeSci roOwnych, podstawa
za$ drugiego na n takichze czgSci. Wystawiwszy sobie przez
te punkta podzialu wystawione prostopadte do podstaw pro-
stokatow, tedy prostokat pierwszy podzieli si¢ na m, prosto-
kat za$ drugi na n prostokatow zupetnie migdzy sobg rownych,
gdyz wszystkie maja tak podstawy jako tez i wysokosci ro-
wne. Prostokat wigc pierwszy zamyka m takich prostokatow,
jakich drugi zamyka n, a przeto powierzchnia prostokata

ABCD:ABEF ~m:n.
Laczac t¢ proporcyja z powyzsza, znajdziemy
ABCD:ABEF= AD:AF.
10.
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W pierwszym wigc przypadku twierdzenie tym sposobem jest
dowiedzione.

Jezeli podstawy AD i AF rzeczonych prostokatow sa
niespotmierne, uwazmy, jak to juz w §. 53. uczyniliSmy, ze
proporcyja ABCD:ABEF=AD :AF moze tylko by¢ falszywa
z powodu czwartego jej wyrazu AF, ze ten jest albo za wielki
albo za maty, aby z wyrazem trzecim AB czynil stosunek
rowny pierwszemu. Przypus¢my wigc, Ze on jest za wielki
i ze go potrzeba zmniejszy¢ np. o ilo§¢ FL i ze po zmniej-
szeniu proporcyja ABCD:ABEFrr AD:AL jest prawdziwa.
Podstawe¢ AD prostokata ABCD podzielmy na tyle czgsci
rownych, na ile si¢ da, byle tylko mniejszych niz ilos¢ FL o
ktora zmniejszyliSmy wyraz czwarty. Niech taka czescig be-
dzie AO. Wzigwszy t¢ czgs¢ w cyrkiel 1 przenoszac ja na
podstawe AF, poniewaz AD i AF sa niespoimierne; zaden
punkt podziatu nie padnie na F, lecz albo z jednej albo z
drugiej strony tego punktu. Przypusémy, iz pada jeden z po-
dziatéw migdzy L i F w punkcie M (nastepny podziat padiby
z prawej strony punktu F). Wyprowadziwszy z punktu M
prostopadta MN, poniewaz dwa prostokaty ABCD i ABNM
maja podstawy AD i AM spoOimierne, zatem wedlug pierw-
szej czes$ci tego twierdzenia jest ABCD:ABNM—AD:AM.
Poréwnawszy te proporcyja z przypuszczong, poniewaz w nich
poprzedniki stosunkéow sa réwne, wiec nastepniki uczynia
takze proporcyja i bedzie

' ABEF:ABNM —AL:AM.
A ze w kazdej proporcyi czem jest poprzednik wzgledem
swego nastgpnika w pierwszym, tern tez by¢é powinien po-
przednik wzgledem swego nast¢gpnika w drugim stosunku,
przeto jako ABEF>ABNM, tak tez by¢ powinno AL>*AM.
A gdy naocznie widzimy, ze AL<dAM, przeto ostatnia pro-
porcyja jest falszywa. Lecz ona powstata z dwodch innych,
przeto albo obie, albo przynajmniej jedna z nich jest falszywa.
Druga jest prawdziwa, bo jest dowiedziona, przeto przypu-
szczona jest falszywa. Nie jest wigc wyraz czwarty AF za

wielki.



149

Przypusciwszy powtore, ze wyraz AF jest za maly, do-
wiedliby$§my zupelnie podobnym sposobem falszywos$¢ tego
przypuszczenia. Skoro wigc wyraz czwarty ani jest za wielki
ani za maly do uczynienia proporcyi, jest wigc takim jakim
by¢ powinien i jest ogolng prawda, ze dwa prostokaty, kto-
rych wysokosci sag réwne, maja si¢ do siebie w stosunku
swych podstaw.

WNIOSEK 1. Poniewaz z §. 16. wiemy, ze ktorykolwiek
z bokow prostokata mozna wzigs¢ za podstawe!, a wtedy bok
jemu przylegly bedzie wysokosciag prostokata, przeto jezeli
dwa prostokaty majg podstawy rowne a wysokosci rdézne,
wzigwszy te ostatnie za podstawy, dowiedziemy, ze dwa
'prostokqty majqgce rowne podstawy a icysokosci rozne, majq
sie do siebie jak tez wysokosci. Nazwawszy ogélnie powierz-
chnie dwoch prostokotow przez P i p, ich podstawy przez
B i b a wysokosci przez W i w, mamy
w przypadku W—w . . . F:p~B:b
w przypadku B—b . . . Pp=W:w

§. H7.

TWIERDZENIE. Dwa prostokqty majqce tak podstawy jako
i wysokosci rozne, majq si¢ do siebie w stosunku iloczynow
z ich podstaw przez wysokosci.

Niech beda dwa prostokaty ABCD i abcd jig. 130, kto-
rych tak podstawy ADzzB i adzzzb jako tez i wysokosci
AB~W iab~w sa rozne; potrzeba dowies¢, ze powierzchnia
pierwszego do powierzchni drugiego ma si¢ jak BX W : bjiyc.
Na ten koniec na wysokosci AB pierwszego prostokata ode-
tnijmy Ab'—ab 1 poprowadzmy b'c réwnolegla do AD; a
nazwawszy powierzchnig prostokata ABCD przez P, prosto-
kata abcd przez p, a nareszcie prostokata Ad'c'D przez gq,
bedzie wedlug poprzedzajacego §.

p:q —b:B bo ich wysokosci ab i Ad'sa rowne z wykreslenia
q:F—w:W bo oba stoja na tejze samej podstawie AD
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sktadajac proporcyje wypada p:P=& X w:BXW co bylo
do dowiedzenia.

Nie potrzebuje tu zapewne powtarzaé ze ilosci B, W,
b, sa wyrazone w liczbach, t.j. przez mierzenie tych dlugosci,
spoing jednostka, zamienione na ilosci krotne czyli stosunki
do jednostki.

WNIOSEK. Wzigwszy w miejsce prostokata p, kwadrat
abef, bedacy gatunkiem prostokata, w ktérym niech ab bedzie
= [, t. j. niech be¢dzie jednostkg ktorg mierzymy B i W, tedy
nazwawszy powierzchnig tego kwadratu K, wedlug osta-
tniego twierdzenia mamy P :Kr=BXW -.afy"ab—BXW :1X1
skad P=BX W XK
t. j. powidrzchnia prostokata P jest rowna BX W razy wzig-
temu kwadratowi K. Jezeli teraz wezmiemy kwadrat K za
jednostke do mierzenia powierzchni prostokata P, znajdzie-
my P BXW
t. j. ze powierzchnia prostokqta rowna sie iloczynowi z jego
podstawy przez wysokosé.

Prawde¢ t¢ mozna naocznie tak okazaé: Poniewaz B i
W wyrazaja liczby, t. j. kazda z tych iloSci wyraza liczbe
jednostek dlugosci zawartych tak w podstawie MN jako tez
i w wysokoséci MP prostokata jig. 131, przeto przypusciwszy
ze Brr9, W 4 i zrobiwszy te podziaty tak na podstawie
jako 1 wysokosci, jezeli przez punkta podzialdéw poprowadzi-
my réwnolegle do wysokosci i podstawy prostokata, dostrze-
zemy, iz caly prostokat podzieli si¢ na kwdraty na rzeczo-
nej jednostce dlugosci wystawione, a dla tego migdzy soba
rowne. Liczba tych kwadratow w przyjetym tu przypadku
rowna si¢ 36 9X 4, t. j. powierzchnia prostokata réwna si¢
iloczynowi z dwoch liczb wyrazajacych dlugos$¢ podstawy i
dlugos¢ wysokosci zmierzonych przyjeta jednostka diugosci.

Uwaga. Po dowiedzeniu tego twierdzenia, latwo zro-
zumiemy iloczyny z prostych o jakich w poprzednim roz-
dziale mowilismy. I tak w §. 63 wniosek wyslowimy, ze
w trojkacie prostokatnym spuSciwszy prostopadly z wierz-



161

chotka kata prostego na przeciwprostokatnia, kwadrat z bo-
ku przylegtego katowi prostemu réwna si¢ prostokatowi z prze-
ciwprostokatni i odcinka temuz bokowi przyleglego; ze kwa-
drat z prostopadiej rowna si¢ prostokatowi z odcinkéw i ze
nareszcie kwadrat na przeciwprostokatni wystawiony, réwna
si¢ summie kwadratow wystawionych, na bokach przyleglych
katowi prostemu. W §. 90 powiedzie¢ mozemy, ze prosto-
kat wystawiony na czg¢$ciach jednej, rowna si¢ prostokatowi
wystawionemu na cze$ciach drugiej z cigciw przecinajacych
si¢ na powierzchni kola. Kwadrat wystawiony na prostopa-
dtoj z ktoregokolwiek punktu okrggu kota na $rednice spu-
szczonej, rowna si¢ prostokatowi z odcinkdéw S$rednicy przez
prostopadta zrobionych. Roéwniez inaczej wyslowi¢c mozna
twierdzenia w §§. 111, 112, 113 i 114 dowiedzione.
§. 118.

Poréownawszy dwa prostokaty z soba i prostokat z kwa-
dratem, przystapmy teraz do figury najblizej z prostokatem
spowinowaconej t. j. do réwnolegloboku i ten porownajmy
z prostokatem dowodzac nastepujace

TWIERDZENIE. Powierzchnia réwnolegloboku, rowna sie
iloczynowi z jego podstawy przez tcysokoso.

Niech bedzie réwnolegtobok ABCD jig. 132, ktérego
podstawa AD a wysokos¢ prostopadta z ktoregokolwiek pun-
ktu boku BC na podstawe spuszczona, a zatem Bb lub Cc.
Spusciwszy dwie te prostopadie z koncéw boku BC na pod-
stawe, z ktorych druga Cc pada na jej przediuzenie, otrzy-
mamy prostokat 6BCc, ktorego powierzchnia wedtug poprze-
dzajacego §. jest — hcjx"Bh. Ale trojkat ABO réwny trojka-
towi DCc, bo katy przy B i C sa sobie rowne §. 14, bok
AB“ CD, bok B6“ Cc przeto i A6“ Dc a nastepnie 6crrAD.
Powierzchnia wigc prostokata 6BCc rowna si¢ takze iloczy-
nowi ADXBO Lecz obie figury t. j. rownolegtobok i pro-
stokagt majg powierzchnig czyli czworokat 6BCD spoiny i
jezeli do tego czworokata dodamy tréjkat DCc, otrzymujemy
prostokat 6BCc, jezeli zas do tegoz samego czworokata do-
damy trojkat ABozrrDCc, otrzymujemy rownolegtobok dany
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ABCD; skad wniesiemy, ze rownoleglobok ABCD — prosto-
katowi 6BCc. A ze powierzchnia tego ostatniego —ADXBS,
wigc i powierzchnia rownolegtoboku ~AD X B 6, co bylo do
dowiedzenia.

WnNIOSEK 1. Kazdy wiec prostokat réwny jest co do
powierzchni réwnolegtobokowi majacemu z nim t¢z samag
podstawe 1 wysokos$¢, albo rowne podstawie i wysokosci
rownolegtoboku.

Figury rozne ksztaltem a,wszelako rowne co do po-
wierzchni, nazywa¢ bedziemy rownemi co do powierzchni
(aequivalentes). W tym przeto rozdziale bgdzie mowa o réw-
nosci figur o jakiej w §. 21 wspomnieliSmy.

WNIOSEK 2. Z tego tez twierdzenia wyplywa, ze kie-
dy rownolegtobok réowna si¢ co do powierzchni prostokatowi
majacemu z nim podstaw¢ i wysoko$¢ rowne, a dwa prosto-
katy majace rowne podstawy, majg si¢ do siebie jak wyso-
kosci, majace za$ rowne wysokosci maja si¢ do siebie w sto-
sunku podstaw, ze dwa rownolegltoboki majace réwne pod-
stawy maja si¢ do siebie réwniez jak ich wysokosci; jezeli
za$ maja wysoko$ci rowne, powierzchnie ich sa w stosunku
podstaw. Nakoniec dwa réwnolegtoboki majace rézne pod-
stawy 1 wysokosci, majg si¢ do siebie jak iloczyny z ich
podstaw przez wysokosci.

§. 119.

Poréwnajmy teraz dwa rownolegltoboki z soba co do
ich powierzchni.

TWIERDZENIE. Dwa rownolegloboki majgce podstawy row-
ne i wysokosSci rowne, sq sobie rdione co do poioierzchni.

Niech beda dwa réwnolegltoboki ABCD i abed majace
podstawy rowne 1 wysokosci rowne; polozywszy jeden na
drugim tak, izby ich podstawy do siebie przystaty, bok prze-
ciwlegly podstawie jednego, koniecznie przypadnie na kie-
runek odpowiadajacego boku drugiego rownolegtoboku, z
powodu ze ich wysokosci sg rowne. Co do potozenia dwdch
innych bokéw, moga byc trzy przypadki t. j. albo potozony
rownoleglobok pokaze si¢ wzgledem drugiego tak jakjig. 133,
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albo tak jak fig. 134, albo nareszcie tak jak fig. 135 przed-
stawia. W przypadku pierwszym trojkaty BAS6 i CDc, w
drugim trojkaty BAC i CDc, a w trzecim nareszcie BAO i1
CDc sa sobie rowne, dodawszy potem na pierwszej figurze
do kazdego z trojkatow trapez AOCD, na drugiej trojkat
ACD, a na trzeciej trojkat i"&D i odejmujac trojkat Cbhz,
wypadng zawsze dwa dane rownolegloboki rowne.

WNIOSEK. Wigc wszystkie rownolegloboki stojace na
tejze samej podstawie i majace boki przeciwlegle podstawie
na prostej rownoleglej od tejze podstawy, sg sobie rowne co
do powierzchni, bo maja wysokosci rowne.

§ .120.

TWIEKDZENIE. Powierzchnia trojkqta rowna sig iloczy-
nowi z podstawy przez polowe jego wysokosci.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 136, wziawszy bok AC
za podstawe i1 z wierzcholka kata przeciwlegltego B spusciw-
szy prostopadla BD, potrzeba dowies¢, ze powierzchnia troj-
kata ABC~ACX ABD. Przez wierzchotek kata B poprowa-
dziwszy prosta rownolegla do AC jako tez przez punkt C
rownolegla do AB i te rownolegle przedtuzywszy az do ich
przecigcia si¢ w punkcie E, powierzchnia rownolegloboku
ABECn ACXBD. Ale dany tréjkat ABC—BCE, bo trzy
boki jednego réwne s3 trzem bokom drugiego kazdy kaz-
demu, przeto trojkat ABC jest potowa rownolegtoboku
ABEC a nastepnie i powierzchnia jego bedzie

—"*"ACX BD—ACX gBD co chcielismy dowiesc.

WNIOSEK 1. Z tego twierdzenia wypada, ze powierz-
chnia tréjkata jest potowa powierzchni réwnolegltoboku ma-
jacego z nim podstawg i wysoko$¢ rowne.

WNIOSEK 2. Dwa trojkaty majace rowne podstawy i
wysokos$ci, sg sobie rowne co do powiorzchni. Wszystkie
wigc trojkaty stojace na tejze samej podstawie i majace swe
wierzchotki na prostej rownolegtej od podstawy jak na fig.
137 widzie¢ mozna, s3g sobie rowne co do powierzchni. Troéj-
katy majace rowne wysokosci, majg si¢ do siebie jak pod-
stawy; majace za§ rowne podstawy, maja si¢ do siebie jak
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wysokos$ci, a nareszcie majace tak podstaAYy jako tez i wy-
sokosci rozne, sa w stosunku iloczynow z podstaw przez
wysokosci; potowy bowiem dwoch jakichkolwiek ilosci, zaw-
sze sa3 w tymze samym stosunku, w jakim si¢ calo$ci znaj-
dowaly.

Uwaga. Poniewaz wyrazenie powierzchni trojkata moz-
na trojako napisa¢ t. j. "ACXBD, albo ACX*BD albo
nareszcie 5 } zatem wyslowienia: powierzchnia
trojkqta rowna sie iloczynowi z polowy jego podstawy przez
wysokos¢, albo iloczynowi z podstawy przez polowe wysokosci
lub nareszcie podoicie iloczynu z podstawy przez wysokos¢, sa
rownoznaczne.

§. 121.

TWIERDZENIE. Powierzchnie dwoch trojkqtow podob-
nych, majqg si¢ do siebie jak kwadraty z odpowiadajgcych
bokow.

Jezeli bowiem sa dwa trojkaty ABC i abc fig 74 po-
dobne, tedy z §. 64 wiadomo, ze ich wysokosci BD i bd
majg si¢ do siebie jak podstawy AC i ac, czyli ze jest
BD:bd—AC:ac. Rozmnozywszy Ww tej proporcyi poprze-
dniki przez AC a nastgpniki przez ac a potem wyrazy pierw-
szego stosunku podzieliwszy przez 2, otrzymamy

BDXAC bdXac -2 T BDXAC
2 2 2 r
chni tréjkata ABC, a —O —= powierzchni trojkata abc §.
i

poprzedzajacy, zatem trojkat ABC:abc —AC :ac Ale z po-
wodu podobienstwa tréjkatow jest AC:ac— AB:a6~BC :bc,
wedlug za$ wlasnosci proporcyi geometrycznej jest
AC2:ac"— AB" : ab'z=BC : be'l, przeto nareszcie trojkat
ABC:abc zrACf : ac*= AB2:ab2zzBCz2: be* t. j. powierz-
chnie trojkatow podobnych, maja si¢ do siebie w stosunku
kwadratow z odpowiadajacych bokow.

Poniewaz z pierwszej proporcyi wypada takze
BD2; bd* — AC" : ac2 przeto tez ABC:adczzBD: bd“ t. j.
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'powierzchnie trojkqtow podobnych, majq sie takze jak kwa-
draty z ich icysokosci.

WNIOSEK. Poniewaz tréjkat jest polowa réwnoleglobo-
ku majacego z nim podstawe i wysoko$¢ rowne, zatem réw-
niez powierzchnie dwoch réwnoleglobokéw podobnych, maja
si¢ do siebie jak kwadraty z bokéw odpowiadajacych.

§. 122.

TWIERDZENIE. Powierzchnie dwoch trojkgtow majgcych
jeden kqt spoiny, albo majgcych po jednym kqcie rownym, sq
w stosunku iloczynow z bokow kqt ten obejmujgcych.

Niech beda dwa trojkaty ABC i ADE majace kat spoi-
ny A jig. 138, punKta B i E potaczywszy prosta BE, dwa
trojkaty ABC i ABE uwaza¢ mozna jako stojace, pierwszy
na podstawie AC, drugi na AE, majace w punkcie B wierz-
chotek spoéiny, wigc i wysokosci maja rowne; majg si¢ zatem
do siebie jak podstawy, czyli ze jest trojkat ABC: ABE zz
AC:AE. Podobniez tréojkaty ABE i ADE, mozna uwazad
jako stojace pierwszy na podstawie AB, drugi na podstawie
AD 1 majace wierzchotek spdlny w punkcie E, wigc znowu
maja wysoko$ci rowne, majg si¢ wigc do siebie jak podsta-
wy, czyli ze trojkat ABE:ADE= AB:AD.

Mnozac te dwie proporcyje przez siebie i skracajac
pierwszy stosunek, znajdziemy trdjkat
ABC:ADE =: ABX AC:AEXAD co bylo do dowiedzenia.

WNIOSEK. Dwa trojkaty ABC i ADE bylyby réwne,
gdyby iloczyny ABXAC i AEXAD byly rowne, czyli
gdyby bylo ABX AC AEX AD albo raczej AB:ADrr
AE:AC. Ale ta proporcyja jest prawdziwa, jezeli prosta DC
jest rownolegta do BE, przeto i trojkaty ABC i ADE w tym
tylko przypadku sa rowne.

§. 123.

TWIERDZENIE. Powierzchnia trapezu rowna*si¢ iloczy-
nowi z polowy summy jego bokow rownoleglych przez wysokosé.

Niech bedzie trapez ABCD jig. 139, wysokos$é jego BE
lub DF. Poprowadziwszy przekatnie¢ BD, podzielimy go na
dwa trojkaty ABD i BCD majace podstawy AD i BC, a wy-
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sokosci rowne. Powidrzchnia trojkata ABD :zz|AD XLE,
trojkata zas$ BCD—gBCXDE~ JBCXEE zatom powierz-
chnia trapezu —ABD -j-BCD zz | (AD -f BC)BE —

t N XEE jak twierdzono.
i

WNIOSEK. Jeden z bokéw nierdwnoleglych trapezu np.
CD podzieliwszy w punkcie G na dwie rowne czgsci i przez
ten punkt G poprowadziwszy dwie réwnolegte HK i GL,
pierwsza do AB az do zamknigcia rownolegloboku ABHK,
a druga az do przecigcia si¢ z bokiem AB, poniewaz LGzz:
BH zzBC -f-CH, tudziez LG zz AK—AD—DK, przeto dodaw-
szy te zréwnania stronami do siebie, otrzymamy 2LGzz:
AD+ BC-f-CH—DK. Lecz dwa trojkaty DGK i CGH
przystaja do siebie, bo CGzzDG z wykreslenia, katy przy
G rowne jako wierzchotkowe, kat KDG —GCH jako naprze-
mianlegte wewnetrzne; z ich przeto przystania wnosimy, ze

DKzirCH, a nast¢gpnie 2LGzz AD-f-BC, skad
LG— 5 . Tym sposobem begdzie powierzchnia trape-
zu zzLGXEE t. j. rowna si¢ ta powierzchnia iloczynowi
z prostej tgczgcej srodki bokow nierownoleglych trapezu przez
jego wysokosé. Albo: powierzchnia trapezu réwna sie po-
wierzchni prostokqta lub rownolegloboku majgcego za podsta-
we prostqg Srednig arytmetyczng miedzy bokami rownolegltemi

a za wysokos¢é wysokosé trapezu.
Wyraienie powiérzchni trapezu AD L——]—B—(—:—Xﬁ}:nmoz{)

na jeszcze i tak wyslowié: powierzchnia trapezu réwna sig
powierzchni tréjkgta majgcego za podstawe summe bokow row-
noleglych trapezu, a wysokosé rowng jego wysokosci.

§ 124.

Chcac znale$6 powierzchnia jakiegokolwiek wielokata
prostokre§lnego, dzielimy go zwyczajnie na trojkaty przez
prowadzenie przekatni, lub na trapezy, lub nareszcie na trojka-
ty i trapezy razem; a obrachowawszy powierzchnie wszyst-
kich czesci, summa ich bgdzie powierzchnia wielokata.



157

Jezeli wielokat jest foremny, powierzchnia jego daleko
tatwi6j obrachowa¢ mozna, tatwo bowiem dowies¢ nastepujace

TWIERDZENIE. Powierzchnia wielokqta foremnego row-
na si¢ iloczynowi z jego obwodu przez polowe prostopadtej ze
srodka wielokqta na ktorykolwiek bok spuszczonej.

Niech np. bedzie szesciokat foremny ABCDEEF jig. H7
srodek jego S polaczywszy ze wszystkiemi wierzchotkami
katow, podzieli on si¢ tym sposobem na tyle trojkatow mig-
dzy sobag réwnych, ile tenze wielokat ma bokéw. Powierz-
chnia trojkata ASB= ABXgSa; a ze powierzchnia kazde-
go innego trojkata rowma si¢ temuz samemu iloczynowi, z po-
wodu, ze AB“ BC~ CD=:1it. d. jako tez &a'= Sb'z=:Sc'=:
it d § 103, zatem summa tych trojkatdow czyli powierz-
chnia wielokata, rowna si¢ iloczynowi AB X 2Sof wzigtemu
tyle razy ile wielokat ma bokow. Nazwawszy wiec w ogol-
nosci liczbe bokdéw wielokata przez n, bedzie powierzchnia
wielokata —n.ABXsSa'. Lecz w.AB stanowi obwod wie-
lokata ktory wyraziwszy ogdlnie gloska O, tak ze Orzw.AB,
tudziez prostopadla S«' nazwawszy r, bedzie nareszcie po-
wierzchnia wielokata P zO X *, co bylo do dowiedzenia.
Powierzchnia wielokata foremnego réwna si¢ jeszcze prosto-
katowi lub rownolegtobokowi majagcemu za podstawe obwod
wiclokata a za wysoko$¢ polowg prostopadlej ze s$rodka na
bok wiclokata spuszczonej; albo majacemu za podstawg po-
lowe obwodu a za wysoko$¢ rzeczong prostopadiy. Albo po-
wierzchnia wielokata foremnego réwna si¢ powierzchni trdj-
kata, majacego za podstawg obwdd wielokata a za wysoko$¢
prostopadla, o ktorej tu mowa.

§. 125.

TWIERDZENIE. Powierzchnie dwoch wielokgtow podob-
nych majq sie do siebie w stosunku kwadratow z bokow od-
powiadajgcych.

Niech beda dwa wielokaty np. dwa pigciokaty ABCDE
i abcde jig. 140 podobne; poniewaz takie wielokaty moga by¢
rozebrane na jednakowa liczbe trojkatow podobnych i podob-
nie utozonych §. 65 przez prowadzenie przekatni, przeto we-
dhug §. 121 mamy:
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poniewaz trojkat

podobniez

nareszcie

skad wypada ze

albo wedtug wlasnosci stosunkéw rownych §. 97 Arytm.

Ale pierwsza summa stanowi powierzchniag wielokata
ABCDE, druga za$ powierzchnia wielokata abcde, przeto
powierzchnia

. co mieliSmy dowies¢.

WNIOSEK. W §. 66 dowiedliSmy, ze proste jednakowo
w podobnych wielokatach prowadzone sg w stosunku dwoéch
odpowiadajacych bokow, przeto tatwo z ostatniego twierdze-
nia wniesiemy, ze 'powierzchnie wielokqtow podobnych, majg
sie takze do siebie w stosunku kwadratow z prostych jednym-
ze sposobem w tych wielokgtach poprowadzonych.

§. 126.

Zobaczymy teraz jak wyrazenie kicadrat uzywane w Aryt-
metyce zamiast druga potega, zaczerpni¢tem zostato z Geome-
tryi i jak trzy prawdy tamze w §. 8, dowiedzione to jest

odpowiadajg zupetnie wykresleniu
geometrycznemu.

TWIERDZENIE. Kwadrat icystaiciony na linii bedgcej
summgq dwoch innych, skiada sie z kicadratu pierwszej, wiecej
kwadratem z linii drugiej i wiecej dwa razy wzigtym pro-
stokqtem wystaioionym na tychze dwoch prostych.

Niech prosta AC bedzie summg dwoéch innych AB i BC
fig. idl, wystawiwszy na niej kwadrat ACED, wezmy AG—AB
i poprowadzmy GI réwnolegla do AC, tudziez BF rownole-
gla do AD. Tym sposobem kwadrat ACED podzielony be-
dzie na cztery czeéci, t. j. ABHG, EFHI, DGHF i BCIH.
Pierwsza z tych czesci jest kwadratem wystawionym na AB
czyli na prostej pierwszej, bo AG=AB; drugajest kwadra-
tem wystawionym na prostej BC, gdyz
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AD= AC, AGn AB, zatem AD-—AG—AC—AB czyli
DGrrBC, tudziez HIr=BC. Trzecia czgs¢ DGHF jest pro-
stokatem majacym podstawe¢ GH~AB a wysoko$s¢ DG—BC,
przeto jego powierzchnia z: ABXBC. Ostatnia czgs¢ t. j.
BCIH jest takze prostokgtem majagcym dwa wymiary™®) t. j.
podstawe¢ BH — AGirzAB a wysoko$s¢ BC, przeto rowniez
jego powierzchnia — ABXBC; wigc nareszcie kwadrat
ACEDrrr AB" -j-BC2-j- 2ABXBC co inaczej tak piszemy
(AB+BC)2= AB2+ BC2-f 2ABXBC.

Potozywszy ABzr:a, BC —b, czyli zamieniwszy dhu-
gosci na liczby, mie¢ bedziemy pierwsza z zalozonych prawd
dowiedziona.

§ 127.

TwierpzeNIE. Na prostej bedgcej roznicq dwoch innych,
wystawiwszy kwadrat, ten sklada sie z kwadratu na pierw-
szej, wiecej kwadratem na drugiej prostej wystawionym, mniej
dwoma prostokgtami z pierwszej przez drugg prostg.

Niech prosta AB bedzie réznica dwoch innych AC i
BC tak, ze AB—AC—BC fig. 142, wystawiwszy na niej
kwadrat, potrzeba dowie$é, ze

(AC— BC)>=:AC2-f BC2— 2ACX BC

Na prostej AC wystawmy kwadrat ACDE, wezmy
AF —AB; przez punkt F poprowadzmy rownolegta FH do
AC, a przez punkt B rownolegta BI do AE; nareszcie na
prostej EF wystawmy kwadrat EFLK. Prostokat LGIK ma
za podstawe LGzrAC, bo FG —AB, FLnzFE—BC, a za
wysokos¢ FE=BC, jego wi¢c powierzchnia :zzACXBC.
Podobniez prostokat BCDI ma za podstaw¢ Bl zz AC a za
wysoko§¢ BC, przeto jego powierzchnia =ACXBC. Cata
figura ACDKLFA sktada si¢ jak widzimy raz z dwoch kwa-

*) Wymiarami (dimensiones) prostokata nazywamy jego podstawe i wy-

soko$¢ czyli dlugosé i szeTakosk b ierfanie powierz-

chni nazywamy -., { (/ wymierzanie
) iRy L

za$ objetosci cial \C#Y WALl bo jak to na swem

J
miejscu zobaczymy, do wymierzenia kazdego ciala uzy¢ jeszcze musi-
my trzeciego wymiaru, t. j. grubosci, lub glebokosci, lub wysokos$ci.
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dratow t. j. ACDE i EFLK, drugi raz sklada si¢ z trzech
czgéei t. j. z kwadratu ABGF—AB2, prostokata BCDI i pro-
stokata GIKL, ktore prostokaty sg sobie rowne, bo kazdy
z nich —ACXBC, przeto kiedy

wigc nareszcie
jak zatozylisSmy.

Potozywszy tu znowu AC zza, BCn: 6, mie¢ bgdziemy

druga z arytmetycznych prawd dowiedziona.
§. 128.

TWIERDZENIE. Prostokqt wystawiony na summie i ro-
znicy dwoch prostych rowna sie rozmicy kwadratow wystawio-
nych na kazdej z tych prostych.

Niechze bedg dwie proste AB i BC fig. 143, na prze-
dtuzeniu prostd] AB wezmy BDzzBC, tedy prosta

, za§ AC= AJL—BC, mamy dowie$¢ ze
czyli

Na prostych AB i AC wystawmy kwadraty ABEF i
ACGH, tudziez, z punktu D poprowadzmy réwnolegta do AH
az do przecigcia si¢ z przedtuzong HG w punkcie I; tedy
prostokat ADIH ma za podstaw¢ AD—AB-f-BC a za wy-
sokos¢ AH—ACzzAB—BC, jego wigc powierzchnia rowna
si¢ (AB-j-BC)(AB—BC). Ale ten prostokat uwaza¢ mo-
zna jako zlozony z dwoch innych ABKH i BDIK to jest
(AB-j-BC)(AB—BC) = ABKH+ BDIK; z tych ostatni czy-
li BDIK = HGLF, gdyz BK—AH= HG, a BD = BC= HF,
przeto
Lecz dwa prostokaty ABKH i HGLF skladaja kwadrat
ABEF skoro od niego odejmiemy GKEL, ktora figura jest
kwadratem z BC, gdyz GK—BC, GLzzHE—BC, wicc
nareszcie

jak twierdzono.
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Potozywszy tu ABrza, BCzr b bedziemy mieé trzecia
i ostatnia prawde¢ dowiedziona.

§. 129.

Dowiedzmy tez tu $ci§le geometrycznie prawdy w §. 63
wniosek innym sposobem dowiedzione;.

TWIERDZENIE. W tréjkgcie prostokgtnym kwadrat wy-
stawiony na przeciicprostokqtni, rowna sie summie dwoch kwa-
dratoio toystawionych na bokach przyleglych kqtowi prostemu.

Niech bedzie trojkat ABC prostokatny przy B fig. 144,
wystawiwszy na przeciwprostokatni AC kwadrat ACIH tu-
dziez na bokach AB i BC przylegtych katowi prostemu kwa-
draty ABED i BCGF, potrzeba dowies¢, ze kwadrat ACIHrzr
ABED-j-BCGF czylijak zwyczajnie piszemyAC  AB“-f-BC2¢
Na dowiedzenie tej prawdy, punkta D i C, A1 G, B i H,
B il polaczmy prostemi, tedy kwadrat ABED z trojkatem
ACD uwaza¢ mozna jako stojace na jednejze podstawie AD,
przeto z wierzchotka kata C przeciwlegltego podstawie w troj-
kacie ACD spusciwszy prostopadia na tez podstawe, ta pa-
dnie na jej przedtuzenie w punkcie K ibedzie CK rz AB, bo
EC rownolegla do DK; przeto trojkat ACD z kwadratem
ABED majg rowne podstawy i wysokos$ci; dlaczego wedtug
§. 120 powierzchnia tego trojkata jest potowa powierzchni
kwadratu ABDE. Podobniez: uwazajac tréjkat ABH z pro-
stokatem ALMH jako stojace na podstawie AH, wysokosci
ich sg takze rowne bo BM jest roéwnolegla do podstawy
i prostopadta czyli wysokos¢ trojkata BP= AL; przeto ro-
wniez powierzchnia tréjkata ABH jest potowa powierzchni
prostokata ALMH. Ale trojkat ACD przystaje do tréjkata
ABH wedhig §. 23, bo AD i AC w trojkacie ACD rowne sa
AB i AH w trojkacie ABH, tudziez kat DAC zawarty mig-
dzy pierwszemi, rowny jest katowi BAH zawartemu migdzy
drugiemi bokami, gdyz kazdy z nich zlozony jest z kata pro-
stego DAB, LAH ikata BAC obu katom spolnego; powierz-
chnie przeto tych trojkatow sa rowne. A ze ACD jest po-
lowa kwadratu ABED, a ABH polowa prostokata ALMH,
przeto kiedy potowy sa sobie rowne, i calo$ci musza by¢

11
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rowne; powierzchnia zatém kwadratu xIBED réwna si¢ po-
wierzchni prostokata ALMH. Zupelnie tym samym sposobem
dowiedziemy, ze powierzchnia kwadratu BCGE réwna si¢ po-
wierzchni prostokata CLMI. A kiedy summa obu prostoka-
tow sklada kwadrat ACIH, zatem prawda jest, ze kwadrat
ACIH rr ABED-j-BCGF czyli raczej AC2—AB" -f-BC2, jak
zatozylismy.

WNIOSEK 1. Z ostatniego zrownania wypada AB2 —
AC2—BO", jako tez BC2=rrAC2—AB2, t.j. z¢ w trojka-
cie prostokatnym kwadrat z boku przylegltego katowi proste-
mu, rowna si¢ kwadratowi z przeciwprostokatni zmniejszonemu
kwadratem z drugiego boku przyleglego katowi prostemu.

WNIOSEK 2. Poprowadziwszy w kwadracie ABCD prze-
katnig AGJig. 145, ta podzieli kwadrat na dwa troj katy prostokat-
ne i rtownoramienne ABC i ADC, przeto AC' AB'-}-BC" ~
2AB2, skad wniesiemy, ze kwadrat wystawiony na przekatni
kwadratu, jest réwny dwa razy wzigtemu kwadratowi z boku
danego kwadratu; co tez i naocznie pokaza¢ mozna wykre-
sliwszy na przekatni kwadrat EFGH i prowadzac druga prze-
katnia BD w kwadracie danym; wszystkie bowiem tym spo-
sobem uformowane trojkaty sa migdzy soba rowne, a wido-
cznie kwadrat ABCD zamyka ich cztery, kwadrat za§ EFGH
zamyka tych trojkatow o$m, zatem kwadrat drugi jest dwa
razy wigkszy od pierwszego.

Roztozywszy powyzsze zrdwnanie na proporcyja, bedzie
AC2:AB21z2:1, a z wlasnoS$ci proporcyi geometrycznej wy-
pada AC:AB.—V 2:1. A ze V-2 jest liczbg niewymierna,
§. 43. Arytm., zatem wniesiemy z tej proporcyi, ze dwie pro-
ste AC i AB t. j. przekatnia i bok kwadratu sg dwiema pro-
stemi niespétmiernemi.

WNIOSEK 3. Dowiedli$my, ze kwadrat ABED”. 144 r6-
wna si¢ prostokatowi ALMH, ten za$ prostokat z kwadratem
ACIH maja wysokos¢ AH spoina, przeto ich powierzchnie
majg si¢ do siebie, jak podstawy t. j. kwadrat ACIII: pro-
stokata ALMH—AC:AL. A Ze w miejsce prostokata ALMH
mozna wzig$¢ jemu rowny kwadrat ABED, przeto
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albo raczej
i podobniez

t. j. kwadrat z przeciwprostokqtni ma si¢ do kwadratu z je-
dnego z przyleglych bokow kqtowi prostemu, jak sie ma przeciw-
prostokgtnia do odcinka przylegltego temu bokowi.

WNIOSEK 4. Z poprzedzajacego twierdzenia wypada
takze: poniewaz dwa ptostokaty ALMH i LCIM majg jedna-
kowe podstawy t. j. LM, ich wigc powierzchnie majg si¢ do
siebie jak wysokosci AL i LC. A ze te prostokaty rownaja
si¢ kwadratom ABED i BCGF, wigc i powierzchnie dwoch
ostatnich kwadratow maja si¢ do siebie jak

czyli raczej
co wyrazajac stowy znaczy: iz kwadraty z przyleglych bokow
kgtowi prostemu to trojkqgcie prostokgtnym, majq sie do siebie
jak odcinki przeciwprostokgtni przylegle tymze bokom.

WnNIOSEK 5. Dowiedlismy w §. 125, ze powierzchnie
dwoéch wielokatow podobnych majg si¢ do siebie jak kwa-
draty z bokéw odpowiadajgcych, przeto wystawiwszy na trzech
bokach trojkata prostokatnego wielokaty podobne, wielokat
wystawiony na przeciwprostokatni, rowna si¢ summie wielo-
katow wystawionych na bokach przyleglych katowi prostemu.
Nazwawszy bowiem powierzchnie tych trzech wielokatow przez
M, N, P, gdzie P jest wielokatem na przeciwprostokatni, po-
niewaz AB, BC i AC sa trzema bokami odpowiadajacemi
sobie w wielokatach podobnych, tedy M :NrrA B2:BC* skad

. Ale takze

przeto taczac te dwie proporcyje znajdziemy:
M+ N:P=AB2+ BC“:AC2;aze AB2-j-BC2nA C 2, wicc
toz M-f-NrrP. Z proporcyi M:P = AB2:AC2 wypadatak-
zeP —M:Mr=AC2—AB2:AB2. Ale M:N=AB2:BC2,prze-
to P—M:NmAC'—AB2:BC". A ze wedlug wniosku 1.

, zatem rowniez P —Mir N t. j. wielokat
N jest roznica powierzchni wielokatow P i M.

Uicaga 1. Ostatnie twierdzenie nosi nazw¢ PITAGORESA,
ten bowiem wielki filozof i geometra w széstym przed Chr.
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wieku zyjacy, takowe miat wynales¢; ajakkolwiek wszystkie
twierdzenia Geometryi s3 wazne, bo jedna prawda na di*u-
giej spoczywa, to przeciez PITAGORESA twierdzenie w caldj
Geometryi jest moze najwazniejsze z powodu nastgpstw, kto-
re z niego wyplywaja.

Uwaga 2. Poréwnawszy to twierdzenie z twierdzeniem
w §. 63 dowiedzionem, przekonamy sig, ze jest zupehnie tern
samem, co nam postuzy¢ moze za cechg¢ jego rzetelnosci,
dwiema albowiem calkiem réznemi drogami przychodzimy do
jednych i tychze samych prawd. Wypadki tu otrzymane z uwa-
zania powierzchni bedac zupelie zgodnemi z wypadkami
w §. 63 dowodza nam tej prawdy, ze rownos¢ kwadratu z prze-
ciwprostokatni dwom kwadratom z przyleglych bokow katowi
prostemu w trojkacie prostokatnym, jest wlasciwie nastep-
stwem proporcyjonalno$ci bokéw w tréjkatach podobnych.
I ta tez okolicznos¢ jest godna uwagi, iz wnioskujac zjakie-
go twierdzenia lub z kilku twierdzen, natrafiamy czgsto na
prawdy juz innym sposobem dowiedzione. To tezjest zaiste
najwybitniejszg cechg pewnosci prawd geometrycznych, ze
laczac je z soba w jakikolwiek sposob, byle tylko rozumo-
wania nasze oparte byly na pewnych, juz dowiedzionych lub
skadinad wiadomych zasadach, dochodzimy zawsze do wy-
padkow prawdziwych. Inaczej, gdyby prawdy geometryczne
podleglte byly najmniejszej niepewnosci, przez laczenie ich
z soba na wyprowadzenie innej prawdy, male nawet btedy
w jeden wniosek nagromadzone, okazatyby btad widoczny,
a najpigkniejsza zgoda migdzy rzeczonemi prawdami zamie-
nitaby si¢ w pewne chaos wyjatkdw i wyjateczkéw, ograni-
czen, uwag, dodatkéw i t. d. zgota zamienitaby si¢ w budo-
we, ktoraby lada wiatr w gruzy mogt zamienié. .

§. 130.

TWIERDZENIE. W tréjkgcie prostokreslnym spusciwszy
prostopadlq 7 wierzchotka ktoregokolwiek kqgta na bok prze-
ciiolegly, kwadrat 7 boku przeciwleglego kqtowi ostremu ro-
wna si¢ summie kwadratow 7 dwoch innych, zmniejszonej dwo-
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ma 'prostokgtami z boku na ktory prostopadla pada, przez od-
cinek przylegly kqtowi ostremu o ktorym mowa.

Niech bedzie trojkat ABC fig. 146, w ktorym kat A
jest ostry; z wierzchotka kata B spusciwszy prostopadta BD
do AC, ta jak wiadomo pas¢ moze wewnatrz albo zewnatrz
tréjkata ABC, wedhug' tego jak kat C jest ostrym fig. @, lub
rozwartym”, b Jezeli pada wewnatrz jak ng fig. a, tedy
poniewaz DC —AC— AD, a wedlug §. 127 mamy

dodawszy z obu stron tego zréwnania BD2, bedzie

Lecz DC2-f-BD'=BC"', tudziez AD2-f-BD' AB2, za-
tem BC2— AC2-j- AB2—2ACX AD, jak twierdzono.

Gdyby$my zamiast A uwazali kat ostry C, tedy zupel-
nie tym samym sposobem znajdziemy

Jezeli prostopadta pada zewnatrz trojkata jak na fig. b}
mamy rowniez CD —AD — AC, a nast¢gpnie wedtug przytoczo-
nego wyzej §. X , .-

a dodawszy podobniez po obu stronach BD', begdzie
. Ale znowu
wedtug §. poprze-
dzajacego, przeto zupelnie jak wyzej jest

§. 131.

TWIERDZENIE. W trojkgcie rozwartokgtnym, kwadrat
wystawiony na boku przeciwleglym kqtowi rozwartemu jest
mniejszy niz summa kwadratow z bokow tenze kgt obejmujg-
cych; a spuSciwszy z jednego z kqtow ostrych prostopadlq na
bok przeciwlegly, przewyzka ta rownac sie bedzie prostokgto-
wi z boku, na ktory prostopadla pada, przez odcinek przy-
legly kqtowi rozwartemu.

Niech bedzie tréjkat ABC fig. 147 rozwartokatny przy
A, z wierzchotka kata B spuSciwszy prostopadta BD na bok
AC, ta juz nie moze pas¢ wewnatrz ale zewnatrz trojkata
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§. 42 d), mamy dowie$¢, ze BC2 —AB2-f- AC2-f-2ACXAD.
Poniewaz CD AC-}-AD, wigc wedhug §. 126 jest
CD2=(AC -f AD) 2=z AC* + ADs5-f-2AC X AD. Dodawszy
po obu stronach BD' i uwazajac, ze CD2 BD2=BC2, tu-
dziez AD2-|-BD2—AB", otrzymamy nareszcie

BC2 —AC2-J-AB2-|-2ACX AD co zalozyliSmy.*)

Uwaga. Porownawszy z soba trzy ostatnie twierdze-
nia dostrzezemy, ze musza by¢ wypltywem jednego ogolnego,
ktore tez w Trygonometryi poznamy. Rzeczywiscie jedno
z dwoch ostatnich jest ogolniejszem niz pierwsze, gdyz to osta-
tnie z jednego z pierwszych wyprowadzondém by¢ moze. Przy-
pusciwszy bowiem, ze kat A jest prosty, prostopadta BD zmie-
sza si¢ z bokiem BA i odcinek AD stanie si¢ zero, a wtedy
iloczyn 2ACXAD nO i wypadnie BC' —AC' -f-AB' jak
w pierwszem z rzeczonych twierdzen. Przekonamy si¢ ro-
wniez, ze tylko w trojkacie prostokatnym summa kwadratow
z dwoch bokéw jest rowna kwadratowi z boku trzeciego;
w razie bowiem, ze kat zawarty miedzy temi dwoma bokami
jest ostry, rzeczona summa jest wigksza, jezeli za$ tenze kat
jest rozwarty, jest mniejsza niz kwadrat z boku przeciwlegtego.

§. 132.

TWIERDZENIE. W trdjkgcie prostokresinym podzieliwszy
jeden z jego bokow na dwie czesci réwne i punkt podzialu
zlgczywszy prostg 7 loierzcholkiem kqta przeciwleglego, summa
kwadratow z dwoch innych bokoéw, réwna si¢ podwdojnemu kwa-
dratowi z prostej dzielgcej, roigcej podwiojnym kwadratem 7z po-
loioy podzielonego boku.

Niech bedzie trojkat ABC jig. [1d8, podzieliwszy bok je-
go AC na dwie rowne czgsci w punkcie D i tenze punkt
zlaczywszy z wierzchotkiem kata B prosta BD, potrzeba do-
wies¢, ze AB 2-J-BC'—2AD'-j-2BD2. Na ten koniec spu-

*) Dwa ostatnie twierdzenia mozna takze calkiem geometrycznie do-

wie§¢ nie uzywajac rachunku, jak to 2asof e Smie Przez
NE%A w Greifswald pod tytulem

ydawanym, w Tomie 23 uczynilem.
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Sciwszy prostopadla BE do AC, wedlug dwoch poprzedzaja-
cych twierdzen mamy

w trojkacie

w trojkacie zas

albo, poniewaz

Dodajac pierwsze zrownanie z trzeciem, znajdziemy

co bylo do dowiedzenia.
WNIOSEK. W rownolegltoboku Iub prostokacie, przeka-
tnie dzielg si¢ wzajemnie na dwie czgéci rowne, przeto fig. 149

jako tez

skad
Lecz
jako tez
przeto AB"-fBC"-f CD"-f AD"= AC"-f BD" t,j. summa
kwadratow wystawionych na czterech bokach rownolegloboku
rowna sie dwom kwadratom xoystawionym na przekgtniach.

§. 133.

TWIERDZENIE. W trdjkqcie prostokresinym wystawiwszy
na dwoch jego bokach roumolegloboki jakiekolioiek i boki ich
rownolegle do bokow trojkqta przediuzywszy az do przecigcia
sie z sobg, potem zlqczyicszy ten punkt przeciecia sie z najbliz-
szym wierzchotkiem kqta w trojkqcie danym prostq i nakoniec
wystawiwszy na trzecim boku trojkqta rownoleglobok, dajgc
mu za drugi bok przylegly owe prostg rownolegle do niej po-
tozony, summa dwoch pierwszych rownoleglobokow rowna sie
trzeciemu.

Jezeli w trojkacie ABC ig 150 na bokach AB i BC
wystawimy dwa jakiekolwiek rownolegtoboki lub prostokaty,
lub nareszcie kwadraty AFGB i BCDE, boki ich FG i DE
przedluzymy az do przecigcia si¢ w punkcie O, punkt ten
zlaczymy z wierzcholtkiem najblizszego kata B prosta OB, a
nareszcie na trzecim boku AC wystawimy réwnoleglobok
ACIH majacy za drugi bok przylegty AHnOB 4 rownolegly
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do OB, tedy mamy dowies¢, ze AFGB-j-BCDE—ACIH. Na
dowiedzenie tego, boki HA i IC réwnolegtoboku na AC wy-
stawionego, przedtuzmy az do przecigcia si¢ z bokami FG
i DE réwnoleglobokow pierwszych w punktach K i L, i te
punkta potaczmy prosta KL. Poniewaz KOrrrAB, OLrrBC
i kat 0~B, zatem tréjkat KOL przystaje ijest rowny troj-
katowi AJBC, a nastgpnie kat OKL —BAC, kat OLK—BCA,
i KL réwnolegta od AC. Roéwnolegtobok AFGB —AKOB,
jako tez rownolegtobok ACDE — BCLO wedlug §. 119.
przeto AFGB + BCDE = AKOB + BCLO.

Lecz pigeciokgt AKOLC HABCI bo AC=:HI,
AK = BO= AH, KO= AB, LO- BC i LCzzBO= CI,
tudziez katy zawarte miedzy odpowiedniemi bokami sg sobie
rowne t. j. kat O= B, kat OKArrBAH, bo kazdy z nich
sktada si¢ z dwodch innych sobie réwnych, jako to: kat
OKA = OKL-f AKLzr BAC+ CAHmBAPI i t. d. dwa
przeto rzeczone pieciokaty przystaja do siebie, a nastgpnie ich
powierzchnie sg sobie rowne.

Ale poniewaz AKOLC— ABC= AKOB + BCLO,

zas HABCI—ABC= ACIH
zatem AKOB-f-BCLO = ACIH —AFGB -f-BCDE *).
§. 134.

2AGAdNIENIE 1. Wykresli¢ kwadrat ktoregoby powierz-
chnia rownata si¢ powierzchni dwoch kwadratoJo danych.

Rozwigzanie. Nakre$liwszy kat prosty, na jednem jego
ramieniu poczynajac od wierzchotka, odcina si¢ bok jednego
z danych kwadratow, a na drugiem bok drugiego, prosta
laczaca te dwa punkta czyli przeciw prostokatnia, bedzie
bokiem szukanego kwadratu na mocy §. 129.

Jezeliby potrzeba wykresli¢ kwadrat dwa razy wigkszy
od danego, tedy na kazdem z ramion kata prostego odcina

*) Na zasadzie tego ogélnego twierdzenia, dowodzi si¢ latwo rdze.

n L 1299ktor pd alem w Zkzasowem Jpstie
m G RUNERT.
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si¢ jak wprzod, bok kwadratu danego, a prosta laczaca te
dwa punkta bedzie bokiem kwadratu dwa razy wigkszego.

Albo: w danym kwadracie poprowadziwszy przekatnia,
ta wedlug §. 129 wniosek 2 bedzie bokiem kwadratu dwa
razy wigkszego.

§. 135.

ZAGADNIENIE 2. Wykresli¢ kwadrat 2, 3, 4, 5, 6 . . . n
razy wiekszy od kioadratu danego.

Rozwigzanie. Niech danym kwadratem bedzie ABCD
fig. 151, poprowadziwszy przekatnia BD, ta be¢dzie bokiem
2 razy wigkszego kwadratu. Te¢ przekatnia odcigwszy na
prostej AE od A do 2 i ten punkt 2 zlaczywszy z punktem
B prosta B2, ta bedzie bokiem kwadratu 3 razy wigkszego;
albowiem w trojkacie prostokatnym BA2 mamy
B23— AB2-j- A2a Lecz A22=: 2AB2 przeto B22 ~ 3AB2-
Jezeli teraz przeciwprostokatnia B2 odetniemy od A do 3
i ten punkt 3 zlagczymy z punktem B prosta B3, bedzie ona
bokiem 4 razy wigkszego kwadratu; bo w trojkacie pro-
stokatnym AB3 jest B3 ~zr: AB2-j-A3”. A ze A3 zr B2 za$
B2 — 3AB } wigc tez takze A 3zz 3AB >a nast¢pnie B32=
4AB21 t. d. Tym sposobem wykresli¢ mozemy kwadrat tyle
razy wigkszy od danego ile chcemy, lub ile potrzeba wy-
maga¢ bedzie; albo mowigc ogdlnie, dany kwadrat mozemy
powigkszy¢ w postepie roznicowym, ktédrego wyrazy sa licz-
bami naturalnego porzadku 1, 2, 3, 4 ..ooirieviiieeeeeee,
Albo tak: niechby potrzeba wykleslic kwadrat 7 razy wigk-
szy od danego; pociagnawszy prosta AB nieograniczonej dtu-
gosci, odetnijmy na niej 7 razy bok kwadratu danego fig.
152, potem na prostej A7 wykre§liwszy poétokrggu i z punktu
1 wyprowadziwszy prostopadta do AB az do przecigcia si¢
z okregiem w punkcie C, cigciwa laczaca tenze punkt C
z punktem A jest bokiem kwadratu 7 razy wigkszego niz dany;
gdyz wedtug §. 129 wniosek 3, jest AC zzzZAB><A1, za$ pro-
stokat ABXA1 jest widocznie 7 razy wigkszy od danego
kwadratu.



§. 136.

ZAGADNIENIE 3. Wykresli¢ kwadrat, ktoregoby powierzch-
nia byla roznicq dwoch kwadratow danych.

Rozwigzanie. Nakres§liwszy kat prosty, na jednym z
jego ramion odcina si¢ bok kwadratu mniejszego np. od A
do B fig. 153, wziawszy pottm w cyrkiel bok kwadratu
wickszego i z punktu B zakre§liwszy tuk przecinajacy drugie
rami¢ w punkcie C, bedzie AC bokiem szukanego kwadratu,
gdyz AC2—BC2zz AB* §. 129 wniosek 1

§. 137.

ZAGADNIENIE 4. Wykresli¢c kwadrat rowny co do po-
wierzchni danemu prostokgtowi.

Rozwigzanie. Na wigkszym boku BC prostokata da-
nego fig. 154, jako na Srednicy wykre$liwszy potokregu i na
tej Srednicy od punktu B odcigwszy BErrrAB t. j. drugi
bok przylegly pierwszemu, z punktu E wyprowadziwszy
prostopadta EF do BC az do przecigcia si¢ z okrggiem, cig-
ciwa BF jest bokiem zadanego kwadratu; bo wedhug §. 129
wniosek 3 jest BF2==BCXBE =:BCXAB.

§. 138.

ZAGADNIENIE 5. Majgc dany rownoleglobok, wykreslic
kwadrat roimy mu co do powierzchni.

Rozwigzanie. Niech bedzie dany rownoleglobok ABCD
fig. 155, ktérego podstawa AD a wysokos¢ BE; chcac wykre-
sli¢ kwadrat rowny mu co do powierzchni, potrzeba znales¢
bok tegoz kwadratu. Na ten koniec do podstawy AB i wy-
sokosci BE rownolegtoboku, szukajmy $redniej geometrycznie
proporcyjonalnej wedlug §. 99, a ta bedzie bokiem kwadratu
rownego rownolegtobokowi. Nazwawszy bowiem te¢ $rednig
geometrycznie proporcyjonalng MN, z wykre§lenia mamy

AD : MN= MN : BE
skadMN2=iADXBE. A ze ADXBE jest miara powierzchni
danego rownolegloboku, za§ MN2 miarag powierzchni kwadratu
wystawionego na MN, przeto dwie te powierzchnie sa sobie
rowne jak zadano.
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Lub t6z: zamieniwszy wprzoéd roéwnolegtobok na pro-
stokat, potem zapomoca poprzedzajacego zagadnienia zamie-
nia si¢ prostokat na kwadrat i tym sposobem dany réwno-
legtobok zamienimy na kwadrat rowny mu co do powierzchni.

§. 139.

ZAGADNIENIE 6. Na clanej prostej wystawi¢ prostokqt
rowny co do poicierzchni prostokqtowi danemu.

Rozwigzanie. Niech dwoma wymiarami danego prosto-
kata beda proste M i N, tudziez prosta dang P, potrzeba na
tej ostatniej wystawi¢ prostokat, ktoregoby powierzchnia ro-
wnata si¢ powierzchni prostokata danego. Do prostej danoj P i
do dwoch wymiaréw prostokata danego M i1 N, szukajmy
czwarte] geometrycznie proporcyjonalnej wedlug §. 75; te
znalazlszy, oznaczmy ja przez X, tedy poniewaz wedlug tego
wykreslenia jest P :Mzz N :X skad PX X zzMXX, a iloczyn
M XN wyraza powierzchniag prostokata danego i jest rowny
iloczynowi PX X, ktory wyraza powierzchnig prostokata wy-
stawionego na, P i X, zatem te prostokaty sg sobie réwne.

§ 140.

ZAGADNIENIE 7. Dany trojkqt zamieni¢ na kwadrat ré-
wny mu co do powierzchni.

W tern zagadnieniu chodzi jedynie o znalezienie boku
kwadratu rownajacego si¢ trojkatowi co do powierzchni. Niech-
ze wigc danym trojkatem bedzie ABC jig. 146, ktorego pod-
stawg AC a wysoko$¢ BD. Dla znalezienia boku zadanego
kwadratu, do podstawy trojkata AC i potowy wysokosci BD,
albo tez do potowy podstawy AC i do wysokosci BD szu-
kajmy $redniej geometrycznie proporcyjonalnej wedhug §. 99;
te nazwawszy X,
poniewaz  AC : X zzX : £BD X2— ACXS$BD

albo £AC:X = X : BD skad X2= »ACX BD
wigc powierzchnia kwadratu wystawionego na prostej X ro-
wna si¢ powierzchni danego trdjkata.

TJwaga. Jak skoro wigc umie¢ bgdziemy przerobi¢ kazdy
wielokat prostokreslny na tréjkat rowny mu co do powierz-
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chni, przerobimy t¢z tenze wielokat na kwadrat majacy
powierzchnia rowna powierzchni wielokata.
§. 141

ZAGADNIENIE. 8, Wykresli¢ prostokgt rownajgcy sie co
do powierzchni danemu kwadratowi, a ktoregoby summa lub
roznica dwoch wymiarow t. j. dwoch jego przyleglych bokow
rownata sig prostej danej.

Rozwigzanie. Niech prosta dang bedzie MN fig. 156, i
niech naprzoéd ta prosta wyraza summe¢ dwoch wymiarow
szukanego prostokata, bokiem danego kwadratu niech bedzie
prosta mn, tedy na prostej MN jako na $rednicy wykresliwszy
okrag kota i z punktu M wyprowadziwszy do MN prostopadia
MP — mn, tudziez przez punkt P poprowadziwszy réwnolegla
PR do MN az do przecigcia si¢ z okregiem kota w punk-
tach Q i R, a nareszcie z punktéw Q i R spusciwszy prosto-
padte QO i RT do MN, dwoma wymiarami prostokata szuka-
nego bgda MO i ON albo tez TN i MT. Albowiem
MO X ON zz Q02- MP2=: mi? tudziez MO + ON — MN.
Réowniez TN xM T= RT" zzMP2 —mn" za§ TN-f-TMzzMN.

Uwaga. Zastanowiwszy si¢ nad rozwigzaniem tego za-
gadnienia, dostrzezemy, ze tylko w przypadku, gdy MP<SL
czyli mn < SM albo racze] mn AMN, a przynajmniej
wm~|MN jest podobnem do rozwigzania, co nam dowodzi,
ze najwigkszy prostokaqt jaki wystawié mozemy na duwch cze-
Sciach prostej danej, jest to kicadrat wystawiony na polowie
tejze prostej.

Jezeli prosta MN wyraza roéznicg mi¢dzy dwoma wy-
miarami prostokata majacego si¢ réwnac¢ kwadratowi danemu,
tedy zrobiwszy wykreslenie jak wyzej, przez punkta P i S
poprowadzmy S$rednic¢ PK przecinajaca okrag kota w punk-
tach I i K, natenczas dwoma wymiarami zgdanego prostokata
beda proste PK i PI. Albowiem wedhig §. 91 PKXPI —
PM2= ~ 2>tudziez PK—PIrr: IK“ MN.

To zagadnienie przeciwnie, w kazdym przypadku ja-
kiekolwiek sa dane MN i mn jest podobnem do rozwigzania.



173

§ 142

Te kilka zagadnien, a szczegdlniej zagadnienie §. 140
pokazuja, juz dowodnie, ze cata na/uka o powierzchniach figur
prostokre§lnych spoczywa na znajomos$ci powierzchni trdj-
kata, ktorag znowu, jak wiadomo wyprowadziliSmy z powierz-
chni réwnolegloboku albo w szczegolnym przypadku z po-
wierzchni prostokata. Aze tak trojkat jako tez i prostokat
umiemy zamieni¢ na kwadrat i wzajemnie, przeto gdybysmy
jeszcze umieli zamieni¢ kazda figure prostokre$lng na trdjkat,
potrafilibySmy tym sposobem kazda takgz figure zamieni¢ na
kwadrat rowny mu co do powierzchni i twierdzenie w §. 15
wyrzeczone, ze trojkat jest p?*odstawa calej Geometryi, by-
loby usprawiedliwione. Usilujmyz wigc przekonaé si¢ dosta-
tecznie o tej prawdzie, ze kazdy wielokat zamieni¢ mozna
na trojkat rozwigzujac nastepujace ogolne,

ZAGADNIENIE 9. Dany wielokqt zamienic¢ na inny rowny
mu co do 'powierzchni, a ktoryby miatl mniej o jeden bok niz
wielokqt dany.

Rozwigzanie. Niech danym wielokatem bedzie np. sze-
Sciokat ABCDEF jiy. 157, z ktéregokolwiek wierzchotka np.
z B poprowadzmy przekatnia ale tak, izby zjednej jej strony
pozostal tylko jeden kat wielokata, a z drugiej wszystkie
inne oprocz dwoch przekatnig ztaczonych; (w naszym przeto
szesciokacie przekatnia BD albo BF,) przez pozostaly wierz-
chotek kata C poprowadziwszy prosta rownolegta do prze-
katni co dopiero poprowadzonej, jeden z nast¢epnych bokow
wielokata, jak tu AB lub ED przedluzmy az do spotkania
si¢ z taz rownolegla w punkcie G, tedy widzimy, ze trojkat
BCD —BGD, bo stoja na jednejze podstawie a wierzchotki
maja na prostej rownolegltej do podstawy, sa wigc sobie
rowne, wzigwszy zatem za BCD trojkat BGD, widzimy oczy-
wiscie, ze szesciokat ABCDEF zamienia si¢ tym sposobem
na pieciokat ABGEF t. j. wielokat majacy o jeden bok
mniej niz dany, a wszelako jemu réwny co do powierzchni

Ten nowy wielokat podobnymze sposobem zamieniajac
na inny o jeden znowu mnidj majacy bokow, prowadzac



przekatnia AE i zamiast trojkata AFE biorac trojkat AHE,
otrzymamy w naszym przypadkn czworokat BGEH; nareszcie
w tym czworokacie prowadzac przekatnia GH i rownolegla
El, zamienimy tenze na trojkat BGI rowny co do powierz-
chni szeéciokatowi danemu.

Z poprzedzajacego postepowania przekonywamy, si¢ ze
o jakkolwiek wielkiej liczbie bokéw bylby wielokat dany,
powtarzajac ciagle jedno 1 tozsamo dzialanie, przyjdziemy
zawsze w koncu do tréjkata réwnajacego si¢ temu wieloka-
towi; a zatem kazdy wielokat umiemy zamieni¢ na trojkat
a nastgpnie wedlug §. 140 na kwadrat. Ale przy zamianie
jednych figur na drugie, czegsto przydawane bywaja (szcze-
golniej zdarza si¢ to w praktyce) osobne warunki, ktorym
zado$¢ uczyni¢ nalezy, przeto tu jeszcze o takich przypad-
kach nieco powiemy, przywodzac najczesciej wydarzajace sic
zagadnienia. Tu atoli najwigcej mie¢ potrzeba na bacznosci
§. 120. Zatrudnijmy si¢ naprzdéd zamiang trojkatéw jednych
na drugie.

§. 143.

Jezeli danego trdojkata podstawa jest AC a wysokos¢
BD, za§ innego majgcego si¢ roOwnaé pierwszemu tez wy-
miary sg ac i bd, tedy skoro powierzchnie tych dwoch tréj-
katéw majg by¢ rowne, mie¢ powinnismy ACyWd>T>—ap<Cllbd
czyli AC><BD ~ acy”bd. W zréwnaniu tern sg cztery ilosci,
dwie znane AC i BD a dwie nieznane ac i bd, nie moze
wiec by¢ w zaden inny sposéb rozwigzaném, dopoki albo
jedna z nieznanych niebedzie dana, lub przez przydanie ja-
kiego warunku za znang uwazang. Dla tego to zagadnienie
L,wystawié trojkgt rowny danemu co do powierzchni i ktoryby
mial podstawe albo wysokos¢ rowng danemu tréjkgtowi]l jest
zupelnie oznaczonem, albowiem w powyzszem zréwnaniu
jedna tylko nieznana zostaje, na ktorag otrzyma si¢ zaraz wa-
zno$¢, lub tez zapomoca wykreslenia znajdzie si¢ ac lub bd.
Rozlozywszy to zrownanie na proporcyja, mamy

AC : ac—bd : BD

ta proporcyja uczy nas, ze wysokosci dwoch trojkgtow rownych
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co do powierzchni, sq to stosunku odwrotnym ich podstaw.
W kazdym wiec przypadku czyli bedzie dane ac czyli bd,
rozumie si¢ oprocz AC i BD, zawsze zagadnienie sprowadza
si¢ do znalezienia czwartej geometrycznie proporcyjonalnej
do trzech prostych danych.

ZAGADNIENIE 10. Dany trojkgt zamieni¢ na inny rowny
mu co do powierzchni a wierzcholek jego zeby si¢ znajdowat
na jednym z bokoio danego trojkgta lub na przedtuzeniu tegoz
boku, tudziez zeby oba tréjkqty mialy jeden kqt spoiny.

Rozwiqgzanie. Niechze danym trojkatem bedzie ABC -fig
158, potrzeba go zamieni¢ na inny, ktéryby mial z pierwszym
kat A spoiny a wierzchotek drugiego kata na boku AB w
punkcie D. Na ten koniec zlaczywszy punkt D, z C prosta
DC i przez punkt B poprowadziwszy inng prosta do tamtej
rownolegla az do przecigcia si¢ z przedtuzonym bokiem AC
w punkcie E, nareszcie poprowadzona prosta DE zamknie
trojkat ADE zadany; trojkat bowiem BCDrrCDE jako na
jednej podstawie DC stojace i majace wierzchotki Bi E na
rownolegltej BE do podstawy BC.

Gdyby si¢ wierzchotek zadanego trojkata miat znajdo-
wac na przedtuzeniu boku AB np. w punkcie D', wykresle-
nie zupelnie jest toz samo, bo zltagczywszy znowu punkt D'
z C prostg D'C i przez B poprowadziwszy do niej réwnolegla
BE' az do przecigcia si¢ z bokiem AC w punkcie E', a na-
reszcie prosta D'E', bedzie trojkat AD'E'— ABC.

§. 144.

ZAGADNIENIE 11. Zamienié dany trojkqt na inny rowny
mu co do powierzchni i ktoregoby toierzcholek jednego z kqtow
znajdowal si¢ na powierzchni trojkqgta danego a bok jemu
przeciiclegly na boku danego trojkqta.

Rozwigzanie. Niech znowu bedzie trojkat ABC jig. 159,
ktory mamy zamieni¢ na inny majacy wierzchotek jednego
z katow w punkcie D t. j. wewnatrz trojkata danego, a bok
jemu przeciwlegly np. na boku AC. Punkt D zlaczywszy z
punktami A i C prostemi AD, DC 1 przez punkt B popro-
wadziwszy do tych prostych rownolegte az do przecigcia si¢



z przedtuzonym bokiem AC w punktach E i E', punkt D
zlaczony z temi ostatniemi prostemi DE i DE’ te zamkna
trojkat EDE' réwny co do powierzchni trdjkatowi ABC, co
latwo dowies¢, prowadzac prosta DB. Albowiem trojkat ADE—
ABD tudziez trojkat DCE'ir:DBC.

§ 145.

ZAGADNIENIE 12. Dany trojkgt zamieni¢ na inny rowny
mu co do powierzchni, a ktoregoby wierzcholek jednego z kq-
tow lezal zewnqtrz trojkqgta danego.

Rozwigzanie. Niechze jeszcze bedzie trojkat ABC jig.
160, ktory chcemy przerobi¢ na inny majacy swoj wierzcho-
lek w punkcie D lezacym zewnatrz trojkata danego. Z punktu
D poprowadziwszy rownolegla do AC az do przecigcia sig
z jednym z dwoch innych bokéw trojkata np. z przedtuzonym
bokiem AB w punkcie D', zamienmy trojkat ABC na inny
majacy wierzchotek w punkcie D’ §. 143 t. j. na trojkat
AD'E, a zlaczywszy punkt D z koncami podstawy A, E no-
wego trojkata, otrzymamy zadany tréjkat ADE, bo ABC=
AD'E za§ AD'E  ADE.

Uwaga. Gdyby w trzech ostatnich przypadkach doda-
ny jeszcze byl warunek, izby podstawa nowego trojkata wy-
chodzita od innego punktu, a zresztg lezata w kierunku pod-
stawy danego trojkata, dosyéby bylo przenies¢ znaleziong
podstawg od danego punktu w kierunku podstawy danego
trojkata. 1 tak niechby w ostatniem zagadnieniu podstawa
zadanego trojkata miata si¢ poczynaé w punkcie A', tedy
wzigwszy znaleziong AE w cyrkiel i przenidstszy w kierun-
ku AC od A' do E', trojkat A'DE' bedzie zadanym.

§. 146.

ZAGADNIENIE 13. Dany trojkqt zamieni¢ na trojkqt
rownoramienny rowny danemu co do powierzchni.

Rozwigzanie. Niech begdzie trojkat ABC jig. 164, ktory
chcemy zamieni¢ na rownoramienny majacy powierzchnia
rowng z danym. W tem zagadnieniu mogg by¢ dwa przy-
padki t. j. albo jest dana odleglos¢ wierzchotka trojkata row-
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noramiennego a szukamy podstawy, albo tez dana jest jego
podstawa a szuka si¢ wysokoSci.

W pierwszym przypadku ze $rodka podstawy E danego
trojkata wyprowadziwszy prostopadta, odcinamy na niej od
E do D odlegtos¢ wierzchotka dana. Z punktu B prowadzi
si¢ rownolegla BD' do AC az do przecigcia si¢ z prostopa-
dta ED, a taczac punkt D' z koncami podstawy A i C pro-
stemi AD' i CD', zamienimy tym sposobem trojkat ABC na
rownoramienny AD'C. Zlaczywszy nareszcie punkt D z A
i C prostemi AD i CD i przez punkt D', poprowadziwszy
proste D'F i D'G rownoleglo do pierwszych i punkt D po-
faczywszy z punktami F 1 G, otrzymamy zadany trojkat.
Jest bowiem jak wyzej ABC=:AD’C, za$ wedlug poprzedza-
jacego zagadnienia trojkat AD'C~FDG, a nawet widoczng
jest rzecza, ze za trojkat AD'F mozna wziags¢ trojkat FDD',
za$ za trojkat D'GC, trojkat DD'G, wiec trojkat ADC:rrFDG.

W drugim przypadku, jezeli podstawa majacego si¢
znale$o trojkata rownoramiennego jest dana, zrobiwszy toz
samo wykre§lenie dla zamienienia trojkata ABC na AD'C
od punktu E t. j. od Srodka podstawy trojkata danego od-
cina si¢ w jedn¢ i druga stron¢ EFzrrEGrr potowie podsta-
wy danej, punkta F i G zlaczywszy z punktem D' prostemi
D'F, D'G, przez punkt A prowadzi si¢ prosta rownolegla do
DF, albo przez punkt C prosta rownolegta do D'G, a kazda
z nich naznaczy na prostopadtej z punktu E wyprowadzonej
punkt D, a proste AD i CD laczace tenze z punktami A
i C, zamkna zadany trojkat ADC; ostatnie bowiem rowno-
legte albo jedna z nich wyznacza wysoko$¢ szukanego troj-
kata.

Jezeli ani jedno ani drugie nie jest danem ale ogodlne
zadanie zamienienia trojkata jakiegokolwiek na réwnoramien-
ny, wtedy przyjawszy podstawg¢ dowolng, szuka si¢ wyso-
kosci. To uskutecznia si¢ najlatwiej w nastgpujacy sposob:

Niech bedzie do zamienienia trojkat ABCjiy. 162, kto-
rego wysokos¢ BD; od punktu D ku C odcinamy DE= AD
i pi-osta AE uwazamy za podstawe szukanego tréjkata. Po-

12
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niewaz powierzchnia trojkata ABC= -t , Nazwawszy

wysoko§é¢ szukanego przez X, jego powierzchnia bedzie
AEXX a nastepnie AEXX ACXBD czyli AEX X~
ACXBD skad AE:AC~BD:X, z ktérej proporcyi czyta-
my, ze wysokos$¢ szukanego trojkata jest czwarta geometrycz-
nie proporcyjonalng do jego podstaAvy tudziez podstawy, i wy-
sokosci danego. Ze¢by ja wigc wykresli¢, bierze si¢ D F~ AC
i DG~AE. Punkta B i G faczy prosta BG a przez punkt
F prowadzi si¢ rownolegla FIT do BG, ktéra naznaczy wy-
sokos¢ DH trojkata szukanego. Laczac nareszcie punkt H
zpunktami A i E, otrzymamy zadany trojkat; gdyz w troj-
kacie HDF mamy DG :DF=BD :HD czyli AE:AC=BD:HD
wigc HD= X jest wysokos$cig trojkata rdwnoramiennego.
§. 147.

ZAGADNIENIE 14. Dany trojkqt zamieni¢ na inny roic-
noboczny rowny danemu co do 'powierzchni.

Rozicigzanie. Niech danym tréjkatem bedzie ABC, ten
wedlug poprzedzajacego zagadnienia zamieniony na tréjkat
réwnoramienny, niech wyda tréjkat AHE fig. 163. Starajmy
si¢ teraz ten ostatni zamieni¢ na tréjkat réwnoboczny réwny
mu co do powierzchni. Na ten koniec z Avierzcholka kata
H spusémy prostopadia HD. Na podstawie AE wystawmy
tréjkat réwnoboczny AFE §. 31, wuwaga 3; potem na wy-
sokosci HD jako na S$rednicy nakre$lmy poélokregu , a wy-
prowadziwszy z punktu F prostopadla do HD az do przecie-
cia sie¢ z okregiem av punkcie G i z punktu D jako ze $rod-
ka kola promieniem DG zakresliAvszy luk, tem naznaczy na
wysokosci HD punkt K, przez ktéry poprowadziAvszy réow-
noleglte od AF i FE az do przeciecia si¢ z przedluzona pod-
stawag AE w punktach L i M otrzymamy tréjkat LKM i3-
dany; czego tak dowodzimy: tréjkat LKM AFE, przeto

LKM:AFE = KD* : FD2= DG2: FD*,
Lecz DG2=HDXFD §. 129, przeto
LKM:AFE= 4DX FD:FD2= HE:FD.
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Ale trojkat AFE =z trojkatem AHE stoja na jednejze pod-

stawie, majg si¢ wiec do siebie jak ich wysokosci t. j.
AFE:AHE = FD :HD

sktadajac wigc dwie ostatnie proporcyje, znajdziemy

LKM:AHE = HD:HD. A jako HD= HD, tak tez trojkat

LKM —AHE, co bylo do okazania.

Uioaga. Poniewaz wedhug §. 142 umiemy zamieni¢
kazdy wielokat na trojkat, ten zas wedlug terazniejszego
zagadnienia na trdjkat rownoboczny, wigc kazdy wielokat
mozna zamieni¢ na trojkat réwnoboczny réwny mu co do
powierzchni.

§. 148.

Czgsto tez w praktyce wydarza si¢ potrzeba zamienie-
nia danego trdojkata na inny réwny mu co do powierzchni,
ze zmiang kierunku jednego z jego bokéw. AbySmy po-
znali jak sobie w tym przypadku postapi¢ mamy, wezmy
chociaz jedno

ZaGapNieNiE 15, Dany trojkgt zamieni¢ na inny row-
ny mu co do powierzchni i w ktoryniby kierunek jednego zje-
go bokow byl zmieniony.

Boztoigzanie. Niech bedzie trojkat ABC fig. 164 dany,
i niech prosta CD wskazuje kierunek, wjakim np. bok no-
wego trojkata zastepujacy kierunek boku BC iS¢ powinien.
Przedtuzywszy AB bok danego trojkata az do przecigcia si¢
z danym kierunkiem w punkcie D, na prostej AD jako na
$rednicy wykres$la si¢ potokregu, a wyprowadziwszy z pun-
ktu B prostopadta do AD az do przecigcia si¢ z okrggiem
w punkcie E, z punktu A jako ze $rodka kota promieniem
AE zakresla si¢ luk przecinajacy AD w punkcie F; naresz-
ciec przez punkt F prosta FG réwnolegta do danego kierun-
ku, zamknie nowy trojkat AFG réwny co do powierzchni
danemu ABC. Dowodd rzetelnosci tego rozwigzania jest na-
der latwy; albowiem wedlug §. 122 mamy:
ABC:AFG=ACXAB:AFXAG=ACXABXAF: AF2X AG
Lecz AF2—AE2—ADXAB, przeto ABC:AFG

- ACXABXAF:ADXABXAG—AOXAF:ADXAG.
12.
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Prosta FG jest rownolegta do DC, przeto AC:AG= AD:AF,
skad ACXAF=: ADX"G a zatem i trojkat AFG= ABC.
§ 149.

Jak kazdy wielokat mozna zamieni¢ na trojkat, tak
wzajemnie kazdy trojkat zamieni¢ mozna na wielokat. Nad
tem atoli zagadnieniem nie bedziemy si¢ zatrzymywaé, bo cie-
kawi znajda w dzietach, szczegélniej praktyce poswigconych,
tak te jako tez i poprzednio rozwigzane. Wszelako zobacz-
my przynajmniej, jak si¢ zamienia trojkat na trapez i to
tylko w szczegélnym przypadku, rozwigzujac nastepujace

ZAGADNIENIE [6. Dany trojkqt zamieni¢ na trapez row-
ny mu co do powierzchni i ktoryby mial podstawe tez samg
jak trojkgt, jeden z bokow nierdionoleglych w kierunku boku,
trojkqta, drugi zas iv kierunku danym.

Rozioigzanie. Niechby potrzeba zamieni¢ trojkat ABC
fig. 165 na trapez rowny mu co do powierzchni i ktérego-
by podstawa byta prosta AC, jeden z bokéw nierdwnole-
gltych izby przyszedt w kierunku boku AB a drugi w kie-
runku danym oznaczonym np. przez prosta CK. W tem
zagadnieniu cala rzecz chodzi o znalezienie na boku AB
punktu D, przez ktéoryby prowadzona réwnolegla do AC
zamkla z czeSciami bokoéw AB i CK trapez ktorego zadamy.
Dla wynalezienia tego punktu poprowadzmy BE rownolegla
do danego kierunku CK, na AC jako na S$rednicy wykresl-
my potokregu i z punktu E wyprowadzmy EF prostopadia
do AC az do przecigcia si¢ z okregiem kota; potem z pun-
ktu C jako ze $rodka kota promieniem CF zakre§lmy tuk
przecinajacy AC w punkcie G i nareszcie przez punkt G
poprowadzmy GD rownolegta do CK, ta naznaczy na AB
punkt szukany D, przez ktory poprowadzona réwnolegla do
AC azyio przecigcia si¢ z kierunkiem CK w punkcie I,
zamknie trapez ADIC zadany. Aby dowie$¢, ze ten trapez
rowna si¢ co do powierzchni danemu trojkatowi ABC, kie-
runkowa prosta przedluzmy az do przecigcia si¢ z prze-
dluzonym bokiem AB w punkcie K, tedy naocznie widzimy,
iz aby z trojkata ABC przejs¢ do trapezu ADIC, dosy¢ do-
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wies¢, ze trojkat DKIrrBKC, bo na miejsce trojkata DBH
ma przyj$¢ trojkat HIC; figura za$ doktadnie wskazuje, iz
odjawszy od trojkata AKC trojkat BKC, pozostanie trojkat
ABC, odjawszy za§ od tegoz samego trojkata trojkat DKI,
pozostanie trapez ADIC; jezeli wigc rzeczone dwa trojkaty
sg rowne co do powierzchni, reszty pozostatle begda rowne.
Powierzchnie trojkatéw DKI i BKC jako majacych kat K
spoiny, maja si¢ do siebie jak iloczyny z bokow kat ten
obejmujacych §. 122 t. j. DKIIBKC= DKXKI:BKXKC.
Jezeli wige dowiedziemy, ze DK XK I—BKXICC, tern sa-
mem dowiedziemy réwnos$ci rzeczonych tréjkatow, a nastep-
nie réwno$ci tréjkata danego ABC i trapezu ADIC.
DI jest rownolegta do AC, przeto KC:KI~ AK :DK; lecz
DG rownolegta do KC, przeto takze AK:D K~ AC:GC
=:AC: CF, a nastgpnie KC:KI~ AC:CF. Drugi stosunek
rozmnozywszy przez CF, bedzie KC :KLzrACYEF:CF*“; ale
CF2=ACXCE, przeto
KC:KI=ACXCF:ACXCE = CF:CE= CG:CE=DI:LL
w trojkacie KDI, BL 6w nolegla dO KI, przeto
DI:LI zzDK:BK, wi¢ce nareszcie KC:KI=I)K:BK, skaa
DKXKI:BKXKC, co potrzeba bylo dowie$é.

§. 150.

Zdaje mi si¢, ze tu takze wlasciwe miejsce bedzie po-
wiedzie¢ nieco o dzieleniu figur prostokre§lnych na czesci
zadane i pod pewnemi warunkami; dla tego wezmiemy jesz-
cze kilka w tym przedmiocie zagadnien, ograniczajac si¢
tylko na tréjkatach i czworokatach.

Co do trojkgtow. Poniewaz proste dzielace wychodzié
moga z roznych punktéw wedlug potrzeby w praktyce zdarza-
jacej sie, przeto zobaczmy niektdre zwyczajniejsze przypadki.

zaGcapNieNie 17. Dany trojkqt podzieli¢ na n czesci kto-
reby si¢ mialy do siebie w stosunkujak a:b:c:d:e it d. i ze-
by proste dzielgce wychodzity zjednego z wierzchotkow trdjkqta.

Roziuigzanie. Niech bedzie trojkat ABC jig. 166, kto-
rego powierzchnia podzieli¢ chcemy na n czegsci w stéosunku
danym, lecz tak, izby proste dzielagce wychodzity np. z wierz-
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chotka B. Dla uskutecznienia tego podziatu, bok AC prze-
ciwlegly katowi B, z ktorego dzielace proste wychodzi¢ ma-
ja, dzielimy wedlug §. 55 na n czeSci tak, izby si¢ mialy
do siebie jak a:b:c:d:e: it d.; potom punkta podziatu tg-
czymy z punktem B prostemi, a te podzielg trojkat dany
na n innych, ktéore wszystkie maja wierzchotek spoiny w
punkcie B, maja tez wysoko$ci rowne, a zatem ich powierz-
chnie inajg si¢ do siebie jak podstawy czyli jak a:b:c:d
i t. d. 1 zagadnienie tym sposobem rozwigzane.

Gdyby potrzeba bylo podzieli¢ trojkat na n czgsci row-
nych, ogolne to zagadnienie w temby si¢ tylko zmienito, ze
w takim razie byloby a~b~c—d—e— i t. d.

Niechby np. potrzeba bylo podzieli¢ tréjkat ABC na
5 czgsci rownych i1 gdzieby proste dzielace wychodzily z
wierzchotka B, tedy bok AC dzieli si¢ na 5 czgsci rownych
i prowadzi si¢ proste BI, B2, B3, B4, a tym sposobem wszyst-
kie pie¢ tak utworzonych tréjkatow s3 migdzy soba rdwne
co do powierzchni, maja bowiem wysokosci rowne i podsta-
wy réwne.

§. 151.

zacaoNieNie 185 Dany trojkgt 'podzieli¢ na ilekohoiek
czesci rownych lecz tak, izby proste dzielgce wychodzily zpun-
ktu lezgcego na jednym z bokow danego trojkqta.

Rozwigzanie. Niech bedzie trojkat ABC jig. 167 do
podzielenia np. na trzy czgsci rowne, lecz tak, izby proste
dzielace wychodzity z punktu D lezacego na boku AB. Na
ten koniec zamienmy trojkat ABC na ADE wedlug §. 143,
a podzieliwszy podstawg¢ AE na trzy rowne czgsci w pun-
ktach F, G, potaczmy je z punktem D prostemi, tedy trdj-
kat ADE podzielony zostal tym sposobem na trzy czgsci
rowne. Dwie z tych czgsci ADE 1 FDG lezg tak w tréj-
kacie ABC jako tez i ADE, przeto kazda z nich jest trze-
cig czesdcig tak trojkata ADE, jako tez i trdjkata ABC; ostat-
nia tylko czgs¢ DGE lezy w obu trojkatach, gdy czes¢
DGCB, ktoérej si¢ tamta ma rownac, lezy jedynie w trojka-
cie ABC i dla tego nie tak widocznie jest trzecig czgScia
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trojkata ABC; ale zastanowiwszy si¢ ze za trojkat DEC,
mozna wzia$¢ trojkat BCD, dostrzezemy, ze trojkat DGE
rowna si¢ czworokatowi DGCB; co tez i stad wnioskowad
mozna, iz kiedy trojkat ADG~§ABC, czworokat DGCB by¢
musi irz*"ABC.

Zamierzmy sobie jeszcze podzieli¢ trojkat ABCfig. 168
na siedm czegSci rownych pod tymze samym warunkiem, ze-
by proste dzielace wychodzity z punktu na boku AB leza-
cego. Zamieniwszy tréjkat ABC na ADE i podzieliwszy
podstawe AE na siedm rownych czeSci, proste dzielgce po-
dziela wprawdzie tréjkat ADE na zadang liczbe czgsci row-
nych, ale nie trojkat ABC i tylko czgsci ADF, FDG, DGH
i HDI sa rzeczywiscie zadanemi czg$ciami, bo proste dzie-
lace DF, DG, DH i DI wszystkie padaja wewnatrz danego
trojkata ABC. Ale proste DK i DL jakkolwiek sa dziels-
cemi dla trojkata ADE, nie moga by¢ za takiez uwazane dla
trojkata ABC; przeto punkta K i L nalezy przenies¢ na bok
BC. Ale jakimze sposobem? Oto poprowadziwszy DC, a
potem z punktéw K i L do niej réwnolegle, te naznacza na
BC punkta M i N, przez ktore proste dzielace przechodzi¢
powinny. Tym sposobem nic si¢ innego rzeczywiscie nie
robi, jak tylko, ze za czg§¢ powierzchni zewnatrz danego
trojkata lezaca, bierze si¢ jej rdwna wewnatrz bedaca. I tak
przy czesci IDK, bierze si¢ tréjkat DCM za trojkat DCK,
przy czgsci KDL, bierze si¢ znowu trojkat DCN za trojkat
DCL, co na figurze dokladnie widzie¢ mozna.

§. 152.

ZAGADNIENIE 19. Dany trojkqt podzieli¢ na ilekolwiek
czesci rownych lecz tak, izby proste dzielgce wychodzily z pun-
ktu wewngtrz trojkqta lezgcego.

Rozwigzanie. Niechby potrzeba trojkat ABC jig. 169
podzieli¢ np. na siedm czgéci rdwnych ale tak, zeby proste
dzielace wychodzity z punktu D lezacego wewnatrz trojkata
ABC. Dla wykonania tego podziatu, zamieniamy tréjkat
ABC na EDF rowny pierwszemu co do powierzchni, a ma-
jacy wierzchotek w punkcie D, z ktorego proste dzielgce
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wychodzi¢ majg. Podstawg tego ostatniego trdjkata dzielimy1
na siedm czgsci rownych i prowadzimy proste dzielace, z
ktorych tylko DH, DI, DK i DL, beda rzeczywiscie dzie-
lacemi dla trojkata ABC. Aby znales¢ reszte tychze pro-
stych, punkta G i E przenosimy na bok AB, za pomoca
rownolegltych do AD, do N i B, punkta za§ M i F przeno-
simy na bok BC, za pomocag rownolegtych do DC, do Oi B
jak w poprzedzajagcem zagadnieniu widzieliSmy i tak prze-
niesione punkta laczymy z punktem D, a tym sposobem po-
dziat trojkata ABC na zadana liczbe czesci bedzie ukonczo-
ny. Kazdy bowiem z trojkatow HDI, IDK i KDL jest |
tréjkata ABC, bo wszystkie majg réwne podstawy i wyso-
kosci, czworokat za§ DHAN réwna si¢ trojkatowi HDG bg-
dacemu takze i czg$cia trojkata ABC i t. d.

Gdyby kierunek byt dany, ktéredy jedna z prostych
dzielagcych koniecznie ma przechodzi¢, natenczas zrobiwszy
podziat jak poprzednio, przesungloby si¢ tylko kazda z czgsci
obracajac je okolo punktu D i w razie potrzeby przenoszac
punkta podzialu na boki AB i BC.

§. 153.

ZAGADNIENIE 20. Dany trojkqt podzieli¢ na ilekolwiek
czesci rownych yrostemi do jednego z bokow trojkgta rowno-
leglemi.

Rozwigzanie. Niech danym trojkatem bedzie ABCjig.
470, ktory chcemy podzielié np. na pi¢¢ czeSci réwnych
prostemi od boku AC réwnolegtemi, tedy dla dokonania te-
go podziatu, jeden z dwoch innych bokéw np. BC dzielimy
na tyle czeSci rownych, na ile ma by¢ tréjkat podzielony,
jak tu na pig¢ w punktach D, E, F, G. Na boku BC jako
na $rednicy kre§limy potokregu i z punktow D, E, F, G,
wyprowadzamy prostopadle do BC az do przecigcia sig z
okregiem w punktach d, ¢ f, g; z punktu B jako ze S$rod-
ka kota promieniami Bd, Be, Bf, Bg kreslimy tuki przeci-
najace BC w punktach d’, e, f , g', a nakoniec przez te
ostatnie punkta prowadzimy proste réwnolegte do AC, ktore
podziela trojkat dany na czeSci zadane.
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Aby dowies¢ rzetelno$ci takiego postgpowania, uwazmy,
iz trojkat ABCt"mBcT, zatem wedlug §. 131 mamy
ABC :mBdT~BC2:Bd,<= BC2: BcT;
a ze Bd? —BCXBD §. 129,
zatem ABC:mBd’= BC2:BCXBD rr BC:BD.
A jako BDirr"BC, tak tez mBd, — "~ABC.
Podobniez tréjkat
ABC:riBe' = BC2: B22=B(2: Be2=B C2:BCXBE
=:BC:BE. A ze BE = §BC, wigc tez trojkat wBe' z=|ABC.
Ale trojkat mBd'~ | ABC, przeto trapez mnd'e — 5 ABC.

Zupehie tym samym sposobem dowiedziemy, ze trojkat
oB/'ngABC, za$ trojkat pBg'—§ABC, skad rownos¢ wszyst-
kich pieciu czesci jest widoczna.

§ 154.

zacapNienNiE 21, Dany trojkgt podzieli¢ dwiema pro-
stemi na trzy czesci rowne, ale tak, izby te proste wychodzily
z pewnego wewngtrz trojkqta lezgcego punktu i byly rowno-
legle do dicocli bokow danego trojkqta.

Rozwigzanie. Niech trojkat ABC jig. 171 bedzie dany
do podzielenia na trzy czg¢sci réwne, ale tak,' izby dwie pro-
ste dzielace, wychodzily z wyznaczy¢ si¢ majacego punktu
D i byly rownolegte do bokow AB i BC. Na ten koniec
dla wyznaczenia punktu D robimy nast¢pujace wykreslenie:
podstawe AC dzielimy na dwie rowne czgsci w punkcie E
i prowadzimy prosta BE; a podzieliwszy AE lub EC na trzy
rowne czgsci, na tejze prostej np. na AE, wykresla si¢ pot-
okregu, a jezeli EF = |AE, tedy z punktu F wyprowadza si¢
prostopadta do AE az do przeciecia si¢ z okregiem w pun-
kcie G, potem z punktu E jako ze $rodka kota promieniem
—EG kresli si¢ luk przecinajacy AE w punkcie H; przez
punkt H prowadzi si¢ réwnolegla do AB a ta naznaczy na
BE punkt D szukany, z ktérego proste dzielace wychodzi¢
maja. Gdyby si¢ podobnez wykreslenie robilo na EC, przy-
$libySmy do tegoz samego punktu D, zatem poprowadziwszy
przez punkt D réwnoleglta do BC az do przecigcia si¢ z AC
w punkcie I, proste DH i DI podzielg trojkat wedlug zada-
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nia; pozostaje tylko dowie$¢, ze tak jest w istocie, t. j. Ze
tak trojkat HDI jako tez i kazdy z trapezow ABDH i BCID
jest trzecig czeScig trojkata ABC. Ze trojkat HDE jest row-
ny “AEB; jako tez trojkat EDI — "BEC, jest jasng rzecza
z poprzedzajacego zagadnienia. A ze AEB —iABC jako
tez BEC=:1ABC, wi¢c HDE —"ABC, a EDI—"ABC, a
nastepnie trojkat HDI=zHDE -(- EDI= -JABC —”"ABC.
Kiedy HDE —*ABC a ABE— *ABC, wigc trapez
ABDH—£ABC—"ABC —|[ABC —"ABC, a zatem i tra-
pez BCID —"ABC, co nalezatlo dowiesc¢.
§. 155.

ZAGADNIENIE 22. Dany trojkgt prostokgtny -podzieli¢
na dwie czesci rowne prostq prostopadig do przeciwprosto-
kqgtni.

Rozwigzanie. Niech danym trojkatem do podzielenia
bedzie ABC jig. 172 prostokatny przy A; dluzszy bok AC
przylegly katowi prostemu przedtuzmy w kierunku AC i na
przedtuzeniu wezmy CD —"AC. Na prostej AD wykreslmy
potokregu i z punktu C wyprowadzmy prostopadly do $re-
dnicy AD az do przecigcia si¢ z okregiem w punkcie E,
z punktu C jako ze $rodka kota promieniem “ CE zakre$l-
my tuk przecinajacy przeciwprostokatnia BC w punkcie F,
a nareszcie z punktu F wyprowadzmy do BC prostopadta
FG, ktora podzieli trojkat ABC na dwie rowne czgsci. Na
dowiedzenie tego do$¢ okazaé, ze trojkat FGC jest ~|[ABC.
Jakoz trojkat ABC-"sGFC bo sa rownokatne, wigc
ABC:GFC=AC2:FC2=AC2CE2= AC2ACXCDI=AC:CD.
Ale jako CD = "AC z wykres$lenia, tak tez GFC — £ ABC,
co nalezato dowiesc¢.

Uioaga. Gdyby dany tréjkat byl réwnoramienny t. j.
gdyby bylo ABizAC, natenczas prostopadta z wierzcholka
kata prostego na przeciwprostokatnig spuszczona, podzielita-
by trojkat dany na dwie réwne czesci.

§. 156.

Co do czworokgtow. Tu takze moze zachodzi¢ waru-

nek, izby proste dzielace wychodzily albo zjednego z wicrz-
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chotkéw katéw, albo z punktu lezacego na jednym z bokow
lub z punktu wewnatrz bedacego. W kazdym przypadku
zamieniamy naprzod czworokat na trojkat réwny mu co do
powierzchni wedtug §. 142, potem ten trojkat na inny maja-
cy swoj wierzchotek w punkcie, z ktorego proste dzielgce
wychodzi¢ maja, dalej, uskuteczniamy podziat na tym ostat-
nim tréjkacie, a nareszcie proste dzielace wychodzace za
czworokat, przenosimy wedlug §. 151 na boki czworokata.
Wezmy pare zagadnien.

zacapNienNie 23, Dany czworokqt podzieli¢ na pieé
czesci rownych tak, zeby proste dzielgce wychodzily zjednego
z jego wierzchotkow kqtow.

Rozwigzanie. Jezeli danym do podzielenia na pigé
czgéci rownych jest czworokat ABCD jig. 173, tedy ten za-
mieniamy na tréjkat ABE rowny mu co do powierzchni;
podstawe jego AE dzielimy na pie¢ czgsci rownych i pro-
wadzimy proste BE, BG, BH i BI. Poniewaz proste BH i
BI wychodzg zewnatrz czworokata, przenosimy punkta H i
I, za pomocg rownoleglych do BD, na bok CD do punktéw
K i L, a nareszcie prowadzimy proste BK i BL, przez co
czworokat zostanie podzielonym na pig¢ czeSci réwnych.
Dowdd, ze te czeSci miedzy soba sa rowne i ze kazda jest
rz "ABCD jest nader fatwy i dlatego tu takowy pomijam.

W innych przypadkach postgpowanie jest zupehie toz
samo, dla czego nie zatrzymujac si¢ nad niemi wezmy jeszcze

§. 157.

ZaGcapNiENiE 24, Dany trapez podzieli¢ prostemi row-
nolegltemi ocl jego bokow roionoleglych na ilekoliciek czesci
rownych.

Rozwigzanie. Niech bedzie trapez ABCD jig. 174 do
podzielenia na cztery np. czgsci prostemi od AB réwnole-
glemu. Na wigkszym z dwoch réwnolegtych bokéw AB wy-
kre$lmy poétokregu, potem z pnnktu D poprowadzmy DE
rownoleglta do BC, dalej z punktu B jako ze $rodka kota
promieniem BE zakreslmy tuk EF czyli przeniesmy BE za
cigciwre BF i z punktu F spus¢émy do AB prostopadia FG.
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Podzieliwszy teraz prosta AG na tyle czgsci rownych, na ile
trapez dzieli¢ chcemy, jak tu na cztery czg¢sci, w punktach
H, I, K, z tych punktéw wyprowadzmy prostopadte do AB
az do przecigcia si¢ z okrggiem w punktach L, M, N, a
z punktu B jako ze $rodka kota promieniami BL, BM, BN za-
kre§lmy tuki przecinajace AB w punktach / m, n; naresz-
cie z tych punktéw prowadzac réwnoleglte do BC, te nazna-
cza na AD punkta " m n' przez ktéore proste dzielace
I'", mm" i nn" przechodzi¢ maja. Te rzeczywiscie popro-
wadziwszy réwnolegle do AB, uskutecznimy zadany po-
dzial trapezu. Ze tak jest w istocie, nastepnie dowodzimy.
Przedluzywszy boki AD i BC az do ich przecigcia si¢ z so-
ba w punkcie R, poniewaz tréjkat Z'Rr'*»DRC przeto

Z tej proporcyi wypada
czyli
Podobniez, poniewraz trdéikat ARB*-">DRC, zatem

Z tej znowu proporcyi wypada

czyli
Laczac t¢ proporcyja z powyzej otrzymang, wypada

A jako
Poréwnywajac nastepnie troéjkaty m'Rra" i DRC jako
tez trojkaty ARB i CDR, znajdziemy znowu dwde proporcyje
tudziez J
ktore podobniez taczac z sobg, znajdujemy

A jako GI=:fAG, tak tez by¢ musi
Dalej znajdziemy przez podobnez downdzenie, ze trapez
, a zatem réwnos¢ tych czesci jest widoczna.
Albo tak: majac trapez ABCD fig. 174 do podzielenia
np. na trzy rowne czesci, przedtuzamy jego boki nieréwno-
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legte az do przecigcia si¢ z soba w punkcie R. Na boku
RB jako na $rednicy kreslimy poétokregu, a z punktu R pro-
mieniem RC luk przecinajacy potokr¢gu w punkcie E!, z kto-
rego spuszczamy prostopadla E'F' do RB; a podzieliwszy
odlegtos¢ F'B na tyle czgéci, na ile trapez dzieli¢ mamy, jak
tu na trzy, z punktow podziala G' i H' wyprowadzamy do
RB pi'ostopadte GT 1 H'K' az do pizecigcia si¢ z okregiem.
Nareszcie z punktu R jako ze $rodka kota promieniami RI'
i RK', kreslimy tuki, ktére naznacza na boku trapezu CB
punkta L’, M’, przez ktoére prowadzone proste L'N' i MP
réwnolegle do AB, podziela trapez na zadana liczbe czesci
rownych. Dowod tej prawdy jest zupetnie podobny poprze-
dzajacemu. Ale zobaczmy takowy chociaz dla jednej czeSci.
Trojkat NREfDRCwt*, przeto

Z t¢j proporcyli mamy
czyli
Podobniez, trojkat

skad znowu
czyli
Laczac t¢ proporcyja z powyzsza, znajdziemy

A ze F'G'= £F'B, wiec tez N'DCL' —£ABCD.

Poniewaz dzielenie figur, szczegoélniej w zastosowaniu
jest przedmiotem bardzo waznym, dla tego spodziewam sig,
ze bede usprawiedliwiony, iz odstapiwszy od ciagu prawd
geometrycznych, przytoczytem dos¢ znaczng liczbe w tym
przedmiocie zagadnien.
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ROZDZIAL VIIIL

Porownanie, linii kolowej jako tez powierzchni kola, z figu-
rami prostokreslnemi, a nastgpnie wyprowadzenie stosunku
okregu kola do srednicy i powierzchni kola.

§. 158.

Poniewaz do poznania kazdej prawdy przychodzimy je-
dynie droga pordéwnania, poréwnanie za$ zachodzi¢ tylko
moze pomigdzy przedmiotami jednejze natury, zdawaloby sig¢
wiec, ze pomigdzy linija tamana, jaka jest obwod wielokata,
a krzywa kotowa czyli okregiem kota, dwiema tak od sie-
bie roznemi linijami, zadne poréwnanie miejsca mie¢ nie
moze. Atoli z paragrafow o wpisywaniu w koto i opisywa-
niu wielokatoéw na kole, tatwo si¢ przekonaé, ze wpisawszy
np. kwadrat lub szesciokat w koto i podwajajac ciagle licz-
be jego bokdéw, tamana linija stanowigca obwod wielokata
bez konca zbliza si¢ do okregu kota; a skoro rzeczone po-
dwajanie liczby bokoéw posuniemy bardzo daleko, cigciwy
wyrazajace boki tegoz wielokata, zmigszaja si¢ w koncu z li-
nijg kotowag tak, ze obwdd wiclokgta i okrag kota prawie
za jedno 1 toz samo wzig$¢ mozna. Mowimy tu prawie,
gdyz ze wstgpu wiadomo, iz najmniejsza czastka krzywej,
uwazajac Scisle, prostag by¢ nie moze. Wiemy podobniez, Ze
opisawszy jakikolwiek wielokat na kole np. takze szeScio-
kat, mozna réwniez ciagle podwajaé liczbe bokéw i ze przez
takie podwajanie, obwod wielokata opisanego zbliza si¢ takze
bez konca do okregu kota, ale si¢ nigdy staé nim nie moze.
A kiedy tylko wielokaty foremne moga by¢ wpisane i na
kole opisane, przeto stad wypada, ze tylko z takiemi wielo-
katami i to o bardzo wielkiej liczbie bokow poréwnaé moz-
na okrag kota.

Mate zastanowienie si¢, a nawet samo spojrzenie na
dwa wielokaty, o jednakowej liczbie bokéw, jeden wpisany
a drugi na temze samem kole opisany, nasuwa nam t¢ praw-
de, ze obwodd wpisanego koniecznie jest mniejszy od okrggu
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kota jako rzecz objeta od obejmujacej, obwod za$ opisanego
wielokata, wigkszy niz tenze .okrag, jako rzecz obejmujaca
od objetej; ze rdbwniez powierzchnia wielokata wpisanego jest
mniejsza, powierzchnia za§ wielokata opisanego jest wigksza
od powierzchni kota dla tejze samej przyczyny. A ze jak
wyzej powiedzieliSmy, przez ciaglte podwajanie liczby bokow
tak jednegojako idrugiego wielokata, obwody ich zblizajg si¢
nieskonczenie do okregu kota, ktérym jednak zaden znich staé
si¢ nie moze, zatem okrag kola uwazaé mozna i rzeczywi-
$cie uwaza si¢ jako granica, do ktorej si¢ ciagle zbliza tak
obwod wielokata wpisanego jako tez i opisanego. Rodwniez
powierzchnia kota jest granicq powierzchni wielokatow wpi-
sanego i opisanego. Tych granic nigdy dosigegna¢ a tym
bardziej przestapi¢c nie mogg. Z tego bardzo latwo pojac,
ze gdyby$my znali obwody dwoch wielokatow, wpisanego i
opisanego o bardzo wielkiej liczbie bokow, poniewaz same
te obwody nie wieleby si¢ miedzy soba roznity, bo kazdy
z nich zblizyt si¢ tak do swej granicy, zZe jej prawie dosig-
gnat, srodkujacy obwodd kota tym mniejby si¢ roznit od je-
dnego z obwoddéw, ze zatem albo jeden z obwodoéw wielo-
katow albo lepiej ilo$¢ posrednia pomiedzy temi obwodami
wyraza¢ moze w wielkiem przyblizeniu okrag kota. Obra-
chowawszy za§ powierzchnie dwoch rzeczonych wielokatow,
powierzchnia kota $rodkowaé bedzie miedzy niemi i podo-
bniez w przyblizeniu, ale, jak zobaczymy, w przyblizeniu
do prawdy takiem jak chcemy, otrzymana by¢ moze. Jak
stosownie do tych uwag przyjdziemy do wymierzenia tak
dlugosci linii kotowej jako tez i powiorzchni kota, zobaczy-
my z nastgpujacych zagadnien, ktore sa tylko prostem za-
stosowaniem dotad nabytych wiadomosci.
§. 159.

Z §. 67 wiemy, ze obwody dwodch wielokatow podob-
nych maja si¢ do siebie jak ktorekolwiek ich boki odpowia-
dajace albo jak proste jakkolwiek, byle jednymze sposobem
w obu wielokatach poprowadzone, tudziez z §. 124 wiado-
mo, ze powidrzchnia wielokata foremnego, rowna si¢ iloczy-
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nowi z jego obwodu przez potowe prostopadlej ze $rodka
wielokata na ktorykolwiek bok spuszczonej; wedlug zas §.
125 wniosek, powierzchnie takichze wielokatow maja sig jak
kwadraty z bokéw odpowiadajacych lub prostych jednakowo
poprowadzonych. Uwazajac teraz dwa wielokaty ojednako-
wej liczbie bokow, jeden wpisany a drugi opisany na je-
dnomze kole, a ktore wedlug §. 104 sa koniecznie foremne,
wiemy ze prostopadla spuszczona ze $rodkn wielokata, a za-
tom i ze $rodka kota na bok wielokgta wpisanego, jest za-
razem promieniem kola w tenze wielokat wpisanego, prosto-
padta za$ z rzeczonego $rodka na bok wielokata opisanego
spuszczona, jest takze promieniem tegoz kota, ktore tez uwa-
za¢ mozna jako kolo wpisane w wielokat opisany. W ta-
kim razie przytoczone prawdy wyrazimy nastepujacym spo-
sobem :

Obwody dwoch wielokgtow foremnych o jednakowej
liczbie bokow majq sie do siebie w stosunku promieni kot 10
tez wielokqty wpisanych.

Powierzchnia wielokgta foremnego rowna si¢ iloczynowi
z jego obwodu przez poltowe promienia kola wpisanego w ten-
ze wielokqt.

Powierzchnie dwoch wielokqtow foremnych ojednakowej
liczbie bokow, majq si¢ w stosunku kwadratow z promieni kot
iv tez wielokqty wpisanych.

Dwie te prostopadle albo raczej promienie oznaczaé beg-
dziemy w ciggu tego rozdzialu przez r i R tak, ze r wyra-
za promien kota wpisanego za§ R opisanego na wielokacie.
Pierwszy promien prawie u wszystkich autoré6w nosi dotad
grecka nazwe¢ apothema albo promien mniejszy, drugi za$§ zo-
wia promieniem wigkszym.

§. 160.

zZacanNienie 1. Znajgc bok icielokgta icpisanego w kolo
i promien tegoz kola, znaleso powierzchnig wielokgta.

Pozwigzanie. Niech wiadomym bokiem wielokata wpi-
sanego bedzie AB-—a, tudziez wiadomym promieniem kota
SA—R fig. 175, ze srodka kota S spusciwszy prostopadia
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SC>do AB, jezeli liczb¢ bokow wielokata oznaczymy ogoélnie
przez n, bedziejego obwod = na, jego za§ powierzchnia, kto-
ra przez p oznaczmy, wedlug §. wyzej przywiedzionego, jest

Ale w tréjkacie ASC prostokatnym przy C jest

skad r ~ VRa— la R Te wazno$¢ polozywszy

W powyzszem wyrazeniu powierzchni wielokata, znajdziemy

§ 161.

ZAGADNIENIE 2. Z wiadomego boku wielokgta wpisa-
nego, znales¢ bok wielokqta takie wpisanego dwa razy wigcej
bokow niz pierwszy majgcego.

Rozwigzanie. Niech znowu AB ~ a bedzie wiadomym
bokiem wielokata wpisanego jlg. 175; ze $rodka kota spu-
Sciwszy prostopadta SC na AB i t¢ przedtuzywszy az do
okregu w punkcie D i potaczywszy punkt D z B lub A,
bedzie BD bokiem wielokata wpisanego dwa razy wigcej bo-
kow majacego niz pierwszy, ktory znale$¢ potrzeba. Poto-
zywszy, jak w poprzedzajacem zagadnieniu
a BD = at mamy w trojkacie CAD prostokatnym przy C

Lecz poniewaz
skad CD2—R2—2Rr4-?7"2 przeto
Ale z poprzedzajacego zagadnienia jest r2—R2—ja 2 za$

, zatem wlozywszy te waznosci w ostatnie wyraze-
nie, znajdziemy

anastepnie

Uzywajac tu wzoru §. 77 Arytm. na wyciaganie pier-
wiastka kwadratowego z ilosci czg$cia wymiernej a czeScia
niewymiernej, znajdziemy jeszcze:

13



Chcac przeciwnie wyrazi¢ a przez ax, przy pomocy

dziatan arytmetycznych znajdziemy

tak np. szukajac boku trojkata wpisanego z boku szescio-
kata wpisanego, poniewaz a,:=:R, znajdziemy zaraz
§ 162.

ZAGADNIENIE 3. Z wiadomego boku wielokgta zapisa-
nego za kolo i promienia tegoz kola, znales¢ bok wielokgta opi-
sanego na temze kole a 'podobnego pierwszemu.

Rozwigzanie. Niech danym bokiem bedzie A B~a
fig. 175; ze $rodka S spusciwszy do AB prostopadla i te
przedtuzywszy az do przecigcia si¢ z okrggiem w punkcie
D, tudziez potozywszy jak poprzednio SA~R, SC~ r t
przez punkt D poprowadziwszy styczng az do przecigcia si¢
z przedluzonemi promieniami SA i SB w punktach A' i B',
bedzie A'B' bokiem wielokata opisanego podobnego wielo-
katowi ktorego bok dany. Poniewaz AC rownolegla od A'D,
przeto A'D:AC—SD:SC, czyli

skad A ze
zatobm a nastepnie, potozywszy bok opisa-
nego wielokata poniewaz bedzie

w Niosek. Obwod tego wielokata bedzie

powierzchnia za$ jego ktéra oznaczmy przez P
bedzie P:

Znalazlszy z wiadomego boku wielokata wpisanego tak
obwody wielokatow wpisanego i opisanego, jako tdz umie-
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jac znale$¢ bok wielokata wpisanego dwa razy wigcej bo-
kéw majacego, a nastepnie tak jego obwodd jako tez i po-
wierzchnia, z tego boku szukalibySmy znowu boku wielo-
kata opisanego dwa razy wiecej bokéw niz poprzedzajacy
majacego, potem jego obwodu i powierzchni. Co do boku,
wazno$¢ jego znajdziemy =z waznosci A kladac tylko
w miejsce a, bo R jako promien kota jest niezmiennym.
Oznaczywszy wiec w ogolnosci przez an bok wielokata
wpisanego n bokdéw majacego, tudziez przez ain bok wie-
lokata w toz samo kolo wpisanego, lecz dwa razy wigcej
bokéw majacego, a nareszcie przez An bok wielokata opi-
sanego n bokow majacego, wedtug poprzedzajacych zagadnien,
jezeli jeszcze potozymy Rrr:l, bedzie:

Otrzymawszy wedlug tych wzoréw boki wielokatow tak
wpisanego jaKO i opisanego, mamy tez zaraz ich obwody.
I tak poczynajac rachunek od szes$ciokata foremnego w koto
wpisanego, poniewaz an — 1, bedzie bok dwunastokata
czyli

zas
a rachujac obwody dalszych wielokatow, ale tylko na 10
cyfer dziesigtnych, znajdziemy:

Liczba Wazno$¢é Obwad Obwaéd
bokow boku wielok. wpisan. wielok. wpisanego. wielok. opisan.
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skad naocznie i bez zadnego innego dowodu widzimy, Ze
obwody dwoch wielokatow o jednakowoj liczbie bokow, wpi-
sanego 1 opisanego, coraz bardziej zblizaja si¢ do siebie i to
tern predzej, im liczba bokow jest wigksza. GdybySmy wiec
dziatanie podwajania liczby bokow obu wielokatéw, posungli
do nieskonczonos$ci, co jedynie mysla i rachunkiem usku-
teczni¢ mozemy, wniesliby$my, iz tez obwody sa sobie w nie-
skonczono$ci prawie rowne. A ze okrag kota S$rodkujacy
migdzy temiz obwodami, chociaz nie majacy ani mogacy miec
spolnej miary z prosta dowolna np. z promieniem Iub Sre-
dnica swoja, jest jednakze zawarty pomiedzy dwie bardzo
siebie bliskie granice, ktorych stosunek do promienia kota
jest wiadomy, przeto wedlug tego cojuz raz na zawsze w §.
53 uwaga powiedzieli§my, mozna wszystko co si¢ dowiedzie
o obwodach lub powierzchniach dwoch rzeczonych wieloka-
tow, przenie$¢ bez obawy znacznego bledu, do okregu kota;
tym bowiem sposobem nic innego nie zrobimy, tylko uwazaé
bedziemy okrag kota za wielokat foremny wpisany lub opi-
sany o nieskonczonej liczbie bokéw. Lecz w §. 67 wniosek
dowiedliSmy, ze obwody dwoch wielokatow podobnych maja
si¢ w stosunku dwoch prostych jednakowo w obu Avieloka-
tach poprowadzonych, przeto obwody dwoch wielokatow fo-
remnych, wpisanego i opisanego, maja si¢ w stosunku pro-
stopadlych z ich spolnego $rodka na ktérekolwiek boki spusz-
czonych; te za$ prostopadle sa jak wiemy promieniami kota
wpisanego i opisanego i kiedy obwody tych wielokatow zbli-
zaja si¢ bez konca do siebie, zblizaja si¢ tez takze i te pro-
stopadte bez konca. Te prostopadle nazwaliSmy wyzej R i
r; pierwsza jest promieniem kota opisanego a druga wpisa-
nego; przeto proporcyja 0:o~R :r jest prawdziwa. Ale
kiedy O zbliza si¢ bez konca do o, r zbliza si¢ takze do R;
w nieskonczonosci wigc mozemy za O potozy¢ okrag kota
z promienia R, ktéry oznaczmy przez C, a za o inny okrag kota
¢ z promienia r, tak Zze mie¢ bedziemy proporcyja takze
prawdziwg C:c—R :r z ktérej czytamy, ze dwa okregi kol
roznych 'promieni, majq sie do siebie to stosunku tychze promieni.
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Podzieliwszy pierwszy stosunek przez n gdzie n wy-

raza liczbg calkowita, bedzie Q: $ liir—211:2r —S:s
non

. ., . , . . C.c
oznaczajac przez S i s $rednice kot. Poniewaz —i - wy-

razaja pewne cz¢sci okregow kot, a takie czedci nazwaliSmy
lukami i1 te tuki sg podobne t.j. sa miarami katow réwnych,
przeto z ostatniej proporcyi czytamy takze, iz tuki mierzqce
kqgty rowne majq si¢ do siebie jak promienie Iub jak Srednice
kot do ktorych tuki nalezg.

W proporcyi C : R— c : r rozmnozywszy nast¢pniki
przez 2 i polozywszy 2R= S, 2r —s, gdzie S i s znacza
srednice tychze kot, bedzie

C:S=c:a
Oznaczywszy przez C, C', C”, C'"...cccceee. okregi kot
roznych promieni, za$§ przez S, S', S", S"', .... S$rednice

tychze kot, tedy na tejze samej zasadzie mamy:
C:S=C:S8=C":S"—cr:S"= 1t d
skad si¢ pokazuje, ze stosunek okrggu do swej $rednicy, jest
stosunkiem stalym i niezmiennym; dosyé wigc znale$¢ sto-
sunek jednego okregu do swej $rednicy. Ten stosunek w ca-
lym obszarze Matematyki oznacza si¢ przez n tak, ze C1SzzIT
albo C : 2r — n, znaczgc przez r promien kota C; skad
C ~ 2nr to jest ze okrgg kola rowna si¢ zawsze iloczynowi
z owego stalego stosunku przez Srednice Ilub przez podwijny
promien. Skoro wigc znany jest promien kota, juz tem samem
znany bedzie i okrag kota, jezeli staly stosunek n znajdziemy.
Z ostatniego zrownania wypada tez r~ @_J(’;Itj znajac okrag
kota i stosunek n, znamy tez i promien tegoz kota.
wNiosek. W §. 124 dowiodlo si¢, ze powierzchnia
wielokata foremnego roéwna si¢ iloczynowi z jego obwodu
przez potowe prostopadlej ze $rodka wielokata na bok spu-
szczonej; jezeli wigec uwazaé bedziemy wielokat o nieskon-
czonej liczbie bokéw, obwod jego przechodzi wedtug powyz-
szego na okrag, prostopadta na promien tegoz kota, a po-
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wierzchnia wielokata na powierzchni¢ kota, przeto w zrownaniu
P rr OX 37 w przywiedzionym §. otrzymanem, polozywszy
C w miejsce O, a K w miejsce P, oznaczajac przez K po-
wierzchni¢ kota, bedzie tez C X 571 t j. powierzchnia
kola roiona sig iloczynowi z jego okregu przez polowe promienia.

Potozywszy tu wyzej znaleziong wazno$¢ na C, otrzymamy

K—2mrX |»'= nr'l

czyli, ze powierzchnia kola rowna si¢ icyzej wspomnionemu
stosunkowi statemu okregu kola do Srednicy rozmmozonemu
przez kiuadrat z promienia.

Uwaza¢ tu potrzeba, ze w dwoch wyrazeniach C— 2nr
i K r nrldwie ilosci C i K sa liczbami oderwanemi wy-
razajacemi stosunek, pierwsza do jednostki linijowej a druga
do jednostki powierzchni. Pierwsza wigc wyraza liczbe jedno-
stek takich w jakich promien r jest dany, druga za§ wyraza
liczb¢ kwadratow wystawionych a takiejze jednostce. Ozna-
czywszy przez K' powierzchni¢ innego kola a jego promien
przez r, bedzie tez K' = nr'"l
zatem K :K'—wlil:nr'l—vrl:r'2
Rozmnozywszy drugi sosunek przez 4 i piszac ostatnig pro-
porcyja nastgpnie K :K'rz (2r)2: (2r')2 tudziez ktadac 2r—s
2r -—s gdzie s 1 s’ wyrazaja Srednice kol, otrzymamy
K :K'~ s/:s5"lt j. powierzchnie dwoch kol majg sie do
siebie w stosunku kwadratow z ich promieni, albo kwadratoio
z ich Srednic.

Ze zrownania K — T)' wypada takze r — \/ ; skad si¢

pokazuje, ze znajac promien i stosunek n, znajdzie si¢ po-
wierzchni¢ kota; znajac za§ powierzchni¢ kota, znajdzie sie¢
jego promien. Caty wiec rachunek tak okregu kota jako tez
i powierzchni jego, zalezy jak widzimy od poznania stosunku
7; zatrudnijmy si¢ przeto obrachowaniem tej liczby state;j.
§. 164.

Na obrachowanic stosunku okregu kota do $rednicy

jest kilka elementarnych sposobow, nie moéwigc o sposobach
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na wyzsze] Geometryi opartych. Nim przystapimy do jego
obrachowania, zobaczmy, wjakich on si¢ granicach znajduje.
Obwodd szesciokata wpisanego jest —6r z powodu, ze
bok tego szesciokata jest roOwny promieniowi. Opisawszy na
temze kole kwadrat, bok jego jest rowny S$rednicy czyli 2r
a zatem obwdd jego ~ 8r. A ze okrag kota jest zawsze wigk-
szy niz obwod sze$ciokata wpisanego a mniejszy niz obwod
kwadratu opisanego, przeto oznaczywszy okrag kota jak wyzej
przez C, jest C> e6r jako tezC  87.
Podzieliwszy dwie te nieréwno$ci kazda przez 2r mamy

. . —C
3 jako tez o < 4.

Ale ¢ —n wigcn > 3, » N 4

lezy wiec stosunek o ktérym mowa miedzy dwiema catko-
witemi liczbami 3 i 4. Jest za$ liczbg niewymierng z po-
wodu, ze wyraza stosunek linii krzywej t.j. kolowej do pro-
stej t. j. do $rednicy, a dwie takie linije Zzadnego stosunku
migdzy sobag mie¢ nie moga, jako dwie ilosci catkiem od
siebie rozne; rachujac go przeto wychodzimy z tej zasady, ze
krzywa kolowa jest wielokatem o nieskonczonej liczbie bo-
kow nieskonczenie matych. Takie boki nieskonczenie mate
zwykli Geometrowie nazywaé elementami linii kolowej. Jak
wiec tylko w nieskonczonosci uwaza¢ mozemy okrag kota
za wielokat foremny z nieskonczenie matych bokéw ztozony,
tak tez tylko w przypadku tym znales¢ mozemy stosunek
okregu kota do $rednicy. A jako okrag kota czyli granica
wielokatéw wpisanego i opisanego nigdy przej$¢ zupehie nie
moze na wielokat, a wszelako zblizy¢ si¢ do niego moze
z taka doktadnoscia jak chcemy, tak tez i stosunek tegoz
okregu do $rednicy w zaden sposob zupeklnie doktadnie otrzy-
manym by¢ nie moze; pomimo to jednak doktadnos¢ te tak
daleko posung¢ mozna, iz rzeczony stosunck mniej si¢ od
zupetnie doktadnego rézni¢ bedzie, niz wszelka ilo§¢ naznar
czona jakkolwiek mata; a to jest jak wiemy cechg nie wy-
miernos$ci.
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Obrachowanie stosunku okregu kota do srednicy czyli n.
§. 165.

Pierwszy sposob. Wedlug §. 163 obrachowawszy obwody
wielokatéw wpisanych lub opisanych, ktorych liczba bokéw
powigksza si¢ nastgpnie dwa razy, wychodzac od pewnego wie-
lokata, ktory umiemy wpisa¢ w koto i ktéregoby bok byt znany,
tudziez ktadac promien kota= 1, otrzymamy szereg obwodow
wielokatow, z ktorych kazdy nastgpny bedzie blizszym okregu
kota a jego stosunek do $rednicy bedzie takze znany. Wzigw-
szy potem jeden ktérykolwiek z obwodow wielokata za okrag
kota, otrzymamy jego stosunek do $rednicy tem wiecej do
prawdziwego zblizony, im dalszych wielokatow obwody brac
bedziemy. Tak tedy z przywiedzionego §, gdzie wyszliSmy
od szeSciokata, biorgc obwdd 12stokata za okrag kota mieli-
bysmy, stosownie do zrownania n — C : 2r,

= 6%216630824 : 2 = 3-108315412 : 1
Z nastgpnych wielokatow znajdziemy podobniez:

T= 6-2652633840 2= 3-1326316920 : 1
= 6-2787066000 2 = 3-1393533000 : 1
T= 6-2820700896 2= 3-1410350448 : 1
m= 6-2829111168 2= 3-1414555584 : 1
n= 6-2831213952 2 = 3*1415606976 : 1
- 6-2831738880 2= 31415869440 : 1
n = 6-2831870976 2= 3-1415935488 : 1
Z obwodow za$ wielokatéw opisanych znajdziemy:

m= 6-4307872728 2 = 3-2153936364 :1
n= 6%3195921744 2 = 31597960872 :1
n= 6-2921787120 2= 3-1460893560 : 1

= 6-2854353984 : 2 = 3-1427176992 : 1
n= 6-2837519616 2 = 3-1418759808 :1
u — 6-2833317120 2 = 3-1416658560 : 1
n= 6-2832264960 2= 3-1416132480 :1
= 6-2832003072 2= 3-1416001536 :1

Uwazajac wigc obwdod wielokata wpisanego majacego 1536
bokow za okrag kota, mie¢ bedziemy szukany stosunek
* = 3-1415935488.
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Jezeli za$§ obwdd takiegoz wielokata opisanego uwazaé be-
dziemy za okrag kota, na ten czas otrzymamy
» = 3-1416001536.
Widzimy tu wyraznie jak stosunek, n z nastgpnem podwaja-
nidém bokéw zbliza si¢ ciggle do pewnej granicy stalej i nie-
zmiennej; z dwoch bowiem wielokgtow w-pisanego i opisanego,
stosunek ten przy wielokatach po 1536 bokéw majacych,
zgadza si¢ juz prawie w pigciu cyfrach dziesigtnych. A gdy
okrag kota, spoina obu wielokatow granica, znajduje si¢ cig-
gle miedzy niemi zawarty, wigc stosunek n jest rzeczywiscie
wigkszy od pierwszego a mniejszy od drugiego czyli
n> 3-1415935488 tudziez n  3-1416001536

mozna wigc za zblizony stosunek okregu kota do $rednicy
wzig$¢ z wszelka pewnoscia przynajmniej te cyfry, w ktorych
si¢ obwody dwoch tych wielokatow zgadzaja; albo tez do-
ktadniej, jako dla ilo$ci $rodkujacej migdzy rzeczonemi ob-
wodami, wzig§¢ $rednig arytmetyczng migdzy ostatniemi wy-
padkami. Tak tedy znajdziemy »n — 3-1415968512
ktory stosunek poréwnany z otrzymanym sposobami jakie
wyzsza Matematyka podaje, zgadza si¢ z nim w pieciu cy-
frach dziesietnych, ktora dokladno$¢ dla zwyczajnych, nawet
dos¢ delikatnych w praktyce wydarzajacych si¢ rachunkdow,
jest wystarczajagcg. W dalszym wigc ciggu, gdy potrzebowacé
bedziemy tego stosunku, przyjmiemy stale n — 3*14159.

Pierwszy Arcimmepes urodzony w Syrakuzie okolo r.
287 przed Chr. pracujac nad obrachowaniem kota znalazi,
ze kiedy $rednica ~ 1, okrag kola jest mniejszy niz 3"g
a wigkszy niz 3}£, jego wiec stosunek okrggu kota do $red-

nicy jest —22 : 7 czyli 3-14.......... t.j. w dwoch cyfrach dzie-
sietnych doktadny. Aprvsan Merius okoto 1585 znalazl
tenze stosunek—355 : 113 czyli n — 3*141592 .......... t.j.

w szesciu cyfrach dziesietnych doktadny a niezmiernie tatwy
do zatrzymania w pamiegci; kazda bowiem z trzech pierw-
szych liczb nieparzystych 1, 3, 5 jest dwa razy powtorzong
113355 1 pierwsze trzy cyfry wyrazaja dlugo$¢ S$rednicy a
ostanie trzy dlugos¢ okregu kota.
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§. 166.

Drugi sposob. Dowiodlo si¢ w §. 163, ze powierzchnia
kota K — nr2, potozywszy r — 1, bedzie K — n t. j. stosu-
nek okregu kola do srednicy rowna si¢ powierzchni kota kto-
rego promien ~ 1. Szukajac przeto powierzchni dwoch wie-
lokatéw wpisanego i opisanego o jednakowej liczbie bokow,
W przypuszczeniu ze promien kota jest — 1, znajdziemy takze
nieco tatwiej stosunek o ktory chodzi z nastgpujacego za-
gadnienia.

ZAGADNIENIE. Majgc dane powierzchnie diooch wielokq-
tow wpisanego i opisanego na kole, o jednakowej liczbie bo-
kow, znalesc powierzchnie diooch innych wielokgtow icpisanego
i opisanego na ternie samem kole o podwdjnej liczbie bokow.

Bozwigzanie. Niech beda ab i AB jig. 176 boki dwoch
wi-clokatow wpisanego i opisanego o n liczbie bokdéw, ktorych
powierzchnie sg znane; poprowadziwszy cigciwe bC, ta bedzie
bokiem wielokata wpisanego majacego 2n bokéw. Prowadzac
w punktach a i b styczne az do przecigcia si¢ z AB w punk-
tach A'i B’, bedzie A'B' bokiem wielokata opisanego maja-
cego takze 2n bokéw. Oznaczywszy powierzchnie, dane przez
piPa szukane przezp'iP', poniewaz powierzchnia wielokata
ktorego bok ab jest

~ n.aSh~ 2a.DSo
a wiclokata opisanego ktorego bok AB, powierzchnia

~ nASB — 2w.CSB;
tudziez, poniewaz powierzchnia wielokata ktéorego bok Cb,
rowna si¢ 2n.CS5, a nareszcie powierzchnia wielokata opisa-
nego, ktorego bok A'B' réwna si¢ 2u.A'SB', albo, z powodu
ze trojkat CSB'—B'S6 §.43, taz powierzchnia — 2w.CS6B’,
przeto mamy

p= 2n.DS6, P —2w.CSB, p| — 2n.CSh, P'= 2«CSOB'

i widzimy, ze powierzchnie tych czterech wielokatéw maja
si¢ w stosunku trzech trojkatow 1 czworokata, skoro je po
dwa faczy¢ bedziemy; dosy¢ wigc znale$¢ stosunek rzeczo-
nych tréjkatéw i czworokata, a tem samem mie¢ bgdziemy
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stosunki powierzchni wielokatow, z ktérych rozwigzanie po-
danego zagadnienia wprost wyplywa.

Dwa trojkaty CSB i CS6 majg wysokosci rowne, gdyz
maja wierzchotek w jednymze punkcie C i podstawy na pro-
stej SB, ich wigc powierzchnie sg w stosunku podstaw t. j.

. Lecz

bo CB rownolegta do Do, przeto

Dwa trojkaty CS6 1 DS6 maja takze wysokosci rowne, maja
si¢ wiec ich powierzchnie jak podstawy
to jest
a nast¢pnie
Potozywszy w miejsce trojkatow same powierzchnie, kto-
rych sa czg¢$ciami, bedzie
skad

skad czytamy, ze powierzchnia wielokgta wpisanego jest
Sredniq geometrycznie proporcyjonalng miedzy poioierzchnig
wpisanego i opisanego wielokqta, dica razy mniej bokdio ma-
Jjgcych. Tym sposobem jedna czg¢$¢ zagadnienia rozwigzana.

Aby znale$¢ P', uwazmy, iz w trojkacie CSB prosta SB'
dzieli kat CSB na dwie réwne czgséci, przeto wedlug §. 62
jest
Oprocz tego trojkaty B'SB i1 B'SC majg t¢z sarng wysokosc
SC, przeto

Lecz wyzej znalezliSmy SC : SD ziz CSh : DSo, przeto tez

skad

Ale B'SB -f-B'SCrrCSB zatem

albo mnozac nastgpniki przez 2 i baczac iz

bedzie

albo ktadac same powierzchnie jako tenze sam stosunek
wzgledem siebie zachowujace,
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Tak tedy z wiadomych powierzchni p i P, znalezliSmy zadane
powierzchnie p 1 P

Po rozwigzania obecnego zagadnienia, przez nastgpne
ciagle podwajanie bokow wielokatéw wpisanego i opisanego,
W przypuszczeniu ze promien kota jest = 1, mozemy zna-
les¢ powierzchni¢ kota, ktora bedzie zadanym stosunkiem
okregu kota do $rednicy czyli n

Najprosciejszy przypadek, jaki si¢ tu nasuwa jest, gdy
p wyraza powierzchni¢ kwadratu w koto wpisanego a P po-
wierzchni¢ kwadratu opisanego; skoro bowiem r = 1, naten-
czas p — 2, za§ P = 4. Bedzie wicc
p —vaz-ava pr. 2 8 _sa—va_ o,

2-42V2 1—2

i tym sposobem znalazlo si¢ powierzchnie o$miokatéw wpi-
sanego 1 opisanego. Wykonawszy naznaczony rachunek,
znajdziemy p'=2-828427, P’=3-313709. Postepujac tymze
samym sposobem, otrzymamy powierzchnie 16stokatow wpi-

_____ PIA !
sanego 1 opisanego p" — ny’.p? P"= —77‘1‘ P czyli

p"— 3-061467, P"= 3-182598 i t. d. az nareszcie przyjdzie-

my do powierzchni wielokatow wpisanego i opisanego nie-

skonczenie mato rézniacych si¢ od siebie; a wtedy wzigwszy

jedne z nich lub doktadnidj $rednig arytmetyczna migdzy niemi

za powierzchni¢ kota, ta wedlug na poczatku zrobionej uwagi,

bedzie szukanym stosunkiem okregu kota do $rednicy czyli n.
§. 167.

Trzeci sposob oparty na wielokatach rownoobwodowych
(isoperimetra). Tu mamy sposob czysto geometryczny podany
przez J. Scawas w 1. 1813 *) a wylozony i ulatwiony przez
WiLH. Matzka profesora w Pradze w czasowem piSmie Gru-
NERTA *¥). Ten jest nastgpujacy. Niech AB bedzie bokiem
wielokata foremnego w koto wpisanego fig. 177, poprowa-
dziwszy do niego prostopadle promien SC, tedy jak wiadomo
promien ten dzieli kat ASB, bok AB i tuk ACB na dwie

*) Elemens de Geometrie par J. scuwas. Nancy 1813.
*%) Archiv der Mathematik und Physik von Grunerr B. IX. S. 79.
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rowne czgéci. Poprowadziwszy cieciwy AC i BC, te beda
migdzy sobg rowne, a poprowadziwszy znowu do nich pro-
stopadle promienie SA'i SB'i zlaczywszy A', B' prosta A'B',
ta bedzie rownolegla do AB i =z £AB, przeto A'B' jest bo-
kiem wielokata foremnego w koto wpisanego dwa razy wiecej
bokéw niz pierwszy majacego, obwdd za$ jego bedzie réwny
obwodowi pierwszego, ma bowiem wprawdzie dwa razy mniej-
sze boki, lecz za to liczba ich jest dwa razy wigksza. Na-
zwawszy promien kota opisanego na pierwszym wielokacie
t. j. promien SA rr R, za§ promien kola wpisanego SD=rr,
tudziez promien kota opisanego na drugim wielokacie czyli

czyli promienn kota wpisanego w tenze wie-

lokat przez r’, tedy poniewaz CD'=D'D, wigc
bo SD'-j- D'C iz SC, tudziez

A ze potozyliSmy

wiec

W trojkacie SA’C prostokatnym przy A', A'D' jest prosto-
padta do SC, przeto

czyli R : R"“ R':r skad
Niechze S, s i S', s’ oznaczajg S$rednice tychze samych kot,
do ktéorych promienie R, » i R', r naleza, tedy mnozac
pierwsze z otrzymanych zrownan przez 2,

bedzie
Mnozac podobniez drugie przez 2 bedzie
Niechze teraz O wyraza obwodd tak pierwszego jako i dru-

giego wielokata, bo te sa sobie rowne, tedy dzielagc obie
strony ostatnich zréwnan przez O, znajdziemy:

tudziez
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z ktorych zrownan widzimy, ze jest s$rednig arytmety-

czng migdzy , za§  jest Srednig geometryczng mig-

dzy i , stad rachunek jest nadzwyczajnie latwy, bo

wychodzac od wielokata, ktéorego obwod znamy, szuka si¢
tylko ciagle $redniej arytmetycznej i $redniej geometrycznej
migdzy dwiema znanemi liczbami. Takiemi wielokatami sa
kwadrat albo sze$ciokat w koto wpisane. Wyjdzmy od sze-
$ciokgta. Poniewaz AB —R za§ O ~ 6R,

zatem
tudziez z trojkata ASD jest

li .
skad r= —.1\/3, wiec

l
Naste¢pnie znajdziemy:

jako tez
Postepujac tak dalej i rachujac na dziesie¢ cyfer dziesigt-
nych dokladnie, znajdziemy:

Liczba bokéw

wielokata a:0 S:0
6 ... 0%2886751346 . 0.3333333333
12 ... 0%3110042340 .. 03219752754
24 ... 0%3164897547 . 0%3192207323
48 . .. 0%3178552435 . . 0*3185372563
96 . . . 0*3181962499 . 0%3183667075
192 .. 0%3182819787 . 0-3183243387
384 . 0*3183031587 . . 0-3183121777
768 .. . 0%3183076682 . 0-3183099231
1536 . . . 0.3183087956 . . 0-3183093595

Widzimy tu wyraznie, jak $rednia arytmetyczna juz przy
48kacie bardzo si¢ mato rézni od S$redniej geometrycznej i
obesztoby si¢ juz bez dalszego rachuuku, byle tylko trzecia
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czg$¢ réznicy migdzy temi Sredniemi odja¢ od wigkszej albo
§ tejze réznicy doda¢ do mniejszej, otrzymamy bowiem
0-3185372563 — 0-3178552435
3

r 0-0002273376

zatem A = 0-3183109187 albo ~ — 0-3183099187

ktore z ostatniemi $redniemi w poprzedzajacej tabliczce zga-
dzaja si¢ w pigciu cyfrach dziesigtnych. Wzigwszy teraz
w miejsce obwodu wielokata okrag kota, t.j. potozywszy C za O,

bedzie A — 0-3184109187 = 1 skad * = 314158 . . ..

t. j. w czterech cyfrach dziesi¢tnych dokladnie. Ostatnie
liczby rzeczonej tabliczki daja takze:

pierwsza n— 3-141603669, druga n — 3-141597852

t. j. prawie w pieciu cyfrach doktadnie czyli blisko tak, jak
z 48miokata otrzymalismy.

Uwaga. Mozna tez bylo wprost z wzoréw r — Rej-r
i R' — VR.' szuka¢ réoznych r i R, poczynajac takze od
wielokata, ktorego stosunek boku do promienia jest znany
np. od kwadratu lub szeéciokata. Zaczawszy podobnie jak
wyzej od szeSciokata, znajdziemy

r = 0-8660254038 ............... R = 1-0000000000
0-9330127019 ..cceoveiiiciee 0-9659258263
0-9494692641 ....ccceovvvvieenenns 0-9576621969
09535657305 . oo 0-9556117686
0-9545887496 ......ccevvvveennne. 0-9551001221
0-9548444359 ...cccvviviriin 0-9549722705
0-9549083532 ...coiiiiiee 0-9549403113
0-9549243322 ........c....t .. 0-9549323207

it d

Zastanowiwszy si¢ nad tern, ze R jest promieniem kota opi-
sanego na wielokacie, a » prostopadia (apothema) ze s$rodka
na bok wielokata spuszczona, dostrzezemy jak za kazdem
podwojeniem liczby bokéw wielokata, ta prostopadia zbliza
si¢ ciagle do promienia. Przez to ostatnie postgpowanie znaj-
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duje si¢ naturalnie promien kota, ktérego okrag jest 6, a
przeto poniewaz n — ¢ bedzie z naszego rachunkun . 26r

g
lub n* -, albo dokladnicj n— O 6
2R 2R+2r R+ r

Wzigwszy za R i r ostatnie liczby co dopiero otrzymane,
zna}dziem; n— _1_-_§_6§_§%6_6_§_2_§_3 -14159......ee, j%k wy%ej.J
W nowszych czasach posuniono rachunek liczby n az do
530 cyfer dziesigtnych *), z ktorych pierwsze 20 s3:
7~ 3-14159265358979323846.
Czasem bywa i doktadniejszy logarytm tej liczby potrzebny,
przeto go tu klade log. n — 0*497149872694.
Ten atoli rachunek prowadzono nie zadnym z trzech tu wy-
lozonych elementarnych sposobow, ale przy pomocy sposo-
bow, jakie wyzsze czgsci Matematyki podaja.
§. 168.

W §. 163 znalezlismy dla powierzchni kota wyrazenie
K= CX oriktore nam wskazuje, ze taz powierzchnia rowna
si¢ 'powierzchni trojkqta majgcego za podstaice okrqg kola,
rozumie sig¢ wyprostowany, a za wysokos¢ promien tegoz kota,
albo: rowna sie powierzchni prostokgta majgcego za podstawe
okrgg wyprostowany a za wysokos¢ potowe promienia.

Gdybysmy wiec umieli doktadnie znales¢ dtugosé okregu
kota dla danego promienia, mogliby§my wedtug §. 136 zna-
les¢ kwadrat rdwnajacy si¢ powierzchni kota. Lecz dlugosé
krzywej kotowej znalezlismy C  2nmr, ktoéra jak widzimy
zalezy od w poprzedzajacych za$ §§. przekonaliSmy sie,

Professor RicuTer w Elblagu wyrachowal ten stésunek w 333 cy-
frach a STREHLKE Dyrektor w Gdanskugsfedm pstAt cYNr po 1
i dalszych dorachowal. fi] ij W&ﬁ Ma %‘
MRUNERT XXIII. W R UTHERFORD adfiow

4407 cfrgch nareszcie S1ANKS W 330. Zobg€Z
k’ - XIV. p. 210 albo , T.\II p. 335

23. Marca 1855.



209

ze liczba n, nigdy z bezwzgledna doktadno$cia otrzymang by¢
nie moze, dla tego tez ani dlugo$¢ okregu kota anijego powierz-
chnia z geometrycznag dokladnoscig znalezione by¢ nie moga;
pomimo to jednak, rzeczone ilo$ci tak bliskie prawdziwych
otrzymane by¢ moga, iz réznice migdzy niemi a prawdziwemi
beda mniejsze niz wielko§¢ naznaczona jakkolwiek mata.

Znalezienie dlugo$ci okregu kota a w ogolnosci dhu-
gos$ci kazdej krzywej w jednostkach prostych, nazywa si¢
wyprostowaniem krzywej (reetificatio), znalezienie za§ powierz-
chni kota, albo kazdej figury krzywokreslnej, wyrazonej
w jednostkach powierzchni prostokreslnej, nazywa si¢ kwa-
drowaniem kola lub innych figur (guadratura), z powodu, ze
do mierzenia powierzchni wzigliSmy za jednostke¢ kwadrat
na jednostce dlugosci wystawiony, i ze szukajac powierzchni
kota, szukamy rzeczywiscie, ile razy taz powierzchnia jest
wigksza niz kwadrat jednostkowy.

Wymiary kota, t. j. dlugos¢ jego okregu 1 wielkosé
pola krzywa kolowa ograniczonego, zaleza jak widzieliSmy
jedynie od liczby n czyli od stosunku okregu kola do swej
srednicy, wigc znalezienie dokladne powierzchni kota, zalezy
od doktadnosci n. A ze, jak to juz wielokrotnie staralem
si¢ przekona¢, n jest liczba niewymierna, bo krzywa koto-
wa z prosta (swoja S$rednicg) jako catkiem roznej nhtUfy fe.
moga, zatem tak okrag kota jako tez i jego powierzchnia
w zaden sposob z bezwzgledng dokladnosciag obrachowane
by¢ nie moga.

Pomimo takiej oczywistosci, kwadratura kota zajmowa-
fa wiele nawet niepospolitych glow; zrodzita wiele $miesz-
nosci i zacigtych sporéw naukowych; wywolala bardzo wiele
pism i pisemek w tym przedmiocie; a przeszediszy nawet
w posmiewisko, z powodu, Ze nie wszyscy rozumiejac o co
tu chodzi, sadzili, iz kwadratura kota zalezy na znalezieniu
kota kiuadratowego, skonczylo si¢ na tom, ze Geometrowie
francuzcy i angielscy jawszy si¢ szczerze tej pracy 1 prze-
konawszy si¢ dowodnie o niepodobienstwie znalezienia po-

14
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wierzchni prostokreslnej rownajacdj si¢ z matematyczna do-
ktadnoscia powierzchni kota, a przy tém majac na wzgle-
dzie maty i prawie zaden pozytek z tej pracy, przez swoj
organ, Akademija umiejetnosci WParyzu, ogtlosili wr. 1775,
iz zadnego pisma tyczacego si¢ kwadratury kota Akademija
wigcej nie przyjmuje. Owocem usilowan znalezienia stosun-
ku okrgegu kota do $rednicy sa liczne na ten cel podane
wzory lub szeregi, przy pomocy ktérych mozna bez trudnosci
i z taka jak chcemy lub potrzebujemy doktadnoscia obra-
chowa¢ n. Kiedy wiec mozna zawsze mie¢ stosunek okre-
gu kota do $rednicy, a nastgpnie okrag i powierzchnia kota
z taka jak chcemy doktadnoscia, na co6z si¢ przyda prozny
mozo6l i suszenie moézgu na sklejenie jakiej$ lepianki pozor-
nie schludnej a w rzeczy samej brudnej i wiele $miesznos$ci
majacej? Zadnemu tez juz prawdziwie uczonemu nie przyj-
dzie do mysli szuka¢ kwadratury kota, bo podobna manija
zwykta si¢ tylko rodzi¢ w glowach ptytkich, ktorym wszyst-
kie nauki zdaja si¢ do nabycia bardzo tatwe i prawie zad-
nej pracy nie wymagajace; oddajac si¢ wigc wszystkim na
raz, dostajg pewnego zawrotu glowy i gorgczki, w ktorej
wszystko jasno widzac, usituja te swoje marzenia innym zdro-
wym na umysle narzuci¢, a wszelki opér z ich strony uwa-
zaja za gruba niewiadomo$¢ lub nieprzenikliwosé.
§. 169.

Znalaztszy dlugos$¢ linii kotowej tudziez powierzchnie
kota, zatrudnijmy si¢ teraz znalezieniem powierzchni cze$ci
kota a mianowicie powierzchni wycinka, odcinka i pierScie-
nia kotowego t. j. powierzchni zawartej migdzy dwoma okre-
gami kot spotsrodkowych.

TwierpzENIE. Powierzchnia wycinka kolowego rowna
si§ iloczynowi z wyprostowanego tuku, ktory nazwad mozna
podstawg wycinka, przez yolowe promienia kota w ktorem
wycinek uwazamy.

Niech bedzie wycinek ASB fig. 178, oznaczywszy jego
powierzchni¢ przez W, mamy dowies¢, ze W=rAB><2AS.
Rozumiem, Ze nie potrzeba dowodzi¢, iz powierzchnia wycin-
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ka jest takaz sama czg¢$cia wzgledem calej powierzchni ko-
la, jaka jest tuk AB stuzacy mu za podstawe, -wzgledem ca-
tego okrggu kotla, albo tez jaka czesciajest kat ASB wzgle-
dem czterech katow prostych (4R) przeto proporcyja

W :K—AB:C jest prawdziwa,
zatrzymujac z poprzednich §§. znaczenie C i K. Rozmno-
zywszy drugi stosunek przez AAS, bedzie

W:K —ABX"*AS:CX"AS
Ale poniewaz wedhug §. 163 KmCXgAS, wiec tez
Wr=:ABX2-AS, co bylo do dowiedzenia.

Z tego wyrazenia powierzchni wycinka kolowego czy-
tamy jeszcze, ze taz powierzchnia rowna sie powierzchni troj-
kgta majgcego za podstawe tuk AB wyprostowany, a za wy-
sokos¢ promien kola.

Uwaga. Znalazlszy powierzchni¢ wycinka, skoro po-
prowadzimy cigciwe AB, widzimy wyraznie, ze powierzchnia
odcinka réwna si¢ roéznicy migdzy wycinkiem a tréjkatem
ASB. Oznaczajac wigc odcinek w ogdlnosci przez O, bedzie
w kazdym razie Om W —A ASB.

Wyrazenie powierzchni odcinka zalezace gtéwnie od powierz-
chni trojkata jest rozne wedlug roéznosci danych do rachun-
ku. Moze by¢'bowiem danem do obrachowania powierzchni
odcinka, a) promien kota i tuk wyrazony w stopniach;
h) moze by¢ dana dlugo$¢ tuku wyrazona w linii prostej,
cigciwa 1 promien; ¢) moze tez by¢ danym kat ASB i cig-
ciwa AB ; nareszcie d) moze by¢ dang cigciwa AB 1 czgsé
promienia do cigciwy prostopaditego, zawarta miedzy cigciwg
i lukiem, jak na figurze czg¢s¢ CD, ktora pospolicie strzatkg
(sagitta) nazywamy. Jak w kazdym =z tych przypadkow
obrachowaé tak powierzchni¢ wycinka jako tez trojkata, a
nastgpnie otrzymac¢ wyrazenie powierzchni odcinka, potrzeb-
ne do tego sg inne wiadomosci, ktore w dalszym ciggu po-

znamy.

14.
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§. 170.

Definicyja. Dwa wycinki w kotach réznych promieni
nazywaja si¢ podobne, skoro ich podstawy (luki) mierza tez
same lub rowne katy przy s$rodku.

TwierDZENIE. Powierzchnie dwoch podobnych wycinkow,
majq sie¢ w stosunku kwadratow promieni kol do ktorych na-
lezq.

Niech beda dwa wycinki ASB i A'SB' jig. 179, pierw-
szy w kole, ktorego promien SA, a drugi w kole z promie-
nia SA' i ktoérych podstawy (tuki) AB i A'B' mierza tenze
sam kat ASB przy spélnym $rodku S, mamy dowies¢, ze
pierwszy do drugiego jak kwadrat z SA do kwadratu z SA'
czyli oznaczajac pierwszy przez W a drugi przez w,
ze W:w~SA2: SAT2.

Poniewaz wedlug poprzedzajacego twierdzenia jest
W r=ABX2SA, za§ w— A'B'X1SA",
zatem W:w= ABX \SA:A'B'XASA'. Ale z §. 163 wia-
domo, ze AB :A'B'~ SA:SA', a mnozac poprzedniki przez
SA a nastgpniki przez SA', tudziez pierwszy stosunek przez
bedzie ABX "SA: AB'XjSA'jr"SA2: SAR
zatem W:w~ SA*: SAH

W NiosEk. Z proporcyi AB:A'B'~ SA:SA' wyptywa
AB2: A/Bp= SA2: SA"2 przeto takze W £ w- AB'2: A/Bp
t. j. powierzchnie wycinkow koltowych majq sie do siebie
w stosunku kwadratow z promieni lub Srednic, jak rownie
w stosunku kwadratow z swych podstaw czyli tukow.

Uwaga 1. Roéznica dwoch wycinkow spotsrodkowych
i podobnych, ktoéra trapezem kofowym nazywamy, jak na fi-
gurze powierzchnia AA'B'B, zawarta migdzy dwoma lukami
spotsrodkowemi, moze by¢ takze przez bardzo prosty wzor
wyrazona. Poprowadziwszy bowiem w punktach A 1 A’
styczne nieograniczonej dilugosci, wystawmy sobie luk AB
rozwiniony na pierwsza styczng t. j. wezmy AC=z dhugosci
linijjowej tuku AB, a zlgczywszy punkt C z $rodkiem kota
S, prosta ta przecina druga styczng w punkcie C'; dwa troj-
katy ASC i A'SYC' s3 podobne, przeto AC:SA=A'C":SA'
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czyli AC:A'C'= SA:SA'. A ze AB: A'B'= SA:SA', wigc
tez AC: A'C'=:AB:A'B\ Ale z wykreslenia AC — AB; wigc
tez A’C'z=:A'B' t. j. prosta A'C' wyraza dtugos¢ luku
Powierzchnia tréjkata ASC~ ACX1ISA~powierzchni wycin-
ka ASB; podobniez powierzchnia trojkata

—powierzchni wycinka A'SB', przeto r6znica powierzchni troj-
katow, czyli trapez prostokre§lny AA'CCT— powierzchni tra-
pezu kolowego AA'B'B. Lecz powierzchnia trapezu

§. 123, zatdbm powierzchnia tra-

AB | A'B' ., )
pezu kotowego AA'B'B — -————- -———-—-XAA' t. j. rowna sig

iloczynowi z polowy summy dwoch jego podstaw przez roz-
nice promieni. Latwo tez dowies¢, ze

czyli, ze potowa summy dwoéch rzeczonych podstaw roéwna
si¢ tukowi kota spotsrodkowego a przez srodki AA' i BB' prze-

chodzacego , tak jak

Uwaga 2. Dwa okregi kot spotsrodkowych ograniczaja
pewna cze$¢ powierzchni wigkszego kota, ktora si¢ pierscie-
niem (annulus) zowie. Wyrazenie tej powierzchni bardzo ta-
two znale$¢. Jezeli bowiem C i c wyrazaja okregi, Rir
promienie, a K i £ powierzchnie tych kot, tedy poniewaz
oczywiscie powierzchnia pier§cienia réwna si¢ roéznicy po-
wierzchni obu kol, za§ K =: CX$R a k~cy”™\r, oznaczywszy
powierzchnig pierscienia przez X bedzie i
albo réwna si¢ polowie rdéznicy dwoch prostokatdow ma-
jacych za wymiary C i R, ¢ i r. ProSciejsze znajdzie-
my wyrazenie tego pier§cienia, biorac powierzchnie kot
wyrazone przez n. Gdy bowiem K= TIR2, kzn nr* zatem

t. j. powierzchnia pierscienia
rowna sie powierzchni prostokqta majgcego za dwa wymiary
summe I roznice promieni kot, rozmnozonej przez stosunek
okregu kota do srednicy. Albo jeszcze lepiej : szukajac do
dwoch prostych R-(-r i R—r $redniej geometrycznie pro-
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porcyjonalnéj wedtug §. 99, ktdra oznaczmy przez R’, poniewaz
R-j-?7*:R'=:R':R—r, skad R"2= (R-f-r)(R—r), przeto po-
wierzchnia pierscienia bedzie P — 7rR'2 Lecz TR'2 wyraza
powierzchni¢ kota, ktérego promien R', zatem ‘powierzchnia
pierscienia rowna sie powierzchni kola, ktorego promien jest
Sredniqg geometrycznie proporcyjonalng miedzy summgq i roz-
nicq promieni kol spotsrodkowych tioorzqcych pierscien.

Albo: przedluzywszy promien AS do D i przez punkt
G, w ktorym tenze promien spotyka okrag mniejszego kota,
poprowadziwszy cigciwg wigkszego kota EF styczna do okre-
gu kota mniejszego, poniewaz AGzrrR-f-r za§ GD —R—+}
az§ 90 wiemy ze FG~~ AGX GD= (R-f-r) (R—1),
wigec FG jest to promien, ktory wyzej przez R' oznaczyliSmy,
cigciwa za$ EF jest §rednica; przeto powiedzie¢ jeszcze mo-
zemy, ze powierzchnia pierscienia rowna sie powierzchni kota,
ktorego Srednica jest cieciwg wigkszego, poprowadzona stycz-
nie do mniejszego kola.

§ 171

Znalazlszy w §§. poprzedzajacych stosunek okregu ko-
ta do $rednicy, czyli co na jedno wychodzi, wyprostowaw-
szy chociaz tylko “sposobem przyblizonym okrag kola na
linijg prosta, albo jeszcze wyrazniej, znalazlszy, ze gdy Sre-
dnica jakiego kota jest ~ 1, okrag jego zamyka takich je-
dnostek 3*14159 . . . albo gdy promien ~ 1, ze okrag kota
— Zn “ 6%*28318 . . . latwo z twierdzenia, ze okregi kot ma-
ja si¢ w stosunku promieni lub $rednic, znale$¢ okrag kaz-
dego kota; jakze atoli znale§¢ dlugo$¢ jakiegokolwiek luku
kota?

Juz w §. 81 widzieliSmy, ze chcac znale$¢ stosunek
dwoch katow albo raczej wielkos¢ jakiego kata, potrzeba tyl-
ko znale$¢ jego stosunek do jednostki katowej t. j. do kata
prostego; a jezeli kat jaki jest wyrazony w stopniach, dosy¢
jest t¢ liczbe stopni podzieli¢ przez 90, aby otrzymaé zada-
ny stosunek. Jezeli za$§ kat jest wyrazony w stopniach,
minutach i sekundach, wyraza si¢ naprzé6d w sekundach, a
potom dzieli przez 90X60X60=324000. A zZe wszystko co
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si¢ powiedzialo o katach, rozumie si¢ takze i o lukach be-
dacych ich miarami, przeto chcac znales¢ ditugos¢ tuku, do-
sy¢ jest tenze tuk wyrazony w sekundach podzieli¢ przez
324000, a wypadek bedzie stosunkiem dhugosci tuku do dtu-
gosci ¢wiartki okrggu. Tym sposobem wyznaczona dlugosé
luku nazywa si¢ miarg tuku kgtowg. Mozna si¢ tez atoli
zapytaé, jaka jest dlugos¢ tuku, gdybySmy go sobie wysta-
wili na linijg prosta, wyprostowany czyli roztoczony? Taka
miar¢ luku nazywaé bedziemy miarg podiuzng. Widzimy
zatem, ze jak okrag kota ma podwojng miare t. j. katowa
—360° i podluzng —2%> tak tez i kazdy tuk, w tej po-
dwojnej miarze wyrazony by¢ moze, t. j. odnoszac go albo
do ¢wiartki okregu, w ktérym razie wyrazimy go w stop-
niach, minutach i sekundach, czyli iv miarze kqtowej, albo
odnoszac go do promienia czyli szukajac stosunlcu danego
huku wyprostowanego do promienia, a wtedy wyrazimy go
w miarze podiuznej. 7 tego dwoistego uwazania tuku, ro-
dza si¢ nam dwa zadania nastepujace:
§. 172.

zavane 1. Znajge liczbe stopni, minut i sekund, czyli zna-
jgc miare kqtowq jakiego tuku kola, znales¢ stosunek jego
dlugosci do promienia, czyli znales¢ jego miare podiuzng.

Zastanowiwszy si¢ z uwaga nad tern, ze n jest stosun-
kiem okregu kota do $rednicy, czyli co na jedno wychodzi
stosunkiem potokregu do promienia, tatwo dostrzezemy, ze z
jest stosunkiem C¢wiartki okregu do promienia. To dobrze
pojawszy, jasng jest rzecza, ze chcac znale$¢ diugosé jakie-
go tuku o danej liczbie stopni, w jednostkach promienia,
dosy¢ jest stosunck tegoz tuku do ¢wiartki kota rozmnozyc

4
przez — . Oznaczywszy w ogdlnosci liczbg stopni jaka dany
1

huk zamyka przez a, za$ dlugos¢ tluku wyrazonego w jedno-
stkach promienia przez a, tudziez wyraziwszy ¢wiartk¢ okregu
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w sekundach czyli przez 324000, bedzie wedlug tego co
powiedziano
a" n a7t
324000" 'T ~ 648000
albo oznaczywszy w ogolnosci stosunek danego luku do
¢wiartki okrggu czyli do 90° przez m, t.j. potozywszy
a® 60a 60.60.q

90°~ 5400 3240003

bedzie a— m.~, a to jest miara podtuznag tuku.

zavanie 2. Znajqc stosunek wyprostowanego tuku do pro-
mienia, czyli znajgc jego miare podtuzng, znales¢ liczbe stopni
10 tym tuku zawartych, czyli jego stosunek do céwiartkiokregu,
albo jeszcze wyrazniej: znales¢ jego miare kqgtowq.

Z ostatniego zrownania wypada mzza: . co dowodzi,
i

iz aby znale$¢ stosunek tuku do ¢wiartki okregu, potrzeba
dang dhlugos¢ tuku a (t. j. liczbe oderwana zamieniong na

utamek dziesietny), podzieli¢ przez % wyrazone takze w u-

lamku dziesi¢tnym, a otrzymany iloraz obroci¢ wedtug Aryt-
metyki na stopnie, minuty i sekundy.
Kiedy promien kota jest —1, wiemy juz, ze n wyraza

180
potokregu na linija prostg roztoczonego, zatem -— wyra-
7t.

za¢ bedzie liczbg stopni tluku réwnajacego si¢ co do swej
) . ) 180.60 . 180.60.60
dlugosci promieniowikota. Podobnie tez - 1 =
wyraza¢ beda liczbe minut albo sekund tuku réwnajacego si¢
co do swej dlugosci promieniowi.
Mie¢ zatem bedziemy promien kota wyrazony w stopniach

————— = 57°.2957795

wyrazony w minutach

180°.60
R'= = 34377467708



wyrazony za§ w sekundach

R”= 180 60'6,. _ 206264"806247

albo ogdlnie R = 57°17'44"*806247.
Uwaga. Dwa wzory a— m. — im zza: — otrzymalisSmy

W przypuszczeniu, ze promien kota, do ktorego tuk nalezy,
jest = 1. Jezeli za§ promien nie jest jednoS$cia, czyli jezeli
nie jest rzr1l, nalezy pierwszy wypadek rozmnozy¢ przez

r, skad si¢ otrzyma azzm.—. r albo azzzm r;w drugim
zatem razie trzeba wypadek podzieli¢ przez r, przez co
bedzie mzzza albo m— ~ : Zastosowanie tych wzo-

row do liczbowego rachunku zaraz zobaczymy:
§. 173.

ZacapNienNiE 1. Majge dany promien Ilub Ssrednice,
znales¢ dlugosé okregu kola i jego powierzchnig, i wzajemnie.

Niech dlugo$¢ danego promienia begdzie 600 stop, tedy
z wzorow C= 2nri K= nr2
mamy C= 2.600.3*14159=3769*908 stop,
zas K= 3*14159.6002= 1130972*4 stop kwadratowych.

Niech nawzajem bedzie okrag kota 5400 mil (obwod
rownika ziemskiego), jakiz jest jego promien? (jak daleko
do $rodka ziemi).

Z pierwszego zroOwnania mamy

C 5400
r 6.28318 — 809'438 nllL

Gdyby za$§ powierzchnia kota byta =77 stop kwadratowych,
a pytano si¢ o promien tegoz kota, tedy z drugiego z przy-
toczonych zréwnan mamy

r2= Z skad r~ \V/ﬁ albo wedlug Arytmetyki
n 7
log. rrrM(log. 77—1log. m)=0%69467.
Temu logarytmowi odpowiada liczba 4*95 . . . zatem pro-

mien o ktéry chodzi wynosi blisko 5 stop.



§. 174
ZAGADNIENIE 2. Znales¢ powierzchnie wycinka koto-
wego, ktorego podstawg jest tuk majgcy 60° promien zas ko-
ta do ktorego nalezy ma 10 stop dlugosci.
Rozwigzanie. Wedlug §. 169 powierzchnia wycinka
jest W — gdzie L znaczy podstaw¢ wycinka t. j. tuk
wyprostowany na linijg prosta, sluzacy wycinkowi za podsta-

we. Z §. 172 uwaga mamy gdzie m znaczy

stosunek miary katowej tuku do ¢wiartki okrggu. W naszym
. 60 2
przeto przypadku jest m:=— n —,przeto

A ze n—3*14159, a r~n10 7 wiec L - 10472, a nastgpnie
powierzchnia wycinka Wiz 10472X "= 52.36 stop kwadra-
towych.

Nawzajem: ‘powierzchnia pewnego wycinka kolowego
rowna sie 5236 stop kwadratoioych, a promien kota w kto-
rem si¢ ten wycinek uwaza, zamyka 10 stop, wielez stopni
ma tuk stuzgcy temu wycinkowi za podstawe?

Z wyrazenia powierzchni wycinka W n:t X |r > znaj-

dziemy uwaga

mamy

~ dlug. tuku £ wyrazonego w stopniacl
t. J. — 0]

przeto dlugos¢ tuku L w stopniach:
czyli

§. 175.
ZAGADNIENIE 3. Pyta si¢ kto, jak diugijest tuk majgcy
10° 15" 36", gdy promien kola do ktorego nalezy jest— 864
stopy%
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Poniewaz dlugos¢ czyli miara podtuzna tuku azzimr. ~,
1

gdzie r i n s3 znane, przeto nalezy znale$¢ wprzod m.
W naszym przyktadzie jest
~10°15'36"  10°26 615'.6 36936~ 114 G444
m ~ W0® 90° ~ 5400 32400077 1000 “
przeto szukana dlugos¢ tuku

Qi
a-0-114.864. N--=154-717 stop.

Zatozmy sobie jeszcze znales¢ dhugos¢ tuku jednej sekundy
dla promienia r.

Tu widzimy, ze tylko potrzeba obrachow'a¢ iloczyn m2n

.. 1 7t 4
fen za$ Jest 304000 ¥ - 648000 0000
W  ogdlnosci wigc dla jakiegokolwiek promienia, dlugosé
luku jednej sekundy jest — 0-00000485.r. Wzigwszy r 1r:
1000000 stop czyli prawie 41§ mil, otrzymamy dlugos¢ tuku
1 sekundy — 4-85 stop. Wzigwszy za$ dlugo$¢ promienia
24000 stop czyli milg, znajdziemy t¢z diugos¢ tuku jednej
sekundy  0-1164 stép. Z powodu takiej matosci tuku je-
dnej sekundy, najczeéciej w praktycznych rachunkach, nie
wymagajacych wielkiej Scisto$ci, opuszczajg si¢ sekundy.

§. 176.

ZAGADNIENIE. 4. Majgc dang diugosé tuku, cieciwe i
'promien, znales¢ powierzchnig odcinka kolowego.

Rozicigzanie. Niech tuk AB —a fig. 178, co do swej
dtugosci bedzie danym, tudziez cigciwa AB — 4 1 promien
SA —r, potrzeba znale$¢ powierzchni¢ odcinka ACB.

Poniewaz wedlug §. 169 uwaga powierzchnia odcinka
O” W —AASB, przeto znalaztszy powierzchni¢ wycinka
ASBC 1 trojkata ASB, tym samym mie¢ bedziemy i po-
wierzchni¢ zadanego odcinka.
Powierzchnia wycinka W m a X /) § 169.

W trojkacie ASB z wierzchotka S spuSciwszy prosto-
padta SD na AB, bedzie powierzchnia

AASB - £ABXDS = DS.
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W trojkacie DSB prostokatnym przy D jest
przeto

powierzchnia wigc AASB 0 W2—1b2 a nereszcie szu-
kana powierzchnia odcinka jest
W tern wyrazeniu wszystkie iloSci sg znane, a zatem z tatwo-
$cig powierzchnia odcinka wyrachowana by¢ moze.

Jezeli w szczegdlnym przypadku cigciwa b jest bokiem
sze$ciokgta w koto wpisanego, tedy poniewaz b~r, bedzie
powierzchnia tréjkata

Wedhug §. 172 ,czyli, poniewaz wtym przypadku
,skad ( powierzchnia wy-
cinka bedzie przeto nareszcie powierz-

chnia odcinka, ktérego cigciwa rowna si¢ promieniowi, jest

Lecz

za$

wiec

a powierzchnia odcinka bedzie
Powierzchnia kota z promienia r jest

przeto stosunek znalezionego odcinka, majacego za cigciwe
promien, do powierzchni kota jest

§. 177.

ZAGADNIENIE 5. Majgc dang cigciwe i strzatke, znales¢
'powierzchnig odcinka.

Rozwigzanie. Niech na poprzedzajacej figurze beda
AB — b i DC1z:s dane, wyrachowaé potrzeba powierzchni¢
odcinka ACB. Juz wiadomo, ze powierzchnia odcinka jest
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réznica miedzy powierzchnia wycinka i1 powierzchnig trdj-
kata. W obecnem zagadnieniu przekonamy si¢, ze z wiado-
mos$ciami, jakich dotad nabyliSmy, nie jesteSmy go wstanie
rozwigzaé¢, albowiem tylko powierzchni# trojkata znales¢ mo-
zemy, powierzchni za$§ wycinka nie znajdziemy wprzdd, do-
poki nie bedziemy wiedzie¢ miary katowej luku AB t. j.
dopdki nie znajdziemy ile stopni zamyka luk AB. Ten luk
mierzy kat ASB, przeto na znalezienie liczby stopni w luku
AB, potrzeba umie¢ znajdowaé kat w trojkacie skoro jego
boki sg dane, czego si¢ dopiero w dalszym ciagu nauczymy.

Dla znalezienia powierzchni tréjkata, nastgpujacy ra-
chunek odby¢ potrzeba:

Poniewaz AB= 0 jest znane, potrzeba znale$¢ wyso-
kos¢ DS, a juz tym sposobem mie¢ begdziemy i powierzchnig.
Lecz jakze znales¢ DS? Widzimy izDS= SC—CDrzr—s,
za§ DS2=2AS2—AD“:=rr2—|6 2 skad r2-|]-s2—2rs—r2—1\b
\b2-\-s2 6 2-4-4%2

2s 89
Znelezlismy tym sposobem promien kota SC,
b2 -f- 4s2 o — b2— 4s2

8s 8s
Tak tedy do znalezienia powierzchni trojkata ASB ma-
2— 452

8s
skoro si¢ wigc nauczymy znale$¢ w trojkacie ASB kat S,
potrafimy rozwigza¢ i podane zagadnienie.

Z §. 129 wniosek 5. wiemy, ze wykresliwszy na trzech,
bokach tréjkata prostokatnego trzy wielokaty podobne, po-
wierzchnia wielokata wykre$lonego na przeciwprostokatni
rowna si¢ summie powierzchni dwoch innych wielokatow;
gdyby$my na tychze trzech bokach jako na $rednicach wy-
kreslili okregi kot, dowiedziemy, ze powierzchnia kota wykre-

albo s2—2rs— —| 02 astad r
zatem DSznr—s —

my wszystko gotowe 1 bedzie A ASB— b (b

$lonego na przeciwprostokatni, rowna si¢ summie powierzchni
kot wykreslonych na dwoch bokach przylegtych katowi pro-
stemu.



Jakoz oznaczywszy przez R promien kota, wykreslonego
na przeciwprostokatni, za§ przez r i r' promienie dwoch
innych kot, mamy AC ~ 2R, AB “ 2r i BC zz 2/; fig. 180,
a z przywiedzionego wyzej 8. jest (2R)2rz C2r)24-far)2
albo 4R2—4r2+ 4r'2 czyli R2= r2-fr'2
Mnozac obie strony tego zréwnania przez n
bedzie mR2=z nr2  nr’i Aze sR2 nr2 i nr-2 wyrazaja po-
wierzchnie kot wykreslonych na rzeczonych trzech bokach,
przeto prawdajest, ze i t. d. W ostatniem zréwnaniu mnozac
obie strony przez £, bedzie "7R2zH “nr2j-"nrat. j. powierz-
chnia potkola wykreslonego na przeciwprostokatni réwna si¢
summie powierzchni dwoch innych pétkolow.

Po obustronach tego ostatniego zréwnania odjawszy sum-
me¢ odcinkéw kotowych ABM-j-BCN, pozostanie z pidorwszoj
strony trojkat ABC, a z drugiej summa powierzchni APBA-j-
BQCB, zatem summa tych ostatnich powierzchni réwna si¢
powierzchni trojkata ABC.

Powierzchnie krzywokreslne takie jak APBA i BQCB
ograniczone dwoma lukami koét, w jednez strong wklestosci
swoje majacemi zwrocone, znane sawGeometryi pod nazwi-
skiem ksigzycow Hipyokratesa, (lunulae Hippocratis), on al-
bowiem pierwszy mial nauczy¢ znalezienia ich powierzchni
czyli jak si¢ zwyczajnie moéwi ich kwadrowania.

Poniewaz w poprzedzajacem widzieliSmy, ze tylko dwoch
ksigzycoOw razem mozna znale$¢ powierzchnig, zachodzi py-
tanie, czyli majac jeden taki ksiezyc mozna takze znale$é
jego powierzchnig?

Na prosto] AB fig. 181, wykresliwszy okrag kota i po-
prowadziwszy $rednice CD prostopadta do AB a z jej konca
D promieniem DA zakresliwszy luk AEB, otrzymamy ksig-
zyc ACBEA. Szukajmy jego powierzchni.

Luk AEB jest ¢wiartkg okregu, bo kat ADB jest pro-
sty; powierzchnie kol wykreslonych promieniami SA i DA
majg si¢ do siebie jak 1:2, §. 129 wniosek 2. Powierzchnia
potkola ACBA —"S A "; powierzchnia wycinka

ADBEA = "D A\



przeto

Lecz SA2:DA2=1:2 czyli

przeto ACBA : ADBEA = 1:1 czyli ACBA= ADBEA.
Odjawszy od kazdej z dwodch tych ilosci odcinek AEBA,
pozostaniec ACBEA=: AADB i tym sposobem powierzchnia
ksigzyca znaleziona jako liczba wymierna; podobne przeto
ksiezyce kwadrowanemi by¢ moga.
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CZESC 1L
Stereometryja (Solidometryja ).

§. 178.

Zwrociwszy nasz¢ uwage na to, co dotad w umiejgtnosci
Geometryja nazwanej zrobiliSmy, dostrzezemy, ze wyszedlszy
od najprostszych poje¢, mianowicie za§ od pojecia linii pro-
stej 1 uwazajac naprzod wielkos¢ dwoch lub wigcej prostych,
potem ich wzajemne wzgledem siebie potozenie i wlasnosci
z tego potozenia wypadajacych katéw, przyszliSmy nareszcie
do figur prostemi na plaszczyznie ograniczonych, a ktoérych
wlasnosci i rozmiary jak rownie wiasno$ci i rozmiary linii ko-
lowej i kota byty dalszym przedmiotem czesci Geometryi kto-
rasmy Planimetryjq nazwali. Ale we wstepie powiedzieliSmy,
ze miejsce na plaszczyznie, lub przestrzen ze wszech stron
ograniczona, nazywa si¢ pospolicie figurg; widzimy zatem, iz
nam pozostaja figury w przestrzeni uwazane, bo dotad Zzadnej
o nich wzmianki nie uczyniliSmy; nastepnie wiec zatrudnimy
si¢ figurami w przestrzeni, ktore ogolnie ciatami (solida), a
te czes¢ Geometryi, Solidometryjg albo lepiej Stereometryjg
nazywamy.

Aby miejsce na plaszczyznie ograniczyé¢, potrzebowali$-
my najmniej trzech prostych §. 15. Chcac przestrzen ogra-
niczy¢, potrzebowaé do tego bedziemy ptaszczyzn, bo ta nie
da si¢ ani prostemi ani krzywemi linijami ograniczy¢; wy-
pada wiec mowi¢ naprzéd o plaszezyznach. A ze w poréwny-
waniu i dochodzeniu wilasnosci figur w przestrzeni czyli ciat
geometrycznych, wypada bardzo czgsto prowadzié proste

15
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w rozmaitem wzgledem plaszczyzn polozeniu, przeto mowiac
0 ptaszczyznach, réwnocze$nie mowi¢ bedziemy o prostych,
rozne wzgledem plaszczyzn potozenie majacych; po czem
ogranicza¢ bedziemy ba¢ po czeSci bac catkiem przestrzen
1 zastanawia¢ si¢ nad wlasnosciami tak ograniczonej, czyli
raczej mowi¢ bedziemy o ciatach geometrycznych.

ROZDZIAL 1.
O plaszczyznie i prostej rozme wzgledem pierwszej polozenie
majqcej.
§. 179.

We wstepie powiedzieliSmy, ze plaszczyzna (planum)
jest to taka powierzchnia, na ktérej poprowadziwszy przez
ktorekolwiek dwa tamze obrane punkta prostg, ta catkiem
na niej lezy, t.j, zaden jej punkt nie znajduje si¢ za ptasz-
czyzng. To znamie¢ plaszczyzny tak jest samo z siebie jasne,
ze chcac go dowodzié, mozeby$my je przycémili; zatem prze-
stajac na tern, co o plaszczyznie w rzeczonym wstepie po-
wiedziano, uczynimy tylko ten wniosek, ze prosta majgca z
plaszczyzng dica punkta spoine, wszystkie jej punkta lezq na
tejze plaszczyznie. Prosta wiec nie moze hyc w czesci na plasz-
czyznie a w czesci za pltaszczyzng, t. j. nie moze leze¢ na dwoch
roznych ptaszczyznach.

We wszystkich rysunkach jako tnz i figurach, wystawia¢ bedziemy
na papierze lub tablicy plaszczyzne przez rownoleglobok i oznaczaé dwie-
ma gloskami na jego przekatni polozonemi. Tak atoli narysowana i ograni-
czony plaszczyzne, wystawi¢ sobie nalezy rozszerzona do nieskonczono$ci.
Podzieli ona cala przestrzen (spatium) na dwie nieograniczone cze¢Sci na-

zwane okolicami (regiones).

Drugie znami¢ plaszczyzny wskazaliSmy we wstepie,
ze trzy punkta nie w jednym kierunku lezgce, doktadnie '‘wy-
znaczajq plaszczyzne. Znami¢ to mozemy Ww nastgpujacy spo-
sob dowiesc¢.

Poniewaz przez jedn¢ prosta mozna pomyslié nieskon-
czong liczbe plaszczyzn, tak jak przez punkt na plaszczyznie
nieskonczong liczbe prostych, przeto jezeli dane sa trzy
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punkta A, B, C fig. 182 jakkolwiek byle nie w jednym kie-
runku w przestrzeni potozone, mozna sobie pomysli¢ jaka-
kolwiek ptaszczyzne przez prosta AB taczaca dwa ktorekolwiek
z danych punktow przechodzaca; tym sposobem dwa dane
punkta A i B leze¢ beda na tejze plaszczyznie. Wystawiwszy
sobie teraz t¢ plaszczyzn¢ materyjalna i obracajac ja okoto
prostej AB jakby okolo osi, ta w obrocie swoim mysla, jezeli
tego potrzeba, rozszerzona, napotka trzeci punkt C ina nim
si¢ wstrzyma; przechodzi¢ wigc bedzie przez trzy dane punkta
i mie¢ potozenie state, bo dalszego obrotu odbywaé nie moze
nie opusciwszy punktu C. Trzy wigc punkta A, B, C nie
w jednym kierunku lezgce znajduja si¢ na jednejze plasz-
czyznie, ktorej nadaja potozenie state.

Ze przez te trzy punkta wiecej plaszczyzn przechodzié
nie moze, albo tez przechodzac, ze si¢ z pierwsza mieszaja
czyli schodza, tatwo si¢ o tern przekonaé¢. Gdyby bowiem
punkta A, B, C lezaly na dwodch roéznych plaszezyznach, na-
tenczas proste taczace tez punkta, t. j. proste AB, AC, BC
brane po dwie t. j. AB, AC; AB, BC; AC, BC leze¢ by mu-
siaty catkiem na dwoch plaszczyznach, co wedtug powyzszego
by¢ nie moze, przeto tez by¢ nie moze, izby trzy punkta A,
B, C lezaly na dwoch roznych plaszczyznach, czyli zeby
przez trzy punkta nie w jednym kierunku lezace wigcej jak
jedna ptaszczyzna przechodzi¢ mogto.

§. 180.

Z tego dowodu wypada, ze przez dvoie proste przecina-
jace sig, jako tez i dwie proste rownolegle jedna tylko plasz-
czyzna przechodzi¢ moze; w obu bowiem przypadkach dowod
tej prawdy, sprowadza si¢ do poprzedzajacego. Bo wysta-
wiwszy sobie w pierwszym przypadku przez jedne z prostych
poprowadzong plaszczyzne, punkt przecigcia si¢ prostych, jak
rownie kazdy punkt tej prostej, przez ktora plaszczyzne po-
mys$lilisSmy, leze¢ bedzie na tejze plaszczyznie. A ze dla na-
znaczenia kierunku prostej dostateczne sa dwa punkta, przeto
obierajac jeszcze na drugiej prostej trzeci punkt, sprowadzamy
tym sposobem obecna prawd¢ do poprzedzajacego §.

15.
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W drugim przypadku obrawszy na jednej z réwnole-
glych dwa a na drugiej trzeci punkt, przyjdziemy znowu
w dowodzie do §. 179. Prawdy przeto albo twierdzenia, Ze
przez prosta i punkt za nig dany, przez dwie proste przeci-
najace si¢, dwie proste rownolegle i trzy proste wzajemnie
si¢ przecinajagce czyli przez trzy boki tréjkata, prowadzié
zawsze mozna plaszczyzne ale tylko jedne, sa rzeczywiscie
wnioskami twierdzenia, Ze przez trzy punkta nie w jednym
dane kierunku, zawsze poprowadzi¢ mozna plaszczyzng ale
tylko jedng.

Z tego tez samego twierdzenia wyplywaja nastepujace
prawdy jako proste wnioski.

a) Przecigcie si¢ dwoch plaszczyzn jest linijg prostg. Gdyby
bowiem trzy na tern przecigciu obrane punkta nie lezaly
w jednymze kierunku, dwie plaszczyzny majace te trzy
punkta spdlne, zej$¢by si¢ musialy, co si¢ sprzeciwia
wystowieniu, ze si¢ przecinajq.

h) Dwie plaszczyzny majace jeden punkt spoiny, maja tez
nieskonczong liczbe innych punktow spdlnych, ktore
wszystkie leza na prostej z przecigcia si¢ plaszczyzn
wypadajace;j.

¢) Przez punkt w przestrzeni nie mozna prowadzic¢ loigcej
jak jedne prostq rownoleglg do innej danej. Przypusciwszy
bowiem, ze mozna przynajmniej dwie réwnoleglte popro-
wadzi¢, tedy jako proste przecinajace si¢ w tym danym
punkcie, lezatyby na jednej plaszczyznie, potem jako
kazda rownoleglta do danej, lezataby znowu kazda z ta
ostatnig na jednejze plaszczyznie, wiec przez punkt dany
na plaszczyznie, moznaby poprowadzi¢ wigcej niz jedng
rownolegla do prostej danej, co jak z §. 12 wiemy, jest
niepodobnem.

d) Wszystkie rownolegle, jakie pomysli¢ mozna przez kazdy,
albo niektore punkta tejze samej prostej, lezq koniecznie
na jednejze plaszczyznie. Przez dwa bowiem ktorekolwiek
punkta tej prostej poprowadziwszy dwie inne proste ro-
wnoleglte, te wedlug powyzszego leza na jednejze plasz-



229

czyznie; a ze i wszystkie punkta pidrwszdj prostej leza

na tej ptaszczyznie przez ostatnie dwie rownolegte prze-

chodzacej, zatem réwnolegle przez kazdy punkt pierwszej
prostej leza na tejze samej plaszczyznie.
§. 181

Dwie proste uwazane na plaszczyznie, moga tylko by¢
migdzy soba roéwnolegle lub si¢ przecina¢ §. 4, w przestrzeni
za$ tez dwie proste moga takze by¢ od siebie rownolegte
albo si¢ przecinac i wtedy, leza na jednejze plaszczyznie, ale
oprocz tego moga si¢ nie przecina¢ a wszelako nie by¢ ro-
wnolegtemi, a w takim razie znajduja si¢ na réznych ptasz-
czyznach.

Kiedy prosta majaca dwa z ptaszczyzna spolne punkta,
calkiem na niej lezy, zatem taz prosta tylko trojakie poto-
zenie wzgledem plaszczyzny mie¢ moze, t. j. albo leze¢ na
ptaszczyznie, albo od ni¢j by¢ rownolegla, albo tez miec
z plaszczyzng jeden tylko punkt spoiny. W tym ostatnim przy-
padku mowimy, ze plaszczyzna przecina prostq. Punkt spoiny
prostej i plaszczyznie, zowiemy punktem przeciecia sie pro-
stej z plaszczyzng. Sarng prosta nazwiemy prostopadlq do
plaszczyzny, jezeli jest prostopadla do kazdej prostej na tejze
plaszczyznie przez ow punkt spoiny, ktéory w tym przypadku
spodkiem prostopadiej nazwiemy, przechodzacej. W kazdym
innym przypadku zwaé bedziemy rzeczong prosta pochylg do
plaszczyzny.

Prosta jest rownoleglq do plaszczyzny, jezeli obie jak
najdaldj przedtuzone, nigdzie si¢ z sobg nie schodza.

Picie plaszczyzny sq takze rownolegle, jezeli bez granic
rozszerzone, nigdzie si¢ z sobg nie spotykajg.

§. 182.

Jezeli dwie ptaszczyzny nie sg rownolegle, dostatecznie
rozszerzone przetna si¢ z soba w prostej, a wtedy mowimy,
ze tez plaszczyzny czynia z soba pewien kat. Kat ten dwoch
ptaszczyzn nazywamy kqgtem dwusciennym (diedre). Plaszczy-
zny tworzace ten kat nazywamy scianami kqgta (facies), spdlne
za$ przecigcie si¢ tych plaszezyzn, ktore tu zastgpuje wierz-
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chotek kata zowiemy kraiuedziq kata dwusciennego, przez
EULERA nazwane po lacinie acies. Francuzi nazywaja t¢ kra-
wedz arete a Niemcy Kante.

Jezeli kat dwuscienny jest tylko jeden przy tejze kra-
wedzi, znaczymy go i wymawiamy dwiema gloskami na kra-
wedzi polozonemi; jezeli za$§ dwa lub wigcej katow dwuscien-
nych maja krawedz spoina, natenczas do przeczytania kazdego
z nich uzywa si¢ czterech glosek, z ktorych dwie $rodkowe
klada si¢ na krawedzi, dwie za$§ skrajne na S$cianach kata.
Tak np. cztery katy, jakie tworza dwie plaszczyzny ABCD
i EFGH przecinajace si¢ w prostej LK fig. 183, przeczytamy
kazdy pojedynczo uwazany LK, dla rozréznienia za$ kazdego
z czterech, jak nastgpuje: ALKH, ELKC, BLKG i FLKD.
Jak si¢ takie katy mierza, w dalszym ciagu zobaczymy.

§. 183.

W powyzszym §. 181 powiedzieli§my, Ze prosta wtedy
jest do ptaszczyzny prostopadia, gdy jest prostopadia do kaz-
dej prostej na tejze plaszczyznie przez jej spodek poprowa-
dzonej; ale poniewaz wiadomo, iz przez jeden punkt na ptasz-
czyznie nieskonczong liczbe prostych prowadzi¢ mozna,
przeto chcac dowie$¢ prostopadiosci jakioj prostej do plasz-
czyzny, potrzebaby dowodzi¢ jej prostopadiosci do kazdej
prostej przez jej spodek na tejze ptaszczyznie przechodzacej,
t. j. prowadzi¢by potrzeba nieskonczong liczbe dowodow,
czyli wyrazniej mowige, nigdybySmy tych dowodow skonczyé
nie mogli, a nast¢gpnie nie moglibySmy ostatecznie wyrzec
o prostopadlo$ci rzeczonej prostej do plaszczyzny. Dla tego,
aby wskaza¢ cechg, po ktorej moglibySmy pozna¢) ze jaka
prosta jest prostopadla do plaszczyzny, obraé nam potrzeba
inng droge dowodu. Na ten koniec dosy¢ bedzie dowiesé
nastgpujace

TwIERDZENIE. JeZeli prosta jest prostopadlg do dwoich
innych prostych, na pewnej plaszczyznie przez jej spodek prze-
chodzgcych, a zatem tamze przecinajgcych sig, jest tern samem
prostopadlq do kazdej innej prostej na tejze samej plaszczy-
Znie i przez tenze sam spodek poprowadzonej.
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Niech prosto AS fig. 184, bedzie prostopadla do dwoch
innych SB i SC na ptaszczyznie PQ przez punkt S przecigcia
si¢ jej z plaszczyzna poprowadzonych, potrzeba dowies¢, ze
taz sama prosta AS jest tez prostopadla do kazdej innej
prostej na tejze samej ptaszczyznie przez punkt S poprowa-
dzonej. Jedna z tych prostych niech bedzie SD. Na dowie-
dzenie tego twierdzenia, prosta AS przedluzmy na druga
strong plaszczyzny az do punktu A', lecz tak, izby A'S bylo
— AS; potem na plaszczyznie PQ poprowadzmy jakkolwiek
prosta KL, byle tylko trzy proste SB, SC i SD przecinala,
jak na figurze w punktach E, F, G; a potaczywszy punkt
E z punktami A A', poniewaz SE z zalozenia jest prosto-
padta do prostej AA'ito zjej srodka S wyprowadzona, zatem
dwie proste AE i A'E sa sobie réwne §. 42, gdyz one sg
dwiema pochytemi jednakowo od spodku S prostopadiej BS
odlegtemi. Dla tej samdj przyczyny potaczywszy punkt F
z punktami A i A', bedzie AF~ AF'. Dwa trojkaty AEF
i A'EF, w ktorych trzy boki jednego sa réwne trzem bokom
drugiego kazdy kazdemu, bo AEZIA'E; AFz=A'F i EF spolne,
przystaja do siebie wedlug §. 22. W ich przystaniu, ponie-
waz proste AG 1 A'G laczace punkt G z punktami A i A’
leza na ptaszczyznach tych trojkatow, a mianowicie prosta
AG na plaszczyznie trojkata AEF, prosta zas A'G na plasz-
czyznie trojkata A'EF, kiedy punkt A' padnie na punkt A,
prosta A'G padnie na prosta AG, i zupeinie si¢ przykryja;
jest wigc tym sposobem A G~A'G; nastepnie za§ SG musi
by¢ pi*ostopadta do AA', kiedy dwie pierwsze jako pochyle
i jednakowo od jej spodka S odlegle sa sobie réwne, wedtug
§. 42. A kiedy SG jest prostopadia do AA' wiec wzajemn
A'A jest prostopadla do SG czyli SD, co bylo do dowiedzenia.

wniosek 1. Poniewaz prostej SD nie naznaczaliSmy
zadnego szczegdlnego potozenia oprocz przechodzenia przez
punkt S i znajdowania si¢ na plaszczyznie PQ, zatem tatwo
wnie$¢ mozna, ze ten dowod stosowanym by¢ moze do kazde;j,
z owej nieskonczonej liczby wspomnianych prostych i ze
zatem cecha, po ktdrej poznaje si¢ prostopadio$¢ prostej do
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ptaszczyzny jest ta, iz kazda prosta prostopadta do dwoch
innych w jej spodku sie przecinajgcych, jest tem samem pro-
stopadiq do plaszczyzny przez te dwie proste przechodzqcej,
i wzajemnie ta plaszczyzna do niej jest prostopadiq.

w niosek 2. Prosta prostopadta do plaszczyzny, jest
tem samem prostopadla, do kazdej prostej na tejze ptaszczy-
znie przez jej spodek poprowadzony

§. 184. (/

TWIERDZENIE WZAJEMNE. Jezeli prostajaka jest prosto-
padiq do trzech innych prostych przez jeden ktorykolwiek jej
punkt przechodzqgcych, trzy te proste lezq koniecznie najednejze
plaszczyznie.

Niech prosta AS bedzie prostopadita do trzech innych
SB, SC, SD przez jedenze jej punkt S fig. 185 przechodza-
cych, potrzeba dowies¢, ze trzy te proste leza na jednejze
plaszczyznie. Przypusémy, ze ktorakolwiek z tych trzech pro-
stych np. SB nie lezy na plaszczyznie przez dwie inne SC
i SD przechodzacej, tedy leze¢ musi nad albo pod taz ptlasz-
czyzng. W kazdym razie wystawiwszy sobie przez dwie pro-
ste AS .i SB przecinajagce si¢ w punkcie S poprowadzong
ptaszczyzng, co wedlug §. 179 mozna, i dostatecznie rozsze-
rzong, ta musi koniecznie przecigé¢ plaszczyzne przez SC i
SD przechodzaca. Tem spdlnem przecigciem niech bedzie
prosta SE, trzy wigc proste AS, SB i SE leza na jednejze
ptaszczyznie; ale tez i trzy proste SC, SD i SE lezg réwniez
na jednej a od tamtej roznej plaszczyznie. Wedlug poprze-
dzajacego twierdzenia AS bedac 'z zatozenia prostopadia do
SC i SD, jest tez prostopadia i do SE. Ale réwniez z zato-
zenia jest AS prostopadta do SB, przeto z punktu S na
jednejze plaszczyznie moznaby wyprowadzi¢ dwie prosto-
padte SB i SE do AS, co wedlug §. 28 jest niepodobnem;
rownie wiec jest niepodobnem, izby prosta SB nie lezala na
plaszczyznie przez dwie inne SC, SD przechodzacej; co na-
lezato dowiesc.

W NiosEK 1. Z obu razem poprzedzajacych twierdzen
wyplywa, ze wszystkie prostopadle do jednejze prostej w prze-
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strzeni, przez ktérykolwiek jej punkt przechodzace, konie-
cznie leza na jednoj i tejze samej plaszczyznie, co w Geome-
tryi wyrazamy zwyczajnie nastepujacemi slowy: miejscem
geometrycznym wszystkich prostopadlych do jednejie prostej
przez ktorykolwiek jej punkt przechodzqcych, jest plaszczyzna.

WNIOSEK 2. Przez dany punkt S-na prostej AS, mozna
zawsze poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadia do tejze prostej
ale tylko jedne. Przypusciwszy bowiem, ze przez tenze punkt
mozna poprowadzi¢ przynajmniej dwie ptaszczyzny prostopadie
do AS, tedy przez prosta AS prowadzac trzecig rézng od tam-
tych, ta koniecznie przetnie dwie pierwsze plaszczyzny, a
mianowicie kazdg w prostej. Dwie te z przecigcia si¢ plasz-
czyzn wypadajace proste lezac na dwoch roznych plaszezy-
znach i przechodzac przez punkt S, bylyby prostopadie do
AS, co wedlug poprzedajacego wniosku by¢ nie moze. Albo
uwazajac rzeczone dwie proste jako lezace na jednejze ptlasz-
czyznie z prosta AS t.j. na plaszczyznie trzecioj, mielibySmy
dwie prostopadte z jednegoz punktu S do tejze samej prostej
wyprowadzone, co rowniez jest niepodobnem.

WNIOSEK 3. Przez punkt E dany za prosta AA' fig. 184
mozna takze poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadla do tejze
prostej AA', ale znowu tylko jedne, a to nastepujacym spo-
sobem. Wedlug §. 179 przez prosta AA' ipunkt E popro-
wadzmy plaszczyzne, a na niej z punktu E spusémy prosto-
padta ES do AA' §. 28, potem z punktu S na innej przez
AA' przechodzacy plaszczyznie, poprowadzmy druga prosta
SF prostopadla do AA', tedy prosta AA' bedzie prostopadta do
ptaszczyzny ESF §. 183 i wzajemnie, ptaszczyzna ESF be-
dzie prostopadla do prostéj AA', a zatem plaszczyzna zadang.

Ze tylko jedne takg ptaszczyzne przez punkt E popro-
wadzi¢ mozna, latwo okazaé. Przypusciwszy bowiem, ze
przez punkt E przechodzi inna do AA' prostopadia ptasz-
czyzna, tedy pomysliwszy przez dwie proste AS i SE trze-
cig plaszczyzny, ta przecigtaby dwie pierwsze do AA' pro-
stopadte w dwoch prostych w punkcie E przecinajacych sie
a przeciez prostopadtych do AA', co jest niepodobnem, bo
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z jednego punktu nie mozna spusci¢ dwoch prostopadlych do
jednejze prostej, lezacej z rzeczonym punktem na tejze sa-
mej plaszczyznie.

Uwaga. Na poczatku widzieliSmy, ze do prowadzenia
albo wyznaczenia stalego potozenia plaszczyzny, potrzebne
sa trzy warunki, mianowicie za$, izby przechodzila przez trzy
nie w jednym kierunku dane punkta. Z poprzedzajacego
wniosku przekonywamy si¢, ze toz potozenie plaszczyzny
tylko dwa warunki dostatecznie wyznaczaja czyli ustalaja.
Temi warunkami sa, izby plaszczyzna przechodzita przez pe-
wien na prostej dany punkt i byta do niej prostopadiq, skad
si¢ pokazuje, ze prostopadtos¢ zastgpuje dwa warunki.

§. 185.

TWIERDZENIE. Jezeli prosta AS fig. 186 jest prosto-
padlg do plaszczyzny PQ, a na tej plaszczyznie poprowadzi-
my dowolnie prostq BC, potem ze spodka S prostopadlej AS
spuscimy do BC prostopadlq SD i punkta A i D polgczymy
prostq AD, prosta BC bedzie prostopadlq do plaszczyzny ASD
przez AS i AD przechodzgcej.

Wzigwszy bowiem na BC dwa punkta E i F jednako-
wo od D odlegle i te zlagczywszy z punktami S i A proste-
mi SE, SF i AE, AF, tedy dwa trojkaty ASE i ASF, pro-
stokatne przy S, majac AS spdlne i SEzzSF §. 42 ¢), przy-
stajg do siebie wedlug §. 23, a w szczegdlnosci AErzrAF,
nastepnie za§ AD jest prostopadla do BC. Prosta wigc BC
bedac prostopadta do dwoch innych AD i DS przecinaja-
cych si¢ w jednym z ich punktow D, jest tez prostopadia
do plaszczyzny przez tez proste przechodzacej t.j. do plasz-
czyzny ADS, co bylo do dowiedzenia.

WNIOSEK. Na tej zasadzie mozna bardzo latwe z pun-
ktu danego za lub na plaszczyznie, poprowadzi¢ prostg do
niej prostopadta, t. j. z danego punktu spusci¢ albo wypro-
wadzi¢ prostopadia do ptaszczyzny. I tak: aby z danego za
plaszczyzna punktu spusci¢ prostopadly do tejze ptaszczyzny,
dosy¢ bedzie poprowadzi¢ dowolnie na danej plaszczyznie
prosta BC, fig. 186f potem przez t¢ prosta, i punkt dany
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poprowadzi¢ plaszczyzng, a na moj z danego punktu A spu-
$ci¢ prostopadta AD do BC, zjej za$ spodka D, na danej
ptaszczyznie wyprowadzi¢ inng DS do BC prostopadla. Na-
reszcie na plaszczyznie przez AD i DS przechodzacej, spu-
sci¢ z punktu A prostopadta AS do DS, a ta bedzie zarazem
prostopadta do ptaszczyzny danej wedlug poprzedzajacego
twierdzenia.

Podobniez, aby z danego punktu S na ptaszczyznie PQ
wyprowadzi¢ prostopadta do tejze plaszczyzny, potrzeba na-
przéd na plaszczyznie PQ poprowadzi¢ dowolnie prosta BC,
i z danego punktu S spusci¢ do niej prostopadta SD; pro-
wadzac potem przez BC plaszczyzng jakakolwiek, byle roz-
na od danej, potrzeba na niej z punktu D poprowadzi¢ pro-
stopadla DA do BC; nareszcie na plaszczyznie tych dwoch
prostych t. j. DS i DA do BC prostopadlych, wyprowadzi¢
z punktu S prostopadla do SD, a ta bedzie zarazem prosto-
padla do plaszczyzny PQ.

Uwaga. Nie od rzeczy tu bedzie zwrdci¢é uwage, ze
W przestrzeni mozna zawsze poprowadzi¢prustopadta do dwoch
innych prostych nierownolegtych, jak w powyzszem twier-
dzeniu prosta SD jest tak do AS jako tez i do BC prosto-
padla. Ta tez prostopadla mierzy najkrotsza dwoéch rze-
czonych prostych odleglos¢.

& 186.

TWIERDZENIE. Z punktu danego tak na plaszczyznie
jako tez i za plaszczyzng nie mozna ani wyprowadzi¢ ani
spuscic¢ wiecej prostopadiych do tejze plaszczyzny jak jedne.

Niech danym na ptaszczyznie punktem bedzie Sjig. 187,
przypusémy, jezeli mozna, iz z tegoz punktu dwie prostopa-
dte SA i SB do plaszczyzny PQ wyprowadzi¢ mozna, tedy
wystawiwszy sobie przez te dwie proste poprowadzong plasz-
czyzng, ta przetnie nam plaszczyzng PQ np. w prostej SC,
do ktorej tak AS jako i BS bylyby prostopadle, co by¢ nie
moze; wiec i to by¢ nie moze, aby z tegoz samego na plasz-
czyznie punktu dwie lub wigcej prostopadlych wyprowadzié¢
mozna.
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Co do drugiego. Niech danym za ptaszczyzna punktem
bedzie A, przypusémy znowu, jezeli mozna, ze z tego pun-
ktu oprécz AS mozna spusci¢ inng AD prostopadla do ptasz-
czyzny PQ. PomyS$liwszy przez AS i AD poprowadzong
plaszczyzng, ta przetnie plaszczyzng¢ PQ w prostej SD i w
trojkacie ASD mieliby$Smy katy przy S i D proste, co row-
niez by¢ nie moze; niepodobnem jest przeto z punktu za
ptaszczyzng spusci¢ dwie lub wigcej prostopadtych do tejze.

§. 187."

Definicyja. Z punktu danego za ptaszczyzng poprowa-
dziwszy rézne proste spotykajace t¢z plaszczyzne w roéznych
punktach B, C, D, E, F, te proste oprocz prostopadtdj AS
dg. 188, nazywaja si¢ pochyle (obliquae) do plaszczyzny, a
punkta ich spotkania si¢ z ptaszczyznag PQ nazywamy ich
spodkami. Dwie ktorekolwiek pochyte, ktorych spodki sa
jednakowo odlegte od spodku prostopadiej, nazyioamy jedna-
kowo oddalajgce si¢ od prostopadtej.

Na zasadzie tej mozna dowie$¢ nastgpujace

TWIERDZENIE. Z punktu wzigtego za plaszczyzng po-
prowadziwszy do niej prostopadig tudziez roine pochyte, be-
dzie a) prostopadia krotsza niz kazda z pochylych, b) dwie
pochyte rowno od prostopadlej oddalajgce sie sq rowne,
c) z dwoch pochylych ta jest diuzsza, ktora sie iciecej od
prostopadtej oddala.

Niech za ptaszczyzna PQ bedzie punkt A jig. 188, po-
prowadziwszy z niego AS prostopadla, tudziez AB, AC, AD,
AE i AF pochyte do plaszczyzny PQ, i potaczywszy punkta
ich spotkania si¢ z plaszczyzna ze spodkiem S prostopadiej
AS prostemi SB, SC, SD, SE i SF mamy:

Co do pierwszego. W trojkatach BAS, CAS, DAS,
EAS i FAS prostokatnych przy S, kazda przeciwprostokat-
nia AB, AC, AD, AE AF, jest dluzsza niz bok AS przyle-
gty katowi prostemu, zatem prostopadla AS jest krotsza niz
kazda pochyta.

Co do drugiego. Jezeli SBrzSC= SD~SE —SF, rze-
czone tréjkaty prostokatne wedlug §. 23 przystaja do siebie
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a nastgpniec AB = AC=r AD —AE —AF; t.j. pochylejedna-
kowo od prostopadtej oddalajace si¢, sga migdzy soba rowne.

Co do trzeciego. Niech bedzie SG>SC, wzigwszy na
SG, SB:zrSC i poprowadziwszy proste AB, AG, poniewaz
kat ABS jest ostry, wigc kat jemu przylegly ABG jest roz-
warty, a dla tego AG*>AB. Ale AB—AC wedlug poprze-
dzajacego, zatem AG:>AC.

WnNI0sEK 1. Kiedy prostopadta z jakiego punktu -do
plaszczyzny spuszczona jest najkrotszg migdzy wszystkiemi
prostemi, jakie z tegoz punktu i do tejze samej plaszczyzny
poprowadzi¢ mozna, tedy ta prostopadita jest rzeczywiscie
stata i niezmienna, a jako taka, sama jedna sluzy¢ moze za
miar¢ odleglosci punktu od ptaszczyzny.

WNIOSEK 2. Ktdorykolwiek punkt A wziety na prosto-
padiej do ptaszczyzny, jest jednakowo odlegly od punktow
tejze plaszczyzny, lezacych na okregu kota zjej spodka, ja-
ko ze srodka, jakimkolwiek promieniem zakre$lonego.

WNIOSEK 3. Jezeli prostopadla AS przedtuzymy na
druga strong¢ plaszczyzny PQ az do punktu A', lecz tak, iz-
by bylo A'S z=AS, natenczas punkta B, C, D, E, F . . bg-
da takze w rownej odleglosci od punktu A', a w ogdlnosci
ktorykolwiek punkt ptaszczyzny PQ jest w réwnej odleglosci
tak od A jako i1 od A'; skad wiasnos$¢ plaszczyzny, iz jezeli
ta dzieli jakq 'prostg do niej prostopadiq na dwie rowne
czesci, kazdy punkt plaszczyzny jest w rownej odleglosci od
koncow prostej.

Uwaga. Kazdy punkt A prostopadlej SA mozna tez
uwazaé jako $rodek kota, a pochyle rowne, jako jego pro-
mienie, bo ktorgkolwiek z nich mozna zakresli¢ rzeczony
okrag kota. Z tego powodu czgsto nazywamy prostopadia
AS osig okregu kota BCDEF na plaszczyznie PQ zakreslo-
nego.

§. 488.

Poprzedzajaca uwaga podaje nam nowy sposdb spusz-
czenia prostopadlej do ptaszczyzny z danego za nig punktu.
Przytwierdziwszy bowiem w danym punkcie A jakiejkolwick
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dlugosci nitke 1 t¢ doktadnie wyciagnawszy, naznaczmy dru-
gim jej koncem na danej plaszczyznie PQ trzy punkta np.
B, D, E, przez ktore okrag kota ma przechodzi¢, a znalazl-
szy srodek S tegoz kota, wedtug §. 93, ten bedzie spodkiem
szukanej prostopadlej, zlaczywszy go zatem z punktem da-
nym A prostag-SA, otrzymamy zadana prostopadia.

§. 489.

Wszystko co w poprzedzajacem twierdzeniu i wnios-
kach powiedzieliSmy o plaszczyznie , zupelnie odpowiada te-
mu co §. 42 dowiedziono o prostopadtej i pochylych. Na-
stepujaca tdéz wlasno$¢ plaszczyzny, jest jeszcze odpowiednia
wlasnosciom prostopadlych i pochytych na ptaszczyznie.

Jezeli do prostej oznaczonej dlugosci poprowadzimy
ptaszczyzne prostopadta, a mianowicie tak, izby tez prosta
na dwie rowne czeSci przecinata, tedy kazdy punkt tej plasz-
czyzny jest w roionej odleglosci od koncow prostej, jak to juz
w poprzedzajacym §. wniosek 3. widzielisSmy; kazdy za$ punkt
za plaszczyznq lezgcy, znajduje si¢ w nierownej odleglosci
od tychze koncoéw. Albo, jak si¢ zwyczajnie Geometrowie
wyrazaja: miejscem geometrycznym punktow jednakowo od
obu koncow peionej prostej odleglych, jest plaszczyzna do
tejze prostej prostopadia i dzielgca jg na dwie rowne czesci.
Te¢ wiasnos¢ bardzo tatwo poja¢ i dowie$é, prowadzac przez
prosta ptaszczyzne jakakolwiek, ktora koniecznie przetnie
pierwsza w prostej prostopadlej do pierwszoj prostej, a wiedy
mamy do czynienia z dwiema prostopadlemi na plaszczyznie;
wszystko zatem co si¢ dowiodlo w §. 42, ma tu swoje za-
stosowanie.

§. 490.

TWIERDZENIE. Dwie proste prostopadle do jednejze
plaszczyzny, sq od siebie rownolegle.

Niech be¢da dwie proste K i L prostopadie do ptasz-
czyzny PQ; fig. 189, potrzeba dowiesé, ze te proste sg od
siebie rownolegte. Caly nasz dowodd zmierza¢ bedzie do po-
kazania, ze dwie te proste s na jednejze plaszczyznie i pro-
stopadle do trzeciej prostej.
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Na udowodnienie tego twierdzenia, przedluzmy obie
proste az do spotkania si¢ z ptaszczyzng PQ w punktach
A i B. Te punkta zlaczmy prosta AB, a obrawszy na jed-
nej z prostych danych, np. na K punkt C w jakiejkolwiek
od ptaszczyzny odlegtosci, z punktu B na plaszczyznie PQ
wyprowadzmy BD prostopadta do AB i réowng AC, naresz-
cie poprowadzmy prosta BC. Dwa trojkaty ABC i ABD
maja katy przy A i B réwne jako proste, pierwszy z zato-
zenia wedlug §. 182, drugi z wykre§lenia i boki te katy
obejmujace rowne, bo AB jest spoiny obu trojkatom, a
BD=AC z wykres$lenia, przeto wedlug §. 23 przystaja do
siebie, a w szczegolnosci AD—BC. Poprowadziwszy znowu
prosta CD, dwa trojkaty ACD i BCD, w ktorych trzy boki
jednego rowne sa trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu,
przystaja do siebie wedlug §. 22; w szczegolnosci wiec kat
CBD —CAD. A ze kat CAD jest prosty §. 183, wigc i kat
CBD jest takze prosty, t. j. prosta BD jest prostopadla do
BC. Lecz taz prosta jest prostopadla z wykreslenia do AB,
jest przeto zarazem prostopadta do ptaszczyzny przez AB i
BC przechodzacej. Ale plaszczyzna przechodzaca przez AB
i CB przechodzi tez tak przez prosta AK jako i prosta BL,
wigc trzy proste AK, AB i BL leza na jednejze ptaszczy-
znie. A kiedy BL z zalozenia jest prostopadla do ptasz-
czyzny PQ, przeto jest tez prostopadly tak do AB jako i do
BD. Dwie wigc proste AK i BL, lezac z trzecia AB na
jednejze plaszczyznie sg oraz do niej prostopadle, zatem we-
dhug §.13 sa od siebie rownolegle, co bylo do dowiedzenia,

Wzajemnie: Z dwoch réwnoleglych jezeli jedna jest
prostopadta do ptaszczyzny, druga takze musi by¢ prosto-
padla do tejze plaszczyzny. Gdyby bowiem to nie byto,
moznaby np. z punktu B wyprowadzi¢ inna prosta BM pro-
stopadta do ptlaszczyzny PQ; lecz tym sposobem dwie pro-
ste AK i BM prostopadle do jednejze plaszczyzny PQ, by-
lyby wedlug poprzedzajacego §. rownoleglte od siebie. A ze
BL z zalozenia jest réwnolegta od AK, wiec przez punkt B
moznaby poprowadzi¢ dwie rownolegte od prosto] AK, co
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wedlug §. 180 ¢) by¢ nie moze, wigc tez i to by¢ nie mo-
ze, izby BL nie byla prostopadia do plaszczyzny PQ.

Uwaga. Twierdzenie to podaje nam nowy sposob wy-
prowadzenia z danego na plaszczyznie punktu prostopadiej
do tejze ptaszczyzny. Spusciwszy bowiem zjakiegokolwiek
innego punktu prostopadia do danej plaszczyzny, wedtug §.
185 ftcniosek, jezeli przez dany na plaszczyznie punkt, po-
prowadzimy rownolegta do tej prostopadtej, ta bedzie pro-
stopadta zadana wedlug terazniejszego twierdzenia.

WNIOSEK. Dwie proste rownoleglte od trzeciej nie le-
zace] z niemi na tejze samej plaszczyznie, sa takze réwno-
legte od siebie. Niech bowiem dwiema prostemi beda AB
i EF rownolegltemi do trzeciej CD fig. 190, ktora lezy na
innej plaszczyznie; tedy przez ktérykolwiek punkt tej osta-
tniej G, poprowadziwszy plaszczyznge do niej prostopadia
§. 184 wniosek 3, 1 t¢ rozszerzywszy az do przecigcia sig¢
z dwiema pierwszemi w punktach H i1, bedzie tak AB ja-
ko tez i EF, stosownie do poprzedzajacego twierdzenia, pro-
stopadlg do tejze ptaszczyzny GHI; ajako takie, sg wedlug
tego twierdzenia réwnolegle od siebie.

§. 191.

TWIERDZENIE. Jezeli jaka prosta jest rownoleglq do
innej prostej na pewnej plaszczyznie poprowadzonej, pierwsza
prosta, rownie jak plaszczyzna, na ktorej druga lezy, najda-
lej przediuzone, nigdzie si¢ zejs¢ nie mogq, czyli stosownie
do §. 181, prosta jest roionoleglq do plaszczyzny.

Prosta danag niech bedzie AB réwnolegta do inngj CD
na plaszczyznie PQ poprowadzonej fig. 191. Przez te dwie
rownolegte poprowadziwszy plaszczyzng, ta przetnie si¢ z plasz-
czyznag PQ w prostej CD. Gdyby wigc prosta AB zejs¢ si¢
mogta gdziekolwiek z plaszczyzng PQ, tedy poniewaz dwie
proste AB i CD leza na jednejze plaszczyznie przez AB
przechodzacej, a przecinajacej si¢ z plaszczyzng PQ w pro-
stej CD, zejscie to nie gdzieindziej nastapicby moglo, jak tyl-
ko w kierunku prostej CD jako spdlnego przecigcia si¢ dwoch
tych plaszczyzn, a zatem w jednym z punktéow prostej CD.
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Ale proste AB i CD z zalozenia sa od siebie rownolegle,
zej$¢ si¢ przeto w zaden sposdb nic moga, zatem i zejscie
si¢ prostej AB z plaszczyzna PQ jest niemozebne; jest wiec
prosta AB rownolegla do ptaszczyzny PQ.

wnNiosek. Jak prosta CD rownoleglta do AB jest za-
razem przecigciem si¢ plaszczyzny przez AB i CD, przecho-
dzacej z plaszczyzng PQ, tak tez spoélne przecigcie si¢ kaz-
dej przez AB przechodzacej plaszczyzny z plaszczyzna PQ,
jest rownoleglte do prostej AB. Lecz przez prosta AB pro-
wadzi¢ mozna nieskonczona liczbe ptaszczyzn przecinajacych
si¢ z ptaszczyzna PQ, zatem jezeli jaka prosta jest rownole-
gla do plaszczyzny, mozna na tej plaszczyznie poprowadzi¢
nieskonczong liczbe prostych do pierwszej réwnolegtych.
Dosy¢ bowiem przez rzeczona prosta prowadzi¢ jakiekolwiek
plaszczyzny przecinajace si¢ z dang, a te spolne przecigcia
beda rownoleglemi do prostej danej a nastgpnie i migdzy
sobg.

§. 192

TWIERDZENIE. Dwie plaszczyzny prostopadle dojednejze
prostej, sq od siebie rownoleglte.

Niech dwie ptaszczyzny MN i PQ beda prostopadie
do jednejze prostej AB fig. 192, trzeba dowie$¢, ze sa od
siebie rownolegte. Gdyby dwie takie plaszczyzny nie byly
rownolegltemi, rozszerzone dostatecznie, przecietyby si¢ z so-
ba w prostej np. DE. Obrawszy na tern przecigciu sig
ptaszczyzn gdziekolwiek punkt C i takowy potaczywszy
z punktami A i B, prostemi AC i BC, poniewaz prosta AC
lezy na plaszczyznie PQ, a prosta AB jest do tej ostatniej
z zalozenia prostopadla, zatem jest prostopadia i do prostej
AC. Podobniez ta sama prosta AB bedac prostopadiy do
ptaszezyzny MN, jest tez prostopadla do prostej BC §. 183.
W trojkacie zatem ACB katy przy A i przy B bylyby pro-
ste, co w zaden sposéb by¢ nie moze, i to wigc by¢ nie
moze, izby si¢ plaszczyzny zeszly z soba czyli nie byly od
siebie rownolegle.

16
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WNIOSEK 1. Na mocy tego twierdzenia, mozna zaw-
sze przez punkt dany w przestrzeni poprowadzi¢ ptaszczyz-
n¢ rownolegla do ptaszczyzny danodj. Jezeli bowiem danym
punktem jest A i danag plaszczyzng MN, tedy z danego pun-
ktu A spusciwszy prostopadita AB do plaszczyzny danej MN,
a potem przez tenze punkt A, poprowadziwszy inng plasz-
czyzng PQ prostopadla do prostej AB §. 184 iwniosek 2, ta
bedzie ptaszczyznag zadana réwnolegla do dane;j.

WNIOSEK 2. Z poprzedzajacego twierdzenia mozna
wprost wnioskowa¢, ze jezeli z dwoch plaszezyzn réwnole-
gtych, jedna jest prostopadla do pewndj prostej, druga musi
by¢ takze prostopadly do tejze prostej, inaczej bowiem ja-
kiekolwiek proste przez punkta A i B na tych ptaszczyznach
poprowadzone, nie bylyby wszystkie prostopadtemi do AB,
a nastepnie znalaztyby si¢ przynajmniej dwie, jedna przez
punkt A na plaszczyznie PQ, druga przez B na ptaszczyznie
MN poprowadzone, ktore dostatecznie przedtuzone, zeszlyby
si¢ z sobg, a w takim razie i plaszczyzny zej$¢by si¢ mu-
sialy, co by¢ nie moze, bo s3 z zalozenia réwnolegte.

WNIOSEK 3. Dwie plaszczyzny rownolegle do trzeciej
sg tez roOwnoleglte migdzy soba. Bo poprowadziwszy prosta
prostopadia do toj trzeciej ptaszczyzny, kazda z dwoch pierw-
szych begdac rownolegla do trzeciej, jest tez prostopadla do
tejze prostej, a zatem jako prostopadle do jednejze prostej,
wedlug terazniejszego twierdzenia sg od siebie rownolegle.

WNIOSEK 4. Prostopadta do dwoch ptaszczyzn rowno-
leglych jest miarg ich odleglosci, jest ona bowiem najkrot-
sza ze wszystkich prostych jakie miedzy dwiema ptaszczyz-
nami poprowadzi¢ mozna.

WNIOSEK 5. Proste réwnolegle migdzy dwiema plasz-
czyznami poprowadzone, sa sobie rowne. Wystawiwszy so-
bie bowiem przez ktorekolwiek dwie roéwnolegle poprowa-
dzona ptaszczyzneg, ta przetnie dwie plaszczyzny réwnolegle,
w prostych takze rownoleglych i na tej trzeciej ptaszczyznie
otrzymamy rownolegtobok, w ktorym boki przeciwlegle sa
sobie rowne.
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§. 193.

Cecha rownolegtosci dwoch ptaszczyzn wkazdym przy-
padku wystarczajaca i pewna jest nastepujace

TwIERDZENIE. JeZeli przecigcia si¢ dwoch plaszczyzn
z dwiema innemi przecinajgcemi si¢ sq od siebie roionolegle,
kazda inna plaszczyzna przecinajgca dwie pierwsze, wyda prze-
cigcia roionolegte.

Niech beda dwie ptaszczyzny MN i PQ przecigte od
dwéch innych ABo6a i ACca przecinajacych si¢ w prostej Aa
jig. 193, i niech przecigcia tych ostatnich zpierwszemi t. j.
proste AB i ab, AC iac begdag rownolegle, dowies¢ potrzeba,
ze kazda inna plaszczyzna przetnie MN i PQ w prostych
rownolegtych. Niech taka plaszczyzna bedzie ptaszczyzna
BCcb przecinajaca si¢ z MN i PQ wprostych BC i bc. Do-
wod twierdzenia zalezy na okazaniu, ze te dwie proste s3
od siebie rownoleglte. Na dowiedzenie tego, wezmy «D — AB
i «<E —AC, apoprowadziwszy BD, DE i CE, mamy: z zato-
zenia AB rownolegla do dD, a zwykreslenia AB —aD, prze-
to AaDB jest rownoleglobokiem, anastepnie BD jest réwna
i rownolegta od Aa. Dla tej samdj przyczyny CE jest rowna i
rownoleglta od Aa, przeto wedhug §. 190 wniosek, BD jest rowna
i rownolegta do CE, dwie zatem proste BC i DE sa takze
rowne i rownolegle. Ale prosta BC lezy na plaszczyznie
BocC, zatdém prosta DE jest rownolegla od tejze plaszczyzny
wedtug §. 191; jest tez taz sama prosta DE réownolegta do
bc przecigcia si¢ plaszczyzny BocC z ptaszczyzna MN, bo
obie te proste leza na jednejze plaszczyznie MN. Nareszcie
dwie proste BC i bc bedac od trzeciej DE roéwnolegle, s3
tez 1 migdzy sobag rownolegle, co potrzeba bylo dowiesc.

wNiosek 1. Skoro przecigeia si¢ ptaszezyzn MN i1 PQ
z kazdg inng plaszczyzna sa od siebie réwnolegle, przeto te
ptaszczyzny jak najdalej rozszerzone nigdzie si¢ z sobag zejs$¢
nie moga, sg wiec rownolegltemi i to jest najpewniejsza ce-
cha tej ich wilasnosci.

W Niosek 2. Przecigcia si¢ dwoch ptaszezyzn réwno-
legtych z trzecia, sg takze miedzy soba rownolegte.

16.
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Uwaga. Dwie atoli przecinajace si¢ plaszczyzny jak
AabB i AacC mogg by¢ przecigte w nieskonczonej liczbie
prostych od siebie réwnolegltych. Dosy¢ bowiem prowadzié
plaszczyzny réwnoleglte do spolnego przecigcia sie¢ Aa tych
dwoch ptaszczyzn, jak sg ptaszczyzny DEFG, HIKL i t. d.
fig. 194, a ich przecigcia si¢ z dwiema pierwszemi t. j. DE,
FG, HI, KL i t. d. bedac wszystkie rownolegte od Aa be-
da t6z miedzy soba réwnolegte.

§. 194.

TwiErRDZENIE. Kqty ktorych ramiona sq od siebie row-
noleglte i rozchodzq sie w tymze samym kierunku, chociaz lezq
na roznych plaszczyznach, sq sobie rowne a plaszczyzny na
ktorych lezg od siebie rownolegle.

Niech beda dwa katy A i a lezace na réznych ptasz-
czyznach, ktérych ramiona AB i ab, AC i ac fig. 195 sa od
siebie rownolegte i rozchodza si¢ wjodnymze kierunku, po-
trzeba dowie$¢, ze te katy sa sobie rowne, tudziez ze plasz-
czyzna przez AB 1 AC przechodzaca jest réwnoleglta do
plaszczyzny przechodzacej przez ab i ac. Na dowiedzenie
tego, wezmy ab —AB 1 ac ~ AC, a poprowadziwszy proste
Aa, Bb, Cc i BC, bc mamy: B6 i Cc bedac réwne i réwno-
legte od A4a, sa tez miedzy sobg réwne i rownolegle, a na-
stepnie bc réwna i réwnolegta od BC. Dwa wigc trojkaty
ABC i abc wedlug §. 22 przystaja do sicbie, a w szczegol-
nosci kat a— A, co nalezalo dowiesc.

Co do drugiego. Ze ptaszczyzny BAC 1 bac sa od sie-
bie Réwnolegle, wyplywa wprost z poprzedzajacego twierdze-
nia, bo przecigcia si¢ ich AB, ab i AC, ac z dwiema innemi
AabB 1 AacC s3 od siebie rownolegte.

wniosek 1. Jezeli dwie plaszczyzny rownolegte BAC
i bac sa przecigte od dwoch innych BAad i CAac wprostych
AB, ab 1 AC, ac, przecigcia te czyniag miedzy soba katy
rowne.

w ~Niosek 2. Jezeli trzy proste Aa, Bo 1'Cc sa migdzy
soba rowne i rownolegte, tedy tréjkaty zawarte miedzy pro-
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stemi taczgccmi konce pierwszych sg sobie takze rowne i
plaszczyzny tych trojkatéow sa od siebie rownolegte.

JJioaga. Nie dodawszy w twierdzeniu wyrazenia, roz-
chodzq sie 10 tymze samym kierunku, potrzebaby w temze twier-
dzeniu dodaé, ze takie katy sa sobie rowne lub tez sa kqta-
mi spelniajgcemi sie. (Porownaé §. 14).

W NiosEk 3. Z tego tez twierdzenia wyplywa, ze dwie
ptaszczyzny rownolegte BAC i hac przecigte od trzeci¢j BocC
wydaja przecigcia BC 1 be rownolegte.

wNiosek 4. Jezeli dwie plaszczyzny MN i PR fig. 196
przecinajace si¢ w prostej MP przetniemy ilukolwiek ptasz-
czyznami prostopadtemi do krawedzi MP, spdlne przecigcia
si¢ kazdej z tych ostatnich plaszczyzn z dwiema pierwszemi
t.j. AB, AC; A'B', A'C'; A"B", A"C" schodzg si¢ naturalnie
na prostej MP w jednymze punkcie, jak tu w A, A' i A".
Ze te spblne przecigcia sa prostopadte do MP, wyptywa to
z§. 192. Ze AB réwnolegta od A'B' i od A"B", tudziez
AC rownolegta od A'C' 1 A"C”, wyplywa z poprzedzajacego
wniosku. Katy przeto BAC, B'A'C', B"A"C" it. d. s3 sobie
rowne wedlug poprzedzajacego §. Kazde dwie proste AB i
AC, AB'i A'C', A"B" i A"C" i t. d. sg prostopadtemi do
spélnego przeciecia si¢ dwoch plaszczyzn MN i PQ, z je-
dnegoz punktu krawedzi na obu plaszczyznach wyprowadzo-
nemu A kiedy takie dwie proste zamykaja zawsze tenze
sam kat, zatem kat ten moze nam postuzy¢ za miar¢ pochy-
losci plaszczyzn MN i PQ. Tym sposobem kat dwuscienny
§. 182 sprowadzilismy do kata linijowego, oraz wiemy, iz
aby mie¢ kat pochylosci dwodch ptaszezyzn, dosy¢ jest z kto-
regokolwiek punktu spélnej im krawedzi wyprowadzi¢ pro-
stopadte do tejze na obu ptaszczyznach, a kat linijjowy mig-
dzy temi prostopadlemi zawarty, begdzie miarg pochylosci
dwoéch plaszczyzn. Ze ten staty kat nie moze by¢ miedzy
prostemi w inny sposdb prowadzonemi zawarty, wyplywa
stad, ze skoro plaszczyzny na sobie beda potozone, a zatem
czyni¢ kat zero, i kat linijjowy musi by¢ takze zero; dwie
wiec proste AB i AC koniecznie przypas¢ musza na siebie,
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co inacz¢j by¢ nie moze, tylkojezeli maja jednakowe wzgle-
dem prostej MP potozenie, a zatem do niej prostopadie.
§. 195.

TwierpzeNie. Jezeli dwie 'plaszczyzny przecinajgce sig
sq prostopadle do trzeciej, spolne icli przeciecie sie, jest tak-
Ze prostopadle do tejze plaszczyzny.

Niech beda dwie plaszczyzny MN 1 RS przecinajace
si¢ w prostej AB fig. 197, kazda prostopadta do trzeciej
ptaszczyzny PQ, trzeba dowie$¢, ze spolne ich przecigcie si¢
AB jest prostopadte do ptaszczyzny PQ. Gdyby to spolne
przecigcie nie bylo prostopadle do plaszczyzny PQ, tedy
z punktu A moznaby wyprowadzi¢ inng prosta AC albo
AD prostopadta do plaszczyzny PQ. Lecz w takim przy-
padku prosta AC lub AD znajdowacby si¢ musiata tak na
ptaszczyznie MN jako tez i na plaszczyznie RS, t. j. musiala-
by by¢ spélnem tych dwoch ptaszczyzn przecigciem  sig.
A 7e AB jest rzeczywiscie tem przecigciem si¢ plaszczyzn,
wigc te plaszczyzny przecinaéby si¢ musialty w dwoch pro-
stych, co jak wiemy by¢ nie moze, i to wigc jest niepodob-
nem, izby spdélne przecigcie si¢ dwoch ptaszczyzn do trze-
ciej prostopadtych, nie bylo takze prostopadte do tejze ptasz-
czyzny.

§. 196.

TWIERDZENIE. Zjednegoz punktu spolnego przecigcia sig
dwoch plaszczyzn, wyprowadziwszy dwie prostopadie do tych-
ze plaszczyzn, kqt zawarty miedzy prostopadlemi rowna sie
katowi, jaki czyniqg ptaszczyzny miedzy sobq.

Niech beda dwie ptaszeczyzny MN i PQ przecinajace
si¢ w prostej MP fig. 198, z ktoregokolwiek punktu A tego
spélnego przecigcia si¢ wyprowadziwszy dwie prostopadie
AB i AC, pierwszg do plaszczyzny MN, a druga do plasz-
czyzny PQ, potrzeba dowie$é, ze kat zawarty miedzy pro-
stopadtemi t. j. kat BAC rowna si¢ katowi pochylosci tych
dwoch plaszczyzn. Na ten koniec przez proste AB i AC
poprowadzmy plaszczyzne, ktora naturalnie bedzie prosto-
padla do MP, wedlug poprzedzajacego §. Niech ta plasz-
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czyzna przetnie pierwsza, z dwoch plaszczyzn w prostd) AD
a druga w prostej AE. Poniewaz prosta AB jest prostopa-
dta do ptaszczyzny MN, wiec jest takze prostopadla do MA
i AD, wigc kat BAD jest prosty. Podobniez prosta AC jest
prostopadta do MA i AE, oraz kat CAE jest takze prosty;
poniewaz nawzajem prosta MA czyli MP jest prostopadla do
AB, AC, AD i AE, wigc wedlug §. 184 wniosek 1, cztory
te proste leza na jednejze plaszczyznie. Od prostych katow
BAD i CAE, odjawszy kat obu spoiny BAE, pozostanie kat
BAC = DAE. Lecz ptaszczyzna, na ktorej si¢ znajduja pro-
ste AB, AC, AD i AE jest prostopadla do MP, przeto tez
tak AD jako i AE sa prostopadle do MP. Ale dwie pro-
ste AD i AE sa prostopadte na dwoch ptaszczyznach MN i
PQ zjednegoz punktu A do ich spdlnego przecigcia si¢ wy-
prowadzone, kat zatem mig¢dzy niemi zawarty, mierzy po-
chylos¢ tych dwoch plaszczyzn wedlug §. poprzedzajacego
wniosek 3} przeto kat BAC réwna si¢ katowi pochylosci tych-
ze plaszczyzn.

wNiosEk. Gdyby te dwie ptlaszczyzny schodzily si¢
zupetnie z soba, prostopadle do nich AB i AC z jednegoz
punktu obu plaszczyznom spdlnego A wyprowadzone, ze-
szlyby si¢ takze z soba, a zatem tak plaszczyzny migdzy
soba, jako t6z i proste do nich prostopadle, czynilyby kat
zero. Jezeli plaszczyzny MN i PQ sa do siebie prostopadle
i proste AB i AC czyni¢ beda migdzy soba kat prosty i
wtedy AB prostopadta do ptaszczyzny NIN, leze¢ bedzie na
plaszczyznie PQ, a nawzajem AC prostopadta do PQ, leze¢
bedzie na plaszczyznie MN. A ze i kat DAE w takim przy-
padku bedzie prosty, wigc AB zmiesza si¢ z AD, a AC z AE.
Tak tedy z kata, jaki czyniag dwie prostopadle do dwodch
ptaszczyzn z jednego punktu wyprowadzone, wnosi¢ mozna
o kacie pochylosci tychze plaszczyzn.

§. 197.

TWIERDZENIE. Z ktoregokolwiek punktu w przestrzeni
spusciwszy dwie prostopadle do dwoch ptaszczyzn, kgt zawarty
miedzy prostopadiemi jest rowny kqtowi pochylosci plaszczyzn.
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Moga tu by¢ dwa przypadki: dany punkt moze leze¢
za plaszczyznami lub miedzy ptaszezyznami. W przypadku
gdy punkt dany A fig. 199 lezy za ptaszczyznami, spusciw-
szy z niego dwie prostopadie AB do MN i AC do MP, niech
pierwsza spotyka ptaszczyzng MN w punkcie B, a ptaszczy-
zn¢ MP w punkcie E, druga za$§ plaszczyzng MN w punk-
cie C, a ptaszczyzng¢ MP w punkcie F, tedy poprowadziw-
szy przez dwie te prostopadie plaszczyzng, ta bedzie prosto-
padla tak do pierwszej jako i do drugiej ptaszczyzny, a na-
stepnic i do ich spdlncgo przecigcia si¢ RM. Plaszczyzna
ta przetnie plaszczyzng MN w prostej DB a ptaszczyzng MP
w prostej DE. Kazda z tych prostych jest prostopadla do
RM, wigc kat BDE jest katem pochylosci plaszczyzny MN
do MP. Na tej trzeciej plaszczyznie mamy czworokat BCFE
w ktorym katy przy B 1 P sa proste, zatem kat AEF z ka-
tem BCF czynig dwa katy proste. Lecz kat BCF z katem
ACB czynig takze 2R, wi¢gc kat BEFzrirACB. Ale w troj-
kacie BDE prostokatnym przy B, jest BEF-|-BDE zzR?
tudziez w trojkacie ABC prostokatnym przy B, ACB-f-AzzR,
przeto ACB+A"BEF + BDE. A ze BEF= ACB, wigc
Acz BDE t. j. kat prostopadtych jest rowny katowi pochy-
lo$ci ptaszczyzn. Katy te sg zawarte migdzy jednoimienne-
mi kierunkami tak ptaszczyzn jako i prostopadlych.

Mozna tez to twierdzenie dowies¢ wedlug §. 45, uwa-
zajac kat pochylosci ptaszczyzn jako kat linijowy, jak jest
rzeczywiscie, t. j. kat BDE i punkt A za jego ramionami.

Jezeli tu obie plaszczyzny rozszerzymy nieograniczenie,
te przeciawszy si¢ w krawedzi spolnej RM, uczynig dwa katy
rozne nazwane takze katami przyleglemi, zupelnie tak jak
dwie proste przecinajgce si¢; co wigc w rzeczonym §. o pro-
stopadtych byto dowiedzionem, toz samo ma i tu miejsce.

W przypadku drugim, gdy punkt dany znajduje si¢
miedzy plaszczyznami, kat prostopadlych jest spelieniem
kata pochylosci tych plaszczyzn. Niech bowiem beda dwie
ptaszczyzny MN i MP przecinajace si¢ w prostej MQ fig. 200,
niech tez danym punktem w przestrzeni bedzie A, tedy
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spusciwszy z tego punktu AB prostopadly do plaszczyzny
MN, tudziez AC do plaszczyzny MP, potem przez dwie te
prostopadle prowadzac plaszczyzne, ta bedzie do obu pierw-
szych, a zatem i do ich spolnego przecigcia si¢ MQ prosto-
padta. Niech ta ptaszczyzna przecina pierwsza w prostej
BD, a drugag w prostej CD, tedy DB jest prostopadia do MQ
na ptaszczyznie MN i DC takze prostopadte do tegoz spoél-
nego przecigcia si¢ MQ na plaszczyznie MP; przeto kat
BDC jest katem pochylosci dwoch tych plaszczyzn. W czwo-
rokacie ABDC katy przy B i C sg proste, zgtom D-j-A= 180
t. j. kat jaki prostopadie czyniag miedzy soba, jest spelnie-
niem kata pochylosci ptaszczyzn do ktorych prostopadio
spuszczone byly.

Uwaga. Jezeli w obecnym przypadku roéwnie jak to
uczynilismy w §. 45 mie¢ bedziemy wzglad na kierunki tak
prostopadtych jako téz i przecigé tej trzeciej ptaszczyzny
z dwiema pierwszemi, latwo si¢ przekonaé, ze kat prosto-
padlych zawarty migdzy jednoimiennemi ich kierunkami, row-
na si¢ katowi pochyloéci ptaszczyzn zawartemu takze mig-
dzy takiemiz kierunkami plaszczyzn. Bioragc bowiem punkt
A za poczatek, z ktorego dwie prostopadte wychodza, te
czynig dwa katy spelniajace si¢; ale tez i plaszczyzny MN
i MP, dostatecznie rozszerzone czynig roéwniez dwa katy
spetniajace sig. A jezeli punkt D na obu plaszczyznach
znajdujacy si¢, wezmiemy znowu za poczatek, widzimy, ze
DB i DC sa réznemi kierunkami, przeto kat BDC réwna
si¢ katowi prostopadtych B'AC zawartemu mig¢dzy roéznemi
kierunkami.

§. 198.

TwIERDZENIE. Dwie proste przeciete trzema plaszczy-
znami rownoleglemi, podzielone sq przez tez plaszczyzny na
czesci proporcyjonalne.

Niech beda dwie proste AB i CD fig. 201 jakiekol-
wiek i niech je przecinajg trzy plaszczyzny rownolegle MN,
PQ i RS, pierwsza w punktach E, I, F, druga w punktach
G, K, H; potrzeba dowie$¢, iz czesci tych prostych zawarta
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migdzy trzema rzeczonemi plaszczyznami, sa miedzy soba
proporcyjonalne. Na ten koniec potaczmy punkta E i H
prosta EH, ktora niech spotyka ptaszczyzng PQ w punkcie
L, poprowadziwszy IL i LK, a nareszcie EG i FH, ponie-
waz plaszczyzny PQ 1 RS sa rownolegle, spdlne ich prze-
cigcia si¢ z trzeciag przez EF i EH przechodzaca t. j. IL i
FH sa takze réwnolegle §. 193 wniosek 2, przeto w plaskim
trojkacie EFH jest E1:IF=rEL:LH. Dla tej samej przy-
czyny spolne przeciecia si¢ EG i LK s3 takze rownolegte,
a w tréjkacie EHG jest réwniez EL:LH :=GK:KH, zatem
EL:IF~GK:KH, co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. Gdyby proste AB i CD byly na jednejze
plaszczyznie, w takim przypadku trzy punkta I, L, K, le-
zalyby na jednejze prostdj rownolegltej do EG i FH a wte-
dy twierdzenie obecne byloby twierdzeniem dowiedzionem
w §. 53 albo w szczegolnym przypadku, byloby wnioskiem
5§ 192

§. 199.

TWIERDZENIE. Dwie proste w przestrzeni ani rownole-
gle ani si¢ przecinajgce, lezq na dwoch plaszczyznach rowno-
leglych.

Niech dwie proste AB i CD fig. 202, maja polozenie
w twierdzeniu wyrazone. Obrawszy na pierwszej ktorykol-
wiek punkt E i poprowadziwszy przez niego prosta GH row-
nolegla od drugiej, jako tez przez punkt F obrany na dru-
gi6j prosta IK rownolegta od pierwszej, katy HEB i DFK
sa sobie rowne §. 194, a plaszczyzny na ktorych leza od
siebie rownolegte. Pomys$liwszy wiec tak przez proste AB
i GH jako to6z przez CD i IK ptaszczyzny MN i PQ, proste
AB i1 CD leza na tychze ptaszczyznach rownoleglych, pierw-
sza na MN a druga na PQ.

Uwaga 1. Ze dwie te plaszczyzny rownolegle sgjedyne-
mi, na ktorych proste AB i CD umiesci¢ mozna, przekony-
wamy si¢ z tego, ze plaszczyzna przechodzaca przez AB
koniecznie przechodzi¢ takze musi przez GH i ze przez dwie
te proste wiecdj jak jedna plaszczyzna przechodzi¢ nie mo-



ze §. 180, a ta jest plaszczyzna MN; podobniez plaszczyzna
przechodzaca przez CD i IK inng by¢ nie moze, jak ptasz-
czyzng PQ. Kazde wigc dwie proste nie bedace na jednejze
plaszczyznie, leza na dwoéch ptaszczyznach réwnoleglych ale
jedynych 1 dla tego taki sktad dwoch ptaszczyzn, nazywamy
w Geometryi 'plaszczyznami rownoleglemi dwoch prostych.

wnNiosek. Z dowodu powyzszego twierdzenia wyply-
wa, ze przez kazda z dwoch prostych nie bedacych na
jednejze plaszczyznie poprowadzi¢ mozna plaszczyzne réwno-
legta do drugiej, ale tylko jedne.

Uwaga 2. Z §. 185 wniosek wiadomo, ze w przestrze-
ni mozna poprowadzi¢ prosta prostopadita do kazdej z dwodch
innych prostych jakkolwiek potozonych i ze ta prostopadia
do obu jest tez najkrotsza ich odlegtosciag. Ta prostopadia
jest zarazem prostopadta do plaszczyzn réwnoleglych dwoch
rzeczonych prostych. Bo przypusciwszy, ze FL jest owa
spoing prostopadla tak do AB jako tez i CD, poprowadzmy
przez punkt F prosta IK rownolegla do AB, ta catkiem le-
ze¢ bedzie na plaszczyznie PQ. Lecz z przypuszczenia FL
jest prostopadta do CD, wiec tez jest rowniez prostopadia
do IK, a nastepnie prostopadta do plaszczyzny PQ przez
dwie te proste przechodzacej §. 182, przeto jest téz prosto-
padia i do ptaszczyzny MN rownolegltej do PQ §. 192. Ale
taka prostopadta spoinie do dwodch plaszczyzn mierzy ich
najkrotszg odleglosé, zatem taz prostopadta mierzy roéwniez
najkrotsza odlegtos¢ dwoch prostych AB i CD.

§. 200.

TwierpzeNIE. Dwie proste na roznych lezgce plasz-
czyznach, majg zawsze spoing prostopadiq, ale tylko jedne.

Umiesciwszy dwie proste AB i CD fig. 203 wedlug
poprzedzajacego §. na dwoch réwnolegtych plaszczyznach,
poprowadzmy przez pierwsza AB ptaszczyzng ABEF prosto-
padta do plaszczyzny MN, przecigcie si¢ tdj plaszczyzny
z plaszczyzng MN, t. j. prosta EF bedac rownolegly do AB,
nie moze zarazem by¢ rownolegla do CD, bo inaczej AB i
CD bylyby rownolegtemi, co si¢ sprzeciwia zatozeniu, za-
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tém prosta EF, a nastgpnie i plaszczyzna ABEF przecina
prosta CD w pewnym punkcie G. Podobniez prowadzac
przez CD plaszczyzne CDIII prostopadta do PQ, ta przetnie
prosta AB w pewnym punkcie K. Dwie te plaszczyzny
przechodzac pi¢rwsza przez AB i punkt G, druga przez CD
i punkt K, przecina¢ si¢ koniecznie musza w prostej GK,
ktora jest zarazem prostopadla tak do ptaszczyzny MN jako
tez 1 do ptaszczyzny PQ, a nastgpnie wedlug §. 183 pro-
stopadta tak do AB jako tez i CD.

Ze dwoch podobnych prostych byé nie moze, przeko-
na¢ si¢ najtatwiej mozna stad, ze prosta prostopadia do dwoch
innych AB i CD, powinna przechodzi¢ naprzéd przez pewien
punkt prostej CD i by¢ prostopadla do ptlaszczyzny PQ, za-
tem znajdowal si¢ powinna na plaszczyznie prostopadicj
CDIH. Dla té¢jze samej przyczyny znajdowac si¢ tez po-
winna na plaszczyznie ABEF. A kiedy razem znajdowaé
si¢ powinna tak na pierwszej jako 1 drugiej ptaszczyznie,
wigc inaczej by¢ nie moze, tylko by¢ musi spolnem tych
plaszczyzn przecigciem si¢. A ze dwie plaszczyzny tylko
w jednej prostej przecina¢ si¢ moga, zatem dwie w twier-
dzeniu wyrazone proste, jedne tylko maja prostopadta spoi-
na. Te¢ to prostopadlta nazywamy najkrotszqg odlegloscig
dwodch prostych w przestrzeni.

§. 201.

Na zasadzie tego twierdzenia rozwigza¢ mozna naste-
pujace

ZAGADNIENIE. Majgc dane dwie proste w przestrzeni
lezgce na rozmych plaszczyznach poproioadzic prostg, spoinie
do obu prostopadliq.

Rozwigzanie. Niech dwiema prostemi danemi beda AB
i CDjig. 204 lezace na roznych plaszczyznach. Przez punkt
E obrany gdziekolwiek na pierwszej prostej, poprowadzmy
EF réwnoleglta do drugiej prostej CD, a przez proste AB
i EF poprowadzmy plaszczyzng MN, ktora bedzie roéwnole-
gta do CD §. 191. Potem z punktu G obranego takze gdzie-
kolwiek na prostej drugiej CD, poprowadzmy GH prostopa-
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dta do ptaszczyzny MN. Jezeli przez proste CD i GH po-
prowadzimy plaszczyzne GHIK, ta bedzie prostopadla do
ptaszczyzny MN 1 przetnie prosta AB w pewnym punkcie L,
z ktorego na tej nowej plaszczyznie poprowadziwszy LO ro-
wnolegla do GH, ta bedzie prosta zadang. Albowiem LO
bedac rownolegta do GH, prostopadiej do plaszczyzny MN,
jest tez prostopadia do tejze plaszczyzny MN, a zatem jest
prostopadia tak do LH jako i do LB. Ale LH jest réwno-
legta do CD, zatem LO jest takze prostopadla do CD, co
bylo do okazania.
§. 202.

Definicyja. Jezeli z punktu danego w przestrzeni spu-
$cimy prostopadta do ptaszczyzny jakiejkolwiek, punkt spot-
kania si¢ tej prostopadtej z plaszczyznag czyli spodek prosto-
padlej nazywaé bedziemy rzutem (projectio) tego punktu na
plaszczyzng. Jezeli na prostej danej w przestrzeni obierze-
my dwa jakiekolwiek punkta i z tych spuscimy prostopa-
dle do pewnej plaszczyzny, a przez rzuty tych punktéw po-
prowadzimy prosta na tejze plaszczyznie, t¢ nazwiemy rzu-
tem prostej w przestrzeni na plaszczyzng dang. W przy-
padku, ze dlugo$¢ prostej w przestrzeni jest ograniczona,
spusciwszy zjej koncéw prostopadte do pewnej plaszczyzny,
prosta migdzy rzutami koncoéw prostej w przestrzeni zawarta
bedzie rzutem takze ograniczonym co do dlugosci prostej
danej.

Z kazdego punktu prostej LM w przestrzeni, jak na
Jjig. 205 z punktow A, B, C, D, E . . . spusciwszy prosto-
padte Aa, Bb Cc, Dd, Ec ... do plaszczyzny PQ, wszyst-
kie te prostopadile leza na jednejze plaszczyznie, a spodki
ich czyli rzuty punktow A, B, C . ., leza na jedndj prostej
bedacej spolnem przecigciem si¢ plaszezyzny przez prosta
w przestrzeni, prostopadlej do ptaszczyzny PQ. Pomysliw-
szy bowiem przez prosta w przestrzeni i jedn¢ z prostopa-
dtych np. Aa plaszczyzng, ta bedzie prostopadly do plasz-
czyzny PQ i przetnie ja w prostej RS; skoro teraz z innego
punktu np. z punktu C spuscimy prostopadly Cc, ta leze¢
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bedzie na tej nowdj plaszczyznie i1 nie gdzieindziej spotka
ptaszczyzne PQ, tylko na spoélnem tych ptaszczyzn przecig-
ciu si¢ RS. Albo: kazde dwie réwnolegle z prosta w prze-
strzeni leza na jednejze plaszczyznie, wszystkie przeto pro-
stopadle z réznych punktéw prostej AE do plaszczyzny PQ
spuszczone, leza na jednej i tdjze samej plaszczyznie, przez
tez prostg przechodzacej, a do danej plaszczyzny prostopa-
diej, rzut za$§ prostej na ptaszczyzne PQ, jest spdlnem prze-
cigciem si¢ tych dwoch ptaszczyzn.

Plaszczyzne przez prosta w przestrzeni przechodzaca a
prostopadta do innej ptaszczyzny, nazywamy w Geometryi
plaszczyzng rzucajgcg (planum proijciens). Spdlne przecigcie
si¢ obu, czyli rzut prostej w przestrzeni danej na plaszczyz-
n¢ dana, nazywamy sladem (vestigium, tracg), pierwszej, na
plaszczyznie drugio;.

§. 203.

TwierpzenNie. Kgqgt jaki czyni prosta pochyla do plasz-
czyzny z swoim rzutem na tejze plaszczyznie, jest najmniej-
szym z kqtow, jakie taz prosta czyni z kazdg inng prostq na
tejze plaszczyznie przez spodek pochylej poprowadzong.

Niech bedzie prosta w przestrzeni AB pochyta do plasz-
czyzny PQ jig. 206, a punkt A jej spodkiem czyli punktem
przecigcia si¢ jOoj z plaszczyzna PQ. Z ktoregokolwiek jej
punktu B spusciwszy prostopadta BG do ptaszczyzny PQ, a
przez prosta dana AB i przez t¢z prostopadia poprowadziw-
szy plaszczyzneg, ta przetnie plaszczyzng PQ w prostej AL,
ktora wedtug poprzedzajgcego §. jest rzutem prostej AB na
ptaszczyzne PQ. Potrzeba teraz dowies¢, ze kat BAC jest
najmnidjszym ze wszystkich, jakie prosta AB czyni¢ moze
z roznemi prostemi przez punkt A na plaszczyznie PQ po-
prowadzonemu Na ten koniec poprowadzmy przez punkt
A jakakolwiek inng prosta AD na plaszczyznie PQ; jezeli
dowiedziemy, ze kat BAD jest wigkszy niz kat BAL, do-
wiedziemy toz samo o kazdym innym kacie.

Na prostej AD wezmy AC'~AC i poprowadzmy pro-
stg BC', tedy dwa tréjkaty BAC i BAC' maja bok AB spo6l-
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ny, ACzrAC' z wykreslenia, lecz trzecie boki sg nierowne,
bo wedhug §. 187 BC<cBC', zatom i kat BAD lezacy na-
przeciwko wigkszego boku BC' jest wigckszy od kata BAC
przeciwlegtego bokowi mniejszemu BC. A Ze toz samo
dowiedzie si¢ o kazdym innym kacie, wiec kat BAC, jaki
pochyta czyni z swoim rzutem, jest katem najmniejszym, co
nalezato dowiesc.

wNiosek 1. Poniewaz ze wszystkich katéw, jakie pro-
sta w przestrzeni czyni¢ moze z réznemi prostemi przez jej
spodek na pewnej plaszczyznie poprowadzonemi, najmniej-
szy jest kat, jaki taz prosta czyni z swym rzutem, przeto
dla jednejze prostej ten kat jest stalym i dla tego nazywac
go bedziemy kgtem pochylosci prostej do plaszczyzny.

Uwaga. Poprowadziwszy z drugiej strony owej plasz-
czyzny prostopadlej do PQ i na tej ostatni¢j ptaszczyznie
prosta, AD' tak izby kat LAD' byt réwny katowi LAD, a
potem wzigwszy AC'"rzAC' i poprowadziwszy prostg BC”, ta
bedzie rowna prostej BC' a dla tego i kat BAC” czyli
BAD'=BAD. Lecz ze kazdy z nich jest wigkszy od kata
BAL, wigc stad wniesiemy, ze prosta w przestrzeni nie moze
z trzema prostemi na pewnej plaszczyznie poprowadzonemi
czyni¢ katow rownych tylko w tenczas, gdy jest prostopadta
do tejze plaszczyzny.

wNiosek 2. Z poprzedzajacego twierdzenia tatwo
wniesiemy, ze proste rownolegle w przestrzeni sg jednako-
wo pochylone do tejze samej plaszczyzny. Z ktorychkol-
wiek bowiem ich punktdw spusciwszy prostopadie do tej
ptaszczyzny, te wedlug §. 190 beda od siebie rownolegte,
wiec katy migdzy prostemi danemi i prostopadlemi zawarte,
beda rowne. A ze te katy sa dopelnieniami katéw pochy-
losci tych prostych do ptaszczyzny, zatem proste sg jedna-
kowo do plaszczyzny pochylone. Twierdzac za$, ze proste
jednakowo do jednejze ptaszczyzny pochylone sa od siebie
rownolegle, twierdzilibySmy oczywiscie falszywie; by¢ bo-
wiem moze nieskonczona liczba prostych jednakowo do ptasz-
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ezyzny pochylonych, chociaz nie bgda migdzy soba réowno-
legtcmi.
§. 204.

Jak w §. 202 otrzymali$my rzut prostej na plaszczy-
znie danej prowadzac przez t¢z prosta plaszczyzng prosto-
padlta do ptaszczyzny danej, tak tez otrzyma¢ mozna rzut
jakiejkolwiek tigury danej w przestrzeni na plaszczyznie
danej. Niechby np. dany byl w przestrzeni trojkat ABC
fig. 207, lezacy na plaszczyznie PQ, a chcieliSmy zrobié jego
rzut na dang ptaszczyzne MN jakkolwiek do ptaszczyzny PQ
pochylong, tedy dosy¢ jest z wierzchotkow trojkata spuscié
prostopadle Aa, B6 i Cc do plaszczyzny MN i punkta a, b, c,
w ktorych spotykaja ptaszczyznge MN, zlaczy¢ prostemi, a to
zamkng trojkat abc, ktory bedzie rzutem trojkata ABC na
ptaszczyzng MN. Albo: przez kazdy z trzech bokow troj-
kata ABC prowadzac plaszczyzne prostopadla do ptaszczy-
zny MN, spolne tych trzech ptaszczyzn przecigcia si¢ z plasz-
czyzng MN przetng si¢ wzajemnie i zamkna trojkat abc.

Co tu powiedziano o trojkacie, zastosowaé mozna do
kazdej innej figury prostokresing;.

Chcac za$§ zrobi¢ rzut figury krzywokreslnej, drugiego
sposobu uzy¢ nie mozna, bo punkta linii krzywej ptaskiej
leza w prawdzie na jednéjze plaszczyznie, ale robigc ich
rzuty na inng dang plaszczyzne, kazdy z tych punktéw le-
ze¢ bedzie na osobnej ptaszczyznie prostopadiej do plasz-
czyzny danej. Ula tego chcac zrobi¢ rzut linii krzywej na
dang ptaszczyzne, nalezy z kazdego jéj punktu spusci¢ pro-
stopadta do danej plaszczyzny i przez spodki tych prosto-
padtych czyli przez rzuty tych punktow zakres$lic krzywa,
ktora bedzie rzutem krzywej w przestrzeni. Tym samym
sposobem robi si¢ rzut krzywej podwdjnie krzywej t. j. ta-
kiej, ktorej punkta sg na roznych ptaszczyznach.
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ROZDZIAL U.
Kqgty brylowe trdjscienne i wieloScienne.

§. 205.

W §. 182 widzielisSmy, ze dwie plaszczyzny przecinaja
si¢ w prostej. Plaszczyzny te podzielity cala nieograniczo-
na przestrzen na cztery takze nieograniczone czesci, ktore
kqgtami dwusSciennemi nazwaliSmy. Jezeli teraz przez ktory-
kolwiek punkt krawedzi obu plaszczyznom spolnej poprowa-
dzimy trzecia w jakimkolwiek kierunku, byle réznym od
kierunku kazdej z dwoch pierwszych, trzecia ta plaszczyzna
podzieli kazdy z owych czterech katow dwusciennycb na
dwie czeSci roéwniez nieograniczone i tej samej natury jak
pierwsze. Tak na fig. 208 dwie plaszczyzny ABCD i EFGH
przecinaja si¢ w prostej PQ i czynig katy dwusSciennne
APQH, BPQG, APQG i BPQD. Jezeli przez punkt O spol-
nej im krawedzi PQ poprowadzimy trzecig plaszczyzng IKLM
przecinajacg pierwsza w prostej RS, druga za§ w prostej TU,
plaszczyzna ta podzieli kazdy z powyzszych czterech katow
dwusciennych na dwie czesci i utworzy z dwiema pierwsze-
mi plaszczyznami o$Sm przestrzeni czyli okolic nieograniczo-
nych, z ktorych kazda zawarta jest miedzy trzema plaszczy-
znami przecinajacemi si¢ w jednym punkcie; te bowiem
trzy ptaszczyzny jeden tylko punkt O majg spoiny, gdyz
on lezy na kazdej z nich. Te o$m przestrzeni nazywaé be-
dziemy kgtami trojsciennemi albo lepiej trojscianami zwy-
czajnie, lubo mylnie, katami brylowemi (ang. solidus, po
francuzku triedre); kazda bowiem przestrzen lezy migdzy
trzema $cianami, punkt za§ O wszystkim trzem plaszczyznom
spoiny nazwiemy wierzchotkiem trojscianu. Trzy wigc plasz-
czyzny przecinajac si¢ w jednym punkcie, dzielg cala nie-
ograniczong przestrzen na osm czg¢éci czyli trdjScianow.
Z tych cztery sg nad plaszczyzng IKLM, a cztery pod taz
ptaszczyzna.

Pierwsze s3a: OAEM, OBFK, OBEI i OAFL
drugie za$ ODHM, OCGK, OCHI i ODGL.
17
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Tc katy sa takie, ze po dwa, jeden nad a drugi pod plasz-
czyzng IKLM sg sobie rowne. Tak w obecnym przypadku

trojscian OAEM —OCGK
— OBFK-ODHM
— OBEI = ODGL
— OAFL= OCHI

jak si¢ pozniej o tern przekonamy, mowiac o rownosci ka-
tow trdj$ciennych.

W przypadku, gdy te trzy plaszczyzny sa do siebie
prostopadle, jak na fig. 209, katy trdjScienne wszystkic sa
migdzy soba rowne i dzielg przestrzen na osm okolic zu-
pelnie sobie rownych. W takim razie katy tréjscienne na-
zwiemy prostemi. Spolne pizecigcie si¢ kazdych dwodch ptasz-
czyzn stésowmie do §. 195 jest prostopadle do trzeciej ptasz-
czyzny, zatem kazde spoino przecigcie si¢ dwoch ptaszczyzn
bedac prostopadte do tizeeiej, ktéora przechodzi przez dwa
inne spdlne przecigcia, jest takze prostopadte do kazdej
z tych prostych; przeto trzy te spdlne przeci¢cia s wzajem-
nie do siebie prostopadte. Na przywiedzionej figurze spolne
przeciecia si¢ s3 xx, yy' i zz ina tej figurze mozna jeszcze
wyrazniej rozrozni¢ osm katow trdjSciennych; sa one bowiem
nad plaszczyzna xx nastepujace

Oxyz, QOxy'z, Ox'yz 1 Ox'y'z
a za$ pod rzeczong plaszczyzna

Oxyz, Oxyz, Oxyz i Ox'y'z.
Spolne przecigcie xx jest prostopadie tak do yy jako tez ido
zz' 1 nawzajem yy' jest prostopadte do xx i do zz, a zz
prostopadte do xx’ i yy. Jakkolwiek trzy te plaszczyzny
beda do siebie nachylone, kat Oxyz czyta si¢ zwyczajnie
xyz, Oxyz czyta si¢ si¢ xyz i t. d. wymawiajac tylko trzy
gloski na trzech przecigciach w jedna okolicg przestrzeni
zwroconych lezace. Linijowe katy xOy, xOz i yOz, nazywaé
bedziemy kqgtami plashiemi.

| Jezeli wigcej niz trzy jakiekolwiek ptaszczyzny prze-

cinaja si¢ w jednym punkcie, te zajmuja w jednym kierun-
ku pieograniczonq przestrzen, ktorg ogdlnie nazywamy kgtem

S
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wielosciennym (angulus polyeder) i od liczby ptaszczyzn czyli
$cian, przybiera nazwy dwuscienny, trdjscienny, czworoscien-
ny, pigcio-, szescio- i t. d. Scienny.

W tem co nastgpuje uwazac tylko bedziemy katy bry-
lowe wypukie t. j. takie w ktorych przedtuzywszy ktorgkolwiek
Sciang, caly kat brylowy lezy zjednej strony tej plaszczyzny.

§. 206.

TwierpzZENIE. Wewngtrz kqta brylowego trdjsciennego
czyli trojScianu wzigwszy gdziekohoiek punkt i z tegoz pun-
ktu spusciwszy prostopadle do Scian tego kqta, a potem przez
kazde dwie prostopadle pomysliwszy plaszczyzne, te trzy plasz-
czyzny zamhkng kgt bryloicy trojscienny, ktorego kqty pochy-
tosci plaszczyzn czyli kqty dwuscienne sq spelnieniami kgtow
plaskich danego kqta brylowego; i wzajemnie kqty dwuscien-
ne drugiego, sq spetnieniami kqtow plaskich pierwszego kqta
trojsciennego.

Niech bedzie kat/ trojscienny O trzema plaszczyznami
AOB, AOC i BOC zawarty fig. 210, obrawszy wewnatrz je-
go gdziekolwiek punkt o i z tego spuSciwszy prostopadie
oa na plaszczyzng BOC, ob na ptlaszczyzng AOC i oc na
plaszczyzng AOB, i przez te prostopadle prowadzac plasz-
czyzny, te bedg prostopadte kazda do dwoch innych. Tak
plaszczyzna przez ob i oc jest prostopadia, tak do plaszczy-
zny AOB jako tez i ptaszczyzny AOC, a zatem i do ich
spolnego przecigcia si¢ AO. Lecz rzeczona plaszczyzna prze-
cina dwie drugie w prostych 4b i Ac, te przeto réwniez sg
prostopadte do OA. Podobniez plaszczyzna przez oa i oc
jest prostopadta do OB, jako tez spdlne jej przecigcia si¢
Ba 1 Bc; a nareszcie plaszczyzna przez oa i ob, tudziez spol-
ne jej przecigcia si¢ C« 1 Cb, prostopadte do OC. Poniewaz
OA jest prostopadia tak do A4b jako tez i do Ac, wigc jest
takze prostopadia i do plaszczyzny boc czyli do $ciany boc
kata brylowego o; dla tejze samej przyczyny OB jest pro-
stopadta do $ciany aoc, a OC prostopadta do $ciany aob.
Stad wnie§¢ mozemy ze kat brylowy O jest tem samem
wzgledem kata o, czem ten ostatni wzgledem pferwszego.

17.
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W czworokacie OAcB katy przy A i B sa proste we-
dlug powyzszego, wigc kat AcB z katem AOB czyniag dwa
katy proste, jest wigc jeden drugiego spelnieniem. Ale kat
AcB jest katem pochylosci $cian boc i aoc czyli katem dwu-
$ciennym aoch kata brylowego o, kat za§ AOB jest katem
ptaskim kata brylowego O i te katy sa sobie przeciwlegle,
zatem kat plaski kata brylowego O z katem dwusciennym
kata o pierwszemu przeciwleglym, sa katami spelniajacemi
si¢ do 180 stopni. Tym samym sposobem dowodzi si¢, ze
kat AOC jest spetlieniem kata aobc a kat BOC spetnieniem
kata boac. Wzajemnie: w czworokacie np. Aboc katy przy
b i ¢ sg proste, zatem kat ptaski boc kata brylowego oz ka-
tem pochytosci ptaszczyzny AOC do plaszczyzny AOB t. j.
z katem bAc czynig 180°, sa wigc spetlnieniem jeden drugie-
go. Toz samo dowiedzie si¢ i o dwoch innych katach. Za-
tem katy plaskie trojsciennego kata O sa spelnieniami ka-
tow Sciennych kata brylowego o przeciwlegtych pierwszym,
a katy ptlaskie brylowego kata o, sa spelieniami katow
sciennych kata O tamtym przeciwleglych. Z tego powodu
dwa trdjScienne katy O i o nazywaja si¢ spefniajgcemi
(supplementarii).

Twierdzenie to uwaza¢ mozna za zasadnicze w teoryi
katow trdj$ciennych.

Uwaga. Cata nauka o zwiazku katow S$ciennych z ka-
tami plaskiemi kat brylowy tréjscienny skladajacemi, stano-
wi osobng czgs¢ Geometryi nazwang Trygonometryjg w prze-
strzeni albo zwyczajniej Trygonometryjg sferyczng.

§. 207.

TwierpzeNie. W kazdym kgcie brylowym trojscien-
nym summa diooch ktorychkolwiek kqtow plaskich jest zmusze
wieksza niz kqt trzeci, tudziez kazdy kqt plaski jest iciekszy
niz rozmica dwoch innych.

Chcac z trzech katow ptlaskich AOB, BOC i COD
fig. 211 zlozy¢ kat brylowy, wystawi¢ sobie mozemy, ze ptasz-
czyzng AOE obracamy okolo prostej OB a plaszczyzng COD
okoto prostej OC, jakoby okoto osi dopoty, dopoki plaszczy-
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zny te nie spotkaja si¢ z soba albo raczej dopdki proste OA
i OD nie zejda si¢ w jedn¢ krawedz bedaca spolnem prze-
cigciem si¢ tych dwoch ptaszczyzn. Gdyby katy AOB i COD
razem wzigte rownaly si¢ katowi BOC, proste OA i OD
zesztyby si¢ na plaszczyznie kata BOC np. w prostdj OE,
a dwie plaszczyzny AOB i COD zmieszalyby si¢ z plasz-
czyzng BOC 1 nieotrzymaliby$Smy zadnego brylowego kata.
W przypadku za$, gdyby summa katow AOB i COD byla
mniejszag niz kat BOC, prosta OA przypadataby na ptasz-
czyznie BOC np. w potozeniu OA', a prosta CD w poloze-
niu CI)' t. j. dwie te proste wcaleby si¢ z soba nie zeszly,
a zatem tym mnie] zamknetyby jaka przestrzen. Z tego skta-
dania kata brylowego tréj$ciennego widzimy jasno, iz aby
z trzech ptlaskich katow mozna ztozy¢ kat brylowy, koniecz-
nym jest warunkiem, izby ptaszczyzny AOB i COD zeszly
si¢ z soba nad ptaszczyzna BOC Ilub pod taz ptaszczyzna,
gdyby$my pierwsze dwie plaszczyzny w przeciwnym kie-
runku obracali. A ze ten warunek nie ma miejsca tylko
w tenczas, gdy summa dwoch katow ptaskich AOB i COD
jest wigksza niz trzeci BOC, zatem jest dowiedzionem, iz
summa dwoch ktorychkolwiek katow plaskich kat brylowy
trojscienny sktadajacych, jest wigksza niz trzeci.

Albo tak: Poniewaz tylko w przypadku, gdy jeden
z katow jest wiekszy niz kazdy z dwoch innych, dowod mo-
ze mie¢ miejsce, zatem niech w kacie brylowym tréjscien-
nym O fig. 212, bedzie kat AOC najwigkszy, tedy chcac
dowies¢, ze wszelako ten kat jest mniejszy niz summa ka-
tow AOB i1 BOC, poprowadzmy jakkolwiek prosta AC prze-
cinajaca krawedzie OA i OC w punktach A i C, potem na
ptaszczyznie kata najwickszego poprowadzmy prosta OB' tak,
izby kat AOB' byl rowny katowu AOB; niech ta prosta prze-
cina prostg AC w punkcie B'; na krawgdzi OB wezmy
OBrrzOB' i poprowadzmy proste BA i BC. Dwa trojkaty
AOB i AOB' sg sobie rowne wedlug §. 23, bo AO spdlne,
B0=B'0 z wykreslenia i kat AOB—AOB’ takze z wykre-
$lenia; przeto AB~AB'. Lecz w trojkacie ABC jest
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skad

wiec poniewaz trojkaty BOC i B'OC maja bok CO spoiny,

OB~OB', zatem kat B'OC<BOC, gdyz pierwszy lezy na-

przeciwko boku mniejszego. Do dwodch ilosci nieréwnych

dodawszy roéwne, summy otrzymamy nierowne t. j.
> czyli

Co do drugiego. Przypusciwszy ze BOC>AOB, poniewaz

wedlug poprzedzajacego, wiec odjawszy

od dwoch tych ilosci nieréwnych tez sarne ilos¢ AOB, bedzie

t. j. ktorykolwiek z trzech katow plas-

kich kata trojsciennego jest zawsze wigkszy niz réznica dwoch
innych, co potrzeba bylo dowiesc.
§. 208.

TwiErDZENIE. W kqgcie brylowym trojsciennym summa
trzech kqtow plaskich kqt brylowy skladajgcych, jest mniej-
sza niz cztery kqty proste.

Niech bedzie kat brylowy O zlozony z trzech katow
plaskich AOB, AOC i BOC fig. 213, potrzeba dowies¢, ze

Na ten koniec poprowadzmy ja-
kakolwiek ptaszczyzng DEF przecinajaca wszystkie trzy kra-
wedzie w punktach D, E, F, przy ktorych powstaja trzy
katy brylowe trojscienne. Tak przy punkcie D powstaje
kat brylowy zawarty trzema katami plaskiemi ODE, ODF
i FDE; przy punkcie E kat brytlowy ztozony z trzech ka-
tow plaskich OED, OEF i DEF, a nareszcie przy punkcie
F, kat brylowy trojscienny zawarty katami ptaskiemi

Poniewaz wedhug poprzedzajacego §.
w kacie brylowym

A ze w trojkacie
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zatom 6R— (DOE-j-EOF-f-DOF;>2R, a nareszcie
co bylo do dowiedzenia.
wNiosek. Z tego twierdzenia wprost wyplywa, ze
summa katéw $ciennych w kacie brylowym tréjéciennym t.j.
summa trzech katéw pochylosci $cian kata brylowego, jest
mniejsza niz 6R a wigksza niz 2R. Oznaczywszy bowiem przez
katy ptaskie kat brylowy O skladajace, a przez a,
katy $cienne pierwszym przeciwlegte, wedlug §. 206
mamy a— 2R—«, b— 2R— <, cr=2R—y, zatem

A 7ze w poprzedzajacem twier-
dzeniu dowiedlismy, iz «-f-P“f*y 4R, co znaczy, ze sum-
ma przypada zawsze migdzy 0 i 4R, zatem sum-
ma a-\-b-1-¢c przypada tez zawsze migdzy 6R i 2R t. j.
w kazdym razie jest wicksza niz 2R, a mniejsza niz 6R. Ze
summa katéw Sciennych nigdy nie moze przestapi¢ a nawet

dosiggnac granicy 6R, pokazuje si¢ stad, ze summa
nigdy nie moze sta¢ si¢ —0, bo w takim razie i kat bry-
lowy znika; Zze zas nie moze by¢ nigdy wigksaa, a nawet
rowna 2R, widzimy oczywiscie; bo gdyby «-j-p-\-y czynito
4R, a tylko w tym razie by¢ by moglo a-\- b-\- c=2R, trzy
katy ptaskie 2 yf rozpostartyby si¢ na jedn¢ plaszczyzne
okoto punktu O, wigcby znowu nie mogly zamykaé¢ kata

brylowego.

Z tego rozumowania wynika, ze summa a b-f-c mo-
ze przybiera¢ wszystkie waznosci ale tylko migdzy 2R i 6R
przypadajace.

Jezeli katy ptaskie a, p y sa proste, wtedy tez i katy
scienne a, b, c, sa proste, jak z §. 205 wiemy.

8. 209.

TwierpZENIE. W kqcie brylowym tréjsciennym naprze-
ciwko kqtow plaskich rownych, lezq kqty Scienne rodione i od-
wrotnie.

Niech bedzie kat brylowy tréjscienny Ofig. 214, w kto-
rym kat ptaski AOB ~ BOC, potrzeba dowies¢, ze kat po-
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chytosci plaszczyzny AOB do plaszczyzny AOC jest rowny
katowi pochytosci ptaszczyzny BOC do tejze ptlaszczyzny
AOC. Na dowiedzenie tego z ktoregokolwiek punktu B
krawedzi OB spusémy prostopadta BD na ptaszczyzng AOC,
a z jej spodka D na plaszczyznie AOC spusémy prostopa-
die DA i DC do krawedzi OA i OC; punkta A i C potas-
czywszy z punktem B prostemi AB i BC, te wedilug §. 185
wniosek begdg prostopadiemi, piorwsza do OA druga do OC,
a katy BAD i BCD bg¢da owemi katami pochytosci czyli
Sciennemi, ktorych rownosci dowie$¢ potrzeba. Dwa trojkaty
AOB i1 BOC prostokatne przy A i C, majg przeciwprosto-
katnic OB spoing, kat AOB BOC z zatozenia, przeto
AB= BC. Dwa znowu tréjkaty ABD i BCD prostokatne
przy D maja bok BD przylegly katowi prostemu spoiny i
przeciwprostokatnie AB i BC réwne z poprzedzajacego do-
wodu, sa przeto sobie réwne i przystaja do siebie, a z przy-
stania wnosimy, ze katy lezace naprzeciwko bokéw réwnych,
sg sobie rowne t. j. kat BAD= BCD, co bylo do dowie-
dzenia.

Odwrotnie: Jezeli katy pochylosci plaszczyzn AOB i
BOC do ptaszczyzny AOC sa sobie réwne, katy plaskie
AOB i BOC im przeciwlegle takze sobie sg réowne. Obraw-
szy podobniez gdziekolwiek punkt B na krawedzi OB i
z niego spusciwszy prostopadla BD do ptaszczyzny AOC,
potem z jej spodka D prostopadie DA i DC do krawedzi
OA 1 OC, a nareszcie poprowadziwszy proste AB i BC, katy
BAD i1 BCD sg katami pochytosci rzeczonych ptaszczyzn
z zalozenia réwne, dowie$¢ potrzeba, ze kat AOBmBOC.
Trojkaty BAD i BCD prostokatne przy D majace bok
BD spoiny i oprocz tego katy przy A i C rowne przystaja
do siebie, a w szczegdlnosci AB=BC. Dwa tez tréjkaty
AOB i BOC prostokatne przy A i C majac przeciwprosto-
katnia OB spoing i bok AB = BC przystaja do siebie, a
z przystania wnosimy, ze kat AOB przeciwlegly bokowi AB
jest réwny katowi BOC przeciwleglemu bokowi BC, a rowr-
nemu AB, co byto do dowiedzenia.
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WNIOSEK. Poprowadziwszy prosta OD, poniewaz z przy-
stania trojkatow AOB 1 BOC wypada ze tez i OA— OC,
a zprzystania trojkatow ABD i BCD, ze AD —DC, =zatem
dwa trojkaty AOD i DOC, w ktorych trzy boki jednego
rowne sg trzem bokom drugiego, kazdy kazdemu, przystaja
do siebie, a w szczegélnosci kat AOD —DOC. Jezeli wige
przez prostopadta BD i krawedz OB wystawimy sobie po-
prowadzong plaszczyzne, ta bedzie prostopadla do plaszczy-
zny AOC, i1 podzieli kat ptaski AOC na dwie czgsci rowne
a kat brylowy O na dwa inne majgce po kacie Sciennym
prostym i zlozone kazdy z trzech katow ptaskich roéwnych,
przeto rzeczona plaszczyzna podzieli kat brylowy O na dwie
czgsci rowne. Plaszczyzng taka nazwacby mozna rownodzie-
lgcg kat brylowy tréj$cienny.

Rownosé kqtow brylowych trojsciennych.
§. 210.

Sktadajac kat brytowy trdjscienny z trzech katow plas-
kich w §. 207, widzieliSmy, ze majac trzy katy ptaskie AOB,
BOC i COD fig. 211, rozpostarte na plaszczyznie i chcac z
nich zlozy¢ kat brylowy, obracaliSmy ptaszczyzng AOB oko-
to prostej OB, za$ ptaszczyzng DOC okoto prostej OC, do-
poty, az si¢ obie zeszlty nad plaszczyzng BOC tak, ze pro-
ste OA i OB zeszly si¢ w jedn¢ krawedz. Lecz ten sam
kat brylowy moglibySmy otrzymac obracajac tez same ptasz-
czyzny i okolo tychze samych prostych, lecz w przeciwnym
kierunku, a wtedy proste OA i OD zejda si¢ takze wjedneg
krawedz, lecz pod plaszczyzng BOC. Tym sposobem otrzy-
mamy dwa katy brylowe zlozone z tychze samych katow
ptaskich i majacych tez same katy Scienne. Atoli wystawiw-
szy sobie te dwa katy polozone przy sobie tak, aby na je-
dnejze plaszczyznie byly potozone §$cianami BOC, tatwo do-
strzezemy, iz kat ptaski AOB leze¢ bgdzie w pierwszym z
lewej, w drugim za$ kacie brylowym z prawej strony; toz sa-
mo rozumie si¢ o kacie plaskim DOC, kladac wigc dwa te
katy na sobie tak, aby wierzchotki O padly na siebie i Scia-
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na BOC przystata do §ciany BOC, co si¢ da uskutecznié, bo
te $ciany s3, rowne jako tez same, §ciana DOC drugiego nie
moze przystaé¢ do $ciany AOB piérwszego bo nie sg roéwne,
wigc 1 te katy brylowe nie moga przysta¢ do siebie. W troj-
katach prostokre§lnych widzieliSmy, iz takowe jakiekolwick
mialy potozenie, skoro trzy boki jednego rowne byly trzem
bokom drugiego kazdy kazdemu, byly sobie réowne i przy-
staly do siebie. W katach za$§ brylowych trdj$ciennych zto-
zonych z katow plaskich réwnych napotykamy niepodobien-
stwo ich przystania do siebie, chociazby$my ktorykolwiek z
nich dowolnie odwracali, lubo o ich réwnoscijestesmy prze-
konani. Jakiez wigc katy brylowe trojScienne przysta¢ beda
mogty do siebie? Odpowiedz na to jest bardzo tatwa i za-
pewne bez namyshu, majgc przed oczami powyzsze dwa ka-
ty brytowe, kazdy odpowie: ze dwa kqty brylowe trojscienne
zlozone z kqtoio plaskich rownych i 10 tymze samym porzqdku
w obu ufozonych sq sobie rowne i przystajq do siebie. To jest
pierwsze twierdzenie o rownosci i przystawaniu katow bry-
lowych odpowiadajace twierdzeniu §. 22.

W drugim przypadku dwa katy brylowe rowne t. j. z
rownych katow ptaskich zlozone ale w przeciwnym porzadku
w obu utozonych, nazwiemy kgtami brylowemi symmetryczne-
mi. Takie dwa katy najtatwiej otrzymamy, przedtuzajac kra-
wedzie jednego w przeciwnym kierunku. Z trzech wigc ka-
tow plaskich mozna tez zlozy¢ dwa katy brylowe réwne ale
nieprzystajace do siebie.

Uwaga. Kat brylowy trdj$cienny majacy dwa katy ptas-
kie rowne, na podobienstwo trojkata rownoramiennego, na-
zwaé mozna kqtem rownosciennym (po francuzku isoedre).
Dwa takie katy brylowe symmetryczne przystaja do siebie,
bo potozywszy jeden na drugim tak, izby trzecie Sciany przy-
staly do siebie, dwie inne $ciany czyli to leza w tymze sa-
mym czyli w przeciwnym porzadku jako sobie rowne, w kaz-
dym razie przystang do siebie, bo oprdcz rownosci czynig z
trzecig katy $cienne rowne §. poprzedzajacy.
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TwierpzeNiE. Dwa kqty brylowe trojscienne majgce po
jednej Scianie rownej i po dwa kqty Scienne przy tejze Scia-
nie lezqce rowne i jednako polozone przystajq do siebie.

Niech beda dwa katy brylowe O 1 O’jig. 215, majace katy
ptaskie AOC i A'0'C réwne, tudziez kat Scienny OAzzOA
i kat O C"tT C czyli wyrazniej, kat pochylosci ptaszczyzny
AOB do AOC réwny takiemuz katowi plaszczyzny A'0'B'
do A'0'C i kat ptaszczyzny BOC z ptaszczyzna AOC rowny
katowi plaszczyzny B'0'C' z plaszczyzna A'0'C', potrzeba
dowies¢, ze te dwa katy przystaja do siebie. Przenioslszy
mysla kat O' na O i ulozywszy tak izby wierzchotek O'
padl na O, a $éciana A'0'C' przystata do $ciany AOC, po-
niewaz te katy ptaskie z zalozenia sa sobie rowne, zatem
krawedz 0'A' pojdzie po krawedzi OA a krawegdz 0'C, po
OC. Z powodu, ze kat 0'A'=r:0A, $ciana A'0’B' wezmie po-
lozenie $ciany AOB i dla tej samej przyczyny $ciana B'0'C'
wezmie potozenie Sciany BOC. Dwie wigc ptaszczyzny A '0 B'
i BfO'C dostatecznie rozszerzone, przetng si¢ w tejze samej
prostej w ktorej si¢ plaszczyzny 40B i BOC przecinaja t.j.
w prostej OB, a dlatego krawedz 0'B’ pojdzie po krawedzi
OB, a nastgpnie katy ptaskie A'0’B' i AOB, B'0'C' i BOC
przystang do siebie, zatem i kat brylowy O' przystanie do
takiegoz kata O, a tem. samem s3 sobie rowne.

§. 212

TWIERDZENIE. Dwa kqty brylowe trojscienne sq sobie
rowne i przysta¢ mogq do siebie, jezeli majq po dwa kqty
plaskie rowne i po kqgcie Sciennym miedzy plaszczyznami tych-
ze kqtow zawartym rownym, a kqty plaskie sq jednakowo iv
obu uloZone.

Niech bgda dwa katy brylowe O i O'jig. 215 takie,
ze kat AOC = A'0’C', kat AOB ~ A'0'B i kat $cienny
OB =: OA." czyli kat pochytoséci ptaszczyzny AOB do AOC
rowny katowi pochylosci ptaszczyzny A'0'B' do A'0'C; po-
trzeba dowies¢, zete katy przystaja do siebie a nastepnie sa
sobie rowne, t. j. ze i trzecie katy ptaskie BOC i B'0'C' sg
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sobie rowne. Na dowiedzenie tego, potézmy rowniez kat O'
na O tak, izby punkt O' padina O, a kat ptaski A'0'C przy-
stat do kata AOC. Poniewaz kat $cienny 0'A'mOA, zatem
Sciana A'0'B' wezmie polozenie $ciany AOB, a z powodu
rownosci katow plaskich AOB i A'0'B', krawedz 0 B' wez-
mie ptozenie krawegdzi OB. A Ze przez dwie proste przeci-
najace si¢ jedna tylko ptaszczyzna przechodzi¢ moze §. 180,
za$ dwie proste 0'C' i 0'B leza catkiem na prostych OC i
OB czyli czynig z niemi jedne i tez same krawedzie, zatem
i kat ptaski B'0'C' ~ BOC t. j. dwa zalozone katy brylowe
we wszystkich swych czgéciach przystaja do siebie.
§. 213.

TwierpzenNie. Dwa kqty brylowe trojscienne, w ktorych
trzy kqty Scienne jednego sq rowne trzem takimze kqtom dru-
giego i jednakowo polozone, sq sobie rowne i przystajq do siebie.

Dwoch katow brylowych tréjsciennych O i O, oznacz-
my katy ptaskie przez 4 p, y 1 a, p, y, katy za$ S$cienne
im przeciwlegle przez a, b, ci a’, b, ¢ Do kazdego z
tych katéow brylowych pomysimy sobie kat trdj$cienny spet-
niajacy §. 206, tedy Sciany jednego z tych katow beda ro-
wne S$cianom drugiego kazda kazdej jako spelnienia katow
a b cia, b, ¢, gdyz z zalozenia a—a, b—b, c—c. Je-
zeli. bowiem katy ptaskie tych speiniajacych katow bryto-
wych oznaczymy przez A, B, C i A', B', C', poniewaz
A -f-a—1801i A'-f-a" 180", zatem A-ffa~ A a naste-
pnie A=A"' bo z zalozenia a—a. Dla tejze samej przy-
czyny jest B= B' i Cz=C' Dwa wigc katy speiniajace przy-
staja do siebie, az przystania wniesiemy, ze ich katy $cien-
ne lezace naprzeciwko katow ptaskich rownych sa sobie ro-
wne. Oznaczywszy takowe w pierwszym przez g, h, k a
w drugim przez g, i, k't bedzie g—g'.h —1i\k —k'. Aze
znowu z wlasnosci katow spetniajacych wyzej dowiedzionej
wypada, ze g-j-ar=: 1801g4-co — 180, skad g-\-« —g’ ,
zatem a— @' Podobnie tez znajdziemy, ze p—p i y—y' czyli
ze dwa katy brytowe trdjscienne majgce katy $cienne réwne i
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w tymze samym porzadku ulozone sa sobie we wszystkich
swych cze$ciach rowne i przystaja do siebie.

Uwaga. Kat brylowy trojscienny jest wiec doktadnie
oznaczonym, skoro znamy sze$¢ jego elementow t.j. trzy ka-
ty plaskie i trzy katy Scienne. Laczac te sze$¢ elementow
po dwa za posrednictwem trojsciennego kata speiniajacego,
otrzymamy sze$¢ roéznych potaczen.

Chociaz pomingliSmy twierdzenie, ze w katach brylowych
trojSciennych na przeciwko katow ptaskich réwnych lezg ka-
ty $cienne rowne i odwrotnie, wszelako w przypadku przy-
stania do siebie dwoch takich katéw tatwo to twierdzenie
wyprowadzi¢ jako prosty wniosek, bo to jest koniecznym
warunkiem ich przystania.

§. 214.

Powiedziawszy w §. 205, co nazywamy katem brylowym
wielo$ciennym, nie wiele mamy do powiedzenia o takich ka-
tach, oprocz ze przez dwie ktorekolwiek lecz nie na jednej
$cianie lezace krawedzie poprowadzona plaszczyzna, dzieli
kat brylowy na dwa inne, kazdy z mniejszej liczby katow
ptaskich zlozone; ze prowadzac przez kazde dwie do dwoéch
przylegtych $cian nalezace krawedzie plaszczyzny, podzieli¢
mozna kazdy kat brylowy wielo$cienny, na same katy troj$cien-
ne; ze nareszcie summa katéw plaskich w wierzchotku kata
brytlowego wielo$ciennego, jest zawsze mniejsza niz 4R.

To ostatnie twierdzenie jakkolwiek samo z siebie oczy-
wiste, jezeli kat biylowy ma by¢ rzeczywistym, sadze za po-
trzebne dowies$¢, chociazby tylko dla torowania uczacym si¢
drogi do innych dowoddow.

Niechze wiec fig. 216 bedzie kat brylowy wielo$cienny
O; na dowiedzenie, ze summa katow ptaskich przy jego wierz-
chotku jest mniejsza niz 4R, poprowadzmy jakokolwiek plasz-
czyzng wszelako z warunkiem, izby wszystkie krawedzie da-
nego kata przecinata jak tu np. w punktach A, B, C, D, E,
F. Taz sama plaszczyzna przetnie tez kazda §ciang w pro-
stoj, ktore zamkng pewien wieclokat ABCDEF.... Na plasz-
czyznie tego wielokata obrawszy gdziekolwiek punkt S i ta-
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kowy potlaczywszy ze wszystkiemi wierzchotkami wielokata,
przy kazdym takim wierzchotku otrzymamy kat brylowy
trojscienny, w ktorym dwa katy plaskie naleza do $cian kata
brylowego, za$ trzeci do wielokata. A ze wedtug §. 207 kaz-
de dwa katy plaskie do $cian kata brylowego nalezace sa
wigksze niz trzeci, t. j. niz kat do wielokata nalezacy, wiec
summa wszystkich katow ptaskich przy wierzchotkach A, B,
C, D it d lezacych a do $cian kata brylowego nalezacych
jest wigksza, niz summa wszystkich katow wewngetrznych wie-
lokata. Kazdej $ciany, jako trojkata prostokre§lnego, summa
trzech katow czyni 2R, tych za$ trojkatow jest tyle, ile wie-
lokat ma bokow, przeto i liczba katow prostych begdzie row-
na tyle razy powtoérzonym dwom katom prostym, ile wielo-
kat ma bokéw; przeto summa katow w wierzchotku kata bry-
lowego uzupelia summe wszystkich katow plaskich do $cian
jego nalezacych do tyle razy wzigtych dwoch katow prostych,
ile wielokat ma bokéw. Podobniez snmma katdw przy S u-
zupetnia summe katdéw wewngtrznych wielokata do tyle razy
wzigtych dwoch katow prostych, ile wielokat ma bokow; ta
wigc ostatnia summa jest wzglgdnie summy wewnetrznych
katow wielokata, czem summa katow plaskich przy wierz-
chotku, wzgledem summy katow ptaskich przy wierzchotkach
A, B, C, D.... lezacych, a do $cian kata brylowego naleza-
cych. Ale poniewaz ta ostatnia summa jest wigksza, niz sum-
ma katow wielokata, przeto summa uzupehniajaca tamte, mniej-
sza by¢ musi od summy t¢ tu uzupeiniajacej. A kiedy osta-
tnia uzupelniajaca summa jestrrz4R, zatem summa katow plas-
kich przy wierzchotku kata brylowego jest mniejsza niz 4R,
co chcieliSmy dowiesc.

Dwa katy wielo$cienne podobniez jak dwa trojSciany
wtedy tylko do siebie przysta¢ moga, gdy maja katy ptaskie
rowne ijednakowo w obu ulozone i oprocz tego katy Scienne
rowne. Lub tez, jezeli kazdy z nich moze by¢ rozebranym
na t¢z sarn¢ liczbe tréjsciandw réwnych i podobnie w obu
katach utozonych.
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Konczac rzecz o katach brylowych, wypada nam jesz-
cze wspomnieé, chociaz tylko pokrétce, jak si¢ mierzy wiel-
kos¢ kata brytowego? Wiemy juz, iz aby wymierza¢ ilosci
ciagle czyli geometryczne, potrzeba w kazdym gatunku ilo$ci
obra¢ jednostke tegoz samego gatunku, a wszelako tatwa do
pojecia i stalg. Jakoz chcac wymierza¢ katy linijowe, obralis-
my za jednostk¢ kat prosty, bo si¢ przekonalismy, ze ten jest
zawsze staltym i niezmiennym, oraz do wykreslenia latwym
a pojecie jego zadnej nie stawia trudnos$ci. Chcac zatem wy-
mierza¢ wielko$¢ katow brytowych, postapi¢ nam nalezy tym-
ze samym sposobem, obierajac za jednostke do tego wymia-
ru takze kat brylowy. Ale jakiz kat za taka jednostke obie-
rzemy? Rozwazywszy wszystko co dotad okatach brylowych
powiedzieliSmy, dostrzezemy, ze w §. 207 pokazalismy, iz sko-
ro si¢ trzy plaszczyzny przecinaja, tak ze kazda z nich jest
prostopadta do dwoéch innych, dzielg przestrzen nieograniczo-
ng na o$m okoli¢ czyli czesci zupelnie migdzy soba réwnych;
bedac za$ te plaszczyzny wzajemnie do siebie prostopadiemi,
czynig osm katow brylowych trojsciennych miedzy soba ro-
wnych. Kazdy z tych katow brylowych zawarty jest trzema
prostemi katami ptaskiemi, i ma wszystkie trzy katy $cien-
ne czyli katy pochylosci $cian proste, z tego powodu takie
trojScienne katy brylowe nazywac bgdziemy prostemi. W kaz-
dym innym przypadku t. j. gdy si¢ trzy plaszczyzny w inny
sposob przecinaja, kat brylowy nie bedzie miat tych wlasno-
Sci, izby jego katy plaskie byly proste réwnie jak katy Scien-
ne; dlatego tez kat brylowy trdjécienny prosty jest statym i
niezmiennym, oraz tatwym do pojecia; stuszng wigc jest rze-
cza taki kat obra¢ za jednostke do mierzenia innych katoéw
brylowych. Mowiac zatem o wielkosci jakiego kata bryto-
wego, rozumie¢ bedziemy stosunek przestrzeni miedzy jego
$cianami zawartej, do przestrzeni zawartej miedzy trzema $cia-
nami kata brylowego prostego.

Jezeli trzy plaszczyzny przecinaja si¢ wzajemnie jako-
kolwiek, w kazdym razie dzielg przestrzen nieograniczong na
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osm okolic nieréwnych, jak poprzednio miedzy soba; summa
atoli tych okolic czyli katow brylowych tréjsciennych réowna
si¢ zawsze osmiu katom brylowym tréjéciennym prostym.
Kazde dwa katy brylowe nad lub pod ptaszczyzng pozioma,
a po jednejze stronie jednej z dwoch drugich plaszczyzn w
summe wziete, czynig dwa katy brylowe proste i ztego po-
wodu nazwacby je mozna przyleglemi na podobienstwo katow
linjjowych. Co tu powiedzieliSmy o dwoch katach nad lub
pod plaszczyzng pozioma, rozumie si¢ takze o kazdej ztrzech,
ptaszczyzn, bo kazda z nich uczyni¢ mozna pozioma. Zasta-
nowiwszy si¢ nad tern, iz im jeden z dwoch przylegtych ka-
tow brylowych jest mniejszy, tern drugi bedzie wigkszy od
kata prostego, tudziez, ze rdéwniez katy Scienne przy tejze sa-
mej krawedzi lezace, a do tych katow brylowych nalezace,
W miar¢ zmieniania si¢ obu katéw brylowych zmieniaé si¢
beda, t. j. jeden male¢ a drugi ro$¢ bedzie, tatwo pojmiemy,
ze skoro katy brylowe ze stanu réwnosci t. j. gdy sa kata-
mi prostemi, przechodza do stanu nieréwnosci, katy tez §cien-
ne z takiegoz stanu przechodza do katow pochylosci nierd-
wnych jako przylegle; ze przeto stosunek jednego z tych ka-
tow nierownych do kata prostego, koniecznie réwnym by¢
musi stosunkowi zmiennego kata pochylosci do kata lini-
jowego prostego.

To dobrze zrozumiawszy, niech trzy plaszczyzny MN,
PQ i RS fig. 217, przecinaja si¢ w punkcie O; kat S$cienny
przy krawedzi Ox czyli kat pochytosci ptaszczyzny RS do
ptaszczyzny MN oznaczmy przez c; takiz kat przy krawedzi
Oy czyli kat pochytosci ptaszczyzn PQ i MN oznaczmy przez
b, a nareszcie kat przy krawedzi Oz czyli kat pochyltosci
plaszczyzn PQ i RS oznaczmy przez a, tedy uwazajac czte-
ry katy nad plaszczyzng MN, wedtug tego co poprzedzito, ma-
my: summa dwodch katow brylowych xyz i x'yz t. j. summa
katow po jednej stronie plaszczyzny PQ jest tern wzgledem
dwoch katow brylowych prostych, czem kat $cienny c wzgle-
dem kata prostego linijowego czyli 90°. Oznaczywszy pi-zeto
kat brylowy prosty przez K, bedzie
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Podobniez znajdziemy .

A Ze zatem dodawszy trzy
ostatnie zréwnania otrzymamy

skad

albo

Wielkos¢ przeto kqta brylowego trojsciennego mierzy sie
przewyzkq trzech jego kqtow Sciennych nad dwa kqty proste,
t. j. ze kgt brylowy trojscienny takq jest czescig kqta brylo-
wego prostego, jakq czescig jest przewyzka trzech jego kqtow
pochylosci wzgledem kqta prostego czyli wzgledem 90°. Tak
np. gdyby trzy katy scienne K3td bryloAvego trojéciennego

byty 880, 621) 1 450, tedy wielkos$¢ takiego kata brytowego
bylaby ———4y* K~ —K t i ten kat brylowy co do

wielkosci swojej bylby% kata brylowego prostego. Gdyby
za$ trzy katy $cienne byly a —95°, b~ 130°, c~ 145°, wte-
dy wielko$¢ kata brylowego bedzie

j. kat brylowy rownatby si¢ dwom katom brylowym pro-
stym i t. d.
ROZDZIAL III.

O cialach graniastych (polyedra).
§. 216.

Ze wstepu wiemy, Ze cialo geometryczne jest to prze-
strzen ze wszech stron ograniczona. Ze ta przestrzen ogra-
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nicza si¢ powierzchniami, ktére poniewaz by¢ moga ptaskie
lub krzywe, powstaja nam t6z ciata graniaste lub okrggle, do
czego przyda¢ mozemy ciata mieszane t. j. przestrzen ogra-
niczong po czgsci powierzchniami plaskiemi a po czesci krzy-
wemi.

W tym rozdziale méwi¢ jedynie bedziemy o ciatach plas-
kiemi powierzchniami ograniczonych.

Aby miejsce na plaszczyznie ograniczy¢, potrzebowa-
liSmy najmniej trzech prostych, skad otrzymali$my figur¢ naj-
prostsza lecz zarazem najwazniejsza nazwang trojkgtem. Aby
przestrzen ze wszech stron ograniczy¢, potrzeba najmniej czte-
rech ptaszczyzn z warunkiem jednakze, izby kazda z nich
trzy inne przecinata; widzieliSmy bowiem, ze chociaz nie czte-
ry ale jakakolwiek liczba plaszczyzn przecina si¢ ale tak, ze
wszystkie maja jeden punkt spoiny, nie zamykaja jednak ze
wszech stron przestrzeni, ale owszem wjednym kierunku o-
twartg 1 do nieskonczono$ci ciggnaca si¢, a ktora kgtem wie-
losciennym nazwaliSmy.

Skoro jakakolwiek liczba ptaszczyzn przecina si¢ z so-
ba, te inaczej przecinaé¢ si¢ nie moga tylko, ze albo jeden
punkt maja spoiny, albo Ze spdlne przecigcia si¢ kazdych
dwodch s3 od siebie rownolegle, albo nareszcie, rozmaicie sg
do siebie nachylone. W pierwszym przypadku nie zamkng,
jak juz powiedzieliSmy, przestrzeni, dopdoki ze strony otwartej
nie przetniemy wszystkich jedng jeszcze plaszczyzng, skad
otrzymamy ciata nazwane ostrostupowemu albo krocej ostro-
stupami (pyramides). W drugim przypadku inaczej przestrze-
ni nie zamkniemy, dopdki wszystkich ptaszczyzn z dwoéch
otwartych stron dwiema innemi plaszczyznami nie przetnie-
my; z czego otrzymamy ciala graniasto-stupowe (prisma), lu-
bo te nazwe dajemy ciatom, w ktoérych dwie zamykajace ptasz-
czyzny sg od siebie rownolegle. W trzecim nareszcie przy-
padku mozna zawsze zamknaé przestrzen rozszerzajac tylko
niektére z plaszczyzn dostatecznie, skad otrzymamy ciata na-
zwane loieloscianami (polyedra). Ciata wszystkich trzech ga-
tunkow moga by¢ loypukie (convexa), albo icklesle (concava)
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W obecnem dzietku jako elementarnem, moéwi¢ bedzie-
my jedynie o ciatach wypuktych, ktore tatwo poznamy, bo
przedluzywszy albo raczej rozszerzywszy ktorakolwiek z plasz-
czyzn ograniczajacych we wszystkich kierunkach, cate takie
cialo znajduje si¢ catkiem z jednej strony tak rozszeizonej
plaszczyzny. Z trzeciego gatunku zatrudnia nas tylko cia-
fa tak nazwane foremne, jak to w dalszym ciagu zobaczymy.
Zacznijmy od graniastostupow.

Graniastostupy (prisma).

§. 217.

Jezeli uklad ptaszczyzn przecinajacych sie tak, ze spol-
ne przeciecia si¢ kazdych dwoch sa od siebie rownolegte,
przetniemy dwiema plaszczyznami do siebie réwnoleglerni,
otrzymamy ze wszech stron ograniczong przestrzen, a zatem
cialo geometryczne, ktore graniastosiupem nazywamy. Dwie
ostatnie plaszczyzny przecigwszy si¢ z pierwszemi, zkazdg na-
turalnie w prostej, wydadza dwa wielokaty zupetnie sobie row-
ne, ktore podstawami graniastostupa nazywaé bedziemy, jedne
gorng a druga dolng. Wszystl.de inne plaszczyzny przecigwszy
si¢ z dwiema podstawami, wydadza tyle rownoleglobokdw, ile
jest ptaszczyzn, a zatem tyle, ile kazda z podstaw ma bokow;
dlatego tez otrzymaé jeszcze mozna graniastostup, nakre-
sliwszy na jakiejkolwiek ptaszczyznie wielokat prostokreslny
i ze. wszystkich jego wierzchotkéw katow poprowadziwszy
zewnatrz 1 zjednejze strony tej plaszczyzny proste rownole-
gte od siebie i rowne, a potem taczac ich konce prostemi;
przez co otrzymamy wielokat rowny nakreslonemu, a proste
rownolegle wraz z bokami dwodch rzeczonych wielokatow ro-
wnych zamkna rownolegloboki, ktore wystawiwszy sobie ja-
ko plaszczyzny, zamkna przestrzen catkiem ze wszech stron
ograniczona.

Wszystkie ograniczajace rownolegloboki nazywac be-
dziemy scianami bocznemi (facies laterales). Spolne przecig-
cia si¢ $cian bocznych tak tu, jako tez i w innych ciatach
nazwiemy réwniez krawedziami. Wysokoscig graniastostupa

18.
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nazwiemy prostopadla z ktoéregokolwiek punktu plaszczyzny
jednej, na plaszczyzng drugiej podstawy spuszczona.

Z tego opisania graniastoslupa tatwro dostrzegamy, ze
Sciany boczne formuja z podstawami przy kazdym wierzchot-
ku katy trojscienne, w ktorych zawsze dwa katy plaskie na-
leza do $cian bocznych a trzeci do jednej z podstaw.

Sadze zZe tez nie potrzebuj¢ dowodzi¢, jako oczywistej
prawdy, ze przecigwszy gdziekolwiek graniastostup ptaszczy-
zng rownolegla do dwoch podstaw, przecigcie to jest wielo-
katem zupelnie rownym kazdej z podstaw. Skad wyplywa,
ze graniastostup* mozna jeszcze otrzymac ruchem jednej zje-
go podstaw rownolegle do pierwszego jej potozenia wzdluz
ktorejkolwiek krawedzi, pomysliwszy sobie tylko, ze ta pod-
stawa w swym ruchu pozostawia w kazdem potozeniu $lad
swej bytnosci. W tym ruchu to jest uwagi godnem, ze gra-
niastostup przechodzi przez wszystkie stany swej wielkosSci
poczawszy od zero, az do nieskonczonos$ci; aby wigc mieé
ograniczong wielko$¢ graniastostupa, dosy¢ poprowadzi¢ w
stosownej odlegtosci ptaszczyzng rownoleglta do podstawy.

Kazda ptaszczyzna nie rownolegle, lecz pod jakiemkol-
wiek nachyleniu do podstawy poprowadzona, dzieli grania-
stostup na dwa inne, ktére zwyczajnie nazywamy graniasto-
stupami ukosnie Sciefiemi (prisma obligue truncatum), jak prze-
cigcie abcde, fig. 218.

Graniastostupy przybieraja nazwy od liczby $cian bo-
cznych, albo co na jedno wychodzi, od liczby bokdéw wielo-
kata stuzacego za podstawe. Tak wigec sg graniastostupy tréj-
$cienne (prismata triangularia), czworoscienne (cjuadrangula-
ria), piecioscienne (pentagonalia) i w ogoélnosci wieloScienne
(polygonalia), wedtug tego jak podstawa jest trojkatem, czwo-
rokatem, pigciokatem..... wielokatem.

Prostym graniastostupem nazwiemy ten, ktorego boczne
krawedzie sa prostopadte do podstaw. W tym przypadku, po-
niewaz wszystkie te krawedzie sa sobie rérvne, przeto kazda jest
tez wysokoscia graniastostupa, $ciany za$§ boczne sg prostoka-
tami. Kazdy inny graniastoslup nazywaé bedziemy ukosnym.
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Nazywamy jeszcze graniastoslupem foremnym kazdy
graniastostup prosty, ktorego podstawy sa wielokatami fore-
mnemi. W takim graniastostupie wszystkie S$ciany boczne
sa prostokatami sobie réwnemi.

W jakimkolwiek graniastostupie poprowadziwszy przez
dwie nie na jednej $cianie lezace krawedzie plaszczyzng, ta
naturalnie bedzie rownoleglobokiem i nazywac ja bedziemy
plaszczyzng przekgtng (planum diagonale). Dwie takie plasz-
czyzny przecinaja si¢ w prostej rownolegtej do kazdej zkra-
wedzi graniastostupa. Na fuj. 218 widzimy dwie takie ptasz-
czyzny AFHC i BDIG przecinajace si¢ w prostej LM.

Nareszcie kazdy graniastostup rozebrany by¢ moze na
graniastostupy tréjscienne przez plaszczyzny przekatne. Tak
na fig. 218 widzimy graniastostup pigcioScienny rozebrany
przez plaszczyzny przekatne na trzy trojscienne ABCFGH,
ADCFIH i ADEFIK.

Tak w graniastostupach jako tez i w innych ciatach geo-
metrycznych zwrdcimy szczegoélniej nasze uwage na ich ob-
Jjetos¢ (volumen) i powierzchni¢ (superficies), a oprocz tego
gdzie potrzeba albo sama umiejetno$é wymagac bedzie, wska-
zemy szczegodlne ich wiasnosci.

Objetoscig ciata nazywaé bedziemy wielko$¢ przestrzeni
przez cialo zajetej; powierzchnig za$ wielko$¢ pola zajetego
przez wszystkie cialo ograniczajace powierzchnie, ba¢ one sa
ptaskie, ba¢ kizywe.

5. 218.

TwierpzenNie. Dwa graniastostupy majgce po kqcie troj-
Sciennym rownym zawartym trzema wielokgtami rotonemi kazdy
kazdemu i jednakowo to obu utozonemi, sq sobie rowne i przy-
stajq we wszystkich czesciach do siebie.

Niech beda dwa graniastostupy ABCDEFGH i abcdefgh
fig. 219, majace katy trojScienne A i a réwne 1 zawarte
trzema wielokatami kazdy kazdemu réwnemi tak, ze ABCDzz
abcd, ADHE r1r adlie i ABFE — abfe; potrzeba dowies¢, ze
przystaja do siebie, a nastgpnie, ze sobie sg rowne.
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Pomys$lmy graniastostup abcdefgh przeniesiony na
ABCDEFGH i ulozony tak, izby podstawa abcd przystata do
podstawy ABCD, co by¢ moze, bo z zalozenia s3 sobie rdwne,
tedy dla réwnosci $cian, katy ptaskie skladajgce trdjSciany
Aia, s3sobie rowne kazy kazdemu; skad wyplywa, ze katy
Scienne czyli katy pochyloSci tychze $cian s3 sobie rowne,
kazdy kazdemu §. 210, wiec $ciany adlie i abfe wezma po-
lozenie $cian ADHE i ABFE i do nich przystang, bo sobie
takze z zatozenia sg réwne; punkta przeto ¢ /, h padng na
E, F, H, a nastgpnie i podstawa gorna efgh wezmie potozenie
podstawy EFGH i do niej przystanie, albowiem sa sobie
rowne jako rowne podstawom dolnym, a z zatozenia rownym;
wigc nareszcie 1 wszystkie inne boczne §ciany czyli rowno-
legtoboki przystang do odpowiadajacych sobie; zatem i dwa
rzeczone graniastostupy we wszystkich swych czgéciach przy-
stang do siebie, a nastgpnic sg sobie rowne.

w NiosEk. Dwa graniastostupy proste majace podstawy
i wysokosci rowne, sa sobie réwne. Potozywszy bowiem pod-
stawe jednego na podstawie drugiego tak, izby wierzchotki
odpowiadajacych katow padly na siebie, poniewaz boczne
krawedzie w obu graniastostupach sa prostopadte do podstaw,
muszg wiec koniecznie wzia$¢ polozenie jedne drugich; a ze
tez s i miedzy sobg rowne, zatem i wierzchotki gornych
podstaw padna jedne na drugie, a nastepnie i dwa graniasto-
shupy we wszystkich cze$ciach przystang do siebie, przeto
sobie sg rowne.

§. 219.

Twierpzenie. Kazdy graniastostup ukosny zamieni¢ mo-
zna na prosty rowny mu co do objetosci.

Niech bedzie graniastostup ABCDEFGH fig. 220 ukos$ny,
potrzeba okaza¢, iz go mozna zamieni¢ na prosty rdwny mu
co do objetosci. W tym celu przez konce ktorejkolwiek kra-
wedzi bocznej np. przez konce B i F, krawedzi B|”" popro-
wadzmy dwie ptlaszczyzny prostopadie do tejze krawedzi, te
ptaszczyzny przetng inne krawedzie przedtuzone gdzie po-
trzeba, w punktach np. a, c, d, ¢ g h Poniewaz wedlug de-
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finicyi wszystkie krawedzie graniastostupa ukosnego sa od
siebie rownolegte, a dwie nowe plaszczyzny sa z wykreslenia
prostopadtemi do jednej z nich t. j. do BF, sg wigc rowno-
leglemi od siebie i prostopadtemi i do wszystkich; figura
przeto aFcdeFgh, jest graniastostupem prostym. Oba
graniastostupy maja czg$¢ zawarta miedzy plaszczyznami
ABCD i eFgh spoing; chcac wigc dowiesé, ze sobie sg rowne,
dosy¢ bedzie okaza¢, ze cialo zawarte mig¢dzy ptaszczyznami
ABCD, aF>cd jest rowne ciatu zawartemu migdzy plaszczy-
znami EFGH 1 eFgh, t. j. ze bryla FHrr BD. Dwie krawg-
dzie AE 1 ae sa réowne trzeciecj BF 1 od niej rownolegle,
stosownie do definicyi graniastostupa, zatem AE—ae, a nastep-
nic Aa — Ee. A ze tez ABrr EF i aB —¢F, wigc dwa
trojkaty czyli dwie S$ciany AaB EeF sg sobie réwne i przy-
staja do siebie. Zupelnie tym samym sposobem dowiedzie
sig, z2 Ccnr Gg i D*—H/?, tudziez ze katy ABa i CBc
sg rowne katom EFe i GFg. Skoro wigc cialo eF"EFGH
wystawimy sobie przeniesione na cialo aBccZABCD i ulo-
zone w ten sposob, zeby punkt F padl na punkt B, a wre-
lokat eFgh przystat do wielokatg al>cd poniewaz kat eFE ci
aBA, krawedz FE poéjdzie po krawedzi BA; a ze sobie sa
rowne, wigc punkt E padnie na A, bo tez i eF —ad. Po-
dobniez punkt G padnie na C, a plaszczyzna czyli wielokat
EFGH przystanie do wielokata ABCD. Lecz HA~ Dd i
Gg = Cc, przeto wszystkie plaszczyzny ograniczajagce dwa
te ciata i wszystkie krawedzie przystaja zupetnie do siebie,
wiec rzeczone ciata sga sobie réwne we wszystkich swych
czgéciach. Dodawszy teraz spoing obu graniastostupom czesé
ABCDeF</A do ciala aBcc/aABCDA, otrzymamy graniastostup
prosty oh, dodawszy za$ t¢z sarng czg¢$¢ do ciata eF<//*eEFGHE,
otrzymamy graniastostup ukosny BH, przeto dwa te grania-
stostupy sa sobie rowne.
§. 220.

Jezeli w graniastostupie podstawy sg takze réwnoleglo-
bokami, taki graniastostup nazywaé bedziemy roicnolegloscia-
nern (parallelipipedum); sktada on si¢ bowiem z szeSciu ro-
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wnolegtobocznych $cian po dwie od siebie rownoleglych i
rownych, jak si¢ zaraz okaze.

Ze przeciwlegle $ciany rownoiegloécianu sa sobie ro-
wne, tatwo jest dowies$é; albowiem chcac okazaé, ze $ciana
ABFE rz DCGH, fig. 221, uwazmy, ze AB — CD i
BF “ CG, tudziez kat ABF —DCG, przeto réwnoleglo-
boki ABFE i DCGH wedlug §. 24 wuwaga 3, przystaja
do siebie, a tern samem sg sobie réwne. Oprocz réwnosci,
sa jeszcze te Sciany od siebie rownolegle: gdy bowiem kat
ABFzzDCG, a ramiona ich sa od siebie réwnolegle, zatem
ptaszczyzny ABFE i DCGH sg od siebie rownolegle stoso-
wnie do §. 198. Z tej wlasnosci wypada, ze przecigwszy
rownoleglo$cian w jakimkolwiek kierunku plaszczyzna, prze-
cigcie to zawsze jest rownolegltobokiem stosownie do §. 193.
Kiedy rownolegtoscian jest cialem zawartem sze$ciu rowno-
leglobokami, zatem ktorekolwiek dwie przeciwlegle S$ciany
wziag§¢ mozna za jego podstawy. Latwo t6z jest wystawic
rownoleglos$cian, skoro mamy dane trzy proste majace byc
krawedziami rownoiegloscianu wrjednym punkcie schodzgcemi
si¢ 1 czynigcemi z sobg katy plaskie dane; dosy¢ bowiem przez
koniec kazdej prostej poprowadzi¢ ptaszczyzng rownolegla
do ptaszczyzny przez dwie inne proste przechodzacej, te do-
statecznie rozszerzone, zamkng rownolegloscian, ktorego trzy
proste dane be¢da trzema krawgdziami w jednym punkcie
schodzacemi sie.

Roéwnolegtoscian nazwiemy prostym, jezeli boczne jego
krawedzie sg prostopadle do podstaw; nazwiemy go za$ pro-
stokgtnym, jezeli oprocz prostopadtosci krawedzi, podstawy
sa prostokatami. W tym drugim przypadku t. j. w réwnole-
gloscianie prostokatnym, wszystkie §ciany, kiedy w pierwszym,
tylko $ciany boczne, sg prostokatami.

Roéwnolegloscian prostokatny majacy za podstawe kwa-
drat a wysoko$§¢ rowna bokowi tegoz kwadratu, nazywacd
bedziemy szescianom (cubus). SzeS$cian przeto jest grania-
stostupem majgcym sze$¢ Scian kwadratowych migdzy soba
rownych. Cialo to jest bardzo waznem, stosunek bowiem jego
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do innych cial jest zupenie ten sam jak kwadratu do po-
wierzchni figur na plaszczyznie uwazanych.

Poniewaz w rownolegloscianie jest tylko sze$¢ par kra-
wedzi przeciwlegtych §. 223, zatem tez nie wigcej nad szesc
ptaszczyzn przekatnych w kazdym réwmolegloscianie popro-
wadzi¢ mozna. A ze znowu kazda taka plaszczyzna, bedac
rownolegtobokiem, ma dwie proste przekatne, ktore tez prze-
katnemi rownolegloscianu zowiemy, wypadaloby stad, iz
w rownolegloscianie dwanascie prostych przekatnych popro-
wadzi¢ mozna. Lecz zastanowiwszy si¢, ze kazda z prostych
przekatnych nalezy do trzech ptaszczyzn przekatnych, jak
np. AG, fig. 221, jest przekatng réwnolegltobokéw ABGH,
ADGP i AEGC, przekonamy sig, iz tylko cztery roézne prze-
katnie w rownolegto$cianie poprowadzi¢ mozna t.j. AG, BH,
CE i DF: konce ich nazywaja si¢ wierzchotkami roéwnole-
gloScianu scbie przeciwleglemu Roéwnolegloscian ma na po-
wierzchni swojej dwanascie przekatni t. j. na kazdej $cianie
dwie, w $rodku tejze Sciany przecinajace si¢ na potowg.

5. 221.

TwierpzeNie. Cztery przekgtnie rownolegloscianu przeci-
najq sig iv jednym punkcie bedgcym srodkiem prostej lgczgcej
srodki dwoch scian przeciwleglych.

Niech na poprzedzajacej figurze 221, AG i CE beda
dwie z tych przekatni, poniewrez obie sa przekatniami ro-
wnolegtoboku ACGE, zatem wedtug §. 51 wnios. 2 przecinaja
si¢ wzajemnie na dwie rowne czesci; punkt przecigcia sig¢
ich oznaczmy gloska O. Uwazmy znowu dwie przekatnie
AG i DF, ztych kazda jest przekatnig tegoz samego réwno-
legtoboku ADGF, przeto punkt O bedacy srodkiem prze-
katni AG 1 CE, jest tez S$rodkiem przekatni DF. Tymze
samym sposobem okaze si¢, ze tenze punkt O jest $rodkiem
przekatni BH i DF, jest przeto punkt O spdlnem przecigciem
si¢ wszystkich czterech przekatni i $rodkiem kazdej.

Polaczywszy $rodki ktérychkolwiek dwoch przeciwle-
gtych ptaszczyzn np. 1 1 K prosta IK, ta jest rowna i ro-
wnolegla kazdej krawedzi bocznej, a bedac poprowadzona
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przez $rodki dwodch przeciwleglych bokéw BD i FH réowno-
legtoboku BFHD, przechodzi¢ musi przez jego srodek O,
oraz podzielona jest w tymze punkcie na dwie czg$ci rowne.
Toz samo rozumie si¢ o prostej LM taczace] $rodki Scian
ADHE 1 BCGF, tudziez o proste] NP laczace] s$rodki $cian
ABFE i DCGH.

Uwaga 1. Punkt O bedacy Srodkiem kazdej przekatni
rownoleglo$cianu, jako tez $rodkiem kazdej prostej laczacej
srodki dwoch $cian przeciwlegltych, nazywaé bedziemy srod-
kiem rownolegloscianu.

Utoaga 2. W réwnolegloscianie prostokatnym kazda z
czterech przekatnych plaszczyzn jest prostokatem, a cztery
jego przekatnie sg sobie réwne.

§. 222.

TwiErDZENIE. W rownolegloscianie prostokgtnym kwadrat
zjego przekgtni rowna sie summie kioadratow wystawionych na
trzech jego krawedziach w jednym punkcie schodzqcych sie.

Niech fig. 222} wystawia nam roéwnolegloscian prosto-
katny, poprowadziwszy prosta AG, jedn¢ z jego przekatni,
mamy dowies¢ Ze AG" —AB —f—_A_izl"-|-m2 . Na ten koniec
poprowadzmy przekatniag AC prostokata ABCD. W trojkacie
AGC prostokatnym przy Cjest AG" rz GC -f-AC ; w trdjkacie
ABC rowniez prostokatnym przy D jest AC =zAD'-f-DC |
tudziez GCzzAE, wstawiwszy wigc te waznosci, znajdziemy

AGi2=:AE2-J-AD2-fDC2=A E2-f AD2 -{-AB2
co bylo do dowiedzenia.

Uicaga. Poniewaz dla kazdej z czterech przekatni toz
samo twierdzenie ma miejsce t. j. ze kwadrat z kazdej ro-
wna si¢ AE2-{-AD'-{-AB2, przeto naturalny wniosek wy-
pada, ze w rownolegloscianie prostokatnym, cztery przekatnie
s3 sobie réwne.

§. 223.

TwierpzENIE. Dwa rownoleglosciany prostokgtne majgce
rowne podstawy i wysokosci, sq sobie rowne co do objetosci;
majgce rowne podstawy, majq sie¢ do siebie jak wysokosci,
majgce rowne wysokosci, majq si¢ do siebie jak podstawy, a
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nareszcie majqce tak podstawy jako i toysokosci roine, majg
sie do siebie jak iloczyny z podstaw przez wysokosci.

Pierwsza cze$¢ tego twiei'dzenia nie potrzebuje zadnego
dowodu, gdyz z §. 218 wniosek wprost wyplywa, iz dwa r6-
wnoleglo$ciany prostokatne o réwnych podstawach i wyso-
kosciach sg sobie réwne.

Co do drugiego. Tu moga by¢ dwa przypadki, albo
wysokosci réwnoleglo$ciandow sa spdtmierne, albo niespot-
mierne. W przypadku spotmiernosci, oznaczywszy objetosé
jednego z nich przez R a drugiego przez », wysokosci za$
przez W i w, przypusémy, iz wysoko$¢ pierwszego zamyka
m takich cze$ci jakich wysoko$¢ drugiego zamyka n, przez co
bedzie W :w—m :n. A jezeli tak w jednym jako i drugim
rownolegtoscianie przez punkta podzialow na ich wysokos$ciach
zrobione, poprowadzimy plaszczyzny do podstaw rownolegle,
pierwszy podzieli si¢ na m, drugi za§ na n rownoleglo$ciandw
majacych tak podstawy jako i1 wysoko$ci rowne, a zatem
rownych, a dla tego bedzie R :» —m : n nastgpnie za$
R:re=W :w

W przypadku niespdlmiernosci, dowdd jest zupehie
podobny do tego, jakiego w §.116 uzyliSmy i sadzg, Zze nie
stawi zadnej trudnos$ci, dla czego bez obawy niezrozumiatosci,
tu go pomijam tym wigcej, ze W §. 53 uwaga I, datem do-
ktadne, ile mi si¢ zdaje, pojecie przejscia ze spdimiernosSci
do niespotmiernosci.

Co do trzeciego. Niech beda dwa rownoleglosciany
ABCDEFGH i BKLMFNOP jig. 223 prostokatne, majace wy-
sokosci réwne a podstawy nierowne, trzeba dowies¢, ze obje-
tosci takich rownolegloScianow sg w stosunku ich podstaw.
Na dowiedzenie tego, oba réwnolegtosciany postawmy na je-
dnejze plaszczyznie obok siebie tak, izby si¢ jedna krawedzia
np. BF z sobg schodzily, co zawsze by¢ moze, bo krawedzie
w obu s3 prostopadte do podstaw, tudziez izby $ciana BKNF
drugiego, przypadta na przedtuzeniu $ciany ABFE pierwszego
rownolegto$cianu. W takiem ich potozeniu wystawmy sobie
Sciang CDHG pierwszego, jako tez sciang BKLM drugiego
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przedtuzone az do przecigcia si¢ pidrwszej z przedluzona
Sciang KLON w prostej RS, drugiej za§ z ta nowa S$ciang
w prostej CR; tym sposobem otrzymamy trzeci réwnolegto-
scian BKRCFNSG majacy réwna wysokos¢ z danemi. Tak
rownoleglo$cian pierwszy jako i trzeci wystawi¢ sobie mozna
jako stojace na tejze samej podstawie BFGC, wedlug wiec
poprzedzajacego twierdzenia, objgtosci ich majg si¢ do siebie
jak wysokosci t. j. jak AB : BK, czyli oznaczywszy objgtosci
tych trzech réwnolegloscianow przez R, r i ?, begdzie R : e~
AB : BK. Podobniez réwnolegto$ciany » 1 ? uwaza¢ mozna
jako stojace najednejze podstawie BFNK, a ich wysokosci
s BM i BC, przeto ¢ - r~ BC : BM. Dwie te proporcyje
mnozac przez siebie i upraszczajac, otrzymamy R : r~
ABXBC : BKXBM. A ze iloczyny ABXBC i BKXBM
wyrazaja powierzchnie podstaw rownolegloscianow R 1 7,
wigc prawda jest, ze dwa rownoleglo$ciany prostokatne ma-
jace rowne wysokosci maja si¢ do siebie jak podstawy.

Co do czwartego. Niech znowu fig. 224 beda dwa réwno-
legtosciany prostokatne ABCDEFGH i abcdefgh majace tak
wysokosci jako 1 podstawy rozne. Aby dowies¢, ze ich obje-
tosci sa w stosunku iloczynéw z podstaw przez wysokosci,
na krawedzi mjo. ae drugiego, odetnijmy am rr=AE t. j. wy-
soko$¢ pierwszego i przez punkt m poprowadzmy plaszczyzne
rownoleglta od abcd; ta odetnie rownoleglo$cian abcdmnop
majacy wysokos$¢ réwna z pierwszym a podstawg rowng z
drugim. Oznaczajagc wiec jak w poprzedzajagcem objetosci
tych trzech réwnoleglo$cianow przez R, r i ?, stosownie do
dwodch poprzedzajacych przypadkow, bedzie

R : Qrrr AB X BC : abyC.bc
tudziez O:r~ am :ae~ AE : ae
Mnozac te dwie proporcyje przez siebie i upraszczajac, otrzy-
mamy R : 7~ ABX BC X AE : abyCbcyC ae.
Oznaczywszy powierzchnie podstaw danych rownolegtobokow
przez P i p a wysokosci przez W 1 w, poniewaz

PzrABX BC, p —abX bc, W= AE, w —ae

zatem R:»=PXW :PX w-
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Uwaga. Poniewaz BCrr AD i bc— ad, zatem R :r —
ABX AD X AE :abX adyCuae t. j. objetosci dwoch rowno-
legloscianow prostokqtnych, majq si¢ do siebie w stosunku ilo-
czynow z trzech kraioedzi kazdego, w jednymze punkcie scho-
dzqcych sig. Trzy te krawegdzie nazywamy zwyczajnie trzema
wymiarami rownoleglo$cianu, a w szczegélnosci AB dhugoscia,
AD szerokoséciag albo gruboscia, AE wysokos$cig albo glebo-
koscig zowiemy.

wNiosek. Ta ostatnia wlasnos¢ rownoleglosciandw pro-
stokatnych jest ogoélna, z niej przeto latwo wyprowadzié
wszystkie w tern twierdzeniu dowiedzione. I tak przypusciwszy,
ze Prrp 1 W—1i#, mamy R : »r —1:1 skad R — Mt j.
rownolegtosciany majace réwne podstawy i wysokosci, sa
sobie rowne co do objgtosci. Polozywszy powtore P ~ p be-
dzie R : r— W : w, czyli Zze roéwnoleglosciany o réwnych
podstawach majg si¢ do siebie w stosunku wysokosci. Jezeli
przypuscimy, ze po trzecie W —w, otrzymamy z powyzszej
proporcyi R : 7mz=zP :p t. j. ze rownolegloSciany prosto-
katne o rownych wysokosciach, majg si¢ do siebie jak pod-
stawy. Potéozmy nareszcie R = r, tedy znajdziemy P X W =
p X walbo P :p—w : W, ktéora propércyja nas uczy, ze
podstawy dwodch réwnolegloscianéw réwnych, maja si¢ w od-
wrotnym stosunku ich wysokosci 1 wzajemnie wysokoSci
maja si¢ w odwrotnym stosunku podstaw.

§. 224.

Szukajmy teraz objetosci czyli brylowatosci réwnole-
gloscianu prostokatnego. Tu napotykamy znowu nowy gatunek
ilosci geometrycznych; dla tego zupetnie tak jak przy linijach,
katach i powierzchniach postapiliémy, i tu postapi¢ w'ypada,
t. j. potrzeba do wymierzania tego gatunku iloSci, obra¢ za
jednostke takze cialo geometryczne ale takie, izby tak do
pojecia jako tez i zmyslowego wystawienia sobie bylo fatwem.
Takiem cialem jest niezapizeczenie szescian, z nim przeto
potrzeba bedzie porownaé wszystkie ciata ktorych objetosé
chcie¢ bedziemy mierzy¢. Zacznijmy wiec od poréwnania
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sze$cianu z cialem jemu najpodobniejszem t.j. z rownolegto-
Scianem prostokatnym.

Poniewaz z §. 220 wiemy, ze szeScian jest takze réwno-
legloscianem prostokatnym majacym wszystkie $ciany migdzy
soba rowne t.j. kwadraty, przeto dwa te ciata mozna z soba
porownaé w powyzszy sposob, szukajgc ich stosunku migdzy
sobg. Oznaczywszy objeto$¢ rownoleglo$cianu przez R, jego
podstawg przez P a wysoko$¢ przez W, za$ objetos*¢, pod-
stawg 1 wysokos$¢ sze$cianu przez S, j? i w, wedlug poprze-
dzajacego §. bedzie R : S= PX W :p X w- Lecz kiedy
$ciany szeScianu sg wszystkie kwadratami sobie réwnemi,
zatem 1 krawedzie jego sa takze miedzy soba rowne.
Wzigwszy wigc bok kwadratu podstawy roéwny jednostce
dlugosci, powierzchnia podstawy t.j. p bedzie n: 1X 1 >a ze
i w~ 1, zatem bedzie —1X 1X 1—1>a ostatnia
proporcyja przechodzi na

R:SrPX W :l
skad R—PX WX S

Jezeli teraz taki sze$cian przyjmiemy za jednostke do
mierzenia objetosci ciat, t. j. polozymy Szzi, znajdziemy
R—PXW t j. Ze objetos¢ rownolegloscianu prostokgtnego,
rowna si¢ iloczynowi z jego podstawy przez wysokos¢; albo
wedlug uioagi w poprzedzajgcym §., rowna sig iloczynowi
z trzech jego krawedzi w jednym punkcie schodzgcych sie.

Uwaga 1. Znale$¢ objetos¢ rownoleglo$cianu i w ogol-
nosci jakiegokolwiek ciata, nic innego znaczy¢ nie bedzie,
jak to z powyzszego zréwnania widzimy, jak tylko podaé,
wiele razy objetos¢ tegoz ciata jest wigksza od objetosci
sze$cianu wzigtego za miarg, czyli sze$cianu wystawionego
na kwadracie z jednostki dlugosci.

Uwaga 2. Trzy w jednym punkcie schodzace si¢ kra-
wedzie rownoleglo$cianu prostokatnego, a wyrazajace jego
dtugos¢, szerokos¢ i wysokos$¢, oznaczywszy przez a, b, c,
czyli cojest jedno, trzy rzeczone krawedzie przemierzywszy
obrana jednostka diugosci, a, b, ¢, wyrazaé rzeczywiscie
beda stosunki bezwzglednych dlugosci tych krawedzi do je-
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dnostld obranej, wyraza¢ przeto beda liczby: iloczyn téz
tych trzech liczb abc, bedzie liczba wyrazajaca stésunek
objetosci réwnolegtoseianu do jednostki, ale do jednostki bry-
lowej t. j. do objetosci szeScianu ktorego kazda krawedz
jest rowna owej jednostce, ktora krawedzie roéwnolegloscia-
nu mierzyliSmy. Jednostka dlugosci jest zupelie dowolna.
Jezeli jest calem, stopa, tokciem, sgzniem, milg i t. d. bry-
lowato$¢ czyli objetos¢ rownolegloseianu otrzymana z roz-
mnozenia rzeczonych trzech liczb przez siebie, wyrazaé beg-
dzie liczbg cali, stop, tokci, sgzni, mil i t. d. sze$ciennych.

Uwaga 3. Szescian jest sam rownoleglo$cianem, prze-
to objeto$¢ jego réwna si¢ podobniez iloczynowi z liczb wy-
razajagcych dlugosci trzech jego w jednym punkcie schodza-
cych si¢ krawedzi. Ale krawedzie w sze$cianie wszystkie
sobie s3a rowne, zatem objeto$¢ szeScianu roéwna si¢ liczbie,
wyrazajacej dlugos¢ jego krawedzi, podniesionej do potegi
trzeciej. Gdy bowiem a —b—c¢ zatem abc— aaazzza3 To
nam teraz jasno ttdmaczy uzywane w Arytmetyce wyrazenie
podnies¢ liczbe do szescianu. Majac przeto jaki sze$cian i
chcae poznaé jego objetosc, dosy¢ jest zmierzy¢ jakgkolwiek
miarg dtugos$¢ ktorejbadz krawedzi i liczbe tych miar pod-
nies¢ do potegi 3cigl. Nie od rzeczy tez tu bedzie wspom-
nie¢, ze majac szeScian, ktorego krawedz ~ a a zatem objg-
tos¢ — a3 gdybysmy chcieli znale§¢ krawedz szesScianu dwa
razy wigksza objeto$¢ majacego, tedy oznaczywszy krawedz
szukanego szeScianu przez x, objeto$é jego bedzie x3, a
wedlug warunku x3— 243 skad x~a \2. Ale y2 jest licz-
ba niewymierng, wigc za pomocg rachunku nie mozna zna-
le$¢ doktadnie krawedzi szeScianu dwa razy wickszego od
danego; wszelako mozna si¢ tak zblizy¢ do prawdziwej waz-
nosci, jak tylko chcemy.

Wszystkie zagadnienia geometryczne dotad rozwigzane,
rozwigzywalidmy za pomoca przeciecia si¢ prostych, lub pro-
stej z linija kolowa, lub nareszcie przecigcia siag dwoch okre-
gow kol. A ze dwie proste tylko wjednym, prosta z okre-
giem kota, jak rownie dwa okregi, tylko si¢ w dwodch pun-
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ktach przecia¢ moga, dla tego tez rzeczone zagadnienia roz
wiazywane rachunkiem, prowadzity tylko do zréwnan pierw-
szego lub drugiego stopnia. Chcac powyzsze zagadnienie
rozwigza¢ geometrycznie t. j. za pomoca wykreSlenia, po-
niewaz nas zaprowadzilo do zréwnania 3go stopnia, juz go
nie mozemy rozwiaza¢ za pomoca prostej i okregu kota lub
dwoch okregéw, ale uzy¢ potrzeba linij krzywych, ktoreby
si¢ w wigcej niz dwodch punktach przecia¢ mogtly; dla tego
tez geometryczne rozwigzanie rzeczonego zagadnienia, na-
lezy do Geometryi wyzszej.
§. 225.

Prawde¢ w poprzedzajacym §. dowiedziong, ze objetosc
rownolegloseianu prostokatnego jest rowna iloczynowi z trzech
jego krawedzi w jednym punkcie schodzgcych si¢, mozna
tez naocznie tak okazaé. Niech bedzie rownoleglo$cian pro-
stokatny ABCDEFGH fig. 225 i niech trzema jego wymia-
rami czyli krawedziami w punkcie A schodzacemi si¢ beda
AB, AD i AE. Wzigwszy jakakolwiek jednostke dlugosci
np. cal, przemierzmy te trzy krawedzie i niech AB zamyka
4 cale, AD 2, a AE 5 cali. Naznaczywszy na kazdej z rze-
czonych krawedzi te podzialy i na podstawie réwnoleglo-
$cianu poprowadziwszy prosta cm réwnolegla do AB, tudziez
proste 11, 22, 33, 44, rownolegle do AD, cala podstawa
podzieli si¢ tym sposobem na 8 kwadratow réwnych. Jezeli
teraz w odleglosci DE — 1 cal, poprowadzimy plaszczyzne
rownoleglta do podstawy, a z wierzchotkow katow kazdego
kwadratu wyprowadzimy proste prostopadte do podstawy,
albo lepiej, jezeli przez punkta podzialow 1, 2, 3, popro-
wadzimy plaszczyzny roéwnolegle do plaszczyzny ADHE,
te z pierwsza plaszczyzna przez h poprowadzona, tudziez
z podstawa rownolegloseianu, zamkna 8 szescianow takich
jak abcDefgh migdzy soba réwnych ktoére stanowi¢ beda nie
jako pierwszg warstwe jednostkowych szesciandw w réwno-
legloscianie zawartych. A prowadzac przez inne podziaty
na krawedzi AE wyznaczone plaszczyzny réwnoleglte do
podstawy, otrzymamy tyle warstw majacych kazda po 8 sze-
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Sciandw, ile podzialdéw ma wysokos¢ AE rownolegto$cianu;
przeto poniewaz bezposrednio na podstawie stoi szeScianow
8, a takich warstw jest 5, wiec wszystkich szeScianéw jest
8.5—40—4. 2.5, jak wyzej dowiedlismy.

§. 226.

Przejdzmy teraz do innych rownolegloscianow. Najpo-
dobniejszym do prostokatnego, jest rdwnolegtoscian prosty;
chcac zatem znale$¢ objegto$¢ tego ostatniego, poréwnajmy
go z pierwszym dowodzac nastepujace

TWIERDZENIE. Kazdy rownolegloscian prosty zamienic¢
mozna na prostokgtny rowny mu co do objetosci.

Niech rownolegtoscianem prostym bedzie ABCDEFGH
fig. 226, majacym za podstawy dolng i goérng rownolegto-
boki AC i EG. Jezeli z punktéw A i B spuscimy prosto-
padte do DC, otrzymamy prostokat AK rowny co do po-
wierzchni réwnoleglobokowi AC. Przez proste AE i Alja-
ko tez BF i BK poprowadziwszy plaszczyzny, te begda pro-
stopadte do obu podstaw i przetna si¢ z podstawa gorna
w prostych EL i FM, zamykajac tym sposobem dwa gra-
niastostupy trojscienne ADIEHL i BCKFGM wedtug §. 218
sobie réwne. Od catkowitej bryly odcigwszy graniasto-
stup BCKFGM, pozostaje si¢ rownolegloscian prosty AG; od
tejze samej bryly, odcigwszy graniastostup ADIEHL, pozo-
staje rownolegloscian prostokatny AM; dla tego dwa te
rownoleglosciany sg sobie rowne co do objetosci t. j. roOw-
nolegto$cian prosty rowna si¢ prostokatnemu majgcemu z nim
wysoko$¢ tez samg i podstawy réwne co do powierzchni.

WNIOSEK. Poniewaz objetos¢ roéwnolegloscianu pro-
stokatnego otrzymuje si¢, mnozac powierzchni¢ jego podstawy
przez wysoko$¢, zatem i objetos¢ réwnolegloScianu prostego
dojdzie si¢, mnozac powiorzchni¢ jego podstawy przez wyso-
kos$¢, obu bowiem tych rownolegloSciandow podstawy sg ro-
wnowazne co do powierzchni.

19
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§. 227.

TWIERDZENIE. Kazdy réownolegloscian ukosny zamienié
mozna na prosty majgcy z nim tez sarng loysokos¢ a podstawy
rownowazne czyli rowne co do powierzchni.

Niech ABCDEFGH fig. 227 bedzie rownoleglo$cianem
uko$nym, ktérego dolng podstawa jest rownoleglobok ABCD.
Z punktu A, B, C, D, wystawiwszy prostopadte do ptasz-
czyzny podstawy i te przedtuzywszy az do spotkania si¢
z plaszczyzna podstawy gornej w punktach E', F', G', H'1i te
ostatnie punkta potaczywszy prostemi E'F', F'G', G'H' i H'E',
otrzymamy réwnolegltobok E'F'G'H' rowny co do powierzchni
rownolegtobokowi ABCD. A jezeli przez proste AB i E'F',
DC i H'G', AD i IDE', BC i G'F' poprowadzimy plaszczy-
zny, te zamknag réwnolegtoscian ABCDE'F'G'H' prosty, ktoéry
wedtug §. 226 réwna si¢ co do objetosci ukosnemu ABCDEFGH.

WNIOSEK. Z trzech ostatnich twierdzen wyplywa, ze
kazdy roéwnolegloscian zamieni¢c mozna na prostokatny ma-
jacy z nim tg¢z sarn¢ wysoko$¢ a podstawe¢ rowna co do
powierzchni podstawie prostokatnego, albowiem réwnoleglo-
scian uko$ny zamieni¢ mozna na prosty wedlug terazniej-
szego, ten za$ wedlug poprzedzajacego twierdzenia na pro-
stokatny. A kiedy objetos¢ rownolegtoscianu prostokatnego
rowna si¢ iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez
wysoko$¢, zatem tatwo wniesiemy, iz objetos¢ kazdego rowno-
legloscianu rowna si¢ takze iloczynowi z powierzchni jego
podstawy przez wysokosc.

W §. 223 nazwalismy dlugosé, szerokos¢ i wysokosé
rownoleglo$cianu prostokatnego trzema jego wymiarami;
nazwa ta i tu ma miejsce z tg tylko roznica, ze ta dlugosé
trzech krawedzi w jednym punkcie schodzacych sig, tych
wymiardw zastapi¢ nie mogg, pamigtajac co. nazwaliSmy wy-
sokoscia jakiegokolwiek graniastostupa, tudziez ze wymiara-
mi rownolegtoboku sa, ktérykolwiek jego bok i prostopadia
z ktéregokolwiek punktu boku przeciwlegtego na pierwszy
spuszczona.
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Z tych téz twierdzen wyplywa, ze objeto§éf dwoch ja-
kichkolwiek roéwnoleglo$cianow sa w stosunku iloczynéw
z powierzchni ich podstaw przez wysokosci. Jezeli za§ maja
wysokosci rowne, a podstawy rézne, sg do siebie w stosunku
powierzchni tychze podstaw; a nareszcie majace podstawy
rowne co do powierzchni, majg si¢ do siebie jak wysokosci.

§. 228.

TWIERDZENIE. Dwa rownoleglosciany stojgce na tejze
samej podstaioie i majgce podstawy gorne na jednejze plasz-
czyznie, a zatem wysokoSci rowne, sq sobie réwne co do obje-
tosci.

Niech ABCDEFGH i ABCDE'F'G'H' beda dwa row-
nolegtosciany jakickolwick, stojace na tejze samej podstawie
ABCD i majace oba tgz sarng wysoko$¢, dla czego gorne
ich podstawy przypadaja na jednejze ptaszczyznie ré6wnole-
glej do podstawy; trzeba dowie$¢ ze dwa te rownoleglo$ciany
sg sobie rowne co do objetosci. Co do potozenia dwoédch
tych réwnolegloscianow, dwa tylko przypadki by¢ mogs, t. j.
albo wyzsze podstawy obu przypadaja pomigdzy temiz sa-
memi réwnoleglemi albo nie, dowod tez ich rownosci w kaz-
dym z tych przypadkéw jest rozny.

Go do pierwszego. Niech begdg dwa rdéwnoleglosciany
wyrazone na fig. 228. Przedluzywszy krawedzie EF i HG,
cata figura albo raczej cata bryla sklada si¢ z dwoch gra-
niastostupow tréjsciennych AEE'DHH' i BFF'CGG'. Te
graniastostupy sa sobie rowne co do objetosci wedlug §. 218,
majg bowiem po kacie troéjSciennym réwnym t. j. A~B
i te katy zawarte sa kazdy trzema wielokatami sobie row-
nemi, a mianowicie : ADHE —BCGF, ADH'E' —BCG'F' i
AEE'—BFF'. Skoro za$§ od catej bryly odetniemy drugi
graniastostup t. j. BFF'CGG', pozostanie si¢ rownolegtoscian
ABCDEFGH; a odcinajac graniastostup pierwszy, to jest
AEE'DIJH', pozostaje si¢ rownolegloscian ABCDE'F'G'H',
wiec na mocy pewnika, ze od dwodch ilosci réwnych odej-
mujgc roéwne, reszty pozostate sg takze réwne, dwa zalo-
zone roéwnoleglto$ciany sa sobie réowne co do objetosci.

19.



Co do drugiego. Jezeli gérne podstawy padajg w rdzne
strony i chociaz na tejze samej plaszczyznie ale nie mig-
dzy temiz samemi roéwnolegtemi, jak sa réwnoleglosciany
ABCDEFGH i1 ABCDE'F'G'H' na fig. 229, tedy przedtu-
zywszy krawedzie GF i1 HE az do przecigcia si¢ z krawe-
dziami takze przedtuzonemi G'H '1 F'E' w punktach I, K, L, M,
co by¢ koniecznie musi, bo te krawedzie jako proste leza
na jednejze plaszczyznie, otrzymamy réwnolegltobok IKLM
zr:ABCD co tatwo dowies¢. A skoro przez AD i IK, AB
i KL, DC i IM, a nareszcie BC i LM poprowadzimy
plaszczyzny, te zamkng nowy réwnolegloscian ABCDIKLM,
ktory z dwoma danemi ma t¢z sarn¢ podstawe 1 wysokoscé.
Ten trzeci rownolegtoscian z pierwszym ABCDEFGH, znaj-
duje si¢ w pierwszym przypadku t. j. gorne ich podstawy
przypadaja miedzy temiz samemi roéwnoleglemi HK i GL,
przeto stojac na tejze samej podstawie, objetosci ich sg
rowne. Podobniez ten sam trzeci réwnoleglo$cian z drugim
ABCDE'F'G'H', znajduja si¢ w tymze samym przypadku,
bo goérne ich podstawy przypadaja pomigdzy tez same row-
nolegte IG' i KF', sa wigc takze sobie rowne co do obje-
tosci. Dwa zatem zalozone réwnolegto$ciany bedac réwne
trzeciemu, s3 tez i migdzy soba roéwne; co nalezato dowiesc.

WNIOSEK. Poniewaz obj¢to$¢ prostego rownoleglo$cianu
dochodzi si¢, mnozac powierzchnig jego podstawy przez wy-
sokos¢, §. poprzedzajacy, wugc tu shusznie wnies¢ mozemy,
ze tez 1 objetos¢ jakiegokolwiek rownolegloscianu rowna sie
iloczynowi z jego podstawy przez wysokosc.

Kazdy takze réwnoleglos$cian uko$ny réwna si¢ prosto-
katnemu co do objetoéci, skoro majg rowne podstawy i wy-
sokosci. Rowniez dwa jakiekolwiek réwnoleglosciany sg
sobie réwne co do objgtosci”, jezeli maja podstawy i1 wyso-
kosci rowne; kazdy bowiem z nich zamieni¢ mozna na pro-
sty rowny co do objetosci wedtug §. 219 lub §. 227, majace
z pierwszemi tez same wysokosci, dla czego i podstawy
musza sobie by¢ rowne, a prostokatne réwnoleglo$ciany ma-
jace rowne podstawy i wysokosSci sg sobie rowne co do
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objetosci.  Stosunek tez objetosci dwoch jakichkolwiek row-
noleglosciané6w o réwnych wysokosciach, jest rowny stosun-
kowi ich podstaw; o réwnych podstawach rowna si¢ stosun-
kowi ich wysoko$ci, a nareszcie o réznych podstawach i wy-
sokosciach, rowna si¢ stosunkowi iloczyndéw z podstaw przez
wysokosci, z powodu, ze kazdy z nich rowna si¢ rownole-
gloscianowi prostokatnemu majacemu z nim podstawe i wy-
sokos$¢ rowne.
§. 229.

TWIERDZENIE. W jakimkolwiek rownolegtoscianie po-
prowadziwszy plaszczyzne przekgtng, tapodzieli rownolegloscian
na dwa graniastostupy trojscienne, roicne sobie co do objetosci.

Niech naprzéd danym bedzie roéwnoleglo$cian prosto-
katny ABCDEEGH fig. 230; poprowadziwszy plaszczyzng
przekatna ACGE, ta podzieli rownolegloscian na dwa gra-
niastostupy trojscienne ABCEFG i ACDEGH, potrzeba do-
wie$¢, ze te dwa graniastoslupy sa sobie rowne co do obje-
tosci t. j. z2 ABCEFG= ACDEGH. Przekatnia AC dzieli
dolng podstawe roéwnolegloscianu na dwa tréjkaty ABC i
ACD réwne i przystajace do siebie, jak rownie przekatnia
EG dzieli gorng podstawe EFGH takze na dwa trdjkaty so-
bie rowne i przystajace do siebie, zatem w dwoéch grania-
stostupach trojsciennych ABCEFG i ACDEGH, katy trdj-
scienne B i D zlozone sg z trzech wielokatow sobie rownych
i przystajacych do siebie, tudziez jednakowo utozonych, bo
ABC - ADC, BCGF = ADHE i ABFE = CDHG jako §ciany
przeciwlegle w rownolegloscianie. Wystawiwszy sobie przeto
graniastostup ABCEFG pizeniesiony na ACDEGH i ulozony
tak, izby punkt B padt na D a bok BC na DA, punkt tez
C padnie na A i podstawa ABC przystanie do podstawy
ADC; boczna ptaszczyzna BCGF przystanie do ADHE i dru-
ga ABFE do CDHG, a dlatego dwa te graniastostupy sg
sobie zupeilie réwne co do objetosci wedlug §. 218, pizeto
kazdy z nich jest potowa réwnolegloscianu danego.

Niech powtore ABCDEFGH jig. 23/ bedzie réwnole-
gloscian ukosny; poprowadziwszy plaszczyzne przekatna
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AEGC, potrzeba i tu dowies¢, ze dwa graniastostupy trdj-
scienne ABCEFG i1 ACDEGH, na ktore taz plaszczyzna dzieli
rownolegloscian dany, sa sobie rowne co do objetosci. We-
dtug §. 219 zamieniwszy ten rownolegloscian na prosty
AMNOEPQR i przedtuzywszy przekatng plaszczyzng az do
przecigcia si¢ z podstawg AMNO tego drugiego rownolegto-
Scianu, widzimy, Ze taz ptaszczyzna dzieli rownie prosty réw-
nolegtoscian na dwa graniastostupy trojscienne ANOEQR
i AMNEPQ, ktore wedlug poprzedzajacego sa sobie rowne
co do objetosci; wedtug za$ wspmnionego §. 219, kazdy z nich
jest rowny odpowiadajagcemu sobie uko$nemu graniasto stupowi,
a mianowicie ANOEQRr= ABCEFG, AMNEPQ—ACDEGH;
przeto tez ABCEFGACDEGH, a nastgpnie kazdy z tych
graniastostupow jest polowa réwnolegloscianu. Tak tedy do-
wiedlisSmy, ze plaszczyzna przekqtna dzieli kazdy rownoleglo-
Scian na dnia graniastostupy rowne sobie co do objetosci.

Uwaga. Podstawa kazdego z tych graniastostupow jest
potowa podstawy rownoleglo$cianu, przeto co dopiero do-
wiedzione twierdzenie, moznaby tez wyslowié; graniasto-
stup trojscienny jest polowg rownolegloscianu majgcego dwa
razy wiekszg podstawe a wysokos¢ rowng icysokosci grania-
stostupa.

WNIOSEK 1. Oznaczywszy podstawe rownolegtoscianu
przez P, a wysokos$¢ przez W, jest objetos¢ jednego z gra-
niastostupow trojsciennych, na ktore si¢ réwnolegloscian roz-
PXW P
ktada —= s o
kata stuzgcego za podstaw¢ graniastostupowi w mowie be-
dacemu, zatem przynajmniej o graniastostupie trdjSciennym
wiemy z pewnoscig, ze jego objetos¢ réwna si¢ powierzchni
podstawy rozmnozonej przez wysoko$c.

WNIOSEK 2. Dwa graniastostupy tréjscienne majace
rowne podstawy i wysoko$ci sg sobie rowne co do objetosci;
majace rowne podstawy a wysokosci rézne, sg do siebie w
stosunku tychze wysokos$ci; majace rowne wysokosci a pod-
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stawy rozne, sa w stosunku podstaw; a nareszcie majace tak
podstawy jako i wysoko$ci rozno, sg w stosunku iloczynow
z podstaw przez wysokosci. Uwazajac bowiem kazdy z nich
jako polowe rownolegtoscianu o tejze samej wysokosci a dwa
razy wigkszej podstawie, stosunek miedzy potowamijest tenze
sam jaki miedzy cato$ciami, a ten ostatni jest dowiedziony
w §. 228.

WNIOSEK 3. Poniewaz z§. 220 wiemy, ze kazdy row-
nolegloscian jest graniastostupem, zatem stusznie wnie$cbys-
my mogli, ze tak jak rownoleglo$cianu, objetos¢ kazdego gra-
niastostupa réwna si¢ iloczynowi z powierzchni jego podsta-
wy przez wysokosc.

Albo tez: wedlug wniosku 1 objetos¢ trojsciennego gra-
niastostupa roéwna si¢ iloczynowi z jego podstawy przez wy-
sokos¢, a z §. 217 wiemy, ze kazdy graniastostup wielo$cienny
mozna rozebra¢ na trojScienne za pomoca plaszczyzn prze-
katnych, przeto objetos¢ wieloSciennego rownaé si¢ bedzie
summie pojedynczych trojSciennych. A gdy wszystkie maja
jednakowa wysoko$¢, wigc tez objetos¢ rownaé si¢ bedzie
summie podstaw graniastoslupéw trojSciennych rozmnozonej
przez spoing wysoko$¢. Lecz summa podstaw pojedynczych
graniastostupdéw, stanowi powidrzchni¢ podstawy graniasto-
slupa wielo§ciennego, zatem obje¢to$¢ tegoz rowna si¢ ilo-
czynowi z powierzchni jego podstawy przez wysokosc.

WNIOSEK 4. Z §. 219 wiémy, ze kazdy graniastostup
uko$ny zamieni¢ mozna na prosty rowny mu co do objetosci,
majacy za wysokos$¢ jedne z krawedzi, a za podstaweg prze-
cigcie prostopadle do tejze, zatdom objetos¢ graniastostupa ja -
kiegokolwiek, rowna sig iloczynowi z przecigcia prostopadiego
do jednej z krawedzi przez dlugosé tejze krawedzi.

§. 230.

Przystapmy do wyznaczenia powierzchni graniastostu-
pow w ogdlnosci. N

DEFINICYJA. Powierzchniqg graniastostupa nazywamy
summe powierzchni wszystkich jego scian tak bocznych jako
tez i dioocli podstaw.
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Poniewaz wszystkie Sciany boczne w graniastostupie sa
rownoleglobokami, przeto obrachowawszy powierzchni¢ kaz-
dego, summa ich bedzie powierzchnia boczna tegoz grania-
stostupa, do ktorej dodawszy powierzchnie dwoch jego pod-
staw obrachowanych wedlug §, 124, otrzymamy -catkowita
powierzchni¢ graniastostupa. Atoli w graniastostupach mo-
zemy daleko latwiej znale$¢ powierzchni¢ boczng nie rachu-
jac powierzchni kazdej $ciany. Na ten koniec dowiedZzmy
nastepujace

TWIERDZENIE. Powierzchnia bocznajakiegokolwiek gra-
niastostupa, rowna sig¢ iloczynowi jednej zjego krawedzi, przez
obwod przeciecia prostopadiego do tejze, a zatem i do wszyst-
kich krawedzi.

Niech bedzie graniastostup ABCDEFGHIK fig. 232;
przecigwszy go plaszczyzna prostopadla do krawedzi AF, ta
zarazem bedzie prostopadia i do innych krawedzi. Przecigcia
si¢ tej plaszczyzny z bocznemi S$cianami t. j. proste LM,
MN, NO, OP i PL begda takze prostopadlemi do krawedzi.
Wzigwszy w rownolegtobokach bocznych krawedzie AF, BG,
DI, ... za podstawy, pierwsze proste prostopadite do tych
krawedzi beda ich wysokosciami. Powidrzchnia np. $ciany
ABGE —AGXLM, powierzchnia $ciany BCHG:=BGXMN
it d Aze AFrzBGrz: it d., zatem powierzchnia boczna
graniastostupa danego roéwna si¢

AF (LM + MN-fNO+ OP+PL).
Ale summa w nawiasie stanowi obwod przecigcia, przeto
prawHa jest, ze powierzchnia boczna graniastostupa rowna si¢
iloczynowi z jego krawedzi ktoérejkolwiek przez obwod prze-
cigcia prostopadlego do tejze krawedzi.

WNIOSEK 1. Poniewaz w kazdym graniastostupie pro-
stym, przecigcie prostopadie do krawedzi jest rowne podsta-
wie, zatem powierzchnia boczna graniastostupa prostego ro-
wna si¢ iloczynowi z obwodu jego podstawy przez krawedz
czyli wysokosé.

W graniastostupie foremnym chcac znales¢ catkowita
jego powierzchnie, uwazmy, ze poniewaz jego podstawy sa
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wielokatami foremnemi, tych za§ powierzchnia znajduje sie
mnozac obwod kazdegcf przez polowe prostopadlej, ze srodka
wielokata na bok spuszczonej (apothema), zatem potrzeba roz-
mnozy¢ obwéd podstawy przez summe z wysokoS$ci graniasto-
stlupa czyli krawedzi i prostopadlej ze Srodka podstawy na bok
tejze spuszczonej.

WNIOSEK 2. W uko$Snym graniastoslupie obrawszy kto-
rakolwiek z bocznych jego Scian za stalg, jezeli jej przyle-
gla obraca¢ bedziemy okolo spdlnej im krawedzi dopoki nie
weZmie polozenia pierwszej, potem nastepng S$ciane okolo
krawedzi spélnej tej ostatniej i poprzedzajacej Scianie az we-
zmie polozenie dwoch poprzedzajacych i t. d. az do ostat-
niej $ciany, rozpostrzemy tym sposobem cala powierzchnie
boczna graniastostupa na jedne plaszczyzne i otrzymamy fi-
gure majgca kazde dwa przeciwlegle boki réwnolegle, t. j.
otrzymamy roéwnoleglobok majacy za podstawe obwéd pod-
stawy graniastostupa a za bok przylegly, krawedz tegoz gra-
niastoslupa. Z takiego rozpostarcia powierzchni wniesiemy,
ze poioierzchnia boczna graniastostupa ukosnego, rowna sie po-
wierzchni rdionolegloboku majgcego za podstawe obwéd podsta-
wy graniastostupa, a wysokos¢ rowng wysokosci tegoz grania-
stostupa.

Tym sposobem rozposcierajac powierzchni¢ boczng gra-
niastostupa prostego, otrzymamy prostokat majacy za podsta-
we obwdd podstawy graniastostupa, a za wysokos¢ krawedz
boczng tegoz. Powierzchnia przeto boczna graniastostupa pro-
stego, rowna si¢ powierzchni prostokgta majgcego podstawe ro-
wnq obwodowi podstawy graniastostupa, a icysokosc rowng kra-
wedzi bocznej tegoz graniastostupa.

T¢ ostatnia prawde wnies¢ mogliSmy z samego wyraze-
nia powierzchni bocznej graniastostupa prostego. Oznaczyw-
szy bowiem dlugo$¢ obwodu jego podstawy przez O a kra-
wedz czyli wysoko$¢ przez K, gdzie O i K wyrazajg stosun-
ki do obranej jednostki dlugosci czyli liczby, wyrazenie po-
wierzchni bocznej graniastostupa prostego wedtug poprzedza-
jacego jest OXK- Ale iloczyn dwodch liczb w znaczeniu geo-
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metrycznem wyraza powierzchni¢ prostokata majacego za
dwa przylegte boki proste przez tez dwie liczby oznaczone
zatem i t. d.

Uwaga. Z §. 220 wiemy, ze kazdy rownoleglo$cian jest
oraz graniastoslupem, zatem co si¢ powiedzialo o powierzchni
tych ostatnich, w calej zupetnosci stosuje si¢ i do pierwszych.
W sze$cianie wszystkie Sciany sg sobie rowne, zatem jego
powierzchnia roéwna si¢ 6 razy wzigte] powierzchni jednej
Sciany. A ze $ciany s3 kwadratami, zatem oznaczywszy dtu-
go$¢ boku kwadratu, czyli co na jedno wychodzi, dtugosé kto-
rejkolwiek krawedzi (wszystkie bowiem miedzy soba sg ro-
wne) przez a, powierzchnia $ciany bedzierra2a powierzchnia
szeScianu — 6«2

Ostrostupy (pyramides).

§. 231.

W §. 216 powiedzielismy, ze jezeli ilekolwiek plaszczyn
przecinajacych si¢ z sobg tak, iz jeden punkt majg spoiny,
przetniemy inng plaszczyzng ze strony otwartej, ta z pierw-
szemi zamknie zupelnie przestrzen czyli cialo geometryczne
ostrostupem albo piramidg (pyramis) nazwane. Plaszczyzny
schodzace si¢ wjednym punkcie, awzajemnemi przecigciami si¢
ograniczone, nazwiemy i tu Scianami bocznemi, punkt wszyst-
kim spoiny wierzcholkiem (vertex), plaszczyzng przecinajaca
wszystkie inne, albo raczej wielokat wypadajacy z przecigcia
si¢ $cian bocznych z taz plaszczyzna, podstawg (basis), pro-
stopadla z wierzchotka ostrostupa na plaszczyzng podstawy
spuszczona, wysokoscig, a nareszcie, kazde przeciecie si¢ dwoch
ptaszczyzn bac to bocznych, ba¢ bocznej zpodstawa, nazwiemy
krawedzig ostrostupa. Z tego opisania ostrostupa wypada, ze
boczne $ciany jego sa trojkatami, wszystkie bowiem krawedzie
schodza si¢ w wierzchotku; tudziez ze kazdy kat wieloScienny
przecigty plaszczyzna ze strony otwartej, stanowi ostrostup.

Otrzymac tez mozna ostrostup nastgpujacym sposobem:
na plaszczyznie nakres§liwszy jakikolwiek wielokat i za t3z
plaszczyzng obrawszy gdziekolwiek punkt, ztaczmy go z wierz-
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chotkami wielokata prostemi; tedy pomyS$liwszy sobie tym
sposobem otrzymane trojkaty jako ptaszczyzny, mie¢ bedzie-
my ostroshup.

Ostrostupy rownie jak graniastostupy przybieraja nazwe
od liczby $cian bocznych; a ze liczba tych ostatnich jest ro-
wna liczbie bokow wielokata, shuzacego za podstawe ostro-
shupowi, zatem nazywaé bedziemy ostrostupem trojsciennym,
ktorego podstawa jest trojkatem, czworosciennym, jezeli taz
podstawa jest czworokgtem, yi“cioSciennym, szesciosciennym i
w ogo6lnosci wielosciennym. Ostrostup troj$cienny, tak jak troj-
kat miedzy figurami ptaskiemi, jest miedzy ciatami geome-
trycznemu najprostszem, ma bowiem najmniej plaszczyzn czy-
li $cian ograniczajacych a potrzebnych do zamknigcia prze-
strzeni. Taki ostrostup nosi jeszcze nazwe czworoscianu (te-
traedrum), rzeczywiscie bowiem ma cztery S$ciany t. j. trzy
boczne a czwartg zamykajaca przestrzen. Kazda znich jest
trojkatem, a dlatego kazda mozna wzia$¢ za podstawg ostro-
shupa trojSciennego a wierzcholek jego bedzie punkt przeciw-
legly podstawie w ktéorym si¢ trzy inne $ciany przecinaja.
Jak trojkat jest podstawa calej Geometryi ptaskiej czyli Pla-
nimetryi, tak tez i czworo$cian moznaby wzig$¢ za podsta-
we¢ Stereometryi. A Ze tu nie tym sposobem postgpiliSmy,
zaczawszy nauke o ciatach od graniastostupow, to jedynie u-
czynilismy dlatego, ze objeto$¢ czworoscianu tylko za pomo-
ca graniastostupa trojSciennego znale$¢ mozna; t¢ atoli raz
znalaziszy, wszystkie inne ciala graniaste uwaza¢ mozna ja-
ko z czworoscianéw ztozone. Jestto zupelnie ten sam przy-
padek jak =z powierzchnig tréjkata, ktéra dopiero przy po-
mocy rownolegltoboku znalezlismy, lecz t¢ znalaztszy, widzie-
lismy, ze kazdy wielokat uwaza¢ mozna jako z samych troj-
katow zlozony.

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny, pro-
sta taczaca wierzcholek ze S$rodkiem podstawy nazywa sig
osig ostrostupa. Jezeli 0§ jest prostopadta do podstawy, ostro-
stup nazywac¢ bedziemy prostym albo foremnym. W takim
ostrostupie wszystkie $ciany boczne sg trojkatami réwnora-
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miennemi przystajacemi do siebie, a zatdom i roOwnerai mi¢dzy

soba; z czego wypada, ze takze krawedzie boczne wszystkie

miedzy soba, tudziez wszystkie z wierzchotka ostrostupa na

boki jego podstawy spuszczone prostopadle sa sobie rowne.
§. 232.

TWIERDZENIE. Przecigwszy gdziekolwiek ostrostup plasz-
czyzng rownoleglq do podstawy, przecigcie to bedzie wielokg-
tem podobnym podstawie.

Przecigwszy ostrostup np. szescioscienny SABCDEF*.
233, plaszczyzng réwnoleglta od podstawy, niech tern prze-
cigciem bedzie sze$ciokat abcdef, potrzeba dowies¢ ze jest
wielokatem podobnym podstawie.— Ze jest wielokatem o ta-
kiejze liczbie bokdéw jak podstawa, to nie potrzebuje dowo-
du; w obecnym zatem przypadku przecigcie jest sze$ciokg-
tem dla tego, ze i podstawa ostrostupa jest szesciokatem. Ze
za$ jest szeSciokatem a w ogolnosci wielokatem podobnym
podstawie, tak si¢ dowodzi: dwie plaszczyzny rownolegle, t.
j. plaszczyzna podstawy i przecinajaca, sa z wykreslenia ro-
wnolegle, zatem przecigte przez kazda inng plaszczyzne, wy-
dajg tez przecigcia réwnolegle wedlug §. 194 wnios. 3, a dla
tego proste AB i ab, BC i b, CD i ¢d DE i de, EF i ef,
FA ifa sa od siebie rownolegle. Uwazajac teraz trdjkaty
czyli $ciany boczne, mamy:

w trojkacie ASB . . . SB,;Sh =AB;«0

n i BSC . . . SB;S60—BC:6c= sc:Sc
n n CSD . ., . SC:Sc= DC:tfc=SD;Sd
n n DSE . . . SD:Sd=DE:de —SE;Se
n i ESF . . . SE;Se EF;e/—SF;S/
ii i ASF . ., . SF;Sf—AF \af= SA;Sa.

Z tych proporcyj widzimy, ze wszystkie stosunki je skla-
dajace s3 sobie roéwne, przeto
AB:abzzBC:bc-CD:cd-DE:de~EF:ef-AF:af
boki wiec tych dwoch wielokatow sa proporcyjonalne. A ze
i kat FAB —fab, bo ich ramiona sg rownolegle irozchodza
si¢ wjednez strong, i podobniez kat ABCz*adéc, BCD = &cd!
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i t. d. zatem wedlug §. 65 dwa te wielokaty sg podobne, co
nalezato dowicsc.

WNIOSEK. Z proporcyi

SB:Sb- KB: ab wypada SB*: Shb*= AB2: ab*

Z podobienstwa za$ tych wielokatéw, stosownie do §. 125
jest ABCDEF:abcdef— AB2: ab*

zatem ABCDEF:abcdef= SB2: S62

Lecz spusciwszy z wierzchotka S do podstawy prostopadia
SP, ktora plaszczyzne przecinajaca przeszywa w punkcie p,
tedy przez t¢z prostopadia i przez krawedz BS poprowadziw-
szy plaszczyzng i na tej zlaczywszy punkta B i P, bip,
proste BP i bp, wyraza¢ beda spdlne przecigcia si¢ dwoch
ptaszczyzn rownolegltych z ta ostatnia, a zatem sg od siebie
rownoleglte, a dlatego SB:S6n SP:Sp,

tudziez SB2: Sh* — SP2: Sp2

a nastgpnie ABCDEF:abcdef— SP2: Sp2.

Poniewaz SP iSp wyrazaja odlegtosci dwoch przecie¢ ABCDEF
i abcdef od wierzchotka S, zatem z ostatniej proporcyi czy-
tamy, ze ‘powierzchnie tychze przecie¢ sq w stosunku kwadra-
tow odleglosci ich od wierzchotka.

DEFINICYJA. W jakimkolwiek ostrostupie poprowadziw-
szy plaszczyzne réwnolegla od podstawy w jakiejkolwiek od-
leglo$ci, cialo zawarte miedzy plaszczyznami bocznemi, pod-
stawa i tom przecigciem, nazywa si¢ ostrosfupem scietym (py-
ramis truncata). W takim ostroslupie wszystkie Sciany boczne
sg trapezami réwnemi lub nieréwnemi, wedlug tego jak pod-
stawa jest wielokatem foremnym lub nieforemnym, tudziez,
czyli prostopadla ze Srodka gornej na podstawe dolna spusz-
czona, pada w Srodek wielokata foremnego za dolna podsta-
we sluzacego lub nie.

§. 233.

TWIERDZENIE. W dwoch ostrostupach majgcych podsta-
wy rowne co do powierzchni i wysokosci rowne, przecigwszy
oba w tejze samej odleglosci od wierzchotka, albo co na jedno
wychodzi, to tejze samej wysokosci od podstaicy plaszczyzng
rownoleglg od tejze, powierzchnie tych przecieé bedg takze rowne.



Niech beda dwa ostrostupy, jeden pigeioscienny SABCDE,
adrugi tréjscienny S'A'B'C' fig. 234, takie, ze ABCDEzr A'B'C'
i wysokosci obu s3g takze rowne. Wystawiwszy sobie oba
te ostrostupy postawione na jednejze plaszczyznie, niech
prosta PR wyraza spoing ich wysoko$¢. Przeciawszy oba
w tern polozeniu stojace ostrostupy plaszczyzng réwnolegla
od plaszczyzny, na ktorej stoja w odleglosci od tejze np. RQ,
albo w odlegtosci od wierzchotkow PQ, otrzymamy w pierw-
szym przecigcie dbcde, a w drugim ab'c. Poniewaz we-
dhug poprzedzajacego twierdzenia te przecigcia sg wielokata-
mi podobnemi podstawom,

zatem ABCDE:abcde= PR2 :PQ2,
tudziez AB'C' :a'Vé —PR2:PQ2
przeto ABCDE:abcde=:A'B'C' ;ab ¢
albo ABCDE:A'B'Cr= abcde:a'VC.

A ze z zalozenia ABCDE= A'B'C', wi¢c tez abcde —ab’c,
co bylo do dowiedzenia.

Uwaga. Gdyby podstawy tych ostrostupéw oprocz
rownosci co do powierzchni czyli réwnowaznosci, byly przy-
stajagcemi do siebie, przecigcia tez ich w tejze samej wyso-
kosci, takiemiz byéby musiaty, bo inaczej nie moglyby by¢
podobnfemi swym podstawom i réwnemi migdzy soba nie
przystajac do siebie.

§. 234.

TWIERDZENIE. Dwa ostrostupy trojscienne czyli dwa
czworoSciany majgce podstawy i wysokosci rowne, sq sobie
rowne co do objetosci.

To twierdzenie trojakim sposobem dowie$¢ mozna.

A najprzod: W §. poprzedzajacym dowiedlismy, ze
w dwoch ostrostupach o rownych podstawach i wysokosciach,
przecigcia przez plaszczyzny roéwnolegte wjednakowej odle-
gloéci od wierzcholka, albo wjednakowej wysokosci od pod-
stawy, sa sobie rowne co do powierzchni; wystawiwszy so-
bie przeto wysoko$¢ tych ostrostupow podzielong na nieskon-
czong liczbe czgsci, ktore dlatego beda nieskonczenie mate,
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skoro przez te podzialy poprowadzimy plaszczyzny réwno-
legte do podstawy, kazdy z ostrostupow podzielony zostanie
na nieskonczong liczbg warstw, ale takze nieskonczenie cien-
kich. Te warstwy uwaza¢ mozna bez znacznego bledu za
graniastostupy trojScienne, ktéore wszystkie w jednym, beda
rowne odpowiednim graniastostupom w drugim ostroshupie,
bo majg podstawy i wysokosci rowne. A ze liczba grania-
stostupow w jednym jest réwna liczbie takichZze graniasto-
shupow w drugim ostrostupie, zatém summa pierwszych jest
rowna summie drugich, a nast¢pnie ostrostup pierwszy row-
ny drugiemu co do objetosci.

Jezeli ten sposob dowodzenia zdaje si¢ komu$ niedo-
ktadny, z powodu, iz rzeczone warstwy S$ci§le moéwiac nie sg
graniastostupami, dlatego stuzy¢ moze nastepujacy

Drugi dowod. .Jezeli te ostrostupy nie s3a rowne, ko-
niecznie jeden z nich jest wickszy. Oznaczmy objg¢tos¢ pierw-
szego t. j. wigkszego przez O a drugiego przez o, rdznice
za$ migdzy niemi J tak ze O—o — d Tg¢ rdéznicg 6, jaka-
kolwiek ona jest, wystawi¢ sobie mozemy jako graniasto-
shup majacy za podstawe trojkat ABC, a za wysoko$¢ pew-
ng czg$¢ wysokosci spolnej FUJIg. 235, np. Ra?, bo z §. 217
wiemy, ze graniastostup na pewnej podstawie wystawiony,
przechodzi¢ moze przez wszystkie stopnie swej wielkosci od
od 0 do OO. Pokazmy teraz, ze to zrOwnanie jest falszywe.
Na ten koniec wysoko$¢ tych ostrostupéw PR podzielmy na
ilekolwiek czgéci rownych, lecz tak, izby te czgéci byly
mniejsze niz Ra?. Niechze te czeSci bedg Ra', aa, aa’, a"P.
Przez punkta a, a, a”
rownoleglte do podstaw ostrostupdéw, otrzymamy odpowiednie
przecigcia migdzy soba réwne co do powierzchni, tak ze
DEF=D'E'F, CHI—G'HT, KLM,= K'L'M i t. d. §. po-

. poprowadziwszy ptaszczyzny

przedzajacy. Jezeli teraz z punktow A, F, I, M, . . . po-
prowadzimy proste Af, FA IK, M/ . . . rownolegte do kra-
wedzi SC az do przecigcia si¢ z przedluzonemi DF, GI,
KM ... i z rownoleglta S/, tudziez z punktow f, [, k |

proste fe, lig, ki, Im réwnolegle od AB az do przecigcia si¢
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z DE, GH, KL . . . wystawimy tym sposobem szereg gra-
niastostupow tréjsciennych ABC/eD, DEF/w/G, GHI/a'’K i t. d.
ktore nazwiemy opisanemi na ostrostupie. Summa tych gra-
niastostupéw, ktéra oznaczmy przez G, jest wigksza niz
ostrostup, jako rzecz obejmujaca od objetej t. j. G>0.
Przechodzac do drugiego ostrostupa, z punktow F', I', M/,
poprowadzmy proste F'/, IV, MT . . . rownolegle od kra-
wedzi S'C', a z punktéw g', i, V.. .proste gli, ik’ I'm' ...
rownolegle od A'B' az do przecigcia si¢ z B'C', D'E', G'H'
i K'L' w punktach /i, k', /' m' . .. tym sposobem wysta-
wimy znowu szereg graniastostupow tréjéciennych///C'D'E'F',
i'&D'G'HT .... ktore wszystkie leza wewnatrz ostrostupa
S'A'B'C' i ktore z tego powodu nazywaé bedziemy wpisanemi
w tenze ostrostup. Tych summa bgdzie mniejsza niz ostrostup
jako rzecz objeta od obejmujacej; czyli oznaczywszy t¢ summe
przez g, bedzie g<”o. Przypatrzywszy si¢ z uwaga tym
graniastostupom, dostrzezemy, ze drugi w pierwszym jest
rowny pierwszemu w drugim ostrostupie, trzeci w pierwszym
jest rowny drugiemu graniastostupowi w drugim ostrostupie
it d., tak ze kazdy graniastostup pierwszego ma sobie od-
powiedni w drugim ostrostupie, wyjawszy graniastostup
pierwszy ostrostupa pierwszego. Oprocz tego te odpowied-
nie graniastostupy sg migdzy sobg rowne jako majace réwne
podstawy 1 wysokosci, przeto réznica miedzy summg pierw-
szych a summg drugich jest graniastostup ABC/eD to jest
G—g—gran. ABC/eD. Lecz ten graniastostup jest mniej-
szy niz graniastostup ¢ t. j. ABC/eD bo majg podsta-
wy rowne, a wysokos$¢ pierwszego jest mniejsza od Wwyso-
kosci drugiego, gdyz z wykreslenia Ra<;Rcc, a dlatego
G—g<C 3 Ale ze O—o— Studziez G >0 a g<i.o, skad
G—g”> O—o, byéby powinno G—gt> < Z tego widzimy,
ze dowiedziona nierownos¢ G—g<i# sprzeciwia si¢ przy-
puszczonej] G— </>cT, a zatem utrzymaé si¢ niec moze ijest
falszywa, skad wniesiemy, ze 0 ~o. Podobny dowdd, jakie-
go juz w Planimetryi uzyliSmy, nazywa si¢ przywiedzeniem
do niedorzecznosci (deductio ad absurdum).
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Trzeci dowod. Podzieliwszy wysoko$¢ spdlng obu ostro-
stupom PR na nieskonczona liczbe czesci rownych i tak na pod-
stawach ostrostupéw jako tez i na kazdem z przecig¢ wysta-
wiwszy graniastostupy opisane sposobem jak wyzej, a potem
na kazdem z przeci¢¢ wystawiwszy graniastostupy wpisane
rowniez sposobem wyzej w drugim ostroslupie uzytym, tu-
dziez przypatrzywszy si¢ uwaznie tym graniastostupom, bez
trudno$ci dostrzezemy, ze kazdy nast¢gpny opisany, rowny
jest poprzedzajagcemu graniastoslupowi wpisanemu, tak ze
idac od wierzchotka, pierwszy opisany réwna si¢ wpisanemu
znajdujagcemu si¢ pod nim; drugi opisany réwna si¢ wpisa-
nemu bedagcemu pod nim i t. d. az nareszcie ostatni czyli
pierwszy na podstawie ABC opisany, nie ma pod soba wpi-
sanego, ktéremuby byl rowny. Roéznica przeto migdzy sum-
ma opisanych a wpisanych graniastoslupow, réwna si¢ gra-
niastoslupowd majacemu za podstaw¢ ABC, a wysokos$¢ do-
wolng, lecz nieskonczenie mata, bo wysoko$§¢ PR podzieli-
liSmy wprawdzie na rowne, lecz dowolnej wielko$ci czesci.
Zatrzymawszy znaczenie O, o, a summe graniastostupow opi-
sanych w pierwszym ostrostupie oznaczywszy przez G, wpi-
sanych za§ przez g mamy oczywiscie 0 <G 1io0">g. Zro-
biwszy toz samo wykreslenie w drugim ostrostupie i summe
opisanych graniastostupow oznaczywszy przez G' a wpisa-
nych przez g’ mamy podobniez 0<dG' i o> g" Ti dwoch
nierownosci O < G i o~z>g' wyplywa O—o< G—g', albo
0—o0<;G —g gdyz g— g'} bo odpowiednie graniastostupy
sa sobie rowne 1 liczba ich jest taz sama w jednym jak i
drugim ostroshupie. Ale roznica G—g zalezy od naszej
woli, bo ona si¢ rowna graniastostupowi na podstawie ABC
o dowrolnej a zatem i nieskoficzenie malej wysokosci wysta-
wionemu, a dla tego ta roéznica jest, albo by¢ moze, nie-
skonczenie mala, a nawet taka, Ze ja zawsze jeszcze mniej-
szg uczyni¢ mozna, dzielgc tylko wysoko$¢ jeszcze na mniej-
sze czesci. A kiedy w kazdym razie O—o jest mniejsze
niz G—g, zatem wnie$¢ mozemy ze tu zadnej stalej réznicy
naznaczy¢ nie mozna, tak izbySmy jej juz mniejsza uczynié

20
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nie mogli i z tego powodu uwazaé jg musimy za niknaca,
a w tym przypadku by¢ musi O—o0—0 czyli O —o. Tak
tedy trzema sposobami dowiedliSmy, ze dwa ostrostupy troj-
Scienne czyli dwa czworoSciany majgce rowne podstawy i icy-
sokosci, sq sobie réowne co do objetosci.

Uwaga. Poniewaz to twierdzenie o czworoscianie jest
bardzo wazne, z powodu jak juz wspomniatem, ze czworo-
Scian uzytym by¢ moze do znalezienia objetosci innych ciat
graniastych, przeto osgdzilem za potrzebne przekonaé ucza-
cych si¢ jak najdobitniej o tej prawdzie, dla czego spodzie-
wam si¢, iz o zbytek lub rozwleklos¢ pomoéwiony nie bedg.

Co do przystania dwoch czworoSciandow, to w dwoch
gléwnych przypadkach by¢ moze: 1. Jezeli dwa czworo-
Sciany maja po kacie dwusciennym réwnym, zawartym dwie-
ma $cianami réownemi, kazda kazdej i jednakowo potozone-
mi. 2. Jezeli maja po kacie trojSciennym réwnym, zawar-
tym trzema $cianami réwnemi i jednakowo potozonemi (po-
rownaj §. 218). Poniewaz dowdd w obu przypadkach jest
bardzo latwy, dla tego pomijajac go, przechodz¢ zaraz do
znalezienia objgtosci czworo$cianu.

§. 235.

Aby znale$¢ objeto$¢ czworo$cianu, potrzeba nam jesz-
cze dowies¢ nastgpujace

TWIERDZENIE. Ostrostup tréjscienny albo czworoscian,
jest trzecig czeScig granmiastostupa trojsciennego o tejze samej
podstawie i wysokosci.

Niech bedzie czworo$cfan SABC jig. 236, z wierzchotka
S poprowadziwszy proste SD i SE pierwsza do AB a drugg do
BC rownolegte i im rowne, a potem ztaczywszy D 1 E, otrzy-
mamy trojkat SDE = ABC; a laczac jeszcze A i D, Ci E
prostemi AD, CE, tudziez przez proste AD i BS, CE i BS,
AD i CE pomysliwszy plaszczyzny, te z ptaszczyznami ABC
i SDE zamkna graniastostup tréjscienny ABCDSE. Jezeli
teraz przez trzy punkta C, S, D przesuniemy plaszczyzne,
czyli jak si¢ czesto wyrazamy, zrobimy przekroj, z tatwosScia
dostrzezemy, iz caly graniastostup podzieli si¢ tym sposobem
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na trzy ostrostupy czyli czworo$ciany, a mianowicie pi¢rwszy
dany SABO, dwa za§ inne SACD i SCDE. Trzy te czworo-
$ciany sa sobie réwne co do objetosci; albowiem dwa ostat-
nie majac podstawy ACD i CDE roéwne, jako polowy tegoz
samego rownolegtoboku ACED i wierzchotek spoiny w punk-
cie S, maja tez i wysokosci rowne; zatem wedlug poprzedza-
jacego twierdzenia sg sobie rowne co do objetosci. Z §.231
wiemy, iz w czworoscianie kazda z czterech jego $cian wzigsé
mozna za podstawe, wigc w czworoScianie np. SCDE
biorac $ciang SDE za podstawg, jego wierzcholek bedzie
w punkcie C; ale SDE ~ ABC, tudziez wysokos¢ tak tego
jako 1 danego czworoscianu SABC jest taz sama, rownajaca
si¢ odlegtosci ich podstaw; przeto dwa te czworo$ciany, a
nastgpnie i wszystkie trzy, sa sobie rowne co do objetosci;
ktorykolwiek wigc z nich, a zatem i SABC jest trzecig czg-
$cig graniastostupa trojSciennego majacego z nim tez sarne
podstawe i wysoko$¢, co mieliSmy dowiesc.

WNIOSEK 1. Z tego twierdzenia wprost wyplywa, ze
kazdy graniastostup trojscienny rozebranym by¢ moze przez
plaszczyzny przekgtne na trzy ostrostupy tréjscienne czyli
czworoSciany o tejze samej podstawie i icysokosci.

WNIOSEK 2. Poniewaz objeto$¢ graniastostupa jakiego-
kolwiek, a zatem i trojSciennego, réwna si¢ iloczynowd z jego
podstawy przez wysoko$¢, wigc tez objefos¢ czworoscianu,
jako trzeciej czgSci ostatniego graniastostupa o tejze samej
podstawie 1 wysokosci, rowna si¢ trzeciej czesci iloczynu z
jego podstawy przez wysokosé, albo iloczynowi z podstawy
przez trzecig czes¢ icysokosci, albo nareszcie, iloczynowi z
trzeciej czesci podstawy przez wysokosc.

WnNIOSEK 3. Kazdy réwnolegtoscian jest dwa razy wigk-
szy od graniastoslupa tréjéciennego majacego z nim t¢z sarng
wysoko$¢ a podstawg rowng polowic podstawy roéwnoleglo-
$cianu, przeto objetos¢ czworoscianu jest szostq czescig rowno-
legloscianu majgcego dwa razy wigkszg podstawe a wysokosé¢
tez sarng.

20.



Z czego znowu wypada, ze kazdy réwnolegloscian ro-
zebranym by¢ moze na sze$¢ czworoscianow réwnych migdzy
soba co do objetosci, a majacych tak wysokosci jako i1 pod-
stawy rowne. Te ostatnie s3 potowami podstawy réwnolegto-
Scianu, wysoko$¢ za$§ rowna wysokosci tegoz.

Podobniez kazdy graniastostup rozebranym by¢ moze
na graniastoslupy tréjscienne, zatem kazdy ostrostup jest
trzecig czeécia graniastostupa majacego z nim t¢z sarng pod-
stawe 1 wysokos$¢. Z tego téz twierdzenia wniesiemy, Ze ob-
jetos¢ kazdego graniastostupa rowna si¢ iloczynowi z powierz-
chni jego podstawy przez wysokoS$¢.

W NIOSEK 4. Ostrostup wielo$cienny rozebranym by¢ moze
za pomocg plaszczyzn przekatnych na same czworosciany;
a ze objetos¢ kazdego z ostatnich rowna si¢ iloczynowi z pod-
stawy przez trzecig cze$¢ wysokos$ci, zatem summa wszyst-
kich czyli objetos¢ ostrostupa wielosciennego rowna sie iloczy-
nowi z powierzchni jego podstawy przez trzeciq czes¢ zoysokosci.

WNIOSEK 5. Objetosci dwdch ostrostupow jakichkolwiek,
maja si¢ do siebie jak iloczyny z podstaw przez wysokosci;
majace podstawy réwne, objetosci ich sa3 w stosunku wyso-
kosci; a majace wysokos$ci rowne, tez objetosci sa w stosunku
ich podstaw. Jezeli bowiem objetosé, podstawe i wysoko$é
pi¢rwszego oznaczymy przez O, P, W, a drugiego przez o,
p, 10 tedy wedlug poprzedzajacego wniosku jest 0zzP X 37T
0= P X gio, zatem co do pierwszego mamy:

O:0=PX3W:PX3W—P-W :pw
przypusciwszy ze Pr~p, bedzie co do 2go: O : 0o— W :w;
potozywszy za§ W rrr w, znajdziemy co do 320 O : 0« P :p.
Gdyby bylo P—p 1 W ~ io, mielibySmy Orzro t. j. Ostro-
stupy jakiekohoiek majgce rowne podstawy i icysokosci, sq
sobie rowne co do objetosci. Moga wigc podstawy dwoch
ostrostupéw o rownych wysokosciach by¢ wielokatami réznego
nazwiska, byle tylko co do powierzchni byly rdwne, objgtosci
ich beda takze rowne.



309

§. 236.

TwIERDZENIE. Objetos¢ ostrostupa Scigtego rownolegle do
jego podstawy, rowna sig trzem ostrostupom majgcym wysokosé¢
rowng pierwszemu, podstawy zas jeden dolng, drugi gorng
podstawe ostrostupa Scigtego a trzeci Sredniqg geometrycznie
proporcyjonalng miedzy dwiema pierwszemi.

Majac dwa ostrostupy, jeden wielo$cienny a drugi troj-
$cienny, takie izby ich podstawy co do powiodrzchni i1 wy-
soko$ci byly rowne, jezeli je przetniemy plaszczyzna roéw-
nolegta do podstaw w tejze samej wysokosci, przecigcia stad
otrzymane s3 sobie jak wiemy réwne co do powierzchni; ta
wiec plaszczyzna odcina od obu ostrostupéw czesci zawarte
migdzy ich wierzchotkami a ptaszczyzng odcinajacg roéwne;
sa to bowiem ostrostupy majace rzeczone przecigcia za
podstawy, a za spoing wysoko$¢ odleglos¢ ptaszczyzny prze-
cinajacej od wierzchotka. Poniewaz za$§ cate ostrostupy we-
dtug §. 234 sa sobie rowne, wigc i pozostate czesci, t. j.
ostrostupy $cigte, beda sobie réwne; z tego powodu na do-
wiedzenie zalozonego twierdzenia, dosy¢ bedzie uwazaé ostro-
stup $cigty trojscienny.

Niechze bedzie trdjscienny ostrostup Sciety ABCDEF
jig. 237; przez trzy punkta A, E, C przesunmy plaszczyzne,
czyli przekréjmy ten ostroshup, tedy widzimy, iz tym sposo-
bem odkroimy od calego, czworoscian EABC majacy pod-
stawe ABC, a wysoko$¢ spoing z ostrostupem S$cietym, gdyz
ptaszczyzna DEF jest rownolegla do podstawy. Po odcieciu
tego czworos$cianu, pozostaje ostrostup czworo$cienny EACFD
majacy wierzchotek w punkcie E, a za podstawe¢ czworokat
ACFD. Przez trzy punkta D, E, C, przekroiwszy znowu ten
pozostaly ostrostup, podzielimy go na dwa czworosciany
ECDF i EACD, majace wierzchotek spoiny w punkcie E,
a zatem wysokos$ci rowne, za podstawy za$, pierwszy ma
trojkat CDF a drugi ACD. Ostrostup ECDF uwazaé moz-
na jako stojacy na podstawie DEF a wierzchotek w punkcie
C majacy; bedzie on przeto drugim czworoscianem, z kto-
rych si¢ sktada ostrostup $ciety, bo wysokos$¢ jego jest row-
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na wysokosci, a podstawa jest gorna podstawa danego ostro-
stlupa $cigtego. Chodzi juz tylko o ostatni t. j. trzeci czwo-
roscian, zeby dowies$¢, iz tenze ma za podstawe Srednig geo-
metrycznie proporcyjonalng migdzy dwiema pierwszemi, a
wysokos$¢ jak dwa pierwsze. Na ten koniec z punktu E na
ptaszczyznie BCFE poprowadzmy prosta EG rownolegta do
krawedzi CF, tedy pomysliwszy sobie inny czworos$cian ma-
jacy za podstaweg trojkat ACD a wierzcholek w punkcie G
t. j. czworoscian GACD, ten jest réwny czworo$cianowi
EACD, bo maja tez sarng podstawe a wierzchotki E i G na
prostej rownolegltej do plaszczyzny podstawy, a zatem i wy-
sokos$ci maja rowne, a nastgpnie s3 sobie réwne co do ob-
jetosci tak, ze jeden za drugi wzia§¢ mozna. Ale czworo-
scian GACD uwazanym by¢ moze jako stojacy na podsta-
wie AGC, a wierzchotek majacy w punkcie E, zatem wyso-
ko$¢ jego réwna si¢ wysokosci ostrostupa Scigtego. Naosta-
telc mamy jeszcze dowies¢, ze podstawa AGC tego ostatniego
czworo$cianu jest $rednia geometrycznie proporcyjonalng
migdzy ABC i DEF. Dwa trojkaty ACG i DEF majace
po kacie rownym C rF i po boku rownym CG ~ EF, we-
dlug §. 122 dostarczaja proporcyi ACG: DEF — AC :DF.
Dwa znowu tréjkaty ACG i ABC majace wierzcholek wje-
dnymze punkcie A, daja proporcyja ABC:ACG ~ BC:CG
= BC:EF. Ale trojkat ABC  DEF zatem
AC:DF=BC:EF.

Z trzech tych proporcyi widzimy, ze

ABC:ACG= ACG:DEF
t. j. trzeci czworo$cian EACD rowny jest innemu czworo-
$cianowi majacemu wysoko$¢ réwnag wysokosci ostrostupa
Scietego, a podstawe bedaca $rednig geometrycznie propor-
cyjonalng miedzy podstawami dwoch pierwszych czworo-
$cianow.

Tak dowiddlszy zatozonego twierdzenia dla ostrostupa
Scietego troj$ciennego, stosownie do tego co wyzej powie-
dzieliSmy wniesiemy, ze kazdy ostrostup Scigty rowna sig co
do objetosci trzem ostrostupom, z ktorych dwa majq podsta-
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wy, jeden dolng drugi gorng ostrostupa Scietego, trzeci zas
Sredniq geometrycznie proporcyjonalng miedzy dwiema pierw-
szemi, a wysokos¢ kazdego rowna si¢ wysokosci ostrostupa
scigtego. Oznaczywszy wigc powierzchnig podstawy dolnej
przez P, gbérnej przez p a wysoko$¢ ostrostupa Scietego przez
W, jego za$ objetos¢ przez O, bedzie wedlug powyzszego
0=PXSW +i,XSW+VPp JW=JW (P+j>+Vpi>
bo VPp jest $rednig geometrycznie proporcyjonalng migdzy
Pip~

Mozna tez dowie$¢ to twierdzenie analitycznie to jest
sposobem rachunkowym, uwazajac je w ksztalcie nastepuja-
cego zagadnienia: majgc danepowierzchnie obu podstaw ostro-
stupa Scietego, tudziez ich odleglos¢ czyli wysokos¢ tegoz ostro-
stupa, znalesé jego objetosc.

Rozwigzanie. Wystawiwszy sobie ostrostup dokonczony
przez przedtuzenie jego $cian az do ich spotkania si¢ z so-
ba, jezeli znajdziemy obje¢tos¢ tak dokofnczonego, tudziez
objetos¢ uzupelniajgcego ostrostupa, ktérego podstawa jest
podstawa wyzsza ostrostupa $cigtego, roznica tych objetosci
bedzie objetoscig szukang. Dla znalezienia objgtosci dwoch
rzeczonych ostrostupow, potrzebne sg ich wysokosci ktorych
nie znamy, a zatem te najprzdd znale$¢ potrzeba. Niech
dolna podstawa ostrostupa $cigtego bedzie P gorna p a ich
odleglos¢ W ; z wierzchotka dokonczonego ostrostupa spu-
Sciwszy prostopadla do podstawy, cze$¢ jej zawarta migedzy
podstawamijest znana i =W, lecz czg¢§¢ od wiorzchotka az do
goérnej podstawy nie jest znana, stara¢ nam si¢ wiec potrzeba
tez wynale$¢. Oznaczmy jg przez x, tedy wysokos$¢ catko-
witego t. j. dokonczonego ostrostupa bedzie = W-f-a?, wy-
soko$¢ za$ uzupelniajacege ~ x| objg¢tos¢ zatem pierwszego
bedzie —P X 3(W -fx), drugiego=]1>Xj w, a obj¢tos¢ Scie-
tego =P X K "+ x)~PX § x. Szukajmyz wigc x. Ponie-
waz W-f-a? 1 x -wyrazaja odleglosci od wierzchotka dwoéch
przecig¢ P i p, zatem wedlug §. 232 wniosek mamy
P:jp — (W-f-cc)2:#2, a na mocy wlasnos$ci proporcyi geo-
metrycznej §. 98 Arytm. mamy \P: Vp— W -}-x :x| tu-
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dziez wedlug tegoz samego §.

skad

przeto

Znalazlszy wysoko$ci obu ostrostupéw wyrazone przez
ilosci dane, mamy teraz

objet. calkowitego ostrostup,

objet. uzupetniajacego ostros.:

a zatem objetos¢ Scigtego ostrostupa

Rozmnozywszy licznika i mianowika przez
oznaczajac objetos¢ ostrostupa Scigtego przez OS, bedzie

t. j. zupelnie tak, jak sposobem geometrycznym znalezliSmy,
a twierdzenie ktore poprzednio dowiedli$my, okazuje si¢ tu
jako wniosek z wypadku zagadnienie rozwigzujacego, bo

§. 237.

TwierpzenNie. Objetosé graniastostupa trojsciennego scie-
tegoplaszczyzng pochylq do podstawy, rowna sig objetosci trzech
cziooroScianow majqcych tez sarng podstawe t.j. podstawe gra-
niastostupa, a wysokosci, prostopadte z trzech wierzchotkow gor-
nej podstaiuy pochylej, na plaszczyzne podstawy dolnej spusz-
czone.

Niechi begdzie graniastostup tréjscienny ABCDEFj/i(/. 238
Sciety plaszczyzna DEF, pochyla do podstawy; potrzeba do-
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wies¢, iz objeto$¢ jego roéwna si¢ trzem czworoscianom czy-
li ostroslupom majacym za spoina podstawe trojkat ABC t.
j. podstawe graniastostupa danego, a za wysokos$ci, trzy pro-
stopadte z punktow D, E, F, na plaszczyzn¢ podstawy spusz-
czone. Na ten koniec przekrojmy ten graniastostup przez
trzy punkta A, E, C, a odkroimy tym sposobem jeden z czwo-
roscianow EABC, majacy za podstawe trojkat ABC a za wy-
sokos¢, prostopadla z E na ptaszczyzne podstawy spuszczo-
na. Pozostaty ostrostup czworoscienny EACFD, przekrojmy
znowu przez trzy punkta D, E, C, a podzielimy go na dwa
trojScienne EACD i ECDF majace podstawy, pierwszy ACD
drugi CDF a wierzchotek spoiny w E. Lecz pierwszy jest
rowny czworoscianowi BADC majacemu tez sarng podstawe
a wierzcholok w punkcie B, maja bowiem oba wierzchotki
na prostej BE rownoleglej od ptaszczyzny podstawy a zatem
i wysokosci rowne. Ale ten ostatni uwazanym by¢ moze ja-
ko stojacy na podstawie ABC, a wierzchotek w punkcie D
majacy, jest wiec drugim czworo$cianem w twierdzeniu wy-
razonym, bo wysokoscig jego jest prostopadta zD na ptasz-
czyzng ABC spuszczona. Trzeci nareszcie ECDF roéwna si¢
czworoscianowi BCDF majacemu t¢z sarng podstawe CDF a
wierzchotek B; kiedy wiec ich wierzchotki E i B sa na pro-
stej rownolegtej do podstawy, przeto maja i wysokosci ro-
wne. Ale trojkat CDF zr ACF, bo stojg na jednejze podsta-
wie CF a wierzchotki ich D i A sa na prostej AD réwno
legtej do CF, zatem czworoscian BCDFzzBACF. Lecz po-
prowadziwszy prosta AF, ten ostatni czworo$cian uwaza¢ mo-
zna jako stojacy na podstawie ABC a wiorzchotek w punkcie
F majacy i dla tego wysoko$¢ jego jest prostopadta z F na
ptaszczyzne podstawy ABC, spuszczona, jest on wigc trzecim
czworoscianem, z ktéorych uwaza¢ mozna zlozony grania-
stostup dany. Tak tedy

graniastostup ABCDEF zz EABC -j- EACD -j- ECDF

= EABC-f DABC+FABC.

Oznaczywszy trzy prostopadte zE, D, F na plaszczyzng pod-
stawy ABC graniastoslupa danego spuszczone przez Z616jp”,
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powierzchniag podstawy ABC przez P, a nareszcie objetosé
graniastoslupa w mowie bedacego przez G, bedzie:

G=rxj2>+PXip’+rxi2>,/=iP(p+p,+p")=P(— )
t. j. objetos¢ jakiegokolwiek graniastostupa 'pochylo plaszczy-
zng do podstaioy Scietego, rowna sie iloczynowi z powierzchni
jego podstaioy przez trzecig czes¢ summy prostopadlych z trzech
loierzcliotkow wyzszej na plaszczyzne dolnej podstawy spusz-
czonych, co potrzeba bylo dowiesc.

Uioaga 1. Jezeli graniastostup jest prosty, czyli, jezeli
trzy jego krawedzie boczne sa prostopadte do ptaszczyzny
podstawy, rzeczone trzy prostopadte mieszaja si¢ z temiz kra-
wedziami, a w takim przypadku objetos¢ graniastostupa pro-
stego pochylo do ptlaszczyzny podstawy Scigtego, rowna sie ilo-
czynowi zjego podstawy przez trzeciqg czes¢ summy trzech je-
go krawedzi bocznych.

Uwaga 2. Graniastostup ukos$nie do podstawy Sciety jest
tém migdzy graniastostupami, czem trapez miedzy figurami
prostokréslnemi ptaskiemi, bo jako kazdy wielokat podzielo-
ny by¢ moze na trapezy z pozostalym trojkatem, tak tez kaz-
de cialo graniaste podzielonem by¢ moze na graniastostupy
skosnie $cigte z pozostalym ostrostupem.

§. 238.

Szukajmy teraz powierzchni jakiegokolwiek ostrostupa.
Poniewaz w ostrostupie wszystkie $ciany boczne sg trojkata-
mi, przeto summa powierzchni tych $cian t. j. trojkatow, be-
dzie powierzchnig boczng ostrostupa; do ktorej dodawszy
jeszcze powierzchnia podstawy, mie¢ bedziemy powierzchnia
calkowita ostrostupa.

W przypadku gdy ostrostup jest prosty albo foremny,
wszystkie §ciany boczne sg trojkatami do siebie przystajace-
mu, a zatem rownemi: znalazlszy przeto powierzchni¢ jednej
Sciany 1 t¢ wzigwszy tyle razy, ile ostrostup ma $cian czyli
wiele wielokat stuzacy ostrostupowi za podstawe ma bokow,
mie¢ bedziemy powidrzchni¢ boczng ostrostupa prostego. Ale
Sciany boczne sg trojkatami réwnoramiennemi, a wysoko$é
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kazdego jest prostopadta z widrzchotka ostrostupa na bok pod-
stawy spuszczona, ktora dlugoscig bocznej Sciany ostrostupa
(apotbema pyramidis) nazwa¢ mozna, przeto poniewaz i bo-
ki podstawy sa miedzy soba réwne, powierzchnia boczna ta-
kiego ostrostupa roicna si¢ iloczynoioi z obwodu jego podsta-
wy przez polowe diugosci sciany albo rowna sie trojkgtowi ma-
jgcemu za podstawe obwdd podstawy ostrostupa, a za wyso-
kos¢ dlugosé jego Sciany.

Powierzchnia podstawy, jako wielokata foremnego réwna
si¢ iloczynowi zjego obwodu przez potowe prostopadiej ze $rod-
ka wielokata nabok jego spuszczonej (apothema polygoni regu-
laris), zatem catkowita powierzchnia ostrostupa rostegop, rowna
sie iloczynowi z obwodu jego podstawy przez potowe summy dtu-
gosci sciany iprostopadlej ze srodka podstawy na bok spuszczonej.

Postepujac jak w §. 230 wniosek 2, moglibySmy boczna
powierzchnia ostrostupa rozpostrze¢ na ptaszczyzne, skadbys-
my otrzymali wycinek wielokatny.

§. 239.

Co si¢ tyczy ostrostupa Scietego, w tym $ciany boczne
sg trapezami, przeto tak jak w ostrostupie jakimkolwiek, obra-
chowa¢ potrzeba powierzchni¢ kazdej $ciany osobno, a ich
summa bedzie powierzchnig boczng ostrostupa $cigtego, do
ktorej dodawszy powierzchnie dwdch podstaw, otrzymamy
catkowita powierzchni¢ ostrostupa réwnolegle do podstawy
Scigtego.

Jezeli za$ ostroshup $cigty jest prosty, podstawy jego sa
wielokatami foremnemi a $ciany boczne sg trapezami do sie-
bie przystajagcemi, a zatem sobie réwnemi, przeto powierzch-
nia boczna takiego ostrostupa, rowna si¢ powierzchni jedne-
go trapezu przez liczbe bokdéw podstawy.

Aby znale$¢ powierzchnia jednej $ciany, uwazmy, ze na
kg. 239 powierzchnia np. $ciany

AEKF= AE + Flv.lIS—aeXRS § 123.

A 7Ze i tu aezzab — bc— cd— de, jako tez dlugos¢ kazdej
$ciany rowna si¢ RS, zatem summa powierzchni wszystkich
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trapezow, czyli powierzchnia boczna ostrostupa $cigtego pro-
stego ~ abede X RS t. j. rowna si¢ iloczynowi z obwodu prze-
cigcia roicnoleglego do podstaw, aprzez Srodek ktorejkolwiek,
a zatem i wszystkich krawedzi bocznych, przechodzgcego, przez
dlugosc krawedzi, czyli raczej przez diugosé prostej lgczqcej
Srodki dwoch odpowiednich bokow dolnej i gornej podstawy.
Chcac mie¢ catkowita powierzchnig tego ostrostupa, dodac
jeszcze potrzeba do powyzszego iloczynu
ABCDEX 50R-f-FGHIK X #oS.

Oznaczywszy obwody dwoch podstaw przez P i p, mozna tez
catkowita powierzchni¢ tego ostrostupa nastgpnie wyrazié

"RS+OR . ,RS-foSx

P(— 3—)+"— 3—
co kazdy latwo dostrzeze.

Wielosciany (polyedra).
§. 240.

Jezeli ilukolwiek ptaszczyznami i wjakikolwiek sposob
ograniczymy przestrzen, otrzymamy stad cialo geometryczne,
ktéore w ogolnosci wieloscianem (polyedrum) nazywac bedzie-
my. Wedlug tej definicyi ciala graniaste, o ktoérych dotad
mowiliSmy, sa takze wielo$cianami, ale nosza osobne nazwy,
jak to widzieliSmy.

Plaszczyzny wielo$cian ograniczajace zowia si¢ i tu Scia-
nami, spélne przecigcia si¢ z sobg kazdych dwoch $cian kra-
icedziami, punkta za$ zejécia si¢ tych krawedzi wierzchotka-
mi, zwyczajnie kqtami brylowemi wielo$cianu.

Roztrzasnawszy w poprzedzajacych §§. dwa gatunki ciat
graniastych, t. j. graniastostupy i ostroshupy, pozostaja nam
jeszcze wilasciwe Avielosciany; gdy za$§ ich liczba by¢é moze
nieskonczona, z powodu nieskonczonej rozmaitosci sposobow
ograniczania czyli zamykania przestrzeni powierzchniami ptas-
kiemi i poniewaz Geometrowie dzielg t¢ nieskonczong liczbe
wielo$cianéw na icypukle (convexa) i wkleste (concava); gdy
nareszcie te ostatnie w zastosowaniu bardzo szczuptego sa
uzytku, przeto tylko pierwsze zajma nasz¢ uwagg. Cechy, po
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ktorych poznaé mozemy wielosciany wypukle sg: 1° rozsze-
rzywszy ktorgkolwiek $ciang takiego wieloscianu, ten znajdu-
je si¢ catkiem zjednoj strony tej plaszczyzny. 2°. Prosta w
kazdym kierunku poprowadzona, nie w wiecej jak w dwoch
punktach spotyka¢ moze powierzchnig wielo$cianu wypukle-
go, a nareszcie 3°. Wszystkie ptaszczyzny przekatne przy-
padaja wewnatrz takiego wielo$cianu.

Ale i wicloscianéw wypuktych jest nieskonczona roz-
maito$¢, a wszystkie nosza nazwe¢ wieloscianow Eulerowskich
z powodu iz ten wielki Geomefra najwigcej si¢ niemi zatru-
dnial. Najznajomsze sa Archimedesa 1 Pitagorejskie albo
Platonskie. Wielo$cianami Archimedesa nazywamy pospo-
licie takie, w ktorych kazda $ciana jest wielokatem forem-
nym, Pitagorejskiemi za§, wielosciany, w ktorych oprocz
foremnosci, $ciany te sg przystajacemi do siebie, jako tez
pochytosci kazdych dwoch $cian, albo co na jedno wychodzi,
katy dwuscienne miedzy sobg réwne. Te wielosciany nazy
waja si¢ zwyczajnie foremnemi, majg one, jeszcze raz po-
wtarzam, wszystkie $ciany rowne i przystajace do siebie,
katy S$cienne réwne, krawegdze wszystkie rowne, jako toz
pochytosci kazdych dwoch $cian miedzy sobg rowne. Fo-
remne wielo$ciany sg tem migdzy wielo$cianami, czem wie-
lokaty foremne migdzy wielokatami. W elementarn6j Geo-
metryi mowi si¢ zwyczajnie tylko o tych ostatnich, dla tego
tez z pomiedzy nieskonczonej liczby wielo$cianow wypuktych
zajmiemy si¢ tylko foremnemi.

Poniewaz to s3 wieloSciany wypukte, zatem wszystkie
wierzchotki sg na powierzchni wielo$cianu czyli wyrazniej
moéwige wszystkie katy Scienne sa wyskakujace. Z uwagi,
ze summa katow plaskich kat wieloscienny sktadajacych,
zawsze musi by¢ mniejsza niz 360° §. 214, wypada, ze takich
wieloscianow nie wielka jest liczba. Skladajac bowiem katy
brytowe z katéow ptaskich do foremnych wielokatow naleza-
cych, uzyjmy najprzod katow trojkata foremnego, czyli row-
nobocznego. Poniewaz kat takiego trojkata = 60°, a do zlo-
zenia kata brylowego potrzeba najmniej trzech katow ptlas-
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kich, zobaczmy zatem, wiele katow tegoz trojkata mozna
wzig$¢ najwiecej, aby ztozy¢ kat brylowy? Trzy katy troj-
kata foremnego czynig 3.60=: 180°; cztery takie katy czynia
4.60 = 240°; pi¢¢ katow trojkata roéwnobocznego czynig
5.60:=300°; nareszcie szes¢ podobnych katow czynia
6.60°=360°. Stad si¢ pokazuje ze tylko trzy wieloSciany
foremne ztozy¢ mozna z trojkatoéw foremnych réwnych i przy-
stajacych do siebie.

Kiedy z szesciu katow trojkata rownobocznego nie
mozna juz zlozy¢ kata brylowego, z powodu, ze ich summa
czyni 360° i wszystkie katy ptaskie rozposcieraja si¢ na
jedne plaszczyzng, przeto z porzadku przystepujemy do
czworokata foremnego czyli do kwadratu. Poniewaz w tym
kazdy kat jest =90° t. j. jest katem prostym, przeto jeden
tylko wielo$cian ograniczy¢ mozemy kwadratami biorgc do
zlozenia kata brylowego trzy katy ptaskie proste; summa
bowiem ich uczyni tylko 270°. Gdyby$my ich za§ wzigli
cztery, juzby$Smy te summe otrzymali 360°, zatem z kwa-
dratéow jeden tylko wielo$cian otrzymaé mozna.

Kat pigciokata foremnego =:108°, przeto trzy takie
katy ptaskie mozna wzig$¢ do zlozenia kata $ciennego, ale
cztery katy pigciokata foremnego, juz czynig wigcej niz 360°
i dla tego z pigciokatow foremnych jeden tylko wielo$cian
mie¢ mozna.

Kat sze$ciokata foremnego — 120°, trzy przeto takie
katy koniecznie potrzebne do zlozenia kata brylowego czy-
nig razem 3.120= 360°, a zatem z tych katow nie mozna
sktada¢ katow brylowych, a nastgpnie nie mozna ograniczy¢
przestrzeni szeSciokatami foremnemi, nie mozna tez z tego
powodu ztozy¢ zadnego wieloscianu. Przekonywamy si¢
wige, ze z wiclokatow foremnych nie wigcej tylko pieé wie-
loécianow foremnych ztozy¢ mozna, t.j. trzy z trojkatow, je-
den z kwadratow i jeden z pigciokatow.

§. 241.

Pokazawszy, iz z trojkatow foremnych tylko trojakim

sposobem sklada¢ mozna katy brylowe, t. j. bioragc katow
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ptaskich po trzy, cztéry i pig¢ do zlozenia kata brylowego,
ze z kwadratéow tylko w jeden sposob t. j. bioragc po trzy
katy ptlaskie, sktada¢ mozna katy brylowe, a nareszcie z pig-
ciokatow takze jednym tylko sposobem otrzymaé mozna katy
brytowe, bioragc katow ptaskich pigciokata foremnego po trzy
na jeden kat brytlowy, wypada nam teraz okazaé, ze tym
sposobem postgpujac zlozymy rzeczywiscie wielos$ciany, czyli
ze tak trojkatami trojakim sposobem, jako tez kwadratami
w jeden i picciokatami takze w jeden sposob ograniczymy
zupelnie przestrzen.

Co do pierwszego. Niech bedzie trojkat réwnoboczny
ABC, fig. 240, ze s$rodka jego O wystawmy prostopadia
OD do ptaszczyzny trojkata ABC, dajac jej dlugosé taka,
izby AD bylo rowne AB, a potem przez kazdy z bokow
trdjkata ABC i przez punkt D poprowadziwszy ptaszczyzny,
te przetng si¢ dwie a dwie i zamkng przestrzen, ktérg Czwo-
roscianem, (tetraedrum) nazywamy. Ma ten czworo$cian 4 $cia-
ny trojkatne, 4 katy brylowe, kazdy z trzech katow ptlaskich
ztozony, i 6 krawedzi migedzy sobg rownych.

Co do drugiego. Niech ABCD fig. 241, bedzie kwa-
dratem wystawionym na boku trojkata rownobocznego, z ja-
kich chcemy sktada¢ wielo$cian. Poprowadziwszy dwie prze-
katnie AC 1 BD, te przetna si¢ w srodku kwadratu O; z te-
go Srodka wystawiwszy prostopadia zjednej i drugiej strony
ptaszczyzny kwadratu t. j. OE i OF, nadajac im diugosc¢
rowng potowie przekatni, t. j. tak, izby bylo OE= OF~AO,
jezeli przez kazdy bok kwadratu i przez punkt E, a potem
przez tez boki kwadratu i punkt F poprowadzimy ptasz-
czyzny, te przeciagwszy si¢ po dwie, zamkna przestrzen ktora
Osmioscianem (octaedrum) nazywamy. O$mio$cian ma osSm
$cian trojkatnych, 6 katéw brylowych, kazdy z czterech ptas-
kich ztozony i 12 krawedzi miedzy sobg réwnych.

Os$mio$cian najtatwiej mozna zlozyé¢, wystawiwszy dwa
ostrostupy czworo$cienne foremne i réwne, dajac im za wy-
sokos¢ polowe przekatni kwadratu ich podstaw, a potem
sktadajac te ostrostupy z soba tak, aby podstawy do siebie
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przystaty, a wierzcholki ostrostupéw przypadty z przeciwnych
stron plaszczyzny podstaw.

Co do trzeciego. Majac sktada¢ wielos$cian z trojkatow
foremnych, tak izby kazdy kat brylowy byl zawarty pigeia
katami ptaskiemi trojkata réwnobocznego, narysujmy na
plaszczyznie pigciokat foremny, ktoregoby bok byl réwny
bokowi trojkata z jakich chcemy ten wieloscian zlozyé. Ze
srodka O fig. 242 tego pigciokata, wystawmy prostopadia
OM, nadajac jej dlugos¢ taka, izby bylo AMzzrAB t. j row-
ne bokowi trojkata z jakich chcemy sktada¢ ten wieloscian,
a przez kazdy z bokéow pigciokata i przez punkt M prowa-
dzac plaszczyzny, te przetng si¢ po dwie i zloza kat piecio-
Scienny M z pigciu katow ptaskich AMB, BMC, CMD, DME
i EMA, w ktorym kazde dwie S$ciany beda jednakowo do
siebie pochylone; przy kazdym za§ wierzchotku pigciokata
bedzie kat trojScienny zlozony z trzech katow ptlaskich t. j.
z dwoch trojkata réwnobocznego a trzeciego do pieciokata
foremnego nalezacego, a dla tego wszystkie te ostatnie katy
s3 sobie rowne wedlug §. 213. Jezeli teraz A'B'C' jest troj-
katem rownobocznym i takim, ze A'B'=iAB t.j. trojkatem zja-
kich chcemy sktada¢ wieloscian, dosy¢ przy jego wierzchot-
kach A', B', C', wystawi¢ katy pigecioscienne rowne juz zto-
zonemu M, przez co otrzymamy powierzchnia wypukla z dzie-
sigciu $cian trojkatnych zlozona. Jezeli druga zupehie row-
ng powierzchnig zlozymy i potem obie ich obwodami potla-
czymy z sobg tak, izby dwusScienne katy tej tu schodzily si¢
z katami trojSciennemi drugiej, zamkniemy tym sposobem
przestrzen zupelnie 1 otrzymamy wielo$cian noszacy nazwe
od liczby swych $cian Dwadziestoscianu (icosaedrum). Druga
potowa jest na figurze kropkowang. Ma ten wiclo$cian 20
$cian trojkatnych, 12 katéw brylowych pigciosciennych i 30
krawedzi miedzy soba réwnych.

Co do czwartego. Narysowawszy na plaszczyznie kwa-
drat, z jakich chcemy albo mamy zlozy¢ wielo$cian, z wierz-
chotkow jego wyprowadzamy w jednaz strone¢ prostopadie do
plaszczyzny kwadratu, dajac im dlugo$¢ réwna i réwna bo-
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liczonych pigciu cialach foremnych znalaztszy pochytos¢ dwoch
ktorychkolwiek §cian,juz tern samem mamy pochytosci wszyst-
kich, albowiem wedhug definicyi ciat foremnych, pochytosci
te sa miedzy soba rowne.

Co do powierzchni wielo$cianu, ta réwna si¢ summie
powierzchni jego $cian. A ze w ciatach foremnych te $ciany
sa sobie réwne, zatem znalazlszy powierzchnig jedne] $ciany
1 wzigwszy ja tyle razy, ile wieloScian ma $cian, mie¢ be-
dziemy powierzchnig Zzadang.

Zobaczmyz wiec jak znale$¢ powierzchnig jednej $ciany
w kazdem z pigciu ciat foremnych.

Te $ciany sg wielokatami forcmnemi t. j. albo trdjka-
tamirbwnobocznemi, albo kwadratami, albo nareszcie pigcioka-
tami foremnemi, ich przeto powierzchnie wedlug §§. 123 i 124
fatwo obrachowanemi by¢ mogg. Atoli pokazemy tu pred-
szy a moze i latwiejszy sposob znalezienia powierzchni troj-
kata réwnobocznego z wiadomego jego boku, ktéry zarazem
jest krawedzig czworo$cianu, o$mioscianu i dwudziestoscianu.

Niech bedzie trojkat rownoboczny ABC fig. 245, CD
prostopadta do AB. Powierzchnia jego réwna si¢ jak wia-

domo ABZXCD Lecz CD pada na $rodek boku AB §. 40

co do drugiego wniosek 2, przeto DB —2AB. W trdjkacie
CDB prostokatnym przy D jest
CD2= BC2—DB2 A4B2— {AB-= IAB gdyz BC—AB,

skad CD =2/l\£})3V3 , a nastgpnie powierzchnia trojkata ABC

V3. Przemierzywszy jakakolwiek jednostka bok AB

czyli krawedz jednego z trzech wspomnionych ciat i zna>
laztszy, iz takich jednostek zamyka a, mie¢ bedziemy po-

. . C 2 /- )
wierzchnig jednej $Sciany A V3. Z tego wyrazenia po-
wierzchni jednej S$ciany, znajdziemy zaraz powierzchnia
a2 /s

Czworoscianu — 4. 4—V3 — «2V3

21.
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Osmioscianu

Dwudziestoscianu:

Jezeli krawedz szeScianu oznaczymy ogolnie przez a,
powicrzchnia kazdej jego $ciany bedzie n a 4 a powierzchnia
catego szescianu “ 6al

Aby znale$¢ powierzchnia picciokata foremnego t. j
jednej S$ciany dwunastoscianu foremnego, wiemy, ze po-
wierzchnia ta rr SASB fig. 246. Powierzchnia trojkata ASB

skad powierzchnia pigciokata

Poniewaz AB jest krawedzig dwunasto$cianu, przeto zawsze
moze by¢ znana, bo ja zmierzy¢ mozna; chodzi wigc tylko
o znalezienie prostopadtéj SC. Ta prostopadta moze by¢é
wyrazona przez krawedz, lecz ze sposobem rachunkowym
predzej i tatwiej do tego dojdziemy niz geometrycznym,
przeto sadze, ze mi nie bedzie poczytanem za niestosowne,
ze pierwszego uzyj¢, zwlaszcza iz caty rachunek oparty jest
na twierdzeniach geometrycznych i Arytmetyce zwyczajnej.
Potéozmy AB ~ a, promien kota opisanego na pigciokacie
SA—R, prostopadta SC oznaczmy przez r, a nareszcie tuk
AB podzieliwszy w punkcie D na dwie réwne czeSci i po-
prowadziwszy cigciwg AD, ta bedzie bokiem dziesigciokata
foremnego w toz koto wpisanego, ktoéry oznaczmy przez d'y
srednica

Wedhug §. 107, d jest wigkszym odcinkiem promienia
R podzielonego na skrajne i $rednia; przeto mniejszy odci-
nek jest =:R —d 1 wedlug tegoz twierdzenia mamy

skad

Uwazajac w tern zrownaniu d jako ilo$¢ nieznang i rozwia-
zawszy je znanym sposobem, znajdziemy

Wzigwszy na d tylko wazno$¢ dodatng, bedzi*

Poniewaz ktadac za$
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kowi kwadratu; konce tych prostopadtych polaczywszy pro-
stemi 1 przez kazde dwie réownoleglte przesunawszy ptasz-
czyzne, ograniczymy tym sposobem zupelnie przestrzen sa-
memi kwadratami. Tak zlozony wieloScian bedzie znanym
nam juz Szescianem (hexaedrum); ma on bowiem 6 kwadra-
towych $cian, 8 katow brytowych, kazdy =z trzech katow
ptaskich prostych ztozony i 12 krawedzi miedzy soba row-
nych fig. 243.

Co do pigtego nakoniec. Niech ABCDE fig. 244, be-
dzie pigciokatem foremnym, z jakich chcemy zlozy¢ wielo-
scian. Przy kazdym jego wierzchotku zlozywszy kat troj-
Scienny z trzech katow plaskich miedzy soba roéwnych i
rownych katowi pigciokata np. katowi ABC, tak izby wza-
jemne pochylosci trzech jego $cian byly takze réwne, na
kazdej z pieciu krawedzi do tych katow brylowych naleza-
cej, a nie lezacej na plaszczyznie danego pigciokata, odetnij-
my, od wierzchotka poczynajac, bok pigciokata danego jak
na figurze AFrr BG~ CI DK *“ EM~ AB; dopeliwszy
potem na kazdym boku tegoz pigciokata innego pigciokata
réOwnego pierwszemu, otrzymamy tym sposobem potowe po-
wierzchni wypuktej wielo$cianu, ktory chcemy ztozy¢. Jezeli
zupelnie tym samym sposobem zlozymy druga polowe tam-
tej we wszystkiem rowng, a potem te polowki przylozymy
albo raczej polaczymy z sobag tak izby ich wklgstosci przy-
padaly wewnatrz, zamkniemy przez takie ich zlozenie prze-
strzen, ktora od liczby $cian Dwunastoscianern (dodecaedrum)
nazywamy. Ma bowiem rzeczywiscie ten wielo$cian 12 §cian
pieciokatnych, 20 katow brylowych kazdy z trzech katow
ptaskich rownych ztozony i 30 krawegdzi miedzy soba row-
nych. Potowe¢ powierzchni dwunastoscianu widzimy na fig.
244, druga za$ potowa jest kropkowana.

W przesztym §. powiedzieliémy, ze te pig¢ cial nazy-
waja si¢ Pitagorejskiemi, gdyz Pitagorejczykowie w swoj
symbolicznej nauce poréwnywali czworo$cian z ogniem, sze-
$cian z ziemia, o$mioScian z powietrzem, dwudziestoscian
z 'woda, a dwunasto$cian z calym $wiatem.

21



Aby te pig¢ cial foremnych kazdy sobie mogl zrobié
z tektury i tym sposobem tatwiej i jasniej pojal sposob ich
skladania, dotaczam tu siatki, jakie na tekturze zrysowac
potrzeba, aby po ich wycigciu mozna ztozy¢ kazdy z rze-
czonych wieloscianow.
Fig. A. jest siatkag do czworo$cianu.

Fig. B. ,, ,, o$mio$cianu.

Fig. C , , , dwudziestoécianu.
Fig. D. ' ,, Szescianu.

Fig. E. ,, ,,» dwunasto$cianu.

Ponarzynawszy wszystkie linije spdlne dwom trojkatom,
kwadratom lub pigciokatom i wycigwszy miejsca miedzy fi-
gurami, ktore sg nie potrzebne, kazdy z wieloscianow zam-
knie si¢ najdoktadniej. Spoiwszy potem S$ciany sobie przy-
leglte papierem guma arabska pociagnionym i nareszcie oble-
piwszy czystym papierem powierzchnie, mie¢ bedziemy do-
ktadne modele pigciu ciat foremnych.
§. 242.

Ztozywszy 1 przekonawszy si¢, ze ani mniej ani wigcej
jak pie¢ cial jest foremnych, wypada nam teraz przystapic
do obrachowania wieloscianow w ogolnosci, a w szczegol-
nosci do obrachowania tych pigciu cial foremnych.

Zupelne obrachowanie wielo$cianu, zalezy na podaniu
pochytosci kazdych jego dwoch $cian, jego catkowitej po-
wicrzchni 1 nareszcie objetosci.

Co sig¢ tyczy pochylosci kazdych dwdch $cian, tego bez
znajomosci pomocniczej nauki, Trygonometryi, znale$¢ nie mo-
zemy; za pomoca bowiem geometrycznego wykreslenia, nie
znajdzie si¢ nigdy wypadek zupelie doktadny, gdyz ta do-
ktadno$¢ od wielu warunkéw zawista, ktérym zado$¢ uczy-
ni¢ niepodobna; procz tego, chociaz przez wykreslenie znaj-
dziemy kat, wszelako o wielko$ci jego dopiero wtedy sadzié
mozemy, gdy go mie¢ begdziemy wyrazony w liczbach. Dla
tego stosujac Trygonometryja do réznych zadan Geometryi,
pokazemy w dalszym ciagu, jak latwym sposobem to zada-
nie rozwigza¢ mozemy. Tu czyni¢ tylko t¢ uwage, iz w wy-
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odlegto$¢ tegoz punktu od wicrzchotkow jego katoéw, tak tez
w kazdym wieloscianie foremnym pomys$li¢ sobie mozna zam-
knieta kule i kazdy taki wielcScian zamknicty w kuli tak,
ze powierzchnia pierwszej dotyka kazda $ciang wieloScianu
wjej $rodku, a powierzchnia drugiej przechodzi przez wszyst-
kie wierzchotki katow wielo$cianu; promieniem przeto pierw-
szej bedzie odlegtos¢ wspomnionego wyzej punktu od Scian,
a promieniem drugiej odleglo$¢ tegoz punktu od wierzchot-
koéw katow wieloscianu. Pierwsza kule nazywac bedziemy
wpisang, druga za$ opisang na wieloScianie. Taki punkt we-
wnatrz wieloScianu foremnego znajdujacy si¢, nazwiemy
Srodkiem wielo$cianu. Srodek ten wielo$cianu jest zarazem
srodkiem kuli tak wpisanej jako i opisanej na wielo$cianie.
Jezeli przez kazda krawedz i ten $rodek pomys$limy sobie
przesunione ptlaszczyzny, te przez wzajemne przecigcie si¢
z soba, podziela wieloscian na tyle ostrostupow, ile wielo-
$cian ma $cian, majacych za podstawy S$ciany wielo$cianu,
a za wysokosci odlegtosci Srodka od Scian. A ze wyzej
wspomnieli§my, ze te odlegloéci sa rowne, zatem wszystkie
rzeczone ostrostupy beda takze réwne , jako majace pod-
stawy 1 wysokoSci rowne. Objetosé przeto wieloscianu fo-
remnego rowna si¢ iloczynowi z summy wszystkich podstaw
przez trzecia czg$¢ spolnej wysokosci. Ale summa podstaw
stanowi powierzchnia wieloscianu, zatem objgtos¢ tegoz
rowna si¢ iloczynowi z powierzchni wielo$cianu przez "~ pro-
mienia kuli wpisanej. Aby wiec obrachowac objetos¢ wie-
loscianow, o jakich tu mowa t. j. foremnych, chodzi¢ tylko
bedzie o to, jak znale$¢ promien kuli wpisanej, w kazdym
z pigciu rzeczonych wielo$cianow.
§. 244.

Jakkolwiek dotad nic jeszcze nie moéwiliSmy o kuli,
wszelako mozemy tu daé jej pojecie, gdyz one jest tak ta-
twem jak pojecie krzywej kotowej.

DEFINICYJA. Powierzchnia Tcidi jest to powierzchnia
krzywa zamknieta, majgca wewngtrz punkt jednakowo od ka:z-
dego jej punktu, odlegly, ktory z tego powodu jej S$rodkiem
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zowiemy. Rzeczona stata odleglo$¢ tego punktu od kazdego
punktu powierzchni krzywej , nazywa si¢ promieniem kuli, a
prosta przez tenze punkt przechodzaca i konczaca si¢ z obu
stron na powierzchni krzywej, nazywa si¢ srednicq kuli.

TWIERDZENIE. W kazdy icieloscian foremny mozna
wpisaé¢ i na nim opisacé kule.

Niech bedzie wielo$cian foremny ograniczony trojka-
tami, a zatem czworoscian lub o$SmioScian lub nareszcie dwu-
dziestoscian, ktorych srodki oznaczmy przez A, B, C, Di t. d.

fig. 247. Srodkiem tego wieloscianu niech bedzie punkt S.
Z punktow A i C spusciwszy prostopadte Aa i Ca do spol-
nej krawedzi RT i przez te prostopadte poprowadziwszy
ptaszczyzne, ktora tak do obu Scian A i C jako tez i do
spélnego ich przecigcia si¢ RT bedzie prostopadia, zlaczmy
potem punkta a i S prosta aS; tedy w dwoch trojkatach
prostokatnych SAa i SCa, przeciwprostokatnia Sa jest spoina,
bok Aa~ Ca, bo to sg prostopadte (apothema) ze $rodkow
trojkatow foremnych réwnych na ich boki spuszczone, za-
tem trzecie boki sg sobie takze rownet.j. SA“ SC jako tez
kat AaS:r:CaS; prosta wigc Sa dzieli kat pochytosci dwoch
scian AaC na dwie réwne czgéci. Zupetnie podobnym spo-
sobem dowiedziemy ze SB“ SA, SD*“ SCit. d.skad wnie-
siemy, z2 SB—SA—SC —SDrr it d Jezeli wigc we-
wnatrz wielo$cianu pomys$limy sobie kulg majacg srodek w S,
a za promien prosta SA, powierzchnia jej dotknie wszystkie
$ciany wieloscianu w ich §rodkach t. j. w punktach A, B,
C, D, it d. i bedzie kulg wpisang w wieloscian.

Co do drugiego. Poniewaz plaszczyzna SAC jest pro-
stopadta do krawedzi RT, wiec i prosta Sa na niej lezaca
jest takze prostopadta do tejze krawedzi; potaczywszy pun-
kta Ri1 S, T i S prostemi RS, TS, trzy proste RS, TS i
aS leza na jednejze plaszczyznie SRT. Dwie pochyle RS i
TS wzgledem prostopadlej Sa, sa sobie rowne wedtug §. 42 bfi
podobniez i dla tej samej przyczyny pochyte RS i QS, RS
i MS sa takze réwne; a zatem SR~ST = SQ“ SM*“ i t. d
Jezeli przeto wystawimy sobie znowu kule¢ za $rodek punkt
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w trojkacie DAE jest §. 129, czyli
skad gdywy-

zej znaleziong wazno$¢ na d tu potozymy, zatem

Ale wedhug §.

a ze ACr="AB —\a, wigc ACa= £aa, a nastgpnic

Poniewaz powiedzieliSmy, iz a zawsze by¢ moze znanem,
zatem z tego ostatniego zrownania znajdziemy

Te¢ wazno$¢ wlozywszyw znalezionej] wyzej na r, bedzie

Rozmnozywszy pod pierwiastkiem licznika 1 mianownika
przez 5---V5, a P°tom podzieliwszy takze licznika i miano-
wnika przez V5, lub co na fedno wychodzi, rozmnozywszy
zaraz licznika i mianownika przez V54, otrzymamy na-

reszcie

Znalazlszy tym sposobem prostopadta » wyrazona przez kra-
wedz a, 1 potozywszy jej Avaznos¢ za SC w wyrazeniu po-
wierzchni pigciokata na poczatku przywiedzionem, bedzie
powierzchnia pigciokata foremnego
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a nastgpnie powierzchnia

Dwunasto $cianu = 12.4‘"ﬂii'—- ﬁlv Ii A
4

V5 V5~

§. 243.

Pozostaje nam wigc jeszcze mowi¢ o objgtosci wielo-
scianéw. Jak powierzchnig kazdego wielokata znajdowalismy
dzielac go przekatniami na trojkaty, lub tez obierajac gdzie-
kolwiek na powierzchni wielokata punkt i ten ltaczac ze
wszystkiemi wierzchotkami wielokata, przez co takze po-
dzieli si¢ wielokat na tyle trojkatow ile wielokat ma bokow,
tak tez objetos¢ kazdego wielo$cianu znajdzie si¢ dzielac go
na czworosciany, co zawsze mozna, albo ptaszczyznami prze-
katnemu, albo tez obrawszy wewnatrz wieloScianu punkt i
przez ten, tudziez przez kazda jego krawedz prowadzac
ptaszczyzny; te w ostatnim razie podzielg wieloscian na tyle
ostrostupow, ile wieloscian ma S$cian. Te ostroslupy maja za
podstawy S$ciany wielo$cianu, a wierzcholek spoiny w obra-
nym wewnatrz punkcie. Jezeli $ciany wieloscianu nie s3
trojkatami, ostrostupy rzeczone beda w ogdlnosci wieloscien-
nemi; ale ze te moga by¢ podzielone na same trojscienne,
zatem kazdy wieloScian uwazanym by¢ moze jako ztozony
z samych czworo$ciandw, wierzcholek spoiny wewnatrz wie-
loscianu majacych.

Kazde z pigciu foremnych cial ma swe $ciany roéwne,
wigc tez kazde Z nich uwazanem by¢ moze jako zloZone z
ostrostupow majacych podstawy réwne.

Jako kazdy wielokat foremny ma wewnatrz punkt ro-
wno oddalony tak od bokdéw, jako tez i od wierzchotkéw ka-
tow jego, §. 103 wniosek 1, ktory $rodkiem wielokata nazwa-
lismy, tak rowniez kazdy wielo$cian foremny ma -wewnatrz
siebie punkt rowno oddalony od wszystkich $cian wielo$cia-
nu i od wszystkich wierzchotkow katow wielosciennych. In-
nemi stowy mowiace: jako w kazdy wielokat foremny mozna
wpisa¢ 1 na nim opisaé koto, tak ze promieniem pierwszego
jest odlegto§¢ rzeczonego punktu od bokoéw, drugiego za$s
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kata pochylosci dwoch ktorychkolwiek $cian kata troj$cien-
nego. Kiedy tak jest, zobaczmyz, jak przy pomocy wykre-
$lenia takowy kat otrzymaé mozemy.

§. 24e6.

ZAGADNIENIE. W kqcie trojsciennym majgc wiadome
kqty 'plaskie tenze kqt skiadajgce, znales¢ kqty dieuscienne
czyli kqty pochytosci kazdych dwoch scian przyleglych.

Dla rozwigzania tego zagadnienia, dosy¢ bedzie poka-
za¢, jak si¢ znajduje jeden z tychze katow. Na ten koniec
niech bedzie kat trdjscienny S skladajacy si¢ z trzech zna-
nych katow plaskich ASB, ASC i BSC fig. 248. Zamierz-
my sobie znale$¢ kat pochylosci sciany ASB do $ciany BSC.
Przez toz samo wykreslenie znajdziemy tu i drugi kat t. j.
pochytos¢ $ciany ASC do BSC.

Na krawedzi AS obrawszy gdziekolwiek punkt A iz nie-
go wystawiwszy sobie spuszczong na plaszczyzng BSC pro-
stopadla AO, a zjej spodka O prostopadle OD i OE, pierw-
sza do BS a druga do CS, skoro punkt A zlagczymy z D
i E, otrzymamy tréjkaty prostokatne AOD i AOE, w kto-
rych katy przy D i E sg katami pochylo$ci $cian ASB i
ASC do BSC.

Roztézmyz teraz katy plaskie ASB i ASC na ptasz-
czyzng kata BSC obracajac pierwsza $cian¢ okolo krawedzi
BS a druga okoto CS, fig. 249, tedy poniewaz tak OD jako
toz 1 AD sa prostopadtemi do BS, skoro ptaszczyzna ASB
wezmie potozenie plaszczyzny BSC, prosta AD nie przesta-
nie by¢ prostopadla do BS, a zatem jedna z dwoch tych
prostopadtych bedzie przedtuzeniem drugiej, gdyz obie przez
tenze sam punkt D przechodza. AD t. j. odlegtos¢ punktu
D od A jest przeciwprostokatnia, za§ AO i DO nie prze-
stajg by¢ przylegtemi bokami katowi prostemu.

Z tych poprzednich uwag, wykreslenie kata pochylosci
nast¢pujacym uskuteczni si¢ sposobem.

Wykresliwszy na plaszczyznie obok siebie trzy katy
plaskie, umieszczajac w $rodku ten, do ktérego $ciany zna-
les¢ chcemy pochylos¢ dwodch innych $cian, bierze si¢ SAziSA',
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gdyz w zlozeniu kata trojSciennego dwie te proste schodza
si¢ w jedna krawedz. Z punktéw A i A' spuszczaja si¢ dwie
prostopadte, pierwsza do BS a druga do CS i przedtuzaja az
do ich wzajemnego przecigcia si¢ w punkcie O. Z punktu
0 wyprowadzaja si¢ dwie prostopadte, pierwsza do AO, druga
do A'0. Z punktu D otwartoscig cyrkla ~ DA zakre$la
si¢ tuk przecinajacy pierwsza prostopadta w punkete A, i
podobniez z punktu E otwartoscia cyrkla zzEA' kresli si¢
luk przecinajacy druga w punkcie A’. Te ostatnic punkta
zlaczywszy z D 1 E t. j. A, z D, A} z E prostemi A"D i
A™E, mie¢ bedziemy katy pochylosci szukane, t. j. kat
A,DO jaki $ciana BSA czyni z BSC ikat AtEO jaki $cia-
na ASC czyni z BSC. O doktadnosci rysunku zapewnié
si¢ mozna do$wiadczajac, czyli dlugosci dwdch znalezionych
prostopadlych A,O0 i A’O sg sobie réwne, gdyz tak by¢
powinno; skladajac bowiem napowr6t kat trdjscienny i pod-
noszac plaszczyzny trojkatow prostokatnych AjDO i AIEO,
obracajac je okolo DO i EO, konce tych prostopadlych A,
1 A’ zej$¢ si¢ powinny z punktami A i A' na ramionach
dwoch katow ptlaskich naznaczonemi w jeden punkt A
fig. 248.
§. 247.

Tak majac znaleziony kat pochytosci dwoch przylegtych
$cian kazdego z pigciu wielo$cianow foremnych, latwo juz
rowniez za pomocg wykre§lenia, znale$¢ promien kuli wpi-
sanej i opisanej na wielo$cianie; wykresliwszy bowiem kat
QuC fig. 250 rowny znalezionemu katowi pochylosci dwoch
przylegtych $cian, wezmy na ramionach jego a4 ~ aC=z pro-
stopadlej ze $rodka $ciany wielo$cianu na jej bok spuszczo-
nej (apothema), albo raczej ~ promieniowi kota wpisanego
w wielokat, jakiemi wieloscian jest ograniczony, a zatem
w trojkat lub pigciokat; z punktow A i C wyprowadziwszy
prostopadle do Aa i Ca, te przetng si¢ w punkcie S, ktory
bedzie $rodkiem kuli wpisanej, za§ SA =: SC jej promieniem.
Przedluzywszy aA i na tern przedtuzeniu wzigwszy AQzrpro-
mieniowi kota opisanego na rzeczonym trdjkacie Iub piecio-
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S, a za promien prosta SR majaca, jej powierzchnia przej-
dzie przez wszystkie wierzchotki wielo$cianu tak, ze te
wierzcholki znajdowaé si¢ beda na powierzchni kuli, a caly
wielo§cian ogarniony zostanie taz powierzchnig kuli, ktora
dla tego nazywamy na wieloscianie opisang.

Dowiddlszy ze w kazdy wieloScian foremny mozna
wpisa¢ i na nim opisa¢ kule, polaczmy teraz wszystkie wiérz-
cholki wielo$cianu ze S$rodkiem kuli wpisanej, tedy caty wie-
loscian podzieli si¢ na ostroslupy jak wspomniatem, majace
za podstawy S$ciany wielo$cianu, a wierzchotek w $rodku rze-
czonej kuli. Tak np. przez polaczenie punktow P, Q, R ze
srodkiem S, otrzymujemy ostrostup SPQR majacy za pod-
stawe Sciang PQR, a za wysokos¢ BS; obrachowawszy za-
tem objeto$¢ tego ostrostupa, i wypadek wzigwszy tyle razy
ile wiclo$cian ma $cian, otrzymamy objetos¢ tego wielo$cia-
nu. Ale jakze znales¢ wysoko$¢ rzeczonego ostrostupa czyli
promien kuli wpisanej w wieloScian? Zadanie to jakkolwiek
jest latwem do rozwigzania, w wykonaniu ma tez same tru-
dnosci dla jakich w §. 242 kata pochylo$ci nie szukali§my;
doktadno$¢ bowiem trygonometrycznego rachunku catkiem
nie zalezy od wykre§lenia i moze nam dostarczy¢ wypadkow
pewnych; z tego powodu dosy¢ tu bedzie pokazaé mozno$é
znalezienia tego promienia teoretycznie, a ostateczne wyko-
nanie zostawi¢ do Trygonometryi.

W tréjkacie SAa jest bok Aa znanym, bo sic w §. 242
nauczyliSmy otrzymac¢ takowy w liczbach, kat SuA jest zna-
nym skoro kat pochytosci AaC dwoch przyleglych $cian na-
przoéd obrachujemy, wigc tez stosownie do powyzszego i kat
SaA jako polowa piérwszego bedzie znanym. Z dwoch da-
nych elementoéw trojkata prostokatnego, migdzy ktéremi przy-
najmniej jeden jest bokiem, Trygonometryja uczy wyracho-
wac resztg elementow z taka dokladnoscia, z jaka tylko ra-
chunek da¢ je moze, zatem przy pomocy tejze Trygonometryi,
mozemy znale$¢ wysokos¢ BS AS w liczbach. Majac juz
powierzchnig kazdego, z pigciu wieloScianéw foremnych zna-
leziong poprzednio w liczbach, dosy¢ bedzie takowa rozmno-
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zy¢ przez " znalezionego promienia kuli wpisanej, aby otrzy-
mac¢ objetos¢ kazdego z tych wieloScianéw takze w liczbach.
§. 245.

Za pomocg geometrycznego wykreslenia, moznaby na-
stepujacym sposobem znales¢ naprzod kat pochytosci dwoch
przylegtych $cian wielodcianu, a potem promien kuli wpi-
sanej.

Przypatrzywszy si¢ z uwaga czworoscianowi, o$mio-
Scianowi, dwunasto$cianowi i dwudziestoScianowi, dostrzeze-
my bez trudnos$ci, iz w pierwszym, kazdy kat brytowy sktada
si¢ z trzech ptaskich réwnych migdzy sobg, a kazdy zamy-
ka 60°. W osmioScianie kazdy takiz kat sklada si¢ z czte-
rech katéw ptlaskich takze rownych i kazdy — 60°, jezeli
atoli przez dwie krawedzie, nie na jednejze $cianie lezace,
poprowadzimy plaszczyzng, ta czworoscienny kat podzieli na
dwa inne trojscienne, majace po dwa katy rowne i kazdy
zr:60°, trzeci za$ kat jest spoiny obu i jest katem prostym
—90°. W kazdym z tych katéw dwie §ciany roéwne za-
mykajg kat pochylosci, ktory jest katem pochytosci kazdych
dwoch $cian w tymze o$mioScianie, skoro wiec ten znajdzie-
my, juz tem samem znajdziemy kat, o ktéry nam chodzilo.

W dwudziestoscianie mozna takze plaszczyzna prze-
katna podzieli¢ kat pigcioScienny na dwa inne t. j. troj-
Scienny i czworo$cienny; w pierwszym dwa katy ptaskie sa
sobie rowne kazdy =z=60°, a trzeci bedzie katem pigciokata
foremnego, a zatemznanym, bo si¢ réwna £.6Rrr:£ . 6.90° ~ 108°.
Pierwsze dwie $ciany tego kata trdjSciennego tworza migdzy
sobg kat dwuscienny bedacy katem pochylosci kazdych dwoch
$cian w dwudziesto$cianie, skoro go wigc znajdziemy, mieé
bedziemy tym sposobem i tu kat AaC.

W dwunastoscianie kazdy jego kat jest trojSciennym
zlozonym z trzech ptaskich migdzy sobg rownych a kazdy
~108°; kazde t6z dwie przylegte $ciany zamykaja kat po-
chylodci o jakim tu mowa. Znalezienie przeto kata pochy-
losci dwoch $cian w kazdym z czterech wdeioscianéw forem-
nych, sprowadza si¢ w kazdym przypadku do znalezienia
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wNiosek 1. Kazda plaszezyzna réwnoleglta od pod-
stawy jakiegokolwiek ostrostupa, odcina od niego inny ostro-
stup podobny calemu byle tylko tak ptaszczyzna przecina-
jaca jako ipodstawa znajdowaly si¢ zjednejze strony wierz-
chotka.

wniosek 2. W dwoch czworo$cianach, a w ogolnosci
w dwoch ostrostupach podobnych, ich wysokosci sg propor-
cyjonalne krawedziom. Dowdd tej prawdy jest bardzo ta-
twy na zasadzie §. 232.

Po tych ogolnych uwagach, dowiedzmyz dwoch glow-
nych wyzej wspomnianych twierdzen podobienstwa czwo-
ro$cianow.

§. 249.

TwierpzENIE. Dwa czworosciany majgce po dwie Scia-
ny podobne kazda kazdej, jednakowo do siebie nachylone i
podobniez w obu potozone, sq podobne.

Niech beda dwa czworosciany SABC i sabc fig. 251,
takie, ze §ciana SAB  sab, SACr”sac 1 kat dwuscienny
SA rowny takiemuz katowi sa czyli BAC= bac i obie S$cia-
ny tak w jednym jako i w drugim czworo$cianie sg jedna-
kowo potozone, potrzeba dowies¢, ze te dwa czworosciany
sg podobne t. j. ze wszystkie krawedzie maja proporcyjonal-
ne i dwa inne katy dwuscienne czyli pochytosci sobie rowne.
Na krawedzi SA wezmy Sa' = sa 1 przez a poprowadzmy
ptaszczyzne réwnolegla do ABC, tedy trojkat Sa'é' bedac
podobny trojkatowi SAB, jest tez podobny trojkatowi sabl
a ze z wykreSlenia Sa’~ sa, zatem Sa'6’~ sab. Dla tejze
samej przyczyny Sa ¢ — sac, przeto, poniewaz oprocz tego
kat dwuscienny Sa' rowny takiemuz katowi sa, wniesiemy, ze
czworoscian Sab’'c — sabe. Ale czworos$cian Sa’d'c jest po-
dobny czworo$cianowi SABC, wigc tO6z ten ostatni jest po-
dobny czworo$cianowi sabc, co bylo do dowiedzenia.

Z definicyi podobienstwa czworo$cianow wyptywa tak-
ze, 7& dwa czicorosciany majqce po kqcie trojsciennym row-
nym, zawartym trzema Scianami podobnemi kazda kazdej i po-
dobnie utozonemi, sq podobne. Kiedy bowiem S$ciany sg po-
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dobne, krawedzie sg proporcjonalne a nastepnie czworoscia-
ny s3 podobne.
§. 250.

TwierpzENIE. Dwa czworosciany majgce po jednej Scia-
nie podobnej i kqty dwuscienne przylegle tejze Scianie rowne,
kazdy kazdemu i podobnie utoZone, sq podobne.

Niech bowiem bg¢da dwa czworosciany SABC, sabc lig.
251 takie, ze SABt"sab i katy dwuscienne przylegle tej
$cianie rowne t. j. kat SAnsa, SB~s6, AB —ab. Wzigw-
szy jak w poprzedzajacem twierdzeniu Sa'"‘ sa i przez punkt
a poprowadziwszy ptaszczyzne rownoleglta od ABC, czworo-
Scian Sab'c jest podobny czworoscianowi SABC stosownie
do ostatniego twierdzenia, jego wigc katy dwuscienne sag ro-
wne takimze katom tego ostatniego czworo$cianu kazdy kaz-
demu t. j. Sa'rr SA, S6'rz:SB, ab’'~ AB. Wedlug zaloze-
nia jest kat dwuscienny SAzzsa, SBrrso, AB —ab, wigc
kat Sa'~.sa, Sb'—sb, a'b’'~ ab. A ze $ciana SAB*”"sad, a
nastepnie podobna $cianie Sa'd', a z wykreslenia Sa'zrsa,
czworoscian Sab'c'— sabc. Lecz pierwszy jest podobny czwo-
roscianowi SABC, wigc iczworo$cian sadc* ->SABC, co nale-
zato dowiesc¢.

Mozna tez jeszcze twierdzi¢, iz dwa czworosciany, w kto-
rych kqty dwuscienne jednego sq rowne takimze kgtom dru-
giego, kazdy kazdemu i jednako w obu ufozone, sq podobne;
bo wedtug §. 213 w dwoch katach trojsciennych naprzeciw-
ko rownych katéw S$ciennych, leza katy ptaskie rowne; prze-
to odpowiednie $ciany tych dwoéch czworo$cianow sa trojka-
tami podobnemi, a nastgpnie ich boki czyli krawedzie czwo-
ro$cian6w proporcyjonalne, a zatem czworosciany podobne.
W tern atoli twierdzeniu jeden warunek jest zbyteczny, bo
dwa katy pochylosci w kazdym kacie trojsciennym wystar-
czaja do wyznaczenia poltozenia czwartej §ciany, skoro trzy
$ciany ztozymy w kat trojscienny.

§. 251.

Juz wyz¢j w §. 248 powiedzieliSmy, ktéore wielo$ciany

nazywa¢ bedziemy podobnemi, zatem latwo nam begdzie po
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kacie, SQ bedzie promieniem kuli opisanej na wielomianie.
Tym tedy sposobem przygotowaliSmy wszystko potrzebne do
znalezienia objetosci wielosciandw foremnych; wszelako po-
niewaz nam chodzito o wielkos¢ ich objetosci, o wielko-
Sciach za$ jedynie tylko przez poréwnanie sadzi¢ mozemy,
wszystko zatem co w trzech ostatnich §§. w tym wzgle-
dzie powiedzieliémy, dowiodlo nam tylko mozno$ci znalezie-
nia tych objetosci, a nawet geometrycznego ich wykreslenia,
rzeczywiste za$ obrachowanie zostawiamy na pozniej; cho-
ciazby$my sobie i tu poniekad poradzi¢ mogli obrawszy je-
dnostke dtugosci i przy pomocy podziatki rachujac diugosé
promienia SA w liczbach.

Moéwiac o wieloscianach foremnych, mato albo wkale
nic nie méwilis§my o szeScianie z tego powodu, ze jego ob-
jetos¢ juz w §. 224 znalezliSmy i nie potrzebujemy uwazac
go za zlozony z ostrostupoéw; wszystko jednakze co si¢ po-
wiedzialo o wielo$cianach, zupelnie zastosowaé¢ mozna i do
sze$cianu.

§. 248.

Konczac rozdzial o ciatach graniastych, pozostaje nam
jeszcze do mowienia o podobienstwie wieloscianow. Do tego
co w §. 56 o podobienstwie powiedziano, tu nie wiele przy-
da¢ mozna. Jak w §. 65 widzieliémy iz wielokaty podobne
mozna bylo rozebra¢ na jednakowa liczbg trdjkatow podob-
nych i podobnie utozonych, tak i tu ustanowi¢ mozemy ce-
che podobienstwa wielo$ciandw, iz takiemi sq fte, ktore roze-
bra¢ mozna na jednakowgq liczbe czworoscianow podobnych i
podobnie ulozonych. Jak wigc cechy podobienstwa dwoch
trojkatow wystarczylty nam do wyrzeczenia o podobienstwie
wielokatow, tak tez i cechy podobienstwa czworo$cianow
wystarcza nam do poznania czyli dwa wielo$ciany sa podob-
ne lub nie; nasza przeto rzecza bedzie ustanowié¢ cechy po-
dobienstwa czworo$cianow.

Kazdy czworos$cian tak doktadnie jest wyznaczony przez
sze$¢ swoich krawedzi, jak trojkat przez trzy swoje boki; a
jako dwa trojkaty sa podobne skoro ich trzy boki sg mig-
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dzy soba proporcyjonalne §. 56, tak tez dwa czworosciany
bedg podobnemi, jezeli ich krawedzie sg proporcyjonalne i je-
dnymze sposobem w obu ufozone.

Z tego wprost wynika, ze dwa czworosciany podobne
majg $ciany podobne kazda kazdej i podobnie ulozone, tu-
dziez tak katy dwuscienne, czyli pochylosci jako tez i katy
trojscienne rowne takze kazdy kazdemu; ze dwa czworo-
$ciany podobne trzeciemu sg i migdzy sobg podobne; a z te-
g0 co wyzej powiedziano, wypada znowu, ze dwa wielo$ciany
podobne trzeciemu sa podobne mig¢dzy soba.

To co w figurach ptaskich nazwaliSmy bokami odpo-
wiedniemi (latera homologa), i tu ma swe zastosowanie.
A tak nazywaé bedziemy punktami odpowiedniemi dwodch
wielo$ciandw podobnych, odpowiednie punkta ich $cian,
tudziez punkta potaczone z odpowiedniemi S$cianami za po-
mocg czworosciandw podobnych i podobnie ulozonych.

Prostemi odpowiedniemi w dwoch wielo$cianach nazwie-
my te ktéore wyznaczaja po dwa punkta w kazdym tak, izby
te punkta w jednym, byly odpowiedniemi w drugim wielo-
$cianie.

Przecigciami odpowiedniemi nazywaja si¢ te, ktore
przechodza przez trzy odpowiednie punkta w kazdym wie-
oscianie.

Dwa nakoniec wic¢losciany podobne sa rowne, jezeli
maja po jednej odpowiedniej krawedzi rownej, albo ogdlniej,
po jednej odpowiedniej prostej rowne;.

Twierdzenie o czworo$cianach odpowiednie twierdzeniu
§. 54 jest: ze w kazdym czworoscianie poprowadziwszy plasz-
czyzne rownoleglq od jednej z czterech jego Scian, ta odetnie
od catego, czworoscian podobny temuz} gdyz stosownie do
§. 232 krawedzie jednego sa proporcyjonalne krawegdziom
drugiego czworo$cianu. Koniecznym tu atoli warunkiem po-
dobienstwa jest ten, zeby obie plaszczyzny réwnolegle znaj-
dowaly si¢ z jednejze strony wicrzchotka sobie przeciw-
legtego.



337

tern co si¢ dotad o czworo$cianach powiedziato, dowie$¢ na-
stepujace

TwierpzeNIE. Dwa wielosciany podobne majg odpowie-
dnie sciany podobne, a kqty Scienne jak rowniez kqty wielo-
Scienne (brytowe) odpowiednie rowne kazdy kazdemu.

Rozebrawszy bowiem kazdy z tych wieloScianow na
czworosciany, poniewaz liczba tych ostatnich tak w jednym
jako i drugim wielo$cianie bedzie taz sama i odpowiednie
sobie bgdg podobne, tedy $ciany wiclo$cianéw bedac albo $cia-
nami odpowiedniemi czworo$cianéw podobnych, lub tez zbio-
rem $cian odpowiednich czworo$cianéw podobnych, sa podobne.

Podobniez odpowiednie katy dwuscienne wieloscianow,
beda takze albo katami dwus$ciennemi czworo$ciandw podo-
bnych, albo tez zbiorem dwusciennych katow czworosSciandw
podobnych, przeto sa sobie réwne kazdy kazdemu.

Nareszcie odpowiednie katy wieloScienne, jako takze
zbiory katéw dwusciennych réwnych kazdy kazdemu, sg tak-
ze w obu wielo$cianach réwne kazdy kazdemu.

Wzajemnie: dwa wielosciany sq podobne, skoro Sciany ich
sq podobne kazda kazdej ijednakoioo do siebie nachylone. To
odwrotne twierdzenie dowodzi si¢ tatwo, rozbierajac kazdy
z wieloScianéw na czworo$ciany i dowodzac ich mi¢dzy sobg
podobienstwa, a potem wnioskujac na mocy definicyi o po-
dobienstwie wieloSciandéw. W przypadku wielo$cianéw o ja-
kich tu mowimy t. j. wypuklych, to wzajemne twierdzenie
zamyka za wiele warunkow.

w niosek. Odpowiednie krawegdzie, przekatnie i w ogol-
nos$ci wszystkie proste odpowiednie dwodch wielo$cianow po-
dobnych, sg proporcyjonalne; te albowiem proste uwaza¢ mo-
zna jako krawedzie czworoscianow podobnych przylegtych je-
dne drugim, a ta ich przyleglo$d laczy wszystkie proporcyje
migdzy soba jakie migdzy rzeczonemi prostemi 'wyprowa-
dzi¢ mozemy.

§. 352.

Twierpzenie. Objetosci dwoch czicoroscianéw podobnych

majq sie do siebiejak trzecie potepi z odpowiednich krawedzi.
22



Niech bgdg dwa czworosciany SABC i sabcfig. 2 5 /po*
dobne, mamy dowie$¢, Zze ich objgtosci sg w stosunku trze-
cich poteg ktorychkolwiek odpowiednich krawedzi. Na do-
wiedzenie tego na wigkszej krawedzi SA wezmy Sa’'— sa i
poprowadzmy przez punkt a' plaszczyzne réwnolegla do ABC,
ta jak wiadomo odetnie czworoscian Sa'b'c'~sabc. Z wspdl-

nego wierzchotka  spusciwszy prostopadia do podstawy
ta spotka ptlaszczyzng a'b'c’ w punkcie o: wedlug S.
232 jest czyli bo
wysokosci czworo$cianow rownych sa réwne.
Ale z tegoz samego twierdzenia wypada, ze
tudziez czyli , z whasnosci
za$§ proporcyj wypada ' zatem
Lecz wigc tez
czyli

Dw*ie proporcyje
mnozac przez siebie i pierwszy stosunek dzielac przez 3, be-
dzie Ale
wyraza objgto$¢ pierwszego, za$ objetos¢ drugiego
czworo$cianu, przeto prawda jest, ze objetosci dwoch czwo-
rosciané6w podobnych maja si¢ w stosunku trzecich poteg kra-
wedzi odpowiednich.

Z tego twierdzenia mozna zaraz wyprowadzi¢ wniosek,
ze objetosci dwoch wielo$ciand6w podobnych, sa w stosunku
trzecich poteg ich krawedzi odpowiednich. Jezeli bowiem
objetosci dwoch wieloscianow oznaczymy przez W i1 w, czwo-
rosciany sktadajace pierwszy oznaczymy przez

a czworosciany sktadajace drugi a odpowiednie pierw-
szym przez nareszcie jezeli krawedzie pierw-
szych czworo$cianébw oznaczymy przez
a im odpowiednie drugich tedy wedhug te-
razniejszego twierdzenia mamy proporeyje



339

A ze wszystkie proste jednymze sposobem w dwodch czwo-
ro$cianach, albo ogolnie wielo$cianach prowadzone sa pro-
porcyjonalne §. 248

zatem

skad

przeto

a nastepnie

Lecz
zatem
lub nareszcie

ROZDZIAL 1V.
< Ciala okrggle (rotunda).

§. 253.

Wszystkie w ogdlnosci ciata ograniczone baé¢ catkiem
ba¢ tylko po cze$ci powierzchniami krzywemi a po czgscei
ptaskiemi, nazywamy okrgglemi. Poniewaz za$ powierzchni
krzywych tak jak linij krzywych wielka jest rozmaitos¢ i
liczba ich nieskonczona, z tego powodu i ciat okraglych jest
tez nieskonczona liczba. A jako w I. czgsci Geometryi mo-
wiliSmy jedynie o linii krzywej kotowej, tak tez z pomigdzy
niezliczonego mnostwa ciat okraglych, mowi¢ tu tylko be-
dziemy o trzech i to nie w calej ogblnosci, ale tylko wjed-
nym szczegdlnym przypadku, t. j. zastanowimy si¢ nad wal-
cem kolowym prostym, ostrokregiem takze kolowym prostym i
kulg. Ta ostatnia, jako z cial najznajomsza, nie stawia za-
dnej trudnosci, izby$myjej w catej ogolnosci nie mieli uwazac.

Mowiac o tych trzech ciatach, uwaza¢ naprzod bedzie-
my, jakim sposobem kazde z nich powstaje, co zwyczajnie
nazywamy rodzeniem si¢ jego (generatio); dalej moéwic¢ be-
dziemy o powierzchni, a nareszcie o objetosci.

22



OWalcu
§. 254.

Nakresliwszy na ptaszczyznie okrag kota lub inng krzy-
wa, jezeli prosta pod jakiemkolwiek nachyleniem do tej plasz-
czyzny S$lizga¢ si¢ bedzie po krzywej nakreslonej réwnolegle
do pierwszego swego polozenia, tedy wystawiwszy sobie, ze
ta prosta w calym ciggu swego ruchu, zostawia $lad swej by-
tnosci, zakresli powierzchnig krzywa, ktora walcowg nazywa-
my. Prostg §lizgajacg si¢ zwaé bedziemy rodzgcq, a rzeczo-
ny okrag kota i w ogolnosci kazda krzywa na plaszczyznie
nakres§lona, kierownicq.

Jezeli t¢ powierzchnig przetniemy gdziekolwiek ptlasz-
czyzng rownolegta od ptaszczyzny, na ktorej kierownica zo-
stala nakre$lona, przecigcie to bedzie zupelie rownem kie-
rownicy.

Niech bowiem ABCDEF fig. 252 bedzie okrggiem kota
majacego sthuzy¢ za kierownice, ktorego $rodek S, tudziez
niech rodzaca Aa $lizgajac si¢ po tym okregu rownolegle do
swego pierwszego polozenia zajmuje nastgpnie potozenia Bo
Cc, Dd i t. da niech przecigciem przez plaszczyzng réwnole-
gta do pierwszej bedzie figura abcdef, potrzeba dowiese, ze
ta figura jest okrggiem kota zupelnie rownym pidrwszemu.

Ze $rodka S wyprowadzmy prosta rownoleglta do ro-
dzacej w ktoremkolwiek jej potozeniu, niech ta prosta spo-
tyka plaszczyzng przecinajaca wpunkcie s. Potaczywszy punkt
S z punktami A, B, C, D, E, F, tudziez punkt s z punktami
a, b c, d e f, tak dowodzimy.

Dwie proste Aa i Ss rownolegle zawarte miedzy ptasz-
czyznami roéwnolegltemi sg sobie réwne, przeto i dwie proste
SA i sa taczace konce pierwszych sg sobie rowne i réwno-
legle. Dla tej samej przyczyny s6” SB, scr=SC, sc?r=:SD
it d Aze SA—SB=SC= i t. d. zatem i sazrzsb —sc— i
t. d. przeto figura abcdef, jest okrggiem kota a punkt s jego
srodkiem, co nalezalo dowiesc.

W razie, ze kierownica jest krzywa zamknigty, dwie
plaszczyzny réwnolegle wraz z powierzchnig krzywa ktdéras-
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my walcowa nazwali, ograniczaja zewszad przestrzen, ktoéra
icalcem (cylinder) nazywamy. Ten walec rozne przybiera na-
zwy stosownie do krzywej, ktora shuzy za kierownicg¢ rodza-
cej ; gdy atoli przedsiewziglismy moéwi¢ tylko o walcu koto-
wym, przeto takim nazywaé bedziemy walec, ktérego kiero-
wnicg jest okrag kota.

Dwie ptaszczyzny zamykajace przestrzen czyli dwa ko-
fa, nazywamy podstawami walca dolng 1 gorna.

Prosta taczaca $rodki dwoch podstaw S i s nazywamy
osig, walca (axis). Od potozenia osi wzgledem plaszczyzny
podstawy, przybiera takze walec nazwe¢ ukos$nego lub pro-
stego t. j. jezeli o$ jest prostopadla do podstawy walca, na-
zywa si¢ prostym, przeciwnie ukosnym. My tu tylko o pierw-
szym moéwi¢ bedziemy.

Prostopadta z ktoregokolwiek punktu goérnej na plasz-
czyzn¢ dolnej podstawy spuszczona, nazywa si¢ wysokoscig
walca. W prostym walcu o$jest wysokoscig. Czestojeszcze odrd-
zniaja Geometrowie jeden gatunek walca, t. j. jezeli w walcu
prostym wysoko$¢ jest rowna $rednicy jego podstawy, nazy-
waja go Ww tenczas icalcem rownobocznym (cylinder aequila-
terus) Z uwagi, ze przecinajac walec kolowy ptaszczyzng ro-
wnolegla do podstawy, kazde takie przecigcie jest kotem, mo-
znaby sobie jeszcze wystawi¢ walec zrodzony ruchem kota,
za podstawe uwazanego, rownolegle do ptaszczyzny podsta-
wy, a zatem i do pierwszego swego potozenia, lecz tak, izby
$rodek jego znajdowat si¢ ciagle na prostej ktéra wyzej osia
nazwaliSmy.

Walec prosty oprocz dwoch powyzszych moze jeszcze
by¢ zrodzony nastepujacym sposobem. Uwazajac cztery bo-
ki prostokata jako proste stale z soba potaczone, jezeli oko-
to jednego z nich obraca¢ bgdziemy trzy inne ciagle w pier-
wiastkowym zwigzku miedzy soba zostajace, natenczas bok
przeciwlegly zakre$li powierzchni¢ boczng i1 bedzie prosta
rodzaca powierzchni walca kotowego prostego, dwa za$ przy-
legte bokowi okoto ktorego si¢ obrot odbywa, zakre$la dwa
kota t. j. dwie podstawy walca. Bok okoto ktérego trzy iu-
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np obracamy, bedzie osig walca. Poniewaz bok rodzacy po-
wierzchnig boczng walca jest w obrocie swym ciagle réwno-
legtym do osi, zatem przecigwszy walec plaszczyzng przez
jego o$ przechodzaca, plaszczyzna ta przetnie powierzchnia
boczng walca w dwoch prostych rodzacych a podstawy w $re-
dnicach tych kol; figura wigc z tego przecigcfa wypadajaca
bedzie podwojnym prostokatem pierwiastkowego czyli obra-
canego. A ze w obrocie kazdy punkt prostej rodzacej po-
wierzchnig krzywa zakre$la okrag kota, przeto bez wszelkie-
go innego dowodu wnies¢ mozemy, ze kazde przecigcie ko-
lowego walca rownolegle do podstawy, jest kotem rownem
podstawie. Prosta rodzaca wkazdem jej polozeniu nazywa-
my takze bokiem walca (latus) lub krawedzig.
§. 255.

Walec z ksztaltu swego najpodobniejszym jest do gra-
niastoslupa wielo$ciennego majacego za podstawe wielokat fo-
remny; chcagc wigc znalesd tak powierzchnia, jako tez i ob-
jetos¢ jego, poréwna¢ go musimy z takim graniastoslupem;
juz si¢ bowiem nie raz przekonaliSmy, ze do poznania ja-
kiej prawdy przychodzimy jedynie przez poréwnanie. Kiedy
tak jest, wpiszmyz i opiszmy na podstawie walca foremne
wielokaty o jednakowej liczbie bokéw. Wystawiwszy na tych
wielokatach graniastostupy rownej z walcem wysokosci, pierw-
szy nazwiemy wpisanym a drugi opisanym na walcu. Po-
wierzchnia boczna pierwszego bedzie naturalnie mniejsza, por
wierzchnia za$ drugiego wigkszg od powierzchni krzywej walca,
pierwsza bowiem jest objeta a druga obejmuje powierz-
chnig walca. Lecz podwajajac ciagle liczb¢ bokow wielokatow
wpisanego i opisanego i za kazdem podwojeniem pomysliwszy
sobie nowe graniastostupy na tych nowych wielokatach wy-
stawione, dajac kazdemu z nich wysoko$¢ rowna wysokosci
walca, powierzchnie boczne dwdch rzeczonych graniastostupow
zblizaja si¢ nieskonczenie do siebie tak, ze jako migdzy ob-
wodami ich podstaw rdéznica moze by¢ mniejsza od kazdej
ilosci jakkolwiek malej, tak tez i réznica miedzy ich po-
wierzchniami bocznemi mniejsza by¢ moze niz wszelka na-
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znaczona ilo$¢ jakkolwiek mata. A ze powierzchnia krzywa
walca $rodkuje migdzy temi dwiema i jest ich granica,
do ktorej si¢ ciggle zblizaja za powigkszeniem liczby $cian
obu graniastostupéw, nie mogac jej jednak dosiggnaé a tein
mniej przekroczy¢, zatem réznica miedzy powierzchnig boczng
walca a takaz powierzchnig jednego z rzeczonych graniastostu-
pow bedzie jeszcze mniejsza; na mocy wiec rozumowan uzytych
przy powierzchni kota wniesiemy, ze ‘powierzchnia boczna
walca, rowna sie takiejze powierzchni graniastostupa wpisane-
go lub opisanego o nieskonczonej liczbie scian. Ale boczna
powierzchnia graniastostupa prostego wedtug §. 230 wniosek
/. rébwna si¢ iloczynowi z obwodu jego podstawy przez wyso-
kos$¢ czyli krawedz jego, zatem, poniewaz w miejsce obwodu
podstawy graniastostlupa przychodzi okrag podstawy walca
czyli okrag kota jako nieskonczenie malo, a zatem tak dobrze
jak nic, réznigcy si¢ od pierwszego, powierzchnia boczna czyli
krzywa walca prostego koftowego réowna sig iloczynowi z okregu
kola stuzqcego mu za podstaice, przez wysokoS¢ tegoz walca.

Oznaczywszy powierzchnig krzywa walca prostego ko-
lowego przez P, promien jego podstawy przez R, a naresz-
cie wysokos¢ przez W, poniewaz okrag kota ktoérego pro-
mien R jest r; 27R, zatem P~2aR X W , gdzie jak wiado-
mo 27tR wyraza dtugo$¢ okrggu kota w linii prostej. Chcac
mie¢ catkowita powierzchniag walca t. j. tak krzywej jego
powierzchni jako tez i dwodch podstaw, tedy, poniewaz po-
wierzchnia kazdej z podstaw — 7ZR2, do powyzszego iloczy-
nu dodaé jeszcze potrzeba 2TR2. Jezeli wigc oznaczymy cal-
kowita powierzchnig walca przez P, bedzie

P — 2nRW -f 2TR2—2TR (W -f R)

z ktérego wzoru czytamy, iz si¢ znajdzie catkowitq powierz-
chnig walca, mnozgc diugos¢ okregu kota podstawy przez
summe z jego icysokoSci i promienia podstawy: mozna tez
takze powiedzie¢, iz ta powierzchnia rowna si¢ prostokqtowi
majgcemu za dwa boki przylegle, okrqg podstawy i summe
icysokosci i promienia podstawy Walca.
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WNIOSEK 1. Poniewaz w réwnobocznym walcu jest
W =r2R, zatem jego powierzchnia krzywa —4”R2 t. j. row-
na si¢ cztery razy wzigtej powierzchni jego podstawy. Cal-
kowita za§ powierzchnia walca réwnobocznego ~ GiR2 t. j.
rowna si¢ szes¢ razy wzigtej powierzchni jego podstawy.

WNIOSEK 2. Jako powierzchnig boczng graniastostupa
W przytoczonym wyzej §. wniosek 2, rozpostarliSmy na plasz-
czyzne, tak tez i powierzchnig krzywa walca prostego ko-
lowego rozpostrze¢ mozemy. Z tego rozpostarcia otrzyma-
my prostokat majacy za podstawg dlugo$¢ okregu kota pod-
stawy walca, a za wysokos¢ wysokos$¢ tegoz, co tez i z wy-
razenia tej powierzchni wnie$¢ byto mozna.

Uwaga. Poniewaz tak krzywa powierzchnia walca ja-
ko tez i catkowita zalezy jak widzimy od dlugosci okregu
podstawy, a te dlugos¢ tylko w pizyblizeniu otrzymaé mo-
zemy, zatem 1 powierzchnia walca wyzej wynaleziona jest
tylko przyblizong, to atoli przyblizenie jak wiemy tak blis-
ko prawdy dotyka, iz bez zadné¢j obawy za samg prawde
wzigtem by¢ moze.

§. 256.

TWIERDZENIE. W ktorymkolwiek punkcie okregu podsta-
wy walca poprowadziwszy styczng do tegoz okregu, tudziez
rodzqcq czyli krawedz walca, a potem przez te dwie proste
plasczyzne, ta tylko w tej rodzqcej dotykac sie bedzie powierz-
chni krzywej walca, wszystkie zas inne jej punkta leze¢ bedg
za walcem.

Przez punkt A jig. 253 na okrggu podstawy walca o-
brany, poprowadzmy styczng MP i rodzaca czyli krawedz
walca Aa, jezeli przez te dwie proste przesuniemy plasczy-
zn¢ MN, dowie$¢ potrzeba, iz ta oprocz punktéw lezacych
na rodzacej Aa nic spolnego nie ma z powierzchniag walcowa.

Na dowiedzenie tego przez o§ walca Ss i przez rodzaca
Aa przesunmy plaszczyzng, ta przetnie podstawy walca w
promieniach SA i sa réwnych i rownoleglych. Powierzchnia
walcowa przetnijmy gdziekolwiek ptaszczyzng rownolegla od
podstaw walca, ta jak wiemy przetnie walec w kole ktérego
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promieniem jest < spélne przeciccie si¢ tejze plaszczyzny
z pierwsza, plaszczyzng za§ MN przetnie w prostej KO.
Wedtug §. 194 toniosek 3, tak spodlne przecigcia SA, sa, cn
jako tez MP, LN, KO sa od siebie rownolegle, wigc katy
SAP, saN i (T«0 sg sobie rowne. A ze kat SAP jest prosty
z zatozenia, wigc ikat 9«0 jest takze prosty t.j. prosta KO
jest styczng do okregu kota z promienia aa! a nastgpnie do-
tyka si¢ go, a zatem i walca w jednym tylko punkcie «.
Podobniez okazaliby$my, ze wszystkie proste rownolegte od MP
a na plaszczyznie MN poprowadzone, w jednym si¢ tylko
punkcie dotykaja powierzchni walca, tudziez ze te wszystkie
puukta leza na rodzacej Aa; wniesiemy przeto, ze plaszczy-
zna przez styczng do okregu podstawy i rodzacag poprowa-
dzona, jedynie w tej rodzacej dotyka powierzchnia walca.
. § 257

Jak powierzchnig krzywa i calkowita walca znalezlis-
my przez poréwnanie go z graniastostupem majgcym za pod-
stawy wielokaty foremne, tak tez i objetos¢ jego znajdziemy,
uwazajac walec jako granicg, do ktérej si¢ bez konca zbli-
zaja objetosci graniastostupow, wpisanego i opisanego na wal-
cu, foremne wielokaty za podstawy majacych; ciagle bowiem
objetos¢ pierwszego bedzie mniejsza, drugiego zas wicksza niz
objetos¢ walca. Ale kiedy stosownie do tego co wyzej o
powierzchni walca powiedzieliSmy, objetosci dwoch tych gra-
niastoslupéw tak nieskonczenie zblizaja si¢ do siebie za co-
raz dalszem powigkszaniem liczby ich $cian, ze réznica ich
sta¢ si¢ moze mniejszg niz wszelka naznaczona jakkolwiek
mata ilo§¢, zatem réznica objgtosci walca jako srodkujacego
miedzy niemi, a jednego z tych graniastostupéw bedzie tern
bardziej mniejsza niz pierwsza. Lecz pierwsza rdznica mo-
ze by¢ uczyniona mniejszg niz wszelka jak najmniejsza ilos¢,
druga zatem bedac jeszcze mniejsza, jest prawie zadna, czyli
ze objetos¢ walca réwna si¢ objetosci graniastostupa wpisa-
nego lub na nim opisanego iréwng z walcem wysoko$¢ ma-
jacego, a ktorego liczba $cian jest nieskonczenie wielka.
Wedhlug §. 229 wniosek 3, objeto$¢ graniastostupa réwna si¢
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iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez wysokos$¢,
zatem 1 objetos¢ walca rovma sig takze iloczynowi z powierzchni
jego podstawy przez wysokos¢é. Oznaczywszy jak wyzej pro-
mien podstawy walca przez R, powierzchnia tej podstawy
jest rrrjrR2 a oznaczywszy wysoko$¢ walca przez W, bedzie
objetos¢ tegoz walca
WNIOSEK 1. Poniewaz w réwnobocznym walcu
S
zatem jego objetos¢ —2wvrR3, a potozywszy Rrr:-*-; ozna-
czajac przez S Srednice podstawy, wyrazenie objetosci walca

roéwnobocznego bedzie

WNIOSEK 2. Walce majg si¢ do siebie w zlozonym’
stosunku z wysoko$ci 1 kwadratow promieni lub $rednic
swych podstaw. Oznaczywszzy bowiem objetosci dwodch wal-
cow przez W 1 w, wysokosci jak pierwej przez W i te, a
promienie ich podstaw przez R i r, srednice za$ tychze pod-
staw przez S 1 s, poniewaz wedlug poprzedzajacego

zatem

A ze Rzr:— , rr=— zatem
2 2

Jezeli WF— w , tedy R2W ~ r*w albo
skad W :w ~ r2:R2 albo W:w = s2:S2t. j. w walcach row-
nych, wysokosci majq si¢ w odwrotnym stosunku kwadratow
z promieni lub Srednic ich podstaw.

Jezeli R=:7" albo cojestjedno Srrs, tedy
czyli, walce o rownych podstaioach majq si¢ jak wysokosci.

Nareszcie polozywszy W zzz w bedzie IV:w —R2:r2

, walce o rownych wysokosciach, majq si¢ jak
kwadraty z promieni lub srednic ich podstaw.
§. 258.

Podobnemi walcami nazwiemy te, ktoérych osi sa pro-
porcyjonalne promieniom lub $rednicom ich podstaw i sa pod
jednakowym katem do tychze podstaw nachylone. Z tego
wypada, ze wszystkie walce rownoboczne sa podobne; jezeli
bowiem osi dwoch walcéw oznaczymy przez O i o, $rednice
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ich podstaw S i s, poniewaz O —S i o~s wedlug §. 254,
zatbm 0 :0— S:s= R:r; wigc wedlug definicyi walce te sa
podobne, bo ich osi sg proporcyjonalne promieniom ich
podstaw.

Podobne walce sg w stosunku sze$cianow odpowiednich
ich wymiaréw t. j. ich wysokosci albo $rednic lub promieni
ich podstaw, lub nareszcie osi. Poniewaz bowiem wedlug
poprzedzajacego §. jest MWWV*:w=zR2W :rau;rrS2W s, ze
srodka zatem gornej podstawy spusciwszy prostopadla tak
w jednym jako i1 drugim walcu na podstawe dolng, ta be-
dzie wysokoscia kazdego i trojkaty zawarte migdzy osiami
prostopadtemi, co dopiero spuszczonemi i cze$ciami promie-
ni, sa podobne jako réwnokatne, zatem o :or=W :w a z po-
wodu, ze walce sa podobne, jest tez O:0z=R:/+—S:s, zatem

W:w—R:r—S:s
Mnozac t¢ proporcyja przez R2:r2”:R2:r2
albo-przez S2:s2":S2:s2 znajdziemy:
R2W :raw ~R 3:r3 albo S2W :s7w—S3:s53
czyli W*w ~ R3:r3= S3:ssi=W 3:t03=:03:03
stosownie do wlasnoséci proporcyi geometrycznej.

O Ostrokregu.

§. 259.

Jezeli na ptaszczyznie nakre§limy okrag kota i gdzie-
kolwiek za plaszczyzna obierzemy punkt i takowy zlaczymy
z ktérymkolwiek punktem nakre§lonego okregu, tedy wysta-
wiwszy sobie, ze ta prosta, przechodzgc zawsze przez obrany
punkt, $lizga si¢ po okrggu kota az dopoki nie powroci do
pierwszego swego polozenia i zostawia ciagle $lad swej by-
tnoSci w kazdem polozeniu, prosta ta tym sposobem ruch
odbywajaca, zrodzi powierzchnig krzywa, ktora powierzchnig
ostrokregowq (superficies conica) nazywamy, przestrzen za$
taz powierzchnia krzywa i naprzod nakreslonem kotem ogra-
niczona, ostrokregiem kotowym (conus) nazwiemy.

Prosta ruchem swoim powierzchni¢ krzywa tworzaca i
tu nazywamy rodzgcgq; okrag kota po ktéorym si¢ $lizga, kie-
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rownicg, a samo koto podstawq (basis); punkt przez ktory
rodzaca ciagle przechodzi, wierzchotkiem ostrokregu (vertex).
Rodzacg w kazdcm jej polozeniu nazywamy jeszcze bokiem
ostrokregu (latus) lub krawedzig (acies). Prosta taczaca wierz-
chotek ze $rodkiem nakre$lonego kota, zowiemy osig ostro-
kregu (axis). Jezeli o$ jest prostopadta do podstawy, taki
ostrokrag nazwiemy prostym (rectus), W przeciwnym razie
ukosnym (obliguus).

Uwaga 1. Poniewaz za kierownic¢ uzyliSmy okrag
kota, dla tego powierzchnia przez rodzaca utwoizong nazy-
wamy ostrokregowq kolowg, a ostrokrag powyzej opisany
kotowym. Gdyby$my za kierownice uzyli inng krzywa, otrzy-
malibySmy i w tym przypadku powierzchniag i ostrokrag ale
juz nie kotowy; nazwa za§ jego zalezalaby od kierownicy.

Uwaga 2. Prosta rodzaca uwazaliSmy tu jako majaca
pewna dlugos¢ t. j. jako odleglos¢ punktu za plaszczyzna
obranego od kazdego punktu okregu kota; atoli gdybySmy ja
uwazali jako prosta nieograniczong i do nieskonczonosci w
obu kierunkach ciggnaca si¢, natenczas tatwo pojmiemy, ze
ta prosta w ruchu jakiSmy jej wskazali, zrodzi dwie po-
wierzchnie zupetnie sobie podobne, a punktem, ktory wierz-
chotkiem nazwaliSmy, od siebie oddzielone. Dwie te po-
wierzchnie jako przez jedne i tez sarng p\osta zrodzone,
uwaza¢ nalezy za jedng z dwoch czgéci zlozong, ktore po-
wlokami, po francuzku nappes, powierzchni ostrokrggowej na-
zywamy. Tak rzeczywiscie uwazal Apoloniusz t¢ powierz-
chnig na 200 lat przed Chryst. piszac o przecigciach ostro-
kregowych.

§. 260.

TWIERDZENIE. Przecigicszy ostrokrgg kotowy plaszczy-
zng rownoleglg do podstawy, przecigcie to bedzie kolem.

Niech z przeciecia ostrokregu kolowego réwnolegle do
podstawy wypadajaca figura bedzie abcdeffig. 254, potrzeba
dowies¢, iz ta figura jest kolem. Poprowadziwszy o§ ostro-
kregu OS, tudziez promienie SA, SB, SC, SD i t. d. prze-
sunmy przez of i przez kazdy z poprowadzonych promieni
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plaszczyzny, te przetng plaszczyzne pierwsza w prostych
sa, sb, sc, sd, i t. d. rbwnoleglych do SA, SB, SC, SD i t. d.
powierzchnig za$ krzywa w prostych OA, OB, OC, OD i t. d.
W tréjkacie SAO, sa jest rownolegla do podstawy SA, przeto
wedlug §. 53 jest SO :sorrrSA:sa. Podobniez w trdjkacie
SBO, sb jest réwnolegla od SB,
zatdbm SO:s0—SB:s6. Z trojkata SCO mamy
réwniez SO :sorrSC :sc. Z nastgpnych trojkatow znaj-
dziemy tez SO :so —SD :sd,

SO :so— SE :sc,

SO:so— SF:sf.
Zatem SA:sa— SB:sb~ SC:sc~ SD:sd~ SE:se —SF:sf,
A ze SA= SB= SC=SD= SE-SF,
wiec tez sa— sb— sc— sd— se —sf,

figura przeto abcdef jest kotem.

Plaszczyzna przez styczng do okrggu podstawy i ro-
dzaca, albo krawedz w tymze punkcie poprowadzona, dotyka
si¢ powierzchni ostrokrggowej w tej tylko rodzacej. Dowod
zupelie ten sam jak §. 256.

Z wierzchotka ostrolerggu O spusciwszy prostopadta OG
na plaszczyzne podstawy, ta bedzie jego wysokoscig; niech
ta prostopadta spotyka plaszczyzng przecinajaca w punkcie
g; przesungwszy znowu przez o§ OS i przez t¢ prostopadia
ptaszczyzng, ta przetnie plaszczyzne podstawy w prostej SG,
plaszczyzne za$ przecinajaca w prostej sg. W trojkacie SOG.
prosta sg jest rownoleglta od podstawy SG, zatem SO:sO
crOG:0y, przeto rowniez SA :sa~ OG:Oy, a nastgpnie
SA':sa~~ OG :Og'. Ale SA i sa sa promienie dwoch kot,
powierzchnie za$ tych kot majg si¢ do siebie jak kwadraty
z promieni §. 163, przeto powierzchnie dwoch przeciec ostro-
kregu kolowego majq sie do siebie w stosunku kwadratow
z odleglosci ich od loierzchotka; albowiem OG i Og wyra-
zaja odlegtosci przecig¢ ABCDEF 1 abcdef.

§. 261.

Prosty ostrokrag, o jakim tu méwi¢ przedsigwzigliSmy,

mozna sobie jeszcze wystawi¢ jako zrodzony przez obrot
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tréjkata prostokatnego okoto jednego z bokéw przylegtych
katowi prostemu. W tym obrocie przeciwprostokatnia zro-
dzi powierzchnig krzywa ostrokregu i zastgpuje miejsce po-
wyzszej rodzacej, za§ drugi bok przylegly katowi prostemu
zrodzi koto czyli podstawe ostrokregu. Bok okolo ktorego
odbywa si¢ obrot zastepuje miejsce osi. Poniewaz w obro-
cie trojkata wskazanym sposobem kazdy punkt przeciwpro-
stokatni opisuje okrag kota, ktérego promien jest prostopa-
dty do osi, a nastepnie plaszczyzna tego okrggu rownolegta
do podstawy, zatem =z tego rodzenia si¢ ostrokregu wprost
wnie$¢ mozna, ze kazde przecigcie ostrokregu prostego pro-
stopadle do jego osi jest kolem. Kazda ptaszczyzna przez
o$ poprowadzona, przecina powierzchnig krzywa w dwodch
rodzacych sobie rownych, (sg to bowiem dwie pochyle je-
dnakowo od spodka prostopadtej odlegte), podstawy zas w
Srednicy; wszystkic zatem takie przecigcia sg trojkatami row-
noramiennemi i sobie réwnemi. Wzajemnie jezeli wszyst-
kie boki ostrokrggu sa migdzy soba rdwne, ostrokrag bedzie
prostym.

Uwaga. W tym drugim sposobie rodzenia si¢ powierz-
chni ostrokregu, otrzymujemy tylko jedn¢ jego czg$¢, chyba
gdyby$my sobie poinyslili przeciwprostokatnia nieogranicze-
nie przedtuzong w obu’kierunkach.

Jezeli przeciwprostokatnia jest dwa razy wigksza od
boku kreslacego podstawe, czyli co jest jedno, jezeli kazdy
bok ostrokregu réwna si¢ $rednicy jego podstawy, taki ostro-
krag nazwiemy rownobocznym.

Euklides nazywa jeszcze ostrokregiem prostokgtnym
(conus orthogonius) taki, ktéorego kat przy wierzchotku za-
warty miedzy dwoma przeciwlegtemi bokami jest prosty, lub
co na jedno wychodzi, ktérego oS roéwna si¢ promieniowi
podstawy.

Jezeli oS jest wigksza od promienia podstawy, daje mu
Euklides nazwe ostrokgtnego (conus oxygonius), bo rzeczy-
wiscie kat jego przy wierzchotku miedzy dwoma przeciw-
leglemi bokami ostrokregu zawarty jest ostry.
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Nareszcie daje nazw¢ ostrokregu 'rozwartokginego (co-
nus amblygonius), takiemu ostrokrggowi, w ktorym of$ jest
mniejsza od promienia, bo tez kat przy jego wierzchotku
jest rozwarty.

§. 262.

Dla znalezienia powierzchni krzywej ostrokrggu koto-
wego prostego, porowna¢ znowu nalezy ostrokrag z cialem
geometrycznem jemu najpodobniejszem. Takiem ciatem, jak
to kazdy latwo dostrzeze, jest ostrostup prosty foremny §.
231. Wpisawszy wigc i opisawszy na podstawie ostrokregu
dwa wielokaty foremne i przez kazdy bok tak wpisanego
jako i opisanego wielokata, tudziez przez wierzchotek ostro-
kregu poprowadziwszy plaszczyzny, te wraz z wielokgtami
zamkng ostrostupy, z ktorych pierwszy wpisanym a drugi na
ostrokregu opisanym nazwiemy.

Bez mego nadmienienia kazdy pojmie, Ze pierwszego
powierzchnia boczna jest mniejsza a drugiego wigksza niz
powierzchnia krzywa ostrokregu. Lecz skoro liczbe bokdéw
tak jednego jako i drugiego wiclokata ciaggle podwajaé i za
kazdem podwojeniem wystawia¢ begdziemy nowe ostroshupy,
tych powierzchnie boczne coraz mniej rézni¢ si¢ od siebie
beda tak jak obwody ich podstaw corazr bardziej zblizaja
si¢ do siecbie. Wystawiwszy sobiec oba wieclokaty o nieskon-
czonej lecz zawsze rownej liczbie bokdéw i na nich wysta-
wione ostrostupy, ich powierzchnie boczne mniej si¢ od sie-
bie beda rozni¢ niz wszelka ilo$¢ naznaczona jakkolwiek
mata. A ze powierzchnia krzywa ostrokregu jest obu tych
powierzchni granicg, zatem rowna si¢ taz powierzchnia bocz-
nej powierzchni jednego z ostrostupdéw; obie bowiem mozna
w nieskonczono$ci wzia$¢ za rowne, tem wigc bardziej po-
wierzchnig miedzy niemi $rodkujgca mozna bez obawy btedu
wzig$¢ za jedn¢ z nich; juz si¢ albowiem przekonaliSmy nie
raz, iz skoro réznica miedzy dwiema iloSciami jest taka ze
jej wielkosci naznaczy¢ nie mozna tak, izby jej juz mniejsza
uczyni¢ nie mozna, taka réznic¢ za zadng uwazaé nalezy.



Z calego tego rozumowania wniesiemy, ze powierzchnia
krzywa ostrokr¢gu kolowego prostego, réwna si¢ powierz-
chni bocznej ostrostupa foremnego prostego o nieskonczonej
liczbie §cian. Ale ta ostatnia wedlug §. 238 réwna sie ilo-
czynowi z obwodu podstawy ostrostupa przez potowe dtu-
gosci $ciany, czyli prostopadtej z wierzchotka ostrostupa na
bok podstawy spuszczonej (apothemaj, ktéora w ostrostupie
o nieskonczonej liczbie §cian miesza si¢ z krawedzia, a kra-
wedz ostrostupa przechodzi na bok ostrokregu, zatem po-
wierzchnia krzywa ostrokregu kolowego prostego, rowna sig
iloczynoioi z okregu podstawy przez polowe boku ostrokregu.

Oznaczywszy promien podstawy przez R, a bok ostro-
kregu K, tedy okrag jego podstawy jest =27 a powierz-
chnia jego krzywa rr 2?rRX  —”"RK, catkowita za$ po-
wierzchnia ostrokrggu prostego = JIRK -j- TR2— TR (K-f-R).
Jezeli wysoko$¢ ostrokrggu prostego oznaczymy przez W,
poniewaz K~V W2-f-R2, powierzchnia jego krzywa bedzie

~ SIRVW2-|-R2, calkowita za$ powierz-
chnia = wWR(R+VW2+R2).
W ostrokregu rownobocznym jest Krz2R, zatem powierz-
chnia krzywa takiego ostrokregu rzz:TR X 2R—2TR2 t j.
rowna si¢ dwa razy wzictej powierzchni podstawy, a catko
wita powierzchnia — 3TR2

Z wyrazenia powierzchni krzywej ostrokrggu prostego
t. j. z wzoru 2rR X iK czytamy jeszcze, ze ta powierzchnia
rowna si¢ trojkatowi majacemu za podstawe okrag podsta-
wy ostrokregu, a za wysokos¢ bok tegoz ostrokregu.

Wystawiwszy sobie ostrokrag prosty jako ostrostup o
nieskonczonej liczbie $cian, mozemy zupeilnie bok jak po-
wierzchnig boczng tego ostrostupa wedtug §. 238 rozpostrze¢
powierzchniag krzywa ostrokregu prostego na plaszczyzng.
Z takiego rozpostarcia otrzymamy t¢ powierzchnig jako wy-
cinek kolowy, ktorego tuk bedzie rowny okrggowi podsta-
wy, ktérego promien rowna si¢ krawedzi ostrokregu, a kat
przy srodku bedzie mniéjszy od. czterech katoéw prostych.
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Uwaga. Dwie powierzchnie krzywe t. j. walca pro-
stego 1 ostrokregu prostego, ktére moga by¢ rozpostarte na
jedne plaszczyzneg, sg tylko szczegélnym przypadkiem pew-
nego rodzaju powierzchni, ktére rozwijalnemi nazywamy.
Francuzi nazywaja je surfaces deoelopables.

§. 363.

Na mocy tegoz samego poréwnania z foremnym ostro-
shupem 1 rozumowania, znajdziemy hardzo latwo objetosé
ostrokregu kotowego prostego. Uwazajac go bowiem jako
granice miedzy ostrostupem wpisanym a opisanym, jak w po-
przedzajacym §., wniesiemy, ze lubo objeto$¢ ostrokrggu jest
wigksza niz objetos¢ ostrostupa wpisanego, a mniejsza niz
ostrostupa opisanego, wszelako poniewaz objetosci rzeczo-
nych dwoch ostroslupow za kazdem podwojeniem liczby ich
$cian zblizy¢ si¢ do siebie moga tak, ze rdéznica ich mniej-
sza by¢ moze niz -wszelka naznaczona jakkolwiek mala
ilo§¢, zatem roznica objetoSci ostrokrggu i jednego z tych
ostrostupow bedac jeszcze mniejsza, jako ilo§¢ Srodkujaca,
prawie za zadng uwazana by¢ moze, ze zatém objgtosS¢ ostro-
kregu réwna si¢ objetosci ostroslupa wpisanego lub na nim
opisanego o nieskonczonej liczbie $cian. Ale objetosé tego
ostatniego rowna si¢ iloczynowi z jego podstawy przez trze-
cig cze$¢ wysokoSci, zatem i objetos¢ pierwszego rowna sie
iloczynoioi z podstawy, do ktorej sie tamta bez konca zbliza,
przez trzecig, czes¢ wysokosci, czyli wyrazniej mowiac, obje-
tos¢ ostrokregu prostego kolowego rowna sie¢ powierzchni kola
bedgcego jego podstawq, rozmnozonej przez trzecig czes¢ wy*
sokosci jego.

Oznaczywszy jak poprzednio promien podstawy przez
R a wysokosé.przez W, objetos¢ ostrokregu bedzie

TtS*W S
—MR2X 3W ~ — | kladac Rrzr-"-, gdzie S wyraza Sre-
dnice podstawy. Jezeli znowu przez K oznaczymy bok
ostrokregu prostego, tedy poniewaz W — VK 2—R2 objetosé
jego bedzie ~ * 7R2VK2—R2

23



W  ostrokregu réwnobocznym jost K — 2R, przeto
a nastgpnie jego objetosé

Gdyby wysoko$¢ ostrokrggu prostego rownata si¢ S$re-
dnicy jego podstawy, czyli gdyby bylo W=r2R, obj¢tosc

jego bedzie
A zZe
skad

zatem objetos¢ ostrokregu prostego, ktorego wysokos$¢ rowna

jest srednicy jego podstawy, jest

w ~Niosek 1. Poniewaz objetos¢ walca majacego za
podstawe koto z promienia R, a za wysokos¢ W, wedtug
§. 263 jest —7R2X W , objetos$¢ zas ostrokregu tez same
wymiary majacego, wedlug powyzszego — 7TR2X "W, zatem
whniesiemy, ze objeto$¢ ostrokrggu jest trzecig czg$cig obje-
tosci walca majacege z nim t¢z sarng podstawg i wysokosc.

w Niosek 2. Z nauki o proporcyjach wiemy, iz ponie-
waz miedzy rownie wielokrotnemi cze$ciami, taki sam za-
chodzi stosunek jaki pomigdzy cato$ciami, a kazdy ostrokrag
jest trzecig czes$cia walca o rownej podstawie i wysokoSci,
przeto tez same wnioski jak w §. 264 wniosek 2, dla ostro-
kregdéw tatwo wyprowadzi¢ mozemy.

§. 204.

D eriNicYJA. Podobnemi ostrokregami nazywamy te kto-
rych osi sa proporcyjonalne $rednicom podstaw ijednakowo
do tychze podstaw, pochylone.

Wedlug tego proste ostrokregi ktorych wysokosci sa
rowne S$rednicom podstaw s3g podobne.

Takze ostrokrggi réwnoboczne sa podobne, tu bowiem

Oznaczywszy w drugim

takze rownobocznym ostrokregu bok jego przez k a promien
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podstawy przez r, S$rednicg¢ za$§ przez s, bedzie t¢z

Sy3 . sV3

skad W:w— — — S:s, zatem

stosownie do definicyi, ostrokr¢gi te sa podobne, bo i osi
W i w sa prostopadte do podstaw.
TwierpzeNie. Ostrokregi podobne majg si¢ do siebie
w stosunku szescianow odpowiednich wymiarow.
Objetosci dwoch ostrokregéw oznaczywszy przez O i
o, promienie ich podstaw przez R i r, a wysokosci przez
W i1, mamy 0 -~ R 2X ") onJ«r2X«>; zatem 0:0 =
Ale spusciwszy prostopadie W
i w,jig. 255 z wierzchotkéw ostrokregéw na podstawy, be-
dzie w trojkatach prostokatnych, oznaczajac osi ostrokregow
przez Aia, Ara= Wlecz takze W:tw~K:k—I\\:r, bo
ostrokregi z zalozenia s3 podobne, skad RW A zrR "r3

zatom

§. 265.

Do ostrokregow nalezy takze ostrokrggsciety (conus trun-
catus); wezmy przeto pod uwage jego powierzchnig i objetosc.

W jakiejkolwiek odleglosci od wierzcholka przecigw-
szy ostrokrag plaszczyzna rownolegla do podstawy, przecig-
cie to jak wiadomo jest kotem. Cze§¢ ostrokregu miedzy
podstawa i tem przecigciem zawarta, albo raczej przestrzen
z boku powierzchnig krzywa ostrokr¢gowa a z dwoch stron
kotami réznych promieni ograniczona, nazywa si¢ ostrokre-
giem Scietym. Aby mie¢ powierzchnig krzywa ostrokregu
Scictego, dosy¢ jest porownaé go z ostrostupem $cictym §.
239. Oznaczywszy promien podstawy nizszej przez R, a wyz-
szej przez r, za§ bok czyli krawedz tego ostrokregu przez
K, stosownie do tego co w przytoczonym §. znalezli$my, bg-
dzie krzywa powierzchnia ostrokregu $cietego

albo, potozywszy

23.
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dzie powierzchnia krzywa ostrokregu Scigtego — t. j.
rowna sie iloczynowi z okregu kola sredniego miedzy podstawqg
dolng i gorng, czyli okregu kola ktorego promien jest Srednim
arytmetycznym miedzy promieniami obu podstaw, przez kra-
wedz tegoz ostrokregu.

Z wyrazenia powierzchni krzyw¢j ostrokregu S$cietego
2TR -f- 2nr
—————— A--—----K czytamy jeszcze, ze taz powierzchnia rowna si¢
powierzchni trapezu majac.ego za dwa boki réwnolegle, dhu-
gosci okregow dwoch podstaw  ostrokregu, a za wysoko$é
krawedZz tegoz ostrokregu. Drugie wyrazenie powierzchni
w mowie bedacej, t. j. wyrazenie 2Ti(.K wyprowadza si¢ tez
fatwo z wlasnosci trapezu, a 2710 wyraza¢ bedzie dlugosé pro-
stej dzielacej dwa nierownolegte boki kazdy na dwie réwne
czesci.

Chcac mie¢ catkowita powierzchni¢ ostrokregu Scigtego,
tedy do powyzszego potrzeba doda¢ 7iR--\-nr*— n(R2-J-12),
zatem catkowita powierzchnia ostrokrggn S$cietego

-al K(R-fr)+ (R2+r2) }.

Uivaga. Jako powierzchnig krzywa calkowitego ostre-
kregu rozwing¢ mozna na jedne¢ plaszczyzng, tak tez i po-
wierzchnig krzywa ostrokregu Scigtego, ktora jest tamtej czg-
$cig. Rozumiem, ze nawet nie potrzebuj¢ rysowaé figury, bo
ja sobie kazdy tatwo zrysuje, aby pokazaé,"ze figura z roz-
wini¢cia ostrokregu Scigtego jest trapezem kolowym jak ja
w §. 170 uwaga I nazwaliSmy. Dwa rownolegle boki tego
trapezu zastgpuja dwa spotsrodkowe iuki, ktoérych promienie
sa: bok czyli krawedz calkowitego i krawedz plaszczyzna
odcietego ostrokregu, dwa za§ inne boki nieréwnolegle lecz
rowne, sg kazdy krawedzig ostrokregu Scigtego. Oznaczyw-
szy ki“awedz catkowitego ostrokregu K, krawedz odcigtego
k, a krawedz $cigtego x, mamy naprzéd x—K—k/ potem, po-
wierzchnia wycinka kota z promienia K ktérego tuk zr:27rR,
jest = 2R X gK —?rRK, powierzchnia takiegoz wycinka
z promienia k, ktorego tuk zz2nr, jest ~2nrX —nrk
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A ze powierzchnia trapezu kolowego réwna si¢ roznicy mig-
dzy temi wycinkami, zatem powierzchnia krzywa ostrokregu
Scigtego= TRK —nrk —n (RK—rk).
Ale RK—r£= (R-|-r)(K —&)z=2¢.x,bo K:& —2R":2m
czyli K:&:irR:r, skad Kr= &R,
zatem powierzchnia krzywa ostrokregu prostego S$cigtego
— 274%, jak wyz¢j inng droga znalezlismy.

§. 266.

Przystapmy teraz do znalezienia objetosci ostrokregu
kotowego prostego plaszczyzng rownolegle do podstawy $cig-
tego.

Zupelie na tej samdj drodze, na ktorej znalezliSmy je-
go powierzchnia, znajdziemy t6z i objetosc, t. j. porownywa-
jac go z ostrostupem foremnym S$cigtym. Uwazajac znowu
ostrokrag S$ciety jako ostrostup Sciety o nieskonczonej licz-
bie §cian, powiemy, ze objeto$¢ pierwszego rowna si¢ obje-
tosci ostatniego, skoro obwdd podstawy tego, zbliza si¢ nie-
skonczenie do okregu podstawy tamtego. A Ze objetosé ostro-
slupa $cigtego prostego rowna sig¢ (P-j-p 4-Vp 2 §.236,
gdzie P i p sa powierzchniami obu podstaw, a W wysoko-
$cia ostrostupa $cigtego, zatem wzigwszy za P ip ich granice
t. j. TIR2 i nr-, do ktorych si¢ bez konca zblizaja, gdy w tym-
ze czasie objeto$¢ ostrostupa Scigtego nieskonczenie si¢ takze
zbliza do objetosci ostrokregu $cietego, otrzymamy objgtosé
ostrokregu S$cietego = (TR 2-f- ?rr2-|-Vjr3R'-ra)

rr i2rW (R2-j-r2-j-Rr) = wR2 "W -f= nr ABW -j- "Rr."W.

Poniewaz "Rr jest $rednig geometrycznie proporcyjo-
nalng miedzy JMR2 i nr2 zatem z tego ostatniego wyrazenia
czytamy to twierdzenie, ze objetosc ostrokregu Scietego, rowna
sig trzem ostrokregom majgcym tez sarne icysokos¢ W, rowng
wysokosci ostrokregu Scigtego, a podstawq pierwszego jest dol-
na, podstaicq drugiego gorna, trzeciego zas Srednia geometrycz-
nie proporcyjonalna miegdzy temi podstaicami ostrokregu Scie-
tego,; zupelnie zgodnie z §. 236, gdzie geometrycznie zosta-
to dowiedzionem, ze ostrostup $cigty sktada si¢ z trzech ostro-
shupow o tejze samej wysokosci a podstawy i t. d.
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Wyrazenie objetosci ostrokregu S$cigtego mozna jeszcze
znale$¢ nast¢gpujacym sposobem:
poniewaz
tudziez
zatém objetos¢ jego 1
jako téz <
Mnozac pierwsze z tych wyrazen przez 3i dodajac do drugiego
znajdziemy

albo

Poniewaz jest objetoscia walca, ktdérego promien
podstawy R-j-7 a wysoko$s¢ W, za§ JT(R—r)2W jest obje-
toScia walca, ktérego promien podstawy R—r a wysoko$¢
W, przeto polozywszy

znajdziemy objetos¢ ostrokregu Scigtego

z ktorego wyrazenia nawet tablice tatwo ulozy¢ mozna dla
utatwienia obrachowania objeto$ci takich ostrokrggéw, dosé
czgsto w praktyce wydarzajacych si¢ *).

[ K u l i.
§ 267.

Powierzchnie dwoch okraglych ciat, ktéreSmy dotad roz-
trzasneli t. j. walca i ostrokregu kotowego prostego, mogly
by¢ dwojakim sposobem zrodzone, mianowicie za$ za pomo-
cg ruchu prostej pod pewnemi warunkami, lub za pomoca
obrotu prostokata i trojkata prostokatnego. Ze sposobu ich
rodzenia si¢ wypadla tez ich wlasnoé¢, iz mogly by¢ na je-
dne¢ plaszczyzne rozpostarte czyli rozwinione, dla czego po-
liczyliSmy je do rodzaju powierzchni rozwijalnych. Z powo-
du drugiego sposobu rodzenia si¢ tych powierzchni t. j. przez
obrét pewnej figury plaskiej okoto prostej statej, ktorasmy
osig obrotu nazwali, policzymy rzeczone dwie powierzchnie

*) Ostatnie wyrazenie objetoSci ostrokregu Scietego podal Prof. GRUNERT
w Archiv. der Mathematik und Physik, 22. Th. S. 343.
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do innego rodzaju powierzchni krzywych, ktore obrotowemi
(tornatae) Geometrowie, a Francuzi surfaces de Keuolution
nazywaja. Do tego samego rodzaju powierzchni nalezy trze-
cie cialo okragle, o ktorem tu mowi¢ mamy t.j. kula.

Jezeli potkole ACB fig. 256 obraca¢ si¢ bedzie okoto
swej $rednicy AB jako okolo osi, a wystawimy sobie, ze
toz potkole w kazdem swem potozeniu pozostawia S$lad swej
bytnosci, tedy powrdciwszy w obrocie swoim do pierwszego
swego potozenia, pdétokregu ACB zrodzi powierzchni¢ krzy-
wa ktora powierzchniq kuli (sphaera), przestrzen za$§ taz po-
wierzchnia ograniczona, kulg (globus) nazywamy. A jakkol-
wiek zatrzymano nazwe¢ sphaera tak dla wyrazenia powierz-
chni jako i samego ciata, nalezy wszelako zawsze pamigtac,
uzywajac i polskiego wyrazu Kula w obu znaczeniach, ze to
sa dwie rzeczy czyli dwre ilosci geometryczne zupelnie od
siebie rdzne, izby czasem nie wzig$¢ jednej za druga.

W obrocie pétkola okoto AB, zaden punkt potokregu
nie zmienia swej wzgledem srodka S odleglosci; a ze wszyst-
kie sa jednakowa od niego odlegte, zatem kazdy punkt po-
wierzchni kuli przez potokregu zrodzonej, jest tez w rowmej
odlegtosci od punktu S. Z tego sposobu rodzenia si¢ kuli,
mozna daé nastgpujaca dobitniejsza, niz w §. 244, jej defini-
cyja. Kida jest to przestrzen ograniczona powierzchniq krzy-
wq, ktorej kazdy punkt jest w jednakowej odleglosci od pew-
nego wewngqtrz niej znajdujqgcego sie punktu. Punkt od kto-
rego wszystkie punkta powierzchni kuli jednakowo sa odle-
gle, nazywa si¢ jej srodkiem (centrum), a stata odleglos¢ kaz-
dego punktu od $rodka, promieniem kuli (radius). Kazda
przeto prosta laczaca §rodek kuli z ktéorymkolwiek punktem
jej powierzchni nazywh si¢ i jest jej promieniem.

Prosta przez $rodek kuli przechodzaca i w obu kierun-
kach na powierzchni kuli konczaca si¢, zowie si¢ srednicq
kuli (diameter). Jak wszystkie promienie migdzy soba, tak
tez 1 §rednice s3 migdzy soba réwne, bo kazda z nich row-
na si¢ podwojnemu promieniowi.
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Z t¢j definicyi tatwo wnies¢, ze kule ktorych promienie
s3 rowne, sa sobie takze rowne.

Jak pomigdzy linijami krzywemi okrag kota, tak po-
migdzy powierzchniami krzywemi, albo pomigdzy ciatami
okraglemi, kula jest najprostsza i najznajomsza, tak, ze trudno
znale$¢ czlowieka, ktoryby nie mial wyobrazenia kota i kuli,
a dlatego stara¢ si¢ bedziemy nieco obszerniej o tern ciele
niz o dwoch pierwszych pomowic.

§. 268.

TWIERDZENIE. Kazde 'przecigecie kuli w jakimkolwiek
kierunku jest kotem.

W obrocie potkola okoto Srednicy, jak wyzej widzie-
lismy, kazdy punkt potokregu zakresla okrag kota, ktorego
promien jest prostopadly do $rednicy, okoto ktérdj si¢ obrot
odbywa, czyli do osi; kazde przeto do osi prostopadie prze-
cigcie kuli jest kolem. A ze kula zrodzong by¢ moze obro-
tem potkola okoto ktorejkolwiek srednicy kota, czyli, po-
niewaz za o$ obrotu wzigs¢ mozna kazda ze $rednic, a tych
jest nieskonczona liczba, przeto w kazdym kierunku znajdzie
si¢ Srednica kuli, okoto ktorej wystawi¢ sobie mozna obrot
potkola, a nastgpnie w kazdym kierunku poprowadzi¢ moz-
na plaszczyzne prostopadta do $rednicy przecinajaca kulg,
przecigcie za$ to wedlug powyzszego bedzie kotem.

Albo tak: Niech, fig. 257, ABCDEF bedzie przecigciem
kuli, ktérej S$rodek S, z tego $rodka spusciwszy prostopadia
do plaszczyzny przecinajacej, niech ja spotyka w punkcie s.
Przez t¢ prostopadia i przez punkta A, B, C, D, E, F po-
prowadziwszy plaszczyzny, te przetna pierwsza plaszczyzne
w prostych s4, sB, sC, sD, sE, sF. Poprowadziwszy jeszcze
proste SA, SB, SC i t. d., trojkaty prostokatne AsS, BsS,
CsS, i t. d., majg bok Ss spoiny, tudziez SA= SBzzSC=
it d., zatem przystaja do siebie, a nast¢pnie i trzecie ich
boki sa sobie réwne t.j. sArzsBrzrsC~ it. d.; punkta przeto
A, B, C, D, E, F it d s3jednakowo odlegle od punktu s,
zatem figura ABCDEF jest kotem.



WNIOSEK. Z tréjkata np. AsS wypada As— VAS2—
albo potozywszy As —¢, AS = r, Sszzzd, y—Vr2_ d| Po-
niewaz r jest promieniem kuli, d odlegloscia ptaszczyzny
przecinajacej od srodka kuli, a Qpromieniem kota z przecig-
cia wypadajacego, zatem z wyrazenia tego promienia czyta-
my, ze im d bedzie wigksze t. j. im dalej od $rodka kuli
przetniemy ja plaszczyzna, tern kolo z tego przecigcia wypa-
dajace bedzie mniejsze. Potozywszy d—r wypadnie 0—0
czyli wyrazajac stowy, przecigwszy kule plaszczyzna w od-
legtos$ci od jej $rodka roéwnajacej si¢ promieniowi kuli, koto
z tego przecigcia wypadajace zamienia si¢ w punkt i plasz-
czyzna przecinajagca w tym przypadku, ten tylko jeden punkt
ma spoiny z kula. Taka ptaszczyzne, ktora tylko jeden punkt
ma spoiny z kula, nazywamy styczng. Plaszczyzna styczna
jest prostopadia do promienia kuli do punktu dotknigcia sig¢
ptaszczyzny poprowadzonego. Gdy bowiem wszystkie inne
punkta ptaszczyzny sa za powierzchnig kuli, zatem ich od-
legtosci od srodka kuli sa wigksze niz punktu dotknigcia, pro-
mien przeto do tego punktu poprowadzony, bedac najkrotsza
odlegtoscia $rodka kuli od ptaszczyzny, musi by¢ do niej
prostopadly, a nawzajem plaszczyzna styczna prostopadia do
promienia. Wzajemnie: kazda plaszczyzna prostopadta do
promienia kuli a w koncu jego poprowadzona, jest styczna
do kuli. Potozywszy za$ dz=z0, znajdziemy Q—r t. j. prze-
cinajac kule ptaszczyzna przez jej srodek przechodzaca, z
przecigcia tego wypada koto, ktérego promien jest rowny pro-
mieniowi kuli.

Jak przez jeden punkt nieskonczong liczbe plaszczyzn
prowadzi¢ mozna, tak tez nieskoniczona liczba by¢ moze prze-
cig¢ przez $rodek kuli przechodzacych, ktéorych wszystkich
promienie beda migdzy soba réwne jako rownajace si¢ kaz-
dy promieniowi kuli. Wszystkie przeto przecigcia kuli przez
jej srodek przechodzace, sa kolami réwnemi migdzy soba.
Z powodu, ze to sg kota najwigksze, jakie z przecigcia kuli
otrzyma¢ mozna, dla rozréznienia ich od innych, ktorych tak-
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ze nieskonczona liczba by¢ moze, dano im nazwe kol wiel-
kich (circuli maximi), kiedy ostatnie nazwano kolami matemi.

Z tego tatwo uczyni¢ wniosek, ze kazde koto wielkie
dzieli kule na dwie réwne czgsSci nazwane potkulami (hemi-
sphaerium), tudziez ze dwa wielkie kota przecinajg si¢ zaw-
sze w $rednicy kuli; dzielg si¢ przeto wzajemnie na potowe.

§. 269.

Biegunem (polus) ba¢ wielkiego ba¢ matego kota, nazy-
wamy punkt na powierzchni kuli, w ktéorym prostopadta do
ptaszczyzny tegoz kola z jego $rodka wyprowadzona, spoty-
ka powierzchnig kuli. A Ze prostopadia jako prosta spotyka
powierzchnig kuli w dwoch punktach, zatem kazde koto z
przecigcia kuli wypadajace, ma dwa bieguny na powierzchni
kuli i na $rednicy prostopadiej do ptaszczyzny kota lezace.
Jezeli do tejze samej Srednicy poprowadzimy ilekolwiek pro-
stopadlych ptaszczyzn, z tych kazda przetnie kule w kole, kto-
rego biegunami beda konce $rednicy; z czego widzimy, iz tez
same punkta sa biegunami nieskonczonej liczby kot prosto-
padtych do $rednicy przez te bieguny przechodzacej albo ro-
wnolegtych od siebie. W takim razie §rednica przybiera na-
ZWE Osi.

Osig kota wielkiego jest $rednica kuli prostopadia do
jego ptaszczyzny, a jej konce sg biegunami.

Jezeli przez o$ poprowadzimy ilekolwiek ptaszczyzn, te
przetna kulg¢ w kotach wielkich, ktorych ptaszczyzny beda
prostopadte do wszystkich kot prostopadtych do osi. Pierw-
sze kola wielkie nazywamy zwyczajnie potudnikami (meri-
diani) drugie za$, z powodu ze sg rownolegte od siebie, row-
noleznikami (paralleli).

Niech, hg. 258, ABCD bedzie przecigcie kuli, a zatom
koto ktérego s$rodek s; wyprowadziwszy z tego Srodka pro-
stopadla do plaszczyzny kota, ta przejdzie przez S$rodek ku-
li i spotka jej powierzchnia w dwoéch punktach P i p, kto-
re beda biegunami tego kota i wszystkich do niego rowno-
legtych, a $rednica Pp bedzie ich osig. Jezeli przez tez of
poprowadzimy potudniki, te przetng ptaszczyzne¢ kola ABCD
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w prostych, ktore beda Srednicami tegoz kota tak, ze sA, sB,
sC, sD beda jego promieniami, a zatem migdzy soba rowne.
Poprowadziwszy cigciwy AP, BP, CP, DP, w trojkatach AsP,
BsP, CsP, DsP prostokatnych przy s, bok sP jest spoiny, tu-
dziez sA —$B —sC zz sD, zatem takze AP~ BP= CP~ DP.
A ze cigciwom réwnym w temze samem lub w kotach row-
nych odpowiadaja luki réwne, zatem luki AP, BP, CP, DP
s sobie rowne. Toz samo okazalibysmy dla tukow 4p, Bp,
Cp, Dp. Bieguny przeto maja te wlasnos¢, ze kazdy z nich
jest wjednakowej odlegtosci od kazdego punktu okrggu ko-
fa, ktérego sa biegunami.

Przecigwszy tez sarn¢ kulg przez sSrodek, lecz ptaszczy-
zng rownolegla do pierwszego przecigcia, otrzymamy koto
wielkie RQ. Plaszczyzny potudnikéw bedac do tego kota
prostopadle, przecinajg go w $rednicach kuli. Poniewaz kat
PSQ jest prosty, a miarg jego jest tuk PQ, zatem ten luk
rowna si¢ ¢wiartce okreggu, przeto kazdy zbiegundéw jest o
90° odlegly od kazdego punktu okrgegu kota wielkiego kto-
rego sa biegunami.

Poniewaz wszystkie poludniki przechodzac przez os, sg
prostopadie do kazdego z kot prostopadtych do osi, zatem
spélnem przecigciem si¢ potudnikdéw jest oS, wszystkie za$
ich okregi przecinaja si¢ w biegunach P i p. Oprocz tego
tuki tych potudnikéw jak AP, BP i t. d. RP, QP i t. d. sa
prostopadte do tukéw rownoleznikéw AB, BC i t. d. RQ,
gdyz plaszczyzny na ktorych te tuki leza, sa do siebie pro-
stopadte.

Ta uwaga podaje nam latwy sposob znalezienia na po-
wierzchni kuli bieguna danego kota; poprowadziwszy bowiem
na powierzchni kuli, z ktéorychkolwiek dwoch punktow okre-
gu kota danego dwa tuki prostopadie do jego ptaszczyzny,
punkta ich wzajemnego przecigcia si¢ z soba beda bieguna-
mi szukanemi. Jezeli chodzi o bieguny wiclkiego kota, tedy
te mozna tez znales¢ prowadzac z ktoregokolwiek punktu o-
kregu danego kota tuk prostopadly do plaszczyzny jego i
odcinajac na nim, poczynajac od okregu, tuk zi 90°, a koniec
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jego bedzie jednym z biegunow. Nawzajem gdyby dany byt
na powierzchni kuli biegun wielkiego kota, a zadano wyna-
lez¢ okrag tegoz kota, potrzebaby z danego bieguna, otwar-
toscig cyrkla rowna cigciwie tuku 90°, zakresli¢ na powierzch-
ni kuli okrag kota, aten bedzie okrggiem kota szukanego*).
Z tego wynika, ze plaszczyzna wielkiego kota przechodzace-
go przez bieguny innego wielkiego kota, jest prostopadla do
plaszczyzny tego ostatniego; nawzajem: jezeli dwa kota wiel-
kie sa do siebie prostopadte, okrag jednego przechodzi przez
bieguny drugiego kotla.
§. 270.

TwiervzenNie. Kazda plaszczyzna przez punkt dotknie-
cia si¢ plaszczyzny styczmnej poprowadzona, przecina kide w
wielkiem [lub malem kole, plaszczyzne zas styczng w prostej,
ktora jest styczng do okrggu tegoz kola.

Gdyby prosta z przecigcia si¢ dwoch plaszezyzn wypa-
dajaca bytla cigciwg nie styczna do okregu kota, t. j. miata
dwa punkta z nim spélne, tedy, poniewaz taz prosta lezy
na plaszczyznie stycznej a okrag kota na powierzchni kuli,
plaszczyzna styczna musiataby mieé takze przynajmniej dwa
punkta spolne z kula, co wedlug definicyi tej ptaszczyzny w
zaden sposob by¢ nie moze, wigc 1 t. d.

WNIOSEK. Jezeli przez o§ kuli poprowadzimy dwa ja-
kiekolwiek poludniki, te przetna plaszczyzne styczna w dwéch
prostych stycznych do tychze poludnikéw, a zatem prosto-
padlych do osi, a powiérzchnia kuli w dwéch okregach kot
wielkich.

Poniewaz oba potudniki przecinaja si¢ w osi czyli $re-
dnicy kuli, a kat jaki powyzsze styczne do potudnikdéw czy-
nig migdzy soba mierzy kat ich pochylosci, poprowadziwszy
przeto przez $rodek kuli plaszczyzne rownolegla do ptlasz-
czyzny stycznej, ta przetnie oba potudniki w dwdch promie-
niach takze prostopadlych do osi, a zatem rownolegltych do

B(res’lenia okregéw na powierzchni kuli sa cyrkle, nazywajace si¢
sferycznemi. Przy ich pomocy mozna na powierzchni kuli rownie wy-

godnie jak zwyczajnemi na plaszczyZnie kresli¢ okregi kol
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owych stycznych; kat wigc zawarty miedzy stycznemi rowna
si¢ katowi miedzy promieniami. A ze miarg katar miedzy
promieniami jest tuk kota wielkiego zawarty miedzy"potu-
dnikami, zatem miarg pochyltosci dwoch potudnikow jest tuk
kota wielkiego do tych potudnikéw prostopadtego zawarty
migdzy temiz potudnikami.

§. 271.

D eriNicYse. Cze§¢ powierzchni kuli zawarta miedzy
dwiema ptlaszczyznami rownolegltemi, nazywa si¢ pasem sfe-
rycznym (zona sphaerica), a plaszczyzny, jego podstawami.

Jezeli jedna z plaszczyzn staje si¢ styczna kuli, naten-
czas pas nazywa si¢ czaszkq sferyczng, po francusku la ca-
lotte spherique. Taka czaszka ma tylko jedn¢ podstawe.

Cze$¢ powierzchni kuli zawarta miedzy dwoma potudni-
kami, nazwal Jan S~iapecki tasmg Spiczastq, Francuzi na-
zywaja taka cze$¢ powierzchni kuli le fuseau*).

Odcinkiem kulistym (segmentum sphaericum) nazywa-
my cze$¢ kuli migdzy dwiema roéwnoleglemi ptaszczyznami
zawartg. Te plaszczyzny sg jego podstawami rownie jak pa-
su, ktory z boku ten odcinek ogranicza. W przypadku, ze
jedna z plaszczyzn jest styczng, odcinek kuli nazywa si¢ o
Jjednej podstawie 1 ta cz¢$¢ kuli nazywa si¢ wlasciwie odcin-
kiem , pierwszej za$ dajemy w polskim jezyku nazwe kloca
kulistego.

Wysokoscig pasu hib odcinka jest odlegtos¢ dwoch je-
go podstaw od siebie, albo co na jedno wychodzi, prostopa-
dta z ktoregokolwiek punktu jednej, na plaszczyzng drugiej
podstawy spuszczona.

Czg$¢ kuli ograniczong dwiema ptaszczyznami potudni-
kéw i dwukatem nazywamy klinem kulistym, po francuzku

onglet spherique.
%Moiebi nie zla byla nazwa na te cze$¢ powierzchni Kuli, W

Gdy bowiem dwiema prostemi nie mozna ograniczy¢ miejsca

na plaszczyznie, a tem ftmiej w przestrzeni, zatem zdaje mi sie, iZ ta nazwa
cechowalaby rzeczywiscie figure dwukatna, #°zatem i dwuboczna, kté-
rej bokami sa krzywe; przymiotnik za$ odrézni dwukat na

powierzchni kuli od podobnegoz dwukata na iiméj powierzchni krzywej.
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Tréjkgtem sferycznym (triangulum sphaericum) nazywac
bedziemy miejsce na powierzchni kuli trzema lukami kot
wielkich ograniczone.

Wielokgtem sferycznym (polygonum sphaericum), nazwie-
my miejsce na powierzchni kuli ilukolwiek lukami két wiel-
kich ograniczone.

Z wierzchotka trojScianu jako ze $rodka wystawiwszy
sobie zakreslong kul¢ jakimkolwiek promieniem, powierzch-
nia jej przetnie $ciany tego tréjscianu w lukach kot wdelkich
przecinajacych si¢ wzajemnie na krawedziach trojscianu. Trzy
te luki ograniczag pewna cz¢§¢ powierzchni kuli ktorasmy
wyzej trojkatem sferycznym nazwali.

Tym samym sposobem postapiwszy z katem wielo$cien-
nym wypuklym §. 204 t. j. wystawiwszy sobie zjego wierz-
cholka zakre$long kulg¢ dowolnego promienia, jej powierzchnia
przetnie kazda sciang w luku kota wielkiego, ktore przetng si¢
po dwa na krawedziach kata i1 ogranicza cze$¢ powierzchni
kuli wyzej wielokatem sferycznym nazwana.

Z tego co si¢ w §. 204 o katach brylowych wielo$cien-
nych wypuklych powiedzialo, tatwo wnie$¢, ze tak trdjkat
jako i wielokat sferyczny koniecznie znajdowaé si¢ musi na
jednej potkuli, ktorg wyznacza ktorakolwiek $ciana wieloScia-
nu rozszerzona na wszystkie strony; przechodzac bowiem
przez $rodek kuli, podzieli ja na dwa poélkula, a rzeczony
wielokat leze¢ bedzie catkiem na jednej z nich.

Luki kot wielkich, w ktérych powierzchnia kuli z wierz-
chotka trojscianu jako ze s$rodka zakreslona przecina jego
$ciany, s3 oczywiscie miarami katow ptaskich tréjscian skta-
dajacych, katy za$ dwuscienne czyli katy pochytosci kazdych
dwoch $cian sa wedlug §. 270 rowne katom jakie czynig
migdzy soba styczne do tych lukéw w punktach ich przecie-
cia si¢ z sobg poprowadzone; a ze zamiast tych ostatnich kga-
tow wzig$¢ mozna katy jakie czyniag migdzy soba luki, za-
tem w kazdym trojkacie sferycznym luki, ktore lokami zwaé
bedziemy, sa miarami katow plaskich kat troj$cienny sktada-
jacych, katy za$§ sg miarami pochylosci $cian.
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Poniewaz tak tréjkat jako i wielokat sferyczny lezy cat-
kiem na jednej potkuli, wigc boki jego muszg by¢ kazdy
mniejszy niz potkole czyli 1801 i takie tez tu jedynie trdj-
katy uwazaé¢ bedziemy.

§. 272.

Rozszerzywszy wszystkie trzy $ciany kat trdjScienny
sktadajace na wszystkie strony, wiemy z §. 205, ze podziela
cala przestrzen na o$Sm czg¢sci, czyli ze powstanie stad osm
katow trdjSciennych. A ze te tak rozszerzone plaszczyzny
przecinaja powierzchnia kuli w lukach ko6t wielkich, przeto
i powierzchnia kuli podzielg takze na o$m trojkatéow sferycz-
nych. Wszystkie zatem twierdzenia o katach trojsciennych
w rozdziale II. dowiedzione tu w calej obszerno$ci maja swo-
je zastosowanie, ktadac tylko wszedzie zamiast katow ptas-
kich boki, a zamiast katow dwusciennych czyli pochytosci,
katy trojkata sferycznego, ktory uwaza¢ mozna za podstawe
kata trojsciennego wierzcholek wsrodku kuli majacego. Atak:

1 W kazdym tréjkqcie sferycznym summa dwoch kto-
rychkolwiek jego bokdio jest wigksza od boku trzeciego; bo sum-
ma dwoch ktorychkolwiek katow ptaskich jest wigksza od
trzeciego kata §. 207, a luki skladajace boki trojkata sfery-
cznego zakreSlone begdac jednymze promieniem, stuzg za mia-
ry tym katom.

2°. Summa trzech bokow tréjkqta sferycznego jest zaw-
sze mniejsza niz okrgg kota czyli niz Oli; bo summa katow
plaskich kat trojScienny sktadajacych jest mniejsza niz 4R,
§. 208. Rowniez summa wszystkich bokow wielokata sfery-
cznego mniejsza jest niz 4R, §. 214.

3°. Z §. 214 wiemy, ze w kacie trojsciennym summa
trzech jego katéw Sciennych czyli katéw pochylosci, jest zaw-
sze wigksza niz 2R a mniejsza niz 6R, i ze ta summa przej$¢
moze przez wszystkie wielko$ci poczawszy od 2R az do 6R,
a dlatego trojkgty sferyczne mogq byc nietylko ostrokqtne,
'prostokgtne i rozwartoJcgtne, jak prostolcresine, ale tez by¢ mo-
gq o jedrnym, dwoch lub trzech kqtach prostych zgodnie z §.
205.



4". W trojkgcie sferycznym naprzeciwko bokow rownych

lezg kqty rowne i odwrotnie, §. 209 i t. d.
§. 273.

D eFiNicYJAa. Majac dany na powierzchni kuli tréjkat
ABC fig. 259, jezeli z wierzcholkéw jego A, B, C, otwarto-
scig cyrkla rowng cigciwie 905 wzietych na okregu kota wiel-
kiego, zakre$limy luki, te przetna si¢ wzajemnie w punktach
A', B', C' i ograniczg inny trojkat A'B'C', ktory zowie sig
biegunoioym pierwszego.

Wtasnosci trojkqta biegunowego. Przedluzywszy boki
tréjkata ABC az do przecigcia si¢ z bokami tréjkata biegu-
nowego w punktach D, E, F, G, H, I, poniewaz punkt A jest
biegunem luku B’C', zatem AFrrr90° i AGzz90°; a tuk GF
jest miarg kata A. Punkt A' lezy na przecigciu si¢ dwoch tu-
kéw B'A' z punktu C i C'A' z punktu B zakre$lonych, za-
tem ten punkt A' jest w rownej odlegtosci tak od B jako i
od C, i od kazdego 90n jest zatem biegunem tuku BC, a na-
stepnie A'E~ 90°, A'H ~ 90°. Podobniez okaza¢ mozna, ze
punkt B' jest biegunem tuku AC, a punkt C' biegunem tu-
ku AB i ze B'D:=90°, B’G= 90°, C'F=;90", C'l = 90°, a
nareszcie, ze HI jest miarg kata B a DE miarg kata C; bg-
dzie wiec mozna wzia$¢ zakat A, luk FG, kat B za HI, a
kat C za tuk DE. Oznaczywszy w trojkacie ABC boki prze-
ciwlegte przez a, b, ¢ za$ w trojkacie A'B'C' przez a, b', ¢}

poniewaz *B'C'= B'G-fC'F- FG
zatem a'nr 90°-{-90°—A“ 180°—A
i podobniez '= 180°—B, c¢’= 180n—C.

Poniewaz A', B', C' sa biegunami bokéw tréjkata ABC,
zatem miarg kata A' jest tuk HE, a dlatego
A'= HE= BH-f CE—BC = 90°+ 90°—BC

czyli A'= 180°—a i podobniez B*ISO o—b C'rz:1800—-c.
Zbierajac pod jeden rzut oka te zrownania i piszac je na-
stepnie

A-f-a'~ 180° A" a—\80°

B-j-6'= 180° B'-fo=: 1807

C-f-c'=: 180° C' - c— 180°
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dostrzezemy td) witasnosci trojkata biegunowego, ze naprzod,
dany trojkgt jest nawzajem biegunowym drugiego t. j. oba
trojkaty sa w takim z soba zwiazku, ze jeden drugiego jest
biegunowym— powtore, ze boki jednego z nicli z przeciwlegle-
mi kqtami drugiego, speiniajq si¢ do dwoch kqtow prostych
czyli do 180¢; dlatego tez te tréjkaty nazywaja jeszcze spel-
niajgcemi si¢ (trianguli supplementarii). Poréwnawszy wila-
snos¢ trojkatow biegunowycli z trojsciennemi katami spefnia-
jgcemi sig §. 206 , dostrzezemy zupelne ich podobienstwo
i te ostatnie z tamtych wprost wyprowadzonemu by¢ mogly.

WNIOSEK. Poniewaz

Ag4-B+ C-fa'-f V+ ¢= 3.180"= 3.2R = 6R,
wiec skoro tylko trojkat ABC istnieje, trojkat tez A'B'C' ist-
nie¢ musi, a w poprzedzajacym §. 2° pokazaliSmy,
ze a -f- b'-j- I<c;4R,
zatem A -j-B-j-C>2R; a kiedy a -1-b'-\-¢' zawsze jest ro-
zne a mianowicie wieksze niz zero, to tez A-f-B-J-C musi
by¢ zawsze mniejsze niz 6R, zgodnie z §. 208 wniosek t. j.
summa trzech kqtow trojkqta sferycznego zawsze jest mniejsza
niz 6R, a wigksza niz 2R. Ta summa moze si¢ zblizy¢ do
kazdej z tych granic tak jak chcemy i dla tego to trzy ka-
ty trojkata sferycznego moga by¢ wszystkie trzy ostre, pro-
ste lub nawet rozwarte, jak to juz wyzej wspomnieliSmy.

Jezeli w trojkacie sferycznym dwa katy sg proste, dwa
boki im przeciwlegle sa réwne i kazdy — 90°, taki przeto trdj-
kat jest rOwnoramiennym, a wierzchotek trzeciego jego kata
jest biegunem boku trzeciego. Jezeli za§ w trojkacie sfery-
cznym kazdy jego kat jest prostym, kazdy z trzech jego bo-
kow jest ¢wiartkg okregu kotla, a sam .trojkat bedzie | cze-
scig powierzchni kuli. (Porownaj §§. 205 i 215).

§. 274.
TWIERDZENIE. Dwa trojkqty sferyczne na jednejze kuli
lub na diooch kulach roionych sq rowne,
1°jezeli majg po boku rownym i po dicci kqty tym bo-
kom przylegle takze rowne i podobnie polozone, albo tez jeze-
24
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li majg po dwa boki rowne kazdy kazdemu i podobnie utozo-
ne z kgtem miedzy niemi zawartym rownym.

2° jezeli majg po trzy boki rowne kazdy kazdemu i po-
dobnie ufozone, albo trzy kqty w jednym rowne trzem kgtom
to drugim trojkqcie i podobnie ulozone.

3° moga tez trojkaty by¢ rdéwne, jezeli majg po dwa
boki réione kazdy kazdemu, i podobnie utoZone, tudziez po kq-
ciejednemu z nich przeciwleglym, albo, jezeli majq po dwa kq-
ty roione kazdy kazdemu i podobnie ulozone, tudziez po beku
jednemu z nich przeciwlegtym.

W trzecim przypadku powiedzieliSmy ze tylko mogg, bo
rzeczywiscie ten przypadek ma wiele warunkow czyli za-
strzezen.

Jak widzimy, zamyka to twierdzenie sze$¢ réznych przy-
padkow, ktére jednak powigzane sg z soba po dwa, na mocy
wlasnosci trojkata biegunowego.

Dla dowiedzenia tego twierdzenia, najprosciej a razem
najtatwiej postapimy wracajac do rownosci katow trdjscien-
nych §. 211, 212, 213; a polozywszy na sobie w kazdym przy-
padku katy trdj$cienne przy Srodku tejze samej lub przy
srodkach kul réwnych tym tréjkatom odpowiadajace, dosti’ze-
zemy, iz za przystaniem katow trdjsciennych, czego juz w
przytoczonych §§. dowiedliS§my, i tréjkaty sferyczne przystaja.

Uioaga 1. Przestrzen ograniczong z trzech stron plaszczy-
znami w jednym punkcie schodzacemi si¢ a z czwartej troj-
katem sferycznym, nazywamy czworoscianem sferyczyiym (te-
traedrum sphaericum). Skoro trojkaty sferyczne przystaja do
siebie, tern samem i czworoSciany sferyczne przystaja. Czgsé
za$ kuli czyli przestrzen ograniczong z boku plaszczyzna
mi w jednym punkcie (w Srodku kuli) schodzacemi sig i
Avielokatem sferycznym zamknigta, nazywamy ostrostupem sfe-
rycznym (pyramis sphaerica).

Uwaga 2. Sa przypadki, gdzie dwa trojkaty sferyczne
majg wszystkie elementa miedzy soba rowne, ale nie jedna-
kowo utozone, w takim razie mowimy, ze dwa takie trojka-
ty sg symetryczne, odpowiadaja one bowiem dwom katom tréj-
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$ciennym symetrycznym §. 210. W przypadku atoli tréjka-
tow sferycznych rownoramiennych t. j. takich, ze dwa boki
w kazdym sa migdzy soba rowne irowne dwom odpowiada-
jacym bokom w drugim trojkacie, oproécz symetryezno$ci sa
sobie réwne i przystajag do siebie, bo odpowiadajg katom troj-
Sciennym rownosciennym §.210, ktore tez, jak juz wiemy,
przystaja do siebie.

§. 275.

TWIERDZENIE. Dwa trojkqty sferyczne symetryczne sq
sobie rowne co do 'powierzchni.

Niech dwa tréjkaty ABC i A'B'C' fig. 260 beda sym-
metryczne, mamy dowies$¢, iz sa rownowazne czyli rowne so-
bie co do powierzchni. Na ten koniec przez trzy punkta
A, B, C, poprowadzmy plaszczyzne, ktora przetnie kule w kole
malem, niech punkt P bedzie jednym z biegunéw tego kola,
lezacym z tejze samej strony $rodka kuli jak koto mate, za-
tem APziBPrrrCP §. 269. Na powierzchni trojkata A’B'C'
przy punkcie A' poprowadzmy luk czyniacy z bokiem A'B'
kat rowny katowi PAB, a odcigwszy na tym tuku A'P'rz:AP
bedzie kat P'A'B'= PAB,; nareszcie przez punkta P' i Bl
P’ i C' poprowadziwszy tuki kot wielkich, mamy: w dwoch
trojkatach ABP i A'B'P' kat PAB—P'A'B' z wykreslenia,
tudziez AP = AP' takze z wykres$lenia, za§ AB—A'B' z za-
lozenia, zatem wedlug poprzedzajacego §. bedac roéwnora-
miennemi, przystaja do siebie. Dla tej samej przyczyny tro-
katy APC i A'P C' przystaja do siebie, bo kat PAC—P'A'C',
gdyz z zatozenia BAC B'A'C', a z wykreslenia PAB=P'A'B'
i do tego sa rownoramienne, gdyz PA—PC i P'A'zrP'C".
Nareszcie zupelnie z tego samego powodu trojkaty PCB i
P'C'B’ przystaja do siebie. Ale ABCrzrACP-j-BAP—BCP
za§ A'B'C'= A'CT'-J-B'A'P' —B'C'P', zatem ABC=A'B'C".

Uwaga. Punkt P' przez powyzsze wykres§lenie wyzna-
czony, jest tez biegunem matego kota przez punkta A', B',
C' przechodzacego.

24.
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§. 276.

TwIERDZENIE. Najkrotszqg odleglosciq dwoch punktow na
powierzchni kidi, jest mniejszy luk kola wielkiego przez tez
punkta przechodzqcego.

Aby to twierdzenie dowie$¢ sposobem najwlasciwszym,
poprzedzmy go innem przybranem z planimetryi, ze {uk
kota wykreslonego na jakiejkolioiek cigciwie mniejszym pro-
mieniem, zamyka wigcej stopni i jest zarazem dluzszy niz tuk
innego kola na tejze samej cigciwie, promieniem wigkszym za-
kreslony.

Niech na prostej AB jig. 261 jako na cigciwie wykre-
Slone beda dwa tuki AMB i AM'B, pierwszy promieniem
SA, drugi promieniem SA, gdzie SA > SA. Samo spojrze-
nie na figure przekonywa nas dostatecznie o rzetelnosci za-
lozonego twierdzenia, albowiem droga od A do B po tuku
AM'B jest zamknigta droga po luku AMB, tuk wigc AMB
musi by¢ -wickszy niz tuk AM'B jako rzecz obejmujaca od
objetej.

Ze tez tuk AMB wigcej zajmuje stopni z calego swego
okregu niz tuk AM'B z swego, jest takze oczywistem; gdy
bowiem kat ASB">AS'B, a te katy sg mierzone lukami AMB
i AM'B, wigc tez pierwszy wigcej zajmuje stopni niz drugi.

Po tern przygotowaniu bardzo tatwo jest dowies¢ zato-
zonego twierdzenia. Gdy bowiem na powierzchni kuli tylko
po okregu kota ba¢ to wielkiego, ba¢ matego, lub tez po ob-
wodzie wielokata sferycznego postepowaé mozna, zatem wy-
stawiwszy sobie przez dane dwa punkta tuk kota wiclkiego,
matego i cze$§¢ wielokata sferycznego przechodzace, tedy naj-
przéd wtym ostatnim przypadku cze$¢ rzeczonego wielokata
z lukiem kota wielkiego konczace si¢ w punktach danych,
zamykaja wielokat sferyczny, w ktorym kazdy bok jest mniej-
szy, niz summa wszystkich innych; zatem bok nalezacy do
kota wielkiego jest mniejszy niz summa wszystkich innych
stanowiacych czes¢ obwodu wielokata sferycznego, ba¢ to lu-
kami kot wielkich, ba¢ lukami kot matych zawartego. W przy-
padku piorwszym t. j. gdy przez dwa dane punkta przecho-
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cizi tuk kota matego, wiemy z §. 268, ze promien takiego
kota jest zawsze mniejszy niz promien kuli, a zatem i kota
wielkiego; a dlatego, poniewaz tatwo sobie wystawi¢ tak tuk
kota wielkiego, jako i malego na tejze samej cigciwie (na
prostej dwa dane punkta taczacej), chociaz nie na jednejze
ptaszczyznie wykreslone , wedtug twierdzenia przygotowaw-
czego, tuk nalezacy do mniejszego promienia jest dluzszy, niz
luk do wigkszego promienia nalezacy; zatem tuk kota wiel-
kiego jest krotszy, niz tuk kota matego, przez dane dwa
punkta na powierzchni kuli przechodzacych, co nalezato do-
wiesé.
§. 277.

Podzieliwszy pot okregu kota wielkiego, na ilekolwiek
czgéci rownych, a przez punkta podzialow i bieguny tegoz
kota poprowadziwszy plaszczyzny, te przecigwszy si¢ wzaje-
mnie w osi przez bieguny przechodzacej, przetng powierzch-
nig kuli w poludnikach i podzielg cala jej powierzchnia na
dwarazy tyle dwukatéw czyli taSm S$piczastych, na ile czesci
podzieliliSmy potkole, albo podzielg te potudniki tak powierz-
chnig kuli, jako tez i okrag wielkiego kota na jednakowa
liczbe czeSci. Poniewaz miarg kata pochytosci dwoch potu-
dnikéw czyli kata dwukata, jest tluk kota wielkiego, miedzy
temiz potudnikami zawarty, §. 270 wniosek, przeto kiedy mia-
ry katow dwukatow sa, sobie rowne, i katy w biegunie sa
miedzy sobg réwne, a nastgpnie wszystkie dwukaty sa takze
migdzy soba rowne; jeden zatem z tych dwukatow taka jest
czgscig catej powierzchni kuli, jaka cze$cig jest jego kat w
biegunie wzglgdem 4R.

Wzigwszy trojkt sferyczny o trzech katach prostych,
ktory jak w §. 273 toniosek widzieliSmy jest ~ powierzchni
kuli, za jednostke do mierzenia powierzchni wielokatow sfe-
rycznych, bedziemy mogli wystawi¢ cata powierzchnia kuli
przez 8. Oznaczywszy powierzchnia dwukata przez D, a kat
jego przez A, wedlug poprzedzajacego bedzie

5 = 1§‘»* ska;ld D= 2A
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t. j. powierzchnia dwukqta rowna si¢ dwarazy wzigtemu jego
kgtowi. Uzywajac tego wyrazenia pamig¢taé potrzeba, iz w
nim sg dwie jednostki t. j. D odniesionem jest do tréjkata
sferycznego o trzech katach prostych na tejze sam¢j kuli, na
ktorej D uwazamy nakreslonego, zas A ma za jednostke kat
prosty, tak e &z mozna napisal— rr 24, Tak np. gdyby
kat A byt rowny 30°, tedy wedlug proporcyi bedzie
skadD -A -A
8 360 12 4 —12 3

230° 2 i i . )
Albo D~ Q—= t. j. powierzchnia takiego dwukata
jest | powierzchni tréjkata sferycznego o trzech katach pro-
stych czyli Tj caldj powierzchni kuli.

§. 278.

Szukajmy teraz powierzchni tréjkata sferycznego. Po-
prowadziwszy plaszczyzng przez s$rodek kuli, podzielimy
ja na dwa poélkola wierzchnie i spodnie. Przez tenze S$rodek
kuli poprowadzmy jeszcze dwie inne plaszczyzny, ktoére prze-
tng kule w kotach wielkich ACA'A i BCB'B jig. 262. Dwa
te kota wielkie z pierwszem przecinaja si¢ w punktach A,
A' i B, B', same za$ z sobg w punktach C i C\ Przez to
wzajemne przecigcie si¢ ograniczaja na pélkulu widrzchniem
tréjkat ABC, a na spodniem trojkat A'B'C\

Poniewaz ACA' = 180° i CA'C'= 180* wiecc ACzzA'C"
Podobniez BCB' rz 180°, 1 CB'C'=rl80°, zatem BC = B'C',
Nareszcie ABA' =180°, 1 BA'B’rrl80°, zatem AB —A'B".
Trojkaty wiec ABC i A'B'C' majace wszystkie boki i wszyst-
kie katy migdzy soba rowne, sasymetryczne , a jako takie
majg powierzchnie réwne §. 275. Przypatrzywszy si¢ z uwa-
ga, bez trudno$ci dostrzezemy, ze podlkuli wierzchnie sktada
si¢ z dwukata ABA’A, dwukata BAB'B zmniejszonego troj-
katem ABC i z dwukata CB'C'A'C zmniejszonego trdjkatem
A'B'C', czyli jemu rownym ABC. Wedlug poprzedzajacego
§. powierzchnia pierwszego dwukata jest ~ 2A, drugiego 2B,
a trzeciego 2C; powierzchnia za$§ kuli, biorac za jednostke
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powierzchnia trojkata sferycznego o trzech katach prostych
wyraza si¢, jak z §. 273 wniosek wiemy, przez 8, zatom po-
wierzchnia potowy kuli wyrazi si¢ przez 4. Bedzie wigc
wedlug tego co poprzedzito, jezeli powierzchnig trojkata ABC
0znaczymy przez g,

2A +2B—S+ 20—S= 4

czyli 2(A+ B+ C)—2S5=4
albo A+B+C—S-2
skad SzzA+ B+ C—2

Poniewaz A, B, C, wyrazaja katy trdjkata sferycznego,
za§ 2 znaczy dwa katy proste czyli 180°, zatom powierzchnia
tegoz trojkata wyrazi sie, S~A+B + C—180. A ze z przy-
wiedzionego co dopiero §. wiemy,
ze A+B+C>180,
zatem A+ B+ C—180
wyraza nadmiar trzech katow trojkata sferycznego nad dwa
katy proste. Ten nadmiar nazywamy pospolicie przepetnie-
niem sferycznym, (excessus) i z tego powodu moéwimy, ze
powierzchnia trojkqta sferycznego roicna sig przepelnieniu sfe-
rycznemu. (Porownaj §. 215).

Uwaga. Kazdemu uczacemu si¢ a myslagcemu, wyda
si¢ wyrazenie powierzchni trojkata sferycznego bardzo raza-
ca sprzecznoscia. Jak to, zapyta si¢ nie jeden, ilos¢ wyra-
zajaca powierzchnie ma si¢ rownac ilosci katowej? to nie
podobna, lub tez cale rozumowanie jest falszywem. Blizsze
atoli zastanowienie si¢ przekona kazdego, iz tu chodzito tyl-
ko o krotkos¢ wyrazenia sig, a istot¢ jego zostawiono prze-
wodnikom do wytldémaczenia. Wyraziwszy juz wyzej po-
wierzchnig dwukata przez ilo$¢ katowa t. j. przez dwa razy
wzigty jego kat, i wyttdbmaczywszy tamze prawdziwe znacze-
nie tego wyrazenia, tatwo nam bedzie wyttomaczyd i ostat-
nie. Wszakze oznaczywszy przez A i B katy dwoch dwu-
katow, a ich powierzchnie przez D i D' poniewaz Dzr:2A a

A
D'=:2B, zatem z czego widzimy, ze lubo A i B,



wyrazaja ilosci katowe, wszelako ich stosunek "g- wyraza rze-

czywiscie liczb¢ oderwana, a przeto do zadnego gatunku ilo$ci
nie przyczepiong. Dwoéch trojkatéw sferycznych powierzchnie
oznaczywszy przez S i S', a ich katy przez A, B, C, i A’
B', C', powierzchnie ich mie¢ si¢ beda do siebie jako prze-
pelienie sferyczne w jednym do takiegoz przepetnienia
. S A+ B+ C— 180 . .

w drugim czyli — je, ~ tj. stosunek ich
powierzchni réowna si¢ takze liczbie oderwanéj. Porownywa-
jac tréjkat sferyczny, ktorego powierzchnia S ztakimze troj-
katem o trzech katach prostych, mielibysmy

S A-fB + C— 180 A+ B+ C—180

~T — 3. 90— 180 « 90 >toJest PO’

wierzchnia S ma si¢ tak do powierzchni trojkata o trzech
katach prostych, jak przepeklienie pierwszego do kata pro-
stego, skad si¢ pokazuje, ze w wyrazeniu powyzszem po-
wierzchni trojkata sferycznego dwie sg jednostki, powierzchni
i katowa, jak o tern w poprzednim §. ostrzegatem. Z -calej
tej uwagi wyciagniemy sobie ten wniosek, ze wyrazenie po-
wierzchnia trojkqta sferycznego rowna si¢ jego przepelnieniu
sferycznemu nic innego nie znaczy, tylko ze rzeczona po
wierzchnia taka jest czescig trojkata jednostkowego czyli o
trzech katach prostych, jaka jest czgScig przepeinienie sfe-
ryczne wzgledem kata prostego czyli 90°. Niechby np. byl
trojkat sferyczny w ktorym

A= 95°30"25".B = 45° 12' 45", 0 = 39° 51' 20"
zatém A+B+.0—180=34"' 30"=2070"=34"'-5=:00-575
wiec przepelienie sferyczne a zatem i powierzchnia tréj-

kata czyli
0°-575  34'-5 2070" 23
S- -gecr —90-60“ 90.60.60 ~ 3600 ~ 00063888 * * *
. . . . . 23 . .
to jest powierzchnia tego trojkata jest czgdci czyli

0-0063888 . . . czegsci trojkata jednostkowego, calej za$§ po-



wierzchni kuli danego tréjkata powierzchnia jest blisko 0’0008
czgscia, rozumie si¢, ze tu promien kuli jest uwazany za 1.

W NiosEk. Powierzchnia icielokgta sferycznego rowna
sig¢ summie jego kqtow zmniejszonej iloczynem z dwoch kqtow
‘prostych przez liczbe jego bokow mniej dwa. 7 ktoregokol-
wiek bowiem wierzchotka kata wielokata poprowadziwszy do
wszystkich innych wierzchotkéw tuki przekatne, podzieli si¢
tym sposobem ten wielokat na tyle trojkatow sferycznych,
ile wielokat ma bokow mniej dwa. A ze powierzchnia kaz-
dego z tych trojkatow ma za miare przewyzke summy trzech
jego katow nad dwa katy proste, czyli przepetnienie sferycz-
ne, albo jeszcze, summg trzech swych katdow mniej 2R; tu-
dziez poniewaz jest widoczna rzecza, iz summa wszystkich
katow trojkatow, na ktore wielokat roztozonym zostat, roéw-
na si¢ summie katdw wielokata, zatem prawdg jest, ze i t. d.

Oznaczmy przez K summe¢ katéw wielokata sferycznego,
ktorego liczba bokow jest n, tedy odnoszac jego powierzchnia
do trdjkata o trzech katach prostych a jego katy do kata
prostego jako jednostki, powierzchnia jego bedzie

—K—2(m—2) —K—2n-j-4.
§. 279.

TwIERDZENIE. Powierzchnia kidi rdicna sie cztery ra-
zy wzietej powierzchni wielkiego jej kota.

Niech bedzie poétkole M'ABCDN' fig. 263, ktérego $rod-
kiem jest punkt S; wpiszmy w toz potkole i opiszmy na niem
polowe wielokata foremnego o parzystej liczbie bokow; pierw-
sza niech bedzie MABCDN, a druga M’A'B'C'D'N'. Wysta-
wiwszy sobie, ze tak obie potowy wielokatéw jako tez i pot-
okregu obraca si¢ okoto srednicy M'N'jako okolo osi az do-
poki nie powrdca do pierwotnego swego potozenia, tatwo do-
strzezemy, iz nam si¢ przez ten obrot zrodza trzy rdzne po-
wierzchnie krzywe, t. j. dwie zrodzone przez dwie polowy
wielokatow wpisanego 1 opisanego, trzecia za$ przez potokre-
gu kota. Dwie pierwsze beda zlozonemi kazda z powierz-
chni ostrokregdéw ucietych a zakonczone z wierzchu i spodu
dwiema plaszczyznami kot, trzecia za$ jak juz wiemy bedzie
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powierzchnia kuli. Obrachujmy catkowite powierzchnie zro-
dzone przez kazdy z wielokatow. Z punktow B i B' spu-
$ciwszy prostopadle B6 i BY na o$§ obrotu M'N', nie trudno
dostrzedz, iz w obrocie wielokatow okoto osi, boki ich AB
i A'B' zakreslaja kazdy powierzchnig krzywa ostrokregu u-
cigtego, ktorych podstawy sa: pierwszego dolna, koto z pro-
mienia OB, a gorna koto z promienia MA; drugiego za$ dol-
na, koto z promienia 6'B', a gorna koto z promienia M'A".
Z punktow E 1 E' ktore sa srodkami bokow AB i A'B' spu-
sciwszy prostopadle Ee i E'e' na M'N', wedhug §. 265 bedzie
powierzchnia krzywa pierwszego ostrokrggu ucigtego t. j.
powierzchnia zrodzona.
przez bok AB ... = 2jr.Ee . AB,
za$ przez bok A'B'......... = 2ILEY.A'B'
Ale z punktow A i A' spusciwszy jeszcze prostopadle Am
i A'm na 6B i 6'B' i poprowadziwszy promien SE' prosto-
padty do AB i A'B', ktéory z tego powodu przecina kazdy
z tych bokéw na dwie rowne czesci, dwa trojkaty A™MB i
EeS sa podobne, gdyz boki jednego sa prostopadte do bo-
kéw drugiego trojkata, zatem

AB:Am= SE:Ee skad AB.Ee= Am.SE= Mb . SE.

Dla tejze samej przyczyny tréjkat A'm'B' t*sEYS,
przeto A'B"A'm'r=SE"EY
skad A'B'E'e' —AW.SE' zr MY.SE".
Potozywszy te wazno$ci w powyzszych wyrazeniach, mie¢
bedziemy powierzchniag krzywa zrodzona
przez bok AB ... —2mMo.SE —2ISE. Mo.

» AB' . .. z22tM'0.SE—21SE'"MY.

Zupehie przez podobne rozumowanie znajdziemy, ze powierz-
chnia krzywa zrodzona

przez bok BC...oooeeee. = 21SE.OG bo SFrrSE
» » B'C e — 2mSE\OC
) ’ CD .o — 23SE..N, bo SG= SE
» ” C'D " = 2mSE.C'N'.

Dodawszy powierzchnie krzywe utworzone przez boki
AB, BC, CD ift. d. w jedne a powierzchnie zrodzone przez
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A'B', B'C', C'D' i t. d. w druga sume, znajdziemy powierz-
chnig krzywa zrodzonag
przez ABCD . . . m 2stf.SE(Mo6-j-6c -J- ctN) ~ 27c.SE.MN

» ABCD'..- 2«SE™&,t+&'c,+c¢)N,)=2«.SE,MN"
Dodawszy do pierwszej z tych powierzchni

2 MA2=r sttMA2+ TIND2,

co wyraza powierzchnie dwoch kot z promienia MA i NOzzMA,
do drugiej za$ 2*tMAAR2= nWA'2-f INIT2,bo M'A' = N'D'
bedzie powierzchnia zrodzona przez obrét polowy wielokata

wpisanego ~ 2n. SE.MN-j- 2n.M.k~ — 2n (SE. MN-j- MA2
powierzchnia za$§ zrodzona przez potowe wielokata opisanego

=2».SE\MN-f- 2tM "2= 2<SE."M N'+\[7A72).

Podwajajac liczbe bokoéw obu wielokatow do nieskonczonosci,
wiemy, ze obwody ich zblizajg si¢ nieskonczenie do siebie,
co inaczej by¢ nie moze, tylko ze kazdy w szczegdlno$ci
bok wpisanego, zbliza si¢ nieskonczenie do odpowiadajacego
boku wielokata opisanego, a w takim razie i prostopadle ze
srodka obu wielokatow na ich boki spuszczone, t. j. prosto-
padte SE i SE' nieskonczenie zblizaja si¢ do rownosci; czyli
raczej SE' zostaje stalag i niezmienng a SE bez konca ro-
snagc ma za granic¢ swego wzrostu SE', ktorej jednak nigdy
dosiggna¢ a tern mniej przewyzszy¢ nie moze. Zupetnie
toz samo rozumowanie wzgledem MN i M'N', ze MN rosngc
zbliza si¢ bez konca do M'N'. Oproécz tego za kazdem po-
dwojeniem liczby bokéw obu wielokatow, tak MA jako i
M'A' maleja, a malejac maja za granice kazda punkt czyli
zero geometryczne. A kiedy ilosci, przez ktére sa wyrazone
obie powierzchnie, zblizaja si¢ bez konca do siebie, a w nie-
skonczonosci staja si¢ sobie rowne, przeto tern bardziej Srod-
kujaca migdzy niemi powierzchnia kuli przez podtokregu zro-
dzona, réwna bedzie jednej lub drugiej. Potozywszy pro-
mien kota rodzacego, a zatem i promien kuli SEm r, bedzie
M'N'= 2r, oraz wedlug tego co powiedzielismy, SEzrrSE'—r
MN*“ 2r. Polozywszy te wazno$ci w powyzsze wyrazenia
obu powierzchni, znajdziemy powierzchnig zrodzona przez
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MABCDN......c.ce — 2n(r.2r+ MA3)= 4*m+ 2".MA3

M'A'B'C'D'N’ . ... —27(r.2rt+M A72) = 4m*M-27r.M'A"2-
Ale wedlug powyzszego rozumowania w przypadku gdy licz-
ba bokéw kazdego z wielokatow stanie si¢ nieskonczenie
wielka, kazda z prostych MA i M'A' zamienia si¢ na punkt

czyli zero, zatem 2TMA2— 0 i 2*.M'A'2=1rO, a w takim
razie obie powierzchnie stajg si¢ sobie rownemi, wigc tern
bardziej i sprawiedliwiej wnie$¢ mozemy, ze $rodkujaca po-
wierzchnia kuli jest kazdej z nich rowna

Powierzchnia zatem kuli ~ 47r2
A 7ze w2 wyraza powierzchnia kota z promienia » §. 163
icniosek, zatem prawda jest, ze powierzchnia kuli réwna si¢
cztery razy wzigtej powierzchni kota wielkiego.

W NioseEk. Poniewaz 4zrrar=27r. 2r a 2mwyraZa okrag
kota wielkiego, za$ 2r $rednice kuli, zatem powierzchnia kuli
rowna sie tez iloczynowi z okregu kola toielkiego przez jej
Srednice.

Uwaga. Nie od rzeczy tu bedzie zwrdoci¢ uwage uczacych
si¢, ze wyrazenie powierzchni krzywej zrodzonej przez obrot
polowy wielokata opisanego t. j. wyrazenie wyzej otrzymane
powierzchnia zrodzona przez A'B'C'D' ... — 2?r.SE'M'N'
przechodzac wedlug powyzszego na 2#. r. 2r—4”r2 uczy nas,
iz jakakolwiek bedzie liczba bokéw wielokgta opisanego, zaw-
sze powierzchnia krzywa przez jego potowe w obrocie okolo
osi zrodzona, rowna si¢ powierzchni kuli, nie rachujgc
atoli do niej dwoch powierzchni ‘plaskich t. j. kola gornego
i dolnego.

§. 280.

W poprzedzajacym §. widzieliSmy, iz powierzchnia krzy-
wa zrodzona przez bok AB roéwna si¢ 2n. SE. Mo, a powierz-
chnia zrodzona przez A'B' rowna si¢ 2n. SE'. M'¢". Lecz sko-
ro liczba bokow obu wielokatéw bedzie nieskonczenie wielka,
dwie te powierzchnie stajg si¢ prawie migdzy sobg réwne,
wigc tem bardziej powierzchnia krzywa zrodzona przez tuk
AE'B jako miedzy temi bokami $rodkujacy, bedzie tem bar-
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dziej rowna jednej z tych powierzchni. A ze w przypadku
nieskonczonej liczby bokow wielokatéw, SE” SE' a Mor=M’6',
zatem powierzchnia krzywa zrodzona przez rzeczony tuk
z=2>nr. M6. Ale taka powierzchni¢ nazwaliSmy pasem sfe-
rycznym, za$ Mo jego wysokoscia §. 271, zatem powierzchnia
pasa sferycznego rowna si¢ iloczynowi z okreyu kola wielkiego
przez jego toysokosc.

Przecigwszy kule dwiema plaszczyznami od siebie row-
noleglemi jedne przez S$rodek kuli przechodzaca, a druga
w odleglosci od tegoz $rodka Ssrr d fig. 264, tedy

sA—SA—d—r—d.

Potozywszy r—d~h, gdziejak widzimy, h wyraza wy-
sokos$¢ czaszki BAC, aby znale$¢ jej powierzchnig, dosy¢ jest
od powierzchni polowy kuli odja¢ powierzchnia pasa zawar-
tego migdzy dwiema poprowadzonemi ptaszczyznami. Ale
wedlug powyzszego powierzchnia pasa, ktorego wysokos¢ d
jest — 2nr.d, za$ powierzchnia potowy kuli ~2nr"l, zatém
powierzchnia czaszki BA Crranr'l— 2nrd —2nr (r—d) —2nrh
t. j. powierzchnia czaszki rowna sie¢ takie iloczynowi z okre-
gu kola wielkiego yrzez jej wysokosc.

Kiedy tak powierzchnia pasa sferycznego jako i czaszki
rowna si¢ iloczynowi z okrggu kota wielkiego przez wyso-
kos¢ pasa lub czaszki, zatem jezeli $rednice kuli podzieli-
my na ilekolwiek czesci rownych, a przez punkta podziatu
poprowadzimy ptaszczyzny prostopadte do tejze S$rednicy, a
przeto rownoleglte do siebie, te podziela calg powierzchnig
kuli na tylez paséw wraz z dwiema czaszkami mi¢dzy soba
rownych co do powierzchni.

§. 281.

Znalaztszy wyrazenie powierzchni kuli, mozemy teraz
w miejsce podanych w §. 277 i 278 wyrazeii powierzchni
dwukata sferycznego i powierzchni tréjkata sferycznego daé
inne. I tak: powierzchnig dwukata znalezliSmy D ~2A a to
z proporcyi D :8rr A:4. w ktorej 8 wyrazato powierzchnig
kuli a 4 znaczylo 4R i dla tego to ostrzegatem tamze, iz
w tern wyrazeniu sg dwie jednostki t. j. jednostka powierz-
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chni i jednostka katowa. Te¢ proporcyja mozemy teraz tak
napisa¢ D :4nr* —A°: 360°, jezeli przez r rozumiemy promien
kuli, na ktorej dwukat D uwazamy. Z tej proporcyi wypada

D 360 47j°— 9o "* Zastanowiwszy si¢ nad tem wy-

razeniem, dostrzezemy zaraz, ze nr3 jest czwarta czeScig po-
wierzchni kuli czyli jest powierzchnia dwukata o kacie pro-

A
stym, za$ jest rzeczywiscie liczbg oderwang pokazu-

jaca, jaka jest czescia dwukat D, ktorego kat A, wzgledem
pierwszego, ktory tez dwnkgtem prostokgtnym nazwaé mozna.
Bioragc dwukat prostokatny za jednostk¢ powierzchni a kat
prosty czyli 90° za jednostk¢ katowa, mielibySmy D r: A.
Nic tatwiejszego, jak sobie zdaé sprawe z wyrazenia D= A;
podzieliwszy bowiem dwukat prostokatny na ilekolwiek czesci
rownych przez prowadzenie kot wielkich, kat jego podzieli
si¢ takze na tylez czg$ci réwnych; jaka wigc czes$cig bedzie
kat jednego z tych dwukatow wzgledem kata prostego, taka
tez czescig bedzie powierzchnia jego wzgledem powierzchni
dwukata prostego. Oznaczajac powierzchnia dwukata pro-

D A
stego przez D'bgdziej y - a  biorac D' za jednostke

D A
powierzchni, za$ 90 zaj ednostke¢ katowa, bedzie -j" — ——
czyli D= A. Z tego tez jeszcze widzimy, ze powierzchnia
dwukata prostokatnego réwna si¢ powierzchni kota wielkie-

. i A o 2A nr* ) )
go kuli. Poniewaz D — nr*— , gdzie czynnik

w4 , : L -
— — —g— t.j. rébwna si¢ 6smej czgsci powierzchni kuli,

nr¥*
przeto wzigwszy tu —2 - czyli powierzchnig trojkata sferycz-

nego o trzech katach prostych za jednostk¢ powierzchni, a
kat prosty znowu za jednostke katowa, otrzymamy D ~ 2A
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t. j. wyrazenie §. 277. Z tego wszystkiego wniesiemy, ze
wyrazenie powierzchni dwukata sferycznego D, ktérego kat
A, moze by¢ D“ A lub D—2A. W obu wyrazeniach je-
dnostka katowa jest kat prosty, jednostka atoli powierzchni
w pierwszem, jest dwukat sferyczny prostokatny, a w dru-
giem trojkat sferyczny o trzech katach prostych.

Co do powierzchni trojkata sferycznego, te¢ znalezliSmy
rowng przepetnieniu sferycznemu; ktére wyrazenie nic inne-
go nie znaczyto tylko, ze powierzchnia tréjkata sferycznego
jest taka czescig powierzchni trojkata sferycznego o trzech
katach prostych, jaka cz¢écig jest przepelnienie jego sfery-
czne wzgledem kata prostego. Oznaczajac zawsze przez S
powierzchnig trojkata sferycznego ABC, wyrazenie w przy-
wiedzionym wyz0j §. znalezione SrrA + B+ C— 180 wy-

. . . A+ B+ C—180
razniej tak powinno by¢ napisane — m N e ]
Jezeli teraz w miejsce 1 potozymy |nr2 t. j. powierzchniag
S A+ B+ C— 180

90
A+ B+ C—180 A+B + C--180

200 " 180

W tem wyrazeniu powierzchni trojkata sferycznego jasno wi-

) y . A+B-fC -180 .
dzimy, iz czynnik ------—-- 77 - wyraza stosunek prze-

trojkata jednostkowego, bedzie

skad S"

pelnienia sferycznego do dwoch katow prostych ijest rzeczy-
wiscie liczbg oderwana wskazujaca, jaka czeScig jest po-
wierzchnia trojkata sferycznego wzgledem takiegoz trojkata
o trzech katach prostych; bo ”nr2 wyraza powierzchnig tego
ostatniego trojkata.

W uzyciu powyzszego wzoru potrzeba tylko nastgpu-
jaca uwage mie¢ na bacznoS$ci: przepelnienie sferyczne

A+ B+ C— 180

moze by¢ w stopniach, minutach i sekundach, lub w minu-
tach i sekundach, lub nareszcie w samych tylko sekundach,
w kazdym jednak przypadku przepeilienie to mozemy do-
wolnie wyrazi¢ w stopniach, minutach lub sekundach. Jezeli



przepelnienie wyrazamy w stopniach, tedy przez stoésunek
A+ B+ C—180 . .
————————————————————— potrzeba rozmnozy¢ nr2, a iloczyn bedzie
powierzchny, trojkata sferycznego. Jezeli za§ przepelnienie
wyrazamy w minutach, potrzeba tez 180 obréci¢ na minuty
a stoésunek przepehienia bedzie
A+ B+ C— 180 A +B+C —180
180.60 “ 10800 ’
przez ten stosunek rozmnozywszy nr'ly mie¢ bedziemy po-
wierzchnig tréjkata sferycznego. Jezeli nakoniec przepet-
nienie wyrazamy w sekundach, potrzeba tez i 180 obroci¢
na sekundy, a stéosunek przepetnienia bedzie
A-f-B+ C—180_A +B + C—180
180.60.60 648000 ’
przez ktéry rozmnozywszy nr2, otrzymamy zadang powierz-
chnig trojkata sferycznego. Za przykiad tego postgpowania
wzig§¢ mozna podany w §. 278. Ale jako tréjkat sferyczny
o trzech katach prostych jest potowa dwukata sferycznego
prostokatnego, tak tez uzywajac w przywiedzionym §. poda-
nego wyrazenia, potrzeba za nr2 wzias¢ Inr”, kiedy za
A+ B+ C—180 . A+ B+ C— 180
180 blerze 90 '
§. 282.
Przystapmyz nareszcie do znalezienia objetosci kuli.
Jak w dochodzeniu kazdej prawdy najpewniejsza, a zatem
najbezpieczniejsza jest droga poréwnywania , jak to juz
wielokrotnie wspomniatem, tak i tu taz sama droga zapro-
wadzi¢ nas moze do pewnego wypadku. Kula swym ksztat-
tem najpodobniejszg jest do wieloscianu foremnego o nies-
koniczonej liczbie §cian, przeto jak znalezliSmy objetosé wie-
loscianéw foremnych, tak tez i objetos¢ kuli znales¢ mozemy.
Na ten koniec wystawiwszy sobie przez ktorykolwiek
punkt powierzchni kuli poprowadzona nieskonczong liczbe
potudnikow, te podziela nam calg powierzchnig kuli, jak wie-
my, na nieskonczong liczb¢ bardzo wazkich dwukatow; jeze-
li potem do wspolndj S$rednicy, w ktorej si¢ wszystkie co do-
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piéro poprowadzone potudniki przecinaja, poprowadzimy zno-
wu nieskonczong liczbe plaszczyzn prostopadtych, ktére jak
takze wiemy, przetna powierzchnia kuli w nieskofnczonej
liczbie rownoleznikdéw, przez wzajemne przecigcie si¢ okre-
gow potudnikow, z okrggami réwnoleznikow, cata powierzch-
nia k\xli podzielong zostanie na same nieskonczenie mate czwo-
rokaty sferyczne, a przy biegunach réwnoleznikow, na troj-
katy sferyczne rowniez nieskonczenie mate. Dla tej nieskon-
czone] matosci tak czworokatow, jako i trojkatdow, uwazane
beda by¢ mogly tak pierwsze, jako i drugie, za ptaskie czy-
li prostokreslne. Pomysliwszy sobie dalej przez kazdy bok,
tak czworokata jako i tréjkata, tudziez przez S$rodek kuli,
poprowadzone plaszczyzny, te przez wzajemne przecigcie si¢
z soba, podzielag cala kul¢ na ostrostupy sferyczne czworo-
Scienne i troj$cienne. Podstawy tych ostrostupdéw, mozna bez
znacznego biedu, jako juz wspomniatem, uwazaé jako ptas-
kie. Ze srodka kuli wystawiwszy sobie na kazda podstawe
spuszczong prostopadta, ta spotkaja w jej srodku i bedzie wy-
sokoscig ostrostupa. Ta wysokos¢, jak nie trudno dostrzedz,
bedzie oraz promieniem kuli, gdyz wszystkie podstawy leza
na jej powierzchni. A ze objetos¢ kazdego takiego ostro-
stupa, wedlug §. 235 wniosek 4, réwna si¢ iloczynowi z po-
wierzchni jego podstawy przez trzecig cze$¢ wysokosci, za-
tém kiedy wysokosci wszystkich ostrostupow sg sobie réwne
i rébwne promieniowi kuli, summa objetosci wszystkich ostro-
stupow, réwna si¢ iloczynowi z summy powierzchni ich pod-
staw przez trzecig czg¢$¢ wspdlnej ich wysoko$ci.  Ale sum-
ma powierzchni podstaw ostrostupow réwna si¢ powierzchni
kuli, zatem objetos¢ kuli rowna si¢ iloczynowi z jej powierz-
chni przez trzeciq czes¢ promienia.

W NiosEk. Nazwawszy promien kuli r, jej powierzch-
nia —A4nr'l §. 279, zatem objetos¢ kuli bedzie

= 4*r1 XIr=1*1® .

Uioaga. Prostszego i bardziej przekonywajacego dowo-

du nad powyzszy nie znam, nie przecz¢ jednak, ze nie jest

25
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Scisly geometryczny; zadajacy przeto S$cislejszego dowodu,
zechca poprzedzi¢ go rozwiazaniem nastgpujacego zagadnienia.
§. 283.

ZAGADNIENIE. Przez wierzcholek ktorykolwiek, jakiego-
kolwiek danego trojkqta prostokresinego poprowadziwszy wja-
kimkolwiek kierunku prostq nieograniczonej dlugosci i okolo
niej jako okolo osi obracajgc trojkgt dany dopoki nie powrdci
do pierwszego swego polozenia, znalesc objetos¢ ciala zrodzo-
nego, przez obrot tegoz trojkqta.

Niech ABC jig. 265 bedzie trojkatem danym, niech przez
wierzchotek jego C poprowadzona begdzie prosta PQ nieo-
graniczonej dtugosci, obracajac ten trojkat okolo PQ, ale tak,
izby kat BCQ, lub ACQ byt w calym obrocie statym i nie-
zmiennym, mamy znale$c objetos¢ ciala zrodzonego przez
tenze trojkat.

Dla rozwiazania tego zagadnienia przedtuzmy bok AB
trojkata danego, az do spotkania si¢ z osig obrotu PQ, w
punkcie D; z punktow A i B spusciwszy prostopadle AE i
BF na o$ obrotu; bez trudno$ci widzimy, ze obracajac tréjkat
CAD okoto PQ, cialo przez niego zrodzone sktada¢ si¢ bedzie
z dwoch ostrokrggdw prostych: t.j. ostrokregu zrodzonego przez
trojkat AEC 1 ostrokregu zrodzonego przez trojkat AED. Te
ostrokregi majg za spoing podstaw¢ kolo z promienia AE, a
wysoko$¢ pierwszego jest CE, a drugiego DE; objeto$¢ prze-
to pierwszego —ITAE2"CE , a drugiego ~ ?rAE2ADE. Ob-
jetos¢ przeto ciala zrodzonego przez tréjkat ACD

=2+7t AEACE +DE) - TAE2iCD.
Ale w obrocie tym trojkat CBD rodzi réwniez cialo z dwoch
prostych ostrokrgegow ztozone t.j. ostrokregu zrodzonego przez
trojkat CBF i ostrokregu zrodzonego przez trojkat BFD. Te
ostrokrggi maja za spoing podstawe koto z promienia BF, a
wysoko$¢ pierwszego jest CF, a drugiego FD. Objetos$¢ pior-

— 7tBF\£FD ;

przeto objetos¢ ciala zrodzonego przez trojkat CBD
rz |?7tBFXCF -j-X>F)= BF~CD.
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A ze objetos¢ ciala zrodzonego przez trojkat ABC jest ro-
znicg miedzy ciatem zrodzonem przez trojkat ACD, a cialem
zrodzonem przez trojkat CBD, zatem objetos¢ ciata zrodzo-
nego przez obrot trojkata ABC
-  AE2£CD— ;rBF2°CD= "CD(AEr—BF2
— "rcCD(AE - f BF)(AE — BF)
Z punktu B poprowadziwszy réwnoleglta do PQ, az do prze-
cigcia si¢ jej z prostopadia AE w punkcie G, bedzie
AGr= AE —GE= AE—BF,
a nastgpnie objeto$¢ ciata zrodzonego przez trojkat ABC
—1T.CD.AG(AE -f- BF).
Figura AEFB jest trapezem, ktéorego dwa boki AE i BF sa
rownolegle; podzieliwszy przeto jeden z dwodch pozostalych
np. AB na dwie czg$ci rowne w punkcie H, i z tego punktu
poprowadziwszy HI réwnolegla do AE i BF, a zatem pro-
. . AE 4- BF
stopadta do PQ, wiemy z §. 123, ze HI———————Z——————, skad
AE -{-BF —2HI, przeto objeto$¢ ciala zrodzonego przez trdj-
kat ABC=*.CD.AG.2HI= §"CD.AG.HIL
Z wierzchotka C spusciwszy prostopadta CK na AB, trojkat
CKDcoAGB bo sg réwnokatne, zatem AB;AG = CD;CK,
skad CD.AG rz AB.CK
a objetos¢ ciata zrodzonego przez trojkat ABC
- “"AB.CK.HI = 2jr.HLAB4CK.
Ale iloczyn 2THI.AB , wyraza powierzchnig krzywa ostro-
kregu $cigtego przez bok AB zrodzona, przeto objetosé ciata zro-
dzonego przez obrot trojkqta okolo osi przez jeden zjego wierz-
cholkow poprowadzonej, rowna si¢ iloczynowi z powierzchni
zrodzonej przez bok przeciwlegly kqtowi przez ktory os obrotu
przechodzi, przez trzeciq czes¢ wysokosci tegoz trojkqta, uwa-
zajgc bok rodzqcy powierzchniq krzyicq za podstaioe.
Poniewaz AB.CK zz2ABC t. j. ten iloczyn réwna si¢
dwarazy wzictej powierzchni trojkata ABC, zatem objetosée
tyle razy rzeczonego ciata przez trojkat ABC zrodzonego
—ABC.£7r.HI - ABC.§.21HI,
t. j. objetos¢ ta rowna sie iloczynowi zpowierzchni trojkgta,
25.
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rozmnozonej przez § okrggu kola z promienia rownajgcego sie
prostopadlej na os obrotu, ze srodka podstawy trojkgta spusz-
czonej.

W przypadku, ze trojkat ABC jest rownoramienny, t. j.
ze AC=BC, prostopadta zjego wierzchotka C padana $rodek
boku AB jig. 266, a powierzchnia trojkata ABC“ AB.HC
ktorg wazno$¢ potozywszy w ostatnicm wyrazeniu, znajdzie-
my objeto$¢ ciata zrodzonego przez obrot trojkata rownora-
miennego

—AB/HC.§. THI - f7AB.HC.HL

Ale trojkat ABGcvCHI, bo boki jednego sa prostopa-
dte do bokéw drugiego, za§ z podobienstwa ich mamy
AB : BGl= HC :HI, skad AB.HIzzBGr.HC~ EF.HC. Wto-
zZywszy t¢ wazno$¢ w ostatnie wyrazenie, be¢dzie objetos¢ cia-
ta zrodzonego przez trdjkat rownoramienny

= §7tHC.EF.HC= §mHC2EF = 7rHC2

t. j. ta objetos¢ rowna sig iloczynowi z powierzchni kola z pro-
mienia rownajgcego si¢ wysokosci trojkqta, przez § rzutu je-
go podstawy na os obrotu, §. 208.

W dwoch poprzedzajacych przypadkach braliSmy poto-
zenie osi takie, ze podstawa trojkata przedtuzona spotykata
tez 0§ w pewnym punkeie; lecz to nie jest koniecznym wa-
runkiem okazanej prawdy. Wezmy bowiem potozenie osi
rownolegte do podstawy, jak nam -fig 267 przedstawia, tedy
z punktow A, B, spusciwszy prostopadle AE i BF na o$ o-
brotu i wystawiwszy sobie, ze cata figura CABF obraca si¢
okoto PQ, w tym obrocie prostokat ABFE zrodzi walec, kto-
rego objetos¢é = 7AE.EF —7HC2EF, gdzie HC jest wyso-
koscig trojkata ABC. Trojkat ACE zrodzi ostrokrag, kto-
rego objetos¢ —7AE2fCE — 7HC2fCE. Podobniez tréjkat
BCF zrodzi ostrokrag ktorego objetosé

= MBF*CF ~ jrHC"g.CF.
A 7ze ABC —ABFE-f-ACE —BCF, zatem i obj¢tos¢ ciala
zrodzonego przez trojkat ABC



jest = *HCaEF -f *HCa$CE — "HCa.iCF
= *HC2(EF + ~CE— ~CF)= ,rHC2[EF -f $(CE — CF)]

=7rHC2[EF - £(CF—CE)] = 7rHCAEF — ~EF) =r tTHC2.§EF
jak w poprzedzajagcym przypadku.

Uwaga. Lubo do naszego zamiaru tylko drugi przypa-
dek jest nam potrzebny, rozwigzaliSmy atoli to zagadnienie
w kazdym innym przypadku dla pokazania, jak sobie w po-
dobnych zdarzeniach radzi¢ mozna.

§. 284.

Po takiem przygotowaniu, w piszmy w potkole i na niém
opiszmy potowe wielokatow foremnych ipodobnych ABcDEFG
i A'B’0'D'E'F'G"' fig. 268, a prowadziwszy promienie SA,
sB, sc it d. i te przedluzywszy az do bokow wiclokata
opisanego t. j. do A', B', c¢' i t. d. poniewaz §rodek kotla s
jest oraz srodkiem obu wieclokatow, zatem nie tylko

SA irsBrrsc— 1t d

ale tez sA'—sB'— sc’n: it. d., tudziez sHm s1 — SK — i
t. d. §. 103 wniosek 1. Jezeli teraz wszystkie te trzy figu-
ry obraca¢ begdziemy okoto srednicy ac, jako okoto osi, dwa
wielokaty zrodza kazdy powierzchni¢ krzywa ztozona z dwoch
ostrokregdbw prostych zwyczajnych i samych ostrokregow u-
cigtych, a potokregu zrodzi powierzchni¢ kuli; kazdy wigc
z wielokatow ograniczy pewna przestrzen, czyli zrodzi cialo
ograniczone powierzchniami krzywemi, a potkole zrodzi kule.
Obrachujmy objetos¢ cial zrodzonych przez polowy wielo-
katow. Na pierwszy rzut oka widzimy, ze kazde z tych ciat
ztozone jest z tylu cial zrodzonych przez trojkaty rownora-
mienne réwne, ile potowa wielokata ma bokow, zatem obra-
chowanie objetosci, kazdego wedlug poprzedzajacego §. jest
nader tatwem.

I tak: objeto$¢ ciata zrodzonego
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przez trojkat ASB jest = §*.HSaA6
n n BSC 4, .. .= %nSi*hc = §TrHS26c
" n CSD , .. . —§nSK2cS= §mHS2cS
n n DSE 4, .. . —grSL .Se—g7rlIS".Se
n n ESF 4
u » FSG . . . =§1SN2/G=:"HSL{G

objetos¢ przeto ciata zrodzonego przez ABCDEFG jest

Na mocy zupeilnie podobnego rozumowania znajdziemy, ze
objeto§¢ ciata zrodzonego przez obrot potowy wielokata
jest
Aby teraz zrobi¢ wniosek na objetos¢ ciata zrodzonego przez
obrét poélkola, czyli na objetos¢ kuli, uwazmy tylko, ze ta
przypada pomiedzy dwie znalezione obje¢tosci, ktore, skoro
ciggle podwaja¢ bedziemy liczb¢ bokéw obu wielokatow, co-
raz bardziej a bardziej zblizajg si¢ do siebie, gdyz SH cia-
gle dazy¢ bedzie do SH' a AG do A'G'. PomySliwszy so-
bie liczbe bokéw wielokatow nieskonczenie wielkg, w takim
razie, jak to juz mieliSmy sposobno$¢ przekonaé si¢ dowo-
dnie, SH stanie si¢ rowne SH', za§ AG rz A'G' i objgtosci
obu cial wyzej znalezione zréwnaja si¢ z sobg; a przypusciw-
szy nawet miedzy niemi réznice, ta koniecznie jest tej natu-
ry, iz si¢ wyznaczy¢ nie da, mogac by¢ mniejsza niz wszel-
ka jakkolwiek mata ilo§¢. Kiedy wigc przy nieskonczonej
liczbie bokow wielokatow, objetosci ciat przez tez wielokaty
zrodzonych, sg sobie prawie rowne, wigc bez zadnego pra-
wie blgdu wnies¢ mozemy, ze objetosci ciata migdzy niem
srodkujacego czyli objetos¢ kuli, rowna si¢ objetosci jednego
z nich. Tak tedy przez $ciste geometryczne rozumowanie i
dowodzenie znajdujemy, ze
objetos¢ kuli
dotozywszy promien kuli—r. bedzie



391

a objetos¢ kuli = §7r22r= 4m’2"r 1z=j*r3
t. j. objetos¢ kuli rowna si¢ iloczynowi zj¢j powierzchni przez
~ promienia tejze kuli, jak w §. 282 znalezliSmy.

§. 285.

DEFINICYJA. Cze$¢ kuli zrodzona przez obrét wycinka
kolowego nazywa si¢ wycinkiem kulistym (sector sphaericus).

Aby znale$¢ objetosé takiego wycinka kulistego, uwaz-
my np. wycinek kotowy BSD Jig. 268, ten w obrocie okoto
AG zrodzi ciato, ktorego objetos¢ wedlug poprzedzajacego
przypada pomigedzy g"HS .6S i §7H'S .0S; w razie atoli, ze
liczba bokéw obu wielokatéw staje si¢ nieskonczenie wielka,
dwie te objetosci staja si¢ prawie sobie rowne, bo HS=I1'S,
bS=:b'S, a tern bardziej obj¢tos¢ wycinka kulistego, réwna
si¢ ktorejkolwiek z nich; przeto polozywszy i tu H'S“ r,
bedzie objetos¢ wycinka kulistego — gzr26S rr 2nr.6S. r.
Lecz Inr.bS jest powierzchnig pasa sferycznego przez tuk
BCD zrodzonego §. 280, zatem objetos¢ icycinka kulistego ro-
wna sig iloczynowi zjego powierzchni prmz trzeciq czes¢ pro-
mienia kuli.

§. 286.

Od objetosci potowy kuli, ktérej promieii r, odjawszy
objetos¢ wycinka kulistego zrodzonego przez wycinek koto-
wy BSE jig. 269, pozostanie si¢ jak widzimy ostrokrgg ma-
jacy za podstawe czaszke sferyczna ACB. Ostrokrag ten
wlasciwiej nazwacby nalezato wycinkiem kulistym niz poprze-
dzajacy; atoli poniewaz ostatnia nazwa we wszystkich dzie-
fach tak naszych, jako i obcych nadawana jest bez rdznicy
tak pierwszemu, jako i drugiemu, zatem zachowamy dla pierw-
szego tez sarng nazwe, a ostatni nazywac raczej bedziemy
ostrokregiem sferycznym, dajac przez przymiotnik sferyczny
pozna¢, iz podstawa ostrokrggu nie jest ptaska, ale czegscia
powierzchni kuli.

Szukajmyz wigc wyrazenia objetosci ostrokregu sfery-
cznego. Wedlug tego co dopiero powiedzieliSmy, objetosé
tajestm ga?3—§ar2.SD:=r§zr2(—SD)—gst/*CD rz2nr.CD.gr.
A ze 2nr.CD jest wyrazeniem powierzchni "czaszki stuzacej
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za podstawe ostrokregowi, zatém objetosé¢ ostrokregu sferycz-
nego rowna si¢ iloczynowi z powierzchni jego podstawy przez
trzecig czesé promienia kidi.

§. 287.

Czeg$¢ kuli ograniczona czaszka sfeiyczna 1 plaszczy-
zng, nazywa si¢ wlasciwie odcinkiem kulistym, jak to juz
w §. 271 wspomnialem. Aby znaleSe jego objegtos¢, dosyé
bedzie od objetosci ostrokregu sferycznego, odjaé objetosée
ostrokrggu zwyczajnego, ktorego podstawa jest podstawa od-
cinka a wysokos$cig odlegtos¢ tejze podstawy od Srodka kuli.
Zatem objeto$¢ odcinka kulistego ACBA jest

Ale wedlug §.
potozywszy wigc CD~w, bedzie objetos¢ odcinka

Potozywszy promien podstawy odcinka AD —p jest

§.90, skad i zatem
Q2 w2 w2 p2 w2 .
za§ rw—gW2—" -f— A -}- —g— anastepnie

t. j. objetosé odcinka kulistego o jednej podstawie, sklada sig
z summy objetosci dwogh cial, a mianowicie z polowy obje-
tosci walca majgcego podstawe i wysokosé rowne podstawie i
wysokosci odcinka i 7z objetosci kuli z promienia réownajgcego

si¢ polowie tuysokosci odcinka.
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§. 288.

Znalazlszy objeto$¢ odcinka kulistego, latwo teraz zna-
le$¢ objetos¢ odcinka o dwoch podstawach czyli kloca kuli-
stego. Na fig. 269, skoro kule przetniemy jeszcze inng plasz-
czyzng A'B' do pierwszej rownolegla, otrzymamy kloc ku-
listy zawarty miedzy dwoma kotami A'B' i AB i pasem sfe-
rycznym przez tuk B'B zrodzonym.

Dla znalezienia objetosci tego kloca, ktora przez K,
a promien podstawy A'B' przez Q% wysoko$¢ odcinka o pod-
stawie A'B' przez w', a wysoko$¢ kloca przez w oznaczy-
my, uwazmy tylko iz, oznaczajac jeszcze objeto$¢ odcinka
kulistego o podstawie A’B przez S', objetosé o ktora chodzi,

jest roznicg miedzy S' 1 S, poniewaz za$

stosownie do poprzedzajacego §. wiec

Ale z Arytmetyki §.11 wiadomo, ze

zatem

Poniewaz wysoko$¢ kloca nazwaliSmy w, zatom

a nastgpnie

skad si¢ pokazuje, ze objetos¢ kloca kulistego rowna sie po-
towie summy objetosci dwoch walcow majgcych wysokosé¢ row-
ng wysokosci kloca, a za podstawy jeden dolng a drugi gor-
ng podstawe kloca, powigkszonej objetosciq kuli z promienia
roicnajgcego si¢ polowie wysokosci kloca.



§. 289.

Pozostaje nam jeszcze znale$¢ objeto$¢ klina kulistego
§ 271.

Poprowadziwszy dwie do siebie prostopadte ptaszczyzny
potudnikow, t¢ podziela cala objetos¢ kuli na cztery kliny
kuliste miedzy soba réwne, a ktorych podstawami sa dwu-
katy prostokatne §. 281. Objetos¢ takiego klina kulistego
prostokatnego, jest oczywiscie czwarta czeScia objetosci kuli
czyli *nr3 jezeli przez r jej promien oznaczymy. Kat rze-
czonej podstawy podzieliwszy na ilekolwiek cze$ci rownych
i przez te podzialy poprowadziwszy plaszczyzny tyluz potu-
dnikéw, te podziela klin prostokatny na tyle mniejszych kli-
néw migdzy soba rownych, na ile czesci kat dwukata pod-
stawy byt podzielony; kazdego zatem z tych ostatnich klinow
objetos¢ taka czeScia bedzie objetosci klina prostokatnego,
jaka czgécia jest kat dwukata stuzacego mu za podstawe
wzgledem kata prostego czyli 90°. Oznaczywszy przeto ob-
jetos¢ klina kulistego przez Mi, a katjego podstawy przez A,
objetos¢ za$ klina prostokatnego przez Si’, bedzie

A
U ML~ A:90 skad Si— .K'
A A
Ale Si'— \nr3 zatem Si— Yonr3— mw*l 4r

A
A ze 'gQsl,2 wyraza powierzchni¢ dwukata stuzacego za pod-

stawe klinowi §. 281, zatem objetos¢ klina kulistego rowna
sie iloczynowi z powierzchni jego podstawy t.j. z powierzchni
dwukqta stuzqcego mu za, podstawe przez trzeciq czes¢ pro-
mienia kuli.

§. 290.
TwIiErRDZENIE. Powierzchnie dwoch kul roznych pro-
mieni sq 10 stosunku kwadratow tychze promieni lub srednic,
a ich objetosci w stosunku szescianow tychze samych wymiarow.
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Powierzchnie dwoch kul oznaczmy przez P ip, ich pro-
mienie przez R i r, a objetosci przez K i £, tedy, poniewaz
wedhug §. 279 jest

P =47mR2 a p —4TmM2
za$ wedlug §. 282 Kzr*arR3 a k— "nr3
zatem P:p—4mR-:4nrl—R2:r2
Iv:k— £R3:inr3zzR3:7r3

S s
Potozywszy R “ a r= ~"}gdzie S is wyrazajg Sre-
S2 s2
dnice tych kul, bedzie P .p ~ i4~= S2:82
. S3 83
tudziez K:k= g-:-g-= S3:s3

co nalezalo dowiesc¢.

wnNiosek. Z § 169 wiemy, co sa wycinki kota po-
dobne; jezeli takie wycinki obracaja si¢ okoto osi, tedy ich
tuki rodzg powierzchnie paséw sferycznych, a same wycinki
rodza wycinki kuliste. Tak pasy sferyczne jako i wycinki
kuliste przez takie wycinki kotowe zrodzone, nazywaja si¢
takze podobnemi. Ze powierzchnie pasow sferycznych podob-
nych, sa w stosunku kwadratow z promieni lub $rednic, lub
nareszcie ich wysokosci, a wycinki kuliste w stosunku sze-
$ciandw z tychze samych wymiardéw, sadze iz nie potrzebuje
dowodzi¢, bo ten dowod kazdy tatwo znajdzie wyraziwszy
tylko tak powierzchnie pasow jako tez i objetosci wycinkoéw
wedhug §§. 280 i 285.

Zakonczenie rozdziatu o cialach okrgglych.

§. 291.

Dla fatwiejszego dostrzezenia stosunku trzech cial okra-
gltych, mianowicie za$ stosunku ich obj¢tosci, zbierzmy tu
pod jeden widok to co w poprzednich §§. o tych objeto-
sciach dowiedlismy.

Niech r bedzie promieniem kuli, tudziez promieniem tak
podstawy walca jako tez i ostrokrggu, niech oprocz tego w
bedzie wysokoscig tych dwodch ostatnich ciat lecz tak, ze
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wzz2r t j. wysoko$¢ tak walca jako i ostrokregu niech
bedzie rowna S$rednicy kuli, tedy te trzy ciala beda wzgle-
dem siebie tak jak nam je fig. 210 przedstawia. Z tych
pierwsze t. j. walec mozemy tu nazwaé¢ opisanym na kuli a
ostrokrag wpisany w kulg, lubo ta nazwa nie zupelnie mu
przystoi, gdyz nie caly ostrokrag objety jest kulg. Z ta-
kiemi wymiarami obj¢tosci kazdego z tych trzech ciat sgjak
nastgpuje, oznaczajac je przez W, O, K,

objetos¢ walca = 2nr3
., ostrokregu =r/m’3
. kuli = fw3
przeto W:0 :K—2: §§—13:8§“ §:g:] —3:1:2
albo O:K:W —1:2:3

z czego widzimy, iz w takim przypadku objeto$¢ kuli jest
2 razy, a objetos¢ walca 3 razy wigksza od objgtosci ostro-
kregu.

Jezeli ostrokrag jest $cigty plaszczyzna rownolegla do
podstawy, a promien wyzszej jego podstawy oznaczymy przez
r, a wysoko$¢ przez w objeto§¢ ostrokregu Scigtego bedzie
znlnw (r2-j-r'2-|]-r1').

Oznaczywszy promien podstawy odcinka przez Qa wy-
soko$¢ przez fo,
objetos¢ jego jest = \nr~w-l-lmv3

Jezeli r jest promieniem kuli a w wysoko$cia czaszki,
natenczas objeto$¢ ostrokregu sferycznego majacego t¢z czasz-
ke za podstawe jest raw.

Nakoniec niech Qbgdzie promieniem dolnej a ¢’ promie-
niem podstawy gornej kloca kulistego, za§ iv jego wyso-
koscig czyli odlegloscia podstaw, tedy
objetos¢ tegoz kloca «“ P (-—-"-——--w4 -*"wr—mo™— " w2

§. 292.

Opisawszy na okregu kota kwadrat ABCD i trojkat
foremny czyli rownoboczny LMN fig. 271 tak, izby podsta-
wy tak kwadratu AB jako i tréjkata LM byly stycznemi do
okregu kota w jednymze punkcie E, a potem obracajac tak
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potkole jako tez prostokat BCFE i trojkat ENM okoto osi

NE, w tym obrocie trzy te figury zrodza nam trzy ciata

t. j. kulg, walec i ostrokrag, ktorych stosunek jest dosy¢
cickawy 1 dla tego tu jeszcze poda¢ go przedsigwzigtem.

Samo spojrzenie na figur¢ przekonywa nas, ze

jezeli przez r promien tego tu kota rozu-

miemy. W §. 161 polozywszy axm r, bedzie ax bokiem

sze$ciokata foremnego w koto wpisanego, zatem a bokiem

trojkata foremnego w toz kolo wpisanego. Ale z wzoru

w tymze §. otrzymanego, przez pro-
ste arytmetyczne dziatanie znajdziemy

skoro wigc potozymy al =zr znajdziemy, a ~r\3, a to jest
wazno$cig boku trojkata foremnego w kolo wpisanego. Kta-
dac teraz w §. 162 ?V3zaa, otrzymamy A —2rV3,a tozno-
wu jest waznos$cig boku tréjkata na kole opisanego, z kto-
rej widzimy, iz bok trojkata na kole opisanego jest dwa razy
wickszy od boku tréjkata w toz koto wpisanego. W obecnym
przeto przypadku jest
za$
Majac juz przygotowane potrzebne ilosci, porachujmy tak
powierzchnie jako i objgtosci tych trzech cial, a znajdziemy

Powierzchnig k U Li.coooiivieniiiiiiieeeeceee,

Objetos¢ kuli

Powierzchnig boczna czyli krzywa walca

” calkowitg tegoz walca

ODbjetoSC W 21C @ .iiiiiieiiiieieiceceeeeee e

Powierzchnig boczng czyli krzywa ostrokregu
A 7Ze powierzchnia podstawy tego ostrokregu

zatem

calkowita powierzchnia tegoz ostrokregu

objetos¢ tegoz samego ostrokregu
Poréwnywajac wigc kule z walcem na niej opisanym, wi-
dzimy, ze jej powierzchnia réwna si¢ powierzchni bocznej
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walca, a calkowitej powierzchni walca jest g czeSciami,
objetos¢ kuli jest tez § czeSciami walca na niej opisanego,
jak to juz z poprzedzajacego §. wiemy, skad wniesiemy, ze
objetosci dwoch tych cial maja si¢ do siebie w tymze sa-
mym stosunku jak catkowite ich powierzchnie.

Porownywajac nastepnie kule z ostrokregiem, dostrze-
zemy, ze powierzchnia kulijest § czeSciami powierzchni bocz-
nej ostrokrggn a § catkowitej jego powierzchni. Ale i ob-
jetos¢ kuli jest § czegdciami ostrokregu, przeto i tu objetosci
sa w stosunku calkowitych powierzchni.

Nareszcie poréwnywajac walec z ostrokregiem, przeko-
namy si¢, ze tak boczne jako i calkowite powierzchnie sa
w tymze samym stosunku jak ich objetosci t. j. w stosunku
2:3.

Uwaga. Wtasno$é tegoz samego stosunku objetosci i
powierzchni nie jest wytaczng tylko dla walca i ostrokregu
na kuli opisanych, ale jest wlasnoscia ogdélng dla kazdego
wieloscianu, ktérego $ciany sg stycznemi do kuli. Albowiem
kazdy taki wielo$cian rozebranym by¢ moze, jak to juz wie-
my, na tyle ostrostupow, ile wieloScian ma $cian majacych
wierzchotek spoiny w $rodku kuli wpisanej i wysokosci ro-
wne 1 roOwnajace si¢ promieniowi tejze kuli wpisanej. Ozna-
czywszy wigc objetos¢ wieloscianu przez W, jego powierz-
chnig przez P, a promien kuli wpisanej przez r, wedlug §.
244, bedzie objetos¢ walca W~P X+r, a objetos¢ kuli
K~ 47m2X §r, zatem WiK—P""r5 Ale Anr'2 jest po-
wierzchnig kuli, zatem stosunek objetosci rowna si¢ stosun-

kowi powierzchni. ATJNIATYCZNy
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