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OPTYMALIZACJA RIZLOKRYTERIALNA EOMNSTUURCJI

i, Zagadnienia optymalizacji wielokryterialne}j
1.1, Viprowadzenie

Fierwsza wzmiznke¢ o optymalizacji wielokryterialnej
znajdujemy w publikacji Pareto z roku 15896 [22] . Nastennie
dopiero po uplywie ponad pdét wieku zagadnienia optymalizzcji
wielokryterialnej podjeto w pracach Kuhna i Tuckera [1?] oraz
Debreu [6] s« w pracy von Neumana i lMorgensterna fzn] y @
nastepnie % pracy Kaplina [13] znajdujemy rozwazania dotyez tec
wyboru rozwiaza® w przypadku wystepowania kilku przeciwstaw-
nych kryteridw optymalizacji, W roku 1963 Zadeh [3@] przed-
stawil zagadnienie projektowania optymalnych systemdw prazy
‘rozwazaniu kilku kryteridéw optymalizacji, Pomimo, Ze praca ta
nie zawiera ogélnego rozwiazania zagadanienia, to stanowi ora
bardziej gi¢bokie, nowoczesne sformulowanie zagadnienia opty-
malizacji wektorowej, hontynuacj¢ tego sformulowania znajduje-
my nastepnie w pracy [1¢] y ¥ ktorej na przykladzie programowa-
nia liniowego przedstawiono optymalizacje ukladu'przy wielu
funkcjach celu, Prdbe optymalizacji dynamicznej wielokryterial-
nej podjeto w pracy [19] korzystajge z metody hierarchiczne}j,
Waltz w pracy [Si] podal metodg optymalizacji wielokryterial=-
nej opartg na zasadzie hierarchicznosci kryteridw, Salukvadze
¥ pracy [25] przedstawii zagadnienie optymalizacji wielokryterial-
nej w teorii sterowania, Opracowanie to zawiera takze przeglad
prac dotyczacych zardwno rozwoju metod matématycznych optvoa=
lizacji wielokryterialnej, jak rdwniez ich zastosowai w
rozwiazywaniu zagadnier sterowania lotem samolotéw i innych



pojazddw powietrznych,

Zagadnienia optymalizacji w1elohryterlalne3 wystepuja
nie tylko w ekonomice, technice sierowania po;azdaml czy
procesami technologicznymi, aie takze w teorii konstrukecji.

Eschenaner w pracach [7,8] rozpatrﬁje zagadnienie optyma=
lizacji struktur przestrzennych stanowigcych konstrukcje nosnag
radioteleskopow, przyjmujac jako kryteria: minimum ciezaru
oraz minimum odchyles powierzchni odksztalconej od powierzchni
poczatkewe] w rdznych stanach obciazenia, Salller w pracy |}61
przedstéiil przeglad metod optymalizacji wielokryterialnmej
oraz ich zastosowanie do optvmalizacjl konstrukecji zloZzonej
Zz belki i kratewnicy, Jako kryteria optymalizacji przyjmuje
minimum cig¢zaru konstrukeji kratowej oraz minimum przemiesz-
czeil powierzchni belki w réznych stanach obeciaZenia, Koski w
pracach [15,16,17] formuiuje zagadnienie optymalizacji wielo-
kryterialnej konstrukeji pretowych przyjmujgc za funkcje celu
minimum cigzaru oraz minimum przemieszczex wybranych wezléw
konstrukcji, Stadler w pracach [27,28,29 30] przyjouje w
optymalizacji dwa kryteria: mimimum masy i minimum energii
sprigzystej, a ksztalty wyznaczone w ten sposob nazywa ksztal-
tami naturalnymi, Baier w pracach [2,3] przedstawia ogdlne
sformulowanie Zzagadnienia wielokryterialnej optymalizacji
konstrukeji przyjmujac jako kryteria optymalizacji ciezar
_konstrukcji oraz energi¢ nagromadzong w réznych stamach
obciazenia, Carmichael [57 rozwiazuje zagadnienie optymaliza-
cji wielokryterialmej za pomocg metody ograniczenych funkcji
celu, Zagadnienia optymalizacji konstrukcji mechanicznych
przy w1e1u funkejach celu rozwatajq réwnies Osyczka [21] oraz
Rao [24] .

Celem optymalizacji jest wybdr najlepszego rozwigzania z
szeregu mozliwych wariantdw lub wybdr dziatania, ktére zapewni
uzyskanie maksymalnego efektu w okreslonych warunkach;

¥ pewnych przypadkach moZliwa jest ocena tego efektu za
pomocg jednego kryterium, Wéwczas sformulowanie zagadnienia
optymalizacji jest nastepujace,

InaleZ n~wymiarowy wektor zmiennych decyzyjnych X z



ktéry speinia ograasiczepia
gglxy € 0 i = 1,2,04%,0

i zapewnia minimum /maksimur/ jednej funkcji celu f(X) .,

¥ innych przypadkach jakosei rozwigzania nie mozna ocenic
za pomocg jednego kryterium, lecz za pomoca wielu niezaleznych
kryteridw, Wowczas mamy do czynienia z zagadnieniem optwymalizacji
~wielokryterialnej, ktdrego sformutowanie jest nastepujace,

Znalez{ n-wymiarowy wektor zmiennych decyzyjnych X , ktéry
spetnia ograniczenia

Ei{x) <0 1=1,2,000,m
i zapewnia minimum /maksimum/ wielu funckji celu rl{x),
Lo (XY yowey Tp (K)o

Ze wzgledu na to, Ze zwykle poszczegdlne kryteria sa ze
socba sprzeczne powstaje zaga&nicnie wyboru rozwigzania kompro-
misowego,

Zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej rozwiazywane
sg zwykle w dwich nastepujacych etapach:

- wyznaczenie zbioru kompromiséw,
~ wybdr odpowiedniego rozwigzania kompromisowego,

Istnieje wiele metod optymalizacji wielokryterialnej,
Réznig sie¢ one przede wszystkim wymaganiami co do informacji
¢ preferencjach dotyczacych poszczegélanych funkcji celu., Rodza,
informacji o preferencjach oraz czas, w ktdrym informacje te
sg dostarczone odgrywajg tu role zasadnicza,

% pracy [1f] podanmo systematyke metod optymalizacji wielo-
kryterialnej w zaleznosci od etapu, w ktdérym dana jest informa-
cja o preferencjach i rodzaju tej informacji,

% zagadnieniach optymalizacji konstrukeji istotne znacze-
nie majg metody nie wymagajace informacji o preferencjach oraz
metody, w ktérych te informacje dane sg apriori,

1.2 Pojecia podstawowe

Przy formulowaniu zagadnien optymalizacji wielokryterialnej
podstawowymi poj¢ciami s3: zmienne decyzyjne, ograniczenia oraz



kryteria lub funkcje celu,
Zmienne decvzvine s& wielkoSciami opisujacymi konstrukeje

i podlegajacymi wariacjom w procesie optymalizacji, Zmiennymi
Gecyzyjnvmi moga byé wymiary geometryczne poszczegélnych clementéw,
wielkosei opisujace konfiguracje konstrukcji, wielkosci mecha-.
niczne lub fizycwne opisujace wiadciwodeci materiatu z ktérego
wykonana jest komstrukcja, jak rownieiz inne wielkodci charakte-
ryzujace danag Konstrukcje,. Przyktadowo zmiennymi decyzyjnymi
moga byé: pola przekrojéw poprzecznych pretdw ramownicy, wymia-
ry przekroju dwuteowego, wspdirzedne wezildéw kratownicy, wielkos-
¢i sit sprezajacych poszczegdlne przesta belki ciagkej, itp,

Zmienne decyzyjne moga mieé¢ charakier ciagly lub dyskretny.
¥ projektowaniu zwykle wysitepuja zmienne dyskretne, np, wymiary
ksztattownikodw, gruboéci blach itp, Jednakze czesto skoki w
wymiarach sa na tyle male, Ze zmienne dyskretne mozna iraktowaé
jako ciagle, a w wyniku rozwiazania przyjaé mozliwie najblizsze
zmienne dyskretne,

Zmienne decyzyjne majg posta¢ wektora x = X0 Xggraey X
¥ przestrzeni n wymiarowe]j 2zwanej przestrzenia zmiennvch
deevzyinych, Kazdemu punktowi tej przestrzenl odpewiada konstru-
kcja o n zmiennych decyzyjnych X

Obszar rozwigzar dopuszczalnych $2  stanowi zwykle czesé
n-wymiarovwej przestrzeni zmiennych decyzyjnych, Granice obszaru

dopuszczalnege w&znacaajq osraniczenia natoZone na zmienne
‘decyzyjne, Ograniczenia wystepuja w postaci rdéwnosci lub nie-
rownosci opisujacyech pewne warunki stawiane konstrukeji, nalo=-
zone bezposrednio na zmienne decyzyjne lub posrednio poprzez
ograniczenie pewnych wielkosci, ktére zalezg od zmiennych
decyzyjnych, Ograniczenia majg postaé rownosci lub nierdwnosci

hi{x) =.0 i= 1;2,.-0,1‘
0

gj(x) \<. J= 1'2’..‘,8

W przypadku ograniczenr w postaci rownosci moZna priébowaé
zredukowa¢ wymiar rozwazanej przestrzeni przez rozwiazanie tych
rovnogei, jednak nie zawsze jest to mozliwe,

%Srdéd ograniczeit rozrézniamy ograniczenia brzegowe i zacho-—
waweze. Ograniczenia brzegowe wystepuja w postaci jawnej i sa
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nakiadane pa poszezegdlne gzmienne decyzyjne, np, na wymiayy
geome tryezne possczesdlnvehn elementdw, Ogroaniczenia zachowaw
cze maja postaé warunkdw naiodonych na naprefenia lub przemiesz-
czenip, mogg tekie dotycuyé czestotliwosci drgan swobodaych
konstrukeji iub tes sil krytycznych pray ngqczeniu elementow,
Ograniczenia zachowgweze wysigpuja w postébi dwik&anej, to
znaczy w postaci ograniczein naloZonveh na'pe%ne zaleinosei, a
nie bezposrednic na poszezegdlne zmienne decyzyjne.

W n-wymiarowéj przestrreni zmiennych decyzyjnych ogranicze-
nia przedstawiaja hiperpowicrzchnig zawierajaca puﬁkty spelniaja-
ce te ograniczenia w postaci rodwnosci, Hiperpowierzchnia jest
ciagla, gdy zmienne decyzZyjne maja charakter ciagly,

Funkeja celu w opiymalizacji komstrukeji przyjeto nazywaé
wyrazenie matematyvezne opisujace pewng wrasnosc¢ konstrukeji,
stanowiaca podstawe oceny czy tez krvterium oceny rozpatrywa-
nej konstrukeji, Rozpatrywana wtasnos¢ konstrukeji moze by¢
opisana w'postaci funkeji lub fankcjonalum w zaleznosci od spo-
sobu formulowania zagadnienia optymalizacji, Oszacowanic wartosci
funkeji celu jest podstawg wyboru iej czy innej innstrukcji z
wielu mozliwych. Jezeli funkeja celu jest liniowa to przedstawia
hiperpiaszezyzng w przesirzeni n-wymiarowej. Natomiast_nielinio—
wa funkecja celu przedstewiz hiperpowierzchnie w tejze przestrzeni,

Polioptymalizacja jest to optymalizacja pewnego zbioru

kryteridw, czyli zbioru funkeji celu fi’ forene fye Zagadnienie
polioptymalizacji moze by¢ trakiowane jako zagadnienie optymali-
zacji wektorowej funkcji celu w odroznieniu od optymalizacji
jedno~krytferialnej, ktéra mozna uwazaé za optymalizacje¢ skalar-
nej funkeji celu,

Przestrzed celu Jjest przesirzenia k-wymiarowa, w Ktdrej

wartosci wszystkich funkeji celu £9%55000,T; sa przedstawione

% postaci punktéw. Obszar celu ${82) Jjest taka czescia przes-

‘trzend ceolu, w ktérej musza lezed wartosci wszystkich funkeji

celu cdpowiadajace dopuszczalnya zmiennym decyzyjnym., Obszar

ten moze byé spojny lub skiadaé sie z punktow dyskretnych,
Zclesnosci funkeji celu od zmiennych decyzyjnycn opisuja

pewne odwzorowanie przestrzeni zmiennych decyzyjnych w przestrzed

celu, Kazdemu punktowi obszaru celu odpowiada jeden lub wiecej
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punktow obszaru reozwiazad dopuszezalnych. Jezeli funkicje celu
sa ciagivmi funkejami zmiennych decyzyjnych, to - @ czdlnosci -
punkty brzegowe obszaru rogzwiazar dopuszczalaych zostaja odwzo-
rowane na punkty brzegowe obszaru celu, a punkiy wewngirzne
ouszaru rozwiazai dopuszczalnych - na punkty wewngtrzne obszaru
celu, W pewnych przvpadkach punkiy brzegowe obszaru celu moga
jednak odpowiadaé takze punktorm wewngirznym cbszaru rozwiazaid
dopuszczalnych i odéwrotnie [23] .
Ffodobnie jak w przypadku optymalizacji z wwagi na jedno

kryierium odrozniamv polioptymalizacje statycrna i dynamiczng.

statveznvm problemie polioptvmalizacii poszultujiemy wartosci
zaiennveh decyzyjnven Xy1 ForeeesXys kKtére ekstremalizuja zbior
Eryteridw I (X Xgeeaeyxy), 1= 1324000,k W dynamicznym
cyrotlemic polioptymalizacji poszukujemy przebiegow zmiennych
decvzyjnyeh Xy {t; 0 X, () juwey 2, (1) , kidre ekstremalizuja
Abidr kryter1ow (xi (¢) , X (t) seees X (th, 1= 142,000k
2aleznych tych przeLacgéw.

Topwiazaniem idealnvm zagadnicnia optymalizacji wielokry=-

terialnej nazywamy takie rozwiazanie, Lto;e ekstiremalizuje jed=
noczesnie kazda funkeje celu, & wige x jest rozwiazaniem
idealnym zagadnicnia opiymaiizacji wielokryterialnej /v przypad=-
ku poszukiwania minimum £(X) /, jezeld
Heq
1 $067) € fuxy d1a kazdego X € S2.

Toniewaz funkcje celu sa naogdt konfliktowe, rozwigzanie ideal-
ne najczedéciej nie istnieje, ’
fnzwiazaniem niezdominowanvm nazywamy rozwiazanie, w ktd-

rym zadrz Tunkcja celu nie moze byé polepszona bez jednoczesnego
pogurszenia przynajmniej jednej z pezostaiych funkeji celu,
2 wice XY jest rozwiazaniem niezdominowanym jezeli nie istnieje
xeq takie, ze 1,(x) € f£,(x*)ala i & K ={1,2,,..,k}
oraz fi{x) < ri(x“) dla przvnajmniej jednego i€ K
Poszukiwanie rozwiazad niezdominowanveh jest nazywane
ontvmalizacin w sensie Pareto,

Najezgsciej liczba rozwigzall niezdominowanych jest bardzo
duzg, Zbidr rozwiazai niezdominovanych nazywamy jest zbiorem



koempromisdw.

Ze wzgledu na duza liczbe rozwiazad niezdominowanych
trzeba dokonal wyboru rozwigzania "najlepszego" na podstawie
dodatkowego Kryterium, To roswigzanie jest nazywane rozwiasza-
niem preferowanym,

Rozwiazanie preferowane jest rozwiqzéﬁiéd niezdominowanya
wybranym na podstewie dodatkowych kryteridéw, Lezy ono w otszarze
celuli jest uwazane za rozwigzanie najlepsze,

Rozwiazanie zadawalajace jest rozwigzaniem lezacym #
obszarze celu 1 zapewniajacym osiggniecie przez kazda funkcje
celu wielkosel nie wiekszej ni% z gdéry zalozona, Rozwiazanie
zadawalajace nie musi byé rozwiazaniem niezdominowanym,

2, Wyznaczanie zbioru kompromisdw
2,1, Sformutowanie zagadnienia

Sformulowanie zagadnienia optymalizacji wielokryterialne}
Jest nastepujace,
Znalezé wektor zmiennych decyzyjnych

X = (xi, Xoy see 3 xn)GSE,
ktéry minimalizuje kazda funkcje celu ti bedaca skladowa wektora
celu
(241) £ {8, i Tovaneo T] 5

Zmienne decyzyjne musza speiniaé cgraniczenia

by (x) =0 1= 1,2,000,0,
g5 (x} €0 s R I [REN
tzn, musza nalezeé do obszaru rozwigzal dopuszczalnych.

Jest oczywiste, Ze ze wzgledu na konfliktowos$é poszczcrol-
nych skiadowych wektora celu f1 znalezienie rozwizizania K '
przy ktérym kazda 1t ( x4 = 2, nin D@ 086t nie jest mozlive.
Dlatego poszukujemy rozw1qzan niezdominowanych czyli rozwigzai

w sensie Pareto. .
Tektor X* jest rozwiazaniem zadania optymalizacji w
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sensie Pareto, jezeli odpewiadajgey mu wektor funkcji celu
{?aﬁ}jest wektorem nzjmniejszvm w sensie czgsciowego uporzadko-
wania, to znaczy

*

0] & f; dla wszystkich 1€ K = §1,2,0.4,k}

rf < Ii dla conajmniej jednego i€ K,

Przyjeto tu, Ze wszystkic funkeje celu £, powinny byé
zminimalizowane, Jezeli w zdaniu poliopiymalizacji jedng lub
wigcej funkeji celu nalezy zmaksymalizowadé, np. f,s to zadanie
takie mozna sprowadzil¢ do zadania minimalizecji rozpatrujac
odpowiednie lrylerium ze znakiem ujemnyvm, a wigc np,
max f, = - min (= 1)

Rozwiazanie v sensie Pareto nie jest na ogdét jednoznaczne,
Zn-kle istnieje wiele wektordw x* . ktorym odpowiada wektor
furkeji celu f‘— najmniejszy v sensie czesciowego uporzadkowa-
nia,

Tiektor 5‘ stanowi zbidr kempromisdw,

2,2, Vlascivoseci zbioru kompromisdw [23]

Obszar celu stanowi pewna czes¢ przestrzeni celu, W
przypadku dwdch funkeji jest on pewnym obszarem na plaszczyz-
nie ,, 12 /rys.2,1/. W tym obszarze leza wszystkie dopuszczalne
wartosei

A

2min

0

)
Tmin
Rys, 2e1
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funkcji celu i z nich musimy wybraé eksiremalme, Jezeli zadanie,
polega na minimalizacji funkcji fi i fz, to widzimy, Ze rozwia-
zanie 2 jest z punktu widzenia obydwa kryieridw lepsze od
rozwiazania 1. Z prostego rozumowania wynika, Ze wszystkie
punkty lezace wewnatrz obszaru celu sa gorsze od punktdw lezag-
c&ch na brzegu Lego obszaru, W ten sposéb*ﬁowstaje pewien

zbidr rozwigzar /pdcinek ruku AB na rys.2.1/, ktére sa lepsze

L °’ bl ¥

bl

_— R —

f, f?

Rys, 2.2

od pozostalych, a samo juz nie sa pordwnywalne w sensie obydwu
kryteridw, Ten zbhidr rozwigzail jest wiainie zbiorem kompromisdw,
lub rozwigzaniem zagadnienia oplymalizacji wielokryterialnei w
sensie Pareto, Poruszajac sie wzdluz linii kompromisowej 2z
punktu A do B widzimy, Ze zmniejszeniu wartosci kryterium £,
towarzyszy jednoczesne powigkszenie wartosci kryteriunm ri.
Zbidr kompromisdw jest wypukly jezeli odecinek inczacy
kazde jego dwa punkty lezy calkowicie w obszarze celu /rys.
2.2a/., Przy wkleslvch zbiorach kompromisdw odcinki te leza
calkowicie poza obszarem celu /rys.2.2b/.
Warunkiem koniecznym przynaleznosci jakiego$ punktu
1 min 5 f2 = fz ain'
Jest aby styczna w tym punkcie miala ujemne nachylenie, Nie

brzegowego do zbioru kompromisdéw pray f1 = f

Jest to jednak warunek wystarczajacy, gdyz w przypadku nie-
wypuklych obszarow celu caie odcinki brzegu mpgg. byé rdéwnomier-
nie poprawione przez inne /rys.2,3/. _

W przypadku szczegdlnym zbidr kompromisdw moze si¢ reduko-
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f
rz,l
C
A2
A
B
f i

ﬂj'E.Z.S - R}'S.B.é_

waé do jedanege punkiu /rvs.2.4/. Oznacza to, Ze obydwa kryteric
@0za jednoczesnie osiagna¢ swoje wartosci miniwalne, Takie
krvteria nazywane c& kooperacyjnymi. a rozwigzanie nazywane
vozwiazaniem idelanym.

N ryse 2,5 pokazano zbiory kLompromisow w przypadku maksy-
malizacji i minimalizacji dwdch funkcji celu,

% przypadku ciggiych funkeji celu przestirzen celu jest
k-wymizrowa, a stad takze i eobszar celu ma wymiar k /lub mniejsazy
w przypadku degeneracji/, Poniewaz zbidr kompromisdw stanowi
pewna czesé powierzchni obszaru celu, jest en wige tworem
zeometrycznvm ¢ wymiarze k-i /lub mniejézym przy degeneracji/,
Gymiar zbiorn kompromisdéw nie moze byé rowniez wigkszy niz n,
czyli niz wvmiar wektora zmiennych decyzyjnych,

Foszczegolne punkty zbioru kompromisdéw mogs byl otrzymywa-
ne kolejno, Do zhieru tego nalezg punkty odpowiadajace maksymal-
nym lub minimalnym wartesciom poszezegdlnych funkeji celun. Sg
one ponadto punktami "nareinymi", na ktérych jest rozpiety zbidr
kompromiséw. Po okresleniu w sposdb indywidualny punktdw opty-
malnych z punktu widzenia kazdego kryterium moZemy przebadac
kompromisy dwdch kryteridw bez wzgledu na wszystkie pozostale,

W ten spesdb, przez badanie kompromiséw kazdych dwdch kryteridw,
dochodzi sie do odcinkdw lukdw nalezacych do zbioru kompromisdéw
i ograniczajacych go w przypadku wypukiym, Caly zbidér kompro-
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misdw zostaje w pewien sposGb rozpiety na tych odecinkach lukdw,

£ &
2
5 |
b v -
B min
f?mcpr h ﬁm f?
1) f l
Do o
P
5min
— -
ﬁ;nh fy Gnnh i
Byg8e 25

Przy wigksze} liczbie kryteriéw metode t¢ mozna prowédzié

dalej, badajac nastepnie kompromisy trzech funkcji celu.
Matematycznie oznacza to, ze zbidr zmiennych decyzyjnych

‘X ma wrasciwo$é monotonicznosci z uwagi na uwzglednianie

kolejnych tunkcji celu, Inaczej wiasciwos¢é monotonicznodci celdw

mozna wyrazié¢ w sposdb nastepujacy.,

Niech Fk bedzie zbiorem komprouwisdw zadania k-wymiarowego,
Przez wybranie dowolnego ciggu s skiadowych (s:s k) mozZna
sformulowaé analogiczne zadanie pclioptymalizacji w przestrzeni
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s-wymiarcwej. Odpowiednim zhiorem Xompromisdw jest ?5. Zwinzek
miedzy obydwome zbiorami polega ne iym, Ze przy rzutowaniu Fk
na prazustrezer s-wymiarowg zbidr F. jest zhiorem kompromis 5w
rzutowanego zbiocru Fk ¢ wiekszej wymiarcwosci, Na rys. 2,0

zilustrowana to w przypadku k = 31 s = 2

R £
k'3

Rys, 2.6

Monotoniczno$é celdw ma podstawowe znaczenie przy ukladach
o hierarchicznej strukturze Kryteridgw.

Lardzo istotnz wladciwoscia zbioru kompromisdw jest monoto-
niczno¢é zmiennych decyzyjnveh,

Ustalmy wszystkie zmienne decyzyjne x; = x;“ (i #1)
oprdez Xy 1 wyznaczmy zbidr Kompromisdw ze wzzledu na zmienng

x, nalezacg do obszaru rozwiaza:i dopuszczalnych, Dodajmy teraz

diugq zmienng decyzyjng X, , ktdra moze przybieral dowolne
wartoéei z obszaru rozwiazaid dopuszezalnych. Przy okreslaniu
zbioru kompromisdw nowego, rozszerzonegs zadania moga wystapic
nastgpujace przypadki:

- zbidr kompromisdw odpowiadajacy zmiennym decyzyjnym Xy 1%

1!
-~ poprzednio wyznaczoeny zbidr kompromisodw nie ulega zmianie

2
polepsza zbiér kompromisdw wyznaczony przy zmiennej X

na skutek dodania zmiennej deeyzyjnej x, /ta zmienna nie ma
wpiywu na rozwigzanie/. )
T dalszych krokach moZna dolaczaé¢ nastepne zmienne decyzyjy
ne i badal jak przeksztatca sie zbidr kompromisdw. Moze pray
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tym wyvstepowaé tylko polepszenie w sensie polioptymalizacji,
a w zadnym przypadku pogorszenie, nawe! przejscicwe,

W przypadku ogdlnym z r zmiennymni decyzyjnymi XKy 1Xppena X
mozna w ten sposdb uwzgledaniaé jedna zmienna po drugiej, o ile

r

to moziiwe, w kolejnosci waznofci poszczegélaych zmiennych,
Dzigkl monotoniczmnosci jest prazy tym zapeéhiéne, ze zktualny
zbidér kompromisdw moze sie¢ w kelejnych krokach jedynie poprawié,

2,3, Warunki konieczne przynaleznosci punktu obszaru celu do
zbioru kompromisow

Zaktadamy, Ze funkeje celu sg jednoznacznymi, ciagiymi i
rézniczkowalnymi funkcjami zmiennych decyzyjnych, Zalozenia te
‘'w zagadnieniach wielokryterialnej optymliéacji konstrukeji sa
zw&kle speinione,

Z warunku cze¢sciowego uﬁorzadkowania wektoréw wynika wniosek,

Ze przy rozpatrywaniu zadan z ograniczeniami, zﬁiér kompromiséw
moze lezed tylko na brzegu obszaru celu,

Varunki konieczne pozwalajace na wyznaczenie punktdéw naleza-
cych do zbioru kompromisdéw sformulowane sg w nastepujacym
twierdzeniu [23,25] .

Rozwiazanie zagadanienie opiymalizacéji wielockryterialnej
/2,1/ x* istnieje tylko wtedy, gdy mozna dobraé wektor para-
metréw w= (W, Wopees,m ) , W, > 0, i=1,2,,..,k taki
e

: 35 v
‘2'2) -“Zl'i %;; =0, J = 1,2;000,0.

W przypadku, gdy obszar zmiennych decyzyjnych jest wypukly,
a funkcje celu wklegste warunek ten jest rdéwniez warunkiem
dostatecznym,

Interpretacje¢ geometryczna tych warunkdéw w przypadku dwdch
funkeji celu t1 i £, zaleznych od dwéch zmiennych decyzyjnych
Xy i X, przedstawiono na rys,2,7., Vartosci funkecji celu mozna
przedstawi¢ w przestrzeni zmiennych decyzyjnych za pomoca
poziomic, Fuhkcje fi i £, osiagaja minima w punktach 1 i 2 o

2
wspolrzednych (xﬁ{ x?) i (x?’ i {?). Jezeli zbidr kompromisdw
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v przestrzeni celu jest spdjny, a kryteria sa ciggtymi funkcjami
zmiennych decyzyjnych, to zmienne decyzyjne, ktdrym cdpowiadaja
punkty nalezace do zbioru kompromisdw, muszs lezed na ciagie]

krzywej miedzy punktami i i 2, zwanej efektvwna Erzywa zmiennvch

deeyazyjnveh., Gradient funkeji jest prostopadiy do poziomic, a
réwnolegiosé gradientéw oznacza, %e Kierunek stycznych do pozio=
aic obydwu funkeji celw na efektywnej krzywej zmiennych decyzyj=-
nych jest zgodny. Efekiywna krzywa zmiennych decyzyjnych jest

X2 II

Ryse 2.7

wige miejscem geometrycznym punktiw stycznosci poziomic obu
funkeji celu, PoniewaZz warunek rdwnoleglosci gradientéw jest
réwnowazny zerowaniu sie wyznacznika

o 25
X, %,
=0
W b
VX, 0Ky

wige na efektywnej krzywej zmiennych decyzyjnych spekniony jest
warunek (2,2
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2,4, Metody wyznaczania zbioru kompromisow
Metoda wspdélczynnikow wagowych

Zagadnienie optymalizacji wielokryteriainej moze byé
rozwigzywane za pomocg nastgpujacegzo kryterium zastepczego

k
(2.3) F = Z Wity = Fpqp  © W > O,
i=4
. przy czym k
wi = 1-
1=

Jak wynika z twierdzenia podanego w punkeie 2,3 do zbioru
kompromisow moze nalezeé¢ tylke taki punkt, ktéry speinia warunek
-(2,2) , czyli jest rozwigzaniem zadania (2.3) odpowiadajacynm
pewnemu zbiorowi wspdiczynnikdéw L

Zmieniajac dodatnie wspéicaynniki Wy przy z§chowaniu
warunku normalnosci mozemy na podstawie zaleznosci

i CE
(204) “i-ﬁ;% =0 J = 152,400,y0
(=] b

k

:E;'i =1

=4

znajdowaé punkty naleigce do zbioru kompromisdw,

51 B

Rys, 2.8



=l

Nalezy jednak pamigvac, ze warunki (2.4) sa tylko warunkami
koniecznymi minimum i na ich podstavie mozemy znaleé punkty nie
tylko odpoviacdajace minimum funkeji £ (punht L pna rvs, 2.5} '
ale rovniez punkty, ktdre moZna rownomiernie poprawic (punkt C) .
Po wyznaczeniu te aetoda punkidw stacjonarnveh funkeji £ nalezy-
zatem zbada(, ktdre z nich naleza do zbioru kompromisdw,

. przypadku liniowege zadania polioptymalizacji zbiodr
komproaisow jest wypukly i ograniczony kewatkami przez hiper-
ptaszezyzny. . tyvm przypadku zbidr koﬁpromiséw meina scharakiery-
zowadé przez skoiczong liczbe parametriw wy {rys. 2.9} »

¥ priypadku ograniczeid nalozonych na zmienne decyzyjne wa-
runki egraniczajgce nalezy uwzglednid w rowpaniu (2.3) 2a pomnoca
metody mnoznikéw Lagrange‘a,

Rvsy 2.9

\ietoda oparta na teorii gier [23]

Metoda ta oparta jest na stwierdzeniu, ze kazdy punkt ¢*
zbicru kompromisdw mozna opisaé przez pewien wektor parametriéw
{wi} tak, ze Jest speiniony warunek

t*= %fn m%n (“ifi)'
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Inaczej méwiagc, zastgpcza funkcja celu

.
f= 23n ["iri)

ckredlona z minimum wielkodei wifi, osiaga jako funkcja wektor
zmiennych decyzyjnych swoje minimum wiadnie w pewnym punkcie
zbioru kompromisdw przy zmiennych decyzyjnych x* .

To stwierdzenie wynika z nastgpujacego rozumowania, Dla
punktu celu £*= fi(l*) wybieramy Wy o= 1/fr. Pla wszystkich
innych punktdw, ktdre zgodnie z definicjg zbicru kompromiséw
sa rownomiernie gérsze; zachodzi przynajmniej dla jednego i
nieréwnosé f; > iy y czZyli wy - fio V Wy e* <.

(1] 10 - 0 V] lﬂ

0

Z tezo wynika, %e nierdéwnosé min fwifi) > 1 podezas gdy min

(wirf) = 1 . To dowodzi, Zze mozna znaleZ¢ punkt zbioru kompro
miséw odpowiadajacy minimalnej wartosdci minimdw z wifi‘
Tewnetrznych punktéw obszaru celu nie mozna w ten sposdb osiag-
zngl % Przy niewypukiyech zbiorach kompromisdw w ten spesdb
moga byé wyznaczone jednak réwnieZ punkty nie nalezace do zbio
kompromisdw,

Zilustrujemy te metode w przypadku dwoch funkeji celu, Pr

WiV, » 0 kryterium zastepcze ma postad £ = min (wirl, wgfg)

Caly obszar celu dzielimy przy tym na dwie czedcel w1£1 < ugfg
wffi > w2£2 « ¥ plerwszej z nich poszukujemy min(wifi), aw

drugiej win (w2f . Linia podziatu miedzy obiema czeéciami

}
jest prosta przeghodzaca przez poczatek ukladu wspdirzednych,
Mezliwe sa trzy przypadki pokazane na rys, 2,10,

a’/ Linia podzialu 1é2y "na lewo" od obszaru kompromisdw, Oba -
podzadania daja punkty 1 i 2, Z warunku min (w2f2 ) >
min ( wiri) otrzymuje sig¢ jako rozwiazanie punkt i/najbliz
lezgcy punkt narazony zbioru kompromisoéw/.

b/ Linia podzialu przecina brzeg obszaru celu w, pewnym punkcie
zbioru kompromisdw . W tym przypadku oba rozwinzania czecio
we sa zgodne w punkcie kompromiscwym,

¢/ Linia podzialu lezy "na prawo" od obszaru kompromisdw,
Rozumowanie analogiczne do a/ prowadzi do rozwinzania w
punkcie 2,
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T opisany spos9b moina znaleZé wszystkie punkty zbioru

minfwgf; ) = min(ws f, )
- b) e

7

\
AP

b4 /

|

LT ]

!

!
2 {0
g f{:{

—

Dys, 2410

Metody numeryczne’

-

T wielu przvpadkach nie mozna wyzhaczy? zbioru kompromi-

sor petodami analitycznyni, Voze to byd spowodowane trudnosciami

przy rozwigzywaniu nielinicwych ukladdw rdwnard lub tez wynikad

z pumerycznych zalegnoscl niedzy zowiennymi decyzyjnymi, a

funkecjemi celu,

W
W

takich przypadkach stosowane sa metody nume-

ryczne oparte na metodach programowania nieliniowegos
Do metod tych naleza [23] :



.

- metoda gradientu,

- metoda celéw czastkowych,

- metoda gradientdw réwnoleglych,

3. Sposoby wyboru rozwigzad preferowanych

Jole Metoda kryterium globalnego

Metodg kryterium globalnego mozemy rozwigzaé zmmadnienie
nastepujace: znaleZé minimum wektorowej funkecji celn

"

TJ (x) = f;j aid : : J 1,200k,

‘przy spelnieniu ograniczen

51(:}‘5 0 i=1,2,,,.,m.

Rozwigzujac to zagadnienie znajdujemy najpierw rozwiazanie
idealne, czyli wektor f (xi‘) J = 1,2,40.,k spelniajacy
warunek minimum kazdej funkcji celu IJ (x) rozpatrywanej nie-
zaleznie od pozostalych,

Nastepnie formulujemy Kkryterium globalne zadajac minimum
"odlegioéci“ pomigdzy punktami-optymalnym i idealnym

K i
i P
(3.1) F(Pl = [Z lrj (x7) - 1;(x J p] . 4gp< o=
. I
przy zachowaniu ograniczen
gl (x) g 0 i= 1.2,..1,’1)

W przypadku:

i«
p=1 FU') = Z ,tj (X’) - rj(xa)l:

"k an2]t
p=2 r® [;(r‘,(x’) -fjixﬂ”}:
P~ F(m)-.: u.:ax 'Ij(x*)“ fj(xﬂf\"

j = i'tlll'k
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wektor optymalny jest wektorem, ktdry minimalizuje kryte-

cium globulne, Rozwigzanie optymalne zalezy w gpesdb istotny cd
parasetru p. Na przyklad Boychuk i Ovehinnikow {4] sugeruja

przy jmowsnie p=1, natomiast Salukvadze [25] -p = 2

Jezeli poszczegdlne funkeje £ (%) maja rdzne wymiary

mnozymy je' praez wspéiczynniki M. réwne jednosci, a majace
taki wymiar, aby wyrazenia ijfj ( x) byty bezwymiarowe.

globalne w postaci

k
(3.2) pl®) « S-{

% wielu pracach, np. fii, 25] , przyjmowane jest kryterium

!;rj (=%~ rj(x*f) \P #

i
.

i
" fj (= )

Nalezy jednak zwrdcié uwage na to, Ze w przypadku kryterium

[3.1) i p= 2 odlegtosé miedzy punktami okreslonymi w przestrzesy

ni celu przez wektory I,
f.
o

3 (x%)i fj (xu).jest minimalna, czyli
[xt)oznacza najblizszy rozwiazania idealrege punkt naleiZacy

do zlioru kempromiséw. ¥ przypadku Kryterium (3.2) ip= 2
rozwigzanie fj (xﬂ nie jest punkiem najblizszym rozwigzania
idealnege, W przypadku kryierium (3.1] rozwigzanie preferowane
zaleine jest jednak od jednostek funkeji fi (x) »

ia

2e

Je

Hozwligzanie optymalne ma nastepujace wiasnoéci [1] s
Jezeli zbidr kompromiséw jest zbierem zwartym, to rozwiazanie
istnieje dla kazdego p3 1,

t.gezne odchylenie od rozwiazania idealnege reprezentowane licz
ba F{p>jest pinimalne,

Dla 1 ¢ pg ==, 2bidr F{p)Jest podzbiorem zbioru kompromisdw.

4o Jezeli 2bidr kompromisiw jest wypukly, to rozwigzanie jest

5.

jednoznaczne,

*z punktu

Gdyby interpretowac F(p)jako oceng rozwiazania Xx
widzenia n-tego kryterium to mozna pokazaé [32] , %e prazy

marych p silniej uwzglednione sa wszystkie kryteria fj{ x),
natomiast przy duzych p w wigkszym stopniu minimalizowane sa

najwieksze odchvienia od rozwiazania idealnego.
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3.2. Metody charakteryzujgce sie¢ informacjami a priori o
preferencjach

Metoda funkeji uzzytkowych

Przy zastosowaniu tej metody zagadnienie optym lizacji
wielokryterialnej formulowanie jest @ spoedéb nastepujaecy:
znaleZé minimum funkeji

U"(fi’ 12,100, fk) ’Umin
przy speinieniu warunkéw ograniczajacych

Ei(K)SO 1=1.'2,u-;!11-

Funke ja U (ri,fz,....tk).nazyuara jest funkcja uzytecznog-
ci wielokryterialnej, Musi by¢ ona okreslona na podstewie ana-
lizy celéw, kidrym ma siuzyé rozwiazanie zagadnienia optymali-
zacji., Okreslenie tej fuukcji moze byé w wielu przypadkach
trudne, Zagadnieniem tym zajwowali sie¢ mig¢dzy innymi:FPavguhar

[9] , rishburn [10] 1 Hubver [12] ,

lozwigzaniem zagadnienia jest punkt stycznoseci zhioru
kompromiséw i krzywych riwnej uzytecznosci /warstwic funkeji U/,

Funkeja uzytecznosei U (f,,f,,..0,% ) moze mie’ rézna
postaé, Najczgéciej cechuje jg addytywnosé i rozdzielnos$é wzzlew
dem funkcji celdw [10] , cazyli

Ulttppennty )=y (£) + 0, (£) + e + T, (1)

W szczegdlnym przypadku moga byé okreslone wspotezynniki wskazuja-
ce kierarchilg waznosSci poszczegélnych funkeji celu, wiwczas
k
U(ftenty )= ) wt (x).
=
Moga réwniez wystgpovaé inne postacie funkcji uzyteczno$ci, np.
k
UL, 000t )= T U, {2,)

=i
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Zalets tej metody jest jej prostota i sprowadzenie zagad-
nienja optymalizacji wielokryterialnej do optymalizacji z jedna
funkcja celu, Podstawowg trudnoéé stanowl natouiast okreéleaie

funkeji uzvtecznosci,

lletods egraniczonyeh funkeji celu

Metoda ta moze byé zastosowsna, gdy moiliwe jest okreslenie
maksymalnych wartodei, jnkie muszg hyé osiagnigie przez poszezegil-
ne funkeje celu, Gdy jest to mozliwe, zagadnienie opiymalizacji

wielokryterialnej moie byé sformutowane w spdséb nastepuiacys
znaleid
min £ (x) ,

przy spelnieniu ograniczeé

Si (2)-‘50 i= 1,2,...,&1

oraz

: o (x)iu. 3’!,2,;‘ln'k) j ﬁr.

J

Tnna odmiang tej metody jest podanie ograniczeit funkeji
cein od dotu i od gdéry czyli dodanie jeszeze warunkdw

f (%) 7 1 J v 1;2e06:%, JET.

Zasadniczg trudnoscig prazy stosowaniu tej metody jest
okreslenie takich ograniczen lj i Use ktdre zapewnilyby zaroiw-
no zadavalajace speinienie poszczegdlnych celdw jak i istnie-
nie nie pustego obszaru celu, Ponadto konieczna jest decyzja,
ktora z funkcji ecelu wybra! przy rozwigzywaniu zadania jako
kryterium,

Metoda leksykograficzna

Metoda ta vwymaga uszeregowania skladowych welttora funkeji
celu wedug waznosci. Rozwiazaniem preferowanym w tej metodzie
jest rozwiazanie, ktiodre minimalizuje funkcje celu poczyniajac
¢d najwazniejszej do coraz to maiej waznych.
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Jezeli wskazniki od 1 do k wskazujaq hierawminie weimpici,
to zagadnienie optymalizacji mozna sformulowaé masitepufmes:
znalezcé

min £, (x)

przy spelnieniu ograniczei

gi (xlgo i= Iga’oltfm;

rozwiazaniem tego zagadnienia jest ¥ i K3 (X} .

Jezeli rozwigzanie to jesi jednoznaczne, ta x Jyest wwaza-
ne jako rozwiazanie preferowane zagadnienia plerwmitnegs,T prze-
ciwnym razie moze byé rozwigzane zagadnienie drwizie:

znaleZ¢
min f, (x)
przy spetnieniu ograniczeid
gi (I) é 0) i = 1,2.'00’“‘
i
A
£, (x)=1,

roiwiqzaniem tego zagadnienia jest ;‘ i ?[;3.

Jezeli rozwigzanie to jest jednoznaczn;, to x jest rozwig-
zaniem preferowanym zagadnienia pierwotnego, W przeciwmym razie
postepujemy analogicznie jak wyzZej i znajdujemy

min f, (x)
przy speinieniu ograniczei

g (x) € 1= 1,2,500;8

n

)
A
b o

1 1

rl (‘) o 1,2,-:0’ j"‘la

Procedura koiczy sige z chwilg otrzymania rozwiazania jed-
noznacznego, Funkcje celu o niZszej waznosci sa pomijane,

Metoda programowania celéw

Przy stosowaniu tej metody niezbedne jest okreslenie war-
tosci jakie powinny osiggaé poszczegélne funkecje celu, Rozwiaza-
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piem prefercwanym jest to rozwiazanie, ktore minimalizuje od=-
cayiki od przyjetyen wartedei funkeji celu, czyli poszukujemy
r <X k)
min [Z(dg+ﬁ§)"]F T E N
3=

przy speinicniuv ograniczer

gi(x):so, i= 1,2;1..,“1’
; - ¥ .

fJ {x) + Gj - dj = bj, J = 1;2,.!([1{'

- +

dj ] dj ;‘0 E]

- +

a7 . 8} =0,

PrIy CIyn bj sy J = 142,044,k sa ustalonymi zadanymi vartoscia-
mi funkcji celdw, a d} i d; sa odchytkami ujemnymi 1 dodat=
nimi 06 tych wartodei,

Najez.sciej w tej metodzie oprocz ustalenia wartosei bj'
‘kreslana jest rownie: hierarchia funkeji celu, W tym przypadku
sformuiiovanie zagadnienia ma postac :

min [\111".1 id'-’ dL) ’ thz (d-, d+) p vewy wkhk (d-’ d+J_}

srazy spetnieniu ogranicze:

El (!t} .S 0) 1.8 1,2,.--,1]1,
. - &

fj (x)*.‘ dJ - ﬁJ o hj 1 3 L 1,2,.:-;k)
- +

a3 1 8 »0,

- +

g, d. = 0.

J*

Furikc je hj (=, a* ), i = 132,004,k sa liniowymi funk-
ciami odchylek i sa nazywane funkejami osiagu; “j sa wspolczynnika-
mi ckreslajacymi hierarchig celdw, prazy czym L > LIE
fznacza to, Ze nie moina dobra¢ takiej liczby % , aby

A w

w12 T3

ﬂazwiuziuanie rozpoczynany od mihimalizacji h1 (d-, d+) i
znajdujemy hlzmin hi. Nastepnie minimalizujemy Ah2 (& ’ a’) ’
przy czvm v zadnym przypadku nie moze byé by > h, . Ten sposcb
postepowania jest komiynuowany, aZ do osigznigcia minimum
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n, (a7, 7).

iletoda ta jest podobna do metody leksykograficzneji 'z iym,
ze konieczne jest dodatkowo ustalenie pozadanych wartoscei fumk-
cji celu.

Bardziej szczegdlowo przedstawimy jeszcze to zagadnienmie
w przypadku, gdy wszystkie funkcje celu i ograniczenia sa linio=-
Ve

Sformulowanie pierwotne zagadnienia optymalizacji wiele-
kryterialnej jest nastepujace:
znaleic

atn (£, (x) , £, (X) seessfy (%))

przy spelnieniun ograniczen

gi (x) Sci’ 1= 1,2’100’[5)
x3 3> 0 J = 1,2,000,0,
przy czym .
f, (%)= ;E: c,.X & 148 aayk
t‘- - ti%j ) K,
L4 s
By (1) = Z aijxj! i=1,2,.vs,m,
1

Sformuiowanie tego zagadnienia dostosowane do rozwi.zyva-
nia metoda programowania celdw jest nastepujace:
znalezé

ain [wiai (a,a") , w,a, (@7, «ov) w3 (d—,deJ

przy speinieniu ograniczex

gy (x)+ 4] - 4] = ¢y, 1 » Ly aneily
t, (x)+ d3 - d; = by, t = Leliunesl
a7, 47 > 0,
d7, 4] = 0,

przez g; (x) + d; - d; = ©; cznaczono ograniczenia absolutne,

a przez f, (x) + d; - ﬁ: = by - ograniczenia celdw,

Rozwigzywanie rozpoczynamy od minimalizacji funkeji



w DB

(6", &) 1 znalezienia 31 = min a,. Nastgpnie jest minima-
Iiznwanp 85 (d”, d ) slecz w zadnym przypadku nie moze by¢

} ai. A wi¢e funkcja osiagu wystepujaca na daiszym miejscu
w hlerurchll nie moze by¢ poprawiona kosziem funkcji osiagu
bedacej wyzej w tej hierarchii, Proces jest kontynuowany, az
do zminimalizowania funkcji ay (d, d+) « Zagadnienie moze byé
rozwiazywane za pomoca metody simpleks,

Mozna réwniez zastosowaé sposdb iteracyjny pozwalajacy
na zdekomponowanie zadania na k nastepujacych zadan pojedyn-
czych /etapdw/

E tap 1.
Znale# X = [xi, Xppeees Xp)

miniralizujacy
+
&)
przy spelnieniu ograniczell

- +
51 (x} + di - d1 = 01, i= 1‘23100’[&,

Rozwigzywanie pierwszego zagadnienia zwigzane jest ze
spetnieniem ograniczen absolutnych, Dlatego zwykle ai ¢ min
a (¢, a*) =0, Jezeli Ei # 0, to zagadnienie nie ma rozwiaza
nia, gdyz obszar dopuszczalny wyznaczony przez ograniczenia
g; -(x) jest pusty, Jezeli 31 = 0, to rozwiazanie etapu 1
istnieje i mozna przejéé do etapu 2,

Itapa2,
Znalezé x = (X;y Xpp00eiX;)
minimalizujacy
a5 (d-l d+)
przy ograniczeniach

(3.3} gl [x) +* d‘i. - d; = Qi, i= 1,25006 o,

(3.4) a, (a7, a*) < a



“29 =

- + .

T, (x) + Gpeq — dm+1 % By
a7, dg >0,

di' di.‘ "—'O-

Cegraniczenia (3.,3) i (3.4) gwarantuja, Ze w czasie rozwia-
zywania etapu 2 zostang zmachowane wyniki uzyskane w etapie 1,
¥ etapie 2 znajdujemy 52 = min aq (d_ 3 d+) i przechodzimy
do etapu nastgpnego, Wreszcie w etapie (j+1) dazymy do ociggnig.
eia celu j, ‘

Ftap (j+1) .
Znaleé % = (xi,xz..aa,xa)
minimalizujacy
- ot
3541 (a7, 4 )

przy @ograniczeniach

gy (x) +df - a] = ¢y, Eow L8 ensity
ay (d", at) « 31: 1=1,2000,],
A e 1= 1,2,000,],
a;, a; Y o,
a]. 8] = 0.

4, Zastosowanie optymalizacji wielokryterialnej w teorii
komstrukeji,

4.1, Uvagi ozdlne

w optymalizacji konstrukeji inzynierskich - budowlanych i
maszyncwych stosowanz do tej pory optymalizacja skalarna /jedno-
kryterialna/ nie zadawsala w pelni inzynierdw projektantdw, gdyz
zvykle przy podejmowaniu decyzji odnosmie wvboru rodzaju kon-
gtrukeji, a takZze przy jej projektowaniu i realizacji nalezy
braé¢. pod uwagg szereg kryteridow i warunkdw, ktérych speinienie
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$viadczy dopiero o peinej przydatnosci konstrukcji. Co prawda
przy optymalizecji skalarnej istnieje mozliwos$é spelnienia
niektdrvch kryteridw poprzez wlaczenie ich do zbioru ograniczer,
jednakze wtedy nalezy z géry ustali¢ poziom realizacji tych
kryteridéw, co czasami sprawia znaczne trudnosci,

Optymalizacja wielokryterialna pozwala na uwzglednienis
wielu kryteridw, Etdre cz¢sto sg konfliktowe, Optyr: lizacja
wektorowa umozliwia znalezienie rozwigzania kompromisowego,

w ktorym co prawda zadne krytérium nie osiaga peinego ekstremum,
ale ktére zapewnia spelnienie wszystkich wymagai w sposdb
nozliwie najlepszy.

% optymalizacji konstrukcji obieramy zwykle kryteria mini-
mun objetoéeci, ciezaru lub kosztu, Kryterium minioum kosztdw
stanowi pewna integracje wielu wymagat stawianych konstrukejom,
Koszty moga obejmowad nie tylko koszty materialcwe, ale takize
koszty wykonania oraz uzytkowania konstrukeji, Czasami mozna
takze wlaczy¢ koszvy rozbidrki konstrukcji,

¥ optymalizacji konstrukcji istotne jest takze kryterium
minigum przemieszczeil w okreslonym punkcie, czy tez okreslonym
podobszarze konstrukeji, Kryterium minimum przemieszcze:d moZe
by¢ zastapione przez kryterium maksimum sztywnosci konstrukeji,

Waznym kryterium w optymalizacji konstrukcji jest rdéwniez
niezawodno$é, czy tez bezpieczedstwo konstrukcji, :

Ponizej przédstawiono kilka przyktadow optymalizacji wielo-—
‘kryterialnej przekrojéw poprzecznyc.d elementdw zginanych i
géciskanych,

4,2, Przyktady
Przyktad 1

Sformulovwanie zagadnienia, Zadanie polega na iakim dobra-

niu wymiaréw symetrycznego przekroju dwuteowego, aby stosunek
pola przekroju do pola prostokata o wymiarach ab (rys.4.1)
by} minimalny, a stosunek wmomentu bezwiadnos$ci do momentu
bezwladnofci tego prostokata byl maksymalny,

Jako zmienne decyzyjne przyjeto:

-~ grubosé pirki Xy
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- grubosé s$rodnika x,,
Tysoko€¢ przekroju a i szerokesé pitki b przyjeto jako dane,

. -
‘ T

Bvs, 4,1,

Imienrg decvzyjne musza speiniac nastepujace ograniczeniu
wyaikajace z przestanek konstrukeyjnych

o ol

]

=23+ 5 (1-2%8)=¢,

A
il
2>
i

3
§=42=1-5(1-F)(1-25)

Yprovadzajac bezwymiarowe zmienne decyzyjne gi %* i
(=
§2= - otrzymujemy nastepujgce sformulowanie zadania,

B

Znale?é
(5] ft 2§ ¢ Ez(i seg) - é'1 min
oraz I

(4.2) _c};=1 o (1-?3)(1-2f4)3 =§émx;
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przy czym wonlenne decyzyjne §1 i ?2 musza speiniad
nastepujace warunki ograniczajace

\( z 1
Ei fi ~ 3
oraz

Chszer rozwigzarl dopuszczalnych jest prostokatem przedstawio-
nmym n3 rys, 4,2.

o)

1605
| [:g2758

Q
T
o
o

g <0025
- s-ooz 05 ;?

Ryss 4:2¢

Tvznaczenie zbioru kompromisdw. -Funkcje celu §1 i '%-2
przeksztalcaja obszar rozwigzai dopuszczalnych w obszar celu,
Obszar ten znajdujemy w sposéb nastepujacy,., Tyznaczajac Ez
z riwnania (4.1) i podstawiajac do (4, 2_) otrzymujemy zaleznosé

§,=1- (1-28)'(4-8,),

wigzgcg él z §2' przy czym zmienng Ei mozemy traktowad
Jjako parametr. Na rys. 4.3 przedstawiono proste _@'2 (f}
przy réznych wartesciach ¥,

Presta BD odpowiadajaca ;1 f ¢ Wyznacza jeden z brzegiw
obszaru celu,Analogicznie, eliminujac _‘E i 2 ukiadu réwnai
(4.1) s (402 ) otrzynujeny zaleznosé
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3
i“i" - i {'l( - %4.) i
o - -— ", _ a
2 {(1-%,)
Podstawiajac  E,* §. etrzymujemy krzywa BCD (rys, t.3)

wyznaczazaea inny odeinek brzegu obszaru celu, Xa rys, 4,3
widzimy, 2e krzywa BCD stanowi zhidr Lompromisdw, W punkecie
B minimum osiaga funkcja &, , natominst w punkcie B

maksimum osiags funkeja éa »

0 0066 03770



o Bl o

“voir rozwitzenia preferowanese, RozwiAazania preferowans

ckyedliny kilkosa sposobami przedstavienyml w rozdziale 3.
horzystajac 2 meiody kryterium globalnego przy p = i

otraviain
’ * IJ *- !.d.
COEENCE o S P e o

Nezwiazonie ideoalnie jest rdwne
ud
-ﬁ =85 * Eafi_afﬂJ

oroi i
3.

Nalezy znaleZd minimum funkeji P(ijprZy zachowaniu warunku

W P i Y
(a'.‘l) 91 = i (1--5‘)2

Podstewiajne wyrazenie (4.4) do zaleino$ei (4.3) oraz uvzsled-
nidjae to, ze ffj: 1 mamy
. -— . ‘ 3
NP AL (s A0
4 1 (1 - .?1 Jz

Jvpisujae warunek konieeczny minimunm funke ji F{ ) otrzymujemy

]
a? . sl-d]
d@f (4' = Fz}z '
Stad-
G i~ 5
¢ =
Oraz

Odpowiadajsce tym wartosciom funkeji celu zmienne decyzyine
@) 6‘ } : & | -4 T
£ 1 znajdujemy z ukiadu rdwnat

4 2 @)
2§'+.§2(4—Z§1)= ﬁ

! + (

A4-(4- .F:)('!‘sz} = §zﬁ'
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Fostepujae apalogicznic przy » = 2 otrzymujedss Kryterium

globulne w postaci

e e
(5)  p@ o (8-E")+ (8- 8),

e

. a
iodstawiajac wyrazenie (4.4) do {4.5) oraz prayjaujac §'= 1
2

namy

" )2 ﬂf g’ J
(‘l°6} F(2)= V{?f-i ) ¥ (.f..g)’!

Z warunku koniecznego minimum funkeji F{‘gJ otrzymujemy nastgpu-

jace rdéwnanie
; u
(-8) - i(f-z)"(é*-f ) -

Z htorewo numerycznie wyznaczamy § &
Nastepnie z zaleznosci f4 4) naJduJem} QZ‘ a z ukladu roéwnan
(4 i) i (4 2, cdpowiednie wartosci zmiennych deeyzy jnych
(o | )
| 2 'ﬁ . |
Korzystajac z metody funkeji uzytkowych wyznaczymy rozwig-
zanie preferowane przyjaujac funkecje uzvtecznoici w postaci

(207) u(§,3)=w & +w$=
=w, [25+,(4-25)] - w, [1- (-, )(4-28)°].
Nalezy znaleZ¢ minimvm funkeji U'przy warunkach ograniczajacych
§ <30
E<E s L

Poniewaz funkecja uzytecznosci U jest liniowo zalezns od
zmienne’ decyzyjnej §, , wiec jej minimum wystepuje wtedy, gdy
przyjmuje ona jedna z wartosci granicznvch, w tym przypadku

§, = E. . Poszukujemy zatem minimum funkeji U wzglgdem £
przy §, = E* . Wiypisujac warunek konieczny tego minimunm

otrzymujemy

(+.8)- 2w,(1=g ) - 6w (4-F,)(1-28,)°=0.



Z réwnania (4.8) znajdujemy

=41 V5 )

Znajac zmienne decyzyjne obliczamy odpowiadajace im warteosei
funkcji celu z zaleznosci (4.1) i (4.2)-.

Eggﬁklad liczbowy, Przfjeto nastepujace wymiary przekroju:
wysoko$é przekroju a = 1000 mm, szeroko$é péiki b = 400 mm,
minimalng grubosé péiki - x,=20mm, minisalng grubos$é Srodnika

§2=10 mm,
Przy tych wymiarach: §, = 0,02, E=0,025; $= 0,004,
$ =1, g, = 0,1374, £,= 1. '
Rozwiazania preferowane w poszczegdlnych przypadkach majg

nastepujace wartosci liczbowe:

- rozwigzanie wyznaczone metoda Kryterium globalnego przy p=1
( . ) { #
£’ 0,215, E'= 0,025 , 51”: 0,5628,  §'= 0,9121;

- rozwigzanie wyznaczone metoda Kryterium globalneﬁo przy p=2
f""= 0,1805, _;"_ 0,025 ,  $'=0,3170, §,= 0,7456 ;
1

- rozwigzanie wyznaczone metodg funkeji uZytkowych prazy
W

" x
iT¥a®3

£ = 0,2110,  F = 0,025, é; = 0,4365, @ = 0,8117.
PowyZsze rozwigzania zaznaczono na rys., 4.2 i 4.3.

Przyktad 2

Sformulowanie zadania, Zadanie polega na takim dobraniu
wymiaréw przekroju prostokatnego belki aby funkcja 4;
proporcjonalna do objetosci belki byla minimalna i funkecja jﬂ
proporcjonalna do energii sprezystej powstajacej w belce pod
dzialaniem obcigzerni zginajacych i éciskajacych tez byia mini-

malna, .
Jako zmienne decyzyjne przyjeto:
- wysokosé belki Xy
- szerokosdé belki Xye
Przyjeto, Ze zmienne decyzyjne muszag byé zawarte w prze-

dziatach: 51 < x < ;1.'

i
!2 < xz =3 x2.



= .

Eryteria optymalizacji sa nastepujace:

X4 Xa _
é\:—xif.i 'Zi'ai,jp‘dx -.'X-_f-’??_ f‘ o 2

Wprowadzajac bezvwymiarowe zmienne decyzyjne E’= z
ji =1§2 otrzymujemy nastepujqce sformuiowanie zadania
2

‘Znalezé minimum funkeji celu

(.9) §f= EE = §1m_in

sl

i
& 4
(4.10) f = 5 -~ = § 3

i 2 ?" ?1 gigt 8 uln
12M

rdzie K =

od 2=2
NTx X3 .

Przy czym zmiecnne decyzZyjne Fi i fz muszg speiniaé
nastepujace warunki ograniczajace

oraz

Obhszar rozwiazath dopuszczalnych jest prostokatem przedstawio-
nym nNa ryse 4.4, '

7

]

0,601
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uvznaczeliie zbioru kompromiscow. Funkeje celu §i i sF

2
przeksztaicaja obhszar rozwiazan dopusz#zalnych w obszar celu,.
Obszar ten znajdujemy w sposol nastepujacy. Viyznaczajac _?2

z rownania (4.9) i podstawiajac do (4,10) otrzymujemy zaleznosé

4,11 T LT
(‘) -§ (1 g‘)

-

Przyjmujac El = -§1 i ?1 = 1 otrzymujemy na podstawie
wzoru (4‘11) odcinki brzegu obszaru celu AE i BC {r:.rs. 4.5) .
Analcgicznie eliminujac z uktadu réwnad (4,9) i (4,10)
?1 otrzymujemy zaleznosé

(s.12) i*f —?—

z ktdrej wyznaczamy dalsze odcinki brzegu obszaru celu AB i EC,
praimias Fy= By 1 Bp=1, (e 45) .

Zvidr kompromisdw skiada sie w tym przypadku z dwéch od-
cinkdw [rys. 445 ) s

~.La1| 3

. ; , k 1
- odcinka 4B o rownaniu § = i, + -ji >
2 1
- odcinka BC o rownaniu § 1 1

1]
—_
+
(3
g
aall

z

Wwybdor rozwigzania preferowanego, Rozwigzanie preferowgne
okreslimy metoda kryterium globalpego przyjmujage p = 2 oraz
metoda funkeji uzytkowych,

W przypadku pierwszym kryterium globalne ma postaé

Gis)  F (5 (L)

' o ol '
Rozwiagzanie idealne jest naste¢pujace: i-"-'_f,fa_, i= k+ 1,
Nalezy znaleZé minimum funkcji przy zachowaniu wa~
runku

(4.14) §:= (k + 1)-5,';







zakladajac, Ze rozwiazanie lezy na odecinku BC zhioru kompromis:iw,_

Poastawiajac wyrazeiie (4.14) do rownania (4,13) mamy

P® < (2% £5) % CUNE S

wypisujac warunek konieczny minimum funkcji F(zj otrzymujemy:
¢ 2/ 4 I
_ -(J'?‘k_] _t—-f)——‘l-o’
é ;?'-gz. ( 5, ‘f

z ktorego numerycznié wyznaczamy f’:w . Nastegpnie ze wzoru
(4,14) obliczamy QEZ) oraz z uktadu réwnan (4.9) 1 (¢.10)
wyznaczamy zmienne decyzyjne Emi Et’ E
W przypadku drugim przyjeto funkcje uzytecznosci w postaci

k

(4:.15) U{i"i):\f\l,i"’wzi: M‘§1?z+ We (_TE_—FE{E,').

] T

Nalezy znaleié minimum funkeji U przy warunkach ograniczajge
LS
?I = fq £ i)

cych

—

_F_x £ g‘l_ < 4.
Poniewaz spodziewamy si¢, Ze rozwiazanie lezy na odcinku
BC zbioru komprowmisdw przeto przyjmujemy -E: = 1 i poszukujemy
minimun funkcji U wzgledem fl. ‘
Viarunek konieczny tego minimum jest nastepujacy:

W, = W, (.-;-:_* %:_)-:0.

§P1_ ‘ (k+d)w,
z - : \\" '

Zpnajgc zmienne decyzyjne obliczamy odpowiadajace im
wartosci funkeji celu z zaleznosci (4.9) i (4,10) .

Przyklad liczbowy, Przyjeto nastepujace dane liczbowe:
moment zginajacy M = 30 kNm, site¢ sciskajaca N = 300 kN,

Stad

maksymalna wysokofé przekroju ':'1 = 0,60 m, minimalna wysokosé
przekroju X, = 0,20 m, maksymalng sgerokosé przekroju 22 = 0,30 m,



-hq -

minimalng szerokecsé przekroju x, = 0,10 m,
=

* ny 3 L - -J; - - -‘-‘i
Frizy Ech .];mycl'f s K% 3 ;4-— s E; 5

Coir

1
278

;f;: % ! éi iy 'éi i 5

Lozwiazania preferowane w poszezegdélnych praypadkach maja
nastepujace wartosci liczhowes
— yozwigzanie wyznasczeone metods Kryterium globalnege

&) (o () &
§{= 1; g = 0,801, c;g: = 0,801, ¢ = 1,005
- rozwiazenie wysznaczone metods funkeji uzytkowych pray Wy o= %
5 ik
i W, = §
& e 1 o
§1 = 1, §a-_ 39 f“ 33 f{ 2

PowyZsze rozwiizania zaznaczohe na rys, 4,4 1 4,5,
Przyktrad 3

Sforaulowanic zadenia, Celem optymalizacji jest dobranie

takiej smerokogci belki prostokataej z betoau sprezystezo i
takiej wielkosei sily sprezajacej, aby obietosé betonu i stali
spr¢zajace] byYy minimalpe, Rezpatrywane sa dwa skrajne stany
cbelazenia belki wyvwolujace momenty zginajiace Hl i Mz.

Jako zmienne decyzyjne przyjetlo:
- szerokesé belki b,
- wielkos$é sily sprezajacej P,
Wysoko$é przekroju h przyieto jakbd dana,

Zmienne decyzyjne musza speiniad:

- warunki wytrzymalosciowe w dwdch stanach obciazenia
6(M,—Pe)

P P
it Tee <%
; 6(H;, ~R)
(t18) 2 -t s,
b4 G(MQ“PC’) = 65
-l;..f: -+ Tht 7 =)
P o_ 6(e-R .
R el SLE

— warunki konstrukeyjne

WwooW
=
L 2

b
P



L

Przyjzto mimosrdd sily sprezajacej e = % - d, gdzie 4 oznacza
minimalna odlegiosé srodka cigzkosci habli sprezajacych od
spodu belki,

Kryteria optymalizacji sg nastepujace:

hb = A

(a.17) A st 3

(a.18) P=P, .
Ukkiad nierdwnesci (4.16) przedstawimy w postaci nastepuja~
cej @

(t.19) &%+ 2(h-3d)P -6 ¥ O,

(4,200 §h% - 2 (20 - 3d) P+ 64, < O,

(4,21) &b+ 2(h~3d)P ~-6M, < O,

2
ft22) &% - 2(2n-3a) P+ 6, ¥ O,

Ten ukiad nierdwnosci jest liniowy wzgledex zmiennych
decyzyjnych i wyznacza w plaszezyinie b,P czworokat BCDE stano-
wigcy obsear rozwigzaii dopuszczalnych (rys.é.ﬁ) . lWispolrzedne
poszcegilnych wierzchoikow lezace na przecieciu ograniczen

(4¢.19) = (4,22) sa nastepujace .
Punkt B, na przecieciu ograniczer (4,19) i (4,20)
6M1 .
B~ Ch'+(6+6)h(h-34) ’
:mifeﬂg)

¢

g: Gh+ (6+8)(k-3d)

Punkt C, na przecieciu ograniczed (4.19) i (a,22)
2 (2, - M,) _ 6d (M, - M) )
Th(h-2d) Gh?(h-2d)

M, + M
P, =—2——2 .
h - 2d

hc =




-l -

Punict D, ua przecigeiu ograniczes (4,21) i (4,22)

e,

"D T GG (545 R(R-3d)
3.\12(£_f+Ej

P = , N

D" gh+ (Es8)(h-30L) = 4

Punkt E, na przecigeiuv ograniczen (4.20) i (4-.21)

2 (2u,-M, ) sa (i, -.M, )
b, = £ + s 3
E 6h (r~28) G 1® (b ~ 2a)
M, + M
Pp = 1 B A
h ~ 2d

W pewnych przypadkach ofraniczenia konsirukeyjne moga byéd
aktywne i wowczas czesé czworokata BCUE nie nalezir do cbszaru
rozwigzar dopuszczalnych, '

livznaczenie zbioru kompromisdw, Funkcje celu (4.1?) i

(4.18) sa liniowe i przeksztatcaja czworokat BCDE w czworokat
B’ ¢c'n'E'! frys. 4,7 ) o wspéirzednych :

- punkt B’ ( Ay = hdy, By ),

punkt c’ (Acr= hbc, PUJ '

punkt D' { A= ndy, Py)

1

punkt B’ (A= nby, Pg] "

Zbiorem kompromisdéw jest odcinek B’C" (rys. 4.7} e

Yybor rozwigzania preferowanege, Rozwiazanie preferowane

-okreslimy kilkoma sposobami przedstawionymi w rozdziale 3,
Korzystajgc z metody kryterium globalmego przy p = 1
otrzymano:

(4.23) Ny +p| P¥- P, p=4m7kN.

Rozwigzanie idealne jest rdéwne:
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id Bl\ii
1= AT = e - ?
4= Sh+ (E+8)(h ~ 3a)
y M, + M
p'd Por = i 2
h - 24

Nelezy znaleZé minimum funkeji celu F(i) lezace na
odeinku B'C’ [rys.xi.‘i')‘ « Funkeja F w Jjest liniowa, zatem jej
minimuzm lezy w punkecie B’ 1ub ¢’ , albo w przypadku szczegdlnyn
prosta (1.23) moze byé rdwnolegig do odcinka B/c’i wéwezas
kazdemu punktowl tego odcinka odpowiada jednakowa minis alna
wartos¢ s .

Przy p=2 ot.rzymujemy kryterium globalne w postaci

(4.24) p(zj-_- ‘jiﬁ'- 5“}2 +}1"(P¥- P'u) P

Nalezy znale#¢ minimum funkeji - F‘z) lezace na prostej
B’Cro réwnaniu
. P,y =~ P,s
(4.25') P~ PBI = g 2 (A - A.B:)-

ﬁ.c:-— ABJ

Podstawiajac wyrazenie (4.2.’.’)60 (4.24) mamy

A = / 2
p(2 =V(‘°‘ - ag,) 2 +p (g7~ o) (1 ) Ayl -AB“B') )

Wypisujac varunek koniedzny minimum funkeji F @ o trzymu jemy
rownanie

-

A -y ) (B ~ o) 2 ;
— B ) BT e,

ACI - ABJ'

&CJ- AB:
z ktérego znajdujemy
: 2
P;= P.; (A = A
L () RBJ+)}(B c ) c \E)

L

Flep- ppo)® + (- ayy) 2
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Nastepnie 2 réwnenia (¢ 26) wyznaczomy
)
Ky~ 2ed)® = (spr= 2y )°

Jonewiadagaee tym wartosSciom funkeji celu zmienne decymyjne sa

) _ 1 ;@)
£ i

Korzystajac z metody funkeji uzytkowych wyznacsymy rozwia-

P @j = PH;

9
rowie b e

zanie preferowane przyjmujae funkeje uzyteczmosci w postaci
U (2,P) =4+ kP = hb + kP,

Malezy wyznacsyd minimum funkeji U leZzace w obszarze
rozwigzal dopuszezalnych {rys.4.6) Funkeja U Jnst liniowa i

Je minimpum lezy w punscie B jezeli wspulcacnnlh i1<ll(b - hc)
P.~ P
B (b;-v;) nCny & )
tub w punkeie € jezeli Kk p=———== _ Jezeli k = :
Py = ¥y Pg = ¥y

Lo kazdesu punktowi odecinka BC odpowilada jednakowa minimalna
vartose funkeji T.
Przviiad liczbowv, Przyjeto nastepujace dane liczbowe:
momenty zginajace M, = 375 kNm, M, = 250 kNm; wysokos¢ belki
h = 0,70 m, miniielng szerokesdé belki b = 0,10 m, odlegiosé
irouka cigzkosei kabli spreszajacych od spoéu belki d = 0,05 m,
naprezenia dopuszezalne w betonie & =.10000 kamE i
6 = 500 kN/m”,
Przy tych danych wspoélrzedne wierzcholkow czworckgta okresdlaja~

cecgo obszar rozwiazali dopuszczalnych sa nastepujqpe'

-~ punkt B by = 0,2516 m, Py = 924,7 ki,

- punkt C . b, = 0,2252 m, Py = 1041,7 k¥,
- punkt D QD = 0,3500 m, PD = 1285,7 kN,
- punkt E by = 41,4456 o, PE = 1041,7 kN

Wilerzchotki czworckats okresiajicego obszar celu majg wspolrzedne

nastepujace:
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- sunkt B' A, = 0,176 m?, Pgs = 924,7 kN ,
- punkt ¢’ Agr = 0,158 n®, Po = 1041,7 kN ,
o .
- punkt D/ Ay, = 0,245 %, P, = 1285,7 kKN ,
- punkt B/ Api= 14,0419 m°, Py = 1041,7 kN,
i
Rozwiazaniem idealnym jest punkt o wspéirzednych: 4 = 0,158 m2

i ﬂ‘= 924,7 kN,
Rozwigzania preferowane w poszczegdlaych przyp%kﬂch maji
nastgpujace wartosci liczbowe:

.- rozwiazanie wyznaczone metoda kryterium globalnegzo przy p=i

p® - 0,256 0, @ -o0,116 0%, PW - 24,7 kv ;
[punkty B iB' na TYSe 446 1 4.?},

- roZwiazanie wyznaczone metodqqkryterium clobalnego przy p=2

b @ - 0,2516 0, a® = 0,176 a2, PO o504,7 kv

(punxty B iB' na Yys., 4.6 1 4.7)

- rozwigzania wyznaczone metoda funkeji uzytkowych
b= 0,2516 m, A = 0,176 m° , P = 924,7 kN, jezeli
x -< 0,0001579, \

(punkty B i B' na rys, 4,6 i 4.7 ),

b = 0,2252 m, A = 0,158 m®, P = 1041,7 kN, jezeli
k > 0,0001579,

(punkty C i C’ na rys, 4,6 i 4.7).
Przyktad 4

Sformulovanie zadania, Zadanie polega na takim doborze
promienia i grubosci scianki przekroju rurowego situpa $ciska-
nego osiowo, aby pole przekroju byle miniralne, a sika
krytyczna maksymalna,

Jako zmienne decyzyjne przyjeto:
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- promien wewngtrzny rury r (rys. 4,8),
- grubos¢ Scianki rury g.

P
F
{ ‘ ‘
>
e S

Rys. 4.8

lmienne decyzyjne musza spelnia¢ nastepujgce warunki
ozraniczajace:
- grubosc Scianki musi by¢ wieksza od minimalnej, wynikajacej

z warunkow technologicznych

(s.268) g > &

- naprgzenia sciskajace w przekroju slupa musza byé mniejsze
od dopuszczalnych

5 —
6 =—¢56
czyli
(4.'2!) 77(:-+g)2 ~ n‘r2=ﬁg(2r+g1;§-

Kryterig optymalizacji sa nastepujace:

- pole przckroju slupa

(4.28) a=Teg(er+g) = Apin
- sila Krytyczna

2 .ﬁa
(4.29) Pkr‘= Flfj = qif [{r-"a)é"'rﬁj_- EJM
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Rozwiazanie, Zadanie rozwiazemy metods leksykograficzng
przyjoujac jako wazniejsze kryterium (4,28) ,

NaleZzy zatem najpierw znaleZé¢ aminimum funkeji 4 (g,r)
przy warunkach ograniczajacych (4.25) i (é.2$) . Jest oczywiste,
ze rozwigzaniem tym jest

A=

LU

czyli
{4.30) gler+g) ﬁ-ﬁ%'

Rozwigzanie to nie jest jednozneczne, Mozemy zatem poszuliy
wa¢ maksimum wyrazenia (4.25) przy warunku (¢.30) ¢craz ogranicze-
niach (4.26) i (4.27) .

Wyznaczajac z réwnania (4,30)

P 2
7s &
g
i wstawiajac to wyrazenie do funkeji (4,28) , po -przeksztalce=-
niach mamy

e B ]

badajac ekstrema funkeji (4,_3{) ze wzgledu na zmienng

r =

decyzyjng g stwierdzamy, 2Ze jej maksimum lezy na granicy prze-
dzialu zmiennosci g, czyli

=g.

Rozwiazanie zatem jesit nastepujace:
E=8,

™ ol i B

i i

2

r=

Anin =

Per max - 412_:5; [(—% - ):—( = 1 )]

»

o\ Iro
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