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Stefan Jendo 
".:ojciech ~arks 
Praco~nia Pól Odkształceń 

OPT:'~LIZACJA -;; IFLOKRY1'EP.IALX.~ KO~.~t::CnCJI 

1. Zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej 

1·.1. \"iprowadzenie 

Pie~szą wzmiankę o optymalizacji wielokryterialnej 

znajdujemy w publikacji Pare~o z roku 1896 [22] • ~ast ·; !Jnie 
dopiero po upły~ie ponad pół ~ieku zagadnienia opty~aliz~cji 

wielokryterialnej podjęto w pracach Kuhna i Tuckera [!R] o.:-~1. 
Debreu [ 6 J • ~; pracy von ~eumana i ~.lo rgens terna [ 20] , a 
następnie ~ pracy Kaplina [13] znajdujeery roz"Waż~nia dotycz : ~c 
wyboru rozwi ·ązań w przypadku trystępowania kilku przeciusta~­

nych kryteri.ów optymalizacji. - i'; roku 1963 Zadeh [33] przi:d­

stawił zagadnienie projektowania optymalnych systemów przy 
· rozważaniu kilku kryteriów optymalizacji. Pomimo 1 i.e praca tc.~ 

nie zawiera ogólnego rozwiązania ~agadnienia 1 to stanowi ona 

bardziej głębokie, nowoczesne sformułowanie zagadnienia opty­

malizacji wektorowej. Kontynuację tego sforgulawania znajduje­

my następnie w pracy [14] , w której na przykładzie progra;no~a­

nia liniowego przedstawiono optymalizację układ u przy wie lu 

funkcjach celu. Próbę optymalizacji dynamicznej wielokrytEria1-

nej podjęto w pracy [19] korzystając z metody hierarchicznej. 

laltz w pracy [3~ podał meto~ę optymalizacji wielokryLerial­

nej opartą na zasadzie hierarchiczności kryteriów. Salukvadze 

w pracy [25] przedstaiił zagadnienie optymalizacji wielokryterial­

nej w teorii sterowania. Opracowanie to zawiera tak~e prze~ląd 

~rac do~yczących zardwno rozwoju metod mat~matycznycb optyma~ 

lizacji · wiel~Jkryterialnej, jak również ich zastosowat w 

rozwiązywaniu zagadnień s terowania lotem samo lo t.ów i innych 
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pojazdów powietrznych~ 
Zagadnienia optymalizacji -wielokryterialnej występują 

nie tylko w ekonomice, technice sterowania pojazdami czy 
procesami technologicznymi, ale także w teorii konstrukcji. 

Eschcnauer w pracach [7,8] rozpatruje zagadnienie optyma­

lizacji struktur przestrzennych stanowiących konstrukcję nośną 

radioteleskopów, przyjmując jako kryteria: minimum ciężaru 

oraz minimum odchyleń powierzchni odkształconej od powierzchni 

po c zątlu-,:~ej w różnych s tanach. o be iążenia. Saił.ler w pracy [26) ,, 
przedstawił. przegląd metod optymalizacji wielokryterialnej 

oraz ich zastosowanie do optymalizacji konstrukcji złożonej 

z l•elki i kratownicy. Jako kryteria optymalizacji przyjmuje 

minimum ciężaru konstrukcji kratowej oraz minimum przemiesz­

czet powierzchni belki w różnych stanach obciążenia. Koski w 
pracach [15 1 16,17] formułuje zagadnienie optymalizacji wielo­

kryterialnej konstrukcji prętowych przyjmując za funk~je celu 

minimum ciężaru oraz minimum przemieszczeń wybranych węzl6w 

konstrukcji. Stadler w pracach (27,28 1 29~30] przyjmuje w / 
optymalizacji d"a kryteria: miaimum masy i minimum energii 

sprężystej, a kształty ll')'Znaczone w ten sposób nazywa kształ­

tami naturalnymi. Baier w pracach [2,3] przedstawia og6lne 

sformułowanie zagadnienia wielokryterialnej optymalizacji 

konstrukcji przyjmując jako kryteria optymalizacji ciężar 

. konstrukcji oraz energię nagromadzoną· w różnych stanach 

obci. ążenia. Carmichael [51 rozwiązuje zagadnienie optymaliza­

cji wielokryterialnej za pomocą metody ograniczonych funkcji 

celu •. Zagadnienia optymalizacji konstrukcji mechanicznych 

przy wielu funkcjach celu rozważają również Osyczka [21] oraz 

Rao [24] • 

Celem optymalizacji jest wybór najlepszego ro2:wiązania z 

szeregu możliwych wariantów lub wybór clziałania 1 które zapewni 

uzyskanie maksymalnego efektu w określ onych warunkach'~ 

i pewnych przypadkach możliwa jest ocena tego efektu za 

pomocą jednego kryterium, \Yóiiczas sformułowanie zagadnienia 

optymalizacji jest następujące. 

Znaleźć n-~'miarowy wektor zmiennych decyzyjnych X , 
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kt6ry spełnia ograniczeni& 

i = 1 , 2 , '• • '• , m · 

1 zapewnia minimum /maksimum/ jednej funkcji celu 

~ innych przypadkach jakości rozwiąz~nia nie można ocenić 

za . pomocą jednego kryterium, lecz za pomocą '!ielu niezależnych 

kryteriów. \I'Ówcza8 mamy do czynienia z zagadnieniem optymalizacji 

wielokryterialnej, którego sformułowanie jest nastę pujące. 

Znaleźć n-wymiarowy wektor zmiennych decyzyjnych X , który 

spełnia ograniczenia 

i = 1,2, ••• ,m 

1 zapewnia minimum /maksimum/ wielu tunckj i celu f 1 ( x} , 

t 2 (X) , • u , tk ( x) • 
Ze względu na to, że zwykle poszczególne kryteria są ze 

sobą sprzeczne powstaje zagadnienie wyboru rozwiązania kompro­

misowego. 

Zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej rozwiązywane 

są zwykle w dwóch następujących etapach: 

- wyznaczenie zbioru kompromisów, 

- wybór odpowiedniego rozwiązania kompromisowego. 

Istnieje wiele metoa optymalizacji wielokryterialnej. 

Różnią się one przede wazystki~ wymaganiami co do informacji 

o preferencjach dotyczących poszczególnych fw1kcji celu. Rodza J 

informacji o preferencjach oraz czas, w którym informacje te 

sę dostarczone odgrywają tu rolę zasadniczą. 
W pracy [11] podano systematykę me to d optye1al i za ej i llie lo­

kryterialnej w zależności od etapu, w. którym dana jest inform~­

cJa o pre!erencjach i rodzaju tej informacji. 

W zagadnieniach optymalizacji konstrukcji istotne znacze­

nie mają metody nie wymagające informacji o preferencjach oraz 

'metody, w których te informacje dane są apriori. 

1.2:. Pojęcia podstawowe 

Prży formułowaniu zagadnień optymalizacji wielokryterialnej 

podstawowymi pojęciami są: zmienne decyzyjne. ograniczenia oraz 
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kryteria lub funkcje celu. 
Zmienne decvzyjne są wielkościami opisującymi konstrukcję 

i podlegającymi wariacjom w procesie optymalizacj~. Zmiennymi 
decyzyjnymi mogą być wymiary geometryczne po s zcze g6lnyc.h eleme ntów, 

~ielkości opisując~ · konfigurację konstrukcji, wielkości mecha-. 

niczne lub fizyczne opisujące wła~ciwo~ci materiału z którego 

wykonana jest konstrukcja, jak również inne wielkości charakte­

ryzujące daną konstrukcję. Przy.kładowo zmiennymi decyzyjnymi 

mogą być: pol.a przekrojów poprzecznych prętów ramownicy, wymia-

ry przekroju dwut.eowego 1 współrzędne węzłów kratownicy, wielkoś-

ci sił sprężających poszczególne przęsła belki ciągłej, itp·. 

Zmienne decyzyjne mogą mieć charakter ciągły lub dyskretny. 

t' _projektowaniu zwykle występują zmienne dyskretne, np. wymiary 

kształtowników, grubości blach itp. Jednakże często skoki w 
uymiarach są na tyle małe, że zmienne dyskretne można iraktować 

jako ciągłe, a w wyniku rozwiązania przyjąć możliwie najbliższe 

zmienne dyf:kre tne. 

Zmienne decyzyjne mają postać -wektora X = x 1 , x 2, ••• , x
0 

· 

w przestrzeni n wymiarowej zwanej przestrzenia zmiennvch 

~e cv.zy jnych. ·Każdemu punktowi tej prze s trze ni odJ?Ciwiad& konstru­

kcja o n zmiennych de0yzyjnych X 

Obszar rozwiązań dopuszczalnvch .Q stanowi zvykle część 

n-\vymiarowej przestrzeni zmiennych decyzyjnych. Granicę obszaru 

dopuszczalnego wyznaczają ograniczenia nało~one na zmienne 
·decyzyjne, Ograniczenia występują w postaci równości lub nie­

równości opisujqcych pewne warunki stawiane konstrukcji, nało­

żone bezpośrednio· na zmienne decyzyjne lub pośrednio poprzez 

ogranicz~nie pewnych ~ielkości, kt6re zależą od zmiennych 

decyzyjnych. Ograniczen~a mają postać równości lub njerówności 

hi (X) = 0 

gj (X) ~ 0 

i • 1,2, ••• ,r 

j = 1,2, ••• ,s 

\i" przypadku ograniczęń w postaci równości można próbować 

zredukować wymiar rozważanej przestrzeni przez rozwiązanie tych 

równo~ci, jednak nie zawsze jest to możliwe. 

Wśród ograniczeń rozróżn-iamy ograniczenia brzegowe i zacho­

wawcze. Ograniczerria brzegowe występują w po s tac i jawnej i są 
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nak.ładane na poszczeg6lne zmienne <1eeyzy jne, np<) na wymiufo.~ 

geomet~yczne poszcze gólnych elernent6wa Ograniczenia zachowaw• 

cze mają postać warunków nałożonych na naprę:l.enia lub przemiesz­

czenia p mogą tak2e dotyczyć częstotliwości drga~ swobodnych 

k9nstrukcji iu1l te ~~ si1: krytycznych przy l'{yb~czeniu slementów. 
Ograniczenia zachowawcze występują w post~·~i ' dwikłane,j , to 

znaczy w postaci ograniczeń nałożonych na· pe\vne zale żności, a 

nie bezpośrednio na poszczególne zmienne decyzyjne~ 

W n~leymiarowej przestrł~eni zmiennych decyzyJnych ogranicze­

nia przedstawiają hiperpowierzchnię zawierającą punkty spełniają­

ce te ogran ic zenia w postac i r6wno~ci. Hiper~owierzcłrnia jest 

ciągła, gdy zmienne d{~cyzyjne mają charakter ci ągły. 

Funkcj[-1. celu w optymali.zacji konstru.keji przyjęto nazywać 

wyrażenie matematyczm~ o pisujące pewną własność konstrukcji r 

stanowiącą podstawę oc~my cz): też kryterium oceny rozpatrywa-

nej konstrukcjio~~ Rozpatrywana "Własność konstrukcji może być 

opisana w postaci funkcji lub funkcjonału w zależności od spo­

sobu formułowania zagadnienia optymalizacji. Oszacowanie aarto~ci 

funkcji celu jest podstawą wyboru tej czy innej konstrukcji z 

wielu możlilvycho Jeżeli funkcja celu jest liniowa to przedstawia 

hiperpłaszczyznę w przes t rzeni n-wymiarowej. Natomiast nielinio­

wa funl{cja celu przeds ttnvia hiperpowierzchnię w tej Ż!:: przestrzeni. 

Folioptymalizacja jest to optymalizacja pewnego zbioru 

kryteriów, czyli zbioru funkcJi c~lu f t' r 2 , •• , 1 fklł Z3gadnienie 

palioptymalizacji może być traktowane jako zagadnienie optymali~ 

zacji ffektorowcj funkcji celu w odróżnj. eniu od optymal i za ej i 

jedno-kryterialnej, którą można uważać za optymalizację skalar­

nej funkcji celu. 

PrzestrzEń celu jest przestrzeni. ą k-wymiarową, w której 

wartości wszystki0h funkcji celu f 1 ,r 2 ,~ •• ,fk są przedstawione 

w postaci punkt6VJ,. Obszar celu t(ił) jest taką częścią przes~ 

"trzcni c~lu, w kt6rej muszą leieó wartości wszystkich funkcji 

celu odpowiada,jące do pusze zaluym zmien..11ym decyzyjnym~ . Obszar 

ten może być spójny lub składać się z punktów dyskretnych. 

Zóleżności funkcji celu od zmiennych decyzyjnycn opisują 

pewne odwzorowanie przestrzeni zmiennych decyzyjnych w przestrzeń 
celu. Każdemu punkto~i obszaru celu odpowiada jeden lub więcej 
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pWlktów obszaru rozwiązań dopuszczalnych. Jeżeli funl~cje celu 

są ciągłymi funkcjami zmiennyc h decyzyjnych, to - w o g 6lno~ci -

punk ty brzegowe obs,zaru ro zwi ą.zai~ dopuszczalnych zostają odwzo­

rowane na punkty brz~gowe obszaru celu 9 a punkty wewnętrzne 

o·nszaru ro~wiąud dopuszczalnych- na punkty l'lewnętrzne obszaru 

celu. 'i'i pe\\nych przypadkach pw1kty brzego;re obszaru celu mogą 

jednak odpowiadać tak~~ punktom wewnętrznym obszaru rozwiązad 

d opus ze za lnyc:h i O(hrr o tnie [23] • 

Po~obnie jak w przypadku optymalizacji z uwagi na jedno 

kryterium odr6tniamy palioptymal i zacj ę statyczną i dynamiczną. 

'· ; s ta tv c z.m·rn IJrobl ernie po l i o ptvmal izacji poszukuj e.my 1.7artośc i 

2!Jiennych decyzyjnych x
1

, x
2

_1 .... ,x11
f które ekstremalizują zbiór 

!-: r~'t.e:riów fi { x 1 ,x .~, ... .,xn) , i = 1i)2pc qk-a \7_ d''namicznvm 

c r otlyr;;ic polioptYmalizasll poszukujemy przebiegów zmiennye:h 

r]nc" zvj,·veh x: {"' · .... ( ... ' ... , •• x
0 

(t) .. które ekstremalizują . . •. . • .. .l. • 1 "J ł ... 2 li.> J l • .. • \ 

;: ł.Jiór kryteriów fi {x1 ( t ) , :x2 (t),..,., xn (tJ), i= 1t2, .... ,k 

zal einych tych przebieg6w~ 

_2;_::: w i~zan]em idealnvm zagadnic;nia optymalizacji w:i.elokry­

tt>rialn~~j nazywamy takie rozwiązanie, które ekst.remalizuje jed­

nocze~nie ka i dq funkcję celu, A więc X~ jest ro związaniem 
idealnym z.a~adnienia opiymDlizacji wielokryterialnej /~ przypad­

ku poszukiwania minimum f (X) l t j eż. el. i 
id () 

~ f _)L. 

i tC:<id) ~ f Ot} dl a każdego X E 5(, 

2onjeważ funkcje celu są nJogół konfliktowe, rozwiązanie ideal­

ne najcz~ściej nie istnieje. 

;~ożwiazanj em niezdominowanvm nazywamy rozwiązanie: w któ­

rym iadna funkcja celu nie mo~e by~ polepszona bez jednoczesn~go 

pog(Jrszenia przynajmniej jednej z pozostałych funkcji celu. 

_: .. więc x'* jest. rozwiązaniem niezdominowanym jeżeli llie istnieje 

X E Q takie, że fi (X) ~ fi(x,.)dla i c K:: {1,2 1 ue,k} 
oraz f i ( x) < fi (x·il>) dla przynajmniej jednego i f K ·., 

Poszukiwanie rozwiązmi niezdominowanych jes ·~ nazywane 

optvmalizacjn w sensie Pareto 1 

~ajczęsciej liczba rozwiązad niezdominowanych jest bardzo 

du~a. Zbiór rozwiązari niezdominowanych nazywamy jest zbiorem 
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kompromisów~ 

Ze względu no dużą liczbę rozwiązań niezdominowanych 

trz~ba dokona6 wyboru rozwiązania "najlepszego" ~a podstaw~e 

dodatkowego kryterium. To rozwiąza:".lie jest nazywane rozwi ąza­

niem preferowanymo 

. Rozwiazanie preferowane jest rozwiąza)ii~m niezdominowanym 

-wybranym na podstawie dodatkowych kryteriów-~~ ·Leży ono w otszarze 

celu i jest uważane za rozwiązanie najlepsze. 
Rozwiazanie zadawalajace, jest rozwiązaniem_leżącym r; 

obszarze ·celu i - zapewniającym osiągnięcie przez kazdą runkeję 

celu wielkości nie większej niż z góry założona. Rozwiązanie 
zada-walające nie musi być rozwiąz~iem niezdominowanym .. 

·2. Wyznaczanie zbioru kompromisów 

2. {, Sformułowanie zagadnienia 

Stormułowanie zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej 

jest następujące. 
ZnaleŹć wektor zmiennych decyzyjnych 

X = ( x1 ' x2 ' • • • , xn ) f Q ' 
który minimalizuje każdą funkcję celu fi bęrlącą składową wektora 

celu 

{2.1} 

Znienne decyzyjne muszą spełniać cgraniczenia 

hi (X) = 0 

gj (x) ~ o 

i= 1,2, ••• ,r, 

j = 1,2, ••• ,s, 
tzn. muszą należeć do obszaru rozwią~ati do_puszczalnych. 

Jtst oczywiste, że ze względu na konfliktowość poszczegól-

nych składowych wektora celu r 1 znale ~ieni e ro zwi ~zania JCici 

przy którytll każda fi ( xUt) = fimin na ogół nie jest możliwe. 
Dlatego poszukujemy rozwiązań niezdominowanych czyli rozwiązań 

w sensie Pareto, 

Vi_ektor X f: jest rozwiązaniem zadania optymalizacji w 
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sensie Pareto, je~eli odpowiadający mu wektor funkcji celu .,.. 
-f('<"") jest weli:torem najmniejszym w sensie czQściov•ego uporządko-

'~ania, to znaczy 

oraz 
-'jf 

fi < fi dl a conajmniej jednego i € K,. 

Przyjęto tu, że wszystkie._ funkcje celu fi po,~inny być 

zminimalizm'r'ane. Jeżeli w zdaniu polioptymalizacji jedną lub 

~i ęcej funkcji celu nale2y zmaksymalizować, np. fm~ to zadanie 

takie rno~na sprowndzi6 do zadania minimalizacji rnzp~trując -

odpowiednie kryterium ze znakiem ujemnym, a lvięc np. 

max f m = - min (- f m ) c 

Rozwiązanie w sensie Pareto nie jest na og~ł Jednoznaczne, 

Zft,kle i s tnieje uiele wektor6w x• 1 którym odpowiada wektor 

fuLl\:cj i c e lu t 1
- najmniejszy l'; sensie częściowego uporządkowa­

nia. 
-11 

\\ektor -f s tanowi zbiór kompromisólV. 

2. 2. i'."łaścir;o~ci zbioru kompromisów [23] 

Obszar celu stanowi pe~ną część przestrzeni celu~ ~ 

przypadl~u dwóch r .unkc,ji jest on pewnym obszarem na płaszczyź­

nie f 1 , f 2 /rys.2.1/~ W tym obszarze le~ą wszystkie dopuszczalne 
1\'artości 

{.2 • mm 

f1 . mm 
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funkcji celu i z nich musimy wybrać ekstremalne. Jeżeli zadanie, 

polega na minimalizacji funkcji r 1 i r 2 , to widzimy, że rozw i ą­

zanie 2 jest, z punktu widzenia obydwu kryteriów le'psze od 

rozwiązania 1. Z prostego rozumowan i a wynika, że wszystkie 

punkty leżące wewnątrz obsza ru c elu są gorsze od _punktów leżą-
.. l ~ . 

cych na brzegu tego obszaru. W ten spos6b~o~śtaje pewien 

zbiór· rozwiązań /odcinek łuku AB na rys.2·.1/; które są lepsze 

Rys. 2.2 

od pozostałych, a samo już nie są porównywalne w sensie obydwu 

kryteriów. Ten Zł)iór rozwiązań jest właś nie zbiorem kompromi s ów, 

lub rozwiązaniem za gadnienia optymalizacji wielokryterialn ~j ~~· 

sensie Pareto~ toruszając się wzdluż linii kompromisowej z 

punktu A do B w].dzimy., że zmniejszeniu wartoś ci krytrrium r 2 
towarzyszy jednoczesne powiększenie wartości kryterium f 1• 

Zbiór kompromisów jest W)'pukly jeżeli odcinek łączący 

każde jego dwa punkty leży całkowicie w obs zarze celu /rys. 

2. 2a/. Przy wklęsłych zbiorach kompromisÓ\V odcinki te l e ż<t: 

całkowicie poza obszarem celu /ris.2.2b/. 

Warunkiem koniecznym przynależności jakiegoś punktu 

brzego~ego do zbioru kompromisów przy f 1 : ! 1 min i f 2 = t 2 min' 
jest aby styczna w tym punkcie miała ujemne nachylenie. Nie 

jest to jednak wartmek. wystarczający, gdyż w przypadku nie­

wypukłych obszaró'v c·elu całe odcinki brzegu magą~ być równomier­

nie poprawione przez inne /rys.2.3/. 

w· przypadku szczególnym zbiór kompromisów może się reduko-

http://rcin.org.pl
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17 j/ . 

·.~ ać do jeanego punktu /r::vs,2.4/e Oznacza tof że obydwa kryteri~ 

1nogą jedrwc ze śn:i.e osiągnąć slvoje wartoś ci minimalne. Takie 

kryteri a nazywane są kooperacyjnymi , a rozwiązanie nazywana 

rozwi~zaniem idelanym. 

!~:! rys~ 2. 5 .Pokazano zbiory kompromisów w przypadku maksy­

malizacji i minimalizacji dwóch funkcjt celu. 

i przypadku ciągłych funkcji celu przestrzeri ce l u jest 

k-wymiarolva, a stąd także i obszar celu ma wymiar k /lub mniejsz·y 

'\'1' przypadku degene.racj i/, Ponieważ zbiór kompromis ów s tanowi 

pev.:ną część powierzchni obszaru c e lu~ je s t on więc tworem 

g~ome tryc znym o vrymiarze l{- i /lu·b mniej~ zym przy degeneracji/, 

"ymiar zbioru kompromisów nie mo~e byó r6wnie~ większy ni~ n, 

czyli niż wymiar wektora zn:iennycil decyzyjnych" 
Poszczególne punkty zbioru kompromisów mogą być otrzymywa­

ne kolejno. Do zbioru tego należą punkty odpowiadające maksyma l .. 

nym lub minimalnym wartościom poszczególnych fu!ll\.cji celu. Są 

one ponadto punktami "narożnymi", na których jest rozpięty zbiór 

kompromisów« Po określeniu w sposób indywidualny punktów opty­
malnych z punktu lvidzenia każdego kryterium możemy przebadać 

kompromisy dwóch kryteriów bez wzglęclu na wszystkie pozostałeo 

\Y ten sposó"b, przez badanie kompromisó" każ,dych dw6ch kryteriów t 

dochodzi się do odcinków luków należących do zbioru kompromisów 

i ograniczających go w przypadku wypukłym, Caly zbiór kompro-
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misów zostaje w pewien sposób rozpięty na tych odcinkach łuków;~~ 

f'l . 
~mm 

- ~ 

?l:"zy większej liczbie kryteriów metodę tę można prowadzić 

dalej, badając następnie kompromisy trzech funkcji celu. 
Matematycznie oznacza to, że zbiór zmiennych decyzyjnych 

·x ma właściwość monotoniczności z uwagi na uwzględnianie 

kolejnych runkcji celu. Inaczej właściwość monotoniczności celów 
można wyrazić ~ sposób następujący. 

Niech Fk będzie. zbiorem kompromisów zadania k-wymiarowego. 
Przez wybranie dowolnego ciągu s składowych (s~ k) można 
sformulować analogiczne zadanie pelioptymalizacji w ·przestrzeni 
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s-~'iymi arowej, Odpowiednim z:biorem kompromis ów jest F s c Związek 

między obydwomD zbjorami polega na tymt że przy rzutowaniu Fk 

na prZf; strze:~ s-wymiarową zbiór Fs jest zbiorem ko.mpromis 5w 
rzut.owa'1ego zbioru 21{ c większej wymiarcwości. Na ryf .• 2,.6 

zilustrowano to w pfzypadku k ~ 3 i s = a ~ 

Rys. 2.6 

F. c­
k '3 

-

Monotoniczno~6 celów ma podstawowe znaczenie przy układach 

o hierarchicznej strukturze kryteriów. 
Bard:z-u istotną właściwością zbioru kompromisów jest monoto­

niczno~~ zmiennych decvzyjnvcht 

r5 tal my wszystkie zmienne decyzyjne xi = x{0) (i ~ 1) 
opróc.z x

1 
i wyznaczmy zbiór kompromisów ze względu na zmienną 

x
1 

należącą do obszaru ro zuiąza!i dopus ze zalnych. Dodajmy teraz 

drugą zmienną decyzyjną x 2 , która może przybierat dowolne 

wartości z obszaru rozwiązań dopuszczalnych. Przy określaniu 

zbioru kompro m:: sów nowego~ rozszerzonego zadania mogą wystąpić 

następujące przypadki: 

- zbiór kompromisów odpowiadający zmiennym decyzyjnym x1 i x2 
polepsza zbiór kompromisów wyznaczony przy zmiennej x1 , 

- poprzednio wyznaczony zbiór kompromisów nie ulega zmianie 

na skutek dodania zmiennej decyzyjnej x2 /ta zmienna nie ma 

wpływu na rozwiązanie/. 

r.- dalszych krokach. można dołączać następne zmienne decyzyj7 

ne i badać jak przekształca się zbiór kompromisów. ~foże przy 
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tym występować tylko polepszenie w sensie polioptymalizacji, 

a w żadnym przypadku pogorszenie, naw~t przejściowe~ 

W przypadku ogólnym z r zmie nnymi decyzyjnymi x1 ,x2 , ••• ,xr 
można w ten sposób uwzgl~dniać j!3dną zmienną po drugiej, o ile 

t_o możliwe, w kolejności ważności poszczególnych !liD"iennych, 

Dzięki monotonic~mości jest przy tym zape~nione, że aktualny 

zbiór kompromisów może się " kolejnych krokach jedyni€ poprawić .. 

2.3. ~arunki konieczne przynależności punktu obszaru celu do 

zbioru komp~omisów 

Zakładamy 5 że fwlkcje celu s~ jednoznacznymi, ciągłymi i 

różniczkowalnymi funkcjami zmiennych decyzyjnych~ Założenia te 

·w zagadnieniach wielokryterialnej optymlizacji konstrukcji są 

zwykle spełnione. 

Z warunku częściowego uporządkowania wektorów wynika wniosek, 
. . 

że przy rozpatrywaniu zadad z ograniczeniami, zbiór kompro~isów 

mo~c lete~ tylko na brzpgu obszaru celu. 

\':arunki konieczne pozwalające na wyznaczenie punktów należą­

cych do zbioru komprom~són sformułowane są w następującym 

twierdzeniu [23,25] 
Rozwiązanie zagadanienie optymalizaóji wielokryterialnej 

/2.1!' x* istniej e tylko wtedy 1 gdy można do brać wektor para­

me t rów w = (w 1 , w 2, ••• , "k ) 1 ":i > O i = 1, 2 1 " •• ,k tak i 
że 

"l< 
~ "a.fi 
?... wi 
ta{ oxi 

(2.2) = o, j 

W przypadku, gdy obszar zmiennych decyzyjnych jest wypuk l y, 

a funkcje celu wklęsłe warunek ten jest również warunkiem 

dostatecznym. 

Interpretację geometryczną tych warunków w przypadku dwóch 

funkcji celu fi i :r2 zależnych od dwóch zmiennych decyzyjnych 

x 1 i x 2 przedstawiono na rys.2.7. ~artości funkcji celu można 

przedstawić w przestrzeni zmiennych decyzyjnych za pomocą 

poziomic. l<'unkcje fi i :r2 osiągają minima w punktach 1 i 2 o 
'l . d h ( (~) f•)) . ( (1-) (f.) ) J . . . , ' wspo rzę nyc ~i' x2 l x 1 , x2 ~ ezeli zb1or kompromisow 
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w przestrzeni celu jest spójny, a kryteria są ciągłymi funkcjami 

zmiennych clecy zy jnych, to zmienne dlcyzyjne t którym · odpowiadają 

punkty należące do zbioru kompromis ówt muszą leże ć.na ciągłej 

krzywej między punktnmi 1 i 2 1 zwanej efektvwna i-trzvwa zmi ennvch 

decvzy,jnvch. Gradient funkcji jest prostopadły do poziomic, a 

równoległo sć gradientów oznacza, że kierunek stycznych do pozio­

mic obydwu f unkcji celu na efektywnej krzywej zmiennych decyzyj­

nych jest zgodny. Efektywna krzywa zmiennych decyzyjnych jest 

/P 
2 

!f--­

' 
Rys. 2.7 

więc miejscem geometrycznym punktów styczności poziomic obu 

funkcji celu. Ponieważ warunek równoległości grad ientów jest 

równoważny zerowaniu się wyznacznika 

'df1 o~~ 
o l(" () )1; 2. 

- o 
'Ot z. llh. 
1> x .. llx2.· 

więc na efektyl-mej krzyvrej zmiennych decyzyjnych spełniony jest 
"·arunek (2 .. 2~ 
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2.4, Metody wyznaczania zbioru kompromisów 
Metopa współczynników wagowych 

Zagadnienie optymalizacji wielokryterialnej może być 
rpzwiązywane za pomocą następującego kryterium zastępczego 

k 

F=-

.· przy czym 

~ wi.fi = Fmin 
i:-4 

"t > o~ 

Jak wynika z twierdzenia podĘinego w punkcie 2.3 do zbioru 
kompromisów może należeć tylko taki punkt,_ który spełnia warune~ 
.(2~2) 1 czyli jest rozwiązaniem zadania (2.3) odpowiadającym 

pewnemu. zbiorowi współczynni~ów w1 , 
Zmieniając dodatnie współc~ynniki w1 przy zachowaniu 

warunku normalności możemy na podstawie za.leżnośĆi 

~ oł,: 
{:2.4) z_,w1 ~· =O j = 11 2,.-,. ,n 

'=~ ' k 

2. w1 = 1 
i:-t 

znajdować punkty naleźące do zbioru kompromisów. 
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Xalf.ży jt:>diwk pćlr.Iiętaó, że warunki (2.4) są tyll~o warunkami 

koniecznymj minimum i rw ich podstawie możemy znale Źl~ punk ty n:!.e 

tylko odpo~iadające minimurn funkcji t (punkt~ na ~ys. 2.8) , 

ale równie~ punkty, które motna rÓwnomierniE poprawiĆ (punkt C) • 

Po wyznaczeniu t~ ~~ todą punktów stacjona~nych funkcji f nale~y­

zatem zbadńć , które z nich należą do zbioru kompromisów .. 

~ przypadku liniowego zadaniapolioptymalizacji zbiór 

komproJJisów jest wypukay i ograniczony kawllłkami przez hiper­

plaszczyzny~ ~ tym przypadku zbiór kompromisów moina scharaktery­

zowa~ prze z sko;iczoną l i c zbę parametrów w i {rys. 2. 9) • 

~ przypadku ograniczeó nało~onych na zmienne decyzyjne wa­

runki ograiliczające nale~y uwzgl~dni{ w równaniu (2.3) za pomocą 
metody mno~ników Lagrange•a; 

-
Rys~ 2.9 

Metoda oparta na teorii gier [23] 

l!etodu ta oparta jest na stwierdzeniu, że każdy punkt t* 
zbioru kompromisów można opisać przez pewien ltektor par-ametrów 

1 w1 } tak 1 że jest spełniony -warunek 

min min 
X i 
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Inaczej mówiąc, zastępcza funkcja celu 

okre~lona z minimum wielko ~ ci w1 f1 ~ osiąga jako funkcja wektor 

zmienny ch decyzyjnych swoje minimum wła śni_e w ,p ewnym punkcie 

zbioru kompromisów przy zmiennych decyzyjpych x• 7 

To stwierdzenie wynika z następującego rozumowania. Dla 

punktu celu f~= t 1 {x..,.) wybieramy w1 = 1/f~a 1Ha wszystkich 

innych punktów, które zgodnie z definicją zbioru kompromisów 

są równomiernie g6rsze 7 zachodzi przynajmniej dla jednego i 
~ * o nierównoś ć f . > f. , czyli w. • f. > w1 • fi = 1. 

1 o 1 o · . 1 o 1 o o o 

Z t ego wynika, że nierówność mi n (w1 f 1}) · t podczas gay min 

(w1 t~) = 1 ~ To dowodzi, że moina znaleić punkt zbioru kompro 

mis6w odpowiadający minimalne j warto ~ ci minimów z w1 r 1• 

~ewnętrznych punktów obszaru cer.u nie można w ten sposób osią­

gnąć '• Przy n i cwypukłych zbiorach kompromisów w ten sposób 

mogą by~ wy znac~one jednak równie~ punkty nie nale~ące do zbio 

kompromisów. 

Zilustrujemy tę metodę w przypadku dwóch funkcji celu. Pr 

1v1 ,w2 >O kryterium zastępcze ma posta,S f= min ( w1 f 1 , w
2

f
2

) 

Cały obszar celu dzielimy przy tym na dwie czę j ci w1r 1 < ~ 2 r 2 
"'t fi > w2f2 e w pienszej z nich poszukujemy min(\\' i fi)' a w 

drugiej min ( -w 2r 2 ) • Linia podzia'łu między obiema czę~ciami 

jest prostą przechodzącą przez początek układu współrz~dnych. 

:\1ożliwe sq trzy przypadki pokazane na rys. 2.10. 

a / Linia podziału leży "na lewo" od obszaru kompromisów. Ob<:~ ~ 

podzadania dają punkty 1 i 2" Z warunku min ( w2r 2 ) > 
mi.n ( w1 t 1 ) otrzymuje się jako roZlviązanie punkt 1/najbliż 

leLący punkt narażony ~bioru kompromisów/. 

b/ Linia podziału przecina brzeg obszaru celu w.pewnym punkcie 

zbioru komprom i sów • W tym przypadku oba rozwiqzania częcio 
we są zgodne w punkcie kompromisowym. 

c / Lin i. a podziału leży 11 na prmvo" od obszaru kompromis ó·w. 
Rozumo'\vanie analogiczne do a/ prowadzi do rozwiązania w 

punk.cie 2. 
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r op tsany spos ńb mo ~~na znaleźć ws zys t ki e punl~ty złlioru 

komprom:isówe 

~l 
plm1'2~ ,g;r --

o) 

~etody numeryczn~ 

b) 

~ wielu·przypadkach nie mo±na wyznaczy6 zbioru kompromi­

sów ~etodami analityczny mi, ~oie to by6 spowodowane trudno~ciarui 

p1·zy rozvi'iązywaniu ntel:inl.owych ·ukladów równań lub też ~ynikać 

z r..umerycznych zależności między zmiennyrui decy zyj11yrni ~ a 

fu.rJwjami c €1 u~ W takich przypadkach s to so ·wam~ są metody nume­

ryczne oparte na metodach programowania nieliniowego~ 

Do metod tych nale~ą [23] 
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- metoda gradientu~ 
- metoda celów cząstkowych, 
- metoda gradientów równoległych. 

ą. Sposoby wyboru rozwiązań preferowanych 

3.1. Metoda krytorium globalnego 

Metodą kryterium globalnego możemy rozwiąz_ać< mg:adnienie 

następujące: znal;eźć minimum -wektorowej funkcji c.e-lli 

t j ( X ) = f j min j = 1 t 2 '.u ,k) 

przy spełnieniu ograniczeń 

i = 1, 2 1 , •• ,m • 

Rozwiązując to zagadnienie znajdujemy najpierw rozwiązanie 

i~ealne, czyli wektor fj (xid.) j:.: 1,2, ••• ,k spełniający 
warunek minimum każdej funkcji celu fj (l(} rozpatrywanej nie­
zależnie od pozostałych. 

Następnie formułujemy kryterium globalne żądając minimum 
"odległości" pomiędzy punktami-optymalnym i idealnym 

k L 

(3,1) F{PL= [ r Jrj (x~)- tix&J.)J P]P_" {~p< oo 

J=ł 

przy zachowaniu ograniczeń 

1 = 1,2, ..... ,n,. 

Vi przypadku: 
Ie. 

p = 1 F (1) = ~ lrj ( x"') 

p lC 2 F (
2J = [ t. ( r j( ~ •) 

max 

j; 1, ••• ,k 
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·.';ektor optymalny j est wektorem, który min:i.malizuje kryte­

; ium gl~bulne. Roz\tiązanie (1ptymalne zall'.ży w sp0sób istotny od 

p.:.n-ar.ie tru p. N" a przykład Bo~·chuk i Ovchinn:ikow [4]. sugerują 
przyjmowanie p=i, natomiast. Salukvadze [25] - p = 25 

Jeżeli poszczególne funkcje fj ( x) ruąją różne wymiary 

mnożymy je·przez współczynniki tt; równe jedności, a mające 

tnki wymiar, aby wyrażenia JAj f j "'c x) były bezwymiarowe. 

il wielu pracach, n p. [11, 25] , przyjmowane jest kryterium 

globalne w postaci w. 
F (p) ·f ~ l f j { .:•)- f j (X:.) 

.L- f iA) 
. ~ \ f; (x 
J=• .., 

Kalcży jednak zwrócić uwagę na to, że w przypadku k.ryterium 

(3,1) i p= 2 odlęgłoś~ między punktarni określonymi w przestrze~ 
ni celu przez -wektory fj ( x*")i fi (x~}.jest :ninimalna, czyli 

fj ( x'l!")oznacz,a najbliższy rozwiąz~in ideaLnego punkt należący­
do ztioru kompromisów. iY przypadku kryterium (3.2) ~ p :: 2 

rozw ią zani~ f j (x-t) n] e je s t punktem naj b l i ższy!il roz·wi ązania 
idcalnegc ~ r;· przypadku kryterium ( 3e 1) rozwiązani e preferowane 

zależne jest jednak od jednostek funkcji f . (~)$ 
J 

Rozwiązanie optymalne ma następujące własno~ci [i] * 
1. Jeżeli zbiór kompromisów j est zbiorem zwartym, to rozwiązanie 

istnieje dla każdego p~ 1. 

ti. Łączne odchylenie od rozwiązania idealnego reprezentowane lic~ 
bą p{P)jest minimalne~ 

-

.3. Dla 1 ~ p~-=- • zbiór F (!l) jest podzbiorem zbioru kompromisów. 

4c Jeżeli zbiór kompromi~ów jest wypu~ły, to rozwiązanie jest 
je dno znaczne. 

5. Gdyby interpretować F (P) jako ocenę rozwiązania x.;, z punktu 

widzenia n-tego kryterium to można pokazać [32] , że przy 

małych p silniej uwzględnione są ·wszystk1e kryieria fj ( xJ~ 

natomiast przy dużych p w większym stopniu minimalizowane są 

największe odchylenia od rozwiązania idealnego. 
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3. 2. Metody chantkteryzuj ące się inf0rmacjam1 a priori o 

pre.ferencjach 

:\Ietoda funkcji użytkowych 

Przy zastosowaniu tej metody zagadnienię opty~ lizacji 
wiel.okryterialnej formułowanie jest ·w spof.~Ób następują~y: 

znaleźć minimum funkcji 

przy spełnieniu warunków ogranicz~jących 

l = 1 ;2 t ••• ,;n . 

Funkcja t! ( t 1,t2 ,, •• ,tk) nazy,,ara jest funkcją użytecznoś­
ci wi_elokryterialnej. Musi być ~na określona na podstewie ana­

lizy cel6w, kt6rym ma słuiyć rozwiązanie zagadnieni~ optymali­
zacji. Okre~lenie tej fuukcji moie by6 w wielu przypadkach 

trudne. Zagadnieniem tym zajmowali się między innymi:Fat'guhar 
[9] , Fishburn (to] 1 Huber [12] , 

Rozwiązaniem zagadnienia jest punkt styczności zbioru 

kompromis ów i krzy\\·ych równej użyteczności /warstwic funkcji l/. 

Funkcja użyteczności U (t1 ,r2 , ••• ,fk) może mie 5 różną 
· postaó. Najczęściej cechuje ją addytywno~6 i rozdzi~lno~ć wzglę­

dem funkcji celów [10] , czyli 

t (~ 1 ,t2 J ••• rk )=-= u1 (r:t) + u2 (r2) + ••• + uk (rk) .. 

\'i szczególnym _przypadku mogą być okreilonc współczynniki wskazują­

ce hierarchię ważności poszczególnych funkcji celu, wdwczJs 

k 

[w1 ri ( x). 
jor~ 

\1ogą również występować inne postacie funkcji użyteczn0ści, np. 
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Zaletą tej metody jest jej prostota i sprowadzenie zagad­

nienja optymalizacji wi€lokryterialnej do optymalizacji z jedną 

funkcją celuc Podstawową trudno~6 stanowi natomiast pkreśle~ie 

funkcji u~yteczności. 

1~e tod .:::t 'o granic zony ch funkcji CP.l u 

Metoda ta moie by6 zaatosowpna 1 gdy moiliwe jest okre~lenie 

maksymalnych warto~ci, jnkie muszą by6 osiągnięte przez poszczegól­

ne ftmkcje C(!lU, Gdy jest to możliwer zagadnienie optyillalizacji 

wielokryterialnej może być sformułowane w sposób następujący: 

znaleźć 

min fr (x) , 

przy spełnieniu ogr~niczeń 

oraz 

i= 1 1 2,.~.,m 

j -F r. 

Inną odmianą tej metody jest podanie ogranicze~ funkcji 

celu od dołu i od góry czyli dodanie ,jeszcze warunków 

t. (x) ~- 1. 
J . J j l r. 

Zasadniczą trudnością przy stosowaniu tej metody jest 

okre~lenie takjeb ograniczerl lj i uj, które zapewniłyby zarów­
no zadawalające spełnienie poszczegdlnych celów jak i istnie­

nie ni~ pustego obszaru celu. Po~adto konieczna jest decyzja, 

kt.órą z funkcji celu 'vybrać przy rozwiązywaniu zadania jako 

kryter)um. 

Metoda leksykograficzna 

Metoda ta wymaga us~eregowania składowych wehtora funkcji 

celu według wa~no~cic ~ozwiązaniem preferowanym w tej metodzie 

jest rozwiązanie, które minimalizuje funkcje celu poczyniając 
cd najwainiejszej do coraz to m~iej wa~nych~ 
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Jeżeli wskaźniki od 1 dok wskazują hieraJ~~~~ ~~~~ci, 

to zagadnienie o p tym lizacj i można sformułować: .uaS!.t;eyp.~tt~: 

z1ial c ić 

min f
1 

(x) 

przy spełnieniu o~raniczeń 

i = 1' 2' ••• jiD i 

rozwiązaniem tego zagadnienia jest x i -t (x 'D 
Jeżeli rozwiązanie to jest jednoznaczne, tg :x ;l,te.w it llllfaża­

ne jako rozwiązanie preferowane zagadnienia pie-rwt.ottn~głł ... \1'i prze­
ciwnym razie może być rozwiązane · zagadnienie d~i'e: 

zna leź~ 

min t 2 ( ~) 

przy spełnieniu ograniczeń 

i • 1,2, .... ,m 

i 
Ą 

t 1 (x)=t1 

rozwiązaniem tego zagadnie.nia jest i' i f_~i'J. 
_Jeżeli rozwiązanie to jest jednoznaczne, to Kt' :n~sł~ rozwią­

zaniem preferowanym zagadnienia pierwotnego. W prz~ei~~ razie 
postępujemy analogicznie jak wyżej i znajdujemy 

min t j ( x) 

przy spełnieniu ograniczeń 

g i (X) f o i = 1,2, ••• ,m 

1 A 

rl (x) z: t l l = 1,2, ••• , j-1. 

Procedura kończy się z chwilą otrzymania rozwiązania jed­

noznacznego. Funkcje celu o niższej ważności są pomijane. 

Metoda programowania celów 

Przy stosowaniu tej metody nj. ezbędne jest określenie war­

tości- jakie powinny osiągać poszczególne funkcje celu. Rozwiąza-
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niem preferc~anym jest to rozw iązaniet kt6re minimalizuje od­

cnyłki od przyj ~ tych wartości funkrj i celu, czyli poszukujemy 
\( ~ 

min [L (d-: + a~ ) P] P p ~ 1 , 
j:=1 J J 

przy spełnieniu ograniczeri 

g 1 (x)~o, 

f j (X) + dj 

dj dj ~o ' 
dj ł dj = o, 

przy czym bj , j = 1,2, ••• ,k 
. ~ l . . , ' d-. l.. d+ .. 

~l : un iCJl C€ L OW, a J J 

n.\ r;. i o 6 ty c h w ar toś c i~ 

i= 1,2, ••• ,m, 

są ustalonymi ~ądanymi ~artościa­

są odchyłkami ujemnymi i dodat-

2\ajcz~_; ciej w· tej metodzie oprócz ustalenia wartości bj' 

r·luc;-; Iana jest również hierarchia funkcji celu. W tym przypadku 

:: f o rmnlowani e zagadnienia ma postać : 

pr ;;,y E' f!ełnierliu ogranicze.ci 

O' (x) ~ o) e:. i i=- 11 2, ••• ,m, 

fj (x) + d~ 
J - d+ 

j = bj l 

dj • d~ J ~o' 
d': 

J • d~ J 
= o. 

Furikcje hj (d- , d+) , j = 1,2, ••• ,k są liniowymi funk-

cjami odchylek i są nazywane funkcjami osiągu; "j są ·współczynnika­

m~ określ8jącymi hierarchię celów, przy czym wj >>> wj+ie 

0znacza to, ~e nie motna dobra6 takiej liczby ~ , aby 

').w . 1) 
J+-

r o:nri ::[zy,·.anie 
" znajdujemy h1=min 

przy czym ~ ~ndnym 

rozpoczynamy od minimalizacji h1 (a-, 4+) i 

h1 , ~astępnie minimalizujemy Ah2 (a- ' 4+) t 

przypadku nie mo~e by6 h 1 ) h1 • Ten sposób 

postc;powania jest kontynuowanys aż do osiągnięcia minimum 
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~!etoda ta jest podobna do metody leksykografic·zjUf.li '.Z \.tym, 

że konieczne jest dodatkowo ustalenie pożądanych wartośc:ii funk..o. 

cji celu. 

Bardziej szczegółowo przedstawimy jeszcze to zagadrria11ie 
w przypadku, gQy wszystkie funkcje celu i ograniczenia są. linio-

we. 
Sformułowanie pi{!rwotne zagadnienia optymalizacji wielo­

kr)·terialnej jest następujące: 

znaleźć 

przy spełnieniu ograniczeń 

i= 1,2, ••• ,m) 

przy czym 

i= 1,2 •••• ,m, 

Sformułowanie tego zagadnienia dostosowane do rozwi ~zywa­

nia metodą programowania celów jest następujące: 

znaleźć 

przy spełnieniu ograniczeó 

g i (x) + d- - d: = c. ) i = 1, 2, ••• ,m, i l l 

f t (x) + d~ -
d+ 

t = bt' t :&' 1 '2' ••• ,k, 

di, d+ 
i ~ o, . 

di· d+ 
i o, 

przez g1 (X) + d~ - d+ 
i ci c znaczono ograniczenia absolutne, 

a przez ft ( x) + d-
t - d+ 

t = bt - ograniczenia celów. 

Rozwiązywanie rozpoczynamy od minimalizacji funkcji 
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ć}1 (d"", CI+) i znalezienia a1 min a1~ Kastępnie jest mini!!la­
lizowane at) (d-, d1") ,lecz w żadnyrr! przypadku nie mo że być 

"" '-a1 ) a1• A vięc funkcja osiągu występująca na dal~zym mie}scu 
w hierarchii nie może być poprawiona kosztem funkcji osiągu 

będącej wyżej \V ter hierarchii. Proces jęs·t kontynuowany, aż · 

do zminimalizowania funkcji ak (C, d+}~ Zagadnienie może być 
rozwiązywane za pomocą metody simpleks, 

\lożna również zastoso-wać sposób iteracyjny pozwalający 

na zdekomponowanie zadania na k następujących zadań pojedyń­
czych /etapów/ 

E t~ .P 1e 

Zna l e ii:. X a ( x1 1 x2 ,, , • , Xn ) 

min in al izuj ący 

przy spełnieniu ograniczed 

gi {x} + di - dt • ci, 

d~ ' d~ ~o, 

di • d~ = o. 

Rozlviązywanie pierwszego zagadnienia Zlviązane jest ze 

spełnieniem ogra~iczeń absolutnych. Dlatego zwykle a1 ' min 

a1 (d- , eJ+) -= O, Jeżeli 81 .,_ o, to z.agadnienie nie ma rozwiąza. 
~ia, gdyż obszar dopuszczalny *yznaczony przez ograniczenia 

gi -( x) jest pusty. Jeżeli a1 • o, to rozwiązanie etapu 1 
istnie~ie i można przejść do etapu 2. 

E t a p 2. 

Znaleźć x : ( x
1

, x
2
,, •• · ,xn) 

minimalizujący 

a
2 

( d-, cl+) 

przy ograniczeniach 

gi (~) + ai - d~ • ci, 

a 
1 

(d-, 4+ ) ~ 8
1 

, 

i= 1 1 2 1 ,;,.,m.J 
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fi (x) + d- - d+ ::: biJ m+ i m+1 

d~, -+ 
o i ~ o, 

di ~ d! 
l. 

= o. 

Ograniczenia (3.3) i (3.4 ) gwarantują, ~e w czasie rozwią­

zywania etapu 2 ~ostaną zachowane wyniki uzyskane w etapie 1, 

W etapie 2 znajdujemy ~2 c min a 2 (~- i d+) i przechodzimy 

do etapu nastQpnego. Wreszcie w etapie (j+i) dą~ymy do osiągnię­

t~ i a celu j. 

2 t a p (j+1) • 

Znaleźć x ~ (x1· ,x.2, •• 11 ,x .... ) 
.. t.l 

minimalizujący 

przy ~graniczeniach 

g i (x) + d":" -l. 
d+ 

i 
:::: ci, i = 1,2,.fl.,m, 

(a- t d+ ) ~ 
..... 

a i ai' i - 1,2)1UJj) 

fi (x) + d-
m+ i 

d+ 
m+ i 

::: 
bi' i = 1,2"~ ~ ),1) 

di, d: 
l ~ o} 

di. d·: = o,. 
l 

4o Zastosowanie optymalizacji wielokryterialnej w teorii 

konstrukcji. 

4,1. Uwagi Dgólne 

~ op~ymalizacji konstrukcji in~ynierskich - budovl~nych i 

maszyno~ych stosowane do tej pory optymalizacja skalarna /jedno­

~ryterialna/ nic zadawala w pełni in~ynierów projektant6w, gdy~ 

zwykle przy podejmowaniu decyzji odno~nie wyboru rodzaju kon­

strukcji, a tak~e przy jej projektowaniu i realizacji nale~y 

brać . pod uwagę szereg kryteriów i warunków, których, spe~n1enie 
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~~iadczy dopiero o pełnej przydatno ~ ci konstrukcji. Co prawda 

przy optymalizacji skalarn~j istnieJe mo~liwoś6 spełnienia 

niektórych kryter.!ów poprzez włączenie ic11 do zbiąru ograni.czeń, 

jednakże ,..-tedy należy z góry ustalić poziom realizacji tych 

kryteriów, co czasami sprawia znaczne trudności. 
Optyinali:l-acja w'ielokryt-erialna pozwaln na uwzględnienif 

wielu kryteriów, które często są konfliktowe. Opty~lizacja 

wektorowa umożliw:i.a znalezienie rozwiązania kompromisowego, 

· w którym co prawda żadne kryterium nie osiąga pełnego ekstremum, · 

ale kt6re zape.Hnia spełnienie 'Wszystkich wymagań w sposób 

mo~liwie najlepszy. 
\~ optymalizacji konstrukcji obieramy zwykle kryteria mini­

mum objętości, ciężaru lub·kosztu. Kryterium minimum kosztów 

stanowi pewną integrację wielu wymagań stawianych konstrukcjom. 

K0 szty mogą ~bejmoua6 riie tylko koszty materiałcwer ale także 
koszty wykon~nia oraz uiytkowania konstrukcji, Czasami mo~na 

także włączyć kosz\y rozbiórki konstrukcji. 

W optymalizacji konstrukcji istotne jest także krytertum 

minim~~ przemieszczeń w określonym p1mkcie, czy też określonym 

podobszarze konstrukcji, Kryterium minimum przemieszczeń może 

być zastąpione pr~ez kryterium maksimum sztywności konstrukcji, 

Y'?aŻD)'ID kryterium W optymalizacji konstrukcji jest równ~.eż 

niezawodność, czy też bezpieczetistwo konstrukcji. 

Ponitej przedstawiono kilka przykładów optymalizacji wielo­

·kryterialnej przekrojów poprzecznyc ... l e'lementów ~ginanych i 

ściskanych. 

4, 2, P-rzyltłady 

Przykład!-

Sformułowani~ zagadnienia. Zadanie polega na :akim dobra­

niu wymiarów symetrycznego przekroju dwuteowego, aby stosunek 

pola przekroju do pola prostokąta o wymiarach ab (rys.4'•1} 

był minimalny, ti stosu~ek ~omentu bezwładności do momentu 

bezwladno&ci tego prostokąta był maksymalny. 

Jako zmienne decyzyjne przyjęto: 

-grubość półki x1 , 
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- grubo~6 ~rodnika Xn~ 
~ 

r;·ysoko~ć. przekroju a i szerokość półki b przyjęto jako dane. 

Zmien~c decyzyjne muszą spełniaci następujące o~r2niczeni ~ 

wynikające z przesłanek konstrukcyjnych 

~: / a 
.!1 x1 '" 2 ) 

!2 ~ x2 < 
' 

b~ 

Kryt eria optymalizacji kons trulccj i są następuj ~c e : 

f= 
2 

Wprowadz-ając bez,\'yrniarowe zmienne decyzyjne ~1 -~t i 

~ = x otrzymujemy następujące sformułowanie zadania. :r 2. r;-2 
Znnlcźć. 

+ = 
:r; 
't. 1 min 

oraz 

~ = 1 
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przy czym z:ni~rm e decy zyjne ~ 1 i 

nast ę puj ~ce wurunki ograniczające 

< ..... 

oraz 

't. } . ' 
}n muszą spe~nlae 

.;:; 

Gbszar razniązań dopuszczalnych jest prostokątem przedstawio­

nym na rys. 4, 2. 

~1 

\ .'vznac..zenie zbioru kompromisów. ·Funkcje celu P1 i ł2 
przekształcają obszar rozwiąz~11 dopuszczalnych w obszar celu. 

Obszar ten znaj dujemy w sposób następujący. v:yznaczając f 2 
z równania (4.1) i podstawiając do ( 4.2) otrzymujemy zależność 

wiążąc ą f 1 z f.2 , przy czym zmienną § 1 możemy traktować 
jako parametr. Na rys. 4.,3 przedstawiono proste f 2 ( f

1
} 

przy różnych lvartościach 'ś 1 • 

Prosta BD odpon-iadająca 'f 1 = g 1 wyznacza jeden z brzegów 

obszaru celu, .l\nalogicznie, eliminując § 
1 

z układu równań 

(4.1), (4~2) otrzyP.JUjemy zależność 
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?o d s t :!wiaj ąc f~ ::: J~ otrzymuj e my krz.ywą P,CD (rys. .J . 3 ) 

wyznaczaj ącą inny odcinek brzegu. obszaru celu, Xa r ys ., 4.3 

widzit!ly, żt~ krzywa BCD s ta no w i z l) i ór tomp1~omi 3 ów. '~~· punk e i€ 

B minimum osiąga ~unkcja ~ 1 natomi i st w punkcie D 

maks i.mum osiąga funkr.j a ~2. , 

E 

o 0,064 Q3770 Q4365 Q5628 

rrys. 4,3 
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,-V~1 ri r .i:'GZYd 'J ZC~ n);:; pn' f€rO\f.:'ln€!.!C', Tio:l\dC1Z;.Jl!l3 pref\':::'OW8rl f. 

ckrr? li~y kilkoilla sposobami przedsta~icnymi w rozdziale 3. 

r~o1·zys taj q c z me tol"~Y kryter1 urn glob<1lnego p.rzy p :::-. 1 

F . (1) 

~OZ\iLtz.:mie ide.nlnie jest r ówne 

orcz 
iJ.. 

t~ = 1~ ,_ . 

znaleźć minimum funl\Cji p li) przy zachowaniu warunku 

t• = 1 - ( 1 - tJ3 
z (1. - I~:l2 

Pod stuwiaj~c ~~ra2enie (4.4) do zalctn0~ci (4,3) oraz uwzgl~d~ 
• t.:( 

nL.ij ą c to , że f 
2 

= 1. mamy 

*) .5 'ł iJ. (1,._ ~ 
f. - f -
ł 1 ( 1 - f t ) 2 

.... (1J 
l . -

·: :·pisując '..\'a run ek konieczny minimum funkcji F(:!.) otrzy:nu jemy 

Stlld· 

f(ł) 1'- 1 - f l. :: 
1 ~ 

oraz 
1 - i~ f.M = 1 -2 3v3' 
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fos t,ę pując analogiczni e przy p = 2 otrzymuj e:n,: kryte riw,: 

globalne ~ postaci 

(4.5) F(2) = l ( ~~- p17.Ci)2 + { ~*- ~id.)z • 

mamy 

V ~ i~) 2 
F { 2 ) = ( ~1 - ~ + 

r~ ~ f/ J b 

( 1- 12) 4_ 

id. 
.r t 
":f ;z 

Z r.arut~u koniecznego minimum funkcji F(2) otrzymujemy nost Qpu­

jące równanie 

(A- ~} s- JJ_ { 1- f ) 4 
( ł~- f UJ.) = O~ 

[-' ł _, 1 

(Z) 

z którego numerycznie wyznaczamy p ~ 
• 1 (Z.) 

Następnie z zależności (4.4) ~najdujemy f a z uleładu róv.nan 

(4 .. 1) i (4.2J odpowiednie \~artuśct zmienn;ch decyzyjnych 
~(') i ~(Z) ~ 

t Sz 
Korzystując z metody funkcji użytkowych uyz.~aczymy rozwią-

zanie _preferowane przyjmu.jąc funkcję użyteczno ś ci -w postaci 

( t'! 7 ' U ( ~ ~ } = W f + Wz i = 
% • " '!" 1 ' x-2 1 i ~ 

=w., [2J1+ff2(1-2§1)]- w1 [1- n-}:z){1-2J1)
3
]. 

l 

Nalc ży znale :ić minim~·.m funkcji U przy -rrarunkach ograniczających 

~ _<..";. ~-~ Li S-t 2 .J 

l' ~ fot ~ i. 
Ponie~aż funkcja użyteczności U jest liniowo zależnci od 

zmienne~ decyzyjnej ~ , więc jej minimum występuje v.tedy, gdy 

przyjmuje ona jedną z wartości granicznych, w tym przypadku 

ł = i z. • Poszukujemy zatem mj.nimum funkcji U l9Zględem ~:: 
~ - ~1 

przy ~ = f, . Viypisując warunek konieczny tego !Ilinimur.t 
.l'ł, -

otrzymujemy 

(4.8) . 
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Z równania (4.8) znajdujemy 

_fi~=!-( 1- .j~t )Q 

Znając zmienne decyzyjne obliczamy odpowiadające im wartości 

funkcji celu z zal~żności (4 .. 1) i (4.2)·. 
Przvklad liczbowy. Przyjęto następujące wymiary przekroju: 

wysokość przekroju a = 1000 mm, szerokość półki b = 400 mm, 
minimalną grubość półki - z1=20mm, miniwalną gruboić śrą_dnika 

~2=10 mm. 
Przy ·tych wymiarach: J.,= 0,02, !e.= 0,025; 

J. = 1 ' i = o' 1374 t f. = 1. f _t z 

l= o ,064, 
-1 

Rozwiązania preferowane w poszczególnych przypadkach mają 

następujące wartości licz6owe: 

- rozwiązanie wyznaczone metodą kryterium globalnego przy p=1 
(4,! • (1) - ~ł} ft} f,::: 0 1 2758, fz = 0,02o 1 .f

1 
= 0,5628 1 t= 0,9121; 

- rozwiązanie 1ryznaczone metodą kryterium globalnego przy P=2 

i.l.) (t) (1,1 {i) 
::: 0,1805, ): = 0,025 ' ł = 0,~770, ł = 0,7456 ; 

f Sz .f 2. 

rozwiązanie wyznaczone metodą funkcji użytkowych przy 
"1 

wi = w2 = 2 

fł = 0,2110, . ~ = 0,025, f. = 0,4365, 
1 

· ~=0,8117. 

P<?wyższe roz,viązania zaznaczono na rys. 4.2 i 4.3. 

P r z y k ł a d 2 

Sformułowanie zadania. Zadanie polega na takim dobraniu 

wymiarów przekroju prostokątnego belki aby funkcja ~ 
proporcjonalna do objętości belki była minimalna i funkcja Jt 

. 2 
proporcjonalna do energ~i spr~~yste~ powstającej w belce pod 
działaniem obciążeń zginających i ściskających też była mini­
malna • . 

Jako zmienne decyzyjne przyjęto: 
- wysokość belki x

1
, 

- szerokość belki x2• 

Przyjęto, że zmienne decyzyjne muszą być zawarte w prze-
działach: 

.!1 ~ x1 ~ i'1 ~ 

.!2 ~ x2 ~ x2. 
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Wprowadzająs bez"Wymiarowe zmienne decyzyjne 

~ = ~2 otrzymujemy następujące sformułowante 
..l2_ -

x2 

Znaleźć mtnimum funkcji celu 

( 4~ 9) ~ = f, f~ - fi min 
1 

i 

(4.10) p k 1 
'- = f/ f'- + 

= 
fi~?. 

12M2 

gdzie k = 
N2i2 
J. - 1 

Przy czym zmienne decyzyjne J1 i 

następujące ·warunki ograniczające 

): ~ ~ ~ 
11 }"1 

oraz 

p 
2 min 

J2 muszą spełniać 

1 

1 Q 

Obszar rozwiązań. dopuszczalnych jest prostokątem przedstawio­

nym na ryso 4.4. 

01801 

?§ 

"j 
1 . 
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\\yznnczenie zbioru kompromisów. r,unkcje celu f. i I r 
1 ~ 

przekształcają obszar rozwiązari dopuszrzalnych " obszar celu, 

Obszar ten znajdujemy w sposób następujący. ~yznaczając J2 
z równania (4,9) i podstawiając do (4.10) otrzymujemy zależność 

l = 
2. 

Przyjmując ~1 = _I 1 i r1 = 1 otrzymujemy na podstauie 

wzoru (4,11) odcinki brzegu obszaru celu AE i BC {rys, 4,5) , 

Analogicznie eliminując z układu równań (4,9) i (4,10) 

f:l. otrzymujemy zależność 
. 'l. 

(4.12) 12 = k f~ + l!J 
f 

z której wyznaczwny dalsze odcinki 

przyJmując f 2 = ~ -2 
i ~2 = 

1 

brzegu obszaru celu AB i EC, 

1, (rys, 4.5 ) 

Zbiór kompromisów składa się w tym przypadku z dlvóch od­

cinków (rys , . 4 • 5 ) : 

odcinka J1B o równaniu P. = 
2 

odcinka BC o równaniu f = 
z. 

v. vbór rozlVi ązania preferowanego, Rozwiązanie pre fero,~ąne 

określimy metodą kryterium globalnego przyjmując p = 2 oraz 

metodą funkcji użytkowych. 

~ przypadku pierwszym kryterium globalne ma postać 

,., /J.. 
Rozwiązanie idealne jest 11 es tf(pujące: i =J,f~ i= k + 1, 

Należy znaleźć minimum funkcji J2) f p~z~· zachowaniu wa­

runku 
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zakladc.:jąct że roz,dązanie leży na odcinku BC zbioru kompromisów.:. 

Podstmviając '~yraże.G'ie (4a14) do ról·mania (4.13) mamy 

() J if z -a{ 1 . .A)~ 
F 2 = ( i

1 
t- !_ł J2 ) -+ ( ; + k) 'f -. 1 • 

ll'ypisując wa1·unek konieczny minimum funkcji F (2) otrzymujemy: 

ł 1( 1 1) 1 -o f - ~ f - { "'ł" k) J. - ;r"'l. - l 
1 -

1-t. 1 .z; 
' . ;:(aJ N t . z ktorego nu:neryczn1e wyznnczamy r. • as ępn1e ze wzoru 

(4.14) obliczamy z(t.) oraz z ukłaou równań (4o9) 1 (4.10) 
:tt. tv (t' 

wyznaczam:;· zmienne decyzyjne f. i ft J 

'iY przypadku drugim przyjęto funkcję użyteczności w postaci 

(4.15) 

Należy znaleźć minimum !Wlkcji U przy warunkach ograniczaj~ 

cyc h 
~ .5 s:..${ r. !1 ) 

Ponieważ spodziewamy się, że rozwiązanie leży na odcinku 

BC zbioru kompro mł.sów prze to przyjmujemy .f, = 1 i poszukuj e:ny 

minimll.!ll funkcji U względem f,_. 
\·,'arunek konieczny tego minimum jest następujący: 

Stąd 

Znając zmienne decyzyjne obliczamy odpo~iadające im 

wartości funkcji celu z zależności (4. 9 ) i (4,10) • 

Przykład liczbol!Y. Przyjęto następujące dane liczbowe: 

moment zginający M= 30 kNm, siłę ściskającą N = 300 kN, 
maksymalną wysokość przekroju i

1 
= 01 60 m, minimalną wysokość 

przekroju ! 1 = 0,20 m, maksymalną sterakość przekroju i
2 

= 0,30 •
1 
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minimalną szeroko~6 przekroju x0 = 0,10 ma 

Przy t'J'Ch danycl1 ; k :::: -
3
1;; ~'"' ~ 1 

...,. 
:e = 1' 

1 

l::, = 73 ~ 

36 .. 

J:= _31 , X= .t :s ':!. ,1 9 _... ·-

nozwiązania pre ferowane w poszczególnych przypadkoch maj ą 

następujące warto~ci liczbowe~ 

- rozwiązan i e wyz.mwzone metodą kry telium· globalnego 
(z J (a) (2) (~) 

f = 1 1 J = Og801, i. = 0 , 801, f_ :;.; 1ł GG5 
1 ~ ' 0: 

3 - roZ\\iązauie w.yznaczone metodą flliJ.kcji użytko"!.~'ych ·pr3y w1 = 4 
1 

i w2 = 4 

~ ::: 1 ~ 
i 

!: 2 s = -3 J 
.2. · 

~ 2, I<..::: 

-Po·wyższe rozwiązania zaznaczono na ryso 4"4 "i '!'JI5" 

P r z y k ł a d 3 

Sfor~ułowanic zadania, Celęm optymalizacji j~st dobrnnie 

takiej szeroko~ci belki prostokątnej z betonu sprę~ystego i 

ta~<:iej wiel imści siły sprężajE1Ce ,i, aby objQto~ć b·ctonu .i stali 

spr~ :?",aj ące j był-y minima l u e e Re zpatrywane s fl: d"Ra skraj ne s tany 

obciqżcni.a belk:i wywołujące momenty zginające 

Jako zmienne decy zy j nt przyjęto: 

- szerokość belki b 2 

- uielkośó siły sprętające j Pi 

~ysoko~6 przekroju h przyj ę to jakb daną. 

Zmienne decy zy jn·e muszą spełniać: 

- warunk:i. wy trzymałościowe w dwóch stanach obcią~enia 
p 6 { f'1. - Pe ) 
--t- ........ 6 
bh bh~ ~ l 

('1" 16) _E_ . 6 (Hi - Ad 
~ rs) 

b h bh' 

p 
-1-

G (H'J. - Pe ) 
~ §.) 

b h b h'-

'P 6(Hz - 'k 
~ SJ"' b"h:" bht 

- !'<arunki konstrukcyjne 

b ?:- b 
' 

p ~ o. 

http://rcin.org.pl



- 4-2 -

' · Silręz· aJ·<n:ceJ' P --h:.: - d.gdzl· e ~ oznacza Przyjęto mirnosrod siły - ~ - -~ • u 

minimalną odleg1o~6 ś rodka ciQ~kości kab li sprę~ających od 

spodu l"elid"' 

Kryteria optymalizacji są następujące: 

(4 "17) A = hb :: Amin , 

p= Pmin"" 

Ukł.ao nierÓ\\ności (4.16) przedstawimy w postaci następują-

c ej 

(4 .19) 6 h2b + 2 ( h - 3d ) P - 6.M1 ~ o, 

(4. 20) ~ b2
b - 2 (2h- 3d) P + 6M1 ~ o, 

(4. 21) ~ h
2

b + 2 (h - 3d ) p - 6~{2 ( o, 

{4. 22} 6 h
2

b - 2 ( 2h - 3d ) P + 6M
2 

~ o. 

:ren układ nie równości je s t liniowy względem zmiennych 

decyzyjnych i wyznacza w płaszczyinie b 1 P czftorokąt BCDE stano­

wiący obse,ar rozwiąza11 d opus zc:zalnych (rys. 4. 6) • Yispółrzędne 
poszcególnych \Vierzchołków leżące na przecięciu o graniczeń · 

(·1.19) ~ {4 .22) są następujące • 

11unkt B, na przecięciu ograniczeń (4.19) i (4.20) 
6}f1 . 

bB = t;'h'+ (o+§:) h.(h-3d) 

:.Sl-11 ( Ef +§) 

p B = 6 h. + ( 6 + §. ) ( k- lot) 

Punkt c, na przecięciu ograniczed 

2 ( 21i1 - -:~{2) 
be= 6'h.(k-2d) 

M1 + M2 
p c = -:;;.._--=---

h - 2d 

( 4 • 19 ) i ( 4 f 22) 

_ od ( M
1 

- ~12 ) 
6' h-l ( k- 2ct) ' 
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Punkt D ~ oa przecięc iu ograniczeri ~s21 ) i (4s 22) 

6M
2 

bD :: §h.~ -~ ( 5 + ~) h ( h- 3d) 

3M
2 

( ri + §:) 

Punk t I~ , na przeci ęciu ograniczeń (4.20) i (4a 21) 

2 (2M2-Mi) 6d (M1 -. M2 ) 

bE = _§:_k ..... (=--b.---;;..._2a-~ )- + -_-5 -h 2 (h ... 2~ ) 

Mi + M2 
p E = ----------· ~ 

h - 2d 

W pewnych przypadkach ograniczenia kons trukcyjn~ mogą być 

aktywne i wówczas część czworokEłta BCDE nie należy do obszaru 

:rozwiązań dopuszczalnych§ 

Y; y znaczenie . zbioru. kompromisów. Funkcje celu (·1.17) i 

(4.18) są l i niowe i przekształcają CZ'\Vorokąt BCDE w czworokąt 

B
1 

C
1
D1E 1 (rys~ 4.7) o lvspółrzędnych 

-punkt B
1 

( An'= hbB' PB) 

,punkt c' ( 1\c'= hb0 , Pc) 

Zbiorem ko.mpromisów je s t odcinek B 1 
C

1 
(rys. 4. 7) s 

1\ybór rozwiązania preferowanego. Rozwiązanie prefero'Wane 

·określimy kilkoma sposobami przedstawionymi . w rozdziale 3. 

Korzystając z metody kryterium globalne~o przy p = 1 
otrzymano: 

( } .. id. :li ;4. • 
F 

1 = l A ':" A l +}t l P ..,. P .1 ~ 
Rozwiązanie idealne jest równe: 

http://rcin.org.pl



h 2d 

Należy znaleźć m1n1mum funkcji celu F (i) leżące . na 

odcinku B1 C 1 (rys.4.7)_ • Funkcja l''~} jest liniowa, zatem jej 

minimum leży w punkci.e B1 lub c' ~ albo w przypadku szczególnym 

prosta (~1.13) może być równoległą do odcinka B 1C1i wóli'czas 

każdemu punktowi tego odcinka odpowiada jednakowa miniiLalna 

wartość ~) a 

Przy p = 2 otrzymujemy kryterium globalne w postaci 

Należy znaleźć minimum funkcji . F (2 ) leżące na prostej 

B1C1o równaniu 

Podsta:wiajqc wyrażenie (4.2$")do (4.2~) mamy 

p(2) =~(A- AB,) 2 +jt\PB'I- PC1)2 (1 

Yiypisując v1arunek konieczny minimu.:n funkcji F {2) otrzymujemy 

równanie 

z którego znajdujemy 

f (2) . ft~B1 - Pc 1 )
2 (Act- 1'13,) 

.~ = AB' +~-----=---..:...-=:...._.....:::. __ _ 

rl.(PB~- pC,)2 + (AC,_~~} 2 
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Następnie z r ównonia 0 26) ~yznaczamy 

fl~ (P B'- p C i) 3 

- )"1.(?13, ~ PC,):2 + (;.• ci- AB') 2 

\J(~powiada .1 •.lcc tvm \var to ś ciom f un i-\:cji ce lu zmienne decyzyjne są 
:t'Ó:Y 'le ' b ~(2) - .i /'. (2 ) .; p . (2) 

l • • - - h -- ..:!. • 

l\ o rz.ys tając z mc·t.od y :funkcji użytkowych wyznaczy my rozV~tą­

zanie preferowane przy~mując funkcję u~yteczności w postaci 

~~ale żv \:yznnczyć mi.'Ji:'.rum f unkcj i U leżące w obszarze 

·roZ\I' iąza;! dopuszczalnych (r);s ,.4~ 6) 6 Funli:cja U jest linior.'a i 

j e j miniruwn leży -~'i' punkcie B jeżeli irspółezynnik. k(? (bE - be) 
PC .... PB 

h: == - !J ( hE - b C ) lub w punkcie C je~e li 

to 1;:2 żdc:;lU punktowi odcinka BC odpowiada je dnakowa m.i nirualna 

r. 3r to ś(' f'unl-~c j .i t:;: 

Przy t l ad l iczbow,-. Przyjęto n .::t~ tępuj ące dane lic z bo we: 

~o~ cnty zg~najqce M1 = 375 kN~, M
2 

= 250 kXm: wysokoś6 b~lki 

h = 0,70 m, minh.a lną szerokość belki E = 0,10 m~ odlęgłość 

~ ro~ka cię~ko~ci kabl j sprę~ających od spodu belki d = 0,05 m, 

napr~zeniu dopm;zczalne lV betonie 6 =.10000 k)J/ r.1 2 i 
') 

6 = 500 kX/ m'"' . 

Przy tych danych współ.rzędne wierzchołków cz,vorokąta określają-: 

ccgo obszar rozwią zari dopuszczalnych są następujące: 

·- punkt B b B 0,2316 m, PE = 92 ·1,7 k~'>i : 

- punkt c be = 0~2252 m, Pc = 1041,7 kX, 

- punkt !J b D ·- 0,3500 m l' PD j 285 '7 kN, 

- punkt E bE - 1,4456 m, P.., ..., :: 1041,7 kl'\.,. 

~ierzchołki czworokąta określającego obszar celu mają współrzędne 

następujące: 
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~ :Junkt B l 
An' = 0,176 m~ , PB' :: 924,7 kN 

' 

c' 
')' 

punkt Act 0,158 m" u 1041 ,.7 kN ! "'c 

punkt D' AD l = 0,245 
') 

m"' , PD = 1285 ,,J kN 

punkt E ' AE 1 1 , 0:t19 2 
Por · 1041 , 'l !rN - -- m ' 

::: 
~' 

\J. 
Roz,viązaniem idealnym jest punkt o współrzędny ch: .!1. O, 158 m2 
. Ul 
l p = 9 24 , 7 kN. 

ROZ1'1iązania preferO\vane w poszcze gólnych przyp'bkach maj q 

następujące nartości liczbowe: 

- rozwiązanie \"Vyznaczone metodą kryterium globalnego przy p=1 

b (i) = Ot 2516 m ~ A (1) = 0,176 m2 , P (i) 824,7 kl~ ; 

(punkty B i B1 na rys. 4,.6 t 4.7L 
- rozwią.zanje wyznaczone metodą kryterium globalnego przy p:::2 

b (2) = 0,2516 m, A (2) = 0 ,176 m2 , P l2) ·= 924,7 kK ; 

(punkty B i B1 na rys., 4.6 i 4.,7) 

- rozwiązania wyznaczone metodą funkcji użytkouych 

b = 0,2516 m, A = 0,176 m2 , P = 924 17 kN 7 jeżeli 

!t '< o,oo01579, 

(punkty B i B' na rys. 4.6 i 4. 7 )., 

b = 0,2252 m, A = 0,158 m2 
' 

p= 1041,7 kN, jeżeli 

k > o,ooo1579) 

(punkty C i c' na rys. 4,6 i 4.7 }. 

P r z y k ł a d 4 

S:formuło-wanie zadania, Zadanie polega na takim doborze 

promienia i grubości ścianki przekroju rurowego słupa ściska­

nego osiowo, aby po l e przekroju było minir:.alne, a sił a 

krytyczna maksymalna. 

Jako zmienne decyzyjne przyjęto: 
·, 
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- prornier~ wellnętrzny rury r (rys" 4,.8) , 

- grubość ścianki rury ge 

l 

Rys. 4.8 

Zmienne decyzyjne muszą spełniać następujące warunki 

ograniczające: 

- grulloŚe ścianki musi być większa od minimalnej, r.rnikającej 

z narunków technologicznych 

g g 

- naprężenia ściskające w przekroju słupa muszą być mniejsze 

od dopuszczalnych 

czyli 

1T r 2 
= 1T g ( 2r + g } ~ ~ • 

Kryterią optymalizacji są następujące: 

- pole przekroju słupa 

A = 1f g ( 2r + g ) = Amin 

- siła krytyczna 
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Rozr;i.:Lżanie. Zadanie rozw1ązemy metodą leksylwgraficzną 

przyjmując jako ważniejsze kryterium (.1.28) • 

Kależy zatem najpierw znaleźć minimum funkcji A ( g,r) 

przy wnruntach ograniczających (•1. 26) i ( 4. 21} • Je s t OCZ)mis te, 

że rozwiązaniem tym jest 

A = f 
6 

czyli 

(4.30) g ( 2r + g ) 
p 

==~. 

Rozwiązanie to nie jest jednoznocznee ~o~emy zatem poszuki7 
wać maksimtL"ll wyrażenia (4. 25) przy warunku (4.30) oraz ogranicze­

niach (4.26) i (4.27) • 
Wyznaczając z rÓ\mania (4.30) 

-p 2. 
Tri- t 

r = 
2t 

i ;wstawiając to wyrażenie uo funkcji (4.29) 1 po .przekształce­

niach mamy 

Badając ekstrema funkcji (4,.)ł) ze lVZględu na zmienną 

decyzyjną g st~ierdzamy, że jej maksimum leży na granicy prze­
działu zmienności g, czyli 

g = g • 

Rozwiązanie zatem jest następujące: 

g= g, 
- 'P ~ 

r = 
~- ca 

21 J 

p 
Amin :: =' 6" 

Tf4.E P [(~;_t~/~( P_- r )J Pkr = 7Tef 
max 412.6" 21. 

http://rcin.org.pl



-. 50 -

Prace cytow~e w tekście 

1 • .A13LJ"JJ~CZYK A..~ .Elemency optymalizacji wielokryteria.lnej, 

WAT, Warszawa 1979. 

2. EJJ:ER E.: U"'Der Algoritbmen zur Ermittlung und Charakteri­

sierung Pareto-optimaler ~sungen bei Entwurfsaufgaben 
ela.stischer lraoc-werke, ZAUM, Vol. 57, T318-T320, 197?. 

3. EAIER E.: Matbematiscbe :Progralllilierung zur Optimie.rung von 

'I·ragwerken insbesondere bei ~ehr.fachen Zielen, Dissertation 

D17, Dar~stad~, 1978. 

4. Boyehuk L.K., Ovcbinnikov V.Oa: Frincipal Methods for Solu­
tion of I.."u.l ticri te rial Optimizati on Problems /Survey/, So­

viet Autor:a.tic Control, Vol. 6, No 3, pp 1-4, 1973. 

5. Car.rtichael D.G,: Computation of Fa.reto Optima in Structural 

Desie;nt Int. J. Nwrer .. 1:ethods Eng., Vol .. 15, pp. 925 - 929, 
1950. 

6. DEB?.EU G.: Theocy of V al ue, John Wiley, New York 1959. 

7. ESS:ENAU~r. E., G.ATZLAFF H., KIEDRO~SKI R. W.: Entwickl.ung 

und Optl.ml.erung hochgenauer Paneel trasstrukturen, Te ch. 

titt. Krupp. Band 38, H~ 1, 1980. 

8. ESCłiENA:..8R H., RUSIL J.: Parabolanter..nen al s Kon::ponenten 

von Nc..chrichten-Obern::ittlungssyste:nen , Nachrichten elekto­

nik , H. 11/'12, 1981. 

9. F.~~~UHJ...P. P.H. ~ A Survey of t::ultiattribute Utility Theory and 

Applications /in/ Starr !.!.K,, Zelen:9 1'i.: Mul.tipl.e Criteria 

Dec.ision 1:aking, North Rolland, New York 1977, pp. 59- 90 ... 

10. ? I ::.?..bUF.!'\ :::' . :; v: Lexicographic Ord.ers, Utilitie:s and Deci.sion 

Rulest A Su.r\--e~, 11enagement Science, Vol. 20r łio 11, .PP• 

1442- 1471t 1974. 

11. HW.Ci~ C.L., J.:ASUD .A.S.M.: i.:ultiple o·ojecti ve Decision łla·­

king - Uethods and Applications, Springer-Verlag, Berlin-­

-Heidelberg-N~w York 1979. 

http://rcin.org.pl



- 51 -

12. RITBER GcP.: Uulti-Attribute Utility Models: A Review of 
Field and Field-Like Studies, reganament Science, Vol. 20, 
No 10, pp. 1393-1402, 1974. 

1·3. KA.PLIN s~: ~tematiceskije metody v teorii igr, programiro­
wanii i ekonomike, Izdatelstwo "Mir" 1964. 

14. KLINGER A.: Vector-valued performance criteria, IEEE Trans. 
on Automatic Controls, Vol. AC-9, No 1, 19~. 

15. KOSKI J.: Truss Optimization with Vector Criterion, Tampere 
University of Tecbnology, Publ. 6, Tampere, Finland 19?9. 

16. KOSKI J~: Uulticriterion optiiDization in structural design, 
/in/ Optimum structural design, Theory and Applications, 
Vol. 2. J. Wiley and Sons, London-New York-Sydne]-Toronto 
1983. 

17. KOSKI J, , SILVENNOINFU R. : Pareto Optima in Structural 
Design, Int. J. Numer. ~thods Eng~, Vol. 15, PP• 925-929, 
1980. 

18. EUEN H.W., TUCKER A.W.: Nonlinear Programming, Proc. of the 
Second Berkeley Symposium on Mathematic Statisties and 
Probabilit~, University of California Press, Berkeley, 
Cali f. 1951. 

19. NiiLSON W.,L.: On the use of optimization theo.r;y for practi­

cal eontrel system design, IEEE Trans. on Automatic Control, 
Vol. AC-9, Nc 4, 1964. 

20. VON NB'illi:AN D., A:ORGENSTERN N.O.: Teoria igr i ekonomiczesko je 
povedenije, Izdatielstwo "Nauka", 1970. 

21. OSYCZKA A.; An Approach to Multicriterion Optimization 
?roblems for Engineering Design, Cornput. ~thods Appl. ~eCh. 

Eng., Vol. 15, pp. 309-333, 1978. 

22. PARETO v:: Coure d'Economie Politique, Lausanne, Rouge,1886. 

23. FESCHEL M., RIEDEL C~: Polioptymalizacja. ~etody podejmowa­
Dia decyzji kompromisowych w zagadriieniach inżynieryjno­
-technicznych, WNT, Warszawa 1979. 

http://rcin.org.pl



- 52 -

2ą. nAO S. f:5 ,, HATI S.K~: Gan.e 'Jiheory Approach in Multtcriteria 

Optimi zati.on of Function Gener'ating N:e chanisms, J. Mech. 

Des. 'I'rans. 1\~~tiE, Vol. 101, pp. 398-405, 1979. 

25. ~:ALUKVADZE M.E.: Zadaci vekt{)rnoj optimizacji v teorii 

uprawlenija, Macniereba, Tbilisi 1975o 

26. SNl'TLEH H.J.: Ersntzprobleme f!lr Vektoroptimie:n•.ngsaufgaben 

Wld ihre Jmwendung in der Strukturmechanik, VDI-Verlag 

GwbH, Duoseldorf, Reihe 1, Nrm 88, 1982. 

27. STAlJL..~R W. : Preference Optimality and Applications o f Pa­

retoOptiroality,in Multicrlteria Decision Making /Eds. 

Lei t man ,G .. , !jarzollc A./, CISM Course~ and Lectures No. 

2·11, Springer-Verlag, Viien-New York 1975. 

28. STJ~LER W,; Nutural Structural ~hapes of Shallow Arches, 

J • .Appl~ Mech. Trans • .ASP.:E, Vol. 44, No 2, pp. 291-298, 

1977. 

29. STADLER W.: Natural Structural Shapes /The Static Case/, 

J. Mech. Appl. Matb., Vol. 31 1 Pt. 2, pp. 169··217, 1978. 

30. DTillLER W. : Prcference Optimality in t;ulticri tel'ia Control 

and .Programming f'ro1lems, Nonlincar li.ll.al. Tlleo;oy iw':et:twd!~ 

Appl., Vol. 4, No 1~ PP• 51-65, 1980. 

}1. WALTZ F,M.: An ongineering approach: hierarchical optimi­

zation criteria, IEEE Transaction on ~utomatic Control, 
Vol. AC-12, No. 2, 1967. 

32. YU P.L.: LEITMAN G.: Compromisa Solutione, Domine.tion 
Structures and Salukwadze's S:olution, JOTA, .Vol. 13. No 3, 
19?4-. 

33. ZA.DEH L, .h,: Optimality Wld non-sca.lar-valued performance 

criteria, IEEE Trans. on Automati.c Control, Vol. AC-8, 

No 1, 1963~ 

http://rcin.org.pl




